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Studiul unor funcjiuni periodice care admit o formuld de
adifiune rafionald in raport cu ele insdgi

In paginile ce urmeazi voesc a studid doua functiuni perio-
dice, care de si se aseamina prin definiia lor geometrici, cu func-
tiunile trigonometrice, sinus si cosinus, se deosebesc prin proprie-
titile lor, se deosebesc prin aceia ci pe cind sinusul §1 consinusul
sunt funcgiuni continue impreuni cu derivatele lor, functiunile ce
le studiez sunt numai ele continue, derivatele lor fiind segmentar
conttnue. Curba lor representativa prezintd din aceasta cauzi puncte
anguloase si puncte de inflexiune artificiale.

Aceste functiuni admit o formuli de aditiune rationali in ra-
port cu ele insisi.

Mi ocup si de funciiunile inverse celor ce le consider la in-
ceput, presintind si ele destul interes pentru a fi studiate.

Sinusul §i consinusul pairalic.

1. Fie patratul ABA'B’, a ciarui semidiagonali o luam egali
cu unitatea (O A =1).

Vom numi sinusul patratic al unghiului A OC sau al arcului
2 de pe cercul de raza O A =1 corespunzitor, perpendiculara din
C pe OA i vom scri:

spa=CD*),
iar consinusul patratic al arcului «, vom numi distanga de la centru
W pina 'a piciorul sinusu'ui, §i vom scri :

E fp L= O D-
C/ Sinusul si consinusul patratic, vor fi
masurate respectiv pe diagonalele BB’

D

si A A’, pistrindu-se conventiunea ca

la sinusu! si cbsimusul obicinuit.

A Aceste doui functiuni sunt conti-
nue dupi cum se vede pe figuri si
periodice, admigind perioada 2 =.

Variatia acestor doui functiuni e usor
de urmirit, ea e rezumati in tabloul

31
Fig. 1. urmator.

*) spa §i cpa se citese : sinusul patratic de a i cosinul patratic de a.
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Se pot stabili pentru sinusul §i consinusul patratic a arcelor
egale si de semne contrare, a arcelor suplimentare sau care difera cu
#, aceleasi teoreme care se stabilesc pentru sinusul §i cosinusul o-
bicinuit. fe pot apoi reduce arcele la primul cadran Dar, nu mi
opresc asupra acestora.

Formule fundamentale.

2. Triunghiul ACD fiind isoscel avem AD=CD i deu
de pe figuri putem scri imediat:

(1) sp.adcp.a=1.
Aceasta formuli e valabili atdt cat o<a<~-:—.

Pentru celelalte cadrane, ea trebue inlocuiti cu:

spR-—cpa=1 pentru :—<¢<t,
spat-cpa= - 1 « z <ﬁ<-3—2§,
P -cpa=—1 « 3;<a<2:.

Toate aceste formule pot fi cuprinse in una singuri:
(1) |spa +lepa =1,
sau in formula:
spat(- 1yHopa=(—1)"s,
. - . . : "
unde n inseamnia cadranul in care e cuprins arcul a, iar 2+-;

trebue inteles numirul intreg cel mai mare cuprins,
In ceiace urmeazi si intr'un prim studiu, vom utilizd mai

mult formula (1), adici vom presupune a<—~'~ , riminind 2 mo-

dificd formulele ce le vom stabili mai dcpartc st pentru cazul cind
« trece in diferite cadrane.
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Observim apoi ci daci ducem perpendiculara AE pe OA,
triunghiurile AOE si COD sunt asemenea, putem deci scri:

EA_OA
CD OD°
Dar E A este tangenta trigonometrici a arcului a:
CD=sp.a, OD=cpa, OA=1.

Inlocuind in relatia de mai sus aceste valori, gisim :
o
(2) tgo=—"-.

Formulele (1) si (2) le vom numi formule fundamentale si le vom
utiliza in cele ce urmeaza.

Formule de adifiune,

3. Si luim formula bine cunoscuta din trigonometrie :
iga+1gd
g (atf)=———>%.
I—tga.tgf
Si inlocuim in aceasti formuli, tangenta trigenometrici, prin func-
tiunile noastre periodice.
In adevir (2) se poate scri tinind seami de (1).
spa
1--spa’

tga=

0 : .

Servindu-ne de aceasti formuli, relagia de mai sus devine :

spe + spB
sp(a+B) _ rspa | 1—spf
1—sp.(a+B) - sp..sp.B

(1—spa)(1—spB)

rp‘(a—!—ﬁ) _ sp.a—t-sp.B-—2wpa sp
1—sp.(a+-3) 1—spa—spf  ’
1—sp(a+3) _  1—spa—spf

sp(a+8) — spat-spf—2spa.spp’

. N S 1 —2spa.spf
o sp(at+pf) spatspf—2spaspf’
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A Y el

—2spa.sp?

Daci in (3) inlocuim spa=1—cpa, si facem reducerile,

avem : "
— Cp -2 pa' ) ¢ i
(4) ¢ (218)= 2¢pat-2cpB— 2cpa apg—1"
Daci am porni de la formula :
L tga—tgfh

BOR)= gy

si am face calcule analoage cu cele de mai sus, gisim:
spa— spﬂ

(5) sp(a-B)= szp+2 spa. Spﬁ

1 paepitigame
(6) P(a-B)= i-2cpatf2cpa.cpp

Relagiunile (3), (4), (5) st (6) sunt formulele de aditiune a sinu-
sului §i cosinusului patratic; se observi ci ele sunt exprimate ra-
tional in raport cu ele insigi.

Daci facem in formulele (3) si (4) 3=z, obtinem formulele
de multiplicare.

' 2ma(l——spz)
(3) jp.2¢ 1 23},!4

, 2¢pa 1
(+) P2a= 47p x1—2 q,'a—l

Putem merge §i mai departe, adici putem gasi formule pentru si-
nusul §i cosinusul a 3, ¢ etc. arce, ast-fel:

spa+x;B+uy 2st.spd—251B.spy—2sp 2.5 Y4250 5485ty
st(a =T
HatP4) By et erarby

Daci tacem 3=y=a, avem formula:

p3a= ;__s_pua—G st‘a—;—z sp’a o =

I 6sptatyspia

Daci pornim dela formula cunoscudd :
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cl L tg a—C3, tg a—|—C,n tg .
1—C% g a+-Chtgt a—.

spa

si ne servim de relatiunea, tga:—P—a, avem :
¢

tgmo =

sp-ma _C:,, pmaste — C?ncp""3a.sp%—}——Cf,.cp""%.spia—— ..
I—sp.ma cp™.o— Crocpm—2at. sp2a—-Cocp™taspia—...

Chepm—ta.spa - Crepm—a.sp’at-Couep™u.sp’a— ...
4 P

S Spam =

2

cp™ a—l—C}ncp’"‘-‘a .:pa—C%,.cp’"*a spla— C?ncp’"—%c.:psa—l—... ’

™ oc—C?,,r.pm-%.:pﬂa—}—Cfncpm—"'a.qu’.a—

. rp.ma=

. . N R T rr s oA
Aceste tormule sunt valabile, atit cit a<5. Ele se modifici in

in celelalte cadrane, dar se stabilesc in mod analog.
4. Ca aplicatie a formulelor de mai sus, si ne propunem a
calcula sp si ¢p a arcelor de 15°, 30°, 60° si 75°.
Daci in formula:
3 sp a—6 spta--2 sp3a
b
1--6 spra—t-4 spn
luim 2 =15 atunci sp32=sp 4;°=-;~, si vom obtine aducind
la formi intreagi $1 reducind termenii asemenea :
6 sp215°—6 sp 15°+1=0,

sp 150= ?»-_~6~‘»3 ,

spya=

solutia cu plus inaintea radicalului, nu convine.
Daci in formula :

2spa(1—spa)

sp.2a =
4 1--2spta ]
2 3
luim 2 ==135% si tinem seami ci sp 150 =2 i} vom avea ficind
{ D 6 3
calculele :
3 13 ( —\3)
3 \3—1

3'—\ 3\?

cp™.at-Chep™ta.spa—Cocp™2a.spia—Cocp™—3a.spa+-...
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Daci in formula (3), luim a = 45°, #=15° tinind seami
de valorile :
spa4se =g, 5P rs°=i—6—‘~~-,

vom avea :

sp60°=3¥2‘—:$.

Daci in formula (3) luim a = 45° B =30 si finem seamu
de valorile lui sp 45° si sp 30° avem :

'
Sp.75°=3i;} .
Servindu-ne de formula cpa =1 —sp.a, obginem :
/3 V3
CP Isﬂ:i_ig.‘__’ ‘-p 300:3‘3-_ ,
V3 3jf!3.

pbor ="t gpyse =37

Derivata sinusului gi cosinusului palratic.

5. Inainte de a trece la aflarea derivatei, si demonstrim ca:
raportul dintre sinusul patratic §i arcul corespunzitor, cind arcul
tinde citre zero, este egal cu unu.

De pe figuri putem scri imediat :

spa<arca<tgx. v
Divizind cu sp.a, avem:
~arca I

< .

= spa Sepa
N . I :
La limiti cind arcul « tinde spre zero, 7a’ tinde la unu,
{

deci putem scri:

(7) lima=o {[;d =1. »

Aceasta demonstrat, si aflim acum derivata functiunii :
C)) y=sp.x.

Dim arcului x o crestere b si fie k cresterca corespunzitoare
pentru y, vom aved :
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k=sp(x+h) —spax.
Dezvoltind sp (#+5h), dupi formula (3), avem:

. spat-sph—2spxsph
T 1—2spasph

sp.x,

k_sph 1—2spx+2spt.x

h™ b 1—2sp.x.sph

Trecind la limiti pentru h=o0 si tinind seami de relatia (7),
vom avea :

(9) y=1-2sp.a4-2 sptx=1—2 s5p x.cpa==ipa—-cpia.

. . " . =
Aceasti formula e valabili numai pentru 0<x<; s
sau :

x
2n:r<x<2n7:+‘27-

Derivata functiunei (8), cind arcul trece in alte cadrane, tre-
bue calculati aparte, cici dezvoltarea lui sp (x+b), care intri in
expresiunea derivatei este alta in fiecare cadran. Ast-fel avem:

sp(sth) =25

1 —2spht2spxsph

= <wth<nm, < <a<ln,

. _spx—sph 2spasph 3 3
pvrhy= 142 sp.x.sph mlathl 2’ S 2

N . spx+-sp b 3T 3z
P ('\ + b) 12 sp h—2 sp.x.sp h 2 <&+b<2 * 2 <r<2m.

Daci tinem seami de aceste dezvoltiri, derivata functiunii (8)
in diferite cadrane este.

Y= (1—2 sp.x+2 sptx) —7;— <L,

b
(10) V= — (142 sp x4-2 sprx) ”<x<3—:’
V=142 spx+2spix 3; < r<<2w,

Derivata functiunii, y="px. usor de scris, daci ‘finem seami
de relagia liniara (1) sau (1), dintre spx, si cpx, avem:
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y=—(r-2pxt2gm) o<r<
y=—(12patag) | <x<nm,
y=1+2spxt2spix A<
y=1+42 sp x-t2sptx MLr<an

Din cele de mai sus, vedem ci functiunea continui si perio-
dici (8), are derivata sa segmentar continui, cici expresiunea sa se
3z

. N er . . R T .
schimbi in diferite cadrane, in punctele , 7 5 caare doui va-

lori diferite.
In adevir, daci in (9) facem ca arcul x si creasci pini la

— » gisim in acest punct ca valoare 4 1, iar daci in expresiunea
derivatei din cadranul al doilea (10), facem ca arcul x si descreasca

., T
tinzind la ~ > 8isim in acest punct ca valoare — 1. Punctul co-

. . T . . .
respunzitor lui & = S0 @ curbei ce reprezinti functiuuea (8) este

un punct angulos, cici in acest punct avem doui tangente diferite .
Asemenea toate punctele corespunzitoare absciselor :

x=(2k+1)~: (k=1, 2..),

sunt puncte anguloase pentru functiunea (8).
Acelasi lucru putem spune si despre functiunea y =cpx.

Studiul funcfiunis y = sp.x.

6. Aceasti functiune fiind periodici, avind perioada 2 x, va
fi suficient a construi numai portiunea coprinsi in intervalul (0,2 x)
pentru a o aved toati. Ea este definiti in toate cadranele, derivara
sa este segmentar continud dupi cum am vizut. Va trebui deci sa
construim functiunea separat cind arcul variaza succesiv in cele
patru cadrane, ansanmblul lor dindu-ne functiunea noastri in inter-
valul (o,2¢).
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Pentru aceasta vom scri mai intdi expresiunea primelor doui
derivate a funcgiunii date respectiv in cele patru cadrame si vom.
intocmi in urmi tabloul de variatie.

cadranul I y Y
I “. I—2 :;\—l—z ,rp?v S sp3x—12 sp2x4-8spa—2
I : —1+4-2sp x;z spix 8 sp3x—r12 sp2x—+48spx—2
VT o — 1 -25px-—-25pex 8 :pax—Flz spPx—+4-8 sp x+-2 .
IV 7 142 sp x—-2 sp2x 8 spdxet-12 sp2v4-8 sp x+-2

Variagiunile lui y sunt rezumate in tabloul aliturat, pentru
fie-care cadran in parte.

vadranul I : II i IH l IV
T ® T 3T §E jw 3 7%
X (o] N - - T T — —_— - - 2%
4 2, 2 4 4 2 2 4
_ e R \
" i |
¥ — o4 4 o 204z o 1 — o+
. |
, 1 1 I I
N — I — 1 - —_— H — 1
y I 2 1 1 > 1 > I >
: 1 1 o 1 l I
i - - —1 t — o
y o ;1 I > o] o > ! >

Rezulti din acest tablou ci curba care reprezinti mersul func-
tiunii. porneste din O tangentd la prima bisectoare, se ridici avind
concavitatea citre O v, in punctul E ea are un punct de inflexiune,
coeficientul unghiular al tangentei in acest punct fiind —;-, isi in-
toarce mai departe concavitatea catre Oy si ajunge in punctul A
tangentd la o dreapti paraleli cu prima bisectoare, acest punct A
hind un punct angulos pentru funcfiune, curba se coboari tangenti
in punctul A la o paraleli cu a doua bisectoare, trece prin F unde
are al doilea punct de inflexiune, trece prin C unde are iarisi un
punct de inflexiune, tangenta in acest punct e paraleli cu a doua
bisectoare, ajunge in G unde are un alt punct de inflexiune, se co-
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boari in fine pini in B care este un al doilea punct angulos; de

aici se ridici avind in H un punct de inflexiune, pini in punctul

D unde e tangenti la o dreapti paraleli cu prima bisectoare.
Punctul C corespunzitor abscizei ¥ ==, este un punct de in-

d A
7.4 ar
L [ 2 & 2
X 0 T T 3T c oX
§ z /
M
3 B

Fig. 2.
flexiune artificial, cici raza de curburi in acest punct are doui va-
lori egale, tinite. In adevir daci in expresiunea razei de curburi:

R =(I_+_‘:_"_' ’
y

introducem valorile lui ¥ $i y* corespunzitoare in tablou punctului
x =&, avem :
Rl - Rg =2' L.

Toate punctele corespunzitoare absciselor &+ = k% sunt puncte de
inflexiune artificiale.

Dezvollarea tn serie a sinusului gi cosinusului palralic.

7. Si luam intdi functiunea cpx.

Am putea si ne servim de dezvoltarea in seria lui Mac-Laurin,
aflind derivatele succesive, dar voi intrebuinta o metodi mai simpli.

In adevir relatia (2) se poate scrie:

Servindu-ne de dezvoltarea cunoscuti a lui tg x,
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e ¥ 2% 17aT '
tg“_:‘_}—1.3+1.3.5+1.3.5.7.9+""

e oA e s \
valabili in intervalul o<x<vi~, vom avea:

_4xt 5@t 3240
1.3 1.3 I.3.5°

Utilizand formula (1), putem scri §i dezvoltarea functiunii sf.x.

pr=1—x-4x?

D LA LA
1.3 +1.3.5 )

Aceste dezvoltiri sunt segmentar valabile, pentru intervalele:

x3
spox=—ux x‘l—‘r-iIT
°)

2nn<x<2nr:+—:—, (n=1, 2, ...)

Functiunile arcspx §i arc.cpx. Derivatele lor.

8. Voi considera aici functiunile inverse celor studiate pani,
acum, adici functiunile arcspx, si arc.cpx, care sunt si ele con-
tinue dupi cum se constati pe figuri.

£1 considerim functiunea :

(11) y==arc.spx,
si si-1 calculim derivarta.
Din (11) deducem :
xX=spY,
s1 derivind in raport cu x ambii membri, avem:

=(1—-2s5py+25p%)y,

—

deci :
(12) ' :
V= —
T 1—2x4-2af’
arcul vy fiind in primul cadran.

Cind intelegem prin (11) arcul din celel’alte cadrane, derivata
ia respectiv urmitoarele forme : -

B —1

Y= srram T <U<m

1—2x 4 243
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V= e

I4-2x +2x

z<y<3:,

1 3m
Y I 2xF 247 2 Sy T

Si considerim si functiunea:
y=arccpx.

Intre functiunile arcspx, si arccpx, se observi pe figurd ci
existd relatia:
T
arcspa'-{—arc.cp.x:?-
Derivind ambii membni, gisim derivata lui arc.px:
—1

’

T
Y= T ae s OO

1 ’

I I
T2atzat’ YT 1Fzatzar 1 F20F2a8
—<y<rs ry<E Ty

y=

Se observid ci si derivatele acestor funcfiuni sunt segmentar
continue, cici expresiunea lor se schimbi in diferite cadrane §i nu

i‘l

- ®
se racordeazi in punctele 0 . unde au ca valoare +1.

Dezvoltarea in serie a funciislor arcspx gi arc.cpx.
9. Am gisit ci dezvoltarea functiunei y=arcsp x este:

" I o 2
Y= 1—2x+422 14-(2x—I1p

Multiplicind ambii membri cu dx, si integrind de laola x, avem :

0<)‘<:

arcspx=arctg(2 x—1)—arctg(—1),

A arcspx=»-- +(2x 1)l+1(2x ).+

4 1.3.5

s
z  2a-1 (ax—1) 2(2x--1)*
4 ? 1.3 1.3.5

Aceste serii sunt valabile atit cit:
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x—1 < I, o 4 < I,
conditie indepliﬁitﬁ in cazul nostru:
Cite-va inlegrale definite.

10. Am gisit ca derivata funciiunei y=spx este:

®
=1 -~ ) 2y—=1—2 X. i —
y=1-2spx—2spv=1—2s5px.cpa Oz >
$i:
T
Y=—I42spx —25p2X= —1 —25pa.cPpX ééxé‘ﬁ

si a doua dela

oA

Multiplicind cu dx §i integrind prima de la 0 la

la =, vom aveid:

el e
[:p.x] [a] [;px.cpxd\.

‘-sxcxdx—- A
| oprpxdx=— -

(]
)

jspxcp\d\——z—l——zm

(7]

Adunind aceste doui integrale avem:

r spx.cpydx = o,
0

11. Si calculim : " sponxdx.
0

Sa facem schimbarea de variabili.

sp.mx =1,
I di _T
dy=—.——"— 0 LMmx 2 —
m 1 -214-2. =MI<5»

sau @
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dc 1 —dt % i
= — £ MX LT
m »f~—21+21’ 2 < X <

Vom scri intdi integrala datd ast-fel:

a E A

2
J spmxdx = " spmx dx “ sp.mx dx,
0 0 e
2
si introducind noua variabili vom avei:

7T 1 1) —
j sp.mxdx=l—“ ———Ldt—_}_ I j __’_d_’

0 m Jo1-—214-21% ° m )4 l—2t+2!”
= 2 (1 tdt (—2)dt dt
S| o spmxdx = —) ——— (4 )d-—+ _______,,i
0 m Jo x—2i+2t’ 2mJo 1-—21—{—2:’ m ol -2042

[L(x—zl-{-z:’)] -|- —-{ arctg (21— x)-L

 2m
. t R
A 5pnxdx——-—
2m
In cazul particular m =1, vom avea:
=
x
sp.xdx = -

) 2

Avem asemenea :
x

¥ | 4
J pmxdx = J2(1 —spmx)dx -+ j (spmx - 1)dx,
0 0 ';
‘ cp.mxdx =o,
Jo

| 4
12. Si calculim : J strxedx.

0

Am gisit ¢i derivata functiunii y==spx este:

y=1—2spx+2sttx 04.:‘:.

y=—1+425px- 25 ;4::‘:.
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Multiplificind cu v, integrind in domeniu de existenti a for-
mulelor si adunind cele doua integrale, vom avea:

spx dx:l—[.\"px—-x]2+ ‘ 2,fpx1,’x—l—[xpx+x] 4 [ spx dx,
Jo 2 o Jo 2 x ! Ja
2 2

r spadx=I.
0

'

Daci voim si calculim ‘ spix da, atunci derivim functiunea y==sp2x
Jo ’

vom avea:

y=2spax(1- 2spx -4 2sp2x) O=cXx =

Y=2px(—1425px —25p%)

Multiplicind cu Jdv, integrind in domeniu de existeiti a for-
mulelor si adunind cele doud integrale, vom avea:

JT

‘ sp3xdy = r [spix] -— iJ_?spxd.\' + ‘ixpzx dx.
Jo 4 o 2Jo Jo

1 T 1 n T
n [#”x]n — ;J‘n spadx Jn spx da,
2 2 2

Sk

T
spx dx.
0 0

1!' 1 1 T
J xp’xdx:; — ;J spadx 4+ [
0 L

Introducind valorile cunoscute a integralelor din membrul al doilea
avem

x
. 3 T
Wdao =2 —— .
.Lspx.x 2 F

>

®

Putem calcula apoi | sp™ & dx, daci plecim de la functiunea

y=s5p™~tx i o derivim, vom aved:

V=(m—1)spm2x(1-2s5px 4 2 sp2x) Oéxéz s
B =
Y=0m -1)sp"2x(-—1 4+ 2 spx—2 sp3x) S LX LT
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Multiplicind cu dx. integrind in domeniu de existenti a for-
mulelor §i adunind, cele doui integrale, vom avea:

J spmada = 5 (m ) [ spm—1 x] — - J‘ spmrxdx +J spr=tedx

—seol 7], ”"j ’P""’“"“f\ Pt d,
2

2

L3
[ spr xda = — ' sp—lxdx 4 | spmtada,

0 m—I

T

Daca notim Im=j sp™ x dx, atunci avem uimitoarca formuli de
0

recurenta.

Im=

+ m—1— Im—z

m—1

Schimbind pe m succesiv cu m—1 si m—2 si adunind relatiile
obginute dupi ce am multiplicat ultima cu ;—, gisim urmitoarca
formuli de recurenti.

1t

I
m-—

1 1 I

- Im
+ 3) 4

m--2 ° 2(m-—

Im=

Schimbind si aici m cu m- 4 si inlocuind valoarea lui [y,
vom obtine inci :
1 o

_:l+m— *_;(;_:—3) 4 m——j ;: 6+2(m—-7)]-’_4 =R

Aceste formule ne conduc din aproape in aproape ca.si gi-
sim in membrul al doilea, una din integralele cunoscute :
[ ]

x
I°=t’ ll=2‘) I!=l’ I,=4 .
Ast-fel avem inci
4% =3 Fo_U
14_3 4v Il 6 8 ’ [a 30 9o

Daci am avea de calculat o integrali de forma:
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2
spra. cpt adx,
Jo

ficaind schimbarea de variabili :
dt

spr=1t, dx = —r—
3 ’ I—2t422°

o reducem la urmatoarea integrali algebricd, rationali :

J" (1 Ordt

— L 2’
o1 —21-t21

L
aspx’

13. S caleulim :

Facem schimbarea de variabili :

= dy — di
spr=1, x_x-—zt—}—uz’
§1 vom aved:
K ) 1 A
L Y B W (=) VR
aspa | a(r—2t420) " T )1 —2t4212 1t
Y ) 2 2
KL -1 .1 .1
. Zdx 1 (41-—2)dt dt dt
e Jnspx_ Ej11——2/—{—21’+J11——2t+212+J11
3 2 2 2
. 1 1 1
=—;[L(1 “2td n] —|-[arctg(2t/— 1)] —|—[Lt] ,
2 1 1 1
2 2 E}
l—"—
tdx =
——=——+4Ly2
4
.
14. Si calculam: | 2.sptada.
Jo

Pentru aceasta si derivim functiunea:

y=c*spu,
vom aved ;
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vV =24 262 5p* x.

. . T C
Multiplicand cu dx, integrind de la zero Ia2 si scotand integrala

noastri vom avea:

.l n g
2 1 12 2
J Bt x dx = - [[” spr —j dx,
0 2 0 0
'ﬂ
2 | G
J 20 spE xdae = —— .
0 4

. ’é N
15. Si calculim: J\ 2xspat.cpat .
0
Derivind functiunea y = spx2, vom avea:
y=2x( —2spxtcpat).
Multiplicand cu dx §i integrind de la zero la V’F , avem:
2

inx spad.cpraddy = ; [ X2 ]: ,: 3[: : spas ]: :

o |\2 x sp. x’.q;x’dx:’tg 2.
Jo

1
16. Si calculim: J arc.sp x dx, arcul variind in primul cadran.
0
Integrind prin pirti, vom avea:

1 1 ;
arc.sp x.dx = [x arc sp x] . xd¥
0 0! 2 x+4-2 at’

1]
dar:

j’ xdx__ v [' (4% 2)dx

+11 i
01—»2x+2x’_4 01--—2x+2x' le 2x42x%’

=3[L(l—2x+2 -‘")]:'*‘; [“C w(2x ")]: J
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"1
x
arcspxdx =—.
0 4 .

Se pot propune inci diferite probleme relativ la functiile ce
le-am studiat pind acum.
lati cate-va:
17. Si se rezolve ecuatia:
2 spix

2spax—spoa —m —————
P 4 1—25p2x’

T
O X £ —-
2

Si inlocuim sp.2 x cu valoarea sa dati de (3’), vom avea:

4spx(1—spx)_spx=_3_£z;\-_’

1—2sp’x I—2 spix

spx(2sp?x 6spx-+3)=o,
spx=o0 §1 2s5px—6spx -+ 3=0.

Prima ne di w=0° a doua ne di:

+V
2

99
ol

spx=

Semnul 4 nu convine, cici spx <1, deci avem:

_3—1V3,
2

sp

Dar in (§4) am gisit ci aceasti valoare corespunde arcului
de 60°, deci:
x = 60°.
18. Si se rezolve sistemul :
2— 3

spx—cpy="-,

=1

Sistemul dat se poate scri inlocuind ¢py in functie de spy si
dezvoltind ecuatia doua, ast-tel :

Oé.\‘—*—yég.

| SPx+Spy=4—_2-—"~-3,

l spxtspy—2spx.spy V3 r__

—

I —25px.spy ¥ 2
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[ patepy=t"8
3 -
l 4 V3 ~25p x. .rpy—-‘@i -(V3+1)spx.sp y.
Ficind calculele obtinem urmitorul sistem:
e
| pemrmice.

Solutiile acestui sistem sunt ridacinele ecuatii :

uﬂ __4__2—J37 . ”+3__—._V§=o ,
w=3_3 V3 si u'= ! .
2 2
Avem deci: )
sp x= 3 —2‘/3 st ospy=-—

sau invers, deci:
x=60° §i y=45°

sau : X ==45° §1 y==60"

19. Si se afle adevirata valoare a expresiunii :

I
Sp X .
spx(x — 459’
Pentru x = 45° obtinem forma nederminati g .

Si utilizim deci regula lui L'Hdpital, vom aved:

1—2spx-t-2 spix
1--2 sp(x—45°)+2 sp’(x—45')

20. Sa se afle pentiu ¥ = 0 adevirata valoare a expresiunii:

el z
y=sp.%, ocr& ;-

pentru x == 45°.
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Aceasti expresiune reducindu-se la forma nedeterminati o°,
vom lua logaritmul :

Lspx
L -y — R
I
spx
) \ . ) . .
si observind ci se reduce la forma > vom aplicd regula lui
L’Hipital :
1—2spx -+ 2 spPx
spx x
I-—2spx-2spPx | | P lz=0=0,
spx =0
deci : y=1.
21. Si se afle maximum i minimum expresiunii:
T
y=spm x4t x Ozx<—-

Luind derivata §i anulind’o vom avea:

(1—2 spa+-2 spx) (sp™tx —cp™~1x) =0,
1—2spat2spta=0 si sp"la—cp—lx=o.
Prima ccuatie are radicini imaginare.

A doua se poate scrie:

g tx —(1—spa)y"—t=o,

1 m—1
—— =T —I=0.
.rpx )

Aceastd ecuatie binoami are o singurd ridicind reali si posi-
uvi, anume pe 1, deci:

I
- —2=0,

spa
spx = !
L) _— 2 b

= 45°.

Daci in expresia derivatei fac & = o0, am ca valoare 1, iar
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l patopy=t—F,

| 4 J3—~- 25p x. :py'—3+ ~(V3+1)spx.sp y.

Ficind calculele obtinem urmitorul sistem:

5
sp x+-sp y=4—:i
sprspy =33,

4

Solugiile acestui sistem sunt radacinele ecuatii :

ud — 48 . u—}—3 3 =o0,
2 4

=3 v3 s u'= -,

2 2

Avem deci: )
spx—s—;'/3 §1 spy=—

sau invers, deci:
x=60° st y=45°

sau : X==45° §i y=60°
19. Si se afle adevirata valoare a expresiunii:
spx— %
-‘PT(-"_;—‘%S_")’ pentru x == ¢§°.
Pentru x = 45° obtinem forma nederminati 2 .

Si utilizim deci regula lui L’Hdpilal, vom aveid :

1—2 spx 42 spix ‘__'__

-2 sp(x—as* )2 sp(x—as®) |2

20. Si se afle pentiu x = 0 adevirata valoare a expresiunii :

i z
y=sp.x, oLrg
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Aceasti expresiune reducindu-se la forma nedeterminati o°,

vom lua logaritmul :

Lyzl:_‘f_x, _

spx

. N . o © s
si observind ci se reduce la forma —, vom aplica regula
oo
L’Hopital :
1—2spx - 2 spix

L spx
1—2spxt25px =|sp&|o=0=0,
] Jpx =0
deci : y=1.

21. Si se afle maximum i minimum expresiunii:
y=spm x4t x 0zx <

Luind derivata §i anulind’o vom avea:
(1—2spa—-2 sp3x) (sp™—t x —p™-1x) =00,
1—2 sp &2 spta=0 i sp"lx—cpm~ta=o.
Prima ecuatie are ridacini imaginare.
A doua se poate scrie:

gt —(1—spa)r—t=o,

(S[%t' 1 )m—i—lzo.

lui

Aceasti ecuatie binoamd are o singurd ridicini reali si posi-

tivi, anume pe 1, deci:

I
—— —2==0,
spx

R spa=

b

I
2

= 45°.

Daci in expresia derivatei fac ¥ == o0, am ca valoare 1, iar

|
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< T I . .
daci fac & == -, am ca valoare 4 S deci derivata trecind de la
negativ la pozitiv, vom aved un minim pentru funcpiunea dati in
©
punctul a=—-, care este:

1

min.y = '2"‘—_1 .

Voi termina aceste probleme tratind inci una cu caracter geo-
metric, anume :

22. In ori-ce triunghiu dreptunghic, catetele sunt proportio-
nale cu sinusurile patratice a jumitigilor unghturilor opuse.

Fie a ipotenuza, b si ¢ catetele unui triunghiu dreptunghic
ABC. Din trigonometrie cunoastem urmaitoarea relatiune :

B_y/i—cosB /u—( b
() %3 VI+COSB— afc adc

Utilizind acum urmaitoarea relatiune cunoscuta :

B
tg;__-‘ _B ’
T-osp
(1) devine:
B
JPE b
1 —sp) a+¢
b
o (2) SP '2“ = 2—[1 .
In mod analog vom deduce :
C «
(3) P =3p (2p=a+t+o).
Din relatiile (2) si (3), deducem:
b,
B= ¢~ %
K

si enunful e ast-fel justificat.
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