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Nous nous proposons de trouver directement le reste et le quotient de 
la division du polynome: i . 

f = . . . -{-QpxP , 

par {a — x)^, ou p tt q sont des entiers positifs, g^p. 
Nous employons pour le developpement du polynome f[x], la formule 

de Taylor et en divisant en meme temps par [a — xY, nous obtenons: 

[a-x]'> 

( - 1 ) ' 

\a — x]t 

/
9) ,<? + li 
(a) / (a) , -ofi"). 

(<7 + 
ia-x)+ ... - "'-^la-x]P - ^ 

En designant par R(jr) et Qi-c) le reste et le quotient cherches, nous 
avons: 

- l 

(2) Q(jt) = ( - 1 ) » 

(<7-

- + • • • • + ( - 1 ^ - r ' J 

Al) A + . i ) 
Aa) / ( 

Mais si nous developpons R (x) et Q {x) suivant Ies puissances de x 
nous avons encore d'apr^s la formule de Maclaurin: 

13) 

(4) 

R(jr) = R;0) + RMO) , R" (Ol 
1 

R(0) AT-t- X^ - l 

oîi Ton doit d6terminer Ies coefficients. BUPT



L'expression du reste. 
ik) 

Pour calculer un coefficient quelconque-r^, {k = 0,\,2,..., Iq—])) 
k / 

de Texpression (3), nous prenons la derivee d'ordre k de la relation (1), puis 
en posant x = Q, nous obtenons: 

(5) 
R(0) _ f(a) p 1 / (a) „ , p ' / y, 

,(k + 2) 
2 f{a) 

(«A + A V 1 flA + 1 fl + Ĵ A 4- 1 + 2 fl^ 4- . • . + + 1 / — 4- 1 (a^ + 1 fl 

. . . + A 4 . 3 apa j — + 1) Fk + i K - i f l + 

ou en general: 

1 rrt i 
n! 

En ordonnant Texpression (5) selon Ies puissances croissantes de a, nous 
avons: 

16) 

(A) <7-̂ -1 

k\ 1 = 1 

p-q 

(—1) Pkj^^ai^ka A + 1 ' k + \ ' k + 2 

. . . + ( - 1 ) 
<! - k- \ q- k-\ i+\\ q -k + i 

q ; a, + a V7+," r 

Nous allons calculer d'abord le coefficient numerique de a', qu'on peut 
ecrire successivement: 

r u 1 - ^ a'+1 ; + . . . + ( - 1 f " ' ; ! i'i++.;-1)'' IV+. = 

r\ A + l . i I <U'-1) 
1 2! 

Mais, si dans l'identite evidente: 

(1 - a:)' = 1 - c i + d a:' - . . . + ( - l)' c ) , 
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nous faisons x = \ , nous en deduisons: 

aînsi que l'on obtient: 

pour: 
/ = 1 . 2 , . . . , {q-k-\]. 

II en resulte ainsi que Ies coefficients de o, a » , . . . » a » - ' de l'expres-
sion (6) sont egales ă zero et nous pouvons ecrire: 

(*) p-q 
(7) k\ 1= o 

. . . + (—1) i i + l i , ] Oq + ia 

Maintenant nous allons calculer le coefficient numerique de a? - * + 
qu'on peut s'ecrire: 

Ia + I 
q-k^-i {q — k-iri)(q-k + i-\) 

1 2 ! 

, - f c . , [q — k + i\ {q-k-\-i—\]...{i-\-2] 

r l +1 (i — c^ - A + » + Q - A + i — . . . 4- (— c^-A+») 

Mais le coefficient de la paranthese peut se calculer, en considerant 
ridentite evidente: 

et en posant que Ies coefficients du terme en jr̂  - ^ - » de deux membres sont 
egaux. Nous obtenons ainsi: 

^-k-l a k-\ 1 2 n-k-\ g-k-X 
(—1) - — * — W - A + l T- W - ^ + l — • • • + ( 1) Cg^k+i 

En vertu de cette relation, Texpression (8) peut s'ecrire: 

9 - A + _ 1 - A -h , - 1 . _ A - 1 a - A - l .• + 1 

, + 1 _ g - A - l g - A ^ i g -A-1 

(—1) A A 4.,- Cg - = Ta + i Fi^i = 

( 1 M4-I ^g -II en resulte que la relation (7) devient: 
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(9) ^ = + 2 j + ^ + 
t = 0 

relation* vraie pour: k = 0, 1, 2, . . . , (^—1). 
En vertu de cette relation Ies coefficients du reste R(jc), sont ainsi 

determines. 
On peut donc ecrire Texpression (3) sous Ia forme definitive: 

p-q 

1 = 0 

p-q 

(10) RW = + 

p-q 

9 + « - 1 

1=0 

<=0 
P-q 

dq - 2 — r^ - 1 r2 ap ia 
If2 

1=0 
q-2 . 

X + 
r=o 

q - 1 

Cell'Ci est Vexpression interessante du reste de la division du polyndme: 

par {a — jc)'^, et ce reste est exprime directement en fonction des coefficients 
du dividende et du diviseur. 

Remarque. Pour que le reste de la division du polynome: 

= + . . . + apXP, 
par [a — x]'̂  soit identiquement nul, on, doit satisfaire aux conditions sui-
vantes qu'on deduit avec facilite de Pexpression (10) du reste R(jc), c'est-â-dire: 

p-q 
q + i 

1=0 
p-q 

1=0 
p-q 

q-i-i—2 

1=0 

p—q 

1=0 
P—q 

SI+1 /+1 
^q Qq^ia 

1+2 

1=0 
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Ces relations expriment Ies premiers q coefficients du polynome fix] 
en fonction de ceux qui suivent. 

Cas particuliers. 1. Pour 9 = 2, Texpression (10) du reste se reduit â 
la relation suivante: 

P-2 r P'-2 

.=0 1=0 

+ 1 

p-2 

1=0 ^ 
2. Pour <7 = 3, Pexpression (10) du reste devient: 

p-3,. ^ p-3 

(12) R w = g o + E . - ^ a , - X : (/+!) 
1=0 ^ .-=0 
+ 

1=0 

«o + fll Jf + «2 -t- + 2 
1=0 

(/+2. (/+3) 

Applications. 1. Trouver directement le reste de la division de xP par 
(1 — ou p et q sont des entiers positifs, p^q. 

Nous employons la formule (10), en remarquant que dans ce cas: 

«0 = 1̂ = 2̂ = = 1 = 0, ap = \, a = \, 
on obtient: 

R(jr) = ; - 1 7 -1 

(—ij i^-iTi jr +(—1) r^ X 

Remarques. Dans le cas particulier p = 5, <7 = 3, on obtient: 

Rix\ = Tl - r l r l X -^r] X^ = 6 — \ 5 X + \0 JC--

En tenant compte de la relation: 

xP = (1 — x]'f Q .r) + R 

on obtient pour jc = 1, l'identite: 

V - 1 T,̂  - 9 + > 
1 r = ( - 1 ) 

2. Trouver directement le reste de la division du polyndme; 
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par (1 — xY. 

En appliquant la formule (10) et en remarquant que dans ce cas: 

«2 + . = / + ! , pour / = 0 , 1 , 2 . . . , p — 2, et a = l , 

on obtient: 

X . 

3. Trouver directement le reste de la dlvision du polyndme: 

+ + «2 + + + • • + 

par (1 — Jt-)8. 

En employant la formule (12) et en remarquant que dans ce cas: 

«3 4 - / = ! , pour / = 0, 1, 2 , . . . , (/? — 3i; et a = \ , 
on obtient: 

a^ — 

a., H 1 

L'expression du quotient. 

Pour avoir Texpression du quotient, on doit calculer un coefficient 
(k) 

quelconque 9191 , ^ = 0,1, 2 , . . . , (/?— de Pexpression (4). 
k ! 

En consequence, nous prenons la derivee d'ordre k, de Texpression (2), 
nous posons ensuite jc = 0 et nous obtenons: 

k\ ^ Aq 
r ' ^ ^̂^ a + T' ' 

.(9 4- A -f 2) 
/

VY I 
w 

Jp) 

En developpant ies derivees du deuxieme membre, nous avons: 

- q -k 

k\ ^ ' 

, , p - q - k 
. . . + ( - 1 ; Ta + I OfU 
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- o -

En ordonnant suivant Ies puissances de a, nous pouvons ecrire: 
ik) p—q—k 

'13, Ş Ş = ( _ 1 S - r ; . , r ; - ; . , + t L -

. . . + (—1 + ( 1) + CL | 

Nous allons calculer maintenant le coefficient numerique de 

En tenant compte de la relation : 
n n 
m -— ^ f t i t w — 1 j 

nous pouvons ecrire: 

(14) r^^Ari — r^ - l r ^ r ^ f e .1 r^ — . . . -h !— i) r̂ ^ 4" 

" TI " ^̂  r» ^ " ~ ^ I T ^ " ^ (— 1' = u — T/î̂  1 c ^ ^ ^ « r ^ i 1 - - « — . . . 
( C — 1 1 1 . «^« 

Pour calculer le deuxieme membre de cette egalite, nous considerons 
l'identite evidente: 

(15) (1 —Xj q - a - \ li — *)' q ̂  k t ce 

(1 - X ) ' 

1 En supposant —1 < j c < 1 , nous pouvons developper dans 
\ * " " " " 

une serie absolument convergente, d'apres la formule de Maclaurin, et 
l'identite (15) devient: 

En rendant identiques Ies coefficients de x'' de deux membres, nous 

obtenons: 

Cq^ ((- x^- kr a I A T 1 + A r a -i" . . . + ( 1 ) T̂fe ^ 1 Ĉy r A - « 1 — 1; Tk \ 

En vertu de cette egalite la relation fl4) devient: 

r<?' it 11 — r^ -1 r^. A - 2 + •. • + (— i) , i 
cf a a (( 

{— 1) ijt̂ î = r̂  
En tenant compte de cette relation, Pexpression (13) peut s'ecrire: 

p-q—k 
O(0) 
k ! r - t -f" r , flţ ^ * T « a 

« = 1 
Si nous prenons successivement: 

/t = 0, 1, 2, . . . , —7) , 
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nous obtenons respectivement tous Ies coefficients du quotient cherche Q [x] 
de Texpression (4), qui devient ainsi: 

Q W = S ^ = ( - 1 ) ' S + r ; a , . , . , a + 

r, + 2 fl + . .. ap a ) x^ 

En ordonnant selon Ies puissances decroissantes de x, nous avons: 

r j fl') / " " ' + . . . (fl̂  + r j fl^ M fl + r', fl^ ̂  2 4 - • • • + . 

Celle-ci est l'expression interessante du quotient de la division du 
polyndme: 

par (a — jc)'? et ce quotient est exprime directiment en fonctions des coeffi-
cients du dividende et du diviseur. 

Nous remarquons que l'expression du quotient de la relation(17) depend 
seulement d<?s — ^ + 1 derniers coefficients de / (x). 

Cas particulier. Pour ^ = le quotient donne par la relation {17) 
devient: 

(18) Q f;,) = ( - I [ap x' 4- + r j ap) X + + «y^-i ^ + ^p a ] 

Applications. 1. Trouver directement le quotient de la division du 
polyndme: 

xP^bx-^c 

par (1 p et q etant des entiers positifs, p^q. 

En employant la formule (17)> et en remarquant que dans ce cas: 

ap = \, = = . . . = = 0 » = = c et fl = 1 , 

nous trouvons: 

2. Trouver directement le quotient de la division du polyndme: 

par (1 — Jc)'?, p et q etant des entiers positifs, p^q'>3. 

Nous empjoyons la formule (17), et en remarquant que dans ce cas: 

+ pour ^ = 0, 1, 2, . . . , f/? —3) et a = 1 , 

nous trouvons avec facilite: 

P — 9 , , , -r,̂  , Z' - — ^ I / I -n^ 
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Mais. en vertu de l'identite connue: 

+ + + 

nous pouvons encore ecrire: 

Cest le quotient cherche. 

Autre methode. 

Voici maintenant une autre methode plus simple et plus rapide pour 
etablir directement Ies expressions du reste et du quotient de la division du 
polynome : 

par [a — xY, p ti q etant des entiers positifs, q ^p. 
Considerons en effet la relation evidente: 

^^ + apA-aiX+ Op xf> 
a 

1 
X 

En supposant: 

(20! 1̂ 1 , 
nous pouvons considerer le developpement ci-apres en serie absolument 
convergente: 

OU r^i sont Ies combinaisons avec repetitions de m objets pris n k n. 
La relation (19), dans l'hypothese (20) devient: 

En effectuant Ies multiplications du deuxieme membre et en ordonnant 
selon Ies puiss^nces de x, nous obtenons: 

ia,. , 4- r i a 4- a, a ' ) x ^ ' - ' + . . . + («v+r j . + 

BUPT



Mais, en vertu de l'identite connue: 

nous pouvons encore ecrire: 

Cest le quotient cherche. 

Autre methode. 

Voici maintenant une autre methode plus simple et plus rapide pour 
etablir directement Ies expressions du reste et du quotient de la division du 
polynome ; 

par (fl—jc)'?, p ti q etant des entiers positifs, q ^p. 
Considerons en effet la relation evidente: 

a ^ x a ^ x P ^ ^̂ ^ a , x O p XP 
[a-x)^ ^ 

X 

En supposant: 

(201 , 

nous pouvons considerer le developpement d-apres en serie absolument 
convergente: 

ou r^i sont Ies combinaisons avec repetitions de m objets pris n ă n. 
La relation (19), dans Phypothese (20) devient: 

En effectuant Ies muUiplications du deuxieme membre et en ordonnant 
selon Ies puissdnces de x, nous obtenons: 

I a, - , + r ; a + T , ] a ) x " ' ' - ' . + r ^ ' a , 

— + 
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+ 

' • xi 
oo 

/l=l 
Nous notons par Q(jk:) et R(jc) le quotient et le reste de la division du 

polynome : 
+ X + a p xP , 

par {a — x)'^. 

Comme le quotient doit etre du degre p — q, il s^ensuit que le deve-
loppement du deuxieme membre de la relation (21), arrete au terme libre de 
X, exprime la quotient cherche Q{x) et Pautre pârtie — qui suit et est une 
serie absolument convergente — represente le developpement de Texpression 

R[x] 
ia — 

, ainsi que nous pouvons ecrire. 

(23) = (— 1 
ia — x)'i . X + 

p - 1 + 2 

• • • - r f 

4-

Z j T̂TĂ a 

Pour abreger Ies notation nous exprimerons Ies coefficients des nume-
rateurs des fractions du deuxieme membre respecfivement 

par Aq) A j , A21. •. 
Aq 

La relation (23) peut donc s'ecrire: 

En effectuant Ies multiplications du deuxieme membre et en ordonnant 
sclon Ies puissances decroissantes de x, nous avons: 
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. . . + [ A , _ , - c ; A , _ 2 + . . . + ( - i r ' q A, a ' - ' ) 4-
oo 

/-l ^ ^ ^ 

Comme le premier membre R W est un polynome en general du degre 
7 — 1 , il en resulte que le developpement du deuxieme membre de la relation 
(24) doit etre arrete au terme libre de x, et que Ies autres coefficients des 
autres termes doivent etre nuls. 

Ainsi que nous pouvons ecrire: 

,25) R (.rl = Ao Jt^" (Al — C\ Ao x^ ~ ( A o — C j A ^ fl + C j Ao a ) x''^-}-

II en resulte encore Ies identites suivantes en nombre infini: 

pour / = ! , 2, 3, . . . . 

II nous reste ă calculer Ies coefficients de R(;ri de Texpression (25\ que 
nous notons respectivement par Ro, R i , . . . Ra, . . . R . ? - ! . 

L'expression generale d'un de ces coefficients, est : R, = A. ~ ci A. + -2a - A, a'. 

En remplaţant ici Ao, A , , . . . , A a par leurs valeurs qui sont Ies 
numerateurs des fractions du deuxieme membre de la relation |23), nous 
pouvons ecrire: 

En ordonnant selon Ies puissances croissantes de j , nous pouvons ecrire: 
k 

{2v R* = _ * . , ( r ; - c j r ; - ' + . . . c ; - ' r ; + 
1=1 

p-q-X 

Mais, nous pouvons demontrer que Ie coefficient de a' est nul. En 
effet, en considerant Ies developpements evidents: 

(1 - j c ^ ' ' = 1 - c ; X + . . . + ( - c r ' ' ' + ( - ir-v^ 
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= + + , oî, | x | < i . 

et en Ies multipliant, nous avons tout en rendant identiques Ies coefficients de 
X' de deux metnbres: 

La relaiion (27) peut etre reduite ainsi â la suivante: 

1 = 1 

Ainsi Texpression du reste cherche, est: 

(29) + + + + , 

o\x Ies coefficients Rk sont donnes successivement par la relation (28), pour: 

k = 0, 1 , 2 , . . . , ( ^ - 1 ) . 

II resulte de ce qui precede que Texpression du quotient de la division 

du polyLome. 

par [a — jc)̂  est donnee par la relation (22), et que Pexpression du reste est 
donnee par la relation (2Q) oii Ies coefficients ont la forme (28). 

La restriction | jc | > a, que nous avons, faite au cours de la demonstra-
tion peut etre ecartee maintenant parce que Ies formules trouvees pour le 
quotient et le reste, etant valables pour un interval le (dans notre cas, pour 
I I >> fl), sont ainsi valables pour n'importe quelle valeur de x. 

Remarque. Comme Rk de la relation (29) est le coefficient de - ^ - i 
de l'expression du reste R (jc), il en resulte que ce coefficient est identique au 
coefficient de du developpement (3) employe dans la premiere 

methode, c'est-â-dire ^ !2] , ainsi que nous avons: 
( 9 - ^ - 1 ) ! 

130) 
i ^ - Ă - l ) ! 

Mais nous avons etabli dans la formule (9) que: 

1=0 

En substituant ici k par q — k — \ et i par (/—1), nous trouvons: 

R (Q) ^ I / A\k r^ + ' r » - ^ / . 
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En vei tu de Ia relation (30\ nous pouvons donc ecrire: 

(31) R, = + 2 , + 
r = l 

En comparant cette valeur de R^ avec sa valeur dans la relation (28), 
il en resulte Ies identites inleressantes ci-apres: 

pour: 

Le cas general. 

Nous allons traiter maintenant Ie cas plus general qui suit: 
Trouver directement le qaotient et le reste de la division du polynome: 

a^-V a, x-^ .. Op xf 

par le produit: 

[a, - . . . . 

ou Ies nombres p, q^, q^, . . ., q„ sont des entiers positifs, + + 

En notant: 
+ Vi +•••+</« = ^ . 

nous remarquons qu'on peut ecrire: 

(32) â  + a,x-\-. . . -\-apxf ^ 
(a, — xf!^ (« i — x ^* . . . {a„ — xf" 

- ' ( ' - ^ R O - ^ R - • O - ^ R 

En supposant: 
a, < a, < . . . < « » , 

nous pouvons considerer le developpement ci apres en serie absolument con-
vergente, dans l'hypothese: 

I - r I > « « : 
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oii nous avons note: 
n 

w 
,341 A, = (r^, «• + K . K j «>) ' 

= ^ (11.- + r j , . r ^ . « ; « , + r;^ r^. r^^ « . , (/ 4= / =t= ^ A, 

En vertu du developpement (33), la relation (32) peut s'ecrire: 

(35) + ^ + _ + a, x . .+ + 
(a, — jci'̂ i la^ - j:)^, . . . ( « „ - x]fn 

Og - 2 + A, fly _ 1 4- • • • + A;> - 1 ap , , gp + A, a, 4- - • • + A/, fl/, , 

i, + . . . + + ̂  ap 
Zj 

En designant par Q {x] et R le quotient et le reste cherches, et en 
regardant la relation (35), nous en deduisons que le dernier membre arrete 
au terme libre, exprime le quotient Q(;ic) et l'autre pârtie qui suit — etant 
une serie absolument convergente — represente le developpement de 
l'expression: 

RW 

Nous pouvons donc ecrire: 

(36) = + ^^ " " " * + (a, _ 2 + A, , + 

P7J R W ^ , ^ . g l - g + A , +A/>-v+ia/> 
(«1 - xf^ («» — • . . ( « ; - X)"!" L A; 
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- 2 + A| + + I I gp + Aifli + . . . + Apg 
X* -f-'-'-t- j^g 

^ A;, gp + Â  +1 fli . . . 4 - AĂ + /. fl/.' 
Zj + ^ 

• + 

Mais nous remarquons que: 

(38! («, - (a, - x)1'.... (a„ - x)''" =(-!)' [-t^' - C^, a^ + . . . 

. . . + ( - l)-?. Ĉ l a,-̂ .] [xf- - C;̂  a, + . . . 

x ' ? ' - - - f + a„ Vt 
= ( _ D-Z _ B, Jt''-1 + B, __ . . . ( _ 1)9 

o& nous avons note: 
n 

I =1 
M 

(39) B , = + » 

n 

B s = S ^ (Cg,.+c c; . . «•;«. + c ; . c ; ^ ^ « , k ) 

Bq = afi a^.. . . al" 

En vertu de la relation (38), I'expression (37) oîi nous notons encore 
par C, , C j , . . . Cg, Q + i , . . . Ies numerateurs des fractions du deuxieme 
membre, devient: 

C, , Q 140, R = - B. Jt̂  - ' + B, Jtv - 2 _ . . . - f ( _ 1 8,1 + ^ + . . . 

CO 

OO 

>1=1 

Comme le reste est un polynome en general du degre {g — 1), il en 
resulte que le developperaent (40) arrete au terme libre exprime le reste R(x) 
et que Ies autres coeffidents sont nuls. 

Ainsi nous pouvons donc ecrire: 
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(41) R (x) = C, » + (Q - B, C,) B, Q + B̂  C,) jc^-^ ^ 
. . . + [ C , - B, + . . . + ( - B,-, Q] 

(42) Q , ; . - + . . + = 0 , 
pour = 1, 2, 3, . . . 
De tout ce qai precede, il eti resulte que le quotient Q (x) de la di-

vision du polynome: 

par le produit: 

est exprime par Vexpression (36), ou Ies coefficients A,- [ /= 1,2,.. •, (p—q)] 
sont donnes par Ies relations (34), et le reste R(x) de la meme division 
est exprime par la relation (41) ou Ies coefficients B,-, ( i — 2 , . , . , q) 
sont donnes par Ies relations (39), et Ies coefficients Ct, 1 , 2 . . . , q) 
sont Ies numerateurs des fractions du deuxieme membre de la relation (37). 

La restriction, | | > que nous avons faite au cours de la deraonstra-
tion, peut etre ecartee maintenant, parce que Ies formules trouvees pour le 
quotient et le reste, etant valables pour un intervalle, (dans notre cas, pour 
\x\'> sont ainsi valables pour nMmporte quelle valeur de x. 
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