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LA HflUTEUR OPTIMR DES BRRRES DANS LES 
RAINURES DES MACHINES A COURANT ALTERNATIF 

PRR 

REMUS BflSlLIU RADULEŢ 
DOCTEUR INGENIEUR 

La densite du courant de conduction ne se repartit pas uniformement 

sur la section des conducteurs massifs si la tension aux bornes est alternative; 

elle est tres grande dans des parties peripheriques et â peu pres nulle dans 

le reste de la section. Les phenomenes se passent â peu pres comme si le 

courant traversait seulement une pellicule â la surface du conducteur si, â sec-

tion et courant donnes, la frequence est suffisamment haute: on dit que Ton 

a de i'effet pelliculaire. 
Dans le cas d'un conducteur rectiligne â section circulaire, les pheno-

menes se passent â peu pres comme si le courant alternatif total etait repar-

tise seulement sur la conduite hachuree (fig. 1). La section „fictive" hachuree 

est donc plus petite que la section totale du cylindre 

et le conducteur degage en courant alternatif par unite 

de temps, â une valeur efficace du courant total donnee, 

plus de chaleur qu'en courant conţinu. Comme l'epais-

seur de la pellicule decroît avec le croissement de la 

frcquence, la chaleur degagee par unite de temps croît 

avec la frequence si la valeur efficace du courant reste 

la meme. Si Ton apelle „resistance effective" le rapport de la chaleur degagee 

par unite de temps, au carre de Tintensite du courant qui traverse le con-

ducteur, on en deduit que la resistance effective croît avec la frequence. 

La dependance de la resistance effective des dimensions du conducteur 

n'est pas la meme que celle de la resistance en courant conţinu et il arrive 

parfois qu'en augmentant Ia section afin de dimineur la resistance effective, 

c'est ă dire les pertes par effet Joule, ces pertes croissent. II arrive donc que 

l'on ait une grandeur optima de la section, au delâ de laquelle croissent les 

pertes. Tel est le cas des barres des rainures des machines â courant alter-

natif, que nos allons examiner dans Tarticle present. 

On obtient la solution exacte du probleme, en integrant une equation 

differentielle lineaire du deuxieme ordre, obtenue par l'elimination d'une 

grandeur d'un systeme de deux equations differentielles lineaires et du pre-

mier ordre. Mais beaucoup d'ingenieurs ne trouveut point le temps necessaire 
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â saisir le sens physique de cette operation d^elimination et, comme la 

deduction de la hauteur optima des barres n^est conditionnee que de l'expres-

sion, pour petit argument, de la solution, je m'e suis propose de resoudre le 

probleme sans faire appel â des solutions d^equations differentielles. Je crois, 

de la sorte, approcher la solution des methodes habituelles de Pelectrotech-

nique. 

1. Les ^quations du probleme 
On resout les problemes tels que le present â Paide des lois fondamen-

tales de l'cctrotechnique, ecrites sous leur forme differentielle. 

La loi du champ magnetique des courants ecrit qu'un courant electrique 

est accompagne d'un champ magnetique, (on dit parfois qu'il le produit) dont 

la circulation (Pintegrale de ligne) autour d'une courbe quelquonque est 

4 ^ 
egale, dans le systeme electrotechnique, au produit de — par le flux de la 

densite de courant â travers une des surfaces contournees par la courbe con-

sideree. 

Soit H le champ magnetique, g la densite de courant, ds Pelement li-

neaire de la courbe et rf S Telement de surface d'une des surfaces contournees 

par la courbe consideree. On a: 

En divisant les deux termes de cette equation par Taire de la surface 

S, en passant â la limite pour une aire infiniment petite et en variant la po-

sition de Paire jusqu' â ce que Ton obtient la valeur maxima du quotient, 

on obtient â gauche une grandeur vectorielle, le rotationnel de H et â droite 

^ ĝ . On a donc: 

(I.a.) = 

Si Von se refere â un systeme dextrogyre de coordonnees cartesiennes, 

o peut ecrire: 

et deux equations analogues pour les axes y et 2. 

Si H, = O, on en deduit : 

(I.c.) = + 

oîi C est une constante dMntegration, qu'on determine des conditions â la 

limite. La relation (Lc.) est Tune des equations du probleme. 
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Comme nons nous bornerons au regime quasistationnaire, nous identi-

fions la densite de courant avec la densite du coursnt de conduction. 

La loi de Tinduction ecrit qu'un champ magnetique variable produit 

un champ electrique E, dont la circulation autour d'une courbe est egale et 

de signe contraire â la derivee, par rapport au temps, du flux magnetique 

qui traverse une surface quelconque, contourne par la courbe consideree. DanS 

le systeme electrotechnique, on doit introduire un facteur de proportionnalite 

et Ton obtient: 

(II) 

On en deduit la forme differentielle par la methode appliquee â la loi 

precedente: 

(II. a.) rot E = 
a t 

ou, dans un systeme de coordonnees cartesiennes, pour la coordonee y : 

et, si E3 = O, dans Ies corps immobiles: 

(ll.c.) = + C 

Cest la deuxieme equation du probleme. 

La troisieme equation dont nous avons besoin est Texpression differen-

tielle de la loi d'Ohm: La densite du courant de conduction est proportion-

nelle au champ electrique E, le facteur de proportionnalite etant la valeur 

reciproque de la resistivite q : 

(III.) ^ = ou E = 

L'equation qui donne la chaleur degagee par Tunite de volume dans 

Tunite de temps est Texpression differentielle de la loi de Joule: la chaleur 

degagee dans Tunite de temps par Tunite de volume de conducteur est egale 

au produit de la resistivite par le carre de la densite du courant de con-

duction : 

(IV.) w = 

2. La solutîon du probleme 
Nons allons etudier, ă Taide des quatre relations: (I. c.), (II. c.), (III) et 

(IV) Peffet pelliculaire non prononce, dans Ies barres rectangulaires d'une 

rainure egalement rectangulaire, ouverte â la peripherie, d'une machine ă 

courant alternatif, disposees en m ccuches â n barres (fig. 2). Les barres â 
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la section dh cm^ sont connectees en serie ou en parallele et chacune d'elles 

est parcourue par le courant: 

(1) = 

Nous etudions Ies phenomenes dans Thypothese que la tension electro-

motrice imprimee moyenne est la meme sur chaque barre et choisissons le 

systeme de coordonees comme on le voit sur la figure 2. 

Fig. 2. Fig. 3. 

(31 

• 

Fig. 4. 

On peut demontrer facilement que le champ magnetique est constant 

sur Ies portions c, occupees par Tisolement — si Ton admet que H ne de-

pend pas de la coordonee y et si Ton neglige la chute de tension magnet que 

dans le fer. Nous ne faisons donc pas d'erreur en substituant la figure 3 â 

la figure 2. Pour resoudre le probleme, admettons provisoirement que le 

courant total de la rainure: 

(2) \ = mn\' 

soit uniformement reparti sur la section des barres, comme en courant con-

ţinu. Observons egalement qu'il est impossible que H soit independant de y, 
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pour la disposition de la f igure 2 ou 3 des barres. En effet, la lo i (1) nous donne 
la meme circulation de H pour Ies deux courbes C i et C j , ce qui prouve que 
H a aussi une composante 2 sur Ies faces laterales des conducteurs. Comme 
cette composante est zero sur la l igne verticale de symmetrie de la rainure, 
i l en resulte que H depend de y. Nous elargissons Ies barres dans le rapport 

et augmentons leur resistive dans la meme mesure, pour compenser la 

diminution de resistance produite par Tagrandissement de la section; de la 

sorte, nous eliminions le desavantage du calcul avec un H dependant de y . 

Nous calculons avec la resisti te: 

(3) p' = 

(4) 

(5) 

La densite constante du courant de conduction est : 

/ / / / /1 's in c r j n V . 
gj . v = 7 = —r sin oj t 

arnh ah 

Le champ produi t par cette densite de courant peut etre calcule de (I. c.) : 

i l l l 
10 a / i 

2 sin ojt = — -Wa mh 
sin (O t 

parce que = O pour 2 = O si Ton admet que H» = 0. 

Le champ electrique et la densite correspondante de courant g.,^ pro-
duite par H, V peuvent etre calculees â l 'aide des relations (II c) et (III). Si 
,/« = 1, on a B,v = H i v e t : 

(6) £2 

10 M .T i7 CO 
]Oamh Z ^^^ cot ^ zd z-\- C = — 

10 a// / h cos (') t ----{- C 

On determine la constante C de la condition que la valeur du courant 
correspondant â la densite supplementaire de courant: g^^ soit zero pour 
chaque barre (On peut s'imaginer que chaque barre se continue ă exterieur 
de la rainure par un conducteur f i l i forme, dans lequel i l n'y pas de Teffet 
pelliculaire) Nous calculons la valeur de C pour la couche s de barres, de 
la condition que le f lux de g^x soit zero entre z = {s — \)h et z = sh: 

> h 

(s DA 

g.,, dz = nd 
10 

C 

A . i O i> , 1 S'//^ — i — Ir^/t-l + 

sh — S — V h 

d'oi i resulte: 

= 0 
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lO-M.^ i / 10 h-' 
C = ^ r COS O) t -<>' am h 2 

r35" - 35 4- O 

3 

Introduisons la valeur efficace du courant par rainure: 

i/2 

Nous obtenons: 

(6') 

OU: 

(7) 

i>' 10 2a m/l 

5*- s T V 1 

La densite resultante du courant est la somme: 

10-M.t I v'2 (O 
^^ = g-l ̂  + = ^ ^ ^ sin W ̂ -h t mh 2 a 

h"' — z'-j cos O) t 

Les densites g^r et sont en quadrature et le carre de la valeur 

efficace de gx est egal â la somme des carres des valeurs efficaces de g^x et g2x: 

(8) gl = gU + g2x = 
I 

mah + {>' 10 /ra // 2 a 
(/2 /jS _ 22 ! 

Si l'on n'avait pas de l'effet pelliculaire, on aurait, â un courant total 

I, la densite (4) du courant et la chaleur degagee par la chouche 5 de con-

duites serait, par unite de temps: 

sh sh 
I 

mah 
(s-l)// (s-\)h 

Comme on a de Teffet pelliculaire, la densite du courant ne se repartit 

pas uniformement sur la section, mais d'apres la loi (8) et la chaleur degagee 

par Tunite de temp par la s-ieme couche de barres est: 

(90 

6// 

+ l-bQ 

( s - 1 ) / . 

10-S4-T I oj 
sh 

Q \Qmh2a 
/(S —22) 

Posons 

kr-=Qlb 

(s-l)A 

10-® 471 1 w 

p 10/w//2fl 
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integrons et introduisons la valeur (7) de Ă. Nous obtenons: 

s/l 

(9") Qas = Qcs + Â, S I/.* h' -2/1' + = 

5« — 5 4 
o 5.9 

Le rapport des pertes par effet Joule de la s-iemme couche de barres, 

en courant alternatif et en courant conţinu est, â un tneme courant efficace: 

(10) 

oii nous avons pose: 

(10') 

3 "^45 

boA 
" l O a 2" 

5̂  — 5 4 

3 "^45 

__ I IQ-M/f b 
Q 10 2 a 

Calculons maintenant le rapport k des pertes par effet Joule dans toutes 

Ies couches de barres de la rainure, en courant alternatif et en courant con-

ţinu. Nous avons evidemnient: 

+ + m 
5 = 1 

Mais: 

/«(/«+1) 

2. 

m[m-\-\]\2m-\-\] 
s=l 

et, par consequent: 

et nous obtenons: 

01) 

ni 
m^ — ] 

•S = l 

4 = 1 + 
9 "^45 

a^/i* 

^ Les pertes par rainure etant en courant conţinu Qc=fnQcs, on a Ies 

pertes en courant alternatif sinusoidal: 

riO-M.r O) ndY-
(12) 1 + 

9 "^45 (j 10 2 a 
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Les pertes en courant alternatif sont donnees par cette formule en 

fonction des dimensions de la rainure et des barres, en fonction du conduc-

teur des barres, de Ia frequence et du courant 

Le probleme pratique differe un peu du probleme resolu. On determine, 

en general, le courant par barre, le nombre de barres, la largeur a de la 

rainure et Ton etablit le nombre n de barres par couche et le nombre m de 

chouches. Puis, on determine la dimension d des barres, en tenant compte de 

Tepaisseur de Tisolement — et Ton cherche la hauteur h des barres, â laquelle 

les pertes par bobine sont minimes. 

On ne peut pas obtenir toujors ce resultat par une augmentation de la 

hauteur h des barres. La formule (12) nous enseigne que Qa est la somme 

de deux termes, dont Tun decroît â h croissant et dont le deuxieme croît 

avec h. Si la croissance du second surpasse la decroissance du premier, Qa 

croît avec h. La decroissance du premier terme de (12) surpasse la croissance 

du second terme pour de petites valeurs de //. II y a donc un h qui corres-

pond â des pertes minimes. 

Mais nous devons tenir compte aussi des pertes dans les tetes des 

bobines. Leur champ magnetique etant plus faible que celui des rainures, â 

cause des distances plus longues sur lesquelles est repartie la tension magne-

tique du courant total des tetes, egal â celui des rainures, on peut calculer, 

au moins pour les machines pas trop grandes, avec leur resiitance en courant, 

conţinu. Si Q ^ est Ia chaleur degagee par l'unite de temps par Tunite de 

longueur des tetes de bobme moyennes et des rainures, on a pour les pertes 

d'une bobine en courant alternatif Texpression : 

2 O 

/// n d h // f Ir 
(nv - 1 J_ 

9 "^45 
a' h' 

Si l'on varie Ii, les autres grandeurs restant coDstantts, Qa ,̂ passe par 

un minimum, que Ton obtient en annulant la derivee de Qab par rapport â h : 

dQak 2,0 1'̂  
â h m n d 

'^Jl A I f ^ ' - ^ , 4 • = 0 

d'ou: 

(13) hopt — • 

h 
1.3 V I + 7 ; 

a m- — 0,2 VU r M . ' f l u I 
(> 10 

Si ; on peut negliger 0,2 par rapport â et la formule devient: 

(13') 

1 
f'opl 

IO-M.7 b O) v m 
o 10 a 2 
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Cest la formule que Ton emploie dans le calcul de la hauteur optima 

des barres dans Ies rainures des machines â courant alternatif. II convient de 

Temployer meme si m=\. 
La formule fut etablie en 1904 par R, Rudenberg et communiquee â la 

societe Siemens-Schuckert. Elle ne fut pas publiee ă cause de raisons eco-

nomiques jusqu'â ce que Field et Rogowski la retrouverent en 1911 et 1913. 

Les travaux de ces trois auteurs emploient Ies solutions exactes du probleme, 

dont Papproximation pour de petites valeurs de l'argument est employee â la 

deJuction de la formule (13'; pour // = 0 et puis, par une consideration 

analogue a celle employee ci dessus, pour / / ^O . 

Si Von introduit la valeur optima de h dans Pexpression (11), on ob-

tient les valeurs suivantes de k, pour des valeurs differentes de/w, si// = 0: 

m = 1 2 3 4 

kopt 1,13 1,31 1,33 1 1,33 

La resistance en courant alternatif des barres des rainures d'une machine 

â courant alternatif bien dimensionee ne peut surpasser leur resistance en 

courant conţinu de plus de 33Vo-

On peut resoudre, par un artifice tres simple, le meme probleme pour 

les rainures non ouvertes â la peripherie du stator ou du rotor de la ma-

chine si le nombre M des couches de barres est pair. On s'imagine la rai-

nure decoupee transversalement par le milieu, en sorte qu^elle soit divisee en 

deux rainures ouvertes, dont chacune se comporte de la meme maniere que 

Ia rainure etudiee, parce que les lignes du champ magnetique de chaque 

moitie de rainure a la forme des lignes du champ de la rainure ouverte. La 

formule de la hauteur optima est donnee donc aussi par la formule (13) ou 

M 
(13'), mais on doit calculer avec m = — . 

On ne peut plus employer cette consideration si le nombre de couches 

de barres d'une rainure est impair, car, en decoupant la rainure, on coupe 

la couche moyenne ce qui ne donne pas dans les rainures ouvertes des 

chouches de barres de meme hauteur. La methode â employer â ce cas peut 

etre lue dans Partide de Rogowski (AFE 1913). 

Exemple: Considerons une rainure: a = 1 , 5 cm â 8 barres en euivre 

(0 = 17,86,10-7 ohms cm.): m = 2,n = \, d'epaisseur de () = 0,25 cm. et 

de hauteur // = 1,7 cm. et calculons le facteur k des pertes par effet Joule 

en courant alternativ ă / = 25 p/s. en negligeant le rapport 

Nos obtenons: ^ = « <5 = 4 X 0 ,25= 1 cm. et de la formule (10'): 

« = V 
10 - 8 

iîL I 
lO' 2 a ~ \ 

10 

17,86.10 - 7 
4.3.14 2.3,14.25 

1 0 • 2 
373 =0,61 

BUPT



— 1 £ 
9 

,f£ = ] 4 -
9 " ' " 45 

0,61.1,71^ = 1,476 

Le facteur k etant plus grand que 1,33, la hauteur des barres ne coincide 
pas avec la hauteur opt ima, que l 'on obt ient de la formule (13'), dans 
notre cas, en negligeant le rappor t t̂ j i r ; 

h r> = = 
1.3 

Si l ' on avait fa i t une economie de 

1 , 7 - 1 , 3 1 0,19 

= = 1,51 cm. 

= 0,11 
1,7 1,7 

c'est â dire de 1 1 % de cuivre, on avait eu une d iminu t ion de 

1,476 — 1,33 0,146 
1,476 1,176 

c'est ă dire de 10«/o des pertes par effet Joule. 

= 0,1. 
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