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CAPITOLUL 1 

INTRODUCERE 

1.1. Obiectivele şi descrierea tezei 

In teza de doctorat cu titlul .JSisteme dinamice cu interacţiuni percutante. 

Aplicaţii în cazul barelor de lungimi marf se urmăreşte studiul teoretic şi 

experimental al fenomenului de ciocnire coaxială a corpurilor elastice având 

dimensiunile longitudinale mult mai mari decât cele transversale (cum sunt barele 

cilindrice subţiri), pe baza teoriei de propagare a undelor longitudinale. 

Astfel de solicitări apar, de exemplu, în timpul operaţiilor de foraj minier sau 

geotermal, asupra elementelor garniturii de foraj. Garnitura de foraj are în 

componenţă ţevi din oţel (numite prăjini), cu diferite diametre şi lungimi de 9 

metri, şi care sunt asamblate la lungimile cerute de adâncimea de foraj. Prăjinile de 

foraj sunt solicitate, în principal, la tracţiune, torsiune, presiune interioară şi 

exterioară, dar există şi solicitări dinamice, de tipul şocurilor longitudinale, care 

generează unde elastice. Aceste unde se propagă de-a lungul lanţului de tronsoane 

şi prin interferare pot să dezvolte, în anumite secţiuni, tensiuni periculoase. 

Fenomenul de ciocnire este foarte complex şi îndelung studiat. Calculul 

sistemelor elastice de ciocnire presupune determinarea tensiunilor şi deformaţiilor 

care apar în corpuri, în urma contactului dintre acestea. Aceste mărimi pot fi 

urmărite cu ajutorul teoriei de propagare unidimensională a undei prin corpurile 

elastice, teorie ce porneşte de la ecuaţia undei longitudinale. Aceasta este o ecuaţie 

diferenţială cu derivate parţiale de ordinul doi, care admite o familie largă de 

soluţii, ce reprezintă legea de mişcare longitudinală a punctelor materiale aflate, la 

un moment dat, într-o anumită secţiune a corpului considerat. Soluţionarea ecuaţiei 

undei, prin metode exacte, este destul de dificilă şi de aceea s-au găsit o serie de 

metode aproximative de rezolvare a ecuaţiei. 

In lucrarea de faţă se propune o metodă aproximativă de calcul a sistemelor 

de ciocnire formate din bare cilindrice lungi, cu secţiune constantă sau bare 
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formate din tronsoane ce secţiuni transversale diferite, dar cu rigiditate constantă 

pe fiecare dintre ele. Metoda se bazează pe fenomenul de propagare a undei 

longitudinale prin bare, fară a fi necesară soluţionarea ecuaţiei undei. De 

asemenea, metoda presupune rezolvarea unor sisteme de ecuaţii liniare de ordinul 

întâi, cu ajutorul cărora se pot determina vitezele şi tensiunile punctelor materiale 

situate într-o secţiune oarecare a barelor studiate, folosind o diagramă 

ondulatorie care arată succesiunea temporală a undelor pe suprafaţa de ciocnire 

şi pe suprafeţele libere ale barelor. 

Pornind de la modelul teoretic studiat, respectiv ciocnirea barelor având 

lungimi finite, s-a realizat un stand experimental cu scopul de a pune în evidenţă 

fenomenele care apar în timpul ciocnirii barelor, respectiv propagarea undelor 

longitudinale prin bare, urmărindu-se deplasarea undei incidente şi a celei 

reflectate prin bară şi determinarea, teoretică şi experimentală, a timpului de 

contact dintre bare. 

Lucrarea conţine cinci capitole şi o Anexă. 
/V 

In Capitolul întâi este prezentată o descriere cronologică a studiului 

fenomenelor de impact dintre corpuri, începând cu teoria clasică a ciocnirii, 

continuând cu teoria deformaţiilor locale de contact a lui Hertz, cu teoria ciocnirii 

corpurilor elastice şi încheind cu teoria mixtă, care ţine cont atât de deformaţiile 

locale de contact, cât şi de deformaţiile de ansamblu care apar la ciocnire. 

Fenomenele de ciocnire între structuri cilindrice au fost studiate pe baza 

fenomenului de propagare a undelor în corpuri elastice sau vâscoelastice, încă din 

secolul al IX-lea şi continuă şi în prezent, fiind propuse, spre comparaţie, diferite 

metode, analitice sau experimentale. în acelaşi capitol sunt prezentate elementele 

garniturii de foraj şi solicitările care apar în timpul forajului, cu referire inclusiv la 

solicitarea de ciocnire coaxială a prăjinilor de foraj. 

Capitolul al doilea descrie modele dinamice pentru studiul ciocnirii 

corpurilor solide deformabile, în special a celor de tipul barelor cilindrice, pornind 

de la stabilirea unor ipoteze fundamentale de calcul, necesare pentru simplificarea 

şi generalizarea fenomenelor, dar şi pentru accesibilitatea calculelor matematice. 
7 

BUPT



Sunt prezentate apoi caracteristicile mediului solid, ţinând cont de faptul că 

fenomenele de ciocnire a corpurilor nu pot fi explicate prin metodele teoriei clasice 

a ciocnirii, care consideră corpurile a fi rigide, dar pot fi înţelese pe baza 

fenomenelor de propagare a undelor, atunci când corpurile au o formă suficient de 

simplă. Pentru modelele de solide liniar-vâscoelastice (Kelvin-Voight, Maxwell, 

solidul standard liniar) sunt precizate relaţiile între tensiuni şi deformaţii. Teoria 

elasticităţii oferă bazele pentru studiul undelor în solidele elastice. Sunt deduse 

ecuaţiile de propagare a undei, prin combinarea relaţiilor tridimensionale între 

tensiuni şi deformaţii, a condiţiilor de compatibilitate şi a ecuaţiilor de mişcare. De 

asemenea, sunt prezentate câteva modalităţi de soluţionare a ecuaţiei undei, 

insistându-se asupra teoriei unidimensionale de propagare a undei în bare elastice, 

precum şi aplicarea acestei teorii în cazul ciocnirii longitudinale coliniare a două 

bare şi în cazul ciocnirii unei bare elastice cu o masă rigidă. 

Capitolul al treilea prezintă o metodă aproximativă de calcul a sistemelor de 

ciocnire alcătuite din bare cilindrice având dimensiunile longitudinale mult mai 

mari decât cele transversale, cu ajutorul teoriei de propagare a undelor în medii 

elastice, dar fără a necesita soluţionarea ecuaţiei undei. Metoda porneşte de la 

legile fundamentale ale dinamicii şi principiile de bază ale teoriei ciocnirii plane şi 

constă în rezolvarea unor sisteme de ecuaţii liniare, cu ajutorul cărora se pot 

determina cu precizie vitezele, tensiunile şi deformaţiile în orice secţiune 

transversală prin care trece unda de deformaţie, la un moment dat. Sunt studiate 

modele de ciocnire formate din bare cilindrice de lungime infinită sau finită, cu 

ajutorul unor diagrame de propagare a undelor longitudinale prin bare, după care se 

trece la calculul parametrilor de ciocnire şi la reprezentarea lor grafică, folosind 

programe de calcul în limbaj MATLAB. 

Capitolul patru este dedicat studiului experimental al ciocnirii şi prezintă un 

stand de încercări cu ajutorul căruia să se poată valida rezultatele teoretice privind 

ciocnirea coaxială a două bare cilindrice, de lungimi finite, pe baza metodei 

aproximative descrise în Capitolul 3, prin analiza fenomenului de propagare a 

undelor longitudinale prin bare. Prin acest experiment se urmăreşte punerea în 
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evidenţă a undelor de deformaţie în barele cilindrice supuse ciocnirii, precum şi 

determinarea timpului de ciocnire. 

Capitolul cinci prezintă conţinutul şi concluziile generale ale tezei, pe 

capitole, precum şi un extras al contribuţiilor personale ale autoarei tezei, în 

domeniul teoretic şi experimental. 

ANEXA conţine o serie de programe de calcul utilizate pentru construcţia 

unor diagrame şi pentru studiul experimental efectuat. 

Lucrarea se extinde pe 271pagini şi conţine: 

347 ecuaţii matematice; 

95 figuri ilustrative şi grafice; 

10 tabele; 

8 anexe; 

164 titluri bibliografice. 
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1.2. Scurt istoric privind studiul fenomenelor de ciocnire 

şi de propagare a undei longitudinale 

Ciocnirea corpurilor solide reprezintă un fenomen complex, studiat 

începând cu Galileo Galilei (1638). Conform teoriei clasice a ciocnirii, 

corpurile care se ciocnesc sunt perfect rigide, iar procesul de ciocnire are 

loc, practic, instantaneu. Se poate pune în evidenţă astfel doar rezultatul 

şocului (modificarea vitezelor corpurilor supuse ciocnirii), fară a fi 

stabilite legile interne ale ciocnirii (durata ciocnirii, forţele de contact, 

deformaţiile) [114\ 

Newton (1848) ne oferă, pe lângă legile mişcării, şi noţiunea de coeficient 

de restituire, foarte răspândită şi în prezent [56]. 

H. Hertz (1895) a stabilit, cu ajutorul teoriei deformaţiilor locale de 

contact ale corpurilor elastice, valoarea forţei de contact şi a timpului de 

ciocnire, în funcţie de masele şi vitezele corpurilor, precum şi de 

geometria acestora în zonele învecinate punctului de contact. Hertz a 

neglijat forţele de inerţie ale particulelor corpurilor în timpul mişcării lor 

condiţionate de deformaţia locală, precum şi deformaţia particulelor din 

corp, mai îndepărtate de suprafaţa de contact. Teoria lui Hertz se poate 

aplica corpurilor masive scurte aflate în mişcare, de exemplu cazul 

ciocnirii a două sfere, presupunând că sferele sunt corpuri rigide, cu 

excepţia zonei din jurul punctului de contact, considerată elastică. Hertz a 

calculat deformaţiile locale de contact pentru corpuri omogene, 

izotropice, având suprafeţe sferice, într-o aproximaţie statică, liniară şi 

elastică; pentru aceste condiţii statice s-au stabilit relaţiile dintre suma 

deplasărilor din punctul de contact în direcţia deplasării comune şi 

presiunea totală rezultantă ([77], [72], [65]). 

De această problemă s-au preocupat, de asemenea, şi A. E. Love (1944), 

L D. Landau şi E. M. Lifshitz (1959), J. F. Bell (1973), B. Leroy (1985) 

([62], [99]). 
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- A. N. Dirtnik (1909) a verificat experimental teoria lui Hertz, obţinând 

rezultate satisfăcătoare. 

- J. P. Andrews (1930) dezvoltă teoria deformaţiei a lui Hertz, în cazul 

ciocnirii plastice a sferelor, modelul său conducând la diminuarea 

coeficientului de restituire odată cu viteza de ciocnire [62]. 

- I. I. Ştaerman (1949) rezolvă problema statică generalizată a contactului 

strâns dintre corpuri, iar N. A. Kilcevschi (1949) rezolvă problema 

dinamică a ciocnirii corpurilor al căror contact iniţial este mult mai strâns 

decât în problema lui Hertz [114]. 

- Experimente mai recente, ţinând cont de teoria lui Hertz, au realizat R. 

Cross (1999), D. Gugan (2000), R. Hessel (2006) ([35], [62], [70]). 

Pe lângă teoria lui Hertz, a ciocnirii corpurilor pe baza deformaţiilor 

locale de contact, s-a dezvoltat şi teoria ciocnirii corpurilor elastice, care neglijează 

deformaţiile locale şi ţine cont numai de deformaţiile generale ale corpurilor. 

- Navier (1823) se ocupă pentru prima dată de această teorie, aplicând-o la 

ciocnirea longitudinală a barelor având secţiune constantă şi obţinând 

soluţiile sub formă de serii trigonometrice, dar fară a putea determina 

eforturile unitare. 

- Vibraţiile produse în bare elastice supuse impactului longitudinal au fost 

studiate iniţial de Navier, Bernoulli, Poisson. Ulterior s-au dezvoltat 

cercetări privind atât vibraţiile longitudinale cât şi cele transversale care 

apar în urma şocului longitudinal în bare lungi ([41], [143], [12]). 

- Young (1807) şi Cox (1849) au obţinut relaţii simple pentru cazul 

încovoierii barelor [56]. 

- Barre de Saint-Venant (\%61) şi Boussinescq (1885) rezolvă problema 

ciocnirii longitudinale a barelor cu ajutorul funcţiilor discontinue, 

studiind propagarea undelor de deformaţie în lungul barei. Teoria 

ondulatorie a ciocnirii elastice, fară considerarea deformaţiilor locale, 

necesită calcule destul de laborioase, dar care pot fi eliminate folosind 
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metoda analitică - cu ajutorul funcţiilor discontinue [vezi paragraful 2.4] 

sau metoda grafică a caracteristicilor [114]. 

Teoria lui Saint-Venant a fost verificată, mai târziu, pentru corpuri subţiri 

(bare, plăci) [3] sau folosind tehnici modeme, cu elemente finite, în cazul 

impactului axial în bare flexibile [49]. 

Verificarea experimentală a teoriei ondulatorii a ciocnirii a fost făcută de 

către o serie de cercetători, fară a se obţine însă rezultate perfect satisfăcătoare, 

datorită ipotezelor care au stat la baza acestei teorii: 

Ipoteza I: Secţiunile sunt plane şi se neglijează deplasările transversale ale 

particulelor barei. Datorită acestor aproximări apar abateri, vizibile în apropierea 

frontului undei, care se pierde treptat. Abaterile se manifestă cu atât mai mult cu 

cât raportul dintre diametrul şi lungimea barei este mai mare. 

Ipoteza II: Suprafeţele de contact sunt plane paralele. In realitate apar 

neregularităţi inevitabile pe suprafeţele frontale ale barelor care se ciocnesc sau 

poate să existe un strat de ulei între acestea. Din cauza neregularităţilor, efortul de 

contact nu creşte instantaneu, ci într-un interval de timp, necesar deformării acestor 

imperfecţiuni. Acest interval de timp este cu atât mai mic cu cât este mai mare 

viteza de ciocnire. Timpul de propagare a undei de deformaţie în bară nu depinde 

de viteza de ciocnire; de aceea, abaterile ciocnirii longitudinale de la teoria 

ondulatorie scad odată cu creşterea vitezei de ciocnire (în cazul în care viteza de 

ciocnire nu atinge valori care să producă deformaţii plastice) [114]. 

Teoria ciocnirii longitudinale se poate aplica pentru calculul arcului supus la 

ciocnire, înlocuindu-l cu o grindă echivalentă. Deşi această echivalare are un 

caracter aproximativ, rezultatele experimentale sunt mai apropiate de cele teoretice 

decât în cazul barelor, datorită faptului că deformaţiile locale joacă un rol mai mic. 

Neajunsurile teoriei care ţine cont numai de deformaţiile locale şi le 

neglijează pe cele generale, dar şi ale teoriei care ia în calcul deformaţiile generale, 

neglijându-le pe cele locale, au condus la elaborarea unei teorii mixte, care 

consideră ambele tipuri de deformaţii (locale şi de ansamblu). 
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- J. E. Sears (1908) a elaborat o astfel de teorie, pentru cazul ciocnirii 

longitudinale a barelor având capete sferice. El a admis prima ipoteză -

cea a suprafeţelor plane - pentru întreaga bară, cu excepţia unor secţiuni 

aflate la capătul barei. Pentru aceste secţiuni iniţiale de contact se 

calculează deformaţiile cu relaţiile lui Hertz, iar pentru celelalte (care 

sunt plane) se aplică teoria undelor. S-au obţinut astfel rezultate 

experimentale apropiate de cele teoretice. 

- S. P. Timoşenko (1913) a elaborat o teorie asemănătoare cu cea a lui 

Sears, pentru cazul ciocnirii transversale a unei bare cu o sferă [56]. Mai 

târziu, J. Lee analizează propagarea undelor de încovoiere folosind teoria 

lui Timoşenko [94]. 

Aproximaţiile folosite în problemele de ciocnire pe baza propagării undei au 

fost comparate cu soluţiile riguroase ale teoriei elasticităţii. J. W. S. Rayleigh 

(1945) adaugă ecuaţiei unidimensionale a undei longitudinale în bare, unele 

corecţii pentru inerţia laterală, iar S. P. Timoşenko (1921) adaugă ecuaţiei undei 

termeni care ţin cont de efectele inerţiei de rotaţie şi ale forfecării. 

In general, metodele de calcul la ciocnire sunt aproximative şi de aceea sunt 

necesare verificări experimentale. Studiul experimental al ciocnirii este foarte 

laborios, mai ales datorită faptului că durata ciocnirii este foarte mică (de ordinul 

10"̂  ... 10'̂  s), ceea ce presupune existenţa unei aparaturi de înaltă precizie şi 

fidelitate, care să surprindă cu exactitate fenomene desfăşurate în câteva fi-acţiuni 

de secundă. Pentru calculul parametrilor care apar la ciocnire (deplasare, forţă 

percutantă, deformaţie, timp de ciocnire) se pot folosi diferite metode 

experimentale (metoda fotografierii, metoda fotoelastică, metoda electrică cu 

ajutorul traductoarelor rezistive, etc.). 

Fenomenul de propagare a undelor în bare elastice şi vâscoelastice este 

întâlnit în numeroase aplicaţii referitoare la studiul ciocnirilor şi ruperilor cauzate 

de valori mari ale deformaţiilor, precum şi la caracterizarea comportării dinamice a 

materialelor vâscoelastice. în cazul materialelor vâscoelastice, viteza de fază creşte 

odată cu creşterea frecvenţei. De aceea, când un impuls de deformaţie se 
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deplasează de-a lungul barei, componentele de frecvenţă înaltă se propagă mai 

repede decât componentele de frecvenţă scăzută, conducând la dispersia 

impulsului. Acest fenomen conduce deseori la dispersia vâscoelastică, cât şi la 

dispersia materiei. In plus, pentru frecvenţe în care lungimea undei este de acelaşi 

ordin de mărime cu diametrul barei, dispersiile geometrice dispar. Deci, sunt 

posibile atât dispersia geometrică, cât şi cea materială în barele vâscoelastice. 

Deoarece analiza dispersiei geometrice în bare vâscoelastice nu este încă destul de 

dezvoltată, este necesară asigurarea că analiza unidimensională a undei este destul 

de precisă pentru rezultatele urmărite. In general, acest lucru necesită folosirea 

barelor cu diametre mici şi limitează domeniul de frecvenţă folosit astfel încât 

lungimea undei să fie întotdeauna mult mai mare decât diametrul barei [11]. 

- Descrierea analitică a fenomenului de propagare a undelor longitudinale 

în structuri cilindrice a fost dezvoltată independent de doi cercetători, L 

Pochammer (1876) şi C. Chree (1889), care au formulat ecuaţiile şi 

soluţiile pentru propagarea undei într-o bară elastice, de formă cilindrică, 

semiinfmită, liberă la capete. Pochhammer şi Chree prezintă de fapt 

forma soluţiei ecuaţiei undei dar nu includ calculul rădăcinilor ecuaţiilor 

de frecvenţă. Au fost dezvoltate o serie de modele analitice în vederea 

soluţionării acestei ecuaţii. 

- Bertram Hopkinson (1914) a introdus o tehnică ingenioasă pentru a 

determina forma impulsurilor cauzate de impactul cu proiectile sau a 

încărcăturilor explozive asupra capătului unei bare lungi şi subţiri, pe 

baza fenomenului de propagare a undei longitudinale în bară. Deoarece el 

a iniţiat studiile pentru determinarea formei impulsurilor care traversează 

barele, mecanismul - constând într-o bară lungă, o epruvetă cilindrică, de 

lungime mică, ambele din oţel, prin care se transmite un impuls de forţă 

unui traductor de forţă - a devenit cunoscut sub numele de „bară de 

presiune Hopkinson" („Hopkinson pressure bar") ([ 85], [53]). 
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- Dennison Bancroft (1941) a calculat primele trei rădăcini (moduri) ale 

ecuaţiei de frecvenţă a lui Pochhammer, în cazul unei bare elastice şi a 

stabilit o relaţie între viteza de fază şi numărul de undă ([11], [93], [85]). 

- G. E. Hudson (1943) confirmă unele rezultate ale lui Bancroft; 

- R. M. Davies (1948) dezvoltă un studiu amănunţit, teoretic şi 

experimental, al propagării undei în bare cilindrice. Totodată, descrie o 

metodă electrică pentru stabilirea dependenţei între tensiune şi timp, în 

cazul barelor supuse la tensiuni mari, pe durată scurtă (după metoda lui 

Hopkinson). El afirmă existenţa unei infinităţi de soluţii în cazul ecuaţiei 

Pochhammer - Chree şi calculează primele trei; fiecare soluţie 

corespunde unui mod de propagare [37]. De asemenea, arată că soluţiile 

Pochhammer - Chree nu sunt exacte pentru o bară de lungime finită, dar 

sunt suficient de apropiate de cele exacte, în cele mai multe cazuri [11]. 

Totuşi, este evidentă o dispersie semnificativă a semnalului obţinut. 

Davies foloseşte însumarea frecvenţelor pentru a calcula semnalul 

dispersat [93]. Folosind rezultatele lui Davies, s-au propus mai târziu, 

teorii de analiză numerică şi transformări integrale pentru studiul undelor 

de şoc în bare circulare, elastice [10]. 

- H. Kolsky (1949), dezvoltă cercetările experimentale privind 

comportamentul dinamic al materialelor supuse compresiunii, folosind 

teoria propagării undelor în bare, adăugând încă o bară de presiune 

Hopkinson dispozitivului iniţial şi aşezând epruveta între cele două bare 

(noul dispozitiv a fost denumit „bara de presiune Hopkinson divizată" 

(„split Hopkinson pressure bar") sau „bara Kolsky") ([85], [53]). Acest 

dispozitiv este aplicat şi în prezent într-o serie de cercetări experimentale, 

pentru a determina caracteristicile elastice ale materialelor [85] sau 

propagarea deformaţiei în probe elastice supuse alungirii [131], dar şi 

pentru calibrarea dinamică a traductoarelor de forţă [50]. 

- C W. Curtis (1954), G. Fox & C. W. Curtis (1958), J. Miklowitz & C. R. 

Nisewanger (1957) au continuat cercetările lui Davies de soluţionare a 
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ecuaţiei Pochhammer - Chree şi au pus experimentai în evidenţă 

existenţa modurilor de propagare ([111], [107]); 

Cele mai multe studii teoretice şi experimentale referitoare la propagarea 

undelor şi impulsurilor în bare vâscoelastice s-au limitat la cazul unidimensional, 

neglijându-se astfel dispersia geometrică. 

- H. Kolsky (1956, 1976) se numără printre primii cercetători care au 

studiat propagarea unor impulsuri mecanice scurte prin bare polimerice. 

Pe baza analizei unidimensionale, el a folosit forma impulsurilor pentru a 

determina viteza de fază şi amortizarea ca o funcţie de frecvenţă [11]. 

- J. Zemanek (1972) a reuşit, printr-o metodă simplă, să măsoare până la 

şase moduri simetrice şi antisimetrice într-o bară elastică, de formă 

cilindrică, măsurând frecvenţele undelor staţionare [159]. 

- B. Lundberg şi R. H. Blanc (1988), R. H. Blanc (1993) au folosit 

impulsuri tranzitorii şi tehnici de transformare Fourier pentru a măsura 

viteza de fază ([112], [11]). 

In multe cazuri, mai ales când se iau în considerare frecvenţe mai înalte, 

soluţiile unidimensionale nu mai sunt adecvate deoarece lungimea de undă la 

frecvenţe mai înalte poate fi de acelaşi ordin sau mai mică decât diametrul barei. 

- G. A. Coquin (1964) găseşte ecuaţiile de bază şi soluţiile pentru 

propagarea unei unde armonice într-o bară vâscoelastică, infinită, 

folosind modelul Voigt. Din păcate, aşa cum arăta şi Kolsky, niciunul din 

modelele Voight sau Maxwell nu descriu în mod adecvat comportarea 

polimerilor reali [11]. 

- H. Zhao şi G. Gary (1995) extind soluţiile Pochhammer - Chree 

corespunzătoare barelor cilindrice elastice, la bare vâscoelastice. Ei au 

aratat că în cazul propagării undelor armonice într-o bară infinită, 

folosind transformări Fourier, soluţiile ecuaţiei de propagare şi ale celei 

de fi-ecvenţă sunt identice cu cele corespunzătoare cazului elastic, 

exceptând faptul că modulul şi ceilalţi parametri sunt complecşi. De 

asemenea, au propus corecţii pentru dispersia geometrică [162\ 
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- C Bacon (1999) propune un algoritm de rezolvare, pe baza relaţiilor 

obţinute de Zhao şi Gary, folosind metoda de separare a undelor [9], 

[161]. 

- R. Othman (2001) foloseşte metoda de separare a undelor, în cazul 

barelor elastice şi vâscoelastice, ţinând cont şi de efectele dispersiei; 

metode asemănătoare au propus şi Hillstrom (2000) şi CoUins & Vasudev 

(2001) ([112], [71], [25], [29]). Tehnici de corectare a dispersiei în 

problemele de propagare a undei au fost introduse ulterior şi de alţi 

cercetători, folosind fiincţii analitice [154], elemente fmite [91], analiza 

spectrelor de frecvenţă [146] sau alte metode aproximative [57]. 

Studiul fenomenului de propagare a undei longitudinale continuă să 

preocupe o serie de cercetători, care elaborează teorii noi, comparând rezultatele 

obţinute cu cele ale teoriei Pochhammer-Chree ([5], [101], [127], [147]). S-au 

făcut studii privind teoria propagării undei în bare elastice ([90], [60], [58], [2], 

[162], [18], [19],[74], [75], [76]), în bare vâscoelastice [11], în bare elastice 

răsucite [96], în straturi subţiri [46], în corpuri elastice neomogene [120\ 

De asemenea, problema şocului longitudinal s-a studiat pentru diverse 

corpuri, ca de exemplu: bare cilindrice semiinfmite şi tuburi ([87], [123]), stâlpi 

([89], [152]), materiale cu pori (în care unda plană se propagă asemănător cu cea 

longitudinală în bare cilindrice) [155], bare cu modificări bruşte de secţiune [125], 

bare de lungime finită [119], bare cilindrice groase [149], impactul barelor subţiri 

cu o masă rigidă ([73], [124]). S-au făcut comparaţii între ciocnirea barelor şi cea a 

bilelor [7]. Pe baza studierii propagării undelor în bare se pot determina o serie de 

caracteristici dinamice ale corpurilor (forţa normală şi viteza particulei, tensiunea, 

deformaţia, deplasarea) într-o secţiune oarecare a unei bare elastice [102], 

frecvenţele de rezonanţă, cunoscând caracteristicile materialului barei [117], viteza 

de propagare a sunetului [51], precum şi coeficientul de restituire la ciocnire 

([126], [135]). Pentru determinarea unor asemenea caracteristici este utilă studierea 

undei reflectate ([58], [43], [141], [138], [145], [30], [69]). ^ I i i . ^ ^ b 
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1.3. Efecte dinamice între elementele garniturii de foraj 

în tehnică, noţiunea de ,/oraf' semnifică totalitatea lucrărilor care se execută 

la suprafaţă şi în scoarţa pământului pentru a identifica şi deschide prin sonde 

zăcămintele de minerale utile [91. 

Sondele sunt forate prin metode mecanice, în urma cărora roca este dislocată 

din masivul geologic, sub formă de aşchii sau fragmente. Detritusul format (roca 

dislocată de sapă) este evacuat de fluidul circulat în sondă [104]. 

Elementul principal prin intermediul căruia se efectuează procesele de săpare 

este garnitura de foraj. 

Prin garnitură de foraj se înţelege ansamblul de ţevi, înşurubate între ele, care 

fac legătura între elementul de dislocare (sapa) şi instalaţia de suprafaţă. 

Elementele componente ale acestui ansamblu se numesc prăjini. 

In cazul forajului cu masă rotativă sau cu cap hidraulic motor, garnitura de 

prăjini reprezintă arborele de transmisie a mişcării de rotaţie de la suprafaţă la 

sapă; prin intermediul ei se transmite energia necesară dislocării rocii din talpa 

sondei. 

La forajul cu motor de fund, amplasat deasupra sapei, garnitura de prăjini nu 

se roteşte, dar ea preia momentul reactiv al motorului şi îl transmite prin frecare 

pereţilor sondei. Dacă frecările nu sunt suficient de mari ca să preia momentul 

reactiv ( în cazul sondelor puţin adânci) garnitura trebuie blocată la suprafaţă. In 

caz contrar, ea se roteşte spre stânga şi sapa rămâne nemişcată. 

Garnitura de foraj formează un dublu canal de circulaţie a fluidului de spălare 

şi evacuare a detritusului dislocat de sapă: fluidul este pompat prin interiorul 

prăjinilor spre talpă şi iese înapoi la suprafaţă prin spaţiul inelar format de 

garnitură cu pereţii sondei. 

Dacă se foloseşte un motor de fund hidraulic, fluidul de foraj pompat prin 

prăjini transmite energia necesară pentru antrenarea sapei. 

Pentru ca sapa să avanseze, ea trebuie rotită şi apăsată pe talpa sondei. 

Apăsarea axială este creată lăsând pe sapă o parte din greutatea garniturii. La 
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instalaţii de mică adâncime (sondeze) prin intermediul garniturii se transmite de la 

suprafaţă apăsarea axială creată prin mijloace hidraulice sau mecanice. 

în afara forajului propriu-zis, cu ajutorul garniturii de prăjini se execută în 

sonde şi alte operaţii: carotaj mecanic, lărgirea găurii de sondă, controlul găurii de 

sondă, etc. [104] 

O garnitură de foraj este prezentată schematic în figura 1.1 [121". 

i . 

s -

Figura LI. Garnitură de foraj 

De prăjina pătrată sunt ataşate prin înşurubare, pe rând, pe măsură ce creşte 

adâncimea găurii, prăjinile de foraj cilindrice (1), care sunt ţevi de oţel filetate la 

ambele capete, de diferite diametre (în funcţie de diametrul şi adâncimea găurii de 

sondă), cu lungimea de 9 m. în partea inferioară sunt ataşate două prăjini grele (2), 

stabilizatorul superior (3), alte două prăjini grele (4) şi stabilizatorul inferior (5). 

Stabilizatoarele (3) şi (5) sunt de fapt freze cilindrice care au rolul de a uniformiza 
19 

BUPT



diametrul găurii săpate şi de a atenua vibraţiile garniturii de foraj, pentru a păstra 

direcţia de înaintare a sapei (6), ataşată de stabilizatorul inferior. Prăjinile grele 

sunt ţevi de oţel cu pereţi groşi, cu greutate şi rigiditate mare, având rolul de a 

asigura rigiditatea garniturii în apropierea sapei şi greutatea necesară sfărâmării 

rocii. Sapa de foraj este prevăzută cu trei roţi conice, având fiecare câteva rânduri 

de dinţi, care se pot roti liber, fiind fixate în consolă în lagăre de rostogolire (cu 

rulmenţi). 

într-o garnitură de foraj mai pot fi întâlnite reducţii şi racorduri de legătură 

(fac legătura între două prăjini cu filet diferit sau între prăjini şi sapă), amortizoare 

de vibraţii (se montează deasupra sapei pentru a proteja garnitura de foraj de 

vibraţiile periculoase ce iau naştere atunci când se forează în roci tari), geale de 

foraj (creează şocuri în garnitură pentru eliberarea ei dacă aceasta este înţepenită în 

gaura de sondă sub geală), etc. 

Solicitările garniturii de foraj 

Elementele componente ale garniturii de foraj sunt supuse la o stare de 

solicitare complexă, cu un accentuat caracter variabil. Natura şi mărimea 

solicitărilor sunt determinate de operaţia executată în sondă, regimul de lucru, 

metoda de foraj, adâncimea şi diametrul sondei, proprietăţile rocilor traversate, etc. 

[104]. 

Principalele solicitări la care sunt supuse diferitele elemente ale garniturii de 

foraj se referă la [8]: tracţiune, torsiune, presiune interioară, presiune exterioară, 

solicitări combinate (tracţiune - torsiune, tracţiune - presiune), solicitări dinamice 

- forte de inerţie, şocuri şi vibraţii. 

In timpul forajului practic toate solicitările au un caracter variabil, cauzat de 

lucrul neuniform al sapei pe talpă, rotirea garniturii şi pulsaţiile pompelor de noroi. 

Deoarece lungimea garniturilor de foraj este foarte mare în raport cu 

dimensiunile transversale, aspectul fenomenologic principal, corespunzător 

specificului proceselor reale de lucru ale garniturilor, este asociat stării de 

instabilitate [92]. Aceasta este provocată de forţele de compresiune, forţele 
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centrifuge create prin rotire, momentul de torsiune, presiunea interioară şi 

circulaţia fluidului de foraj. 

- Solicitarea la tracţiune şi compresiune: 

Această solicitare este creată de greutatea proprie a prăjinilor, greutatea 

ansamblurilor introduse în sondă, reacţiunea tălpii în timpul forajului, forţele de 

frecare cu pereţii şi cu noroiul din sondă, forţele de presiune create de prezenţa şi 

circulaţia noroiului, etc. 

- Solicitarea la torsiune: 

Garnitura de foraj este solicitată la torsiune în procesul de foraj sau de 

carotaj mecanic, la frezarea dopurilor de ciment sau a diverselor scule 

nerecuperabile rămase în sondă, când se încearcă degajarea unei garnituri prinse 

prin răsucire, în cursul unei instrumentaţii. 

- Solicitarea la încovoiere: 

Garnitura este solicitată la încovoiere când sonda este curbată, când îşi 

pierde, în timpul lucrului, forma rectilinie de echilibru stabil şi când este supusă la 

vibraţii transversale. 

- Solicitarea la presiune interioară şi exterioară: 

De-a lungul garniturii de foraj, presiunea din interior şi cea din exterior 

nu sunt uniforme şi, de obicei, nici egale. Acestea sunt determinate de înălţimea şi 

densitatea coloanelor de lichid, de presiunea aplicată la suprafaţă şi de căderile de 

presiune de-a lungul circuitului. 

- Alungirea garniturii de foraj: 

Garnitura de foraj suferă alungiri sub acţiunea greutăţii şi a temperaturii 

ridicate. Datorită lungimii mari a garniturii, alungirea ei în sonde adânci este 

semnificativă. 

- Stabilitatea garniturii de foraj: 

O garnitură de foraj cu lungimea de 3000 m şi diametrul de 127 mm (5 

inch) este echivalentă, ca zvelteţe, cu un fir de păr cu lungimea de 5 m şi diametrul 

de 0,1 mm. De aceea, în timpul lucrului, garnitura îşi pierde cu uşurinţă forma de 
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echilibru iniţială, rectilinie. Uneori, când prăjinile sunt uzate, subţiate, ele îşi pot 

pierde şi forma transversală circulară, turtindu-se sau răsucindu-se, 

- Solicitări dinamice: 

în afara solicitărilor statice, garnitura de foraj este solicitată şi dinamic: la 

forţe de inerţie, şocuri şi vibraţii. 

a). Forţele de inerţie se manifestă atunci când garnitura are o mişcare 

accelerată, dar fară discontinuităţi de viteză. In general, forţele de inerţie nu sunt 

periculoase, deoarece la adâncimi mici, rezistenţa garniturii este suficient de mare, 

iar la adâncimi mari, vitezele de ridicare şi de coborâre se micşorează, frânarea este 

mai lentă, reducându-se ponderea forţelor de inerţie. De asemenea, din categoria 

forţelor de inerţie fac parte şi forţele centrifiige ce iau naştere la rotirea garniturii 

cu turaţie uniformă, având şi acestea o pondere redusă, datorită diametrului mic al 

prăjinilor. 

b). Şocurile sunt provocate de variaţiile bruşte de viteză. Ele pot fi axiale sau 

de torsiune. 

Şocurile axiale se produc atunci când se încearcă degajarea garniturii prinse 

prin bătaie cu geala [1]. Accidental, un şoc puternic se manifestă când o garnitură 

prinsă şi tracţionată se desprinde brusc. Acelaşi lucru se întâmplă şi când se smulge 

un cep sau o sculă de prindere, când se rupe o prăjină. Când garnitura se sprijină în 

gaura de sondă, la introducere, pe diferite praguri, elevatorul coboară sub mufa şi 

apoi garnitura scapă brusc: mufa loveşte elevatorul şi în garnitură ia naştere un şoc. 

Poate să apară un şoc periculos şi datorită unei frânări bruşte. 

Şocurile de torsiune apar atunci când sapa se înţepeneşte sau se desprinde 

brusc în timpul forajului, sau când, prin răsucire, garnitura scapă brusc dintr-o 

prindere. 

Şocurile produc tensiuni locale foarte mari, însoţite de deformaţii remanente. 

Ele sunt urmate de vibraţii, ce se amortizează destul de repede. 

Forţele şi tensiunile ce iau naştere în cazul şocurilor sunt dificil de evaluat. 

De obicei, ele se asimilează - pe consideraţii energetice - cu forţe, respectiv 

tensiuni statice. Aceste soluţii sunt însă aproximative. 
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De multe ori, mai periculoase sunt unele efecte secundare ale şocurilor. 

Astfel, o garnitură care scapă dintr-o prindere sau se rupe poate sălta din elevator 

datorită energiei acumulate, elevatorul se deschide accidental şi garnitura scapă în 

sondă. Când garnitura este prinsă în timpul forajului şi apoi scapă brusc, datorită 

energiei de rotaţie acumulată, partea inferioară a garniturii se roteşte mai repede 

decât este rotită la suprafaţă şi ea se poate deşuruba. 

Un exemplu îl poate constitui oprirea bruscă a garniturii de foraj în timpul 

manevrei. 

Viteza garniturii scade de la o valoare vo la zero atunci când este frânată 

brusc şi atunci când scapă pe o înălţime h {VQ - ^2gh). Interesează tensiunile 

maxime care iau naştere şi în ce situaţie acestea devin periculoase. Ele se obţin prin 

însumarea tensiunilor statice cu cele dinamice provocate de şoc: 

^max = + ^̂  J (1-1) 

Se defineşte coeficientul dinamic de şoc: 

Fst 

F^f reprezintă forţa statică, corespunzătoare masei m ce produce şocul, 

care, aplicată pe direcţia de ciocnire, produce deplasarea A/̂ ;̂ 

F^ reprezintă forţa dinamică (echivalentă), care, aplicată static pe aceeaşi 

direcţie, produce deplasarea A/^, egală cu cea produsă de şoc [118]. 

Rezultă: 

^^max = (^st + Ws^st = (1 + st (1 -3) 

Coeficientul de şoc se poate determina din ipoteza că întreaga energie 

cinetică se transformă în energie potenţială (se neglijează fi-ecările cu pereţii şi 

noroiul din sondă). 

Energia cinetică are expresia: 

(1.4) 
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Energia potenţială de deformaţie în cazul unei bare de lungime /, solicitată 

axial de forţa dinamică F^ este: 

2 IES 

2 / Z72 i^/: cFr st dz (1.5) 
2 ^ES 

{E = modulul de elasticitate, 5 = aria secţiunii transversale) 

Cazuri particulare: 

- garnitură obişnuită, formată din prăjini grele, cu lungimea //, aria Si şi 

masa unitară qj şi prăjini de foraj cu lungimea h, aria S2 şi masa unitară 

q2' 

2 2 

2E 

i\ 2 2 

•dz + 
'i^l^+q^zf 

S, 
dz 

2 2 
g ¥s 

6E 
S i I L + ^ 3M2VI+^2^2 

.272: 2 /3 

(1.6) 

garnitură cu secţiune uniformă, cu lungimea L, aria S şi greutatea G: 

m Din (1.6) pentru = S2 = 5 , /j + /2 = L, = = ^ = ~ ' rezultă: 
L 

6E L^ S 6E S 6E S 

E 
^ 6ES 

(1.7) 

Egalând expresiile (1.4) şi (1,7) pentru energia cinetică şi cea potenţială în 

acest caz se poate determina coeficientul dinamic de şoc: 

2 _ 3mvlES _ 3mv^ES _ 3v^E S _ 1 _ Sv^E 
G'L m'g'L g'L m g'L pL g'L'p 

3E 
(1.8) 

Garnitura fiind scufundată în noroi, în relaţiile (1.6) şi (1.7) greutăţile sunt 

afectate de flotabilitate. Prin egalarea tensiunii maxime, din (1.1), cu limita de 
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curgere a materialului se poate determina o viteză critică maximă. în condiţii 

dinamice, limita de curgere a materialului este mai mare decât în condiţii statice. 

Unda de tracţiune provocată de şoc se propagă spre capătul inferior al 

garniturii şi apoi se întoarce ca o undă de compresiune la suprafaţă. Dacă unda de 

compresiune o depăşeşte pe cea statică, capătul superior al garniturii poate sălta din 

pene sau din elevator. 

c) Vibraţiile reprezintă variaţii periodice ale deformaţiilor sau deplasărilor 

provocate de variaţii periodice ale forţelor. In garniturile de foraj apar vibraţii şi, 

uneori, acestea sunt foarte severe şi periculoase pentru integritatea echipamentului 

de foraj. Vibraţiile se manifestă mai ales în timpul forajului în roci dure, în 

conglomerate, sau în perioada manevrelor şi conduc la avarierea prăjinilor şi a 

îmbinărilor filetate, precum şi la uzura prematură a sapei şi prăjinilor. 

Vibraţiile care apar în garnitura de foraj pot fi axiale, torsionale, laterale sau 

compuse. Ele creează tensiuni suplimentare cu caracter dinamic (axiale, tangenţiale 

şi de încovoiere). 

In figurile 1.2, 1.3 sunt prezentate câteva tipuri de prăjini de foraj. 

a) b) 

Figura 1.2. Prăjini de foraj 

25 

BUPT



*L 

a).Prăjini grele de foraj rotunde b).Prăjini grele de foraj elicoidale 

c). Prăjini de antrenare cu secţiune pătrată d). Prăjini de antrenare cu secţiune hexagonală 

Figura 1.3. Prăjini de foraj 
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1.4. CONCLUZII 

• S-au descris obiectivele tezei: 

o calculul sistemelor de ciocnire formate din bare cilindrice lungi, cu 

secţiune constantă sau bare formate din tronsoane cu secţiuni diferite, 

dar având, fiecare, rigiditate constantă Pentru aceasta se foloseşte o 

metodă aproximativă, bazată pe fenomenul de propagare a undei 

longitudinale prin bare, fară a fi necesară soluţionarea ecuaţiei undei. 

Metoda constă în: 

• rezolvarea unor sisteme de ecuaţii liniare de ordinul întâi, cu 

ajutorul cărora se pot determina vitezele şi tensiunile punctelor 

materiale situate într-o secţiune oarecare a barei studiate; 

• construirea unei diagrame, care urmăreşte modul de propagare a 

undelor prin bare. 

o realizarea unui stand experimental, cu ajutorul căruia se monitorizează 

propagarea undelor longitudinale prin barele supuse ciocnirii coaxiale 

şi se determină timpul de ciocnire; 

o compararea rezultatelor teoretice cu cele experimentale. 

• S-a realizat o descriere succintă a studiului fenomenelor de ciocnire între 

corpuri, invocând teoria clasică a ciocnirii, teoria deformaţiilor locale de 

contact a lui Hertz, teoria ciocnirii corpurilor elastice şi teoria mixtă, care 

ţine cont atât de deformaţiile locale de contact, cât şi de cele generale. De 

asemenea, studiul fenomenului de propagare a undelor de deformaţie ce apar 

în cazul ciocnirii corpurilor de tipul barelor lungi a fost prezentat în mod 

cronologic, începând cu cercetări din secolul al IX-lea şi până în prezent. S-

au făcut trimiteri repetate la surse bibliografice consacrate, dar şi de 

actualitate. 

• O aplicaţie directă a studiului ciocnirii barelor cilindrice lungi este în 

domeniul forajului minier, în cadrul sondelor de foraj, care au în 

componenţă un ansamblu de ţevi (prăjini), înşurubate între ele. Acestea 
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alcătuiesc garnitura de foraj şi fac legătura între elementul de dislocare 

(sapa) şi instalaţia de suprafaţă. Prăjinile de foraj sunt supuse (pe lângă 

solicitările principale de tracţiune, torsiune, presiune interioară şi exterioară) 

şi la solicitări dinamice, de tipul şocurilor longitudinale, atunci când se 

încearcă degajarea garniturii de foraj prin bătaie cu geala, când se 

înţepeneşte garnitura sau se desprinde brusc în timpul rotirii ori când este 

scăpată pe o anumită înălţime. Sunt prezentate pe larg elementele garniturii 

de foraj, cât şi solicitările la care acestea sunt supuse. 
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CAPITOLUL 2 

MODELE DINAMICE PENTRU STUDIUL 

CIOCNIRII CORPURILOR DE TIP BARÂ 

2.1. Ipoteze fundamentale 

Mecanica solidelor deformabile are ia bază unele ipoteze flindamentale, care 

permit simplificarea şi generalizarea fenomenelor, precum şi accesibilitatea 

calculului matematic. Aceste ipoteze sunt necesare pentru precizarea modelului 

matematic ce urmează a fi studiat, cât şi pentru cunoaşterea posibilităţilor de 

aplicare practică a rezultatelor obţinute. Se pot face astfel următoarele ipoteze 

fundamentale de calcul: 

1. Corpul solid (considerat în repaus faţă de un sistem de referinţă presupus 

fix), este supus acţiunii unor sarcini exterioare în echilibru. în cazul corpului 

aflat în mişcare, se mai introduc şi forţele de inerţie, deci sarcinile exterioare 

sunt în echilibru dinamic. Fiecare parte a corpului şi orice element 

infmitezimal detaşat din corp sunt supuse unor sarcini în echilibru. Această 

ipoteză serveşte pentru scrierea ecuaţiilor cu derivate parţiale pe care le 

verifică tensiunile din interiorul corpului şi pentru a scrie condiţiile la limită. 

2. Corpul solid se consideră un mediu continuu (fară goluri sau crăpături 

microscopice interioare). Această ipoteză asigură, din punct de vedere fizic, 

o descriere fenomenologică a mediului continuu studiat şi, din punct de 

vedere matematic, permite descrierea corpurilor cu ajutorul unui sistem de 

funcţii continue (tensiuni şi deformaţii), utilizându-se calculul integral şi 

diferenţial. 

3. Corpul solid este izotrop, ceea ce înseamnă că are aceleaşi proprietăţi fizice 

şi mecanice pe orice direcţie în vecinătatea fiecărui punct al său. Pe baza 

acestei proprietăţi se poate exprima relaţia între tensiuni şi deformaţiile 

specifice. 
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4. Corpul solid este omogen, deci are aceleaşi proprietăţi în fiecare punct al 

său. Pe baza acestei proprietăţi, toţi coeficienţii mecanici ai materialului, ce 

apar în legile constitutive, sunt constanţi în raport cu variabilele spaţiale. 

5. Corpul este perfect elastic. Sub acţiunea unor forţe exterioare corpul se 

deformează. Deformaţia solidului elastic se efectuează reversibil şi fară 

rezistenţe pasive apreciabile. Forma deformată a corpului este influenţată 

numai de sarcinile exterioare ce acţionează într-un anumit moment asupra 

sa. între tensiuni şi deformaţii specifice există o legătură biunivocă, 

exprimată printr-o relaţie liniară, numită Legea lui Hooke. In realitate, 

corpurile prezintă fie fenomenul de histerezis (revenirea la starea iniţială are 

loc printr-un ciclu de rezistenţe pasive), fie fenomenul de ecruisare 

(deformare permanentă), fie fenomenul de fluaj (deformaţie care evoluează 

în timp, în cazul unei sarcini constante). 

6. Corpul solid supus acţiunii sarcinilor exterioare suferă deformaţii şi 

deplasări foarte mici în raport cu dimensiunile sale, adică deformaţiile 

specifice se neglijează în raport cu unitatea. Din punct de vedere geometric 

termenii de ordinul al doilea sunt neglijabili în raport cu cei de ordinul întâi, 

iar din punct de vedere mecanic, se pot scrie ecuaţiile de echilibru static sau 

dinamic pe forma nedeformată a corpului. 

7. Corpul studiat nu prezintă tensiuni iniţiale. Aceste tensiuni apar, în general, 

din cauza unor deformaţii iniţiale ale materialului, rezultate la prelucrare sau 

la montaj. 
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2.2. Caracteristicile mediului solid 

In tratarea fenomenelor de impact din punctul de vedere al teoriei clasice a 

ciocnirii, obiectele aflate în coliziune pot fi considerate în esenţă ca şi puncte 

materiale. Se presupune că elementele fiecărui corp sunt unite în mod rigid şi 

astfel, vor fi supuse instantaneu aceleiaşi modificări de mişcare, ca rezultat al 

impactului. în realitate, perturbaţia produsă din punctul de contact se propagă 

înspre interiorul corpurilor cu o viteză finită, iar reflexia acesteia pe suprafeţele de 

fi"ontieră produce oscilaţii sau vibraţii în corpuri. Astfel, nu toate secţiunile 

corpurilor sunt supuse în mod simultan aceleiaşi forţe de acţiune. Deformaţiile 

locale tranzitorii şi tensiunile create de această perturbaţie nu pot fi precizate prin 

metodele teoriei clasice a ciocnirii, dar pot fi determinate printr-o examinare a 

fenomenelor de undă, în cazul în care corpurile au o formă suficient de simplă. în 

mod uzual, procesele de ciocnire pot fi longitudinale, transversale sau torsionale, şi 

depind de natura undei predominante generate. 

în afara cazului când suprafeţele de contact sunt perfect plane - condiţie 

practic greu de obţinut - se vor produce deformaţii suplimentare în vecinătatea 

punctului de contact. Această caracteristică poate să implice o fracţiune însemnată 

din energia cinetică. Dezvoltarea teoretică prezentată în continuare se ocupă 

exclusiv de transferul de energie mecanică, neglijând efecte cum ar fi lumina, 

căldura şi sunetul produse în timpul ciocnirii. Această omisiune este justificată, din 

moment ce aceşti factori iau în considerare doar o mică parte din energia totală a 

procesului. In mod evident, energia necesară pentru a produce atât deformaţii 

locale de contact cât şi vibraţii este disipată, în cele din urmă, sub formă de 

căldură. 

Prevederile teoriei clasice a ciocnirii generează erori semnificative când o 

parte importantă din energia totală este transformată în vibraţii. în general, acest 

efect va fi nesemnificativ atunci când perioada de acţiune a forţei aplicate, cu alte 

cuvinte, durata contactului, este mare în comparaţie cu perioada celei mai mici 

frecvenţe proprii a fiecărui corp. în acest caz, se vor produce reflexii ale undei în 

31 

BUPT



timpul perioadei de contact, iar corpurile pot fi considerate a fi în stare de 

cvasiechilibru. Acest caz este experimentat la ciocnirea cu viteze relativ mici a 

două sfere. S-a demonstrat [56] că raportul dintre energia transmisă vibraţiei şi 

energia totală pentru o astfel de ciocnire este — u n d e Vgeste viteza de ciocnire 
50 co 

şi CQ este „viteza de propagare a undei în bară" şi este dată de: 

0̂ = - (2.1) 
P 

unde E este modulul de elasticitate longitudinal şi p este densitatea corpului. Pe de 

altă parte, o cantitate considerabilă de energie este transformată în vibraţii, la 

ciocnirea corpurilor cu frecvenţe proprii mici. Astfel de corpuri prezintă, în 

general, un raport mare între suprafaţă şi volum, ca în cazul grinzilor şi barelor 

subţiri. Aici este neadecvată tratarea corpului ca rigid şi ea trebuie înlocuită cu o 

analiză care să ţină cont de efectele vibraţiilor. 

Studierea celor mai multe probleme de impact presupune, aşadar, o descriere 

cantitativă a fenomenelor de undă însoţitoare. O astfel de formulare matematică 

este determinată de geometria corpurilor care se ciocnesc, şi de proprietăţile fizice 

care sunt descrise printr-o relaţie între tensiunea nominală uniaxială şi deformaţia 

nominală. In regimul micilor deformaţii aceşti termeni sunt definiţi astfel: 

- l 
Fi 

^ (7 7) 

' di 
* dU: 

unde y^^este aria secţiunii transversale iniţiale, iar Zj,Fj,Uj reprezintă respectiv 

forţa de întindere, forţa de compresiune aplicată şi deformaţia după direcţia i (/ = JC, 

y sau z). 
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în general se disting trei categorii de medii după forma relaţiilor 

unidimensionale tensiune - deformaţie şi anume: materiale elastice, vâscoelastice 
A 

şi plastice. In continuare se vor face aprecieri asupra corpurilor elastice şi 

vâscoelastice. 

Corpul elastic este privit ca un arc liniar având tensiunea proporţională cu 

deformaţia, sau: 
rhj 

a , = E e , = E ^ (2.3) 

Constanta de proporţionalitate este modulul de elasticitate E, care s-a demonstrat a 

fi aproape independent de gradul de solicitare. Multe materiale folosite în 

inginerie, incluzând majoritatea metalelor, pot fi considerate ca fiind elastice 

numai dacă tensiunea aplicată nu depăşeşte o anumită valoare critică (limita de 

curgere), peste care corpul va suferi o deformaţie permanentă. 

Corpurile vâscoelastice sunt reprezentate de o serie de materiale sintetice, 

cum ar fi polimerii macromoleculari, şi sunt caracterizate printr-o relaţie între 

tensiune şi deformaţie, dependentă de timp. Se pot realiza modele ale acestor 

materiale prin combinaţii adecvate de arcuri şi amortizoare. Ultimele introduc un 

tip de rezistenţă vâscoasă în circuit, definită prin ecuaţia: 

a = c (2.4) 
dt 

unde c este o constantă de amortizare. 

Fiecare element al oricăruia dintre aceste modele contribuie cu un parametru 

adiţional la ecuaţia tensiune - deformaţie. Dintre numeroasele modele postulate 

cele mai cunoscute sunt solidele Kelvin - Voigt, respectiv Maxwell (cu doi 

parametri) şi solidul standard - liniar (cu trei parametri), care sunt exemplificate în 

figura 2.1. 

Modelul Kelvin - Voight constă într-un arc liniar {E) şi un amortizor liniar 

(c), legate în paralel; modelul Maxwell este format din aceleaşi elemente, înseriate; 

solidul standard liniar constă dintr-un arc liniar (Ej) şi un element Maxwell {E2, c), 

legate în paralel. 
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Saiciiia 
aplicată 

Saiciiia 
aplicată 

Saicina 
aplicată 

Saiciiia 
aplicată 

Saicina 
aplicată 

Saiciiia 
aplicată 

a). Kelvin-Voigt b). Maxwell c). Solidul standard liniar 

Figura 2.1. Modele de solide liniar - vâscoelastice 

Relaţiile între tensiuni şi deformaţii, precum şi condiţiile de echilibru pentru 

aceste solide sunt: 

a). Kelvin - Voigt: 

ds (T = ES-\-C 
dt 

b). Maxwell: 

c dcr ds 
cr + = c-

E dt 
dcr dsx 

— = E—-
dt dt 

dt 

<j = c-ds2 
'dt 

c). Solidul standard liniar: 

c da ^ c (7 + = EYS + — 
E2 dt 

S-Si£2 
G = E^S + E2S2 

dt 

dsi 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

O formă echivalentă pentru relaţia tensiune - deformaţie (2.7) este: 

\ -^{t-r) ds{T) 
cr = ExS-\-E' 

dr 
dr (2.8) 
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şi o generalizare a ecuaţiei (8) care ţine cont de comportamentul neliniar este: 

dr 
(2.9) 

Ultima relaţie defineşte un „solid Boltzmann" şi presupune că (7[t) poate fi 

exprimată în funcţie de deformaţia instantanee şi o integrală care exprimă efectele 

deformărilor anterioare. Funcţia 0(/' - r) se poate adesea aproxima prin termenul 

unde AşiB sunt constante. 

O tensiune constantă aplicată unui corp vâscoelastic va produce o creştere 

uniformă a deformaţiei în raport cu timpul, în vreme ce o deformare constantă 

aplicată va produce, în general, o scădere continuă a tensiunii. Aceste fenomene 

sunt denumite fiuaj, respectiv relaxare. Din ecuaţiile (2.5) şi (2.6), curbele de fiuaj 

şi relaxare pentru solidele Kelvin - Voigt şi Maxwell sunt date de: 

a). Kelvin - Voigt: 

E 

<J = ESQ 

b). Maxwell: 

El 
\-e ' 

(2.10) 

(j = Es^e ^ 

(2.11) 

unde CTQ şi e^ sunt tensiunea aplicată constant, respectiv deformaţia. 

Există o bogată literatură de specialitate care se ocupă de propagarea undelor 

în solide, aici fiind menţionate doar fenomenele care apar la ciocnire. Există unele 

dificultăţi în soluţionarea riguroasă a problemelor de propagare a undei, la ciocnire. 

Sunt necesare ipoteze simplificatoare pentru rezolvarea matematică, chiar şi în 

cazul corpurilor având forme bine precizate (bare, grinzi, plăci), limitându-se 

analizele la consideraţii unidimensionale. 
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2.3. Ecuaţiile generale ale corpului solid deformabil 

2.3.1. Starea generală de deformaţie 

Se consideră solidul deformabil raportat la un sistem de coordonate fix. 

Sarcinile exterioare care acţionează asupra solidului sunt în echilibru dinamic, la 

un moment dat, t. în urma deformării corpului, deplasarea unui punct oarecare al 

corpului va fi exprimată prin mărimea vectorială u, având componentele 

u^, u^., u,. Fenomenul având un caracter dinamic, aceste componente sunt şi 

fimcţii de timp. Starea de deformaţie în jurul punctului material considerat va fi 

caracterizată de cele trei funcţii: 

u^ = ujx,y,z;t) 

UY=UY(x,y,z;t) (2.12) 

u^ =u^(x,y,z;t) 

Starea de deformaţie a întregului corp va fi dată de stările de deformaţie ale 

fiecărui punct al corpului. 

Deformaţiile specifice liniare sau lungirile specifice ale unui element liniar 

într-un punct, după direcţiile axelor de coordonate, se definesc prin [115]: 

du^ 
Sr = ^ ^ cbc 

du, 

du. 

(2.13) 
dy 

F - ^ 
az 

Lungirile sunt produse de eforturile unitare normale cr şi determină 

modificarea volumului corpului. Dacă e > O se obţine o alungire, corespunzătoare 

unei tensiuni normale de întindere, iar dacă ^ < 0 se obţine o scurtare, 

corespunzând unei tensiuni normale de compresiune. 

Suma celor trei deformaţii specifice liniare date de relaţiile (2.13) se 

numeşte deformaţie specifică volumică şi reprezintă dilatarea unităţii de volum: 
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A = e^ + Sy + e. 

du, du, du. -
A = —^ + — ^ + —^ = divu 

dx dy dz 

(2.14) 

(2.15) 

Deformaţiile specifice unghiulare sau lunecările specifice sunt produse de 

eforturile unitare tangenţiale şi determină modificarea formei corpului. Ele sunt 

pozitive dacă reprezintă o micşorare a unghiului drept şi corespund la tensiuni 

tangenţiale pozitive şi sunt negative în caz contrar. In cazul deformaţii lor 

infinitezimale se pot scrie următoarele relaţii pentru deformaţiile specifice 

unghiulare: 

du^ du. 
^ dy ou^ 

_DUY DU^ 

dz^ du], 
du. du^ 

(2.16) 

dx du^ 

Asociată vectorului deplasare, w, se introduce mărimea notată cu co şi 

numită vectorul rotaţie locală de corp rigid: 

- 1 -
co = —rotu, 

2 

având componentele: 

1 

(2.17) 

1 

du^ dUy 
dy dz 

du^ du^ 
dz dx 

dUy du^ 

(2.18) 

Prin stare de deformaţie se înţelege totalitatea deplasărilor şi rotaţiilor în 

vecinătatea unui punct sau în tot domeniul ocupat de corpul solid deformabil. 

Sistemul complet de ecuaţii pentru deformaţii liniare, dilataţie, deformaţii 

unghiulare şi rotaţii locale, în sistem de coordonate rectangulare x, y, z se poate 
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exprima prin relaţiile (2.13), (2.14), (2.16) şi (2.18). In sistem de coordonate 

cilindrice r. 6, z, mărimile devin [140]: 

ar 

^ r r de 
(2.19) 

e. = dx^ 

dz 

^ du. w- 1 duf) du. 
A = —^ + + ^ + 

dr 

1 du. 
re: = 

r r de 

duQ 

dz 
(2.20) 

r de ^ dz 
du. du. 

Y-r = + ^ az dr 
(2.21) 

yr9 = 

1(00 = 

dr r r de 

1 du^ du0 

duj. du^ 
dz dr 

(2.22) 

= i 
r 

d(ruQ) du^ 
dr de 

2.3.2. Starea generală de tensiune 

Se consideră un corp elastic aflat în echilibru static sub acţiunea forţelor 

exterioare. In teoria elasticităţii este convenabil să se lucreze cu tensiuni, care se 

definesc prin raportarea forţei la suprafaţa pe care aceasta acţionează. 

Prin stare de tensiune a corpului în jurul unui punct oarecare se înţelege 

totalitatea tensiunilor pentru toate direcţiile n în jurul punctului. Starea de 

tensiune a întregului corp este dată de stările de tensiune ale tuturor punctelor care 

alcătuiesc corpul. 
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în cazul general de solicitare, starea de tensiuni se caracterizează prin trei 

tensiuni normale: a^, <Ty, a. şi şase tensiuni tangenţiale care, conform 

principiului dualităţii, sunt egale două câte două: 

^xy = ^yx' ^yz = ^zş- ^zx = ^xz (2-23) 

Starea de tensiune în jurul unui punct oarecare este caracterizată de cele şase 

funcţii: 

(T^ =Gjx,y,z;t) 
Gy=CJy(x,y,z;t) 
G. =G._(x,y,z;t) 

Ty^ =Ty,(x,y,z;t) 

(2.24) 

2.3.3. Ecuaţii de mişcare 

Ecuaţiile mişcării sunt derivate din echilibrul forţelor care acţionează asupra 

unui element de volum, aşa cum este prezentat în figura 2.2, pentru cele două 

sisteme de coordonate menţionate anterior. 

a) Sistem de coordonate carteziene b) Sistem de coordonate cilindrice 

Figura 2.2. Acţiunea tensiunilor asupra unui element de volum 
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în absenţa forţelor volumice, pentru elementul de volum dxdydz echilibrul 

de forţe conduce la ecuaţiile: 

d^u^ dcj.. 
p — ^ = — - + — ^ + — ^ 

dr dx dy dz 
d~Uy dr^^ dcTy dr^. 

^ dr dx dy dz 
d^u. dr^ dT da. 

p — ^ = — — - + — ^ 

dr dx dy dz 

în timp ce relaţiile corespunzătoare pentru un element de volum cilindric sunt: 

p — ^ = — ^ + — 

dr dr r dO dz r 

= ^ + + ^ + ^ (2.26) 
dt^ dr r de dz r 

d^u. dr^. 1 dva. d a . r „ 
P = — + —•¥ ^ + — 

dt^ dr r de dz r 

Trecerea de la tensiunile în coordonate carteziene ortogonale la tensiunile în 

coordonate cilindrice se poate face prin relaţii de forma [140]: 
1/ > l ll ( 

1/ \ 1 ( 
' - 2 

O-z 

(2.27) 

r̂ ^ =r^cos6>-r^sin(9 

ẑr = î'^sin^ + T^cose (2.28) 

y^nie - T^COSie 

2.3.4. Relaţii între tensiuni şi deformaţii specifice 

Legea lui Hooke 

Pentru a preciza modelul matematic al corpului elastic este necesară 

introducerea unei legi constitutive, o relaţie între tensiuni şi deformaţii specifice, 
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care să fie cât mai simplă, în limita ipotezelor admise pentru corpul considerat. O 

astfel de lege constitutivă o reprezintă legea lui Hooke, care ţine cont de 

suprapunerea efectelor (în general, o tensiune pe o direcţie dă deformaţii pe toate 

direcţiile). Corpul, solicitat la tracţiune, suferă o alungire în direcţia forţei de 

tracţiune şi, simultan, suferă şi o contracţie laterală, care este proporţională cu 

alungirea. Când asupra corpului acţionează mai multe forţe, se aplică principiul 

suprapunerii efectelor. 

Relaţiile între tensiuni şi deformaţii pentru medii omogene şi izotrope 

reprezintă legea lui Hooke generalizată raportată la direcţiile sistemului de 

coordonate Oxy2\ 

1 r 

1 (2.29) 

x+^y 

unde: E = modul de elasticitate longitudinală; 

jj. =coeficient de contracţie transversală (coeficientul lui Poisson). 

La aceste relaţii se mai adaugă şi următoarele: 

r. xy 

rr- = 

E ^ 

(2.30) 

,2 (1 + //) 

Se notează: 

E 

' ZX 

G = 
2(1 + //) 

şi G se numeşte modul de elasticitate transversală. 

Astfel, relaţiile (2.30) devin: 

(2.31) 
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_ J_ 
rxy - ^ • 

1 

1 

(2.32) 

Relaţiile (2.29) împreună cu (2.32) constituie legea lui Hooke generalizată. 

în coordonate cilindrice, legea lui Hooke generalizată se exprimă prin: 

E 

_ 1 

(2.32) 

(2.34) 

rzr = 
1 

• zr 

Legătura între constantele elastice 

Exprimând tensiunile în funcţie de alungiri, din relaţiile (2.14), (2.29) şi 

(2.34) se ajunge la următoarele expresii: 

(Ty=ĂA + IGey 

a, = M + IGs^ 

sau, echivalent (folosind relaţia (2.15)): 
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(T, = ̂  

ay =Â 

(7.=Ă 

du^ duy du, 
dx dy dz 

du,, du du. — • - + — • - + — ^ 

dx dy dz 

du^ DUY du, X + -

+ 2G 

+ 2G 

+ 2G 

du^ 

du. 
^ dx dy dz ) dz 

respectiv: 

î'.rv = Gr.ry, 

= G/oc 

sau, echivalent (folosind relaţiile (2.16)): 

du, , DUY 

du, du^ 
dx du^ 

unde s-au folosit constantele elastice ale lui Lame, X şi G: 

Ă = M 
(\ + JU){1-2M) 

G = 
2(1 + m) E 

(2.35) 

(2.36) 

(2.37) 

(2.38) 

2.3.5. Ecuaţiile fundamentale ale elastodinamicii 

Sistemul complet de ecuaţii al elastodinamicii conţine 15 funcţii 

necunoscute (6 tensiuni, 6 deformaţii specifice şi 3 deplasări) şi este alcătuit din: 

- 3 ecuaţii de mişcare - (2.25); 

- 6 relaţii între deformaţii specifice şi deplasări (ecuaţiile lui Cauchy) -

relaţiile (2.13) şi (2.16); 
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- 6 relaţii ale lui Hooke - (2.29) şi (2.32) sau (2.35) şi (2.36), 

la care trebuie adăugate condiţiile la limită (condiţiile pe contur şi condiţiile 

iniţiale). 

Acest sistem se rezolvă alegând ca necunoscute numai tensiunile sau numai 

deplasările, după cum se pun condiţiile la limită şi eliminând, apoi, celelalte 

necunoscute dintre cele 15 precizate mai sus. Se obţine astfel rezolvarea în 

tensiuni, respectiv în deplasări a acestei probleme. 

Eliminând tensiunile şi deformaţiile specifice între ecuaţiile de mişcare 

(2.25), legea lui Hooke (2.29) şi (2.32) şi ecuaţiile lui Cauchy (2.13) şi (2.16), se 

obţin următoarele ecuaţii de mişcare: 

- pentru sistemul de coordonate rectangulare: 

dt^ ' ' dx 

ar dy 

o u . . . o 
p — f = (A + G)— + GV-w .̂ (2.39) 

dr dz 
^2 

unde V^ = —^ + — - + — e s t e operatorul Laplace de ordinul doi; 
dx^ dy^ dz^ 

- pentru sistemul de coordonate cilindrice: 
52 

dt^ dr r ee dz 

A = (2.40) 
dt r o9 oz or 

dt^ dz r dr^ ^^ r dO 

Soluţiile acestor ecuaţii pentru condiţii iniţiale şi la limită date permit 

determinarea mărimii perturbaţiei în orice punct. în practică, o soluţie exactă a 

acestor relaţii poate fi obţinută doar pentru un număr limitat de cazuri speciale. 

După calcule corespunzătoare, ecuaţiile (2.39) se pot exprima sub forma: 
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p ^ = (?i + 2G)V-A (2.41) 
dr 

sau 

a-A - = (2.42) 
dr 

unde: 

C j - = - ^ = (2.43) 
p (l + n ) ( l - 2 ^ ) p 

şi astfel dilataţia A se propagă cu viteza c^ (numită viteză de propagare a undei 

longitudinale). 

De asemenea, ecuaţiile (2.40) se pot scrie astfel: 

= U = x,y,z (2.44) 
a r 

sau 

unde: 

l = ;i = x,y,z (2.45) 

2 G \ E 
CT = - = 1̂ 7, (2.46) 

P 2(1 + n) p 

care arată că rotaţia locală co se propagă cu viteza CŢ (numită viteza de propagare 

a undei transversale). 
In cazul când toate rotaţiile locale cô  se anulează, ecuaţiile (2.39) devin: 

2r72 ^ = ; i = x,y,z (2.47) 
dt 

în timp ce în lipsa dilatării (A = 0), relaţiile devin: 

^ = ;i = x,y,z (2.48) 
dr 

Ecuaţiile (2.47) şi (2.48) reprezintă forma clasică a ecuaţiei undei. Aceasta 

arată că o perturbaţie se poate propaga într-un mediu elastic cu două viteze diferite. 
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Deplasarea particulei se face în direcţia propagării undei în cazul undelor 

longitudinale şi perpendicular pe această direcţie în cazul undelor transversale. 

în cazul particular = O, vitezele de propagare a undei (2.43), (2.46) devin: 

(2.49) 
P 

^ G E 
C t - = - = — . (2.50) 

P 2p 

în cazul unidimensional, ecuaţia undei longitudinale devine (din (2.47)): 
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2.4. Ciocnirea şi propagarea unidimensională a undei 

2.4.1. Unda unidimensională 

Acest paragraf se ocupă cu propagarea undelor sau impulsurilor într-un 

mediu elastic. Cea mai utilizată aplicaţie a acestei teorii este în studiul ciocnirii. 

Fenomenele tranzitorii pot fi tratate folosind metode vibraţionale, dar pentru 

ciocniri de scurtă durată au fost luate în considerare un număr mare de moduri 

normale şi în aceste cazuri o tehnică ondulatorie conduce adeseori la o soluţie 

simplă. 

Cea mai simplă formă a propagării undei este unda non-dispersivă. O undă 

non-dispersivă este acea undă care traversează mediul cu o viteză constantă fară 

a-şi modifica forma, de exemplu un impuls având forma unei unde semi-

sinusoidale va rămâne întotdeauna o undă semi-sinusoidală. Sistemele fizice care 

se apropie de această condiţie sunt undele longitudinale, unde torsionale într-o bară 

uniformă şi undele de mică amplitudine într-un arc de întindere. Undele de 

transversale dintr-o bară sunt dispersive, astfel că forma undei transversale va fi în 

continuă schimbare. Aceasta corespunde la diferite lungimi de undă ce se 

deplasează cu viteze diferite, astfel nu există viteză constantă de propagare. In 

interiorul unui mediu elastic undele plane sunt non-dispersive; acestea vor fi tratate 

în continuare. 

O undă poate fi descrisă prin variaţia în timp a unei mărimi fizice, u, pentru 

o poziţie dată, sau ca variaţie în raport cu distanţa pentru un timp dat [67]. 

Figura 2.3 prezintă câteva impulsuri pentru timp constant şi poziţii 

constante. 

In figura 2.4 este reprezentată o funcţie arbitrară, de argument z, exprimată 

matematic: u = f(z). 

Figura 2.5 redă mărimea u funcţie de timp pentru o poziţie dată a- = 0. 

Presupunând că impulsul se deplasează în sensul pozitiv al axei x cu o viteză 

constantă c, va exista un timp de întârziere egal cu x/c. Vom schimba variabila 
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timp din t în ct, astfel încât ambele axe au dimensiunile unei lungimi. Astfel, 

pentru x=0 putem reprezenta impulsul ca u=f(ct) şi pentru x=x ca u=f(ct-x). 

Figura 2.3 

Figura 2.4 

Figura 2.5 
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Putem scrie acum pentru un impuls arbitrar ce se deplasează cu o viteză 

constantă c de-a lungul axei pozitive jc: 

u = f{ct-(x-j3)) (2.52) 

unde fi este poziţia de început a impulsului când t = 0. în acest caz argumentul 

este: 

z = ct-(x-fi) (2.53) 

Figura 2.6 redă aceeaşi situaţie, dar în acest caz impulsul este reprezentat ca 

variaţie a lui u în raport cu distanţa. 

M 

x=ă 

m-xL 
t=t X 

Figura 2.6 

u 

s(x-(-ct))=g(ct-H) 
t = - t \ X 

x=ct 

Figura .2.7 

Un impuls ce se deplasează în sensul negativ al axei x (ca în figura 2.7), cu 

aceeaşi viteză c, se poate exprima prin u = g(x) la t = 0 şi prin 

" = - {-ct)) = g{x + ct) la t = -t. După cum se va vedea în continuare, este 

convenabil să se exprime impulsurile care se deplasează în sensul negativ prin 
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u = g(z) = g(ct-\-x) 

La fel ca şi pentru impulsul care se deplasează în sens pozitiv, se poate generaliza: 

u = g(ct + (x-y)) (2.54) 

De asemenea, argumentul este, în acest caz: 

z = ct-\-(x-y) (2.55) 

unde y este poziţia de început a impulsului, când t = 0. 

în ambele cazuri, la începutul impulsului z = 0. Dacă impulsul are o 

lungime finită L în spaţiu, atunci durata sa r va fi egală cu I / c , astfel încât: 

CT = c(L/c) = L 

Astfel, pentru ambele unde, la sfârşitul impulsului z = L. 

In general undele se pot deplasa simultan în ambele direcţii şi astfel: 

u = f(ct -(X- p)) + g(ct ^(x-y)) (2.56) 

Vom exprima acum derivatele parţiale ale lui u în raport cu x şi cu t\ 

^ = ^ ^ = ^ ^ + ^ ^ = ^ f - u + ^ r + U = -Z '+g ' (2.57) 
dx6zdxdzdxdzdxdz dz 

» /V 
unde semnifică derivata în raport cu argumentul. In mod similar 

du ău dz d / dz dig dz d / dg .. = = — + —— = ^ . c + — • c = cf+cg' (2.58) 
dt 6z dt dz dt dz dt dz dz 

Se observă că pentru ambele funcţii / şi g, diferenţierea în raport cu timpul, 

produce o multiplicare cu factorul c, pe când diferenţierea în raport cu jc impune un 

factor „-1" pentru funcţiile / şi „+1" pentru ftincţiile g. Acesta este motivul pentru 

care se utilizează simboluri diferite pentru undele care se deplasează înainte şi 

înapoi, deoarece în acest fel se poate face uşor orice diferenţiere. 

Repetând procedeul de mai sus se obţin derivatele parţiale de ordinul al 

doilea: 

d \ d(du^ 
dx^ dx dx dx^ ^ dx dx dz dx dz dx (2.59) 
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d"u d 
dr dt 

du\ a.., df dg' df dz dg' dz 
dt. dr-^ ^ dt dt dz dt dz dt dt^" °' dt dt dz dt 

= c f +c g 

Examinând ecuaţiile (2.59) şi (2.60) se observă că: 

d~u -) d~u 
= c 

(2.60) 

dt' dx' 
(2.61) 

Această ecuaţie importantă este bine cunoscută în multe ramuri ale fizicii şi 

se numeşte ecuaţia undei. Rezultă imediat că orice sistem fizic care verifică 

această ecuaţie va avea ca soluţie unde non-dispersive care se deplasează cu viteza 

c. 

51 

BUPT



2.4.2. Tehnici de soluţionare a ecuaţiei undei 

Au fost dezvoltate numeroase tehnici pentru soluţionarea ecuaţiilor undei, 

printre care soluţii funcţionale, de separare a variabilelor, ecuaţii integrale şi 

metode operaţionale [56]. Prima dintre acestea este utilizată în special pentru 

analiza undelor progresive, întâlnite la ciocnirea longitudinală a barelor, în timp ce 

a doua îşi găseşte o largă aplicabilitate în studiul ciocnirilor transversale, când 

deplasarea barei este, de obicei, privită prin prisma undelor staţionare. 

Unidimensional, ecuaţia undei are forma (2.61) şi soluţia funcţională a 

acesteia este dată de (2.56), pentru cazul particular p = y = 0, care semnifică faptul 

că începutul undei se află în origine, la momentul t = O 

u = f{ct - x) + g{cî + , (2.62) 

care reprezintă două trenuri de undă care se deplasează cu viteza c, unul în sensul 

pozitiv al axei x şi celălalt în sensul negativ. Forma acestor fiancţii f g este 

determinată de condiţiile iniţiale. 

Soluţia corespunzătoare pentru unda staţionară se obţine prin metoda 

separării variabilelor, ţinând cont că u se poate exprima prin produsul 

u = X-T, 

undeXeste o fLmcţie numai de coordonata jc, iar Teste o funcţie numai de timpul t. 

X = X(x) 
T = T{t) 

Soluţia generală pentru u se poate exprima sub forma: 

u = + AICos(OA BjSin—x + C,cos—JC 
/=i V ^̂  . 

; / = l,2,...a) (2.63) 

Fiecare termen al sumei din ecuaţia de mai sus este format din doi factori; 

primul factor reprezintă ecuaţia de mod, iar al doilea factor reprezintă ecuaţia de 

formă a modului [32]. Pentru determinarea celor trei constante Aj,Bj,Ci şi a 

pulsaţiei ŷ, sunt necesare două condiţii iniţiale şi două condiţii de frontieră. 

Condiţiile pentru reflexia undei de deplasare sunt: 
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a) La capetele libere ale corpului, se anulează tensiunea normală şi cele două 

tensiuni tangenţiale; 

b).Pentru un capăt încastrat: anularea ori a deplasării, ori a vitezei particulei 

pe direcţie normală pe astfel de suprafeţe. 

Pentru unde staţionare condiţiile la limită corespunzătoare sunt: 

a). La un capăt liber, anularea momentului şi a forţei tăietoare; 

b). La un capăt fix, anularea deplasării şi a înclinării; 

c). La un capăt simplu rezemat, anularea deplasării şi a momentului. 

Studiul comportării trenurilor de undă armonice infinite, având frecvenţa 

(p* = pulsatie)şi lungimea de undă A = — {f= număr de undă), s-a dovedit 
2;r ' / 

a fi util pentru examinarea fenomenelor de propagare în medii finite. Deplasarea 

acestor trenuri de undă se poate exprima prin relaţia [56]: 

u j = Aje-^^-P*'"» = Aje'^^'-'"^ (2.64) 

i j = x,y,z sau r,0,z) 

unde i = V ^ şi Aj sunt funcţii ce depind de coordonate şi de pulsaţia p *, fiind 

determinate de tipul de undă considerat şi de natura condiţiilor la limită. 

Ultima ecuaţie specifică, de asemenea, o relaţie între p* şi / , cunoscută ca 

ecuaţia de frecvenţă. 

Viteza de propagare a unei singure componente a undei se defineşte ca 

viteză de undă sau viteză de fază , c , unde: 
* 

c = y (2.65) 

Viteza de propagare a energiei, sau viteza de grup, c^, se defineşte ca viteză 

de propagare a unui fascicul de unde având lungimi de undă apropiate de o valoare 

dată, A: 

. dc p* . dc c„ = c - A — = A — (2.66) 
^ dX f dh ^ 
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Ecuaţia de frecvenţă determină, de asemenea, modul de variaţie a lui c şi c^ 

cu lungimea de undă, A. 

Nu s-au găsit încă soluţii exacte ale ecuaţiilor de undă tridimensionale 

pentru o bară elastică finită, din cauza imposibilităţii satisfacerii simultane a 

condiţiilor la limită pe suprafaţa şi la capetele barei. Cea mai bună aproximaţie este 

dezvoltarea datorată lui Pochhammer şi Chree [56] pentru o bară infinită de 

secţiune transversală circulară, constantă, prin care se propagă un tren de undă 

sinusoidal infinit, armonic, în lungul axei z şi în timpul t. Precizia unor astfel de 

soluţii, numite în literatura de specialitate „exacte", se îmbunătăţeşte pe măsură ce 

raportul dintre raza (R) şi lungimea (L) barei scade. 

Deplasările, conform soluţiei Pochhammer - Chree sunt date sub forma : 

u^ = Fe'i^^^*'^ (2.67) 

unde U, V şi fV sunt funcţii numai de coordonatele r şi Particularizări ale 

formelor acestor funcţii conduc la reprezentarea undelor longitudinale, transversale 

şi de torsiune în bară. Deplasările reale şi ecuaţia de fi-ecvenţă se obţin prin 

înlocuirea relaţiilor (2.67) în ecuaţiile de mişcare (vezi paragraful 2.3.3) şi prin 

satisfacerea condiţiilor la limită r = R, pentru care cr^ = T^Q =0 [56^. 

Pentru unde longitudinale, când elementele barei se deformează în direcţia 

propagării undei, fară deplasări laterale ale axei barei, se consideră că u^ = F = O şi 

că există o mişcare simetrică în jurul axei z, astfel încât C/ = U(r), W = W{r). 

Deplasările w ş̂i w^sunt exprimate cu ajutorul funcţiilor Bessel de ordinul O şi de 

ordinul 1, JQŞÎ J], şi O constantă B^, astfel: 
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dr 
{J,{h'r)) 8R Af-*p'') 

u. = iB, fJo{h'r)- 2/ 
,2 ^ Jx{k'R) dr 

(2.68) 

unde: 

/1 + 2G ^ J ^ dR dr r = R 

Ecuaţia de frecvenţă este: 

F = 
*2 e' 

dR- " X + 2G 
J^{h'R + 

(2.69) 

Dezvoltarea în serie a funcţiilor Bessel din ecuaţia (2.69) conduce la 

aproximarea: 

/ = 0̂ 4 
sau 

vAy 
(2.70) 

unde 

0̂ = 
E 

P 
(2.71) 

Dacă se neglijează al doilea termen al ecuaţiei (2.70), se obţine o viteză a 

undei non-dispersive 

C = C0, (2.72) 

care reprezintă aproximarea de ordinul zero pentru unde longitudinale. 
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Ecuaţia de frecvenţă (2.70), respectiv variaţia vitezei de fază cu lungimea de 

undă pentru unda longitudinală, în cazul unei bare cu secţiunea circulară este 

reprezentată în figura 2.8 pentru // = 0,29, valoare corespunzătoare oţelului. Cu 

linie întreruptă s-a reprezentat ecuaţia (2.72), care corespunde teoriei elementare. 

1.2-r 

Figura 2.8. Viteza de fază a undelor longitudinale 

în bare cilindrice cu lungime infinită 

Undele transversale implică încovoierea barei, împreună cu o deplasare 

transversală a axei şi se obţin atunci când deplasările sunt de forma: 

(2.73) 

Făcând înlocuirile corespunzătoare în ecuaţiile mişcării, se determină u^, UQ 

şi 
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w, = 

Ue = (2.74) 

Din condiţiile la limită se obţin constantele B ,̂ 82 şi împreună cu o ecuaţie de 

frecvenţă extrem de complicată. 

Pentru unde torsionale, fiecare element prezintă o rotaţie pură în jurul axei, 

într-un plan perpendicular pe aceasta. în acest caz, U = W = 0 şi V = V{r), astfel 

încât: 

d-V 1 dV 
dr- r dr ^ - f - A V = 0 (2.75) 

O soluţie a ecuaţiei (2.75) este 

V = BJ^{k'r) 

unde B este o constantă, iar ecuaţia de frecvenţă corespunzătoare este: 

(2.76) 

ar 
= 0 (2.77) 

r=R 

Soluţia particulară a ecuaţiei (2.77), prin înlocuire în ecuaţia (2.76), pentru 

A:'= O conduce la valoarea V = Br. Viteza de fază în acest caz este: 

/ \ = CT (2.78) 

care reprezintă, de asemenea, o undă non-dispersivă. 

Toate cele trei ecuaţii de frecvenţă discutate mai sus au un număr infinit de 

rădăcini. Fiecare soluţie corespunde unui model particular de deformare a barei, 

cunoscut ca „mod de vibraţie" al barei. 

Când este luată în considerare inerţia în direcţie radială, ecuaţia (2.61) ia 

forma [56]: 
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ar ^ dx-dr dx~ 

unde / este momentul de inerţie axial, având, pentru o bară de secţiune circulară, cu 

raza R, expresia: 

I = ̂ mR' (2.80) 

Relaţia (2.79) prezintă o viteză de fază dispersivă şi conduce la o expresie 

pentru c identică cu aproximarea de ordinul întâi a soluţiei exacte, ecuaţia (2.70). 
A 

In ecuaţia (2.79) s-a ţinut cont, de asemenea, de efectele de forfecare pe 

direcţie radială. 

Ecuaţii asemănătoare cu (2.61) se pot obţine în cazul propagării undelor în 

bare cu secţiuni transversale necirculare sau în bare conice. 

Ecuaţia pentru vibraţii de torsiune într-o singură coordonată 6 se poate 

scrie, prin consideraţii similare cu cele anterioare, sub forma: 

Cele mai elementare descrieri ale undelor de încovoiere iau în considerare 

doar energia de deformare la încovoiere şi inerţia transversală, conducând la 

binecunoscuta ecuaţie a vibraţiilor libere ale barei: 

pA dQ d^M d^ 
dt^ dx dx^ dx 

-EI 
d \ y 

dx 2 (2.82) 

/ 

Pentru o bară uniformă se obţine: 

d u^ d^u^ 

în aceste ecuaţii Q este forţa de forfecare în direcţie verticală, M este 

momentul forţei, / este momentul de inerţie în raport cu axa neutră. 

In cazul unui tren sinusoidal de unde de încovoiere, dat de ecuaţia (2.64), se 

obţin, pentru c şi Cg, valorile [56]: 
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c = 
A 

ItKQR . 

(2.84) 

(2.85) 

care corespund unei bare circulare, ceea ce denotă faptul că acele componente ale 

undei având lungimi de undă infinit mici se deplasează cu viteză infinită. 

Pentru a preîntâmpina această deficienţă evidentă, au fost adăugaţi ecuaţiei 

(2.82), în mod succesiv, un număr de termeni de corecţie, printre care: inerţia de 

rotaţie, forţa de forfecare transversală, deformarea secţiunii transversale şi efectele 

contracţiei laterale [56]. 

O relaţie des utilizată pentru o bară cu secţiune transversală uniformă, 

cunoscută sub numele de ecuaţia barei a lui Timoşenko, conţine primele două 

dintre aceste corecţii şi va fi determinată în cele ce urmează. 

Pentru un element al unei astfel de bare solicitată la încovoiere, înclinarea 

du 
totală —— faţă de axa neutră este formată din unghiul y/, datorat încovoierii şi o 

dx 
rotaţie suplimentară PQ , datorată forfecării, după cum se vede în figura 2.9. 

Q^lŞdx 

IM+^'ix 
X 

dUy 

Figura 2.9. Deformaţia unui element de bară datorită încovoierii şi forfecării 
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Ecuaţiile mişcării de rotaţie şi de translaţie sunt: 

dM , . d~y/ , •dx + Qdx = pl——dx 
dx 

—dx = pA— 
dx dr 

dt'-
(2.86) 

iar momentul de încovoiere Mşi forţa tăietoare Q sunt exprimate prin: 

dx 

Q = AG = ^Gj3o=n* AG 
Secţiune ax: 

(2.87) 

rj* fiind un parametru care ţine cont de repartizarea neuniformă a tensiunii 

tangenţiale pe secţiune şi reprezintă raportul dintre tensiunea tangenţială medie şi 

tensiunea tangenţială în raport cu axa neutră, pentru încărcarea statică. 

Eliminând PQ şi Y/ din ecuaţiile (2.86) şi (2.87), prin diferenţiere, se ajunge 

la ecuaţia lui Timoşenko [56]: 

EI y 

pA dx' 
1 + 

TJ*G 
d'u 

+ y + pi 
dx~dt^ dt- T]*AG dt^ 

= 0 (2.88) 

care prezintă două moduri de transmitere. Pentru un tren de undă sinusoidal având 

forma ecuaţiei (2.64), ce se propagă într-o bară circulară de rază R, spectrul vitezei 

de fază pentru ecuaţia (2.88) se obţine din soluţia ecuaţiei: 
\ c 
l 

E ( \ c 
UoJ 

1 
ri*G UoJ 

= 1 + 
Tt'R^ 

+ (2.89) 

care admite două rădăcini reale. 

Ecuaţia de frecvenţă (2.89), reprezentată grafic în figura 2.10, pentru 

/j. = 0,29, este în concordanţă perfectă cu rezultatele date de relaţiile Pochhammer-

Chree. Din acest motiv, ecuaţia (2.89) a fost subiectul a numeroase investigaţii şi 

este recomandată a fi aplicată în problemele de ciocnire. în figura 2.10 s-a 

reprezentat, cu linie întreruptă şi ecuaţia de frecvenţă (2.84), corespunzătoare 

teoriei elementare. 
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- 2 - -

0.5 15 
JR A 

Figura 2.10. Viteza de fază pentru unde transversale 

în bare cilindrice de lungime infinită 

Ecuaţiile Pochhammer - Chree nu pot satisface condiţiile la limită pentru 

deplasări sau tensiuni specificate la capetele barelor finite sau semiinfinite. în plus, 

forma complicată a ecuaţiei de frecvenţă împiedică de fapt o analiză a problemelor 

de ciocnire prin aceste metode. Prin urmare, s-au dezvoltat teorii mai puţin 

riguroase, care încearcă să reţină cele mai importante aspecte ale tratării „exacte", 

simplificând totodată soluţiile matematice [37], [159]. Acceptarea unor astfel de 

teorii aproximative este, în general, hotărâtă prin compararea spectrului vitezelor 

de fază şi de grup al acestora cu cele ale analizei Pochhammer - Chree. 

Ecuaţiile Pochhammer - Chree sunt valabile numai în cazul barelor de 

secţiune circulară. Au fost stabilite ecuaţii asemănătoare pentru bare de secţiune 

dreptunghiulară [108] sau bare având secţiuni oarecare [138]. 
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2.4.3. Teoria unidimensională a propagării undei în bare elastice 

Pentru studierea oscilaţiilor longitudinale ale unei bare se admit următoarele 

ipoteze: secţiunile transversale rămân plane, distribuţia tensiunilor pe suprafaţa 

barei este uniformă şi se neglijează deplasările în direcţie radială [56]. Soluţionarea 

problemei oscilaţiilor longitudinale ale barelor de secţiune circulară, fară folosirea 

acestor ipoteze, a fost dată de Pochhammer. Această soluţionare arată că 

deplasările transversale joacă un rol esenţial dacă lungimea undelor longitudinale 

este mică în comparaţie cu dimensiunile transversale ale barei. In acest caz, 

valoarea exactă a frecvenţei oscilaţiilor proprii este cu ceva mai mică decât cea 

obţinută prin metoda aproximativă [114]. 

In cazul sistemelor continue se utilizează diverse modele dinamice (de 

exemplu, modelul pe baza echilibrului dinamic al elementului infinitezimal), care 

conduc la ecuaţii cu derivate parţiale. Majoritatea acestor ecuaţii diferenţiale ridică 

probleme legate de integrarea lor pe cale analitică şi de aceea se apelează la 

metode discrete, care conduc la un sistem dinamic cu un număr mare de grade de 

libertate, guvernat de un sistem de ecuaţii diferenţiale. 
A, 

In figura 2.11 este prezentată o porţiune dintr-o bară uniform elastică, de 

lungime mare, având modulul de elasticitate E, densitatea p şi aria secţiunii 

transversale, constantă, A. Se izolează, prin două secţiuni transversale, un element 

infinitezimal de bară, de lungime dx. Coordonata x este poziţia unei secţiuni 

transversale date în stare de repaus. O deplasare mică a particulelor faţă de această 

poziţie este notată cu u şi această deplasare se presupune a fi constantă pe 

secţiunea transversală (astfel încât secţiunile plane rămân plane) [67]. în acest 

sistem, cu x este denumit, în consecinţă, grupul de particule dintr-o secţiune 

transversală dată, iar u este deplasarea acestora. Astfel de coordonate sunt 

cunoscute ca şi coordonate lagrangiene, spre deosebire de coordonatele euleriene, 

unde X este o poziţie fixă în spaţiu (vezi [68]). 
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P, A, E 

O+S^J-DX 
_ CIX _ 

l 

X dx 

x+dx 

Figura 2.11. Forţele ce acţionează asupra unui element unidimensional 

Masa elementului izolat din bară este dm = p- A-dx. (Aceasta este, de 

asemenea, constantă, chiar dacă A şi p variază odată cu tensiunea, deoarece ea 

reprezintă masa între două marcaje ale barei. Măsurători asupra barei se fac, de 

obicei, cu ajutorul timbrelor tensometrice sau a accelerometrelor care sunt ataşate 

barei şi se deplasează odată cu ea. Acest lucru este diferit faţă de majoritatea 

măsurătorilor în fluide, unde instrumentul de măsurare, de exemplu un senzor de 

presiune, este ataşat vasului ce conţine fluidul.) 

Forţa de acţiune pe secţiunea transversală este produsul dintre tensiunea a 

şi aria secţiunii transversale iniţiale, A. Conform principiului fundamental al 

dinamicii, egalând forţa rezultantă cu variaţia impulsului, se obţine: 

o + —dx 

<7 + 

dx 

dx 

d / 

A aA = dm' 
dt \ dt) 

dx A-aA = 
dt 

p' A'dx 
dt 

sau 

da d^u (2.90) 
dx " dt^ 

Secţiunea din stânga elementului considerat se deplasează în lungul axei x 

pe lungimea u, iar secţiunea din dreapta se deplasează pe lungimea u-\-—dx, 
dx 

astfel că deformaţia totală a elementului este —dx,\ar deformatia specifică este: 
dx 
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sau 

. ^ du u + —dx -u ^dx . 
s = = ̂  = ^ (2.91) 

dx dx dx 

Lege lui Hooke ne dă: 

a ^ E s (2.92) 

înlocuind ecuaţiile (2.92) şi (2.91) în ecuaţia (2.90) se obţine: 

dx- dr 

d^u 2 d^u 
^ = ^ (2.93) 
dr dx^ 
Se obţine astfel ecuaţia undei (2.61), unde 

0̂ = 
i 

E 
P 

(2.94) 

reprezintă viteza de propagare a undei longitudinale (pentru oţel şi aluminiu, 

această viteză a undei este de ordinul a 5000 m/s sau 5mm/ fjs). 

Sunt cunoscute mai multe metode de rezolvare a ecuaţiei (2.93): prin serii 

trigonometrice, prin metoda caracteristicilor [114], cu ajutorul funcţiilor 

discontinue, cu ajutorul tansformatei Laplace, etc. Rezolvarea prin serii 

trigonometrice nu este utilă pentru studiul şocului, deoarece seriile pentru 

determinarea vitezelor şi a eforturilor unitare converg foarte lent, ele fiind 

exprimate prin funcţii discontinue (într-adevăr, deoarece deformaţiile se propagă în 

metale cu viteză finită, după un interval oarecare de timp de la ciocnire se 

deformează numai o porţiune a sistemului elastic din apropierea punctului în care 

se produce şocul, restul sistemului rămânând încă nedeformat. La frontiera părţilor 

deformate şi nedeformate ale sistemului, vitezele şi deformaţiile au discontinuităţi). 

• Rezolvarea ecuaţiei undei cu ajutorul transformatei Laplace [33] 

Din punct de vedere matematic, ecuaţia diferenţială (2.93) admite o familie 

largă de soluţii u(x,t), reprezentând legea de mişcarea longitudinală a punctelor 
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din secţiunea situată la cota ;c, în momentul t. Soluţiile depind de condiţiile 

iniţiale la momentul t=0, impuse deplasărilor şi vitezelor: 

(2.95) 
w(.T,0) = / (x) ; 
u{x,0) = gix) 

Soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale se poate determina utilizând metoda 

transformatei Laplace. 

Transformata Laplace pentru u(x,t) este dată de integrala: 
00 

L{u{x,t)) = u^ix,s)= ]u{x,t)e ''dt 
o 

(2.96) 

care transformă funcţia de spaţiu şi timp u(x,t) într-o fiincţie spaţiu şi variabila 

Laplace complexă s, adică u(x,s). 

Pe baza transformatei Laplace a derivatei de ordinul al doilea 

d-u{xj) 
dr 

= (jc,5) - su{x,0) - w(x,0) (2.97) 

aplicând transformata Laplace asupra ecuaţiei diferenţiale (2.93), şi ţinând cont de 

(2.95), se va obţine ecuaţia diferenţială ordinară 
i2. 

ax 
(2.98) 

In continuare, multiplicând cu exponenţiala complexă e , unde a este o 

nouă variabilă, iar / = V ^ , şi considerând că lungimea barei este infinită, se poate 

integra relaţia (2.98) şi se obţine: 

dx' 
(2.99) 

—00 —00 -X —QC 

Prima integrală din membrul stâng se poate scrie ca o sumă de integrale prin 

părţi, astfel: 

dx ) \ dx dx -00 V 

iar ultima integrală se poate scrie: 

00 00 

- m jax du^ 

- X - X dx 
<h, (2.100) 
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00 

- 0 0 ^^ -00 -00 

Relaţia (2.100) devine: 

» i2 / 

-oc clx-
dUr 
— - - mUr 
dx 

00 00 

- a 
- 0 0 - 0 0 

u.e'^'dx (2.101) 

Primul termen devine zero, la limită anulându-se atât pentru x = -oo, cât şi pentru 

X = +00 (unde avem: Uj^{x,s) ^ O şi 
dx 

0)şi (2.101) devine: 

X .2 X 
iax 

-i dx' 
(2.102) 

—00 

înlocuind în (2.99) obţinem: 

{a-c -+s^) ]u^(x , sy ' "dx=:s ] f (xy° 'dx+ ^ i x ^ ^ d x (2.103) 
- 0 0 -•X -X 

care, cu ajutorul funcţiilor integrale: 
X 

-X 
X 

/ ( a ) = m e - ' ^ d x (2.104) 
— X 
X 

— X 

se transformă în ecuaţia algebrică: 
2^2 . 2 

C + S ulia,s){a 

De aici se obţine funcţia: 

= 5/ (a) + g (a) (2.105) 

= . . / ( a ) + . (2.106) 

Acum, prin transformarea inversă Laplace a funcţiei (2.106) avem: 

w® (a,/) = (ŵ  (a, 5))= (a,s)e'"ds = f* (a)cos{act) + g* (a)sin(ac/) 
-X 

_____ 
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Am folosit relaţiile: 

1 1 
+ s' 

/ 1 
(2.108) 

Cu o nouă transformare integrală: 
X 

(2.109) 
- 0 0 

se revine la legea de distribuţie a mişcărilor punctelor barei de-a lungul ei, care va 

avea forma explicită: 

. ^ 1 

1 + -2 

-oc 
+ 

- i 
(2.110) 

Dar ţinând cont de forma integrală a funcţiei imagine /(a) (2.104) a 

condiţiilor iniţiale de deplasare, va rezulta 

(2.111) 
- 0 0 

şi considerând, în primă instanţă, condiţii iniţiale de viteze nule, g(x) = w(x,0) = O 

se va obţine soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale (2.93) de forma: 

O = ^ [ f ( x + ct) + f ( x - ct)] (2.112) 

Astfel, dacă într-o regiune mărginită de cotele xq] şi xo2 se creează o stare 

constrânsă care produce deplasări statice, după legea de repartiţie f(x), (vezi figura 

2.12), atunci la eliberarea constrângerii iau naştere două unde având legile 

u_(x,t) = ^f(x + ct) 
(2.113) 
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Cele două unde se deplasează în sensuri opuse cu viteză constantă c, numită 

viteză de propagare a undei elastice a cărei relaţie de calcul este de forma (2.94). 

Forma f(x) a undei iniţiale nu se modifică în timpul propagării undelor, ci numai 

nivelurile lor se reduc la jumătate, fiecare dintre ele preluând jumătate din energia 

introdusă pe bară prin constrângerea iniţială. 

:C rf(x-ct) M c 

L. i c i _cj ^ 

Figura 2.12. Ilustrarea modului de compunere a undelor 
în bare de lungimi infinite 

A 

In cazul când condiţiile iniţiale sunt impuse la viteze, prin fiancţia 

g(x) = m(x,0) ,atunci legea de mişcare va rezulta de forma 
1 X^CÎ 

2c x-ct 

g{s)ds = i h{x + cO + ^ h{x - ct) (2.114) 

prin care se vor dezvolta două unde identice ce se propagă in sens invers cu aceeaşi 

viteză de propagare. 

După cum se observă, determinarea soluţiei generale a ecuaţiei diferenţiale 

prin metode analitice, în cazul barei având secţiune transversală constantă şi 

lungime infinită, este dificil de realizat. 

Pentru bara având secţiune transversală constantă, dar de lungime finită, 

soluţia analitică se complică datorită condiţiilor de margine ce se impun la capetele 

barei. In acest caz sunt dezvoltate soluţii particulare pentru care funcţiile f(x) şi 

g(x) ale condiţiilor iniţiale sunt extinse pe întreaga lungime finită a barei. Cele 

două unde elastice ce se propagă in direcţii opuse se reflectă la capetele barei, iar 

prin interferenţa lor se creează mişcări vibratorii staţionare, după modurile naturale 

de vibraţii ale barei, mişcări vibratorii modulate de formele modurilor naturale de 

vibraţii. 
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• Rezolvarea ecuaţiei undei cu ajutorul funcţiilor discontinue: 

Soluţia ecuaţiei (2.93) are forma celei prezentate în ecuaţia (2.62), adică: 

w = M, =f{cQt-x)-\-g{cQt + x), (2.115) 

ecuaţie care reprezintă două unde suprapuse care se deplasează în sensul pozitiv, 

respectiv negativ al axei x. Prin derivarea succesivă a ecuaţiei (2.115) se obţin 

deformaţia s - s^, tensiunea cr = cr̂  şi viteza particulei, v, astfel: 

du 

V = ̂  = [f{c^t - x) + g\c^t + x)] (2.116) 
ct 

a = Es = e[- f{cot -x) + g'{cQt + x) 

Când unda se propagă doar în sensul pozitiv al axei x, ecuaţiile(2.116) devin: 

s = - f 
v = Cof (2.117) 
a = -Ef 

Se observă că: 

V s = 
(2.118) 

Ev 
(7 = 

Din ecuaţia (2.94) avem: 

E = fyco (2.94') 

şi, ca urmare: 
(J = -{fx^)v (2.119) 

Produsul dintre densitatea materialului şi viteza de propagare a undei 

longitudinale în acel material se numeşte impedanţă caracteristică a materialului 

[67] sau rigiditate acustică sau rezistenţă de undă a materialului [4]. Astfel: 

K , = p c o = - = ^ (2.120) 

Impedanţa K este definită ca produsul dintre impedanţa caracteristică şi aria 

secţiunii transversale. Aşadar: 
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EA 
K = K,A = PCQA = — (2.121) 

şi atunci tensiunea se poate scrie ca: 

(j = -K,v = -—v (2.122) 
A 

iar forţa ce acţionează pe suprafaţa respectivă va fi: 

F = aA = -Kv (2.123) 

Observaţie: 

Din (2.123) rezultă: 

K = (2.127') 

V 

Impedanţa (impedanţa mecanică) se mai poate defini ca şi raportul dintre 

forţa ce acţionează asupra unei suprafeţe şi viteza imprimată acelei suprafeţe, pe 

direcţia forţei [65]. 
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2.4.4. Transmiterea şi reflexia undei pe o interfaţă 

O interfaţă (frontieră) este o poziţie în care există o modificare bruscă a 

caracteristicilor materialului şi aceasta poate fi asociată cu o variaţie mică a ariei 

secţiunii transversale. O variaţie mare a ariei va duce la ipoteza, mai puţin 

acceptată, a undelor plane. Figura 2.13 prezintă o porţiune dintr-o bară în trepte, la 

care se observă, în secţiunea corespunzătoare coordonatei x=0, o discontinuitate 

atât a ariei secţiunii transversale, cât şi a materialului (densitate şi modul de 

elasticitate longitudinal). 

F] 

L \ r t -
L \ r t -

T 

-.t 
T 

-.t X 

O 
Figura 2.13. Acţiunea undei unidimensionale pe o interfaţă 

La interfaţa jc=0 ajung următoarele unde: 

- unda incidenţă w, = f ( c i t - x ) ; 

- unda reflectată u^ = gfc^t + x); 

- unda transmisă u^ = F(c2t - x), 

care se propagă, în bară, în sensurile indicate în figura 2.13. în această secţiune 

trebuie să fie satisfăcute condiţiile de continuitate a vitezei şi a forţei. Astfel, 

conform cu relaţiile (2.116) sau (2.117) şi pentru continuitatea vitezei avem: 

(2.124) 

du; du^ dUf L + = L 

dt dt dt 

iar pentru forţă: 

(2.125) 

(2.126) 
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ox ox ox 

-(EA)J'+(EAhg'=-(EA)2F' 

Eliminând F ' din ecuaţiile (2.125) şi (2.127) rezultă: 

-(EA)J'+(EA),g'=-(EA)2 

1 

(EA)2 (EA)2 C2 C2 

f 
Ci (EAX 
C2 (EA)2 

'c, ^ (EA),^ 
C2 (EA)2 

= 0 

(2.127) 

(2.128) 

C-) înmulţind ecuaţia (2.128) cu —şi introducând impedanta (relaţia (2.121)), 
Ci 

se obţine: 

K 2 J ^ 2 / 
\ 

= 0 

Din ecuaţia (2.125) rezultă: 

2̂ 
şi înlocuind^' din ecuaţia (2.129): 

ci 
1 -

K2+K, 

2K, 
K2+K, 

Din ecuaţiile de mai sus rezultă: 

deformatia reflectată _- g' _ K2 - K^ 
deformatia incidenţă £r. - / ' K2+ K^ 

(2.129) 

(2.125') 

(2.130) 

(2.131) 
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viteza reflectată _ v̂  _ _ _ ~ 
viteza incidenţă v, c , / ' K2+K^ 

(2.132) 

forta transmisă _ {EA)2 F _ K2 
forţa incidenţă ~ {aA)i ~ {EA\f ~ K^ 

viteza transmisă _ v̂  _ _ 
viteza incidenţă v̂  c^f 

(2.134) 

Cazuri particulare: 

- în cazul unui capăt liber, adică pentru K2-O '. 

Si K, 

Statal = 0 

Se observă că deformaţia reflectată are semn opus celei incidente, făcând 

aşadar ca deformaţia la capăt să fie nulă şi, de asemenea, tensiunea este nulă. 
= î- = 1 => V = V, 

V, A:, 

"^totala = 2V,-

Viteza corespunzătoare în acest caz are acelaşi semn, dublându-se astfel 

viteza la capătul liber. 

- Un capăt încastrat real nu este posibil, dar pentru K2 » K^, se obţine 

1 -
•I 

^r ~ K') , ^ 
— = TT—Tr = -T «1 => fr = fi; => «MMto = e, Aj+A-i j I 

K2 

V K2-K, K 
V, ^^K 

2-« - l => V, = -V, => = O 

K2 

Viteza la capătul „încastrat" va fi zero, în timp ce deformaţia se va dubla. 

Pentru impulsul transmis, atât deformaţia cât şi viteza vor avea acelaşi semn ca şi 

cel al impulsului incident. 
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2.4.5. Ciocnirea longitudinală coaxială a două bare 

în figura 2.14 sunt prezentate două bare. Prima bară are lungimea finită L, 

iar cea de-a doua are lungimea foarte mare, astfel încât unda reflectată de la capătul 

său îndepărtat va sosi după ce s-a încheiat ciocnirea. Se presupune că ciocnirea are 

loc pe o suprafaţă plană. 

J' 

L 

Figura 2.14. Ciocnirea longitudinală a două bare 

Barele se ciocnesc cu o viteză de ciocnire V. Se presupune că ambele bare 

sunt detensionate înainte de ciocnire şi că bara lungă este în repaus. La ciocnire, o 

undă go se deplasează spre stânga în bara de lungime mică şi o undă Fq se 

deplasează spre dreapta în bara de lungime mare. Prima undă ajunge la capătul 

barei de lungime mică şi este generată o undă reflectată f i astfel încât deformaţia la 

acel capăt este nulă. Când această undă se întoarce spre suprafaţa de ciocnire, se va 

genera un nou set de unde {gj, Fj, fi), în mod asemănător. Acest proces este 

prezentat în diagrama din figura 2.15. 
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— — 
^ 
^ ^ ^ ^ _ 

-

x=-L x=0 

Figura 2.15. Diagrama de propagare a undelor la ciocnire 

în general: 

fn - fni^i^ -X- nlL) (unda incidenţă) 
g^ = g^ic^t + x- nlL) (unda reflectată) (2.135) 

F =F ^ n ^ n C2t-x- nlL îl. (unda transmisă), 

unde n=0, 1, 2, cu /o = 0. 

Argumentele pot fi verificate observând diagramele (vezi şi relaţiile (2.53) şi 

(2.55)). Constanta este poziţia aparentă, de început, a frontului de undă, la / = 0. 

Alternativ este dat timpul când iau naştere undele: la jc = O (pentru g„ sau F„) ori 

la x = (pentru /„). 

La X = -Z deformaţia este întotdeauna nulă şi de aici rezultă: 

g «-1 + (-L) -(n- \)2L) - /'„ {c,t -(-L)- nlL) = O 

sau 

f'n = g'n-X (2.136) 

La X = O trebuie să existe continuitatea vitezei. Pentru bara de lungime mică 

la viteza particulei se adaugă viteza iniţială de ciocnire, V. Astfel: 

V + = (2.137) 

şi forţa de contact este 
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(/:=impedanţa, vezi (2.121), (2.123)). 

Din ecuaţiile (2.136), (2.137) şi (2.138) obţinem: 

K-

(2.138) 

(2.139) 

Şl 

c^K-, 

+ 2g'„-, 
1 

K, 

(2.140) 

^ 

întrucât primele unde sunt g^ şi FQ rezultă că /O = O, = O şi F_, = O 

Să examinăm mai întâi undele imediat după ciocnire, adică pentru n = 0 : 

V 
(2.141) 

1 + ăL 

^ o - C2K2 i + j ^ 

şi pentru n = \: 

F\ = 
K2 K2 

K2 

(2.142) 

(2.143) 

1 + 
K, 

(2.144) 

76 

BUPT



- Dacă/C, <A 2̂ atunci F ' ,<0 . Aceasta înseamnă că deformaţia este pozitivă sau 

nulă, adică avem întindere. Deoarece o deformaţie de întindere nu este posibilă pe 

21 
interfaţă, contactul este încheiat, timpul de contact fiind 

Viteza pe interfaţă este: 

K, (2.145) 

V - In cazul particular când ATţ = , rezultă ^ = • 

Figura 2.16 prezintă propagarea undei, în această situaţie (bare din acelaşi 

material, având aceeaşi secţiune transversală). 

L 

t=0 

t= 

t= i k 
2c 

v=0 i 
jront de undă 

3 V2 O i 
}V(^iuuk' i 0}iip}i}tmT4t 

\ i V 2 E O ] 

O un \ 2 E O i 
t= 2L 0 1 

2L 

Figura 2.16. Propagarea fronturilor de undă în barele supuse ciocnirii 
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Dacă /C, > ' atunci ecuaţiile (2.139) şi (2.140) se pot folosi în mod repetat 

pentru a determina funcţiile de undă. După calcule algebrice se poate arăta că 

' (2.146) gn = 2c 
1 -

Şl 

r = n (2.147) 

astfel încât forţa transmisă este: 
n 

(2.148) 

de unde se observă că forţa descreşte exponenţial. De asemenea, vitezele descresc 

către zero şi astfel, coeficientul de restituire, definit în general pentru corpul rigid, 
/V 

este zero. In cazul în care cele două bare au aceleaşi proprietăţi şi cea de-a doua 

bară are aceeaşi lungime ca şi prima, coeficientul de restituire este unitar, ceea ce 

arată că această cantitate poate varia între O şi 1 chiar dacă procesul este elastic. 
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2.4.6. Forţă constantă aplicată unei bare de lungime mare 

Se consideră o bară de lungime mare, la capătul căreia, la x = O, acţionează 

o forţă constantă X, aşa cum se vede în figura 2.17. 
X 

frontul undei 

Figura 2.17. Forţă constantă aplicată unei bare infinite 

Se presupune că o undă se propagă în bară cu viteza c şi, scriind legea 

fundamentală a dinamicii ( forţa reprezintă variaţia impulsului în timp) se obţine: 

dt dt dt 

Din Legea lui Hooke rezultă: 

„ l X l cr = -sE =>s = -cr— = 
E AE 

şi astfel: 

AE E 

s = — (din (2.118)) 
c 

Egalând ultimele două expresii pentru s se obţine: 

pvc V 

sau 
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aşa cum s-a văzut şi mai înainte. 

Considerăm acum o bară de lungime finită L, ca în figura 2.18. 

E,A,P 
fn ^ 

ct=(2n+ljL 

ct=2nL 

x=I x=0 X 

Figura 2.18. Forţă constantă aplicată unei bare de lungime finită 

La X = L deformaţia trebuie să fie nulă. De aceea, în orice moment: 

^ = = 0 (din (2.116)) 

sau 

Sn = J n-1 

La X = O forţa Jf este constantă şi, ca urmare: 

X = -EA{-f\+g\) = EA{f\-f\_,) (2.149) 

şi din (2.116): 

(2.150) 

Din ecuaţia (2.149) 

Astfel: 

/ 'o = EA 
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EA EA 

şi de aici 

(n + \)X 
EA 

înlocuind în ecuaţia (2.150): 

v = c (n + \)X 
EA 

nlL 

EA 
cX ^ _ ^ , 

Timpul este t = şi, deci, acceleraţia medie este: 

a = '- = M 
(2« + l) 2 X 2n + \ X 

t 2nL E AL 2n pAL 
1 + 

2n 

Când n 

V X 

00: 

t pAL 

Se vede astfel că rezultatul este acelaşi cu cel obţinut prin mijloace 

elementare (forţa este masa ori acceleraţia). O concluzie importantă este aceea că 

se poate presupune comportarea corpului ca rigid atunci când variaţia forţei este 

mică în comparaţie cu timpul necesar undei pentru a străbate corpul şi a se 

întoarce. După câteva reflexii corpul se comportă ca şi un corp cu caracteristici 

vibratorii suprapuse peste caracteristicile corpului rigid [67. 

Deplasările unei bare, produse de o sarcină dinamică, pot fi exprimate, de 

asemenea, sub forma undelor staţionare. Dacă o bară de lungime I , arie A şi 

moment de inerţie / este supusă instantaneu unei tensiuni constante de compresiune 

-ctq în punctul jc = 0, capătul x-L fiind liber, o soluţie a ecuaţiei undei (2.93), 

supusă următoarelor condiţiilor iniţiale şi de frontieră: 
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/ = 0; 0<x<L 

v = — = 0; 
dt 

x = 0; / > 0 
du _ GQ (2.151) 

x = I ; r > 0 

dx 
= 0, 

poate fi obţinută fie prin separarea variabilelor, fie prin transformare Laplace [56], 

astfel: 

u = - + 
2pL K'EţZx t 

cos-
kTDC 

l - c o s ; Â: = 1,23,...(2.152) 

Soluţia similară pentru ecuaţia (2.79), care ia în considerare inerţia în 

direcţie radială şi condiţiile de fi-ontieră modificate corespunzător, este [56]: 

u = — aot^ ^ 2c7OL - ( -1) 
+ 

2pL Tt'E ^Ti k' 
cos- 1 - cos 

kTtCnt 

IVI + ^ V 
a = 1,23,...(2.153) 

unde V = 
L U 
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2.4.7. Ciocnirea unei bare elastice cu o masă rigidă 

în acest paragraf se presupune că bara are lungimea I , iar percutorul are 

lungimea mult mai mică decât bara, dar are masa comparabilă cu aceasta. 

Reflexiile undelor de deformaţie în percutor se presupune că au o durată atât de 

mică încât acesta poate fi aproximat cu un corp rigid. Pentru acest exemplu, redat 

în figura 2.19, capătul îndepărtat al barei se consideră încastrat. Originea axei x se 

alege în punctul în care are loc impactul. 

ct=0 
x=0 

ct^L 

X 1=1 

Figura 2.19. Ciocnirea unei bare elastice cu o masă rigidă 

Reamintim că forma soluţiei ecuaţiei de propagare a undei longitudinale în 

bară (2.93) este: 

u{xj) = f{ct - x) + g{ct + X) (2.62) 

argumentele funcţiilor/şig fiind z = ct- x, respectiv z = ct + x. 

Viteza de deformaţie şi deformaţia barei, precum şi tensiunea şi forţa în 

orice secţiune şi în orice moment sunt date de relaţiile: 

v = cf+cg' 
e = -f+g^ 

a = E(-f+g^) 
F = EA(-f+g') 

(2.116) 
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- Pentru capătul încastrat al barei {x = L) se obţine condiţia la limită ca 

deplasarea să fie nulă şi atunci (2.62) devine: 

(2.154) 

^ g n = - f n - X (2.155) 

- La capătul îndepărtat viteza particulei este zero şi astfel, pentru x = L : 

v = cf„_,+cg\ = 0 (2.156) 

sau 

«'„ = - / ; - ! (2.157) 

- La X = O forţa de contact pentru bară, respectiv corp rigid, este: 
X = -{-EAf„+EAg\) (2.158) 

X = - M ^ = ) (2.159) 
dr 

şi egalând cele două expresii, rezultă: 

^^ f n + ̂ g ' n = rn+g"n (2-160) Mc^ " Mc^ 

Notăm raportul dintre masa barei şi masa corpului rigid: 

M 
= ^ (2.161) 

şi atunci 

EA _pA _ pAL _ // 
Mc^ ~ M~ ML~ L 

şi se obţine din (2.160): 

n~ f n n 

f n~~g n'^'J^g n 

(2.157) 

/ " » + f / ' „ = + / " „ - , ( 2 , 1 6 2 ) 

Prin înmulţire cu e ^ obţinem: 
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dz e ' f n = eL 

iar prin integrare: 

'' L f'n = e /
n f! 
n-\ ^ J n-] dz + (B, (2.163) 

unde (B„ este o constantă de integrare. 

Dacă /_! = O, prima funcţie este: 

f o = e MO + ®o) (2.164) 

Constanta (BQ se găseşte din condiţia ca în momentul iniţial (? = 0) viteza 

capătului barei (x = 0)să fie egală cu viteza Va percutorului, astfel: 

- pentru z = O, v = F şi astfel 

v = cf'o(0) = ce''(Bo=V 

Aşadar = — 
c 

V - 2L / 'o = —e ^ pentru O<jc<21, 0<^< 
c c 

(2.165) 

(2.166) 

(Această funcţie este valabilă până când unda se întoarce de la capătul 

2L îndepărtat, adică până când z = 2L sau r = — la x = O.) 

Pentru t > 2L 

l e ' / " o - ^ / ' o d^ + 'B, 
V L, j 

= e ^ 

/c 

- f e ^ e ^ 
Lc Lc 

dz + (Bj = e ^ ^ ^ -2MV 
Lc 

ciz + (Bj 

= e ^ 2//F 
Lc 

z + (Bj 

(2.167) 

85 

BUPT



Din condiţia de continuitate a funcţiei viteză, în capătul în care are loc 

ciocnirea, avem: 

Vo(2I) = v,(0) 

c/'o (21) + cg'o (21) = cf\ (0) + cg\ (0) (2.168) 

Folosind ecuaţia (2.155), obţinem: 

f \ (OJ = / 'o (2LJ + / 'o fOJ - /'_, (21) (2.169) 

Dar f\(0) = (Bj şi / '_, = O. Aşadar: 
y y 

c c 

^ V -^u V 
c c 

şi de aici: 

f \ = e ^ 2juV V 
Lc c 

(2.170) 

V 
f \ = -e ' 2m , -Iu 

L 
+ 1 , pentru 2L<x<AL (2.171) 

Aceeaşi procedură se poate folosi pentru a determina funcţiile următoare. 

Expresiile pentru următoarele două funcţii sunt date mai jos: 

J (4+ 26-2" > + 2 
\ / 

z-

unde: 

De asemenea, 

V f \ = -e M 2fi z + 

+ 2 
\ 

/ V / 

unde: 

(2.172) 

(2.173) 

(2.174) 
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(B̂  = e-^^ + e-^^ n - + e'^^ + + \ (2.175) 

în mod asemănător se pot construi funcţiile şi pentru celelalte perioade. 

Cunoscând funcţiile / ' „ se pot determina viteza de deformare şi deformaţia 

în orice moment. Având funcţia/'„ (z), se poate obţine, prin integrare, funcţia 

/„(z) , care este continuă. Cunoscând /„ se poate determina deplasarea în orice 

moment. 

în Tabelul 2.1 sunt sistematizate expresiile pentru funcţiile / ' „ (z ) pentru 

primele trei perioade. 
Tabelul 2.1 

0<x<2L V 
c 

/o(^) = C fi 

(2.166) 

lL<x<AL 
2L 4L — <t< — 

V -f\{z) = -e ^ 
c L 

(2.171) 

V L -\ + e 1 + 2// 
/ \ 

L 

AL <x<6L 
4L 61 — <t< — c 

/ \ n 

vly (2.172) 

/2(Z) = 
C fi 

\-e ^ + 1 + 2// 
L 

1 + 2//̂  
L 

L . 

în punctul de contact, jc = O, viteza, deformaţia şi deplasarea sunt date de: 

kx=0)=cf„+cg\ = c{f„-f\_^) 

^n kx=0)=-fn+g'n = '{fn+fn-l ) 

(2.176) 

(2.177) 
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u (2.178) 

La capătul fix viteza şi deplasarea sunt nule, dar deformaţia este: 

{x=L)- Pn'^S'n+X- (2.179) 

(2.180) 

Figurile 2.20, 2.21, 2.22, 2.23 prezintă graficele acestor funcţii în raport cu 

timpul, pentru |i = 0,5. Din aceste grafice reiese că cele mai mari deformaţii se 

produc la capătul fix la începutul perioadelor, adică pentru t = ^^^—şi x = L. 

m-

Figura 2.20 

Figura 2.21. Variaţia vitezei 
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Figura 2.22. Deformaţiile la capătul liber 

Figura 2.23. Deformaţiile la capătul fix 

Graficele prezentate în figurile 2.20 - 2.23 au fost construite cu ajutorul unor 

programe realizate în codul Maple. 
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Din cele prezentate, se vede că metoda analitică de rezolvare a ecuaţiei 

undei, cu ajutorul funcţiilor discontinue este destul de dificilă, mai ales pentru 

valori mici ale raportului maselor (//). 

Cu cât raportul dintre masa percutorului şi masa barei creşte (odată cu 

scăderea lui ja), este posibilă utilizarea unei metode aproximative pentru a 

determina deformaţia maximă [67]. Este bine cunoscut din teoria vibraţiilor că o 

primă aproximaţie în acest tip de problemă este de a adăuga o treime din masa 

barei la cea a masei rigidului. Egalând energia cinetică iniţială cu energia de 

deformaţie fmală se obţine: 

M 

M + 

3 
pAL V^ =-EALe- =-c-pALe-

2 2 

De aici rezultă: 

v'- M + pAL 

pAL 

(2.181) 

V e = — 
c 

M + pAL x l / 2 

pAL 

s = 1 1 
— + -

3, 

1 / 2 

(2.182) 

unde 

pAL 
M 

(2.161) 

Această aproximaţie este valabilă doar pentru valori mari ale raportului —, 

nu şi pentru valori mici. 
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o aproximaţie mai bună se poate face adăugând rezultatul obţinut în analiza 
V 

anterioară, conform căreia deformaţia iniţială este —. Aşadar: 
c 

V 
£ = — 

C 
1 + 1 1 

— + -

3 

1/2 
(2.183) 

Graficul acestei aproximări este redat în figura 2.24. Cu linie întreruptă s-a 

reprezentat deformaţia maximă pentru x=L şi n^O. 

Figura 2.24. Deformaţia maximă obţinută prin metoda aproximativă 
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2.5. CONCLUZII 

S-au stabilit ipotezele fundamentale necesare pentru precizarea modelului 

matematic care urmează a fi studiat şi pentru cunoaşterea posibilităţilor de 

aplicare practică a rezultatelor obţinute. Aceste ipoteze permit simplificarea 

şi generalizarea fenomenelor, dar şi accesibilitatea calculelor matematice. 

Conform acestor ipoteze, corpul solid îndeplineşte următoarele condiţii: 

o este supus acţiunii unor sarcini exterioare în echilibru; 

o este un mediu continuu; 

o este izotrop; 

o este omogen; 

o este perfect elastic; 

o nu prezintă tensiuni iniţiale; 

o sub acţiunea sarcinilor exterioare, suferă deformaţii şi deplasări 

foarte mici în raport cu dimensiunile sale. 

S-a studiat fenomenul de impact între corpuri de tipul barelor, din punctul de 

vedere al teoriei elasticităţii şi nu al teoriei clasice a corpurilor rigide, ţinând 

cont de faptul că perturbaţia produsă din punctul de impact se propagă înspre 

interiorul corpurilor cu o viteză finită şi, datorită reflexiilor acesteia pe 

suprafeţele de frontieră, apar oscilaţii sau vibraţii în corpuri. Perturbaţia 

produce deformaţii şi tensiuni, care pot fi determinate examinând fenomenul 

de propagare a undelor. Sunt aduse argumente în favoarea utilizării teoriei 

undelor, în cazul corpurilor elastice, în special a celor care au dimensiunile 

transversale mult mai mici decât cele longitudinale. Se fac aprecieri 

referitoare la corpurile elastice şi vâscoelastice, prezentându-se, spre 

comparaţie, modelele Kelvin - Voight, Maxwell şi solidul standard liniar, 

împreună cu relaţiile corespunzătoare între tensiune şi deformaţie. 

Pornind de la corpul solid deformabil, s-au descris, în sistemul de 

coordonate rectangular (x,y,z), comparativ cu sistemul de coordonate 

cilindrice (r,6,z), starea de deformaţie (ecuaţiile corespunzătoare 
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deformaţiilor liniare şi unghiulare, respectiv dilatării), starea de tensiune, 

legătura între tensiuni şi deformaţii specifice (legea lui Hooke) şi ecuaţiile 

de mişcare ale punctului material. Toate acestea, la care se adaugă condiţiile 

la limită, constituie ecuaţiile fundamentale ale elastodinamicii şi pornind de 

la acestea, s-au determinat ecuaţiile undei longitudinale sau transversale. 

S-a acordat un spaţiu amplu fenomenului de propagare a undei, având 

aplicabilitate directă în studiul ciocnirii corpurilor elastice. 

o Pornind de la unda nondispersivă - cea mai simplă formă a propagării 

undei - s-au descris grafic evoluţiile în timp sau spaţiu ale 

impulsurilor şi, ţinând cont de faptul că, în general, undele se pot 

deplasa, cu o viteză finită, în ambele sensuri ale axei de propagare, s-a 

arătat că orice sistem fizic care verifică ecuaţia undei va avea ca 

soluţii unde nondispersive, care se deplasează cu viteza sunetului prin 

mediul respectiv. 

o Au fost prezentate unele tehnici pentru soluţionarea ecuaţiei undei, 

folosite în literatura de specialitate (soluţii funcţionale, metode de 

separare a variabilelor, etc.). Pentru examinarea fenomenelor de 

propagare a impulsurilor în medii mărginite, s-a dovedit a fi utilă 

studierea comportării trenurilor de undă armonice infinite, ale căror 

deplasări sunt exprimate printr-o relaţie între pulsaţie şi numărul de 

undă, cunoscută ca ecuaţie de fi-ecvenţă (ecuaţia 2.64). Ecuaţia de 

fi-ecvenţă se poate exprima şi în funcţie de vitezele de fază sau de 

grup. Cunoscut fiind faptul că nu s-au găsit soluţii exacte pentru 

ecuaţia de undă, s-a pornit de la aproximarea dată de Pochhammer şi 

Chree pentru o bară infinită, de secţiune circulară constantă, 

aproximare exprimată sub formă de deplasări. Particularizând 

funcţiile care descriu aceste deplasări s-au obţinut soluţiile pentru 

unde longitudinale, transversale, torsionale. 
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S-au reprezentat grafic ecuaţiile de frecvenţă (respectiv viteza de 

fază funcţie de lungimea de undă) pentru cazul undelor longitudinale 

(figura 2.8) şi transversale (figura 2.10). 

Teoria aceasta nu este adecvată pentru bare de lungimi finite sau 

semiinfinite şi, drept urmare, s-au dezvoltat teorii aproximative, care 

pot fi acceptate prin comparare cu teoria propusă de Pochhammer -

Chree. 
A 

O In studiul propagării undei longitudinale în bare elastice s-au admis 

câteva ipoteze de bază, şi anume: 

- Secţiunile transversale rămân plane; 

- Distribuţia tensiunilor pe suprafaţa barei este uniformă; 

- Se neglijează deplasările în direcţie radială. 

Pornind de la modelul bazat pe echilibrul dinamic al elementului 

infinitezimal detaşat dintr-o bară de lungime infinită, se arată că 

acesta verifică ecuaţia undei. 

S-au prezentat două modalităţi de soluţionare a ecuaţiei undei: cu 

ajutorul transformatei Laplace şi cu ajutorul funcţiilor discontinue. 

• S-a constatat că soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale în 

cazul barei având secţiune constantă şi lungime infinită, este 

dificil de obţinut pe cale analitică, iar pentru bara cu 

secţiune constantă, dar de lungime finită, soluţia analitică se 

complică, datorită condiţiilor de margine care se impun la 

capete. 

• Metoda bazată pe funcţii discontinue s-a utilizat şi în 

cazurile ulterioare. A 

o In cazul barelor care prezintă o modificare bruscă de secţiune şi/sau 

material, s-a arătat că pe frontierele corespunzătoare apar: unda 

incidenţă, unda reflectată şi cea transmisă, cu ajutorul cărora se pot 

stabili relaţii între deformaţiile, vitezele şi forţele reflectate, incidente 
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sau transmise. S-au studiat şi cazurile particulare: un capăt liber, un 

capăt încastrat. 
A 

O In cazul ciocnirii coaxiale a două bare, una de lungime finită şi una 

de lungime infinită s-a realizat o diagramă care urmăreşte propagarea 

în spaţiu şi timp a undelor incidenţă, reflectată şi transmisă (figura 

2.15). 

o Pentru studiul impactului dintre o bară elastică (având un capăt 

încastrat şi unul liber) şi o masă rigidă s-au realizat: 

• trasarea diagramei de propagare a undelor incidenţă şi 

reflectată. 

• determinarea expresiilor corespunzătoare funcţiilor care 

descriu deplasările undelor. Aceste expresii depind de 

numărul perioadei de timp în care se manifestă funcţiile 

respective şi de constante de integrare, care se obţin din 

condiţii la limită. 

• determinarea valorilor acestor constante (şi implicit a 

expresiilor funcţiilor) pentru primele trei perioade de timp. 

Cu ajutorul funcţiilor respective se pot calcula vitezele, 

deformaţiile şi deplasările punctelor materiale dintr-o 

anumită secţiune a barei. 

• s-au realizat reprezentările grafice ale acestor mărimi 

discontinue, cu ajutorul unor programe, scrise în cod 

Maple. 
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CAPITOLUL 3 

METODĂ APROXIMATIVĂ ÎN STUDIUL CIOCNIRII 

CORPURILOR PE BAZA PROPAGĂRII UNDELOR 

3.1. Ciocnirea plană 

Metodele de calcul ale proceselor de ciocnire cu ajutorul teoriei transmiterii 

undelor se bazează pe ecuaţiile de echilibru dinamic ale teoriei elasticităţii. Starea 

corpului deformabil poate fi descrisă printr-un sistem de ecuaţii neomogene 

(ecuaţiile (2.25) din paragraful 2.3.3), ale cărui soluţii se obţin sub forma unei 

sume de unde de diferite tipuri, decalate în timp. Problema se simplifică în mod 

esenţial dacă condiţiile ei concrete permit neglijarea acţiunii tuturor tipurilor de 

unde, cu excepţia uneia dintre ele. 

Considerând, spre exemplu, o placă destul de subţire, lovită pe o direcţie 

perpendiculară, se pot neglija toate undele, în afară de cea transversală. Invers, în 

cazul unei bare subţiri, cu lungime mare, supusă la o ciocnire axială, se poate lua în 

calcul, cu destulă aproximaţie, numai acţiunea undei longitudinale. în această 

situaţie, vitezele şi tensiunile punctelor aparţinând aceleiaşi secţiuni transversale a 

corpului sunt identice. 

Erorile de calcul datorate acestor aproximări sunt, mai mici decât cele 

admise de mecanica solidului rigid, care se bazează pe faptul că vitezele tuturor 

punctelor corpului sunt identice, iar distribuţia tensiunilor se face instantaneu. 

Teoria ciocnirii, ce porneşte de la faptul că vitezele şi tensiunile sunt 

constante pe suprafeţele perpendiculare pe direcţia undei alese, se numeşte teoria 

ciocnirii plane, 
/V 

In acest capitol se va acorda o atenţie deosebită teoriei ciocnirii plane 

longitudinale, în care se calculează numai unda longitudinală. 

Teoria ciocnirii plane longitudinale se poate aplica în cazul ciocnirii a două 

corpuri izotrope, omogene şi infinite, considerând următoarele ipoteze: 
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- toate punctele aflate pe suprafeţele de contact ale corpurilor care se ciocnesc 

se găsesc în condiţii identice şi, ca urmare, vitezele şi tensiunile punctelor de 

pe fiecare suprafaţă de contact vor fi identice; 

- distribuţia vitezelor şi tensiunilor în fiecare secţiune perpendiculară pe 

direcţia undei, ce se propagă longitudinal de la suprafaţa de contact, este 

uniformă. 

Corpurile reale sunt mărginite şi, de aceea, nu se pot produce unde plane 

ideale. Totuşi, corpuri cum sunt barele suficient de subţiri şi de lungi, corespund în 

bună măsură condiţiilor producerii ciocnirii plane. Pentru exemplificare, se va 

examina ciocnirea coaxială a două bare cilindrice. 

Analiza ecuaţiei undei: 

^ = (3.1) 
dt dx-

arată că tensiunile şi deformaţiile de la suprafaţa de contact se răspândesc în tot 

corpul cu viteza de propagare a undei longitudinale: 

c = 
E 
- (3.2) 
P 

Această concluzie importantă stă la baza teoriei ondulatorii a ciocnirii 

longitudinale. 

După cum se vede din expresia (3.2), viteza undei depinde numai de 

proprietăţile materialului corpului. 

Experienţa arată că rezultatele bazate pe această teorie au o bună verificare 

practică dacă dimensiunile longitudinale ale corpului sunt mai mari decât cele 

transversale (mai precis dacă lungimea undei de lovire este mai mare decât 

dimensiunile transversale ale corpului). 

Astfel de sisteme percutante, întâlnite în special în activităţile de foraj 

minier, sunt prezentate în figura 3.1 şi constau, în general, din bare, având 

dimensiunile longitudinale mult mai mari decât cele transversale. Pe figură s-au 

notat: 1 - percutor, 2 - tijă, 3 - masă intermediară, 4 - perforator, 5 - garnitură de 

prindere, 6 - manşon filetat. 
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Figura 3.1. Exemple de sisteme percutante 
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3.2. Rezolvarea elementară a sistemului de ecuaţii ondulatorii 

ale ciocnirii plane 

3.2.1. Ciocnirea plană a barelor având lungimea infinită 

După cum s-a arătat în capitolele anterioare, rezolvarea ecuaţiilor de undă cu 

derivate parţiale ale mediului continuu deformabil, prin metode exacte, este destul 

de dificilă. De aceea se recurge la o tratare elementară a acestei probleme, folosind 

numai legile fundamentale ale dinamicii şi principiile de bază ale teoriei 

ondulatorii a ciocnirii. Cu ajutorul acestora se pot determina cu precizie vitezele, 

tensiunile şi deformaţiile în orice secţiune transversală a barei. 

Ipotezelor teoriei ciocnirii plane longitudinale le corespunde ciocnirea 

coaxială a două bare cu lungime infinită, având secţiuni transversale apropiate şi 

suprafeţele fi-ontale plane, perfect perpendiculare pe axele barelor (vezi figura 3.2). 

In acest caz, se poate admite că ciocnirea se produce simultan pe întreaga suprafaţă 

fi-ontală. Prin urmare, toate punctele aflate pe suprafaţa de contact, chiar de la 

început, se vor afla în situaţii identice sau aproape identice. Ele suferă aceleaşi 

transformări, vor avea aceleaşi viteze şi tensiuni şi astfel corespund pe deplin 

ipotezelor de bază ale ciocnirii longitudinale plane. 

R 
CI 

"021 

+ v 

a). Barele înainte de ciocnire b). Barele în timpul ciocnirii 

Figura 3.2. Ciocnirea plană a barelor infinite 

99 

BUPT



în figura 3.2 s-au folosit următoarele notaţii: 

S], Sj = ariile suprafeţelor secţiunilor transversale ale barelor; 

pi, p2 = densităţile materialelor din care sunt confecţionate barele; 

Nj, Nj = forţele iniţiale care comprimă barele înainte de ciocnire; 

voA = vitezele iniţiale ale barelor (ele pot fi şi în sensuri opuse); 

CI, CJ = vitezele de propagare ale undei longitudinale prin bare; 

V = viteza instantanee a punctelor suprafeţei de contact; 

N = forţa de acţiune reciprocă la ciocnirea dintre bare. 

Sunt indicate, de asemenea, sensurile pozitive ale forţelor şi vitezelor, 

în urma ciocnirii corpurilor apar tensiuni pe suprafeţele frontale ale barelor. 

Conform principiului de bază al teoriei ondulatorii a ciocnirii, aceste tensiuni se 

propagă de la suprafaţa de contact, prin bare, cu viteza sunetului. Propagarea se 

face sub forma ciocnirilor consecutive în secţiunile vecine ale barelor, identice cu 

ciocnirile anterioare ale suprafeţelor frontale ale barelor. întrucât nici secţiunea şi 

nici proprietăţile materialului nu se modifică de-a lungul barelor în urma ciocnirii, 

în toate secţiunile apar aceleaşi forţe şi viteze ca şi în suprafeţele frontale. 

Toate punctele materiale aflate pe suprafaţa de contact au, în momentul 

ciocnirii, viteza v şi forţa JV. Acestea (v, N) se transmit şi punctelor din secţiunile 

imediat învecinate suprafeţei de contact, din aproape în aproape, cu viteză finită 

(c), sub forma unei unde, numită „undă de ciocnire" şi ai cărei parametri sunt 

viteza v şi forţa N. 

După o durată elementară dt, unda de ciocnire, care se propagă în cele două 

bare cu vitezele cy, respectiv C2, traversează volumele: SiCidt în prima bară şi 

S2C2dt în a doua bară, ceea ce corespunde maselor reduse: 

difij = 

Datorită modificării vitezelor, de la vo/ la v în prima bară şi de la V02 la v în a 

doua bară, impulsurile corespunzătoare vor fi: 

DRRII (VQI - V ) = ^IPICJ - v) în prima bară, 

dm2 (vo2 - v) = S2P2<̂ 2̂ K 0̂2 ~ îî  ̂  doua bară. 
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Această variaţie a cantităţilor de mişcare se va petrece sub acţiunea forţelor 

N - Ni pentru prima bară şi Nj - N pentru a doua bară (semnul forţelor se 

determină prin sensul pozitiv considerat), care acţionează pe durata dt. 

Din legea fundamentală a dinamicii, se obţine, pentru fiecare bară în parte: 

{N-Nj)dt = SjPjCjdt{voj-v) 

{-N + N2)dt = S2P2C2Clt{vo2-v) 

sau împărţind cu dt: 

N-Nj^SjPiCjivoj-v) ^^ ̂ ^ 
-N + N2= S2P2C2(yo2 - v) 

Produsul dintre densitatea corpului (p) şi viteza undei longitudinale (c), care 

intervine în relaţiile (3.4) şi (3.5) se defineşte ca impedanţă caracteristică sau 

rigiditate acustică sau rezistenţă de undă a materialului. 

K , = P ' C (3.6) 

Produsul dintre impedanţa caracteristică şi aria secţiunii transversale a 

corpului se numeşte impedanţă sau rigiditate la ciocnire a corpului şi o vom nota 

(vezi şi § 2.4.3): 

K = K,S = pcS (3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

Se obţine: 

K2 =S2P2C2 

Atunci expresiile (3.5) devin: 

-N + N2=K2{vo2-V) 

sau sub formă generalizată: 

N - N o = ± K ( v o - v ) , (3.10) 

unde No şi vq reprezintă forţa, respectiv viteza iniţială a barei (înainte de ciocnire). 

Din aceste expresii se vede că variaţia forţei de ciocnire este proporţională 

cu impedanţa corpului şi cu scăderea vitezei iniţiale. 
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Relaţiile (3.10), care fac legătura între viteza şi forţa de ciocnire în orice 

secţiune a barei, sunt esenţiale în teoria ondulatorie a ciocnirii plane. In ceea ce 

priveşte sensul rigidităţii la ciocnire a corpului, el poate fi determinat cu ajutorul 

unei reguli simple: dacă se aşează elementele sistemului percutant pe direcţia 

vitezei mai mari, de sus în jos, atunci rigiditatea la ciocnire a corpurilor care se află 

deasupra suprafeţei de contact examinate, va avea, în ecuaţii, semnul plus, iar 

pentru cele aflate sub această suprafaţă, semnul minus. 

Ne vom ocupa în continuare de calculul forţei, a vitezei şi a tensiunii ce apar 

la ciocnire. 

- Determinarea forţei: 

Pentru rezolvarea sistemului (3.9), în care intervine forţa de ciocnire, 

împărţim prima ecuaţie cu Kj şi a doua cu Ky. Se obţine: 

IL.Hl-
Kj Kj 

^Voj-V 

N Ny 
^ = + ^ 

K2 K, 

Adunând cele două egalităţi şi dând factor comun pe N, găsim: 

N ' 1 r 
— + — 

Nj N2 
Kj K2 

de unde rezultă: 

Kj K2 ) (3.11) 

- Determinarea vitezei: 

Viteza suprafeţei de contact a barelor antrenate în ciocnire se determină din 

sistemul (3.9), adunând cele două ecuaţii şi se obţine: 

K1+K2 

102 

BUPT



Cazuri particulare: 

• în bare nu există tensiuni iniţiale, adică: 

NJ=0,N2=0 

Notăm: 

Vq = vqj - Vq2 viteza relativă a barelor înainte de ciocnire. 

Atunci: 

N ^ ^ ^ v o (3.13) 

^^KjVor^K^ 
Kj+K, 

• Dacă cea de-a doua bară se află în repaus înainte de ciocnire, adică: 

Vo2=0 
Voi = Vo 

atunci: 

v = (3.15) 

- Deplasarea suprafeţei de contact într-o perioadă de timp t, este: 

u = v-t 

U = (3.16) 

- Energia transmisă de la o bară la cealaltă prin suprafaţa de contact, în timpul t, 

este: 

E = Nu 

şi cu relaţiile (3.13) şi (3.16) rezultă: 

E = (3.17) 

- Puterea de ciocnire este: 

t 
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(3.18) 
KjK, 

(K,+K,Y 

- Tensiunile în bare, la ciocnire, se determină prin relaţiile cunoscute: 

N N 
Sj ' 

sau, substituind aici valoarea forţei de ciocnire din formula (3.13) şi conform 

ipotezelor făcute obţinem: 

^ ^ KjKy Vq ^ SiPiCjKy VQ ^ K2 ^ 

KjK, ^^^ Kj 
- Kj+K2 S2 K, + K2 Sy Kj + K2 • 

Vom considera următoarele trei cazuri particulare: 

1). Ciocnirea unei bare foarte moi (bara 1) cu una foarte rigidă (bara 2), adică 

impedanţa barei lovite {K2) este mult mai mare decât impedanţa percutorului {Ki). 

Ky» = 0 
K2 

- Atunci forţa de ciocnire, determinată cu formula (3.13), este: 

- Viteza suprafeţei de contact este, conform relaţiei (3.15): 

K2 

- Energia transmisă se calculează din relaţia (3.17): 

E = N-u = N-V't = 0. 

Astfel, prin ciocnirea percutorului cu o bară foarte rigidă, suprafaţa frontală 

a percutorului se opreşte instantaneu, forţa de ciocnire atinge valoarea maximă 

pentru sistemul de bare dat, iar schimbul de energie nu se mai produce. 
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v = 0 
£ = 0 

2). Impedanţa barei lovite este cu mult mai mică decât a percutorului. 

Kj 

- Atunci forţa de ciocnire este: 

K^K-, K-y 

- Viteza suprafeţei de contact: 

A!', + A : , J ^ 

Ki 

- Energia transmisă : 

E = N •u = N •V't = K2VQVQt = K2VQÎ . 

Pentru o valoare absolută a lui /C2 foarte mică: 

V = Vo 
E = 0 

Cele două cazuri arată că rigiditatea excesivă a barei lovite, ca şi rigiditatea 

foarte mică a acesteia, conduc, în egală măsură, la înrăutăţirea transmiterii energiei. 

S). Un caz intermediar este cel în care impedanţele barelor sunt identice: 

Kj=K2=K 

- Forţa de ciocnire este: 

KjK2 K^ K N = —Vn = Vn = Vfl 
Ki^K2 ^ 2K ^ 2 ^ 

- viteza suprafeţei de contact este: 

K1+K2 2K 2 ' 
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- energia transmisă este: 

T-. »r » r ^ ^n K •) E = N •U = N 'V't = —Vn—t = —VQt. 
y/' 2 4 

Vom arăta că, dacă impedanţele sunt egale (/Cy = /C2)» transmiterea de 

energie, determinată în acelaşi timp r, va fi maximă pentru sistemul dat. Pentru 

aceasta, revenim la relaţia (3.18). Notând: 

K, = ĂKi 

şi înlocuind în (3.18), avem: 

^ ^ K^Kyv'o ^ K'jAKjvl ^ ĂKjv'o 
{Ki-^K2y (Kj+ĂK^y (J + A/' 

Derivând în raport cu A, avem: 

dÂ '" 
(I + Â/ -Â-2{J + AJ 

(J + V 

dP Egalând derivata — cu zero, găsim corelaţia între K2 şi Ki, care corespunde 
dX 

maximului de energie transmisă: 

K2 = ĂKj -Kj, 

ceea ce trebuia demonstrat. 

Aşadar, pentru cazul Kj = K2 = K se obţin următoarele: 

2 

2 
E = E max 
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3.2.2. Ciocnirea plană în cazul unui 

sistem percutant alcătuit din mai multe bare 

Soluţiile obţinute în cazul anterior constituie baza pentru calculul unor 

sisteme mai complicate, când la ciocnire participă mai mult de două bare. 

Considerăm un sistem alcătuit din trei bare (figura 3.3). Bara 1, având viteza 

iniţială \qj = Vq şi impedanţa Kj, ciocneşte barele 2 şi 3, fixe înainte de ciocnire şi 

având vitezele iniţiale VQ2 =0 ,VQJ =0 şi impedanţele K2 şi K3. Contactul barelor 

se face prin intermediul garniturii rigide 4. 

Figura 3.3. Sistem percutant alcătuit din trei bare 

Nj, N2, N3 sunt forţele care acţionează asupra barelor în momentul ciocnirii, 

iar vj, V2, V3 sunt vitezele suprafeţelor frontale ale barelor în momentul ciocnirii. Se 

consideră că în bare nu există tensiuni iniţiale. 

Punctul de ciocnire se găseşte la distanţa a faţă de axa barei 2 şi la distanţa b 

faţă de axa barei 3. 

Mai întâi vom determina ecuaţiile ondulatorii pentru cele trei bare. Pentru că 

barele 2 şi 3 sunt aşezate sub suprafaţa de ciocnire 0-0, impedanţele lor vor avea 
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semnul minus. Prin analogie cu sistemul de ecuaţii (3.9), considerând că vitezele 

iniţiale ale barelor 2 şi 3 sunt egale cu zero şi că în bare nu există tensiuni iniţiale, 

se poate scrie: 

N2=-K2(0-V2)=K2V2 (3,20) 
iV3=-/:3(0-V3)=A:3V3 

La sistemul obţinut din cele trei ecuaţii cu şase necunoscute, trebuie să 
A 

adăugăm ecuaţiile care fac legătura între forţele Nj, N2, N3 . In ipoteza ciocnirii 

plane, conform căreia poziţia barelor în timpul ciocnirii nu se modifică, adică 

flambajul este imposibil, se poate scrie teorema momentelor cinetice faţă de 

punctele O2, respectiv O3: 

I N2{a + b) = N^b o N, = A^i 
I ^ + ^ (3.21) 
î N^a = N^{a + b)o N^ = A^i 

a + b 

Pentru a obţine încă o ecuaţie, folosim legea conservării energiei, pentru 

sistemul format din cele trei bare: 

Ej=E2+ES, 

în care: 

Ej = Njvjt 
E2 = N2V2t 
E3 = NsVjt, 

şi de unde avem că: 

NjVj=N2V2+N3V3 (3.22) 

Cu ecuaţiile (3.20), (3.21), (3.22) obţinem un sistem de 6 ecuaţii cu 6 

necunoscute, prin a cărui rezolvare se obţin soluţiile Ni, N2, N3. respectiv v/, v̂ . V3: 

N,= Kivo 

^ (3.23) 
a + b I + n 

' ^ a+b 1+n EA 
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n 
VJ=VO' 

1 + n 

(3.24) 
- K, a + b 1 + n ^ ^ 

a VQ 

K^ a + b 1 + n 

unde: n = (3.25) 
K2Ks(a + b)' 

Caz particular: 

Barele 2 şi 3 sunt identice şi aşezate la aceeaşi distanţă faţă de axa barei 1, 

adică: 

K2=KS=K 
a = b 

Atunci: 

n = — -
2K 

iVi = 
IK^K 

Ny=N',= VN = —^ 
^ ^ K^+2K ^ 2 

Prin metode asemănătoare se rezolvă sisteme format din mai multe bare. 
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3.2.3. Ciocnirea plană pentru un 

sistem format dintr-o bară plină şi o bară de formă tubulară 

Un exemplu de sistem percutant în care are loc ciocnire fară suprafeţe 

frontale este ilustrat în figura 3.4. Percutorul (1) are formă tubulară. Bara lovită (2) 

are secţiunea în trepte şi se consideră în repaus înainte de ciocnire. 

Bara 2 este împărţită imaginar, de suprafaţa 0-0, în două semibare: cea 

situată deasupra suprafeţei 0-0 având impedanţa K3 (pozitivă), iar cea situată sub 

suprafaţa 0-0, impedanţa Â^ (negativă). 

O - -

+v +N 

K2 

- - O 

Figura 3.4: Sistem percutant fară suprafeţe frontale 

Notăm: Nj =forţa de acţiune a semibarei inferioare asupra percutorului; 

N2 =forţa de acţiune a percutorului asupra semibarei inferioare; 

Ni =forţa de acţiune a semibarei inferioare asupra celei superioare; 

V = viteza suprafeţei de contact de la nivelul 0-0, aceeaşi, în cazul 

ciocnirii plane, pentru toate punctele. 

Alcătuind sistemul de ecuaţii ondulatorii pentru percutor, pentru semibara 

inferioară, respectiv pentru semibara superioară, se obţine: 
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a^,=A:I(vo-V) 
N2=-K2iO-v) = K2V (3.26) 

Celor trei ecuaţii cu patru necunoscute de mai sus le vom 

adăuga încă o ecuaţie, de echilibru a proiecţiilor forţelor ce acţionează asupra 

barelor, pe axa lor. 

N j + N S - N 2 = 0 (3.27) 

Rezolvând sistemul de ecuaţii (3.26), (3.27), obţinem: 

v = ^ (3.28) 
Kj+K2+KS 

\T ( \ / 

N^ = -K.y = V o 

Caz particular: 

Dacă cele două tronsoane ale barei lovite au secţiuni apropiate, adică 

avem: K2 = K^ = K, atunci: 

2K,K 
N^ = Vn 

N2= Vo (3.30) 

KiK 
N ^ = VA 

Semnul minus din ultima ecuaţie a sistemului (3.29)sau (3.30) arată că pe 

suprafaţa ce separă bara în cele două semibare acţionează o forţă de întindere. 

Tensiunile de întindere ce apar în acest caz se determină cu relaţia: 
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Sj K1+K2+K3 

Expresiile analitice obţinute dovedesc că în toate căinările studiate (ciocnirea 

a două bare, a mai multor bare, ciocnirea fară suprafeţe frontale), modul în care 

variază forţa de ciocnire, viteza barelor şi tensiunile este acelaşi; parametrii 

ciocnirii se modifică brusc şi pe durata ciocnirii rămân constanţi. 

Până acum, durata ciocnirii nu a fost determinată. Pentru aflarea ei este 

necesar să se ia în considerare faptul că, în afara suprafeţelor frontale, care 

participă în primul rând la ciocnire, la ciocnirea reciprocă a barelor există şi alte 

suprafeţe limită (frontiere), de exemplu un capăt liber al barei sau o suprafaţă în 

care se modifică impedanţa barei. 
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3.3. Transmiterea şi reflexia undelor de ciocnire pe suprafeţele limită. 

Diagramele ondulatorii 

Prin deplasarea undei longitudinale prin bară, pornind de la suprafaţa plană 

de ciocnire, parametrii ei (forţa de ciocnire, viteza, tensiunea) se modifică puţin, ca 

urmare a dispersiei undelor în mediul înconjurător, a pierderii de energie prin 

histerezis şi prin frecarea exterioară. Mărimile acestor parametri depind de 

proprietăţile materialului barei, de valorile tensiunilor, de proprietăţile mediului 

înconjurător şi, de asemenea, de lungimea barei. 

Totuşi, pentru multe materiale, printre care şi oţelurile, pentru sarcini care nu 

depăşesc limita de elasticitate, distorsiunile undei sunt mici, chiar şi în bare cu 

lungimi semnificative. Astfel, se poate presupune că parametrii undei, în cazul 

deplasării prin bară, rămân neschimbaţi până când ea va atinge suprafaţa limită. 

Suprafeţele limită sunt acele suprafeţe prin care trece unda şi în care se 

modifică impedanţa. Suprafeţe limită pot fi suprafeţele frontale ale barelor supuse 

ciocnirii longitudinale, suprafeţe în care au loc modificări bruşte de secţiune, 

precum şi suprafeţele iniţiale de contact ale barelor. 
/V 
In figura 3.5 sunt prezentate exemple de suprafeţe limită. 

S2,P2,C2 

O2 O3 

O2 O, 

a). b). 

Figura 3.5. Exemple de suprafeţe limită 

Din punctul de vedere al fizicii transmiterii undei, tipul suprafeţei limită nu 

are o însemnătate deosebită. însă, suprafeţe de tipul celor din figura 3.5.b nu sunt 

în stare să se opună forţelor de întindere, de aceea apariţia pe asemenea suprafeţe a 
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undelor de întindere conduce imediat la separarea corpurilor aflate în contact -

sistemul percutant se descompune. 

în cazul existenţei câtorva suprafeţe limită se produc reflexii repetate, 

refracţia şi suprapunerea undelor de ciocnire, în funcţie de care, tabloul general al 

procesului ondulatoriu se modifică semnificativ, în timp. în legătură cu aceasta, e 

utilă construirea unor diagrame de propagare a undelor (diagrame ondulatorii). 

Diagramele ondulatorii constituie baza pentru alcătuirea sistemului de 

ecuaţii ondulatorii, arătând succesiunea temporală a undelor la suprafaţa limită 

dată. 
A 

Vom expune metoda de calcul pentru diferite sisteme percutante. In primul 

caz este prezentat un sistem cu două suprafeţe limită (figura 3.6). 

în figura 3.6 este redat un percutor 1, având o proeminenţă de lungime /. 

Percutorul cu proeminenţă ciocneşte bara 2. Se cunosc: impedanţa percutorului 

{Ki\ a proeminenţei {KQ), a barei lovite {K2) şi, de asemenea, viteza de propagare a 

undei prin proeminenţă {CQ). 

VO 

1 

T 
- L A 

B 

Ki 

S 
K. 

B 

n, 
Wi 

A O 
N, 
V, 

K, 

1/co 
N, 

Hi 
W, 

1/Co 

4 
_ j 

S j 11-

N, N 

11-

Ha 

N4 

N4 
V4 
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Figura 3.6. Sistem cu două suprafeţe limită. Diagrama ondulatorie 

Construcţia diagramei ondulatorii se face astfel: 

1. Se trasează suprafeţele limită A şi B. 

2. Pe linia suprafeţei de contact iniţial. A, se fixează un punct arbitrar O, care 

serveşte drept punct iniţial pentru calculul timpului t. 
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3. La scara considerată pentru timp se măsoară, din punctul O, timpul de deplasare 

/ T a undei de ciocnire către suprafaţa limită, care este egal cu — = —, unde 
co 2 

T = — este perioada vibraţiilor proprii ale proeminenţei. 

4. Din acest punct, / = —, se construiesc vectorii orientaţi în sens opus, care 

indică direcţia deplasării undelor iniţiale de ciocnire de la suprafaţa de contact, 

în apropierea vectorilor undelor se notează parametrii lor - forţa N şi viteza v. 

Parametrii undelor ce străbat concomitent suprafaţa plană dată sunt identici: atât 

forţele (acţiunea este egală cu reacţiunea), cât şi vitezele (suprafaţa de contact 

comună). 

5. Se obţine punctul de intersecţie al vectorului undei cu linia suprafeţei limită B, 

corespunzător momentului atingerii de către undă a acestei suprafeţe. 
/V 

6. In acest moment, din cauza reflexiei şi refracţiei, pe suprafaţa B pătrund noi 

unde, cu parametrii rij şi w;, dintre care una se propagă mai departe prin 

percutor, iar cealaltă, în sens invers, prin proeminenţă, spre suprafaţa plană A. 

7. Această ultimă undă atinge suprafaţa plană A, după timpul t = — de la sosirea 
Co 

undei A ŷ.vy, pe linia B. 

8. Analog se construiesc vectorii undelor N2 ,V2 ; N3 ,V3 ; N4 ş.a.m.d., care apar 

succesiv pe suprafaţa limită A şi vectorii undelor «2 ; >^3; , etc., 

care apar pe suprafaţa limită B. 

în timpul apariţiei unor noi unde, undele anterioare continuă să se propage 

prin bară şi prin percutor - în diagramă ele sunt marcate prin linie întreruptă, 

însă, marcarea deplasării lor pe diagrama ondulatorie dată nu este obligatorie, 

deoarece ele nu se întorc spre suprafeţele limită. Cu alte cuvinte, undele 

exterioare, ce se propagă dincolo de suprafeţele limită, interesează numai în 

momentul apariţiei lor. 
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3.4. Calculul sistemelor percutante pe baza 

diagramelor ondulatorii 

3.4.1. Calculul sistemului percutant cu două suprafeţe limită 

După construirea diagramei ondulatorii se poate trece şi ia calculul 

sistemului din figura 3.6. Problema de calcul constă în determinarea forţelor ce 

acţionează pe suprafeţele limită şi a vitezelor de deplasare a lor, în orice moment. 

Pentru aceasta, trebuie să determinăm parametrii undelor ce apar pe aceste 

suprafeţe. Calculul parametrilor se poate face prin metoda directă, inversă sau 

semiinversă. 

In primul caz, parametrii undelor se calculează în ordinea lor cronologică. In 

al doilea caz, în ordine inversă, începând cu un moment determinat. Pentru 

stabilirea acestui moment este indicat să se aleagă momentul când procesul 

ondulatoriu s-a stabilizat, fapt concretizat prin repetarea unor porţiuni din diagrama 

ondulatorie pentru perioade determinate. în al treilea caz, o parte a undelor (de 

obicei undele exterioare), se calculează prin metoda directă, iar celelalte (undele 

interioare), prin metoda inversă. 

Metoda a doua şi a treia sunt preferate pentru alcătuirea legilor generale. 

Pentru determinarea parametrilor undei folosim ecuaţia generală (3.10), care 

leagă parametrii iniţiali şi cei curenţi ai undelor. Forma ei este: 

(3.10) 

unde: 

No = valoarea iniţială (anterioară) a forţei; 

vo = valoarea iniţială (anterioară) a vitezei; 

N = valoarea curentă a forţei; 

V = valoarea curentă a vitezei; 

K = impedanţa barei pentru care se scrie ecuaţia. 

Pentru a nu îngreuna calculul cu termeni suplimentari, admitem că 

percutorul şi bara nu au avut tensiuni iniţiale (A/̂ 2,0 = ^1,0 = ^)' t>ara 2 a fost în 
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repaus înainte de ciocnire, adică nu a avut viteză iniţială (V2 Q = O), iar viteza 

iniţială a percutorului cu proeminenţă este v, Q = VQ . 

• Ecuaţiile pentru determinarea valorilor TV/, v/ (pe suprafaţa limită A) sunt 

următoarele: 

- pentru proeminenţă: 

- pentru bară: 

Nj-O^-K.ip-Vj) 

> ( v . - v , ) / ovo 1) 
Nj^K^Vj 

KyVj^KoVg-KoVj 

Soluţia sistemului (3.32 este: 

(3.33) 

Ko+K, 

Observăm că: 

NJ-K2VJ=0 (3.34) 

• în continuare alcătuim sistemul de ecuaţii pentru determinarea lui şi >v/ (la 

suprafaţa limită B): 

- pentru percutor: 

nj-0 = Kj{vo-Wj) 

- pentru proeminenţă ( vezi figura 3.6): 

nj-Nj=-Ko{vj-Wj) . 

nj-Nj=-Ko{v,-Wj) 

Rezolvând acest sistem, obţinem: 
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2 KQK jK 2 

WJ = 1 -
2KoK, 

{Ko^KJIKO^K,) 

(3.36) 

Se observă că: 

K 
(3.37) 

1 

(3.38) 

• Sistemul de ecuaţii pentru determinarea valorilor N2 şi v? (la suprafaţa limită 

A): 

'N2-n,=Ko{w,-V2) 

Rezolvăm acest sistem, folosind şi relaţia (3.37) şi obţinem: 

N2 - K2V2 =Nj- K2V1 = O (3.39) 

Din (3.39), (3.36) avem: 

K2V2- 2KqKJK2 
{Ko+KJXKO+K2) 

Vo = KqVQ -
2K-nK, 

{Ko+KJXKO+K2) 
V0-K0V2 

V2(Ko+K2)=VOKO 2KjK2 

V2=Vo Kr 
Ko^K2 

1 + 

{Ko+KJXKO^K2) 

2K2{KJ-KO) 
{Ko^KJ\KO+K2)_ 

+ 1-
2KnK, 

(Ko+KJXKO+K2) 

Deci: 

Ko^K2 

Ko V2 = 

Sau: 

Ko+K, 

1 + 

1 + 

2K2{KJ-KO) 

(Ko+KJXKO+K2) 
2K2{KJ-KO) 

{Ko+K,XKO+K2)] 

'o 
(3.40) 
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KgKy 

V-, = 

Ko + Ky 

Ko 
Ko+K, 

Kj+Ko {KI+KoXK,+KOI 

Kj+Ko {K,+KoXK2+KO)_ 

'o 
(3.41) 

(3.42) 

Astfel, trecând succesiv din nod în nod, se pot determina parametrii undelor 

de ciocnire. Se observă că expresiile pentru forţă şi viteze devin din ce în ce mai 

complicate şi calcularea lor cere eforturi mari. Corespunzător se complică şi forma 

legilor generale. 

Pentru rezolvarea unei asemenea probleme e mai comod să se utilizeze 

metoda semiinversă. 

• Vom determina N4 şi v ,̂ alcătuind sistemul de ecuaţii pe suprafaţa limită A: 

Vom exprima N4 din a doua ecuaţie a sistemului (3.42): 

unde N3 şi V3 sunt parametrii undei exterioare ce se propagă prin bară. Unda 

anterioară acestei unde este cea având parametrii N2 şi v? , iar unda anterioară 

acesteia din urmă este cea cu parametii N] şi V]. Alcătuind ecuaţiile pentru fiecare 

undă ce trece prin bară, obţinem: 

N^ -N2 =-K2{v2 -V5) sau Nj -K2V3 =N2 -K2V2; 
N2 - Nj =-K2(yi -V2) sau N2 -K2V2 =Nj -K2VJ; 
Nj-0 = -K2{0 - vj) sau Nj - K2VJ = O, 

de unde: 

N4 - K2V4 K2V3 = N2- K2V2 =Nj- K2V1 = O 

şi, în general, 

Ni-K2Vi=0, 

ceea ce simplifică considerabil rezolvarea ecuaţiilor. 

Cu această condiţie, putem rezolva sistemul de ecuaţii (3.42) şi obţinem: 

(3.43) 
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N 
N,=ns+ Koyvs -

A 7 

N4 K, 
= nj+ KqWJ 

KqK2 
' Kn+Ky 

- \ 

HL 
Kn 

+ W: 
(3.44) 

K, 

• Pentru determinarea lui şi W3 , alcătuim sistemul de ecuaţii pentru undele 

corespunzătoare suprafeţei plane B. 

Pe suprafaţa limită B, ecuaţiile corespunzătoare percutorului sunt: 

-nj =Kj(wj - W2)=> «2 + KJW2 =nj + KjWj. 

nj-0 = Kj{vQ-Wj)=>nj+KjWj=KjVQ, 

de unde: 

«2 •\-KjWi =KJVQ, 

Determinăm ris din prima ecuaţie (3.45): 

«j + KjW^ KjW2 =KJVQ, 

sau, în general, 

ni+KjWi=KjVo, 

ceea ce simplifică mult rezolvarea ecuaţiilor. 

Din (3.46) avem: 

(3.45) 

(3.46) 

= Vo-
K, 

(3.47) 

în aceste condiţii, din sistemul de ecuaţii (3.45) se ajunge la: 
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Ko+Kj 

K 1 

(3.48) 

fi) 
In relaţia (3.44) apare suma + Wj. Din (3.48) rezultă: 

HL 
K 

+ = 
K 1 

o Ko+Kj A 
K o 

Hl. 
Kn 

N, 
O / Ko+Kj 

N; 
— A n 

K, o / 

•1 

Kj -\-Ko j 

«j Kj - Ko 
K o Kj+Ko 

N, 

^3 (3.49) 

Vom calcula valoarea —- - Vj , ce apare în relaţia (3.49). 

• Scriem ecuaţiile pentru suprafaţa limită A (unde intervin mărimile N3, respectiv 

Vi): 

'N3-n2=Ko{yv2-v^) 

Ţinând cont de relaţia (3.43): 

N2-K2V2=0, 

obţinem: 

NS=N2- K2V2 + K2VS K2V3 

V3 = 
K2 

De asemenea, 

V3 = 

K0+K2 

K2 

n-
Kr 

+ W' 

De aici rezultă: 

(3.50) 

(3.51) 
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K o 
N, 

Kr 

-V3 = 

Ko + Ky 

K, 

Hl. 
.Ko 

+ w-
K: 

O K0+K2 

"2 

Hz 

\ / 

+ w- Kr 

K0+K2 
n- + w-

Kr 
+ W;» ^2 ~ KQ 

Ns K2 - K, o yj — 
K Q K2 + Kg 

H i . 

y^o 
+ (3.52) 

• Pentru a determina — + ^2, rezolvăm sistemul de ecuaţii corespunzător 

suprafeţei limită B, unde apar mărimile «2 Şi '̂ 2'-

'n2-nj=Kj{wj-W2) 

n2-N2=-Ko{v2-W2) 

Ţinând cont de relaţia (3.46), avem: 

n2+KiW2 =Vo 

iar din (3.53): 

n2-N2=-KoV2+Koyv2 

Kr 
«2 - ^2 = + J^O^O -

«2 7 + 
K , 

K , 

= N2-KOV2+KoVO 

(3.53) 

«2 = 
_ KjKQ 

Kj+Kc J^n 

«2 = 
K Q K J 

W2 =Vo 

Ko+Kj 

«2 

^2 

K 1 

(3.54) 
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Rezultă că: 

— + = 

K i 
Kr Ko+Kj 

Kj 

K. o 

K o Ko+Kj 
N. 
A 

Hi. 
Y , 

K o 

— + W2=VQ-\-
K, o 

N, 
o / 

\ / 

Ko+Kj A/) 

Kn 
+ = + 

^Kj +KQ 

V "O 
/ 

/ 
\ / 

V/) + ^ - V, 
o 

(3.55) 

K o 
- V2 rezultă din ecuaţiile de pe suprafaţa limită A, unde apar N2 şi v.: 

şi folosind relaţia (3.43), se obţine: 

N, 
N2 - K2V2 =0:=>V2 = 

K 

Din (3.3 8) avem: 

N2-nj=KoWj-Ko^ 
K2 

= nj-\- KQWJ N-. 7 + ^ 
K, 

N, 
K 

(3.38) 

' K0+K2 

V2 = — ^ 

n, 
K, 

+ Wi 
o 

Atunci: 

(3.56) 
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N, K, 

Ny 

HL + w, 

Ko 

!îi 
Ko 

N: 

- V, = K, 
Kn+Ky 

Ky 

2 

+ w, Kr 
Ko+K, 

Hi + w, 

- v , = IlL + w, K, - Kr 
K2+K0 

K 
- V , = 

o K2+K0 
HL 
K, 

+ w, 
o 

(3.57) 

Scriem acum ecuaţiile pe suprafaţa limită B - apar aici mărimile «/ şi wj, 

necesare pentru determinarea sumei + Wj : 

'nj-0 = Kj{vo-Wj) 
< 

nj-Nj=-Ko{vj-Wj) 

Din prima ecuaţie: 

nj = KJVQ - KjWj =>Wj=Vo-

Din a doua ecuaţie: 

nj-Nj= -KgVj + Kg 
•1J 

r 

nj-Nj= -KqVJ + KQVO - rij 

«7 
K,) 

Ko+K, 

= N j - KqVJ + KQVQ 

Ko+Kj 

WJ =VO -
K, 

Rezultă că: 
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Hi. 
Ko 

HL 

Ko 

+ Wj = 

•\-Wj = 

K 1 

Ko+Kj 

K 

K o 
+ VO-

I 

Ko+Kj 
V o + ^ - V / 

HL 
K, 

+ Vo-
Kr 

Ko + Kj A/) 

N 1 

K 

JlL 
Kn 

VO+T^-V; 
O / 

/ 

Kj -KQ 

+ WJ =VQ 
Kj - KQ 

Kj+Ko 

Kj+Ko 

N, 
An 

(3.59) 

Mai trebuie exprimată valoarea — - Vy. Scriem ecuaţiile pe suprafaţa limită A, 

pentru a determina parametrii Nj, vj: 

\Nj-0 = -K2{0-VJ) 

Avem: 

N, Nj = K2VJ => V; = - iLL 
K, 

Nj = KqVQ - KQVJ = KqVQ - Kc 
K, 

1 + ^ 
K, 

(3.32) 

' K0+K2 
Ni 

VJ = 
K 

Aşadar: 

-VJ = 
o 

Kq ' K2 + KQ 

înlocuim (3.61) în (3.58): 

(3.60) 

(3.54) 
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Ko^K K2+K0 

nj=Vo 
KQKJ 

Ko^Kj 
1 + K2 - Kc 

K, + Kr 
(3.62) 

Cu (3.61) în (3.59) avem: 

Hl 
Kr 

+ W,=VN + 
K j - K o 
Kj+K o 

VQ +— -VQ 

n, 
K, 

+ WJ=VO 
o Kj+K o K2+K0 

(3.63) 

Cu această ultimă expresie în (3.56) şi (3.57), obţinem: 

• K0+K2 ' 

K2 -KQ 

K j - KQ K2 - KQ 

K j KQ KJ + KQ K2 + KQ 

N: 
-V2 = 

KQ K2 + KQ 

şi de aici, înlocuind în (3.54) şi (3.55), avem: 

K^ - KQ 

Q ^ K j - KQ K-, - K o 
K J + K Q KJ+KQ K2+K o 

' KQ+KJ ' 
H h 

K 2 + KQ K 2 + KQ KJ-\-K^ O 

+ 
K , - K o 
K2+KQ 

Kj-K^ 
Kj+K 

o 
o 

(3.64) 

(3.65) 

(3.66) 

Kn 
Ki—Kn Kj—Kf 

KJ +KQ K J + KQ K2 + 
+ 

^Kj +KQ J 

K , - K r 

K2+KQ 

înlocuim (3.67) în (3.51) şi în (3.52): 

+ 
^ K J + K Q J 

K2-Kc 
K2+K, o J 

K0+K2 KJ + KQ KJ + KQ K2 + KQ 

+ Ki-Kc 
yKj+K, o J 

K2-KC 
K2+KC 

K j - K 
/ 

O 
K j + K o 

K , - K o 
o 

(3.67) 

(3.68) 
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Kr 
Y ̂  — VQ "I 1 

K2 + Kq KJ + KQ K2 + KQ 

\2 

+ o 
Kj+Ko 

K , - K o 
^Kj+KQJ 

~ 

K2+K0, 

K2 - KQ 

KJ -KQ 

K j + K O 
\2 / 

K2 - KQ 

K2+K0 

K2^KQ, 

înlocuim acum (3.69) în relaţiile (3.48) şi (3.49) şi obţinem: 

(3.69) 

' KQ+K 

+ 

+ 

1 

KJ+KQ 

KJ - KQ 

K2 + KQ KJ + KQ K2 + KQ 

\2 / . . . . N2 / . . . . 
K2 - KQ + 

^Kj +Kq j 

K2-^KQ 

K 2 + K Q 

KJ - KQ 

y K j + K o 

K , - K o 
K 2 + K Q 

+ 

/ - - \2 / „ „ \3 

(3.70) 

Hi 
Kr 

^ K J - K Q K 2 - K Q ^ 

KJ + KQ KJ-\- KQ K2 + KQ 

+ 
^KJ+KQ, 

K2-Kc 
K 2 + K Q 

+ 
Kj-K, 

yKj+Kc 
K2-KC 
K2+KC 

+ 

K j - K , o ^2 
K2+KQ 

+ Kj-Kc 
\3 

K I + K Q ) \^K2+KQ^ 

K2-KC 

(3.71) 

Cu (3.71) în relaţia (3.44) obţinem valoarea forţei N4: 

K0+K2 
K] — Kq K-> — K, o 

KJ +KQ KJ + KQ K2 + KQ 
+ 

+ K j - K 
\ 

o 
K,+Kr 

+ 

+ 

V--/ -<-^^0/ 

^Kj-K 
yKj+KQ 

K2-KC 

K 2 + K Q 

K2 - KQ 

K2+K 

KJ-K 
K j + K 

\2 
O 

/ __ .. \3 / „ „ \ 2 

+ 
O J 

O 

Kj-K 

K2-KC 
K2+K, 

o 
Kj+K o 

K2-KC 
K2+K, 

(3.72) 
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Am obţinut, deci, următoarele valori pentru forţele Ni şi 

KQKJ 

Ko + K, 
(3.69) 

- K0+K2 ^ 
Ki — Kn K-) — Kf 

KJ+Kq KJ-¥KQ K2+KQ 
(3.64) 

Ko + K, Kj KQ KJ + KQ K2 + KQ 

+ Kj-Kc 
\2 

K2-K, + 
yKj 

K2-KC 
(3.68) 

' K0+K2 ' 
+ K1 — Kn K-) — Kf 

K] +KQ KJ + KQ K2 + 

+ 
yKj+Ko 

K , - K o 
K2+K0 

K2-Kc 
K, + K, 

+ (3.72) 

K j + K 

o 

o J 

K2-Kc 
K , + K r 

K , - K o 
.Kj+KO, 

K , - K o 

nj=Vo 
KQKJ 

Ko+K 
j ^ 

K2+K0 
(3.62) 

' Ko+Kj ' 

K , - K r 

K-> — Kn Ki — K, 
+ o 

K2 + KQ K2 + KQ KJ + 

KJ+KQ 

(3.63) 

«5 = 
K Q + K 1 

K] — Kn Kf — Kf 
K2 -^KQ KJ + KQ K2 + KQ 

+ K j - K o ^ K2 - KQ 

K j + K 

+ 

o 

K j - K 
\2 / 

+ 

O 
Kj+K o J 

K 2 + K Q 

^K2+KQ 

K j - K 
\2 

O 
K , + K 

\3 
O 

Kj-Kc + (3.70) 
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Revenind la relaţia (3.70), grupăm termenii din paranteza dreaptă, doi câte 

doi şi dăm factor comun pe ^ ^ — ^ • ^ — ^ , respectiv 
K. ] + K.n K.-> K.r 

K; — Kn K-) — K 
yKj KQ K2 + K 

o 

o / 

Găsim: 

+ 

Ko+Kj 

•1 

1 + 
K y - K o 
K, + Ko K j + Kq K2 + KQ 

+ 

K; — Kn K-, — Kn 
K J KQ K Y K^ O J 

(3.73) 

Termenii din paranteza dreaptă reprezintă suma termenilor unei progresii 

geometrice descrescătoare, cu raţia 

•o _ K j -KQ K 2 - K Q ^^ 

K j + KQ K2+ KQ 
(3.74) 

Suma acestor termeni este: 

1-q 

în S apar, în acest caz, 3 termeni, 3 fiind numărul perioadei în care 

acţionează forţa «5. In general, avem: 

1-q 

unde / = numărul perioadei în care acţionează forţa . 

Din (3.74) avem: 

-KQ K 2 - K Q 

(3.75) 

K j KQ K2 + KQ 

_ K J K 2 + KQK2 + KJKQ + KQ - K J K 2 + KQK2 + KJKQ - KQ 

{K,+KolK,+Ko) 
2KO{K, + K2) 

9 

Având în vedere relaţiile (3.73), (3.75), (3.74), (3.76), calculăm n , : 

(3.76) 
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KQKJ K2 + KQ + K2 — KQ 

Ko + Ki K , + K, o 2Ko(K, + K , ) 

{K, + KoiK2 + Ko) 

„ =v {K,+KoiK,+Ko) / A 
' " Ko+K, K2+K0 2Ko(K,+K2) ^ ^ ' 

=>n^=Vo 
K , K , 

(3.77) 
Ki + Ky 

în general, pentru forţa ce acţionează asupra percutorului în decursul 

perioadei / , obţinem expresia: 

n, = Vn • 

unde q este dat de (3.74). 

Viteza suprafeţei B corespunde condiţiei (3.46): 

(3.78) 

- H L -W. = V, I - (3.79) 

Pentru determinarea expresiei generale a forţelor 7V, care acţionează asupra 

barei, folosim relaţiile (3.51), (3.56), din care rezultă relaţia de dependenţă dintre 

Ni şi rii. 

KqK2 
Ko+K, 

n i-l 
KK„ 

+ W i-l 

Ko+K, 
ri: 

\Ko 
+ ^0-

ri: 
K, 

^0 + 
K j - K o 

K,K 1^0 ' K0+K2 

înlocuind aici din (3.78), avem: 

K0K2 

n i-l (3.80) 

' K0+K2 

KI—KQ 

KjKq KJ+K2 

' ' K0+K2 
7 + 

KQ KJ + K , 
(3.81) 
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V: = — 
' A:. 

Kr 
Kn+Ky 

1 + K2 Kj -
Kq KJ + K2 

(3.82) 

în acest caz trebuie să avem în vedere că în percutor forţa de ciocnire apare 

ceva mai târziu decât în bară. Această întârziere depinde de lungimea proeminenţei 

şi se determină cu relaţia: 

At = l/co. 

Caz particular: 

Pentru Ko=K], se obţine sistemul percutant din figura 3.2, care corespunde 

ciocnirii unei bare infinite de către un percutor cu lungime infinită, fară 

proeminenţă. 

înlocuind Kq cu K j în relaţiile (3.74), obţinem q=0 şi, prin urmare, din 

(3.78), respectiv (3.81), avem: 

KjK2 ri: = — ^ v 'o 

KqK2 
K0+K2 

1 + ̂ ^ o 
V K o 

= V/ 1^2 _ 

K1+K2 
= rj; 

ceea ce, după cum era de aşteptat, corespunde cu exactitate expresiei (3.13). 
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APLICAŢIE: 

Pentru sistemul de ciocnire cu două suprafeţe limită, prezentat în figura 3.6, 

s-au redat, în variantă tabelară (tabelele 3.1, 3.2) şi grafică (figurile 3.7 ... 3.14), 

forţele şi vitezele punctelor materiale aflate pe suprafeţele limită, pentru diferite 

perioade de timp (/), intervalul de timp pentru fiecare perioadă fiind t = llcQ. 

Forţele şi vitezele au fost determinate pe baza relaţiilor (3.78), (3.79), (3.81), 

(3.82). Programul de calcul a fost realizat în MATLAB şi este prezentat în Anexa 

3.1. 

Se consideră barele cilindrice având diametre diferite şi confecţionate din 

acelaşi material (de exemplu oţel), astfel C^=C2=CQ=C, p j = p 2 = p 0 = p - Se 

efectuează calcule pentru două cazuri: VQ=5m/s, respectiv VQ=2m/s. 

• Cazul I: 

dQ=0,0\0m 
dl = 0,030w 
d2 = 0,040w 
Vq = 5m/s 

p = 7S00kg/m^ 
c = 5188w/5 
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Tabelul 3.1 
/ v, [m/s] n.fNJ w, [m/s] 

1. 50851,5779828904 1,0000000000 70409,8772070790 2,5384615385 
2. 82144,8567415922 1,6153846154 86658,3104087126 1,9704142012 

3. 89366,3826089849 1,7573964497 90407,9488398589 1,8393263541 

4. 91032,8885783833 1,7901684115 91273,2500162772 1,8090753125 

5. 91417,4668790136 1,7977311719 91472,9349031430 1,8020943029 

6. 91506,2157176206 1,7994764243 91519,0160308812 1,8004833007 

7. 91526,6962188376 1,7998791748 91529,6501372824 1,8001115309 

8. 91531,4224883492 1,7999721173 91532,1041618365 1,8000257379 

9. 91532,5131659288 1,7999935655 91532,6704751951 1,8000059395 

10. 91532,7648607549 1,7999985151 91532,8011628933 1,8000013707 

11. 91532,8229441763 1,7999996573 91532,8313215928 1,8000003163 

12. 91532,8363480428 1,7999999209 91532,8382812927 1,8000000730 

13. 91532,8394412427 1,7999999818 91532,8398873773 1,8000000168 

14. 91532,8401550581 1,7999999958 91532,8402580122 1,8000000039 

15. 91532,8403197847 1,7999999990 91532,8403435434 1,8000000009 

16. 91532,8403577986 1,7999999998 91532,8403632813 1,8000000002 

17. 91532,8403665710 1,7999999999 91532,8403678362 1,8000000000 

18. 91532,8403685954 1,8000000000 91532,8403688874 1,8000000000 

19. 91532,8403690626 1,8000000000 91532,8403691299 1,8000000000 

20. 91532,8403691704 1,8000000000 91532,8403691859 1,8000000000 

21. 91532,8403691953 1,8000000000 91532,8403691988 1,8000000000 

22. 91532,8403692010 1,8000000000 91532,8403692018 1,8000000000 

23. 91532,8403692023 1,8000000000 91532,8403692025 1,8000000000 

24. 91532,8403692026 1,8000000000 91532,8403692027 1,8000000000 

25. 91532,8403692027 1,8000000000 91532,8403692027 1,8000000000 

26. 91532,8403692027 1,8000000000 91532,8403692027 1,8000000000 

27. 91532,8403692027 1,8000000000 91532,8403692027 1,8000000000 

28. 91532,8403692027 1,8000000000 91532,8403692027 1,8000000000 

29. 91532,8403692027 1,8000000000 91532,8403692027 1,8000000000 

30. 91532,8403692027 1,8000000000 91532,8403692027 1,8000000000 
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QQOOOOOQOOOQOQQQQQQQQQQQQQO 

- Q 

6 

c - 5 

3 

2 

10 15 20 25 30 

Figura 3.9 

Diagrama vitezelor care apar pe supraliata limita B 

3rl .5 -

Figura 3.10 

135 

BUPT



• Cazul II: 

Jq =0,010w 
d̂  = 0,030/w 
d2 = 0,040w 
vq = Im! s 

c = 5188W/5 
Tabelul 3.2 

/ v, [m/s] n, [N] w, [m/s] 
1. 20340,6311931562 0,4000000000 28163,9508828316 1,0153846154 
2. 32857,9426966369 0,6461538462 34663,3241634851 0,7881656805 

3. 35746,5530435940 0,7029585799 36163.1795359435 0,7357305416 
4. 36413,1554313533 0,7160673646 36509,3000065109 0,7236301250 

5. 36566,9867516054 0,7190924688 36589,1739612572 0,7208377212 

6. 36602,4862870482 0,7197905697 36607,6064123525 0,7201933203 

7. 36610,6784875350 0,7199516699 36611,8600549129 0,7200446124 

8. 36612,5689953397 0,7199888469 36612,8416647346 0,7200102952 

9. 36613,0052663715 0,7199974262 36613.0681900780 0,7200023758 

10. 36613,1059443020 0,7199994060 36613,1204651573 0,7200005483 

11. 36613,1291776705 0,7199998629 36613,1325286371 0,7200001265 

12. 36613,1345392171 0,7199999684 36613,1353125171 0,7200000292 

13. 36613,1357764971 0,7199999927 36613,1359549509 0,7200000067 

14. 36613,1360620232 0,7199999983 36613.1361032049 0,7200000016 

15. 36613,1361279139 0.7199999996 36613,1361374174 0,7200000004 

16. 36613,1361431194 0,7199999999 36613,1361453125 0,7200000001 

17. 36613,1361466284 0,7200000000 36613,1361471345 0,7200000000 

18. 36613,1361474382 0,7200000000 36613,1361475549 0,7200000000 

19. 36613,1361476250 0,7200000000 36613,1361476520 0,7200000000 

20. 36613,1361476682 0,7200000000 36613,1361476744 0,7200000000 

21. 36613,1361476781 0,7200000000 36613,1361476795 0,7200000000 

22. 36613,1361476804 0,7200000000 36613,1361476807 0,7200000000 

23. 36613,1361476809 0,7200000000 36613,1361476810 0.7200000000 

24. 36613,1361476811 0,7200000000 36613,1361476811 0,7200000000 

25. 36613,1361476811 0,7200000000 36613,1361476811 0,7200000000 

26. 36613,1361476811 0,7200000000 36613,1361476811 0,7200000000 

27. 36613,1361476811 0,7200000000 36613,1361476811 0,7200000000 

28. 36613,1361476811 0,7200000000 3.66131361476811 0,7200000000 

29. 36613,1361476811 0,7200000000 3.66131361476811 0,7200000000 

30. 36613,1361476811 0,7200000000 3.66131361476811 0,7200000000 
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xlO' Diagrama tortelor caro apar pe suprafaţa limita A 
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xlO' Diagrama tortelor caro apar pe suprafaţa limita A 
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3.4.2. Calculul sistemului percutant format 

dintr-o bară cu lungime finită şi o bară cu lungime infinită 

Pornind de la expresiile generale obţinute, se poate da o soluţie a problemei 

referitoare la ciocnirea plană a unui percutor având lungimea finită {l), cu o bară de 

lungime infinită (figura 3.15). 

Vo 

Vo 

Ko 

c/f 

1 

rsi ' ( 
• ' • -' ' î -

1 { 
C2tc 

a) 

y//A 
N? 

f M 

Ni 

'm M 

Ni 

*. • • * CM in 
- V 

* . 

; • . . / • 1 ( 

1 ^ ^ 

C o 

b) 
Figura 3.15. Ciocnirea unei bare cu lungime finită 

de o bară cu lungime infinită 
a)K2>Ko; b)K^>K2 

în acest caz, forţa de interacţiune a percutorului cu bara se determină din 

expresia (3.81), dacă se presupune Kj =0. 

Atunci: 

K0+K2 
1 + K, -Kr 

Kq K2 

»r J-1 (3.83) 
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Din (3.74), pentru KJ =0 , obţinem: 

Kq K-y — KQ KQ " KJ q = = = ^ 
KQ K2 + KQ KQ + A^j 

(3.69) 

şi atunci, în (3.83) avem: 

KqKJ 
N,- = 

Ko + K, \KQ-\- Ky J 
(3.85) 

Din (3.82): 

v, = o KQ - K2 
Ko+K, 

(3.86) 

Conform expresiei (3.85), în decursul primei perioade de oscilaţii proprii ale 

percutorului, adică pentru /=7, ceea ce corespunde unei perioade de timp 

2/ 
0<r < — , avem: 

N , = 
Kn+Ky 'O (3.87) 

Modul în care se modifică forţa în cursul următoarelor perioade depinde de 

mărimea lui q. Astfel, vom avea două cazuri: 

• Cazul h q<0 

q<0=> Kq<K2 (vezi figura 3.15a) 

Atunci, din (3.85): 

K0+K2 
Kf) — K-i 
K0+K2 

•Vo<0 (3.88) 

adică N2 , forţa de ciocnire din a doua perioadă, devine negativă şi, deci, forţa 

de compresiune NI>OSQ înlocuieşte cu forţa de întindere N2<0. 

Deoarece suprafaţa de contact a percutorului şi a barei lovite nu este în 

măsură să opună rezistenţă forţelor de întindere, percutorul ricoşează de pe 

bară, imediat după sosirea primei unde reflectate, adică Ia momentul: 
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21 
f = — = fc (3.89) 

unde: / = lungimea percutorului; 

co = viteza de propagare a undei în percutor. 
a 
In acest caz, prin bară va trece un impuls dreptunghiular, a cărui intensitate 

este: 

'o ' (3.87) 
Ko + K, 

pe durata tc. 

Atunci lungimea impulsului (undei) de ciocnire în bară este (figura 3.15.a): 

21C2 (3.90) 

Energia primită de bară în timpul ciocnirii se compune din energia cinetică a 
a 

particulelor şi energia potenţială de comprimare. In undă, după cum se 

cunoaşte, componenta cinetică a energiei este egală cu cea potenţială [4'. 
' 21' - Energia totală primită de bară în timpul ciocnirii 

din relaţia (3.17): 

tc = , se determină 

KnK-

''{Ko^K^Y 
4'tc 

KqK2 21 2 

{Ko+K2y Co 

- Energia percutorului, înainte de ciocnire, este: 

mvQ _ PoSplvo _ KQ /vq 
2 " 2 ' c / 2 ' 

unde m = pgSgl = masa percutorului. 

- Coeficientul de transmitere a loviturii, 77, se obţine cu relaţia: 

E2 
Eo 

(3.91) 

(3.92) 

(3.133) 
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_ Kq K2 21 2 

Din relaţia (3.94) se vede că transmiterea de energie este completă (77 = / ) când 

In acest caz, viteza de recul, v̂ ^̂  = O. 

Conform expresiei (3.87), pentru Kq=K2=K, avem: 

^ 2 

' K 2 
Trebuie să observăm că lungimea barei, I2, s-a considerat infinită. Totuşi, 

această condiţie nu este obligatorie. Este suficient dacă — > — (unde /, h 
CJ CQ 

reprezintă lungimea percutorului, respectiv a barei), deoarece, în acest caz, 

unda reflectată de la capătul opus al barei se îndreaptă spre suprafaţa de contact 

numai după reculul percutorului şi, prin urmare, nu poate avea nici o influenţă 

asupra ciocnirii. De aceea, lungimea I2 =l— = lcr se numeşte lungime critică, 

iar masa barei, corespunzătoare acestei lungimi, se numeşte masă critică, mcr • 

rncr = pSihr = P^i^— ' 

• Cazul II: 0<q<l 

în cazul q>0, adică Kq>K2, modificarea forţei are loc treptat (figura 

3.15.b). 

Deoarece, conform formulei (3.85), forţa rămâne întotdeauna pozitivă pe 

parcursul ciocnirii şi devine nulă numai când / -> qo , durata ciocnirii este 

infmită. 
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- Energia totală, E ,̂ primită de bară, se compune, în acest caz, din energiile 

tuturor tronsoanelor de lungime 21, adică, în conformitate cu relaţiile (3.17), 

(3.85), (3.86): 

E, = N jVjt^ + +... + N^v^t^ + ... = —{NiVi + N2V2 +... + N^v^ + ...) = 

21^ 
CQ i=l 

21 oc N 21 1 
^ z A' / = CQ i=l K2 CQKJ i=l 

21 f KIKWo 

21 kIKWQ 
CoK, {Ko+K,Y S Co {K„ + K,Y i.. 

Expresia ^̂  reprezintă suma termenilor unei progresii geometrice 
i=l 

descrescătoare (q<I), care se determină prin relaţia: 

1-Q 1-q i=] 

1 
KQ -K2 

1 -
yK() +K2 ̂  

{K0+K2Y 
4K0K2 

şi atunci: 

^ 21 KIK2 2 (Kq +K2Y ^ KPHL ^ PoSpCplvl ̂  PoSplvl ^ 
Cp {Kp^K2f 

_mvl_ 
- — -Eo 

4KpK2 2c, 2Cr 

(3.95) 

{m = pplSp=m2iS3i percutorului) 

- Coeficientul de transmitere a energiei de ciocnire este: 

Viteza de recul este egală cu zero. 
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Astfel, analizând rezultatele obţinute în cazul ciocnirii plane dintre un 

percutor cu secţiune constantă şi lungime finită şi o bară cu lungime infinită, putem 

trasa următoarele concluzii-. 

1). Intensitatea ciocnirii şi tensiunile, sunt proporţionale cu viteza de 

ciocnire, dar nu depind de lungimea percutorului. 

2). Durata ciocnirii poate fi infinit de mare (dacă KQ > K2) sau poate fi 

egală cu perioada de oscilaţii a percutorului (dacă KQ < Ky), adică depinde numai 

de lungimea percutorului şi de viteza undei. 

3). Dacă Kq>K2, ciocnirea se transmite în totalitate, reculul lipseşte. 

4). Forma impulsului de ciocnire este sau dreptunghiulară sau treaptă. 

Totuşi, nici una din aceste concluzii teoretice nu se confirmă prin 

experimente. 

S-a demonstrat [4] că: 

1). Intensitatea ciocnirii depinde în mod esenţial de lungimea percutorului. 

2). Durata ciocnirii nu este egală niciodată cu perioada de oscilaţii a 
A 

percutorului şi nici nu este infinită, ci se află în intervalul dintre aceste extreme. In 

plus, durata ciocnirii depinde, exceptând lungimea, de raportul tuturor parametrilor 

elastici şi geometrici ai percutorului, şi chiar de viteza de ciocnire 

3). Ciocnirea elastică nu se transmite niciodată complet; întotdeauna există 

recul. în plus, mărimea coeficientului de transmitere a ciocnirii depinde nu numai 

de secţiune şi de proprietăţile elastice ale barei şi percutorului, ci chiar de lungimea 

percutorului şi de viteza de ciocnire. 

4). Forma impulsului de ciocnire nu este niciodată dreptunghiulară sau 

treaptă; ea are întotdeauna aspect continuu şi rotunjit. 

Deosebirea evidentă dintre concluziile teoretice şi cele practice a fost deseori 

subliniată de către cercetători şi a stat la baza criticării principiilor de bază. 

Totuşi, analizând expresia (3.81), obţinută în cazul ciocnirii unei bare cu un 

percutor având o proeminenţă, se observă uşor că scăderea treptată a forţei de 

ciocnire în timp, poate fi relativ explicată printr-o proeminenţă mai moale la 
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capătul barei. O asemenea proeminenţă poate fi socotită şi marginea unei bare în 

condiţiile unei inevitabile necoaxialităţi ale barelor care se ciocnesc. 

Relaţia (3.81) se poate scrie şi astfel: 

N, = V, 
Ko+K, {K0+K2IKJ+K2) 

KQ K J KQ 

= VoK2 
K, 

7 + 
Ky 

+ Ky K, 

] + Kr 
K, K-

Presupunând impedanţa proeminenţei, KQ, mult mai mică decât impedanţa 

barelor, adică: 

« 

ATo « K, 

putem scrie: 

K 

K 

N^ ^ VoK, - )= • f L . . ) j ̂  A, A.| + K-, 
K-

(1-
./-l 

Comparând cu relaţia 

(3.96) 

= vo (3.78) 

rezultă că forţa ce acţionează asupra percutorului («,), este aproape egală cu forţa 

ce acţionează asupra barei (7V,), având, totuşi, o variaţie în timp, egală cu perioada 

oscilaţiilor proprii ale proeminenţei. (Dacă pentru proeminenţă frecvenţa 

oscilaţiilor proprii este mare, adică perioada este mică, se poate spune că aceste 

forţe sunt egale în orice moment). 
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Vom nota: 

\r K/K-, 
NQ = - ^ V N 

T 21 21 

Expresiile (3.78), (3.83) se pot scrie: 

N.=n^=N = Nc 
CJ 

sau N = N o [ l - e - ' ^ \ 

unde: 

t = timpul scurs de la începutul ciocnirii, 

iar (p rezultă din: 

CQt 

0 = 
21 v-i y 

(3.69) 

(3.98) 

(3.99) 

(3.90) 
21 {s,-SoXS,-S,)-

Aşadar, dependenţa forţei în timp, în prezenţa proeminenţei cu secţiune 

constantă, are un caracter exponenţial. 

Neconcordanţa dintre rezultatele teoriei elementare prezentate şi cele 

experimentale, nu dovedeşte faptul că principiul propagării treptate a tensiunilor, 

care stă la baza teoriei ondulatorii ar fi neadevărat, ci că teoria ondulatorie a 

ciocnirii trebuie să ţină cont de imposibilitatea practică de a se atinge concomitent 

întreaga suprafaţă frontală a barelor. 
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APLICAŢIE: 

Pentru sistemul de ciocnire prezentat în figura 3.15, format din două bare, 

una cu lungime fmită şi una cu lungime infinită, s-au redat, în variantă tabelară 

(tabelele 3.3, 3.4) şi grafică (figurile 3.16 ... 3.23), valorile forţelor şi vitezelor 

punctelor materiale de pe suprafaţa de ciocnire (calculate pe baza relaţiilor (3.83) şi 

(3.86)), pentru diferite perioade de timp (/), intervalul de timp pentru fiecare 

perioadă fiind t = lllcQ. Programul de calcul a fost realizat în MATLAB şi este 

prezentat în Anexa 3.2. 

Se consideră barele cilindrice având diametre diferite şi confecţionate din 

acelaşi material (de exemplu oţel), astfel C2 = Co = c, p2 = po = p. Se efectuează 

calcule pentru două valori ale vitezei iniţiale: VQ-Smls, respectiv VQ=2m/s, 

considerându-se cazurile KQ < K2 şi Âo - • 

• Cazul LI: KqKKj 
dQ = 0,03 O/w 
d2 = 0,040m 
Vq = 5m/s 

p = 7S00kg/m' 
c = 5188W/5 

Tabelul 3.3 
• l NifNJ Vi [m/s J 
1 91532,8403692027 1,8000000000 

2 -25629,1953033768 -0,5040000000 

3 7176,1746849455 0,1411200000 

4 -2009,3289117847 -0,0395136000 

5 562,6120952997 0,0110638080 

6 -157,5313866839 -0,0030978662 

7 44,1087882715 0,0008674025 

8 -12,3504607160 -0,0002428727 

9 3,4581290005 0,0000680044 

10 -0,9682761201 -0,0000190412 

După prima perioadă, se opreşte ciocnirea, pt. că N2<0; = 2/ / c 
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x l O ' Diagrama tortelor 

Figura 3.16 

Diagrama vitezelor 
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• Cazul II.l: Kq>K2 

dQ = 0,040w 
d2 = 0,030w 

vq = 5/w / 5 

(7 = 5188/77/5 

Tabelul 3.4 
• / Ni[N] V, [m/sj 

1 91532,8403692027 3,2000000000 

2 25629,1953033768 0,8960000000 

3 7176,1746849455 0,2508800000 

4 2009,3289117847 0,0702464000 

5 562,6120952997 0,0196689920 

6 157,5313866839 0,0055073178 

7 44,1087882715 0,0015420490 

8 12,3504607160 0,0004317737 

9 3,4581290005 0,0001208966 

10 0,9682761201 0,0000338511 

i V , > 0 , V / = l,2,3,... 
00 
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x l O ' Diagrama tortelor 

z - 5 

Figura S. 18 

Diagrama vitezelor 

Figura 3.19 
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• Cazul 1.2: Ko<K2 

dQ = 0,030w 
ci2 = 0,040/w 
Vq = 2m/s 

c = 5188W/5 

Tabelul 3.5 

/ NifNJ V, [m/sj 
1 36613,1361476811 0,7200000000 

2 -10251,6781213507 -0,2016000000 

3 2870,4698739782 0,0564480000 

4 -803,7315647139 -0,0158054400 

5 225,0448381199 0,0044255232 

6 -63,0125546736 -0,0012391465 

7 17,6435153086 0,0003469610 

8 -4,9401842864 -0,0000971491 

9 1,3832516002 0,0000272017 

10 -0,3873104481 -0,0000076165 

După prima perioadă, se opreşte ciocnirea, pt. că N2<0; t^ =21/c 
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X 10 Diagrama forţelor 

0.8 
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0.4 

0.2 

Figura 3.20 

Diagrama vitezelor 
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Figura 3.21 
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• Cazul II.2, Kq>K2 
cIq = 0,040w 
d2 = 0,030m 
Vq = 2m / 5 

p = 7S00kg/m' 
c = 5188W/5 

Tabelul 3.6 
• 1 NifNJ Vi [m/sj 
1 36613,1361476811 1,2800000000 

2 10251,6781213507 0,3584000000 

3 2870,4698739782 0,1003520000 

4 803,7315647139 0,0280985600 

5 225,0448381199 0,0078675968 

6 63,0125546736 0,0022029271 

7 17,6435153086 0,0006168196 

8 4,9401842864 0,0001727095 

9 1,3832516002 0,0000483587 

10 0,3873104481 0,0000135404 

00 
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Diagrama foitelor 
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Z- 2 
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Figura 3.22 

Diagrama >Mtezelor 

Figura 3.23 
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3.4.3. Calculul sistemului percutant având trei suprafeţe limită 

Considerăm ciocnirea dintre un percutor în trepte şi o bară de lungime 

infinită (figura 3.24), percutor folosit adesea în construcţia perforatoarelor 

pneumatice. 

Notăm impedanţele pentru cele două tronsoane ale percutorului şi pentru 

bară cu: 

Kj = pjSjCj 

vo = viteza percutorului înainte de ciocnire. 

Presupunem că percutorul în trepte este omogen, adică: PqCq = pjCj. 

To=2^oCo 
Ti= 2 £i ci 

Figura 3.24. Sistem de ciocnire cu percutor în trepte 

Pentru construirea diagramei ondulatorii, vom avea în vedere existenţa a trei 

suprafeţe limită (notate cu A, B, C). 

1. Cazul lo=2 l j ; 

Luăm pe scara timpului cea mai mică perioadă de oscilaţii a percutorului, adică 
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Alcătuim sistemul de ecuaţii ondulatorii: 

• Pentru primul nod, suprafaţa limită A: 

\Nj-0 = Ko{vo-Vj) 
Nj=-K2{0-VI) 

[Nj = K2VJ 

K, 

N, = -

N 1 K 

M l 
K2 

2 J 

de unde: 

A t 

KnK. 

v , = 

Kn+K 

o 

o 
Kr 

• Pentru al doilea nod, la suprafaţa limită B: 

\n2-N,=-KO{vj-V2) 

'N2 = KJVO - KJV2 

\n2-NJ=-KO{vj-V2) 

No 
K, 

2KoKJK2 
' {Ko+KilRo+K,)'"' 

Kq + KQKJ + KjK2 - KQK2 
V2=Vo 

(3.101) 

(3.102) 

(3.103) 

(3.104) 

(3.105) 

(3.106) 

156 

BUPT



Ko+Kj 
2N 

(3.117) 
1 

Ko-^Kj 

Alcătuim sistemul de ecuaţii pentru al treilea nod, pe suprafaţa limită C, care 

separă aerul şi percutorul. 

Notând impedanţa caracteristică a aerului Paer̂ aer> obţinem sistemul de 

ecuaţii: 

Paer^aer^I 

N^-N2= -K^V2 - K 
N. 

Paer^aer^X 

N. 1 + 

Paer^aer^l 

K. 

\ / Paer^aer^X 
Paer^aer^l 

Paer^aer^X + 
{N2-K,V2) 

_ Paer^aer^X 

1 + Paer^aer^l 
K. 

V^i 
-V2 

(3.108) 

^^ _ Paer^aer^X 

1 + 

V3 = 

Paer^aer^X 

1 

— 

1 + Paer^aer^X 

N- - V" 
v^ i y 

(3.109) 

în relaţiile (3.109) intervine impedanţa caracteristică a aerului, care este 

foarte mică în comparaţie cu cea a materialelor dure. De exemplu, pentru oţel 
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pentru aer «0,0009 - 1 0 ^ ş i astfel 
m~s m^s 

P aer ^ aer = 0,000225 « L 
pc 

Ca urmare, se poate aproxima: 

N, 

Din (3.105) avem: 

N. ^ ^ 4N, 

4Nj 4 
^ = 

KqK2 

= Vr 

Ko+K, 

1 -

KQ +KJ KQ + K2 

4K0K2 
{Ko+KJXKO+K^I 

N^^O 

V3 «Vo 1 -
4K0K2 

{Ko+KJXKO+K^X 
(3.110) 

• Nodul 4, suprafaţa limită B: 

Unda care se reflectă de la capătul liber al percutorului, având parametrii N3, 

V3 calculaţi mai sus, soseşte la marginea treptei percutorului. Ca urmare a reflexiei 

şi refracţiei la margine ia naştere o nouă undă, cu parametrii N4, V4 , care se 

determină din sistemul de ecuaţii: 

N, — = i;. — 

şi pentru N j = 0 rezultă că: 

(3.111) 
- V 2 + v̂  
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*r = v j - v 
Ki 

J 

N, 

Ko Ko 
- V, + v, 

(3.112) 

Această expresie arată că dacă Kq>Kj, adică Â^ < O, pe suprafaţa B-B a 

percutorului apar tensiuni de întindere. 

• Unda Ni , V2 , care se reflectă de la treapta percutorului în timpul — , se 

întoarce spre suprafaţa de contact (bară - percutor). Ca urmare, se formează 

unda Ns, vj, pe suprafaţa limită A (figura 3.24). 

Vom stabili sistemul de ecuaţii pentru acest nod: 

de unde: 

Ko Ko 
Ns 

K2 

+ V2-V5 

N,=Nj 1 + 2K: Kj-K o 
Kq +K2 Kj Kq j 

Introducem notaţiile: 

K0+K2 

Kj+Ko 

şi obţinem: 

Ns=Nj{l + bR) 

Din (3.113) avem: 

(3.113) 

(3.114) 

(3.115) 

(3.133) 
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^5= — 

N^ -Ni= -K.Vj + K.V^ 

(din (3.102) Nj = K.Vi) şi se obţine: 

Calculând în continuare, se obţine, pentru IQ = 2/, : 

Renumerotăm undele care ajung pe suprafaţa barei, astfel: 

prima undă: Ni , Vj; 

a doua undă: N5, V5 o notăm cu N2, V2; 

a treia undă: Ng, vg o notăm cu N3, V3; ş.a.m.d. 

După calcule, se obţin următorii parametri ai undelor: 

KnK: 
Ko+K, 'o 

Kr Nj 
VJ - —- = ^^ VQ 

K2 KQ + K2 

\N2=Ni{l + bR) 

' K2 K2 

N, N 
' K2 

1 + bR^ +R-I 
K-

(3.117) 

(3.118) 

(3.119) 

(3.120) 

(3.121) 

(3.122) 

Ns=Nj[l-b + 2bR + bR^ - 2b^R + b^R^ + - bR^ + bR'^) (3.123) 

N6=Nj{l-b + 2bR - Sb^R^ + SbR^ - 2b^R - bR^ + b^R^ + 

+ 3b^R"^ - 2bR'* + bR^ 
/ 

Viteza în orice perioadă (n) se determină cu relaţia: 

(3.124) 

N n 
K: 

(3.133) 
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A 

2. Cazul Iq=31i; In mod asemănător, forţa de ciocnire pentru fiecare 

perioadă se determină cu relaţiile: 

K0+K2 ' 

N.=Nj{l + bR) 

+ (3.126) 

+ +R- - I ) 

N^ =Nj[l-b- bR~ + b^R- + bR^ + bR-^ \ 

2bR - 2b^R - bR- + b^R^ - 2bR^ + 2b^R^ + bR') 

EL 
K, 

în plus, forţa Ni se modifică în N2 după T = ^^ = — iar forţele rămase 

se modifică după Tj = — . 

Comparând relaţiile pentru forţe în cele două cazuri (IQ =2lj,lo =3lj) se 

observă că forţa de ciocnire este aceeaşi după primele trei perioade, adică nu 
a 

depinde de raportul /q/ / ; dintre lungimile celor două trepte ale percutorului. In 

plus, două din aceste forţe sunt maxime: 

la R<OiadicaKj<Ko) 

N2=N2max la R>0 (sidicâ K}>Ko). 

în fine, se poate demonstra inegalitatea N2 > N^ (din (3.126)): 

Nj{l + bR) >Nj[l + b{R^ +R-l)\<=>I + bR>I + b{R- +R-])<^ 

^R^ <10 R<1 

Această inegalitate se păstrează întotdeauna şi prin urmare, N2> N^. 

Din relaţiile (3.119)-(3.126) rezultă că mărimea efortului maximal (şi a 

tensiunilor maximale) nu depinde de lungimile treptelor barelor. 
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3.4.4. Calculul sistemului percutant format din 

două bare având lungimi finite 

Sistemul percutant format din două bare de lungimi /y, respectiv I2, are trei 

suprafeţe limită - una de contact (B) şi două libere, terminale (A, C). în figura 

3.25.a sunt prezentate barele care se ciocnesc şi diagrama ondulatorie a acestui 

sistem. 

Undele reflectate de la suprafaţa liberă a percutorului (suprafaţa C) le vom 

nota cu indice ' (prim). (De exemplu, unda Ni; v/, prin reflexie dă unda Ni; vj\ 

Unda N2; V2 va da unda N2; v^ ş.a.m.d.). Undele reflectate de la capătul liber al 

barei lovite (suprafaţa A) le notăm cu indice " (secund). Mai notăm: 

Tj = — = timpul după care unda reflectată de la capătul liber al 

percutorului (C) atinge suprafaţa de contact (B); 

T2 = ^ ^ = timpul după care unda reflectată de la capătul liber al barei (A) 

atinge suprafaţa de contact (B). 

Figura 3.25. a. Ciocnirea a două bare de lungime finită 
(Cazul Ic2) 
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CAZUL I: 7; < T2 

Vom examina situaţia când unda reflectată de ia capătul liber al percutorului 

atinge suprafaţa plană de contact mai devreme decât unda reflectată din bara lovită, 

adică: 

2lj 21. 
— < — , 

CJ C2 

respectiv cazul particular: 

^ = (sau T2=3Tj) 
C2 CJ 

Prin construcţia diagramei ondulatorii se observă imediat că procesul 

ondulatoriu în percutor, până la momentul sosirii primei unde reflectate de la 

capătul liber inferior al barei lovite (A), este acelaşi ca şi în cazul ciocnirii unei 

bare de lungime finită cu o bară de lungime infinită (vezi § 3.4.2), caz în care forţa 

de ciocnire şi viteza suprafeţei de contact se determină prin expresiile (3.85) şi 

(3.86): 

Ni 
V: = 

în primul nod, pe suprafaţa de contact B, ecuaţiile pentru percutor, respectiv 

bară sunt: 

'Nj-0^ Kj {vo Kjvo - KjVj 

NJ^KJVO-KJ^^NJ 

' Kj+K2 

ro 

(3.127) 
V; = 
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şi atunci expresiile pentru forţa şi viteza de ciocnire în percutor, pe suprafaţa de 

contact B, (înainte de a ajunge unda reflectată de la capătul A al barei lovite) vor fi: 

\T KTKY ( K I — K Y ^ 

NJ = • —^ ^ • VQ 

Ki + K-> \Ki+ K-) ) 
• ^ (3.128) 

a:. 
v. = 

Ki + K, 

Kj-K2 
Kj+K, 

/ 

\i-l 

' Kj+K, 

Observaţii: 

• dacă K 2 > K j , forţa N2 devine negativă (forţă de întindere) şi, după timpul 

t = — , percutorul ricoşează de pe bara lovită. 

• dacă Kj>K2, ciocnirea are loc în continuare; procesul de ciocnire se 

încheie după o perioadă / = — de la sosirea undei reflectate de la capătul 

liber (A) al barei lovite. (Acest lucru se va demonstra mai departe). 

Vom determina parametrii Nj" şi v/", ai undei reflectate de pe suprafaţa A a 

barei lovite. Alcătuim, ca şi până acum, sistemul de ecuaţii corespunzătoare şi vom 

avea: 

Aşa cum s-a arătat în paragraful anterior, § 3.4.3, relaţia (3.110), undele 

reflectate de la un capăt liber se pot considera nule, adică: = O şi N"i = O (vezi 

şi figura 3.25 .b). Atunci A î" = O 

Rezultă că: 

2N, v/ '= 
K2 

[N,"=0 
(3.129) 
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K O 

K, 

B 
l 

N, 

N, 

i) N. 
\ 

N, 

N, 

N, 
L 

N: 
A 

N. 

O 
i 

O 

o 

o 
i i i 

o 

o 

N, 

O 

O 

o 

o 

E 
o I» 

0 

o 

o 

o 

o 

o 

(l v'-

0 

Figura 3.25.b 

Până când prima undă reflectată de la capătul liber (A) al barei lovite (unda 

Ni"=0, V}" ) soseşte pe suprafaţa de contact bară - percutor (suprafaţa B), mai 

sosesc, pe aceeaşi suprafaţă, un număr de unde, reflectate de la capătul liber 

(C) al percutorului adică undele având parametrii: {Ni'=0, v;'), {N2'=0, v?'), 

iN3'=0,V3% etc. 

''rf' se determină din relaţia: 

Cj C2 

ljC2 
(3.130) 

în cazul nostru n = 3 şi rezultă că odată cu unda având parametrii 

Nj"= 0; Vj", ce se reflectă de la suprafaţa liberă a barei, pe suprafaţa de contact B 

va sosi unda a treia, reflectată de pe suprafaţa liberă a percutorului, şi având 

parametrii N 3 ' = 0 ; v / (vezi figura 3.25.c). 
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Vn 
K 

K, 

c 
^ Cu^ Ci 

N, 
f 

B 

N; 

N, 

N, 

N, 

N, 

O 

O 

O 

N 
V 

fix 
N 
V 

N, 
V, O 

Figura 3.25.C 

Alcătuind sistemul de ecuaţii corespunzătoare, vom găsi parametrii undelor: 

Pe suprafaţa B avem următoarele ecuaţii: 

Nj-0 = Kj(vo-Vj) 

N, 
Vj=Vo-

K, 

N2-0 = KJ{vo-V2)=>N2= KJVO - KJV2 
N 
K 1 

V2=Vo Ek 
K> 

N3-0 = KJ(vo-VS)=^N3= KJVO - KjVs 
N 
K 1 

Pe suprafaţa C avem ecuaţiile: 

K, 

(3.131) 

(3.132) 

(3.133) 
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Dar Nj'=0( reflexia de la capatul liber) ̂  Ni = KjV, - KjVj' 

N, 
' ' K 1 

2N, 
(3.134) 

0-N2= -KI{v2 - v / ) = > N, = KjV, - KjVy'^ v / = v , - ^ 
K, 

2N, 
(3.135) 

0-N,= -Kj{v, - v,')^ Ns = Kjvs - Kjv/ ^ v/= v, - ^ 

2N. 
(3.136) 

Se poate deduce că forţa de ciocnire şi viteza undei reflectate sunt legate 

prin relaţiile: 

v = v 
Kj " ^ 

(3.137) 

-l 

2JL 

Cu această egalitate (3.137) alcătuim sistemul de ecuaţii care leagă 

parametrii N ,v ai undei formate pe suprafaţa de contact după sosirea ambelor 

unde reflectate (de la capetele libere ale percutorului, respectiv barei) de parametrii 

respectiv 

Pe suprafaţa de contact (B), după sosirea undelor reflectate de la capătul 

liber al barei (A^i";vi") 

IN, (3.129) 
Vi = 

K2 
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şi de la capătul liber al percutorului ( ) 

N„'=0 
2N n (3.159) 

se formează unda cu parametrii N; v (în nodul 1 de pe diagramă - figura 3.25.c): 

\N-0 = Kj(v„'-v) 

N-0 = -K2{vi"-V) 

N = K,{v„'-v) 

[N = -K2(vr-v) 

J L 

Kj 
N 

= v„-v 

K, 
= -VJ"+V 

N- — ^ = 

K^-K, 

1 -
2K 

IK-y 
K^+K2 

K,+K2 
1 + 2K, 

K,+K2 K,+K2 

Vo = 

K,+K2 

a:, - k . 
K^ +K2 A:, + K2 

KjK, 
K1-K2 1 + 2 K - . 

yKj +K2 J 
vo (3.139) 

K — K 
S-a arătat că este necesară condiţia — > O pentru ca percutorul să nu 

21 
ricoşeze înainte de timpul t = — C u această condiţie, membrul drept din 

expresia (3.139) este negativ ( adică Â  < O este o forţă de întindere). 

De aici se pot desprinde următoarele concluzii: 

K — K 1) Dacă — - < 0 , (adică K^ ^ ciocnirea se încheie după timpul 
Kj -\-K2 
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K — K 
2) Dacă — - > 0 , (adică K j > K 2 \ ciocnirea se va încheia după o 

K ] + K 2 

perioadă de timp egală cu t̂  = 21, 

Calculăm coeficientul de transmitere a energiei: 

în cazul 1), /; se calculează din relaţia (3.94), pentru KQ=KJ\ 

4KjK, 
n = (3.140) 

{KJ+K^Y 

- în cazul 2), rj se va determina în continuare: 

în timpul ciocnirii, barei lovite i se transmit unde, având parametrii: {Nj, vj); 

(Ny, vz); (Ns, vs);...;(Nn, vj. Durata fiecărei unde este t = —. 

- Energia totală transmisă este : 
n 

i=I i=l 

n 

KJ + KY 

2(i-l) 
(3.141) 

Kj-K^ 
kKJ+K2 

i = l, 2, n; « = ^ 

h^i 

în (3.141) apare suma termenilor unei progresii geometrice cu raţia 

n2 

1 f M l f 

1 -

_ 21jKJ'K2VO' {KJ+K2Y 
' Cj{Kj+K2y 4KjK2 

2I2C, 

1 -
Kj - K2 
Kj+K2 

hc: 
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Rezultă că: 

2/2C, 

1 - hci 

- Energia percutorului, înainte de ciocnire: 

£ ^ r^iV-Q ^ PiSilivj ^ Kj Ijv^o ^ Kjljv'o 
2 cj 2 2cj 

(Kj = pjSjC,) 

- Coeficientul de transmitere a energiei: 

7 = ^ = 
Eo 

E, 
= 1 -

Kj+K, 

2ljC] 
hC2 

Energia rămasă în percutor după ciocnire: 

Ej=Eo-E2=Eo-Eori = Eo(l-ri) 

2/2C, 
K\ — Kr hci 

- Coeficientul de pierdere a energiei, prin ciocnire: 

2I2C1 

Eo 

l,C2 

(3.142) 

(3.143) 

(3.144) 

(3.145) 

(3.146) 

Din această expresie se observă că numai în cazul K j = K 2 se ajunge la 

transmiterea completă a energiei (adică 0 = 0). (De exemplu, în cazul barelor cu 

aceeaşi secţiune şi din acelaşi material, cu observaţia că această concluzie este 

h h 

adevărată numai în cazul — > —). 

Observaţii: 

• în relaţia (3.144) nu intervin masele barelor care se ciocnesc, de aceea se 

poate susţine, contrar teoriei mecanicii clasice a ciocnirii elastice, că 

mărimea energiei transmise nu depinde de masele barelor care se ciocnesc. 170 

BUPT



• Dacă masele barelor sunt egale, nu are loc transmiterea completă a energiei 

(contrar ipotezei că la ciocnirea corpurilor de aceeaşi masă transmiterea 

energiei este completă). 

- Viteza percutorului, după ciocnire, se poate determina din expresia: 

2/2C, 

de unde: 

I2C1 

^p =^0 
Kj - K, hC2 

(3.147) 
Kj+K, 

- Viteza de deplasare a suprafeţei frontale a barei lovite, care a fost în contact cu 

percutorul după sosirea undei reflectate de la capătul liber, este (din (3.129)): 

K2 Kj + K2 
Vy " = 7 + K^ - K, 

K, + K, 
Vr (3.148) 

Cum . 
•1 

Astfel, separarea are loc ca urmare a faptului că bara lovită devansează 

percutorul. După ciocnire (separare), percutorul continuă să se mişte în aceeaşi 

direcţie, dar cu o viteză mai mică. 

în ceea ce priveşte bara lovită, viteza celor două suprafeţe frontale se va 

micşora treptat. Astfel, după sosirea undei N2, V2 la capătul liber al barei (suprafaţa 

4/ A), după timpul — , viteza ei scade până la valoarea v / ' . 

Ecuaţiile de undă, pe suprafeţele A, B sunt: 

O - = ^2(^2 - ^2"= 2̂ + K, 

N2-Ni=-K2{vi-V2)^v2 = 
K, 

171 

BUPT



(3.149) 

După timpul — , ajunge pe suprafaţa de contact (B) unda de viteză V2". 
Ci 

După ce barele s-au despărţit, la capetele libere se produc doar undele N=0 . 

Ecuaţia undei în bara lovită (suprafaţa B) va fi de forma: 

de unde: 

De aici se vede că viteza undei reflectate de la suprafaţa liberă a barei (când 

forţa este nulă) nu se modifică. 

Din diagrama ondulatorie (figura 3.25.b) se observă că undele din percutor, 

având durata —, alternează cu undele din bară, cu o periodicitate egală cu — 
CJ C2 

l c 
Numărul acestor unde este egal cu « = (din (3.130)). 

ljC2 

în cazul nostru n = 3 şi la un moment dat, suprafaţa B a barei se va mişca cu 

viteza v " sau V2"sau v^". 

2N, (din (3.129)) 

Vy = 

' K2 

iar din (3.85): 

(3.149) 

şi rezultă că: 

v j = 
„ 2Af, 

în general: 

_1 
V 
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'>N V "= " 
K, 

(3.150) 

Vom arăta că pe suprafeţele limită se formează unde de întindere şi de 

compresiune. Determinăm parametrii acestor unde. 

Alcătuim sistemul de ecuaţii la momentul trecerii undei prin fiecare secţiune 

(figura 3.25.b). 

Pe diagrama ondulatorie, notăm cu prin cruciuliţă (x) nodurile în care iau 

naştere undele pe suprafeţele frontale ale barelor; prin cerculeţ (o) notăm nodurile 

în care se întâlnesc unda reflectată şi unda transmisă în bara 2. 

După cum rezultă din diagrama ondulatorie, pentru calculul unor parametri 

instantanei ai undelor, la marginile corpurilor şi pe fronturilor undelor se aplică 

aceleaşi metode de calcul. 

• în nodul I(o), ecuaţiile ondulatorii sunt următoarele: 

(deasupra nodului I(o) avem unda N2, vj, iar sub nod, unda iVy "=0, v/") 

N 

N 

I{0) 

1(0) 

-^2=^2(^2-^1(0)) 
- 0 = -/C2(vr-V;(,)) 

(3.151) 

de unde: 

^/(o) = 
2K, 

•N, (3.152) 

Semnul minus indică o tensiune de întindere. Vom arăta că în nod, a doua 

undă de întindere va fi şi mai intensă. 

• în nodul II(o): 

Njj-0 = -K2{vr-Vjj\ 

de unde rezultă că: 

\2 

(3.153) 

NJJ=N, 
K1+K2 

- l (3.154) 
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Dacă — — ^ < 1 rezultă că: 
Kj + K, 

NJJ<0 ş i 

adică a doua undă de întindere este şi mai intensă decât prima. 

Vom arăta că în nodul III are loc o compresiune. 

• Pentru nodul III (o), condiţiile iniţiale sunt: 

- deasupra nodului se află unda cu parametrii: 
N = 0 

(3.159) 

v; = 
K, 

sub nod se află unda cu parametrii: 
N = 0 

II Vî = — -
2N, 

K2 

Alcătuim sistemul de ecuaţii ondulatorii: 

N , „ = N , 1 -
K,+K 2 J 

>0, 

(3.156) 

(3.157) 

adică unda de întindere din bară se transformă în undă de compresiune şi invers, 

ca şi cum bara pulsează. 

Acest aspect al mişcării barei se poate observa concret în cazul ciocnirii unui 

arc. 
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CAZUL II: 7} > T2 

Vom examina în continuare cazul în care percutorul are lungime mai mare 

decât bara lovită (figura 3.26) sau, mai precis, dacă barele sunt executate din 

materiale diferite, — > — . 
Cj C2 

Vom avea: — = «• — 
Cj C2 

Caz particular: w = i . 

IjCy 
lyCj 

(3.158) 

Ki 

c 

fi/ci 

N, 
B 

f 

hlSi 

N, 

N, O 

No 
V-, 

Nj 
\'2 — ̂  
O 

N3 
V, 

O 
vl, 

N. 
• • 

O 

N, 

O 

N4 

11 

N4 

— i 
o 

) 

K. 
01 

A 

Ni 
v, O 

1 
N, 
V-, 

(I 
r -f I 

± 
N3 
3 

O N4 
V.. r 

JL 
N'4 
\ . 

Figura 3.26. Ciocnirea a două bare de lungime finită 

(Cazul /j /cj > I2 Ic2) 

Avem 3 suprafeţe limită: A, B, C. 

• Ecuaţiile ondulatorii în nodul B: 

Nj-0 = Kj{vo-Vj) 
Nj-0 = -K2{0-VJ) 

Nj = KjVo - KjVj 
Nj =K2VJ 

Vj = - E L 
K, 
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N, = K,v„ - K N, 
' T , 

N, 
K 

= K,Vo 
2 

KjK-, N, = -^^Vn 
K1+K2 ^ 

VJ = 
K, 

(3.159) 

'o K2 Kj + K, 

Unda Ni, v/ , reflectându-se de la suprafaţa liberă a barei lovite, dă naştere 

unei noi unde cu parametrii N=0, vj". 

• Viteza v;" se determină din ecuaţia pe suprafaţa A: 

0-NJ=K2(vj-VJ") 

K2Vj"=NJ+K2VJ=2NJ 

Vj = 
K-

(3.160) 

• Parametrii undei N2, v? se determină din sistemul de ecuaţii pe suprafaţa limită 

B: 

N2-NJ=KJ{vj-V2) 
[N2-0^-K2{vj"-V2)' 

N2 Nj_ 
Kj Kj 
N 

= Vj-V2 

de unde: 

V2 = 
2N, 
K- K2+K 

+ 1 
1 J 

K 

Nj K2-KJ 
K2 K2+ Kj (3.161) 

K2+KJ 

Observaţii: 

• Dacă KJ > K2 rezultă N2 < O şi, deci, imediat după trecerea undei reflectate 

de la capătul liber al barei lovite, percutorul depăşeşte bara şi ciocnirea se va 

încheia. Ca rezultat, prin această ciocnire se transmite numai energia primei 

unde. 
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Energia transmisă barei va fi: 

' K. c, K2C2 {K^+K2f C2K2 

_ IKjK. V0-/2 ^ - 7 ^ 
{K^+K.Y c . 

Dacă energia iniţială a percutorului este: 

(3.162) 

^ ^ mjVQ- ^ KjIJVQ-
^ 2 2cj 

(3.143) 

atunci coeficientul de transmitere a energiei de ciocnire va fi, în acest caz: 

£, ^ 2K/K2 v / / , 2cj 
Eo {Kj+K^Y C2 Kjljvo' 

= (3.163) 

• în cazul ciocnirii reciproce a două bare din acelaşi material şi având secţiuni 

egale, adică: K j = K 2 = K ; c j = C 2 , avem: 

U cj 
Ij Cj 

^77 = ̂ . (3.164) 
h 

Astfel de rezultate se obţin pentru K j>K2 . 

• în caz contrar, când Kj<K2, rezultă, din (3.161), N2>0 şi ciocnirea va 

continua. 

Unda cu parametrii N2, V2 , reflectându-se de pe suprafaţa liberă, va da o 

nouă undă, cu N=0, V2". 

Parametrii ei se determină din ecuaţia ondulatorie de pe suprafaţa limită A: 
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o = ^ 2 ( ^ 2 - ^ 2 " ) : 

K2+K, 
+ 2 

= 27V, 

V 

K2+K, 

Ky - Kj 

+ 1 

+ 1 
K2+KI 

Determinăm N3 şi V3 (suprafaţa limită B): 

(3.165) 

[Ns-0 = -K2{v2"-Vsy 

N, J 

K, Kj -
N} §§ = -V2"+V, 
K, 

[Ky-Kjf KjK, 
{K2+Kj)KJK2 KJ+K2 

= N> 
K2+KJ 

V3 = 
K- K2 + K 

K2-KJ 

7/ 

n2 

K2^KJ K- K2+K 1 J 
(3.166) 

K2+Kjj 

Pentru a verifica legea menţionată, scriem ecuaţia pentru determinarea lui vj": 

- Ecuaţia pe suprafaţa limită A este: 

\2 
+ 2N, 

K: 

Din (3.159): 

ff V3 = 1-

K2+K, 
f^AZăl + i 
K2+K, 

(3.167) 

K2+K,, 

Analog, din (3.165) avem: 

(3.168) 
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2K, 
1 -

Kj + K, 
1 -

Ky+K, 

1 -
K, - Kj (3.169) 

Comparând valorile vitezei suprafeţei de contact pentru diferite perioade, 

putem scrie, pentru perioada /: 

2N, 
v, = -
' K, 

1 + + 
N / - 1 

1 J K-

/-l 

(3.170) 

Observăm că primul termen reprezintă suma termenilor unei progresii 

geometrice. Obţinem: 

2M 
K-

1 -

2 ^2 
K2+K, 

2 —vo 

A:. 
^2 

7-1 

+ ^ 2 

1 - ^2 
K2+K, 

K, 
Ki+K, 

Vo K.+K, 

/-l 

= vr 1 -
K2-K, 

N / - 1 

A:, 

= Vo 1 -
^ K2 -K^ 

K^+K^ 
= Vf 1 -

K.+K^ 

Astfel, pentru perioada / de ciocnire se obţin următoarele valori: 

1- K: K2-KJ 
K2+KJ 

(3.171) 

Din (3.159), (3.166), (3.161) se deduce: 
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KjK-> Nj = -^VQ K, - K, 
i - i 

\ 

(3.172) 
I J 

Din (3.160), (3.169), (3.168): 

v," = 1 - (3.173) 

Verificăm dacă ciocnirea va continua după sosirea, pe suprafaţa de contact 

B, a undei cu parametrii N] '=0, vj', reflectată de la capătul liber al percutorului, 

după timpul r = — . 

Ci 

Unda Ni \ v;' ia naştere în nodul 1 

• Determinăm v / , din ecuaţia pentru nodul 1' (suprafaţa C): 

0-Nj=-Kj{vj-v/) 

=>v/= 
K^+Kj 

(3.174) 

• Alcătuim şi rezolvăm sistemul de ecuaţii pentru nodul 4 (unda N4, v )̂, care 

corespunde momentului sosirii undei reflectate de la capătul liber al 

percutorului, cu parametrii N=0, v/', pe suprafaţa de contact B. 

Rezultă că: 

N, N, 
' 4 + ^ = vi ' - v 4 - v3 "+v4 = v, ' - v 3 " 

K^ K2 

KjK2 
Kj+K2 

K2-KJ 
K2+KJJ 

K2-KJ 
K2+KJ 

-l (3.175) 

După cum s-a arătat mai sus, pentru ca ciocnirea să nu înceteze după timpul 

t = .212 , este necesar ca K, > K, sau 1 > —J- >OAn acest caz, < O. 
K2+ Kj 
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Astfel s-a arătat că dacă bara ciocnită nu e ruptă de către percutor în timpul 

^ ^ , deci dacă ciocnirea continuă, după un timp — , percutorul va ricoşa de pe 
C2 Cj 

a, 

bara ciocnită. In acest moment, unda reflectată având parametrii Ni"=0, vj", 

întâlneşte suprafaţa liberă de contact, adică şi viteza ei, V4, se determină din: 

- Ecuaţia pentru nodul 4: 

0-0^ -K, (v^ "-v^) => v̂  = v / ' 
- în nodul 4": 

(3.176) 

adică vitezele ambelor capete ale barei ciocnite vor atinge valoarea: 

1 -
K2 + K 1J 

(3.168) 

sau, în general, din (3.173): 

v„"= 1 -
K2-K, 

n 

(3.177) 

unde: 

ljC2 
I2CJ 

- Energia barei ciocnite: 

E2 = 2c, 

(3.158) 

2c, 
1 -

' K . - K r 
K2+K, 

- Energia iniţială a percutorului (3.143): 

mjVQ^ PiSihvo^ _ K j l j 2 t= = VQ . 
2 2 2cj 

- Coeficientul de transmitere a energiei la ciocnire este: 
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2c, 
1 -

K, - K, 
Ky+K, K^ljvo' 

K.hcj 
1 -

K2-K, 
K.^Ki 

hc, 
(3.178) 

sau, considerând: 

IjC, 

K 

obţinem: 

i- = r 

(3.158) 

(3.179) 

r? = rn 
1 -

/ i \n l-r 
1 + r rn 

(3.180) 

unde: 

a = l - r 
1 + r 

(3.181) 

Folosind expresia obţinută, se pot alege, pentru sistemul dat, parametrii care 

asigură obţinerea unor valori maxime pentru coeficientul de transmitere a energiei 

la ciocnire. De exemplu, pentru a obţine un coeficient maxim, raportul lungimilor 

barelor care se ciocnesc , având materiale şi dimensiuni transversale date, se poate 
1 

obţine din condiţia —^ = O, care conduce la ecuaţia transcendentă: 
dn 

a"(l + 2-«-ln^î) = l. (3.182) 

Astfel, în cazul ciocnirii plane a două bare, se pot determina valorile forţei, 

energiei cedate şi ale altor parametri, în flmcţie de raportul dintre dimensiunile lor 

geometrice şi de proprietăţile materialelor ( vezi Tabelul 3.7). 

în tabelul 3.7 sunt prezentate relaţiile pentru calculul următorilor parametri 

ai ciocnirii: forţa de ciocnire, timpul de ciocnire, deplasarea suprafeţei de contact, 

coeficientul de transmitere a ciocnirii, viteza percutorului după ciocnire. 
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APLICAŢIE: 

Pentru sistemul de ciocnire format din două bare de lungimi finite, prezentat 

în figura 3.25, s-au calculat, într-un caz concret, valorile parametrilor de ciocnire, 

respectiv timpul de ciocnire, precum şi forţa şi viteza care apar pe suprafaţa de 

ciocnire, până în momentul separării barelor. Pentru calculul parametrilor de 

ciocnire s-a realizat un program în limbajul MATLAB, care este redat în Anexa 

3.3. 

Această situaţie de ciocnire s-a realizat şi practic, folosind un stand 

experimental, care va fi descris în Capitolul 4, după care se vor compara valorile 

teoretice cu cele experimentale. 

Sunt redate rezultatele teoretice pentru cazurile tratate anterior pe parcursul 

acestui paragraf: K2 şi K^ < K2 

• Cazi: 

K,>K2 
Vq = 2m/s 
d̂  = 0,040/w 
<̂2 =0,035/w 

I2 = 6m 

Cj =C2 =5188W/5 

Pj =P2 =7800%/w^ 
TT/J ^ 

K^ = PiCi^i = PiC, ̂  « 5085 Ikg/s 

K2 =9202^2 = P 2 C 2 ^ ^ « 3 8 9 3 3 % / 5 
Ciocnirea încetează după timpul: 

t = T2=2l2lc2=2,2>Ums (3.183) 

Valorile forţelor şi vitezelor care apar pe suprafaţa de ciocnire, pe durata 

ciocnirii sunt redate în tabelul 3.8: 
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Tabelul 3.8 

i N,[N] Vifm/sJ 

1 44101,3685161350 1,1327433628 

2 5854,1639623188 0,1503641632 

3 777,1014109273 0,0199598447 

X 10 Djagrama forţelor 

Figura 3.27 

Diagrama \̂ ezelor 
1.4 

1.2 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

Figura 3.28 
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• CazII: 

< ^ 2 
VQ = 2ml s 
i/l =0,03 5w 
d2 = 0,040w 
/, =2m 
U = 6/w 

C, =C2 =5188W/5 

pj =P2 =7800%//w^ 
, 2 

= piCi^i = PiC, « 38933^/5 

^2= 92^2^2 

Ciocnirea încetează după timpul: 

/ = r, =2/j /ci =0,771/W5 (3.184) 

Valorile forţelor şi vitezelor care apar pe suprafaţa de ciocnire sunt redate în 

tabelul 3.9. Ciocnirea încetează după prima perioadă, deoarece în a doua perioadă 

forţa de ciocnire devine negativă. 

Tabelul 3.9 

i Ni [N] Vi [m/sJ 
1 44101,3685161350 0,8672566372 

2 -5854,1639623188 -0,1151225625 

3 777,1014109273 0,0152817561 
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^ x 10 Diagrama forţelor 

3-

z" 

1 -

Figura 3,29 

1 . 2 -
Diagrama s^ezelor 

0 . 8 -

0 . 6 -

0.4-

0.2 

O-

-0.2 

Figura 3,30 
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3.5. CONCLUZII 

După cum s-a văzut în capitolul anterior, se poate studia ciocnirea 

corpurilor, pe baza fenomenului de propagare a undelor, respectiv prin 

analiza ecuaţiei undei. Aceasta este o ecuaţie diferenţială de ordinul doi, care 

admite o familie largă de soluţii şi care, uneori, sunt destul de dificil de 

obţinut pe cale analitică. De aceea, s-a recurs la o metodă aproximativă de 

calcul a sistemelor de ciocnire, cu ajutorul teoriei de propagare a undelor în 

medii elastice, dar fară a necesita soluţionarea ecuaţiei undei. 

S-au stabilit condiţiile în care poate fi aplicată metoda aproximativă de 

calcul a procesului de ciocnire pe baza teoriei de propagare a undelor şi 

anume, în cazul corpurilor izotrope, omogene şi infinite, supuse ciocnirii. în 

esenţă, teoria ciocnirii plane longitudinale se poate aplica în cazul ciocnirii 

coaxiale a două bare, având dimensiuni longitudinale mult mai mari decât 

cele transversale şi se bazează pe următoarele ipoteze: 

o vitezele punctelor materiale şi tensiunile sunt constante pe fiecare 

suprafaţă perpendiculară pe direcţia undei longitudinale, inclusiv pe 

suprafeţele iniţiale de contact; 

o tensiunile şi deformaţiile de la suprafaţa de contact se răspândesc în 

tot corpul, sub forma unei unde, care se deplasează cu viteză 

constantă, respectiv cu viteza de propagare a undei longitudinale (c) 

prin materialul dat. 

în concluzie, toate punctele materiale aflate pe suprafaţa de contact au, în 

momentul ciocnirii, viteza v şi forţa N. Acestea (v, N) se transmit şi 

punctelor din secţiunile imediat învecinate suprafeţei de contact, din aproape 

în aproape, cu viteză finită (c), sub forma unei unde, numită „undă de 

ciocnire" şi ai cărei parametri sunt viteza v şi forţa N. 

S-a trecut la rezolvarea elementară a sistemului de ecuaţii corespunzător 

ciocnirii plane, folosind în acest scop legile fundamentale ale dinamicii şi 

principiile de bază ale teoriei ciocnirii plane. Ecuaţiile liniare obţinute 
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reprezintă o relaţie între forţele de ciocnire, vitezele corpurilor, înainte şi 

după ciocnire, şi impedanţa acestora (care depinde de secţiune, densitate şi 

viteza de propagare a undei prin bare). Prin rezolvarea acestui sistem de 

ecuaţii, se obţin valorile vitezelor şi forţelor de ciocnire din fiecare secţiune 

transversală prin care trece unda de deformaţie, la un moment dat. 

o Cu ajutorul parametrilor calculaţi (forţă şi viteză) se pot determina 

ulterior şi alte mărimi: tensiunile din bare, deplasarea suprafeţei de 

contact, energia transmisă, puterea de ciocnire, 

o S-au prezentat trei modele de sisteme de ciocnire, având în 

componenţă: 

A. două bare cilindrice, cu lungimi infinite; 

B. mai multe bare, de lungimi infinite, separate printr-o 

garnitură rigidă; 

C. o bară plină şi una de formă tubulară, ambele cu lungimi 

infinite. 

o în fiecare caz studiat s-a arătat că, în cazul barelor de lungimi infinite, 

dar având secţiuni constante, parametrii ciocnirii (forţa şi viteza) se 

modifică brusc în momentul impactului, dar rămân constanţi pe toată 

lungimea barei. 

o De asemenea, pentru fiecare sistem prezentat s-au tratat anumite 

cazuri particulare, în funcţie de raportul dintre impedanţele barelor 

studiate. 

S-a arătat că atunci când unda de deformaţie întâlneşte anumite secţiuni -

numite suprafeţe limită sau frontiere - în care există o modificare bruscă de 

diametru sau de material, apar unde reflectate, unde transmise sau 

suprapuneri de unde şi, ca urmare, se modifică parametrii ciocnirii. 

Pentru a ilustra procesul de propagare a undelor, cât şi succesiunea 

temporală a acestora pe suprafeţele limită, s-a construit o diagramă de 

propagare a undelor (diagrama ondulatorie). Pe baza acesteia se pot stabili 

cu uşurinţă sistemele de ecuaţii pentru calculul parametrilor de ciocnire (şi 
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care se pot rezolva prin metoda directă, inversă sau semiinversă). De 

asemenea, se poate determina timpul de ciocnire. 

• S-a trecut la calculul sistemelor percutante cu ajutorul diagramelor de 

propagare a undelor, considerându-se patru situaţii de ciocnire: 

I. Sistem percutant cu două suprafeţe limită, format din două bare de 

lungimi infinite, dintre care una având secţiune constantă şi cealaltă 

fiind prevăzută cu o proeminenţă de lungime finită; 

II. Sistem percutant format dintr-o bară de lungime finită şi una de 

lungime infinită, ambele având secţiuni constante; 

III. Sistem percutant cu trei suprafeţe limită, compus din percutor de 

lungime finită şi prevăzut cu o proeminenţă, şi o bară de lungime 

infinită; 

IV. Sistem de ciocnire alcătuit din două bare de lungimi finite. 

• Toate aceste sisteme de ciocnire au în comun faptul că prezintă cel puţin 
A 

câte un element de lungime finită. In fiecare caz s-a constatat că după o 

perioadă de timp (care depinde de lungimea proeminenţei sau a barei finite 

şi de viteza de propagare a undelor), iau naştere noi unde pe suprafeţele 

limită ale sistemului percutant. Pentru fiecare astfel de perioadă de timp /, 

se calculează parametrii corespunzători ai undelor de ciocnire (respectiv 

forţa Ni şi viteza v, ). S-au determinat expresiile pentru aceşti parametri ai 

ciocnirii, în funcţie de numărul perioadei de timp în care apar. Astfel, se pot 

calcula, în orice moment, forţa şi viteza punctelor materiale dintr-o anumită 

secţiune transversală a barei supusă ciocnirii longitudinale. 

• S-au realizat, în limbaj MATLAB, programe pentru calculul parametrilor de 

ciocnire (forţă şi viteză) în funcţie de perioada de timp în care apar aceştia. 

• S-au reprezentat, în formă grafică şi numerică, parametrii de ciocnire ai 

punctelor situate pe suprafeţele limită ale sistemului percutant, pentru 

diferite valori ale vitezei iniţiale de ciocnire. 
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în funcţie de lungimea finită a barelor sau a proeminenţei şi de viteza de 

propagare a undei longitudinale, s-a determinat perioada de contact dintre 

bare, adică timpul de ciocnire. 

S-a arătat că, în cazul ciocnirii barelor de lungimi finite, timpul de ciocnire 

depinde de raportul dintre impedanţele barelor şi de lungimile barelor. 

Totodată, timpul de ciocnire coincide cu timpul după care unda reflectată de 

la capătul îndepărtat al uneia dintre bare (după caz), ajunge la suprafaţa 

iniţială de contact dintre bare. 

în funcţie de raportul dintre impedanţele barelor, s-a determinat expresia 

pentru coeficientul de transmitere a energiei prin ciocnire. Astfel, se pot 

alege, pentru un anumit sistem de ciocnire, parametrii corespunzători pentru 

a obţine un coeficient maxim de transmitere a energiei la ciocnire (de 

exemplu, pentru materiale şi dimensiuni transversale date, se poate stabili 

raportul optim dintre lungimile barelor). 

191 

BUPT



CAPITOLUL 4 

STUDII EXPERIMENTALE PRIVIND CIOCNIREA BARELOR 

4.L Consideraţii generale 

Până în prezent s-au realizat o serie de cercetări experimentale în domeniul 

ciocnirilor, cu diferite scopuri, ca de exemplu, stabilirea validităţii unei anumite 

teorii sau a unui anumit model propus în vederea determinării comportării 

materialelor sau analiza unor fenomene. Această categorie include studiile 

experimentale în legătură cu teoria de contact a lui Hertz, aproximările analitice ale 

proceselor ondulatorii în solidele elastice şi teoriile propagării undei plastice sau 

vâsco-elastice. în ultimul caz, astfel de experimente au fost foarte utile în 

demonstrarea aplicabilităţii limitate sau chiar a invalidităţii unora dintre studiile 

propuse. 

în continuare vor fi descrise câteva tehnici pentru analiza fenomenului de 

ciocnire şi dispozitivele pentru măsurarea efectelor ciocnirii. 

Impactul cu viteze mici poate fi uşor obţinut cu ajutorul unui aparat ghilotină 

în cazul ciocnirii transversale a barelor (Amold, 1937) [6]. Pe de altă parte, 

Goldsmith (1960), [56], realizează o serie de experimente prin deplasarea unor 

corpuri balistice suspendate. Exemple reprezentative care folosesc această tehnică 

sunt ciocnirea a două sfere sau ciocnirea longitudinală coliniară a două bare (figura 

4.1). 

Ciocniri cu viteze mari se obţin în mod obişnuit prin lansarea de proiectile 

cu ajutorul tunurilor pneumatice sau a unor dispozitive special proiectate pentru 

astfel de viteze, utilizând reacţia unui gaz uşor comprimat sau metode 

electromagnetice de accelerare a unui proiectil. 

în general, într-un experiment de ciocnire se urmăresc: determinarea mărimii 

deplasărilor corpurilor supuse ciocnirii, fenomenele de contact (de exemplu durata 

ciocnirii) sau undele de tensiune generate în corpuri, ca rezultat al impactului. 
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Bara cu 
capătiJ plan 

Bara cu 
capătul senusfenc 

Camera de 
filmare rapidă 

Figura 4.1. Dispozitiv balistic pentru ciocnirea longitudinală a două bare 

Primele măsurări ale deplasării corpurilor supuse ciocnirii în timpul testelor 

experimentale s-au obţinut prin observări vizuale ale înălţimii de cădere şi 

întoarcere. Micile deplasări, cum sunt deformaţiile transversale ale barei s-au 

determinat cu ajutorul instrumentelor mecanice cum ar fi extensometrele sau 

comparatoarele cu cadran. Totuşi, inerţia şi frecarea care apar în aceste dispozitive 

influenţează precizia măsurătorilor. Rezultate satisfăcătoare s-au obţinut prin 

dezvoltarea metodelor electrice, fotoelectrice sau fotografice. Primele două metode 

presupun închiderea unui circuit electric. Fotografierea completă a evenimentului 

permite observarea deplasării obiectelor supuse ciocnirii, fară o cunoaştere 

anterioară a traiectoriilor lor exacte înainte şi după impact. Distribuţia deformaţiei 

permanente produse pe suprafaţa corpurilor poate fi determinată uşor cu ajutorul 

unei reţele trasate pe suprafeţele respective. 

Durata contactului se poate măsura cu precizie cu un impuls produs prin 

închiderea unui circuit electric format din obiectele supuse ciocnirii şi o sursă de 

tensiune. 

Observarea undei de tensiune se poate face prin metode electrice, optice sau 

mecanice. 
Cele mai practice dispozitive electrice pentru măsurarea impulsului de 
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tensiune sunt mărcile tensometrice cu fir rezistiv, traductoarele piezoelectrice şi 

traductoareie capacitive. Semnalele primite de la acestea sunt, de obicei, 

înregistrate de un osciloscop sau o placă de achiziţie a datelor. Timbrele 

tensometrice au început să fie folosite pentru a măsura deplasările suprafeţelor de 

către Peterson (1953), Campbell (1956), Hauser (1961), etc., [53]. Mărcile 

tensometrice au dezavantajul că trebuie lipite pe suprafaţa corpurilor studiate şi 

legea lor intrinsecă necesită amplificarea semnalului rezistiv. Alte dezavantaje 

includ caracteristica lor de integrator în cazul unei lungimi mari a timbrului, 

folosirea lor cu restricţie la deformaţiile elastice sau a celor mai mici deformaţii 

plastice ale probei şi fidelitatea formei impulsului înregistrat datorită amplificării 

caracteristicilor şi a substanţei de impregnare. Timbrul în sine are un excelent 

răspuns de frecvenţă. Avantajele folosirii timbrelor tensometrice includ simplitatea 

operaţiei şi posibilitatea amplasării mai multor timbre pentru a înregistra doar o 

componentă particulară a impulsului. S-au făcut numeroase cercetări pentru a 

determina caracteristicile dinamice ale mărcilor tensometrice, prin compararea 

directă a semnalului lor cu răspunsul altor traductoare ([56], [88]). 

Una dintre cele mai comune metode de măsurare a tensiunii pe cale optică 

este folosirea tehnicii fotoelastice, în care o bară cu lumină polarizată 

monocromatică este aşezată cu un capăt în direcţia unui corp tensionat ([56], 

[134]). 

De asemenea, dependenţa tensiune - timp a unui impuls elastic generat 

printr-o ciocnire longitudinală se poate obţine prin măsurări mecanice. Hopkinson 

a iniţiat studiile pentru determinarea formei impulsurilor care traversează barele, 

iar mecanismul - constând într-o bară lungă şi o epruvetă cilindrică, de lungime 

mică, ambele din oţel, prin care se transmite un impuls de forţă unui traductor de 

forţă - a devenit cunoscut sub numele de „bară de presiune Hopkinson". Prin 

lovirea unui capăt al barei este generată o undă de compresiune, de lungime finită. 

La celălalt capăt al barei este ataşată o epruvetă, prinsă de bară doar printr-un strat 

subţire de vaselină. Ideea lui Hopkinson a fost că unda de compresiune care se 

propagă de-a lungul barei, prin stratul lubrifiant de contact, şi prin epruvetă, va fi 
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reflectată de la capătul îndepărtat ca o undă de întindere. Deoarece stratul de 

vaselină nu se poate opune unei forţe de întindere apreciabile, epruveta se va 

desprinde la un moment dat, măsurat cu un pendul balistic. Timpul în care se 

desfăşoară acest proces este timpul necesar undei să parcurgă epruveta dus - întors. 

Repetând aceste teste pentru epruvete cilindrice de diferite lungimi, s-au trasat o 

serie de curbe de dependenţă tensiune - timp, care descriu fenomenul de impact, 

dar care sunt doar aproximative. Hopkinson a reuşit să determine tensiunea 

maximă şi timpul total de ciocnire. 

Dispozitivul iniţial al lui Hopkinson a fost completat cu încă o bară, 

obţinându-se varianta lui Kolsky, bara de presiune Hopkinson divizată ([85], [53], 

vezi şi paragraful 1.2). 

Un astfel de model, în varianta lui Goldsmith [56], este prezentat în figura 

4.2. 

Vo 

7 
Proiectil Bară Pendul 

balistic 

Figura 4. 2. Stand experimental pentru bara Hopkinson 

(cu sistem de suspendare prin fire) 

Acesta constă într-o bară cilindrică, suspendată, la care unul din capete 

serveşte ca suprafaţă de ciocnire, iar celălalt capăt este aşezat în contact direct cu o 

bară scurtă (epruvetă), de lungime L. După reflexia de la capătul liber, unda 

incidenţă de compresiune se întoarce ca o undă de întindere şi epruveta se va 

desprinde de bară când tensiunea pe suprafaţă devine nulă. Viteza epruvetei se 
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poate determina prin metode fotografice sau cu ajutorul pendulului balistic. 

Repetarea experimentului pentru diferite lungimi ale epruvetei permite o descriere 

aproximativă a impulsului de tensiune. Totuşi, se vor obţine unele distorsiuni faţă 

de semnalul iniţial, ca urmare a efectelor dispersive în bară, şi care pot fi 

semnificative atunci când lungimea impulsului nu este foarte mare comparativ cu 

diametrul barei. 

Pe parcurs, o serie de cercetători s-au ocupat de studiul propagării undelor 

longitudinale ca urmare a ciocnirii barelor, folosind dispozitive de tip Hopkinson 

din ce în ce mai performante. Cu un astfel de dispozitiv cu bare Hopkinson se pot 

determina proprietăţile materialului pentru valori mari ale de formaţiei. Dispozitivul 

de măsurare, în varianta lui Kaiser, 1998 [85], este prezentat în figura 4.3 (a -

schema de principiu; b - vedere de ansamblu) şi este compus din două bare subţiri, 

ghidate, între care este interpusă o epruvetă de formă cilindrică cu lungime dată. 

Lovind, cu un percutor, capătul primei bare se generează o undă de compresiune, 

care va traversa bara, către epruvetă. Aici are loc o reflexie a undei incidente, către 

capătul de contact iniţial, dar şi o transmitere, prin epruvetă şi cea de-a doua bară, 

producând o deformare plastică a epruvetei. Unda reflectată şi cea transmisă sunt 

proporţionale cu valorile deformaţiei şi tensiunii din epruvetă, cu ajutorul cărora se 

pot calcula constantele de material. 

Soluţia constructivă cu bare ghidate, necesită bare calibrate perfect rectilinii, 

lagăre de ghidare pretenţioase, pentru a se evita contactul între bare şi lagăre (care 

ar duce la disiparea energiei undei prin lagăre) 

Prezentarea sumară de mai sus este doar o trecere în revistă a principalelor 

metode de măsurare a fenomenelor de ciocnire. Trebuie admis faptul că stabilirea 

unei tehnici corespunzătoare pentru înregistrarea efectelor ciocnirilor este o 

problemă foarte dificilă. Interpretarea adecvată a rezultatelor experimentale 

necesită, de asemenea, o înţelegere amănunţită a caracteristicilor, recunoaşterea 

neajunsurilor echipamentului de măsurare şi deseori cunoştinţe temeinice ale 

fenomenelor care apar la ciocnire. 
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Tknbrn . ^ 
tensometnc 1 

Timbru 
tensometnc 2 

Bart de 
transmitere 

Sistem de 
prelucrare 

asemnalelor 

Oscfloscop 
digital 

cu memorie 

a). 

b). 

Figura 4.3. Dispozitiv de tip Hopkinson 

(varianta cu sistem de ghidare a barelor) 

în teza de doctorat s-a ales pentru standul experimental o variantă în care 

barele sunt suspendate, prin intermediul unor cabluri elastice, de inele metalice 
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fixate pe nişte suporţi. Această soluţie prezintă o serie de avantaje faţă de soluţia cu 

bare ghidate, printre care: 

- sistemul de prindere a barelor prin cabluri elastice nu preia din energia 

undei elastice; 

- inelul de fixare a cablurilor pe suporţi asigură o şi mai bună izolare a 

sistemului; 

- construcţia este simplă, fiind adaptată posibilităţilor existente în 

Laboratorul de Mecanică, în care s-au efectuat măsurările; 

- prin această variantă constructivă se pot experimenta bare de diferite 

lungimi şi secţiuni. 

Descrierea standului experimental şi a modului în care s-au realizat 

măsurările sunt prezentate în paragrafele următoare. 
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4.2. Descrierea standului experimental 

Pentru experimentele privind studiul ciocnirii barelor şi a propagării undelor 

longitudinale s-a utilizat standul prezentat în figura 4.4. 

Figura 4.4. Stand experimental pentru studiul propagării 

undelor longitudinale la ciocnirea barelor 
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Standul experimental proiectat pentru studiul ciocnirii barelor este de tip 

pendul balistic şi este reprezentat în figura 4.4. Acesta se compune din bara 

percutor 1 şi bara receptoare 2, suspendate de suporţii 3 prin intermediul firelor 

inextensibile 4. Pentru asigurarea orizontalităţii barelor s-au prevăzut dispozitivele 

de reglare 5 la fiecare punct de suspendare al barelor. Pe bara percutor au fost lipite 

timbrele tensometrice T7 şi T8, iar pe bara receptoare timbrele TI, T2, T3, T4, T5 

şi T6, conform cu schiţa din figura 4.5. 

T7 TI T2 T3 T4 T5 T6 
m * m m m m m 

^ L ^ L ^ U2 ^ 4 L/2^ L/2 

Figura 4.5. Schema amplasării timbrelor tensometrice 

pe bara percutor (1) şi pe bara receptoare (2) 

Punerea barei percutor în mişcare se realizează prin tragerea şi ridicarea 

acesteia până la o anumită înălţime cu ajutorul coardei 6, după care se eliberează 

brusc coarda, asigurând mişcarea de tip pendul a barei percutoare. Pentru a asigura 

aceeaşi viteză de ciocnire a barelor la toate încercările, standul a fost prevăzut cu 

indicatorul de înălţime 7 cu scala 8, gradată în centimetri. 

Semnalele electrice date de timbrele tensometrice sunt preluate prin 

cablurile de legătură 9 de puntea tensometrică 10. De la puntea tensometrică 

semnalul electric (tensiune electrică continuă) este transmis prin cablul special de 

legătură 15 la blocul conector 14 şi achiziţionat de placa de achiziţii tip PCI 1200 

(National Instruments) a sistemului de calcul 11 (Pentium II) şi transformat în 

fişiere de date pe 16 biţi. 

Pentru sincronizarea înregistrării semnalelor date de timbrele tensometrice, 

de către placa de achiziţii de date, s-a introdus dispozitivul electronic declanşator 
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12 (trigger), care la rândul lui este conectat la placa de achiziţii de date prin 
A 

intermediul blocului conector 14. închiderea circuitului electronic se produce în 

momentul contactului dintre cele două bare, prin intermediul cablurilor de 

alimentare cu tensiune electrică continuă 13, închidere care declanşează practic 

achiziţia semnalelor de către placa de achiziţii de date. Conectarea cablurilor de 

alimentare 13 la barele 1 (polaritate negativă) şi 2 (polaritate pozitivă), s-a realizat 

prin colierele 16 (figura 4.4.d). 

Pentru realizarea ciocnirii pe suprafeţele frontale A şi B ale barelor, este 

necesar ca cele două bare să fie aliniate în cele două plane: orizontal şi vertical, 

aliniere efectuată prin metoda petei de contact. 
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4. 3. Realizarea experimentelor 

Standul experimental realizat urmăreşte construirea modelului de ciocnire 

prezentat în capitolul 3, paragraful 3.4.4., şi care presupune ciocnirea a două bare 

de lungime fmită, cazul I - bara percutor are lungime mai mică şi diametru mai 

mare decât bara receptoare, ca în figura 3.25.a. 

Pentru punerea în evidenţă a efectelor ciocnirii barelor, respectiv deplasarea 

undei de şoc în barele metalice şi a timpului de contact în conformitate cu acest 
A 

caz, s-a propus efectuarea mai multor măsurări. In acest scop s-au ales două bare 

cilindrice din oţel OLC 45, de diametre diferite. Diametrul barei percutor 1 este 

(j) =40 [mm], iar al barei receptoare 2 este ({) =35 [mm]. Pentru simplificarea 

calculelor, achiziţia datelor, interpretarea rezultatelor şi în conformitate cu modelul 

teoretic prezentat în figura 3.25.a, paragraful 3.4.4, s-au ales lungimile barelor 

astfel încât să fie multipli de L (figura 4.5), iar distanţa dintre timbre să fie număr 

întreg, astfel: 

- bara percutor are lungimea totală de 2020 [mm], iar timbrele T7 şi T8 

(figura 4.4.a) s-au lipit la distanţa L=2000 [mm]; 

- bara receptoare are lungimea totală de 6020 [mm], iar timbrele 

tensometrice TI, T2, T3, T4, T5 şi T6 s-au lipit la distanţele: L=2000 [mm] şi 

L/2=1000 [mm], în conformitate cu schema din figura 4.5. 

Studiul efectelor ciocnirii barelor s-a efectuat în zona vitezelor mici de 

ciocnire respectiv v = 2[m/sec]. Pentru realizarea acestei viteze de ciocnire, bara 

percutor s-a ridicat la înălţimea h = 0,20[m] cu ajutorul coardei 6 (figura 4.4.a), 

asemănător cu un pendul, după care s-a eliberat brusc coarda. Bara receptoare este 

astfel poziţionată încât intră în contact cu bara percutor în momentul în care bara 

percutor va avea viteza maximă (v = 2[m/sec]). în momentul ciocnirii, în cele două 

bare iau naştere tensiuni de compresiune şi unde mecanice care se propagă în 

interiorul materialului. Tensiunile de compresiune vor deforma timbrele 

tensometrice proporţional cu mărimea acestora, generând semnale sub formă de 

tensiuni electrice spre puntea tensometrică. 
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Pentru punerea în evidenţă a propagării undelor de deformaţie prin 

materialele metalice, ca efect al ciocnirii, s-au efectuat o serie de măsurări la 

fiecare timbru. 

Pentru măsurări s-au utilizat două variante de plasare a timbrelor pe bara 

receptoare, o variantă conform cu schiţa prezentată în figura 4.6.a, respectiv cu 

legarea la puntea tensometrică în „semipunte" şi a doua variantă cu legarea 

timbrelor în „punte întreagă" pentru a compensa deformaţiile transversale, 

conform cu schema prezentată în figura 4.6.b. 

a). Legarea în semipunte b). Legarea în punte întreagă (Full bridge) 

Figura 4.6. Variante de amplasare a timbrelor tensometrice 

Al doilea set de măsurări a fost necesar a fi efectuat deoarece, la primul set, 

datorită neechilibrării complete a punţii, s-au înregistrat zgomote provocate de 

deformaţiile transversale, în special la semnalele date de timbrele T3 şi T5. 

Circuitele de măsurare pentru timbrele tensometrice sunt punţile alimentate 
A 

în curent continuu sau curent alternativ. In ceea ce priveşte circuitele în punte - se 

folosesc punţi Wheatstone - de obicei cu două sau patru timbre tensometrice. în 

cazul de faţă s-a utilizat o punte Wheatstone (10), (figura 4.4 a, c) tip P_3500 

fabricată de firma Vishay Measurements Group cu două timbre tensometrice (pe 

secţiune) tip Ml20 (120Q) fabricate de Mikrotechna Praga, pentru setul întâi de 

măsurări şi cu patru timbre tensometrice (pe secţiune) de acelaşi tip, pentru setul al 203 
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doilea de măsurări. 

La alegerea configuraţiei punţii tensometrice, adică la dispunerea timbrelor 

în punte, trebuie să se ţină seama de structura mărimii de măsurat, posibilitatea 

compensării unor erori prin varianta de conectare diferenţială şi de creşterea 

sensibilităţii punţii. Trebuie reţinut şi faptul că pentru timbrele tensometrice care 

lucrează în regim dinamic nu este necesară compensarea la variaţia de temperatură 

a mediului ambiant [79], iar forţa care deformează timbrul este de compresiune, ca 

efect al transmiterii undei mecanice prin metale. Având în vedere aceste observaţii 

s-au plasat timbrele tensometrice diametral opuse pentru compensarea 

deformaţiilor de încovoiere care apar în bară datorită forţei de greutate (a 

suspendării barelor). Acest montaj nu asigură compensarea termică, nefiind 

necesar acest lucru deoarece solicitările sunt în regim dinamic, dar conduce la 

creşterea sensibilităţii punţii de două ori [19'. 

Alt aspect al măsurării cu timbre tensometrice se referă la faptul că în urma 

montării are loc o tensionare iniţială a timbrului, care modifică punctul static de 

funcţionare necesitând o reajustare a valorii de referinţă a punţii, reajustare posibilă 

prin acţionarea butoanelor de balans ale punţii. 

De asemenea, la măsurarea cu timbre tensometrice trebuie avut în vedere că 

în valoarea semnalului electric intervin rezistenţele interne ale circuitelor, 

rezistenţe care sunt influenţate de rezistivităţile conductorilor, modulul de 

elasticitate al materialelor din care sunt confecţionate timbrele tensometrice şi a 

elementului elastic pe care sunt lipite timbrele (bara). Având în vedere aceste 

constrângeri a trebuit să fie limitată lungimea cablurilor de legătură 9 dintre timbre 

şi punte, iar măsurările s-au efectuat la fiecare timbru în parte. 

Pentru achiziţia semnalelor de la timbrele tensometrice s-au utilizat metode 

modeme utilizând tehnicile de calcul şi transmisiile digitale de date (calculator şi 

placă de achiziţii de date), cu avantaje mari în ceea ce priveşte precizia, volumul şi 

viteza prelucrărilor ce se pot obţine, lucru ce a determinat orientarea spre utilizarea 

şi prelucrarea semnalelor digitale. 

Semnalele digitale sunt funcţii în care atât argumentul, cât şi valoarea 
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funcţiei sunt valori discrete ([132], [158]). Discretizarea argumentului funcţiei sau 

eşantionarea semnalului reprezintă primul pas în trecerea de la semnalul analogic 

la semnalul digital. 

Discretizarea unui semnal analogic poate fi făcută printr-un set de valori 

discrete în condiţiile unui semnal limitat în bandă, adică al unui semnal care nu are 

frecvenţe superioare unei frecvenţe maxime, iar pe baza setului de valori discrete 

ale funcţiei se poate reconstitui semnalul continuu. 

Avantajul utilizării semnalelor digitale rezidă în special în posibilitatea 

supunerii lor prelucrării şi analizei ([132], [158]), cu ajutorul instrumentelor 

matematice incluse în programul MATLAB [164] şi, de aici, posibilitatea obţinerii 

unor date prelucrate automat într-un timp scurt sau chiar în timp real, lucru 

deosebit de important în analiza fenomenelor dinamice. 

Din acest motiv, utilizarea tehnicilor de calcul la achiziţia şi prelucrarea 

semnalelor este de un real folos ([47], [48], [80], [84]). 

Pentru achiziţia semnalelor rezultate în timpul prelucrărilor, în funcţie de 

parametrul urmărit, se utilizează traductoare consacrate (timbre tensometrice, 

accelerometre, etc.) şi plăci de achiziţii de date compatibile cu traductoarele şi 

softul utilizat. Caracteristicile plăcii de achiziţii de date sunt foarte importante 

[163], deoarece de acestea depind posibilităţile de achiziţionare a semnalelor şi 

prelucrarea lor ulterioară. 

Eroarea de cuantizare a semnalului scade pe măsura creşterii capacităţii de 

achiziţie a plăcii, de exemplu, la o achiziţie de date cu o placă pe 12 bit în unitatea 

de timp considerată se înregistrează semnal treaptă, în timp ce cu o placă de 

achiziţie pe 24 bit, în aceeaşi unitate de timp semnalul este de tip sinusoidal, 

apropiat de cel real. 

Având în vedere aceste observaţii şi dotările existente, s-a ales ca tip de 

traductor timbrele tensometrice, placa de achiziţii de date pe 12 bit, tip PCI 1200 

(National Instruments) şi ca soft pentru prelucrarea datelor achiziţionate în standul 

experimental din figura 4.4. programul MATLAB*, iar ca sistem de operare la 

achiziţia datelor Windows 95. 
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Semnalul analog este de tip tensiune analogică, preluat de placa de achiziţii 

de date PCI 1200 prin convertorul analog/digital (A/D) şi transformat în semnal 

digital cuantizat în numere întregi, numere care vor fi înscrise de sistemul de 

operare (Windows 95) într-un fişier binar pe 16 biţi şi salvate în memoria 

calculatorului. 

Intervalul de cuantizare a semnalului digital pentru placa de achiziţii 

utilizată este dat de domeniul maxim al tensiunii măsurate (IOV) împărţită la 

numărul maxim de intervale de cuantizare (diviziuni), respectiv rezoluţia plăcii. 

Astfel pentru placa PCI 1200 : 

10[V] / 2'- bit = 10 / 4096 = 0,0024[V] (4.1) 

Orice tensiune din domeniul de măsură poate fi aproximată cu un număr 

întreg care va fi înscris în fişierul binar, astfel: 

x[V] / 0,0024 ~ 0,0024 x n (4.2) 

unde: 

n = număr întreg din intervalul [O, 4095], aproximat prin rotunjirea 

zecimalelor în plus sau minus până la unitate [ILSB]; 

X = valoarea tensiunii digitale, în volţi. 

întrucât semnalul este temporal, placa trebuie programată pentru o anumită 

durată în care să achiziţioneze semnale. Pentru acest lucru trebuie avut în vedere 

provenienţa tipului de semnal analogic, în cazul de faţă semnalul provine de la 

timbrele tensometrice sub formă de tensiuni. 

Durata de achiziţie mai este determinată de performanţele sistemului de 

calcul, a softului de prelucrare a datelor utilizat (Matlab, LabView). O durată mare 

de achiziţie înseamnă fişiere binare foarte lungi, lucru care conduce la o durată 

mare de prelucrare sau chiar blocarea sistemului. 

De asemenea, trebuie avut în vedere şi durata în care au loc fenomenele 

studiate, în cazul de faţă, ciocniri, fenomene care se produc într-un timp foarte 

scurt, de ordinul a 10'̂  - 10'̂  secunde. 

Având în vedere aceste precizări, durata de achiziţie a fost stabilită la T=6[s], 

pentru a putea înregistra fenomenele până la amortizarea completă a mişcării barei, 
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iar numărul de eşantioane care vor fi achiziţionate pe secundă va fi egal cu 

numărul maxim de eşantioane dat de placa de achiziţii de date: 

Fs= 100000 [eşantioane/secundă] 

Semnalele electrice sub formă de tensiuni analogice sunt preluate de la 

puntea tensometrică prin cupla 15, tip BNC şi blocul conector 14 (figura 4.4.c) de 

placa de achiziţii de date şi convertite în semnale digitale care vor fi stocate de 

sistemul de calcul sub formă de fişiere de întregi pe 16 biţi. 

Schema de principiu a sistemului de achiziţie computerizată a datelor de la 

traductoarele tensometrice, este prezentată în figura 4,7. 

Traductor 

tensometric 

Punte Placă de Calculator 

Wheatstone achiziţie • electronic 

Figura 4.7. Schemă utilizată la achiziţia computerizată a datelor 

înscrierea datelor achiziţionate în fişiere de către unitatea de calcul se face 

cu ajutorul unui program de achiziţie C++ ,,ach_bare.cpp", scris în limbajul 

Visual C-H-, folosind funcţii din biblioteca de funcţii a plăcii de achiziţie, program 

prezentat în Anexa 4.1. Schema logică a programului de achiziţie este redată în 

figura 4.8. 

Convertorul A/D pe 12 biţi al plăcii de achiziţie, prin programul „Visual 

C-H-", a fost setat să achiziţioneze date cu o eşantionare de Fs = 100000 

semnale/sec], pe o durată T = 6 [sec'. 

Alt parametru urmărit în cadrul experimentelor privind ciocnirea barelor a 

fost timpul de contact al barelor. 

Pentru achiziţia datelor privitoare la timpul de contact este necesar ca baza 

de timp pentru achiziţie să fie aceeaşi pentru toate măsurările efectuate. Realizarea 

acestui deziderat se poate face prin comanda automată a declanşării achiziţiei 

datelor de către placa de achiziţii prin intercalarea în circuitul de măsurare a unui 

dispozitiv electronic (trigger) care să declanşeze achiziţia datelor în momentul 
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începerii contactului dintre bare. 

Figura 4.8. Schema logică a programului de achiziţie date „ach bare.cpp " 

Declanşatorul (sau „trigger"), la închiderea circuitului (contactul dintre bara 

percutor şi bara receptoare), dă semnalul de comandă de pornire a achiziţiei datelor 

de către placa de achiţii de date, astfel ea este comandată să achiziţioneze datele 

întotdeauna în momentul intrării în contact a celor două bare. Semnalul dat de 

trigger plăcii este sub forma unui impuls de tensiune tip treaptă (figura 4.9) de 

durată foarte scurtă. Legarea trigger-ului la placa de achiziţii s-a făcut prin 

intermediul pinilor 13 şi 38 a blocului de conectare 14 (figura 4.4.c). 
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1.5093 1.5094 1.5095 1.5096 1 5097 1.5098 1.5099 1.51 1 5101 
Timp [sec] 

Figura 4.9. Impulsul de comandă dat de trigger 

Schema electronică de principiu a declanşatorului este prezentată în figura 

4.10. 

Bara receptoare 
3x1/4 CD 4011 

Pin 38 

Figura 4.10. Schema electronică de principiu a declanşatorului 

în timpul experimentelor s-a verificat dacă cuplarea declanşatorului după 

poziţia timbrelor TI şi T7 (figura 4.4.d.) sau în faţa lor (figura 4.4.e) are influenţă 
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asupra timpului de declanşare a achiziţiei semnalelor de către placa de achiziţii de 

date, verificare făcută prin compararea diagramelor semnalelor temporale obţinute 

în urma achiziţiei de date în condiţiile de cuplare amintite mai sus. Din compararea 

diagramelor rezultă că nu există diferenţe, iar baza de timp este aceeaşi. 

După stabilirea modului de achiziţie a datelor şi reglarea aparaturii, s-a 

trecut la achiziţia de date pentru experimentele propuse şi prelucrarea lor. 

210 

BUPT



4.4. Prelucrarea datelor experimentale 

Datele experimentale achiziţionate se referă la verificarea experimentală a 

teoriei propagării şi reflexiei undelor mecanice în barele metalice libere, ca urmare 

a ciocnirii lor cu viteze mici şi la stabilirea timpului de ciocnire în aceste condiţii. 
A 

In acest sens, cu ajutorul standului proiectat, s-au achiziţionat următoarele seturi de 

măsurări: 

- setul I de măsurări şi setul II de măsurări s-au realizat pentru observarea 

şi analiza propagării undei prin bara cu lungime de 6 m şi ,de asemenea, 

pentru determinarea timpului de ciocnire. 

- setul III de măsurări s-a realizat pentru validarea experimentală a analizei 

prin metoda aproximativă de calcul a sistemului de ciocnire descris în 

paragraful 3.4.4 (ciocnirea a două bare de lungime finită, cazul I). 

Pentru punerea în evidenţă a fenomenelor analizate, s-au folosit metode de 

prelucrare a datelor în domeniul timp, în domeniul frecvenţial, cât şi în domeniul 

scară - fi-ecvenţă. 

în funcţie de complexitatea semnalului achiziţionat sunt cunoscute mai 

multe metode de prelucrare a semnalului. In cazul ciocnirii corpurilor solide 

semnalele rezultate sunt de obicei semnale complexe, datorită compunerilor 

şocurilor cu vibraţiile barei, rezultate în urma şocului, motiv pentru care la analiza 

semnalelor achiziţionate se utilizează, pe lângă analiza în domeniul timp şi 

transformările integrale şi metoda analizei „wavelet" („undişoare"). 

4.4.1. Transformări integrale 

Cea mai utilizată metodă de descompunere a unui semnal complex în 

semnale mai simple este transformarea Fourier. Elementul esenţial al transformării 

Fourier este faptul că semnalul este descompus într-o serie de sinusoide. In 

practică, folosind prelucrarea computerizată a datelor, singurul tip de transformare 

utilizat este Transformarea Fourier Discretă, întâlnit în majoritatea documentaţiilor 
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sub denumirea de DFT („Discret Fourier Transform"). Prin intermediul DPT 

semnalul iniţial se descompune într-un set de N/2+1 cosinusoide şi un set de 

N/2+1 sinusoide. Fiecare dintre acestea are o frecvenţă predefmită, notată cu k, 

semnificând numărul de perioade ce se regăsesc în cele N valori ale semnalului 

iniţial. 

Amplitudinile funcţiilor cosinus sunt notate iar amplitudinile 

funcţiilor sinus sunt notate lmX[k]. Ecuaţia sintezei Fourier (IDPT) este dată de 

relaţia : 
N/2 N/2 

x[/] = XReJr[Â:]cos(27c/:z7iV) + XlmA'[yt]sin(27rÂ://A^) (4.3) 
k=0 k=0 

în care: 

- xfij reprezintă valoarea i a setului de date de intrare (date achiziţionate); 

- i este indicele valorilor de intrare (/ = 0....N-1); 

- k reprezintă frecvenţa cosinusoidei sau sinusoidei curente; 

- N este numărul eşantioanelor setului de intrare; 

ReX[A:] este amplitudinea cosinusoidei de frecvenţă k; 

- \mX[k^ este amplitudinea sinusoidei de frecvenţă k. 

în practică se utilizează rezultatul calculului transformatei Fourier 

reprezentat de coeficienţii ReX[Â:] şi \mX[k] folosiţi la realizarea 

spectrogramelor. 

4.4.2. Analiza "wavelet" 

Metoda wavelet este o metodă dezvoltată din analiza Fourier, ce se foloseşte 

pentru un domeniu larg de aplicaţii în prelucrarea semnalelor. Principalele aplicaţii 

se referă la compresie şi filtrare. O descriere completă a utilizării wavelet este dată 

în [38]. 

Analiza Fourier este utilă pentru prelucrarea semnalelor în diferite aplicaţii, 

dar această metodă frecvenţială prezintă dezavantajul major al pierderii 
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informaţiilor locale (informaţiile de timp în cazul semnalelor temporale). 
A 

In 1946, Dennis Gabor a adaptat transformarea Fourier, pentru analiza unei 

ferestre din semnal care se deplasează de-a lungul coordonatei timp, obţinând 

astfel o serie de spectre ce oferă şi o aproximare a caracteristicilor locale. Această 

tehnică a fost denumită „transformată Fourier pe timp scurt" (STFT - „Short Time 

Fourier Transform"), sau „reprezentare timp-frecvenţă". Această metodă stă la 

baza unor studii de cercetare în scopul segmentării texturilor prin construirea unor 

filtre Gabor optimale [144]. Problema de bază a acestui tip de transformare este 

dimensiunea fixă a ferestrei de scanare. 

Analiza wavelet reprezintă următorul pas în dezvoltarea metodelor de 

analiză prin utilizarea unor tehnici ce sunt similare utilizării unei ferestre de 

dimensiuni variabile. Sinteza dezvoltării analizei wavelet este dată în figura 4.11. 

Se poate observa că analiza wavelet utilizează o reprezentare timp - scară în 

loc de reprezentarea timp-fi'ecvenţă. 

Fereastra 
Timp 

Timp 

Timp 

Transformata Fourier 
E 

Transformata Fourier 
pe timp scurt 

E ISRRRRŢF 

Transformata Wavelet 

a> c -73 

Frecventa 

i M^K -m 
Timp 

Timp 

Figura 4.11. Sinteza dezvoltării analizei wavelet 

După cum se cunoaşte, transformata Fourier descompune un semnal în 

sinusoide de diferite fi-ecvenţe. în mod similar transformata wavelet descompune 
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un semnal în aşa numita „wavelet de bază" (mother wavelet) şi în variante scalate 

(comprimate sau extinse în domeniul timp) şi deplasate (sau defazate în domeniul 

timp) ale acesteia. 

Matematic transformata wavelet se poate defini ca : 
00 

C(a,k)= \f{t)yf/(,a,k)dt (4.4) 
- 0 0 

m care: 

C(a,k) - coeficienţii wavelet; 

f(t) - semnalul; 

V/ - funcţia wavelet; 

a - scara; 

k - deplasarea în domeniul timp. 

Alegerea funcţiei wavelet y/(a,k) are o importanţă deosebită şi depinde de 

aplicaţia concretă la care se utilizează. Un exemplu de funcţie wavelet 

(Daubechies) este arătat în figura 4.12. 

Figura 4.12. Reprezentarea grafică a funcţiei wavelet Daubechies de ordinul 7 

Există o serie de tipuri consacrate de funcţii wavelet utilizate în special în 

aplicaţii de compresie şi filtrare a semnalelor cum ar fi: Haar, Daubechies, Meyer 

BIOR, RBIO. Proiectarea unor funcţii wavelet specializate face în continuare 

obiectul unor studii, ca de exemplu analiza vibraţiilor şi a sunetelor, estimarea şi 

caracterizarea rugozităţii suprafeţelor utilizând funcţii wavelet spline biortogonale 

[156] sau transformări wavelet normalizate în frecvenţă [82] şi analiza suprafeţelor 

tridimensionale [81]. 
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o altă clasă de aplicaţii se concentrează asupra filtrării semnalelor şi a 

eliminării zgomotelor [160]. 

Transformarea wavelet continuă (CWT), realizată pentru o variaţie continuă 

a lui fl şi A: este dificil de utilizat în practică, din care cauză se utilizează 

transformata wavelet discretă (DWT) ce se realizează pentru valori ale lui a ş\ k , 

ce sunt puteri ale lui 2. 

DWT se implementează printr-un algoritm foarte eficient (dat de Mallat în 

1988) numit „codificator sub-bandă pe două canale" (two-channel subband coder) 

sau „transfomarea wavelet rapidă" (fast wavelet transform). 

Algoritmul DWT de bază constă în filtrarea senmalului (figura 4.13.a), ce 

are ca rezultat obţinerea coeficienţilor wavelet ai „aproximatei" semnalului (cA), 

corespunzând componentelor de frecvenţă joasă şi ai coeficienţilor wavelet a 

„detaliilor" acestuia (cD), corespunzând componentelor de frecvenţă înaltă. 

Algoritmul de bază poate fi aplicat succesiv (figura 4.13,b), obţinându-se mai 

multe trepte de aproximare. Se observă că după operaţia de filtrare se realizează o 

subeşantionare (se elimină fiecare al doilea coeficient obţinut) pentru ca, în final, 

numărul de coeficienţi după transformare să rămână acelaşi cu numărul de 

eşantioane ale semnalului iniţial. 

Semnal 
1000 . eşantioane 

Filtru "trece jos" Filtru "trece sus" 
1000 
coeficienţi 

1000 
coeficienţi 

Sub-esantionare Sub-esantionare 
500 
coeficienţi 

500 
coeficienţi 

"Aproximări" (cA) 1 "Detalii" (cD) 

cAS 

cA3 

tA3 

cA4 
1 

cD4 

cD5 

Semnal 

cAI r- •• 
cD2 

cD1 

cD3 

aj . b). 

Figura 4.13. Schemele de implementare a transformatei wavelet: 
a). Transformata wavelet pe un nivel; b). Transformata wavelet multi-nivel 
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4.4.3. Analiza experimentală a propagării undei generate 

la ciocnirea barelor 

In cadrul primului set de experimente realizate cu standul descris în 

paragrafele anterioare, s-a utilizat un mod de legare a timbrelor tensometrice în 

semipunte, specificat în figura 4.6.a. S-a măsurat tensiunea generată în timpul 

ciocnirii barelor pe fiecare timbru în parte, utilizând un singur canal analogic al 

plăcii de achiziţie, corelarea măsurărilor în timp, realizându-se cu ajutorul 

declanşatorului descris anterior. Pentru achiziţia semnalelor s-a utilizat programul 

„achjbare.cpp" scris în limbajul C-H-, prezentat în ANEXA 4.1. Programul de 

achiziţie înscrie valorile măsurate într-un fişier de date. Datele s-au prelucrat şi 

afişat grafic cu ajutorul programului „al .m" realizat în limbajul MATLAB (vezi 

ANEXA 4.2). Pentru prelucrarea datelor s-a utilizat limbajul MATLAB, deoarece 

acesta posedă o serie de fiancţii predefmite de prelucrare a semnalelor, ce se pot 

utiliza pentru analiza fenomenelor studiate (FFT, wavelet). Diagramele semnalelor 

sunt prezentate în figurile 4.14.-4.19. 

în vederea comparării mai bune a diagramelor semnalelor de la cele 6 timbre 

tensometrice, s-a realizat afişarea acestora pe o singură diagramă, cu ajutorul 

programului „aâ.m", prezentat în ANEXA 4.3. Diagrama astfel obţinută este 

prezentată în figura 4.20, iar un detaliu al acestei diagrame este prezentat în figura 

4.21. 
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Timp (sec) KlO-
1.5 2 2 5 3 

Timp (sec] I 10 
Figura 4,14. Semnal măsurat pe timbrul TI; Figura 4,15. Semnal măsurat pe timbrul T2 

1 1.5 2 2.5 3 3.5 
Timp [sec] 

0 5 1 

XLO-̂  
15 2 25 3 35 

Timp [eec] 

Figura 4.16.Semnal măsurat pe timbrul T3; Figura 4.17. Semnal măsurat pe timbrul T4 

K10 

O 0.5 1 1.5 2 2 5 3 3.5 4 4.5 5 O 0 5 1 15 2 2 5 3 3 5 4 4 5 5 
Timp |sec] xlO- Timp (sec] tio"' 

Figura 4. IS.Semnal măsurat pe timbrul T5; Figura 4,19, Semnal măsurat pe timbrul T6 
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0.08 

Timp (sec) x10"" 
Figura 4. 20. Diagrama cumulată a semnalelor achiziţionate de la 6 timbre 

tensometrice (primul set de măsurări): 
TI -negru ;T2 -roşu; T3 - albastru; T4 - albastru deschis;T5 - mov;T6 - verde 

0.06 

0.04 

> 0.02 

2 'W 

-0.02 

-0.04 

6 8 
Timp (sec) 

Figura 4.21. Detaliu al diagramei cumulate a semnalelor achiziţionate de la 6 timbre 
tensometrice (primul set de măsurări): 

TI -negru ;T2 -roşu; T3 - albastru; T4 - albastru deschis;T5 - mov;T6 - verde 
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Din diagramele prezentate se observă că semnalele măsurate respectă modul 

în care se propagă unda de şoc generată de ciocnirea barelor (decalajul de 

amplasare al timbrelor arătat în figura 4.5 este în concordanţă cu momentul de 

apariţie al undei de şoc pe fiecare timbru) iar amplitudinea semnalului este 

proporţională cu deformaţia de compresiune a barei, acesta scăzând pe măsură ce 

unda avansează în bară. 

Totuşi, alura semnalelor nu este similară pentru toate timbrele, ceea ce a dus 

la realizarea celui de-al doilea set de măsurări, de data aceasta utilizând modul de 

legare în punte prezentat în figura 4.6.b. Un alt motiv pentru care s-a realizat al 

doilea set de măsurări este acela de a avea siguranţa corectitudinii semnalelor 

obţinute. Locul de amplasare al timbrelor pe bară este acelaşi ca şi în cazul 

primului set de măsurări. Pentru realizarea diagramelor din cel de-al doilea set s-au 

utilizat aceleaşi programe de achiziţie şi prelucrare ca şi pentru primul set de 

măsurări. în figurile 4.22 - 4.27 sunt prezentate separat diagramele măsurate pe 

fiecare timbru în parte, iar în figura 4.28 şi 4.29 este prezentată diagrama 

semnalelor cumulate pentru cele 6 timbre. 

Din diagramele prezentate în figurile 4.28 şi 4.29 se observă că alura 

semnalelor achiziţionate este similară pe toate timbrele, decalajul dintre semnale 

corespunde cu amplasarea timbrelor pe bară şi amplitudinile semnalelor sunt 

descrescătoare, corespunzător amortizării undei de şoc generate la ciocnire, pe 

măsură ce aceasta înaintează în materialul barei. 
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-0.05, 
O 0 5 1 1 5 2 2 5 3 3.5 4 45 5 

e: 
Timp (sec] no"̂  

Figura 4,22, Semnal măsurat pe timbrul TI Figura 4.23. Semnal măsurat pe timbrul T2 

0.15 

O 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3 5 4 4.5 5 
Timp [sec] XLO-̂  

0.05 

-0 05, 

ilÔ  

Figura 4.24. Semnal măsurat pe timbrul T3 Figura 4.25. Semnal măsurat pe timbrul T4 

o 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3 5 4 4 5 5 O 05 1 15 2 2 5 3 35 4 4 5 5 
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Figura 4.26. Semnal măsurat pe timbrul T5 Figura 4.27. Semnal măsurat pe timbrul T6 
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Figura 4. 28. Diagrama cumulată a semnalelor achiziţionate de la 6 timbre 
tensometrice (al doilea set de măsurări): 

TI -negru ;T2 -roşu; T3 - albastru;T4 - albastru deschis;T5 - mov;T6 - verde 
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Figura 4. 29. Detaliu al diagramei cumulate a semnalelor achiziţionate de la 6 timbre 
tensometrice (al doilea set de măsurări): 

TI -negru ;T2 -roşu; T3 - albastru;T4 - albastru deschis;T5 - mov;T6 - verde 
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4.4.4. Măsurarea timpului de ciocnire 

Iniţial, dispozitivul declanşator s-a utilizat pentru sincronizarea semnalelor 

achiziţionate de la cele 6 timbre plasate de-a lungul barei 2. Pe parcursul 

experimentărilor s-a observat, însă, că modul de legare a polarităţii dispozitivului 

declanşator influenţează semnalul măsurat de timbru, deşi timbrul este izolat 

electric de bara prin care trece curentul generat de tensiunea dispozitivului 

declanşator. Influenţarea electrică a timbrului tensometric se explică prin 

încărcarea acestuia în mod similar unui condensator. Influenţa declanşatorului se 

observă atunci când contactul declanşatorului este legat după timbrul tensometric 

(figura 4.4.d), şi polaritatea pozitivă a declanşatorului este legată pe bara pe care 

este amplasat timbrul de la care se achiziţionează semnalul, iar la legarea inversă 

(figura 4.4.e) această influenţă dispare. în figura 4.30 sunt prezentate două 

diagrame în care această influenţă apare în mod evident. 

a). b). 

Figura 4.30. Influenţa declanşatorului asupra semnalului achiziţionat de la 
timbrul tensometric TI: 

a) masa declanşatorului este legată pe bara pe care este amplasat timbrul: 

b) polaritatea pozitivă a declanşatorului este legată pe bara pe care 

este amplasat timbrul 
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Cele două vârfuri de semnal ce apar pe diagrama din figura 4.30.b semnifică 

momentele de început, respectiv de sfârşit ale contactului dintre bare, iar intervalul 

dintre acestea este chiar durata contactului dintre bare în urma ciocnirii. 

Durata ciocnirii astfel măsurată, t = 2,35ms (vezi figura 4.30.b) este în 

concordanţă cu durata calculată luând în considerare viteza de propagare a undei 

prin oţel (c = 5188/w/5). Timpul de ciocnire calculat pentru sistemul percutant 

prezentat în paragraful 3.4.4, Cazul I, este r = 7̂2 = 2/3 /c2 = 2,313m5. 

De menţionat că în toate celelalte măsurări s-a lucrat cu masa 

declanşatorului legată pe bara pe care este amplasat timbrul de la care se 

achiziţionează semnalul, tocmai pentru ca acest semnal să nu fie influenţat de 

tensiunea declanşatorului. 

4.4.5. Analiza undelor reflectate 

Punerea în evidenţă a undelor reflectate este importantă pentru validarea 

experimentală a analizei prin metoda aproximativă de calcul a sistemului de 

ciocnire descris în capitolul 3. Experimentările au fost realizate pentru cazul 

ciocnirii a două bare de lungime finită (cazul I, paragraful 3.4.4). Bara percutoare 

(1) are un diametru mai mare şi o lungime „L" de 3 ori mai mică decât bara 

receptoare (2). Diagrama corespunzătoare acestui caz este prezentată în figura 

3.25. Timbrele tensometrice au fost legate în punte întreagă, similar cu setul II de 

măsurări descris anterior. 

4.4.5.1. Analiza undelor reflectate de la capătul barei percutoare, 

măsurate pe timbrul TI, amplasat pe bara receptoare 

Semnalul măsurat pe primul timbru al barei receptoare (TI, figura 4.5) 

prezintă variaţii de amplitudine ce pot fi justificate prin receptarea de către timbru 

a undei reflectate de pe capătul liber al barei percutoare. Acest fenomen se poate 

observa pe diagrama comparativă arătată în figura 4.31. 
223 

BUPT



In figura 4.31.a. se prezintă diagrama de ciocnire teoretică (similară cu cea 

din figura 3.25, paragrafiil 3.4.4) iar în figura 4.3l.b este prezentată diagrama 

semnalului măsurat pe timbrul TI. 

T 

L 
Ci 

Tensiune M 
0.15 

0.10 

0,05 

O 

-0.05 

-0,10 

-0,15 

te tc 
a 

f L \ -

ii 
1 'B , 

2,5 
Timp Isec) x10 -3 

0,5 1 1.5 

b 

Figura 4.31. Diagrame comparative pentru punerea în evidenţă a undelor 
reflectate 

a). Diagramă obţinută prin calcul; b). Diagramă obţinută prin măsurare 
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Modificările de amplitudine ale semnalului măsurat sunt în concordanţă cu 

apariţia undei reflectate de la bara percutoare (punctele ts, to, tr)- Valorile calculate 

pentru momentele în care undele reflectate de la bara percutoare ating suprafaţa de 

ciocnire sunt: 

=2/i/ci = 0,77 \ms 

tjr = 3 - T i = 2 , 3 1 3 / 7 7 5 

In punctele ts şi to se observă pe diagrama din figura 4.3l.b o scădere a 

amplitudinii semnalului, ceea ce corespunde cu momentele în care prima şi a doua 

undă reflectată de la capătul liber al barei percutoare ating suprafaţa de ciocnire 

(vezi figura 4.31.a). Modificarea amplitudinii semnalului în punctul tr corespunde 

cu apariţia simultană pe suprafaţa de ciocnire a celei de-a treia unde reflectate de la 

bara percutoare cât şi a undei reflectate de la bara receptoare. De asemenea, 

coincide şi cu sfârşitul perioadei de contact dintre bare. Durata ciocnirii astfel 

rezultată, prin experiment, corespunde cu durata ciocnirii obţinută prin calcul, prin 

metoda descrisă în paragraful 3.4.4. 

4.4.5.2. Analiza undei reflectate de la capătul barei receptoare, 

măsurată pe timbrul TI 

Unda reflectată de la capătul liber al barei receptoare este dificil de pus în 

evidenţă, datorită lungimii mari a barei, lungime pe care această undă se 

amortizează semnificativ. în afară de amortizare, intervin o serie de efecte (reflexii 

laterale, vibraţii de încovoiere a barei), ce diminuează semnificativ posibilitatea 

observării undei reflectate. 

Pentru observarea şi analiza undei reflectate s-au realizat două seturi a câte 5 

măsurări. în primul set s-a măsurat semnalul de la timbrul TI la o ciocnire realizată 

în condiţiile descrise in paragrafele anterioare. Al doilea set de măsurări s-a realizat 

în aceleaşi condiţii, singura diferenţă fiind aplicarea pe capăuil liber al barei 
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receptoare a unui strat de vaselină. Acest strat de material vâscos preia o parte din 

energia undei reflectate, semnalul obţinut în acest caz trebuind să fie amortizat 

într-o oarecare măsură. S-a realizat media celor 5 semnale neamortizate (fară 

aplicarea stratului de vaselină - msfa) şi media celor 5 semnale amortizate (cu 

aplicarea stratului de vaselină- msa). Diagramele celor două medii sunt prezentate 

în figura 4.32. 

0.15 

> O) 
C 
CO C O) 

0.05 -

-0.05 

Timp (sec] x 10' 

Figura 4.32. Diagrama mediilor semnalelor neamortizate (negru) 

şi amortizate (roşu) 

Diferenţa dintre cele două semnale ar trebui să fi observabilă la momentul 

r = 2,313 X10"^[sec], moment în care are loc (conform calculelor cât şi măsurărilor 

descrise în paragrafele anterioare), atât desprinderea barelor, cât şi revenirea undei 

reflectate în secţiunea în care este amplasat timbrul TI. Datorită amortizării foarte 

mici introduse de stratul de vaselină această diferenţă nu poate fi observată pe 

diagrama din figura 4.32. 

Din această cauză, s-a realizat un program de analiză în domeniul frecvenţial 

„ aSjnedJffiJîlt.m în limbajul MATLAB, program redat în ANEXA 4.4. 
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Acest program {„aSjnedJjftJilt.m") calculează şi afişează spectrul de 

frecvenţă. Programul dă posibilitatea filtrării semnalului prin eliminarea unor 

intervale de frecvenţe (nesemnificative din punctul de vedere al fenomenului 

studiat) şi apoi transformarea inversă din domeniul frecvenţial în domeniul timp. în 

acest fel se pot elimina şi unele zgomote, ca de exemplu componenta frecvenţială 

de 50 Hz, indusă de zgomotele de reţea (figura 4.33). 
A 

In figura 4.34 s-au reprezentat spectrele de frecvenţă ale semnalelor ms/a 

(negru) şi - msa (roşu). 

Pe diagrama din figura 4.34 există trei domenii în care apar diferenţe 

semnificative între cele două tipuri de semnale. In domeniul A se observă un 

decalaj de fază, iar în zonele B şi C se observă o diferenţă de amplitudine 

semnificativă. 

Păstrând aceste domenii de fi-ecvenţă şi eliminând celelalte domenii în care 

nu se observă diferenţe şi efectuându-se transformarea Fourier inversă se obţine 

diagrama prezentată în figura 4.35, respectiv în detaliu în figura 4.36, în care cu 

roşu s-a reprezentat semnalul amortizat {snia), cu negru s-a reprezentat semnalul 

neamortizat (5W/a), iar cu albastru {difsm) s-a reprezentat semnalul temporal obţinut 

după transformarea inversă Fourier, diferenţa dintre primele două. 

în diagramele din figurile 4.35 şi 4.36 se observă o variaţie pronunţată a 

diferenţei dintre cele două semnale (punctul Al), dar asemenea variaţii se pot 

observa şi în alte domenii de timp în care nu este estimată apariţia undei reflectate 

de exemplu în domeniul de la O la 1x10'̂  secunde. în acest caz se observă limitarea 

transformării Fourier, adică faptul că ea este utilă pentru filtrarea semnalelor, dar 

prezintă dezavantajul major al pierderii informaţiilor despre localizarea în timp a 

fenomenelor. 

227 

BUPT



0.03 

0.025 
O) 
•O 
i 0.02 

0.015 

0.01 

0.005 

^Componenta 
spectrala a 
zgomotelor de 
reţea 

J ^ u-U 
O 50 200 400 600 800 1000 

Frecventa [Hz] 

Figura 4.33. Diagrama spectrală a semnalului pentru timbrul TI (detaliu) 

O 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 
Frecventa (Hz) x 10 

Figura 4.34. Diagrama spectrală a semnalelor cu amortizare (roşu) 
şijară amortizare (negru) pentru timbrul TI. 
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0.015 
Timp [sec] 

Figura 4.35. Diagrama semnalului obţinută după filtrarea în domeniul frecvenţă 

x10'" 

Timp [sec] x io" 

Figura 4.36. Diagrama semnalului obţinută după filtrarea în domeniul frecvenţă 
(detaliu) 
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Pentru localizarea în timp a apariţiei undei reflectate s-a realizat o analiză a 

semnalului utilizând un program MATLAB, ,M6_med_wave'' prezentat în 

ANEXA 4.5. Cu ajutorul acestui program s-a realizat diagrama prezentată în figura 

4.37. Programul utilizează tipul de wavelet ,,rbio 3.1'' (Reverse Biorthogonal 

wavelets versiunea 3.1.). 

IV) 5 X 10 Semnal analizat 
1 1 I 1 1 1 1 1 I I 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

<D 
C 

c 

.5 

32 
24 

2 16 co 
8 

50 100 150 200 250 300 
Coeficienţii transformării discrete 

IU 
50 100 

350 400 

150 200 250 300 350 
Coeficienţii transformării continue 

150 200 
} 

250 300 350 400 

450 500 
x10-̂ (sec] 

x10'^(secl 

450 500 
*10'^(sec| 

Figura 4.37. Diagrama semnalului difsm obţinută prin utilizarea transformării 
wavelet „ rbioS. 1" 

Din diagrama timp-nivele se observă că în cadrul domeniului de interes (în 

jurul valorii de 2,4x10"^ secunde), există o amplitudine pronunţată a semnalului pe 

nivelele detaliilor Dl, D2. 

Utilizând această constatare, s-a realizat sinteza semnalului undei reflectate 

prin selectarea coeficienţilor transformării wavelet „rbio3.r\ corespunzători 
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detaliilor Dl şi D2. Etapele transformării, selectării coeficienţilor şi diagrama în 

domeniul timp rezultată sunt prezentate în figura 4.38. 
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D1 

250 300 
Timp [sec] X 10*5 
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± 
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Timp [sec]x10'5 

Figura 4.38. Sintetizarea semnalului undei reflectate utilizând selectarea 
coeficienţilor wavelet 

Prin sinteza semnalului corespunzător undei reflectate obţinut din semnalul 

difsm, utilizând transformarea wavelet, se poate aprecia aportul acesteia la semnalul 

de bază (este posibilă estimarea amplitudinii undei reflectate), forma probabilă a 

semnalului şi domeniul de frecvenţe în care apare acest semnal. 
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4.5. Concluzii 

• S-au prezentat scopurile ce urmează a fi îndeplinite, în principal, într-un 

experiment de ciocnire şi mijloacele de realizare a acestora. Câteva dintre 

acestea sunt: 

- determinarea mărimii deplasărilor corpurilor supuse ciocnirii - prin 

mijloace mecanice, electrice, fotoelectrice sau fotografice; 

- urmărirea fenomenelor de contact, de exemplu determinarea timpului 

de ciocnire - prin mijloace electrice; 

- observarea undelor de tensiune generate în corpuri, ca urmare a 

impactului - prin metode electrice, optice, mecanice. 

• S-au descris şi comparat două dintre modelele experimentale întâlnite în 

literatura de specialitate şi utilizate pentru analiza fenomenului de ciocnire şi 

a propagării undelor de deformaţie în bare cilindrice: modelul în care barele 

sunt suspendate prin fire elastice, respectiv cel în care barele sunt ghidate. 

• în cadrul tezei s-a proiectat şi realizat un stand experimental cu ajutorul 

căruia să se poată valida rezultatele teoretice privind ciocnirea coaxială a 

două bare cilindrice, de lungimi finite, pe baza metodei aproximative 

descrise în Capitolul 3, prin analiza fenomenului de propagare a undelor 

longitudinale prin bare. Prin acest experiment s-a urmărit: 

- punerea în evidenţă a undelor de deformaţie în barele cilindrice 

supuse ciocnirii; 

- determinarea timpului de ciocnire. 

Se poate aprecia că standul realizat corespunde scopului propus. 

• S-a ales pentru standul experimental o variantă în care barele sunt 

suspendate, prin intermediul unor fire elastice din oţel, datorită modului 

relativ simplu de realizare şi ţinând cont de posibilităţile existente. Sistemul 

de măsurare dotat cu timbre tensometrice, cât şi sistemul de achiziţie a 

datelor este performant, îndeplinind cerinţele aplicaţiei. 

• S-au realizat două modalităţi de amplasare a timbrelor tensometrice pe bare 
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şi s-au constatat următoarele: 

- Modul de legare a timbrelor tensometrice în semipunte (figura 4.6.a, 

setul I de măsurări) dă rezultate mai slabe (diagramele din figurile 

4.20 şi 4.21), iar modul de legare în punte întreagă (figura 4.6.b, setul 

II de măsurări) dă rezultate satisfăcătoare (diagramele din figurile 4.28 

şi 4.29). 

- In ambele seturi de încercări se observă că semnalele măsurate 

respectă modul în care se propagă unda de şoc generată de ciocnirea 

barelor (decalajul de amplasare al timbrelor este în concordanţă cu 

momentul de apariţie al undei de şoc pe fiecare timbru) iar 

amplitudinea semnalului este proporţională cu deformaţia de 

compresiune a barei, acesta scăzând pe măsură ce unda avansează în 

bară. 

O observaţie importantă este că la acest tip de construcţie a standului, 

datorită modului de rezemare (suspendarea cu ajutorul unor fire elastice din 

oţel), se introduc vibraţii de încovoiere ale barei, ce sunt percepute ca 

zgomote nedorite, deşi aceste vibraţii apar după momentul de desprindere a 

barelor. Pentru eliminarea acestor zgomote, este indicat să se utilizeze modul 

de rezemare descris pentru standurile de tip Hopkinson, deşi construcţia 

acestor tipuri de standuri implică anumite costuri mai mari şi complicaţii 

tehnologice majore. 

Parametrii utilizaţi pentru achiziţia datelor au fost definiţi în mod corect, 

fenomenele studiate putând fi puse în evidenţă satisfăcător. Se poate 

recomanda, totuşi, ca în experimentele viitoare să se utilizeze o rezoluţie mai 

mare a cuantizării, fie printr-o amplificare a semnalului (utilizând facilităţile 

de amplificare ale plăcii de achiziţie existente, fie prin utilizarea unei plăci 

de achiziţie mai performante (cu o cuantizare de 16 sau 24 biţi). 

Metoda utilizată pentru măsurarea timpului de contact dintre cele două bare 

supuse impactului se dovedeşte a fi corectă, deoarece concordă atât cu 

rezultatele obţinute prin calcul cât şi cu testările ulterioare. Un element 
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relativ nou este faptul că nu s-a măsurat direct tensiunea aplicată pe bare, ci 

prin intermediul timbrului tensometric influenţat de această tensiune. 

In ceea ce priveşte analiza undelor reflectate, s-au studiat două aspecte ce se 

consideră importante din punctul de vedere al analizei fenomenelor de 

ciocnire a barelor: 

- analiza undelor reflectate de la capătul barei percutoare măsurate pe 

timbrul TI, amplasat pe bara receptoare; 

- analiza undei reflectate de la capătul barei receptoare măsurate pe 

timbrul TI. 

S-au obţinut următoarele rezultate: 

o In primul caz s-a realizat corelarea dintre diagramele de propagare a 

undelor în bare, cea obţinută pe cale teoretică (paragraful 3.4.4), cu cea 

obţinută prin măsurare (diagrama din figura 4.31), evidenţiindu-se o 

corespondenţă clară a rezultatelor experimentale cu cele teoretice, 

o în al doilea caz, unda reflectată de la capătul liber al barei receptoare este 

dificil de pus în evidenţă datorită lungimii mari a barei, lungime pe care 
A 

această undă se amortizează semnificativ. In afară de amortizare, inter\dn 

o serie de efecte secundare (reflexii laterale, vibraţii de încovoiere a 

barei), ce diminuează semnificativ posibilitatea observării undei 

reflectate. Pentru aceasta, s-a încercat punerea în evidenţă a undei 

reflectate prin aplicarea unui strat vâscos pe capătul liber al barei şi 

observarea diferenţei dintre semnalele captate cu şi fară amortizarea 

introdusă de către acest strat vâscos. Acest procedeu nu a produs 

rezultate remarcabile la analiza în domeniul timp şi nici în cazul analizei 

în domeniul fi-ecvenţial. De aceea, s-a trecut la analiza wavelet (în 

domeniul timp-scară) obţinându-se filtrarea semnalelor şi reconstruirea 

componentei datorate undei reflectate. 

Pentru analiza fenomenelor ce au făcut obiectul studiului experimental s-au 

realizat o serie de programe de achiziţie şi prelucrare a datelor ce pot fi 

utilizate şi în cadrul unor cercetări ulterioare. 
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CAPITOLUL 5 

CONCLUZII FINALE ŞI CONTRIBUŢII PERSONALE 

5.1. Concluzii finale 

CAPITOLUL 1: INTRODUCERE 

• Descrierea obiectivelor tezei: 

o calculul sistemelor de ciocnire formate din bare cilindrice de lungimi 

mari; 

o utilizarea unei metode aproximative de calcul, bazată pe fenomenul de 

propagare a undei longitudinale prin bare, fară a fi necesară 

soluţionarea ecuaţiei undei; 

o realizarea unui stand experimental, cu ajutorul căruia se monitorizează 

propagarea undelor longitudinale prin barele supuse ciocnirii coaxiale 

şi se determină timpul de ciocnire; 

o compararea rezultatelor teoretice cu cele experimentale. 

• Prezentarea teoriilor şi metodelor propuse de cercetătorii care s-au ocupat de 

studiul fenomenelor de ciocnire între corpuri. 

• Prezentarea cronologică, pe baza surselor bibliografice, a cercetărilor 

referitoare la fenomenul de propagare a undelor de deformaţie ce apar în 

cazul ciocnirii corpurilor de tipul barelor lungi. 

• Precizarea domeniului de aplicabilitate a studiului ciocnirii coaxiale a 

barelor cilindrice lungi. 

CAPITOLUL 2: MODELE DINAMICE PENTRU STUDIUL CIOCNIRII 

CORPURILOR DE TIP BARĂ 

• Stabilirea ipotezelor fundamentale necesare pentru precizarea modelului 

matematic care urmează a fi studiat şi pentru cunoaşterea posibilităţilor de 

aplicare practică a rezultatelor obţinute. Aceste ipoteze permit simplificarea 

şi generalizarea fenomenelor, dar şi accesibilitatea calculelor matematice. 
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• Studiul fenomenului de impact între corpuri de tipul barelor, din punctul de 

vedere al teoriei elasticităţii şi nu al teoriei clasice a corpurilor rigide, ţinând 

cont de faptul că perturbaţia produsă din punctul de impact se propagă înspre 

interiorul corpurilor cu o viteză fmită. Perturbaţia produce deformaţii şi 

tensiuni, care pot fi determinate examinând fenomenul de propagare a 

undelor. 

• Prezentarea, comparativă, în sistemele de coordonate rectangulare ( ) şi 

cilindrice (r,G,z), a stării de deformaţie, a stării de tensiune şi a ecuaţiilor de 

mişcare ale punctului material. 

• Stabilirea ecuaţiilor fundamentale ale elastodinamicii şi, pornind de la 

acestea, determinarea ecuaţiilor undei longitudinale şi transversale. 

• Descrierea fenomenului de propagare a undei, cu aplicabilitate directă în 

studiul ciocnirii corpurilor elastice. 

o Prezentarea grafică a evoluţiilor în timp sau spaţiu ale undei 

nondispersive. 

o Prezentarea tehnicilor pentru soluţionarea ecuaţiei undei, folosite în 

literatura de specialitate (soluţii funcţionale, metode de separare a 

variabilelor, etc.). 

o Studierea comportării trenurilor de undă armonice infinite, ale căror 

deplasări sunt exprimate printr-o relaţie între pulsaţie şi numărul de 

undă, cunoscută ca ecuaţie de frecvenţă. 

o Reprezentarea grafică a ecuaţiilor de frecvenţă (respectiv viteza de 

fază în funcţie de lungimea de undă) pentru cazul undelor 

longitudinale şi transversale. 

o Descrierea soluţiilor corespunzătoare ecuaţiilor undelor longitudinale, 

transversale şi de torsiune, pornind de la aproximarea dată de 

Pochhammer şi Chree pentru o bară infinită, de secţiune circulară 

constantă (aproximare exprimată sub formă de deplasări). 
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o Prezentarea a două modalităţi de soluţionare a ecuaţiei undei: cu 

ajutorul transformatei Laplace şi cu ajutorul funcţiilor discontinue, 

pentru cazul propagării undei longitudinale în bare elastice, 

o Aplicarea metodei de rezolvare a ecuaţiei undei cu ajutorul funcţiilor 

discontinue pentru următoarele situaţii: 

• propagarea undei în bare care prezintă o modificare bruscă de 

secţiune şi/sau material (S-au studiat şi cazurile particulare: un 

capăt liber, un capăt încastrat); 

• ciocnirea coaxială a două bare, una de lungime finită şi una de 

lungime infinită; 

• impactul dintre o bară elastică şi o masă rigidă. 

o Realizarea diagramelor de propagare a undelor incidente şi reflectate, 

o Stabilirea expresiilor corespunzătoare fioncţiilor care descriu 

deplasările undelor. (Cu ajutorul funcţiilor respective se pot calcula 

vitezele, deformaţiile şi deplasările punctelor materiale dintr-o 

anumită secţiune a barei.) 

o Reprezentarea grafică, cu ajutorul unor programe, scrise în cod Maple 

a funcţiilor discontinue corespunzătoare deformaţiei şi vitezei. 

CAPITOLUL 3: METODĂ APROXIMATIVĂ ÎN STUDIUL CIOCNIRII 

CORPURILOR PE BAZA PROPAGĂRII UNDELOR 

• Descrierea modelului matematic şi precizarea condiţiilor de aplicabilitate a 

metodei aproximative de calcul a sistemelor de ciocnire. 

o Metoda are la bază teoria de propagare a undelor în medii elastice, 

fară a fi necesară soluţionarea ecuaţiei undei, 

o Metoda aproximativă se aplică în cazul ciocnirii coaxiale a barelor 

având dimensiuni transversale mult mai mici decât cele 

longitudinale. 

o Principiul de bază al acestei metode este următorul: toate punctele 

materiale aflate pe suprafaţa de contact sunt caracterizate, în 
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momentul ciocnirii, printr-o anumită viteză instantanee v şi o forţă de 

ciocnire N. Acestea (v, N) se transmit şi punctelor din secţiunile 

imediat învecinate suprafeţei de contact, din aproape în aproape, cu 

viteză finită (viteza de propagare a undei longitudinale), sub forma 

unei unde. Unda de ciocnire este caracterizată prin parametrii: viteza 

V şi forţa N. 

Rezolvarea elementară a sistemului de ecuaţii liniare corespunzător ciocnirii 

plane, folosind în acest scop legile fundamentale ale dinamicii şi principiile 

de bază ale teoriei ciocnirii plane. Prin rezolvarea acestui sistem de ecuaţii, 

se obţin valorile vitezelor şi forţelor de ciocnire ale punctelor materiale din 

fiecare secţiune transversală prin care trece unda de deformaţie, la un 

moment dat. 

o Cu ajutorul parametrilor calculaţi (forţă şi viteză) se pot determina 

ulterior şi alte mărimi: tensiunile din bare, deplasarea suprafeţei de 

contact, energia transmisă, puterea de ciocnire, 

o S-au prezentat trei modele de sisteme de ciocnire, având în 

componenţă bare de lungimi infinite şi secţiuni constante. In aceste 

cazuri, parametrii ciocnirii (forţa şi viteza) se modifică brusc în 

momentul impactului, dar rămân constanţi pe toată lungimea barei. 

Definirea suprafeţelor limită (fi-ontierelor), adică a acelor suprafeţe în care 

există o modificare bruscă de diametru sau de material şi pe care apar unde 

reflectate, unde transmise sau suprapuneri de unde. Ca urmare, are loc 

modificarea parametrilor ciocnirii. 

Construirea diagramei de propagare a undelor (diagrama ondulatorie), care 

permite urmărirea procesului de propagare a undelor, cât şi succesiunea 

temporală a acestora pe suprafeţele limită. 

Stabilirea, pe baza diagramei, a sistemelor de ecuaţii pentru calculul 

parametrilor de ciocnire şi determinarea timpul de ciocnire. 
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• Calculul sistemelor percutante cu ajutorul diagramelor de propagare a 

undelor, considerând patru situaţii de ciocnire, fiecare având cel puţin un 

element de lungime finită. 

• Realizarea, în limbaj MATLAB, a programelor pentru calculul parametrilor 

de ciocnire (forţă şi viteză) în funcţie de timp, pentru situaţiile de ciocnire 

prezentate. 

• Reprezentarea, în formă grafică şi numerică, a parametrilor de ciocnire ai 

punctelor situate pe suprafeţele limită ale sistemului percutant, pentru 

diferite valori ale vitezei iniţiale de ciocnire. 

• Determinarea timpului de ciocnire prin urmărirea apariţiei pe diagrama 

ondulatorie a undei reflectate de la capătul îndepărtat al uneia dintre bare 

(după caz). 

• Stabilirea expresiei pentru coeficientul de transmitere a energiei prin 

ciocnire în funcţie de raportul dintre impedanţele barelor. 

CAPITOL UL 4: STUDII EXPERIMENTALE PRIVIND CIOCNIREA BARELOR 

• Prezentarea fenomenelor urmărite, în general, într-un experiment de ciocnire 

şi a mărimilor măsurate. 

• Descrierea şi compararea a două modele experimentale întâlnite în literatura 

de specialitate şi utilizate pentru analiza fenomenului de ciocnire şi a 

propagării undelor de deformaţie în bare cilindrice (modelul cu bare 

suspendate prin fire elastice şi cel cu bare ghidate). 

• Proiectarea şi realizarea unui stand experimental cu ajutorul căruia să se 

poată valida rezultatele teoretice privind ciocnirea coaxială a două bare 

cilindrice, de lungimi finite, pe baza metodei aproximative descrise în 

Capitolul 3, prin analiza fenomenului de propagare a undelor longitudinale 

prin bare. Prin acest experiment s-a urmărit: 
- punerea în evidenţă a undelor de deformaţie în barele cilindrice 

supuse ciocnirii; 

- determinarea timpului de ciocnire. 
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Realizarea sistemului de achiziţie a datelor obţinute de la standul de 

încercări. 

Realizarea a două variante de amplasare a timbrelor tensometrice pe barele 

studiate. Prin compararea semnalelor obţinute s-a arătat că: 

- modul de legare a timbrelor tensometrice în punte întreagă dă 

rezultate mai bune decât în cazul legării lor în semipunte; 

- în ambele seturi de încercări semnalele măsurate respectă modul de 

propagare a undei de şoc, generată de ciocnirea barelor; 

- în ambele variante, amplitudinea semnalului este proporţională cu 

deformaţia de compresiune a barei, aceasta scăzând pe măsură ce 

unda avansează în bară. 

Măsurarea timpului de contact dintre cele două bare supuse impactului se 

dovedeşte a fi corectă, deoarece concordă atât cu rezultatele obţinute prin 

calcul cât şi cu testările ulterioare 

Evidenţierea undelor reflectate de la capătul barei percutoare, respectiv de la 

capătul barei receptoare, prin analiza semnalelor obţinute de la primul 

timbru aşezat pe bara receptoare. S-au obţinut următoarele rezultate: 

- în primul caz s-a realizat corelarea dintre diagramele de propagare a 

undelor în bare, cea obţinută pe cale teoretică, cu cea obţinută prin 

măsurare, evidenţiindu-se o corespondenţă clară a rezultatelor 

experimentale cu cele teoretice. 

- în al doilea caz, unda reflectată de la capătul liber al barei receptoare 

este dificil de pus în evidenţă datorită lungimii mari a barei, lungime 

pe care această undă se amortizează semnificativ. In afară de 

amortizare, intervin o serie de efecte secundare, ce diminuează 

semnificativ posibilitatea observării undei reflectate. Punerea în 

evidenţă a undei reflectate s-a realizat prin aplicarea unui strat vâscos 

pe capătul liber al barei, după care s-a urmărit diferenţa dintre 

semnalele captate cu şi fară amortizarea introdusă de către acest strat 

vâscos. Acest procedeu nu a produs rezultate remarcabile la analiza în 
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domeniul timp şi nici în cazul analizei în domeniul frecvenţial. De 

aceea, s-a trecut la analiza wavelet (în domeniul timp-scară) 

obţinându-se filtrarea semnalelor şi reconstruirea componentei 

datorate undei reflectate. 

Pentru analiza fenomenelor ce au făcut obiectul studiului experimental s-au 

realizat o serie de programe de achiziţie şi prelucrare a datelor ce pot fi 

utilizate şi în cadrul unor cercetări ulterioare. 
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5.2. Contribuţii personale 

CONTRIBUŢII ÎN DOMENIUL TEORETIC: 

- Sistematizarea informaţiilor cu privire la teoriile şi metodele utilizate 

în studiul fenomenelor de ciocnire între corpuri; 

- Realizarea unei descrieri cronologice, pe baza surselor bibliografice, a 

cercetărilor referitoare la fenomenul de propagare a undelor de 

deformaţie ce apar în cazul ciocnirii corpurilor de tipul barelor lungi; 

- Prezentarea, pe baza teoriei elasticităţii, a noţiunilor teoretice 

fundamentale necesare descrierii modelului matematic studiat; 

- Reprezentarea grafică a ecuaţiilor de frecvenţă pentru cazul undelor 

longitudinale şi transversale; 

- Trasarea curbelor de variaţie a deformaţiilor şi vitezelor, în cazul 

ciocnirii unei bare elastice cu o masă rigidă, pe baza unor programe 

realizate în codul Maple; 

- Aplicarea unei metode aproximative de calcul şi construirea 

diagramelor ondulatorii în cazul ciocnirii a două bare de lungimi 

finite, pe baza teoriei de propagare a undelor longitudinale, dar fară a 

fi necesară soluţionarea ecuaţiei undei; 

- Rezolvarea sistemelor de ecuaţii liniare necesare pentru calculul 

parametrilor de ciocnire; 

- Elaborarea unor programe în limbaj MATLAB, destinate calculului şi 

reprezentărilor grafice ale parametrilor de ciocnire (forţă şi viteză). 

CONTRIBUŢII ÎN DOMENIUL EXPERIMENTAL: 

- Proiectarea şi realizarea unui stand experimental, care urmăreşte 

modelul teoretic descris în paragraful 3.4.4, respectiv ciocnirea 

coaxială a două bare cilindrice, de lungimi finite. Cu ajutorul 

standului propus se poate analiza fenomenul de propagare a undelor 

longitudinale prin bare, precum şi determinarea timpului de ciocnire; 

242 

BUPT



Realizarea sistemului de achiziţie a datelor provenite de la standul de 

măsurări; 

Construirea dispozitivului electronic declanşator, necesar pentru 

sincronizarea înregistrării semnalelor de la timbrele tensometrice, de 

către placa de achiziţii de date; 

întocmirea programelor de achiziţie a datelor, în limbaj Visual C-H-; 

Realizarea unor programe de calcul, în limbaj MATLAB, necesare 

pentru prelucrarea datelor experimentale şi afişarea lor grafică; 

Realizarea diagramelor comparative pentru punerea în evidenţă a 

undelor reflectate de la bara percutoare (compararea rezultatelor 

teoretice cu cele experimentale fiind satisfăcătoare); 

Realizarea a câte două seturi de măsurări, cu şi fară amortizare 

vâscoasă, pentru evidenţierea undei reflectate de la capătul liber al 

barei receptoare; 

întocmirea unui program de analiză în domeniul frecvenţial, în limbaj 

MATLAB, care dă posibilitatea filtrării semnalului pe anumite 

domenii selectate şi apoi transformarea din domeniul frecvenţă în 

domeniul timp, precum şi calculul şi afişarea diferenţei dintre 

semnalul amortizat şi neamortizat. 

întocmirea unui program de calcul în MATLAB, pentru localizarea în 

timp a undei reflectate, cu ajutorul transformării wavelet rbioS.l. 
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ANEXA 3.1 

Program „par.3.4.r' ^ 

- determinarea valorilor forţelor şi vitezelor pe suprafeţele limită A şi B 

ro = 7800; 

c = 5188; 

diametrul = 0.03; 

diametru2 = 0.04; 

diametru3 = 0.02; 

vO = 5; 

format long 

S(l) = pi*diametrul^2/4; 

S(2) = pi*diametru2^2/4; 

S(3) = pi*diametru3^2/4; 

K(l) = ro*c*S(l); 

K(2) = ro*c*S(2); 

K(3) = ro*c*S(3); 

i = (l:30); 

q = ((K(l) - K(3))/(K(1) + K(3)))*((K(2) - K(3))/(K(2) + K(3))); 

n(i) = (K(1)*K(2))/(K(1) + K(2))ni-q.^i)*v0; 

w(i) = vO-n(i)/K(l); 

N(i) = (K(3)*K(2))/(K(3) + K(2))*(l+(K(2)/K(3))*(K(l)-K(3))/(K(l)+K(2))*(l-q.^(i 

l)))*vO; 

v(i)=N(i)/K(2); 

coli = i; 

col2 = N; 

col3 = v; 

col4 = n; 

col5 = w; 

tab = [coir col2' col3' col4' col5'] 
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stem(N;ob'): 

hold on; 

stem(N;b'); 

title('Diagrama foitelor care apar pe suprafaţa limita A'); 

ylabelCNJ'); 

xlabelCi'); 

figure; 

stem(v,'ob'); 

hold on; 

stem(v;b'); 

title('Diagrama vitezelor care apar pe suprafaţa limita A'); 

ylabel('v_i'); 

xlabel('i'); 

figure; 

stem(n,'ob'); 

hold on; 

stem(n,'b'); 

title('Diagrama forţelor care apar pe suprafaţa limita B'); 

ylabelCnJ'); 

xlabelCi'); 

figure; 

stem(w,'ob'); 

hold on; 

stem(w,'b'); 

title('Diagrama vitezelor care apar pe suprafaţa limita B'); 

ylabelCwJ'); 

xlabelCi'); 
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ANEXA 3.1 

Program „par.3.4.2" 

- determinarea valorilor forţelor şi vitezelor pe suprafaţa de ciocnire 

ro = 7800; 
c = 5188: 
diametrul = 0.04; 
diametru2 = 0.03; 
v0 = 2; 

format long 
S(l) = pi*diametrul^2/4; 
S(2) = pi*diametru2^2/4; 
K(l) = ro*c*S(l); 
K(2) = ro*c*S(2); 
i = (l:30); 
q = (K(l)-K(2))/(K(l) + K(2)); 
N(i) = (K(1)*K(2))/(K(1) + K(2))*q.^(i - l)*vO; 
v(i) = N(i)/K(2); 
coli = i; 
col2 = N; 
col3 = v; 

tab = [coir col2' col3'] 

stem(N,'or'); 
hold on; 
stem(N;r'); 
title('Diagrama forţelor'); 
ylabelCNJ'); 
xlabelCi'); 
figure; 
stem(v,'or'); 
hold on; 
stem(v,'r'); 
title('Diagrama vitezelor'); 
ylabel('v_i'); 
xlabel('i'); 
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ANEXA 3.1 

Program „par_3.4.4" 
- determinarea valorilor forţelor şi vitezelor pe suprafaţa de ciocnire 

ro = 7800; 
c = 5188; 
(iiametni2 = 0.035; 
diametrul = 0.040; 
vO = 2; 

format long; 
S(l) = pi*diametrul^2/4; 
S(2) = pi*diametru2'^2/4; 
K(l) = ro*c*S(l); 
K(2) = ro*c*S(2); 
i = (l:3); 
q = (K(l)-K(2))/(K(l) + K(2)); 
N(i) = (K(1)*K(2))/(K(1) + K(2))*q.^(i - l)*vO; 
v(i) = N(i)/K(2); 
coli = i; 
col2=N; 
col3 = v; 

tab = [coir col2' col3'] 

bar(N;ob'); 
hold on; 
bar(N,'b'); 
title('Diagrama forţelor'); 
ylabelCNJ'); 
xlabel('i'); 
figura; 
bar(v,'ob'); 
hold on; 
bar(v;b'); 
title('Diagrama vitezelor'); 
ylabel('v_i'); 
xlabel('i'); 
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ANEXA 4.1 
Program de achiziţie a datelor „ach_bare.cpp" 

/* Biblioteci utilizate*/ 
/•biblioteca de fimctii a plăcii de achiziţie Nat. Instr. PCI1200 */ 
#include "nidaqex.h" 
/* bibliotecile standard Visual C*/ 
#include <fcntl.h> 
#include <io.h> 
#include <stdlib.h> 
#include <stdio.h> 
#include <conio.h> 
#include <ct>pe.h> 
#include <math.h> 
#include <string.h> 
#include <sys/types.h> 
#include <sys/stat.h> 
#include <string.h> 
/•început program*/ 
void main(void) 
{ 

/*Variabile locale:*/ 
i l6 iStatus = 0; 
/*Valoare retumate in caz de eroare*/ 
i l6 iRetVal = 0; 
/*Identificatorul plăcii de achiziţie*/ 
i l6 iDevice = 1; 
/*Timpul total de achiziţie. 
In cazul apariţiei unei erori 
achiziţia se opreşte automat dupa 
expirarea acestui timp*/ 
i32 ITimeout = 600; 
/*Numarul de canale pe care se achizitioneaza*/ 
i l6 inumChans = 1; 
/* Amplificarea plăcii de achzitie*/ 
i l6 iGain= 1; 
/* Numărul de achiziţii pe secunda pentru mai multe canale*/ 
f64 dSampRate = 20000.0; 
/* Numărul de achiziţii pe secunda pe un canal*/ 
f64 dScanRate = 0; 
/*Numarul total de achiziţii*/ 
u32ulCount =300000; 
/* Declanşator*/ 
il6iStartTrig= 1; 
il6iExtConv =0; 
/*Nume fişier cu date achzitionate*/ 
char* strFilename = "a"; 
i l6 iIgnoreWaming = 0; 
/* Setare declanşator extem*/ 
iStatus = DAQ_Config(iDevice, iStartTrig, iExtConv); 

249 

BUPT



iRetVal = NIDAQErrorHandler(iStatus, "DAQ_Config", iIgnoreWaming); 
/* Setarea limitei de timp :nr. secunde * 18tacturi/sec.) */ 
iStatus = Timeout_Config(iDevice, ITimeout); 
iRetVal = NIDAQErrorHandier(iStatus, "Timeout_Config", 
iIgnoreWaming); 
/* Specificarea numelui de fişier in care se inscriu datele*/ 
printf("\n Numele fişierului:"); 
scanf("%s".strFilename); 
printf("\n"); 
/* Achiziţie pe disc.*/ 
iStatus = Lab_ISCAN_to_Disk (iDevice, inumChans, iGain, strFilename, ulCount, 
dSampRate, dScanRate, 0); 
iRetVal = NIDAQErrorHandler(iStatus, "Lab_ISCAN_to_Disk", iIgnoreWaming); 
/*Daca achiziţia s-a terminat cu succes scrie "OK" pe ecran*/ 
if (iStatus = 0) printf(" O.K.!"); 
/•Reseteaza limita de timp*/ 
iStatus = Timeout_Config(iDevice, -1); 
/* Afiseaza pe ecran mesajul de terminare a achiziţiei*/ 
printf("Terminat aclmtie!\n"); 

} 
/* Sfârşit program */ 
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ANEXA 3.1 

Program „al.m"" 

- afişare grafică a diagramei semnalului achiziţionat de la 1 timbru 

nr_cit = 500; 
h = [l 1 1 1 1 1 1 l]/8; 
figure; 
[filename,pathname] = uigetfile('*.*'; ',300.100); 
if filename ~=0 

fid = fopen(strcat(pathname,fîlename),'r'); 
[xl.count] = fread(fid.inf,'intl6'); 
fclose('all'); 
timp =[1:600000]/! 00000; 
xl =xl.•(10/4096); 
xl = xl - mean(xl); 
xl =conv(h,xl); 
plot(timp( 1 :nr_cit),x 1 (1 :nr_cit);k'); 
xlabel(Timp [sec]') 
ylabel('Tensiune [V]') 

end 
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ANEXA 3.1 

Program „a6.m'' 

- afîşare grafică a diagramei semnalelor achiziţionate de la 6 timbre 

nr_cit = 500; 
h = [l 1 1 1 1 1 1 l]/8; 
timp =[1:600000]/! 00000; 
figure; 
%1 
[filename.pathname] = uigetfile('*.*',' ',300,100); 
if filename —O 

fîd = fopen(strcat(pathname,filename),'r'); 
[xl,count] = fread(fid.inf.'intl6'); 
fcloseCall'); 
xl =xl.*(10/4096); 
xl = xl - mean(xl); 
xl = conv(h,xl); 
plot(timp(l :nr_cit),xl (1 :nr_cit),'k'); 
xlabel(Timp [sec]') 
ylabeICTensiune [V]') 
hold on 

end 
%2 
[filename,pathname] = uigetfile('».*',' ',300,100); 
if filename ~=0 

fîd = fopen(strcat(pathname,filename).'r'); 
[xl,count] = fread(fid,inf,'intl6'); 
fclose('air); 
xl =xl.•(10/4096); 
xl = x l -mean(xl); 
xl = conv(h,xl); 
plot(timp( 1 :nr_cit),x 1 (1 :nr_cit),'r'); 

end 
%3 
[filename,pathname] = uigetfileC*.*',' ',300,100); 
if filename ~=0 

fid = fopen(strcat(pathname,filename),'r'); 
[xl,count] = fread(fid,inf,'intl6'); 
fclose('all'); 
xl =xl .*( 10/4096); 
xl = x l -mean(xl); 
xl = conv(h,xl); 
plot(timp(l :nr_cit),xl(l :nr_cit),'b'); 

end 
%4 
[filename,pathname] = uigetfile('*.*',' ',300,100); 
if filename ~=0 

fid = fopen(strcat(pathname,filename),'r'); 
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[xl.count] = fread(fid,inf,'intl6'); 
fcloseCall'); 
xl =xl.•(10/4096); 
xl = x l - mean(xl); 
xl = conv(h,xl); 
piot(timp( 1 :nr_cit),x 1 (1 :nr_cit),'m'); 

end 
%5 
[filename,pathname] = uigetfileC*.*',' ',300,100); 
if filename ~=0 

fid = fopen(strcat(pathname,filename),'r'); 
[xl,count] = fread(fid,inf,'intl6'); 
fclose('all'); 
xl =xl.•(10/4096); 
xl = xl - mean(xl); 
xl =conv(h,xl); 
plot(timp(l :nr_cit),xl(l :nr_cit),'c'); 

end 
%6 
[filename,pathname] = uigetfileC^.^'.' ',300,100); 
if filename ~=0 

fid = fopen(strcat(pathname,filename),'r'); 
[xl,count] = fi-ead(fid,inf,'mtl6'); 
fclose('all'); 
xl =xl.+(10/4096); 
xl = x l -mean(xl); 
xl = conv(h,xl); 
plot(timp(l :nr_cit),xl(l :nr_cit),'g'); 

end 
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ANEXA 3.1 

Program „a8_med_ifft_filt.in'': 
Calculul şi afişarea transformatei Fourier rapide (fft); 
Calculul şi afişarea mediei celor 5 semnale amortizate şi a celor cinci semnale neamortizate; 
Filtrarea semnalului pe domeniile selectate; 
Calculul şi afişarea transformatei Fourier inverse (ifTt); 
Calculul şi afişarea diferenţei dintre semnalul amortizat şi neamortizat. 

nr_cit= 1500: 
n_plot_timp = nrcit; 
timp =[1:600000]/! 00000; 
h = [ l 1 1 l]/4; 
Fs= 100000; 
n_fft = 2^18; 
mt_timp = (1/Fs:l/Fs:n_fft/Fs); 
f = Fs*(0:n_ffî/2-l)/n_fft; 
n_plotl = 1; 
n_plot2 = 50000; 
%1 
[filename,pathname] = uigetfile('*.*'; ',300.100); 
if filename ~=0 

fid = fopen(strcat(pathname,filename),'r'): 
[xl,coimt] = fread(fid,inf;intl6'); 
fcloseCall'); 
xl =xl.*(10/4096); 
xl = xl - mean(xl); 
xl = conv(h,xl); 
yl =fft(xl(l:n_ffî),n_fft); 
Pyl =yl.*conj(yl)/n_fft; 

end 
%2 
[filename,pathname] = uigetfile('*.*',' ',300,100); 
if filename ~=0 

fid = fopen(strcat(pathname,filename),'r'); 
[x2,count] = fread(fid,inf,'intl6'); 
fclose('all'); 
x2 = x2.*(10/4096); 
x2 = x2 - mean(x2); 
x2 = conv(h,x2); 
y2 = fft(x2(l:n_ffî),n_fft); 
Py2 = y2.*conj(y2) / n_ffî; 

end 
%3 
[filename,pathname] = uigetfile('*.*',' ',300,100); 
if filename ~=0 

fid = fopen(strcat(pathname,filename),'r'); 
[x3,count] = fi-ead(fid,inf,'intl6'); 
fclose('all'); 
x3 = x3.*(10/4096); 
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x3 = x3 - mean(x3); 
x3 = conv(h.x3); 
y3 = ffî(x3(l:n_fft).n_fft): 
Py3 = y3.*conj(y3) / n_ffî; 

end 
%4 
[filename,pathname] = uigetfile('*.*',' '.300,100); 
if filename ~=0 

fid = fopen(strcat(pathname,filename),'r'); 
[x4.count] = fread(fid,inf.'intl6'); 
fclose('air); 
x4 = x4.*( 10/4096); 
x4 = x4 - mean(x4); 
x4 = conv(h,x4); 
y4 = fft(x4(l:n_ffî),n_fft); 
Py4 = y4.*conj(y4) / n_ffî; 

end 
%5 
[filename,pathname] = uigetfile('*.*',' ',300,100); 
if filename —O 

fid = fopen(strcat(pathname,filename),'r'); 
[x5,count] = fi-ead(fid,inf,'intl6'); 
fclose('all'); 
x5=x5.*( l 0/4096); 
x5 = x5 - mean(x5); 
x5 = conv(h,x5); 
y5 = fft(x5(l:n_ffî),n_ffî); 
Py5 = y5.*conj(y5) / n_fft; 

end 
%6 
[filename,pathname] = uigetfile('*.*',' ',300,100); 
if filename —O 

fid = fopen(strcat(pathname,filename),'r'); 
[x6,count] = fi-ead(fid,inf,'intl6'); 
fclose('all'); 
x6 = x6.*(l 0/4096); 
x6 = x6 - mean(x6); 
x6 = conv(h,x6); 
y6 = fft(x6(l:n_fft),n_fft); 
Py6 = y6.*conj(y6) / n_fft; 

end 
%7 
[filename,pathname] = uigetfile('*.*',' ',300,100); 
if filename ~=0 

fid = fopen(strcat(pathname,filename),'r'); 
[x7,count] = fi-ead(fid,inf,'intl6'); 
fclose('all'); 
x7 = x7.*(10/4096); 
x7 = x7 - mean(x7); 
x7 = conv(h,x7); 
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y7 = fft(x7(l:n_fft).n_fft); 
Py7 = y7.*conj(y7) / n_ffî; 

end 
%8 
[filename.pathname] = uigetfile('*.*'.' ',300,100); 
if filename ~=0 

fid = fopen(strcat(pathname,filename),'r'); 
[x8,count] = fread(fid,inf,'intl6'); 
fclose('all'); 
x8 = x8.*(10/4096); 
x8 = x8 - mean(x8); 
x8 = conv(h,x8); 
y8 = ffî(x8(l:n_ffî),n_fft); 
Py8 = y8.*conj(y8) / n_ffî; 

end 
xmed = mean([xl x2 x3 x4],2); 
xmed_v = mean([x5 x6 x7 x8],2); 
Pymed = mean([Pyl Py2 Py3 Py4],2); 
Pymed_v = mean([Py5 Py6 Py7 Py8],2); 
figure; 
plot(timp(l :nr_cit),xmed(l :nr_cit),'k'); 
hold on; 
plot(timp(l :nr_cit),xmed_v(l :nr_cit),'r'); 
figure; 
plot(f(n_plotl :n_plot2),Pymed(n_plotl :n_plot2),'k'); 
hold on; 
plot(f(n_plotl :n_plot2),Pymed_v(n_plotl ;n_plot2),'r'); 
ymed = ffî(xmed(l:n_fft),n_fft); 
Pymed 1 = ymed. •conj (ymed) / n_fft; 
ymed_v = fît(xmed_v(l :n_fft),n_ffî); 
Pymed l_v = ymed_v.*conj(ymed_v) / n_fft; 
figure; 
plot(f(nj3lotl :n_plot2),Pymedl(njDlotl :n_plot2),'k'); 
hold on; 
plot(f(nj3lotl :n_plot2),Pymedl_v(n_plotl :n_plot2),'r'); 
% Se elimina intervalele ce nu conţin unda reflectata 

ymed(l:7000) = 0; 
ymed(8000:14000) = 0; 
ymed(15000:length(ymed)) = 0; 
ymed_v(l:7000) = 0; 
ymed_v(8000:14000) = 0; 
ymed_v(15000:length(ymed)) = 0; 
iymed = real(ifft(ymed)); 
iymed_v = real(iffî(ymed_v)); 

figure; 
plot(timp(l :n_plot_timp),iymed(l :n__plot_timp),'k'); 
hold on; 
plot(timp(l :n_plot_timp),iymed_v(l :n_plot_timp),'r'); 
iymedO = real(ifft(ymed - ymed_v)); 
plot(timp(l :n_plot_timp),iymedO(l :n_plot_timp),'b'); 
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ANEXA 3.1 

Program : „a6_med_wave.in" 
Calculul transformării wavelet rbio3.1.; 
Afişarea diagramelor aproximării şi detaliilor în domeniu continuu şi discret, 

load iymed01024m 
viy = iymedO 1024(1:512)': 
Iv = length(viy); 
nivele = 9; 
tip_vvl = 'rbioS.l'; 
subplot(311), plot(viy);title('Semnal analizat'); 
set(gca;Xlim',[0 Iv]) 
[c.l] = wavedec(viy,nivele,tip_wl); 
cfd = zeros(nivele.lv); 
for k = 1 :nivele 

d = detcoef(c,l,k); 
d = d(ones(l,2^k),:); 
cfd(k,:) = wkeep(d(:)Mv); 

end 
cfd = cfd(:); 
I = find(abs(cfd)<sqrt(eps)); 
cfd(I)=zeros(size(I)); 
cfd = reshape(cfd,nivele,lv); 
subplot(312), colormap(pink(64)); 
img = image(flipud(wcodemat(cfd,64,'row'))); 
set(get(img,'parent'),'YtickLaber,[]); 
title('Coeficientii transformării discrete') 
ylabelCNivel') 
subplot(313) 
ccfs = cwt(viy,l:32,tip_wl,'plot'); 
title('Coeficientii transformării continue') 
colormap(pink(64)); 
ylabel('Scara') 
figure; 
subplot(8,l,l); 
plot(ccfs(l,:),'k'); 
hold on 
subplot(8,l,2); 
plot(ccfs(2,:),'k'); 
subplot(8,l,3); 
plot(ccfs(3,:),'k'); 
subplot(8,l,4); 
plot(ccfs(4,:),'k'); 
subplot(8,l,5); 
plot(ccfs(5,:),'k'); 
subplot(8,l,6); 
plot(ccfs(6,:),'k'); 
subplot(8,l,7); 
plot(ccfs(7,:),'k'); 
subplot(8,l,8); 
plot(ccfs(8,:),'k'); 
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