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CAPITOLUL 1 

STADIUL ACTUAL AL CERCETĂRILOR PRIVIND CALCULUL 

CÂMPURILOR DE TENSIUNI, DEFORMAŢII ŞI DEPLASĂRI 

ÎN SOLIDE ELASTICE CU DEFECTE 

§ 1.1. INTRODUCERE. PREZENTAREA PROBLEMATICII 

La ora actuală cercetarea ştiinţifică în domeniul mecanicii corpurilor cu fisuri (sau mai 
general cu defecte) a postulat anumite concluzii rezultate în principal din experienţă, considerate 
ca puncte de plecare în orice analiză de esenţă a problemei: 
• In toate corpurile solide, indiferent de modul de realizare, de modul de solicitare sau de 

importanţa lor în structura de rezistenţă din care fac parte, există defecte, fie că este 
vorba de microdefecte de tipul dislocaţiilor, vacanţelor, etc., fie că este vorba de 
macrodefecte de tipul golurilor, incluziunilor, fisurilor, crăpăturilor, tăieturilor, rezulatate 
în special în procesul de elaborare a materialelor în sine sau a structurilor în ansamblu. 

• Rezistenta solidelor elastice deformabile depinde în mod esenţial de defectele existente în 
elementele structurii. 

• Sub acţiunea sarcinilor exterioare, care pot fi de natură mecanică, termică sau 
electromagnetică, microfisurile vor creşte şi, printr-un proces de coalescenţă, vor conduce 
la apariţia fisurilor, care la rândul lor se vor propaga, putând conduce la distrugerea locală 
sau totală a corpului. După cum reiese din experienţă acest fenomen este caracteristic 
mai ales pentru cazul ruperilor fragile si cvasifragile; 

• Pentru a putea da un răspuns asupra capacităţii de rezistenţă a unui solid elastic solicitat, 
trebuie să cunoaştcm natura şi dimensiunile defectelor preexistente şi să putem calcula 
starea de tensiune şi deformaţie în imediata lor vecinătate. 

Actualmente, în cazul teoriei liniare a elasticităţii, s-au rezolvat multe probleme 
referitoare la starea de tensiune şi deformaţie a corpurilor cu fisuri. Majoritatea acestor soluţii se 
referă la corpurile cu o fisură sau cu un sistem de fisuri, ordonate într-un fel determinat, tară să 
existe o metoda general valabilă de rezolvare. O încercare de rezolvare unitară a problemelor 
plane cu fisuri esle făcută în monografia lui V.V. PANASIUK, M P. SAVRUK şi A P. 
LAŢIN1N-I976, pe ba/a metodei ecuaţiilor integrale singulare aplicate atât la domenii simplu 
conexe, cât şi la domenii multiplu conexe. Apariţia calculatoarelor şi a programelor specializate 
pe rezolvarea numerică a ecuaţiilor integrale permite obţinerea unor rezultate cu un grad de 
precizie ridicat. 

Obiectivul principal al analizei câmpului de tensiuni şi deformaţii în corpurile cu fisuri 
este de a obţine o imagine globală a stării de tensiune şi deformaţie în zona care include vârful 
sau frontul fisurii, zonă în care apare procesul progresiv de propagare a fisurii până la rupere. 
Considerând o comportare liniar elastică pentru a face o caracterizare în termenii valorilor Ki, 

BUPT



( apilolul I Stadiul aciuai al cercetări for 

Kn, Km, este sullcicnlă cunoaşterea câmpului de tensiuni, deformaţii şi deplasări în apropierea 
vârfului fisurii. în acest sens în literatura specifică de mecanica ruperii sunt cunoscute un număr 
mare de soluţii în formă închisă pentru probleme bidimensionale relative la modul I şi modul II 
de deschidere a fisurii. Sub aspect teoretic acestea sunt valabile numai pentru planul infinit, în 
special pentru cele care se comporta după modul III. Vom face mai târziu o analiză amănunţită a 
acestei probleme. 

§ 1.2. IDEEA ŞI PROBLEMA T/CA DEFECTELOR ADMISIBILE 

Toată munca depusă de-a lungul anilor în domeniul mecanicii ruperii pleacă de Ia ideea -
pe care am postulat-o mai sus - că nu există structuri de rezistenţă fară defecte, care apar fie în 
timpul elaborării materialelor, fie în timpul procesului tehnologic de fabricaţie, fie în timpul 
exploatării, ca urmare a acţiunii solicitării şi a mediilor active. Din aceste motive varietatea 
defectelor este extrem de mare, cuprinzând clase de incluziuni, porozităţi, fisuri, goluri, zone cu 
caracteristici fizico-chimice şi de rezistenţă modificate, cum ar fi zona de infiuenţă termică într-o 
îmbinare sudată, zone cu tenacitate diminuată printr-un efect tenso-termic etc. Această idee s-a 
cristalizat în timp, pe baza unui enorm material experimental, de Ia teoria dislocaţiilor din reţele 
cristaline până la incluziunile grosolane din procesele de turnate. Mai mult, existenţa unor 
incluziuni din materiale cu alte proprietăţi mecanice a devenit o caracteristică fundamentală în 
alcătuirea materialelor compozite. S-a schimbat însăşi concepţia despre fenomenul de rupere, 
care era privit în accepţiunea clasică a teoriilor de rezistenţă ca un fenomen global de cedare; 
astăzi studiile la nivel microscopic relevă faptul că ruperea este un proces puternic localizat, 
dependent de imperfecţiunile microstructurii: dislocaţii, vacanţe, agregate de impurităţi etc., care 
au în general o distribuţie şi o variaţie dimensională profund aleatoare. 

Mecanica ruperii (M.R.) s-a dez\'oItat pentru cazul defectelor de tipul fisurilor de formă 
plană, considerat ca un caz extrem de acuitate şi periculozitate. La cealaltă extremitate se află 
defectele volumice (tridimensionale), de forma cvasi-sferică, elipsoidală, cilindrică circulară etc., 
care în general afectează rezistenţa structurii numai în măsura în care diminuează secţiunea 
periculoasă şi induc concentrări de tensiune. Cazurile reale se situează între aceste doua extreme 
şi se vor adopta metode diferite de calcul, analiză şi interpretare, în funcţie de tipul defectului: 
cele care se apropie de modelul fisurilor plane se vor rezolva prin metodele (M.R.), celelalte cu 
metodele teoriei elasticităţii. 

De multe ori se foloseşte pentru descrierea unei aglomerări de pori, incluziuni, fisuri, sau 
chiar a unei zone cu tenacitate scăzută, un defect conceptual global de formă circulară sau 
elipsoidală, care circumscrie această aglomerare. Această metodă de echivalenţă se bazează pe 
constatarea că o aglomerare de pori sau incluziuni se transfomiă într-o reţea de fisuri prin 
cedarea punţilor de material, care despart defectele în primul rând în interiorul aglomerării, 
cedare care se opreşte la limita domeniului înscris în golul echivalent. 

Intr-o estimare globală pur inginerească a mărimii defectelor admisibile pe baza unei 
metodologii generalizate, este utilă şi necesară adoptarea unei relaţii simple între parametrii stării 
de tensiune, mărimea defectului şi caracteristica de tenacitate corespunzătoare zonei investigate. 
In acest scop se utilizează relaţia: 

K j . ^ a ^ l ^ (1.2.1) 

care guvernează iniţierea ruperii în condiţiile unei stări de tensiune elastice, respectiv: 

/Tcr 
Sr = — ^ I n 

' ttp: 
sec-

în condiţiile apariţiei unei defomiaţii plastice limitate 

(1.2.2) 
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Mârimea admisibilă a dcfccliilui sc determina din condiţia ca iniţierea ru|KTii sâ nu 
survină Ia nivelul tensiunii admisibile de proiectare: 

unde c este un coeficient de siguranţă. 
Din formulele precedente, considerând că: 

a , . 

c 
( 1 . 2 . 3 ) 

o-,- = Ks, (1.2.4) 

rezultă (v. CIOCLOV [C45]-1977) 

= 

K 
= I 

c 

.T/J-
Ic 

CT, J 

- / \ 

In 
[ 71 

In sec — 
2c) 

-l 

= c 2 — 

(1.2.5) 

(1 .2 .6 ) 

De obicei, în condiţii normale de proiectare, se adoptă un coeficient de siguranţă global 
c=\.5, ceea ce conduce ca din relaţiile (1.2.5) şi (1.2.6) să avem: 

C i = 0 . 5 şi ( 1 . 2 . 7 ) 

Datorită experienţei limitate până în prezent, în interpretarea defectelor pe baza conceptelor 
(M.R) nu s-au cristalizat date privind valorile coeficientului de siguranţă. Există numai date 
limitate la anumite cazuri particulare de structuri, de exemplu în cazul vaselor de presiune se 
poate considera = 5 (după BARTHOLOME şi DORNER 1971). După IRWIN (1960) şi 
DUFFY (1969) interpretarea defectelor maxime admisibile în cazul vaselor sub presiune se 
bazează pe ideea că extinderea fisurii are loc după ''scurgerea înaintea ruperii'^\ această condiţie 
presupune că adâncimea critică a fisurii pentru propagarea instabilă este mai mare decât 
grosimea peretelui vasului. Când se îndeplineşte această condiţie, fisura se propagă stabil până 
străpunge peretele vasului, provocând "scurgerea", înainte de atingerea limitei la care se 
declanşează propagarea instabilă şi deci distrugerea intempestivă a vasului. 

§ 1.3. ANALIZA TEMATICĂ A BIBLIOGRAFIEI 

Este incontestabil că dezvoltarea mecanicii ruperii fragile a pornit de la lucrările lui 
GRIFFITH, IRWIN şi OROWAN. Progresele însemnate au apărut în ultimele decenii, când 
pentru cercetarea stărilor de tensiune în plăcile slăbite cu sisteme de fisuri s-au luat în 
considerare şi influenţa temperaturii, comportării vâscoelastice, anizotropia, neomogenitatea şi 
neliniaritatea, ajungând la formularea şi rezolvarea acestor probleme pentru materiale compozite. 

1.3.1. Metode le matemat ice 

Metodele matematice cele mai utilizate pentru rezolvarea acestor tipuri de probleme sunt 
următoarele: 

1.3.1.1. Metoda ecuaţiilor integrale singulare 

Această metodă, întâlnită cel mai frecvent în studiile de (M.R.), pleacă de la transformarea 
ecuaţiilor diferenţiale în ecuaţii integrale, care pot fi mult mai uşor rezolvate cu metode de tip 
Monte Carlo. Ele se formulează de obicei ca ecuaţii integrale de contur, care constituie şi baza 
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metodei numerice a elemenlelor de frontiera. Funcţiile de sub integrală se exprimă sub forma 
produsului dintre funcţia căutată şi una din soluţiile fundamentale ale ecuaţiei diferenţiale 
omogene corespunzătoare în calitate de soluţie fundamentală, cel mai adesea se utilizează 
soluţia Kelvin-Somigliana; ecuaţiile integrale obţinute prin această metodă sunt întotdeauna 
ecuaţii singulare. Bazele formulării şi rezolvării acestor ecuaţii au fost puse de MIDLIN şi 
dezvoltate de KUPRADZE. în Cap.3 § 3.3 se prezintă detaliat această problemă. 

1.3.1.2. Metoda funcţiilor de variabilă complexă 

Se bazează pe ecuaţiile lui Kolosov - Mushelişvili, care pentru aplicaţii efective conduc la 
ecuaţii integrale cu nuclee de tip Cauchy. Lucrările dezvoltate pe baza acestei teorii sunt deosebit 
de complexe şi foarte numeroase. în general, utilizarea ecuaţiilor integrale este destul de 
complicată şi laborioasă. A se vedea Anexa nr.3, Cap.2. 

1.3.1.3. Metoda t ransformări lor integrale 

De obicei se folosesc transformate Fourier în sinus şi cosinus, transformate Laplace, 
transformate Mellin. Lucrările fundamentale sunt date de SNEDDON (1952), TRANTER 
(1956), SNEDDON şi BERRY (1958). în rezultatele noi pe care le-am obţinut la problema test 
nr. V am utilizat şi eu transformata Laplace. 

1.3.1.4. Metoda transformărilor conformc 

în problemele de solide cu defecte sunt de remarcat lucrările lui MUSHELIŞVILI (1953), 
ale Im SHIH (1962), BOWIE (1956, 1964), IRWIN (1957), AKAO şi KOBAYASHI (1967), 
BLOOM (1966), RICH şi ROBERTS (1967), NEAL (1970). 

1.3.1.5. Dezvoltarea în serie de puteri 

1.3.1.6. Metoda aproximaţiilor asimptotice 

ISIDA (1965), FEDDERSEN (1967), FORMAN şi KOBAYASHI (1964), SNEDDON şi 
SRI VASTAV (1971), VENTHEM şi KOITER (1973) 

1.3.1.7. Metoda separării variabilelor 

Cu ajutorul acesteia sunt obţinute soluţii pentru majoritatea problemelor mediilor cu 
incluziuni de formă canonică. Metoda se bazează pe utilizarea soluţiilor generale de bază ale 
teoriei elasticităţii în sisteme de coordonate ortogonale, care permit separarea variabilelor în 
ecuaţiile lui Laplace sau a lui Helmholz. Având avantaje indiscutabile, această metodă nu este 
totuşi lipsită de limitări esenţiale, care sunt urmările faptului că în ecuaţiile indicate variabilele se 
pot separa numai în anumite sisteme de coordonate curbilinii ortogonale. 

1.3.1.8. Metoda incluziunii echivalente 

Este o metodă larg răspândită în cazul problemelor spaţiale sau plane cu neomogenităţi. A 
fost propusă de ESHELBY. 

Se presupune că în interiorul corpului elastic izotrop o incluziune având un volum oarecare 
K limitat de suprafaţa X , suferă o schimbare dc formă. Aceasta în lipsa materialului 
înconjurător s-ar fi caraclcri/.at dc o dctbrmaţic cunoscută omogenă numită în continuare 

deformaţie liberă. Rezistenţa mediului înconjurător duce la o stare de tensiune interioară. Se 
arată că deplasările în cor|), û  sunt egale cu deplasările dc la nixelul forţelor volumice 

repartizate pe suprafaţa separării mediilor Z , şi care au mărimea , undecr.^ are direcţia, 

condiţionată de deformaţia e^ şi legată de aceasta cu legea lui Hooke, iar n^ este nonnala 

exterioară la suprafaţa S . Astfel 
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1 
= •rr 

16;rt:;(l - r) ^' d.x, d.\, ux^ 4«t^ " dv^. 

unde (7 este modulul de elasticitate transversală şi i'coellcientul lui Poisson 

'dU • 

•<rr o d(p (1.3.1.1) 

<7? = 
c/il 

_ _ 
r r — r 

/ • — r (1.3.1.2) 

Dificultatea principală în rezolvarea problemelor pe baza acestei metode constă în calculul 
funcţiilor (p şi i / / . 

• lucrările legate de „tensorul lui ESHELBY", care sunt axate pe studiul incluziunilor 
elipsoidale, sferice, cilindrice etc. în solide liniar elastice (v. [SB5], [SB36], [870], 
[J17], [P52], [SB37], [C36], [SB38], [R24]); 

• lucrările lui PODILCIUC N.lu. [P43], [P44j şi în special o monografic de excepţic 
[SB21]; 

• amintesc, mai mult cu titlu de excepţie, monografia lui A.I. ALEKSANDROV [A 13]. 
apărută în 1978, în care se încearcă o extindere a aplicării funcţiilor de variabilă 
complexă la probleme spaţiale. Am citit o recenzie lacută în P.M.M. de doi mari 
academicieni de la Kiev: A.N. GUZI şi lu.N. PODILCIUC, care au un ton destul de 
rezer\'at, deşi eu consider că este o carte deosebit de valoroasă. 

1.3.1.9. Metoda alternantă 

Permite să utilizăm cu succes principiul superpoziţiei. KANTOROVICl şi KRYLOV 

1.3.1.10. Metoda colocaţiei 

BARTA (1937), YULE şi KENDAL (1965), KOBAYASHI (1964), ISIDA (1973) 

1.3.1.11. Metodele numerice: MEF şi MEFr 

O parte din aceste metode nu sunt comentate în această introducere deoarece au fost 
prezentate şi comentate în cuprinsul lucrării. 

Pentru cele două metode numerice fundamentale M.E.F. şi M.E.Fr., pe lângă lucrările 
citate în cuprinsul capitolului 3, voi mai cita: 

IG32] L . J . G R A Y , A . - V . P H A N , ş,a 
- se prezintă o modificare la elementul de vârf de fisură ,^sfert-de-pimcr şi se utilizează apoi acest element 

în analiza ruperii integrale la limită bidimensionale. 

| J9 | Z . Q J I A N G , A . C H A N D R A , Y . I I U A N G 

i 
1/ 

V 

se prezintă o tehnică hibridă micro-macro a (M E.Fr.) 
cu interacţiuni la scară micro între incluziuni şi fisuri. 

|A50 | M.R. A V A T O L L A H i , ş.a 
- lucrarea cerceteazâ utilizarea directă a analizei cu element finit pentru calculul tensiunii T pentru încărcări 

modul I şi modul l/ll (mixt) 

|S74 | N. S U K U M A R , ş . a . 
- se propune o metodologie pentru a modela găuri arbitrare şi incluziuni de material fară a discretiza 

frontierele interne. 
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|1Î36| O.K.HKSKOS (Kd). Cap.: „ A n a l i / a plăcilor şi î i i>dişi ir i lor prin colocalia de frontiera'' , J .R. 
IliUchinson 

- explica metodologia şi trece în revistă cercetările de până acum în ceea ce priveşte metoda colocaţiei de 
fiontieră aplicată la rezolvarea încovoierii, tlanibajului şi oscilaţiei plăcilor şi învelişurilor. 

| B 1 6 | B A R E N B L A 1 T 
- studiază echilibrul fisurilor care se formează la ruperea fragilă, stabilitatea fisurilor izolate, respectiv 

legătura cu teoriile energetice. 

I P3) E R N I A N PAN 
-se prezintă analiza cu M.E.Fr a (M R ) liniar elastice în solide bidimensionale. Cea mai importantă 

caracteristică a acestei noi analize este faptul că este o metodă de domeniu-singular, şi totuşi este foarte precisă, 
eficientă şi versatilă; proprietăţile de material pot fi atât anizotrope cât şi izotrope; domeniul problemei poate fi finit, 
infinit sau semi-infinit. Fisurile pot fi multiple, ramificate, interne sau marginale cu o formă dreaptă sau curbă, 
încărcarea poate fi plană sau antiplană, şi poate fi aplicată de-a lungul frontierei fară fisură sau pe suprafaţa fisurii. 

^ ^o ^o 

VI r T 
V i n ; 

A A 
.i i i . to 

2a 2a 

| 0 2 | V. O C H I A I 
Există multe metode automate de generare a reţelei pentru M E.F. Totuşi, pentru cazul complicat al 

transfemlui de căldură, trebuiesc adăugate un număr mare de date care depind de poziţie. Alte asemenea exemple 
care necesită adăugarea unor date depinzând de poziţie sunt materialele compozite şi cele din biomecanică. în 
lucrare se arată că aceste probleme pot fi rezolvate utilizând o metodă îmbunătăţită de elemente de frontieră multiplu 
reciprocă. In această metodă sunt utilizate linii de contur de distribuţie şi aceste distribuţii sunt presupuse că satisfac 
aproximativ ecuaţia lui Poisson 

|N21 R. N A H T A , B. M O R A N 
- se obţin noi integrale de domeniu pentru probleme de fisuri de interfaţă axisimetrice. 

XT (perpendicular) la planul fisurii 

Xi (normal la frontul fisuni) 

X3 (tangent la frontul fisurii) 

l-'ronlul hsurii 
indinicnsion.i! 

A 1 Â'OA 

©E,.v, 

fi 

> ^ 

b > 
- > 

1 1 i i 
• 

Convenţii la \ ârtul fi.suni. 
Dom A este închis de F, C\, C. şi Co 

0() 
a) I-isLirâ dc intcrrjţâ sub fonnâ de h) I-,surii dc inlcrtaUl 
• pcnny" a\isiiiiclricâ sub tensiunile a , o . K>niiiludinaln axisimdncâ 
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1P241 G L A l CIO H. P A U L I N O , M l I I A M E D T.A. S A I I \ S. M U K l I K R J i : 
- SC prezintă o metodă şi o ecuaţie integrală de frontieră pentru un corp omogen şi izotrop liniar elastic şi de 

tbrmă arbitrară, cu o fisură curbă încărcai astfel încăt să avem o solicitare de forlecarc antiplană. 

[N201 N.A. N O D A , Q. W A N G , ş.a. 

Y 

< — 
Y 

B 
A 

- Lucrarea prezintă soluţii numerice a unor ecuaţii 
integrale singulare cu singularităţi de tip Cauchy în 
probleme de interacţiune a incluziunilor rectangulare sub 
diferite condiţii de încărcare. 

1=2 i=l 

G,.v, 

Gm-N'M 

4 -
A 
- > 

< ^ 
Y Y 

[A31] N. A R A V A S 
- Este analizat în detaliu un algoritm stabil necondiţionat pentru integrarea numerică a relaţiilor constitutive 

elasto-plastice dependente de presiune. Se discută aplicarea metodei la probleme de tensiuni plane, la care 
componenta de deformaţie în afara planului nu este definită cinematic. 

[A33] D.N. A R N O L D , R.S. F A L K 
- Propun o nouă formulare variaţională mixtă pentru ecuaţiile elasticităţii liniare Nu necesită tensori 

simetrici şi în consecinţă e uşor de discretizat adaptând elemente finite mixte dezvoltate pentru ecuaţii eliptice 
scalare de ordinul doi. 

[ElOl K J E L L E R I K S S O N 
- Deduce expresia generală în coordonate curbilinii a unei integrale de arie pentru o fisură cu un front 

curbat. 

(£61 K J E L L E R I K S S O N 
- Se deduce o valoare în puncte a integralei J pentru o fisură axisimetrică plană, care este independentă de 

cale şi se fiamizează rata de scădere a energiei din tensorul Eshelby, considerat în coordonate cilindrice. 

[E9I K J E L L E R I K S S O N 
- prezintă integrala F, care este expresia generală a forţei de extindere a fisurii pentru o fisură curbă în trei 

dimensiuni, şi reprezintă o generalizare a integralei J la fisuri curbe în coordonate curbilinii ortogonale. 

IG29I G. G O S P O D I N O V 

•̂ rniâiLirâ 
de otel 

_ sist. de coord. 
local 

sist. de coord. 
4 global 

- se propune un model liniar simplu de element de 
frontieră capabil să trateze problema neomogenităţilor în 
beton armat plan datorită prezenţei armăturii. 

[J61 M. J H A , P.G. C H A R A L A M B I D E S 

siral ductil 

strat 

Fisura |> > '2. 
V j Olvarkil fi.surii > 

x 

- se face o analiză cu element finit a tensiunii plane 
din apropierea vârfului unei fisuri care se termina la şi este 
perpendiculară pe interfaţă într-un laminat constând din 
straturi alternative fragile şi ductile, sub încărcare modul 1. 
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|H40] Y. HUANG,ş.a. 
- prezintă o metodă numerică hibridă (M.E.Fr.), 

împreună cu un model de celulă unitate pentru a evalua 
modelele efective a solidelor microfisurate. 

| I 12 | A .S .M. ISRAIL, P.K. B A N E R J E E 
- prezintă formularea şi implementarea numerică prin M E.Fr. a elastoplasticităţii dinamice tranzitorii 

bidimensionale. 

| J 1 4 | I . S . J O N E S 
- dezvoltă şi verifică o funcţie pondere pentru o 

geometrie cu fisură marginală singulară cu capete de 
prindere 

H 

IK401 M. KIKUCHI,ş.a. 
- fac o analiză a ruperii pentru materiale compozite metal-matrice utilizând M.E.Fr. 

(LI71 P. L E S A I N T , P.A. R A V I A R T 
- utilizând metode de element finit şi metode de colocaţie asociate se rezolvă sisteme hiperbolice de ordinul 

întâi, pozitive în sensul lui Friedrichs 

[L321 G. LIN, Y.-J. K I M , ş.a. 
A A A A 

2L 

Uai 
2\v 

r r r 

I h 

- se studiază, făcând o analiză detaliat de element 
finit, ruperea ductilă a unei probe de tensiune, constând 
dintr-o foiţă de metal legată între două substraturi elastice, 
cu o fisură localizată în centrul metalului. 

IL31I G. LIIJ,X..G. MENG,ş.a. 
A A A A A 

l\s 

m 

Î2II 

- prezintă studii numerice cu privire la efectele de 
dezechilibru a rezistentei în îmbinări sudate. 

(S33| J .W. S I M O N S , ş.a. 
- dcscrie unele metode de a niodola distrugeri de materiale în calculele de M.E.Fr. 
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[S32| r.SILVESniR 
- propune o nouă variantă pentru clemente finite triunghiulare de mare precizie utile pentru soluţii numerice 

a unor probleme de cămp ce implică ecuaţii Laplace, I\MSSon, i ielmoltz sau ecuaţii diferenţiale parţiale eli[)iice 
ÎFirudite în două dimensiuni. 

|\V121 C - Y . W A N G 
- obţine soluţii explicite pentru funcţiile lui Green elastostatice bidimensionale în solide anizotrope 

generale (utilizând o tehnică de reprezentare integrală şi apoi o aplicare a calculului rezidual) 

\\5] C Y A N , Y . -W. MAI 

o 
- fac o analiză amplă de element finit pentru a investiga 
câmpurile de tensiuni şi deformaţii în faţa unei fisuri care 
creşte pentru probe cu tensiune compactă (aAV=0 5) şi 
încovoiere în trei puncte (aAV=0.1 şi 0 5) în condiţii de 
tensiune plană. 

o 
(b) 

(Y41 B. Y A N G , K. R A V I - C H A N D A R 
- o structură elastostatică fisurată este divizată artificial în subdomenii de topologie mai simplă astfel încât 

ecuaţiile integrale duale clasice să poată fi aplicate adecvat fiecărui domeniu. 
- se dă o formulare de element de frontieră dual pentru domeniu singular, ce încorporează un model de 

zonă coezivă pentru fisuri elastostatice. 

IZ91 N. Z H A N G , P.F. J O S E P H 
- prezintă o formulare de element finit bazată pe deplasări pentru analiza câmpurilor de tensiuni singulare 

în materiale călibile sub condiţiile deformaţiei plane. 

IP531 N. N. V. P R A S A D , M. H. A L I A B A D I , D. P. R O O K E 
- se prezintă o formulare de element de frontieră bi-dimensională care nu necesită discretizarea domeniului 

şi permite o analiză cu regiune unică, pentru probleme de fisuri termoelastice tranzitorii. 

[J8] J I A N NIU, M A O S. W U 
- determină numeric factorii de intensitate a tensiunilor pentru fisuri răsucite care interacţionează într-un 

solid şi deformaţiile generale ale solidului sub tensiune uniaxială la infinit. 

IB371 D.E. B E S K O S - B E M M E C H A N I C S - cap V: Analiză e lastodinamică avansată. 
- se prezintă bazele teoretice ale M.E.Fr. în analiza elastodinamică. 

[ 0 1 7 ] N.P. O ' D O W D , P.J. B U D D E N 

2L 

A A A 

U 

Material I 

\ 
A-

Material 2 

Planul dc 
racordarc 

- în multe aplicaţii practice apar racorduri între 
materiale diferite. Efectul acestui amestec de materiale 
trebuie luat în considerare în aprecierile integrităţii 
structurale. în special, aprecierea creşterii fisurii în interfeţe 
trebuie să ia în considerare efectul lui J şi, la temperaturi de 
fiuaj, C*. în lucrare sunt prezentate rezultate de element 
finit pentru geometrii cilindrice bimateriale în funcţie de 
integrala J pentm domenii în condiţii intermediare, (între 
elastice şi condiţii total plastice). 
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1.3.2. Ccrcctarca stării dc tensiune şi deformaţie în medii spaţiale cu incluziuni 

Pe plan istoric una din primele cercetări a stării de tensiune-deformaţie a mediilor cu 
incluziuni a fost cu privire la repartizarea tensiunilor în apropierea orificiilor izolate şi a 
incluziunilor în spaţiu nelimitat. Lucrarea lui Goodier a fost destinată studiului concentrării 
tensiunilor în apropierea incluziunilor sferice sau a orificiilor de aceeaşi configuraţie în câmpul 
tracţiunii monoaxiale. H. Neuber, pe baza funcţiilor armonice a obţinut din nou soluţiile 
problemelor examinate mai sus pentru spaţiul cu orificiu sferic. 

NEUBER [NIO] a rezolvat probleme cu privire la repartizarea tensiunilor în apropierea 
orificiului sferoidal care se găseşte în câmpul tensiunii monoaxiale, a încovoierii pure şi a 
torsiunii. EDWARDS R.N. a utilizat rezultatele lucrării lui GOODIER pentru studiul stării de 
tensiune în spaţiul cu incluziune sferică şi cu orificiu sferic. El a determinat de asemenea 
tensiunile tennice care apar Ia schimbarea temperaturii în mediul component. Problemele cu 
privire la starea de tensiune-deformaţie în corpuri cu orificiu sferoidal sau incluziuni s-au 
examinat cu ajutorul diferitelor metode într-o serie întreagă de lucrări. Autorii SHIBATA M. şi 
ONO K. au realizat soluţia numerică a metodei Eshelbi pentru rezolvarea problemelor cu privire 
la incluziunea elastică sferoidală în spaţiul infinit. Este prezentat un material grafic bogat pentru 
ilustrarea schimbării mărimii tensiunilor din incluziune în funcţie de forma acesteia. Câmpul 
tensiunilor în apropierea incluziunilor nu s-a determinat. 

Probleme cu privire la tensionarea spaţiului nelimitat datorită incluziunilor sub formă de 
elipsoid de rotaţie au fost rezolvate de către S.C. DAS. Tot acest autor arată rezultatele analizei 
numerice pentru incluziuni de formă sferică şi de asemenea incluziuni sub formă de sferoidă 
întinsă şi aplanată. 

în mai multe lucrări s-a obţinut repartizarea tensiunilor în spaţiul nelimitat cu orificiu de 
formă elipsoidală pentru diferite tipuri de încărcare. S-a considerat că direcţia tensiunilor aplicate 
la infinit coincide cu direcţia axelor principale ale elipsoidului. Rezolvarea problemelor s-a 
obţinut utilizând sistemele de coordonate carteziene şi elipsoidale. într-un articol al lui 
ROBINSON K. se dă atenţie influenţei formei incluziunii asupra energiei elastice a deformaţiei. 
ESHELBI a arătat că dacă suprafaţa incluziunii este o elipsoidă, atunci câmpul de tensiuni 
omogen la infinit produce în incluziune de asemenea un câmp omogen de tensiuni. Mai departe, 
tot ESHELBI a demonstrat o afirmaţie mai generală, şi anume că: dacă la infinit tensiunea 
(respectiv deformaţia) se dă sub formă de polinom de grad oarecare, atunci în interiorul 
incluziunii de formă elipsoidală tensiunea (respectiv deformaţia) se vor exprima cu polinoame de 
acelaşi grad. 

Posibilitatea determinării câmpului tensiunilor în afara elipsoidului cu metoda incluziunii 
echivalente este indicată în lucrarea lui ESHELBI [SB5]. Mai multe lucrări sunt destinate 
analizei stării de tensiune în apropierea incluziunii elipsoidale după metoda lui Eshelbi [R24]. 
[M68], [P44], [C36], [P52], [J17],[B70]. 

O soluţie completă, închisă, pentru incluziunea elastică elipsoidală în mediu nelimitat a 
fost obţinută în lucrările lui PODILCIUK [P43]. Se cercetează câmpul tensiunilor în apropierea 
incluziunii produsă de o forţă arbitrară omogenă la infinit, şi de asemenea în cazul când la infinit 
tensiunile sunt date sub formă de funcţie liniară a coordonatelor. Rezolvarea se bazează pe 
utilizarea metodei lui Fourier şi prezentarea soluţiei ecuaţiilor de echilibru sub forma Pankovici-
Neuber. 

Soluţia aproximati\ă a problemei cu privire la incluziuni elipsoidale au fost obţinute de 
mai mulţi autori. S-a cercetat cazul tracţiunii monoaxiale [P14] şi al forfecării spaţiului la infinit. 
Rezolvarea problemelor s-a redus la ecuaţii integrale singulare bidimensionale. în formă închisă 
sunt date expresiile pentru determinarea tensiunilor în interiorul incluziunii şi de asemenea în 
apropierea acesteia. Pe baza rezultatelor din [P14], autorii SLADEK V. şi SLADEK J. au obţinut 
de asemenea ecuaţii integrale singulare care se propune să fie rezolvate numeric. în acest scop se 
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elaborează algoritmul soluţionării iiunieriee a ecuaţiilor integrale de acest tip. Rezultatele arătate 
aici a analizei numerice pentru incluziuni elipsoidale ilustrează eficienţa algoritmului. 

într-o serie de lucrări metoda incluziunii echivalente pro|uisă de I:shelbi pentru materiale 
izotrope a fost lărgită pentru cazul anizotrop. 

Una din primele cercetări destinate problemei de interacţiunii dintre a neomogenităţile 
spaţiale o putem considera ca fiind lucrarea lui E. STERNBERG şi M.A. SADOWSKY (v. 
[PI4]), în care s-a examinat problema de axă simetrică cu priv ire la două oritlcii sferice în spaţiul 
nelimitat. Alţi autori au studiat cazul cănd sarcina apare pe seama câmpului centrifugal al 
forţelor de inerţie. Ei au obţinut soluţiile problemei cu privire la interacţiunea a două orificii 
sferice în spaţiul nelimitat. S-a studiat deasemenea gradul de interacţiune a două incluziuni rigide 
sferice în corp infinit. S-a cercetat şi interacţiunea a două orificii sferice în câmpul torsiunii pure. 
Problema analoagă pentru două incluziuni rigide sferice a fost examinată de HILL. Aici 
problema utilizării polinoamelor Legendre se reduce Ia un sistem infinit de ecuaţii algebrice 
liniare, care se rezolvă numeric. 

Soluţii aproximative a problemei cu privire la concentrarea tensiunilor în apropierea a 
două incluziuni sferoidale turtite în câmpul tracţiunii monoaxiale s-au obţinut în mai multe 
lucrări. Se examinează cazul situării coplanare şi paralele a incluziunilor fine în spaţiu. 

Ecuaţia generală pentru cazul numărului arbitrar de incluziuni fine coplanare, limitat de 
suprafeţe netede, care se găsesc în câmpul solicitării simetrice faţă de plan, a servit ca bază 
pentru o serie de cercetări privind determinarea concentrării tensiunilor în spaţiul cu incluziuni. 
Sunt examinate variantele deplasării incluziunilor sferoidale în vârful triunghiului şi a pătratului, 
a trei incluziuni de-a-lungul unei drepte şi diferite variante de situare periodică a incluziunilor 
într-un plan a spaţiului. în toate cazurile sarcina s-a dat sub formă de întindere monoaxială la 
infinit. Soluţiile au fost obţinute cu metoda asimptotică a parametrului mic [PI4]. 

Există o serie de lucrări destinate studiului influenţei graniţei corpului asupra 
concentraţiei tensiunilor în apropierea incluziunilor. Cea mai simplă clasă dintre acestea tratează 
problema semispaţiului care conţine o incluziune. Torsiunea semispaţiului cu orificiu sferic cu 
un moment concentrat în planul graniţei a fost examinat în articolul lui S.C. DAS. 

Influenţa suprafeţei corpului cilindric asupra concentraţiei tensiunilor în orificii şi 
incluziuni pentru diferite cazuri de solicitare exterioară a fost studiată în foarte multe lucrări: S-a 
cercetat starea de tensiune în cadrul torsiunii corpului cilindric cu orificii sferice şi incluziuni 
rigide şi de asemenea la torsiunea cilindrului circular cu orificiu sferic şi sferoidal; s-a tratat 
problema cu privire la determinarea tensiunilor în cilindrul circular cu incluziuni sferice clasice 
la încovoiere şi întindere; S-a examinat torsiunea cilindrilor cu incluziuni sferice şi sferoidale, 
ţinând cont de anizotropia proprietăţilor elastice a materialului. 

M.M. STADNIK a construit ecuaţii integrale pentru soluţia aproximativă a problemei 
teoriei elasticităţii în cazul corpurilor de dimensiuni finite care sunt limitate cu margini plane şi 
conţin sisteme de incluziuni arbitrar orientate. Tratarea se bazează pe utilizarea condiţiilor de 
interacţiune a mediului cu incluziuni de tipul ipotezei lui Winkier şi utilizarea transformărilor 
integrale ale lui Fourier. 

Pentru a încheia informarea bibliografică legată de problemele spaţiale, care nu se regăsesc 
de fapt în cuprinsul tezei, voi cita, pe scurt, următoarele lucrări: 

| O n | OSADCIIJC \ ' .A. 
- face analiza câmpurilor de tensiuni cauzate de fisuri de diferite lungimi într-un înveliş cilindric Se 

presupune un înveliş cilindric infinit având şi fisuri drepte axiale Se obţine un sistem de 4N ecuaţii integrale 
singulare 

|K11| K J K L L E K I K S S O N 
- o expresie integrală independentă de domeniu, care este derivată din principiul lucrului mecanic virtual şi 

care este valabilă în coordonate curbilinii, este utilizată pentru a deduce rata de scădere a energiei pentru o fisură în 
formă de într-un solid piezo-electric liniar. 
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[LIS] A.V.T. L E U N G , R.K.L. SU 

Fisura 
Regiune smg y 

Frontiera Fo 

- bazat pe ecuaţiile lui Navier tridimensionale în 
coordonate cilindrice se deduc funcţiile generale în deplasări 
atât pentru fisuri circumferenţiale cât şi pentru fisuri în formă 
de prin metoda dezvoltării după funcţiile proprii. 

1P71 P A N A S I U K V . V . 

O 

N - f ^ 

- rezolvă probleme referitoare la echilibrul corpului fragil 
infinit, slăbit cu o macrofisură interioară care are în plan o formă 
apropiată de cerc. 

IN91 V.N. NEMIŞ 
- examinează problema repartizării tensiunilor în cazul torsionării corpurilor ortotrope de rotaţie cu orificii 

cilindrice şi cu incluziuni rigide. 

ISB471 L.V. R A T I C I , S. Ia. l A R E M A 
- se descrie efectul (observat experimental) de creştere a rezistenţei la torsionare a epruvetelor cilindrice 

fragile cu concentratori inelari în comparaţie cu epruvete fară concentratori, şi se dă explicaţia acestui fenomen. 

(C91 G.P. C E R E P A N O V , R.S. K O C I A R O V 

Tx 

|P ^ ^ ^ 
^ i r 
/ / 2a 

© 

ÎP 

- se studiază dezvoltarea alunecării într-un metal 
policristalin şi în roci cu fisuri. 

-^x 

IK57] A .V. K R I S H N A M U R T Y , A. N A G A M A N I 
- se analizează variaţia componentelor ratelor de 

descreştere a energiei în raport cu orientarea fisurii, ţinând cont 
de axele de ortotropie. 

|U4I H W A D I E G W U B . C O . E.JIKE 
- SC considcrâ problema fisurii circularc plane înir-un corp elastic omogen şi izotrop sub tensiune uniaxială 

uniformă normală Ia pianul fisurii şi sunt calculaţi factorii de intensitate a tensiunior. 

|B30] II.C. B i : O M , V.Y. F A U M M E 

X3 

slral 1 
strat 2 
strai ? 

- este dezvoltată o nouă metodă de analiză a 
unei plăci compusă din straturi subţiri de material 
liniar elastic izotrop. 
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I1M61 K.S. PARIIIAR, J.V.S. K R I S I I N A R A O 
- SC dcduce o soluţie a ccuaţiilor dc echilibru 

corespuiizâloare încărcării axisinielrice pe felele unei fisuri 
plane care acoperă exteriorul unui cerc de rază a într-un 
corp infinit elastic izotrop 

Geometria problemei 

IL44I N. L O U A T 

- utilizând conceptul de mediu continuu cu dislocaţii se studiază fisuri în trei dimensiuni Dependenţa 
spaţială a deplasării suprafeţei fisurilor este formulată ca o ecuaţie integrală înrudită cu cea a lui Abel 

| T 4 1 | J. T W E E D , D.P. R O O K E 
- se determină (utilizând teoria transformatei Mellin) factorii de intensitate a tensiunilor şi energia dc rupere 

a fisurii unei aranjament simetric de fisuri marginale într-un cilindru circular solicitat la torsiune. 

|iM571 J . M O S L E R . G . M E S C H K E 

E = 20.0 kN/m' 
H = 4.0 kN/m-
L = l.Om 
v = O.I 
o, = 20.0 kN/m' 

^ ^ A ^ 
Geometria şi parametrii dc material 
a barei 3D solicilată la tracţiune 

IK29J B.L. K A R I H A L O O , X. H U A N G 

- Lucrarea prezintă o extensie a SDA pentm analiza 
3D cu metoda elementului finit a fisurilor în medii 
elastoplastice. Aplicabilitatea modelului SDA de element 
finit precum şi performanţele sale numerice sunt investigate 
cu ajutorul unui exemplu 3D academic 
E = 20 .0 k N W 
H = 4.0 k W W 
L = l . O m 

= 0 . 1 

cr.. = 20.0 k N / m ' 

- se arată că perturbarea factorului de intensitate a 
tensiunilor în modul l de-a lungul marginii unei fisuri a 
semiplanului datorată deschiderii uneia sau mai multor 
fisuri coplane în formă de ''penny' în apropierea marginii, 
are aceeiaşi comportare asimptotică logaritmică ca şi cea a 
perechii sale bidimensionale de deformaţie plană 

IS39| E. S M I T H 
- formulează relaţiile efectului de mărime asociat cu 

efectul unei concentraţii de tensiuni asupra ruperii unui 
material cvasi-fragil. 

yO 

Fig. Modelul unei găuri cilindrice eliptice într-un solid infinit supus la o 
tensiune de întindere; există zone coezive la rădăcinile găurii. 

| S10 | C.R. S C H U I . T H E I S Z , ş.a. 
- se prezintă o comparaţie între câmpurile de deplasări numerice şi experimentale tridimensionale, care 

înconjoară o crestătură/fisură într-un oţel ductil 4340 testat la încovoiere prin trei puncte. 

| 0 4 | Z. O L E S I A C 

- se pune problema de a determina distribuţia de tensiune de suprafaţă p { p ) = necesară pentru a 

menţine fisura în formă de „penny' Q<p<a, z = O î n forma i t 0 < p < a . Utilizând teoria 

transformatelor Hankel şi teoria ecuaţiilor integrale duale se găseşte o soluţie într-o formă care implică două 

integrări simple. Se investighează în detaliu şi clasa deplasărilor \ r ( p ) = G p ^ / a ^ ) . 
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IP36| C Ă T Ă L I N R. PICU 

Material I 
O,, V, 

Matenal 2 
CT2, V2 

- este analizată problema axisimetrică a sigularităţii 
de la vârful unei incluziuni conice fixată într-o crestătură 
conică Tensiunea de forfecare se consideră că se anulează 
de-a lungul interfeţei în timp ce tensiunea nomială este 
transmisă complet. 

Detalii la un vârf conic 

IM41 A . C M A L 
- se consideră problema difracţiei undelor normal incidente longitudinale şi torsionai elastice pe o fisură în 

formă de „penny" localizată într-un mediu elastic infinit şi izotrop. 

| O l 6 1 M U R A T O Z T U R K , F A Z I L E R D O G A N 

M3 
- se considcră problema unei fisuri în formă de 

'"penny" în materiale omogeme diferite îmbinate printr-o 
regiune interfacială cu proprietăţi mecanice gradate. 
Sarcinile aplicate sunt considerate a fi axisimetrice, dar 
arbitrare în rest. 

Mi 

IF271 W.S . FU, L.M. K E E R 
- sunt căutate distribuţiile de tensiuni într-un solid elastic infinit când încărcările sunt prescrise peste două 

regiuni circulare coplanare. 

( H l l l H. HASEGAVVA, K. Y O S H I I E 
z 

1 1 ' î ' 

1 i 

- se ia în discuţie problema concentraţiei tensiunilor 
unui solid elastic cu o incluziune elastică circular cilindrică 
sub tensiune. 

[N4] T. N A K A M U R A , D. P A R K S 
- se prezintă o metodă de calcul bazată pe o Jntegrala de interacţiune"' pentru a evalua tensiunea elastică T 

de-a lungul fronturilor fisurilor tridimensionale. Utilizând această procedură sunt determinate distribuţii de tensiuni 
T pentru unele geometrii tridimensionale, rezultate din calcule de element finit. 

X3 
Placă solicitată la 
a) tracţiune 
b) încovoiere 

| F 1 | V J . FABRIKAiNT 
- se descrie o soluţie completă la problema unei fisuri circulare externe într-un corp transversal izotrop supus 

la o forfecare arbitrară. 
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|iM251 G. M E D A , T .W. M E S S N E R , ş.a. 
în mecanica ruperii un numâr de aplicaţii reale au în 

mod intrinsec geometrii de fisură tridimensională, 
necesitând de aceea extragerea factorilor de intensitate a 
tensiunilor sub astfel de circumstanţe. în lucrare sunt 
examinate două metode pentru aceasta: 
1) o integrală J tridimensională 
2) integrale H tridimensionale, pentru fiecare nod de 
dezvoltare a fisurii 

IJ51 S.P. J E O N , Y. T A M G A V V A 

CI — ^ CI — ^ 

Â < 

2b cJ 

Â < 

2b cJ f 

sunt tratate teoretic comportarea elastică 
axisimetrică şi factorul de intensitate a tensiunilor pentru un 
mediu neomogen cu o fisură în formă de penny. 

a) b) 

[K34I W.D. K E A T , ş.a. 
- se prezintă o procedură care se pretează bine pentru identificarea unor fisuri tridimensionale sub-suprafaţă 

(subterane) într-un semi-spaţiu prin inversiunea deplasărilor de suprafaţă măsurate. 

IK481 L. K O G A N , ş . a . 

t t fDA-. ' 
7 / 

^ 

W 
i i i 

- obţin soluţii sub formă închisă exacte pentru câmpul 
de tensiune a unei incluziuni sferoidale piezo-electrice într-
o matrice infinită piezo-electrică supusă la încărcări 
mecanice şi electrice spaţial omogene departe de 
incluziune. 

[K641 V.I. K U S H C H 
- obţine soluţia strictă în serie a problemei teoriei elasticităţii pentru un domeniu nemărginit conţinând unele 

neomogenităţi sferoidale aliniate sub încărcări uniforme la distanţă. 

[L401 V.V. L O B O D A , A.E. S H E V E L E V A 
- se examinează o fisură în formă de penny în partea centrală a unui cilindru semiinfinit, având un capăt fixat. 

[L9] D O O - S U N G L E E 

> /P 

- prezintă analiza asimetrică a distribuţiei de tensiuni 
care apare într-o dală infinită izotropă cu o cavitate sferică 
localizată simetric sub o tensiune unifomiă unidirectionată. 

[8511 S O N G S H A N LI, M.E. M E A R 
- se aplică o procedură sistematică pentru a dezvolta ecuaţii 

integrale reduse la singularităţi pentru discontinuităţi de 
deplasare în medii elastice liniar omogene tridimensionale. 
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ISIOI C R . S C M L L T H E I S Z , ş.a. 
- fac un studiu detaliat a deformaţiei tridimensionale la vârfijl unei crestături într-o placă de oţel ductil 

încărcată la mcovoicrc prin trei puncte. 

[S561 R.P. S R I V A S T A V , D. L E E 
- studiază câmpurile de tensiuni într-un mediu infinit omogen şi izotrop conţinând o cavitate cilindrică şi o 

fisură exterioară care o înconjoară. Se consideră atât eforturi mecanice cât şi termice. 

IS581 K.N S R I V A S T A V A , R .M. P A L I Y A 
- investighează echilibrul termoelastic a unui solid semiinfinit conţinând o fisură în formă de penny situată 

paralel la frontiera liberă. 

[S571 K.N. S R I V A S T A V A , K R I P A L S I N G H 

i <7 

4 
Y 

0 

- fac o analiză a distribuţiei tensiunilor într-un solid 
elastic semiinfinit când acesta este deformat de aplicarea 
unei presiuni pe suprafaţa interioară a unei fisuri în formă 
de penny situată paralel la fi-ontiera liberă. 

I\V8J X.M. W A N G , S . G A O , Y.H. C H E N 
- studiază problema interacţiunii macro/micro-fisură într-un corp izotrop infinit. 

| X 2 | G. X U , A.F. B O W E R , M. O R T I Z 
se prezintă o metodă pentru calculul factorilor de intensitate a tensiunilor la vârfiii unei fisuri 
tridimensionale uşor ondulată. 

(\V141 K. W A T A N A B E , A. A T S U M I 

21 
i 

21 

21 
i 

21 

a\a z 

2a 

2b 

.Fisura 
—> axa r 

- studiază un cilindru circular lung având un rând 
infinit de fisuri în formă de penny. 

[Y161 C K . Y O U N G D A H L 
- introduce un set de trei funcţii de tensiune care e util în rezolvarea problemelor de electrostatică 

tridimensionale în coordonate cilindrice generale şi, în particular, probleme ne-axisimetrice în coordonate cilindrice 
cirulare. 

IY61 Q.S. Y A N G , Q . l l . Q I N 
- prezintă o nouă tehnică numerică pentru a simula procesul de propagare a fisurilor pentru solide 

neomogene. 

|L3] I, P. L A U Ş N I K , M. V. HAI 
- studiază problema tridimensională de termoelasticitate pentru corpul cu sistem de fisuri periodice în formă 

de disc. 

1.3.3. Mediu omogen plan cu unul sau mai multe orificii 

Metodele cele mai eficiente pentru rezolvarea problemelor de limită în cazul teoriei 
elasticităţii plane care folosesc aparatul teoriei funcţiilor cu variabile complexe se bazează pe 
posibilitatea construirii de funcţii sub forma analitică simplă (sub formă de polinom sau de 
funcţie raţională), care realizează reprezentarea conformă, exactă sau aproximativă, a domeniului 
dat pe un cerc unitate. 
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Din accasta cauza inclodclc teoriei finicliilor de variabilâ complexa suni îucâ prea puţui 
dezvoltate pentru rezolvarea etlcientă a problemelor cu domenii multiplu conexe. Totuşi pentru 
unele clase particulare de domeniu multiplu conex se poate construi o soluţie suficient de 
eficace. 

1.3.3.1. Soluţiile cfcctivc ale |)rol)lemclor la limita pentru domenii dublu conexe. 
Metoda lui D.l. SHERMAN. 

în ultimul timp au fost elaborate metode de soluţionare a problemelor la limită ale teoriei 
plane a elasticităţii pentru o anumită clasă de domenii dublu conexe. De acestea aparţin domenii 
finite şi infinite, limitate de două contururi închise de forme speciale. Pentru a delimita 
respectiva clasă se ia în considerare domeniul exterior respecti\' interior în raport cu una din 
curbele frontieră, domeniu care conţine în interiorul sau cealaltă curbă frontieră, şi se cere ca 
problema în cauză să aibă o soluţie efectixă pentru acest domeniu dublu conex. 

In acest fel întreaga frontieră a domeniului poate fi compusă din cercuri, elipse, poligoane 
regulate cu vârfuri rotunjite, etc. Metoda la care ne referim a fost propusă de D.l. SHERMAN 
[SB6] şi a fost folosită în versiunea ei iniţială pentru rezolvarea problemelor de torsiune şi 
încovoiere a barelor elastice, fiind ulterior aplicată în cazul problemelor de deformaţie plană. 

în particular, în legătură cu această problemă au fost analizate o serie de probleme 
concrete asupra planelor (resp. semiplanelor) slăbite datorită a două orificii. Se presupune că 
orificiile în semiplan sunt situate la o distanţă suficient de mare de frontiera rectilinie. în aceste 
condiţii, neglijând aşa numitele tensiuni iniţiale, se poate neglija satisfacerea exactă a condiţiilor 
la limită a semiplanului. La determinarea unor tensiuni suplimentare, condiţionate de prezenţa 
orificiilor (concentratorilor), este pennis să se înlocuiască semiplanul, fară a deforma starea de 
tensiune în apropierea orificiilor, prin întregul plan complex. 

Metoda Shennan se poate aplica la majoritatea problemelor plane ale teoriei elasticităţii 
şi a fost ilustrată pentru prima oară într-un caz relativ simplu: semiplan slăbit cu două orificii 
circulare neegale. în cercetările ulterioare ale aceluiaşi autor, metoda a fost supusă 
transformărilor şi ca rezultat s-a obţinut un grad de simplificare a etapelor intermediare în 
decursul rezolvării şi o scădere a volumului operaţiilor, ceea ce a permis ca procesul rezolvării 
să aibe un caracter de recurenţă. Ulterior SHERMAN şi colaboratorii săi au rezolvat o serie de 
probleme din teoria plană a elasticităţii care prezintă interes din punct de vedere al aplicaţiilor. 

Vom cita câteva din acestea. însuşi SHERMAN este autorul rezolvării problemelor de 
elasticitate în semiplan slăbit cu două orificii apropiate circulare sau eliptice, sau orificii 
apropiate circulare aşezate periodic, un orificiu eliptic aşezat aproape de marginea frontierei 
rectilinii, precum şi alte probleme analoage. 

L.N. KISLER a rezolvat problema planului, cu greutate proprie, cu orificii circulare şi 
eliptice, într-o altă ipoteză, când orificiile au fost situate în mod arbitrar unul faţă de altul. 
Modificând etapele intermediare de studiu al procesului, autorul a simplificat considerabil 
schema de calcul. Acest lucru a uşurat calculele numerice şi a permis şi o analiza amănunţită a 
câmpului de tensiune pentru câteva cazuri care prezintă interes în ce priveşte amplasarea 
orificiilor. Cazul particular a două orificii nesimetrice circulare în raport cu frontiera rectilinie, a 
fost analizat tot de KISLER. ARAMANOVICI a studiat o problemă care prezintă interes în 
practică, şi anume cazul tensiunilor într-un semiplan elastic cu orificii neadîncite de formă 
circulară, întărite cu un inel dintr-un alt material. Acţiunea exterioară poate fi diferită, ca de 
exemplu presiunea normală asupra conturului interior al inelului lipit, întinderea semiplanului cu 
ajutorul unor forţe paralele cu marginea rectilinie, sarcina concentrată la capătul semiplanului 
etc. Folosind metodele de mai sus, ARAMANOVICI a construit ecuaţiile integrale ale lui 
Fredholm pe o axă reală, ecuaţiile integrale, au fost apoi înlocuite cu un sistem infinit de ecuaţii 
liniare algebrice cvasi-regulate pentru orice distanţă a orificiului circular faţă de marginea 
semiplanului. Din exemplele concrete analizate în aceeaşi lucrare, elaborate până la capăt şi cu 
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rezultate numerice, prezintă un interes deosebit cazul marginilor situate foarte aproape între ele 
(informaţii preluate din MUSHELIŞVILI [M70] Cap.8). 

într-o alta lucrare ARAMANOVICl analizează cazul semiplanului slăbit cu orifcii 
circulare, când pe frontiera rectilinie a mediului sunt date condiţiile de tip combinat. Autorul 
modifică metoda lui Sherman şi reduce mai întâi problema la ecuaţiile integrale ale Iui Fredholm, 
iar apoi la un sistem infinit de ecuaţii algebrice liniare cvasi-regulat pentru orice dimensiune 
relativă a domeniului. Ulterior aceeaşi metodă a fost folosită de mai multe ori în studiul stării de 
tensiune a domeniilor dublu conexe finite şi infinite pentru consideraţii mai generale ale 
frontierelor. Vom aminti de asemenea şi alte lucrări referitoare la domeniile dublu conexe care 
au fost rezolvate prin diferite metode. în lucrările lui SOLOMON ([S ])şi DRÂGHICESCU ([ ]), 
precum şi SEICA se oferă generalizarea algoritmului lui Schwarz pentru unele domenii finite. în 
prima din lucrările indicate a fost analizat un pătrat slăbit cu orificii simetrice, tot pătrate, în 
cazul unei încărcări foarte simple: în a doua lucrare a fost analizată o formă eliptică cu două 
forte concentrate opuse aplicate punctelor conturului exterior, paralele cu direcţia a.xei mari a 
elipsei, in ambele cazuri analiza se bazează pe metodele lui Mushelişvili, folosite pentru 
rezolvarea problemelor plane pentru domenii interioare şi exterioare simplu conexe. în cazul 
pătratelor se foloseşte reprezentarea conformă cu ajutorul integralei Cristoffel - Schwarz şi 
integralei tip Cauchy, iar în cazul elipselor reprezentarea pe un inel circular cu aplicarea 
ulterioară a seriilor de puteri. Pe exemplele concrete au fost efectuate calcule amănunţite. 

1.3.3.2. Plăci cu mai multe orificii. Problema periodică. 

SHERMAN a propus o variantă îmbunătăţită a metodei seriilor de puteri pentru cazul 
domeniului semiinfinit sau infinit cu două orificii circulare egale. Experienţa calculării numerice 
a problemelor concrete, a arătat că sistemul infinit de ecuaţii algebrice obţinut ca rezultat al 
folosirii seriilor de puteri direct pentru potenţialele complexe (p şi y/, într-o serie de cazuri este 
incomod ca structură. Seriile de puteri pentru tensiuni sunt de regulă lent convergente. Pentru 
înlăturarea acestui neajuns SHERMAN a introdus în locul funcţiei y/ fzj o nouă funcţie: 

z ( = ) = = A = h A = ) (1.3.3.1) 

legată direct de componentele tensiunii paralele cu axa reală. Prin raţionamente analoge cu cele 
pentru construirea ecuaţiei funcţionale, funcţia nouă introdusă j se poate elimina. 

Ecuaţia funcţională obţinută după dezvoltarea în serie de puteri a funcţiei cp conduce 
direct la un sistem de ecuaţii algebrice liniare. Se constată că sistemul obţinut în acest fel este 
mai comod pentru studii şi conduce mai repede la rezultatele dorite. Aceste considerente au fost 
folosite de SHERMAN pentru studiul problemei periodice în teoria plană a elasticităţii. Astfel, 
ne imaginăm un mediu elastic, izotrop, omogen şi infinit, slăbit cu ajutorul unei serii de orificii 
periodice egale de formă circulară. Centrele orificiilor le vom considera aşezate pe aceeaşi 
dreaptă. în cazul semiplanului se consideră că această dreaptă este paralelă cu frontiera 
semiplanului şi se află la o distanţă mai mare decât raza orificiilor. 

Metoda construirii efective a problemei periodice cu acest aspect a fost propusă încă în 
1935 de către HOWLAND. Autorul consideră o placă infinită supusă la infinit unor eforturi de 
întindere paralele sau normale la linia centrelor orificiilor. In acest caz soluţia efectivă se 
bazează pc un algoritm al aproximărilor succesive, a cărui convergenţă este demonstrată pentru o 
valoare mică a raportului dintre raza orificiului şi distanţa dintre două centre vecine. Calculele 
numerice s-au făcut în cazul acestui raport - 0,25. 

SHERMAN, prin metoda aplicată în cazul a două oritlcii circulare egale, a analizat 
problema periodică cu orificii circulare pentru un semiplan. Esenţa acestei metode enunţate mai 
sus constă în folosirea simultană a reprezentărilor potenţialelor complexe în formă de serii de 
puteri sau ecuaţie funcţională. Rezolvarea problemei, ca şi în cazurile neperiodice de mai sus, a 
fost redusă la un sistem infinit de ecuaţii algebrice liniare. Această abordare a permis lui 

18 

BUPT



( \ipiioliil I Stadiul iicinal al ccrcciârilor 

S1I1:RMAN sâ iirniârcscâ dislrihuţia icnsiiinilor dc-a lunyul orificiilor într-o gamă considerabila 
de xariaţic a numărului r , ce caractcrizcazâ dimensiunile relative ale domeniului, şi sâ efectue/e 
analiza câmpului de tensiuni pentru oriflcii destul de apropiate între ele. Intr-o altâ lucrare a lui, 
SUIZRMAN analizeazâ un caz mai general al orificiilor periodice necirculare. Orificiile care 
slăbesc mediul au formă de pătrat curbiliniu unde reprezentarea pe exteriorul unui cerc se dă cu 
ajutorul unei formule cu doi membri, care conţine şi ^ Studiul se bazează pe aceaşi metodă 
care conduce la sistemul de ecuaţii liniare. 

Problema periodică în cazul orificiilor curbilinii de formă mai generală s-a studiat 
anterior. Pe baza simetriei geometrice şi de încărcare, s-a ajuns la unele reprezentări integrale ale 
funcţiilor periodice căutate de variabile complexe prin alte funcţii, dar de argument complex, 
olomorfe în planul infinit cu un orificiu şi care dispar la infinit. Apoi aceste funcţii noi introduse 
se dezvoltă în serii de puteri de parametru mic de unde d reprezintă diametrul orificiului şi c 
distanţa dintre centrele oritlciilor învecinate. Astfel problema se reduce la o sene mlniitâ de 
probleme plane pentru domeniul simplu conex - plan cu un singur orillciu. Autorii permit în 
principiu să se aducă soluţia până la formula de calcul de tlecare dată, când reprezentarea 
exteriorului orificiului pe exteriorul unui cerc se realizează cu ajutorul unei funcţii raţionale. 
Problema convergenţei procesului nu a fost analizată (v. [SB6]). 

O analiză asemănătoare, cu calcule numerice, a fost efectuată în cazul orificiilor eliptice 
egale şi având aceeaşi orientare, când placa a fost întinsă la infinit cu ajutorul eforturilor dirijate 
sub un anumit unghi a faţă de axa Ox, care reprezintă linia centrelor orificiilor. Marginile 
orificiilor se consideră nesolicitate. 

La fel până la nivelul rezultatelor numerice a fost analizat cazul când orificiile circulare 
din placă sunt prevăzute cu nişte şaibe rigide lipite la marginea acestora (a doua problemă 
fundamentală). Toate calculele numerice au fost făcute pentru ^=0,15. După cum se vede din 
graficele date în lucrare pentru tensiunile maxime, în cazul primei probleme apare pentru a =0 
(forţa de întindere a plăcii paralelă cu linia centrelor) o influenţă maximă a orificiilor vecine la 
un raport mic a b ale semiaxelor elipsei {a fiind semiaxa în direcţia axei .v). Tensiunea maximă 
în acest caz în placă se micşorează în comparaţie cu cazul când mediul are un singur orificiu. 

La întindere cu eforturile perpendiculare pe linia centrelor, perturbarea cea mai mare se 
introduce dimpotrivă în cazul rapoartelor mari a b, unde tensiunile maxime cresc cu trecerea de 
la un orificiu la o serie de orificii. 

In cazul celei de-a doua probleme se obţine un aspect contrar. Aici pentru a=0 
concentrarea tensiunilor în apropierea orificiilor creşte o dată cu trecerea de la un orificiu la o 

serie de orificii, iar pentru dimpotrivă se micşorează. 

In aceeaşi privinţă trebuie să remarcăm lucrările unui grup de savanţi chinezi care a 
analizat problemele concentrării tensiunilor în lanţ cu un număr finit de orificii de diferite 
forme şi au fost elaborate unele teze referitoare la posibilitatea folosirii metodei indicate. O 
bibliografie suficient de completă a acestor lucrări poate fi găsită în lucrarea lui CHEN-LIN-SI. 

Cu aceeaşi metodă au rezolvat PERLIN şi TOLCENOV problema simetriei ciclice pentru 
un inel circular slăbit de două rânduri de orificii circulare, centrele acestor orificii aparţinând 
unuia şi aceluiaşi cerc construit pe inelul respectiv. Pentru orificiile aşezate aproape unul de altul 
KOSMODAMIANSKI utilizea/ă o metoda care se bazează pe metoda lui Bubnov-Galerkin. 
Legat de aceasta, este util într-o serie de cazuri, atât pentru un număr finit cât şi pentru un număr 
infinit de orificii curbilinii asemănătoare, a se folosi schema practică de calcul bazată pe metoda 
lui Mushelişvili. 

Metodele aproximative de mai sus au fost folosite de KOSMODAMIANSKI în studiul 
stării de tensiune a plăcii slăbite de un număr finit de orificii de diferite contururi. în cazul 
orificiilor neegale KOSMODAMIANSKI a folosit metoda aproximărilor succesive. în lucrarea 
lui BUIVOL s-a studiat starea de tensiune a unui domeniu circular slăbit de un număr finit de 
orificii egale şi egal depărtate între ele a căror centre se află pe un acelaşi cerc concentric cu 
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frontiera. La rezoKarca problemei autorul a folosit ecuaţia lui Lauricella-Sherman, care pe baza 
unei proprietăţi a simetriei ciclice se transformă într-o relaţie mai simplă, comodă pentru 
calculele numerice. Hcuaţia simplificata se rezolvă apoi prin metode numerice. 

în lucrările lui KOITER au fost puse şi rezolvate problemele care prezintă interes teoretic 
şi practic referitoare la câmpul tensiunilor într-un corp infinit elastic slăbit cu un sistem dublu de 
orificii de formă arbitrară. Studiul problemei de teoria elasticităţii KOITER 1-a precedat cu o 
lucrare specială cu caracter matematic, în care sunt analizate o serie de proprietăţi ale integralei 

generalizate tip Cauchy. Generalizarea constă în faptul că în locul lui —!— se introduce ^ (z-t), 

unde u este funcţia lui Weierstrass. KOITER a generalizat astfel integralele din fonnula Sohoţki-
Plemelj formulând şi demonstrând teorema corespunzătoare asupra valorilor la limită a funcţiilor 
cvasiperiodice şi dubiu periodice şi pentru cazul când orificiile au formă circulară. KOITER a 
analizat prima problema la limită a teoriei elasticităţii pentru corpul cu un sistem dublu periodic 
dc orillcii şi a adu.s-o la problema determinării funcţiilor analitice dublu periodice de forma 
analizată în lucrarea lui Koiter. Apoi el a demonstrat unicitatea soluţiei problemei propuse astfel 
în teoria elasticităţii şi a obţinut ecuaţia funcţională pentru funcţia (f>(z)^ (p'(z), pe care a adus-o 
la ecuaţiile lui Fredhoim de speţa a-2-a. Această ecuaţie prezintă generalizarea corespunzătoare 
pentru cazul domeniului simplu conex. Folosind ecuaţia integrală Fredhoim obţinută, şi bazându-
se pe proprietăţile cunoscute ale acestor ecuaţii, KOITER a arătat existenţa unei soluţii propuse 
din teoria elasticităţii, trasând de asemenea un studiu al cazurilor la limită. 

Trebuie să observăm că problemele plane din teoria elasticităţii pentru un corp infinit 
constituit dintr-un sistem dublu periodic de orificii circulare a fost pentru prima oară analizat de 
W.J. NATANSON şi ulterior de SAITO, care prin dezvoltare în serie a ambelor potenţiale 
complexe (p şi vj/ au obţinut pentru coeficienţii dezvoltărilor respective un sistem dublu infinit de 
ecuaţii. Avantajul cercetărilor de mai sus ale lui KOITER constă în caracterul mai general al 
orificiilor de orice formă, precum şi, probabil, în eficacitatea lor mai mare la cercetări teoretice. 

Multe din problemele amintite mai sus, în particular problema echilibrului unui 
semiplan greu în prezenţa orificiilor, sunt legate de probleme importante ale stării de tensiune a 
unui masiv de roci muntoase cu orificii cu forme şi dimensiuni diferite. Aceste probleme sunt 
foarte grele în cazul orificiilor mai multe decât unul, când ca factor principal care determină 
starea de tensiune a mediului, apare influenţa orificiilor alăturate. în cazul a două orificii 
circulare şi eliptice precum şi a numărului infinit de orificii periodic amplasate s-a analizat cu 
atenţie caracterul şi gradul acestei interacţiuni, a acestei influenţe, de către SHERMAN şi 
colaboratorii săi. Vezi şi: 
IM301 V.A. M E R K U L O V 

- studiază încovoierea plăcii subţiri cu sistem periodic de fisuri curbilinii solicitate cu un sistem de forţe şi 
momente autoechilibrate în fiecare fisură. 

IF22I R. FREIJ-AYOUB^ş.a . 
- se prezintă o metodă simplificată pentru a calcula interacţiunea fisurilor, potrivită (adecvată) pentru 

aranjamente multifisură. 

. 0,1 , 
1 
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1.3.3.3. PhuHil infinit cu un orificiu nccnnonic. I ranslorniru i confornic 

Cazul unui orificiu într-un mediu infinit omogen este supus cercetării în foarte multe 
lucrări. Problema concentraţiei tensiunilor în acest ca/ a atras atenţia cercetătorilor încă din anii 
1930, astfel încât în prezent este suficient de bine cunoscută. Vom da mai jos câteva noţiuni 
suplimentare. 

Dacă funcţia care realizează reprezentarea conformă a domeniului exterior al orillciului 
pe un cerc este raţională, atunci în rezolvarea problemei nu apar greutăţi principiale. In cazul 
unor contururi mai complicate ale orificiilor, când această funcţie de transformarea nu mai este 
raţională, se foloseşte de obicei metoda bazată pe reprezentarea conformă aproximativă Una 
din abordările posibile de acest gen a fost tăcută de către SAVIN ([SB6]). Vom aminti esenţa 
acestei metode. 

Vom anali/a problema tensiunilor într-un jilan infinit slăbit de orificii sub foniiâ de 
poligon cu laturi drepte. Vom reprezenta domeniul dat cu ajutorul integralei Cristoffel-Schwarz 
într-un cerc unitar al planului auxiliar şi funcţia de transformare o vom reprezenta sub formă 
de dezvoltare în serie după puterile lui Menţinând numai primii tenneni vom obţine o 
reprezentare conformă care transformă cercul într-o curbă apropiată de conturul iniţial, cu 
ajutorul funcţiei raţionale de forma; 

V S 1 

sau în cazul particular al elipsei prin 

r = C 

(1.3.3.2) 

(1.3.3.3) 

unde C Q, n sunt constante arbitrare. 
Modificând în formula (1.3.3.2) numărul n şi constantele C şi G se pot obţine orificii de 

diferite forme şi dimensiuni. De aici, ca şi cazuri particulare, se obţin orificiile care au formă 
circulară, eliptică, ovală, formă apropiată de dreptunghi, formă de patrulater cu colţuri rotunjite 
etc. De exemplu, ultima din formele enumerate care prezintă un interes practic mai mare, se 
obţine cu ajutorul reprezentării (1.3.3.2) pentru n -3 şi C:^ 0. 

Problema plană în cazul unui astfel de orificiu a fost cercetată pentru prima oară de 
GREENSPAN. Dacă funcţia de transformare conformă are forma prezentată mai sus, metoda 
Mushelişvili conduce imediat la rezultatul scontat. 

Cu această metodă SAVIN şi colaboratorii săi au analizat un mare număr de probleme 
concrete în cazul orificiilor curbilinii, pentru diferitele poziţii ale acestora faţă de eforturile 
exterioare şi pentru diferitele rapoarte ale dimensiunilor caracteristice. Soluţiile, aproape în toate 
exemplele, au fost prezentate sub formă de grafice ale distribuţiei tensiunilor pe conturul 
orificiului, de tabele şi diagrame. 

Metoda lui SAVIN a oferit posibilităţi largi pentru aplicarea metodelor din teoria 
funcţiilor la studiul efectiv al unei clase cunoscute de probleme concrete. în rezultatele acestor 
cercetări stă interesul pentru concentrarea tensiunilor în corpurile slăbite cu orificii şi acest 
interes a crescut considerabil. Sfera problemelor s-a lărgit şi a constituit obiectul cercetărilor 
multor altor autori. 

In lucrările referitoare la problema tensiunilor într-un mediu cu orificii, forma conturului 
orificiilor a fost dată direct prin reprezentări conforme care în majoritatea cazurilor au fost date 
de segmente finite de serie, din dc/vollarca integralei CristolTel-Schwar/. Pentru formele, 
importante din punct de vedere practic, a conturului orificiului, aproximaţia reprezentării cu 
ajutorul unor porţiuni de serii cu un număr mic de termeni nu a fost suficientă. Distribuţia 
tensiunilor în apropierea orificiului depinde foarte mult de proprietăţile diferenţiale ale 
conturului orificiului şi de aceea este foarte important să cunoaştem reprezentări mult mai 
precise, rămânând totuşi în cadrul dificultăţilor de calcul moderate. 
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M I.NEUMANN, în cazul orillciului de forma unui poligon cu colţurile rotunjite, a 
analizat o serie de polinoame cu coeficienţi nedeterminaţi, paralel cu seriile obţinute prin 
dezvoltarea integralei CristotTel-Schwarz. Aceşti coeficienţi el i-a detemiinat din condiţia 
egalităţii cu zero a curburii în unele puncte ale frontierei şi pe această cale a obţinut o oarecare 
îndreptare a laturilor poligonului în comparaţie cu dezvoltarea integralei CristotTel- Schwarz. 
Acelaşi autor a analizat şi alte forme ale orificiilor şi a obţinut diferite reprezentări care se pot 
folosi cu succes în cazul problemei cilindrilor circulari slăbiţi prin diferite orificii longitudinale. 
Asemenea reprezentări au fost folosite ulterior şi în cazul deformaţiilor plane pentru unele 
profile simple. 

O altă abordare a fost propusă de KIKUKAWA. Analizând un mediu elastic infinit cu 
orificii, acest autor porneşte de la reprezentarea aproximativă şi de la forme mai simple, de 
exemplu în cazul unui poligon cu laturi rectilinii şi cu vârfurile rotunjite din reprezentarea 
(1.3.3.2), cu un număr mic de termeni. Această reprezentare, considerată ca iniţială, este 
precizată apoi cu ajutorul formulei cunoscute, a aşa-numitei reprezentări apropiate. 

l/n (oAcrl cr-
C da 

^oH cr-̂ - or 
(1.3.3.4) 

Aici V este cercul cu rază unitară în planul C, cr = e'^este un punct în acest plan, iar 
cV7,̂ ((T)este distanţa pe normală între curba dată cu precizie şi cea aproximativă care corespunde 
reprezentării coo(0- Descompunând integrala din partea dreaptă (1.3.3.4) într-o serie de puteri şi 
reţinând numai câţiva termeni, autorul găseşte o reprezentare cu mult mai precisă decât 

Funcţia astfel găsită sub formă explicită co{c) este utilizată pentru transformarea conformă. 
Condiţiile de limită iniţiale a problemei în coordonate curbilinii stabilite de autor reprezintă 
ecuaţiile de condiţie bine cunoscute (ale primei probleme fundamentale) în forma propusă de 
KOLOSOV. Analiza se încheie cu reducerea la un sistem de ecuaţii algebrice liniare care se 
rezolvă cu metode aproximative. 

KIKUKAWA a analizat o serie de forme de orificii, şi a dat soluţii numerice la o serie de 
probleme practice concrete. în afară de domenii infinite limitate de curbe închise finite, el a 
inclus în analiză şi o clasă de domenii limitate de curbe infinite. După cum rezulta din calculele 
numerice arătate de autor, termenul auxiliar de corecţie din funcţia de transformare (1.3.3.4) 
introduce o schimbare importantă a repartizării tensiunilor în apropierea orificiilor. De exemplu 
în cazul orificiului care are forma unui romb cu colţuri rotunjite, o influenţă importantă asupra 
concentraţiei de tensiuni o au numai cei doi termeni din descompunerea integralei de corecţie. 
Cu toate acestea, în majoritatea cazurilor, pentru a obţine o imagine precisă a stării de tensiune, 
trebuie să reţinem cât mai mulţi termeni din descompunere. 

Mai citez: 

|Z17) YU QL^O, YOUSHI HOxNG 

b. 

- utilizând metoda transformărilor conforme s-a 
rezolvat problema unei plăci infinite care conţine o fisură 
centrală sub „forma de buză" şi e supusă la o încărcare 
biaxială la distantă. 

-a 

i-b. 

|N7j Iu. V. NEMIROVSkl, MIRE.NKOV V. E. 

O J 

- studiază starea de tensiune in placa cu gaură 
poligonală convexă. 
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[11421 C . H W U 
- bazat pe soluţiile obţ inute utilizând formalismul lui Stroh, în acest articol se demons t reazâ o forriiulâ 

generala şi simplitlcatâ pentru yânri/foln^ofuilc în nicc/ii anizotro/h' 

|H421 C H Y A B I N H W U 
- bazat pe soluţiile obţ inute utilizând formalismul lui St roh se dâ o formula generală simplificata pentru găuri 

poligonale în medii an izo t rope 

1.3.4. Mediul parţial omogen. Orificii întărite 

Din punct de vedere al aplicaţiilor practice prezintă interes problema privind 
determinarea a stării dc tensiune dintr-un corp compus din piese diferite ca formă şi proprietăţi 
elastice, legate între ele cu o metodă sau alta. In mod special \om \orbi despre tensiunea în plăci 
cu orificii. în care sunt puse miezuri compacte sau la rândul lor cu orificii, şi cu o compatibilitate 
elastică prestabilită. îmbinarea pieselor în practică se realizează de obicei prin presare în stare 
caldă sau rece. Se presupune că marginile pieselor elastice legate se ating fară distanţe între ele şi 
că sunt împiedicate să alunece unele faţă de altele.' 

Graniţa totală L a corpului compus astfel obţinut va consta din conturul exterior al plăcii 
(dacă aceasta nu se află la infinit), din conturul orificiilor neîntărite şi, în sfârşit, din contururile 
interioare ale miezurilor introduse, dacă acestea există. Corpurile pot să fie supuse acţiunii 
cauzate de strângere şi în afară de aceasta pot să fie solicitate de forţe exterioare oarecare, 
aplicate în interior şi la graniţă. Pe graniţa L obţinem pentru solicitări oarecare obişnuitele 
condiţii la limită (totdeauna vom avea în vedere cazul primei probleme de bază). Pe liniile de 
separare a pieselor în contact trebuie să fie dat saltul deplasărilor elastice în funcţie de tensiunile 
exterioare corespunzătoare. 

1.3.4.1. Incluziuni din acelaşi material 

Metoda generală de cercetare a problemei în cazul când placa are un număr finit de 
orificii şi piesele elastice îmbinate între ele sunt confecţionate din unul şi acelaşi material, a fost 
propusă de către SHERMAN. Această metodă este expusă în paragraful 6.1.4. al cărţii lui 
MUSHELISHVILI, ediţia a V-a. Reamintim unele fapte referitoare la aceasta. 

Pentru simplitate vom considera că piesele elastice introduse în orificii sunt nişte şaibe 
pline. Atunci, comform metodei amintite mai sus, problema analizată se reduce la o problemă 
simplă plană pentru componenţa totală a domeniului ocupat de corpurile compuse (fară nici o 
condiţie la limita de separare). Numărul de legături al domeniului compus este mai mic decât 
numărul de legături al domeniului ocupat de placa, cu un număr egal cu numărul de şaibe puse în 
placă. In acest caz, problema nouă ce apare va corespunde deja unor acţiuni exterioare puţin 
schimbate. Linia de separare poate fi eliminată pe seama unor forţe suplimentare alese 
corespunzător şi care revin asupra sistemului elastic în întregime. 

în cazul când incluziunile elastice au forniă rotundă termenul de corecţie din partea 
dreaptă a condiţiilor limită poate fi dat în formă explicită. Aceasta are o formă foarte simplă în 
cazul când saltul deplasărilor este dirijat pe direcţia normală la de linia de separare şi mărimea 
acestora este constantă. 

în final, în cazul incluziunilor rotunde care umplu toate orificiile în placă, metoda 
Mushelişvili conduce la o soluţie închisă, dacă domeniul simplu conex ocupat de corpurile 
conjugate se transformă conform pe cerc cu ajutorul unei funcţii raţionale. 

' în cazul când contuail şaibei în stare nedeformată coincide cu conturul orificiului în placă, vom presupune că şaiba 
este lipită de-a^ lungul marginii de placă sau vom presupune existenţa unei frecări mari între şaibă şi placa 
înconjurătoare. în alte presupuneri, cu excepţia unor cazuri foarte particulare de acţiuni exterioare asupra corpului 
îmbinat, se obţine o problemă mixtă a teoriei elasticităţii 
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IF221 F R E N C I K O S.D. 
- Studiază deformaţia antiplană a corpului cu 

incluziuni subţiri în formă de arc. Utilizează analogia dintre 
forfecare longitudinală şi conductibilitatea termică 
staţionară a corpului cu incluziuni şi fisuri. Obţine o ecuaţie 
integro-diferenţială pe care o rezolvă numeric cu metoda 
Multhopp, utilizând polinoame Cebâşev. Arată că valoarea 
maximă a factorului de intensitate a tensiunilor se obţine la 

71 n ^ 
CO = — pentru P ~ depinzând şi de alţi parametri. 

(J3| 1. J A S I U K 
- cerceteazâ corespondenţa între incluziunile rigide poligonale şi cavităţi pe baza aşa-numitelor ^juoditlc 

clasticc c/ccfivc^ Se obţin rezultate pentru modulele elastice efective ale compozitelor cu o concentraţie slabă de 
incluziuni poligonale rigide, apoi a materialelor cu cavităţi, respectiv pentru materialele conţinând o concentraţie 
fmiiă de incluziuni 

IS311 E.l . ŞIFRUV 
- studiază fisuri plane în spaţiul elastic când există legături liniare între suprafeţele lor 

IA191 G. A L E S S A N D R I M , ş.a. 
- se studiază problema determinării unei incluziuni dintr-un material elastic diferit într-un corp elastic izotrop 

prin măsurături pe frontieră ale tracţiunii şi deplasării 

IA391 C A T K I N S O N 

\ i 

Regiunea (2) 
Regiunea ( i ) 

V y : : 
. a, ! ! 

V 
< — 

^ 

- utilizând o metodă numerică se calculează factorul 
de intensitate a tensiunilor pentru o fisură în apropierea unei 
incluziuni. Se reprezintă grafic rezultatele pentru variaţia 
factorului de intensitate a tensiunilor cu distanţa vârfiilui 
fisurii de incluziune. 

I k 6 2 j H. K U M A S A K A , K. H I R A S H I M A 
- se descriu relaţiile complementare între tensiuni şi deplasări pentru elasticitatea nonlocală. Se consideră un 

plan infinit cu o incluziune circulară supus la o încarcare uniformă de compresiune. Se presupune că efectele 
nonlocale ale matricii şi incluziunii sunt aceleaşi. 

( M 7 1 B. N O B L E 
- se obţin soluţii exacte pentru anumite serii trigonometrice duale care apar în studiul problemelor mixte de 

valori la limită cu frontiere circulare în elasticitatea bidimensională. Problemele considerate sunt : 
(i) un corp infinit cu o incluziune circulară netedă pe care se aplică o forţă concentrată 
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(ii) o incluziune elastica nciedâ intr-un corp infinit supus la o tensiune uniroi niâ la infinit 

A A ' r _ i A 

T=l 

(J31 I. J A S I U K 
- in\ 'estighează corespondenţa dintre incluziuni rigide şi cavitâti, aşa cum sunt acestea aplicate în cazul 

modulelor elastice efective a materialelor cu incluziuni rigide poligonale şi ca\ itâli 

IM59j W . H . M U L L E R 
- sunt studiaţi factorii de intensitate a tensiunilor 

pentru o fisură semi-infmită în faţa unei incluziuni circulare 
solicitate termic şi elastic, bazat pe tehnica ecuaţi i lor 
integrale s ingulare şi pe o metodă auto-consistentă 

IC42J C H U N G - Y U E N HUI, ş.a. 

- se analizează câmpul de tensiuni în apropierea 
vârfului unei fisuri într-o placă supusă la încărcări de 
membrană şi de încovoiere şi care suferă deflecţii mari. 

1.3.5. Mediul omogen continuu. Unele probleme speciale 

Studiul stării de tensiune în cazul plăcilor elastice s-a concentrat în ultimii ani în primul 
rând asupra unor piese, care nu sunt în ceea ce priveşte forma şi încărcarea foarte complicate dar 
sunt destul de dificile pentru analize precise, şi care au o importanţă deosebită în ce priveşte 
aplicabilitatea practică. 

O atenţie mare s-a dat plăcilor nelimitate slăbite cu incluziuni de diferite forme la graniţa 
mediului, plăcilor poligonale şi de asemenea plăcilor de diferite fonne care sunt supuse unor 
încărcări discontinue. 

1.3.5.1. Plăcile cu contur poligonal 

Metodele teoriei funcţiilor de variabile complexe au început să fie utilizate în ultimul 
timp cu succes la plăcile finite poligonale. Pentru soluţionarea problemei, funcţiile care 
realizează transfonnarea conformă a domeniului solicitat pe cerc se reprezintă cu ajutorul 
integralei Cristoffel-Schwarz în formă întreaga, în formă de serie de puteri. în accst caz, mai 
ales atunci când funcţia care exprimă acţiunile pe contur, nu este regulată, adesea se face uz în 
analiză de ecuaţiile funcţionale ale lui Mushelişvili. Indicăm unele din lucrările cele mai 
caracteristice în acest domeniu. 
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Aniintini în pnnuil rând lucrarea lui GRAY. La începutul lucrării autorul descompune în 

serie de puteri nu funcţiile: ) , ca în cartea lui Mushelişvili, ci funcţiile: • 

De aceea sistemul obţinut de GRAY are ecuaţiile algebrice puţin diferite de cele 
corespunzătoare din cartea lui MUSHELIŞVILI. în lucrare este analizat amănunţit exemplul 
unui pătrat tracţionat de-a lungul diagonalei de forţe concentrate aplicate la vârfurile opuse. 
Foarte interesant că sistemul de ecuaţii în acest caz se rezolvă cu ajutorul metodei interaţiilor. 

în lucrarea Iui HOSKIN şi RADOK în legătură cu calculul unei aripi sub fonnă de 
săgeată se analizează problema tensiunilor într-o placă pătratică supusă unei solicitări complexe: 
la vârfurile opuse ale pătratului se aplică forţe concentrate având direcţie pe diagonală şi în 
afară de aceasta două laturi apropiate sunt supuse unor tensiuni tangenţiale repartizate după o 
lege oarecare Pătratul analizat solicitat se înlocuieşte cu un patrulater curbiliniu cu vârfurile 
rotunjuc, a cărui funcţie de transformare conformă constă dintr-o expresie cu cinci termeni. 
RezoKarea se face utili/.ând ecuaţiile funcţionale ale lui Mushelişvili. In lucrare o atenţie 
deosebita se dă analizei calitative a stării elastice studiate. Se dau rezultate numerice în formă de 
tabele şi grafice la diferite valori ale parametrilor problemei. 

în lucrarea lui WINSLOV se analizează placa dreptunghiulară la o solicitare specială 
când componentele eforturilor exterioare sunt polinoame în .v şi y. 

în lucrarea lui Deveral la plăcile poligonale încovoiate de forţe transversale se utilizează 
metoda seriilor de puteri. Menţinând în funcţia de transformare confonnă trei sau patru termeni, 
autorul găseşte soluţia aproximativă pentru un pătrat, un dreptunghi şi un triunghi echilateral, 
toate solicitate de forţe uniforme. Se dau calcule numerice care permit o compararţie a valoarii 
săgeţii maxime în placă cu valorile găsite de alţi autori pe altă cale. 

Pentru domeniul cu graniţă parţial rectilinie G.N. POLOSCHl a studiat a treia problemă 
de bază a teoriei elasticităţii, după cum se numeşte câteodată problema contactului cu profil rigid 
când pe graniţa domeniului se dau deplasările normale şi tensiunile tangenţiale. în condiţiile de 
limită a acestei probleme, după transformarea lor corespunzătoare, la derivatele de ordin superior 
ale funcţiilor căutate apare un coeficient care conţine curbura conturului ca şi factor. Datorită 
acestui fapt, în cazul conturului care constă din porţiuni de drepte problema se simplifică mult şi 
se reduce la două probleme de limită rezolvate consecutiv în teoria funcţiilor analitice. Pe 
această cale POLOSCHl a obţinut soluţionarea problemei în cazul când graniţa domeniului fmit 
sau infinit este un contur poligonal de formă destul de generală. La soluţionarea problemei 
autorul a formulat unele condiţii critice care se referă la creşterea tensiunilor în apropierea 
unghiurilor şi care asigură unicitatea soluţiei. 

1.3.5.2. Plăci cu marginile tinzând la infinit 

Metoda de rezolvare indicată mai sus în lucrarea lui GRAY, a fost utilizată de acelaşi 
autor la probleme de deformare plană a unei benzi dreptunghiulare încovoiate în planul său de 
către o solicitare concentrată aplicată într-un punct al marginii sale perpendicular pe liniile de 
limită 

Sistemul de ecuaţii obţinut în acest caz nu se soluţionează cu ajutorul metodei 
interaţiilor, dar se poate aduce la o formă comodă cu ajutorul unor transformări ale sale. După 
aceasta sistemul se rezolvă numeric şi se face o analiză amănunţită a stării de tensiune. 
Menţionăm că forţa dată, concentrată pc limila benzii, autorul o înlocuieşte cu două sisteme de 
forţe concentrate aplicate la limită şi soluţia căutată se prezintă astfel în formă de suprapunere a 
două probleme particulare pentru aceeaşi bandă Una din aceste probleme se poate analiza pe 
schema autorului destul de simplu. Este vorba de problema de bază, şi anume o bandă 
comprimată de două forţe opuse normale concentrate la graniţă, aplicate la părţile opuse ale 
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m e t o d e . 

Rez.olvarea dată în lucrarea lui SONN I ACî se bazează |)e reprezentarea conformă a 
benzii şi diferă de rezolvările cunoscute mai înainte printr-o convergenţă mai rapidă a 
integralelor improprii conţinute în aceasta. 

N.S. KURDIN a indicat soluţionarea într-o formă închisă pentru exteriorul unei parabole 
când mediul se supune acţiunii unei solicitări concentrate într-un punct al marginii acesteia. 

în lucrarea lui BUCHWALD şi TIFFEN se studiază încovoierea transversală a unei plăci 
infinite subţiri desprinse liber de margini când suprafaţa medie este un semiplan sau o bandă 
rectilinie. Condiţia reazemului liber pe contur, cum s-a arătat mai sus, se transformă pe porţiunile 
drepte ale acestuia. Aceasta permite autorilor să găsească soluţia pentru cazurile analizate sub 
forma integralelor de tip Cauchy şi Fourier. Analiza autorilor include demonstraţia unicităţii 
stării elastice în condiţiile cunoscute la infinit precum şi rezoKarea amănunţită pentru cazul 
particular al unei solicitări concentrate (în interior). 

Unele cazuri de domenii simplu conexe cu limite care tind spre infinit sunt analizate de 
asemenea în lucrarea lui SEIKA şi SHOIYA. în prima din aceste lucrări se analizează problema 
deformării plane a semiplanului întins cu eforturi unifomie la infinit, când graniţa dreaptă a 
acestuia este slăbită cu crestături simetrice sub formă de litera U. Eforturile de tracţiune sunt 
paralele cu graniţa liniară a semiplanului y=0. Graniţa mediului elastic este liberă de acţiuni 
exterioare. Semiplanul cu crestătura dată în formă aproximativă de semioval, este transformată 
conform cu ajutorul funcţiei: 

^ ^ m n 
(1.3.5.1) 

unde m, n sunt constante reale, pe semiplanul cu semicercul aruncat la graniţă. 
După cum se obişnuieşte la astfel de probleme, potenţialele căutate se reprezintă ca sumă 

a două funcţii, dintre care prima reprezintă starea de tensiune în semiplanul nefisurat în timp ce a 
doua indică tensiunile ce apar suplimentar datorită crestăturilor. Apoi autorul dezvoltă funcţiile 
căutate în serii Laurent special alese (fară o motivaţie satisfacătoare). Utilizarea seriilor de puteri 
dă aici posibilitatea de reducere a problemei la un sistem infinit oarecare de ecuaţii liniare care se 
rezolvă apoi aproximativ cu metoda perturbaţiilor. Ca şi parametru de perturbaţie se iau 
numerele m şi n care intră în formula (1.3.5.1) şi care se presupun mici, ele caracterizând forma 
şi dimensiunile crestăturilor. 

în lucrarea lui SHOIYA, cu aceeaşi procedură, se analizează problema despre 
încovoierea după o axă a semiplanului cu nişte crestături semieliptice la graniţă. 

In ambele lucrări se dau pentru diferiţi parametri rezultate numerice, sub formă de tabele, 
pentru coeficientul de concentrare a tensiunilor şi sunt construite graficele tensiunilor şi 
momentelor. Judecând după rezultatele numerice obţinute aici, pe această cale pare că se poate 
obţine o imagine a stării de tensiune destul de apropiată de cea reală, dar cu toate acestea tratarea 
astfel formulată mai trebuie încă justificată [M70]. 

1.3.6. Probleme mixte şi de contact ale teor iei plane a elasticităţii 

Problemele mixte şi de contact, cu privire la atingerea corpurilor elastice, fac parte dintre 
aplicaţiile cele mai importante, şi constituie desigur cele mai grele probleme a teoriei liniare a 
elasticităţii. 

Metoda generală de rezolvare a unui tip anume de probleme mixte şi de contact care 
foloseşte aparatul teoriei funcţiilor de variabilă complexă, precum şi numeroase exemple 
concrete sunt expusă în capitolul 6 al cărţii lui MUSHELIŞVILI, ediţia a V-a. 
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1.3.6.1. r i o h l e i n e l e mixte nic teoriei plane elnstieitaţi i şi teoria îneovoieri i plăcilor. 

SUERMAN a dat o metodă dc soluţionare a problemei mixte din teoria elasticităţii pentru 
domenii multiplu conexe. MANDJAVIDZIZ a cercetat amănunţit ecuaţiile integrale singulare ale 
lui Sherman construite pentru rezolvarea problemei indicate şi a rezolvat cu ajutorul lor 
problema mixtă de încovoiere a unei plăci izotrope subţiri, solicitată după direcţie normală, când 
o parte din marginea plăcii este încastrată iar restul este liberă. Dacă domeniul ocupat de placă 
îl putem transforma confonn pe cerc cu ajutorul unui polinom, atunci această problemă ca şi 
problema mixtă de bază se poate rezolva eficace. Aceasta s-a făcut în articolul lui 
KARAPETIAN şi STÂNESCU [K25], [K26], [K27J. 

KALANDIYA [K12] a construit un sistem de ecuaţii integrale singulare pentru 
rezolvarea problemei generale de încovoiere a unei plăci în cazul când o parte din margine este 
liberă, iar o parte este încastrată rigid. Acelaşi autor a constituit sistemul de ecuaţii integrale ale 
lui Fredhoim pentru rezoKarea problemei la încovoiere a plăcii când o parte din marginea plăcii 
este încastrata şi o parte este liberă [K12J, [K13J. 

în lucrările lui Kalandiya se propune o metodă care pennite găsirea unei soluţii 
aproximative pentru unele probleme de încovoiere a plăcilor subţiri precum şi pentru probleme 
plane a teoriei elasticităţii când mediul elastic ocupă un semicerc. Problema se rezolvă prin 
reducerea la o ecuaţie integrală singulară şi prin utilizarea consecutivă a metodei numerice de 
rezolvare; Kalandiya ia ca exemplu concret problema încovoierii unei plăci în formă de semicerc 
care este încastrată pe semicerc şi este liberă pe diametru. 

în lucrarea lui ZORSKI cu ajutorul metodei ecuaţiilor singulare integrale şi a teoriei 
conjugării liniare, sunt soluţionate problemele de încovoiere a plăcilor când placa are forma unui 
semiplan, unui pătrat sau unei semibenzi şi când se dau condiţiile mixte de limită (marginea 
plăcii parţial încastrată, sau sprijinită sau liberă). 

în lucrarea lui SHERMAN' sunt deduse ecuaţiile lui Fredhoim pentru rezolvarea 
problemei de contact între conturul unui corp elastic şi un profil rigid. într-o lucrare mai târzie a 
lui SHERMAN, autorul deduce un sistem mai comod de ecuaţii Fredhoim pentru rezolvarea 
aceleaşi probleme. 

1.3.6.2. Probleme de contact ale teoriei plane a elasticităţii 

în lucrarea lui MOSAKOVSKl şi SAGUBUŞENKO se rezolvă problema de contact 
pentru planul infinit elastic slăbit cu o tăietură dreaptă şi care se comprimă cu nişte forţe dirijate 
sub un anumit unghi faţă de linia tăieturii. Lăţimea tăieturii în starea nedeformantă se consideră 
constantă. După deformaţie marginile opuse se ating în partea de mijloc a tăieturii. Limita 
porţiunii de închidere se determină din condiţiile care privesc caracterul final al tensiunilor 
pentru punctele marginale. 

M.P. ŞEREMEl^JEV analizează starea de echilibru elastic în planul infinit cu orificiu 
circular în care s-a pus o şaibă rotundă absolut rigidă sau elastică de aceeaşi rază. Pentru 
rezolvare autorul utilizează ecuaţii integro-diferenţiale de tipul ecuaţiei Prandtl a teoriei aripei de 
dimensiune finită. ŞFSREMETJEV a propus o metodă de rezolvare aproximativă a ecuaţiei de tip 
Prandtl construită în lucrarea sa. 

Toi cu ajutorul unei ecuaţii inlegro-diferenţiale, PANASIUK [P8], [P9J, tratează 
problema de contact a unei şaibe infinite cu un orificiu rotund în care se introduce un disc rigid 
de aceeaşi rază, când asupra discului sc aplică o forţă concentrată. 

Lucrările lui Sherman au apărut în Uniunea Sovietică în jurul anilor 1940; din acest motiv nu am reuşit să procur 
decât lucrarea [SB6]. Comentariile făcute până acum au fost preluate din literatură din lucrările lui MUSHELIŞVILI 
fM70], V.V. PANASIUK [P?], [P12], SAVRUK fS6], f lELSING [H21], [H26], [H29], SAVIN G.N. [S5], 
KALANDIYA [K12] 
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PANASIUK [1^10] a construit ecuaţii intcgro-difcrcnţialc cârc suni gcncrali/ân ale 
ecuaţiei integro-diferenţiale a problemei de contact pentru ca /Ail când ştanţa de forma arbitrară 
(apropiată de cerc) se presează pe un orificiu rotund de-a lungul graniţelor lor comune, suprafaţa 
de atingere nemaiputându-se considera mică. 

KALANDIYA [K12] obţine aceleaşi ecuaţii printr-o altă metodă; în afară de aceasta în 
lucrarea mai-sus-numită se construieşte ecuaţia integro-diferenţială pentru următoarea problemă 
de contact: Pe un orificiu rotund în mediul infinit elastic apasă o şaibă elastică rotundă de 
aceeaşi rază dar având în general alte constante elastice. 

Ecuaţia integro-diferenţială amintită este asemănătoare cu ecuaţia de tip Prandtl a teoriei 
aripii de dimensiune finită. Pentru rezolvarea acestor ecuaţii a fost propusă metoda aproximativă 
MULTHOPP. în lucrarea lui KALANDIYA se dă justificarea metodei aproximative 
MULTHOPP şi de asemenea se dau unele aplicaţii ale acestei metode la problemele plane de 
contact. 

KALANDIYA a rezolvat de asemenea problema de contact pentru cazul când în orificiul 
planului infinit se pune o şaibă elastică din alt material, şaibă care are iniţial o rază puţin mai 
mică. Vzi şi: 

IS211 S H A V L A K A D S E 
- studiază probleme de contact ale teoriei elasticităţii pentru corpuri cu incluziuni elastice Problemele sunt 

reduse la ecuaţii diferenţiale integrale de tip Prandtl cu un coeficient la operatorul singular care are zerouri de ordin 
mai mare la capetele intervalului de integrare. 

[LIO] J. LEE, H. G A O 
- se presupune un model de contact Comminou 

generalizat pentm fisuri de interfaţă în solide elastice 
anizotrope. 

§ 1.4. ALTE SUBIECTE TEMA TICE DIN BIBLIOGRAFIE 

1.4.1. Tensiuni termoelasticc 

|K581 KRIVŢUNG.M. 
- Se determină starea de tensiune a unui plan elastic 

izotrop care are o fisură curbă descrisă de un contur neted şi 
care este supus la forţe exterioare şi la un câmp staţionar de 
temperatură. 

|N19| NAO I AKE NODA, ZIII IIE JIN 
- se studiază o fisură într-o fâşie de material fi.mcţional, cu gradient, modelat matematic printr-un solid 

neomogen cu temperatura de suprafaţă prescrisă. Feţele fisurii sunt presupuse a fi complet izolate. Se presupune că 
toate proprietăţile de material depind doar de coordonata y (perpendiculară pe feţele fisurii) astfel încât proprietăţile 
sunt nişte flincţii exponenţiale de y. Utilizând transformatele Fourier, problemele termice şi mecanice sunt reduse la 
două sisteme de ecuaţii integrale singulare, care sunt rezolvate numeric. 
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| C 1 9 | S.N. C H A T E R J E E , S.N. P R A S A D 
- se prezintă o soluţie prin dezvoltarea în serie în coordonate cilindrice a problemei de limită a tracţiunii unui 

strat elastic infinit cu forţe de masa şi distribuţie de temperatura, arbitrare. 

(SB51I B O R O D A C E V A . N. 
- propune o metodă generală de rezolvare a problemelor staţionare de termoelasticitate pentru un corp 

nelimitat omogen izotop care conţine o fisură eliptică plană. 

|K3I1 M. K. K A S S I R 
- arată cum se construiesc funcţiile armonice din care pot fi apoi obţinute tensiunile şi deplasările într-un 

solid infinit care conţine o fisură eliptică şi conduce căldura în condiţii staţionare. 

1.4.2. Plăci plane anizotropc. Fisuri la interfaţa a două materiale diferite 

IB32) B E R E . I M Ţ K I I T.L. - Studiază încovoierea unei plăci plane infinite cu anizotropie liniară de tip general, 
slăbită cu o fisură dreaptă cu marginile neîncărcate 

IB471 B.T. C H E N , C T . HU, S. L E E 
- se investighează dislocaţiile marginale în apropierea 

unei interfaţe fisurate alunecătoare. 

IC24J B . C H E N , T . J . L A R D N E R 
- aduc rezultate numerice suplimentare 

pentru rata de descărcare a energiei şi factorii de 
^ — * intensitate ai tensiunilor la vârfiil unei fisuri 

P K / ^ ' a ^ drepte bidimensionale aflată la un anumit unghi 
faţă de interfaţa unui sistem bimaterial. 

(b) 

1P491 P O V S T E N K O Z . Iu. 
- studiază repartizarea tensiunilor şi concentrarea adausurilor în stratul superior pe graniţa corpului solid, 

condiţionat de schimbarea bruscă a energiei de suprafaţă. 

IC561 T . S . C O O K , F . E R D O G A N 

} 

Pi 
; ^ i 

-P' ţo 0 b e a 0 

se consideră problema a două semiplane 
conectate elastic ce conţin o fisură 
perpendiculară pe interfaţă. 

IL38I D. LIU, N.A. FLKCK 

Siipralcţc libere 
(ic tracţiune 

- se analizează câmpul de tensiuni singulare la vărtul 
unei fisuri marginale într-o îmbinare bimaterială pentru o 
platbandă de lăţime finită, sub tracţiune şi încovoiere la 
infinit. 
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| K 4 2 | A.S. K I M , J . HKSSON. A. T l N K A l ' 

O,A 

ISB41 S.S. LEE 

o. 
Regiunea \-ârtuIui fisiini 

- SC analizează problema unei fisuri care se apropie 
perpendicular de interfaţa unui binialerial, utilizând 
aproxiinâri aLU globale cât şi localc dc rupere 

- studiază singularitatea tensiunii la colţul de interfaţă 
dintre fibra perfect îmbinată şi matricea unui model laminat 
bidimensional unidirecţional supus la o deformaţie de 
întindere transversală uniformă. 

IB391 J.L. B E U T H , JR. 
- obţine soluţii pentru două probleme de deformaţie plană elastică cu privire la fisurarea unui film subţire 

conectat la unmaterial de substrat semiinfinit. 

1 ) 
\ 2 / 

a) 

[D9I X I A O M I N D E N G 

1 \ 

Material 1 

Fisura Interfaţa 
r ^ jT ^ ^ 
r w w " 

Materiali 

h 1 
2 ] 

- se studiază asimptotic problema de deformaţie 
plană a unei fisuri de interfaţă staţionare între două solide 
ductile diferite, unde solidele ductile se presupun a fi 
incompresibile, elastic perfect plastice şi ascultă de teoria 
fluxului J2 a plasticităţii 

[H441 H Y U N G JIP CHOI , ş.a. 

LfXiîî 

r n r r T i ^ ^ 

- se cercetează problema fisurilor coliniare cuprinse 
într-un semiplan stratificat. Mediul constă dintr-un strat de 
suprafaţă şi un strat semiinfinit conectate printr-o zonă de 
interfaţă neomogenă cu proprietăţi gradate. 

|D12 | M. D I M I L L O , M . O S T O J A - S T A K Z E W S K I 
- datorită prezenţei unei microstructuri fibroase, dezordonate în hârtie, caracteristicile ei mecanice nu sunt 

proprietăţi de material universale, ci apar mai degrabă ca funcţii de mărimea şi forma specimenului, cât şi a 
condiţiilor de încărcare. Pentru a cuprinde variaţia statistică şi structura dc corelare spaţiala a parametrilor de 
rezistenţă şi de elasticitate s-a introdus un model de câmp aleator. 

IH421 C H W U 
- bazat pe soluţiile obţinute utilizând formalismul lui Stroh, în acest articol se demonstrează o formulă 

generală şi simplificată pentru găuri poligonale în medii anizotrope. 
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I.M521 n .J . M O O N , Y.^ . KAK.MME 
- sunt deduse relaţiile între integrala bazată pe J şi tensiunea T pentru probleme plane şi respectiv antiplane. 

Integrala mutuală se evaluează fară a rezolva problemele de valoare la limită. Tensiunea T, un parametru util pentru 
stabilitatea fisurii, este astfel obţinută uşor printr-o aplicare adecvată a conceptului Jmegralei dc conservare'\ Ca 
un exemplu, pentru a arăta aceasta, sunt prezentate problemele fundamentale de fisură la interfaţă pentru un solid 
finit diferit şi două fâşii infinite 

A 

O o 4 - > G 

#1 Xi 

— î . 

UI 

h f. 

n 

(a) (b) (c) 

| \V9] T . C W A N G , C.F. SUIII , Z. S U O 
- se analizează câmpurile singulare la vârful unei fisuri de interfaţă în solide anizotrope, punând accent pe 

stabilirea unui cadru pentru a cuantifica rezistenţa la rupere sub condiţiile modului mixt. 

[\V131 D. W Ă P P L I N G , ş.a. 

Vj ^ zona 
coczi\^ 

suprafeţele 
fi suni 
libere de 
sarcină 

- se examinează creşterea fisurii pe o interfaţă dintre 
materiale cu rezistenţe diferite utilizând un model de zonă 
coeziv. 

IC33] Y.H. C H E N , H. Z U O 
- este dedusă o soluţie generală pentru problema plană a unor microfisuri multiple în apropierea vârfului 

zonei de procesare a unei macrofisuri semiinfinite într-un solid elastic anizotrop. 

IS251 E. 1. SHIFRIN, B. B R A N K , G. S U R A C E 
- se dă soluţia analitică-numerică a problemei fisurii de interfaţă eliptice, localizată între două semispaţii 

elastice diferite îmbinate. 

IE41 F. E R D O G A N , K. A R I N 
- se consideră problema elasto-statică axial simetrică pentru un strat legat la un semispaţiu cu proprietăţi de 

materiale diferite. Se presupune că interfaţa bimaterială conţine o fisură în formă de .jyemiy" ale cărei suprafeţe sunt 
supuse la tracţiuni cunoscute. 

[L301 L I - G U O Z H A O , Y.-H. C H E N 

\ 

Matcnnl 1 

Material 2 

- se determină tensiunea T a unei macrofisuri de 
interfaţă indusă de microfisuri de sub interfaţă din 
apropierea vârfului. 

Io 
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1.4.3. Medii vâscoclasticc 

(SB52I V.G. K A K N A U l l O V 
- stabileşte teoria termomecanică a văscoelasticitălii pentm un material izotrop necomprimabil simplu 

generalizat termoreologic 

[DIO] XIAOMINDENG 

Material 1 
(ductil) 

r 

fO 

- se studiază câmpul de tensiuni plane la vârful fisurii 
în jurul unei fisuri de interfaţă ductil/rigid care creşte rapid 

Fisura Interfaţa 
Material 2 

(rigid) 

|A11] ,1. B. A L B L A S , M. K U I P E R S 
- tratează problema unui strat vâscoelastic de grosime finită, care este încărcat în efort plan de o ştanţă 

circulară. Aceasta rulează peste suprafaţa stratului cu o viteză constantă care este aşa de mică încât efectele inerţiei 
pot fi neglijate. 

IY18] V U E G U A N G W E I , J .W. H U T C H I N S O N 
- sunt examinate două modele mecanice de continuu privind ruperea de interfaţă pentru materiale de legătură 

a interfeţelor la care cel puţin unul suferă o deformaţie plastică. 

1H9] V .M. H A R I K , R.A. C A I R N C R O S S 

i i i f i i i 
ţ j t Interfaţă^lu-1 Matrice 
± n^t^rejT^^ 

7 ' L ' V " " " ' 
r T T T m 

X > 

- prezice formarea şi evoluţia cavităţilor interfaciale 
pentru flaxuri de compresiune ale unui solid vâscos în jurul 
unei incluziuni cilindrice rigide. 

[H391 Y. H U A N G , C. LIU, A.J. R O S A K I S 

^linia singularităţii de tensiune 
( care se propagă cu vârful fisurii 

fisura 

- analizează creşterea fisurilor interfaciale în sisteme 
bimateriale şi câmpul asimptotic din jurul vârfijiui fisurii 
care se propagă. 

[L50] H. LU, T.J. L A R D N E R 
- se examinează fisuri finite bidimensionale în apropierea interfeţei unui bimaterial. 

IS291 S H U H - H U E I L I , ş . a . 
- s-a studiat capacitatea de efort crescută în timpul 

fisurării matriciale multiple în compozite fragile armate cu 
fibre continue supuse la tensiune uniaxialâ 

Y 
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| W 5 | C H . W A N G 

fisura 
pănnlc 

- se analizează problema unei fisuri inclusă într-un 
strai dintre doi aderenţi elastici care justifică amestecul 
influenţei proprietăţilor de material asupra deformaţiei 
plastice Ia vârful fisurii care este conţinută în strat. 

IX3| V A N J I A N G X U , J.A B L U M E 

V 

- investighează stabilitatea configuratională a unei 
fisuri semiinfinite în substratul unui film liniar elastic 
izotrop/sistem substrat sub tensiune reziduală în filmul 
subţire Kisura înaintează paralel cu interfaţa filni/'substrat. 

IY151 C Y O O N , D.H. A L L E N 
- introduc o zonă coezivă în faţa vârfului unei fisuri pentru a evita singularitatea la vârful fisurii. 
- se analizează comportarea constitutivă dependentă de distrugere şi rata de scădere a energiei pentru o 

zonă coezivă într-un solid termovâscoelastic. 

1.4.4. Deformaţi i plastice şi tensiuni reziduale 

(SB221 R U S I N K O N . K . 

' ^ î î î î î t t î t t ţ t t 

/ 
/ 

i i i i i i i i i i i i i 

- Lucrarea cercetează deformaţiile elasto-plastice într-o 
placă subţire, nelimitată, cu o tăietură dreaptă de lungime 21, 
solicitată la tracţiune. Se admite criteriul de plasticitate formulat 
în cadrul macrotensiunilor. 

ISB48] S. Ia. l A R E M A 
- continuă cercetarea legilor de dezvoltare a benzilor de plasticitate la întinderea epruvetelor plane cu 

concentratori sub formă de fisură 
- se arată dependenţele între mărimi obţinute experimental şi cantitativ şi dependenţele între mărimile care 

caracterizează procesul de deformaţie a plăcii. 

- 7 

| F 2 6 | F.K. C H E N . Y. -C. LF.E 
V A - se face analiza deformaţiilor plastice a unor foi 

perforate cu găuri circulare aranjate într-un model 
triunghiular. Foaia perforată e considerată ca fiind un 
material omogen compresibil, anizotrop, cu proprietăţi 
mecanice echivalente. 
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r n 7 | P.S. T I ! K O C A U I S , C B . D K M A K O S 
- se studiazâ cfcctul de ccmisare prin deformare asupra ruperii cu ajutorul criteriului T, utilizând câmpuri de 

tensiune HRR, în jurul \ ârtului fisurii, într-un material ecruisabil dupâ o funcţie de putere. 

| K 2 2 | F . K A N M N L N 

r r T T 
T—"X i 

f y 1 

^ ^ ^ ^x 1 

. 1 
1 1 

- un model de fisură Dugdale a fost extins pentm a 
includc efectele unei încărcări de întindere ce variază liniar 

|L2ll J. LI 
- face un studiu elasto-plastic pentm o fisură semi-infmită sub acţiunea unor forţe concentrate în modul mixt, 

utilizând modelul Du^dale. 

+ 

î / 

|P2) V I N C E N Z O P A L A Z Z O , L U C I A N O R O S A T I şi N U N Z I A N T E V A L O R O S O 
- se ilustrează o strategie de rezolvare recent propusă pentru elastroplasticitate cu suprafeţe de curgere care 

depind de toţi cei 3 invarianţi ai tensorului de tensiune. Sunt demonstrate performanţele numerice a celor două 
strategii facându-se referinţă la o problemă tipică de „benchmark" 

|A301 J .J .M. A R A T A , A. N E E D L E M A N 

t t t 

2L 
^vâscopl. 

T T 

Elastic / ^ ^ i f ^ 
c > ^'âscopl ^ 

T T T T 
-2w , 

- Se analizează numeric efectul plasticităţii asupra 
creşterii unei fisuri care ia naştere într-un solid elastic pe o 
interfaţă cu un solid elastic-vâscoplastic 

(0231 N.P. O'DOVVD, Y. LEI, G.A. W E B S T E R 
- se utilizează o integrală J modificată, care să ia în considerare prezenţa tensiunilor reziduale. Comportarea 

la rupere este interpretată utilizând această integrala J modificată. S-au făcut simulări de elemente finite pentru o 
placă fisurată central şi o geometrie de placă în T, ce conţine câmpuri de tensiuni reziduale. 

T ! 
Fisura 

M tensiune 
rezid, do 
intrare 

/ 
> k 

u 
V 

tensiune / 
X 

rezid, de 
< ^^ > intrare 

P 

S/2 

BUPT



(AI: aolul I Stadiul actual a! cercetărilor 

| A 3 6 | P.F. A R T H U R , W.S . B L A C K B U R N 
- determină distribuţia tensiunilor pentru o încărcare uniformă Ia infinit a unui material elasto-plastic de căiire 

conţinând fie două fisuri coliniare egale fie o singură fisură dar conţinând şi dislocaţii. 

[A351 P.F. A R T H U R , W.S . B L A C K B U R N 
- se consideră o singură fisură într-un material elasto-plastic de căiire sub efort antiplan datorat unei tensiunii 

de forfecare. Pentru diferite distribuţii de tensiune coezive la vârfijl fisurii, sunt determinate tensiunile şi deplasărilre 
pentru cazul când plasticitatea este limitată la planul fisurii. 

|G5) V.C. G A O , H.D. BUI 
- se investighează câmpul de distrugere plastică în apropierea unui vârf de fisură staţionară. Comportarea 

tensiunilor şi deformărilor în apropierea vârfului fisurii este descrisă analitic. 

| M 3 9 | M I N G M I A N MF, A ^ T H O ^ ^ ' G. EN'ANS, J .W. H U T C H I N S O N 
- analizează rolul tensiunilor reziduale în cazul detlecţiei unei fisuri la interfaţa dintre două materiale elastice 

ditcrite 
O.-On 
o'- ' .o 

I 

a) 

wr 

o 

I 

• o. 

b) 

t t f t t f t 1 
t Î T m -

) 

| J 7 | L I J I A 
- elaborează un modul Dugdale-Barenblatt în modul mixt pentru o fisură semiinfmită într.o placă subţire 

ideal elasto-plastică încărcată cu o pereche de forţe concentrate auto-echilibrante la bazele fisurii. 

+ 

[Z6] A. Z E R V O S , ş.a. 
- prezintă un model de elastoplasticitate cu gradient, extinzând ideea de plasticitate cu gradient, presupunând 

că elasticitatea fundamentală este de asemenea de tip gradient. 
- se dă o formulare în deplasări de element finit pentru elastoplasticitatea cu gradient. 

l Y l l ) Y O N G - L I W U , ş.a. 
- prezintă o analiză asimptotică pentru o fisură care se află la interfaţa unui material plastic distrus şi a unui 

material elastic liniar. 

Material I 

Matcnal 2 

| S B 4 9 | B. A T Z O R I , P. LAZZARJN, R. Z A M B A R D I 
- prezintă o metodă comună pentru analiza, în condiţii elasto-plastice a câmpurilor de tensiune din apropierea 

vârfijlui unor crestături în V ascuţite, supuse la încărcări modul I, II şi III 
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\\S\ T . V i : , Z. S l I O , A . G . FA A N S 
- examinează fisurile în filme subţiri cauza te de tensiuni reziduale. Se focalizeazâ atenţia asupra fisurarea 

filmului, supus fie la dezlipirea interfeţei sau fisurarea substratului. 

1.4.5. Diferite probleme legate de fisura Griff ith 

ISB23I O N A Ş K O W L . 

• K 

A. 
i y 

• K 
^ ^ Io Io 

! —f 

i i i i i i i i i i i i i 

- Spaţiul infinit cu compor ta re fragila solicitat la 

întindere monoaxială cu tensiunea a ^ perpendiculară 

pe planul orificiului. Marginile fisurii solicitate la 

tensiunea CTq variind în trepte Se arată că pentru 

macrofisuri tensiunea critică se exprimă cu formula lui 
Griffith. 

(F81 T H E O FETT, D . M U N Z 
- se fac comentarii asupra problemei cum poate fi utilizat câmpul de tensiune a unei fisuri Griffith într-un 

câmp infinit, pentru a estima tensiunile într-o placă fisurată central de lăţime finită 

IC201 S . N . C H A T E R J E E , S H Y A M N . P R A S A D 

[Regiunea Regiunea 
\ ^ rich 2 

- discută problema a două fisuri Griffith paralele 
necoplanare localizate simetric într-o platbandă, 
presupunând condiţii de deformaţie plană. 

[D5] S. D A S , ş . a . 
- se rezolvă problema elastodinamică a propagării în 

regim staţionar a două fisuri Griffith coliniare localizate 
într-un strat elastic ortotrop de grosime finită 2h aflat între 
două semiplane ortotrope identice. 

| C 2 5 | C. C H E N , N.A. F L E C K , T . J . L U 

a) 

^ — 2a 

r w 
b) 

\V 
A \ , 

V 

- se prezice rezistenţa la inârirea fisurilor în modul 1 
(curba K), utilizând un model de zonă coezivâ de lip 
Dugdale . 
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| Z 3 | ZF.NG T A O C H K N , ş.n. 
- se rezolvă problema unei fisuri Griftlth anliplane care înaintează de-a lungul interfeţei unor materiale 

piezoclccirice diferite, utilizând metoda transformărilor integrale. 

IGISJ G . M . L . G L A D W E L L 

i 1 i i 4 

AU 
Po 

Ml. V, 

V2 
Po 

- se consideră problema elasto-plastică în care 
contactul între două semispaţii elastice diferite comprimate 
este perturbat de incluziuni disc de grosimi constant 
diferite, şi de forme arbitrare. 

A A A A A A A 

I I I I I : I 

IS42I S N E D D O N I.N. 
- determină distribuţia tensiunilor de suprafaţă necesare pentru a menţine o fisură Griffith 

X < 1, y=0 în forma u (x ,0)=v.(x) , -r < 1 . 

1W23] T. -S . W U , Y . C P A O , Y.P . C H I U 
- se analizează un strat elastic finit ce conţine o fisură Griffith. 

ISB50) R Â N J I T S. D A H A L I W A L 
- se determină factorii de intensitate a tensiunilor şi energia fisurii într-o platbandă elastică de lungime 

infinită ce conţine două fisuri Griffith coplanare. 

[H361 C H W U , W E N Y. Y E N 
- se rezolvă problema unei găuri eliptice continuă într-o placă bidimensională anizotropă dezvoltând fijncţia 

lui Green. 

(L471 M . L O W E N G R U B , I. N. S N E D D O N 
- se determină câmpurile de tensiunii şi deplasări în vecinătatea unei fisuri Griffith localizată la interfaţa a 

două semiplane elastice diferite îmbinate. 

1.4.6. Solicitări de forfecare 

IK55I K O S T R O V 
- studiază problema pregătirii fisurii de forfecare longitudinale pentru cazul plan, când deplasările sunt 

paralele cu marginea fisurii şi viteza de propagare a fisurii este variabilă arbitrar. 

[MSI A . C M A L 
- se consideră problema difracţiei undelor normal incidente longitudinale şi antiplane de forfecare pe o fisură 

Griffith localizată într-un mediu elastic infinit izotrop şi elastic. în fiecare caz se obţine o ecuaţie integrală Fredholm 
de speţa a doua pentru determinarea câmpului de tensiuni. 

IP27I P E L E H , L A Z K O , M A H N I Ţ K I 
- se studiază concentrarea tensiunilor în apropierea găurii circulare în plăci ortotrope, ţinând cont de 

deformaţia de forfecare 

|P31I S H O U K A N G P E N G , I l A O P A N 

Q xDcscârcarc clastică 

Tensiune const. \ / aripă centrată 

- lucrarca face o analiza asimptotică a câmpurilor din 
apropierea fisurii pentru modul 111 , fisuri care cresc cvasi-
statistic pentru unele materiale de călire. 

40 

BUPT



Capitolul I Stadiul actual al < rrccţârilor 

| C 3 4 | V.Z. ( HKiN 
- calcLilcazâ potenţialele complexe pentru patru situaţii în elasticitatea anliplanâ: a) o dislocare punctuală; b) 

o torţa concentrată; c) un cuplu de dislocare, d) un cuplu de forţă concentrată Utilizând potenţialele complexe 
obţinute se introduce o ecuaţie integrală singulară pentru problema fisurii curbe. 

, Q 

O 

, o 

(a) 
X O 

(b) 
•^x O 

b V WAi 
t 

-\hh b-0 

b -̂ JB/h 

-B/b b—O 
Vx O 

(c) (d) 

[FII V.I. F A B R I K A N T 
- se descrie o soluţie completă la problema unei fisuri circulare externe într-un corp transversal izotrop supus 

la o forfecare arbitrară 

|S40 | E. S M I T U 
- examinează anumite probleme de deformaţie antiplană în ce priveşte extensia unor fisuri ce se află de-a 

lungul unei interfeţe circulare care separă două materiale cu module de forfecare diferite. 

IZ271 L . Z H A N G , ş . a . 
- se obţin soluţiile de câmp asimptotic în apropierea vârfului şi soluţia câmpului complet pentru o fisură 

modul III într-un material elastic cu efecte de gradient de deformaţie. 

lA.l. Unele probleme fundamentale . Ruperi fragile şi cvasifragile 

IF3] E P I F A N O V , F A U S T O V 
- se pune problema de a aprecia eficienţa secţiunii efective a fisurilor care apar în diferite etape de deformare 

a gheţii policristaline la comprimare monoaxială. 

IB79I B U G A K O V I . I . 

- studiază experimental ruperea cvasifragilă a epruvetelor plane cu tăieturi în formă de „scobitură\ 

[B16I B A R E N B L A T T 

- studiază echilibrul fisurilor care se formează la ruperea fragilă, stabilitatea fisurilor izolate, respectiv 
legătura cu teoriile energetice. 

IB14] B A R E N B L A T T 

- o interesantă lucrare de sinteză care face o prezentare generală a teoriei matematice a ruperii fragile. 

[A491 H . A W A J I 

- criteriul de energie GrifFith pentru ruperea fragilă este extins la ruperea în modul II. 

[E7J K J E L L E R I K S S O N 

- se prezintă o metodă generală de determinare a forţei de extensie a fisurii F în raport cu un element finit al 
unei fisuri curbe. 
[LII R.S. L A K E S 

- prezintă un studiu al implicaţiilor unui coeficient Poisson negativ în proiectarea unor componente supuse la 
tensiune. 
10191 N.P. O ' D O W D 

- s-au introdus metode cu doi parametri în (M.R. ) elasto-plastică pentru a înlătura unele conservatorisme 
inerente în metoda cu un parametru bazată pe integrala J, şi pentru a explica ..efectele de mărime'' observate cu 
privire la rezistenţa la rupere. 

IN141 T. N I S H I O K A 
- lucrarea prezintă o trecere în revistă a cercetărilor în domeniul (M.R.) dinamice computeţionale. Sunt 

incluse: 
(i) aspecte fundamentale ale (M.R) dinamice computaţionale 
(ii) tipuri de simulare a ruperii 
(iii) modele computaţionale a propagării dinamice a fisurilor 
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(iv) utilizarea intcuraloi J dinaiuicc în modelele computaţionale 

|C61 C E R E P A N O V - „ D e s p r e rupere:! cvas i f rag i lâ" 

- lucrarea demonstrează că mărimea raportului dintre 
energia de suprafaţă adevărată şi lucrul mecanic ireversibil 
al deformaţiilor plastice de ordinul unde cr^--

limita de curgere la întindere, E- modulul lui Young. Se 
examinează problema elasto-plastică a unor plăcisubţiri cu 
fisură arbitrară de rupere normală supusă acţiunii forţelor 
de întindere. 

IK161 E U Ş O V M V L F A 
- sunt examinate diferite condiţii de limita pentru o serie de modele ale corpului solid deformabil, ca şi 

condiţii de rupere c\asitragilâ. 

1L521 H.A. L U O , Q. W A N G 
- studiază redistribuirea tensiunilor într-o foaie compozi tă hibridă la întindere, datorită ruperii unei fibre cu 

modul înalt. 

| Y 1 4 | Z. Y O N G , M . T . H A N S O N 
- dau noi rezultate pentru factorii de intensitate ai tensiunilor în cazul încărcării normale arbitrare a unei fisuri 

inelare într-un mediu izotrop neomogen 

IL461 M . L O W E N G R U B 
- se determină câmpul de tensiuni într-un mediu elastic semi-infinit îmbinat cu o fundaţie rigidă şi conţinând 

o fisură la interfaţă. 

(K2I M . K A C H A N O V 
- se studiază solide cu fisuri şi pori non-sferici şi se discută parametrii adecvaţi densităţii de defect şi 

proprietăţile elastice efective. 

1.4.8. Efectc ncliniarc 

1L271 LIEBOVVITZ, J O N E S 
- fac o cercetare a efectelor neliniare ale mecanicii ruperii 

|P401 P O B E D R I A E., H O L M A T O V T. 
- se dă o tratare nouă în tensiuni, variaţională, a problemei cvasistatice a mecanicii neliniare a corpului solid 

deformabil 

( K 2 8 | B.L. K A R I H A L O O 
- se studiază efectul de mărime pe o geometrie structurată particulară ce conţine o fisură care poate fi relativ 

puţin adâncă sau adâncă. 

1.4.9. Iniţierea şi propagarea fisurii 

| l )81 I S M A I L D E M I R , ş.a. 
- se cercetează interacţiunea fisurii elastice cu defecte interne, ca microfisuri, goluri şi incluziuni rigide, 

pentru a analiza propagarea fisurii 

| L I 2 | I). L E G U I L L O i N 
- se studiază criteriul de nucleare a fisurilor la o crestătură în materiale omogene . 

IG19) J. G I O V A N O L A , S . W . K I R K P A T R I C K 
- utilizând un model local se prezice ruperea ductilă în structuri geometrice similare de diferite mărimi, care 

conţin fie fisuri ascuţite sau concentratori de tensiune neascuţiţi (tociţi). 
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IN51 T. N A K A M U R A , K. S A U O, S. A R A K ! 

fisura 
pnncipali 

^ ^ \ frontiera 
O gr.1 unici UI 

[A231 M . A M E S T O V , J.B. L E B L O N D 

Forţa 
prcscrisâ 

curbura ^ ^ p l a s a r e 
^ prescnsâ 

- se dâ o soluţie exaclâ la problcrîia modelului de 
inleracliune fisurâ principalâ-inicrodef'ecl, ba/a t pe metoda 
teoriei disiocaţiilor continuu distribuite - se obţin funcţiile 
de distribuţie atât pentru fisura principală cât şi pentru 
microdefect . 

- se studiazâ o fisurâ care se propauâ într-un corp 
bidimensional de-a lunuul unei câi curbe arbitrare răsucite 

[8551 A. B O B E T , H.H. E I N S T E I N 

yf Oe 

defect 
2a 

- prezintă metoda numerică şi criteriul de iniţiere a 
fisurii dezvoltat pentru a modela mostrele de fisuri 
examinate de Bobet şi Einstein (1996, 1998) şi Bobet 
(1997) în probe de gips cu ruperi şi defecte preexistente 
solicitate la compresiune. 

IC70] E.M. C R Ă C I U N , E. S O O S 

X2> 

0 /11 1 r>) ; o" * 
ka 

[A511 A B B A S A Z U D A R I , SIA N E M A T - N A S S E R 

-a +a 

- se consideră un material elastic ortotrop care este 
pretensionat şi conţine două fisuri colineare de lungimi 
diferite. Feţele fisurilor sunt acţionate de tensiuni 
incrementale normele constante simeric distribuite. Se 
determină valorile critice ale tensiunilor incrementale 
aplicate pentru care vârfurile fisurilor încep să se propage, 
şi se analizează interacţiunea fisurilor ca funcţie de 
lungimile lor şi de distanţa dintre fisuri. 

- se analizează buclarea fisurilor într-un plan infinit 
liniar elastic omogen şi anizotrop, care conţine o fisură 
centrală principală. Pentru aceasta se definesc doi factori de 
intensitate ai tensiunilor: 

HSIF (sau ) - factorul de intensitate a 

tensiunilor inelare 

SSIF (sau /^rcu) ~ factorul de intensitate a 

tensiunilor de forfecare. 

| f l71 S. HALLSTROiVI, J.L. G R E N E S T E D T 
- analizează ruperea iniţială de către o fisură ascuţită sau o crestătură în formă de pană într-un material 

omogen, supus la încărcare diferită. 

IK27) E.N. K A R A P E T I A N , M.T. H A N S O N 
- dau o evaluare a deplasărilor de deschidere a fisurilor şi a factorilor de intensitate a tensiunilor în termenii 

unor funcţii elementare pentru problema unei sarcini concentrate în afara unei fisuri circulare. 
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| G 4 2 | A.S. G U L L E R U D , ş.a. 

I I t 

- goluri , " 
^ o o 

O ^ O ' O '̂ /O strat activ 

>carbizi 

i ; i i i i i 

- exploreazâ chestiuni de calcul - cheie (de bază) care 
afectează analiza, utilizând metodologia de celulă de calcul 
pentru a prezice creşterea fisurii în metale ductile cauzate 
de creşterea golurilor şi coalescenţe. 

IK261 E. K A R A P E T I A N , M. K A C H A N O V 
- sunt derivate soluţii exacte în fijncţii elementare pentru factorii de intensitate a tensiunilor unei fisuri 

circulare care interacţionează cu diferite surse de tensiune: dipoli, momente, centre de dilatare şi rotaţie. Astfel de 
surse de tensiune pot modela defecte ca vacanţe, particule străine, dislocaţii. 

IL25| X. LI, L.iM. K E E R 
- se analizează creşterea gradată a fisurilor semiplane şi sub formă de penny între bariere a căror rezistenţă la 

rupere este mai mare decât cea a zonei de rupere. 

1L371 C LIU, W . G . K N A U S S , A.J. R O S A K I S 
- se analizează creşterea marcată determinată experimental a factorului de intensitate a tensiunii, necesară 

pentru a iniţia propagarea fisurii în solide fi-agile supuse la încărcări puternic variabile. 

[L24 | X. LI, L .M. K E E R - partea I + partea a Il-a (două lucrări) 
- propun o metodă directă, bazată pe metoda ecuaţiei elementelor de frontieră, pentru a rezolva probleme de 

creştere a fisurilor la întindere pentru sarcini arbitrar distribuite. în partea a Il-a metoda este extinsă pentru a rezolva 
probleme de creştere a fisurii sub o încărcare de forfecare arbitrară. 

1.4.10. Banda elastică cu defecte 

[P81 V.V. P A N A S I U K , L O Z O V O I 
- determină sarcina limită la încovoierea benzii cu două fisuri inegale, situate în zona tensiunilor de întindere 

şi dirijate de-a lungul dreptei perpendiculare pe axa benzii, când în planul median al benzii acţionează sarcini 
exterioare. 

/ 

0 
O 

2h 

| K 5 1 | Y. K O N I S H I , A. A T S U M I 

) J 2h 

- presupunând o dcformaţie plană şi utilizând metoda 
transformatelor Fourier se rezolvă ecuaţiile de echilibm 
exprimate în fijncţie de deplasări şi se dau soluţii pentru 
problema fisurii paralele cu marginile într-o platbandâ. 

(C211 S . N . C H A T T E R J E E , S . N . P R A S A D 
- utilizând fijncţii proprii Papkovich-Fadle se studiază o clasă de probleme de fisuri ale unei platbenzi 

elastice 
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IM411 N.I. M I R O N E N K O 

K 

I - > 
T 

- ccrccteazâ starea de tensiune a benzii cu una sau doua gâuri 
circulare fixate cu inele elastice 

[L71 P. L A Z Z A R I N , R. T O V O , S. FILIPPl 
- studiază distribuţia tensiunilor elastice în plăci de dimensiuni finite cu crestături marginale (pe muchii). 

IS26J S H I L A N G X U , H.W. R E I N H A R D T - Partea a Ii-a 

- se determină parametrii de rupere K-dubli k ' / " şi K ' j ' ' utilizând grinzi crestate la încovoierea în trei 

puncte. 

IS271 Y. S U I N D O , K. W A T A N A B E , F. N A R I T A 

tr ^ o^tr t r 

U i 

-h 

a) 

-cO c 

r w Do 

o" Eo 
t r t r tr tr 

IU5I U W A D I E G W U B. C O. E J I K E 

i i 

r - (1.0) (a,0) 
a 

^ — • 

- rezolvă problema electroelastică de deformaţie 
plană a unei platbenzi ceramice piezoelectrice ortotropice 
cu o fisură centrală, care e situată simetric şi orientată într-o 
direcţie normală la muchiile platbenzii 

- se cercetează problema determinării distribuţiei 
tensiunilor şi deformaţiilor unei platbenzi lungi dintr-un 
material elastic, slăbită cu o fisură normală la muchia 
platbenzii. 

1.4.11. Discul circular cu defecte 

[V241 N . I . V O L K O V , L .A .FILTINSKI 
- se examinează starea de tensiune a discului slăbit cu 

găuri şi fisuri şi întărit cu întărituri rigide în câmpul forţelor 
centrifuge. 
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| S 6 l l M.P. S T A L L V HKASS 
- obţine o soluţie exactă pentru o fisură linie de forma 

unei cruci localizată într-un mediu electric, atunci când 
braţele fisurii sunt supuse la o distribuţie de presiuni egale, 
dar aleatoare. 

| P 4 | J. PAN, C F . S U I M 

i X x : ) 

x(xi) 

- sunt investigate în contextul ipotezei micilor 
deformaţii, câmpuri combinate modul I, II şi III în 
apropierea vârfului fisurilor staţionare în materiale de 
călire Se utilizează o tehnică de element finit pentru a 
obţine soluţii în tensiuni asimptotice pentru modurile 
combinate I şi II perturbate de modul III. 

1.4.12. Solicitări dinamice şi oboseală 

IN3] K. N A I T O , T. FUJII 
- Se examinează suprafeţele rupte la oboseală în cazul unor adezivi Epoxi şi fractali sub încărcări ciclice 

pentru modul I 

|M341 O. M I L L E R , N.B. F R E U N D , A. N E E D L E M A N 
- Lucrarea prezintă două modele de fragmentare dinamică bazate pe echilibrul energetic şi se compară 

predicţiile lor, cu privire la mărimea fragmentelor, cu rezultatele simulărilor numerice. 

IM271 S.A. M E G U I D , X.D. V\ A N G 

•I 4 

Fisura 11 

- Se examinează interacţiunea dinamică între două 
fisuri arbitrar localizate într-un mediu piezoelectric sub 
forfecare antiplană. 

IM271 S.A. M E G U I D , X . D . W A N G 
- Se dă o tratare teoretică cuprinzătoare a interacţiunii dinamice între o fisură principală şi o microfisură 

arbitrar localizată şi orientată în apropierea vârfului ei sub încărcare antiplană. Formulările teoretice se bazează pe 
utilizarea tehnicilor de transformări integrale şi un procedeu adecvat de suprapunere. Ecuaţiile integrale singulare 
rezultante sunt rezolvate numeric utilizând polinoame Cebâşev, pentru a fijrniza factorul de intensitate a tensiunilor 
dinamic în fisura principală la diferite frecvenţe de încărcare. 

|A41 J. I). A C H E N B A C H 
- Se investighează difracţia unei unde plane printr-o fisură de lungime finită, utilizând o reprezentare 

integrala a deplasării pentru probleme de pro[)agare tranzitorie a unor unde de forfecare orizontal polarizate. 

| X I | X I A O HUA Z I I A O , HUICAI XIE 
- se investighează factorii de intensitate ai tensiunilor dinamice pentru o fisură semiinfinită într-un corp 

elastic nemărginit pe de alta parte însura este supusa la o pereche de sarcini punctuale de forfecare brusc aplicate pe 
feţele ei la o distanţă I de vârful fisurii 

[ W l S j D. W E B B , C. A T K I N S O N 
- Se obţine soluţia pentru problema unei fisuri în formă de ce se extinde cu viteză uniformă sub o 

anumită presiune internă neuniformă într-un mediu elastic izotop omogen. 
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|114| S. I T O U 
- prezintă problema dinamica pentru im mediu Cosserat elastic infinit sicâbit prinlr-o fisura fmitâ unde 

sistemul autoechilibrat de presiune variazâ armonic în timp. 

IL52I F. L U N D 
- propune o metodologie universală pentm instabilitatea dinamică a unor fisuri ce se propagă rapid în 

materiale fragile subţiri. 

|Z111 Z. Z H O U , B. W A N G , S. DU 
- studiază împrăştierea undelor antiplane de forfecare 

armonic elastice de către o fisură finită utilizând teoria non-
locală. 

1.4.13. Studii experimentale 

IM21I G.B. M A Y , A.S . K O B A Y A S H I 
- utilizând interferometria Moire cu densităţi de linii de 1200 şi 40 linii/mm s-au determinat cele două 

deplasări ortogonale ce înconjoară o fisură ce se extinde stabil într-un aliaj de aluminiu 2024-T3. 

ISB531 K O V C I K C . E . 
- se descriu rezultatele experimentale a încercării de 

întindere a epruvetelor din sticlă în formă de plăci cu fisuri. 

ID171 D Î Ş E L I M . Ş . 
- prezintă rezultatele cercetării experimentale în privinţa pierderii stabilităţii plăcii cu fisuri 

[B61] R.J. B O N E N B E R G E R , J .W. D A L L Y 
- se descrie o nouă probă pentru a determina rezistenţa la rupere într-o modalitate mai eficientă. 

[A201 S.E. A L E X A N D R O V , R.V. G O L D S T E I N 

0 H i 
< ^ 
< 

- determină tensiunile şi deformaţiile plastice la 
secţiunea transversală minimă a unei probe (epruvete) 
crestate supusă la întindere. 

| O l 5 | 1). M . O W E N , S. Z I I U A N G , A J . R O S A K I S , G . R A V I C H A N D R A N 
- s-a realizat o investigare experimentală pentru a determina caracteristicile dinamice de rupere ale unor folii 

subţiri de aluminiu 2024-T3 cu grosimi între 1.63-2.54 mm. S-a determinat factorul de intensitate a tensiunilor 

dinamice critic K ^ pe o zonă largă de domenii de încărcare. 
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I.M511 A. M O L I N A R I , M . KL iMOlIDl N 
- lucrarea deieniiină proprietăţile generale şi tensiunile locale ale unui material compozi t . Materialul cons tă 

din incluziuni elastice elipsoidale suspendate într-o matr ice elastică omogenă . 

| L 3 9 | C.T. LIU, C \ V . SiMITH, L. W A N G 
- prezintă rezultatele unui studiu fotoelastic de 

tensiuni „îngheţate", a creşterii şi distribuţiilor factorilor de 
intensitate ai tensiunilor pentru defecte de suprafaţă care 
emană de la vârfijl unei nervuri (aripioare de răcire) în 
modele de motor. 

|Y7) V A O W U S U I , Z H U N G X I A N G H A N , J I A N Q I N FU 
- s-au studiat efectele nepotrivirii rezistenţei de sudură la rezistenţa la rupere a unei zone afectate termic într-

un oţel slab aliat cu rezistenţa de rupere SOOMPa. 

IS411 D.J. S M I T H , ş.a. 
- au examinat ruperea fragilă şi ductilă a unui oţel de rotor de putere mare la temperatura camerei utilizând 

probe crestate la margine singulare. 

[S261 S H I L A N G X U , HAV. R E I N H A R D T ~ Partea a Il-a 
- se prezintă în detaliu rezultatele investigaţiilor experimentale utilizând interferometria cu particule laser pe 

grinzi crestate, mici încovoiate prin trei puncte şi utilizând de asemenea acoperirea fotoelastică. 

IS26| X S H I L A N G X U , H . W . R E I N H A R D T - Partea a Hl -a 

- arată cum pot fi determinaţi parametri de rupere K-dubli KŢ^ şi K'l" pentru beton utilizând probe CT 

divizate cu pene. 
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CAPITOLUL 2 

FORMULĂRI TEORETICE ŞI SOLUŢII ANALITICE. 

CONTRI BUTII 

§2.1. SINTEZA FORMULELOR FUNDAMENTALE DIN TEORIA 
ELASTICITĂŢII 

2.1.1. Probleme spaţiale 

1. Din motive legate de continuitatea expunerii, de unificarea soluţiilor şi de coerenţa 
structurală a conţinutului lucrării, am considerat util să prezint o sinteză a formulelor 
fundamentale din (T.E.) fară demonstraţii şi cu minim de explicaţii. Acesta este un domeniu în 
care literatura ştiinţifică românească are multe monografii excelente, în care se găsesc explicaţii 
complete şi demonstraţii riguroase. Citez în mod deosebit volumele domnului profesor P.P. 
TEODORESCU [T12] [T13] [TI4] despre care domnul profesor I. DOBRE scria în cartea 
[D26]: 

,,Credem că un moment de cotitură în modul de înţelegere abordare a problemelor de 
Rezistenţa materialelor l-a constituit apariţia cărţilor de Teoria elasticităţii ale profesorului P.P. 
Teodorescu (patru volume, aprox. 2500 de pagini!) ca v̂/ excepţionala monografie în trei volume 
a lui P.P. Teodorescu şi V. Iile: ,/Teoria elasticităţii .si introducere în mecanica solidelor 
deformabile'' Editura Dacia, Cluj-Napoca, 197G\ 

Sunt de semnalat de asemenea monografiile L. SOLOMON [S50], M. HAIMOVICl 
[H5], L DRAGOŞ [D35], W. KECS [K36], M. SOARE [S45], I. DOBRE voi. II [D19] şi 
traducerile din limba rusă: N. FILONENCO-BORODICI [FI7 ], N.I. BEZUHOV [B40]. 

2. Se ştie că problema fundamentală a (T.E.) constă în cunoaşterea stării de tensiune şi a 
stării de deformaţie a unui corp solid deformabil în fiecare punct al său în funcţie de solicitările 
la care este supus, de modul de rezemare şi de o serie întreagă de alţi parametri: viteza dc 
solicitare, timp, temperatură, material, mediu de lucru etc. 

Pentru un mediu omogen şi izotrop, liniar elastic, sub aspect local, problema este 
descrisă de un sistem de 15 ecuaţii diferenţiale cu 15 necunoscute care sunt: 

- trei t e n s i u n i n o r m a l e ; 

Â-v '^v-'^zA- " t e n s i u n i t a n g e n ţ i a l e c a r e s a l i s f a c principiul dualităiii sciii pciniăiir. 

trei deformaţii specifice liniare; 

49 

BUPT



( \jpito!li! 2 I'orniulâri icorciicc .> / soluţii analiiu c 

deformaţii spccifice unghiulare (;a 

?/,v, \i' - trei funcţii de deplasare după cele trei direcţii x,y,z. 

Astfel în fiecare punct al corpului starea dc solicitare este descrisă de: 

tensorul stării de tensiune: 

un tensor simetric de ordinul doi 

tensorul stării de deformaţie: 

1 1 
^x 2 ^ y^ 9 ^^ 

Te = 
1 1 

a ^xy ^zy 
Te = '^Yxy ^y —y zy 

1 1 
-Yyz £z 

Z'.vr a . 
-Yyz £z 

de asemenea un tensor simetric de ordin doi 
(afm ortogonal) 

vectorul coloană al deplasărilor: 
u 

A = \ \ 
w 

= {// V Vi 

Cele 15 ecuaţii care descriu local starea de solicitare a corpului, sunt (în sinteză), în 
coordonate carteziene rectilinii triortogonale următoarele: 

I. Ecuaţiile diferenţiale de echilibru static şi/sau dinamic ale lui NA VIER-CA UCHY 

da. dr^, dr,. 
ox O}' o: 

dz^, da,, dr,.. ^^ ^ . . 

dx dy d: 

dr da. + — ^ + 
dx dz 

(2.1.1.1) 

Aceste ecuaţii trebuie să fie satisfăcute în orice punct al solidului elastic atât în interiorul 
lui, cât şi pe suprafaţa sa. De aceea în punctele situate pe suprafaţa corpului tensiunile trebuie să 
fie în echilibru cu forţele exterioare date. Acest echilibru se exprimă prin aşa-numitele condiţii 
pe contur sau condiţii pc suprafaţă care se ataşează obligatoriu ecuaţiilor (2.1.1.1), şi care 
exprimate în tensiuni au forma: 

= cos(/7,jv)+ r ,̂ cos(/7,>')+ r^ cos(/l,r)= C7, cosa + r^.,cos/?+ r^ cos / 

= cos(/;,j)+cr^, cos(/?, v)+r., cos(/],5)= r„.cosa + cr,,cosy^+r_^,cos7 (2.1.1.2.) 

q,^ = r .̂ cos(ă7,.v)+ cos(«,>')+ a. cos(n,z)= t^. cosa + c o s ^ + a. c o s / 
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II. Ecuaîiile difcrenuulc ^^coitictricc ale lai CA UCU Y 

l o i n ia l i n i a r a 

a// 

l \ ) r m : î n c l i n i a r a 

A 

^v = 

€. = 

a v 

a r 

Yxv = 

d: 

du d\' 

> (2.1.1.3) ^ = 

• + 

A r = 

Y:. = 

a v a.v 

a v avi' 

a." dy 
avi' du 

• + 

a r a.- J 

du 1 (du^ 2 2 ^ dw^ 2' 
-h — + + 

dx 2 tav; U-vJ 

_ du 1 (di^' 
2 

rav^ 
2 

ravv^ 
2' 

-h + + 
dy 2 U - V , U ' ; 

avi' I 
2 2 2' 

— -1-— + + 
ar 2 U - J [dzj Kdz) 

\ 

y ( 2 . i . i . 4) 

du du du du d\' d\' dw 
y^^ rr — + + + + 

dy dx dx dy dx dy dx dy 
du du du du d\ dv dw dw rx^ = - + — + -h 
di dy dy dz dy dz dy dz 
du du du du dv dw dw d\v 
— -h — -h -h -h 
dx dz dx dz dx dz dx dz 

j 

Acestor ecuaţii li se ataşează „condiţiile de compatibiliiafe^' sau de continuitate ale lui 
SAINT- VENANT: 

— ^ + — 

a>' 

y 

dx-

+ 

dx-
• + 

a 

dxd}^ dz dx 
\ 3-- j 

_ d'Yy. d (^Yzx 
dydz dx [ dy dz a v 1 

/ 

^ V z x a ^Yxy + ^Yzx 
dz dzdx dy dz dx dy 

= 2 

= 2 

= 2 

d^s, 
dxdy 

dydz 

dzdx 

III. Ecuaţiile constitutive, ecuaţiile fizice sau ecuaţiile de material numite şi „legea 
lui Hooke generalizată" -se prezintă sub diverse forme, dintre care cele mai frecvente 
sunt: 

Forma 1 

= 
1 

E 
1 

1 

s. -
1 

CT. 

G 
2 ( 1 + 

E '' 

rr.= G 
2(1 

E 

. _ 
G 

2 ( 1 + v ) 

E ^ 

A 

V (2.1.1.6) 

Forma 2 

(Jy = 2G£^. + 

(T. = 2(1 f:. 

A 

> 
(2.1,1.7) 

J = Gy^r = 

E 
2 ( 1 + v ) 

Yv. 

E 
2 ( 1 + v ) 
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unde: E - modulul dc elasticitate longitudinal (sau modulul lui Young); 
G - modulul dc elasticitate transversal (sau modulul de forfecare); 
V - coeficientul de contracţie transversală (sau coeficientul lui Poisson), 

pentru oţel = 0.3 ; 

E 
G = 

X = 

2 ( 1 - h v ) 

vE 
( l + v X l - 2 v ) 

- coeficienţii lui Lame sau constantele elastice ale lui Lame (2.1.1.8) 

£l- = + £y + € . = — + — + — = = const. - deformaţia specifică volumică sau 
ă x d}' o r 

primul invariant al deformaţiilor. 

Alte forme de prezentare, întâlnite în literatură, sunt: 

sau <7„ .=E*£„, (2.1.1.9) 

cunoscute sub numele legea lui Hooke în forma lui Lame, unde: 

= ^ = - valoarea medie a tensiunilor 
3 3 

h a = CTx ^V '^r = const.-primul invariant al tensiunilor 

- valoarea medie a deformaţiilor specifice liniare = 

E* = 
E 

l - 2 v 
- modulul de elasticitete redus 

O ultimă formă utilizată mult în teoria deformaţiilor plastice; 

- o-,,, = - £ • „ , ) 

2 

1 (2.1.1.10) 

]_ 
2 

Scrierea indicială. Se folosesc sisteme de axe triortogonale cu una din notaţiile (Fig. 
2.1.1.1) privind versorii şi axele. 

O o 2 

C-. 

I 

Fig. 2.1.1.1 

în acest caz scrierea este deosebit de condensată. Mai mult, pentru a scurta scrierea 
formuelelor, derivatele parţiale se vor nota cu virgulă. 
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d/--
= 

c-r 
= l\,k (2.1.1.11) 

Sistemul complet de ecuaţii al (T.E.) va fl: 

<7ij j + 1-] = O (/,y = 1,2,3), j - indice mnt\ i - indiceliher 

^'j = I ( ' ' ' - y ) ••• ' ' y . ' 7 ( 2 . 1 . 1 . 1 2 ) 

<=^1/ = ^ / / ^hk •• ^ij - ^ ij ^hk 

Condiţiile de continuitate: 
^ik.jh - ^jk,,h - ^Ihjk ~ ^jhjk (2.1.1.13) 

2.1.2. P rob lemele f u n d a m e n t a l e ale (T.E.). F o r m u l ă r i 

Rezolvarea directă a sistemului complet de ecuaţii al (T.E.) este dificilă, deoarece sunt 
prea multe necunoscute de natură diferită: tensiuni, deformaţii specifice, deplasări. De aceea, de 
obicei, acest sistem se reduce la alte sisteme cu un număr mai mic de necunoscute şi ecuaţii, 
obţinând aşa numitele ,formulărC\ Astfel vom avea: 

1° Formularea în deplasări 

Se aleg drept necunoscute fundamentale ale problemei deplasările punctelor corpului 
elastic; în acest caz în orice punct al corpului (de coordonate x,y,z) vom avea trei funcţii 
necunoscute: 

Se ajunge la ecuaţiile de sinteză în deplasări, numite ecuaţiile lui Lame: 

(A + G ) ^ + GV^w + pA-= O 
dx 

dy 

(Ă + G ) ^ + GV^w + pZ = 0 

(2.1.2.1) 

Acestor ecuaţii li se ataşează condiţiile pe suprafaţă care pot fi scrise de asemenea în 
deplasări. Această situaţie, când se presupun cunoscute (date) deplasările în toate punctele de pe 
suprafaţa corpului, este numită doua problemă fundamentală a elaslicităţir. 

Formularea în tensiuni 

Se aleg drept necunoscute fundamentale ale problemei tensiunile, ceeace înseamnă că în 
fiecare punct din corp vom avea şase necunoscute: 

Se obţin în final ecuaţiile în tensiuni, numite ..ecuaţiile Beltrami-MitclielT': 
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(1 - + ^ ^ = 0 (l + 4- ^ ^ = 0 (2.1.2.2) 

(1 - + . . o (1 + + ^ = O 
dz^ ' a r d r 

Acestui sistem i se ataşează de asemenea nişte condiţii la limită exprimate în tensiuni 
(vezi 2.1.1.2). Sub alt aspect, această situaţie când se cunosc (sunt date) tensiunile pe suprafaţa 
exterioară a corpului, reprezintă ceea ce numim ^^vniia problema futulanicntalâ a clasfic/fdţir. 

lorniularea mLxfd 

Evident că se poate imagina şi o formulare mixta când se aleg ca necunoscute principale 
anumite deplasări şi anumite tensiuni. Acestea sunt cazuri particulare, speciale. 

în privinţa procedeelor de rezolvare matematică a sistemelor de ecuaţii obţinute, se 
folosesc trei metode principale: 

I. Metoda directă, care constă în integrarea directă a ecuaţiilor (T.E.) prezentate într-una 
din formele de mai sus. 

II. Metoda inversă (sau procedeul indirect) conform căreia se aleg - de exemplu -
deplasările ca funcţii de punct; de aici se determină deformaţiile specifice, apoi 
tensiunile. Mărimile astfel obţinute trebuie să verifice ecuaţiile de echilibru, condiţiile 
de suprafaţă şi condiţiile de compatibilitate; din aceste verificări rezultă constantele 
introduse iniţial în expresiile analitice ale deplasărilor. Aplicarea acestei metode este 
uşurată şi îmbunătăţită prin utilizarea aproximaţiilor succesive. 

III. Metoda semiinversă (sau semiindirectă) a lui Saint-Venant, care alege ca necunoscute 
o parte din forţele exterioare, considerate ca tensiuni date, şi o parte din deplasări, 
celelalte tensiuni şi deplasări rezultând din satisfacerea ecuaţiilor de echilibru, 
condiţiilor la limită şi de compatibilitate. 

2.1.3. P r o b l e m a p lană în c o o r d o n a t e ca r t cz iene 

2.1.3.1. Starea plană de tensiune. Ecuaţia lui Lcvy 

Când vorbim despre stări plane, în funcţie de mărimile care sunt nule sau se neglijează, 
vom distinge două situaţii fundamentale diferite, şi anume. 

• Stări plane de tensiune, care apar în situaţiile când una din tensiunile normale este 
nulă (cr. = O); să notăm încă de pe acum că starea de defonnaţie a corpului este 
însă triaxială {s. ^ O). 

• Stan plane de deformai ie care apar în situaţia când una din componentele deplasării 
esic nulă (vi* = o); în acest caz starea de tensiune este triaxială (cr. ^ O). 

în final rezultă că pentru problema plană starea de tensiune este descrisă de funcţiile: 
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r , , = r , , = 0 

a , r , , O 

r,^, o - , O 

0 0 0 
2.1.3.1) 

Cele 15 ecuaţii fundamentale ale (T.E) se transformă în consecinţă; vom considera 
situaţia cea mai frecventă, când forţele de masă sunt reprezentate numai de greutatea proprie, 
adică X = Z = 0; Yp = -q (</ - greutatea unităţii de volum). Atunci. 

I. Ecuaţii le diferenţ iale de echilibru (2.1.1.1) devin: 

^î-AT da. 
av 

— + (2.1.3.2) 

II. 

c.x oy 

Condiţiile pe contur (2.1.1.2) devin: 

^nx = ^ x C0S(Ă7,.Y)+ Tj^ COS(ĂÎ,>') = COSOT + T,.^ COS fi 

q„y = Tj^. cos{n,x)+cry cos{n,y) = r^y cosa + ay cos/? 

III. Ecuaţii le geometrice (2.1.1.3) devin: 

(2.1.3.3) 

du_ 
dx 

£ y = 
dy 

^ du 
dx dy 

(2.1.3.4) 

IV. Ecuaţi i le fizice (2.1.1.6) devin: 

1 E 
E 

1 

l - l ^ 

E 
— (£y+V£,) 

r xy 
_ 1 _ 2 ( 1 ^ 

\ - v 

E 
• 2(1 + 

(2.1.3.5) 

V. Condiţiile de compatibil i tate (2.1.1.5) se reduc la una singură: 

dx' dxdy 
(2.1.3.6) 

Obţinem în final un sistem de 8 ecuaţii diferenţiale cu 8 necunoscute 
care poate fi transformat în alte sisteme echivalente, utilizând 

formulările amintite. 
Putem arăta cu uşurinţă că starea de dcformaţie este spaţială. 
Din 

a,-v{ay+(T,) cu (7^=0 O 

sau din: 
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- V 

E 
a , = 

- V' l-v 

Te-

^.v 9 ^ VT 

1 

0 0 

O 

O 

e. 

(2.1.3.7) 

Ecuaţia lui Le\y reprezintă aşa-numita Jormulare in fensiuni"; înseamnă că se aleg ca 
necunoscute fundamentale ale problemei tensiunile şi se reduce sistemul iniţial de 8 ecuaţii la un 
sistem dc trei ecuaţii cu trei necunoscute. Se transformă ecuaţia de continuitate (2.1.3.6) 
utilizând legea lui Hooke (2.1.3.5) şi se obţine; 

av 
(2.1.3.8) 

Ecuaţia obţinută este numită ecuaţia lui Le\y sau condiţia ha Levy. Aşadar, în cadrul 
stării plane de tensiune, când forţele de volum sunt reprezentate numai de greutatea proprie, 
grupul de ecuaţii fundamentale al (T.E.) se reduce la sistemul. 

+ — ^ = O 
dx dy 

dr^. dcr 

dx dy 
(2.1.3.9) 

S-a obţinut un rezultat interesant cu o mare aplicabilitate practică, observând că în 
ecuaţiile de mai sus nu intervin constantele elastice de material. Aceasta înseamnă că starea de 
tensiune într-o problemă plană nu depinde de natura materialului. 

Această concluzie stă la baza ,/otoelasticimetriei"" - o metodă experimentală optică de 
studiere a stărilor de tensiune cu ajutorul luminii polarizate, utilizând modele din materiale 
transparente optic active, cu proprietăţi de birefringenţă accidentală (v. Cap. 5). 

2A.3.2. Starea plană de deformaţie 

Zicem că avem o stare plană de deformaţie dacă deplasările tuturor punctelor unui corp 
solid deformabil se pot produce numai după două direcţii. O asemenea stare de solicitare este 
caracterizată pentru toate punctele corpului, 

- de deplasările 

- de deformaţiile specifice s^ = 0; ŷ y. = 0; y^y = O 

= y \ -y = C^'' y \ Vxy = C^^ y ) 

Sintetic, în acest caz avem: 

(2.1.3.10) 
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lensorul delbrniaţiilor specifice = 

^•.v -Yyx O 

O 

i - . 

O 

O 

0 

tensorul tensiunilor = 0 

0 0 0 

Aceste ecuaţii ne arată că toate deplasările şi deformajiile au loc exclusiv în planul xOy; 
în toate secţiunile corpului paralelele planului xOy (Vr = Zq - consi) deplasările şi deibrmaţiile 
sunt aceleaşi. De aceea deformaţiile de acest gen se numesc ilejormaiii phme. Ca o consecinţă a 
dispariţiei componentei £. vor apare tensiuni normale cr. care din legea lui Hooke vor fi: 

1 
= 0 = - A ^ x + (2.1.3.11) 

Rezultă că într-o stare plană de deformaţie starea de tensiune este spaţială. Pentru starea 
plană de deformaţie, ecuaţiile de echilibru static (2.1.3.2), ecuaţiile geometrice (2.1.3.4) şi 
condiţiile de limită (2.1.3.3) rămân în forma stabilită la starea plană de tensiune. Se modifică 
numai ecuaţiile fizice, care pentru cr, stabilit mai sus, obţin forme noi: 

1 

"" E 

1 

cr^ - vo- ,̂ - + l [ ( l v(l + v)(yy 

C7y - VCT̂  - v^ {a^ + )] = ^ [(l - v^ j r ^ - v(l + v)cr^ (2.1.3.12) 

r 

rxy ^ ^xy 

Ecuaţia de continuitate - procedând analog ca mai sus - devine: 
+ — 

dy^) 1 - v 
dX dY 

1 
dx dy 

care pentru forţe masice constante se transformă de asemenea în condiţia lui Levy: 

In concluzie, pentru rezolvarea problemei stării de deformaţie plane trebuie să găsim în 
fond aceleaşi funcţii ca şi în cazul stării de tensiune plane, sistemul de ecuaţii fundamentale fiind 
acelaşi; diferă numai relaţiile fizice, în care se face de fapt o simplă înlocuire de constante 
elastice. Deci cele două probleme plane sunt identice din punct de vedere matematic, cu excepţia 
determinării lui (în cazul stării plane de tensiune) şi a lui a . (în cazul stării plane de 
deformaţie). 
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2.1.4. Func ţ i a dc tens iune a lui Ai rv p e n t r u p r o b l e m e plane 

Am văzut că în cazul în care forţele de volum sunt constante şi sunt reprezentate numai 
de greutatea proprie, soluţia problemei plane - în tensiuni - se obţine prin integrarea unui sistem 
de trei ecuaţii diferenţiale cu trei necunoscute. 

dx dy 
dr^y dcjy 

dx dy 
(2 .1A1) 

la care se adaugă condiţiile de graniţă. 
Astronomul englez G.B.Airy, în 1862 a arătat că această problemă poate fi simplificată şi 

mai mult, dacă în loc de a căuta trei funcţii continue de punct se caută una singură, 
F (x,y), cu ajutorul căreia toate tensiunile se pot calcula prin simple operaţii de derivare: 

d'F 
G = 

X dy 

d^F 

dx' dxdy 
+ q • X (2.1.4.2) 

în care F^F{x^y) este o funcţie arbitrară de punct, continuă şi derivabilă de câte ori este necesar, 
determinată abstracţie jacând de o funcţie liniară care ne dă o stare de tensiune nulă. 

Rămâne o singură ecuaţie din (2.1.4.1) - condiţia lui Levy - care se exprimă uşor în 
funcţie de F\ 

2 

Scrisă dezvoltat această ecuaţie are forma: 

= v V = o 

dx' 
d'F d'F' 
dx^ dy' dy' 

d'F 
dx' dx' 

+ 2 d'F 
dx'^dy'^ dy' 

= 0 

(2.1.4.3) 

(2.1.4.4) 

în felul acesta soluţia problemei plane, în cazul când forţa de volum o constituie greutatea 
corpului, se reduce la aflarea soluţiei ecuaţiei biarmonice (2.1.4.4) care să satisfacă şi condiţiile 
pe graniţă. Această ecuaţie (reamintindu-ne de unde am plecat) reprezintă de fapt ecuaţia de 
continuitate exprimată prin funcţia de tensiune F{xy^. 

Funcţia F{xy} este denumită în literatură funcţia lui Airy (sau funcţia de tensiune). 
Funcţiile care satisfac nişte ecuaţii diferenţiale de tipul (2.1.4.4) se numesc funcţii biarmonice-, 
funcţia lui Airy este deci o funcţie biarmonică. 

Cunoscând această funcţie, cu relaţiile (2.1.4.2) tensiunile se pot calcula prin operaţii 
simple de diferenţiere; evident că funcţia de tensiune trebuie să satisfacă condiţiile Ia limită. 

Notă. în general funcţiile armonice şi biarmonice au o importanţă excepţională în teoria 
elasticităţii. Această afirmaţie se justifică arătând că de fapt toate mărimile caracteristice stării de 
ten.siunc şi de deformaţie trebuie să aparţină acestei categorii de funcţii. 

Astfel se arată că dacă forţele de masă lipsesc sau sunt constante în toate punctele corpului, 
adică: 

dx dy dz 
= 0 (2.1.4.5) 
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atunci: 
^Sy - O (2.1.4.6) 

Dcformatia spccificâ volumică satisface canalia lui iMplace, adică este o funcţie 
armonică. 

Avem de asemenea: 

^^u = v^/ = o 

AAv = V^v = 0 (2.1.4.7) 

=> componentele deplasărilor elastice sunt funcţii biarmonice. 

în mod cu totul similar, dacă aplicăm operatorul biarmonic asupra ambilor membri ai celor 
şase formule care exprimă legea generalizată a lui Hooke, obţinem: 

AAo-^ = AAct^. = AAo-^ = A A r ^ = AAr^^ = A A r ^ = O (2.1.4.8) 

ceea ce ne arată că şi componentele stării de tensiune sunt funcţii biarmonice. 
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§ 2.2. NOTA ŢII ŞI UNELE NOŢIUNI GENERALE FUNDAMENTALE 

2.2.1. C u r b e netede pe po r ţ iun i 

Una din dificultăţile pe care le întâmpini citind diverse cărţi de Teoria Elasticităţii este 
legată de notaţii, carc sun! derutant de diverse. Cu titlu de curiozitate amintesc că multe cărţi 
notează modulul de elasticitate transversal cu / i , dar toate cărţile inginereşti de Rezistenţa 
materialelor sau Mecanica solidului delbrmabil notează această mărime cu G. Iată ce spune 
despre această notaţie L. SOLOMON în celebra sa monografie de „Elasticitate liniară" [S50] la 
p.89: Jn literatura de specialitate ea se notează adesea cu G - ceea ce dă totuşi un aspect 
deza^^reahi! fonuulelor^^.. La pag.91 spune: ^jnărimea v se numeşte coeficientul hii Poisson; 
pen/ru cjceastâ nu'înnie se foioscstc uneori lujtciţia a - care pretează insă la confuzie: dar si inai 
puiin corectă este notaţia cu Există însă tot atâtea cărţi, poate şi mai clebre, care folosesc 
notaţiile dezavuate de L. SOLOMON. De exempu: M.P. SAVRUK [S6], PANASIUK [P7], S.D. 
PONOMARIOV [P47], HUTTE [***], P.P.TEODORESCU [T12],[T13],[T14]. 

De aceea îmi voi preciza de la început câteva din notaţiile fundamenale: 

1 ) . Caracteristicile elastice de material: E; G; r ; A (când nu intervin confuzii se foloseşte Ă . 
2). Când voi analiza probleme spaţiale, domeniul ocupat de corp îl voi nota cu Q , iar frontiera 

domeniului care este o suprafaţă considerată de obicei o suprafaţă Leapunov - o voi nota 
cu I . 

3). Când voi analiza probleme plane, domeniul plan analizat îl voi nota cu D, iar frontiera sa, 
care este o curbă plană oarecare în sensul lui Jordan - o voi nota cu F . 

4). Vom defini câteva elemente caracteristice acestor curbe plane. Să considerăm planul raportat 
la un sistem de coordonate carteziene ortogonale xi.x: şi fie date funcţiile: 

ch = ^hi^) 
r G ah (2.2.1.1) 

Aceste relaţii reprezintă ecuaţia parametrică a unei curbe plane. 
Dacă funcţiile (2.2.1.1) sunt uniforme şi continue, atunci mulţimea de puncte (x^x:) 

parcurse în sensul definit de sensul de creştere al lui r se numeşte curbă jordaniană. în 
general vom considera curbe jordaniene simple, care nu prezintă puncte multiple 
(V/ ',/-" G (a,h) astfel încât a, (/•') = ^ ^ ( r ' ) ^ (/-")=> = r " ) . Orice curbă jordaniană 
simplă închisă r( împarte planul în două domenii disjuncte, ea însăşi constituind frontiera lor 
comună: unul din aceste domenii este mărginit şi simplu conex, iar celălalt este nemărginit şi 
dublu conex. Se notează cu indicele domeniile mărginite şi cu „-„ domeniile nemărginite. 
Urmărind Fig.2.2.1.1, domeniul mărginit de curba simplă închisă jordaniană F se va nota cu 
D^, domeniul nemărginit exterior acestei curbe se va nota cu D". 

I (sim r 

Fig. 2.2.1.1 Fig. 2.2.1.2 

60 

BUPT



(\ipitoiul ^ l''()rnn,!()ri tcorcticc si soluln (inalilicc 

î i i K i j : . 2 . 2 . 1 . 2 a m r c p r c / c n t a t u n d o i n c n i i i i i u i l t i p l u c o n e x ( c i c K - ^ 1 o r i ) a c â r u i i V o n t i c r â 
e s l c c o m p u s a d i n c u r b a s i m p l a î n c l i i s ă F^^ :si K c u r b e s i m p l e î n c h i s e f , , - ' yk i n l e r i o a r e 

curbei V̂  şi exterioare una în raport cu celelalte; domeniul interior se va nota cu 

ir = D; n (2.2.1.2) 

Dacă fiecare frontierăf este compusă din curbe închise (v. Fig.2.2.1.2), orice punct de 
frontieră poate fi unit cu orice punct exterior sau interior printr-o curbă jordaniană care nu are 
puncte comune cu frontiera, exceptând punctul iniţial considerat. Astfel de puncte se numesc 
accesibilc şi proprietatea este echivalentă cu afirmaţia că orice punct frontieră este accesibil 
atat din interior cât şi din exterior. ([S50]) - rio.2.2.1.3 

Fig. 2.2.1.3 Fig. 2.2.1.4 

Orice curbă jordaniană interioară unui domeniu şi care uneşte două puncte de frontieră 
ale acestuia se numeşte tăietură. Punctele care aparţin tăieturilor trebuie privite ca 
ansamblul a două puncte geometrice confundate, dar situate pe borduri (margini) diferite 
ale tăieturii. O tăietură nu poate fi traversată. Bordurile ei se pot nota cu ± , în aşa fel încât F̂  
să fie parcurs în sens trigonometric când trecem de la bordul - la bordul + (v. Fig. 2.2.1.4), 

5). Dacă funcţiile (2.2. M ) care definesc frontiera sunt cu variaţia mărginită, atunci D are arie 
iar curba frontieră este rectificabilă, adică pe ea are sens noţiunea de lungime a arcului de 
curbă; în acest caz locul parametrului r îl poate lua lungimea arcului notată cu s sau cu /. în 
cadrul tezei voi considera numai domenii mărginite de curbe jordaniene rectificabile 
Uneori vom admite în alcătuirea lui F şi curbe F. deschise care corespund situaţiei când 
orificiul interior se reduce la o fisură interioară a corpului. 

6). Dacă curba (2.2 .1.1) este o curbă jordaniană dar cu derivatele A'[(.V), X2{s) continui, ea se va 
numi curbă netedă. Un ansamblu finit de curbe jordaniene netede, deschise, cu capete 
comune două câte două şi care nu se intersectează reciproc se numeşte curbă netedă pe 
porţiuni; ea are deci un număr finit de puncte de discontinuitate pentru direcţia tangentei 
(puncte unghiulare) Dacă funcţiile (2.2.1.1) sunt desfaşurabile în serie după puterile 
parametrului, curba se numeşte analitică. 

7). Cel mai adesea este suficient să ne limităm la aşa numitele curbe Leapunov, care satisfac 
următoarele condiţii: 

a ) . S u n t n e t e d e p e p o r ţ i u n i ; a c e a s t ă c o n d i ţ i e a r a t ă c ă a c e s t e c u r b e L e a p u n o \ ' a u t a n g e n t a c e 
v a r i a z ă c o n t i n u u p e p o r ţ i u n i ; 

b). Există un număr d astfel încât dreptele paralele cu normala la curbă într-un punct A* 
intersectează cel mult o dată acea porţiune a curbei care e situată în interiorul cercului 
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S (s,d). Aceasta conditic mai poate fi interpretată şi ca o condiţie suficientă pentru a 
putea scrie ecuaţiile (2.2.1.1) sub forma A% = /(.v,). 

c). Există o constantă H>0 şi o constantă O < // < 1 care nu depind de punct a.î. pentru 
normalele n, no în două puncte xi,xo să avem: 

( n , , n o ) < / / .r - A'r 
u (2.2.1.3) 

Aceasta este de fapt o condiţie de mărg in i re un i fo rmă a variaţiei direcţiei normalei (sau 
tangentei). 

Dacă aceste proprietăţi relative la curbele Leapunov se generalizează la spaţiul euclidian 
Ej, se obţin suprafeţe le Leapunov. 

2.2.2. G r a d u l de c o n t i n u i t a t e al f u n c ţ i i l o r 

La aplicarea metodei rez iduur i lor pondera te se impune ca funcţia de aproximare u (a 
soluţiei necunoscute a problemei), funcţia pondere \\\ cât şi derivatele lor până la un anumit 
ordin, să satisfacă diferite condiţii de continuitate. Pentru a stabili aceste condiţii este necesar să 
intoducem o clasificare a ^^radului de continuitate a funcţiilor'. 

Presupunem că funcţia „generică" / prezintă discontinuităţi în unele puncte, dar este 
totuşi finită pe întreg domeniul de definiţie. Aceasta înseamnă că avem de-a face cu 
discontinuităţi finite sau aşa numitele discontinuităţi de speţa întâi (v. Fig. 2.2.2.1), Transpusă 
analitic rezultă că norma acestei funcţii satisface următoarea condiţie: 

(2.2.2.1) 

dx 

X \ 

X 

Fig. 2.2.2.1 Fig. 2.2.2.2 

Asemenea funcţii se vor numi funcţii de pă t r a t sumabil sau de pă t ra t integrabil. Dar o 
asemenea condiţie se poate introduce şi pentru prima derivată. De exemplu, putem avea o funcţie 
perfect continuă, dar care prezintă discontinuităţi finite pentru prima derivată, (v. Fig. 2.2.2.2), 

Deci, şi în acest caz putem scrie: 

dx) 
dx < 00 (2.2.2.2) 

Spunem că atâl funcţia cât şi prima ei derivată sunt de pătrat integrabil. 
Evident că asemenea cerinţe se pot impune şi pentru derivatele de ordin superior: de 

exemplu, pentru deri\ata de ordinul doi putem avea situaţia din Fig. 2.2.2.3, unde derixata de 
ordinul doi poate avea discontinuităţi ilnitc, dar să fie de pătrat integrabil. 

Se poate deci scrie. 
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c£ 
V^/.Vy 

+ ' t l l L 

. A - . 

(/.X < C/^J (2.2.2.3) 

Conchidem în final că funcţia de aproximaţie u trebuie sâ fie din ultima categorie, adică 
să fie de pătrat integrabil odată cu prima şi cea de-a doua derivată, iar funcţia pondere w este 
suficient să fie numai de pătrat integrabil. 

d\ 
d-f 
d? 

Fig. 2.2.2.3 

în multe cazuri este preferabil să se micşoreze gradul de continuitate al funcţiei u care 
este destul de sever, ceea ce se poate face pe calea integrării prin părţi. în urma acestei operaţii 
ambele funcţii u şi w trebuie să fie continue şi de pătrat integrabil împreună cu prima derivată. 

2.2.3. Câ t eva notaţ i i din „Ana l i za f u n c ţ i o n a l ă " 

în continuare, vom introduce şi defini unele noţiuni şi notaţii de „Analiză funcţională" 
care sunt larg răspândite în literatura actuală relativă la metodele numerice: [C79], [C80], [G16], 
[K23],[M23], [P54], [V18], [Tl l ] . 

Pentru a descrie comportarea funcţiei f(x) pentru x ^ x^, în termenii unei funcţii date 
(f){x), se utilizează unele notaţii datorate lui LANDAU [L2],[I1], [V21]: 

fix) 
a). Dacă lim = 1 vom scrie f{x)~(f){x) pentru x x ^ şi vom spune că cele 

două funcţii sunt asimptotic echivalente sau asimptotic egale pentru x X r , . 

b). Vom spune că funcţia f(x) are în punctuLv^ un ordin mai mic decât funcţia <f){x) şi vom 

fix) scrie: f{x)=o{<f>{x)) pentru xXq (citit „zero mic") dacă lim = 0. 

c). Vom scrie / ( X ) = 0(^(JC)) pentru JC-> JCQ (citit „zero mare") şi vom spune că cele două 

funcţii au acelaşi ordin pentru jr -> jc ,̂ dacă lim = K >0. K <+oo 

Această notaţie, legată de fapt dc dezvoltarea asimptotică a unei funcţii, o putem 
introduce şi defini şi altfel. Fie (p{h): D^ -> R o funcţie oarecare de variabilă h reală în domeniul 

finit de definiţie ; pe semiaxa h >0 , /? e A)̂ ,, h se poate considera oricât de mic. Atunci, 

dacă există numerele pozitive /?, c, A-, care pentru V// e D^ ce îndeplineşte condiţia O < // < se 

satisface inegalitatea: 

se scrie: 

\cp(h} < ch' 
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Şl se spune: 
(p{h) tinde la O (zero mare) ca şi li". 

Conform acestei definiţii au loc următoarele proprietăţi evidente: 

• dacă ^( /7)=(9( / / ) iar = atunci: 

<p(h)+^(h) = o{h') sau 0(h')+0(h')=0(h') 

• dacă k > m>0, atunci ) este în acelaşi timp 

• dacă (p{h)= ), atunci a(p{h)= unde a este o constantă care nu depinde de /?. 

De exemplu sin ' 2//= ) deoarece sin^ 2//< 4//", V/z e/J)^. 

Să mai notăm că ordinul O (zero mare) este mai important decât o(zero mic) întrucât dă 
mai multă informaţie asupra funcţiei /{x). Astfel, sin.v = JC + O(JC )̂ arată că funcţia 
f{x) = s in . r - . r converge la zero mai repede decât jc ,̂ pe când funcţia sinjc = x-\-0[x^) indică 
faptul că aceiaşi funcţie/jc) converge la zero la fel de repede ca jc\ 

Prezentăm în continuare altă serie de operaţii valabile în cazul relaţiilor de ordine. Astfel, 
dacă/=(9(g), atunci vom avea: 

0(o(f))=o(o(f)ho{g) 

0 ( f ) 0 { g ) = 0 ( f g ) 

0(fyo(g)=o(f-g) 

/ r = ^l^r pentru a >0. 

Dacă / , = 0(g , ) , / = 1,2,...,w, iar a^,a.,...,a„ sunt numere reale, atunci avem: 

1 = 1 

/ 

1 = 1 

N 

TTSi 
V/=i y 

Se foloseşte destul de frecvent relaţia: 

) = ) pentru jc oo { o O, neN) 
(demonstraţia în [II] voi.III, p.50) 

Să presupunem acum că este dată funcţia (p{hj) de două argumente pozitive //, /, care pot 
fi considerate că au valori cât se poate de mici. Dacă există asemenea numere pozitive //^ to, c, k\ 
ni, astfel încât pentru toate valorile lui h şi t care îndeplinesc condiţiile O < /? < /î^, O < / < /Q , 
atunci are loc inegalitatea: 

şi acest lucru se scrie astfel: 
(p{hj) = o(ii'+r) 

şi vom zice că (p{h,t) tinde la O („zero mare") ca şi A* +1"' (la /? O, / O). 
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§2.3. / W a i A RUPERII 

2.3.1. Geneza . Cauze le obiective ale apar i ţ i e i şi dezvol tăr i i mecanici i rupe r i i 

2.3.1.1. Introducere 

MECANICA SOLIDULUI DEFORMABIL (M.S.D.) reprezintă unul dintre cele mai 
modeme şi mai explozive domenii de cercetare în profil mecanic; ea cuprmde două mari 
categorii de discipline ştiinţifice: 

• Discipline preponderent matematice - teoria elasticităţii; teoria plasticităţii; 
termoelasticitatea; elastoxăscoplasticitatea; termovăscoplasticitalca, atăt pentru 
materiale omogene şi izotrope cat şi pentru materiale neomogene şi anizotrope 
(materiale compozite). Toate acestea sunt domenii de ştiinţă fundamentale, care 
formulează şi desăvârşesc bazele generale matematice ale ramurii considerate. 

• Discipline tehnice, cu caracter ingineresc, aplicativ, cum ar fi; rezistenţa materialelor, 
oboseala materialelor, fluajul şi relaxarea, stabilitatea echilibrului elastic, teoria 
solicitărilor de contact, statica şi dinamica structurilor din bare şi plăci, încercările 
de materiale, fiabilitatea şi siguranţa structurilor etc. Este adevărat că multe dintre 
acestea sunt astăzi ramuri de ştiinţă de-sine-stătătoare. 

Cu toate rezultatele remarcabile acumulate în toate aceste domenii, încă de pe vremea lui 
Galileo Galilei şi Robert Hooke, în tot secolul trecut (şi chiar în zilele noastre) au avut loc o serie 
de „catastrofe celebre" care au surprins comunitatea oamenilor de ştiinţă şi a inginerilor prin 
lipsa explicaţiei şi a suportului ştiinţific justificator. Au apărut astfel probleme noi care au cerut 
soluţii noi, concepte de proiectare şi de analiză a siguranţei structurilor de rezistenţă de asemenea 
fundamental noi. Răspunzând la aceste cerinţe a apărut o nouă disciplină, unanim recunoscută 
astăzi, denumită „MECANICA RUPERII" (M.R.). Considerăm că patru momente fundamentale 
au constituit începuturile acestei noi ramuri a (M.S.D.): 

• Calculele efectuate de Kirsch în 1898 privind starea de tensiune dintr-o platbandă 
solicitată la tracţiune, având gaură circulară centrală; s-a demonstrat astfel analitic 
efectul de concentrare a tensiunilor în zona cu discontinuităţi geometrice acute, 
deşi efectul nociv al concentratorilor era semnalat încă din 1843 de Rankine în 
legătură cu ruperea organelor de maşini rotative. 

• încercările lui August Wohler, începute încă din 1847, care au condus la definirea 
conceptului de durabilitate în cazul tensiunilor variabile în timp prin intermediul 
celebrei „curbe Wohler" (Omax-N) publicată prima oară în 1905; 

• încercările de rezilienţă pe epruvete tip Charpy V (sau U) legate de ruperea fragilă, 
care au pus în evidenţă temperatura de tranziţie de la ruperea ductilă la cea fragilă, 
în anul 2001 s-a sărbătorit cu mare fast în Franţa 100 de ani de la apariţia epruvetei 
Charpy. 

• în sfârşit, problemele de (M.R.) au intrat efectiv în atenţia cercetătorilor începând cu 
anii 1920-25, odată cu binecunoscutele, astăzi, lucrări ale lui Griffith. El a introdus 
ideea că un material fragil conţine o mulţime de fisuri care produc o concentrare de 
tensiuni suficient de mare ca în anumite zone să se atingă valoarea rezistenţei la 
rupere. 

Dar activitatea ştiinţifică masivă, susţinută, orientată, începe după 1950, odată cu 
dezvoltarea noilor tehnici de vârf în domeniul nuclear, aerospaţial, naval, chimic, petrolier etc. 
Până în perioada anilor 1970 s-au introdus mărimi şi concepte noi: factorul de intensitate al 
tensiunilor (Westergard 1940, Irwin, Paris 1961), integrala J (Rice 1968) etc., s-au definitivat 
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proccdce noi dc înccrcarc şi caractcri/arc a materialelor ţinând cont de existenţa defectelor 
micro- sau macroslructurale (dislocaţii, vacanţe, incluziuni, goluri, fisuri etc.), de influenţa 
temperaturilor scăzute, de variaţia în timp a tensiunilor etc. Tot în acest timp s-au pus bazele 
matematice ale calculării câmpurilor de tensiuni şi deformaţii în corpuri elastice cu defecte de 
tipul fisurilor, golurilor, incluziunilor. Dificultăţile au fost mari datorită necesităţii adoptării şi 
folosirii unui aparataj matematic foarte elevat: ecuaţii integrale singulare, funcţii complexe şi 
transformări conforme, teoria potenţialului, metode variaţionale funcţionale etc. Din acest motiv 
foarte târziu s-au concretizat metodele de calcul şi s-au obţinut rezultate credibile şi concludente, 
dar numai pentru defecte unice sau grupuri de defecte cu anumite simetrii şi periodicităţi. 

2.3.1.2. Catastrofe ,,celebrc'' 

In secolul trecut, şi chiar în zilele noastre, au a\'ut loc o serie de mari catastrofe provocate 
de ruperea brutală, intempestivă a unor construcţii metalice mari: poduri, nave, platforme 
marine, a\ ioane, rezervoare, conducte etc. Voi cita numai câteva dintre aceste catastrofe, dintre 
cele care au fost reţinute şi au intrat în istoria mecanicii ruperii: 

• 1919 are loc ruperea unui rezerv^or de melasă de 15 m înălţime şi un diametru de 27 in 
care a deversat in râul Boston (SUA) 7,5 milioane de litri de melasă, producând 
moartea a 12 oameni. 

• 1938 martie, ruperea fragilă la temperaturi scăzute a podului metalic Vierendeel din 
Belgia; de altfel în deceniul 1930-40 se semnalează numeroase ruperi ale grinzilor 
principale de la podurile metalice - celebru fiind podul Silver din Ohio. 

• 1943 ianuarie - este citată ruperea efectivă în două bucăţi a petrolierului Schenectady, 
realizat în construcţie sudată. 

• Exemplul cel mai citat în literatură se referă la navele Liberty, asamblate prin sudură, 
care faceau prin oceanul îngheţat de Nord aprovizionarea cu combustibil, armament şi 
hrană, de către SUA a armatei URSS în război cu Germania. Din cele 2500 de vase 
maritime Liberty lansate la apă în timpul războiului al doilea mondial, 10 s-au rupt 
fragil, în mod spectaculos în două bucăţi şi alte 700 au suferit avarii serioase. încep 
deja să se incrimineze două cauze fundamentale: 1) existenţa inevitabilă a defectelor 
care apar în suduri şi a concentratorilor de tensiune datoraţi geometriei inadecvate a 
structurii şi 2) modificarea temperaturii de tranziţie ductil-fragil. 

• Tot la începutul secolului apar numeroase ruperi la echipamantele de material rulant: 
osii şi roţi de vagoane, şine de cale ferată - ruperi aparent inexplicabile. Se iniţiază 
astfel celebrele cercetări exprimentale ale lui August Wohler, care în 1905 publică 
prima curbă de oboseală din istoria rezistenţei materialelor şi declanşează cercetări de 
anvergură privind fenomenul de oboseală, care şi astăzi este în plină actualitate. 

• De asemenea „celebre" sunt ruperile prin oboseală descoperite la autobuzele 
Grumman din New-York City, care au condus la retragerea din circulaţie a 637 dintre 
ele. 

• 1950 - două avioane Comet s-au rupt în timpul zborului la mare altitudine, datorită 
apariţiei fisurilor prin oboseală din zona hublourilor, iniţiate sub efectul de concentrare 
al unor găuri dc nit. 

• 1967 - ruperea fragilă a podului metalic Point Pleasant din Virginia (SUA), care a 
provocat moartea a peste 40 de oameni. 

• 1984 - ruperea unei nave marine Glomar Java; ruperea platformei marine Staltjord A. 
• 1988 - ruperea unui avion Boeing 737 al companiei Aloha Air din Hawai datorită 

coroziunii aliajului de aluminiu folosit la construcţie: s-a produs o fisură de oboseală 
care a declanşat pierderea bruscă a cariingii superioare. Mai cităm ruperea unui alt 
Boeing 747 Japan Air Line datorită fisurării prin oboseală a batardolei. 

Evident că situaţiile sunt mult mai numeroase: 
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au aparul fisuri la conductele de rcactori nucleari; 
multe ilsuri şi ruperi parţiale au fost găsite în cazuri de obicei nedate publicităţii. 

Toate aceste catastrofe care au produs pagube imense, au declanşat în mod justificat un 
efort uriaş de cercetare printre matematicieni şi ingineri: mecanici, metalurgi, constructori, 
aerospaţiali. Acesta a fost primul motiv care a impus apariţia .y/ dezvoltarea impetuoasa a 
Mecanicii Rupem, 

2.3.1.3. Impactul economic 

Adevărata dimensiune a problemei a apărut în momentul când s-au făcut calcule care să 
arate mărimea efortului economic pe care trebuie să-1 suporte societatea, provocat de catastrofe, 
de defecţiuni şi remedierea lor. 

Astfel, în 1982, Biroul Naţional de Standarde al SUA a apreciat că s-au cheltuit 119 
miliarde de dolari pentru prevenirea ruperilor şi a pagubelor produse când acestea au avut loc 
(suma reprezintă circa 4% din PIB). In aceste calcule s-au luat în considerare cheltuielile 
suplimentare necesitate de prevenirea ruperilor, proiectarea mai laborioasă, adoptarea de 
materiale şi tehnologii speciale de fabricaţie, efectuarea de controale planificate, de expertize 
tehnice ca şi cheltuielile de judecată şi despăgubiri. 

Trebuie subliniat că din punct de vedere tehnic, 80% din ruperile produse se datoresc 
oboselii materialelor, fenomen care se amorsează datorită existenţei inevitabile, obiective, a 
micro- sau macrodefectelor în orice construcţie metalică. Structurile de rezistenţă cele mai 
afectate sunt cele ale materialului rulant şi vehiculelor, construcţiilor aerospaţiale, podurile, 
navele maritime, maşinile de ridicat. Studiul efectuat în SUA afirmă că aceste cheltuieli ar putea 
fi evitate în proporţie de: 

47% prin aplicarea în proiectare, execuţie şi exploatare a cunoştinţelor actuale; 
24% prin lucrări de cercetare-dezvoltare; 
în 29% din cazuri sunt necesare noi deschideri în ştiinţă. 
Un studiu similar s-a efectuat şi în Europa în 1991 de către Comunitatea Economică 

Europeană, care a regăsit aceeaşi proporţie de 4% din PIB. 
Sursele ruperilor au fost clasificate după cum urmează: 

Variaţia% Media% Reducere posibilă 
până la (%) 

1) Proiectare 10...40 15 10 
2) Fabricaţie 7...12 10 

} 8 3) Defecte ascunse de material 3...8 5 } 8 

4) Reparaţii defectuoase 3...7 j 
5) Erori în exploatare 15...54 25 10 
6) Mentenantă defectuoasă 18...31 20 10 
7) Asamblare, montaj general 2...20 12 10 
8) Cauze necunoscute 2...20 10 10 

Reducerile de cheltuieli pot fi obţinute prin: 
• Perfecţionarea codurilor, standardelor şi regulilor de proiectare 
• Pregătirea şi perfecţionarea proiectanţilor şi specialiştilor 
• Transferul informaţiilor existente de la cercetare spre proiectare şi producţie 
• Introducerea în fabrici a regulilor de calitate care să conducă la un indice TQ ridicat 

(Total Quality). 
Aplicarea acestor criterii ar putea conduce la o reducere de până la 60%. 
Mai trebuie reţinută o apreciere interesantă a acestui studiu: o investiţie de 2 miliarde de 

ECU pe timp de 10 ani în cercetare şi dezvoltare ar conduce la economii de 5 ori mai mari. 
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Accsfa a fost cil doilea motiv major care a condus la na.sferca ^v/ dezvoltarea Mecanicii 
Ruperii. 

2.3.2. Aiisili/a s tăr i i dc tens iune la v â r f u l f isuri i 

Primele cărţi de (M.R.) apărute în limba română sunt cele ale lui PANÂ T. [P5J/1974, D. 
CIOCLOV [C45]/]977 şi I. DOBRE [B57]/1978. în literatura mondială au fost publicate 
numeroase monografii din care eu am studiat: [A25], B53], [CIO], [G47], [K7], [Kl l ] , [M32], 
[NIO], [P7], [P12], [P30], [P39], [S4], [S6], [S43], [TI]. Mai nou au apărut în limba română 
[D41],[M15], [P6], [T28]. 

Am dezvoltat acest paragraf după capitolul III din cartea [B57] redactat de I. DOBRE cu 
acordul domnului profesor - deoarece este cea mai clară prezentare (în stilul său caracteristic)! 

2.3.2.1. Modele pentru propagarea fisurilor 

Fisura este o fantă îngustă care există sau se formează într-un corp întrerupând 
regularitatea structurală a acestuia. Ea schimbă esenţial starea de tensiune a corpului în zona 
învecinată, care devine triaxială chiar în condiţiile unor solicitări simple. Analiza completă a 
acestor stări de tensiune din vecinătatea vârfului fisurii în condiţiile apariţiei unor deformaţii 
mari dincolo de limita de elasticitate, incumbă serioase dificultăţi matematice. De aceea s-au 
studiat numai probleme relativ simple, în special probleme plane cu orificii sau cu fisuri care 
imită tăieturile ideale infinit de subţiri. Dintre acestea cele mai importante se referă la corpurile 
nelimitate solicitate la infinit cu o stare de tensiune omogenă, iar problemele tipice sunt legate de 
modelele acceptate pentru propagarea fisurilor. în funcţie de mişcarea relativă pe care o au cele 
două suprafeţe ale fisurii, se acceptă că tipul de rupere şi propagarea acesteia se face în trei 
moduri fundamentale şi anume: 

I. Ruperea normală sau prin separare. La acest model fisura se extinde prin 
deschidere. Este cazul prezentat în Fig.2.3.2.1. al fisurii într-un câmp de tracţiune, omogen la 
infinit, în condiţiile defonîiaţiei plane, când: 

u = u{x, y), V = V (JC, >/), H- = O . (2.3.2.1) 

fisura. 
Deplasările punctelor de pe frontul fisurii sunt perpendiculare pe planul în care se extinde 

Ox= p 

p 

I i j ; . 2 .3 .2 . I . 

II. Ruperea prin alunecare ca urmare a unei forfecări transversale Deplasările 
punciclor dc pe frontul fisurii sc fac în planul fisurii perpendicular pe marginea acesteia în sensul 
de avans al ei. în Fig.2.3.2.2. este arătată fisura în condiţiile deformaţiilor plane la forfecarea în 
planul xy: 

= V - 0 , M ' - O . ( 2 . 3 . 2 . 2 ) 
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Fig. 2.3.2.2 

III. Ruperea prin aluneearc ca u rmare a unei forfecări longitudinale. Acesta este 
cazul aşa-zisei defomiaţii antiplane, pentru care componentele deplasării sunt: 

= O , V = O , u' = H'(.r, v) (2.3.2.3) 

Deplasările punctelor fisurii se fac în planul în care se extinde fisura, paralel cu frontul 
acesteia. Părţile opuse ale fisurii alunecă una faţă de cealaltă în direcţia axei z, ca unnare a 
câmpului omogen de tensiuni tangenţiale i date la infinit (Fig.2.3.2.3). 

Oricare alt mod de propagare a fisurii se poate obţine ca o combinaţie a celor precedente, 
prin suprapunerea de efecte. De aceea, mărimile specifice acestor moduri de propagare vor purta 
indicii I, II, respectiv III. 

/ / / V / / 

Fig. 2.3.2.3 

2.3.2.2. Spaţiul cu fisură supus forfecării longitudinale 

Este cel mai simplu dintre cazurile enumerate la § 2.3.2.1. Deoarece diferită de zero este 
numai deplasarea w = w(x, y), deformaţiile specifice unghiulare sunt egale cu : 

(23.2.4) 
dx dy 

şi deci componentele corespunzătoare ale tensiunilor vor fi, după legea lui Hooke : 
dw dw /o 

r ^ - G — , r , , - G — (2.^.2.5) 
dx ' dy 

Se analizează ecuaţiile diferenţiale de echilibru Navier-Cauchy; primele două sunt satisfăcute 
identic, iar cea de-a treia devine: 

a r , . 
+ = 0 

dx dy d X a y 
adică deplasarea w este o funcţie armonică : 

Avi' = 0 . (2.3.2.6) 
Rezolvarea problemei se poate face prin suprapunerea unui câmp de forfecare omogen: 

= O , r^^ = r , M' = — • >' 
G 

(2.3.2.7) 

peste starea creată de tensiunile tangenţiale : 
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(2.3.2.8) 

carc acţioncază la marginile tăieturii, astfel că în acest caz tensiunile şi deplasările la infinit sunt 
nule. 

Se analizează pentru început cea de-a doua stare de tensiune, într-o formulare mai 
generală, când tensiunile tangenţiale date pe tăietură sunt funcţii de .v, adică : 

^ x z - O , (2.3.2.9) 

Problema se reduce la a construi o funcţie armonică univocă w{x, y), cunoscând derivata 

^ ^ la mar^inea tăieturii { - [ , ( : ) şi satisfacând condiţiile de zero la infinit. 

Rezolvarea acestei probleme poate fi făcută cu diferite metode. în particular, se pot folosi 
metodele funcţiilor de variabilă complexă. Pentru aceasta se notează cu w* funcţia armonic 
conjugată a funcţiei w (atenţie! nu este vorba de funcţia conjugată), se introduce potenţialul 
complex: 

(p{=) = Mii) + / ) (z = />0, (2.3.2.10) 

a cărui parte reală este tocmai deplasarea w, adică: 

M' = Re[(p{z)]. (2.3.2.11) 

Cu ajutorul fomiulelor (2.3.2.5) şi relaţiei Cauchy-Riemann se găseşte că 

,, . dw ,, . dw 

dar: 

şi deci: 

dxQ dxQ dyo dy^ 

dw_d\i'* dw^ dw* 
dx dy ' dy dx 

,, . dw . 5 v v 
(p{z) = 1 

dx dy 

. (2.3.2.12) 

Este deci necesar să se găsească o funcţie olomorfa q)\z) care să satisfacă următoarele 
condiţii: 

- pe marginile tăieturii sunt date valorile părţii imaginare a funcţiei (p\z), iar partea reală este 
nulă-conform (2.3.2.12); 

- deoarece deplasarea w tinde spre zero la infinit, funcţia (p\z), pentru valori mari ale lui z , 

trebuie să scadă mai repede sau cel puţin ca . Această condiţie va rezulta ulterior în 
mod firesc pe măsura construirii funcţiei căutate, din necesitatea ca punctul de la infinit 
să nu fie un punct singular; 

- pe marginile tăieturii ^ '(-)P^^t^ singularităţi. 

Asemenea probleme de margine sunt cazuri parţiale ale problemei limită a lui Hilbert, ale 
cărei metode de rezolvare sunt bine elaborate. Cazul analizat este însă o situaţie particulară care 
poate fi rezolvată cu metode mai simple (SEDOV L.) [Si l ] , KACIANOV [ K7], CEREPANOV 
ICIO], 

l^entru moment, se părăsesc notaţiile de până acum şi se tratează problema într-o formă 
mai generală. Se presupune că pe marginile tăieturii:^ = O ,|A-| < este dată valoarea limită 
/2(x,0) a unei funcţii armonice fii^yV); funcţia armonică conjugată f \{xy) se transformă în zero pe 
axa reală conform (2.3.2.12). 
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Se considera o funclie complexa : 
/ i ( 2 . 3 . 2 . 1 3 ) 

care trebuie să scadă la infinit, cel puţin ca şi z . 

Alegerea funcţiei I\z) sub această fonnă este dictată de forma funcţiei căutate (p\z) 
(v.(2.3.2.12)); semnul minus în faţa părţii imaginare atrage câteva consideraţii suplimentare 
legate în special de sensul de parcurs pe conturul care înconjoară tăietura. 

; ^ Fiindcă pe marginile de sus şi de jos ale tăieturii, 
^ funcţia/2CVJO are una şi aceeaşi valoare/2(-r,0), înseamnă că 

: ^ ^ ^ ea este pară în raport cu y, ad i că ( . r ^v ) 

' ^̂  Atunci, din condiţiile Cauchy-Riemann se stabileşte 
• h. că funcţia conjugată/i(A\\') este impară în raport cu w 

lMg.2.3.2.4. Trebuie să considerăm acum o funcţie olomorfa care 

să aibă punctele ±f: ca puncte singulare. O asemenea funcţie poate fi de tipul ^ r ' - f^ . Dacă se 
unesc cele două puncte + ( şi - cu o tăietură (în particular segmentul din Fig.2.3.2.4), atunci 

funcţia ^Ji^ - va fi olomorfa în afara tăieturii, iar pe marginile tăieturii va fi pur imaginară 

având valoarea - pe marginea de sus şi - .r^ pe marginea de jos. 
Se consideră încă o funcţie ajutătoare: 

= - f r (2.3.2.14) 

formată din produsul celor două funcţii introduse până acum, care este de asemenea olomorfa în 
afara tăieturii. Deoarece funcţia - are şi punctul de la infinit ca punct singular, de aceea 
s-a impus condiţia ca funcţia F(z) să tindă la infinit spre zero, cel puţin ca z , astfel ca noua 
funcţie 0 (z ) să nu mai creeze nici un fel de "dificultăţi" la infinit. 

Se presupune acum că tăietura ( - ^ , -h se înconjoară cu un contur ( C ) pe care sensul 
pozitiv de parcurs este cel orar (din cauza semnului - din (2.3.2.12)). 

Se mai consideră o altă funcţie ajutătoare de forma: 

^ ^ , (2.3.2.15) 

sugerată de necesitatea aplicării formulei integrale a lui Cauchy. Aici z este un punct în atara 
conturului ( C ). Această funcţie are în afara lui ( C ) un singur punct special ^ = z , cu reziduul 
<3>(z). De aceea funcţia 0 (z ) se poate reprezenta prin valoarea acesteia pe conturul ( C ) cu 
fonnula lui Cauchy. 

1 cp(z) = — C . (2.3.2.16) 

( O 

â - : 

Dacă se strânge conturul ( C ) în jurul tăieturii se observă că pc cele două margini ale 
tăieturii: 

i O = [ f \ , + 0 ) - / 7 2 

(2.4.2.62) 

= L/l > - 0 ) - / / 2 - o ) ] ( - / 

Dar: 

10! 

BUPT



C \ipitolul 2 Formulări (corelice şi soluţii analitice 

(2.3.2.18) 

Fiindcă <I>(̂ ) este limitată la marginile tăieturii şi integralele după cercurile mici tind spre 
zero la limită, atunci : 

0(_-) = — f d ^ (2.3.2.19) 

Astfel, funcţia căutată F(z) se obţine sub forma (din (2.3.14)): 

- - fr .f h -
(2.3.2.20) 

Se verifică uşor că această funcţie satisface condiţiile impuse la infinit şi la vârfurile 
tăieturii. 

Revenind la problema iniţială se poate scrie soluţia : 

G-(p\z) = 
1 

(2.3.2.21) 

Pentru mecanica ruperii sunt interesante două probleme : singulrităţile din vârful fisurii şi 
energia care se eliberează la formarea fisurii. 

Pentru a clarifica comportarea tensiunilor în apropierea vârfului fisurii se analizează 
comportarea asimptotică a funcţiei (2.3.2.21) în condiţiile în care se tinde la limită după r. 
Trecând la coordonate polare, cu polul în vârful fisurii (Fig.2.3.2.4.): 

se poate scrie 

G-(p\z) = -
^ 2 n { z - f . ) I V J 7 7 (z -

(2.3.2.22) 

(2.3.2.23) 

Se notează: 

K,„ = lim I . T 

- e 
Deci: 

+ ^ 

Crcp\z) = - + ... 

d ^ . (2.3.2.24) 

(2.3.2.25) 

unde s-au neglijat o serie de termeni care în mod normal apar prin dezvoltarea în serie a funcţiei 
de sub integrală în jurul lui r = O şi care au valori finite în vecinătatea vârfului. 

Deci: 

iK m iK 111 o . e^ 
cos /sin — 

2 2 

e K m . 6 K jn 

r 2 J2nr 2 
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Din egalarea părţilor reale şi imaginare se obţine; 

T^xz = -

K,„ . O 
, " sin — 2 

= 
K III ^ = cos — 

(2.3.2.26) 

nr 
Se găseşte de asemenea: 

G 

iK III 2r 
n 

e . . 
cos — + / sm — 

2 7 
" / 

Deci (2.3.2.11) 

M'(_-) = R e [ ^ ( r ) ; / / / 2r . e 
^ — s m — 

G ^J ;r 2 

(2.3.2.27) 

(2.3.2.27 bis) 

Mărimea Km (indicele III indică cazul forfecării longitudinale) se numeşte coeficient de 
intensitate a tensiunilor, reprezentând o caracteristică a distribuţiei tensiunilor în vecinătatea 
vârfului fisurii în timpul propagării acesteia, de aceea nu trebuie confundat cu factorii 
asemănători care au fost introduşi la studiul concentratorilor de tensiune. 

Pentru o piesă cu geometria dată, coeficientul Km depinde de tensiunea tangenţială dată 
x(Q. Dacă aceasta este constantă, de exemplu T = const. se obţine : 

-

u + c (2.3.2.28) 

Calculul acestei integrale cu o singularitate în punctul ^ = ^, se face printr-o trecere la 
limită. Demonstraţia este următoarea (aparţine autoarei): 

Se face substituţia : 

'Izl ; d<; = - - d t . 

Deci: 
It-e 

/ = d d ; ^ lim dt = lim 

2 C - f 

r ^ + l 
dt 

1 dt = arctg/ + C 

d i = -
/ 2 + 1 

+ arctg/ + C" 

Deci 

I =2f. lim arctg. 
2F-S n 

= 2e.- = n(:. 
2 

(2.4.2.62) 
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2.3.2.3. Spaţiul cu fisură solicitat la tracţiunc 

Dupâ cum s-a arătat în Anexa 1 tensiunile şi deplasările pentru starea plană generalizată 
de deformaţie sau de tensiune se pot exprima prin două funcţii de variabilă complexă (p(z), v^(z) 
după formulele lui Kolosov-Mushelişvili [M69]: 

o-̂ . - o-, + 2 / = 2 (2.3.2.30) 

2 G + /v) =^(p(-) - - (p' ( r ) - y/ (z) 
unde: 

A = 3 - 4 r - pentru starea plană de deformaţie. 

A = 
j - i' 

l + v 
- pentru starea plană de tensiune. 

Rezolvarea problemei se face, similar cu cazul precedent: peste câmpul tracţiunii 
omogene ĉ .̂ = c r ^ = / ? se suprapune o stare de tensiune r^, = 0 , ( j y = - p aplicată pe 

marginile fisurii (mai general, a^.-- p (.r)). 

Din considerente de simetrie, tensiunea tangenţială T̂ Ţ este egală cu zero pe toată axa x şi 
este impară în raport cu y, iar tensiunile normale ax , Oy sunt pare; de aceea se încearcă soluţii de 
forma: 

<2>'(z) = c D ( z ) = l z , ( r ) 

Din relaţiile (2.3.2.30) cu aceste notaţii se obţin: 

cr^ = Re Z, - y Im Z, 

a^, = ReZ, + >'ImZ, 

î-xv. = - > ' R e Z , 

= - > ' I m Z , 

2 G V = ^ ^ ^ Im Z] - y Re Z| 

(2.3.2.31) 

(2.3.2.32) 

(2.3.2.33) 

unde Z, - este primitiva funcţiei Zi . 
Spre deosebire de cazul precedent aici este necesar să se construiască o funcţie olomorfa 

in afara tăieturii, Z\ după valorile părţii ei reale date pe ambele margini ale tăieturii: 

RcZ^=-p(x) la |A- |<^>' = 0 , (2.3.2.34) 

care să tindă la zero pentru |r| co cel puţin ca z Soluţia problemei are o formă analoagă : 

1 c p { O y l ( ' - C 

K -t 
(2.4.2.62) 
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Pentru z - f - rc'^^ cu r « / , se obţine : 

A' 

V M T I T ) 
-f... unde A', = 

i - C 

Dacă: 
p(C)= p = consi. 

Din formulele (2.3.2.32) şi (2.3.2.33), se găseşte cu uşurinţă : 

0 
cos - / 

r- 2 

y^lKr 

, . 6 . 
1 - sin — sin — 

2 2 

a . . = K 

O 
c o s - / 

2 , . o . 30 
1 + sin —sin — 

2 2 ) 

G 
O • 3 (9 T .̂ - k , . Sin — sin 

K r 

\ 

j 

(2.3.2.36) 

(2.3.2.37) 

(2.3.2.38) 

u = 

V = 

G \ 

G V 

r e 
— cos — 
i K 2 

A - 1 e 

r . e 
sin — 

2K 2 

+ sin — 
. 2 2 
A + 1 l O 

cos — 
2 2 

y 

/ 

(2.3.2.39) 

Analiza atentă a relaţiilor precedente arată că în formulele (2.3.2.38) sunt neglijaţi 
termenii care au valori finite în vârfijl fisurii, iar m cazul deformaţiei plane starea de tensiune la 
vârful fisurii este destul de apropiată - în general - de câmpul de tensiuni din cazul tracţiunii 
hidrostatice, ceea ce favorizează ruperea fragilă. 

2.3.2.4. Spaţiul cu fisură solicitat la forfecarc transversală 

Este cazul modului II de propagare a fisurii care se poate rezolva suprapunând peste un 
câmp de forfecare omogenă starea produsă de acţionarea pe marginea fisurii a tensiunilor: 

^ > = 0 şi 

sau mai general : t^^, = - t{x) . 

Presupunând că Qy devine zero pe axa x, se caută soluţia sub forma: 

cD(z) = - ^ Z ^ (z ) , ( r ) + z Z , (z)) , (2.3.2.40) 

unde Zi este funcţia căutată. Forma funcţiei Zi este dictată de condiţiile la limită pe marginea 
fisurii: ReZ2 pentru şi de faptul că Ia infinit deplasările sunt nule. Re/ultă 
o formă analoagă cu cele anterioare: 

care în vecinătatea vârfului fisurii obţine o dezvoltare asimpotică: 

(2.3.2.41) 

+... 
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unde s-a notat factorul de intensitate a tensiunilor: 

1 ' 

Dacă se cunoaşte Z2, atunci: 

cr^ = 2 I m Z j + j ' R e Z j 

a , . = - > ' R e Z 2 

r„, = ReZ , - ^ ' ImZj 

= + > ' R e Z 2 

2 0 v = - ( y \ + l )ReZ2 - j ^ I m Z j . 

De aici, într-o vecinătate mică a vârfului fisurii, r « i , s e obţine: 

K 
o - v = -

. e 
sin — ^ 3 ( 9 ^ 1 

2 + cos— cos — 
2 2 J 

o-. , = 
. 0 0 30 

, sin—cos—cos — 
- V ^ 2 2 2 

= 
K„ e 
, " cos — 

V ^ 2 

^ . e . 36»^ 
1 -s in—sin — 

2 2 

(2.3.2.42) 

(2.3.2.43) 

(2.3.2.44) 

(2.3.2.45) 

f^li u = —— c 
V = 

G V 

r . 0 
sin — 

2n 2 
r 0 

cos — 
In 2 

'A + 1 
+ cos — 

. 2 2j 
r A - 1 . 

2 2j 

(2.3.2.46) 

în problemele analizate tensiunile în apropierea vârfului fisurii au singularităţi de forma 

K J J l n r , iar deplasările tind spre zero, ca şi — — , unde prin Ki (i = I, U, III) s-a notat 
G y2/r 

coeficientul de intensitate a tensiunilor dependent de sarcină care caracterizează flitxul de 
energie spre vârf ce se eliberează ia desfacerea fisurii. Soluţiile obţinute s-au referit la fisurile 
dreptunghiulare în corpuri infinite. 

In schimb relaţiile deduse vor caracteriza comportarea tensiunilor şi deplasărilor în 
apropierea marginilor unor cavităţi de orişice formă, dacă prin r vom înţelege distanţa pe 
normala la conturul fisurii. 

2.3.3. Cons idera ţ i i cnerget ice 

Studiul condiţiilor de echilibm energetic lămureşte într-un context mai general problema propagării 
fisurilor. De aceea se vor prezenta o parte din rezultatele obţinute de J.RICE şi D .DRUCKER, L .KACIANOV [K7 ], 
CEREPANOV [CIO], NOVOJILOV [N25] etc , în sistematizarea dată în [B57]. 

Se consideră un corp elastic de volum V limitat de suprfaţa exterioară S = Ŝ , SF ; în 

starea iniţială 1 pe Su sunt date deplasările u - , iar pe Sp sunt date forţele ; tensiunile şi 

defonnaţiile specifice sunt crfy , s^j . Corpul prezintă cavităţi interioare, care în particular pot fi 

şi fisuri ale căror suprafeţe I sunt libere de solicitări. 
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Prin trecerea de la starea 1 la starea 2 (v. Fig.2.3.3.1), xoluinul cavitâţilor I ' \'a creşte cu 
A W suprafeţele se vor modifica cu A I , iar ecuaţia echilibrului energetic are forma : 

AU + AK = AA-^A0-A7r , ( 2 . 3 . 3 . 1 ) 

în care AU reprezintă variaţia energiei elastice ; 
AA"- variaţia energiei cinetice ; A / l - variaţia 
lucrului mecanic al forţelor exterioare ; AQ-
fluxul de căldură ; ATI- fluxul de energie de altă 
provenienţă, din care se va considera numai 
energia cheltuită pentru rupere. 

în ipoteza micilor deplasări (cvasistatice) se 
poate neglija variaţia energiei cinetice şi a 
fluxului de căldură deci : 

Fia. 2.3.3.1 
A U - A A ^ - A k ( 2 . 3 . 3 . 2 ) 

De obicei diferenţa U - A - /̂ r defineşte energia potenţială a corpului şi deci relaţia 
precedentă devine: 

A W ^ - A k . ( 2 . 3 . 3 . 3 ) 

Este deci necesar să se calculeze variaţia energiei potenţiale a corpului în procesul de 
creştere a fisurii. 

Energia potenţială a corpului în cele două stări va fi: 

( 2 . 3 . 3 . 4 ) 

W^ +AW = + A f X^, ( w f + A U i ) d S . ( 2 . 3 . 3 . 5 ) 

V-Al' Sf 

Aici ^ '{sij) este energia specifică de deformaţie care pentru corpul liniar elastic este o 

formă pătratică omogenă pozitiv definită: 
' J 

( 2 . 3 . 3 . 6 ) 

Lucrul mecanic al forţelor exterioare a fost calculat numai pe suprafaţa Sr, deoarece 
punctele de pe Su la trecerea de la starea 1 la starea 2 nu se deplasează. 

Rezultă imediat: 

-AW = w [ € f j ) d V - f + A U i • d S . ( 2 . 3 . 3 . 7 ) 

V V - dV Sir 
Din considerente de calcul, ultima integrală se transformă observând că pe S|. avem 

A = O; pe Sa, A w, = O, iar pe Z + A S , A",,,. + A A",,, = O, deci : 

XlAu,dS = ( 2 . 3 . 3 . 8 ) 

.s> .V +1; + iM 

Cu ajutorul teoremei lucrului mecanic virtual, integrala pe suprafaţa corpului S + I + AS 
se poate transforma într-o integrală pe volumul corpului V - AV : 

în toate aceste relaţii A ( ) reprezintă o variaţie a mărimii respective; nu trebuie confundat cu operatorul lui 
Laplace. 
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Sr r-Af 
(2.3.3.9) 

Deci: 

10) 

A T V -dV 

1 
Pentru corpurile liniar elastice expresia de sub integrala a doua este —Aa^jAc^j şi 

folosind teorema lucrului mecanic virtual, pe baza condiţiilor la limită se obţine: 

1 

r - Al-
AcT,jA€,jdV = -' j AA'^, = - ( 2 . 3 . 3 . 1 1 ) 

Deci: 

-AW = 

AI' 

\dV - -
2 A 

x!!^Au, dS . (2.3.3.12) 

deoarece pe suprafaţa nouă AS avem A A',„ = - crfy n,̂  h - A'®, (nj - nonnala la AI). 
A 
In cazul fisurilor, privite sub aspect matematic ca nişte tăieturi ideale, se poate considera 

A r = 0 şi deci: 
1 

A'®. -Au. dS . n/ (2.3.3.13) 

Dacă se notează cu AI+ şi AZ- cele două margini ale suprafeţei fisurii pe care 

= - , se poate sene: 

unde : 

- A f V = -
2 

A'^; i^u,]dS , (2.3.3.14) 
AI. 

U; = Au! -Au7 . (2.3.3.15) 
Pentru cazul bidimensional, presupunând că fisura de lungime C este orientată după 

axa X (Fig. 2.3.2.4), notând prin energia potenţială a corpului pe unitatea de lungime în direcţia 
axei z, se poate scrie: 

Ar, 

AIV = - -
2 

d.x . (2.3.3.16) 

Deoarece, din condiţii de simetrie w^ = - îv̂  , = - "v, , rezultă : 

(2.3.3.17) 

Dacă A/̂  se consideră la limită infinit de mic, atunci pentru calcularea energiei totale a 
corpului este suficient să se foiosească reprezentările asimptotice ale tensiunilor şi deplasărilor în 
apropierea vârfului fisurii, înlocuind 9 cu n şi r = - x = A({\ - . Atunci se obţine : 

pentru Iracliimea planului cu fantă (v. (2.3.2.39)): 

AW, = - ^ ( a + 1)A^. 
f- 2 

(2.4.2.62) 

pentru forfecarea transversală (v. (2.3.2.46)): 
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AII',/ = ^ ( A + 1)A/' (2.3.3.19) 
8 ( / 

pentru forfecarea longitudinală (v. 2.3.2.27 bis): 

M l ) ^ ^ - J I L ^ f . ( 2 . 3 . 3 . 2 0 ) 
/// 2 ( ; 

Se poate trage concluzia că derivata c/lV/Jf are o valoare finită determinată de 
coeficientul de intensitate a tensiunilor. 

Pentru creşterea fisurii este necesar să se învingă forţele de legătură dintre particulele 
materialului. Confonn lui Grifflth [C45],[P6],[C10], energia de distrugere este egală cu: 

= , (2.3.3.21) 
unde y > O este cncroia ncccsard pcn/ru fornuircci xniiiCilii de siipnijciid. Relaţia precedcntă 
devine pentru fisuri: 

d n ^ l y ^ d f . . (2.3.3.22) 

Cu aceste consideraţii, ecuaţia balanţei energetice (2.3.49) devine pentru cele trei cazuri 
studiate: 

A. r / . , \ ^ ^ n / . , \ ^ în 
+ ; ^ ( A + l ) = 2 r ; ^ = 2 r • (2.3.3.23) 

8 G ' ' ' 2 ( 7 

Pentru p{c) = p - const => Kj — p-J/r i şi din relaţia precedentă se obţine aşa-
numita 'formulă a lui Ghf f i th ' : 

P - - - ^ . (2.3.3.24, 

Trebuie subliniat că schimbarea energiei potenţiale a întregului corp, dW se calculează 
după starea de tensiune-deformaţie din vârful fisurii care are acolo o singularitate. Astfel, se 
poate considera că prin vârful fisurii se scurge energia din sistem care se consumă în această 
zonă pentru distrugerea materialului. Dar, în vârful fisurii condiţiile de ^\ieformatie mica' şi 
legea lui Hooke nu sunt satisfacute. Se consideră însă că în urma caracterului global al ecuaţiei 
energetice aceste incorectitudini nu au o influenţă mare asupra concluziilor finale. 

2.3.4. Teori i şi cr i tcr i i dc r u p e r e p e n t r u modele elastice şi e lasto-plast ice 

Teoria ruperii fragile a apărut de mai bine de 80 de ani, în urma lucrărilor clasice ale lui 
Griffith [1921]. Ea a fost privită iniţial mai mult ca un tip de problemă singulară din teoria 
elasticităţii, fară aplicabilitate, deoarece materialele care în condiţii normale se rup după 
mecanismul fragil sunt relativ rare. în ultimele decenii, interesul pentru echilibrul şi propagarea 
fisurilor s-a amplificat considerabil deoarece s-a clarificat că la temperaturi scăzute sau ridicate 
multe construcţii se rup după mecanismul cvazifragil, deşi sunt confecţionate din materiale de 
largă întrebuinţare care la încercările standard de tracţiune se comportă ca ideal plastice. 
Asemenea ruperi cvazifragile care presupun existenţa unui domeniu plastic foarte mic şi 
concentrat în imediata apropiere a suprafeţei llsurii pot fi tratate - aşa cuni aii arătat IRWIN şi 
OROWAN [CIO] [C45] - cu ajutorul legilor obţinute pentru ruperea pur fragilă dacă se ia în 
considerare şi lucrul mecanic al deformaţiilor plastice cheltuit pentru formarea unităţii de 
suprafaţă. A fost necesară în felul acesta crearea unor modele noi mai complctc, care să ţină cont 
de complexitatea fenomenului şi să apropie rezultatele teoretice de cele experimentale. 

Cercetările efectuate în ultimii 30 de ani, asupra staticii şi dinamicii corpurilor elastice cu 
fisuri au permis o formulare corectă a problemelor de bază ale teoriei matematice a ruperii 
fragile, într-o formă generală, care îşi propune determinarea analitică a rezistenţei la rupere 
fragilă a unui corp cu anumite defecte (de tipul fisurilor) pentru solicitări şi condiţii ambientale 
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dale. Specii icul acestor probleme este dictat de faptul că forma suprafeţei fisurilor iniţiale din 
corp nu este dată, circumstanţa care face ca teoria fisurilor să aibă un pronunţat caracter neliniar; 
de aceea, actualmente nu există soluţie analitică efectivă decât numai pentru câteva probleme 
particulare. Dealtfel rezolvarea problemei despre echilibrul corpului cu fisuri conţine mult mai 
multe informaţii decât sunt necesare în practică. Cunoaşterea câmpului tensiunilor şi 
defomiaţiilor şi a dimensiunilor fisurilor nu este prea interesantă deoarece din punct de vedere 
practic este important să se ştie dacă corpul la o solicitare dată are sau nu capacitate portantă. 
Răspunsul la această problemă are evident un caracter esenţial integral şi nu poate fi determinat 
de structura locală a stării de tensiune într-un punct oarecare al corpului. 

Sub acest aspect s-a considerat ca o limită importantă faptul că teoria nu cuprinde 
procesul de apariţie a fisurilor, iar criteriile de rezistenţă obţinute depind de dimensiunile iniţiale 
ale fisurilor existente în corţ^. Aceste idei au la bază o imagine incorectă despre evoluţia ruperii, 
considerând că dezvoltarea fisurilor are imediat un caracter catastrofal. In realitate, în 
construcţiile proiectate şi dimensionate corect dezvoltarea fisurilor are la început un caracter 
stabil, dimensiunile fisurilor crescând continuu odată cu creşterea solicitărilor. Asta înseamnă că 
dacă în intervalul de variaţie a solicitărilor se asigură o dezvoltare stabilă a fisurilor, 
caracteristica de rezistenţă a corpului nu depinde de fapt de dimensiunile iniţiale ale fisurilor. 

2.3.4.1. Teoria lui GRIFFITII 
([C10],[C45 ], [P6],[B9],[B10],[B11]) 

Se propune drept criteriu pentru extensia unei fisuri, egalitatea dintre variaţia de energie a 
câmpului de tensiuni elastice şi energia superficială a suprafeţelor libere create prin avansarea 
fisurii. Lucrul mecanic necesar pentru formarea unităţii de suprafaţă liberă se notează cu y şi se 
numeşte densitatea de energie superficială (sau energia superficială specifică); această mărime 
poate fi privită ca o constantă caracteristică pentru un material în condiţii ambientale date. Ea 

y y 

poate fi apreciată folosind reprezentarea aproximativă ( a = cr, sin 2k [B57]), presupunând 
'b 

că a = O la r > 1,5 ro - din cauza micşorării rapide a forţelor de aderenţă : 

00 2 

2/= [crtlr^ ]a, s\n2 n: £• r^,c^ s = ^ 0,0\E r^ . (2.3.4.1) 
^ 2 ; r 

Din condiţia echilibrului energetic aleasă drept criteriu de extensie a fisurii : 

dW = -dn ^ + (2.3.4.2) 
dt 

pentru cazul tracţiunii uniforme a planului cu tensiunea p când : 

= ; = (2.3.4.3) 

SC obţine formula lui Griftlth. 
Din această relaţie, pentru o lungime datâ sc poate determina tensiunea critică p = p̂  

care duce la creşterea llsurii Dar odată cu creşterea lungimii f tensiunea critică scade, deci mai 
departe se produce o propagare intempestivă a fisurii (asemenea fisuri se numesc neechilibrate). 
Din (2.3.3.24) re/.uită că pentru un material dat; 

V =const. (2.3.4.4) 
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Pentru materialele iVaeile aeestă depeiulenţă de tipul este confirmată 
experimenial (v. experienţele eu epru\ete din stielâ ale lui Grifllth (|B57j). Dar în ea/ul în care 
ruperea este însoţită de apariţia unor deformaţii plastice, abaterile cantitative sunt relativ mari. 

în felul acesta criteriul energetic a! lui Grifpth are următoarea formulare; ruperea se 
dezvoltă dacă intensitatea energetică care se eliberează atinge valoarea critică 

2.3.4.2. Corecţii plastice. Teoria lui IRWIN şi OROWAN 
([C6],[C10], [C45],[B10], [B14]) 

Experimental s-a constatat că la suprafaţa fisurii este aderent un strat subţire de metal 
deformat plastic care atinge câteodată 0,2...2,4 mm. în acest caz lucrul mecanic consumat pentru 
defonnarea plastică a unităţii de suprafaţă a acestui strat este cu câteva ordine de mărime mai 
mare decât energia specitlcă superficială y a ruperii ideal-fragile. 

După cum au propus în 1952 Orowan şi Irwin, se poate ţine cont de lucrul mecanic 
plastic în cadrul aceleaşi scheme a lui Griffith dacă se atribuie energiei superficiale un sens mai 
larg, considerând că este formată din energia de suprafaţă a ruperii fragile yşi lucrul mecanic al 
defomiaţiilor plastice y^ . Atunci fonnula lui Griffith are fomia: 

P'- I, ( 2 3 A 5 ) - V )l 
Este interesant de a sublinia că pentru metale y^ » y (de exemplu pentru oţel 

yp ^ 10^ ), ceea ce explică rezistenţa sporită a metalelor faţă de ruperea fragilă. în felul acesta 

lărgirea teoriei permite să se includă într-o formă unitară şi ruperile denumite cvazifragile sau 
fragile-vâscoase. 

Discutarea amănunţită a limitelor de utilizare a acestui model se poate găsi în lucrările lui 
V.V. NOVOJILOV [N22],'[N23], [N24]. 

2.3.4.3. Criteriul lui IRWIN 
([K6], [K7], [B60]) 

Unei relaţii de tipul: 

2 J 
dY., 

i se poate da o formă structurală de tipul 
cnV = - T - d Z , (2.3.4.6) 

unde factorul T este finit şi depinde de dimensiunile fisurii, de forma corpului, de condiţiile la 
limită şi de constantele elastice. De exemplu, din formula (2.3.64) se poate deduce că : 

T = —^(A + \) (2.3.4.7) 

sau din ( 2.3.3.19) ==> 

'F = — + ;etc. (2.3.4.8) 
4 0 ' 

Pentru cazul unei fisuri simetrice care se propagă în ambele părţi, din taptul că 
cin = Ay d f. se găseşte condiţia lui Griffith pentru propagarea fisurii sub forma : 

dW 
— = - 4 y . (2.3.4.9) 
dt 
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Cu notaţia d l ^ =2(J f condiţia precedentă sc scrie sub forma : 

T = 2/ . (2.3.4.10) 
Pe de altă parte soluţiile prezentate în § 2 .3.2. arată că factorul T are structura: 

, (2.3.4.11) 
unde K este coeficientul de intensitate a tensiunilor, iar c depinde numai de constantele elastice. 

Dm (2.3.4.10) şi (2.3.4.11) reiese imediat că : 

^ = . (2.3.4.12) 
c 

Aceasta este cunoscuta formulă a lui Invin, care înlocuieşte criteriul enerşetic global al 
lui Griffith cu nişte condiţii "de fortcT la vârful fisurii. în felul acesta raportul K" / G se poate 
trata ca şi o forţă de extensie a llsurii. F isura încejx: să se propage atunci când forţa K atinge 
valoarea critică K̂  , caracteristică pentru materialul dat, criteriul de rupere având în acest caz un 
caracter local. în fond, condiţia Iui Griffith şi criteriul lui Invin sunt echivalente; ultimul este mai 
comod în aplicaţii deoarece analiza se face într-o vecinătate a vârfului fisurii şi se poate astfel 
aprecia pericolul de rupere după intensitatea corespunzătoare a stării de tensiune. Dc^i 
experimenta! tiu se confirma câ Kc este o caracteristică riguros constanta de material, criteriu! 
!ui Irwin este mai bun decât a!(i parametri care caracterizează tenacitatea ruperii, respectiv 
sensibiHtatea materia!u!ui !a concentraţia tensiunilor. 

Valoarea critică Kc care caracterizează o stare ]3ericuloasă în vârful fisurii poate fi 
determinată experimental pe epruvete speciale cu crestături, în funcţie de diferiţi factori: 
temperatură, viteză de solicitare, mediu ambiant etc. De obicei se încearcă epruvete plate care au 
o fisură centrală la care în regim subcritic se măsoară creşterea lungimii cu creşterea solicitării. 
Aceste date permit determinarea lui Kc. Se precizează însă că în cazul deformaţiilor plastice mari 
în vârful fisurii, obţinerea unor valori corecte pentru Kc este destul de greoaie. 

Detalii asupra cercetărilor experimentale şi a utilizării acestor rezultate se dau în [C45] şi 
STAS 9760-84. Se pot cerceta de asemenea şi STAS E 12803-90, ASTM E 813-87, ASTM E 
1290-89. 

2.3.4.4. Modelul lui G. 1. BARENBLATT 
([B9], [B10], . . . , [B18]) 

Dacă se analizează problema tracţiunii planului cu fisură, atunci imaginea deplasărilor v 
(la 0 = ±/r) depinde esenţial de semnul lui K j . De exemplu, în Fig. 2.3.4.1 s-au reprezentat 
marginile fisurii după deformaţie. Pentru K^ = 0 tensiunile sunt finite şi marginile fisurii 
formează un vârf Dacă Kj > 0 , tensiunile sunt finite şi după solicitare, capătul fisurii are o 
formă netedă; cazul Kj <0 nu are sens fizic. 

Trebuie să se sublinieze că aceste rezultate sunt o consecinţă a utilizării teoriei liniare a 
elasticităţii în epicentrul defonnaţiilor mari şi nu sunt în concordanţă cu tabloul fizic real din 
vârful fisurii. încă Griffith în 1920 a presupus că imaginile fisurii sub influenţa forţelor mari de 
aderenţă, de ordinul rezistenţei teoretice, trebuie să se închidă perfect, formând un vârf (cazul a, 
F i - . 2 . 3 . 4 . 1 ) 

Mai mult, în materialele reale imaginea frontului fisurii este foarte complicată din cauza 
unor defecte diferite, unele dintre ele at1ându-se chiar în punctele de propagare. 

De aceea modelul propus de Barenblatt încearcă să ţină cont de forţele de aderenţă, 
rămânând însă în cadrul teoriei liniare a elasticităţii. Se presupune că într-o zonă mică de 
lungime a ( a«! ) de la vârful fisurii (Fig. 2 .3 .4.2) acţionează forţele de aderenţă Q{x) a căror 
distribuţie în general nu este cunoscută. Se mai postulează că în starea limită configuraţia 
frontului fisurii nu depinde de sarcinile date şi pentru un material dat, în condiţii de 
experimentare date, este totdeauna aceeaşi. Fisurile au forma din Fig. 2.3.4.1.a), tensiunile din 
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\ârlul fisurii sunt finite, iar noul cocllcicnl do intensitate a tensiunilor este A',' = 0 . Deci, în 
fomiula (2.3.36) p{â) este de forma: 

, dacă (2.3.4.13) 

/ / / 

a) Ki=o 

b) K,>0 

Fig.2.3.4.1 

Condiţia K{ = O are următoarea formă desfaşurată: 

Fig. 2.3.4.2 

-/ V ' ^ l-a V ^ -l V 
d(; = o (2.3.4.14) 

Prima integrală a fost calculată şi este egală cu K j ^ J ^ . A doua integrală, dacă se 
înlocuieşte l = ^ şi / + (̂  = 2 / , v a avea formula: 

o V"̂  
(2.3.4.15) 

Mărimea K se numeşte coeficient de aderenţă şi poate fi considerată ca o constantă de 
material. 

A treia integrală este mică în comparaţie cu celelalte două şi se neglijează. Rezultă: 

(2.3.4.16) 

Deci, în cadrul teoriei liniare a elasticităţii în ipoteza a « 1 modelul lui Barenblatt formal 
este echivalent cu criteriul lui Irwin. Pentru corpurile elastice este preferată schema lui Irwin, 
deoarece utilizează o caracteristică stabilă şi nu introduce ipoteze suplimentare despre condiţii 
locale în domenii de limită. Utilitatea modelului lui Barenblatt constă în posibilităţile de analiză 
mai detaliată a stării din vârful fisurii, în particular la analiza proceselor variabile. 

2.3.4.5. Modelul elasto-plastic al lui DUGDALE D.S. şi MUSHELIŞVILI N.I. 
( P 3 8 ] , [D39], [M70]) 

Puţinele date experimentale şi soluţii analitice care există în acest domeniu atestă faptul 
că zonele plastice au în general o configuraţie foarte complicată. 

Cu toate acestea pentru aplicaţii sunt utile soluţiile obţinute prin schematizarea 
domeniului elasto-plastic cu zonele plastice degenerate de diverse forme. 
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Astfel, modelul propus de Dugdale, 
utilizând ecuaţiile lui Mushelişvili, admite 
că în domeniul de capăt al fisurii se poate 
considera o zonă îngustă plastică de 
lungime a (Fig.2.3.4.3). 

Tensiunea Oy în această zonă este 
constantă şi egală cu limita de curgere ac 
(conform condiţiei de plasticitate a lui 
Tresca). 

în acest context problema se reduce la construirea soluţiei pentru planul cu fisură cu zone 
de capăt determinate solicitate de tensiunile constante Oy = Oc. 

O problemă mult mai generală de acelaşi tip a fost rezolvată în paragraful precedent. 
Aici, considerând Q(^) = ac , se obţine; 

Fio. 2.3.4.3 

de unde: 

K j - 2(7^ ^arccos 
i 

= 0 , 

(2.3.4.17) 

(2.3.4.18) 

care determină lungimea a a zonei plastice. De exemplu, pentru placa solicitată la tracţiune la 
infinit uniform cu p(^) = p = const. cu K j = p -^ fn l se obţine: 

a t: p 
— = 1 - cos—— 
i iG. 

(2.3.4.19) 

Experienţele au confirmat formarea unei asemenea zone plastice înguste pentru metalele 
care au o limită de curgere pronunţată, iar măsurătorile pentru zonele plastice făcute de Dugdale 
ş a sunt în concordanţă cu calculele. 

Deplasarea verticală pentru y = O ş i x = i-a se poate calcula cu formulele din 
paragrafele precedente: 

2 y = ^ ^ ^ (im ZI )„ OR E N • 2 Q ^ i ly = Q ,x i - a (2.3.4.20) 

De aici se poate calcula distanţa dintre marginile fisurii, la începutul zonei plastice 
("deschiderea" 6, v. Fig.2.3.4.3). Efectuând calculele se obţine: 

5 = 
TTG 

\ 
\ , o In 

\ a 
1 - - In 1 -

\ 

(2.3.4.21) 

Această deschidere S se alege de obicei în calitate de criteriu de producere a ruperii: 
fisura creşte .>/ conduce la rupere când deschiderea atinge valoarea critrică 8c ; ea devine astfel 
o caracteristică de rezistenţă a materialului. 

La fisuri de lungime mare, cu tensiuni relativ mici, pentru : 

se obţine a! . Dacă se dezvoltă în serie relaţia (2.3.4.21) şi se reţin numai primii termeni, 
presupunând 6 = 6c se obţine : 

p ^ = ylEcr, , (2.3.4.22) 

complet analoagă cu criteriul lui Irwin. Astfel noua caracteristică de material 5c se reduce la cea 
anterioară Kc. 

în literatură se găscsc şi alte modele: WELLS, LEONOV şi PANASIUK [P7],[P12],[PI5]. 
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§ 2.4. PROBLEME TEST BENCIIMARKS'') 

Pentru a putea verifica o serie de programe noi sau de generalizări a unor rezultate parţiale, 
voi prezenta în continuare unele probleme clasice - pe care le-am denumit '"probleme tesC -
pentru care se poate da o soluţie analitică completă. La unele din aceste probleme am dat mai 
multe metode de rezolvare iar pe altele le-am generalizat obţinând rezultate noi, originale. 

2.4.1. P r o b l e m a test Nr . I: Problema K I R S C l f 

Aşa numita ' 'problemă Kirsch' ' se ocupă cu cercetarea influenţei pe care un orificiu 
circular de diametru 2a o are asupra distribuţiei tensiunilor din zona slăbită în cazul unei plăci 
dreptunghiulare (teoretic infinită) solicitată la tracţiune de o tensiune uniform distribuită la infinit 
co (notată uneori şi Goo sau p). (v. Fig. 2.4.1.1), Particularitatea acestei probleme constă în faptul 
că în zonele îndepărtate de orificiu (''teoretic la infinit") condiţiile de frontieră privind câmpul de 
tensiuni sunt mai bine exprimate în coordonate carteziene, pe când cele din jurul orificiului 
trebuiesc scrise în coordonate polare. 

Să presupunem că avem o placă teoretic infinită de secţiune dreptunghiulară constantă A, 
solicitată la tracţiune de o tensiune unifonn distribuită pe feţele ei de capăt, de valoare gq (V. Fig. 
2.4.1.1a). 

a 

J . 1 

a. 
a, 

-2a 

T " 
<0 > 

b. 

o o 

t 
y 
a 

(Jo 

(N 

b. 

c. 

KIRSCH m"Zeitschr.d Ver.d.lng , 1898 

Fig. 2.4.1.1 
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Pe axa Ox placa arc un orificiu circular de diametru 2a « 2b. Existenţa acestui orificiu 
va influenţa distribuţia tensiunilor din zonă, astfel încât în secţiunea a-b tensiunile vor fi 
distribuite neuniform, având loc o concentrare pronunţată în punctele a\ - b\. 

Rezolvarea problemei o vom face printr-un mic artificiu de calcul. Astfel, vom decupa 
(vom izola) din placă un corp cilindric, cu ajutorul unei suprafeţe cilindrice concentrice cu 
orificiul, având raza exterioară egală cu b. în continuare vom examina starea de tensiune a 
acestui corp, independent de restul plăcii. în felul acesta în loc să calculăm placa, am redus 
problema la calculul unui inel cu pereţi groşi (cu lăţimea egală cu grosimea plăcii şi egală 
eventual cu unitatea), problemă rezolvată în literatură, la "Calculul tuburilor cu pereţi groşi" 
[Dl9] [P47] [P48]. Pentru început trebuie să stabilim solicitările exterioare care lucrează pe 
feţele acestui inel. Aici vom aplica principiul lui Saint-Venant şi vom considera că dacă 
dimensiunea b este mult mai mare decât a atunci tensiunile care lucrează pe suprafaţa cilindrică 
exterioară de rază b vor fi foarte puţin diferite de cele care ar apărea dacă placa nu ar avea nici un 
orificiu. în acest caz, acceptând această ipoteză, tensiunile de pe suprafaţa exterioară se pot 
calcula cu formulele de la tracţiunea monoaxială când s-au determinat tensiunile de pe o 
suprafaţă înclinată. Utilizând notaţiile din Fig. 2.4.1.l.c) se obţine, prin simple ecuaţii de proiecţii: 

= CTo cos^ 6 = 
® 2 

(Jq = CTO sin ^ ̂  = 

o . <̂ 0 + cos 2 (9 

2 2 
t^q =-<7q sxnOcosO = -

-cosie (2.4.1.1) 

In acest caz condiţiile la limită care se pot pune 
pentru inelul astfel decupat, sunt evidente: 

-pentru r = R i = a => a , = 0 , 1 ,0= O 
(faţa interioară este nesolicitată) 

- pentru r = R^ =b => 

c r , = | o - o ( l + c o s 2 ^ ) , 

Mergem mai departe cu artificiul, regrupând 
tensiunile exterioare şi vom considera că pe suprafaţa 
exterioară a inelului forţele pot fi descompuse în două 
părţi: prima - datorită acţiunii componentei constante 
pe întregul perimetru exterior egală cu ao/2; a doua 
formată din componentele normale 

a , = ^ c o s 2 0 şi tangenţiale x̂ g = - - ^ s i n 2 e . 

O schemă simbolică pentru aceste regrupări este 
dată în Fig. 2.4.1.2. 

Primul caz este rezolvat la studiul tuburilor cu 
pereţi groşi solicitaţi la presiune exterioară (v. I. 
DOBRE [Dl9] p.225). S-au obţinut tensiunile: 

Fig. 2.4.1.1 
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= 

= 

K 
2 ii:-R 

K 

a , b' 

2 R] - Rf 
1 + - ^ 

2 b ' - a ' 

CTo b' 

1 -
a' 

2 b^-a-

/ 

(2.4.1.2) 

Tensiunile produse de cel de-al doilea caz de încărcare trebuie să le determinăm. Pentru 
aceasta vom utiliza metoda generală a separării variabilelor, alegând o funcţie Airy de forma: 

F(r,e)=f{r)cos2e (2.4.1.3) 

căreia îi impunem condiţia ca să satisfacă ecuaţia de continuitate. Forma acestei funcţii de 
tensiune, este sugerată de rezultatele generale obţinute în "Fizica matematică" la studiul ecuaţiei 
lui Laplace, dacă se reţin numai termenii ce conţin ca factor pe cos 2 0 , factor care apare în mod 
constant în expresiile tensiunilor. 

Calculând derivatele parţiale necesare, obţinem: 

dF 
dr 
d'F 
dr' 

d'F 

= f(r)-cos20 ; 

= / " ( r ) - 0 0 5 2 6 » ; 

dF 
60 

d'F 

30' 

= -2f(r)sin20 

= 8 / ( r ) - s i n 2 ^ 
30' 

= -4 f(r)-COS20 ; 

= 1 6 / ( r ) - c o s 2 ^ ; 

(2.4.1.4) 

3r 
3'F 

- = / - ( r ) - c o s 2 ^ ; 

or 
- = fir)-00320 

3'F 

3r'30 
d'F 

3r30' 

= - 2 / " ( r ) - s i n 2 ^ 

= - 4 / ' ( / • ) - c o s 2 ^ 

3'F 
= - 4 / " ( r ) - c o s 2 ^ 

Ecuaţia de continuitate devine: 

f ' \ r ) + - / » - + ^ n r ) = O 
r r^ r^ 

Făcând schimbarea de variabilă r = e' 

dt' dt' dt' dt 

(2.4.1.5) 

/ = Inr ecuaţia precedentă obţine forma: 

(2.4.1.6) 

Ecuaţia caracteristică A'* - - 41^ + 16/1 = O are rădăcinile: = 0 ; ^ 2 = 4 ; 
= 2 ; = - 2 . Deci: 

f { t ) = Ae*' ^ Be^' + De' 
sau, revenind la variabila r. 

D 

.-21 

f{r) = Ar^ +Br^ +C + 

Funcţia lui Airy este atunci de forma: 

F(r,0) = Ar* + Br' + C + cos 2 (9 

(2.4.1.7) 

(2.4.1.8) 
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Se pot acum calcula tensiunile care, exprimate cu ajutorul funcţiei Air>', au forma : 

1 dF 1 d^F 
a = + cr^ = 

d'F 
r ~ a ' 2 a / i 2 y ^ 0 ~ 2 ' rO r dr r dO or 

T.a = -
dr 

1 dF 
r de 

Rezultă: 

o- = - 2 

0 - ^ = 2 

2 C SD"! 

V r r y 

f J 

cosi O 

3Ar^ +B-

c o s 2 ^ 

C 3D) 
sin 2 

(2.4.1.9) 

(2.4.1.10) 

forma: 
Cele patru constante de integrare se determină din condiţiile la limită, care explicitate au 

I. pentru r = a , a , = O ( V ^ 6 [ 0 , 2 ; r ] ) 

II. p e n t r u r - Z ) ş i ( 9 = 0 => 

III. pentru r = a , r,^ = O ( V ^ € [ 0 , 2 ; r ] ) 

n CTn 

D 2 C 3 D -

b ' b ' 4 
(2.4.1.11) 

IV. pentru r = 6 şi ^ = — => r . = - _ . ^ 

Sistemul (2.4.1.11) se rezolvă imediat dacă vom ţine cont că b este foarte mare, teoretic b 

00 (de altfel în cărţile de elasticitate (v. BEZUHOV [B40]), se impune iniţial ca — O). în 
b 

acest caz din ecuaţia a doua rezultă B = - CTO/4 iar din ultima ecuaţie A = Sistemul (2.4.1.11) 
devine: 

2 C 3 D (Jo 
+ - " 

C 3 D fJn 
4 

2 

4 

(2.4.1.12) 

înlocuind aceste constante în (2.4.1.10) se obţin valorile căutate ale tensiunilor, pentru cel 
de-al doilea caz de încărcare studiat: 

= 

C7o= -

1 

V ^ / 

cos 2 ^ 

'o 
4 > 

1+ 3 
a 

cosi 6 

4 ^ 
sin 2 

(2.4.1.13) 

Să ne întoarcem la expresiile tensiunilor (2.4.1.2) produse de tracţiunea uniformă ao/2 ; 
dacă facem 6 oo, ele devin : 

Or 
<7. - 1 -

a 
•> ^ o <y„ = 1 + 

a 
(2.4.1.14) 
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Prin suprapunerea celor două soluţii, (2.4.1.13) şi (2.4.1.14), sc obţine distribuţia 
tensiunilor în placă {soluţia problemei Kirsch în coordonate polare). 

(^r = 
o-o 

1 -
a 2^ 

\ y 1 - 4 — + 3 — 0 0 5 26» 

a^ = 

^re = -

o-o 
1 2 

zoslO 

\ 

s i n 2 ^ 

(2.4.1.15) 

Reprezentarea grafică a relaţiilor (2.4.1.15) ilustrează variaţia tensiunilor în placă. 

a) Variaţia tensiunii normale radiate ar 

în lungul axei Ox (pentru 6 = 0) tensiunea Or devine: 

, 5 a ' 
1 ^ + 

2 r ' ' X • 

Pe conturul orificiului în punctul r ^ a (pct. 1, Fig.2.4.1.2) = a^ 
2 2 

(2.4.1.16) 

= O. în punctul 2 

de pe axa Ox, foarte îndepărtat de orificiu (r 00) obţinem: = O ~ ^ + 

Reprezentarea grafică este făcută în Fig.2.4.1.3; atenţie însă, în această reprezentare se dă numai 
variaţia mărimii tensiunii pentru pe măsură ce ne îndepărtăm de gaură; sensul tensiunii este 
cel indicat pe elementul de volum desenat deasupra diagramei, ea fiind orientată după axa Ox. 

71 
In lungul axei Oy (pentru 6 = —) vom avea : 

^^r = 
3 a o a' 

1 -
a 

(2.4.1.17) 

A 
In punctul 3, pentru r = a => = O ; analog în punctul 4, pentru r —> 00 => 0,(4) = O. 

Valoarea maximă se obţine anulând derivata de ordinul întâi: 

Fig. 2.4.1.1 
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dr 
2 A a ' 

= 0 = a42 

3 c r , 
1 -

a ̂ ^ 3 
la' r ^ 2 2 a ' 

b) Variaţia tensiunii normale circumferenţiale (<Jo) 

în lungul axei x (0 = 0 ) : 
<7o a 

1 - 3 
a 2 \ 

2 r ' X 

punctul 1 (Fig. 2.4.1.4) r = a, => cr^^,, = - cTq 

Fig. 2.4.1.4 

- punctul 2, r 00 => cr̂ ^ )̂ = O 

Tensiunea maximă se găseşte analog, anulând derivata: 

d<To 
dr 

(T^a 2 3 a ' - A r ' + 
8 

<To a 
^max 

2 6 a ' 
1 - 3 

= 0 = a V 6 

24 
A 
In lungul axei y 

2) 

<^0 =^0 
^ a' 3 a' 
1 + — ^ + 

(2.4.1.18) 

(2.4.1.19) 

(2.4.1.20) 

, . , (2.4.1.21) 
X / 

- punctul 3, r = a => cr^^ ĵ = 3<To (cea mai mare valoare a tensiunilor care apar în 
placă); 

- punctul 4 , r 00 => 0^(4) = a^ . 

Deci, pe conturul orificiului pentru r = a (punctul 3 din Fig. 2.4.1.4), tensiunea aoeste de 
trei ori mai mare decât tensiunea medie go din placă. Expresia lui ao arată că el descreşte rapid şi 
tinde către GQ, imediat ce se îndepărtează de marginea orificiului pe axa Oy. 
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Rezultatele obţinute prezintă o importantă teoretică şi practică deosebită, ele ilustrând şi 
caraclerizand cantitativ efectul de concentrare a tensiunilor pe marginea orificiul ui din placă; sc 
justifică astfel necesitatea practică a consolidării marginilor acestor orificii. 

Verificarea numerică şi experimentală a acestor rezultate va fi făcută în capitolele 3 şi 5. 

2.4.2. Problema test Nr. II: Planul cu orificiu eliptic 

Este una dintre cele mai cunoscute probleme din literatura de (M.R.), deoarece, dacă 
semiaxa mică a elipsei tinde la zero, se obţine planul cu fisură - o problemă tipică pentru 
definirea conceptelor fundamentale ale acestei ramuri modeme a solidului deformabil. De-a 
lungul timpului această problemă a primit tot felul de soluţii şi a contribuit decisiv la dezvoltarea 
cercetărilor modeme de (M.R.), şi astăzi existând numeroase lucrări ştiinţifice consacrate acestei 
probleme. Prima soluţie a fost dată de Kolosov în 1909, aFK)i Inglis în 1913 - folosind 
coordonate curbilinii elipsoidale, Mushelişvili în 1919 - utilizând transformarea conformă, 
Westergaard în 1939 cu o metodă originală în complex şi Irwin în 1957 - care se ocupă în fapt 
de problema fisurii şi introduce conceptul fundamental de .factor de intensitate a tensiunilor". 

SOLUŢIA LUI MUSHELIŞVILI (1919) 

2.4.2.1. Transformarea conformă. Unele elemente de sinteză* 

Fie z şi două variabile complexe legate între ele prin relaţia: 

z = co{c) (2.4.2.1) 

unde6;(^) este o funcţie uniformă şi analitică într-un domeniu Q oarecare din panul variabilei 
Prin această relaţie se pun în corespondenţă biunivocă punctele domeniului Q din planul ^ 

cu punctele domeniului ® din planul z (v. Fig. 2.4.2.1); dacă această transformare realizează 
invarianţa unghiurilor ea se numeşte t ransformare conformă. Se demonstrează că o funcţie 
olomorfa cu derivata nenulă defineşte o transformare conformă. 

Fig. 2.4.2.1 

Domeniile Q şi ® pot fi atât mărginite cât şi nemărginite. Dacă, de exemplu, domeniul Q este 
mărginit iar domeniul ® nemărginit, atunci f u n c ţ i a t r e b u i e să ia valoarea infinit pentru un 
punct din domeniul Q , ceea ce înseamnă că funcţia trebuie să aibă în acest punct un pol 
simplu. în particular, dacă punctului r = oo îi corespunde punctul ^ = O, funcţia va trebui 
să fie de forma: 

O prezentare aniânunţită n problemei se poate easi în: V I SMIRNON' III, parlea a ll-a (p 1 .'>7-2-i:>)[S'>S]; D 
HOiMENTCOVSCHlp. 167-211 [H34]; MUSHELIŞVILI [M69] 
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rr — 4- o funcţie olomorfa, c==const (2.4.2.1) 

Alte singularităţi nu mai pot apărea în domeniul Q deoarece corespondenţa nu ar mai fi 
univocă. 

întrebarea fundamentală care se pune este următoarea: Fiind date două domenii arbitrare 
Q şi ® se poate găsi totdeauna o funcţie co{(^) în aşa fel încât relaţia (2.4.2.1) să fie tocmai 
reprezentarea lui ® pe Q şi reciproc? Răspunsul este pozitiv pentru foarte multe situaţii. De 
exemplu, să presupunem că domeniul Q este un cerc de rază 1 cu centrul în origine, 

A 

circumferinţa lui o vom nota cu y. Aşadar pe y vom avea ^ = 1. In cele ce urmează vom 

presupune că funcţia este continuă împreună cu derivatele de ordinul întâi şi doi. 

s = 1-6 \ dco(s) ^ 
co[s)= — ^ it O peste tot pe y; 

ds 
\ dco\s) ^ 

co [s)= — ^ O peste tot m / şi pe / 

iO 

ds 

2.4.2.2. Coordonate curbilinii 

Vom folosi reprezentarea conformă a domeniului dat (D din planul z pe un domeniu Q 
din planul ^ care este fie un cerc, fie o coroană circulară, fie un plan infinit cu un orificiu 
circular; întotdeauna originea ^ = 0 va fi luată în originea axelor de coordonate. în toate aceste 

cazuri este natural să introducem coordonatele polare în planul ^ notând ^ = p e'^. Dacă 
O este un domeniu finit, mărginit de un contur închis L, iar Q cercul de rază p = \ cu centrul în 
punctul = O din planul atunci putem considera că punctele z=0 şi ^ = O se corespund prin 
aplicaţia co{w. Fig. 2.4.2,2). 

V 

planul ^ 
V 

planul z 

L 

(o(0)=0 

C - 0 / 

în planul z curbele p = const. sunt nişte cercuri care înconjoară punctul z=0, iar curbele 
6 = const. sunt nişte drepte radiale care ies toate din punctul z=0 şi se termină pe conturul L. 
Conturul L însuşi corespunde cercului / c u p = 1 din planul Aceste familii de curbe sunt 
ortogonale. Mărimile p v̂i 9 pot fi considerate drept coordonate curbilinii ale punctelor (x,y) 
din planul z şi corelaţia dintre ele este: 

r = .r + = co(c) = co[pe^ ) (2,4.2.3) 
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2.4.2.3. Componentele unui vector 

G A> -.. 

\ p=ct. 

Să considerăm un punct arbitrar în planul z; prin punctul z ducem două curbe ortogonale 
care fac parte din familia de coordonate curbilinii. 
Notăm cu p vectorul tangent în z la curba O = 

const.; notăm cu O vectorul tangent în z la curba 
p = const. Ambii vectori sunt dirijaţi în sensul 
creşterii coordonatelor respective. 

Să considerăm în planul z un vector A (v. 
Fig. 2.4.2.3) cu originea în punctul r = 
Componentele lui în cele două sisteme de 
coordonate sunt: A{x,y) v̂i A{p,6). Legătura 
dintre ele este imediată: 

(2.4.4.4) 

unde a este unghiul pe care-1 face vectorul Ă 
cu axa Ox, considerat pozitiv în sens 
trigonometric. Pentru a calcula pe e'"" vom 
proceda astfel: Vom da punctului z o deplasare dz 
în sensul tangentei p ; atunci punctul 
corespunzător ^ va avea o deplasare radială c/^. 

Prin urmare avem: dz -

de unde: 

V' ^ \ 

\co(Q=(o(pe'®) 

Fig. 2.4.2.3 d^ - dp 

dz (o\Q dp 

coif} p 

(2.4.2.4) 

(2.4.2.6) 

(2.4.2.7) 

2.4.2.4. Transformarea formulelor Kolosov-Mushelişvili 

Pentru transformarea fonnulelor lui Kolosov-Mushelişvili în funcţie de noua variabilă ^ 
introdusă prin relaţia r = vom nota: 

Atunci 

dC dz O) ic) 

co {C) fo [C) 

(2.4.2.8) 

(2.4.2.9) 

(2.4.2.10) 
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dU 
ox dy 

(2.4.2.11) 

în aceste condiţii vom avea în final: 

2G(u + ;v)= M ^ ) - 1̂ 1 < 1 (2.4.2.12) 

Pe baza relaţiilor precedente (2.4.2.4), (2.4.2.5), (2.4.2.7) putem calcula componentele 
vectorului deplasare în coordonatele {p,9): 

2G[U +Ng) = 
P H C } 

(u + /v) 

2G\co'(ciu, + ^fcl̂ X '̂) - W ) 
co {C) 

(2.4.2.13) 

Componentele tensiunilor, în coordonatele curbilinii considerate, se pot obţine plecând de 
la formele cunoscute privind rotaţia sistemului de axe (x,y) cu unghiul a , astfel încât noua axă 
y să coincidă cu axa p , iar axa ortogonală / să coincidă cu axa 6 . Atunci, deoarece: 

(O-

se obţine: 

^PP + ^^^ = + ^ J = 4 Re 

(2.4.2.14) 

(2.4.2.15) 

P OJY) 

Prin scăderea relaţiilor precedente obţinem încă o formulă: 

p 

(2.4.2.16) 

(2.4.2.17) 

care exprimă tensiunile ce acţionează asupra conturului p - const. produse de către domeniul 
exterior. 

Notaţiile sunt cele obişnuite (v. Anexa 3): 

(p'(z)=(l>{z) (2.4.2.18) 

Să presupunem că avem de-a face cu domenii infinite: domeniul infinit (D reprezentat 
conform pe domeniul infinit Q în aşa fel încât punctului ^ =00 să-i corespundă punctul z = 00. 

Atunci în [M69] p.251 se demonstrează că funcţia de transformare conformă are forma: 

n = 0 h 

(2.4.2.62) 
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(2.4.2.20) 

unde: 

T = B + iC , T' = B' + iC - sunt nişte constante, în general complexe; 

(Pq{p\ -sunt nişte funcţii olomorfe inclusiv în punctul de la infinit, adică pentru 

suficient de mare ele au dez\'oltări în serie de forma: 

(2.4.2.21) + ^ + 

+ 7 + (2.4.2.22) 

Fără a modifica starea de tensiune putem lua ^Q = ^Q = O <=> <J9Q(OO)= y/i^i^ = O). 

2.4.2.5. Observaţii privind condiţiile la limită şi t ransformarea lor conformă 

a) Domenii simplu conexe 

Se ştie că la rezolvarea problemelor plane, în funcţie de condiţiile la limită, întâlnim trei 
situaţii numite probleme de bază sau probleme fundamentale. 

Prima problemă fundamentală 

Pe conturul L al domeniului ® (v. Fig. 2.4.2.4) sunt date forţele exterioare X̂ ^ şi 
indică normala exterioară la contur în punctul considerat). 

Condiţiile de frontieră se scriu sub forma: 

dir.x 

(2.4.2.23) 

Se mai zice că avem de-a face cu o 
problema tip Dirichlet. 

Fig. 2.4.2.4 

A doua problemă fundamentală 

Pe conturul L al domeniului ® sunt date deplasările u şi v. în acest caz condiţiile la limită 
(pe frontieră) se scriu sub forma: 

= v ^ g . C O (2.4.2.24) 
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unde î iC^) şi funcţii date de arcul 5 al conturului măsurat de la un punct 
arbitrar al acestuia. Se mai zice că avem de-a face cu o problemă de tip Neumann. 

A treia problemă fundamentală sau problema mixtă 

Are loc atunci când pe o parte a conturului L sunt date tensiunile iar pe restul conturului 

sunt date deplasările. în Anexa 1 am arătat că în loc să studiem expresiile lui ^ ^ şi separat 
dx dy 

(U(x,z), funcţia Airy) este mai comod să cercetăm combinaţia complexă (Mushelişvili p.l53): 

SU eu . . ^ ^2.4.2.25) 
dx dy 

= (p(z)+ 

Să revenim la prima problemă fundamentală, relaţiile (2.4.2.19), exprimând tensiunile cu 
ajutorul funcţiei Air>'; 

^ d'U ( . d'U ( . 
dy oxoy 

/ _ = COS(rt,JCj 

(2.4.2.26) 

dxdy 

Dar (v. Fig. 2.4.2.4): 
dx 

c o s ( « , j r ) = cos(t,y) = c o s ( / 7 , y ) = - c o s ( / , x ) = -
as as 

„ _ d^U dy d^U dx d 
X „ — h 

dy^ ds dxdy ds ds 

dx ds dxdy ds ds 
dU 

{dx ) 
Sub formă complexă: 

d (dU du^ . d (dU .du\ - l = — / + / — 
ds [dy ds ^ dx dy) 

sau 

{X„+iY„)ds = -,d 
dU dU 

— + / 

ax dy) 

(2.4.2.27) 

(2.4.2.28) 

(2.4.2.29) 

(2.4.2.30) 

(2.4.2.31) 

Vom cerceta semnificaţia mecanică a funcţiei f(x,y) (2.4.2.25) deoarece avem nevoie de 
ea la explicitarea condiţiilor pe frontieră. Să considerăm un element de arc AB de pe conturul L 
al domeniului <D. Să considerăm eforturile care acţionează asupra elementului de arc AB dinspre 
dreapta dacă ne deplasăm de la A spre B; sau, altfel spus, eforturile ce acţionează din partea 
normalei pozitive n . Să calculăm rezultanta acestor eforturi aplicate pe arcul AB; să notăm 
(X,Y) vectorul rezultant. Vom deduce: 

B 
X + iY = 

unde simbolul 

AB 

dU .dU 
+ / — 

dx dy 
(2.4.2.32) 

fi 
- . 1 

reprezintă creşterea expresiei din paranteză la o deplasare pe arcul AB de la 

A până în B. Dacă în această formulă vom considera puntul A fix iar punctul B variabil, de afix 
r - .V -f ly, vom avea: 
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/'(.V^ 1') = )-h Z(p\i) + v / ( r ) / (A',, -h / ) A -f consl = / ( A ' + / } ' ) -+- coaz.v/ = / , + / /^ 4-
J AB 

(2.4.2.33) 

Astfel, în cadrul primei probleme fundamentale, rela(ia (2.4.2.29) stabileşte legătura 
dintre funcţiile (p şi i//, care rezolvă complet problema plană şi forţele aplicate pe contului L al 
corpului solicitat. 

Pe baza unor considerente similare se poate stabili o formulă analoagă cu (2.4.2.29) şi 
pentru momentul rezultant Mo al eforturilor de pe contur în raport cu originea axelor de 
coordonate. 

A / o - (2.4.2.34) 

b) Domenii multiplu conexe 

Ne imaginăm o placă plană cu mai multe 
goluri care nu au puncte comune. Deci, domeniul 
(D ocupat de corp este multiplu conex; el este 
mărginit de un contur L^^, şi de m conture simple 
închise (Fig. 2.4.2.5), 

Prin ipoteză tensiunile şi deplasările sunt 
funcţii uniforme. Cu toate aceastea funcţiile cp şi 
11/ pot să fie funcţii multiforme. Mushelişvili 
[M69] p. 167 stabileşte că aceste funcţii au forma: 

1 m 

Fig. 2.4.2.5 
(2.4.2.35) 

y 
(2.4.2.36) 

unde: 

- sunt componentele vectorului rezultat al forţelor exterioare aplicate pe conturul Lk; 

ZA - un punct arbitrar inclus în domeniul simplu conex mărginit de conturul Lk; 

(Po{z\ y/o(z) - funcţii analitice şi uniforme în tot domeniul 

2.4.2.6. Planul infinit cu orificiu eliptic. Soluţia primei probleme fundamentale 

Vom rezolva această problemă prin explicitarea funcţiilor (p y/ care prin intermediul 
relaţiilor Kolosov-Mushelişvili determină complet starea de tensiune şi deplasarea în zona 
adiacentă orificiului eliptic. Vom considera că în planul infinit z există un orificiu de formă 
eliptică cu semiaxele a şi 6 care reprezintă domeniul (D simplu conex, având frontiera L, şi vom 
face transformarea conformă a acesteia pe domeniul > 1, adică pe planul infinit (planul d^) cu 

un orificiul circular de rază p = 1, (v. Fig. 2.4.2.6) având conturul y de ecuaţie s ^ e'^ . Funcţia 
care realizează această transformare conformă este (v. [M69], [C45], [S4], [S6], [L49], [R3]): 

/ \ 

cu /tî > o , O < /?7 < 1 (2.4.2.37) 
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Fig. 2.4.2.6 

în felul acesta cercului C = 1 îi corespunde elipsa L în planul fizic z cu centrul în 

originea axelor de coordonate şi cu semiaxele: 

a = \ b = R(\- m) (2.4.2.38) 

Alegând în mod potrivit pe şi m putem obţine o elipsă de orice dimensiune şi formă. De 
exemplu, dacă m=0, elipsa se reduce la un cerc (problema Kirsch); cazul limită când m=\, elipsa 
degenerează într-un segment de pe axa Ox, de lungime 4R, cuprins între punctele x = ±2R, 
astfel că avem o altă cunoscută problemă a planului infinit cu o fantă sau o fisură rectilinie (v. 
Probi, test Nr.III). 

Condiţiile pe contur pe cercul unitate se exprimă prin relaţia (2.4.2.19) 

particularizată pentru valorile pe conturul / al cercului ^ = e'^ şi pentru valorile rapoartelor: 

(O {s)_l s^ + w 1 + ms' 
= 5 -

0)'(s) s 0)'(s) s^-m 

obţinute din conjuncţia cu relaţia (2.4.2.36). 

Condiţia la limită obţine forma; 

s 

sau trecând la valorile complexe conjugate: 

s -m 

(2.4.2.39) 

(2.4.2.40) 

(2.4.2.41) 

Să presupunem pentru început că rezultanta forţelor exterioare aplicate pe conturul L este 
nulă şi că tensiunile şi rotaţia la infinit se anulează; vom avea deci: 

X = Y = 0, B = C = B' = C = 0 

Atunci funcţiile şi vor fi olomorfe în exteriorul cercului unitate y inclusiv în 
punctele de la infinit; de asemenea se poate presupune că = O. 
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Se ştie din teoria integralelor de tip Cauehy ca o condiţie necesară şi suficienta ca o 
funcţie continuă pe cercul unitate y , să fie o valoare limită a unei funcţii olomorfe în afara 
lui y este: 

(2.4.2.42) 

unde C este un punct arbitrar în afara lui y . 
Aplicând această condiţie relaţiei (2.4.2.39) avem: 

1 fds 1 (p{s)js 1 r \ S^ -h m 
2m h 2m^r 2mh s\^rns' 

Pe baza formulei Cauehy pentru domenii infinite: 

1 (p{s)ds _ 

= 0 (2.4.2.43) 

2m r s-^ 
obţinem în final: 

-<p{() + 
2m 

r 1 s -m ,i \ ds 
•(p{s) 

ys \-ms' 
fds 

(2.4.2.44) 

(2.4.2.45) 

Se mai poate arăta că expresia: — ^ • <p'{s) este valoarea limită a funcţiei: 

olomorfa în interiorul lui y , (pentru demonstraţie v. MUSHELIŞVILI 
1 ^ 

.0 C 
[M69] 438). 

în aceste condiţii integrala din membrul stâng din relaţia (2.4.2.44) se anulează şi 
obţinem expresia generală a funcţiei ^ : 

Im 
fds 

(2.4.2.46) 

Expresia funcţiei \i/{s) se determină din condiţia de contur (2.4.2.40) ca valoare limită a 
funcţiei care se exprimă prin formula integrală a lui Cauehy pentru domenii infinite: 

2m iy 

Introducem în (2.4.2.46) expresia lui din (2.4.2.40) şi ţinem cont că: 

(2.4.2.47) 

1 

2m \ s-i^ 

2m • 7 s -m 

ds 
epic) 

(2.4.2.48) 

(2.4.2.49) 

Obţinem în final (renunţând la constanta care nu influenţează repartiţia 
tensiunilor): 

(2.4.2.62) 
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Vom considera în continuare cazul general pentru prima problemă fundamentală; 
componentele forţelor exterioare aplicate pe contur sunt (X,Y) diferite de zero, iar la infinit 
tensiunile sunt mărginite şi rotaţiile sunt nule. în aceste condiţii, structura funcţiilor (p y/ este 
dată de relaţiile (2.4.2.19), (2.4.2.20), în care: 

• Condiţia de anulare a rotaţiilor la infinit implică: 

• şi ^^^^ analitice pentru > 1; 

Introducând această condiţie în (2.4.2.9) se observă că şi satisfac exact 
aceleaşi condiţii la limită, cu deosebirea că în locul lu i / t rebuie pusă expresia fo\ 

5 B' + iC „ X + iY , X-iY s +/W 
s In 

(2.4.2.51) 
241+ z ) 

Expresiile funcţiilor <Po{C) V^oiC) rezultă din introducerea relaţiei (2.4.2.51) în 
(2.4.2.46) Şl (2.4.2.50): 

Im ^s-i^ 

' f ^ d s 1 + 

Im e - m 

(2.4.2.52) 

(2.4.2.53) 

Ca o aplicaţie concretă (particulară) a teoriei expuse, să considerăm cazul unei plăci (v. 
Fig. 2.4.2.7) care are un gol eliptic; placa este solicitată la infinit la tracţiune de tensiunea 

uniformă cr^ = p care acţionează după o direcţie xi ce face unghiul a cu axa Ox (axa mare a 

elipsei); celelalte tensiuni la infinit sunt nule: cr® = O , r®^ = 0 ; conturul orificiului eliptic nu 

este solicitat de forţe exterioare, deci X=Y=0. Din relaţia (2.4.2.29) rezultă/K). 

Fig. 2.4.2.7 

Din condiţii de echilibru cunoscute rezultă: 
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oc 2 
= pcos a 

00 • 2 (Tyy = /7Sin a 

.00 T^, = sin or cos or 

Din relaţiile (2.4.2.20), (2.4.2.51) obţinem valoarea constantelor B,B' şi C : 

(2.4.2.54) 

Din formula (2.4.2.51) obţinem: 

/ o = - / ' T 4 
5 + + 

2 / a 

2i-

— 
2 > 

1 1 + Wi? 
-^s-— 

5 - W 
+ p-

Re -li a 

(2.4.2.55) 

(2.4.2.56) 

; i ia —7 Funcţia —r—' este olomorfa în interiorul cercului y , cu excepţia punctului = O, 

unde are un pol cu partea principală —. Funcţia 4 ' — e s t e olomorfa în afara lui y , cu 
' ^ -m 

excepţia punctului ^ = 00 unde are forma: mt^ + O ' r 

Prin aplicarea formulelor integrale ale lui Cauchy vom avea: 

1 

2m . 
m 

r 5 

s -^m ds 

1 r \ + ms ds 
s—_ = 

2m s^-m 

1 r s d s ds 
2niJys-^ ' 2m .y 

Din (2.4.2.51) şi (2.4.2.52), (2.4.2.53) obţinem expresiile funcţiilor: 

mpR pRe^'" _ pR{2e^'" - m) 

(2.4.2.57) 

(2.4.2.58) 

(2.4.2.59) 

— ^ — + 

n i c ) 44- - m) ^-'-m 
A 
In sfârşit în baza relaţiilor (2.4.2.46), (2.4.2.47) se obţine: 

_ 2 ^ 

(2.4.2.60) 

(2.4.2.61) 

(2.4.2.62) 
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pR .li a 

m -m 
(2.4.2.63) 

în continuare calculul tensiunilor şi deplasărilor nu prezintă dificultăţi. Să calculăm 
suma: a^r = 4 Re ^(4'). 

lĂFV^ „ „ 2 - 2 i » „ OJ Ys) Q -m p e -m p^ - m 

Numitorul acestei expresii este o cantitate reală: p'̂  - Imp^ cos2^ + m^. 
Separând partea reală de cea complexă obţinem: 

p^ -Ip^ zosliB - a)-n? + 2mcos2a 
0-/T + (^eo = P 4 ^ 2 ^ ^ 2 

p -Irnp cos26 + m 

Pe conturul găurii avem p = 1 şi a^r = O. De aceea valorile lui ctqq pe conturul găurii 
vor fi date de: 

1 - m ^ + 2 m c o s 2 a - 2 c o s 2 ( < 9 - a ) 
= P ^ 

\-2mcos2e + nr 
(2.4.2.64) 

Comentarii privind factorul de intensitate a tensiunilor în cazul golurilor eliptice 

Factorul de intensitate a tensiunilor Ki pentru fisura eliptică, considerând o solicitare 
uniformă sau chiar polinomială, a fost introdus de KASSIR şi SIH în 1975 sub forma: 

- j j ^ i b l a ) 2 • 2 . . , 2 2 ' 
Ki{(t>) = p-

E{k) 
(2.4.2.65) 

unde p = a - sarcina normală uniformă; 
<f> - coordonata polară care fixează un punct de pe conturul fisurii; 

E{k) - integrala eliptică de speţa a doua de argument k = 

a,b - semiaxele elipsei (Fig. 2.4.2.8) 
I 

1 -

^ I 
E((p,k)= ^^l-k^sin^ a da = 

2 . 2 k'x 

V î ^ 

(pe (2.4.2.66) 

b 
V 

a y 1 ^ 

r 
X 

iMg. 2 . 4 . 2 . 8 . 

Este surprinzător faptul că soluţia lui 
KASSIR şi SIH, doi savanţi recunoscuţi în 
domeniul mecanicii ruperii, este greşită şi încă 
se mai lucrează cu ea în această formă. 

Cauza acestei erori este o identificare 
incorectă a parametrului unghiului (p care 
caracterizează poziţia unui punct pe frontiera 
elipsei. FABRIKANT (1987) a sesizat această 
eroare şi a indicat soluţia:în expresia (2.4.2.65) 
unghiul 0 \rebm mhmm ew unghiul^(t'IS: 
hÂ'M] e ^ i e po^Hni^li i^^e^^Jl \)[\m pv} 
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a 
Analitic corcciia sc face punând în loc de (f> unghiul arctg 

Astfel, păstrând notaţia cu (f> expresia corectă este: 

^J7^(b/a) f a^ sin^ (/>b"^ cos^ (ff^ 
E(k) {a^ sin^ (/)b^ cos^ (/f J 

1/4 

(2.4.2.67) 

/r 
Cele două expresii coincid pentru unghiuri ^ = O şi y , precum şi atunci când a=b 

(cazul unui cerc), oricare ar fi unghiul Totuşi, atunci când a i ^ b , pentru unghiuri ^ O şi 

diferenţa între valorile Kj date de cele două formule (2.4.2.65) şi (2.4.2.67) devin foarte 

mari şi cresc odată cu creşterea excentricităţii elipsei. 

Să considerăm cazul particular al unei elipse foarte alungite, (Fig. 2.4.2.9), luând 
ca exemplu numeric. Factorul de intensitate a tensiunilor pe aproape toată partea de margine a 
fisurii eliptice va trebui să fie aproape de valoarea factorului de intensitate a tensiunilor pentru o 
configuraţie 2D a unei fisuri juncF de lăţime 2b, adică: 

(2.4.2.68) 

Fig. 2.4.2.9 

într-adevăr, formula lui FABRIKANT (2.4.2.67) la un raport alb aşa de mare conduce la 
un factor de intensitate a tensiunilor Ki care este aproaF>e constant de-a lungul fisurii eliptice şi 
este foarte apropiat de rezultatul obţinut cu expresia (2.4.2.68) pentru fisura juneF pentru 

unghiuri (p luând valori de la y la valori destul de mici: Raportul soluţiilor obţinute cu 

expresiile (2.4.2.67) şi (2.4.2.68.) se modifică de la 1 pentru ^ = y ^̂  0.99997 pentru = ^ Şi 

la 0.9968 pentru ^ = 5°. (Ca o justificare în plus a cerinţei ca factorul de intensitate a tensiunilor 
să fie aproape de (2.4.2.68) pentru fisura „tunel", observăm că schimbarea în lăţime a fisurii 

eliptice în intervalul < ^ < y este aproape neglijabilă: de la 0,99356 la b). 

Pe de altă parte, rezultatul incorect (2.4.2.65) nu este apropiat de cel dat de expresia 

(2.4.2.68). La unghiul (f> = — ăt exemplu, formula (2.4.2.65) prezice K j j = 0.8409, iar la 

un unghi = 10"" ea prezice K j / p j ^ = 0.4169. 
A 
In concluzie, în cazul limită a unei fisuri eliptice foarte alungite rezultatul lui 

FABRIKANT (2.4.2.67) aproximează foarte bine soluţia (2.4.2.68) pentru fisura Jitner, în timp 
ce rezultatul lui KASSIR şi SIH diferă substanţial de (2.4.2.68). 
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2.4.3. P r o b l e m a test Nr . I I I : P l a t b a n d a cu o fisură cen t r a l ă 

Cea mai cercetată problemă de (M.R.) este reprezentată de „platbanda cu o fisură 
centrală de dimensiune 2a" solicitată la tracţiune de o tensiune uniform repartizată la infinit 
cT* (v.Fig.2.4.3.1). Este cazul clasic al modului I de deplasare a flancurilor fisurii (modul I de 
extindere a fisurii). Se defineşte şi se calculează factorul de intensitate al tensiunilor: 

K, = (j'^yfmF 
\ a 

(2.4.3.1) 

y 

o parte din rezultatele obţinute până acum sunt 
prezentate în celebra monografie de sinteză a lui 
TADA, PARIS, IR WIN [TI]: 

1). IR\VIN (1957) 

Propune o formulă semiempirică cu 
dezvoltare asimptotică: 

F 
/ \ a 

y 

\2b m 
m 2b 

(2.4.3.2) 

a 
Erori mai mari de 5% pentru — < 0,5 

2). BROWN (1966) 

Propune tot o formulă empirică: 

Fig. 2.4.3.1 F 
/ \ a 

= 1 + 0,128 -0,288 
a 

u 
+ 1,525 (2.4.3.3) 

a 
Erori de 0,5% pentru - < 0,7 

Abaterea medie pătratică se potriveşte cu rezultatele lui ISIDA. 

3). FEDDERSEN(1966) 

Formulă empirică bazată pe rezultatele lui ISIDA: 
/ \ a 

{b V sec-
m 
2b 

(2.4.3.4) 

Erori: 0,3% pentru - < 0,7; 1 % pentru - = 0,8 
b b 

4). KOITER(1965) 

Aproximarea asimptotică: 

F 
/ \ a 
'b) 

1 - 0 . 5 
/ \ a 

J 
+ 0,326 

1 -
a 

(2.4.3.5) 

Erori de 1 % pentru orice a'b. 

5). TADA (1973) 

Modificarea formulei lui Koiter: 
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1 - 0 . 5 
(-] 

Erori de 0,3% pentru orice a^b. 

6). TADA (1973) 

Modificarea formulei lui FEDDERSEN: 

/ \ a 
+ 0.370 

/ \ a z 
- 0,044 

fa") 

J > 

z 
- 0,044 

H 
(2.4.3.6) 

/ \ a / \ a 2 / \ a 
F 

/ \ a 
- 1-0 ,025 

/ \ a 
+ 0,06 

/ \ a 
1-0 ,025 + 0,06 sec-

2b 
(2.4.3.7) 

7). ISIDA (1962,1965,1973) 

Stabileşte potenţialul complex în tensiuni pe care-1 dezvoltă în serie Laurent în funcţie de 

, din care reţine 36 de termeni. Valorile numerice sunt date în graficul şi tabelul alăturat 

(Fig. 2.4.3.2). 

\ 2 a 
yby 

1.0 

0.8 

0.6 

Mn 
yF(a/b) 
rliil î 

1 

LiUi—l -
dul II* 

1 
il III* 

= 0.826 

— = 0.637 
K 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

Fig. 2.4.3.2 

a/h F(a^) 
0.0 1.0000 
0.1 1.0060 
0.2 1.0246 
0.3 1.0577 
0.4 1.1094 
0.5 1.1867 
0.6 1.3033 
0.7 1.4882 
0.8 1.8160 
0.9 2.5776 
1.0 2 / 1.0 1.0 

/yl\-a/b 

A 
In Fig.2.4.3.2 s-au reprezentat şi factorii de corecţie pentru modurile II şi III (Fig.2.4.3.3): 

Modul II 

o o o o 

© © e © 

Modul III 

Kjj = r^mF 

Kjj, = Ti4m. 

(formula exactă) 

/ \ a 

y 

2b m 
m 2b 

(2.4.3.8) 

(2.4.3.9) 

Fig. 2.4.3.3 

în literatură se întâlnesc multe alte rezultate obţinute prin toate metodele posibile, cum ar fi: 
• metoda complianţei: FORMAN, 1964; 
• utilizarea transformatelor Fourier şi a ecuaţiilor integrale: SNEDDON, 1971; 
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• metoda elementelor Hnite: MENDELSON, 1972, YAMAMOTO, 1972; 
• metoda colocaţiei de frontieră: BOWIE, 1970; 
• ecuaţii integrale combinate cu o metodă de relaxare a tensiunilor: TADA, 1971,1972. 

Studii mai amănunţite iau în considerare şi dimensiunea finită a platbenzii prin raportul h/b. 

în Fig. 2.4.3.4 se prezintă rezultatele obţinute de ISIDA (1971) şi de KOBAYASHI 
(1974) utilizând metoda potenţialelor de tensiune complexe combinată cu metoda colocaţiei de 
fi-ontieră. 

în Fig. 2.4.3.5 se prezintă cazul platbenzii infinite cu fisura excentrică, obţinute de ISIDA 
(1965) utilizând dezvoltarea în serie Laurent a fiancţiilor complexe de potenţial. 

t t t t t 

2b 

T T m r 

y 
1±U 

f T T T 

2b 

2.0 

F 
a fA 
b'b 

1,8 

1.6 

1.4 

1.2 

1.0 
0.2 

fi ̂ =0.5 O - V 

îfh V 
0,8 ' 

/ / ; 

-

/ 0 9 / , o / / 
- ! !/// ! 

1,2 / 
/ 1 5 

/ ' / 

- // v / 

/ U / / 
/ / 

/ V h/b=oo 

- / y W 
" T ^ ^ 

y 
1 

1 1 
0.4 0.6 

a/b 
Fig. 2.4.3.4 

0.8 1,0 
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1 J 8 7 
= V 2 x l . l 2 2 

Fig. 2.4.3.5 

Soluţia WESTERGAARD (1939) 

Pentru planul cu orificiu eliptic există trei soluţii obţinute independent de KOLOSOV 
(1909), INGLISH (1913), MUSHELIŞVILI (1919). Tot astfel pentru planul sau platbanda cu 
fisură există două soluţii: prima dată de WESTERGAARD în 1939 şi a doua dată mult mai 
târziu, în 1952, de WILLIAMS. în cadrul acestui paragraf voi prezenta soluţia lui 
WESTERGAARD, ceva mai simplă; în paragraful următor - problema test nr. IV - voi prezenta 
soluţia lui WILLIAMS extinsă la cazul semiplanului din două materiale diferite cu crestătură 
marginală în V în zona de joncţiune a celor două materiale. 

Se ştie (v. Anexa 1) că rezolvarea problemelor plane se poate face cu ajutorul a două 
funcţii analitice de variabilă complexă, numite şi potenţialele lui Mushelişvili. Westergaard a 
arătat că poate rezolva aceleaşi probleme utilizând o singură funcţie complexă notată Z(-), care 
poate fi corelată cu funcţiile (p{z) şi ii/{z) introduse de Mushelişvili. în cele ce urmează se 
notează: 

Z'(z) = i ^ ; ; Z(z)= = (2A3.10) 
dz dz J J 

Să considerăm o placă infinită, solicitată de o tensiune biaxială cr̂ ^ = ^(Tq, (unde P 
reprezintă un coeficient numeric); cr̂ .̂ = <7 .̂ Placa prezintă o fisură de dimensiune 2a orientată 
faţă de sistemul de axe de coordonate ca în Fig. 2.4.3.6, Atunci, pe marginile fisurii, (>^0), sunt 
îndeplinite condiţiile: 

rx : r = 0 ( 2 . 4 . 3 . 1 1 ) » R ^ I 1 ' I I V ' 
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Oo 

7 1 

poo'* f poo'* i 

1 a , 

J >-
1 

. a 1 

La demonstrarea formulelor Kolosov-
Mushelişvili am găsit: 

^ x x + = r W - W - r W 

Poo Dacă scădem cele două relaţii obţinem: 

^^xr - + 2 / r ^ = ¥'(4 
sau: 

oo 

Fig. 2.4.3.6 

Această condiţie este satisfăcută dacă: 

- 2 Kq[z<p'(z) + y/\z)] + 2/ Im[f ^" ( r ) + \f/'(z) 

(2.4.3.13) 

Condiţia r^, = O la y = O ne conduce la: 

z(p''(zyifr'(z)=A (2.4.3.14) 

unde A este o constantă reală care depinde de modul de încărcare al plăcii: 
Dacă se integrează relaţia (2.4.3.14) se obţine: 

I(p'{z)-(p{z)+y/(z)= Az + B (2.4.3.15) 

Constanta reală B poate fi luată egală cu zero, deoarece ea caracterizează mişcarea de 
solid rigid. Se vede din relaţia (2.4.3.15) că funcţia \i/(z) se poate exprima prin funcţia ^(z) şi a 
derivatelor sale. în aceste condiţii şi formula pentru calculul deplasărilor devine: 

2G(u+iw) = (z - z M z ) - Az 

Se introduce funcţia Z(z) definită prin relaţia: 

Zdz 

(2.4.3.16) 

(2.4.3.17) 

Se poate arăta că atât tensiunile cât şi deplasările se ix>t exprima numai prin intermediul 
funcţiei Z{z). De exemplu din (2.4.3.14) şi (2.4.3.15) vom avea: 

(2.4.3.18) 

Se obţin rezultatele: 

cr^ = RqZ - ylmZ' - A 

ayy = ReZ + y\mZ' + A 

2Gw = ^ ^ R e Zdz-y\mZ-Ax 

2Gv = ^ ^ Im \zdz - y Re Z + Ay 

> 

J (2.4.2.62) 

Condiţiile la limită: 

10! 

BUPT



(\ipitoiul 2 I'\)rt)uilui i /('(frclicc soln/ii anahlicc 

^ oD => = / / c T o ; = 

-a <x <a, >' = O => (Tyy = 0; 

(2.4.3.20) 

(2.4.3.21) 

Rezultă: 
A = -KeZ (2.4.3.22) 

în conformitate cu tehnologia metodei semiinverse se alege pentru Z expresia: 

z = -A (2.4.3.23) 

unde g{:) este o funcţie analitică în domeniul de definiţie astfel încât pe conturul fisurii să avem 
lm[g( r ) ]=0 pentru a satisface (2.4.3.22). Din conjuncţia relaţiilor (2.4.3.20) şi (2.4.3.19) 
obţinem: 

(\-fi)cr,={z-=)Z' + 2A (2.4.3.24) 

Dar funcţia Z este analitică în tot domeniul de definiţie, inclusiv punctul de la infinit; 
rezultă că este continuă în jurul acestui punct, deci pentru 00 

-A 

Şl 

Z ' ^ 

(2.4.3.25) 

(2.4.3.26) 

Introducând aceste rezultate în (2.4.3.24) avem: 

+ 2A 

Această relaţie poate fi nesatisfacută identic numai dacă: 

În final vom avea: 

Putem particulariza relaţia precedentă: 

• pentru tracţiune monoaxială, uniformă la infinit: 

• pentru tracţiune biaxială uniformă: 

(2.4.3.27) 

/3 = \=>A = 0 

Notă: Soluţia originală a lui Westergaard a fost dată cu A=0 în relaţia (2.4.3.23), ceea ce s-ar 
părea că nu influenţează prea mult rezultatele, deoarece constanta A depinde numai de geometria 
piesei şi de modul de încărcare; mai mult, se poate demonstra că expresiile lui şi r ^ rămân 

neschimbate. Dar tensiunea cr^ este mărimea determinantă în stabilirea criteriilor de rezistenţă 
în (M.R.). Deoarece, de-a lungul anilor, soluţia originală a lui Westergaard a fost larg utilizată în 
formularea şi fundamentarea conceptelor de bază ale mecanicii ruperilor, (v. Irwin, 1957), vom 
analiza care este gradul de inacurateţe pe care-1 introduce neglijarea constantei A, justificând 
afirmaţia făcută mai sus în privinţa stării de tensiune. Vom nota, pornind de la (2.4.3.23): 
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funcţia propusă dc Wcstergaard. Alunei relaţiile (2.4.3.19) vor deveni: 

-ylm{z*) -2A ^ 

a^y =ReZ* +ylm{z*) 

T^=-yReZ > 
2 

2Gv = ^ ^ I m ' * * 3-r 
Z dz-yKtZ 

(2.4.3.28) 

yy 

Se observă că în adevăr componentele tensiunilor ayy şi r^y nu se modifică, deci 

rezultatele sunt aceleaşi fie că utilizăm funcţia Z, fie Z*. Expresii ale funcţiei Z* se găsesc în 
literatură ([C45], [P6], [P12], [M69]). 

Aproximarea după IRVVIN (1957) 

Se ştie că, în cazul fisurii analizate, soluţia elastică este singulară în punctul care 
marchează vârful fisurii: jc -> a => cr... oo (v. şi soluţia Westergaard de mai sus). 

Irwin a avut inspiraţia să evite această 
singularitate, calculând starea de tensiune într-un 
domeniu foarte apropiat de vârful fisurii, plecând 
tot de la soluţia lui Westergaard exprimată în 
coordonate polare (v. Fig. 2.4.3.7). Astfel, con-
siderând placa infinită cu fisură, vom considera 
starea de tensiune complexă din punctul M; 
punctul M are coordonata complexă z = x + iy, 
sau în sistemul de coordonate polare din Fig. 

Fig. 2.4.3.7 

Din Fig. 2.4.3.7 avem relaţiile evidente: 

2.4.3.7: z = 

y — n — a = re ie 
; 2 + a = (2.4.3.29) 

Vom considera solicitarea plăcii la infinit, biaxială omogenă [p = \\ A = 0)f o-q . 
Funcţia de tensiune Zva fi: 

i 
1 -

/ \ a rr. I 
(2.4.3.30) 

\ - / 

Derivata: 

Z ' = -

Cu aceste rezultate, relaţiile (2.4.3.19) devin: 

(2.4.3.31) 

I 
COS 

rr 

9+e. 

1 V 

ra 
-sinf?, s i n + (2.4.3.32) 
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= cr. o r—-sin6>, - c o s U o + O^) 

W^iY 
(2.4.3.33) 

Facem nişte consideraţii geometrice evidente, pentru a introduce nişte aproximaţii. 

r, sin^i = rsin^ 
sin 0, 
s i n 0 r, a 

. _ . _ sin '' ^ 
/ - j S m ^ j = ^ s m ^ = > = — = — 

sin O r^ a 

(2.4.3.34) 

(2.4.3.35) 

în relaţiile precedente s-au făcut nişte aproximaţii care sunt valabile numai dacă ne 
limităm la domenii suficient de apropiate de vârful fisurii. Astfel, dacă r « a putem presupune că 
/•, = a si r2 =2a. în aceste condiţii unghiurile şi O^ sunt suficient de mici pentru a face 
aproximarea: 

r . . . ^ ^ h . sin^, = = —sin^; sin = = — ^ i n ^ 
a 2a 

înlocuind aceste relaţii aproximative în (2.4.3.32) şi (2.4.3.33) vom obţine: 

T 

2 V 

a e 
— cos— 
Ir 2 

a 9 
— cos— 
Ir 2 

e . 3^^ 
—sm 
2 2 ) 
0 . 
—sm 
2 2 ) 

a . _ W 
s m ^ c o s — 

Ir 

(2.4.3.36) 

(2.4.3.37) 

(2.4.3.38) 

(2.4.3.39) 

S-a obţinut un rezultat remarcabil: Deşi starea de tensiune la vârful fisurii are un caracter 
singular, în imediata vecinătate a sa ea se poate exprima ca produsul dintre un factor constant 
K = o-Q^fă, care conţine intensitatea solicitării şi dimensiunea fisurii, un factor singular \ /^f2r 

şi trei funcţii de unghi: şi astfel încât relaţiile (2.4.3.37), (2.4.3.38) şi 

(2.4.3.39) se pot scrie: 

"yy = 

1 - s m — s m — 
2 2) 

/ . O . 36 
1 + sm —sm — 

2 2 

(2.4.3.40) 

(2.4.3.41) 

(2.4.3.42) 

Se obişnuieşte să se amplifice cu -Jn şi să se noteze: 

K = 4nK 
Deci vom avea: 

K 
4~2 Tir •fi TUI 

-TV 
7 2 7rr 

(2.4.3.43) 

In mod similar se obţin formulele şi pentru deplasări. 
Făcând un calcul comparativ se constată că pentru r / a < 0 . 0 \ eroarea introdusă de 

aproximaţia Irwin este sub 1%; pentru r/a=0.1, eroarea este de 7.4%. 
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2.4.4. Problema test Nr. IV: Semiplanul cu crcstătură în V pc o muchie. 
Calculul tensiunilor şi deplasărilor. Soluţia WILLIAMS (1952); (1957) 

Să considerăm că o placă semi-infinită de grosime unitară, modelată matematic de aşa 
numitul "semiplan elastic", prezintă o crestătură laterală în formă de V, având dimensiunile de 
calcul prezentate în Fig.2.4.4.1. 

Problema a fost rezolvată în coordonate 
polare de MILIAMS în 1952 utilizând 
metoda separării variabilelor. 

Formulele fundamentale ale problemei 
plane în coordonate polare se găsesc în toate 
cărţile de Rezistenţa materialelor şi Teoria 
elasticităţii. Vom folosi prezentarea din cursul 
I.Dobre [Dl9] vol.II, p.203, în care găsim: 

• ecuaţiile diferenţiale de echilibru : 

d(Jr X^'^re G^-GQ + 

Fig. 2.4.4.1 

dr r de r 
^T^re \QGQ '^T^re + - + 

dr r de r 

= 0 

= 0 

(2.4.4.1) 

ecuaţiile geometrice ale lui Cauchy : 
_du u 1 5 v d\ V \ du 

dr r rde 
• expresia operatorului lui Laplace în coordonate polare: 

d^u \du \ d^u 
ar' r dr r^ de"" 

• ecuaţia biarmonică a funcţiei de tensiune Airy (F(r, 6)) : 

d' F Id^F \ d^ F \ dF A d^ F 2 d^F 2 d^F 
dr' 

+ + 1 d'F 

(2.4.4.2) 

(2.4.4.3) 

r dr' r' dr^ r'dr r' de' r' de'dr r'dr'de' r' de' 

• expresiile tensiunilor cu ajutorul funcţiei de tensiune Airy: 

\dF 1 d'F 
G. = + 

= 0 (2.4.4.4) 

= 

r dr r' de' 
d'F 
dr' 

1 d'F 1 dF 

legea lui Hooke: 
1 

rdrde r' de 

1 

(2.4.4.5) 

e , = - X G , - V G o ) ; - i ' c r j ; = 
/ : b u 

_ T̂rO _ 2(l + v) 
E Tro (2.4.4.6) 

Pentru apl icarea me tode i scparar i i var iabi le lor , se cons ide ra funcl ia de t ens iune de forma: 
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<f>{0,X) (2.4.4.7a) 
unde: 

= (2.4.4.7b) 

iar funcţia <P{Ă) se va determina din ecuaţia biarmonică (2.4.4.4). Avem evident: 

dr QQk QQk 

dr^ drde ^ ' de 

d^ F i, , d^ F . . X-\d(f>{e,X) ^ = (/l + l ) / l - ( / l - l ) r (f,{e,Ă) —^ = {Ă + \yĂr 
dr^ dr^d9 ^^ 

d r dree^ se^ 

înlocuind aceste rezultate în ecuaţia biarmonică (2.4.4.4), obţinem: 

^ ^ ^ ^ i f ^ . (A'-^y He.^h o (2.4.4.8) 

Ţinând cont că este dat de (2.4.4.7), avem: 

astfel că ecuaţia (2.4.4.8) devine: 

( p ( Ă y + 2(ă' + \)(p' (ă)+(ă' - \ f = 0 . 

Avem o ecuaţie bipătrată în ^ ( ă ) care ne dă: 

Deoarece este o funcţie reală, iar soluţiile ecuaţiei diferenţiale (2.4.4.4) trebuie să 
fie de asemenea funcţii reale, vom selecta următoarele soluţii: 

Ă)=sin(Ă-l)e 

Evident că soluţia finală a ecuaţiei (2.4.4.8) va fi o combinaţie liniară a soluţiilor 
(2.4.4.10): 

<f)(9,X)= Acos(X - \)e + ^COS(A + l)^ + Csin(/l - 1 ) ^ + Dsin(A + l )^ (2.4.4.11) 

A, B, C, D fiind constante care vor fi determinate din condiţiile la limită în tensiuni. 

Relaţia (2.4.4.11) combinată cu (2.4.4.7) se introduce în relaţiile (2.4.4.9) şi obţinem: 
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Capitolul 2 I-'ornnitâri leorelicc soluţii analitice 

A - l f{0)+{Ă + \)(l>{e)] {a) 

x-\ 
(b) 

(c) 

(2.4.4.12) 

<7Q=r 

Condiţiile de frontieră exprimă faptul că pe muchiile crestăturii, pentru 0 = ±a, avem 
cr^ = O şi r^f, = O, de aceea vom dezvolta numai ultimele două relaţii din (2.4.4.12): 

" ^. /I (A + l)[/î cos (A -1)^? + 5 cos (/I +1)6» + C sin (Z -\)0 + D sin (A + l )^ ] (2.4.4.13) 

sin 

+ C (/I - l)cos (/I - 1 ) ^ + D (A + l)cos (X +1)^] (2.4.4.14) 

Condiţiile de frontieră sunt evidente . 

e = ±a 

Introducem notaţia: 
0 = ±a = 0 rO 0 = ±a = 0 

(O = 
Ă + \ 

(2.4.4.15) 

(2.4.4.16) 

Atunci expresia lui r^^ va fi : 

r^^ = r • A (a + fy sin (a - 1 )<9 + 5sin (A +1)^ - C 6> cos - 1 ) ^ - D COS(A + 

Impunând condiţiile la limită vom avea: 

^ c o s ( A - l ) a + 5cos( / l + l)Qr + C s i n ( / l - l ) a + D s i n ( A + l ) a = O 0=a ->cr^=0=> 

0 = - a (JQ = 0 = > Acos(Ă-\)a + 5cos(A + l ) a - C s i n ( A - l ) a - Dsin(; i + l ) a = O 

0=a ->r^^=0=> Aco^\n{X-\)a + Bs\n(X + \)a - Ccocos{X-\)a - DQ,os{X+\)a = Q 
6 = -a -> Tj.q =0 => - Ao)s\r\{X-\)a - fisin(A + l ) a - C6>cos( / l - l ) a - Dcos(/ l + l ) a = O 

(2.4.4.17) 

Prin adunări şi scăderi ale ecuaţiilor de mai sus, putem scrie sistemul obţinut sub o formă 
matricială convenabilă, matricea coeficienţilor fiind o matrice bloc-diagonală. 

co s (A- l ) a cos(A+l)a 

fysin(A-l)<2 sin(/^. + l ) a 

O O 

O 

O O 

O O 

s i n ( A - l ) a sin(/^. + l )a 

O ft)cos(A-l)a cos(A+l)a 

A 0 
B 0 
C 

* < 

0 
D 0 

(2.4.4.18) 

Am obţinut în felul acesta o primă concluzie interesantă, observând că A şi B sunt 
independente de C şi D, ceea ce înseamnă că în ecuaţia (2.4.4.11) coeficienţii A şi B corespund 
unor sarcini simetrice (modul I) iar coeficienţii C şi D unor sarcini antisimetrice (modul II). 

Sistemul de ecuaţii algebrice (2.4.4.18) este un sistem liniar şi omogen, care pentru a 
avea o soluţie diferită de soluţia banală, trebuie să aibă determinantul principal egal cu zero. 
Această condiţie revine la a scrie: 

sin {Ă + \)a • c o s { Ă - \ ) a - o) c o s + l)âr • sin (A -1)<2 = O 

s in( / l . - l )a •cos(/l + l)âr - (2>cos(/l-l)ar•sin(/î, + l )« = O 
(2.4.4.19) 
(2.4.4.20) 
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înlocuind co = ——grupând termenii şi utilizând relaţii cunoscute din trigonometrie, 
Ă +1 

ecuaţiile de mai sus se reduc la: 
s i n 2 A a ± As in2a = 0 (2.4.4.21) 

Aceasta este o ecuaţie trigonometrică transcendentă, mult studiată în literatură (v. 
PARTON [P20] vol.I, p.334). Voi reveni asupra ei. 

Voi nota în continuare cu valorile proprii ale lui Ă care sunt soluţii ale ecuaţiei 

(2.4.4.21) în cazul sarcinilor simetrice şi cu în cazul sarcinilor antisimetrice: 

'sin 2 a - sin 2 a = O 

sin 2 A., a -f A. sin 2 a = O 
(2.4.4.21a) 

(2.4.4.21b) 

Valoarea particulară a = 7r - ne conduce la un caz practic deosebit de important: cazul 
fisurii. Ecuaţiile caracteristice vor fi: 

s i n ( 2 ; r ; i j = 0 (2.4.4.22a) 

sin(2;r<^J=0 (2.4.4.22b) 
cu soluţiile : 

cu /7 = 1,3,4,... 

Din şirul valorilor lui n se elimină n = 2, care corespunde unei mişcări de solid rigid şi 
soluţia banală // = 0. Introducând rezultatul obţinut în (2.4.4.11), vom avea: 

f \ 
v 2 , e + B.. cos 

/ \ 

1 2 
^ + C„ sin 

2 
^ + D„ sin 

/ \ 
2 

V 

e (2.4.4.23) 

Revenim la sistemul de ecuaţii (2.4.4.18) în care vom introduce valorile proprii şi 
şi vom obţine : 

• pentru sarcini simetrice : 

A„ COS(A„ - \)a + B„ cos(A„ + l ) A = O (2.4.4.24a) 

\a„ o)sm(X„ - \)a + B„ sin(/l„ + l ) a = O (2.4.4.24b) 

• pentru sarcini antisimetrice : 

C„ sin(;i„ - \)a + D„ sin(/l„ + l )« = O (2.4.4.25a) 

\C„ COCOS(Ă„ - \)A + D„ cos(/l„ + l ) a = O (2.4.4.25b) 

Notând : 
B.. 

= a.. 
C 
D. 

— = c„ relaţiile precedente devin : 

a„ cos(/l„ - \ ) a + cos(>^„ + l ) a = O 

6>sin(/l„ - \)a + sin(A„ + \)a = O 

c„ sin - \ ) a + sin (/l„ + l ) a = O 

6>cos(/l„ - \ ) a + cos(/l„ + l )a = O 

N o t ă : Pentru neces i tăţ i ul terioare d e ca lcu l v o m stabili şi e x p r e s i i l e dep lasăr i lor în c o o r d o n a t e polare . 
Porn im dc Ia relaţi i le c u n o s c u t e , prezentate mai sus , ( 2 . 4 . 4 . 2 ) şi ( 2 . 4 . 4 . 6 ) : 
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Capiloliil 2 Formulări teoretice şi sohilii analitice 

^r = dr 
1 

u 1 5 V 

r rde 

G = 
2(1 + 0 

£ = 2 G ( l + v ) 

2Gu = f (0) + + (o) 
A ( \ + v ) 

<pi0,Ă) = A cos{Ă -\)0 + Bcos(Ă + l)0 + Csin(A - \)0 + Dsin(A +1)<9 

= -A(Ă - l)sin(/l - 1 ) ^ - B(Ă + l)sin(/l +1)^ + 
+ C{X - l)cos(A - 1 ) ^ + D{X + l)cos(A +1)^ 

- C(ă - \Y sin(A - 1 ) ^ - D{ă +1)^ sin(;i +1)0 

(f>'{0,Ă) = -A{X -1)^ cos{Ă - \)0 - B(Ă + if cos(A + \)0 -

2Gu = -4^{-A{Ă-\fcos(A-\)0-BU + \ycos{Ă+\)0 -

- C ( Ă - \ y s in(A-l )^ - Z)(A+iy sin(A + l)^ + A(^. + \ ) c o s ( X - \ ) 0 + 

+ 5(A + l)cos(A + l)^ + C(A + l )s in( ; i - l )^ + D(A + l ) s i n ( / l+ l ) ^ -

- V A (A + l)cos (A -1)<9 + 5 (A+l)cos (A+1)^ + 

+ C (a+l)sin (a -1 )^ + D (/I + l)sin {X +1)^]} 

Pentru o grupare convenabilă a termenilor, vom face un mic artificiu: Adunăm şi scădem; 

+ ^(A - l ) c o s { ă - \ ) 0 ;-A(ă- 1 ) C O S(ă - \ ) 0 ;C(ă - l ) s i n ( ă - \ ) 0 ; - C ( / I - l ) s i n ( ă - \ ) 0 

Grupând convenabil termenii, vom avea : 

2Gu = {-AX(X-\)cos{X-\)0-BĂ{X-¥\yos{X+\)0 -

- C Â ( Ă - l ) s i n ( Â - 1 ) 0 - D Â ( Â + l ) s i n ( Â + 1)0 + 2ÂA COS(Ă-1)0 + 2ĂCsm(Ă-1)^ 

V X [ A { Ă + \)COS(X-\)0 + B{?. + \)COS{X + \ ) 0 ++C(A + l ) s in ( / l - l )^ + D(/l + l)sin{A + l)^]î 

-A(Ă + \)COS(Ă-\)0 - C ( A + l )s in(A-l)^ 

Grupăm iarăşi convenabil, făcând să apară factorul (l + v) : 
„/i 

2Gu = + ̂  

+ l ) / I C O S ( A - 1 ) 6 ' - (l + v ) ( / l + cos (A+1)6>-

- (l + v)(X + l ) r s i n ( Ă - ] ) 0 - { \ + v){ă +1)/:»sin (a + 1)(9 + 
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Capilolul 2 l 'ornnilări Icordicc a; soluţii (inalilicc 

în final: 

2Gu = r'[-(Ă + \)(p(0)+4{\ +»')"' [aCOS(Ă-\)0 + Csin{ă-1 )0]] 

în mod absolut analog se obţine: 

2.4.5. Problema test Nr. V: Fisură la interfaţa dintre două materiale diferite. 
Soluţia ZAK şi WILLIAMS (1963) 

Considerăm că la interfaţa dintre două materiale diferite, omogene şi izotrope, există o 
fisură. Se cere să se calculeze câmpul de tensiuni şi deformaţii în jurul vârfului fisurii. 

Şi această problemă a fost rezolvată de 
WILLIAMS în 1959 şi definitivată de ZAK şi 
WILLIAMS în 1963. Ne folosim tot de metoda 
separării variabilelor. 

K = \ , 2 (2.4.5.1) 

unde 

O E . v . 1 

X 

i 

© E,,V2 

i 

(2.4.5.2) 

Urmând calculele prezentate în detaliu la 
problema test IV, găsim soluţia: 

Fig. 2.4.5.1 

(PF: COS(A - + COS{Ă + l)(9 + Q sin(A - \)0 + sin(A + \)0 (2.4.5.3) 

unde dacă: AT = 1 - ne referim Ia materialul 1 ; K ^ 2 - n e referim Ia materialul 2. 

Condiţiile Ia limită pentru această problemă sunt mult mai multe, comparativ cu testul 
precedent. 

• Pentru = ± /r = O (folosim relaţia (2.4.4.12a) de la problema test nr.IV) 

(/1)" ^ => ă(ă + \)[Ai cos( / l - l ) ; r + ZJ, cos(A + l);r + C, sin(A - l ) ; r + 

+ D,sin(; i + l ) ; r ]=0 (2.4.5.4) 

=> cr̂ ^̂  = r^ '~ ' / l ( / l + l)[/i2 cos( / l - l ) ; r + c o s ( A + l);r - C j s i n ( / l - l ) ; r -

+ D2sin(A + l ) ; r ]=0 (2.4.5.5) 

echivalent cu a scrie = ^^ ( - = O 

• Pentru ^ = ± ; r => rj^^ = O (folosim relaţia (2.4.4.12b) de la problema test nr.IV) 

+ Ci( ;L-l)cos(A-l) ; r + / ; , ( / l + l)cos(/l + l ) ; r ]=0 (2.4.5.6) 

if( = 2) 
+ (:2(/ l - l )cos(>l- l) ; r + yj»2(A + l)cos(;. + l);r ] = O (2.4.5.7) 
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Capiloliil 2 Formulări teoretice şi sohilii analitice 

Continuitatea tensiunilor cr^'^ în zona de trecere de la un material la celălalt: 

^ = 0 .(A') 

A' = L - K = 2 

Din relaţiile precedente (2.4.5.4) şi (2.4.5.5) în care în loc de 9 = ± ;t vom pune 0 = 0, 
obţinem imediat: 

B, (2.4.5.8) 

• Continuitatea tensiunilor tangenţiale în zona de trecere de la un material la 

celălalt: 
^ = 0 = ^rO A = I 

-M 
K = 1 

Folosind relaţia (2.4.4.14) de la problema test nr.IV sau relaţiile (2.4.5.6) şi (2.4.5.7) de 
mai sus, avem: 

C, {Ă - 1)+ (A +1)= C2 (/I - 1 ) + D2 (Ă + 1) (2.4.5.9) 

• în sfârşit, o ultimă condiţie exprimă continuitatea deplasărilor pe muchia de separaţie 
a celor două materiale. 

0 = 0 => 
"r "r 

Uff = Uff 
(v. Nota de la problema test nr. IV) 

unde: 

4 = 
2 G , . 

+ (0) + 4 ( 1 + ) - ' [a^ cos(ă - \)0 + Q s i n (ă - l ) ^ ] } 

4(1 + y ^ y [ - A s in( i - \)0 + Cf^ cos(ă -1)^]} K = \ , 2 

2 G . 

2 G , 

2 G , 

2 G , 

(2.4.5.10) 

(2.4.5.11) 

Am obţinut în findl un sistem de opt ecuaţii liniare omogene cu opt necunoscutei Ai, Bi, 
Ci, Dl, A2, B2, C2, D2. Dacă ţinem cont că avem: 

(0)= + B, 4>\ (0)= c , (A - 1)+ D, (Ă + 1) 

(P2 ( 0 ) = A2 + B j ( 0 ) = C 2 (/I - \ ) + D 2 ( Ă + 1) 

vom obţine sistemul fmal de ecuaţii algebrice: 

A^ cos{Z - l);r + B^ cos{ă + \)k + C, sin(/l - \)n + D^ sin(/l + l);r = O 
Â  cos(/^ - \)n + B^ cos(/l + \)n - C^ sin(/l - \)n - D^ sin(A + l)-;r = O 

- A, ( ă - l)sin ( X - \ ) n - B X ^ + l)sin (X + l);r + C, (ă - l)cos(A - l);r + Z), (A + l ) c o s ( ă + l);r = O 
A^ {ă - l)sin {a - \)n: + + l)sin (A + l);R + C^ {ă - 1)COS(A - l);R + + 1)COS(A + l);R = O 

AL - A2 + BL - B2 = O 

C, {Z - 1 ) - Q (/I - 1)+ D, {Ă + 1 ) - Dj (/I + 1)= O 
A, + 

C , + 

a ; + 1 ) - 4 (1 + 1 ' , ) • ' \ A . - {Ă + \)B,+K{Ă + \)B. = o 

A' (/I - 1 ) + 4 A' (1 + ) • ' J Q - {Ă+1)/J), +K(Ă+\)D, = 0 

(2.4.5.12) 
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Pentru ca sistemul să aibă o soluţie diferită de soluţia banală este necesar ca 
determinantul principal al sistemului să fie nul: 

cos(X-\)jr sin(/l + l);r 0 0 0 0 
0 0 0 0 cos(X-\)jr -sin -sin (/l + l)fl-

(/l-l)sin(>l-l);r - (/l+l)sin (>l + l);r (>l-l)cos(/l-l);r 0 0 0 0 
0 0 0 0 (>l-l)sin (A-l)^ (/l + l)sin (/l + l)^ (A-l)cos(/l-l);r (>l + l)cos(/l + lV 
I 1 0 0 -1 -1 0 0 
0 0 0 0 - U + l) 

0 0 A'(A-H) 0 0 A'(A-H) 

0 0 (X 1) ^ 0 0 A' [u-iK, ' ' 1 + K2 J 

(2.4.5.13) 

Am notat 

Dezvoltând acest determinant, după calcule algebrice elementare (dar obositoare), 
obţinem ecuaţia: 

2K(\ + V2Y^ 
Cig ĂTT 

Se introduce notaţia: 

- l 
= 0 

\ - l 

(2.4.5.14) 

(2.4.5.15) 

Ecuaţia (2.4.5.14) devine: 

de unde rezultă imediat: 
ctgĂ;r = ±i/3 

Pentru a nu exclude valorile complexe ale lui X, vom considera: 

Ă = iĂj (/ = V ^ ) 

(2.4.5.16) 

(2.4.5.17) 

Vom mai introduce nişte notaţii, (care nu au nimic de-a face cu componentele 
deplasărilor): 

V = t h Ă j n 
(2.4.5.18) 

Scriind funcţiile trigonometrice cu ajutorul tangentei de jumătatea argumentului avem: 

. - - 2tgĂ^ n Iu 

sh2Ăj n = 

Ch IXjTT = 

1 + 
1 - tg^ A, ;r X-u" 

2 th Ăj n 2v 

1 - t h ^ l - v ^ 

1 + th^ X^ n l + v^ 

(2.4.5.19) 

Din memoratoare pe baza unor relaţii c las ice vom calcula: 
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c tg - = 
s i n 2 j c - ish2y 

ctgĂn-

ch2>^-cos2 j r 

înlocuind relaţiile (2.4.5.19) în (2.4.5.20), obţinem: 

u(l - v ^ ) - /v(l + tg/lr - th^ + 

tg^ Ă^ n-+ ih^ Ăj TT Xg^ X^ TT + Xh^ Xj n 

Rc(clg/'.;r) = 0 Im(ctgA;r) = ± ^ 

Prin aceste transferări ecuaţia (2.4.5.14) se reduce în final la: 

Re(ctg/ l ; r) = 0 
\m(c\gX7r)=± p 

Ne trebuie soluţia comună a celor două ecuaţii. Sunt posibile două situaţii: 

Cazul I: Re(c tg / l ;7)=0 => \gX,7r = 0 ^ = n = 0 ,1 ,2 ,3 , . . . 

Din această ecuaţie, relaţia (2.4.5.23) scrisă cu ajutorul lui (2.4.5.21) ne dă: 

— ! — = ± p c \ h X . n = ± p => /l, =±—arcth>9 
thA, ; r ^ ^ n 

(2.4.5.20) 

(2.4.5.21) 

Cazul II: tg/l^;r = oo 

ceea ce conduce la: 

2 / î + 1 ^ , ^ ^ 
A. = — — « = 0,1,2,3 , . . . 

th ;r = ± /? => Ay = ± - a r c t h p = — I n 
In n 

Se vede că dacă: V| = V2 => AT = 1 

p-y 

(2.4.5.22) 
(2.4.5.23) 

(2.4.5.24) 

(2.4.5.25) 

(2.4.5.26) 

(2.4.5.27) 

A 

In continuare, după ce am calculat valorile lui X, ne reîntoarcem la calculul câmpului de 
tensiuni din jurul fisurii. Formula (2.4.5.1) o vom scrie astfel: 

F(r,0)=r'''if>(e,X) = G(r)<j>(e,X) 

cu notaţia evidentă . 
Tensiunile au forma cunoscută (v. problema test nr. IV): 

(2.4.5.28) 

r^ dO r dr 
d'F 

= G"{r)m 

^re = 
1 ^^ 1 

dO rdrdO 

(2.4.5.29) 

lui X : X = 
La calculul derivatelor din relaţiile precedente trebuie să ţinem cont de forma complexă a 

- r " ^ (2.4.5.30) 
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Dar: Inr = Inr +/2A';r , A'= 0,±1,±2,... 

. iĂi /A.br -IKnXj lĂ.lnr -IKrtXj \ (i , \ ••(•>, \ 

Atunci: r ^ = e ^ =e ^e ^ =e ^ [cos^/iy lnrj+/sm^Ay Inr j 

Pentru A' = O rezultă: 
r'''^ = c o s I n r) + /sin {Xj In r) 

Cu acest rezultat ecuaţia (2.4.5.30) devine: 

G ( r ) = ^ ' [ c o s ( ^ ^ l n r ) + / I n r J 

care pentru conduce la : 

(2.4.5.31) 

(2.4.5.32) 

G(r)=r2[cos(/l^ lnr)+/sin(/lylnr)] cu ReG(r)= r^ cos(;i^ Inr) (2.4.5.33) 

ReG(r)J I n r ) - Ăj I n r ) 

ReG(r) = r 2 
2 ' 

cos ( i . l n r ) -
2 2 

cos ( A ^ l n r ) 

Revenim la soluţia (2.4.5.11) de la problema test nr.IV: 

(f>{e,X)= ^ c o s ( A - l)^' + 5 c o s ( A + l)^ + Csin(/l - 1 ) ^ + Dsin(A + 1)6» 

unde vom înlocui X = iĂj şi vom ţine cont de formulele cunoscute: 

sin(jc + />) = sina:cosh>'- ;cosxsinh>^ 
cos(jc + / >')= cosxcoshjK + / sin jcsinh>' 

Vom avea: 

Re ^in [(ă^ ±\)+iXj J(9} = sin (A, ± l)(9 cosh Ăj 6 

Re {cos[(a, ± 1)+ i?ij\o\= c o s ( A , ± l)<9cosh/l^ 9 

Introducem aceste rezultate în (2.4.5.36) şi separăm partea reală: 

Re[^(^)] = cosh/l^ + BCOS(Ă^+\)0 + Csm(Ă, - l ) ^ + Dsin(>^, +l)6' 

Re[F( r , ^ ) ]= cos(Ăj I n r ) c o s h e [ A c o s ( X ^ -l)<9 + ^cos(;i , +\)0 + 

+ Csm(Ă^ -\)0+ Ds\n{Ă^ + \)e 

Dacă facem: 

(2.4.5.34) 

(2.4.5.35) 

(2.4.5.36) 

(2.4.5.37) 

(2.4.5.38) 

(2.4.5.39) 

(2.4.5.40) 

(2.4.5.41) 

A, = ̂  => Re[<f>{9'^ = cosh 9 ' 9 ^ 39 ^ . 9 . 39 
^cos— + Bcos Csm — + Z)sm — 

2 2 2 2 

Pentru calculele ulterioare vom descompune: 

şiiin că l n ( r ) = l n ( r ) + / a r g r , unde |r| = ^.v" -i- = r 
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= f{e)-g(e) unde: 
' f{0)=Qos\\Xje 

0 30 0 30 
g(0) = Acos— + Bcos Cs in—+ Z)sin — 
^ ^ ^ 2 2 2 2 

(2.4.5.42) 

Impunem condiţiile la limită: 

• pentru 0 = => = O. Din relaţia (42) / ( + ; r ) = / ( - ; r ) ^̂  O => 

g,(/r)=-C-D = 0 => C = -D = -a 

• pentru 0 = ±k = O 

Calculele elementare ne arată că pentru a satisface condiţiile de mai sus trebuie să avem: 

Din (2.4.5.43) rezultă: 

A . 0 3B . 30 C 0 3D 30 g {0} = sm sm cos—+ c o s — 
^ ' 2 2 2 2 2 2 2 2 

Relaţia de mai sus ne dă: 

Din (2.4.5.42) obţinem: 

g{e)=a 

Avem succesiv: 

r{0) = ĂjShXj0 

A = 3B = b 

' . 0 . 30\ 
sin — + sm 

2 ) 
(\ 0 30 
- c o s — + cos — 

U 2 2 , 

f i ^ 3 30 
—cos—+ — c o s — 

U 2 2 2 , 
-b '\ . 0 3 . 30^ 

—sm —+ —sm — 
1,6 2 2 2 ) 

= a c\iXj0 
\ 0 3 30 
—cos— + —cos— 
.2 2 2 2 ) 

+ s\\Ăj0 ( . 0 . 30\ 
sm — + sm — 

2 2 

+ b q\\2,j0 
\ . 0 3 . 3<9'l 

sm sm — 
, 6 2 2 2 ) 

+ XjS\\Ăj0 

f{0)=r(e)g(dh '2r{o)gi0h f{0)g"{0)= 

= a c\\Ăj0 \ . 0 9 . 30 
— s m sm — 

2 2 4 2 
+ 2Xjs\\lj0 

(\ 0 30\ 
- c o s — + — 

l 3 2 2 j 

1 0 3 30 
—cos— + —cos— 
2 2 2 2 

+ Ă] ch^ Xj 0 . 0 .30 
sm— + sm — 

2 2 
l -f 

3 0 9 30 
— c o s cos — 

4 2 4 2 
+ 2XjS\\Xj0 

3 . 0 3 . 30 
— s m sm — 

2 2 2 2 

1 0 30 
- c o s — + cos — 
3 2 2 

Cu aceste rezultate expresiile tensiunilor vor deveni: 
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CT0 = r ^ 

+ r 

I n r ) 

= ^ 

1 4 ' 
COS 

•^cos(/ly \nr)-h Ăj sin(/l^ Inr) 

/ ^ \ 

v 2 2 , 
sin {Xj Inr) m 

- r 2 C O S I n r ) <p'(0) + ^ c o s I n r) + Ăj sin {Zj Inr) 

2.4.6. Contribuţii la generalizarea problemei crestăturii de interfaţă în 
domeniul vâscoelastic 

Am pomit de la ideea că cele două materiale care alcătuiesc semiplanul cu fisură 
interfacială de la problema test nr.V, ar putea avea o comportare vâscoelastică, manifestându-se 
fie fenomene de fluaj, fie fenomene de relaxare. Privind această comportare sub alt aspect, putem 
spune că atât tensiunile, cât şi deplasările sunt funcţii de timp. Evident că m-am gândit încă de la 
început că, pentru a elimina factorul timp, trebuie să utilizăm transformate Laplace. Voi detalia 
această problemă în continuare. Ea se constituie într-o contribuţie teoretică relativă la acest tip 
de probleme. 

2.4.6.1. Câteva elemente de vâscoelasticitate liniară 

Solidele vâscoelastice având capacitatea de a acumula şi de a disipa energia mecanică, 
manifestă simultan proprietăţile solidului elastic şi ale fluidului vâscos. De aceea ele reprezintă 
aşa-numitele „corpuri cu memorie" deoarece starea de tensiune din momentul considerat t 
depinde de întreaga „istorie" a deformaţiei, adică de stările de deformaţie de pe intervalul 
( - 0 0 , / . 

Cele două fenomene fundamenale care se desfaşoară într-un corp din material 
vâscoelastic sunt: fenomenul de fluaj şi fenomenul de relaxare, destul de bine-cunoscute şi 
studiate amândouă. Considerând că materialele posedă proprietăţi vâscoelastice facem o ipoteză 
mult mai apropiată de realitate decât toate cele făcute până acum. 

I. Fenomenul de fluaj - reprezintă procesul variaţiei deformaţiei unui corp în funcţie de timp în 
condiţiile menţinerii constante a 
tensiunii şi a temperaturii. Graficul care 
descrie comportarea la fluaj € = 8{t) are 
fonna din Fig.2.4.6.1. El se obţine 
urmărind creşterea deformaţiei specifice 

în timp, la o bară dreaptă de secţiune 
constantă supusă la întindere sub 
acţiunea unei tensiuni a^ aplicată brusc 
şi menţinută constantă. Prin aplicarea 
instantanee a tensiunii a^ la momentul 
iniţial t=0, apare deformaţia specifică 

Fig. 2.4,6.1. instantanee 
anume: 

dependentă de o ' 

" " 
( 2 . 4 . 6 . 1 ) 
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unde E reprezintă modulul dinamic de elasticitate. Se va constata experimental că deşi 
tensiunea CTq este menţinută constantă, are loc o creştere a deformaţiei specifice e în raport cu 
timpul, creştere care poate fi mărginită, ceea ce înseamnă că graficul £•(/) admite o asimptotă 
orizontală € = (ca în Fig. 2.4.6.2) sau creşterea lui e poate fi continuă până la rupere: se spune 
că materialul cercetat are proprietăţile unui lichid vâscos. O prezentare sintetică şi completă a 
problemelor de reologie se găseşte în Radu VOINEA [V21] Cap.46, p.687. 

Pentru caracterizarea proprietăţilor mecanice ale materialelor aflate în condiţii de fluaj se 
defineşte aşa-numita funcţie de fluaj (p{(jQ,t) astfel: 

= — , / > 0 , r ' 'C = const (2.4.6.2) 

unde l i m f ( / ) = f ( + 0 ) = f o = — 
/-++0 E 

(2.4.6.3) 

Deducem de aici că la aplicarea bruscă a sarcinilor corpul posedă proprietăţi elastice. De 

pe grafic se vede că viteza de deformaţie e: = — = t ga descreşte în raport cu timpul, deci 
dt 

£ = 
d's 

df 
<0 . 

Dacă la un anumit moment ti se suprimă brusc încărcarea şi se continuă observarea 
variaţiei deformaţiei specifice £ , curba va avea forma ABC din Fig. 2.4.6.1: o scădere bruscă AB 
datorită deformaţiei elastice, apoi o scădere progresivă din ce în ce mai lentă, până Ia o asimptotă 
orizontală, care defineşte deformaţia reziduală ( p e r m a n e n t ă ) . Curba BC pentru t>t^ se 
numeşte curbă de fluaj invers sau curbă de revenire. Dacă = O spunem că avem un corp 
cu elasticitate întârziată. 

Printre materialele cu comportare vâscoasă sunt şi acelea care au capacitatea să 
înmagazineze o parte din energia mecanică consumată de forţele exterioare pentru deformarea 
lor şi să difuzeze (să împrăştie) o parte din această energie. Se ştie că aşa numitul lichid vâscos 
newtonian, caracterizat prin legea lui Newton 

<T = T]— (2.4.6.4) 
dt 

este coeficientul dinamic de vâscozitate, are proprietatea de a împrăştia energie unde T] 
N-s 
m 

mecanică dar nu şi de a o înmagazina. Pentru un asemenea lichid vâscos s-a imaginat un 
corespondent mecanic reprezentat de amortizorul pneumatic liniar. Acesta constă dintr-un 
piston perforat care se poate deplasa fară frecare într-un cilindru în care se găseşte un lichid 
vâscos. 

n. Fenomenul de relaxare. Să presupunem că la momentul t=0 am produs în epruveta încercată 
o o tensiune cTq care a dat naştere la deformaţia 

elastică instantanee Să 

a o = E 

O 

mai 

eo=const 

p, 

presupunem că printr-un procedeu oarecare 
menţinem constantă deformaţia Atunci 
vom constata că tensiunea cr din bară scade în 
timp în mod continuu de la o valoare (Tq la o 
valoare asimptotică = E^ • ê .̂ 

Kio . 2 . 4 . 6 . 2 . 
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Fenomenul dcscris de această experienţă şi iluslrat grafic în F i g . 2 . 4 . 6 . 2 se numeşte 
fenomen de relaxare. Pentru a caracteriza comportarea corpului studiat din punct de vedere al 
fenomenului de relaxare se defineşte funcţia de relaxare. 

(2 4 6.5) 

Se obser\^ă că cr > O, & <0, cr > O, deci funcţia de relaxare are proprietăţile: 
r > 0 , r < 0 , r > 0 (2.4.6.6) 

Cu ajutorul funcţiilor de fluaj şi relaxare putem studia proprietăţile mecanice ale 
corpurilor vâscoase, 

2A.6.2. Legi constitutive 

a). Solide elastice 
Reamintim (vezi §2.2) că proprietăţile elastice ale unui material omogen, izotrop şi liniar 

elastic sunt caracterizate prin trei constante elastice de material E, G, v, din care numai două sunt 
independente, deoarece: 

G = (2.4.6.7) 
2(1 -h v) 

Se mai definesc: 
- constanta elastică a lui Lame (notată şi X): 

(2.4.6.8) 

- deformaţia specifică volumică (numită şi dilatarea cubică): 

£y = 0 - =£^+£2+^3= comt. 

- modulul de compresibilitate hidrostatică sau modulul volumetric: 

/ : = A + | v (2.4.6.9) 

- valorile medii: 

= = ^ = ^ (2.4.6.10) 
3 3 

Cu valorile medii se definesc tensorii sferici şi tensorii deviatori: 

= 1,2,3 (2.4.6.11) 

o serie de legi amintite în § 2.1. se scriu astfel: 

ay = 2G£y+Ă0Sy (Lame) (2.4.6.12) 
/ \ 

Es^ =(\ + - y\ k (Hooke) (2.4.6.13) 
\k J 

(2.4.6.14) 

< = (2.4.6.15) 

b). Fluidul lui Newton (corpuri vâscoase) 
La lichidele newtoniene în mişcare, deformaţiile sunt însoţite de tensiuni tangenţiale care 

se opun niişcârii , m o d i f i c â n d repart i ţ ia vi tezelor . Legea lui Newlon (2 .4 .6 .4) es te xalabi lă niiinai 
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pentru fluidele newloniene în regim de scurgere laminară. Ea are aceeiaşi formă şi pentru 
componentele tensorilor T^ şi \ 

; = (2.4.6.16) 
unde: A - vâscozitatea dinamică de volum; B - vâscozitatea dinamică de formă. 

în starea de repaus tensorul tensiunilor se reduce numai la un tensor sferic al unei 
compresiuni hidrostatice p\ 

a; = -pS,j (2.4.6.17) 

Deoarece în timpul deplasării în fiecare moment starea de tensiune şi deformaţie se 
schimbă, în relaţii trebuiesc introduse vitezele de deformaţii. De exemplu viteza de deformaţie 
cubică 6 \ 

^ = ^ = (2.4.6.18) 

In aceste condiţii, pentru fluide vâscoase, ecuaţiile lui Lame au forma; 
(2.4.6.19) 

unde X ş\rf sunt caracteristici de vâscozitate şi se numesc coeficienţii lui Navier. Se observă că 
în aceste relaţii a apărut o necunoscută în plus: presiunea p, în repaus. 

c). Corpuri boizmaniene 
Corpuri la care se aplică principiul lui Bolzmann al suprapunerii efectelor se numesc 

corpuri boizmaniene sau corpuri care posedă vâscozitate liniară. Vom analiza pe scurt curbele de 
fluaj şi relaxare pentru materialele boizmaniene. 

Curba de fluaj: Presupunem că aplicăm o tensiune care este funcţie de timp a = cr(/). 

Dacă notăm ^ ^ = cr'(/) obţinem în fmal: 

- (2.4.6.20) 
J-oo 

Aceasta este o ecuaţie integrală de tip VOLTERRA. 

Dacă pentru r < O => cr = O, iar pentru r > O , a = aQ, putem scrie: 

e ( t ) = a Q K Q + ( ( T Q f ' ( t - T ) d T ( 2 . 4 . 6 . 2 1 ) 

Jo 
unde / ' ( / - r ) este numită funcţie de memorie. 

Dacă se integrează vom avea: 
= 4- cj,\f(t)-/(O)] (2.4.6.22) 

Se alege f(Q)= K,^ e(t)= <jj(t). 
Primitiva funcţiei de memorie este tocmai funcţia de fluaj. 

Curba de relaxare. Introducând o funcţie de memorie r{t - r ) , tensiunea totală va fi: 

a ( l ) ^ s ( t Y i Q + s ( T ) r \ t - r > / r ( 2 . 4 . 6 . 2 3 ) 
- a j 

P u n â n d rfO) = Cm. s e g ă s e ş t e 
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a{f)=rjos{()+ - v^iv (2.4.6.24) 

d). Solide vâscoelasticc izotrope 
Fie cr(r,/) şi ^(r,/), (r,/)G Q x R e R^ x R câmpurile tensoriale ale tensiunii şi 

deformaţiei specifice ale căror componente admitem că sunt funcţii de clasă C^'^(QXR) şi 
satisfac condiţiile: 

a^j = O, - O pentru / < O, V(r)( jc ; , )eQczR^ 

care corespund stării naturale a solidului înainte de t = 0. 
într-o reprezentare funcţională legătura dintre cele două câmpuri se poate scrie: 

= (2.4.6.25) 

Dacă şi r şi t sunt variabile L.j reprezintă un operator, astfel că relaţia precedentă se 
poate scrie condensat: 

c j ^ L s (2.4.6.26) 

= O P^^tru t < 0. 

în mod riguros, vom numi solid liniar vâscoelastic un solid deformabil cu deformaţii 
liniarizate (gradientul deplasării Uj y « 1 ) la care legea constitutivă are forma a - Ls şi 

verifică următoarele condiţii: 

a) ^s^s" G R), pentru / < O => - ^^ = O 

b) E R Lipc'e' + a V^) = a'L^e') 

c) V/,r G R avem = ^iXJ - => = L { € \ r j ) ) = cr(r,/ - r ) 

d) V/ G R, Vr G Q fixaţi > O astfel încât: 

unde: 
| |^(r, / ) | | - maxi^ (r,/) } 

Condiţiile impuse funcţionalei L au următoarea interpretare mecanică: 

b) exprimă liniaritatea funcţionalei L iar din punct de vedere mecanic asigură aplicarea 
principiului suprapunerii efectelor al lui Bolzmann privind solidele liniar vâscoelastice; 

c) arată independenţa faţă de originea de măsurare a timpului, pentru L\ 
d) arată că L este mărginită, şi împreună cu b) asigură continuitatea ei. 

Pe componente se poate scrie: 
( i , j, k, 1 = 1, 2, 3 ) 

Această lege constitutivă se poate reprezenta cu ajutorul integralei Stieltjes în baza unei 
teoreme a lui F. Riesz astfel: 

/ (•30 

îjkl 

O 

(2.4.6.27) 
O ^ 

unde [j/iji-i sunt funcţii cu variaţie mărginită în raport cu / G R, pe orice interval [a,b] d R şi nule 

pentru / < 0 . Funcţ i i le y/^^u se numesc funcţii de rclaxnrc şi sunt componentele unui tensor de 
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ordinul patru simetric în raport cu indicii ( i j ) şi (k,l); cele 36 de componente distincte 
caracterizează complet solidul vâscoelastic liniar anizotrop. 

Pe baza unor proprietăţi ale integralei Stieltjes, legea constitutivă are forma: 

rt 

^ij (r, O = (r, t (r ,0 +) + e^i (r, t - dz Jq dr 
(2.4.6.28) 

Dacă aceste mărimi fundamentale admit o transformată Laplace, legea constitutivă se 
poate scrie: 

^y (r, p) = (r, (r, p) (2.4.6.29) 

Astfel legile din domeniul elastic se pot transpune în domeniul vâscoelastic dacă se 
stabilesc următoarele corespondenţe: 

Cijki <-> p^ijki{r,p) 

Ca exemplu să transpunem legea constitutivă a solidelor vâscoelastice izotrope: 

^ij (r, p) = ^(r, p)Sij£(r, /?)+ 2^(r, (r, p) 

(2.4.6.30) 

(2.4.6.31) 

şi analog: 

-- ~ 2 
K{r,p)=?.{v,p)+-Ji{T,p) J 

(2.4.6.32) 

Distribuţia // se numeşte modului de relaxare la alunecare şi K se numeşte modulul 
de relaxare la dilatare volumetrică. 

Reţinem de aici faptul că problemele fundamentale formulate pentru solidul elastic vor fi 
identice şi pentru solidul vâscoelastic, deoarece deosebirea dintre ele este dată numai de legea 
constitutivă. între legile constitutive ale celor două modele de solide există o dependenţă 
specifică constând în faptul că imaginea Laplace (sau Fourier) în distribuţii a legii constitutive a 
solidului vâscoelastic coincide ca structură matematică cu legea lui Hooke de la solidele elastice 
unde variabila complexă p a transformatei Laplace joacă rol de parametru ca şi r e î î cz R^. 
Pornind de la această idee, V.Volterra a arătat că rezolvarea problemelor vâscoelasticităţii se 
reduce în esenţă la probleme ale teoriei elasticităţii. Astfel T.ALFREY şi E.H.LEE au formulat o 
metodă de rezolvare a problemelor de vâscoelasticitate numită principiul corespondenţei sau 
principiul lui Volterra. 

Aplicând transformata Laplace în distribuţii obţinem: 
• Ecuaţii de cchilibru static: 

• Ecuaţii geometrice: 
1 

Condiţiile de frontieră: 

S (r, p) • 'Jj ('•) = P* («% p) pe 

p e \ 

(2.4.6.33) 

(2.4.6.34) 

(2.4.6.35) 
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Legi constitutive: 

Ecuaţii de compatibilitate: 

^ij.kl (r, p) + (r, p ) = (r, 77) 4- (r, p) 

(2.4.6.36) 

(2.4.6.37) 

2.4.6.3. Modele mecanice pentru descrierea comportării văscoelastice 

Se utilizează de obicei patru modele mecanice simple (sau fundamentale): resortul, 
amortizorul, patina şi regulatorul. 

Resortul (Fig.2.4.6.3) - simbolizează un corp dotat cu o elasticitate totală şi instantanee, având 
masa neglijabilă, numit corpul lui Hooke. 

ia ,8 

: a ; P 

|a,8 
Fig. 2.4.6.3 

= 

< = P^^ 
(2.4.6.38) 

Proporţionalitatea dintre tensorii sferici şi deviatori 
introduce două constante elastice independente a , / ? , 
care în funcţie de natura solicitării iau diferite 
denumiri. De exemplu, pentru forfecare pură 
a - P - G - modulul de elasticitate transversal. 

Amortizorul (Fig. 2.4.6.4) - este reprezentat printr-un piston perforat, care se deplasează fară 
frecare solidă într-un ci lindru în care se găseşte un 
fluid newtonian. Relaţiile între tensorii sferici şi 
deviatori sunt: 

! a , 8 

h - ^ H 

piston perforat 

lichid vâscos 

c r j = As^j 
(2.4.6.39) 

0 , 8 

Fig. 2.4.6.4 

Patina (Fig. 2.4.6.5) - simbolizează frecarea solidă. Creşterea tensiunilor are efect numai când s-
a ajuns la limita de curgere, după care tensiunea rămâne constantă. 

-pentru materialele ideal plastice. 

CTc <7^ <a<<j^ 

La limită există relaţia: 

Oc 

cr = <7, — (2.4.6.40) 

Oc 

Kig. 2 . 4 . 6 . 5 

In cazul materialelor cu consolidare se foloseşte o 
patină înclinată (patina lui Kepes) care simbolizează 
sporul de rezistenţă după atingerea limitei de curgere, 
domeniu în care frecarea este proporţională cu 
dcfor ina t ia . 
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a = K (2.4.6.41) 

Regulatorul (Fig. 2.4.6.6) - simbolizează corpurile care până la o anumită viteză de deformare 
nu opun nici o rezistenţă la deformare, dar nici nu 

^ permit să se depăşească niciodată această viteză de 
deformare. 

(2.4.6.42) 

Fig. 2.4.6.6 

Gruparea modelelor mecanice elementare 

Modelul KEL \^N-VOIGT (Fig. 2.4.6.7) este alcătuit din legarea în paralel a unui resort cu un 
^ amortizor; aceasta însemnă că ambele elemente vor 

avea aceeaşi deformaţie iar tensiunea rezultantă este 
egală cu suma tensiunilor elementelor: 

!a.£ 

' K , 
e i 

0 2 . 6 2 

K2 

CT = cr, + (Tj = f^A + K2S2 

G,8 
Y 

Fig. 2.4.6.7 

Prin integrare rezultă: 

Aceasta este ecuaţia de stare la momentul /, care 
scrisă mai explicit este: 

d£ Ky 1 , , 

dt K2 K^ 

K 2 J 

Ecuaţia diagramei de fluaj se obţine considerând a = ctq = const 

l-e A-, 

(2.4.6.43) 

(2.4.6.44) 

Dacă se consideră că la / = O = O rezultă 

l-e A'j' 

De aici rezultă expresia funcţiei de fluaj: 

4'} I 
cTo a:, 

l - c 
A\ 

(2.4.6.45) 

(2.4.6.46) 
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Pentru solicitări monoaxiale K̂  = / : nu există fenomene de relaxare. Pentru 
/ < O, luăm O'(o) = ^(O) = O . La / = O + aplicăm o încărcare variabilă: 

i ' h 
' 'dl i ' ) (2.4.6.47) 

-00 • 00 

CT(t)e-f"d( = K^ £(t)e-f''dt + K2 
Jo . dl 

P+ ' K. 

Revenim în domeniul timpului aplicând transformata Laplace inversă: 

f l i p ) -
K, P + K, 

/ 2 W = £ 
-l 

^ K ^ 
K, P + K, V / 

1 
^ e ^^ 

K, 

(2.4.6.48) 

(2.4.6.49) 

(2.4.6.50) 

L[s(t)]=e{p)=f,(pyf2(p) 

Conform teoremei convoluţiei: 

Jo j 
o-(r)c (2.4.6.51) 

o 

Modelul M A X \ \ ^ L L (Fig, 2.4.6.8) - se obţine prin legarea în serie a unui resort cu un 
amortizor. Ecuaţia de stare este imediată: 

XI-

02,62, 

K2 

. a i 8 i 

a,e 

Fig. 2.4.6.8 

Cr = CTi = <72 
f = f ] + 

= = 

Kl 

(J K 
-f — <=> a + — 

a(/)=e ^^ -o-o+Ki dt (2.4.6.52) 

/ , \ 
C -l = c - a l 
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A', 

1 f^x 

K 

A-, 

r(t)=K,e (2.4.6.53) 
2 J 

Raportul r^ = se numeşte timp de relaxare. 
AT, 

Modelul ZENER (Fig. 2.4.6.9) - este format din legarea în paralel a unui corp Maxwell cu un 
resort. Se pot scrie relaţiile evidente: 

;a,e 

• K , 

a = a, + a-, 

£• = £•, = €2+s^ 

io,£ 
V 

Fig. 2.4.6.9 

unde cr, = K £̂̂  = ; CTJ = K^ej = 

Pentru a găsi ecuaţia reologică a corpului 
trebuie să găsim o relaţie între tensiunile şi 
deformaţiile specifice ale întregului model şi 
derivatele l o r - f{(j,e,&,e). 

După calcule elementare găsim; 

K 2 y 
(2.4.6.54) 

Modelul BURGER (Fig. 2.4.6.10). - este alcătuit dintr-un model Maxwell legat în serie cu un 
model Kelvin. Rezultă că tensiunea din cele două 
corpuri este aceeiaşi (a) în timp ce deformaţiile 
vor diferi. Vom nota cu OM şi 8M - tensiunea, 
respectiv deformaţia specifică în corpul Maxwell, 
şi cu aic,£K tensiunea şi deformaţia specifică în 
corpul Kelvin. corp M 

corp K 

/s 

înlocuind datele cunoscute anterior se obţine 
ecuaţia de stare a corpului Biirger: 

V 
Fig. 2A6.10 

K] K2 dt 
£q + 

1 rt K3 

Ka . r ( / > ? ^ 4 dt 

(2.4.6.55) 

Dacă vom considera că a{t)= = const ^ â = şi integrăm în raport cu timpul 
obţinând ecuaţia diagramei de fluaj: 

K 
-e K, (2.4.6.56) 

Modelul KELVIN-VOIGT generalizat (Fig. 2.4.6.1 T) - se compune dintr-un resort legat în 
scrie cu 11 inoJclc K.cl\'iii. Fiind legale în serie 
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că tensiunea totală este egală cu tensiunea din 
tlecare element, iar deformaţia totală este egală 
cu suma defomiaţiilor fiecărui element. în aceste 
condiţii avem: 

n 

i=l 

a(t)=E,s,+ E^+rj,— 
V o ( J 

în final 

f (O = CTo 
' = I 

\-e 
— - l 

n, 

JUl On,En, 

(2.4.6.57) 

F i g . 2 . 4 . 6 . 1 1 

Modelul MAXWTELL generalizat (Fig.2.4.6.12) - este alcătuit din n elemente Maxwell legate în 
paralel. în acest caz deformaţia totală a 
modelului este egală cu deformaţia fiecărui 
element iar tensiunea totală este egală cu 
suma tensiunilor în fiecare element. 

i = \,2,...,n 

a,E 
V 

Fig.2.4.6.12 

Cu funcţia de relaxare: 

;=l 

în final se obţine: 

i t ) = (HA 
dr 

(t-T)d2 (2.4.6.58) 

(2.4.6.59) 

2.4.7. Rezolvarea problemei test nr.V pentru materiale vâscoelastice. Soluţia 
autoarei. 

Revenim la problema test nr.V. Deoarece toate mărimile care intervin în studiu sunt acum 
funcţii de timp, pentru a elimina dependenţa de acest parametru vom aplica transformata Laplace 
tuturor ecuaţiilor care guvernează fenomenul, cunoscute din (T.E.). Această idee şi această 
posibilitate se bazează pe principiul lui Voltera, sau principiul corespondenţei, enunţat mai sus. 

Evident că odată demonstrat şi acceptat acest principiu au apărut numeroase lucrări 
bazate pe transformata Laplace şi Fourier, cu atât mai mult cu cât diferenţa de la un caz la 
celălalt este dată în principal numai de ecuaţia constitutivă. Voi cita numai câteva dintre lucrările 
mai noi pe caro Ic-am sludial cfectiw Ample detalii îii acest sens se găsese în excelenta 
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monografie a lui W.KECS [K36], în care însă problema este tratată numai în distribuţii. Tot 
dintre lucrările mai ample, de sinteză, citez monografia lui PARTON [P20], care are capitolul V 
dedicat numai problemei fisurilor în medii vâscoelastice şi care rezolvă problemele pe baza unui 
principiu variaţional integral. Dintre articole citez N.KAY /2002 [K32], lucrare pe care am 
primit-o de la unul dintre autori: E.MADENCI, care cu multă amabilitate a răspuns la solicitările 
mele de informare bibliografică, trimiţându-mi zeci de aticole însumând câteva sute de pagini. 
Lucrarea foloseşte transformata lui Laplace şi conduce problema până la rezolvarea numerică cu 
element de frontieră; C. ATKINSON/1990 [A41], foloseşte o dublă corespondenţă, transformata 
Laplace de timp şi transformata subsecventă Mellin pe coordonata radială r ; KAMINSKI /1980 
[K18] se ocupă cu creşterea subcritică a fisurilor în materiale vîscoelastice cu îmbătrânire; J.P. 
S m [S23J/1997 studiază tot o fisură interfacială într-o placă finită bimaterială; F.J. LOCKETT 
[L41] /1969 se ocupă de relaţiile constitutive în materiale vâscoelastice neliniare; G.A.C. 
GRAHAM /1973 [G30] se ocupă în mod esenţial de principiul corespondenţei în 
vâscoelasticitatea liniară. 

în acest context informaţional, precizez condiţiile generale în care voi rezolva problema: 
• mediul este liniar vâscoelastic în fiecare punct al său; 
• nu apar deformaţii plastice pe marginile fisurii şi nici chiar pe frontul fisurii; 
• începerea creşterii rapide a fisurii (starea critică) apare Ia un anumit timp t* după 

aplicarea sarcinii. 
Vom nota transformatele Laplace de parametru cu o „bară" ondulată deasupra (tilda). 

(2.4.7.1) 

Vom utiliza următoarele definiţii şi notaţii: 

- Transformata Laplace directă: 

- Transformata Laplace inversă: 

(2.4.7.2) 

(2.4.7.3) 

Ecuaţiile diferenţiale care descriu starea de tensiune şi deformaţie locală în coordonate 
polare, precum şi transformatele lor Laplace, în conformitate cu principiul lui Volterra, vor fi: 

Ecuaţile de echilibru static 

dr r 30 r^ " ^ ' 

dr r de r 

Ecuaţia de continuitate (Levy) 

(2.4.7.4) 

' d^ \ d ] d'-+ + 
dr^ rdr r^ dO^ 

(2.4.7.5) 
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în relaţiile de mai sus, în spaţiul imaginilor Laplace, am trecut la scrierea cu doi indici: 

(7 -> cr^; '^ro '^^ro ^̂  folosirea virgulei în reprezentarea derivatei: 
"" dr ' 

= Q-̂ ^ ^ etc., datorită generalităţii acestei scrieri. 
dO 

• Ecuaţii constitutive (legi de material) 

Legile constitutive, adică acele relaţii care leagă între ele tensiunile cu deformaţiile specifice 
cu ajutorul unor caracteristici de material, sunt cele care fac să se deosebească între ele solidele 
deformabile. 

Legi constitutive foarte generale pentru materiale vâscoelastice găsim în monografia lui W. 
KECS [K36], ca de exemplu: 

(2.4.7.6) 

unde — reprezintă derivata în sens obişnuit. 
dr 

Scrisă cu ajutorul produsului de convoluţie în spaţiul distribuţiilor în raport cu variabila 
vom avea: 

= (2.4.7.7) 

sau sub formă echivalentă: 

= - « ( r . O * = (2.4.7.8) 
(/) dt dt (O 

unde cp = {(p,ju) reprezintă tensorul de fluaj având componentele sale distribuţii din K^ . 
Pentru solide vâscoelastice omogene şi izotrope se scrie o lege analoagă legii lui Hooke: 

a,j(r,t)=X(r,t)S,j * e(r,t)+ 2G(rj)*Mr,t) (2.4.7.9) 
(O (') 

a cărei transformată Laplace este: 

(r.p)= p) + 2G(r, p% {r,p) (2.4.7.10) 

sau alte forme echivalente: 

cji=2Gsi ^ dfj(v,p)=2G(T,p)sfj{v,p) (2.4.7.11) 

a = 2>eK => a{r,p)=3K{r,p)£{r,p) (2.4.7.12) 
unde: 

= la ; ^ = ^kk = % = <9 

(2.4.7.13) 

J J) 

N , K A Y ş a. [ K 3 2 ] , d a u u r m ă t o a r e l e I b n n c : 
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/•OO 

- 0 0 
^ ^ dr "" ' dT 2 dr ^Im dT (2.4.7.14) 

sau, transformata Laplace: 

(2.4.7.15) 

unde: 

Jo 

După G.A.C. GRAHAM [G30]: 

unde 

- deviatorul stării de deformaţie 

Sjj{x,t)= c r i j{x j ) - ^Sij(Tu^{x,l) - deviatoprul stării de tensiune 

(2.4.7.16) 

(2.4.7.17) 

(2.4.7.18) 

(2.4.7.19) 

(2.4.7.20) 

Gi, G2 - sunt nişte funcţii de timp O < / < 00, numite funcţii de relaxare ale materialului 
la forfecare, respectiv la compresiune hidrostatică. 

Rezolvarea problemei în continuare în domeniul imaginii Laplace se face utilizând 
descompunerea în serii cu variabile separabile, în forma: 

n=0 

unde l,m = r,0-, = 1,2; Aq = 0; n = 

(2.4.7.21) 

(2.4.7.22) 
n=0 

forma: 
Aceste funcţii trebuie să satisfacă ecuaţiile de echilibru şi compatibilitate şi vor avea 

= p i ' ^ ) c o s + B^"^sin[ci^'^cos(A„ +2)9 + D^"^sin(;i„ + 2)9 

^ 1 r i r 

- ^ t - ^ K ^ c o s ^ ^ + B^"» sin ci^) cos(/l„ +2)9 + D ? ) sin(A„ + 2)9 

P^ ^-n) = - f s i n Ă„9 - ) c o s ^ ^ J - [ c ^ f ^ +2)9- + 2)9 
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8 /70^ . 

2pG, 
Cjt^ cos(Ă„ +2)0 + + 2)0 

8/ .G, 
+ 

+ 
2 p G , 

Coeficienţii necunoscuţi din expresiile precedente se vor determina impunând condiţiile 
la limită, care sunt evidente: 

• pentru 9 = ±k r=> = O ; = O 

Aceste condiţii exprimă faptul că cele două feţe ale fisurii sunt libere de sarcini: 

. p e n t r u ^ = 0 ^ B f ^ S h = t / W = y = 

Aceste condiţii exprimă faptul că îmbinarea dintre cele două materiale este perfectă şi în zona 
joncţiunii se asigură continuitatea tensiunilor şi deplasărilor. 

Vom explicita aceste condiţii: 

2 + A . 
aI cosX„k + bI sin X„n: + c l cos(/l„ + 2)n; + b \ sin(/l„ + 2);r = 0 

e = -7t, {k = 2) 

2 + A . 
A^ cosĂ„;r - B^ sin Ă„7r\+ [c^ COS(A„ + 2);r - D^ sin(A„ + 2)7r = 0 

0 = ;r, = r^^J =0 

A. 
= 0 Aj, sin Ă„7r - sj, cos Ă„7r + C^ sin(/l„ + 2)n- - d \ cos(/l„ + 2)7: 

. 0 = (k = 2) ^ 

- a}, sin X„7i - bI COS [ - C^ sin(A„ + 2)n - ol COS(â„ + 2)n = 0 
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0 = 0 ^rd -^rd 

4 4 

• <9 = 0 r 

• <9 = 0 = 

IpG, 8 / 7 G 2 
-

2 / 7 G 2 
^ r 

2pG, 
Dl = 

8 / ^ 2 
' -bl 

IpGj 

Se vede că dacă ordonăm relaţiile obţinute, obţinem un sistem algebric liniar şi omogen. 
Se ştie că pentru ca un astfel de sistem să admită o soluţie diferită de soluţia banală este necesar 
şi suficient ca determinantul principal al sistemului să fie nul. 

(2+ >>.„) cos 

O 

O 

2 + X„ 

(2+A„) ^^^ cos(Ă„ + 2)jr sin(yl„ + 2);r 

— c o s Ă„x sin(Â„ + 2)/r - cos( A„ + 2)jr 
4 

sÂ,,^ 

4 
O 

SpGj 

O 

O 

S/TGJ 

0 

1 

O 

1 

2pGj 

O 

O 

o 

- l 

0 

1 

2pGj 

O 
4(l-y2)-(2^Ă„) 

SpG2 
O 

O 

O 

4 
O 

4(1 -

%pG2 

O O 

- sin(Ay, + 2);r - cosĈ Î̂ , + 2);r 

- l 

0 

1 

2pG2 
O 

0 

1 

O 

(2.4.7.23) 

Pentru a uşura efortul de calcul şi a micşora sursele de erori, vom face unele transformări 
neesenţiale şi vom nota: 

= 2 - 4 1 ^ 2 ; ^ 4 = 4 ( 1 - 1 ^ 2 ) 

sin(A„ + 2)k = sin(yl„;r -f 2n) = sin 

cos(A„ + 2)71 ̂  cos(A,^;r -f 2;r) = cos 

Cu aceste notaţii şi transformări determinantul sistemului devine: 

= 0 

(2 + A„)cos/l„;r (2 +A„)sin/l„;r 4cos/l„;r 4sin>l„;r 0 0 0 0 
0 0 0 0 (2+>î„)cos-l„;r - ( 2 + /l„)sinyl„;r 4cos>î„;r -4s in/ î„ /r 

/!„ sin X„7t -A„cos/l„;r 4sin/l„;r -4cos>'.„;r 0 0 0 0 
0 0 0 0 cos 4sm/?„;r 4cos/î„;r 

0 4 0 -{2 + X„) 0 - 4 0 
0 0 - 4 0 0 4 

ai 0 - 4 0 0 4A' 0 
0 + /l,, 0 4 0 0 -4K 

=0 

(2.4.4.24) 
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Prin dezvoltarea acestui detenninant se obţine o ecuaţie trigonometrică reprezentând 
ecuaţia caracteristică a problemei, ale cărei soluţii sunt valorile proprii. 

Utilizând un program matematic "Mathematica" obţinem pentru ecuaţia caracteristică 
următoarea formă: 

20480:3 cos^ [;rĂ„ ]sin^ [7rĂ„ ] +1024a,«3 cos^[;rĂ„ ] • sin ^ [;r;i„ ] + 2048^3K cos^[7rZ„ ]sin ^ ] + 

102402^3 A" cos^ ] sin ^ [;rÂ„ ] + 2048^4 K cos^[7rÂ„ ] sin ^ [;rĂ„ ] + 

+ XQlAa^a^Kcos^[;r/l„]sin^[;rA„] + IQAZa^K^ cos^[;r4 ]sin^[;r;i„ ] + 

1024a2C^4 A^ ]sin^[7rX„ ] - 2048a, s i n ' ' ] +1024a ,a3 sin^[nX„ ] + 

+ 2048aia :sin[7rĂ„] + 2048a2A s in" [nX„ ] -1024a2a3Ks\n^[KX„]- \QlAa^a^K s in^[kX„]-

- 2048a2K^ sin'*[;r/l„ ] +1024a2a4A"^ s i n ] = O 

Simplificând această ecuaţie obţinem: 

1 0 2 4 [ a 3 ^ajK -^a^K -ajK'^ + a , ( a 3 - 1 + / : ) + 

(a , + a 3 - a , A r - a 2 A + a 3 A : + a 2 a 3 A + a 4 A : + a ,a4A: + a2A:^ + a 4 A ^ ) -

soluţiile fiind: 

1 arccos 
In: 

•cos(2;rA„ )]-s in^( ;d„) = O 

a , - a ^ -cc^a^ - a ^ K - a j K - a ^ K - a ^ K + a i K ^ - a ^ K ^ - a j a ^ K ^ 

a , + a 3 - a j A - a 2 A r + a3Ar + a2a3A + a4Ar + a,a4Ar + a2A'^ + a 4 A ^ 

, 1 

1K 
a , - a 3 - a , a 3 - a ^ K - U i K -a-^K - a ^ K -irOiK^ - a ^ K ^ - O i a ^ K ^ 

a , + a 3 - a ^ K - a i K ^ a ^ K ^-aiO^K + + 

Transformăm în continuare soluţia: 

1 A ^ + B i K + C i K ^ 1 + 5 , G I G 2 = —arccos—! ^ — - = — a r c c o s — ^zr-̂ cF ^ ^ 
2;r A 2 + B 2 K + C 2 K ^ 2 ; r A 2 G I + 8 2 0 1 6 2 + C 2 G I 

unde: 

= - 4 ( 3 - 2 v / , - 2 ^ 2 ) ; 8 2 = 4 

C, = - 2 ( 5 - 1 2k2+8v/ | ) ; C 2 = 6 - 8 i / 2 

Observăm că G® , G^ şi r̂ . sunt mărimi constante şi cunoscute. Mai putem să notăm: 

= G^; Z), = G,® - ; c , = - ! - ; 

02=62; b2 =02-62; C2 = 

2 . 0 , 2 

M2=Cibl ; N2=C2bl 
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= A^bl 

M4 = 5 , 0 2 ^ 1 

A / 5 = 2 ^ 1 0 2 ^ 2 + ^ 1 ^ 1 6 2 

Astfel că: 

= A2bj 

7 / 4 = 5 2 ^ 2 ^ 1 + 2C2aibi 

Ne=B2b,b2 

, 1 A„ = arccos 
In 

M, M, M-. M, 

P^ {P^C^f (P + Cj)^ p{p + C^) pip + Cj) (/7 + C,)(P + C2) 
N, N, N, N, N, 

ip + Cif ip + C2f P(P + Ci) p{p + C2) ( P + C i ) ( p + C 2 ) _ 

Se mai fac unele transformări, notaţii şi se aduce soluţia la forma raportului a două 
polinoame de gradul patru în p: 

cos Zka,„ =—— 

K^^^p^ + K^p^ +K2P^+ Kip + Ko 

; a:^') = K^^^ = K 2 = 3(C ,2 + 3 c , C 2 + 4 ) 

; = + C 2 ) 

unde am notat: 

/=1 

>=1 

Folosim una din teoremele de dezvoltare care ne spune că dacă: 

cu şi 5 polinoame, cu următoarele proprietăţi: 
B{p) 

1) gr{A}<gr{B}; 

2) B(p) are toate rădăcinile simple; fie acestea P \ ,P2 ,P i ,Pn ' , 
atunci Fes t e imaginea func ţ ie i / de valori: 

4 

k=l 

A p , ) 

B \ P k ) 

,Pk' 

în cazul nostru: 

Kf^p"^ + +K^P + Ko Kf^ + + K^P + Afo 

K 
(1) 

unde a = 1 
K?^ 

Presupunem că ( i d e i U i n c ă i i i notaţiile): 
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B{p) = Af ^ {p - pi )(P - p2 ){p - p3 )(P - Pa ) 

B\P) = A'i^^ [{p - P2 )(P - P3 )iP - Pa)+ i p - p \ )(P - p3 )iP - P a) + 

+ ip-Pl)ip-P2)ip-PA) + (p-Pl)ip-P2)(P-P3) . 
Atunci: 

/ ( r ) J ( / ) • ^ ^ ^ + 
P2 )iPi - p3 )(Pi - Pa ) 

(p2 - Pl )(p2 - p3 )ip2 - Pa ) ( / ' 3 - P\ )(p3 ' p2 )(P3 " Pa ) 

(p4 - P\ )ip4 - Pl )ip4 -Ps) 

unde S{t) este funcţia lui Dirac. 
Evident că se mai pot comenta şi celelalte cazuri care apar de obicei la descompunerea în 

fracţii raţionale cunoscute din literatură. Ele nu aduc însă elemente noi şi nici nu contribuie la 
obţinerea unei soluţii fmale; de aceea nu le-am mai prezentat. 

Concluzii: 
Se observă că rezultatul obţinut atât în planul imaginilor Laplace cât şi în domeniul 

funcţiilor original are o formă deosebit de complicată, care nu mai poate fi dezvoltată sub aspect 
literal. Aşa se explică faptul că în literatura cercetată se dau numai soluţii numerice, utilizând 
formulări cu metoda colocaţiei. De aceea şi eu sugerez că rezolvarea finală a acestor tipuri de 
probleme se poate face numai cu o metodă numerică. 
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§2.5 CONTRIBUŢII LA STUDIUL SOLIDELOR ELASTICE 
BIDIMENSIONALE CU DEFECTE MULTIPLE 

Din cele prezentate până acum se desprinde o concluzie importantă, care a constituit 
impulsul necesar pentru investigaţia din acest paragraf: planul infinit cu un singur defect, fie că 
este vorba de un gol circular sau o incluziune circulară, de un gol sau o incluziune eliptică, de o 
fisură (tăietură) liniară sau curbă, pentru toate tipurile de solicitări, pentru materiale omogene 
izotrope sau anizotrope, a fost studiat cu toate metodele matematice posibile. în marea majoritate 
a cazurilor ele au primit confirmări experimentale şi au fost validate prin diverse metode 
numerice. Deci în esenţă, acest domeniu se poate considera închis. 

Realitatea, legată de construcţiile sudate, de materialele compozite a postulat ideea că 
toate elementele de rezistenţă au defecte multiple atât la nivelul microscopic cât şi macroscopic. 
De aceea, în ultimele decenii, marea majoritate a lucrărilor publicate se ocupă cu formularea 
unor algoritmi de calcul pentru planul finit sau infinit cu defecte multiple. Ca o dominantă a 
acestor cercetări este utilizarea funcţiilor de variabilă complexă care conduc la ecuaţii integrale 
singulare cu nuclee de tip Cauchy. Pornind de la această constatare am considerat necesar să 
reamintesc câteva noţiuni fundamentale din teoria integralelor de tip Cauchy şi a ecuaţiilor 
integrale singulare (deosebit de sumar). 

2.5.1. Despre integralele de tip Cauchy 

Problema este bine cunoscută şi amplu tratată în literatura de specialitate. Evident că cele mai complete şi 
cu accent pe problemele de (M:R) sunt cărţile lui MUSHELIŞVBLI [M69], [M70]; vol.III din monografia lui C. 
lACOB [II], monografia lui L. S O L O M O N [S50], monografia specifică V . V . P A N A S I U K [P7], [P12], şi S A V R U K 
[S6], celebra monografie a lui S M I R N O V [S38]. 

Să presupunem că F este fi-ontiera de tip Leapunov a unui domeniu simplu conex; fie 

/ ( / ) = ^ fijncţie oarecare, în general comlexă, dată pe F , absolut integrabilă în sens riemannian. 

Atunci integrala: 

f f{!)dt 
iTd t - Z 

(2.5.1.1) 

este o fiincţie analitică pe tot planul variabilei complexe z = x iy cu excepţia punctelor conturului F . Aceste 

integrale de obicei se numesc integrale de t ip C A U C H Y , fijncţia J{t) se numeşte „densitate", iar expresia 

! / ( / - z ) se numeşte „nucleu". 

Dacă funcţia 7(0 satisface pe F condiţia lui Holder (pe scurt condiţia / / s a u //(/y)), ceea ce înseamnă că 

pentru oricare două puncte ale conturului F se satisface inegalitatea: 

f , ^ > 0 , 0 < / i < l (2 .5 .1 .2) 

Fig. 2.5.1.1 

atunci integrala (2.5 1.1.) are valoare limită §' ^̂  (^o) ^ 

toate punctele Iq ale conturului F , care nu coincid cu capetele 

acestuia, când z —> t^ corespunzător din stânga ( + ) sau dreapta 

(—) faţă de direcţia pozitivă aleasă (v. Fig. 2.5.1.1) . Aceste valori 

limită de asemenea satisfac condiţia şi se determină cu 

formulele lui SOHOŢKl-PLEMELJ. 

r 
2 2/-/ , / - / . 

(2.5.1.3) 
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^ 2m 
( j M 
r t - t n ' 

In e r (2.5.1.4) 

Formulele (2.5.1.3.) şi (2.5.1.4.) pot fi înlocuitc prin formulele echivalente lor: 

' • • " ( ' o ) - ' - " ( ' o ) ' / ( ' o ) 

m Jr ^ -

Integrala din partea dreaptă se înţelege în sensul valorii principale după C A U C H Y , adică: 

/ ( 'V ' 
Y t - Î Q £-->0 / - / q 

to^V (2.5.1.5) 

unde L^ este partea curbei F care cade în cercul Z-tr < € , infinit mic construit în jurul lui t^ . Integralele de 

forma (2.5.1.5) se numesc „singulare"; sau, altfel spus, valoarea principală a integralei (2.5.1.1.) există dacă funcţia 

f l j ) satisface condiţia / / ( / / ) în vecinătatea punctului /Q. 

Dacă r constă dintr-un singur arc de curbă ab, se demonstrează ([M69]): 

^.t-t. Im-'^'^' a-U iTti 
Â>)-f{h) 

iab^-td 

Derivarea integralelor lui Cauchy 

a-tQ 2m j^f, l-tQ 
dl (2.5.1.6) 

Derivatele de orice ordin ale fijncţiei F(z ) dată de (2.5.1.1) se obţin diferenţiind pur şi simplu integrala din 
membrul drept în raport cu parametrul z: 

1 

Im 
fiţyit 
t-z 

Ar! 
Ini 

' fi!)dt 
A'+l 

(2.5.1.7) 

Dacă vom determina poziţia punctului t pe ab cu ajutorul lungimii s a arcului măsurată în sens pozitiv de 
la un punct fix oarecare pe F (de exemplu, de la punctul a) avem evident: 

^ . ^ . ^ = f ' i f ) ± . f i , ) ̂  f i , ) = m 
ds dt ds ds ds ds dt ds ds 

d^fit) 
ds' = r i f i ţ ] ^ = e'^^rit)^ ^dsj cb' ds 

(2.5.1.8) 

(2.5.1.9) 

etc. 

Calculul integralelor de tip Cauchy 

Vom aminti unele formule care uşurează calculul integralelor de tip Cauchy. Să considerăm în pianul 

infinit un contur închis de tip Leapunov F care delimitează un domeniu finit . Vom nota cu partea infinită 
a planului compusă din punctele din afara lui F (v. Fig.2.5.1.2). 

I . D a c ă ^ z ) este o funcţie olomorfa în ® şi continuă pe (D^ u F , atunci: 

L 
1 ' I ^ = f { z \ d a c ă z e ® ^ 

Im ^ t-z 

= d a c ă r e ® -
2m y t-z 

(2.5.1.10) 

( 2 5 . 1 . 1 ! ) 

I I . ric,/{r) o funcţie olomorfa în <T) inclusiv |ninctiil de 

la infinit al planului, şi continuă în LJ F Atunci: 

Fio. 2.5.1.2 
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1 

iTdJ 

1 

r t - z 
= - / { : ) + /(oo), pentru Z G (D" 

2mJ 
' I ^ = f {ao) , pentru z e ( D " 
r t - 2 

(2.5.1.12) 

(2.5.1.13) 

Formula (2.5.1.12) se numeşte formula lui Cauchy pentru domeniul inAnit <D~. Condiţiile impuse ne spun câ 

pentru destul de mare, are loc dezvoltarea în serie; 

(2.5.1.14) 

unde 

Generalizarea Tormulelor precedente 

Fie a un punct arbitrar din planul r, la distanţă finită. Să presupunem că într-o vecinătate a acestui punct 
funcţiay(r) are forma: 

/ ( r ) = G(r) + / o ( z ) 

unde f o { z ) este o funcţie olomorfa în vecinătatea punctului a, iar 

• + ...-I-
{.-af 

(2.5.1.15) 

(2.5.1.16) 
{ z - a f 

unde/ l i , /I2, /l/t sunt nişte constante complexe. 

In aceste condiţii se spune că f(z) are in punctul a un pol de ordinul k cti partea principală G(z). 

în mod analog, dacă în vecinătatea punctului z = oo are loc formula (2.5.1.15), unde de data aceasta 

/ Q ( Z ) este o funcţie olomorfa în vecinătatea punctului z = oo şi care se anulează în acest punct, iar: 

G{z)= aq-^a^z-^aiz^ + (2.5.1.17) 

atunci vom spune că f(z) are în punctul de la infinit un pol de ordinul k cu partea principală G(z). 

III. Fie deci funcţia fţz) olomorfa în continuă în ^"^kjF , eventual cu excepţia punctelor a^, în 
care are poli cu părţile principale Gi(z), Giiz), ... , Gn(z). Atunci: 

2m V t-z 

/ ( z ) - ^ G y ( z ) , daca ZGO)^ 

y=i 
n 

-^Gj{z), daca ze(D~ 

y=i 

(2.5.1.18) 

IV. Dacă funcţia f^z) este olomorfa în (D şi continuă în ® F cu excepţia eventual a punctelor 01,^2, •••, 
a„ din acest domeniu precum şi a punctului z = 00, unde are poli cu părţile principale Gi(z), G2(z),..., Gac,(z), atunci: 

iTd J r t - z 

n 

daca 

y=i 
(2.5.1.19) 

- / ( z ) + ^ G y ( 4 daca z e ® " 

y=i 

V. Cu ajutorul datelor de mai sus vom putea calcula integrale singulare de tipul: 

/{.v) = 
-l ^-x 

UIKIC ( p ( l ) este o tiinciie r:ili(Mi;ilf\ cunoscută pe segmentul dc integrare 

(2.5.1,20) 
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V 

Vom înconjura segmentul de integrare cu un contur I 
ca în Fig. 2 .5.1.3 şi vom folosi integrala ajutătoare: 

Vom considera că la valori mari ale lui 

(2.5.1.21) 

= = - i z 
Fig. 2.5.1.3 

Apropiind conturul de integrare Z până pe tăietura liniară 

^ + </ 

avem: 

2 > 
(2.5 .1 .22) 

pe baza relaţiilor (2 .5 .1 .18) şi (2 .5 .1 .22) vom găsi; 

-l 
(2.5.1.23) 

unde Gj{z) - este partea principală a funcţiei yjz^ — l ^ r e l a t i v ă la polii săi. Pe baza formulelor Sohoţi -

Plemelj (2.5.1.3) şi (2 .5.1.4) obţinem valoarea integralelor singulare (2.5.1.20). 

(2.5.1.24) 

Dar funcţia va avea semne diferite pe marginea de sus şi de jos a tăieturii, astfel încât din 

(2.5.1.23) şi (2 .5 .1 .24) pentru X <l vom obţine: 

J 

VI. în mod analog găsim valoarea integralei de tip Cauchy: 

(2.5.1.25) 

VII. Tot aşa obţinem şi integrala singulară: 

= -n (2.5.1.26) 

^-'Jl^-âUâ-x) f 
X < / 

V n L Aplicând acelaşi artificiu (cu conturul de integrare Z ) se rezolvă o serie de integrale de tipul: 

Aplicând metoda reziduurilor şi ţănând cont de (2.5.1.22) obţinem: 

(2.5.1.27) 

(2.5.1.28) 

r 1 
A') (2.5.1.29) 
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unde Qk - sunt polii funcţiei (p{z)l în exteriorul conturului Z , inclusiv punctul de la infinit al planului. 

D e aici, reducând conturul Z Ia fisură avem: 

<p{z) (2.5.1.30) 

Problemele conjugării liniare (Mushelişvili) 

Vom considera planul infinit cu fisura L pe axa x, JC < / , >' = 0. V o m nota cu (f>{z) o fijncţie analitică 

univocă, determinată pe tot planul complex r; vom zice că este olomorfa pe porţiuni dacă are valoarea linnită 

şi (f> ( x ) pe marginea superioară şi inferioară a tăieturii, iar în punctele Jr = ± / are loc inegalitatea: 

Â  > 0 , 0 < a i < 1 (2.5.1.31) 

Prima problemă a conjugări i l iniare este determinarea funcţiei parţial o lomorfe ^ ( z ) după saltul dat pe 

punctul £ : 

= | x | < / (2.5.1.32) 

unde ^ ( j c ) - o funcţie dată care satisface condiţia N ( / / ) : (2.5.1.2) . 

Pe baza relaţiilor (2 5.1.3) , (2 .5 .1 .4) se poate deduce că soluţia limitată la infinit a acestei probleme este 
dată de: 

2;n 
+ C (2.5.1.33) 

unde C este o constantă arbitrară. Soluţia nulă la infinit se obţine pentru C=0. 

A doua problemă a conjugări i liniare. Se cere determinarea funcţiei parţial olomorfe F(z) care să 
satisfacă următoarele condiţii pe conturul L: 

F^(x)+F-(x) = /(x), xl</ (2.5.1.34) 

undey(x) este o funcţie cunoscută ce satisface condiţiile 

Să considerăm, de exemplu, funcţia: 

(2.5.1.35) 

analitică în afara conturului L, care pentru z foarte mare se poate scrie: 

1 l ' 

z 2 , 3 
(2.5.1.36) 

Ţinând cont că: 

Vx^ >' - > ±0, x>l 

- Vx^ >- ^ ±0, X < - / 

± / V / ^ - X ^ , x < / 

(2.5.1.37) 

se demonstrează că la trecerea prin conturul L funcţia X(z) schimbă semnul: 

Condiţiile de graniţă (2 .5 .1 .34) se pot scrie acum sub fomia: 

< / (2.5.1.38) 

146 

BUPT



Capitolul 2 luv'nn/lnri fcorcficc si soluţii analitice 

r H v ) ' 
+ 

X{x)_ 
< / 

Ajungem tot la prima problemă a conjugării (2.5.1.32), care în cazul dat are soluţia. 

2 » J - , A - ( r ) ( x - r ) 

Transformarea integralei tip CAUCHY 

Să considerăm următoarea ecuaţie integrală: 

• —/ t X 

(2.5.1.39) 

(2.5.1.40) 

unde integrala se înţelege în sensul valorii principale a lui Cauchy, iar funcţia J{x) satisface condiţia H ( / j ) 

(2.5.1.2). 
Introducem funcţia: 

2/a -l t-z 

Pe baza formulelor Sohoţki-Plemelj, putem scrie pentru această funcţie: 

m 
f^ <pit)dt 

- / / - AT ' 
< / 

Rezultă atunci că ecuaţia (2 .5 .1 .40) este echivalentă cu problema conjugării tratată mai sus: 

deci putem determina pe (f>{z) după o formulă de tipul (2.5.1.39) 

Soluţia ecuaţiei (2.5.1.40) se poate scrie. 

Dar: 

<p{x) = 
- / t - X 

De obicei ^ { x ) este cunoscută, şi atunci: 

Dacă ţinem cont că: 

;r J 

C, = 

cil 

p! 
(p{x)dx 

-l 

o, x| < / 
sign A-

> / 

atunci: 

TT \ / + X J-l \ /-I f - X 
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Impunând condiţia suplimentară: 

obţinem în final: 
- ' y f i ^ 

rt 

n 
f{t)dt X<1 

(2.5.1.51) 

(2.5.1.52) 

2.5.2. Teoria ecuaţiilor integrale (t.e.i.) 

în literatura de specialitate românească, (t.e.i) este relativ puţin abordată şi reprezentată. Exceptând celebra 
monografie a lui Traian Lalescu ( pe care cu părere de rău nu am studiat-o!) m-am folosit de următoarele lucrări: 

• cartea coordonată de CAIUS lACOB: „Matematici clasice şi modeme", vol.III, în care cap.XIV scris de Paul 
COCÂRLAN (p. 178-307) se ocupă de ,JEcuaţii integrale şi elemente de analiză funcţională" [II]; 

• excelenta monografie a lui V.I. S M I R N O V [S38] - traducere din limba rusă - care în voi. IV, dedică (t.e.i.) 
Cap.I(p .5-210) . 

Ambele cărţi sunt scrise de matematicieni pentru matematicieni: utile dar dificile. Am apelat mai mult la: 
• monografiile lui V .PARTON şi P.PERLINE [P20] „ Methodes de la theorie mathematique de Telasticite" 

(1981); [P19] „Equation integrales de la theorie de l'dasticite" (1983) . 
• Evident ca mi-a fost de un real folos cartea lui N.I. MUSHELISVTLI [M70] „Singular Integral Equations" 

(1972), una dintre cele mai citate cărţi din literatura specifică. 
• Am utilizat de asemenea notele de la cursul ţinut de MARC B O N N E T la Universitatea din Bucureşti în mai 

1993: „Equations integrales et elements de frontiere en Mecanique des Solides: Theorie, mise en oeuvre, 
applications" [B62]. 

• Mai amintesc şi teza de doctorat a lui Patrick D A N G L A [D3] /1990: „Couplage Elements finis equations 
integrales en elastodynamique et interaction sol-structure", care utilizează foarte mult (t.e.i.) şi fiincţiile 
Green. Lucrarea a făcut parte dintr-un program naţional extins pe perioada 1985-1990, privind: 
,> le thodes d'equations integrales appliquees aus sols". 

• Merită evidenţiată şi cartea autorilor Robert D A U T R A Y şi Jacques Louis LIONS: ,>Iathematical Analiysis 
and Numerical Methods for Science and Tehnology, Voi.4: „ Integral Equations and Numerical 

^ Methods", Springer Veriag, 1990 [D6]. 
în literatura modernă, cu ajutorul nucleului ecuaţiei integrale, se defineşte un operator integral astfel că 

ecuaţiile integrale se scriu sub o formă prescurtată, „operatorială" şi sunt încadrate în teoria generală a operatorilor 
ca un capitol de Analiză fiincţională. Cărţile utilizate de mine au fost: 

• L.V.KANTOROVICl' [K23]; N. T E O D O R E S C U [TI 1]; A. HAIMOVICI [H4] şi care dau evident o formă 

foarte modernă şi generală acestei probleme. 

1. într-un sens foarte general, se numeşte „eataţie integrală*' (e i.) o ecuaţie în care funcţia necunoscută (p{x ) 

apare şi sub semnul integral. Sub aspect matematic o asemenea ecuaţie se prezintă într-o formă intrinsecă astfel: 

F = 0 (2.5.2.1) 

unde (p{x) este funcţia necunoscută, iar fijncţiile F, K, a, b sunt presupuse cunoscute, mulţimile pe care acestea 
sunt definite precum şi mulţimile în care iau valori se precizează de la caz la caz. 

Vom deosebi următoarele tipuri mai importante: 

1. ECUAŢII INTEGRALE LINIARE 

a), de tip VOLTERA 

de speţa întâi (conţin funcţia necunoscută (p numai sub semnul integral): 

(2.5.2.2) 

' Prima ecuaţie integrală a fost considerată de N.Abel (1828) , iar teoria acestora a fost dezvoltată de Volterra (1896) 
şi E.FredhoIm (1900-1902) Matematicianul român Traian I alescu a scris prima monografic consistentă din lume cu 
acest subiect. „Introduction a la theorie des equauoiis iiueyrales'" în 1912. 
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• dc speţa a doua 

b). de tip F R E D l l O L M 

• de speţa întâia 

de speţa a doua 

(25 .2 .3 ) 

rh 

( 2 . 5 . 2 4 ) 

(2 5 2 5) 

Formal cele două tipuri de (e i) seamănă. Diferenţa esenţială este legată de faptul că la ecuaţia Fredholm 
limita superioară a integralei este o constantă, pe când la ecuaţiile Volterra este variabilă. 

In aceste ecuaţii funcţia K se numeşte „miclcii l (sau sâmburele ) ecuaţiei integrale" şi cu ajutorul ei se 
defineşte operatorul integral K: 

fh 
K<p = 

Ecuaţiile integrale de mai sus se pot scrie acum într-o formă operaţională: 

(p = ĂK(p + f 

(25 .2 .6 ) 

(2.5.2.7) 

şi se tratează sub aspect foarte general şi abstract în cărţile de Analiză funcţională şi Teoria operatorilor [C38], 
[C79], [C80], [ G l l ] , [G16], [113], [K35], [S38], [ T l l ] , 

în ecuaţiile precedente dacă = O , zicem că avem o ecuaţie omogenă. 

II. E C U A Ţ I I I N T E G R A L E N E L I N I A R E 

Nu există o clasificare a lor datorită marii diversităţi în care sunt întâlnite în literatură. Voi enumera numai 
câteva tipuri, cu importanţă aplicativă: 

Ecuaţia lui H A M M M E R S T E I N 

(2.5.2.8) 

• Ecuaţia neliniară a lui V O L T E R R A 

(2.5.2.9) 

III. E C U A Ţ I I I N T E G R A L E S I N G U L A R E 

Au o teorie specială deoarece operatorul integral nu mai poate fi definit cu ajutorul unei integrale obişnuite în 
sensul lui Riemann sau Lebesgue - ci trebuie definit în valoare principală, în sensul lui Cauchy. 

2. Facem unele precizări. Fie I = [a,b\ciR şi A = 1x1. V o m considera că fijncţiile: / : / R sau C; 

: A —> R sau C; funcţia necunoscută (p, cu valori reale sau complexe, se caută în mulţimea funcţiilor integrabile 

Riemann pe / = a^h . 

3. Vom analiza pe scurt ecuaţia integrală Volterra de speţa a doua pe care o vom scrie sub forma: 

•X 

Ja 

unde Ă este un parametru cu valori reale sau complexe. 

Soluţiile ecuaţiei (2 .5.2.10) sc caută sub forma serici de funcţii: 

(2.5.2.10) 
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unde (p„{x) suni funcţii continuo pc I care urmează să fie determinate. Din (2.5.2.10) rezultă: 

y A(-v)=f{x)+y 
' ^ Ja 
n={) /7=0 

Această identitate este verificată pentru orice Ă e R (sau C) dacă: 

rx 

(2.5.2.11) 

(2.5.2.12) 

(2.5.2.13) 

r.v 

Ja 

Se demonstrează că seria (2 5.2.12) este absolut şi uniform convergentă pe I = \a,b , V A G C , iar soluţia 

construită mai sus este unică 

4. Ecuaţiile lui FREDHOLM 
Analizăm sumar numai ecuaţia de speţa a doua. în literatură se demonstrează continuitatea soluţiei (p şi 

unicitatea care are loc numai dacă: 

1 

M{b - a) 
(2.5.2.14) 

unde M = supp\K{x, , (x, e A 

In aceste condiţii soluţia ecuaţiei se poate obţine prin metoda aproximaţiilor succesive a lui Picard. Astfel, 

pornim de la o funcţie ^ Q G arbitrară, se construieşte şirul {̂ ^nljjgy cu ţ£>„ = soluţia q) este limita 

acestui şir. Se poate lua = f %\ avem: 

& 
<P„{x)=f{x)^X n = \X.. 

Ja 

Termenii acestei serii se obţin din aproape în aproape, pentru fiecare fiind necesară cunoaşterea termenului 
precedent. Pentru a scrie soluţia ^ sub o formă mai convenabila, se notează: 

dacă se notează: 

atunci: 
p=\ 

(2.5.2.15) 

(2.5.2.16) 

(2.5.2.17) 
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rb f ( A •dx există 
aX-y 

/ ( . v ) - / C v ] | < C . r - ; f 

unde C şi a sunt constante iar O < a < 1, atunci pentai orice y 6 integrala singulară 

în valoare principală în sensul Iui Cauchy. 

2.5.3. Contribuţii 

2.5.3.1. Generalităţi 

Se ştie că (v. A n e x a 3 ) , utilizând două funcţii de variabilă complexă ^ ( r ) şi 
Kolosov şi Mushelişvili [M69] au reuşit să exprime tensiunile şi deplasările pentru o problemă 
plană cu ajulorul relaţiilor (36) din A n e x a 3 , numite ccuaţiilc Kosolov-iMushelişvili. 

a ^ . + ( T . . = 2 

c r , - + 2/r^^, = 2 [ _ > ' ( - ) + 

2G{u + /v) = z ( p ( = ) - H ^ ) 

(2.5.3.1) 

unde 

Z = 

Ă + 3G 
Ă + G 

3 - 4 v - pentru starea plană de deformatie 

3 - k 
l + i-

- pentru starea plană de tensiune 
(2.5.3.2) 

Se obişnuieşte să se introducă funcţiile notate cu litere mari, 

astfel încât relaţiile (2.5.3.1) se scriu: 

(J^-^Gy = 2[<D(.-)+0(-)]= 4Re[cD(z)] 

2G(u + /v) = x(p(=)-

(2.5.3.3) 

(2.5.3.4) 

Să considerăm dat un domeniu plan (if cu 
frontiera F (curbă Leapunov). Pe elementul de 
arc ds acţionează forţele exterioare date Xr/is şi 
Y„ds. 

Se demonstrează (v. Mushelişvili [M69], 
p.155): 

.V„ + />; = -td{cp[z)^ = -id[- ;/(_-)] 

(2.5.3.5) 

\ 'ectoruI rezultant al forţelor exterioare 
care acţionează pe un arc AB este: 

Fig . 2 . 5 . 3 . 1 X + iY = 

(2.5.3.6) 

pentru CC = \, avem condiţia Ini LipschUz 
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unde se notează simbolic 

la A la B. 

Momentul re/ultant ai acestor Ibrţe: 

creşterea expresiei din parante/ă după o deplasare pe arcul Al^ de 

A / = 
AH 

JA 

unde 

(2.5.3.7) 

(2.5.3.8) 

Transformări de coordonate 

La înlocuirea sistemului de coordonate 
carteziene funcţiile ^^(r) şi nu suni nivaruintc. 

Dacă noul sistem de coordonate xOy este legat de 
vechiul sistem de coordonate xOy prin relaţia: 

-O . la r = r, 

Fig. 2.5.3.2 

(2.5.3.9) 

atunci funcţiile 0 , ( r j ) şi j^^că acelaşi rol în 
sistemul XiOiyi ca şi funcţiile 0 ( r ) şi T ( r ) în 
sistemul xOy. Legătura dintre funcţii este evidentă: 

unde: 

(2.5.3.10) 

(2.5.3.11) 

Coordonate polare 

- coordonatele originii Oi în sistemul xOy. 

Componentele tensiunilor şi ale 

deplasărilor într-un sistem de coordonate 
polare sunt legate de componentele tensiunilor 
^r'^v'^xv- şi deplasărilor u, v din sistemul cartezian 
xOy, cu aceeaşi origine, prin relaţiile: 

Fig. 2.5.3.3 ^^ - H-cr ,̂ (primul invariant) 

u^ -h iu0 - c'^^^u + /v) 

Mai dăm din [PI2] încă două formule utile în aplicaţii: 

(2.5.3.12) 

(2.5.3.13) 

( 2 . 5 . 3 . 1 4 ) 
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Probleme fundamentale şi condiţii de graniţă (în complex) 

Sc în t â lne sc trei t ipuri d e p r o b l e m e f u n d a m e n t a l e ( c l a s i ce ) : 
• prima problemă fundamentală: pe 
conturul F sunt date tensiunile exterioare. 

Condiţiile pe friontieră, utilizând relaţia 
(2.5.3.14), se scriu: 

/ g T (2.5.3.15) 
unde: 

/ - p u n c t u l va r iab i l pe c o n t u r ; 
yV. 7' - c o m p o n e n t e l e d a t e - n o r m a l ă şi 

t a n g e n ţ i a l ă - a le f o r ţ e l o r e x t e r i o a r e ce a c ţ i o n e a z ă 
Fig. 2.5.3.4 pe con tu r . 

dir X 

a doua problemă fundamentală: pe frontiera F sunt date deplasările; condiţiile pe 
graniţă se obţin din (2.5.3.1) prin trecerea la limită (r r): 

Aici, //(/) şi v(r) sunt funcţii cunoscute pe F . 

Calculul tensiunilor în planul infmit solicitat local 

teV (2.5.3.16) 

O 

M 

zo 

Fig. 2.5.3.5 

Presupunem că în punctul dat zq acţionează 
sarcinile P, Q, M cu sensurile pozitive ca în Fig. 
2.5.3.5. Potenţialii complecşi ai tensiunilor au 
forma dată de Mushelişvili [M69], [M70]: 

= (2.5.3.17) 
+ - - - o 

dir X 2^(1 + Z) 

(2.5.3.18) 

Dacă introducem (2.5.3.17) şi (2.5.3.18) în 
(2.5.3.13) obţinem combinaţia tensiunilor 
cr,. - / r„. pe axa .v, sub forma: 

1 

Fig. 2.5.3.6 
Q + .P 0 + iF (Q-IF\z,-Z,)+,(\ + X)M 

(2.5.3.19) 

Dacă problema este mai complicată se aplică principiu! suprapunerii efectelor. 
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Sâ presupunem planul elastic solicitat la intlnit de forţele de tracţiune uniform repartizate 
p şi cj ortogonale ca direcţie şi înclinate cu unghiul a faţă de axa 0 \ (v. Tig. 2 . 5 . 3 . 6 ) , Atunci vom 
avea: 

Tensiunile a^. şi |)c axa A% vor rezulta din (2.5.3.1): 

ip + q)-(p-q)c 2ia 

(2.5.3.20) 

(2.5.3.21) 

2.5.3.2. Planul infinit* cu o tăietură rectilinic 

r 

CT: 

o-,. 

Cv 

h 
O.V ^ If-^O.v 

c . \ 
_ I 

Fig.2.5.3.7 

Fig.2.5.3.8 

Date iniţiale. Presupunem că în planul 
complex există o tăietură de grosime nulă, orientată 
după axa Ox: 

X 

• Presupunem că tensiunile la infinit sunt 
nule, dar pe marginile tăieturii acţionează tensiunile 

C (P^ marginea de sus) şi a~y şi r^. (pe 
marginea de jos). 

în aceste condiţii vom considera că avem: 

c r ; ( ^ , 0 ) - / T^, ( . r , 0 ) = p ( x ) + iq{x\ < / 

(2.5.3.22) 

unde p{x) şi q{x) sunt funcţii cunoscute (date): 

= + (2.5.3.23) 

(2.5.3.24) 

Pentru început vom rezolva o problemă 
auxiliară, considerând că pe marginile tăieturii sunt 
date salturile tensiunilor şi ale derivatelor 
deplasărilor: 

d 
OX 

u -u + / -J-
V -

2G ^ ^ 

(2.5.3.25) 

(2.5.3.26) 

iar pe vârfurile tăieturii, saltul deplasărilor să fie nul: 

g(-/)-g(l)=0 

Introducem o funcţie ajutătoare: 

(2.5.3.27) 

Deşi sunt conştientă că a spune „planul infinit" constituie un pleonasm, deoarece planul nu poate fi decât infinit, 
voi persista în utilizarea acestei formulări pentru a elimina orice confuzie cu placa plană. 
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Q{z)= a>(r)+rO'(r)-h4^(r) (2.5.3.28) 

prin intennediul căreia tensiunile şi deplasările din relaţiile (2.5.3.4), (2.5.3.13) se scriu: 

unde 14 = — , V = — , : iar pentru 
dx dx 

2Giu' + / V ' ) = M ^ ) - - ^ P ' I ^ ) 

< I vom avea: 

I im(_--r>l) ' (-)=0 

(2.5.3.29) 

(2.5.3.30) 

(2.5.3.31) 

A' 

(2.5.3.32) 

Pe baza relaţiilor (2.5.3.30), (2.5.3.31), condiţiile de frontieră (2.5.3.25) şi (2.5.3.26) se 
scriu: 

< / O ^ (x) + Q - (;c) - O - (.r ) - n ^ (.x) = 2q(x), 

n - ( x ) - W = / ( j + \)g'(x) |A-| < / 

Suma relaţiilor (2.5.3.33) şi (2.5.3.34) ne dă: 

Z + l 
= 'Q(4 x</ 

(2.5.3.33) 

(2.5.3.34) 

(2.5.3.35) 

A 

înmulţim ecuaţia (2.5.3.33) cu jt̂  şi din ea scădem (2.5.3.34) 

Q^ (a) - Q- (jc) = i[Q(x)-^ 2iq{x)\ |jc| < / 

Din relaţiile (2.5.3.35) şi (2.5.3.36), ţinând cont de integrala Cauchy, găsim: 

0(r) = 1 

2;r J -II-z 

Itt J-i / - -

2;r J - / 

Q(l)-2iq(t) tQ{t) 
dt 

(2.5.3.36) 

(2.5.3.37) 

(2.5.3.38) 

(2.5.3.39) 

Am găsit astfel potenţialii complecşi Kolosov-Mushelişvili pentru problema de limită 
(2.5.3.25) şi (2.5.3.26). 

Vom considera o altă problemă limită, când sunt date tensiunile pe marginile fisurii după 
(2.5.3.1), dar nu mai sunt date salturile deplasărilor la vârful fisurii- ceea ce înseamnă că funcţia 
g{x) este necunoscută. 

Vom scrie condiţiile pe frontieră sub forma (v. (2.5.3.23)): 

Ecuaţia integrală singulară a problemei astfel formulate este: 

X <l (2.5.3.40) 
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- / I - -v 
.V < / (2.5.3.41) 

Din conjuncţia relaţiei (2.5.3.27) cu (2.5.3.47) şi (2.5.3.48) condiţia de univocitate a 
deplasărilor se scrie sub forma: 

- / 

şi se explicitează astfel: 

n 

J /2 _ ,2 

-/ t-x 

unde 

Mai ştim că: 

X 
Z + 1 

ci{t\U 

dt 

-l 

n 
z ^ -LI 

Relaţiile (2.5.3.37), (2.5.3.38) conduc la soluţia totală a problemei 

q{t)dt V/^ -t'^ p{t)d( 1 
-/ t-z Ini 

R 
•l l-z 

(2.5.3.42) 

(2.5.3.43) 

(2.5.3.44) 

(2.5.3.45) 

(2.5.3.46) 

D(z) = 1 C ' - p { t ) d t ^ 1 
( - r 2m 

q{t)dt R 
-l t-z r 

(2.5.3.47) 

Ne propunem să studiem distribuţia de tensiuni în jurul vârfului fisurii. Pentru aceasta 
trecem la sistemul de coordonate polare cu originea în vârful fisurii -10=/ (Fig. 2.5.3.7) ceea ce se 
face înlocuind: 

(2.5.3.48) 

Atunci potenţialele complexe vor fi: 

0 , ( . - , ) = c D ( ± z , ± / ) 

Q . ( _ - , ) = n ( ± z , ± / ) 

(2.5.3.49) 

Pentru aceste funcţii de potenţial, vom avea explicit: 

-/ f + z , + / 2m 
q[l)d( R 

2 ; r V z , ( r , + 2 / ) J 

4 i ^ p { , ) d t 1 

-l t + z^+l 1K 
R 

(2.5.3.50) 

(2.5.3.51) 

Pentru valori z, « / , d e c i în vecinătatea vârfului fisurii, se obţine o dezvoltare 
asimptotică a funcţiilor <t>,(z,) şi Q,(z,), astfel: 
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0(1) (2.5.3.52) 

unde: 0(1) cuprinde tennenii Uniţi când - l 0; 

- mărimi reale (semnul + se referă la partea dreaptă a vârfului fisurii, semnul - se 
referă la partea stângă) 

Rezultă: 

A ' f - / A S ^ = -
1 

/T 77 
(2.5.3.53) 

R e v e n i n d la ca l cu lu l t e n s iun i l o r şi d e p l a s ă r i l o r , se o b ţ i n e u r m ă t o a r e a d i s t r i bu ţ i e 
a s i m p t o t i c ă a ace s to ra : 

, e 50 
5 cos — c o s — 

2 2 
, 0 50 
Scos—+ c o s — 

2 2 
. 0 .50 

- s m —+ sin — 
2 2 

Kţ 

4^1 

. 0 .50 
- s m —+ sin — 

2 2 
^ . 0 .50 - 7 s m sm — 

2 2 

. 0 50 
JCOS—+ COS — 

2 2 

+ 0 (2.5.3.54) 

4G 
12 y - l Icos—COS — 
V X / 2 2 

. 0 .30 
(2;ir + U s > n Y - s m y 

... e . w 
(2^ + 3 ) s m - + s m y 

O W 

+ 0 

(2.5.3.55) 

2.5.3.3. Planul elastic infinit cu defecte multiple 

a) Câteva repere bibliografice 
Aceasta este problema teoretică fundamentală care apropie (M.R.) de situaţiile reale întâlnite în structurile de 

rezistenţă şi care a constituit încă de la început obiectul preocupărilor mele; este, de altfel, o etapă intermediară 
obligatorie în abordarea problemelor din mecanica probabilistă a ruperii. Bibliografia aferentă acestor probleme este 
mult mai bogată decât am crezut iniţial. 

Trebuie să amintesc de la început câteva monografii fundamentale: 
• Cartea lui V V. PANASIUK; M.P .SAVRUK şi A P. DATÎŞIN [P12] apărută în 1975 la Kiev, autorii fiind 

mari personalităţi ale celebrei de la Kiev"" în mecanica solidului deformabil. Utilizează în mod 
constant metoda potenţialilor complecşi ai lui Kosolov-Mushelişvili , integralele de tip Cauchy, 
reducând problemele abordate la ecuaţii integrale singulare. Are un nivel matematic greu abordabil. 

• A doua monografie este cea a lui M P . SAVRUK [S6] apărută - în 1982, destul de asemănătoare cu prima, 
la care a fost coautor şi M P. SAVRUK. 

• Trebuie amintita cartea lui JIAN-KE LU de metode complexe în elasticitatea plană [L49], apărută în 1995 
şi care arc Cap.V (p 151-182) dedicat solidelor elastice cu defecte multiple. 

• O altă monografie de excepţie este cea a lui G.N. SAVIN [SB24] privind distribuţia tensiunilor în jurul 
găurilor, apărută tot la Kiev în 1968 (887 pagini!) şi care este una din lucrările cele mai complete în 
domeniu. 

• Nu trebuie utitată celebra monografie a lui G.P. C E R E P A N O V [CIO] „Mecanica ruperii fragile", (640 
pagini) apărută în aceeaşi editură „NAUKA" - Moscova 1974. 

• Dintre articole, lucrarea lui GUZ şi SAVIN [G51] care tratează, tot în complex, problema planului infinit 
slăbit cu găuri circulare. 
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• Voi cita lucrârilo lui J HEI.SING (v. Anexa) De exemplu [1121] şi [G34] pleacâ toi de la funcţiile potenţial 
ale lui Kosolov-Mushelişvili, pe care le reprezintă cu ajutorul integralelor de tip Cauchy şi ajunge la 
ecuaţii integrale noi, abordate iniţial de SMERMAN, dare care se încadrează tot în categoria ecuaţiilor 
integrale de tip Fredholni (v. §2.5.3 2) de speţa a doua în Iurările sale J HELSINCi prezintă un algoritm 
rapid pentru calculul câmpurilor elastostatice în materiale compozite local izotrope cu defecte multiple. 
Combină ecuaţia integrală dată de Shemian cu o metodă multipol rapidă şi cu o tehnică de cuadratură 
adecvată în [H29], HELSING şi JONSON, utilizând o ecuaţie integrală singulară de tip Mushelişvili 
pentm domenii multiple conexe, rezolvă o placă pătrată cu 4096 găuri şi fisuri în [1123] rezolvă cazul 
spaţiului cu o incluziune elastică şi 19 fisuri radiale, pornind tot de o ecuaţie Fredhoim de speţa a doua 

b). Formularea problemei 

Să presupunem că în planul elastic omogen şi izotrop, raportat la un sistem cartezian de 
coordonate, există N fisuri drepte orientate arbitrar, de lungimi arbitrare, aflate în puncte 
arbitrare ale planului (Fig. 2.5.3.9), 

Ne vom tlxa atenţia asupra a doua fisuri arbitrare. 
Notaţii: 

• Coordonatele centrelor fisurilor Oj şi Ok în sistemul de axe global xOy: 

(2.5.3.56) 

y -

1 
^ \ 

1 

\ / 1 / 

0 
\ 

Fig.2.5.3.9 O 

Xk 

h - dir. X 

Fig. 2.5.3.10 

• lungimea fisurii 21j j=l ,2, . . . , k,...N 
• sistemul de coordonate locale: XJGJYJ cu axa OjXj orientată după direcţia fisurii, cu centrul 

Oj la mijlocul lungimii fisurii; 
• direcţia fisurii determinată de unghiul a j dintre axa OjXj şi axa Ox; 

• djk - distanţa între centrele fisurilor Oj Ok 

Ipoteze: 

• Vom presupune că fiecare fisură este parcursă în sensul pozitiv al axei 0|X,, astfel încât 
mărimile ce acţionează pe partea stângă vor purta indicele plus, cele de po partea dreaptă 
semnul minus. 

• Întocmai ca în subparagraful precedent, vom accepta că pe marginile fisurilor acţionează 
sarcinile: 

Tensiunile cr̂  şi T j sunt date în sistemul local de coordonate. 

(2.5.3.57) 
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• Presupunem de asemenea că la vârfurile tăieturii sunt date salturile tensiunilor .si 
deplasărilor. 
în sistemul de coordonate locale problema a fost rezolvată mai sus, unde s-au stabilit 

funcţiile de potenţial (2.5.3.37) şi (2.5.3.39), pe care acum le scriem astfel: 

1 •h Qj{f) 
2K J-/y t Zj 

<it 

2n: 

Qj{t)-2.qj{t) tQ(ţ) 
dt (2.5.3.59) 

unde: 

gj(x)=(ii^ - i / ' j+z lv"" - v") - saltul deplasărilor (2.5.3.60) 

^A^) = - ^ y ) - - - saltul tensiunilor 

Toate rezultatele obţinute în continuare se bazează pe o ipoteză fundamentală că funcţiile 
de potenţial sunt funcţii liniare, şi pentru întregul spaţiu se obţin prin însumare: 

1 ^ O qA^) 

1 ^ -2/a, 

<it 

y=I -l, 
T/"' o (A 

(2.5.3.61) 

dt (2.5.3.62) 

unde: 
Ţ. = te J + 

Să considerăm cazul când condiţiile la limită au forma: 

(or; + c T ; ) - / ( r ; + r ; )=2 /7 , ( a : , ) , | . r , | < / , , k = l X . . , N (2.5.3.63) 

Utilizând fomiulele de transformare la trecerea într-un nou sistem de coordonate 
(2.5.3.10), (2.5.3.11), scriem potenţialii complecşi în sistemele de coordonate XkOkYk sub forma: 

1 f O 

- I J - - , 

271 ^ .-l 

y=l V 

( O -

^ - - / 
q m dl 

(2.5.3.64) 

(2.5.3.65) 

unde: 
-la O _ oV 

~k -"Jh ^kj=0Ck - a j 
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Dacă utilizând tbrnuilclc (2.5.3.13), vom determina tensiunile pe axa Ox, pe care le vom 
introduce în condiţiile de graniţă (2.5.3.63) şi vom obţine un sistem de N ecuaţii integrale 
singulare ca soluţie a problemei puse: 

unde; 
la, 

1 e 
^ — + 

-Itak 

[r X,)-

dt =[/p„(-x), X <lf., k = 1,2,..., A' 

(2.5.3.66) 

(2.5.3.67) 

r. - X\ 
(2.5.3.68) 

A', 

Nucleele (2.5.3.67) şi (2.5.3.68) sistemului de ecuaţii obţinute sunt funcţii regulate cu 
excepţia cazului k=j\ când Kj.j{t,x) devine miez singular Cauchy, iar L^j-Q. Sistemul 
(2.5.3.66) se poate scrie în acest caz: 

-k t-x j^k -j 

L ( z L . dt 

(2.5.3.69) 

Dacă pe marginea fisurii este aplicată o sarcină autoechilibrată, condiţiile de margine vor 
avea forma: 

< - = - = < ' p J = 1 2 , . . . , y v (2.5.3.70) 

iar sistemul de ecuaţii integrale va avea o formă mai simplă: 

f r ' ' ) } ! > < < = '.2,^ „ A - ( 2 5 . 3 . 7 1 ) 
•'-//. l—X J - / j^k 

în cazul fisurilor coliniare: = O, y = l,2,...,A^ sistemul (2.5.3.66) are 
forma: 

V f ' ' ^ M " X </,, k = ]X...,N (2.5.3.72) 

unde: 

(2.5.3.73) 

Impunând condiţia: 
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sistemul (2.5.3.71) devine un sistem de ecuaţii Fredholm de speţa a doua: 

rl. 

(2.5.3.74) 

1 
A- = 

X <L, k = \X...,N (2.5.3.75) 

j^k 

unde: 

rk J J f ^ K J f , ^ ) 

â - X 
<lc 

n -k 

(2.5.3.76) 

(2.5.3.77) 

Expresiile (2.5.3.76) şi (2.5.3.77) sunt integrale singulare cu miezul de tip Cauchy, care 
pot fi calculate în formă închisă; pentru a efectua integrarea le scriem mai dezvoltat: 

1 1 
+ z ^ dâ 

1 " + dţ 

unde: 

t-d^je 

"kj-^ - ^k 

Utilizăm soluţiile unor integrale existente în literatură. 

(2.5.3.78) 

(2.5.3.79) 

(2.5.3.80) 

(2.5.3.81) 

LfB] 
x-Tkj 

(2.5.3.82) 

-h- {â-xi^-^jY i-^-njY 
- l (2.5.3.83) 

Cu aceste rezultate, mărimile (2.5.3.76) şi (2.5.3.77) devin: 

Mkj {',.•<) = 
e 

2 + 
- Tkj x-Tkj 

(2.5.3.84) 
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2 . v - / x , 

Ti 

-V-' /Ay 
(2.5,3.85) 

în felul acesta problema planului infinit având A' fisuri drepte, străpunse, situate arbitrar, 
care nu se întretaie, se reduce la sistemul de ecuaţii intei^rale singulare (2.5.3.71), cu condiţiile de 
graniţă (2.5.3.70); la rândul său acest siStem se reduce la sitemul de ecuaţii integrale de tip 
Fredhoim de speţa a doua (2.5.3.75). 

In concluzie, dacă se cunosc funcţiile ^k(x) , întocmai ca în cazul unei singure fisuri, 
prin trecere la limită, putem calcula coeficienţii de intensitate a tensiunilor la vârful oricărei 
fisuri: 

2k h m 
<1-4 

\ k = 1 ,2 , A' ( 2 . 5 . 3 . 8 6 ) 

i 

2b 
-b -a a ^ Nih > S— 

^ 21 : a a i 21 ; ^ 
) 

2.5.3.4. Planul infinit cu două fisuri rcctilinii egale 

Pentru a verifica exactitatea celor prezentate până aici, mă voi opri asupra cazului 
particular al planului elastic omogen şi 
izotrop, care prezintă două fisuri rectilinii, 
coliniare şi egale; planul este solicitat Ia 
infinit de sarcina p uniform distribuită 
având direcţia perpendiculară pe linia 
fisurilor, aleasă drept axa x. Evident că 
problema se găseşte rezolvată în literatură, 
dar toate lucrările cercetate de mine 
utilizează metoda funcţiilor de variabilă 
complexă şi pleacă de la ecuaţiile Kolosov-
Mushelişvili (2.5.3.4) şi' (2.5.3.12), 
(2.5.3.13), (2.5.3.14). Soluţii finale unanim 
acceptate sunt date în cunoscutul 
HANDBOOK al lui TADA, PARIS, 
IRWIN [TI], rezultate pe care le prezint în 
copie în Fig. 2.5.3.12 şi Fig. 2.5.3.13, Se 
vede din aceste pagini că bibliografia de 
referinţă este reprezentată de lucrările lui 
BARENBLATT 1962, ERDOGAN 1962, 
SIH 1914 - lucrări pe care din păcate eu nu 
le-am avut la dispoziţie. Dar ele se găsesc 
ca şi cazuri particulare în cadrul unei teorii 
generale prezentate în monografiile [PI2], 
[S6], [L49], de care nu mă mai ocup. în 
aceste condiţii voi prezenta alte variante şi 
voi încerca o soluţie nouă, prin suprapunere 
de efecte. 

F i o . 2 . 5 . 3 . 1 2 

F ig . 2 . 5 . 3 . 1 1 

P 

O 0 ^ 0 T | 

- b -a 
O 
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< 

A'/ ' P 
> zz < T 

. ±a 

" P 
= . T 

ni. ±h JL 

h'-
•v m 

-a 

a^|h- -a' 
k = 

a 

unde 

'^fnb —< 1 — 
E{k) 
K{k) 

K{k) = 

E{k) = 

d(p 

K 
d(p 

u + d U + lA 2K(k) 

K II±h 

Qyjd^-a 
b±d 

\b + d JC + 1 2K{k)} K{k) 
E{k)F(d,k)-K(k)Ei0,k) 

K I±a = 

\d + a 
f — 1 
^x + l j Q 2K(k) 

Pb r 

K{k) 
E(,k)F{e,k)-K{k)E{9,k)_ 

K ll±a 

d±a 

unde k = i 1 -
a 

\d + a 

, 0 = 

/ 1 \ 
f JC- 1 I 

JC + l^ 
a± 

n 
2K{k) 

+ Qb r . 

K{k) 
E{k)F{e,k)-K{k)E{e,k) 
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Capitolul 2 l'ornti/lâri fcorclic c \i soluţii analii ic c 

n 

i-\oj) = 
d(p 

Jo •̂ /l - A " sin" ^ 

' yjl- k^ sin" <p d(p 

k~ sin" (p d(p 
fO 

A. Soluţia lui Y. Z. CHEN |C351/1997 

-ai. 

V 

X 
a i 

O 

2U. 

X 

Este în mare parte similară cu ceea ce am 
prezentat în § 2.5.3 reducând problema la o ecuaţie 
hipersingulară de tipul (2.5.3.71) cu mici diferenţe de 
notaţie şi de încărcare; vom nota cu M numărul 
fisurilor. 

Fig. 2.5.3.14 

- v . p . 
n 

M 
SkiO^f 1 » 

- + - > [MJ,, (A- , )gJ {x ) + AJ,, {XJ, x^ )gj {X )]fiSj = 
n ^ J-a i 

= i'^^k) + 'Tk ('^A-); Xf, < aI, \k = \X -M 
unde: 

1 2 / ( a j - a t , ) 1 

+ e 

(2.5.3.87) 

(2.5.3.88) 

(2.5.3.89) 

(2.5.3.90) 

^ - notează faptul că termenul corespunzător lui j = k trebuie exclus din însumare; 

v.p. - integrala trebuie luată în valoarea principală în sensul lui Cauchy 

^k (^k) + ^T^k i ^ k ) ' reprezintă tracţiunile date pe marginea fisurii cu numărul k 

gf̂  (/)- funcţie care poate fi exprimată sub forma: 

= , = (2.5.3.91) 

După ce ecuaţia (2.5.3.87) a fost rezolvată, factorii de intensitate a tensiunilor la cele 
două vârfuri (sau extremităţi) ale fisurii cu numărul j vor fi: 

(2.5.3.92) 
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Capitolul 2 I'\)nfiulâri teoretice fi soluţii analitice 

Aspectul dificil al problemei este legat de rezolvarea ecuaţiei (2.5.3.87) pentru care 
autorul propune o soluţie de cuadratură numerică cu utilizarea polinoamelor Cebâşev [B2], 
[B31],[R11]. 

Sin (/; +1) arccos/ 
sin(arccos/) 

< 1 

(v.[Rl l ] /p .410) 

Se va introduce o nouă funcţie: 

h{s) s) = ylh^ -s- < a 

Funcţia H(s) poate fi aproximată cu polinoame Cebâşev astfel: 
N 

n=0 
unde: 

< a 

N+\ 

= N sm 

= a cos- kTT 

kTT 
VN + 2) 

sm 
N + 2 , 

N + 2 

Vom folosi acum următoarea reculă de cuadratură: 

1 ro 

7T 
v.p. h{s)ds 1 ra 

= -v.p. 
-a {s-ty k=\ 

unde: 

fy/-(/)= > —̂̂  ^sm sm 
^ A^ + 2 N + 2 

{n + \)kn 
N + 2 

U„(t/a) 

Chiar şi pentru integrala obişnuită, regulată, vom da o regulă de cuadratură: 
A^+1 

yja^ - s^ H(s) L(s,l) ds = Y V^ (/) ) 
^=1 

\ ro \ ra 
h(s) L(s,()ds = -

-a K n -a 

unde: 

^ N + 2 * 
- o funcţie ce depinde de argumentele t. 

(2.5.3.93) 

(2.5.3.94) 

(2.5.3.95) 

(2.5.3.96) 

(2.5.3.97) 

= (2.5.3.98) 

(2.5.3.99) 

(2.5.3.100) 

(2.5.3.101) 

Utilizând ecuaţiile (2.5.3.98) şi (2.5.3.100) ecuaţia hipersingulară (2.5.3.87) se poate 
rezolva numeric. 

* * * 

B. Soluţia lui V. KONISHI |K50|/ 1972 

KONISHI rezolvă aceeşi problemă a două fisuri coplanare în planul infinit omogen şi 
izotrop transversal, utilizând formularea în deplasări a problemei plane. Pentru generalitate 
ecuaţiile constitutive se scriu sub forma: 
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(\ipifohfl 2 horntiilâri tcordicc ^t soluţii anali fu 

<-'12 0 

a , . ^'12 c'22 0 •< ( 2 . 5 . 3 . 1 0 2 ) 

2-.VV, 0 0 <^'66. 

unde c„ sunt constante elastice. 
în absenţa forţelor de masă, ecuaţiile de echilibru exprimate numai prin deplasări, au 

fomia: 

Utilizând transformata Fourier, expresiile deplasărilor vor fi: 

(2.5.3.103) 

ii{c,y) = u{.\,y)c—dx c o 7/(.v,;') = — 
-3c 2n J 

-/.vc 

u{c,y)c i/c 

Ecuaţiile (2.5.3.103) se scriu în urma aplicării transformatei Fourier: 

-Ci^^^ U + = 0 

r V + C22 V - (C, 2 + C66 ) = O 

Eliminând componenta u între aceste ecuaţii, se obţine o ecuaţie diferenţială de ordinul patru: 

(2.5.3.104) 

unde: 
1 r 2 2 

2 ^ 1 = ^66 + 1 ^22 - (^12 + ^66 ) 

(2.5.3.105) 

<^22 <^66 

C22 

Vom căuta pentru ecuaţia (2.5.3.105) o soluţie de forma: 

V = 

înlocuind (2.5.3.107) în (2.5.3.105) se obţine o ecuaţie bipătrată: 

+82 = 0 

(2.5.3.106) 

(2.5.3.107) 

(2.5.3.108) 

. > 

Fig. 2.5.3.15 

Studiul amănunţit al acestei ecuaţii în funcţie 
de raportul valoric între B\ şi Bi, împarte planul în 
patru regiuni prin dreapta B2 = O şi prin parabola 
8 2 = 3 ^ ; în fiecare domeniu valoarea proprie 
rezultată ca soluţie a ecuaţici (2.5.3.108) este dată ca 
una din relaţiile (2.5.3.109): 

/ . Ă = ± V 
II. Ă = ±^Bi±y[B^ -B2 
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Capiloliil Formulări leorelice soluţii analitice 

IU. Ă = + //^f -B2± i^}- B^ + - BI 

IV. Ă = ±tyl-Bi ±^B^-B2 
(2.5.3.109) 

Din aceste relaţii se vede clar că X este o funcţie de două variabile, pe care pentru uşurinţa 
scrierii le vom nota cu a şi |3. Utilizând transformata Fourier inversă, vom exprima tensiunile şi 
deplasările cu ajutorul lui v. 

1 
^ .̂v = 

1 

2/T C]2 J - X 
V Ô V - (C22 CI 1 - q 2 - <^66 Ci 2 ) 

1 c, ' 6 6 

2;r c , 2 + c e 

r \ 

U-,2 V d y + ^22 
J - x LV J 

+ ^22 

= -
1 ^66 

1 K C,2 + C 6 6 J - X < ^ 
(2.5.3.110) 

1 1 /•X 

W = 
+ ^ 6 6 J 

/ 

- 0 0 ? 
^66 ^ - ^22 V, y 

Pentru cazul prezentat în Fig. 2.5.3.11 este convenabil să alegem pentru v , expresia: 

+B{^)e-P>' (2.5.3.111) 

unde "constantele" A B sunt funcţii de c şi vor fi determinate din condiţiile de frontieră care 
pot fi de diverse forme. Varianta prezentată de KONISHI este: 

(Ty(.t,0) = -EPq(x) , a <\x\<b 

X <a. >b v(ar,0) = O 

= 0 , V jceR 

Ţinând cont de (2.5.3.110) şi (2.5.3.111) aceste condiţii devin: 

(2.5.3.112) 

^66 
/•ao 

n C-12+C66 J 

<•30 

unde: 

= Epq{x) , a<x<b 

{A-\rB)cos^xd^ = 0 , 0<x<a,x>b 

cosâxdx = 

(2.5.3.113) 

Fără a mai detalia calculele, pentrupo(x) = po = const. se obţine: 

(2.5.3.114) 
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( \ipif()lul 2 l'ornmlâri Ico/ ciicc si soluţii (inahiu 

/ ( c ) = 1 f V r = 
a 

K = 
ap a '^622 

unde E, F sunt integrale eliptice de ordinul doi şi unu (v.[Rl 1]). 
* • • 

C. O soluţie nouă 

(2.5.3.1 15) 

(2.5.3.116) 

(2.5.3.117) 

P 
i(0,Vo) 

-b -a 

21 

y 

Urmărind numeroasele lucrări dedicate acestei probleme, unele prezentate în exemplele 
de mai sus, voi formula în continuare o soluţie nouă, sugerată de o metodologie simplă, de 
suprapunere de efecte, pornind de la probleme cunoscute, idee întâlnită din ce în ce mai frecvent 
în literatură. 

Raţionamentul de bază este următorul: 
- Voi considera planul încărcat numai cu forţele 

de tracţiune P, considerând că nu există fisuri, şi voi 
calcula după metoda lui Mushelişvili care sunt 
tensiunile care apar pe o linie imaginară care urmează 
traseul fisurilor reale (vezi Fig. 2.5.3.15). Problema este 
deci cunoscută şi rezolvată. 

- Voi considera din nou planul dar fară solicitări, 
care are două fisuri (ca în Fig. 2.5.3.15), de data acesta 

—^x încărcate cu un sistem de tensiuni pe cele două margini, 
egale şi de semn contrar cu cele determinate în primul 
caz; şi acest caz este cunoscut şi a fost prezentat mai 
sus, la §2.5.3.2. 

Prin suprapunere de efecte se obţine starea finală 
de tensiune în vecinătatea fisurilor. Voi studia cazul 
prezentat în Fig. 2.5.3.15 când planul este încărcat cu 
două forţe concentrate care-1 solicită la tracţiune, 
deoarece pentru acest caz am obţinut şi rezultate 
experimentale. 

^ 21 : 
2b 

— > 

( 0 , - y o ) 
' P 

Fig. 2.5.3.15 

In primul caz funcţiile potenţial ale lui Mushelişvili sunt: 
Y o P 1 0 ( z ) = 

T(z) = 

7t(l + x ) z' 

YoP zyqP ! 
7t(1 + x ) z ' + y,^ n(l + - / ) z" + y^ 

(2.5.3.118) 

(2.5.3.119) 

unde: 
z = X + iy 

X = constanta lui Mushelişvili 

Z = i 

j - K 
pentru starea plană de tensiune 

l + K 

pentru starea plană de deformatie 
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(\jriiolul 2 Formulări tcordicc ^v/ soluţii analitice 

Din cunoscutele ecuaţii ale lui Kolosov-Mushelişvili rezultă: 

V o P X - 1 (2.5.3.120) 

Pentru determinarea tensiunilor CTy'^(x,0)din cea de a doua situaţie de încărcare, când pe 

marginile fisurilor acţionează se folosesc tot formulele lui Mushelişvili. 
Dacă se notează: 

P „ ( z ) = C o Z ' + C , Z + C2 

atunci funcţiile complexe de potenţial se pot scrie: 
P (7) 

Q(z) 
4^(Z) = (D(Z) + Z(D' (Z) 

(2.5.3.121) 

(2.5.3.122) 

unde: 

1 Q(x)^<')(x,0) 

2;riQ(z)J x - z 
dx (2.5.3.123) 

Constanta Co se va determina din condiţia că la infinit tensiunile sunt nule. Rezultă Co = 0. 
Constantele Ci şi C2 se deduc din sistemul de ecuaţii: 

2(X + 1) dx = 0 (2.5.3.124) 

Introducând (2.5.3.120) în (2.5.3.123) se obţine: 

2 7 1 ( 1 + 5C) 
( x - 1 ) 

1 1 4 y J 

^ 1 + 2 2 
z + y o 

(2.5.3.125) 

(2.5.3.126) 

Facem în (2.5.3.125) y = O şi introducem rezultatul în (2.5.3.124); obţinem un sistem de două 
ecuaţii pentru determinarea lui ci şi C2. 

Xdx 

- c X d x 

+ c-
dx rb 

rb 
+ C 

rb d x 

0 ^ ( x ) - 0 - ( x ) dx 

rb 
(I'^(x)-<D"(x) dx 

Scăzând cele două ecuaţii, obţinem: 
rb 

2c = 0 c, = 0 

(2.5.3.127) 

(2.5.3.128) 
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(\ipii()lNl 2 l'ornnilâri tcorcticc soluţii (inalificc 

Din (2.5.3.127) în care punem t = O obţinem pe c: 
y o P 

unde: 

c . = 
271 (1 + x ) 

c . 

. 1 
c-, = — 

- F h 
2S_ 
h 

11 + 

+ 4 A v 5 

b ^ - a -

r - + 2 ^ / 7 ( 1 + H - M ^ F - ^ / (F - E ) 

2h(q + + hk-) 

; q = - ( b ' - a ' ) h = b ' + y,̂  

2 y ; + ( a - + b - ) y 

k- = 
Ir 

^ = V(yo +a-)(yo + b - ) ; 6 = O 

F = F E = E n = n 
A 
/ \ 

2 / 7 

(2.5.3.129) 

(2.5.3.130) 

(2.5.3.131) 
/ 

sunt integrale eliptice complete de speţa întâi, respectiv de speţa a doua şi a treia. 

Din combinarea formulelor precedente putem obţine funcţia <I>(z): 

<D(z) = 
2iz{\+x) (x-1) 

1 1 
+ 

z - + y l Q ( z ) 
2 2 

z + y o 
+ 1 + 

+ 
Q ( z ) 

26 

( z - + y o ) 

4 A y 5 

-f 

2 2 / 7 z \ 
z + y o ( z + y o ) 

(2.5.3.132) 

Rezultă acum expresia tensiunii Oy pe axa x, pentru valori ale lui x care se află în afara fisurilor: 

_ y o P 

271 (1+ x ) 
(x-1) 

x ' + y o ' ^ V ( x ' - a ' ) ( x - - b - ) 
1 1 + 1 

+ 4 y ^ 25 4 A y 5 

X + y o ( x - + y o ) " 
+ c. (2.5.3.133) 

Dau în continuare soluţia numerică, obţinută cu programul „Mathematica", pentru cazul 
concret al unei plăci cu două fisuri ca cele din F i g . 2 . 5 . 3 . 1 5 , având: 
a==10mm, b=30mm, P=998 N, yo=95 mm, v = 0.33 (este cazul verificat şi fotoelastic în 

capitolul 5). Prin program s-a reprezentat grafic variaţia lui pe axa x în afara fisurilor. 

Se observă că ia vârful fisurilor tensiunea este infinită, scăzând spre marginile plăcii la 
12.62 N/mnr şi între fisuri, la x =0, la 63.4855 N/mml 

Programul cu reprezentările grafice aferente ( F i g . 2 . 5 . 3 . 1 6 , F ig . 2 . 5 . 3 . 1 7 şi F ig . 2 . 5 . 3 . 1 8 ) 
sunt pe paginile următoare: 
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rriGRAÎ'.nh 

ln[1]:= C2 = 
EF 

(^ EPI + EF 
2S 

EPI + 

( q ' ^ 2 + 2 q h ( 1 + m) + 3 m h ' ^ 2 ) | E P I - h m E F - q ( E F - E E ) 

2 h ( q + h ) ( q + h m ) 

Out[1]= 
hthtq\(hiii*<i) 

ln[2] = S i g m a Y [ x J := 
y o P 

2;r(1 + 

4 y o " 2 

EF 

1 K*2+yo*2 ^ 

x ^ 2 + yo'^2 V ( x ' ^ 2 - a ^ 2 ) ( x ' ^ 2 - b ^ 2 ) 

1 ( 2 <S 4 A yo'' 2 
+ C2 

ln[3] 

Out[3] 

ln[4]: 

Out(4] 

= X = 
3 - v 

1 + V 

3 - v 
v + 1 

= S = 

2\i + (a' + b-)yi 

Out[5]= 

ln[6]:= 

Out[6]= 

ln[7] = 

Outf7]= 

q 
n = — 

h 

h 

h = b ^ 2 + y o ^ 2 

ln[8}:= q = - ( b ' ^ 2 - a ' ^ 2 ) 

In [9]:= m = 
b ^ 2 

Out[9J= 
h'- -

ln[10j= P = 9 9 8 

0ut[10)= 998 

ln[11]= a = 1 0 

Out[11]= 10 
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rriGIlAI'.nh 

In[l2]= b = 3 0 

Ou:[12]= 3 0 

In[l3].^ yo=95 

Ou:[13]^ 9 5 

ln[U]= v = 0 . 3 3 

Out[14]= 0 . 3 3 

In[l5]= m 

8 Out[l51^ -

In[l6]^ EF = EllipticF m // N 

Out[16]= 2.52863 

ln[l 7} = EE = EllipticE[m] // N 

Out[17]= 1.11374 

ln[id] = EPI = EllipticPi[n, m] // N 

Out[18]= 2.40825 

In[l9]:^ « Graphics'MultipleListPlot' 

ln[20]:= (Iist1 = Table[{x, SigmaY[x]), 
{X, 30.1, 50, 0.4)]; 

Iist2 = Table[|x, SigmaY[x]), 
{X, -9.9, 9.9, 0.3)]; 

Iist3 = Table[{x, SigmaY[x]), 
{X, -50, -30.1, 0.4)];) 

ln[2l]:= MultipleListPlot[list1, Iist2, Iist3, PlotJoined-> True] 

200 i I 
i i 

^ I * i 

^ 1 5 0 r ^ ! 

• 
• 
• 

- 4 0 - 2 0 2 0 4 0 

Out[21]= - G r a p h i c s -

Ficj. 
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PrJGliAF.nh 

ln[22]- listi = Table[(x, SigmaY(x)), 
|x. 30.1, 50. 0.4)] 

Out[22]= 

30.1 
30.5 
30.9 
31,3 
31.7 
32.1 
32.5 
32.9 
33.3 
33.7 
34 1 
34.5 
34.9 
35.3 
35.7 
36 I 
36.5 
36.9 
37.3 
37.7 
38.1 
38.5 
38.9 
39.3 
39.7 
40.1 
40.5 
40.9 
41.3 
41.7 
42.1 
42.5 
42.9 
43.3 
43.7 
44.1 
44.5 
44.9 
45.3 
45.7 
46.1 
46.5 
46.9 
47.3 
47.7 
48.1 
48.5 
48,9 
49.3 

l49 ,7 

283,623 
126.048 
93.0345 
76.5803 
66.2227 
58.9092 
53.3768 

48 995 
45.4086 
42.4001 
39K276 

37.594 
35.6304 

33.886 
32.3228 
30.9113 
29.6286 
28.4562 
27.3793 
26.3858 
25.4654 
24.6098 
23.8119 
23.0655 
22.3655 
21.7073 
21.0871 
20.5015 
19.9473 
19.4221 
18.9235 
18.4493 
17.9977 

17.567 
17.1558 
16.7627 
16.3863 
16.0257 
15.6798 
15.3477 
15.0285 
14.7215 
14 4259 

14.141 
13.8664 
13.6013 
13.3454 

13.098 
12.8588 
12.6274 ) 
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PrJGlUI'.nh 

ln[23]:= ListPlot(list1, PlotJoined - > TrueJ 

80 

6 0 ^ 

40 

2 0 i 

35 
Out[23J= • Graphics • 

40 45 50 

ln[24]:= Iist2 = Table({x, SigmaY[x]) , 
|x, 0., 9.99, 0.4)] 

Out[24)= 

0. 63.4855 A 
0.4 63.5404 
0.8 63.706 
1.2 63.9845 
1.6 643801 

2. 64.8986 
2.4 65.548 
2.8 66.3387 

3.2 67.2841 

3.6 68.4014 
4. 69.7122 

4.4 71.2442 
4.8 73.0333 
5.2 75.1259 
5.6 77.5837 

6. 80.4899 
6.4 83 96 
6.8 88 1591 

7.2 93.3327 
7.6 99.8653 

8. 108.399 

8 4 120.112 
8.8 137.467 
9.2 166.849 

, 9.6 233.678 , 
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PrlGUARub 

ln[25] = ListPlot[list2. PloUoined - > True] 

Out[25)= • Graphics • 

ln[26}= (Iist1 = Table({x, SigmaY[x]), 
{X, 30.1, 50. 0.4)]; 

Iist2 = Table[{x, SigmaY[xl), 
{X. 0. 9.9, 0.3)]); 

ln[27] = MultipleUstPlot[list1, Iist2, PlotJoined-> True] 

200 

150 

• 1 0 0 1 / 

50 

10 

Out(27]= - Graphics-

20 30 40 

F/5. 2 .5 :3 .yg 

50 
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( ^InI (\i}U}'ihiiţit fv'ivind fornm/i trca şt af)lic(irca mcf, u/chfr ni/mcricc 

CAPITOLUL 3 

CONTRIBUŢII PRIVIND FORMULAREA ŞI APLICAREA 

METODELOR NUMERICE LA CALCULUL CÂMPURILOR DE 

TENSIUNI ŞI DEPLASĂRI ÎN SOLIDE ELASTICE CU 

DEFECTE 

§3.1. GENERALITĂŢI 

Cea mai mare parte din problemele fonnulate de Mecanica Solidului Deformabil (MSD) 
nu se poate rezolva pe cale analitică utilizând binecunoscutele tehnici de determinare a soluţiilor 
exacte: separarea variabilelor, transformările integrale etc. (v.cap. 1 şi 2). De aceea problemele de 
interes practic care sunt formulate in general pe domenii cu o geometrie complicată, pe elemente 
de rezistenţă cu defecte interioare existente obiectiv, nu se pot rezolva decât în mod 
aproximativ cu ajutorul metodelor numerice. Evident că formidabila dezvoltare a calculatoarelor, 
a vitezei şi posibilităţilor lor de calcul a făcut ca opinia privind soluţia aproximativă numerică să 
se schimbe deoarece, pe de o parte, erorile pot fi reduse până la valori insignifiante, iar pe de altă 
parte, existenţa programelor mari de firniă fac abordabilă orice problemă. 

După cum se ştie metodele numerice cele mai utilizate sunt: 
• Metoda diferenţelor finite (M.D.F.) 
• Metoda elementelor finite (M.E.F.) 
• Metoda elementelor de frontieră (M.E.Fr.) 

M.D.F., numită şi nietoc/a rclelclof\ bazată pe ideea înlocuirii derivatelor prin diferenţe 
finite (ceea ce însemană de fapt utilizarea unor scrii Taylor trunchiate) este cea mai simplă şi cea 
mai veche metodă de rezolvare numerică aproximativă a ecuaţiilor şi sistemelor de ecuaţii 
diferenţiale. Precizia de aproximare a soluţiei conţine prin valorile sale în nodurile unei reţele de 
discretizare a domeniului de câmp, depinde de forma şi pasul reţelei, de expresia de discretiz^re 
a derivatelor parţiale prin diferenţe finite, de modul de aproximare a condiţilor la limită şi de 
procedeele de calcul utilizate. Deoarece nu o vom folosi în cadrul acestei teze, nu ne mai ocupăm 
de ea Detalii se pot găsi în lucrările [B57], [M38], [S46] etc. 

M.K.F. este actualincntc cea mai utilizată metodă pentru rezolvarea unei game largi dc 
probleme din domeniul (M.S.D.). Este tot o metodă de discetizare a mediului continuu în 
elemente foarte mici numite cicmcnic finite pe care funcţia necunoscută care guvernează 
fenomenul fizic studiat poate fi aproximată în fel şi chip. Ecuaţia diferenţială va fi satisfăcută 
într-un sens global - „//? nicdic" - pe fiecare element de diviziune. Deoarece o voi folosi pe 
parcursul lucrării, atât pentru verificarea şi validarea unor rezultate teoretice cât şi în cuplare cu 
M.E.Fr., îi voi acorda un paragraf special (§3.2). 

în esenţă cele două metode (M.D.F. şi M.E.F.) sunt de fapt nişte cazuri particulare ale 
metodei reziduurilor ponderate. Ambele metode reduc mediul continuu cu un număr infinit de 
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grade de libertate la o mulţime finită, aproximând sistemul de ecuaţii diferenţiale de domeniu, pe 
fiecare element de discretizare, cu legi mai simple, alegând ca necunoscute fundamentale ale 
problemei valorile acesteia în noduri. Problema se reduce în final la rezolvarea unor sisteme 
liniare de ecuaţii algebrice, astfel elaborate încât să cuprindă şi condiţiile de limită impuse (date). 

iM.E.Fr. - deşi istoric a apărut înaintea M.E.F., bazele matematice fiind formulate încă 
din 1886 odată cu stabilirea identităţii integrale a lui Somigliana şi cu apariţia teoriei ecuaţiilor 
integrale Voltera (1896) şi Fredhoim (1902), dezvoltarea şi mai ales aplicarea M.E.Fr. este de 
dată mult mai recentă, începând cu anul 1970. 

în esenţă şi aceasta este o metodă de rezolvare aproximativă a problemelor de limită care 
se bazează pe transformarea ecuaţiei diferenţiale de domeniu într-o ecuaţie integrală pe frontiera 
domeniului, utilizând ca funcţie pondere o soluţie a ecuaţiei omogene asociate sau o soluţie 
fundamentală a ecuaţiei date. Aceasta este o dificultate intimă a metodei care retrânge sfera de 
aplicabilitate Ia operatori diferenţiali cu coeficienţi constanţi. Odată obţinută ecuaţia integrală de 
trntierâ, aceasta se rezoKâ de obicei numeric, ceea ce necesită discretizarea doar a frontierei, 
reducând în felul acesta cu o unitate dimensiunea problemei şi micşorând numărul ecuaţiilor 
sistemului algebric rezultant şi numărul datelor de intrare şi ieşire. 

Deoarece cea mai mare parte a preocupărilor mele în cadrul acestui capitol vor fi legate 
de aplicarea M.E.Fr., voi rezerva acestei probleme un paragraf special (§ 3.3). 

178 

BUPT



( \ipilolul 3 ( \)ntrihuţii privind formularea aplicarea metodelor numerice 

§3.2. METODA ELEMENTELOR FINITE (M.E.E.) 

3.2.1. General i tăţ i 

Deoarece m literatura ştiinţifica românească s-au publicat foarte multe monografii de certă valoare consacrate 
M.E F., dintre care amintesc C AVRAM [A44] /1984, C BRÂTIANU [B71] /Î983 , T PETRILA [P:>4]/1987, 
C PACOSTE [Pl ] /1988 , 1 N C O N S T A N T I N E S C U [C58] [C57]/I989, D GÂRBEA [G7]/1990, M GAFIŢEANU 
[Gl] /1987, D .STEMATIU [S64] /I988, M B L U M E N F E L D [B54]/1995, N FAUR [F3]/2002, N G OLTEANU 
[06] /1978, nu voi face decât o sumară prezentare de principiu a acestei metode Cu atât mai mult cu cât la noi în ţară 
există numeroase programe profesionale de element fmit (programe de firmă) cu posibilităţi enorme de calcul, cum 
ar fr COSMOS/M, ANSYS, ADINA, N A S T R A N - P A T R A R ABAQUS, SAMCEF etc, şi am convingerea că, de 
unul singur, nu se mai poate face nimic în acest domeniu în care lucrează mari firme specializate pe probleme de 
sofl Mai mull, la noi în ţară exislâ din 1992 Socielalca dc Inginerie Asisialâ dc Calculator (S I A C care 
organizează din doi în doi ani conferinţe naţionale cu participare internaţională specializate pe teoria şi practica 
x\l E.F., sub numele ELFIN (în 2003 are loc ELFIN 6 la Timişoara- unde şi eu am înscrise în program două lucrări) 
Pe lângă toate acestea se găsesc în bibliotecile din România cele mai celebre monografii din lume privind M E F , 
cum ar fi: ZIENKIEVVICS O.C. [Z13], K J.BATHE [B21]/1982, D A N G L A P [D3]/1990, GALLANGER H P 
[G4]/1975, H D. NORRIE [N21]/1978, N . S U K U M A R [S75J/1999 etc 

In aceste condiţii M.E F. s-a bucurat de o cunoaştere profundă şi de o larga aplicare aproape în toate 
domeniile (la noi în ţară) - de aceea am limitat la maxim informaţiile cu caracter general. 

Intenţia mea iniţială a fost să mă ocup numai de metoda elementului de frontieră (M.E. Fr) , o metodă care 
intră în actualitate datorită unor avantaje certe faţă de M E F A fost însă nevoie să folosesc şi M.E.F (drept pentru 
care am scris acest paragraf) din mai multe motive; 

• a trebuit să verific pe „problemele test" unele rezultate obţinute cu M E.Fr.; 
• există numeroase situaţii când cuplarea M.E.Fr cu M E.F conduce la rezultate mult mai bune şi cu un efort 

de calcul mult mai mic, această metodologie devine absolut necesară în condiţiile unei probleme extinse pe 
regiuni cu proprietăţi mecanice diferite. De altfel, cercetările actuale de vârf se ocupă de cuprinderea celor 
două metode într-o teorie unitară 

• marea majoritate a rezultatelor teoretice obţinute până acum în mecanica ruperii au fost verificate cu 
M.E.F.; o analiză interesantă a acestei probleme este făcută de L M A R Ş A V I N A [M15]/1988 

• Utilizarea M.E.F. în mecanica ruperii este de dată relativ recentă (după 1980), aplicaţiile şi programele de 
firmă fiind foarte rare la noi în ţară ( vezi §3.3). 

Schema generală a M.E.F. apare pentru prima dată într-o lucrare a lui COURANT în 1943 referitoare la 
soluţionarea problemei torsiunii barelor necirculare. Prima etapă importantă a fost realizată de ARGYRIS care a 
dat formularea matricială a metodei deplasărilor în calculul structurilor din bare. Noţiunea de discretizare a mediului 
continuu prin elemente finite este introdusă de TURNER, CLOUGH, MARTIN şi TOPP (PI) , care în 1996 
soluţionează ecuaţiile problemei plane a teoriei elasticităţii utilizând elemente finite triunghiulare şi dreptunghiulare. 
Ulterior au urmat perfecţionări atât în ceea ce priveşte formularea matricială cât şi a unor noi variante în diverse 
sisteme de coordonate etc. Sinteza cea mai completă este făcută în canea lui ZIENKIEWICS, cea mai cunoscută 
lucrare şi cea mai citită în literatura de specialitate 

3.2.2. Prezentarea genera lă a metode i 

M.E.F. este în esenţă un procedeu de rezolvare aproximativă a problemelor de câmp, adică de determinarea 
înir-un domeniu dai a uncia sau a mai multor funcţii necunoscute caracierisiice naluiii fizice a câmpului ccrcctai (dc 
e.xemplu câmpurile tensiunilor, deformaţiilor si deplasărilor în M S L) ) atunci când nu putem rezolva analitic 
ecuaţiile diferenţiale şi/sau integro-diferenţiale care guvernează fenomenul 

Ideea fundamentală o constituie înlocuirea corpului deformahil printr-un sistem structural articulat ale cărui 
subregiuni sunt numite elemente finile, ele au în principiu dimensiuni mici şi forme regulate şi sunt legate între ele 
articulat în diverse puncte numite noduri sau puncte nodale Dar, pentru a exista echivalenţă - din punct de vedere 
a! stării de deformalie v̂ tensiune - între corpul real şi structura articulată înlocuitoare fonnată din elemente finite, 
este necesară formularea unor condiţii de continuitate, de obicei în deplasări, care să asigure această echivalenţă cel 
puţin în nodurile reţelei. 

Autoarea tezei este membră S.I.A.C. 
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Pentm rezolvarea acestor probleme M E.F. foloseşte de cele mai multe ori un principiu variaţioiial . 
Potrivit calculului variaţional rezolvarea unei ecuaţii diferenţiale într-un anumit domeniu şi în anumite condiţii la 
limită, este echivalenCa cu minimizarea in acel domeniu a unei mărimi funcţionale corespunzătoare ecuaţiilor 
diferenţiale şi condiţiilor la limita date. Specific M.E.F. este faptul că minimizarea se face pe subdomeniile 
reprezentate de elementele finite. Acest lucru permite ca fijncţiile necunoscute căutate, continue pe întreg domeniul, 
să fie aproximate printr-un set de funcţii convenţionale numite funcţi i coordonate sau triale, liniar independente, 
continue numai pe cuprinsul elementelor fmite. Atunci, ca urmare a minimizării fijncţionalei în toate elementele 
finite şi a asamblării pe tot domeniul a efectelor obţinute, rezultă un sistem de ecuaţii algebrice prin a cărui rezolvare 
se determină valorile funcţiilor căutate în noduri Pentru a răspunde acestui raţionament, elementului finit trebuie să 
i se asigure nişte proprietăţi formulate în mod adecvat, astfel încât el să aibă o fijncţionalitate dependentă evident de 
restricţiile impuse corpului real din care face parte Formularea acestor proprietăţi ale elementelor finite ca o parte a 
unui întreg constituie punctul de plecare în rezolvarea problemei. Aceste proprietăţi se bazează pe: 

cunoaşterea precisă a caracteristicilor geometrice şi mecanice a fiecărui element în parte, 
evaluarea printr-un calcul separat a forţelor nodale pentru fiecare element în parte. 

3.2.2.1. Frccizări despre forţele nodale 

Sub această denumire intră două categorii distincte de forte, şi anume: 
• Forţe concentrate preluate de către noduri şi transmise elementului, ele reprezintă acţiunea restului 

corpului asupra elementului finit considerat. Se prezintă de obicei sub forma unui vector 

coloană { f } ^ . 

• Forţe transmise în noduri de către elementul însuşi, fiind cauzate de sarcinile existente pe element; ele se 

reprezintă prin matricea 

Admiţând o comportare elastică a elementului, ecuaţia de echilibru a acestuia se scrie sub forma: 

S-au mai introdus notaţiile: 

{f}^^ - matricea forţelor nodale cauzate de variaţii de temperatură şi de inexactităţile de montaj; 

' "^âîricea forţelor nodale datorate tensiunilor remanente şi altor cauze; 

{/r}^ - matricea de rigiditate a elementului; 

{ ^ L • vectorul deplasărilor nodale ale elementului 

Prin asamblarea tuturor elementelor finite, ecuaţia (3 .2 .1) devine: 

(3.2.1) 

m , ^ f m 

(3 .2 .2) 

(3 .2 .3) 

notaţiile fiind evidente. 

La scrierea ecuaţiei precedente am presupus în mod tacit că toate matricile au fost extinse la dimensiunea 
structurii întregi, proces în care termenii au fost rearanjaţi în aşa fel încât să corespundă cu termenii din matricea 

a deplasărilor nodale. 

în rezolvarea problemelor din M.S.D. cu M.E.F. se pot urma în principiu trei căi: 

• prima calc este cea schiţată până aici, cunoscuta sub numele de metoda deplasărilor, deoarece drept 
necunoscute principale ale problemei sunt alese deplasări le nodale. în această metodă sunt utilizate trei 
concepte fijndamentale: 

deplasările nodale, 
forţele nodale, 
matricea de rigiditate a elementului. 

• a doua cale alege drept necunoscute principale tensiunile şi în acest caz se vorbeşte despre o metodă de 
echilibru, cunoscută şi sub numele de metoda forţelor. 

• a treia calc este evident o combinaţie a primelor două, numită metoda mixtă. 
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3.2.2,2. Etapele de rezo lvare a unei probleme cu ajutorul M.E.F. 

In principiu la rezolvarea unei probleme de câmp cu M 1 : F. se parcurg o serie de elape specifice 

Etapa L: Împărţirea domeniului de analiză in elemente finite 

In această etapa analistul alege tipul sau tipurile de e lemente finite adecvate problemei de rezolvat, apoi 
împarte staictura în elemente finite. Aceasta operaţie, care se numeşte ,,discretiiare' poale fi făcută şi cu ajutorul 
calculatomlui. Alegerea tipului de element fmit are mare importanţă pentru necesarul de memorie internă, efortul de 
calcul impus calculatorului şi pentru calitatea rezultatelor. 

De exemplu, trebuie să determinăm funcţia necunoscută v ) definită pe un domeniu plan D (v Fig. 

3.2.1. a)X 

Pe acest domeniu funcţia necunoscuta descrie o suprafaţa curba în spaţiu Domeniul de definiţie plan sc 

împarte în elemente finite plane, în cazul desenat - „palnilatcrc^ Pe fiecare element finii, funcţia necunoscuta 

este aproximată printr-o funcţie (f> numită funcţie de aproximare sau funcţ ie de interpolare, care de obicei este 

o funcţie pol inominalâ, cea mai convenabilă din punct de vedere calculatoriu 

Funcţia necunoscută (t> 

^ ( p = (7, -h c h x + c/3 V + a ^ x y 

(funcţia de 
aproximare cunoscută) 

Domeniu plan divizat D 

Nod 
Linie nodală 

Fig. 3.2.1 
b) 

De exemplu, în cazul analizat funcţia de interpolare ar putea avea forma (desenul din Fig . l b) este grăitor 
în privinţa metodei de raţionament): 

^ = + a2-\' + Ot^V + a^ .v\' ( 3 . 2 4 ) 

în care O. sunt coeficienţi necunoscuţi care se determină impunând condiţia ca în nodurile elementului (înii funcţia 

să capete valorile din noduri, notate cu <f>\.,(t>i-, , ((>n 

(pl^a^'r 02X2 + + 

<p4 = a^ +02X4 +<^/3V4 +04X4}'4 

(3 2 5) 
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Deci în accst fel funcţia de aproximare se poate scrie sub forma: 

(/> = yV,(/), -h N2(/>2 + + = 
h 
h 

(3 .2 .6) 

m care: 

- N^ se numesc funcţi i de formă iar N matricea funcţiilor de formă; 

- Vectorul se numeşte vectorul funcţ i i lor nodale şi cuprinde valorile necunoscute ale funcţiei în 

noduri, care devin necunoscute le fundamenta l e ale problemei 

Dacă pe acelaşi domeniu plan D avem definite mai multe funcţii necunoscute, atunci pentru fiecare din ele 
se scriu ecuaţii de forma dc mai sus; aceste funcţii necunoscute se numesc şi grade dc libertate şi dacă ele sunt, de 
exemplu, în număr dc trei, se spune că fiecare nod are trei grade de libertate; elementul finit are atunci 3x4=12 grade 
de libertate 

Etapa II.: Constituirea ecuaţiilor dementelor finite 

Proprietăţile fizice şi comportarea mediului în cuprinsul elementului este descrisă de ecuaţiile finite, 
denumite şi ecuaţi i e lementale , numărul acestor ecuaţii este egal cu numărul gradelor de libertate pe element şi se 
stabileşte cu o metodă variaţională (de exemplu metoda Rayleigh - Ritz) obţinându-se un sistem de ecuaţii de 
forma: 

(3 .2 .7) 

m care: 

K ^ - este o matrice a caracteristicilor fizico-geometrice ale materialului elementului finit. Ea se numeşte 

„matricea de rigiditate'', preluând o denumire din mecanica structurilor; 

{ ^ L " vectorul funcţiilor nodale necunoscute pe element; 

- vectorul încărcărilor mecanice, termice etc. pe elementul finit considerat. 

Programele de calcul alcătuiesc astfel de sisteme de ecuaţii pentru fiecare element finit în care a fost 
divizată structura 

Etapa III.: Asamblarea ecuaţiilor elementale 

Pentru aceasta se impune ca în nodurile comune elementelor^ fijnpţia sau fijncţiile necunoscute să aibă 

aceiaşi valoare. Asamblarea ecuaţiilor constă în asamblarea matricilor de rigiditate K ^ ale elementelor finite în 

aşa-numita matrice de rigiditate a structurii, /^^nxn^ ^ vectorului încărcării pe elemente { f \ în vectorul 

încărcării pe toată structura {/"]'. 

Se obţine un sistem algebric liniar: 

/7X1 A 7 X / 7 

(3 .2 .8) 

/7xl 
m care: 

K ' se numeşte şi matricea coeficienţilor, în care intervin şi caracteristicile fizico-geometrice ale 

câmpului studiat; ea este o matrice pătrată, pozitiv definită şi rară sau slab populară, ceeace 
constituie un avantaj enorm, deoarece poate fi transcrisă într-o matrice de tip bandă. 

[^}/7xi " coloană a valorilor necunoscute; 

L x l " n^^^ îcea coloană a termenilor liberi, care conţine informaţii referitoare la funcţiile de sursa 

elementale, precum şi la condiţiile la limită neomogene. 

Am subînţeles că în scopul asigurării convergenţei soluţiei aproximative spre soluţia reală a problemei de 
câmp, pe măsură ce se micşorează talia elementelor finite şi se sporeşte numărul lor în domeniul de câmp, funcţiile 
de interpolare trebuie să îndeplinească două condiţii fijndamentale: 
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a). La frontiera conuinâ a două elemente vecine, funcţia necunoscuta şi toate derivatele sale parţiale trebuie sâ fie 
contunui, aceasta constituie condiţ ia de compat ib i l i ta fc . De obicei se satisface numai o condiţie dc 
compatibilitate în clasa C dc cont i iu i i latc , adicâ se asigură la graniţele ifUerelementale numai 
continuitatea funcţiei, nu şi a derivatelor. 

b). în interiorul fiecărui element funcţia necunoscută şi derivatele sale trebuie să fie de asemenea continui; 
aceasta este condi ţ ia de comple t i tud ine . 

3.2.3. Bazele teoret ice ale anal izei stării de tens iune prin M.K.F. 

Pentru a face o prezentare cât mai clară, dar şi elementară, voi prezenta sumar numai e lementul finit 
t r iunghiu lar pentru o stare plană de solicitare. 

Se consideră o structură plană oarecare (placă plană) aflată în echilibru sub acţiunea unui sistem de forţe 
date, şi al cărui mod de rezemare este cunoscut. V o m alege drept element finit aşa-numitul e lement finit 
t r i u n g h i u l a r adică vom diviza stRictura în triunghiuri, care se constituie drept elementele fmite ale acesteia Altfel 
spus vom trasa pe suprafaţa plăcii considerate o reţea de triunghiuri de diverse dimensiuni impuse de geometria 
plăcii, cu cât această reţea este mai fină, cu atât rezultatele sunt mai exacte. 

y;v 

x;u 

Fig. 3.2.2 

In Fig. 3 .2 .2 am arătat o astfel de structură plană divizată în triunghiuri. Am ales un sistem de referinţă 
iniţial, fix, (x,y) în care se cunosc coordonatele fiecărui nod (x;, yi), i= 1,2 ... ,n. 

Pe de altă parte fiecare nod are două grade de libertate sau două deplasâri noda le (ui,v,), astfel încât 
fiecare e lement finit t r iunghiu lar are şase grade de l ibertate 

Matricea deplasărilor {(5"} pentru un element finit arbitrar este alcătuită din necunoscutele problemei 

(deplasări le nodale) şi se reprezintă sub forma unui vector coloană: 

Vi 

" 2 

V2 

"3 

V3 

(3 .2 .9) 

în care cu litera li convenim să notăm deplasările în direcţia a.xei x iar cu v deplasările în direcţia axei y 
III acest moiiieiit al raţioiiaii ieiit i i lui apare prima idee i i itcrcsaiitâ a i i ielodci: p r e s u p u n â n d c u n o s c u t e 

deplasări le nodale trebuie să e x p r i m ă m în funcţ ie dc acestca c â m p u l y | al deplasări lor oricărui punct 

aparţ inând e lementulu i finit! Există numeroase soluţii pentru aceasta; considerând însă elementul de dimensiuni 
mici, cea mai convenabilă formulare este cea liniară, adică vom presupune că deplasările oricărui punct din 
interiorul elementului sunt flincţii liniare de coordonatele punctului: 

u = a^ -{-ajx + a^y 
V = <34 + a^x + Uţ^y 

(3.2.10) 
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In transcrierea matriccală deplasarea unui punct arbitrar al e lementului , de c o m p o n e n t e u şi v, este: 

«1 

i i 
a^ +02^ + 02}' 
a^ + a^x + 

1 x V O O O 

0 0 0 1 A . ) ' 

« 2 

« 6 j 

N (3 .2 .11) 

unde am corelat deplasări le unui punct curent din interiorul e lementului cu deplasări le nodurilor. 

în această scriere mărimile „a" sunt nişte constante momentan necunoscute, iar cu M am notat o matnce 

care defineşte natura câmpului deplasâri lor, aceste elemente urmează să le explicităm în continuare. 

Matricea A' are 2 linii (câte deplasări are punctul arbitrar din câmp) şi 6 coloane (câte grade de libertate 

are elementul) Aceste matrici se numesc Tunctii de formă; ele trebuiesc astfel alese încât să existe o continuitate a 

deplasârilor între elemente. Rezultă că prin matricea [A'J se face legătura între deplasările nodale ale elementului 

presupuse cunoscute - şi deplasările unui punct arbitrar din interiorul elementului. 
Valorile constantelor a 1,02, ... . «6 le vom determina impunând condiţii la limită, adică deplasările câmpului 

trebuie să fie egale cu deplasările nodale când punctul arbitrar se află în nod, adică pentru 

.r = jr, 

y = y, 

U = Ui 

V = V, 
(3 .2 .12) 

Rezultă că aceste mărimi se află prin rezolvarea următorului sistem liniar de şase ecuaţii cu şase 
necunoscute: 

(3 .2 .13) 

"1 
'«1 "1 >̂ 1 ' 

= 1 >'2 « 2 > V2 1 yi < « 5 

" 3 . 1 '^3 « 3 . 1 ^ 3 

Se introduce notaţia: 

yi 
y^ 

(3 .2 .14) 

unde d e t \ a \ = 2 A (A fiind aria triunghiului 1-2-3). 

Expresiile deplasărilor nodale se pot scrie condensat sub forma: 

Obţinem coeficienţii căutaţi a, prin inversiunea relaţiilor (3.2.15): 

(3 .2 .15) 

• i 

- ' • K l 

(3.2.16) 

După ce se calculează A'\ cu metode elementare cunoscute, se rearanjează aceste rezultate parţiale într-o 

formă matricială globală dictată de corespondenţa dintre matricea coeficienţilor şi matricea deplasărilor {(5^}. 
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AS.»'} - Aj IŞ 0 0 A|>'2 - .V2.I1 0 "1 
a 2 

-
0 >'3 - 0 >'l - 0 

1 A;, - A; 0 A, - A3 0 A2 - A, 0 II2 

«4 A 0 -̂"2 >'3 - A3,)'2 0 0 
- V2 

0 y2 -
0 .V3 0 y\ -yi "3 

0 •̂3 - ^ 2 0 --V3 0 ^2 

w = 

Dacă relaţia (3 2.18) o înmulţim la stânga în ambii membrii cu matricea 

obţinem matricea N , adică: 

1 JC >/ o o o 

o o o 1 JC a. 

«5 

1^6 

I A- O 

0 0 0 1 

(3 .2 .17) 

(3 .2 .18) 

O O' 

"l jc >/ O O O 

O O O 1 >' 
•[D 

U, 

u-, 

u. 

Ih 
u 

Deci 

N 
X y O O O 

O O O \ X y 
D (3 .2 .19) 

(3 .2 .20) 

Funcţiile [ / / J pentru diferite tipuri de elemente şi formulări ale proprietăţilor acestora, au rol cheie în 
analiza tensiunilor prin elemente finite. Acestea se numesc „funcţi i de modelare" definind fie modelul ales pentru 
câmpul deplasărilor, fie geometria elementului adoptat, fie atât câmpul deplasărilor cât şi geometria elementului în 
cazul opţiunii pentru aşa-numitele elemente finite izoparametrice. 

• » • 

în cazul problemei bidimensionale de care ne ocupăm, deformaţiile specifice sunt date de relaţiile 
geometrice cunoscute din teoria elasticităţii: 

du 
ey = 

dy 

Dar 
= + Ujx + a-y 

V = 0 4 + a^x + <r/(3 V 

du dv 

(3 .2 .21) 

Sc poate observa că deformaţiile spccificc sunt independente dc valorile constantelor u, şi 04, cât şi de 
coordonatele locului în care se calculează (nu depind de x şi y), ceeace justifică denumirea dată uneori acestui tip de 
element finit de „element cu deformaţi i constante". 

Trecând la o scrie matricială vom avea: 
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d d 0 0 0 
d.x d.x 

0 
d u 

0 
d 

0 > 0 
dv 1 V dy 

d h d o 
dx_ [dy dx 

N 

Vi 

V2 

"3 

V3 

(3.2.22) 

Am definit astfel o matrice foarte importantă; 

B 

d 
0 0 

dx 

0 
d 

0 
dy 

d d 
[dy dx 

N 
0 1 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 1 

0 0 1 0 1 0 
A 

D 

B 1 
O 

sau efectuând calculele mai amănunţit: 

>'2->'3 O y^-yi O yi-y2 
O - ^ 2 O - O 

1^3-^2 yi-y^ y3-y\ y\-y2] 
2A 

X2 - (3.2.23) 

unde cu A s-a notat aria triunghiului 1-2-3. 

Matricea B 

rigiditate a elementului. 
Ecuaţiile fizice 

, denumită „matricea de derormaţii-deplasări" are un rol cheie în evaluarea matricii de 

1 2(\ + v) 
G^^ E ^ 

Relaţiile (3.2.24) dacă le transcriem matricial vom avea: 

^ [s^+vs^) 
1 - V 

E 
(sy+ys,) (3.2.24) 

2(1 

E 
1 y 0 

V 1 0 

0 0 
1 - v 

2 irx. 
sau condensat: 

{a} = ['E]-{£} 

unde cu [ "Z: ] am notat aşa-numita matrice de elasticitate: 

[<E] = 

(3.2.25) 

1 y 0 

y 1 0 

0 0 
l - i ' 

2 

(3.2.26) 
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B folosind 

în care: E - modulul de elasticitate longitudinal al materialului (modulul lui Young), 
r - coeficientul lui Poisson; 

Se poate acum observa că tensiunile se pot de asemenea exprima cu ajutorul matricei 

(3.2.22): 

{ c t } = (3 2 27) 

Valorile deplasărilor nodale {(5} care intră în expresiile deformaţiilor specifice (3.2.22) şi respectiv în ale 

tensiunilor (3.2.27) se calculează cu relaţia (3 2.9), adică: 

V^f (3 2 .28) 

. a întrucât matricea de rigiditate structurală /C reprezintă o suprapunere a matricilor de rigiditate 

elementelor, în cele ce urmează ne vom referi la matricea /c şi respectiv la forţele din nodurile elementului 

Expresia matricii de rigiditate a elementului k ^ o vom obţine pornind de la principiul conservării 

energiei, considerând că elementului i se asociază deplasări nodale virtuale în acest caz lucrul mecanic al 

forţelor nodale corespunzătoare este: 

- { F } , (3 2 29) 

Lucrul mecanic specific al forţelor interioare (sau energia specifică de deformaţie) va fi de forma: 

d U s = { d { £ } f { a } (3 2 30) 

în care s-a considerat că elementului i se aplică doar sarcini concentrate în noduri şi că nu există sarcini distribuite, 
deformaţii iniţiale sau tensiuni remanente. Expresia (3 .2 .30) se transformă ţinând cont de (3 .2 .22) şi (3.2 27), astfel: 

care pentru întregul volum al elementului devine: 

( 3 . 2 3 1 ) 

iL, = W^U W •[E] [B].\5l-dV 

(n 
Din egalitatea lucrului mecanic al forţelor nodale cu energia de deformaţie rezultă; 

(3 2 .32) 

m j n = m r 

de unde: 

BV {EllBldV 

, 0 ' ) 

(3 .2 .33) 

(3 .2 .34) 

Pentru generalizarea relaţiei (3.2.34), se consideră că pe element acţionează sarcini distribuite ale căror 
valori reduse în noduri sunt date de: 

{ j A = {p\ Pi P i } 

şi că elementul este supus unor deformaţii termice iniţiale: 

{ £ , } = i a T a r 0 } 

în care a este coeficientul de dilatare termică liniară. 

Incluzând şi eventualele tensiuni remanente iniţiale {cTo}' expresia generală a tensiunilor din relaţia 

(3.2.30) are forma: 

(3 .2 .35) 

(3 2 .36) 

m s } - k } h M (3 .2 .37) 
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Cu aceste precizări, relaţia (3 .2 .34) devine: 

\T [sy [hiiBydv 

l l O " ) 

{ ^ i - J [^1 ^ ['^l • {^0 + j [ « ] ^ • { ^ 0 - { [ A ' ] ^ • { p ^ ^ y 

in O') 0-) 

Introducând acest rezultat în locul membrului drept din (3.2 33) se obţine. 

T 

('•) (r) (r) 
în care se poale recunoaşte uşor câ. 

{/••};,= \[nY -{pW 

0 ) 

O') 

(3 .2 .38) 

(3 2 .39) 

(3 .2 ,40) 
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§ 3.3. METODA ELEMENTELOR DE ERONTIERÂ (M.E.Er.) 

3.3.1. GenenilitHţi 

Printre primele lucrări care au pus - în mod indirect - bazele matematice ale M.lil-r. sunt 
considerate cele ale lui George GREEN, care a formulat ecuaţiile integrale ale teoriei 
potenţialului. Dar FREDHOLM este cel care a utilizat primul teoria potenţialului şi teoria 
ecuaţiilor integrale la rezolvarea problemelor elasticităţii liniare a corpurilor omogene când pe 
frontiera corpului sunt date deplasările. Mult mai târziu O.D. KUPRADZE, tot cu ajutorul teoriei 
potenţialului şi a teoriei ecuaţiilor integrale singulare a demonstrat existanţa soluţiei şi a 
dezNoltal relaţii aproximative atâl penlru probleme statice, câl şi pentru probleme dinamice in 
medii omogene pe porţiuni. Intuind repartizarea hiperbolică de suprafaţă a resurselor, Kuprad/e 
a formulat legătura dintre deplasări şi tensiuni pe frontiera mediului elastic, ceea ce a stimulat 
rezolvarea problemelor de bază ale (T.E.). Tot el a dezvoltat atât fonnularea directă cât şi 
formularea indirectă, punând în evidenţă echivalenţa acestora şi marile posibilităţi ale metodei 
ecuaţiilor integrale de frontieră. Trebuie să amintim şi rezultatele obţinute în jurul anilor 1920 de 
I.G. BUBNOV şi B.G. GALERKIN, utilizate astăzi pe scară mare în rezolvarea numerică a 
problemelor de potenţial (v. [F20]). Tot printre lucrările de fundamentare matematică trebuiesc 
amintite cele ale lui MUSHELIŞVILI [M69] şi MIKHLIN [M33]. Cu (oaie acestea o teorie 
matematică imitară a M.E.hr. nu este Încă elaborată deoarece integralele care intervin în 
aplicaţiile M.E.Fr. depăşesc cu mult clasa ecuaţiilor integrale ale lui l-redholm Volt era 
Actualmente M.E.Fr. este studiată în cadrul aşa-numitor „operatori pseudo-diferenţiair' de 
către W.L. WENDLENDT şi colaboratorii săi, de unde se aşteaptă rezultate noi. Prezentarea pe 
care o voi face în continuare se bazează pe lucrările lui C A. BREBBIA şi colaboratorii săi, 
făcând parte din aşa-numita ,,Şcoală de la Southampton' [B72], [B62], [B36], [B37]. 

Dezvoltarea explozivă a M.E.Fr este de dată recentă, după 1970, odată cu dezvoltarea 
calculatoarelor; de altfel denumirea de „element de frontieră" a fost introdusă de Brebbia în 
1978. în termenii aplicaţiilor inginereşti, formularea directă (de care s-a ocupat şi Kupradze) a 
fost pentru prima dată introdusă de RIZZO F.J. în 1967, plecând de la egalitatea lui Somigliana. 
Lucrările de pionerat au fost făcute de RIZZO F.J., JASWON M.A., CRUSE T.A. (1967-68). în 
privinţa formulării indirecte trebuiesc amintiţi MASSONNET şi OLIVEIRA. De altfel în 
literatură [P50] se arată că fiecare dintre ecuaţiile integrale şi integro-diferenţiale de tip Rizzo 
corespunde unei ecuaţii funcţionale de tip Kupradze. Contrar ecuaţiilor integrale de tip Rizzo, 
ecuaţiile funcţionale de tip Kupradze au nuclee regulate, integranzii au întotdeauna valori fmite 
iar integralele nu trebuie să fie definite în sensul valorii principale Cauchy. De aceea, la prima 
vedere ecuaţiile funcţionale Kupradze par să fie preferabile ecuaţiilor integrale din cauza 
aplicabilităţii lor mai simple. însă, o investigare mai detaliată indică serioase dificultăţi privind 
stabilitatea numerică. Discretizarea ecuaţiilor funcţionale Kupradze conduce la nişte sisteme de 
ecuaţii algebrice rău condiţionate. 

în literatura de specialitate românească, M.E.Fr. este - comparativ cu M.E.F. - destul de 
puţin reprezentată, mai ales în partea aplicativă. Din bibliografia studiată de mine, am constatat 
că preocupări concrete şi eficace în acest domeniu sunt în special la Iaşi şi Cluj-Napoca. De la 
Iaşi, remarc cărţile foarte complexe şi cu un suport matematic remarcabil ale lui V 1-. 
POTERAŞU Şl N. MIIIALACIIE [P50]/I992, |G1]/1997; de la Clui-Napoca semnalez cartea lui 
T. PETRILA Şl C. I.GHEORGHIU [P34] remarcabil de bine redactată (urmând cărţile lui 
Brebbia), cartea lui OH. MÎNDRU şi M.M. RÂDULESCU [M38]/1986 - dedicată analizei 
câmpului electromagnetic, şi relativ noua carte a lui I. LAZÂR din 1997 [L6] care urmăreşte de 
asemenea cărţile lui Brebbia. 
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Pe plan mondial însă, are loc o actix itate atât de intensă încât copleşeşte orice încercare 
de informare şi sistematizare. Nu este totuşi lipsit de interes să arătăm că domeniul M.E.Fr. este 
încă în fază de dezvoltare, căutându-se noi formulări şi noi soluţii fundamentale. De exemplu: 
P.M. QUILAN şi O'CALLAGHAM M.J.A. în 1987 au propus „metoda funcţiilor de muchie" 
(The Edge - Function Method) bine adaptată pentru fisuri, cavităţi şi frontiere curbe; în cadrul 
metodei au fost alese funcţii speciale care să se potrivească fiecărei muchii a frontierei, iar 
soluţiile generale fmale au fost obţinute ca o suprapunere pentru fiecare segment. O altă 
formulare a fost dată în perioada 1986-97 de către GHOSH N., RAJIYAH H., MUKHERJEE S., 
care au ales ca variabile ale stării de bază tracţiunile şi gradienţii deplasărilor tangenţiale pe 
frontieră. Această fomiulare are avantajul de a furniza tensiuni de mare acurateţe aproape de sau 
pe graniţă. O altă formulare nouă se bazează pe utilizarea variabilelor complexe pentru elementul 
de frontieră - metodă cu rezultate deosebite pentru probleme bidimensionale. Şi, în sfârşit, 
începe să se contureze metoda elementelor de frontieră stohastice cu aplicaţii la problemele de 
defecte multiple. 

Pentru soluţiile fundamentale, pe lângă celebrele soluţii Kelvin, se mai utilizează soluţiile 
fundamentale ale lui Mindlin propuse de Telles şi Brebbia şi soluţiile fundamentale speciale 
propuse de Snyder M.D. şi Cruse T.A. 

Pentru a ilitstra amploarea pe care a luat-o dezvoltarea M.E.Fr. între anii 1980-1990, vot 
cita câteva din culegerile de lucrări de la congresele special dedicate acestei metode, editate de 
obicei de către C. A. BREBBIA. De altfel, pe Internet acestei probleme îi sunt dedicate zeci de mii 
de titluri, încât orice sinteză rezonabilă este aproape imposibilă. 

1). BREBBIA C A. (ed.), „Recent Advances in Boundary Element Methods", Proc. Ist Int. 
Conf. BEM, Southampton, Pentach Press, 1978. 

2). BREBBIA C.A. (ed.), ,J^ew Development in Boundary Element Methods", Proc. 2nd Int. 
Seminar, CML Publications, 1980. 

3). BREBBIA C.A. (ed.), „Boundary Element Methods \ Proc. 3rd Int. Seminar, California, 
USA, CML Publications, 1981. 

4). BREBBIA C.A. (ed.), ,J3oundary Element Methods in Engineering"\ Proc. 4th Int. 
Seminar, Southampton, CML Publications, 1982. 

5). BREBBIA C.A., FUTAGAMI T., TANAKA M. (ed.), „Boundary Elements \ Proc. 5th 
Int.Conf., Japan, CML Publications, 1983. 

6). BREBBIA C.A. (ed.), ,J^oundary Elements\ Proc. 6th Int. Conf , The Queen Elisabeth 2, 
CML Publications, 1984. 

7). BREBBIA C.A., MAIER G. (ed.), „Boundary Elements\ Proc. 7th Int. Conf, Italy, 1985. 
8). TANAKA M., BREBBIA C.A. (ed.), „Boundary Elements\ Proc. 8th Int. Conf , Japan, 

CML Publications, 1986. 
9). BREBBIA C.A., WENDLAND W.L., KUHN G. (ed.), ,J3oundary Elements'\ Proc. 9th 

Int. Conf , Stuttgart, Germany, CML Publications, 1987. 
10). BREBBIA C.A. (ed ), ,^oundary Elements'\ Proc. lOth Int. Conf , Southampton, CML 

Publications, 1988. 
11). BREBBIA C.A., CONNER J.J. (ed.), „Boundary Elements'\ Proc. l l th Int. Conf , 

Boston, USA, CML Publications, 1989. 
12). BREBBIA C.A., NOYE B.J. (ed ), „BETECH <Sy\ Proc. Ist BETECH Conf , Adelaide, 

Australia, CML Publications, 1985. 
13). CONNER J.J., BREBBIA C.A. (ed.), „BETECH 86", Proc. 2nd BETECH Conf , 

Cambridge USA, CML Publications, 1986. 
14). BREBBIA C.A., VENTURINI W.S. (ed ), „Boundary Element Techniques\ Proc. 3rd 

BETECH Conf , Brazii, CML Publications, 1987. 
15). CRUSE T.A. (ed.), „lUTAM Symposium on Advanced Boundary Element MethoLf\ 

Springer Verlag, 1987. 

190 

BUPT



{\ipitoiul 3 ( \)ntrihutu privin^t fonnularca ^v/ apluarca metodelor ni/ntcncc 

16). BREBBIA C.A., ZAMANA N.G. (cd ), JiounJury Element Tec/inu/Nes: AppIiculKjns /// 
FMonieerino\ Proc. 5lh B i r r h n i ConW, Windsor, CANADA, CML Publications, 
1989. 

Inforniaţiilc mele sunt incomplete, evident, dar ŝi această simplă enumerare a acestor 
prestigioase conferinţe internaţionale arată importanţa care se acordă actualmente M.B.Fr. De 
aici şi opţiunea mea spre aplicarea cu predilecţie a acestei metode. 

Dată fiind importanţa şi eficacitatea M.E.Fr., nu au întârziat să apară zeci de programe 
specializate (de firmă) aproape în toate ţările din lume. POTERAŞU (1992) [P56] citează 75 
astfel de programe. Voi aminti numai câteva din programele care au facilităţi de rezolvare a 
problemelor de Mecanica ruperilor: 

• programul ABIEQ, EHIKQ (Anglia) - rezoKă probleme de elasticitate plană liniara, cu 
condiţii de contur nelmiare, folosind elemente de contur segmenie de dreaptă şi curbc 
liniare, pătratice şi de ordin superior. Este adaptat calculatoarelor CDC600, 1600. 
V A X l l . Rezolvă de asemenea probleme de contact şi de potenţial în regim static sau 
dinamic staţionar. 

• programul BEM 3D (S.IJ.A.) - rezolvă probleme de Elastostatică liniară în regim static 
şi dinamic, de (M.R.)., cu cele mai diverse condiţii de frontieră şi toate tipurile de 
elemente de contur. Are şi parte grafică, de substructurare, şi poate lucra în regim 
interactiv (calculator VAXl 1/70). 

• programul BIECRX, programul FRACTURE-CORNELL, programul lOWA, toate 
elaborate în SUA, şi având, în mare, aceleaşi facilităţi legate de rezolvarea problemelor 
de elasticitate plană pentru medii omogene, liniar elastice cu fisuri, goluri sau incluziuni. 

• alte programe elaborate în Anglia: BIEQD, BIE3D-UK, MAINEXE, SAI5, BEANS, 
BIEAXI, N P L 

• programe elaborate în Belgia: BEMAC, BIEP 
• programe elaborate în Japonia: BEM, BE2TE 
• programul B E C O P (Franţa) 

Evident că în realitate, numărul lor este mult mai mare; am citat numai o parte dintre 
programe, neavând acces la o informare mai amplă. 

Eu am utilizat programul BEASY, adus la Catedra de Rezistenţa materialelor - în cadrul 
unui grant - de dl. Prof.dr. ing. NICOLAE FAUR. O prezentare mai amănunţită a acestuia va 
urma în paragraful 3.3.4. 

In paralel însă am elaborat programe proprii verificate pe problemele test (v. §3.8). 
Această acţiune nu este inutilă, deoarece aşa-numitele .programe mici, specializa(c^\ dedicate 
rezolvării numai unei anumite clase de probleme, sunt mult mai eficiente şi mai rapide. în 
activitatea de programare asistată de calculator de obicei aceste miniprograme sunt necesare. De 
altfel, această activitate se încadrează în ramura modernă de ştiinţă numită ^X^ompufafional 
Fracture Mechanics"\ care se ocupă cu modelarea şi analiza numerică a problemelor de 
determinare a câmpului de tensiuni şi deformaţii şi a parametrilor specifici de mecanica ruperilor 
în solide elestice cu defecte: dislocaţii, fisuri, goluri, incluziuni etc. 

3.3.2. INeliriiinarii matemat ice 

l'undamentele matematice ale M.I:.IT. sunt destul de dificile, conţinând nuillc elemenle 
din teoria potenţialului, din teoria formulelor şi funcţiilor Green, din teoria ecuaţiilor integrale şi 
integrale singulare, din teoria transformărilor integrale şi conforme, din teoria integralelor de tip 
Chauchy etc. Deoarece majoritatea acestor probleme nu fac parte din activitatea curentă a 
inginerilor - indiferent de profilul lor - pentru a fixa noţiunile şi formulele de bază, pentru a 
stabili notaţii uniforme şi pentru a nu aglomera textul de bază cu date cunoscute preluate din 
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literatură, am prezentat nnilte din aceste noţiuni în A n e x e l e lucrării. Deşi relativ voluminoase, ele 
sunt indispensabile. 

3.3.2.1. Metoda reziduurilor ponderate 

A). FORMULAREA DIRECTA 

M.E.Fr. cunoaşte două tipuri de metode sau formulări, care sunt de altfel valabile pentru 
toate problemele de (T.E.): 

• Metoda directă care formulează probleme în funcţie de nişte variabile care au un sens 
fizic precis şi care pot fi: ./imciii c/e depUisărT sau .fimclii de tensiimr după cum se 
pleacă de la ecuaţiile fundamentale ale (T.E.) formulate în deplasări (ecuaţiile lui 
Lame) sau în tensiuni (ecuaţiile lui Beltrami-Mitchell). in mod global ele se numesc 
funcţii de potenţial, iar în .juctoda polcnţialului dirccr ele sunt deplasările şi 
tracţiunile pe frontieră. 

• Metoda indirectă care foloseşte variabile ale căror sens fizic nu este totdeauna evident; 
de exemplu formulările cu ajutorul potenţialului de simplu sau de dublu strat conduc 
la metoda indirectă. După ce aceste necunoscute fictive au fost calculate, deplasările 
şi tensiunile reale pot fi obţinute prin integrarea pe frontieră a necunoscutelor fictive. 

în principiu tehnica de rezolvare constă în transformarea ecuaţiilor cu derivate parţiale 
care descriu comportarea câmpului necunoscut în interiorul şi pe frontiera domeniului într-o 
ecuaţie integrală (de obicei de tip Fredholm de speţa a doua) cu valori numai pe frontiera 
domeniului, care este în continuare discretizată şi transformată într-un sistem de ecuaţii 
algebrice. Obţinerea acestor ecuaţii integrale pe frontieră se poate face cu diferite metode: 
principiul lucrului mecanic virtual, teoremele lui Green, identitatea lui Somigliana şi teoremele 
lui Betti şi metoda reziduului ponderat - cea mai generală şi mai eficientă. Ecuaţia integrală de 
frontieră micşorează astfel cu o unitate dimensiunea problemei încorporând în structura ei şi 
condiţiile la limită asociate, pentru care nu mai sunt necesare soluţii speciale. în schimb este 
necesară construcţia explicită a unei soluţii a ecuaţiei omogene sau a unei soluţii fundamentale, 
ceea ce este în general o problemă dificilă. Actualmente există ca şi o bază de date, tabele cu 
soluţii fundamentale la cele mai diferite probleme (v. Anexa 9). Mai menţionăm că deşi cele două 
formulări sunt bazate pe acelaşi principiu de transformare a condiţiilor de domeniu în ecuaţii 
integrale pe frontieră, procedurile de rezolvare sunt diferite. Formularea directă are avantajul de 
a fi mai simplă conceptual şi mai uşor de implementat. 

Se ştie că într-o fonnă foarte generală, orice sistem fizic poate fi caracterizat printr-o 
mulţime de variabile care sunt funcţii de coordonatele spaţiale x(;ci,jc2,.r3) şi de timpul t (daca /=0, 
sistemul este staţionar, dacă sistemul este nestaţionar). Din această mulţime de variabile, 
unele pot fi prestabilite: proprietăţile fizico-mecanice ale materialelor, forma şi dimensiunile 
geometrice, forţele exterioare aplicate, condiţiile la limită sau de margine, etc. Restul 
variabilelor, notate generic cu litera u - care pot fi deplasări, tensiuni, temperaturi, viteze, etc. -
constituie necunoscutele problemei. Dacă se stabileşte o relaţie între mărimile date şi variabilele 
necunoscute pe baza legilor tlzice caracteristice sistemului, se zice că s-a realizat un model 
matematic al sistemului, descris de obicei de un ansamblu de ecuaţii cu derixate parţiale de un 
anumit ordin, liniare sau neliniare, pe care-l vom scrie simbolic 

(3 .3 .1) 

unde L este un operator diferenţial detlnit pe un anumit spaţiu de funcţii (v. Fig. 3.3.1). 
La aceste ecuaţii se ataşează un sistem de condiţii la limită (sau condiţii pe frontieră). 

Funcţia necunoscută ?/, cât şi funcţia dată b sunt definite pe acelaşi domeniu spaţial Q de 
frontieră S şi trebuie să satisfacă simultan ambele tipuri de ecuaţii. Pentru a formula metoda 
reziduurilor ponderate (MRP), vom considera ecuaţia omogenă 
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L ( / 0 = O (3.3 2) 

şi alegând o funcţ ic dc pondere u vom face produsul 
interior sau scalar cu operatorul şi vom avea: 

< L ( / / > r > = L ( / / ) u ' . t / Q = 0 
Q 

Q - donicniu spafial 
I - suprafcţe-fronlicră 

Fio. 3.3.1 

o o 

Acum în ecuaţia de mai sus, putem efectua o integrare 
prin părţi până ce toate derivatele funcţiei // sunt eliminate şi 
vom obţine o aşa-numită ,,formă transpusă'' a produsului 
interior care are următorul aspect: 

// L*(u ) JQ-f s*{uy;{u)-(;*{u\s{u)]c{i (3.3.4 

Acum putem să ne explicăm introducerea funcţiei pondere w. Numai aşa putem să 
integrăm prin părţi şi să ,^căpărn' de derivatele funcţiei necunoscute u. 

în procesul de integrare prin părţi s-au introdus noi operatori. De exemplu operatorul L* 
numit operator adjunct sau conjugat cu L, care se aplică funcţiei pondere w. S-au mai introdus 
alţi doi operatori S, G, care sunt legaţi de condiţiile de frontieră. Astfel: 

• dacă operatorul S{u) este dat numai în anumite puncte sau zone ale suprafeţei I , atunci 
în acele zone avem condiţii de frontieră esenţiale; 

• dacă operatorul G{u) este dat în alte puncte ale frontierei se zice că în punctele 
respective se generează condiţii pe frontieră neesenţiale sau naturale 

Ne întoarcem la ecuaţia (3.3.1). Să notăm cu uq soluţia exactă a problemei pe care în 
general nu o cunoaştem. 

Vom avea 
L{uQ)=b în domeniul Q (3.3.5) 

cu condiţiile de frontieră: 

S{uq)= s pe porţiunea Zi a frontierei, ( I i U I2 = I ) 

S P^ porţiunea I2 a frontierei 
Să notăm cu u o soluţie aproximativă oarecare a problemei. Atunci această funcţie 

satisface aproximativ ecuaţia dată, c/ec/ apare o eroare sau un reziduu, vorbim de obicei de „o 
funcţie reziduu" exprimată prin relaţia diferenţială: 

R=\.(u)-b^O (3.3.6) 

Acest lucru este într-adevăr aşa, deoarece în ecuaţia (3.3.5) rezultă că b este valoarea 
exactă a operatorului L pentru wq, pe când L(w) este o valoare aproximativă; diferenţa lor este 
tocmai eroarea sau reziduul. 

Dacă în plus funcţia u nu satisface toate celelalte condiţii de frontieră, obţinem încă două 
tipuri de funcţii reziduu: 

= O pe o porţiune Z] a frontierei, reprezentând eroarea legală dc satisfacerea 
condiţiilor de limită esenţiale. 

R2 = ^ O pe o porţiune I2 a frontierei reprezentând eroarea legată de satisfacerea 
condiţiilor de limită naturale. 

Metodele de aproximare urmăresc să minimizeze aceste reziduuri. în funcţie de maniera 
în care se rezolvă acest lucru avem diferite tipuri de metode de aproximare: 
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a) Metoda reziduuri lor pondera te 

Presupunem că funcţia u a fost aleasă astfel încât să satisfacă de la început toate condiţiile 
la limită, Atunci vom alege o funcţie pondere H' astfel încât: 

< / e , u > = / W Q = 0 (3.3.7) 

Q 

ceea ce înseamnă că ecuaţia dată va fi satisfăcută în medie în raport cu ponderea w. 

b) Metoda colocaţiei 

Are loc atunci când vom pretinde ca reziduul R să fie nul numai în anumite puncte date 
sau numai pe a n u m i t e s u b d o m e n i i din Q . 

c) Metoda reziduuri lor pondera te general izată 

Are loc când se impun condiţii asemănătoare de satisfacere în medie şi pmtru condiţiile 
pe frontieră. Atunci în locul problemei iniţiale se consideră o ecuaţie ponderată unică: 

< - < > + (3.3.8) 

ecuaţie sinonimă cu impunerea pentru aproximarea u a condiţiilor u = u pe şi q = q pe Lj-
De exemplu, putem alege funcţia H' ca o combinaţie liniară a unui sistem de funcţii liniar 

independente }care pot satisface aprioric condiţiile omogene de graniţă: 

w = (3.3.9) 

unde sunt coeficienţi nedeterminaţi. 
Presupunând că funcţia u satisface toate condiţiile de graniţă {R\=Rr=^), atunci 

</?,u '>= / W Q = 0 (3.3.10) 

Q 

Deoarece coeficienţii sunt arbitrari, egalitatea precedentă devine: 

= 0 / = 1:2,..,/7 (3.3.11) 
Q JQ 

ceea ce revine la o satisfacere în medie a ecuaţiei iniţiale în raport cu ponderea M̂  
Dacă în calitate de funcţie pondere vom folosi funcţia <^(JC-JC.) a lui Dirac (v. 

Anexa 6) care se bucură de proprietatea de filtrare, vom defini metoda colocaţiei: 

RM'dO. = O, unde m- = p^Sy + fii^l + •• + Pk^k ' 2) 
Q 

Să ilustrăm cele spuse mai sus pe o ecuaţie de tip Poisscn frecvent întâlnită în aplicaţii 
din (M S.D.) (v. Fig. 3.3.2), 
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VA 
n^ - f i ' i = cos O 

= n- j = sin O 

r,ur,=r 
dn ' d.x d}' 
cix = ; dy = n^dl 

dS = (elementul de arie din D) 

D - domeniu plan 
F- conturul frontierei (curba plana Liapunov) 

Fio. 3.3.2 

V^u = bc=>—r + —v = ^ D ( 3 . 3 . 1 3 ) 

cu condiţiile la limită: 

u = u pe Fj condiţii tip Dirichlet (sau condiţii esenţiale) 

du 
dn 

•^au = /p^ condiţii de tip Cauchy (sau Rodin) 
r. 

(3.3.14) 

pentru a = 0=>^ = — = <7 pe Vj condiţii de tip Neuman (sau condiţii naturale) 
dn 

Aplicând metoda reziduului ponderat (3.3.8), ecuaţia integrală caracteristică ecuaţiei lui 
Poisson are forma: 

D J n dn Jfi 
(3.3.15) 

• 

uV^M'dS -
• 

bwdS + qwd! + qwdl = u — dl + 
JD J D J r2 J ri dn Ji 

Dacă se integrează de două ori prin părţi prima integrală din (3.3.2.15) se obţine ecuaţia 
integrală pe contur pe care o căutăm: 

i j ^ l (3.3.16) 
I dn 

Să observăm că prin această integrare prin părţi sub operatorul V^ se schimbă locul 
funcţiei u necunoscute cu funcţia w, presupusă cunoscută {„comula' u cu w). 

Suntem acum în situaţia de a alege funcţia pondere w; în formularea directă se alege 
funcţia w ca fiind soluţia fundamentală a ecuaţiei lui Laplace, care în majoritatea lucrărilor se 
notează cu u*\ 

d'u* 
dx' dy' 

(3.3.17) 

în felul acesta eliminăm din ecuaţia (3.3.16) prima integrală pe domeniul D, care ne 
deranjează, scopul nostru fiind să avem numai integrale pc contur. 

Presupunând că w'=u* se cunoaşte (v. A n e x a 9 ) şi ţinând cont de proprietatea de filtraj a 
funcţiei lui Dirac - ( ^ J - v . Anc.xa 6, ecuaţia ( 3 . 3 . 16 ) devine: 

bii * dS + qu * dl + 
• 

qu* dl = uq*dl + , 
^ n J •'I 

-

D 

unde: este punctul de aplicaţie a potenţialului unitar, 
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X este punctul curent de observaţie de pe contur. 

* — 
1 , 1 

2;r 
I n - soluţia ecuaţiei (3.3.17) pentru cazul bidimensional de care ne ocupăm. 

cunoscută din (T.E.) - soluţia fundamentală -
.V - | , distanţa dintre punctele x şi ^̂  

Calculul derivatei soluţiei fundamentale după direcţia normalei exterioare este imediat: 

.. du*(e,x) du* dr du* 
cti or an or 

dr dx dr dy^ -h ^ 
av cn cjy on 

C V ( U ' — 
unde — = — = n̂  sunt componentele vectorului unitar normal exterior la frontieră, n (cu 

dn dn 
/I = 1 ) în punctul curent .V. 

Ecuaţia obţinută (3.3.18) furnizează o legătură între funcţiile u şi q de pe frontiera F şi 
potenţialul din punctul legătură care exprimă şi o condiţie de compatibilitate a datelor pe 
frontieră. Să observăm că soluţia fundamentală u* este singulară în punctul r = Este posibil 
ca punctul să fie în interiorul domeniului, exterior domeniului sau pe frontieră. Se 
demonstrează în literatură că în fmal ecuaţia integrală de contur are forma [B36], [B72], [F3], 
[P34], [P50]: 

(3.3.19) 
h daca e D, ^ Y 

uq*dr- qu*dr-\- bu*dS = uAO \ daca € A g T 

Cj daca <;[ e l 

Coeficientul c, va fi egal cu tt dacă este un punct care aparţine unei porţiuni netede a lui f şi 

este egal cu + {â  - ^ 2 ) el este un punct unghiular încadrat de porţiunile netede F^ şi F^ 

ale frontierei F a căror normală exterioară furnizează unghiurile a^ respectiv CTJ CU axa Ox\ 
([P34], [P50]). 

B). FORMULAREA INDIRECTA 

Ecuaţia Poisson (3.3.13) împreună cu condiţiile la limită (3.3.14) se zice că se rezolvă cu 
„metoda indirectă" dacă valorile lui u* se distribuie pe frontieră şi formează aşa-numita 

du* distribuţie de surse şi asemănător se distribuie şi valorile lui q* = realizând aşa-numita 
dn 

distribuţie de dipoli; densităţile acestor distribuţii satisfac ecuaţia dată, pe contur. 
Pornind de la formularea directă în domeniul D\ exteriorul lui ( D u F ) , se defineşte o 

funcţie de potenţial necunoscută ?/ pentru care metoda reziduului ponderat se scrie sub forma: 

u'c/ * dr - q'u • dV = Ui 
- l 
O 

-Ci 

pentru e D' 
pentru ^^ G D 
pentru e F 

(3.3.20) 

Din relaţiile (3.3.19) şi (3.3.20) se obţine: 

196 

BUPT



(\ifyioliil j (\)nlrihti!ii /vn indJorniii/drcd y/ (iplicarcd niclodcior nunience 

{ti - li'}/* i/r - {(f-(/')i*cn '+ hu * dS 
n 

(3.3.21) 

Pe conturul (frontiera) 1" se impune condiţia u - u' şi se notca/â ) - <! - (f ; ecuaţia 

(3.3.2.21) devine: 

= - hu • dS 
I) 

(3.3.22) 

Această ecuaţie defineşte o formulare sursă indirectă cu necunoscuta cr^(r) care se 

determină impunând condiţiile pe contur; 

" / = " / " - hii*cis pe I ", 
D 

(li = = (--iC^qt - hci*dS pe Tj 
D 

;3.3.23) 

(3.3.24) 

Există şi alternativa de a impune pe contur condiţia de echilibru q' = q şi a introduce 
distribuţia de dipoli necunoscută /u^ = u - n ' . Se obţine în final: 

= (^iMu, + 

duj 

bu*dS 

D 

Mn ^ + hq*dS 
JD dn Jr ' " dn^ 

în final, densitatea se determină impunând condiţiile la limită: 

(3.3.25) 

(3.3.26) 

= w,; = ; 

unde Ui şi q, sunt date de relaţiile (3.3.25) şi (3.3.26). 

3.3.2.2. Elemente de frontieră. Discretizarea ecuaţiilor integrale 

în ecuaţia integrală de frontieră stabilită trebuie să efectuăm numeric anumite integrale, 
care de obicei nu le putem efectua analitic. Pentru aceasta frontieră f a domeniului D, care este 
o curbă plană oarecare, se împarte în elemente de lungime relativ mici numite clemente de 
frontieră pe care se poate face o evaluare numerică a integralelor cu una dintre metodele de 
cuadratură cunoscute, acceptând şi anumite ipoteze simplificatoare. Aceste elemente de frontieră 
pot fi segmente de dreaptă sau porţiuni de curbe plane. Rezultatele oricărui program de element 
de frontieră depind în mod esenţial de modul de aproximare a frontierei şi de evaluare a 
integralelor pe fiecare element. Fiecărui element de frontieră i se asociază unul sau mai multe 
puncte numite noduri în care se presupun cunoscutc sau nu cele două variabile care apar în 
problemă: potenţialul u şi gradientul potenţialului q. Dacă .Veste nmărul de elemente în care este 
discretizată frontiera, iar n este numărul total de noduri vom avea 2n variabile nodale. Pentru a 
putea obţine o soluţie unică, o parte dintre acestea trebuiesc cunoscute şi ele sunt date sub forma 
condiţiilor pe frontieră în fiecare nod {ri\q). 

Descrierea geometriei fiecărui element de frontieră ca şi stabilirea legilor de variaţie a 
mărimilor necunoscute w şi <7 de pe frontieră se face cu ajutorul unor funcţii de interpolare sau 
funcţii de formă, care pot fi constante, liniare, pătratice, cubice etc. Ele pot avea acelaşi grad 
sau grade diferite pentru cele două elemente aproximate: mărimile geometrice şi mărimile fizice 
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(//; (/). Daca sc folosesc funcţii de acelaşi grad pentru ambele categorii de mărimi se zice că se 
folosesc clemente de frontieră izoparametricc 

în practica utilizării M.E.Fr se întâlnesc: 

• Elemente de frontieră constante (Fig. 3.3.3) 

Frontiera este aproximată prin segmente de 
dreaptă, extremităţile segmentelor nu sunt 
considerate ca noduri. Elementul are un singur 
nod, la mijlocul lungimii sale, deci numărul de 
noduri este egal cu numărul de elemente. Pe 
fiecare element se consideră că valorile lui u şi 
(j sunt constante şi egale cu valorile lor în 
nodul din mijlocul elementului. 

Fio. 3.3.3 

Elemente de frontieră liniare (Fig. 3.3.4) 

variaţie 
liniară a lui 
V sau q 

Frontiera din punct de vedere geometric, este 
aproximată tot prin segmente de dreaptă, dar 
extremităţile acestor segmente se consideră 
drept noduri ale elementului de frontieră. Pe 
fiecare element vom accepta că funcţiile uş\ q 
au o variaţie liniară. 

Fig. 3.3.4 

de frontieră pătratice (Fig. 3.3.5) 
în acest 

dement 

Fig. 3.3.5 

caz elementul de frontieră are trei 
noduri şi este descris de o curbă care trece prin 
cele trei puncte cu ajutorul unei funcţii 
polinomiale sau de altă natură. O funcţie de 
acelaşi tip descrie şi legile de variaţie ale 
mărimilor fizice u şi c{. Generalizarea acestor 
elemente este imediată, deoarece se pot lua 
oricâte noduri interioare dorim pe fiecare 
element. Evident că pentru aceste elemente de 
ordin superior cresc dificultăţile de calcul şi 
timpul de calculator. 

A. EI.EMENTE DE FRONTIERĂ CONSTANTE 

Voi încerca să prezint în amănunt modul de discretizare a ecuaţiei integrale de frontieră şi 
transformarea ei într-un sistem de ecuaţii algebrice pentru cazul cel mai simplu când se ucrează 
cu eicmenlc de frontieră constante. 

Considerăm că frontiera reprezentată de o curbă plană oarecare, a fost discretizată în N 
segmente de dreaptă înscrise, din care Â , G T, şi Ne vom ocupa de ecuaţia integrală pe 
frontieră a metodei directe: 
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• 

tiq * ciV -
• 

qu * dV + 
• 

hu * dS = u, < 

1 
0 (3.3.27) 

J r J 

Dacă avem N elemente, avem n N noduri şi în fiecare nod două mărimi fizice variabile 
(// şi q)\ ar rezulta că avem 2n necunoscute. Pentru a obţine un sistem compatibil determinat cu 
soluţie unică vom considera că pe fiecare element valoarea uneia dintre cele două variabile u sau 
q este cunoscută: 

u = Ti pc elemente 
q = q pc clemente, 

Obţinem atunci un sistem algcbric liniar de ecuaţii cu n necunoscute. Soluţia 
tundamenială a ecuaţiei Laplace, respectiv potenţialul unitar este aplicat în ^̂  şi )= D^̂ că 
în ecuaţia (3.3.27) facem /?=0 obţinem ecuaţia lui Laplace: 

i/q *dr = qu * dr 
Jr 

(3.3.28) 

unde u* = —In— iar c. = — datorită ,,netezimir elementului respectiv. 
1k r 2 

Dar în condiţiile noastre ecuaţia de mai sus se poate discretiza sub forma: 

1 r (3.3.2.29) 

elementul 
constant Tj 

unde r^ este lungimea elementului j . Această 
ecuaţie reprezintă relaţia dintre nodul / în care 
se aplică potenţialul unitar şi toate elementele j 
de pe contur. Dar, ţinem cont de tipul 
elementului folosit, pe care am presupus că u 
şi q sunt constante (egale cu w, sau qj pe fiecare 
element j). Aceste mărimi se pot scoate deci de 
sub semnul integral şi avem: 

Fig. 3.3.6 
N N 

j=\ j j=\ 

Pentru o scriere mai condensată, introducem nişte notaţii: 

•'o 
Ecuaţia (3.3.30) devine: 

1 ^ -

U*ciV 
r, 

u*dr = Gij 

\ 

7 = 1 

In cazul în care se mai face o notatie: 

(3.3.30) 

(3.3.31) 

(3.3.32) 

Hjj pentru i ^ j 

\ 
1 

H ij + — pentnt i = j 
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ecuaţia (3.3.32) obţine o lonnă foarte simplă şi elegantă: 
A' 

y=i j=i 

sau înlr-o scriere matricială condensată: 

[H]{U}=[G]{Q} 

"> o -> \ j . j . j j ) 

(3.3.34) 

Cele Â i valori ale lui u şi cele Ni valori ale lui q sunt necunoscutele problemei pe f . 
A rezultat un sistem algebric liniar cu N necunoscute care se ordonează trecând toate 

necunoscutele în membrul stâng şi aranjând sistemul în formă canonică 

(3 .3J5) 
unde. 

[a } este o matrice coloană care conţine toate cele N necunoscute z/, şi qt (vectorul 
necunoscut); 

{/•} este tot o matrice coloană care conţine toate cele N mărimi de graniţă cunoscute; 
potenţialele u, şi fluxurile q̂  ; 

A] este o matrice pătrată de tipul N\N în întregime populată formată cu integralele //y şi 
G,j. în limbaj de calculator Hij şi pot fi direct asamblate în A astfel încât ecuaţia 
anterioară (3.3.34) nu mai trebuie formată. 

După rezolvarea acestui sistem (3.3.35) vom cunoaşte toate valorile potenţialului u şi 
fluxului q pe contur; rezultă atunci valorile acestor mărimi în orice punct interior al domeniului: 

= 

N N 
qu*dr- g*zvt/r<=>zv, - ^ U y 

^ 7=1 7=1 

(3.3.36) 

A ^ 

In cazul particular al elementelor de contur constante, integralele H.j şi G,y pot fi 

calculate analitic; dacă nu, se utilizează regula de cuadratură numerică Gauss, pentru care sunt 
suficiente patru puncte de integrare Gauss. De exemplu: 

//,, = q* dV = \ grad u*-ri-dr = 0 deoarece u* = 
Jr, Jr, 

utilizând coordonate omogene: 

const. (3.3.37) 

G,, = u*dr = — 
Jr, In: Jr,. 

In _1 
r j 

dr = -
r(2) 

7t J(0) 
In dr = 

n 
In + 1 (3.3.38) 

B. ELEMENTE DE FRONTIERA LINIARE 

Elciiiciitul de frontieră este tot un segment de dreaptă, care are însă două noduri ce se 
identifică cu punctele de intersecţie ale segmentelor frontieră (vârfurile poligonului înscris) -v. 
Fig. 3.3.7,-; vom accepta însă că funcţiile u şi q au o variaţie liniară pe fiecare element. 

I^lecăm tot de la ecuaţia formulării directe, discretizată (3.3.28): 

N N 
jUi+y uq*dr=^ qu*dr (3.3.39) 
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nod 

Variaţie liniară a lui u sau q 

(unde cocllcienlul c, nu mai eslc constant). Acum 
integralele pe elementele F̂  care intervin în ecuaţia 
(3.3.2.39) sunt mult mai diUcil de calculat tocmai 
datorită variaţiei liniare a lui u şi cj pe fiecare 
element. Valorile lui u şi q în orice punct al unui 
clement vor fi definite cu ajutorul valorior lor 
nodale şi a două funcţii de interpolare liniare 

i i = - l ţn=l 
z/(.v) = (p̂ u, + (P2U2 = [(P̂ (P2 

Fig . 3 . 3 . 7 

"2 

V2 

în unele cărţi funcţiile şi (p^ se notează cu N\ şi Ni ca la (M.E.F.) şi seamănă cu 
funcţiile de formă de acolo: 

u = + AV/2 = KA'2} 
î/, 
u 2) 

A'r{(/! 

A'Jfe) 

Se introduce pe fiecare element aşa-numita coordonată adiniensională (omogenă); 

A-
n = UI 

, / fiind lungimea elementului. 

Atunci funcţiile de interpolare (sau „de formă") vor fi. 

Integrala pe un element de frontieră j (segmentul de dreaptă Vj) devine: 

nq * ilV = 

(3.3.40) 

•T, 
)p\<p2]l*dv\ ' 

"2 

M, 

"2 j 

qu*dr = h 1 1 2 
SijSij, UI 

unde: 

Un = q)\U * d\\ 
J 

"t-

4 -

(Piq * dV, 
J 

(P2U*dV, 

(3.3.41) 

(3.3.42) 

(3.3.43) 

(3.3.44) 

în principiu deci coeficienţii de influenţă A* definesc interacţiunea dintre punctul / 
considerat şi nodul k al clementului j. 
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Observăm că pentru a scrie ecuaţia discretă corepsunzătoare nodului /, va trebui să 
însumăm într-un singur termen contribuţiile celor două elemente de frontieră alăturate (/-l) şij, 
obţinând astfel coeficientul nodal. Aceasta va conduce la următoarea formă a ecuaţiei globale 
discrete: 

+ 

w, 

11, 

"A-

(3.3.45) 

2 1 unde fiecare coeficient Ĥ ^ este egal cu termenul ĥ . al elementului>1, însumat cu termenul h.j 

al elementului /, pentru o numerotare orară. Analog pentru G,j. 
Reprezentarea de mai sus ilind deja ecuaţia asamblată pentru nodul / vom avea: 

7=1 7=1 

unde am notat 
7 = 1 

pt. i ^ j 

pt. i = j 

(3.3.46) 

(3.3.47) 

(3.3.48) 

exprimare echivalentă ecuaţiei matriceale: 

(3.3.49) 

Prin aplicarea condiţiilor la limită ecuaţia matriceală precedentă se reordonează astfel 
încât să aibă forma: 

\a]{X}={F} (3.3.50) 

Matricea \A\ este formată direct de calculator. 

C. ELEMENTE DE FRONTIERĂ PÂTRATICE ŞI DE ORDIN SUPERIOR 

Aceste tipuri de elemente sunt frecvent utilizate pentru o aproximare mai bună atât a 
geometriei frontierei cât şi a funcţiilor necunoscutc u şi q. Ele nu prezintă dificultăţi 
deosebite de calcul, dar pentru aplicarea lor este necesară transformarea coordonatelor 
cartaziene în coordonate curbilinii (mai exact coordonata curbilinie adimensională locală rj). In 
acest sens pe fiecare element pătratic (Fig. 3.3.8) funcţiile u ş\ q vor fi aproximate cu ajutorul 
valorilor nodale pe un ansamblu de trei noduri, (1), (2), (3), şi a unor funcţii de interpolare 
pătratice astfel: 

;/(//) = +«92i/2 ^(Pi^z =[(P\ (Pi (Pz 

= (pi 

"1 
"2 

<71 

(3.3.51) 

(3.3.52) 
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în care funcţiile ^̂  satisfacând condiţia: 

sunt date de: 

<Pi=--1 > <P2=-7(1 + nl (Pi = (' - n^} + n) (3.3.53) 

u sau q ( l ) (3) (2) 
> ( \ i 

Ir,l Ir:! Nod (pi (p: 
1 -I i 1 0 0 ! 
j 0 0 1 0 i 
2 1 0 0 1 

Fig. 3.3.8 

Vom avea aceeaşi ecuaţie discretizată: 

N N 
CjUj = (ju*dr 

t i j : ! 

iar integralele de-a lungul elementelor Tj vor fi similare cu cele de la elementele liniare. Astfel, 

integralele pentru u vor fi de forma: 

u{n)q*dr = 9\ (Pl 

O 

"1 

U2 
" 3 

f^jhlhl 
M, 

U2 
"3 

(3.3.54) 

similar şi pentru integralele în q. 

Evaluarea acestor integrale se va face numeric după ce în prealabil s-a exprimat 
elementul de arc d F prin variabila rj, ceea ce cere ca jacobianul transformării să fie 
Relaţiile de transformare sunt: 

u{r]\] * dT = * J dr] 
•T, 

Şl 
0) 

(2) 

(3.3.55) 

0) 

unde: \j\ este jacobianul transformării de coordonate efectuate (c/l ' = [l^in)-

De exemplu pentru o problemă bidimensională, jacobianul este: 
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ci^ 

K'^ny 

ciy 

[cin 
cir = J dl] 

Este evident că pentru calculul lui |./| este necesară cunoaşterea variaţiei pe frontieră a 

lui A'i şi .r2 (sau y) în raport cu t]. Aceasta se poate face scriind pe x\ şi .V2 cu ajutorul funcţiilor de 

interpolare şi a coordonatelor nodale x\ şi jĉ  în sistemul coordonate globale, adică: 

=<Pixl +(P2Xl +(P3X^ 

X2 =(p\X2 -^(Pixl -^(PlA 

In ceea ce pri\'cşte elementele de frontieră de ordin superior, ele sunt generalizări 
imediate. De exemplu, elementele cubicc vor pretinde câte 4 noduri pe element (v. Flg. 3.3.9), 
funcţiile de interpolare având o variaţie cubică! 

U{T]) = + (PjU^ + (p^u^ + (p^u^ 

.^{n) = 9xqx + (Pi^i + + 
^ u sau q ^ ^ (2) 

\ ' -

> 

unde: 

Fig. 3.3.9 

- 1 ( 1 + 4 - 1 0 + 9 ( 7 ^ + 1 ) ; 

Io 

Notă: Vom exemplifica modul în care se determină funcţiile de fonnă pentru un element cu 5 
noduri, care nu se găseşte de altfel în literatură. 

X 
Utilizând coordonata adimensională ^ - ~j-> ' ^ste lungimea elementului de frontieră 

considerat, funcţia de interpolare trebuie să fie un polinom de gradul 4 care trebuie să satisfacă 
condiţiile din tabelul alăturat: 

1 1 
- . 

5 

-1 

>• <1 

I 

Nod cpi (p3 (P4 Cp5 92 
1 - 1 1 0 0 0 0 
j - 1 / 2 0 1 0 0 0 
4 0 0 0 1 0 0 
5 '/2 0 0 0 1 0 
2 1 0 0 0 0 1 

Fig. 3.3.10 
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(p̂  (//j )= ^ ^ a - h - ^ c - J + c = 1 

, 1, 1 K ^ 1 ; = O — a --h + -c J + c = O 
16 8 4 2 

r o 
'I 

v2y 
= 0 —fl + -b + —c + —d + (? = O 

16 8 4 2 

(p̂  (//,) = (l) = O =:> c/ + A + 6' + c/ + c = O 

Rezolvarea este imediată şi se obţine: 

= - T ' / ' - - ' ) ( 2 ' 7 + 1) 
J J 6 O D 

i = 2 

92ijli)=(P2 = O => — + —c d + e = O 
16 8 4 2 

u 
= O => — a + + —c + — + e = O 

16 8 4 2 

(̂ 72 ) = 0 ) = O ^ + ^ + ^ + = ̂  

Procedeul se repetă pentru i =3,4,5 şi se obţine setul complet de funcţii formă: 

3.3.3. Formularea directă pentru sistemul de ecuaţii fundamentale al (T.E.) 

3.3.3.1. Cazul problemelor tridimensionale 

Am arătat 
în Cap.2 că problema fundamentală a (T.E.) este descrisă complet de un sistem de 15 ecuaţii cu 15 

necunoscute, destul de dificil şi incomod de utilizat. De aceea el se reformulează de obicei în două moduri distincte: 
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1") Se aleg ca necunoscute principale numai deplasările şi se elimină prin operaţii simple celelalte necunoscute; 
se obţine un sistem de ecuaţii diferenţiale de ordinul doi, de trei ecuaţii cu trei necunoscute, numite ecuaţiile 
lui Lame (sau chiar ecuaţiile lui Navier), care este de forma: 

^ \-2v 
+ /v = O (3 .3 .56) 

2") Se aleg ca necunoscute principale numai tensiunile şi se elimină celelalte necunoscute, se obţine un sistem 
de 6 ecuaţii diferenţiale cu 6 necunoscute numite ecuaţiile lui Beltrami - Mitchell. 

N e vom ocupa în continuare numai de ecuaţia (3 .3 .56) care este extrem de convenabilă atunci când 
condiţiile la limită ataşate problemei sunt date în deplasări şi au forma. 

(3 .3 .57) 

unde - sunt componentele vectorului unitar, normal pe frontiera corpului, /? = 1 (cosinuşii directori ai 

normalei). 

P i = ^ji^'^j • sunt componentele tensiunii totale pe un element de suprafaţă care trece prin punctul 

considerat, având normala n . 

Pentru obţinerea ecuaţiilor integrale pe frontieră în cazul general pe care l-am abordat, se pot aplica diverse 
metode: 

se poate pleca de la teorema reciprocităţii energiei de deformaţie a lui Betti, 
se poate pleca de la una din identităţile Iui Green; 
se poate folosi metoda reziduurilor ponderate şi identitatea lui Somigliana 

Fiindcă despre aceste lucruri am mai vorbit, vom folosi ultimul procedeu. în acest caz ecuaţia generală a 
reziduurilor ponderate se poate scrie sub forma: 

(\ c (3 .3 .58) 

Acestei ecuaţii i se ataşează condiţiile de frontieră: 

• Pj - Pi pe suprafaţa Z j a frontierei, unde p- sunt tensiuni date (cunoscute) pe frontieră; 

• u. = u^ pe suprafaţa Z , a frontierei, unde u. sunt deplasări cunoscute (date) pe Z , ; 
» » 

• u p sunt funcţii pondere, deplasări şi tracţiuni, aparţinând unui câmp pondere încă neprecizat căruia 

II aparţin şi tensorii simetrici şi legaţi între ei prin aceleaşi ecuaţii şi relaţii ca şi Gj , . , Sjf . , Uf., 

P , (V. Cap.2). 

• pI = 

Integrând prin părţi de două ori prima componentă a integralei din membrul stâng, vom obţine: 

JQ 
Fk^k^O. = - PkUk^ - Pk^'kd^ + 

•fTi •^l 

» 

te - U k ) p * k ^ 

Vom accepta valabilitatea legii lui Hooke: 

unde tenscrul de elasticitate se bucură de proprietăţile de simetrie. 

Ţinând cont şi de teorema dc reciprocitate: 

O-/ = 

C - C ^ jkh ~ ^ hjk 

ajk£jkdO. = 

(3 .3 .59) 

(3.3 60) 

(3 .3 .61) 

(3 .3 .62) 

relaţia (3 3.60) devine: 
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Kl 
Pi^UI^CPl^ Uf^Pl^cTL-^ Ul^Pl^cfL (3.3.63) 

Deoarece forţele mecanice sunt fiiiiclii cunoscute, integala a doua din membrul siang al relaţiei (3 3.63) 
nu introduce necunoscute sau dificultăţi suplimentare. în schimb prima integrală, care conţine deplasările 
necunoscute din domeniul Q (funcţiile y/|) trebuie eliminata, ceea ce se realizează printr-o alegere convenabilă a 
flincţiilor câmpului pondere De obicei pentru rezolvarea acestei probleme se folosesc două noţiuni noi identitatea 
lui Somigliana şi problema Kelvin. 

• ldentit[itea lui Somigl iana p e n t n i deplasări 

U , ( â ) = [ / . J ( 3 3 64) 
Jv jv 

Dacă se cunosc deplasările şi tensiunile pe trontiera domeniului studiat precum şi tbrţele masice, relaţia 

(3.3.64) ne dă o reprezentare continuă a deplasărilor în orice punct ^ G Q . 

• Problema Kelvin 

Vom considera că forţa volumică este reprezentată de o forţă egală cu unitatea care acţionează în punctul 

E Q după fiecare dintre cele trei direcţii ortogonale date de vectorii Cj : 

a ; = â { x - < ^ ) e j (3 3 65) 

şi atunci soluţiile fundamentale luate ca fijncţii pondere se obţin din ecuaţia (3 .3 .56) a lui Navier: 

c 
(3 3.66) 

în privinţa soluţiilor fundamentale, trebuie precizat că există mai multe clase de astfel de soluţii, în 
metodologia adoptată vom considera numai soluţiile fundamentale ale lui Kelvin, considerând că domeniul Q 
examinat de noi face parte dintr-un mediu infinit. în acest caz avem: 

1 
\67r{\-v)Gr 

- l 

- cazul tridimensional 

S,j{3-4v)\nr-r,-rj • cazul bidimensional 

(3.3.67) 

(3 3.68) 

(3 3.69) 

unde: OC = f 3 = - pentru cazul tridimensional; 

CC — / ? = 2 - pentru cazul bidimensional. 

S-a notat: 

r - r {^^x) distanţa dintre punctul fixat („punctul sursa') şi punctul curent x; 

(3 3.70) 
o.v.(.v) r 

Pentru a obţine în sfârşit ecuaţiile integrale pe frontieră - punctul de plecare în M i i . Fr.- va fi suficient ca 
în identitatea lui Somigliana sâ facem pe ^ sâ tinda către un punct al frontierei Se obţine. 

[p]j{^,x)uj{x)cfL(x)= f [ (3 3 71) 
•'S Jci 

unde: 
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C.J = < S;, + lim 
^ J V 

(3 .3 .72) 

Comentarii suplimentare se găsesc în [B36], [B72], [GI] , (L6], (P34]. [P50]. 

3.3.3.2. Cazul problemelor bidimensionale 

Soluţia fundamentală se găseşte din ecuaţia: 

y = l ,2; k = \,2 

şi are o formă cunoscută din literatură Pentru starea plană de deformaţie: 

u,, -
- v) 

(3 .3 .73) 

(3 .3 .74) 

(3 .3 .75) 

unde Uff., Pff. sunt respectiv deplasările şi tensiunile în direcţia k produse de o forţă unitară acţionând în 
» • 

direcţia /. Mărimile , p/f^ se pot scrie pe componente sub formă de matrici: 

u = 
"21 "22 

P = (3 .3 .76) 
P\\ P\2 

P\\ Pll_ 

In mod cunoscut deplasările şi tensiunile pe graniţă ca şi forţele de volum se pot scrie ca vectori coloană; 

u -
w, 

1"2J 

P\ 

Pl 1̂ 2 J 
(3 .3 .77) 

Rezultatele sunt similare cu cele de la cazul tridimensional, numai că aici integralele de suprafaţă se reduc 
la integrale de contur, iar integralele de volum în care apar forţele de masă se reduc la integrale pe suprafaţă. 

3.3.4. Prezentare a programului de element de frontieră BEASY 8.0 

3.3.4.1. Caracteristici generale 

Versiunea 8.0 a programului BEASY, care aduce multe noutăţi şi îmbunătăţiri faţă de 
versiunea anterioară, a fost lansat pe piaţă în iunie 2002 de către firma Computaţional Mechanics 
Inc. din SUA. 

Făcând o comparaţie cu versiunile anterioare, BEASY 8.0 dă timpi de soluţionare mult 
mai buni a problemelor complexe, datorită îmbunătăţirii tehnologiei BEASY de rezolvare a 
ecuaţiilor. De asemenea BEASY poate rula acum pe orice versiune de sistem de operare 
Windows sau UNIX, inclusiv Windows NT, XP, incluzând de asemenea procesoare Pentium şi 
Athlon şi punând la dispoziţie o documentaţie electronică de aproape 10000 de pagini. 

Pentru a rula bine, programul BEASY necesită un monitor color de înaltă rezoluţie, 
deoarece oferă şi o parte grafică foarte bine pusă la punct; de asemenea necesită un minim de 
16MB RAM, cu toate că ideal este să existe câteva sute de MB memorie RAM pentru a 
îmbunătăţi performanţele în cazul modelelor complexe. Codul aplicaţiei BEASY împreună cu 
fişierele de resurse ataşate ocupă aproximativ 45MB. Alţi 77MB ocupă programele 
demonstrative şi exemplele, iar fişierele documentaţie necesită încă 206MB de memorie pe disc. 
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5.5.4.2. Etapele de realizare a unui model BEASY 

In continuare vor fi prezentate pe scurt etapele de realizare a unui model utilizând 
BEASY sub Windows. Unele din aceste etape (de exemplu 3, 4, 5, 6) pot fi însă omise, funcţie 
de modelul concret care se doreşte a tl realizat. 

1) începerea unui nou model 
- se selectează comanda New din meniul File (Fig.3.3.4.1) şi din fereastra care apare 

(Fig.3.3.4.2) se selectează tipul de geometrie dorit; 

Open. . . 
Save 
Save As.. . 

JSl 

Prinţ... 
Prinţ Preview 
Pri i t Setup. . . 

C t r k P 

1 D : \ C 0 R f « L I A \ . . . \ t e s t 3 . d a l 
2 D: \C0RNELIA\ . . . \ tes t2 .da l 
3 D:\CORNELIA\. . . \ t es t l . d a i 
4 C: \âpps\ . . . \car\saloon.dal 

Model space: - -

2D (plana) 

Axisymmetfic 

r 3D 

- Analysis type: -

Stress^Thermal 

Exit 
OK Cancel 

Fig. 3.3.4.1 Fig. 3.3.4.2 

- este util ca în această etapă să se salveze numele modelului utilizând comanda Save sau 
Save As din meniul File; oricum înainte de a trece la faza de rezolvare (analiză) a modelului 
(notată cu 8)), salvarea modelului este obligatorie; în caz că salvarea se face doar după faza de 
analiză sau de vizualizare a rezultatelor, nu vor mai putea fi aduse modificări ulterioare 
modelului în ceea ce priveşte crearea modelului (geometria sa, proprietăţile de material, 
încărcarea sa). 

2) Crearea modelului (faza 
- comenzile de generare 

(Fig.3.3.4.3) 

PREPROCESS POSTPR' 

LINE 
CHECK_GEOM 
ELEMENT 
ZONE 
MAT_PROPS 
INTERNAL.PT 
BODY.LOAD 
L0AD+BC5 
ANALYSIS_OPTS 
TITLE 
WRITE.DATA 
FRACTURE_DATA 

Fig. 3.3.4.3. 

de preprocesare) 
a modelului sunt conţinute în meniul PREPROCESS 

Pentru crearea modelului va trebui în mod simplu să 
urmăm opţiunile din meniul din figura alăturată pentru a 
crea puncte, linii, elemente, zone, a defini constantele de 
material, punctele interioare, condiţiile de încărcare şi de 
graniţă etc. 

Totuşi, ordinea de definire a entităţilor de mai sus nu 
este impusă, ci poate fi aleasă după dorinţă. 

3) Redesenarea modelului 
După fiecare modificare modelul poate fi redesenat 

utilizând comanda REDRAW din meniul Global. 

4) Rotiri, măriri/micşorări, zooming, panoramare 
Modelul poate fi rotit dinamic, translatat panoramic 

etc., utilizând uneltele din panoul de transformări. Pentru a 
afişa acest panou se selectează comanda Transformations 
din meniul View(Fig.3.3.4.4) şi apare fereastra din Fig.3.3.4.5. 
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Vievi PREPROCESS PO 
^ Toobar 
^ StatusBar 

Appearance... 
Symbol Sze... 
LîghbngEffects... 
Opbons... 
Fig. 3.3,4.4 

De exemplu, pentru a mări doar o anumită 
parte a modelului se face uz alternativ de opţiunile 
Zoom şi Pan, selectându-se cu mouse-ul zona de 
mănt (când e activă comanda Zoom), respectiv 
trăgând cu mouse-ul j^entru o panoramare 
adecvată (când e acti\ă comanda Pan). Sau se 
poate roti cu mouse-ul modelul, atunci când e 
activă opţiunea Rotate. 

Utilizând iconurile din a doua jumătate a 
ferestrei View Transform se pot alege vederi 
specifice: de exemplu se jx)ate face ca modelul să 
se potnvească mărimii ecranului, dacă se dă click 
j)e icon-ul Fit screen (ultimul icon din panou) 

Comanda Appearance din meniul View 
(Fig.3.3.4.6) 

V i e w T r a n s f o r m 

Djfnamic (Mouse conboled|-

C Pan 

C Rotate 

C Zoom 

C NearCIpPItfte 

r FaiCIpRm 

^ None 

E l s 3 Q ^ 

IBO ^ In ^ 

W AutoRtWindow 

Done I 

Fig. 3.3.4.5 
controlează care entităţi sunt afişate 

E n U t y VIsibiliiry 

Vbibity swiches 

W Geometry points 

17 Geometry Snes 

F Geometry surfaces 

W Boundary demente 

W Meshpoirts 

n Internai poinU 

17 Boundâiy condWons 

SMfUswkchet 

P Geomeliy suffaces 

P Boundaiy elements 

Labei swilches 

1 F Geofneby pqfnts 

P" Geocnetfy lines 

F Geometry surfaces 

i Boundaiy elefnents 

; n* Mesh points 

n internai poirts 

Triadswtches 

I ! 

F GeometrvBnes 

r" Geometiy si i faces 

n Boundaiy etements 

Appiy AppHHfledraw] Cancd | 

Fig.3.3.4.6 

Iniţial, pentru a vizualiza un model complicat, este recomandat ca toate entităţile să fie 
deselectate cu excepţia elementelor, liniilor şi suprafeţelor. Când pe desenul modelului apar şi 
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punctele interne, şi cele de discretizare, şi toate etichetele tuturor entităţilor, desenul devine prea 
încărcat şi astfel prea greoi şi ditlcil de urmărit. 

Observaţie: Pentru a vedea efectul oricărei modificări făcute setărilor pe această formă 
va trebui să se utilizeze comanda REDRAW din meniul Global. 

5) l tilizarea mouse-ului pentru a manipula puncte, linii sau conexiuni 
Există posibilitatea de a introduce/manipula date prin intermediul tastaturii sau utilizând 

mouse-uK implicit fiind modul de lucru cu tastatura. Comutarea între cele două moduri de lucru 
se face prin intermediul comenzii DATA_SOlIRCE din meniul Global. 

6) Crearea grupurilor 
Grupurile pot tl utilizate pentru a simplifica informaţia afişată pe ecran. Meniul G R O l P 

fumizează comenzi pentru a crea grupuri de elemente, linii de conectare etc. Grupul poate fi apoi 
selectat în vederea afişării, când se construieşte modelul sau se afişează rezultatele 

7) Salvarea modelului 
- modelul se salvează utilizând comenzile Save sau Save As (când se doreşte salvarea 

sub o altă denumire) din meniul File. 

8) Rezolvarea modelului (faza de analiză) 
Odată ce modelul este complet trebuie creat fişierul de date utilizând comanda VVrite 

Data din meniul Interface. Apoi se activează rezolvitorul utilizând comanda Solve..- din meniul 
Solve. Această etapă creează un fişier având numele modelului dar extensia .log, fişier care 
conţine mesajele generate de rezolvitor în urma analizei. Acest fişier, de tip text, se poate 
vizualiza cu comanda View LogFile din meniul Solve, şi el conţine eventualele avertizări, 
mesaje de eroare sau erorile fatale care au dus la eventuala întrerupere a rezolvării problemei. 

9) Vizualizarea rezultatelor (faza de postprocesare) 
Având rezolvată problema, se pot vizualiza rezultatele. Pentru a rezultatele se 

selectează comanda READ__SOL'N din meniul INTERFACE. Apoi se pot afişa rezultatele care 
interesează utilizând meniul POSTPROCESS (Fig. 3.3.4.7). 

P05TPR0CESS INTERFACE GROUP Global Solve 

GRAPH.PLOT • SHOW.SWITCHES 
DEFORMED.PLOT • 5ET_QUANTITY 

ACCURACY_REPORT ON^DEFORMED 
COLOR.MAP 
S E L E C T . Z O N E S 
CRITERI'DN 

Fig. 3.3.4.7. 

3.3.4.3. Câteva noţiuni fundamentale în BEASY 

A. Elementele de frontieră 

Elementele trebuie plasate pe toate frontierele exteme şi pe toate suprafeţele de interfaţă 
sau liniile între subregiunile modelului. Acest paragraf ia în discuţie diferitele tipuri de elemente 
disponibile în sistemul BEASY. Ca şi în alte tehnici de analiză bazate pe elemente, este necesar a 
avea mai multe noduri sau elemente în părţile modelului în care condiţiile şi geometria se 
modifică rapid. De exemplu, într-o regiune de concentraţie a tensiunilor elementele trebuie să fie 
mici. Elementele pot fi apoi gradate la dimensiuni mai mari în părţi ale modelului în care 
comportarea este mai stabilă. 

211 

BUPT



( apitolul 3 Contribuţii privind formularea şi aplicarea metodelor numerice 

Numărul de elemente care ar trebui utilizate este o chestiune care necesită experienţă din 
partea utilizatzorului programului BEASY. Această alegere poate fi însă ghidată de către 
estimatorii de eroare furnizaţi de BEASY. Fiecare problemă este diferită, iar utilizatorii pot, 
având un pic de experienţă, să decidă câte elemente să utilizeze pentru a avea un bilanţ avantajos 
atât în ceea ce priveşte precizia, cât şi timpul de execuţie. 

B. Tipuri de elemente pentru probleme 2D şi axisimetrice 

Pentru probleme 2D şi axisimetrice, elementele de frontieră sunt linii. Acestea pot fi 
curbe. Fiecare element reprezintă comportarea de potenţial sau tensiune a unei mici secţiuni a 
frontierei. Cu toate că toate elementele 2D şi axisimetrice sunt la fel în această privinţă există un 
număr de tipuri de elemente diferite, dintre care utilizatorul poate alege. Toate elementele linie 
au trei puncte de discretizare reţea (în limba engleză ,,mesh points"'), adică cele trei puncte 
geometrice definesc poziţia şi curbura elementului linie. Deoarece sunt trei puncte de discretizare 
reţea, geometria elementului poate fi pătratică. Acest lucru este adevărat chiar şi pentru 
elementele de ordin mai redus (de exemplu liniare) - ele totuşi au trei puncte de discretizare 
reţea astfel încât geometria poate fi curbă. Fiecare punct de discretizare reţea are un număr unic 
de identificare şi poziţia sa este definită prin coordonatele x,y,z în fişierul de date BEASY 
(*.DAT), care este citit în faza de analiza BEASY. 

Fiecare element are de asemenea un număr de noduri. Acestea sunt poziţiile în care se 
calculează valoarea variabilelor problemei (de exemplu deplasarea după direcţia x, temperatura, 
presiunea acustică). Numărul de noduri a unui element depinde de ordinul elementului. De 
exemplu un element liniar va avea două noduri, în apropierea fiecărui capăt al elementului. 
Valorile variabilelor în orice punct pe un element liniar sunt găsite prin interpolare liniară între 
aceste două puncte. Poziţionarea nodală este calculată intern de către analiza BEASY. Poziţiile 
nodale sunt difinite de continuitatea elementelor. în majoritatea cazurilor nodurile şi punctele de 
reţea de discretizare vor avea aceeaşi poziţie, dar în anumite circumstanţe unde există o 
discontinuitate ( de exemplu un vârf de fisură) locul lor va fi diferit. 

Nodurile nu au numere de identificare unice, dar sunt referite printr-un sistem de 
numerotare local pentru fiecare element. 

De exemplu un element linie pătratic are 3 noduri care sunt identificate simplu ca 
nodurile 1,2 şi 3 pentru un element. 

Nodurile nu apar în fişierul *.DAT. Tipurile de elemente 2D sunt cele prezentate în 
tabelul de mai jos (Tab. 3.3.1.1). 

Elemente linie 2D şi axisimetrice în BEASY 

Ordinul Numele în fişierul Numărul de puncte de Numărul de noduri 
elementului *.DAT discretizare reţea 

Constant LI 3 1 
Liniar L2 3 2 

Pătratic L3 3 3 

• nod 

O punct de discretizare reţea 

Tab. 3.3.1.1. 

Utilizatorul trebuie, în mod normal, să aleagă doar ordinul elementului, adică dacă 
elementul este constant, liniar sau pătratic. (Alegerea cu privire la continuitatea sau 
discontinuitatea unui nod o face BEASY automat.) 
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C. Zone 

Zonele sunt grupuri de elemente care pot fi considerate ca substructuri ale componentei. 
Toate problemele \or avea minim o zonă. Zonele sunt separate de elementele de interfaţă. 
Acestea sunt create în exact acelaşi mod ca şi elementele de frontieră, dar sunt în interiorul 
materialului. De definiţia zonelor dintr-un model se ţine cont în etapa de preprocesare în 
construirea unui model. 

în ceea ce priveşte modelul de analiză, informaţia de zonă conţinută în fişierul *.DAT 
defineşte: 

• elementele care aparţin zonei 
• eventuala simetrie care se aplică zonei 
• eventualele puncte interne din zonă 
• proprietăţile de matenal ale zonei 
• tipul zonei (adică infinită, semi-infinită, sau complet mărginită) 
Fiecare zonă este tratată ca un model de element de frontieră de-sine-stătător pentru 

prima parte a analizei. Pentru fiecare zonă se generează un set de ecuaţii care descriu complet 
comportarea zonei. Aceste seturi de ecuaţii separate sunt îmbinate înainte de a fi rezolvate pentru 
a impune cuplajul între zone. Cuplajul |X)ate lua o varietate de forme, depinzând de condiţiile de 
interfaţă care au fost aplicate. 

Câteva motive pentru a împărţi un model în zone: 

1. modelul constă din mai multe materiale diferite; 

Fiecare zonă poat^ să aibe doar un singur set de proprietăţi de material. Pentru a face 
calculul unor probleme ce conţin mai multe materiale, va fi necesar să se definească mai multe 
zone. Această caracteristică s-a utilizat cu succes şi în cazul analizei problemelor cu anumite 
neliniarităţi în proprietăţile lor de material. Un exemplu tipic este în proiectarea unor motoare 
sau altor componente care operează la temperaturi înalte. Pe un domeniu larg de variaţie a 
temperaturii, efectul temperaturii asupra modulului lui Young poate deveni considerabil în 
comportamentul tensiunii componentei. Programul BEASY suportă unele proprietăţi de material 
dependente de temperatură şi acest lucru va permite, de exemplu, ca modulul Young (E) să fie 
modificat la diferite valori în diferite zone ale modelului, depinzând de temperatura acelei zone a 
modelului. Temperatura fiecărei zone a modelulu poate fi sau predefinită în analiză, sau calculată 
utilizând o analiză de potenţial BEASY. Atunci valoarea adecvată a modulului lui Young poate 
fi utilizată pentru fiecare zonă a modelului. 

2. modelul constă din regiuni de grosimi diferite; 

în analiza 2D, grosimea zonei este definită ca o proprietate de material, grosimea fiind o 
constantă pentru întreaga zonă. Astfel, problemele care implică grosimi diferite pot fi simulate 
prin ..spargerea'' adecvată a modelulu într-un număr corespunzător de zone. 

3. geometria problemei este lungă şi subţire; 

Rezultatele elementelor de frontieră încep să se deterioreze în ceea ce priveşte calitatea 
atunci când raportul lăţime/înălţime a zonelor din model devine excesiv de mare. Pentru a evita 
acest tip de problemă numerică, utilizatorii sunt sfătuiţi să se asigure de faptul că zonele lor nu 
au raportul lăţime/înălţime mai mari de 7/1. Dacă părţi ale problemei sunt lungi şi subţiri s-ar 
putea să fie necesar să se „spargă" modelul în zone cu un raport lăţime/înălţime mai acceptabil. 

4. pentru a evita existenţa elementelor apropiate spate-n-spate în aceiaşi zonă; 

Din motive de calcul numeric nu este de dorit ca elementele de frontieră să stea faţă-n 
faţă vizavi de un mic gol dacă ele sunt în aceiaşi zonă. Această problemă poate fi de obicei foarte 
uşor depăşită prin crearea de zone. Să considerăm ca exemplu un model BEASY pentru o placă 
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dreptunghiulară cu o crestătură ascuţită. Cu toate că acesta este un model de element de frontieră 
valid, el ar putea produce unele inadverenţe locale datorită elementelor aflate pe ambele părţi ale 
fisurii de crestătură şi care se găsesc faţă-n faţă vizavi de un foarte mic gol. Modelul va trebui să 
utilizeze împărţirea în zone pentru a evita problema. Există şi probleme la care grosimea golului 
mic se reduce la zero. Acest lucru se întâmplă adesea în aplicaţii de rupere, în care fisurile linie 
sunt adesea modelate. în aceste cazuri elementele ce modelează cele două suprafeţe ale fisurii se 
află actualmente una peste alta. Cum condiţiile de graniţă acţionează în sensul de a deschide 
fisura, nu va fi nevoie să se utilizeze elemente de contact neliniare, ci elemente de frontieră linie 
normale vor fi suficiente. Dacă problema nu este tratată ca o problemă bi-zonală, faptul că două 
elemente din aceeaşi zonă ocupă aceeaşi locaţie va cauza probleme grave, şi aproape sigur 
programul se va opri din execuţie înainte de vreme. Dacă modelul se va „sparge" în două zone, 
problema va fi complet rezolvată. 

5. pentru a beneficia de avantajul facilităţii de ştergere a unor zone în programul 
BEASY; 

Programul BEASY permite ca anumite zone să fie şterse din model. Această facilitate de 
ştergere zonă permite ca o analiză de tensiune să fie efectuată pe o parte a problemei pentru care 
s-a efectuat o analiză termică. Privind la modelul unui cilindru izolat putem observa că, cu toate 
că este esenţial ca stratul izolant să fie modelat pentru a obţine distribuţia termică corectă, 
aceasta însă nu va juca nici un rol în determinarea tensiunilor termice care apar în cilindru. 
Astfel, dacă materialul izolant este modelat în analiza de tensiune, aceasta va conduce la un timp 
de calcul mai mare decât este necesar. Acest lucru este evitat în mod simplu dând comanda prin 
programul BEASY ca zona care corespunde stratului izolant să nu fie inclusă atunci când se 
efectuează analiza de tensiune. 

6. pentru a aplica o condiţie de interfaţă ca de ex. un resort sau un gol iniţial; 

Condiţiile de interfaţă sunt simple condiţii de frontieră care sunt aplicate elementelor pe 
interfeţele zonelor. Dacă există vreo caracteristică de proiectare interioară materialului, atunci ar 
putea fi eficient să se „spargă" modelul în zone, pur şi simplu pentru a crea un element într-o 
locaţie particulară adecvat pentru aplicarea unei condiţii de interfaţă pentru modelarea 
caracteristicii. Un exemplu ar putea fi în proiectarea unei probleme de rotor de turbină. în acest 
exemplu există o conductă de răcire la latura de ieşire a paletei de turbină. în timp ce aceasta ar 
putea fi modelată ca o sursă de rezistenţă negativă, sursa linie poate primi doar o condiţie de flux 
prescrisă, în timp ce unui element de interfaţă i se poate da o condiţie de convecţie. Astfel, este 
foarte eficient pentru această problemă a „sparge" modelul în zone pentru a aplica această 
condiţie de interfaţă. (De notat faptul că acest model este de dorit a se „sparge" în zone şi din 
motive geometrice). 

7. pentru a reduce timpul de procesare şi de memorare pe disc pentru probleme 
complexe. 

Deoarece crearea de mai multe zone pentru un model BEASY adaugă elemente de interfaţă 
la model, şi în consecinţă adaugă grade de libertate modelului, cineva ar putea gândi că acest 
lucru ar mări timpul de execuţie şi ar cere un spaţiu mai mare de memorare. însă practic se 
întâmplă exact opusul. O caracteristică utilă în „spargerea" unui model în zone este faptul că, în 
general, timpul de procesare necesitat de BEASY pentru a analiza problema se va reduce. De 
asemenea şi spaţiul de memorare pe disc se va micşora considerabil. Motivele pentru acest fapt 
sunt că matricile elementelor de frontieră se formează zonă cu zonă, astfel încât pentru fiecare 
zonă se formează un set de ecuaţii care descriu comportarea zonei ca şi cum n-ar fi cuplată cu 
celelalte zone (astfel se explică cum funcţionează facilitatea de ştergere a zonelor). Spaţiul de 
memorare necesitat pentru a păstra în memorie matricile de zonă este mai mic decât dacă 
problema ar fi rezolvată ca fiind o singură zonă. în formarea matricilor de elemente de frontieră. 
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sunt efectuate integrări \n\xt ficcare pcrechc de elemente, cu scopul de a calcula influenţa unui 
element asupra altuia. Astfel numărul de operaţii de calcul necesitate pentru a efectua aceste 
integrări pentru o zonă este proporţională cu pătratul numărului de elemente din zonă. Să 
considerăm de exemplu un model uni-zonal având 10 elemente. Timpul de procesare al unităţii 
centrale pentru a efectua integrările pe această zonă este de 100 de unităţi. Să spargem acum 
modelul în două zone. Deoarece prin aceasta se adaugă elemente de interfaţă, să presupunem că 
acum fiecare zonă constă din 6 elemente. Pentru fiecare zonă timpul de procesare al unităţii 
centrale va fi de 36 de unităţi, rezultând un total de 72 de unităţi de timp de procesare. S-a 
realizat deci o economie de timp de 28%. Astfel, împărţirea în zone din acest motiv este foarte 
importantă pentru modele de tensiune mari 3D. 

D. Simetria 

Simetria este definită ca proprietate a zonei. Utilizarea simetriei poate să reducă foarte 
mult atât timpul de pregătire a datelor cât şi timpul necesar execuţiei analizei BEASY. Simetria 
se poate utiliza dacă: 

• pentru probleme 3D, geometria este simetrică cu privire la unul sau mai multe din planele 
de coordonate x=0, y=0 şi z=0; 

• pentru probleme 2D, geometria este simetrică cu privire la unul sau mai multe din planele 
de cordonate x=0 şi >-=0; 

• pentru probleme axisimetrice, geometria este simetrică cu privire la planul de coordonate 
z=0; 

• încărcarea este de asemenea simetrică; 
A 

In aceste cazuri doar 1/2, 1/4 sau 1/8 din geometrie trebuie definită (depinzând de 
numărul de plane de simetrie utilizat). în plus, planul de simetrie nu ar trebui definit cu elemente. 
Astfel nu este nevoie de elemente linie (şi elemente de suprafaţă în 3D) pe planele de simetrie. 

Dacă există simetrie, toate coordonatele trebuie să fie pozitive. Faptul că simetria poate fi 
definită doar în jurul planelor de coordonate x=0, y=0 şi z=0 trebuie avut în vedere la începutul 
creării geometriei modelului, pentru că atunci trebuie decis unde se află originea şi care direcţii 
ale modelului vor fi reprezentate prin x, y, şi z. 

Modelele axisimetrice pot avea doar o simetrie în jurul planului z=0. Orice altă simetrie 
nu-şi are sensul într-un sistem de coordonate (r, 6 , z). Modelele 3D pot avea până la 3 plane de 
simetrie. Pentru problemele 3D de tensiune este posibil a se defini o condiţie antisimetrică, în 
care geometria este total simetrică, dar încărcările sunt oglindite în jurul planului de simetrie 
intervenind însă direcţia lor. Această condiţie e utilă pentru analiza unor probleme de torsiune şi 
de încovoiere. 

Definirea simetriei în BEASY se face implicit, adică atunci când nu sunt definite 
elemente în planul simetric şi când programului BEASY i se spune că problema e simetrică. 

Totuşi, se permite şi a defini explicit simetria, definind elemente pe planul de simetrie şi 
aplicând condiţii de frontieră de tip deplasare acelor elemente. în acest caz utilizatorul nu trebuie 
să spună programului BEASY că problema e simetrică, şi problema trebuie tratată în acelaşi fel 
ca un model nesimetric cu un set specific de condiţii de graniţă. Simetria este simulată utilizând 
condiţii de graniţă pe acele elemente (de exemplu într-o analiză de tensiuni se utilizează 
impunerea deplasării normale nule). E bine a se utiliza această simetrie „explicită" atunci când ar 
implica adăugarea doar a unui mic număr de elemente în planul de simetrie în comparaţie cu 
numărul de elemente din restul modelului. Acesta deoarece definirea simetriei implicite a 
programului BEASY cauzează unele calcule adiţionale şi deci timp de execuţie sumplimentar. 

E. Punctele interne 

Acestea sunt puncte care se află în interiorul materialului care se analizează, puncte în 
care BEASY găseşte rezultatele de potenţial sau tensiuni, de exemplu la sfârşitul analizei 
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efectuate. Ele sunt entităţi de zonă deoarece aparţin zonei în care au fost localizate fizic. Ele sunt 
utilizate din două motive generale: 

• pentru a găsi rezultatele BEASY într-un anumit punct sau linie de puncte în interiorul 
materialului. Acest mod de utilizare al punctelor interne permite utilizatorului să 
investigheze comportarea internă a componentelor fără a fi asaltat cu informaţii din toate 
părţile modelului. 

• Pentru a face graficele de contur cu rezultate mai netede şi mai precise pentru aplicaţiile 
2D şi cele axisimetrice. în acest scop este indicat a împrăştia câteva puncte interne în 
regiune, concentrându-le în zonele cu o foarte mare variaţie a rezultatelor. 

Obsen aţie: Este foarte important ca punctele interne să nu fie plasate pe frontieră. Ele nu 
trebuie plasate de asemenea nici pe elemente de interfaţă. Totuşi, ele pot fi definite aproape de 
frontieră. Trebuie avut în vedere că punctele interne sunt proprietăţi de zonă. Dacă un punct 
intern nu se află efectiv în zona în care este definit, atunci se vor produce rezultate incorecte 
pentru acel punct. 

F. Reguli cu privire la condiţiile de graniţă 

Prima zonă (această fiind prima zonă creată, care nu este în mod necesar cea cu numărul 
de identificare 1) trebuie întotdeauna să aibe impuse condiţii care să împiedice mişcarea de solid 
rigid. Acest lucru înseamnă că pentru prima zonă: 

• într-o analiză de transfer de căldură trebuie dată cel puţin o valoare de potenţial sau o 
condiţie convectivă. Nu este suficient să dăm doar condiţii de frontieră de densitate a 
fluxului, deoarece atunci vor fi un număr infinit de soluţii pentru acea problemă. 

• într-o analiză de tensiune, modelul nu are voie să fie liber să se mişte în nici o direcţie. 
Astfel, pentru un model axisimetric, zona trebuie restricţionată pe direcţia z, un model 2D 
trebuie restricţionat pe direcţia x şi y şi un model 3D trebuie restricţionat pe direcţiile x, y 
şi z. Aceste restricţii trebuie aplicate chiar dacă nu este nici o încărcare în acea direcţie, şi 
pot fi aplicate utilizând fie condiţii de deplasări, fie condiţii de arcuire elastică. 

Dacă modelul are un plan de simetrie, acest lucru va furniza o condiţie în una din direcţiile de 
coordonate, deoarece mişcarea de solid rigid nu poate avea loc perpenticular pe planul de 
simetrie. în acest caz nu este necesar a se mai da nici o altă restricţie în această direcţie. O 
situaţie similară există pentru plane de antisimetrie, cu excepţia faptului că aici deplasarea nu 
poate avea loc paralel cu planul. (A se observa de asemenea faptul că pentru antisimetrie nu este 
nici o condiţie în direcţia perpendiculară pe plan.) în plus, este de asemenea necesar a se verifica 
faptul ca modelul să nu sufere o rotaţie în jurul unei axe oarecare. BEASY efectuează 
întotdeauna o verificare pentru a determina dacă există o astfel de rotaţie, şi este posibil să apară 
mesaje de avertizare cu privire la efectele de solid rigid în fişierul .log, generat în urma etapei de 
analiză BEASY (iniţiată de comanda Solve... din meniul Solve). 

3.3.4.4. Exemplu de calcul BEASY pentru placa cu gaură circulară 
A 

In continuare voi prezenta în detaliu rezolvarea cu programul BEASY a unei platbenzi 
dreptunghiulare având în centru un orificiu circular de diametru 2a, platbandă solicitată simetric 
la tracţiune axială de către o forţă concentrată F (este situaţia problemei test nr.I, numit, în cazul 
plăcilor infinite "problema Kirsch"). 

în mod concret voi considera următoarea geometrie (Fig. 3.3.4.8), care va fi analizată şi 
fotoelastic în capitolul 5, §5.6.2. - cazul 2: 

grosimea plăcii: 6 mm 
l ă ţ i m e a 7 0 mm 

- l u n g i m e a 2 1 2 mm 
- distanţa dintre punctele de aplicaţie a forţei i/=l 88 mm 
- modulul de elasticitate longitudinală E=2850 N/mm^ 
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- coct lc icntu l Im Poisson O 33 
- torţa (Jc t rac ţ iunc / 300 N (ca /u l apari ţ iei tranjci a 2-a) 
- diaiiiclriil gâurii 2cj 35 nini 

Pentru a d e s e n e aeeas tă geomet r ie , eare este 
s imetr ieâ atat taţă de axa ( ) \ eăt faţă de axa Oy. este 
suf ie ient a erea în IM;ASV un model pentru un sfert dm 
aeeastă piaeâ, u t i l i / and s imetr ia expl ie i ta 

Fa /a de preproeesare se \ a îneepe eu def in i rea 
eoordona te lo r punete lor pentru sfertul de piaeâ. eon tb rm eu 
Fio. 3.3.4.9,. utili/ând eomanda PRFPR(X^KSS > POINT 

> P O S I T I O N Şl in t rodueând de la tas tatura eoordona te le 
X Şl \ ale t leeârui punet. 

Imediat după def in i rea punete lor se poate treee la 
legarea aces tora prin Imn şi respectiv are de cerc. uti l izând 
comenzile PREPROC KSS > LINE > END PTS (şi 
in t roducând pentru fiecare linie ident i f ica torul punctului de 
început şi ident i f ica torul punctului de sfârşit de linie). 
respectiN 

c o m a n d a PREPROCESS -> LINE ^ CIRCIL\R_\RC (şi in t roducând pe lângă cei doi 
ident i f icator i ai puncte lor de început şi sfârşit de arc şi ident i f icatorul punctului care este centrul 
cercului din care face parte arcul). 

(35, 106) 
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Tf 
Fig. 3.3.4.8 

(17.5, 0) 
Fig. 3.3.4.9 

(35, 0) 
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Fig.3.3.4.10 

Obsen aţie: Este foarte important ca atunci când se definesc liniile ele să aibă ca sens de 
parcurgere (punct de început punct de sfârşit) acel sens în care în partea stângă a liniei 
materialul este plin (aparţine modelului), iar în partea dreaptă a liniei nu este material. Aceasta în 
cazul în care liniile sunt linii de frontieră, şi nu doar linii care să despartă între ele două zone ale 
aceluiaşi model. în acest ultim caz vor trebui definite liniile externe şi cele interne materialului 
cu comenzile PREPROCESS ZONE OUTWARD_LINE respectiv PREPROCESS ^ 
ZONE ^ INWARD_LINE 

Pasul următor îl constituie discretizarea frontierei în elemente de frontieră. Aceasta se 
face cu ajutorul comenzii PREPROCESS ELEMENT MANUAL_MESH. Deoarece este 
indicat ca în zonele critice, cu concentratori de tensiune sau cu schimbări bruşte ale geometriei, 
să se aleagă elemente de frontieră mai mici, iar pentru restul modelului elemente de frontieră de 
dimensiuni mai mari (v. Fig. 3.3.4.10), s-a ales ca pe liniile L2 şi L3 şi L5 să se definească 
elemente de frontieră de lungime constantă, (dând pentru fiecare linie identificatorul ei şi 
numărul de elemente egale în care să se împarte respectiva linie) şi pentru LI şi L4 să se 
definească elemente de frontieră cu lungime variabilă, astfel: 

1 -204 
2 10 

4 209 
5 4 

în codificarea de mai sus s-a arătat modul de introducere de la tastatură a datelor necesare 
discretizării celor cinci linii, LI, L2, ..., L5. Primul număr reprezintă identificatorul linei (1, 2, 3, 
4 sau 5), iar cel de-al doilea, dacă este format din maxim două cifre, reprezintă numărul de 
elemente de frontieră de dimensiune egală în care să fie discretizată linia, respectiv dacă acest 
număr conţine mai mult de două cifre atunci: 

-ultimele două cifre vor indica numărul de elemente în care să fie discretizată linia; 
-prima/primele cifre reprezintă de câte ori primul element al liniei să fie mai mare decât 

ultimul element al liniei - dacă numărul e pozitiv, respectiv de câte ori primul element al liniei să 
fie mai mic decât ultimul element al liniei - dacă numărul e negativ. 

în cazul de faţă numărul -204 indică faptul că pe linia 1 s-au ales 4 elemente, din care 
primul e de două ori mai mic decât ultimul, adică mărimea elementelor va creşte dinspre gaură 
spre marginea platbenzii. 

Analog numărul 209 indică faptul că pe linia 4 s-au ales 9 elemente din care primul e de 
două ori mai mare decât ultimul, adică mărimea elementelor va descreşte dinspre extremitatea 
platbenzii către gaură. 

După terminarea creării elementelor e bine să se elimine punctele de discretizare reţea care 
coincid, şi acest lucru se face utilizând comanda PREPROCESS ELEMENT 
MERGE_MP, urmată de o valoare minimă pentru distanţa între două puncte de discretizare 
pentru ca acestea să fie considerate că se suprapun (coincid). Punctele de discretizare reţea sunt 
poziţiile care definesc forma elementelor, şi la capetele liniilor (sau la marginile elementelor de 
suprafaţă în 3D) s-au creat cu siguranţă puncte de discretizare multiple. A nu elimina aceste 
dubluri nu este o eroare fatală, (singurul efect fiind lungirea timpului de rezolvare a problemei), 
dar este mai bine a se proceda după cum s-a arătat mai sus. în cazul problemei noastre s-a ales 
pentru această distanţă critică valoarea 0.5. 

Pasul următor este definirea constantelor de material. Aceasta se face cu comanda 
PREPROCESS ^ MAT_PROPS ^ YOUNG'S_MODULUS, pentru a introduce valoarea de 
2850 pentru modulul de elasticitate longitudinală E, comanda PREPROCESS ^ 
MAT_PROPS ^ POISSON_RATIO, pentru a introduce valoarea de 0.33 pentru coeficientul 
lui Poisson, şi comanda PREPROCESS ^ MAT_PROPS THICKNESS pentru a introduce 
valoarea 6 ca grosime a plăcii. 
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l 'rmca/ă ta/a dc definire a punctclor înlcrnc (\ Kig. 3.3.4.11 Î;.; 3.3.4.12) 

Fig. 3.3.4.11 Fig. 3.3.4.12 
Deoarece punctele interne le utilizăm doar pentru a rafina şi egaliza aspectul graficelor pe 

curbe de nivel, nu este important să cunoaştem cu precizie coordonatele acestor puncte. De aceea 
e mai simplu a împrăştia doar aceste puncte cu inouse-ul în interiorul zonei de interes. Pentru 
aceasta se comută controlul de la tastatură la mouse utilizând comanda 
Global-> DATA_SOrRCE şi se setează faptul că se doreşte ca punctele interne să fie \izibile 
pe desen prin bifarea opţiunii Internai Points din cheneral Visibility switches care apare după 
alegerea comenzii View-> Appearance....Apoi se alege comanda de generare a punctelor 
interne PREPROCESS ^ INTERNAL_PT ^ POSITION şi se execută clickuri de mouse în 
punctele care se doresc a fi puncte interne (Fig. 3.3.4.11). Deoarece în preajma găurii tensiunile şi 
deformaţiile vor fi mai mari, se măreşte un pic zona din apropierea găurii (cu 
ViewTransformat ions . . . opţiunea Zoom şi eventual Pan) şi din nou se dă comanda de 
generare puncte interne şi se dau clickuri de mouse în această zonă, mărind densitatea punctelor 
interne din jurul găurii (v. Fig. 3.3.4.12), 

Deoarece vom dori în final să afiăm tesiunile în câteva din punctele cele mai 
apropiate de gaură din jurul celor două a.xe, x şi y, va trebui să ne notăm etichetele acelor puncte 
interioare, în care, ulterior printr-un grafic vom afia tensiunile. 

De aceea mărim şi mai mult zona de interes şi setăm tot prin View > Appearance..., de 
data aceasta opţiunea Internai Points din cheneral Labei switches, pentru a obţine imaginile din 
Fig . 3 . 3 . 4 . 1 3 şi F i g . 3 . 3 . 4 . 1 4 şi a ne nota et ichetele puncte lor interne de interes (de e x e m p l u 148, 1 3 0 , 1 4 7 

şi 128 pentru ce le din apropierea axei O x şi 94 , 144 şi 145 pentru ce l e din apropierea axei Oy) . Nuinâiul 

acestor et ichete îl vo in neces i ta mai tâiziu. când v o m dori a f i şa iea tensiunilor cr̂ .̂ . şi a în aceste 

puncte. 
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Fio. 3.3.4.13 

Fig.3.3.4.14 
in continuare \ o m stabili încărcarea modelului. Pentru aceasta va trebui mai întâi să definim 

punctul de aplicare al forţei de tiacţiune. Acest lucru se face numai după alegerea comenzii Global 
LOAD GEOM, şi anume tot cu comanda PREPROCESS ^ POINT ^ POSITION şi 
introducând de la tastatură coordonatele (x,y), în cazul nostru O şi 94 pentru punctul de aplicaţie 
al forţei. Pe desen se generează punctul LPl (notat cu galben - v. Fig. 3.3.4.15), 

Pentru a defini forţa de tracţiune se alege acum comanda PREPROCESS 
BODY__LOAD -> PT_FORCE şi se introduce de la tastatură 1 2 300, ceea ce reprezintă: 

1 - identificatorul punctului aplicare a sarsinii (LPl) 
2 - direcţia y în care acţionează forţa (ar fi fost 1 pentru direcţia x) 
300 - valoarea forţei în Newton 

Pe desen (Fig. 3.3.4.15) apare săgeata galbenă de la punctul LPl în sus, care reprezintă 
forţa F. 

2 2 0 
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Fig. 3.3.4.15 Fig. 3.3.4.16 

Urmează impunerea condiţiilor de frontieră. Deoarece în cazul de faţă alegerea simetriei 
explicite ar implica adăugarea doar a unui mic număr de elemente în planul de simetrie în 
comparaţie cu numărul de elemente din restul modelului, am ales-o pe aceasta în locul simetriei 
implicite. în care ar fi trebuit să spunem programului BEASY că problema e simetrică. Astfel 
câştigăm puţin timp de execuţie, dar trebuie să punem condiţii de graniţă după direcţiile x şi \ . în 
cazul de faţă este suficient să impunem ca pe liniile de simetrie LI (axa Ox) şi respecti\ L4 (axa 
0>) deplasările să fie nule pe direcţia perpendiculară pe linia respectivă. Practic se realizează o 
rezemare simplă pe cele două linii (v. Fig. 3.3.1.16). 

Comenzile prin care se realizează cele prezentate mai sus sunt PREPROCESS > 
LOAD+BCS^LINE_STRESS_BC ^ DISPLACEMENT, după care se introduce de la 
tastatură: 1 y O (însemnând că pentru linia LI se impune ca deplasarea după direcţia y să fie 0) 
şi 4 x 0 (însemnând că pentru linia L4 se impune ca deplasarea după direcţia X să fie O) 

Ca urmare pe desenul modelului apar reazămele de culoare verde din Fig. 3.3.4.16, 
în clipa aceasta faza de preprocesare se poate considera încheiată şi e bine să salvăm 

modelul în această faza (cu comenzile File-^ Save sau File > Save As. Dacă ulterior fazei de 
analiză sau postprocesare se mai doresc modificări asupra geometriei sau încărcării modelului, 
aceste modificări se vor putea efectua încărcâd din nou modelul salvat în această fază, de 
dinainte de analiză şi postprocesare. Dacă ulterior analizei şi postprocesării se salvează din nou 
modelul sub vechea denumire (cu comanda Save în loc de Save As), nu vor mai putea fi tăcute 
modificări care ţin de faza de preprocesare. 
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in continuare se trece la faza de rezoKare a problemei (numită şi de analiză). Pentru 
aceasta trebuie creat tlşierul de date utilizând comanda VVrite Data din meniul Interface. Apoi 
se actixează rezolvitorul utilizând comanda Solve... din meniul Solve. Această etapă creează un 
f\^\cr axând numele modelului dar extensia .log, fişier care conţine mesajele generate de 
rezolvitor în urma analizei Acest fişier, de tip text, se poate vizualiza cu comanda View LogFile 
dm meniul Solve, şi el conţine eventualele avertizări, mesaje de eroare sau erorile fatale care au 
dus la eventuala Întrerupere a rezolvăm problemei. 

F\^ntru a vizualiza rezultatele trebuie mai întâi „citite^" rezultatele cu comanda 
RF^AD_SOL'N din meniul INTERFACE. Apoi, în ultima fază, cea de postprocesare, se 
afişează rezultatele care interesează utilizând meniul POSTPROCESS, astfel: cu comanda 
POSTPROC ESS ^CONTR PLOT >SET_Ql ANTITV se alege (din nou codificat!) 
mărimea ce urinează să o afişăm grafic, iar cu comanda P O S T P R O C E S S C O N T R ^ P L O T 

> DRA\ \_C_PLOT apare pe ecran graficul conţinând curbe de nivel pentu modelul studiat. 
De exemplu, dacă în urma comenzii SET__Ql'ANTITV, se alege una din umiătoarele 

mărimi codificate astfel: 

fracţiune 6 
Deplasare 7 
Tensiuni normale 8 
vy,4 SIG-zz) 
I ensiunea tangenţială 9 
Tensiuni principale 10 1 2'4 
(1 \ I1\ .2-MAX,4--Intenned.) 

( \ e algebraic,-\e absolute) 
l ensiuni efective 11 1̂ 2 

1 '2 (1 
1 2 (1 X.2-V) 

1 2 4 ( l - S l G - x x . 2 SIG-

1 (1 TOR-xy) 

Deplasări relative 12 1/2 
(l=x.2=>) 

Deplasare rezultantă relativă 13 
Tensiune hidrostatică 14 
(Sqrt(Sl**2+S2**2-S3**2)/3) 
Amplitudinea deplasării rezultante 
Nonna eroni de tensiune 19 

17 

( o n Mises,2=^Tresca) 

Şl se dă apoi comanda DRAVV_C_PLOT, se obţine, funcţie de mărimea aleasă unul din 
graf ice le de mai )Os(Fig. 3.3.4.17, Fig.3.3.4.18, . . . , Fig.3.3.4.27). 

Fig. 3.3.4.17 Tracţiunea ciiipa (liici (ia \ 
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F i g . 3 . 3 . 4 . 1 8 T r a c ţ i u n e a d u p ă d i r e c ţ i a y 

6 . 0 6 8 3 9 e - 0 0 2 

4 . 2 5 3 1 3 e - 0 0 2 

2 . 4 3 7 8 6 e - 0 0 2 

6 . 2 2 5 9 4 e - 0 0 3 

- 1 . 1 9 2 6 7 e - 0 0 2 

- 3 . 0 0 7 9 4 e - 0 0 2 

- 4 . 8 2 3 2 0 e - 0 0 2 

- 6 . 6 3 8 4 7 e - 0 0 2 

- 8 . 4 5 3 7 3 e - 0 0 2 

- 1 . 0 2 6 9 0 e - 0 0 1 

- 1 . 2 0 8 4 3 6 - 0 8 1 

- 1 . 3 8 9 9 5 e - 0 0 1 

x - D i s p l a c e m e n 

M a x = 8 . 2 7 2 1 5 E - 0 2 

M i n = - 0 . 1 4 1 0 3 

Fig.3.3.4.19 Deplasarea după direcţia x 
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Fig.3.3.4.20 Deplasarea după direcţia y 

E6 

E5 

4 

^ 2 . 5 1 0 0 9 e + 0 0 1 

2 . 1 5 6 1 1 e + 0 0 1 

1 . 8 0 2 1 2 e + 0 0 1 

1 . 4 4 8 1 3 e + 0 0 1 

1 . 0 9 4 1 4 e + 0 0 1 

t7 . 4 0 1 5 8 e + 0 0 0 

3 . 8 6 1 7 1 e + 0 0 0 

3 . 2 1 8 3 9 e - 0 0 1 

- 3 . 2 1 8 0 3 e + 0 0 G 

- 6 . 7 5 7 9 G e + 0 0 0 

- l . G 2 9 7 8 e + 0 0 1 

- 1 . 3 8 3 7 6 e + 0 0 1 

x - D i r e c t s t r e s s 

M a x = 2 5 . 4 9 8 

M i n - - 1 4 . 2 3 5 

Fig.3.3.4.21 Tensiunea cr. 
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Fig.3.3.4.22 Tensiunea a^^ 

Fig.3.3.4.27 Tensiunea efectivă von Mises 
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3 . 6 9 8 8 0 e + 0 0 1 

3 . 3 6 5 9 4 e + 0 0 l 

M 3 . 0 3 3 0 8 e + 0 0 1 

| 2 . 7 0 0 2 2 e + 0 0 1 

I 2 . 3 6 7 3 6 e + 0 0 1 

' 2 . 0 3 4 5 1 e + 0 0 1 

l . 7 0 1 6 5 e + 0 0 l 

1 . 3 6 8 7 9 e + 0 0 1 

1 . 0 3 5 9 3 e + 0 0 1 

7 . 0 3 0 7 7 e + 0 0 0 

3 . 7 0 2 1 9 e i 0 0 0 

3 . 7 3 6 1 6 e - n 0 1 

^ r i n c i p a l s t r e s s ( m a x - a l g j 

M a x = 3 7 . 3 6 2 

M i n - O.GOOO 

Fig.3.3.4.24 Tensiunea principală maximă 

- 1 . 4 2 3 5 0 e - 0 0 1 

- 1 . 4 1 0 5 6 6 4 0 0 0 

i - 2 . 6 7 8 7 7 e + 0 0 0 

- 3 . 9 4 6 9 / e + OOO 

- 5 . 2 1 5 1 8 e + 0 0 0 

' - 6 . 4 8 3 3 9 e + 0 0 0 

i - 7 . 7 5 1 6 0 e + 0 0 0 

- 9 . 0 1 9 8 0 e + 0 0 0 

. 0 2 8 8 0 e + 0 0 1 

- 1 . 1 5 5 6 2 e + 0 0 1 

1 . 2 8 2 4 4 e + 0 0 1 

- 1 . 4 0 9 2 6 e + 0 0 1 

P r i n c i p a l s t r e s s ( m i n a l g | 

M a x - 0 . 0 0 0 0 

M i n = - 1 4 . 2 3 5 

Fig.3.3.4.25 Tensiunea principală minimă 
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. . . lEH 1 . 2 4 5 5 0 e t 0 0 1 

1 . 1 3 2 7 9 e t 0 0 1 

1 . 0 2 0 0 8 e t 0 0 1 

9 . 0 7 3 6 9 e + 0 0 0 

I 7 . 9 4 6 5 9 e t 0 0 0 

6 . 8 1 9 4 8 e + 0 0 0 

5 . 6 9 2 3 8 e t 0 0 0 

' 4 . 5 6 5 2 8 e + 0 0 0 

3 . 4 3 8 1 8 e + 0 0 0 

2 . 3 1 1 0 8 e f 0 0 0 

1 . 1 8 3 9 7 e + 0 0 0 

5 . 6 8 7 0 3 e - 0 0 2 

H y d r o s t a t i c s t r e s s 

M a x - 1 2 . 4 5 5 

M i n = 5 . 6 8 7 0 3 E - 0 2 

Fig.3.3.4.26 Tensiunea hidrostatică 

El 7, ,Ei 
! 3 . 9 8 9 8 G e + 0 0 1 

3 . 8 3 2 1 l e + 0 0 1 

3 . 2 7 4 3 8 e + 0 0 1 

2 . 9 1 6 8 0 e + 0 B 1 

2 . 5 5 8 8 5 e + 0 0 1 

12 .201 I O e + 0 0 1 

. 8 4 3 3 5 e + 0 0 1 

' 1 . 4 8 5 6 0 e + 0 0 1 

1 . 1 2 7 8 5 e + 0 0 1 

7 . 7 0 1 0 1 e + 0 0 0 

4 . 1 2 3 5 G e + 0 0 0 

5 . 4 b 9 9 4 e - 0 0 1 

V o n M i s e s e f f e c t i v e s t r e s s 

M a x - 4 0 . 3 0 0 

M i n - 0 . 1 4 4 4 4 

Fig.3.3.4.27 Tensiunea efectivă von Mises 
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Pentru a afişa graficul anumitor mărimi (ca cele de mai sus) în anumite puncte interioare, 
puncte de discretizare sau pe un anumit element, se va proceda după cum urmează: 

cu comanda P O S T P R O C E S S ^ G R A P H _ P L O T ^ SET__Ql ANTITY se alege (la fel ca 
mai SUS') mărimea ce urmează să o afişăm grafic, apoi se alege una din comenzile: 

POSTPROCESS ^ GRAPH^PLOT ^ INT_PT_SOL^N (pentru soluţii în anumite 
puncte interne). 
POSTPROCESS > GR^APH PLOT > MESH PT^SOL N (pentru soluţii în 
anumite puncte de discretizare) 
sau POSTPROCESS ^ GRAPH PLOT ^ ELEMENT SOL'N (pentru soluţii pe 

anumite elemente de frontieră) 
- apoi cu comanda P O S T P R O C E S S ^ G R \ P H PLOT ^ DRWV GRAPH apare pe ecran 

gratlcul conţinând curbele de \alori ale mărimii solicitate pentru punctele interioare cerute, sau 
cele de discretizare cerute sau elementul cerut, după caz. 

De exemplu, pentru cele patru puncte interioare din imediata apropiere a găurii şi a axei 
Ox, axând etichetele 148, 13(J. 147 şi 128. pe care ne-am propus din faza de preprocesare să le 
studiem, şi pentru cele 3 puncte interioare dm imediata apropiere a găurii şi a axei Oy, având 
etichetele 94.144 şi 145. am obţinut graficele din Fig. 3.3.4.28, Fig.3.3.4.29, Fig.3.3.4.30, şi 
Fig.3.3.4.31 pentru tensiunile a^^ şi cr̂ ^ 

Utilizând POSTPROCESS ^ GRAPH PLOT ^ ELEMENT SOL'N s-a realizat 
graficul din Fig.3.3.4.32 reprezentându-secr^^ pe elementele E l , E2 şi E3 (v. Fig. 3.3.4.10). 

L o a d s e t 1 3.00000^ 

x - D i r e c t s t r e s s I n t e r n a i s o l u t i o n 

Fig. 3.3.4.28 Tensiunea cr^^în cele 4 puncte interne alese aproape de gaură şi Ox 

L o a d s e t 1 
- 7 O O O O O ^ + O ^ 

-8.6000 

-g.iioooi&tOG-

. 0 2 0 0 < ) F . i 0 1 

x - D i r e c t stres I n t e r n a i s o l u t i o n 

Fig. 3.3.4.29 Tensiunea în cele 3 puncte interne alese aproape de gaură şi Oy 
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3 . 2 2 0 0 0 E t 0 — 

3 . 0 4 0 0 0 E t 0 

2 . 8 6 0 0 0 E + 0 

2 . 6 8 0 0 0 E + 0 

2 .50000E+Q 
148 1 3 0 1 4 7 12 

y-Direcl s t r e s s Internai so lut ion 

Fig. 3.3.4.30 Tensiunea ct^^ în cele 4 puncte interne alese aproape de gaură şi 0 \ 

Load se t 1 
6 .70000E-0 

7.08000E-01 
— — 

7.46000E-0 

7.84000E-01 

8.22000E-0 

8.60000E-0 
94 144 

- y-Direct s t r e s s Internai solution 

Fig. 3.3.4.31 Tensiunea cr̂ ^ în cele 3 puncte interne alese aproape de gaură şi Oy 

L o a d s e t 1 
4 . 0 0 0 0 0 & + 0 + — 

3 . 2 0 0 0 0 C + W 
j 

? . 4 o n n o F + « ^ 

1 . 6 0 0 0 0 f c - h W 1 

8 . 0 0 0 0 0 E + O a 
1 

o . o o o o u d j + o f l ^ 
i 

3 Ă 2 5 6 
3 

V - D i r e c l s t r e s s E l e m e n t r e s u l t s 

Fig. 3.3.4.32 Tensiunea a^^ pe elementele de frontieră 1, 2 şi 3 
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3.3.4.5. Studiu al erorilor introduse de \LE.Fr. pentru diverse variante de 
discretizare 

în \edcrea e\aluării cantitati\e a efectului pe care îl are fineţea discretizării asupra 
preciziei cu care se determină valoarea tensiunii maxime din zona unui concentrator, se prezintă 
modelul de calcul tot a unei plăci dreptunghiulare cu un orificiu circular, dar solicitată la 
întindere de o forţă uniform distribuităp. ca în Fig. 3.3.4.33, 

A V 

A 

B 

Lungimea plăcii / =305 mm 
Lăţimea plăcii h=254 mm 
Grosimea plăcii g=25.4 mm 
Raza orificiului circular a=25.4 mm 
Forţa de întindere uniform distribuită: 

p=100N/mm' 
Modulul de elasticitate longitudinală: 

£^210 000 N/ mm^ 
Coeficientul lui Poisson 

i' - 0.25 

Fig. 3.3.4.33 

S-au realizat trei \ariante BEASY pentru modelul de calcul, şi anume cu 2, 4, respectiv 8 
puncte de discretizare reţea pe un sfert din conturul orificiului. Astfel s-au ales în cele trei cazuri: 

I. un singur element de frontieră de tip pătratic pe sfertul de cerc; 
II. două elemente de frontieră pe sfertul de cerc: 
III. patru elemente de frontieră pe sfertul de cerc: 

Ţinând cont de faptul că orice element linie 2D şi axisimetric în BEASY are trei puncte 
de discretizare reţea (v. Tab. 3.3.1.1), unul din aceste puncte suprapunându-se desigur cu punctul 
de discretizare învecinat al elementului următor, rezultă cele 2, 4, respectiv 8 puncte de 
discretizare reţea de care am amintit anterior, şi a căror imagine am captat-o în figurile 3.3.4.34, 
3.3.4.35 Şl 3.3.4.36 

M21 Mi15 Ml 8 M 4 3 Ml 5 

M33 M4 M35 _ M36 

Fig. 3.3.4.34 Cazul I Fig. 3.3.4.35 Cazul II 
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Fig. 3.3.4.36 Cazul III 

Valor i l e t ens iun i lo r a d i i n e n s i o n a l e p din punc t e l e A. r e spec t i \ ctyy p din p u n c t e l e 

B a le p l ăcu şi e ror i l e aces to ra fa ţă de va lor i l e exac te , c u n o s c u t e d in teor ie , se dau în Tab. 3.3.4.1, 
Valor i l e t ens iun i lo r cr^^. şi cjyy ş -au citi t de f i eca re da tă din g ra f i ce l e \ a r i a ţ i e i t ens iun i lo r 

r e spec t ive f u n c ţ i e de n u m ă r u l punc tu lu i de d i sc re t i za re re ţea din lungul s fer tu lu i de cerc . R e d a u 
mai JOS. în f igur i le 3.3.4.37, 3.3.4.38, 3.3.4.39. 3.3.4.40. 3.3.4.41 şi 3.3.4.42 aces te g r a f i ce ob ţ i nu t e 
cu p r o g r a m u l B E A S Y . 

L o a d s e t 1 
7 . 0 0 0 0 0 E + ( H 

3 . 6 0 0 0 0 E + 0 1 

2.oooooE+oe 

- 3 . 2 0 0 0 0 E + I H 

- 6 . 6 0 0 0 0 E + i t t 

- 1 . 0 0 0 0 0 E + » 2 
2 8 3 0 

x - D i r e c t s t r e s s M e s h Doint a v e r a 

Fig. 3.3.4.37 Tensiunea cr^^ în cazul I pe sfertul de contur al orificiului 

(pentru punctul A se citeşte în dreptul punctului 28 = -80 N / m m " ) 
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Load set 1 
7.0G000E^4-

3.20000E^« 

e.OOOOOE-fflfl 

4.40000t 

8.2000G[>«— 

30 31 

x-Direct stress Mesh point averages 

Fig. 3.3.4.38 Tensiunea <Jyy. în cazul II pe sfertul de contur al orificiului 

(pentni punctul A se citeşte în dreptul punctului 28 cr^^ = - 9 5 N / m m " ) 

Load set 1 
8.00000E+01 r 

4.00000E+01 -

O.OOOOOE+00-

-4.00000E+01-

-8.00000E+01-

1 .20000E+0^ 
28 

x - D i r e c t s t r e s s M e s h point a v e r a g e s 

Fig. 3.3.4.39 Tensiunea cr^^^ în cazul III pe sfertul de contur al orificiului 

(pentru punctul A se citeşte în dreptul punctului 28 a ^ ^ = - 1 0 0 N / m m ^ ) 
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Load set 1 
il.OOOOOE^ 

3.Q0Q00Ef 

2 . 0 0 0 0 0 E 

I.OOOOOE^ 

O.OOOOOEb 

1 . 0 0 0 0 0 1 

y-Direct stress Mesh point averages 

Fig. 3.3.4.40 Tensiunea ay^ în cazul I pe sfeitul de contur al orificiului 

(pentru punctul B se citeşte in dreptul punctului 1 cryy " 2 7 0 N m m " ) 

L o a d s e t 1 

4 . 0 0 0 0 0 E + 0 2 | 

3 . 0 0 0 0 0 E + 0 2 

2 . 0 0 0 0 0 E + 0 2 

1 . O O O O O E + 0 2 

O.OOOOOE+00——— 

- 1 .OOOOOE+02 
2 8 3 0 3 1 

— y - D i r e c t s t r e s s M e s h p o i n t a v e r a g e 

Fig. 3.3.4.41 Tensiunea ayy în cazul 11 pe sfertul de contur al orificiului 

(pentru punctul B se citeşte în dreptul punctului 1 <J yy ^ 3 0 0 N / m m ' ) 
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Load set 1 
1.00000E*02| ^ 

J.OOOOOE+02 

?.00000E+02 

I.OOOOOE+02 
. i 

).00000E+00 -

1.00000Et02 
28 29 30 31 32 33 

— y^Direct stress Mesh point average 

Fig. 3.3.4.42 Tensiunea CJ yy în cazul 111 pe steitul de contur al oiificiului 
_ -s 

(pentru punctul B se citeşte în dreptul punctului 28 =305 N. mm^) 

Nr. de Tensiuni în punctul A Tensiuni în punctul B ' 
N'ananta nodun pe - 4 

Nr. din conturul ' 1 
orificiul ui P Eroarea ; 

relativă % 
^.rv P 1 Eroarea : 

relativă % ! 

I 2 -0.80 : 36 ; 2.70 
1 

15.09 î 
II 4 : -0.95 ' 24 3.00 5.66 
111 ; 8 -1.00 20 i 3.05 4.08 

Teoria 1 -1.25 
' t 1 3.18 1 

exactă 

Tab. 3.3.4.1 

Se remarcă faptul că erorile tensiunilor calculate cu programul BEASY faţă de valorile 
exacte sunt destul de mari, în special în punctul A. Erorile se pot reduce dacă se utilizează 
elemente de frontieră de ordin superior sau se utilizează o discretizare mai fmă. 
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§3.4. METODE NUMERICE PENTRU DESCRIEREA ANALITICĂ A 
FRONTIERELOR ÎNM.E.Fr. CONTRIBUŢII 

în aplicarea M.E.Fr. apare evident faptul că un rol special îl joacă frontiera domeniului 
de definiţie, deoarece la nivelul ei se descriu condiţiile de unicitate ale problemei şi ea este 
suportul discretizării în ..elemente de frontiera", cu ajutorul cărora se rezolvă în mod propriu-zis 
problema. De aceea în acest paragraf am abordat problema generală a interpolării, deoarece - în 
fond - descrierea curbei F a frontierei domeniului plan D şi acceptarea unei anumite legi de 
distribuţie a funcţiei potenţial căutată pe acest contur, revine la a avea la dispoziţie un număr 
oarecare de puncte prin care trebuie să ducem o curbă, exprimată analitic, şi care să 
aproximeze cel mai bine conturul real. 

încercarea de a exprima analitic o dependenţă funcţională dată prin valori discrete este 
foarte veche şi constituie o preocupare fundamentală a problemelor de interpolare din Analiza 
numerică. Problema s-a dezvoltat şi s-a fundamentat prin lucrările unor matematicieni iluştri: 
NEWTON, LAGRANGE, GAUSS, EULER, HERMITE, CEBÂŞEV, WEIERSTRASS, 
BERNSTEIN, etc. 

Dacă la început era mai mult o preocupare pur matematică, actualmente ea a devenit o 
necesitate, fiind indispensabilă oricărui program de proiectare asistată de calculator. Această 
afirmaţie, care justifică preocupările prezentate în acest capitol, este susţinută şi de apariţia în 
literatura de specialitate din ultimii ani a numeroase lucrări ştiinţifice dedicate acestei probleme. 

3.4.1. Metode şi principii de interpolare analitică. Formularea problemei de 
interpolare 

Această problemă este deosebit de bine cunoscută şi amplu prezentată în literatura 
matematică de specialitate ([B2], [B31], [B76], C84], II], [MII] , [T7], [V19]); de aceea voi 
trece doar foarte sumar în revistă principalele formule de interpolare, mai ales pentru a arăta 
deficienţele acestor metode şi a justifica trecerea la utilizarea funcţiilor ,jspline'\ 

Situaţiile în care apare necesitatea aproximării funcţiilor de o variabilă sunt în mod 
frecvent următoarele: 

• Din măsurătorile făcute în cadrul unor experimente se cunosc valorile funcţiei căutate pe o 
mulţime discretă şi finită de puncte numite ,,noduri\ 

• Trebuie să înlocuim o funcţie dată, mult prea complicată ca structură, cu o altă funcţie mai 
simplă, şi deci mai uşor de folosit, în cadrul unui şir de operaţii de derivare, integrare 
etc., unde urmează să fie utilizată. 

/V 
• In cadrul problemelor de mecanica ruperii, apar situaţii frecvente în care pentru domeniul 

studiat se cunoaşte forma grafică a conturului care, având un aspect necanonic pentru a 
putea fi introdusă în ecuaţii, trebuie exprimată analitic. 

In toate aceste probleme este necesar să ne alegem un criteriu de aproximare. Cele mai 
utilizate criterii sunt: 

• Criteriul de interpolare. Dacă funcţia necunoscută f{x): \a,b\ R este dată numai în n 

puncte distincte numite noduri, (cunosc = pentru o diviziune 

a ^ x^ <X2 < ...< x^ = b), atunci se va căuta o funcţie F(x) care să aproximeze funcţia 
y(jc), astfel încât în noduri cele două funcţii să aibă aceleaşi valori: 

yi = f i . ^ = 
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Criteriul mini-max. Accst criteriu impune o condiţie de minimizare a abaterii dintre cele 
două funcţii, măsurată prin modulul diferenţei valorilor lor, pe fiecare interval: 

max 
XG 

/(JC) - F(JC)[ = min o max yi - F{xj )| = min 
ie\/i 

• Criteriul abaterii pătratice minime. în situaţia când n este un număr prea mare, deci 
sunt necesare calcule anevoioase, sau când valorile/x,) nu sunt exacte şi nu se cunoaşte 
valoarea exactă a funcţieiy(jc) în nici un punct de pe nu are sens să i se determine 
o aproximaţie uniformă pe acest interval, 

în aceste situaţii se poate utiliza o funcţie F(jc), nu neapărat continuă, care trece printre 
punctele y(x;)=>v, astfel încât abaterea ei faţă de J{x), măsurată prin numărul (numit abatere 
pătratică): 

f { x ) - F ( x f dx « 
i=\ 

= mm 

să aibă valoarea minimă. Aceasta este „metoda celor mai mici pătrate". 
Este interesant să subliniem evoluţia modului de abordare a problemelor de interpolare 

odată cu apariţia şi dezvoltarea calculatoarelor. Mulţimea tipurilor de polinoame de interpolare 
cunoscute (Lagrange, Newton etc.) constituiau elementul principal pentru evaluarea unei Wcţi i 
într-un punct, cunoscând valorile ei tabelare (discrete). Problema având o mare importanţă 
aplicativă atât în ştiinţă cât şi în tehnică, a constituit o preocupare îndelungată a multor 
matematicieni celebri. 

Dar analiza numerică modernă a renunţat la acest mod de interpolare, care de multe ori 
conduce la erori grosolane, constatând că aproximarea uniformă, efectuată cu deosebit succes de 
calculatoarele electronice, este mult mai eficace şi mai corectă. Polinoamele de interpolare se 
utilizează în continuare, îndeosebi în problemele de derivare şi de integrare numerică. Vom 
aminti pe scurt cele mai cunoscute polinoame de interppolare; acestea de obicei realizează ceea 
ce se numeşte o interpolare globală în sensul că se foloseşte un singur polinom pe tot intervalul 
[a,b]. 

3.4.2. Polinomul de interpolare Lagrange 

Se consideră n+\ puncte distincte x„ / =\,2,...,n pe un interval / al axei reale. Aceste puncte 
se numesc noduri. Fie / : / - ^ R o funcţie pentru care cunoaştem numai valorile ei în noduri, 

/(•*; ) = fi = yi • Se cere să determinăm un polinom de grad cel mult egal cu n care să coincidă 
cu funcţia/pe nodurile date sau, altfel spus, să treacă prin punctele / = 0,1...,«. 

De obicei se folosesc nişte funcţii l„j numite polinoamele fundamentale de interpolare 
Lagrange, de forma: 

'nj 

care se bucură de proprietatea; 

Atunci polinomul lui Lagrange va fi: 

0<j<n 

X i = J 
|0, i^J 
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>1 y=i ^J " 

Nu voi mai insista asupra estimării erorii de interpolare cu polinomul lui Lagrange şi 
asupra altor proprietăţi: ele se găsesc amplu rezolvate în literatura citată. 

3.4.3. Polinomul de interpolare Newton dc prima speţă 

Fie pentru care se cunosc valorile f ( x , ) = y^= f.̂  în punctele diviziunii 

uniforme = ) ^^ pasul de interpolare de mărime A: Xi=X{)-^ih, /=1 , 2 , . . . , a 7 . Se 
cere determinarea unui polinom de gradul n care să aibă în punctele xi aceleaşi valori ca funcţia 
f{x). Se introduc unele noţiuni noi: 

- Noţiunea de diferenţă finită. Dacă h Ax este pasul de interpolare constant, atunci 
diferenţa A/(jr)= / ( x + A x ) - / ( . x ) se numeşte diferenţă finită de ordinul întâi. Relaţia 

defineşte procedeul determinării diferenţelor finite de ordin superior, 
operatorul A fiind un operator liniar. Pornind de la orice valoare y. poate fi construit 
tabelul diferenţelor după formula: 

k=0 

- Noţiunea de putere generalizată. Produsul JC 

se numeşte putere generalizată a lui JC; dacă /J ^ O, alunei JĈ"' x" . 

Cu aceste notaţii, polinomul Newton de prima speţă, având coeficienţii exprimaţi prin 
diferenţe finite, are forma: 

PM = . - . 0 ) " ' ^ o ) " ' - -

Pentru /z -> O, Py^x) devine polinom Taylor al funcţiei y=J{x). 
Acest polinom se recomandă pentru x e Vi^^) - pentru capătul din stânga al intervalului 

de interpolare. 

3.4.4. Polinomul de interpolare Newton de speţa a doua 

în aceleaşi condiţii ca mai sus se găseşte: 

/'„ = - )i'i - - . . . - p 

Acest polinom se recomandă pentru capătul din dreapta al intervalului de interpolare. 

3.4.5. Polinomul Gauss de interpolare 

Se construieşte un polinom de interpolare pornind de la un punct xq interior diviziunii 
Numerotarea nodurilor devine: v_2 ,.vo,.v, ,.r2,..., x„ 
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Printr-0 asemenea alegere se obţine eroarea minimă de interpolare pentru x e V ^ x ^ ) , 
După calcule obişnuite se obţine următoarea formă generală a polinomului Gauss de interpolare: 

P(.) = . - . - . - / ' I . . . . . 

Observaţ i i . 

Polinomul de interpolare scris mai sus, care se numeşte prima formulă de interpolare a Iui 
Gauss, foloseşte diferenţe finite de forma: 

A ^ - b A V - 2 . A V - 3 V . 

Dacă se folosesc diferenţe finite de forma: 

A V . , , a V . , , A V . 3 , A V - 3 , - . 

se obţine a doua formuilă de interpolare a lui Gauss. 

2®. Dacă se foloseşte media aritmetică a celor două formule de interpolare Gauss, se obţine 
formula lui Stirling de interpolare. 

3.4.6. Polinoamele Cebâşev de speţa întâi. 

Pentru Jc g [ - l,l] şi > O se definesc polinoamele lui Cebîşev de speţa întâi*^ : 

r„(jc) = cos(a7 arccos jc) 

• Se demonstrează prin inducţie că Tn{x) este un polinom de gradul n\ pentru n>5 
coeficientul lui jc" este Aşadar: 

• Se demonstrează relaţia de recurenţă: 

T„,,(x)=2xT„{x)-T„_,{x) «>1 

• Se demonstrează că: 

Rezultă că polinoamele Cebâşev de speţă întâi sunt ortogonale pe intervalul [ - l , l j cu 

ponderea ^ 
2 

Se mai defineşte polinomul r „ ( j r ) = 2 ' "^„(jc); aceasta are coeficientul lui x" egal cu 
unitatea. Polinoamele care au coeficientul termenului de grad maxim egal cu 1 se 

' De multe ori este util să trecem de la inervalul de definiţie [a,b] la un interval canonic [-1,1]. Acest lucru se 
realizează printr-o transformare de scară evidentă: 

h-a h + a fx = « = > - = - l 
j c = - + => 

2 2 [jf = ^ = > r = l 
Problema se poate formula şi reciproc. 
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numcsc polinoame monice. Sc dcmonstrcaza că dintre toate polinoamele monicc dc 
grad n fixat, are cea mai mică margine în valoare absolută pe inter\'alul [ - I j ] . 
Deci polinoamele Cebâşev sunt mai eficiente în descrierea variaţiilor unei funcţii pe 
-1 , 1] decât monoamele 

Definiţia polinoamelor Cebâşev se mai poate face şi cu ajutorul unei relaţii echivalente: 
n+l / I—r 

x + 

>«+1 

3.4.7. Interpolarea prin metoda celor mai mici pătrate 

Deşi metodele de interpolare sunt mult mai numeroase, voi încheia amintind o metodă 
foarte frecvent întâlnită în activităţile inginereşti de prelucrare a datelor experimentale. 

în principiu se pune problema aproximării unei funcţii X-t) continue pe intervalul [a,b 
printr-un polinom P„{x) de grad < w în aşa fel ca norma 62 dată prin: 

''n-f 
A ^ 1/2 

să fie minimă pentru toate polinoamele Pn{x) de grad < n. In locul intervalului continuu 
a<x<b se va considera o mulţime de puncte M: xi,..., x,, şi se urmăreşte minimizarea 
normei e^. 

n l / 2 

s = \r,-f 
N 

= mm 

Şi acest criteriu minimizează o eroare care însă este scrisă ca o sumă de pătrate. Pentru 
calcul este convenabil ca aproximanta P„(jc) să se scrie sub forma: 

y=i 
unde pj{x) sunt funcţii cunoscute, liniar independente, iar Uj (/ = parametri 
nedeterminaţi. (Avem evident r î<N). 

Condiţia de extrem a sumei (*) cere ca: 

da^ 

Folosind o funcţie pondere W{x) pozitivă, continuă, definită pe [0,l], care să ia în 
consideraţie unele distincţii privind importanţa valorilor luate în noduri, putem calcula: 

1=1 
Folosind notaţiile precedente ultima relaţie se poate scrie: 

n ( N \ N 

7=1 J /--=! 
J = 

J^ Un. 
Se obţine un sistem de n ecuaţii algebrice liniare pentru determinarea celor/; parametri Uj, 

* * * 
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3.4.8. Uti l izarea funcţ i i lor spl ine în aprox imarea analit ică a front iere lor 

3.4.8.1. Generalităţi despre funcţiile SPLINE' 

Funcţiile spline sunt nişte funcţii segmentar polinomiale, descrise de polinoame pe 
subintervale adiacente, care în nodurile unde se racordează asigură nu numai continuitatea 
funcţiei ci şi continuitatea unor derivate ale acesteia, Ideea şi utilizarea lor este foarte veche, 
chiar de pe \Temea grecilor antici, fiind folosite într-o formă elementară şi de J. Bemoulli şi L. 
Euler care utilizau liniile poligonale pentru a aproxima soluţiile ecuaţiilor diferenţiale; ele au însă 
o dezvoltare impresionantă numai după 1964, când I.J. Schoenberg (cel care le-a dat numele) a 
descoperit relaţia dintre funcţiile spline de interpolare şi cele mai bune formule de aproximare în 
sensul lui Sard. Esenţial este faptul că noţiunea se generalizează pe un spaţiu Hilbert în care se 
formulează o problemă variaţională de minim a cărei soluţie se numeşte „spline". Pornind de aici 
s-au putut defini clase noi de funcţii spline utilizând funcţii trigonometrice, exponenţiale, 
Cebîşev etc. Ele şi-au dovedit marea utilitate la rezolvarea numerică a unor clase de ecuaţii 
diferenţiale şi integrale, ecuaţii cu derivate parţiale, la aproximarea optimală a unor funcţionale 
liniare, la procesele de interpolare etc. Datorită acestui câmp larg de aplicaţii, după 1968 s-au 
creat adevărate şcoli de funcţii Spline: MADISON (SUA); GRENOBLE (Franţa); 
NOVOSIBIRSK (Rusia); MlJNSTER-FREIBimG-KARLSRUHE (Germania); CLUJ-
NAPOCA (România). 

Din cauza caracterului polinomial pe intervale mici funcţiile spline prezintă, din punct de 
vedere aplicativ, avantajul de a permite ducerea până la capăt a calculelor, programarea 
algoritmilor la calculator facându-se fară dificultate. 

Urmărind diversele tipuri de polinoame de interpolare, prezentate în §3.4.1-3.4.7 s-a 
constatat, în procesul utilizării lor practice, că se poate întâmpla ca diferenţa dintre valorile 
funcţiei f(x) şi ale polinomului de interpolare, în afara nodurilor {xj} să fie foarte mare. 
Construcţia unei reţele mai dese şi a unui polinom de grad mai mare, nu rezolvă problema. 
Exemple celebre: RUNGE (1901), BERNSTEIN (1912), precum şi teorema fundamentală a lui 
FABER (1914), au arătat că polinoamele nu sunt cele mai potrivite funcţii de aproximare pentru 
o funcţie dată. Aşa au apărut funcţiile spline, care sunt funcţii segmentar polinomiale care se 
racordează în noduri împreună cu un anumit număr de derivate ale lor. 

3.4.8.2. Funcţii spline cubice 

Voi prezenta în continuare funcţiile spline de ordinul trei sau cubice. Este forma cea mai 
utilizată din mulţimea funcţiilor spline existente la ora actuală, deoarece se racordează în noduri 
astfel încât să aibă derivate continui până la ordinul doi inclusiv, ceea ce permite şi calculul razei 
de curbură. Acest mod de definire îi asigură proprietăţi remarcabile de convergenţă, spre 
deosebire de rezultatele negative care se obţin cu celelalte polinoame de interpolare prezentate 
mai sus. Mai mult, utilizarea lor este legată şi de proprietăţile lor de extrem descoperite mult mai 
târziu, care arată că ele sunt singurele funcţii de interpolare care satisfac o anumită condiţie de 
minim definită de funcţionala: 

1/2 

' Literatura de specialitate din ţara noastră a preluat şi utilizează termenul englezesc deoarece - din păcate - nu s-a 
găsit un echivalent corespunzător în limba română; de altfel nu i s-a găsit un echivalent în nici o altă limbă şi în toate 
ţările lumii acest cuvânt nu a fost tradus ci a fost preluat „ad litteram". Voi prezenta generalităţile din acest paragraf 
- necesare pentru continuitatea expunerii - după excelenta monografie a lui Gh Micula ([M31] ); am mai folosit T. 
Vladislav ([VI9]), C. Berbente ([B31]), G. Marchouk ([M9]), ş.a.̂  
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în continuare voi prezenta o modalitate de a construi polinomul spline de interpolare de 
ordinul trei, printr-o demonstraţie completă faţă de cele existente în literatura de specialitate 
[B2], [B31], [B76], [MII] , [M31], pentru a uşura scrierea unui program de calcul. 

Fie / ( jc) : [a ,6 ] ->R funcţia continuă necunoscută care trebuie aproximată. Fie A o 
diviziune a intervalului [a,^] e R : A : a = jCj < JC2 < .r3 < ... < < x^ = b 

Considerăm date (cunoscute, printr-un procedeu oarecare) valorile func ţ ie i / în nodurile 
reţelei de discretizare A: f{x.)= f . = y., i = \,n. Mulţimea acestor valori vom zice că 

formează vectorul dat KeR" , Y = {yi^yi '-^ynf - ^ o m mai nota = Şi 

fh / = 12,...,/7-1 (v. Fig.3.4.8.1). 

Atunci prin definiţie funcţia : [ a , ^ ] - > s e numeşte funcţie spline cubică de 

interpolare pentru vectorul Y pe diviziunea A, dacă satisface umiătoarele două condiţii: 

G C'[a,b 

(3.4.8.1) 

(3.4.8.2) 

y 

a=xi 

yi 

h, 

y2 

X2 
h2 

yi-1 

i.-i 

,X,-1 

h-, 

yi 

I, 

X, 

h. 

y.+i 

h,+i 

y.+2 

1..2 
X,+2 
h,+2 

yn-1 

In-1 

yn 

/n-1 
hn-1 

Xn=b 

Fig. 3.4.8.1. 

Dacă nu sunt confuzii vom nota simplu Sf^- funcţia spline cubică de interpolare pentru 

func ţ ia / (sau pentru intervalul S^). 
Prima condiţie (3.4.8.1) ne spune că funcţia spline căutată trebuie să fie un polinom de 

gradul trei pe fiecare interval /,. = 
A doua condiţie (3.4.8.2) cere ca funcţia spline căutată să aibă derivate de ordinul întâi şi 

de ordinul doi conţine pe tot intervalul de definiţie, inclusiv în noduri (sau mai ales în noduri). 
Pe două intervale alăturate = şi /,+i = vom căuta funcţia spline de 

interpolare sub forma unor polinoame de gradul trei: 

a: e Xj 

Si (x) =a,+b,{x- x,)+ c, (x - ar, f JC, f 

DSi (jc) = = b, + 2c, (x - jc,) + 3 J , (jc - .r, f 

D Ŝ, (jc) = 5;(jc) = 2c, + 6d, (jc - jc, ) 

(3.4.8.3) 

(3.4.8.4) 

(3.4.8.5) 
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Si^l ( t ) = + (x - x ,^ , )+c ,^ , (.T - .T,^, + d^^i {x - Xi^i f 

(at) = (x) = + 2c„ i (x - ) + 3 (x -

{x) = {x) = 2c ,„ + (x - ) 

(3.4.8.6) 

(3.4.8.7) 

(3.4.8.8) 

4 ) , dH) 
unde am notat operatorii de derivare D = — D = —Y 

dx dx 

Pentru calculul coeficienţilor necunoscuţi vom impune condiţiile de continuitate în 
noduri pentru funcţie şi derivate. 

- pentru x = x„ 5 , (xJ = din (3.4.8.3)==> â  = y, (3.4.8.9) 

- pentru X = = ; d in (3 .4 .8 .3 )=> a , ^ (3 .4 .8 .10 ) 

- pentrux = x,, S;(xJ = m,; din (3.4.8.4) = m, (3.4.8.11) 

- pentru x = x,+i, 5;(x,^i)= din (3.4.8.4)=> b, + 2c,h^ = m^^j (3.4.8.12) 

Am introdus o notaţie nouă: m, reprezentând panta la graficul funcţiei de interpolare în 
nodul X,; asemănător m,-/ este panta pe nodul x.^,. Aceste pante vor fi noile necunoscute ale 
problemei. Atunci ecuaţiile (3.4.8.10) şi (3.4.8.12) se scriu; 

Din rezolvarea acestui sistem rezultă imediat: 

Utilizând rezultatele obţinute în noile necunoscute, expresia (3) devine: 

(3.4.8.13) 

h' 

(3.4.8.14) 

Evident că pe intervalul următor = obţine o expresie absolut similară, 
cu indicele / mărit cu o unitate. 

(3.4.8.15) 

Dacă vom scrie condiţia de continuitate a derivaţiei de ordinul doi în nodul x^ ,̂, din 

(3.4.8.14) şi (3.4.8.15) calculând obţinem: 
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h. 
+ 6 ^ih^izJi^aimUUL •>/.2 

Simplificând şi ordonând obţinem 

Se înmulţeşte cu 

[B31]): 

A 

1 1 
— + • 

m V+2 _ = 3 
/d . 

+ (3.4.8.16) 

> 0 şi se mai adoptă nişte notaţii consacrate în literatură ([MU], 

A > . = 7 4 f - ' ' (/ = l ,2 , . . .n-2) (3.4.8.17) 

n - i M i L /̂ i+l - (/ = 1,2,.../7-2) 

Se obţine sistemul: 

+ + = , (/ = 1,2,...,/? - 2) (3.4.8.18) 

Să observăm că avem n necunoscute w, şi numai (n-2) ecuaţii, datorită sistemului de 
condiţii impuse, care lasă două grade de libertate. Este necesară deci adăugarea a două condiţii 
suplimentare la limită; aceasta se face de obicei prin precizarea pantelor la capetele intervalului 
de definiţie (m/, /n„), care se leagă prin relaţii liniare cu pantele vecine, astfel: 

/ = O => 2w, + ^m^ - /?, 
(3.4.8.19) 

în aceste relaţii coeficienţii p„,/?„ sunt aleşi de noi prin natura condiţiilor puse la 
capetele intervalului', ei nu pot fi deduşi din relaţiile (3.4.8.17) care nu sunt definite pentru şi 
i=n. 

De exemplu, dacă luăm /l, = O, p„ = 0 A = 2/n, 

lA. = 2m„ 
întâlnim în literatură un caz particular important de funcţii spline cubice care definesc 

condiţiile de capete astfel: 

ceea ce ne conduce la: 

2m^ + Wj = 3 --x^lZA 

m 
(3.4.8.20) 

>1 -1 n k ><-1 

Identificând (3.4.8.19) cu (3.4.8.20) vom avea: 

A, = 1; A, = 3(>;, - v„_,)//;„ -I (3.4.8.21) 

Acestea sunt numite funcţii spline cubice naturale. Se poate demonstra că impunerea 
acestor condiţii de capăt minimizează integrala: 
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/ = (3.4.8.22) 

unde f f x ) este funcţia exactă, necunoscută, de clasă C^[a,b]. 
Minimizarea acestei integrale (3.4.8.22) prin impunerea condiţiilor naturale (3.4.8.20) 

conduce la cea mai netedă interpolare spline, cubică. în absenţa unor informaţii precise asupra 
pantelor de la capetele intervalului de definiţie {mi, m ^ se recomandă folosirea condiţiilor 
naturale care conduc de regulă la minimizarea erorii de interpolare. ([B31]). 

Sistemul de ecuaţii algebrice liniare (3.4.8.18), completat cu condiţiile de margine 
(3.4.8.19) se poate scrie matriceal astfel ([M31]): 

2 0 0 0 0 0 0 m, A 
P2 2 0 0 0 0 0 m, A 
0 Pi 2 ^ 0 0 0 0 m. 

• ^ ^ * 
A 

0 0 0 0 0 Pn-^ 2 A„ 
0 0 0 0 0 0 Pn 2 _ J^n , A 

(3.4.8.23) 

Se demonstrează că sistemul (3.4.8.23) are soluţie unică dacă < 2 , |yO„| < 2 , deoarece 

în acest caz matricea sistemului este diagonal dominantă; practic problema este rezolvabilă dacă 
impunem condiţii necontradictorii şi distincte. Din acest punct de vedere funcţiile spline cubice 
pot fi privite ca fiind definite formal în sens Hermite pe porţiuni. 

Observaţii: 

1. Funcţiile spline cubice descrise mai sus, pot avea abateri în zonele cu pante mari; de 
aceea în vecinătatea nodurilor cu pante mari, w, > 5 , se recomandă verificări mai atente. 

2. Funcţiile spline pe /, nu trebuie să fie obligatoriu polinoame; se pot racorda tot felul de 
funcţii dictate şi de geometria frontierei: cercuri, elipse, parabole cu polinoame etc. Astfel 
de combinaţii pot rezolva problemele în cazul subdomeniilor cu pante mari. 

3.4.8.3. A doua variantă pentru funcţiile spline cubice 

Vom alege ca necunoscute ale problemei derivatele de ordinul doi ale funcţiei spline Si(x) 
pe fiecare nod. Fie 

(/ = 0,1,2,...,;i) (3.4.8.24) 

, notată .S, (jc), este o funcţie Deoarece restricţia funcţiei spline pe fiecare interval 
polinomială de gradul trei, atunci derivata sa de ordinul doi va fi o funcţie liniară care are 
expresia analitică evidentă: 

K 
, ( / = 1,2,...,«) 

unde 

Prin două integrări succesive se obţine: 

(;c) = ti-il + M. + (:.;c + D, 
6 /7 . 6/2. 

(3.4.8.25) 

(3.4.8.26) 

(3 .4 .8 .27) 
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unde 
.r 6 

nodul /: 
Constantele de integrare Q şi D, se determină impunând condiţiile de continuitate în 

S, Cr,., ) - ^ -h Q . + D, = 
o 

(3.4.8.28) 

(3.4.8.29) 

(3.4.8.30) 

Cu aceste rezultate relaţia (3.4.8.27) se scrie. 

6 / 7 . 6/;, 
+ X - JC /-l (3.4.8.31) 

Mai trebuie să asigurăm şi continuitatea derivatei de ordinul întâi pe fiecare nod, despre 
care n-am spus încă nimic. Avem imediat. 

S'Xx) = ^ ^ ^ ^ Â . ilz^ + A z A l _ MizMi^/, (3.4.8.32) 
2/;, ' 2/2, /7, 

Funcţia (8) aplicată pe fiecare interval din diviziunea domeniului de definiţie, ne conduce 
la o funcţie de interpolare S(x) continuă pe [a,b] deoarece în toate punctele x, avem ) = 
i=l,2, ...,n. Atunci condiţia de continuitate a derivaţiei de ordinul întâi: 

ne conduce la: 

(3.4.8.33) 

(3.4.8.34) 

I. 

Se vede că am obţinut un sistem de (n-1) ecuaţii liniare cu (n-^1) necunoscute: Mo. Mi 
Mn\ un astfel de sistem este nedeterminat şi putem găsi o infinitate de funcţii spline de 
interpolare S(x) pentru funcţia căutată f(x) şi diviziunea dată. Ca să avem o problemă cu soluţie 
unică, mai trebuie să impunem două condiţii suplimentare. Deşi această problemă nu este 
complet lămurită în literatură, se obişnuieşte să se impună două categorii de condiţii: 

Prima categorie de condiţii se referă la derivatele de ordinul doi pe nodurile 
marginale: Mo=Mn=0. Acestea s-au numit condiţiile naturale. Atunci, din prima 
ecuaţie (3.4.8.34) dispare primul termen, iar din ultima ecuaţie (3.4.8.34) dispare 
termenul care-1 conţine pe Mn. Se ajunge astfel la un sistem de (n-1) ecuaţii cu (n-1) 
necunoscute, tridiagonal. cu diagonala principală dominantă, care se ştie că are o 
soluţie unică. 

A doua categorie de condiţii se referă la derivatele de ordinul întâi tot pe nodurile 
extreme ale intervalului de definiţie. Se presupune că sunt cunoscute valorile 

= f n ^ r i ^ n ) - ^ o m scrie atunci condiţiile pentru polinomul de 
interpolare: 

(3 4 .8 .35 ) 

II. 

2 4 5 
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Din relaţiile (3.4.8.34) obţinem: 

; = 0=> M q — + A</'i hx / , - / o 
- / o 

_ fn~ fn-\ 
3 ' 

(3.4.8.36) 

în sistemul (3.4.8.34) înmulţim cu Şl avem: 

h, + /i,^, 
yî+l fi fi fi-\ 

i J 

Vom nota coeficienţii: 

(3.4.8.37) 

A = — ^ — ; 5, = 2 V/ = 1,2,...,/7 - 1 ; C = - A ± L _ ; n = fi-lr\ fi fi fi-\ 
k I J 

(3.4.8.38) 

în final vom avea sistemul (din (3.4.8.36) şi (3.4.8.37)): 

2 A / o + A / , = -
K 

f\~ fo f 
~Jo 

(3.4.8.39) 

ff __ fn fn-\ 
J n 1 

/ / / 

Avem acum un sistem de (n+1) ecuaţii cu (n+1) necunoscute, care se rezolvă după un 
algoritm similar cu primul caz analizat, în ipoteza că se cunosc / J şi - valori care de obicei 
nu se cunosc a priori. 

3.4.8.4. A treia variantă pentru funcţiile spline cubice. Funcţii spline exponenţiale. 

A 
In cazul funcţiilor spline cubice, analizate până acum, chiar dacă polinomul de gradul trei 

care intră în structura lor, este definit pe un interval foarte mic, apar adeseori oscilaţii, care 
influenţează calitatea interpolării. De aceea, pentru a evita aceste neajunsuri, s-au introdus aşa-
numitele funcţii spline exponenţiale care înlocuiesc polinomul algebric de gradul trei de pe 
fiecare interval cu o combinaţie liniară a următoarelor patru funcţii: 1, jc, e • ,e ' . 
Pentru calculele numerice se preferă introducerea unei coordonate adimensionale 
t = ( jc- jc,_,)//i. şi înlocuirea funcţiilor exponenţiale cu funcţii trigonometrice hiperbolice, astfel 
încât în literatură ([II]) se găseşte următoarea formă analitică de reprezentare a elementului local 

A/. 
a . 

JC e 

'shp^t 1 ̂ Mi-X 
al sh/i, 

(3.4.8.40) 

Pi - cx,h, (3.4.8.41) 
h, ' 

Pi - cx,h, (3.4.8.41) 
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(3.4.8.42) 

Se vede că relaţia (3.4.8.40) este o combinaţie liniară a sistemului fundamental de funcţii 
care asigură continuitatea funcţiei de interpolare pe [a,b] (v. relaţia (3.4.8.42)). întocmai ca la 
punctul precedent am ales ca necunoscute derivatele de ordinul doi în nodurile reţelei de 
discretizare. 

Mai trebuie să punem condiţii de continuitate în noduri şi pentru derivatele de ordinul 
întâi. Pentru aceasta vom calcula derivata de ordinul întâi a funcţiei ţinând cont că ea 
depinde de x prin intermediul lui Obţinem: 

/, , , - = (3.4.8.43) 
h. p-shfi, shp, 

Impunem condiţia ca. 

(3.4.8.44) 

Trebuie să ţinem cont de următoarele situaţii: 

JC- JC; 
• dacă X G 

• dacă JC E 

, t = pentru jc = jĉ  => r = 1 (se introduce în 
k 

, t = 
X-X: 
fi 

; pentru .x = jĉ  => / = O (se introduce în 
7 + 1 

După calcule algebrice simple vom obţine: 

M&ZlllăLh .PnfhMzlhii^u ,2 I o ' ~ ' ' + 1 

_ ~ f i f i " fi-\ 
k 

(3.4.8.45) 
7+1 

Se introduc nişte notaţii fară vreo semnificaţie aparte, numai pentru condensarea scrierii: 

r • n - L ± i z A f i ' ~ "i+i' ~ — ; ; — k V+l k 

Ecuaţia (3.4.8.45) devine: 

+ (B, + B,,^ )M, + = D,; (/ = 1,2,...« - 1 ) 

(3.4.8.46) 

(3.4.8.47) 

Această relaţie reprezintă un sistem de (n-1) ecuaţii cu (n+1) necunoscute {Mo, M 
M„). Condiţiile de înlăturare a nedeterminării sunt aceleaşi ca la paragraful precedent: 

I. Mo = 0; M,i= 0. Se obţine un sistem de (n-1) ecuaţii cu (n-1) necunoscute: Mj, M2 
K - i 

II. = ; 5;,(..v„) = , mărimi presupuse date. 

Obţinem sistemul: 
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+ (5, + + CMi .^ = A (i=1.2,..., (n-1)) 

unde 

_ Ă - f o fn fn-\ 
O — , To' ^n " f h I 

K 

De data aceasta avem un sistem de (n-^-l) ecuaţii cu (n-^-1) necunoscute, care se rezolvă 
după acelaşi algoritm. 

Obsen'aţii: Au rămas totuşi unele aspecte destul de neclare. 
De exemplu: 

Ce valori pot lua parametrii? Aceasta este încă o problemă nerezolvată şi este deschisă 
cercetării ([II]). S-a constatat că pentru valori mici ale lui a^, funcţiile spline 
exponenţiale se comportă asemănător cu funcţiile spline cubice, adică vom avea oscilaţii 
nedorite în unele cazuri, F>entru valori mari vor apărea puncte unghiulare caracteristice 
funcţiior spline liniare. De aceea, într-o singură bibliografie se recomandă a , e[4,15] 

([II])-
- De asemenea se presupune că / J şi / J sunt cunoscute, ceeace de obicei nu se întâmplă. 

De aceste motive am făcut în continuare un studiu al influenţei acestor parametrii asupra 
erorii maxime relative. 

3.4.8.5. Realizare program pentru interpolarea cu funcţii spline 

Cu fiecare din metodele descrise mai sus am realizat câte un program de calcul al 
aproximărilor cu funcţii spline pentru cazul unui semicerc (Fig. 3.4.8.2), resp. pentru cazul unei 
semielipse (Fig. 3.4.8.3); deoarece pentru aceste cazuri soluţiile exacte se cunosc, putem să 
apreciem erorile introduse de aproximarea prin funcţii spline. 

Fig. 3.4.8.2 

S-a considerat într-o primă variantă pasul reţelei de discretizare (/?, = jc^ ĵ - jc-) ca fiind 
constant, iar într-o a doua variantă (v. Fig. 3.4.8.4 şi Fig. 3.4.8.5) s-a efectuat o discretizare după 
unghiuri egale măsurate din centrul semicercului, resp. din centrul semielipsei. Prin program sunt 
date ca valori cunoscute coordonatele centrului cercului cercului r, respectiv 

coordonatele centrului elipsei ) şi raza mare {R) şi mică (r) a elipsei. 
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Fig. 3.4.8.3 

Fig. 3.4.8.4 Fig. 3.4.8.5 

Voi prezenta în continuare algoritmul programului de implementare a funcţiilor 
spline cubice naturale, varianta I-a, pentru aproximarea unui semicerc utilizând o 
eşantionare în arce egale (cazul din Fig. 3.4.8.4); celelalte vanante de program sunt similare, 
codurile lor sursă fiind date la sfârşitul acestui paragraf. 

La pornirea programului apare o fereastră mesaj cu titlul problemei pe care o rezolvă 
programul (v. Fig. 3.4.8.6), De asemene a se deschide fişierul text "Iesirc,txf \ în care se vor 
memora rezultatele. 

S p l i n e c e r c 2 

Program de interpolare cu funcţii spSne cubice perttru un semicerc uti izand arce egale 

OK 

Fig.3.4.8.6 

Citirea datelor de intrare se face cu ajutorul formei Frmintro din Fig. 3.4,8.7. Aici se dau 
coordonatele centrului semicercului, care se vor memora în variabilele jc, şi vv, raza semicercului 
r, precum şi numărul de puncte de eşantionare în arce egale, n, în care va fi discretizat acest 
semicerc. După clic pe butonul de comandă OK are loc calculul mai multor vectori: 

- vectorul unghi, de n elemente, ce conţine unghiurile la centru a celor n puncte de 
discretizare; 

- vectorul x, de n elemente, ce conţine coordonatele corespunzătoare axei x a celor n puncte 
de discretizare; 

- vectorul y, de n elemente, ce conţine coordonatele corespunzătoare axei y a celor n puncte 
de discretizare; 
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I n t r o d u c e r e a d a t e l o r iniţiale 

Ddb coordonata (x) a cerinÂi cetcdur. fgg 

Dab coordor>ata (y) a cerAruki cerciAi: 

DaU raza cercului [ti 

60 

Dati numărul de p i ^ e de 
eşantionare a semicercuiui [ni 

70 

î F 

OK Sfais» 

Fig. 3.4.8.7 

vectorul Ă, de n-\ elemente, calculat cu formulele (3.4.8.17), resp. din condiţii naturale 
= O, conform relaţiilor (3.4.8.21); 

unghi = 

unghi^ = O 

unghij = unghii + ^ /(w -1) 

unghi j = unghi+7r l{n-\) 

unghi „ = unghi„_i +;r/(«-l) 

X = 

y = 

y\ = yc + - U l -

yi = yc + 

yi = yc + 

yn = yc + 

jcj = x^ -rQOs{unghii) 

X2=x^-r cos(w«g/î/2) 

Xj =x^-r cos{unghii) 

x„ -rcos{unghi„) 

/ l , = l 

•2 
h^+hj 

'/-l 

K-2 

P = 

Pl = 
hi+h2 

hi 
Pi = ^ 

Pn-\ = 

= 1 
K-i -^K-x 

Pi = 

3h,h2 
hi+hj 

^h-xhi 

>^3->^2 I yi-yi 

ht 

yn-yn-l 

(3 .4 .8 .49) 
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- vectorul p . de n-] elemente, calculat cu formulele (3.4 8.17), resp. din condiţii naturale 

= K conform relaţiilor (3.4.8.21): 
- \ectorul de // elemente, calculat cu formulele (3.4.8.17^), resp. din condiţii naturale 

şi , conform relaţiilor (3.4.8.21): 
După calculul tuturor elementelor vectorilor de mai sus apare pe ecran forma Frmafis din 

Fig. 3.4.8.8, 

Af işarea funcţii lor spline o b t i n u t e 
Cele 15 puncte de esanbonaie eu coordonatele urmatoaie: 

X y 
20.000 60,000 
21,755 75.57B 
2G.932 90,372 
35,272 103,644 
46.35B 114,728 
59.628 123,088 
74,424 128,245 
90.000 130,000 
105,576 128.245 
120,372 123.068 
133,644 114,728 
144,728 1 03,644 
153,068 90,372 
158^45 75,576 
160,000 60,000 

Matricea rezultata pentru calculul parcelor, respectiv vectorul beta va f i 

Contnuare pt a face compaiatie pe 
un anumit interval de eşantionare 

SfarsH 

2, 1, 0, 0, 0, 0. 0, 0. 0. 0. 0. 0, 0, 0. 0. ml 26,6257364249 
0,75 2. 0,25 0, 0, 0, 0, 0. 0, 0. 0. 0, 0. 0, 0. m2 22.0553850501 
0, 0,62 2. 0,38 0, 0, 0, 0. 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0. m3 7.118415887 
0, 0, 0.57 2, 0,43 0. 0, 0. 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, m4 4,012591636 
0, 0, 0, 0,54 2, 0,46 0, 0. 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, m5 2,4926047695 
0, 0, 0, 0, 0,53 2, 0,47 0, 0. 0, 0, 0, 0, 0, 0. m6 1,4900464815 
0, 0, 0, 0, 0, 0.51 2. 0.49 0. 0, 0, 0, 0, 0, 0. m7 0,7030337984 
0, 0, 0, 0, 0, 0. 0 5 2. 0,5 0, 0, 0, 0, 0, 0. m8 0,0 
0, 0, 0, 0, 0. 0. 0. 0.49 2. 0,51 0, 0. 0, 0, 0, m9 -0,7030337984 
0, 0. 0, 0, 0. 0. 0. 0. 0.47 2, 0.53 0. 0, 0, 0. mlO -1,4900464815 
0, 0. 0, 0, 0. 0, 0. 0. 0. 0,46 2. 0,54 0, 0, 0. m l l -2.4926U47695 
0, 0. 0, 0, 0. 0, 0. 0. 0. 0, 0.43 2, 0,57 0, 0, ml 2 •4.012591636 
0, 0. 0, 0, 0. 0, 0. 0. 0. 0, 0. 0,38 2. 0,62 0, ml 3 -7.118415887 
0, 0. 0, 0, 0. 0, 0. 0. 0. 0, 0, 0, 0 2 5 2, 0,75 ml 4 -22.0553850501 
0, 0. 0, 0, 0. 0, 0. 0. 0. 0, 0, 0, 0, 1, 2, ml 5 -26,6257364249 

au urmatoarele ecuaţii C e t e i 4 f i * c t i S P U N E obtinute 
51 =€0,0 +9,66806 (x-20,0 )+0,0 (x-20.0 n + ^ , 2 5 7 3 9 (k-20,0 
5 2 =75,57647 +7,28962 (x-21.755 )+-1.3552 (x-21,755 r2+0 ,09642 |x-21.755 f S 
5 3 =90.37186 +1J31035 (x-26,9322 )+0.14232 (x-26,9322 r2+4),00871 (x-26,9322 r 3 
5 4 =103,64429 +1,56689 (x-35,2718 )+^)X7558 lx-35,2718 r2+0 .0022 (x-35.2718 f S 
9 5 =114,7282 +0,704 (x-46,3557 )+-0,00227 {x-46.3557 )'7+-0j00026 (x-46,3557 
5 6 =123.06782 +0.50711 {x-59.6281 )+43.01257 (x-59.6281 n + 0 , 0 0 0 1 3 (x-59,6281 f S 
5 7 =128,24495 +0.22148 (x-74,4235 )+^),00674 (x-74,4235 r2 -M) i ) 0002 (x-74,4235 
5 8 =130,0 +0,0 (x-90,0 )+-0,00748 (x-90,0 r2+€,00002 (x-90,0 ^ 3 
3 9 =12824495 +-0,22148 (x-1055765 )+^)i«J674 (x-105,5765 r2+^) i )0013 (x-105.5765 H 
S10=123 iB782 +^1,50711 (x-120,3719 )+-0i)1257 (x-120,3719 r2+0 ,00026 (x-120,3719 H 
511=114,7282 +-0,704 (x-133,6443 ]+^J00227 (x-133,6443 r 2 + ^ , 0 0 2 2 (x-133.6443 J ^ 
512=103,64429 +-1,56689 (x-144,7282 1^-0,07558 (x-144,7282 r2+0,00871 (x-144.7282 r 3 
513=90.37186 +-1.01035 (x-153i)678 )+0,14232 (x-153XI678 r2+-0.09642 (x-153.0678 ^ 3 
514=75.57647 +-7.28962 (x-158245 H . 3 5 5 2 (x-158.245 n + 0 . 2 5 7 3 9 (x-158.245 ^ 3 

Fig.3.4.8.8 

în care se afişează: 
- coordonatele celor n puncte de eşantionare (în exemplul dat «=15), date de elementele 

vectorilor jr şi determinate mai sus; 
- matricea rezultată pentru calculul pantelor , respectiv vectorul P , de forma 

(3.4.8.23); 
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Ccpiîolul 3 Contributii privind formularea şi aplicarea metodelor numerice 

- cele w-1 (în acest caz 14) ecuaţii ale funcţiilor spline obţinute pe fiecare din cele n-\ 
intervale de discretizare a frontierei, conform relaţiilor (3.4.8.14). 

Tot ce apare afişat în această formă va fi memorat de asemenea şi în fişierul text Jesire.txt'". 
Pentru aceste afişări a fost necesar să se formeze mai întâi matricea mat, de n x «elemente, a 

coeficienţilor necunoscutelor : 

mat = 

2 0 0 0 0 0 0 

P2 2 0 0 0 0 0 
0 Pi 2 0 0 0 0 

0 0 0 0 
0 0 0 0 

O P„-i 
O O 

2 

Pr, 2 

(3.4.8.50) 

după care, utilizând metoda Gauss a eliminării se rezolvă sistemul de n ecuaţii cu n necunoscute 
rezultat (v. ecuaţia (3.4.8.14)). 

în continuare, pentru a afişa cele n-\ ecuaţii de forma (3.4.8.3), a funcţiilor spline pentru 
fiecare interval de eşantionare, s-au calculat vectorii a, b, c, d, cu n-1 elemente, care formează 
coeficienţii polinoamelor de interpolare spline: 

ai = y^ = m, 

a2 =y2 bj =/W2 

a = 1 >, b = < 
= yi bj = w, 

c = 

c , = 3 

C 2 = 3 

c , = 3 

y j - y i W2+2/W1 

hi hx 
m^ -f 2/^2 

/-l hi 

yi+i -yi m,^, +2/W, 

h. 

.-yyn- yn--1 
^n-l 

hi hi 

hi hi 

, _ ^yM - y j . 
hi ht 

J -.yn- yn-\ . f^n + 
"n-1 ^ + ^ 

î/7-1 

(3.4.8.51) 

La clic pe butonul Continuare pt. a face comparaţie pe un anumit interval de 
eşantionare, va apare pe ecran forma Frincontcompar, prezentată în Fig. 3.4.8.9, în care se cere 
numărul intervalului, k, care se doreşte a fi studiat şi numărul de puncte, nrp, în care acest 
interval să fie discretizat cu pas orizontal constant, puncte în care să se determine eroarea dintre 
valoarea reală a funcţiei şi cea aproximată cu funcţiile spline cubice. 
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Capitolul S Contribuţii privind formularea şi aplicarea metodelor numerice 

I n t r o d u c e r e a datelor pt. calculul e r o r i l o r 

Dati numărul intervalului pe 
care doriţi comparaţi (kk 

Daţi numărul de puncte in care 
doriţi calcuidrea erorilor funcţiei 
Spine fata de funcţia data, pt. 
respectivul interval (nrp): 

10 

OK 3 Sfarsi( 

Fig . 3 . 4 . 8 . 9 

După ce se tastează un număr de interval la alegere cuprins între 1 şi w-1 şi un număr 
arbitrar (cuprins între 3 şi 30 de exemplu) de puncte de calcul al erorii în acel interval, la clic pe 
butonul de comandă OK se calculează: 

- vectorii jcl şi vi de câte nrp elemente, ce reprezintă coordonatele punctelor de discretizare a 
intervalului de pe semicerc, respectiv 

.vl = 

xXj = Jrli +h\ 

jcl, = jcl,_| +/2I 
>-1 = 

>'1, = >v + -(.VI2 -x,)^ 

= y, + ^r^-{x],-x,Y 
(3.4.8.52) 

yKrp = + 

unde h\ reprezintă pasul constant de discretizare pe orizontală a intervalului ales k, adică. 

h\ = 
pas 

nrp -1 
(3.4.8.53) 

- vectorul sk, de nrp elemente, ce conţine valorile retumate de funcţia spline pentru acele 
puncte; 

sk^ = + b,, (jrli - )+ c^ (xl, - Xf, f + c/̂ . (.xl, - x^ f 

sk2 +b,,(x\2-x,,)+ck(x\2-xi,f +dk(x\2-x,,y 

sk = 
sk, = a,, + bk ( x l , - )+ (x\, - X,. f + d,,(jrl, - f 

(3.4.8.54) 

VcM nrp 

în continuare pe ecran apare o nouă formă, Frmafis2, în care sunt afişate rezultatele 
obţinute(v. F ig . 3 . 4 . 8 . 1 0 ) . De asemenea tot ce apare afişat în această fereastră este memorat în 
acelaşi timp şi în fişierul text Jesire,txf\ Pe această formă se pune întrebarea dacă se doreşte 
să se repete procedura pentru un alt interval dintre cele nA intervale de discretizare în arce 
egale a semicercului. 
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Ccpiîolul 3 Contributii privind formularea şi aplicarea metodelor numerice 

m Afişarea compara t iva pentru intervalul k a m a i multor puncte de pe cerc si de pe funcţia SPLINE corespondenta 

Coofdonata x y (pt. cerc) sk (pt funcba SPLINE) 

20,000 
20,195 
20,390 
20,585 
20,780 
20,975 
21,170 
21,365 
21,560 
21,755 

60,000 
65,221 
67,379 
69,031 
70.421 
71,643 
72,745 
73,757 
74,696 
75,576 

60,000 
61.883 
63,755 
65,604 
67,419 
69,188 
70.900 
72,543 
74,105 
75.576 

Dorib $a continuati dand LT) alt IpĂ ^ 
interval de comparâde? ' — ' 

OK 

Fig .3 .4 .8 .10 

Dacă se alege răspunsul DA, programul ne întoarce la forma Frincontcompar, unde 
putem alege un alt interval de discretizare k, şi/sau, eventual, un alt număr de puncte în care să 
fie discretizat intervalul k - vezi Fig . 3 .4 .8 .11 , 

I n t r o d u c e r e a date lor pt . calculul eror i lor 

Daţi numartd intervalului pe 
care doriţi sa-l comparaţi (k): 

Dati numărul de puncte in care 
doriţi calcidarea erorior funcţiei 
Spine fata de funcţia data^ pt 
respectivul interval (nrp): 

10 

OK Sftfsit 

Fig. 3 .4 .8 .11 

Se repetă aceleaşi calcule şi se afişează noile rezultate (v. Fig . 3 .4 .8 .12 ) , observându-se 
faptul că pentru intervale care se află cât mai aproape de unghiul de 90° faţă de axa Ox (cum este 
cel cu numărul diferenţa între funcţia reală şi aproximarea dată de funcţia spline este 
minimă. 

Afişarea comparat:iva pentru intervalul k a ma i multor puncte de pe cerc si de pe Funcţia SPLINE corespondenltf 

Coordonata * y (pt cefc) $k(pt funcţia SFIINE) 

90X100 130X00 130,000 
91731 129,979 129J78 
93,461 129,914 129,911 
95.192 1 2 9 W 129,801 
96,923 129,657 129,647 
98,654 129,463 129,450 
100,384 129,225 129,211 
102.115 128,944 128,930 
103,846 128,617 128,608 
105,576 128245 128,245 

Doriţi sa continuati dand un alt 
intervd de comparaţie? 

OK 

Fig. 3 .4 .8 .12 

La alegerea răspunsului NU la întrebarea de continuare de mai sus programul se încheie. 
O variantă mai completă a acestor programe, adăugite cu un algoritm adaptiv, respectiv un 

studiu mai detaliat al erorilor cu proceduri grafice pentru reprezentarea acestor erori, se va 
prezenta la paragraful 3.6.2. 
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Capi!u!ul 3 Co/Uribulii privind formularea fi aplicarea metodelor numerice 

în continuare prezint codurile sursă a programelor descrise în acest paragraf: 

Cod sursă al programului de interpolare cu funcţii spline varianta i-a cu condiţii naturale pentru 
cazul unui semicerc cu discretizare în arce egale 

Module 1 

Public n, k, nrp As Integer 
Public XC, yc, r, pas, hl, z As Single 
Public h(), x(), y(), panta(), lambda(), ro(), beta(), m() As Single 
Public mat(), a(X b(), c(), d() As Single 
Public xl(), yl(X sk() .As Single 

Sub maîn() 
MsgBox ("Program de interpolare cu funcţii spline cubice pentru un semicerc utilizând arce egale") 
Frmintro Show 
End Sub 

Frmintro: 

I n t r o d u c e r e a d a t e l o r in i ţ ia le -Iql"! 
Dati coordonata (x) a centrului cercului: 

Dati coordonata (y) a cenlnAi cercului: 

DaS raza cercului (r): 

Dati numărul de puncte de 
eşantionare a semicercului (n): 

OK Sfârşit 

Private Sub cmdok_Click() 
XC = Val(txtcentx.Text) 
yc = Val(Txtcenty.Text) 
r = Val(Txtr.Text) 
n = Val(Txtn.Text) 
ReDim h(l To n - 1), unghi(I To n), x(l To n), y(l To n), lambda(l To n - 1), ro(2 To n), beta(l To n), m(l To n) 
As Single 
ReDim mat(l To n, 1 To n), a(l To n - 1), b(l To n - 1), c(l To n - 1), d(l To n - 1) As Single 
unghi(l) = O 
For i = 2 To n 

unghi(i) = unghi(i + Atn(l) / (n - 1) 
Next i 
For i = 1 To n 

x(i) = XC - r * Cos(unghi(i)) 
Next i 
For i = 1 To n 
y(i) = yc + Sqr(r ^ 2 - (x(i) - xc) ^ 2) 

Next i 
For i = 1 To n - 1 

h(i) = x ( i + l ) . x ( i ) 
Next i 
lambda(l) = 1 
For i = 2 To n - 1 
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Ccpiîolul 3 Contributii privind formularea şi aplicarea metodelor numerice 

lambda(i) = h(i - 1) / (h(i - 1) + h(i)) 
Next i 
For i = 2 To n - 1 

ro(i) = h( i ) / (h( i - ] ) + h(i)) 
Next i 
ro(n) = 1 
beta(l) = 3 * ( y ( 2 ) - y ( l ) ) / h ( l ) 
For i = 2 To n - 1 

beta(i) = 3 * h(i - 1) * h(i) / (h(i - 1) + h(i)) * ((y(i + 1) - y(i)) / h(i) 2 + (y(i) - y(i - 1)) / h(i - 1 ) ^ 2 ) 
Next i 
beta(n) = 3 * (y(n) - y(n - 1)) / h(n - 1) 
Frmintro.Hide 
Frmafis Show 
End Sub 

Private Sub cmdsf_Click() 
End 

End Sub 

Private Sub Txtn_Validate(Cancel As Boolean) 
n = Val(Txtn.Text) 
I fn<=2Then 

MsgBox ("n trebuie sa fie natural si >=3!") 
Cancel = True 

End If 
End Sub 

Private Sub T*tr_Validate(Cancel As Boolean) 
r = Val(Txtr Text) 
Ifr<=OThen 

MsgBox ("r trebuie sa fie >=0!") 
Cancel = True 

End If 
End Sub 

Fimafis: 

A f i ş a r e a funcţ i i lo r s p l in e o b t i n u t e 

Continuare pL a face compardfe pe 
un anumit interval de esarttionare 

Sfârşit 

Private Sub Cmdcont_Click() 
Frmafis.Hide 
Frmcontcompar. Show 
End Sub 

Private Sub cmdsf_Click() 
End 

End Sub 
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Capitolul 3 ( ontrihufii privind formularea aplicarea metodelor numerice 

Private Sub Fomi_Activate() 
Cls 
Open "Iesire.txt" For Output As #1 
Prinţ "Cele " & n & " puncte de eşantionare au coordonatele urmat oare" 
Prim" X y" 
Prinţ #1, "Cele " & n & " puncte de eşantionare au coordonatele urmat oare" 
Print#l," X y" 
For i = 1 To n 

Prinţ Format(x(i), "#####0.000"), Tab(13); Format(y(i), "#####0.000") 
Prim #1, Format(x(i), "#####0.000"); Tab(13); Format(y(i), "#####0.000") 

Next i 
mat(l, 1) = 2: mat(l, 2) = lambda(l) 
For i = 1 To n - 2 
mat(l, i-H2) = 0 

Next i 
For i = 2 To n - 1 
Forj= 1 T o i - 2 
mat(i, j) = O 

Next j 
mat(i, j) = ro(i): mat(i, j + 1) = 2: mat(i, j + 2) = lambda(i) 

For k = j To n - 1 
mat(i, k+ 1) = 0 

Nextk 
Next i 
For i = 1 To n - 2 

mat(n, i) = O 
Next i 
mat(n, n - 1) = ro(n): mat(n, n) = 2 
Prim 
Prinţ "Matricea rezultata pentru calculul pantelor, respectiv vectorul beta va fi" 
Prinţ #1,"" 
Prim #1, "Matricea rezultata pentru calculul pantelor, respectiv vectorul beta va fi:" 
For i = 1 To n 

For j = 1 To n 
Prim Tab(l + G - 1) * 7); Format(mat(i, j), "###0.##"); 
Prinţ #1, Tab(l + (j - O * 7); Format(mat(i, j), "###0.##"); 

Nextj 
Prinţ Tab(l + n * 7); "m" & i; Tab(8 + n * 7); Format(beta(i), "####0.0#########") 
Prim #1, Tab(l + n * 7); "m" & i; Tab(8 + n • 7); Format(beta(i), "####0.0#########") 

Next i 
nl = n - 1 
For i = 1 To nl 
il = i 
For i2 = i To n 

If Abs(mat(il, i)) < Abs(mat(i2, i)) Then il = i2 
Next i2 
If mat(il, i) o O Then 

If il o 1 Then 
For j = 1 To n 

z = mat(i, j) 
mat(i,j) = mat(il,j) 
mat(il, j) = z 

Nextj 
z = beta(i) 
beta(i) = beta(il) 
beta(il) = z 

End If 
z = mat(i, i) 
For j = 1 To n 

mat(i, j) = mat(i, j) / z 
Nextj 
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beta(i) = beta(i) / z 
il = i + 1 
Forj = il To n 

If mat(j. i) o O Then 
z = niat(j, i) 
For k = i To n 

mat(j, k) = mat(j, k) - z * mat(i, k) 
Nextk 
beta(j) = beta(j) - beta(i) * z 

Endif 
Nextj 

Else 
MsgBox ("Sistem incompatibil sau nedeterminat!") 
End 

EndIf 
Next i 
If mat(n, n) o O Then 

m(n) = beta(n) / mat(n, n) 
For i = 1 To nl 

m(n - i) = beta(n - i) 
For k = 1 To i 

m(n - i) = m(n - i) - mat(n - i, n - i + k) * m(n - i + k) 
Next k 

Next i 
Else 

MsgBox ("Sistem incompatibil sau nedeterminat") 
End 

EndIf 
For i = 1 To n - 1 

a(i) = y(i) 
b(i) = m(i) 
c(i) = 3 * (y(i + 1) - y(i)) / h(i) ^ 2 - (m(i + 1) + 2 » m(i)) / h(i) 
d(i) = -2 * (y(i + 1) - y(i)) / h(i) - 3 + (m(i + 1) + m(i)) / h(i) - 2 

Nexti 
Prinţ 
Prim "Cele " & n - 1 & " fiinctii SPLINE obtinute au urmatoarele ecuaţii:" 
Prinţ #1,"" 
Prim #1, "Cele " & n - 1 & " funcţii SPLINE obtinute au urmatoarele ecuaţii" 
For i = 1 To n - 1 

Prinţ "S" & i; Tab(5); "="; Format(a(i), "#####0.0####"); Tab(19); "+"; Fonnat(b(i), "#####0.0####"); Tab(31); 
"(x-"; Format(x(i), "#####0.0###"); Tab(44); ")+"; Format(c(i), "#####0.0####"); Tab(58); "(x-"; Format(x(i), 
"#####0.0###"); Tab(71); "^2+"; Format(d(i), "#####0.0####"); Tab(88); "(x-"; Format(x(i), "#####0.0###"); 
Tab(lOl); ")'̂ 3" 

Prim #1, "S" & i; Tab(5); "="; Format(a(i), "#####0.0####"); Tab(I9); "+"; Fonnat(b(i), "#####0.0####"); 
Tab(31); "(x-"; Format(x(i), "#####0.0###"); Tab(44); ")+"; Format(c(i), "#####0.0####"); Tab(58); "(x-"; 
Format(x(i), "#####0.0###"); Tab(71); Format(d(i), "#####0.0####"); Tab(88); "(x-"; Format(x(i), 
"#####0.0###"); Tab(lOl); "^3" 
Nexti 
End Sub 
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Frincontcompar: 

Introducerea datelor pt. calculul erorilor 

Dati numărul intervalului pe 
care doriti sa-l comparaţi (k): 

Dati numărul de puncte in care 
doriţi calcularea erorilor funcţiei 
Spline fata de funcţia d^a . pL 
respectivul interval (nrpj: 

OK Sfârşit 

Pr iva te Sub c m d o k _ C l i c k ( ) 
k = Val(txtk Text) 
nrp = \^al(txtnrp.Text) 
hl =h(k) / (nrp- 1) 
ReDim xl( l To nrp), y l ( l To nrp), sk(l To nrp) 
x l ( l ) = x(k) 
For i = 2 To nrp 
xl(i) = x l ( i - l) + hl 

Next i 
For i = 1 To nrp 
yl(i) = yc + Sqr(r * r - (xl(i) - xc) ^ 2) 
sk(i) = a(k) + b(k) * (xl(i) - x(k)) + c(k) * (xl(i) - x(k)) ^ 2 + d(k) * (xl(i) - x(k)) ^ 3 

Next i 
Frmcontcompar. Hide 
frmafis2.Show 
End Sub 

P r i v a t e Sub c m d s f _ C l i c k ( ) 
Close#l 
End 
End Sub 

Pr iva te Sub t x t k _ V a l i d a t e ( C a n c e l As Boolean) 
k = Val(txtk.Text) 
If k < 1 Or k > n - 1 Then 

Cancel = True 
MsgBox ("k trebuie sa ia valori intregi intre 1 si" & n - 1) 

End If 
End Sub 

Pr iva te Sub t x t n r p _ V a l i d a t e ( C a n c e l As Boolean) 
nrp = Val(txtnrp.Text) 
I f n r p O Ork> 10 Then 

Cancel = True 
MsgBox ("nrp trebuie sa ia valori intregi intre 3 si" & 10) 

End If 
End Sub 
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FrmafisZ: 

Afisared c o m p a r a t i v a pent ru intervalul k a m a i mul tor puncte de pe cerc si de pe funcţia SPLINE corespondenta 

Doffti sa continuali dand un ak [5Â ^ 
intefvaldecoinparabB? ' . . r-*. 

OK 

Private Sub cmdok_Click() 
If UCase(Cbocont.Text) = "DA" Then 

frmafis2.Hide 
Frmcontcompar Show 

Else 
Close#I 
End 

End If 
End Sub 

Private Sub Fonii_Activate() 
Cls 
Print#l, "" 
Prinţ #1, "Intervalul care se cx)mpara:" & k 
Prim #1, "Numărul de puncte de comparaţie din cadrul respectivului interval:" & nrp 
Prim 
Prim " Coordonata x"; Tab(18); "y (pt. cerc)"; Tab(32); "sk (pt. funcţia SPLINE)" 
Prinţ 
Print#l, "" 
Prim #1, " Coordonata x"; Tab(18); "y (pt. cerc)"; Tab(32); "sk (pt. funcţia SPLINE)" 
Prinţ #1,"" 
For i = 1 To nrp 
Prinţ Tab(3); Format(xl(i), "######0.000"); Tab(18); Format(yl(i), "######0.000"); Tab(32); Format(sk(i), 
"######0.000") 
Prim #1, Tab(3); Format(xl(i), "######0.000"); Tab(18); Fonnat(yl(i), "######0.000"); Tab(32); Format(sk(i), 
"######0.000") 
Next i 
End Sub 

Fişierul text "lesire-tit" 

Cele 15 puncte de eşantionare au coordonatele urmatoare: 
X 

20,000 
21,755 
26,932 
35,272 
46, 356 
59,628 
74,424 
90,000 
105,576 
120,372 
133,644 
144,728 
153,068 
158,245 
160,000 

y 
60,000 
75,576 
90,372 
103,644 
114,728 
123,068 
128,245 
130,000 
128,245 
123,068 
114,728 
103,644 
90,372 
75,576 
60,000 
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M a t r i c e a rezultata p e n t r u calculul pantelor, r e s p e c t i v vectorul beta va fi: 

2, 1, 0, 0, 0. 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 

0, m l 26,6257364249 

0,75 2, 0,25 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 

0, m2 2 2 , 0 5 5 3 8 5 0 5 0 1 

0, 0,62 2, 0,38 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 

0, m 3 7,118415887 

0, 0, 0,57 2, 0,43 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 

0, m4 4,012591636 

0, 0, 0, 0,54 2, 0,46 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 

0, m 5 2 , 4 9 2 6 0 4 7 6 9 5 

0, 0, 0, 0, 0,53 2, 0,47 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 

0, m 6 1,4900464815 

0, 0, 0, 0, 0, 0,51 2, 0,49 0, 0, 0, 0, 0, 0, 

0, ni7 0,7030337984 

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,5 2, 0,5 0, 0, 0, 0, 0, 

0, m8 0,0 

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,49 2, 0,51 0, 0, 0, 0, 
0, m 9 -0,7030337984 

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,47 2, 0,53 0, 0, 0, 
0, mlO - 1 , 4 9 0 0 4 6 4 8 1 5 

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,46 2, 0,54 0, 0, 
0, m l l - 2 , 4 9 2 6 0 4 7 6 9 5 

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,43 2, 0,57 0, 
0, m l 2 - 4 , 0 1 2 5 9 1 6 3 6 

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,38 2, 0,62 

0, ml 3 -7,118415887 

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,25 2, 
0,75 m l 4 - 2 2 , 0 5 5 3 8 5 0 5 0 1 

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 
2, m l 5 - 2 6 , 6 2 5 7 3 6 4 2 4 9 

C e l e 14 funcţii SPLINE obtinute au u n n a t o a r e l e ecuaţii: 

5 1 
52 

53 

54 

55 

56 

SI 

S8 

=60,0 + 9 , 6 6 8 0 6 (x-20,0 )+0,0 (x-20,0 )"2+-0,25739 (x-20,0 

=75,57647 +7,28962 (x-21,755 )+-1,3552 (x-21,755 >-^2+0,09642 (x-21,755 

=90,37186 +1,01035 (x-26,9322 )+0,14232 (x-26,9322 )"2+-0,00871 (x-26,9322 

=103,64429 +1,56689 (x-35,2718 )+-0,07558 (x-35,2718 )-2+0,0022 (x-35,2718 

=114,7282 +0,704 (x-46,3557 )+-0,00227 (x-46,3557 )"2+-0,00026 (x-46,3557 

=123,06782 +0,50711 (x-59,6281 )+-0,01257 (x-59, 6281 )'2+0,00013 (x-59,6281 

=128,24495 +0,22148 (x-74,4235 )+-0,00674 (x-74,4235 )'^2+-0, 00002 (x-74,4235 

=130,0 +0,0 (x-90,0 )+-0,00748 (x-90,0 >'>2+0,00002 (x-90,0 

=128,24495 +-0,22148 (x-105,5765 )+-0,00674 (x-105,5765 )'2+-0,00013 (X-

5765 )"3 

=123,06782 + - 0 , 5 0 7 1 1 (x-120,3719 )+-0,01257 (x-120,3719 )-^2+0, 00026 (X-

3719 
=114,7282 +-0,704 (x-133,6443 )+-0,00227 (x-133,6443 ) 0 0 2 2 (X-

6443 
=103,64429 + - 1 , 5 6 6 8 9 (x-144,7282 )+-0,07558 (x-144,7282 )'2+0,00871 (X-

7282 )"3 

=90,37186 + - 1 , 0 1 0 3 5 (x-153,0678 )+0,14232 (x-153,0678 )'2+-0,09642 (X-

0678 
=75,57647 +-7,28962 (x-158,245 )+-l,3552 (x-158,245 )'2+0,25739 (x-158,245 

Intervalul care se compara:1 

N u m ă r u l de puncte de comparaţie din cadrul r e s p e c t i v u l u i interval:10 

Coordonata x y (pt. cerc) sk (pt. funcţia SPLINE) 

20,000 
20,195 
20,390 
20,585 
20,780 
20,975 
21,170 
21,365 
21,560 
21,755 

60,000 
65,221 
67,379 
69,031 
70,421 
71,643 
72,745 
73,757 
74,696 
75,576 

60,000 
61,883 
63,755 
65,604 
67,419 
69,188 
70,900 
72,543 
74,105 
75,576 
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Intervalul care se compara:! 
Numărul de puncte de comparaţie din cadrul respectivului interval:10 

Coordonata x y (pt. cerc) sk (pt. funcţia SPLINE) 

20,000 60,000 60,000 
20,195 65,221 61,883 
20,390 67,379 63,755 
20,585 69,031 65,604 
20,780 70,421 67,419 
20,975 71,643 69,188 
21,170 72,745 70,900 
21,365 73,757 72,543 
21,560 74,696 74,105 
21,755 75,576 75,576 

Intervalul care se compara:8 
Numărul de puncte de comparaţie din cadrul respectivului interval:10 

Coordonata x y (pt. cerc) sk (pt. funcţia SPLINE) 

90,000 130,000 130,000 
91,731 129,979 129,978 
93,461 129,914 129,911 
95,192 129,807 129,801 
96,923 129,657 129,647 
98,654 129,463 129,450 
100,384 129,225 129,211 
102,115 128,944 128,930 
103,846 128,617 128,608 
105,576 128,245 128,245 

Intervalul care se compara:8 
Numărul de puncte de comparaţie din cadrul respectivului interval:10 

Coordonata x y (pt. cerc) sk (pt. funcţia SPLINE 

90,000 130,000 130,000 
91,731 129,979 129,978 
93,461 129,914 129,911 
95,192 129,807 129,801 
96,923 129,657 129,647 
98,654 129,463 129,450 
100,384 129,225 129,211 
102,115 128,944 128,930 
103,846 128,617 128,608 
105,576 128,245 128,245 

Cod sursă al programului de interpolare cu funcţii spline varianta Il-a cu a doua categorie de 
condiţii (deci /Q şi presupuse date) pentru cazul unui semicerc discretizare cu pas constant in 
direcţie orizontală 

Module 1: 

Public n, k, mp As Integer 
Public XC, yc, r, pas, hl, z, fDprim, fhprim As Single 
Public h(), x(), fO, beta(), m(), ml() As Single 
Public mat(), a(), b(), c(), d(), matl(), betalQ As Single 
Public xl(), yl(), sk() As Single 

Sub main() 
MsgBox ("Program de interpolare cu funcţii spline cubice pentru un semicerc varianta a Il-a cu impunerea 
derivatelor de ordinul I in nodurile extreme") 
Frmintro.Show ^ 
End Sub 
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Frmintro 

I n t r o d u c e r e a d a t e l o r iniţiale i r r a r x i 

Daţi coordonala (K) A ceniruiui cercului: 

Dad coonkNiata (y) a centrului cercului 

Dati raza cerctAi (r): 

Dad numărul de puncte de 
esahoonate a semiceraiui (n): 

OK Sfarsk 

Private Sub cindok_Click() 
XC = Val(txtcentx Text) 
yc = Val(Txtcenty Text) 
r = Val(Txtr.Text) 
n = Val(Txtn.Text) 
ReDim h( 1 To n), x(0 To n), i[0 To n), ro( 1 To n), lambda(0 To n - 1), beta(0 To n), m(0 To n) 
ReDim mat(0 To n, O To n), a(l To n), b(l To n), c(l To n), d(l To n) 
ReDim matl(l T o n ^ 1, 1 Ton+ 1), betal(l To n ^ 1), ml(l Ton+ 1) 
Open "Ieşire txt" For Output As #1 
pas = 2 * r / n 
x(0) = XC - r 
fţO) = yc + Sqr(r • r - (x(0) - xc) ^ 2) 

For i = 1 To n 
x(i) = x(i- l) + pas 
f(i) = yc ^ Sqr(r * r - (x(i) - xc) ^̂  2) 

Next i 
For i = 1 To n 

h(i) = pas 
Next i 
Frmintro. Hide 
frmconditii Show 
End Sub 

Private Sub cmdsf_Click() 
End 

End Sub 

Private Sub Txtn_^Validate(Canccl As Boolean) 
n = Val(Txtn.Text) 
If n <= 2 Then 

MsgBox ("n trebuie sa fie natural si >=3!") 
Cancel = True 

End If 
End Sub 

Private Sub Txtr_VaHdate(Cancel As Boolean) 
r = VaKTxtr Text) 
If r <= O Then 
MsgBox ("r trebuie sa fie >=0!") 
Cancel = True 

End If 
End Sub 
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Fnncondîtiî 

A l e g e r e a condi ţ i i lor pi . no<lijnle CKtrgme 

Ddâ vatoarea derivatei 
deordlpt nodiiO: 

Dati vabarea derivatei de 
ord I pt nodii rt 

OK Sfasă 

Pmate Sub cindcaiicel_Qick() 
txtfOprim Text = "" 
txtfrîprim.Text = "" 
txtfoprim SetFocus 
End Sub 

P m ate Sub cnidok_Qi€k() 
fOprim = Val(txtfOprim Text) 
ftiprim = Val(txtfhprimText) 
beta(O) = 6 / h(l) • ((fţl) - fţO)) / h(l) - fDprim) 
For i = 1 To n - 1 

beta(i) = 6 / ( h ( i - l ) - f f i ) ) / h ( i - l ) . ( n i ) - f ( i - l))/h(i)) 
Nexti 
beta(n) = 6 / h{n) • (fiiprim - (fţn) - fjn - 1)) / h(n)) 
firmconditii Hide 
Frmafis.Show 
End Sub 

Private Sub cmdsfamt_Click() 
Close#l 
End 

End Sub 

Fnnaris 

Af işarea funcţiilor spline ob t inu te 

Continuare p t a face compaialîe pe 
un anumk ntarval de esanhonare 

Sfosft 

Private Sub Cmdcont_Oick() 
Fnmafis Hide 
Frmcontcompar. Show 
End Sub 
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Capitolul 3 Contribuţii privind formularea >7 aplicarea metodelor numerice 

Private Sub cmdsf_CUck() 
Close#l 
End 
End Sub 

Private Sub Fonn_Actlvate() 
Cls 
Prinţ "Cele " & n + 1 & " puncte de eşantionare au coordonatele urmatoare " 
Prim" X y" 
Prim #1, "Cele " n + 1 & " puncte de eşantionare au coordonatele urmatoare " 
Prinţ #1," X y" 
For i = O To n 

Prinţ Fonnat(x(i), "#####0.000"); Tab(13); Fonnat(f(i), "#####0.000") 
Prim #1, Format(x(i), "#####0.000"), Tab(13); Format(fl:i), "#####0.000") 

Next i 
mat(0, 0) = 2: mat(0, 1)= 1 
For j = 2 To n 
mat(0, j) = O 
Nextj 
For i = 1 To n - 1 
Forj = 0 T o i - 2 
mat(i, j) = O 

Nextj 
mat(i,j) = h(i)/(h(i)^h(i+ l)):mat(ij+ 1) - 2: niat(ij + 2) - h(i + 1) / (h(i) + h(i + 1)) 

For k = j To n 
mat(i, k) = O 

Nextk 
Next i 
For i = O To n - 2 

mat(n, i) = O 
Next i 
mat(n, n - 1) = 1: mat(n, n) = 2 
Prim 
Prinţ "Matricea rezultata pentru calculul pantelor, respectiv vectorul beta va fi " 
Prinţ #1, "" 
Prim #1, "Matricea rezultata pentru calculul pantelor, respectiv vectorul beta va fi:" 
For i = O To n 

For j = O To n 
Prinţ Tab(l + j * 7); Format(mat(i, j), "###0.##"), 
Prim #1, Tab(l + j * 7); Format(mat(i, j), "###0.##"); 

Nextj 
Prim Tab(l + (n + 1) * 7); "m" & i; Tab(8 + (n + 1) * 7); Format(beta(i), "####0.( 
Prim #1, Tab(l + (n + 1) * 7); "m" & i; Tab(8 + (n + 1) * 7); Format(beta(i), "####0.( 

Next i 
For i = 1 To n + 1 

For j = 1 To n + 1 
matl(i, j) = mat(i - 1, j - 1) 
betal(i) = beta(i - 1) 

Nextj 
Next i 
n = n+ 1 
nl = n - 1 
For i = 1 To nl 
il =i 
For i2 = i To n 

If Abs(matl(il, i)) < Abs(matl(i2, i)) Then il = i2 
Nexti2 
l fmat l ( i l , i )oOThen 

If il o 1 Then 
Forj = 1 To n 
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z = matl(i, j) 
matl(i, j) = matl(il, j) 
matl(il, j) = z 

Next j 
z = betal(i) 
betal(i) = betal(il) 
betal(il) = z 

Endlf 
z = matl(i, i) 
Forj = 1 To n 

inatl(i, j) = matl(i, j) / z 
Next j 
betal(i) = betal(i)/z 
il = i + 1 
Forj = il To n 

Ifmatl(j, i ) o O T h e n 
z = matlO, i) 
For k = i To n 

matl(j, k) = matl(j, k) - z • matl(i, k) 
Nextk 
betal(j) = betal(j) - betal(i) • z 

End If 
Nextj 

Else 
MsgBox ("Sistem incompatibil sau nedeterminat!") 
End 

Endlf 
Next i 
Ifmatl(n, n) o O Then 

ml(n) = betal(n) / matl(n, n) 
For i = 1 To nl 

ml(n - i) = betal(n - i) 
For k = 1 To i 

ml(n - i) = ml(n - i) - matl(n - i, n - i + k) * ml(n - i + k) 
Nextk 

Nexti 
Else 

MsgBox ("Sistem incompatibil sau nedeterminat") 
End 

Endlf 
n = n - 1 
For i = O To n 

m(i) = ml(i + 1) 
Nexti 
For i = 1 To n 

a(i) = m(i - 1) / 6 / h(i) 
b(i) = m(i) / 6 / h(i) 
c(i) = (f(i - 1) - m(i - I) » h(i) ^ 2 / 6) / h(i) 
d(i) = ( f ( i ) -m( i )*h( i ) -2 /6 ) /h ( i ) 

Nexti 
Prinţ 
Prinţ "Cele " & n & " funcţii SPLINE obtinute au urmatoarele ecuaţii:" 
Prinţ #1,"" 
Prim #1, "Cele " & n & " fiinctii SPLINE obtinute au urmatoarele ecuaţii:" 
For i = 1 To n 

Prinţ "S" & i; Tab(5); "="; Format(a(i), "#####0.0###"); Tab(17);"("; Fonnat(x(i), "####0.0##"); Tab(27); "-
xr3+"; Format(b(i), "####0.0###"); Tab(43); "(x-"; Format(x(i - 1), "####0.0##"); Tab(56); Format(c(i), 
"####0.0###"); Tab(70);"("; Format(x(i), "####.0##"); Tab(80); "-x)+"; Format(d(i), "####0.0###"); Tab(95); "(x-
"; Format(x(i - 1), "####0.0##"); Tab(107);")" 

Prinţ #1, "S" & i; Tab(5); "="; Format(a(i), "#####0.0###"); Tab{17);"("; Format(x(i), "####0.0##"); Tab(27); 
xr3+"; Format(b(i), "####0.0###"); Tab(43); "(x-"; Format(x(i - 1), "####0.0##"); Tab(56); ")'̂ 3+"; Format(c(i), 
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Tab(70): Format(x(i), "#### Tab(80); "-x)^"; Format(d(i), "####0 Tab(95), "(x-
Format(x(i - 11 "####0 0##"); Tab(107): 

Next i 
End Sub 

Frmcontcompar 

I n t r o d u c e r e a d a t e l o r p t . calculul e r o r i l o r 

Dab numărul intervahJui pe 
care dorib sa-l comparati (k|: 

Dati numărul de puncte in care 
dorii caloJarea erorior funcbei 
Sp ine fa tade func t i ada la .p t 
respectivul interval (nrp): 

OK Sfârşit 

Private Sub cmdok_Click() 
k = Val(txtk.Text) 
nrp = Val(txtnip.Text) 
hl = pas/(nrp - 1) 
ReDim xl(l To nrp), vl(l To nrp), sk(l To nrp) 
xl ( l ) = x ( k - l ) 
For i = 2 To nrp 
xl(i) = xl ( i - l) + hl 

Next i 
For i = 1 To nrp 
yl(i) = yc + Sqr(r • r - (xKi) - xc) 2) 
sk(i) = a(k) * (x(k) - xl(i)) 3 + b(k) * (xl(i) - x(k - 1)) ^ 3 + c(k) * (x(k) - xl(i)) + d(k) * (xl(i) - x(k - 1)) 

Nexti 
Fmicontcompar.Hide 
fnnafis2.Show 
End Sub 

Private Sub cmdsf_Click() 
Close #1 
End 
End Sub 

Private Sub txtk_Va]idate(Caiicel As Boolean) 
k = Val(txtk Text) 
If k < 1 Or k > n - I Then 

Cancel = True 
MsgBox ("k trebuie sa ia valori intregi intre 1 si" & n - 1) 

Endlf 
End Sub 

Private Sub txtnrp_Validate(Cancel As Boolean) 
nrp = Val(txtnrp.Text) 
Ifnrp<3 Ork> 10 Then 

Cancel = True 
MsgBox ("nrp trebuie sa ia valori intregi intre 3 si" & 10) 

End If 
End Sub 
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Fnnafîs2: 

Afişarea compara t i va pent ru intervalul k a mai multor puncte de pe cerc si de p e funcţ ia SPLINE corespondenta 

Doiiti «a coniinuati dand al IqÂ ^ 
interval de comparaţie? ' . . H . 

OK 

Private Sub cmdok_Click() 
If UCase(Cbocont.Text) = "DA" Then 

frmafis2.Hide 
Frmcontcompar Show 

Else 
frmafis2Hide 
frmconditii.Show 
Endif 

End Sub 

Private Sub Forni_Activate() 
Cls 
Print#l, "" 
Prinţ #1, "Intervalul care se compara." & k 
Prinţ #1, "Numărul de puncte de comparaţie din cadrul respectivului interval:" & nrp 
Prinţ 
Prinţ " Coordonata x"; Tab(18); "y (pt. cerc)"; Tab(32); "sk (pt. funcţia SPLINE)" 
Prinţ 
Prinţ #1,"" 
Prinţ #1," Coordonata x"; Tab(18); "y (pt. cerc)"; Tab(32); "sk (pt. funcţia SPLINE)" 
Prinţ #1,"" 
For i = 1 To nrp 
Prinţ Tab(3), Format(xl(i), "######0.000"); Tab(18); Format(yl(i), "######0.000"); Tab(32); Format(sk(i), 
"######0.000") 
Prim #1, Tab(3); Format(xl(i), "######0.000"); Tab(18); Format(yl(i), "######0.000"); Tab(32); Format(sk(i), 
"fUmiHIHO 

Tt tt tt ti ti tt \ J . \/\J\J I 

Next i 
End Sub 

Fişierul text Iesire«txt 

Cele 15 puncte de e ş a n t i o n a r e au c o o r d o n a t e l e urmatoare: 
X 

20,000 
30,000 
40,000 
50,000 
60,000 
70,000 
8 0 , 0 0 0 
90,000 
100,000 
110,000 
120,000 
130,000 
140,000 
150,000 
160,000 

y 
60,000 
96,056 
108,990 
117,446 
123,246 
127,082 
129,282 
130,000 
129,282 
127,082 
123,246 
117,446 
108,990 
96,056 
6 0 , 0 0 0 
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M a t r i c e a rezultata pentru c a l c u l u l pantelor, respectiv v e c t o r u l beta va fi: 

2, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, mO 0,9633307653 

0,5 2, 0,5 0, 0, 0, 0. 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, m l -0,6936369196 

0, 0.5 2, 0,5 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, m2 -0,1343535147 

0, 0, 0,5 2, 0,5 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0. m 3 -0,0796771462 

0, 0, 0, 0,5 2, 0,5 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, ni4 -0,0589032185 

0, 0, 0, 0, 0,5 2, 0,5 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, m 5 -0,0490947943 

0, 0, 0, 0, 0, 0,5 2, 0,5 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, m 6 -0,0444607584 

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,5 2, 0,5 0, 0, 0, 0, 0, 
0, m7 -0,0430780618 

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,5 2, 0,5 0, 0, 0, 0, 
0, m8 -0,0444607584 

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,5 2, 0,5 0, 0, 0, 
0, m 9 -0,0490947943 

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,5 2, 0,5 0, 0, 
0, mlO -0,0589032185 

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,5 2, 0,5 0, 
0, mll -0,0796771462 

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,5 2, 0,5 

0, m l 2 -0,1343535147 

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,5 2, 
0,5 nas - 0 , 6 9 3 6 3 6 9 1 9 6 

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0. 1, 
2, m l 4 3,9633307653 

Cele 14 funcţii SPLINE o b t i n u t e au urmatoarele ecuaţii: 
SI =0,0127 (30,0 - x ) ~ 3 + - 0 , 0 0 9 3 (x-20,0 )'3+4,7314 (30,0 -x>+10,5371 (X-

20,0 ) 

S2 =-0,0093 (40,0 -X)'3+0,0015 (x-30,0 )'3+10,5371 (40,0 -X)+10,7534 (X-

30,0 ) 
S3 =0,0015 (50,0 -x)''3+-0,001 (x-40,0 )'3+10,7534 (50,0 -x)+ll,8432 (X-

40,0 ) 
S4 = - 0 , 0 0 1 (60,0 -X)'>3+-0,0002 (x-50,0 )'3+11,8432 (60,0 - x ) + 1 2 , 3 4 1 3 (X-

50,0 ) 
S5 =-0,0002 (70,0 - x ) ' 3 + - 0 , 0 0 0 3 (X-60,0 )'3+12,3413 (70,0 -x)+12,7391 (X-

60,0 ) 
S6 = - 0 , 0 0 0 3 (80,0 -X)"3+-0,0002 (X-70,0 )'3+12,7391 (80,0 -x>+12,9514 (X-

70,0 ) 
S7 =-0,0002 (90,0 -X) '^3+-0, 0002 (x-80,0 >'3+12,9514 (90,0 -X)+13,0246 (X-

80,0 ) 
S8 =-0,0002 (100,0 -x)'3+-0,0002 (x-90,0 >'3+13,0246 (100,0 -x>+12,9504 (X-

90,0 ) 
S9 =-0,0002 (110,0 -x)'3+-0,0003 (x-100,0 >'3+12,9504 (110,0 -x)+12,7431 (X-

100,0 ) 
SIO =-0,0003 (120,0 -X)'3+0,0 (x-110,0 >'3+12,7431 (120,0 -X)+12,3264 (X-

110,0 ) 
Sll =0,0 (130,0 - x ) ' 3 + - 0 , 0 0 1 5 (x-120,0 )'3+12,3264 (130,0 -x)+ll,8987 (X-

120,0 ) 
S12 = - 0 , 0 0 1 5 (140,0 -X)'3+0,0035 (x-130,0 >'3+11,8987 (140,0 -x>+10,5461 (X-

130,0 ) 
S13 =0,0035 (150,0 -x)'3+-0,0171 (x-140,0 >'3+10,5461 (150,0 -x>+ll,3106 (X-

140,0 ) 
S14 =- 0 , 0 1 7 1 (160,0 -X)'3+0,0416 (x-150,0 >'3+11,3106 (160,0 -x)+l,8447 (X-

150,0 ) 

Intervalul care se compara:4 
N u m ă r u l de puncte d e comparaţie d i n cadrul . r e s p e c t i v u l u i interval:10 

Coordonata x y (pt. cerc) sk (pt. funcţia SPLINE) 

50,000 117,446 117,446 
51,111 118,204 118,292 
52,222 118,931 119,073 
53,333 119,628 119,794 
54,444 120,298 120,462 
55,556 120,939 121,084 
56,667 121,554 121,666 
57,778 122,143 122,216 
58,889 122,706 122,741 
60,000 123,246 123,246 
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Cod sursă al programului de interpolare cu fiincţii spline varianta I-a cu condiţii naturale pentru 
cazul unei semielipse cu pasul h de discretizare pe orizontală constant 

Module 1 

Public n, k, nrp As Integer 
Public XC, yc, rl, r2, pas, hl As Single 
Public h(), x(), y(), lambda(), ro(), beta(), m() As Single 
Public mato, a(), b(), c(), d() As Single 
Public xl(), yl(), sk() As Single 

Sub mainO 
MsgBox ("Program de interpolare cu funcţii spline cubice pentru o semielipsa") 
Frmintro.Show 
End Sub 

Fnniiitro: 

I n t r o d u c e r e a d a t e l o r in i t id ie 0 l 5 l 

ati coordonata (m) a centrului eipsec 

ab coordonata (y) a centrului elipsei: 

ati raza mare a eipsei (r1. II cu OK): 

ati raza mica a elipsei (r2^ II cu Qy l 

sb numărul de p i ^ e de 
eşantionare a sermeljpsei (n): 

OK Sfarsi( 

Private Sub cindok_Click() 
XC = Val(txtcentx.Text) 
yc = Val(Txtcenty.Text) 
rl = Val(Txtrl.Text) 
r2 = Val(txtr2.Text) 
n = Val(Txtn.Text) 
ReDim h(l To n), x(l To n), y(l To n), iambda(l To n - 1), ro(2 To n), beta(l To n), m(l To n) As Single 
ReDim mat(l To n, 1 To n), a(l To n - 1), b(l To n - 1), c(l To n - 1), d(l To n - 1) As Single 
pas = 2 * rl / ( n - 1 ) 
For i = 1 To n - 1 

h(i) = pas 
Next i 
x(l) = xc -r l 
y(l) = yc + Sqr(r2 2 » (1 - (x(l) - xc) 2 / rl 2)) 
For i = 2 To n 

x(i) = x(i - 1) + h(i - 1) 
y(i) = yc + Sqr(r2 ^ 2 » (1 - (x(i) - xc) 2 / rl 2)) 

Nexti 
lambda(l)= 1 
For i = 2 To n - 1 

lambda(i) = h(i - 1) / (h(i -1 ) + h(i)) 
Nexti 
For i = 2 To n - 1 
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ro(i) = h(i)/ (h(i - 1) + h(i)) 
Next i 
ro(n) = 1 
beta(l) = 3 » (y(2) - y(l)) ' h(l) 
For i = 2 To n - 1 

beta(i) = 3 » h(i - 1) * h(i) / (h(i - 1) + h(i)) • ((y(i - 1) - y(i)) / h(i) ' 2 + (y(i) - y(i - 1)) / h(i - 1) 2) 
Next i 
beta(n) = 3 * (y(n) - y(n - 1)) / h(n - 1) 
Frmintro Hide 
Frmafis Show 
End Sub 

Private Sub cmdsf_Click() 
End 

End Sub 

Private Sub Txtn_Validate(CaDcei As Boolean) 
n = Val(Txtn Text) 
If n <= 2 Then 

MsgBox ("n trebuie sa fie natural si >=3i") 
Cancel = True 

Endif 
End Sub 

Private Sub Txtrl_Validate(Cancel As Boolean) 
rl = Va](Txtrl Text) 
If rl <= O Then 

MsgBox ("rl trebuie sa fie >0!") 
Cancel = True 

EndIf 
End Sub 

Private Sub txtr2_Validate(Cancel As Boolean) 
r2 = Val(txtr2.Text) 
If r2 <= O Then 

MsgBox ("r2 trebuie sa fie >0!") 
Cancel = True 

EndIf 
End Sub 

Fnnafîs: 

A f i ş a r e a funcţ i i lor sp l ine o b t i n u t e 

Continudre pt a face comparaţie pe 
un anumit interval de eşantionare 

Sf̂ sit 

Private Sub Cmdcont_Click() 
Frmafis. Hide 
Frmcont compar. Show 
End Sub 

271 

BUPT



Ccpiîolul 3 Contributii privind formularea şi aplicarea metodelor numerice 

Private Sub cindsf_Click() 
End 

End Sub 

Private Sub Fonii_Activate() 
Cls 
Open "Ieşire txt" For Output As #1 
Prinţ "Cele " & n & " puncte de eşantionare au coordonatele urmatoare." 
Prim" X y" 
Prim #1, "Cele " & n & " puncte de eşantionare au coordonatele urmatoare." 
Prim#l," X y" 
For i = 1 To n 

Prim Format(x(i), "#####0 000"); Tab(13), Format(y(i), "#####0.000") 
Prim #1, Format(x(i), "#####0.000"); Tab(13); Format(y(i), "#####0.000") 

Next i 
mat(l, 1) = 2: mat(l, 2) = lambda(l) 
For i = 1 To n - 2 
mat(l, i + 2) = O 

Next i 
For i = 2 To n - 1 
For j = 1 To i - 2 
mat(i, j) = O 

Next j 
mat(i, j) = ro(i): mat(i, j 1) = 2: mat(i, j 2) = lambda(i) 

For k = j To n - I 
mat(i, 1) = 0 

Next k 
Nexti 
For i = 1 To n - 2 

mat(n, i) = O 
Next i 
mat(n, n - 1) = ro(n): mat(n, n) = 2 
Prim 
Prim "Matricea rezultata pentru calculul pantelor, respectiv vectorul beta va fi:" 
Print#l, "" 
Prim #1, "Matricea rezultata pentru calculul pantelor, respectiv vectorul beta va fi. " 
For i = 1 To n 

For j = 1 To n 
Prim Tab(l + G - 1) * 7); Format(mat(i, j), "###0.##"); 
Prim #1, Tab(l ^ (j - 1) * 7); Format(mat(i, j), "###0.##"); 

Next j 
Prim Tab(l + n • 7); "m" & i; Tab(8 + n * 7); Format(beta(i), "####0.0#########") 
Prim #1, Tab(l + n • 7); "m" & i; Tab(8 + n * 7); Format(beta(i), "####0.0#########") 

Next i 
nl = n - 1 
For i = 1 To nl 
il =i 
For i2 = i To n 

If Abs(mat(il, i)) < Abs(mat(i2, i)) Then il = i2 
Next i2 
If mat(il, i) o O Then 

If il o 1 Then 
Forj = 1 To n 

z = mat(i,j) 
niat(i,j) = mat(il,j) 
mat(il,j) = z 

Nextj 
z = beta(i) 
beta(i) = beta(il) 
beta(il) = z 
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Endif 
z = mat(i, i) 
Forj = 1 To n 

mat(i, i) = mat(i, j) / z 
Next j 
beta(i) = beta(i) / z 
il = i + 1 
For j = il To n 

If matO. i) o O Then 
z = tnat(j. i) 
For k = i To n 

mat(j. k) = mat(j, k) - z » mat(i, k) 
Nextk 
betaO) = beta(j) - beta(i) • z 

EndIf 
Next j 

Else 
MsgBox ("Sistem incompatibil sau nedeterminat!") 
End 

EndIf 
Nexti 
If mat(n, n) o O Then 

m(n) = beta(n) / mat(n, n) 
For i = 1 To nl 

m(n - i) = beta(n - i) 
For k = 1 To i 

m(n - i) = m(n - i) - mat(n - i, n - i + k) * m(n - i + k) 
Nextk 

Nexti 
Else 

MsgBox ("Sistem incompatibil sau nedeterminat") 
End 

EndIf 
For i = 1 To n - 1 

a(i) = y(i) 
b(i) = m(i) 
c(i) = 3 • (y(i + 1) - y(i)) / h(i) ^ 2 - (m(i + 1) + 2 * m(i)) / h(i) 
d(i) = -2 » (y(i + 1) - y(i)) / h(i) ^ 3 + (m(i + 1) + m(i)) / h(i) 2 

Nexti 
Prinţ 
Prinţ "Cele " & n - 1 & " funcţii SPLINE obtinute au urmatoarele ecuaţii " 
Print#l,"" 
Prinţ #1, "Cele " & n - 1 & " funcţii SPLINE obtinute au urmatoarele ecuaţii:" 
For i = 1 To n - 1 

Prinţ "S" & i; Tab(5); "="; Format(a(i), "#####0.0####"); Tab(18);"+"; Fonnat(b(i), "#####0.0####"); Tab(30); 
"(X-" ; Format(x(i), "#####0.0###"); Tab(43); ")+"; ForTnat(c(i), "#####0.0####"); Tab(56); "(x-"; Format(x(i), 
"#####0.0###"); Tab(69); ")^2+"; Format(d(i), "#####0.0####"); Tab(85); "(x-"; Format(x(i), "#####0.0###"); 
Tab(99); ")̂ 3" 

Prinţ #1, "S" & i; Tab(5); "="; Format(a(i), "#####0.0####"); Tab(18);"+"; Format(b(i), "#####0.0####"); 
Tab(30), " (X-" , Format(x(i), "#####0.0###"); Tab(43);")+"; Format(c(i), "#####0.0####"), Tab(56); "(x-"; 
Format(x(i), "#####0.0###"); Tab(69); ")^2+"; Format(d(i), "#####0.0####"); Tab(85); "(x-"; Format(x(i), 
"#####0.0###"); Tab(99); ")'̂ 3" 
Next i 
End Sub 
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Fnncontcompar: 

Introducerea datelor pt. calculul eror ior 

Dati numărul intervalului pe 
care doriţi taA comparaţi (k): 

Dati numărul de puncte w\ care 
doriţi caicUarea eroribf funcţiei 
Spfne fata de fur>ctia dâta. p t 
respectivul interval (nrp): 

OK Sfârâit 

Private Sub cmdok Click() 
k = Val(txtk.Text) 
nrp = Val(txtnrp.Text) 
hl = pas / (nrp - 1) 
ReDim xl(l To nrp), yl(l To nrp), sk(l To nrp) 
x l ( l ) = x(k) 
For i = 2 To nrp 
xl(i) = x l ( i - l) + hl 

Next i 
For i = 1 To nrp 
yl(i) = yc + Sqr(r2 ^ 2 * (1 - (xl(i) - xc) ^ 2 / rl ^ 2)) 
sk(i) = a(k) + b(k) * (xl(i) - x(k)) ^ c(k) * (xl(i) - x(k)) ^ 2 + d(k) • (xl(i) - x(k)) 

Nexti 
Frmcontcompar. Hide 
frmafis2.Show 
End Sub 

Private Sub cmdsf_CHck() 
Close#l 
End 
End Sub 

Private Sub txtk_Validate(Caiicel As Boolean) 
k = Val(txtk.Text) 
If k < 1 Or k > n - 1 Then 

Cancel = Tnie 
MsgBox ("k trebuie sa ia valori intregi intre 1 si" & n - 1) 

End If 
End Sub 

Private Sub txtnrp_Validate(Cancel As Boolean) 
nrp = Val(txtnrp.Text) 
Ifnrp<3 Ork> 10 Then 

Cancel = True 
MsgBox ("nrp trebuie sa ia valori intregi intre 3 si" & 10) 

End If 
End Sub 
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Fnnafis2 

AMsarea compara t i va pentru intervalul k a m a i mul tor puncte de pe cerc si de p e funcţia SPLINE corespOfHtefllp 

Doriţi sa continuaţi dand un aft [5Â ^ 
interval de comparaţie? * . 

OK 

Private Sub cmdok_Click() 
If UCase(Cbocont.Text) = "DA" Then 

frmafis2.Hide 
Frmcontcompar. Show 

Else 
Close#l 
End 

Endif 
End Sub 

Private Sub Forin_Activate() 
Cls 
Prinţ #1, "" 
Prinţ #1, "Intervalul care se compara:" & k 
Prinţ #1, "Numărul de puncte de comparaţie din cadrul respectivului interval " & nrp 
Prinţ 
Prim " Coordonata x"; Tab(18); "y (pt. elipsa)"; Tab(32); "sk (pt. funcţia SPLINE)" 
Prinţ 
Prinţ #1, "" 
Prim #1, " Coordonata x"; Tab(18); "y (pt. elipsa)"; Tab(32); "sk (pt. funcţia SPLINE)" 
Print#l, "" 
For i = 1 To nrp 
Prinţ Tab(3); Format(xl(i), "######0.000"); Tab(18); Format(yl(i), "######0.000"); Tab(32); Format(sk(i), 

Prim #1, Tab(3); Format(xl(i), "######0.000"); Tab(18); Format(yl(i), "######0.000"), Tab(32); Format(sk(i), 
"IIIIIIIIII110.000") 
Next i 
End Sub 

Fişierul text "lesîre^txt'' 

Cele 10 puncte de eşantionare au coordonatele urmatoare: 
X 

10,000 
27,778 
45,556 
63,333 
81 ,111 
98,889 
116,667 
134,444 
152,222 
170,000 

y 
60,000 
91,427 
101,574 
107,140 
109,690 
109,690 
107,140 
101,574 
91,427 
60,000 

Matricea rezultata pentru calculul pantelor, respectiv vectorul beta va fi: 
2, 1, O, O, O, O, O, O, O, O, ml 5,3033008589 
0,5 2, 0,5 O, O, O, O, O, O, O, m2 3,5078038001 
O, 0,5 2, 0,5 O, O, O, O, O, O, m3 1,3258252147 
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0, 0, 0,5 2, 0,5 0, 0, 0, 0, 0, m4 0,6848236577 

0, 0, 0, 0,5 2, 0,5 0, 0, 0, 0, m5 0,2151518136 

0, 0, 0, 0, 0,5 2, 0,5 0, 0, 0, m6 -0,2151518136 

0, 0, 0, 0, 0, 0,5 2, 0,5 0, 0, m7 -0,6848236577 

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,5 2, 0,5 0, m8 -1,3258252147 

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,5 2, 0,5 m9 -3,5078036912 

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 2, mlO -5,3033006411 

Cele 

51 = 

52 = 

53 = 

54 = 

55 = 

56 = 

57 = 

58 = 

59 = 

9 fiinctii 
60,0 

91,42697 

101,57397 

107,14045 

109,6904 

109,6904 

107,14045 

101,57397 

91,42697 

SPLINE obtinute au urmatoarele ecuaţii: 
+2,07266 (x-10,0 )+o,o (x-10,0 )-2+-0,00096 (x-10,0 

+1,15798 (x-27,7778 )+-0,05145 (x-27,7778 )-2+0,00104 (x-27,7778 

+0,31102 (x-45,5556 )+0,00381 (x-45,5556 )"2+-0,00021 (x-45,5556 

+0,2496 (x-63,3333 )+-0,00726 (x-63,3333 )-2+0,00007 (x-63,3333 

+0,06023 (x-81,1111 )+-0,00339 (x-81,1111 )-2+0,0 (x-81,1111 

+-0,06023 (x-98,8889 )+-0,00339 (x-98,8889 )-2+-0,00007 (x-98,8889 

+-0,2496 (x-116,6667 )+-0,00726 (x-116, 6667 )-2+0,00021 (x-116,6667 

+-0,31102 (x-134,4444 )+0,00381 (x-134,4444 )-2+-0,00104 (x-134,4444 

+-1,15798 (x-152,2222 )+-0,05145 (x-152,2222 )-2+0,00096 (x-152,2222 

Intervalul care se con^arail 

Numărul de puncte de comparaţie din cadrul respectivului interval:10 

Coordonata x y (pt. elipsa)sk (pt. funcţia SPLINE) 
10,000 60,000 60,000 
11,975 71,042 64,087 
13,951 75,518 68,129 
15,926 78,885 72,082 
17,901 81,667 75,901 
19,877 84,066 79,541 
21,852 86,189 82,959 
23,827 88,098 86,109 
25,802 89,835 88, 946 
27,778 91,427 91,427 

Intervalul care se compara:2 

Numărul de puncte de comparaţie din cadrul respectivului interval:10 

Coordonata x y (pt. elipsa)sk (pt. funcţia SPLINE) 

27,778 
29,753 
31,728 
33,704 
35,679 
37,654 
39,630 
41,605 
43,580 
45,556 

91,427 
92,896 
94,258 
95,525 
96,706 
97,811 
98,845 
99,814 
100,722 
101,574 

91,427 
93,522 
95,263 
96,698 
97,876 
98,843 
99,649 
100,341 
100,967 
101,574 

Intervalul care se compara:3 

Numărul de puncte de comparaţie din cadrul respectivului interval:10 

Coordonata x y (pt. elipsa)sk (pt. funcţia SPLINE) 

45,556 101,574 101,574 
47,531 102,373 102,202 
49,506 103,122 102,849 
51,481 103,823 103,508 
53,457 104,479 104,167 
55,432 105,091 104,817 
57,407 105,662 105,450 
59,383 106,193 106,054 
61,358 106,686 106,621 
63,333 107,140 107,140 
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Cod sursă al programului de interpolare cu funcţii spl ine varianta l -a cu condiţii naturale 
pentru cazul unei semiel ipse cu discret izare în unghiuri la centrul elipsei egale 

Module 1 

Public n, k, nrp As Integer 
Public XC, yc, rl, r2, pas, hl As Single 
Public h(), x(), y(), lambda(), ro(), beta(), m() As Single 
Public mat(), a(), b(), c(), d() As Single 
Public xl(), y 1(), sk() As Single 

Sub mainO 
MsgBox ("Program de interpolare cu funcţii spline cubice pentru o semielipsa") 
Frmintro.Show 
End Sub 

Fnnintro 

I n t r o d u c e r e a d a t e l o r in i ţ ia le 

Dati coordonata (H) a centrului efipsei: 

Dab coordonata (y) a centrului elipset; 

Dati raza mare a elipsei (r1, II cu OK): 

Dab raza mica a eOpsei {i2, II cu Oy); 

Dati numărul de puncte de 
eşantionare a semielipsei (n): 

OK Sfârşit 

Private Sub cnidok_ClickO 
XC = Val(txtcentx.Text) 
yc = Val(Txtcenty.Text) 
rl = Val(Txtrl.Text) 
r2 = Val(txtr2.Text) 
n = Val(Txtn.Text) 
ReDim h(l To n), panta(l To n), x(l To n), y(l To n), lambda(l To n - 1), ro(2 To n), beta(l To n), m(l To n) As 
Single 
ReDim mat(l To n, 1 To n), a(l To n - 1), b(l To n - 1), c(l To n - 1), d(l To n - 1) As Single 
panta(l) = Tan(O) 
For i = 2 To n 

panta(i) = Tan((n - i) / (n - 1) * 4 * Atn(l)) 
Next i 
If n Mod 2 = 0 Then 

For i = 1 To n / 2 
x(i) = XC - r2 / Sqr(r2 ^ 2 / rl 2 + panta(i) ^ 2) 

Nexti 
For i = n / 2 + 1 To n 

x(i) = XC + r2 / Sqr(r2 ^ 2 / rl ^ 2 + panta(i) 2) 
Next i 

Else 
For i = 1 To n / 2 - 1 / 2 
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x(i) = XC - r2 / Sqr(r2 ^ 2 / rl ^ 2 + panta(i) ^ 2) 
Next i 
x(n / 2 + 1 / 2) = XC 
For i = n / 2 + 3 / 2 To n 

x(i) = XC + r2 / Sqr(r2 ^ 2 / rl ^ 2 + panta(i) ^ 2) 
Next i 

End If 
For i = 1 To n 

y(i) = yc + Sqr(r2 ^ 2 * (1 - (x(i) - xc) 2 / rl ^ 2)) 
Next i 
For i = 1 To n - 1 

h(i) = x(i+ l ) -x( i ) 
Next i 
lainbda(l) = 1 
For i = 2 To n - 1 

lambda(i) = h(i - 1) / (h(i - 1) + h(i)) 
Next i 
For i = 2 To n - 1 

ro(i) = h( i ) / (h( i - l ) + h(i)) 
Next i 
ro(n) = 1 
beta(l) = 3 * ( y ( 2 ) - y ( l ) ) / h ( l ) 
For i = 2 To n - 1 

beta(i) = 3 • h(i - 1) • h(i) / (h(i - 1) + h(i)) * ((y(i + 1) - y(i)) / h(i) - 2 + (y(i) - y(i - 1)) / h(i - 1) - 2) 
Next i 
beta(n) = 3 * (y(n) - y(n - 1)) / h(n - 1) 
Frmintro.Hide 
Frmafîs.Show 
End Sub 

Private Sub cmdsf_Click() 
End 

End Sub 

Private Sub Txtn_Validate(Cancel As Boolean) 
n = Val(Txtn.Text) 
Ifn<=2Then 

MsgBox ("n trebuie sa fie natural si >=3!") 
Cancei = True 

End If 
End Sub 

Private Sub Txtrl_Validate(Cancel As Boolean) 
rl = Val(Txtrl.Text) 
Ifrl <=OThen 

MsgBox ("rl trebuie sa fie >0!") 
Cancei = True 

Endif 
End Sub 

Private Sub txtr2_Validate(Cancel As Boolean) 
r2 = Val(txtr2.Text) 
If r2 <= O Then 

MsgBox ("r2 trebuie sa fie >0!") 
Cancei = True 

EndIf 
End Sub 
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FimaFis 

A f i ş a r e a funcţ i i lor sp l ine o b t i n u t e 

Continudre pL a face comparaţie pe 
un arKimil inferval de eşantionare 

Sfârşit 

Private Sub Cmdcont_Click() 
Frmafis.Hide 
Frmcontcompar. Show 
End Sub 

Private Sub cmdsf_Click() 
End 

End Sub 

Private Sub Forni_Activate() 
Cls 
Open "Iesire.txt" For Output As #1 
Prim "Cele " & n & " puncte de eşantionare au coordonatele urmatoare " 
Prim" X y" 
Prinţ #1, "Cele " & n & " puncte de eşantionare au coordonatele urmatoare." 
Prim#l," X y" 
For i = 1 To n 

Prim Format(x(i), "#####0.000"); Tab(13); Format(y(i), "#####0.000") 
Prim #1, Format(x(i), "#####0.000"); Tab(13); Format(y(i), "#####0.000") 

Next i 
mat(l, 1) = 2: mat(l, 2) = lambda(l) 
For i = 1 To n - 2 
mat(l, i + 2) = 0 

Next i 
For i = 2 To n - 1 
Forj = 1 T o i - 2 
mat(ij) = 0 

Next j 
mat(i, j) = ro(i): mat(i, j + 1) = 2: mat(i, j + 2) = lambda(i) 
j - j + 2 
For k = j To n - 1 

mat(i, k + 1) = O 
Next k 

Next i 
For i = 1 To n - 2 

mat(n, i) = O 
Next i 
mat(n, n - 1) = ro(n): mat(n, n) = 2 
Prim 
Prim "Matricea rezultata pentru calculul pantelor, respectiv vectorul beta va fi:" 
Print#l, "" 
Prim #1, "Matricea rezultata pentru calculul pantelor, respectiv vectorul beta va fi:" 
For i = 1 To n 
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Forj = 1 To n 
Prim Tab(l + (j - 1) * 7); Format(mat(iJ), "###0.##"); 
Prim #1, Tab(l + G - 1) * 7); Format(mat(i, j), "###0.##"); 

Next j 
Prim Tab(l + n • 7); "m" & i; Tab(8 + n * 7); Format(beta(i), "####0.()#########") 
Prim #1, Tab(l + n • 7); "m" & i; Tab(8 + n • 7); Fonnat(beta(iX "####0.()#########") 

Next i 
nl = n - 1 
For i = 1 To nl 
il = i 
For i2 = i To n 

If Abs(mat(il, i)) < Abs(mat(i2, i)) Then il = i2 
Next 12 
I fmat( i l , i )oOThen 

Ifil o 1 Then 
Forj = 1 To n 

z = mat(i, j) 
mat(i, j) = mat(il, j) 
mat(il, j) = z 

Next j 
z = beta(i) 
beta(i) = beta(il) 
beta01) = z 

End If 
z = mat(i, i) 
Forj = 1 To n 

mat(ij) = mat( i j ) /z 
Nextj 
beta(i) = beta(i) / z 
il 1 
Forj = il To n 

If mat(j, i) o O Then 
z = mat(j, i) 
For k = i To n 

mat(j, k) = mat(j, k) - z • mat(i, k) 
Nextk 
beta(j) = beta(j) - beta(i) * z 

End If 
Nextj 

Else 
MsgBox ("Sistem incompatibil sau nedeterminat!") 
End 

End If 
Next i 
If mat(n, n) o O Then 

m(n) = beta(n) / mat(n, n) 
For i = 1 To nl 

m(n - i) = beta(n - i) 
For k = 1 To i 

m(n - i) = m(n - i) - mat(n - i, n - i + k) * m(n - i -i- k) 
Nextk 

Next i 
Else 

MsgBox ("Sistem incompatibil sau nedeterminat") 
End 

End If 
For i = 1 To n - 1 

a(i) = y(i) 
b(i) = m(i) 
c(i) = 3 • (y(i + 1) - y(i)) / h(i) 2 - (m(i + 1) + 2 • m(i)) / h(i) 
d(i) = -2 • (y(i + 1) . y(i)) / h(i) ^ 3 + (m(i + 1) + m(i)) / h(i) - 2 

Next i 
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Prinţ 
Prinţ "Cele " & n - l & " funcţii SPLINE obtinute au urmatoarele ecuaţii " 
Print#l, "" 
Prinţ #1, "Cele " & n - 1 & " funcţii SPLINE obtinute au urmatoarele ecuaţii" 
For i = 1 To n - 1 

Prinţ "S" & i, Tab(5), "="; Format(a(i), "#####0.0####"); Tab(18);"+", Format(b(i), "#####0 Tab(30); 
"(X-" ; Fomiat(x(i), "#####o.O###"): Tab(43);")+"; Format(c(i), "#####0.0####"); Tab(56), " ( x - " ; Fomiat(x(i), 
"#####0.0###"); Tab(69); Format(d(i), "#####0.0####"); Tab(85), "(x-", Format(x(i), "#####0.0###"), 
Tab(99); "^3" 

Prim #1, "S" & i; Tab(5); "="; Format(a(i), "#####0.0####"), Tab(18),"+"; Format(b(i), "#####0 0####"); 
Tab(30); "(x-"; Format(x(i), "#####0.0###"); Tab(43);")+", Format(c(i), "#####0 0####"); Tab(56), "(x-"; 
Format(x(i), "#####0.0###"); Tab(69); Format(d(i), "#####0 0####"); Tab(85); "(x-"; Format(x(i), 
"#####0.0###"); Tab(99); 
Next i 
End Sub 

Frmcontcompar: 

Introducerea datelor pt. calculul erorilor l O S t ă l 
- Dati numaiul intervalului pe 
; caie dori(i sa-l comparaţi (k): 

• Dad numard de puncte in care 
; doitti calaiarea erotilot funcţiei 

; ; Spine fata de funcţia data, pt. 
i respectivul interval (mp): 

OK Slarsit 

Private Sub cmdok_Click() 
k = Val(txtk.Text) 
nrp = Val(txtnrp.Text) 
hl = h(k) / (nrp - 1) 
ReDim xl(l To nrp), yl( l To nrp), sk(l To nrp) 
xl ( l ) = x(k) 
For i = 2 To nrp 
xl(i) = xl( i - l) + hl 
Nexti 
For i = 1 To nrp 
yl(i) = yc + Sqr(r2 ^ 2 * (1 - (xl(i) - xc) 2 / rl ^ 2)) 
sk(i) = a(k) + b(k) * (xl(i) - x(k)) + c(k) * (xl(i) - x(k)) ^ 2 + d(k) • (xl(i) - x(k)) ^ 3 

Next i 
Frmcontcompar. Hide 
fnnafis2.Sliow 
End Sub 

Private Sub cmdsf_Click() 
Close #1 
End 
End Sub 

Private Sub txtk_Validate(Cancei As Boolean) 
k = Val(txtk.Text) 
If k < 1 Or k > n - 1 Then 

Cancel = True 
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MsgBox ("k trebuie sa ia valori intregi intre 1 si" & n - 1) 
End If 
End Sub 

Private Sub txtnrp_Valîdate(Cancel As Boolean) 
nrp = Val(txtnrp.Text) 
I fnrp<3 O r k > lOThen 

Cancel = True 
MsgBox ("nrp trebuie sa ia valori intregi intre 3 si" & 10) 

End If 
End Sub 

Fimafisl 

Afisared c o m p a r a t i v a pent ru intervalul k a m a i nHjItor puncte de pe cerc si de p e funcţ ia SPLINE c o r e s p o n d e n l a 

Dond sa coninuali dand »*» ak j5Ă ^ 
Nervai de comparaţie? ' . . r " ' . 

OK 

Private Sub cnidok_Click() 
If UCase(Cbocont.Text) = "DA" Then 

fTTnafis2.Hide 
Frmcontcompar. Show 

Else 
Close#l 
End 

Endlf 
End Sub 

Private Sub Fonii_Activate() 
CIs 
Prinţ #1, "" 
Prinţ #1, "Intervalul care se compara:" & k 
Prinţ #1, "Numărul de punrte de comparaţie din cadrul respectivului interval. " & nrp 
Prinţ 
Prim " Coordonata x"; Tab(18); "y (pt elipsa)"; Tab(32); "sk (pt. funcţia SPLINE)" 
Prim 
Print#l,"" 
Prim #1, " Coordonata x"; Tab(18); "y (pt. elipsa)"; Tab(32); "sk (pt. funcţia SPLINE)" 
Print#l,"" 
For i = 1 To nrp 
Prim Tab(3); Format(xl(i), "######0.000"); Tab(18); Format(yl(i), "######0.000"); Tab(32); Format(sk(i), 

Prim #1, Tab(3); Format(xl(i), "######0.000"); Tab(18); Format(yl(i), "######0.000"); Tab(32); Fonnat(sk(i), 
"######0.000") 
Next i 
End Sub 
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Fişierul text'"Icsirc.txt'^ 

Cele 20 puncte de eşantionare au coordonatele urmatoare: 
X 

20,000 
24,770 
35,367 
46,542 
56,236 
64,310 
71,126 
77,067 
82,447 
87,516 
92,484 
97,553 
102,933 
108,874 
115,690 
123,764 
133,458 
144,633 
155,230 
160,000 

y 
60,000 
70,885 
78,756 
83,518 
86,279 
87,907 
88,889 
89,484 
89,825 
89,981 
89,981 
89,825 
89,484 
88,889 
87,907 
86,279 
83,518 
78,756 
70,885 
60,000 

2, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 0, ml 6,8456448794 
0,69 2, 0,31 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 0, m2 5,4123153818 
0, 0, 51 2, 0, 49 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 0, m3 1,7660366563 
0, 0, 0,46 2, 0,54 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 0, in4 1,0514752318 
0, 0, 0, 0,45 2, 0,55 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 0, m5 0,7181370433 
0, 0, 0, 0, 0,46 2, 0, 54 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 0, in6 0,511192182 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 47 2, 0,53 0, 0, 0, 0, 0. 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 0, m7 0,3617719534 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,48 2, 0,52 0, 0, 0, 0, 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 0, m8 0,2425606156 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,49 2, 0,51 0, 0, 0, 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 0, m9 0,1399408795 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,5 2, 0,5 0, 0, 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 0, mlO 0,0457781292 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,5 2, 0,5 0, 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 0, mll -0,0457781292 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,51 2, 0,49 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 0, ml 2 -0,1399408795 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,52 2, 0, 48 
0, 0, 0, 0, 0, 0, ml 3 -0,2425606156 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,53 2, 
0,47 0, 0, 0, 0, 0, ml 4 -0,3617719534 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 54 
2, 0,46 0, 0, 0, 0, ml 5 -0,511192182 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0,55 2, 0,45 0, 0, 0, ml 6 -0,7181370433 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, 0,54 2, 0,46 0, 0, ml 7 -1,0514752318 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, 0, 0,49 2, 0, 51 0, mie -1,7660366563 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, 0, 0, 0,31 2, 0, 69 ml 9 -5,4123153818 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, 0, 0, 0, 1, 2, m20 -6,8456448794 

=70,88494 

Cele 19 funcţii SPLINE obtinute au urmatoarele ecuaţii: 

51 =60,0 

52 

53 =78,75562 

54 =83,51835 

55 =86,2795 
)-3 

+2,53193 (X- -20, 0 )+0,0 (X- -20, 0 )''2+-0, 01099 (X- -20, 0 

+1,78179 (X- -24, 7702 )+-0,15726 (X- -24, 7702 )"2+0,00559 (X- •24, 7702 

+0,33109 (X- -35, 3668 )+0,02036 (X- -35, 3668 )'^2+-0, 00106 (X- •35, 3668 

+0,38893 (X- -46, 5419 )+-0,01518 (X- -46, 5419 )'2+0,00046 (X- •46, 5419 

+0,22377 (X- -56, 2361 )+-0,00186 (X- •56, 2361 )"2+-0,00011 (X- -56, 2361 
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56 =87,90665 

57 =88,88892 

58 =89,48355 

59 =89,82487 

510 =89,9811 

511 =89,9811 

512 =89,82487 

513 =89,48355 

514 =88,88892 

515 =87,90665 

516 =86,2795 

517 =83,51835 

518 =78,75562 

519 =70,88494 
)"3 

+0,17205 (x-64,3101 )+-0,00455 (x-64,3101 )'^2+0, 00007 (x-64,3101 

+0,11925 (x-71,1259 )+-0,0032 (x-71,1259 )'^2+0,0 (x-71,1259 

+0,08076 (x-77,0673 )+-0,00328 (x-77,0673 )"2+0,00001 (x-77,0673 

+0,04646 (x-82,4473 )+-0,00309 (x-82,4473 )'^2+0,0 (x-82,4473 

+0,01524 (x-87,5157 )+-0,00307 (x-87,5157 )-2+0,0 (x-87,5157 

+-0,01524 (x-92,4843 )+-0,00307 (x-92,4843 )'^2+0,0 (x-92,4843 

+-0,04646 (x-97,5527 )+-0,00309 (x-97,5527 )'^2+-0, 00001 (x-97,5527 

+-0,08076 (x-102,9327 )+-0,00328 (x-102,9327 )"2+0,0 (x-102,9327 

+-0,11925 (x-108,8741 )+-0,0032 (x-108,8741 )-2+-0,00007 (x-108,8741 

+-0,17205 (x-115,6899 )+-0,00455 (x-115,6899 )-^2+0, 00011 (x-115,6899 

+-0,22377 (x-123,7639 )+-0,00186 (x-123,7639 )'^2+-0, 00046 (x-123,7639 

+-0,38893 (x-133,4581 )+-0,01518 (x-133,4581 )-2+0,00106 (x-133,4581 

+-0,33109 (x-144,6332 )+0,02036 (x-144,6332 )-2+-0,00559 (x-144,6332 

+-1,78179 (x-155,2298 )+-0,15726 (x-155,2298 )-2+0,01099 (x-155,2298 

Intervalul care se compara:1 

Numărul de puncte de comparaţie din cadrul respectivului interval:10 

Coordonata x y (pt. elipsa)sk (pt. funcţia SPLINE) 

20,000 60,000 60,000 
20,530 63,685 61,340 
21,060 65,201 62,671 
21,590 66,358 63,982 
22,120 67,327 65,263 
22,650 68,177 66, 505 
23,180 68,940 67,698 
23,710 69,637 68,833 
24,240 70,283 69,898 
24,770 70,885 70,885 

Intervalul care se compara:2 

Numărul de puncte de comparaţie din cadrul respectivului interval:10 

Coordonata x y (pt. elipsa)sk (pt. funcţia SPLINE) 

24,770 70,885 70,885 
25,948 72,101 72,774 
27,125 73,187 74,282 
28,302 74,171 75,463 
29,480 75,075 76,372 
30,657 75,912 77,064 
31,835 76,691 77,594 
33,012 77,421 78,016 
34,189 78,108 78,385 
35,367 78,756 78,756 
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§3.5. CATEVA CONSIDERAŢII ŞI OPINII PRIVIND ERORILE ÎN 
REZOL VAREA CU M.E.Fr. A PROBLEMELOR DE CÂMP 

Ca orice metodă numerică, şi M.E.Fr, deşi este foarte performantă, introduce erori, care 
dacă nu sunt controlate pot conduce la rezultate profund incorecte. 

Cu toată literatura deosebit de bogată legată de calculul erorilor în analiza numerică, 
noţiunea de ..eroare^" nu este încă suficient de bine clarificată şi nu este încă acceptată o definiţie 
generală a ei. Vom da în continuare câteva definiţii din literatura specifică domeniului, pentru a 
sublinia criteriile de definiţie şi diversitatea lor, deoarece intenţionăm să facem, un studiu al 
erorilor introduse de algoritmul M.E.Fr. 

1. Cea mai generală definiţie şi mai riguros matematic este definiţia funcţională prezentată de 
R.TEMAM [T7] în contextul aproximării externe în spaţii vectonale normate: 

Se numeşte aproximaţie externă a unui spaţiu 
vectorial normat W, mulţimea formată din: 

i) un spaţiu vectorial normat F şi un izomorfism co a 
lui WînF 

ii) o familie de triplete {iV/j în care pentru 
\fhe H (H o famdie de indici): 

' fV/i este un spaţiu vectorial normat; 
' ph este o aplicaţie liniară continuă a lui Wh în 
- r/, este o aplicaţie (posibil neliniară) a lui W în W^ 

(vezi schema de alături) 

Cazurile cele mai interesante sunt acelea în care Wh are dimensiune finită; deseori 
operatorii ph sunt injectivi, iar operatorii r̂  -suijectivi. Ei se numesc operatori de prelungire şi 
respectiv operatori de trunchiere. 

Dacă W şi Wh sunt spaţii Hilbert, atunci aproximarea se spune că este de tip Hilbert. 

în aceste condiţii abstracte, dar foarte generale, se introduce noţiunea de eroare pentru a 
se putea evalua calitatea aproximării, -operatorii ph şi r^ fiind cunoscuţi- astfel: 

.J^entru un h dat, dacă u ^W^ se spune că: 

" Ph^h\p ' reprezintă eroarea dintre u şi Uh 

b). Wţ^ - reprezintă eroarea discretă dintre u şi Uh (3.5.1) 

- reprezintă eroarea de trunchiere' 

Deşi definiţiile de mai sus sunt riguroase, aplicabilitatea lor practică este limitată, 
deoarece în cazul M.E.Fr. definirea şi descrierea operatorilor de prelungire şi restricţie este greu 
de realizat. Chiar şi mulţimea de indici H este greu de stabilit; ea se construieşte introducând o 
corespondenţă între mulţimea numerelor naturale şi mărimea elementelor de frontieră evaluate 
într-o măsură convenabil aleasă. 

IL 1. PĂVĂLOIU [P ] evită introducerea noţiunii de eroare, utilizând pentru compararea relativă 
a soluţiilor numerice şi exacte, aşa-numita e aproximare. 
Fie X un spaţiu Banach şi fie X' un sub spaţiu al său. Fie s >0 un număr real nenegativ 

dat. Spunem că elementul x din spaţiul X este e aproximat de elementul x' din spaţiul X' (cu 
x' ^ x) dacă există x' ^ X' astfel încât: 

x-xi<£ X (3.5.2) 
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De^i acest mod de raţionament este mult mai flexibil şi mai precis totuşi nu rezolvă problema 
estimării erorii în sens relativ. Mai mult. în cazul elementului nul, concluziile sunt derutante. 
Astfel dacă O este elementul nul din X, din definiţie rezultă: 

|.r|| < ,c||0|| = O (3.5.3) 

ceea ce contrazice faptul că x ^ .r'. Rezultă de aici că elementul nul nu poate fi aproximat. Dar 
în problemele de care ne ocupăm, apar frecvent situaţii când pe frontiera domeniului de definiţie 
mărimile necunoscute (deplasări şi tensiuni) sunt nule. 

i n . C.M. BUCUR în [B76] procedează în modul următor; 

Presupunem că sistemul fizic studiat Q , conduce la o problemă P formulată corect 
matematic prin .r = A(a) unde A este un operator. Pentru a utiliza o metodă numerică de 
rezolvare a problemei P se presupune că A ^ B este o aplicaţie suijectivă. O metodă 
numerică implică înlocuirea mulţimii A prin A*, A(fl) prin .r = A * ( a ) . A * ( a ) determină 
valoriale lui .r cu condiţiile: 

A* : A* B*, A*, B * mulţimi finite A* a A^ B* a B. 

Aplicaţia A* : J * determină o problemă Pi diferită de problema P. Soluţia problemei 
Pi este considerată, în anumite condiţii, ca fiind o aproximare a soluţiei problemei P. 

Problema Pi este corect pusă dacă: 

A*:A*-^B* 
este suijectivă, iar 

unde s este suficient de mic. 

Mulţimile A şi B se presupun spaţii metrice complete iar p(x,y) este funcţia distanţă 
sau metrica definită pe spaţiile respective. 

Relaţia (*) caracterizează eroarea făcută prin trecerea de la problema P la problema Pi. 

Această eroare se compune din eroarea iniţială (înlocuirea lui A prin A*) şi eroarea metodei 

(trecerea de la A(a) la A*(a)). 
Deşi face legătura cu metoda numerică propriu-zisă acoperind noţiunea de eroare de 

metodă şi eroare de calcul, şi definiţia propusă are mai mult un caracter calitativ. 

IV. Evident că majoritatea autorilor rămân la definiţiile clasice: MARCHOUK [M9], 
BAKHALOV [B2], NUCULA [M31], BERBENTE [B'31], C.M. BUCUR [B76], GH. 
MARINESCU [ M I I ] ş.a. 

Rezolvarea problemei P prin metode numerice presupune satisfacerea anumitor restricţii 
(condiţii de existenţă, condiţii la limită, condiţii iniţiale etc). Printre altele, soluţia este fimcţie şi 
de datele iniţiale: Dacă acestea sunt rezultatul unor măsurări sau soluţii aproximative ale altor 
probleme, atunci în rezolvarea problemei P se introduce o eroare, numită eroare iniţială. Eroare 
iniţială nu poate fi influenţată de metoda de rezolvare a problemei P. însă erorile incluse în 
datele iniţiale necesită un studiu probabilistic. Ele nu pot fi înlăturate prin perfecţionarea 
procesului de calcul, însă este necesar un studiu al modului în care se propagă de-a lungul 
calculului. Astfel, există procese calculatorii bine condiţionate, la care rezultatele finale sunt 
puţin influenţate de erorile din datele iniţiale, şi procese calculatorii rău condiţionate, la care 
erori mici în datele iniţiale conduc la erori mari în rezultate. Erorile incluse în datele iniţiale au 
un rol important în interpolarea datelor experimentale şi la soluţionarea numerică a sistemelor de 
ecuaţii liniare. 
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Prin folosirea unei metode numerice în rezolvarea problemei P (se înlocuieşte P prin Pi) 
se introduce o nouă eroare numită eroarea metodei. Eroarea metodei poate fi micşorată prin 
alegerea metodei celei mai adecvate pentru rezolvarea problemei 

Se ştie că proprietăţile constructive ale calculatorului impun restricţii asupra numărului 
zecimalelor semnificative: de asemenea, prin metoda rotunjirii la numerele ce intervin în calcule, 
se reţine un număr finit de cifre semnificative. Aceste restricţii conduc la apariţia erorii de 
calcul. în eroarea de calcul vom cuprinde erorile de trunchiere şi erorile de rotunjire care 
apar în procesul de calcul. Propagarea erorilor de rotunjire poate fi controlată prin extinderea 
tehnicilor de programare. Protecţia contra erorilor de rotunjire poate fi obţinută prin folosirea 
preciziei duble în anumite etape ale algoritmului de calcul. De asemenea, în cadrul unei rutine de 
evaluare scrise pentru virgulă mobilă, se pot folosi calcule în virgulă fixă pentru etape 
intermediare, deoarece precizia în virgulă fixă pentru unele calculatoare este mai bună decât în 
virgulă mobilă de simplă precizie. 

Eroarea de trunchiere în general nu poate fi determinată şi de aceea ne mulţumim cu 
stabilirea unor limite între care este cuprinsă aceasta. O caracteristică a erorii de trunchiere este 
faptul că ea poate fi făcută oricât de mică, luând în considerare („însumând") un număr suficient 
de mare de termeni. 

Cu toate acestea eroarea totală, care este suma tuturor acestor erori, nu poate fi coborâtă 
sub o anumită limită. Creşterea numărului termenilor însumaţi face să crească erorile datorate 
pseudooperaţiilor, ajungându-se la un moment dat ca aceastea să domine eroarea totală. 
Algoritmul optim va fi acela care realizează un echilibru între cele două tipuri de erori. 

Mai facem câteva precizări. Dacă x este valoarea adevărată a unei mărimi şi x* este o 
valoare aproximativă a lui x rezultată în urma unei măsurători, observaţii, sau a unui calcul 
numeric, atunci: 

= - se numeşte eroare (3.5.4) 

= JC _ V * - eroare absolută 

x-x 
- eroare relativă 

(3.5.5) 

(3.5.6) 

In cazul aproximării funcţiilor prin polinoame sau funcţii raţionale, analiza erorilor se 
face cu ajutorul „funcţiei de eroare''. Astfel, dacă F(x) este aproximata lui f(x), atunci funcţiile 
eroare absolută şi eroare relativă sunt: 

SM = 

S,{x) = 
F ( x ) - f i x ) 

(3.5.7) 

(3.5.8) 

V. In cazul utilizării funcţiilor spline cubice s-a reuşit să se stabilească o evaluare a erorii de 
interpolare în sensul exprimării analitice a unui majorant [II] [M31] pe intervalul de definiţie. 
Astfel, dacă notăm: 

f{x)e - funcţia original care trebuie determinată 

Sî x) - funcţia spline de interpolare pentru funcţiay(x) 

* Alegerea metodei de rezolvare este o problemă foarte importantă şi dificilă. De exemplu, dacă alegem să rezolvăm 
un sistem algebric liniar cu regula lui Cramer, pentru n=20 (numărul de necunoscute), atunci numărul operaţiilor 
algebrice elementare este de aproximativ 16x10^ ;̂ aceasta înseamnă că un calculator modem, capabil să execute 
2-10^ operaţii pe secundă, va trebui să ruleze continuu la această problemă 2-10^ ani!. în plus, la un asemenea număr 
de operaţii, acumularea erorilor de rotunjire poate conduce la rezultate absurde. 
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A: a = XQ < x i < . . . < x „ = b - o diviziune a intervalului [a,b] 

construită în condiţiile: 

I .Mo = A / , = 0 ; \\.n = f'(x,\ f:^r(x„) cunoscute 

atunci vom avea: 

r ( x ) - s ' ( x ) m f % s (3.5.9) 

(3.5.10) 

unde prin definiţie: 

la 

1/2 

(3.5.11) 

este norma naturală din l}(a,b). 

Dacă funcţia f(x) are un grad de regularitate mai ridicat decât C^\a,b\, pot fî obţinute 
estimări mai puternice ale erorii de interpolare decât cele date mai sus. Astfel, în cazul în care 
/(JC)G se demonstrează că: 

r{x)-s'(x) 

f(x)-S(x) 

20 
5 

384 

(3.5.12) 

(3.5.13) 

• • * 
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§ 3.6. PROBLEMA TICA ALGORITMILOR ADAPTIVI 

3.6.1. Generalităţi privind algoritmii adaptivi 

Una dintre deficienţele majore ale M.E.Fr, în condiţii concrete de aplicare, constă în 
faptul că precizia rezultatelor aproximative nu poate fi evaluată „a priori'; aceasta depinzând în 
mod esenţial de modul în care se face discretizarea frontierei în obiectele fizico-geometrice pe 
care le-am numit elemente de frontieră. 

Pentru a elimina acest minus al metodei s-au imaginat aşa-numiţii algoritmi adaptivi 
care au ca obiect să determine în mod automat o reţea de discretizare optimă din punctul de 
vedere al minimizării erorilor. 

Termenul de adaptiv defineşte interacţiunea reciprocă dintre eroarea calculată a 
posteriori şi refacerea discretizării iniţiale. Această ,,refacere ^ a reţelei de frontieră în vederea 
obţinerii unei soluţii mai exacte pentru problema studiată se numeşte „rafinare". în prezent 
există trei modalităţi de a realiza această rafinare în algoritmi de frontieră adaptivi. 
• rafinarea h - este cea mai frecventă şi se realizează prin creşterea numărului 

elementelor de frontieră (în cazul 3D, implicit prin micşorarea suprafeţei medii a 
acestora). Este un procedeu uşor de programat, conduce la soluţii foarte bune, dar 
de multe ori solicită un necesar de memorie şi un timp de calcul foarte mare. După 
numai trei iteraţii, în funcţie de algoritmul utilizat şi de precizia cerută, numărul 
de elemente poate creşte de peste 20-30 de ori. 

• rafinarea p - nu se referă la aspectul geometric al reţelei de frontieră ci la modul de 
aproximare pentru funcţia necunoscută; în această tehnică numărul şi forma 
elementelor de ft-ontieră rămân constante, crescându-se doar gradul polinomului 
de aproximare. Rafinarea p conduce la soluţii foarte precise cu un necesar de 
memorie de calculator comparabil cu rafinarea h. 

• rafinarea r - (cunoscută şi ca metoda adaptivă r) - este o tehnică diferită de celelalte 
două, unii autori neconsiderând-o ca o tehnică propriu-zisă de rafinare; numărul 
elementelor de frontieră, precum şi gradul polinomului de aproximare rămânând 
constante, modificându-se doar poziţia nodurilor şi a elementelor de frontieră. 
Rafinarea r nu a fost studiată şi nici utilizată atât de intens cum au fost celelalte 
două, pentru că, desigur, convergenţa către soluţia exactă a problemei nu se poate 
obţine doar prin rearanjarea punctelor nodale. 

Evident că la ora actuală există tehnici de algoritmi adaptivi care combină cele trei 
metode de rafinare. 

în principiu schema logică de lucru a unui algoritm adaptiv este evidentă (v. Fig. 3.5.1). 
Se vede că într-un program de analiză asistată de calculator după ideea prezentată, 

etapele iterative ale algoritmului adaptiv sunt transparente pentru utilizator: el nu trebuie decât să 
fumizeze datele unei reţele iniţiale cu care se stabilesc configuraţiile geometrice şi mecanice ale 
problemei şi o valoare pentru limita maximă a erorii admisibile. Programul care implementează 
algoritmul va prelucra aceste date constituind o reţea de frontieră optimă şi oferind soluţia 
căutată. 
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3.6.2. Program adaptiv pentru studiul erorilor în interpolarea cu funcţii spline 

Programele prezentate în paragraful 3.4.8. au fost completate cu un algoritm adaptiv cu 
rafinare h a reţelei de discretizare şi cu proceduri grafice care să releve variaţia erorii dată de 
aproximarea cu funcţii spline faţă de fîmcţia adevărată. Rafinarea h s-a utilizat deoarece s-a 
impus ca eroarea relativă maximă pentru întregul contur să i-a valori mai mici decât o anumită 
valoare admisibilă considerată. 

3.6.2.1. Algoritmul programului h-adaptiv 

Schema logică a programului h-adaptiv realizat este redată mai jos. 

® 

Introducere date în forma 
Frmintro: Xc, Vc'' 

a< 
> n 

Calculează: pas, jc(0 to n\ 
y(0 to n\ h{\ to n)J{\ tow) 

® 
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© 

Q 
0 © 

contor^ 1 

> f 
Introducere date în forma 

Frmconditii: , 

T 
dimensiune=lnt{ /o' - ,)+1 

î 
emax(contor) O 

Calculează MAT\{ \ to n, 1 to n), 
D{0 XonlA{0 to n-\\ B{\ ton) 

Rezolvă sistemul de ec. cu «+1 nec. 
pt. Mo, M; 

I 
Afişare în forma Frmafîs: 

.y(0 to n),}iO to n i M(0 to n) 

coord. punctelor de discr. 

i 
Introducere date în forma 

Frmcontcoinpar: 
k (nr.interv.de studiat), 
nrp (nr.puncte de discr. a interv. k) 

Calculează jcl(l to nrp\y\{\ to nrp\ 
(coord. funcţiei reale în cele nrp puncte), 
sk{\ to nrp) (valorile funcţiei spline 

în cele nrp puncte), 
er{\ to nrp) (eroarea relativă pentru 

fiecare din cele nrp puncte) 

Calculează emorl (valoarea maximă 
dintre cele nrp valori ale vectorului er) 

Q 
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p t . u n a l t / „ ' 

pt. un alt a? 

Voi prezenta în continuare în detaliu algoritmul programului de interpolare cu funcţii 
spline exponenţiale pentru un semicerc în varianta a IlI-a, cu specificarea derivatelor de 
ordinul I pentru nodurile extreme. Celelalte variante de program, pentru elipsă sau 
discretizarea după unghiuri egale la centru, sunt similare cu acesta. 
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Se va analiza deci cazul prezentat în F i g . 3 . 4 . 8 . 2 , Codul sursă complet al programului, 
precum şi imaginile formelor, resp. o mostră de fişier de ieşire, sunt date la starşitul acestui 
paragraf 

La lansarea aplicaţiei din programul principal Sub IVIaîn( ) va apare mai întâi un mesaj 
cu titlul problemei (v. Fig. 3.6.2), după care se deschide fişierul text ^^Ieşire.t.xt^^ pregătit pentru a 
memora rezultatele. Controlul se dă apoi formei de introducere a datelor de intrare, Frmintro, 
(v. Fig. 3.6.3), în care se introduc de la tastatură coordonatele centrului semicercului, .r̂ ,, y^., şi 

raza acestuia r, respectiv numărul de intervale egale de eşantionare şi valoarea a , din relaţia 
(3.4.8.41), valoare care apare în expresia funcţiei spline locale Si{x), prin intermediul lui din 
argumentul funcţiei hiperbolice. La această formă se va reveni mai târziu pentru modificarea 
valorii parametrului a^ în vederea studiului erorii relative maxime funcţie de valorile lui a , . 

v a r 3 _ c a t 2 _ g r a f 

Program de interpolare cu Funcbi spine cubice pentru un semicerc varianta a m - a cu specificarea derivatelor de ordiruji intai 
pentru nodurile extreme 

OK 

F i g . 3 . 6 . 2 

I n t r o d u c e r e a date lor iniţ iale 

Dati coordonata (x) a cenlrului cercului: (30 

Dati coordonata (y) a centrului cercului: 

Dati raza cercului (r^ 

Dati numărul de aitervale de 
eşantionare a semicercului (n): 

Dati o valoare pentru alfa: 

OK 

60 

20 

Sfârşit 

SJSJUSi 

F i g . 3.6.3 
2r 

La clic pe butonul de comandă OK se calculează pas = — , se formează vectorii 
n 

X = 

- ^c 
Xi = Xq pas 
X2 = pcis 

Xj = JCy_i + pas 

A7-I-1 elemente 

/ = 

fo=yc- -(-yp 

f\ = yc -(-^1 -^c)^ 

f i = yc -

fi =yc-

fn =yc-
A7+1 elemente 

h = 

/î| = pas^ ' Px = a/7| 

hi = pas Pl = ahi 
/7-ţ = pas Pz 

hj = pas A = cdij 

h„ = pas^ A 
n elemente n clemente 

( 3 . 6 . 1 ) 
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în continuarea apare forma Frmconditii (v. Fig. 3.6.4) pentru a citi de la tastatură 
condiţiile în punctele de capăt ale intervalului [a,b] pentru derivatele de ordinul întâi. Deoarece 
se doreşte obţinerea unor grafice cu variaţia erorii relative maxime pentru diverşi f^ când /Q 

variază într-un anumit interval (v. Fig. 3.6.14), se va citi pentru /Q O valoare minimă şi una 
maximă: 

A l e g e r e a condiţii lor pt . nodur i le e x t r e m e 

Dati valoarea derivatei de 
ord I pt nodul 0. miniina 

Dati valoarea derivatei de 
ord I pt nodii n: 

•9 Dati valoarea derivatei de 
ord. I pt radul 0, mawrta: 

-10 

15 

OK Sfarsft Ut-. cijt"ifi'"U5re 

Fig. 3.6.4 

La clic pe butonul OK au loc o serie de calcule. Mai întâi însă va fi poziţionată o variabilă 
cu numele contor pe 1, variabilă care va număra fiecare caz în parte, pentru /Q luând toate 

valorile întregi între şi /omax aceasta se declară un vector cu numele / q , având 

un număr de dimensiune elemente, unde: 

dimensiune = " /o^m) + ^ 

Int fiind simbolul funcţiei care extrage partea întreagă a numărului dat ca argument între 
paranteze. Elementele vectorului / o vor fi: 

/ o = 

f^dimensnme = ^«'(/omm ) + {dimensiune - 1) 

(3.6.3) 

Tot acum se declară un vector emax de dimensiune elemente, în care se vor memora erorile 
relative maxime pentru fiecare valoare a lui /q , cuprinsă între /qj şi f o dimensiune'-

emax = 

emax^ 

emax 

^ ^ ^ dimensiune 

(3.6.4) 

Pentru început se presupune emax\=(}, pentru valoarea variabilei contorul, dar această 
valoare va fi modificată imediat după calculul erorii relative maxime în acest prim caz, adică 
pentru / o , . 

Revenim acum la calculul necunoscutelor Mq , Mi, . . . ,M„ din sistemul (3.4.8.48), pentru 
care va trebui să stabilim mai întâi vectorii D, A şi B: 
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A = 

/ ) -hzJjL f 
- —; ./Ol 

'/-l 

— / ' _ ^^ ^n-\ 
^-^n ~ Jn , 

/7+I elemente 

Pish 

p}sh p, 

Phh Pn 

4-1 = th 

hi 

B = 

n elemente 

CU ajutorul cărora se formează matricea MATl: 

plsh/3, 

- sh 
" . o 

^n = 2 •  

n elemente 

(3.6.5) 

(3.6.6) 

MAT\ = 

B, Ao 
Ao B1+B2 
O Al 

O 

A 
B2+B, 

O o 
o o 

A2 o 

o 
o 
o 

0 0 0 0 A-1 Bj + A 0 
0 0 0 0 0 Bn-l + ^n 
0 0 0 0 . 0 0 

(3.6.7) 

( « + l ) x ( « + l ) elemente 

Observaţie: Valoarea /o j care apare în expresia primului element al vectorului D (relaţia 3.6.5) 

reprezintă prima valoare întreagă mai mare sau egală cu /o^^j , conform vectorului definit de 

(3.6.3). Toate calculele care se fac sunt deci pentru primul /q deocamdată, calcule ce se vor 
repeta după incrementarea variabilei contor, care ia valori de la 1 la dimensiune. 

în continuare se rezolvă sistemul de n+\ ecuaţii cu «+1 necunoscute (3.4.8.48), care cu 
notaţiile din program este: 

MAT\]x{M]={D} (3.6.8) 
sau mai detaliat: 
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Ao 0 0 0 0 Mo Do 

B^+82 Al 0 0 0 A/, Dl 

0 Bj + B^ 0 0 M2 Dl 

0 0 0 0 A,-l B, + A, 0 

X < 

M, A 
0 0 0 0 0 A„_2 B„_, + B„ A„-i 

0 0 0 0 0 0 Dn. 
(A7 + l)x(/7-hl) 

(3.6.9) 

unde necunoscutele sunt A/,, / = , şi care reprezintă de fapt derivatele de ordinul doi ale 
funcţiei spline în punctul x,, deci S'{x,). Ca metodă de rezolvare a sistemului s-a ales metoda 
eliminării lui Gauss, al cărei algoritm nu-1 mai prezint, deoarece este uşor de găsit în literatura de 
specialitate. 

în urma efectuării tuturor acestor calcule pe ecran apare forma Frmafis din Fig. 3.6.5: 

A f i ş a r e a f u n c ţ i i l o r s p l i n e o b t i n u t e 
Cele 13 puncte de esantionafe au coordonatele umtatoai e: 

10.000 
13,333 
18.687 
20,000 
23,333 
26,867 
30,000 
33,333 
36,687 
40,000 
43,333 
46,687 
50,000 

y 
60,000 
71,055 
74,907 
77,321 
78,856 
79,720 
80i)00 
79,720 
78,856 
77;321 
74,907 
71,055 
60J312 

IContinuare pt a face comparaţie pe 
iun anumit interval de esarvtnrtafe 

Sfasil 

Matricea rezultata pentru calcuU pantelor, respectiv vectorul beta va fi: 
0,7 0,23 0, 0. 0. 0. 0. 0, 0, 0, 0. 0 . 0, mO 1Z31662 
0 2 3 1.41 0,23 0. 0. 0. 0. 0, 0, 0, 0, 0, 0, ml -2,161112 
0, 0,23 1.41 0,23 0. 0, 0. 0, 0, 0. 0, 0, 0, m2 •0,4314949 
0, 0, 0.23 1,41 0,23 0, 0, 0, 0, 0 , 0, 0, 0. ( m3 -0.2633171 
0, 0, 0. 0,23 1.41 0,23 0. 0, 0. 0 . 0, 0 . 0, m4 -0,2014732 
0, 0, 0. 0. 0,23 1.41 0.23 0. 0, 0, 0, 0, 0, m5 -0,1753175 
0, 0, 0, 0, 0 , 0,23 1,41 0,23 0, 0 , 0 , 0 , 0, me -0 ,16/83in 
0, 0 , 0. 0, 0 . 0 . 0.23 1,41 0,23 0. 0 , 0 . 0, m7 -0,1753075 
0, 0. 0. 0, 0. 0. 0. 0,23 1,41 0.23 0 , 0 , 0, m8 -0,2014732 
0, 0, 0. 0, 0, 0, 0, 0, 0,23 1-41 0.23 0, 0. m9 -0,2633171 
0, 0. 0. 0, 0 , 0 . 0, 0, 0, 0.23 1.41 0,23 0- mIO •0,4314926 
0, 0, 0, 0. 0 . 0, 0. 0, 0, 0. 0.23 1.41 0.23 m i i - i 1 5 7 4 1 
0, 0, 0. 0, 0, 0, 0, 0. 0, 0. 0 . 0,23 0.7 ml 2 -6.687079 

Fig. 3.6.5 

Practic, în forma de mai sus am afişat doar coordonatele punctelor de eşantionare 
obţinute şi sistemul (3.6.9) care s-a rezolvat, fară a afişa litaral forma celor 12 funcţii spline 
obţinute în acest caz - vezi expresia funcţiilor spline (3.4.8.40). Acestea se vor calcula numeric 
puţin mai târziu, când, pentru diferite intervale la alegere, se va calcula eroarea faţă de valoarea 
reală a funcţiei pentru un număr de puncte în care se divizează respectivul interval. 

Astfel, la clic pe butonul Continuare pt. a face comparaţie pe un anumit interval de 
eşantionare (v. Fig.3.6.5) va apărea pe ecran forma Frmcontconipar din Fig. 3.6.6. 
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^ I n t r o d u c e r e a d a t e l o r p t . ca lculu l e r o r l o r 

Daţi numaoit intervalului pe 
care doriţi sa-l comparaK (k): 

i - i p i ^ i 

Daţi numărul de puncte h care 
doiiti calciiarea eroiiloi funcţiei 
Spine fata de funcţia data, pL 
respectivul interval (nrp): 

10 

OK Sfârşit 

Fig. 3.6.6 

La clic pe butonul OK se citeşte: 
în variabila k un număr între 1 şi n care este intervalul care se doreşte a fi eşantionat din nou 

şi pentru care se calculează eroarea maximă a aproximării spline faţă de funcţia exactă; 
în variabila nrp un număr după dorinţă, cuprins între 3 şi o valoare maximă (pe care am 

considerat-o 30) şi care reprezintă numărul de puncte în care se va diviza intervalul k şi în 
care se vor calcula valoarea exactă şi valoarea aproximativă dată de funcţia spline şi se va 
calcula eroarea maximă dată de aceste nrp situaţii. 

Pentru calculul erorii maxime se calculează la clic pe 0K\ 
vectorii jrl şi y l de câte nrp elemente, ce reprezintă coordonatele punctelor de discretizare a 

intervalului Â: de pe semicerc, respectiv 

x\ = 

xXj = xlj +h\ 

x\j = jcl,_| +h\ 

yh = >'c + -i-rlj 

yl; =yc+ - (-ti; -x,.y 

vi nrp 

(3.6.10) 

relaţii identice cu cele din varianta de program prezentată în paragraful 3.4.8, respectiv relaţiile 
(3.4.8.52), unde h\ reprezintă pasul constant de discretizare pe orizontală a intervalului ales k, 
adică; 

M = 
pas 

nrp-] 
(3.6.11) 

- vectorul sk, de nrp elemente, ce conţine valorile retumate de funcţia spline pentru acele 
puncte; 
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sk = 

Ml. 

a 
Mk 
a 

Mk 

shPkh 
shPk 

shPk 

-h 

-'2 

Mk-i 

a 

a 
(shPkti ^ 

shpk ' J a 

shPk 

shpk 

- ( I - / 1 ) 

- ( I - / 2 ) 

= fktnrp + fk-\ (l " tnrp )+ ^ 
(sh^kt 

"-nrp Jk'nrp ' J k-\y 'nrp;- y 
a 

nrp 
shPk 

-t nrp 
Ml. k-\ 

a 
^hPk{\-tnrp) 

shPk 
-iy-tnrp) 

unde 

t, = h. 

(3.6.12) 

(3.6.13) 

relaţii care rezultă din expresiile (3.4.8.40) şi (3.4.8.41). 
în continuare pe ecran apare o nouă formă, Frmafisl, în care sunt afişate comparativ 

rezultatele obţinute pentru intervalul k a funcţiei reale şi a aproximării cu funcţii spline - v. Fig. 
3.6.7). 

^ ARsarea comparativa peffiira Mef^ahil k a mai rn^ 

Coordonata x y (pt. cerc) sk (pt. funcţia SPLINE) 

10.000 60.000 60i)00 
10.370 63.831 57,824 
10.741 65.333 57,454 
11.111 66.573 58,302 
11.481 67.554 59J948 
11.852 68.405 £2m 
12.222 69.162 64.469 
12,593 69.848 66.896 
12.963 70.476 69,166 
13.333 71.055 71,055 

Doriţi sa conlnuati dând u i ak IpĂ ^ 
interval de comparaţie ? ' — ' 

OK 

emaxl =12.425102 
emax(1)=12.425102 \ 

OK, măresc nr. de intervale 

v a r 3 _ c a t 2 _ g r a f 

Trebuie sa mariti nr. de intervale de esartonare pentru a micşora eroarea de aproximare! 

] OK 

Fig. 3.6.7 

Tot pe această formă se calculează eroarea relativă maximă în procente, emaxl, ca fîind 
maximul dintre cele nrp erori relative obţinute cu formula (3.5.8), (dar înmulţite cu 100, pentru a 
obţine rezultatele în procente). Se va calcula deci maximul dintre valorile vectorului er de nrp 
elemente: 
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er = 

\'li - sky 
cry =— ^-100 

i'l, 

^'^nrp = 

vi 

vi, 
•100 

vl -yk .'•nrp ^nrp 

yKrp 
•100 

(3.6.13) 

Acest maxim, notat emax\, îl compar cu emaxcontor (cu emax\ fiind vorba de cazul pentru 
/QJ ) şi în caz că este mai mare decât emaXcontor, în emaXcontor voi reţine valoarea lui cmaxX. Cu 
alte cuvinte, doresc ca în emaXcontor să reţin valoarea maximă a erorii relative pentru o anumită 
valoare a variabilei contor, variabilă care ia toate valorile întregi între şi fo^^^ 

Prin program am considerat o valoare maximă admisibilă a erorii relative egală cu 7%. 
Dacă emax\ calculat depăşeşte această valoare admisibilă, pe ecran apare mesajul: Trebuie să 
măriţi nr, de intervale de eşantionare pentru a mic^^ora eroarea^ - v. Fig. 3.6.7, şi va trebui să 
acţionez butonul OK, măresc nr. de intervale, care mă conduce înapoi la forma Frmintro (Fig. 
3.6.8), unde însă nu voi putea modifica altceva decât valoarea lui n. 

I n t r o d u c e r e a date lor iniţ iale 

Dati coordonata (x) a centniui cercului: 

Dati coordonata (y) a centrului cercului: 

Dati raza cercii i i (r): 

Dati numărul de intervale de 
esantiorwre a serrticercului (n): 

Dati o valoare pentru alia: 

OK 

UJSJ 

30 

60 

20 

35 

1 

Sfârşit 

Fig.3.6.8 

Cu noul n se refac calculele până în acest punct, când apare din nou forma Frmafis2 care 
afişează erorile obţinute de această dată. Dacă discretizarea aleasă, (de exemplu pentru «=35) 
conduce la erori mai mici decât eroarea admisibilă impusă, nu va mai apărea mesajul cu privire 
la mărirea numărului de intervale de eşantionare (v. Fig. 3.6.9), şi programul va continua prin 
răspunsul utilizatorului la întrebarea: Doriţi să continuaţi dâmi un alt interval de comparaţie'.^ 
Dacă se alege răspunsul DA şi se dă clic pe butonul de comandă OK, vom obţine din nou forma 
Frmcontcompar (v. Fig. 3.6.10) şi calculele se vor repeta, afişând din nou rezultatele din forma 
Frmafis2 (v. Fig. 3.6.11), Aici valoarea emax\ afişată reprezintă eroarea relativă maximă în 
procente pentru acest al ultim (^=2) interval ales, iar emax{i) reprezintă eroarea relativă maximă 
de până acum pentru cazul /q = /q , , (respectiv ewax(contor) va reprezenta în cele ce urmează 

eroarea relativă maximă până la momentul respectiv pentru cazul /Q = f o contor 
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Afişarea comparat iva pentru intervalul k a ma i multor puncte de pe cerc si de pe funcţia SPLINE coresponcfafitşl 

Coordonata x y (pt cac) sk (p». Jinctia SPLINE) 

10,000 
10.127 
10.254 
10,381 
10,508 
10,635 
10,762 
10,889 
11,016 
11,143 

60.000 
62.250 
63.177 
63.885 
64.479 
64,999 
65,468 
65,896 
66,293 
66,664 

emaxi =6,722372 
emax(11=6,722372 

60,000 
59,240 
59,148 
59,590 
60,438 
61,572 
62^74 
64,232 
65533 
66,664 

DotW sa continuaţi dand un aft [5Ă ^ 
BTlefval de comparate ? ' —^ 

OK 

OK, măresc ni. de inteivale 

Fig. 3.6.9 

Dducerea da te lo r pt . calculul e r o r i o r 

Daţi numărul intervalului pe 
care dorfti sa-l comparaţi (k): 

[ŢISL 

Daţi numaiul de puncte in care 
doiiti calcularea erorilor funct» 
Spfine fata de funcţia data, p l 
respectivul interval (nrp): 

10 

OK Sfârşit 

Fig. 3.6.10 

Afişarea comparat iva pentru intervalul k a ma i multor puncte de pe cerc si de pe Funcţia SPLINE corespondeidia 

Coordonata x y (pt cerc) sk (pt. funcţia SPLINE) 
1 

11,143 66,664 66,664 
11,270 67,013 67,536 
11,397 67,343 68,170 
11,524 67,657 68,609 
11,651 67,957 68,894 
11,778 68,243 69,062 
11,905 68,518 69,151 
12,032 68,783 69,195 
12,159 69,038 69,228 
12,286 69,285 69,285 

emaxi» 1,407167 
emax(l)=6,722372 

D oriti sa continuati dand un ak |5Â ^ 
interval de comparaitie ? ' — ' 

OK 

OK, măresc m. de rteivale 

Fig. 3.6.11 

Dacă răspund la întrebarea Doriţi să continuaţi dând un alt interval de comparaţie? cu 
NI], atunci variabila contor se incrementează, iar dacă valoarea aceasta incrementată a contorului 
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nu depăşeşte valoarea lui dimensiune apare mesajul: Duti clicpc OK continuarc pentru a efectua 
calculele pentru /Q următor ' {\ . Fig. 3.6.12). 

l a s s s B t , i L * i 1 ̂  • .' 3 2 E • -

Dah valoarea derivatei de 
ord. I pt. nodul O, minima: 

-9 Dati valoarea derivatei de 
ord. I pt. nodul maxima: 

15 

Dati valoarea denvatei de 
ord. I pt. nodi i n: 

-10 

OK continuare 

v a r 3 _ c a t 2 _ q r a f 

Dati clickpe 'OK continuare' pt. a efectua calculele pentru POprim următor! (P0prlm=-8) 

OK 

Fig. 3.6.12 

La clic pe butonul OK al ferestrei mesaj devine activă din nou fereastra Frincondiţii, în 
care nu se pot însă modifica vechile date ci doar se dă clic pe butonul OK continuare, fapt care 
provoacă reiniţializarea cu zero a variabilei EWAR(CONIOR), recalcularea vectorului D cu /Q^ (V. 

relaţia (3.6.5) şi reluarea tuturor etapelor din acest punct începând. 

Varidtîd erorii relative maxime cu alfa si derivatele capetelor intervalului 

8max(%) 
alfa=1 
fn'=-10 

7 

-10 -5 10 

K W a U s l 

15 

Ojk-cont. pL^n ak fnprinT̂ j 

OK-cont. pl un alr alfa 

fo' 

Fig.3.6.13 
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Dacă s-a trecut în felul acesta prin toate cazurile de / q întregi între /on^^ /omax ^^ 

realizează reprezentarea grafică a erorii relative maxime pentru a dat şi dat cu variaţia lui 

/ o între / o n ^ y , şi fomnx • ^^ obţine reprezentarea din Fîg. 3.6.13, 
La clic pe buonul OK continuare pt. un alt fnprim, se revine la forma Frmconditii, 

unde se va putea modifica doar valoarea lui şi calculele se reiau până în punctul acesta pentru 
noul /,; dat. Se observă că orice valori am da lui , graficul erorii nu se va modifica fiincţie de 
acesta-V. Fig. 3.6.14, 

(emax(%) 
alfa=l 

Var iaţ ia erori i re la t ive m a x i m e cu al fa si d e r i v a t e l e capete lor in terva lu lu i 

-10 

fn'=-10 
fn'=0 
fn'=8 

iOK-cont pt, ir ak fnpiinjj 

OK-cont.pt îna l t alfa 

10 15 fo' 

Fig. 3.6.14 

Dacă se dă clic pe butonul OK continuare pentru un alt alfa, programul ne va întoarce 
la forma Frmintro, unde nu vom putea schimba decât valoarea lui a , calculele fiind refăcute 
din acest punct până la reprezentarea grafică. Astfel vom obţine pe acelaşi grafic variaţia erorii 
relative maxime pentru un alt a şi una sau mai multe valori ale lui /„', v. Fig. 3.6.15. A 

In Fig. 3.6.16 se prezintă pentru şase valori diferite ale lui a cele şase curbe de eroare 
relativă maximă obţinute. 

Cod sursă al programului de interpolare cu funcţii spline varianta IlI-a cu a doua categorie de 
condiţii ~ pentru cazul unui semicerc cu pasul h de discretizare pe orizontală constant - varianta 
prezentată în paragraful 3.6.2.1. 

M o d u l e 1: 

Public i, n, k, jj, mp, prima A s Integer 
Public XC A s Single, yc A s Single, r As Single, pas As Single, h l A s Single, alfa, Max, CX, CY, pozx, pozy As 
Single 
Public h() As Single, x() A s Single, {{) A s Single, beta() A s Single, m() A s Single, bet() A s Single 
Public Ai(), Bi() 
Public fDprimO, emax(), fDprimmin, fOprimmax, fiiprim 
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Public mat() As Single, mat l ( ) As Single. beta l ( ) As Single, m l ( ) As Single 
Public x l ( ) . y l ( ) , skO As Single 
Public contor, dimensiune As Integer 

Sub main() 
NisgBox ("Program de interpolare cu funcţii spline cubice pentru un semicerc varianta a IlI-a cu specificarea 
derivatelor de ordinul intai pentru nodurile extreme") 
Open "Iesire.txt" For Output As #1 
Frmintro.Show 
prima = O 
End Sub 

Sub rezolv_sist(D As Integer, a() As Single, b() As Single, x() As Single) 
nl = n - 1 
For i = 1 To nl 
i l = i 
For i2 = i To n 

If Abs(a(i l , i)) < Abs(a(i2, i)) Then il = i2 
N e x t i 2 
If a( i l , i) o O Then 

I f i l o 1 Then 
For j = 1 To n 

y = j ) 
a ( i j ) = a ( i l j ) 
a ( i l j ) = y 

N e x t j 
y = b(i) 
b(i) = b ( i l ) 
b ( i l ) = y 

E n d i f 
y = a(i, i) 
For j = 1 To n 

a(i , j) = a ( i , j ) / y 
N e x t j 
b(i) = b ( i ) / y 
il = i + 1 
For j = il To n 

If a(j, i) o O Then 
y = aO, i) 
For k = i To n 

aO, k) = a(j, k) - y * a(i, k) 
N e x t k 
b(j) = b O ) - b ( i ) * y 

End If 
N e x t j 

Else 
MsgBox ("Sistem incompatibil sau nedeterminat!") 
End 

E n d I f 
Next i 
If a(n, n) o O Then 

x(n) = b(n) / a(n, n) 
For i = 1 To nl 

x(n - i) = b(n - i) 
For k = 1 T o i 

x(n - i) = x(n - i) - a(n - i, n - i + k) * x(n - i + k) 
N e x t k 

Next i 
Else 

MsgBox ("Sistem incompatibil sau nedeterminat") 
End 

End If 
End Sub 
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Function hsiii(x As Single) 
hsin = (Exp(x) - Exp(-x)) / 2 

End Function 

Function hcos(x As Sîngle) 
hcos = (Exp(x) + Exp(-x)) / 2 

End Function 

Sub calcule() 
emax( contor) = O 
beta(O) = (f( I) - f{0)) / h( 1) - fDprim(contor) 
For i = 1 To n - 1 

beta(i) = (ni + 1) - m / h(i ^ 1) - (f(i) - f(i - 1)) / h(i) 
Next i 
beta(n) = ftiprim - (fţn) - f(n - 1)) / h(n) 
End Sub 

Fmiintro; 

I n t r o d u c e r e a d a t e l o r in i ţ i a le 

Dati coordon^a (x) a centrului cercului 

Dad coordonata [y] a centrului cercutuc 

Dati raza cercului (r): 

Dati nurnarul de iitervaie de 
eşantionare a semicerculii (n): 

Dati o valoare pentru alfa: 

OK Sfârşit 

Private Sub cmdok_Click() 
XC = Val(txtcentx.Text) 
yc = Val(Txtcenty.Text) 
r = Val(Txtr Text) 
n = Val(Txtn.Text) 
alfa = Val(txtaIfa.Text) 
contor = 1 
jj = 0 
ReDim h(l To n), x(0 To n), f(0 To n), beta(0 To n), m(0 To n), bet(l To n) 
ReDim mat(0 To n, O To n), mat l ( l To n + 1, 1 To n + 1), beta l ( l To n + 1), m l ( l To n + 1) 
ReDim Ai(0 To n - 1), Bi( l To n) 
pas = 2 * r / n 
x(0) = XC - r 
f(0) = yc + Sqr(r * r - (x(0) - xc) ^ 2) 

For i = 1 To n 
x(i) = x(i - 1) pas 
f(i) = yc + Sqr(Abs(r * r - (x(i) - xc) ^ 2)) 

Next i 
For i = 1 To n 

h(i) = pas 
Next i 
For i = 1 To n 
bet(i) = alfa • h(i) 
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Next i 
Frmintro Hide 
frmconditii Show 
End Sub 

Private Sub cmdsf_Click() 
C l o s e # l 
End 

End Sub 

Private Sub Txtii_Validate(Cancel As Boolean) 
n = Val(Txtn Text) 
If n < 2 Then 

MsgBox ("n trebuie sa fie natural si >=2!") 
Cancel = True 

End If 
End Sub 

Private Sub Txtr_Validate(Cancel As Boolean) 
r = Val(Txtr.Text) 
If r <= O Then 

MsgBox ("r trebuie sa fie >-0!") 
Cancel = True 

End If 
End Sub 

Frmconditii; 

A l e g e r e a condiţ i i lor p t . n o d u r i l e e x t r e m e a a i ^ 

Dati valoarea derivatei de 
ord I p t nodul rrunima: 

Dati valoarea derivatei de 
ord I pi. nodul maxima: 

Dali valoarea derivatei de 
ord I pL nodul n: 

•K Sfârşit OK continuare 

Private Sub cmdcancel_Click() 
txtfDprimmin.Text = "" 
txtiOprimmax.Text = "" 
txtfiiprim.Text = "" 
txtfDprimmin. SetFocus 
End Sub 

Private Sub cmdok_Click() 
fOprimmin = Val(txtfţ)primmin.Text) 
fOprimmax = Val(txtfOprinimax.Text) 
dimensiune = Int(fDprimmax - fOprimmin) + 1 
ReDim fDprim(l To dimensiune), emax(l To dimensiune) 
fiiprim = Val(txtfiiprim.Text) 
fDprim(contor) = Int(fDprimmin) 
calcule 
fiTTiconditii.Hide 
Frmafis.Show 
End Sub 
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Private Sub cindsfarsit_Click() 
C l o s e # l 
End 
End Sub 

Private Sub OKcont_Cl ick( ) 
fOprim(contor) = fDprim(contor - 1) + 1 
calcule 
frmconditii Hide 
Frmafis.Show 
End Sub 

F r m a f i s : 

Af işarea funcţii lor spline ob t inu te 

Continuare pt a face comparaţie pe 
un anumk ir^erval de eşantionare 

Sfârşit 

Private Sub Cmdcoi i t_Click() 
Frmafis.Hide 
Frmcontcompar. Show 
End Sub 

Private Sub cindsf_Click() 
C l o s e # l 
End 

End Sub 

Private Sub Fonn_Act ivate ( ) 
Cls 
Prinţ "Cele " & n + 1 & " puncte de eşantionare au coordonatele urmatoare:" 
Prinţ" X y" 
Prinţ #1, "Cele " & n + 1 & " puncte de eşantionare au coordonatele urmatoare:" 
Prinţ # 1 , " X y" 
For i = O To n 

Prinţ Format(x(i), "#####0.000"); Tab(13); FonTiat(fi;i), "#####0.000") 
Prinţ #1, Format(x(i), "#####0.000"); Tab(13); Format(f(i), "#####0.000") 

Next i 
Ai(0) = (hsin(bet( 1)) - bet( 1)) / (bet( 1) 2 * hsin(bet( 1))) • h( 1) 
For i = 1 To n - 1 

Ai(i) = (hsin(bet(i + 1)) - bet(i + 1)) / (bet(i + 1) 2 * hsin(bet(i + 1))) * h(i + 1) 
Bi(i) = (bet(i) * hcos(bet(i)) - hsin(bet(i))) / (bet(i) 2 * hsin(bet(i))) * h(i) 

Next i 
Bi(n) = (bet(n) • hcos(bet(n)) - hsin(bet(n))) / (bet(n) ^ 2 • hsin(bet(n))) • h(n) 
mat(0, 0) = Bi( l ) : mat(0, 1) = Ai(0) 
Forj = 2 T o n - 1 
mat(0, j) = O 

N e x t j 
For i = 1 To n - 1 
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Forj = 0 T o i - 2 
mat(i, j) = O 

Next j 
mat(i, j) = Ai(i - 1): mat(i, j 1) - Bi(i) + Bi(i 1): mat(i, j ^ 2) = Ai(i) 

For k = j To n 
mat(i, k) = O 

N e x l k 
Next i 
For i = O To n - 2 

mat(n, i) = O 
Next i 
mat(n, n - 1) = Ai(n - 1): mat(n, n) = Bi(n) 
Prinţ 
Prim "Matricea rezultata pentru calculul pantelor, respectiv vectorul beta va fi " 
Print#K "" 
Prinţ #1, "Matricea rezultata pentru calculul pantelor, respectiv vectorul beta va fi " 
For i = O To n 

For j = O To n 
Prinţ Tab(l * 7); Fomiat(mat(i, j), "###0.##"); 
Prinţ #1, Tabd + j * 7); Format(mat(iJ), "###0 ##"), 

Next j 
Prim Tab(l + (n + 1) * 7); "m" & i; Tab(8 + (n + 1) • 7); Format(beta(i), "####0.( 
Prinţ #1, Tab(l + (n + 1) • 7); "m" & i; Tab{8 + (n + 1) * 7); Fonnat(beta(i), "####0 ( 

Next i 
For i = 1 To n + 1 

For j = 1 To n + 1 
m a t l ( i j ) = mat(i - 1, j - 1) 

N e x t j 
betal(i) = beta(i- 1) 
ml( i ) = m ( i - 1) 

Next i 
rezolv sist n + 1, matl(), betal(), m l ( ) 
For i = O To n 

For j = O To n 
mat(i,j) = m a t l ( i + I J + 1) 

N e x t j 
beta(i) = be ta l ( i+ 1) 
m(i) = n i l ( i + 1) 

Next i 
End Sub 

Frmcontcompar: 

I n t r o d u c e r e a d a t e l o r p t . calculul e ror i lo r B i a T E S 

Dati nuframl intervalului pe 
care doriţi sa-l comparaţi (k): 

Dati numărul de puncte in care 
doriţi cakularea eroribr funcţiei 
Spfne fata de funcţia data^ pt 
respectivul interval (nrp): 

OK Sfârşit 
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Pmate Sub cmdok_aick() 
k = Val(txtk Text) 
nrp = Val(txtnrp Text) 
h l = p a s / ( n r p - 1) 
ReDim x l ( l T o nrp), y l ( l T o nrp), sk( l T o nrp) 
x l ( l ) = x ( k - l ) 
For i = 2 To nrp 
x l ( i ) = x l ( i - l ) - h l 

Next i 
For i = 1 T o nrp 
y U i ) = yc - Sqr(r » r - ( x l ( i ) - xc) ^ 2 ) 
t = ( x l ( i ) - x ( k - l ) ) / h ( k ) 
t l = f ( k ) M 
t2 = f î k - D M l - t ) 
t3 = m(k) / alfa " 2 • (hsin(bet(k) » t) / hsin(bet(k)) - 1 ) 
t4 = m(k - 1) / alfa ^ 2 * (hsin(bet(k) * (1 - 1 ) ) / hsin(bet(k)) - (1 - 1 ) ) 
sk(i) = t l - t 2 + t 3 - t 4 

Next i 
Frmcontcompar. Hide 
frmafis2 S h o w 
End Sub 

Priv ate Sub cmdsf_Clkk() 
End 
End Sub 

Private Sub txtk_Validate(Cancd As Boolean) 
k = Val(txtk.Text) 
I f k < 1 O r k > n T h e n 

Cancel = True 
M s g B o x ("k trebuie sa ia valori intregi intre 1 si" & n) 

E n d l f 
End Sub 

Private Sub txtnrp_Validate(Caiicel As Boolean) 
nrp = Val(txtnrp.Text) 
If nrp < 3 Or k > 3 0 Theo 

Cancel = True 
M s g B o x ("nrp trebuie sa ia valori intregi intre 3 si 30") 

E n d l f 
End Sub 

Fmiaris2 

A f i ş a r e a c o m p a r a t i v a p e n t r u i n t e r v a l u l k a m a î m u l t o r p u n c t e d e p e c e r c si d e p e f u n c ţ i a SPL INE c o r e s p o n d e n t a 

DoilisaconIhuatidandunaR jpÂ 
ir̂ efvaideconnpaialie? ' . . TT. 

OK 

OK. măresc nr. de vteivale 
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Private Sub cmdok_CIick() 
If UCase(Cbocont Text) = "DA" Then 

frmafîs2.Hide 
Frmcontcompar. Show 

Else 
contor = contor + 1 
If contor <= dimensiune Then 

fTmafis2.Hide 
frmconditii.Show 
firmconditii.OKcont.Enabled = True 
frmconditii.cmdok.Enabled = False 
frmconditii cmdsfarsit.Enabled = False 
MsgBox "Dati click pe 'OK continuare' pt. a efectua calculele pentru (Oprim următor! (fDprim=" & fOprim(contor 

- 1) + 1 & ")" 
Else 
If prima = O And j j = O Then 
fnnafis2.Hide 
Frmgraf.Show 

Else 
fnnafis2.Hide 
Frmgraf AutoRedraw = False 

E n d i f 
E n d i f 

E n d I f 
End Sub 

Private Sub Cmdscbimb_Click() 
frmafis2.Hide 
Frmintro.Show 
Frmintro. Txtn. SetFocus 

End Sub 

Private Sub Fonn_Activate() 
Cls 
Prinţ #1,"" 
Prinţ #1, "Intervalul care se compara:" & k 
Prinţ #1, "Numărul de puncte de comparaţie din cadrul respectivului interval:" & m p 
Prinţ 
Prinţ" Coordonata x"; Tab(18); "y (pt. cerc)"; Tab(32); "sk (pt. funcţia SPLINE)" 
Prinţ 
Prinţ #1,"" 
Prinţ # 1 , " Coordonata x"; Tab(18); "y (pt. cerc)"; Tab(32); "sk (pt. ftinctia SPLINE)" 
Prinţ #1,"" 
emaxl = A b s ( y l ( l ) - s k ( l ) ) / A b s ( y l ( l ) ) * 100 
semnal = O 
For i = 1 To nrp 
Prinţ Tab(3); Format(xl(i), "######0.000"); Tab(18); Format(yl(i), "######0.000"); Tab(32); Format(sk(i), 
"######0.000") 
Prinţ #1, Tab(3); Format(xl(i), "######0.000"); Tab(18); Format(yl(i), "######0.000"); Tab(32); Format(sk(i), 
"IIIIIIIIII110.000") 
emaxcurent = Abs(yl ( i ) - sk(i)) / Abs(yl( i ) ) * 100 
If emaxcurent > 7 Then semnal = 1 
If emaxl < emaxcurent Then emaxl = emaxcurent 

Next i 
If emax(contor) < emaxl Then emax(contor) = emaxl 
Prinţ 
Prinţ Tab(3); "emaxl="; Format(emaxl, "#####0.000000") 
Prinţ #1, Tab(3); "emaxl="; Format(emaxl, "#####0.000000") 
Prinţ Tab(3); "emax(" & contor & ")="; Format(emax(contor), "#####0.000000") 
Prim #1, Tab(3); "emax(" & contor & ")="; Format(emax(contor), "#####0.000000") 
If semnal = 1 Then 
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MsgBox ("Trebuie sa mariti nr. de intervale de eşantionare pentru a micşora eroarea de aproximare!") 
C mdschimb. SetFocus 

Else 
cmdok SetFocus 

End If 
End Sub 

Frmgraf 

OK-cont pt U I a l fnpiim 

OK-conL pt un att alfa 

Private Sub C[ndok_Click() 
firmconditii.Show 
contor = 1 
MsgBox ("Dati o alta valoare pt. fhprim!") 
i j = i j + i 
frmconditii.OKcont.Enabled = False 
fhnconditii.txtfOprimmax.Enabled = False 
fTmconditii.txtfOprimmin.Enabled = False 
ftmcondit ii. cmdok. Enabled = True 
frmconditii.cmdsfarsit.Enabled = True 

End Sub 

Private Sub cmdokalfa_Click() 
prima = prima 1 
Frmintro.Show 
MsgBox ("Dati o alta valoare pt. alfa!") 
Frmintro.txtcentx.Enabled = False 
Frmintro.Txtcenty.Enabled = False 
Frmintro.Txtr.Enabled = False 
Frmintro.Txtn.Enabled = False 
frmconditii.OKcont.Enabled = False 
frmconditii.txtfDprimmax.Enabled = False 
frmconditii.txtfOprimmin.Enabled = False 
frmconditii.cmdok.Enabled = True 
frmconditii.cmdsfarsit.Enabled = True 

End Sub 

Private Sub Fonn__PaiDt() 
Frmgraf. AutoRedraw = True 
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If prima = O And ']} = O Then 
Dim Msg, XPos(30), \ T o s ( 3 0 ) ' Declare variables 
ScaleMode = 3 'Set ScaleMode to pixels. 
DrawWidth = 2 'Set DrawWidth 
ForeColor = QBColor(prima) 
Line (10, ScaleHeight - lOHScaleWidth - 10, ScaleHeight - 10) 
Line (210, ScaleHeight - 1 0 H 2 1 0 , 10) 
FontSize = 1 3 'Set point size. 
CX = ScaleWidth / 2 ' Get horizontal center 
CY = ScaleHeight / 2 'Get vertical center 
Msg = "fo"': CurrentX = 9 * 2 * CX / 10 - TextWidth(Msg) / 2 CurrentY = ScaleHeight - 30 Prim Msg 
Msg = "emax(%)": CurrentX = 210: CurrentY = 0: Prinţ Msg 
Msg = "-10": CurrentX = 10: CurrentY = ScaleHeight - 30: Prinţ Msg 
Msg = "O": CurrentX = 210: CurrentY = ScaleHeight - 30: Prinţ Msg 
Msg = "10": CurrentX = 10 + 20 * 20: CurrentY = ScaleHeight - 30: Prim Msg 
Msg = "alfa=" & alfa: CurrentX = 260: CurrentY = 20: pozx = CurrentX: pozy = CurrentY Prim Msg 

Max = emax( 1) 
For i = 1 To dimensiune 

If Max < emax(i) Then Max = emax(i) 
Next i 

Msg = Round(Max, 2): CurrentX = 205: CurrentY = 70: Prim Msg 
Else 

If jj = O Then 
ForeColor = QBColor(prima) 
Msg = "alfa=" & alfa: CurrentX = 260 + prima * 80: CurrentY = 20: pozx = CurrentX: pozy = CurrentY: Prim 

Msg 
End If 

End If 
ForeColor = QBColor(prima) 
Msg = "fh'=" & fiiprim 
pozx = pozx ' Horizontal position. 
pozy = pozy + 1 5 ' Vertical position 
CurrentX = pozx 
CurrentY = pozy 
Prim Msg 'Printmessage. 
For i = 1 To dimensiune 

XPos(i) = 210 + fOprim(i) * 15 ' Get horizontal position. 
YPosO) = (ScaleHeight - 10) - ((ScaleHeight - 80) / Max • emax(i)) ' Get vertical position. 
PSet (XPos(i), YPos(i)), QBCoIor(l) 
'DoEvents ' Yield to other 

Next i 
For i = 1 To dimensiune - 1 

Line (XPos(i), YPos(i))-(XPos(i + 1), YPos(i + 1)) 
Next i 

End Sub 

3.6.2.2. Studiu al erorilor introduse de aproximarea cu funcţii spline 

A) Studiu al erorii relative maxime pe intervale de discretizare 

Din acest studiu dorim să rezulte care este influenţa asupra erorii a poziţiei intervalului 
faţă de centrul semicercului sau elipsei, utilizând cele trei variante de funcţii spline descrise la 
paragraful 3.4.8. 

Pentru cazul concret când = 90, y^. = 60 , şi r = 70 şi se ia număr de 30 puncte de 
discretizare (deci 29 de intervale egale pe direcţia axei x) s-au obţinut comparativ rezultatele din 
coloanele tabelului 1 pentru eroarea relativă maximă funcţie de numărul intervalului, şi anume: 

• Coloana 1 s-a obţinut din rularea programului pentru aproximarea cu funcţii spline 
cubice în prima variantă cu condiţii naturale, 
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Variahd erorii relative maKîme cu a\fa si derivatele capetelor intervalului 

femax(%) 

fn'=-10 fn'=1 
fn'=0 fn'=10 
fn'=8 

OK-cont pt m alt fnpiw^j 

OK-conL pl i n aK aifa 

fo' 

Fig. 3 . 6 . 1 5 

Variaţia erorii relative maxime cu alfa si derivatele capetelor intervaluluî 

jmax(%) 

fn'=-10 fn'=1 
fn'=0 fn'=10 
fn'=8 

(3) ® © 
Jîa^l O 00 a l f ^ al 

tri'=10 
200 alfă^O.1 

fn'=0 fn'=1 

OK-cont. pt. un alt fnprim 

rdK-conLpt.unaftăfa | 

fo' 

Fig. 3.6.16 
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Se observă faptul că eroarea relativă maximă este de în acest caz, şi ea se obţine la 
intervalele de capăt, respectiv 1 şi 29, scăzând spectaculos spre intervalele de mijloc, 14,15 şi 16, 
unde are valori de ordinul 10 respectiv 10"^ procente. 

• Coloana 2 s-a obţinut din rularea programului pentru aproximarea cu funcţii spline 
cubice în a doua variantă cu condiţii naturale, 

în acest caz se observă de asemenea un maxim al erorii relative pe intervalele de capăt, dar 
mult mai accentuată este totuşi eroarea din capătul stâng (primul interval). Restul intervalelor 
prezintă de asemenea valori foarte mici, asemănătoare cu cele din coloana 1, şi mai ales în 
intervalele de mijloc. 

• Coloana 3 s-a obţinut din rularea programului pentru aproximarea cu funcţii spline 
exponenţiale (varianta a treia) cu a doua categorie de condiţii, respectiv considerând 
date mărimile f ^ , f i şi a , (v. relaţiile (40) şi (41)), şi anume: or, =15, / J = - 5 şi 

Intervalul 
care se 

compară 

1 
Eroarea relativă maximă pentru aproximarea cu funcţii spline Intervalul 

care se 
compară cubice în prima variantă 

cu condiţii naturale 
cubice in a doua variantă 

cu condiţii naturale 
exponenţiale cu a doua 

categorie de condiţii 
Coloana 0 Coloana 1 Coloana 2 Coloana 3 

1 7 ,87223756086777 7 ,76022496920264 10,6693056371636 
2 1 ,00038936478074 0 ,988423845495557 0 .464248942970218 
3 0 ,244150793459215 0 ,241408670333209 0 ,221513010020889 
4 6 ,18115610714704E-02 0 ,061133462582622 0 ,131940007818739 
5 l , 55162544616565E-02 1 ,53465106391004E-02 9 ,11537796071938E-02 
6 4 ,1371147616899E-03 4 ,08770638727776E-03 6 ,88601735417646E-02 
7 9 ,95051135797718E-04 9 ,88002908456708E-04 5 ,52711066332365E-02 
8 3 ,13767254990702E-04 3 , 0 8 4 6 6 3 3 1 6 9 0 7 1 l E - 0 4 4 ,63869066703149E-02 
9 4 ,82741933772075E-05 4 ,90550153104369E-05 4 ,03046638681338E-02 
10 4 ,25627823808989E-05 4 ,05613799009367E-05 3 ,60134550009417E-02 
11 1 ,1040923226565lE-05 1 ,19124801128483E-05 3 ,29569303529166E-02 
12 1 ,60163434598186E-05 l ,7917602780349E-05 3 ,07880651546668E-02 
13 1 ,3429900087631lE-05 l ,31094950996387E-05 0 ,029300191058267 
14 8 ,04478169260229E-06 l ,14201429056989E-05 2 ,83681088984605E-02 
15 l ,24028756580974E-05 l ,37169559804496E-05 0 ,02791202137751 
16 8 ,04478169260229E-06 l ,37169559804496E-05 0 ,02791202137751 
17 1 , 3 4 2 9 9 0 0 0 8 7 6 3 l l E - 0 5 l ,14201429056989E-05 2 ,83681088984605E-02 
18 1 ,60163434598186E-05 1 ,43440665419084E-05 0 ,029300191058267 
19 l ,10409232377366E-05 l ,56448823063748E-05 3 ,07880651546446E-02 
20 4 ,25627823922126E-05 9 ,33083927244663E-06 3 ,29569303529053E-02 
21 4 ,8274193365687 lE-05 3 ,65574853489834E-05 3 ,60134550009303 E-02 
22 3 ,13767255014161E-04 4 ,90550152872254E-05 4 ,03046638681222E-02 
23 9 ,9505113574948 lE-04 3 ,08466331714303E-04 4 ,63869066702913E-02 
24 4 ,13711476173966E-03 9 ,81489495329964E-04 5 ,52711066332486E-02 
25 l ,55162544616177E-02 4 ,08770638725273E-03 6 ,88601735417646E-02 
26 6 ,18115610714976E-02 1 ,53465106391394E-02 9 , n 5 3 7 7 9 6 0 7 2 0 6 8 E - 0 2 
27 0 ,244150793459215 6 ,11334625825673E-02 0 ,131940007818766 
28 1,00038936478073 0 ,241408670333297 0 ,221513010020947 
29 7 ,87223756086801 0 ,988423845495412 0 ,464248942970314 

Tab.l. 

Desigur că în acest caz eroarea relativă maximă nu va depinde doar de poziţia intervalului 
în cadrul curbei studiate, ci şi (sau mai ales) de alegerea celor trei parametri / J , /„' şi a^. Un 
studiu mai detaliat al influenţei acestora asupra erorii relative maxime s-a realizat în paragraful 
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următor. Oricum se observă că valoarea erorii relative maxime se obţine din nou pentru primul 
interval. 

B) Studiu al influenţei parametrilor a^, respectiv /J şi asupra erorii relative 
maxime. 

în cele ce urmează vom încerca să răspundem la întrebarea: Ce valori pot lua parametrii 
a , ? Aceasta este încă o problemă nerezolvată şi este deschisă cercetării. S-a constatat că pentru 

valori mici ale lui a^, funcţiile spline exponenţiale se comportă asemănător cu fimcţiile spline 
cubice, adică vom avea oscilaţii nedorite în unele cazuri, pentru valori mari vor apărea puncte 
unghiulare caracteristice funcţiior spline liniare. De aceea, într-o singură bibliografie se 
recomandă a , e [4,15] . Totuşi, programele de calculator testate de autoare arată că a , poate lua 
un spectru mult mai larg de valori (v. Fig. 3.6.17,3.6.18 şi 3.6.19). 

Vdriaha eroni relat ive maHîme cu alfa si derivatele capetelor intervalului 

-10 

|8max(%) 
alfa=0.2 alfa=2 
fn'=0 fn'=0 
fn'=5 fn'=15 
fn'=10 

alfa=10 alfa=500 alfa=-30 
fn'=0 fn'=2 •fn'=2 
fn'=-20 

OK-conL pL un aft fnptim 

"QK-cofiL p U i i a t a f a ]ţ 

10 15 fo' 

Fig. 3.6.17: Cazul semicercului , = 60 , şi r = 70 , 

şi necesitând 238 de intervale de eşanţionare pentru primul a , = 0.2 

• O dă eroare prin împărţire la zero, deci nu se va putea utiliza, în schimb pot fi 
utilizate valori subunitare, atât pozitive, cât şi negative, precum şi valori supraunitare 
pozitive şi negative până la aproximativ 7 0 0 - 8 0 0 , sau chiar 9 0 0 ; 

• Se observă că pentru aceeaşi valoare absolută a Iui a , curbele erorii relative maxime 

funcţie de / J şi sunt identice; 
• De asemenea se constată că eroarea relativă maximă creşte cu descreşterea în modul a 

valori lor lui a , şi scade pe măsură ce or, creşte în modul spre ordinul sutelor. 

Metoda presupune de asemenea că / J şi f'„ sunt cunoscute, fapt care de obicei nu se 
întâmplă. De aceea am făcut prin program un studiu al influenţei acestor parametrii asupra erorii 
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maxime relative. Graficele rezultate relevă încă un fapt interesant, şi anume că pentru un a , dat, 
eroarea relativă maximă depinde doar de , (deci orice valoare s-ar da lui curbele de eroare 
se suprapun pe grafic). 

Vtfiaba erorii r^ddfm imittie>E3f ^ X j 
(8max(%) 

a l fa=l alfa=6 
fn'=-15 fn '=0 

fn '=10 

alfa-15 
f n ' - l O 

OK-cont. pL un aH fnprim 

OK-cont. pt. un aH alfă~j 

Fig. 3.6.18: Cazul semicercului .Ŷ  = 50 , v,. = 100 , şi r = 30 , 

şi necesitând 44 de intervale de eşanţionare pentru primul a^ = 1 

Deoarece s-a dorit ca eroarea relativă maximă pentru întregul contur să ia valori mai mici 
decât o anumită valoare admisibilă considerată, în programul de calcul al aproximărilor cu 
funcţii spline cubice s-a prevăzut şi un algoritm adaptiv, care să ceară rafinarea reţelei de 
discretizare în cazul nerealizării erorii admisibile respective. Pentru aceasta s-a utilizat aşa-
numita rafinare h, care este cea mai fi-ecventă modalitate de rafinare şi care se realizează prin 
creşterea numărului elementelor de fi-ontieră (în cazul 3D, implicit prin micşorarea suprafeţei 
medii a acesteia). Este un procedeu uşor de programat, conduce la soluţii foarte bune, dar de 
multe ori solicită un necesar de memorie şi un timp de calcul foarte mare. După numai trei 
iteraţii, în funcţie de algoritmul utilizat şi de precizia cerută, numărul de elemente poate creşte de 
peste 20-30 de ori. 

Din cele trei cazuri concrete considerate se observă ceea ce era de aşteptat, şi anume că: 
Dacă se lucrează cu eroarea relativă definită clasic ca fiind: 

A-y 
(3.6.14) 

unde A este un număr real exact şi y este o aproximare a sa, va rezulta că pentru A -> O eroarea 
relativă ^ c o ^ adică: 

• Atunci când arcul în formă de semicerc este situat foarte aproape de axa Ox, eroarea relativă 
maximă va fi mare şi deci va fi necesar să intervină algoritmul adaptiv şi să rafineze 
reţeaua. Astfel pentru frontiera din Fig. 3.6.19 au fost necesare 856 de intervale de 
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eşantionare cu toate că raza era mică, doar datorită faptului că valorile funcţiei semicerc 
erau foarte mici. 

Variaţ ia erori i re la t ive m a K i m e cu alia si derivatele capetelor intervatutui • H i i l 

-10 -5 

iemax(%) 
alfa=-0,3 alfa=10 alfa=500 alfa=-700alfa=1000 
fn'=l fn'=l fn'=1 fn'=1 fn'=l 

7 

OK-cortL pt un ak fnprim 

I OK-cori. pt un alt atfa 

10 15 fo' 

F i g . 3 . 6 . 1 9 : Cazul semicercului x^ = 3 0 0 , V ,̂ = 2 , şi r = 5 , 

şi necesitând 8 5 6 de intervale de eşantionare pentru primul a , = - 0 ,3 

• Atunci când arcul în formă de semicerc este situat foarte departe de axa Ox eroarea 
relativă maximă va fi mică şi deci nu va fi necesar să intervină algoritmul adaptiv şi să 
rafineze reţeaua. Astfel pentru frontiera din Fig. 3 .6 .18 au fost necesare doar 4 4 de 
intervale de eşantionare cu toate că raza era mult mai mare decât în cazul anterior, doar 
datorită faptului că valorile funcţiei semicerc erau foarte mari. 

Observaţie: Totuşi, aceste valori relativ mari pentru numărul de intervale de eşantionare 
necesare (856, dar chiar şi 44!) se datorează şi faptului că s-a dat ca primă valoare a , de calcul o 
valoare mică în modul (0.2 resp. -0.3), iar anterior am arătat că eroarea relativă creşte foarte 
mult cu descreşterea modulului lui a,. 

Deoarece această definiţie a erorii relative nu oferă o imagine corectă a erorii de calcul 
mai ales în porţiunea în care valoarea funcţiei de aproximat tinde la zero sau este chiar nulă, am 
studiat şi cazul utilizării unei erori relative mărginite, definite după cum urmează: 
Definiţie. Funcţia : D c R^ -> R se numeşte eroare relativă Z-mărginită pentru e R dacă: 

i) e{ jc) = O dacă şi numai dacă A x\ 

ii) dacă JC,^ e R astfel încât |JC - > - , următoarea inegalitate este adevărată: 

e{A,x)\>\e{A,y)[, 

iii) există o valoare L€(0,+oo) astfel încât pentru orice {A,y)&D este adevărată 
inegalitatea: 
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c{A.y)</. (3.6.15) 
Av 

Funcţiile eroare absolută Ai- = - v şi eroare relativă = — , definite în sens clasic, 

verifică i) şi ii). 
Funcţii eroare relativă /.-mărginite v) , care îndeplinesc toate cele trei condiţii de 

mai sus. pot fi găsite mai multe, dintre care am ales una care ia valori cuprinse în intervalul 
- 1 , l] şi conduce la evaluări rezonabile ale erorii, chiar în cazul în care A=0: 

e(A,y) = —arctg(/!->•) 
n 

(3.6.16) 

în cazul nostru A reprezintă valoarea exactă a fiincţiei semicerc, iar v este valoarea dată 
de aproximarea spline. Exemplificăm în Fig. 3.6.20, 3.6.21 şi 3 . 6 . 22 rezultatele obţinute prin 
program utilizând definiţia erorii mărginite dată de relaţia (3.6.16). 

-10 

emax(%) 
alfa=0.1 alfa=-0,5 atfa=2 
fn'=-10 fn'=1 fn'=2 
fn"=0 

36 

3.4 

3.2 

.E.it3=lO alfa=100 
î n - ' j fn'=2 

OK-cont. pt. un d l hpfim 

OK-conT. pl. un alt affa 

10 15 fo' 

Fig. 3.6.20: Cazul semicercului .v̂  = 9 0 , = 6 0 , şi r = 7 0 , 

şi necesitând 35 de intervale de eşanţionare pentru primul a , = 0.1 

După cum se observă, s-a ales şi cazul (v. Fig.3.6.21) când centrul semicercului se află pe 
axa Ox, deci valorile de capăt ale funcţiei semicerc sunt nule, iar eroarea relativă definită clasic 
ar fi condus la valori infinite. Utilizând funcţia eroare relativă mărginită dată de relaţia (3.6.16) 
s-au obţinut însă rezultatele din F ig . 3 .6 .21 pentru diferitele valori ale lui a^. De altfel se 
observă că la fel ca în cazul erorii relative definită clasic, şi eroarea relativă mărginită scade cu 
creşterea în modul a lui a , , respectiv creşte tinzând către unu când a^ tinde spre zero, iar pentru 
un a^ dat nu depinde de . 
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iemax(%) 
alfa=0,1 alfa=0.9 alfa=5 aJta^lF, alfa=80 aifa=200 
fn'=5 fn'=5 fn'=5 frr=6 fn'=5 fn'=5 

OK-conL pt m a l fnprim 

j OK-cont pL înalt aia 

Fig. 3.6.21 Cazul semicercului = 80 , = O , şi r = 5 , 

şi alegând 5 intervale de eşanţionare pentru primul or, = O 1 

fo' 

(emax(%) 
alfa=0,l atfa=0,5 affa=1 5 5Jt3=7 
fn'=-9 tn'=-1 fn'=0 frV=0 
fn'=-l 

alfa=50 
fn'=0 

OK-cont. pt un afc fnprim 

[pL unTălt dfa j{ 

fo' 

Fig. 3.6.22: Cazul semicercului = 50 , = 100 , şi r = 30 
şi alegând 15 intervale de eşanţionare pentru primul a^ = 0.1 
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Cod sursă al programului de interpolare cu funcţii spline varianta lll-a cu a doua categorie de 
condiţii - pentru cazul unui semicerc cu pasul h de discretizare pe orizontală constant - varianta cu 
funcţia de eroare dată de formula (3.6.16) prezentată in paragraful 3.6.2.2. 

Module 1 

Public i .\s Integer, n As Integer, k As Integer, jj As Integer, nrp As Integer, prima As Integer 
Public XC As Double, yc As Double, r As Double, pas As Single, hl As Single, alfa, Max, CX, CY, pozx, pozy As 
Single 
Public h() As Single, x() As Double, f() As Double, beta() As Single, m() As Single, bet() As Single 
Public Ai(), Bi() 
Public fOprimO, emax(), fOprimmin, fDprimmax, fhprim 
Public mat() As Single, mat l ( ) As Single, beta l ( ) As Single, m l ( ) As Single 
PubUc x l ( ) , y l ( ) , sk() As Single 
Public contor, dimensiune As Integer 
Public pi 

Sub mainO 
pi = 4 * Atn( l ) 
MsgBox ("Program de interpolare cu funcţii spline cubice pentru un semicerc varianta a IlI-a cu specificarea 
derivatelor de ordinul intai pentru nodurile extreme") 
Open "Iesire.txt" For Output As #1 
Frmintro.Show 
prima = O 
End Sub 

Sub rezolv_sist(n As Integer, a() As Single, b() As Single, i ( ) As Single) 
nl = n - 1 
For i = 1 To nl 
i l = i 
For i2 = i To n 

If Abs(a(il , i)) < Abs(a(i2, i)) Then il = i2 
Next i2 
If a(i l , i) o O Then 

I f i l o 1 Then 
For j = 1 To n 

y = a(i, j) 
a(i ,j) = a ( i l , j ) 
a ( i l , j ) = y 

N e x t j 
y = b(i) 
b(i) = b( i l ) 
b( i l ) = y 

E n d i f 
y = a(i, i) 
Forj = 1 To n 

a(i , j) = a ( i , j ) / y 
N e x t j 
b(i) = b ( i ) / y 
il = i + 1 
Forj = il To n 

If aO, i) o O Then 
y = a(j, i) 
For k = i To n 

aO, k) = aO, k ) - y * a ( i , k) 
N e x t k 
bO) = b ( j ) - b ( i ) * y 

End If 
N e x t j 

Else 
MsgBox ("Sistem incompatibil sau nedeterminat!") 
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End 
End If 

Next i 
If a(n, n) o O Then 

x(n) = b(n) / a(n, n) 
For i = 1 To nl 

x(n - i) = b(n - i) 
For k = 1 To i 

x(n - i) = x(n - i) - a(n - i, n - i + k) * x(n - i + k) 
N e x t k 

Next i 
Else 

MsgBox ("Sistem incompatibil sau nedeterminat") 
End 

E n d l f 
End Sub 

Function hs in ( i As Sîngle) 
hsin = (Exp(x) - Exp(-x)) / 2 

End Function 

Function hcos(x As Sîngle) 
hcos = (Exp(x) + Exp(-x)) / 2 

End Function 

Sub calcule() 
emax( contor) = O 
beta(O) = (f( 1) - fţO)) / h( 1) - fl)prim(contor) 
For i = 1 To n - 1 

beta(i) = (f(i + 1) - m / h(i ^ 1) - (fţi) - f(i - 1)) / h(i) 
Next i 
beta(n) = fhprim - (fţn) - fţn - 1)) / h(n) 
End Sub 

Frmîntro: 

I n t r o d u c e r e d d a t e l o r in i t id ie m j s f s 

Dati coordonând (x) d centrului cercului: 

[)dti coordonata (y) a centrului cercului: 

Dâti raza cercuhii (r); 

Dati numărul de intervale de 
esar^tionare a semicercului [n l 

Dati o valoare pentru alfa* 

OK Sfârşit 

Private Sub cmdok_Click() 
XC = Val(txtcentx.Text) 
yc = Val(Txtcenty.Text) 
r = Val(Txtr.Text) 
n = Val(Txtn.Text) 
alfa = Val(txtalfa.Text) 
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contor = 1 
11 = 0 
ReDim h(l To n), x(0 To n), f̂ O To n), beta(0 To n), m(0 To n), bet( 1 To n) 
ReDim mat(0 To n, O To n), matl ( l T o n + 1, 1 T o n + 1), betal( l To n + l X m l ( l Ton-^ 1) 
ReDim Ai(0 To n - 1), Bi(l To n) 
pas = 2 * r / n 
x(0) = XC - r 
f{0) = yc + Sqr(r * r - (x(0) - x c ) 2 ) 

For i = 1 To n 
x(i) = x(i - 1) pas 
fţi) = vc + Sqr(Abs(r * r - (x(i) - xc) ^ 2)) 
•MsgBox ("x" & i & & x(i) & " si r & i & & t\\)) 

Next i 
For i = 1 To n 

h(i) = pas 
Next i 
For i = 1 To n 
bet(i) = alfa * h(i) 

Next i 
Frmintro.Hide 
frmconditii.Show 
End Sub 

Private S u b cmdsf_Click() 
C l o s e # l 
End 

End Sub 

Private S u b Txtn_Validate(CaiiceI As Boolean) 
n = Val(Txtn.Text) 
If n < 2 Then 

MsgBox ("n trebuie sa fie natural si >=2!") 
Cancel = True 

End If 
End Sub 

Private S u b Txtr_Valîdate(Cancel As Boolean) 
r = Val(Txtr.Text) 
If r <= O Then 

MsgBox ("r trebuie sa fie >=0!") 
Cancel = True 

E n d i f 
End Sub 

Frmconditii 

A l e g e r e a condiţ i i lor p t . nodur i l e e x t r e m e 

Daţi vabdrea derivatei de 
ord. I pt nodul minima: 

Dati valoarea derivatei de 
ord. I pt nodul Q, maxima: 

Dati valoarea derivatei de 
ord. I pt nodul n: 

OK Sfârşit OK continuare 
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Private Sub cnidok_Click() 
fOprimmin = Val(txtfDprimmin.Text) 
fDprimmax = Val(txtfOprimmax.Text) 
dimensiune = Int(fDprimmax - fOprimmin) -»- 1 
ReDim fDprim(l To dimensiune), e m a \ ( l To dimensiune) 
fhprim = Val(txtfhprim Text) 
fDprim(contor) = Int(fOprimmin) 
calcule 
frmconditii.Hide 
Ai(0) = (hsin(bet( 1)) - bet( 1)) / (bet( 1) ^ 2 • hsin(bet( 1))) * h( 1) 
For i = 1 To n - 1 

Ai(i) = (hsin(bet(i + 1)) - bet(i + 1)) / (bet(i ^ 1 ) ^ 2 * hsin(bet(i + 1))) • h(i + 1) 
Bi(i) = (bet(i) * hcos(bet(i)) - hsin(bet(i))) / (bet(i) 2 * hsin(bet(i))) » h(i) 

Next i 
Bi(n) = (bet(n) • hcos(bet(n)) - hsin(bet(n))) / (bet(n) ^ 2 * hsin(bet(n))) • h(n) 
mat(0, 0) = Bi( l ) : mat(0, 1) = Ai(0) 
F o r j = 2 To n - 1 
mat(0, j) = O 

N e x t j 
For i = 1 To n - 1 
Forj = 0 T o i - 2 
mat(i, j) = O 

N e x t j 
mat(i, j) = Ai(i - 1): mat(i, j + 1) = Bi(i) Bi(i + 1). mat(i, j + 2) = Ai(i) 
j = j + 3 
F o r k = j T o n 

mat(i, k) = O 
Next k 

Next i 
For i = O To n - 2 

mat(n, i) = O 
Next i 
mat(n, n - 1) = Ai(n - 1): mat(n, n) = Bi(n) 
For i = 1 To n + 1 

For j = 1 To n + 1 
matl(i , j) = mat(i - 1, j - 1) 

N e x t j 
betal( i ) = beta( i - 1) 
m l ( i ) = m ( i - 1) 

Next i 
rezolv sist n + 1, matlQ, betalQ, m l Q 
For i = O To n 

Forj = O To n 
m a t ( i j ) = m a t l ( i + l , j + 1) 

N e x t j 
beta(i) = betal( i + 1) 
m(i) = m l ( i + 1) 

Next i 
k = 1 
n r p = 10 
hl = p a s / ( n r p - 1) 
ReDim x l ( l To nrp), y l ( l T o nrp), sk(l To nrp) 
x l ( l ) = x ( k . 1) 
For i = 2 To nrp 
x l ( i ) = x l ( i . l ) + hl 

Next i 
For i = 1 To nrp 
y l ( i ) = yc + Sqr(r * r - ( x l ( i ) - xc) ^ 2) 
t = ( x l ( i ) - x ( k . l ) ) / h ( k ) 
t l = f ( k ) * t 
t2 = f ţ k - 1 ) * ( 1 - t ) 
t3 = m(k) / alfa ^ 2 * (hsin(bet(k) * t) / hsin(bet(k)) - 1 ) 
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t4 = m(k - 1) / alfa ^̂  2 * (hsin(bet(k) • (1 -1 ) ) / hsin(bet(k)) - (1 -1 ) ) 
sk(i) = t l + t 2 + t 3 + t 4 

Next i 
firmafis2.Show 
End Sub 

Private Sub cmdsfarsit_Clîck() 
C l o s e # l 
End 
End Sub 

Private Sub OKcont_CHck() 
fDprim(contor) = fDprim(contor - 1) + 1 
calcule 
frmconditii.Hide 
Ai(0) = (hsin(bet(l)) - bet ( l ) ) / (bet ( l ) ^ 2 * hsin(bet(l))) • h ( l ) 
For i = 1 To n - 1 

Ai(i) = (hsin(bet(i + 1)) - bet(i + 1)) / (bet(i + 1) ^ 2 • hsin(bet(i ^ 1))) • h(i -f 1) 
Bi(i) = (bet(i) * hcos(bet(i)) - hsin(bet(i))) / (bet(i) ^ 2 • hsin(bet(i))) * h(i) 

Next i 
Bi(n) = (bet(n) • hcos(bet(n)) - hsin(bet(n))) / (bet(n) ^ 2 • hsin(bet(n))) * h(n) 
mat(0, 0) = Bi ( l ) : mat(0, 1) = Ai(0) 
For j = 2 To n - 1 
mat(0, j) = O 

N e x t j 
For i = 1 To n - 1 
Forj = 0 T o i - 2 
mat(i ,j) = 0 

N e x t j 
mat(i, j) = Ai(i - 1): mat(i, j + 1) = Bi(i) + Bi(i + 1); mat(i, j + 2) = Ai(i) 
j - J + 3 
For k = j To n 

mat(i, k) = O 
Next k 

Next i 
For i = O To n - 2 

mat(n, i) = O 
Next i 
mat(n, n - 1) = Ai(n - 1): mat(n, n) = Bi(n) 
For i = 1 To n + 1 

For j = 1 To n + 1 
matl(i, j) = mat(i - 1, j - 1) 

N e x t j 
betal( i) = beta(i - 1) 
ml ( i ) = m ( i - 1) 

Next i 
rezolv sist n + 1, matl() , betal() , m l ( ) 
For i = O To n 

For j = O To n 
mat(i ,j) = m a t l ( i + l , j + 1) 

N e x t j 
beta(i) = b e t a l ( i + 1) 
m(i) = ml( i + 1) 

Next i 
k = 1 
nrp= 10 
hl = p a s / ( n r p - 1) 
ReDim x l ( l To nrp), y l ( l To nrp), sk(l To nrp) 
x l ( l ) = x ( k - 1) 
For i = 2 To nrp 
x l ( i ) = x l ( i - l ) + hl 

Next i 
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For i = 1 To nrp 
y l ( i ) = yc + Sqr(r • r - (x l ( i ) - xc) ^ 2) 
t = ( x l ( i ) - x ( k . l ) ) / h ( k ) 
tl = f ( k ) M 
t2 = f ţ k . I ) » ( l - t ) 
t3 = m(k) / alfa ^ 2 • (hsin(bet(k) » t) / hsin(bet(k)) -1 ) 
t4 = m(k . 1) / alfa ^ 2 • (hsin(bet(k) • (1 -1) ) / hsin(bet(k)) - (1 -1) ) 
sk(i) = tl + t 2 ^ t3 -Ht4 

Next i 
frmafis2.Show 
End Sub 

Frmafis 

Af işarea funcţii lor spline ob t inu te 

Continuare pL a face comparaţie pe 
un anumi interval de eşantionare 

Sftfsit 

Private Sub Cmdcont_Cl ick() 
Frmafis Hide 
Frmcontcompar. Show 
End Sub 

Private Sub cmdsr_Click() 
Close #1 
End 

End Sub 

Private S u b Foni i_Act ivate( ) 
•CIs 
'Prinţ "Cele " & n + 1 & " puncte de eşantionare au coordonatele urmatoare:" 
•Prim" X y" 
'Prinţ #1, "Cele " & n + 1 & " puncte de eşantionare au coordonatele urmatoare:" 
'Prinţ # 1 , " X y" 
'For i = O To n 
' Prinţ Format(x(i), "#####0.000"); Tab(13); Format(f(i), "#####0.000") 
' Prinţ #1, Format(x(i), "#####0.000"); Tab(13); Format(f(i), "#####0.000") 
•Nexti 
Ai(0) = (hsin(bet(l)) - bet ( l ) ) / (bet( l ) ^ 2 * hsin(bet(l))) • h ( l ) 
For i = 1 To n - 1 

Ai(i) = (hsin(bet(i + 1)) - bet(i + 1)) / (bet(i + 1) 2 * hsin(bet(i + 1))) » h(i + 1) 
Bi(i) = (bet(i) • hcos(bet(i)) - hsin(bet(i))) / (bet(i) ^ 2 • hsin(bet(i))) » h(i) 

Next i 
Bi(n) = (bet(n) • hcos(bet(n)) - hsin(bet(n))) / (bet(n) ^ 2 * hsin(bet(n))) * h(n) 
mat(0, 0) = Bi( l ) ; mat(0, 1) = Ai(0) 
For j = 2 To n - 1 
mat(0, j) = O 

Next j 
For i = 1 To n - 1 
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Forj = 0 T o i - 2 
mat(i, j) = O 

Nexî j 
mat( i , j ) = A i ( i - O mat( i , j + 1) = B i ( i ) B i ( i 1) mat( i , j ^ 2 ) = A i ( i ) 

For k = j To n 
mat(i, k) = O 

Next k 
Next i 
For i = O To n - 2 

mat(n, i) = O 
Next i 
mat(n, n - 1) = .Ai(n - 1): mat(n, n) = Bi(n) 
Prim 
Prinţ "Matricea rezultata pentni calculul pantelor, respectiv vectorul beta va fi;'' 
T>rint 
Prinţ #1, "Matricea rezultata pentru calculul pantelor, respectiv vectorul beta va fi " 
Tor i = O To n 
' For j = O To n 
' Prinţ Tab(l + j • 7); Format(mat(i, j), 
' Prinţ #1, Tab(l ^ j ^ 7); Format(mat(i, j), "###0.##"); 
' N e x t j 
' Prinţ Tab(l ^ (n + 1) • 7); "m- & i; Tab(8 + (n + 1) • 7); Format(beta(i), "####0.0#########") 
' Prinţ #1, Tab(l ^ (n ^ 1) • 7); "m" & i; Tab(8 ^ (n + 1) • 7), Format(beta(i), "####0.0#########'') 
'Nexti 
For i = 1 To n 1 

For j = 1 To n 1 
matl(i, j) = mat(i - 1, j - 1) 

N e x t j 
betalCO = beta(i- 1) 
ml( i ) = m ( i - 1) 

Next i 
rezolv sist n + 1, matlO, betalQ, m l O 
For i = O To n 

For j = O To n 
mat(i,j) = matl(i + 1 J + 1) 

N e x t j 
beta(i) = betal(i-f 1) 
m(i) = m l ( i + l ) 

Next i 
k = l 
nrp= 10 
hl = p a s / ( n r p - 1) 
ReEHm x l ( l To nrp), y l ( l To nrp), sk(l To nrp) 
x l ( l ) = x ( k - 1) 
For i = 2 To nrp 
x l ( i ) = x l ( i - l ) + hl 

Next i 
For i = 1 To nrp 
y l ( i ) = yc + Sqr(r • r - (x l ( i ) - xc) ^ 2) 
t = ( x l ( i ) - x ( k . l ) ) / h ( k ) 
t l = f l ; k ) M 
t2 = frk- 1 ) ^ ( 1 - t ) 
t3 = ni(k) / alfa ^ 2 • (hsin(bet(k) • t) / hsin(bet(k)) -1 ) 
t4 = m(k - 1) / alfa ^ 2 • (hsin(bet(k) • (1 -1)) / hsin(bet(k)) - (1 -1)) 
sk(i) = t l + 1 2 +13 + 1 4 

Next i 
fiTnafis2.Show 
End Sub 
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F i m c o n t c o m p a r 

I n t r o d u c e r e a ddtelor pt. cakulul erorIcN' • i L y 
Dski numărul inter/ahiui pe 
care doriţi taA comparaţi (k): 

DaH numărul de puncte in care 
doriţi calcularea erorilor hjictiei 
Spine fata de funcţia dâta. p t 
respectivul interval (nrp): 

OK Sfârşit 

Private Sub cmdok Clîck() 
k = Val(txtk Text) 
nrp = Val(txtnrp.Text) 
hl = pas / (nrp - 1) 
R e D i m x l ( l To nrp), y l ( l To nrp), sk(l To nrp) 
x l ( l ) = x ( k - 1) 
For i = 2 To nrp 
x l ( i ) = x l ( i - l ) ^ h l 

Next i 
For i = 1 To nrp 
y l ( i ) = yc + Sqr(r • r - (x l ( i ) - xc) ^ 2) 
t - ( x l ( i ) - x ( k - l ) ) / h ( k ) 
tl = f ( k ) * t 
t2 = fl:k- ! ) • ( ! -t) 
t3 = m(k) / alfa ^ 2 * (hsin(bet(k) • t) / hsin(bet(k)) -1 ) 
t4 = m(k - 1) / alfa ^ 2 * (hsin(bet(k) * (1 -1) ) / hsin(bet(k)) - (1 -1) ) 
sk(i) = tl + t 2 + t3 -^-t4 

Next i 
Frmcontcompar.Hide 
frmafis2.Show 
End Sub 

Private Sub cmdsf_CIick() 
End 
End Sub 

Private Sub txtk_Valîdate(Cancel As Boolean) 
k = Val(txtk.Text) 
If k < 1 Or k > n Then 

Cancel = True 
MsgBox ("k trebuie sa ia valori intregi intre 1 si" & n) 

End If 
End Sub 

Private Sub txtnrp_Validate(Cancel As Boolean) 
nrp = Val(txtnrp.Text) 
If nrp < 3 Or k > 30 Then 

Cancel = True 
MsgBox ("nrp trebuie sa ia valori intregi intre 3 si 30") 

End If 
End Sub 
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Fnnaris2: 

A M s a r e a c o m p a r a t i v a p e n t r u i n t e r v a l u l k a mai multor puncte d e p e cerc si d e p e funcţia SPLINE coi 'cgpondenta 

DK 

Ok, măresc nr. intervale 

Private S u b c m d o k Cl ick( ) 
contor = contor + 1 
If contor < = dimensiune Then 

fnnaf isI .Hide 
frmconditii.Show 
frmconditii.OKcont.Enabled = True 
frmconditii. cmdok. Enabled = False 
frmconditii.cmdsfarsit.Enabled = False 
M s g B o x "Dati click pe 'OK continuare' pt. a efectua calculele pentru fDprim următor! (fDprim=" & fl)prim(contor 

- 1) + 1 & ")" 
frmconditii. OKcont. SetFocus 

Else 
If prima = O And jj = O Then 
frmafis2.Hide 
Frmgraf.Show 

Else 
frmafis2.Hide 
Frmgraf.AutoRedraw = False 

End If 
End If 
End Sub 

Private S u b c i n d s c h i m b _ C l i c k ( ) 
frmafis2.Hide 
Frmintro.Show 
Frmintro.Txtn. SetFocus 

End Sub 

Private S u b F o n n _ A c t i v a t e ( ) 
Cls 
P r i n t # l , "" 
Prim #1, "Intervalul care se compara:" & k 
Prinţ #1, "Numărul de puncte de comparaţie din cadrul respectivului interval:" & nrp 
Prinţ 
Prim " Coordonata x"; Tab(18), "y (pt. cerc)"; Tab(32); "sk (pt. funcţia SPLINE)" 
Prim 
P r i n t # l , "" 
Prim # 1 , " Coordonata x"; Tab(18); "y (pt. cerc)"; Tab(32); "sk (pt. funcţia SPLINE)" 
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Prim #1,"" 
'emaxl = A b s ( v l ( l ) - sk( l ) ) / A b s ( y l ( l ) ) * 100 
emaxl = 2 / pi • A t n ( y l ( l ) - sk ( l ) ) 
semnal = O 
For i = 1 To nrp 
Prim Tab(3); Format(xl(i), "######0 000"); Tab(18); Format(yl(i), "######0.000"); Tab(32); Format(sk(i), 
"######0 000") 
Prim #1, Tab(3); Format(xl(i), "######0 000"); Tab(18); Format(yl(i), "######0.000"); Tab(32); Format(sk(i), 
"######0.000") 
'ernaxcurem = Abs(yl( i) - sk(i)) / Abs(yl( i)) * 100 
ernaxcurem = 2 / pi * Atn(yl(i) - sk(i)) 
If ernaxcurem > 0.96 Then semnal = 1 
If emaxl < emaxcurent Then emaxl = emaxcurent 

Next i 
If emax(contor) < emaxl Then emax(contor) = emaxl 
Prinţ 
Prim Tab(3); "emaxl="; Format(emaxl, "#####0 000000") 
Prim #1, Tab(3); "emaxl=", Format(emaxl, "#####0.000000") 
Prim Tab{3), "emax(" & contor & ")="; Format(emax(contor), "#####0.000000") 
Prim #1, Tab(3); "emax(" & contor & ")="; Format(emax(contor), "#####0.000000") 
If semnal = 1 Then 

MsgBox ("Trebuie sa dati un număr mai mare de intervale de eşantionare pentru a micşora eroarea de 
aproximare!") 

cmdschimb SetFocus 
Else 
cmdok. SetFocus 

End If 
End Sub 

Frmgraf: 

OK-cont pt unaftfriprim I 

OK-cohLpt.unaftatfa | 

Private Sub cindok_Click() 
frmconditii.Show 
contor = 1 
MsgBox ("Dati o alta valoare pt. fhprim!") 

frmconditii.OKcont.Enabled = False 
fhnconditii.txtroprimmax.Enabled = False 

3 2 8 

BUPT



(^apitolul 3 (\mtrihuţii privind formularea aplicarea metodelor numerice 

frmconditii.txtfOprimiTiin.Enabled = False 
frmconditii.cmdok.Enabled = True 
frmconditii cmdsfarsit.Enabled = True 

End Sub 

Private Sub cmdokalfa_Ciick() 
prima = prima + 1 
Frmintro.Show 
MsgBox ("Dati o alta valoare pt. alfa!") 
Frmintro txtcentx Enabled = False 
Frmintro.Txtcenty Enabled = False 
Frmintro.Txtr.Enabled = False 
Frmintro. Txtn Enabled = False 
frmconditii. OKcont. Enabled = False 
frmconditii.txtfDprimmax.Enabled = False 
frmconditii. txtfOprimmin. Enabled = False 
frmconditii.cmdok.Enabled = True 
frmconditii. cmdsfarsit.Enabled = True 

End Sub 

Private Sub Fonn_Paiiit() 
Frmgraf AutoRedraw = True 
If prima = O And jj = O Then 

Dim Msg, XPos(30), YPos(30) ' Declare variables. 
ScaleMode = 3 'Se t ScaleMode to pixels. 
DrawWidth = 2 ' S e t DrawWidth. 
ForeColor = QBColor(prima) 
Line (10. ScaleHeight - 10)-(ScaleWidth - 10, ScaleHeight - 1 0 ) 
Line (210, ScaleHeight - 10)-(210, 10) 
FontSize = 1 3 'Se t point size. 
C X = ScaleWidth / 2 ' Get horizontal center. 
CY = ScaleHeight / 2 'Get vertical center. 
Msg = "fo"': CurrentX = 9 * 2 * CX / 10 - TextWidth(Msg) / 2; CurrentY = ScaleHeight - 30: Prinţ Msg 
Msg = "emax(%)": CurrentX = 210; CurrentY = 0: Prinţ Msg 
Msg = "-10"; CurrentX = 10; CurrentY = ScaleHeight - 30: Prinţ Msg 
Msg = "-5"; CurrentX = 110; CurrentY = ScaleHeight - 30; Prinţ Msg 
Msg = "O"; CurrentX = 210: CurrentY = ScaleHeight - 30: Prinţ Msg 
Msg = "5": CurrentX = 310; CurrentY = ScaleHeight - 30; Prinţ Msg 
Msg = "10": CurrentX = 10 + 20 * 20; CurrentY = ScaleHeight - 30: Prinţ Msg 
Msg = "15": CurrentX = 510: CurrentY = ScaleHeight - 30: Prinţ Msg 
Msg = "alfa=" & alfa; CurrentX = 260: CurrentY = 20; pozx = CurrentX; pozy = CurrentY; Prinţ Msg 
For i = 1 To 5 

Select Case i 
Case 1 

Msg = "1.0" 
Case 2 

Msg = "0.8" 
Case 3 

Msg = "0.6" 
Case 4 

Msg = "0.4" 
Case 5 

Msg = "0.2" 
End Select 
CurrentX = 209; CurrentY = (ScaleHeight - 80) / 5 * i: Prinţ Msg 

N e x t i 
Else 

If jj = O Then 
ForeColor = QBColor(prima) 
Msg = "alfa=" & alfa; CurrentX = 260 + prima * 70; CurrentY = 20; pozx = CurrentX; pozy = CurrentY: Prinţ 

Msg 
E n d i f 
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End If 
ForeColor = QBColor(prima) 
Msg - & fhprim 
pozx = pozx ' Horizontal position. 
poz>' = pozy -H 15 ' Vertical position 
CurrentX = pozx 
CurrentY = pozy 
Prinţ Msg ' Prinţ message. 
For i = 1 To dimensiune 

XPos(i) = 210 + roprim(i) • 20 ' Get horizontal position. 
YPos(i) = (ScaleHeight - 10) - ((ScaleHeight - 80) • emax(i) ) ' Get vertical position. 
PSet (XPos(i) , YPos(i)) , QBColor ( l ) 
'DoEvents ' Yield to other 

Next i 
For i = 1 To dimensiune - 1 

Line (XPos(i), YPos(i))-(XPos(i + 1), YPos(i ^ 1)) 
Next i 

End Sub 

§ 3.7. IMPLEMENTAREA FUNCŢIILOR SPLINE ÎN M.E.Fr. 

3.7.1. Calculul funcţiilor spline 

Din literatura de specialitate [P50], [M31] se cunoaşte teoria funcţiilor spline care sunt 
nişte funcţii segmentar polinomiale, descrise de polinoame pe subintervale adiacente, care în 
nodurile unde se racordează asigură nu numai continuitatea funcţiei, ci şi continuitatea unor 
derivate ale acesteia. 

Fie /(JT): a,b —>R funcţia continuă necunoscută care trebuie aproximată. Fie A o diviziune a 
intervalului [a,Z)]c R : 

A: a = XQ<Xi<X2<x-^< . . .<x„_ i<x„=b . 

Considerăm cunoscute valorile funcţiei / în nodurile reţelei de discretizare 

Vom nota Alegem ca necunoscute ale problemei 

derivatele de ordinul doi ale funcţiei spline 5, (JC) pe fiecare nod: 

M , = s : ( x , ) (3.7.1) 

Restricţia funcţiei spline pe fiecare interval [JC,_I,JC,] se notează cu şi este o fimcţie 
polinomială de gradul trei. Se poate arăta că: 

f i x ) = 
.3 

/• K4 /M — 
Xi -X 

k o 

2> 
(3.7.2) 

(-y/ 
Xj -Xj_i 

•-(Xj -x){xi 
M, 

JT; - - V l 
--Xy-l) 

Xj X X 
+ / / - l + Ji ( 3 . 7 . 3 ) 

jf, - X,_i Xj -

Asigurând şi continuitatea derivatei de ordinul întâi pe fiecare nod, vom obţine: 
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— M, 1 + A-/, H 
6 3 ' 6 

= 
~ Jt Jt ~ Jl-\ (3.7.4) 

Se vede că am obţinut un sistem de (n-1) ecuaţii liniare cu (n+1) necunoscute: 
A/Q. AY,,...,A/„. Ca să avem o problemă cu o soluţie unică, mai trebuie să impunem două condiţii 
suplimentare. Deşi această problemă nu este complet lămurită în literatură (v.[B31], [M9]), se 
obişnuieşte să se impună două categorii de condiţii: 
condiţiile naturale: Â o =0 . Se ajunge la un sistem de (n-1) ecuaţii cu (n-1) necunoscute 
tridiagonal, cu diagonala principală dominantă, care se ştie că are o soluţie unică, 

în acest caz putem scrie matricial: 

[^]{A/} = [//][/} 
unde: 

{A /̂f ... U f =(/ , i\ 
/îj + h2 fh 0 0 0 0 

3 6 
hi hj+h^ 

0 0 0 
6 3 6 

0 0 0 0 0 

A- i ) 

O 

O 

(3.7.5) 

(3.7.6) 

(3.7.7) 

H 

' \ r 

h. 

O 

fh 
1 

O O 

1 1 1 

h2 

O 

O 

O O 

o 

o 

o 

o 

o 

1 1 

'n-l "n K 

o 

o (3.7.8) 

{M}=[Ar[H]{f} (3.7.9) 

Se presupun cunoscute 5'(xo)= /o şi 5 ' ( j c „ ) = î n acest caz se ajunge la următorul 
sistem de (n+1) ecuaţii cu (n+1) necunoscute: 

unde 

2Mq + Ml = 
h, 

Â-fo 
hx 

- / o 

+2M, = Dj 

hi „ hj^y 
hi +/»,+! 

K 
rt __ fn fn-\ 

J n k n y 

hj + hj^y 
fi+\ ~ f i f i - f i - \ 

hi Wi hi 

(3.7.10) 

V/ = l,2,...,«-l; (3.7.11) 
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3.7.2. Implementarea funcţiilor spline într-o problemă de potenţial 

\ A 
Să considerăm o ecuaţie diferenţială tip Laplace 

într-un domeniu bidimensional D cu graniţa T: 

d^u d^u 

dx' dy' 
= 0 o V^u = 0 (3.7.12) 

r,ur,=r căreia i se ataşează două tipuri de condiţii de frontieră 
(Fig . 3.7.1): 

D - domeniu plan 

F- conturul fronuerei (curbă plană Liapuno\) 

Fig. 3.7.1 

w = w pe r, 
du _ 
dn 

(condiţii tip Dirichlet) 

= ^ pe Fj (condiţii tip Neumann) 

Aici îT sunt valorile cunoscute ale funcţiei de potenţial u pe porţiunea r , a frontierei şi 
q este valoarea cunoscută pe frontieră a derivatei normale a funcţiei de potenţial u. 
Soluţia ecuaţiei lui Laplace 

v V =S{x-4,) (3.7.13) 

o vom nota cu w* deoarece este aşa-numita soluţie fundamentală, esenţială în formularea 
(M.E.Fr ). Ea se cunoaşte din literatură ([P50], [P34) şi 

1 

2;r r(4„x) 
unde: - <;,) este funcţia â a lui Dirac; 

este punctul sursă unde se aplică potenţialul unitar; 
X este punctul curent de pe frontieră; 

, jc) = |jc - I este distanţa dintre cele două puncte. 

Derivata normală a lui w* o vom nota tot cu un asterisc şi ea este: 

(3.7.14) 

dn 
(3.7.15) 

Se ştie de asemenea că formularea (M.E.Fr.) se poate face în foarte multe moduri [B72], 
[P34]. De exemplu, putem pomi de la cea de-a doua identitate a lui Green şi să discretizăm 
relaţia: 

'^udr . du\, -
Inr — dr = 0 

r dn dn 
(3.7.16) 

care conduce, prin discretizare pe elemente finite la o ecuaţie matricială de forma: 

i f aw ' 
dn 

(3.7.17) 

unde [//] şi [G] depind numai de geometria frontierei. A 
In paragraful precedent am arătat că frontiera domeniului poate fi descrisă de ecuaţia 

(3.7.4), care poate fi scrisă matricial sub forma (3.7.5) şi de aici (3.7.9). Ecuaţia matricială 
(3.7.9) ne determină derivatele de ordinul doi pe fiecare nod şi ea mai poate fi scrisă sub forma: 

n 

f ] = ^ q i k f k / = 1,2,...,« (3.7.18) 
k=i 
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Fig. 3.7.2 

unde q̂ ^ reprezintă un element din [Â\ ' [ / /] . Ecuaţia 
(3.7.17) este utilizată pentru a înlocui derivatele de 
ordinul doi din (3.7.3), ceea ce conduce la forma 
fmală a funcţiei spline cubice de interpolare, 
deoarece toţi coeficienţii puterilor lui x depind 
numai de geometria conturului şi de modul de 
discretizare. Folosind nodul / ca .^junct de 
observaţie''^ şi integrând între nodurile / şi />1 
(Fig.3.7.2), integralele din ecuaţia (3.7.16) luate pe 
un singur element devin: 

N 

\3 

dr^ 

n dn 
I u 
6 

I I — 1 
dn 

+ 
r. dn -X, r. dn J ds (3.7.19) 

/+i 

gji = 
1 ^ du 

Inr, 
1 ^ 

Inr, 
dn), J 

{x-x,f 
-{x- X, - X, ) + 

'du^ 
ydnj 

X - Xi 
In r j — 

k + J 
ds (3.7.20) 

în felul acesta ecuaţia integrală (3.7.16) se transformă într-un sistem de ecuaţii algebrice: 
n n 

(3.7.21) 

7=1 7=1 
unde NqsXq numărul de elemente şi n este numărul de noduri. 

Să analizăm relaţiile (3.7.19) şi (3.7.20). Deoarece în integrale apar numai u şi dutdncn 
valori în noduri, acestea pot fi scoase în afara integralelor şi apar ca nişte coeficienţi în ecuaţiile 
pentru /jy, şi g^. în mod asemănător factorii q^^ şi x, depind numai de geometrie şi de aceea 

sunt priviţi ca nişte constante sub integrală. Rezultă că numai r j şi J: variază pe element, deci se 
integrează. Dar aceste variabile care depind şi de geometrie se integrează fară a se ţine cont de 
repartiţia lui u şi du!dn. 

Observaţie: în relaţiile (3.7.19) şi (3.7.20) funcţia spline cubică este exprimată în funcţie 
de jc în timp ce integrala este luată de-a lungul unui element curb (/,/+l) de ecuaţie >'= >'(.x); pe 
acest element curb diferenţiala elementului de arc este: 

ds = ^l\ + (y'fdx (3.7.22) 

unde y' rezultă din (3.7.2) prin derivare (y^f^S ; = f j = /)+,). Derivatele f" şi 
(sau y" şi ) sunt date de ecuaţia (3.7.2). în practică sistemul global de coordonate (x.y) se 
deplasează şi se roteşte până când axa JC devine noua axă ^ care trece prin nodurile / şi /+1 şi 
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face unghiul a cu axa x. Relaţiile (3.7.19) şi (3.7.20) conţin distanţa rj de la punctul de 

observaţie j până la punctul JC€ (/,/ +1), care în sistemul global de coordonate este: 

Folosind interpolarea spline cubică pentru y j se obţine. 

(3.7.23) 

(3.7.24) 

înlocuind expresiile lui rj (3.7.24) şi ds (3.7.22) în (3.7.19) şi (3.7.20) ajungem la nişte 
integrale care conţin numai variabila x şi care pot fi calculate numeric pentru o geometrie dată. 

Dacă punctul / coincide cu extremitatea unui element, în relaţiile (3.7.19) există o 
singularitate aparentă; în acest caz integrarea se realizează în sistemul local de coordonate 

Sunt doi factori de care trebuie să ne ocupăm în mod special: 

Factorul 
r, dn 

. Se poate arăta că acest factor, atunci când punctul j se află în nodul ;, 

nu reprezintă o singularitate şi poate fi integrat în mod obişnuit. 
Factorul Inr^ . Utilizând sistemele de coordonate din Fig. 3.7.3, se poate arăta că: 

(3.7.25) 
unde: 

h{4) = ln<! 1 + 7; 
S/+1 

ni+\ 

y 

2 1 / 2 

J 
(3.7.26) 

Fig. 3.7.3 

Pentru rezultă că numai termenul 
In^ este singular, şi el intervine în integralele 
care compun expresia lui gp (3.7.20), pe care o 
vom descompune, utilizând (3.7.25), într-o sumă 
de două integrale. 

^ji = 

/+1 /+! 

o o 
(3.7.27) 

/+i N 

/t=l dn) 
In^ -Xi) 

VI 

/+i 

+ 
ydnj 

In^ 

N 
'du^ 
{dnj 

In^ - { X - X i - x , ) 
11/2 

1 + 
X 

{dnj 
\n4 

X-X, L / A2T/2 

/+1 
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;+l 
+ 

N 

A=1 ydny 

/-hi 

O 

; + l 

N 
'du^ 

k=\ 
ydfly 

-{x-x, -X,) 
1 / 2 

- (.r - - .t,) 
/ o 

1+(/?') + 

+ 
'du^ 
\dny K4y 

-

/+i 

\dny 
X - X. 

/+i 

1 1 / 2 
dă 

(3.7.28) 

Apar aici opt integrale în care variabila .t trebuie înlocuită cu variabila c din sistemul 
local de coordonate, utilizând relaţia de transformare: 

x = ^cosa - rjsma + 

cu T] dat de: 

nk)= 
ni + ni+\ 11 

-
(3.7.29) 

în patru dintre integrale apare factorul In^, deci ele se rezolvă utilizând o cuadratură 
Gauss specială în care ponderile gaussiene şi zerourile corespunzătoare sunt exprimate în cazul 
singularităţii logaritmice. Pentru celelalte patru integrale se foloseşte o cuadratură Gauss 
obişnuită cu 4, 8 sau 16 puncte. 

3.7.3. Realizare program calculator 

Aşa-numita "problemă Kirsch" se ocupă cu cercetarea influenţei pe care un orificiu 
circular de diametru 2a o are asupra distribuţiei tensiunilor din zona slăbită în cazul unei plăci 
dreptunghiulare solicitată la tracţiune de o tensiune uniform distribuită la infinit CTO 

S-a implementat un program care rezolvă probleme de acest gen cu metoda elementului de 
frontieră şi utilizând funcţii spline cubice ca funcţii de formă la aproximarea conturului 
domeniului studiat. Schema bloc a programului este redată în Fig.3.7.4. 

Programul principal este scurt, oferind un meniu de forma celui din Fig. 3.7.5, iniţializând 
tablourile care conţin coordonatele punctelor şi ponderile Gauss, şi gestionând subrutinele 
evidenţiate în Fig.3.7.4. 

Subrutinele apelate corespund fiecare unei etape de implementare numerică a M.E.Fr., şi 
sunt: 

INTRO DAT, are rolul de a citi, fie de la tastatură, fie din fişierul de date 
Intrare date.txt datele referitoare la: titlul şi tipul problemei, proprietăţile materialului, noduri, 
puncte interioare, elemente şi condiţii impuse pe frontieră; 

ASAMBL SISTEM, care asamblează sistemul de ecuaţii algebrice liniare prin apelarea 
subrutinei EVAL INTEGR, care face evaluarea integralelor pe frontieră şi impunerea condiţiilor 
pe frontieră; 

EVAL INTEGR, este cea mai importantă şi cea mai utilizată subrutină din întregul 
program, având rolul de a efectua evaluarea numerică sau analitică a integralelor pe fiecare 
element al frontierei şi de a calcula coeficienţii de influenţă din submatricile [H] şi [G] atât la 
formarea sistemului de ecuaţii algebrice liniare, cât şi la calculul variabilelor în interiorul 
domeniului soluţiei. După cum s-a arătat în paragraful precedent, atunci când punctele j şi / sunt 
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pe elemente diferite, sau aparţin aceluiaşi element dar nu se suprapun, se foloseşte formula 
standard de cuadraturâ Gauss, integralele nefiind singulare. Atunci însă când punctele ; şi j se 
suprapun se face o integrare analitică pentru coeficienţii g^j şi se aplică un potenţial constant sau 

o deplasare de solid rigid pentru calculul coeficienţilor /?,y. 
REZOLV SISTEM rezolvă sistemul de ecuaţii prin metoda eliminării Gauss; 
lESIRE DAT separă variabilele pe frontieră în vectorii corespunzători tipului analizei, 

face sumarea tensiunilor pe frontieră şi salvează rezultatele în fişierul de ieşire Iesire.txt; 
P INT calculează şi salvează în fişierul de ieşire valorile variabilelor din puncte 

interioare domeniului. 
Algoritmul de realizare al programului este prezentat detaliat în paragraful următor, iar 

codul sursă este dat în întregime la anexe. Ceea ce diferă la această variantă de program faţă de 
cea prezentată în §3.8 este doar modul de implementare al funcţiilor de formă, care sunt funcţii 
de interpolare spline cubice care intervin în integralele prezentate anterior în relaţiile (3.7.28). 

Calculul tens iuni lor si d e f o r m a t i i l o r u t i l i zând MEFr 

Calcule Afişare rezultate Sfarst 
de la tastatura 
dn RsienJ Ihtr«e_date.txt 

Fig. 3.7.5 

( ^ T O P ^ ^ 

Fig. 3 .7 .4 
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§ 3.8. PROGRAM DE ELEMENT DE FRONTIERĂ PENTRU PROBLEME 
BIDIMENSIONALE 

în acest paragraf este prezentat pe scurt programul realizat în limbajul Visual Basic 
destinat rezolvării problemelor de elastostatică plană folosind elemente de frontieră 
izoparametrice liniare, adică elemente cu variaţia liniară a geometriei şi a variabilelor pe 
frontieră, în acest caz a deplasărilor şi tensiunilor. Materialul pieselor analizate trebuie să fie 
omogen şi izotrop. Programul permite soluţionarea unor probleme pe domenii simplu sau 
multiplu conexe. 

Schema bloc de ansamblu a programului este dată în Fig. 3.8.1, 

C ^ T A R T ^ 

> f 
Citirea datelor de intrare dintr-un fişier text sau citirea datelor de la 

tastatură printr-un pachet de proceduri specializate 

• 

Efectuarea integralelor pe elemente de fi-ontieră, 
impunerea condiţiilor pe frontieră şi formarea sistemului 

de n ecuaţii algebrice liniare cu n necnno<;cnte 

> f 
Rezolvarea sistemului de n ecuaţii algebrice liniare cu n necunoscute 

cu metoda eliminării a lui Gauss 

• 

Afişarea rezultatelor pe ecran şi într-un fişier text 

> 

( ^ T O P ^ 

Fig. 3.8.1 

Dacă piesa studiată are unul sau două plane de simetrie, perpendiculare pe axele 
sistemului global de coordonate, piesa poate fi studiată pe jumătate sau pe sfert, programul luând 
în considerare tipul simetriei piesei. Dacă simetria este luată în considerare nu este necesar să se 
discretizeze axele de simetrie rezultate din intersecţia dintre planul de simetrie şi domeniul 
soluţiei, astfel reducându-se semnificativ numărul datelor de intrare şi dimensiunile matricei 
sistemului de ecuaţii algebrice liniare. Discretizarea pieselor simetrice şi numerotarea nodurilor 
este prezentată în Fig. 3.8.2, respectiv în Fig. 3.8.3 este arătată discretizarea şi numerotarea 
nodurilor pentru un domeniu multiplu conex. 

Deoarece în Visual Basic este necesar să se declare dimensiunile maxime a teblourilor 
utilizate am stabilit ca dimensiunea maximă a matricei sistemului de ecuaţii să fie de (400x400), 
ceea ce implică utilizarea a maxim 200 de noduri în cazul analizei elastice, deoarece în fiecare 
nod vor exista două necunoscute, care sunt deplasări sau tensiuni. Oricum această limitare este 
uşor de modificat prin simpla setare a constantei MAXDIM declarată în modulul de cod cu o altă 
valoare (mai mare de 400!) dorită. 
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15 14 13 12 11 f y 
Ci > 

8 7 6 5 4 
i 1 

10. 

3 

-2 

11 

b) 

c) 

Fig. 3.8.2. 

15 14 13 12 11 

Nodurile duble fac posibilă modelarea colţurilor şi a discontinuităţii condiţiilor impuse pe 
frontieră. Singura limitare care se impune este să se prescrie în cele două noduri duble cel puţin 
o tensiune pe fiecare direcţie a sistemului global de coordonate. 

La pornire programul prezintă un meniu de forma. 

Fig. 3.8.4 

Programul are în structură: 
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A) un modul de cod, care conţine declararea variabilelor globale, un program principal de 
lansare în execuţie Sub main() şi două proceduri: 
• EvaMntegr care face evaluarea numerică sau analitică a integralelor pe fiecare element 

de frontieră, şi 
• Rezolv^sistem, care are rolul de a găsi soluţiile sistemului de ecuaţii algebrice liniare care 

conţine necunoscutele nodale; 
B) o formă cu meniul prezentat în Fig. 3.8.4, formă care conţine la rândul ei câte o procedură 
pentru fiecare opţiune de meniu: 
• INTRO^DAT, este procedura apelată la clic pe subopţiunea din fişierul Intrare date.txt a 

meniului Introducere date, şi ea face citirea datelor din acest fişier text şi calculul 
câtorva constante de material; 

• ASAMBL_SISTEM, este procedura apelată la clic pe subopţiunea Asamblare sistem din 
meniul Calcule: ea are rolul de a calcula valorile coeficienţilor de influenţă din 
matricile [H] şi [G] - v. ecuaţiile (3.3.34, 3.3.49), şi de a forma matricea [A] şi 
vectorul termenilor liberi [F] (notat cu [B] în program) al sistemului de ecuaţii 
algebrice liniare (3.3.35). 

• P_INT, se apelează la alegerea opţiunii Calcul depl si tens in puncte int a meniului 
Calcule, şi ea face, aşa cum spune şi denumirea ei, calculul deplasărilor şi tensiunilor 
în puncte interioare domeniului soluţiei. 

• lESERE^DAT, se af)elează la alegerea opţiunii Afişare rezultate şi ea face separarea 
variabilelor nodale în deplasări şi tensiuni nodale, calculează componentele tensorului 
tensiunilor în nodurile frontierei, precum şi tensiunile principale, direcţiile principale 
şi tensiunile echivalente în nodurile frontierei, salvând totodată aceste rezultate în 
fişierul text de ieşire RezultateJxt. 

Schematic, algoritmul programului ar putea fi redat ca în Fig. 3.8.5. 

Sub Main() 
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© 
La clic pe Introducere date - din fişierul 
Intrare date.txt 

Citirea din fişierul text Intrare date.txt a 
datelor referitoare la tipul analizei, 

numărul axelor de simetrie, şi afişarea 
acestor date şi în fişierul RezultateAxt 

> f 

Calculul constantelor de 
material 

> f 

Citirea datelor de intrare cu privire la: 
nodurile de pe frontieră, punctele 

interioare, elementele de conectare, 
deplasări şi tracţiuni impuse pe frontieră, 

şi afişarea acestor date şi în fişierul 
Rezultate.txt 

La clic pe Calcule - Asamblare sistem 
Revenire în meniul principal 

Iniţializarea cu zero a matricei 
sistemului şi a vectorului 

necunoscutelor 

Stabilirea numărului de cicluri 
pentru bucla de simetrie 

1=1 urmează parcurgerea succesivă 
a nodurilor şi a elementelor 
frontferei 

DA 

Formarea matricei sistemului 
de ecuaţii şi a vectorului 

termenilor liberi prin 
impunerea condiţiilor pe 

frontieră 

M + 1 

1 
EVAL_INTEGR 

NN- numărul de noduri 
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Fig. 3.8.5 

Ca şi exemplu numeric s-a considerat o placă plană, de formă pătrată solicitată la 
compresiune şi fixată pe două suprafeţe laterale între doi pereţi consideraţi ca rigide 
nedeformabile (v. Fig. 3.8.6 a) . Placa se află într-o stare plană de tensiune şi prezintă simetrie 
geometrică şi de încărcare. Din acest motiv s-a discretizat numai un sfert din frontiera plăcii 
(Fig.3.8.6. b). Dimensiunile acesteia sunt 200x200 mm iar grosimea unitară. Proprietăţile elastice 
ale materialului sunt: modulul de elasticitate longitudinal E=2000 Mpa, iar coeficientul de 
contracţie transversală v = 0.3. S-a considerat că placa este supusă la o solicitare de 
compresiune uniformă cu tensiunea o-jĉ  = lOOMpa. Frontiera piesei a fost împărţită în 4 
elemente delimitate de 6 noduri, condiţiile de frontieră fiind: tensiuni cunoscute în nodurile 1,2 
şi 3 iar în nodurile 4,5 şi 6 s-a impus imposibilitatea deplasării acestor noduri pe direcţia axei Oy. 

/ / / / / / / / / / / / / 

XX 

•M • 200 

777777777777 
a) 

< -

t 

XX 

b) 

Fig. 3.8.6 

Codul sursă al programului realizat în limbajul Visual Basic, resp. fişierele de intrare şi 
de ieşire date sunt date în continuare: 

3 4 2 

BUPT



Capitolul 3 (\)ntnbuţii privind formularea >/ aplicarea metodelor numerice 

Cod sursă al programului de element de frontieră pentru probleme bidimensionale 

Module 1 

Public Const M A X D I M = 400 

Public X(0 To M A X D I M ) As Single, Y(0 To M A X D I M ) As Single, ldub(0 To M A X D I M ) As Integer 
Public Isim(l To M A X D I M ) As Integer, D(1 To 2, I To 2) As Single 
Public Inc(l To MAXDIM, 1 To 2) As Integer, Elung(l To MAXDIM) As Single 
Public CoG( l To 6, 1 To 3) As Single, Pon(l To 6, 1 To 3) As Single 
Public ICFr(l To M A X D I M ) As Integer, Ct(l To 12) As Single 
Public Trac(l To M A X D I M ) As Single, Depl(l To M A X D I M ) As Single 
Public Tipjjroblema As Integer, NREC As Integer 
Public Coef Poisson As Single, modul E As Single. modul G As Single 
Public H(1 To 2, 1 To 4) As^'Single, G(1 To 2, 1 To 4) As Single 
PubUc HP(1 To 3, 1 To 4) As Single, GP(1 To 3, 1 To 4) As Single 
Public HT(1 To 2) As Single, GT(1 To 2) As Single 
Public N N As Integer, N E As Integer. NT As Integer, ISym As Integer 
Public A(1 To MAXDIM, 1 To M A X D I M ) As Single, XNEC( 1 To M A X D I M ) As Single, B( 1 To MAXDIM) As 
Single 
Public Ten( I To M A X D I M / 2, 1 To 8) As Single 
Public Den Probl As String, PI As Single 
Public J As Integer, ising As Integer, I As Integer, Xp As Single, Yp As Single, ksim As Integer, iinc As Integer, isf 
As Integer 
Public iend As Integer 

Sub main() 
PI = 4 » Atn( l ) 

'Coordonate si ponderi Gauss 
CoG<l, 3) = -0 .9324695142 
CoG(2, 3) = -0 .661209386466 
CoG(3, 3) = -0 .238619186083 
CoG(4, 3) = -CoG<3, 3) 
CoG<5, 3) = -CoG<2, 3) 
CoG(6, 3) = - C o G ( l , 3 ) 
Pon( l , 3) = 0 .171324492379 
Pon(2, 3) = 0 .360761573048 
Pon(3, 3) = 0 .467913934572 
Pon(4, 3) = Pon(3, 3) 
Pon(5, 3) = Pon(2, 3) 
Pon(6, 3) = Pon( l , 3) 
CoG( l , 2) = -0 .861136311594 
CoG(2, 2) = -0 .339981043584 
CoG(3, 2) = -CoG(2, 2) 
CoG(4, 2) = - C o G ( l , 2) 
Pon( l , 2) = 0 .347854845137 
Pon(2, 2) = 0 .652145154862 
Pon(3, 2) = Pon(2, 2) 
Pon(4, 2) = Pon( l , 2) 
CoG( l , 1) = - 0 . 5 7 7 3 5 0 2 6 9 1 8 9 
CoG(2, l ) = - C o G ( l , 1) 
Pon( l , 1 ) = 1 
Pon(2, 1 ) = 1 

'Valorile variabilei Kronecker delta 
D ( l , 1 ) = 1: D(2, 2 ) = 1: D ( l , 2) = 0: D(2, 1) = 0 

'Deschiderea fişierelor de intrare si de ieşire 
Open "D:\comelia\coco\doctorat\programe\coco\mefr\Intr_date.txt" For Input As #2 
Open "D:\comelia\coco\doctorat\programe\coco\mefr\Rezultate.txt" For Output As #3 
Forinl .Show 

End Sub 

3 4 3 

BUPT



(^apitolul 3 Contribuţii privind formularea şi aplicarea metodelor numerice 

Sub Eval_Integr(JA As Integer, ising As Integer, IA As Integer, Xp As Single, Yp As Single, isime As Integer, 
i inc As Integer, isf As Integer) 
'Evaluarea numerica sau analitica a integralelor pe elementele de frontiera 
'Formarea submatricdor H si G a coeficienţilor de influenta 

Dim RNXY(1 T o 2) As Single, D R X Y ( 1 T o 2) As Single 
Dim UIJK(I T o 2, 1 T o 2, I To 2) As Single, TIJK(1 T o 2, 1 T o 2, 1 T o 2) A s Single 
Dim U l J d To 2, 1 To 2) As Single, TIJ(1 T o 2, 1 To 2) As Single 
Dim FFor(I T o 2) As Single 
Dim W As Integer 
Dim V As Integer 

'Iniţializarea matricilor H. G, HT, GT si HP, GP cu zero 
For k = 1 T o 2 

HT(k) = O 
GT(k) = O 
For W = 1 T o 4 

H(k, W) = O 
G(k, W) = O 

Next W 
N e x t k 
For k = 1 To 3 

For W = 1 To 4 
HP(k, W) = O 
GP(k, W) = O 

Next W 
N e x t k 
ki = Inc(JA, 1) 
kt = Inc(JA, 2) 
difx = X(kt) - X(ki) 
dify = Y(kt) - Y(ki) 

'Stabilirea nodului in care se afla singularitatea 
If ising o 4 Then 

If isime = 1 Or Isim(IA) = (isime - 1) Then 
If IA = ki Or IA = Idub(ki) Then ising = 1 
If IA = kt Or IA = Idub(kt) Then ising = 2 

End If 
End If 

'Stabilirea numărului de puncte de integrare la 2, 4 sau 6 
xyj = 0.5 * Sqr((2 • Xp - X(ki) - X(kt)) ^ 2 + (2 • Yp - Y(ki) - Y(kt)) 2 ) / Elung(JA) 
npi = 4 
If xyj > 5 .5 Then npi = 2 
If xyj <= 1.5 Then npi = 6 
inp = npi / 2 

'Valorile cosinusurilor directoare ale normalei la frontiera domeniului soluţiei 
R N X Y ( l ) = d i fy /E lung(JA) 
R N X Y ( 2 ) = -difx / Elung(JA) 

'Integrare numerica 
For kk = 1 T o npi 

Xq = 0.5 » (1 + CoG(kk, inp)) * difx + X(ki) - Xp 
Yq = 0.5 * (1 + CoG(kk, inp)) • dify + Y(ki) - Yp 
r = Sqr(Xq ^ 2 + Yq 2) 

'Vectorul funcţiilor de forma pt. elemente liniare 
FFor( l ) = 0.25 * (1 - CoG(kk, inp)) * Elung(JA) 
FFor(2) = O 25 » (1 + CoG(kk, inp)) * Elung(JA) 
D R X Y ( l ) = X q / r 
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DRXY(2) = Yq / r 
drdn = D R X Y ( l ) • R N X Y ( l ) + DR.XY(2) * R N X Y ( 2 ) 
For V = 1 To 2 

For W = 1 To 2 
UIJ(V. W) = - C t ( l ) * (Ct(2) • Log(r) • D(V, W) - D R X Y ( V ) • DRXY(W)) 
TIJ(V. W) = -Ct(3) • ((Ct(4) * D(V, W) + 2 » D R X Y ( V ) * DRXY(W)) » drdn + Ct(4) * (DRXY(W) • 

R N X Y ( V ) - DRX^'(V) * RNXY(W)) ) / r 
N e x t W 

Next V 
For k = 1 To 2 

ic = 0 
For kj = 1 To 2 

Forjij= 1 T o 2 
ic = ic + 1 
If ising o kj Then H(k, ic) = H(k, ic) + TIJ(k, jj) • FFor(kj) * Pon(kk, inp) 
G(k, ic) = G(k, ic) + UlJ(k, jj) » FFor(kj) » Pon(kk, inp) 

Next j j 
Next kj 

N e x t k 

'Integrare numerica - Deplasari si tensiuni in puncte interioare 
If ising = 4 Then 

For k = 1 To 2 
For W = k To 2 

For V = 1 To 2 
UIIK(k, W, V) = Ct(3) * (Ct(4) * ( D R X Y ( W ) » D(V, k) + DRXY(k) * D(V, W) - D R X Y ( V ) * D(k, W)) + 2 » 

DRXY(k) * D R X Y ( W ) * D R X Y ( V ) ) / r 
bl = 2 * drdn * (Ct(4) • D R X Y ( V ) * D(k, W) + Coef_Poisson * ( D R X Y ( W ) * D(k, V) + DRXY(k) • D(W, 

V)) - 4 * D R X Y ( V ) * D R X Y ( W ) * DRXY(k) ) 
b2 = 2 * Coef_Poisson * (RNXY(k) * D R X Y ( W ) * D R X Y ( V ) + R N X Y ( W ) * D R X Y ( V ) » DRXY(k) ) 
b3 = Ct(4) » (2 • R N X Y ( V ) * D R X Y ( k ) * D R X Y ( W ) + R N X Y ( W ) * D(k, V) + RNXY(k) * D(W, V)) 
TIJK(k, W, V) = Ct(6) * (bl + b2 + b3 - Ct(7) * R N X Y ( V ) * D(k, W)) / r ^ 2 

Next V 
N e x t W 

N e x t k 
IL = 0 
For k = 1 To 2 

For W = k To 2 
ic = 0 
IL = I L + 1 
For ik = 1 To 2 

F o r j k = 1 T o 2 
ic = ic + 1 
HP(IL, ic) = HP(E., ic) + TIJK(k, W, jk) * FFor(ik) * Pon(kk, inp) 
GP(IL, ic) = GP(IL, ic) + UIJK(k, W, jk) * FFor(ik) • Pon(kk, inp) 

Next jk 
Next ik 

N e x t W 
N e x t k 

E n d i f 
N e x t k k 
If ising <= 2 Then 

'Integrare analitica 
ctx = Ct(5) • difx * difx / Elung(JA) 
cty = Ct(5) * dify * dify / Elung(JA) 
ctxy = Ct(5) * difx * dify / Elung(JA) 
cil = Ct(12) * Elung(JA) * ( 1 . 5 - Log(Elung(JA))) 
cl2 = Ct(12) • Elung(JA) * (0.5 - Log(Elung(JA))) 
G ( l , l ) = ctx 
G ( l , 2) = ctxy 
G ( l , 3 ) = ctx 
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G<1.4) = ctxy 
G<2, l ) = ctxy 
G(2, 2) = cty 
G(2, 3) = ctxy 
G(2, 4) = cty 
If ising = 1 Then 

G ( l . 1) = G(1, l ) + cl l 
G ( l , 3 ) = G ( l , 3 ) + cl2 
G<2, 2) = G(2, 2) + d l 
G(2, 4 ) = G(2. 4) + cl2 

Else 
G ( l , 1) = G<1, l ) + cl2 
G < l , 3 ) = G ( l , 3 ) + cl l 
G<2, 2) = G<2, 2) + cl2 
G(2, 4) = G(2, 4) + d l 

End If 
End If 
If isime o 1 Then 

For V = iinc To isf 
For W = 1 T o 4 

H(V, W) = -H(V, W) 
G(V, W ) = -G(V, W) 

N e x t W 
Next V 
If ising = 4 And isime o 4 Then 

For W = 1 T o 4 
HP(2, W ) = -HP(2, W ) 
GP(2, W) = -GP(2, W) 

N e x t W 
End If 

E n d i f 
M s g B o x ("s-a efectuat integrarea!!") 
End Sub 

S u b rezoIv_s is teni (NREC A s Integer, A ( ) A s Single, B( ) A s Single , X N E C ( ) A s Single, eroare A s Integer) 
nl = N R E C - 1 
F o r I = 1 T o n i 
i l = I 
For i2 = I T o N R E C 

If Abs(A( i l , I)) < Abs(A(i2 ,1) ) Then i l = i2 
N e x t i 2 
If A ( i l , I) o O Then 

I f i l o 1 Then 
For J = 1 T o NREC 

Z = A(I, J) 
A ( l , J ) = A ( i l , J ) 
A ( i l , J) = Z 

Next J 
Z = B(I) 
B(I) = B ( i l ) 
B ( i l ) = Z 

End If 
Z = A(I, I) 
For J = 1 T o NREC 

A(I ,J ) = A(I, J ) / Z 
Next J 
B(I) = B ( I ) / Z 
il = 1 + 1 
ForJ = i l T o NREC 

If A(J, I) o O Then 
Z = A(J, I) 
For k = I T o NREC 
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A(J. k) = A(J. k) - Z * A(l. k) 
Next k 
B ( J ) = B ( J ) - B ( I ) • Z 

End If 
Next J 

Else 
MsgBox ("Sistem incompatibil sau nedeterminat!") 
eroare = 1 
GoTo 200 

End If 
N e x t l 
If A(NREC. NREC) o O Then 

XNEC(NREC) = B(NREC) / A(NREC. NREC) 
For I = 1 To nl 

XN-ECCNREC - 1 ) = B(NREC - 1 ) 
For k = 1 To I 

XNEC(NREC - 1 ) = XNEC(NREC - I) - A(NREC -1, NREC - 1 + k) * XNEC(NREC - 1 + k) 
Next k 

Next I 
eroare = O 

Else 
eroare = NREC 
MsgBox ("Sistem incompatibil sau nedeterminat: matrice singulara in linia" & eroare) 
GoTo 200 

End If 
200 End Sub 

Fmuneniu 

Calculul tens iun i lo r si d e f o r m a t i i l o r u t i U z a n d MEFr in e l a s t o s t a t i c a p l a n a 

Calcule Afişare rezultate SFarsit 

de la tastatura 
din fişierul Intrare date. txt 

Calculul tens iun i lor si d e f o r m a t i i l o r u t i l i zând MEFr in e l a s t o s t a t i c a p l a n a 

Introducere date Afişare rezultate Sfârşit 
Asamblare sistem 
Calcul depi si tens in puncte int 

Dim citire As String, eroare As Integer 

P r i v a t e S u b mDuafis C l i c k O 
'Separarea variabilelor pe frontiera 
nn2 = 2 * N N 
For I = 1 To nn2 

If ICFr(I) o O Then XNEC(I) = XNEC(I) • Ct(8) 
N e x t l 
For k = 1 To nn2 

If ICFr(k) = O Then 
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Depl(k) = XNEC(k) 
Else 

Depl(k) = Trac(k) 
Trac(k) = XNEC(k) 

End If 
N e x t k 

'Salvarea datelor de ieşire 
Prim #3, "" 
Prim #3, "Deplasari si sarcini in noduri" 
Prim #3, 
Prim #3, "Nod", "u", "v", "Tx", "Ty" 
For ic = 1 To N N 

Prim #3, ic, Depl(2 • ic - 1), Depl(2 » ic), Trac(2 * ic - 1), Trac(2 » ic) 
Next ic 
For k = 1 T o N T 

For J = 1 To 8 
Ten(k, J) = O 

Next J 
Next k 
Tx = 0 
Ty = 0 

'Calculul componentelor tensorului tensiunilor in noduri 
'Sumarea tracţiunilor pe frontiera 
For J = 1 To N E 

ki = Inc(J, 1) 
kt = Inc(J, 2) 
I f I S y m o 2 T h e n 

Tx = Tx + (Trac(2 • ki - 1) + Trac(2 * kt - 1)) • Elung(J) / 2 
Ty = Ty + (Trac(2 » ki) + Trac(2 » kt)) • Elung(J) / 2 

End If 
m x = (Y(kt) - Y(ki)) / Elung(J) 
m y = (X(ki) - X(kt)) / Elung(J) 
F o r j n = 1 T o 2 

ic = Inc(J, jn) 
fct = 2 
If Idub(ic) o O Or Isim(ic) o O Then fct = I 
t l 2 = Trac(2 » ic) • m x - Trac(2 * ic - 1) • my 
t22 = Trac(2 * ic - I) » m x + Trac(2 » ic) * m y 
eps = (my • Depl(2 * ki - 1 ) - m x * Depl(2 » ki) - m y * Depl(2 * kt - 1) + m x * Depl(2 * kt)) / Elung(J) 
tii = Ct(9) * t22 + Ct(8) * eps 
c l = r n x ^ 2 
c2 = m y 2 
c3 = m x * m y 
Ten(ic, 1) = Ten(ic, 1) + (tl 1 * c2 + 1 2 2 • c l - 2 * t l 2 • c3) / fct 
Ten(ic, 2) = Ten(ic, 2) + ( t l l » c l + t22 * c2 + 2 * t l 2 • c 3 ) / f c t 
Ten(ic, 3) = Ten(ic, 3) + ((t22 - t l 1) • c3 + t l 2 » (c l - c2) ) / fct 
Ten(ic, 4 ) = C t ( l l ) » (Ten(ic, 1) + Ten(ic, 2) ) 
If Isim(ic) o O Then Ten(ic, 3) = O 

'Tensiuni principale in noduri 
c l = 0.5 * (Ten(ic, 1) + Ten(ic, 2) ) 
c2 = 0.5 * Sqr((Ten(ic, 1) - Ten(ic, 2)) ^ 2 + 4 • Ten(ic, 3) 2) 
Ten(ic, 5) = c l + c2 
Ten(ic, 6 ) = c l - c2 
Ten(ic, 7) = Sqr(0.5 * ((Ten(ic, 5) - Ten(ic, 6) ) ^ 2 + (Ten(ic, 5) - Ten(ic, 4) ) ^ 2 + (Ten(ic, 6 ) - Ten(ic, 4) ) 2)) 
Ten(ic, 8) = 9 0 
If Abs(Ten(ic, 1) - Ten(ic, 2) ) >= 0.0001 Then 

Ten(ic, 8) = 9 0 * Atn(2 » Ten(ic, 3) / (Ten(ic, 1) - Ten(ic, 2))) / PI 
E n d i f 

Next jn 
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N e \ i J 
i r i S v m <> O Thcn 
\n'S\m= 1 Then Ty = O 

End If 
Print #3, "Suma tractiiinilor pc frontiera " 
Prinţ "Suma trac. T x \ = " , Tx, "Suma trac Tyy^" , Ty 
Print #3, "" 
Print ^3, "Tensiuni in noduri" 
Print #3 
Print #3, "Nod", "Sxx", "S>y", "Sxv", "Szz" 
For 1 = 1 To N N 

Print #3, I, 
For J = 1 To 4 

Print #3, Tcn(I, J), 
Next J 
Print 

N'ext 1 
Print #3, 
Print #3, "Tensiuni principale in noduri" 
Print U3 "*****************************" 
Print m , "Nod", "Sigma 1". "Sigma 2". "Sigma ech ", "Alfa" 
For I = 1 To N N 

Print #3 ,1 , 
For J = 5 To 8 

Print #3, Ten(I, J), 
Next J 
Print #3, 

Next I 
End Sub 

Private S u b A S A M B L _ S I S T E M _ C l i c k ( ) 
'Parcurgerea succesiva a noduri lor si a e lementelor frontierei 
'Formarea matricei s istemului de ecuaţi i si a vectoni lu i termeni lor 
'liberi prin impunerea condiţi i lor pe frontiera 
Dim DIAGE(1 To 2, 1 To 2) As Single, J As Integer, I As Integer, ksim As Integer 
NREC = 2 • N N 
'Iniţializarea cu zero a matricei s istemului si a vectorului necunoscute lor 
For k = 1 To NREC 

XNEC(k) = O 
For J = 1 To NREC 

A(k, J) = O 
Next J 

Next k 

'Stabilirea numărului de cicluri pt. bucla de simetrie 
iend = 1 
If ISym = 1 Then iend = 2 
If ISym = 2 Then iend = 4 

'Bucla de simetric 
For ksim = 1 T o iend 

If ksim = 4 Then 
iinc = 1 
i s f = 2 

Else 
If ksim = 2 Then 

iinc = 4 - ksim 
isf = iinc 

End If 
End If 

'Luarea punctniiii sursa P in ficcarc nod al frontierei 
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For I = 1 To N N 
Prim "Simetrie:" & ksim, "nod:" & I 
Xp = X( l ) 
Yp = Y(I) 
If ksim = 2 Or ksim = 4 Then Yp = -Yp 
I f k s i m > 3 Then Xp = - X p 

'Iniţializarea cu zero a elementelor diagonale 
For ki = 1 T o 2 

For kj = 1 To 2 
DIAGE(ki, kj) = O 

Next kj 
Next ki 
For J = 1 To N E 

Eval_Intcgr J, ising. I. Xp, 'N'p, ksim, iiiic, isf 

For k = 1 To 2 
jj = 2 * ( I - l ) + k 
inn = O 
For IL = 1 To 2 

For ICOL = 1 T o 2 
inn = inn + I 
ic = 2 • Inc(J, IL) + ICOL - 2 
If ICFr(ic) o O Then 

A(jj, ic) = A(ij. ic) - G(k. inn) • Ct(8) 
XNEC(ij) = XNECCii) - H(k, inn) • Trac(ic) 

Else 
A(ij, ic) = A(ij, ic) + H(k, inn) 
XNEC(ii) = XNEC(jj) + G(k, inn) » Trac(ic) 

End If 
If ksim = 2 And ICOL = 2 Then H(k, inn) = -H(k, inn) 
If ksim = 3 And ICOL = 1 Then H(k, inn) = -H(k, inn) 
If ksim = 4 Then H(k. inn) = -H(k, inn) 
DIAGE(k, ICOL) = DIAGE(k, ICOL) - H(k, inn) 

Next ICOL 
N e x t I L 

Next k 
Next J 

'Coeficienţi diagonali 
jj = 2 M - l 
I f I C F r ^ ) = OThen 

ACij, ii) = A(jj, jj) + DIAGE( 1 , 1 ) 
A(ij + l , i j ) = A(ij + l , j j ) + DIAGE(2, 1) 

Else 
XNECGj) = XNEC(jj) - DIAGE(1, 1) • Trac(ij) 
XNECOj + 1) = XNECdi + 1) - DIAGE(2, 1) • Trac(ij) 

End If 
jj = 2 M 
IflCFr(jj) = OThen 

A(ij - 1, ii) = A(ij - 1, jj) + DI AGE( 1, 2) 
A(ii. jj) = A(ij, jj) + DIAGE(2. 2) 

Else 
XNECOj - O = XNEC(ij - 1) - DIAGE(1, 2) » Trac(ij) 
XNECGj) = XNEC(ij) - DIAGE(2, 2) • TracCjj) 

End If 
N e x t l 

Next ksim 
MsgBox ("sfarsit rutina sistem") 
For I = 1 To NREC 
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B(I) = XNEC(I) 
XNEC(l ) = O 

Next I 
MsgBox ("nrec=" & NREC) 
rezolv sisteni NREC, A, B. XNEC, eroare 
If eroare = O Then 

MsgBox ("S-a rezolvat sistcnuil de ecuaţii algebrice prin metoda eliminării a lui Gauss") 
For^l = 1 T o NREC 

MsgBox ("xnec" & I & "=" & XNEC( l ) ) 
Next 1 
MsgBox ("Dati click pe opţiunea Afişare rezultate pentru a obţine fişierul de ieşire Rezultate txt'") 

E n d i f 
End Sub 

Privnto Sub I M RO_DAT_Cl irk( ) 
Input Den Probl 
Prinţ Den Probl 

'Date referitoare ia tipul analizei 
NP = 0 
N D E = 0 
NTR = 0 
Input #2, ISym, Tip_probIema, Coe f Poisson, modul E 
maxnod = M A X D I M / 2 
maxele = MAXDIM/2 
For I = 1 To maxnod 

Isim(2 • I - 1) = 0: Isim(2 • I) = O 
ICFr(2 * I - 1) = 0: ICFr(2 • I) = O 
Depl(2 » I - 1) = 0: Depl(2 * 1) = O 
Trac(2 * I - 1) = 0: Trac(2 » I) = O 

N e x t l 
Prinţ #3, "Numărul de axe de simetrie", "1SYM=" & ISym 
Prim #3, "Modul de elasticitate", "E=" & modul_E 
Prinţ #3, "Coeficientul Iui Poisson", "P=" & Coef_Poisson 
modul_G = moduI_E / (2 » (1 + Coef_Poisson)) 
C t ( I l ) = Coef_Poisson 
If Tip_probIema = 1 Then 

Coef_Poisson = Coef_Poisson / (1 + Coef_Poisson) 
C t ( l l ) = 0 
Prinţ #3, "Stare plana de tensiune" 

Else 
Prinţ #3, "Stare plana de deformatie" 

End If 

'Calculul constantelor de material 
Ct(2) = 3 - 4 » Coef_Poisson 
Ct(3) = 1 / (4 * PI • (1 - Coef_Poisson)) 
Ct(4) = 1 - 2 * Coef Poisson 
Ct(6) = 2 » Ct(3) * modul_G 
Ct(7) = 1 - 4 * Cocf_Poisson 
Ct ( l ) = C t ( 3 ) / 2 / m o d u l _ G 
Ct(5) = C t ( ! ) / 2 
Ct(8) = 2 * modul G / (1 - Coef_Poisson) 
Ct(9) = Coef Poisson / (1 - Coef Poisson) 
CtOO) = (2 - Coef Poisson) / (1 - Coe fJ 'o i s son) 
Ct(12) = C t ( 5 ) * C t ( 2 ) 

'Citirea datelor de intrare 
Do 
Input #2, citire 
Select Case UCase(citire) 
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Case "NODURI PE FRONTIERA" 
N N = 0 
For I = 1 To maxnod 

Input #2, k 
Input #2, X(k) 
Input U2, Y(k) 
Input #2. Idub(k) 
•Prim U3, k, X(k). ^'(k). Idub(k) 
If k = O Then Exit For 
N N = N N + 1 
If (X(k) = O And ISym = 2) Then Isim(k) = 2 
If (Y(k) = O And ISym > 0) Then Isim(k) = 1 

Next I 
Case - P U N C T E INTERIOARE" 

NNI = N N + 1 
For I = NNI T o M A X D I M 

Input k 
Input X(k) 
Input #2, Y(k) 
'Prinţ #3, k, X(k). Y(k) 
If k = O Then Exit For 
If (X(k) = O And ISym = 2) Then Isim(k) = 2 
If (Y(k) = O And ISym > 0) Then Isim(k) = I 
If ( (X(k) = O And Y(k) = 0 ) And ISym = 2) Then Isim(k) = 3 
NP = NT + 1 

Next I 
Case "ELEMENTE CONECTARE" 

N E = 0 
For I = 1 T o maxele 

Input #2, ki, nod i , nod2 
If ki = O Then Exit For 
NE = N E + I 
Inc(ki, l ) = nodI 
Inc(ki. 2) = nod2 
Elung(ki) = Sqr<(X(nod2) - X ( n o d l ) ) 2 + (Y(nod2) - Y ( n o d l ) ) 2 ) 

N e x t l 
Case "DEPLASARI IMPUSE PE FRONTIERA" 

For I = 1 T o maxnod 
Input #2, inod, dxx, dyy, ixx, iyy 
If inod = O Then Exit For 
N D E = N D E + 1 
Trac(2 • inod - 1) = dxx 
Trac(2 * inod) = dyy 
ICFr(2 • inod - 1) = ixx 
ICFr(2 • inod) = iyy 

N e x t l 
Case "TRACTIUNI IMPUSE PE FRONTIERA" 

For I = 1 To maxnod 
Input #2, inod, txx, t>7 
If inod = O Then Exit For 
NTR = NTR + 1 
Trac(2 * inod - 1) = txx 
Trac(2 * inod) = ty>' 

Next I 
End Select 

Loop Until UCase(citire) = "END" 

'Salvarea datelor de intrare in fişierul de ieşire 
Prinţ #3, "Numărul de elemente", "NE=", N E 
Prinţ #3, "Numărul de noduri", "NN=". N N 
Prinţ #3, "Numărul de puncte", "NT=", NP 
Prim «3, " = = = = - — 
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Prim #3, "Coordonatele nodurilor frontierei" 
Prinţ #3. " = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = - _ - = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = " 
Prim #3, "Nod", "X", "Y". "Dublu simetrie" 
For k = 1 To NN 

Prim #3. k, X(k), Y(k), Idub(k), Isim(k) 
Next k 
N T = N N + NP 
I f N P > O T h e n 

Prinţ #3, "Coordonatele punctelor interioare" 
Prim #3, = =  
Prim #3, "Punct", "X", "Y", "Simetrie" 
For I = NNl To NT 

Prim #3, I, X(l) , Y(I), Isim(I) 
Next 1 

End If^ 

Prinţ #3, "Conectarea elementelor" 
Prim # 3 , " =  
Prim #3, "Elemem", "început - Sfârşit", "Lungime" 
For I = 1 To N E 

Prim #3,1 , Inc(I, 1), Inc(l, 2), Elung(l) 
Next I 
If N D E > O Then 

Prim #3, = = = = = = = 
Prim #3, "Se prescriu deplasari in nodurile:" 
Prinţ # 3 , " — = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = 
Prim #3. "Nod", "Uxx", "Uyy", "Condjront ", "Condjrom." 
For I = 1 To N N 

If ICFr(2 * I - I) o O Or ICFr(2 » I) o O Then 
Prim #3 ,1 , Trac(2 * I - 1), Trac(2 * I), ICFr(2 • I - 1), ICFr(2 * I) 

E n d i f 
N e x t l 

E n d I f 
If NTR > O Then 

Prinţ #3, - - = = = = = 
Prim #3, "Se prescriu sarcini in nodurile:" 
Prinţ #3, — — = = = = = 
Prim #3, "Nod", "Txx", "Tyy" 
For I = 1 To N N 

If ICFr(2 M - 1) = O And ICFr(2 M ) = O Then 
If Trac(2 * I - 1) o O Or Trac(2 * 1) o O Then 

Prim #3, I, Trac(2 » I - 1), Trac(2 * I) 
End If 

End If 
N e x t l 

End If 
If N N > maxnod Then 

MsgBox ("Număr prea mare de noduri:" & N N & ">" & maxnod) 
End If 
If NT > MAXDIM Then 

MsgBox ("Număr de noduri si puncte mai mare de 400: NT=" & NT) 
End If 
eroare = O 
If NN > maxnod Or N E > maxele Or NT > MAXDIM Then 

MsgBox " Au aparut erori in fişierul de intrare!!!" 
End 

End If 
MsgBox ("OK- Citirea datelor! Dati click pe opţiunea Calcule pentru continuare!") 
End Sub 

Private Sub P_INT_Click() 
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D i m u ( l T o 2) 
ising = 4 
nni = N N + 1 
Prinţ #3, "Deplasari si tensiuni in puncte interioare" 
Prim #3, "Punct", "Uy", "Ux", "Sxx", "Sy>'". "Sxy", "Szz" 
For I = nni To N T 

u ( l ) = 0: u(2) = 0 
For J = 1 To 4 

Ten(l, J) = O 
Next J 

' Bucla de s imetrie 
For ksim = 1 To iend 

Xp = X(I) 
Yp = Y(I) 
If ksim = 2 Or ksim = 4 Then ^•p = -Yp 
Ifks im > 3 Then Xp = -Xp 
If ksim = 2 Or ksim = 3 Then 

iinc = 4 - ksim 
isf = iinc 

Else 
I fks im = 4 Then 

iinc = 1 
isf = 2 

End If 
End If 

'Parcurgerea e lemente lor frontierei 
For J = 1 To N E 

Eval_Integr J, ising, I, Xp, Yp, ksim, iinc, isf 
' Deplasari si tensiuni in puncte interioare 
For k = 1 To 3 

ij = 0 
For kx = 1 To 2 
For kv = 1 T o 2 
ij = ij + 1 
ic = 2 » Inc(J, kx) + kv - 2 
If k < 3 Then u(k) = u(k) - H(k, ij) • Depl(ic) + G(k, ij) • Trac(ic) 
Ten(I, k) = Ten(I, k) - HP(k, ij) * Depl(ic) + GP(k, ij) * Trac(ic) 

Next kv 
Next kx 

N e x t k 
Next J 

Next ksim 
tx = T e n ( l , 2 ) 
Ten( l , 2) = Ten( l , 3) 
Ten( l , 3) = tx 
c l =Ten(I , l ) + Ten(I, 2 ) 
Ten(I, 4) = c i » C t ( l l ) 

'Tensiuni principale in puncte interioare 
c2 = Sqr((Ten(I, 1) - Ten(l , 2)) 2 + 4 * Ten(I, 3) 2) 
Ten(I, 5) = 0.5 * (c l + c2) 
Ten(I, 6) = 0.5 * (c l - c2) 
Ten(I, 7) = Sqr(0.5 * ((Ten(l, 5) - Ten(I, 6)) ^ 2 + (Ten(I, 5) - Ten(l , 4) ) 2 + (Ten(I, 6 ) - Ten(l, 4) ) ^ 2)) 
Ten(I, 8) = 90 
l fAbs(Ten(I , l ) - T e n ( I , 2)) > = 0 . 0 0 1 Then Ten(I, 8) = 90 * Atn(2 * Ten(l, 3 ) / ( T e n ( I , l ) - T e n ( I , 2 ) ) ) / P I 
Prinţ 1, u ( l ) , u(2), Ten(I, 1), Ten(l, 2), Ten(I, 3), Ten(I, 4 ) 

N e x t l 
'Salvarea datelor pentru puncte interioare 
Prim #3, "Tensiuni principale in puncte interioare" 
Prim #3, "Punct", "Sigma 1", "Sigma 2", "Sigma echiv.", "Alfa" 
For I = nni To N T 

Prim #3,1 , Ten(I, 5), Ten(I, 6), Ten(I, 7), Ten(I, 8) 
Next I 
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End Sub 

P r i v a t e S u b m n u s f _ C l i c k ( ) 
Close #2 
Close U3 
End 

End Sub 

Fişierul de introducere a datelor '^Intr^date.txt*' 

Placa plana- Elasticitate- Simetrie dubla 
2, 1, 0.3, 2000 
NODURI pe frontiera 
1 100 O O 
2 100 50 O 
3 100 100 4 
4 100 100 3 
5 50 100 O 
6 O 100 O 
0 0 0 0 
PUNCTE interioare 
7 0 0 
8 50 O 
9 O 50 
10 50 50 
0 0 0 
ELEMENTE conectare 

DEPLASARI impuse pe frontiera 
4 0 0 0 1 
5 0 0 0 1 
6 0 0 0 1 
0 0 0 0 0 
TRACTIUNI impuse pe frontiera 
1 - 1 0 0 
2 -100 
3 -100 
0 0 0 
END 

Fişierul de rezultate "Rezultate.txt" 

Placa plana- Elasticitate- Simetrie dubla 

Numărul de axe de simetrie ISYM=2 
Modul de elasticitate E=2000 
Coeficientul lui Poisson P=0, 3 
Stare plana de tensiune 
Numărul de elemente NE= 
Numărul de noduri NN= 
Numărul de puncte NP= 

4 
6 
4 

Coordonatele nodurilor frontierei 

Nod 
1 
2 
3 
4 
5 
6 

100 
1 0 0 
1 0 0 
1 0 0 
50 
O 

O 
50 
100 
1 0 0 
1 0 0 
1 0 0 

Dublu simetrie 
O 1 
O O 
4 O 
3 O 
O O 
O 2 

Coordonatele punctelor interioare 

Punct 
7 
8 
9 
10 

O 
50 
O 
50 

O 
O 
50 
50 

Simetrie 
3 
1 
2 
O 

Conectarea elementelor 
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Element 
1 
2 
3 
4 

început 
1 
2 
4 
5 

Sfârşit 
2 
3 
5 
6 

Lungime 
50 
50 
50 
50 

Se prescriu deplasari in nodurile: 

Nod 
4 
5 
6 

Uxx 
O 
O 
O 

Uyy 
O 
O 
O 

Cond__f ront. 
O 
O 
O 

Cond_front. 
1 
1 
1 

Se prescriu sarcini in nodurile: 

Nod Txx Tyy 
1 -100 0 
2 -100 0 
3 -100 0 

Deplasari si sarcini in noduri 

Nod u V Tx Ty 
1 -4,55 0 -100 0 
2 -4,55 0 -100 0 
3 -4,55 0 -100 0 
4 -4,55 0 0 -30 
5 -2,275 0 0 -30 
6 0 0 0 -30 

Suma tracţiunilor pe frontiera: 
Suma trac. Txx= 0 Suma trac. Tyy= 

Tensiuni in noduri 

Nod Sxx Syy Sxy Szz 
1 -100 -30 0 0 
2 -100 -30 0 0 
3 -100 -30 0 0 
4 -100,0001 -30 0 0 
5 -100 -30 0 0 
6 -100 -30 0 0 

Tensiuni principale in ; noduri 
•k-k-irltitiHr-k-k-k-tiirlfifk-k'k'kiririt^-k'k-iHi-kir-k 

Nod Sigma 1 Sigma 2 Sigma ech. Alfa 
1 -30 -100 88,882 0 
2 -30 -100 88,8819 0 
3 -30 -100 88,8819 0 
4 -30 -100,0001 88,8820 0 
5 -30 -100 88,8820 0 
6 -30 -100 88,8820 0 
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MECANICA PROBABILISTÂ A RUPERIL PROBLEME. 

PRINCIPII. MODELE. METODE. CONTRIBUTII 

§4.1. PLEDOARIE PENTRU ''MECANICA PROBABILISTÂ A RUPERI T' 

4.1.1. Introducere 

MECANICA SOLIDULUI DEFORMABIL (M.S.D.) reprezintă unul dintre cele mai 
modeme şi mai explozive domenii de cercetare în profil mecanic: ea cuprinde două mari 
categorii de discipline ştiinţifice: 

• Discipline preponderent matematice - teoria elasticităţii; teoria plasticităţii; 
tennoelasticitatea; elastovâscoplasticitatea; termovâscoplasticitatea, atât pentru 
materiale omogene şi izotrope cât şi pentru materiale neomogene şi anizotrope 
(materiale compozite). Toate acestea sunt domenii de ştiinţă fundamentale, care 
fonnulează şi desăvârşesc bazele generale matematice ale ramurii considerate. 

• Discipline tehnice, cu caracter ingineresc, aplicativ, cum ar fi: rezistenţa materialelor, 
oboseala materialelor, fluajul şi relaxarea, stabilitatea echilibrului elastic, teoria 
solicitărilor de contact, statica şi dinamica structurilor din bare şi plăci, încercările 
de materiale, fiabilitatea şi siguranţa structurilor etc. Este adevărat că multe dintre 
acestea sunt astăzi ramuri de ştiinţă de-sine-stătătoare. 

Cu toate rezultatele remarcabile acumulate în toate aceste domenii, încă de pe vremea lui 
Galileo Galilei şi Robert Hooke, în tot secolul trecut (şi chiar în zilele noastre) au avut loc o serie 
de „catastrofe celebre" [R26] care au surprins comunitatea oamenilor de ştiinţă şi a inginerilor 
prin lipsa explicaţiei şi a suportului ştiinţific justificator. Au apărut astfel probleme noi care au 
cerut soluţii noi, concepte de proiectare şi de analiză a siguranţei structurilor de rezistenţă de 
asemenea fundamental noi. Răspunzând la aceste cerinţe a apărut o nouă disciplină, unanim 
recunoscută astăzi, denumită „MECANICA RUPERIT' (M.R.). Considerăm că patru momente 
fundamentale au constituit începuturile acestei noi ramuri a (M.S.D.): 

• Calculele efectuate de Kirsch în 1898 privind starea de tensiune dintr-o platbandă 
solicitată la tracţiune, având gaură circulară centrală; s-a dcnionslral astfel analitic 
efectul de concentrare a tensiunilor în zona cu discontinuităţi geometrice acute, 
deşi efectul nociv al concentratorilor era semnalat încă din 1843 de Rankine în 
legătură cu ruperea organelor de maşini rotative. 

• încercările lui August Wohler, începute încă din 1847, care au condus la definirea 
conceptului de durabilitate în cazul tensiunilor variabile în timp prin intermediul 
celebrei „curbe Wohler'' (On̂ ax-N) publicată prima oară în 1905; 

• încercările de rezilienţă pe epruvete tip Charpy V (sau V) legate de ruperea fragilă, 
care au pus în evidenţă temperatura de tranziţie de la ruperea ductilă la cea fragilă. 
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în anul 2001 s-a sărbătorit cu mare fast în Franţa, 100 de ani de la apariţia epruvetei 
Charpy. 

• în sfârşit, problemele de (M.R.) au intrat efectiv în atenţia cercetătorilor începând cu 
anii 1920-25, odată cu binecunoscutele, astăzi, lucrări ale lui Griffith. El a introdus 
ideea că un material fragil conţine o mulţime de fisuri care produc o concentrare de 
tensiuni suficient de mare ca în anumite zone să se atingă valoarea rezistenţei la 
rupere. 

Dar activitatea ştiinţifică masivă, susţinută, orientată, începe după 1950, odată cu 
dezvoltarea noilor tehnici de vârf în domeniul nuclear, aerospaţial, naval, chimic, petrolier etc. 
Până în perioada anilor 1970 s-au introdus mărimi şi concepte noi: factorul de intensitate al 
tensiunilor (Westergard 1940, Irvvin, Paris 1961), integrala J (Rice 1968) etc., s-au definitivat 
procedee noi de încercare şi caracterizare a materialelor ţinând cont de existenţa defectelor 
micro- sau niacrostructuraic (dislocaţii. \acanţc, incluziuni, goluri, fisuri etc.), de influenţa 
temperaturilor scăzute, de xariaţia în timp a tensiunilor etc. Tot în acest timp s-au pus bazele 
matematice ale calculării câmpurilor de tensiuni şi defonnaţii în corpuri elastice cu defecte de 
tipul fisurilor, golurilor, incluziunilor. Dificultăţile au fost mari datorită necesităţii adoptării şi 
folosirii unui aparataj matematic foarte elevat: ecuaţii integrale singulare, funcţii complexe şi 
transfonnări conforme, teoria potenţialului, metode variaţionale funcţionale etc. Din acest motiv 
foarte târziu s-au concretizat metodele de calcul şi s-au obţinut rezultate credibile şi concludente, 
dar numai pentru defecte unice sau grupuri de defecte cu anumite simetrii şi periodicităţi. 

4.1.2. Mccanica probabilistă a ruperii 

Realitatea industrială (tehnică), în special în cazul construcţiilor industriale mari cu zone 
de sudură importante, cu variaţii brusce de formă, în cazul pieselor turnate şi laminate, arată 
existenţa unor zone cu defecte multiple care nu pot fi modelate de repartiţii simetrice sau 
periodice şi nici de forme geometrice regulate. 

Din aceste motive în ultimii 20 de ani comunitatea ştiinţifică internaţională s-a axat cu 
mult interes şi perseverenţă pe utilizarea principiilor şi metodelor probabilistice care să ia în 
calcule o serie întreagă de parametri statistici: distribuţia defectelor în spaţiu sau în plan (poziţia 
centrelor geometrice, înclinaţia faţă de axe a unui sistem de axe propriu al defectului, 
dimensiunile reprezentative etc.), descrierea probabilistă a câmpului de tensiuni şi deplasări, 
calculul probabilist al elementelor specifice de mecanica ruperii (K,j; J), caracterizarea statistică 
a proprietăţilor mecanice ale materialelor etc. In această accepţiune s-a recunoscut că analiza 
riscului, respectiv studiul fiabilităţii şi siguranţei structurilor se poate face numai pe baze 
statistice. A apărut astfel o nouă ramură de cercetare numită: „MECANICA PROBABILISTĂ A 
RUPERIF' (M.P.R.) (PROBABILISTIC FRACTURE MECHANICS). 

(M.P.R.) este astfel definită ca un domeniu al fiabilităţii structurale pentru care 
mecanismul de cedare este „ruperea", luând în considerare existenţa obiectivă a defectelor şi 
aspectele probabilistice legate de acestea. 

De altfel, practica a impus faptul că cele mai posibile mecanisme de cedare a elementelor 
şi structurilor de rezistenţă sunt: 

• instabilitatea elastică (buckling) 
• oboseala (fatigue) 
• apariţia deformaţiilor elastice mari (jamming) 
• deformaţii plastice mari (yielding) 
• instabilitatea plastică (necking) 
• ruperea (fracture) 
In Fig 4.1.2.1 sunt ilustrate variatele aspecte ale analizei riscului pentru a fixa locul şi 

problematica (M.P.R.). 
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ANAI-IZA RISCUIAîl 
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M.P.R. 

Fig. 4.1.2.1. Aiializa riscului şi locul şi problematica (M.P.R.), 
(după J.M. Bloom, A. Ma. Dennott Company, Research and Development Division, Alliance, Ohio) 

4.1.3. Organizarea activităţilor (M.P.R.) 

în Statele Unite există de mulţi ani comunităţi ştiinţifice care se ocupă, pe lângă altele, şi 
cu standardizarea în (M.P.R.), există coduri ASME şi programe de calculator bazate pe tehnicile 
şi metodele de simulare Monte-Carlo, utilizând în general distribuţiile gamma şi Weibull. 

De exemplu comitetul ASTM Task Group E24.06.03, constituit în 1979, a avut printre 
alte sarcini şi organizarea a două simpozioane şi a unui lucrushop. 

• „Program special cu privire la (M.P.R.)", Pittsburgh, Pennsylvania, October 31, 1979 
• „Metode probabiliste pentru proiectarea şi mentenanţa structurilor", St.Louis, Missouri, 

October 19, 1981, (ASTM, STP798) 
• „Aplicaţii ale statisticii în oboseală şi rupere^' (lucrushop) San Francisco, California, 

December 13, 1982. 

Rezultă de aici că (M.P.R.) este un domeniu de vârf, de mare actualitate în cercetările dc 
(M.R.) şi în general de solid deformabil. Pentru a sublinia în plus această idee vom da câteva 
detalii legate de cercetarea fiabilităţii vaselor sub presiune foarte mare şi a conductelor întâlnite 
frecvent în construcţiile nucleare, petroliere, chimice, navale, miniere etc. Prima lucrare 
importantă a apărut în 1976 în „Nuclear Engineering and De.sign'^ Nr.17 (P.E. Becher şi A. 
Pedersen), care a făcut o evaluare a probabilităţii de cedare a unui vas sub presiune, considerând 
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Ki şi Kic ca variabile statistice calculul integralelor de distribuţie fiind făcute cu metoda Monte 
Carlo, cu simularea pe calculator. Numărul lucrărilor dedicate acestui domeniu este impresionant 
şi până acum 15-20 de ani erau considerate secrete. Mai cităm numai un studiu efectuat în Anglia 
în 1976, legat de programul său nuclear, în care s-a determinat probabilitatea de a exista fisuri de 
dimensiuni critice. D.O.Harrie în 1977 a arătat că din datele experimentale rezultă că distribuţia 
mărimii defectelor este de tip gamma sau Weibull. 

Comisia de reglementare nucleară (NRC) a dezvoltat un cod de calculator pentru a 
detennina probabilitatea de apariţie a unor defecte produse de procesul tranzitoriu de variaţie a 
presiunii în reactorii cu apă. 

Mai subliniem apariţia codurilor ASME elaborate de diferitele subcomisii ale 
Comitetului de Mecanica Probabilistă a Ruperii, dintre care cităm: 

• NRC's OCTAVIA (1978) (W.E.Vesely; E.K. Lynn; F.F. Goldberg). Lucrează cu 
distribuţia exponenţiala şi simularea Monte-Carlo. 

• Becher^s PEP 706/ PFM683, distribuţie Weibull şi simulare Monte Carlo 
• LLL's (Lawxence Livermore Laborator>0 PRAISE („Analiza securităţii 

conductelor incluzând evenimente seismice'') 
• NRC's NUREG-0778 Code (iunie 1981) - R.M. Gamble; J. Strosnider. Prezintă o 

schemă originală de eşantionare. 
• ISPRA's (Joint Research Center of the European Commities) COVASTOL 

Existenţa acestor programe care sunt deja coduri ASME ilustrează importanţa deosebită 
care se acordă (M.P.R.), în special în domeniile de risc major din energetica nucleară. 

4.1.4. Câteva repere bibliografice 

Cele prezentate până acum s-au bazat pe lucrările' [1] [2] [3] (v. subsol), care sunt de fapt 
nişte culegeri de articole dedicate acestei teme, reprezentând lucrările susţinute la un anumit 
congres; ele constituie aşa-numitele S.T.P. („Special Technical Publications"). De exemplu în 
[1] sunt prezentate lucrările congresului de la St. Louis din 1981 (amintit mai sus). Cartea 
conţine 11 lucrări repartizate pe două teme: 

• M.P.R. („Probabilistic Fracture Mechanics") - 5 lucrări 
• Aspecte statistice în oboseală („Statistical Aspects on Fatigue") - 6 lucrări 

A doua carte [2] conţine lucrările conferinţei „Pressure Vessel and Piping" (PVP Voi.92) 
care s-a desfaşurat la San Antonio, Texas, 1984, şi are 12 lucrări dedicate numai (M.P.R.)! 

A treia carte [3] este tot un PVP Voi.58 publicat în 1982 şi conţine 17 lucrări de (M.P.R.) 
şi de oboseală în condiţii variabile de temperatură, fisuri, coroziune etc. 

Deşi cărţile amintite de noi sunt relativ vechi, ele ne prezintă demarajul fulminant şi 
necesar în acest domeniu, schiţând preocupările esenţiale de (M.P.R.). Pentru a sublinia 
continuitatea activităţii în (M.P.R.) vom cita şi câteva lucrări apărute în ultimii ani, deşi numărul 
lor la ora actuală este impresionant de mare. Ele sunt orientate pe două tematici fundamentale: 

1) Cele mai multe dintre lucrări se ocupă de fenomenul de oboseală, domeniu în care 
prelucrarea statistică şi descrierea probabilistă a unor parametri specifici este destul de veche. 
Aici, dintre cercetările româneşti, vom cita - în mod cu totul subiectiv (datorită lipsei de 
mformaţie) - lucrările [D20] [D25] (I. DOBRE) şi [C46] (1). CIOCLOV), care propun noi 
criterii de cumulare a degradărilor în condiţiile unor spectre de tensiuni descrise de procese 
stohastice. Cunoaştem lucrările d-lui Corneliu Biţ, pe care însă nu le-am încadrat în acest 

1 *** Probabilistic Fraclurc Mcchanics and Fatiguc Methods: Applications for Structural Dcsign and Maintenancc, ASTM-
S T P -798/ 1983 
2. • • • Advanccs in Probabilistic Fraclurc Mcchanics. (cd. C. (RAJ) Sundararajan), ASTM - PVP Vol.92 / 1984 
3 Aspccts of Fraclurc Mcchanics in Pressure Vcsscis and Piping. (cd. S.S. Palusamv. S.G.Sanipalh), ASTM-PVP 
Vol5X/19X2 
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domeniu. O informare utila se obţine :si din articolul de reeen/ii publicat în buletmul AKMK Nr 
3 1996. Vom prezenta numai căte\a lucrări mai recente: 

• B. FEDEI.ICII (F4]M99S, pre/intâ o teorie cinetica a procesului de microllsurare prin 
oboseala care ţine cont explicit de efectele coalesccnţei. Predicţia coalesccniei 
microdefectelor cere ca sâ se cunoască distribuţiile lor spaţiale şi dimensionale şi 
mecanismul de coalescenţă. Datorită caracterului aleatoriu a nucleaţiei 
microfisurilor, problema este în mod esenţial de natură statistică. Ha utilizează 
distribuţia Poisson şi verificarea prin simulare Monte Carlo. De altfel lucrarea este 
foarte bine susţinută de un aparat matematic ele\at. 

• LEI (ş.a.) [L14J/1998. Se dezvoltă expresii analitice şi semianalitice pentru 
tensiunea Weibull ca un parametru privind predicţia degradării prin cli\aj a unor 
corpuri cu fisuri. Expresiile au fost verificate utilizând tehnici de element finit 

• l \ SUI, S. MAIIAI)K\'AN [S24] 1998. Lucrarea sc ocupa de cercetarea procesului dc 
degradare la oboseală în condiţiile coroziunii de pitting. Se propune un model 
probabilistic de oboseală la coroziune prin pitting cu simulare Monte Carlo şi 
implementarea unei metode analitice de reliabilitate de ordinul întâi. Se propune o 
metodă de predicţie a limitei de oboseală la coroziune şi se prezintă exemple 
numerice pe aliaje de aluminiu. 

• LEVON iVIINNETYAN (ş.a.) [M40]/2002. Sunt discutate metode şi coduri 
corespunzătoare de computer pentru evaluarea probabilistică a ruperii sub cicluri de 
oboseală a structurilor compozite (din grafit/epoxi). Cumularea degradărilor este 
simulată pe computer prin creşterea numărului de cicluri. Se introduce funcţia de 
distribuţie cumulativă (CDF) a răspunsului. 

• V.S. SERENSEN (ş.a.) [SBl]. Determină apariţia fisurii de rupere la solicitări 
oligociclice prin atingerea valorilor critice pentru degradarea prin oboseală însumată 
cu cea cvasistatică, produsă de mărimea deformaţiei unilaterale cumulate care 
reflectă schimbarea anizotropă reversibilă. Se studiază de asemenea experimental 
viteza de propagare a fisurilor. 

• V.V. PANASIUK (ş.a.) [SB2]/1977. Se studiază durabilitatea unui corp cvazifragil cu 
fisură de o configuraţie oarecare, diferite de cea circulară, considerând că sarcina 
exterioară variază sinusoidal. Se propune o metodă eficientă de aproximaţie analitică 
a vitezei de creştere a fisurii plane de oboseală; comparaţia fisurii necirculare cu cea 
circulară arată abateri în durabilitate în jur de 36%. 

2) A doua direcţie fundamentală este legată de exprimarea probabilistă a câmpului de 
tensiuni şi deformaţii în solide elastice cu defecte multiple precum şi a caracteristicilor de 
material, a factorului de scară, a geometriei defectelor, a parametrilor de mecanica ruperilor etc. 
Rezultatele din acest domeniu trebuie să meargă până la elaborarea de programe adecvate 
combinate cu metode numerice, care să dea valori concrete pentru mărimile studiate. Această 
formă de raţionament devine obligatorie şi inevitabilă pentru materialele compozite şi pentru 
structurile unde se previzionează existenţa defectelor multiple. Vom aminti şi din acest domeniu 
numai câteva lucrări considerate de noi mai reprezentative. Astfel: 

• IVAN SPRUNG [S54]/1998 demonstrează şi verifică experimental pe plăci cu fisuri câ 
există situaţii când calculele probabiliste indică o probabilitate toarte mare de 
deteriorare în timp ce calculele de mecanica ruperii arată o margine de siguranţă 
adecvată! 

• A.M. HASOFER [H13]/1988 combate modelele existente de rupere: verigii 
celei mai slabe'' şi m o d e l u l lui D a n i e l s al Jasciculelor de fibre'\ Prezintă o teorie 
stohastică nouă privind ruperea fragilă a oţelului utilizând o distribuţie Pareto 
urmărind stabilirea efectului acumulării de fisuri asupra distribuţiei fisurilor şi 
sarcinii de rupere. Pleacă de la distribuţia tensiunii maxime de forma: 

361 

BUPT



C \ipitolul 4 Mccanica probahiUstâ a ruperii 

A' 

v^oy 
unde (Tq este tensiunea minimă de nucleaţie a unei fisuri şi 6 un parametru care 
depinde de distribuţia dimensiunilor fisurilor. Considerăm totuşi modelul insuficient 
justificat. 

MANS ISACSSON [I10]/1998 pleacă de la ideea (cunoscută de altfel) că procesul 
creşterii fisurii este de natură aleatoare şi depinde de condiţiile microstructurale din 
vecinătatea vârfului fisurii. Se adoptă modelul verigii celei mai slabe, utilizând 
statistici Weibull şi legi constitutive de tipul Gurson-Tvergaard. Mai presupune că 
ruperea se datorează unor Jniţiatorr uniform distribuiţi fară nici o dependenţă 
funcţională. Modelul probabilistic propus a luat în considerare şi concentraţia locală 
a tensiunilor datorită golurilor în crcştcre. 

S r i J N ZIIANG, WVA ^ 'A^G fZI0]/ l998 studiază extensia unei macrofisuri prin 
coalescenţa unor microfisuri distribuite statistic, calculând lungimea extinderii 
estimate a fisurii şi deplasarea verticală a vârfului fisurii. Pentru a obţine rezultate 
analitice pentru fisuri cu poziţii şi orientări arbitrare face un program de simulare în 
trei paşi, asemănător soluţiei drumului aleator. El arată că lungimea preconizată a 
extensiei nu depinde numai de densitatea microfisurilor ci şi de distribuţia statistică a 
dimensiunilor de ligament. 

JOHAN HELSING [H23]/1999, profesor la Institutul Regal de Tehnologie din 
Stockholm - Suedia, a avut amabilitatea să ne dea aproape toate lucrările domniei 
sale publicate în domeniul (M.P.R.) - peste 30 de titluri. Lucrarea pe care o 
prezentăm elaborează un algoritm adaptiv pentru problema fisurilor multiple în 
domenii bidimensionale liniar elastice, bazat pe o ecuaţie integrală tip Fredholm de 
speţa a doua, într-o formă stabilită de Helsing şi Peters în 1999 [H21]. După 
discretizarea ecuaţiilor integrale cu o schemă Nystrdm se obţine un sistem de ecuaţii 
liniare rezolvat iterativ şi accelerat cu metoda multipol rapidă; adaptivitatea este 
incorporată în algoritm după un procedeu Helsing [H19](1996). Este interesant că 
autorul prezintă un calcul numeric făcut pentru o placă ce conţine 10000 de fisuri 
orientate aleator. 

TOSHIHISA NISHIOKA, TETSUJl KATO [N16J/1998. Soluţia VNA din titlul 
lucrării înseamnă soluţia analitică completă dată de Vijayakumar, Nishioka şi Alturi 
în 1981 şi 1983 pentru planul cu fisură eliptică supusă la tracţiuni arbitrare pe feţele 
fisurii. Pornind de aici, utilizând parametrul ^.densitate de fisuri'' şi ideea ..modulelor 
elastice efective pentru corpuri cu fisurC\ ei au stabilit un algoritm pentru studierea 
câmpului de tensiuni şi deformaţii în cazul unor microfisuri eliptice arbitrar 
distribuite. 

N.B. RAO, S. RAHMAN [R6]/2002. Este prezentată o metodă fară reţea de 
discretizare bazată pe procedeul Galerkin, pentru a previziona derivatele de ordinul 
întâi a factorilor de intensitate a tensiunilor în raport cu dimensiunea fisurii într-o 
structură liniar-elastică. Metoda implică o discretizare tară reţea care utilizează o 
aproximaţie mobilă prin cele mai mici pătrate a unei funcţii din care se obţin funcţiile 
de formă pentru noduri plasate arbitrar. 

T. YOKOBORI (ş.a) [Y9]/1974. Prezintă o teorie stohastică privind ruperea solidelor 
conţinând un număr mic de defecte macroscopice. Se stabileşte că rezistenţa de 
rupere este foarte bine aproximată de funcţia de distribuţie Weibull (n^l-10) sau de 
o distribuţie gamma când lungimea fisurii are o distribuţie exponenţială. Se admite că 
materialul conţine defecte de tip fisură sau neomogenităţi structurale cu diferite grade 
de concentrare a tensiunilor. Fiecare defect este tratat cu o fisură circulară 
echivalentă. 
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L. CIZELI, (ş.a) [C51] 1994. Sc aplica metoda rcabilitâţii dc primul şi al doilea ordin 
(FORM şi SORM) Ia un tub cu pereţi groşi în care apar llsuri de coro/iune. Se 
compară probabilitatea de rupere după aceste metode şi prin simulare Monle Carlo. 
Cu o metodă numerică sc analizează erorile relative. 

W J . STROlil) , T. KRISMNAMUK'niV [S71]/2001. Se explică efectele 
incertitudinilor asupra rezistenţei unei îmbinări singulare la tbrtecare prm 
suprapunere. Sunt utilizate metode probabiliste pentru a explica incertitudinile. In 
studii se utilizează analiza liniară şi geometric neliniară cu elemente fmite. Studiul 
arată că analiza liniară conduce la preziceri conservative pentru sarcinile de rupere. 

M.W MANAHAN, R.ll. STONKSIFER [M7]. Această lucrare prezintă rezultate ale 
unei determinări probabiliste de mecanica ruperii la un reactor nuclear energetic 
moderat şi răcit cu apă obişnuită în fierbere pentru acţionarea reglajului dc penetrare 
a tuburilor de racordare. 

M.A. CKSARK, R.H. SHKS [C14] 1999. ProFlZS este un sistem de analiză probabilist 
cu elemente finite care permite proiectanţilor să realizeze o analiză probabil istă cu 
element finit într-un mediu grafic 3D care este complet familiar şi similar cu analiza 
detenninistă modernă de element finit. ProFES permite inginerilor să utilizeze 
tehnici probabiliste puternice pentru a rezolva probleme spinoase, ca de exemplu 
analiza oboselii la cicluri înalte fară a fi nevoie de mult antrenament în ceea ce 
priveşte tehnicile în mecanica probabilistă. Parteneri industriali în dezvoltarea 
sistemului ProFES sunt: GE, Pratt&Whitney, Allison Engine, General Motors 
precum şi furnizorii comerciali de analiză cu element finit ANSYS şi 
MSC/NASTRA. Această lucrare descrie ProFES şi prezintă trei probleme 
demonstrative executate cu ProFES. 

D.N. MAVRIS, O. BANDTE [M19]/!997. Se prezintă o metodă pentru proiectarea 
probabilistă, care se bazează pe o tehnică rapidă de integrare probabilistă. Lucrarea 
compară în mod critic metodologia combinată a ..ecuaţiei de suprafaţa 
răspuns''Isimularea Monte Carlo cu metoda AMV {valorii medii avansate), care este 
una dintre tehnicile rapide de integrare probabiliste. Ambele metode sunt utilizate 
pentru a genera CDF {funcţii cumulative de distribuţie), care sunt comparate într-un 
studiu de caz exemplu. Din acest studiu rezultă că metoda AMV este mult mai 
economică în ceea ce priveşte necesarul de timp şi conduce în general la distribuţii 
mai precise ale CDF. Metoda ilustrează de asemenea modul în care utilizând metoda 
AMV pentru generarea distribuţiei pot fi obţinute soluţii robuste de proiectare Ia 
probleme supuse la condiţii multidimensionale. 

B. MORAN, (ş.a ) [M52]/2001. Obiectivul acestui proiect de cercetare a fost să se 
dezvolte o metodologie pentru fiabilitatea la oboseală şi predicţia duratei de viaţă a 
componentelor structurale metalice în cadrul unei mentenanţe bazate pe condiţii 
Astfel au fost dezvoltate noi metode pentru fiabilitatea la oboseală sau determinarea 
riscului stucturilor critice de siguranţă şi au fost dezvoltate noi tehnici 
computaţionale pentru a modela creşterea fisurilor Ia oboseală. 

C. ANNIES [A29]/2002. Mulţi ingineri abordează ^.prediciia probabil ista a vicnT 
înlocuind constantele cu distribuţiile probabiliste şi modelând cu grijă relaţiile fizice 
dintre parametri. Din păcate legăturile statistice dintre „constante^' sunt adesea poate 
chiar cu totul ignorate. Puţini recunosc faptul că în timp ce această simplă înlocuire a 
distribuţiilor pentru constante va produce într-adevăr un rezultat nedeterminist, 
„probabilităţile" corespunzătoare sunt adesea jalnic de imprecise. De fapt, chiar 
„tendinţa" poate fi greşită, astfel încât aceste studii nu pot fi utilizate nici măcar 
pentru studii de sensibilitate. Aceast lucrare explorează rata de creştere a fisurii care 
se leagă de ecuaţia familiară Paris şi intensitatea tensiunii aplicate pentru a ilustra 
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niulle realităţi statistice care sunt adesea ignorate de către unii ingineri de altfel foarte 
atenţi. 

• N.P. O'DOWD, Y. LEI, E.P. BUSSO [020]/2000. Este examinată utilizarea tensiunii 
Weibull ca o măsură a probabilităţii de rupere a unui corp fisurat. Sunt prezentate 
expresii în formă închisă pentru tensiunea Weibull pentru materiale liniar elastice şi 
cu legi exponenţiale. Aceste expresii permit valorilor de tensiuni Weibull şi 
probabilităţilor de rupere să fie estimate fară a fi necesară analiza cu element finit şi 
oferă o viziune asupra utilizării tensiunii Weibull ca un parametru pentru predicţia 
ruperii prin clivaj a corpurilor fisurate. 

Cele prezentate până aici au constituit un articol publicat în Buletinul ARMR (autori: 
I.DOBRE, C.MUNTEAN), şi care avea următorul final: 

« 

4.1.5. Concluzi i 

Articolul nostru are următoarele obiective: 
• Să justifice şi să propună înfiinţarea în cadrul ARMR a unei comisii specializate pe 

problemele de (M.P.R.). Problema nu este simplă deoarece membrii unei astfel de 
comisii trebuie să fie specialişti care au preocupări de teoria probabilităţilor şi 
statistică matematică. 

• în programul acestei comisii să intre şi problemele de standardizare în domeniu, 
coroborate strâns cu problemele de (M.R.). 

• Nu în ultimul rând să se înceapă o acţiune amplă de documentare, de informare, de 
specializare şi în final de cercetare în acest domeniu fascinant care are acea notă 
exotică indusă de utilizarea metodelor Monte Carlo. 

• Să desfăşoare un amplu program de colaborare exterioară cu specialişti recunoscuţi de 
la marile universităţi şi centre de cercetare, care, din experienţa noastră, sunt în 
general dispuşi şă colaboreze şi să dea ajutor. 

Supunem aceste idei discuţiei conducerii şi membrilor ARMR. 

Când lucrarea noastră a fost gata pentru expediat , am primit buletinul A R M R Nr. 13 / 2002 în care există articolul 
regretatului prof. O. Rusu "Mecanica probabilislâ şi fiabilitatea s tmcturi lor . No te pe marginea unei conferinţe" 
(p .22-25) Deoarece cele două lucrări nu se exclud ci se comple tează reciproc, ne-am permis să trimitem lucrarea 
noastră spre publicare, fară anumite modificări care poale ar fi fost necesare (notă prof I. Dobre) . 
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§4.2. CATEVA NOJIUM FUNDAMENTALE DIN TEORIA 
PROBABILITĂŢILOR ŞI STA TISTICA MA TEMA TICĂ^ 

4.2.1. Eveniment. Câmpuri de evenimente 

Noţiunea primară a teoriei probabilităţilor (T.P.) este accca de eveniment, care este 
rezultatul unui anumit experiment. Dar sub aspect matematic, nu interesează natura fizică sau 
geometrică a evenimentului, ci numai producerea sau neproducerea lui. Deci '^cveninicnr este o 
noţiune abstractă care poate sau nu poate avea loc. 

In (T.P.) se arată că mulţimea tuturor evenimentelor corespunzătoare unui experiment dat 
poate fi organizată ca o algebra [3oole cu ajutorul operaţiilor logice : ^'sau", care se 
transpun în limbajul specific teoriei mulţimilor utilizând simbolurile operaţiilor U, fi, ( ' Pe 
această bază se construieşte noţiunea de câmp de evenimente care este mulţimea L] a 
evenimentelor elementare, înzestrată cu un corp borelian de evenimente K; se va nota {n,K}. 

4.2.2. Probabilitate. Câmp de probabilitate 

Noţiunea de probabilitate este strâns legată de aceea de freevenţă relativă, cu deosebirea 
esenţială că probabilitatea este dată a priori, iar fi:-ecvenţa relativă a posteriori. (T.P.) se poate 
aplica numai acelor fenomene care prezintă o anumită stabilitate a frecvenţelor relative în jurul 
probabilităţii (aşa numitele fenomene omogene de masă). 

4.2.2.1. Definiţia elasieă a probabilităţii (defmiţia statistică) 
n 

Considerăm un grup de evenimente elementare \JA '=Q cu A^ f] A. = O {i ^ / ) \ fie 

m 

evenimentul A= D Aj.. Dacă evenimentele A| sunt egal posibile, probabilitatea evenimentului 
k=\ 

A este: 

P{A) = — => 0<P{A)<\ (4.2.2.1) 
n 

Deci prin definiţie, dacă într-o operaţie de masă, evenimentul A se obser\^ă în medie de m 
ori într-un număr total de n operaţii individuale, probabilitatea rezultatului favorabil într-o 
operaţie individuală este raportul dintre numărul cazurilor favorabile observate şi numărul total 
de cazuri care compun operaţia de masă respectivă {m n). 

Această definiţie statistică este, pe bună dreptate, criticată. Astfel, ea nu poate fi aplicată 
când numărul cazurilor posibile este infinit şi în condiţiile în care cazurile nu sunt egal posibile. 
Pe de altă parte, cazuri egal posibile înseamnă de fapt cazuri egal probabile, adică ne folosim de 
noţiunea de probabilitate pe care urmează s-o definim. în sfârşit nu pune în evidenţă legătura cu 
practica, adică nu subliniază legătura dintre probabilitate şi frecvenţă. 

Această definiţie este însă utilă dacă-i privim mai atent latura constructivă dccât 
"defectuF' ei strict logic, deoarece în grupuri formate cu un număr mare de probe, frec\'enţele 
reprezintă valorile experimentale ale probabilităţii, care este o constantă obiectivă depinzând ele 

Cuvinte specifice. Cuvântul ''aleator" are sens de " întâmplător" şi provine de la latinescul "alea" care înseamnă 
' 'zar". Cuvântul "stohastic" este împrumutat din limba greacă, unde o r o / o p înseamnă "scopul atins", a i o / o o i p 
înseamnă "prezumţie", "conjunctură" , "presupunere": un oTOxacrrxnP ^ste o persoană capabilă de a prevedea un 
eveniment viitor (de a ghici). Sensul folosit în teoria probabilităţilor a fost dat de J. B E R N O U L L l , care în opera sa 
"Ars conjectandis" (1713) vorbeşte despre: "Ars conjectandis sive stochast ice" adică ''aFia conjuncturii 
(presupunerii) sau stohastice". Cuvântul stohastic este aproape sinonimul cuvântului aleator, dar în matematică unii 
autori rezervă cuvântul de "s tohast ic" atunci când intervenţia hazardului are un caracter dinamic. 
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natura fenomenului considerat ^i Jc sistemul cie conJiiii. Deosebirea dintre probabilitate şi 
frecvenţă relativă este mai ales de natură practică (statistică). 

4.2.2.2. Derinitia axiomatică a probabilităţii (după A.N. Kolmogorov / 1933) 

Fie dat câmpul de evenimente Se numeşte probabilitate pe câmpul de evenimente 
{Q.K} o funcţie P definită pe K cu valori în R"̂  (P: /T-^R^) cu următoarele proprietăţi: 

P,) P{A)>0, pentru V/ieA^ 
P2) PiQ)-\ (4.2.2.2) 
P3) P{A^[jA.J = P{A^) + P{A2), pentru V/i,,/l2 e A ' , = 0 

Proprietatea P3 rămâne valabilă pentru orice familie fmită de evenimente din K, incompatibile 
două câte două. 

4 .2 .2 .3 . C â m p de p r o b a b i l i t a t e 

1. Un câmp de evenimente {Q,K} înzestrat cu o probabilitate P se numeşte câmp de 
probabilitate şi se notează {Q,K.P}. Un câmp de probabilitate este alcătuit din tripletul 
{Q,KJ^} unde Q este mulţimea evenimentelor elementare, K un corp de părţi generat de 
familia de părţi ale lui Q, iar P o probabilitate pe K. Când Q este finită, K este P{Q). 

2. Vom numi probabilitate o-aditivă (sau complet aditivă) pe câmpul borelian de 
evenimente {Q.K}, o funcţie definită pe K cu valori în R^, cu proprietăţile: 

Pi ) P(A)>0, pentru V/ÎG/r 

P2) P(r2)=l (4.2.2.3) 

P3) P(U A^) = X P(A,), pentru orice famile numărabilă de evenimente 
iei iei 

= 0 , i ^ J , i,jel 
Aceasta este axioma aditivităţii complete. 

4.2.2.4. Consecinţe şi proprietăţi 

1.VAeK P(CA) = \-PiA) 
2. 7^(0) = O 
3.A,czA2 ^ P{A,)<P{A,J 

=> O < P{A) < 1 

6.A,cA2 ^ P{A:,-A^) = P{A2)-P{A,) 

8.VA,,A2eK => P(A, U A^) = P(A,) +P(A,)-P(A, ClA^) 
9. czK => P(UA,)< ZP(A,) 

iei 

10. Inegalitatea lui Boole. cz K avem P{f] A-) > \ - Z I\C 
ie/ /e/ 

Accastă inegalitate ne dă o margine inferioară pentru probabilitatea unei intersecţii de n 
evenimente. 

(Poincare) 
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4 . 2 . 3 . P r o b a b i l i t ă ţ i c o n d i ţ i o n a t e . I n d e p e n d e n ţ a e v e n i m e n t e l o r 

Fie { 0 , K , P } un c â m p bo rc l i an dc p r o b a b i l i t a t e şi fie /J e A' un e v e n i m e n t a rb i t r a r d in A' 
cu I\A)^0. V o m n u m i p r o b a b i l i t a t e a e v e n i m e n t u l u i B c o n d i ţ i o n a t ă de e v e n i m e n t u l A, no t a t ă 
prin rapor tu l : 

I\A) 
Tripletul este un câmp borelian de probabilitate. 

Independenţa evenimentelor 

1. Se s p u n e că e v e n i m e n t e l e A^.A. e K , sunt i n d e p e n d e n t e , dacă : 

/ \ A , n A , ) = r { A , ) ' r { A , ) (4 2.3.2) 

Această relaţie ne dă regula de calcul a probabilităţii evenimentului produs de două evenimente 
independente. Această definiţie este echivalentă cu relaţiile P { A J A 2 ) -
P{A2 I = P{A2), fiind însă mai generală. Se poate arăta că dacă evenimentele A^.A^ e K, 
sunt independente, atunci şi perechile de evenimente ( Q ^ , A)>(Qij ^ 

independente. 

2. Definiţia se poate generaliza la un şir finit de evenimente. Spunem că evenimentele 
(A )i</<« ^ ^ sunt independente în totalitatea lor, sau pe scurt independente, dacă pentru 

orice subşir 1 < /j < I2 < ... < < n , avem: 

PiA,^ = (4.2.3.3) 

4.2.4. Variabi le a leatoare şi legi de repartiţ ie 

Vom înţelege printr-o variabilă aleatoare, o mărime care în funcţie de rezultatul unei 
experienţe, poate lua orice valoare dintr-o mulţime bine definită de valori (mulţimea valorilor 
posibile). Această valoare nu poate fi cunoscută înainte de efectuarea experienţei, din cauza 
factorilor întâmplători care influenţează rezultatul acestei experienţe. Vom nota variabilele 
aleatoare cu literele X,Y,..., iar valorile lor posibile în mod corespunzător cu xi, xi, ..., xi; yi, >'2, 
- • • 5 Ym • 

Pentru definirea unei variabile aleatoare discrete nu este suficient să enumerăm toate 
valorile ei posibile, ci trebuie să cunoaştem şi probabilităţile acestora. Vom numi repartiţie a 
unei variabile aleatoare discrete, enumerarea valorilor posibile şi a probabilităţilor 
corespunzătoare acestora: 

, 1 < / < A 7 (4.2.4.1) 

Funcţia dc repartiţie. Fie dat un câmp borelian de probabilitate {Q,A',/ '} şi X el' 
Vom numi funcţie de repatiţie a variabilei aleatoare X, funcţia F : R —> R definită prin relaţia; 

F(x) = P{A,), .V e R unde A^ = {(o\X{co) < x} (4.2.4.2) 

Pentru simplificarea scrierii vom face convenţia de notaţie: 

F{x) = P{X < x) 
Rezultă imediat: 
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1) F(x,) < F(x2) daca x, < X2 
2) F(x - 0) = F(x) pentru Vx e R 
3) = 0 

4) F(-faD) = O 
în baza acestor proprietăţi putem afirma că funcţia de repartiţie a unei variabile aleatoare 

este o funcţie nedescrescătoare, continuă la stânua şi ale cărei valori în -00 şi -hc» sunt respectiv O 
şi 1. ' 

Densitatea de probabil i tate . O clasă de variabile aleatoare importante în aplicaţii, este 
aceea pentru care funcţiile de repartiţie corespunzătoare variabilelor aleatoare se pot pune sub 
forma: 

-V 

/••(.v)= \ j \ i y i i (4.2.4.3) 
- G C 

u n d e / e s t e o funcţie definită pe R măsurabilă Borel. 
oc 

Din această relaţie rezultă că / > O, f { t ) d i = 1. Atunci funcţiile de repartiţie de această 
-ac 

formă se numesc funcţii de repartiţii de tip continuu, iar variabilele aleatoare corespunzătoare 
se numesc variabile aleatoare de tip continuu. F u n c ţ i a / s e numeşte densitate de repartiţie sau 
densitate de probabilitate. 

4.2.5. Valori t ipice ale var iabi le lor a l ea toare 

4.2.5.1. Tendinţa centrală de grupare. 

1.) Valoarea medie 

a) Variabile aleatoare discrete. Fie dată variabila aleatoare: 
x^ Xj 

(4.2.5.1) 
;=l Pl P„. 

n n 
(4.2.5.2) 

Valoarea medie numită şi speranţă matematică sau aşteptarea matematică, reprezintă 
de fapt o medie ponderată a valorilor x, cu ponderea p,. Se subliniază că valoarea medie este o 
categorie cu care ne întâlnim în teoria probabilităţilor, şi ea este aproximativ egală cu media 
aritmetică a valorilor observate ale lui x. 

b) Variabile aleatoare continue. Fiind dată: 

X 

/ \ ;c 

se defineşte valoarea medie: 

1 / / ( j c ) > O 
h 

2/ f/(.v)^/-v = l 
(4.2.5.3) 

M{X)= x f { x ) d \ . (4.2.5.4) 

în cazul când pentru valorile lui x se consideră drept domeniu de variaţie toată axa reală, 
valoarea medie devine: 
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\ f { X ) = .v/(.v)t/.v, cu condiţia ca integrala singulară scrisă să fie absolut congruentă. 

2. Mediana 
Se numeşte mediana unei variabile aleatoare X\ acea valoare Me a argumentului 

pentru care probabilitatea ca variabila aleatoare să ia valori inferioare lui Me este egală cu 
probabilitatea ca să ia valori superioare lui Me. 

1\X < Me) = I\X > Me) 

y^v) - 1 - A'(a') ;/^Xv) = i 

(4.2.5.5) 

(4.2.5.6) 

Soluţia acestei ecuaţii este mediana Me. 

3. Modul (sau valoarea cea mai probabilă) 
Se numeşte modul unei variabile aleatoare A', acea valoare Mo a argumentului .v, pentru 

care funcţia densitate de probabilitate are valoarea maximă. 
între cele trei caracteristici ale tendinţei centrale de grupare, nu există relaţii determinate. 

Pentru repartiţii simetrice toate cele trei caracteristici sunt egale între ele; pentru repartiţiile puţin 
asimetrice, mediana se găseşte între valoarea medie şi mod în situaţia \Me - Mo\ = 2\Me - M . 

4. Quantile 
Se numeşte quantile de ordinul n ale variabilei aleatoare X, rădăcinile reale ale ecuaţiilor: 

= (4.2.5.7) 
n 

n fiind un număr natural dat, iar F{x) funcţia de repartiţie corespunzătoare. Pentru n=2 (i=l) ^ 
mediana; n=4 ( i - l ,2 ,3)^quart i le ; n=10 (i=l,2...,9)->decile; n-100 (i-l,2... ,99)-^centile. 

Se arată că: 

M 

M 

\k=\ y A'=i 
\ n n 

Y l x , =Y\m(X,) 
\Â-=i y Â'=i 

(4.2.5.8) 

(4.2.5.9) 

pentru variabile aleatoare independente. 

5. Momente şi medii de ordin superior 

Se numeşte moment de ordinul r, al variabilei aleatoare A^expresia: 
n 

M ̂  - ) pentru variabila aleatoare discretă 
/ = ! 

h 
x' f{x)dx pentru variabila aleatoare continuă 

Vom numi medie de ordinul r, a variabilei aleatoare A', expresia: 

l^r = , respectiv = 
V /=i 

x\i\x)dx . 

Avem relaţiile echivalente: 

Pentru variabilele aleatoare continue, o extindere la întreaga axă: 

(4.2.5.10) 

(4.2.5.11) 

(4.2.5.12) 

(4.2.5.13) 
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m = 
o , . x < a , x > b 

f i x ) ,xe[a,h] 
= x'f{x)dx= x'dF{x) (Stieltjes) (4.2.5.14) 

Momentele Mr sunt ordonate în acelaşi sens cu valorile ordinului r, adică dacă a şi P sunt 
valori ale lui r, care satisfac relaţia a < P atunci avem şi M ^ < M p . 

4.2.5.2. Imprăştierea sau concentraţia (Dispersia) 

1. Extinderea sau intervalul de variaţie, se obţine calculând diferenţa valorilor extreme 
ale argumentelor variabilelor, aceste argumente fiind considerate ordonate în ordinea mărimii lor 
naturale. 

= ( 4 . 2 . 5 . 1 5 ) 

2. Intervale interquanti le . Pentru a micşora influenţa valorilor extreme ale argumentului 
care apare în folosirea intervalului de variaţie R, se pot folosi şi intervalele dintre quantile, adică 
diferenţa de forma: 

- '72 ; ••• (4.2.5.16) 

Pentru repartiţiile asimetrice se obişnuieşte să se ia ca măsură a îmrăştierii şi media 
aritmetică: 

( A ' - 7 , ) + ( /73-AO 773-/7, 
(4.2.5.17) 

; f i e 

2 2 

3. Abaterea şi abaterea absolută medie. Se consideră variabila aleatoare X 

a o valoare oarecare din intervalul de variaţie. Vom numi abatere a variabilei Xo nouă variabilă 

aleatoare t, al cărui argument este dat de diferenţa dintre argumentul lui A'şi a, adică: ^ 

în general dacă nu se specifică, abaterea se calculează faţă de valoarea medie, deci: 

^ = X - M ( X ) => M(^) = 0 (4.2.5.18) 

/ \ X-a 

l /w. 

X - X Dacă vom considera valorile absolute ale abaterilor, adică variabile de forma â 
m 

valoarea medie a abaterilor nu mai este zero. Această medie se numeşte abatere absolută medie 
CC 

şi este {x- X)f {x)dx . 

4. Dispersia. Abaterea medic pătratică. Vom asocia variabilei ^ 
/ ( - V ) 

o noua 

variabilă; 
{ x - X ) 

•> \ 

. Prin definiţie, valoarea medie a acestei variabile, adică expresia 

) este numită dispersia variabilei aleatoare iniţiale X. Cu alte cuvinte dispersia (numită şi 
variantă sau fluctuaţia variabilei) este valoarea medie a pătratului abaterii sau momentul de 
ordinul doi al abaterii lui X\ 

a] = D{X) = ) = M[{X - M{X)f ] = {x - M{X)f f{x)dx (4.2.5.19) 
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Valoarea medic de ordinul doi a abaterii, adică expresia: 

se numeşte abatere incJic pCilraticd a variabilei X sau abaterea tip (standard). 

X 
5, iMomentc concentrate. Să considerăm variabila aleatoare Â  

(4.2.5.20) 

a cărei valoare 

medie este A/(A)-/7/ şi variabila aleatoare abatere corespunzătoare ^ 
/ \ .r - m 

. Se observă că pe 

axa argumentelor Ox, abaterea c .v-/;/realizează de fapt o translaţie a valorilor, mutând 
()ri<^inea argumentului în eentrul de grupare m. Se obişnuieşte a se spune că a/niterea eentreazd 
variabila data. Variabila abatere c = A - A / ( A ' ) mai este numită şi variabila centrată. Pe 
aceeaşi linie de nomenclatură, momentele abaterii şi valorile ei medii sunt numite momente 
centrate respectiv valori medii centrate ale variabilei date X. 

Cu aceste denumiri putem spune că dispersia şi abaterea medie pătratieă a unei 
variabile Af sunt momentul centrat de ordinul doi. 

Vom numi moment centrat de ordinul r , mărimea: 

{ x - m y f { x ) d x 
X. 

Folosind legătura cu momentele obişnuite se obţine: 

Particularizând pe r: 
m^ =D{X) = at. =^2 - D{X) = M { X ' ) - M ' { X ) 

r=3 m^ = - + 

4- - e t c . 

6. Proprietăţile dispersiei. 

1.) Pentru variabilele aleatoare independente: 

IXX ^Y)^ D{X) -f ; ^'a- ) = Z ) 
Â'=i k=\ 

Dacă variabilele sunt dependente: 

k = \ k=] 
2.) D(C) = O ; C = const. 
3.) Orice translaţie aplicată unei variabile aleatoare nu schimbă dispersia: 

v'2 

D{XC) = D{X') 
4.) D{C-X) = C - l ) { X ) 

5.) D 
k=\ k=\ 

6.) D{X-Y) = l){X) + D{Y) 

(4.2.5.21) 

(4.2.5.22) 

(4.2.5.23) 

(4.2.5.24) 

(4.2.5.25) 

(4.2.5.26) 
(4.2.5.27) 

(4.2.5.28) 

(4.2.5.29) 
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Din aceste proprietăţi rezultă că operatorul de medie M este un operator hniar^ pe când 
operatorul dispersiei D. nu este liniar. 

7.) Dispersia mediei aritmetice a n variabile independente X\ care urmează aceeaşi lege de 
repartiţie, este egală cu dispersia uneia din variabile împărţită la numărul variabilelor: 

D 

D(X,) = D(X) 
A 

Z-v, 
n 

^ ; a - = . [ D { X ) = ^ (4.2.5.30) 
n " 

Ultima relaţie ne arată că dacă într-o colectivitate oarecare facem o selecţie de volum /?, 
t/nprăşlicrcc/ vciriiihtlci (i/ccKoare se niicşorcdiă cilunci când înăriiu voliinnil seleclici. 

1. Normarea variabilelor aleatoare 

Numim normarea variabilei aleatoare X, transformarea definită de funcţia: Z = 

adică trecerea de la argumentul x la un argument z dat de raportul dintre abatere şi abaterea 
medie pătratică corespunzătoare. Rezultă: 

(4.2.5.31) 

2.) D(Z) = l ;cr ; , =1 (4.2.5.32) 

8. Coeficient de împrăştiere 
Se foloseşte pentru a elimina influenţa naturii variabilei studiate asupra măsurii împrăştierii 

şi se obţine făcând raportul dintre o valoare a împrăştierii studiată mai sus şi o mărime de aceeşi 
natură care în practică în general este o valoare tipică. 

Un exemplu este coeficientul de variaţie: 

V = (4.2.5.33) 
M[X] 

4.2.5.3. Caracteristici ale formei graficelor de repartiţie 
/ \ 

X 
. Repartiţia acestei 1. Simetria şi asimetria. Considerăm o variabilă aleatoare X 

variabile este numită simetrică faţă de valoarea medie /;/, dacă: 

f { m - ( ^ ) = f{m-\-(^) , pentru V ^ = j r - m . 

Caracterizăm proprietăţile de asimetrie prin: 

a) Coeficientul de asimetrie a lui Pearson a = ——^^ 
cr 

b) Gradul de asimetrie: a = ^ 
a 

2. Boltirea şi /sau turtirca 

a) Coeficientul de boltire p - sau p = — 
m\ o 

b) Excesul A' = /? - 3 
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Se demonstrează că momentele centrate de ordin impar ale unei distribuţii simetrice sunt 
nule, adică = O . 

4.2.6. Lc<:i dc repartiţ ie clasice, discrete şi cont inue 

4.2.6.1. Legi de repartiţie discrete 

A. Repartiţia binomială (Bernoulli) Are la bază schema urnei cu bile revenite O 
variabilă aleatoare cu o repartiţie binomială are forma: 

f n n - \ A- O ̂  
n n-\ /^v A n-x r 

P "P 1 ^ nP 7 
(4.2.6.]) 

Deci repartiţia binomială este o repartiţie discretă în care punctelor O, 1,2, li se atribuie 
corespunzător probabilităţile: 

W = , A- = 0,1, 2 , n (4.2.6.2) 

Pentru a evidenţia parametrii acestei distribuţii se scrie: 

= (4.2.6.3) 

Aceasta este funcţia de probabilitate (sau funcţia de frecvenţă) a distribuţiei binomiale. 

F(n„x) = P(X, <x) = f^C:,p'q"- (4.2.6.4) 
/=0 

Funcţia de repartiţie F(n;x) este o funcţie în trepte admiţând discontinuităţi de speţa întâia în 
punctele O, 1, 2, . . . , [x]. 
Momentele: 

M{X) = np ; np-q < Mq <np + q 

; M^^npinp + q) ; /y^ = -jnpinp + q) 

M^ p^ p^q-^npq{\-2p) (4.2.6.5) 

Momentele centrale: 
mj = O ; m2=D{X) = npq a = •Jnpq 

m^=npq{q-p) (4.2.6.6) 

B. Repartiţia hipergeometrică (Gauss). Se ajunge la această repartiţie pe modelul 
schemei probabilistice a urnei cu bile nerevenite. 

C'Cr' \0<x<a 
C; [0<n-x<t-a 

yU(A') = y ; Mo(X)^np- D{X) = npq'-^ (4.2.6.7) 

.v=0 

BUPT



Capitolul -/ Mccanica probabil istă a ruperii 

C. Repartiţia Poisson. Este repartiţia unei variabile aleatoare discrete, a cărei funcţie de 
probabilitate este: 

= x = 0,l2,...,n- > O 
-Y! 

= = Ă{\ + Ă)- DiX) = M2-M^ =Ă 
1=0 

(J- y/Ă a 
hl-I 

/••(.r) = ' = o ' = ' "'i - i = + 
x=0 

(4.2.6.8) 

(4.2.6.9) 

(4.2.6.10) 

(4.2.6.11) 

(4.2.6.12) 

4.2.6.2. Legi de repartiţie continue 

A. Repartiţia normală. (Gauss-Laplace-Moivre) - este repartiţia cu funcţia de frecvenţă 
(densitatea de probabilitate): 

/ ( - t ) = 
1 ' 2.1 (4.2.6.13) 

Constantele m^ şi cr̂  sunt parametrii distribuţiei normale; vom nota orice distribuţie normală 

cu aceşti parametri N(x;m^,c7^). Semnificaţia acestor parametri este imediată: 

1 " ^ 
M{X) = 

! 
xe dx = m. (4.2.6.14) 

D{X) = ( x - m ^ f e dx = a .2 
X (4.2.6.15) 

Rezultă de aici că densitatea de probabilitate a variabilei aleatoare nomiale este perfect 
determinată de media şi dispersia variabilei. 

Repatiţia centrată: 
_2 

Funcţia de repartiţie şi normarea ei: 

F(x) = P{X < x) = 

1 

cit 

Notând: 

2 = 
oc / ' 

F{-) = P{Z < =) = 
i 

Se poate arăta că funcţia de repartiţie se poate pune sub forma: 

(4.2.6.16) 

(4.2.6.17) 

(4.2.6.18) 
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F{x) - - + cl) 
^ 1 

X - ni^ 

V ^v y 

unde 0 ( z ) e s t e funcţia integrala a lui Laplacc definită prin: 

2 

c '-dl 

Momentele:-repartiţie centrată: m^,. = 1-3• 5• • • (2/ - -
(2r) ' 

-repartiţia normată: v-,r = 1 • 3 • 5 • • • (2r - 1) = —-— 

Coeficienţi de formă: a , = — ^ = 0 ; = / i = ^ 
CTv a a 

Funcţia caracteristică pentru A'(j:; 0,1): 

= -> 

c ( 0 = 
1 

Pentru avem: 

Untr-
c{() = e 2 

(4.2.6.19) 

(4.2.6.20) 

(4.2.6.21) 

(4.2.6.22) 

4.2.7. Şiruri şi scrii de variabi le a leatoare. Noţ iuni le de limită şi convergenţă în 
teoria probabil i tăţ i lor. 

4.2.7.1. Convergenţa în probabilitate. 

Fie {Q, un câmp de probabilitate complet aditiv, şi 
(4.2.7.1) 

un şir de variabile aleatoare şi A'o variabilă aleatoare. Vom spune că şirul (4.2.7.1) converge în 
probabilitate către X, dacă pentru Ve > O şi r i > 0 , 3N{£,7j)yn > N{£,t]) => 

PiX„ - A'l > £•) < ;;. Prin această notaţie vom înţelege evident P({x .r„(.v)- A'(.v)| > f } ) . 

Câteva propoziţii importante: 
a) Dacă şirul )o<„«„, converge în probabilitate către X şi către Y, atunci I\X< }')=0. 

b) Fie iX„ 
)o</i<ccŞ̂  ( ^ / i ) o < ; / < o o ş i r u r i de variabile aleatoare. Dacă şirul {^fj)o<n<oc converge 

în probabilitatea către variabila aleatoare X, iar şirul ()̂ „)o<,;<oc către variabila aleatoare 

atunci şirul {aX^^ + ^ a , / ? e R converge în probabilitate către aX -h pY . 

c) Dacă şirul (A',, în probabi l i ta te că t re X şi dacă este o var iabi lă a lea toare , 

atunci şirul ( A ' , c o n v e r g e în probabi l i t a te că t re A7'. Criterii de convergenţă. 

Se acceptă principiul momentelor: o variabilă aleatoare se consideră determinată dacă îi sunt 

cunoscute momentele de orice ordin. Atunci, dacă X 
/ \ JC 

. m . 
a 

/ \ a 
, avem M^{X - a) < s, 

V6- > O, adică: o var iabi lă a lea toa re A^are ca l imită o cons tan tă a , dacă m o d u l e l e m o m e n t e l o r de 
orice ordin ale abateri i fa ţă de cons tan ta respect ivă sa t i s fac opera ţ ia c las ică de l imită din anal iză. 
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Un şir de variabile aleatoare (A',, un şir Cauchy în probabilitate, dacă pentru 

l eorema lui wSlutki. Pentru ca un şir de variabile aleatoare ^^ conveargă în 
probabilitate către o variabilă aleatoare, este necesar şi suficient ca el să fie şir Cauchy. 

4.2.7.2. Funcţii de repartiţie şi convergenţă în probabilitate. 

Să considerăm un şir de variabile aleatoare (A^,,)o</;<oo Ş' pentru Va7g [0 ,oo), 

= < a). Fie A'o variabilă aleatoare şi l'\a) = I\X < a). Este uşor de văzut că relaţia 

l i m = p e n t r u Vc/e R , nu atrage convergenţa în probabilitate a şirului (A'^Jo^z/o. 

câtrc A' Un exemplu este construit în [ ]. Se poate însă arăta că dacă „ = = 1, unde A este 

o constantă, şi dacă lim /-^^Ia) = I'\x) în orice punct .v de continuitate ale funcţiei atunci şirul 

)o<„<3c converge în probabilitate către A, şi reciproc: dacă şirul {Xn) converge în probabilitate 

către variabila aleatoare X, atunci Hm f 'n i^) ~ în orice punct x de continuitate al fiincţiei 

de repartiţie F. 

4.2.7.3. Convergenţa tare (Cantelli). Convergenţa aproape sigură. 

Fie {O, AT,/̂ } un câmp de probabilitate complet aditiv, şi fie şi Xrespect iv un 

şir şi o variabilă aleatoare . Vom spune că şirul (A'„)o<„<oo converge tare către X, dacă 

s>0jj>0 fiind daţi, 3A^(^,;7)astfelîncât: P U X{x)\> s}< rj. 

Şirul ( ) o<„<oc converge aproape sigur către X, dacă: 

lim A',; (^r) există şi este egală cu A'Cjc)! 

dacă şi numai dacă converge aproape sigur. 

= 1. Se arată că şirul (Xn) converge tare către X, 

4.2.1.4. Convergenţa în medie pătratică. 

Şirul de variabile aleatoare X\{.x), X,j{x), ... converge în medie pătratică către variabila 

aleatoare X{x)^ dacă: lim O . Acest lucru se scrie: l.i.mX^{x) = X{x) unde 
>00 «->oc 

prin simbolul Li.m se înţelege limită în medie pătratică. Se demonstrează o teoremă care pennite 
să se cerceteze convergenţa în medie pătratică, prin cercetarea convergenţei simple a trei şiruri 
de funcţii nealeatoare: şirul speranţelor matematice şi al funcţiilor de corelaţie. 

4.2.8. Legea numere lor mari 

Această lege care stă la baza statisticii matematice, a fost dovedită pentru prima dată de J. 
BERNOULLI în 1705 şi publicată în 1713 (Arta conjuncturii). POISSON în 1837 a demonstrat o 
teoremă care generalizează teorema lui J. Bemoulli şi a introdus denumirea de legea numerelor 
mari. CEBÎŞEV în 1867 dovedeşte teorema în toată generalitatea ei cu toată rigoarea 
matematică. 
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Teorema iui J. Bernoulli. Daca se considcrâ un eveniment /J, a cârui probabililale de reali/are 
este/?, frecvenţa relativă (numărul care indică de cate ori s-a reali/at A în probe) tinde că t r ep 

probabilitate'\ adică: lim - p\< ' 

Aşadar diferenţa dintre frecvenţa relativă a unui eveniment, pe care o putem evalua în 
baza probelor făcute şi probabilitatea evenimentului, care este un număr necunoscut, poate fi 
făcută oricât de mică, cu o probabilitate apropiată de 1, dacă numărul probelor creşte. 

4.2.9. Teoria selccţiei 

4.2.9.L Enunţul problemei 

Fie o colecti\itate F, discretă sau continuă, de \ olum mare, pentru care este imposibilă 
sau nepractică cunoaşterea indi\'iduală a tuturor elementelor ce o constitue. Faţa de această 
colectivitate se cercetează sau o anumită proprietate sau fenomen care generează o variabilă 
aleatoare X (în particular aceasta putând fi şi o constantă). De exemplu, în populaţia reprezentată 
de locuitorii unei ţări putem cerceta repartiţia lor după înălţime (variabila X). 

In acest sens se consideră o subcolectivitate y de volum n (yczV) cercetându-se 
proprietatea sau fenomenul care defineşte variabila X în F prin intermediul valorilor ce le 
ia X în y. 

Fie Xi, X2, ...Xo, sistemul de variabile aleatoare care determină valori ale variabilei X în 
subcolectivitatea y. Cuvântul ^'selecţie'' este folosit curent cu diferite sensuri, însemnând: 
• operaţia descrisă mai sus, adică constituirea subcolectivităţii y şi determinarea sistemului de 

valori X,; 
• subcolectivitatea y formată din elemente ale lui F luate la întâmplare; 
• sistemul de variabile X j J = l , 2, .. n; 
Sunt folosite de asemenea numirile: 

• Sondaj, echivalent cu selecţia ca operaţie sau subcolectivitatea y. Acest cuvânt subliniază 
ideea că fonuarea subcolectivităţii y se face luând la întâmplare elemente din F. 

• Eşantion, pentru subcolectivitatea y; acest cuvânt subliniază ideea că y este o parte de 
volum relativ mic, a colectivităţii F, de volum mare. 

Relativ la variabilele X j , j = l , 2, . . .n , care reprezintă valorile variabilei X în eşantionul y, 
observăm că în cazul când sondajul este efectuat la întâmplare, ele au aceeaşi şansă de a se 
realiza, de aceea ele determină următoarea variablă aleatoare discretă, cu repartiţie uniformă: 

X' 
'^XJ X 2 X , X ^ 

1 1 1 1 
V n n n n y (4 .2 .9 .1 ) 

pe care o numim variabilă de selecţie. 

într-o selecţie de volum n, valorile observate: X], x:, ..., Xn ale caracteristicii X. pol fi 
privite ca valori respective ale unui şir de variabile aleatorii Xi, X:, X,, pe câmpul dc 
probabi l ia te(Q^"\K^"\P^) . în cazul unei selecţii re[^>etate pentru care aceste variabile aleatoare 
sunt independente şi au aceeşi repartiţie ca X, avem: 

p^ = P x P x . . . x P 
^ V ^ 

den ori (4.2.9.2) 

în cazul unei selecţii repetate, variabilele Xi, X2, ..., X,, formează un lanţ dc legături 
complete şi are o expresie mai complicată. 
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Dacă volumul colectivităţii generale este suficient de mare, iar volumul selecţiei este 
suficient de mic, deosebirea între cele doua feluri de selcite este foarte mică şi în aplicaţiile 
practice, o selecţie nerepetată poate fi considerată ca o selecţie repetată. 

Pe scurt, obiectÎNul tundamental al selecţiei este de a da maximul de informaţii asupa 
populaţiei întregi cu minimum de efort. Prin urmare trebuie să examinăm tipul informaţiei pe 
care o primim şi metodele prin care ea se obţine. Cercetând selectiv o populaţie avem de obicei 
în vedere una sau mai multe dintre caracteristicile sale. Obiectivul nostru este de a deduce din 
eşantion care este repartiţia dc frecvenţă în întreaga populaţie - pentru caracteristica aleasă. Ar 
fi ideal să exprimăm această repartiţie într-o formă matematică, de exemplu cu o curbă 
Pearson. Este posibil totuşi ca populaţia să nu admită o astfel de reprezentare sau ca eşantionul 
să nu fie suficient de mare pentru a risca să-i acordăm încredere. în astfel de cazuri încercăm să 
găsim estiniatii ale unor \aIori tipice ale întregii populaţii, lunirte adesea aceasta este tot ce se 
cere. Din acest motiv o mare parte a teoriei selecţiei este consacrată găsirii -pe bază eşantionului-
de estimaţii ale unor valori tipice ale întregii populaţii. Astfel de valori tipice sunt media, 
dis|)ersia (în general momentele) sau asimetria; în populaţiile multidimensionale avem de 
considerat corelaţiile totale sau parţiale. 

Despre estimaţii şi testele de semnificaţie 

In general există mai multe căi de estimare a unei valori tipice pe baza datelor 
eşantionului. Unele dintre aceste căi vor fi mai bune decât celelalte. Există atunci o teorie a 
estimaţiei care se ocupă de aceste probleme şi de altele adiacente lor. Ea caută să precizeze 
condiţiile pe care trebuie să le îndeplinească estimaţia şi să indice totodată care sunt cele mai 
bune estimaţii în circumstanţele date ca şi măsura în care o estimaţie este mai bună în comparaţie 
cu alta. 

Este evident că deducţiile pe bază de eşantion nu sunt categorice, cum sunt în mod 
obişnuit deducţiile matematice. Dacă avem 1000 de bile într-o urnă şi extragem 999 din ele, 
întâmplător toate negre, este totuşi posibil ca bila rămasă să fie de altă culoare. Lucrul acesta 
este atât de improbabil încât, în multe situaţii practice este pe deplin justificat să conchidem că 
toate bilele sunt negre. Dacă tragem o astfel de concluzie şi acţionăm pe baza ei, în fapt ne 
bazăm acţiunile nu pe certitudine ci pe posibilitate. 

Al doilea scop al teoriei selecţiei este deci de a determina cât mai obiectiv cu putinţă care 
este gradul de încredere pe care-1 putem acorda estimaţiilor obţinute. Acest lucru trebuie făcut 
pe cât posibil în termeni probabilistici; dacă nu putem face aceasta, va trebui să ne bizuim pe 
impresii intuitive, sau pe rezultatele unor experienţe efectuate mai înainte, deci pe elemenete 
neexprimabile cantitativ. Cu alte cuvinte putem spune că obiectivul nostru este de a determina 
precizia unei estimaţii. încercăm să facem aceasta stabilind limita pentru abaterea posibilă 
între estimaţia bazată pe eşantion şi valoarea adevărată a cantităţii estimate, corespunzătoare 
întregii populaţii. Precizia unei estimaţii va depinde de. 

a) modul în care estimaţia este obţinută pe baza eşantionului; 
b) modul în care a fost obţinut eşantionul; 

Considerarea lui a) ne conduce din nou la teoria estimaţiei. Considerarea lui b) ne conduce la 
stadiul tehnici! selecţiei şi al planificâni anchetelor selective. 

4.2.9.2. Calităţi ale estimaţiilor 

Selecţia este considerată corect efectuată (şi aceasta este situaţia pe care trebuie să o 
cercetăm în practică) atunci când caracteristicile variabilei X (numită în cele ce urmează 
variabilă teoretică sau variabilă globală) sunt egale cu caracteristicile variabilei de selecţie 
X . Aceasta se consideră că are loc dacă axem: 
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(4 .2 .9 .3 ) 

= clc. 

Din punct dc vedere statistic, relaţiile de mai sus nu pot a\'ca loc decât în conformitate 
cu legea numerelor mari, adica de fapt putem afirma ca speranţele matematice ale 
caracteristicilor variabilei dc selecţie tind în probabilitate către valorile caracteristicilor 
teoretice, atunci cand volumul seicţiei n creşte suficient de mult 

Dat fiind că variabila teoretică este necunoscută, nu se poate şti a priori dacă relaţiile 
(4.2.9.3) au sau nu au loc. Pentru acest motiv problema se inversează, în sensul că dispunând de 
variabila de selecţie X \ se determină caracteristicile ei, cercetându-se în ce condiţii valorile 
obţinute aproximează suficient caracteristici le corespunzătoare ale \ ariabilei tcorclice. 
Aproximarea respectivă având loc în sens probabilistic este numită estimare 

IZstimarea unei caracteristici a \ariabilei teoretice prin caracteristica analoayă a variabilei 
de selecţie, depinde în mod evident de selecţia efectuată: de reprezentativitatea acesteia, de 
volum, de modul de efectuare, etc , precum şi de expresia statistică care se construieşte cu 
variabilele Xj, ceea ce face să avem estimări de precizii diferite şi care este util a fi cunoscute. 

Pentru formularea generală a problemei estimării să notăm valoarea caracteristicii 
studiate (care poate fi: media, mediana, modul, abaterea-tip, un parametru care intră în funcţia de 
probabilitate, etc.) în modul următor: 

A , când este raportată la variabila X definită în F 
?! , când este raportată la variabila X* definită în / 

Este foarte important să observăm că valoarea X* depinzând de selecţia efectuată, 
din motivele arătate mai sus, constituie la rândul ei o variabilă aleatoare, pe când k este o 
constantă. 

Definiţie: Spunem că A,* este valoarea estimată a caracteristicii X dacă a.'converge în 
probabilitate către atunci când volumul n al eşantionului y tinde către volumul t al colectivităţii 
r (t putând fi un număr determinat sau infinit). 

Această definiţie se scrie astfel: 

lim (4.3.9.4) 
n-^l (ac) ^ 

A. Estimaţia corectă şi estimaţia absolut corectă 

Să cercetăm cum poate fi îndeplinită această condiţie de convergenţă în probabilitate. 
Folosind convergenţa în medie pătratică, trebuie să avem: 

^ , ^ cand n -> t(oo) 
D(?. - ? 0 - > 0 (42.9,5) 

Aceste condiţii de convergenţă pot fi satisfacute sub următoarele două forme: 
1.) mo! ) a ; ) O , cand n {{cn) 
In acest caz se spune că >/ estimează corect pe L 

2.) M(?;) = ; D{}!) -> O , când n -> l ( ^ ) 
în acest caz se spune că X estimează absolut corect pe L 

Diferenţa este numită distorsiunea estimaţiei X 
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în cazul estimaţiei absolut corecte distorsiunea estimaţiei este nulă. în cazul estimaţiei 

corecte, distorsiunea estimaţiei este un infinit mic e(n), o dată cu Se observa că nu este 
n 

suficientă calitatea de infinit mic pentru estimare, ci este necesară convergenta în probabilitate 

care implică condiţia ca ^{'K) să fie finită, 

în cazul când distorsiunea estimării nu este un infinit mic având astfel ca limită un număr 
a, adică: 

) - a , când n -> t(oo) (4 2 9 6) 

constanta a reprezintă o eroare sistematică. Dacă eroarea sistematică a este cunoscută, 
estimarea parametrului X este dată de a. 

B. Precizia estimaţiei 

Estimaţia / / a caracteristicii este efectuată prin intermediul variabilei de selecţie X*. 
Considerând efectuate selecţii diferite în aceeşi populaţie F, de exemplu, două selecţii care 

conduc Ia variabilele de selecţie X\ şi X2, se obţin două estimaţii şi ^^^^^ cazul când 
sunt diferite, pun problema de a şti care dintre ele este mai precisă. (Estimaţiile le vom 
presupune fară distorsiune). 

Notând dispersiile respective cu: ) = af ; = a ^ , după inegalitatea Bienayme-
Cebîşev, putem scrie relaţiile: 

P( < k a , ) > l - - V = l - 5 = a 

(4.2.9.7) 
a fiind indicele de încredre iar 8 pragul de semnificaţie. 

Aceste relaţii ne arată următorul fapt: corespunzător aceluiaşi prag de semnificaţie 5, 
intervalele de încredre sunt diferite având lungimi determinate de produsul 2kai. Evident, 
estimaţia este cu atât mai precisă cu cât valoarea este mai aproape de valoarea X, cu alte 
cuvinte precizia estimaţiei este mai mare când intervalul de încredere este mai mic (Fig. 4.2.9,1). 

2ka, 

X-k5i 

W'̂  \ ^ \ \ - X \ \ ^ \ \ . \ ~ \ \ \ \ V , ^ \ \ \ v\\ WWWX 
/ • / / / ' / • / > ' / / / / / / / • , 

k52 

» 1 -N • L 1 

X-

/ / ' / / / / /• / ' / / / / / / / 

k52 

2ka2 
Fig. 4.2.9.1 

Rezumând: dintre cele două estimaţii ^ estimaţia mai precisă este aceea care are cea mai 
mică abatere standard sau, ceea ce este acelaşi lucru, cea mai mică dispersie. 

4.2.9.3. Estimarea mediei teoretice. Media de selecţie. 

A. Media de selecţie estimează absolut corect media teoretică 
Considerând variabila de selecţie 
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X' 

V n y 

, j - 1, 2, ..., n (4.2.9.8) 

media de selecţie (numită şi medic empirică), arc expresia: 

(4.2.9.9) 
n 1 

m ' = M ( X ' ) = I X , - = i ^ 
j=i n n 

Mărimea m constituie la rândul său o variabilă aleatoare care contbrm legii numerelor 
mari, tinde în probabilitate către media teoretică m=M(X) adică avem: 

lim p(]m' - m | < E ) = I (4 2.9.10) 

Practic se pune problema de a şti întrucât estimarea lui m prin m* este sau nu corecta. în 
acest sens calculăm expresiile: M(m*) şi D(m') [.juec/ia mcJici de sdccţic"]. 

Avem: M(m*) = M 
n 

V / 

n m 

I M ( X p 
- — . Dar cum pentru fiecare variabilă X, avem 

n 

M(Xj) = m, rezultă: M(m ) = = m adică 
n 

M(m ) = M(X) (4.2.9.11) 

Pentru calculul dispersiei mediei de selecţie D(m*) să calculăm în prealabil momentul de 
ordinul doi al medie de selecţie pe care-1 notăm cu M2 . 

M2 =M{m*^) = M 

( n \ 1 ~ r 

= A4 
n 

\ -

I A^^jr, 

n 

n j=\ 
s-cm cons ic/e ral var/V/A/-
lele X j , ifulepenJenie 

Cum avem : M{X] ) = M{Xj) = ) = A/, 

- • n ( n - l ) Numărul termenilor din cele două sume sunt: Cj, = n pentru prima sumă şi C; = pentru 

a doua sumă. 

AYr + 
n n u n 

1 AY, M: M-y-M: 
Dar: = M , - = - = 

n n n n n 
Dar cum pentru dispersia D a variabilei X avem: D{X) ^ M^ - M'^ 

n 
(4.2.9.12) 
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Rezultatele (4.2.9.11) şi (4.2.9.12) ne arată că avem M ( m ' ) = m şi D ( m ' ) = — - > 0 
n 

când n 00, adică estimarea caracteristicii m = M(X) prin media de selecţie m* = M(X*) este o 
estimare absolut corectă 

B. Repartiţia medie de sclecţic m \ pentru n suficicnt de mare, este aproximată de 

repartiţia normală cu parametrii m , 
v n 

4.2.9.4, Estimarea dispersiei teorctice. Dispersia de selecţie 

Dispunând de variabila aleatorie X\ putem calcula dispersia respectivă pe care o numim 
dispersie de selecţie sau dis|)crsie empirică 

n 
I ( X , - m )-

D ' = M [ ( X ' - m ' ) ' ] = I - ^ - = ^ (4.2.9.13) 
j=i n n 

Dispersia de selecţie constituie la rândul ei o variabilă aleatoare. Conform legii 
numerelor mari ea tinde în probabilitate către dispersia teoretică D=M[(X-m)^] dacă avem: 

lim p | d * - D < 8 ) = 1 . 
n - ^ x 

Se demonstrează că: 

M ( D ' ) = D - D ( m ' ) (4.2.9.14) 

adică, în orice tip de selecţie media dispersiei de selecţie este mai mică decât dispersia 
teoretică cu dispersia mediei de selecţie. 

Am arătat însă că D(m^) = — deci relaţia de mai sus (4.2.9.14) devine: 
n 

n 
r 

1 — 
n 

D ; = (4.2.9.15) 
n 

Rezultă: 

= când n ^ oo 
n 

adică, estimarea dispersiei teoretice prin dispersia de selecţie D se face totdeauna cu o 

distorsiune de valoare - — şi ca atare nu este o estimare absolut corectă. 
n 

Pentru a estima absolut corect dispersia D cu ajutorul datelor de selecţie, considerăm 
dispersia modificată D : 

~ n • — n " (X: — m n (X, — m Y 
D - — D sau D = — ^ (4.2.9.16) 

n - 1 n - l j = i n j=i n - 1 
Pentru dispersia modificată avem: 

M(D) = - ^ M ( D ' ) ^ M(D) zz - Î l - . H ^ D = D (4.2.9.17) 
n - 1 n - 1 n 

Această relaţie ne arată că dispersia de selecţie modificată Dda tă de ecuaţia (4.2.9.16), 
estimează absolut corect dispersia D. Cu alte cuvinte din punct de vedere practic dispersia 
teoretică D se estimează absolut corect printr-o sumă de tipul dispersiei de selecţie în care 
însă n se înlocuieşte prin n-1. 

582 

BUPT



Capitolul V Mccanica proixthilistâ a ruperii 

Evident pentru n suficient de mare, cele două estimări ale dispersiei teoretice, dispersia 
de selecţie D' şi dispersia modiilcată D vor diferi neesenţial, ambele mărimi tinzând în 
probabilitate către D. 

Calculând dispersia lui D (dispersia dispersiei modificate), se găseşte expresia 

= ^ ^ ^ D ' (4.2.9.18) 
n n ( n - l ) 

pentru care se verifică şi a doua condiţie de convergenţă în media pătratică, adică din relaţiile 
(4.2.9.17) şi (4.2.9.18) rezultă: 

| M ( 5 ) = D 

' D(D) ^ O când n -> oo 

ceea ce doxedeşte faptul că D estimează absolut corect pe D. 
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§4.3. METODA MONTE'CARLO 

4.3.1. Acul lui BUl 1 ON 

Metoda Monte-Carlo (m.M.C.) este o metodă de analiză numerică foarte veche dar şi 
deosebit de modernă. Este o metodă destul de „exotică" chiar şi printre matematicieni, de aceea 
h'teratura specifică în limba română este deosebit de săracă. Eu nu am găsit decât două cărţi: o 
traducere din limba rusă a cărţii lui ERMACOV [E14] dedicată chiar (m.M.C.) dar foarte greu 
accesibilă şi pe care nu am putut-o folosi, şi cartea lui M STOKA şi R.THEODORESCU [S69] 
de probabilităţi geometrice, care are un capitol privind (m.M.C.) excelent! Spre surprinderea mea 
nici una din cărţile de anali/ă numerică, româneşti sau traduse, nu se ocupă de (m.M.C.) deşi 
toalc articolcIc dc (M.P.R) foloscsc tensiuni şi deplasări. Nu am găsit nici o definiţie a (m.M.C.). 
Îîi [HI4] SC spune că .,cstc metoda modelării variabilelor aleatoare în scopul calculării 
repartiţiilor lor^\ efectuată dc obicei cu ajutorul calculatoarelor electronice. în [S69] se zice că 
„c^s7(? o metodă a experimentelor aleatoare care permite pentru o multitudine de probleme 
concrete, construirea unor algoritmi de rezolvare care pot f i U!^or programaţi pe calculatoare 

De altfel cred că metoda este dificil de înţeles în esenţa sa intimă: aplicarea ei urmează 
însă un mecanism foarte simplu. Dificultatea constă în a vedea legătura ce se poate stabili între 
nişte fenomene profund deterministe şi nişte experimente aleatoare care aparent nu au nici o 
legătură cu problema pusă. Voi lămuri această idee, urmărind problema ,,acului lui BUFFON"' pe 
care acesta a formulat-o în 1760 şi care a fost rezolvată numai în 1860 de către E. BĂRBIER 
[S69]. 

Problema este următoarea: Să presupunem că 
avem dat un caroiaj al unei suprafeţe plane, 
format din drepte paralele şi echidistante {a). Pe 

^ această suprafaţă aruncăm un ac de lungime 
l < a. Să stabilim care este probabilitatea ca acul 

^ I să intersecteze una din dreptele coroiajului. După 
un calcul destul de lung şi dificil [S69] p.l lO, 
care acum nu ne interesează, se demonstrează că 
această probabilitate este: 

P = ^ (4.3.1.1) 
na 

Pe de altă parte, în mod surprinzător, acest experiment aleator simplu poate fi pus în 
legătură cu calculul aproximativ al numărului n , Pentru aceasta vom face efectiv această 
experienţă: aruncând acul de n ori şi constatând că acul intersectează o linie a coroiajului de n 

ori, frecvenţa relativă a fenomenului este —; deci putem spune că — ^ — ^ tt = — . 
n n na n a 

Am obţinut un rezultat surprinzător, care leagă calculul numărului n , o problemă 
deterministă, cu o experienţă aleatoare!. 

Au fost mulţi cercetători care au tăcut această experienţă simplă pentru a verifica 
rezultatul. De exemplu LAZZERINI (1901) considerând l/a=6.83 şi n=3408, /7' = 1808 

;r = 3,1415929 sau GRIEDGEMAN (1960): l/a-0.7857, n=2, // = 1 => ;r = 3,143. 
Să vedem acum care este modelul aleator asociat acestei probleme. Să presupunem că A 

este evenimentul care constă în aceea că acul intersectează una din liniile coroiajului. Se 

demonstrează că evenimentul A se produce cu probabilitatea P = — . Problema care se pune 
na 

este dcci estimarea mărimii l \ Dar în teoria estimaţiei (v. § 4.2.9.3.) se demonstrează că 
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frccvoila )} ! n consfifinc o csUDiatic consislculâ ncclcplasuld a niunniii / \ sau altfel s|nis. 

\ a r i a b i l a a l e a t o a r e / / ' / // c o i n e r g e îii p r o b a b i l i t a t e e â t r e c a n d / /—> c o , i a r A / 
V ^'y 

= r . Prin 

urmare suntem îndreptăţiţi să luăm ca valoare aproximativă pentru = 2//m/ \aloarea // '///. 
Ceea ce este propriu (m.M.C/) este faptul că observarea modelului (experimentului) construit şi 
înregistrarea rezultatelor corespunzătoare se înlocuiesc cu rezultatele unor calcule efectuate cu 
fwmcrc aleatoare^ şi prin aceasta se dispensează de prelucrarea efectivă a experimentelor. în 
baza acestui raţionament (m.M.C.) are trei părţi: 

• Modelarea variabilei aleatoare având o lege de repartiţie dată; 
• Construirea modelului probabilist al procesului (sistemului) real, analizat; 
• Utilizarea teoriei statistice a estimaţiei. 

Elaborarea limbajelor de programare automată a simplificat substanţial una din etajKMc 
acestei munci. Din această cauză, în prezent etapele cele mai complicate sunt următoarele: 
descrierea matematică a fenomenului studiat, simplificările necesare ale problemei, alegerea 
metodei numerice corespunzătoare, studiul erorilor şi scrierea algoritmului. în cazul metodelor 
detemiiniste este necesar să se construiască un model probabilistic - să se randomizeze problema 
iniţială - pentru a se putea folosi (m.M.C.) 

Analizând precizia metodei Monte-Carlo, în lucrările menţionate se arată că dacă 
introducem eroarea absolută S = vom obţine: 

5 = \ x - M ( e l < ! ^ (4.3.1.2) 

ceea ce spune că eroarea (m.M.C.) este de ordinul evident privită în sens probabilistic. 

4.3.2. Numere aleatoare 

Noţiunea de ..număr aleator", fundamentală în formularea (m.M.C) are o semnificaţie 
numai asociată cu un anumit experiment. Fie ^ o variabilă aleatoare reală, definită pe un anumit 
câmp de probabilitate; orice valoare .v pe care o poate lua variabila aleatoare s se numeşte 
număr aleator. Rezultă că un şir de numere aleatoare nu este altceva decât o selecţie efectivă 
de volum finit efectuată asupra variabilei aleatoare Deci (m.M.C.) caută să folosească 
aparatul statisticii matematice la rezolvarea unor probleme strict deterministe pnn intermediu! 

conceptului fundamental de selecţie. Nu voi mai prezenta problemele legate de generarea 
numerelor aleatoare şi pseudoaleatoare. Se găsesc în [S69]. Voi reda numai câteva idei privind 
modelarea diferitelor experimente care se desfaşoară după o funcţie de repartiţie dată tară a mai 
efectua aceste experimente, ci înlocuindu-le cu nişte calcule mult mai simple cu numere 
aleatoare uniform repartizate pe intervalul [0,1]. O variabilă aleatoare ^ se numeşte uniformă pe 
intervalul [a,b] ( sau unifonn repartizată pe intervalul [a,b], dacă densitatea sa de probabilitate 
este dată de funcţia: 

( n i M . C . ) s-a dezvoltat în mod sistematic începând cu cel de-al doilea război mondial, când a fost utilizată la 
producerea bombei a tomice în legătură cu modelarea directă a problemelor probabiliste privind dituzia aleatoare 
a neutronilor dintr-un material fisionabil Posibilitatea aplicării (m M C.) la probleme deterministe a fost 
semnalată de E. FERMI , J. von N E U M A N N , S. U L A M şi popularizată de ei imediat după cel de-al doilea război 
mondial. Acestă metodă, care şi-a găsit ulterior numeroase aplicaţii, joacă un rol central în „Analiza numerică". 

Primele tabele de numere aleatoare s-au alcătuit pe baza rezultatelor obţinute la jocurile de mletă şi care la 
cazinoul din Monte-Car lo se afişează în mod regulat, de aici pro\ ' ine şi denumirea de metoda Monte-Car lo dată 
procedeelor descrise mai sus, metodă introdusă de matematicienii americani N. M E T R O P O L I S , S IJL..AM în 
1949. 
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dacă xe\a,h 
h-a 
O daca xi a,h 

(4.3.2.1) 

în acest caz funcţia de repartiţie corespunzătoare este: 

0, dacă .V < O 

^^(a') = .r, dacă a< x <b 

1, dacă x>b 

(4.3.2.2.) 

Voi sistematiza câteva proprietăţi ale şirurilor de numere aleatoare, 
l") Să considerăm un şir de numere aleatoare uniform repartizat pe intervalul [0,1] şi 

tle [a,b] un interxal inclus în [0,1]: [0,i]. Vom nota cu = - numărul de 

elemente ale subşirului finit care se găsesc în intervalul [a,b]. Atunci are loc 

relaţia: 

n-^yo n 
(4.3.2.3) 

adică frecvenţa relativă a unui şir de numere aleatoare uniform repartizate pe 

inter\'alul [0,1] pentru fiecare subinterval [(7,/)] c: [0,l] este egală cu lungimea acestui 
subinterval. 

Dintr-un şir de numere aleatoare uniform repartizate pe intervalul [0,1], obţinem 

imediat un şir de numere aleatoare {yn)neN* repartizate pe un interval dat [A,B]; 

pentru aceasta e suficient să punem: 
y^ = A a î g N * 

3") Deosebit de important este să stabilim ce relaţie există între şirurile de numere aleatoare 
uniform repartizate pe intervalul [0,1] şi şirurile de numere aleatoare cu o funcţie de 
repartiţie dată. Această legătură se bazează pe faptul că dacă variabila aleatoare // are 
densitatea de probabilitate p{x), atunci variabila aleatoare 

^^ p{ii)du 
- X 

(4.3.2.4) 

este uniform repartizată pe intervalul [0,1], 
Pe baza acestui rezultat se poate da următoarea regulă: dacă este un şir de 

numere aleatoare uniform repartizate pe intervalul [0,1], atunci pentru a obţine un şir de numere 
aleatoare densitatea de reparti ţ iep{x) - respectiv cu funcţia de distribuţie F{x), - vom 
rezolva ecuaţiile în >'„: 

p{u\li(, n G N* 

sau, sub formă echivalentă, ecuaţiile: 

Xn = t ' X y n « e N* 

(4.3.2.5) 

(4.3.2.6) 

unde I-\x) este funcţia de repartiţie corespunzătoare densităţii de probabilitate p{x). Rezultă 
atunci că: 
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lim ^ f/K^/)/^/ // G N * (4.3.2.7) 

unde Vfj este nuiiiăriil de elemente ale siibşiriiliii finit care aparţin unui subinterval 
arbitrar [a,b]. 

4.3.3. Calculul numeric aproximativ al integralelor 

In „Analiza numerică'' una dintre probelemele cele mai importante este calculul 
integralelor definite, datorită frecvenţei ridicate cu care se întâlnesc acestea în probleme de 
cercetare. De aceea şi există numeroase metode - să le spunem clasice - pentru calculul numeric 
al acestor integrale. Dar dacă se trece de la integralele simple la integralele multiple \oIumul 
calculelor creşte considerabil. în aceste situaţii (m.M.C.) rezolvă cu succes şi relati\ repede şi 
simplu cele mai complicate probleme în care interx in integrale multiple, în spccial în accie cazuri 
în care nu se impun condiţii prea severe asupra preciziei rezultatelor. Mai mult, precizia 
rezultatelor nu depinde de ordinul de multiplicitate a integralelor. 

Pentru a înţelege principiul metodei ne propunem să calculăm integrala: 

I = 
h 
f(x\lx (4.3.3.1) 

care presupunem că există. De multe ori, la începutul problemei, această integrală pe [a,b] se 
reduce mai întâi la o integrală pe [0,1] cu substituţia 

Voi prezenta două procedee: 

I. Ideea metodei are la bază unul din rezultatele obţinute în teoria selecţiei confom căruia 
,,media de selecţie estimează corect media teoretica'*. 

Fie ^ o variabilă aleatoare uniform repartizată pe intervalul [a,b]. Să formăm o nouă 
variabilă aleatoare se vede legătura cu integrala (4.3.3.1) deoarece ne folosim de expresia 
analitică a funcţiei de sub semnul integral pentru a forma noua variabilă aleatoare Acestei 
noi variabile aleatoare să-i calculăm valoarea medie (teoretică): 

M{f(^))= ţ f { u ) = ^ (/( i /) / . / = (4.3.3.2) 
I ' i ^ _ . ^ A _ b~a 

unde (-'[„_h] este densitatea de probabilitate uniformă pe [a,b] (v. (4.3.2.1)). 

Pe de altă parte să efectuăm asupra variabilei aleatoare ^ o selecţie de volum n\ fie 
acesta .v/, X2, ..., x„ şi să calculăm valorile de selecţie pentru noua variabilă,/(.v,), şi să-i 
determinăm valoarea medie: 

Dar: 

M ( f ( x , ) ) ^ M ( m ) - i / ( - v , ) ~ / (4.3.3.3) 

Accentuăm faptul că A/ sunt n numere aleatoare uniform distribuite pe intervalul [0,1] 
care sunt în tabele sau pot fi generate de funcţii specializate din anumite limbaje de programare a 
calculatorului. De exemplu, 10 astfel de nuniere sunt: 0.878; 0.260; 0.694; 0.922; 0.129; 0.359; 
0.119; 0.877; 0.347; 0.081. 
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II. Un alt proccdcu: Să considerăm, pentru simplitate, că O < f{x) < c, .v e \a,b 

Fie (c,^/) o variabilă aleatoare bidimensională uniform repartizată' în dreptunghiul: 

D = ^x,y)\a<x<b, O < y < c] 

Asupra acestei variabile efectuăm o selecţie de volum n descrisă prin mulţimea 
perechilor: -'(-̂ /iXi)- Asemenea perechi de puncte uniform distribuite în 
pătratul unitate [0,l]x[0,l] (numere aleatoare bidimensionale uniform distribuite) sunt date în 
tabele sau sunt generate de calculator la apelarea anumitor funcţii specializate. 

Să notăm cu n numărul acestor puncte din această selecţie care se găsesc sub graficul 
funcţiei /(v. F î g . 4 . 3 . 3 . 1 ) , adică numărul punctelor pentru care y. < / ( j c J . Atunci putem scrie: 

aria ABCD n 
aria ABEF n 

(4.3.3.4) 

/ = \f{x)cLx 
sau, în mod echivalent: 

f(u)du 
1 

= — =c{b-a)- (4.3.3.5) 
n n 

Dăm în continuare programul (realizat în limbajul Visual Basic) pentru calculul 
integralelor duble cu metoda Monte Carlo. 

Am considerat că se cere evaluarea integralei multiple de gradul doi de forma: 

I = f{x,y)dxdy (4.3.3.6) 

pe un domeniu G care se află în interiorul unui cub unitar bidimensional ( 0 < j c < l , O ^ y ^ l ) . 
Dacă acest lucru nu se întâmplă în realitate, se poate face trecerea la această situaţie printr-o 
transformare de variabilă. Funcţia de sub semnul integral s-a considerat de forma: 

f{x,y) = ax^ -i-by^ c x y d x e y f , unde coeficienţii a, b, c, d, e,f se dau de către utilizator. 
Vom alege n secvenţe de numere aleatoare repartizate unifonn pe intervalul [0,1]: 

(4.3.3.7) 

Reamintim: O variabilă aleatoare r- d i m e n s i o n a l ă s e numeşte uniformă pe domeniul D (sau u n i f o r m 
r e p a r t i z a t ă pe domeniul D) dacă densitatea sa de probabilitate este dată de funcţia: 

dimensional al domeniului D. 

1 
dacă D 

^{D) unde ^ [ d ) volumul r-

0 dacă 
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Atunci cele n secvenţe tl considerate ca puncte aleatoare 
uniform distribuite în cubul unitar bidimensional. 

Fie ca din totalul n de numere aleatoare, n puncte să fie localizate în domeniul G, iar 
restul de n - n să fie în afara lui. Atunci, pentru un număr n suficient de mare, calculul 
integralei I cu metoda Monte Carlo se va face cu următoarea formulă aproximativă: 

.(/) Ai) 

n n 

n 
/ = ] 

n n 
(4.3.3.8) 

Algoritmul este simplu de implementat şi nu necesită alte explicaţii. Dăm mai întâi codul 
sursă al programului, realizat în Visual Basic, şi apoi câteva exemple de calcul a unor integrale 
simple, pe baza cărora s-a testat corectitudinea rezultatelor furnizate de program. 

Desigur că pentru a ne asigura de o înaltă precizie numărul de puncte n trebuie să fie cât 
mai mare. Eroarea formulei (4.3.3.8) este invers proporţională cu rădăcina pătrată a numărului de 
puncte de test, adică, luând 25 de puncte de test eroarea poate fi pâna la l / V ^ , adică 0.2=20%. 
Deoarece însă formulele aproximative (4.3..3.6) s-ar putea scrie similar şi pentru integrale de 
orice ordin de multiplicitate, rezultă că eroarea nu creşte cu ordinul de multiplicitate al 
integralelor, şi deci metoda Monte Carlo se pretează foarte bine şi în cazul calculului integralelor 
de ordin mare. 

Cod sursă al programului de calcul al integralelor multiple cu metoda Monte Carlo 

Module 1 

Public a As Single, b As Single, c As Single, d As Single, e As Single, f As Single 
Public nt As Integer, i As Integer, integr As Single, ValMax As Single 
Public X() As Single, Y() As Single, Z() As Single, Z l ( ) As Single, Eps() As Integer 

Sub mainO 
MsgBox "Rezolvarea integralelor multiple cu metoda Monte Carlo" 

Forml .Show 
End Sub 

Public Funct ion FNF(i As Integer, a l As Single, b l As Single, c l As Single, d l As Single, e l As Single, f l As 
Single) 
FNF = al * X(i) ^ 2 + bl * Y(i) ^ 2 + c l * X(i) * Y(i) + dl * X(i) + e l * Y(i) + H 
End Function 

Form 1 

Dati coeficienlii a. b, c, d, ê  f pozitivi ai funcţiei ax̂ 2+by''2-K:>y+dx+ey+f de sub semnul integral 

: : : : : b= c= d= 

OK Continuare pt. o 
precizie mai buna Sfârşit 
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Private Sub CmdOK_Click() 
a = Val(Txta Text) 
b = Val(Txtb.Text) 
c = Val(Txtc.Text) 
d = Val(Txtd Text) 
e = Val(Txte Text) 
f = Val(Tx-tf.Text) 
ValMax = a + b + c + d + e + f 
Randomize Timer 
nt = InputBoxC'Nr total de puncte=") 

ReDim X(1 To nt), Y(1 To nt), Z(1 To nt), Z l ( l T o nt), Eps( l To nt) 
For i = 1 To nt 

X(i) = Rnd 
Y(i) = Rnd 
Z(i) = Rnd 

Next i 
CIs 
Prinţ: Prim: Prinţ: Prinţ: Prinţ: Prinţ: Prinţ: Prinţ 
Prinţ" •• 
Prim "X", "Y", "Z", "fţx,y)", "Eps" 
Prim " " 
n = 0 
For i = I To nt 
Z l ( i ) = FNF(i, a, b, c, d, e, f) / ValMax 
I fZ( i ) < = Z l ( i ) T h e n 

Eps(i) = 1 
n = n + 1 

Else 
Eps(i) = O 

E n d i f 
Prim Format(X(i), "##0.0000000"), Format(Y(i), "##0.0000000"), Format(Z(i), "##0.0000000"), Fonnat(Zl( i ) , 

"##0.0000000"), Eps(i) 
Next i 
Prim" " 
Prim "n=", n 
integr = n / nt * ValMax 
M s g B o x ("Valoarea integralei I=" & integr) 
Cmdrepet.Visible = True 
cmdsf.Visible = True 
End Sub 

Private Sub Cmdrepet_Click() 
nt = InputBox("Nr total de puncte=") 

ReDim X(1 To m), Y(1 To m), Z(1 T o nt), Z l ( l T o m), Eps( l To nt) 
For i = 1 To nt 

X(i) = Rnd 
Y(i) = Rnd 
Z(i) = Rnd 

N e x t i 
Cls 
Prim: Prim: Prinţ: Prinţ: Prinţ: Prinţ: Prinţ: Prinţ 
Prim" 
Prim "X", "Y", "Z", "f(x,y)", "Eps" 
Prim " 
n = 0 
For i = 1 To nt 
Z l ( i ) = FNF(i, a, b, c, d, e, f ) / ValMax 
I fZ( i ) < = Z l ( i ) Then 

Eps(i) = 1 
n = n + 1 

Else 
Eps(i) = O 
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End If 
Prim Format(X(i), "##0.0000000"), Fomiat(Y(i), "##0 0000000"), Forniat(Z(i), "##0.0000000"), Fomiat(Zl(i) , 

"##0 0000000"), Eps(i) 
Next i 
Prim " " 
Prim "n=", n 
imegr = n / m * ValMax 
MsgBox ("Valoarea imegralei 1=" & imegr) 
End Sub 

Private S u b cmdsf_CIick() 
End 

End Sub 

Private S u b Txta_VaIidate(Cancel As Boolean) 
If Val(TxtaText) < O Then 

MsgBox ("Coeficienţii trebuie sa fie pozitivi!") 
Cancel = True 

End If 
End Sub 

Private S u b Txtb_VaIidate(Cancel As Boolean) 
If Val(Txtb.Text) < O Then 

MsgBox ("Coeficienţii trebuie sa fie >=0!") 
Cancel = True 

End If 
End Sub 

Private Sub Txtc_Val idate(Cancel As Boolean) 
If Val(Txtc.Text) < O Then 

MsgBox ("Coeficienţii trebuie sa fie >=0!") 
Cancel = True 

End If 
End Sub 

Private Sub Txtd_Val idate(Cancel As Boolean) 
If Val(Txtd.Text) < O Then 

MsgBox ("Coeficienţii trebuie sa fie >=0!") 
Cancel = True 

End If 
End Sub 

Private S ub Txte_Val idate(Cancel As Boolean) 
If Val(Txte.Text) < O Then 

MsgBox ("Coeficienţii trebuie sa fie >=0!") 
Cancel = True 

End If 
End Sub 

Private Sub Txtf_Val idate(Cancel As Boolean) 
If Val(Txtf Text) < O Then 

MsgBox ("Coeficienţii trebuie sa fie >=0!") 
Cancel = True 

End If 
End Sub 

391 

BUPT



Capitolul 4 Mecanica probabilistă a ruperii 

Exemple de calcul: 
1) cazul / = J-vcZvcA' 

Oati coeficienţii a. b, c, d. e, \ pozitivi ai funcţiei ax̂ -̂ fay'̂ +cxy+dx̂ ĵH-f de sub setnnul integral 

b= c= 1 

O K Continuate pt o 
ţMecizie mai buna 

f M Eps 

0.5188090 
0 ,3466384 
0 .5642748 
0 ,8867613 
0 ,6280522 
0 ,5682158 
0 ,7108353 
0,1925691 
0 .0218756 
0 ,1178458 
0 ,6835714 
0,7346021 

0,6312371 
0,1155834 
0,0186434 
0,4775146 
0,9302167 
0 ,7797086 
0,9498117 
0,7971516 
0 5 9 8 1 1 1 7 
0,4479575 
0 ,7188592 
0,8651446 

0 ,1732863 
0 ,8792442 
0 ,8146564 
0 ,7215512 
0 ,1462207 
0,650^3 
0,6586027 
0 ,8014584 
0 .3444398 
0 ,4441336 
0 ,0396926 
0 2 6 5 2 0 4 2 

0 ,5188090 
0,3466384 
0 ,5642748 
0 ,8867613 
0 ,6280522 
0 ,5682156 
0 ,7108353 
0,1925691 
0 i ) 2 1 8 7 5 6 
0,1178458 
0,6835714 
0,7346021 

1 
O 
0 
1 
1 
0 
1 
o 
o 
0 
1 
1 

Sfârşit 

Vabarea integralei 1=0,5 

n= 

Se observă că alegând doar 12 perechi de puncte (x,y) aleatoare s-a obţinut soluţia exactă 
a integralei, care este de 0.5. 

Observaţie: în figurile care prezintă execuţia programului, cu n l-am notat de fapt pe n', 
adică numărul cazurilor când punctele aleatoare alese sunt cuprinse în spaţiul integralei. 

2) cazul / = 2dxily 

m Forml 

Dati coefictentn a. b. c. d, e. f pozitivi ai funcţiei de sub semnul integral 

d« ) e= 

O K Continuate pt. o 
pteci^ mai buna Sfârşit 

Eps 

0,8878461 0J0879688 0 ,4865629 1,0000000 1 
0 .2313935 0,3625634 0 ,3095686 1,0000000 1 
0 ,1345076 0 ,5993270 0 ,5734602 1J3000000 1 
0 ,9827867 0,4471290 0 ,9146367 1,0000000 1 
0 ,1180094 0,1277034 0 .9266853 1,0000000 1 

Valoarea integralei 

— o T " " ^ 

n= 

Pentru cazul funcţiei constante sub semnul integral valoarea calculată va fi de asemenea 
exactă, şi aceasta oricât de mic ar fi numărul de puncte n ales. 

3) cazul I = ^ x^dxdy 
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Forml 

Dali coeficienUi a, b, c, d. e . f pozilivi ai funcliei a*''2+by''2+CKy+dx+ey+f de sub semnul integral 

d= O O e= 

OK Continuare pt. o 
precizie mai buna 

X Y Z f(x.y) Eps 

0,8976360 0,7006888 0,2221333 0.8057504 1 
0,8034908 0,8098457 0,9769990 0,6455974 0 
0,6043844 0,2731928 0,8013745 0,3652804 0 
0,0505085 0 .4895689 0,5505005 0.0025511 0 
0,4208673 0,0877821 0,9404921 0.1771293 0 
0,7594985 0,3585706 0,8305802 0,5768380 0 
0,2943732 0 ,2010289 0,7744578 0,0866556 0 
0,6114833 0.1159706 0,4933170 0,3739119 0 
0,8763533 0 .6195173 0,4007065 0,7679951 1 
0,9625956 0 ,7480586 0,4157784 0,9265903 1 

3 

Sfârşit 

m 

Vataarea integralei 1=0,3 

OK 

Valoarea exactă a integralei este 1=1/3, şi prin program s-a obţinut, utilizând doar 10 
puncte aleatoare, valoarea 0.3. 

4) cazul I = (jc^ ^ y^)cLxdy 

Porml 

Dati coefidentii a , b. c , d, e, f pozitivi ai funcţiei ax'^2+by'^+cxy+cb<+ey-t^ de sub semnul integral 

b= 1 1 c= e= O f= 

OK 

X 

n= 

Continuate pt. o 
precizie mai buna Sfârşit 

Eps 

0.0642480 
0 ^ 8 4 8 6 5 
0,3294461 
0,2102908 
0,5975901 
0,6101730 
0,9019671 
0,5346953 
0,4619603 
0,1933227 
0,0360764 
0,9266847 
0,2788793 
0,0693686 
0,9455801 
0,9259931 
0,0380325 
0,3293142 
0,2358859 
0,4991120 

0,3252424 
0,1213381 
0,0280612 
0,0237718 
0,8167688 
0,9343547 
0 5 5 2 4 4 1 6 
0,7680877 
0,1003674 
0,7637631 
0,7709634 
0,0791798 
0,7489754 
0,7027640 
0,9797082 
0,0253466 
0,2310375 
0,6658470 
0,2999527 
0,3946128 

0.3503037 
0,6180836 
0,1216082 
0,7822423 
0,3510664 
0.5948051 
0,5726368 
0,1467068 
0,6201435 
0,1200076 
0,8045225 
0,5022488 
0.1262239 
0.3515891 
0,1165206 
0,5814731 
0,1514731 
0,9835802 
0,3323006 
0,9578052 

0.0549552 
0,0489737 
0,0546611 
0,0223937 
0,5121126 
0,6226649 
0,5593682 
0,4379289 
0,1117404 
0,3103539 
0,2978431 
0,4325070 
0,3193689 
0,2493446 
0,9269749 
0,4290528 
0.0274124 
0,2759000 
0,0728069 
0,2024160 

O 
O 
O 

Valoarea integralei 1=0,6 

OK 

U 
1 
0 
1 
O 
o 
o 
o 
o 

Şi în acest caz s-a obţinut cu doar 20 de puncte valoarea i^O.6 în locul celei exacte de 2/3. 
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în final doresc să indic că la Anexa 14 este dat codul sursă al unei a doua variante de program 
pentru calculul integralelor în cazul plan cu metoda Monte Carlo. De asemenea la Anexa 15 există un alt 
program care realizează calculul integralelor, de data aceasta cu formulele de cuadratură Gauss, 
program care s-a utilizat şi în cadrul paragrafului următor, care prezintă un program Fortran mai 
complex pentru calculul plăcilor cu fisuri multiple. 

§ 4.4. PROBLEMA FISURILOR MUL ŢIPLE ORIENTA TE ALEA TOR ÎN 
ELASTOSTATICA LINIARĂ PLANĂ. O SOLUŢIE NUMERICĂ. 

4.4.1. Introducere 

Problema proiectării de algoritmi pentru calculul câmpurilor de tensiuni într-un material 
bidimensional liniar elastic, încărcat mecanic, cu fisuri şi incluziuni multiple, a atras în ultimul 
timp foarte mult atenţia cercetătorilor. Algoritmul tipic care se prezintă în general de către 
cercetători face parte din una dintre cele două categorii de algoritmi: algoritmi de precizie 
moderată, bazaţi pe ecuaţii integrale singulare, şi algoritmi aproximativi bazaţi tot pe ecuaţii 
integrale singulare. Algoritmii de precizie moderată adesea nu pot lua în calcul mai mult de 
câteva fisuri sau incluziuni (vezi de exemplu [C35], [WIO], [C16]). Algoritmii aproximativi pot 
lua în calcul mai multe fisuri, dar cu preţul unei precizii mai slabe, mai ales atunci când fisurile 
sunt foarte aproape unele de altele (vezi, de exemplu, [F22]). 

Sunt, după părerea mai multor cercetători, trei motive principale care fac ca mulţi 
algoritmi pentru probleme de fisuri multiple să atingă doar nişte performanţe limitate: 
1) faptul că aceşti algoritmi sunt bazaţi pe ecuaţii integrale singulare. Operatorii integrali 

singulari au adesea proprietăţi spectrale, care conduc la algoritmi instabili. Precizia va 
descreşte eventual datorită anulării numerice pe măsură ce reţeaua de discretizare este 
rafinată. 

2) Algoritmii au proprietăţi adaptive slabe. Adesea se cere o discretizare uniformă. 
3) Algoritmii sunt rezolvaţi cu metode care au o complexitate cubică. Pe măsură ce numărul de 

puncte de discretizare este dublat, costul de calcul creşte de opt ori. Metoda de eliminare 
Gauss pentru rezolvarea sistemelor de ecuaţii liniare este un exemplu de algoritm cu 
complexitate cubică. 

A 

In continuare voi prezenta în acest paragraf un algoritm inspirat în principal din lucrările 
[H23], [G33], [H21], [H29] pentru problema fisurilor multiple, un algoritm care este adaptiv şi 
care are o complexitate liniară. Algoritmul se bazează pe o ecuaţie integrală Fredholm de speţa a 
doua, derivată în [H21]. Ecuaţiile integrale Fredholm de speţa a doua sunt piese de construcţie 
excelente a algoritmilor numerici stabili. Noutatea metodei constă în combinarea şi 
implementarea de algoritmi, ecuaţii şi idei care au fost prezentate în literatura de matematică 
aplicată în ultimii 15 ani. 

4.4.2. Ecuaţia integrală Fredholm şi modulele elastice efective 

Să considerăm un material constând dintr-un mediu infinit cu modulele elastice 
bidimensionale K şi G. Materialul este periodic. într-o celulă unitate există un număr de N fisuri. 
Notăm fisurile în celula unitate cu P , j = 1, 2, ..., N. Reunuiunea tuturor fisurilor din plan este Y. 

Punctul de pornire şi punctul final al fisurii P , aşa-numitele vârfuri ale fisurii, sunt notate cu Yp 

şi y \ . Deformaţia medie în material este notată cu e = (8xx,8yy,Ex>), şi tensiunea medie este 

notată cu ct = Ictxx , , CTw ). Dorim să rezolvăm ecuaţia elastostatică în materialul supus la trei 
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deformaţ i i medi i i m p u s e d i fe r i te , ŝi a n u m e n = ( 1 , 0 , 0 ) , = ( 0 , 1 , 0 ) si iim = ( 0 , 0 , 1 ) . X'om 
începe cu o r ep rezen ta r e a c â m p u l u i de tens iuni baza t pe po ten ţ i a l e l e cu m a j u s c u l ă şi (v. 
[M69] ) sub f o r m a u rmă toa re : 

0 ( z ) = 
1 

Im 
Q ( T ) p ( T ) d T ^ g 

T - z 2 

2711 
Q ( î ) p ( T ) d T 1 f T Q ( T ) p ( T ) d x 

T - Z 27ri J ( T - z ) -

(4.4.1) 

(4.4.2) 

unde 0(z) este o densitate necunoscută pe F şi p(z) este o funcţie pondere care pe fisura F este 
dată de: 

P(z) = ((Z-Y )̂(Z-YO)"^ (4.4.3) 

Potenţialele cu majusculă O şi din (4.4.1) şi (4.4.2) sunt în relaţie cu funcţia de 
tensiune a lui Air>' prin intermediul expresiilor: 

U = Re^cD + x} , <t) = (j)', T = x" 

Constantele a şi p în (4.4.1) şi (4.4.2) reprezintă termenii de forţare în formularea de faţă. 
Cele două constante iau valorile K şi -G pentru deformaţia ci, valorile K şi G pentru deformaţia 
8ii, şi valorile O şi 2iG pentru deformaţia Em. 

S-a demonstrat într-un mod riguros de către autorii lucrării [H21] că, utilizând 
reprezentarea de mai sus, ecuaţia elastostatică parţial diferenţială poate fi rescrisă ca fiind 
următoarea ecuaţie integrală Fredholm de speţa a doua: 

( i + M ; ( M ? - M 3 ) ) Q ( z ) = M; i ^ P - a 
n 

zer (4.4.4) 

Aici I reprezintă operatorul de identitate, M4 este un operator integral singular şi limitat, mĴ  şi 
M3 sunt operatori integrali compacţi, şi n este vectorul unitar normal (v. [H21] pentru detalii). 

Câmpurile de tensiuni şi deformaţii în material şi factorii de intensitate a tensiunilor la 
vârfurile fisurii pot fi uşor evaluate după ce ecuaţia (4.4.4) este rezolvată pentru H. Aşa-numitele 
module elastice efective sunt alte mărimi care pot fi uşor evaluate ca funcţie de Cl. Modulele 
elastice efective sunt deosebit de simplu de definit şi de calculat în cadrul unui material dublu 
periodic cu o celulă unitate pătrată de arie unitară. Modulele elastice efective a unui material pot 
fi definite prin următoarele relaţii între tensiuni medii şi deformaţii medii: 

Oxx C#| Bx̂  
ay> ^ = C»2 

7 2 ax7 C«3 V2 8xy 

(4.4.5) 

4.4.3. Prezentarea algoritmului şi codul sursă al programului Fortran 

Am implementat ecuaţia (4.4.4) după modul recomandat în [H21], făcând însă două 
modificări importante: 
1) S-a modificat regula de cuadratură. în [H21] s-a utilizat o cuadratură Gauss-Legendre pe 

paneluri de cuadratură interne şi o cuadratură Gauss-Jacobi pe paneluri conţinând vârfuri 
de fisuri. în implementarea algoritmului de faţă utilizăm tot cuadraturi Gauss-Legendre 
de ordinul 31 de precizie pentru panouri de cuadratură interne, dar folosim o integrare 
produs de ordinul 15 de precizie pe panourile ce conţin vârfuri de fisuri. Diferenţa în ceea 
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ce pr iveş te p e r f o r m a n ţ a s-a cons ta ta t a fi minoră . A\ ' an ta ju l in tegrăr i i p rodus , în s c h i m b , 
este că se poate utiliza aceeaşi spaţiere relativă între punctele de cuadratură pe toate 
panourile. Acest fapt simplifică în mod considerabil programul. 

2) S-a modificat modul dc rezolvare iterativă a sistemului de ecuaţii liniare care rezultă după 
discretizarea (4.4.4), în [H21] s-au format explicit matricile corespunzătoare lui M f , M3 

şi M4. Această procedură a condus la un algoritm cu complexitate pătratică şi astfel nu 
se puteau lua în calcul sisteme care implicau mai mult decât aproximativ 20 de fisuri şi 
incluziuni. în metoda de faţă se exploatează avantajul metodei multipol rapide, care a fost 
adaptată la problemele de elasticitate liniară de către GREENGARD şi HELSING [G34] 

La rulare programul cere ca date de intrare: 
- tipul încărcării; 
- lungimea relativă a fisurilor (toate fisurile se vor considera de aceeaşi lungime, plasate 

uniform în punctele unei reţele matriceale de împărţire a domeniului pătrat unitar în 
care sunt plasate fisurile), unde O reprezintă faptul că fisurile sunt infinit de mici iar 1 
reprezintă faptul că fisurile au lungimea egală cu distanţa dintre două puncte ale reţelei 
matriceale; 

- rădăcină pătrată din numărul de fisuri, cu alte cuvinte numărul de fisuri de pe marginea 
laturii pătratului care reprezintă domeniul analizat; 

- modulele elastice bidimensionale K şi G. 

Orientările fisurilor sunt generate aleator prin program, prin atribuirea unor pante de înclinare 
a fisurilor cuprinse între O şi n. 

Un exemplu de calcul ar fi cel pentru matricea de 4x4 fisuri de lungimi relative egale cu 
0.5 şi orientări aleatoare, reprezentat în Fig. 4.4.1. 

/ 1 \ 
/ \ / 
\ / \ 

\ - \ / 
Fig. 4.4.1 

Programul furnizează în urma calculelor modulele 
elastice efective c^i, c^2, c^ , şi c%. Deoarece 
programul s-a prevăzut cu dimensiuni ale matricii şi 
posibilităţi de calcul de până la 100x100 fisuri periodic 
distribuite în domeniul pătrat unitar, verificarea rezultatelor cu 
probleme "benchmark" de o asemenea complexitate este 
imposibilă. Totuşi putem şti că rezultatele sunt corecte 
comparând rezultatele furnizate de acest program cu soluţiile 
analitice şi numerice a unor probleme mai simple, efectuate de 
alţi cercetători. Astfel de exemplu problema unei fisuri drepte 

singulare şi cea a unei fisuri sub formă de arc circular într-un mediu elastic infinit au soluţii 
analitice (v.[M69]). Se pot utiliza valori calculate pentru factorii de intensitate a tensiunilor ca o 
măsură a corectitudinii, deoarece conceptul de proprietăţi efective nu se aplică la acest tip de 
probleme ''libere spaţiaP'. Pentru diferite lungimi, unghiuri de deschidere şi încărcări programul 
de faţă reproduce valorile analitice cunoscute pentru factorii de intensitate a tensiunilor cu o 
precizie de 10 poziţii zecimale. 

Două probleme mai puţin banale care implică două fisuri drepte bine separate sub 
tensiuni normale şi de forfecare uniforme au fost prezentate de către Xueli şi Tzuchiang, care 
obţin pentru Ki şi K2 valorile: 

K, = 0.9751386 la 'Vârful fisurii A" şi K2 = 0.1793005 la "vârful fisurii C \ 
Programul de faţă se suprapune cu aceste rezultate, dând o precizie şi mai mare, şi anume: 

K, = 0.9751386767 şi K. = 0.1793005636. 

Dăm mai jos rezultatele obţinute la rularea programului pentru 4 fisuri de lungimi relative 
egale cu 0.2 într-o celulă unitate de lungime unitară sub încărcare de tipul I, vezi (4.4.5): 

396 

BUPT



( 4 Mccanicd prolui'ulislă a ruperii 

c.| = 9.5520368370; c-: - -3,7001953485; c.^ - -2.4-157665257 

în cazul tipului II de încărcarc se calculează c»:, Cm şi c.5, iar în cazul tipului III de 
încărcare se calculează c«3, c.5 şi c.6. Formulele de calcul utilizate în program pentru modulele 
elastice efective, aşa cum au fost ele deduse în lucrarea lui J. HELSING şi G. PETERS [H21] 
sunt următoarele; 

I. Dacă se impune deformaţia medieei, modulele efective c.i, c.2, c.3 pot fi calculate cu 
formulele: 

c., = K, -G , -l- Im {a - b} 

c., =K, -hG, - Im{a-Hb} (4.4.6) 

c.5 = - V 2 R e { a ] 
II. Dacă se impune eu, modulele efective c.2, c.4, c.5 pot fi calculate ca fiind: 

c.2 = K, - G , -f- Im {a -b] 

c.4 = K , - h G , - I m { a - h b } (4.4.7) 

c.5 = - V 2 R e { a } 

III. Dacă se impune deformaţia medie 8111, modulele efective c.3, c.5, c.6 pot fi calculate ca 
fiind: 

c.;ţ = Im {a-b}/2 

c .5=-Im{a-f-b}/2 (4.4.8) 

c,(, = 2G, - Re {a} 

unde a şi b sunt mărimi calculate tot în [H21] cu formulele (63), (64), (65) şi (66). 

Programul implementat în limbajul FORTRAN, prezintă următorul cod sursă: 

CCC *** np(k) este numărul de punte pe fisura/incluziunea k *** 
CCC *** npcm(k) este numărul cumulativ de puncte la începutul fisurii/incluziunii k *** 
ccc *** mxc trebuire setat la numărul de fisuri plus l *»* 
CCC *** nptot=puncte pe fisuri *** 

IMPLICIT N O N E 
INTEGER nup,mxc,mxs 
PARAMETER(nup=600000) 
P ARAMETER(mxc= 10001) 
PARAMETER(mxs=20) 
REAL*8 pi,W( 16),T( 16),Td( 16),ax,mag(mxs,mxc),mu 1 ,kp 1 ,rot(mxc) 
REAL*8 difî( 16,16),dseg(mxs,mxc),Bi( 16,16),c(6),tol(7) 
COMPLEX* 16 z(nup),zp(nup),x(nup),znbn(nup),dtl(nup) 
COMPLEXEI6 dt2(nup),zsum2,zsum3,zlucru416(nup),a,b 
COMPLEX* 16 zim,zcent(mxc),zlucru44(nup) 
COMPLEX* 16 WW( 16),W 1 Ifţ 16),WI rg( 16),W21fî 16),W2rg( 16) 
COMPLEX* 16 prel(nup),pre2(nup),tmp(nup),tmp2(nup),fvec(nup) 
INTEGER iseg(mxc),k,m,n,Nrfisuri,nptot,iter,ifanion,npcm(mxc) 
INTEGER np(mxc) 
COMMON /vecs/ z,zp,znbn,dtl,prel,pre2 
COMMON /param/ zim,pi,zcent,ax,rot 
COMMON /spec/ zlucru416,zlucru44,diff,kp 1 ,mu 1 ,Nrfisuri,iseg 
p i=4 .D0*DATAN(l .D0) 
zim=DCMPLX(O.DO,l DO) 
kp l=0 .5D0 
muI=0.5D0 
to l ( l )= i .D-5 
to l (2)=l .D-6 
tol(3)=I.D-7 
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toI(4)=l .D-8 
to l (5 )= l .D-9 
toI (6 )= l .D-10 
t o I ( 7 ) = l . D - l l 
write(*,*) Dati tipul incarcarii (1,2,3)' 
read(*,*) ifanion 
CALL ponderiGauss(T,\ \0 
DO m=1.16 

\V\V(m)=DCMPLX(\V(m),O.DO) 
E N D D O 
CALL VVinit(W 1 If,W1 rg,W21f,VV2rg) 
CALL Biinit(Bi) 
CALL diffinit(difî) 
CALL zcentseginit(zcent,dseg,ax,rot,iseg,nixs,mxc,Nrfisuri,nup) 
OPEN(27,FISIER='convmoduli.dat') 
D O iter=l ,7 
CALL zinit(z,zp.znbn,prel ,pre2,WW,dt 1 ,dt2,T.Td,W 1 lf ,W] rg, 

&W21f,W2rg,dseg,mxs,mxc,iseg,Nrfisuri,np,npcm,nptot,nup) 
CALL M4SinitSH(zlucm416,zlucru44,z,zp,dt2,dseg,iseg,Nrfisuri, 

&mxs,mxc,np,npcm,nup) 
CALL cVeczero(tmp,nup) 
D O n=l ,nptot 

IF (ifanion.EQ.O) THEN 
tmp(n)=-l .DO 

ELSEIF (ifanion.EQ. 1) THEN 
tmp(n)=-kp 1 -znbn(n)*mu 1 

ELSEIF (ifanion.EQ.2) THEN 
tmp(n)=-kp 1 +znbn(n)*mu 1 

ELSEIF (ifanion.EQ.3) THEN 
tmp(n)=-znbn(n)*2*mul *zim 

ENDIF 
E N D D O 
CALL cVeczero(fvec,nup) 
CALL Matvecf(tmp,fVec,z,pre2,tmp2,np,npcm,Nrfisuri,inxc,nup,nptot) 
CALL Matvecf l 6(zlucru416,zlucru44,tmp,fvec,diff,iseg,np,npcm, 

&Nrfisuri,nixc,nup) 
CALL GMRES(x,fvec,tol(iter),mxc,np,npcm,nptot) 
z sum2=DCMPLX(0 .D0 ,0 .D0) 
z sum3=DCMPLX(0 .D0 ,0 .D0) 
D O k=l,Nrfisuri 

D O m=npcm(k)+l ,npcm(k)+np(k) 
zsum2=zsuni2+z(m)*x(m)*zp(m)*dt 1 (m)*pi 
zsum3=zsum3+DCONJG(z(m))*x(m)*zp(m)*dt l (m)»pi 

E N D D O 
E N D D O 
zsum2=-zsum2*( 1 +mu 1 /kp 1) 
zsum3=-zsum3 *( 1 +kp 1 /mu 1) 
a=DCMPLX(O.DO,O.DO) 
b=DCMPLX(0. D0,0. DO) 
write(*,*) 'iter: '.iter 
write(27,») 'iter: '.iter 
IF (ifanion.EQ. 1) THEN 

c( 1 )=kp 1 +mu 1 +DIMAG(zsum2-zsum3+a-b) 
c(2)=kp 1 -mu 1 -DIMAG(zsum2+zsum3+a+b) 
c (3 )=-DSQRT(2 .D0)*DREAL(zsum2+a) 
wr i te (* ,» ) ' c* l ' , c ( l ) 
write(*,'^) 'c*2\c(2) 
write(*,'») 'c»3',c(3) 
write(*.*) 'masa 1 ',(c( 1 )+c(2))/2.DO 
write(*,*) 'forfec l',(c( 1 ) -c(2)) /2 .D0 
w r i t e ( 2 7 / ) ' c » r . c ( l ) 
writc(27,*) 'c*2',c(2) 
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\ v n i c ( 2 7 , * ) ' m a s a r . ( c ( l ) + c ( 2 ) ) / 2 . D 0 
\ \Ti te(27,») Torfec 1 \ i c { 1 ) - c ( 2 ) ) / 2 . D 0 

ELSEIF (ifanion.EQ.2) T H E N 
c(2)=kp 1 -mu 1 +DL\1 AG(zsum2-zsum3 +a-b) 
c (4 )=kp 1 +Tnu 1 - D I M A G ( z s u m 2 + z s u m 3 + a + b ) 
c ( 5 ) = - D S Q R T ( 2 . D 0 ) * D R E A L ( z s u n i 2 + a ) 
w r i t e ( » / ) 'c*2',c(2) 
\vrite(*,») 'c*4',c(4) 
write(*,*) 'c»5',c(5) 
write(*.*) •masar , ( c (4 )+c (2 ) ) / 2 .D0 
\ v r i t e ( * / ) ' f or fecr . ( c (4 ) - c (2 ) ) / 2 .D0 
write(27,*) 'c*2',c(2) 
write(27,») •cM',c(4) 
write(27,*) 'c»5',c(5) 
write(27,*) 'masa 1 ' , ( c (4 )+c(2) ) /2 .D0 
w r i t e ( 2 7 / ) • for fecr , ( c (4 ) - c (2 ) ) /2 .D0 

ELSEIF (ifanion.EQ.3) T H E N 
c (3 )= D I M A G ( z s u m 2 - z s u m 3 + a - b ) / D S Q R T ( 2 . D 0 ) 
c ( 5 ) = - D I M A G ( z s u m 2 + z s u m 3 + a + b ) / D S Q R T ( 2 . D 0 ) 
c (6 )=2 » mu 1 - D R E AL(zsum2+a) 
write(»,*) •c*3',c(3) 
write(*,») 'c*5',c(5) 
write(*,*) '0*6',c(6) 
write(*,») •forfec2' ,c(6)/2.D0 
write(27,^) •c*3',c(3) 
wTite(27,») •c*5',c(5) 
write(27,*) •c*6\c(6) 
write(27,») Torfec2' ,c(6) /2 .D0 

E N D I F 

C A L L F L U S H ( 2 7 ) 
CALL magca]c(Bi ,x,mag,dseg, iseg,nup,Nrfisuri ,mxs,mxc) 
CALL expand(x,dseg,mag,iseg,Nrfisuri ,nup,mxs,mxc) 
E N D D O 
C L O S E ( 2 7 ) 
STOP 
E N D 

S U B R O U T I N E magcalc(Bi ,x ,mag,dseg, iseg,nup,Nrfisuri ,mxs,mxc) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER mxs,mxc,i , iseg(mxc),nup,Nrfisuri,k,j 
REAL* 8 Bi( 16 ,16) ,mag(mxs ,mxc) ,coada,dseg(mxs ,mxc) 
C O M P L E X * 16 x(nup) 
j = l 
D O k=l,Nrfisuri 

D O i= l , i s eg (k) 
mag( i ,k)=(dseg( i+l ,k) -dseg( i ,k) )*coada(Bi ,xO) ,16) 
j=j+16 

E N D D O 
E N D D O 
R E T U R N 
E N D 

S U B R O U T I N E expand(x,dseg,mag,iseg,Nrfisuri ,nup,mxs,mxc) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER i ,nup,mxs,mxc,iseg(mxc), imax,kmax,Nrfisuri ,m 
REAL*8 mag(mxs,mxc) ,dseg(mxs ,mxc) , fmax 
C O M P L E X * 16 x(nup) 
D O m=l,Nrfisuri /16 

CALL maxmag(mag,fmax,iseg,kmax,imax,mxs,mxc,Nrfisuri) 
IF ( m . E Q . l ) T H E N 

write(*,*) 'Max error for',kmax,imax,fmax,iseg(kniax)<^ 1 

99 

BUPT



Copiiohil 7 Mecanica probabilistă a ruperii 

ELSniF (m.EQ.Nrfisiiri/16) T H E N 
\vrilc(*,*) 'Eroare maxim pt.',kmax,imax,fma.\,iseg(kmax)+l 

ENDIF 
IF (( imax.EQ.l) .OR.(imax.EQ.iseg(kmax))) T H E N 

iseg(kmax)=iseg(kmax)+2 
IF (iseg(kmax).GE.mxs) T H E N 

write(*,*) 'mxs prea mic',m,kinax 
STOP 

ENDIF 
dseg(iseg(kmax)+1 ,kmax)=dseg(iseg(kmax)-1 ,kmax) 
D O i=iseg(kniax),imax+3,-l 

dseg(i ,kmax)=dseg(i-2,kmax) 
mag(i,kmax)=mag(i-2,kinax) 

E N D D O 
dseg(imax+2,kmax)=(dseg(imax+l,kmax)+dseg(imax,kmax))/2 
dseg(imax+1 ,kmax)=(dseg(imax+1 ,kmax)+3 *dseg(imax,kmax))/4 
mag(imax,kmax)=O.DO 
mag(tmax+1 ,kmax)=O.DO 
mag(imax+2,kmax)=0.D0 

ELSE 
iseg(kmax)=iseg(kmax)+1 
IF (iseg(kmax).GE.mxs) T H E N 

write(*,*) 'mxs too low',m,kmax 
STOP 

ENDIF 
dseg(iseg(kmax)+1 ,kmax)=dseg(iseg(kmax),kinax) 
D O i=iseg(kmax),imax+2,-l 

dseg(i,kmax)=dseg(i-1 ,kmax) 
mag(i, kinax)=mag(i-1, kmax) 

E N D D O 
dseg(imax+1 ,kmax)=(dseg(imax+1 ,kniax)+dseg(imax,kmax))/2 
mag(imax,kmax)=O.DO 
mag(imax+1 ,kmax)=O.DO 

ENDIF 
E N D D O 
write(*,*) 'expand done' 

100 FORMAT(I10,F21.15) 
R E T U R N 
E N D 

S U B R O U T I N E maxmag(mag,fTnax,iseg,kmax,imax,mxs,mxc,Nrfisuri) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER mxs,mxc,i,k,iseg(mxc),kmax,imax,Nrfisuri 

REAL*8 mag(mxs,mxc),fTnax 
fmax=O.DO 
D O k=l,Nrfisuri 

D O i=l , i seg(k) 
IF (mag(i,k).GT.fmax) T H E N 

fTnax=mag(i,k) 
kmax=k 
imax=i 

ENDIF 
E N D D O 

E N D D O 
RETURN 
E N D 

REAL*8 FUNCTION coada(Bi .vec .Ng) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER iJ.Ng 

REAL»8 Bi(Ng,Ng) ,duml 
COMPLEX» 16 vec(Ng),dum2 
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dumI=0,D0 
D O i = N g - l , N g 

dum2=DCMPLX(0 .D0 .0 .D0) 
D O j = l , N g 

dum2=dum2+Bi( i j )»vec(j) 
E N D D O 
dum 1 =dum 1 + D S Q R T ( D R E AL(dum2)» • 2 + D I M AG(dum2)* • 2 ) 

E N D D O 
coada=duml 
RETURN 
E N D 

SUBROUTINE GMRES(x,bvec,toI,mxc,np,npcm,nptot) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER i,LL,LLp 1 ,mxc,np(mxc),maxite,nptot,npcm(mxc) 
INTEGER nup.nhu.nhupl 
PARAMETER (nup=600000) 
PARAMETER (nhu=36) 
PARAMETER(nhup 1 =37) 
REAL*8 vnorm,cnorm,prod,rho,snormw,q(2*nhu),r02(nhupl) 
REAL*8 coco(nhupl,nhu),tol 
COMPLEX* 16 x(nup),bvec(nup),v(nup,nhupl) 
maxite=nhu 
DO i=!,nptot 

v( i , l )=bvec(i) 
E N D D O 
vnorm=cnorm(v( 1, l) ,nptot,nup) 
CALL cscal2(v( 1,1), 1 .DO/vnonn,nptot,nup) 
CALL rMatzero(coco,nhupl,nhu) 
prod=l.DO 
D O L L = l , n h u 

LLpl=LL+l 
CALL MatvecMainff(v( 1 ,LL),v( 1 ,LLp I ),toI,np,npcm,nptot) 
CALL dorth(v( 1 ,LLp 1 ),v,coco,LL,snormw,nhu,nhup 1 ,nptot,nup) 
coco(LLp 1 ,LL)=snonnw 
CALL dheqr(coco,nhup 1 ,LL,q,LL,nhu) 
prod=prod*q(2*LL) 
rho=ABS(prod) 
CALL cscal2(v( 1 ,LLp 1), 1 .DO/snormw,nptot,nup) 
write(*,*) 'residual'.LL.rho 
IF ((rho.LE.tol).OR.(LL.EQ.maxite)) T H E N 

CALL dVeczero(r02,nhupl) 
r02(l)=vnorm 
CALL autor(coco,nhup 1 ,LL,Q,r02,nhu) 
CALL cVeczero(x,nup) 
DO i= l ,LL 

CALL caxpy(r02(i),v( 1 ,i),x,nptot,nup) 
E N D D O 
RETURN 

ENDIF 
E N D D O 

100 FORMAT(I10,D23.15) 
RETURN 
E N D 

SUBROUTINE autor(A,LDA,N,Q,B,nhu) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER IQ,K,KB,KPl,nhu,LDA,N 

REAL*8 A(LDA,nhu),B(LDA),q(2*nhu),C,S,T,TI,T2 
DO K=1,N 

ICP1=K+1 
IQ=2*(K- l )+ i 
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C=q(lQ) 
S=qaQ+l) 
T1=B(K) 
T2=BCKP1) 
B(K)=C»T1-S*T2 
B(KP1)=S»T1+C*T2 

E N D D O 
D 0 K B = 1 , N 

K=N+1-KB 
B(K)=B(K)/A(K,K) 
T=-B(K) 
CALL daxpy(T .A( l ,K) ,B ,k - l .LDA) 

E N D D O 
R E T U R N 
E N D 

S U B R O U T I N E dorth(vnew,v,coco,LL,snonnw,nhu,nhupl ,n,nup) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER n,LL,nup,i,nhu,nhupl 
REAL*8 arg,sumdsq,teni,vnrm,cnorm,cdotp,coco(nhupl,nhu),snonnw 
COMPLEX* 16 vnew(nup),v(nup,nhupl) 
vnnn=cnorm(vnew,n,nup) 
D O i= l ,LL 

coco(i ,LL)=cdotp(v( 1 ,i),vnew,n,nup) 
tem=-coco(i ,LL) 
CALL caxpy(tem,v(l , i ) ,vnew,n,nup) 

E N D D O 
snormw=cnomi(vnew,n,nup) 
IF (vnrm+O.OOlDO^snormw.NE.vnmi) R E T U R N 
sunidsq=O.ODO 
D O i= l ,LL 

tem=-cdotp(v( 1 ,i),vnew,n,nup) 
IF (coco( i .LL)+0.001D0*tem.NE.coco( i ,LL)) T H E N 

coco(i ,LL)=coco(i ,LL)-tem 
CALL caxpy(tem,v(l , i ) ,vnew,n,nup) 
sumdsq=sumdsq+tem**2 

ENDIF 
E N D D O 
IF (sumdsq.NE.O.DO) T H E N 

arg=MAX(0.0D0,snonnw»*2-sumdsq) 
snormw=DSQRT(arg) 

ENDIF 
R E T U R N 
E N D 

S U B R O U T I N E dheqr(A,LDA,N,Q,IJOB,nhu) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER LDA,N,IJOB,I,IQ,J,K,KM 1 ,KP 1 , N M 1 .nhu 

REAL*8 A(LDA,nhu) .q(2*nhu) ,C,S,T,Tl ,T2 
I F ( I J 0 B . E Q . 1 ) T H E N 

D O K=1,N 
KM1=K-1 
KPI=K+1 
I F ( K M I . G E . 1 ) T H E N 

D O J=1,KM1 
I=2*(J-1)+1 
T1=A(J,K) 
T2=A(J+1,K) 
C=q(I) 
S=q( I+ l ) 
A(J,K)=C»T1-S*T2 
A(J+1,K)=S*TI+C*T2 
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E N D D O 
ENDIF 
IQ=2»KM1 + 1 
T1=A(K,K) 
T2=A(KP1,K) 
1F(T2.EQ.0.0D0) THEN 

C=1 .0D0 
S=O.ODO 

ELSE1F(ABS(T2),GE.ABS(T1)) THEN 
T=TlAr2 
S=- l .ODO/DSQRT( 1 .ODO+T*T) 
C=-S*T 

ELSE 
T=T2/T1 
C=1 .0D0 /DSQRT(1 .0D0+T*T) 
S=-C»T 

ENDIF 
q(IQ)=C 
q( IQ+l )=S 
A(K,K)=C*T1-S*T2 

E N D D O 
ELSE 

NM1=N-1 
DO K=1,NM1 

I=2*(K-1)+1 
T1=A(K,N) 
T2=A(K+1,N) 
C=q(I) 
S=q(I+ l ) 
A(K,N)=C*T1-S*T2 
A(K+1,N)=S*T1+C»T2 

E N D D O 
T1=A(N,N) 
T2=A(N+1 ,N) 
IF (T2.EQ.0 ODO) THEN 

C=1.0D0 
S=O.ODO 

ELSEIF( A B S ( T 2 ) . G E . A B S ( T 1 ) ) T H E N 
T=T1/T2 
S=-1 ODO/DSQRT( 1 .ODO+T»T) 
C=-S*T 

ELSE 
T=T2/T1 
C=1.0D0/DSQRT(1 .ODO+T»T) 
S=-C*T 

ENDIF 
IQ=2*N-1 
q(IQ)=C 
q(IQ+l)=S 
A(N,N)=C*T1-S»T2 

ENDIF 
RETURN 
E N D 

SUBROUTINE rMatzero(M,nupl,nup2) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER i,j,nupl,nup2 

REAL*8 M(nupl ,nup2) 
DO i=l ,nupl 

D 0 j = l , n u p 2 
M(iJ)=ODO 

ENDDO 
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E X D D O 
RETURN 
E N D 

S U B R O U T I N E dVeczero(v .Ng) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER i ,Ng 

REAL»8 v (Ng) 
D O i = l , N g 

v(i)=O.DO 
E N D D O 
RETURN 
E N D 

S U B R O U T I N E cVecadd(c,a,bl ,b,np,nup) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER np,nup,i 

R E A L ' 8 bl 
COMPLEX» 16 a(nup),b(nup),c(nup) 
D O i=I.np 

c(i)=a(i)+bl»b(i) 
E N D D O 
RETURN 
E N D 

S U B R O U T I N E caxpy(a,x,y,n,nup) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER i,n,nup 

R E A L * 8 a 
COMPLEX* 16 x(nup),y(nup) 
D O i= l ,n 

y(i)=y(i)+a»x(i) 
E N D D O 
R E T U R N 
E N D 

S U B R O U T I N E daxpy(a,x,y,n,nup) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER i,n,nup 

REAL*8 x(nup),y(nup),a 
D O i = l , n 

y(i)=y(i)+a*x(i) 
E N D D O 
RETURN 
E N D 

S U B R O U T I N E cscal2(a,al ,np,nup) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER np,nup,i 

REAL*8 al 
COMPLEX» 16 a(nup) 
D O i=l ,np 

a(i)=al»a(i) 
E N D D O 
RETURN 
E N D 

REAL*8 FUNCTION cdotp(a,b,np,nup) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER np,nup,i 

COMPLEX* 16 a(nup),b(nup) 
cdotp=O.DO 
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DO i=l ,np 
cdolp=cdotp+DREAL(a( i ) )*DREAL(b(i ) )+DlMAG(a( i ) )*DlMAG(b(i ) ) 

E N D D O 
RETURN 
E N D 

REALES FUNCTION cnorm(v,n,nup) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER i,n,nup 

COMPLEX* 16 v(nup) 
cnorm=O.DO 

D O i= l ,n 
cnomi=cnomH-DREAL(v(i ) )»DREAL(v(i ) )+DIMAG(v(i ) )»DIMAG(v(i ) ) 

E N D D O 
cnorm=DSQRT(cnorm) 
R E T U R N 
E N D 

SUBROUTINE MatvecMainflR;x,b,tol,np,npcm,nptot) 
CCC înmulţirea matricilor pt.rezolvarea ecuaţiei principale *** 

IMPLICIT N O N E 
INTEGER nup,nixs,mxc,LENW,LENIW 
PARAMETER(nup=600000) 
PARAMETER(mxc=l 0001) 
PARAMETER(mxs=20) 
PARAMETER(LENW=8000000) 
PARAMETER(LENIW=2000000) 
REAL*8 kpl,niul,toI,difîţl6,16) 
COMPLEX» 16 x(nup),dt 1 (nup),pre2(nup),pre I (nup),tmp(nup) 
COMPLEX» 16 b(nup),z(nup),zp(nup),CLUCRU(LENW),znbn(nup) 
COMPLEX* 16 zim,zlucru416(nup),b0(nup),b 1 (nup),b3(nup) 
COMPLEX* 16 zlucru44(nup) 
INTEGER np(mxc),npcm(mxc),nptot,m,Nrfisuri,iseg(mxc) 
INTEGER INFORM(6) ,IER(5) ,ILUCRU(LENTW),LEVMAX 
C O M M O N /vecs/ z ,zp,znbn,dtl ,prel ,pre2 
C O M M O N /spec/ zlucru416,zlucru44,diff,kpl,mul,Nrfisuri,iseg 
zim=DCMPLX(O.DO, 1 .DO) 
CALL cVeczero(bO,nup) 
CALL Matvecf(x,bO,z,prel,bl,np,npcm,Nrfisuri,mxc,nup,nptot) 
CALL cVeczero(bl ,nup) 
CALL cVeczero(b3,nup) 
L E V M A X = 8 
write(*,*) 'calling...' 
CALL ELASTCOMP(LEVMAX,z,zp,znbn.nptot,x,dt 1 ,ILUCRU,LEN1W,CLUCRU, 
1 LENW,b 1 ,b3,toi, INFORM, IER,kp 1 ,mu 1 ,nup) 
write(*,*) '..done' 
D O m=l,nptot 

tnip(m)=b 1 (m)-bO(m)-b3(m)/2.DO 
b(m)=x(m) 

E N D D O 
CALL Matvecfţtmp,b,z,pre2,b 1 ,np,npcm,Nrfisuri,mxc,nup,nptot) 
CALL Matvecfl 6(zlucru416,zlucru44,tmp,b,difî,iseg,np,npcm,Nrfisuri, 

&nixc,nup) 
RETURN 
E N D 

SUBROUTINE Matvecf(x,b,z,pre,pp,np,npcm,Nrfisuri,mxc,nup,nptot) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER mxc,np(mxc),nup,Nrfisuri,k,mm,nn,npcm(mxc),nptot 

COMPLEX» 16 x(nup),b(nup),pre(nup),z(nup),pp(nup) 
DO nim=l,nptot 

pp(mm)=x(nini) * pre(mm) 
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E N D D O 
D O k=l,Nrfisuri 

D O mm=npcm(k)+l,npcm(k)+np(k) 
D O nn=npcm(k)+l ,mm-l 

b(nim)=b(nim)+pp(nn)/(z(nn)-z(mm)) 
E N D D O 
D O nn=mm+l,npcm(k)+np(k) 

b(mm)=b(mm)+pp(nn)/(z(nn)-z(mm)) 
E N D D O 

E N D D O 
E N D D O 
RETURN 
E N D 

SUBROUTINE Matvecfl6(zlucru416,zlucru44,x,b,difr,iseg,np,npcm, 
&Nrfisuri,nixc,nup) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER i,mnO,mxc,np(nwc),nup,Nrfisuri,k,mm,nn,npcm(rnxc),rnj,nj 

REAL»8di f î | ; i6 ,16) 
COMPLEX* 16 zlucru416(nup),x(nup),b(nup),zlucru44(nup),zclutn 
INTEGER iseg(mxc) 
D O k=l,Nrfisuri 

D O i=l , iseg(k) 
mn0=npcm(k)+(i- l )*16 
D 0 m j = l , I 6 

mm=mnO+mj 
zdum=DCMPLX(0. DO.O, DO) 
D 0 n j = l , 1 6 

nn=mnO+nj 
zdum=zdum+difR;mj.nj)*x(nn) 

E N D D O 
b(mm)=b(mm)+zdum*z!ucru416(mm)+zlucru44(mm)*x(mm) 

E N D D O 
E N D D O 

E N D D O 
R E T U R N 
E N D 

SUBROUTINE conjugate(x,xb,np,nup) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER np,nup,i 

COMPLEX» 16 x(nup),xb(nup) 
D O i=l ,np 

xb(i)=DCONJG(x(i)) 
E N D D O 
RETURN 
E N D 

SUBROUTINE zinit(z,zp,znbn,pre 1 ,pre2,WW,dt 1 .dt2,T,Td,W 1 If, 
«&W 1 rg, W21f,W2rg,dseg,mxs,mxc,iseg,Nrfisuri,np,npcm,nptot,nup) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER nup,ij,k,mxc,np(mxc),iseg(mxc),mxs,Nrfisuri,nO,nptot 

INTEGER ipup 
P ARAMETER(ipup= 10000) 
REAL*8 pi,T( 16),Td( 16),dseg(mxs,mxc),ph0(0;ipup) 
REALES parm,hweigh,hn ,hf2,ph(ipup) 
COMPLEX* 16 z(nup),zim,zp(nup),znbn(nup),dtl(nup) 
COMPLEX* 16 zfunc,zpfijnc,zpbfunc,wfl,prel(nup),pre2(nup) 
COMPLEX» 16 dt2(nup),wf2.pondere 1 (ipup),pondereO(ipup) 
COMPLEX* 16 WW( 16),W 1 lf( 16),W I rg( 16),W21fl: 16),W2rg( 16) 

INTEGER npcm(mxc),mO 
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pi=4.D0*DATAN'( l .D0) 
zim=DCMPLX(O.DO,l,DO) 
D 0 j = l , 1 6 

Td(j)=(T(j)+l .D0)/2 
E N D D O 
n0=0 
npcm(l)=0 
D O k=l,Nrfisuri 

IF (17»iseg(k)+1 GE.ipup) THEN 
write(*,*) 'dimensiune ph prea mica' 
STOP 

ENDIF 
m0=0 
DO i=l , iseg(k) 

D 0 j = l , 1 6 
mO=mO+l 
ph(mO)=dseg(i,k)+(dseg(i+l,k)-dseg(i,k))»Td(j) 

E N D D O 
E N D D O 
CALL comadd(ph,phO,dseg,iseg,mxs,mxc,k,ipup) 
CALL ponderecalc(phO,pondereO,k,iseg(k)* I7,ipup) 
CALL comsub(pondereO,ponderel ,iseg,mxs,mxc,k,ipup) 
m0=0 
DO i=l , iseg(k) 

D 0 j = l , 1 6 
nO=nO+l 
mO=mO+l 
I F ( i . E Q . l ) T H E N 

dtl(nO)=Wllf(j)/2.DO/pi 
dt2(n0)=W21f(j)/2.D0/pi 
hn=hweigh( l ,Td(j ) ) 
hf2=l .D0/hweigh(l ,TdG)) 

ELSEIF (i.EQ.iseg(k)) THEN 
dtl(nO)=WlrgO)/2.DO/pi 
dt2(nO)=W2rgO)/2.DO/pi 
hn=hweigh(2,Td(j)) 
hf2=l.D0/hweigh(2,Td(j)) 

ELSE 
dtl(n0)=WW(j)/2.D0/pi 
dt2(nO)=dtl(nO) 
hn=hweigh(3,TdO)) 
hf2=hn 

ENDIF 
parm=ph(mO) 
z(nO)=zflinc(ph(mO),k,l) 
zp(nO)=zpfunc(ph(mO),k, 1) 
znbn(nO)=-zpbfunc(ph(mO),k, 1 )/zp(nO) 
wf l =pondere 1 (mO) 
wf2= 1 DO/pondere 1 (mO) 
dt 1 (nO)=dt 1 (nO)* w f l / h f l •(dseg(i+1 ,k)-dseg(i,k)) 
dt2(nO)=dt2(nO)*wf2/hf2*(dseg(i+l,k)-dseg(i.k)) 
pre 1 (nO)=dt 1 (nO)»zp(nO)/zim 
pre2(n0)=dt2(n0)*zp(n0)/zim 

E N D D O 
ENDDO 
npcm(k+l)=nO 
np(k)=npcm(k+1 )-npcm(k) 

ENDDO 
nptot=npcm(Nrfisuri+l) 
write(*,*) 'points:',nptot,nO,nup 
IF (nptot.GT.nup) THEN 

writc(*,*) 'nup too smair,nptot,nup 
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STOP 
ENDIF 
\\Tite(*,*) 'points:',nptot,nO,nup 
R E T U R N 
E N D 

S U B R O U T I N E comadd(phin,phout,dseg,iseg,tnxs,mxc,k,ipup) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER mxs,mxc,ipup,iseg(mxc), ij ,k,m,n 

REAL*8 dseg(nixs,mxc),phin(ipup),phout(0;ipup) 
m=0 
n=0 
phout(m)=dseg( 1 ,k) 
D O i=l , i seg(k) 

D 0 j = l , 1 6 
m=m+l 
n=n+l 
phout(m)=phin(n) 

E N D D O 
m=m+l 
phout(m)=dseg( i+l ,k) 

E N D D O 
R E T U R N 
E N D 

S U B R O U T I N E comsub(wia,wout,iseg,fnxs,nixc,k,ipup) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER mxs,mxc,ipup,iseg(mxc), ij ,k,m,n 

COMPLEX* 16 win(ipup),wout(ipup) 
m=0 
n=0 
D O i=l . i seg(k) 

D 0 j = 1 . 1 6 
m=m+l 
n=n+l 
wout(n)=win(m) 

E N D D O 
m=m+l 

E N D D O 
R E T U R N 
E N D 

S U B R O U T I N E ponderecalc(t,pondere,k,ip,ipup) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER i,ip,ipup,isignf,isign0,isignl,isign2,k 

REALES t(0:ipup),dcarg 
COMPLEX* 16 zfunc.zd 1 ,zd2,pondere(ipup) 
IF (dcarg(zfijnc(t( ip),k,I)-zfunc(t(0),k, l)) .GT.0.D0) T H E N 

isignO=l 
ELSE 

isignO=-l 
ENDIF 
isignl=isignO 
isign2=l 
D O i= l , ip- l 

isign 1 =isign 1 •isignf(t(i-1 ),t(i),t(0),k) 
isign2=isign2*isignf{t(i-l),t(i),t(ip),k) 
zd 1 =zfunc(t(i),k, 1 )-zfunc(t(0),k, 1) 
zd2=zfunc(t(i),k. 1 )-zainc(t(ip),k. 1) 
pondere( i )=is ignl* is ign2»zdl**(-0 .5D0)»zd2**(-0 .5D0) 

E N D D O 
isign I =isign 1 *isignfl;t(ip-1 ).t(ip),t(0),k) 
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lF( is ignl»is ignO.UQ,- l )Tl l i :N 
DO i= l , ip- î 

pondere{i)=-pondcre(i) 
E N D DO 

ENDIF 
RETURN 
E N D 

REAL»8 fiinction dcarg(a) 
IMPLICIT N O N E 
COMPLEX* 16 a 
dcarg=DIMAG(CDLOG(a)) 
RETURN 
E N D 

INTEGER fiinction isignf];tl.t2,sO,k) 
IMPLICIT N O N E 
REAL*8 11 ,t2,tav,sO,th,dth,pi,unghi,curba,dcarg,meas 
COMPLEX* 16 zfiinc,zpfiinc,zpbftinc,zppfiinc 
INTEGER k 
p i=4 .D0*DATAN( l .D0) 
IF( t l .EQ.sO) THEN 

th=dcarg(zpfijnc(sO,k, 1)) 
ELSE 

th=dcarg(zfunc(t 1 .k, 1 )-zftinc(sO,k, 1)) 
ENDIF 
IF (t2.EQ.sO) THEN 

unghi=-(dcarg(zpfijnc(sO,k. 1 ))-th-3. DO* pi)/2 DO/pi 
dth=-2.DO*pi*DMOD(unghi, 1 .DO)+pi 

ELSE 
unghi=-(dcarg(zfijnc(t2,k. 1 )-zftinc(sO,k, 1 ))-th-3.D0*pi)/2.D0/pi 
dth=-2.DO*pi»DMOD(unghi. 1 .DO)+pi 

ENDIF 
tav=(tl+t2)/2.D0 
curba=DIMAG(zpbfiinc(tav,k, 1 )*zppftinc(tav,k, 1))/ 

&CD ABS(zpfiinc(tav.k, 1 ))* » 2. DO 
meas=curba*DABS(t2-t 1) 
IF (meas.GT.(pi-DABS(dth))) THEN 

write(*,»)t l , t2 ,s0,k 
write{*,*) 'se necesita recurenta',meas,pi-DABS(dth) 
STOP 

ELSE 
IF (((dth+th).GT.pi).OR.((dth+th).LE -pi)) THEN 

isignf=-1 
ELSE 

isignP=l 
ENDIF 

ENDIF 
RETURN 
END 

SUBROUTINE zcentseginit(zcent,dseg,ax,rot,iseg,mxs,mxc, 
&Nrfisuri,nup) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER iJ,k,n,mxc,iseg(mxc),Nrfisuri,Ns,nup,mxs 

REAL*8 dseg(mxs,mxc),ax,rot(mxc),pi,dum,drand,x,y 
COMPLEX* 16 zcent(mxc),zim 
zim=DCMPLX(0.D0,1 DO) 
pi=4.D0*DATAN(l DO) 
write(*,*) 'Dati lungimea relativa a fisurii in intervalul (0,1)' 

cec write(*,*) 'O inseamna ca fisura este infinit de mica' 
CCC vvrite(*,*) 'I inseamna ca fisura e egala cu distanta ' 
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CCC uTitc(*,*) dintre puctclc reţelei de discretizare' 
rcad(*,*) ax 
IF(ax.GT.I .DO) T H E N 

write(*,*) 'fisura prea lunga' 
STOP 

ENDIF 
IF (ax.LE.O.DO) T H E N 

write{*,*) 'fisura prea scurta' 
STOP 

ENDIF 
ax=ax/2.D0 
write(*,*) 'Dati rădăcină palrata din numărul de fisuri' 
read(*,*) Nrfisuri 
IF (Nrfisuri.GT. 100) T H E N 

write{*,*) 'prea multe fisuri pt. memoria alocata' 
STOP 

ENDIF 
Ns=3 
IF (Ns.GE.mxs) T H E N 

write(*,*) 'mxs prea mic' 
STOP 

ENDIF 
D O i=l,Nrfisuri 

D O j=l,Nrfisuri 
k=(i-l)*Nrfisuri+j 
x=-0.5D0-K).5D0/Nrfisuri+(i-l)* 1 DO/Nrfisuri 
y=-0.5D0-H).5D0/Nrfisuri+(j-l 1 DO/Nrfisuri 
zcent(k)=DCMPLX(x,y) 
iseg(k)=Ns 
D O n=l , i seg(k)+l 

dseg(n ,k)=(n- l )»2 .D0/ i seg(k) - l .D0 
E N D D O 

E N D D O 
E N D D O 
ax=ax/Nrfisuri 
Nrfisuri=Nrfisuri*Nrfisuri 

CCC dum=drand(4.D0) 
dum=drand(6.D0) 
D O k=],Nrfisuri 

rot(k)=pi»(2.D0*drand(0.D0)- l .D0)+pi/2 
CCC write(*,*) k,zcent(k),rot(k) 

E N D D O 
RETURN 
E N D 

S U B R O U T I N E M4SinitSH(zlucru416,zlucru44,z,zp,dt2,dseg,iseg, 
&Nrfisuri,mxs,mxc,np,npcm,nup) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER nup,i,m,n,k,Nrfisuri,mxc,iseg(mxc),mxs,mj,np(mxc) 

REAL'^8 dseg(mxs,mxc) 
COMPLEX* 16 zlucru44(nup),z(nup),zp(nup),dt2(nup),zim,zfijnc 
COMPLEX* 16 zlucru416(nup) 
INTEGER npcm(mxc),mm,nn 
z im=DCMPLX(0.D0,1 DO) 
CALL cVeczero(zlucru44,nup) 
CALL cVeczero(zlucru416,nup) 
DO k=l,Nrfisuri 

DO m=l ,np(k) 
mm=npcm(k)+m 
DO n=l .np(k) 

nn=npcm(k)+n 
II-(mm NE nn) T H E N 
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zlucnj44(mni)=zliicru4-4(niin)-clt2(nn)*7.p(nn)/(7(iin)-7.(min))//.iiu 
ENDIF 

E N D D O 
zlucai44(mm)=zlucnj44(nini)+(z(mm)-

& (zflinc(dseg( 1 .k).k, l)+zfunc(dseg(iseg(k)+1 ,k),k, 1 )) /2.D0) 
E N D D O 

E N D D O 
DO k=l,Nrfisuri 

DO i=l , iseg(k) 
D 0 m j = l , 1 6 

m=(i- l )*16+mj 
mm=npcm(k)+ni 
zlucru416(mm)=dt2(mm)*2.D0/(dseg(i+1 ,k)-dseg(i,k))/zim 

E N D D O 
ENDDO 

ENDDO 
write(»,») •M4SinitSH done' 
RETURN 
E N D 

REAL*8 FUNCTION hweigh(i,x) 
IMPLICIT N O N E 
R E A L * 8 x 
INTEGER i 
I F ( i . E Q . l ) T H E N 

hweigh=l .D0/DSQRT(2.D0*x) 
ELSEIF (i.EQ.2) THEN 

hweigh=l .D0/DSQRT(2.D0-2.D0*x) 
ELSE 

hweigh=l.DO 
ENDIF 
RETURN 
END 

C 0 M P L E X M 6 FUNCTION zfiinc(par,k,itype) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER mxc 
P ARAMETER(mxc= 10001) 
REAL*8 ax,par,pi,rot(inxc) 
COMPLEX* 16 zim,zcent(mxc) 
INTEGER k,ttype 
COMMON /param/ zim,pi,zcent,ax,rot 
IF( i type .EQ. l )THEN 

zfunc=zcent(k)+ax*par*CDEXP(zim*rot(k)) 
ELSE 

STOP 
ENDIF 
RETURN 
END 

COMPLEX* 16 FUNCTION zpfunc(par.k,itype) 
IMPLICIT NONE 
INTEGER mxc 
PARAMETER(mxc= 10001) 
REAL*8 ax,par,pi,rot(mxc) 
COMPLEX* 16 zim,zcent(mxc) 
INTEGER k,itype 
COMMON /param/ zim,pi,zcent,ax,rot 
IF ( i type .EQ. l )THEN 

zplljnc=ax*CDEXP(zim*rot(k)) 
ELSE 

STOP 
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ENDIF 
RETURN 
E N D 

CONIPLEX* 16 F U N C T I O N zppfunc(par.k.itype) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER mxc 
P ARAMETER(mxc= 10001) 
REAL*8 ax,par,pi,rot(mxc) 
COMPLEX* 16 zim.zcent(tnxc) 
INTEGER k,itype 
C O M M O N /param/ zim,pi,zcent,ax,rot 
IF ( i t y p e . E Q . l ) T H E N 

zppfunc=DCMPLX(O.DO,O.DO) 
ELSE 

STOP 
ENDIF 
RETURN 
E N D 

COMPLEX» 16 F U N C T I O N zpbfunc(par,k.itype) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER mxc 
P ARAMETER(mxc= 10001) 
REAL* 8 ax,par,pi,rot(mxc) 
COMPLEX» 16 zim,zcent(mxc) 
INTEGER k,itype 
C O M M O N /param/ zim,pi,zcent,ax,rot 
I F ( i t y p e . E Q . l ) T H E N 

zpbfunc=DCONJG(ax»CDEXP(zim»rot(k))) 
ELSE 

STOP 
ENDIF 
RETURN 
E N D 

S U B R O U T I N E cVeczero(v ,Ng) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER i,Ng 

COMPLEX» 16 v (Ng) 
DO i = l . N g 

v(i)=DCMPLX(O.DO,O.DO) 
E N D D O 
RETURN 
E N D 

SUBROUTINE cMatzero(M.nupl ,nup2) 
IMPLICIT N O N E 
INTEGER i,j,nupl,nup2 

COMPLEX» 16 M(nupl ,nup2) 
D O i=l ,nupl 

D 0 j = l , n u p 2 
M(ij)=DCMPLX(O.DO.O.DO) 

E N D D O 
E N D D O 
RETURN 
E N D 

SUBROUTINE ELASTCOMP(LEVMAX,ZSRC,DZDT,znbn,NATOMI,DENS,H,ILUCRU, 
1 LEN1W,CLUCRU,LENW,M 1 , M 3 . T 0 L , I N F 0 R M . 1 E R , K P 1 ,MU 1 ,nup) 
IMPLICIT REAL»8 (A-H.O-Z) 
1NTEGER»4 N A T O M l , L E N l W , L E N W , l E R ( l ) , I N F O R M ( l ) , l L U C R U ( l ) , n u p 
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R E A L ' S T O U K P K M U l 
COMPLKX* 16 ZSRC( 1 ) ,DZDT( I ) .DLNS( 1 ).Z2P1,M 1 (1 ).M3( 1 ) ,CLUCRU( 1) 
COMPLEX* 16 znbn( l ) .H( l ) 
Z2P1 = 1 .0D0 / (2*4*DATAN(1 .0D0)*DCMPLX(0 .0D0 ,1 .0D0) ) 
E R ( 1 ) = 0 
N T E R M E N l = - NINT(dIog(TOL)/dIog(2.0D0)) 
I N F 0 R M ( 2 ) = N T E R M E N l 
write(*,*) "Număr de termeni',NTERMENl 
\\Tite(*,*) "Număr de atomi',NATOMI,nup 
IF (NTERMENl GT. 60) THEN 

1ER(1) = 4 
1ER(2) = N T E R M E N l 
R E T U R N 

ENDIF 
1 Q A = 1 
IQB = IQA + NATOMI 
IQC = IQB + NATOMI 
IZSRC2 = IQC + NATOMI 
1QA2 = IZSRC2 + NATOMI 
1QB2 = IQA2 + NATOMI 
1QC2 = 1QB2 + NATOMI 
ITOTP = IQC2 + NATOMI 
IF ( ITOTP GT. LENW) T H E N 

1ER(1) = 8 
IER(2) = ITOTP 
IER(3) = LENW 
write(6,*)' spaţiu de lucru insuficient' 
write(13,*)' spaţiu de lucru insuficient' 

write(»,») IER(2),IER(3) 
RETURN 

ELSE 
D O J = 1,NATOMI 

CLUCRU(1QA+J-1) = DENS(J)*H(J)*DZDT(J) /DCMPLX(0 .D0,1 .D0) 
CLUCRU(1QB+J-1) = D C O N J G ( C L U C R U ( l Q A + j - l ) ) 
CLUCRU(1QC+J-1) = -DC0NJG(ZSRC(; ) )*CLUCRU(1QA+J-1) 

E N D D O 
ENDIF 
CALL Z V E C Z E R 0 ( M 1 , N A T O M I ) 
CALL Z V E C Z E R 0 ( M 3 , N A T O M I ) 
D O 1000 ILEV = 0 , L E V M A X 

I N F O R M ( l ) = ILEV 
ND1M = 2**E.EV 
N A L L B X = N D I M * N D I M 
LICNT = N A L L B X 
LICNT2 = NALLBX 
LLOC = NALLBX 
LTOFST = NALLBX+1 
LOFFST = NALLBX+1 
LAT A D R = NATOMI 
ICNT = 1 
ICNT2 = ICNT + LICNT 
lOFFST = ICNT2 + LICNT2 
ITOFST = lOFFST + LOFFST 
IBOX = ITOFST + LTOFST 
lATADR = IBOX + NATOMI 
ITRADR = lATADR + LATADR 
ILOC = ITRADR 
ITOT = ILOC + LLOC 
IF ( ITOT GT. LENTW) THEN 

1ER(1) = 8 
IER(4) = ITOT 
IER(5) = LENIW 
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\vritc(6,*)' spaţiu dc lucru insuficient' 
\vrite(13,*)' spaţiu de lucai insuficient' 

vvrite(».») IER(4),IER(5) 
R E T U R N 

ENDIF 
CALL ASSIGN(ILEV,ZSRC,ILUCRU(IOFFST) , ILUCRU(IBOX) ,NATOMI, 

1 ILUCRU(ICNT) , ILUCRU(ICNT2) , ILUCRU(IATADR),ILUCRU(ITRADR), 
2 1 L U C R U ( I T 0 F S T ) , 1 L U C R U ( I L 0 C ) , N T B 0 X . N S M A X ) 

LLOCXP = ( N T E R M E N I + 1 ) * N T B 0 X 
ILOCXPl = I T O T P 
I L 0 C X P 2 = ILOCXPl + LLOCXP 
ITOTC = I L 0 C X P 2 + LLOCXP 
IF ( I T O T C GT. L E N W ) T H E N 

IER(1) = 8 
1ER(2) = ITOTC 
IER(3) = LENW' 
write(6,*)' spaţiu de lucru insuficient' 
write(13,*)' spaţiu de lucru insuficient' 

w r i t e ( » / ) IER(2).IER(3) 
R E T U R N 

ENDIF 
CALL DOINTOPER(ILEV,ZSRC,CLUCRU(IQA),CLUCRU(IQB) ,CLUCRU(IQC), 

1 CLUCRU(IZSRC2) ,CLUCRU(IQA2) ,CLUCRU(IQB2) ,CLUCRU(IQC2) ,NAT0MI, 
2 C L U C R U ( I L 0 C X P 1 ) , C L U C R U ( I L 0 C X P 2 ) , N T E R M E N I , I L U C R U ( I 0 F F S T ) , 
3 ILUCRU(IB0X) , ILUCRU(IATADR) . ILUCRU(ITRADR) , ILUCRU(IT0FST) , 
4 I L U C R U ( I C N T ) , I L U C R U ( 1 C N T 2 ) , [ L U C R U ( I L 0 C ) , N T B 0 X , M 1 .M3,znbn.KP 1 , M U 1) 

IF ( ( ILEV.EQ.LEVMAX) 0 R . ( N S M A X . L E . N T E R M E N I ) ) G O T O 1001 
1000 C O N T I N U E 
1001 C O N T I N U E 

write(»,'') 'spaţiu de lucru COMPLEX',ILEV.ITOTC,LENW 
write(»,^) 'spaţiu de lucru INTEGER ' , ILEV,IT0T,LEN1W 
write(»,*) •Niveluri: ' ,INF0RM(1),LEVMAX 
CALL DONNOPER(ILEV,ZSRC.CLUCRU(IQA) .CLUCRU(IQB) ,CLUCRU(IQC) , 
1 NAT0MI,CLUCRU(IZSRC2) ,CLUCRU(1QA2) .CLUCRU(1QB2) ,CLUCRU(IQC2) , 
2 I L U C R U ( I 0 F F S T ) , I L U C R U ( I B 0 X ) , I L U C R U ( I A T A D R ) , M l , M 3 , z n b n ) 
R E T U R N 
E N D 

S U B R O U T I N E DOINTOPER(ILEV,ZSRC,QA,QB,QC,ZSRC2,QA2.QB2,QC2, 
1 N A T O M I , L O C E X P l . L O C E X P 2 , N T E R M E N l , I O F F S T , I B O X , I A T A D R , 
2 I T R A D R , I T 0 F S T , I C N T , I C N T 2 , I L 0 C , N T B 0 X , M 1 ,M3,znbn,KP 1 , M U 1) 
IMPLICIT REAL*8 ( A - H , 0 - Z ) 
INTEGERM NTERMENI,NATOMI,IOFFST( 1 ) ,NTBOX,IATADR( 1 ) . INTACT(30) 
INTEGERM IBOX( 1 ) ,ICNT( 1 ) ,ICNT2( 1 ) ,NSIDE.ILOC( 1 ) , IADRS(30) 
I N T E G E R M IT0FST(1) , ITRADR(1) 
REAL*8 C(120,120) ,H,KP1,MU1 
COMPLEX* 16 ZSRC( 1 ) ,QA( 1 ) ,QB( 1 ) ,QC( 1 ) ,ZOFF(30) ,ZTRANS 
COMPLEX* 16 ZSRC2( 1 ) ,QA2( 1 ) ,QB2( 1 ) ,QC2( 1 ) ,M 1 (1 ) ,M3( 1 ),znbn( 1) 
COMPLEX* 16 MPOLE1 (60) ,MPOLE2(60) ,B 1 (0:60) ,B2(0:60) ,ZCENT,ZCENT2 
COMPLEX* 16 MPOLECOR(60) ,LOCEXP 1 (0:NTERMEN1.1 ) ,LOCEXP2(0:NTERMENI, 1) 
C ( l , l ) = l.ODO 
DO 1=2,120 

C(1,I) = 0 . 0 D 0 
C ( I , 1 ) = l.ODO 

E N D D O 
DO 1=2,120 

D O J=2,I 
C(I.J)=C(I-1,J-1)+C(I-1,J) 

E N D D O 
E N D D O 
NS1DE = 2**(1LEV) 
N B 0 X E S = NSIDE*NS1DE 
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H = I.DO-TMSIDL-
DO I = 1 , N T B 0 \ 

DO J = O.NTERMENI 
L0CEXP1(J ,I ) = DCMPLX(O.DO,O.DO) 
L0CEXP2(J ,I ) = DCMPLX(O.DO,O.DO) 

E N D D O 
E N D D O 
N I N T A C = 27 
DO 1 0 0 0 1 = 1 , N B 0 X E S 

I 0 F F = lOFFST(I) 
N I N B O X = I0FFST(1+1) - lOFF 

D O K = l . N I N B O X 
ZSRC2(K) = ZSRC(IATADR(IOFF+K)) 
QA2(K) = QA(IATADR(IOFF+K)) 
QB2(K) = QB(IATADR(IOFF+K)) 
QC2(K) = QC(IATADR(IOFF+K)) 

E N D D O 
IF ( N I N B O X LE. O ) GOTO 1000 

ICOL = 1 + M 0 D ( I - 1 , N S I D E ) 
ILINIE = 1 + (I -1) /NSIDE 
XC = -0.5DO+ICOL*H-H/2 
YC = -0 .5D0+ILrNIE»H-H/2 
ZCENT = D C M P L X ( X C , Y C ) 
CALL SRCNfUL(ZCENT,ZSRC2.QA2,QB2,QC2.NrNBOX,MPOLEl ,MPOLE2, 

1 NTERMENI) 
EF (ILEV.EQ.O) THEN 

CALL MULTAYPER(MPOLE 1 , M P 0 L E 2 , B 1 ,B2 ,NTERMENI,C) 
D O K=1,NATOMI 

CALL TAYSRC(B 1 ,B2,NTERMEN1,ZCENT,ZSRC(K),M 1 (K),M3(K),znbn(K)) 
E N D D O 
CALL DIPOLECORR(KP 1 ,MU 1 ,ZSRC,QA,NATOMI,M 1 ,M3,znbn) 

ELSE 
CALL INTLIST(ILEV,I ,IADRS) 

CALL TRANSL(ILEV,IADRS,INTACT,ZOFF,NINTAC) 
DO 800 J = 1 ,NINTAC 

lADR = INTACT(J) 
INOFF = lOFFST(IADR) 
N I N N B R = I0FFST(IADR+1) - INOFF 
IF (NINNBR LE. NTERMENI/2) T H E N 

DO K = 1 ,NINNBR 
JT = IATADR(INOFF+K) 

ZTRANS = ZSRC(JT) + ZOFF(J) 
CALL MULSRC(MPOLE 1 ,MP0LE2,ZCENT,NTERMENI, 

1 ZTRANS,Ml(JT),M3(JT),znbn(JT)) 
E N D D O 

ELSE 
ICOL = 1 + M 0 D ( I A D R - 1 , N S I D E ) 
ILINIE = 1 + ( IADR-1) /NSIDE 
XC = -0,5DO+ICOL*H-H/2 
YC = -0 .5D0+ILINIE*H-H/2 
ZCENT2 = DCMPLX(XC,YC) 
ZTRANS = ZCENT - ZOFF(J) 
lADLOC = ILOC(IADR) 

M P O L E C O R ( l ) = M P 0 L E 2 ( 1 ) 
DO JJ = 2 ,NTERMENI 

MPOLECOR(JJ) = MP0LE2(JJ) -
1 (JJ-1 )*DCONJG(ZOFF(J))*MPOLE 1 (JJ-1) 

E N D D O 
C A L L M U L T A Y ( M P 0 L E 1 , M P 0 L E C 0 R , Z T R A N S , N T E R M E N 1 , Z C E N T 2 , 

1 B1,B2,C) 
CALL A D D E X P ( B 1 , B 2 , L 0 C E X P 1 (O, IADLOC), 

1 LOCEXP2(0,1ADLOC),NTERMENI) 
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ENDIF 
SOO C O N T I N U E 

ENDIF 
1000 C O N T I N U E 

D O I = l . N B O X E S 
INOFF = lOFFST(I) 
N I N B O X = I 0 F F S T ( I + 1 ) - INOFF 
IF ( N I N B O X GT. NTERMENI/2 ) T H E N 

I C O L = 1 + M 0 D ( I - 1 , N S I D E ) 
I U N I E = 1 + ( I - 1 ) / N S I D E 
XC = -0 .5D(HICOL^H-H/2 
YC = -0 .5D0+ILINIE»H-H/2 
ZCENT = D C M P L X ( X C , Y C ) 
JADR = ILOC(l) 
DO K = 1 ,NINBOX 

JT = IATADR(1N0FF+K) 
CALL T A Y S R C ( L O C E X P 1 (0 .JADR),LOCEXP2(0,JADR), 

1 NTERMENI,ZCENT.ZSRC(JT) ,M 1 (JT),M3(JT).znbn(JT)) 
E N D D O 

ENDIF 
E N D D O 
RETURN 
E N D 

S U B R O U T I N E ASSIGN(ILEV.ZSRC.IOFFST.IBOX,NATOMI,ICNT,ICNT2. 
1 IATADR,ITRADR,ITOFST,ILOC.NTBOX.NSMAX) 
IMPLICIT REAL*8 (A-H.O-Z) 
INTEGERM NATOMI,NSIDE,IOFFST( 1 ) , IBOX( 1 ),ILOC( 1) 
INTEGERM ICNT( 1 ) ,ICNT2( 1 ) , ITRADR( 1 ) ,ITOFST( 1 ) , IATADR( 1) 
COMPLEX* 16 Z S R C ( l ) 
REAL»8 X,Y,H 
N S I D E = 2*»ILEV 
N B O X E S = N S I D E * N S I D E 
DO J = l . N B O X E S 

ICNT2(J) = 1 
ICNT(J) = O 
ILOC(J) = O 

E N D D O 
H = l .DO/NSIDE 
N T B O X = O 
N S M A X = O 
D O J = 1, NATOMI 

X = DREAL(ZSRC(J)) + 0 . 5 D 0 
Y = DIMAG(ZSRC(J)) + 0 . 5 D 0 
IXH = X/H 
lYH = Y/H 
IF (IXH GE NSIDE) IXH = NSIDE-1 
IF ( lYH GE. NSIDE) lYH = NSIDE-1 
IF (IXH LT 0) IXH = O 
IF ( lYH LT 0) lYH = O 
ICOL = 1 + IXH 
ILINIE = I + lYH 
lADR = (ILINIE-1)*NSIDE + ICOL 
ICNT(IADR) = ICNT(IADR) + 1 
IBOX(J) = lADR 
IF ( ICNT(IADR) .GT.NSMAX) N S M A X = ICNT(IADR) 

IF (ILOC(IADR) EQ. 0) THEN 
N T B O X = N T B 0 X + 1 
ILOC(IADR) = N T B O X 

ENDIF 
E N D D O 
I0 l -FST(I ) = 0 
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DO J = 2,NB0X1ZS+1 
lOFFST(J) = lOFFST(J- l ) + ICNT(J-I) 

E N D D O 
D O J = l . N A T O M I 

l A D R = IBOX(J) 
I N D X = lOFFST(IADR) + ICNT2(IADR) 
l A T A D R ( I N D X ) = J 
1CNT2(IADR) = 1CNT2(IADR)+1 

E N D D O 
D O J = 1 , N B 0 X E S + 1 

ITOFST(J) = O 
E N D D O 
R E T U R N 
E N D 

SUBROUTINE ZVECZERO(Z\TEC,NTERMENI) 
IMPLICIT N O N E 
rNTEGER*4 NTERMEN1,I 

COMPLEX» 16 ZVEC(NTERMENI) 
Programul implementat în limbajul FORTRAN, prezintă următorul cod sursă: 

D O I=1,NTERMEN1 
ZVEC(I)=DCMPLX(O.DO,O.DO) 

E N D D O 
RETURN 
E N D 

SUBROUTINE S R C M U L ( Z C E N T , Z S R C , Q A , Q B , Q C , N 1 N B 0 X , M P 0 L E 1 , M P 0 L E 2 , 
1 NTERMENI) 
IMPLICIT REAL*8 ( A - H , 0 - Z ) 
INTEGER*4 N m B O X , N T E R M E N I 
COMPLEX» 16 Z C E N T , Z S R C ( N I N B 0 X ) , Z S H I F T , Z A C C , M P 0 L E 1 (NTERMENI) 
COMPLEX* 16 Q A ( N I N B 0 X ) , Q B ( N I N B 0 X ) , Q C ( N I N B 0 X ) . M P 0 L E 2 ( N T E R M E N I ) 
CALL Z V E C Z E R 0 ( M P 0 L E 1 .NTERMENI) 
CALL Z V E C Z E R 0 ( M P 0 L E 2 , N T E R M E N I ) 
D O I = l . N I N B O X 

ZSHIFT = ZSRC(I) - ZCENT 
ZACC = DCMPLX(1 .D0 ,0 .D0) 

D O J = 1,NTERMENI 
MPOLEl(J ) = MPOLEl(J ) - QA(I)»ZACC 
MP0LE2(J ) = MP0LE2(J ) - QB(I)»ZACC 
ZACC = ZACC»ZSHIFT 

E N D D O 
ZACC = DCMPLX(1 .DO,O.DO) 

DO J = 2 ,NTERMENI 
MP0LE2(J) = MP0LE2(J ) + QC(I)»(J-1)*ZACC 
ZACC = ZACC»ZSHIFT 

E N D D O 
E N D D O 
RETURN 
E N D 

SUBROUTINE MULSRC(MPOLE 1 ,MP0LE2,ZCENT,NTERMENI,ZTARG,M 1 ,M3,znbn) 
IMPLICIT REAL»8 ( A - H , 0 - Z ) 
INTEGER»4 NTERMENI 
COMPLEX» 16 Z C E N T , Z T A R G , M P 0 L E 1 ( N T E R M E N I ) , M P 0 L E 2 ( N T E R M E N I ) 
COMPLEX* 16 ZSHIFT,ZSINV,PHI,PSl ,PHIPL0C,Ml ,M3,znbn 
ZSHIFT = ZTARG - ZCENT 
Z S I N V = l.ODO/ZSHIFT 
PHl = MP0LE1(NTERMENI)*ZS1NV 
PHIPLOC = NTERMEN1*MP0LE1(NTERMEN1)*ZS1NV 
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PSI = M P 0 L E 2 ( N T E R M E N 1 ) * Z S 1 N V 
DO J = N T E R M E N 1 - 1 , 1 , - 1 

PHT = (PHI + MPOLEl(J ) )»ZSrNV 
PSI = (PSI + M P 0 L E 2 ( J ) ) » Z S I N V 

PHIPLOC = (PHIPLOC + J*MP0LE1(J ) )»ZSINV 
E N D D O 
PHIPLOC = -PHIPLOC»ZSINV 
M l = M l + PHI 
M3 = M3 + PHI - DCONJG(PHI) 

& + ZTARG*DCONJG(PHIPLOC)*znbn + DCONJG(PSI)*znbn 
RETURN 
E N D 

S U B R O U T I N E TAYSRC(LOCAL 1 , L 0 C A L 2 . N T E R M E N 1 , Z C E N T , Z T A R G , M 1 ,M3,znbn) 
IMPLICIT REAL»8 ( A - H , 0 - Z ) 
INTEGER*4 N T E R M E N I 
C 0 M P L E X » 1 6 Z C E N T , Z T A R G , Z S H I F T , P H l , P S I , P H I P L 0 C , M l , M 3 , z n b n 
COMPLEX* 16 LOCAL 1 (0 ;NTERMENI) ,LOCAL2(0:NTERMENI) 
ZSHIFT = ZTARG - ZCENT 
PHI = O.ODO 
PHIPLOC = O.ODO 
PSI = O.ODO 
D O J = NTERMENI,0 , -1 

PHI = LOCAL 1(J) + ZSHIFT^PHI 
PSI = L 0 C A L 2 ( J ) + ZSHIFT»PSI 

E N D D O 
D O J = NTERMENI, 1,-1 

PHIPLOC = J*L0CAL1(J) + ZSHIFT^PHIPLOC 
E N D D O 
M l = M 1 + P H I 
M3 = M3 + PHI - DCONJG(PHI) 

& + ZTARG*DCONJG(PHrPLOC)«znbn + DCONJG(PSI)»znbn 
RETURN 
E N D 

S U B R O U T I N E M U L T A Y ( M P 0 L E 1 , M P 0 L E 2 , Z C E N T , N , Z C E N T 2 , B 1 , B 2 , C ) 
IMPLICIT REAL*8 ( A - H , 0 - Z ) 
INTEGERM N 
COMPLEX* 16 MPOLE1 ( » ) , M P 0 L E 2 ( » ) , B 1 (0:60) ,B2(0:60) 
COMPLEX» 16 ZCENT,ZCENT2,Z0,Z0P(0:60) ,CD,CDD,M 1 (60) ,M3(60) 
R E A L * 8 C ( 1 2 0 , 1 2 0 ) 
Z0=ZCENT2-ZCENT 
CD=1.0D0/Z0 
C D D = C D 
Z0P(0)=1.0 
D O 1=1,N 

ZOP(I)=CDD 
C D D = C D D * C D 

E N D D O 
DO 1=1,N 

M1(I) = MPOLE 1(I)*Z0P(I) 
M3(I) = MPOLE2(I)»ZOP(I) 
B1(I )=0 .0D0 
B2(I )=0 .0D0 

E N D D O 
B1(0) = 0 0 D 0 
B2(0) = O.ODO 
DO M=0,N-1 

DO K=1,N 
B1(M)=B1(M)+ M1(K)*C(M+K,K) 
B2(M)=B2(M)+ M3(K)*C(M+K,K) 

E N D D O 
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E N D D O 
DO M=0.N-1 .2 

B1(M) = B1(M)*Z0P(M) 
B2(M) = B2(M)»Z0P(M) 

E N D D O 
DO M=1,N-1 .2 

B1(M) = -B1(M)»Z0P(M) 
B2(M) = -B2(M)*Z0P(M) 

E N D D O 
RETURN 
E N D 

SUBROUTINE DONNOPER(ILEV,ZSRC,QA,QB,QC,NATOMI,ZSRC2,QA2,QB2,QC2, 
2 IOFFST,roOX,IATADR,Ml ,M3,znbn) 
IMPLICIT REAL» 8 ( A - H , 0 - Z ) 
REAL»8 XOFF(30) ,YOFF(30) 
COMPLEX» 16 ZSRC( 1 ) ,QA( 1 ) ,QB( 1 ),QC( I ) ,ZSRC2( I ) ,QA2( I) 
COMPLEX» 16 M1 (1 ) ,M3( 1 ),znbn( 1 ) ,ZTRANS.QB2( 1 ) ,QC2( 1) 
INTEGER»4 NATOMI.IOFFST( 1 ) . IATADR( 1 ) , IBOX( 1 ) ,NSIDE 
INTEGER»4 VECINI(30),NVECINT 
NSIDE = 2 * » E . E V 
N B O X E S = N S I D E » N S I D E 
D O 800 I = 1 ,NBOXES 

I O F F = lOFFST(I) 
N I N B O X = I0FFST(I+1) - lOFF 
IF ( N I N B O X .LE. O ) GOTO 800 

DO K = 1 ,NINBOX 
ZSRC2(K) = ZSRC(IATADR(IOFF+K)) 
QA2(K) = QA(IATADR(IOFF+K)) 
QB2(K) = QB(IATADR(IOFF+K)) 
QC2(K) = QC(IATADR(IOFF+K)) 

E N D D O 
CALLSRCSRCl (ZSRC2, IOFF, IATADR,NINBOX,QA2,QB2 ,QC2,Ml ,M3,znbn) 
CALLMKNBORPER(ILEV,I ,VECINI ,NVECINI ,XOFF,YOFF) 

D O J = 2 ,NVECINI 
l A D R = VECINI(J) 
INOFF = lOFFST(IADR) 
N I N N B R = I 0 F F S T ( I A D R + 1 ) - INOFF 

D O K = l . N I N N B R 
JT = IATADR(INOFF+K) 
ZTRANS = ZSRC(JT) + DCMPLX(XOFF(J) ,YOFF(J)) 
CALL SRCSRC2(ZTRANS,ZSRC2,NINBOX,QA2,QB2,QC2, 

1 Ml(JT),M3(JT),znbn(JT)) 
E N D D O 

E N D D O 
800 CONTINUE 

RETURN 
E N D 

SUBROUTINE SRCSRCl(ZSRC,IOFF,IATADR,NATOMI,QA,QB,QC,Ml .M3.znbn) 
IMPLICIT REAL*8 ( A - H , 0 - Z ) 
INTEGER»4 NATOMI,IATADR(») ,IOFF 
COMPLEX» 16 QA( 1 ) ,QB( 1 ) ,QC( 1 ).M 1 (1 ) ,M3( 1 ).znbn( 1 ),ZSRC( 1) 
COMPLEX» 16 PHIL0C,PSIL0C,ZDIS,ZDIS2 .PHIP 
DO K = 1,NATOMI 

PHILOC = O.ODO 
PHIP = O.ODO 
PSILOC = O.ODO 

KT = IATADR(IOFF+K) 
D 0 3 0 J = l .NATOMl 

IF (J.EQ.K) GOTO 30 
ZD1S = Z S R C ( J ) - Z S R C ( K ) 
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ZDIS2 = ZD1S*ZDIS 
PHILOC = PHILOC + QA(J)/ZDIS 
PHIP = PHIP + QA(J)/ZDIS2 
PSILOC = PSrLOC + QC(J)/ZDIS2 + QB(J)/ZDIS 

30 C O N T I N U E 
M l (KT) = M l (KT) + PHILOC 
M3(KT) = M3(KT) + PHILOC - DCONJG(PHILOC) 

& + ZSRC(K)*DCONJG(PHIP)*znbn(KT) + DCONJG(PSILOC)*znbn(KT) 
E N D D O 
R E T U R N 
E N D 

S U B R O U T I N E S R C S R C 2 ( Z T A R G . Z S R C . N A T 0 M I , Q A , Q B , Q C , M 1 ,M3,znbn) 
IMPLICIT N O N E 
COMPLEX* 16 ZTARG,ZSRC( 1 ) ,Q A( 1 ) ,QB( 1 ),QC( 1 ) ,M 1 ,M3,ZINV,ZINV2C 
COMPLEX» 16 znbn 
INTEGERM J.NATOMI 
D O J = l . N A T O M I 

ZINV = 1 .ODO/(ZSRC(J) - Z T A R G ) 
ZINV2C = DCONJG(ZINV*ZINV) 
M l = M 1 + Q A ( J ) » Z I N V 
M3 = M3 + QA(J)*ZINV - DCONJG(QA(J)»ZINV) 

1 + DCONJG(QB(J)»ZINV)»znbn 
2 + (ZTARG*DCONJG(QA(J)) + DCONJG(QC(J)) )»ZINV2C*znbn 
E N D D O 
R E T U R N 
E N D 

S U B R O U T I N E A D D E X P ( B 1 , B 2 , L 0 C E X P 1 , L 0 C E X P 2 , N T E R M E N I ) 
I N T E G E R M NTERMENI 
COMPLEX» 16 B1(0:60) ,B2(0:60) 
COMPLEX» 16 LOCEXP1 (0:NTERMENI) ,LOCEXP2(0:NTERMEN1) 
D O J = O,NTERMENI 

LOCEXP 1(J) = LOCEXP 1(J) + B1(J) 
L 0 C E X P 2 ( J ) = L 0 C E X P 2 ( J ) + B2(J) 

E N D D O 
R E T U R N 
E N D 

S U B R O U T I N E MKNBORPER(ILEV,IBOX,VECINI ,NVECINI ,XOFF.YOFF) 
REAL»8 X 0 F F ( 1 ) , Y 0 F F ( 1 ) 
INTEGER»4 N S I D E , I B 0 X , V E C I N I ( 1 ) , I L E V , N V E C I N I 
N S I D E = 2»»ILEV 
NVECINI = 1 
VECINI(NVECINI) = IBOX 
XOFF(NVECINI) = O.ODO 
YOFF(NVECINI) = O.ODO 
ILINIEB = ( I B 0 X - 1 ) / N S I D E + 1 
ICOLB = IBOX - ( ILINIEB-1)»NSIDE 
D O I = -1,1 

DO 1000 J = - 1 , 1 
IF ((I»I + J»J).EQ.O) GOTO 1000 

NVECINI = NVECINI+1 
IF ( (ICOLB+I).LT. 1) T H E N 

ICOMP = ICOLB+I+ N S I D E 
XOFF(NVECINI) = -1.DO 

ELSE IF ( ( I C 0 L B + I ) . G T . N S 1 D E ) THEN 
ICOMP = ICOLB+I- N S I D E 
XOFF(NVECINI) = l.DO 

ELSE 
ICOMP = ICOLB+1 
XOFF(NVECINI) = OODO 
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ENDIF 
1F((1L1NIEB+J)LT. 1 ) T H E N 

JCONIP = 1LINIEB+J+ N S I D E 
Y O F F ( N \ ^ C 1 N I ) = -1.DO 

ELSE IF ( (ILrNIEB+J).GT.NSrDE) THEN 
JCOMP = ILINIEB+J- N S I D E 
Y O F F ( N V E C I N I ) = l.DO 

ELSE 
JCOMP = ILlNlEB+J 
Y 0 F F ( N \ ^ C I N 1 ) = O.ODO 

ENDIF 
VECINI(NVECINI) = (JCOMP-1)*NSIDE + ICOMP 

1000 CONTINUE 
E N D D O 
RETURN 
E N D 

SUBROUTINE INTLIST(LEV,1B0X,INTACT) 
INTEGERM I B 0 X , I N T A C T ( 1 ) , L E V 
IDIM = 2»*LEV 
IMARE = 3*IDIM 
ICOL = IDIM + 1 + M 0 D ( I B 0 X - 1 , I D I M ) 
ILINIE = IDIM + 1 + ( IB0X-1) /1DIM 
N M A R E = (ILINIE - 1)*IMARE + ICOL 
I N T A C T ( l ) = N M A R E + 2 
INTACT(2) = N M A R E + 2*IMARE 
INTACT(3) = N M A R E - 2 
INTACT(4) = N M A R E - 2*IMARE 
INTACT(5) = N M A R E + IMARE + 2 
INTACT(6) = N M A R E + 2*IMARE - 1 
INTACT(7) = N M A R E - IMARE - 2 
INTACT(8) = N M A R E - 2*IMARE + 1 
INTACT(9) = N M A R E + 2»IMARE + 2 
INTACT(10)= N M A R E + 2*IMARE - 2 
INTACT(11)= N M A R E - 2*IMARE - 2 
INTACT(12)= N M A R E - 2 • I M A R E + 2 
rNTACT(13)= N M A R E + 2*IMARE + 1 
INTACT(14)= N M A R E + IMARE - 2 
INTACT(15)= N M A R E - 2*IMARE - 1 
INTACT(16)= N M A R E - IMARE + 2 
IF ( (MOD(ICOL,2) .EQ. l ) .AND.(MOD(ILINIE,2) .EQ. l ) ) THEN 

INTACT(17) = N M A R E - 2*IMARE + 3 
INTACT(18) = N M A R E + 3*IMARE + 2 
INTACT(19) = N M A R E - IMARE + 3 
INTACT(20) = N M A R E + 3*IMARE + 1 
INTACT(21) = N M A R E + 3 
INTACT(22) = N M A R E + 3*IMARE 
INTACT(23) = N M A R E + IMARE + 3 
INTACT(24) = N M A R E + 3 • I M A R E - 1 
INTACT(25) = N M A R E + 2^1MARE + 3 
INTACT(26) = N M A R E + 3 • I M A R E - 2 
INTACT(27) = N M A R E + 3 • I M A R E + 3 

ELSE IF ( (MOD(ICOL,2) .EQ. l ) .AND.(MOD(ILINIE,2) EQ.O)) THEN 
INTACT(17) = N M A R E - 3^IMARE - 2 
INTACT(18) = N M A R E - 2^IMARE + 3 
INTACT(19) = N M A R E - 3 • IMARE - 1 
INTACT(20) = N M A R E - IMARE + 3 
INTACT(21) = N M A R E - 3 • I M A R E 
INTACT(22) = N M A R E + 3 
INTACT(23) = N M A R E - 3*IMARE + 1 
INTACT(24) = NMARE + IMARE + 3 
INTACT(25) = N M A R E - 3*1MARE + 2 
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INTACT(26) = N M A R E + 2 M M A R E + 3 
1NTACT(27) = N M A R E - 3*1MARE + 3 

ELSE IF ((MOD(ICOL.2).EQ.O).AND.(N40D(ILINIE.2) .EQ.O)) T H E N 
INTACT(17) = N M A R E + 2 * I M A R E - 3 
INTACT(18) = N M A R E - 3 T M A R E - 2 
INTACT(19) = N M A R E + IMARE - 3 
INTACT(20) = N M A R E - 3•I^^ARE - 1 
INTACT(21) = N M A R E - 3 
INTACT(22) = N M A R E - 3«IMARE 
INTACT(23) = N M A R E - IMARE - 3 
INTACT(24) = N M A R E - 3*IMARE + 1 
INTACT(25) = N M A R E - 2 * I M A R E - 3 
INTACT(26) = N M A R E - 3 M M A R E + 2 
INTACT(27) = N M A R E - 3 * I M A R E - 3 

ELSE IF ((MOD(ICOL,2).EQ.O) A N D . ( M 0 D ( I L I N I E . 2 ) E Q . l ) ) T H E N 
INTACT(17) = N M A R E + 3*IMARE + 2 
INTACT(18) = N M A R E + 2»IMARE - 3 
INTACT(19) = N M A R E + 3*IMARE + 1 
INTACT(20) = N M A R E + IMARE - 3 
INTACT(21) = N M A R E + 3 * I M A R E 
INTACT(22) = N M A R E - 3 
INTACT(23) = N M A R E + 3 • I M A R E - 1 
INTACT(24) = N M A R E - IMARE - 3 
INTACT(25) = N M A R E + 3 « I M A R E - 2 
INTACT(26) = N M A R E - 2 * I M A R E - 3 
rNTACT(27) = N M A R E + 3 » I M A R E - 3 

ENDIF 
6000 FORMAT(10I5) 

R E T U R N 
E N D 

S U B R O U T I N E TRANSL(NIVEL.NMARE,IADR,ZOFF,NN) 
IMPLICIT N O N E 
C 0 M P L E X M 6 Z 0 F F ( 1 ) 
INTEGER»4 N I V E L , N M A R E ( 1 ) , I A D R ( 1 ) , N N 
I N T E G E R M IDLM, ICOL, ILINIE, IMARE, I, N B 
REAL»8 X X , Y Y 
IDIM = 2«*N1VEL 
IMARE = 3*IDIM 
D O 1 0 0 1 = l . N N 

N B = NMARE(I) 
ICOL = 1 + M 0 D ( N B - 1 , I D I M ) 
ILINIE = 1 + ( N B - I ) / I M A R E 
ILINIE = 1 + M0D(ILINIE-1 , IDIM) 

lADR(I) = (ILINIE - I )*IDIM + ICOL 
ICOL = 1 + M 0 D ( N B - 1 . I M A R E ) 
ILINIE = 1 + (NB-1) / IMARE 
X X = ( ( I C 0 L - 1 ) / I D I M - I ) 
YY = ( ( ILINIE-1) / IDIM-l ) 

Z0FF(I ) = D C M P L X ( X X , Y Y ) 
100 C O N T I N U E 

R E T U R N 
E N D 

S U B R O U T I N E ZPOWINIT(DZPOW,DZBPOW) 
IMPLICIT N O N E 
REAL*8 DZPOW(25) ,DZBPOW(24) 
DZPOW( 1 ) = 0 . 1 5 1 2 1 2 0 0 2 1 5 3 8 9 7 D + 0 0 
D Z P 0 W ( 2 ) = 0 .577303 5 3 6 5 1 8 9 5 2 D - 0 2 

DZBPOW(24) = O 126214477762726D-28 
RETURN 
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E N D 

S U B R O U T I N E M U L T A Y P E R ( M P O L E l . M P O L E 2 , L O C l , L O C 2 . N T E R M E N l . C ) 
IMPLICIT N O N E 
COMPLEXM6MPOLE1(60) .MPOLE2(60) .LOC2(0:60) ,LOC1(0:60) 
REALES C( 120 ,120) ,DZPOW(25) ,DZBPOW(24) 
INTEGERM NTERMENI.I.J 
CALL ZPOV\TNIT(DZPOW.DZBPOW0 
D O I=0,NTERMENI 

LOC 1(1) = DCMPLX(O.DO,O.DO) 
L 0 C 2 ( I ) = DCMPLX(O.DO.O.DO) 
D O J=1,NTERMEN1 

IF ( M 0 D ( I + J , 4 ) EQ. 0) T H E N 
L 0 C 1 ( I ) = L 0 C 1 ( I ) + 

1 MPOLE1 (J)*DZP0W((I+J)/4)*C(I+J,J)*(-1 ) • » J 
L 0 C 2 ( I ) = L 0 C 2 ( I ) + 

1 MP0LE2(J)*DZP0W((I+J) /4)»C(I+J.J)*(- \)**î 
ENDIF 
IF ( ((I+J).GT.4) AND. (MOD(H-J,4).EQ.3) ) THEN 

L 0 C 2 ( I ) = L 0 C 2 ( I ) + 
1 MPOLE 1 (J-1 )*DZBP0W((I+J-3) /4)»C(I+J, ! ) • ( -1 ) • » 1) 

ENDIF 
E N D D O 

E N D D O 
R E T U R N 
E N D 

SUBROUTINE DIPOLECORR(KP 1 ,MU 1 ,ZSRC,QA,NATOMI,M 1 ,M3,znbn) 
IMPLICIT N O N E 
REAL»8 KP1,MU1,PI ,S2 ,S2M3,T4,ST24 
COMPLEX* 16 ZSRC( 1 ),M 1 (1 ) ,M3( 1),MPOLE 1 (3) ,QA( 1 ),znbn( 1) 
INTEGER»4 I .NATOMI 
CALL Z V E C Z E R 0 ( M P 0 L E 1 , 3 ) 
D O I=1,NATOMI 

M P O L E l ( l ) = M P O L E l ( l ) - QA(I) 
MPOLE 1(2) = MPOLE 1(2) - QA(I)*ZSRC(I) 
M P 0 L E 1 ( 3 ) = M P 0 L E 1 ( 3 ) + QA(I)*DCONJG(ZSRC(I)) 

E N D D O 
PI = 4 . D 0 * D A T A N ( 1 . 0 D 0 ) 
S2 = PI*KP1/MU1 
T4 = 4 . 0 7 8 4 5 1 1 6 1 1 6 1 4 0 D 0 
S2M3 = (l.ODO + 2*MU1/KP1)*PI 
ST24= 2 .D0*T4-4 .D0-PI 
D O I = l . N A T O M I 

M1 (I)=M 1 (I)+DRE A L ( S 2 * ( M P 0 L E 1 ( 3 ) + M P 0 L E 1 (1 )*DCONJG(ZSRC(I)))) 
M3(I)=M3(I)-znbn(I)*S2M3 *(MPOLE 1 ( 2 ) - M P 0 L E 1 (1 )*ZSRC(I)) 
M3(I )=M3(I ) -znbn(I )*ST24*DCONJG(MPOLEl(2) -MPOLEl( l )*ZSRC(I) ) 

E N D D O 
RETURN 
E N D 

SUBROUTINE ponderi Gauss(T,W) 
IMPLICIT N O N E 
R E A L * 8 T ( 1 6 ) , W ( 1 6 ) 
T( 1 )= -0 .98940093499164993259615417D+00 

T( 16)= 0 .9894009349916499325961541TD+OO 
W( 1 )= 0 .27152459411754094851780572D-01 

W( 16)= 0 .27152459411754094851780572D-01 
RETURN 
E N D 
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S U B R O U T I N E \Vinit(W 1 lf,\V 1 rg,W21f.\V2rg) 
INtPLICIT N O N E 
COMPLEX* 16 W1 Ifl: 16),W 1 rg( 16),W21fl; 16).W2rg( 16) 
W l l f ( ! )= ( 0 . 3 8 7 6 5 5 1 9 5 9 6 0 2 5 7 1 0 8 4 4 6 1 5 3 1 3 0 + 0 0 , O.OOOOOOD+00) 

Wl l f (16 )=( 0 . 1 8 5 2 2 4 9 3 3 3 5 7 9 9 5 2 7 4 5 6 5 3 1 5 2 6 D - 0 1 , O.OOOOOOD+00) 
W l r g ( 1)=( 0 . 1 8 5 2 2 4 9 3 3 3 5 7 9 9 5 2 7 4 5 6 5 3 1 5 2 6 D - 0 1 , O.OOOOOOD+00) 

\Vlrg(16)=( 0 . 3 8 7 6 5 5 1 9 5 9 6 0 2 5 7 1 0 8 4 4 6 1 5 3 1 3 D + 0 0 , O.OOOOOOD+00) 
W21f|[ I H 0 . 2 6 5 8 6 2 3 7 6 6 7 0 8 8 5 9 5 1 2 1 4 7 4 3 7 0 D - 0 2 , O.OOOOOOD+00) 

W21f(16)=( 0 . 3 8 2 9 8 8 2 4 4 1 6 7 1 4 7 7 4 8 3 9 4 4 5 3 9 6 D - 0 1 . O.OOOOOOD+00) 
W2rg( 1)=( 0 . 3 8 2 9 8 8 2 4 4 1 6 7 1 4 7 7 4 8 3 9 4 4 5 3 9 6 D - 0 I , O.OOOOOOD+00) 

W2rg(16)=( 0 . 2 6 5 8 6 2 3 7 6 6 7 0 8 8 5 9 5 1 2 1 4 7 4 3 7 0 D - 0 2 , O.OOOOOOD+00) 
R E T U R N 
E N D 

S U B R O U T I N E Biimt(Bi) 
IMPLICIT N O N E 
REAL*8 Bi(16,16) 
Bi( 1, 1 ) = 0 . 1 3 5 7 6 2 2 9 7 0 5 8 7 7 0 4 7 4 2 5 8 9 0 2 8 6 D - 0 1 

Bi( l 6 ,16)= 0 . 3 2 7 8 1 3 0 4 8 6 3 9 6 1 7 3 9 4 1 5 5 9 7 0 5 8 D - 0 1 
RETURN 
E N D 

S U B R O U T I N E diffinit(difî) 
IMPLICIT N O N E 
REAL*8 diffi;i6,16) 
diffţ 1, 1 )= -0 .4692264044219315642976410 l D + 0 2 

difi( 16,16)= 0 . 4 6 9 2 2 6 4 0 4 4 2 1 9 3 1 5 6 4 2 9 7 6 4 1 0 1 D-K)2 
R E T U R N 
E N D 
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CERCETĂRI, VERIFICĂRI ŞI VALIDĂRI EXPERIMENTALE 

§ 5.1. ELEMENTE DE FOTOELASTICIMETRIE 

Cercetarea experimentală a stărilor de tensiune şi deformaţie în solide elastice solicitate 
este tot atât de veche ca şi teoria, sau poate chiar mai veche. Astăzi sunt puse la punct numeroase 
metode, dintre care amintesc: 

• metode de măsurare electrice, folosind: 
traductori rezistivi (mărci tensometrice) 
traductori inductivi 
traductori capacitivi 
traductori piezoelectrici, etc. 

• metode de măsurare mecanice, utilizând tot felul de extensomeîre cu amplificare 
mecanică sau optică etc. Acestea se folosesc în special la aşa-numitele Jncercări de 
materiale'" pentru determinarea caracteristicilor mecanice de rezistenţă, elasticitate şi 
plasticitate (£',G, v,0-10,0-0.02^^r^^lo^^^^tc.)-v. STAS . 

• metode de modelare electrică, fotoelastică etc. 
Mă voi ocupa în continuare cu metoda fotoelastică (m.f.) prin transparenţă şi voi reda, 

foarte sumar, elementele definitorii, pe baza unei bibliografii suficient de bogată. Voi aminti 
cărţile clasice de domeniu: N. lOSIPESCU [SB39], HETENYl M. [SB41], D.R.MOCANU 
[SB31], M.M. FROCHT [SB40], E. GHITA [G16], E.ALĂMOREANU [AlO], şi lucrările 
ştiinţifice: BUGA [SB25], [SB26], [SB27], N.ILIESCU [SB28], [SB29], [SB30], HAJDU I. 
[H6], DOBRE I. [D19], PĂSTRĂV I. [SB42]. 

Metoda fotoelastică se bazează pe observaţia fundamentală că starea de tensiune în cazul 
unei probleme plane de solicitare nu depinde de constantele elastice de material. într-adevăr, 
dacă urmărim ecuaţiile de echilibru de la starea plană (2.1.3.1) constatăm că în structura lor nu 
apar constante de material. 

Pornind de la această observaţie s-a imaginat o metodă de investigaţie experimentală, 
care permite vizualizarea stării de tensiune reale pe un model construit dintr-un material optic 
activ care manifestă fenomenul de birefringenţă accidentală. 

Ca metodă de lucru, fotoelasticitatea, se bazează pe determinarea unor efecte optice (a 
diferenţei de drum optic) care se produc la trecerea luminii polarizate prin medii birefringente 
solicitate mecanic. . . . . 

In dezvoltarea acestei teme există o serie de fenomene specifice cu denumiri mai puţm 
uzuale, pe care numai le voi aminti în continuare: 

• Fenomenul de birefringenţă (dublă refi-acţie). Raza de lumină, la trecerea prin anumite 
cristale transparente, suferă un fenomen de dublă refracţie. Astfel, raza refractată are 
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două compone/?/e; una ordinară, care ascultă de legile clasice ale lui Snellius-Descartes 
(sin i sin r n = const.), şi alta extraordinară, care nu mai ascultă de aceste legi. 

Fenomenul de birefringenţă accidentală. Sunt unele materiale transparente numite ,,optic 
active'\ care manifestă proprietăţi de birefringenţă numai când sunt solicitate mecanic 
(de aici denumirea de .MccidentaV' ) - Brewster 1816 - Acestea fac parte din clasa 
răşinilor epoxidice. Exemplu: Araldit, Dinox, Rompoxid, Plexiglas etc. 

Polarizarea luminii. Circumscris teoriei ondulatorii a luminii ne putem imagina raza 
luminoasă ca o undă electromagnetică de înaltă frecvenţă în care vectorul intensitate al 
câmpului electric (numit şi vectorul lumină) oscilează într-un plan perpendicular pe 
direcţia de propagare, schimbându-şi periodic mărimea şi direcţia. 

Lumină polarizată plan - se caracterizează prin faptul că vectorul lumină vibrează într-un 
singur plan care trece prin direcţia de propagare a luminii şi este perpendicular faţă de 
planul de {X)larizare (v. Fig.5.1.1). 

Polarizor 

polarizare 

Fig. 5.1.1 

Polariscopul cu lumină polarizată plan este alcătuit dintr-o sursă de lumină albă sau 
monocromatică şi două lame polarizante (sau polaroizi^) având planele de polarizare 
orientate pe direcţii perpendiculare (v. Fig. 5.1.2). Prima lamă aşezată în apropierea sursei 
de lumină poartă numele de polarizor, iar cealaltă de analizor. 

Aparat 
fotografic 

Plan de 
polarizare 

Modei 
fotoelastic 

Fig. 5.1.2 

• Legile fotoelasticităţii. S-au stabilit experimental două legi specifice. 

I. Legea calitativă: axele de birefringenţă accidentală coincid cu direcţiile principale ale stării 
de tensiune din punctul considerat al modelului solicitat. 

^ Un polaroid este format dintr-un strat subţire de material plastic transparent, cum este nitroceluloza sau celuloidul 
impregnat cu cristale microscopice de hurapatită fixate într-un câmp electric intens care face ca axele lor optice să 
fie paralele. 
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II. Legea cantitativă (sau legea efortului optic formulată de Maxwell): diferenţa indicilor de 
refracţie pe direcţiile principale este proporţională cu diferenţa tensiunilor normale 
principale: 

,7, - / 7 2 = - G i ) ( 5 . 1 . 1 ) 

Expresia precedentă se mai scrie: 

cr, - c r 2 = ( 5 . 1 . 2 ) 

unde f]j se numeşte constanta fotoelastică de efort a modelului, se exprimă în MPa/franje şi 
se determină experimental. în limbaj curent se mai numeşte ,, valoarea benzii"; 

N = 0,1,2,3, se numeşte ordinul de bandă (.,ordinul benzii" ) 

• Izocline şi izocromate. Dacă modelul nu este solicitat şi este privit prin analizor când 
acesta are planul său de polarizare perpendicular pe planul de polarizare al primului 
polarizor, ecranul apare neluminat (stins, întunecat). în cazul când modelul este solicitat 
mecanic starea de tensiune a acestuia variază - în general - de la un punct la altul, ceea 
ce face ca şi proprietăţile optice ale materialului modelului să fie diferite în diferite 
puncte. în acest caz, privind modelul prin analizor, pe suprafaţa lui apar o serie de puncte 
şi benzi întunecate, alternând cu benzi luminoase. Astfel, dacă într-un punct al modelului 
diferenţa tensiunilor normale principale este nulă, acolo nu apare birefringenţă, deci 
imaginea pe ecran a acestui punct va fi întunecată. De asemenea, pe suprafaţa modelului 
apare o familie de franje întunecate numite izocromate, care reprezintă locul geometric 
al punctelor în care diferenţa tensiunilor normale principale (cr, - cr )̂ este constantă (şi 
minimă). Folosind această familie de franje se determină valorile tensiunilor principale în 
orice punct de pe suprafaţa modelului. 

Pe lângă izocromate, pe suprafaţa modelului mai apare însă o familie de franje 
întunecate care se numesc izocline şi care reprezintă locul geometric al punctelor în care 
direcţiile tensiunilor normale principale cT] şi <J2, coincid cu direcţiile de polarizare ale 
polarizorului, respectiv analizorului. Rotind simultan polarizorul şi analizorul astfel încât 
planele lor de polarizare să rămână perpendiculare, se obţin familii de izocline de diferiţi 
parametri unghiulari, cu care se determină direcţiile tensiunilor principale din orice punct 
de pe suprafaţa modelului. 

Se observă că în cazul polariscopului cu lumină polarizată plan, pe suprafaţa 
modelului se suprapun cele două familii de franje, izoclinele şi izocromatele. Uneori 
acestea sunt greu de identificat, şi în asemenea cazuri, în locul luminii monocromatice se 
foloseşte lumina albă, care face ca izocromatele să apară colorate. 

• Eliminarea izoclinelor. Lumina polarizată circular 
Pentru stabilirea cât mai exactă a traseului franjelor izocromatice în scopul 

determinării diferenţelor (orj -0-2) , modelul fotoelastic este examinat într-un polariscop 
cu lumină polarizată circular, unde franjele izocline sunt eliminate prin efectele optice 
care au loc. Acest lucru se poate realiza introducând în plus două componente optice 
numite „lame sfert de undă", care sunt formate din folii subţiri transparente dintr-un 
material cu birefringenţă permanentă. Ele sunt aşezate ca în Fig. 5.1.3. Efectul de 
birefringenţă permanentă se obţine printr-o pretensionare controlată astfel încât să rezulte 
o diferenţă de drum de /1/4. Se demonstrează că în felul acesta pe suprafaţa modelului 
apar numai izocromatele. 
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Axe optice 
principale 

Plan de 
polarizare 

Dir 02 
Axe optice 
principale 

Aparat 
fotografic 

Lamă sfert 
de undă 1 

Plan de 
An^izor Polarizare 

Lamă sfert 
de undă 2 

Model 
fotoelastic 

Fig. 5.1.2 
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§5.2. PRELUCRAREA DATELOR FOTOELASTICE 

5.2.1. Etalonarea materialului fotoelastic. Ordinul şi valoarea benzii 

într-o tehnică experimentală care la ora actuală este bine pusă la punct, problema 
esenţială este legată de prelucrarea imaginilor fotoelastice în special în cazul problemelor din 
mecanica ruperilor când numărul franjelor de la vârful fisurii este mic. 

Cercetarea experimentală se începe cu ^x'tulonarca (sau calihrurea) materialului 
fotoelastic utilizaf\ prin determinarea valorii benzii. 

Eu am folosit o răşină DINOX 01 OP turnată în plăci 210x70 mm, cu grosimea de 6mm şi 
ca întăritor trietilentetramina. Am folosit de asemenea ca substanţă de bază şi ROMPOXID. 

Calcularea tensiunilor normale principale în diferite puncte ale modelului necesită 
determinarea în prealabil a creşterii de tensiune între două izocromate vecine: 

(5.2.1) 

Exprimând diferenţa de drum optim în funcţie de lungimea de undă ^ = , se obţine: 

kĂ = J ' D ( a , - a , ) (5.2.2) 

Se vede de aici că pe suprafaţa modelului vor fi întunecate acele puncte (izocromate) 

pentru care k=0,1,2,3,.... Zonele luminoase corespund la k = ... 

Valoarea întreagă a factorului k relativă la o anumită bandă întunecată, reprezintă ordinul 
benzii. Zonele întunecate cărora le aparţine valoarea = O, în care deci cTj - cr̂  = O, sunt de 
regulă zone punctiforme şi se numesc puncte izotrope. 

Mărimea 

1 
f a - ciD 

(5.2.3) 

compresiune -^întindere 

4 

.3 

1 0 
1 

2 
3 

4 

Fig. 5.2.1 

egală cu variaţia diferenţei {â  - c f i ) ^^^^ ordinul 
benzii variază cu o unitate se numeşte valoarea 
benzii. 

Cunoaşterea valorii benzii este un element 
fundamental pentru acurateţea măsurătorilor 
fotoelastice. Ea se determină pe modele cu o stare 
de tensiune cunoscută. în laboratorul de 
Rezistenţa materialelor, se consideră drept model 
o grindă de acţiune dreptunghiulară solicitată la 
încovoiere pură [H6]. 

Deoarece (J2 = O, rezultă că fiecare 
izocromată este locul geometric al punctelor cu 
(Ti =const. în axa geometrică având (T^^O, 
ordinal acestei izocromate este k = 0. Pornind de 
la această bandă izocromatele se numerotează 
spre fibrele extreme k= 1, 2, 3, etc. (v. Fig. 5.2.1). 
Dacă se cunosc momentul încovoietor M 
dimensiunile grinzii h x d, avem: 
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M. 
max AiPa] unde W^ = 

dh' 
(5.2.4) 

Atunci, dacă în fibra extremă ordinul benzii este de = 4, valoarea benzii va fi: 

(Jr 
fa = 

max (5.2.5) 

Dacă modelul are o altă grosime decât epruveta de etalonare, valoarea benzii se modifică 
în raportul grosimilor: 

d* 
fa = fo (5.2.6) 

5.2.2. Calculul tensiunilor principale din imaginile fotoelastice 

Din cele prezentate rezultă că din înregistrările făcute la încercarea modelelor 
transparente se pot determina direcţiile principale cu ajutorul izoclinelor şi diferenţa tensiunilor 
principale {â  - a ^ ) cu ajutorul izocromatelor. Dar cunoaşterea stării de tensiune dintr-un punct 
al modelului înseamnă de fapt determinarea valorilor individuale crjşi cjj ale tensiunilor 
principale din acel punct. Cu excepţia contururilor neîncărcate, în lungul cărora se pot determina 
tensiunile principale direct din determinările fotoelastice, separarea tensiunilor principale se 
face fie utilizând ecuaţiile diferenţiale de echilibru, fie alte metode auxiliare prin care se 
detemină suma tensiunilor principale (o-, + cr,). 

a) Calculul tensiunilor pe conturul neîncărcat al modelului 

în general, tensiunile maxime apar în zonele din apropierea conturului, chiar în cazul 
pieselor cu concentratori. De aceea problema principală a metodei fotoelastice este determinarea 
tensiunilor în lungul conturului, respectiv trasarea curbei de variaţie a tensiunilor pe conturul 
neîncărcat; aceasta se rezolvă cu uşurinţă cu ajutorul izocromatelor. 

Să considerăm o placă aflată într-o stare 
plană de tensiune şi un element de volum care are 
una din feţe făcând parte din contur; pe această 
faţă tensiunile sunt nule cr̂ , = (J2 = O; 

r̂ jj. = r = O. Rezultă că feţele acestui element 
sunt plane principale, iar valoarea diferenţei 
(cr, - CTj) corespunzătoare izocromatei care 
intersectează conturul în acel punct este chiar 
valoarea tensiunii normale principale <7i 
orientată după direcţia tangentei la contur. De 
exemplu în punctul i (Fig. 5.2.2) în care conturul 
este intersectat de izocromata cu ordinul k ^ 3>, 

vanaţia 
tensiunilor 
pe contur 

contur 
liber 

izocromate 

Fig. 5.2.2 

tensiunea ctj din acel punct este: 

(5.2.7) 

Problema separării tensiunilor este larg prezentată în literatură, în special prin lucrările 
d-lui prof dr.ing. N. ILIESCU. Voi aminti numai câteva metode prezentate în [SB31] şi [AlO]: 

• integrarea ecuaţiilor diferenţiale de echilibru [SB31 ] p.338; 
• metoda incidenţei oblice [AlO] p.444; 
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metoda diferenţei tensiunilor tangenţiale [SBl] p.339; 
metoda Frocht (numită şi ,,RAPID"); 
metoda de integrare de-a lungul unei izostatice (FILON); 
metoda de integrare de-a lungul unei izostatice folosind unghiul dintre izocline şi 

izostatice; 
a doua metodă de integrare în lungul unei izostatice; 
metode mixte; furnizarea unor informaţii suplimentare prin alte metode, cum ar fi: 

- metoda locurilor casante 
metoda reţelelor 

- utilizarea extensometrelor laterale 
- metode numerice 
- analogia electrică 
- analogia electrooptică 
- metoda Moire 
- interferometria holografică 

§ 5.3. FOTOELASTICIMETRIA APLICA TA IN MECANICA RUPERII 

Folosind fotoelasticimetria în Mecanica ruperii se urmăreşte în special determinarea 
factorului de intensitate a tensiunilor, pe lângă cunoaşterea câmpului de tensiuni şi deplasări din 
vecinătatea fisurilor. Problema cea mai modernă este determinarea factorilor K dintr-o singură 
izocromată deoarece datorită gradientului mare de variaţie a tensiunilor în zona vârfului fisurii, 
numărul de izocromate este mic. O prezentare destul de completă a acestei probleme este făcută 
de L.MARŞAVINA în cartea [G17] (cap.V). Dintre lucrările modeme care nu se găsesc în 
sinteza din [G17] voi aminti o parte, de care mă voi ocupa în continuare. 

• CHEN ZENGTAO [Z4] [Z5]/1995; CHEN FENG [C28]/1997; LI XIAN-FANG 
[L22]/1998. 
După anii apariţiei se vede că acestea sunt printre ultimele publicaţii în domeniu. 
După cum se afirmă în [G17], se pare că primele încercări experimentale fotoelastice 

pentru determinarea parametrilor de mecanica ruperii au fost făcute de POST şi WELLS în 
1950. Cele mai celebre lucrări sunt însă cele ale lui IR WIN [19], care lansează metodele 
biparametrice, despre care Chen Zengato [Z4] scrie: „ de la apariţia faimoasei proceduri cu doi 
parametrii a lui Irwin\ Dar sunt de amintit şi metoda BRADLEY-KOBAYASHl, metoda 
SCHROEDEL-SMITH, alte două metode ale lui C.W. SMITH. Voi prezenta pe scurt, pentru 
unitatea temei, prima parte după [G17]. 

5.3.1. Metoda biparametrică a lui IRWIN 

Toate metodele pe care le voi prezenta în continuare pleacă de la expresiile tensiunilor, în 
coordonate polare din zona vârfului fisurii, pentru încărcări monoaxiale. 

K, e 

K, e 

K. . e e 
r„, = sin—cos— 

. e . 1-sin—sm— 

• . O . 3e^ 
1 +sin—sin — 

2 2 

'xy 
30 

cos-oiii vv/o y^KJj 
- V & 2 2 2 

(5.3.1.1) 
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Pe lângă parametrul necunoscut Ki, Irwin mai introduce în expresia cr^o tensiune 
nesingulară care se constituie ca al doilea parametru necunoscut, astfel că prima relaţie din 
(5.3.1.1) se scrie: 

f^xc = 
Kj G 
, cos — 

2 
, . e . w 
1 - s m — s m — 

2 2 
-ar XX (5.3.1.2) 

Dar tensiunea tangenţială minimă în starea plană este dată de relaţii bine cunoscute: 

(5.3.1.3) ma\ 
2 
xy 

Introducând (5.3.1.1), (5.3.1.2) în (5.3.1.3) obţinem: 

1 
ma\ 

K\ 
2m- - J l n r 2 

(5.3.1.4) 

izocromată 
W = c o n s t . 

Din geometria izocromatei se poate 
considera că există un punct A (Fig.5.3.1.1) în 
care franja are un extrem; poziţia punctului A este 
dată de coordonatele şi cu originea în 
vârful fisurii. Aceste mărimi le aproximăm prin 
măsurare directă pe franj e - moment în care se 
introduc erorile. Pe de altă parte dacă punctul A 
este un punct de extrem trebuie ca: 

a r . 
Fig. 5.3.1.1 

•max 

dO 
= 0 

,0 _ f^i 

Se obţine: 

sin cos 
30 3 2)0 

cos 0„ sin — + - sin 0„ cos —^ 

Din ultimele două ecuaţii se determină parametrii necunoscuţi: 

COS 
3^, m 

1/2 

(5.3.1.5) 

(5.3.1.6) 

A / = 
m 

s i n ^ , m 
1 + 

1 / 2 
2tg 

30. m 

1 + 
m 

Pe de altă parte, din măsurătoare directă: 

^max 2 2 

unde k - ordinul benzii 
f f j - constanta fotoelastică a materialului (valoarea benzii) 
Comentarii şi alte detalii în [G17]. 

(5.3.1.7) 

(5.3.1.8) 
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5.3.2. Metoda BRADLEY-KOBAYASHI 

în prima parte poate fi privită ca un caz particular al metodei IRWIN deoarece alege 

o X (T^. = acT = a 
•J. 

(5.3.2.1) 
m 

şi ajunge la aceiaşi expresie pentru Ki (5.3.17). 

în partea a doua cei doi autori propun folosirea a două franje izocromate. Scriind 
ecuaţia (5.3.1.4) în care am introdus (5.3.2.1) pentru fiecare franje şi făcând diferenţa lor, se 
obţine: 

Kj = 

unde 

/, = sin" ^ + 2 a 
V 

2r, . . . 3^ 2r,a-
— sm^sin — + —•— 
a a 

1/2 

/ = 1,2 

Comparativ cu Irwin rezultatele sunt îmbunătăţite. 

5.3.3. Metoda SCHROEDEL-SMITH 

y 

Fig. 5.3.3.1 

Este tot o variantă biparametrică 
după Irwin, cu deosebirea că utilizează 
măsurătorile făcute pe o direcţie perpendiculară 
pe direcţia fisurii, adică pentru 6 = 90" (v. Fig. 
5.3.3.1). Atunci relaţia (5.3.1.4) se scrie: 

• ma.\ 
KI KJ(7^ 

27ir ^ TU- k - F 
(5.3.3.1) 

Privind această relaţie ca o ecuaţie de 
gradul II în KJ se obţine (rădăcina pozitivă): 

ST ma.\ 

1/2 
- C T XX (5.3.3.2) 

Dacă se neglijează ^ faţă de (sr^ax ) - soluţia Smith - se obţine: 

De aici încolo se utilizează tehnica Bradley-Kobayashi a celor două izocromate; făcând 
determinări ale factorului de intensitate a tensiunii Ki pentru toate combinaţiile posibile ale 
perechilor de izocromate care apar pe modele în urma solicitării, se obţne un set de valori Ki(,j) 
care apoi este supus unei prelucrări statistice. 
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5.3.4. Un nou algoritm C.W. SMITH 

Exprimă tensiunea tangenţială maximă scrisă pentru O = 90"" (5.3.3.1) sub forma: 

^max 
Vs 

(5.3.4.1) 

unde (To/Vs ./actorul de influenţă al lui Smit/r arată influenţa tensiunii nesingulare asupra 
tensiunii tangenţiale maxime. 

Autorul defineşte apoi un factor de intensitate a tensiunilor aparent 

^ap = W (5.3.4.2) 

Ecuaţia (5.3.4.1) o transformă şi devine: 

k 'ap 
(Tyfm cr-Jm 

k ^ ^ \ l / 2 r 
(5.3.4.3) 

unde: 
cr - tensiunea efectivă de încărcare a modelului; 
a - lungimea fisurii (pentru fisuri marginale) sau semilungimea fisurii (pentru fisuri 

înglobate în corp). 

Reprezentând grafic relaţia (5.3.4.3): k ^ p / a j m ~ s® obţine o dreaptă cu panta 

cTo / cr; extrapolând această dreaptă pentru 

Alte comentarii în [G17] / p.l32. 

\ l 2 r 
O se obţine A'/. 

5.3.5. Metoda SMITH pentru modul mixt (I+II) de deplasare a flancurilor 
fîsurii 

Utilizând soluţia aproximativă a lui Irwin pentru tensiunile nesingulare crfj, expresia 
condensată a câmpului de tensiuni în vecinătatea vârfului fisurii, este după Smith: 

K K 

unde: 
F I I . - funcţii de unghiul 9, date de soluţia Irwin; 

a l - componentele nesingulare ale câmpului de tensiune. 

Calculele sunt similare cu cele precedente şi se exprimă: 
A 

max 
4~r 

B 

unde: 

= U 
8;r 

{K, sin O + 2Kji cosOf + (Ku sin o f 
1/2 

(5.3.5.1) 

(5.3.5.2) 

(5.3.5.3) 
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Fig. 5.3.5.1 

H = /^{cr'j} - un termen care ţine cont 
de tensiunea nesingulară, care conduce atât la 
rotirea cât şi la modificarea excentricităţii 
franjelor izocromate (v. Fig. 5.3.5.1), încărcarea 
după modul II conduce la înclinarea axei 
izocromatei faţă de planul fisurii, iar împreună cu 
efectul tensiunii nesingulare cr," conduc la 
obţinerea unor izocromate care Ia acelaşi ordin de 
bandă k au dimensiuni diferite de o parte şi de 
alta a planului fisurii. Detalii privind aplicarea 
acestei metode în [G17]. 

5.3.6. Metodele lui CHEN ZENGTAO şi WANG DUO 

5.3.6.1. Prima metodă CHEN ZENGTAO 

în principiu, aşa cum se va vedea Ia sfârşit, metodele nu sunt fundamental diferite între 
ele, deşi autorii lor susţin contrariul (v. [Z4], [Z5])/1984, 1995. 

Autorii pleacă de la ideea că în dezvoltarea în serie a câmpului de tensiuni la vârful 
fisurii, trebuie luaţi în considerare primii trei termeni, obţinând astfel un domeniu mult mai 
consistent de date. 

Utilizând ideile din lucrările lui WILLIAMS [W18], [WI9], [W20], câmpul de tensiuni la 
vârful fisurii se poate scrie (în coordonate polare sub forma: 

unde 

_ i 1 

unde: 
(Tij - tensorul tensiunilor; 

dj^j - simbolul Kronecker; 

fij{0)',gij(0) - funcţii cunoscute de 6. 

Ştim de asemenea că: 

r ^ = ^max 
^xx - ^yy + r 

Introducând (5.3.6.1) în (5.3.6.2) găsim: 

1 1 

/2 =16/12-8^2 sin <9 

Pe de altă parte, pe baza legii efortului optic avem: 

A r̂ 2 sm 3 A r ^ sin — 
' 2 ^ 2 

(5.3.6.1) 

(5.3.6.2) 

(5.3.6.3) 

(5.3.6.4) 

(5.3.6.5) 
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max 
f(T-k 

Id 
(5.3.6.6) 

unde 
- valoarea benzii 

k - ordinul benzii 
c / - grosimea plăcii de probă 

înlocuind ultimele relaţii în (5.3.6.3) obţinem: 

+9A^r -6A^A2COsd)+ \6Aj -SAj r 2 sin ^f/1, sin — - 3 ^ 3 s i n -

Sub formă implicită, ecuaţia (5.3.6.7) se scrie: 

f,(A^,A2,A^)=0, / = 1,2,3 

(5.3.6.7) 

(5.3.6.8) 

Ecuaţia (5.3.6.7) este evident o ecuaţie neliniară în Aj (/=1,2,3). Vom selecta trei puncte 
pe o izocromată şi vom înlocui coordonatele lor (rf„,Om)i (5.3.6.8) şi vom obţine un sistem 
neliniar din care putem determina necunoscultele Ai, A2, A3. Rezultă atunci factorul de 
intensitate a tensiunilor: 

Ki = hmayy 
r-^0 

-JItjt = ^ÎJÎA] (5.3.6.9) 

5.3.6.2. Prima metodă a lui CHEN ZENGTAO îmbunătătită 

Fig. 5.3.6.1 

' m = cos e„ - /"o cos f + sin 0„ - Tq sin Oq ) 

0 ^ ^ -1 / - „ s i n ^ ^ - r o s i n ^ o 

Porneşte de la ideea că în mod 
practic localizarea vârfului fisurii nu poate fi 
făcută cu eroare acceptabilă. De aceea se alege ca 
origine a sistemului de axe, în locul vârfului 
fisurii, un punct oarecare din planul probei (v. 
Fig. 5.3.6.1). Faţă de noul sistem de axe, 
coordonatele punctului de extrem de pe 
izocromată {r„„0„) sunt: 

1 

(5.3.6.10) 

(5.3.6.11) 
r„cos0„ -rocos^o 

Se iau coordonatele vârfului fisurii (fc,^,)) ca necunoscute şi se dezvoltă funcţiile 
(5.3.6.8) în serie Taylor. 

df^ 
( / U = ( / ; ) - ^ ( M l - I f ( M l - ^ ( M l ^ ^ (A .o l^ dA 1) 

/ \ 

( A ^ o l 

(5.3.6.12) 
Precizia este satisfăcută dacă (y^l^., = O, atunci din (5.3.6.12) se obţine: 

j.^X = -F (5.3.6.13) 
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unde 

J = 

dfi dfi df] 
^A^ dAj dAj aro 

Sfi dfl dfi dfi dfi 
dAi dA2 dA^ drQ dd. 

dfrr, dfm dfm 

(5.3.6.14) 

dAj dA2 Bkq BOQ 

XY = {AA^ AAj A/I3 Aro AO^f 

F = h h - f J 

(5.3.6.15) 

(5.3.6.16) 

Elementele matricii J sunt: 

cAi 

df 

2 

dA, 
= - 8 sin <9. 

- 3(9 " 
+ 3 2 / 1 . 

ş.a.m.d. (v.[Z4]) 

5.3.6.3. A doua metodă a lui CHEN ZENGTAO (Z51/1995 

Autorul susţine că în toate metodele prezentate până acum stabilirea coordonatelor 
vârfului fisurii este o operaţie care introduce erori mari. Pentru a evita această sursă de erori 
autorul prezintă metodologia de transformare a relaţiilor fundamentale pe baza căruia determină 
factorul de intensitate a tensiunlor K[ din diametrul maxim al izocromatei din jurul vârfului 
fisurii care este simetrică faţă de linia fisurii (v. Fig. 5.3.6.2). 

b) 

Fig. 5.3.6.2 

Câmpul de tensiuni în apropierea vârfului fisurii, pentru modul I este cunoscut şi a fost 
prelucrat la metoda lui Irwin, unde am stabilit: 

tnax , .-COS—sm— = 
^ 2 2 2 

(5.3.6.17) 
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De aici rezultă: 
_ Kj sm^e 

(5.3.6.18) 

In cazul modului I, izocromatele sunt distribuite simetric faţă de axa fisurii, astfel că 
diametrul buclei se poate scrie: 

(5.3.6.19) 
unde 

> max • ^ste ordonata maximă a punctelor buclei izocromatei; ea se poate determina din 
următorul sistem de ecuaţii: 

V = r s i n ^ = 
Kj sxn^e 

de 
= 0; <0 

(5.3.6.20) 

Se obţine: 

de unde 

2K\ 

iTdc^fl 

G 
m (5.3.6.21) 

In felul acesta factorul de identitate a tensiunilor Kj poate fi determinat prin simpla 
măsurare a diametrului maxim al izocromatelor. 

Prin tehnici de holografie autorul determină şi suma tensiunilor normale principale (v. 
Fig.5.3.6.2b)). 

5.3.7. Metoda CHEN FENG; SUN ZONQI; XU JICHENG [C28]/1997 

Urmează aceiaşi cale ca şi ultima metodă prezentată şi scrie: 

y A 
max ^mav — I ~ ^O 

2 7 1 Ttr 

= > r = 

M^af 

(5.3.7.1) 

(5.3.7.2) 

Fig. 5.3.7.1 

Din conjuncţia relaţiilor precedente obţinem: 

De aici începe o nouă prelucrare a 
rezultatelor obţinute; se calculează lungimea unui 
arc infinitezimal de pe o izocromată (dS) - v. Fig. 
5.3.7.1 

d S ^ i r ^ r ' f ^ d e (5.3.7.3) 

K] = Vl + 3 c o s ^ - J c o s ( 9 (5.3.7.4) 
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Integrând această relaţie pentru 0 = 0 până Ia O = k , vom avea: 

iiS = KJ 
o S ^ i k f , f 

y 3 + 0 , 5 I n ( V 3 + 2 ) 

De aici rezultă: 

V i T o J i n ţ V s T ă ) 
Dacă vom nota: 

a = 
_V3+0,5In(V3+2) 

1 2 

= 1,50872 

(5.3.7.5) 

(5.3.7.6) 

(5.3.7.7) 

(5.3.7.8) 

atunci expresia Iui Ki este deosebit de simplă: 

unde: 
S - lungimea buclei izocromatei între 0 = 0 şi O = n:. 
Tragem de aici concluzia că factorul de intensitate a tensiunilor K/ este direct 

proporţional cu -Js - mărimea care se măsoară pe imaginea fotoelastică. 

5.3.8. Metoda LI XIAN-FANG şi FAN TIAN-YOU (L221/1998 

Autorii demonstrează că pentru a determina factorii de intensitate a tensiunilor pentru 
modul I şi II singura informaţie de care am nevoie este aria buclei izocromatei de margine. Voi 
reda sumar această demonstraţie după [L 22]. 

Se cunosc relaţiile (v. Cap.2) (scrise cu greşeli în [L22]: 

Kj O 
r — c o s — 

• V & 2 

K, O 
cos— 

;zr 2 

r , . 0 . 3o^ 
1-sm—sm— 

2 2 
, . O . 20 
1 + sm—sm — 2 2 

Kjj . O 
r-ii-sm — 

• J l ^ 2 

O 30 
2 +cos—cos— 2 2 

Kn . O O 30 
+ , ' sm—cos—cos— 

2 2 2 
j . O O 30 Kfi O 

T ^ = - p ^ s m — C O S — C O S — + — F ^ c o s — ^ - - -'.Tir 42 Tir 
• . O . 30 
1-sm—sm — 

2 2 

(5.3.8.1) 

Dar: 

n T a/(a:/ sin O + IKu cosOf + iK,, sin of 

-Jznr 

De aici: 

_ ( K j sin O + 2Kjj cos Of + { K j j sin of 

M k f a f 

(5.3.8.2) 

(5.3.8.3) 

De aici putem calcula aria Ak din interiorul unei franje izocromate marginale de ordinul k: 

Au = 
\ 1 I 
2 32;r 

. ^ ^4 

¥c 
( 3 / : / + 3 0 / : / / : / ; + 5 9 / : / / ) (5.3.8.4) 

\"-J a J 
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Pentru o fisură în modul I pur ( AT// = O ) sau numai pentru modul II ( AT/ = O ) relaţia 
precedentă se poate scrie: 

{Kjj) = a c - k - f ^ unde a^, = 
1/32;r/3 = 2,4060 (mod ul l) ( 5 3 3 5 ) 

1/32^759 = 1,1425 (modul II) 

Pentru a elimina erorile introduse de stabilirea ordinului benzii k şi de mărimea ariei Ak, 
se fac aceleaşi calcule pentru două franje diferite: k şi k^ m şi se obţine: 

^ ^ (5.3.8.6) 

de unde: 

K = m a j ^ f p (5.3.8.7) 

în particular pentru două izocromate alăturate (/w=l) rezultă: 

Avantajul metodei este faptul că valorile K sunt destul de stabile şi foarte apropiate de 
cele teoretice. 
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5.4. OBSERVAŢII ASUPRA PROBLEMEI TEST NR. I. GOLUL CIRCULAR 
ÎNTR-O PLA TBANDĂ DE DIMENSIUNI FINITE SOLICITA TA LA 
TRACŢIUNE. 

Problema golului circular în planul infinit, sau aşa-numita problemă Kirsch, am tratat-o 
în Cap. 2, la problemele test. Dar, spre surprinderea mea, am întâlnit destul de frecvent ideea, 
chiar printre specialişti, că tensiunea maximă care apare într-o placă sau într-o platbandă cu gol 
circular, solicitată la tracţiune de tensiunea p, este 2>p. Nu am găsit în nici o carte de rezistenţa 
materialelor, de organe de maşini, sau de teoria elasticităţii, expusă situaţia platbenzii de 
dimensiuni finite cu gol circular. Numai în SAVIN [SB24] am găsit indicaţii în acest sens, 
arătând că tensiunea maximă depinde de raportul dintre diametrul orificiului şi lăţimea 
platbenzii; când acest raport este de 0.5, tensiunea maximă este de 4.32/?. Mă voi ocupa în 
continuare de această problemă. 

Fie platbanda de lăţime 2b cu gaura centrală de diametru 2a{a < b). Vom raporta toate 
dimensiunile la semilăţimea benzii {b), 
introducând coordonatele adimensionale: 

(5.4.1) c y 

a 

Fig. 5.4.1 

şi vom nota A = — . 
b 

în afară de coordonatele carteziene vom 
folosi şi coordonatele polare {p,0) . 

x = rcos0\ y=^rs\r\0, p = — 
b 

Aşa cum se ştie, problema constă în determinarea funcţiei biarmonice ^/(.r,y)« U(^,r]) 
care satisface ecuaţia: 

şi condiţiile la limită: 

• pe conturul neîncărcat al benzii, adică \di y = ±b (sau 7 = ±l ) avem: 

1 d ^ U 

(5.4.2) 

= 0 

1 d ^ U 

b^ d^dri 
= 0 

(5.4.3) 

• pe conturul orificiului (adică la p = A) avem: 

^pe = 0 

1 dhl 
+ 

1 dU 

p dp 
= 0 

1 a 

b^ dp 

1 dlJ 
^pdO 

= 0 

(5.4.4) 

dacă banda are lungime infinită, adică dacă jc = ^Zj ^ 00 avem: 
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<7, = p 

(7=0 

1 d ^ U 

<=> < cr,. = 

y dîj 

1 d ^ U 

= P 

= 0 (5.4.5) 

^xv = -
1 dhl 

= 0 
b^ d^drj 

Vom considera pentru funcţia U(4,f]) o dezvoltare în serie de forma: 

(5.4.6) 

Termenii acestei serii sunt funcţii hiarmonice, care trebuie să satisfacă anumite condiţii: 

• funcţia (5A7) 

trebuie să satisfacă condiţia la infinit (5.4.5) şi pe conturul orificiului (5.4.4), dar nu trebuie să 
satisfacă condiţia pe marginea liberă a benzii. Altfel spus funcţia reprezintă soluţia 
problemei planului infinit slăbit cu un orificiu rotund ţi solicitat la tracţiune de forţe uniform 
distribuite p paralele cu axa Ox. Aceasta este soluţia cunoscută de la problema test nr.I. 

2Ă -—T-p cos 
/ 

(5.4.8) 

De obicei, pentru o utilizare mai comodă, se scrie: 

f V i = 
b^p 2 p^(\-cos2e) 

Un = b'p 2^} -

4 > 

P*) 
C O S - 2 / 1 ^ I n / ? 

(5.4.9) 

(5.4.10) 

• funcţiile A: = 1,2... se aleg astfel încât: 

Uik conducă la tensiune nulă pe frontiera liberă de sarcini (;; = ± l ) 

Ujk-x + Ujk să conducă la tensiune nulă pe conturul orificiului ( p = ă) 

Deoarece condiţiile la limită sunt date numai de tensiuni, R HOWLAND* (citat de 
SA VIN [SB24]) porneşte de la o descompunere în serie de puteri a tensiunilor în coordonate 
polare de forma (pentru Ă < 0,5): 

= p j ^ l + cos 
k^l 

k(2k + \)B2k , (k + \X2k-\)C2k , 

(5.4.11) 

Q0s2ke 
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00 

= / ^ l ^ l - c o s 2 e y 2 ^ 0 + ^ -

U - 2 

2 / t + 2 .2k 

+ k(2k \l2k + \)A2kP 2k 
cos2yt6> 

(5.4.12) 

X 

- s i n + 2 ^ 2k ^2k 
ak+2 sin IkO 

(5.4.13) 

Calculul într-o formă generală a coeficienţilor nedetrrminaţi Bk, Ck, Dk este deosebit 
de dificil. De aceea vom considera un caz particular cond Ă = 0,5 {b = 2a) şi vom considera 
numai puncte pe conturul orificiului pentru care /O = A = 0,5. Dacă ne vom limita la formulele 
(5.4.11)-(5.4.13) numai la primii 4 termeni {k = 4) vom găsi din condiţiile la limită; 

= 1,40-10"^ Bo = 1,32-10"' 

= -3,62-10"^ Bl = 2,33-10"^ 

A, = -1,75-10"^ B, = 3,14-10"'* 

Ae = -6,47-10"^ Be = 7,51-10"^ 

A, = -2,08-10"'* B, = 1,45-10"^ 

C 2 = - 1 , 8 0 1 0 -2 

C4 =-1 ,7 10 -3 

Q =-3,64-10 -5 

Q = - 6 , 7 . 1 0 
-7 

D j = 1 , 4 0 - 1 0 
-1 

D4 =3,27-10 -2 

= 8 , 0 9 - 1 0 
-3 

D g = 1 , 9 5 - 1 0 
-3 

Cu aceste valori vom calcula (JQI P, ftmcţie de pe conturul orificiului (Â = p = 0,5) 

0 0 15" 30® 45° 76° 90° 
cjqIP -1,58 -1,32 -0,51 0,77 2,32 3,72 4,32 

Rezultatele sunt reprezentate grafic în Fig. 5.4.2, 
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Din acest studiu se desprind unele concluzii cu mare aplicabilitate: 
1") Pentru o lăţime dată (fixă) a platbandei (b), coeficientul de concentrare a tensiunilor 

creşte în mod semnificativ odată cu creşterea razei cercului (respectiv cu creşterea raportului 
Ă = a/h). Ştim că pentru Ă = 0 (planul infinit, h = oo) pentru Ă = 0,\ => 
Gq iar pentru = 0,5 =4,32/7, deci o creştere de peste 45%. în proiectarea 
acestor elemente de rezistenţă este deci necesar un studiu amănunţit relativ la această situaţie. 

2°) Soluţia obţinută pentru planul infinit se poate utiliza şi pentru plăci de dimensiuni 
finite în limitele unei precizii de 5%, numai daca Ă <0,2, (cu alte cuvinte lăţimea benzii trebuie 
să fie cel puţin de cinci ori mai mare decât diametrul orificiul ui). 

§ 5.5. PLANUL CU GOLURI CIRCULARE. O SOLUŢIE NOUĂ. 

I p o t e z e : 

• mediul elastic ocupă planul xOy şi 
prezintă un număr de n goluri 
circulare identice cu centrele pe 
axa Ox, cu distanţa între centre / şi 
raza r = 1 (ipoteza nu modifică 
generalitatea problemei). 

• forţele centrate autoechilibrate care 
acţionează pe conturul găurilor 
sunt X„ şi Y„ (şi pot fi diferite de la 
un orificiu la altul) - v. Fig. 5.5.1, 

• se va folosi teoria funcţiilor de variabilă complexă, în metodologia Kolosov-Mushelişvili, 
conform căreia se determină două funcţii olomorfe de variabilă complexă ^ i ( r ) ş i \f/\{::) 
cu satisfacerea condiţiilor la limită cunoscute: 

Fig. 5.5.1 

pentru prima problemă fundamentală: 

^ + = (-)+ )+ (-)= ' f + + C = / , + if2 + const 
ox dy JO 

pentru a doua problemă fundamentală: 

2G {u + i\) = x ( p \ ( = ) ~ - 9 + i g 2 ) 
unde: 

f / = R e [ j ^ , ( . - ) + / , ( _ - ) ] i ar = 
dz 

(5.5.1) 

(5.5.2) 

(5.5.3) 

(5.5.4) 
Vom introduce funcţia: 

care este invariantă la translaţia originii sistemului de axe de-a lungul axei x, deoarece 
(p(z)=g)Xz). Cu această funcţie, condiţiile la limită (5.5.1) se scriu: 

F(z,z)=<p(z)+(z-zyp\z)^yf(z)-(f,^ ^if^k +Q)=0 k = Q,\,2,...,n-\ 

Se aleg funcţiile olomorfe ^(z) şi i//{z) sub formă de serii infinite: 

(5.5.5) 

I 
ik) n-l 00 

(5.5.6) 
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într-o aproximaţie de ordinul N, funcţiile (p{z) şi y/{z) le vom căuta sub forma unor serii 
trunchiate: 

/?-l N t)-\ N+2 ik) 
(5.5.7) 

în fiecare funcţie avem nx N (respectiv «x(/V + 2)) coeficienţi necunoscuţi. 
Să ne fixăm atenţia asupra golului cu numărul / ( / = 0,1, 2, ..., «+1) şi să introducem 

relaţiile (5.5.7) în condiţiile de graniţă (5.5.5). Se obţine funcţia /•'(r,5)= /•'(/) unde / = e'^ este 
un punct pe conturul găurii /: impunem condiţia ca această funcţie să fie ortogonală la primele 

.V+4 funcţii ale sistemului complet de funcţii = 0,1,2,3,...). în acest caz pentru 

determinarea coeficienţilor obţinem ecuaţia: 

(5.5.8) 

După integrarea ecuaţiei (5.5.8) obţinem un sistem fmit de ecuaţii algebrice în care 

coeficienţii a^^ şi sunt exprimaţi prin coeficienţii şi . 

Efectuăm asemenea operaţii pentru fiecare contur; obţinem un sistem algebric de ecuaţii 
din care vom determina toate constantele . După ce am determinat aceşti coeficienţi 

din relaţiile (5.5.7) stabilim expresiile funcţiilor (p{z) şi i//{z). Având aceste funcţii putem 
calcula expresiile tensiunilor: 

a , = -H Re[(r -

r ^ = 4 + Im[(f -

(5.5.9) 

unde cTx , < 7 s u n t tensiunile produse în planul continuu (fară goluri) de forţele date la 
infinit. 

In mod principial problema este rezolvată pe baza schemei generale de mai sus. Pentru a 
putea verifica rezultatele, atât numeric cât şi experimental, voi considera trei cazuri particulare, 
prezentate în paragrafele următoare. 

5.5.1. Cazul a două orificii circulare identice 

Condiţiile de simetrie impun să alegem 
sistemul de coordonate ca în Fig. 5.5.2, ceea ce 
induce nişte modificări de notaţii. De exemplu, 
distanţa dintre centrele celor două găuri va fi 21. 
Solicitările sunt date: p după direcţia x (axa 
centrelor) şi q după o direcţie perpendiculară pe 
prima. 

Datorită simetriei geometrice şi mecanice 
condiţiile limită (5.5.8) trebuie satisfăcute numai 
pe conturul din dreapta. 
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într-o aproximaţie de ordinul N, relaţiile (5.5.7) se scriu pentru acest caz particular. 

N 

7 = 1 

1 
N+2 

(-ly r+l 
(5.5.10) 

Atunci, dacă vom nota punctul curent de pe conturul y: t = z-l, ecuaţia (5.5.8) se scrie: 

dt n 
/ 

PZ±1 . 
2 / 

= 0 (5.5.11) 

De exemplu, într-o primă aproximaţie, dacă sistemul pentru determinarea constantelor 
căutate a j şi pj va avea forma. 

unde m = ^ . De exemplu, pentru w = y = 0,4 — = - =>/ = l,25r 
21 5 

a, =0,377/7-0,521^ 
p, =-0,24364/7-0,85428^ 

= 0,024128/7-0,032768^ 
=0,38665/7-0,5251^ 

- o O -

a) 

"q 

O O 

Dacă g ^ O (v. Fig. 5.5.3. a» avem: 

a, = p 
p, = -0,24364/7 
p^ = 0,024128/7 
>̂ 3 = 0,38665/7 

Dacă /7 = O (v. Fig. 5.5.3. b)) avem: 

a ; = -0,521^ 
= -0,85428^ 

P2 = -0,032768^ 

A =-0,5251^ 

(5.5.12) 

b) 
Fig. 5.5.3 

Efectuând calculele pentru m = 0.4, vom găsi tensiunile în punctele O, A, B, C prezentate 
mai jos : 
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0 A B C 
0.41 0.32 0.00 0.00 

ay/q 3.26 3.43 4.03 3.26 

^x/P -0.06 -0.04 0.00 0.00 

(Ty/p -0.30 -0.32 -0.38 -0.90 

m = — = 0,4 
2/ 

/ = — = - r = l,25r 
0,8 4 

' ' q 

Fig. 5.5.4 

5.5.2. Cazul a trei orificii circulare identice 

M 
A A 

Fig. 5.5.5 

I M I I 'r ,r 'r 
q 

Fig. 5.5.6 

k=\ 

Sistemul de axe este ales ca în 
Fig.5.5.6 şi este impus de condiţiile de 
simetrie geometrică şi de încărcare. Sarcina 
p este orientată după direcţia axei x, care 
coincide cu linia centrelor, iar sarcina q este 
normal la aceasta. Urmând raţionamentul 
făcut până acum vom lua funcţiile (p{z) şi 
y/{:) sub forma seriilor: 

ak 
1 j - x r 

[(.-if + _k (5.5.13) 

X 

k-\ 
Pk 1 + Pt (5.5.14) 

Pentru determinarea coeficienţilor necunoscuţi din aceste serii vom impune condiţii la 
limită numai pentru orificiul din mijloc şi cel din dreapta, cu centrul în Oi, deoarece pe conturul 
din stânga acestea sunt satisfăcute automat. Condiţiile de frontieră exprimă faptul că orificiile 
sunt libere de sarcini. Se obţine: 

7=1 H 

(5.5.16) 
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M 

Ok-^f^k 
(5.5.17) 

= COk 

pi - ( - l y - ( - l y 
7=1 7=1 

I 
unde: 

1 1 p-q 

- t k (5.5.18) 

(5.5.19) 

(5.5.20) 

1̂ = 
P + q. ; (Ol. =tf, = O \/k>2 

n\{m-n)\ 
- simbolul combinărilor. 

Ecuaţiile precedente formează un sistem care este cvasiregulat, oricât ar fî de apropiate 
între ele orificiile examinate. Pentru stabilirea acestui fapt trebuie să adunăm la necunoscutele 
din sumele infinite, coeficienţii or;, şi Pf̂  luaţi în mărime absolută şi să ţinem cont de faptul că 
suma acestor coeficienţi tinde spre zero odată cu creşterea Iui k. în felul acesta obţinem: 

X \ Âr+l 
= 2-

s 
^ + 3 -

l l - f j 
_ 

f c ^ A-+1 

= 2 
£ £ 

U+1 

v l - f y 
+ 

1 + — 2 
e 

v l + f y 

\k+l 

i - e i j 

= T 

/ \k+\ e 
\k+l 

€ 

0 + 

\2 

U + f . 

/ \ ' 

u - ^ J 

\k+l 

+ Si. 
U - ^ i J 
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Calculele efectuate, într-o aproximaţie de ordinul doi, conduc la următoarele rezultate 
pentru tensiunea maximă: 

• dacă acţionează numai sarcina p (dacă q = 0), în punctul B, pentru diverse valori ale lui s 
vom avea: 

s 1/4 1/3 2/5 

r \ 
^^e 1 

. P ) 
2 

2,42 2,27 2,19 

• dacă acţionează numai sarcina q (deci p = 0), în punctul A, pentru aceleaşi valori ale lui 
8, se obţine: 

£ 1/4 1/3 2/5 

P j (9=0 
3,10 3,46 4,44 

Comparăm aceste rezultate cu cele date de Peterson [P33], vezi Anexa 11. 

5.5.3. Cazul a două orificii de diametre diferite 

Vom considera că planul elastic omogen şi 
izotrop este slăbit cu două orificii circulare de 
raze diferite (r = 1 raza orificiului mic; /?>1 raza 
orificiului mare); planul este solicitat la infinit de 
sarcinile de tracţiune uniforme p, q. Alegem 
sistemul de axe ca în Fig.5.5.7 unde .v este 
,j)untea" dintre orificii iar /distanţa centrelor. 

Problema a obţinut diferite soluţii cu 
diferite metode, dar dacă găurile sunt situate 
aproape una de cealaltă, rezolvarea este deosebit 
de dificilă. 

Aşa cum se arată în [SB24], dacă distanţa dintre găuri depăşeşte de două ori diametrul 
găurii mai mici {s > Ar) se pot obţine rezultate suficient de exacte aplicând o metodă de 
aproximaţii succesive, destul de frecventă azi în literatură. Se consideră pentru început că planul 
are numai orificiul mare, problemă cunoscută şi pe care o putem rezolva, de exemplu, cu metoda 
lui Mushelişvili; această soluţionare produce pe conturul virtual al găurii mici (Lo), un sistem de 
eforturi pe elementele de arc X^̂ , Y,̂  diferite de zero. Se consideră după aceea numai conturul 

mic (Lo) încărcat cu forţele exterioare { - X ^ - Y ^ ), a cărei soluţie este deasemenea cunoscută. 
Suprapunerea acestor două câmpuri de tensiuni conduce la soluţia problemei într-o primă 
aproximaţie. Se vede uşor că în acest caz se satisfac condiţiile la infinit şi condiţiile pe frontieră 
numai pe conturul orificiului mic Lq. Eforturile necompensate care apar pe conturul Li reprezintă 
o măsură a gradului de aproximaţie al soluţiei date. 
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Cazul I .: Sarcinile exterioare uniform distribuite ortogonale pe linia centrelor 

Dacă asupra planului acţionează numai forţele q f Q ş\ p = O, ortogonale pe linia 
centrelor, tensiunile într-o vecinătate a orificiilor sunt date de următoarele ecuaţii ale lui 
Kolosov-Mushel işvi 1 i: 

(T^+Gy = ̂  + 2q Re< + _ + _ + 1 L + ^ 

l' _2 
( 1 - r / r 

{=-iy 

- n 

. 3 

1 + — + — + ^̂  r - + 

r 
+ R' 

(5.5.21) 

(5.5.22) 

Studiile experimentale au arătat că cea mai interesantă este tensiunea oe care acţionează 
pe conturul L^ al orificiului mic, iar influenţa acestui orificiu asupra stării de tensiune din 
vecinătatea orificiului mare este neglijabilă. Tensiunile în punctele conturului Lo sunt: 

<T0=q 

unde t = = cosO + isinO. 

Dacă formula (5.5.23) o vom dezvolta în serie după parametrul unic ^ ~ y ^^ ^ 

reţine numai primele trei componente, vom putea calcula tensiunile în punctele y4( 9 = O); 

B{Q = 1)- C(G = n), care vor fi: 

1 + 
r 

+ 2qR, 
1 R^ R-{\ + tl-3t^ 

+ - + ^̂  ^ - + : 
( t - l f ( 1 - / 0 

(5.5.23) 

4 „4 

>2 2 4 4 „2 
i ^ e = 1 -5 + R ( 2 £ 4 5 £ ^ ) - 3 R ^ £ ^ • (1 - l O f ^ + 35^"*) 

(5.5.24) 

(5.5.25) 

= + ^ ^ ^ ^ ( 2 ^ - ^ + - 5 f ) + '(\-4£ + \0£^- 20£^ + 3 5 ^ ^ ) 
4 4 

(5.5.26) 
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-5 > 2 4 fS^X 

3 -6,Z -0,4 - M 0.2 .je 4£i 

Fig. 5.5.8: Variada lui —^ respectiv a lui pe conturul orificiului mic (Lo). 
q P 

Cazul n . : Sarcinile exterioare uniform distribuite orientate după direcţia liniei centrelor 

Dacă asupra planului acţionează numai forţele p O {q = 0), în lungul liniei centrelor, 
tensiunile rezultă din sistemul: 

<Tx+<Ty= p-2pR^ R ^ 1 

{z-iy {\-lzy O - / - ) 

(5.5.27) 

^ y 2 / r j f y = p 
r- 1 

1 ^ 3 ^ ( 1 + / ^ ) 

( 1 - / Z ) -
+ • 

1 + 1 L 
z^ {\-lzf {\-lz)^ 

R' 

(5.5.28) 

în punctele conturului Lo vom avea: 

(7g=p 
/ -) \ 

-2 /7 Re 
t^ ' {t-lf ( 1 - / 0 - (1-/0 

(5.5.29) 
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De aici rezultă imediat: 

{(Tff = -2p ]p .5 -R-£^{2 + 6£ + 9£^ + (1 + 4^ + 1 Os^ + lOe^ + ) 

(5.5.30) 

(«^^W^ + + (5.5.31) 

(5.5.32) 

F i g . 5 i : 9 

Cazul III. Dacă planul este supus la infinit la o tracţiune uniformă după cele două direcţii (p^q), 
tensiunile pe conturul Lo sunt mult mai simple: 

(7g=2p 1 + Re-
R' 

{\-lty 

1 + 
2R' 

2 
1 + 

( 1 - / ) ' 

( l + / 2 ) 2 

1 + 
2R' 

{\+iy 

(5.5.33) 

(5.5.34) 

(5.5.35) 

(5.5.36) 

S-a luat în studiu cazul: r = lOmm pentru diferite rapoarte R r {R r = 2, 3, 4, 5, 8, 10, 13, 

16, 20) şi s-a reprezentat grafic variaţia lui ^ ^ fimctie de raportul —, (unde s ia valori între 1 şi 
q ' r 

100 mm) pentru cele trei puncte ^ (la 0 = 0), B (la 0 = ^ ) şi C ( l a 0 = ;r) ale orificiului mic. 

Utilizând formulele (5.5.24), (5.5.25) şi (5.5.26) şi programul de calcul tabelar Excel, 
s-au obţinut următoarele grafice (Fig. 5.5.10, 5.5.11 şi 5.5.12), pe care nu le-am întâlnit în 
literatura de specialitate cercetată. 
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Ih punctul A 

ni iq. CH ixi. CD. ^ ^ ^ C N C N f N c n m fT. <o. o^ rn UI Ol —. '«r. K.. 

ŝ r 

ro, C£i o^ Oi «l <D. '«r k., 
rs .rs .h^GO(D<Dcno>(D 

Fig.5.5.10 

în punctul B 

Fig. 5.5.11 
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fh punctul C 

ro cp. o>. fN IO (D. rs-, T- — -- (N (N CN fo' cn cn ip. Ol "A op. n. to_ o>_ fN «J OD 

Fig. 5.5.12 

Atrag atenţia asupra faptului că afirmaţiile făcute sunt valabile numai în condiţiile 

acceptate pentru metoda aproximativă utilizată, deci pentru — > 4 , ceea ce înseamnă că cele 
r 

două orifîcii sunt destul de îndepărtate. Altfel, dacă urmărim imaginile fotoelastice (Fig. 5.6.26-
5.6.29, respectiv 5.6.17-5.6.20), se constată că tensiunile maxime apar pe orificiul cu dimensiunile 
cele mai mici. 
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§5.6. ANALIZA REZULTA TELOR EXPERIMENTALE 

în cadrul acestui paragraf voi prezenta o serie de rezultate experimentale (de imagini 
fotoelastice) obţinute pentru platbanda cu goluri, diverse orificii circulare şi cu fisuri. Pentru 
cazul orificiilor circulare o serie de rezultate s-au obţinut şi teoretic, şi sunt prezentate în cadrul 
capitolului 2, § 2.5. Tot în cadrul acestui paragraf am prezentat şi o serie de rezultate noi pentru 
cazul platbenzii cu două fisuri, care sunt comparate cu rezultatele experimentale. 

Urmând metodologia expusă pentru măsurătorile fotoelastice, am început cu etalonarea 
materialelor fotoelastice utilizate şi am prezentat informaţiile date de firma producătoare a 
polariscopului privind legătura dintre culori şi ordinul franjei de interferenţă. Pentru a putea 
compara cu rezultatele existente în literatură am prezentat şi câteva planşe preluate din 
PETERSON [P33] ediţia rusească, aşa cum se găsesc ele în carte. Sunt prezentate în Anexa 11. 

5-6.1. Etalonare 

Am efectuat o calibrare la întindere asupra unei probe dintr-o o răşină DINOX 01 OP 
tumată într-o placă 155x37.7 mm, cu grosimea de 3.2nim, şi ca întăritor trietilentetramina. 

Am supus proba la întindere până când am observat apariţia primei fi'anje, de culoare 
roşu-purpuriu, corespunzătoare primului ordin de bandă. Am notat într-un tabel forţa necesară 
pentru apariţia acestei fi'anje, citind numărul de diviziuni pe afişajul dinamometrului şi înmulţind 
cu constanta de etalonare a dinamometrului, (cunoscută şi egală cu 15,35 N/div.). Am supus 
proba în continuare la întindere până la apariţia culorii albastru-spre-verde, corespunzătoare 
ordinului de bandă 1.22 (a se vedea Fig. 5.6.1 - preluată din documentaţia polariscopului cu care 
am efectuat experienţele, şi de asemenea Tab. 5.6.1 corespondent, preluat din aceeaşi sursă, care 
indică ordinul benzilor funcţie de culoarea fi-anjelor). Apoi am continuat încărcarea, citind forţele 
de încărcare pentru apariţia fi-anjelor verde-spre-galben(având ordinul de bandă 1.39), orange (cu 
k=1.63), roz-spre-roşu (cu k=l,82) şi din nou roşu purpuriu (pt. k=2, al doilea ordin întreg de 
bandă). Toate aceste date le-am prelucrat în Excel, în Tab. 5.6.2, obţinând în final o valoare 
medie , ca fiind valoarea benzii, măsurată în [MPa/fi-anjă]. 

T I N T O F 
P A S S A G E 

G R E E N i B E D 

I 
\ 

+ 4 
I 

Fringe Orders 

Stress D i s t r i b u t i o n 

Fig. 5.6.1 
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Tab. 5.6.1 Ordinul benzilor funcţie de culoarea franjelor - date preluate 
din documentaţia aparatului de fotoelasticimetrie 

TABLE 1 
Isochromatic Fringe Characteristics 

Color 
Approximate 

Relative 
Retardation 

nm 

Fringe 
Order 

N 
Străin* 

B L A C K 0 0 0 
G R A Y 160 0 .28 265 
W H I T E 2 6 0 0 .45 425 
P A L E Y E L L O W 345 0 .60 5 7 0 

O R A N G E 4 6 0 0 .80 760 

D U L L R E D 520 0 .90 855 

P U R P L E ( T I N T O F PASSAGE) 575 1.00 9 5 0 

DEEP B L U E 6 2 0 1.08 1025 
B L U E - G R E E N 7 0 0 1.22 1160 
G R E E N - Y E L L O W 8 0 0 1 .39 1320 
O R A N G E 9 3 5 1.63 1550 
ROSE R E D 1050 1.82 1730 
P U R P L E ( T I N T O F PASSAGE) 1150 2 .00 1900 
G R E E N 1350 2 .35 2 2 3 0 

G R E E N - Y E L L O W 1440 2 .50 2 3 8 0 
R E D 1520 2.65 2 5 2 0 

R E D / G R E E N T R A N S I T I O N 1730 3 .00 2 8 5 0 
G R E E N 1800 3 .10 2 9 5 0 

P I N K 2 1 0 0 3 .65 3470 

P I N K / G R E E N T R A N S I T I O N 2 3 0 0 4 .00 3 8 0 0 

G R E E N 2 4 0 0 4 .15 3 9 4 0 
^Type PS-1 Photoe/astic Plastic, 0.080 in (2 mm) thick. 
f = 950 fJ/e/fringe (ref/ection) 

Coef. etalonare dinamometru 15 ,35 N/div. 

Lat ine (2b) 3 7 . 7 mm 
Grosime (h) 3 .2 mm 

Aria (A) 120 ,64 mm̂  

Tab. 5.6.2 

F <T„=F/A 

[MPa] 

k 
[franje] 

(To = a „ /k 
[MPa/franje] [div] [N] 

<T„=F/A 

[MPa] 

k 
[franje] 

(To = a „ /k 
[MPa/franje] 

13 199,550 1,65409 1 1,65409 
16 245,600 2,03581 1,22 1,66870 
18 276,300 2,29029 1,39 1,64769 

23,5 360,725 2,99009 1,82 1,64291 
26 399,100 3,30819 2 1,65409 

30,5 468,175 3,88076 2,35 1,65139 

Valoarea medie <JQ : 1,65314 
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în toate calculele care urmează pentru diferitele experienţe efectuate, am considerat 
ordinul benzii ăo = 1.65 MPa/franjă. Constantele de material cu care se va lucra, în speţă modulul 
de elasticitate E, respectiv coeficientul lui Poisson v al materialului utilizat, (extrase din 
documentaţie) sunt: £"=2850 N/mm", respectiv i^=0.33. 

5.6.2. Platbanda cu un orificiu circular 

Este solicitată la tracţiune epruveta din Fig. 5.6.2. Dimensiunile plăcuţei şi al orificiului se 
consideră cele din figură. 

_Lh Dimensiuni epaivetă 
A 

< - 189 , Latime (2b) 70 mm 
A 

< - 189 , 
Grosime (h) 6 mm 

A 

< - 189 , 

Diametru orificiu (2a) 20 mm 

2b 
Y 

O" 
. 2a , 

Aria netă (An) 300 mm^ 

2b 
Y 

O" 
. 2a , Aria brută (Ab) 420 mm^ 2b 

Y Ă=aJb 0,2857 

212 Coef. etalonare dinamometru 15,35 N/div. 

Fifi. 5.6.2 Valoarea benzii ( ̂ q ) 1,65 MPa/franje 

Se definesc doi coeficienţi teoretici de concentrare a tensiunilor (v. PETERSON [P33]): 

. F F 
<7 

ir _ ^ m a x  unde 
•n 

L̂  _ '^max Kfg unde P = 

A„ {2b - 2a)h 
F F 

p Ah 2bh 
unde s-a notat aria brută cu Aţ, = 2bh şi aria netă cu A„ = {2b-2a)h. 

Se vede că avem imediat: 

(5.6.1) 

(5.6.2) 

^tn - ^tg 
\ 

b 
(5.6.3) 

F 
Mărimea p = — are diverse notaţii: ,ct . 

Ab 
în cadrul experienţei s-a încărcat proba cu o forţă de tracţiune crescândă, citindu-se 

valoarea acesteia până la apariţia primei, respectiv a celei de-a doua, a treia etc. fi-anje de ordin 
întreg (sau eventual neîntreg). în urma măsurătorilor s-a completat tabelul Tab. 5.6.3. 

Tab. 5.6.3 

F c r „ = F / A n 
[MPa] 

k 
[franje] ^max 

[MPa] 
K-tn-

^^max/CT/j 
p = F / A b 

[MPa] 

Ktg-
^max ! P [div] [N] 

c r „ = F / A n 
[MPa] 

k 
[franje] ^max 

[MPa] 
K-tn-

^^max/CT/j 
p = F / A b 

[MPa] 

Ktg-
^max ! P 

9 ,5 145 ,825 0 , 4 8 6 0 8 1 1 ,65 3 ,39448 0 , 3 4 7 2 0 4 ,75227 
27 4 1 4 , 4 5 0 1 ,38150 2 3 ,3 2 ,38871 0 , 9 8 6 7 9 3 ,34419 
41 6 2 9 , 3 5 0 2 , 0 9 7 8 3 3 4 ,95 2 , 3 5 9 5 8 1 ,49845 3 ,30341 

41 ,5 6 3 7 , 0 2 5 2 , 1 2 3 4 2 3 ,2 5 , 2 8 2 , 4 8 6 5 6 1 ,51673 3 ,48118 

Valori medii Valori medii excluzând prima citire 
K-tn Ktjz K-tn Ktg 

2 , 6 5 7 3 3 3 ,72026 2 ,41161 3 ,37626 
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Se observă că în urma calculelor, făcând o medie pentru coeficienţii de concentrare a 
tensiunilor Km şi K,g , rezultă nişte valori puţin cam mari faţă de cele date în literatură (v. 
PETERSON [P33], respectiv Anexa 11, de unde, conform Fig. 86 de la p.l43 ar trebui să rezulte 
Ktn=2,365 şi Ktg=3,32); dar atunci când excludem prima citire din această medie (prima citire 
fiind în general afectată de erori mari ) valorile obţinute sunt foarte aproape de cele aşteptate. 

în continuare prezint imaginile obţinute cu un aparat foto digital pentru cele patru citiri 
din Tab. 5.6.3, respectiv pentru prima, a doua, a treia franjă şi apariţia culorii albastru-spre-verde 
din cea de-a patra franjă (v. Fig. 5.6.3, Fig. 5.6.4, Fig. 5.6.5 şi Fig. 5.6.6), 

Fig. 5.6.3. Franja 1, la F=9,5x35N=145,825 N (9,5 diviziuni) 

Fig. 5.6.4. Franja 2, la F=27xl5.35N = 414.450 N (27 diviziuni) 
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Fig. 5.6.5. Franja 3, la F=41xl5.35N = 629,350 N (41 diviziuni) 

Fig. 5.6.6. Franja 3.2, la F=41,5xl5.35N = 637,025 N (41,5 diviziuni) 

Pentru acest caz al unui singur orificiu circular, problemă dezbătută foarte mult în 
literatură, nu am mai prezentat nici o metodă numerică. Totuşi, la capitolul 3, §3.3.4.4, s-a 
prezentat un model de rezolvare a acestei probleme în detaliu, cu programul de element de 
frontieră BEASY. 

în continuare voi prezenta foarte pe scurt alte două experienţe fotoelastice, cazurile 2 şi 3, 
cu plăcuţe având orifîcii circulare. 
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Cazul 2 

Este vorba de exact aceeaşi plăcuţă de mai sus, la care însă orificiul a fost mărit, astfel 
încât raportul a / b = 0.5. Prezint mai jos schiţa, tabelele de calcul a coeficienţilor de 
concentrare a tensiunilor, respectiv imaginile fotoelastice obţinute. 

_Lh Dimensiuni epruvetă 
A 

189 . ^ Latime (2b) 70 mm 
A 

Grosime (h) 6 mm 

A 

Diametm orificiu (2a) 35 mm 

70 
Y 

LU 
> 35 1 

Aria netă (An) 210 mm^ 
70 

Y 

LU 
> 35 1 Aria brută (Ab) 420 mm^ 70 

Y 
-c. . .jT 

>l=a/b 0,500 
< 212 1 i Coef. etalonare dinamometru 15,35 N/div. 

Fig. 5.6.7 

1 i 
Valoarea benzii ( ) 1,65 iMPa/franje 

Tab. 5.6.4 

o-„=F/An 
[MPa] 

k 
[franje] ^max 

[MPa] 
Ktn- p=F/Ab 

[MPa] 

Ktg-
! P [div] [N] 

o-„=F/An 
[MPa] 

k 
[franje] ^max 

[MPa] 
Ktn- p=F/Ab 

[MPa] 

Ktg-
! P 

7 107,450 0 ,51167 1 1,65 3 ,22476 0 ,25583 6 ,44951 
21 322 ,350 1 ,53500 2 3,3 2 ,14984 0 ,76750 4 ,29967 
30 460 ,500 2 ,19286 3 4 ,95 2 ,25733 1,09643 4 ,51466 
41 629 ,350 2 ,99690 4 6 ,6 2 ,20227 1 ,49845 4 ,40454 

Valori medii Valori medii excluzând prima citire 
Ktn Ktg Ktn KtB 

2 ,45855 4 ,91710 2 ,20315 4 ,40629 

Rezultatele coincid din nou cu cele date de PETERSON [P33]. 

Fig. 5.6.8. Franja 1, la F=7xl5 .35N=107,450 N (7 diviziuni) 
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Fig. 5.6.9, Franja 2, la F=21xl5.35N = 322,350 N (21 diviziuni) 

Fig. 5.6.10. Franja 3, la F=30xl5.35N = 460,5 N (30 diviziuni) 
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Fig. 5.6.11, Franja 4, la F=41x l5 .35N = 629,35 N (41 diviziuni) 

Cazul 3 

Acest ultim caz studiat fotoelastic este cel al unei plăcuţe cu dimensiunile date în Fig. 
5.6.12 şi în tabelul alăturat, respectiv cu coeficienţii de concentrare a tensiunilor calculaţi în Tab. 
5.6.5 şi cu imaginile fotoelastice din figurile 5.6.12, 5.6.13 şi 5.6.14, 

± 4 . 1 

Fig. 5.6.12 

Dimensiuni epruvetă 

Latime (2b) 54 mm 
Grosime (h) 4.1 mm 

Diametru orificiu (2a) 2 8 mm 

Aria netă (An) 106,6 mm^ 
Aria boită (Ab) 221 ,4 mm^ 

A = a / b 0 ,519 
Coef. etalonare dinamometru •v \ 15,35 N/div. 

Valoarea benzii ( c t q ) 2 ,04 MPa/firanje 

Tab. 5.6.5 

c r „ = F / A n 
[MPa] 

k ^max 
[MPa] 

p = F / A b 
[MPa] 

Ktg= 

^max. ! P [div] [N] 
c r „ = F / A n 

[MPa] 
[franje] ^max 

[MPa] ^ m a x ^ ^ n 
p = F / A b 

[MPa] 
Ktg= 

^max. ! P 
11 168,850 1 ,58396 1 2 ,04 1,28791 0 ,76265 2 ,67489 
14 214 ,900 2 ,01595 2 4 ,08 2 ,02386 0 ,97064 4 ,20341 
19 291 ,650 2 ,73593 3 6 ,12 2 ,23690 1,31730 4 ,64587 

Valori medii Valori medii excluzând prima citire 
Ktg Ktn Ktg 

1,84956 3 ,84139 2 ,13038 4 ,42464 

Rezultatele coincid din nou cu cele date de PETERSON [P33]. 
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Fig. 5.6.13 Franja 1, la F=9xl5.35N=138,150 N (9 div.) 

Fig. 2.6.14, Franja 2, la F=12xl5.35N = 184,2 N (12 div.) 

Fig. 2.6.15, Franja 3, la F=16xl5,35N = 245,6 N (16 div,) 
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5.6.3. Două orificii circulare inegale 

în acest paragraf am studiat experimental şi numeric platbanda cu două orifîcii circulare 
inegale solicitată la tracţiune de către o forţă aplicată pe direcţia centrelor celor două orifîcii. 

Am luat în considerare din nou două cazuri: 

Cazul 1 

Este vorba de proba de încercare reprezentată schematic în Fig. 5.6.16, cu dimensiunile 
date în tabelul alăturat şi calculele efectuate în urma măsurătorilor fotoelastice sintetizate în Tab. 
5.6.6, 

Fie. 5.6.16 

Dimensiuni epruveta 

Latime (2b) 70 mm 

Grosime (h) 6 mm 

Diametru orificiu mare (2R) 35 mm 

Diametru orificiu mic (2r) 20 mm 
Distanţa între marginile găurilor (s) 10 mm 

R/r 1 , 7 5 

Aria brută (Ab) 420 mm^ 

s/r 1,000 

Coef. etalonare dinamometru 15,35 N/div, 

Valoarea benzii ( ă o ) 1,65 MPa/franje 

Tab. 5.6.6 

F k 
^max 
[MPa] 

p=F/Ab 
[MPa] 

Ktg-

^max / P [div] [N] 
[franje] ^max 

[MPa] 
p=F/Ab 

[MPa] 

Ktg-

^max / P 
20 307,000 1 1,65 0,73095 2,25733 
35 537,250 2 3,3 1,27917 2,57980 
55 844,250 3 4,95 2,01012 2,46254 
70 1074,500 3,1 5,115 2,55833 1,99935 

Valori medii Valori medii excluzând prima citire 
Ktg Ktg 

2 ,32476 2 ,34723 

Ordinul franjelor k notat în Tab. 5.6.6 este cel corespunzător orificiului mare, deoarece 
acesta preia în cea mai mare parte tensiunea aplicată. 

Comparând rezultatul obţinut pentru coeficientul de concentrare al tensiunilor global K,g 
cu cel dat în [P33] Fig 110, p. 169, observăm o destul de bună corelare a rezultatelor. 

Voi da în continuare imaginile fotoelastice obţinute la încărcarea probei, în cele patru 
situaţii în care am citit forţele şi ordinul benzii: Fig. 5.6.17, Fig. 5.6.18, Fig. 5.6.19 şi Fig. 5.6.20, 

Acest exemplu l-am modelat şi cu programul de element de frontieră BEASY, cu care am 
reprezentat tensiunile în toate punctele probei, pe conturul orificiului mic şi (j^x pe 
conturul orificiului mare, S-a considerat cazul de încărcare cu F=737N, corespunzător ordinului 
de bandă k=2,5. Figurile 5.6.21 - 5.6.24 prezintă această simulare numerică, ce coincide 
aproximativ cu rezultatele experimentale. 
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Fig. 5.6.17 Franja 1, la F=20xl5.35N=307N 

Fig. 5.6.18 Franja 2, la F=35xl5.35N=537.25N 
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Fig. 5.6.19 Franja 3, la F=55xl5.35N=844.25N 

Fig. 5.6.20 Franja 3.1, la F=70xl5.35N=1074.5N 

în acest context doresc să atrag atenţia asupra faptului că cei puţin până la data elaborării 
acestui paragraf de teză nu am avut la dispoziţie decât varianta demonstrativă a programului 
BEASY, variantă cu restricţii, şi care nu permitea utilizarea a mai mult de 30 de elemente de 
frontieră pentru un model. De aceea nici rezultatele obţinute nu sunt de o precizie foarte bună -
comparativ cu ceea ce poate acest program care are în Help exemple asemănătoare cu ale mele 
dar rezolvate cu de 7-10 ori mai multe elemente de frontieră decât am putut utiliza eu. 
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Fig. 5.6.21. Discretizarea frontierei 

Cazul de încărcare F=737N, (corespunzător ordinului de bandă 2 5 ; 

Fig. 5.6.22. Tensiunea o"^^ pe probă 

Load set 1 
5.00000E+ 

3.800001 

2.60000 

1.40000 

2.00000 

1.00000 

x-Direct stress Element results 

Fig. 5.6.23, Tensiunea cr̂ c;̂ . pe conturul orificiului mic 
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L o a d s e t 1 
9 . 0 0 0 0 Q & I 

y.OOOOOE+OI 

5 . 0 0 0 0 0 M 1 

3 . 0 0 0 0 0 M 4 

i.oooooe+w 

x - D i r e c t s t r e s s 

"200 202 ^ 205 

E l e m e n t r e s u l t s 

Fig. 5.6.24, Tensiunea a ^ . pe conturul orificiului mare 
C a z u l 2 

S-a studiat, de data aceasta doar fotoelastic şi tăcând comparaţia cu datele din 
PETERSON, o a doua epruvetâ cu două orificii circulare, având dimensiunile date în Fig. 5.6.25, 

± 6 

70 

< 189 
— \ 

- ( 
218 

F i g . 5 . 6 . 2 5 

1 u'iriien2>iuni epiuveic 

Latime (2b) 
1 

70 m m 
Gros ime (h) 6 

1 
m m i 

Diametru orificiu mare (2R) 35 
1 m m 

Diametru orif iciu mic (2r) 10 m m 
Distanţa între margini le găurilor (s) 10 m m 

R/r 3 , 5 
Aria netă (An) 2 1 0 m m 
Aria brută (Ab) 420 mm^ 

s/r 2,000 
1 

C o e f etalonare d inamometru 15,35 N/div. 
Valoarea benzii ( GQ ) 1,65 MPa/franje j 

în urma calculelor, efectuate în Excel, am obţinut datele din Tab. 5.6.7, ce coincid cu cele 
din[P33]Fig.llO, p.169. 

T a b . 5 . 6 . 7 

F k 
^ m a x 
[MPa] 

p=F/Ab 
[MPa] 

Ktg-

^ m a x ! P [div] [N] 
[franje] ^ m a x 

[MPa] 
p=F/Ab 

[MPa] 

Ktg-

^ m a x ! P 

1 5 2 3 0 , 2 5 0 1 1 , 6 5 0 , 5 4 8 2 1 3 , 0 0 9 7 7 

31 4 7 5 , 8 5 0 2 3 , 3 1 , 1 3 2 9 8 2 , 9 1 2 6 8 

5 2 7 9 8 , 2 0 0 3 4 , 9 5 1 , 9 0 0 4 8 2 , 6 0 4 6 1 

5 6 8 5 9 , 6 0 0 3 ,1 5 , 1 1 5 2 , 0 4 6 6 7 2 , 4 9 9 1 9 

Valori medii Valori medii e x c l u z â n d prima citire 

Ktj, Ktp 

2 , 7 5 6 5 6 2 , 6 7 2 1 6 
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Imaginile fotoelastice obţinute sunt redate în figurile Fig. 5.6.26 - 5.6.29. Studiind franjele 
de interferenţă apărute în acest caz se poate observa, mult mai pregnant decât în cazul anterior, 
cum orificiul de diametru mai mare preia toată tensiunea aplicată, iar orificiul mic aproape că nu 
este afectat şi nu afectează starea de tensiune (fiind şi relativ aproape situat de orificiul mare). 

Fig. 5.6.26 Franja 1, laF=15xl5.35N=230.25N 

Fig. 5.6.27, Franja 2 la F=31xl5.35N=475.85N 
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Fig. 5.6.28, Franja 3 la F=52xl5.35N=798.2N 

Fig. 5.6.29, Franja 3,1 la F=56xl5.35N=859.6N 

5.6.4. Trei orificii circulare egale 

în acest paragraf se va studia, experimental şi numeric, platbanda slăbită de trei orificii 
circulare egale supusă la tracţiune. Se vor lua în considerare două cazuri: 
Cazul 1: când orificiile au axa centrelor pe direcţia de aplicare a forţei; 
Cazul 2: când orificiile au axa centrelor perpendiculară pe direcţia de aplicare a forţei; 
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Cazul 1 

Se consideră o plăcuţă cu trei orificii circulare egale, cu axa centrelor pe direcţia de 
aplicare a forţei (v. Fig. 5.6.30), Urmând aceeaşi metodologie ca şi până acum se obţin rezultatele 
din Tab. 5.6.8, 

Fig. 5.6.30 

Dimensiuni epruveta 

Latime (2b) 54 mm 

Grosime (h) 4,1 mm 
Diametru orificii (2a) 28 mm 

Aria netă (An) 106,6 mm^ 
Aria brută (Ab) 221,4 mm^ 

/ l = a / b 0 ,519 

Coef. etalonare dinamometru 15,35 N/div 

Valoarea benzii ( ) 1,65 MPa/franje 

Distanţa între centrele a 2 găuri (d) 38 mm 

d/2a 1,3571 
Tab. 5.6.8 

cr„ =F/An 
[MPa] 

k 
[franje] ^max 

[MPa] 
K-tn-

1 
p=F/Ab 

[MPa] 
Kig= 

^max ' P [div] [N] 
cr„ =F/An 

[MPa] 

k 
[franje] ^max 

[MPa] 
K-tn-

1 
p=F/Ab 

[MPa] 
Kig= 

^max ' P 
5 76,750 0,71998 1 1,65 2 ,29173 0,34666 4 ,75974 

12 184,200 1,72795 2 3,3 1,90977 0,83198 3 ,96645 
16 245 ,600 2 ,30394 3 4 ,95 2 ,14849 1,10930 4 ,46226 

Valori medii Valori medii excluzând prima citire 
Ktp K-tn Ktg 

2 ,11666 4 ,39615 2 ,02913 4 ,21435 

Comparând cu [P33] Fig. 113, p,172, rezultă din nou o bună concordanţă, pentru 
coeficientul de concentrare a tensiunilor net Km , pentru cel global însă (Ktg) rezultatele în 
PETERSON lipsesc. 

Imaginile fotoelastice obţinute sunt date în Fig. 5.6.31, 5.6.32 şi 5.6.33. Orificiile 
marginale sunt trunchiate pe figură deoarece imaginea franjelor proiectată pe ecran de către 
polariscop era limitată, şi nu aş fi avut altă soluţie decât să fac câte două poze pentru fiecare 
figură, pe care apoi să le asamblez - metodologie pe care am şi aplicat-o în cazul unei alte probe 
cu trei orificii circulare inegale, care nu puteau fi altfel fotografiate (v. §5,6.5, cazul 2). 

Pentru acest caz se dă şi soluţia numerică, obţinută de data aceasta cu programul de 
element finit COSMOS/M. 

Fig. 5.6.34 prezintă variaţia tensiunii pe probă, iar următoarele figuri (Fig. 5.6.35-
5.6.38) variaţia lui a^x pe conturul orificiului central, respectiv a celor marginale în cele două 
cazuri de încărcare: F=568N, respectiv F=844N. 
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Fig. 5.631 Franja 1, la F=5xl5.35N=76.75N 

Fig. 5.6.32 Franja 2, la F=12xl5.35N=184.2N 

Fig. 5.6.33 Franja 3, la F= 16x 15.35N=245.6N 
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lUili/and programul COSMOS am obţinut: 

m 
m 

Fig . 5 . 5 . 3 4 . Variaţia t e n s i u n i i p e probă (datorită snnetnei am reprezentat ' : dm probă) 

Cazul de încărcare F-568N 

Fig . 5 . 6 . 3 5 , ay^y pe conturul orificiului central 

Fig . 5 . 6 . 3 6 , cr^y pe conturul orificiului marginal 
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Din Fig. 5.6.35 rezultă şi faptul că valoarea maximă a lui nu se obţine exact în 

punctul situat pe diametrul orificiului perpendicular pe direcţia axelor, ci decalat corespunzător 
unui unghi de aproximativ 87 ' . De asemenea rezultă faptul că orificiile marginale sunt mai 
solicitate decât orificiul central (valoarea maximă de 21.464 MPa pe orificiile marginale 
depăşeşte cu aproape 25^o pe cea de 17.127 MPa pe orificiul central). 

Calculând pentru F̂ ^ 568N, valoarea lui p=F An, rezultă p=5,32 N / m m ' şi obţinem un 
coeficient de concentrare a tensiunilor pe orificiul central egal cu 17.124/5.3=3.23 şi un 
coeficient de concentrare a tensiunilor pe orificiile marginale egal cu 21.464/5.3=4.04. 

Cazul de încărcare F "844N 

25 . 4 4 ? 4-

l y . 9 6 j - -

12 .47X . 

= .hh4K 4-

Fig. 5.6.37 (jyy- pe conturul orificiului central 

15 .431 

7 . 1H:E:7 H 

•1 .111332 
rj 

Fig. 5.6.38 (Tyy pe conturul orificiului marginal 

Calculând ca şi în cazul anterior coeficienţii de concentrare a tensiunilor, pentru orificiul 
central rezultă o valoare de 3.21, iar pentru orificiile marginale rezultă o valoare de 4.02 -
evident din nou mai mare decât cea pentru orificiul central. 
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Cazul 2 

Se consideră o plăcuţă cu trei orificii circulare egale, cu axa centrelor perpendiculară pe 
direcţia de aplicare a forţei (v. Fig. 5.6.39), Urmând aceeaşi metodologie ca şi până acum se obţin 
rezultatele din Tab. 5.6.9. 

_L5,5 

220 

Fig. 5.6.39 

Dimensiuni epnjveta 

Latime (2b) 105 mm 

Grosime (h) 5.5 mm 
Diametru orificii (2a) 20 mm 

Aria netă (An) 247,5 mm^ 
Aria brută (Ab) 577,5 mm^ 

/ l = a / b 0 ,190 
Coef. etalonare dinamometru 15,35 N/div 

Valoarea benzii ( CTq ) 1,65 MPa/franje 
Distanţa între centrele a 2 orificii (d) 31 mm 

2a/d 0 ,6452 

Tab. 5.6.9 

F o - „ = F / A „ 
[MPa] 

k 
[franje] ^ m a x 

[MPa] 

K .tn-
p=F/Ab 

[MPa] 

Kig-

^ m a x > P [div] [N] 

o - „ = F / A „ 
[MPa] 

k 
[franje] ^ m a x 

[MPa] 

K .tn-
p=F/Ab 

[MPa] 

Kig-

^ m a x > P 

3 3 5 0 6 , 5 5 0 2 , 0 4 6 6 7 1 1 , 6 5 0 , 8 0 6 1 9 0 , 8 7 7 1 4 1 , 8 8 1 1 1 
4 0 6 1 4 , 0 0 0 2 , 4 8 0 8 1 2 3 . 3 1 , 3 3 0 2 1 1 , 0 6 3 2 0 3 , 1 0 3 8 3 

5 0 7 6 7 , 5 0 0 3 , 1 0 1 0 1 3 4 , 9 5 1 , 5 9 6 2 5 1 , 3 2 9 0 0 3 , 7 2 4 5 9 

Valori medii Valori medii excluzând prima citire 
Ktn Ktg Ktn Ktg 

1 , 2 4 4 2 2 2 , 9 0 3 1 8 1 , 4 6 3 2 3 3 , 4 1 4 2 1 

Comparând cu [P33] Fig. 112, p.l71, rezultă o diferenţă acceptabilă, adică: pentru 
coeficientul de concentrare a tensiunilor net Km eu am obţinut 1.46323 faţă de 1.35, iar pentru 
Ktg eu am obţinut 3.41 faţă de 3.70 în PETERSON. 

Imaginile fotoelastice obţinute sunt date în Fig. 5.6.40, 5.6.41 şi 5.6.42. 
Voi da apoi şi pentru acest caz soluţia numerică, obţinută tot cu programul de element 

finit COSMOS. 

Fig. 5.6.43 prezintă variaţia tensiunii pe probă, iar următoarele figuri (Fig. 5.6.44-

5.6.46) variaţia lui cTyy pe conturul orificiului central, şi pe jumătatea interioară de contur a 
orificiului marginal, respectiv pe cea exterioară a orificiului marginal. S-a considerat cazul de 
încărcare F=737N (respectiv apariţia celei de-a treia fi^anje). 
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Fig. 5.6.40 Franja 1, la F=33xl5.35N=506.55N 

Fig. 5.6.41 Franja 2, la F=40x 15.35N=614N 
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Fig. 5.6.42 Franja 3, la F=50xl5.35N=767.5N 

Fig. 5.6.43, (Tyy pe probă (datorită simetriei am reprezentat Vi din probă) 
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Cazul de încărcare F -737N (franja a 2-a) 

Fig. 5.6.44, (7yy pe conturul orificiului central 

Fig. 5.6.45, (jyy pe jumăta tea interioară de contur al orificiilor marginale 

Din citirea valorilor maxime ale tensiunii (j^y de pe contururile orificiilor rezultă o 

variaţie foarte mică a lui cr̂ .̂ . maxim funcţie de faptul că este vorba de un orificiu central sau de 

margine. Valoarea maximă <jyy se obţine însă, cum era şi firesc, pentru punctele situate pe 

diametrul perpendicular pe direcţia de aplicare a forţei de tracţiune. 
Calculând p^F/Ap, rezultă p=737/247.5=2.977 N/mm^, şi de aici rezultă următoarele 

valori pentru coeficienţii de concentrare a tensiunilor în cele trei cazuri: 
- pentru orificiul central K=10.33/2.977=3.47 
- pentru partea interioară a orificiului marginal K=9.75/2.977=3.275 
- pentru partea exterioară a orificiului marginal K= 10.307/2.977=3.46. 
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Fig. 5.6.46, (jyy pe jumătatea exterioară de contur al oritlciilor marginale 

5.6.5 . Tre i orif ic i i c i r cu lare inega le 

în acest paragraf se va studia, experimental şi numeric, platbanda slăbită de trei onticii 
circulare inegale cu axa centrelor pe direcţia de aplicare a forţelor de tracţiune la care este supusă 
proba. Se vor lua în considerare două cazuri: 
Cazul 1: când onfici i le au diametre descrescătoare; 
Cazul 2: când onficiul cel mai mic este situat între celelalte două: 

Cazul 1 

Se consideră o plăcuţă cu trei orificii circulare cu diametre descrescătoare, cu axa 
centrelor pe direcţia de aplicare a forţei (v. Fig. 5.6.47). Urmând aceeaşi metodologie ca şi până 
acum se obţin rezultatele pentru coeficientul de concentrare al tensiunilor global K^^dat în T a b . 
5.6.10. Acest caz nu l-am regăsit în PETERSON, şi de aceea pentru verificare am efectuat şi o 
modelare numerică, utilizând programul COSMOS. 

Imaginile fotoelastice obţinute sunt prezentate în continuare, în figunle Fig. 5.6.48 -
5.6.51 

Dimensiuni epruveta 

Fig. 5.6.47 

Latinne (2b) 109 
Gros ime (h) 

Diametru orif iciu mare (2r3) 30 
Diametru orif iciu mij lociu (2r i ) 

Diametru orif iciu mic (2r2) 
20 

Distanţa între margini le orificiului 3 şi 1 (sQ 
JIO 

10 
Distanţa între margini le orificiului 1 şi 2 (S2) ; 15 

Si/ri 1 

S2/r2 
Aria b r u t ă (Ab) 545 Imm 

m m 
m m 
m m 
m m 
m m 
m m 
m m 

Coef. etalonare d inamometn j 15,35! N/div. 
Valoarea benzii ( (Tq ) 1,65 |MPa/franje 
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Tab. 5.6.10 

F k 
[franje] ^max 

[MPa] 
p = F / A b 

[MPa] 
Ktg-

^max ! P [div] IN] 

k 
[franje] ^max 

[MPa] 
p = F / A b 

[MPa] 
Ktg-

^max ! P 
27 414 ,450 1 1,65 0 ,76046 2 ,16974 
4 6 706 ,100 2 3,3 1 ,29560 2 ,54709 
57 874 ,950 2,5 4 ,95 1,60541 3 ,08332 
72 1105,200 3 6 .6 2 ,02789 3,25461 

Valori medii Valori medii excluzând prima citire 
Kyj KtR 

2,76369 2,96167 

Fig. 5.6.48, Franja 1, la F=27x l5 .35N=414 .45N 
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Fig. 5.6.49, Franja 2, la F=46xl5.35N=706. IN 

Fig. 5.6.50, Franja 2,5 la F=57xl5.35N=874.95N 
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Fig. 5.6.51, Franja 3, la F=72xl5.35N=l 105.2N 

Cu programul COSMOS am obţinut următoarele rezultate pentru variaţia tensiunii cr^x 
în primele două cazuri de încărcare, adică pentru F=414N (corespunzător apariţiei primei franje), 
respectiv pentru F=706N (corespunzător apariţiei celei de-a doua franje): 

Fig. 5.6.52, tensiunea pe probă în cazul încărcării cu F=414N 
(datorită simetriei am reprezentat V2 din probă) 

Voi studia în continuare variaţia tensiunii ty^x pe conturul tuturor celor trei orificii în 
cele două cazuri de încărcare enunţate mai sus. 
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Cazul de încărcare 1 4 1 4 N (trania 1 -a) 

Fig. 5.6.53, (jyy. pe conturul orificiului mare 

Fig. 5.6.54, Gy.y. pe conturul orificiului mijlociu 

Fig. 5.6.55, ( j ^ pe conturul onficiului mic 

483 

BUPT



( apiiolu! 5 ( ercetăn, vcrificân .y/ validân experimentale 

Cazul de încărcare F"^706N (franja a 2-a) 

Fig. 5.6.56, (T̂ -̂ pe conturul orificiuiui mare 

Fig. 5.6.57, pe conturul orificiuiui mijlociu 

Fig. 5.6.58, CF^^ pe conturul orificiuiui mic 
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Cazul 2 

Se consideră o plăcuţă cu trei orificii circulare inegale, cu axa centrelor pe direcţia de 
aplicare a forţei (v. Fig. 5.6.59), Urmând aceeaşi metodologie ca şi până acum se obţin rezultatele 
pentru coeficientul de concentrare al tensiunilor global K,gdat în Tab. 5.6.11, 

Fig. 5.6.59 

Dimensiuni epruveta 

Latime (2b) 108 mm 
Grosime (h) 5 mm 

Diametru orificiu mare (Irz) 50 mm 
Diametru orificiu mijlociu (2ri) 40 mm 

Diametru orificiu mic (2r2) 20 mm 
Distanţa între marginile găurii 3 şi 2 (si) 10 mm 
Distanţa între marginile găurii 1 şi 2 (sz) 10 mm 

si/ri 0 , 5 

S2/r2 1 

Aria brută (Ab) 540 mm^ 
Coef. etalonare dinamometru 15,35 N/div 

Valoarea benzii ( ^ q ) 1,65 MPa/franje 
Tab. 5.6.10 

F k 
[franje] ^max 

[MPa] 
p=F/Ab 

[MPa] 

Kţg= 
^max. ! P [div] [N] 

k 
[franje] ^max 

[MPa] 
p=F/Ab 

[MPa] 

Kţg= 
^max. ! P 

35 537,250 1,5 2,475 0,99491 2,48767 
52 798,200 2,5 4,125 1,47815 2,79065 
62 951,700 3,5 5,775 1,76241 3,27677 

Valori medii Valori medii excluzând prima citire 
Ktg Kt« 

2,85170 3,03371 

Imaginile fotoelastice obţinute sunt prezentate în continuare, în figurile Fig. 5.6.60 -
5.6.62, Ele au fost fotografiate pe bucăţi deoarece nu a încăput întreaga zonă care m-a interesat 
în spaţiul proiectat de către aparat pe ecran. De aceea am fost nevoită să asamblez pozele 
parţiale, ceea ce nu arată perfect, dar nu am avut altă soluţie. 

Fig. 5.6.60, Franja 1.5, laF=35xl5.35N=537.25N 
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Fig. 5.6.61, Franja 2.5, la F=52xl5.35N=798.2N 

Fig. 5.6.62, Franja 3.5, la F=62xl5.35N=951.7N 

5.6.6. Platbanda cu două fîsuri coliniare egale 

Problema platbenzii cu două fisuri coliniare egale a fost prezentată în detaliu în § 2.5.3.4., 
în care am dat o soluţie nouă, obţinută prin suprapunere de efecte şi am reprezentat grafic, cu 
ajutorul programului ,>lathematica", variaţia tensiunilor pentru un caz concret. Reiau această 
problemă, pe care o voi cerceta în continuare fotoelastic. 

J_5 

2b=60 

20 

2a=20 

20 

2 y o = 1 9 6 

100 

Proba analizată fotoelastic 
a fost plăcuţa cu cele două 
fisuri reprezentată schematic 
în Fig. 2.6.63. 

Imaginile fotoelastice ob-
ţinute sunt cele redate în Fig. 
5.6.64, Fig. 5.6.65 şi Fig. 5.6.66. 

Fig. 5.6.63 
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Fig. 5.6.64 Franja 1, la F=30xl5.35N-460.5N 

Fig. 5.6.65 Franja 2, la 47xl5.35N=721.45N 
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Fig. 5.6.66, Franja 3, la F=65xl5.35N=997.75N 

înainte de a interpreta imaginile fotoelastice, voi calcula factorul de intensitate a 
tensiunilor, care pe baza relaţiilor din § 2.5.3.4 se reduce la relaţia: 

^ ^ e W - o ^ 
(5.6.4) 

în care k^ = 1 - ^ = 1 -
1 3 0 J 

P = 

8 

9 ' 
997.75 

= 1.99N/mni^; (s-a considerat forţa corespunzătoare 

apariţiei celei de-a treia franje); 
At 100-5 500 

a=10mm; ^=30 mm^; 

K(A:)=2,52863 (integrala eliptică de speţa I-a); 

E(^)=l. 11374 (integrala eliptică de speţa Il-a); 

în urma calculelor rezultă: Kj = \\ .747. 
Pentru interpretarea imaginilor fotoelastice vom folosi a doua metodă a lui CHEN 

ZENGTAO [Z5], conform căreia : 

Kj (5.6.5) 

(v. relaţia (5.3.6.21) şi Fig. 5.3.6.2 a» unde k este ordinul benzii, <Jq este valoarea benzii şi D^ m 
este diametrul maxim al izocromatei de ordin k din jurul vârfului fisurii, conform schiţei din Fig. 
5.3.6.2. a). 
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D e o a r e c e însă în aces t c a / imag in i l e fo toe l a s t i ce a le f r an j e lo r ara ta o înc l ina re de 60 tată 
de axa fisurilor, deci o s i tua ţ ie a n a l o a g ă c a / u l u i din Kig. 5.3.6.2 b), a m ex t r a s din lucra rea lui 
C H H N Z H N G I A O [Z5J f o r m u l a de ca lcul a fac to ru lu i de in tens i t a te a t ens iun i lo r 
c o r e s p u n z ă t o a r e aces tu i caz: 

K, = 

1 . 5 J 3 
(5 .6 6) 

unde : 

' ' I r 
(5 .6 .7) 

Aici h r ep rez in tă g r o s i m e a probe i şi d i a m e t r u l m a x i m al i / o c r o m a t e i de ord in k din ju ru l 

xâ r fu lu i fisurii, c o n f o r m schi ţe i d in Fig. 5.3.6.2. b). E f e c t u â n d m ă s u r ă t o a r e a lui D^j pen t ru A" 3 

de pe Fig. 5.6.66, ( r ezu l tă / ) / ^ J=20mm) şi î n l o c u i n d toa te da te l e c u n o s c u t e în re la ţ i i le (5 .6 .7) şi 

(5 .6 .6 ) o b ţ i n e m : Ki=10 ,5 . un rezul ta t ap rop ia t de cel ana l i t i c d e d u s an ter ior . 
Pen t ru cazul p la tbenz i i cu d o u ă fisuri co l in i a r e ega le a m e f e c t u a t şi o m o d e l a r e cu 

p r o g r a m u l de e l e m e n t de f ron t i e r ă B E A S Y , o b ţ i n â n d repar t i ţ ia t ens iun i lo r cryy ( \ Fig. 6.6.69) pe 

o s u c c e s i u n e de p u n c t e in t e r ioa re a m p l a s a t e f o a r t e a p r o a p e de l inia fisurilor, şi a n u m e pe d r eap t a 
x = 0 . 1 (v . F ig . 6 . 6 . 6 8 ) . 

Fig. 5.6.67 Proiectarea modelului şi amplasarea elementelor pe frontieră 

(din motive de simetrie s-a reprezentat doar ' 2 din probă) 

Se o b s e r v ă că pe g ra f i cu l din Fig. 5.6.69 fisura se a f l ă în t re p u n c t e l e in te rne 5 şi 15, iar 

var ia ţ ia lui (7yy o b ţ i n u t ă es te foa r t e a e m ă n ă t o a r e cu cea ob ţ inu t ă la § 2 .5 .3 .4 . cu p r o g r a m u l 

M a t h e m a t i c a (v. Fig. 2.5.3.16) 
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Fig. 5.6.68. Amplasarea punctelor interioare pe o linie foarte apropiată de axa Oy . 
şi anume pe dreapta cu x=0.1, puncte în care am vizualizat apoi tensiunile a ^ y 

Fig. 5.6.69, Variaţia tensiunii a y y pe dreapta x=0.1 
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5.6.7. Platbanda cu o crestătură laterală 

S-a luat în studiu platbanda cu o crestătură laterală, care a constituit obiectul paragrafului 
2.4.4, a semispaţiului cu crestătură laterală - soluţia WILLIAMS. 

Cazul I.: Crestătura laterală în V, cu o deschizătură de 30°, reprezentată schematic în Fig. 
5.6.70 

k6,2 
* 

F 

< 

=80 a=20 
J 

180 

30° 

Fig. 5.6.70 

Pentru acest caz, conform [CIO], avem: 

Kj = 

\ a 

unde P = 

(5.6.8) 

forţa F=50div.xl5.35N/div., 
Af, 8 0 - 6 . 2 mm^ 

corespunzătoare apariţiei celei de-a patra franje - v. Fig.5.6.74), iar 

F 
y 

(considerându-se 

valorile funcţiei ^ 

Tab. 5.6.11 

\ a 

y'by 
sunt date în Tab.5.6.11 (preluat de asemenea din [CIO]). 

a ^ 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 
1.12 1.14 1.19 1.29 1.37 1.50 1.66 1.87 2.12 2.44 2.82 

în acest caz a^-20/40=0.5, deci ^(a,b)=\.5. Rezultă Ki-19.09. 
Imaginile fotoelastice obţinute sunt redate în Fig. 5.6.71-Fig.5.6.74. Aplicând de asemenea 

cea de-a doua metodă a lui CHEN ZENGTAO (respectiv formulele (5.6.6) şi (5.6.7), după ce am 

măsurat D^ corespunzător celei de a 4-a franje ca fiind 24mm) am obţinut: Ki=18.28, rezultat 
destul de apropiat de cel calculat anterior. 
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Fig. 5.6.71 Franja 1, Ia F=13xl5,35N=199,55N 

Fig. 5.6.72 Franja 2, la F=22xl5.35N=337.7N 
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Fig. 5.6.73 Franja 3, la F=33xl5,35N=506.55N 

Fig. 5.6.74 Franja 4, la F=50xl5.35N=767.5N 
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(^apitolul 5 ( ercetăn, verificări .>/ validări experimentale 

Cazul n . : O fisură laterală, conform schiţei din Fig. 5.6.75. 

J_6,2 
A 

IL 1 

217 

j 

A 

IL 1 
>1 

j 

A 

IL 1 1 j 1 

2b=54 1 

t 

1 > 

1 L ' 
a=17mm 
f 

Imm 

Fig. 5.6.75 

Acest caz l-am calculat absolut analog cu cel anterior. Astfel 17/27=0,629, de unde 

conform Tab.6.6.11 rezultă = 1,7 şi p = 
475.85 

= 1.42-
N 

(considerându-se forţa 
Aţ, 54-6.2 mm-

F=31div.xl5.35N/div.=475.85N, corespunzătoare apariţiei celei de-a patra franje- v. Fig.5.6.79). 
Astfel, înlocuind în formula (5.6.8) rezultă: Ki=17,64. 

Imaginile fotoelastice obţinute sunt cele reprezentate în Fig. 5.6.76 - Fig.5.6.80. Aplicând 
de asemenea cea de-a doua metodă a lui CHEN ZENGTAO (respectiv formulele (5.6.6) şi 

(5.6.7), după ce am măsurat D ^ corespunzător celei de a 4-a franje ca fiind 20 mm) am obţinut: 
Ki=16.19, rezultat destul de apropiat de cel calculat anterior. 

Fig. 5.6.76 Franjal, laF=5xl5.35N=76.75N 

494 

BUPT



(^apitolul 5 ( ercetăn, verificări .>/ validări experimentale 

Fig. 5.6.77 Franja 2, la F=10xl5.35N=153.5N 

Fig. 5.6.78 Franja 3, laF=20xl5.35N=307N 

Fig. 5.6.79 Franja 4, la F=31xl5,35N=475.85N 
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(^apitolul 5 ( ercetăn, verificări .>/ validări experimentale 

Fig. 5.6.80 Franja 4,5 la F=42xl5.35N=644.7N 

Cazul m . : Aceeaşi fisură laterală de la cazul II, dar mărită cu 10 mm, conform schiţei din 
Fig. 5.6.81, 

.6,2 

2b=54 i 

217 
187,5 

a=27mm 

< 
Imm 

Fig. 5.6.81 

De data aceasta alb=21in=\, de unde conform Tab.6.6.11 rezultă ^(a,b)=2,S2 şi 

(considerându-se forţa F=22div.xl5.35N/div.=337.7N, 
^ Al, 54-6.2 rnm' 
corespunzătoare apariţiei celei de-a patra franje - v. Fig.5.6.85). 
Astfel, înlocuind în formula (5.6.8) rezultă: Ki=26.17. (Se observă că factorul de concentrare a 
tensiunilor a crescut odată cu creşterea fisurii). 

Imaginile fotoelastice obţinute sunt cele reprezentate în Fig. 5.6.82 - Fig.5.6.86. Aplicând 
de asemenea cea de-a doua metodă a lui CHEN ZENGTAO (respectiv formulele (5.6.6) şi 
(5.6.7), după ce am măsurat D^ corespunzător celei de a 4-a franje ca fiind 28 mm) am obţinut: 
Ki=25.08, rezultat destul de apropiat de cel calculat anterior. 
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(^apitolul 5 ( ercetăn, verificări .>/ validări experimentale 

Fig. 5.6.82 Franjal, laF=7xl5.35N=107,45N 

Fig. 5.6.83 Franja2, laF=llxl5.35N=168,85N 

Fig. 5.6.84 Franja3, laF=18xl5.35N=276.3N 
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(^apitolul 5 ( ercetăn, verificări .>/ validări experimentale 

Fig. 5.6.85 Franja4, la F=22xl5.35N=337.7N 

Fig. 5.6.86 FranjaS, laF=31xl5.35N=475.85N 
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C A P I T O L U L 6 

P R I V I R E D E S I N T E Z Ă . C O N C L U Z I I . C O N T R I B U T I I 

Aşa c u m se \cclc clin d c / \ o l i c i r c a i c / c i pană la accs l cap i lo l . ani i i rn iân l . în c scn iâ . sâ 

rezo lv u n e l e p r o b l e m e a le p l anu lu i e l a s t i c o m o g e n şi i zo t rop , so l ic i ta t la t r a c ţ i une m o n o - sau 

b iax ia lă , p r e z e n t â n d n u m a i a n u m i t e ca t ego r i i de d e f e c t e : f ie golur i c i r cu la re sau e l ip t i ce , l le 

f isuri d r ep t e , f i e c res tă tu r i l a t e ra le în cazu l s e m i p l a n u l u i . D u p ă m u l t e luni de z i le de 

d o c u m e n t a r e , a m a j u n s la c o n c l u z i a că nu ex i s t ă o t e m ă m a j o r ă n e a b o r d a t ă de ca r e să te ocup i şi 

s -o rezolvi d e la î n c e p u t p â n ă Ia s fâ r ş i t sau , d a c ă ex i s t ă , e s t e c o v â r ş i t o r de c o m p l i c a t ă . în gene ra l , 

a p r o a p e t oa t e p r o b l e m e l e c a r e se po t p u n e în aces t d o m e n i u c a r e f a c e l egă tu ra în t re t eor ia 

ap l i ca t ă a e las t ic i tă ţ i i şi m e c a n i c a rupe r i i , au fos t a b o r d a t e şi r e z o l v a t e par ţ ia l sau total d e că t r e 

ce rce tă to r i şi p r o f e s o r i s t ră luc i ţ i s au c h i a r d e că t r e ins t i tu te d e ce rce ta re . A m cons t a t a t însă că 

ex is tă , în gene ra l v o r b i n d , o r u p t u r ă i n f o r m a ţ i o n a l ă la t r e c e r e a d e la concen t r a to r i i d e t e n s i u n e de 

t ipul găur i lo r , r ezo lvab i l i cu m e t o d e l e m a t e m a t i c e a le teor ie i c l a s i c e a e las t ic i tă ţ i i , la d e f e c t e l e de 

t ipul f i sur i lo r , c r ăpă tu r i l o r , t ă i e tu r i lo r , a b o r d a t e în m o d esen ţ i a l d e m e c a n i c a ruper i i , c a r a c t e r i z a t e 

prin fac to ru l d e in tens i t a t e a t e n s i u n i l o r şi c ă ro ra li se a p l i c ă m e t o d e m a t e m a t i c e mul t mai 

p re ten ţ ioase . 

în ace s t e condi ţ i i i n f o n n a ţ i o n a l e şi c i r c u m s t a n ţ e de luc ru , a m abo rda t d ive r se p r o b l e m e , 

în ca re a m c o n s i d e r a t că se ma i p o a t e o b ţ i n e un rezul ta t nou , f ie o so lu ţ ie nouă , un c o m e n t a r i u 

per t inen t pe so lu ţ i i l e ex i s t en t e , sau un p r o g r a m de ca lcu l a d e c v a t p rob l eme i . A c e s t a a fost şi 

mot ivu l pen t ru ca re titlul tezei m e l e es te : ,Ştudii ţi cercetări privind analiza câmpurilor de 

tensiuni si deplasâri în soHdc elaslicc cu dcjccte 

C r e d că în f inal a m reuş i t să d e m o n s t r e z că o p ţ i u n e a m e a es te Jus t i f i ca tă : m u l t e din 

p r o b l e m e l e c l a s i ce c o n s i d e r a t e î n c h i s e au totuşi a s p e c t e n e e l u c i d a t e , iar p r o b l e m e l e m o d e r n e pe 

care eu le -am cons ide ra t că apa r ţ in ^^h fccanicii prohahihsfc a n/pcrii^' sunt re la t iv noi şi au un 

grad r idicat de d i f i cu l t a t e . 

T e z a es te o rgan i za t ă c o n f o r m unei m e t o d o l o g i i l l reşt i : t eo r ie - > inves t iga ţ i e şi va l ida re 

n u m e r i c ă —> ve r i f i ca re e x p e r i m e n t a l ă . 
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Capitolul 6 rnvirc de sinwzd. ( \)nchizii. ( \)ntri!}uţii 

In coiUiiuiare \ o i e x p u n e pe scur t c o n ţ i n u t u l c a p i t o l e l o r şi voi sub l in i a p r i n c i p a l e l e 

rezu l ta te o b ţ i n u t e în cadru l t eze i , c a r e a d u c e l e m e n t e de n o u t a t e şi se cons t i tu i e d rep t con t r ibu ţ i i 

o r ig ina le . 

CAPITOLUL 1: 

STADIUL ACTUAL AL CERCinĂRILOR PRIVIND CALCULUL 

CÂMPURILOR DE TENSIUM, DEFORMA ŢII ŞI DEPLASĂRI 

L\ SOLIDE ELASTICE CU DEFECTE 

Se o c u p a cu anali / .a b i b l i o g r a l l c â a p r o b l e m a t i c i i a b o r d a t e , rcspcctix cu î n c a d r a r e a 

p r e o c u p ă r i l o r şi r e / u l l a t c l o r o b ţ i n u t e în \ a s l i t a i e a p r e o c u p ă r i l o r şi r e / u l l a l e l o r s im i l a r e ale 

ce rce t ă r i l o r d in în t r eaga l ume . D e s i g u r că a l l r m a ţ i a m e a e s t e p r e t en ţ i oa să f i i ndcă aces t d o m e n i u 

es te d e o s e b i t de p ro l i f i c , da r s t r ă d a n i a m e a a fost o r i e n t a t ă în aces t sens. 

• D e a c e e a îmi p e r m i t să c o n s i d e r ca o c o n t r i b u ţ i e aces t a m p l u s tud iu b i b l i o g r a f i c baza t pe 

un n u m ă r de pes t e 1000 d e t i t lur i , c o n ţ i n â n d - în pr inc ipa l - lucrăr i a p ă r u t e în 

u l t imi i z e c e an i , în m a r i l e rev i s te d e s p e c i a l i t a t e şi în lucrăr i le u n o r c o n g r e s e 

m o n d i a l e d e d i c a t e în e x c l u s i v i t a t e p r o b l e m e l o r d e m e c a n i c a ruper i i . D in p r i m a 

pa r t e a c ap i t o lu lu i se v e d e că nu a m f ă c u t o s i m p l ă i nven ta r i e r e d e t i t luri şi d e 

r ezu l t a t e ; a m f ă c u t o ana l i ză c o m p a r a t i v ă şi uneo r i c r i t ică , c e e a c e mi - a p e r m i s să 

d e s p r i n d p r i n c i p a l e l e d i rec ţ i i d e c e r c e t a r e şi p r o b l e m e l e c a r e n e c e s i t ă încă 

inves t iga ţ i i t e o r e t i c e şi e x p e r i m e n t a l e . A ş a a m ses iza t m a r e a ac tua l i t a t e a M e c a n i c i i 

p robab i l i s t e a ruper i i şi a m p r o p u s A s o c i a ţ i e i R o m â n e de M e c a n i c a Ruper i i 

( A R M R ) î n f i i n ţ a r e a unei comis i i d e s p e c i a l i t a t e c a r e să m o n i t o r i z e z e aces t 

d o m e n i u . A m ses iza t t end in ţ a m o n d i a l ă d e i m p l e m e n t a r e în r e z o l v a r e a p r o b l e m e l o r 

de d e f e c t e m u l t i p l e , a ,,exoticer m e t o d e M o n t e C a r l o , legată s t râns d e ap l i ca ţ i i l e de 

m e c a n i c a ruper i i m a t e r i a l e l o r c o m p o z i t e . T o t aşa a m cons ta ta t o r i e n t a r e a ac tua l ă în 

d o m e n i u l c a l cu lu lu i n u m e r i c sp re m e t o d a e l e m e n t u l u i de f ron t i e ră . A m enun ţa t 

as t fe l d o u ă d o m e n i i re la t iv puţ in inves t iga t e în c e r c e t a r e a ş t i in ţ i f ică r o m â n e a s c ă , 

c e e a ce c o n f i n n ă e f i c i en ţ a ce rce tă r i i b i b l i o g r a f i c e e f ec tua t e . 

CAPITOLUL 2 

FORMULĂRI TEORETICE ."^I SOLUŢII ANALITICE. CONTRIBUŢIL 

Aces tu i capi to l i -am ded i ca t cel mai mul t t i m p din cei şase ani cât a dura t e l a b o r a r e a 

aces te i teze. A fos t ev iden t şi o p e r i o a d ă de ini ţ iere şi a p r o f u n d a r e prin e x a m e n e şi r e fe ra te , da r şi 

o lungă p e r i o a d ă de inves t iga ţ i i pe r sona l e , m u l t e d in t r e e le so lda t e cu i n succese , da r une le 
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( \jpttolul 6 Privire de sinteza. ( Onduzn. ( \)nlrihnni 

î n c h e i a t e cu rezu l t a t e ca r e c o n ţ i n acel m i c d e n o u t a t e şi o r ig ina l i t a t e n e c e s a r în o r i ce 

actix ' i tate ş t i in ţ i f i că . 
-s 

In p r imu l p a r a g r a f a m p r e z e n t a t o s in teză a p r i n c i p a l e l o r f o r m u l e d in t eor ia c l a s i că a 

e las t ic i tă ţ i i cu r e fe r i r e în spec ia l la p r o b l e m e l e p l a n e - abso lu t n e c e s a r ă pen t ru d e z v o l t a r e a în 

a n s a m b l u a lucrăr i i . 

In p a r a g r a f u l u r m ă t o r a m dat une l e de l ln i t i i d in A n a l i z a f u n c ţ i o n a l ă foa r t e u t i l iza te în 

a r t i co l e l e de spec i a l i t a t e d a r pu ţ in f o l o s i t e de ing iner i (d in l ipsă de c u n o a ş t e r e ) . 

P a r a g r a f u l 2.3. p rez in tă în t r -o m a n i e r ă a p a r t e e l e m e n t e l e f u n d a m e n t a l e a le m e c a n i c i i 

ruperi i . Es te pen t ru p r ima da tă din l i t e ra tura s tud ia tă de m i n e cănd se p r e / i n i â m o d u l l l resc de 

de t l n i r e a stârii d e t e n s i u n e la \ a r f u l unei l lsuri şi fac toru l de in tens i ta te a t ens iun i lo r , deşi 

e v i d e n t că nu a m avu t lucră r i l e f u n d a m e n t a l e a le lui G R I F F I T H , I R W I N şi O R O W A N . in felul 

a ce s t a a apă ru t c l a r ex i s t en ţ a s ingu la r i t ă ţ i l o r în t ens iun i la vâ r fu l unei f i sur i şi rolul f u n c ţ i i l o r 

c o m p l e x e în d e f i n i r e a c â m p u r i l o r d e t ens iun i în v e c i n ă t a t e a f isur i i . 

î n c e p â n d cu § 2.4. a p a r şi c o n t r i b u ţ i i l e s u b s e m n a t e i . P r o b l e m e l e tes t , c a r e f ac sub iec tu l 

aces tu i p a r a g r a f , e r au n e c e s a r e p e n t r u a p u t e a va l i da a n u m i t e m e t o d o l o g i i d e ca lcu l şi p e n t r u a 

p u t e a c o m p a r a u n e l e r ezu l t a t e noi . D e a c e e a e l e se v o r regăs i p e tot p a r c u r s u l t eze i , şi la pa r t ea 

n u m e r i c ă şi la p a r t e a e x p e r i m e n t a l ă . A m f ă c u t p r e l u a r e a a c e s t o r p r o b l e m e d in l i t e ra tu ră în m o d 

cr i t ic nu ca o s i m p l ă c o p i e r e a u n o r soluţ i i d e v e n i t e c l a s i ce . P r o b l e m e l e a n a l i z a t e sunt : 

p lanu l e l a s t i c cu gol c i r c u l a r şi cu gol e l ip t i c 

- b a n d a e l a s t i că cu f i su ră cen t r a l ă 

s e m i p l a n u l cu c r e s t ă t u r ă în V pe o m u c h i e 

- s e m i p l a n u l a lcă tu i t d in d o u ă m a t e r i a l e d i f e r i t e , cu f i su ră d e in t e r fa ţ ă . 

In r e z o l v a r e a a c e s t o r p r o b l e m e c o n s i d e r că a m u r m ă t o a r e l e con t r ibu ţ i i : 

• C h i a r în cazu l p r o b l e m e i go lu lu i c i r cu l a r , e v i d e n ţ i e r e a f ap tu lu i că pr in t r ece rea de la 

p lanul i n f m i t la p l a c a f in i tă c o e f i c i e n t u l d e c o n c e n t r a r e a t en s iun i l o r e s te mu l t 

d i fe r i t fa ţă de v a l o a r e a m a x i m ă 3p o b ţ i n u t ă de K I R S C H , fiind de e x e m p l u pen t ru 

Ă = 0,5 ( Ă = d i a m e t r u l o r i f i c i u l u i / l ă ţ i m e a p lăc i i ) egal cu 4,32/ ; . D e al t fe l a c e a s t ă 

va loa r e d e p i n d e şi de m o d u l de d e f i n i r e a c o e f i c i e n t u l u i de c o n c e n t r a r e a 

t ens iun i lo r . Pen t ru a pu tea f a c e c o m p a r a ţ i a cu r ezu l t a t e l e t eo re t i ce ob ţ inu t e pe 

p lanul in f in i t , t r e b u i e să r a p o r t ă m vâr fu l de t ens iun i la m ă r i m e a r e p r e z e n t â n d 

t e n s i u n e a u n i f o r m ă de t r ac ţ i une de la inf in i t ; t r a n s p u s în cazu l plăci i finite, a ceas t ă 

t e n s i u n e se o b ţ i n e î m p ă r ţ i n d forţa de t r ac ţ iune la s e c ţ i u n e a t r ansversa lă b ru tă , 

c e e a c e d u c e la d e f i n i r e a unui cocficicn/ de concentrare global cer t d i fer i t d e 

c o e f i c i e n t u l t eo re t i c ob ţ inu t prin r a p o r t a r e a la ar ia ne tă d in z o n a s lăbi tă . Aces t 
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( \ipilolul 6 rrivirc cic sintczâ. ( Onclnzn. ('onirihitfn 

rczii l lal nu es te ses iza i , d e m o n s t r a t sau c o m e n t a t în nici un m a n u a l de r e / i s t e n l a 

m a t e r i a l e l o r sau teor ia e las t ic i t ă ţ i i d in ce l e c c r c e t a t e de s u b s e m n a t a (v. 

B ib l iog ra f i e ) . 

• V e r i f i c a r e a şi v a l i d a r e a a c e s t o r r ezu l t a t e a tâ t t eo re t i c , p r in t r -o d e s c o m p u n e r e în se r i e a 

fun ţ i e i de t e n s i u n e a lui Air>', câ t şi n u m e r i c , pr in m t o d a e l e m e n t e l o r finite şi 

m e t o d a c l e m e n t e l o r de f ron t i e r ă , câ t şi e x p e r i m e n t a l , pr in fo toe l a s t i c ime t r i e . 

• O p r e z e n t a r e n o u ă , a m ă n u n ţ i t ă a e c u a ţ i i l o r K o l o s o v - M u s h e l i ş v i l i ( e x p u s ă însă în Anexa 3 ) 

ap l i c a t e la r e z o l v a r e a , prin t r a n s f o r m a r e c o n f o r m ă , a spa ţ iu lu i cu gol e l ip t ic , pen t ru 

ca r e se dâ so lu ţ ia c o m p l e t ă a p r ime i p r o b l e m e l u n d a m e n t a l e . în legă tură cu a c e a s t ă 

p r o b l e m ă , se s i za rea fap tu lu i că în l i te ra tura de spec i a l i l a i e c i rcu lă încă so lu ţ i i le lui 

K A S S I R şi SIH c a r e sunt g reş i t e ; în locul lor t r e b u i e i n t roduse so lu ţ i i l e lui 

F A B R I K A N T sus ţ i nu t e şi de M A R K K A C H A N O V . 

• A n a l i z a a m ă n u n ţ i t ă a s e m i p l a n u l u i c a r e p r ez in t ă o c r e s t ă tu r ă în V pe o m u c h i e ; c r e s t ă t u r a 

a re m a r g i n i l ibere . în l egă tu ră cu so lu ţ i a lui W I L L I A M S ( 1 9 5 7 ) p re lua t ă d e 

P A R T O N , K A L A N D I Y A şi T I M O S H E N K O , a m a t r a s a t en ţ i a a s u p r a ecua ţ i e i 

va lo r i l o r p ropr i i s in 2 / l a = / l s i n 2 a , ca re , deş i a p a r e n t s i m p l ă , nu a pu tu t fi 

r e z o l v a t ă d e nic i un p r o g r a m m a t e m a t i c : Matlab sau Mathematica, A m dat o so lu ţ i e 

a p r o x i m a t i v ă ( c a r e se a f i ă la Anexa 12) pr in d e z v o l t a r e a în se r ie a func ţ i e i s\n2Ăa , 

so lu ţ i e în c a r e nu a m prea m a r e î n c r e d e r e . A c e a s t a o c o n s i d e r , d in punc tu l m e u d e 

v e d e r e , î n c ă o p r o b l e m ă desch i să . 

• A m gene ra l i z a t so lu ţ i a d a t ă de Z A K şi W I L L I A M S pen t ru cazu l s e m i p l a n u l u i a lcă tu i t d in 

d o u ă m a t e r i a l e d i f e r i t e , c a r e p r ez in t ă o fisură în lungul in te r fe ţe i . G e n e r a l i z a r e a 

p l e a c ă de la i deea că ce l e d o u ă m a t e r i a l e au o c o m p o r t a r e vâ scoe l a s t i c ă ; s u b a s p e c t 

m a t e m a t i c a c e a s t a se t r a d u c e pr in fap tu l că m ă r i m i l e m e c a n i c e spec i f i ce : t ens iun i , 

d e f o r m a ţ i i , c o n s t a n t e e las t i ce , sunt func ţ i i d e t imp . A m fo los i t o nouă f o r m ă de l ege 

cons t i t u t i vă , r e p r e z e n t a t ă cu a ju to ru l unei in t eg ra le S t i e l t j e s , d e o a r e c e d i f e r e n ţ a 

d in t r e f o r m u l e l e f u n d a m e n t a l e c a r e desc r iu c o m p o r t a r e a so l idu lu i e las t ic c l as ic şi a 

so l idu lu i v â s c o e l a s t i c es te da tă n u m a i de legea cons t i tu t ivă . Pen t ru a e l i m i n a 

f ac to ru l t i m p a m uti l izat t r a n s f o r m a t a L a p l a c e , şi f o l o s i n d pr inc ip iu l c o r e s p o n d e n ţ e i 

sau pr inc ip iu l lui Vo l t e r ra , a m rezo lva t p r o b l e m a în d o m e n i u l imagin i i Lap lace . 

Va lo r i l e propr i i se gă se sc ca soluţ i i a le unei ecua ţ i i c a r ac t e r i s t i c e de f o r m a unui 

d e t e r m i n a n t de t ip ( c S x 8 ) c a re dezvo l t a t ne c o n d u c e la o i m a g i n e Lap lace de f o r m a 

unei func ţ i i r a ţ iona le da tă de rapor tu l a d o u ă p o l i n o a m e de g radu l patru . A m ară ta t 

as t fe l că în final ca lcu lu l nu se p o a t e rea l iza d e c â t n u m e r i c (v. § 2.4.7.) . 
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Ullii iuil p a r a g r a f al accst i i i cap i to l (§ 2 .5 . ) se o c u p a d c u t i l i / a r c a lunc j i i l o r dc va r i ab i l a 

c o m p l e x ă , în pa r t i cu l a r a ecua ţ i i l o r K o l o s o v - M u s h c l i ş v i l i , pen t ru ca l cu lu l c â m p u l u i dc t ens iun i 

în cazul p l anu lu i e las t ic o m o g e n şi i zo t rop , cu d e f e c t e mu l t ip l e . A c e s t a ar ti cazu l cel mai gene ra l 

posibi l c â n d p lanu l a re un n u m ă r a rb i t r a r d e go lu r i , f i sur i , i nc luz iun i , de d i f e r i t e f o r m e şi 

d i m e n s i u n i . l :v iden t că as t fe l f o r m u l a t ă probier i ia nu a rc încă o so lu ţ i e înch i să , d a r pr in 

s u p r a p u n e r e de e t e c t e ea a Ibst în gene ra l r ezo lva tă . D e o a r e c e func ţ i i l e potenţ ia l K o l o s o v -

Mushe l i şv i l i d e m u l t e ori se e x p r i m ă cu a j u t o r u l i n t eg ra l e lo r d e t ip C a u c h y , iar so lu ţ i i l e t l na l e se 

dau s u b f o r m a u n o r ecua ţ i i i n t eg ra le de ob i ce i de t ip F r e d h o l m de spe ţa a d o u a , a m î n c e p u t aces t 

pa rag ra f cu niş te ..pi/if/c" d e s p r e in l eg ra l e i e d c t ip C a u c h \ ' şi teor ia ecua ţ i i l o r in tegrale . 

In cadru l aces tu i p a r a g r a f c o n s i d e r că a m a \ u t con t r ibu ţ i i p r i \ i n d o ser ie în t reagă d c 

a s p e c t e lega te d e p lanul cu golur i şi t lsur i : 

• U r m ă r i n d m e t o d o l o g i a lui M u s h e l i ş v i l i , c o n s i d e r â n d că func ţ i i l e de po ten ţ ia l sun t 

func ţ i i l in iare , a m reuş i t să g ă s e s c a c e s t e func ţ i i pen t ru cazu l p lanu lu i cu d o u ă f isur i 

a rb i t r a re , c o n s i d e r â n d că se c u n o s c sa l tu r i l e t e n s i u n i l o r şi dep l a să r i l o r la v â r f u l 

f isur i i în s i s t emul local de c o o r d o n a t e (§ 2 .5 .3 .3) , 

• A m rea l iza t s tud iu l în d e t a l i u a p l a n u l u i cu d o u ă f isur i rec t i l in i i ega l e (§ 2 .5 .3 .4 ) , 

c o n s i d e r a t ca un c a z p a r t i c u l a r al so lu ţ i i lo r o b ţ i n u t e p e n t r u f isur i a rb i t r a r e , 

p r e z e n t â n d d in l i t e ra tu ră şi so lu ţ i i l e finite d a t e d e S H I H ( 1 9 1 4 ) , E R D O G A N 

( 1 9 6 2 ) , B A R E N B L A T T ( 1 9 6 2 ) ( c e n t r a l i z a t e în T A D A şi P A R I S ) . Din luc ră r i l e 

a c t u a l e a m p rezen t a t so lu ţ i i l e d a t e d e Y.Z. C H E N [ C 3 5 ] - 1997 şi de Y. K O N I S H I 

[ K 5 0 ] - 1972; d u p ă a c e s t e m e t o d e a m p rezen t a t o so lu ţ i e n o u ă baza t ă pe ideea 

s u p r a p u n e r i i e f e c t e l o r , c o n s i d e r â n d p lanu l so l ic i ta t şi f a r ă f i su ră s u p r a p u s cu p lanu l 

neso l i c i t a t , da r cu fisuri î n c ă r c a t e cu t ens iun i i pe m a r g i n i (pag. 169). 

• P e n t r u m e t o d o l o g i a p r o p u s ă a m î n t o c m i t un p r o g r a m d e ca lcu l şi pen t ru cazu l 

c o n c r e t s tudia t n u m e r i c şi e x p e r i m e n t a l , prin c a r e a m ob ţ inu t g ra f i cu l var ia ţ i e i 

t ens iun i lo r cr^,(a',0) în z o n a fisurilor. 

C A P n O L l l I . 3 : 

COiM RIIWŢII PRIVIND FORMULAREA A PLICĂRFA 

METODELOR NUMERICE 

Capi to lu l î n c e p e cu o s u m a r ă p r e z e n t a r e - abso lu t n e c e s a r ă pent ru e l a b o r a r e a unor 

a lgor i tmi adap t iv i şi î n ţ e l ege rea p r o c e s e l o r de d i c re t i za re - a c e lo r d o u ă m e t o d e n u m e r i c e 

reprezen ta t ive : m e t o d a e l e m e n t e l o r finite (§ 3 .2 . ) şi m e t o d a e l e m e n t e l o r de f ron t i e ră (§ 3.3.) . 

A m b e l e m e t o d e au fos t fo los i t e pe larg în cupr insu l tezei cu o b s e r v a ţ i a că pen t ru m e t o d a 
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e lcn ic i i l c lo r f in i t e s -a fo los i t p r o g r a m u l C O S M O S / M 2.5, p r o g r a m intrat d c mul l i ani în p rac t i ca 

cu ren t ă a ing ine r i lo r u t i l iza tor i şi a s u p r a că r c i a nu m - a m opr i t în m o d spec ia l . A m d e m o n s t r a t 

însă d o c u m e n t a t că , la o ra a c t u a l ă se a f i r m ă pu t e rn i c , în spec ia l în p r o b l e m e l e de m e c a n i c a 

ruper i i , m e t o d a e l e m e n t u l u i d e f ron t i e r ă . D e a c e e a în t regu l cap i to l es te axa t în spec ia l pe 

f u n d a m e n t a r e a aces te i m e d o t e c a r e t r a n s f o r m ă p r o b l e m e l e d e d o m e n i u în p r o b l e m e d e c o n t u r 

g u v e r n a t e d e ecua ţ i i i n t eg ra l e s i ngu l a r e , a c ă r o r r e zo lva r e a m f a c u t - o în cap i to lu l u r m ă t o r c u ' 

m e t o d a M o n t e Ca r lo . To t în l egă tu ră cu a c e a s t ă m e t o d ă , a m făcu t o p r e z e n t a r e a p r o g r a m u l u i d e 

e l e m e n t de f r o n t i e r ă B E A S Y 8.0, d u p ă c u n o ş t i n ţ a m e a ut i l iza t pen t ru p r i m a da tă la noi în ţară . 

D e o a r c c c (M.lZ.Fr.) neccs i l â o d e s c r i e r e de m a r c a c u r a t e l e a f ron t ie re i d o m e n m i u i a m ut i l izat 

pent ru aceas t a func ţ i i l e sp l ine c u b i c e , e l a b o r â n d şi un p r o g r a m pent ru in t e rpo la rea cu a c e s t e 

func ţ i i . M - a m o c u p a t d u p ă a c e e a şi cu i m p l e m e n t a r e a a c e s t o r func ţ i i în ( M . H . F r j u t i l i zând un 

a lgor i tm a d a p t i v şi a m s tudia t e ro r i l e c a r e a p a r în aces t caz , şi în f inal a m în tocmi t un p r o g r a m d e 

e l e m e n t de f r o n t i e r ă p e n t r u p r o b l e m e b i d i m e n s i o n a l e de po ten ţ i a l . 

D in cup r in su l aces tu i cap i to l se d e s p r i n d u r m ă t o a r e l e e l e m e n t e de nou ta t e , c a r e r e p r e z i n t ă 

cont r ibu ţ i i a le au toa re i : 

• Calculul funcţiilor de formă, în coordonate adimensionale, pentru un element de frontieră 

cu 5 n o d u r i , de sc r i s pr in p o l i n o a m e d e g radu l pa t ru , d e s c o m p u s e în func ţ i i d e 

g radu l în tâ i . E s t e p o l i n o m u l d e g radu l cel m a i m a r e în c a r e f u n c ţ i a d e m o d e l a r e e s t e 

d a t ă d e p r o d u s u l u n o r func ţ i i l in ia re , cu o f o r m ă s i m p l ă , e legan tă . 

• O p r e z e n t a r e d o c u m e n t a t ă a e x p l o z i e i m e t o d e l o r d e e l e m e n t de f ron t i e r ă şi a p l i c a r e a 

p r o g r a m u l u i de e l e m e n t d e f ron t i e r ă B E A S Y 8.0 pen t ru p r o b l e m e de m e c a n i c a 

ruper i i - d u p ă c u n o ş t i n ţ a m e a p e n t r u p r i m a o a r ă în l i t e ra tura ş t i in ţ i f i că d in ţ a ra 

noas t ră . 

• I n t r o d u c e r e a func ţ i i l o r sp l i ne c u b i c e - în trei v a r i a n t e ana l i t i ce - în a p r o x i m a r e a 

f r o n t i e r e l o r d o m e n i i l o r b i d i m e n s i o n a l e - şi e l a b o r a r e a uno r p r o g r a m e de i n t e r p o l a r e 

cu as t fe l de func ţ i i , în l i m b a j u l Visual Basic . 

• P r e z e n t a r e a a l g o r i t m i l o r adap t iv i şi e l a b o r a r e a unui p r o g r a m pent ru i n t e rpo l a r ea cu 

func ţ i i sp l ine cub ice . 

• O n o u ă m e t o d ă d e d e f i n i r e şi ana l i ză a e ro r i lo r în r e z o l v a r e a cu M.E.Fr . a p r o b l e m e l o r d e 

c â m p . 

• P r e z e n t a r e a în de ta l iu a m o d u l u i d e i m p l e m e n t a r e a f u n c ţ i i l o r sp l ine în M.E .Fr . 

• E l a b o r a r e a pe baza rezu l t a t e lo r amin t i t e , a unui p r o g r a m de e l e m e n t de f ron t i e ră pen t ru 

r ezo lva rea p r o b l e m e l o r de c â m p b i d i m e n s i o n a l e , în l imba ju l Visul Bas ic . 
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• A n a l i z a t eo re t i că , nii i i icrică şi e x p c r i n i c n t a l â ( t b t o e l a s t i c â ) a plăci i p l a n e de d i m e n s i u n i 

Uni te cu d o u ă sau trei go lur i c i r cu l a r e , o c a z i e cu ca r e s-a ev iden ţ i a t va r ia ţ i a pozi ţ ie i 

p u n c t u l u i de pe c o n t u r în c a r e a p a r e t e n s i u n e a m a x i m ă . 

N o t ă : V o l u m u l m a r e de pagin i al c a p i t o l u l u i 3 se d a t o r e a z ă în spec ia l p r o g r a m e l o r pe c a r e le-

a m î n t o c m i t şi pen t ru c a r e a m dat şi exp l i ca ţ i i c o m p l e t e ! E\c se în t ind pe 130 de pagin i . 

CAPITOLUL 4: 

MhCAMCA PROBABILISTÂA RUPIiR/I. 

PROiiLiiMi:. rRi\ciriL m()1)i:li:. mi:iodi:. coMRiia/iii 

Este un capi to l cu toiul nou in l i tera tura ş t i in ţ i f i câ r o m â n e a s c ă , î n c e r c â n d să 

i m p l e m e n t e z e m e t o d e l e d e ca l cu l şi i n t e rp r e t a r e p robab i l i s t i c ă în p r o b l e m e l e de m e c a n i c a 

ruper i i , c o n s t i t u i n d u - s e ca o p l e d o a r i e p e n t r u un nou s e g m e n t de c e r c e t a r e n u m i t M e c a n i c a 

P robab i l i s t ă a R u p e r i i (M.P .R . ) . C a p i t o l u l es te s t r âns legat de ce l e l a l t e d o u ă a n t e r i o a r e , şi 

c u p r i n d e a tâ t e l e m e n t e de ca lcu l t eo re t i c , câ t şi a s p e c t e d e a n a l i z ă n u m e r i c ă . 

El î n c e p e c u un p a r a g r a f in t i tu la t : „ P l e d o a r i e p e n t r u M e c a n i c a p robab i l i s t ă a r u p e r i i " 

(P robab i l i s t i c F r a c t u r e M e c h a n i c s ) c a r e s -a cons t i t u i t c a un a r t i co l a f l a t în cu r s d e p u b l i c a r e în 

Bu le t inu l A R M R (au tor i : I. D O B R E , C . M U N T E A N ) . D e a l t fe l luc ră r i l e a n a l i z a t e în aces t 

p a r a g r a f a ra t ă i m p o r t a n ţ a pe c a r e c o m u n i t a t e a ş t i in ţ i f i că i n t e r n a ţ i o n a l ă o a c o r d ă c o n c e p t e l o r 

p robab i l i s t i c e şi de sc r i e r i l o r s t a t i s t i ce a ma jo r i t ă ţ i i p a r a m e t r i l o r c a r e in te rv in în t r -o p r o b l e m ă de 

M . R . As t f e l se p l e a c ă de la c a r a c t e r i z a r e a s ta t i s t ică a p rop r i e t ă ţ i l o r m e c a n i c e şi a g e o m e t r i e i şi 

d i s t r ibuţ ie i d e f e c t e l o r şi se a j u n g e la d e s c r i e r e a p robab i l i s t ă a c â m p u l u i de t ens iun i şi dep l a să r i şi 

la ca lcu lu l p robab i l i s t al e l e m e n t e l o r s p e c i f i c e de m e c a n i c a ruper i i ( K j j . J ) . In m u l t e ţări 

a v a n s a t e d .p .d .v . t e h n o l o g i c , ca d e e x e m p l u S U A , s -a a j u n s în f aza de s t a n d a r d i z a r e , ex i s t ă 

codur i A S M E şi p r o g r a m e de c a l c u l a t o r b a z a t e pe t ehn ic i l e şi m e t o d e l e de s i m u l a r e M o n t e C a r l o , 

u t i l izând în gene ra l d i s t r ibu ţ i i l e g a i n m a şi We ibu l l . A c e a s t a î n s e a m n ă a j u n g e r e a la m a t u r i t a t e a 

d o m e n i u l u i . 

în p a r a g r a f u l 4.2. se p rez in t ă c â t e v a e l e m e n t e de s in teză d in teor ia p robab i l i t ă ţ i l o r şi 

s ta t i s t ica m a t e m a t i c ă . E x t r a g e r e a e l e m e n t e l o r r e p r e z e n t a t i v e şi a no ţ iun i lo r n e c e s a r e c a l c u l e l o r 

u l te r ioare , a r ep rezen t a t un e fo r t d e o s e b i t , d e o a r e c e în aces t d o m e n i u s -au scr is zeci de v o l u m e 

r e m a r c a b i l e în cadru l şcoli i r o m â n e ş t i d e „S ta t i s t i că şi p r o b a b i l i t a t e " - c rea tă şi c o n d u s ă de 

a c a d e m i c i e n i i O c t a v O N I C E S C U şi Gh. M I H O C . A t rebui t să scot în ev iden t ă l egă tura d in t re 

p robab i l i t a t e (ca m ă r i m e a pr ior i ) şi c ea de f r e c v e n ţ ă re la t ivă (ca m ă r i m e a pos te r io r i ) s tabi l i tă de 

c o n v e r g e n ţ a în p robab i l i t a t e . A t rebu i t să d a u câ t eva no ţ iun i d in teor ia se lec ţ ie i şi e s t ima ţ i e i 
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a râ t ând că m e d i a dc se l ec ţ i e e s t i m e a z ă abso lu t co rec t m e d i a t eo re t i că , d e o a r e c e a c e s t e r ezu l t a t e 

s tau la baza f o m u i l ă r i i m e t o d e i M o n t e Ca r lo . 

în cond i ţ i i l e unei t o t a l e l ipse de d o c u m e n t a ţ i e , c r ed că a m reuşi t să dau în cad ru l § 4 .3 , o 

p r e z e n t a r e a m e t o d e i M o n t e C a r l o c a r e să e x p l i c e u t i l i za rea e x p e r i e n ţ e l o r a l e a t o a r e în c a l c u l a r e a 

unor m ă r i m i d e t e r m i n i s t e , c u m sunt de e x e m p l u in teg ra le l e . 

D in c e l e p r ezen t a t e mai sus , c red că se d e s p r i n d ca şi con t r ibu ţ i i a le au toa re i u r m ă t o a r e l e : 

• F o m i u l a r e a a s p e c t e l o r f u n d a m e n t a l e a le unu i cap i to l nou al m e c a n i c i i ruper i i in t i tu la t 

„ M e c a n i c a p r o b a b i l i s t ă a rupe r i i ' ' şi a r g u m e n t a r e a neces i tă ţ i i i m p l e m e n t ă r i i aces te i 

p rob lcn ia i i c i în ac l i \ i lalca c o l e c t i v e l o r dc c e r c e l a r e , s t anda rd i za re , e x p e r t i z a r e î̂ i 

p ro i ec t a re : în accs t s ens am lacut p r o p u n e r i c o n c r e t e că t re A R M R 

• R e a l i z a r e a unei s in t eze e c h i l i b r a t e a e l e m e n t e l o r n e c e s a r e d m teor ia p robab i l i t ă ţ i l o r şi 

s ta t i s t ica m a t e m a t i c ă pen t ru d e s c r i e r e a în l i m b a j p robab i l i s t a m ă r i m i l o r s p e c i f i c e 

d e m e c a n i c a ruper i i ; 

• O p r e z e n t a r e c o n c e p t u a l ă c o e r e n t ă şi exp l i c i t ă a m e t o d e i M o n t e C a r l o î n c h e i a t ă cu 

elaborarea unui program de calcul a integralelor multiple cu metoda Monte Carlo 

în limbajul Visual Basic, 
/V 

• In final, elaborarea unui program Fortran pentru calculul modulelor elastice efective în 

cazu l p l ăc i lo r cu fisuri a v â n d or ien tă r i a r b i t r a r e şi a m p l a s a t e în t r -o r e ţ ea pe r iod i că . 

CAPITOLUL 5: 

CERCETĂRI, VERIFICĂRI ŞI VALIDĂRI EXPERIMENTALE 

Se o c u p ă cu v a l i d a r e a e x p e r i m e n t a l ă pr in f o t o e l a s t i c i m e t r i e a unora d in p r o b l e m e l e 

c e r c e t a t e p â n ă în aces t cap i to l , sau cu m ă s u r a r e a n u m e r i c ă a c â m p u r i l o r de t ens iun i în cazul u n o r 

p r o b l e m e noi , c o m p l i c a t e , p e n t r u c a r e nu a m reuş i t să d a u so lu ţ i e t eore t ică . 

în § 5 . L şi § 5.2. a m p r e z e n t a t a t în m o d s u m a r c â t e v a c u n o ş t i n ţ e d e fo toe l a s t i c ime t r i e . 

P a r a g r a f u l 5 .3. se o c u p ă în m o d spec ia l d e p r e l u c r a r e a imag in i l o r f o t o e l a s t i c e în cazul 

c o r p u r i l o r cu fisuri, s p e c i f i c e m e c a n i c i i ruper i i . In aces t c a z p r o b l e m a cea mai m o d e r n ă es te 

d e t e r m i n a r e a f ac to r i lo r K d in t r -o s ingură i z o c r o m a t ă . Pe l ângă m e t o d e l e p r ezen t a t e de L. 

M A R Ş A V I N A în [G17] , a m p rezen t a t o ser ie de lucrăr i noi : C H G N Z E N G T A O [7.4] [ Z 5 ] / I 9 9 5 ; 

C H E N F E N G [ C 2 8 ] / 1 9 9 7 ; LI X I A N - F A N G [ L 2 2 ] / I 9 9 8 . 

In pa r ag ra fu l 5.4. a m re luat p r o b l e m a test nr.l . p r iv ind p l a t b a n d a cu un gol c i rcu la r , că re ia 

i-ain dat o al lă so lu ţ ie t corc t ică [)rin d e s c o m p u n e r e a în se r ie de puteri a t ens iun i lo r in c o o r d o n a t e 

polare . 
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c violul 6 rrivirc de sinteză ( 'o/u luzn. ( \>n!ril)u!ii 

în p a r a g r a f u l 5 .5 . a m s tud ia t cazu l p l a t b e n z i l o r cu d o u ă şi trei o r i l k i i e g a l e şi inega le , 

pen t ru c a r e a m stabi l i t şi va r i a ţ i a t en s iun i l o r n o r m a l e c i r c u m f e r e n ţ i a l e , p r e c u m şi a t ens iun i lo r 

a y şi a y în p u n c t e l e e x t r e m e a le o r i f i c iu lu i d e d i m e n s i u n i ma i mici . în cazul p la tbenz i i cu d o u ă 

or i l lc i i i nega le pen t ru p r i m a d a t ă în l i t e ra tură se p rez in t ă g r a l l c e ca re dau var ia ţ ia r apor tu lu i ^ ^ 

în t \mc ţ i e de rapor tu l r aze lo r Ri'r, p en t ru ce l e d o u ă p u n c t e c a r a c t e r i s t i c e de pe con tu ru l o r i f i c iu lu i 

mic . A c e s t e a au fos t r ea l i za t e u t i l i zând p r o g r a m u l E x c e l . 

In p a r a g r a f u l 5 .6 . se p rez in t ă i m a g i n i l e f o t o e l a s t i c e o b ţ i n u t e şi p r e l u c r a r e a ace s to r a , 

p r e c u m şi c o m p a r a ţ i a r ezu l t a t e lo r m e l e cu ce l e d a l e d e P l i T l i R S O N [P33] ( a c o l o unde au ex is ta t 

da l e pen t ru aceas ta ) . 

în cad ru l aces tu i cap i to l c o n s i d e r ca şi con t r ibu ţ i i a l e s u b s e m n a t e i u r m ă t o a r e l e : 

• A n a l i z a pe r t i nen t ă a m e t o d e l o r m o d e r n e d e d e t e r m i n a r e a f a c t o r u l u i de in tens i t a t e a 

t en s iun i l o r pr in p r e l u c r a r e a unei s i n g u r e i z o c r o m a t e ; 

• O n o u ă ana l i ză a stări i d e t e n s i u n e în cazu l p l a tbenz i i de d i m e n s i u n i finite so l ic i ta tă la 

t r ac ţ iune , a v â n d un gol c i r cu la r ; a c e a s t ă p r e l u c r a r e se b a z e a z ă pe o d e z v o l t a r e în 

se r ie a f u n c ţ i e i d e t e n s i u n e a lui A i ry , şi p e b a z a ei , o d e s c o m p u n e r e în se r i e d e 

puter i a t e n s i u n i l o r în c o o r d o n a t e po la re . R e z u l t a t e l e sunt p r e z e n t a t e în g ra f i cu l d in 

Fig. 5.4.2 

• A m s tud ia t în de ta l iu , t eo re t i c , n u m e r i c şi e x p e r i m e n t a l p l a t b a n d a e l a s t i că cu d o u ă or i f ic i i 

i nega le , pen t ru c a r e a m dat g r a f i c e l e d e va r i a ţ i e a lui ( j Q l q în f u n c ţ i e de rapor tu l 

R/r pen t ru p u n c t e l e c a r a c t e r i s t i c e d e pe c o n t u r u l L^dX o r i f i c iu lu i cu d i m e n s i u n i l e 

ce l e ma i mic i . A c e s t e g r a f i c e sun t o n o u t a t e a b s o l u t ă în l i t e ra tura c o n s a c r a t ă aces tu i 

d o m e n i u . 

• A m ob ţ inu t o se r ie d e r ezu l t a t e f o t o e l a s t i c e p e n t r u cazur i p a r t i c u l a r e d e p la tbenz i cu 

golur i ş i /sau fisuri, pen t ru ca r e nu a m reuş i t însă să dau soluţ i i ana l i t i ce , da r c a r e 

sunt o n o u t a t e în b a z a de da t e a m e c a n i c i i ruper i i . 
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ANEXE 

ARGLiMENrATU: 

D e o a r e c e p r o b l e m e l e d e c a r e m - a m o c u p a t în t eză sunt p r e z e n t a t e în l i t e ra tura d e 
spec i a l i t a t e cu a j u t o r u l unui a p a r a t a j m a t e m a t i c d e o s e b i t d e e l eva t şi so f i s t i ca t , c a r e de ob i ce i nu 
se a f lă la î n d e m â n a ing ine ru lu i , i nd i f e r en t d e p ro f i l , în u l t imi i c inci ani a m făcu t e fo r tu r i 
d e o s e b i t e pen t ru a -mi c o m p l e t a p regă t i r ea în u r m ă t o a r e l e d o m e n i i mar i : 

I. B A Z E M A T E M A T I C E , c u p r i n z â n d în spec ia l . 
1 eor ia ecua ţ i i l o r in tegra le (cu p r e c ă d e r e s i n g u l a r e ) 

- T e o r i a şi p r ac t i ca t r a n s f o r m ă r i l o r i n t eg ra l e 
Funcţ i i d e va r i ab i l ă c o m p l e x ă . In t eg ra l e d e t ip C a u c h y 
E l e m e n t e de t eor ia po t en ţ i a lu lu i 
C a l c u l u l t ensor ia l 
M e t o d a M o n t e C a r l o 

II. B A Z E L E M E C A N I C I I S O L I D U L U I D E F O R M A B I L 
- T e o r i a e las t ic i tă ţ i i şi e l e m e n t e de t eo r i a p las t ic i tă ţ i i 
- T e o r i a so l idu lu i d e f o r m a b i l c u d e f e c t e : go lu r i , i nc luz iun i , fisuri 

M e c a n i c a ruper i i m a t e r i a l e l o r 

III. B A Z E L E C A L C U L U L U I N U M E R I C 
- M e t o d a e l e m e n t u l u i finit 
- P r o g r a m u l „ C O S M O S " 

M e t o d a e l e m e n t e l o r d e f ron t i e r ă şi p r o g r a m u l „ B E A S Y " 

IV. M E T O D E E X P E R I M E N T A L E 
- T e n s o m e t r i e e l e c t r i c ă rez i s t ivă 
- F o t o e l a s t i c i m e t r i e 

A c e s t e v o l u m d e o s e b i t d e m u n c ă a fos t pos ib i l în spec ia l da to r i t ă p r o g r a m u l u i i m p u s d e 
c o n d u c ă t o r u l teze i , c a r e mi -a c u p r i n s m a j o r i t a t e a m a t e r i a l u l u i c i ta t ma i sus în r e f e r a t e l e şi 
e x a m e n e l e ob l iga tor i i . 

D e a c e e a , p e n t r u a nu r epe ta în cad ru l teze i o se r ie d e no ţ iun i f u n d a m e n t a l e pe ca r e l e -am 
ut i l izat şi pe ca r e l e - am p r e s u p u s c u n o s c u t e ap r io r i , m i - a m p e r m i s să le p rez in t s u m a r în a n e x e l e 
ca r e u r m e a z ă . A m avut as t fe l şi pos ib i l i t a t ea unui c o m e n t a r i u pe r t inen t al b ib l iog ra f i e i s tud ia te . 
In felul aces ta în ma te r i a lu l c u p r i n s în teza p rop r iu -z i să a m p rezen ta t s in teze şi r ezu l t a t e 
or ig ina le . 

Ma i ex i s tă î ncă o exp l i ca ţ i e şi j u s t i f i c a r e lega tă de fap tu l că , da tor i t ă impor t an ţ e i 
d e o s e b i t e - ş t i in ţ i f ică şi ap l i ca t i vă - a d o m e n i u l u i , n u m ă r u l luc ră r i lo r ş t i in ţ i f i ce pub l i ca t e es te 
i m p r e s i o n a n t şi d e z a r m a n t , iar n ive lu l m a t e m a t i c foa r t e r id icat . 

Ţ in să p r e c i z e z că t e m e l e p r ezen t a t e în „ A n e x e " nu sunt s i m p l e r e z u m a t e din căr ţ i l e d e 
spec ia l i t a te ; e le r ep rez in t ă o s in teză p e r s o n a l ă a d o m e n i u l u i t e m e i , pe c a r e a m înce rca t să o 
r e f o n n u l e z în t r -o m a n i e r ă cât ma i c la ră pos ib i l , r e n u n ţ â n d uneor i la so f i s t i ca t e şi c o n d e n s a t e 
subt i l i tă ţ i m a t e m a t i c e , c a r e de a l t fe l au pu ţ ină ut i l i ta te ap l i ca t ivă . 

* * * 
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ANfiXA 1 

CA TEVA ELEMEM i: DIN EOlUA rOTENTIALVLlJI'\ 

FORMULELE LUI GREEN'' 

§1. Fotcnţialiil ncwtonian sau potenţialul de volum 

( I . ) In spaţiul euclidian F j r apona t la sistemul xOyz, considerăm două puncte Q şi P ( \ ,y , z ) în 

aceste două punctc se află două particule materiale m şi M (Fig. I) Ştim că între aceste două particule se exercită 
acţiuni reciproce pe care le reprezentăm prin torţe şi pe care le-am numit forţe dc atracţie universala sau forţe 
neu titniene\ intensitatea aces tor for ţe este direct proporţ ională cu masele m şi M şi invers proporţională cu pătratul 
distantei dintre cele două puncte 

C oiisidcrăm Q tix şi P variabil în L j şi 

O 

X 

Fig. 1 

7Î. ^M - m r ... 
r = - j —r ci4 proiecţiile 

r r 

luxâin r - ( J T l-orţa dc airaciic neutoninnâ 

pe care o exercită m asupra lui M este dată de 
următoarea formulă analitică: 

' X ~ ~ J 2 
r r 

17 _ ry - -J — (1.1) 
r r 

Mm 

Alegând sistemul de unităţi astfel încât constanta u n i v e r s a l ă / = 1 şi presupunând că în P se găseşte o masă 
egală cu unitatea M = l , vom avea: 

m 

r r 

= -

-> 

r 

m x-rj 
2 r r 

m - V - C 

(1-2) 

/ ' r 

Se defineşte astfel un câmp vectorial \ {C^ } c a r e se numeşte câmpul atracţiilor 

newtoniene datorită masei m situată în punctul Q. 
Mai ştim că dacă există o funcţie de punct LI(\\y,zJ ^ U(Pj continuă şi derivabila pe un anumit domeniu. 

astfel încât forţa h să se exprime prin: 

- dU-*. dil^. dU-
/• = gradiJ = i + j + k 

dx dv dz 
(1.3) 

vom zice ca h este o forţă conservativă care derivă din tijncţia U. 

r jv jr ^ ^ 
dx ' dv ' • dl 

în locul lui 1/ SC poate lua funcţia: 

v ( r ) ^ - u { r ) 

(1.4) 

(1.5) 

AcciisUl ijiicxâ rcprc/inlil o prcliicr;irc oiieiiuilft a auloarci a uiuii lualcnal \asl raspcuulil îii ccic rnai diverse iralale de inalenialieâ. Deuueee se 
atlâ la baza leoriei „clcrnenlclor de Ironlieril ' am laeul de mulle on şi deiiionslralia almnaliilor eniinlate 
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/IA7. AM / Cchcvii elemente din „ teoria potenţialidluihorniulele lui Green 

care se numeşte potenrialul forţelor. 
In cazul nostru potenţialul forţelor este de forma: 

ViP) = !l c ^ U(F)=-- (1.6) 
r r 

care se numtşie potenţialul neyvtonian creat de particula materială m plasată în Q într-un alt punct P;»̂ ^ Q. 

(II ) C a z u l u n e i d i s t r i b u ţ i d i s c r e t e d e s a r c i n i . Considerăm un sistem de particule materiale distribuite 

în puncicle > a ) dc mase /;/;. Fie punctul " ) în carc există o masă M = \ . Atunci, masa 

acţionează asupra masei M cu forţa: 

Mn r. 
Potenţialul creat în punctul P în cele // particule cu masa va fi 

/-I 

(111.) C a z u l u n e i d i s f r i b u t i i c o n t i n u i . într-un d o m e n i u Q din spaţiu presupunem că avem o distribuţie 

continuă a masei Această distribuţie continuă în fiecare punct Q G Q ne este dată de funcţia: 

care se numeşte densitatea de distribuţie a masei în punctul Q . 

Impărţim domeniul Q în domenii elementare AcO-dc masă Ani. \ putem scrie Am. = pAcO-. Prin 

procedeele obişnuite de t recere de la discret la continuu, de la sume finite la integrale, potenţialul newtonian datorit 

unei distribuţii continue în Q , cu densitatea p se scrie: 

Q 

Potenţialul definit prin formula (1.9) se numeşte potenţial de volum Se presupune că este o fiincţie 

mărginită şi integrabilă pe Q . 
Notă : Pentru generalitate, deoarece forţa dintre sarcinile electrice sau dintre polii magneţilor are acelaşi 

caracter ca şi cea gravitaţională, la aplicarea problemelor de potenţial în metoda elementelor de frontieră, vom vorbi 
de surse şi nu de mase; vom presupune că sursa noastră unitară produce în punctul de coordonată x un potenţial de 

tip neu ion ian —ţ^—r care este o funcţie continuă indefinit diferentiabilă, cu excepţia punctului ^ unde se află sursa. 

§2. Potenţialul dc simplu strat şi dc dublu stat 
Se poate întâmpla ca potenţialele noastre de masă m^ să fie situate pe o suprafaţă Z şi să aibă pe această 

suprafaţă o distribuţie continuă, cu densitatea superficială / / . Potenţialul creat în punctul P(x,y,z) se exprimă 
printr-o integrală de forma: 

Potenţialul newionian definit de formula (2.1) se numo^Xc potenţial de simplu strat. Dacă / / este continuă 

iar Z este o suprafaţă cu normala continuă, integrala are sens şi pentru G S , deci potenţialul de simplu strat este 
definit pe E3 (sau R j ) . 

Câmpul newtonian datorat acestei distribuţii se poate obţine pentru V M g E^ \ I , derivând sub semnul de 

integrare: 
— > 

V{P) = -graclU{r) = j r = W' (2 2) 

510 

BUPT



( \ucva demente c/in .. teoria potenţialului horniulele lui (irecn 

in punctele V de pe suprafaţa X , funcţia de sub semnul inleyral prezintă, în general, o discontinuitate de 
aceiaşi natură cu cea a factorului I r" pentru r = O, ceea ce face ca integrala de suprafaţă sâ fie divergentă. Deci în 

general formula (2.2) defineşte un câmp newtonian pe \ L . 

Potenţialul de dublu strat. In teoria potenialului se mai foloseşte şi noţiunea de potenţial de strat dublu, 
întâlnită în electrostatică şi în multe probleme de ecuaţii cu derivate parţiale de ordinul 2, aplicabilă în M.E.Fr . - în 
fomuilarea indirectă 

Considerăm o suprafaţă Z pe care o presupunem de clasă C* (aceasta înseamnă că suprafaţa este 
reprezentată analitic printr-o funcţie de clasă C*: continuă, şi cu derivate parţiale continue) Sâ considerăm un punct 
Q pe S şi normala la suprafaţa Z în Q , de vector unitar n (v Fig. 2 ) ; /î = I 

De o parte şi de alta consider punctele Qi şi Q2 situate la distanţa / de Q ; presupun că în Qi se află o sarcină -f şi 
în Q i o sarcină - e . Potenţialul creat de aceste două sarcini într-un punct P(x,y,z) se obţine simplu: 

sarcina + ^ crează potenţialul — ; sarcina - S crează potenţialul 

Potenţialul total este: 

1 1 

V'i 
= 2l£-

'2J dn 
( 2 3 ) 

Q=Q-
într-un punct Q * convenabil ales pe direcţia n . Relaţia s-a obţinut aplicând formula creşterilor finite. 

Fie 2/ distanţa dintre punctele Qz şi Q , şi n versorul vectorului Q2Q1 ^ QiQx = 2 / / ; . Când / —> O cu 

« c o n s t a n t vom accepta că produsul 21 £ are o limită finită: 21 £ = /J \ se obţine o nouă configuraţie care se 

numeşte sursă dublă, dublet sau dipot. Această configuraţ ie este complet determinată de vectorul / / = fJ -n, care 

se numeşte momentul dipolului. 
Atunci potenţialul dipolului în punctul P se deduce din (3) aplicând formula creşterilor finite: 

dn 

1 
(2.4) 

Dacă vom presupune că dipolii de pe Z au o distribuţie continuă dată de funcţia / / ( ( ? ) , atunci potenţialul 

în punctul P este: 

dn 

1 
da. Q (2.5) 

care sc numeşte potenţial de dublu strat 

§3, I n t e g r a l e impropr i i 

Se observă că în cazul potenţialelor cercetate intervin integrale de următoarea formă: 

/ = r y f e ) <1(0 a>0 (3.1) 

unde J{0) este o fijncţie mărginită şi integrabilă pe Q , /' reprezentând distanţa dintre două puncte, 

l i x , y , . - ) , adică /• = ^ { . r - ^ f + i y - r j f + i z - C y 
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AM'LVA 1 (^âîcva demente din .. teoria potenţialuluih^ormulele lui Cireen 

Dacă amândouă punctele F şi Q G Q , atunci funcţia l / r are un punct singular în P = Q , adică are o 
discontinuitate de natură polară; această flincţie este definită peste tot în E j cu excepţia punctului P = Q . 

Ştim că dacă în domeniul de integrare, funcţia are o astfel de discontinuitate polară, integrala nu se mai 
poate defini ca o sumă, în acest caz ea se def ineşte ca o aşa-numită integrală improprie. 

Problema care se pune este de a stabili când are sens integrala improprie de această formă (3.1). în acest 
scop vom demonstra următoarea teoremă: 

T. Inteţ^rala improprie (3, l), când G Q, are sens dacă (2 < 3. 
Demonstraţie. 

Fie domeniul nostru Q cu punctele P(x,y,z), şi 
). în punctul P = Q (deci când r - > 0 ) , funcţia Mr 

este discontinuă. Presupun că punctul P este fix, şi-I exclud 
împreună cu o vecinătate a sa de formă sferică de rază € (v. 
Fig. 3) 

/ - -(/oj (3 2) 

O. 
Fig.3 

1 
Prima integrală din (3.2) are sens deoarece — are sens 

Notez I = f(Q) <1(0 
o. 

Avem majorările succesive evidente: 

do) 

o . 
unde am notat cu M marginea superioară a lui f ţQ) . Ştim însă, de la sistemele de coo rdona t e sferice că: 

elementul de volum dco = r^ S\x\(p dr dcpdQ 

elementul de suprafaţă pe o sferă de rază R : da = R^ s i n (pd(pd6 

Pe sfera de rază unitară ( R = l ) elementul de suprafaţă va fi: da> = S\n(pd(pd6 şi deci dco = r^dr do) 

Rezultă: 

/ J < = M\r'^clr \dco = M 

Se vede că numai dacă a < 3 când € 

3 - a 

Att 
3 - a 

- ^ 0 , c.c.t .d. 

§4. Câteva formule integrale uzuale. Formulele lui Green 

Considerăm formula integrală a divergenţei, cunoscută sub numele de Gauss-Ost rogradski : 

dtv F dco = • n da (4 .1) 
Q 

integrală de volum integrală de suprafaţă 

Aceasta formulă (4.1) este valabilă pentru fiecare câmp vectorial de clasă Ĉ ^ în Q (închiderea lui Q ) , de 

clasă C* în Q , Z fiind frontiera lui Q ( Q = Q U Z ) 
Cu ajutorul acestei formule putem deduce alte două fonnule , considerând câmpul vectorial de forma: 

h ( p ) - (p(P)'^radii/(r) = (p • ^rady/ (4.2) 

unde r - este un câmp scalar definit pe Q , dc clasa C" pe Q , şi do clasă C ' în Q 

y/ i^P) este de asemenea un câmp scalar definit pe Q , de clasă C ' pe Q , şi de clasă C^ în Q . 

înlocuim în (4 .1) şi rezultă: 
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(xîtcva clcntcmc dm „teoria polciuuilulni". h'ormulcic Im (Irccn 

^ — > 

(/iv{(p ^radiff \lco = (p ^raJ y/ • // da 
o 

Dar ştim că: 

unde 

Dar V V = V ' = A = 

div{(p gradi!/) = = • V + (pW [y 

^ - o ^ a r 5 
\ = / h / h A' — (operatorul ,,nabla"). 

d.\ dy dz 

d' d' d' 

dx' d}^' dl 

Deci: div{(p grad ( / / ) = grad cp • grad i// -l- (pA i// 

Mai ştim câ: 

H (laplacianul sau operatorul lui Laplace). 

, "" cip 

gradl// • n = (derivata funcţiei ţ / / după normală, în punctul P) dn 
Relaţia (4.3) de\'ine: 

Am obţinut prima formulă a lui Grcen. 

Formula a doua a lui Green. Lărgim ipotezele de mai sus şi considerăm: 

r (p(P) definit în Q , de clasă C^ în Q şi de clasă C^ în Q 

[ l / / { P ) definit în Q , de clasă C^ în Q şi de clasă C^ în Q 

In acest caz în formula ( I ) putem schimba rolul lui (p cu y/ . 

d(p 

Q 
y/ ' Acp'dco-^ grad{f/' grad(p 'dco - { { / - - ^ a 

h 
Scădem ultima relaţie (4.4) din ( I ) şi obţinem: 

{(pAi// - y/Acp)-
Q 

( du/ d(p^ ( p - ^ - y / — 
dn dn 

da 

Am obţinut astfel a doua formulă a lui Grcen. 

Cazuri particulare: 

a) ^̂  = ; din ( I ) rezultă: 

b) ^ = 1 ; în acest caz din ( I ) rezulta: 

(4 3) 

( I ) 

(4.4) 

( I I ) 

(111) 

( I V ) 

§5. Reprezentarea eâmpurilor scalare de clasă C' în Q prin potenţiali 

Vom presupune că avem un câmp scalar ( p { P ) '- O . , de clasă C" pe Q şi de clasă C* în Q . Să arătâni că 

in acesic condiţii funcţia noasiră 1' se poale reprezenta prin potenţiali. 

Pentru aceasta vom demonstra următoarea teoremă: 

T. Câmpul scalar (pi^P^ definit în condiţiile de mai sus, de clasă C^ pe Q de clasă C' pe Q , se poate 

reprezenta prin formula: 
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unde: 
4;r, daca g Q 

daca P eL = frontiera lui Q 

O, daca P ^ Q {exterior domeniului Q ) 

( V ) 

Demonstraţie. 

a) Cazul în carc C Q , deci p=0. (Să observăm că în notaţia noastră Q este punctul variabil, iar P(x,y,z) este 
privii ca parametm. 

Folosim ( I ) deoarece P este exterior lui CI, deci integralele de volum care apar au sens fiindcă Q G CI , fac 

) ^/{( j ) = — , care nu arc singularitate in acest ca/ ( r - / ' O 
" r ^ ^ 

/ 1 \ 
Uo^ + Q 

sau: 

grad(p(Q)' grad. 
u 

Q 

\ r j 

iko^ = (p-
d 

t. dn 
dag = -

i dn\r) 
Ia. 

Q \ry 

Q 

dcoQ {*) 

Să arătăm că membrul drept este nul! Pentru aceasta este suficient să arăt că: Aq = o , adică funcţia 

l / r este o soluţie a ecuaţiei lui Laplace; aceasta se numeşte şi soluţia elementară, iar în metoda reziduurilor 
ponderate se numeşte soluţie fundamentală. 

1 

Ştim că: 

grad, 
1 

= / 
d 

j 

1 
+ y (-

U / 
+ k 

dz yry 
, acesta reprezentând gradientul lui Mr în raport cu 

coordonatele punctului P (sau în punctul P) 

A r o d' f O f O — — — + — + r — 

i ' - j at^ yr) U J 

aA-
r o d 

— — — 

UJ dr Vr) 

dr 1 x - ^ 

dx 2r 

d' r n _ d 

dx- l ' - J ~ dx r 
__ r _ _ 

Analog găsim: 

deci: 

Dar 

a v 

A , 

dz _ 2 

j/- - j r - . 3 - . 3 J»/- -J) / -
= 0 

r ) 

= 0 , c.c.t.d. 
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Formula {*) csie analoagă cu ( V ) şi fiindcă am pornii dc la ( I ) csie adevâraiâ. 

b) Cazul când P g Q . Acum P şi Q e Q deci în P=Q avem o singularitate. Kxclud punctul P din Q cu ajutorul 

unei sfere de rază S , notată cu Q^. (v Fig. 4). Aplicăm formula ( I ) domeniului Q - Q ^ 

Fio. 4 

— + i^rcul(p{())' il^rad^ 
V ' V 

doj - <P 

d 
i = 

dn 

d 

dr 

dn 
la, 

v ' V 

on\ry ^ ur\rJ y ^ v 

Dar d(jQ = r^dco unde dco este elementul de suprafaţă pe sfera de rază ^ = 1 . 

Ultimul rezultat se obţine pe baza unor t eo reme de medie pentru integralele de suprafaţă. 

^ G Z ^ este un punct situat pe suprafaţa sferei de rază S . Atunci: 

Q-Ci, 

grad 

gradcp • gradg 
— • 

1 r 

d(o- (P 
dn 

doQ =4;r(p(Q'} 

= r- — unde 
r r 

= 1; avem aici or = 2 < 3 , deci prima integrală are sens. 

Când £• O = > c p i Q ' ) ^ şi rezultă: 

grad(p • gradQ 
a 

do)- (P 
dn K f y 

da = 47r(p{P) , c.c.t.d. 

c) Cazul când P G fr.Q.{y. Fig. 5), atunci în loc de o sferă voi lua o semisferâ şi deci apare factonil 271 

z După ce am demonstrat această teoremă adun 
formulele ( I ) şi ( V ) ; 

Fig. 5 P(P{J')= \ grad(p-grad^ Q 
Q r 

dco -
dn 

d<j + ^A y/dco 
1} 

Dacă vom nota : H { I \ 0 ) - rezultă: 
r 

p ( p { p ) = \grad(p • grad H{P,Q)dco^ -
Q 

dHiP,Q), r , , 
(p — a g + (pă. y/d (O 

dn 
(VI) 

o 
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§6, R e p r e z e n t a r e a e â m p u r i l o r (p{p) de c lasă C^ pr in p o t e n ţ i a l e 

Teoremă. Daca funcţia este definită în Q , de clasa C' în Q ^i de clasă în (f în Q, atunci ea 
se poate reprezenta printr-o fornwlă de următoarea formă: 

r l d p(p(p)= \L^[(p(Q)\i(j-\(p{Q)^ - d a - \-^(p{Q)dco 
r dn dn 

1 
v ' V 

f ] 
(VII) 

O 
unde: 

An daca PeQ 

In daca F e l . 

O daca F iU 

Juslilicarca acestei Ibmuile se poale face folosind lot prima formulă a lui Green în care înlocuim pe (p cu 

i// si luam ^^(C^) = "" ^ om obţine. 

1 
-Agi//(Q)J(0 + \ gradg(p(Q\;rad 

Q' Q 

1 

\ f y 
d(o-

d 

\ r dn 
p(Q)\i(7 = 0 ( a ) 

între formulele (V) şi (a) eliminăm a doua integrală; 

r 
grad ^ grad 

Q v ^ / 
dco = p(p(P) + (P 

dn 
da 

Formula ( VIU). Stabilim formula de reprezentare . Luăm formula (VI I ) şi formula a I l-a a lui Green: 

p<p(P) = 

0 = 

dr / 1 \ 

r dn 

{(pis. {{/ - \i/ts(p)fico -

(p{q)}J<7-{<P(Q) 

Q 
însumăm: 

P(p(F)= \(pAl//-
Q Q 

A Q h - AQcp{Q)dcoQ - k f e ) ^ 

dn\r) 

^ dy/ _ 

dn dn 

d 

d a -

da 

r Q 

dn 
Y i Q V -

r 
da + A Q h -

r dn 
]lf(Q)\ic 

Notez H{P,Q)^y/{Q) + - şi rezultă; 

(VIII) 

§7. A l t e p r o b l e m e l e g a t e d e po tenţ ia lu l n e w t o n i a n 

Am văzut că potcntialul newtonian crcat de o distributie cont inuă într-un punct P este; 

!P(Q) 
m - -dco. Q (7.1) 

Q 

sau pentru cazul celor două mase (v. Fig. 6): M-l m 

Fig .6 
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r 
Problema se poate pune şi în cazul unei distribuţii oarecare pe un volum oarecare din spaţiu 

Teoremă Dacâ distributia p{0) este măr^imtă şi intcţ^rabilâ în Q, atuneipofenţialul neuitpnian (7,1) 
este (le clasa C^ în tot spaţiul euclidian Ej, 
Demonstraţie 

V o m arata mai întâi câ V'(P) este o funcţie continua în tot spaţiul şi apoi câ are derivate continui de ordinul 
1 în raport cu coordonate le punctului F. 

V o m arăta că integrala (7.1) are sens ca integrală improprie deoarece suntem în cazul a = l<3 
Pentru demonstraţ ie vom considera o funcţie auxiliară definită astfel; 

1 
daca s > r 

daca £ < r 

(72) 

unde este raza unei sfere cu centrul în P conţinută în întregime în Q . (Se vede imediat câ şi este 

mărginită în tot spaţiul.) Vom nota cu; 

Q 
Vom evalua diferenţa; 

m - v Ă i ' h 
rP{Q) d'Of, -
Q Q 

(7.4) 

Vom descompune domeniul Cixn două subdomenii; 

Q - Q ^ , şi Q ^ ( v Fig.7); Q = ( Q - Q J u Q , 

Să observăm că diferenţa celor două integrale pe domeniul 

Q - Q ^ este nulă, deoarece e> r şi / ^ ( r ) = —. Deci, 
r 

diferenţa (7.4) devine; 

Fig.7 

P' 
o. 

dcOr p{Ql 
o. r 

dcOr 

Notez cu A / = s u p . (Ştim că p{Q) e mărginită!) 

O. r 
dco, 

Trec Ia coordona te sferice; ştim că dco^ - r dr dco , unde d^ este elementul de arie pe sfera de rază S - \ 

Deci; 
/ 1 \ i / 1 \ 

o. 
r c/r = 471 

o 

1 1 
— 4-

/ \ 
J : r\lr = 

= 4;r 
2 

£ £ £ + + 
10 

18 , 
= — n £ ' 

5 

Deci; 

De aici rezultă; Când S —> O şirul de funcţii ^^^^^ K O ^ ) ^̂ ^̂ ^ funcţii continue dc 

clasă C" în E j rezultă că potenţialul V(P) este şi al de clasă C'^ în Ej . 
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Să mai arătăm In plus că, în aceste condiţii, V(P) are şi derivate parţiale continue (deci este de clasă C^). 
Să observăm că: 

I ^^^^ mărginită şi de clasă C^ în E3, deci pot deriva direct sub semnul integrală, în 
Q 

raport cu r , v,r. 

Q 

Consideram acum o funcţie vec tona lă de punct K, ( / ) = ^ ^ ^ n ~ S ^ ' ^ ^ p ^ i ^ ) 
J r 1 

Facem diferenţa: 

p((Mrad,fXr)ci(Oo - \p(Q)grad^ 
ii 

dco, 
V ' y 

. w X - d f , dr - df,. dr ; df^ dr 
grac/,. /,.(/•)= / — — + / — + — 

dr âx cr dy dr dz 

d r _ x - £ d r _ y - r j or _ z - C 

dx r ' d\' r ' dz r 

dr r 

f 1 N 
grady 

1 - V' y ' - 1 r 

\ r j dr r 

dr 
+ 1 

r r 

\ 

/ 

dcog <M 

Iau pentru coordona te le sferice: dcOg = r^dr d(d 

o. dr 
do)Q = da 

a r 
+ r ^ d r = 4 ; r 

r 1 ^ 
3 

/ \ £ 
— + £ 

1 4 

dr 
+ • dCDr 

= 5;r£-

în final deci: 

gradpVXP)-VXP\ < SttMS 

D e aici se vede că dacă £ " — > 0 , atunci şirul de funcţii > (converge uniform în tot 

spaţiul) 

însă cum g r a d f V ^ t ^ ^ sunt funcţii cont inue de P rezultă că şi este o funcţie continuă de P, Deci, 

dacă p { Q ) este mărginită şi integrabilă pe Q , atunci V(P) este o funcţ ie de clasă C ' în tot spaţiul E j Rezultă deci 

ca avem: 

y , { p ) = g r a d y { p ) = \piQ)grad,, 

O \ f / 
dco, Q 

adică funcţia V(P) se poate deriva dircct sub semnul integral: \ v̂ > j ^ - / _ { p [ o ) ^^ Jco -

' p 

V o 
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oricare ar fi poziţia punctului P, 

T e o r e m ă Dacă distribuţia de mitsâ stiu densitatea de sarcina p{Q) este continuă în Q, atunci exista 

derivatele de ordinul doi ale potenţialului de volum V(l*) care sunt fi funcţii continue în tot spaţiul Ej. 

Demonstraţie. Ne folosim de umiâ toa rea observaţie: 

grad, 
/ 1 \ 

= -m'^^c 
1 

/ 1 \ / J N 
Deci grad,V{p)=^p{Q)grcui, - dco^ = - j p{Q)gradQ 

o ^ Q \ r y 
Q 

însă 

c} 

- dco^j = \ ^rad^^ 
y V. 

piQ) 1 

ii 

p ( 0 ) 1(0,, 

Vom aplica ultimei integrale, pentru domeniul Q - Q ^ , formula integrală a gradientului, care în general 

este de forma: 

j grad(p(Q\ico = j (p{Q)n da {***) 
Q 

grad^ o 
Q-Q, 

P(Q) 
d(Og = 

Observăm că normala exterioară la Z ( /7v) este de sens 

contrar cu normala Ia (/7v ) (v. Fig. 8). 

Rezultă că: 

Fig.8 

Dacă în egalitatea ( ) t rec la limită făcând ^ —> O , vom obţine: 

\ gradg 
Q 

p{Q) dag = !PiQ)r. 

In final: 

grad,V(p)= \-gradop{0)dcOo -

•nda. (7.5) 

(7.6) 
Q 

Să arătăm că dacă distribuţia p i f j ) este de clasă C", atunci V(P) admite derivate de ordinul doi. 

într-adevăr, prima integrală poate fi considerată ca un potenţial cu distribuţia de sarcină 

/ K C ? ) - g r a ^ g p i O ) integrală este indefinit derivabilă în r apon cu (x,y,z) dacă punctul P nu se 

afla pe suprafaţa S . în concluzie dacă P se află în interiorul sau exteriorul lui Q , rezultă că V(P) admite derivate 
de ordinul doi. 

Consecinţa 1 Dacă P este exterior domeniului Q , atunci potenţialul newtonian x'crifică ecuaţia lui Laplace: 

( 1 ) 

Pentru densitatea p(Q) nu c.vistă date în literatură exemple de legi analitice. 
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Demonstraţie 

! P ( Q ) 

Q 
Cum O rezultă că nu avem singularităţi, integrandul es te o funcţie infinit derivabilă, deci V(P) es te cel 

puţin de clasă C ' . 
Derivez direct sub semnul inteurală 

A , , r^fo)] (-] 
Q r Q 

(JcOq = O 

deoarece se ştie că A, , = 0 

Consecinţa 2. Potenţialul n e u i o n i a n verifică în interiorul lui Q ecuaţia lui Poisson: 

Pcmonsfrafic Ştim că 

Aplic operatorul d iv integralei (7.6), care este o funcţie vectorială: 

Folosim identitatea: 
Q 

div 

-grad^piQ) icog - div. dcJr 

ĂI 
y 

şi rezultă: 
r 1 A 

= F gradĂ + Ădiv F 

1 
- gradQp(Q)da)Q+\--divp[gradQp(Qy(OQ -

grad^ 
r r 

P{Q)UI(T- \-diVp\p(Qyi}icT 
i r 

Dar; 

div\grad^p{Q) 

\ r y 

= 0 

Q 
grad,. 

[ r j 

Dacă folosim şi egalitatea: g f o d ^ 
v^ y 

avem: 

f 

V J o 

Pe de altă parte, deoarece P se află în interiorul lui Q , putem folosi relaţia: 

\ r j 

Ci v ' V 

/ ^ 

/ l \ 

dn 
do-

J 

t ~ \ r ) i d n \ r ) 

/ 1 N 

( 1 1 ) 

( I I . 1 ) 

( 1 1 . 2 ) 

{ * ) 

( I I . 3 ) 

d a , relaţie în care ultimele două integrale 

se anulează deoarece g r a d ^ o 
, d r n 

— n = — — 

\ r j dn l ' V 
. Rezultă că A,,y(P) = -4;rp(P), c.c.i.d. 
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K x p r e s i a a s i i n | ) t o ( i c ă a | ) o t e n l i n l u l u i ( Ic v o l u m 

Consideram domeniul Q în care avem data o distribuţie continua p{Q)\ fie punctul O originea 

sistemului de axe. Vom presupune că domeniul Q , este mărginit, deci 3 o sferă cu centrul în O de rază R care 

conţine în interiorul său domeniul Q (v Fio. 9). Fie C ) în Q şi P(x,y,z) exterior sferei de rază R 

In A O Q P aplic teorema lui Pitagora 
ueneraliziită: 

f ^fr; - 2i\i\ cos^ f /; 

Potenţialul creat dc acest corp (C î ) î 

punctul P al spaţiului este: 

in 

<p(Q) dtOf, = p(Q) 

Q - 2t\t\ C O S ^ 4- K 
dco, o 

Fig.9 

Deoarece r, > = > — < 1 
r 

Se notează de obicei — = / ; C O S ^ = A' 

r 

1 
/ \2 

f-xJ 

1 
unde l < 1 

Rezultă că g{,t,x) se poa te dezvolta într-o serie de puteri după puterile pozitive ale lui /: 

2 __ 
I «> 

/I=0 

Notez: / ( 2 a - / ) = u => a ) = (l - 2/) '2 

Ş t i m c a : r + —̂^ -z'- (-1)—^^ ^̂  -z 
/ / ! 2! 

1 A v - 1 1 . 1 - 3 - . . . . . ( 2 / 7 - 1 ) , 
Dar cum z=ti şi / t = , avem: (1 - / / ) 2 = 1 -f —/y + i r -h + ^̂  -u -h ... 

2 2 2 - 2 ! 2 " - / / ! 

Ne interesează coeficientul lui Ultimul termen care-1 conţine pe va fi: 

u" = r ( 2 x - i y = A(2xyr 

= r ' (2.V - 1)"' = Aici coencientul lui va fi: ( - l ) ' • C l , ( 2 a - ) " " ' / " 

Deci coeficicntui căutat al lui /" va fi: P (x) = Y'(- l ) ' C , '' ^' ' 1"" ~ ^^ "'^(2-v)' " 
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unde este partea întreagă a nuniămlui . 

(8.1) 

Deci; 

Aceste expresii se numesc polinoamclc Lcf'endre (sau funcţiile Legendre de prima speţă). 

k\(n-2k). 

.amplific cu: r ( . - A ) . 

l-3-... f 2 / / -2 ; l - - l ) 2"(//-Â-)i _ i -3- . •(2//-2X - l ) - 2 " ' • ( / / - / - ) ' 
-A!•(/;-2/1-)! 2"[n-k)\ 2 " •;-!(//-A-)!(/;-2/t)! 

Dar 2 - ' ( » - A - ) ! = , 2 - 2 . . . - 2 1 - 2 - 3 . . . ( / / - A ) = 2 - 4 - 6 - . . . ( 2 / / - 2 A ) 
{mk]faclort 

1 2 - 3 - 4 5-6-. . . ( 2 » - 2 A - 1 ) ( 2 » - 2 < : ) ^ (2/>-2A)! 
2' k\{n-k)\{n-2k)\ T • k\{n -k){n - 2k)\ 

P ^ y (_ ly- {2n-2k)l 

Pen tm n=0 = > Po(x) =1 
n= l = > P , ( x ) = . 
n=2 = > P2(x) = . 

Se poa te demons t ra însă că mai pu tem scrie: 

P„{x) = — — ~ relaţie cunoscu tă sub numele de formula lui Rodrigucs. 

De aici rezultă mult mai uşor : 

2^2' dx' 

1 d 

8 dx 

Revenim la notaţiile din problema noastră iniţială: 

1 1 - ^ 

' ' //=o V i y 

/ \ / / 
v{p)=\p(Q)-dco^=-Z j / ' f e l - = p ( Q ) - ; ; p „ ( ^ o s o \ i c o , 

Q ^ /i=0 Q V. / O 
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Sc noieazâ: 

'I Q 

n=0 

Această scriere se nuineşte/<^;r////^/^/ asifuptoticu a potenţialului de volum 
Calculăm mai întâi aproximaţia de ordinul zero 

1 

o 
f̂ o = - J p i o y ^ n (cos e )cko^ = j p ( Q \ U o ^ = m 

li 

unde m reprezintă masa totală a corpului nos tm Q . 

Calculăm aproximaţia tic ordinul I 

11= I COS 
' i Q 

dar: COS O = — 

Cum: 
/•, = / .X- + j y + kz 

= H + 
cos 9 = 

x^ + yt] + 

Q 

(8.2) 

(8 .3) 

Dar, vectorul care ne dă poziţia centrului de masă este: C { x , } \ z ) = " 
77? = 

Q 
Notez de asemenea: 

nu = 

mz = 
Q 

( f ) = - y [,vA//| + yMj + (8 .4) 

n=2 

Calculăm aproximaţia de ordinul 2: 

o 2 
dco, o 

y 2 { p ) = ^ \ p { Q } 
3{x£ + y f ] + zCf - r;r{ 

dro„ = 

2r 
p(c4(xâ + r , ; + zCf - [(.v^ + v'̂  + z'-^f + ^ + c')}/^ KOo = 

I ii 

ko. Q 
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Dacă notez: 

şi = 

.V, = .V, = ; ; ; A'̂  = ^ 

O') = t V N u - (A'A, + + )] + [3M,, - ( M „ + M,, + M , , ) 

3. \ /33 - ( a / , , + A / , , + A / , 3 ) ] + 6 x y M ^ 2 + 6 .v rA/ ,3 + S y z M ^ j 1 

+ 

2 r ; 

+ r ' ( A ^ 3 3 - A / , , ) + r ' ( A / 3 3 - A ^ / , , ) + 6jr>'A/,2 + 6xz^/f^^ + OyzM^j 

(8.5) 

Observăm că penlm corpul nostru care ocupă domeniul Q , avem momentele de inerţie (notate cu A, B, C): 

= A = p{QU dcog 

= B = dcoQ = A^, , +AY33 

P{QU ^ x l ) icoQ 
Q 

Atunci: 

l'ÂQ) = A i . ' - ) + ( C - - z ^ 

+ 6xyM^2 + 6 x r A / , 3 + ^yzM^^ 

Deci, în general: 

V ( p ) = — + + yM^ + -M, (8.6) 

1 L 

2r 
{B - - / ) + ( C - Aix' - ( C - - z')+ + + ... 

Dacă alegem originea O astfel încât să coincidă cu centrul de masă, de coordona te x,y,z , atunci 

X = y = z = 0 şi relaţia precedentă se simplifică mult. 

* • • 
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ANHXA 2 

DESPRE FUNCŢIA LVI GREEIS' 

Să considerăm cciiaţia diferenţiala a lui Laplace: 

d'u d'u d'u 
+ 

av- a v ' a." _2 = 0 A î / = 0 ( 1 ) 

unde A este cunoscutul operator al lui Laplace; ştim că soluţiile acestei ecuaţii se numesc funcţii armonice, iar 
ecuaţia se întâlneşte în teoria potenţialului (v. Anexa 1). 

Rezolvarea acestei ecuaţii se face întotdeauna căutând nişte soluţii (unice!) care să satisfacă anumite 
condiţii la limita, care în ueneral sunt de tbrma: 

du 
au + ^ — = / (2) 

C/l 
unde a J3 sunt nişte constante date sau nişte funcţii cunoscute pe frontieră, iar / de asemenea o funcţie dată pe 

du 
frontieră; , este derivata normală. 

dn 
în privinţa acestor condiţii la limită deosebim două cazuri particulare importante. 

a) = 1; = O , adică xi ~ y pe frontieră; aceasta este numită problema interioară a lui Dirichlct. 

b) or = 0 ; / ? = 1 , adică = 7 pe frontieră; aceasta este numită problema lui Ncumann. 
dn 

Vom folosi o soluţie particulară a ecuaţiei lui Laplace (2) cu simetrie sferică, presupunând că ;/ este funcţie 

numai i de distanţa r = {x^ + ^ ^ + r ^ ) ^ dintre două puncte ale domeniului de definiţie; atunci, din relaţia (***) 

deoarece = O şi = O, ecuaţia lui Laplace se scrie sub forma: 
dO d(p 

1 d 

care după simplificare cu /* ne dă; 

Integrând încă o dată rezultă: 
dr 

r^ dr 

1 du\ 
r — 

dr 

dr) 
= 0 

= 0 
dr 

= a = > 
du a 

dr 

^ L 
u = — + b 

r 

( 3 ) 

( 4 ) 

' Sc gâseştc dcfiionstrală în literatură expresia operatorului lui Laplace în diverse sisteme de coordonate; 

în ctmrdonatc curliiiiiiii (orto^oniile) 

1 
A w = 

' a {'hfh du) a du) d du) {'hfh + + 1 ^ 

ar/, 'h j a<72 'h ^<73 W h 
în c<»ordrMi<iti' p<»l;irc în sp:i(iu (ciHirdonatc sroricc): 

A / / = 
1 

r^sinO 

sau Au = -

dl 

d ^ 

sin0 

dr 

•y OU 

or 

dr 

1 

+ 
dO 

s i n (9 
d0 dcp 

%\x\OdO 
si ti 

Jo 
+ 

I du 

sin dcp^ 

Cu 

s i n 6 d(p' 
în c<H>rdi>nat<- cilindrici-: 

r-

r A 1 ^ A?/ = -
r dr \ dr 

1 dhi d^u 

d-J 

o 
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AM-XA 2 Despre funcţia lui GREEN 

Aici a şi b sunt constantc arbitrare de integrare, să facem în particular - 1; ă = 0 . Obţinem: 

1 

r V 7 7 7 7 7 
(5) 

Această funcţie este evident o soluţie particulară a ecuaţiei lui Laplace, care însă devine innnită în punctul r=0. 
Sâ considerăm acum un domeniu D (spaţial) mărginit de o suprafaţă S. Fie un punct P în interiorul 

domeniului şi un punct Q care poate parcurge suprafaţa S. Sâ considerăm încă nişte soluţii ale ecuaţiei (2) notate: 

V = — (6) 
^PQ 

Evident T e s t e o funcţie armonică în discontinuă în P 
if este o fijncţie armonică şi regulată în D̂ (adică funcţia şi derivatele ei de ordinul întâi şi al doilea neavând 

discontinuităţi în 0 ) . 
A\'eni c\'ident. 

AK = 0 ; A7/ = 0 (7) 

Ne folosim acum de una din formulele integrale a lui Green ' , (b), în care facem: Ij/ = U.\(p = v , în acest 

caz integrala spaţială este nulă (vezi (7)) şi ne rămâne: 

^ dv dl A ^ 
u V — dS^O (8) 

V 5/7 dn) 

Vom lua normala dirijată spre interiorul domeniului. înconjurăm punctul de discontinuitate P cu o sfera K 
de rază foar te mică S şi extindem integrala de suprafaţă şi la această sferă. Rezultă: 

u 

/ \ 1 

dn 

\ du 

fpQ dn 
dS + u 

dn 

1 1 du 

fpQ dn 
dl. = 0 (9) 

unde d Z este elementul de arie al sferei K; 

(n: = = s\ned0d(p (10) 

Sâ observăm însă că sfera K are raza foarte mică. iar versorul normalei ii este dirijat spre exteriorul sferei 
K, adică spre interiorul domeniului <D; atunci a doua integrală (9) o pu tem pune: 

1 
(11) 

1 1 d 
/ \ 

l d 
/ \ 

1 1 

rf,Q £ ' dn J f Q j drpQ J 
Egalitatea (9) devine: 

1 u 
dn '^po J 

1 du 

fpQ dn 
dS = 

/ \ 1 1 di^ 

K e dr IX) 

(12) 

Dacă vom nota cu H şi du I dt'pg valorile medii pe suprafaţa sferei K ale funcţiei // şi ale derivatei sale 

(sâ nu uităm câ £ este foarte mic), putem scrie (deoarece Tî şi duIdr'pQ sunt constante şi ies de sub integrala): 

' Koniiulclo lui Cîrecn (v Anexa I). 
pnma loriniilri a Im Grccn (nuiuilil şi prima Icorcină a lui Grccn-Ciauss): 

(^//A (p -h grad {j/grad(p )dT = y/ ^ ^ dS 
V dn i) 

d doua lortmilâ a lui (irccn: 

{(//Acp - (pdi{i/)dT = 
ocp OW 

D on dn 
dS ih) 
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Dc.\/'irfiinclia Ini (ll</•'/•..\' 

iidQ. = usinOdOdv = A mi 

du 
m = 47r 

du 

J 

(13) 

Atunci ecuaţia (12) devine. 

U-
dn ^PQ j 

1 du 

rpQ dn 
dS = Attu + AK 

\ J 

(14) 

Dacă facem ca —> O , observăm că atunci U —> //., şi obţinem: 

4.T JJ I u-
dn 

du 
IS 

Această formulă ne permite să calculăm soluţia într-un punct oa recare P al domeniului <D când cunoaş tem 
valorile lui u şi ale derivatei sale normale pe frontiera domeniului. Aşa se leagă metoda elementelor de frontieră de 
punctele din interiorul domeniului. 

Ne vom mărgini numai la problema lui Diriclilet. Dacă pe frontiera domeniului este dată numai funcţia u 
este convenabil ca în relaţia de mai sus să se elimine din membrul al doilea derivata nomială du!dn. Aceasta se 
face în felul umiă tor : Să considerăm o nouă fijncţie armonică H regulată în întregul domeniu <£), adică astfel încât să 
avem: 

A / / = 0 (16) 

Funcţia H nu are puncte de discontinuitate în D; atunci din formula lui Green (b) în care facem 

y/ = u, (p — H , dacă luăm normala pozitivă spre interior, obţinem; 

0 = dH „du\ 
u H — dS 

y dn dn J 

Adunând (15) cu (17) obţinem: 

Up = 
d 

/ \ 

\ rr 1 1 

/ \ 
,, 1 du 

u — — H + 
du 

dn 1 ''PQJ dn 
dS 

(17) 

(18) 

Dacă impunem o condiţie ca funcţia H să fie astfel încât pe frontiera S a domeniului să avem: 

/ / + — = 0 
^PQ 

egalitatea (18) devine: 

Uf, = 
An 7 

u 
dn 

H + 
''PQ 

dS 

(19) 

(20) 

Notăm cu (x,z,y) coordonate le punctului P şi cu coordonate le punctului Q de pe frontieră 

Rezultă: 

u(x,y,z)= — \\u{^,!],<;) 
dn 

H + dS (21) 

Să observăm că în ultimele relaţii nu mai apare derivata normală a funcţiei //. Atunci funcţia: 

(22) 
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âA7:A:4 2 Despre funcţia lui GRFJiN 

se numeşte funcţia lui Grccn. 

Cu această notaţie relaţia (21) se scrie: 

(23) 

Am redus astfel rezolvarea problemei lui Dirichiet la determinarea unei funcţii a lui Green, cu 
u rmâtoarele proprictâti: 

a) G este armonică în întreg domeniul D. 

b) G este regulată în acest domeniu cu excepţia punctului P unde devine infinită, compor t ându- se ca / / H . 
rpQ 

c) G este nulă pe frontiera S a domeniului 0). 

înrobienui CA fcriaarâ a lui Diricbict 

Se poate pune şi problema determinării unei fiincţii a rmonicc într-un domeniu D exterior supraretei S. 
r e fu la tă la infinit şi luând pe suprafaţa S o scrie continuă de valori date. Aceasta se numeşte problema exterioară a 
lui Dirichiet. 

Ea se poa te reduce la problema interioară printr-o t rans formare prin raze reciproce relativă Ia un punct O 
din interiorul suprafeţei S; astfel domeniul D exterior suprafeţei S este înlocuit cu un domeniu D ' interior unei alte 
suprafeţe S ' . Transformarea prin raze reciproce este de forma. 

x y 
.2 (24) 

unde r ' ^ = x ^ - ^ y ^ + z ' " şi t ransformă soluţia //(x,y,z) a ecuaţiei (1) în soluţia: 

1 
u y (25) 

Ecuaţia Poisson 

Prin acelaşi procedeu ca mai sus se poa te deduce şi o soluţie a ecuaţiei lui.Poisson: 

^ U = ( p { x , y , z ) (26) 

unde q) ( j r , ^ , z ) e s t e o funcţ ie cunoscută . 

Pornim tot de la formula lui Green (b), unde schimbăm orientarea normalei or ientând-o spre interior, 

înlocuind pe AL/^ prin (p{x,y, z ) şi in t roducând pe v, soluţie a ecuaţiei A»' = O . Obţinem: 

c\' ai 
du dn 

iiS (27) 

1 
Alegând v = , ca şi mai sus, avem: 

^'pQ 

4; r 
u-

dn y 

1 du 

fpQ 
dS-

Att 
(p dr (28) 

D ^PQ 

Dacă punem: r / / , H fiind o funcţie armonică regulată în D, avem: 

0 = 
1 

4; r 

dH ,,dii 
u H — 

\ dn dn) 
dS-

Ak 
(pHdz (29) 

D 

Adunând egalităţile (28) şi (29) şi substituind funcţia lui Green (22) se obţine soluţia ecuaţiei lui Poisson (26). 

li(x,y,z) = 
dn 

(30) 

unde am pus: 
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l)c.sj)i c funcfia lui Cil<l-'J.\ 

f{x,y,.-) = - y, = / / / , (31) 

deoarece d r = d c J r j c / C . 

Ani ica t ic Să arătăm cum se poate t ransforma o ecuaţie diferenţială de forma Au + Ăl/ = O îiitr-o ecuaţie integrală, 
cu ajutorul funcţiei Green 

A;/ + ?Ji = O (I) 
Fie II o soluţie a ecuaţiei ( l ) - într-un domeniu (spaţial) <D mărginit de suprafaţa S - caro satisface condiţia la 

limită: 

// = O pe frontiera S (II) 
Transformarea ecuaţiei diferenţiale (1) într-o ecuaţie integrală pe S, se poate face în mai multe moduri; vom 

arăta aici cum se poate face acest lucru cu ajutorul funcţiei lui Green definită mai sus: 

Deoarece AH =0, A 
^''PQ J 

= 0 => A G = 0 

1 

4.T 
/ / + 

' / V ; 
(III) 

(IV) 

După cum a fost definită, funcţia G este nulă pe frontieră, deci: 

G = O pe frontiera S (V) 

Să aplicăm funcţiilor G şi // formulele lui Green (b) unde vom lua versorul normalei Fi spre interiorul 
domeniului Avem: 

{GAU^UAG}JT = -
(^ du dG _ 

G u— dS 
D S V dn dn 

(VI) 

înconjurăm punctul de discontinuitate P printr-o sferă de rază foar te mică ( s ->0) şi extindem integrala de 
suprafaţă şi la această sferă; vom scrie ţinând cont de ecuaţia (III): 

(GAw - w A G ) / r = -
(^ du dG 

G u dS-
D dn dn 

1 

K V 

^ dH 
H u dS-

dn dn 

=0 

1 rr 1 du 
/ \ 

1 
iis 

Cum am arătat la început ultima integrală este tocmai -//p, penultima este O, deci: 

u, = {GA 
D S V 

' d u dG^ 
G u — 

dn dn) 
dS 

(VII) 

(VIII) 

integrală: 

Dar, // şi G sunt nule pe frontiera S, A G = O, Au = -k^u (am notat Ă = k^ obţinem ecuaţia 

u(x,y,z) = - e 

Analog transformăm şi ecuaţia 

G(x, y, r / 71, 77, ^W^dC 
D 

Au + k^u - (p 

unde (p — este o funcţie cunoscută şi //=0 pe S. 

Se pune Au = -k^u + q) şi se obţine ecuaţia integrala: 

y,r) = -A'^ f f j G ( . v , r / , / / , + f{.x, v, =) 
I) 

unde: 

f { x , y , - ) = j j j G ( x , y , = /^, 

(IX) 

(X) 

(XI) 

(XII) 

D 
» » » 
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ANEXA 3 

UTILIZAREA EUNCŢIILOR DE VARIABILĂ COMPLEXĂ ÎN REZOLVAREA 
PROBLEMELOR PLANE DE TEORIA EI^STICITĂTIL 

REPREZENTAREA LUI GOURSA T. 
ECU A ŢII LE LUI KOLOSOV-MUSIIELISIIVILI 

§1. Introducere 

în studiul stării plane de tensiune sau defomia ţ ie se demons t rează că toa te mărimile mecanice care intervin 
(tensiuni, deformaţii specifice, deplasări) - f igurând ca necunoscute în problema generală a teoriei elasticităţii - sunt 
funcţii biarnionicc 

Se numeşte biurnutnicâ o funcţie / ( a , 6 ( ' \ definită pe domeniul l ) d / ^ " c a r e satisface o 

ccuaţie diferenţială de tipul 

' d v ' dx^dy^ a / 

numită ecuarie biarmonică 

Este necesar să observăm că orice fijncţie armonică es te şi biarmonică, astfel, dacă ^ ( j c , j / ) G C ' e s t e o 

funcţie armonică, ceea ce înseamnă că este soluţie a ecuaţiei lui Laplace, A ^ = O , atunci: 

A A ^ = 0 ==> A A ^ = 0 => (p este o funcţie biarmonică. 

§2. Operatorul lui Laplace în variabile complexe 
în literatură se arată că teoria fijncţiilor a rmonice es te s trâns legată de teoria funcţiilor analitice de variabilă 

complexă. Trecerea din domeniul real în domeniul complex are marele avanta j că poa te să soluţ ioneze probleme cu 
singularităţi, de exemplu cele întâlnite în teoria fisurilor. 

Problema a fost începută de Goursa t (1893) , a primit o soluţie interesantă în 1903 dată de Faylon, 
dezvoltată de Kolosov (1909) şi în sfârşit adusă sub forma unei teorii comple te de către Mushelişvili în perioada 
1933-1953. De aceea în literatură se vorbeş te de metoda Kolosov-Mushelişvil i . 

Fie f ţx,y). D CZ R^ R o flincţie armonică, având derivate parţiale de ordinul doi, cont inue în domeniul 
D; această fijncţie verifică evident ecuaţia lui Laplace: 

32 r 
A f { x , y ) = ^ + - ^ = 0 (1) 

Să înlocuim variabilele independente x,y prin două variabile complex conjugate ( facem o schimbare de 
variabile): 

: = x + iy 

\z = x-iy 
y = -—^ = Im r 

2/ 

(T) (2) 

Prin i iansformarea (T) funcţia f{x.y) devine o funcţie de variabilele : 

f -(,, -- + -- - - r 
= / ( - - , 5 ) (3) 

. 2 2 / . 

Prin urmare este convenabil ca orice funcţie (reală sau complexă) de punct f(x,y) să fic pusă sub forma: 

unde membrul al doilea poate fi în to tdeauna scris efectiv cu ajutorul unei formule, dacă membrul întâi este dat 
printr-o formulă. 

530 BUPT



ANIiXA S I cuatiilc lui Kolosnv- \ It/shchshvili 

Să remarcam că am lacul dc fapt un abuz dc notaţie, deoarece am păstrat simbolul funcţional f indiferent de 
faptul că avem de-a face cu variabilele (x,y) sau ( r , r ). Putem explica necesitatea acestui '^abuz" daca vom observa 
că r e s t e în fapt o funcţie - chiar funcţie continuă - de z. Se demonstrează însă că aceasta nu este o funcţie 
derivabilă deoarece raportul ^ / â: nu posedă o limită unic determinată pentru Sz —> 0 ( [ S 2 4 ] ) Din acest motiv nu 
este convenabil să privim funcţia f ca fiincţie de o s i n g u r a variabilă complexă z. 

Dacă derivăm expresiile (2) în raport cu x şi y găsim: 

a r 

a v 
= 1 ; = / 

d.X 
= \ ; (4) 

Să căutăm derivatele parţiale de ordinul întâi ale funcţiei f în raport cu x şi y, considerată însă ca o funcţie 
compusă de r şi J : 

_ ^ âz ^cf âî _ âf ^ ^ 
3: c?z ch cz â< âz âz 
d\ df âz ât cz — - - f - ^ -l 
n* âz n' cz 

âf ^^ 
cz cz 

(5) 

De aici rezultă imediat: 

dx dy dz ' dx dy dz 
(6) 

în mod analog căutăm derivatele parţiale de ordinul doi ale funcţiei f: 

(7) 

(8) 

Adunând aceste două relaţii termen cu termen obţinem formula de t ransformare a operatorului lui Laplace 
funcţie de noile variabile complexe 2 şi z , sau, cum se mai numeş te , / o rmf l complexă a operatorului lui Laplace. 

A / = V V = (9) 

Deci ecuaţia lui Laplace V ^ / = O , în noile variabile complexe z şi z are forma: 

d ' f j z , ! ) 

dzdz 
= 0 (10) 

Acest rezultat deosebit are marele avantaj că soluţia generală este imediată şi are forma sumei a două 
funcţii analitice arbitrare de variabilele z şi Z , adică; 

/ ( z , z ) = / ' ( z ) + / ^ 3 ( z ) 

Justificarea este imediată: din (10) rezultă 

oz dz 
iar diferenţa totală a funcţiei / ( z , z ) se poate pune sub forma: 

df A - d - - + = / , ( - > / - - + 
oz oz 

( 1 1 ) 

Fie / •^ (z ) ş i / - jCz)pr imi t ive le funcţiilor de variabilă complexă / , ( z ) ş i atunci din (*) rezultă 

prin integrare expresia (11): 

/ ( z , z ) = y < ( - - ) + / ' - ( z ) 
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ANI'.'X. l 3 licuatiile lui Kolosov-Mushelishvili 

in concluzie: 

1) Orice funcţie armonică în baza relaţiei (10) poa te fi reprezentată ca suma a două funcţii analitice 
arbitrare de variabilele complexe r şi J . 

2) Funcţia biarmonică este partea reală a unei expresii alcătuită cu două funcţii o lomorfe . 

§3. Rcprczcntiu ea complexă a lui Goursat pentru funcţii biarmonice. Cazul 
funcţiei potenţial de tensiune a lui Airy ^ 

Să revenim acum la funcţia şi ecuaţia biarmonică. Fie U (x,y) o funcţie continuă cu derivate continue, 
definită în domeniul D finit şi simplu conex cu valori reale, şi care sat isface în acest domeniu o ecuaţie de tipul: 

c.x d.x O)' oy 

deci o funcfic de potenţial de tip Airy Sc vede atunci cu uşurinţă că funcţia: 

V'U = p{x,y) (13) 

este o fijncţie armonică, deoarece 

p ( x , y ) = 0 = > funcţie armonică (14) 

în consecinţă putem construi o funcţ ie biarmonică de variabilă complexă r , dacă vom căuta o fijncţie qfx.y) 
conjugată armonic cu p(x,y). 

Fie: 

(15) 

unde funcţiile p(x,y) şi q(x,y) satisfac condiţiile de monogene i ta te Cauchy-Riemann. 
Reamintim că înţelegem prin fijncţie conjuga tă a rmonic cu p(x,y) funcţia care, dacă se cunoaş te p(x,y) se 

poate determina pe baza relaţiilor de o lomorf i sm ale lui Cauchy-Riemann: 

dx dy ' dy dx 

Construim acum o nouă fijncţie analitică pe care o definim astfel: 

= 7 1 = + y ^ 4 
Deoarece f(z) es te o funcţ ie analitică fo rmată din suma a d o u ă funcţii armonice, p(x,y) şi q(x,y), rezultă că şi 

r(x,y) şi s(x,y) sunt fiincţii armonice, deci: 

VV(jc ,> ' ) = 0 şi = 0 (18) 

Deoarece (p(z) es te o funcţie analitică, din relaţia (17) =:> 

cp\z) = = = j ( p + îq) (19) 
dx 4 4 

Ivcaniimiin: Derivaşi unei fuiiclii annplcxc cslc f \z) = lini ^^—Zill oricarc ar fi modul în caro crcşlcrca coinplcxâ Az lindc Ia /oro. 

rX* aceea dacă faccm ca deplasarea să aibă Ux: dupii axa x: Av=0 => .\z=Ax /'(z) = liin 

sau diieâ laceni ca deplasarea sâ ailxl Uh: dupâ axa y: Ax=0 .\/.=Av => f\z) = liin 

f/ (x + Av, y) - // (-v, v) . v(.v Av, v;) - v ( a\ y) 
Ăî  Ă̂^ 

// ( V, y + Al ) - // (V, i •) . v'( v, V" -»- Al) - vt v, ) 
/Al /Ar 

ke/.uliă deci: /'(z) = ^ + j sau /\z) = - / ^ . [Vnlru ca accste doua fomic ale derivatei sâ fic idenlice esle ac cx cy dy 
necesar ca: — = — ; = - — . Acesleii sunt cunoscutele con(li(ii de nionooeneilalc ale lui Caueln-Ricmann ax ry cy cx 

532 

BUPT



ANh XA 3 lunafiilc 1,'fi KolosoV'Mushclishvili 

Dar funcţiile /' şi .v trebuie sâ satisfacă la rândul lor condiţiile Cauchy-Riemann: 

â' _ âi 

3: dy 

ci' 

| : = i „ = l K e [ / ( . - ) 
d v 4 4 

dr 1 1 , F/-. X 

^ v 4 4 n' 3: 

V o m considera acum o altă funcţie de forma: 

p^ (x, y) = U(x, .v) - [xfix, y)+yi(x, y) 

căreia să-i aplicăm operatorul lui Laplace. Aplicăm opera torul V ^ la relaţia (21); 

V'p^ (.V, v) = V'll - V\.xr + ys) ^ p- V'{.xr + ys) 

(20) 

(21) 

(21-) 

Calculam + va) = — ( a t -h ys) -h — (at + ^^.v) 
dx " dy 

Pornim de la : 

â , . 3 ' â' — (at + v̂ ) = r + X — + y — 
3: ^ âK âK 

c 
—{xr + ^.v) = .r — + .V + >' — 
cy 4 ' 

â \ ^ d , dr ds^ ^dr d^r â^s 
dx dx dx dx dx dx dx' 

[dy 

Adunând ecuaţiile de mai sus 

— Y { x r - h y s ) = — ( x — + s y — ) = 2 — + j/ 
dy dy 

3' ^ 3> 
V ^ { x r + y s ) = 2 — + 2 — + jc 

3: ^ 

r şi .V fiind armonice =i>V^ (at H- ys) = 2 — -f 2 — 
3( ^^ 

'3'r 3'r^ (3's 3's 2 .A 
+ 

dr ^ â 
înlocuind în ecuaţia ( 21 ' ) => V p^{x,y)= p - 2 2 

3i cy 

Ţinând cont de relaţiile (20) => - i)-2 — p-l — p 
4 4 

= > j / ) = 0 => - funcţie armonică 

Tragem de aici concluzia câ membrul drept din expresia (21) este o funcţie armonică, pe care o vom nota 
cu pj(x,y). Acestei fijncţii îi vom căuta imediat funcţia conjugată armonic (/j{x,y) în sensul de mai sus (20) pe baza 
condiţiilor Cauchy-Riemann, şi introducem atunci o nouă funcţie de variabilă complexă: 

astfel încât putem scrie (din (21)): 

if = (xr -f -f = Re[(A' - iy){r + /.v)] + p 

(22) 

(23) 
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l^cuaiiile lui Kolosov-Mushelishvili 

Aceas tă fo rmâ de scricre se verifică imediat 

( .V - iy){r - f is) - xr + lws - iyr - f v.v = {xr - f ys) + i{xs - yr) 

sau scris altfel: 

Rc[{x - iy){r + is)] = xr + ys 

(24) 

Aceas tă fo rmulă se n u m e ş t e de obicei reprezentarea lui (ioursat şi ea ne spune că or ice func ţ ie b i annon ică 

se expr imă cu a ju torul a d o u ă funcţii anali t ice de variabilă c o m p l e x ă uti l izând relaţia (24) . Se p o a t e u ş o r d e m o n s t r a 

că şi invers, or icare ar fi funcţii le anali t ice (p^z) şi y/{z) f o r m u l a (24 ) ne dă o func ţ ie b iarmonică , adică fo rmula 

(24 ) care conţ ine d o u ă funcţii anali t ice arbi t rare , ne dă expresia generală în complex a funcţiilor hiarnwnice 

Observaţ i i : 
1) In alte manuale (v Mushelişvil i) relaţia (24) se scrie sub f o m i a : 

21 ^ = .Xr) + zlpiz) 4- y/{z) + iy{z), (25) 

fo rmă sub care a da i -o Goursa t pr in t r -o dcmons i ra l i e rapidă Să a ră t ăm că relaţia p receden tă es te adevăra tă , adică 
membrul drept al relaţiei (25) ne dă expresia lui U. 

r^(r) + z(p{z) + v/(r) 4- = - iy)(r -f is) + (x -f iy){r - is) -h -h iq, + - iq^ = 
= xr - iry -f isx + ys -f xr + i f y - isx + ys 
= 2{xr + j'.v + p^) = 2U , c.cJ.d. 

Aceas tă fo rmă de scr iere ( 2 5 ' ) a re u r m ă t o a r e a jus t i f i ca re : M e m b r u l d rep t al ecuaţ iei es te în general o 
func ţ ie de variabilele c o m p l e x e z ş\ z , însă, da tor i tă aspec tu lu i fizic al p roblemei , el t r ebu ie să fie real, şi în f o r m a 
(25 ) se vede imediat că părţi le imaginare se r e d u c 

2) Atunci când es te da tă o fiincţie b ia rmonică U, funcţ i i le (p{z) şi l//{z) ca re intră în fo rmula (24) nu sunt 

comple t de te rmina te , ci conţ in niş te c o n s t a n t e a rb i t ra re complexe . D e exemplu , încă d e la început când de te rminăm 
funcţ ia q(x,y) din relaţiile C a u c h y - R i e m a n n ( 1 6 ) apa r e a u t o m a t la in tegra re o cons t an t ă adit ivă, deci funcţ ia f ( z j ( 15 ) 
es te de te rmina tă cu aproximaţ ia unei c o n s t a n t e adi t ive p u r imaginare . D u p ă aceea . Ia de te rmina rea funcţiei (p(z) cu 
a ju toru l formulei (17 ) mai apa r e o cons t an t ă arbi t rară c o m p l e x ă . Astfe l funcţ ia <p(z) va con ţ ine în definit iv e lemente 
arb i t rare sub fo rma unui t e rmen C ^ i a z , u n d e " C es te o c o n s t a n t ă arbi t rară complexă , iar o cons tan tă arbi t rară 
reală De te rminarea aces to r c o n s t a n t e a rb i t ra re se p o a t e f a c e impunând nişte condiţii supl imentare , ca re pot fi de 
fo rma : <p{0) = 0 sau l m [ ^ ' ( 0 ) ] = 0 

3) O situaţie similară apa re şi la de te rmina rea fijncţiei ^ / ( r ) ( 2 2 ) când se obţ ine un t e rmen arbi t rar sub f o r m a 

unei cons t an te pur imaginare 

§4. Problema "Ia limită^' fundamentală a funcţiilor biarmonice 

E n u n ţ ' : Să se găsească o funcţie biarmonică U{x,y) D-^ R în interiorul unui contur închis L (F ig . l ) 

atunci cănd sunt date pe acest contur valorile funcţiei şi ale derivatei sale normale: 

U = CO^ (s) ; = 0)2 (s) pe conturul L (26) 
dri 

D e o a r e c e a v e m d e rezolvat o ecua ţ ie de t ip Laplace , MJ = 0 , când 
se dau atât valori le pe c o n t u r ale lui ( / ( p r o b l e m ă Dirichlet) , cât şi 

âlJ 
valorile der ivatei no rma le (p rob lemă N e u m a n n ) , înseamnă că 

âi 
avem de rezolvai o p rob lemă de tip mixt. 

Pent ru început să a ră t ăm că din aces t e condiţii limită pu tem 
de te rmina şi valori le limită ale derivatei obişnui te ale funcţiei V în 
raport cu c o o r d o n a t e l e .v ş \ y . Fig.l . 

Problema gA.siru unei funelii b iannonice d u i ^ valorile dale ale derivatelor sale parţiale jx: frontieră este namilă | m i h l c m a 
dx Cy 

l ) iarnionică funiJanientalâ Aceasta prohleniA a consliluil obieelul a numerixise cercetări înce|xnid din 1907, când a Cost declarată obicct al unui 
premiu de către Academia de Ştiinţe din Paris Premiul a fost obţinut de l iadamard, Lauricella, Kom şi Boggio , iar mai nou a fost re/olvată într-
un cadru foarte general de SoU)lev ( | M ]) 
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In adevăr , avem: 

ciJ âiJ ^ . âi! ^ ^ 
- — = — cos(.v, ,r) + - — cos(/?, A) 
ci< cs dl 
dU âLI ^ ^ âU , , = C0S(A', v) + cos( / / , v) 

a^ âs ^ âî 

u n d e s es te direcţia tangentei la cont i ia i l L. Deci condiţ i i le la limită d a t e sub fo rma (26) se pot pune sub fo rma : 

'dU 

(27 ) 

ajc 

dU 
CV 

= cos(.v, .v) + (0^ cos{n,x) = (.v) 

t 

= cos(.v, + (o^ cos ( / j , = 

(28) 

Trebu ie să obse rvăm că, în condiţi i le din urmă, funcţi i le şi ^̂ ^̂  (s) nu le pu tem alcue or icum, 

deoa rece t rebuie să fie sat is tacută condiţ ia: 

dU ^ dU , dx + dy 
âx ) 

= 0 . 

adică integrala curbil inie d e mai sus, ca re ne dă c reş t e rea funcţiei de -a lungul conturu lu i închis L t rebuie să fie nulă 

d e o a r e c e funcţ ia U t rebuie să fie un i formă. Aceas t a î n seamnă că funcţi i le (s) şi 0)^ (s) t rebuie să îndepl inească o 

condi ţ ie supl imentară : 

'dU ^ dU ^^ dx + dy 
dx ây ) 

= 0 

o f {(o^dx + co^dy)— = i {co^ — + (0^ —)ds = O 
•• ds ^ ds ds 

<=> o (6)3 cos (5 , x) + 6>4 cos (5 , y))ds = O (29 ) 

In al te pr ivinţe funcţi i le C03(s) şi (s)4{s) po t fi luate arbitrar . 
V o m cău ta a c u m funcţ ia b ia rmonică U(x,y) c a r e să r ă spundă la p rob l ema pusă pornind de la r ep rezen ta rea 

lui Gour sa t pen t ru funcţi i b ia rmonice : 

Der ivăm funcţ ia U în rapor t cu x şi y prin intermediul lui z şi Z şi v o m avea: 

dU 
ax 

âLJ 

= R e 

= R e 

Ţinând cont că: 

âU 

^ az , ^ _d(p dz dw dz — • — - — • — 

oz âx âz âx dz âx 

^ ^ , ^ _d(p dz âw âz 
— (p{z) + - — — + —— 
ă. dy dz dy âz ây 

= R e [ - / > ( - ) + / _ V ( - ) + 

(30 ) 

ax. 

(p{z) = /• + is 

yi=) = P\ + i^x 
f f 

= R e r -f /.v -h (a' - iy\r' + /.v') -f /?, + /V/, = /• + ,\'r -h ys -h 

= R e - / ( r + /.v) -f /(.v - iyXr ' -h /.v') -f / = s + yr -XV 

De aici obţ inem două egaliiăţi pc cârc t rebuie sâ Ic îiidcpliiicască funcţiile cău ta tc (p{-.) şi P'-' 
conturul L. 

âU .âU , , / r + xr + j'.v + /?, - /.V - lyr -t- ixs + icj^ = 
âx 
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= (r- is) + r\.x - iy) + is'ix - iy) + /;, + iq, = 

dU cU , , 
+ / = r + xr + j'.v + + IS + lyr - t.xs - iq^ = 

dx 

= (/• + is) + r'{x - iy) + is\x - iy) + /;, + iq^ = 

Am obţinut următoare le relaţii: 

^ / . SU , . 
— - ' — = + -9 (-) + = (O^ -

cy 
dU .cil ^ ^ _ ^ _ ^ 
OX C\' 

(31) 

Calculăm în cont inuare 
â~U . â'U 

Şl 

4 ' 
pentru a verifica dacă funcţia U(x,y) es te armonică, respectiv 

biamionică. 

Din (30) 

dU 
dx 

d'u 
dx' 

dy' 

= Re[- i<p(z) + iz(p\z) + />'(-)] 

^ d(p dz dz ,, , -d(p\z) dz dy/'iz) dz = Re — + (p {z)-\-z ^ ^ ' Y \ j 
dz dx dx dz dx dz dx 

,d(p 
dz 

\d'U 

—s w 
dx' 
d'U 

dz dy dz dy 

înlocuim în ecuaţia lui Laplace: 

= ^ + ^ = 4 Re[<p'(z)\ = 2[cp\z) -h ^ ( r ) 
CX 

(32) 

Rezultă, deoarece (p{i) este armonică, faptul că şi funcţia V^U va fi armonică, deci că: 

= 0 =:> = > (7 - biarmonică 

Relaţia (32) ne mai arată că, dacă ne dăm expresia lui V^U , atunci partea reală a lui ( p \ z ) este pe deplin 

determinată. 

§5. Reprezentarea în complex a tensiunilor şi deplasărilor 

Vom reprezenta componente le tensiunilor normale şi tangenţiale cu ajutorul aceloraşi fijncţii ( p { z ) şi 

y/{z). în acest scop pornim de la expresiile condiţiilor la limită în tensiuni pentru starea plană, sau a tensiunilor pe 

o suprafaţă înclinată, care sunt de forma: 
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l i 

c'U 

= cos(r7 ,^) -h r^. COS(/î, J/) 

/ V = -̂n + G^, cos(/7, JO 

Aceste tensiuni acţionează pe un element de suprafaţă 
ds^ care este reprezentat în planul xOy de arcul ds şi care are 
grosimea perpendiculară pe planul figurii egală cu unitatea. 

Alegem în planul xOy un arc oarccare AB şi ne fixăm 
un sens pozitiv de deplasare (de la A la B), şi t rasăm normala 
n spre dreapta în raport cu un observator care se mişcă în 
sensul pozitiv ales (v. Fig.2). 

Ştim că în absenţa forţelor de masă avem; 

CT -
c'll 
cy 

rhl 
dxâ^' 

unde U este funcţia de tensiune a lui Air)\ 
Notând cu q forţele superficiale care lucrează pe marginea conturului , vom avea: 

â\J âhJ 
aady 

âx^' 

Se vede cu uşurinţă câ avem: 

Astfel relaţiile precedente devin: 

C O s ( / 7 , i ) = C O S ( r , J 5 ) ^ 
ds 

zos(n,y)=-cos{T,x)^ 
ds 

= 
â^U dy â^U âc d 'dU^ 

(Iny = -

^ 3i dxdy â ds 

â'U ^ â^U âx d 
dx^ â âx âs ds V ^ / 

Deci: 

d (dU .âiJ\ . d (âU -l +1 — 

ds U ' â<) ds ) 

C a z I. 

+ = - r + - ) + ds 

Particularizăm, atribuind elementului ds direcţia axei Oy (Fig. 3 ): 

y / 

I 
d\=ds 

O 

\ 

6ZV = 0 

ds = dy 
T\> 

A 

dz 
c/j 

~dy 
- / 

cfz - -ic/v^ — - -l 
• dy 

->ax 

înlocuind în (*) q^, cu <7, şi 7,,,, cu r ^ . 

Fi2.3. 
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<Jv 
(d(p dz dz dz dW dz duT dz 

— -f Ip +z— + — 
dz dy dz dy dz dy dz dy 

+ = + ) - ) - V i ' ) 

C a z II. Particularizăm acum, atribuind elementului ds direcţia axei Ox. Atunci: 

y dy = 0 
ds^dx 

dz = dx=> — = \ 
dx 

dx 
ds=d\ Expresia (*) o vom amplifica cu / şi vom înlocui q^j, cu - T^ şi 

cu - G^ 

Qy 

Fio.4. 
ds 

d ^ _ d(p dz dz dz dl^ dz dw dz 
CJ -IZ = — + + ^ ) = + (P 

dx dz dx dz dx dz dx dz dx 

Cele două formule încadrate de mai sus ne dau expresiile cău ta te ale tensiunilor. Ele se înlocuiesc 
de obicei cu altele mai simple, puse sub fo rma care urmează: 

adunăm cele două relaţii: 

- înmulţim prima relaţie cu ( -1) şi o adunăm cu a doua : 

- - 2/ r ^ = 2l--^{z) + Y{z)\ 

Aceste relaţii le vom numi formulele lui KolosoV'Mushelisvili. 

+ (7^, = l[(p\z) + = 4 Rc[<p'{z) 

(7 ,̂ - O-, - 2 / = 2 [ z ^ ( r ) + ^ ( z ) 
(33) 

plană; 

Să căutăm expresii analoage şi pentru deplasări. 
Pentni a găsi expresiile deplasărilor în complex se pleacă de la legea lui H o o k e generalizată pentru starea 

cr, = Ăs), + 2G£"j = Ă^,- + 2G 

a,, = Âs,. + 2Gt\. = Ă£,- + 2G 

r„, = = G — + — 
tav dy) 

.du 
dx 

dy 
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Reamintim câ dacă U este funcţia biarmonicâ de tensiune a lui Airy, atunci în absenţa forţelor masice: 

âHi 
= 

âjii 
a -

= -
â'U 

Să considerăm că ni se dă funcţia biarmonicâ de tensiune U ( x , y ) : D CZ R (I) simplu conex) Ne 

propunem să găsim deplasările u şi v din ecuaţiile: 

du d'U 
+ 2 6 — = — 

dx dy' 

- . „ av' d'U Ăs,. +2G — = —^ 
a r av-

av du^ dHi 
O.V Ol' cxuv 

unde 

du dv 
dx dy 

dx' dv' 

âu â^ 
Primele două ecuaţii le rezolvăm în raport cu — şi — . Dacă le adunăm obţinem: 

âx ^ 

£, = 1 
2(Ă + G) 

Ă 

• V H / şi deci 

•V'U 
dx dy' 2(Ă+G) 

= ^ 

dy dx' 2iĂ + G) 

Dacă notăm V^U = p(x,y) , am arătat că aceasta este o funcţie armonică şi putem înlocui 

d'U 
dy 

Rezultă: 

= P dx' 

^^ du d'U Ă + 2G 
2G— = :r + P 

dx dx- 2{Ă + G) 

2C 
, dv d\l X + 2G 
J = — -

dy a / 2(;L + G ) ' 

Să considerăm funcţia q(x,y) armonic conjugată cu p(x,y), adică satisfacând condiţiile Cauchy-Riemann: 

dp __dq _ ăj 
dx dy ' ^ âK 

Din aceste relaţii pentru p dat se determină q abstracţie făcând de o constantă arbitrară. Atunci expresia 
f(z)=p(x,y)^ iq(x,y) va fi o funcţie de variabilă complexă z x^iy, olomorta în domeniul S ocupat de corp. Am 
introdus de asemenea funcţia ^ ( j ) cu relaţia: 

Deoarece f(z) este o funcţie analitică formată din suma a două funcţii armonice, p şi q, rezultă că şi /• şi .v 
sunt funcţii armonice conjugate, şi deci vor satisface condiţiile de olomorfism. 
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Rezultă: 

Relaţiile (»*) devin: 

, . . 3 ' . â i 1 / . \ 1 1 . 
(p{z) = — + i— = -{p + iq) = -p-\--iq 

cx cx A 4 4 

dr 
dx dy 4 

dy dx 4 

A A ^^ => /7 = 4 — = 4 — 
dx dy 

â'U 2U + 2G)dr 
2(j — = - + — — 

3: 3:' + G â< 
â^^U 2U + 2G)3i 

IG — = — + 
cy 

Dacă integrăm aceste relaţii obţ inem: 

A + G ^ 

dU 2iĂ + 2G) , 
2Gu = ——+ \ r + f , (y) 

dx Ă + G 
dU 2iĂ + 2G) . 

2Gv = + —^^ + f^ix) 
dy Ă + G 

unde / , este o funcţie numai de y (derivata în raport cu x trebuie să fie nulă) i a r e s t e o funcţie numai de x 
(derivata în raport cu>' trebuie să fîe nulă). 

Aceste valori ale lui n şi v le introducem în cea de-a treia ecuaţie a legii lui Hooke. Pentru aceasta trebuie să 
derivăm relaţiile de mai sus: 

2G— = -
dx dxdy 

Adunăm cele două relaţii şi ţinem cont că: 

2G 
du ^ d'u ^2{Ă + 2G)dr 
dy dxdy Ă + G dy 

dv d^U 2(Ă + 2G) ds 
Ă + G dx 

2G 
du dv 

— + — 

^ dx) 
= - 2 ^ — Şl 

dxdy dy dx 

2G 
du dv 
— + — 

{dy dx / dxdy Ă + G 
dr ds 
— + — 

dy dx^ 

/ . (>') + /2 ('V) = O 

De aici rezultă că funcţiile fi(y) ş i /^fc) suni de forma: 

'J\=2G{-ay + b) 
/ j = 2G{ax + c) 

în ca re f l , h, c sunt cons tante arbitrare, iar f ac toml 2G s-a introdus pentru omogenizarea ecuaţiei. 
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Aceste expresii ale lui / / şi f : fiind însă nişte funcţii liniare (de gradul I), nc dau de fapt numai o deplasare 
de solid rigid, şi de aceea ele pot fi neglijate In caz.ul acesta se obţin relaţiile urniâtoare, cunoscute sub numele de 
formulele lui Love. 

dU 2iĂ + 2G) 
2Cju = + r 

d.x Ă + c; 
(34) 

+ ( ; 

Deoarece funcţia <p(-) introdusă mai sus este olomorfa în domeniul D simplu conex, rezultă că // şi »• sunt 

nişte funcţii uniforme în acel domeniu. 

De obicei, relaţiile (34) se transformă înmulţind a doua relaţie cu / şi adunându-le: 

2C{u + IV) = -
di/ dV + / 
av a r 

+ 2 (r + M) 
+ c; 

rezultă. 
Înlocuind ccle două paranteze din membail drept cu ceea ce cunoaştem din relaţiile (31), respectiv (17), 

2Cj{u + iv) =-(p - 2(p -y/ + 2———(p 
X + G 

2G{u + iv) =(p 2 
^ ^ Ă + G 

X + 2G -(p -xp 

Facem următoarea notaţie: 

+ , 2Â + 4 G - Ă - G Ă + 3G p = 2 1 = 
Â+G Â+G 

O 
Ţinând cont că: Â = rezultă că: 

1 - 2 / / 

Ă + 3G ^ . 

Â + G 

Cu notaţia de mai sus ecuaţiile (34) s-au transformat în: 

2G(U + /v)= P ^ - + IţF 

/l + G 

(35) 

Ataşând la sistemul (33) ecuaţia (35) rezultă un sistem de ecuaţii care dă soluţia problemei plane în 
complex, sistem cunoscut sub numele de ecuaţiile lui Kolosov-Mushelisvlli: 

cr , + O- = 2[(p\z) + Ipiz)] = 4 R 4 < p \ = \ 

a^. - cr, - 2/r„, = 2[z-(p{z) + y/\z) 

2G{u + iv) = jp(p- zlp + yT 

(36) 

* * * 
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ANEXA 4 

COORDONATE CURBILINII 

CAZUL A: Coordonate curbilinii ortogonale 

1. Suprafeţe şi curbe ele coordonate 

Există n u m e r o a s e p rob leme teore t i ce şi p rac t ice când es te mult mai convenabi l ca în locul c o o r d o n a t e l o r 
car tez iene ob i şnu i t e Ox , Oy, Oz , să fo los im alte s i s teme d e referinţă ca re să c o r e s p u n d ă mai bine condiţ i i lor fireşti 
ale problemei* ' . în t r -un mod foa r t e genera l un s is tem d e refer inţă se p o a t e defini prin trei familii d e sup ra fe ţ e ca re se 
in tersectează între ele d u p ă nişte c u r b e ca re reprez in tă axe le s is temului d e refer in ţă curbiliniu. Să p r e s u p u n e m deci 
că în loc de c o o r d o n a t e l e ca r tez iene x,y,z, se in t roduc trei noi variabile 7/ , r/j, q ; def ini te astfel: 

Ji(x,\\:) ({,: J:(x,\\z) q2: J](x,)\z) qs ( i ) 

Şiini câ în sisicnuil \ , y , z , o relaţie de fo rma de mai sus fi(x,y,z,) qj e s te ecuaţia intrinseca a unei suprafe ţe , 
iar d o u ă asemenea supra fe ţ e se întretaie d u p â o curbă . Pen t ru fiecare va loa re da t ă parametr i lor q / , q : . q s se obţ ine câ t e 
o suprafa ţă de te rmina tă din fiecare familie. A c e s t e trei supra fe ţ e se in te r sec tează într -un punct de te rmina t P d e 
c o o r d o n a t e ca r tez iene x,y,z. Astfel , a t r ibuind noi lor variabile q j qi , qs valor i le c o n s t a n t e A ,B ,C obţ inem trei familii 
de supra fe ţe de c o o r d o n a t e . Ecuaţi i le a ce s to r noi sup ra f e ţ e de c o o r d o n a t e , în c o o r d o n a t e l e x,y,z, vor fi: 

f,{x,y,z)=A ( / ) 

( A - , > ' , - ) = { I I ) 

J\{x,y,z) = C {111) 

(2) 

Să luăm două suprafeţe de coordonate oarecare din familii diferite, de exemplu din familiile II şi III. Ele se 
intersectează de-a lungul unei linii ale cărei ecuaţii vor fi: 

unde Bo şi Co sunt cons t an t e de te rmina te . 
De -a lungul acestei „linii" var iază numai qi şi p u t e m numi aceas tă cu rbă „ l in ia d e c o o r d o n a t ă q i \ Ana log 

se obţin liniile de c o o r d o n a t e q2 şi q3(v . Flg. 1). 
V o m cons ide ra că avem de-a face cu nişte 

c o o r d o n a t e curbilinii o r t ogona l e , adică cele trei familii de 
supra fe ţ e se ta ie o r t o g o n a l în or ice punct al spaţiului; 
aceas ta p r e s u p u n e că t angen te l e din or ice punct P din 
spaţiu, la axele curbilinii ca re t rec prin P, f o r m e a z ă un 
t r iedru t r id rep tunghic . 

V o m mai p r e s u p u n e că sistemul de ecuaţii 
(1) es te rezolvabil în rapor t cu x,y,z, ceea ce înseamnă că 
funcţi i le /y , / ? , f s sunt cont inue , au der iva te parţiale 
cont inue , iar de te rminan tu l funcţ ional (sau jacobianul 
t ransformăr i i ) es te diferi t de zero : 

Fig. l . 

5/; ^A 
av d: 

df2 dA 
av dy dz 

dA ^A 
dx dy dz 

(3) 

A.scmcnca siliia|ii sc îiilâincsc mai ales în foimiilarca şi rc/olvarca problemelor de limilfi 
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Deci vechile coordona te x,y,z, sunt legate de noile coordona te r//. r/j. cjj prin relaţiile; 

obţinute prin rezolvarea sistemului (1). 
Putem ilustra cu multă uşurinţa aemenea tipuri de relaţii care să ne lămurească despre ce este vorba. Fie de 

exemplu aşa numitele coordona te sferice, cunoscute din , ,Geometria analitică", asupra cărora vom reveni Se ştie că 
în acest caz poziţia unui punct în spaţiu poa te fi definită prin trei numere reale (sau trei parametrii reali) r^cp^O 
legate de coordonate le obişnuite (x,z,y) prin relaţiile: 

.V = rcos^sin^ = (pXf\(p,0)cu r 
y - rs'\n(^os\n O - cu c/2 = O 
z ^ rcosO = (p,{^\(p.O)cii ({, = cp 

Suprafeţele de coordona te sunt sfere, conuri de rotaţie şi plane. 

2. Elementul de lungime 

Este important pentru noi să stabilim forma analitică pe care pătratul elementului de arc (elementul de 
lungime- într-o denumire generică) o are în diverse sisteme de coordonate . în coordona te carteziene elementul de 
lungime are forma binecunoscută: 

ds' ^dx^+cly'+dz (5) 

Aici coeficienţii diferenţialelor coordona te lo r sunt constanţi şi egali cu unitatea, ceea ce vom arăta în 
continuare- nu se mai întâmplă în cazul general al coordona te lor curbilinii. Astfel, din (4) avem: 

dq^ dq^ 

dy = 
dq, dq^ 

(6) 

dq^ dq^ dq, 

Ridicând la pătrat şi înlocuind în (5) vom obţine; 

ds-
2 

+ 
2 

+ 
2" 

(dcp,'^ 
2 

+ 
2 

+ 
2 

dq] + 
-> 

+ ' ^(P 2 

2 

+ 
U^i J {dq,} J 

i L 
^'h ] j 

d q l + 2 
dq^ dq, dq^ dq, dq^ 

• dq,dq^ + 2 
dq^ dqy dq^ dq^ dq. dq^ _ 

dq.dq^ + 

+ 2 
^ dq)j d(p2 dcp^ dcp^ 

_dq, dq^ dq, dq, dq, dq, 
dq,dq, (7) 

Am obţinut astfel un polinom omogen de gradul al doilea în dqi , dq2, dq^. Să stabilim condiţiile în care 
acest polinom nu conţine termenii cu produse de diferenţiale diferite dq , . dqj ( i , j=l ,2 ,3) , şi sâ arătăm că acestea sunt 
tocmai condiţiile de ortogonali tate. 

în relaţia (7) să ne fixăm atenţia -de exemplu- asupra termenului care conţine produsul dqidq:- Coeficientul 
acestui termen va fi: 
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d(p, ^ dq). dcp^ ^ d(py d<Py 

dq^ dq^ ^q^ dq^ dq, dqj 
(8) 

Să analizăm acum elementul de volum în noile 
coordona te curbilinii (Fig. 2). Din punctul O pleacă trei muchii 
OA, OB, OC, de-a lungul lui OA variază numai qi , de-a lungul O B 
numai q : şi de-a lungul O C numai q^. 

Pe prima muchie, funcţiile (4) depind numai de qi , 
deci; 

Fis.2. 
- ( ^ 

-h 
c(p. -1- 0(p, 

-h 
l J 

i/cf; = (9) 

unde am notat: 
z 

+ 
z 

-1-U^i J 
z 

+ J J (10) 

Pe de altă parte cosinuşii directori ai tangentei la această muchie sunt proporţionali cu: 

dcpi d(p2 

Pe baza unui raţionament identic, pe cea de-a doua muchie O B variază numai coordonata q2, deci funcţiile 
(4) depind numai de q2 şi vom avea: 

-I-
j 

-I-
j 

dql = Hldq\ 

(11) 
unde am notat: 

-I-
j 

+ 
j 

(12) 

Cosinuşii directori ai tangentei la această muchie (OB) sunt proporţionali cu: 

d(p\ d(p2 d(pi 
dq2 ' dqj ' dqj 

Dar din geometria analitică se ştie că o egalitate de forma: 

aa^ -f- hb^ + ccf = O 

este condiţia de ortogonali tate a două direcţii ai căror cosinuşi directori sunt proporţionali cu a,b,c respectiv ai ,bi , C|. 
Transpusă în cazul nostru, condiţia de ortogonali tate a curbelor O A şi O B revine la: 

a ^ l d(pi ^ d(p2 d(p2 ^ ^(Pl ^ Q 

dq^ dqj dq^ dq2 dq^ dq2 
(13) 

Egalarea cu zero a expresiei (8), este, prin urmare, echivalentă cu condiţia ca cele două muchii considerate 
să tie perpendiculare între ele. Punând condiţia ca în expresia (7) şi coeficienţii lui dq2dq3 şi dq^dqi să fie nuli, 
aceasta ar reveni la a cere ca cele trei muchii să fie perpendiculare două câte două. In concluzie, condiţia necesară şi 
suficientă pentru ca sistemul dc coordonate curbilinii să fie ortogonal este ca expresia lui d s ' să nu conţină decât 
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tcnncni cu pătrate de diterenliale, adică tcnncni în (^fc/̂  ych/^ ^c/c/l . în aceste condiţii obţinem pentru d s ' o expresie 

de fonna : 

unde: 

c/s^ = H ^ c h / f -h n l c i c i l 4- n j c i c / j (14) 

2 
+ 

f ^ \ 

Uv, > 
+ 

J 

+ dcp̂^ 
2 

4-

2 

4-
J 

U v J 

2 
+ 

y '̂'h J 

2 

+ 
V 

. J 

(15) 

w; = 

mărimi care se numesc cocncioi i ţ i i (lircreiiţiiili ai l(ii L a m e sau i in i lă ţ i locale (tc liingiiiic, iar coiul i ţ i i le de 
o r t o g o n a l i t a t e numite şi cond i ţ i i d e s u b s t i t u ţ i e o r t o g o n a l a sunt: 

a^i a^i ^ d(p2 d<p2 ̂  d<p:, ^ ^ 
dq^ dqi dq^ dqj dq^ dqi 

dq2 dq^ dqj dq^ dq^ dq^ 
dcpy ^ d(p2 d(p2 ^ ^ ^ 

(16) 

dq^ dq^ dq^ dq^ dq^ dq^ 

Ţinând seama de faptul că de-a lungul fiecărei muchii a volumului elementar nu variază decât una din 
variabile, obţinem conform (14) lungimile aces tor muchii: 

<Js^ = H^ciq^, ds2 = H2(Jq2^ = 

Elementul de volum în noile coo rdona te va fi: 

dV = ds^ds2ds2 = H ^H 2H 2dq^dq2dq2, 

3. Operatori diferenţiali în coordonate curbilinii ortogonale 

(17) 

(18) 

Fără a mai da definiţii sau a mai face demonstraţii , care pot fi găsite în [ ] , [ ] , [ ], redăm în cont inuare doar 
rezultatele. 

• G r a d i e n t u l c â m p u l u i s c a l a r U(x,y,z): 

gradau = 

gradau = 

gradq.U = 

dU 1 dU 
ds, / / , a^/i 

dU _ 1 dU 
ds2 H, dq2 

_dU _ 1 dU 

(19) 

ds. H, dq, 

• D ive rgen ţa c â m p u l u i vcc tor ia l A : 

div A -
a / l dq^ dq. 

(22) 

O p e r a t o r u l lui L a p l a c e : 
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AU = div graJ U = 1 H^H, dU 
H, dq, J 

+ • 
dU 

H, dqj dq^ 
/7,//, dU 

H, dq, 

• Ecuaţia lui Laplacc: MJ = O 

dq^ 
I I J I , dU 

/y, dq, dq^ 
dU 

H, dq 
+ 

2 J dqy H, dq, 
= 0 

Rotorul câmpului v e c t o r i a l . / ! : 

1 rof A = 
/ 7 , / y , CV/; oq, 

rol A = 

1 

a 

ro(,, A = 

dq,^ dq, 

4. Sisteme particulare de coordonate curbilinii ortogonale 

I. Coordonate sferice (sau c o o r d o n a t e polare în spaţiu). 

Să considerăm un sistem de axe car teziene x,y,z,. Poziţia unui punct P în spaţiu poa te fi definită şi prin 
următoarele trei numere: 

distanţa r de la originea O până la punctul P, numită şi rază vectoare. 

u n g h i u l ^ p e care-1 face proiecţia P ' a punctului P pe planul xOy cu axa Ox, numit şi azimut [] sau 

longi tudine [] 

unghiul 6 pe care-1 face raza vec toare cu r cu axa Oz, numit şi colat i tudine []. 

Aceste trei numere reale r^cp^O reprezintă aşa numitele coordonate sferice sau coordonatc polare în spaţiu. 

Suprafeţele de coordona te sunt sfere cu centrul în O şi cu raza r, conuri de rotaţie cu vârfijl în O şi axa Oz şi cu 

semiunghiul la vârf 6 , plane care t rec prin raza O z şi fac cu planul x O z unghiul (p . Aces te suprafeţe sunt 

or togonale două câte două; unghiul (p es te măsura t în sens direct, unghiul 6 de la axa O z către r (Fig. 3). 
i 

z 

0 
0 ^ ^ ^ 

— 
\ 

\ ^ P ^ ^ 
\ 

Iig.3. 
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Noile coordonate sunt legate de vechile coordonate prin relaţiile evidente (observâni că 

A' = r c o s ţ ^ s i n ^ 

V = r sin (psin O 
I = rcosO 

Utilizând notaţiile generale (4) identificăm: 

= n qi = 73 = ^ 

în sistemele cartezian şi sferic, suprafeţele de coordonate au respectiv ecuaţiile: 

y -^tgcp 
X 

r = consi. 

O = co/isf. 

(p - corni. 

Din relaţiile (21) găsim: 

dx - cos^sin6l/r - r sin (ps\x\6d(p + r cos cp qosBlI 6 
dy = sin^sinâir + rcos^t)sin6l/^ + rsin^cos^y^ 
dz = cos6dr-r sin 6d0 

Ridicăm la pătrat şi adunăm; obţinem expresia elementului de lungime: 

Comparând cu formula (14) deducem: 

//,=!; H2=r, H, = rsinO 

deoarece 0 < 0 < ; r = > H j > 0 

Ecuaţia lui Laplace în coordona te sferice va fi: 

sau 

dr 

d 

r^sinO 

2dU' 

dr 
+ 

de 

dr dr 
+ 

1 d 

sxnOde 

s i n ^ 

sin (9 

de 

de 

+ 
d(p 

1 dU 
sin^ d(p 

1 d ^ U 

= 0 

= 0 

(21) 

(22) 

(23) 

Ca un caz particular, să găsim de exemplu soluţia acestei ecuaţii care să depindă numai de raza vectoare r. 
în acest caz trebuie considerat: 

dlJ _ dU 

dO ~ d(p 
= O şi prin urmare ecuaţia lui Laplace are forma: 

dr 

2 dU 

dr 
= 0 

de unde: 

dr dr r' r 
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1 
unde Ci şi C2 sunt constante arbitrare. In particular pentru Ci = l şi C2=0 obţinem soluţia —, întâlnită în teoria 

r 
potenţialului [], []. Operatorii diferenţiali amintiţi mai sus vor fi; 

gradJJ = —; grad^lJ = ; gradJJ = 
dr r dO rs\n6 d(p 

dA, 1 

r dr rlgO A + 
1 d A . 1 dA^ 

r dO rsinO d<p 

- \ ] d A ^ 1 d A , rot^ A = A^ + 
rfo0 r d0 rsme d(p 

rol,, A = 1 
rsin^ d(p r or 

Z 1 . 
rol„ A = - A + — -

r ' dr r d0 

II. Coordonate ci l indrice 

Poziţia punctului P(x,y,z) din spaţiu poate fi determinată şi în modul următor: 
Proiectăm punctul P în P' pe planul xOy şi notăm cu r raza vectoare a punctului F în planul xOy. Notăm cu (p 

unghiul pe care-1 face această rază vectoare r = OP' cu axa Ox (Fig. 4a). Atunci poziţia punctului P' în planul xOy 

este determinată prin parametrii r şi ^ ; în final pentru a cunoaşte poziţia punctului P mai trebuie să cunoaştem şi 

cota z. Aceste trei mărimi, ) reprezintă aşa-numitele coordonate ci l indrice sau semipolare ale punctului P. 

Acest sistem de coordonate curbilinii este format din următoarele trei familii de suprafeţe ortogonale, două câte 
două; 

r= const. care sunt nişte cilindri de revoluţie în jurul axei z; 
cp =const. care sunt nişte plane care trec prin axa z şi sunt perpendiculare pe planul xOy şi, în sfârşit, 

z=const. care sunt nişte plane perpendiculare pe axa z respectiv paralele cu axa xOy (Fig. 4b). 

a) 
Fig.4. 

Cele trei coordonate cilindrice sunt legate de coordonatele x,y,z prin relaţiile evidente; 

.V = rcoscp 
y - rsin^ 
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iar prin comparaţie cu (14) avem; 

q, = /•, q. = (p. qy = r 

în cele două sisteme de coordonate, cartezian şi cilindric, sprafeţele de coordonate au respectiv ecuaţiile: 

.v^ -h v^ = r^ r = const. 
V 

- = 

X 

(p - const. 

Elementul de lungime va fi: 

dx = coscpcir -rs\n(pd(p 
ciy = sin (pcir -h r cos(pdcp 

dz = dl 

ds^ = dx^ -{-dy^ - f c / r ^ - dr^ ^ dz^ 

De aici deducem unităţile de lungime locale: H i = l ; H2=r, H3=l 

Ecuaţia lui Laplace în coordonate cilindrice va fi: 

dr 
sau 

dr 

( dU r 
y dr J 

dr 

o 
d(p d(p dz 

r 
dz 

= 0 

1 d\l d^U ^ 
+ ^ + r — ^ = O 

rd(p' dz 1-2 

, , , \dU d^U 1 d'U d^U ^ 
=> AU = + —r + ^—T + —r = 0 

r dr dr' r' dcp" dz' 

Soluţia acestei ecuaţii, care nu depinde decât de distanţa r a punctului până la axa Oz, este; 

dr dr , dr dr 

Presupunem că valorile lui U nu depind de z, adică U are valori identice în toate planele paralele cu axa 
xOy. In acest caz avem de fapt o problemă şi ecuaţia lui Laplace are formele: 

d'U d'U ^ d 
+ — ^ = O <=> 

dx' dy' dr 
du^ r 

\ dr) 
. 1 ^ = 0 

1 
Se vede că în cazul plan. In r va fi o soluţie a ecuaţiai lui Laplace, sau chiar In — = - In / ' . 

r 
Alţi operatori au expresiile: 

grac//J = -—; .^rac/ U = 
dr r d(p 

^ 1 dA, 1 dA dA^ 
div A = -A, + —^ + + —^ 

/• dr r d(p dz 

gradau = dl] 
dz 

rot^ A = 
1 dA, dA^ 
r d(p dz 

dA, dA. 
rot^ A = — ^ 

^ dr 
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\ dA, 
rot^ A = -A +— ^ 

r ^ dr r dcp 

Notă: Trebuie sa observăm atent că schimburile r si ^ au o semnificaţie diferită în cazul coordonatelor sferice şi 

cilindrice, ca urmare şi versorii şi e ^ sunt diferiţi în cele două sisteme de coordonate. 

5. F o r m u l a r e a indicială 

Evident că dacă vom folosi un sistem de coordonate cu o notaţie mai generală, vom putea utiliza o scriere 
indicială mult mai condensată şi mai maniabilă. 

Fie deci 9Î3 un spaţiu euclidian cu trei dimensiuni, în care se dau funcţiile: 

sau 

X3 

»3 

O 

unde A', ,.r2,JC3 

(24) 

sunt coordonatele carteziene 

x-> 

rectangulare ale unui punct oarecare N, iar 

un sistem de trei parametri independenţi (Fig. 5) 

Vom presupune că funcţiile admit 

derivate parţiale continue până la ordinul necesar; în 
cazul de faţă vom presupune că ele sunt de clasă C* într-

un domeniu D d 9Î3 şi astfel încât determinantul 

funcţional (jacobianul) transformării (1) este nenul în D: 

Fig. 5 

J = 

d v j d t ] 5JCJ 

dq^ dqj 
dxi dxj dX2 
dq^ dqj dq^ 
d r 3 dx. dx. 
dq^ dq2 dqj 

(25) 

Această condiţie este necesară pentru a putea rezolva sistemul de funcţii implicite (1), astfel încât: 

Qi = ' = 1^2,3 -- gi = q i (x i , ) = 1,2,3 (26) 

Intre punctele N din spaţiul 9Î3 şi sistemul de numere q. avem o corespondenţă biunivocă; când parametrii 

q . iau valori într-un domeniu / ) ' atunci punctele N din spaţiu descriu un domeniu D d , imaginea domeniului 

jy. 
Poziţia unui punct precizat No din , este dată de intersecţia a trei suprafeţe având ecuaţiile. 

</2 = 72 (-^I ' -^3 ) ~ = fo ) = ^2,3 

Intersectând aceste suprafeţe două câte două, obţinem în punctul H , trei curbe, de-a lungul cărora variază 
numai câte o coordonată q: 
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Ql = 1) > numai 

= ^ / l i - ^ ' h - ^ ' 2 = U 2 ) > numai r/2 

o / \ o / \ __ \ var/(7j(7 

Din acest motiv curbele (Cj), (C:), (CO. le numim curbe de coordonate , iar parametrii ^ h ) ^^ 

numesc coordonate curbilinii şi vom zice că spaţiul a fost raportat, în domeniul /J, la un sistem de coordonate 

curbilinii. Coordonatele curbilinii ^^ numesc ortogonale dacă curbele coordonate se intersectează două 

câte două sub unghiuri drepte, oricare ar fi N e D 
Se vede astfel că s-au realizat o serie de corespondenţe biunivoce între tripletele ordonate de coordonate 

curbilinii (r/,, r / . , r /3) , tripletele ordonate do coordonate cartczicne (.r, punctele corespunzătoare N 

aparţinând unui domeniu D al spaţiului euclidian tridimensional IH^ şi vectorii de poziţie ale acestor puncte în 

sistemul cartezian ortogonal (O, î . ). 

^ — • — > 

r = ON = .Vj /| + Xj i\ + 73 

Baze 

Din (24) şi (27) avem: 

a) Baza naturală 

— > — > 

/:,/ = 1,2,3 
— » 

unde r este o funcţie continuă cu derivate parţiale continue în 'Dî j de acelaşi ordin ca şi JC.. 

Pornind de la relaţiile (28) vom introduce vectorii g , = (</,, ' ) definiţi astfel: 

(27) 

(28) 

dr dxu^ 
dq^ dqi 

Să evidenţiem câteva proprietăţi ale vectorilor g . : 

/ = 1,2,3 (29) 

• Pentru fiecare i= l ,2 ,3 vectorul g^ este dirijat după tangenta la curba coordonată q.ct trece prin punctul N 

considerat, în care sunt calculate derivatele parţiale (8), întrucât de-a lungul acestei curbe variază numai 

parametrul q - . 

• în orice punct N e D , vectorii independenţi deoarece determinantul lor este 

tocmai determinantul funcţional J{2) . 

Puicm dciiionsira şi direct accastâ ahmialic tăcând prcxiusul mi\ l al color irci vcclori • 

ax. -r cx, r dx, 
cq, cq^ oq, 

= V ^ O 

cx. cx, 6X3 
cq. cq^ cq, 

* CV, cx, - cx, 
cq, cq^ cq. 

/ , 
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Rezultă că vectorii: S . i C ^ ) formează o bază în N, VN E D , numită bază naturală în 

punctul N, corespunzătoare sistemului de coordonate curbilinii , • 

— • 

b) Bază fizică - este reprezentată de versorii sau vectorii unitari corepsunzători bazei g., definiţi astfel: 

- / = 1,2,3 fora sumare e , = 

unde 
' I s . l 

= l|g. 
f â o 

1 
dX2 ^ 

z 
1 ' = 1,2,3 

este o bază 

sunt mărimile vectori lor numite cocnc ien ţ i i Ini L a m e . 

Considerând coordona te curbilinii or togonale , baza fizică introdusă mai sus 

o r tononna tă în orice punci yV G D , lucru care se scrie astfel: 

/ , / : = 1,2,3 

Vom mai presupune că vectorii , ' formează un triedru drept. Deosebirea esenţială între cele două 

baze }ş i j es te dată de faptul că direcţiile vectorilor bazei {e, } s e schimbă de la un punct la altul al spaţiului. 

Mai trebuie să precizăm că trecerea de la baza fizică, numită baza locală din Â  sau reperul local din N, este necesară 

deoarece baza naturală prezintă dezavantajul că dacă coordonatele ^^ dimensiuni fizice diferite, atunci şi 

coordonatele vectorilor în această bază au dimensiuni fizice diferite. D e aceea, păstrând avantajele utilizării 
coordonatelor curbilinii adecvate condiţiilor de simetrie specifice problemei de rezolvat, s-a introdus ca bază locală 
sistemul versorilor tangenţi în fiecare punct la liniile de coordonate. D e aceea, componentele vectorilor şi tensorilor 

în bazele reprezentate de versorii ortogonali se numesc componente fizice, întrucât au aceleaşi 

dimensiuni fizice cu ale vectorilor şi tensorilor respectivi. 
Legătura dintre componentele fizice şi cele carteziene se stabileşte prin formulele de transformare, care 

leagă între ele două baze ortonormate. 

Exprimăm fiecare vector al unei baze ca o combinaţie liniară a valorilor celeilalte baze: 

unde cele două matrice ale cosinuşilor directori a. Şi k kr sunt matnci inverse iar 

Referindu-ne la cele două baze cu care lucrăm 

= a • ii, 

putem scrie: 

'k = ^ki 

unde = //. • e , . Deoarece aceste baze sunt ortonormate rezultă: 

Pe de altă parte din relaţiile de mai sus obţinem: 

1 av , . 
a/^j = (tară sumare) //, d(Ji 
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ANEXA 10 

SPAŢIUL LINIAR EUCLIDIAN 

§1. Produs scalar 

Presupunem câ într-un spaţiu liniar X este posibil sâ se introducă o operaţie algebrică care să asocieze la 

doi vectori arbitrari din X un număr real (sau un scalar din corpul K) pe care-l vom nota .r • V (sau < x - y > ) şi-l 

vom numi produs scalar, cu următoarele proprietăţi: 

VaeK ^ 

a) .V- r = y - .v (produsul scalar este comuiativ ) 

b) a A ' ) ^ ' = A' • {a y^ = a ( A - y ) (produsul scalar este asociativ tală de amplificarea cu un scalar) 

c) ^ zj= X' y-^ X' r (distribuiti\itatea faţă de adunarea vectorială) 
—* —> —> —> —» 

d) A • = O pentru A arbitrar = > v = O . 

Deci, dacă într-un spaţiu liniar se poate introduce o asemenea operaţie vom zice că în acest spaţiu am 
definit un produs scalar. 

Un spaţiu liniar X dotat cu un produs scalar îl vom numi spaţiu l iniar eucl idian şi-l vom nota cu E. Este 
deci un spaţiu liniar particular în care mai apare o operaţie în plus Dacă este vorba de un spaţiu liniar n -
dimensional, Xn. spaţiul euclidian corespunzătorii notăm cu E„ 

Să vedem ce consecinţe are definirea produsului scalar într-un spaţiu liniar euclidian //- dimensional E„. 
— • 

Să considerăm că ne dăm o bază Ci şi pentru doi vectori arbitrari vom avea; 

x = y e/ ; y = y^ Cj 
Atunci: 

y e / y ej Cj 
\ / 

Deci într-un spaţiu euclidian E„ pentru a calcula produsul scalar a doi vectori este suficient să cunosc 

produsele scalare ale vectorilor bazei 
\ 

CrCj 
V 

. Se obişnuieşte să se noteze acest produs: 

şi deci: 

Tragem concluzia că expresia analitică a produsului scalar este o formă biliniară simetrică în coordonatele 

vectorilor factori. Mai mult, să presupunem că ^-j • x' • y ^ = 0 . Pentru A'' arbitrar rezultă g^ - y^ = O , care are loc 

pentru ^ = O . Sistemul admite numai soluţia banală, deci g^j ^ O. înseamnă că forma biliniară simetrică a 

produsului scalar este o formă nedegeiicrată. 

Vom arăta că prin intermediul produsului scalar se pot asocia spaţiului euclidian anumite elemente 
specifice norma, modulul şi unghiul a doi vectori 

(Jiipil A. Lichncro\ ics ((L |) 
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AM{X4 ^ Spaţiu! liniar cudidian 

§2. Norma, modulul şi unghiul a doi vcctori 

a) Norma unui vector (notată N X ). Vom înţelege prin norma unui vector X produsul scalar al vectorului A' prin 
el însuşi: 

A \ v = .V • A- = O N x = g . jX'x^ > O 

Este deci o formă pătratică nedegenerată în componentele vectorului. Dacă forma este pozitiv dedi i i tă 
spaţiul se numeşte spaţiu eucl idian propriu. 

Un vector pentru care A^ A = 1 se numeşte vector normat sau uni tar (versor) 

b) Modulul (sau măr imea) unui vector (notat X sau m o d A ) 

Prin definiţie modulul unui vector este 

Se observă că aceasta are loc numai într-un spaţiu euclidian propriu; într-un asemenea spaţiu norma este 

zero numai pentru vectorul nul = 0 = > A = o j . 

c) Unghiul a doi vectori . Inegalitatea lui Schwarz 

Pentru oricare doi vectori arbitrari din E„ are Ioc relaţia: 

A . y A y , numită inegalitatea lui Schwarz 

(Valoarea absolută a produsului scalar a doi vectori este mai mică sau egală cu produsul modulelor celor doi 
vectori). 

Demonstraţie. Pornim de la vectorul Ax -h Ĵ  căruia îi calculăm norma. 

//(Ar -hy)= Ă^N 2Ă xy-^Ny>0 

Pentru ca această expresie să fie pozitivă pentru orice ăgK trebuie ca discriminantul expresiei privită ca o 

funcţie de gradul doi în Ă să fie negativ: 

A , < 0 x-y 

Aceasta are evident loc dacă: 

x-y 

y 

X' 
< 1 c=> - 1 < — = ^ < 1 

y 

Dar noi ştim că există două fijncţii trigonometrice care se bucură de această proprietate, de aceea 
întotdeauna acestei expresii pot să-i asociez fijncţia: 

COS^ = 
A y 

prin care definim unghiul (p, numit ^^unghiuP' vectorilor A şi V . De aici rezultă imediat că dacă A • V = O fară ca 

A sau y să fie nuli, rezultă ^ ~ ^ ^ ^ ^ spune deci că doi vcctori sunt ortogonali dacă produsul lor scalar 

este nul 

§3. Sistem ortonormat dc vcctori 

Să presupunem că într-un spaţiu euclidian propriu E„ avem un sistem de r vectori cu următoarele 
proprietăţi: 
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ficcare vector al sistemului este nomiat 

fiecare pereche de vectori esie ortogonală 

f ^ \ 

\ / 

Ui' a j - O 
\ / 

Un asttcl de sistem de vectori - care satisface condiţiile de mai sus se numeşte ortonormat 

Vom pune în evidenţă două proprietăţi importante ale sislemeloor ortonormate de vectori: 

1) Produsul scalar este: 

unde este simbolul lui Kroneckcr. 

2) Un sistem ononomiat este întotdeauna un sistem de vectori liniar independenţi. 
lntr-adc\ăr dacă scriem relaţia dc dependenţă liniară: 

= 0 • U j ( / = 1 ,2 , . . . , / • ) (*) 

^ A' a r a j = X S , j = O = > = O 

Deci relaţia (*) are loc numai pentru Ă' = O, adică vectorii sunt liniar independenţi. Numărul r al oricărui 
sistem de vectori ortonormat este < dimensiunea // a spaţiului. Dacă r=// sistemul poate forma o bază a spaţiului 
care se numeşte bază ortonormată . în legătură cu aceasta se poate demonstra o teoremă fundamentală: ,Jn orice 
spaţiu En există cel puţin o bază ortonormată". 

Spaţiul En este la rândul lui un spaţiu liniar deci el are o bază ^ 1 , ^ 2 , . . . , ^ / ! . Problema se pune de a 
arăta că din această bază se poate deduce totdeauna una ortonormată. Rezolvarea probelemei se face cu ajutorul 
metodei de ortogoiializare a lui Schmidt ( [ ] [ ] ) . Să mai precizăm că existând o bază ortonomiată există de fapt o 
infinitate de baze ortonormate. 

§4. Componente contravariante şi componente covariante într-un spaţiu E^ 
— > - > - > - > 

Fie X G E^^ un vector arbitrar din şi o bază oarecare a spaţiului. Am văzut că putem 

scrie: 
— > — > 

= y e . (4.1) 

(s-a aplicat convenţia de semne a lui Einstein), unde x sunt componentele vectorului X , care la o schimbare de 

bază se schimbă după o lege de contravarianţă. Amplific relaţia (1) cu un vector oarecare al bazei: 

—> — > — > 

X'ej =x ' 'ei'ej =x'g , j 

Notez cu un indice jos produsul scalar de mai sus: 
— > — > 

A'̂  = A- = g ^ x ' (4.2) 

Relaţiile (4.2) ne pun astfel în evidenţă n numere A ' , a ; , a s o c i a t e în mod unic vectorului A şi, 

reciproc, dacă ne dăm // numere (a:^), prin relaţia (4.2) pot întotdeauna determina coordonatele ( a \ A ^ , . . . , a " ) ale 

vectorului A Asta înseamnă că ansamblul ordonat de numere ( a , , d e f i n e s c vectorul A tot aşa de bine ca 

şi componentele iniţiale (x' ,A'^, . . . , a " ) . Pe primele ( a ' ) le vom numi componente le contravariaiitc ale 

vectorului A , iar pe ultimele (a^.) le vom numi componente le covariante. Putem arăta cu uşurinţă că într-adevăr 

la o schimbare a bazei c. e.^ aceste componente ( a v ) se schimbă după o lege de covarianţă. 
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Fie e. = a / Cj relaţia care ne dă schimbarea bazei. 

Notez .V- componentele covariante în noua baza. Prin definiţie: 

X = A - e. 

Dar X nu depinde de baza aleasă, este un obiect al spaţiului, adică: 

a' = x-e. = jc-a/ • Cj X' e^ = cr/ ' X j , c.c.t.d. 

Cu ajutorul acestor componente produsul scalar obţine o formă foarte simetrică. Fie doi vectori arbitrari 

(y, = - 2) ) Atunci: 

Tot aşa de simpu se poate scrie şi norma şi unghiul a doi vectori: 

X y' X v' Nx = x'x.; COS(p= = , ' , 
My\ V A v ^ 

§5. Baze reciprocc 

Am văzut că pentru un vector arbitrar x din E„, în baza {e^) putem scrie: 

— • — » 

X = x' • Ci 

(4.3) 

(4.4) 

(5 .1) 

unde x' sunt componentele contravariante pe care le presupun cunoscute. Introducând produsul scalar am definit 
componentele covariante cu relaţia: 

•X, = gyX^ (5.2) 

Să presupunem că ne dăm vectorul x şi componentele sale covariante Există deci o 

bază în raport cu care aceste numere să fie componentele lui x . Mă întreb cum arată această bază. Voi nota vectorii 

acestei baze necunoscute cu e ' , astfel încât să avem: 

A- = A-. • e (5-3) 

Voi introduce de asemenea aşa-numiţii cofactori normalizaţ i g = g ai elementelor g^yCare satisfac 

următoarele condiţii: 

\ , j = k 

o , j^k 
ik . 

în aceste condiţii formulele (5 .2) se pot rezolva amplificând cu g"' şi voi avea: 

Pentru j = k = > S j = \ = > 

(5.4) 

-V' = A-, (5.5) 

Deci: 
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.X = .v' e/ = e, = A; k" c, 
\ / 

dar: 

Comparând ultimele două relaţii avem: 

şi invers, amplificând cu g ^ avem: 

(5.6) 

(5.7) 

Formulele (5 .6) şi (5.7) ne dau posibilitatea să trecem de la baza iniţială la baza componentelor covariante 
şi invers. Aceste baze se numesc h:r/e rcciproce ale spaţiului /:„ datorita faptului câ una se deduce din ccalaltâ 

folosind determinanţii reciproci sau . Este de observat câ matricea trecerii de la o baza la baza reciprocă 

este tocmai matricea g^ = Ci e j a produselor scalare formate cu vectorii bazei iniţiale date. 

Să încheiem punând în evidenţă legea după care se transfomiă vectorii bazei reciproce la o schimbare a 
bazei iniţiale. 

Am văzul că la o schimbare de axe baza iniţială se schimbă după o lege de covarianţă: 

Ci ' C j 

Să arătăm că în acest caz vectorii bazei reciproce se schimbă după o lege de contravarianţă de forma: 

Pornim de la relaţii cunoscute: 

(5 .8) 

(5 .9) 

Deci g y se transformă după o lege dublă de covarianţă. Dar ţinând cont de relaţiile (5.4) trebuie să avem: 

Atunci, din (5.6) rezultă 

e" = g'^ = ăiăig- •e,=ăl- e, 

Voi însuma după / şi rămânem numai cu situaţiile în care t=s, deci: 

— 

e'' = a l g " " e s = a l e \ c.c.t.d. 

* * * 
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ANEXA 6 

FUNCŢIA S A LVI Dl RAC 

1. Prin funcţia S se înţelege o funcţie nulâ în întreg domeniul în care este definită cu excepţia unui singur punct 
în care devine infinită. Fa a fost introdusă şi utilizată pentru prima dată în mecanica cuantică de către Dirac pentru a 
descrie ,,sursc punctiforme cu debit fin/t'\ şi face parte din clasa aşa-numitelor funcţii impulsive Funcţia S se 
prezintă de obicei normată, adică integrala ei pe întreg domeniul de definiţie să fie egală cu unitatea, iar în afara 

acestui domeniu să ia valoarea zero. Fie deci intervalul (a,b) în interiorul căruia definim funcţia ^(jc - JC^)unde 

.veste punctul curent din intervalul (a,b), iar x^ punctul de discontinuitate al fijncţiei â {w. Fig.l). Sub formă 

analitică, cele spuse mai sus se transcriu astfel: 

X 
a'^ xo 

Fig.l. 

pentru x = jĉ , 

(1) 

rh 1, pentru a<x^<b 

O, pentru x^ < a sau x^ > b 

2. Funcţia S posedă proprietatea remarcabilă numită proprietatea filtrantă. Acest lucru înseamnă că V ar fi 

/ ( . r ) : —> , continuă şi mărginită pe vom avea; 

f{xy>{x-x^yix = \ 
O daca 

(2) 

3 . Funcţia S poate fi pusă şi în legătură cu dezvoltarea în serie Fourier. în acest sens să considerăm un sistem 

închis de funcţii ortonormate (x) definite pe (a,b). Dacă notăm cu (pX^) conjugata complexă a lui (p^x) , atunci 

se ştie că între aceste fijncţii avem relaţia: 

(3) 

unde este simbolul lui Kronecker. 

Sâ considerăm dată o funcţie periodică fţx) cu intervalul de periodicitate (a,b). Se ştie că f(x) poate fi 

dezvoltată in serie Fourier cu ajutorul funcţiilor (p„{-^) dacă îndeplineşte condiţiile lui Dirichlet. 

în acest caz: 

unde coeficienţii Fourier a„ sunt: 

Din (5) şi (4) rezultă: 

(6) 

fh 
^n = j\x)(p„(x)clx 

o 

n 

(4) 

(5) 
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Ulilizând proprietatea filtrantă a frontierei S putem serie: 

rh 
/ ( . v ) = / ( . - > • ( - - - . v K -

a 

Din comparaţia expresiilor (7) şi (6) rezultă relaţia formala 

(7) 

(8) 

Această formulă este valabilă pentru un sistem de valori discrete date indicelui //, adică pentru un spectru 
discret al tlincţiilor ortogonale. 

Prin trecerea la limită se obţine valoarea fijncţiei S şi pentru un spectru continuu. înlocuind funcţiile 

cu funcţiile (p{\\n)undQ n este un parametru continuu, obţinem: 

rN 

J-yV 
- x) = liin (p (r, /;)//; 

4. Funcţia S şi funcţia lui Green 

Funcţia S poate fi pusă în legătură şi cu funcţia lui Green. Considerăm operatorul diferenţial: 

şi ecuaţia diferenţială neomogenă: 

dv dx^dxj^ 
(10) 

(11) 

Aici cu Xi se notează atât ansamblul coordonatelor spaţiale cât şi timpul. Soluţia ecuaţiei (11) se obţine 
aplicând operatorul diferenţial invers D'V 

(12) 

Dar, pe baza proprietăţii filtrante a funcţiei S avem: 

JQ 
(13) 

Trebuie precizat că operatorii introduşi D şi D"' se referă la variabilele x; şi nu la variabilele z, şi de aceea 
ei pot fi trecuţi sub semnul integralei care se referă la variabilele z,. Atunci introducând (13) în (12) obţinem: 

(14) 

Pe de altă parte, funcţia lui Green G(Zj,X|) referitoare Ia ecuaţia omogenă D(p{x.)= O conduce direct la 

soluţia ecuaţiei neomogene (11) sub forma: 

JQ 
(15) 

Comparând (15) cu (14) rezultă: 

(16) 

Aceasta este o relaţie fiindamentală care stabileşte legătura dintre funcţia lui Green şi funcţia S , 
corespunzătoare ecuaţiei diferenţiale (11). 

5. Despre operatorul D"' 
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AM:XA 6 Funcţia 5 a lui Dirac 

în relaţia (16) aplicâni operatorul D la stânga şi obţinem: 

(17) 

relaţie care ne arată că flincţia G nu poate fi determinată decât cu aproximaţia unei funcţii Go, soluţie a ecuaţiei 
omogene DGo=0. 

Revenim la ecuaţia (16), înmulţim ambii membrii cu o fijncţie continuă fţz,) şi integrăm în domeniul Q în 
raport cu variabilele Z/. Obţinem: 

Q J Q 
(18) 

Scoaterea lui D"' în afara integralei e admisibilă deoarece - aşa cum am mai menţionat - operatorii D şi D"' 
se aplică numai variabilelor x; care nu sunt supuse interpretării. 

Dar integrala din membrul drept al relaţiei (18) este tocmai integrala filtrantă, deci: 

J Q 
(19) 

în concluzie, din această relaţie vedem că D"' este un operator integral liniar având ca nucleu fiincţia lui 
Green cu semn schimbat. 

6. în cartea lui R.D.STUART ([S ]) funcţia 5 , numită şi impulsul unitate, este definită pornind de la impulsul 
rectangular Acest impuls reprezentat în Fig.2, este definit astfel: 

^f(t) 

1/2T 

T T 
Fig.2 

1 

27 
7 daca t e ( - T j ) 

(20) 

O daca t ^ ( - T j ) 

Se observă cu uşurinţă că această definiţie determină 
un impuls de arie egală cu unitatea. Impulsul unitate se obţine 

t luând limita T 0. în acest caz amplitudinea funcţiei devine 
infinită în origine, dar aria rămâne egală cu unitatea. 
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ANEXA 7 

OPERATORI DIFERENŢIALI UZUALI 

Amintim câţiva dintre operatorii diferenţiali cei mai utilizaţi în teoria elasticităţii: 
1 SAli l^A (simbolizat V) - operator diferenţial liniar de ordinul întâi, definit în coordonate carteziene prin: 

- d '\d 7 a 
v = / — + j — + k — 

dx dy dz 

Aplicat unei funcţii scalare, el dă gradientul, iar aplicat vectorilor dă divergenţa sau rotorul. 
Noţiunea a fost introdusă de W.Hamilton (1853) . iar simbolul de O.Heaviside (1892) . Se mai numeşte 

operatorul lui Hamilton. 

2 LAPLACIAS ( simbolizat V ' sau A) operator ditcreniial liniar de ordinul doi, defmit formal in spaţiul funcţiilor 
dc clasă C' prin produsul scalar al operatorului nabla cu el însuşi 

V - = A =div grad, 
adică, într-un sistem de referinţă cartezian: 

A = • + 

a t ' dy^ 

în coordonate sferice (r, 6 , q) ) , unde r = 

A = 
1 d 

r^ dr \ 

7 •) ") 

^r) 
+ 

1 

r^ixnOde 
sin <9 

de 
+ • 

1 

iar în coordonate cilindrice, unde r'=x'^y': 

A = -
1 d r 

rdr drj 
+ 

1 

Este singurul operator diferenţial de ordinul doi invariant la o transformare ortogonală de coordonate. 
Ecuaţia AU = O se numeşte ecuaţia lui Laplace şi joacă un rol important în mecanică, fizică, 

matematică, teoria elasticităţii şi plasticităţii. Soluţia acestei ecuaţii, funcţia „LT', se numeşte funcţie armonică. 

3. DALAMBERTIAN, operatorul lui D'Alembert (simbolizat • ) , numit şi operator ondulatoriu - este un operator 
diferenţial de ordinul doi, care în coordonate carteziene are forma: 

1 d ' u 
Du = Au-

C2 dr 

unde A - operatorul lui Laplace iar C - constantă. 

în coordonate sferice are forma: 

\ 

Iu = 
1 d 

r' dr dr 

1 

r^smO dO 
sin 

dO 
+ 

1 d-u 1 d-u 

r^sm^edcp^ C^ df 

iar în c o o r d o n a t e cilindrice: 

1 d 
ju = -

' du^ 

r dr dr 

I d'u d'u 1 d't! 
+ — T + 7 7 

d(p^ dz' C' dt 

în coordonate curbilinii generalizate: 

Du = 
. du 

ăx 
/ 

unde <4 - de terminantul matricei , compusă din coeficienţii matricei t ensomlu i . 

Opera toru l poar tă numele lui J. DAIember t ( 1747 ) care l-a folosit în fo rma sa simplă la rezolvarea ecuaţiei 
ondulatori i unidimensională . 
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ANEXA 8 

PROBLEMA Â7:XI7yV. FORŢĂ CONCENTRATA INTR-UN MEDIU INFINIT 

(IIUTTE p.E99) 

O forţă conccntrată i- acţionând într-un punct O pe direcţia z, într-un mediu elastic infinit în toate direcţiile 
(F ig . l ) , produce umiâtoarelc câmpuri de tensiuni şi deplasări (Se consideră coordonate cilindrice: p,(p,z\ 

\ 

/ 

\ 

1 \ 

Fig. 1. 

Tensiuni: 

F 
' 8;r( l - 1 ' ) / -

F 

r r / 

1' 
8;r(l - r r 

Deplasări : 

F pz 

u. = 

\6n{\-vY}r r 

F 
\6K(\-v)3r 

2 ^ 
3-4y + 

\ 
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C A r i i ] A S O L U Ţ I I r V S D A M I C M A U : U T I L I Z A TIC /.V M.li.Fr. 

Se ştie câ una din dificultăţile majore în aplicarea Metodei l-Jementelor de l-rontieră este necesitatea de a 
utiliza ca funcţie pondere o soluţie a ecuaţiei omogene sau o soluţie fundamentala Actualmente există însă o „hâzii 
(L' ilatc" , adică tabele cu soluţii fundamentale (numite şi soluţii elementare ). Notăm aceste soluţii cu un 
asterisc pentni a sublinia particularitatea lor. 

Redau în această anexă, principalele cazuri de ecuaţii diferenţiale şi soluţii fiindamentale întâlnite în 
aplicaţiile tehnice. 

I. Ecuaţia lui L A P L A C E 

• Probleme uiiidiincnsiuiiale 

Probleme bidimensionale: 

c / ' u * 

dx' 

d~u* d-u* ^ ^ * 1 , 1 
— — + ^ Ţ + = 0 ?/* = — I n -

av^ a v - 2k r 

• Probleme tridimensionale: 
d^U* d^u* d'u* ^ ^ 

• + + ^ + = O 
a < a v ; 

II* = 
Atu-

II. Ecuaţia lui H E L M H O L T Z 

Probleme unidimensionale: 
d^U * ,2 * c- n 

dx 
u* = -— 

2/1 

• Probleme bidimensionale: 

• Probleme tridimensionale: 

III. E c u a ţ i a u n d e l o r 

a t , ax 2 4 / 

unde Ho - funcţia HANKEL 

d\* d'u* dh(* 
dxf dxl dx; 

2 + ă ' U * + S , = 0 u* = 
47ir 

• Probleme unidimensionale: 
d'u* d'u* 

c 
a v ' dt^ 

unde H - funcţia treaptă Heaveside 

i,* = l-H(cl-r) 
2c ^ ' 

Probleme bidimensionale: c' 
dhi* dhi*^ 
dx^ dx; 

H(ct-r) 

2 y dl 2nc[c-i - r ) 

Probleme tridimensionale: 
o( 

/ \ r 
t - -

= O 

P R O B L E M E L J N I D I i M E N S I O N A L E 

I. Bare drepte de rigiditate constantă, solicitate la încovoiere 

Ecuaţia diferenţiala: 
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ANEX^A 9 Cd/eva soluţii fundamentale utiliza ic in M.E.Fr. 

Soluţia fundamentală: U * ( r ) = 
i! 

MEI 

— 
/ \ 2" 

2 + 
r r 

2 + - 3 7 
II. Vibraţiile barelor drepte de rigiditate constantă solocitate la încovoiere 

a) Vibraţii libere 

Ecuaţia diferenţială: 
d \ 1 mco 

— = unde A'= 
dx' El ^ El 

Soluţia fundamentală u*{x,C)= — ] — seC/l/ • sin - | r ) - S C C h Ă I s h ă{1 - r) 
AĂ'El 

b) N'ibraţii foi-ţ;itc (acţionează o sarcina transversală (/(xj) = 0(.\')sin <'0/ şi o fortâ axială P) 

F.cuatia diferenţială; 
dx' ^ dx' El ^ ^^ 

. 4 nik' 2 P . • 
unde n = - t t ; - ; a = ^7777 ; k - ( o i 

Soluţia fundamentală; 
El IEI 

unde 

III. Flambajul barelor drepte de secţiune constantă 

Ecuaţia diferenţială: EI = 
dx' dx' 

Soluţia fundamentală: i / * ( / - ) = - H - s i n / : r + / P Â r L c o s / : r + / : ( r - l ) ] cu k^ = — ^ f 2k ^ ^ V /J 

P R O B L E M E B I D I M E N S I O N A L E 

Ecuaţia diferenţială a unei plăci plane subţiri elastice încărcată transvers^ cu o forţă uniform distribuită p 
este: 

D^^w = D 

Vom avea: 

ydx', dx^dx] = P 

Ecuaţia diferenţială: 

Plăci plane circulare încărcate cu o forţă concentrată în centru 

Eh' 
= S unde D = 

Soluţia fundamentală: w * ( r ) = (r^ Inr^ - r ^ ) 

\67rD 

II. Flambajiil plăcilor circulare subţiri, 

încărcate cu o forţă de compresiune radială perimetrală în planul plăcii notată xr. 

Ecuaţia diferenţială: = A ^ ^ v * = S 

Soluţia fundamentală: \ r * ( / • ) = ^^ (ln r + k, .^}Nr^ I D ] 
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ANI:\A V (\î/cva solmiiJunclanicntalc utihzcitc in M.l-^.hr. 

III. F lambaj i i l p lăc i lor subţir i d e rormâ arbi trară 

Ecuaţ ia diferenţială: D V S i ' * / A V ^ f * = S . 

Soluţia fundamenta lă : w * = c / ( l n r -h /r^,) 

COS p (r = = a 
dn 

unde CI = ; /L = 
2n: D KD) 

ri?. I 

cw 
dn ZkD d\ 

IV. Ecuaţ ia lui N A V I E R (soluţ ia K E L V I N ) 

Deplasarea pe contur în punctul y când forţa concentrată 
unitară acţionează în punctul sursă x (v Fig. l ) 

ii * ( l ' , . v ) = — ^ — r ~ In/-

(l + 2 I n , ) 

Ecuaţia diferenţială: 
a v . 

+ =0 

Cazul a. forţă concentrată unitară în direcţia I. Û . -

Cazul h. tracţiune în direcţia k 

r 
1 dr 

Pk = — r dn 

SnG(\ - y) 

(l - 2y)S„ + 2r,r,]-(l - - n,r, 
47r{] - v) 

V. E c u a ţ i a lui D A R C Y (cazul o r t o t r o p ) 

Ecuaţia diferenţială; 
, d'u* . d'u* _ . 
k, r - + A-, + <5;, = O 

Soluţia fiindamentală: u* = 

dx; dxţ 

1 1 . 1 

V ^ 2 ; r /"o 

I n — , /"o = 

xl 2 

P R O B L E M E T R I D I M E N S I O N A L E 

I. Ecuaţ ia lui D A R C Y 

Ecuaţia diferenţială: 

Soluţia fundamentală: 

d'u 
av, 

+ k. 
dV 

II* = 
1 

+ k. 
d'u 
dxl 

+ s, = o 

II. Ecuaţ ia lui N A V I E R (soluţ ia K E L V I N ) 

Ecuaţia diferenţială: 

= 

2 2 > 
A-, A-j A-3 

k^ A'2 A', 

I 2 

da],. 

dx. 

m 
Soluţia fundamenta lă (dep lasarea după direcţia k): = 

- l 

1 6 ; r G ( l - i ' ) 

,, dr dr ^ 
d,^ + 

/• dx, av^. 

1 I dr \ 
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ANEXA 10 

CÂMPURI SCALARE Ş! CÂMPURI VECTORIALE. CÂTEVA FORMULE UTILE 

Dacă fiecânji punct P al unui domeniu D îi corespunde cantitatea scalară unică spunem că (p es te o 

futtcţic scalarei uniforma definită pe D, iar mulţimea valorilor lui (p se numeşte câmp scalar uniform. 
Suprafeţele (p = consl. se numesc suprafeţe de nivel. 

Dacă fiecărui punct P din D îi corespunde o cantitate vectorială unică V(P) , spunem că V este o funcţie 
vectoriala unformâ definită pe D, iar mulţimea tuturor valorilor lui V se numeşte câmp vectorial uniform. 

Curba C din D care are proprietatea ca, în fiecare punct P E C, tangenta la curbă este paralelă cu V(P) , se 
numeşte linie de câmp. Se numeşte suprafaţa de câmp a câmpului vectorial V(P), o suprafaţă S la care, în 
fiecare punct P, vectomi \ ' (P ) este tangent. 

IJniilc do c â m p alo câmpului \ c c to r i a ! + VŞk suni soluţii ale s is temului sub tbrmă simelricâ 

dx c/v ch 

' I * 2 
sau ale ecuaţiei vectoriale 

V X dr = O, (2) 
unde r este vectorul de poziţie. 

Ecuaţia F(x,y ,z)=0, reprezintă o suprafaţă de câmp a câmpului vectorial V = V j + V ^ + V 3 k , dacă şi numai dacă 
F este soluţie a ecuaţiei cu derivate parţiale de ordinul întâi. 

dr , dx^ dx^ 
( 3 ) 

Considerăm ( p { P ^ o fijncţie scalară uniformă în 

domeniul D şi fie S o suprafaţă de nivel a lui (p prin 

punctul Z) şi 5" o altă suprafaţă de nivel 

prin punctul vecin P'{x&x,y5y,z dz) - v. Fig.l. 

(p+5(p 

Fig.l . 

Se numeşte derivata câmpului (p după direcţia s (versorul vectorului determinat de punctele P şi P') în 

punctul P, următoarea limită: 

= ^ (4 ) 
Ss ds 

Dacă (p = (pi^x^y^z) este un câmp scalar uniform diferenţiabil şi S = a i p j y k unăo, a.P^y sunt 

cosinusurile directoare ale vectorului 5 atunci 

do) d(p ^d(p d(p 
^ = a — + ( 5 ) 

ds dx dy dz 

Dintre toate direcţiile a care pleacă din punctul P al unei suprafeţe de nivel a câmpului (p, derivata este 

maximă în direcţia normalei şi are loc formula 

d(p dcp 
ds dn 

Se numeşte ^''/mZ/c'//////câmpului (p în punctul P, vectorul 

-zosO 

^vac lcp[p)^ d(p n 

(6) 

( 7 ) 
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AM^XA 10 ( \hupuh scalarc ,v/ a'unpuri vcciorialc. (\iicva Jorniulc utile 

Dacă (p = (p{x,yz) este un câmp uniform diferenţial, atunci grad (pi^P^ este dat prin: 

gmJ(p{r) = 

Operatorul vcctorial-diferenţial 

d(p d(p d(p , 
— / - h — j-^—k 
dx dy dl ^^ 

(8) 

^ a a , V = I — 4 - y — + A' 
dx dy dz 

se numeşte operatorul uahla al lui Hamilton. Dacă V -- 1)1 ^ l \ j l ) k este un câmp vectorial, atunci 

operatorul V V se defineşte prin; 

dx dy dz 

şi se poa l e aplica unui c â m p scalar sau unui c â m p vectorial Astfel , 

dx dy dz 

dx dy dz 

Cu ajutorul operatorului nabla putem scrie gradcp = V(p. 
• Fluxul vectorului V̂  prin suprafaţa S este definit de integrala de suprafaţă. 

O = j v • ndS , unde n este versorul normalei la S. 

în jurul punctului P considerăm o suprafaţă închisă S care conţine volumul elementar v. Fie n versorul 
normalei exterioare la S. 

• Se numeşte divergenţa vectorului V în punctul P, scalarul dat prin: 

divV( P)= hm—= hm 
^ ' v->0 V v->0 

V^ndS 
(10) 

Dacă V=Vii-»-V2j+V3k este un câmp vectorial uniform diferenţiabil, atunci divergenţa lui V̂  (P) în punctul 
P este dată de formula: 

divV(p)^ 

sau de formula 

'dV, dK dK^ — L + L + 1 

^ dx dy dz 

divV{p) = V •¥(?) = 

ip 

dV dV , dV i + j + k 
dx d}' dz 

Se numeşte circulaţia vectomlui V de-a lungul curbei C integrala curbilinie: 

r = V-dr 

(H) 

(12) 

( 1 3 ) 

Fie C o curbă plană închisă în R^ care delimitează o arie elementară A S şi P(x,y,z) un punct interior 
curbei C. Fie n versorul normalei în P la planul curbei C. 

• Se numeşte rolorul vectonili/i V în punctul P, vectorul notat rot V(P) , dat prin formula 

p \V-dr 
n-rolV(p)= l im — = l im (14) 

Dacă V este un câmp vectorial uniform diferenţiabil, atunci rotorul se calculează cu formulele: 

rulV = 
(dV, dvA (dV, dV, > d\'\ \ 

i + 1 1 

j a v , i d x d y ) 
k = 

i j k 

d d d 

dx dy dz 

Vy 

15) 
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10 Câmpuri scalarc câmpuri veciorialc. Câteva formule uiilc 

,, ^ ,, . dV . dV , dV 
rotV - VxV - IX 4- jx -^kx 

d r dy dz 
Aplicând operatorul nabla unor sume şi produse obţinem formulele: 

1) S^adip ^y/)- ^rad(p -f gradi// , 
2) div{U-^V)=divU-hdivV 
3) rot(U -h V) = rotii -h rotV 
4). grad{(p(//) = (pgradi// + [ţ/grad(p 
5). div((pV)=Vgrad(p^(pdivV 
6). ro/(^y) = (prot V - V x gradq> 
7) di\{UxV)^V -rodi -U -roiV 
s) roi{i 'x i vy.; - ydivLi + Lidivr -{i/v)i\ 

9) grad([/. I - r X rofl/4- (iV}/ + [/x roti' + ((N)1\ 

în cazul aplicării repetate a operatorului nabla obţinem; 

1) div grad cp = A^ 
2). rot grad(p = O 
3). div ro/y = O 
4) rot rotV = grad divV - AK , 

unde operatorul A , numit laplacian^ este dat prin: 

(16) 

• + 

dx' dy' dz' 
între unele integrale curbilinii, de suprafaţă şi de volum, există relaţiile următoare: 

n • VdS = divVdV (formula divergenţei a lui Gauss-Ostrogradski) 
• 5 Ji 

n<pdS = gradcpdv (formula gradientului) 

^nxVdS= rotVdV (formula rotorului) 

( p = {gradg) • grad\f/ + (pA\f/)i.lV (prima formulă a lui Green) 

+ { ( p d i y / - (a doua formulă a lui Green) 
dn dn y 

unde S este o suprafaţă închisă care delimitează un volum V şi 

V-dr = n-rol VdS 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

unde C este o curbâ închisa ce delimitează o suprafaţă S. 

• Dacă x,y,z sunt coordonatele carteziene ale unui punct P, atunci variabilele Xi,X2,Xj definite prin relaţiile: 

jc = 

= (24) 

r = r(A',,A'2,jr3) 

cu determinantul funcţional nenul, se numesc coorJonale curbilinii. Fie P° punctul de coordonate curbilinii 

A ' " , A j , a " . Suprafeţele A, ( a , V , r ) = A ' " , A j ( a , V , r ) = a ? , A , ( a , y , r ) = a,*^ , se numesc suprafeţe de coordonate, 

iar curbele 
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ÂA7{Xrl 10 Cânipnn scalarc cânipun vcctorialc. (Uîtcva formule ulUc 

(C\) r ) = r ) = x'^ 

( ( \ ) . r , ( . V , A- , ( .V, V , - ) = A'3 

( C , ) A- ( a - , r ) = A ' , A , (A-, r ) = A J 

se nunicsc curhc c/c coordonatc. 
Pe curba (CO variază numai iar sensul crescător al acestei variabile va fi indicat prin versorul 

tangent în P^ la această curbă. Analog se definesc versorii i/;, u ^ 
• Versorii u 1,142^3 formează un triedru nedegenerat (sunt necoplanuri), numit reper local. 

• Dacă V = + r^z/^ + l , este un câmp vectorial, atunci liniile sale de câmp sunt soluţii ale sistemului 

/i^dx'^ _ h^(Jx2 _ h^cixy 
( . V j , A - . , X 3 ) V. (a-, , a-2 , ) ( .r, , . r ^ , x3) 

(25 ) 

unde //j = cr i CA. , / = 1 ,2 ,3 se numesc paranteirii tui Lume. 

Dacă F ( \ | , \ : , x O es te un c â m p scalar un i form dlfereniiabil , a tunci în c o o r d o n a t e curbilinii o r t o g o n a l e avem 

dF ^ ^ 1 dl- 1 dF 
gradF = V/- = w, + u^ + 

/î, dv , /î2 dx^ 1/3 h, dx, 
(26) 

• Dacă V este un câmp vectorial uniform diferenţiabil, atunci în coordonate curbilinii ortogonale au loc 
formulele: 

ro/V = 

l^u, I12U2 
1 d d d 

^x^ dx. dx. 

ihK IhK 

divV = 
Wh dx^ dX-y dx, 

(27 ) 

(28) 

^F = 
Wh 

h^h, dh 

dx. 

dF 

dx-. 
+ • 

/^fh dF^ 

dxj 
(29 ) 

Linii de forţă. Funcţii de forţă. Forţe conscr\'ative. Energie potenţială. 

Fie F=F(x,y,z,t) un câmp de forţe (câmp vectorial) definit într-un anumit domeniu D x ( 0 , o o ) . Liniile de 

câmp ale acestui câmp vectorial se mai numesc linii de forţă şi sunt soluţii ale sistemului (1). 
Liicnil mecanic efectuat de forţa F între două momente to şi t | este; 

L= F-dr^ J'\dx + F^dy + F^dz (30) 

care este o integrală curbilinie de-a lungul arcului de traiectorie C de la puntul Mo (corespunzător timpului to) la 
punctul M | (corespunzător timpului ti). D e fapt. L reprezintă circulaţia câmpului F de-a lungul curbei C (13) ) 

Presupunem că integrandul din relaţia (30) este o diferenţială totală exactă a unei funcţii U e C ' , definită 
într-un domeniu care să conţină punctele traiectoriilor ce unesc Mo cu Mi. în acest caz are loc relaţia: 

F-dr = dU (31 ) 

Condiţia necesară şi suficientă pentru ca o astfel de funcţie U să existe, este ca vectorul F să fie irotatiunal, adică rot 
F=0. O dată găsită o astfel de funcţie, avem: 

F = gradU (32) 

569 

BUPT



ANEXA 10 Câmpuri scalare şi câmpuri vectoriale. Câic\a formule utile 

şi v o m spune că U este funcţia dc forţa a câmpului vectorial F, Se mai spune că acest câmp vectorial derivă din 
funcţia de forţă U. Funcţia U+c , oricare ar fi constanta c, este de asemenea funcţie de forţă pentru F. 

Dacă F este un câmp vectorial ce derivă dintr-o funcţie de forţă, atunci el se numeşte conservativ. Pentru un 
câmp de forţe, ce derivă din funcţia de forţă U, rezultă: 

L = F'dr^ (33) 

fijncţia U fiind p re supusă un i fo rmă ( c â m p scalar un i form) . 
Se consideră familia de suprafeţe de nivel a câmpului U, date prin U(x,y,z)-i-c, c fiind o constantă arbitrară. 

Fie M(j un punct din domeniul de definiţie al funcţiei U. Deoarece U este determinată până la o constantă aditivă, 
putem alege acea constantă astfel ca U(Mo)=0 

Prin această determinare a constantei c, suprafaţa care trece prin Mo este luată ca suprafaţă de referinţă 
pentru suprafeţele de nivel şi o v o m numi suprafaţă de nivel zero Este clar că orice suprafaţă de nivel poate fi aleasă 
ca suprafaţă de referinţă. 

Inieeraia din fomui la (31) arc, în acest caz, va loarea U ( M ) şi ne dâ lucmi mecanic e fec tua t de forţa F de-a 
lungul unui d a i r n cc uneş te un punct M dc pe o anumi tă supra fa ţă de nivel cu un punct d e pe suprafa ţa de referinţă 
Măr imea \^ (M) dată prin \ ' ( M ) - U ( M ) , se n u m e ş t e cncr}:ic potenţialei (câmp potenţial) a punctului material 
Astfel , suprafa ţa de ni \e l ze ro se mai uumc^it suprafaţâ de ener^^ie potenţiala zero. 

Energia potenţială a punctului material rămâne neschimbată la deplasări pe o aceeaşi suprafaţă de nivel 
(dU=0) . Energia potenţială variază când trecem de la o anumită suprafaţă de nivel la o altă suprafaţă de nivel; creşte 
sau descreşte după cum lucrul mecanic al forţei F, ce derivă din fijncţia de forţă U, este negativ sau pozitiv. Energia 
potenţială are aceeaşi dimensiune ca şi lucrul mecanic. 

Dacă în domeniul considerat, câmpul vectorial F este solenoidal, adică div F=0, atunci există un câmp 
vectorial \V astfel ca. 

F = ro(W (34 ) 

Vectorul W se numeşte potenţial vector al câmpului vectorial F. 

E x e m p l u l 1. Să se afle liniile de forţă ale câmpului vectorial: 

F = a X ( b r + r ) , ( a , b , c ) ^ 0 

unde a , b sunt vectori constanţi, r este vectorul de poziţie al unui punct oarecare şi r = | r |. 

Rezo lvare . Ecuaţia (31 ) devine: 

-a ( r b dr+r dr ) + b r ( a dr ) + r ( a d r ) = O 

Vectorii a , b, r fiind liniar independenţi, rezultă ecuaţiile diferenţiale 

r b d r + r d r = 0 , a d r = 0 
care dau imediat b r + r = Ci , a r = € 2 . Liniile de forţă sunt deci curbe situate la intersecţia suprafeţelor de rotaţie 

b r + r = Ci cu planele paralele a r =C2-

E x e m p l u l 2. Fie câmpul vectorial: 

F(M) = [ ( b + c ) r ] a + [ ( c + a ) r ] b + [ ( a + b ) r ] c , 

unde a , b, c sunt constanţi, iar r este vectorul de poziţie a punctului M. 
I. Să se arate că F(M) este iraţional şi să se determine fijncţia de forţă U(M) . 

II. în cazul când a , b , c formează un triedru dreptunghic, U ( M ) este o fijncţie armonică, iar F(M), admite un 
potenţial vector de forma: 

\V(M) = \ {[(b+ c) r](a x r) + [(c + a ) r] (b x r) + [(a + b) r]( c x r)} , 

u n d e es te o cons tan tă cc va fi de te rmina tă . 

Rezolvare . Scalarul F d r = ( c r ) ( b d r ) + ( b r ) ( c d r ) + . . . este diferenţiala fijncţiei: 

U(M)=(b r)(c r) + (c r)(a r) + (a r)(b r) 

II. Deoarece a, b, c sunt ortogonali rezultă d i v F = 0 . Deci div grad U{M ) = AU = O . în continuare, 

rot \ V ( M H . ( f ( b + c ) r] 2a + (b+c) x (a x r) + [(c+a) r] 2b + (c+a) x (b x r) + [(a+b) r] 2c + 

( a + b ) x ( c x a ) } = 3V, 
de unde X = 1/3. 

* • • 
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cil -llcnn.iib 

lnll}:= e x p r = a ' ^ 9 / 3 6 2 8 8 0 x ' ^ 8 - a ' ^ 7 / 5 0 4 0 x ' ^ 6 + a ' ' 5 / 1 2 0 x ' ^ 4 - a ^ 3 / 6 x ' ^ 2 + a - S i n [ a ] 

x^a"" x^'a' x-'a^ .v^^ 

[n[2J= a = Pi/12 
n 

ln[3; = So lve{expr = = O, x] / / N 

Cu:!3I= |(.v - 1). |x -» 1 .1. |.r -22.5678) . |.r 22.56781, (x -20.9328 + 12.9648 t | , (x -» 20.9328 - 12.9648 i], 

|x -20.9328 - 12.9648 i), |x -» 20.9328 + 12.9648 i]] 

ln{4;:= a = P i / 6 

Out[4J= ^ 

ln[5]:= S o l v e ( e x p r = = O, x) / / N 

Out[5J= llx -» -1 . ) , |x 1.), |x - -11.2492) , {x 11.2492), (x -10 .4593 + 6.46975 i), {x -» 10.4593 - 6.46975 i), 
(x -» - 10.4593 - 6.46975 i | , {x 10.4593 + 6.46975 i)) 

ln[6J:= a = P i / 4 

Outl6}= j 

Inf7l= S o l v e [ e x p r = = O, x] / / N 

Outf7]= {(x -6.96515 - 4.29924 i), {x 6.96515 + 4.29924 i), (x -7 .46071 + 9.52379 x 10"'® i ] , 

(x -» 7.46071 - 9.52379 x 10" '^} , {x - 1. - 1.06581 x 10"'^ /}, (x 1. + 1.06581 x 10"'^ i), 
|x -6.96515 + 4.29924 /), |x -» 6.96515 - 4.29924 t)) 

ln[81:= a = P i / 3 

Out[8]= ^ j 

ln[9}:= S o l v e ( e x p r = = O, x] / / N 

Out[9]= llx -5.21591 - 3.21003 t), |x 5.21591 + 3.21003 i), (x ^ -5 .55457 + 6.39602 x 1 0 ' " i), 
|x 5.55457 - 6.39602 x IO"'® i), |x -» - 1 . - 3.55271 x 1 0 ' " i), |x 1. + 3.55271 x 10"" i), 
| x - » - 5 . 2 1 5 9 1 + 3.21003 t), | x -» 5.21591 -3 .21003 /)) 

ln[10]:= a = P i / 2 

0ut[10]= y 

Inf11]:= S o l v e [ e x p r = = O, x] / / N 

Out[11]= (Ix - 1 . ) , |x -» 1.), |x -3 .62383), (x ^ 3.623X3), (x -3 .46292 + 2.11367 t), (x 3.46292 - 2.11367 i], 

|x -3.46292 - 2.11367 t), (x 3.46292 + 2.11367 i]] 

In{l2]:= a = 2 P i / 3 

I n 
Out[12]= 
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ln[i3].= So lve [expr = = O, x] / / N 

Out[13]= {(A- -2.58362 - 1.55974 i), {.v 2.58362 1.55974 /), {x -2 .63236 + 3.37408 x /), 
[x 2.63236 - 3.37408 x 10"*^ i), [x -1 .00004 - 4.4407 x 10"*^ i), |x 1.00004 + 4.4407 x 10"*^ i), 
[x -2 .58362 + 1.55974 i), [x 2.58362 - 1.55974 i)) 

ln[14]:=^ a = 3 P i / 4 

3;r 
Out[14J= 

In[l5]:= So lve [ expr = = O, x] / / N 

Out[15]= {{x-^ -1 .00013) , 1.000131, { x - 2 . 2 9 2 4 7 1 , { x 2 . 2 9 2 4 7 ) , -2 .29003 + 1.37386 i) 

{X 2.29003 - 1.37386 i), {x -2 .29003 - 1.37386 i), {x 2.29003 + 1.37386 i)) 

ln[16]:= a = 5 P i / 6 

5;r 
Out[16]= 

In[l7]:= So lve [ expr = = O, x] / / N 

Out[17]= {{x-^ -1 .00034) , {x-> 1.00034), { x - 2 . 0 1 4 4 3 ) , { x 2 . 0 1 4 4 3 ) , (x-> -2.05511 + 1.22487 i), 

{X 2.05511 - 1.22487 i), {x -2.05511 - 1.22487 i), {x 2.05511 + 1.22487 i)) 

ln[18]:= a = 1 1 P i / 1 2 

U n 
Out[18]= 

12 

ln[19]:= So lve [expr = = O, x] / / N 

Out[19]= ({x-> -1.00089), {x-> 1.00089), (x ->-1 .78086) , { x 1 . 7 8 0 8 6 ) , {x-^ -1 .86307 + 1.10307 i), 
{x-^ 1.86307 - 1.10307 i), (x-^ -1 .86307 - 1.10307 i), { x 1 . 8 6 3 0 7 + 1.10307 i)) 

ln[20]:^ a = P i 

0ut[20]= n 

ln[2l]- So lve [expr = = O, x] / / N 

Out[21]= {{x-> -1.00226 ),{x-> 1.00226), { x 1 57982), { x 1 . 5 7 9 8 2 ) , { x 1 . 7 0 3 3 9 + 1.00207 i), 

{x 1.70339 - 1.00207 i], [x -1 .70339 - 1.00207 i), {x 1.70339 + 1.00207 i]] 

ln[22]:= a = P i / 6 0 

71 
Out[22]= 

60 

ln[23]:= So lve [expr = = O, x] / / N 

Out[23]= ({x-> - 1 ) , (x-> 1), {x-> -112.95) , { x 1 1 2 . 9 5 ) , { x - 1 0 4 . 6 8 7 +64.865 /), { x 1 0 4 . 6 8 7 - 64.865 i) 
(X -104.687 - 64.865 i), |x 104.687 + 64.865 i]] 

ln[24]:= a = O 

Out[24]= O 
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cu -li\-n!i.iib 

/n/25; = So lve [expr = = O, x] / / N 

Out[25]= ( 0 ) 

lnf26J:= punc te = { | P i / 6 0 , 112.95), { P i / 1 2 , 22.56), {P i /6 , 11.25) , {P i /4 , 6.96) , { P i / 3 , 5 .21) , { P i / 2 , 3.62) , 
{ 2 P i / 3 , 2.58), {3 P i / 4 , 2.29) , {5 P i / 6 . 2.01), {11 P i / 1 2 , 1.78), {Pi, 1.58)) 

^ 112.95 

22.56 

11.25 

6 % 

5 2 1 

Out[26}= 7 3 . 6 2 

2.58 

2.29 

2.01 

1.78 

1.58 ) 

ln[27]:= Show[Graphics[{Hue[0] , Line[puncte] , GrayLevel[0]) , Frame - > True], 

P lo tRange - > AII] 

O 0 . 5 

Out[27]= . Graphics-
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ANi:XA 13 

SCURTĂ PREZENTARE A ACTIVITĂŢII DIDACTICE ŞI ŞTIINŢIFICE 

A PROFESORULUI JOIIAN HELSING - SUEDIA 

Johaii Helsing 

Numerica! Analvsis 

L U N D 
U N I V E R S I T Y 

Center for Mathematicaî Sciences 
Lund Umversity 

Address: Box 118, SE-221 00 Lund, SWEDEN 
Phone: +46-(0)46 222 33 72 
Visitors address: Solvetagan 18, Rum 129 
e-mail: helsing@rtiaths.lth. se 

Doamna şef de lucrări ing. Cornelia Muntean, în pregătirea tezei de doctorat privind „Analiza câmpurilor 
de tensiuni şi deformaţii în solide elastice cu defecte multiple", a apelat pentru documentare la domnul profesor 
Johan Helsing. Acesta, cu o amabilitate ieşită din comun, i-a pus la dispoziţie aproape toate lucrările sale. 

Văzând bogata şi deosebit de valoroasa activitate ştiinţifică a domniei sale, i-am propus să-i facem o 
prezentare în Buletinul ARMR şi a fost de acord. Sunt convins că în viitor îl vom face membru al ARMR şi vom 
obţine colaborarea sa directă, care ne poate fi utilă. 

Pe baza datelor furnizate de domnul profesor Johan Helsing este prezentată în continuare o scurtă analiză 
a activităţii sale profesionale şi ştiinţifice. 

(Prof Dr. Ing. Ionel D O B R E ) 

D a t e persona le 

• Născut în Stockholm, Suedia, în Decembrie 1961 

• Licenţiat (Maşter) în Fizică aplicată, la Institutul Regal de Tehnologie din Stockholm 

(abreviat KTH), 1986 

• Jurnalist ştiinţific, la Institutul Suedez de Matematici Aplicate 1986 

• Manager de proiect, la Compania de Cercetări şi Inovaţii Electrolux, 1987-1988 

• Doctorat în Fizică teoretică, KTH, 1992 

• Post-doctorat, la Courant Institute of Mathematicaî Sciences, 1992-1993 

• Docent în Fizică teoretică, la Institutul Regal de Tehnologie din Stockholm (KTH), 1994 

• Lector de Matematică invitat la Universitatea din Utah, 1994-1995 

• Lector de Matematică, Rensselaer Polytechnic Institute, 1995-1996 

• Conferenţiar în Utilizarea sistemelor de calcul. Universitatea Uppsala, 1997-1998 

• Cercetător principal în Mecanica solidelor, KTH, 1997-2001 

• Conferenţiar în Analiză numerică, NADA, KTH, 1999-2001 

• Docent în Analiză numerică, KTH, 1999 

• Profesor de Tehnici de calcul numeric, Institutul de Tehnologie din Lund, 2001-
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C o n f e r i n ţ e , act iv i tate de re ferent şt i inţif ic , a d m i n i s t r a ţ i e 

• 1997 Conferinlc la KTH, Universitatea Uppsala, Universitatea Luleâ, şi la Conferinţa 
SIAM „Mathematica! aspects of materials science'' în Philadelphia. Referent ştiinţific 
pentru J, Comput, Phys,, J. Mech, Phys, Solids, Appl Phys, Lett., şi J. AppL Phys. 
Membru în comisia de evaluare a certificării ca docent a lui Nils Svanstedt în Matematici 
la Universitatea Luleâ. 

• 1998 Conferinţe la Universităţile Yale şi Uppsala. Referent ştiinţific pentru Proc, R, Soc. 
Lond. A, J. Mcch. Phys. Solids^J. Phys., şi J. Phys A. 

• 1999 Conferinţe la Universitatea Luleâ, la întâlnirea din Oberwolfach „Numerik von 
Mikrostrukturen'\ şi la simpozionul SES99 „Fast solution strategies for integral 
equations'' (Strategii de soluţii rapide pentru ecuaţii integrale) în Austin. Membru al 
comitetului în discuţiile conduse de Ivo Babuska. Referent ştiinţific pentru J. Mech. Phys. 
Solids,./. Phys A. şi Proc. R. Soc. Lond. A. 

• 2000 Evaluator extern pentru Consiliul de Granturi de cercetare din Hong Kong. Invitat 
să scrie un articol de analiză cu privire la „Effective conductivity of continuum 
composites" (Conductivitatea efectivă a compozitelor continue) dintr-un punct de vedere 
numeric pentru Journal of Physics. Referent ştiinţific pentru SIAM J. Appl. Malh., Appl. 
Mcch. Rev., şi Compos. lingng. 

• 2001 Evaluator extern pentru Fundaţia Suedeză pentru Cooperare Internaţională în 
Cercetare şi învăţământ Superior. Conferinţă la Centrul de Element Finit Chalmers. 
Invitat să scrie o lucrare despre „Fast boundary integral equation sol vers'' (Rezolvitori 
rapizi de ecuaţii integrale de frontieră) pentru o ediţie specială a Engineering Analysis 
wUh Boundary Elemcnts. Referent ştiinţific pentru Philosophical Magazine A., ASME J. 
AppL Mcch, şi 7/7/./. Num Mefh. Engng. 

• 2002 Discurs la al treilea workshop China-Suedia de matematici computaţionale de la 
Chalmers. Membru al grupului de investigare a nemulţumirilor la Centrul de Ştiinţe 
Matematice din Lund. Invitat să scrie o lucrare despre „Recent advances in 
micromechanics of composite materials" (Realizări recente în micromecanica 
materialelor compozite) pentru o ediţie specială a Journal of Multiscale Computaţional 
Engineermg. Referent ştiinţific pentru Engng. Anal. Bound. Elem., J. Mech., Phys. Solids, 
ş\ Int. J. Solids Structures. 

Activ i tăţ i d idact ice , pro iec te p e d a g o g i c e , şi c o n d u c e r e de pro iec te , d o c t o r a t e 

• 1984-1992 Asistent şi lector la treisprezece cursuri universitare pentru ingineri la KTH 
incluzând Mecanică, Analiză vectorială şi Mecanică statistică. 

• 1994-1996 Şef de lucrări la trei cursuri ODE pentru ingineri la Universitatea din Utah. 
Conferenţiar la două cursuri de Sisteme de calcul şi variabile complexe la Rensselaer 
Polytechnic Institute. 

• 1997-2001 Conferenţiar şi profesor la patru cursuri intermediare de analiză numerică şi 
conducător a două proiecte de diplomă în Utilizarea sistemelor de calcul la Universitatea 
Uppsala. Conferenţiar şi profesor la trei cursuri intermediare de Analiză numerică la 
NADA, KTH. Conferenţiar invitat la curs postuniversitar de Metode multinivel. A 
realizat un material didactic pentru cursul de Metoda Elementului Finit ţinut şi dat pentru 
firma SCANIA (producător de vagoane şi autocamioane) de către Departamentul de 
Mccanica Solidului. 
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2001- Conferenţiar la un curs intermediar de analiza numerică la LTll. 'riiuit un curs 
poslunix'crsitar de ,,Stable Numerical Melhods lor Boundaiy Value Problems" (Metode 
numerice stabile pentru probleme de valori de frontieră). 

1997- Lucrat la elaborarea unei colecţii de probleme contemporane, cu soluţii, pentru 
studenţii de anul doi la disciplina Utilizarea sistemelor de calcul. Vezi 
/U(p: M-vi'u'. maths, Ith. se ha staff helsing^rohlems.ps 

• 2000-2001 Conducător la maşter al masterandului Jonas Englund, Utilizarea sistemelor de 
calcul, Universitatea Uppsala. Teza „Fast, Accurate and Stable Algorithm for the Stress 
Field around a Zig-Zag-Shaped Crack" (Algorim rapid, de precizie şi stabil pentru câmpul 
de tensiuni din jurul unei fisuri în formă de zig-zag) aprobată în aprilie 2001. 

• 1994-1997 Conducător de doctorat al doctorandului Henrik Christiansson în Fizică 
teoretică, KTH. Dizertaţia „High-Order Accurate Calculations and Bounds on Effective 
Properties of Composites" (Calculaţii de precizie de ordin mare şi limitări a proprietăţilor 
efective ale compozitelor) susţinută în iunie 1997. Henrik este acum la FOI (Agenţia 
Suedeză de Cercetare pentru Apărare). 

• 1999-2002 Conducător de doctorat al doctorandului Anders Jonsson, Mecanica Solidului, 
KTH. Dizertaţia „Integral equation methods for Fracture Mechanics and Micro-
Mechanical Problems" (Metode de ecuaţii integrale pentru Mecanica Ruperii şi probleme 
micro-mecanice) susţinută în mai 2002. Anders este acum la SCANIA. 

R e z u l t a t e m a j o r e a l e c e r c e t ă r i i ş t i i n ţ i f î c e 

Noi estimări a proprietăţilor fizice a cementitei (Fe3C) prin rezolvarea unei probleme 
inverse [5]. Estimările aplanează mai vechile extrapolări care variau puternic. 

Limitări ale conductivităţii unor policristale aleatoare. Am îmbunătăţit limitele Hashin-
Shtrikman (1963) utilizând metode variaţionale şi aproximanţi Pade [9,10,11]. 

Parametrii structurali: aceşti parametri sunt utilizaţi pentru a estima proprietăţile 
omogenizate de materiale ale căror geometrii sunt fie parţial necunoscute fie atât de 
complexe încât a rezolva o ecuaţie PDE din ele este considerat a fi prea dificil. Algoritmii 
autorilor au în vedere primul calcul pe colecţii de obiecte 3D care nu sunt elipsoide [13] şi 
pentru calcule 2D implicând până la 60 000 de obiecte [15]. Algoritmii autorilor 
îmbunătăţesc pe cei ai investigatorilor anteriori cu câteva ordine de mărime. Publicarea 
lor pare a fi „ucis" acest domeniu de cercetare. 

Algoritmi stabili pentru probleme fundamentale de incluziuni în electrostatica izotropă şi 
anizotropă [18,20,21] şi în elastostatică [19,24]. Rezultatele numerice cu o precizie 
neegalată incluzând mari îmbunătăţiri asupra calculelor anterioare făcute pe 
supercomputere [19]. 

Infirmarea teoremelor de punct fix sugerate pentru diagramele coeficienţilor Poisson [22]. 

Evaluare adaptivă rapidă a potenţialelor de strat în apropierea sursei lor: Această lucrare 
[23] dl. J. Helsing o consideră ca una din cele mai importante lucrări ale domniei sale şi 
ea este utilizată ca fundament crucial în lucrările sale ulterioare [25], [26] şi [35], care 
tratează suspensii dense. 

Sisteme aleatoare mari: Algoritmul de uz general [25] pentru problema incluziunii în 
elastostatica liniară plană este bazat pe o ecuaţie integrală discutată de către Sherman în 
1959, rezultatele în [23], şi o versiune biarmonică a metodei multipol rapide. Autorii 
rezolvă tensiunile şi deformaţiile în materiale complicate cu mai multe mii de incluziuni 
pe o staţie de lucru obişnuită. Această lucrare ar trebui să aibe un impact semnillcativ în 
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comunitatea mecanicii computaţionale, unde aşa-numitele „programe BEM", bazate pe 
formulări de ecuaţii integrale mai puţin eficiente, sunt în vogă. Lucrarea [26] cu privire la 
un algoritm automatizat de uz general pentru ecuaţia PDE electrostatică pe domenii 2D 
mari cu geometrii complicate introduce o nouă noţiune de precizie şi viteză într-un 
domeniu în care au fost standard până acum măsurătorile experimentale şi metodele 
statistice încet convergente. 

• Probleme fundamentale de fisuri în elastostatica plană: Practica ce guvemează, când sunt 
implicate fisuri, este de a rescrie ecuaţia PDE elastostatică ca o ecuaţie integrală 
Fredholm de prima speţă. Această metodă conduce la instabilităţi. Autorii au formulat o 
ecuaţie integrală Fredholm de speţa a doua şi au obţinut o îmbunătăţire enormă a 
stabilităţii [28]. Rezultate de precizie pentru sisteme care implică 10000 de fisuri şi 
condiţii periodice de frontieră au fost obţinute pe o staţie de lucru obişnuită [31]. 
Investigatorii anteriori au putut trata, cu precizie, geometrii care implicau două sau trei 
fisuri în spaţiul liber. Lucrările [28] şi [31] au fost bine primite şi foarte apreciate la 
SIAA'fJ. AppL Math. şi Int. J. l^racture - „ ... o contribuţie importantă la mecanica ruperii 
şi matematici aplicate ... exemplele alese sunt noi şi nu pot fi rezolvate cu metodele 
obişnuite'' - „ ... o lucrare convingătoare, şi care făgăduieşte să aducă unele instrumente 
foarte puternice care să suporte problemele de mecanica ruperii ... 

• Fisuri de interfaţă: Câmpul de tensiuni prezintă oscilaţii rapide precum şi singularităţi 
puternice în apropierea vârfurilor fisurii. Metodele bazate pe ecuaţii integrale au fost 
disponibile, până în prezent, doar pentru fisuri de formă dreaptă sau de forma unui arc 
eliptic. Metodele de element finit ating o porecizie slabă în apropierea vârfurilor fisurii, 
care reprezintă regiunea de interes maxim. Algoritmul stabil al autorului [29] este bazat 
pe o ecuaţie integrală Fredholm de speţa a doua şi este aplicabil fisurilor de forme 
diferite. 

• Probleme neliniare de contact în mecanica ruperii: Când un material fisurat este supus la 
o sarcină externă se poate întâmpla, în formularea liniară a acestei probleme, ca părţi a 
unor fisuri şă prezinte deplasări de deschidere a fisurii negative. într-o formulare neliniară 
zone de contact a priori necunoscute trebuie să fie determinate. Aceasta a fost considerată 
ca o problemă numerică formidabilă. Utilizând teoria funcţiilor analitice care, în 
conformitate cu referentul ştiinţific al SIAMJ. AppL Math., este de „ ... o extrem de înaltă 
calitate ..." autorii au găsit un algoritm stabil [33]. Aceasta este în opinia domnului Johan 
Helsing lucrarea sa cea mai avansată. 

• Fisuri plate 3D: Un câmp larg deschis. în afară de soluţiile analitice pentru fisuri eliptice 
în literatură sunt rezultate de precizia doar a unei singure cifre semnificative. Autorii au 
îmbunătăţit situaţia [36]. 

• Probleme eliptice pe domenii poligonale: Acestea sunt probleme clasice a căror dificultate 
constă în a rezolva singularităţile de colţ. Metodele standard sunt rafinamentul adaptiv de 
discretizare şi metodele hibride ce implică aplicaţii Dirichlet-spre-Neumann. Performanţa 
lor nu este întotdeauna aşa de impresionantă, nici măcar pentru probleme care au soluţii 
analitice. Probleme de colţ şi crestătură care sunt departe de a fi banale sunt rezolvate 
utilizând funcţii de bază speciale în [32, 38, 41]. 

• Probleme de tensiuni exterioare şi interioare: Chiar şi în cadrul clasei de formulări ale 
ecuaţiei integrale Fredholm de speţa a doua, există adesea multe opţiuni pentru o 
problemă dată [34, 35, 39]. în [39] autorii rezolvă problema deosebită (Muskhelishvili) de 
a găsi o ecuaţie, liberă de operatori singulari, pentru domenii multiplu conexe cu găuri. 
Mărimea necunoscută este limita unei funcţii analitice, care simplifică formarea unei 
cvadraturi stabile. Reprezentarea potenţială a câmpului de tensiuni în [39] este practic 
acelaşi ca în [25] şi în [28], De aceea autorii sunt într-o poziţie în care pot rezolva, cu 
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precizie, câmpuri de tensiuni într-un număr mare de domenii complexe şi topologic 
diterite utilizând un set mic de ecuaţii înrudite. O comparaţie cu „benchmark"-uri de 
ordinul 50 produse de investigatorii anteriori arată faptul că algoritmi mai eficienţi sunt de 
maximă necesitate [38, 39, 40, 42]. 
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Anexa 14 C \id sursă al programului de calcul al integralelor duhle cu metoda Monte ( ario 

ANEXA 14 

Cod sursă al programului de calcul al integralelor duble cu metoda Monte Carlo 

Module 1; 

Public a As Single, b As Single, c As Single, d As Single, e As Single, f As Single 
Public nt As Integer, i As Integer, integr As Single, ValMax As Single 
Public X() As Single, Y() As Single, Z l ( ) As Single, Eps() As Integer 

Sub mainO 
MsgBox "Rezolvarea integralelor duble (in domeniul 0<=x<=l si 0<=y<=l ) cu metoda Monte Carlo" 

Forml.Show 
End Sub 

Public Function FNF(i As Integer, al As Single, bl As Single, el As Single, dl As Single, el As Single, f l As Single) 
FNF = al • X(i) 2 + bl • Y(i) ^ 2 + cl * X(i) • Y(i) + dl • X(i) + el * Y(i) + H 
End Function 

Form 1 

r r r c î T ^ i 

Dati coefidertdi a, b, c, d, e, f ai funcţiei ax''2+by''2+cxy+d>{+ey+f de sub semnul integral 

b= c= . . . . d = 

OK Continuare pi o 
precizie mai buna Sfasit 

Private Sub CmdOK_CIick() 
a = Val(Txta.Text) 
b = Val(Txtb.Text) 
c = Val(Txtc.Text) 
d = Val(Txtd.Text) 
e = Val(Txte.Text) 
f = Val(Txtf.Text) 
Randomiza Timer 
nt = InputBoxC'Nr total de puncte=") 

ReDim X(1 To nt), Y(1 To nt), Z(1 To nt), Z l ( l To nt), Eps(l To nt) 
For 1 = 1 To nt 

X(i) = Rnd 
Y(i) = Rnd 

Next 1 
Cls 
Print: Prinţ: Prinţ: Prmt: Print: Prinţ: Prinţ: Prinţ 
Prinţ" 
Print "X", "Y", "f(x,y)", "Eps" 
Print" 
suma = O 
For i = 1 To nt 
Zl ( i ) = FNF(i, a, b ,c , d, e, f) 

Eps(i) = 1 
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Anexai4 Cod sursă al programului de calcul al integralelor duble cu metoda Monte Carlo 

suma = suma + Zl ( i ) 
Print Format(X(i), "##0.0000000"), Format(Y(i), "##0.0000000"), Format(Zl(i), "##0.0000000"), Eps(i) 

Next i 
Prmt" " 
media = suma / nt 
MsgBox ("Valoarea integralei I=" & media) 
Cmdrepet. Visible = True 
cmdsf.Visible = True 
End Sub 

Private Sub Cmdrepet__Click() 
nt = InputBox("Nr total de puncte=") 

ReDim X(1 To nt), Y(1 To nt), Z l ( l To nt), Eps(l To nt) 
For i = 1 To nt 

X(i) = Rnd 
Y(i) = Rnd 

Next i 
Cls 
Print: Print: Print: Print: Print: Print: Print: Print 
Print" 
Print "X", "Y", "fl[x,y)", "Eps" 
Print" 
suma = O 
For i = 1 To nt 
Zl ( i ) = FNF(i, a, b, c, d, e, f) 
suma = suma + ZI (i) 
E p s ( i ) = l 
Print Format(X(i), "##0.0000000"), Format(Y(i), "##0.0000000"), Format(Zl(i), "##0.0000000"), Eps(i) 

Next i 
Print" " 
media = suma / nt 
MsgBox ("Valoarea integralei I=" & media) 
End Sub 

Private Sub cmdsf_Click() 
End 

End Sub 
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15 Cod sursă al programului de calcul al inteţ^ralelor cu metoda de cuadratură ( jauss 

ANEXA 15 

Cod sursă al programului de calcul al integralelor cu metoda de cuadratură Gauss 

Module 1: 

Public a As Single, b As Single 
Public integr As Single, i As Integer 

Public Ai(\ To 5) .As Single, Ti(l To 5) As Single, x(l To 5) As Single, f((l To 5) As Single 

Sub Main() 
MsgBox "Rezolvarea integralelor cu metoda de cuadratura Gauss" 

T i ( l ) = - 0 . 9 0 6 1 7 9 8 4 6 
Ti(2) = - 0 . 5 3 8 4 6 9 3 1 
Ti(3) = 0 
Ti(4) = 0 .53846931 
Ti(5) = 0 .906179846 
Ai ( l ) = 0 .236926885 
Ai(2) = 0 .47862867 
Ai(3) = 0 .568888889 
Ai(4) = O 4 7 8 6 2 8 6 7 
Ai(5) = 0 .236926885 

Forml Show 
End Sub 
Public Function FNF(i As Integer, xl As Single) 

F N F = 1 / ( I + x l ^ 2 ) 
End Function 

Forni 1 

r - T o n n 
)âtt imtta inferbara, a, resp. cea superioara, b, a integralei: 

J 

Câlculeaza Continuare pt. 
atte Urnite a $i b Sfârşit 

Private Sub cnidcont_Click() 
Cls 
Txta.Text ="" 
Txtb.Text ="" 
Txta.SetFocus 
a = Val(Txta.Text) 
b = Val(Txtb,Text) 
Prinţ; Prinţ: Prinţ: Prinţ: Prinţ: Prinţ: Prinţ: Prinţ 
Prim" 
Prinţ "i", "Ti", "f(i)", "Ai" 
Pnnt" 
integr = O 
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Anexa 15 Cod sursă al programului de calcul al integralelor cu metoda de cuadratură Gauss 

For i = 1 To 5 
x(i) = (b + a ) / 2 + ( b - a ) / 2 » T i ( i ) 
f(i) = (b -a ) /2*FNF( i , x(i)) 
Pnnt i, Fonnat(Ti(i), "##0,0000000"), Fomiat(fţi), "##0.0000000"), Format(Ai(i), "##0.0000000") 
integr = integr + Ai(i) * fţi) 

Nexti 
Pnnt" " 
Pnnt "Valoarea integralei I=", Fonnat(integT, "###0 00000000000") 
End Sub 

Private Sub CmdOK_aick() 
a = Val(Txta.Text) 
b = Val(Txtb Text) 
Cls 
Prim. Prinţ; Prinţ; Prinţ; Prinţ: Prinţ; Prinţ; Prinţ 
Pnnt" 
Prinţ "i", "Ti", •'f(i)", "Ai" 
Prinţ" 
integr = O 
For i = 1 To 5 

x(i) = (b + a) / 2 + (b - a) / 2 » Ti(i) 
fţi) = (b -a ) /2»FNF( i , x(i)) 
Pnnt i, Fonnat(Ti(i), "##0.0000000"), Fonnat(fţi), "##0.0000000"), Fonnat(Ai(i), "##0.0000000") 
integr = integr + Ai(i) * fţi) 

Nexti 
Prinţ" 
a = Val(Txta.Text) 
b = Val(Txtb.Text) 
Cls 
Prinţ; Prim; Prim; Prinţ; Prinţ; Prinţ; Prinţ; Prinţ 
Prim" 
Prim "i", "Ti", "f(i)", "Ai" 
Pnnt" 
uitegr = O 
For i = 1 To 5 

x(>) = (b + a ) / 2 + ( b - a ) / 2 « T i ( i ) 
f(i) = (b -a ) /2*FNF( i , x(i)) 
Prinţ I, Fonnat(Ti(i), "##0.0000000"), Fonnat(f(i). "##0.0000000"), Fonnat(Ai(i), "##0.0000000") 
integr = integr + Ai(i) * fţi) 

Nexti 
Prim" " 
Prinţ "Valoarea integralei I=", Fonnat(integr, "###0.00000000000") 
cmdcontVisible = True 
cmdsf.Visible = True 
End Sub 

Private Sub cmdsf.ClickQ 
End 

End Sub 

Private Sub Fonn_ActivateO 
Txta.SetFocus 
End Sub 
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