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Introducere 

CAPITOLUL 1 

INTRODUCERE 

Ciocnirile corpurilor solide reprezintă un fenomen complex, studiat începând 
cu Galileo Galilei. La dezvoltarea teoriei ciocnirii corpurilor, contribuţii importante 
sunt datorate lui H.Hertz, care a studiat defonnaţiile de contact ale corpurilor 
elastice. Apoi, l.I.Staerman rezolvă problema statică generalizată a contactului 
strâns dintre corpuri. 

Pe de altă parte Saint-Venant şi Boussinescq au soluţionat problema ciocnirii 
longitudinale a grinzii, ceea ce a penuis examinarea propagării undelor de 
defonnaţie de-a lungul ei. 

Teoria ciocnirii longitudinale se poate aplica pentru calculul arcului supus 
la ciocnire prin înlocuirea acestuia cu o grindă echivalentă. Cu toată înlocuirea 
aproximativă, cioncidenţa rezultatelor obţinute pe cale experimentală cu cele 
obţinute prin calcul este mai bună decât în cazul barelor. Aceasta se explică prin 
aceea că deformaţiile locale joacă un rol mai mic. 

In plus, Saint-Venant a dezvoltat şi teoria ciocnirii la încovoiere, ţinând 
seama numai de deformaţiile generale ale grinzii. Această teorie nu a dat rezultate 
satisfăcătoare datorită faptului că se pleacă de la ipoteza că masa care loveşte 
grinda nu se desprinde. 

Ciocnirile trebuie considerate elastice numai în cazurile în care tensiunile din 
timpul ciocnirii nu depăşesc limita de proporţionalitate. Evident pentru situaţiile 
mai speciale de ciocnire apar inevitabil deformaţii plastice care modifică caracterul 
fenomenului. Dacă defonnaţiile plastice apar numai în apropierea zonei de contact, 
atunci ele pot fi luate în considerare fară dificultăţi. 

Studiul legilor de propagare a defonnaţiilor elasto-plastice prezintă dificultăţi 
mai mari, dar totuşi problema este rezolvată pentru o serie de cazuri practice 
importante. 
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Verificările experimentale executate de alţi cercetători cu privire la teoria 
undelor de şoc nu au dat rezultatele aşteptate, ceea ce a condus la critica ipotezelor 
ce au stat la baza stabilirii lor. 

Neajunsurile teoriilor care ţin seama numai de defonnaţiile locale, dar 
neglijează pe cele de ansamblu, sau invers, au condus la crearea unei teorii mixte 
care ţine seama atât de defonnaţiile locale, cât şi de cele de ansamblu. Astfel se 
obţin rezultate importante pentru descrierea fenomenului de ciocnire şi a efectelor 
lor asupra stmcturilor mecanice. 

In general, studiul ciocnirii s-a dezvoltat prin mai multe metode ce au la 
bază ipoteze considerate cu valabilitate generală. Aceste metode se sprijină pe 

- teoria clasică a ciocnirilor instantanee; 
- teoria defonnaţiilor locale de contact a lui Hertz ce presupune corpul rigid 

iar domeniul de contact elastic; 
- teoria ce presupune corpul perfect elastic, dar propagarea tensiunilor în coip 

instantanee; 
- teoria undelor plane a lui Saint-Venant; 
- teoria combinată a defonnaţiilor locale elastice şi a undelor plane în corp. 
Rezultatele obţinute prin aceste metode sunt apropiate de realitate şi 

acceptate funcţie de gradul de simplitate şi precizie. 
Studiul ciocnirii corpurilor rigide se bazează pe ipotezele simplificatoare 

privind existenţa forţelor percutante de intensitate foarte mare însă numai pe durata 
scurtă a ciocnirii. Astfel se pot calcula salturile de viteză necesare detenninăni 
mişcării ulterioare, poziţia corpului fiind considerată nemodificată pe durata 
ciocnirii. 

Extinderea acestor ipoteze şi la corpuri defonnabile nu este posibilă tară alte 
simplificări referitoare la comportarea corpului supus ciocnirii. Se admite uneon 
că aplicarea ciocnirii, presupusă instantanee, generează brusc în coipul elastic 
izotrop variaţia tuturor vitezelor. Aceasta înseamnă că discontinuitatea generată de 
ciocnire se propagă instantaneu în tot corpul, adică cu viteză infinită. Evident este 
o simplificare faţă de alte dezvoltări cunoscute din teoria caractristicilor care 
conduc la concluzia că propagarea se face cu viteză finită. 

Posibilitatea variaţiei instantanee sau foarte rapide a vitezelor în întreg 
volumul corpului a fost pentru prima dată luată în considerare de F.Conforto [C1 
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In prezenta lucrare, pornind de la aceste ipoteze simplificatoare, s-aii 
fundamentat ecuaţiile de bază necesare detenninării legii de distribuţie a salturilor 
de viteză din momentul ciocnirii care apoi au fost aplicate la cazuri simple ce sc 
rezolvă imediat. Toate rezultatele astfel obţinute reprezintă condiţiile iniţiale 
pentru studiul evoluţiei stării corpului elastic în timp. 

In mod deosebit trebuie evidenţiate contribuţiile originale referitoare la 
studiul sistemelor vibropercutante dezvoltate în cadrul Catedrei de Mecanică din 
Universitatea "Politehnica" din Timişoara. Folosind modele simplificatoare pentru 
studiul ciocnirii s-au obţinut o serie de rezultate esenţiale pentru precizarea 
fenomenelor vibropercutate. Multe din aceste rezultate sunt prezentate în 
monografia "Sisteme vibropercutante" elaborată de Gh.Silaş şi L.Brîndeu, publicată 
în anul 1986 la Editura Tehnică [SI]. 

Este cvasirecimoscut că ciocnirile însoţesc inevitabil funcţionarea maşinilor 
sau chiar sunt prevăzute în procesul de lucru. Trebuie evidenţiat că datorită 
situaţiilor specifice, caracteristicile fenomenului de ciocnire variază mult şi necesită 
o abordare sistematică şi amănunţită. De fapt ciocnirile sunt fenomene complexe 
care nu sunt complet stăpânite încât necesită elaborarea unor metodologii care să 
ţină seama de toate aspectele caracteristice. 

In primul rând trebuie detenninate mişcările ce apar datorită ciocnirii. Mai 
este necesar însă să se poată stabili principalele mărimi caracteristice ciocnirii ca 
forţa percutantă, durata, defonnaţiile locale etc. 

Dacă pentru detnninarea mişcării există simplificări ce pot duce la rezultate 
acceptabile, nu se poate afinna acelaşi lucru în legătură cu ceilalţi parametri ai 
ciocnirii. Aceştia pot fi stabiliţi numai prin adoptarea unor modele proprii ce ţin 
seama de proprietăţile materialelor. Se unnăreşte fonnularea unor modele care să 
corespundă în mare măsură comportării structurilor mecanice supuse ciocnirii. 
Acestea se referă la stările produse de lovirea structurilor de alte mase în mişcare 
sau de aplicare bruscă a unor legături sau sarcini. 

Preocupările existente privind studiul vibraţiilor şi vibropercuţiilor au 
evidenţiat necesitatea elucidării fenomenului de ciocnire ce prezintă totuşi unele 
particularităţi specifice. Astfel se consideră necesară extinderea studiilor şi la 
situaţii ce au ca principală caracteristică durata scurtă a fenomenului. 

Experimentele arată că majoritatea caracteristicilor elastice ale materialului 
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(modulul de elasticitate, coeficientul lui Poisson) nu depind de viteza de încărcare, 
în timp ce limita de curgere a materialului depinde. Se constată că limita de 
curgere în cazul sarcinii dinamice este mai ridicată decât în cazul celei statice. 
Toate acestea prezintă importanţă deosebită în evidenţierea trăsăturilor principale 
ale corpurilor supuse ciocnirii şi fomiularea modelului matematic. 

In general metodele de calcul la ciocniri sunt aproximative, ceea ce implică 
executarea unor importante verificări experimentale. Acestea însă prezintă mari 
dificultăţi datorită duratei scurte a ciocnirii, ceea ce presupune existenţa unei 
puternice dotări cu aparatură de înaltă precizie şi fidelitate, care să suiprindă exact 
fenomene desfăşurate în fracţiuni de secundă. 

Calculul sistemelor elastice solicitate prin ciocniri pemiite să se detemiine 
cu aproximaţie ordinul de mărime a deplasărilor şi a tensiunilor, precum şi a 
defomiaţiilor în timpul ciocnirii. Rezultatele însă sunt apropiate de realitate numai 
pentru deplasări. 

Cu toate că experimetal se obţin rezultate importante, penniţând înregistrarea 
deplasărilor corpurilor care se ciocnesc, metodele experimetale nu sunt suficiente 
pentru stabilirea parametrilor principali. Aceste rezultate sunt utile la calculul 
deplasărilor dinamice dar mai puţin staisfăcătoare la calculul defomiaţiilor şi 
tensiunilor dinamice. 

Pentru detenninarea defomiaţiilor şi tensiunilor în cazul ciocnirii se poate 
apela la metoda fotoelastică cu care se poate examina variaţia tensiunilor în grindă 
şi pe secţiune. 

Există şi metode electrice de măsurare a defomiaţiilor cu ajutorul diferitelor 
tipuri de traductoare, în specal rezistive. Acestea necesită aparatură de măsură şi 
tehnică de calcul ultramodemă. 

Ţinând seama de rezultatele ce pot fi obţinute în diferite situaţii întâlnite, se 
unnăreşte identificarea parametrilor principali care să stea la baza construirii 
modelului funcţional. Acesta trebuie să reflecte toate aspectele principale necesare 
elaborării algoritmilor de calcul pentm descrierea ciocnirii în sistemele defomiabile. 

Fenomenul ciocnirii se află printre preocupările de primă importanţă ale 
cercetătorilor din domeniul dinamicii stmcturilor mecanice. Există numeroase 
cercetări teoretice şi experimentale întreprinse pentru identificarea trăsăturilor 
caracteristice ciocnirii, fară însă a putea să se elucideze complet fenomenul. 
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Drept umiare, prezintă deosebită importanţă documentaţia privind descrierea 
ciocnirilor din care să se desprindă posibilităţi de dezvoltare a cercetărilor şi 
precizarea aspectelor ce nu sunt în măsură satisfăcătoare abordate. 

Dintre lucrările de extremă actualitate trebuie în primul rând amintit tratatul 
"Şocuri şi vibraţii" coordonat de C.M.Harris şi CH Crede, în trei volume, tradus 
în limba română şi publicat la Editura Tehnică în anul 1968. 

Importanţa şi actualitatea cercetărilor în domeniu este dovedită şi de apariţia 
tratatului ultramodern "Impact", având ca autor pe W.Goldsmith, ce conţine toate 
dezvoltările actuale în domeniu. Este lucrarea fundamentală necesară abordării 
tuturor aspectelor solicitate în probleme concrete întâlnite în construcţia de maşini. 

Cercetări privind fenomene de ciocniri au fost iniţiate mai ales pentru 
mecanismele vibropercutante de către un colectiv de la Catedra de Mecanică a 
Universităţii "Politehnica" din Timişoara. Aceste cercetări sunt dezvoltate într-o 
serie de lucrări având ca punct de pornire [Ml], [SI], [S2]. Trebuie subliniat că 
problematica legată de studiul ciocnirii este cuprinsă în mare măsură şi în tratatul 
"Sisteme vibropecutante" al autorilor Gh.Silaş şi L.Brîndeu, publicat în anul 1986 
de Editura Tehnică, pentm care autorii au obţinut premiul "Traian Vuia" al 
Academiei Române. Tratatul reprezintă o prioritate naţională în domeniu şi se 
constituie ca un aport esenţial la dezvoltarea domeniului ciocnirilor şi a aplicaţiilor 
lor, rezultatele cuprinse fiind bine cunoscute în literatura de specialitate şi citate 
într-o serie de lucrări şi monografii străine. 

Studiul aprofundat al ciocnirii aplicate structurilor mecanice este de dată mai 
recentă şi din cauza multiplelor aplicaţii în toate domeniile inginereşti este de mare 
actualitate atât ştiinţifică cât şi tehnică. 
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CAPITOLUL 2 

ECUAŢIILE GENERALE ALE DINAMICII CORPURILOR ELASTIC E 

2.1. Introducere. Ipoteze 

In mecanica solidelor defonnabile, aspectul geometric şi mecanic al 
problemelor tratate trebuie completat cu aspectul de natură fizică, experimentală, 
care precizează natura corpului solid considerat. Se introduce o aumită lege 
constitutivă a corpului solid deformabil care ia în considerare relaţiile între tensiuni 
şi deformaţii specifice. Intre tensiuni şi defonnaţii specifice trebuie să existe o 
legătură biunivocă, iar starea de tensiune într-un punct al corpului depinde numai 
de starea de defonnaţie din vecinătatea acelui punct. 

Ipotezele fundamentale de calcul care se pot face sunt unnătoarele: 
- corpul solid este supus acţiunii unor sarcini exterioare în echilibru. Fiecare 

parte a corpului şi fiecare element infinitezimal detaşat din coip vor fl supuse unor 
sarcini în echilibru dinamic. Această ipoteză serveşte pentru scrierea ecuaţiilor cu 
derivate parţiale pe care le verifică tensiunile şi pentru a exprima condiţiile la 
limită. 

- corpul solid este izotrop, deci are aceleaşi proprietăţi mecanice pe orice 
direcţie în vecinătatea oricărui punct al său. 

- corpul solid este omogen, adică are aceleaşi proprietăţi mecanice în fiecare 
punct al său. In baza acestei proprietăţi coeficienţii mecanici ai materialului, care 
intervin în legea constitutivă sunt constanţi. 

- corpul studiat este perfect elastic. Sub acţiunea sarcinilor exterioare coipul 
se deformează iar fenomenul de defonnare este reversibil. Dacă la încetarea 
solicitărilor exterioare rămân defonnaţii remanente corpul are proprietăţi elasto-
plastice. In acest caz studiul se face în cadrul teoriei plasticităţii. 

In general legătura biunivocă între tensiuni şi defonnaţii specifice se 
expnmă matematic prin relaţia liniară numită legea lui Hooke. 
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Dacă pe lângă tensiuni se iau în considerare şi microniomentele se ajunge 
la o teorie a elasticităţii asimetrice pentru corpuri de tip Cosserat. Intr-un asemenea 
caz pot acţiona şi momente volumice. ca sarcini exterioare, legea constitutivă -
chiar în caz liniar - făcând necesară introducerea mai multor constante mecanice 
ale materialului. 

- Defonnaţiile şi deplasările corpurilor solide supuse acţiunii sarcinilor 
exterioare, sunt foaite mici în raport cu dimensiunile generale ale corpului, deci 
defonnaţiile specifice sunt neglijabile în raport cu unitatea. Dacă şi rotaţiile simt 
neglijabile în raport cu unitatea, teoria se consideră liniară din punct de vedere 
geometric şi mecanic, deci se pot scrie ecuaţiile de echilibru static sau dinamic pe 
fonna nedefonnată a corpului. Tot datorită acestor considerente se poate aplica 
principiul suprapunerii efectelor în ceea ce priveşte defonnaţiile specifice. 

2.2. Geometria deformaţiei 

2.2.1. Defoimaţii şi deformaţii specifice 

Se admite că sarcinile exterioare care acţionează asupra solidului sunt în 
echilibru dinamic la un moment dat t. 

Se consideră un punct al corpului care coincide cu punctul geometnc A 
înainte de defonnaţie, şi care se găseşte în poziţia A, după defonnaţie. Deplasarea 

AA^ = {U] , mărime vectorială, se exprimă prin componentele u. v. w care. 

fenomenul având caracter dinamic, sunt şi funcţii de timp (fig.2.1) 

Considerând două puncte imediat vecine A(x,y,z) şi B(x+dx, y+dy, z+dz). 
în unna defonnării acestea vor ocupa poziţiile A,, respectiv B,. 

Se observă că 

unde du este variaţia vectomlui deplasării, cu du, dv şi dw componentele lui, date 
de relaţiile: 
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Fig .2 . 

, du j du , du , du=—dx+—dy+—dz 
dx dy dz 

j dv j dv , dv , dv=—dx+—dy+—dx 
dx ^ dz 

, dw j ^ , dw , dw=—dx+—dy+—dz 
dx dy 

(2 3) 

relaţiile fiind valabile la un moment dat t. 
Se poate scrie relaţia . 

dr^=dx^+dy^+dz' (2 4 ) 

care dezvoltată duce la posibilitatea calculului variaţiei distanţei dintre punctele A 
şi B. In contextul calculelor s-a notat cu 

du 1 + 
2 

+ 
rav̂  2 

+ 
dx 2 [dxj [dXj [dxj 

dv 1 + 
2 

+ 
rav] 2 

+ 
(dw? 

dy 2 U J 
1 

+ 
fdu' 

+ 
(dv? 

dz 2 .Uz, Uz. 

(2 5) 

10 
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dv dw du du dv dv dw dw n = + + • + • + • 

^ dz dy dy dz dy dz dy dz 
dw du du du dv dv dw dw n =—+—+—•—+—•—+—•— 

^ dx dz dz dx dz dc dz dx 
du dv du du dv dv ^w dw 

j i = — + — + — ' — + — • — + — • • — 

^ dx dx dy cbc c^ dx dy 

( 2 6 ) 

mărimile respective, ftincţii de x. y, z şi t, fonnează tensorul simetric de ordinul 
al doilea, numit tensoml defomiaţie al lui Green. 

1 1 
2 Vi 

1 
2 % 

1 

1 1 

In cazul teoriei liniare, defomiaţiile specifice sunt [II] 

(2 .7 ) 

du dv dw 
XX dx yy dy dz 

dv dw dw du du dv 
Y = + ! Y = — + — ; Y = = — + — ' vz -> ' I 7JC ' I rv 

( 2 8) 

^̂  az ay ' a;c az ' ^ a;c 

rezultând astfel tensorul deformaţiei specifice, tensor simetric de ordinul al doilea 

Tr-

1 1 
2V» 

1 1 
2'^xy 

1 1 
2^3'Z 

(2 .9 ) 

I 1 

BUPT



C A P I T O L U L 2 - Ecuaţ i i le genera le ale d inamic i i corpuri lor e las t ice 

In cazul defoniiaţiilor infinitesimale, defonnaţia specifică voliiniică este un 
invariant notat c, ^̂  

Se introduce umiătoarea notaţie, prin care defonnaţia specifică volumică va 
rezulta: 

du dv dw j. -e=—+—+—=div U 
" dx dy dz 

(2 11 

2.2.2. Relaţii între deplasări şi deformaţii specifice 

Considerând teoria liniară se notează cu (o şi se numeşte vectorul rotaţie 
locală de corp rigid, mărimea 

0)=—rort/, 
2 

(2.12) 

CU componentele 

(O =(0 = — j: yz ^ 

1 (O =(0 = — 

1 (O =0) = — 
^ ^ 2 

dv l 
, dy dz 

^ du _ 
,dz dx 

' dv du 
,dx dy 

(2 13) 

Acestei noţiuni i se alătură tensorul T,„ antisimetric de ordinul doi 

T = O) 

o (O -0) 

(O O 

(O -(O 

O) 

o 

( 2 . 1 4 ) 

12 
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Relaţiile (2.3) se pot scrie sub fomia 

dv=a^dx+Uyydy + a^^dz 
dw=a^^dx+tty^dy+a ̂ ^dz zz 

Se defineşte astfel un tensor asimetric de ordinul al doilea 

du dv dw 

OC dx dx dx 

du dv dw 
dy dy dy 

du dv dw 

(2 15) 

(2 16) 

dz dz dz 

corespunzător gradientului deplasării Relaţiile dintre gradientul deplasării, 

defonnaţiile specifice şi rotaţia locală de corp rigid sunt de fomia 

XX X ^yy S 

1 1 a = —Y +(0 , OC = —Y ~(0 yz 2 yz ^ 2 ^^ 

1 a =—Y +(0 zt 2 ^ y 
l 
2 

OC = —Y -(O (2 .17 ) 

1 1 OC =—Y +00 . OC = —Y -(O ^xy z * yz 2 ^ 

şi în continuare se poate scrie relaţia între tensorul simetric defomiaţie specifică 
T,. şi tensorul antisimetric rotaţie locală de corp rigid T„, 

T =T +T a e (j) (2 18) 

13 
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Se poate demonstra că dacă dr=dr| tensorii T, şi T, sunt nuli. Anularea 
tensorului T, este condiţia necesară şi suficientă pentru ca solidul să sufere o 
mişcare de coip rigid în vecinătatea punctului în care se anulează acest tensor. 
Gradientul deplasării rămâne numai cu partea antisimetrică adică 

dw^-iji dx+i^ dy 

(2 1̂ )) 

sau 

dU=(ii xdr (2 2 0 ) 

Mişcarea unei vecinătăţi 
a punctului A, mişcare produsă 
de o rotaţie intlnit mică (o în 
jurul unei axe ce trece prin 
punctul A, se numeşte mişcare 
locală de corp rigid. Gratie, se 
studiază defonnaţia unui unghi 
drept BAC situat într-un plan 
x=const., cu laturile paralele cu 
axele de coordonate. Se admite 
că defonnaţia nu depinde de x 
şi se petrece doar în acest plan. 
rezultă astfel un caz liniar şi se 

obţin componentele tensorilor T,̂ , T, şi T,,. 
Admitem şi o rotaţie numită liberă, reprezentată de vectorul O de 

componente 

F i g . 2 . 2 

14 
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căruia îi ataşăm un tensor rotaţie liberă antisinietric, de ordinul al doilea 

( 2 2 

0 0) 

T = 0 >-2 
(2.22 

• 

- o 0 

Această rotaţie va contribui la starea de solicitare a corpului, starea de defonnaţie 
tlnid astfel caracterizată, în general, de vectorii îi şi cD. 

In continuare se introduce mărimea vectorială Q, numită vector de rotaţie 
locală - _ -

(2 23 

care reprezintă rotaţia locală fară contribuţia rotaţiei libere O. şi ale cărui 
componente sunt: 

Q jry 2 

^dw _ dv' 
az, 

du _ 
dz dx, 

'dv_ du] 
dy 

- O 

- O 

( 2 . 2 4 ) 

Vectorului rotaţie locală O i se ataşază tensorul rotaţiei locale T,,, tensor 
antisimetric de ordinul al doilea 

T = 

O 

- Q xy O Q yz 

K O 

( 2 . 2 5 ) 

15 
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9v/3zdz 

Fig .2 .3 

Astfel, se pot scrie relaţiile 

P r i v i n d d e f o r iii a ţ i a 
elementului unghiular BA(\ cu 
laturile paralele cu axele de 
coordonate, situat într-un plan. 
pentru o anumită valoare a 
coordonatei x. se considera 
unghiurile P,̂  şi respectiv 
unghiurile a , , şi a , , . De exemplu, 
unghiul a,^ reprezintă lunecarea 
specifică a două segmente 
paralele cu axa Oz unul faţă de 
celălalt. 

az ^ 

P = - ^ - 0 ) 

^ ^ az ^ 

^^^ ax 
p 

(2 2 6 ) 

la care adăugându-se relaţiile 

du dv dw 
dx ' dy ' ^ az 

se poate introduce următorul tensor asimetric de ordinul al doilea. 

(2 27 ) 

Se poate scrie 

T = 

3 P 3 f^xx ^xy ^xz 

P 3 3 ^yx ^yy 

3 3 3 ^xz ^zy ^zz 

( 2 2 8 ) 
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Y =3 + 1 zx "zx (2 2<n 

Y =3 + 

Q = i ( 6 -6 yz 2 ^^ ^ 2 
^ dw 
^dy 

av̂  

Q = i ( 6 -6 ) = i 
"zt 2 ^ ^̂  2 

^du 
,dz dx, 

c îoi 

Q = i ( 6 - 3 ) = i 
xy 2 y 2 

(dv 
ia^ 

du' 

dy\ 

(2 51) 

unde T., este partea simetrică a tensonilui Tp, iar partea antisimetrică este T,,. 
In cazul că adică rotaţiile nu mai sunt numite libere 

ci constrânse şi vectorul O reprezintă în aceste condiţii vectorul numit rotaţie 
constrânsă iar componentele O^, O,, O, vor fî 

2 
(dw dv 

dz 

care se pot scrie şi sub fonna 

• ^ 2 
^ du _ dwl 
^ dz dx • ^ 2 

' dv _ du' 
,dx dy, 

(2 3 2 ) 

(b=-rot U 
2 

Se observă că rotaţia locală de corp rigid O) este dată de rotaţia locală Q la 
care se adaugă rotaţia liberă O. In cazul precedent rotaţia locală de coip rigid o) 
este dată doar de rotaţia constrânsă O. 

In cazul clasic poziţia unei particule din corp după defomiaţie este 

caracterizată numai de vectorul deplasare U(u,v,w) deci trei parametri. In cazul 

io^fi-
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general însă, pot apare direcţii privilegiate, poziţia unei particule fiind caracterizata 
pe lângă deplasarea îi, de rotaţia deci în total şase parametri. 

Se poate introduce gradientul vectorului de rotaţie O sub fomia tensorului 
asimetric de ordinul doi, ale cărui componente sunt funcţii de x, y, z şi t. 

T <p 

d^y d^ 

dx dx dx 

d^y a o 

^ dy ^ 
ao^ d^y a o 

az dz az 

(2.-U) 

Tensorii Tp şi T^ vor caracteriza defomiaţia corpului. Componentele lor se 
vor numi caracteristicile deformaţiei. 

Se defineşte invariantul 

• + . z _ 
dx dy dz 

^div O. (2 3.̂ ) 

Fiecărei particule i se poate ataşa un sistem rigid de axe de referinţă care pot 
suferi rotaţii în timpul deformaţiei, rotaţii care pot fi libere sau constrânse 

Prin stare de deformaţie se înţelege totalitatea deplasărilor şi rotaţiilor în 
vecinătatea unui punct sau în tot domeniul ocupat de corpul solid defomiabil. 
Corpurile respective poartă numele de corpuri de tip Cosserat. In cazul acestor 
corpuri fiecare punct este un rigid infinitezimal. 
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2.2.3 Ecuaţii de continuitate pentru corpuri de tip C osserat cu rotaţii libere 

In cazul general al rotaţiilor libere, relaţiile dintre caracteristicile 
defomiaţiei, deplasări şi rotaţii fonnează un sistem de 18 ecuaţii cu şase funcţii 
necunoscute u, v, w, O^, O,, Pentru ca acest sistem să fie compatibil, trebuie ca 
cele 18 caracteristici ale defomiaţiei să verifice 18 condiţii de compatibilitate 
obţinute egalând derivatele mixte de ordinul doi ale funcţiilor u, v. w. O,. 

1 ^Y + (p = 

dy dx '' 2 dx 

de aO 1 dy 
az ay ^̂  2 ay 

1 ^Y zx 
dx dz 2 az 

(2 .36 ) 

ae„ dQ 
- cp 

^ ^ 2 ajc dz dx 

dx dy 2 dy 
(2 .37 ) 

dy dz 
<p = ' 2 az 

1 ^ +(P -
a;c ^ ^ 2 

f ^ v . dy ' 

ay ^ ^ 2 

idy '•ty 
dz 

dy ^ 

dx , 
(2 .18) 

1 
dz ^ ^ 2 

(dy 

{ dx dy j 
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.^^yx 
dz dx az ' dy dx 

^^zy 
dz dx az ' dy a;c 

J'^zz . ^^zz 
dz dy ' dx az ' dx 

( 2 

D N R 

Q M 

F i g . 2 . 4 

Interpretarea fizică a acestor condiţii de compatibilitate este deosebit de 
importantă. Fie două elemente învecinate din corp, iniţial în stare nedefonnată. 
Dacă condiţiile de compatibilitate nu ar fi îndeplinite, după defomiaţie, cele două 
elemente s-ar separa sau s-ar întrepătrunde. Prin unnare condiţiile precizate sunt. 
din punct de vedere fizic, condiţii necesare şi suficiente de continuitate a 
defomiaţiei (în care se include şi rotaţia) pentru un domeniu simplu conex. 

Dacă se elimină gradientul rotaţiei între ecuaţiile (2.36), (2.37) şi (2.38) şi 
se ţine cont de ecuaţia de continuitate (2.39) se observă că dispar şi derivatele 
vectorului Q, rotaţie locală; se obţine astfel 
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+ 
â Y _ '' VZ 

dz^ dydz 

dx^ dzdx 

â Y 

dy^ dx^ dxdy 

(2 4 0 ) 

dx 

a 

zx + . ixy 

dx ^ dz 

dy 

d 

^ Y ^ ^ Y ^ dy xy ^yz 
c[y dz dx 

dz 
zx 

dz dx dy 

=2-

= 2 -

=2-

dydz 

dzdx 

dxdy 

(2 4 1 ) 

Aceste condiţii necesare de continuitate trebuie îndeplinite de componentele 
tensorului T... 

Calculul deplasărilor şi notaţiilor 
Dacă se cunoaşte deplasarea Uo(U(„V(),Wf)) şi rotaţia într-un 

punct IV1(„ aplicând condiţiile precedente, se pot calcula deplasarea u,(u,,v,,w,) şi 
rotaţia c l ) | ( 0 , î n t r - u n punct oarecare M,. Astfel în cazul rotaţiilor 
constrânse, componentele deplasării sunt ^ 

M, 

de^ 1 dy xy 

i z r z ) 
de^ 1 dy zx 

1 / ^ 

[dz 2 dx 

^ J y y z 

dx+ 

dz dx 

"(Zi -Z) 

1 
^yxy-(yry) 

1 1 dy+ 

dx2I2 dz 
dz 

\ oţy 2 dx 

l,a^ 2 dy] 

dy dx 

+ 

(2 4 2 ) 
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M 

Mn 

1 1 
2 dz dy 

de^ 1 dy xy 

^ S _ 1 ^ ŷz 
{dz 2 dy 

_ 1 ^yyz 

(x^-x) 

1 

[dy 2 dx ) 

de, 1 dy 

dx^ 

I jŢy 

[dy 2 dz 

l 2 ^ jj 

[ dx dy )_ 

dy+ 

dz 

(2 4 3 ) 

M 

7 1 
M, 

= "V^Oy ĈVi -yo)^Ox^ 
^de^ idy ^ vc 

I, ajc 2 dx J dy dz 
dx+ 

1 1/ ^ 
2 y^ 2 ^ dx dz 

de, 1 dy ZX 

-(yry) 

(yry) 

dey_i dy yz 

a;c 2 dz 

iar componentele rotaţiei se vor scrie sub fonna 

l az 2 dy I 

^^z _ 1 ^yyz 

dy 

dy 2 dz /J 
dz 

M 

/ 
Mo 

M 

/ 

dy ] 
dx-

dy dz J dy 
de^ 1 dy yz 

de^ 1 dy \ 
ZX 

az 2 dx 
dx+— 

2 dz dx 
dy-

ay 2 az J 

de, 1 dy 

dz 

ZX 

a;c 2 az J 
dz 

(2 4 4 ) 

(2 4 5 ) 

M 

Mn 

de^ 1 dy -ţy 
i,ay 2 ajc 

dx- ^ S _ 1 ^yxy 
[dx 2 dy i, a^ ^ J 

dz 

Punând condiţia ca integralele (2.42) (2.43), (2.44) şi (2.45) să nu depindă 
de drum, rezultă că în cazul rotaţiilor constrânse - condiţiile necesare şi suficiente 
de continuitate a deplasărilor şi rotaţiilor sunt tocmai relaţiile (2.40) şi (2.41). 

2 2 
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Aceste condiţii necesare şi suficiente pentru continuitatea rotaţiilor şi numai 
necesare pentru continuitatea deplasărilor, în cazul corpurilor de tip Cosserat cu 
rotaţii libere, devin şi suficiente pentru continuitatea deplasărilor în cazul rotaţiilor 
constrânse. 

Mişcarea de corp rigid 
Dacă componentele tensomlui T̂  sunt nule, relaţiile (2.42) (2.43). (2.44) .şi 

(2.45) devin 

Vi -(Zi - V ^ o z < - ' 

"V^Oy -yo)^Ox 

Şl 

Dacă originea axelor se ia în punctul M(, iar punctul IVI(x,y.z) este un punct 
curent, ecuaţiile precedente vor deveni 

(2 4 8 ) 

Uo, w„, cOô  sunt deplasările şi rotaţiile corpului considerat rigid, 
corespunzând unui tensor T., nul. 

23 

BUPT



C A P I T O L U L 2 - Ecuaţ i i le genera le ale d inamic i i corpuri lor e las t ice 

2.2.4. Starea de deformaţie în coordonate cilindrice şi sferice 

Relaţiile de corespondenţă între coordonatele carteziene şi coordonatele 
cilindrice sunt 

;c=rcos0 j=rsin6 
M^=MC0s6+vsine 

WQ = -MsinG +vcos6 ( 2 . 4 9 ) 

â) b) 

Fig .2 .5 

sau invers 
w=w^cos0-w0sin0 

v=M^sin0+«00080 (2 50) 

Relaţiile între deformaţiile specifice şi deplasări sunt 

2 4 
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^ ar 

1 ^«e 1 • • e l n s 
^ r de r ' 

Yft 

az 

du^ 1 dû  

( 2 . 5 2 ) 

dz r ae 
aŵ  du^ 

Y = — — -
dr dz 

1 ^«r ^"e 1 
r ae dr r ® 

Dacă problema este în plan ne rezumăm la coordonatele polare în legătură 
cu care se scriu relaţiile 

' dr ® r ae r ' ae ar r ® 
Relaţiile de trecere de la deplasările în coordonate carteziene la cele în 

coordonate sferice sunt: 

M^=Msin(pcose+vsin(psine+vvcos(p =M ŝm(p +ufos(p 
U^ =MCOS(pCOSe +VCOS(psine -vvsincp =M̂ COS(p -W^silKp (254) 

MQ = -wsme+vcose 

iar cele care fac trecerea de la coordonate sferice la coordonate carteziene sunt: 

u =w^in(pcose +M^cos(pcose -w^sine 
v=My în(psine +w^cos(psine +u +ecose (255) 

w=M^cos(p-M^sin(p 

relaţii în care s-a pus în evidenţă şi legătura cu coordonatele cilindrice. 
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Relaţiile dintre defomiaţii specifice şi deplasări vor fi de forma: 

dUp 

^ dR 

acp /? ^ 

1 ^"e 1 ctg(0 
® /teincp dQ R ^ R 

1 ^ 1 Ûq _ ctĝ > 
/feiiKp ae a(p r ^^ 

duQ 1 dUf^ 1 
Yftff = + «A 

a/? /feincp ae r ® 

a(p ^ a/?'z?"*^ 

(2 57 ) 
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2.3. Cinematica deformaţiei 

2.3.1. Cazul clasic 

In cazul micilor defonnaţii şi rotaţii neglijându-se termenii neliniari, viteza 
de deplasare este 

- du ^T v=—^U 
dt 

(2 58 ) 

CU componentele 

(2 5Q) 

Similar se introduce şi acceleraţia 

- dv ^u fi a=—=— = U 
dt dt^ 

(2 00) 

ale cărei componente sunt: 

(2.61) 

Se pot introduce şi vitezele de deformaţie specifică (tensorul lui Euler) 

2 7 
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( 2 6 2 ) 

precum şi vitezele unghiulare de rotaţie locală de corp rigid (tensorul spin al lui 
Cauchy) 

( 2 . 6 3 ) 

In continuare ţinând cont de relaţiile între deplasări şi defonnaţii specifice 
şi ţinând cont de faptul că defomiaţiile sunt infinitesimale, se poate scrie 

dx 
dv 

yyz= 

1 
JZ 2 

. 1 (O = — 
vc 2 

^ ^ 2 

dv dw 

dw 
( 2 . 6 4 ) 

+ . 
az 

dw du 
dx dz 

du dv 
dy dx 

' dw av î 
[dy a z j 

(du dw\ 
U z dxj 

(dv du' 
i a ^ dy) 

28 
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2.3.2. Cazul corpurilor de tip Cosserat 

Se poate introduce viteza unghiulară de rotaţie liberă corespunzătoare 
rotaţiei libere O (în cazul defonnaţiilor infinitesimale) 

— = 0 
dt 

(2 6 7 ) 

CU componentele 

(2 6K) 

In continuare se introduce viteza unghiulară de rotaţie locală Q. cu 
componentele 

( 2 . 6 9 ) 

Se poate scrie 

şi între tensorii corespunzători 

0 = 0 ) - ^ (2 70) 

(2 71) 

Prin introducerea tensorului se pot adăuga la relaţiile (2.64). (2.65) 

şi relaţiile corespunzătoare părţii sale asimetrice 

^ dw _ 
^ dy dz 

'du _ dvvl 
^dz dx 

' dv 
,dx dy 

- O . 

- O . 

- O . 

( 2 . 7 2 ) 

2 9 
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In cazul rotaţiilor constrânse, pentru care 

rezultă 

Q =Q =Q =0 i2 7^) 

(2 74) 

deci 

(2 .75 ) 

Rezultă deci, pentru vitezele unghiulare de rotaţii constrânse, relaţiile 

2 

z 2 

' dw _dv 
,dy dz 

' du _dw] 
^ dz dx 

'dv_ du] 
^dx dy 

(2 .76 ) 

sau 
^=—rot u=—rot V 

2 2 
(2 .77 ) 

Sub forma tensorului T̂  se notează gradientul vectorului viteza unghiulară 

de rotaţie O, 

T. <p ^yz 

d^y 
•VP 

dx dx dx 

d^y d^y 
dy dy dy 

az dz az 

(2 .78 ) 
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Componentele acestui tensor sunt funcţii de x, y, z şi t. 

Tensorii T̂  şi T̂  conţin mărimile caracteristice vitezei de defonnaţie. 

Spre deosebire de cazul clasic, în cazul corpurilor de tip Cosserat se ataşază 
fiecărei particule a corpului un sistem rigid de axe de coordonate, în raport cu care 
se evidenţiază vitezele unghiulare; aceste viteze unghiulare pot fi de rotaţie liberă 
sau de rotaţie constrânsă. Mişcarea unei particule va fi caracterizată de şase 
parametri, viteze liniare şi unghiulare. Vitezele unghiulare pot fl viteze unghiulare 
de rotaţie liberă sau viteze unghiulare de rotaţie constrânsă. Si în cazul corpurilor 
de tip Cosserat sunt valabile consideraţiile făcute cu privire la continuitatea 
defonnaţiei şi rotaţiilor. 

31 

BUPT



C A P I T O L U L 2 - Ecuaţ i i le genera le ale d inamic i i corpuri lor e las t ice 

2.4. Tensiuni şi micro mo mente 

2.4.1. Tensorul tensiune 

F i g . 2 . 6 

Tensiunea totală p„i este un vector şi depinde de poziţia şi orientarea 
elementului de suprafaţă pe care acţionează. Vectorul p„ poate fi descompus în 
două componente: una după nonnala n la suprafaţa dA - notată cu iar a doua 
componentă acţionează în planul tangent la suprafaţa dA - notată cu T„. Prima 
componentă se numeşte tensiune nonnală, iar a doua tensiune tangenţială 

V - o + T rn n n 
2 2 2 

(2 70 ) 

Prin starea de tensiune într-un punct al elementului structural se înţelege 
mulţimea tensiunilor corespunzătoare tuturor poziţiilor suprafeţei dA, care trec 
prin acel punct. Starea de tesiune din elementul structural este definită dacă se 
cunosc stările de tensiune pentru toate punctele care alcătuiesc elementul structural. 
Starea de tensiune într-un punct oarecare al elementului structural este defmită dacă 
se cunosc tensiunile totale sau componentele acestora pe trei plane peipendiculare 
între ele, care trec prin punctul respectiv (fig.2.7) 
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Starea de tensiune spaţială este definită de nouă componente ale vectorului 
tensiune din care trei sunt tensiuni nonnale a^^, a , , , a^^ şi şase sunt tensiuni 
tangenţiale "î v/̂ V^ baza legii dualităţii tensiunilor tangenţiale, 
din cele şase tensiuni tangenţiale numai trei sunt independente. In final, starea de 
tensiune spaţială într-un punct depinde de şase componente ale vectorului tensiune. 
Tensorul tensiunilor are componentele 

a T T XC yx zx 

t o t xy yy zy 

T T a JX zz 

( 2 8 0 ) 

şi este un tensor de ordinul doi simetric. Fiecare coloană a tensorului t^ conţine 
componentele tensiunii pe una din faţetele ce trec prin punctul respectiv. 

In fonnulare matricială starea de tensiune spaţială se reprezintă prin matricea 
coloană {a j care are ca elemente componentele tensiunii 

Tensiunea rezultantă pe o suprafaţă dA de nonnală n se detennină dacă se 
cunosc tensiunile pe cele trei plane perpendiculare între ele şi nonnale pe a.xele de 
coordonate. 

Proiecţiile acestor suprafeţe vor fi 

dA^=dAcos(nyX) 

dAy=dAcos(n,y) C-^2) 

dA^=dAcos{nX) 

Tensiunea rezultantă p^ de pe suprafaţa dA„ se descompune în componentele 
Pnx- Pnv şi P„/ dupa axele de coordonate. Condiţia de echivalenţă statică sub fonnă 
vectorială are fomia 

( 2 8 3 ) 
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respectiv prin ecuaţii de proiecţii după axele de coordonate 

D dA=a dA +x dA dA ynx"^ ^ x x ^ x ^yx^ y zx z 

D dA=x dA +a dA dA Fny^ ^xy^ X yy y zy z 

D dA=x dA dA +a dA Fnz^ ''xz^'^x yz y zz z 

(2 84 ) 

care ţinând seama de (2.83) devin 

Pnx cos(n^) 

P ny 
i — % ^ COS(/îj) 

cos(n,z) 

(2 85 ) 

Cu elementele tensorului într-un punct dat se calculează din relaţiile 
(2.84) componentele vectorului p„. Dacă suprafaţa dA se află pe conturul 
elementului structural, atunci relaţiile (2.84) dau componentele acţiunii e.xterioare 
şi constituie condiţiile de contur. 

Tensiunea rezultantă p„ are mărimea 

2 2 2 2 
Pn^Pwc^Pny^Pnz (2 86 ) 

Tensiunea normală în ftmcţie de componentele tensorului tensiune are 
mărimea 

( 2 . 8 7 ) 

zx 

iar mărimea tensiunii tangenţiale T„ rezultă din relaţia 

, 2 2 ( 2 . 8 8 ) 

Deci starea de tensiune din jurul unui punct M considerat este caracterizată 
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de cele şase funcţii cuprinse în tensorul tensiune T^. 

Se poate demonstra că există trei direcţii principale pe care se dezvolta 
tensiuni nomiale extreme şi pentru care tensiunile tangenţiale sunt nule. 
In general aceste direcţii principale nu coincid cu direcţiile principale ale 
tensorului T.,. Mărimile tensiunilor principale sunt date de ecuaţia de gradul trei 

ai căror coeficienţi sunt invarianţii tensomlui tensiune 

Primul invariant J, este important, el putând fi pus în legătură cu invariantul 
0 al tensorului T,, al deformaţiei specifice; se notează cu 

0 = 0 ^ + 0 2 + 0 3 = 0 ^ + 0 ^ / 0 ^ (2 9 2 ) 

2.4.2. Tensorul micro moment 

Se poate admite că, făcând o secţiune printr-un coip, pe un element de arie 
AA pe lângă tensiunea p„ apare şi un efort AM„ admis a fi de natura unui moment. 

Fie 

( 2 9 3 ) 

Ay4-o Ayl dA 

unde m„ este vectorul micromoment într-un punct pentru un element de arie AA de 
nonnală n. 

35 

BUPT



C A P I T O L U L 2 - Ecuaţ i i l e g e n e r a l e a le d i n a m i c i i corpur i lor e l a s t i c e 

n 

Se notează cu componenta vectorului ni„ după nonnala n a secţiunii 
respective şi cu m,„ componenta cuprinsă în planul secţiunii. Introducem astfel 
vectorul micromoment normal (micromoment de răsucire şi vectorul micromoment 
tangenţial (micromoment de încovoiere) 

( 2 » 4 ) 

După cum tensiunile nomiale şi tangenţiale conduc la întinderea (sau 
compresiunea), respectiv la forfecarea unei particule din coip, micromomentele 
normale şi tangenţiale conduc la răsucirea, respectiv la încovoierea aceleiaşi 
particule. 

Micromomentul nonnal rn„„ este pozitiv dacă este de acelaşi sens cu nonnala 
n: în cazul micromomentului tangenţial, semnul său va fi funcţie de poziţia faţă 
de un sistem de axe de coordonate. 
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2.4.3. Foite şi momente volumice 

Fie o secţiune de suprafaţă curbă închisă oarecare, care desprinde uii 
element de volum, de fonnă arbirară, de restul corpului. Este posibilă apariţia unor 
foi-ţe A.^, a căror mărime este proporţională cu elementul de volum AV. nînnite 
forţe volumice medii, precum şi momente AM, a căror mărime este proporţională 
cu acelaşi element de volum, numite momente volumice medii [TI 

med i^y 

M med ^y 

(2 9 5 ) 

Printr-un proces de trecere la limită, rezultă 

AF^o dV 

M=limM (2 97) 
AF^O dV 

unde F şi M reprezintă vectorul forţă volumică, respectiv vectorul moment 
volumic din punctul respectiv al corpului. 

Se notează cu F„ şi M,̂  componentele acestor vectori după direcţia nonnalei 
n. Introducând componentele după direcţiile axelor de coordonate se calculează 
mărimile 

( 2 . 9 8 ) 
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unde 

(2 9 9 ) 

2.4.4. Cazul corpurilor de tip Cosserat 

Pentru studiul acestor corpuri trebuie introdusă influenţa momentelor 
volumice şi să se ţină seama de apariţia micromomentelor. 

Tensoml tensiune este: 

Ta-

O T T XX -O- xz 

T O T 
yx yy yz 

T X a 
VC zz 

(2.100) 

ale cărui componente sunt funcţie de x,y,z şi t. 

Componenta nomială a vectorului tensiune p„ va fi dată de 

(2 .101) 
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In acest caz precedentele relaţii de simetrie între tensiunile tangenţiale nu 
mai sunt valabile, deci 

T ^T : T ^T ; T ^T (2 103) 3a ' yz zy ' J^t JCZ 

Ca şi în cazul tensiunilor, admitem că micromomentele sunt pozitive când 
acţionează pe o faţă normală exterioară de acelaşi sens cu axa de coordonate 
corespunzătoare (sau invers) şi sunt îndreptate în sensul pozitiv (sau negativ) al 
axei de coordonate cu care sunt paralele. Astfel micromomentele nomiale fi^ .̂ 

vor fi întotdeauna pozitive când corespund la o rotaţie pozitivă şi negative în 
caz contrar. Semnul micromomentelor tangenţiale depinde 
de sistemul de axe de coordonate ales. 

Considerând acţiunea micromomentului m„ pe faţeta de nonnală n şi 
admiţând ipoteza continuităţii micromomentelor, rezultă relaţiile 

^ny=l^^cos(n^)+\lyyCOS{n,y) + (2 ' 04) 

care indică modul de variaţie al micromomentelor în jurul unui punct. Se mai 
poate scrie 

m=mcos{n^) +mcos{n,y) + m c o s ( n ^ ) (2 1 o?) n X y z 

unde m^, m,, m, sunt vectorii micromoment corespunzători elementeleor de arie de 
nonnală x respectiv y şi z. 

Se introduce tensorul micromoment 

^yy 
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ale cărui componente sunt fiuicţii de x, y, z şi t. 
Componenta nonnală a micromomentului este 

= ^ i ^ c o s ^ ( n ^ ) + [ i y y C o s \ n , y ) + + 

^(^xy^ [^yj)cos{n,x)cos{n,y) 

Tensorul micromoment T̂ ^ este, în general, asimetric. Si în cazul 
micromomentelor există trei direcţii principale triortogonale pe care sunt 
microniomente principale In ceea ce priveşte invarianţii ce apar, cel mai 
important este 
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2.5. Ecuaţii de mişcare 

2.5.1. Cazul clasic 
2. 

Fig .2 .8 

Scriind ecuaţiile de echilibru dinamic ale unui element infinitesimal de forma 
paralelipipedică şi dimensiuni dx, dy, dz, decupat dintr-un corp, rezultă relaţiile 

do^^ 

dt dy dz 

dx da 

dx dy dz 
+y=pv (2 10^)) 

dz dx da 

dx dy dz 
+Z=pw 
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în care intrevin tensiunile, componentele foi-ţei masice X, Y, Z. densitatea 
materialului p şi componentele acceleraţiei ii, v, w. 

Se poate ajunge la aceste ecuaţii şi poniind de la situaţia unui solid 
considerat care ocupă un domeniu de volum V, mărginit de o suprafaţa S în care 
evidenţiem un subdomeniu V mărginit de suprafaţa S'. 

Folosind principiul echilibrului părţilor pentru acest subdomeniu se pot scrie 
ecuaţiile de proiecţii pe axele ox, oy şi oz. 

(2 110) 

unde 

X=X-pu ; Y=Y-pv ; Z=Z-pw (2 1 1 1 ) 

numite forţele pierdute ale lui D'Alembert. 
Folosind relaţia (2.85) şi o fomiulă de tip flux-divergenţă, care transformă 

o integrală de suprafaţă într-o intregrală de volum, se obţine 

/ ^(^rr -E + x 
[ dz dy dz 

dV'=Q 

(2 112) 

Ţinând cont de clasa căreia îi aparţin funcţiile de sub semnul intregrală şi 
ţinând seama de faptul că subdomeniul V este arbitrar, rezultă ecuaţiile (2.109). 

In cazul micilor mişcări amortizate, rezultă ecuaţiile de mişcare 
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do.. dx^^ 

cbc dy dz 

dx da dx 

dx ^ dz 

da 

6jc dy dz 

în care v este un coeficient specific de amortizare raportat la unitatea de volum. 
In cazul micilor mişcări neamortizate aceste ecuaţii devin 

da dx 

dx dy dz 

da dx 
= ( 2 . 1 1 4 ) 

dx oţy dz 

dx 6t da 

dx dy dz 

2.5.2. Cazul corpurilor de tip Cosserat 
Pentru scrierea ecuaţiilor de mişcare se consideră echilibrul dinamic al 

elementului infmitesimal de fonnă paralelipipedică. Rezultă, ţinând cont de 
variaţia micromomentelor prin trecere de la o faţă a paraleipipedului la alta, prin 
fonnulele de tip Taylor, luând în considerare tensiunile, forţele volumice, 
momentele volumice, împreună cu cuplurile de inerţie volumice [TI], 

da dx 

cbc dy dz 

dx da dx 
J + y = : p v (2 115) 

dx dy dz 

dx da 

dx dy dz 
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ajc ay az ^ ' ' 

- T +M ' 1 6 ) 

ajc ay az ^ ^ ^ ^ 

ajc ay az ^ ^ ' 
Dacă dispar micromomentele şi momentele voliimice, tensorul tensiune 

devine simetric; acest tensor poate fi simetric şi dacă sunt îndeplinite simultan 
condiţiile suplimentare 

â : ^ az 

( 2 . 1 1 7 ) 

dx dy dz y y 

dx dy dz ' ' 

care sunt de aceeaşi fonnă cu ecuaţiile (2.115). 
Dacă micromomentele şi momentele volumice nu verifică ecuaţiile (2.117). 

rezultă că tensoml tensiune este asimetric. 
In lipsa forţelor şi momentelor volumice, ecuaţiile (2.1 15) şi (2.1 16) ale 

micilor mişcări neamortizate devin 

da^^ ai,,, a t , , 

dx dy dz 

= ( 2 1 1 8 ) 
dx dy dz 

^T^r, 

dx dy dz 
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dc dy dz 
+ T -T - J ^ "yz zy X 

a;c c^ az "" ^ 

dx dy dz 
+ T -t 

(2 1 r)) 

2.5.3. Ecuaţiile de mişcare în coordonate cilindrice 

Pentru tensiuni, relaţiile de trecere 
de la coordonate carteziene ortogonale la 
coordonate curbilinii ortogonale vor fi de 
fonna 

(2 120) 

F i g . 2 . 9 
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Te^-T^cose-T^ine 

(2 121) 

^ r e - T , / o s 2 0 

Ecuaţiile de mişcare, corespunzătoare unui element infmitesimal. sunt de 
fonna 

^^r 1 1 
ar r ae d z r ' ^ ' ' 

dx^ 1 da^ dxQ 2 „ .. 

dr r dQ d z r 

ar r ae az r ^ ^ ^ 

( 2 . 1 2 2 ) 
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2.6. Legi constitutive 

Legea constitutivă, relaţie între tensiuni şi defomiaţii specifice, trebuie să 
fie simplă, rămânând în limita ipotezelor admise pentru corpul considerat. 

Se admite ca lege constitutivă legea lui Hooke, corespunzătoare cazului 
unidmensional. In general, o tensiune pe o direcţie duce la defonnaţii pe toate 
direcţiile; acestea se obţin prin suprapunerea efectelor, folosind legea lui Hooke 
generalizată, care va fi de fonnă liniară. 

2.6.1. Cazul clasic 

Se admite că între tensorul tensiune şi tensorul deformaţie specifică e.xistă 
o relaţie liniară de fonna 

(2.123) 

unde cu T,i se notează tensoml lui Hooke, al coeficienţilor elastici. 
In cazul corpurilor liniar elastice izotrope, legea lui Hooke este de fon^ia 

^^ E 
^ 'a -Li(a +a ) 

a - u ( a +0 )1 (2 124) 

^ ' a - u ( o +a ) zz XX yy\ 

Y—-—T ' V — ^ T • V — "*' Ţ (2 I ^ ) 
yz y^ * ^vc ^ vc ^ 'xy Q^xy 

unde apar constantele elastice de material: 
E - modulul de elasticitate longitudinală, 
G - modulul de elasticitate transversală, 

- coeficientul de contracţie transversală al lui Poisson. 
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Intre aceste constante de material există relaţia 

G = . (2 120) 
2(1+|i) 

Se observă că axele principale ale tensoriilui corespund cu axele 
principale ale tensorului T... 

Din relaţiile (2.124) însumând membru cu membru şi ţinând cont de (2.10) 
şi (2.92), rezultă 

E 

Rezolvând sistemul (2.124) în raport cu tensiunile rezultă 

(2 127) 

(2 128) 

în care apar constantele lui Lame 

A= ^ , G = — ^ (2 1.U)) 

Invers, E şi |li se pot exprima: 

(21,..) 

X+G 2(A+G) 

Se notează cu m, constanta elastică numită numărul lui Poisson 

m=— ( 2 . 1 3 2 ) 
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In cazul coordonatelor curbilinii ortogonale legile constitutive se 
particularizează pentni: 

- coordonate cilindrice 

1 

1 
(2 l-v^O 

1 
rr 

= 1 = 1 = 1 • 
Yez q'^Qz ' '^V Q'^zr ' Yr0 

(2 134) 

- coordonate sferice 1 

1 ( 2 . 1 3 5 ) 

1 

= 1 =1 =1 (2 136) 

2.6.2. Cazul coipurilor de tip Cosserat 

Se admit corpurile ca fiind omogene, centrosimetrice - fiecare punct este un 
centru de simetrie elastică, cu proprietăţi de elasticitate liniară. Se introduce legea 
constitutivă corespunzătoare cazului general al rotaţiilor libere, la care se adaugă 
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'zy ^yz yz ^ xz ^ zx zx^ 
( 2 I . Î 7 ) 

ia 

unde componentele tensoruliii T„ sunt legate numai de componentele tensorului T . 
iar componentele tensorului T̂ ^ depind numai de componentele tensorului T,p. 

S-a introdus partea simetrică şi partea antisimetrică a tensorului T,,, sub forma 

In relaţiile precedente Q şi T sunt date de relaţiile (2.10) şi (2.35); Â şi G 
sunt constantele elastice ale lui Lame, iar a este o constantă având aceleaşi 
dimensiuni. Constantele elastice G' şi a' , joacă un rol analog lui X. G şi a . In 

( 2 . 1 3 9 ) 
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general, un corp de tip Cosserat liniar elastic, cu rotaţii libere, depinde de îjase 
constante elastice independente. 

In cazul rotaţiilor constrânse, pentru care rezultă 

"^^-divrotu^Q 
2 

(2 1 4 ! ) 

însumând relaţiile (2.128) şi (2.138) membru cu membru, rezultă 

0=(3A+2G)e 
(2 142) 

unde s-au folosit notaţiile 

T = LI +Ll +Ll f^xx r-yy f^zz 

S=a +0 +a ^ "xt ^yy ^zz 

(2 143) 

Legea constitutivă se admite de forma (2.124), la care se adaugă relaţiile 

O - ^ ^ rt - ^ ^ n - ^ ^ 
( 2 . 1 4 4 ) 

E' 

^ W 
1 r 

^ E' 

E' 

(2 145) 
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1 s 

^ s 1 a / 1 1/ . 

2G' 2a' 
1 . 1 a 

1 . 1 a 

1 5 1 a 

obţinute prin inversarea relaţiilor (2.137), (2.138), la care s-a introdus partea 
simetrică şi cea antisimetrică pentru tensiuni şi micromomente tangenţiale de fomia 

a l . X a l . X a l 

(2 148) 

Modulul de elasticitate E şi coeficientul contracţiei transversale |li sunt cele 
definite anterior şi s-au mai introdus, în mod analog, constantele elastice 

| i ' = ^̂^ , ( 2 . 1 4 9 ) 
k'^G' 2{k'+G') 

relaţii care se pot scrie şi invers, în fonna 

X'= ^ , G'= (2.1?0) 
iU\i){l-2[i) 2(U[i) 
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CAPITOLUL 3 

ECUAŢIILE FUNDAMENTALE ALE CIOCNIRII 

CORPULUI ELASTIC: 

3.1. Consideraţii generale 

Studiul ciocniri corpurilor rigide se bazează pe ipotezele simplificatoare 
privind existenţa forţelor percutante de intensitate foarte mare însă numai pe durata 
scurtă a ciocnirii. Astfel se pot calcula salturile de viteză necesare detenninării 
mişcării ulterioare, poziţia corpului fiind considerată nemodificată pe durata 
ciocnirii [SI]. 

Extinderea acestor ipoteze şi la corpuri defonnabile nu este posibilă tară alte 
simplificări referitoare la comportarea corpului supus ciocnirii. 

In studiul ciocnirii corpurilor defonnabile s-a introdus un model specific 
materialelor componente care are la bază ipoteza propagării instantanee a 
impulsurilor de ciocnire. Acest model stă la baza precizării condiţiilor imptise 
corpului defonnabil de către ciocnire [B7]. 

Pornind de la ecuaţiile fimdamentale ale teoriei elasticităţii, studiul ciocnirii 
se reduce la detenninarea câmpului de viteze indus. Se înlocuiesc acceleraţiile prin 
variaţii de viteze, iar tensiunile prin impulsurile lor legate prin legi de material 
corespunzătoare cazului elasfic dar cu alte constante specifice materialelor 
componente. 

Se admite că aplicarea ciocnirii, presupusă instantanee, generează brusc în 
corpul elasfic izotrop variaţia tuturor vitezelor. Aceasta înseamnă că 
disconfinuitatea generată de ciocnire se propagă instantaneu în tot coipul. adică cu 
viteză infinită. Evident este o simplificare faţă de alte dezvoltări cunoscute din 
teoria caracterisdcilor care conduc la concluzia că propagarea se face cu viteză 
finită. 

Odată metodologia stabilită, pot fi tratate separat cazurile simple de 
solicitări, dar în prezenţa ciocnirii. Pentru exemplificare se vor considera 
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solicitările simple ale barei drepte ce conduc la vibraţii longitudinale ale barei 
supuse la ciocniri. 

Posibilitatea variaţiei instantanee sau foarte rapide a vitezelor în întreg 
volumul coipului a fost pentni prima dată luată în considerare de F.Conforto [C'2]. 

3.2. Ecuaţiile fundamentale ale ciocnirii corpului deformabil 

Pornind de la ipotezele simplificatoare precizate pentru modelul coipului 
supus ciocnirii, în continuare se prezintă ecuaţiile fundamentale necesare 
detemiinării legii de distribuţie a salturilor de viteză din momentul ciocnirii şi se 
aplică la cazuri simple ce pot fi imediat rezolvate. Toate rezultatele astfel obţinute 
reprezintă condiţiile iniţiale pentni studiul evoluţiei stării corpului elastic în timp. 

Studiul ciocnirii revine la determinarea variaţiilor de viteze în diferite puncte 
ale corpului sub acţiunea câmpului de impulsuri rezultat. 

Evident, ecuaţiile de echilibru dinamic ale corpului elastic se presupun 
valabile şi în intervalul scurt al ciocnirii. 

Se consideră sistemul de axe Oxyz şi se notează vectorul viteză v(v^, v,. v^). 
precum şi tensorul simetric al tensiunilor 

To-

a I 
XX xy xz 

t a T yy 

T t a 
zx zz 

(3 1) 

ecuaţiile de echilibru dinamic vor fi 

da 

pv=y+ 

dx dy dz 

dx yx ^ + ^ ( 3 . 2 ) 

f>w=Z+-

dx 6[y dz 

da zx ^ 

dx dy dz 
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în care intervin tensiunile, componentele forţei masice F(X,Y,Z), densitatea de 
masă p a materialului şi componentele vectorului acceleraţie ă(ii,v,w). 

Dacă se notează cu v(v^,v,,vj vectorul viteză, componentele vectorului 

acceleraţie vor fî dv dv dv 

dt dt dt 

iar ecuaţiile echilibmlui dinamic devin 

dv^ da^^ 

dt dx ^ dz 

dv^, , . 
(3 4) 

dt dx dy dz 

dv^ dx^, 
p— 

dt dx dy dz 

In intervalul foarte scurt al ciocnirii [to,t,], apare variaţia bruscă a vitezei, 
notată cu V(V„V„VJ , 

(35) 

în care v^ şi v, sunt vitezele punctului considerat la începutul, respectiv sfârşitul 
fenomenului de ciocnire. 

Se notează cu 

Pxx=f ^Jt)dt , p^=f a^it)dt, 
'o 'o 

(3.6) 

'o 
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inipiilsurile tensiunilor şi cu T^ tensorul corespunzător 

Pxx Pzy ^xz 

Pyx Pyy Pyz 

P zx P zy P zz 

0 7) 

Deoarece modificarea poziţiei fiecărui punct în timpul ciocnirii se presupune 
neglijabilă, impulsurile tensiunilor satisfac egalităţile 

' 'âa 

J dx dx-l 

A f 
J dy dy-^ 
*n 

J dy dy-^ 

dx 

dp 

yy dy ' 

(3 8) 

jX{t)dt=P^ ; fym-P^ ; fz{t)dt=p^ 
_ 'o 

în care este o percuţie. 
Prin integrarea ecuaţiilor diferenţiale (3.8) pe durata [to,t,], a fenomenului 

de ciocnire, se deduce 

pV =P + 
^ y y 

+ 
dx 

+ 
a z 

^Pyx, dPyy JPyz 
dx dy dz 

dp dp 

dx a z 
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Trebuie subliniat că pentru foitele masice obişnuite, neavând caracter de 
foi-ţe percutante, percuţia corespunzătoare este neglijabilă. 

Ecuaţiile (3.9) sunt fundamentale pentru studiul ciocnirii coipului deformabil. 
ce poate fi considerat sub acţiunea unui câmp de impulsuri presupuse transmise 
instantaneu în întregul coip [B7]. In continuare, este necesar a se deduce repartiţia 
acestor impulsuri în corpul elastic [B6 . 

3.3 Viteza specifică de deformaţie. Variaţia vitezei specifice de deformaţie 

Se defineşte viteza specifică de defonnaţie prin expresiile 

dv dv dv 
P - 1 • p - L ' p - ^ 

dv^ dv. 

dz 

dv,. dv_ 
p —p = y ' p -p - £ 

dy cbc dz dy 

dv. 
e =e = — ^ 

( 3 10 ) 

dx dz 

şi tensorul viteză specifică de defomiaţie. tensor simetric de ordinul al doilea 

e e e XX xy xz 

T ={ e e e V yx yy yz 

e e e { ^zx ^zy zz 

(3 11) 

In plus, se mai consideră şi variaţia vitezei specifice de defonnaţie 
definindu-se mărimile ^ ^ 

^xx ^xx ^xx 

^yy ^yy ^yy'' 

^zz ^zz ^zz 

dx dx dx 

^Oy. 
dy dy 

^ox. 
dz dz dz ' 

5 7 
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' - 1 _ ^ -f a v , . ^ 
^xy~^xy ^xy dX) \ Sy dx 1 

" ax ^ 

(3 13) 

/ ^ 1 _ f ^ o . 
& dyj ^ ) 

dz dy 

(3 14) 

' - 1 _ f ^ u 
& J dx dz J 

dx dz 

Ţinând cont de relaţia (3.10), relaţiile (3.13) devin 

dx 
/ dV^ 

/ _ / _ 

dy 

aK„ dV 

/ ^K 
dz 

z. 

Z: 

/ 
^yz ̂ zy 

cţy dx 

/ dV^ dK 

dz dy 

, , dK dK 
dx dz 

In plus se mai consideră şi viteza de deformaţie volumică 

^x ^ v ^z 
e =—-+—— 

" dx dy dz 
5 8 

( 3 . 1 5 ) 

( 3 . 1 6 ) 

( 3 . 1 7 ) 
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a cărei variaţie va fi 

/ 1 o 
dx cţy dz 

( 3 . 1 8 ) 

sau altfel scris: 

/ _ / / / (3.1^)) 

Se notează cu T ,̂', tensorul viteză relativă de defonnaţie, tensor simetric de 
ordinul al doilea 

r ' -

/ / 

/ / / 
eyy 

/ / / 

(3 2 0 ) 

Componentele torsorului T '̂ trebuie să îndeplinească unnătoarele condiţii de 
continuitate ^ ^ ^ 

"ZZ 'zx 
dx^ dz^ dzdx 

dy^ dx^ dxdy' 

( 3 . 2 1 ) 

_a 
dx 

_a 

az 

dx dy dz 
=2- XX 

dydz 

de'^ deL deL\ ^e 'yz 
dy dz dx 

dz dx cţy 
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/ 
>!y 

=2 

dzdx 

dxdy 

( 3 . 2 2 ) 
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C A P I T O L U L 3 - Ecuaţ i i l e f u n d a m e n t a l e a le c iocnir i i corpului e las t ic 

3.4 Legi constitutive în cazul ciocnirii 

Odată precizate principalele consideraţii privind echilibrul dinamic al 
corpului rămâne să fie analizate proprietăţile fizice specifice fenomenului de 
ciocnire [B9], [M3 . 

Pe lângă aspectele geometrice şi mecanice în fonnularea modelului, pentru 
coipul defonnabil supus ciocnirii, mai trebuie adăugate consideraţiile de natură 
fizică. Se impune introducerea caracteristicilor fizice prin legi constitutive simple 
dar în concordanţă cu proprietăţile fizice şi în limitele ipotezelor admise asupra 
corpului defonnabil. 

Obişnuit în teoria elasticităţii se admit ca valabile legile lui Hooke e.xprimate 
prin relaţii liniare între tensiuni şi defonnaţii. este însă evident că există deosebiri 
fundamentale privind comportarea materialului în cazul ciocnirii [M3]. 

Drept unnare, la ciocniri trebuie considerate alte legi constitutive care se vor 
adopta în continuare tot liniare, dar între impulsurile tensiunilor şi vitezele de 
defonnaţie [CI], [CI. 

Pentru corpurile izotrope se va admite că direcţiile principale ale tensorului 
impulsurilor Tp, şi direcţiile principale ale tensomlui vitezelor relative de 
defonnaţii T̂ .., coincid, iar între mărimile corespunzătoare sunt valabile relaţiile 

/ 
^xy ^ Pxy-> 

/ 1_ 

'o 

/ 1 
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C A P I T O L U L 3 - Ecuaţ i i l e f u n d a m e n t a l e a le c iocn ir i i corpulu i e las t ic 

unde E,) şi iu,, sunt constantele din legea generalizată a lui Hooke pentru ciocniri, 
iar 

Go= (V25) 

Dacă se introduce constanta lui Lame 

^ o l ^ o 

şi se rezolvă sistemul de ecuaţii (3.23) în raport cu impulsurile tensiunilor, rezultă 

/ 
xt ' 

/ 

Pyz^Pzy^^O^'yz^ 

PVTPxz-^A^ 

unde e^ '̂ sunt variaţiile vitezelor specifice de deformaţii prin relaţiile (3.16). 
Trebuie subliniat că în sistemul de ecuaţii (3.27) apar numai componentele 

vectorului V, ce reprezintă variaţia vitezei punctului din corp în timpul ciocnirii. 

3.5. Ecuaţiile lui Lame în cazul ciocnirilor 

Studiul ciocnirilor se face pe baza ecuaţiilor (3.9) şi (3.27), precum şi a 
condiţiilor la limită pe suprafaţă. 
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Ţinând seama că în primul rând trebuie să se stabilească ecuaţiile 
diferenţiale pentru detenninarea repartiţiei variaţiilor de viteze, se vor elimina 
impulsurile tensiunilor din sistemul fonnat de ecuaţiile (3.9) ţinând cont de 
relaţiile (3.27). Astfel se obţine sistemul de ecuaţii 

dei de' de' de'^^ 

dx dx dz 

/ / / a . : 

de' de' de' de' p • 
^ ' ^ az ^ az ^ a;c 

( -V28) 

Dar pe baza notaţiilor (3.16) se poate scrie 

dei de' de' 

^ dx ^ ay ^ az 

— ± + — ± + — ± 

dx^ dy^ dz' 
+G o" 

a faF, 
'ajc ajc 

aF„ aK a F 
+—1+—5 

[ dx dy dz j 

dx 

(3 2 9 ) 

unde s-a folosit operatorul Laplace 

( 3 . 3 0 ) 

dx^ dy^ dz^ 

Confomi celor precizate anterior au fost neglijate impulsurile forţelor masice 

6 2 

BUPT



C A P I T O L U L 3 - Ecuaţ i i l e f u n d a m e n t a l e a le c iocnir i i corpului e las t ic 

ce nu au caracter percutant. Astfel, în final, sistemul de ecuaţii (3.28) devine 

In concluzie sistemul (3.31) poate fi utilizat pentru calculul variaţiei de 
viteză a punctelor din corp datorată fenomenului de ciocnire. După 
cum se observă, aceste ecuaţii sunt analoge ecuaţiilor lui Lame din teoria 
elasticităţii [FT. 

Practic, repartiţia variaţiei vitezelor din întregul corp se detemiină prin 
integrarea sistemului (3.31) cu condiţiile de limită date. 

3.6. Ecuaţiile Beltrani-Michell în cazul ciocnirilor 

Plecînd de la ecuaţiile de mişcare (3.2), derivându-le în raport cu x. y şi z, 
TI] şi luând în considerare relaţiile (3.16) şi relaţiile (3.23), rezultă 

Eodf 

o ^Prr ^Prv 

"O dzdx d^:^ d^: 

p ^ ^ Â D ^p dp 

dxdy dydz ^ 

i l . ^ I X 
dz^ Eoă'f dydz dzdx dz 

=0. 

(3 3 2 ) 

Tinăndu-se seama de continuitatea exprimată de relaţiile (3.22) şi de relaţiile 
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CAPITOLUL 3 - Ecuaţiile fundamentale ale ciocnirii corpului elastic 

(3.23). rezultă 

^Pyy ^P. 
dy^ dz^ dy^ dz^ dydz (3.33) 

Adunând cele şase ecuaţii de mai sus membru cu membru, primele trei fiind 
multiplicate cu (1+)LIo). rezultă că suma impulsurilor tensiunilor nonnale verifică 
o ecuaţie de fonna 

l - l l 

dP dP dP 
• + - £ 

^ ̂ jc dy dz 
^ d i v P (3.34) 

In ecuaţia de mai sus s-a introdus operatorul lui D'Alembert 

1 a^ 0 = 1,2), 

unde V' este operatorul Laplace (3.30) iar c, şi c. sunt date de 

Ci --
' l-2jio p (l+|io)(l-2|io) p 

2 
^2 = 

1 
P p 

Se observă că între c, şi C2 este o relaţie de fonna 

2 2(1-Ho) 2 
Ci = 

1 - 2 ^ 0 
C2 = 1 + 1 

C2 

(3 35) 

(3.36) 

(3.37) 

De asemenea, rezultă că între operatorii (7.4), introduşi mai sus există o 
relaţie de fonna 
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CAPITOLUL 3 - Ecuaţiile fundamentale ale ciocnirii corpului elastic 

In ecuaţia (3.34) mai apare notaţia div P care semnifică 

(3 38) 

- a p , a p dp^ 
div 

dx dy dz 

In continuare, dacă se elimină cele trei impulsuri ale tensiunilor tangenţiale 
între ecuaţiile (3.32) şi (3.33), rezultă ecuaţiile pe care trebuie să le verifice 
impulsurile tensiunilor normale 

• j p yy 

zz 

1 

1̂ 0 

1 

1 

dz' 

1̂ 0 

^ dx ^ dz 

^xx ̂ Pyy z^ 

dP^ 
- 2 - ^ 

1-1^0 E^dt^ 
ap„ a p a p 

dx 

^XX yy ̂ P zz^ 

^ a^: dy dz dy 

^XX yy u) 

1-1^0 

ap„ a p . ap . 

^ dx dy dz 

dP^ 
- 2 — i , 

dz 

(3 40) 

Dacă se derivă a doua ecuaţie de mişcare (3.28) în raport cu z şi pe a treia 
în raport cu y şi le însumăm putem scrie ecuaţia 

dy' dz'' 
P â  
Eodt' 

^ ^p ^p dP dP 
^ dydz "" ^ aza;c az 
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CAPITOLUL 3 - Ecuaţiile fundamentale ale ciocnirii corpului elastic 

Celelalte două se obţin prin pennutări circulare 

dydz 
^p ^p dP dP 

42) 
dxdy dzdx d* dz 

dx' dy- -2(1 ^^o) 
P â  

Eodt' 
^P. AN p^-^ip^-pj- (343) 

dzdx XX ^yy- dydz dxdy dy dx 

Ecuaţiile de continuitate, scrise în tensiuni, cu ajutorul legii lui Hooke pentru 
ciocniri, vor fi de unnătoarea formă 

(l-l^o) 

(l^Ho) 

(l^Ho) 

dx 

d 
dy 

d 
dz 

dr dy dz 

^ dz dx 

JPxy ^^Pyz ^^Pz. 
dz dx dy 

^Pyy # , 

zz 

dxdz 

(3 44) 

Eliminând câte două tensiuni tangenţale între aceste ecuaţii, rezultă 

yz 
^ 

l+Ho dydz 

dP,. dP. 

dz dy J 

dx dz , 

dy dx 

(3.45) 

Ecuaţiile (3.40) şi (3.45) reprezintă ecuaţiile de tip Beltrani-Michael pentru 
problema percuţiei corpului elastic, în cazul unor forţe masice de clasa C'. 

In lipsa forţelor masice, ecuaţiile de tip Beltrami corespunzătoare vor tl 
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CAPITOLUL 3 - Ecuaţiile fundamentale ale ciocnim corpului elastic 

1 r^ 
— —{p +P +P )=o 

1 

1 a^ 

(Pxx^Pyy^P^)-^ (3.46) 

yy 
1 • a^ 

1 • a^ 
zz 

l+l^o az^ 

Aplicând operatorul ecuaţiilor (3.46), ţinând seama de (3.34), rezultă că 
în absenţa forţelor masice, componentele tensorului impulsurilor tensiunilor T ,̂. 
(3.7, verifică dubla ecuaţie 

(3 47) 

Se remarcă faptul că impulsurile tensiunilor trebuie să fie funcţii de clasa 
pentru a putea verifica ecuaţiile de tip Beltrami, iar dacă dorim să fie verificate 

şi ecuaţiile (3.47) trebuie să fie funcţii de clasa C\ 
Se mai observă că mulţimea integralelor ecuaţiilor (3.47) cuprinde mulţimea 

integralelor ecuaţiilor (3.46), primele ecuaţii nefiind suficiente pentru rezolvarea 
problemei. 

Pentru rezolvarea problemei trebuie integrat sistemul fonnat de ecuaţiile de 
tip Beltrami (3.46) şi ecuaţiile (3.9); trebuie ţinut cont de aceste ecuaţii deoarece 
ele reprezintă condiţii mai restrictive decât cele impuse de ecuaţiile de tip 
Beltrami. La toate acestea trebuie adăugată şi legea generalizată a lui Hooke 
corespunzătoare ciocnirii (3.23) unde se ţine seama de relaţiile (3.16). 
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CAPITOLUL 3 - Ecuaţiile fundamentale ale ciocnirii corpului elastic 

3.7. Ecuaţiile fundamentale ale ciocnirii în cazul corpurilor de tip C osserat 

In studiul ciocnirii corpurilor de tip Cosserat trebuie introdusă şi influenţa 
momentelor volumice şi trebuie considerată apariţia 
micromomentelor. Si în acest caz se presupun valabile ecuaţiile de echilibru 
dinamic ale acestor corpuri; în plus se consideră valabile toate ipotezele ce au stat 
la baza deducerii acestor ecuaţii. Astfel, se consideră tensorul al tensiunilor 

şi tensoml micromoment 

(3 48) 

(3.49) 

Ecuaţiile de mişcare vor fi 

pM=X 
da„ dx XX yx zx 
dx dy dz 

pw=Z+ 

dx 

dx 

dy dz 

xz dx^ do zz 
dx dy dz 

(3 50) 
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CAPITOLUL 3 - Ecuaţiile fundamentale ale ciocnim corpului elastic 

" " ^̂  ^ ajc ^ az 

jit =M +X - T (3 51) 

^ ^ ^ a^ ay az 

^ ^ ^ ^̂  a^ c^ az 
în care intervin tensiunile, componentele forţei masice F(X,Y,Z), densitatea 
materialului şi componentele acceleraţiei i(u, v, w), şi J - moment de inerţie de 
rotaţie specific; - acceleraţia unghiulară de rotaţie constrânsă; 
M(M^,M M^) - moment volumic total în punctul respectiv. 

Dacă se notează cu v(v^v,v^) vectorul viteză şi cu vectorul 
acceleraţie unghiulară de rotaţie constrânsă, componentele acceleraţiilor vor ti 

dv dv dv _ X 

dt dt dt 
.. d^ X 0 - O -

dt ^ dt ^ dt 

(3.52) 

iar ecuaţiile de echilibm dinamic vor fi 

dV^ da^^ aT„, ax,, p ^ 

dt dx cţy dz 

dV dx da dx - y-Y+ ^ + yy + y^ 
dt dx dy dz 

dV, dx_^ dx_, da. 
z , ZX + — 

dt dx dy dz 
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CAPITOLUL 3 - Ecuaţiile fundamentale ale ciocnim corpului elastic 

T^^x ^^xx 
J — + + ^ 

dt X yz zy 

J + T - T + y zx xz 

d^. 

+ + dx dy dz 

(3 
dx dy dz 

dt ' ^ a^ ay dz 

Dacă se consideră intervalul, foarte scurt, al ciocnirii, T=t|-t„. în această 
perioadă apare variaţia bruscă de viteză V ( \ \ , \ \ , V J , 

(-V54) 

şi variaţia bruscă a vitezei unghiulare de rotaţie constrânsă 

(3 55) 

în care v^ şi O^ sunt viteza şi viteza unghiulară de rotaţie constrânsă la începutul 
intervalului iar v, şi O, sunt vitezele la sfârşitul intervalului de ciocnne. 

Se notează cu 

impulsurile tensiunilor şi cu T tensorul corespunzător 

P XX Pxy P xz 

P yx Pyy Pyz 

Pzx Pzy Pzz 

Similar se notează cu 

(3 50) 

(3 57) 
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CAPITOLUL 3 - Ecuaţiile fundamentale ale ciocnim corpului elastic 

(3.58) 

impulsurile micromomentelor şi cu T^ tensorul respectiv 

^xx ^xy ^xz 

^yx ^yy ̂ yz 
^^ 

(3.50) 

Deoarece modificarea poziţiei fiecămi punct în timpul ciocnini se presupune 
neglijabilă, impulsurile tensiunilor şi impulsurile micromomentelor satisfac 
egalităţile 

J dx dxJ ^ 

J dx dxJ ^ dx 

Ido dp XX 

dx 

dx dxJ ^ dx 

J dx ajc^ dx 
'o 

j dx dxJ ^^ ajc 

(3.00) 
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CAPITOLUL 3 - Ecuaţiile fundamentale ale ciocnim corpului elastic 

Ţinând cont de relaţiile (3.60) prin integrarea ecuaţiilor (3.53) în rapoU cu 
timpul pe durata [t„,t,] a fenomenului de ciocnire, se deduce 

^ ajc ay az 

^ ' ' dx dy dz 

dx dy dz 

dk dk dk 

" " ^^ dx dy dz 

-p (3 61) 

^ ^ ^^ dx dy dz 

dk dk dk. z z ^xy ^yx dx dy dz 

Dacă forţele şi momentele masice sunt obişnuite, deci nu au caracter 
percutant, percuţiile corespunzătoare şi K(K^,K,,KJ pot fi neglijate. 

Ecuaţiile (3.61) sunt fundamentale pentru studiul ciocnirii corpurilor de tip 
Cosserat, ce pot fi considerate sub acţiunea unui câmp de impulsuri transmise 
instantaneu în întregul corp. 
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CAPITOLUL 4 

CAZURI PARTICULARE ALE CIOCNIRII CORPLRILOR ELASTIC E 

4.L Ciocnirea longitudinală a barei drepte 

Studiul ciocnirii poate fi uşor elaborat în cazul barei drepte supusă unei 
ciocniri longitudinale [B5]. 

Bara dreaptă cu axa 
Ax. se presupune supusă în 
A la percuţia P (tlg.4.1). 
Secţiunea transversală a 
barei este S iar densitatea 
p, constante de-a lungul 
barei. 

Presupunând elemen-
tul de bară din fig.4.1. 
ecuaţia de echilibru a 
acestuia în cazul ciocnirii 
este 

Fig.4. dPrr (41) 
' (bC 

Legea de tip Hooke ce exprimă comportarea materialului la ciocnire, se 
consideră de fonna 

(4.2) 
XC ^ O ^ X X 

unde E„ este modulul de elasticitate longitudinal la ciocnire, iar e'̂ ^ variaţia vitezei 
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale ciocnim corpurilor elastice 

de defonnaţie 

dV X (4 >) 

Dacă se introduce legea (4.2) şi expresia (4.3) în ecuaţia de echilibru (4.1). 
rezultă pentm ciocnire ecuaţia 

b = 
\ 

(44) 

Soluţia generală a ecuaţiei (4.4) este de forma 

^ ' b ^ b 
(4.5) 

C,, C. fiind constante de integrare ce depind de condiţiile concrete de realizare a 
ciocnirii. 

Considerând bara de lungime 1. condiţiile la limită vor fi date de percuţia 
care se presupune aplicată în extremitatea A(x=0). 

In această situaţie pentru extremitatea A se poate scrie condiţia 

x = 0 
(4 b) 

Ţinând seama de legea (4.2) şi expresia (4.3), din condiţia (4.1) se deduce 

ES 

Analog pentru extremitatea fixă B unde nu acţionează percuţia, rezultă 

(4 7) 

= 0 (4 8) 

In consecinţă, dacă percuţia se aplică unei bare în repaus (fig 4.2), soluţia 
(4.5) pentru condiţiile (4.7) şi (4.8), devine 

chtl 

ES . / 
'74 ^h-Z 

(4.9) 
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale ciocnim corpurilor elastice 

1 
V ^ ^X'O m 

/ 

b 

V - P , / x«i m 

— ' — - — — — . - . —i 

1 1 1 — 

X 

Fig.4.2 Fig.4.3 

Soluţia (4.9) exprimă distribuţia de-a lungul barei a salturilor de viteză 
datorită ciocnirii. Acestea reprezintă condiţii iniţiale pentru vibraţiile longitudinale 
ale barei ce urmează ciocnirii. 

Raportul vitezelor secţiunilor limită 

'^-chl (4 10) 

este cu atât mai mare cu cât bara este mai lungă şi cu cât Eo va fi mai mic. 
Dacă / / b « l , bară rigidă şi scurtă, atunci vitezele tuturor elementelor barei 

vor fi aproape egale. 
Dacă percuţia P se aplică unei bare cu un capăt încastrat (fig.4.3) atunci 

E^chi ^ 
(4 11) 

Impulsul transmis de bară obstacolului (încastrării) este 

chi 
75^ 

(4.12) 
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale crocnirii corpurilor elastice 

Dacă / / b » l acest impuls va fî diminuat. Dacă însă //b l, bara scurtă şi 
rigidă, atunci impulsul se transmite aproape fară modificări. 

In continuare se aplică consideraţiile precedente la câteva cazuri concrete. 
Pentru o bară din oţel. de lungime / şi secţiune S, supusă şocului tensiunea 

corespunzătoare limitei de elasticitate este N/m\ iar forţa percutantă 
corespunzătoare Considerând durata şocului t=210"'s, rezultă percuţia 

P=fFdt=Ft=Saj (4J3) 
o 

Viteza capătului barei de masă m, densitate p şi lungime / va tl prin 
aplicarea percuţiei P 

p Sot ot r e e (4.14) 
m Slp /p 

Pentru 
a) l=\ m; 8=10"' m'; p = 7 8 1 0 ' kg/m' rezultă 

V =5,12 w/5 
1-78-10^ 

b) /=3 m; 5=10 ' m'; p=78-10' kg/m' rezultă 

Q- =1,7 m/5 (4 16) 
3-78-102 

c) /=10 m; S=10-^ m^ p = 7 8 1 0 ' kg/m' rezultă 

2-10^-2 •10"'̂  

10-78-102 
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P=400 Ns /=1 m p=7800 kg/m' S=IO - m -

E., 
[N/m'] 

10' 10' IO-* 10̂  10" 10̂  10̂  

0,113 0,358 1,132 3,58 1 1,32 3 5,8 11 3.22 

l/b 8,85 2,816 0,883 0.279 0.0883 0,0279 0.0088 

sh l/b 3487 8,325 1.0028 0,283 0,0884 0.0279 0.0088 

V. 

X 
l 

0 

x=0 45,20 14,42 6,38 5,25 5,138 5.134 5.14 

x=0,3/ 3,18 6,19 5,40 5,15 5.129 5,133 5.14 

x=0,6/ 0,22 2,91 4,80 5,09 5,123 5,132 5.14 

x=l 0,013 1,72 4,51 5,06 5,120 5,132 5.14 

E, = 10" 
b=358 
l/b=0,00279; sh=0,00279; 
V, 0=5,11 

ch=l 

77 

BUPT



CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale crocnirii corpurilor elastice 

P=400 Ns /=3 m p=7800 kg/m' S=IO ' n r 

E., 
[N/m'] 

10- 10̂  10̂  10̂  10' 10̂  10̂  

1,132 3,58 1 1,32 35,8 1 13,22 

l/b 2,65 0,838 0,265 0,084 0,0265 

sh l/b 7 0,943 0,268 0,084 0,0265 

V. 

X 

Pbch^ ^ 

x=0 4,6 2,08 1,750 1,71 1.70 

x=0,3/ 2,118 1,789 1,72 1,70 1.70 

x=0,6/ 1,046 1,606 1,70 1,70 1.70 

x=/ 0,647 1,52 1,69 1,70 1,70 
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- material: aluminiu 
- modulul lui Young E=710'" N/m' 
- densitate p = 2 8 1 0 ' kg/m' 
- dimensiuni /=1 m; S=10"' m^ 
- forţa percutantă F=10' N; t,= 10""'; percuţia P=10' Ns 

a a,=0,8 a,=0.4 

E,=aE 
modulul 

dinamic 

.5.6-10" 2.8-10'" 

4.47-10' 3.16-10' 

l/b 0.22-10' (),27-10' 

sh l/b 0.22-IO- 0.27-10 ' 

x l m | l-X 

b 
chl l-X 

b 
ch'-' 

b 
ch 

0 0.22 10' 1.000000024 0.27 10' 1.000000036 

4.1S nvs 

0.2 0.17 10' 1,000000014 0.25 10' 1.000000031 

4.1S nvs 

0.4 0.13 10' 1.000000008 0.19 10' 1.000000018 

4.1S nvs 

0.6 0.08 10"' 1.000000003 0.13 10' 1.000000008 

4.1S nvs 0.8 0.04 10' 1.000000001 3.6 ni/s 0.06 10"' 1.000000002 4.1S nvs 

1 0 1 0 1 

4.1S nvs 

Variaţii AE„ = .50% Variaţii 

AV, = 16% 

79 

BUPT



CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale crocnirii corpurilor elastice 

- material: aluminiu 
- modulul lui Young E = 7 1 0 " N/m' 
- densitate p=2810" kg/nv^ 
- dimensiuni /=10 m; 8=10'^ m' 
- forţa percutantă N; t,= 10 ^ percuţia P^IO" Ns 

a a,=0.8 

E,=aE 
modulul 
dinamic 

5.6-l()" 1" 2.8-10'" 

4.47-10' 

l/b 0.22Hr ().27i(r 

sh l/b 0.22-IO- 0.27-10 

X [m] l-X ch l-x 
v = Pb chl l-X ch l-x 

sh 

ch 

sh ' V 

).22 1( 

).17 I( 

).13 1( 

),09 l( 

).04 1( 

1.0000024 0,27 I 

1.0000016 0.25 1 

1.0000009 0.18 1 

1.0000004 0,12 I 

I.OOOOOOl 0,3628 m/s 0.06 

.0000036 

.000003: 

.0000018 

.0000008 

.00()()0()2 0.4179 m/s 

Variaţii AE, = .50% 

AV. = 16% 
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale crocnirii corpurilor elastice 

- material: oţel carbon 
- modul de elasticitate E=2110'" N/m^ 
- densitate p=7800 kg/m' 
- dimensiuni /=1 m; 8=10 * m" 
- forţa percutantă N; percuţia P=10^ Ns 

a a,=0.8 a.-0.4 

E,=aE 
modulul 

dinamic 

16.8-10'" 8.41()'" 

4.641 10' .v2801()' 

l/b 0.2 MO"' ().27-l0' 

sh l/b 0.21 10' 0.27-l()' 

X [m| 
l-X 

b 

,l-x chi l-X 

b 

.l-X ch 

0 0.21 10' 1.000000022 

1,3812 m/s 

0.27 10' l.()00()()00?6 

1,4462 m/s 

0.2 0.17 Kr' 1.000000015 

1,3812 m/s 

0.24 10' l.OOOOOOO.K) 

1,4462 m/s 

0.4 0.12 10' 1,000000008 

1,3812 m/s 

0,18 10' 1.000000017 

1,4462 m/s 

0,6 0.08 10' 1,000000004 

1,3812 m/s 

0,12 10' l.()()()00()0()7 

1,4462 m/s 0.8 0.04 10"' 1,000000001 1,3812 m/s 0.06 10' l.()0()0()()002 1,4462 m/s 

1 0 1 

1,3812 m/s 

0 1 

1,4462 m/s 

Variaţii AE„ = Variaţii 

AV, = 4.7% 
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale crocnirii corpurilor elastice 

- material: oţel carbon 
- modul de elasticitate E=2110'" N/m^ 
- densitate p=7800 kg/m^ 
- dimensiuni /=10 m; S=10"^ m' 
- forţa percutantă F=10" N; t,= 10"'; percuţia P=10' Ns 

a a,=0.8 a,=0.4 

E,=aE 
modulul 

dinamic 

16.8-1()"' 8.4-10'' 

4.64110' 3.280-10' 

l/b 0.2 MO"' ().27-l(r' 

sh l/b 0.2 MO- 0.27-10' 

X [m] l-x 
b 

J-x chl l-X 

b b 
ch 

0 0.22 10' L0000023 

0,13812 m/s 

0.27 10' 1.0000046 

0.1446 ni/s 

2 0,17 H r 1,0000015 

0,13812 m/s 

0.24 10"' 1.0000029 

0.1446 ni/s 

4 0.13 H r 1,0000008 

0,13812 m/s 

0.18 10"' 1,0000016 

0.1446 ni/s 

6 0.08 10' 1,0000003 

0,13812 m/s 

0,12 10' 1,00()()()07 

0.1446 ni/s 8 0.04 10"' 1,00000009 0,13812 m/s 0,06 10' 1,()0()0002 0.1446 ni/s 

1 0 1 

0,13812 m/s 

0 1 

0.1446 ni/s 

Variaţii AE„ = 50% Variaţii 

AV, = 4.7% 
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale crocnirii corpurilor elastice 

Se constată că prin aplicarea unei solicitări axiale impulsive asupra capătului 
unei bare elastice drepte, indiferent de materialul barei şi de valoarea constantei !:,„ 
salturile de viteză în diferitele secţiuni ale barei sunt aproximativ egale. 

De altfel, se constată că în expresia salturilor de viteză 

chtl 
— (4 18) 

dacă 
b 

- « 1 (4.19) 
b 

rezultă 

S h ^ - - s i C h — ^ l (4 20) 
b b b 

şi ţinând cont că b^^jEJp rezultă 

E^ I E^S l E^^l 5p/ 
b 

Se constată în relaţia precedentă lipsa coordonatei x care particularizează 
secţiunea în care se calculează saltul de viteză. 

Verificarea valabilităţii consecinţelor stabilite 

Studiul ciocnirii corpurilor deformabile elastice se poate realiza, presupunând 
ciocnirea instantanee, pe baza ecuaţiilor teoriei elasticităţii. 

Spre deosebire de cazul ciocnirii corpurilor rigide, impactul provoacă o 
repartiţie continuă a salturilor de viteză ce necesită precizări suplimentare. Acestea 
sunt posibile numai pe baza unor ipoteze speciale caracteristice fenomenului de 
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale crocnirii corpurilor elastice 

ciocnire. Este esenţială luarea în considerare a comportării corpurilor prin legi 
constitutive de material valabile numai la ciocnire determinate atât de material, cât 
şi de natura ciocnirii [M3 . 

Pe această linie s-au adoptat relaţii liniare între componentele tensorilor 
impulsului tensiunilor şi al vitezei de defomiaţie drept legi constitutive la ciocnire 
care se pot verifica prin particularizare. Toate constantele ce intervin în aceste legi 
pot fi doar aproximativ apreciate prin analiza dimensională ţinând seama de durata 
ciocnirii. 

Verificări ale valabilităţii ipotezelor admise rezultă şi din considerarea 
cazurilor limită. 

Prin aplicarea unei acţionări axiale impulsive, se constată că asupra 
extremităţii barei elastice drepte, indiferent de materialul barei şi de valoarea 
constantei E^, salturile de viteză în diferite secţiuni ale barei nu variază 
semnificativ. 

De altfel, se constată că în expresia salturilor de viteză (4.9) dacă 1 d > 1 şi 
deci sh(l/b)^l/b, ch[(l-x)/b]«l şi ţinând seama că b=(E„/p) \ rezultă 

(4 22) 
^ 5p/ 

După cum se constată, în expresia (4.22) lipseşte coordonata x care 
precizează secţiunea în care se calculează saltul de viteză. Mai mult, saltul de 
viteză obţinut este analog rezultatelor cunoscute pentru ipoteza ciocnirii corpurilor 
rigide. 

Evident constantele de material E ,̂ G^ şi jn,, sunt deosebite de cele statice 
având valori esenţial diferite. Aceasta însă permite precizarea distribuţiei salturilor 
de viteze, mai puţin semnificativă însă la ciocnirea longitudinală a barei. 
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale ciocnirii corpurilor elastice 

4.2. Ciocnirea longitudinală a barelor 

S-au studiat trei cazuri de ciocnire longitudinală. Fiecare soluţie s-a obţinut 
astfel: mai întâi s-a detemiinat distribuţia vitezelor pentru fiecare bară în nioinentul 
ciocnirii pe baza ipotezelor menţionate şi a concluziilor obţinute, apoi mişcarea 
barelor a avut loc în condiţiile vitezelor iniţiale care sunt determinate şi care se 
supun ecuaţiei ondulatorii 

(423) 
dt^ dx^ 

Soluţia acestei ecuaţii s-a luat sub fomia lui D'Alembert 

u=f^{x-^ct)^f^{x-ct) (4 24) 

în care u este deplasarea axială a secţiunii transversale a grinzii, x este coordonata 
ce caracterizează poziţia iniţială a secţiunii, c^=E/p, E este modulul de elasticitate, 
p densitatea materialului, f, unda de defomiaţie care se deplasează de-a lungul 
barei cu viteza c şi f j unda de de fomiaţie care se deplasează cu aceeaşi viteză în 
sens opus. 

Funcţiile f, şi f. se aleg pentru fiecare caz în parte astfel încât să tîe 
respectate condiţiile iniţiale şi la limită. Similar din condiţiile iniţiale şi la limită 
se determină şi derivatele acestor funcţii în raport cu timpul în intervalul (()./) unde 
/ este lungimea totală a barelor. Din condiţiile iniţiale se determină forma 
funcţiilor f,' şi în intervalul (O,/) unde / este lungimea totală a barelor. Din 
condiţiile limită s-au detemiinat prelungirile acestor funcţii dincolo de limitele 
intervalului (O,/). S-au dat de fiecare dată graficele acestor funcţii, pentru ca să fie 
mai comodă observarea variaţiei în fiecare interval [M3 . 

Paralel sunt prezentate graficele aceleiaşi funcţii trasate în ipoteza că viteza 
barelor nu suferă modificări înaintea apariţiei defonnaţiilor (Saint-Venant). S-a 
definit durata ciocnirii ca fiind intervalul de timp din momentul apariţiei 
defonnaţiilor până în momentul când încetează interacţiunea barelor. 
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale crocnirii corpurilor elastice 

1. Ciocnirea longitudinală dintre o barâ şi un reper fix 
Notaţii utilizate: 
- / - lungimea barei 
- p - densitatea 
- S - suprafaţa secţiunii transversale 
- E - modulul de elasticitate 
- E„ - constantă 
c-=E/p: b-=E„/p 
- Vn - viteza înaintea ciocnirii 

ch-
v{x)=v. 1 -

chi 

(4.25) 

86 

BUPT



CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale crocnirii corpurilor elastice 

Soluţia Saint-Venant Soluţia nouă 

Durata ciocnirii 

21 
— 
C 

21 
T ^ — 

C 

Variaţia energiei cinetice 

Eco-E^-O 

E-E 2 / I c co co 

b 

Presiunea max. a barei asupra reperului fix 

c ^ chi 
l b] 

Tensiunile maxime 

în toate secţiunile barei sunt aceleaşi, 
exclusiv secţiunea la capătul liber 
unde tensiunea este nulă 

în secţiunile barei scad pe măsura 
îndepărtării de locul de contact cu 
reperul, iar la capătul liber tensiunea 
este nulă 

După ciocnire 

bara rămâne nedeformată, vitezele 
tuturor secţiunilor sunt egale cu 
valorile iniţiale cu semn contrar 

bara rămâne nedefonnată dar 
distribuţia vitezelor este de aşa 
natură încât apar oscilaţii în 
mişcarea ulterioară 
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale crocnirii corpurilor elastice 

Ciocnirea longitudinală întne o bară liberă şi una cu un capăt fix 

Notaţii folosite: 
1, - lungimea barei percutante 
K - lungimea barei în repaus 
p - densitatea 
E - modul de elasticitate 
E„ - consatntă 
v„, - viteza primei bare înaintea ciocnirii 

1=1,+U 
c-^E/p p 

'21 — ^ 
-l 

Fig.4.5 

k ch^ 
1 -

ch-
b 

ch- (4 26) 

Sh^ 
b , l-X 

sh-
b 

(4 27) 
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale crocnirii corpurilor elastice 

Soluţia Saint-Venant Soluţia nouă 

Durata ciocnirii 

T 
c c 

Viteza mişcării de translaţie 

pentm bara percutantă îşi păstrează 
semnul. Bara ciocnită rămâne fixă în 
unna ciocnirii. Nu apar oscilaţii 

pentm bara pe 
decât viteza în 
cu 

-̂ 01 

In ambele ban 

rcutantă este 
aintea ciocnii 

l, ^ 
sh-ch-

^ b b b 

b j 
î apar oscilaţi 

mai mică 
ii Şl egală 

i 

Energia cinetică a mişcării de translaţie după ciocnire 

E =E c co sh-^ch-^ 
^ b b b 

chi 
b 

Tensiunile 

Tensiunea max. apare în secţiunea 
încastrată şi este 

a 

fiind independentă de lungimea barei. 
Tensiunea în celelalte secţiuni 
variază în salturi, valoarea maximă 
fiind aceeaşi 

Tensiunea max. apare în sei 
încastrată şi este 

( CH'I^ 

^ ch-
l a) 

depinzând de lungimea ban 
Tensiunile în celelalte secţii 
continuu, maximele fiind di 
fiecare secţiune 

cţiunea 

îi. 

li variază 
ferite în 
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale crocnirii corpurilor elastice 

Tensiunea în secţiunea de contact 

1,>U 

a—E-
2c 

a—E •'01 
2c 

1 -

\ 

1 -

sh-^ch-
2 

X O 

b b 

chi 

" r l : 
tensinea maximă este pentni t=l/c 

a = -E 
2c 

a-E "Ol 
2c chi 

1,>12 
tensiunea maximă este pentru t=l/c 

a—E 0̂1 

a--E "01 
1 - 1 -

\ 

ch^ch-
b b 
< 

\2 
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale crocnirii corpurilor elastice 

Ciocnirea longitudinală a barelor libere 

Notaţii folosite: 
1, - lungimea barei percutante 
K - lungimea barei ciocnite (Ij^U) 
p - densitatea 
S - suprafaţa secţiunii transversale 
E- modul de elasticitate 
E(| - constantă 
c-=E/p b'=Eo/p m,-pSl, 
V(,, - viteza barei percutante 

m.=pSL 1-1,+1: 

Fig.4.6 

sh-

sh-
b 

\ > 

h sh-

sh— 
b 

(4.28) 

(4.29) 
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale crocnirii corpurilor elastice 

Soluţia Saint-Venant Soluţia uouă 

Durata ciocnirii 

T=-21 /, -l. t 

Vitezele centrelor de greuatate după ciocnire 

h 

V il 

21, 

b b_ 

'^shi 

"Ic •̂Ol U "01 

Energia cinetică a mişcării de translaţie după ciocnire 

Ĉ2 = 2 L Ecr-
2 

/ 

SH^-'S 
'«iVoi b b 

2 h shl 
b 

2 

\i 
1-v, 

"01 

Constatări 

Bara percutantă rămâne fixă şi 
nedeformată. A doua bară va avea o 
viteză, se va deforma şi va executa 
oscilaţii suprapuse peste mişcarea de 
translaţie 

Ambele bare continuă mişcarea, dar 
viteza primei bare este mai mică 
decât a celei de a doua. Defomiaţiile 
în ambele bare sunt nule, dar viteza 
se distribuie în aşa fel încât 
amândouă execută oscilaţii 
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale crocnirii corpurilor elastice 

Tensiunile 

Tensiunile în toate secţiunile barelor 
variază bnisc de la zero la valoarea 
maximă 2 

T ^E^ mzx 2c 
dar ating această valoare în diferite 
momente 

Tensiunile variază continuu luând 
valori maxime în diferite momente 
pentru diferite secţiuni. Tensiunea 
are o valoare maximă în secţiunea 
mijlocie a barei "pline" (1 l . t l , ) 

Tensiunea în secţiunea de contact 

Presiunea între bare nu depinde de 
lungimea lor şi îşi păstrează valoarea 
constantă 

"01 
2c 

Presiunea maximă între bare este 

E-^S 
2c 

\ 

1-2 
sh-sh-

b b 

shi 
b J 

Presiunea creşte odată cu lungimea 
barelor 

Ciocnirea longitudinală a barelor libere a fost analizată de mulţi cercetători 
şi apoi experimentată. In urma acestor studii s-a ajuns la afimiaţia că în teoria lui 
Saint-Venant există unele nepotriviri. Se observă că în cazul barelor lungi cu 
modul mic de elasticitate, divergenţele între teorie şi practică sunt mici iar în cazul 
barelor scurte şi rigide, concluziile teoretice nu sunt verificate experimental. 
Probabil că la variaţii bruşte ale vitezei ecuaţiile oscilaţiilor elastice nu mai rămân 
valabile. Deoarece în cazul barelor scurte şi rigide cele mai bune rezultate se obţin 
cu teoria elementară a ciocnirii, este evident că principiile de mai sus se pot aplica 
şi celei de a doua faze a ciocnirii. Ţinând seama de aceasta se va găsi distribuţia 
vitezelor după ciocnire precum şi impulsurile tensiunilor în toate secţiunile. Dacă 
bara de lungime 1, se mişcă cu viteza Vg, şi percutează bara liberă de lungimea K, 
atunci pentru viteza centrului de masă a primei bare, după ciocnire rezultă 
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale crocnirii corpurilor elastice 

(4 30) 
21 3 l b \ 

Se presupune că 1,/b şi K/b sunt mici. Pentni corpurile absolut rigide 
şi se obţine fonnula din teoria elementară a ciocnirii. Deoarece pentru corpurile 
reale b";̂ oo, bara scurtă va suferi un recul, dar cu viteză ceva mai mică decât arată 
teoria elementară a ciocnirii absolut elastice. Pentru explicarea acestui fapt se 
introduce coeficientul de restituire k. Din formula precedentă rezultă această 
explicaţie a fenomenului. 

Concluzii 

Deosebirea esenţială a soluţiilor găsite mai sus faţă de cele ale lui Saint-
Venant constă în faptul că vitezele elementelor barelor ciocnite şi tensiunile în 
diferite secţiuni variază continuu cu timpul De asemenea variază continuu şi 
distribuţia de-a lungul barelor. Aceasta se referă la întregul interval de timp atât 
cât barele sunt în interacţiune cu excepţia intervalului de la începutul ciocnirii când 
viteza îşi schimbă brusc valoarea. 

Tensiunile în bare vor fi întotdeauna mai mici decât valorile date de Saint-
Venant iar energia cinetică se pierde chiar în primul moment al ciocnirii. Din 
soluţie nu se vede forma energiei cinetice dar dacă ţinem seama că la ciocnire 
temperatura creşte, atunci pierderea de energie devine explicabilă. 

Durata ciocnirii în toate cazurile este egală cu semiperioada oscilaţiei 
principale a sistemului de bare. Pricipiile expuse nu pot avea pretenţia de a fi cu 
totul juste, ele nu arată mecanismul fenomenului şi îl descriu, dar concluziile 
acestor principii nu contrazic noţiunile cunoscute precum şi experimentările. 

In baza principiilor expuse ne putem da seama de ce teoriile luiSaint-Venanl 
şi Hertz, bazate pe aceleaşi principii duc la rezultate diferite. Ne putem da seama 
de asemenea de ce verificarea experimetală a concluziilor lui Saint-Venant conduce 
în unele cazuri la contradicţii mari, iar în alte cazuri la contradicţii mai 
neînsemnate. 

De asemenea, rezultă faptul că tensiunile reale apănite la ciocnire sunt mai 
mici decât cele teoretice. 
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale crocnirii corpurilor elastice 

Cum se constată din cele expuse, teoria propusă ocupă o poziţie 
intennediară între teoria elementară şi cea clasică a ciocnirii corpurilor elastice. 
Pentm unele valori ale constantelor A,,, şi î o concluziile ei se apropie de cele ale 
teoriei elementare însă pentru alte valori concluziile se apropie de teoria clasică. 

In general pentni coipurile rigide de dimensiuni mici rezultă soluţii apropiate 
de cele detemiinate în teoria elementară cu corecţiile introduse experimental. In 
acest caz, ciocnirea se produce şi vitezele îşi schimbă brusc valorile în timpul 
ciocnirii. Dimpotrivă, dacă durata percuţiei nu este mică obţinem soluţii apropiate 
de teoria clasică. 

Este evident că trebuie pusă întrebarea cum va apare fenomenul ciocnirii 
dincolo de limita elasticităţii. Ne putem aştepta ca cea de a doua fază a ciocnirii 
nu va fi dată de ecuaţiile teoriei elasticităţii ci de alte ecuaţii a căror formă nu 
este obiectul acestui studiu. 

In sfârşit, impulsurile la ciocnire pot fi atât de mari încât ciocnirea se 
tennină cu prima fază, deoarece se poate produce ruperea corpurilor tară o 
defonnaţie vizibilă. Dacă este aşa atunci se obţine un aparat destul de simplu 
pentru calculul construcţiilor la rupere cu ajutoml unei sarcini percutante. 

Ar fi de dorit pentru verificarea experimentală să se întreprindă o serie de 
experienţe la ciocnirea longitudinală, de torsiune şi transversală a barelor din 
acelaşi material. Din aceste experienţe s-ar determina X̂  şi ja„. Dacă s-ar constata 
că pentru acelaşi material ele îşi păstrează aceeaşi valoare indiferent de caracterul 
sarcinii percutante, atunci s-ar putea efectua calculul tensiunilor la ciocnire cu 
aceeaşi siguranţă cu care se efectuează calculele statice. 
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4.3. Impulsul transvereal aplicat barei drepte 

Studiul ciocnirii poate fi realizat în cazul barei drepte căreia i se aplică 
impulsuri transversale. Bara cu axa ox are secţiunea S şi densitatea p. constante 
de-a lungul barei [PIO], 

Se consideră un element de bară delimitat de secţiuile 1-1 şi 2-2 atlat la 
distanţa x de extremitatea o şi având lungimea Ax. Se presupune că impulsurile 
interioare pentru aceste secţiuni se reduc la un impuls de forfecare şi ia un cuplu 
Drept urmare în secţiunea 1-1 apare impulsul tensiunii p^,(x,t) ce depinde de 
poziţia secţiunii şi momentul considerat. Dacă se consideră elementul de bază de 
lungime Ax, mai apare la cealaltă extremitate a elementului de coordonată x^Ax. 
impulsul tensiunii p^y(x+Ax,t). 

Se pot scrie ecuaţiile de echilibru 

(4 3 I) 
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale crocnirii corpurilor elastice 

Presupunând elementul de bară la limită Ax->(), ecuaţia de echilibru la 
ciocnire va fi . * x . x 

PSK ^ s i h n t i î l ^ ^ : ! ) : : ^ ( 4 . : , 

unde s-a notat cu V^, variaţia vitezei transversale în timpul ciocnirii şi deci 

dp 
o Y (4 v̂ O 

^ '' dx 

Ţinând cont de (4.31) rezultă că 

dT dM ^ d^M — =p ; = -T ; = -p 4 34 
dx ' dx dx' "" 

Dacă impulsurile distribuite p^, apar numai din cauza cantităţii de mişcare 
pierdute a elementului, atunci 

şi deci 

pV (4-i6) 

Legea lui Hooke ce exprimă comportarea materialului la ciocnire este 
considerată de forma 

Pxx=^O^xx (4 37) 
Pxy-^/xy 

unde Eo este modulul de elasticitate longitudinal la ciocnire şi e^ '̂ viteza de 
defonnaţie a barei pe direcţia x 

, dV , dV dV 
• e (4.38) 

dx ^ dy dx 
relaţie în care s-a notat cu V variaţia vitezei în timpul ciocnirii. Impulsul de 
întindere pentru suprafaţa dS va fi 
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de unde rezultă 

(4 
dx dx-

(4 40) 

unde I este momentul de inerţie al secţiunii transversale în raport cu nonnala la 
planul xy ce trece prin centrul de greutate al secţiunii. 

Cunoscând expresia momentului M rezultă impulsul de forfecare 1 şi ecuaţia 
mişcării 

dX 
dx' 

(4.41) 

psv=-
dx' dx' 

Considerând EI constant, rezultă 

(4 42) 

dW 
=0 

dx ' 
(4 4.Î) 

unde 

V 

Soluţia generală a ecuaţiei (4.43) are forma 

(4 44) 

(4.45) 

unde Yj sunt funcţii cu matrice unitară, iar A, B, C, D - constante de integrare ce 
depind de condiţiile concrete de realizare a ciocnirii. 
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale ciocnim corpurilor elastice 

4.4. Impulsul aplicat într-un punct oarecare al mediului nelimitat 

Se consideră un volum oarecare V în punctele căruia se aplică impulsurile 
pPodV. Vitezele punctelor mediului datorită câmpului de impulsuri aplicat se 
detennină din ecuaţia 

(4 40) 

^ ^ ^ 
în care V ^ - — + — + — , V=v-v,„ variaţia vitezei. variaţia vitezei 

dx^ dy^ dz^ 

specifice de defomiaţie volumică [M3] 
Se exprimă pPf, şi v sub fomia unnătoarelor sume 

v=V(p+Vx/ 

unde 

b' pb' 
m care 

99 

(4 47) 

(448) 
dx dy dz 

Deoarece câmpul de impulsuri pPodV este precizat, atunci 

V' 

V' 

Pentru (p şi 1 se obţin unnătoarele ecuaţii 

(4 49) 

(450) 
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale crocnirii corpurilor elastice 

(4 M) 

Pentru rezolvarea acestor ecuaţii se foloseşte fomiuia Hadaniard-Cîreen. care 
pentru cazul respectiv este 

f[Y'M{U)-U'M{Y)]dV=j 
dn dn 

dS (4 ^2) 

în care U=U{x,y,z) şi Y=Y(x.y,z) sunt funcţii finite şi continue în ulteriorul uiuii 
domeniu limitat de suprafaţa S şi 

a 
(4 5 

iar (n) este normala la suprafaţa S în punctul considerat 

s " 

Fonnula lui Hadmard-Green se scrie sub fonna 

/ y|M(i/)+—<E> 
pa^ pa-

(4 54) 
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Notând 

a 

y= (/=(p (4 

deoarece 

rezultă 

• pa' 

r r 

e ^ acp d 
dn 

e ^ 
r dn 

d 
dn r 1. 

dS+ 

i 

r 

a d 
r dn' dn' r 

dS 

(4 

(4 57) 

integrala de volum fiind extinsă pe întregul domeniu V cu excepţia domeniului V" 
limitat de sfera S'. 

Dacă R ' ^ 0 , rezultă 
r 

/ \ r 

e ^ acp 
r dn 

d 
dn r 

dS 
(4.58) 

pay 

Dacă frontierele domeniului V tind la infinit şi integrala de suprafaţă tinde 
spre zero, rezultă 

(4 59) 

^npa y 

Dacă impulsul concentrat se aplică punctului O, atunci 

(4.60) 
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unde r este raza vectoare a punctului Q pentru care se calculează funcţia 
(0Q=7). 

Se notează cu r̂ ,, raza vectoare a punctului pentru care se calculează funcţia 
(p şi MQ=R, rezultă 

R 

leiz^aK R 
(4 01) 

Se împarte spaţiul prin sfere concentrice cu centml în punctul M. integiala 
devenind 

R _ 

^ / -^dSdR 
(4 62) 

Se observă că 

/ 
—R^P^r^, pentru R^r 

O , pentru R>Q 

(4 63) 

rezultă 

iar pentru punctul Q 

a 

\ '"o 

4ii 

PT a 

r 

a 

4it 

(4.64) 

(4 6_M 

Analog se găseşte 

iar pentru viteza v rezultă 
4 e 

(4.66) 
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CAPITOLUL 4 - Cazuri p a r t i c u l a r e a l e crocnirii c o r p u r i l o r e l a s t i c e 

v=V 

/ \ 

p - . V 
4n 

— +v 
e 

4n 
Problema poate fi tratată şi în coordonate sferice 

(4 

Fig.4.9 
Astfel pentru v̂  şi Vq pot fi scrisc formulele 

2 
p^cose 

/ \ r 

e [uL] 
b] 

-L 2 ^ 
e ^^^ e "" 

4n 

Păşind b) 

r 

r' 

iuL' 
a) 

- - 2 
e e ^ 

b' 

(4 681 

(4.69) 

" 4n r^ 

Expresiile impulsurilor tensiunilor dintr-un plan peipendicular pe raza OM r 
vor fi 
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Prr = 
p^cose K r' -

a a-

.2 .2 -i: 
- 2 — g 

P^sine 
U -

b 

/ \ r 

e 
/ \ 

a, b\ 

r r2 - - ^2 r 
-2' e ^ + 

/ \ r 
/ \ 

r 
+6 e 

b\ 

(4 70) 

(4 71) 

p =0 (4.72) 

Sistemul de impulsuri aplicat suprafeţei sferei se reduce la rezultanta H 

H^-
3r 

1 + 
a 

—+2G. 
a' 

r2 - - (4 73) 

Se observă că această rezultantă nu este egală cu pP„ şi scade cu creşterea 
razei sferei. 

Pentru r—>0, la limită rezultă 

hmH^-pP^ 
r-O 

(4 74) 

In continuare se compară expresiile găsite pentni v, şi v„ cu expresiile 
deplasărilor punctelor unui mediu infinit într-unui din punctele căruia se aplică 
forţa concentrată P. Deplasările se notează cu 

u = cos6 
^ 4nG, r 
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2{k,G,)4nG, r 

(4.75) 
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale ciocnirii corpurilor elastice 

iar pentm tensiunile din planul perpedicular pe OM rezultă 

a (476) 

Rezultă că vitezele punctelor în cazul impulsului concentrat scad cu distanţa 
mult mai repede decât deplasările punctelor sub acţiunea forţei statice [P4], [M3 . 

Tensiunile se comportă similar. Astfel, impulsul concentrat are o acţiune 
vizibilă într-un domeniu mult mai îngust decât forţa aplicată static. In cazul 
ciocnirii a două corpuri, când contactul se face pe o suprafaţă mică, variaţiile 
vitezelor în timpul ciocnirii scad odată cu creşterea distanţei acestor puncte de 
locul ciocnirii. 
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale ciDcnini cDipuriInt elâ Uce 

4.5. Transmisia longitudinală şi transversală a impulsului în mediul elastic nelimitat 

In continuare se va studia cazul mediului elastic nelimitat supus tcnonicnuliii 
de ciocnire. Astfel nu mai intervin condiţiile limită de la suprafaţa de separaţie a 
corpului, ceea ce simplifică mult rezolvarea. 
In cazul câmpurilor longitudinale de impulsuri, având direcţia axei ( ) \ . se adnin 
legile de variaţie a vitezelor 

K = ' K = K = 0 

Drept urniare, se poate scrie 

(4 T'S) 

dV^ dV^ del ^ ^V^ _ d^V^ 

~ ~dx ' dx dx^ dr 
(4 ?')) 

= = o , ^ = = o 
dy dx dy ' dz dx dz 

Şl 
'21/ = n . n I-J VV^ - , V̂Ky - O , V-K - O 

dx 

Ţinând seama de egalităţile (4.79) şi (4.80) ultimele două ecuaţii sunt 

identic verificate, iar prima devine 

(4X1) 

sau 

(K ^ = P ^ . 
(4 S2) 

Astfel se ajunge la ecuaţia 
^ Y (4 83) a 

dx' 

unde 
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale crocnirii corpurilor elastice 

^ ^ (4.84) 
P 

Soluţia ecuaţiei diferenţiale (4.83) este de fornia 

X X 

C, şi C, fiind constante de integrare ce rezultă din condiţii limită. De exemplu 
presupunând în origine (x = 0) saltul de viteză V,„ iar la mfinit nulă. rezultă r , - 0 
Şl C, = V,. 

Alt caz se referă la câmpul de impulsuri transversal definit prin salturi de 
viteze având proiecţiile 

V^=0 , V^ = 0 , K = (4 86) 

In condiţiile date se deduce 

/ aF aK dv. 
e^ = —^ + —^ + —^ = o 87) 

dx dy dz 
a^K d^V 

V^K = O , V^V = O , V^K = ^ = ^ (4 88) 
' dx' dx' 

Conform egalităţilor (4.87) şi (4.88) se observă că pnmele două ecuaţii 
(4.79) sunt idenfic verificate, iar ultima devine 

dX (4 89, 
.2 ceea ce conduce la ecuaţia ^ 

.d'V. , G 
1 = V , b' = (4.90 

d x ' ' P 

Deoarece ecuaţiile (4.83) şi (4.90) sunt de aceiaşi fonnă. soluţia V, are tot 
expresia (4.85) în care se înlocuieşte constanta a prin b. In esenţă trebuie remarcat 
că toate concluziile obţinute se referă la stabilirea distribuţiei salturilor de viteză 
ce intervin drept condiţii iniţiale în problemele dinamice corespunzătoare ale 
teoriei elasricităţii. 
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale crocnirii corpurilor elastice 

4.6. Acţiunea exploziei 

Se presupune un mediu elastic nehniitat în care se practică o cavitate sfen 
că cu centrul în punctul O. 

Fig.4.10 

Fie pe suprafaţa sferei impulsurile unifonn distribuite pdS. Se notează cu r 
distanţa unui punct M aflat în exteriorul sferei de cetrul O şi se admite că viteza 
acestui punct dependentă de r este dirijată de-a lungul dreptei OM, adică 

v=v(r)-
_ r 

Funcţia v(x,y,z) trebuie să satisfacă relaţia 

(4/)l ) 

(4 92) 

cP- ^ ^ 
în care V ^ - — + — + — ^ ,V=v-Vo - variaţia vitezei punctului M. el^-e^^el^^eL 

dx^ dy^ dz-

variaţia vitezei specifice de deformaţie volumică. 
Se consideră 
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale ciocnirii corpurilor elastice 

v=V(p+Vx7 

pentm acest caz 1=0, iar fiincţia cp trebuie să satisfacă ecuaţia 

V2(p-i-(p=0 

unde 

(4»4) 

(4.95) 

P 

Soluţia generală a acestei ecuaţii are fonna 

e ^ ^ a 
r r 

deoarece pentm 

rezultă 

Se consideră 

5^=0 (4^8) 

v=i4V 
r 

şi pentru determinarea constantei A se pune condiţia ca pe suprafaţa sferei 
impulsurile tensiunilor să fie egale cu p. 

După efectuarea calculelor rezultă 

L r 

V = 
pr^e ^ / a 

a r^ r (4.100) 

''o 
Se compară valoarea găsită cu soluţia unei alte probleme. 
Dacă pe suprafaţa unei sfere se aplică presiunea unifomi distribuită qdS, 
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale crocnirii corpurilor elastice 

deplasarea unui punct de pe această suprafaţă rezultă 

3 
(4101) 

Comparând aceste expresii rezultă că deplasările punctului sub acţiunea 
presiunilor statice scad odată cu creşterea distanţei mai încet decât vitezele 
punctului în cazul când presiunile se aplică instantaneu. 

Se scrie expresia impulsului tensiunilor pe suprafaţa perpendiculară pe OM 

r 

Presiunea scade cu atât mai repede cu cât constanta "a" este mai mică [M3 . 
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale ciocnim corpurilor elastice 

4.7. Teoreme generale 

4.7.1. Variaţia enei^iei cinetice a unui corp elastic căruia i se imprima 
impulsuri superficiale 

Din teorema energiei cinetice pentru un punct material de masă m a cărei 
variaţie de viteză este V=v,-Vo, rezultă 

2 2 2 

— V+Vr> 
Expresia mV—- ca sens fizic şi dimensiuni reprezintă un lucru mecanic. 

Pentru un sistem de puncte materiale variaţia energiei cinetice este egală cu 
lucrul mecanic al impulsurilor exterioare şi interioare. 

Fie un corp căruia i se imprimă impulsuri superficiale pdS şi pentru care 
impulsurile forţelor masice se notează cu pPdV (dV - element diferenţial de volum 
cu dimensiunile dx, dy, dz). 

Dacă ecuaţiile fundamentale ale ciocnirii corpului defomiabil ce poate fi 
considerat sub acţiunea unui cîmp de impulsuri presupuse transmise instantaneu 
întregului corp 

pV=pP + + dx dy dz 

^Pyx ^^Pyy ^^Pyz (4.104) 
dx dy dz 

dx dy dz 

se scriu pentru punctele 1,2,3, .., se înmulţesc cu 

^ . . ^ . ,4,05) 
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şi se adună, după transfonnări rezultă 

f WdV - EcO* f J 
V 

J 
V 

e -V+V^ /--V+V^ (4 106) 

Funcţia W, energia specifică a vitezelor de defomiaţie are următoarea 
valoare 

(4.107) 

în care sunt folosite notaţiile 

Ov,. dv. 

^xx dx 

dv dv 

dy dx' 

viteze specifice de defomiaţie 

-viteza specifică de deformaţie voluniică 
" dx dy dz 

Go= 
2(l+^lo) 

(4.108) 

E,) şi |Lio sunt constante din legea generalizată a lui Hooke pentni ciocniri. 
Se notează cu E=E^+J Wdv energia totală, deci variaţia energiei totale E-E„ 

este egală cu lucrul mecanic al impulsurilor aplicate. 
Fie două corpuri elastice care se ciocnesc. Scriind aceeaşi ecuaţie pentru 

fiecare din aceste corpuri şi considerând că înainte de ciocnire se mişcau ca două 
corpuri rigide, iar pentru forţele masice obişnuite, neavând caracter percutant, 
percuţia corespunzătoare este neglijabilă 
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c c- Vi+V., 

fn 

(4 10̂ )) 

rezultă ţinând cont că P|=-P2=P 

(4 I IU) 

Diferenţa v,-v2 poate fi nulă sau {v2-v,)j_p,. Produsul p,(v„,-v„,) este 
întotdeauna negativ. 

Rezultă 

(4111) 

In cazul ciocnirii corpurilor cu asperităţi 

(4.1 12) 

şi inegalitatea E^̂ -E .̂,, îşi păstrează sensul. 

4.7.2. Enei^ia cinetică datorată variaţiei vitezelor de deformaţie 

Se notează cu E ,̂' energia cinetică datorată variaţiei vitezelor de defomiaţie 
(energia cinetică a vitezelor pierdute) 

(4.1 13) 

Fie W - energia specifică datorată variaţiei vitezelor de defomiaţie 

(4 114) 
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Din ecuaţiile ftindamentale ale ciocnirii corpului detbrmabil ce poate tl 
considerat sub acţiunea unui câmp de impulsuri presupuse transmise instantaneu 
întregului corp b), după transfomiări, rezultă 

Ec+f W'dv-1 pPdV+fP^-^dS 

V V s ^ 

In cazul ciocnirii a două coipuri, rezultă 

(4 .1 15) 

/^dv l'c^ I W'dv (4 116) 

De aici rezultă că pierderea de energie totală la ciocnire este egală cu 
energia totală a vitezelor pierdute. 

4.7.3. Teorema unicităţii 

Variaţia vitezelor punctelor corpului sub acţiunea impulsurilor este dată de 
fimcţia 

=v{x,y^)-v^ix^y^) (4 .1 17) 

care satisface, în orice punct din interiorul corpului elastic supus câmpului de 
impulsuri, ecuaţiile 

(4 .1 18) 

în care p^ ,̂ sunt impulsurile tensiunilor ^ 

^XX ̂ JK ^XX dx 
variaţia vitezei specifice 

de defonnaţie 
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Eq şi fi,, sunt constantele din legea generalizată a lui Hooke pentru ciocniri. 
Se demonstrează că fiincţia V=v-Vo care satisface ecuaţia (4.1 18) este unică. 

Dacă ar exista două flmcţii V-(v'-v^) şi V"=(v"-v„), atunci funcţia v'-v" ar dispare 
de pe suprafaţa coipului. respectiv impulsurile tensiunilor corespunzătoare acestei 
funcţii ar dispare. 

Pentm flmcţia (v'-v") egalitatea (4.115) în care foi-ţele masice obişnuite 
neavând caracter percutant percuţia P(P^,P,PJ se neglijază, devine 

J W'dy=Jp^^^dS (4 119) 
V 5 ^ 

Deoarece membrul drept este nul, rezultă 

E c + f w ' d v = 0 ( 4 . 1 2 0 ) 

Ţinând cont că Ê .̂' şi W au fonne pătratice pozitive, rezultă 

(4.121) 

4.7.4.. Ecuaţia în variaţii 

Din egalitatea (4.115) rezultă că funcţia n' 

/ ^ d v - j p p ^ d v - f p ^ d s = 0 (4 122) 
V K ^ S ^ 

pentru distribuţia reală a vitezelor, adică dacă V=V-V(, satisface ecuaţiile 

P x x = P y z -P^-G^i^yz 

Pzz=^o^v /7 =p = G^e^ 

unde 
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iar 

dx 
, AN 

^yy 

/ _ / _ 

/ _ / _ 

/ / 

dy 

dV, 
dx dy 

dV. 
y + z 

dz dy 

aK X 

dx dz 

a r dV 
__ X + J 

dz 

J - ' ' ' 
dx dy 

(4 124) 

(4 125) 

Paralel cu starea cinematică reală se imaginează o stare posibilă pentru 
legăturile date şi se notează cu v*(x,y,z) vitezele punctelor pentru această stare 

Funcţia n nu va mai fi nulă. Variaţia funcţiei n' la trecerea de la starea 
cinematică reală la starea cinematică posibilă şi se notează cu 

(4.126) 

variaţia vitezei. 
După transformări şi notând cu (n) direcţia noimalei comune în punctul 

considerat rezultă 

dx dy dz ) ^ dx dy dz , 

^ ' dx dy dx ) \ 

+ ]V* + ] V*]dS 

(4 127) 
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relaţie din care evident 

Această relaţie este o ecuaţie în variaţii şi se poate folosi pentru deducerea 
altor ecuaţii şi pentm rezolvarea aproximativă a problemelor. 

In cazul ciocnirii a două corpuri, pentru fiecare din ele se poate scrie 

V* =0 unde V* =V; -V, 
(4 129) 

6Ei-P^V*=0 unde 

Ţinând cont că P,=-P2=P şi adunând rezultă 

Alegând v,*-v2* astfel încât să fie satisfăcute legăturile impuse, adică 
componentele vitezelor după nomiala comună (n) să fie egale, rezultă 

deoarece 

Pl(V2-V^)=0 (4 132) 

Deci, în momentul ciocnirii vitezele punctelor corpurilor vor avea astfel de 
valori în energia totală a vitezelor pierdute va prezenta o valoare extremă în 
comparaţie cu alte viteze posibile care satisfac legăturile impuse. 

4.7.5. Teorema reciprocităţii 
Dacă unui corp i se aplică pe rând două sisteme de impulsuri P .̂'dS şi P,,"dvS, 

fiecare din aceste sisteme va produce variaţia vitezelor v'-v„ şi respectiv v"-v„. 
Se arată că _ _ 

. - / V - V N N - N V ' - V , 
j p l U s (4 133) 

2 J ^ 2 s ^ s ^ 
Toate teoremele demonstrate reprezintă generalizarea teoremelor existente din 

teoria elementară a ciocnirii, de asemenea există o asemănare între aceste teoreme 
şi teoremele din teoria elasticităţii. 
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4.8. Consideraţii enei^etice 

In cazul ciocnirii aplicate corpului presupus defonnabil forţele interioare 
percutante efectuează un lucm mecanic. într-adevăr pentru studiul cocnirii în locul 
tensiunilor se vor considera impulsurile acestora încât la calculul lucrului mecanic 
trebuie considerate vitezele. 

Astfel, dacă pe direcţia axei Ox viteza de defomiaţie specifică este e .̂ 
corespunzător elementului dx viteza de deformaţie va fi e^^dx iar creşterea posibilă 
de viteză 6(e^^dx). Analog vitezei de defonnaţie unghiulară e^, îi va corespunde 
creşterea 5(e^,dx). Deoarece variaţia impulsului tensiunilor pe elementul considerat 
poate fi neglijată, iar lucrul mecanic rezultă 

H '34) 

respectiv 

Procedând la fel pentru toate deformaţiile posibile rezultate din creşterea 
vitezei de deformaţie, rezultă lucrul mecanic 

Lucnil mecanic specific de defonnaţie raportat la unitatea de volum aflată 
în vecinătatea punctului considerat din corp, este 

In continuare se va introduce ipoteza existenţei potenţialului forţelor 
percutante interioare. Acesta determinat de impulsurile tensiunilor, se va exprima 
prin energia specifică W a vitezei de defonnaţie. 

Evident, odată cu dispariţia deformaţiei energia acumulată se restituie sub 
fonna lucrului mecanic de defomiaţie, adică 5L,=5W. Dar energia introdusă este 
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ftincţie de componentele vitezei de defomiaţie încât se poate scrie 

—-oe+ 6e+ 6e+ 

Comparâd relaţile (4.137) cu (4.138) în care oricare ar fi cres^terile 
componentelor vitezei de defomiaţie, trebuie să coincidă, se deduce 

Pxx~ 
dW 

K 
dW 

de^ 

dW 
' / 

(4 139) 

dW 

K 
dW dW 

( 4 . 1 4 0 ) 

Pe de altă parte odată precizate legile constitutive (3)-(4) se poate deduce 
expresia pentru energia vitezei de defomiaţie W. Presupunând că se exprimă 
printr-o fimcţie omogenă de gradul doi în raport cu componentele vitezei de 
deformaţie. ^ ^ / / / / / 

Pentru aplicaţii este necesar să se deducă expresia energiei W fie ca funcţie 
numai de componentele vitezei de defomiaţie, fie numai de impulsurile tensiunilor. 

Introducând în relaţia (4.141) impulsurile tensiunilor date prin legile 
constitutive inversate (5), energia W rezultă funcţie numai de componentele vitezei 
de deformaţie, sub fornia 

W= (4.142) 

Analog pe baza legilor constitutive (3)-(4), expresia energiei vitezei de 
defomiaţie (11) funcţie de componentele vitezei de deformaţie rezultă 

Este uşor de observat din relaţia (4.142) că energia vitezei de defomiaţie 
este pozitiv definită (W>0). 
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CAPITOLUL 5. Sisteme elastice percutante 

CAPITOLUL 5 

SISTEME ELASTICE PERCUTANTE 

5.L Sistem vibrant bară - masă fixată elastic 

Se consideră o bară elastică încastrată la una din extremităţi şi având la 
cealaltă extremitate o masă legată elastic. 

Pentm studiu se adoptă modelul din fig.5.1, forniat din bara verticală de 
lungime L, încastrată la extremitatea inferioară şi având legat la cealaltă 
extremitate un sistem elastic cu un grad de libertate. 

Sistemul elastic este fonnat din masa M 
legată prin arcurile cu constantă elastică k. Asupra 
masei m acţionează forţa perturbatoare 

(5.1) 

Se notează cu x deplasarea masei M din 
poziţia de echilibni static şi cu u(z.t) deplasările 
punctelor barei aflate la cota z faţă de extremitatea 
barei. 

Vibraţiile longitudinale ale barei sunt 
descrise de ecuaţia 

(5.2) 
dt^ dz' 

unde s-a notat cu a^ raportul dintre E şi p (E este modulul de elasticitate al 
materialului iar p masa specifică). 

Ecuaţia diferenţială a mişcării masei M va fi 

Mx+k[jc-u(L,t)] =FQCOs(a)r+(p) (5.3) 
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CAPITOLUL 5. Sisteme elastice percutante 

Vibraţiile barei se detemiină integrând ecuaţia (5.2) şi ţinând seama de 
condiţiile la limită ce se stabilesc în continuare. Astfel la extremitatea încastrată 
(z=0) se detennină 

w(0,0=0 

iar în cealaltă extremitate (z=L) se poate scrie 

( duiz^t) 

(.V4) 

k[x-umt)]=ES 
dz 'z^-l 

unde S este secţiunea transversală a barei. 
Eliminând pe x din relaţiile (5.3) şi (5.5), rezultă 

ES (dujz^t) 
dz 

M 

Z=L 

(dujz^t) 
dz >z=L 

+Mw(I,r)=FoCOs(a)r+(p) (3.6) 

Aşadar vibraţiile longitudinale ale barei se detennină din ecuaţia (5.2) cu 
condiţiile la limită (5.4) şi (5.6). De asemenea se presupun date şi condiţiile 
iniţiale ale mişcării. 

Pentru studiul vibraţiilor proprii ale barei se presupune că asupra masei m 
nu acţionează forţa perturbatoare, caz în care în relaţia (5.6) se va considera 
F(t)=0. Prin urmare este necesar să se determine soluţia ecuaţiei (5.2) cu condiţiile 
la limită: 

w(0,r)=0 (3 7) 

ES ^du(z,t)] 
dz Z=L 

-Mu(L,t)=0 (3.8) 

Pentru integrarea ecuaţiei (5.2) se foloseşte metoda separării variabilelor. 
Considerăm soluţia de forma 

u(z.t)=Z(z)Tit) 

Dacă se substituie soluţia (5.9) în ecuaţia (5.2), rezultă 

(5.10) 
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CAPITOLUL 5. Sisteme elastice percutante 

sau după împărtirea prin a'ZT 
T 7" 

a^T Z 

Este necesar ca fiecare din cei doi membri ai ecuaţiei (5.11) să fie egal cu 
una şi aceeaşi constantă negativă notată prin -y}. 

Astfel se obţine: •• . . 

Soluţiile generale ale acestor ecuaţii sunt: 

Z=^cosAz+5smA,z 

r=CcosA.ar+Z)sinAflr 

Ţinând seama de condiţia (5.7), se obţine Z(0)^0, deci A=0, iar din condiţia 
(5.8) rezultă 

hs. n/l ^ ^ 
=0 . w ES tgkL-

MXa 

M.io 
k 

Ecuaţia caracteristică (5.16) este o ecuaţie transcendentă care peniiite 
determinarea valorilor proprii X̂  (n=l,2,3, . ) 

Soluţia generală rezultă însumând soluţii de forma (5.9) corespunzătoare 
fiecărei valori adică n ̂  oo oo 

U=y smk(Ccosk„at+D„smXat) (' 7) 
/ -l n f j rt^ n n n n 
n=l «=1 

Rădăcinile ecuaţiei caracteristice pot fi localizate în primă aproximaţie după 
reprezentarea grafică a funcţiei de X dată de relaţia (5.16). Reprezentarea 
corespunzătoare este prezentată în fig.5.2. 

Graficul obţinut corespunde unui modul de elasticitate E=21 • 10' N/mm^ 
lungimea barei L=0,7 m, raza acesteia r=0,01 m, densitatea p=7.85 kg/dm\ 
precum şi o constantă elastică k=312510^ N/m. 

Odată localizate aproximativ aceste rădăcini, se poate trece la detenninarea 
precisă a acestora, folosind programul SOLUTIONI, special conceput pentru 
rezolvarea exactă a unei astfel de ecuaţii transcendente. Soluţiile valorilor proprii 
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CAPITOLUL 5. Sisteme elastice percutante 

0.1 2.09 4.08 6.07 8.06 10.05 12.04 14.03 16.02 18.01 20 

Flg'5.2 
X̂  astfel obţinute prezintă o eroare de lO '"̂ , ceea ce este mai mult decât suficient 
din punctul de vedere al calculelor tehnice inginereşti. 

Tabloul complet al primelor nouă valori proprii obţinute cu ajutorul 
programului SOLUTIONl pentru lungimi ale barei cuprinse între 0,5 m şi 0.9 m 
este prezentat în tabelul 5.1. In reprezentarea grafică din fig.5.3 se poate unnări 
variaţia valorilor proprii X̂  pentru diferite lungimi ale barei. 

Tabelul 5.1 

L=0,5 L-0,6 L-0,7 

1,541934249139538 1,307692492951169 1,13524262565951 

3,141592653589793 2,617993773961768 2,243994790779141 

5,087546121033773 4,39838031633158 3,882053208795002 

9,424777960769379 7,853981321885305 6,731984372337425 

10,35490851898603 8,758210953955279 7,609129524524374 

15,70796326794897 13,08996886980884 1 1,21997395389571 

16,29357451106635 13,66859653052648 1 1,79078994724976 

21,99114857512855 18,32595641773238 15,70796353545399 

22,41542268120765 18,74750759385349 16,12639216186945 
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L=0,8 L=0,9 

1,002973487584374 0,8983050769585765 

1,963495379235259 1,745329298229766 

3,478509519111117 3,153273783459132 

5,890486137705778 5,235987894689298 

6,740061969638218 6,058034331505149 

9,817476896176297 8,726646491148831 

10,37979999896395 9,279934249542537 

13,74446765464682 12,21730508760836 

14,15941131185784 12,62843951005175 

25 

20 

15 

10 

5 

O 

--

M "41" "41" 

/ - - K "/ W"" X 
/ * / 

^—^ X V 
. . ... 

X V 
. . ... 

X 

i i — M 

• • 
1 

Lai La2 La3 La4 La5 La6 La7 La8 La9 

Fig.5.3 

^ L=0,5 

• L^0,6 

L=0,7 

* L=0,9 
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CAPITOLUL 5. Sisteme elastice percutante 

5.2. Sistem vibmntcu excitare prin deplasarea capătului superioral unei bare 
elastice asimilată cu un arc cu masa uniform distribuită 

Se consideră bara din fig.5.4 de masă m, secţiune transversală S. lungime 
L şi modul de elasticitate E. O secţiune a barei este definită prin coordonata z. 
Capătul superior al barei execută o mişcare oscilatorie periodică sub acţiimea unei 
forţe excitatoare, deplasarea sa fiind x.(t). La celălalt capăt (x=L), bara are ataşată 
o masă rigidă M. 

Deplasarea unei secţiuni a barei de 
coordonată z este u(z.t) măsurată din 
poziţia pe care o ocupă în echilibru static, 
pentru x,)=0. 

Vibraţiile longitudinale ale barei sunt 
O descrise de ecuaţia cunoscută: 

LLLLUU 

ca 

<3 
t 

r 

m,L.E i 

V t ) 

i 

l u ( 2 . 

(5 18) 
dr dz' 

M 
d=u(L,t) 

Fig,5.4 

capătului O şi se poate detemiina 

unde a' este raportul dintre E (modulul de 
elsticitate) şi p (densitatea materialului). 

In continuare se vor stabili condiţiile 
la limită, necesare integrării ecuaţiei 
vibraţiilor barei. Astfel, pentru z^O 
deplasarea u este identică cu deplasarea 

(5 1̂ )) 

Pentni cealaltă extremitate, (z=L), se poate scrie condiţia: 

dv az 
(.V20) 

Dacă se notează cu r amplitudinea şi cu co pulsaţia mişcării vibratorii a 
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CAPITOLUL 5. Sisteme elastice percutante 

capătului 0. se pot introduce umiătoarele notaţii; 

Z u •'^e 
Li V T (.V2I) 

ML m 
ES " M 

Din relaţiile (5.18), (5.19) şi (5.20), ţinând seama de notaţiile (5.21) rezultă: 

dtQ /WqCOo dZo 

=0 (5 2 2 ) 

(5 2 3 ) 

1 ^«o(l'^o) 

ar; 
=0 ( 5 . 2 4 ) 

O soluţie a ecuaţiilor (5.22)-(5.24) poate fi exprimată astfel 

/=i 
( 5 . 2 5 ) 

Se observă imediat că această soluţie satisface condiţia (5.23). Celelalte 
două ecuaţii (5.22) şi (5.24) sunt satisfăcute dacă fiincţiile T,(to), i^ l ,2....n, satisfac 

i=l 

2 

m^—Jiito) 
m^coo 

( 5 . 2 6 ) 

E i=l 

2 
( 5 . 2 7 ) 

Dacă valorile pulsaţiilor proprii ale sistemului arc-masă sunt luate ca soluţii 
succesive ale ecuaţiei 
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(5.28) 

condiţia de legătură (5.27) este satisfăcută dacă ecuaţia (5.26) este satisfăcută. 
Ecuaţia (5.28) este ecuaţia în pulsaţii pentru sistemul arc-niasă. Pulsaţiile 

acestui sistem pentni vibraţiile libere neamortizate (pulsaţiile proprii) sunt 

PrP(M \ 
ES Poi 
mL \ 

ES 
ML 

(5 2̂ )) 

Reprezentarea grafică ftmcţiei f(p,))=PotgP(rm(, dată de relaţia (5.28). pentru 
L=0,5se prezintă în fig.5.5,unde se pot localiza aproximativ valorile rădăcinilor p„. 

KpO) 

10 12 14 16 18 20 

pO 
Fig.5.5 

Pentru determinarea precisă a rădăcinilor p,,,, se foloseşte programul 
S0LUTI0N2, special conceput pentni rezolvarea exactă a unei astfel de ecuaţii 
transcendente. Soluţiile astfel obţinute prezintă o eroare de IO"'"*, ceea ce este mai 
mult decât suficient din punctul de vedere al calculelor tehnice inginereşti. 
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CAPITOLUL 5. Sisteme elastice percutante 

După obţinerea rădăcinilor p,,;, cu relaţia (5.29) se obţin valorile pulsaţiilor 
proprii pj. Tabloul complet al primelor nouă pulsaţii proprii pentru diferite valori 
ale lui L este prezentat în tabelul 5.2. 

Tabelul 5.2 

L=0,5 L=0,6 L=0,7 L-0,8 L-0,9 

Pi 8226,002 7655,443 7188,305 6796,904 6462,873 

P: 16248,93 16248,93 16248,93 16248,93 16248.93 

P? 34935,69 34562,36 34287.6 34077,08 33910,71 

P 4 48746,78 48746,78 48746,78 48746,78 48746,78 

P̂  66297,73 66085,94 65933,26 65818,02 65727,98 

P. 81244,63 81244,63 81244,63 81244,63 81244,63 

P 7 98373,59 98228,52 98124,48 98046,22 97985,21 

P. 113742,5 113742,5 113742,5 113742,5 1 13742.5 

P. 130654,7 130544,8 130466,2 130407,1 130361,1 

Funcţia sin p ĵZo pentm i=l ,2,...n nu este ortogonală. Cu toate acestea funcţia 
f(Zf,) poate fi dezvoltată în seria 

i=l 
(5.30) 

Ecuaţia (5.26) cu valorile pulsaţiilor Po; din (5.28) este satistacută dacă 
funcţiile Ti(to) satisfac 

m^coo Poiim^+mQ+Poi) 
(5 31) 

unde i=l,2,...,n. 
Soluţia fiecăreia din aceste ecuaţii conţine două părţi, una omogenă şi o 

soluţie particulară. Pentru scrierea soluţiei particulare trebuie cunoscută legea 
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mişcării forţate care va fi de fonnă amionică 

(5.32) 

Soluţia T|(to) a ecuaţiei (5.31) va fi 

\ 

2 
Poi +C2,.cos(ro+(p) 

unde C,, Cj, şi Cŷ  sunt constante de integrare. 
Soluţia completă Uo(Zo,to) a ecuaţiilor (5.22)-(5.24) va fi: 

i = l 
Poi smp^^ + 

n 

t=i 

(5 3 3 ) 

( 5 . 3 4 ) 

Punctul de impact do=d/r (fig.5.4) este măsurat din poziţia de echilibru static. 
Impactul este caracterizat prin coeficientul de restituire R. 

In general soluţia (5.34) trebuie să satisfacă unnătoarele condiţii de 
periodicitate. 

Wo(Zo,0)=Mo(Zo,2rt7i) (5 3 5 ) 

( 5 . 3 6 ) 

Mo(Zo,0)=Mo(Zo,2n7r) ; Zq<\ ( 5 . 3 7 ) 

(5 3 8 ) 

(5 3 9 ) 

Se consideră to=0 ca început al fiecărui ciclu. Cu V,, s-a notat viteza 
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adiniensională de impact 

( 5 4 0 ) 
ro) 

Mărimile necunoscute V^, (p, C,,, C^j (i=l,2....n) se pot detenuina din 
condiţiile (5.35H5.39). 

Cu notaţia 

a i ^ l n n ; i = l ,2 , . . .n (5 41) 

condiţia (5.35) este satisfăcută dacă 

cosa,.-l 
C^.=arctg—— ; î = (5 42) 

sma. 

Pentni satisfacerea condiţiilor (5.37)-(5.39) este necesar ca 

O ; z<l 

Notând 

-{l-R)V^ ; Zo=l 

condiţia (5.43) devine 

Soluţia acestei ecuaţii este: 

(5.43) 

C u = - ^ ; / = (5 44) 

" Pq^ sinoc. . Io pL z<l 
Yl —^li SUI/̂ qZQ (̂^ ) 
U ^ ( O q cos(oc.+Yi) l i P^-

Ci-^-V . ^ . (5.46) 
Poi sma,. m^im^+mo+Poi) 
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condiţiile (5.36) şi (5.38) vor fi 

(1 C2,.cos<psmpQ.+cos(p (5 4 7 ) 

1 = 1 1 = 1 

P * 
"(1 =RV^ (5 4 8 ) 

înlocuind notaţiile 

CuCOsC^-smp^. 
i=l 

n 

j=l 
n 

j=l 
Ecuaţiile (5.47) şi (5.48) vor deveni 

cos (p+arci;g 
/ Ă f ^ 

( 5 . 4 9 ) 

( 5 . 5 0 ) 

sm (p +arctg-
a ^ A J 

Dacă se elimină (p rezultă ecuaţia de ordinul doi în V„ 

unde s-a notat cu 

( 5 . 5 2 ) 
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( 5 5 4 ) 

Dacă se cunosc in,,, cOo, k şi do se pot detennina V„. (p şi se poate calcula 
soluţia (5.35) a mişcării periodice unde 

smpQjimQ+pQi) 

smrni 
( 5 . 5 5 ) 

^2/ = 
1 

1 -
2 

Poi 

2(^0 W r ) • 

Poiim^+mQ+Po) ( 5 . 5 6 ) 

C^r-nn Poi 
( 5 . 5 7 ) 

Partea particulară a soluţiei poate fi scrisă 

1=1 

— — ^ -sincooywzozo +COS Wq^^ZQ - 1 cos(ro+(p) 

( 5 . 5 8 ) 
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şi sumele definite în (5.49) se reduc la 

m o 

tg rni- Poi 

V ^ ^ o / J 

m^^+nto+poi 

m, o 

Rezonanţa va apare când 

0)0=--n Poi 
(5.60) 

Dacă q̂ î̂ n, viteza de impact devine V,pO şi nu există soluţii periodice. Când 
q=n, viteza V^ poate fi calculată ca o valoare limită din ecuaţia (5.52). 

Dacă nu apare rezonanţa pe parcursul unui ciclu valoarea limită a vitezei V,, 
pentru 

^0 = (5 61) 

este 

rni 
1-R cospo,. 

( 5 . 6 2 ) 

133 

BUPT



CAPITOLUL 5. Sisteme elastice percutante 

5.3. Sistem vibrant excitat prin acţiunea unei forfe F(t) asupra masei M 

Când sistemul vibrant este excitat cu o forţă aplicată masei M care suportă 
ciocnirea, soluţia ecuaţiei de mişcare este foarte apropiată cu cea obţinută în cazul 
excitaţiei prin deplasarea capătului arcului, soluţie prezentată anterior. 

'iiUidl^liuJU 

m.L.E 

i 
.«^(z.t) 

^7777T77777TT7h 
Fig.5.6 

d = u(L,t) 

Pentru sistemul vibrant din fîg.5.5 ecuaţia de mişcare, respectiv condiţiile 
la limită sunt 

=0 ( 5 . 6 3 ) 

M(0,r)=0 (5 6 4 ) 

dt' dz 
(5 6 5 ) 

Cantităţile adimensionale au fost alese anterior cu excepţia deplasării u şi 
a forţei F(t): 
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«0=M 
max 

max 

unde co este pulsaţia fundamentală şi valoarea maximă (de vârf) a fimcţiei 
F(t). Ecuaţiile (5.63H5.65) vor deveni 
rezultă: 

dtQ m^ixil dz^ 
=0 (5 6 7 ) 

(5 68) 

^«o(l'^o) 1 ^«o(l'^o) 

dtl (On ^ ^ 
(5 60) 

CU O posibilă soluţie 

i=l 
( 5 7 U ) 

care satisface condiţia (5.68) 
Pentru a fi satisfăcute ecuaţiile (5.67)-(5.69), p„, se alege în concordanţă cu 

(5.28). Funcţiile Ti(to), i=l,2,3,... trebuie să satisfacă unnătoarea egalitate 

; ^AV -^ov V • (5 7 1 ) 

Dacă forţa excitatoare este armonică 
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F(g=cos(ro+(p) (.V72) 

soluţia generală (5.68) devine 

Poi 
/=i j=l 

unde 

2 2. 
1 2siiiPo,.(mo 

constantele de integrare C,, şi C ,̂ au fost precizate anterior (5.55). (5.57). 
Când se derivează soluţia periodică, rezultatele obţinute în paragraful 

precedent sunt direct aplicabile, precizând că suma A, (notaţiile 5.49) este calculată 
ca 

oo 

i = l iar forma soluţiei particulare va fi 

(5 7.S) 

rezultând 

76) 

A3 = Î^LJ^ (.W7) 

La rezonanţă, când viteza de impact este 
V^o 

valoare independentă de mărimea m^. 

= (378) 
^ 1-k 
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Caracteristica soluţiei periodice 

Caracteristicile de bază ale soluţiilor periodice rezultă în concordanţă cu 
cele obţinute în literatura de specialitate pentru cazuri similare. Se vor considera 
în continuare câteva diferenţe ale acestor soluţii. 

Când masa arcului este neglijabilă, deci nulă, pulsaţia proprie a sistemului 

arc-masă percutantă M este ^^ A unde K= 
M 

ES 

Pentru masa arcului m>0 sunt un număr infinit de pulsaţii proprii date de 
relaţiile (5.28) şi (5.29). 

Soluţiile succesive ale ecuaţiei (5.28) pot varia între limitele 

Pentm m=0 corespunde limita inferioară, iar pentru m„=Go, (M=0) corespunde 
limita superioară. 

La o creştere a masei arcului (K şi M rămâmând constante) rezultă o 

descreştere a pulsaţiei Poj proporţional cu . Aceste efecte asupra pulsaţiei 
V^o 

fundamentale p, sunt prezentate în fig.5.7. Dezvoltând seria tg(po) rezultă o 
expresie aproximativă pentm p^, 

1 
Por- , 

m . ( 5 . 8 0 ) 

\ 

Pentru mo<2, eroarea acestei aproximări este mai mică de 2%. 
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g(mO) Q 3 _ 

mO 

Fig.5.7. 

Limita vitezei de impact Vq pentni co=p, (ecuaţiile 5.62 şi 5.78) poate tî 
folosită ca măsură generală pentru limita vitezei V .̂ La excitaţia forţată viteza V„ 
este independentă de mărimea mo, pe când la excitarea prin deplasarea capătului 

arcului, viteza Vq creşte proporţional cu cospo, dacă mărimea m^ creşte. 

Modul în care variază termenul cospoi este prezentat în fig.5.7. 

138 

BUPT



CAPITOLUL 5. Sisteme elastice percutante 

xOe(tO) o 

4 

tO 

Fig.5.8 

In fig.5.8. sunt prezentate exemple ale mişcării masei percutante (z,,-1) 
pentru diferite valori ale mărimii mo în cazul excitării sistemului prin deplasarea 
capătului arcului. Amplitudinea mişcării este relativ constantă dar viteza de impact 
pentru mo=2 este dublă faţă de cazul când mo=0. 

Pentru determinarea mişcării sistemului vibrant este recomandată derivarea 
soluţiei (5.34) din moment ce pentni z„=--l seria converge cu factorul p,,,'. Pentru 
Z()<1 seria converge cu factorul Probleme apar când trebuie detenninată forţa 
sau tensiunea din arc. Pentru a detennina aceste mărimi se calculează derivata 
u,;(Zo,to). Se obţine o serie care converge cu Po|, dar în cazul rezonanţei coroborată 
cu expresia (5.58) fiecare termen poate fi foarte dezvoltat. Pentru a se obţine un 
rezultat corect sistemul vibrant trebuie acordat încât să evite toate rezonanţele. 
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5.4. Bara elastică excitată prin deplasarea unei extremităţi 

In fig.5.9 este prezentat modelul barei elastice, considerată uniformă, subţire, 
de masă m şi lungime L, având secţiunea transversală S, densitate p şi modul de 
elasticitate E. 

V / / / / / / / / / / 

Xe(t) 1 
1 

u(z.t) 

, J y////// 

7̂777777777/777777777, 
Fig.5.9 

Capătul superior al barei, z=0, efectuează o mişcare armonică după legea 
x,(t)=rcos(a)t+(p), cu amplitudinea r şi pulsaţia (o. Capătul inferior al barei, z-^L. 
loveşte o suprafaţă situată la distanţa d faţă de poziţia de echilibni. Se notează 
cu u(z,t) deplasarea unei secţiuni de coordonată z la momentul t. 

¥̂ . este forţa de impact dintre capătul inferior al barei şi suprafaţa lovită. 
Pentru a avea loc o transmisie de energie capătul inferior al barei trebuie să 
penetreze suprafaţa lovită. Energia transmisă va fi 

f' 
du(L,t) 

dt 
( 5 . 8 1 ) 

integrarea facându-se pe intervalul de timp cât durează contactul. 
Dacă se neglijează amortizarea, ecuaţia de mişcare a barei este 
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CAPITOLUL 5. Sisteme elastice percutante 

dt^ Pdz^ 

şi condiţiile la limită sunt 

M(o,r) =x^it) =rcos((of+(p) (> ) 

In continuare, introducând mărimile adimensionale 

_u _x , _ ^ 

mL p _ L ^k 
ES ' r 

expresiile (5.82)-(5.84) devin 

dzQ 

Soluţia periodică 

Fig. 5.10 prezintă o posibilă mişcare periodică de impact. 

(5 8 4 ) 

(5 8 5 ) 

2 2 
â o (Oq dZo 

= ( 3 . 8 8 ) 
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CAPITOLUL 5. Sisteme elastice percutante 

Fig.5 10 

Capătul inferior al barei loveşte suprafaţa la timpul t„=0. In intervalul de 
timp 0<t(,<t̂ ,* bara penetrează suprafaţa (F„,^>0). La momentul t,=t,/ contactul 
încetează şi capătul inferior al barei se mişcă liber până la momentul t„=2n7r (un 
impact în timp de n cicluri pentru XqJ când se produce un nou impact. Suprafaţa 
lovită a revenit în poziţia iniţială sau bara a fost mutată în jos la o distanţă 
potrivită. Soluţia periodică trebuie să îndeplinească condiţiile 

(5 89) 

dt, o fo=0 
dL 

(.V^O) 

In fig.5.10 curba inferioară prezintă o posibilă variaţie a forţei de contact 
F,,̂ .. Fonna şi mărimea acestei forţe depinde de natura materialelor implicate în 
impact dar şi de mişcarea capătului inferior al barei. Condiţia (5.88) devine 
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CAPITOLUL 5. Sisteme elastice percutante 

dUpiUp) 

ar. Qk dt^ 
(5.^2) 

In general astfel de soluţii sunt dificil de prelucrat analitic. Pentru rezolvare 
se apelează la o dezvoltare aproximativă iterativă. Dacă forţa se presupune 
cunoscută şi anume de fonna Foj.=Fo^(t(,), soluţia periodică se poate deduce. 

Foi-ţa Fo^(to) poate fi întotdeauna dezvoltată într-o serie Fourier completă pe 
intervalul 0<tn<2n7r 

^ i=i n n 
(5.93) 

CU coefic ienţi i 

2nn 

nn o 
2nn 

(? 94) 

b.= 
nn 

Se poate fonnula o soluţie a ecuaţiei (5.86) care satisface condiţiile la limită 
(5.87) şi (5.88) 

a - ( • • xSin-WoZo 

n n i cos—(0 
(5 

n o 

+COS (OoZo)cos(ro+(p) 

Aceasta este o suprapunere a două soluţii ce descriu vibraţii foi*ţate. Prima 
parte a soluţiei (5.95) aparţine mişcării produse de acţiunea forţei Foj.(t„) şi a doua 
mişcării produse de deplasarea X()̂ (t()). Condiţiile de periodicitate (5.89) şi (5.90) 
sunt safisfacute din momentul în care cele două părţi ale soluţiei (5.95) au perioa-
da 2n7i.Condiţia (5.91) poate fi satisfăcută dacă se alege corespunzător faza (p. 
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CAPITOLUL 5. Sisteme elastice percutante 

cos(p=cos(o, u ^ n 
n 

(5 9 6 ) 

CU 

Pulsaţiile proprii ale barei, când aceasta vibrează liber sunt 

PrPoA ăl 
Lm 

Y=1,2,3,. (5 9 7 ) 

n 
POJ=(2J-L)^ , 7 = 1,2,3,. (3 98) 

Rezonanţele au loc când pulsaţia O)o este 

_ "^Poj 
q 

, 7 = 1,2,3,... , ^ = 1,2,3,.. ( 5 . 9 9 ) 

La aceste rezonanţe valorile din expresia (5.95) tind spre infinit. Din moment 
ce valorile pulsaţiilor proprii sunt în progresie aritmetică se pot uşor detennina 
valorile pulsaţiilor cô  dacă se evită rezonanţa. Cum pulsaţia co„ este aproape de 
prima pulsaţie proprie Po,, se evită rezonanţa dacă raportul 

(O o (5 100) 

are valori din seria 0,8; 0,88; 0,96; 1,04; 1,12, sau din seria 0,816; 0,832; 0,848 
etc. 
Exemple ale soluţiei periodice 

Suprafaţa ce unnează a fi lovită se consideră constituită dintr-un material 
rigid, perfect plastic. Considerând că forţa de contact este 

F^^ pt, 0<ro<rJ 

O pt. t*<tQ<2nn 
(5 101) 
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CAPITOLUL 5. Sisteme elastice percutante 

Coeficienţii (5.94) sunt 

zr 
nu 

1 = 1,2,3,... 

m 

m n 
1 1 -cos— 

n 

Bara loveşte suprafaţa la momentul to=0 cu viteza u„(LO). Dacă această 
viteză este destul de mare, Uo( 1 f o r ţ a constantă F,,,̂  este acceptabilă şi 
bara poate penetra suprafaţa. Atâta timp cât forţa poate fi menţinută la o valoare 
mare şi 11^,(1,0)>0, penetrarea continuă. In momentul t,)=t()* are loc o descărcare şi 
viteza capătului inferior al grinzii îşi schimbă sensul. Timpul tf/ poate fi detenninat 
din condiţia 

• >0 pt, 0<tf,<ta 
" ( 5 . 1 0 3 ) 

<0 la tQ=tQ 

O soluţie acceptabilă trebuie să satisfacă şi 

când to<t^<2nn 

Un exemplu de soluţie bazată pe acest model pentru este prezentată 
în fig.5.11 unde se arată mişcarea diferitelor secţiuni ale barei în intervalul a două 
perioade ale excitaţiei pentru diferite valori ale lui ẑ  (0; 0,25; 0,5 respectiv 0,75). 

Dacă se unnăreşte, spre exemplu, procesul de perforare într-o rocă dură se 
constată că doar o parte a energiei adusă de dispozitivul de perforare este 
transmisă rocii. Restul de energie rămâne în oţelul masei percutante ca unde de 
tensiune care sunt amortizate încet şi transfomiate în căldură înainte de unnătorul 
impact. Dacă o bară vibrantă ar putea fi folosită la un astfel de proces aceste 
pierderi ar putea fi evitate deoarece energia reflectată la impact este folosită la 
unnătorul impact. Pentru a ilustra consecinţele soluţiilor arătate în fig.5.11 se 
rezolvă un exemplu numeric. 
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CAPITOLUL 5. Sisteme elastice percutante 

Fig.5.11 

Exemplu numeric 

Se consideră o bară cu lungimea L=4 m, secţiune transversală S=114 mm' 
(diametrul d=20 mm) care la ciocnire suportă o forţă de lovire Fj,=60000 N. 
Materialul barei este OL52 cu densitatea p=7800 kg/m^ şi modul de elasticitate 
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CAPITOLUL 5. Sisteme elastice percutante 

E = 2 1 0 " N/m". Toate celelalte mărimi pot fi calculate. Masa barei este 
m=pSL=9,8 kg; rigiditatea SE/L=1,610' N/m, deplasarea barei este 

SE, -0,38 mm 
Ok 

şi pulsaţia excitaţiei 

Q =0) ES \ 
E 

l sec 

Frecvenţa este 380 Hz şi viteza de impact 6,7 m/s. La fiecare lovitură capătul 
inferior al barei penetrează suprafaţa lovită cu 1.4 mm şi furnizează o energie de 
86 Nm care corespunde unei puteri totale de 33 kw. Bara trebuie să avanseze cu 
viteza de 0,54 m/s ceea ce presupune o forţă de reacţie de 12000 N. Amplitudinea 
maximă a tensiunii în bară este de 390 N/mm'. Frecvenţa şi puterea consumată 
pentni penetrarea barei vibrante în suprafaţa lovită sunt funcţie de natura 
materialelor aflate în contact. O obiecţie ce poate fi ridicată împotriva folosirii 
barelor vibrante la perforări este necesitatea folosirii unor fiecvenţe foarte mari în 
procesul de lovire. Aceasta depinde în special de lungimea barei şi de natura 
materialului din care este executată. Un material ideal pentru astfel de bare ar fi 

acela în care viteza undei. E , ar fi de cel puţin trei ori mai mică decăt în oţel. 
P 

în timp ce rezistenţa şi proprietăţile de amortizare să fie identice oţelului. 
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CAPITOLUL 5. Sisteme elastice percutante 

5.5. Sistem vibrant aiv-masă-bara elastică 

Se consideră modelul prezentat în fig.5.12 

m.L.E i u ( 2 . t ) 

TTTmmwrm^^ ^ 1 k 
Fig.5.12 

Metoda folosită pentru constituirea soluţiilor ecuaţiei mişcării periodice a 
barei ataşată de masa M suspendată de un arc este similară cu cea aplicată la 
majoritatea sistemelor vibrante prezentate în acest capitol. 

Bara este ataşată de o masă rigidă M care este suspendată de un arc cu 
rigiditatea k. Sistemul este acţionat de o forţă armonică F(t)= F,„,,^cos((ot+6). 
Pulsaţiile proprii ale acestui sistem sunt mai joase decât ale barei în sine. .\ceasta 
presupune că se poate reduce frecvenţa loviturilor. 

Ecuaţia mişcării barei şi condiţiile la capetele barei sunt 

â M E^u 
=0 

M ^ ^ =F_cos((or . (p) -kum -ES^^ 
dt^ dz 

dz 
(t) 

(5.10.S) 

(5 106) 

(5 107) 
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CAPITOLUL 5. Sisteme elastice percutante 

Se fac umiătoarele notaţii pentru cantităţile adiniensionale 

T IZ 
T 

» "n" 
M/no)' 

max 
O 

max max Lk 

mL 
ES \ 

M 

JP 
E 

F =—±- hr M = » Qk T- ' O r i ' m 

(5 108) 

Astfel ecuaţiile (5.I05H5.107) vor deveni 

dtl 0) o 
=0 :5.i09) 

M. o 
dC 0). 

1 

0)0 ^ ^ 
=cos(rQ+(p) (5 110) 

(5 111) 

Dacă are forma (5.93) se poate deriva soluţia periodică ce presupune 
un impact în cadrul a n cicluri ale forţei. Soluţia are două păi^ţi, una datorată 
forţei periodice care produce mişcarea şi cealaltă datorată forţei reacţiune F„,̂ (to): 

a, 0 . 2 1 
/C 

j=i 

( O q ^ n cos Zo+ 
n (Oq/ 

QM 

Ko-K 

.\2 
(OqÎ 

V « / / 

(O î 
sm Zq 

n 

/ \ 

1 . 

2̂  
15.112) 

COS sm-
n n n 

+ 0). 
COS((OoZo-(Oo) 

(^Q-Mocoo)cos (OQ - (o^sin (OQ 
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CAPITOLUL 5. Sisteme elastice percutante 

Pulsaţiile proprii pentni acest sistem vibrant sunt detenninate din ecuaţia 
pulsaţiilor 

Această ecuaţie este înmdită îndeaproape cu (5.28) corespunzătoare 
sistemului arc-masă. Rezonanţele apar când pulsaţiile (o„ satisfac ecuaţia (5.99). 

Un exemplu de soluţie periodică pentru acest sistem este arătat în t1g. 5.13. 
Se consideră forţa de impact constantă, confomi cu (5.101) şi timpul este 
detenninat din condiţia (5.103). In exemplul de mai jos se încearcă o posibilă 
interpretare a acestei soluţii. 

Exemplu numeric 
Se presupune că bara şi foi"ţa de lovire sunt aceleaşi ca şi în exemplul 

numeric din capitolul 5.4. Rigiditatea arcului este k=K()ES/L=4-10'^ N ni. 
Amplitudinea şi pulsaţia foi-ţei perturbatoare sunt F„,„^=F,^/F,)^=7500 N şi 

^^ =830 ^ 
•N Lm 

Frecvenţa cu care se succed loviturile este de 130 Hz şi viteza de impact 8.3 m's. 
La fiecare lovitură vârfiil barei penetrează 2,8 mm şi aduce o energie de 110 Nm. 
Aceasta necesită o putere suplimentară de 22 kw. Bara trebuie să avanseze cu 
viteza de 0,37 m/s şi cu o forţă de 12000 N. Amplitudinea mişcării arcului este 
de 7,8 mm şi tensiunea în bară 130 N/mm'. 

Acest exemplu de grindă vibrantă introduce în studiul fenomenului relativ 
puţine erori - 80% din viteza de impact provine din mişcarea de corp rigid a barei. 
Din moment ce pulsaţiile proprii ale barei sunt mult mai înalte comparativ cu 
pulsaţia excitaţiei bara influenţează puţin vibraţiile, ea mai mult serveşte la 
transmiterea energiei între arc şi suprafaţa lovită. 
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ul(tO) o 

u2(t0) o 

u3(tO) o 

u4(t0) o 

u5(tO) o 

Fig.5.13 
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CAPITOLUL 5. Sisteme elastice percutante 

5.6. Consideraţii constructive 

In componenţa sistemelor vibroperciitante intră arcuri elastice pentru care se 
pune problema uzurii lor în timp. In acest sens, sistemul trebuie conceput astfel 
încât tensiunea de forfecare din arc, x să fie cât mai mică. 

Va fi luat ca exemplu sistemul vibropercutant din fig.5.4. 
Pentru ca arcul elicoidal să înmagazineze energia potenţială W ,̂. masa lui 

trebuie să fie 

= (5 114) 

unde: 
p - densitatea materialului 
G - modulul de elasticitate transversal 
T - tensiunea transversală maximă din arc 
Energia maximă înmagazinată în sistemul elastic percutant este 

W=-k\K-x} (5.115) e max Îmax 2 

şi energia produsă la fiecare lovitură va fi 

-R^WqVQ (y 116) 

Deci pentru a asigura energia fiecărei lovituri masa arcului este 

(5 117) 
t2 

unde 

W ( 5 . 1 1 8 ) 

152 

BUPT



CAPITOLUL 5. Sisteme elastice percutante 

este o cantitate adimensională care depinde doar de (o,,. b„ şi R. 
Minimizând pe W„p, pentm o anume tensiune de forfecare T se poate calcula 

masa minimă a arcului, sau, pentru o anumită masă m a arcului se poate determina 
tensiunea de forfecare din arc. 

Fig.5.14. prezintă energia non-dimensională a arcului pentni diferite valori 
ale mărimilor b^ şi cOq pentru un coeficient de restituire R=-0,2 şi n=l . Regimul 
optim de flmcţionare se obţine pentm (Oo=0,8, bo=l,5, pentru care ^^,^=0,44. Se 
observă că masa optimă a arcului este independentă de frecvenţa loviturilor. Prin 
mărirea pulsaţiei co puterea poate fi mărită fără a majora masa arcului. 

De exemplu, un sistem elastic percutant folosit la perforarea rocilor, cu o 
putere P=2000 w, frecvenţă i)=32 Hz şi pulsaţie (o=200 rot/sec, coeficient de 
restituire la ciocnire R=0,2, poate fi conceput utilizând fig.5.14. 

Energia folosită la fiecare lovitură este 

W=^=63 Nm 
32 

Dacă oţelul arcului are densitatea p=7800 kg/m\ modulul de elasticitate 
transversal G=810 '"N/ml pentru o tensiune de forfecare x=25010'' N/mnr, masa 
minimă necesară a arcului se obţine cu relaţia (5.117) 
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m= •630,44 = 1,1 kg 
(250-10^)^ 

Dacă se dublează masa arcului, tensiunea maximă de forfecare se reduce la 
1=180-10^' N/ml 

Dacă este precizată viteza de impact V, se pot detennina masa M a 
sistemului percutant, r - amplitudinea vibraţiilor şi rigiditatea k a arcului 

2E r= k=H 0) \2 

(O O 

\n tabelul alăturat sunt date valorile obţinute pentru diferite viteze de impact. 

Viteza Masa Amplitudinea Rigiditatea 
V [m/s] M [kg] r [m] k [N/m] 

3 15 6,5-10" 940-10' 

6 3,6 13-10' 230-10' 

9 1,6 6,5-10' 100-10' 

In calculele anterioare s-a considerat un arc cu masa m = l , l , care poate fi 
considerată neglijabilă comparativ cu masa ataşată, dacă această masă este mult 
mai mare, de exemplu M=15 kg. 

Concepţia constructivă a sistemului vibropercutant elastic cu arc elicoidal a 
fost elaborată astfel încât masa arcului să asigure energia la care a fost calculată 
energia sistemului vibrant. 

Pentru sistemul vibropercutant elastic, tensiunea de forfecare T se exprimă 
funcţie de defomiaţia specifică cu relaţia 

T=^2pGr(o 1 ^"o 
( 5 . 1 1 9 ) 
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unde p este densitatea şi G modulul de elasticitate transversal al materialului din 
arc. Pentru masa arcului se foloseşte expresia aproximativă 

m = p« Z) 
2J2 Tz'd (5 120) 

dUn 
Evident maximul valorii —^ pentru 0<Zo<l şi 0<t„<2n7r va determina o 

dzo 

valoare maximă pentru tensiunea de forfecare x. 
Energia eliberată la fiecare lovitură este 

Dacă r(o se exprimă din relaţia (5.114) rezultă energia 

(5.121) 

W = -mz' 

unde w„ este energia non-dimensională pentru o lovitură 

/ T7 \2 

di^ 

(5.122) 

(5 123) 

Mărimea w^ depinde de coeficientul de restituire R, m(,, cOq şi b„ şi poate fi 
mărită cu respectarea acestor parametri. Pentru un anumit arc şi pentru o anumită 
tensiune T,se poate calcula valoarea maximă a energiei w. 

Arcul care lucrează este supus unei excitaţii pulsatorii şi ruperea sa se va 
produce datorită oboselii materialului. Nivelul excitaţiei curente este mic 
comparativ cu amplitudinea tensiunii de forfecare admise amplitudinea T, fiind 
folosită aici ca o măsură a excitaţiei. Valoarea experimentală pentru w,, poate fi 
calculată cu expresia (5.123) şi cu defonnaţia specifică din (5.119). 

Pentru sistemul vibrant idealizat (mo=0), mărimea w^ este obţinută sub 
fonna: 

1 ^̂  
w. Op ^Oe 

(5.124) 
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Dacă se folosesc datele: b,,^! şi se vor obţine 
- viteza de impact V,)=l,96 
- amplitudinea defomiaţiei arcului 0,67 
- energia adimensională w,,=5,4 
De asemenea se constată că dacă un capăt al arcului, aflat în lepaus. 

primeşte bnisc o viteză axială V apare în acest punct o tensiinie 

V 

Tensiunea se va propaga în arc ca o undă. După un timp 

(5 12-^) 

\ 
m unda ajunge 
k 

la celălalt capăt al arcului. Dacă acest capăt este rigid unda de tensiuni este 
reflectată iar mărimea tensiunii la reflexie este dublă. 2T. Aceste rezultate care 
derivă dintr-o soluţie a ecuaţiei undei sunt cunoscute şi folosite la dispozitive de 
perforat roci. 

Utilizând expresia (5.125) pentru detenninarea amplitudinii tensiunii în 
sistemul vibrant elastic (unde V este viteza de impact), energia eliberată la fiecare 
lovitură va fi: 

= — ( 1 - / ? 2 ) J - (S 126) 
2 4pG mo 

şi energia adimensională va fi 

m^ 

Rezultatele obţinute cu cele trei abordări menţionate sunt prezentate îii 
fig.5.15. Pentru a neutraliza variaţia experimentală a coeficientului de restituire R 
s-a considerat pe ordonată wO'=Wo/(l-R^) în loc de w,,. 

Chiar dacă aceste rezultate sunt bazate pe un material experimental redus, 
ele pot fi folosite pentni o bună estimare a capacităţii maxime a arcului. Diagrama 
poate fi uşor modificată pentm alte arcuri a căror mişcare este ghidată de ecuaţia 
unei unde. 
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eq5 ,27(m0) 

idcalcq5 124 

mO.x. 
1 

ecuaţia (5.127) 
° curba expeiimentala 

curba ideala (5.124) 

Fig5.15 

Exemplu numeric 
Pentru WO/(l-R^)=l, p=7800 kg/m\ G=8-10' N/mm', T,=200 N/mm' energia 

disponibilă la fiecare lovitură este 

1 - Wf. /WT„ 

2 l - /?2 4 p G 
= 16 Nm 

pentru fiecare kg de masă a arcului. 
Dacă mo=0,5 (2 kg de masă percutantă pentru fiecare kg de masă a arcului), 

atunci viteza de impact este V=4 m/s. Dacă mo=2 rezultă V=8 m/s. 
Ţinând cont de teoria dezvoltată pentru arcul ideal, expresia (5.1 19), energia 

eliberată la fiecare lovitură va fî 136 Nm pentru fiecare kg de masă a arcului. 
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Concluzii 

S-a prezentat în cele de mai sus sistemul vibrant elastic a cărui mişcare s-a 
exprimat prin ecuaţia unei unde. S-au discutat soluţiile ecuaţiei mişcării, derivatele 
lor şi caracteristicile ce apar. 

In final, verificarea rezultatelor teorefice s-a făcut comparativ cu rezultatele 
experimentelor efectuate cu un sistem vibrant elastic cu arc elicoidal excitat cu un 
motor electric a cărei pulsaţie putea fi variată. Când greutatea sistemului vibrant 
este mare comparativ cu masa arcului mişcarea sistemului vibrant este periodică 
sau aproape periodică pentru majoritatea valorilor pulsaţiei. Pentru greutăţi mai 
mici ale sistemului vibrant, acesta trebuie reglat astfel încât să se obţină o mişcare 
periodică. Dacă nu este reglat corespunzător apare o mişcare foarte neregulată a 
sistemului vibrant şi în arc se produc tensiuni foarte mari. 

De asemenea, bazat pe tensiunea din arc, s-a detenninat masa arcului 
necesară producerii unei anumite cantităţi de energie la fiecare lovitură. S-a 
constatat că pentni o tensiune de 200 N/mm^ energia maximă obţinută este de 16 
Nm la fiecare lovitură pentru fiecare kg de masă a arcului. 
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CAPITOLUL 6 

CONCLUZII FINALE 

Datorită creşterii vitezelor de fiincţionare a maşinilor şi utilajelor, apar 
perturbaţii ce pot duce la solicitări dinamice distructive, motiv pentru care studiul 
dinamic al corpului elastic este în atenţia cercetătorilor. Din cauza complexităţii 
problemei studiile devin eficiente doar prin introducerea unor modele şi ipoteze 
simplificatoare. 

In afară de studiile ce au la bază ipotezele lui Newton privind ciocnirile 
corpurilor presupuse rigide, există fonnulate şi alte direcţii de abordare a dinamicii 
structurilor mecanice în mai mare măsură apropiate de situaţia reală încât conduc 
la rezultate aplicabile în condiţii tehnice curente. 

In esenţă, s-a urmărit în teză generalizarea ipotezei ciocnirii corpului elastic 
presupunând propagarea instantanee a discontinuităţii vitezelor de ciocnire, aşa 
cum a fost iniţiată de F. Conforto [CI], [C2] şi dezvoltată de A. Metelniţîn [M3]. 
iar apoi continuată printr-o nouă abordare în lucrarea [B7]. 

Unnând aceeaşi linie s-a fundamentat un nou mod de tratare a sistemelor 
vibropercutante, acestea ne mai fiind considerate ca elemente discrete, ci fiind 
înlocuite prin medii confinue de fip bară pentm care s-au detenninat mişcările 
periodice. Astfel s-a abordat studiul sistemelor dinamice vibropercutante ale unor 
utilaje ca de exemplu ciocanele vibropercutante, continuându-se preocupări 
anterioare [B2], [B6". 

In scopul de a evidenţia principalele realizări obţinute în studiul dinamicii 
corpului elastic, sunt prezentate concluziile rezultate în unna documentării, 
cercetării teorefice şi experimentale efectuate pe parcursul elaborării tezei. 

Lucrarea este structurată pe şase capitole şi conţine rezultate prezentate 
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sintetic în continuare. 
In intiT)ducere se prezintă succint problemele generale ale ciocnirilor, teoriile 

şi metodele propuse de cercetătorii care s-au apropiat de-a lungul timpului dc 
aceste fenomene. De asemenea este subliniat aportul colectivului Catedrei de 
Mecanică a Universităţii "Politehnica" din Timişoara la studiul ciocnirilor şi al 
vibropercuţiilor. 

In continuare sunt prezentate ecuaţiile generale ale corpurilor elastice. Se 
prezintă elementele de bază din teoria dinamicii corpurilor elastice, elementele care 
se regăsesc în metodologia de calcul din unnătoarele capitole. 

• Iniţial se introduc ipotezele adoptate şi condiţiile în care se acceptă 
valabilitatea lor. 

• Geometria deformaţiei se referă la deplasările, deformaţiile specifice şi 
relaţiile dintre mărimile caracteristice. 

• Se dezvoltă cinematica defomiaţiei unde sunt definite mărimi cinematice 
(viteze şi acceleraţii) corespunzătoare deplasărilor. 

• Referitor la tensiuni şi micromomente se precizează starea de tensiuni 
dintr-un punct al elementului structural atât în cazul clasic cât şi în cazul coipurilor 
de tip Cosserat. Se indică forţele şi momentele volumice şi tensorul tensiune 
respectiv tensorul micromomentelor. 

• Pornind de la ecuaţiile de echilibru dinamic ale unui element infinitesimal 
sunt scrise ecuaţiile micilor mişcări amortizate, respectiv neamortizate, pentru cazul 
clasic şi pentru corpurile de tip Cosserat în coordonate carteziene ortogonale 
respectiv în coordonate cilindrice. 

• De asemenea sunt date legi constitutive, adică relaţiile între tensiuni şi 
defonnaţii specifice, atât în cazul clasic, cât şi în cazul corpurilor de tip Cosserat 
cu precizarea constantelor elastice ce intervin în cadrul legilor respective. 

Un capitol special este consacrat ecuaţiilor fundamentale ale ciocnirii 
corpului elastic unde simt fomiulate ipotezele ce stau la baza teoriei elaborate 
privind propagarea instantanee a impulsurilor percutante în întreg corpul elastic 
izotrop propagare ce generează brusc în corpul elastic izotrop variaţia tuturor 
vitezelor. 

• Pe baza ecuaţiilor de echilibrti dinamic folosind noţiunea de impuls al 
tensiunilor, se scriu ecuaţiile fundamentale ale ciocnirii corpului defonnabil sub 
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acţiunea unui câmp de impulsuri transmise instantaneu în întregul corp. Se 
precizează principalele mărimi caracteristice ca viteza specifică de deformaţie şi 
variaţia acesteia. 

• Legile constitutive în cazul ciocnirilor se introduc pornind de la legile lui 
Hooke din teoria elasticităţii, exprimate prin relaţii liniare între tensiuni ş\ 
deformaţii. Ţinând seama că există deosebiri fundamentale în comportarea coipului 
elastic în timpul ciocnirii, s-au considerat legi constitutive, tot liniare, dar între 
impulsurile tensiunilor şi vitezele de defomiaţie. Evident, în aceste relaţii apar 
constante specifice ciocnirilor. 

• Pe baza precizărilor anterioare s-au stabilit ecuaţiile diferenţiale pentru 
detenninarea variaţiei vitezelor punctelor din corp, variaţie datorată aplicării unui 
câmp de impulsuri, acestea sunt tocmai ecuaţiile lui Lame pentru cazul ciocnirilor. 

• Noţiunile stabilite anterior şi legile stabilite, specifice ciocnirilor, au condus 
la ecuaţiile de tip Beltrani-Michell pentru corpul elastic supus percuţiei. 

• Faţă de cazul clasic al ciocnirilor corpurilor elastice la corpurilor de tip 
Cosserat mai intervin impulsurile micromomentelor precum şi vitezele şi 
acceleraţiile aferente rotaţiilor corespunzătoare acestor corpuri. Pe baza teoriei 
dezvoltate anterior s-au scris ecuaţiile fîmdamentale pentru studiul ciocnirii 
corpurilor de acest tip. 

In continuare teoria elaborată anterior este aplicată în mai multe cazuri 
particulare ale ciocnirii corpurilor elastice. Deosebirea esenţială a soluţiilor 
obţinute faţă de soluţiile din teoria clasică a lui Saint-Venant constă în faptul că 
vitezele elementelor barelor ciocnite şi tensiunile în diferitele secţiuni variază 
continuu în timp. In toate cazurile studiate trebuie remarcat că rezultatele obţinute 
se referă la stabilirea distribuţiei salturilor de viteze ce intervin drept condiţii 
iniţiale în problemele dinamice corespunzătoare teoriei elasticităţii. 

• In primul rând se consideră ciocnirea longitudinală a barei drepte, şi 
anume: 

- ciocnirea longitudinală dintre o bară şi un reper fix 
- ciocnirea dintre o bară liberă şi una cu o extremitate fixă 
- ciocnirea longitudinală a barelor libere 
Din calculele efectuate se constată că prin aplicarea unei solcitări axiale 

impulsive asupra capătului unei bare elastice drepte, indiferent de materialul barei 
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şi de valoarea constantei E,,, salturile de viteză în diferitele secţiuni ale barei nu 
variază esenţial. 

• In cazul impulsului transversal aplicat barei drepte s-au detenninat 
expresiile momentului încovoietor, forţei tăietoare şi în final s-a determinat soluţia 
generală pentru transmisia vitezelor de ciocnire. 

• Pentru impulsul aplicat într-un punct oarecare al mediului nelimitat rezultă 
că vitezele punctelor mediului scad cu distanţa mult mai repede decât deplasările 
punctelor sub acţiunea forţelor statice. Tensiunile se comportă similar. Astfel, 
impulsul concentrat are o acţiune vizibilă într-un domeniu mult mai îngust decât 
foi-ţa aplicată static. 

• Atunci când nu mai intervin condiţiile la limită de la suprafaţa de 
separaţie a corpului, la transmisia longitudinală şi transversală a impulsului în 
mediu elastic nelimitat, rezolvarea este mult simplificată. 

• Acţiunea exploziei este analizată tot cu această teorie ceea ce duce la 
concluzia că deplasările unui punct sub acţiunea presiunilor statice scad odată cu 
creşterea distanţei la care se află, mai încet decât vitezele punctului în cazul când 
presiunile se aplică instantaneu. 

• In general, pentrti corpul elastic aflat sub acţiunea unui câmp de impulsuri 
s-au formulat următoarele legi generale: 

- teorema variaţiei energiei cinetice 
- energia cinetică datorată variaţiei vitezelor de defomiaţie 
- teorema unicităţii 
- ecuaţia în variaţii 
- teorema reciprocităţii 
• In mod special sunt fundamentate consideraţii energetice. Astfel, pentru 

corpul elastic acţionat prin impulsuri, s-au calculat lucrul mecanic elementar 
datorat defonnaţiilor rezultate din creşterea vitezei de deformaţie, lucrul mecanic 
specific de defomaţie raportat la unitatea de volum şi energia vitezei de 
defonnaţie. 

In continuare s-a prezentat o nouă metodologie de tratare a sistemelor 
elastice percutante, acestea fiind compuse din elemente de fip medii continue ce 
înlocuiesc clasicele elemente discrete. Se analizează sistemele elastice 
vibropercutante umiătoare: 
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- sistem vibrant bară-masă fixată elastic 
- sistem vibrant cu excitare prin deplasarea capătului superior al unei bare 

elastice asimilată cu un arc cu masa uni fom distribuită 
- sistem vibrant excitat prin acţiunea unei forţe ce acţionează asupra masei 

percutante 
- bară elastică excitată prin deplasarea unei extremităţi 
- sistem vibrant arc-masă-bară elastică 
• S-au detemiinat ecuaţiile diferenţiale ale mişcării, condiţiile la limită 

corespunzătoare. 
• S-au studiat vibraţiile proprii ale barelor deteniiinând pulsaţiile proprii 
• S-au detenninat soluţiile mişcărilor vibratorii forţate, s-au discutat 

caracteristicile ce apar şi s-au determinat vitezele de impact. 
• Pentm crearea condiţiilor dezvoltării unor metode şi mijloace de optimizare 

a regimurilor de mişcare ale acestor tipuri de sisteme vibropercutante s-au dezvoltat 
programe specifice de calculator prin intennediul cărora s-a analizat soluţia 
obţinută pe baza ecuaţiilor diferenţiale ale mişcării ţinând seama de condiţiile la 
limită corespunzătoare. Pornind de la această analiză a soluţiei mişcării se pot 
trage concluzii pragmatice referitoare la măsurile concrete ce pot fi luate pentru a 
interveni rapid şi eficient în schimbarea unor parametri constructivi sau funcţionali 
pentru realizarea anumitor caracteristici legate de viteza de impact, amplitudinea 
mişcării, frecvenţa şi intensitatea loviturilor, etc. 

• In cazul primelor două sisteme prezentate s-au dezvoltat programele de 
calculator "solution 1" şi "solution_2" (special concepute pentru rezolvarea exactă 
a ecuaţiilor transcendente) cu ajutorul cărora s-a prezentat variaţia valorilor proprii 
pentru diferite lungimi ale barelor, evidenţiindu-se şi reprezentările grafice 
corespunzătoare. 

• In final verificarea rezultatelor teoretice s-a făcut comparativ cu rezultatele 
experimetale efectuate cu un sistem vibrant elastic cu arc elicoidal excitat cu un 
motor electric a cărui pulsaţie putea fi variată. 
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