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CUVÂNT î n a i n t e 

Sudarea prin topire cu arcul electric, în mediu de gaz protector, MIG/MAG, este 

larg răspândită în practică. Insă, literatura de specialitate din ţară şi străinătate, la care am 

avut acces, nu cuprinde lucrări care să studieze toate procesele ce au loc în cursul unei 

astfel de operaţii de sudare, privite ca un singur tot, şi, mai ales, interacţiunile dintre ele. 

De asemenea, nici una dintre lucrările consultate nu prezintă un model matematic com-

plet al proceselor respective. Totodată, în ceea ce priveşte simularea proceselor de suda-

re, se au în vedere doar componentele ce se îmbină, iar arcul electric este caracterizat 

doar prin densitatea de volum a căldurii generată în unitatea de timp. Nu se analizează 

posibilitatea ce o oferă simularea pentru optimizarea proceselor de sudare cu arc electric. 

Prezenta lucrare îşi propime să fie o contribuţie la modelarea şi simularea proce-

selor de sudare cu arc electric în mediu de gaz protector şi vizează rezolvarea aspectelor 

menţionate mai sus. 

Astfel, deoarece calitatea unei îmbinări sudate depinde de curentul de sudare şi de 

tensiunea arcului electric, un prim obiectiv al lucrării constă în măsurarea celor doi pa-

rametri tehnologici. însă, chiar şi în cazul sudării în curent continuu, datorită transferului 

de metal lichid prin coloana arcului electric, cei doi parametrii sunt variabili în timp, cu 

viteză de variaţie relativ ridicată. Din acest motiv, măsurarea lor revine la înregistrarea 

variaţiei în timp, pentru care se foloseşte un instrument de tip înregistrator. între arcul 

electric şi bornele de intrare ale înregistratorului se intercalează un şunt sau un di vizor de 

tensiune, ce trebuie proiectat astfel încât să aibă o calitate cât mai bună în regim dinamic. 

Stabilirea condiţiilor ce trebuie îndeplinite pentru a satisface această cerinţă, a relaţiilor 

de proiectare precum şi forma constructivă, formează primele chestiuni pe care le rezol-

vă lucrarea. 

Stabilirea unui model matematic complet pentru arcul electric constituie al doilea 

obiectiv al lucrării. în acest scop, spre deosebire de lucrările de specialitate, arcul electric 

nu va fi privit doar ca un sistem termic, ci ca unul în care se produc simultan procese 

electromagnetice şi termice. Aceasta duce la concluzia că modelul matematic al arcului 

electric este acelaşi cu cel al câmpului electromagnetic. Se urmăreşte şi obţinerea unui 

model al arcului electric ca element de circuit electric. 

Lucrarea îşi propune ca scop şi stabilirea unui model matematic complet, care să 
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permită simularea tuturor proceselor ce se produc în cursul sudării, cu o precizie cât mai 

mare. Pe lângă aceasta, se urmăreşte ca, pe baza modelului matematic, să se poată studia 

curgerea gazului de protecţie, chiar şi în regim turbulent, cu scopul de a determina coefi-

cientul de schimb de căldură prin convecţie dintre arcul electric şi gazul de protecţie. 

Pentru rezolvarea modelelor matematice stabilite, se utilizează metoda elemente-

lor finite, în acest scop, mai întâi, se prezintă fundamentarea matematică a metodei. 

De asemenea, deducerea modelului numeric elemental, pentru fiecare model ma-

tematic, este un alt obiectiv vizat. Se urmăreşte ca relaţiile respective să fie explicite, şi 

să poată fi implementate pe un calculator electronic, cu orice limbaj de programare. Se 

vor stabili şi operaţiile ce trebuie efectuate pentru asamblarea modelelor numerice 

elementale într-un singur model numeric global. 

Aplicarea metodei elementelor finite, pentru o îmbinare sudată în mediu de gaz 

protector şi verificarea experimentală a rezultatelor, este ultimul obiectiv al lucrării. în 

acest scop, mai întâi, se va stabili succesiunea operaţiilor ce trebuie efectuate pentru 

aplicarea metodei. 

Pentru a putea folosi metoda elementelor finite, trebuie să se cunoască permeabi-

litatea magnetică relativă, rezistivitatea electrică, conductivitatea termică, căldura speci-

fică şi densitatea, pentru fiecare zonă a domeniului considerat. Unele dintre acestea se 

obţin din literatura de specialitate, iar altele se determină experimental. Se desemnează 

ca analiză aplicarea metodei elementelor finite pentru un anumit proces. Având în vedere 

că proprietăţile de material, necesare pentru a studia un proces, sunt influenţate de un al-

tul, se impune simularea simultană a tuturor proceselor, ce se realizează cu ajutorul unei 

analize cuplate. Implementarea pe un calculator electronic a unor astfel de analize este o 

altă chestiune ce se rezolvă în lucrare. 

Distribuţia densităţii de curent şi a puterii calorice specifice din toate porţiunile 

domeniului formează primele rezultate ale aplicării metodei. De asemenea, metoda tre-

buie să conducă la obţinerea câmpului termic din componente. în continuare, printr-un 

proces de optimizare, trebuie să se poată determina căldura necesară a fi schimbată cu 

exteriorul pentru ca timpul de răcire de la 800 la 500 să aibă o valoare impusă. în mod 

similar, să se poată determina curentul de sudare, astfel încât adâncimea de pătrundere la 

o singură trecere să aibă o valoare prestabilită. 

Analiza magnetică are ca scop determinarea forţelor ce acţionează asupra arcului 

electric, iar pe baza acestora să se poată stabili valoarea curentului de sudare, încât să se 
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obţină un anumit mod de transfer. 

Verificarea experimentală a rezultatelor se face prin compararea valorilor tempe-

raturii, din anumite puncte ale componentelor, obţinute prin aplicarea metodei cu cele 

măsurate cu ajutorul unor termocuple. 

în încheiere, doresc să aduc mulţumiri, şi să-mi exprim profunda recunoştinţă 

pentru sprijinul deosebit pe care l-am avut din partea conducătorului ştiinţific, domnul 

prof doc.d.hc.ing. Aurel Nanu, la toate activităţile ce le-am desfăşurat în vederea obţine-

rii titlului ştiinţific de doctor. 

Mulţumesc colectivului catedrei de Tehnologia materialelor a Facultăţii de meca-

nică din Timişoara, pentru sugestiile oferite în vederea elaborării referatelor, şi pentru 

răbdarea de a-mi asculta expunerile. 

Aduc mulţumiri conducerii Universităţii "Eftimie Murgu" din Reşiţa, domnului 

rector, prof dr.ing. I. Vela, şi donmului decan, prof dr.ing. O. Crivacucea pentru sprijinul 

acordat în redactarea lucrării. 
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Cap.l. CONCEPEREA ŞI PROIECTAREA UNOR DISPOZITIVE 

ŞI APARATE PENTRU MĂSURAREA PARAMETRILOR 

ARCULUI ELECTRIC 

1.1. înregistrarea variaţiilor în timp pentru parametrii arcului 

electric 
Pentru a stabili un anumit regim de sudare trebuie să se impună parametrii 

tehnologici de fîmcţionare ai arcului electric, care sunt: 

- curentul de sudare, notat cu is, prin care se înţelege intensitatea curentului 

electric prin arcul electric; 

- tensiimea arcului electric, Ua, definită ca fiind căderea de tensiune electrică pe 

arcul electric; 

- viteza de sudare, Vj, care este viteza cu care se deplasează arcul electric în lungul 

cusăturii; 

- energia liniară, Ei, definită prin energia pe unitate de lungime a cusăturii, 

preluată de la sursa de alimentare; 

- lungimea arcului electric. La, definită ca distanţa de la vârful electrodului până la 

baia de sudare; 

- natura şi polaritatea cu care se livrează energia electrică în arc, ce poate fi: 

alternativă AC, continuă, cu polaritatea directă DC^ şi cu polaritate inversă DC". 

- tensiunea de mers în gol Uo definită ca tensiunea la bornele sursei de sudare 

când arcul electric nu arde. 

Având în vedere tema prezentei lucrări, în cele ce urmează se ia în considerare 

numai curentul de sudare şi tensiunea arcului electric. 

Chiar şi în cazul sudării în curent continuu, datorită transferului de metal lichid 

prin coloana arcului electric, cele două mărimi sunt variabile în timp, cu o viteză de 

variaţie mare. Ca urmare, cunoaşterea lor revine la a determina dependenţa de timp a 

acestora, adică a funcţiilor is(t), respectiv Ua(t). 
/V 

In acest scop sunt necesare aparate de măsură capabile să memoreze variaţiile în 

timp ale acestor mărimi, şi să le redea sub forma unor imagini statice, apte de a fi 
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analizate şi interpretate de un operator uman sau de către echipamente de calcul şi 

automatizare. 

Metodele şi aparatele utilizate în măsurările dinamice sunt diversificate în raport 

de modul şi viteza de variaţie în timp ale mărimilor măsurate. 

Astfel, mărimile periodice, dat fiind caracterul lor repetitiv pe intervale de timp 

bine determinate, pot fi mai uşor convertite într-o imagine statică, chiar şi la fi:ecvenţe 

foarte mari, prin suprapunerea sincronizată în timp a variaţiei lor din cursul unei 

perioade. Această particularitate permite ca măsurarea unei mărimi periodice să se poată 

face cu un osciloscop catodic. 

Tabel 1.1 
-...^^^^^Caracteristici 

Denumirea aparatului """" •— 
Bandă de 

frecvenţă [Hz] 
Precizia (eroarea 
tolerată) [%] Principiul de funcţionare 

1) Osciloscoape 

la) Osciloscop catodic de uz general < 100 MHz 
max.300MHz 2...5% 

-afişarea pe ecranul unui tub 
catodic prin devierea unui 
fascicul de electroni 
- numai pentru semnale 
periodice 

Ib) Osciloscop cu eşantionare 18...20GHZ 5... 10% 
-aceleaşi ca la punctul la, cu 
deosebire că afişează o singură 
valoare (eşantion) pe perioadă 

lc)Osciloscop cu memorie <100 MHz 3...5% 

-aceleaşi ca la punctul la, 
folosind un tub special cu grilă 
de memorare 
-pentru orice tip de semnal 

2) înregistratoare grafice 
2a) cu acţiune directă 
- cu peniţă pe hârtie oteşnuită 
- cu inscriptor termic sau electric pe 
hârtie specială 
- cu inscriptor optic pe hârtie fotosen-

sibilă 

<1...2Hz 
<100 Hz 
<10KHz 

1...2,5 

- afişarea deviaţiei unui aparat 
magnetoelectric pe o diagramă 
cu linie continuă sau prin 
punae 

2b) cu compensare automată 

-tip Y-t 

-tip X-Y 

<1...2Hz 

<10 Hz 

0,25....0,5 

0,1... 0,5 

- afişarea deplasării unui ser\'0 
- motor inclus într-un sistem 
de urmărire, ce efectuează 
compensarea automată 
- înscriere pe o diagramă, 
similar ca la punctul 2.a 

3) înregistratoare magnetice 

3a) cu înregistrare directă 100 
Hz...500kHz 5...10 

memorarea pe bandă 
magnetică, la fel ca 
înregistrările acustice 
- redarea sub formă de 
senmale electrice 

3b) cu înregistrare prin modiilaţie de 
frecvenţă 0...50HZ 1 

- aceleaşi ca la punctul 3a, dar 
prin conversia tensiune-
frecvenţă a semnalului 

aleatoare, ale căror variaţii nerepetându-se, implică determinarea pe durate ce nu pot fi 
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prestabilite şi care pot diferi de la o măsurătoare la alta. Aparatele destinate măsiirării 

unor astfel de mărimi comportă în mod necesar elemente de memorare, care pot realiza 

concomitent şi operaţia de redare sau aceasta se poate face cu ajutorul unor elemente 

distincte, într-o etapă ulterioară procesului de măsurare şi de memorare. Ele fac parte 

categoria aparatelor înregistratoare, caracterizate prin faptul că memorarea şi redarea se 

face prin transpunerea variaţiei în timp a mărimii de măsurat pe un suport, ce poate fi 

hârtie obişnuită, sau hârtie sensibilă la radiaţia luminoasă, pe care înscrierea sa face prin 

impresionarea hârtiei. 

Prin cuplarea cu un aparat de fotografiat sau de filmat, cu funcţionare sincronă, 

apare posibilitatea folosirii osciloscoapelor catodice, pentru măsurarea mărimilor 

neperiodice, rapid variabile. 

în vederea obţinerii unor performanţe superioare, pentru măsurarea unor mărimi 

cu viteze de variaţie în timp ridicată, se foloseşte înregistrarea pe bandă magnetică sau pe 

CD-uri. 

în cazul unor mărimi neperiodice de bandă largă şi care necesită durate foarte 

mici de înregistrare, se foloseşte osciloscopul catodic cu memorare, a cărui fimcţionare 

nu mai implică ca mărimea de măsurat să fie repetitivă. 

Sintetizând cele de mai sus în tabelul 1.1 se prezintă aparatele folosite în măsurări 

dinamice, şi câteva din caracteristicile lor. 

Toate aparatele de măsurare, prezentate în tabelul de mai sus, au ca mărime de 

intrare o tensiune electrică, ceea ce înseamnă că, în cazul măsurării curentului de sudare 

este necesară folosirea unui traductor curent tensiune, adică a unui şunt. 

De asemenea, de obicei, tensiimea arcului electric are valoarea de vârf mai mare 

decât cea prescrisă pentru aparatul utilizat, motiv pentru care, la măsurarea tensiunii 

arcului electric, trebuie să se folosească un divizor de tensiune. Utilizarea unui astfel de 

traductor se impune şi atunci când valoarea de vârf a tensiunii arcului electric este mai 

mică decât cea a tensiunii de intrare a aparatului, cu scopul realizării unei adaptări a 

aparatului la arcul electric. 

Din aceste motive, în paragraful următor se analizează funcţionarea în regim 

dinamic a celor două tipuri de traductoare, şi se stabilesc variantele constructive şi 

metodele de proiectare, astfel încât mărimile de ieşire ale aparatelor folosite să redea cât 

mai fîdel mărimile de măsurat (curentul de sudare şi tensiunea arcului electric). 
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1.2. Indicatori de calitate pentru traductoare în regim dinamic 
1.2.1.Consideraţii generale 

în general, un traductor este un sistem ce realizează dependenţa 

y=f(x) (1.1) 

unde: 

-x-mărimea de intrare a traductorului, care în cazul de faţă, poate fi curentul de 

sudare is sau tensiunea arcului electric Ua; 

-y-mărimea de ieşirea a traductorului, care este tensiunea de intrare Ui a aparatului 

de măsurare folosit; 

-f(x)-fimcţia de transformare a traductorului. 

în regim dinamic, mărimea de intrare (mărimea de măsurat) este variabilă în timp, 

fiind o funcţie x(t), care înlocuită în relaţia (1.1) conduce la: 

y=flx(t)]=g(t) (1.2) 

Deci, în regim dinamic, atât mărimea de intrare cât şi cea de ieşire ale unui 

traductor sunt fimcţie de timp, ce se notează x(t), respectiv y(t). în "Teoria sistemelor", 

funcţiile x(t), y(t) se numesc "excitaţie", respectiv "răspuns", denumiri ce vor fi folosite şi 

în cele ce urmează. 

Evident că un traductor trebuie astfel realizat încât răspimsul să reproducă cât mai 

fidel excitaţia. Se va numi traductor ideal acela pentru care răspunsul reproduce întocmai 

excitaţia, ceea ce se obţine atunci când funcţia y(t) are aceeaşi formă ca şi fimcţia x(t). 

Această condiţie este îndeplinită atunci când funcţia de transformare are forma: 

y=kx (1.3) 

unde k este o constantă. 
/V 

In acest caz se obţine: 

y(t)=kx(t) (1.4) 

După cum se observă din relaţia (1.4), la ieşirea unui traductor ideal se obţine 

chiar mărimea de măsurat, amplificată sau atenuată cu k, însă fară ca traductorul să 

producă o modificare a formei de variaţie în timp a acesteia. 

In general, funcţia de transformare a unui traductor real are o formă ce diferă de 

cea dată de relaţia (1.3), ceea ce face ca între răspuns şi excitaţie să nu mai existe o 

proporţionalitate directă. Ca urmare, la un traductor real, răspunsul nu mai reproduce 
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exact excitaţia, şi deci intervin erori de măsurare, determinate de traductorul utilizat. 

Rezultă că este necesar să se stabilească condiţiile, ce trebuie să le satisfacă un 

traductor, pentru ca erorile de măsurare, introduse de acesta, să nu depăşească anumite 

limite impuse. Aceste condiţii trebuie exprimate prin relaţii matematice, ce se vor utiliza 

la proiectarea traductorului. însă aceste condiţii nu se obţin direct, ci pe baza unor 

caracteristici ce privesc comportarea traductorului în regim dinamic, şi care se numesc 

indicatori de calitate ai traductorului respectiv. 

Un astfel de indicator ar putea fi chiar fimcţia de transformare a traductorului şi 

condiţia ce ar trebui să o satisfacă traductorul s-ar exprima sub forma ca, abaterea 

maximă procentuală a lui f(x) faţă de cea a unui traductor ideal, raportată, de exemplu, la 

valoarea de vârf a lui x(t), să nu depăşească o anumită limită impusă. 

însă, determinarea flmcţiei de transformare înseamnă aflarea mărimii de ieşire y, 

când se admite cimoscută mărimea de intrare x, pentru orice formă de variaţie a lui x. 

De exemplu, în cazul unui şunt, admis de forma unui conductor cilindric, 

determinarea fimcţiei de transformare revine la a exprima căderea de tensiune u, în 

lungul conductorului, în fimcţie de intensitatea i a curentului prin acesta. 

După cum se va arăta, într-un paragraf ulterior, această dependenţă se determină 

prin folosirea ecuaţiilor lui Maxv^ êll şi a legilor de legătură, însă numai în anumite 

ipoteze simplificatoare. 

Pentru a obţine rezultate cât mai apropiate de cele reale, ar trebui folosite formele 

locale ale legii circuitului magnetic şi a inducţiei electromagnetice, pentru un regim 

nestaţionar, iar în legile de legătură trebuie ţinut cont de caracterul neliniar al 

materialelor din care este realizat traductorul. 

Dezavantajul este că se poate ajunge la un volum foarte mare de calcul, sau chiar 

la situaţia când ecuaţiile obţinute nu pot fi rezolvate decât prin admiterea unor ipoteze 

simplificatoare, care sunt surse de erori. 

Din acest motiv, pentru studiul comportării în regim dinamic ai unui traductor, se 

folosesc alţi indicatori, ce se prezintă în cele ce urmează. 

1.2.2.Funcţia de transfer 

Funcţia de transfer se defineşte în contextul în care rezolvarea ecuaţiilor de 

funcţionare ale unui traductor de face cu metoda transformatei Laplace. Aceste ecuaţii se 

obţin considerând cunoscută excitaţia x(t) şi apoi se aplică legile şi teoremele teoriei 
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macroscopice ale electromagnetismului, rezultând ecuaţia de forma generală: 

...y(t), x(""(t)i x"»-"(t); ...x(t)J= O (1.5) 

unde F este o funcţie, în general neliniară, şi s-au notat: 

= ̂  j = l , 2 , . . . n (1.6) 

= ̂  k=l ,2, . . .m (1.7) 
dt" 

întotdeauna n>ni, şi ca urmare, relaţia (1.5) este o ecuaţie diferenţială de ordinul 

n, neliniară. 

însă, utilizarea transformării Laplace este posibilă numai dacă atât excitaţia x(t) 

cât şi răspunsul y(t) îndeplinesc anumite condiţii, când se numesc fimcţii original. 

Deoarece excitaţia este arbitrară, aceasta poate fi aleasă încât să îndeplinească 

condiţiile menţionate şi deci se poate face asocierea: 

x(t)^X(s) (1.8) 

unde X(s) este o fimcţie de variabilă complexă s, numită transformata (imaginea) 

Laplace a excitaţiei x(t). 

De asemenea, pentru traductoarele la care se referă prezenta lucrare, se poate 

admite că şi răspunsul y(t) este o fimcţie original, şi deci se poate face asocierea: 

y(t)=Y(s) (1.9) 

unde s are aceeaşi semnificaţie, iar Y(s) este imaginea Laplace a răspunsului y(t). 

Pentru orice traductor, în condiţii iniţiale nule, imaginea Laplace a răspunsului 

poate fi exprimată sub forma: 

Y(s)=H(s).X(s) (1.10) 

unde H(s) este o fimcţie de variabilă complexă s, şi se numeşte fimcţia de transfer a 

traductorului., deoarece prin intermediul său se stabileşte legătura între ieşirea şi intrarea 

traductorului. 

Transformata Laplace inversă a fimcţiei de transfer H(s) se numeşte fimcţia 

pondere a traductorului, se notează cu h(t) şi este dată de relaţia: 
c+oo 

h(t) = - ! - H(s)e^ds (1.11) 
2k\ J j c-oo 

unde j este unitatea imaginară iar c se numeşte abscisa de convergenţă a fimcţiei 

complexe H(s). 
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Aplicând relaţiei (1.10) teorema de convoluţie se obţine: 
t 

y ( t ) = f x ( T ) h ( t - T ) d T (1.12) 
o 

sau: 

y ( t ) = J x ( t - T ) h ( T ) d T (1.13) 

o 

Deci, dacă se cunoaşte fimcţia de transfer a traductorului, H(s), cu relaţia (1.11) se 

calculează funcţia pondere h(t) şi cu relaţia (1.12) sau (1.13) se poate determina 

răspunsul y(t) al traductorului, pentru orice excitaţie x(t). 

Având determinat răspunsul y(t), acesta se compară cu excitaţia x(t) şi se pot trage 

concluzii cu privire la comportarea traductorului pentru excitaţia dată, iar din acestea se 

pot stabili condiţiile ce trebuie să le îndeplinească traductorul, pentru a avea o 

comportare cât mai apropiată de a celui ideal. 

însă, de obicei, nu se cunoaşte forma de variaţie în timp a mărimii de măsurat sau 

este posibil ca un traductor dat să se utilizeze pentru mărimi de măsurat, cu diverse 

forme de variaţie în timp. Rezultă că, în general, nu se cunoaşte excitaţia x(t) şi deci nu 

se poate aplica metoda menţionată mai sus. 

Din acest motiv, studiul comportării în regim dinamic se face aplicând la intrarea 

acestuia excitaţii standard numite şi semnale test, care se prezintă în cele ce urmează. 

1.2.3.Răspunsul indicial. Timp de răspuns 
Răspimsul indicial al unui traductor se defineşte ca fiind funcţia f(t), numită 

funcţie indicială, ce se obţine la ieşirea traductorului, atunci când la intrarea sa se aplică 

un semnal treaptă unitară, notat cu 0(t), descris de ecuaţia: 

O C o J " ' " " ^ " (1.14) 

Se observă că 0(t) are transformata Laplace 0(s)=l/s. 

Deci, dacă se notează cu F(s) transformata Laplace a fimcţiei indicial f(t), atunci, 

pe baza relaţiei (1.10) se obţine: 

F(s) = H(s)-i (1.15) 
s 

Se defineşte răspunsul indicial stabilizat, notat cu fst, prin relaţia: 

f ^ = l i m f ( t ) ( 1 . 1 6 ) 
t->oo 
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Funcţia g(t), definită prin relaţia: 

g(t) = f f ( t ) (1.17) 

se numeşte răspuns indicial normat al traductonilui respectiv. 

Răspunsul indicial al unui traductor poate avea una dintre formele din figura 1.1 

Răspunsul indicial al unui traductor este util îndeosebi pentru a aprecia 

comportarea acestuia în regim tranzitoriu, care intervine din momentul în care la intrarea 

traductonilui se aplică mărimea de măsurat, sau din momentul în care aceasta are o 

variaţie bruscă şi până când se obţine un răspuns stabilizat. 

Desigur că, în acest scop, ar trebui aplicată la intrarea traductonilui chiar mărimea 

de măsurat, însă, având în vedere cele menţionate mai sus, se obţin rezultate 

acoperitoare, dacă se foloseşte o mărime de intrare ce are, în momentul iniţial, o viteză 

de variaţie în timp mai mare decât cea pe care o poate avea oricare mărime de măsurat, 

condiţie ce este îndeplinită de excitaţia treaptă unitară 0(t). 

f / 

/ 
f / 
+ 

a) c) b) 

Fig.1.1 
Evident că o comportare ideală a unui traductor în regim tranzitoriu s-ar obţine 

atunci când nu ar exista un astfel de regim, ceea ce ar fi posibil numai dacă răspunsul 

indicial ar avea aceeaşi formă de variaţie în timp ca şi excitaţia, adică forma unui semnal 

treaptă, descris de ecuaţia: 

[0,pt.t <0 
lfst,pt.t>0 

Deoarece, în general, răspunsul indicial f(t) a unui traductor real nu are această 

formă, traductorul este de o calitate cu atât mai bună cu cât f(t) se apropie de forma 

ideală menţionată. Aceasta implică ca răspunsul indicial să se amortizeze într-un timp cât 

mai scurt, condiţie ce este îndeplinită dacă f(t) are forma din fig.l.l.a. Regimul 

tranzitoriu se amortizează şi dacă răspunsul indicial are forma din fig.1.1.b., însă durata 

amortizării este mai mare şi deci traductorul este de o calitate inferioară celui din cazul 

f(t) = (1.18) 
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precedent. Dacă răspunsul indicial are forma din figura 1.1.c, adică este oscilatoriu 

neamortizat, traductorul nu ajunge niciodată în regim stabilizat, şi în plus, la ieşire se 

obţine un semnal puternic deformat faţă de cel aplicat la intrare, şi deci nu poate fi 

utilizat pentru măsurări în regim dinamic. 

în concluzie, proiectarea unui traductor pentru funcţionarea în regim dinamic 

trebuie astfel făcută, încât să aibă un răspuns indicial amortizat, de forma din fig.l.l.a, 

iar dacă răspunsul indicial este neamortizat, traductorul nu poate fi utilizat pentru 

măsurarea mărimilor rapid variabile în timp. 

Pentru a stabili relaţii matematice pe baza cărora proiectarea unui traductor să se 

facă astfel încât să îndeplinească această cerinţă, mai întâi se defmesc anumite 

caracteristici ale regimului tranzitoriu. 

O astfel de caracteristică este eroarea dinamică raportată, care, pentru un moment 

oarecare t, se notează cu Yd(t) şi se defineşte prin relaţia: 

ŝt ŝt 

sau: 

yd(t) = l -g ( t ) (1.19) 

unde s-a avut în vedere relaţia 1.17. 

O relaţie de proiectare ar putea fi condiţia ca valoarea maximă a lui yd(t) să nu 

depăşească o anumită limită preimpusă. însă, prin aceasta nu se impune nici o condiţie 

asupra duratei regimului tranzitoriu, fiind posibilă situaţia ca valoarea maximă a lui yd(t) 

să nu depăşească limita impusă, chiar şi în cazul când răspunsul indicial este 

neamortizat. 

Din acest motiv se foloseşte o altă caracteristică, numită timp de răspuns, notat cu 

Tr şi definit prin relaţia: 

T, = r y,(t)dt (1.20) 

sau, având în vedere relaţia (1.19), se obţine: 

T, = [l-g(t)ldt (1.21) 

Din punct de vedere geometric, pentru cazul din fig.l.l.a, Tr este aria haşurată A. 

Este evident că durata regimului tranzitoriu este cu atât mai redusă cu cât aria A este mai 
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mică, deci cu cât Tr are o valoare mai mică. 

Pentru cazul din fig.l.l.b, Tr=Ai-A2+A3-A4+..., unde Ai, A2, A3, A4 sunt ariile 

reprezentate haşurat în figură. Aceste arii, deci şi Tr, au o valoare finită, diferită de zero, 

cu atât mai mică cu cât durata regimului tranzitoriu este mai redusă, însă ea poate fi 

folosită pentru aprecierea regimului tranzitoriu, numai dacă valoarea maximă a lui yd nu 

depăşeşte o anumită limită, de exemplu 5%. 

Un caz deosebit este cel din fig.l.l.c, când T2 este o sumă de perechi Ai+A2=0, 

ceea ce ar însemna că Tr=0. însă, după cum s-a menţionat, traductorul nu ajunge 

niciodată în regim stabilizat şi deci nu are sens să se folosească Tr ca bază de proiectare. 

în cadrul prezentei lucrări, proiectarea unor traductoare se face pe baza timpului 

de răspuns şi se impune condiţia ca acesta să fie minim. 

Determinarea timpului de răspuns Tr se face pe baza relaţiei (1.21), ceea ce 

implică cunoaşterea răspimsului indicial f(t) al traductorului. 

în acest scop, mai întâi, se stabileşte ecuaţia de fimcţionare (1.5) pentru 

traductorul respectiv, considerând că excitaţia x(t) este un impuls treaptă. Apoi se 

determină f(x), fie prin integrarea directă a acesteia, fie pe baza relaţiei (1.15), se 

determină F(s) căreia i se aplică transformata Laplace inversă. 

Se menţionează faptul că toate operaţiile menţionate mai sus se realizează cu un 

soft matematic corespunzător. 

1.2.4.Răspunsul în frecvenţă. Caracteristica de frecvenţă 

Se numeşte răspuns în frecvenţă a unui traductor, funcţia y(t), ce se obţine la 

ieşirea acestuia, dacă la intrare se aplică un semnal sinusoidal: 

x(t)=Xn,sincot (1.22) 

în general, răspunsul are atât o componentă tranzitorie ytr(t), cât şi una stabilizată 

yst(t), adică: 

y(t)=ytr(t)+yst(t) (1.23) 

Se arată că, dacă răspunsul indicial este amortizat, atunci ytr(t) se amortizează 

foarte rapid, şi deci se poate neglija faţă de yst(t). Din acest motiv, ca răspuns în 

frecvenţă se consideră doar componenta stabilizată yst(t), care, pentru un traductor cu 

parametrii concentraţi şi constanţi în timp, are expresia: 

Yst (t) = ^ - ] (1.24) 

Relaţia (2.24) permite să se defmească ca şi caracteristică de frecvenţă a unui 
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traductor funcţia H(jco), obţinută din funcţia de transfer H(s) prin înlocuirea variabilei s 

cu variabila jco. 

în general, caracteristică de Ifrecvenţă H(jco) este o fimcţie complexă, în care se 

consideră ca variabilă co. înseamnă că atât modulul cât şi argumentul său sunt funcţii de 

co, ce se vor nota cu H(co), respectiv (p(co), adică : 

H(co)= \H{jQ))\, (p{co) = arg / / {jco) 

Cu acestea, funcţia de frecvenţă se scrie sub forma trigonometrică : 

HGco) = (1.25) 

Deoarece H(-jco) este complex conjugata funcţiei de transfer, se obţine : 

H(-jco) = (1.26) 

Relaţiile (1.25), (1.26) se înlocuiesc în relaţia (1.24) şi după efectuarea calculelor 

se obţine : 

Y,t(t) =H(co)X„,sin[cot+(p(co)] (1.27 

Relaţia (1.27)arată că răspunsul în frecvenţă al unui traductor liniar este tot o 

mărime sinusoidală de aceeaşi frecvenţă ca şi excitaţia, însă având modulul amplificat cu 

modulul caracteristicii de frecvenţă şi defazat faţă de excitaţie cu un unghi egal cu 

argumentul caracteristicii de frecvenţă a traductorului. Din acest motiv, H(co) se numeşte 

câştigul traductorului. El este în general funcţie de frecvenţă, ceea ce poate introduce 

distorsiuni ale mărimii de ieşire a traductorului, în cazul că mărimea de ieşire este 

periodică, dar nesinusoidală. 

într-adevăr, dacă semnalul de intrare x(t) este nesinusoidal, el se descompune în 

serie Fourier de forma : 

x{t) = s\Q{ko)t +1,^) 
k=\ 

Procedând la fel ca mai înainte, se arată că răspunsul stabilizat este de forma : 

( / ) = X.HiO)) + ^H{k(o)X s m [ t e + {kco)] (1.28) 
k=\ k 

Se observă că yst(t) diferă de x(t) prin faptul că H(ko)), ^(kco) depind de k, adică 

unele armonici vor fi amplificate şi defazate mai mult, iar altele mai puţin. 

Dacă se doreşte să se elimine armonicele de un ordin k, traductoml trebuie să fie 

astfel realizat încât pentru acele amionici să se obţină H(kco)=^0. 
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1.3. Şunturi pentru regimuri dinamice 

1.3.1.TimpuI de răspuns al buclei de măsurare 

Determinarea răspunsului indicial al unui şunt revine la a obţine dependenţa de t a 

tensiunii electrice la bornele şuntului, adică o funcţie u(t), când prin şunt trece un curent 

electric a cărui intensitate i(t) are forma unui semnal treaptă unitară de valoare 1=1 A, 

începând de la im moment iniţial to=0. 

Pentru orice moment t>to, i are valoare constantă, la fel ca în curent continuu, ceea 

ce înseamnă că şi densitatea de curent are, pe orice secţiune S, valoare constantă Jc=I/S. 

De asemenea, admiţând că se atinge un regim stabilizat, tensiunea u ajunge la 

valoarea stabilizată Ust=Jc p l, unde p este rezistivitatea materialului şuntului, iar 1 este 

lungimea unei linii de curent. 

însă, tensiunea u nu ajunge instantaneu la valoarea stabilizată Ust, ci după 

epuizarea unui regim tranzitoriu, caracterizat printr-un timp de răspuns, defmit aşa cum 

s-a arătat, notat cu Tp 

Existenţa regimului tranzitoriu, deci a unui Tr^O, este determinată de două cauze, 

în primul rând, câmpul magnetic fiind variabil, apare un câmp electric indus, care 

se suprapune peste cel de intensitate i, astfel încât densitatea de curent are o valoare J^Jc. 

Egalitatea se obţine atunci când se anulează câmpul electric indus, care nu se face 

instantaneu, ci după un regim tranzitoriu determinat de însuşi şuntul respectiv, ce se va 

numi regim tranzitoriu propriu (intrinsec) al şuntului, iar timpul de răspuns 

corespunzător se va numi timp de răspuns propriu (intrinsec) al şuntului. 

O a doua cauză o constituie inductivităţile electrice introduse de legăturile dintre 

bornele şuntului şi cele ale instrumentului de măsurare, care introduc o inerţie 

electromagnetică, ce se opune variaţiei în timp a mărimilor, şi deci un regim tranzitoriu 

căruia îi corespunde un timp de răspuns al buclei de măsurare. 

în acest paragraf se ca determina numai timpul de răspuns al buclei de măsurare şi 

se face abstracţie de timpul de răspuns propriu al şuntului, adică se va considera că acest 

timp de răspuns este egal cu zero. Aceasta echivalează cu a considera că şuntul intervine 

în circuit cu o constantă, care este tocmai rezistenţa sa electrică în curent continuu, 

notată cu R. 
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în principiu, schema de măsurare este cea prezentată în figura 1.2.a. 

i a i-im d 
^'hn 

cm 

C dl 

Im Rc 

IM 

a) 

T>m 

Fig.1.2 

l-lm, 
• r 

' L 

c . 

ZT 

b) 

Se observă că o bornă de tensiune a şuntului este conectată cu o bornă a 

instrumentului de măsură, notat cu IM, prin intermediul firului central al cablului 

coaxial, notat cm, ce are tresa legată la masă pentru a reduce la minim inductivitatea 

proprie a buclei de măsurare. 

Pentru a evita reflexia undelor electromagnetice este nevoie de o adaptare a 

tuturor elementelor folosite, care trebuie să prezinte aceeaşi impedanţă de undă. în acest 

scop, în paralel cu IM, se conectează o rezistenţă Rc egală cu impedanţa caracteristică Zc 

a cablului de măsurare. 

Dacă se notează cu im intensitatea curentului electric prin cablul de măsurare, 

atunci prin şunt va trece curentul de intensitate i-im. 

Bucla de măsurat este constituită din traseul închis abcda, care formează o curbă 

închisă f , pe care se defineşte integrala intensităţii câmpului electric E, sensul de 

integrare (sensul elementului de linie dl) alegându-se ca în figură. Această integrală se 

defmeşte în două moduri. Primul mod constă în a utiliza forma integrală dezvoltată a 

legii conducţiei electrice, obţinând: 

'>Edl = u-(i-i„)R (1.29) 
• . 

Al doilea mod constă în utilizarea formei integrale nedezvoltate a legii inducţiei 

electromagnetice, obţinând: 
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i E - J l ^ - — (1.30) 

f 

unde O este fluxul magnetic prin suprafaţa S, mărginită de bucla de măsurare F. 

Folosind principiul superpoziţiei, se descompune O în: 

- o componentă Oi corespunzătoare câmpului magnetic determinat de curentul din 

bucla de măsurare, de intensitate im; 

- o componentă O2 corespunzătoare câmpului magnetic determinat de curentul de 

măsurat, de intensitate i. 

înseamnă că: 0=0i+<I)2 (1-31) 

Dacă se notează cu L inductivitatea proprie a buclei de măsurare, având în vedere 

că sensul de integrare coincide cu sensul lui i^, se obţine: 

(1.32) 

Curentul de intensitate i fiind exterior buclei de măsurare, intervine în aceasta prin 

cuplaj magnetic, caracterizat prin inductivitatea mutuală, de valoare absolută M. 

Deoarece sensul de integrare este opus celui al lui i, se obţine: 
Oz-M-in, (1.33) 

Din relaţiile scrise se obţine: 

i E d l = - L ^ + M — (1.34) 
\ dt dt 

în care, deoarece mediul este aer, s-a considerat că inductivităţile L şi M sunt constante 

în timp. 

Din relaţiile (1.29) şi (1.34) rezultă: 

^ dt dt ' 

u = (i-i )R-L^ + M— (1.35) 
^ dt dt ^ ^ 

Pe baza relaţiei (1.35) s-a obţinut schema electrică reprezentată în figura 1.2..b. 

Impedanţa Zc şi deci R^nu are valori mai mari de lOOQ, iar impedanţa de intrare a 

lui IM are valori mult mai mari, de exemplu, în jur de IMQ, dacă se utilizează un 

osciloscop catodic. Pe această bază s-a neglijat curentul prin IM faţă de in, şi se poate 

adăuga relaţia: 

u=i^Rc (1.36) 

Din relaţia (1.36) se explicitează im, care înlocuit în (2.64) conduce la: 
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^ dt " " ' dt 
(1.37) 

Se notează cu U(s), I(s) transformatele Laplace ale mărimilor u(t), respectiv i(t) şi, 

ţinând cont că R, R ,̂ L, M sunt admise constante, prin aplicarea transformatei Laplace 

termenilor din relaţia (1.37) se obţine: 

(1.38) 
R + R^ +Ls 

Considerând cazul mai general, când prin şunt se trece o treaptă de curent de 

valoare 1, se obţine: 

(RR, +R,Ms)I U(s) = 

Funcţia de transfer este: 

H(s) = 

s(R + R, + Ls) 
(1.39) 

(1.40) 

în relaţia (1.39), U(s) este transformata Laplace a răspunsului indicial u(t) al 

şuntului, ce are valoarea stabilizată: 

IRR. 
Us, = //(O) = 

R + R. 
(1.41) 

Numitorul B(s)=s(R+Rc+Ls) are soluţiile Si=0; S2= -(R+Rc)/L şi derivata 

B'(s)=(R+R^+Ls)+Ls. 

Cu acestea se obţine: 

u{t) = I RR. 
R + R. 

RR, RM 
R + R. 

(1.42) 

unde: 

r = 
R + R. ' 

(1.43) 

sau: 

u(t) = IRR, 
R + R. 

1 -
\ M(R + R j 

LR 
(1.44) 

Notând cu u(t) răspunsul indicial normat, se obţine: 

u(t; = l -
LR 

e ' (1.45) 

In relaţia (1.21) se înlocuieşte g(t) cu u(t) şi se obţine timpul de răspuns: 
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T. = 

Componenta tranzitorie este: 

« . ( 0 = 

1 -
LR 

(1.46) 

1 -
LR 

e ' (1.47) 

care, la t=0, are valoarea: 

LR 
(1.48) 

Se observă că, dacă: 

- este îndeplinită condiţia : 

LR 
<1, 

atunci, T2>0, Utr(0)>0, w(0)<l, adică, în momentul t=0, răspunsul indicial normat are o 

valoare mai mică decât cea stabilizată, egală cu 1, şi se spune că şuntul este 

subcompensat; 

- este îndeplinită condiţia: 

M{R + R^) 
LR > 1 , 

atunci, T2<0, Utr(O) <0, w(0) >1, adică, în momentul t=0, răspunsul indicial normat are o 

valoare mai mare decât cea stabilizată, şi se spune că şuntul este supracompensat; 

Dacă este îndeplinită condiţia M=0, atunci: 

u{i)=\-e ' şi 

L 
Tr=T= 

R + R. 
(1.49) 

Se observă Utr(0)=l; u(0)=0, adică în momentul iniţial t=0, răspunsul are valoarea 

zero, ca şi excitaţia, ceea ce înseamnă că răspunsul reproduce excitaţia, mult mai fidel 

decât în cazurile precedente. 

însă, pentru îndeplinirea acestei condiţii este necesar ca să nu existe cuplaj 

magnetic între conductorul parcurs de curentul de măsurat şi bucla de măsurare, sau ca 

aceasta sa fie cât mai redus. Această condiţie este îndeplinită de o construcţie specială, 

numit şunt coaxial. 

De asemenea, pentru ca Tr, dat de relaţia (1.49), să aibă valori cât mai mici, se iau 

două măsuri: 
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- inductivitatea proprie L să fie cât mai redusă, ceea ce se realizează de însuşi 

cablul coaxial; 

- Rc să aibă valori cât mai mari, prin folosirea unor cabluri coaxiale care să aibă 

impedanţa caracteristică mare, de exemplu de 80Q, în loc de 30Q. 

Un caz deosebit este acela când este îndeplinită condiţia: 

LR M= 
R + R. 

(1.50) 

când Tr=0, Utr(t)=0, pentru orice t, iar răspunsul este dat tot un semnal treaptă, adică 

răspunsul reproduce identic excitaţia. 

Pentru a obţine acest caz, se realizează, în mod voit, un cuplaj magnetic, astfel 

încât M să îndeplinească condiţia (1.50). 

însă, indiferent care ar fi valoarea celorlalţi parametri, dacă inductivitatea proprie 

a buclei de măsurare are valori foarte mici, adică L-^0, atunci Tr->0 şi deci se pot obţine 

timpi de răspuns de valori extrem de scăzute. Această cerinţă este îndeplinită de altă 

construcţie specială, numită şunt bifilar. 

Se poate verifica, că şuntul obişnuit nu îndeplineşte aceste condiţii. 
A. 

In continuare se va determina timpul de răspuns propriu al şuntului, şi se vor 

stabili cele două construcţii speciale, menţionate mai sus. 

1.3.2.Şuntul bifilar 
Pentru a stabili construcţia unui astfel de şunt, mai întâi se determină timpul de 

răspuns al unui conductor cilindric de rază a, alimentat axial cu un curent electric de 

intensitate i, de forma unei trepte de valoare I, ca în figura 1.3 : 

z 
— 

J 
u 

Fig.1.3 Fig.1.4 

Bornele de tensiune, între care se defineşte răspunsul u, sunt lipite pe suprafaţa 

laterală a cilindrului, aşa că: r r. 
ceffltxalfl | 
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U ^ ^ l a l l (1.51) 

unde £aeste intensitatea câmpului electric într-un punct oarecare de pe suprafaţa 

laterală. 

Se arată că timpul de răspuns al conductorului de rază a este dat de relaţia: 

T r - W Z ^ (1-52) 
k=l Pk 

unde: 

- X, )i sunt conductivitatea electrică, respectiv permeabilitatea magnetică a 

materialului şuntului; 

- pk sunt soluţiile ecuaţiei Ji(x)=0, unde Ji(x) este fimcţia Bessel de prima speţă şi 

ordinul 1. 

Pentru cazul unui conductor electric, relaţia (1.52) devine: 

P k=l Pk 

unde s-a avut în vedere că, la un conductor electric [H/m], iar p este 

rezistivitatea electrică a materialului. 

Relaţia (1.53) arată că se obţine un timp de răspuns cu atât mai mic cu cât se 

foloseşte un material cu rezistivitatea mai mare. Din acest motiv, şi având în vedere că 

este necesar un coeficient termic al rezistivităţii cât mai mic, şuntul se confecţionează 

din manganină la care p=45 10"̂  Q-m. 

Deci, dacă materialul folosit este manganină şi notând cu r raza conductorului, 

exprimată în milimetri, se obţine: 

(1.54) 
45 

unde: 

S = t j T (1-55) 

Pk 

Folosind o secvenţă de program prezentată mai jos, s-au calculat un număr de 100 

soluţii Pk ale ecuaţiei Ji(x)=0,., care au fost folosite pentru a calcula S, din relaţia 

(2.106), iar cu aceasta s-a aflat T ,̂ din relaţia (1.55), pentru diferite valori ale razei r. 

în tabelul 1..2 sunt prezentate valorile timpului de răspuns Tr, exprimat în 

microsecunde (|is), pentru diferite valori ale razei, exprimată în milimetri. 
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Tabelul 1.2 

r [mm] 10-̂  10-' 1,5-10"' 1 2 5 10 20 30 
3,48-10-' 3,48-10"' 7,8-10*' 0,384 1,4 8,69 35 139 313 

După cum se observă, Tr creşte exponenţial cu raza r a conductorului. Pentru a 

obţine un timp de răspuns de ordinul nanosecundelor ar trebui utilizat im conductor cu 

rază de ordinul zecimilor de mm, de exemplu, dacă raza este de o zecime de mm, se 

obţine un timp de răspuns de aproximativ 3,5 ns, iar dacă raza este de Imm, timpul de 

răspuns creşte la 350 ns. Pentru raze de ordinul zecilor de mm, timpul de răspuns devine 

de ordinul sutelor de mii de ns, ceea ce este inacceptabil. 

b = bo-3 
k ^ 1 
while k<201 

x ^ b f c . 1 ̂  2 
bk^root(Jl(x) ,x) 

201 

k=1 C'w)' 
1.24486-IO 1=1.2510-' 

8 

T(a) = 
45-IO -2 

Din acest motiv, pentru a putea înregistra cât mai fidel curentul de sudare în regim 

dinamic, astfel încât să nu intervină complicaţii constructive, se admite un timp de 

răspuns de ordinul sutelor de ns, care impune să se folosească fir de manganină cu 

diametrul egal cu Imm. 

Curentul de sudare având valori efective de ordinul sutelor de amperi, un astfel de 

fir s-ar topi aproape instantaneu. Din acest motiv se conectează în paralel un număr n de 

fu*e de manganină cu diametrul de 1 mm, rezultând construcţia prezentată în figura 1.4. 

Şuntul constă din două plăci colectoare 1 şi 2 care reprezintă bornele de curent ale 

şuntului. Şuntul propriu-zis este format din două mănunchiuri, de câte n fire de 

manganină, având extremităţile lipite pe cele două plăci. Pentru a reduce inductivitatea 

electrică proprie, fiecare fir este răsucit încât formează un număr cât mai mare de bucle, 

prin care curenţii au sensuri opuse, rezultând un câmp magnetic foarte redus. Bornele de 

tensiune sunt constituite de firul central şi tresa ale unui cablu coaxial, având firul 

central, parcurs de curentul im, lipit de placa 1 şi tresa lipită de placa 2. 

Admiţând o densitate de curent admisibilă Jad, secţiunea necesară Snec se află din 

prima relaţie (1.56), iar numărul n de fire se află din a doua relaţie, unde S=7cr̂ : 
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Snec=I/Jad; n=S„ec/S (1.56) 

Deci, cunoscând I, şi luând, de exemplu Jad=10 A/mm^, din relaţiile precedente se 

află numărul n de fire. 

* Şuntul bifilar nu elimină complet cuplajul magnetic. Această cerinţă este 

satisfăcută de şuntul coaxial, ce se va prezenta în continuare. 

1.3.3.Şuntul coaxial 

Se consideră un conductor cilindric gol, de rază interioară ri, rază exterioară r^ 

având peretele confecţionat dintr-un material conductor electric, de caracteristici ji, p. 

Se arată că timpul de răspuns este: 

(1.57) 
pm 

unde: 

- m = —, 
n 

- xjc sunt rădăcinile ecuaţiei: 

Ji(x)Ni(mx)-Ji(mx)Ni(x), (1.58) 

în care Ni este funcţia Bessel de a doua speţă, de ordinul 1. 

^ ^ ^ 1 (x, jx,) - N, (x, )Jo {x,) ^^^ 
J, {mx, {mx, (x, ) + mN^ (x, )J „ (mx,) - J, {x, )N„ {mx,) 

în care Jo, No sunt fimcţiile Bessel de prima speţă, respectiv de a doua speţă, ordinul zero. 

Relaţia (1.57) se scrie sub forma: 

= (1.60) 
pm 

unde r este raza interioară a conductorului, iar: 

s = f ; % (1.61) 

k=l Xk 

Alegând ca material tot manganina şi exprimând raza interioară r în mm şi timpul 

de răspuns în )is se obţine: 

(1.62) 
45/w 
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Pentru diferite valori ale lui m, s-au obţinut 100 de soluţii ale ecuaţiei (2.110), 

notate cu bk, folosind secvenţa de program prezentată mai jos: 

m = 1 . 1 

f(x) = J1 (x) • Y1 (m-x) - Yl(x)-Jl(m-x) 
b = 

k ^ l 
whilc k<101 

2 5 1 
bj^—root(f(x) ,x) 
k ^ k + 1 

k = 1.. lOl 
(bk) • YO (bk) - JO (bk) • (bk) 

Jl(m-bk)-YO(bk) - Yl(m-bk)-JO(bi,) + tu-Y1 (b^) •JO(m-bk) - J1 (b ,̂) • YO (m-b^) 

S = 
lOl 
z 

Pentru cele 100 de soluţii (k=101) s-a calculat suma S. 

Din motive constructive, raza interioară r nu poate fi sub câţiva centimetri. Din 

acest motiv, pentru fiecare valoare a lui m, cu relaţia (1.62) s-au calculat timpii de 

răspuns pentru r=30, 40, 60, 80 nrni. Rezultatele simt trecute în tabelul 1.3. 

Tabelul 1.3. 
m 1,1 1,2 1,32 1.4 1,45 1,5 1.6 1.7 1.8 1.9 

30 -0,8 -5 -6,6 -2,3 -112,4 8,9 736 10.6 118 -345 
T. 40 -1,4 -8,9 -11,7 -4 -200 15,9 1,3-10^ 18,8 210 -614 
HS 60 -3.1 -20,2 -26,4 -9 -450 30.7 2.9-10^ 42,4 473 1,4-10^ 

80 -5,5 -35,6 -46,9 -16 -710 63,5 5,2-10^ 75,4 841 2,8-10^ 
Este de observat că pentru m <1,5 şuntul este supracompensat, putând apărea 

vârfuri de tensiune în momentul iniţial, iar pentru m>l,5 şuntul este subcompensat, însă 

timpul de răspuns este mult mai mare. 

Dacă se doreşte să se obţină timpi de răspuns de ordinul microsecundelor se alege 

m=l,l-rl,3, timpii de răspuns cei mai mici obţinându-se pentru m=l, 1. 

Construcţia unui astfel de şunt este prezentată în figura 1.5. 

Şuntul propriu-zis constă din cilindrul de manganină 1 de grosime foarte mică, 

care, pentru a reduce efectele de capăt este încadrat de cilindrii 2 şi 3, de grosime mai 

mare, realizate dintr-un material de conductivitate sporită, de exemplu cupru. O bornă de 

curent A este prevăzută pe cilindrul 3, iar cealaltă, B pe cilindrul 2 şi se conectează la 

masă. Tensiunea de ieşire se obţine de la extremităţile circulare m şi n, ale lui 1, prin 

intermediul discurilor conductoare 4 şi 5. 
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Bornele de tensiune sunt constituite din firul central al cablului coaxial 6, lipit pe 

discul 5 şi tresa acestuia lipită pe cilindrul 4. 

2 
6 2 7 i 1 3 

1 1 1 im 

r 

\ i / i 5 

Fig.1.6 Fig.1.5 

în interiorul cilindrului, unde se află bucla de măsurare, curentul de măsurat i 

produce un câmp magnetic, teoretic nul, ceea ce înseamnă că, practic, inductivitatea 

mutuală M are valoarea egală cu zero, când timpul de răspuns al buclei de măsurare este 

cel mai mic. 

Pentru a asigura o protecţie contra câmpurilor magnetice exterioare se foloseşte 

şuntul coaxial ecranat, prezentat în figura 1.6. Acesta are în plus un ecran, 7, care este un 

cilindru metalic legat la masa, împiedicând astfel pătrunderea câmpurilor magnetice 

exterioare intense în interiorul buclei de măsurare. 

Pentru dimensionarea unui şunt coaxial trebuie avut în vedere că secţiunea 

necesară, ce se va nota cu s este: 

5 = (1.63) 

care înlocuită în relaţia (1.59), conduce la: 

T. = 

iar pentru manganină: 

T = 

Kpm 

4055 
45/w 

(1.64) 

(1.65) 

Secţiunea necesară s se calculează cu relaţia: 

/ s = 
J 

(1.66) 
ad 

Cunoscând pe s, impunând pe Tr din (1.64) s-ar putea calcula m, însă suma S 

depinde şi de m. 
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Ca urmare, având în vedere cele precizate, se impune m, iar din (1.63) se obţine 

raza interioară: 

r = (1.67) 

iar raza exterioară re şi deci grosimea 5 se află din relaţia: 

re=mr, 6=(m-l)r (1.68) 

în final, timpul de răspuns se calculează folosind relaţiile (1.64) respectiv (1.65). 

Se dimensionează un şunt coaxial, ce urmează a fi folosit pentru înregistrarea unui 

curent de sudare de valoare efectivă I=500A. 

Considerând un şunt coaxial cu ecran, la care condiţiile de răcire a cilindrului 

interior sunt mai dificile, se alege Jd=5 A/m^. Din (1.66) se obţine s=100 mm^. Se 

impune m=l, l şi din relaţia (1.67) se obţine r=12,3 mm, re=13,5, deci o grosime 6=1,2 

mm. Cu relaţia (1.65) se calculează Tr=-0,3 jis, care se apropie de valoarea dată în 

tabelul 1.2. 

Evident că valoarea obţinută pentru r trebuie privită ca fiind cea minim necesară, 

valoarea constructivă putând fi aleasă mai mare decât cea calculată. 

Pentru ca în interiorul tubului să se poată introduce cablul coaxial r trebuie să fie 

mai mare decât raza acestuia. Astfel în cazul considerat se alege r=30mm, şi se 

recalculează m din relaţia (1.63): 

m = Jl+ ^ 

Se obţine m=l,03 şi poate fi ales tot m= 1,1. Deci re=34mm şi 5=4mm. 

La un şunt este foarte important ca variaţia rezistenţei cu temperatura să fie cât 

mai redusă. în acest scop se defineşte raportul: 

P=Ap/p (1.69) 

unde p este rezistivitatea materialului la temperatura mediului ambiant, iar Ap este 

variaţia maximă admisă a acesteia. 

Se arată că densitatea maximă admisibilă este dată de relaţia: 

ll 
(1.70) 

p s a . 

unde 

- a este transmisivitatea căldurii la suprafaţa periferică a conductorului 
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- a2 este coeficientul termic al rezistivităţii materialului 

- 1 este distanţa dintre bornele de tensiune ale şuntului, deci, în cazul şuntului 

coaxial 1 este distanţa dintre cele două discuri 3 şi 4. 

Pentru manganină a2=10'^ l/grad. Se admite că şuntul este răcit natural, caz în 

care a«12 W/m^grad. Ca să se asigure o stabilitate cât mai bună a şuntului la variaţii de 

temperatură, se alege pentru p o valoare cât mai redusă, cuprinsă între 0.01 şi 0,02. 

în cazul considerat se alege P=0.02 şi se presupune că 1=10 cm. 

Cu aceste valori din relaţia (1.70) se obţine Jd= 5,164 A/m^. 

Se observă că valoarea calculată este foarte aproape de cea admisă. 

1.4. Divizoare de tensiune 
Divizoarele de tensiune se folosesc pentru măsurarea tensiunii la bornele sursei de 

alimentare sau a căderii de tensiune pe arcul electric, cu scopul de a reduce valoarea de 

vârf a tensiunii de măsurat la cea corespunzătoare instrumentului de măsurare. 

în principiu, un divizor de tensiune constă din înscrierea a două sau mai multe 

elemente de circuit. La extremităţile lanţului astfel format se aplică tensiunea de măsurat, 

una din extremităţi fiind conectată la masă. Tensiunea de ieşire se obţine între masă şi 

unul dintre punctele dintre două elemente consecutive, rezultând un divizor de tensiune 

în una sau mai multe trepte. 

în funcţie de parametrul de bază al elementelor folosite, mai des utilizate sunt trei 

tipuri de divizoare de tensiune: rezistive, capacitive şi mixte. 

în continuare se va considera separat fiecare dintre acestea şi se urmăreşte 

determinarea timpului de răspuns şi a caracteristicii de frecvenţă, ceea ce implică 

stabilirea schemei electrice a di vizorului şi deci a parametrilor corespunzători. 

în general, parametrii ar trebui consideraţi distribuiţi în lungul fiecărui element, 

ceea ce ar conduce la relaţii complicate. însă tensiunea de măsurat nu depăşeşte câteva 

sute de volţi, ceea ce face ca lungimea fiecărui element să fie mult mai mică decât 

lungimea de undă a undelor electromagnetice şi deci parametrii se pot considera 

concentrati. 
) 

însă, trebuie avut în vedere că, pentru fiecare element, pe lângă parametrul de 

bază intervin şi parametrii paraziţi, care au o influenţă foarte mare asupra comportării 

divizorului şi deci trebuie luaţi în considerare. 
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1.4.1. Divizor de tensiune rezistiv 

Acesta constă din două sau mai multe rezistoare electrice conectate în serie. 

Pentru simplitate se consideră un divizor în două trepte, format din două rezistoare, de 

rezistenţe electrice Ri, R2 conectate în serie. Având în vedere toţi parametrii paraziţi ce 

ar putea interveni, schema electrică este prezentată în figura 1.7.a.. 

Ri 

•L, 

R, 

pi 

ui. 

- c 
Ui • 

•L2 
p2 

C, ; 

A »(>—4 

U2 

a) 
Fig.1.7 

b ) 

Cu Li, L2 s-au notat inductivităţile proprii ale elementelor, cu Cpi, Cp2 capacităţile 

proprii ale acestora, iar Ci, C2 reprezintă capacităţile elementelor faţă de masă. De 

asemenea, Lm este inductivitatea buclei de măsurare, iar Rs este rezistenţa de sarcină. 

Dacă fiecare element se realizează din fir de manganină înfăşurat bifilar, atunci 

scade influenţa ce o au Li, L2, Cpi, Cp2 şi deci se pot neglija aceşti parametrii. Realizând 

legătura cu instrumentul de măsurare prin intermediul unui cablu coaxial se poate neglija 

şi influenţa pe care o are Ln,. Totodată, dacă instrumentul de măsurare este un osciloscop 

sau un înregistrator, R^ este rezistenţa de intrare a acestora, care este mult mai mare decât 

rezistenţa echivalentă a divizorului şi astfel se poate admite că ieşirea divizorului este în 

pol. 

Pe această bază se obţine schema electrică simplificată din figura 1..7.b, ce se va 

analiza în continuare. Mărimea de intrare este ui(t) cu transformata Laplace Ui(s), iar 

mărimea de ieşire este U2(t) cu transformata Laplace U2(s). 

Se poate verifica uşor că este valabilă relaţia operaţională: 
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CU fimctia de transfer: 

H(s) = ^ (1.72) 

Dacă Ui(t) este un semnal treaptă, în general, de valoare Ui, atunci Ui(s)=Ui/s şi 

relaţia (1.71) devine: 

u,is) = -, ^ r (1.73) 

Aplicând transformata Laplace inversă, se obţine răspunsul indicial: 

«2(0 = 

unde: 

V y 
(1.74) 

T = (1.75) 

Ca urmare timpul de răspuns este: 

(1.76) 

Din relaţia (1.76) rezultă că, pentru a avea un timp de răspuns cât mai redus este 

necesar ca Ri, R2 să aibă valori cât mai mici. însă, în felul acesta di vizorul are o 

rezistenţă electrică echivalentă comparabilă cu cea a arcului electric, cu care este 

conectată în paralel şi prin aceasta modifică condiţiile de ardere şi de stabilitate ale 

arcului electric. 

Din acest motiv, divizoarele de tensiune rezistive nu se folosesc pentru măsurarea 

caracteristicilor surselor de sudare şi ale arcului electric. 

1.4.2. Divizor de tensiune mixt 

Un astfel de divizor se obţine prin înscrierea unor grupuri constituite din 

rezistoare şi condensatoare. De obicei fiecare grup conţine un rezistor şi un condensator, 

care, la rândul lor, pot fi conectate în serie sau în paralel. 

Ca aplicaţie se consideră un divizor de tensiune mixt, cu o singură treaptă, ce are 

două grupuri, unul având parametrii Ri, Ci, iar celălalt parametrii R2, C2. 
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Mai întâi se analizează un divizor mixt serie, când rezistorul şi condensatorul din 

fiecare grup sunt conectate în serie, aşa cum se arată în figura 1.8.a. 

Ui 

i i l U-

]R. R 

Ui( s ) JM 

i z , ( s ) 

"I i ( ş 

V . 

I.fsV 

2(S) Z ( s f 
U2(s) 

a) b) 

Fig.1.8 

în cazul că instrumentul de măsurare este un oscilograf, la ieşirea divizorului se 

conectează o rezistenţă de sarcină R, cu valori cuprinse între IMQ şi lOMQ. 

Analiza divizorului de tensiune se face cu metoda operaţională de rezolvare a 

circuitelor electrice în regim tranzitoriu. în figura 1.8.b s-a reprezentat schema electrică 

operaţională a divizorului formată din impedanţele operaţionale: 

1 1 

C,S C,5 
Z,is) = R 

Mărimile folosite sunt transformatele Laplace notate cu Ui(s), li(s), l2(s), l3(s), 

U2(s) ale mărimilor reale, respectiv Ui(t), ii(t), i2(t), i3(t), U2(t). Pentru stabilirea relaţiilor 

necesare s-a folosit un soft matematic adecvat şi în continuare se prezintă secvenţele de 

program utilizate. 

Se arată că funcţia de transfer are expresia: 

H(s) (RaC^s + ORCiS ^ ̂  ̂ ^^ 

(R1C1C2R + R1C1R2C2 +RCiR2C2)D^ +(RC2 +R2C2 +RiC,)s + l 

Pentru a obţine relaţii mai condensate se introduc notaţiile: 

X=RiCi, Y=R2C2 
Cu acestea, fiincţia de transfer devine: 

H(s) = ^^ 
(RC2X + XY + RCIY)S^ +(Y + RC2 +X + RC,)S + 1 

Se demonstiează că cea mai bună comportare a traductomlui în regim dinamic se 
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obţine atunci când Y=X, caz în care: 

H(s)- RC,s 
(X + RC2+RC,)S + 1 

Transformata Laplace a răspunsului indicial devine: 

F(s) = ̂  ^ ^ 
(x + RCj+RCi)s + l 

Folosind transformata Laplace inversă, răspunsul indicial este: 
t 

(1 .79) 

(1.80) 

(1.81) 
X + RCj + R C , 

Se observă că răspunsul indicial este exponenţial neamortizat şi dacă se calculează 

timpul de răspuns se obţine că aceasta este infinit. Aceasta confirmă faptul că se poate 

folosi timpul de răspuns numai dacă răspunsul indicial este amortizat. De fapt, datorită 

conectării în serie a celor două conductoare, în regim stabilizat (curent continuu) 

tensiunea de ieşire este nulă. 

Din acest motiv, pentru dimensionarea traductorului se foloseşte caracteristica de 

frecvenţă, ce se obţine din H(s) în care se face substituţia s=jco. 

Se obţine o funcţie complexă a cărui modul este factorul de atenuare, definit ca 

flmcţie de frecvenţa f, prin relaţia: 

A(f) = 27rfRC, 1 
(1.82) 

+2XRC2 +2XRC1 +2R^CiC2 +R^Cf )+l 

In continuare se examinează comportarea divizorului la un semnal sinusoidal de 

amplitudine Ui şi frecvenţă f Având în vedere transformata Laplace a unui semnal 

sinusoidal se obţine: 

U2(s,X,Y,Cl,C2,Ul) substitute,Ul= Ul-(0 : 
2 2 S -hO) 

UI- (O 

2 2 s -hO) 
-•(X-S-I- 1)-. 

CI 

U2(s,(o,X,Y,Cl,C2,Ul) :=(1 + X s ) Ul- (0 

((Y-X-C2 -H X-Y-Cl)-s -h X-C2 -h Y-Cl) 

CI 
2 2 ( (XYC2-hXYCl)s -hXC2-hYCl) S -HO) / 

Aplicând transformata Laplace inversă şi revenind la parametrii elementelor, se 

obţine răspunsul sinusoidal al divizorului 

U2(s ,R,Rl ,Cl ,Ul , f ) 
invlaplac^s 

simplify 

2 Cl ît fR l sin(2 îi ft) -1- cos(2-7i f t) - exp 
-t 

. ( C l ( R l - h 2 R ) ) . 
-h4ClxfRsi i<2Jif-t) 

u2(t ,R,Rl ,C1 , U 1 , 0 := 2 f7i Cl R Ul 

2 C1 •7i f Rl sin(2-7i f t) -h 4 Cl •7t f R siii(2-7i-f t) + cos(2-7i f t) - exp 
-t 

( C 1 ( R 1 + 2 R ) ) 
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Dimensionarea divizorului s-a făcut pentru regim sinusoidal urmărindu-se 

determinarea amplitudinii curentului total şi a tensiunii de ieşire. 

în acest scop s-a folosit constarea că imaginile în complex simplificat se obţin 

din imaginile Laplace prin înlocuirea variabilei complexe s cu numărul pur imaginar jco. 

Mersul calculelor se prezintă mai jos 

U 2 ( s , X , C l , C 2 , R , U l ) substitutes=lj (o -> l i U l R C l 
(0 

( l i ( X + R C 2 + R C l ) ( o - i - 1 ) 

(-ffl X - (0 R C2 - co R C l ) 
U2( (T>,X,Cl ,C2.R,Ul ) complex - » - U 1 R C1O) t - ^ ^ - I - li Ul RCL 

1 + ( (DX + a ) R C 2 - i - ( o R C l ) " 1 +(a) X-Ko R C2 i-co R Cl)" 

a((o ,X.Cl ,C2,R,Ul) := Re(U2(ffl ,X,Cl.C2,R,U1)) 

b((o ,X,Cl ,C2,R,Ul) := 
Im(U2((o,X,Cl.C2,R,Ul)) 

ij 

a(a) ,X,Cl .C2.R,Ul) :=Ul RCl (o 
2 (X-HRC2-I-RC1) 

(X-I-RC2-HRC1)^(O% 1 

b((D.X,Cl,C2,R,Ul) :=UI RC1 
(O 

Cu acestea s-a calculat amplitudinea tensiunii de ieşire. 

M ( ( o , X , C l X 2 , R , U l ) : = ( a ( ( D , X , C l , C 2 , R , U l ) ) V ( b ( a ) , X , C l , C 2 , R , U l ) ) ^ 

M(a),X,Cl,C2,R,Ul)coIlect,a) ^ Ul̂  R̂  Cl̂ -
X̂  + 2 X C2 R+ 2 RC1X+ R- + 2 R̂  C2 C1 ^ R'-Cr (o" ̂  1 

MU((0,X,C1,C2,R,U1) :=JM((o,X,C1,C2,R,U1) 

MU(o),X,Cl,C2,R,Ul) := Ul^R^Cl^ 
-h2 X C2 R + + 2 R̂  C2 CI + R̂  Cl̂  + 2 RC1 -X o)̂  -i-

La fel s-a procedat şi pentru curentul total 

I(s,X,Y,Cl,C2,Ul) 
substitut̂ ss 1 j® 

->U1(1 + liX(o)(l + liYa))Cl- C2 
simplify 

I(©,X,Y,C1 ,C2,U1) :=U1(1 -l- l i X a)) ( l + li Y (o) Cl' 

( l i a ) X Y C2 + l i w Y X C l + X C 2 i - Y C l ) 

C2 

( l i co X-Y C2 -t- li co X-Y Cl + X C2 + Y Cl) 

M I ( 0 ) , X , Y , C 1 , C 2 , U 1 ) : = 
+ 2 X--Y^ C2 C1 + X ^ V c i l CD̂  + + 2 X C2 Y C1 Y^ Cl" 
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Proiectarea s-a făcut pentru o amplitudinea a tensiunii de ieşire de 5V şi o 

amplitudine a curentului total de lOOmA. 

Mai întâi s-au ales valori estimative ca mai jos. 

f:=50 R:=10^ 

(D:=2itf Ul:=60 

. 0 1 4 . 1 5 9 10"̂  

Sistemul de ecuaţii este cel de mai jos: 

Yq-3.192 10"̂  Y, = 9.1210'^ X;=Yo X= 3.192 10'^ CI := Y, CI = 9.12 10"̂  

Given 

MI((i),X,Cl,C2,R,Ul)=10'' 

MU((o.X.CI,C2.R,UI)=:5 

Y;= Fmd(X.Cl) 

Rezolvând s-au obţinut: 

CI C2 

Rl=3.5 10'̂  CI = 9.12 10'® R2= 3.19210^ C2=110'^ 

Aceste valori pot fi realizate practic. 

1.5. Metodă şi aparat pentru măsurarea diferenţei pantelor 

curentului de sudare 
1.5.1.Principiul metodei. Schema electrică bloc a aparatului 

Calitatea unei surse de sudare cu arc electric în regim dinamic se stabileşte prin 

analiza curbei de variaţie în timp a curentului de sudare. Un criteriu frecvent utilizat 

constă în determinarea raportului: 

A = (1 .83) 
tga 

unde tga, tgP sunt pantele curentului de sudare din momentul imediat anterior, respectiv 

imediat posterior momentului când curentul de sudare trece prin zero. 

Este de notat că la toate sursele de sudare, întâlnite în practică, tga>tgp, aşa că 

întotdeauna A<1 şi sursa are o calitate cu atât mai bună cu cât A are o valoare mai 

BUPT



31 

apropiată de unitate. 

Metoda propune ca în locul raportului să se determine diferenţa: 

A = t g a - t g P (1.84.) 

în acest fel creşte precizia de mâsurare^ deoarece la sursele de sudare realizate în 

mod corespunzător, pantele tga, tg|3 au valori foarte apropiate, aşa că diferenţa A, 

definită prin relaţia (1.84), are valori foarte apropiate de zero, ce pot fi măsurate cu erori 

mici, folosind im indicator de nul foarte sensibil. 

Sursa de sudare analizată va fi de cea mai bună performanţă, când indicatorul de 

nul are deviaţie nulă şi cu cât se obţin deviaţii mai mari, calitatea sursei este mai redusă. 

Evident că pentru aceasta este necesar ca la intrarea indicatorului de nul să se 

aplice o tensiune electrică egală sau direct proporţională cu diferenţa celor două pante. 

Pentru aceasta, la fiecare trecere prin zero a curentului de sudare, din curba de 

variaţie în timp a acestuia, se reţin numai porţiuni dintr-un interval de timp At, de 

dinaintea, respectiv de după momentul trecerii prin zero, aşa cum se arată în figura 1.9.a, 

unde, pentru simplitatea reprezentării, s-a admis un curent de sudare sinusoidal. 

AtAt 

a) b) 

Fig.1.9 

Deci, din curentul de sudare se obţine o succesiune de impulsuri ce sunt diferite 

de zero numai în intervalele de timp At din vecinătatea fiecărui moment când curentul de 

sudare trece prin zero, de aceeaşi perioadă cu acesta. Dacă At se alege suficient de mic, 

atunci impulsurile sunt triunghiulare, cu înălţimile hi, h2, direct proporţionale cu tga, 

respectiv cu tgp. 

însă, pentru a putea face diferenţa lor trebuie ca cele doua impulsuri să intervină 

în aceleaşi momente. în aoest scQp„ din_ curentul de sudate se obţin două tensiuni 
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electrice Ui, U2, de aceeaşi formă ca şi curentul de sudare, însă una, de exemplu Ui, în 

fază cu acesta, iar cealaltă, U2, defazată cu % radiani faţă de curentul de sudare. în 

continuare se redresează alternanţele pozitive al lui ui şi alternanţele negative ale lui U2, 

obţinând tensiunile Uri, Ur2 reprezentate în fîg.l.9.b. Aceste impulsuri intervenind în 

aceleaşi momente, prin însumarea lor se obţine un impuls triunghiular de înălţime: 

h = h,-h^ ={tga-tg/3)At = AAi (1.85) 

Deci, dacă At este menţinut constant, atunci înălţimea impulsului rezultant este 

direct proporţională cu mărimea de măsurat A. 

în scopul de a realiza cele menţionate până acum, se propune un aparat cu schema 

electrică bloc prezentată în fîg. 1.10. 

Cu ajutorul şuntului S, curentul de sudare I este convertit în tensiunea electrică u, 

ce trebuie să aibă aceeaşi formă de variaţie în timp ca şi i. 

Blocul D permite obţinerea tensiunilor ui şi U2 menţionate mai sus. Cu redresorul 

Ri se redresează numai alternanţele pozitive ale lui ui, iar cu R2 se redresează numai 

alternanţele negative ale lui U2, obţinând tensiunile Uri, Ur2 din fîg. 1.9.b. 

D 

ul R1 uri Intl uil 
Derl udl Dvl Ulm R1 Intl Derl Dvl 

—1 

_u2_ R2 ur2 Int2 ui2 
Der2 ud2 Dv2 _u2_ R2 Int2 Der2 Dv2 

U2m 

Sm Ue IM Sm IM 

Fig.1.10 

Circuitele de integrare Inti, Int2 permit ca, pentru fiecare dintre cele două tensiuni, 

să se reţină numai câte o porţiune, corespunzătoare intervalului de timp At din 

vecinătatea fiecărui moment când curentul de sudare trece prin zero. Astfel tensiunile Uji, 

Ui2, de la ieşirea circuitelor de integrare, au forma unor impulsuri cu duratele At, însă cu o 

variaţie în timp neliniară, parabolică. Aducerea lor la forma liniară se realizează cu 

ajutorul circuitelor de derivare Deri, D^i şi astfel, la ieşirea acestora se obţin impulsuri 

triunghiulare Udi, respectiv Ud2-

Dacă acestea s-ar aplica direct la intrarea sumatorului Sm, atunci la ieşirea acestuia 
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s-ar obţine tensiunea electrică Ue=Udriid2- Dacă vârfurile lui uji, Ud2 ar interveni în acelaşi 

moment, atunci Ue ar avea forma unui impuls dreptunghiular a cărui înălţime ar fi chiar 

diferenţa înălţimilor lui Udi, respectiv Ud2, deci direct proporţională cu hi-h2. 

însă, dacă curentul de sudare nu este alternativ simetric şi din cauza erorilor 

introduse de circuitele de integrare şi de derivare, cele două vârfuri nu vor interveni 

riguros în aceleaşi momente. 

Pentru a elimina acest neajuns, între fiecare circuit de derivare şi circuitul de 

sumare este intercalat câte un circuit de memorare, ce trebuie astfel proiectat încât la 

ieşire să se obţină câte o tensiune continuă Uim, respectiv U2in, egale cu înălţimea 

(vârful) lui Udi, respectiv înălţimea (vârful) lui Ud2. Practic, cele două circuite de 

memorare simt realizate cu detectoare de vârf Dvi, respectiv Dv2. 

1.5.2.Implementarea şi proiectarea aparatului 

Funcţia fiecărui bloc, descrisă mai sus, este realizată prin schema electrică 

prezentată în fig. 1.11. 

Blocul D este realizat cu un transformator electric cu priză mediană Tr. Pentru ca 

acesta să nu producă deformarea curentului de sudare, miezul se confecţionează dintr-un 

material feromagnetic de înaltă calitate şi pentru inducţia magnetică se aleg valori mai 

mici decât la transformatoarele obişnuite, de exemplu IT. 

Blocurile Ri, R2 constau din diodele Dr2 alese de tipul 1N4048, cărora li s-au 

prevăzut rezistenţe de sarcină de lOOQ. 

Celelalte blocuri au la bază amplificatoare operaţionale de tip A741, pentru care 

UA=12V. 

Circuitele de integrare se implementează prin amplificatoarele operaţionale Ui, 

respectiv U2. Dimensionarea lor constă în calculul valorile rezistenţelor electrice şi ale 

capacităţilor electrice ce intervin în schema electrică. 

Dacă se notează cu Uin(At) tensiunea electrică de la intrarea fiecărui amplificator 

operaţional după un timp At din momentul trecerii prin zero a curentului de sudare, 

atunci se arată [12] că este valabilă relaţia: 

= (1.86) 
2 U , 

Din motivele menţionate, pentru At trebuie aleasă o valoare cât mai mică, de 

exemplu a n-a parte din perioada T a curentului de sudare şi se obţine: 
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= (1.87) 
2nU, 

S-a ales n=40, care, pentru un curent de sudare cu frecvenţa industrială f=50 Hz, 

conduce la At=50 |is. 

Prin alegerea unui şunt şi a unui transformator în mod corespunzător, în cazul cel 

mai defavorabil, când curentul de sudare are cea mai mare valoare, se poate considera 

Uin(At)=2V. Cu aceasta, din relaţia (1.87) se obţine RC=510'^s. 

Pentru a nu obţine o valoare exagerat de mică a lui C, ar trebui ca R să aibă o 

valoare relativ redusă, ceea ce ar conduce la o valoare mare a curentului de intrare al 

amplificatorului. Punând condiţia ca aceasta să nu depăşească 40 mA, se obţine R=lkn, 

iar C=40 nF. 

Rezultă că, pentru schema electrică prezentată se aleg; Ri=R2=l kQ, Ci=C2=40 

nF. 

După cum se arată în lucrarea [12], rezistenţele Ro au rolul de a preveni 

"agăţarea" sau "zăvorârea" amplificatorului, ca urmare a tensiunii de decalaj de la 

intrare, iar rezistenţele Rp reduc influenţa pe care o are decalajul dintre curenţii de 

polarizare asupra tensiunii de ieşire a amplificatorului. De asemenea, valorile acestora se 

stabilesc pe baza relaţiilor: 

RR 
R o » R ; R (1.88) 

" R + R, ^ ^ 

Tot în aceeaşi lucrare, cu ajutorul unui program de simulare a circuitelor electrice 

s-a stabilit valoarea optimă Ro=500 kQ, iar din relaţia (1.87) a rezultat R8=l,34 kD. Deci 

s-au ales: 

ROI=RO2=500 kH; Rpi=Rp2=l,34 kQ. 

Circuitele de derivare sunt realizate cu amplificatoarele operaţionale U3, respectiv 

U4. Rezistenţele Ro au rolul de a preveni intrarea în oscilaţie a amplificatorului ca urmare 

a benzii de frecvenţă limitate, iar rezistenţele Rp au acelaşi rol ca în cazul circuitelor de 

integrare. 

Pentru ca circuitele de derivare să-şi îndeplinească fimcţionarea menţionată, 

produsul RC trebuie să aibă aceeaşi valoare ca şi în cazul circuitelor de integrare. Ca 

urmare, s-au ales R3=R4=1 kQ, C3=C4=40 nF. 

Deoarece rezistenţele Ro influenţează asupra formei tensiunii de ieşire, pentru a 

BUPT



35 

reduce această influenţă trebuie satisfăcută relaţia Ro«R, ceea ce a condus la valoarea 

Ro=200 n , şi deci Ro3=Ro4=200 Q. 

Rezistenţele Rp satisfac relaţia (1.87) din care s-a obţinut Rp=16 Q. însă, folosind 

simularea menţionată, s-a stabilit valoarea optimă Rp=500 Q, şi deci Rp3=Rp4=500 Q. 

Celelalte două amplificatoare, din fiecare ramură, servesc la realizarea 

detectoarelor de vârf Dvi, respectiv Dv2. Proiectarea lor s-a făcut pe baza relaţiilor din 

literatura de specialitate, menţionate în lucrarea [12], rezultând valorile rezistenţelor şi 

capacităţilor înscrise în schema electrică. 

Circuitul de sumare este realizată cu amplificatorul operaţional U9, la ieşirea 

căruia este conectată o rezistenţă de sarcină de 10 kH, prin care se simulează 

instrumentul de măsurare. In lucrarea menţionată se arată că proiectarea acestui circuit se 

face pe baza relaţiilor: 

(1.89) 

R = ̂  (1.90) 
în 

R„ = (1.91) 

m 

unde: 

-Ue este tensiunea de ieşire a aparatului; 

-Rin este valoarea comună a celor două rezistenţe de intrare Rini, Rin2; 

-lin este curentul de intrare al amplificatorului operaţional. 

Impunând valorile Ue=10V, Iin=lniA, din relaţiile de mai sus se obţin: R=10kQ, 

Rini=Rin2=2kn, Rp=900Q, precizate şi în schema electrică. 

Este de observat că, dacă s-ar fi utilizat intrarea neinversoare a sumatorului s-ar fi 

obţinut diferenţa h2-hi, însă utilizându-se intrarea inversoare se obţine diferenţa hi-h2. 

1.5.3.Testarea aparatului 

Testarea aparatului s-a făcut cu programul de simulare şi analiză a circuitelor 
electrice mentionate anterior. 

> 

Programul dispune de un modul, numit Schematics, cu ajutorul căruia s-a 

reprezentat grafic schema electrică prezentată. Arcul electric, şuntul şi transformatorul 

s-au înlocuit cu două surse de tensiune sinusoidală, care furnizează cele două tensiuni 
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electrice Ui, U2, ce se aplică la intrările aparatului. 

Având în vedere cele precizate mai sus, în fiecare moment de trecere prin zero a 

celor două tensiuni, panta lui u reprezintă pe tgp, iar panta lui U2 este tga. 

în scopul de a realiza mai multe cazuri de măsurare, pentru amplitudinea lui U2 s-a 

ales o singură valoare de 3V, iar pentru amplitudinea lui Ui s-a folosit o listă de patru 

valori: 3V, 6V, 9V, 12V, bazându-se pe capacitatea programului de a realiza o analiză 

secvenţială (în paşi) pe bază de listă de valori. 

în felul acesta, tg|3 va avea o singură valoare, iar tga obţine patru valori distincte, 

şi deci se obţin 4 cazuri de măsurare, fiecare constând din valoarea respectivă a lui tgP, şi 

câte una dintre cele patru valori ale lui tga. 

Folosind modul SPICE al programului se obţin instrucţiunile programului de 

simulare, şi apoi s-a declanşat simulatorul programului pentru cazul unei analize în timp. 

în fmal, cu modulul PROBE se obţin reprezentările grafice prezentate în fig. 12. 

Prima imagine prezintă variaţia în timp a lui U2 şi a lui Ui pentru cele 4 cazuri. 

In a doua imagine, pentru a nu complica desenul, s-a considerat un singur caz, şi 

s-au reprezentat cele două tensiuni redresate Uri, Ur2, precum şi tensiunile u<ii, Ud2, 

obţinute la ieşirile celor două circuite de derivare. Este de observat forma de impulsuri 

triunghiulare a acestora, ceea ce dovedeşte că proiectarea circuitelor de integrare şi 

derivare s-a realizat în mod corespunzător. 

în a treia imagine sunt prezentate tensiunile ce se aplică la intrările sumatorului, 

iar în ultima imagine apar tensiunea de ieşire a aparatului pentru cele patru cazuri. 

Făcând abstracţie de regimul tranzitoriu, ce apare după conectarea aparatului este de 

remarcat că cele patru tensiuni cresc pe măsură ce creşte tga, şi deci proiectarea 

aparatului este corespunzătoare scopului. 
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Fig.1.12 
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Cap.2. MODEL MICROSCOPIC AL ARCULUI ELECTRIC 

2.L Densităţile curenţilor electrici din coloana arcului electric 

în coloana arcului electric purtătorii liberi de sarcină electrică sunt: 

- electronii, având sarcina electrică qe=-e şi concentraţia ne, 

- ionii pozitivi sau negativi, de obicei monovalenţi, având sarcina 

electrică qi=e şi concentraţia ni. 

Surse de purtători liberi de sarcină electrică sunt următoarele procese ce se produc 

în coloana arcului electric: 

- emisia termică şi emisia datorată câmpului electric a unui electrod; 

- fotoionizarea şi ionizarea peste nivelul metastabil, ce are loc în co-

loană. 
Considerând o ionizare completă cu coloana arcului electric se obţine: ne=ni=n. 

De asemenea, dacă q este densitatea de volum a sarcini electrice dintr-un punct 

oarecare din coloană, atunci q=qo+qe, însă din punct de vedere macroscopic coloana ar-

cului electric este neutră, din punct de vedere electric, ceea ce înseamnă ca q=0, deci qi=-

qe=e. 

Se arată că, dependenţa concentraţiei n, de electroni sau ioni, de temperatura T, 

dintr-un punct oarecare al coloanei este dată de relaţia: 

(2.1) 

unde: 

p - presiunea; 

k - constanta Boltzman; 

h - constanta lui Planck; 

nie, e - masa electronului respectiv sarcina electrică elementară; 

Ui - tensiunea (potentialul) de ionizare a mediului din coloana arcului elec-

tric; 

Un calcul mai exact al concentraţiei n se poate face cu ajutorul relaţiei lui Saha, 

care se scrie sub forma: 
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-expC-i^), (2.2) 
l-z' h' ^ kT ^ ^ 

unde X este gradul de ionizare al mediului din coloana arcului electric, definit prin rela-

ţia: 

(2.3) 

"a 

în care na concentraţia atomilor din coloană. 

Mişcarea ordonată a purtătorilor liberi de sarcină electrică, deci curentul electric 

din coloana unui arc electric, poate avea două cauze. 

O primă cauză o constituie forţele electrice, pe care le exercită câmpul electric, de 

intensitate E , asupra electronilor, respectiv ionilor din coloana arcului electric. 

Pe lângă mişcarea de agitaţie termică, dezordonată, sub acţiunea forţelor electrice, 

electronii şi ionii vor primi şi o mişcare ordonată, numită mişcare de drift, cu viteze me-

dii, v̂ , respectiv v,, date de relaţia: 
(2.4) 

unde lie, |ii sunt mobilităţile electronilor, respectiv ionilor. 

în urma mişcării de drift ia naştere un curent electric de electroni, cu densitatea 

J^E, şi un curent electric de ioni, cu densitatea , date de relaţiile: 

^,£=n-e-v, (2.5) 

în relaţiile (2.5) se înlocuiesc relaţiile (2.4) şi se obţine: 

(2.6) 

O a doua cauză o constituie distribuţia neuniformă a purtătorilor liberi de sarcină 

electrică în coloana arcului electric, ceea ce face să existe o variaţie spaţială a concentra-

ţiilor electronilor n ,̂ respectiv ionilor ni. 

Conform tendinţei naturale a oricărui sistem de a evolua spre o stare de echilibru, 

apare o deplasare atât a electronilor cât şi a ionilor în volumul coloanei arcului electric 

din zonele în care n ,̂ respectiv ni au valori mai mari, spre cele în care acestea au valori 

mai reduse, cu tendinţe de a realiza o egalizare a concentraţiilor electronilor, respectiv 

ionilor, în tot spaţiul ocupat de coloana arcului electric. 

în felul acesta, în coloana arcului electric apare un curent de electroni, respectiv 

ioni, care se numeşte difuzia electronilor, respectiv difuzia ionilor în volumul coloanei. 
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Difuzia fiind o mişcare ordonată, în coloana arcului electric apare un curent elec-

tric de difuzie de electroni de densitate Joe şi un curent de difuzie de ioni, cu densita-

tea Jw . 

Ca mărime caracteristică pentru difuzie, în fiecare punct al coloanei arcului elec-

tric, se defineşte densitatea flxixului de electroni, notat cu j^, respectiv densitatea fluxu-

lui de ioni, y, ca fiind numărul de particule care, în unitatea de timp, trec prin unitatea de 

suprafaţă, considerată în jurul acelui punct, într-o direcţie bine precizată. 

Având în vedere definiţiile mărimilor, rezultă: 

^De = q j = e j ^ JD, = qJ ,=e j , (2.7) 

La aceste relaţii se adaugă legea lui Fick: 

~j=grad{D^n^) J^grad^n,) (2.8) 

unde De, Dj sunt coeficienţii de difuzie a electronilor, respectiv a ionilor, 

înlocuind relaţiile (2.8) în relaţiile (2.7) rezultă: 

le =e- D^grad{nJ J, =e- graci(D,n.) (2.9) 

sau, dacă se admite că De, Di sunt uniform repartizaţi în spaţiu: 

JDc=QD^grad{n^) JD.=QD,grad(n.) (2.10) 

în ipoteza unei ionizări complete a spaţiului ocupat de arcul electric, relaţiile 

(2.10) devin: 

Joe =e- D^grad{n) ~Jd, =- e • D,grad{n) (2.11) 

Pentru calculul coeficienţilor de difuzie se pot folosi relaţiile lui Einstein: 

V V 
De=-^ D i = ^ (2.12) 

Me Mi 

unde Vt= kT/e, poartă numele de potenţialul termic la temperatura T, care pentru T=300 

K, are valoarea Vt= 0,025 V. 

în concluzie, în general, în cazul unui regim nestaţionar, în coloana arcului elec-

tric, există un curent de electroni, cu densitatea Je şi un curent de ioni, cu densitatea J,, 

ce sunt date de relaţiile: 

J e=J eE +J De Ji=JiE+JDi (2.13) 

sau înlocuind relaţiile (2.6) respectiv (2.10), rezultă: 

J, + eD,grad{n,) (2.14) 
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sau, în ipoteza unei ionizări complete: 

Je=n^efi^E+eDgrad{n^) Ji=n^e^^E-eDgrad{n.) (2.15) 

Densitatea ciu-entului electric va fi: 

J=Je+Ji (2.16) 

în cele ce urmează se prezintă alte ecuaţii ale arcului electric, însă forma pe care o 

au acestea depinde de sistemul de referinţă ales. 

Chiar dacă nu se va mai preciza, trebuie subînţeles că se utilizează un sistem de 

referinţă legat unul dintre electronii arcului electric şi se admite că aceste este inerţial. 

Faţă de un astfel de sistem de referinţă coloana arcului electric, în ansamblul său, 

este în repaus, prin care trebuie înţeles că centrul de masă al acestuia este imobil. 

Consecinţa este că, în acest caz, în derivatele în raport cu timpul ale mărimilor nu 

intervin componentele convective, ce ar apărea, dacă ecuaţiile respective s-ar scrie faţă 

de un sistem de referinţă în raport cu care coloana arcului, în ansamblul său, ar fi în miş-

care, adică centrul de masă al acestuia s-ar deplasa cu o anumită viteză. 

In concluzie, derivata în raport cu timpul a oricărei mărimi de stare se reduce la 

derivată, în general parţială, a acelei mărimi în raport cu momentul oarecare t. 

Mai trebuie precizat faptul că toate ecuaţiile se stabilesc pentru un volum material 

din coloana arcului electric, ce se va nota cu Q*, coincide cu volumul de control, notat 

cu Q, care este fix în raport cu sistemul de referinţă ales. Din acest motiv, toate ecuaţiile 

se vor stabili pentru volumul de control Q, al cărui element de volum se va nota cu dQ. 

2.2. Ecuaţii de continuitate 
o primă ecuaţie de continuitate se obţine prin aplicarea legii conservării sarcinii 

electrice libere, pentru volumul de control, care, sub formă globală, se exprimă prin rela-

ţia: 

'divJdQ = -—\qdQ. (2.17) 

Având în vedere cele precizate, forma locală a legii se va exprima prin relaţia: 

ciivJ + ̂  = 0 (2.18) 
dt 

însă în ansamblul său, coloana arcului este neutră din punct de vedere electric, 

adică q=0 şi relaţia (2.18) devine: 
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div J = O 

sau 

= 0 (2.19) 

O a doua ecuaţie de continuitate se obţine prin aplicarea legii conservării masei 

pentru volumul de control Q. 

Mai întâi se defineşte densitatea de masă, dintr-un punct oarecare al coloanei arcu-

lui electric, notat cu pd, prin relaţia: 

pd=îieme+nimi, (2.20) 

unde me, mj sunt masa unui electron respectiv ion. 

Se mai defineşte viteza de transport a masei, notată cu vm, prin relaţia: 

(2.21) 

unde ve,v, sunt vitezele electronilor, respectiv ionilor. 

Cu aceasta, legea conservării masei, pentru un punct oarecare, din coloana arcului 

electric, se scrie: 

div(p;v„)^^ = 0 (2.22) 
ci 

A treia ecuaţie de continuitate se obţine prin aplicarea legii conservării numărului 

de particule de electroni, respectiv de ioni, pentru volumul de control considerat. 

Se arată că, pentru un punct oarecare din coloana arcului electric, această lege de 

conservare se scrie: 

dt 
= -div{D^gradn^ ) + (2.23) 

Pn 
^ = -div(D,gradn,) + G,-R„ 
ct 

unde: 

Gi, Ge densităţile de volum ale vitezelor de generare ale electronilor, respectiv io-

nilor şi reprezintă numărul de electroni, respectiv ioni generaţi în unitatea de timp şi în 

unitatea de volum din jurul punctului considerat; 

Re, Ri sunt densităţile de volum ale vitezelor de recombinare ale electronilor, res-

pectiv ionilor şi reprezintă numărul de electroni, respectiv de ioni, care se recombină, în 

unitatea de timp, în unitatea de volum, din jurul punctului considerat. 

Admiţând că De, Di sunt uniform repartizaţi în spaţiu, relaţiile devin: 
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^ = (2.24) 
dt 

dt 

2.3. Ecuaţii de conservare 
O primă ecuaţie de conservare se obţine prin aplicarea principiului conservării 

energiei pentru volumul de control, conform căreia, energia dezvoltată în unitatea de 

timp în volumul de control Q, acoperă variaţia în unitatea de timp a energiei interne din 

Q, energie care, în unitatea de timp, se transferă, prin suprafaţa ce mărgineşte pe Q, la 

mediu din jurul arcului electric. 

Se are în vedere că astfel de transformări de energie au loc: prin conducţie termică 

însă şi prin radiaţie ca urmare a radiaţiilor ce le emit atomii aflaţi într-o stare de excitaţie 

metastabilă, când revin din starea energetică, fimdamentală. De asemenea, au loc 

transformări de energie în procesul de ionizare, ce se produce în coloana arcului electric. 

Pe baza celor arătate mai sus, pentru un punct oarecare din coloana arcului, se ob-

ţine ecuaţia: 

(7e + 7,) • ̂  = ^ - div{ĂgradT) + div{U, le), (2.25) 
dt dt 

unde Pr este puterea radiată de unitatea de volum din jurul punctului considerat, c este 

căldura specifică, iar celelalte mărimi au semnificaţiile precizate până acum. 

O ultimă ecuaţie se obţine prin aplicarea principiului al doilea al dinamicii pentru 

volumul de central considerat. 

Considerând cazul mai general când, în coloana arcului electric, pe lângă câmpul 

electric de intensitate E\ există şi un câmp magnetic de intensitate B şi neglijând forţele 

gravitaţionale, pentru un punct oarecare din coloana arcului electric, se obţine: 

CV _ _ _ _ 
n^m^ — = -n^e(E + VexB)-Vp + Pei (2.26) 

ct 

«.'W, ^ = + V, xB)-Vp + P.e, (2.27) 
dt 

unde p este presiunea din punctul considerat, iar Pei,Fie sunt impulsurile câştigate de un 

electron în urma ciocnirii cu un ion, respectiv de un ion în urma ciocnirii cu un electron. 

Pentru ciocnirile elastice Pe, = 0;Pie = 0. 
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Setul complet de ecuaţii ale arcului electric este construit din relaţiile (2.9), (2.20), 

(2.21), (2.22), (2.23), (2.24), (2.25), (2.26), (2.27). 

Cu ajutorul acestor ecuaţii se poate calcula exact toate mărimile şi cu acestea se 

descrie complet fimcţionarea arcului electric, dacă se cunosc valorile limită şi valorile 

unora dintre mărimi. Cum aceste valori, care, în general, depind de temperatura T, presi-

unea p, intensitatea câmpului electric E, simt imprecis cunoscute, soluţionarea acestui 

sistem nu este în general posibilă. 

Din acest motiv, în continuare, se prezintă modele macroscopice ale arcului elec-

tric. 
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Cap.3. MODELE MACROSCOPICE ALE ARCULUI ELECTRIC 

3.1. Scopul modelării arcului electric 
în cadrul acestei lucrări, arcul electric, ca element component al unei instalaţii de 

sudare electrică prin topire în mediu de gaz protector, este examinat doar sub aspect 

energetic, ca având rolul de a furniza energia necesară procesului de sudare considerat. 

Ca urmare, nu interesează procesele ce se produc în coloana arcului electric şi în 

vecinătatea electrozilor, ci arcul electric este considerat ca un conductor electric parcurs 

de curentul de sudare, care este impus. Energia necesară procesului de sudare apare ca 

urmare a efectului termic ce se manifestă în interiorul acestui conductor electric. 

în concluzie, arcul electric se modelează printr-un conductor electric, de o anumi-

tă formă şi animiite dimensiimi şi se urmăreşte determinarea căldurii dezvoltată în unita-

tea de timp şi în unitatea de volum, dintr-un punct oarecare al conductorului, ce se va 

numi puterea dezvoltată specifică. Deoarece dezvoltarea de căldură apare ca urmare a 

unui proces de natură electromagnetică, se impune realizarea unui studiu a câmpului 

electromagnetic generat de curentul electric ce străbate acest conductor electric. Din 

acest motiv, în continuare se prezintă modelele matematice ale câmpului electromagne-

tic, din care să se poată determina puterea dezvoltată specifică, precum şi alte mărimi, 

cum ar fi căderea de tensiime electric pe arcul electric şi intensitatea câmpului electric 

din acesta. în acest scop, trebuie să se cunoască permeabilitatea magnetică relativă ^ şi 

reziştivitatea electrică p a arcului electric. Se face ipoteza că arcul electric este un mediu 

omogen şi izotrop, ceea ce înseamnă că cele două caracteristici de material sunt aceleaşi 

pentru orice punct din coloana arcului electric. însă, na se poate neglija dependenţa lor 

de temperatura T a arcului electric, şi deci trebuie să se cunoască )ir(T) şi p(T). 

Pentru a examina anumite chestiuni legate de funcţionarea sistemului format de 

sursa de alimentare şi arcul electric, în ultimul paragraf al acestui capitol se prezintă un 

model al arcului electric ca element de circuit electric. Astfel de chestiuni se referă la 

stabilitatea sistemului, arderea continuă a arcului electric, sau supratensiunile ce apar în 

regim dinamic. Modelul urmăreşte determinarea dependenţei dintre tensiunea arcului 

electric Ua şi intensitatea curentului de sudare is, adică a funcţiei Ua(is). Din aceasta, im-

punând o anumită formă de variaţie în timp a uneia, se poate determina variaţia în timp a 
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celorlalte. 

3.2. Modelul legilor teoriei macroscopice a electromagnetismului 
3.2.1. Ecuaţiile modelului 

Acest model se obţine, prin exprimarea locală a legilor de evoluţie a câmpului 

electromagnetic. 

Legea circuitului magnetic şi legea inducţiei electromagnetice se referă la o linie 

închisă F şi la o suprafaţă deschisă ce se sprijină pe F, ce va fi notată cu Sr. 

Considerând cazul mai general când cele două legi se scriu faţă de un sistem de 

referinţă în raport de care F şi Sr se află în mişcare, matematic, cele două legi, se expri-

mă prin relaţiile: 

<;Hdî = J j d s + J ^ d s + J p v d s + | ( D x v ) d î (3.1) 
r Sr Sr ^ Sr T 

o E - d î ^ - f — • d i + <f(vxB)dî, (3.2) 

f Sr ^ 

unde notaţiile au semnificaţiile cunoscute din literatura de specialitate, iar veste viteza 

unui punct oarecare de pe F, respectiv de pe Sr, faţă de sistemul de referinţă considerat. 

Termenii din membrul drept al relaţiei (3.1) au, respectiv, semnificaţiile de: curent 

de conducţie, curent de deplasare, curent de convecţie, curent Rontgen teoretic. 

De asemenea, cei doi termeni din membrul drept al relaţiei (3.2), reprezintă tensi-

unea electromotoare indusă prin pulsaţii, respectiv prin mişcare. 

Legea fluxului magnetic, se referă la o suprafaţă închisă, ce se va nota cu Si şi se 

exprimă prin relaţia: 
(3.3) 

Legea fluxului electric şi legea conservării sarcinii electrice libere se referă tot la 

o suprafaţă închisă Si şi la domeniul (volumul) Q mărginit de acesta. Faţă de acelaşi sis-

tem de referinţă, menţionat mai sus, expresiile matematice ale celor două legi sunt: 

4 D . d s = f ^ p . d n (3.4) 

i J - d s = - f ^ f ^ d Q - f ^ d i y ( p V ) d Q (3.5) 
dt 

unde 6Q este un element de volum a lui Ci. Aplicând transformări de integrare coi espun-
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zătoare, se obţin următoarele forme locale ale legilor: 

rotH = J + — + p v + rot(Dxv) ( .3.6) 
dt 

roffi = - — + rot(vxB) (3.7) 
dt 

divB = 0 (3 .8) 

divD = p (3 .9) 

divJ = - ^ - d i v ( p v ) , (3 .10) 
dt 

unde prin rot, div se înţeleg operatorii diferenţiali rotor, respectiv, divergenţă. 

Dacă la relaţiile de mai sus se adaugă ecuaţiile constitutive ale mediului respectiv, 

se obţine sistemul complet al ecuaţiilor câmpului electromagnetic. 

Este de observat că, aceste ecuaţii nu sunt independente una de alta. 

într-adevăr, dacă se aplică operatorul div ambilor membrii ai relaţiei (3.6) şi se ţi-

ne cont că divergenţa rotorului oricărui câmp vectorial este nulă, şi se are în vedere rela-

ţia (3.9), se obţine egalitatea (3.10). 

în acelaşi mod, din relaţia (3 .7) se obţine relaţia (3.8), dacă se face abstracţie de o 

constantă aditivă independentă de timp. 

Rezultă că între cele cinci ecuaţii de mai sus există două relaţii de legătură, ceea 

ce înseamnă că numai trei dintre ele sunt independente. 

Pentru majoritatea aplicaţiilor practice se foloseşte următorul sistem complet de 

ecuaţii independente: 

= J + ^ + pv + rot(Dx v) (3 .11) 
ot 

rotE = - — + rot(vxB) (3 .12) 
dt 

divB = 0 (3 .13) 

De asemenea, în cele mai multe aplicaţii industriale, se pot neglija densităţile cu-

renţilor de convecţie şi Rontgen teoretic, faţă de cele ale curenţilor de convecţie şi de de-

plasare, rezultând sistemul: 

rotH = J + ̂  (3.14) 

rotE = - ^ + rot(vxB) (3 .15) 

BUPT



49 

divB = 0 (3.16) 

în prezenta lucrare, se presupune că se studiază câmpul electromagnetic dintr-un 

domeniu Q, faţă de un sistem de referinţă, în raport de care punctele domeniului sunt fi-

xe. 

De asemenea, se admite că în punctele domeniului se poate neglija densitatea cu-

rentului de deplasare faţă de cea a curentului de conducţie, adică se face ipoteza că fe-

nomenele electromagnetice ce se produc în domeniul studiat, se află într-un regim 

quasistaţionar anamagnetic. 

Ce urmare, sistemul de ecuaţii folosit va avea forma: 

roĂÎ = J 3 + J (3 .17) 

rotE = - — (3.18) 
at 

în membrul drept al relaţiei (3.17) s-a ţinut cont de faptul că, în general, în medii-

le conductoare ale domeniului considerat, pot exista două categorii de curenţi electrici de 

conducţie. 

O primă categorie o formează curenţii electrici de aducţie, de densitate J^, care 

sunt independenţi de fenomenele electromagnetice, ce au loc în domeniul considerat. 

Aceşti curenţi pot fi impuşi prin enunţul problemei, când se dă densitatea lor Ja, sau sunt 

determinaţi de cauze exterioare cum ar fi existenţa, în porţiunile electrice conductoare 

respectiv, a unui câmp electric coulombian, determinat de tensiuni electrice aplicate 

acestor porţiuni. în unele lucrări, se spune că Ĵ  reprezintă densitatea curentului electric 

de excitaţie. 

A doua categorie o formează curenţii electrici induşi, de densitate J, determinaţi 

de fenomenul de inducţie electromagnetică, ce are loc în domeniul considerat, care, în 

ipotezele menţionate apare ca urmare a variaţiei în timp a inducţiei magnetice B . 

De asemenea, în ecuaţia (3.18) prinE trebuie înţeleasă intensitatea câmpului elec-

tric indus deci nu a celui coulombian. Aceasta deoarece câmpul electric coulombian este 

potenţial şi rotorul sau este nul. 

Evident că nu trebuiesc pierdute din vedere formele locale ale legii fluxului elec-

tric şi legii conservării sarcinii electrice libere, care, în ipotezele menţionate, au forma: 

divD = p (3 .19) 

d iv (J3+j )=0 (3 .20) 
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Ecuaţia (3.19) va fi utilizată în cazul problemelor de câmp electric, iar (3 .20) poa-

te fi utilizată ca ecuaţie de verificare, sau ca ecuaţie a sistemului, în locul ecuaţiei (3.18). 

în ceea ce priveşte ecuaţiile constitutive, se face ipoteza că în domeniul considerat 

se află un mediu izotrop, omogen pe porţiimi şi cel mult neliniar din punct de vedere 

magnetic. 

Ca urmare, din punct de vedere al câmpului magnetic, se obţine ecuaţia constitu-

tivă corespunzătoare: 

H = v B - — M 
Vo P : (3.21) 

unde prin v trebuie înţeleasă, în general, funcţia v(B). 

De asemenea, se admite că, în domeniul considerat, nu există câmp electric im-

primat şi, din punct de vedere electrocinetic, mediul este izotrop, omogen pe porţiuni şi 

cel mult neliniar, când se adaugă ecuaţia constitutivă: 

J = a E , (3.22) 

unde, în general, prin a, trebuie înţeleasă fimcţia a(E). 

Din cele prezentate mai sus, rezultă că, atât membrul drept al relaţiei (3.13) cât şi 

ecuaţia constitutivă (3.21), depind de mediul în care se află punctul considerat. 

în general, domeniul considerat Q, poate fi constituit din trei porţiuni distincte din 

punct de vedere al proprietăţilor faţă de câmpul electromagnetic, prezentate în fig.3.1. 

Partea notată cu Qo este formată din regiuni ce au permeabilitatea magnetică egală 

cu cea a vidului )io sau foarte apropiată de aceasta, adică la care |ir ~1- Se spune că zone-

le respective sunt nepermeabile din punct de vedere magnetic. De obicei, aceste regiimi 

se referă la spaţiul liber din jurul celorlalte părţi, în care se admite că se află aer, pentru 

care se poate considera că |i = |io şi este neconductor electric, adică a = 0. 

De asemenea, tot din Qo fac parte şi regiunile Qa în care există curenţi electrici de 

aducţie, cu densitatea J , , numite şi surse de curent sau excitaţii ale câmpului magnetic. 

Acestea constau din conductori de cupru sau aluminiu, pentru care « |io, presupuşi a fi 

filiformi, astfel încât se poate neglija curenţii electrici induşi faţă de cei de aducţie. De 

exemplu, o astfel de regiune poate fi o bobină de excitaţie filiformă. 
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Porţiunea Qi cuprinde regiunile de materiale ce au ) j . » jJo, adică )ir » 1 , care se 

numesc regiimi permeabile, în care nu există nici un fel de curenţi electrici, însă au o 

magnetizare permanentă, caracterizată local prin Mp. Aceste regiuni se referă la magneţi 

permanenţi conţinuţi în domeniul CI. 

Fig.3.1 

Porţiunea Q2 cuprinde toate regiunile conductoare electric, deci din materiale cu 

conductivitate electrică CT ̂^ O şi fmită, care nu pot fi considerate fîliforme. De asemenea, 

cel puţin o parte dintre aceste regiuni pot fi permeabile din punct de vedere magnetic, 

adică sunt realizate din materiale ce au j i » po, » 1 , cum sunt materialele feromagne-

tice. 

Important este faptul că doar în astfel de regiuni intervin curenţii induşi (turbio-

nari) ca densitatea!, însă, pot exista şi curenţi de aducţie cu densitateaJ^. Ele sunt re-

prezentate de conductorii masivi şi de miezurile din material feromagnetic aflat în do-

meniul Q. 

Pentru porţiunea Q2, se rezolvă aşa numita problemă a curenţilor turbionari. 

Pentru porţiunea Qo, deoarece nu intersectează câmpul electric indus, se scrie doar 

ecuaţia (3.17) sub forma: 

rotH = J3, (3.23) 

la care se adaugă ecuaţia constitutivă: 

H = V o B 

Din ecuaţiile (1.52), (1.53) se obţine: 

rot(v„B)-J, 

(3.24) 

(3.25) 
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Rezolvarea ecuaţiei (3.21) se poate face cu relaţia Biot - Savart - Laplace: 

(3.26) 

undeH este intensitatea câmpului magnetic dintr-un punct oarecare P a lui Qq, iar inte-

grala se referă la domeniul Qo, în care există curenţi de aducţie şi r este vectorul de pozi-

ţie a lui P faţă de un punct oarecare a lui Qo-

Evident că Ja trebuie să satisfacă ecuaţia (1.49) adică: 

divJ, =0 (3.27) 

Satisfacerea ecuaţiei (3.27) trebuie avută în vedere atunci când se impune Ja prin 

enunţul problemei. Insă, dacă se impune tensiunile aplicate porţiunilor în care există cu-

renţi de aducţie, cum ar fi cele aplicate la bornele bobinelor de excitaţie filiforme, mai 

întâi, pentru aceste porţiuni se rezolvă o problemă de conducţie electrică, din care se de-

termină Ja, care se foloseşte ca mărime de intrare pentru problema de câmp magnetic. 

Pentru regiunea Qi se scrie: 

rolH = 0 

H = v B — î - v M _ 
Vo 

din care se obţine: 

rot(vB) = — rot(vMp) (3 .28) 

Dacă se consideră domeniul obţinut prin reuniunea părţilor Qq şi Qi, notat cu 

Qo+ Qi, se obţine: 

1 / ^ rot(vB)= Ja + — rot(vMp), (3 .29) 
Vo 

la care se adaugă ecuaţia constitutivă: 

H = v B - — v M (3.30) 
Vo 

Cunoscând Ja, Mp din (3 .29) se poate afla B , iar din (3 .30) rezultă H . 

Pentru porţiunea Q2, presupunând că nu există curenţi de aducţie se scrie: 

r o « = J (3 .31) 

rotE = - ^ (3.32) 
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divJ = 0 , (3 .33) 

la care se adaugă ecuaţiile constitutive: 

H = vB (3.34) 

J = a l (3 .35) 

Folosind ecuaţiile constitutive, se obţine: 

rot(vB)=aI (3.36) 

rotE = - ^ (3.37) 

în principiu, relaţiile (3 .36) , (3 ,37) formează un sistem de 2 ecuaţii cu 2 

necunoscute şi prin rezolvarea acesteia se pot afla mărimile B şi E , iar din (3.34), 

(3 .35) se află H şi J . 

3.2.2. Condiţiile de interfaţă (de trecere) şi de limită 

Aşa cum se observă din paragraful precedent, fiecare mărime necunoscută in-

tervine într-o ecuaţie cu derivate parţiale şi prin integrarea acesteia se introduc constante 

de integrare, iar pentru determinarea acestora trebuie stabilite relaţii suplimentare, pe ca-

re să la satisfacă mărimea necunoscută. 

De asemenea, relaţiile suplimentare sunt necesare pentru ca soluţia găsită să fie 

unică. 

Astfel de relaţii suplimentare se obţin pe baza condiţiilor de interfaţă (de trecere) 

şi de limită, care fac obiectul prezentului paragraf. 

Condiţii de interfaţă se referă la relaţiile dintre valorile mărimilor necunoscute în 

punctele aflate în imediata vecinătate suprafeţei de separaţie dintre două medii cu pro-

prietăţi diferite, situate de o parte şi de cealaltă a acesteia. Astfel de suprafeţe sunt acelea 

care se referă la porţiunile menţionate (Qo, Qi, 02)-

în fig. 3.2 s-au notat cu 1, 2 cele două medii, iar cu S12 o porţiune din suprafaţa de 

separaţie dintre acestea: 

Pe suprafaţa S12 se alege un punct curent P, în care se reprezintă versorul n al 

normalei duse în P la S12 şi versorul t al tangentei, obţinută prin intersecţia planului 

tangent, dus în P la Si2, cu planul determinat de n şi de mărimea ce se analizează. Dacă 

cu b se notează versorul binormalei, atunci: b = txn 

în general, sensul lui n se poate alege arbitrar, însă este bine să se aleagă ca fiind 

aţelaşi cu sensul de referinţă al câmpului analizat, de exemplu, de la mediul 1 înspre 
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mediul 2, ca în fig.3.2. 

Pe normală se alege pmictele Pi, P2, situate în imediata vecinătate a lui P, cu Pi pe 

faţa lui S12 dinspre mediul 1, iar P2 pe faţa lui S12 dinspre mediul 2. 

Fig.3.2 

Valorile mărimilor în cele două puncte se notează adăugând la simbolul acelei 

mărimi indicele 1, pentru Pi, respectiv indicele 2 pentru P2. Condiţiile de interfaţă (de 

trecere) se referă tocmai la egalităţile pe care le satisfac aceste valori şi se obţin, prin 

scrierea în punctul P a relaţiilor prezentate în paragraful precedent. 

însă, întrucât prin aplicarea operatorilor volumetrici rot, div se obţin nedetermi-

nări, se folosesc operatorii superficiali (de suprafaţă) rots, divs, care, în general, pentru o 

mărime X au expresiile: 

diV3X = X2„-Xi„ =X2-n-X,- iT (3.38) 

rot3X = X2t-Xit = n x X 2 - n x X i , (3.39) 

unde Xin, X2n sunt valorile componentelor după normală ale valorii Xi a mărimii X în Pi, 

respectiv valorii Xj a mărimii X în P2, iar Xjt, Xjt sunt componentele după tangentă 

ale aceleiaşi valori. 

Aplicând legea fluxului magnetic pentru P, se obţine diVsB=Oşi, ţinând cont de re-

laţia (1.67) se obţine: B2n = Bin, adică pentru orice suprafaţă de separaţie componentele 

normale ale inducţiei magnetice se conservă. 

în cazul particular când mediul 1 este dintr-un material perfect conductor electric 

(pi = 0), aplicând legea conducţiei electrice I i =piJi, întrucât Ji Pi = 0, se obţine 

Ej =0, iar din legea inducţiei electromagnetice 5B/5t = rotEj =0, se obţine Bi = constant 

şi dacă în momentul to = O, Bi = O, atunci, pentru orice moment, Bi = O, deci Bin = O şi, 

din relaţia precedentă Ban = 0. 
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înseamnă că liniile de câmp ale inducţiei magnetice sunt întotdeauna tangente la 

suprafaţa zonelor din materiale perfect conductoare electric, sau, practic, care au rezisti-

vitate electrică foarte mică, aşa cum se arată în prima dintre figurile 3.3. 

Dacă în punctul P se aplică legea inducţiei electromagnetice se obţine rotsE = 0, 

din care, conform relaţiei (1.68), se obţine: Ejt . Deci, pe orice suprafaţă de separa-

ţie componentele tangente ale intensităţii câmpului electric se conservă. Dacă mediul 1 

este prefect conductor electric, aşa cum s-a arătat mai sus, E^ — O, deci E2t — O. 

Fig.3.3 

Deci, liniile de câmp al intensităţii câmpului electric sunt întotdeauna normale la 

suprafeţele din materialele ce au rezistivitatea electrică foarte mică, aşa cum se observă 

din aceeaşi figură, menţionată mai sus. 

Din legea conservării sarcinii electrice libere, aplicată în P, se obţine div J = O, din 

care cauză J2n = Jin- Deci, componentele normale ale densităţii de curent se conservă în 

punctele oricărei suprafeţe de separaţie. Dacă mediul este un conductor electric, iar me-

diul 2 este perfect izolat electric, fiind, de exemplu, izolaţia conductorului, atunci J2 = O, 

J2n = O şi deci relaţia precedentă Jin = 0. 

Rezultă că liniile de curent sunt tangente la suprafaţa mediilor perfect izolate elec-

tric, aşa cum se arată în a doua dintre figurile 3.3. 

Dacă, în punctul P, se aplică legea circuitului magnetic, se obţine rot̂ H = J^, unde 

J, este densitatea curenţilor de suprafaţă de pe Si2. în caz că nu există astfel de curenţi, se 

obţine lotsH = O, din care rezultă Hjt = Hn. 

Deci, componentele tangente ale intensităţii câmpului magnetic se conservă în 
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punctele oricărei suprafeţe de separaţie pe care nu există curenţi electrici superficiali. 

Daca, pentru o astfel de suprafaţă, mediul 1 este dintr-un material perfect conduc-

tor magnetic, adică la care jii-^oo, din ecuaţia constitutivă îî, = B , s e obţine îî, =o, 

H„ = o şi din relaţia precedentă rezultă H2, = o. 

Deci, liniile de câmp ale intensităţii câmpului magnetic sunt întotdeauna normale 

în punctele suprafeţei mediilor perfect conductoare magnetic, aşa cum s-a arătat în a treia 

dintre figurile 3.3. Practic, se pot considera ca medii perfect conductoare magnetic, 

miezurile din materiale feromagnetice aflate în spaţiu liber. 

Condiţiile de limită includ atât condiţiile iniţiale cât şi cele de fi-ontieră. 

Condiţiile iniţiale constau în cunoaşterea valorilor mărimilor în toate punctele 

domeniului în momentul iniţial to = O, adică, în general, a unor funcţii de variabile (o,f). 

Având în vedere ecuaţiile constitutive, este suficient să se impună condiţiile iniţiale nu-

mai pentru două mărimi, de exemplu, E(t,f), B(t,r), adică: 

E ( t , r )= f ( r ) (3.40) 

unde f(r) şi ^p(r)sunt fimcţii vectoriale ce trebuiesc cunoscute. 

Condiţiile de fi^ontieră se referă la valorile ce trebuie să le aibă mărimile în punc-

tele fi-ontierei S, a domeniului considerat şi pot fi de două tipuri: 

Condiţii de frontieră transversale care constau în: 

- pe o parte S' a lui S se dă componenta tangentă a intensităţii câmpu-

lui magnetic, adică: 

unde h(t,r)este o fimcţie cunoscută; 

- pe cealaltă parte S" a lui S se dă componenta tangenţială a intensită-

ţii câmpului electric, adică: 

E,(t,f)=e(t,r), 

unde e(t,r) este o fimcţie cunoscută. 

Condiţii de frontieră longitudinale, care constau în: 

- pe S' se dă: 

H.(t,f)=h(t,r) 

- pe S" se dă valoaiea componentei normale a inducţiei magnctice, 

adică se dă: 
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B„(t,r)=b(t,r), 

unde b(t,r) este o funcţie scalară cunoscută. 

Se poate arăta că , fiind date condiţiile de interfaţă şi de fi-ontieră, menţionate, ori-

care dintre sistemele de ecuaţii prezentate au o soluţie unică defineşte un câmp magnetic 

(B,H) unic în Q. 

3.3. Modelul potenţialelor electromagnetice 
3.3.1.Ecuaţiile modelului 

Rezolvarea directă a sistemelor de ecuaţii, prezentate în paragraful anterior, este, 

în general, dificilă. Dacă, însă, se efectuează o schimbare de variabile, prin introducerea 

unor funcţii auxiliare, în general, spaţialo-temporale, denumite potenţiale electromagne-

tice, atunci ecuaţiile se reduc ca număr şi se pot integra mai simplu. Această rezolvare 

indirectă a problemelor de analiză a câmpului electromagnetic se dovedeşte comodă şi 

lucrativă, îndeosebi în cazul problemelor bidimensionale. 

Până în prezent, două cupluri de potenţiale electromagnetice s-au impus în rezol-

varea problemelor de câmp electromagnetic, în regim staţionar şi cvasistaţionar magne-

tic: 

a) potenţialul vector magnetic Ă asociat cu potenţialul electric scalar V; 

b) potenţialul vector electric T asociat cu potenţialul scalar magnetic Vn,. 

Deoarece este mai des folosit în softurile specializate, în acest paragraf se prezintă 

primul cuplu. 

Stabilirea modelului porneşte de la constatarea că, întrucât divB = o, inducţia mag-

netică B defineşte un câmp vectorial solenoidal, şi poate fi exprimată ca rotorul unei alte 

funcţii vectoriale Ă, adică: 

B = rotĂ, (3.41) 

unde A = A(t,r) se numeşte potenţial vector magnetic sau potenţial magnetic vector. 

Deoarece divergenţa unui rotor este nulă, se verifică că vectorul 1 , dat de relaţia 

(1.70) verifică ecuaţia divB = O. 

Cu aceasta forma locală a legii inducţiei electromagnetice devine: 

rot a = 0, (3.42) 
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unde s-a admis comutativitatea operatorilor "rot" şi ' 

Relatia (1.71) arată că vectorul E+—este iraţional şi poate fi exprimat prin grădi-ni 

entul unei fimcţii scalare Ve, adică: 

ct 

E = - ^ - g r a d V , , (3.43) 
dt 

unde Vg =Vg(t,f)se numeşte potenţial electrodinamic scalar sau potenţial scalar elec-

trodinamic. 

Relaţiile (3.41), (3.43) permit determinarea univocă a vectorilor câmp E,Bdacă 

se cunosc mărimile Ă, Vg. 

Se presupune că, pentru un câmp electromagnetic dat, când mărimile E,Bsunt 

unice, s-au determinat potenţialele Ă, V^ care satisfac relaţiile (3.41), respectiv (3.42). 

însă, acestea nu sunt unice, ci se obţin aceeaşi vectori câmp B, 1 , pentru orice alte poten-

ţiale Ă V e ' , date de relaţiile: 

Ă' = Ă + grade (3.44) 

(3.45) 
dt 

unde e = e(t,f)este o funcţie scalară arbitrară. 

într-adevăr, făcând ipoteza că, potenţialelor Ă' , Ve' le-ar corespunde 1 ' , 1 ' rela-

ţiile (3.41), (3.43), devin: 

B'^rotA' (3.46) 

E' = - ^ - g r a d V , (3.47) 
dt 

Dacă din relaţia (3.47) se înlocuieşte Ă ' cu expresia dată de relaţia (3.44) şi are în 

vedere că rotorul gradientului oricărei funcţii scalare este nul, se obţine: 

B' = rot(Ă + grade) = rotĂ = B (3.48) 

Din relaţiile (3.47) şi 3.45) se obţine: 

dA dr /de^ E' = - — -—(grade) - grad V̂  + grad 
ct ot dt 

sau, admiţând coinutativitatea operatorului — şi grad, rezultă: 
di 

BUPT



59 

— dA E' = —̂  gradV^ -gradl ^ +grad 
a \Cty AJ 

— r5A — — 
E' = - ^ - g r a d V , E' = E (3.49) 

dt 

Relaţiile (3.48), (3.49) confirmă cele menţionate mai sus. 

Evident că potenţialele Ă, Vg se determină prin rezolvarea ecuaţiilor modelului, 

ce se vor stabili ulterior în acest paragraf, însă, aşa cum s-a arătat mai sus, acestea nu 

sunt unice. Din acest motiv, pentru a se asigura univocitatea determinării potenţialelor 

Ă, Ve, este necesar să se impună două condiţii: 

a) în punctele domeniului Q să se cunoască divergenţa de volum a potenţialului 

vector magnetic, adică: 

divĂ = f(t,r), FgQ (3.50) 

unde f(t,r) este o fimcţie vectorială cunoscută. 

Relaţia (1.79) se numeşte condiţie de etalonare a potenţialului vector magnetic. 

b) Pe frontiera S a lui Q să se impună o condiţie de frontieră, de exemplu, compo-

nenta normală a lui Ă să fie cunoscută, adică: 

Ă.n = g(t,f), f e S , (3.51) 

unde g(t,f) este o funcţie scalară ce se de dă, iar «este vectorul normalei într-un punct 

oarecare a lui S, orientat spre exteriorul domeniului Q, deoarece S este o suprafaţă închi-

să. 

Condiţiile (3.50), (3.51) trebuie să fie satisfăcute de orice potenţial care satisface 

ecuaţia (1.70), deci şi de undeĂ', adică: 

divĂ' = f(t,r), r e n (3.52) 

Ă'n=g(t , r ) , r e S (3.53) 

Din relaţiile (3.50), (3.52), (3.44) rezultă: 

div(A - A') = o-, div {grade) = O 

Ae(t,r)=:0 fgQ. (3.54) 

unde A este operatorul Laplace (sau laplacianul). 

în mod similar, din relaţiile (3.53), (3.5 IX (3.44) se obţine: 

{Ă-Ă')n= o; (grade) •« = O 

^ = 0 f . S (3.55) 
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Se arată că, dacă funcţia scalară e satisface egalităţile (3.54), (3.55), ea se reduce 

la o constantă reală în QuS, adică: 

e(t,r) = A. f e Q u S , (3.56) 

unde X este un număr real. 

în relaţiile (3.44), (3.45), se înlocuieşte e cu relaţia (3.56) şi, derivatele unei con-

stante fiind nule, se obţine Ă = Ă V e ' = Ve, adică potenţialele determinate sunt unice, 

dacă se impun condiţiile menţionate. 

Forma funcţiei f(t,r)se alege astfel încât, ecuaţiile din care se determină potenţia-

lele Ă, Ve, să fie cât mai simple. Uzual, în cazul unui regim staţionar sau cvasistaţionar, 

se alege f(t,f) = O, şi condiţia (3.50) devine: 

divĂ^O FgQ, (3.57) 

care se numeşte condiţia de etalonare a lui Coulomb. 

Dacă se impune căĂ să satisfacă, condiţia (3.57), atunci reprezintă un câmp vecto-

rial solenoidal şi va avea numai componenta solenoidală Aj, iar relaţia (3.42) devine: 

— nĂ 
E = - ^ - g r a d V „ (3.58) 

ci 

din care se deduce că, cele două componente solenoidală E^şi potenţială Ep ale lui 

E sunt date de relaţiile: 

ct ct 

Ep=-gradV, (3.60) 

însă, dacă se notează cu V potenţialul electric, atunci, prin definiţie: 

Ep=-gradV (3.61) 

Din relaţiile (3.60), (3.61) se obţine Ve = V +C, unde C este o constantă de inte-

grare. Dacă într-un punct al domeniului se impune potenţialul electric de referinţă Vo=0, 

atunci C = O şi Ve = V. 

în concluzie, dacă se impune ca potenţialul vector magnetic să satisfacă condiţia 

de etalonare a lui Coulomb, atunci potenţialul scalare electrodinamic este egal cu poten-

ţialul scalar electric şi relaţia (3.43) se scrie sub forma: 

— ^ 
E = ^ - g r a d V (3.62) 

di 

înseamnă că, dacă se impune condiţia de etalonare a lui Coulomb, câmpul electric 
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are o componentă solenoidală, reprezentată de câmpul electric indus prin pulsaţii de in-

ducţia magnetică şi o componentă potenţială, reprezentată de câmpul electric 

coulombian, ce apare ca urmare a existenţei în domeniu a unei variaţii a potenţialului 

electric. De exemplu, o astfel de variaţie se obţine, dacă, din exterior, se aplică o tensiu-

ne electrică între două porţiuni ale domeniului. 

Ecuaţiile modelului sunt egalităţile pe care trebuie să le satisfacă cele două poten-

ţiale, Ă, V şi se obţin, din ecuaţiile modelului prezentat în capitolul precedent, care nu 

au fost încă folosite pentru definirea celor două potenţiale. Acestea sunt: 

rotH = J (3.63) 

divJ = 0, (3.64) 

la cere se adaugă ecuaţiile constitutive: 

H = v B - —vM„ (3.65) 
Vo 

1 = gE (3.66) 

Mai întâi, în ecuaţia (3.66) se înlocuieşte E cu expresia dată de relaţia (3.62) obţi-

nând: 

J = -agradV-CT^, (3.67) 
3t 

Primul termen din membrul drept al relaţiei (3.66) este densitatea!, a curentului 

electric de aducţie, iar al doilea este densitatea curentului electric indus prin pulsaţii ale 

câmpul magnetic. 

Ca urmare, relaţia (3.67) se scrie sub forma: 

- - /^Ă 
J = J , - a ^ (3.68) 

ct 

J. =-agradV (3.69) 

Se menţionează faptul că intervine J, numai dacă în domeniul considerat există 

câmp electric coulombian, determinat de sursele exterioare, deci de excitaţiile câmpului 

magnetic. 

în relaţiile (3.63), (3,64) se înlocuiesc îîşi Jcu expresii date de relaţiile (3.65), 

respectiv (3.68) şi se obţin: 

r o t ( v r o t Ă ) + a - - = J, - —rotfvM J (3.70) 
dt v„ 
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J. - a = 0 (3.71) a 
J .=-agradV, (3.72) 

la care se adaugă ecuaţia de etalonare a lui Coulomb: 

divĂ = 0 (3.73) 

Pentru cele trei porţiuni din fig.3.2. se obţine: 

a. Pentru Oo+Q: 

rot(vrotĂ)+a— = J. - — r o t ( v M j (3.74) 
dl v^ 

divĂ=0 (3.75) 

J. =-agradV (3.76) 

divJ. =0 (3.77) 

Deci^ daca se impune J. şi M^, ecuaţiile (3.74X (3.75), ale potenţialului magnetic 

vector, împreimă cu condiţiile de limită, ce se vor prezenta ulterior, sunt suficiente pen-

tru a rezolva problema de câmp magnetic cvasistaţionar în Qq + Qi. 

Relaţia (3.77) este folosită pentru a verifica peJ , , iar relaţia (3.76) se utilizează 

atunci când se dă distribuţia de potenţial electric, cum este cazul unei bobine de excitaţie 

filiformă alimentatâ cu tensiune la borne cunoscută. 

b. Pentru Q2, admiţând că mai există curenţi electrici de conducţie, se obţine: 

rot(vrotĂ)+a^=:0 (3.78) 
ct 

divĂ=0 (3.79 

Ecuaţiile (3.78), (3.79), împreună cu condiţiile de unicitate aferente sunt suficien-

te pentru a rezolva problema de curenţi turbionari din conductorii masivi sau din miez. 

3.3.2. Condiţii de interfaţă (de trecere) şi de limită 
Condiţiile de interfaţă (de trecere) constau în relaţiile pe care trebuie să le satisfa-

că cele două potenţiale dacă în domeniul Q intervin medii cu proprietăţi diferite, aşa cum 

este suprafaţa S12 din fîg.3.3. 

Având în vedere relaţia (3.79) în punctul P al hii S12, se obţin divjĂ = O sau: 

A,„ = A2n (3.80) 

Deci, oricare ar fi suprafaţa de separaţie, componentele normale ale potenţialului 
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vector magnetic se conservă. 

Pentru a stabili relaţia dintre componentele tangente A„, A^,, în jurul punctului P 

se consideră un contur dreptunghiular elementar f , cu bazele paralele cu Si2, de lungime 

AI şi de înălţime neglijabilă, prin definiţie: 

diVoA = Hm 
A d î 

Jr 
AI-̂  Al 

Folosind transformarea de integrală Stokes, se obţine: 

(3.81) 

oA-dU rotA • ds = 
sr 

B • ds = <}), 
sr 

(3.82) 

unde Sr este o suprafaţă de sprijin pe F iar (|) este fluxul magnetic prin aceasta. 

Cu aceasta relaţia (3.81) devine: 

o rotoA = lim — = O, AI-̂O Al (3.83) 

deoarece când Al O, şi (j) -> 0. 

Pe de altă parte: 

şi din (3.83), (3.84), se obţine: 

sau: 

rotjjA = A,, - A„ (3.84) 

(3.85) 

n X Aj, = n X A„ (3.86) 

Deci, componentele tangente ale potenţialului vector magnetic se conservă pe ori-

ce suprafaţă de separaţie. 

Din relaţiile (3.80) şi (3.85) se obţine: 

(3.87) 

în concluzie, potenţialul vector magnetic este continuu la traversarea oricărei su-

prafeţe de separaţie, ca urmare A este o funcţie continuă în domeniul Q. Această propri-

etate constituie un avantaj al folosirii potenţialului vector magnetic. 

Evident că pentru celelalte mărimi rămân valabile condiţiile de trecere precizate în 

paragraful anterior, însă acestea se vor exprima în funcţie de cele două potenţiale. 

Astfel din n X E2 = n X E,, având în vedere relaţia (3.62) se obţine: 

n X grad V -t 
dt 

= n X gradV + aA 
a 

(3.88) 
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însă, atât în Pi cât şi în P2, gradV este coliniar cu n şi din relaţia (3.87) se obţine: 

n X a = n X 

(îîx A2)=(nx A,), 

unde s-a ţinut cont de faptul că n este un vector constant. 

Se observă că se obţine tocmai relaţia (3.88), deci din condiţia conservării com-

ponentelor tangente ale potenţialului vector magnetic, rezultă satisfacerea condiţiei de 

conservare a componentelor tangente ale intensităţii câmpului electric. 

Se aplică operatorul divergenţă ambilor membrii ai relaţiei (3.86), şi având în 

vedere relaţia: 

div(u X v) = vrottî - urotv 

se obţine: 

n • rotAj = îT • rotA, 

sau: 

, n B , = n B , , (3.89) 

unde s-a folosit observaţia că n este un vector constant în rotn =0. 

Insă, relaţia (3.89) reprezintă tocmai conservarea componentelor normale ale in-

ducţiei magnetice şi, deci, dacă se impune conservarea componentelor tangente ale po-

tenţialului vector magnetic, rezultă şi conservarea componentelor normal ale inducţiei 

magnetice. 

Dacă pe suprafaţa de separaţie Si2, nu există curenţi superficiali, din conservarea 

componentelor tangente ale lui H, adică din egalitatea H2, = H,̂  sau: 

N X HJ = ÎT X H , , 

având în vedere ecuaţia constitutivă (3.65) se obţine: 

(v^rotĂ^ - v,rotĂ,)- —(v^rotMp^ - v,rotMp,) = O, n X 

sau, dacă nu intervin magneţii permanenţi: 

N X (VJFOTAJ - VJROTA,) = O 

Condiţiile iniţiale, în general nule constau în a impure: 

Ă(0,f)=ă(f>, V(r,0)=v(r), r e Q , 

(3.90) 

(3.91) 
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unde ă(r), v(r)sunt funcţii cunoscute. 

în ceea ce priveşte condiţiile de frontieră, în primul rând, pentru a asigura unicita-

tea determinării lui Ă, se impune condiţii ca pe frontiera S a lui Q să fie cunoscută com-

ponenta normală a lui A, adică să se cunoască: 

n Ă = h(r), f e S , (3.92) 

unde h(r)trebuie să fie o funcţie scalară cunoscută, de obicei nulă, adică: 

n-Ă = 0, r e S (3.93) 

La aceasta se mai adaugă: 

- o condiţie de frontieră de tip Dirichlet sau de primă speţă, care cere cunoaşterea 

componentei tangenţiale a potenţialului magnetic vector, pe cel puţin o porţiune S' a lui 

S, adică: 

n x Ă - g ( f ) , f e S ' (3.94) 

undeg(f) trebuie să fie o funcţie cunoscută. 

- o condiţie de frontieră de tip Neuman sau de a doua speţă, care cere ca, pe cea-

laltă porţiune S" a lui S se să cunoască componenta tangentă a lui vrotĂ, adică: 

nx(vrotĂ)-^f), feS", (3.95) 

unde b(r)este o funcţie vectorială cunoscută. 

Dacă, ambilor membrii ai relaţiei (3.94) li se aplică operatorul divergenţă, se obţi-

ne: 

div(nxĂ)=d(r), (3.96) 

unde: 

d(r)=div(g(r)) 

La fel ca mai înainte se obţine: 

n ro tĂ-d ( r ) (3.97) 

sau 

i î B = d(f) 

Deci, impunerea condiţiei de frontieră asupra componentei tangenţiale a potenţia-

lului vector magnetic este echivalentă cu impunerea condiţiei de frontieră asupra com-

ponentei normale a inducţiei magnetice. 

Astfel, dacă se impune condiţia: 

nx A = 0. 
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rezultă că: 

n B = 0 

Deci, condiţia ca cel puţin pe o porţiunea frontierei domeniului, componenta tan-

gentă a lui A să fie nulă este echivalentă cu a impune că pe acea porţiune componenta 

normală a lui B să fie nulă, adică liniile de câmp magnetic să fie paralele cu porţiunea 

respectivă. 

Din acest motiv, în unele programe de modelare şi simulare a câmpului elec-

tromagnetic, condiţia ca potenţialul magnetic vector să aibă componenta tangenţială nu-

lă, pe o anumită porţiune a frontierei domeniului problemei, se exprimă sub forma "flux 

paralel" cu porţiunea respectivă. 

De asemenea, presupunem că s-ar impune condiţia: 

iîxB = e(f), (3.98) 

adică componenta normală a inducţiei magnetice să fie cunoscută. 

La fel ca mai înainte, se obţine: 

n Ă = h(f), 

unde. h(r) = div(e(r)) 

Deci din condiţia (3.98) se obţine condiţia (3.93). 

Lucrurile fiind valabile şi invers, rezultă că impunerea condiţiei de frontieră pen-

tru componenta normală a potenţialului vector magnetic este echivalentă cu impunerea 

condiţiei de frontieră pentru componenta tangenţială a inducţiei magnetice. 

Astfel dacă se impune condiţia: 

n Ă = 0, 
rezultă: 

nxB = 0 

Deci, condiţia ca, cel puţin pe o porţiune a frontierei, componenta normală a lui 

A să fie nulă, este echivalentă cu a impune ca pe acea porţiune componenta normală a 

inducţiei magnetice să fie nulă, adică liniile de câmp magnetic să fie normale la porţiu-

nea respectivă. 

Pe această bază în programele menţionate mai sus, condiţia ca potenţialul vector 

magnetic să aibă componentă normală nulă, pe cel puţin o porţiune a frontierei domeniu-

lui, se exprimă sub forma ''flux normaP' cu acea porţiune. 
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3.4. Modelul arcului electric ca element de circuit electric 
3.4.1.Consideraţii generale 

Un model dinamic trebuie astfel conceput încât să permită urmărirea evoluţiei în 

timp a proceselor ce au loc în arcul electric, prin determinarea dependenţei de momentul 

oarecare t a mărimilor de stare corespunzătoare. 

Evident că în acest scop se impune ca, în ecuaţiile generale ale arcului electric să 

se ia în considerare şi termenii ce conţin derivatele în raport cu t ale mărimilor respecti-

ve. 

De exemplu, chiar în cazul ipotezelor simplificatoare ce se fac pentru modelul ci-

lindric, prezentate în capitolul precedent, în regim dinamic ecuaţia conservării energiei 

se scrie sub forma: 

— = div{X • gradT) + g E \ (3.99) 

unde pd, c, a sunt, respectiv densitatea, căldura specifică, conductivitatea electrică ale 

mediului din coloana arcului electric, iar T, E sunt temperatura, respectiv intensitatea 

câmpului electric dintr-un punct oarecare al acesteia. 

însă, în general, integrarea ecuaţiei (3.99) conduce la calcule laborioase şi în plus 

impune să se cunoască analitic sau grafic dependenţa de T a mărimilor CT, X, adică să se 

cunoască fimcţiile a(T), A,(T). 

Din acest motiv, în cele ce urmează se construieşte un model dinamic simplificat, 

global, cu ajutorul căruia să se poată urmări evoluţia în timp a unor mărimi de stare, cu 

scopul de a determina condiţiile în care se poate produce întreruperea arcului electric şi 

deci, de a stabili măsurile ce trebuie luate pentru a preveni un astfel de fenomen. 

Scopul, menţionat mai sus, se realizează dacă se cunosc evoluţiile în timp ale in-

tensităţii curentului electric din coloana arcului şi căderi de tensiune electrică pe aceasta. 

însă, dacă se cunoaşte sau se impune evoluţia în timp a uneia dintre cele două mă-

rimi, dependenţa de t a celeilalte se află dacă se cunoaşte dependenţa de t a conductanţei 

electrice a coloanei arcului electric, care pentru momentul oarecare t, se notează cu G şi 

se defineşte prin relaţia: 

G = - , (3.100) 
u 

unde i, u sunt valorile instantanee ale intensităţii curentului din coloana arcului electric, 

respectiv căderea de tensiune electrică pe aceasta. 
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în concluzie, în acest paragraf se va stabili ecuaţia pe care o satisface conductanţa 

electrică G a coloanei arcului electric, astfel încât prin integrarea sa să se determine fun-

cţia G(t), în care să intervină numai mărimi ce se cunosc sau se pot determina experi-

mental. 

Cunoscând funcţia G(t), impunând forma de variaţie în timp a uneia dintre cele 

două mărimi, din relaţia (3.99) se determină dependenţa de t a celeilalte mărimi. 

3.4.2.Ecuaţiile modelului 

Pe lângă notaţiile u, i, G, a căror semnificaţie s-a menţionat în paragraful prece-

dent, pentru momentul oarecare t, se mai notează cu Q conţinutul de energie (energie in-

ternă) din coloana arcului şi cu p puterea disipată în aceasta. 

Ecuaţia modelului se obţine prin aplicarea, sub formă globală, a principiului con-

servării energiei pentru coloana arcului electric, conform căruia, puterea dezvoltată în 

coloana arcului electric, notată cu pd, acoperă variaţia în unitatea de timp a energiei in-

terne Q a coloanei şi puterea p disipată în aceasta, adică: 

+ p (3.101) 
dt 

însă, în coloana unui arc electric se dezvoltă numai putere electrică. Ca urmare, 

pd=u i şi înlocuind în relaţia (3.101) se obţine: 

^ = u i - p (3.102) 

Din relaţia (3.102) rezultă: 

dQ=u-idt-pdt (3.103) 

Se interpretează ecuaţia (3.103) între un moment iniţial to, pentru care energia in-

ternă se notează cu Qo şi momentul oarecare t, pentru care energia internă este Q, şi se 

obţine: 
t t 

Q = Qo+\uidt-\pdt (3.104) 

'o to 

Conductanţa electrică este o fîmcţie de gradul de ionizare din coloana arcului 

electric, care, la rândul său este o funcţie de temperatura T şi deci se poate trage conclu-

zia că G este o fimcţie de T, G(T). De asemenea, energia internă Q este şi ea o funcţie de 

T, Q(T). Dacă, se imaginează că se elimină T, între fimcţiile G(T), Q(T), se ajunge la 

Q=Q(G).. 

Considerând că în relaţia (3.104) Q este o funcţie implicită de t prin iiitennediul 
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funcţiei G(t), prin derivare în raport cu t se obţine: 

dt dG dt 

înlocuind relaţia (3.105) în relaţia (3.102) rezultă: 

(3.105) 

= (3.106) 
dG dt ^ ^ ^ 

Relaţia (3.100) defineşte implicita: 

G(t)=G[u(t),i(t)] (3.107) 

Derivând această relaţie în raport cu t rezultă: 

= + (3.108) 
dt du dt di dt 

însă, având în vedere relaţia (3.99) rezultă: 

dG i dG \ 
du u^' di u 

înlocuind relaţiile (3.109) în relaţia (3.108) se obţine: 

dG _ 1 di / du 
dt u dt u^ dt 

Se notează: 

(3.109) 

(3.110) 

r = (3.111) 
p dG 

Se observă că mărimea x, definită prin relaţia (3.111) are dimensiuni de timp şi se 

numeşte constanta de timp a arcului electric. 

Din relaţia (3.111) se obţine: 

(3.112) 
dG G 

înlocuind relaţia (3.112) în relaţia (3.105) rezultă: 

G dt 

Din care rezultă: 

= ui-p (3.113) 

^ ^ G - ^ - p (3.114) 
dt p-T 

sau având în vedere relaţia (3.100) rezultă: 

= (3.115) 
dt T p-T 

Dacă se cunosc p, x şi se admite o anumită formă de variaţii în timp a lui i, prin 
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integrarea relaţiei (3.115) se află funcţia G(t). 

Din acest motiv relaţia (3.115) se numeşte ecuaţia conductanţei electrice a arcului 

electric. 

Pentru a obţine ecuaţia ce o satisfac mărimile u, i, în relaţia (3.112) se înlocuieşte 

G cu expresia dată de relaţia (3.100) şi se obţine: 

(3.116) 

dG i 

în relaţia (3.106), se înlocuiesc relaţiile (3.109), (3.116) şi după efectuarea imor 

calcule elementare rezultă: 
\ di _ \ du u i - p (3 117) 
i dt u dt T p 

Dacă se cunosc x, p şi se impune variaţia în timp a lui u sau i, prin integrarea ecu-

aţiei (3.117) se află forma de variaţie în timp a celeilalte mărimi. 

Din acest motiv, relaţia (3.117) se numeşte ecuaţie diferenţială a arcului electric. 

3.4.3. Integrarea ecuaţiilor şi interpretarea rezultatelor 

în cele ce urmează se admite că mărimile x, P au valorile constante Xo, Po, care, 

pentru simplificarea notaţiilor se notează cu x, P. 

Valoarea constantei de timp x se alege din literatura de specialitate sau se deter-

mină experimental. Deoarece P este puterea electrică dezvoltată în coloana arcului elec-

tric în momentul când curentul electric trece prin zero, valoarea sa se poate determina 

experimental sau se alege în fimcţie de puterea sursei de alimentare a arcului electric. 

Cu alte precizări, ecuaţiile ce se vor integra sunt: 

= (3.118) 
dt t PT 

1 di \du ui-P (3.119) 

TP + i^e'dt (3.120) 

/ dt u dt P T 

Relaţia (3.118) este o ecuaţie liniară de tip Bemoulli, având soluţia: 

^P'o 

Pentru a integra ecuaţia (3.119) se admite că i are o formă de variaţie în timp sinu-

soidală, de ampUtudine: Im, frecvenţă f, pulsaţia co=27if. Alegând originea timpului în 

momentul to=0, când i trece prin zero, intensitatea i, va avea expresia: 

l=lmSincot, (3.121) 
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din care se obţine: 

— = coI„ cos O)/ 
dt 

(3.122) 

înseamnă că, în ecuaţia (3.119), singura necunoscută este funcţia u(t), ceea ce ne-

cesită ordonarea ecuaţiei în raport cu u, sub forma: 

dt 
(Q)C,OSQ)t O 

+ — 
sin fi)/ r ) 

u I sincy/ Tn 

t P 
•u'=0 (3.123) 

sau: 

dt 
-au + bu^ =0, (3.124) 

unde: 

a = (OCOSCOt 1 
+ - ; b = 

I „sm (ot m 

TP 
(3.125) 

Deoarece relaţia (3.124) este o ecuaţie de tip Bemoulli la care n=2, se face schim-

barea de funcţie: 

(3.126) 

din care se obţine: 

du 1 dz 
dt z^ dt 

Cu aceste schimbări ecuaţia (3.124) devine: 

dz 

(3.127) 

dt 
+ az-b = 0 (3.128) 

In felul acesta s-a ajuns la integrarea unei ecuaţii liniare în noua funcţie z, ce are 

coeficienţi variabili şi a cărei integrare se face prin metoda variaţiei constantei de inte-

grare. 

Se arată că se obţine soluţia: 

sin(2ty/ + ^) C -- / Z(i) = - ^ e — 

sin<y/ 2P sin cot 
1 -

^|\ + {2a)ty 
(3.129) 

unde (p este dat de relaţia: 
(p=arctg(2coT) 

Pentru determinarea constantei C se admite că se cunoaşte valoarea Go, ce o are 

conductanţa electrică a coloanei arcului în momentul to=0 când i trece prin zero. 

în acest scop se transformă ecuaţia (3.117) astfel încât să intervină funcţia G(t), 
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folosind relatia evidentă Zit) = -G{ţ) sau: 
/ 

Z(t) = G(t) 
sin îîjt 

(3.130) 

înlocuind relaţia (3.130) în relaţia (3.129) se obţine: 

2P 
^ sin (20)/ + ^) 

yll + (2a)ty 
(3.131) 

Pentru t=to=0, rezultă: 

o m ^^ 1 - rsin^ (3.132) 

sau, având în vedere expresia lui (p se obţine: 

din care se obţine: 

2P 

(3.133) 

(3.134) 

Expresia lui C, dată de relaţia (3.134.) se înlocuieşte în relaţia (3.129), rezultând: 

sin(2fy/ + ^) 
^(0 

f r T ^ 

2P sin<y/ 2P sin o)t 
1 -

z(t) = 
2P sin cot 

^ r ^ 
2P^-cos'e 

m 

e ' + 1 -
sin(2<y/+^) 
v r K 2 ^ 

(3.135) 

(3.136) 

Fie At un interval de timp din jurul momentului to, când I trece prin zero, iar Io, 

Uo, valorile medii ale mărimilor I, u, pe intervalul At, adică: 

1 Ar 

A/ 
/„ sin 6)/ = — - cos<yA/) (3.137) 

Dacă At se alege suficient de mic se poate considera că în acest timp mărimile u, i, 

sunt constante, egale cu valorile lor medii, Uo, Io, şi: 

L (3.138) 

De asemenea, în aceeaşi ipoteză se poate considera că în timpul At arcul se află în 

regim staţionar, adică, — = O şi din relaţia (3.102) rezultă p=u-i. Aceasta înseamnă că, 
dt 
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dacă prin P se înţelege valoarea medie a puterii p, disipată în coloana arcului electric, în 

timpul At, atunci: P=UoIo, din care se explicitează Uo şi înlocuind în relaţia (3.138) rezul-

tă: 

li G p (3.139) 

Cu care se obţine: 

n 

f / , 1 
2 

= 2 
f \ - COS coAt^ 

\ coAt ^ 
(3.140) 

unde s-a avut în vedere relaţia (3.137). 

Se înlocuieşte relaţia (3.140) în relaţia (3.135), rezultând: 

IPsmcot 
1 - cos<y • p 

(o-p 

\2 
cos (p e ' + 1 -

sm[2 - O) • t + (p) 

yjl + il-co-rf 
(3.141) 

unde s-a notat P=At. 

în fmal, înlocuind relaţia (3.141) în relaţia (3.126), se obţine fimcţia căutată: 

IPsmcot 1 

2- 1 - C0S6; • P 
COS (p 

-- sin{2-o)-t + 0) 
•e ' +\— ^ 

(3.142) 

la care se adaugă: 

(p=arctg(2-co-T) (3.143) 

Se face ipoteza că, deoarece atât x, cât şi p au valori foarte mici, se admite că 

T^O, |3"^0, din relaţia (3.77) rezultând 

Cu aceste simplificări, relaţia (3.142) devine: 

2Ps\ncot 1 
sm{2(ot + (p) 

(3.144) 
1 -

yl\ + (2 0)-Tf 

în cele ce urmează, pentru exemplificare, s-au ales cazul unui arc electric de cu-

rent alternativ sinusoidal cu frecvenţa f=50 Hz, iar pentru mărimile P, i şi (3 s-au utilizat 

valori ce se întâlnesc în practică. 
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în figura 3.4. s-a reprezentat grafic relaţia simplificată (3.144) având ca variabilă 

independentă produsul cot, iar ca parametru produsul coi. Se observă că tensiunea electri-

că prezintă două vârfuri, unul la aprindere, pentru care cot=0 şi altul la stingere, pentru 

care cot=7i. Aceste vârfuri de tensiune sunt cu atât mai mari cu cât cox, şi deci, x are valori 

mai mici. 

200" 

160" 
u( ©1,0.125) 
u(ci>t,0.25) 120" 

u( cot,0.5) 80-
u(oMj) 

40-

Fig.3.4 

Pentru a observa vârfiuile de tensiuni, în fig. 3.5. s-a reprezentat grafic dependen-

ţa lui u de t pentru o valoare impusă a lui x. 

ktj 
u(t) 

-40 -
- 8 0 - K 

- 1 2 0 

-160 
-2(K) 

J L_J 1 L_ J L_ 
I ! 

Fig.3.5 Fig.3.6 

în fig. 3.6. s-a reprezentat aceeaşi dependenţă pentru diferite valori ale lui x. Se 

observă şi acum o dependenţă pronunţată a vârfurilor de tensiune şi un grad de deforma-

re al acestora ce depind de x. 

In ipoteza că tensiunea electrică oscilantă de restabilire nu este influenţată de con-
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ductanţa de rest a arcului electric, se poate aprecia că, după trecerea prin zero a curentu-

lui electric, reaprinderea arcului electric are loc dacă valoarea conductanţei electrice este 

în creştere adică dG/dt >0, iar ui > P. 

Deci puterea dezvoltată în arc trebuie să depăşească puterea disipată adică: 

u^-G>P sau (3.145) 

Deci, reaprinderea şi funcţionarea continuă a arcului electric, se produce dacă ten-

siunea între electrozii arcului satisface relaţia (3.145). în acest scop sursa de sudare tre-

buie să furnizeze o tensiune electrică oscilantă de restabilire cel puţin egală cu membrul 

drept al relaţiei (3.145). 

Dacă, pentru G(t) se consideră o relaţie de forma: 

G = Go-e~̂  (3.146) 

relaţia (3.145) devine: 

u> ^ (3.147) 

Relaţia (3.147) stabileşte condiţia reamorsării arcului electric în momentul când 

curentul electric trece prin zero, în ipoteza că tensiunea oscilantă de restabilire nu este in-

fluenţată de ionizarea ce produce după trecerea prin zero a curentului electric. 
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Cap.4. MODELAREA CÂMPULUI TERMIC 

4.1. Vectorul densitate de flux termic. Legile transferului de 

căldură. 
Se consideră un domeniu, ce poate avea orice formă geometrică, iar în acesta un 

punct oarecare P, localizat în spaţiu prin vectorul de poziţie r, definit faţă de originea O, 

a unui sistem de coordonate. 

Se admite că, în general, într-o zonă a domeniului are loc o creştere a energiei in-

terne a acesteia, printr-o transformare ireversibilă a unei anumite forme de energie. Im-

propriu, se spune că în zona respectivă se dezvoltă (degajă) căldură, iar acea zonă se nu-

meşte sursă (izvor) de căldură. 

Pentru caracterizarea locală a unei surse de căldură, în fiecare punct al acesteia se 

defineşte căldura dezvoltată în unitatea de timp într-un element de volum din jurul acelui 

punct, care se numeşte densitate de volimi a vitezei de generare a căldurii sau densitate 

de volum a fluxului termic dezvoltat, însă, în această lucrare se va folosi denumirea de 

putere calorică specifică. 

Deci, dacă se notează cu qa puterea calorică specifică dintr-un moment oarecare t, 

într-un punct oarecare P, atunci căldura dezvoltată într-un timp infinit mic dt, într-un 

element de volum dV din jurul punctului P, este un infinit mic, de ordinul doi, notat cu 

d^Qd, dat de relaţia: 

d^Q.=qadVdt (4.1) 

Pentru o instalaţie de sudare cu arc electric se poate considera că sursa de căldură 

este numai coloana arcului electric, în care se produce o transformare a energiei elec-

tromagnetice în energie internă. Ca urmare, având în vedere legea transformării energiei 

electromagnetice în procesul de conducţie electrică se obţine: 

q<,=J-E, (4.2) 

unde J, E sunt densitatea curentului electric, respectiv intensitatea câmpului electric din 

P. 

Considerând coloana arcului electric un mediu izotrop şi omogen, pe baza formei 

locale a legii conducţiei electi ice se obţine: 
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unde <7, p sunt conductivitatea electrică, respectiv rezistivitatea electrică a coloanei arcu-

lui electric. 

Prin câmp termic al domeniului considerat se înţelege câmpul scalar, care, în ge-

neral, este de forma T=T(t, r), unde T se numeşte temperatura dintr-un moment oarecare 

t, şi din punctul oarecare P. 

Scopul acestui capitol constă în stabilirea ecuaţiilor şi a condiţiilor de frontieră, cu 

ajutorul cărora să se poată determina câmpul termic din domeniul considerat. 

Datorită existenţei unor diferenţe de temperatură, atât în interiorul domeniului, cât 

şi între acesta şi exterior, apare un schimb de energie sub formă de căldură. 

în general, orice schimb de energie se defineşte în raport cu o suprafaţă şi se pro-

duce între cele două zone, în care acea suprafaţă separă domeniul considerat. Dacă 

schimbul energetic este determinat de existenţa unor diferenţe de temperatură între punc-

tele celor două regiimi, se vorbeşte despre căldură transferată (transmisă) prin suprafaţa 

respectivă. Căldura transferată în unitatea de timp se va numi flux termic transmis 

(transferat) prin aceea suprafaţă. 

Fluxul termic este o mărime de stare globală (extensivă) care se referă la întreaga 

suprafaţă, iar ca mărime locală (intensivă), în fiecare punct al suprafeţei se defineşte flu-

xul termic transferat prin unitatea de suprafaţă din jurul acelui punct, care se numeşte 

densitate de flux termic transferat, din punctul considerat. 

Dacă se notează cu qs densitatea de flux termic transferat dintr-un punct oarecare 

P al unei suprafeţe S, atunci căldura transferată în intervalul de timp infinit mic dt, printr-

un element de suprafaţă dS, din jurul lui P, este un infinit mic de ordinul doi, notat cu 

d^Qs, şi este dat de relaţia: 

d'Qs = q , d S d t (4.4) 

însă, în fiecare moment t, qs depinde atât de poziţia puncmlui P pe S, cât şi de ori-

entarea în spaţiu a lui S, adică qs=qs(t, r, n), unde s-a notat cu n versorul normalei duse 

în P la S. 

Ca urmare, qs nu depinde numai de diferenţa dintre temperatura T din P şi cea din 

pimctele vecine lui P, adică qs nu este o caracteristică locală exclusivă a transferului de 

căldură din P. 

Se defmeşte vectorul densitate de flux termic, din momentul t şi din punctul P, no-
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tat cu q, ca având valoarea q egală cu densitatea de flux termic prin elementul de su-

prafaţă din jurul lui P, al izotermei care, în momentul t trece prin P, direcţia cea a norma-

lei dusă în P la izotermă şi sensul acelaşi cu al transferului de căldură, adică sensul în ca-

re temperatura scade. 

Având în vedere că această izotermă depinde doar de t şi P, rezultă că vectorul q 

este o caracteristică locală a transferului de căldură din P, ce depinde doar de t şi P, adică 

q = q(t, r). 
Se arată [12] că: 

q s = ± q n , (4.5) 

în care se ia semnul + dacă n se orientează în sensul transferului de căldură prin S, şi 

sensul invers în caz contrar. 

Dacă S este o suprafaţă închisă, atunci n se orientează spre exteriorul volumului 

mărginit de aceasta şi se numeşte versorul normalei exterioare la suprafaţa S. 

De asemenea, dacă se face convenţia ca sensul de referinţă al transferului de căl-

dură să se aleagă spre volumul mărginit de S, adică se presupune că în acest volum intră 

căldură, atunci: 

q s = - q n (4.6) 

în concluzie, dacă se cunoaşte vectorul q, din relaţia (4.5) se poate determina qs, 

iar cu relaţia 4.5 se poate determina căldura transmisă prin S în orice interval de timp. 

Din acest motiv studiul transferului de căldură urmăreşte determinarea câmpului 

vectorial q = q(t, r). 

în acest scop se folosesc anumite legi, specifice fiecărui mod de transfer al căldu-

rii. 

în cazul transferului de căldură prin conducţie termică, se foloseşte legea lui 

Fourier, care, matematic, se scrie sub forma: 

q = -XgradT; q = -XVT (4.7) 

unde X se mmieşte conductivitate termică a mediului din punctul P. 

în cazul unui mediu izotrop şi omogen, X este o caracteristică locală a mediului 

j respectiv, şi nu depinde de direcţia considerată. 

\ în cazul unui mediu omogen, dar anizotrop, T depinde de direcţia aleasă, şi vecto-
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ml q se descompune după trei direcţii ce trec prin P, care depinde de gradul de anizotro-

pie. 

Dacă mediul este admis ortotrop, cele trei direcţii sunt reciproc perpendiculare. 

Dacă acestea se aleg ca fiind chiar axele x, y, z ale unui sistem de coordonate carteziene, 

atunci: 

5Tr 5TT 5T7- , 

unde i, j, k simt versorii axelor, iar X^ Xy, X̂ , sunt conductivităţile termice ale mediului 

după cele trei axe. 

Transferul de căldură prin convecţie se referă la schimbul de căldură dintre un 

domeniu solid şi unul fluid, aflate în contact fizic, când fluidul se află în mişcare faţă de 

solid. 

Caracterizarea unui astfel de transfer se face cu ajutorul densităţii fluxului termic 

dintr-un punct oarecare al suprafeţei S de contact dintre solid şi fluid, ce se admite că are 

sensul de la solid spre fluid. Valoarea q a acestei densităţi de flux termic este dată de le-

gea lui Newton: 

q=a (Ts-Tf) , (4 .9) 

unde: Ts este temperatura dintr-un punct oarecare al lui S, Tf este temperatura dintr-un 

pimct oarecare al fluidului, aflat la o distanţă suficient de mare de S, iar a se numeşte co-

eficient de schimb de căldură prin convecţie. 

Transferul de căldură prin radiaţie are loc prin intermediul undelor electromagne-

tice, cu lungimi de undă cuprinse între 0,l^m şi 100 |im, care sunt emise, absorbite, re-

flectate sau transmise de orice corp ce are o temperatură T>0 K. în cazul corpurilor soli-

de sau lichide, aceste procese se produc numai într-un strat foarte subţire de la suprafaţa 

corpurilor, iar în cazul unui gaz, procesele au loc în tot volumul acestuia. 

Din acest motiv, în cazul unui corp solid sau lichid, se vorbeşte despre radiaţia 

termică la suprafaţa corpului. Ca şi caracteristică se foloseşte densitatea de flux termic 

radiant q, dintr-un punct oarecare al suprafeţei S a corpului respectiv, care se exprimă cu 

legea Stefan-Boltzman, sub forma: 

q=8cT^ (4.10) 

unde: 

-c este coeficientul de radiaţie al corpului absolut negru, numit constanta Ştefan-
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Boltzman, care în S.I. are valoarea c=5,6710"^ W/m^K"̂ ; 

-E este emisivitatea sau coeficientul de emisie sau coeficientul de negreală al su-

prafeţei corpului respectiv şi este o caracteristică a acestuia. Emisivitatea este o mărime 

adimensională, şi are valori subunitare, 8<1. 

în practică, relaţia (4.10) se scrie sub forma: 

q = EC 
/ Ţ 

100 
(4.11) 

în care c=5,67 

4.2. Ecuaţiile modelului 
4.2.1.Considera ţii generale 

Studiul termic al unei îmbinări sudate urmăreşte determinarea evoluţiei în timp a 

temperaturii din pimctele componentelor ce se sudează, deoarece de această evoluţie de-

pinde atât calitatea îmbinării, cât şi structura metalografică a cusăturii. 

Ca urmare, scopul final al studiului termic, la care se referă prezentul capitol, con-

stă în aflarea câmpului scalar nestaţionar T(t, r). 

Arcul electric este privit ca fiind sursa de căldură, ce determină încălzirea compo-

nentelor de sudat. 

Din acest motiv, studiul termic al arcului electric nu este un scop în sine. Se im-

pune totuşi cunoaşterea câmpului termic din punctele arcului electric, pentru a putea cal-

cula căldura transmisă de la acesta la componentele ce se sudează. 

însă câmpul termic al arcului electric este influenţat de gazul de protecţie şi studi-

ul acestuia se face pentru a putea determina căldura pierdută prin convecţie de arcul elec-

tric. 

în concluzie, domeniul ce se analizează este constituit din componentele de sudat, 

arcul electric şi gazul de protecţie utilizat. 

Având în vedere că gazul de protecţie este în mişcare, se va considera cazul cel 

mai general al unui fluid, privit ca im mediu continuu, aflat în mişcare faţă de un sistem 

de referinţă ce se admite ca fiind imobil. 

Ecuaţiile modelului trebuie astfel stabilite încât să permită determinarea câmpului 

termic, dintr-un punct oarecare P al domeniului ocupat de fluid, adică a câmpului scalar 

nestaţionar T=T(t, r), unde r este vectorul de poziţie al lui P faţă de originea unui sistem 
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de coordonate, ales astfel încât să fie fix faţă de sistemul de referinţă respectiv. 

Pentru studiul fluidului se utilizează metoda Euler, ceea ce înseamnă că, în dome-

niul fluidului, sunt definite următoarele câmpuri: 

- un câmp vectorial al vitezelor v = v(t, r), unde v este viteza din P; 

- un câmp scalar al temperaturilor T = T(t, r), unde T este temperatura din P. 

Fluidul se admite a fi un mediu izotrop, cu proprietăţile definite prin câmpurile 

scalare, în general nestaţionare: al densităţii p=p(t, r); al căldurii specifice c=c(t, r); al 

conductivităţii termice A,=A.(t, r). 

Pentru a realiza un studiu mai exact al transferului de căldură prin convecţie, de la 

arcul electric la gazul de protecţie, fluidul considerat se presupime a fi vâscos, proprieta-

te caracterizată prin câmpul scalar al coeficientului de vâscozitate dinamică: Ti=r|(t, r). 

în domeniul ocupat de fluid se alege un volum de material V*, care, la un moment 

oarecare t, coincide cu un volum de control V, mărginit de o suprafaţă închisă S, iar P se 

presupune a fi un punct oarecare al volumului de control. 

Ecuaţiile modelului se obţin prin aplicarea, pentru volumul de material considerat, 

a unor legi de conservare, ce se prezintă în cele ce urmează. 

4.2.2.Ecuaţia conservării energiei (ecuaţia energiei) 

Acest principiu se aplică între un moment oarecare t, şi un moment infinit apropi-

at t'=t+dt, sub forma generală: 

dU+dEc=dQ+dL (4.12) 

unde: 

- dU, dEc sunt variaţii infinit mici, în timpul infinit mic dt ale energiei interne, 

respectiv energiei cinetice ale volumului material considerat; 

- dQ este căldura infinit mică, primită în timpul dt de volumul material considerat; 

- dL este lucrul mecanic infinit mic, efectuat de toate forţele ce acţionează asupra 

volumului material, ca urmare a deplasărilor ce le au punctele lor de aplicaţii, în timpul 

infinit mic dt. 

Este mai avantajos dacă scriem relaţia (4.12) pentru un moment oarecare t, ceea 

ce se obţine împărţind fiecare termen cu dt, rezultând ecuaţia: 

= (4.13) 
dt dt dt dt ^ ^ 

Energia internă U şi energia cinetică Ê  ale volumului material V* sunt date de re-
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laţiile: 

U = pcTdV; E = - f . p v M V c 2 Jv (4.14) 

în general, căldura dQ pe care volumul considerat o primeşte în timpul dt, are do-

uă componente: 

a) Căldura dQd pe care o dezvoltă sursele termice în timpul dt, dată de relaţia: 

d Q , = l q , d V (4.15) 

b)Căldura dQc, pe care, în timpul dt, o primeşte volimiul respectiv datorită transfe-

rului de căldură prin conducţie, care se exprimă prin relaţia: 

(4.16) 

s 

unde Qc este vectorul densitate de flux termic conductiv dintr-un punct oarecare a lui S, 

iar semnul minus intervine deoarece sensul elementului de suprafaţă ds este ales spre ex-

teriorul volumului, iar sensul de referinţă al transferului de căldură s-a admis spre in-

teriorul acestuia. Folosind transformata Gauss-Ostrogradski şi legea lui Fourier se obţi-

ne: 
dQ, = dt jdiv(>.gradT)dV 

V 

Având în vedere relaţiile (4.16) şi (4.17), se obţine: 

^ = JJdiv(^gradT) + q,]dV 

(4.17) 

(4.18) 

In ceea ce priveşte ultimul termen din membrul drept al relaţiei (4.13), presupu-

nând fluidul compresibil, se obţine: 

dL 
dt 

f-vdV + oT v-ds. (4.19) 

unde: 

- f este, în general, suma vectorială a densităţilor de volum pentru toate forţele 

exterioare ce acţionează în punctele volumului considerat; 

- este vectorul tensiune dintr-un punct oarecare M al frontierei S a volumului 

de control considerat. 

Notaţia pune în evidenţă faptul că vectorul depinde de orientarea suprafeţei. 

deci de poziţia normalei n în M la S. Ca urmare, T„ nu este o caracteristică exclusivă a 
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stării tensiunii din punctul M. 

Se arată că starea de tensiune din orice punct al oricărui mediu continuu este 

complet caracterizată de trei vectori tensiune, fiecare acţionând pe câte o suprafaţă plană 

elementară, ce trece prin punctul respectiv, iar cele trei suprafeţe, plane elementare, sunt 

reciproc perpendiculare şi formează un triedru drept. 

Dacă normalele la cele trei suprafeţe elementare se aleg axele x, y, z ale unui sis-

tem de coordonate cartezian, cei trei vectori tensiune se notează cu T^, Ty, T^, şi este va-

labilă relaţia: 

T. (4.20) 

unde Ux, ny, n̂  sunt componentele după cele trei axe ale normalei n dusă în M la S. 

In general, T^, Ty, T̂  nu au direcţiile axelor respective, şi fiecare se descompune 

în componente după direcţiile celor trei axe, iar valorile acelor componente se notează cu 

Xij, unde i este indicele vectorului respectiv, adică notaţia axei normală pe suprafaţa ele-

mentară pe care acţionează acea tensiune, iar j este notaţia axei pe care se face descom-

punerea. înseamnă că: 

X = + + (4-21) 

unde: i, j, ic sunt versorii axelor. 

înlocuind relaţiile (4.21) în (4.20) rezultă componentele Tnx, Tny, Tnz ale vectoru-

lui tensiune după axele sistemului de coordonate, ele având expresiile: 

(4.22) 

T„z =Xxznx 

Se arată că: 

Xyx~Xxyj X2x~XxZ5 Xzy—Xyz (4.23) 
Cu ajutorul relaţiei (4.20) se obţine: 

• vds = | t ; • V n^ ds • v Hy ds • v n^ ds (4.24) 

Insă: 

n ^ = n i ; n = n j ; n , = n k ; 
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şi: 

• vn^ds = • v) • n ds = |div(î7• v) • n dv, 
S S V 

unde s-a utilizat transformata Gauss-Ostrogradski. 

De asemenea: 

unde s-a avut în vedere că i este un vector constant, şi divi =0, iar: 

dK dw dz ay ^ 

Ca urmare: 

. fg(T. -v), t T ^ - v - n ^ d s = — ^dv 
S V ^ ^ 

In mod similar se obţine: 

oTy • v nyds = 
dy 

dv; T • v n,ds = dv 
cz 

Pe baza relaţiilor (4.25), (4.26), relaţia (4.24) devine: 

oT • vds = 
dx. dy dz 

dv 

Ţinând cont de relaţiile (4.14) se obţine: 

^ dEc _ d 
dt ^ dT " dt 

pe T + -
2c 

dv 

Se defineşte o temperatură totală T', prin relaţia: 

r = T + 
2c 

(4.24) 

(4.25) 

(4.26) 

(4.27) 

(4.28) 

(4.29) 

înlocuind relaţia (4.29) în relaţia (4.28) şi folosind teorema transportului, rezultă: 

klv (4.30) dU ^ dE. 
dt dt 

în relaţia (4.13) se înlocuiesc relaţiile (4.30), (4.18), (4.19), (4.27) şi după utiliza-

rea teoremei integrale reale rezultă: 

dx. dy 

unde s-a considerat că singura forţă exterioară este forţa de greutate. 

+ div(pcT'v)= div(?LgradT)+q, + pg• v + + + , (4.31) 
ă Ok dy dz 
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Din relaţia (4.29) se explicitează T, şi se obţine: 

div(XgradT) = div(XgradT') - d i v A,grad 
v2Cy_ 

(4.32) 

Al doilea termen din membrul drept al relaţiei (4.31) pune în evidenţă căldura ca-

re iese din volumul considerat, datorită mişcării fluidului. 

Notând cu Vx, Vy, Vz componentele vitezei după axele sistemului de coordonate şi 

având în vedere relaţiile (4.21) şi (4.32), relaţia (4.31) devine: 

ă 

d 

cliv(pcT'v) = Qd + cliv(XgradT')- div A.grac 

ax ^xyVy +TyyVy 

+ p g v + 

d 
(4.33) 

+ 
dz 

unde s-a ţinut cont de relaţiile (4.23). 

Relaţiile (4.33) reprezintă forma completă a legii conservării energiei exprimată în 

eforturi unitare, pentru cazul general al unui mediu continuu vâscos şi deformabil. 

însă, pe lângă temperatură şi viteză sunt necunoscute şi componentele vectorului 

tensiune, ceea ce impune exprimarea acestora în funcţie de mărimi caracteristice ale 

fluidului respectiv. 

în acest scop este necesar ca să se aleagă un model pentru fluidul considerat. Ast-

fel, folosind ipoteza lui Newton asupra forţelor de viscozitate, se obţine modelul de fluid 

newtonian, pentru care se obţin următoarele relaţii constitutive: 

av. 
^xx = - P + 2ti—^ + T|'div(v) 

X 

Tyy =-p + 2ti—^ + Ti'div(v) (4.34) 

C V . 
T^zz=-P + 2 T i ^ + r|'div(v) 

•Cyz 

C V , dv 
+ — : 

dy X 

dv X + — ^ 

dz X 

dv j + — : 

dz y 
unde p este presiunea, iar r| ' este al doilea coeficient de vâscozitate, care se exprimă în 

funcţie de r| în raport de ipoteza admisă. Astfel, utilizând ipoteza lui Stokes, se obţine: 
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i4 V> 

însă, pentru multe fluide se poate considera n' O, ch,ar in .pote.a ci (lu.dul res-
pectiv este compresibil. 

Relaţiile (4.34) se înlocuiesc în relaţia (4.33) ş, dupâ efectuarea denvânlo, 5, 
aranjarea termenilor se obţine: 

S\ ocT^^ / —\ 
+ div\pcrv)= q^ + <iiv{XgradT)-div Xgrad 

dt 

+ v(/v + f/)grad (diw ) + O 

" v ^ l ^r - -
' t (4.36) 

unde: 

în care Av ,̂ Avy, Avz sunt operatorii Laplace ai componentelor vite/elor 

Cu O s-a notat flmcţia de disipaţie, dată de relaţia: 

0 = 2/i 
2 l 

r r r / 2 î i (T CV ' ' A + 4-
dx j K^y) cz J 

1 

( "V'. 
( Y 

( l' 
( Z .'a-

Se observă că al cincilea şi al şaselea termen din membrul a! relaţiei (4 36 ) repre-

zintă densitatea de volum a puterii dez\oltată de forţele de vâsco7Uate De a.-ieiTienea, se 

poate arăta că O reprezintă densitatea de volum a energiei care. in umtaîea de tutip. se 

transformă ireversibil în căldură, ca urmare a frecânlor interne caui'aie dc de ^as-

cozitate. 

Se subliniază faptul că relaţia (4.36) este forma completă, kienerai valabila, a ccua-

ţiei energiei şi este foarte rar întâlnită în literatura de specialitate, iar deducerea sa este o 

contribuţie proprie. 

4.2.3.Ecuaţia conservării masei (ecuaţia de continuitate) 

Ecuaţia de continuitate se obţine pe baza ipotezei că frontiera oricărui volum ma-

terial este impermeabilă, adică orice volum material rămâne tot rimpu' foimat dm ace-

leaşi particule materiale. 
Fie un volum material V* de volum Q, şi masă m, date de reiamie 

. tv' (4 O (IV. I.i 

Folosind teorema transport.'lui sc obţtn; 
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Ş = f d ivvdv; 
dt Jv* ' jjt Jv. 

Pe baza ipotezei menţionate se obţine: 

£P 
a div(pv) dv (4.39) 

a 
+ div|pv) dv = 0 (4.40) 

şi folosind teorema integralei nule se rezultă: 

sau: 
a 

Rp 
Dt 

div(pv)= O (4.41) 

+ yoivv = o , (4.42) 

Dp unde — este derivata substanţială a densităţii. 

Relaţia (4.40) este forma locală a legii continuităţii, iar relaţia (4.41) sau (4.42) 
reprezintă fonna locală a legii. 

Un mediu continuu este incompresibil, dacă valoarea volumului oricărui domemu 

material nu variază în timpul mişcării, adică — = O, şi din relaţia (4.39) se obţine 
dt 

divv " O 

iar din relaţia (4.42) rezultă: 

dQ 
a = 0 

(4.43) 

(4.44) 

Se atrage atenţia că atributul de incompresibil se referă la valoarea volumului şi 

nu la forma volumului material, adică un mediu continuu poate fi incompresibil şi de-

formabil. 

De asemenea, relaţiile (4.43) sau (4.44) sunt valabile oricare ar fi regimul curgerii 

fluidului. 

Relaţia (4.44) se scrie dezvoltat sub forma: 

^ + vgradp = O a (4.45) 

Dacă mediul continuu este considerat incompresibil şi omogen, atunci gradp=0, şi 

din (4.45) se obţine p=constant, adică la un mediu incompresibil şi omogen, densitatea 

este constantă atât în spaţiu cât şi în timp şi se spune că acel mediu este izodens. 

Dacă se face ipoteza că densitatea fluidului este constantă în timp, din relaţia 
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(4.41) se obţine: 

div(pv)= O (4.46) 

Dacă, în plus, se admite că fluidul este omogen, rezultă: 

divv = O (4.47) 

Se subliniază faptul că relaţiile (4.46) sau (4.47) sunt valabile indiferent dacă me-

diul continuu este compresibil sau incompresibil; singura ipoteză care se face constă in a 

considera că densitatea fluidului este constantă în timp, respectiv că mediul este omogen, 

ipoteze ce se folosesc în multe aplicaţii practice. 

De asemenea, dacă se impune condiţia ca mediul continuu să fie incompresibil, 

este valabilă relaţia (4.43), indiferent de faptul că densitatea acestuia variază în timp şi 

spaţiu. 

4.2.4.Ecuaţiile mişcării 

Ecuaţiile mişcării unui mediu continuu se obţin prin aplicarea teoremei impulsului 

pentru volimiul material considerat, care se exprimă sub forma; 

dt 
(4.48) 

unde f, T„ au semnificaţiile precizate, iar H este impulsul volumului material, defmit 

prin relaţia: 

H = pvdV (4.49) 

Componentele impulsului după axele sistemului de coordonate considerat au valo-

rile: 

Deci: 

dH r d = 1 

pv^dv; Hy = f pvydv; H, = £ p v . d v 

dt dt 
pv^dv 

- d pv dv 
dt . 

J pv,dv (4 50) 

Se înlocuieşte relaţia (4.50) în relaţia (4.48). Având în vedere teorema transportu-

lui şi procedând la fel ca în cazul precedent se obţine: 

^ . î d i v l p v . v ) . jdivipv, v).i;div(pv. v)= pi - Ş - Ş ^ f 
dt 

Dacă în relaţia (4.51) se înlocuiesc t ; , t : , t : cu expresiile lor date de relaţiile 

(4.21), se obţin ecuaţiile lui Cauchy: 
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a 

ă 

a 

dK Sy & 

dx 5y dz 

+ ° 
ax dy dz 

(4.52) 

Considerând fluidul newtonian, şi având în vedere ecuaţiile constitutive (4.34), 
laţiile (4.52) devin: 

re-

( p v j ^ . . + di a div(pvyv)= ap 
CK 

cy 
div(TigradvJ+S, +^(Ti'divv) (4.53) 

^ ^ ^ ^ + div(pv, v)= Pgz - ^ + div(Tigrad v S, + ^(n'div v) 

unde Sx, Sy, Sz sunt daţi de relaţiile: 

- / -V \ 

dx 

S 
ax 

s. = 

dv 
n— 

cx 

dv. 

/ \ 

X + 

cy 

d 

-h C 

cz cx 

5x cz , 

cy 

c 

+ • C 
dz 

CV. 

cyy 
(4.54) 

> ^ f dv ^ ^ r \ 

dy cz cz 

Condensat, relaţiile (4.54) se pot exprima prin: 

S=div dv' 
• S =di\\rf^ 

l 
CV 

n 
\ 

dz 
(4.55) 

J 

Din relaţiile (4.55) rezultă că termenii Sx, Sy, Sz reprezintă pierderi de viteză dato-

rate vâscozităţii fluidului. 

Se menţionează faptul că ecuaţiile (4.53), (4.54) sunt valabile pentru cazul cel mai 

general, al unui mediu continuu compresibil, ale cărui proprietăţi variază atât în timp cât 

şi în spaţiu. 

Mai mult, se poate arăta că, dacă se foloseşte o mediere în timp de tip Favre [12], 

ecuaţiile sunt valabile şi pentru cazul când fluidul are o mişcare turbulentă, cu deosebirea 

că, în ecuaţiile (4.53) în locul lui r\ trebuie considerat un coeficient efectiv de vâscozitate 

dinamică echivalent, notat cu r]c, definit prin relaţia: 

Tlc=Tl+llt, (4-56) 

unde rit se numeşte coeficientul turbulent de vâscozitate. 
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în literatura de specialitate [10] se prezintă mai multe modele pe baza cărora se 

poate determina coeficientul turbulent de vâscozitate, pe baza unei relaţii de forma: 

pk' — , (4.57) 
s 

unde: E, k se numesc energia cinetică turbulentă respectiv viteza de disipare a energiei 

cinetice turbulente, iar Ct, este un coeficient al turbulenţei. 

Mărimile 8, k se află prin rezolvarea unor ecuaţii cu derivate parţiale specifice fie-

cărui model, iar C^ are fie o valoare constantă, fie se determină dintr-o relaţie specifică 

fiecărui model. 

Astfel, în cazul modelului standard C^=0,09, iar k şi e se obţin pnn rezolvarea 

următoarelor ecuaţii: 

^ ^ + div (pkv) = f - ^ grad kl + li.O) - pe + - pe ^ ^ ^ g grad T (4.58) a {ĉ  j c, 

^ + div (pev)= d iv f i ^g radeL C,,^ . U - C > ^ ^ ^ ^ ^ 
ct J K k L, 

unde O este fimcţia de disipaţie, dată de relaţia (4.30), iar resml notaţiilor sunt coefici-

enţi, pentru care se dau următoarele valori implicite: 

Ck=l; C4=0; P=0; Ct=l; C,=l,3; €„=1.44: C2=l,12; C3-I. 

în cazul particular al unei curgeri laminare, dacă se face ipoteza că n este constant 

în spaţiu şi având în vedere ecuaţia de continuitate, ecuaţiile (4 53), (4.54) conduc la 

ecuaţiile lui Navier-Stokes, care se exprimă vectorial prin relaţia: 

Dv -
Dt 

= pg-gradp + tjAv + (ti + T}')grad{(Jiv v), (4.60) 

unde — este derivata substanţială a vitezei, ce va avea componentele: 
Dt 

Z)v, CV, - j 
Dt dt 

Dv. 
Dt ~ ct 

dv, 

(4.61) 

Dt dt " 

Dacă se admite fluidul incompresibil, se obţine: 
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Dv -
p— = pg-gradp + T}Av (4.62) 

Ecuaţiile mişcării sub formă generală (4.53) se vor folosi pentru studiul mişcăn» 

gazului de protecţie. 

4.2.5.Ecuaţia radiaţiei termice 

Prin radiaţie termică se realizează un schimb de căldură între oricare două dome-

nii aflate la temperaturi diferite, prin intermediul undelor electromagnetice. Deci, un ast-

fel de schimb de căldură intervine şi când cele două domenii nu sunt în contact fizic. 

Se consideră un domeniu, 1, mărginit de suprafaţa închisă Si, aflată la o tempera-

tură Ti, şi având o emisivitate Si, şi un al doilea domeniu 2, mărginit de o suprafaţă în-

chisă S2, aflată la o temperatură T2, şi având o emisivitate £2 

Dacă Ti>T2, atunci schimbul de căldură se produce de la domeniul 1 la domeniul 

2 şi se notează cu q densitatea fluxului termic dintr-un pimct oarecare al lui S| transmis 

prin radiaţie termică de la domeniul 1 la domeniul 2. 

Considerând cele două domenii ca şi corpuri cenuşii, se arată câ este valabilă rela-

ţia: 

q = EjEiCt 
/" T ^ 

100 JOOj 

unde Co este constanta lui Boltzman, iar (pi2 se numeşte coeficientul unghiular mediu al 

radiaţiei dintre domeniul 1 şi domeniul 2 şi este dat de relaţia: 

c p . . - - " 

în relaţia (4.64) prin r se înţelege distanţa dintre un punct oarecare M, de pe S, şt 

un punct oarecare M2 de pe S2, iar (p,, (p2 sunt unghiurile ce le face segmentul de dreaptă 

ce uneşte cele două puncte cu normalele duse în Mi, respectiv M2. 

în unele lucrări, (pi2 se numeşte factor de vizibilitate al suprafeţei S. de pe su-

prafaţa S]. 

Utilizarea practică a relaţiei (4.64) este restrânsă doar Ia forme particulare ale ce-

lor două suprafeţe, pentru care este posibilă calcularea celor două integrale de suprafaţă, 

ce intervin în relaţia (4.64), ceea ce restrânge foarte mult ana de folosire a relaţiei (4.65). 

însă, la ora actuală există softuri matematice care permit calculul factorului dc 
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vizibilitate, oricare ar fi forma celor două suprafeţe, prm utilizarea unor metode numeri-

ce iterative de integrare. 

43. Condiţii iniţiale şi de frontieră 
Considerând cunoscute proprietăţile fizice ale mediului din domeniul considerat, 

cele 5 ecuaţii ale modelului, prezentate până acum, permit determinarea a 5 necunoscute: 

- valorile componentelor vitezei, adică Vx=Vx(t, r), Vy=Vy(t r), V2=v (̂t r); 

- presiunea, adică p=p(t, r); 

- temperatura, adică T=T(t, r). 
A 

In cazul unui fluid, dacă se cunoaşte ecuaţia barometrică, adică funcţia scalară 

p=p(p), atunci se poate determina şi densitatea fluidului, adică p=p (t, r). 

însă, în general, toate ecuaţiile modelului se exprimă cu ajutorul unor derivate 

parţiale, ceea ce necesită ca , pentru rezolvarea acestor ecuaţii, să se efectueze integrarea 

lor în timp şi spaţiu, ceea ce determină apariţia unor constante de integrare. 

Pentru detenninarea constantelor de integrare şi deci obţinerea unor soluţii unice, 

trebuie impuse anumite condiţii iniţiale şi de frontieră. 

Condiţiile iniţiale se referă la valorile mărimilor în momenrnl miţial t<)=0, şi în ge-

neral se exprimă sub forma: 
v(t,r) = VO(r) = F,(r), p(t, r) = p(r) = F^(r), T(t, r) - T(r) - F, (r). 

unde trebuie să fie funcţii cunoscute. 

Condiţiile de frontieră constă în a impune ca fiecare mănme să aibă o anumită 

distribuţie în punctele frontierei S a domeniului considerat. 

De obicei, pentru viteză şi presiune, condiţiile de frontieră sunt de tip Dinchkt, 

care, în general, se exprimă prin: 

v(t'r) Pil.H ^Psii'r)^ (4.65) j 

unde V^t, ~r), Ps{t, r) trebuie să fie fîmcţii cunoscute. 

Pentru temperatură, condiţia de frontieră poate fi: 

a)De primul tip, când se exprimă sub forma: 

r(/ ,r) |^=7;(/ ,r) , (4 66) 

unde Ts(t, r) trebuie să fie o funcţie cunoscută. 
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b)De al doilea tip, când se impune distribuţia densităţii fluxului termic, transmis 
prin conducţie prin frontiera S, sub forma: 

- n - q ( t , r ) [ =:q^(t,r), (4 .67) 

unde q^(t, r) trebuie să fie o funcţie cunoscută. 

Folosind legea lui Fourier, relaţia (4.67) devine: 

c)De al treilea tip, care se impune când intervine un schimb de căldură prin con-

vecţie, între domeniul considerat şi exteriorul său. în acest caz, conform legii lui New-

ton: 

q,(t,r) = a [T , ( t , r ) -TJ (4.69) 

unde a şi Tf au semnificaţiile precizate. 

4.4. Ecuaţiile modelului pentru domeniul studiat 
După cum s-a precizat, domeniul de studiu este constituit din: electrod, arcul elec-

tric, componentele ce se sudează şi gazul de protecţie. Pentru a reduce volumul de calcul, 

şi având în vedere scopul prezentei lucrări, se fac anumite ipoteze simplificatoare, ce se 

prezintă în cele ce urmează. 

Se presupune că electrodul este în stare solidă, pe tot parcursul procesului de su-

dare, ceea ce înseamnă că se face abstracţie de starea lichidă a metalului din baia de su-

dare şi de picăturile de metal lichid ce se formează în vârful electrodului, şi care se 

transferă în baia de sudare prin coloana arcului electric. 

De asemenea, arcul electric este privit ca un conductor electric perfect flexibil, de 

formă cilindrică, cu diametrul egal cu cel al electrodului, iar procesele microscopice ce 

se produc în coloana arcului electric se iau în considerare prin intermediul proprietăţilor 

de material. 

Ca urmare, considerând un sistem de referinţă legat de una dintre componente şi 

presupunând arcul electric fix, într-o poziţie oarecare din cursul procesului de sudare, 

pentru cele teri regiuni (electrod, arc electric, componente), ecuaţiile modelului se reduc 

la ecuaţia energiei, ce obţine forma: 

^ ^ ^ = div(XgradT)+ q. (4.70) 
ă 
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Se poate considera că mediul fiecăreia din cele trei regiuni este izotrop şi omogen, 

iar ecuaţia (4.70) devine: 

= + (4.71) 

ot 

Deoarece toate cele trei regiuni sunt parcurse de curentul electric de sudare, pute-

rea calorică specifică qa'î^O, pentru orice punct al fiecărei regiuni. Distribuţia spaţială 

precum şi variaţia în timp a lui qa se determină pe baza modelului potenţialelor elec-

tromagnetice al câmpului electromagnetic menţionat, aplicat pentru ansamblul celor trei 

regiuni. 

Gazul de protecţie este considerat ca un fluid izotrop şi omogen, aflat în mişcare 

faţă de sistemul de referinţă menţionat. Studiul gazului de protecţie urmăreşte determina-

rea coeficientului de transmisie a căldurii prin convecţie de la coloana arcului electric la 

mediul ambiant. în acest scop, pentru regiunea ocupată de gazul de protecţie se folosesc 

toate ecuaţiile modelului, prezentate în paragraful anterior. însă, la un procedeu de suda-

re în mediu de gaz protector, amorsarea arcului electric se face după ce gazul de protec-

ţie ajunge într-un regim de curgere laminară. Pe această bază, şi neglijând regimul tranzi-

toriu, ce intervine imediat după amorsarea arcului electric, ecuaţiile modelului se vor 

particulariza pentru cazul unei curgeri laminare. 

întrucât gazul de protecţie are o curgere exterioară, se va considera cazul general 

al imui corp solid, aflat într-un curent de fluid. Se notează cu S suprafaţa închisă ce măr-

gineşte corpul solid, care se va numi perete, şi cu Tp temperatura într-un punct oarecare 

M al lui S, ce se va numi temperatura peretelui. 

Se defineşte regim liber al fluidului situaţia în care acesta ocupă întregul domeniu 

studiat, adică când se imaginează că nu ar exista corpul solid. 

Având în vedere cele precizate mai sus, se poate admite că regimul liber al fluidu-

lui este un regim staţionar şi că mişcarea fluidului este laminară. 

în aceste ipoteze, ecuaţia de continuitate se reduce la: 

divv = 0 (4.72) 
Se atrage atenţia că relaţia (4.72) este valabilă şi dacă fluidul este compresibil. 

De asemenea, considerând fluidul izotrop şi omogen, ecuaţiile mişcării libere de-

vin: 
. v)v = pg - Vp + tiAv (4.73) 
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In aceleaşi ipoteze, ecuaţia energiei devine: 

fxvgradT = X^T-—^v\ f4 74) 
2c 

în care s-a presupus că fluidul nu conţine surse de căldură. 

Impunând condiţiile de frontieră menţionate, prin rezolvarea sistemului format de 

ecuaţiile (4.71), (4.72), (4.73) se află câmpurile p̂  = p,(r), ^ = ̂ ( r ) , T, - T,(r), unde 

P& Vf, Tf sunt presiunea, viteza, respectiv temperatura dintr-un punct oare care al dome-

niului studiat, pentru regimul liber sau presiune, viteză, respectiv temperatura de regim 

liber. 

în situaţia reală, prezenţa corpului solid produce modificări ale câmpurilor menţi-

onate, care, în general, devin nestaţionare, şi pentru acelaşi punct oarecare se vor nota cu 

p = p(t, r); v = v(t, r); T = T(t, r), numindu-se respectiv presiunea reală, viteza reală. 

temperatura reală a fluidului. 

în primul rând, datorită aderenţei, particulele de fluid aflate pe S vor fi în repaus 

faţă de corpul solid, şi cum acesta este admis fix, faţă de sistemul de refennţă considerat, 

rezultă că: 

v ( t , r ) = 0 ( 4 7 5 ) 

De asemenea, datorită vâscozităţii fluidului apar forţe tangenţiale între strauinlc 

de fluid care fac ca, în lungul normalei în M la S, valoarea vitezei să crească Prandtl a 

emis ipoteza că vâscozitatea fluidului se manifestă numai într-o zonă din jurul puncmlui 

S, pe care a numit-o strat Umită hidrodinamic, în rest fluidul poate fi considerat ideal (fii-

ră vâscozitate) şi având o mişcare laminară, izostaţionară (potenţială) Ca urmare, pre-

zenţa corpului face ca v vf. 

Deci, în lungul normalei în M la S, viteza creşte de la valoarea zero, în M la va-

loarea corespunzătoare câmpului dintr-un punct M', iar în resml punctelor de pe 

normală viteza are valoarea câmpului ^ dm punctele respective. Se notea/ă cu dis-

tanţa dintre M şi M', care se numeşte grosime oarecare a stratului limită hidrodinamic, 

Mulţimea pmictelor M' determina o suprafaţă S,, care este frontiera stramiu, hmită hi-

drodinamic şi este valabilă condiţia: 
(4 76, 

unde s-a notat cu ^ valoarea câmpului 7, (r) intr-un punct oarecare M' do pe S. 
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în al doilea rând, prezenţa solidului face ca particulele de fluid aflate pe S să aibă 

temperatura Tp, adică să fie îndeplinită condiţia: 

(4.77) 

De asemenea, apare un schimb de căldură între solid şi fluid, care, în ipoteza că 

fluidul nu conţine surse de căldură şi că Tp>Ts, are sensul de la solid la fluid. Acest 

schimb de căldură face să crească temperatura fluidului, astfel că într-un punct oarecare 

al fluidului temperatura T este mai mare decât valoarea corespunzătoare câmpului T,< r) 

din acel punct. 

Prin analogie cu stratul limită hidrodinamic, se face ipoteza că prezenţa solidului 

modifică temperatura fluidului numai într-o porţiune dm jurul solidului, numită strat li-

mită termic, iar în restul fluidului se poate face abstracţie de existenţa solidului. 

Ca urmare, în lungul normalei dusă în M la S, temperatura scade de la valoarea Tp 

în M la valoarea corespunzătoare câmpului v r f ) dintr-un punct M", iar în resml puncte-

lor de pe normală temperatura are valoarea corespunzătoare câmpului T(< r) din punctele 

respective. Distanţa 5t dintre M şi M" se numeşte grosime oarecare a stratului limită ter-

mică. Mulţimea punctelor M" defineşte o suprafaţă S, numită frontiera stramlui limită 

termic, pentru care este valabilă condiţia: 
(4.78) 

unde s-a notat cu Tf valoarea câmpului Tf( r) într-un punct oarecare al Im S,. 

Conform legii lui Newton, densitatea de suprafaţă qs a fluxului termic transmis 

prin convecţie de la solid la fluid este: 
q s = a ( T p - T f ) 7 9 ) 

Particulele de fluid de pe S sunt în repaus faţă de solid, şi deci pnn stratul de fluid 
din imediata vecinătate a lui S căldura se transmite pnn conducţie termică. Deci, dacă se 

notează cu q vectorul densitate de suprafaţă al fluxului termic transmis prin conducţie, 

atunci: 

q , = q . n [ , (480) 

unde n este versorul normalei dusă în M la S, orientată spre interiorul solidului, deci 

spre fluid, ceea ce justifică semnul plus din membnil drept al relaţiei (4 80). 

întrucât este vorba despre un transfer de căldură prin conducţie, este valabilă le-
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gea lui Fourier şi relaţia (4.80) devine: 

q, =-XgradT„|^ =-X 
a r 
dn 

(4 81) 

Din egalarea relaţiilor (4.79) şi (4.81) se obţine: 

a = an 
(4.82) 

T, -T , 

Relaţia (4.82) este folosită pentru calculul lui a. 

Mai întâi se impune o anumită valoare pentru Tp, sau, în prealabil, se face un stu-

diu termic al solidului, folosind ecuaţia energiei sub forma (4.71), iar ca şi condiţie de 

frontieră se impune valoarea lui a pe S, care se poate determina din relaţia: 

(4.83) 

unde 1 este lungimea caracteristică. Nu este criteriul Nusselt iar X este conductivitatea 

termică a fluidului. 

în cazul considerat, corpul solid este arcul electric, ce s-a admis de forma unui ci-

lindru drept, iar curgerea gazului de protecţie are direcţia axei de simetrie, ceea ce în-

seamnă că 1 este lungimea arcului electric. 

în general, pe baza analizei dimensionale se stabileşte relaţia: 

N„=CRÎP;, (4.84) 

unde Re, Pr sunt criteriile Reynolds, respectiv Prandtl, date de relaţiile: 

(4.85) 
n ^ 

în care p, c, ti, A. exprimă proprietăţile fluidelor iar v este viteza medie a fluidului, pentru 

care se poate considera media valorilor câmpului v̂  (r) din punctele lui S 

Notaţiile C, b, f din relaţia (4.84) sunt constante, care trebuie determinate expcn-

mental, însă, într-o primă aproximaţie se poate considera că, pentru un gaz, in cazul uni 

convecţii forţate: 
-pentru Re[ l ; 10^] 

v P j 

0.21 
(4.86) 

-pentru Rce[10'; 210']: 
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i ' 
[ unde Prs este criteriul Prandtl pentru solid, dat de relaţia: 

(4.87) 

(4.88) 

în care Cs, tis. A, reprezintă proprietăţi ale solidului. 

Deci, cunoscând proprietăţile de material ale fluidului şi solidului, cu relaţiile 

(4.85) se calculează R^ P ,̂ iar cu relaţia (4.88) se determină P„. în fimcţie de valoarea 

obţinută pentru cu relaţia (4.86) sau (4.87) se determină N^ şi din relaţia (4.83) se ob-

[ ţine valoarea lui a. 

i- Prin rezolvarea ecuaţiei energetice se obţine câmpul T,(t, r) şi valoarea acestuia 

într-un punct oarecare a lui S este Tp. 

Practic pentru Tf se alege valoarea temperaturii fluidului la o distanţă suficient de 

mare de solid, de exemplu temperatura mediului ambiant. 

Pentru determinarea expresiei de la numărătorul relaţiei (4.82) trebuie cunoscut 

câmpul termic T=T(t, r ) din stratul limită termic. în acest scop se foloseşte ecuaţia ener-

, giei, a cărei expresie depinde de modul în care se produce transmisia călduni în stratul 

limită termic, iar acesta depinde de mişcarea ce o are fluidul din stratul limită hidrodi-

namic. 

Astfel, în cazul unei curgeri turbulente transferul de căldură se face prin convecţic 

în stratul limită termic şi prin transfer de masă şi amestec de fluid in restul fluidului în 

cazul unei mişcări laminare transferul de căldură este preponderent prin conducţie termi-

că, aportul mişcării de amestec fiind foarte redus. 

Gazele de protecţie folosite au Pr>I, ceea ce face ca adică su-atul limită 

termic este mai gros decât cel hidrodinamic şi deci modul de transfer al călduni şi forma 

ecuaţiei energiei depind de mişcarea fluidului în stratul limită hidrodinamic. 

însă, având în vedere cele precizate, se poate considera că în stratul limită hidro-

dinamic fluidul are o mişcare laminară, ceea ce permite ca ecuaţia energiei să se sene 

sub forma prezentată în paragraful anterior, relaţia (4.74) Deoarece în această relaţie in-

tervine câmpul vitezei v = v(t, r) va trebui să se adauge ecuaţia de continuitate şi ecuaţii-

[ le mişcării fluidului, care, în ipoteza menţionată se scnu sub fcmnele (4 72), respectiv 

I (4.73). 
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Ca şi condiţii de frontieră pentru câmpul vitezei se folosesc relaţiile (4.75). (4 76). 

iar pentru câmpul temperaturii se utilizează relaţiile (4.77), (4.78) 

De asemenea, se mai adaugă ca şi condiţie de frontieră valoarea presiunii în punc-

tele suprafeţei de ieşire a fluidului din domeniul considerat, care se poate considera egală 

cu presiimea atmosferică. 

Cu aceste condiţii de frontieră, prin rezolvarea ecuaţiilor menţionate se determină 

cT câmpul T=T(t, r), din care se poate calcula ~ în punctul S, şi din relaţia (4 82) se află 
dn 

a. 
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Cap.5. MODELAREA CÂMPULUI ELECTROMAGNETIC ŞI A 
^ CÂMPULUI TERMIC CU METODA ELEMENTELOR FINITE, 
I ASISTATĂ DE CALCULATORUL ELECTRONIC 
r 
I 

5.1. Consideraţii generale asupra metodelor numerice de rezolvare 

a modelelor matematice 
Metoda elementelor finite face parte din categona metodelor numerice, care se 

bazează pe procedeul aproximării prin discretizare. în principiu, acest procedeu constă în 

a înlocui variaţiile în timp şi în spaţiu, în general, continue, ale fiecărei mărimi, ce in-

tervine în modelul matematic al procesului smdiat. cu variaţii discrete, formate din mul-

ţimea valorilor mărimii respective, la anumite intervale de timp, respectiv în anumite en-

tităţi geometrice ale domeniului considerat. 

Având în vedere această discretizare, în continuare se urmăreşte transformarea 

modelului matematic într-un model numeric, astfel încât acesta să conducă Ia obţinerea 

unui sistem de ecuaţii, în care necimoscute sunt tocmai valorile discrete, menţionate mai 

sus, ale fiecărei mărimi ce intervine în modelul matematic. în acest scop, s-au dez\oltaf 

independent dar nu exclusiv, două direcţii de abordare: metoda diferenţelor tîniie me-

toda elementelor finite. Cele două metode se deosebesc una de alta atât din punct de ve-

dere al entităţilor geometrice, folosite pentru discretizare, cât şi din punct de vedere al 

modului în care se obţine modelul matematic al procesului studiat. 

în cazul metodei diferenţelor finite, discretizarea în timp a fiecărei mănmi se rea-

lizează prin valorile acesteia în anumite momente din cursul duratei, în care se anali-

zează evoluţia temporală a procesului studiat, diferenţa dintre două momente consecutive 

numindu-se pas de timp. Discretizarea în spaţiu se realizează prin valonie mărimii res-

pective, în anumite puncte ce sunt dispuse în vârfurile unei reţele de discrenzare, definite 

în domeniul considerat. 

Diferenţa dintre coordonatele punctelor vecine, de-a lungul fiecărei axe a sistemu-

lui de coordonate folosit, se numeşte pas al reţelei în lungul acelei axe 

Pentru a putea folosi metoda diferenţelor finite trebuie să se dispună de un model 

matematic diferenţial al procesului studiat, care, în general conţine una sau mai multe 
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mărimi de stare, ce sunt necunoscutele problemei, precum şi derivate parţiale, în timp şi 

în spaţiu, până la un animiit ordin al mărimilor respective. Pentru obţmerea modelului 

numeric, mai întâi se aplică modelul diferenţial pentru fiecare nod al reţelei de discreti-

zare, considerând, deocamdată, pentru derivatele parţiale în raport cu timpul, valonie 

dintr-un moment oarecare. 

Fiecare mărime se înlocuieşte cu valoarea sa din punctul considerat, iar valoarea 

în acest pimct a fiecărei derivate parţiale a oricărei mărimi, în raport cu fiecare coordona-

tă spaţială, se înlocuieşte cu o diferenţă finită. Cea mai simplă diferenţă finită se expnmă 

prin raportul dintre diferenţa valorilor mărimii din puncml considerat, şi dintr-un punct 

vecin şi pasul reţelei în lungul axei respective. 

Pentru a creşte precizia metodei, se folosesc diferenţe finite mai complicate, în ca-

re intervin valorile mărimii respective, din mai multe puncte vecine puncmlui considerat, 

iar pasul reţelei, în lungul reţelei este variabil de la un punct la altul. în final, fiecare de-

rivată temporară se înlocuieşte tot cu o diferenţă finită, care, pentru fiecare moment de 

divizare se exprimă ca diferenţa dintre valoarea mărimii din momentul considerat şi va-

lorile acesteia, în unul sau mai multe momente anterioare sau postenoare momentului 

respectiv, raportate la pasul de timp. 

în cazul metodei elementelor fmite, mai întâi domeniul considerat se divide in mai 

multe porţiuni, numite elemente fmite, fiecare element finit având aceleaşi dimensiuni ca 

şi domeniul respectiv. Discretizarea în spaţiu se face pentru fiecare element finit şi con-

stă în a înlocui valoarea fiecărei mărimi, dintr-un punct oarecare al elementului fimt con-

siderat, cu suma produselor dintre valoarea mărimii în câte un punct al elementului, nu-

mit nod, şi o funcţie de interpolare, definită în jurul nodului respectiv. De obicei, nodu-

rile oricărui element fmit sunt vârfiirile formei geometnce a acesttua, însă, pentru creşte-

rea preciziei metodei se defmesc ca noduri şi puncte dispuse pe laturile sau muchiile 

formei geometrice respective. Folosirea metodei elementelor fmite implică existenţa 

miui model matematic integral al procesului studiat, care, în general, conţine mtegrale, 

pe domeniul considerat şi pe fi-ontiera acestuia, a unor expresii ce au fonna menţionată 

mai sus, pentru modelul diferenţial. în continuare, folosind proprietăţile integralelor se 

obţin ecuaţiile modelului pentru fiecare element finit, de aceeaşi formă cu cea a mode-

lului matematic integral, valabilă pentru întreg domemul considerat. în final, în modelul 

fiecărui element finit, valoarea oricărei mărimi, defimtă într-un punct oarecarc al ele-
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mentului, se înlocuieşte cu expresia menţionată. Oricare mărime de stare are o smgură 

valoare spaţială în fiecare nod al elementului, ceea ce înseamnă că este o constantă, pen> 

tni operaţiile de derivare în spaţiu, şi deci în aceste operaţii vor interveni numai funcţiile 

de interpolare. Aceasta permite ca valorile mărimilor din nodurile elementului să poată fi 

scrise în faţa integralelor, iar integralele fiind definite vor conduce la câte o valoare nu-

merică, obţinându-se modelul numeric pentru elementul finit respectiv. 

Din cele prezentate până acum rezultă că, în cazul metodei diferenţelor finite dis-

cretizarea în spaţiu a fiecărei mărimi se realizează prin valorile acesteia în punctele reţe-

lei de discretizare, definită pentru întregul domeniu considerat, iar în cazul metodei ele-

mentelor finite această discretizare se face pentru fiecare element finit, ce este doar o 

porţiune a domeniului considerat. Rezultă că, pentru o aceeaşi densitate a reţelei de divi-

zare, discretizarea în spaţiu se face cu o eroare mai mică, în cazul folosirii metodei ele-

mentelor finite, faţă de cazul că s-ar folosi metoda diferenţelor finite 

De asemenea, la metoda diferenţelor finite, regiunile din care este formată reţeaua 

de divizare nu pot avea decât laturi sau muchii rectilinii. Ca urmare, apar dificultăţi de 

realizare a reţelei de divizare dacă frontiera domeniului considerat are forme curbe, ce 

pot fi înlăturate cu ajutorul unor artificii de calcul, care însă sunt valabile numai pentru o 

anumită formă a frontierei. 

Astfel de artificii nu mai sunt necesare dacă se foloseşte metoda elementelor fi-

nite, deoarece se pot defini elemente finite cu laturi sau muchii curbe 

Totodată, dacă se foloseşte metoda diferenţelor finite, pot apărea numeroase pro-

bleme de convergenţă şi de stabilitate a soluţiilor modelului numenc, ceea ce impune de-

terminarea condiţiilor în care intervin astfel de probleme şi a posibilităţilor de a le e^ta, 

care însă sunt valabile numai pentru o anumită problemă concretă 

Din aceste motive, în această lucrare se va folosi metoda elementelor finite însă. 

aşa cum rezultă din cele de mai sus, această metodă se foloseşte doar pentru discrcti/are 

în spaţiu. Ca urmare, atunci când procesul studiat este nestaţionar, pentru dcnvata in ra-

port cu timpul a fiecărei mărimi, ce intervine în modelul matematic, definită pentru un 

moment oarecare t, într-un punct oarecare al fiecănu elemem fimt, se foloseşte o discre-

tizare cu diferenţe finite. 
Fie T o mărime scalară, sau valoarea unei componente a unei mănmi vectoruilc. 

folosită pentru a descrie procesul studiat. în general, determinarea unei niărimi rcvu.c la 
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aflarea câmpului scalar nestaţionar T=T(t, x, y, z), definit în domeniul în care se desft-

şoară procesul respectiv. Acest domeniu se notează cu D, şi poate fi tndimensional bi-

dimensional sau unidimensional, în fimcţie de modul de desftşurare în spaţiu a procesu-

lui studiat. 

Se presupune că s-au scris ecuaţiile modelului matematic al procesului studiat, iar 

pentru uşurinţa exprimării şi simplificarea expresiilor se admite că există o ecuaţie în ca-

re singura necunoscută este mărimea T. Concentrat, ecuaţia se poate sene sub fonna ope-

ratorie: 

LT=f (5 1) 

în relaţia (5.1), cu L s-a notat un operator ce se aplică mănmii T, iar f este o fun-

cţie cunoscută, ce se obţine pe baza încărcărilor (sarcinilor), la care este supus sistemul 

fizic respectiv, şi care se impun prin enunţul problemei, în general f=i'(t, x, y, z). 

După cum rezultă din capitolele precedente, L este un operator diferenţial care, în 

general, constă dintr-o combinaţie a operatorilor: gradient, divergenţă şi rotor, aplicate 

mărimii T, multiplicată cu mărimi ce exprimă proprietăţile fizice ale mediului dm D. 

Ca urmare: 

LT = F 

unde cu — , ^ ^ s-au notat derivatele parţiale de ordinul întâi, respectiv de ordinul 
dx/dx.fyj 

doi ale lui T în raport cu coordonatele x, y, z, iar c reprezintă proprietăţile de matenal. şi 

în general c=c(x, y, z). 

La ecuaţia (5.2) se adaugă condiţiile iniţiale şi cele de frontieră, ce pot fi: 

- de tip Dirichlet, de forma: 
=g(t,x,y,z) <5.3) 

- de tip Neumann, de forma: 
ffT 
cn 

= h(t,x,y,z), (5.4) 

unde SD, SN sunt porţiuni ale frontierei S a lui D, iar g, h sunt funcţii cunoscute. 

Ideea aproximării mărimii T porneşte de la descompunerea unui vector după 

anumite direcţii, folosită în calculul vectorial. 
Se face ipoteza că toate flmcţiile, cc intervin în modelul matcmatic sunt funcţii 
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continue în D, şi au derivatele parţiale până la cel puţin ordinul doi, de asemenea conti-

nuu în D. Această ipoteză permite ca domeniul D să se considere ca fnnd un subspaţiu al 

spaţiului vectorial real al ftmcţiilor continue de clasă 2, notat cu C'(D) Ca urmare, con-

siderând că spaţiul vectorial are dimensiunea n, se poate găsi un şir de n funcţii continue, 

liniar independente, ce formează o bază a spaţiului respectiv, şi care se notează cu N,, 

N2, . . . , N„, unde Ni=Ni(t, x, y, z), i = î ^ . 

In raport cu această bază, mărimea T se aproximează printr-o combmaţie a celor n 

flmcţii care se notează cu t , adică în locul lui T se consideră mărimea t , exprimată prin 

relaţia: 

T ^ î a ^ N ^ . (5.5) 

unde tti (i= 1, n) se numesc coordonatele mărimi T în raport cu baza aleasă. 

Ca bază se pot alege orice funcţii, care să fie liniar independente, şi care să înde-

plinească condiţiile de frontieră menţionate. 

Mărimea t se numeşte aproximare a mănmii reale T. Pentru a nu complica scne-

rea, în cele ce urmează, când se va face referire la o mărime se subînţelege că este vorba 

de aproximarea acesteia, ce se notează aşa cum este notată mărimea respectivă în mode-

lul matematic. 

Deci, mărimea considerată se va căuta de forma: 

Presupunând că s-au ales fimcţiile N„ i= Î7n, determinarea mănmii T revine ia 

calculul coordonatelor ai, i= 1, n, în raport cu baza aleasă. 

Pentru realizarea acestui calcul, este necesar ca mai întâi să se construiască un 

model integral, exprimat, în general, printr-o integrală pe domemul D şi o integrală pe 

frontiera S a acestuia. 

în principiu, modelul integral se poate obţine şi direct, pornind de la modelul dife-

renţial, exprimat prin ecuaţia (5.1) şi utilizând anumite funcţii speciale, cum ar fi funcţi-

ile Green. însă, pe lângă complicaţiile matematice, obţinerea modelului integral pnn 

acest procedeu se face pentru fiecare problemă în parte, şi deci nu este posibilă o gene-

ralizare a procedurii. 
Din aceste motive, de obicei modelul integral se obţine printr-o metodă vanaţio-
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nală, sau prin metoda rezidiului ponderat, în varianta Galerkin. 

In cazul metodelor variaţionale se urmăreşte obţinerea unei funcţionale J(T), in 
general de forma: 

j(T) = J^GdD, (5.7) 

unde G este o fimcţie de mărimea T şi de derivatele sale parţiale. 

Funcţia G trebuie astfel determinată încât prin anularea primei variaţii a ftmcţio-

nalei J(T), deci prin impunerea condiţiei 

6J(T)=0 (5.8) 

să se obţină ecuaţia diferenţială dată şi să fie îndeplinite condiţiile de frontieră de tip Ne-

umann. 

Relaţia (5.8) se numeşte condiţia de staţionaritate a funcţionalei J(T) şi despre o 

funcţie T care o îndeplineşte se spune că realizează staţionanzarea funcţionalei 

Rezultă că o soluţie T, ce staţionarizează funcţionala J(T) este şi o soluţie a ecua-

ţiei diferenţiale (5.1). Această soluţie satisface în mod automat condiţiile de frontieră de 

tip Neumann şi se numeşte soluţie slabă a ecuaţiei diferenţiale, iar o soluţie obţinută pnn 

rezolvarea directă a ecuaţiei diferenţiale (5.1) se numeşte soluţie tare. sau in sens clasic a 

acesteia. 

Se poate arăta că aproximarea de forma (5.6) este soluţia slabă ecuaţiei diferenţi-

ale, ceea ce înseamnă că fimcţiile Ni, i=l,n îndeplinesc condiţia de frontieră de tip Neu-

mann, şi se numesc funcţii trial, sau funcţii test. Trebuie să se impună ca aceste funcţii să 

îndeplinească condiţia de fi-ontieră de tip Dirichlet. Din acest motiv, condiţiile de fronti-

eră de tip Neumann se numesc condiţii naturale, iar condiţiile de frontieră de tip 

Dirichlet se numesc condiţii impuse. 

După ce s-a stabilit fimcţionala J(T), aşa cum s-a precizat şi s-au ales fimcţiile m-

al (test) în fîmcţională, se întocmeşte T cu aproximarea (5.6). Se ajunge la o integrală de 

volum definită în spaţiul real, în care coordonatele ai i=Un sunt considerate ca şi con-

stante. După efectuarea calculelor, funcţionala devine o funcţie de aceste coordonate 

J=J(ai, a2, ... , a„), care se vor numi parametri vanaţionali. Condiţia de staţionaritate 

(5.8) se transformă în condiţia de minim a fîmcţiei J, de variabilele a^ a2 a„. care 

este satisfăcută atunci când: 

= (5 9) 
da. 
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După calculul derivatelor parţiale se obţine un sistem liniar de n ecuaţii în n necu-

noscute, care, matricial se scrie sub forma: 

[K][aHF], (5 10) 

unde [K] este matricea coeficienţilor necunoscutelor ai, a2, ... , a„ şi se numeşte matri-

cea de rigiditate a problemei. 

Dacă [K] este o matrice nesingulară, din rezolvarea sistemului se află ai, a2, . , 

ocn, care înlocuite în (5.6) conduc la aproximaţia T a soluţiei ecuaţiei diferenţiale date. 

Pentru determinarea funcţionalei J(T) se folosesc metode variaţionale cum ar fi 

.metoda Ritz, sau metoda Rayligh-Ritz, ori metode energetice. 

De exemplu, în [4] se arată că pentru modelul potenţialelor electromagnetice al 

câmpului electromagnetic, prezentat în capitolul 3 al lucrării, funcţionala energetică este 

de forma: 

j (Ă, v ) = f I f DdE - rHdB^ + fj A - PV)̂iD, (511) 
V ^ JdU Jo Jo ^ V 

unde notaţiile au semnificaţiile precizate în capitolul 3. 

Metoda reziduurilor ponderate porneşte de la ideea că aproximarea (5.6) nu satis-

face ecuaţia dată (5.1) şi deci va apărea o eroare E=LT-f, care se numeşte reziduu Evi-

dent că reziduul E este o funcţie definită în acelaşi subspapu vectorial şi trebuie stabilite 

condiţiile ca reziduul să fie minim. 

Stabilirea acestor condiţii se bazează tot pe "Calculul vectorial", conform căruia 

un vector este nul atunci când proiecţiile sale pe trei direcţii necoplanare sunt nule, adică 

când vectorul este ortogonal pe fiecare din aceste trei direcţii. 

în subspaţiul vectorial menţionat, produsul scalar dintre două funcţii f, g, notat cu 

(f, g), se defineşte prin relaţia: 

(f,g) = J / g d D 

Funcţia feste ortogonală pe fimcţia g atunci când (f, g)=0, adică: 

' f B d D = 0 
JD ° 

i Spaţiul vectorial considerat având dimensiunea n, se poate găsi o bază formată cu 

funcţiile liniar independente ei, e2, . e n -

• Reziduul E va fi minim atunci când este ortogonal pe fiecare dintre aceste funcţii, 

^deci când sunt îndeplinite condiţiile: 
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^e^ EdD^O, (5.14) 

In varianta Galerkin a metodei reziduului ponderat, baza, pe care se proiectează 

reziduul, se alege aceeaşi cu cea folosită pentru exprimarea aproximăni, adică e -N„ 

i= 1, n şi relaţia (5.14) devine: 

'̂ N^(LT)dD = {^N/dD, j = (5.15) 

unde rezidiul E s-a înlocuit cu expresia sa şi s-a folosit o proprietate a integralelor de vo-
lum. 

In relaţia (5.15) se înlocuieşte T cu aproximarea (5.6) şi se obţine: 

N.-L J (5.16) 

Admiţând că operatorul L este liniar, relaţia (5.16) devine: 

Nj D J T a j L N; dD= f N,fdD, j = l,n JD (5,17) 
v.=i J 

unde s-a avut în vedere că pentru operatorul L coordonatele ai sunt considerate ca şi 

constante. 

Pentru fiecare valoare a lui i, indicele j este acelaşi pentru suma di relaţia (5.17) şi 

deci se obţine: 

(5,18) 
1=1 

unde s-au notat gi=LNi, i= 1, n. 

Folosind proprietatea unei integrale de volum, referitoare la integrarea unei sume 

şi având în vedere că ai sunt constante, se obţine: 

Ya i fN,g idD= f N:fdD Z-RF JO' JD J 
(5.19) 

i=t D 

După calculul integralelor de volum, pentru o valoare arbitrară a lui j se obţin nu-

merele reale: 

N^g, dD, i = 1,A/; F, = J - 1,/» 

Cu aceasta, relaţia (5.19) devine: 

Kjiai+Kj2a2+ ... + K n̂an=--Fj„ j=l,n 

Se obţine un sistem de tip Cramer, care se expiimă matricial: 

[K][a]=[F], 

(5 20) 

(5.21) 
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sime-

în 

unde [K] este matricea de rigiditate a problemei. 

Până acum nu s-a ftcut nici o menţiune referitoare la existenţa şi unicitatea apro-
ximării (5.6) 

Se arată că, în cazul metodei Galerkin, există o singură soluţie aproximativă, dacă 

matricea de rigiditate este nesingulară, iar în cazul metodei Rayleigh-Ritz, dacă operato-

rul L este simetric şi poativ definit, atunci matricea de rigiditate este nesingulară, sin 

trică şi pozitiv definită, iar aproximarea (5.6) există şi este unic determinată. Totodată, 

aceste condiţii, dacă se aleg aceleaşi funcţii Ni, cele două metode conduc la aceleaşi va-

lori pentru coordonatele a„ i= 1, n. 

Evident că, oricare ar fi metoda folosită, soluţia aproximativă diferă de cea reală şi 

deci se pune problema convergenţei soluţiei aproximative determinată către soluţia reala 

Această convergenţă depinde atât de numărul funcţiilor alese, cât şi de forma acestora. 

Se poate arătat că, folosind o aceeaşi bază, metodele variaţionale au o convergenţă 

mai bună decât cea a metodei reziduurilor ponderale. însă, principalul dezavantaj al me-

todelor variaţionale constă în faptul că funcţionala trebuie definită pentru fiecare model 

matematic în parte, pe când, aşa cum rezultă din cele arătate mai sus, metoda reziduunior 

ponderate este valabilă oricare ar fi modelul matematic considerat. De asemenea, se poa-

te arăta că metoda reziduurilor ponderate se poate utiliza şi atunci când l este un opera-

tor neliniar. Totodată, în cazul unui regim nestaţionar, fxmcţionala rezultă de o formă 

foarte complicată, încât se ajimge la calcule matematice extrem de labonoase 

Din aceste motive, în prezenta lucrare se va folosi metoda reziduurilor ponderate 

în varianta Galerkin. 

Indiferent care ar fi metoda utilizată, convergenţa este cu atât mai bună cu cât se 

alege un număr n de funcţii de aproximare mai mare. Pe de altă parte, pentru a îndeplini 

condiţia ca fimcţiile alese să fie liniar independente, cu cât numărul lor este mai mare ele 

devin tot mai complicate, ceea ce duce la calcule matematice tot mai dificile, şi deci Ia o 

creştere a necesarului de memorie şi de timp pentru calculatorul electronic, cu ajutorul 

căruia se efectuează aceste calcule. 
^ Totodată, funcţiile de aproximare sunt defmite pe tot domeniul D, şi trebuie să fie 

continue pe D, ceea ce impune anumite restricţii în alegerea acestor funcţii 

5.2. Metoda elementelor finite 
Dezavantajele menţionate în paragraful precedent sunt eliminate pnn folosirea 
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metodei elementelor finite, aşa cum se va arăta în cele ce urmează. 

In primul rând, dacă domeniul D se divizează într-un număr N de elemente fmite, 

ce ocupă domeniile D,, D2, ..., Dn şi dacă elementele finite se aleg astfel încât să fie dis-

juncte, atunci: 

D = D,[jD,[j..\JD, (5.22) 

Considerând că, indiferent de metoda utilizată, s-a obţinut modelul integral, având 

în vedere relaţia (5.23) şi proprietatea integralei de volum, se va obţine câte un model in-

tegral pentru fiecare element finit în parte. Ca urmare, aproximarea (5.6) se face pe do-

meniul fiecărui element finit şi nu pentru întreg domeniul. De asemenea, funcţiile de 

aproximare se definesc pe fiecare din domeniile Dv;, k=l,jV şi frebuie să fie continue şi să 

aibă derivatele parţiale continue pe fiecare dintre aceste domenii, fiind necesar ca ele să 

fie definite, continue, şi să aibă derivatele parţiale continue pe întreg domeniul D 

în domeniul fiecărui element finit se aleg anumite puncte, numite puncte nodale 

sau noduri, şi apoi se defineşte câte o fimcţie de aproximare pentru fiecare nod. Deoarece 

expresiile acestor fimcţii de aproximare depind de forma elementului fmit, ele se vor 

numi fimcţii de formă. înseamnă că domeniul oricărui element finit se consideră ca un 

subspaţiu vectorial cu dimensiunea egală cu numărul de noduri ale elementului finit res-

pectiv. 

Pentru a da o semnificaţie fizică parametrilor variaţionali. aceştia se definesc ca 

fiind tocmai valorile mărimii respective în nodurile elementului. 

într-o anumită ordine, elementele fmite se notează cu l, 2, 3, .... N Dmtre aces-

tea, se alege un element fmit arbitrar, notat cu e, a cărui domeniu se notează cu D^ 

e = î ^ . De asemenea, dacă p este numărul de noduri ale elemenmlui finit. într-o anumită 

ordine, acestea se notează cu 1, 2, 3, . . p . 

Notaţiei fiecărei entităţi, definită pentru elemenUil finit e, 1 se adaugă e ca indice 

superior. 

Deci, considerând că P(x, y, z) este un punct oarecare al domeniului Dc, iar j este 

un nod arbitrar, din De se notează cu V aproximarea mărimii T pentru elementul finit 

considerat, care se exprimă prin relaţia: 

r , (5-23) 

i unde N] =N;{x,y,z) este funcţia de formă ataşată nodului j al elementului finit e, iar V 
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i este valoarea mărimii T în acest nod. 

Se notează cu [N^, [T] vectorii coloană ai ftmcţiilor de formă, respectiv al valo-

rilor mărimilor pentru cele p noduri ale elementului fmit e, care vor avea dimensiunea 

pxl. Cu aceasta, aproximarea (5.23) se scrie matriceal sub forma; 

(5.24) 
unde [N'Y este transpusul vectorului ce va fi un vector linie cu dimensiunea Ixp 

Pentru un punct arbitrar, Pi(xi, yj, z,) din D„ relaţia (5.23) devine: 

(5.25) 

Se presupune că Pj coincide, pe rând, cu câte unul dintre nodurile elemenmlui fi-

nit. Deoarece, evident că V{x„ y;, Zi)=7;', adică valoarea aproximării în fiecare nod este 

egală cu valoarea mărimii în acel nod, rezultă că, funcţiile de formă trebuie astfel defi-

nite încât să îndeplinească condiţia: 

(5.26) 

unde 6ij este simbolul lui Kroneker. 

Ca urmare, fimcţia de formă, ataşată fiecărui nod, se defineşte astfel Încât sâ aibă 

' valoarea unu în nodul respectiv şi valoarea zero în celelalte noduri ale elementului, con-

siderat precum şi în orice punct din exteriorul acesmia. Se spune că astfel de funcţii de 

formă constituie o bază Lagrange în domeniul D. 

Prin aceasta se asigură că, atunci când nodurile se află pe frontiera S a lui D, sunt 

îndeplinite condiţiile de frontieră de tip Dirichlet. Totodată, apare posibilitatea ca funcţi-

ile de formă să se aleagă ca polinoame de interpolare, definite pe porţiuni, constituite din 

domeniile elementelor finite, de exemplu polinoame Lagrange sau polinoame llermite, 

de grad relativ mic (cel mult cinci). 

în ipoteza că se foloseşte metoda reziduurilor ponderate a lui Galerkin, pentru 

elementul finit e considerat se scrie ecuaţia: 

N^ir N^/dD, i = Ip (5.27) 

Se înlocuieşte T® cu aproximarea (5.23), rezultând: 

j ^ M ' J J ^ D - £ N:fdlJ , / - Î P (5.28) 

Având în vedere cele menţionate mai înainte, pentru nodul i al elementului finit e 
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se obţine ecuaţia: 

unde: 

F; = f N;fdD 

(5 29) 

(5.30) 

(5.31) 

cu Pe rând, pentru fiecare nod al elementului finit se atnbuie lui i o valoare egală 

numărul nodului respectiv, şi cu relaţiile (3.30), (3.31) se calculează coeficienţii/r;, 

j = l,p, respectiv termenii liberi F ; . Va rezulta un sistem de p ecuaţii, cu p necunoscute 

, care matricial se scrie sub forma: 

(5,32) 
unde: 

K' 

k'v. < 
k'n 

9 r -

k: 
F' 

r - e I 

I 

(5.33) 

Sistemul de ecuaţii (5.32) se numeşte modelul numeric elemental, iar [K"], [Tj . 

[F®] se numesc, respectiv, matricea de rigiditate, vectorul valorilor mărimii din noduri, 

vectorul termenilor liberi pentru elementul finit e. 

Este important să se reţină că fiecare linie a matricei de rigiditate, respectiv a vec-

torului termenilor liberi, se obţine pentru câte un nod al elementului finit considerat, şi se 

va numi contribuţia acelui nod la modelul numeric elemental. 

Deci, K-i reprezintă contribuţia proprie a nodului considerat, la matncea de ngidi-

tate elementară, şi se înscrie în linia i şi coloana i, iar ATJ, J ^ = !,/> reprezintă contn-

buţiile nodului considerat, i, la celelalte noduri ale elementului e, şi se însene în linia i şi 

coloanele j ale matricei de rigiditate. 

Se procedează ca mai sus pentru fiecare element finit, în care s-a divizat domeniul 

D, şi se obţine un număr de modele numerice elementale egal cu numărul N de elemente 

finite. Fiecare model numeric elemental este definit printr-o matrice de rigiditate 

elementală şi un vector al termenilor liberi elementali. 

în final se urmăreşte ca, prin îmbinarea modelelor numerice elementale, să se ob-
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ţină un singur model numeric, valabil pentru întregul domeniu D, care ^ va num, 

numeric global. Acest proces de îmbinare se numeşte asamblare a modelelor numerice 

elementale, sau, simplu, asamblare şi pentru realizarea sa se au in vedere cele ce se pre-
zintă mai jos. 

în primul rând, deoarece se presupune că elementele fmite sunt conectate între ele 

doar prin intermediul nodurilor, reţeaua de discretizare este privită ca fiind o reţea de 

puncte numite noduri globale, ce sunt conectate între ele prin intermediul unor hnii, 
drepte sau curbe. 

/V 
In general, într-un nod global se pot găsi noduri ce aparţin la mai multe elemente 

finite şi pentru a le deosebi între ele, nodurile ce aparţin fiecărui element fimt se numesc 

noduri locale ale acestuia. 

Localizarea în spaţiu şi numerotarea nodurilor globale, numită numerotare (inde-

xare) globală, se face în raport cu sistemul de coordonate folosit pentru studiul procese-

lor respective. Este foarte important ca indexarea globală a nodurilor să se facă într-o 

anumită ordine, de exemplu după direcţiile axelor sistemului de coordonate şi în sensul 

acestora. 

Localizarea şi numerotarea nodurilor fiecărui element finit, numită numerotare 

(indexare) locală a acestuia, se face în raport cu însuşi elementul fimt respectiv. în unele 

lucrări de specialitate, pentru indexarea locală a fiecărui element finit se folosesc literele 

I, J, K, L, M, N, O, P, Q, R, S, T, ..., însă, în această lucrare se păstrează convenţia folo-

sită până în acest moment. Deci indexarea locală a unui nod arbitrar, a oricărui element 

finit se face cu i, i = l,p şi se vorbeşte despre nodul local i al elementului finit respectiv 

Pentru a face o legătură cu indexarea locală menţionată, nodului local i al oncărui ele-

ment finit se înlocuieşte cu cifra care ocupă poziţia i în şirul de litere precizat. De exem-

plu, nodul local 3 al oricărui element finit se înlocuieşte cu litera K. 

Pentru indexarea globală a unui nod arbitrar al reţelei de discretizaic se va folosi 

notaţia î i = f n , şi se vorbeşte despre nodul global i. 

Este foarte important să se stabilească o ordine de indexare locală, adică o ordine 

în care se numerotează nodurile elementelor finite şi această ordine trebuie să fie res-

pectată, oricare ar fi elementul finit considerat. Pentru aceasta, se alege un element finit 

de referinţă, de exemplu acela care este situat cel mai aproape de originea s i s t e n i u l i i i de 

coordonate, sau nodul situat în partea stângă jos. Unul dinh e nodurile acestuia se alege 
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ca nod de referinţă, de exemplu acela care situat în partea stângă jos, sau nodul care este 

situat cel mai aproape de origine. Nodul de refennţă se notează cu 1, şi, într-un anum.t 

sens, de exemplu cel antiorar, restul nodurilor se notează cu 2, 3, 4, . . p . în continuare, 

pentru fiecare elemem finit, alegerea nodului de referinţă şi ordmea numerotări, nodun-

lor se face la fel ca pentru elementul de referinţă. 

De asemenea, dacă intervin elemente finite, ce au diferite forme geometnce, pen-

tru fiecare formă geometrică se procedează aşa cum s-a arătat mai sus. 

Numerotarea unui elemem fmit arbitrar se face cu (i), i = U J a r ordmea numero-

tării poate fi aleasă arbitrar. 

Pentru exemplificare, în figura 5.1 s-a considerat cazul unui domeniu plan, divizat 
aşa cum se observă în cele două figuri. 

tv e 1 

5 W 2 T U 3 4 

0 

2 « T* 

T, 
® / 

— ^ @ 

0 \ 
X 

Fig.5.1 

Se observă că, atât pentru numerotarea elementelor, cât şi pentru numerotarea 

globală, s-au ales direcţiile şi sensurile axelor de coordonate. 

Numerotarea locală a nodurilor fiecărui element finit s-a făcut aşa cum s-a menţi-

onat, iar cifrele respective sunt înscrise în domeniul elementului fmit respectiv 

în al doilea rând, într-un punct dat al domeniului D, orice mărime de stare are o 

singură valoare concretă, şi numai una. Ca urmare, în fiecare nod global mărimea consi-

derată are o singură valoare, ce se mmieşte valoarea globală. în continuarc. \ aloarea glo-

bală a mărimii din nodul global i se notează cu Tj, i = 1, n . Valoarea mănmii într-un nod 

local i al imui element finit e se va nota conform convenţiei folosită până în acest mo-

ment, adică cu T ' , şi se va numi valoarea locală a mărimii, din nodul i al elementului e 

Rezultă că, valoarea locală a mărimii din nodul fiecărui element finit, ce se află 

într-un nod global, este egală cu valoarea globală respcctivă 

De exemplu, pentru elementul finit (3) din fig,5.1.a, sc obţin 
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| T ^ = T 3 ; T / = T 3 ; T / = T , . î n general, J; = I] , dacă j se află în nodul global (i) 

I în matricea de rigiditate a unui element finit e, pentru fiecare coloană j, clemen-

^ tele Kij, j = l,n multiplică valoarea locală t ; , în modelul numeric elemental sc vor 

numi contribuţiile celorialte noduri la nodul local j al elementului fimt respectiv. 

Deci, pentru toate elementele finite, ce au un nod local situat într-un nod global 

(i), contribuţiile celorlalte noduri la nodul local respectiv multiplică aceeaşi valoare T, în 

modele numerice elementale ale acestor elemente finite. 

Pe aceeaşi bază, se rescriu modelele numerice elementale, aşa cum se arată mai 

jos, pentru elementele finite (2) şi (3) din fig.5.1 a. 

• K,̂ T3 +KI3T, = F/ KJJ , ^KlJ, . K l j . F; 

J In concluzie, modelul numeric global trebuie astfel dedus astfel încât să conţină ca 

necunoscute cele n valori globale ale mărimii T, care, matricial, se scriu sub forma unui 

vector coloană, notat cu [T], ce se va numi vectorul coloană al necunoscutelor proble-

mei. Ca urmare, modelul numeric global se va exprima printr-un sistem de tip Cramer, 

' de n ecuaţii cu n necunoscute, şi matricial se scrie sub forma: 

[K][THF], (5 34) 

unde: 

[K] este matricea coeficienţilor şi se va numi matricea de rigiditate globală: 

[F] este vectorul coloană al termenilor liberi şi se va numi vectorul termenilor li-

beri global. 

Procesul de asamblare urmăreşte tocmai determinarea matricei (KJ şi a vectorului 

coloană [F]. 

în acest scop se imaginează că nu ar exista elementele fimte, şi că în domeniul D 

s-a ales un număr de n puncte, ce sunt chiar nodurile globale. 

în continuare se procedează aşa cum s-a arătat în paginile anterioare, înainte de a 

trece la expunerea metodei elementelor finite, adică se are în vedere relaţia (5.15), care 

se scrie sub forma: 
Ni(LT)dD = jN.fdD, i - i,2, n, (5 35) 

D 

, unde cu Ni ,i = 1,2,...,n s-a notat o bază de funcţii definite în D, iar T este o aproximare 
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arbitrară a mărimii considerate. 

Având în vedere relaţia (5.22), relaţia (5.35) devine: 
N S 

X j N i ( L T ) d D - 2 ; N . f d D , n ( 5 3 6 ) 
De 

Evident că pentru fiecare element finit. Ni este ftmcţia de formă ataşată nodului 

acestuia care se află în nodul global î, iar T este aproximarea mănmii T pentru elemen-
tul finit respectiv. 

Deci, dacă se notează cu X nodul local al unui element finit arbitrar e, care se atlă 

în nodul global considerat i, atunci relaţia (5.36) se sene sub forma: 

X j N l ( L r ) d D = f^N'JdJX / - 1,2, . « (5 37) 

unde T este dată de relaţia (5.23). 

Insă, fimcţia de formă, ataşată fiecărui nod local al fiecărui element finit, este nulă 

în orice punct din exteriorul domeniului acesteia. 

Ca urmare, în ambele sume din relaţia (5.37) mtervin numai elementele finite ce 

au un nod local situat în nodul global considerat i, adică acelea ce sunt amplasate de jur 

împrejurul acelui nod global. 

Pentru fiecare nod global i, se notează cu M, şirul format cu notaţiile clementelor 

finite ce au un nod local simat în nodul global i (ce înconjoară nodul global i) in conti-

nuare notaţia imui element finit se va numi indexul acesmia, şi deci M, este şirul in-

dexurilor elementelor finite ce înconjoară nodul global i 

Cu această convenţie, simbolic, relaţia (5.37) se scrie sub forma: 

' ^ j N l ( L r ) d D = ^ N ' J d D , / = l2 , // (5 38) 
eeMiDe 

unde prin e e A/, trebuie înţeles faptul că, pe rând, lui e i se atribuie o valoare egaiă cu 

indexul unui element finit, ce înconjoară nodul global i, iar X este nodul local al elemen-

tului finit respectiv, ce este situat în nodul global i 

însă, având în vedere relaţiile (5.30) şi (5.31) se obţin: 

'Ni{i.r)diJ = K:J: . K i j ; . 4 A - ; . / ; (5 3 9 ) 

D, 

NlfdD F; 
A 
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unde s-a notat cu p numărul de noduri al unui element finit arbitrar din şirul menţionat. 

Folosind relaţiile (5.39) şi (5.40) relaţia (5.38) devine: 

( 5 . 4 1 ) 

sau concentrat: 

p 
Z Ŝ ;?"; = hp: (5.42) 

P 
Se observă că Y.^l '^J este linia X a modelului numeric elemental al elementului 

7=1 

finit e. 
i^r F^ este lima A, a vectorului termenilor liberi ai aceluiaşi model numeric 

p 
elemental. De asemenea ^^^e linia X a matricei de rigiditate elementară a clemen-

ţi 

tului finit respectiv. 

Deci, pentru fiecare element finit, ce înconjoară nodul global considerat i, în su-

ma din membrul stâng al relaţiei (5.42) se scrie linia modelului elemental corespunză-

toare nodului local ce este situat în nodul global considerat, iar în suma din membrul 

drept se scrie aceeaşi linie a vectorului termenilor liberi din modelul elemental al acelui 

element finit. Cu alte cuvinte, în membrul stâng se înscrie contribuţia nodului local res-

pectiv, la modelul elemental, iar în membrul drept se scrie contribuţia aceluiaşi nod la 

vectorul termenilor liberi. 

De asemenea, pentru fiecare nod local al oricărui element finit, T' se înlocuieşte 

cu valoarea globală din nodul global cu care coincide nodul local respectiv. 

Pentru a nu scrie un număr prea mare de ecuaţii, ca exemplu, în figura 5.2 s-a pre-

supus că domeniul D are forma unui triunghi, care s-a divizat în trei elemente finite tri-

unghiulare, notate cu 1, 2, 3. 

Numerotarea elementelor, nodurilor globale şi a nodurilor locale ale fiecărui ele-

ment finit s-a făcut aşa cum s-a precizat. 

Pentru î şirul este format din elementele fmite 1 şi 3, fiecare având în 1 nodul lo-

cal 1. Se obţine: 
KJ,T; + -f K \ J l + + + = F; + F/ (5.43) 

Pentru 2 şirul este format din elementele finite 1 şi 2, fiecare având în 2 nodul 

local 2. Se obţine: 
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K'.T; + +K1,T/ = F; (5.44) 

Fig.5.2 

Pentru 3 şirul este format din elementele fmite 1, 2 şi 3, ce au în 3 nodurile locale 

3, respectiv 1, respectiv 2. Se obţine: 

(5.45) 

Pentru 4 şirul este format din elementele 2 şi 3, ce au în 4 nodurile locale 3. Se 

obţine: 

+ K3̂3T3̂  K l X + + K l j ; = F/ + F/ (5.46) 

Se au în vedere relaţiile: 

Ti (5.47) 

Cu acestea, relaţiile precedente devin: 

K;J , +K;3T3 +K;3T, =F,UF/ 

+K>^T3 = F,' +F/ (5.48) 

+ K \ J , +K;,T3 +KLT3 = F' 

K3̂ T3 +K3^T, +KI3T, = F3̂  +F/ 

Ecuaţiile sistemului (5.48) se ordonează după valorile globale ale lui T şi se obţin: 

(K;, +(K;3 = F; 

K J . +(Ki3 (5.49) 

(K;, +(K;3 +KL)r3 +(K?3 +Ki3)r, =F' 

Relaţiile (5.49) reprezintă un sistem de pabu ecuaţii ce are ca necimoscute chiar 
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valorile mărimii T în cele patru nodun globale ale domenmlu. considerat înseamnă că 

(5.49) este chiar modelul numeric global ce s-a urmănt să se obţină. 

Matricea globală, şi vectorul termenilor liberi global vor fi: 

K 

11 

K\ 21 

K!, 
K' +K:' 

K5, +Kl^ 
KJ, 

(5 50) 

K 32 32 

F ^ F / 

F / . F / 

(5 51) 

Obţinerea practică, cu ajutorul calculatorului electronic, a matricei [K] şi a vecto-

rului coloană [F] se poate face prin două metode, denumite asamblare după noduri, res-

pectiv asamblare după elemente. 

Asamblarea după noduri se bazează pe observaţia că, aşa cum rezultă din sistemul 

(5.49), fiecare linie a modelului numeric global s-a obţinut pentru câte un nod global Ca 

' urmare, fiecare linie a matricei de rigiditate globală şi a vectorului termenilor liberi glo-

bal, se obţine pentru câte un nod global, şi din acest motiv asamblarea după nodun se 

mai numeşte metoda generării linie după linie (linie de linie) a matncei [K] şi a vectoru-

lui [F]. Nu se mai calculează separat matricile de rigiditate elementale şi vectoni terme-

nilor liberi elementali, ci se porneşte de la nodul global indexat 1, şi se baleiază reţeaua 

de discretizare, în ordinea crescătoare a indexării nodurilor globale Pentru fiecare nod 

global î, se aplică relaţiile (5.39) şi (5.40) şi se obţine linia i a lui [K] şi a lui (F), având 

în vedere cele menţionate până acum. 

Mai întâi se defineşte un tabel de conexiuni după nodun, care, în pnma coloană, 

conţine nodurile globale în ordinea crescătoare a indexurilor. 

Pentru a înţelege ce trebuie să conţină celelalte coloane ale tabelului se face con-

venţia ca liniile şi coloanele matricei [K] să se noteze cu L 2, .., n, unde 1 corespunde 

I nodului global cu indexul i, iar coloanele lui [F] se vor afla la fel. Deci. un element arbi-

trar al matricei [K] şi al vectomlui [F] se vor nota cu K,, respectiv cu F„ unde i, j cores-

; pund nodurilor globale cu indexările i, respectiv j. 
i Se reaminteşte că, în cazul matricci de rigiditate elcncnteJe A ',, A,, A'; repre-

^zintă contribuţiile la nodul local i al elememului finit e. ale iuturor celorlalte nodun ale 
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acestuia, iar K^ se numeşte contribuţie proprie nodului local i. Deci. A:; este contribuţia 

la nodul local i a nodului local j. 

După cum se observă din matricea din relaţia (4.50), lima i este constituită din 

contribuţiile la nodul local al fiecărui element finit, ce este situat în nodul global i, ale tu-

turor celorlalte noduri ale elementului finit respectiv. 
A 

înseamnă că, următoarea coloană a tabelului este constituită din mai multe 

subcoloane, în care se înscriu, în ordine, elementele finite ce înconjoară nodul global co-

respunzător din prima coloană. Urmează a treia coloană a tabelului, cu mai multe 

subcoloane, în care, pentru fiecare element finit din coloana precedentă, se înscrie inde-

xul nodului local ce se află în nodul global din prima coloană Este foarte importam de 

reţinut că, în fiecare linie i, pentru fiecare element fimt înscris în a doua coloană, intervin 

contribuţiile la nodul local înscris în a treia coloană, ale mturor celorlalte nodun locale 

ale acelui element finit. Din acest motiv, nodul local înscris în a treia coloană se va numi 

nod local principal al elementului finit respectiv, pentru linia i. 

Tot din relaţia 50 se observă că fiecare coloană j a liniei i se obţine. în general, în-

sumând contribuţiile la nodul principal din lima i, al fiecărm element a nodului local ce 
se află în nodul global cu indexul j. 

Din acest motiv, în a patra coloană se înscriu celelalte noduri locale ale tîecărui 

element finit din a doua coloană, şi după ce s-au sens nodunle locale ale unui element 

finit se inserează un separator, de exemplu, punct şi virgulă. Ultima coloană a tabelului 

are mai multe subcoloane, în care, pentru fiecare nod local din coloana precedentă, se în-

scrie indexul nodului global în care este situat acel nod local, şi acest mod global desem-

nează coloana j în acre se înscrie contribuţia nodului local respectiv. 

Pe baza celor de mai sus s-a obţinut tabelul 5.1 
Tabelul 5.1. Conexiuni după nodun 

Nod glo-
bal 

1 

Elemente finite 

1 

Noduri locale 
principale 

1 1 

Celelalte nodun locale 

ni" 

iNoduri locaie corespunii-
itoare 

1 
3 1 I 3 

2 I 3 
m 

3 j 
1 3 i , ! 3 ! 4 : , ' 

îlzmitiruj:!.:]:^^^^ 
După ce s-a î n t ^ c ^ i î r U ^ ^ ^ P^^»^ 

lor matricei de rigiditate se foloseşte relaţia: 

= I NlLN^dJ^ , 

J 
(5 521 
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unde e este, pe rând, câte unul din elementele finite din a doua coloană, este nodul lo-

cal principal al acestuia, iar a este acel nod local, inclusiv nodul local principal al ele-

mentului finit respectiv, ce se află în nodul global indexat cu j. 
A 

In scopul de a implementa relaţia (5.52) pe un calculator electronic, se introduce 

operatorul Dp., definit prin relaţia; 

1 dacă B = / 
Odacăp^j ^ ' 

unde, pentru fiecare element finit e, P este pe rând, câte unul dintre nodurile globale, în 

care sunt situate nodurile locale ale elementului finit respectiv. 

Folosind acest operator, relaţia (5.52) devine: 

f 

' V 

Implementarea operatorului D'̂ .̂ . definit mai sus, se face folosind instrucţiunea 

IF, ce este definită pentru orice limbaj de programare 

Se atrage atenţia că, în relaţia (5.54), pentru fiecare element finit e, pnn a trebuie 

înţeles nodul local ce se află în nodul global p pentru cazul că j. 

Elementul din linia i al vectorului termenilor liberi se calculează cu relaţia. 

' D, 

unde e şi A. se aleg aşa cum s-a precizat mai înainte. 

Pentru a verifica dacă relaţiile precedente sunt corecte, adică dacă pe baza lor se 

obţin relaţiile (5.50), respectiv (5.51), se are în vedere câ, în matricea de rigiditate 

elementală şi în vectorul termenilor liberi elemental, elementele sunt date de relaţiile 

K l = \ NILNJD- N ' Jd l ) (5 56) 

Ca urmare, în fimcţie de elementele matricei elementale, şi ale vectorului coloană, 

pentru un element finit arbitrar notat cu e, se obţin relaţiile: 

tf * 

în care se subliniază din nou că prin a trebuie înţeles nodul local al fiecărui element finit 

e, ce se află în nodul global p, pentru care p-j. 
Pentru aplicarea relaţiei, pe rând, se face i egal cu câtc un nod global dm piuna 
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j coloană şi se obţine linia lui [K], respectiv a lui [F], 

j Pentru fiecare linie i, din a doua coloană a tabelului se stabilesc valonle lui e. şf 

I pentru fiecare, din a treia coloană se află valoarea lui X.. Se calculează imediat T. cu a 
doua relaţie din (5.51). 

Spre exemplificare, se consideră doar linia 3, deci i=3. Din tabel se obţin pere-

chile de valori: e=l, X=3; e=2, >.=1; e=3, X=\ şi deci: 

adică linia 3 din (5.52). 

Pentru determinarea elementelor matricei de rigiditate din linia i, pe lângă cele 

j menţionate mai sus, trebuie ca, pentru fiecare element finit stabilit, să se determine nodul 

global ce corespunde fiecărui nod local, inclusiv nodului pnncipal al elementului finit 

respectiv. 

Conform tabelului se obţin următoarele corespondenţe: 

e=l, X=3;3-^3; 

e=2, X=l; 1-^3; 2->2; 3->4: 

e=3, X=2; 2->3; 1-^1; 3->4, 

unde, pentru fiecare relaţie de corespondenţă, prima cifră reprezintă nodul local a! ele-

mentului respectiv, iar a doua este nodul global în care acesta este situat. 

Pe baza acestor corespondenţe, pentru fiecare valoare a lui j se aplică operatorul 

Dpj, adică în coloana j intervine contribuţia la nodul X al fiecărui element finit, numai 

dacă acesta are un nod local, inclusiv nodul local principal, care corespunde la un nod 

global, indexat cu j. în prima relaţie din (5.57), pentru valoarea considerată a lui j, se va 

înlocui a cu nodul local astfel stabilit, pentru elementul e respectiv. 

Astfel, pentru j=l , intervine nodul global 1, pentru clementele e - l , c-3. care co-

respunde la nodurile locale 1, respectiv 3, elementul e=l având iar ê  având X 2 

= Km '•"1̂ 21 

Pentru j=2, intervine nodul global 3, pentru e=l, 2->2 şi e-2, 2->2 şi deci: 

Pentru j=3, se obţin: 

e-1, X- 3; 3->3; 

e=2, X- \ ; 1~>3; 
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Pentru j=4: 

Deci: 
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e=3, >1=2; 2-).3. 

e=2, A.=l; 3->4; 

e=3, >.=2; 3->4; 

^ 3 4 - K N K 23 

Se observă că expresiile de mai sus, pentru K31, K,;, K», sunt cele care in-

tervin în linia 3 a matricei [K] din relaţia (5.50). 

Pentru a stabili metodologia asamblării după elemente finite, din sistemul (5 49) 

se extrag numai ecuaţiile care se referă la câte un element finit, ce se identifică după in-

dicele superior al coeficienţilor şi al termenilor liberi. 

Se obţin: 

pentru e=l 

pentru e=2 

pentru e=3 

Fiecare dintre sistemele de ecuaţii de mai sus se expandează la dimensiunile mo-

delului numeric global, adică, în general, la un sistem de n ecuaţii, cu n necunoscute T,, 

T2, T„, iar în cazul considerat, la un sistem de 4 ecuaţii cu 4 necunoscute T,, T;, Ti, 

T4, prin completarea termenilor ce lipsesc cu necunoscutele respectiv înmulţite cu zero 

în felul acesta, matricea de rigiditate elc.r.cntală a ficcărui element fimt va avea 

dimensiunile matricei de rigiditate globale (K], şi se va numi matncea de ng.d.tatc cx-
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pandată a acestui element finit. De asemenea, vectorul termenilor liben eiemcntal va 

avea dimensiunea vectorului termenilor liberi global [F] şi se va numi vectorul termeni-

lor liberi expandat, pentru acel element finit. 

Se reaminteşte că, în matricea de rigiditate elementele K'^ referă la nodul local 

a, iar |3 este câte unul dintre celelalte noduri. în vectorul termenilor elemental, elementul 

se referă la nodul local a. 

De asemenea, în matricea [K], numerotarea liniilor şi coloanelor se face în ordi-

nea crescătoare a indexurilor nodurilor globale şi elementul K,j se află în linia corespun-

zătoare nodului global cu indexul i şi în coloana corespunzătoare nodului global j in 

vectorul [F] numerotarea liniilor se face în ordinea crescătoare a mdexunlor nodurilor 

globale, iar elementul Fi se află în linia corespunzătoare nodului global cu indexul i 

Având în vedere acestea, este uşor de observat că, în matricea dc ngiditate expan-

dată a fiecărui element finit, elementul K'^ se află în linia corespunzătoare nodului glo-

bal în care se află nodul local a , şi în coloana corespunzătoare nodului global în care se 

află nodul local p. 

Rezultă că, pentru a putea obţine matricile de rigiditate expandate şi vectonil ter-

menilor liberi expandat ale elementelor fmite trebuie să se întocmcască un tabel de co-

respondenţă dintre nodurile locale ale fiecărui element şi nodunle globale în care acestca 

sunt situate, ce se numeşte tabel de conexiuni după elemente 

în prima coloană a tabelului se înscriu, în ordine crescătoare, indexurile elemen-

telor finite. 

A doua coloană va avea mai multe subcoloane, în care, pentru fiecare clement fi-

nit din prima coloană, se înscriu indexurile nodurilor localc ale acesniia, în general într-o 

ordine arbitrară, însă este bine ca înscrierea nodurilor locale să se facă în ordinea cres^ 
cătoare a indexurilor lor. 

Ultima coloană a tabelului are acelaşi număr de subcoloane în care. pentru fiecare 

nod local dintr-o subcoloană a coloanei precedente, se însene nodul global în care nodul 

respectiv este situat. 

Ca urmare, tabelul de conexiuni după elemente finite pentru exemplul din fig 5 2 

are forma de mai jos. 
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Tabel 5.2. Conexiuni după elemente finite 
Elemente fi-
nite Noduri locale Nodun globale 

1 1 2 ' 3 ! 2 1 3 
2 1 2 3 1 ^ J 2 i 4 
3 1 2 3 1 

2 i 4 

t't _ i^i*) ^afi - ' 

Ioană expandaţi se notează cu [F^'^, [F^^ ,̂ [F^'Y 

Conform celor precizate anterior, amplasarea elementelor matricei de rigiditate 

elementale în matricea de rigiditate expandată şi amplasarea clementelor vectorului ter-

menilor liberi elemental în vectorul termenilor liberi expandat, pentru fiecarc element fi-

nit, se face pe baza următoarelor corespondente: 

<5 58) 

unde i este nodul global care corespunde la nodul local a, iar j este nodul global ce co-

respunde la nodul global p. 

Fiecare matrice de rigiditate expandată are dimensiunile 4x4, şi elementele matn-

cei de rigiditate elementală vor ocupa, în matncea de ngiditate expandată. Imnie şi co-

loanele ce corespund nodurilor globale, în care sunt situate nodurile locale ale elemen-

tului finit respectiv. 

De exemplu, pentru e=2, Kj, se plasează ca element K\;\ deci în lima 3, coloana 

3, iar Kl^ se plasează ca element K',]̂  deci în linia 4, coloana 2 ale matncei de ngiditate 

expandate. De asemenea, F/ se plasează ca element deci în lima 3. iar F; se pla-

sează ca element deci în linia 4 a vectorului coloană expandat 

Pe această bază se obţin: 
K 0 

K'n KL 0 

K'n 0 

0 0 0 0 

'o o o o 
K (2) 

O K^ K ̂  , j ; 
O K!, K ,̂ A-,'. ' 
O /v^ 

0 Kl, 
0 0 0 0 

0 Kl, 
0 
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1 
( 

— y /•V f i , 
1 1 

iO 

f! f-?' 
0 f i 

[fO) 

Se verifică că, prin însumarea matricilor de rigiditate expandate, se obţine chiar 

matricea de rigiditate globală, iar prin însumarea vectorilor termenilor liben expandaţi se 

obţine vectorul termenilor liberi global, adică. 

(5 59) 

(5 60) 

Pentru determinarea matricei de rigiditate globale şi a vectorului termenilor liben 

!' cu ajutorul calculatorului electronic se parcurg mai multe faze (secvenţe), de unde şi de-

numirea de asamblare secvenţială a metodei 

Mai întâi se definesc: o matrice [K] de dimensiuni nxn şi un vector coloană [F] ou 
I 

dimensiunile Ixn, unde n este numărul total de nodun al reţelei de discretizare 

Se baleiază elementele finite în ordinea indexării lor şi pentru fiecare se aplică 

^ următorul algoritm: r 

1. Se calculează elementele matricei de ngiditate elementale şi ale vectonlor ter-

menilor liberi elementali folosind indexarea locală a nodunior elementului finit respec-

tiv. Adoptând convenţia de notaţii anterioară înseamnă că se calculează clementele A ̂ . 

respectiv F ; CU relaţiile (5.30), (5.31), care primesc forma: 

N'JdJ). KLN'.dlX 

unde a se înlocuieşte pe rând cu indexul local al fiecărui nod şi pentru fiecare valoare a 

lui a , p parcurge toate nodurile locale ale elementului finit respectiv 

2. Pentru fiecare nod local a se identifică nodul global i in care acesta este sumu 

adică se stabileşte corespondenţa a->i, ceea ce înseamnă că se defineşte tabelul de cone-

xiuni după elemente finite, pentru elementul finit respectiv. 

3. Pe baza acestor corespondenţe, indicii elementelor folosiţi în indexarea l«xalâ 

^se înlocuiesc cu indexurile nodurilor globale stabiliţi pnn corespondenţa respectivă in 

[felul acesta, fiecare element K'^ al matncei elementale [Kl devine un element K, al 

Latr icei globale [K], şi se înscrie în locaţia (., j) a matricei (K] De asemenea, 

hlement al vectorului devine un element l-, al vecUnuUn jF] ş, se iuscn. n. laca^ 
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ţia i a acestuia. 

In ambele cazuri, dacă într-o locaţie există deja elemente, obţinute pentru un ele-

ment finit anterior, noul element se adună cu conţinutul locaţiei respective 

Se observă că, în acest caz se construieşte matricea de rigiditate expandată şi vec-

torul termenilor liberi expandat, pentru elementul finit respectiv. Totodată se realizează 

însumarea acestora cu cele ale elementelor finite precedente. 

Paşii de mai sus se parcurg până când s-au baleiat toate elementele finite 

Când s-a ajuns la ultimul element finit s-a obţinut chiar matricea de rigiditate fK] 

şi vectorul [F], 

în fmalul acestui paragraf se face observaţia că, ambele metode de asamblare au o 

aceeaşi bază matematică, constituită din relaţiile (5.42) Ceea ce ic deosebeşte este mo-

dul în care se aplică aceste relaţii pentru a obţine matricea [K] şi vectorul [F] 

Astfel, în cazul asamblării după nodun, calculele nu se mai fac la nivelul fiecărui 

element, ci la nivelul nodurilor globale, pentru fiecare obţinându-se direct câte o linie a 

matricei [K], respectiv a vectorului [F], pe baza relaţiilor (5.54) respectiv (5 55). 

în cazul asamblării după elemente finite, calculele se fac la nivelul fiecărui ele-

ment finit şi asamblarea constă în rearanjarea elementelor în matricea [KJ, respectiv în 

vectorul [F], urmată de o însumare a elementelor ce se află intr-o aceeaşi k>caţie 

Se poate arăta că, printr-o indexare globală a nodunior, ftcută într-un mod judi-

cios, se poate obţine o matrice [K] de tip bandă, ceea ce duce la reducerea volumului de 

calcul necesar pentru rezolvarea modelului numeric global (al sistemului de n ecuaţii cu 

n necunoscute) faţă de cazul că [K] ar fi o matrice obişnuită. 

53. Implementarea condiţiilor de frontieră 
Se consideră cazul mai general, când pe o porţiune Sn a fi-ontierei S a domeniului 

considerat D, se impun condiţii de frontieră de tip Dirichlet, iar pe o altă porţiune S^ se 

impun condiţii de frontieră de tip Neumann. 
Se consideră mai întâi condiţiile de frontieră de tip Neumann, care, în general se 

exprimă sub forma: 

unde fN=fN(x, y, z) este o funcţie cunoscută, impusă prin enunţul pi..l.lc.ne., ia, I , > 

un operator âpH<=at mărimii T. De obicei, L, este derivata după ..„rniala d.ntr-un punct 
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oarecare a lui Sn, adică (5.61) are forma: 

cT 
cn 

sau: 

- f s (5 62) 
Sv 

agradTn -rf^, (5 63) 

unde a este mărime de material, iar cu n s-a notat versorul normalei extenoare la Sn. 

Condiţiile de frontieră de tip Neumann nu se pot impune după ce s-a obţinut mo-

delul numeric global, ci ele trebuie să fie incluse în acesta. 

Ca urmare, modelul matematic integral trebuie astfel derivat încât în el să fie in-

globate şi condiţiile de frontieră de tip Neumann. ceea ce, în concret, înseamnă că mo-

delul integral trebuie să conţină şi integrala pe porţmnea Sn a funcţiei 

Pentru a arăta cum se îndeplineşte această cennţă, se presupune că modelul ma-

tematic iniţial este de tip diferenţial, exprimat sub forma (5 1) De asemenea, admiţând 

că se foloseşte metoda reziduurilor ponderate în varianta Galerkm, mai intâi se scrie mo-

delul integral pentru întreg domeniul D sub forma: 

N .LTdD = N.fdD, (564) 

unde Ni, T sunt fîmcţiile de formă dintr-un nod arbitrar al oricărui element finit, «ar T es-

te aproximarea mărimii considerate pentru acesta, însă, pentru a uşura scnerea nu s-a mai 

prevăzut indicele superior e. 

Se caută un alt operator diferenţial, astfel încât: 

L2(N,LT)=N,LT+LTL3N., (5 65) 

unde L3 este tot un operator diferenţial, 

înlocuind, se obţine: 
"N LTdD = jL,(N.LT)dD - J l T L d D 

i ' D 

Operatorul L2 trebuie astfel ales încât: 
fL3{NiLT)dD = jN.L,TdS, 
D 

adică integrala pe D a operatorului L^ trebuie să fie egală cu integrala pe S a operatomiu, 

^ ce intervine în condiţia de frontieră de rip Neumann, înmulţit cu funcţia dc formâ N. 

, însă, condiţia (5.61) fiind impusă doar pe poHumea Ss, înseamnă c . pc rcst.1l d.n 

* S frmcţia fN=0 şi deci relaţia (5.65) devine: 
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L,(N,LT)dD- j N . f . d S . (5 67) 
o S, 

unde s-a ţinut cont de condiţia (5.61). 

Relaţiile precedente conduc la modelul integral: 

•LTL3N,dD= jN.f^ d S - j N . f d D , (5 68) 
D SN D 

Deoarece f^ este dată, la fel ca şi f, integrala pe Sn a fost trecută în membrul drept 

al modelului integral şi împreună cu cealaltă integrală conduce la obţinerea vectorului 

coloană al termenilor liberi în modelul numenc elemental, deci şi în modelul numenc 

global. 

întrucât fN este dată numai pe frontiera Sn, modelul integral (5 68) se aplică numai 

pentru elementele finite ce au cel puţin un nod pe Sn, iar pentru restul elementelor fmite 

se utilizează forma obişnuită (5.64). 

Ca exemplu, se consideră ecuaţia transmisiei căldurii pnn convecţie termică, pen-

tru care, relaţia (5.61) este de forma: 

AgradlM (5 69) 

unde q este densitatea de suprafaţă a fluxului termic schimbat de domeniul [) cu exieno-

rul, sau, conform legii lui Newton q=a(Tp-Tf), unde notaţiile au semnificaţiile precizate 

în capitolul 4. 

Modelul integral (5.64) conţine termenul: 

A = fNidiv(XgradT)dD (5 70) 
D 

Având în vedere formulele lui Gauss-Ostrogradski, operatorul L: sc alege ca fund 

tot operatorul div şi se obţine: 
div[NX5^gradT)]= Nidiv(XgradT)+ XgradT gradN., 

deci L3 este operatorul grad. 

înlocuind (5.70) se obţine: 

A = - XgradT • gradN^ dD + " ^ ĝradTn dS, 

unde s-a utilizat formula de transformare menţionată. 

Ţinând cont de condiţia de frontieră (5.69) rezultă: 

A XgradT • gradN. dH t j N, • qdS 

După cum se observă, s-a reuşit includcrea condiţie, de fwvXm^ de t.p Noo .min 
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în modelul integral. 

în general, condiţia de frontieră de tip Dinchlet se expnmă sub torma 

'5 71» 

unde fD=fD(x, y, z) este impusă prin enunţul problemei 

Astfel de condiţii de frontieră se implementează după cc s-a obţinut modelul nu 

meric global, şi de obicei constau în a impune valorile mărimii T in nodunie de pe porţi-

unea Sd. Dacă se impune distribuţia Iui T pe S,,, de exemplu, dându-se funcţia v /i 

atunci, se calculează valorile acesteia în nodurile de pe Sj, 

Deci, dacă se notează cu no numărul de nodun globale de pc Sn din cele n necu-

noscute, un număr no sunt cunoscute, şi deci numărul total de necunoscute devine n-n . 

In principiu, este posibilă implementarea condiţiilor de frontieră de acest tip pnn 

înlocuirea în modelul numeric global, a valonlor lui T dm nodunie nţ, cu valorile impu-

se, şi apoi rescrierea modelului numeric prin trecerea în membrul drept a termenilor ce 

conţin valorile respective. însă, aceasta ar însemna modificarea completă atât a matncei 

de rigiditate cât şi a vectorului termenilor, ceea ce ar conduce practic la reluarea operaţiei 

de asamblare. 

Din acest motiv, s-au căutat metode care să necesite un număr cât mai nuc de mo-

dificări, care să poată fi implementate pe un calculator electronic 

în acest scop se utilizează două metode ce sunt prezentate in literatura de specia-

litate şi nu prezintă dificultăţi în ceea ce priveşte înţelegerea şi implementarea l<>r. nu se 

mai prezintă în această lucrare. 

5.4. Alegerea funcţiilor de formă. Utilizarea elementelor finite pa-

rametrice. 
Pentru a înţelege cele ee urmeazi « subl.mazâ fapn.1 c l once elen,cm fn» 

buie privi, ca fiind o mulţime de puncte, ce cons..n„e nodunie acestu.a. U,nna 

metrică a elemenmlui finit, dec. a domemulu, acestuia, este descnsA cu ajutorul u„o, 

fimctii matematice, ce sunt ataşate elementului fm.t respect.v 
Deci ceea ce are o existenţă fiz,câ reală, .unt nodunie oncănu eicn,en, .,n„. 

forma geometrică a domeniului acestuia trebu.e pnv.ă ca o ch.st.uue aK.. , .- . .H . -
. . se poate vjzuiUi/a tov.i.i ^.aHiKtn. ; 

ajutorul unui soft de reprezentare grafic.., st pt 

tivă. 
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Descrierea formei geometrice se face analitic, cu ajutonii unor funcţ». ce treba.e 

alese încât, dacă s-ar face o reprezentare grafică a acestor funcţii, să se obţinâ forma ge-

ometrică dorită, ce trebuie neapărat să treacă prin punctele alese ca nodun. iar domenii-

lor elementelor finite disjmicte să fie disjuncte. 

Ca urmare, pentru a putea stabili ftmcţiile de formă, mai întâi trebuie reali/atâ re-

ţeaua de puncte de discretizare şi cunoscute coordonatele acestora. De fapt, pnn expresia 

"existenţă fizică" a nodurilor trebuie înţeleasă existenţa coordonatelor acestora, adicâ 

localizarea lor în spaţiu, faţă de un sistem de coordonate, ales pentru a studia procesele 

respective, ce va fi numit sistem de coordonate global. 

în continuare, se realizează grupuri de puncte, fiecare grup fiind considerate no-

duri ale unui element fiaiit, precum şi a tuturor celorlalte elemente finite din jurul său 

Se vor considera ca având aceeaşi formă geometrică toate elementele finite cc au 

acelaşi număr de noduri, şi cărora le sunt ataşate aceleaşi funcţii de tbrmă, indiferent ca-

re ar fi poziţia în spaţiu a pimctelor respective Se observă că expresia aceea'̂ i fonnă 

geometrică", nu trebuie înţeleasă în mod riguros geomemc De exemplu, toate grupurile 

constituite din trei puncte, cărora le sunt ataşate aceleaşi funcţii de formă, vor fi conside-

rate ca fiind elemente finite triunghiulare, deşi. fizic, triunghiurile respective au latun >« 

orientări diferite. 
Din aceste motive, în cele ce urmează, pnn element finit arbitrar se va intelege un 

grup de p puncte, ce se vor nota cu 1, 2, . . , p. cărora li se cunosc cm>rdonatele de 

exemplu, faţă de un sistem de referinţă global cartezian, şi un punct a rb .n^ar , - l. p ^ 

va numi nod j, iar coordonatele sale se notează cu ( x„ y\, z, ) 

Fmictiile analitice, cu ajutorul cărora se desene fonna geometncă a domeniului 

elementar finit considerat, se vor prezenta spre finele acestui paragraf 1 ste de reţinut că. 

pentm mi acelaşi număr p de puncte, se pot obţine fonne geometnce difcnte 
Pentm simplificarea desenelor, se va considera fonna gcometncâ obţinută pnn 

unirea pmictelor, două câte două, printr-un segment de linie dreaptă 
- o alpae O funcţie cu ajutonii căreia să se aproxime/c mâ-Pasul următor consta m a alege o tuncţic, cu j 

ot ^«ri^rare P(\ V ?) al domeniului fonnat de grupul de 
rimea considerată T, dintr-un punct oarecare >, 

pmicte obţinut aşa cum s-a precizat mai sus. Deci, se sene 
T-g(x,>-/), 

unde g(x, y, z) este o fimcţie ce trebuie preci/^tă 
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f Prin valoare a mârimu T într-u. nod j, notata cu T, trebu.e inteleasâ valoaxca fun-
cţiei g în punctul (xj, yj, z,), adică: 

Presupunând că s-a ales expresia analitică a funcţiei g, aceasta va conţine con-

stante, sub foima unor coeficienţi, exponenţi, etc., care se detennmă impunând cond.n.le 

(5.73). Constantele astfel determinate se înlocuiesc în expresia funcpei, care se ordo-

^ nează după valorile T., T ,̂ Tp. Expresia ce multiplică o valoare T, va f, funcpa de 
formă Nj, ataşată nodului j. 

! 

De obicei g se alege ca o combinaţie limară de funcţii liniar independente, de o 
clasă h, adică: 

o 

(5."^4) î l 
unde hi-hi(x, y, z) este o funcţie arbitrară din clasa respectivă, iar c, sunt coeficienţi, ce 

se determină aşa cum s-a precizat. 

Având în vedere că, în modelul matematic intervin o sene de operaţii, ce se efec-

tuează asupra funcţiei g, şi cum acestea se fac cu un volum de calcul mai redus in ca/ul 

polinoamelor, în cele mai multe sofbiri specializate, funcţiile h, se aleg ca monoamc. şi 

deci g va avea forma unui polinom. 

Se observă că lucrurile se prezintă la fel ca în cazul interpolării matematicc. când 

se cunosc valorile Tj şi trebuie aflată funcţia g, care, în fiecare punct dat (x,. y,. /. ) să aibă 

valoarea dată de Tj. Din acest motiv, g se mai numeşte polinom de interpolare Deosebi-

rea este că acum, nu se cunosc valorile Tj, ci doar punctele respective Acestea se deter-

mină punând condiţia ca fimcţia aleasă g să satisfacă modelul matematic al pnKesului 

studiat, obţinând în final un sistem de ecuaţii în necunoscutele T̂ , care formează motielul 

numeric global, prezentat în capitolul precedent. 

Rezultă că precizia metodei elementelor finite depinde fundamental de polinoniul 

de integrare ales. 

Deşi valorile Tj sunt necunoscute, pentru alegerea polinomului de interpolare, 

acestea se presupun impuse. 

Baza teoretică a interpolării o constituie teorema de aproximare a lui Weierstrass, 

confonn căreia orice funcţie continuă poate fi aproximată, pc un interval în. îi!> cu o 

precizie oricât de bună, printr-un polinom de interpolare, însă teorema nu prcii/ca/â cu-
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tenul practic de alegere a acestuia. 

Cu alte cuvinte, impunând ca o funcţie f(x) să aibă anumite valon imr-un ;inumit 

număr de puncte, ce formează baza de puncte, există un singur polinom de interpolare, 

care să reproducă valorile fimcţiei în baza de puncte. Se subliniază aceasta deoarcce sunt 

posibile diverse formulări ale polinomului de interpolare, însă se poate arăta că, prin 

transformări corespunzătoare ele pot fi aduse la o aceeaşi formă. 

în această lucrare se folosesc două forme de prezentare, denumite polinoame de 

interpolare Pascal, respectiv polinoame de interpolare Lagrange. 

Polinoamele de interpolare Pascal au forma algebrică obişnuită a unui polmom, în 

general de trei variabile, de un anumit grad n. Denumirea provine din faptul ca, pentru 

n=2, termenii pot fi dispuşi sub forma triunghiului Pascal. în acest caz, pentru determina-

rea fimcţiilor de formă ataşate nodurilor se procedează aşa cum s-a arătat mai sus. 

în cazul folosirii polinoamelor de interpolare Lagrange, pentru o funcţie de o sin-

gură variabilă T(x), dacă se impune ca aceasta să aibă valorile T„ j -1. p. într-un număr 

de p puncte, de coordonate Xj, j = iCp, adică T(x,)-T„ j - Kp, aUinci aproximarea funcţiei 

se face prin relaţia: 

T = ÎL , (x )T , , 

unde Lj(x) este polinomul Lagrange ataşat punctului j, dat de relaţia; 

Se observă că funcţia de interpolare a nodului j, notată cu N,, este chiar polinomul 

Lagrange din punctul j, adică se determină direct: 

Se verifică că Nj(xi)=8j„ adică funcţia de formă îndeplineşte condiţia menţionată 

însă, fiecare fimcţie de formă N,(x) este un polinom de gradul (p-l) ş. deci. dacă 

se impune ca iuncţiUe de formă să fie de un grad n, atunci p=-n+1 

Evident că, pentru a obţine o aproximare cât mai bună pentru funcţia T. trebuie să 

se folosească un polinom de un grad n cât mai mare. în cazul că p n . 1 dcp.^sce numJ-

ml de puncte ale gmpului respcctiv de pimctc alese ca n» i.in, trebuie să s.: al. punc.c 

din interiorul domeniului elementului finit, care, nefiinc! c-nccta.e cu no.Mnlc elemente-
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lor vecine, trebuie suprimate, atunci când se asamblează modelele numence elementale, 
pentru a obţine modelul numeric global. 

în cazul folosirii polinoamelor de integrare Pascal procedând aşa cum s-a arătat, 

se poate obţine ca toate punctele să fie, în extremităţile, respectiv vârfunie formei geo-

metrice precum şi în lungul elementului finit ori pe laturile, respectiv muchiile acestuia, 

şi deci toate nodurile vor fi conectate cu cele ale elementelor finite vecine 

Acesta este argumentul pe baza căruia în această lucrare se consideră doar forme 
de interpolare Pascal. 

Se consideră cazul cel mai simplu a unui grup de două noduri, 1, 2, unite pnntr-un 

segment de dreaptă, obţinând un element finit unidimensional. De obicei, acest tip de 

elemente finite se folosesc atunci când domeniul considerat D este unidimensional, deci 

are forma unei linii drepte, ce se alege ca axă, ca în fig. 5 .3. 

K 

3 ,2 . 1 M 3 P(X) 1 ,2 . 
' L2 \ 

1 
\ 

X2 _ 

\ \ 

a) b) 

Fig.5.3 

Pentru cazul din fîg.5.3.a, intervine un polinom de interpolare într-o singură vari-

abilă X. în general, dacă se alege un polinom Pascal de gradul n, acesta se caută de for-

ma: 

T - I a . x . , (5.78) 
i-p 

unde Tj=T(xj). 

Evident că (5.78) trebuie să conducă la un sistem de ecuaţii egal cu numărul de 

coeficienţi ai, care este egal cu n+1. 

Deci, dacă se impune gradul n al polinomului, atunci grupul trebuie sâ aibă un 
număr p=n+l de puncte (noduri). Invers, dacă s-a ales un nufnăr un nuiiMr p de puiu le 

ce reprezintă nodurile, atunci polinomul trebuie să fie de grad n p-1 
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în cazul considerat, elernenml finit are două nodun, deci şi 1. adică mări-
mea T se aproximează prin polinomul; 

T=ax+b 
Impunând condiţiile (5.76) se obţine: 

(5 79) 

Xj-Jf, -X, (5.80) 

Ordonând după Ti şi T2 se obţine: 

T, X j - X . x - x . 
^ = — LT, (581) Xj X, X, X, 

Dacă se notează cu 1 lungimea elementului finit, atunci: 

Deci: 

Fie M punctul situat în mijlocul elementului finit, şi se notează cu ; distanţa 

orientată de la M la un punct curent P(x), raportată la jumătate din lungimea I a acestuia 

Se obţin: 

<5.84) 

Explicitând pe x se obţine: 

( x , - x , X - f x , + x . 

2 
(5.85) 

înlocuind în (5.78), rezultă: 

(5.86) 

Deci, mărimea T, exprimată în ^ va fi: 

= (5,87) 

Din relaţia (5.84) se observă că, pentru x-xi se obţine - l, iar pentru x x., re-

zultă 4=1, ceea ce înseamnă că 4 variază de la valoarea -l, ce o are într-o extremitate, 

la valoarea 4=1, în cealaltă extremitate, adică 4 arc valori nonnatc 

Se mai menţionează că, funcţiile dc formă (5.86) se pot obţi.ic direct, dâcA funcţia 

de aproximare a mărimii T se alege dc la începui ca un polinom de gradul inlâ., în vana^ 

BUPT



135 

bila deci de forma: 

(5.88) 
Având în vedere valorile lui ^ în nodunle elementului, relaţiile 5 78 devin 

T(-1)=T,; T(1)=T2 

Procedând ca mai înainte, rezultă N,, Nj de forma (5.86). 

Pentru a obţine alte expresii ale fimcţiilor de formă, localizarea puncmlui curent P 

se face prin două variabile, definite în raport cu fiecare dintre cele două nodun, ca fund 

egale cu distanţa de la celălalt nod la punctul P. Acestea se numesc variabile L şi dacă se 

notează cu Li pentru nodul 1, respectiv cu L, pentru nodul 2, conform definiţiei de mai 

înainte se obţine: 

T X 2 - X , X - X, 
L. , (5,89) 

Xj X, X, - X, 

Relaţiile (5.83) devin: 

Ni=Li, N2-L2, (5.90) 

şi T exprimată în variabilele L|, L2 va fi: 

T=L,T,+L2T2 (5.91) 

Din relaţiile (5.89) rezultă că, pentru x=xi se obţin Lr I, L2^0, iar pentru x^xj se 

obţin Li=0, L2=l, adică variabila L ataşată fiecărui nod are valoarea egală cu I în nodul 

respectiv şi valoarea egală cu zero în nodul opus. Din acest motiv. L., L; se reprezintă 

orientate de la nodul opus spre nodul căruia îi este asociată variabila L respectivă De 

asemenea, cu relaţiile (5.89) se specifică că: 

L ,+L2=1, (5 92) 

lucru ce era de aşteptat, având în vedere definiţia dată acestor variabile. 

La fel ca în cazul precedent, dacă T se consideră ca o funcţie de două vanabile l.i, 

L2, atunci ea se va aproxima ca un polinom de gradul întâi, omogen, în aceste variabile, 

deci de forma: 

T=aL,+bL2 (5.93) 

Având în vedere valorile variabilelor Lj, L2 în nodurile elementului şi notând 

T=T(Li, L2) se obţin: 

T(1,0)-T,; T(0, 1)=T2 

Aceasta conduce la a-L), b -Lj şi înlocuind în (5.9.1) se obţine clii.Mr relaţia 91) 

Dacă se compară relaţiile (5.87), (5.93) cu relaţia (5.K2) respecJiv rt-lalnlc (5 XO). 
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(5.90) cu relaţia (5.83) se observă că, dacă se foloseşte coordonata 4 sau coordonatele I ,. 

L2, atât polinomul de aproximare cât şi funcţiile de formă au expresu mult mai simple .n 

ultimele două cazuri, ceea ce conduce la o scădere considerabilă a volumului de calcule, 

atunci când se determină modelul numeric elemental. 

De asemenea, sunt posibile situaţiile în care intervin elemente finite unidimensio-

nale, chiar dacă domeniul D este o suprafaţă plană, sau este tridimensional De exemplu, 

dacă domeniul D este o suprafaţă de revoluţie, de pildă, tronconică. din motive de sime-

trie, studiul se poate face într-un plan ce trece pnn axa de revoluţie, rezultând astfel un 

element unidimensional dirijat după direcţia generatoarei din planul considerat, aditâ un 

element finit unidimensional, ce nu mai este paralel cu nici una dintre axele sistemului 

de coordonate utilizat, aşa cum se vede în fig.5.3,b. 

Evident că aproximarea mărimii T trebuie tăcută printr-un p<̂ >lino!n de două \ aria-

bile, X, y care în forma Pascal este dat de relaţia; 

1-0 J o 

care va fi im polinom de gradul n. 

Dacă polinomul de interpolare se alege astfel incăt toţi ct^ticienţii sâ tie nenuh, 

când se spune că se foloseşte o formă completă a polinomului de interpolare atunci nu-

mărul total de coeficienţi este egal cu (n+l)(n+2)/2. 

Pentru a determina aceşti coeficienţi cu relaţiile 15.78). numărul de ncniun ale 

elementului finit, deci numărul de puncte p al grupului respectiv se alege pe ba/a relaţiei 
(n + iXn + 2) j5 95) 

2 

Invers, impunând numărul p de nodun, gradul maxim al polmomului de interpola-

re se află din relaţia; 

2 

Se observă că întotdeauna n>0. şi dacă penm, n se ob!ine un număr natural, amnc. 

se alege un polinom de interpolare în formă completă. Dacă pentru n nu se oh.,ne un 

număr natural, amnci n se alege ca fiind numărul natural >med,at superior „ se .oK>se,.e 

o formă incompletă astfel încât numărul tennen.lor l,ben să fie egal cu p > 

pletă se alege astfel încât sâ se as.gurc simCi» poIim.muN "-.crpola,., « •.."vp-

să fie de gradul n în una dintre variabile. 
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în cazul considera. p=l. se obţine n=l, însâ fiind vorba numa, de douâ punce sc 
alege fonna incompletă: 

T(x,y)=ax+by 

Se pun condiţiile T(x,,yO=T,; TCx^^y^hT ,̂ ş, procedând cum s-a arătat se obţine 

şi: 

(5 98) 

Este de observat că, dacă elementul fimt este paralel cu axa x, aflându-se la o dis-

tanţă d de această axă, atunci y,=y2=y=ci, şi din (5 97), (5.98) se obţin tocmai relaţiile 

(5.21), (5.83). De asemenea, dacă elementul finit este paralel cu axa y şi se află la o dis-

tanţă d de aceasta, atunci x2=x,=x=d, şi se obţin aceleaşi relaţii, doar că variabila x se în-

locuieşte cu variabila y. 
A. 

In concluzie, fimcţiile de formă (5.83) sunt valabile pentru once element finit ce 

are direcţia uneia dintre axele de coordonate. 

însă, cele două puncte fiind pe aceeaşi linie dreaptă, se arată uşor că relaţiile 

(5.98) se reduc la relaţiile (5.83), adică funcţiile de formă se exprimă cu o singură vana-

bilă, x. aceasta era de aşteptat, deoarece y este dependent de x prin ecuaţia dreptei res-

pective, ceea ce face ca polinomul T(x,y) să fie de fapt un polinom doar în variabila x 

în concluzie, oricare ar fi poziţia unui element finit unidimensional, el nu poate fi 

aproximat decât printr-un polinom de o singură variabilă. 

Se are în vedere că atât coordonata cât şi coordonatele L|, L2 s-au definit în ra-

port cu însuşi elementul finit respectiv, motiv ce face ca să se numească coordonate loca-

le naturale. 

Ca urmare, dacă pentru elementul finit unidimensional se folosesc coordonatele 

locale naturale, fimcţiile de formă se exprimă prin relaţiile (5.87), respectiv (5.90), indi-

ferent de poziţia spaţială a elementului finit. Trecerea de la sistemul de coordonate local 

la cel global se face printr-o transformare de coordonate, ce se va prezenta ultenor 

Fie acum un grup de trei puncte, notate cu 1,2, 3, de coordonate cunoscute Folo-

sind un sistem de referinţă global, definit în planul determinat de cele trei puncte, apro-

ximarea se face printr-un polinom de două variabile, x, > , Dcoarcco p difi ('>>><») sc 

obţine n=l, şi deci: 
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unde: 

T=ax+by+c 
Aplicând metodologia utilizată până în prezent, se obţine: 

T=N,T,+N2T2+N3T3 

(x2 -x , ) (y3 -y , ) - (x3 -x , ) (y , -y , ) 

N3 - (yi -y2)x+(x, + 
(x2-x,Xy3-y,)-(x3-x,Xy, -y,j 

Aceste relaţii se pot scrie sub forma: 

A A A 

(5 99) 

(5.100) 

(5.101) 

(5.102) 

unde: 

r JC y r .r V 1 j i X y 1 : 
A = yi 1 yi 1 ; 1 :(5.I03) 

ys 1 y^ 1 1; 
Dacă cele trei puncte sunt colineare, atunci ele definesc un element fmit unidi-

mensional cu trei noduri, de exemplu punctele 1, 2 sunt nodurile din extremităţi, iar 3 es-

te un nod intermediar (fîg.5.3.b). 

Coordonatele celor trei puncte sunt legate între ele prin ecuaţia dreptei pe care se 

află şi se obţin A=0; Ai=0, A2=0, A3=0, adică funcţiile de formă sunt nedetennmate 

Prin alegerea corespunzătoare a unor mixuri de ordinul doi, se obţin funcţiile de 

formă similare celor date de relaţia (5.83), pentru două elemente finite, cu câte două no-

duri, constituite din câte un punct extern, şi un punct intermediar, iar funcţia de formă a 

acestuia este identică pentru ambele elemente finite. De asemenea, prin îmbinarea aces-

tora se obţin funcţii de formă doar pentru punctele extreme, iar punctul intermediar nu 

are nici o influenţă. 

Deci, cu trei puncte colineare se poate forma un singur element finit unidimensio-

nal, având ca noduri cele două puncte extreme, indiferent care ar fi punem! intermediar 

Aceasta decurge şi din faptul că o linie dreaptă este perfect determinată prin două puncte, 

şi nu depinde de alte puncte alese pe ea. S-a ftcut accastA precizare. dco?ţrocc in unele 

lucrări se vorbeşte de elemente finite unidimensionale cu trei noduri. De H I P I I M a-STFCL 

de element finit se defineşte faţă de un sistem de referinlâ local, caractcri/ai pnn axa l . 
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menţionată mai înainte, iar ftmcţia de aproximare se alege ca un polinom de gradul doi in 

variabila şi apoi printr-o transformare de coordonate se revine la sistemul de referinţă 

global. Dacă cele trei puncte nu sunt colineare, se obţine un element fmit curb. de forma 

unei parabole ce trece prin acele puncte. 

Dacă cele trei puncte nu sunt colineare, se defineşte un element finit bidimensio-

nal triimghiular (fig.5.4). 

Prin analogie cu cazul unui element fmit unidimensional, fiecărui nod i se ataşea-

ză o coordonată L, definită ca raportul dintre aria triunghiului format de un punct curent 

P(x,y) şi celelalte două noduri şi aria întregului triunghi. 

.C 3 ( 0 . 0 . 1 ) 

L -^const. 

Li=const. ^ 

2 ( 0 . 1 , 0 ) 

Fig.5.4 

Deci, dacă se notează cu Li coordonata L asociată nodulm 1, auinci conform defi-

niţiei de mai sus se obţine: 
_ aria(PBC) (5 .104) 

' aria(ABC) 

Exprimând ariile celor două triunghiuri în funcţie de coordonatele varfunlor şi 

având în vedere relaţiile (5.102), (5.103) se obţine că Lf-N,. Notând cu L, 1 . coordona-

tele L ale celorlalte noduri, în mod similar se obţine L^^N^, L,=N3, adică 

L,=N,; L2=N2, L3=N3 

De asemenea, rezultă că: 
! L,+L2+L3-1 <5.106) 

în continuare se prezintă câteva propnetăţi ale coordonatelor L, mai puţin ev.den-

tiate în lucrările de specialilatc, însă foarte utile: 

Aceste proprietăţi se stabilesc pentru coordonata l.,. ş> apo. sc extind la cclclahc 
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două. 

Dacă prin P se duce o paralelă Ia latura opusă nodului 1 (fig.5.4,a), atunc. oncare 

ar fi poziţia lui P pe aceasta, triunghiul PBC va avea aceeaşi bază BC, ş, aceeaş, înălp-

me, şi deci va avea aceeaşi arie, iar din relaţia (5.104) se obţine L,=const. 

Deci, coordonata L, ataşată fiecărui nod, are valoarea constantă pe once dreaptă 
paralelă cu latura opusă nodului respectiv. 

Ca urmare, punctul P poate fi ales chiar pe înălţimea din A. Din acest motiv, 

se obişnuieşte ca pentru Li, L2, L3 să se aleagă ca direcţie perpendiculara dusă pe latura 
opusă. 

In acest caz, din relaţia (5.104) se obţine: 

^ = - 7 7 (5.107) 

Folosind asemănarea triunghiului ADE, ABC relaţia (5 107) devine: 
[ 

' , CD , UE 
/.,------ (5.108, 

Deci valorile coordonatelor L ale unui punct sunt egale cu raportul dintre lungi-

mea segmentului, pe care o paralelă cu latura opusă nodului căruia 1 se ataşează acea co-

ordonată, îl taie pe câte una dintre laturile ce se întâlnesc în acel nod şi lungimea latuni 

respective. 

Pe această bază, în fig.5.4,a s-a reprezentat coordonata L| a lui P, onentată din 

nodurile laturii opusă vârfului 1, de-a lungul laturilor ce se Întâlnesc in I. trebuie 

subînţeles că este vorba despre raportul dintre lungimea segmentului respectiv şi lungi-

mea laturii după care este definit. 

Folosind coordonatele L pentru localizarea punctului P, acesta de\nnc PCLi, L;, 

L3) şi pentru determinarea valorilor ce le are Li, L2, L3 se procedează aşa cum se arată în 

fig.5.4,b. 

Prin P se duce câte o paralelă la fiecare latuiă a triunghiului ce reprezintă direcţii 

după care coordonata asociată vârfului opus are valoare constantă. Fiecare coordonată 

s-a reprezentat prin câte un segment orientat de la unul dintre nodurile laturii opuse vâr-

fului căruia îi este ataşată acea coordonată, după latura ce uneşte acel nod cu vârful res-

pectiv. 

Pe această bază se vcrifică uşor că oricare dmtrc cooulonaalc I va :.rca 

|zero în orice punct de pe latura opusă nodului căruia i se asocia/;! şi valoarea unu in no-
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dul r e s p e c t i v . Deci, coordonatele Laie nodurilor vor fi 1( 1, O, 0); 2(0, 1,0). 3(0.0. i) 
Folosind coordonatele L, ftmcţia de aproximare (5.100) devine: 

T=LiT|+L2T2+L3Tţ (5 109) 

Este de reţinut că, dacă se folosesc coordonatele L, ftincţia de aproximare pentru 

un element finit triunghiular este un polinom de gradul întâi în variabilele (L,, L .̂ I 

ceea ce conduce la o simpUfîcare remarcabilă a calculelor. 

Cu un grup de patru puncte necoliniare se defineşte un element fin.t bidimensio-

nal de tip patrulater, în general, de o formă oarecare, având cele patru puncte ca nodun 

dispuse în vârfurile patrulaterului. 

în acest caz, relaţia (5.96) conduce la n=2, iar dm (5 95) se obţine p 6 Deoarece 

p=4 se va folosi un polinom de interpolare în variabilele x, y de gradul 2. insă de o fomiă 

incompletă. Cea mai obişnuită formă este cea a unui polinom de gradul întâi în raport cu 

fiecare variabilă, motiv pentru care se vorbeşte despre un element finit patrulater Imiar 

Deci funcţia de aproximare se alege de forma; 

T==axy+bx+cy+d (5 11 o) 

Procedând ca în cazurile precedente se obţine un si!>tem de patru ecuaţii in necu-

noscutele a, b, c, d. însă, deoarece se obţin expresii complicate, se preferă folosirea unui 

element finit parametric, ce se va prezenta în cele ce urmează. 

Utilizarea elementelor finite parametrice s-a impus din mai multe monve 

După cum s-a subliniat la începutul acestui paragraf pentru fiecare element finit. 

trebuie stabilite funcţiile analitice cu ajutorul cărora să se descrie domeniul elenienmlu» 

finit, care vor interveni în calculul integralei pe acest domeniu. 

Chiar şi în cazul unui element finit unidimensional, care nu este paralel cu axele 

sistemului de coordonate, aceste funcţii sunt relativ complicate şi ele devin şi mai com-

plicate, de exemplu, în cazul unui element finit patrulater, de o formă arbitrară (. u atât 

mai mult se complică lucrurile în cazul elementelor finite tridimensionale 

De asemenea, dacă fi-ontiera domeniului este curbă, pentru a obţine eron cât mai 

mici, trebuie să se folosească elemente finite curbe, respectiv cu laninle curbe, respectiv 

cu muchiile şi feţele curbe, iar descrierea unor astfel de domenii este practic imposibilă 

Lucrurile devin foarte simple dacă s-ar folosi elemente unidimensionale, ce arc di-

recţia unei axe, respectiv elemente fimte bidiiiiCtv.ioMalc cu laii;rilc 5>ar.iiclc ut . •- !v 

respectiv elemente finite tridimensionale ce au muchiilc şi feţele pmak-lc cu axele W-oa-
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rece astfel de elemente fmite se descriu în general pnn funcţii de transformare xela, bj. 

y€[c, d], ze[e, f | ele se vor numi elemente finite de tip mterval. Evident că acestea ar 

implica reţele de discretizare rectangulare, ceea ce ar reduce considerabil cazurile in care 

se poate aplica metoda elementelor fmite, cu precizii satisfăcătoare. 

Ideea este că, pentru fiecare grup de noduri ce este dat, trebuie să se definească un 

sistem de coordonate local, cu axele notate, în general, cu x,, X2, xv 

Mai întâi, în raport cu sistemul de referinţă local, se defineşte un element finit, ce 

se va numi element finit părinte, care să aibă un număr de noduri egal cu numărul de 

puncte din grupul considerat, însă să fie cu element finit de tip interval 

Elementul finit ce urmează a se defini, cu acel grup de puncte, se va numi element 

finit real, iar punctele vor fi nodurile acestuia. 

Fiecare nod al elementului fînit părinte se pune 'm corespondenţă cu un nod al 

elementului finit real şi este foarte important ca aceste corespondenţe să se stabilească 
A 

corect. In acest scop se imaginează, cel puţi aproximativ, forma ce se doreşte să o aibă 

elementul finit real. Elementul finit părinte va avea aceeaşi configuraţie geometncă. doar 

că laturile, respectiv muchiilc sunt după axele sistemului de coordonate local on paralele 

cu acestea. Cu alte cuvinte, elementul finit părinte va fi elementul finit real imagmat că 

ar avea nodurile astfel dispuse încât laturile sale să aibă direcţiile axelor sistemului de 

coordonate global. Pe această bază corespondenţa nodurilor se stabileşte relativ uşor. 

După ce s-a reprezentat elemenml finit părinte, fiecare nod al său se noteaziă la fel 

cu nodul elementului finit real pus în corespondenţă cu nodul respectiv Se stabilesc co-

ordonatele nodurilor elementului fmit părinte faţă de sistemul de coordonate local. 

Se procedează la fel ca în cazurile prezentate până acum, doar că mărimea T se 

aproximează printr-un polinom în variabile locale, adică T se caută de forma 
T=T(x,, X2, X3) (5.1 II ) 

Notând cu (xj, x'̂ , x^) coordonatele unui nod arbitrar al elementului părinte, coc-

ficienţii polinomului de interpolare se află impunând condiţiile; 
T(X;,X",X;)=T., i ^ n i (5,112) 

Coeficienţii astfel determinaţi se înlocuiesc în (5.111,) care se grupează după va-

lorile Ti, T2, ...,Tp, obţinând: 

T . Y n ^ T . , (5.n:V) 
r l 
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unde Ni=Ni(x, > X3) sunt funcţiile de formă ale elementului finit părinte, exprimate în 
coordonate locale. 

Trecerea de la elementul finit părinte la cel real se realizează printr-o transformare 

de coordonate, ce se obţine exprimând fiecare coordonată globală ca o funcţie de coor-

donate locale, deci de forma: 

x = x(x,,x2,x3) 
y = y(x,,x2,x3) (5.114) 
z = z(x,,x2,x3) 

Se observă că transformarea (5.114) descrie domeniul elementului finit real sub 

formă parametrică, parametrii fiind coordonatele locale, de unde provine şi denumirea de 

elemente finite parametrice. 

Transformarea (5.114) se obţine exprimând fiecare coordonată globală pnntr-o re-

laţie similară celei stabilite pentru exprimarea mărimii T, deci de forma (5.113), doar că 

în locul valorilor mărimii intervin valorile acelei coordonate, pentru nodurile (punctele) 

respective ale elementului finit real, adică: 

P 
(5.115) 

/-L 

unde Ni=Ni(xi, X2, X3) sunt chiar ftmcţiile de formă stabilite anterior. Deci, valoarea co-

ordonatei respective a fiecărui nod, faţă de sistemul de refennţă global, se multiplică cu 

fimcţia de formă ataşată nodului respectiv, exprimată în coordonate locale. 

1 3, 2 , 
^ 1 ^ r 

a) b) 
Fig.5.5 

c) 

Ca prim exemplu, se va defini un elemeni finit unidimensional curb. Pentru at cas-

ta trebuie ales un giup de trei puncte necolineare, aşa cum se arată în fi(» 5.5.b. 
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Se presupun cunoscute coordonatele globale a celor trei puncte, adică se cunosc 

(Xi, Yi), i=l, 2, 3. 

Coordonata locală este coordonata prezentată în paginile precedente şi deci sis-

temul de coordonate local are o singură axă, axa Elementul finit părinte este tot uni-

dimensional, cu lungimea egală cu două unităţi şi dispus simetric faţă de originea axei 

aşa cum se arată în fig.5.5.a. Deci elementul finit părinte este descris de ftmcţia 

Corespondenţa nodurilor se stabileşte aşa cum se arată în fig.5.5. 

în unele lucrări se spune că se utilizează un element finit unidimensional rectiliniu 

cu trei noduri, două fiind plasate în extremităţi, iar al treilea în centrul de greutate şi se 

numeşte nod median. însă, aşa cum se observă din figură, elementul finit real nu este nici 

măcar rectiliniu, iar nodul 3 poate fi orice nod necolinear cu celelalte două, şi amplasat 

între acestea. De fapt afirmaţiile respective se referă la elementul finit părinte, care, într-

adevăr, este rectiliniu, şi are nodul trei ca nod median. 

Aproximarea mărimii T, faţă de sistemul referinţa local, deci în raport cu axa ^ se 

face printr-un polinom în variabila care trebuie să fie de gradul doi, deoarece p=3, şi 

n=p-l=2. Deci: 
(5.116) 

Coordonatele nodurilor elementului finit părinte sunt 1(-1); 3(0); 2(1). 

Condiţiile (5.112) devin T(-l)=Ti, T(1)=T2, T(0)=T3. Impunând ca T(q), dată de 

(5.116), să satisfacă aceste condiţii, şi după ce se grupează în raport cu T,, T2, T3, se ob-

ţine: 

T=N,Ti+N2T2+N3T3, (5.117) 

unde: 

N, = N,fe) = i ^ , = (5.118) 

Se verifică că: 
NI+N2+N3=1 

Transformarea (trecerea) de la sistemul de referinţă local la cel global este dată 

de: 
X = N , x , + N , x , (5.119) 
y---N,y,-f N,y2-l 

sau, dezvoltat: 
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(5.120) 

Se poate verifica că, dacă ^ variază între - l şi I, atunci un punct curent P(x,y), ale 

cărui coordonate sunt date de relaţiile (5.120), descrie o parabolă ce trece pnn cele trei 

puncte (fig.5.5.b). De asemenea, panta acesteia în punctul trei are direcţia segmentului ce 

. mieşte punctele 1 şi 2, adică tangenta dusă la parabolă în puncml 3 are direcţia acestui 

segment. Ca urmare, dacă punctul 3 se alege pe mediatoarea segmentului format din 

puîictele 1 şi 2, atunci parabola va avea vârful în punctul 3. 

a) b) c) 

Fig.5.6 

De asemenea, dacă punctele sunt alese colineare, atunci P(x,y) va descrie chiar 

segmentul ce le uneşte şi se obţine un element finit unidimensional rectiliniu. prezentat 

în fig.5.5.c. 

Următorul exemplu va ilustra modul în care se defineşte un element finit bidimen-

sional patrulater cu laturi curbe. In acest scop se alege un grup de 8 puncte, ce trebuiesc 

amplasate ca în fig.5.6.b. 

Sistemul de referinţă local este definit ca un sistem de coordonate cartezian, cu 

axele t], iar elementul finit părinte este un pătrat cu latura egală cu două unităţi, dispus 

cu laturile paralele cu axele, şi cu centrul de simetrie în originea sistemului de coordo-

nate, aşa cum se arată în fig.5.6.a. Presupunând că cele 8 puncte s-au notat ca în 

fig.5.6.b, judecând aşa cum s-a arătat, s-a obţinut amplasarea nodurilor elementului finit 

părinte ca în fig.5.6.a, în care s-au precizat şi coordonatele nodurilor, faţă de sistcnui! de 

referinţă local. 
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Elementul finit părinte va fi descris de funcţiile --1 1; -1 <ti < 1. 

Se defineşte mărimea T ca o funcţie de coordonatele locale, adică 

Făcând din relaţia (5.96) se află n=3, însă având numai 8 puncte, se va folosi 

un polinom de interpolare sub formă incompletă, astfel încât să fie de gradul doi în ra-

port cu fiecare variabilă, de unde provine şi denumirea de element finit patrulater, pătra-

tic, sau de ordinul doi. 

Deci, exprimarea mărimii se face prin funcţia: 

T=ai^^+a2ri^+a3^^Ti+a4^n'+a5^T1+a6^+a7n+a8 (5.121) 

Prin acelaşi procedeu se obţine: 

T=NiT,+ N2T2+ N3T3+ N4T4+ N5T5+ N6T6+ N7T7+ NgTg (5.122) 
' 4 - 4 

(i-H^Xi-nX^-^n-i) - d - q i ^ n X ^ ^ T i - i ) (5123) 
5 4 • ' 4 

"" ^ ^ O 

2 2 

Transformarea de coordonate este definită de relaţiile: 

X ^ l N ^ X . 

8 

y = 

unde Ni, i = Î 8 sunt funcţiile de formă date de relaţiile (5.123) 
Se poate verifica că, pentru fiecare trei puncte de pe o aceeaşi latură a elementului 

fmit părinte, se obţin relaţii de transformare similare cu relaţiile (5.120). Lamnie trebuie 

parcurse în sensul axelor de coordonate, iar pentru fiecare latură se impune condiţia ca 

una dintre coordonatele locale să aibă valoarea constantă 1 sau -1. 
Ca exemplu, să considerăm latura superioară, ale cărei nouri se parcurg in sensul 

4->7->3. Deoarece în lungul acestei laturi TI=1, relaţiile (5.123) devin: 

Relaţiile de tiansformare se reduc la: 
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Se observă că se obţin tocmai relaţiile (5.120) doar că punctele 1, 2, 3 se înlocu-

iesc cu punctele, respectiv, 4, 3, 7 ale laturii considerate, parcursă în sensul menţionat. 
Deci, când ^ variază între - l şi 1, faţă de sistemul de referinţă global, punctul cu-

i rent P(x,y) va descrie o parabolă, ce trece prin nodurile 4, 7, 3 ale elernenmlui finit real, 
aşa cum se observă din fig.5.6.b. 

La fel şi pentru celelalte laturi ale elementului finit părinte, impunând condiţia ca 

una dintre cele două coordonate locale să aibă valoarea constantă respectivă (-1 sau I), 

pentru valori ale celeilalte coordonate locale, din intervalul [-1,1], faţă de sistemul de re-

ferinţă global, punctul curent descrie o parabolă ce trece prin nodurile corespunzătoare 

ale elementului finit real. Se obţine în final un element finit patrulater cu laturi curbe. 

De obicei, nu se mai reprezintă elementul finit părinte, ci se scrie direct transfor-

marea de coordonate (5.123). Pentru fiecare grup de trei puncte consecutive, alese ca să 

formeze nodurile elementului finit real, se înscrie valoarea constantă - l sau 1 a coordo-

natei locale respective, aşa cum se arată în fig.5.6. în acest scop, peste elemenml finit 

real se suprapune sistemul de referinţă local cu originea în centrul de simetrie al acesmia, 

iar direcţiile axelor pot fi alese arbitrar, însă axa ^ orientată în sensul axei x, iar axa rţ 

orientată în sensul axei y. De obicei, direcţia axelor se alege astfel încât să treacă prin 

unul din punctele intermediare ale laturii pe care o intersectează. Se imaginează că ele-

mentul finit ar avea forma unui dreptunghi cu laturile paralele cu axele astfel desenate, 

cu latura egală cu două unităţi, şi că fiecare axă trece prin mijlocul laturii pe care le in-

tersectează, unde s-ar afla punctul intermediar de pe acea latură. Procedând astfel, se sta-

bileşte cu uşurinţă care coordonată locală rămâne constantă şi valoarea acesteia. 

Dacă, cele trei puncte ale fiecărui grup sunt colineare. se poate arăta că elementul 

finit patrulater are laturile rectilinii, însă de o formă arbitrară (fig.5.6.c). 

5.5. Stabilirea modelelor numerice elementale pentru câmpul elec-

tromagnetic şi pentru câmpul termic 
în acest paiagraf sc urmăreşte determinarea expresiilor clemcniclor madicci clc li-

giditate elementale, şi ale componentelor vecfoaiUii Icrmcnilor librri clementali. pontiu 
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un element fini. arbitrar, însă pentru uşunnfa notaţulor nu s-a mai prevăzut ,nd,cele su-

penor, e. De asemenea, nu se ma. precizează expresiile funcfilor de formă ş, numărul 

lor. ş, acestea se vor alege, în funcţie de tipul de element fin,, ufl.zac aşa cum s-a arăta, 
în paragraful anterior. 

Studiul arcului electric revine la studml câmpului electromagnetic produs de cu-

rentul de sudare. în acest scop ar trebui folosit modelul matematic al potenţialelor elec 

tromagnetice prezentat în capitolul 4. 

însă, modelul geometric utilizat constă dintr-un conductor cilindnc, parcurs de cu-

I rentul de sudare şi înconjurat de gazul de protecţie, deci de un mediu nemagnetic, de 

I permeabilitate magnetică relativă De asemenea, deoarece coloana arcului electnc 

l are secţiunea redusă, şi având în vedere că frecvenţa curenmlui de sudare este frecvenţa 

industrială , deci de valoare redusă, se poate neglija curentul electric indus, ce intervine 

atunci când curentul de sudare este alternativ. 

Ca urmare, pentru studiul arcului electric se foloseşte modelul matematic. 

rot(rotĂ)=n,Js, (5 125) 

unde A,Js sunt potenţialul magnetic vector, respectiv densitatea curentului de sudare 

dintr-un punct curent P(x,y,z) al domeniului elementului finit respectiv 

Ecuaţia (5.125) se mai scrie sub forma: 

grad(divĂ)- A A = J, (5126) 

Pentru rezolvarea unei ecuaţii vectoriale, în care intervine ca necunoscută o înă-

rime vectorială, se foloseşte metoda descompunerii pe componente. Se obţin trei ecuaţii 

scalare, în care necunoscute sunt valorile componentelor mărimii vectoriale respective 

după axele sistemului de coordonate folosit. Fiecare componentă se aproximează pnnfr-o 

relaţie prezentată în capitolul precedent pentru mărimea scalară f. 

Deci valoarea fiecărei componente se va aproxima prin suma pro<'uselor dintre funcţia 

de formă ataşată fiecărui nod al elementului finit şi valoarea componentci după axa res-

pectivă a valorii vectoriale a mărimii vectoriale în acel nod, cu observaţia că funcţia de 

formă ataşată unui nod este aceeaşi în fiecare aproximare. 

în continuare, pentru fiecare ecuaţie scalară se procedează ca în capitolul prece-

dent, şi se obţine câte un model numeric elmental. 

în ecuaţia (5 .126) sc presiipuiic cunoscută J . , la/ nccunosculâ li nu^rnnca \ 

Admiţând că se foloseşte un sistem dc coordonate cartc/ii-ne, sc notcn/"t cu A.. A,, A 
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Jsx, Jsy, Jsz valorile componentelor după axe ale mânmu A. lespcct.v ale mânnu. ' 
Evident că: 

A = A j + A j + A,k, 

unde A , i , A J , A , k sunt componentele mărimii vectoriale A după axe. iar A,. A,. re-

prezintă valorile acestor componente. 

Se notează cu A^ valoarea vectorială a mărimii A intr-un nod arbm^ar iar \ 

Axy, A;̂ ^ reprezintă valorile componentelor acesteia după axele respective r.\ jdcnt a 

Ă, = A;J + A,J ^ A;,k (5 l.?S} 

Conform celor precizate anterior, se definesc aproximânle 

Se exprima, în coordonate carteziene, operatorii te inteiMn in relaţia (> I2(.i >i 

apoi se grupează termenii ce multiplică câte unul dintre vectorii i, k carc sc cĵ alca^ a 

cu valoarea corespimzătoare a componentei lui j\ Se obţin astfel cele nci ccuapi >».aiare 

menţionate, în care Ax, Ay, Az se înlocuiesc cu aproximările l :<>) 

Admiţând că se foloseşte metoda reziduunior |x>nderaîe a Iu» (,ia)erk»n. se proce-

dează. ca în capitolul precedent şi se obţin trei modele numerice cicmeniale m .are nc-

cmioscutele sunt A^x, A,y, A;^, X = Tp, care se obţin pnn r./oivaiea modelelor rum^cnu-

elementale. în final, se detennină valoarea vectorială A . i {k baza relaţ.ei 

(5.128). 

însă, în scopul de a obţine modele elementale cât mai simple, se tac anumne 

transformări ale ecuaţiei vectoriale date. 
înrelaţia(5.121), se înlocuiesc relaţiile (5 129) se obţine 

versorii 1 .1 k. fiind consUu„i se po, muoduce in su.nâ, „ având in vderc rc.a„-

ile (5.128) rezultă: 
P < <I T ^ 1 \ 

Â . V N A 
\ 1 

• 1751 mărimea A sc înlocuteş^tc cxîmcsk^ 1 ^ v 
In ecuaţia vectonala (5.12-'>). maniu-. 

A = 
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are în vedere că, întrucât A, este un vector constant, orice operator diferenţial, aplicat lui 

A;̂  va da un rezultat nul. 

Se consideră ecuaţia (5.125) şi se obţine: 

rotA = rot 
( p p p 

_ p _ 

rotA = ^gradN^ x A^^ , (5.132) 

unde s-a ţinut cont de cele menţionate mai sus şi, deci rotA^ = O. 

Deci: 

rot(rotA) = rot ^ gradN P̂ ^ rot(gradN ̂  x A J 
W-i y "'.-i 

Se foloseşte relaţia: 

rot(u X v) = -vdivu + (w)u + udivv + (uV)v 

Alegând u = gradN; ,̂ v = A,, se obţine: 

rot(gradN;̂  xĂ -Ă5,div(gradN J+(Ă^v)gradN, +gradN,divA, + (gradN, V)Ă, 

Pe baza celor precizate mai sus, şi deoarece div(gradN;,)= AN, se obţine: 

rot(rotA)= - A,AN, 
x=i 

Se notează v = rot(rotA) şi se obţine: 

iar ecuaţia (5.125) devine: 

(5.133) 

(5.134) 

(5.135) v = îols 

Cele trei ecuaţii scalare vor fi: 

Vx=^ioIsx; Vy=HoI„, V, =HoIsz (5.136) 

Pentru aflarea expresiilor lui v ,̂ Vy, v ,̂ se exprimă gradNx în coordonate cartezi-

ene, iar vectorului astfel obţinut i se aplică operatorul Ă̂ V̂ exprimat tot în coordonate 

carteziene. Grupând termenii, aşa cum s-a menţionat, şi schimbând ordinea de derivare 

în anumiţi termeni se obţine: 

r 
= 2 : 

d ^cIN ̂  
ax ax 

X 
y 

-AN 
a ( r'N, \ 

axl cy ax 

/ , \ aN, A 
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Vv = 
K 

= I X-1 ay 
r c x ^ 

dK ^ 

/ ^ \ 

dy ^ / 
-AN, 

/ T \ dN 
V y 

x=\ 

/ -«VT \ 

az 
dN X 
d\ ^ ^Xx dz az 5z j 

-AN, 

(5.137) 

Implementarea pe calcxilatoml electronic implică, ca ecuaţiile respective să fie 

scrise sub formă condensată şi în acest scop se fac schimbări de notaţii. Astfel axele se 

notează cu xi, X2, xj şi deci se fac următoarele înlocuiri: x-> xi, y-> X2, z-> X3. Valoarea 

oricărei componente se notează cu un acelaşi indice ca şi axa respectivă, adică se fac 

schimbările de notaţie: Axx^A^i, Axy->Ax2, Axz->Ax3; lsx->Isi, Isy^Isi, Isz->Is3 

Ecuaţiile (5.136) devin: 

V, =HoIsi; Vj^HoIsZ' (5.138) 

Relaţiile (5.138) se transformă în: 

V , = I 
" d a raN,^ a 

A. -AN, A, , +— raN,^ 
Ax, 

ax, A. 1 1 ^ 2 ; 
Ax, ^ax, 

F 

= I 

dK, 

yCX, 

J 
A,, + 

crK-
-AN, 

/ ^ ^ \ 

A>J (5.139) 

dx. Ax2 + 
c / -̂ VT \ 

5X3 y 
-AN-. A>., 

Pentru fiecare valoare a lui X, necunoscute sunt A^i, Ax2, Au, iar coeficienţii lor, 

din cele trei relaţii (5.139), se notează cu CJ şi se obţin cu relaţiile: 
/ \ aN, 

ax. y 
-6 ,AN„i = U; j = i,3, (5.140) 

unde 6ij este simbolul lui Kroneker. 

Cu ajutorul acestor coeficienţi relaţiile (5.139) devin: 

p 

A=1 
(5.141) 

sau condensat: 
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P f 3 

X--IV j=i 
i = 1.3 (5.142) 

In această relaţie, pe rând X ia valorile l,2,...,p şi pentru fiecare dintre aceste va-

lori, mai întâi indicele i obţine câte una dintre valorile 1,2,3 şi pentru fiecare dintre ele se 

face succesiv j= 1,2,3. 

De exemplu, pentru elementul finit cel mai simplu, cu două noduri se obţine: 

V, +C;3A,3 +Cf,A„ +Cf3A^,i = 1,3 

în calculul matricial fiecărui vector i se asociază un vector coloană, ale cărui 

componente sunt valorile componentelor vectorului respectiv. 

Deci, dacă pentru vectorii vectorii coloană asociaţi se notează cu [v], 

[Ax], [Js], fiecare are dimensiunea 3x1 şi expresiile: 

(5.143) 

Aceasta permite ca ecuaţiile (5.138) să se scrie condensat sub forma matricială: 

A, , ' 
V2 , [ A J - , U s ] = •A. 

.V3_ Ax3 : 

= Mo J. (5.144) 

Vectorul [A;̂ ] se defineşte cu cele trei necunoscute din nodul X şi pentru toate cele 

p noduri va rezulta un număr de 3p necunoscute. Pentru ca modelul numeric elementul 

să aibă forma unui sistem de tip Cramer, cele 3p necunoscute trebuie să fie componen-

tele unui vector coloană cu dimensiunile 3pxl. Acesta se numeşte vectorul coloană al 

necunoscutelor problemei, ce se notează cu IA] şi se obţine prin concatenarea după co-

loane a vectorilor coloană [Ax], A, = l,p, adică: 

[ A . 

[A. 

Uu 
4 

A 

12 

[^1 

21 . 

'22. 
K i 

(5.145) 
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Pentru fiecare dintre relaţiile (5.141) şi pentru fiecare vector [Ax], k=\,'p, se defi-

neşte câte un vector linie, ce are ca şi componente coeficienţii necunoscutelor care in-

tervin în vectorul [A^]. Aceşti vectori vor avea dimensiunile 1x3, se notează cu [c,''J şi au 

expresiile: 

C.̂  f i . i = l,3, X = \,p (5.146) 

Se observă că elementele vectorilor sunt tocmai coeficienţii daţi de re-

laţiile (5.146) 

Se notează cu [Ci], i = 1,3, vectorul linie obţinut prin concatenare după linii a vec-

torilor [ c i l X = l,p, adică: 

C ] = C'-fCf+. . . + Cr , i = l,3 (5.147) 

Având în vedere relaţiile (5.146), dezvoltat se obţine: 

Fiecare dintre vectorii [Ci] are dimensiunea lx3p şi conţine toţi coeficienţii ce in-

tervin în expresia lui Vi din relaţiile (5.141). 

Cu ajutorul vectorului coloană [A], definit prin relaţia (5.145) şi al vectorilor [C,], 

definiţi prin relaţiile (5.147), matricial, relaţiile (5.141) se scriu sub forma: 

V, =[CJ[A]; v ,=[CJ[A] ; V3=[C3][A] (5.148) 

Pentru obţinerea matricei [v], se notează cu [C] matricea obţinută prin concatena-

rea după coloane a vectorilor [Ci], i = 1,3, adică: 

[C, 

[C. 

Având în vedere relaţiile (5.147), matricea [C] este: 

(5.149) 

pi pi pi p2p2p2 pppppp 
1̂1̂ 12̂ 13̂ 11̂ 12̂ 13 • ••̂ 11̂ 12̂ 13 

pi pi pi p2 p2 p2 pp pp pp 
^ 2 1 ^ 2 2 ^ 2 3 ^ 21 ^ 2 2 ^ 2 3 • • • ^ 2 1 ^ 2 2 ^ 23 (5.150) 
r ' r ' r ' c^ c^ c^ pp pp pp 
^ 31 3 2 3 3 ^ 31 ̂  3 2 3 3 • • 3 1 3 2 ^ 33 

Matricea [C] are dimensiunile 3x3p şi conţine toţi coeficienţii din relaţiile (5.141). 

Ţinând cont de relaţiile (5.148), (5.149) se observă, că nîi'.tricial, relaţiile (3 .141) 

se scriu sub forma: 
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[vHC][A] (5.151) 

Conform procedurii menţionate pentru metoda elementelor finite a lui Galerkin, 

pe rând, pentru fiecare nod, în ordinea crescătoare a indicelui, ecuaţia (5.144) se înmul-

ţeşte cu fîmcţia de formă a nodului respectiv şi se integrează pe domeniul D al elemen-

tului finit. 

Pentru un nod arbitrar a se obţine: 

(5.152) 
D 

Se înlocuieşte [v] cu expresia dată de (5.151) şi ţinând cont că elementele matricei 

[A] sunt constante, se obţine: 

[c]rfD \[a] = [J^ )iD a = 1, p 
\D 

(5.153) 
D 

Se introduc notaţiile: 

(5.154) 

Ecuaţiile (5.153) se scriu sub forma: 

LKaJlAJ=lF. a - l , p (5.155) 

Elementele matricei [K^] se obţin înmulţind fiecare element al matricei [C] cu Na 

şi apoi fiecare element astfel stabilit, se integrează pe domeniul D. Evident că [K^] are 

aceleaşi dimensiuni ca şi [C], adică 3x3p. 

Pentru deducerea vectorului coloană [FJ, fiecare element al vectorului coloană 

[Js] se înmulţeşte cu jioNa şi apoi, fiecare element astfel obţinut, se integrează pe dome-

niul D, Vectorul [Fa] va avea aceleaşi dimensiuni ca şi [Js], adică 3x1. 

Se notează cu [K] matricea obţinută prin concatenarea după linii a matricelor 

[Ka], a = J p şi cu [F] vectorul coloană obţinut prin concatenarea după linii a vectorilor 

[Fa], a = l,p, adică: 

"[F,]] 
[ K j [F j 

[Kl = ; [f1= 

> p I kl 

(5.156) 
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Ecuaţiile (5.155) obţin forma matricială: 

[K][AHF] (5.157) 

Matricea [K] are dimensiunile 3px3p şi va fi tocmai matricea de rigiditate 

elementală, iar [F] are dimensiunile 3pxl şi va fi vectorul termenilor liberi elementali. 

Pentru implementarea pe un calculator electronic elementele matricei [C] trebuie 

notate în mod obişnuit, adică: 

C 
Cu 

c. 
Q , C3, Q3 C3. C3, c. 

I3p 

23p 

33p 

(5.158) 

Notând cu Cap un element arbitrar al matricei [C] în relaţia (5.158) se pune pro-

blema de a stabili valorile lui i, j, X pentru ca elementul Ca p să poată fi calculat cu relaţia 

(5.140). 

Se notează cu (3 mod 3 (P modulo 3) restul împărţirii lui p la 3. 

Comparând expresia (5.158) cu expresia (5.150) se obţin: 

i=a 

dacă P< 3 

3 dacă p mod 3=0 

, p mod 3 dacă p mod 3^0 
/ 

J i=< (5.159) 

Ă = ceilling I 
3 V y 

(B\ . 3 
unde ceilling — este o funcţie de rotunjire superioară şi dacă, — este un întreg, are va-

3 y 3 

loarea egală cu acel întreg, iar în caz contrar valoarea este egală cu a întregului imediat 

superior. 

Valorile lui i se implementează printr-o instrucţiune de atribuire, valorile lui j cu 

instrucţiunea IF, THEN, ELSE, iar pentru valorile lui X se foloseşte funcţiunea 

ceilling(x) pe care o posedă orice limbaj de programare. 

Pentru a stabili o relaţie, cu ajutorul căreia să se poată calcula direct elementele 

matricei [K], mai întâi, se defineşte o matrice [B] cu dimensiunile 3px3p, la care, fiecare 

grup de câte tiei linii consecutive se obţin înmulţind elementele matricei [C] cu Ni, res-

pectiv cu N2, respectiv cu N3, . . r e . s p e c t i v cu N,„ adică: 
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N , C , 3 N , C , 3 N,C,3P" 

N . C , , N . C ^ N . C , , 

N , C 3 , N . C 3 , N , C 3 3 N , C 3 , N , C 3 3 N , C 3 , N,C33P 

N X , , N . C , 3 N X M N X , , N X 3 , , 

N X 2 2 N . C ^ 

N , C 3 , N2C33 N X 3 4 N X 3 , N,C33P 

N 3 C , , N 3 C , , N 3 C , 3 N 3 C , , N 3 C , 3 N 3 C , , N3C,3P 

N 3 C , , N a C ^ N . C ^ N 3 C , , N a C ^ N 3 C , , N3C,3P 

N 3 C 3 , N 3 C 3 , N3C33 N3C34 N3C33 N 3 C 3 . N3C33P 

(5.160) 

Folosind notaţia obişnuită, se obţine: 

B 

BN BU B , 3 B H B , 3 B , 5 B>3P 

B:, B 2 2 B 3 B ^ B , , B 2 3 P 

B3, B3, B33 B3. B35 B 3 6 B 3 3 P 

B., B42 B43 B . B45 B46 B 4 3 P 

B M B52 B53 B54 B55 B56 B33P 

B6, B « B . 3 B . . B , 5 B ^ B63P 

B7, B72 B73 B , . B , 5 B76 B.3P 

B S 2 B « 3 B84 B « 5 Bg3p 
B9, B93 B93 B94 B . 5 B96 B93P 

(5.161) 

Comparând relaţiile de mai sus, rezultă că un element arbitrar al matricei IB], no-

tat cu Bys, se obţine dintr-un element arbitrar Cap al matricei [C], cu rela-

ţia: = ,mcare: 

P=5 

a = 

k = round 

y dacă / <3 
3 dacă Y mod 3 = 0 

ymod3 dacă ymod3^0 
/ \ y 

(5.162) 

Pe baza celor precizate, rezultă că un element arbitrar al matricei de rigiditate 

elementală, notat cu Kyg, se calculează cu relaţia: 

(5.163) 

unde valorile lui a , P se stabilesc conform relaţiilor (5.162). Pentru calculul valorilor lui 

Cap, se determină mai întâi i, j, X cu relaţiile (5.159), şi apoi: 

'aA^/ 
( 5 . 1 6 4 ) 

J J 
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Notând cu Fa, a = 1,3/? un element al vectorului [F] acesta se calculează cu rela-

ţia: 

Fa=N,F„ (5.165) 

unde: 

/ = 

a dacă a <3 
3 dacă amod3 = 0 (5.166) 

a mod 3 dacă amod3 7t0 

X = ceilling ' a ' 

în felul acesta se calculează direct toate elementele matricei de rigiditate 

elementale şi ale vectorului coloană elemental. 

In general, modelul matematic, folosit pentru studiul câmpului termic, este alcă-

tuit din ecuaţia scalară a conservării energiei, ecuaţia vectorială a mişcării şi ecuaţia 

scalară a conservării masei. 

Primele două ecuaţii se pot scrie sub forma generală: 

^ ^ + div(cvO) = div(kgrad<I>) + S, (5.167) 
dt 

unde: 

O este mărimea necunoscută principală şi anume temperatura pentru ecuaţia ener-

giei, respectiv valoarea unei componente a vitezei v; 

S reprezintă densitatea de volum a surselor, ce este cunoscută pentru fiecare ecua-

ţie; 

c, k sunt mărimi de material şi anume: pentru ecuaţia energiei, c este produsul 

dintre densitate şi căldura specifică, iar k este conductivitatea termică, respectiv densita-

tea şi coeficientul de viscozitate dinamică echivalent, pentru ecuaţia mişcării. 

Se consideră cazul mai general când toate mărimile sunt variabile atât în spaţiu cât 

şi în timp, adică: 

c=c(t,x,y,z); (D=cD(t,x,y,z); v = v(t,x,y,z); k=k(t,x,y,z); S=S(t,x,y,z); 

Funcţia S este dată prin enunţul problemei. 

Aceasta impune ca fiecare mărime să fie discretizată, atât în timp cât şi în spaţiu. 

Mai întâi se face o discretizare îii spaţiu, presupunând că mărimea respectivă ră-

mâne constantă în tiiii]», egală cu valoaiea sa dinti-un moment oarecare t. 

BUPT



158 

Discretizarea în spaţiu înseamnă definirea aproximărilor: 

j=i 
(5.168) 

j=i 

unde: 

Nj=Nj(x,y,z) este funcţia de formă ataşată nodului j 

Cj = Cj(t); Oj = Oj(t); Vj = Vj(t); k- = kj(t); sunt valorile mărimilor respec-

tive dintra-un moment oarecare t. 

Pentru un produs, cum este cazul lui pc, acesta se defineşte ca reprezentând o sin-

gură fimcţie ^=cO, care se aproximează la fel ca orice funcţie, adică: 

Evident că: 

şi deci: 

j=i 

^j=^(t,Xj,yj,Zj)=c(t,xj,yj,Zj)-(D (t,Xj,yj,Zj)=CjCDj 

c<D = ^NjOjO. 
j=i 

(5.169) 

Se presupune că, în ecuaţia (5.167), fiecare mărime este înlocuită cu aproximarea 

respectivă şi aplicând metoda reziduurilor ponderate se obţine: 

a(c<D) N. 
dt 

•dD + 
D 

N,div{c<^v)dD - j N,div{kgrad<î>)dD =J N,SdD i = 1,p (5.170) 
D D 

în continuare se consideră separat fiecare termen, ce se notează cu Bi, B2, B3, B4 

şi mărimile respective se înlocuiesc cu aproximările, date de relaţiile (5.168). 

Se obţine: 

dt 
N.N.dD 

\D dt 
j = l,p, (5.171) 

unde s-a avut în vedere faptul că Nj nu sunt funcţii de timp şi că, pentru un nod dat, j 

CjOj sunt constante în raport cu integrala pe domeniul D. 

Matricial, se obţine: 

B,=[K']|(ICO]), (5.172) 
ot 

unde [K^] este matricea de rigiditate corespunzătoaie primului termen, iar 
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ă 
([cO]) = 

a 

ă M 2 ) 

(5 .173) 

^ V p PJ 

Al treilea termen, notat cu B3, are o formă ce este dificil de exprimat matricial. 

Din acest motiv se aduce la o formă mai simplă, folosind relaţia: 

div(Nikgrad<I)) = Nidiv(kgrad<D)+ kgradOgradN;, 

din care se obţine: 

Nidiv(kgradO) = div(N,kgradO)- kgradcI>gradNi 

înlocuind şi folosind formula lui Gauss - Ostrogradski 

B3 = i N j k — d s - f(gradN.)kgrad<DdD, 
: cn i 

c<D 

(5 .174) 

unde S este frontiera lui D, iar — este derivata după direcţia normalei într-un punct oa-

dn 

recare a lui S. 

Primul termen din membrul drept intervine numai pentru elementele finite de pe 
frontiera S, unde, prin condiţii de frontieră de tip Neumann, se cunoaşte k — şi deci 

an 

acest termen reprezintă o cunoscută a problemei şi se trece în membrul drept al ecuaţiei 

(5 .176) . 

Rezultă că în membrul stâng rămâne doar termenul: 

- B3 = f (gradN; )kgradOdD i = î̂ p 
D 

Se înlocuiesc k şi O cu aproximările lor şi se obţine: 

- 6 3 = (gradN j ^ N j k , grad 
Vj=' 

dD 

Se notează cu [N], [k] vectorii coloană formaţi cu funcţiile de formă, respectiv cu 

valorile mărimii k, adică: 
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" N , " 

n ] = [k] = 

. k p . 

(5.168) 

Cu aceasta: 

ZN.k3=[Nr[k 
j=i 

(5.176) 

Folosind proprietăţile operatorului gradicnt şi ţinâitu '...lit -.u j - ^liiit i-jn-

stante, se obţine: 

g radXNjk . = "^{gradN . 
V j=' J 

Se înlocuiesc relaţiile (5.176) şi (5.177) cu relaţia (5.175) rezultând: 

p 

(5.177) 

-B3 = ( g r a d N j N f [ k E ( g r a d N > . dD 

Factorul (gradNiX^J^fk] este o constantă faţă de însumarea în raport cu indicele j 

şi deci pot fi introduşi sub sumă. De asemenea, având în proprietăţile unei integrale refe-

ritoare la o sumă şi deoarece în fiecare integrală Oj este o constantă se obţine: 

i=i 
(gradNiXNf[k]gradNj <I>: i l,p 

Se notează: 

(gradNiXNl'[k]gradNj (5.178) 

şi se obţine: 

- B 3 = 2 ; k ? j < I > j i = l,P 
j=i 

Se dau indicelui i toate valorile de la 1 la p şi matricial, se obţine: 

-B3 = K- <D 

(5.179) 

(5.180) 

unde [K^] este matricea de rigiditate corespunzătoare celui de-al treilea tennen, având 

elementele date de relaţia (5.178), iar [O] este vectorul coloană al valorilor mărimii O. 

Membrul drept al ecuaţiei (5.170) se scrie ina ricial sub foniia: 
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N:SdD= F (5 .181) 

unde [F] este un vector coloană cu dimensiunile pxl, ale cărui elemente sunt date de re-

laţiile: 

F = NjSdD i = l,p (5.182) 

Al doilea termen se descompune într-o serie de trei termeni. 

B , = 
ax D 

N i — ( c < î ) v , ) d D + f N i — ( c < D v ^ ) d D + f N i ^ ( c c D v ^ ) d D i = l ,p (5 .183) 

Pentru primul termen, având în vedere cele precizate cu privire la discretizarea 

unui produs, se obţine: 

N. (3 

D r-' 
dD 

j=i 
N .—^ 

, ' a x . 
dDc.OjV,^ 

Se introduc notaţiile: 

(5.184) 

Matricial se obţine: 

B2X = K 2x 
C V . O (5.185) 

unde [K ] este o matrice cu dimensiunile pxp ce are elementele date de relaţiile (5.184), 

iar: 

ev, O 

c v O p̂ tp p 

r5.186) 

în mod similar se obţin: 

K 

K 

2z 

2y CVyO) (5.187) 

[cv^O 

unde mat i icek [K^^], [K^'] au elementele date de relaţiile: 
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asî. 
N:—^dD; = 

dN, 

OL 
(5.188) 

iar: 

c V y O ) ; [cv,a>] = (5.189) 

Deci: 

+ K 2y C V y O + K 2z cv^O (5.190) 

însă, după cum se observă din relaţiile (5.173), (5.186), (5.189), în expresiile lui 

Bl, respectiv B3, nu intervine doar vectorul coloană al valorilor mărimii O ci şi valorile 

unor mărimi ce se consideră cunoscute, pentru fiecare dintre ecuaţiile menţionate. 

Pentru a separa vectorul coloană al valorilor mărimii O, cu ajutorul valorilor mă-

rimilor c, Vx, Vy, Vz se defineşte câte o matrice diagonală cu dimensiunile pxp, ce au pe 

diagonala principală ca elemente chiar valorile mărimii respective. Notând aceste matrice 

cu [c], K ] , [Vy], [v j , ele vor fi: 

0 0 0" 

0 0 0 

: 0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 ^y3 0 

Vxl 0 0 
0 Vx2 0 
0 0 

0 0 0 

O 
O 
o 

>p 

0 0 0 
0 Vz2 0 0 
0 0 V.3 0 

0 0 0 V™ 0 0 0 

Se verifică uşor că: 

[ccD]=[c][0]; [cVx<D]=[c][Vx][0]; [cVyO]=[c][Vy][(D]; [cv,0]=[c][v,][0] 

Cu acestea se obţine: 

B. -
(A 

+ K 2z 

( 5 . 1 9 1 ) 

(5.192) 
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înlocuind relaţiile (5.191), (5.192), (5.170), (5.171) în ecuaţia (5.190) se obţine 

modelul număr elemental: 

[K'Jf([c](<J>])+[c]([K- + K 2z V3])[<I>]+[K'] [a)]=[F] (5.193) 

Pentru discretizarea în timp, durata în care se analizează procesul respectiv, se di-

vide într-un animiit număr N de intervale cu o durată At, numită pas de timp. Momentele 

divizării se notează cu to, ti,...,tN, iar pentru un moment arbitrar se foloseşte notaţia tn. 

n = 0,N. 

Valoarea oricărei mărimi X într-un nod arbitrar j, în momentul arbitrar tn, se no-

tează cu Xjn, iar matricea [X] formată cu valorile mărimii din momentul tn se va nota cu 

X]n. Deoarece toate matricele de rigiditate din (5.193) conţin numai mărimi spaţiale, 

discretizarea se referă, în general, la celelalte matrice. 

Discretizarea în timp se poate realiza cu metoda diferenţelor fmite sau tot cu me-

toda elementelor finite. 

în cazul folosirii metodei elementelor finite, se consideră t ca a patra variabilă şi 

se procedează ca în cazul unei mărimi de o singură variabilă. 

Un element finit temporal cu două "noduri" este câte un interval [tn-i, tn], n = 1,N, 

iar extremităţile sale tn-i, tn sunt chiar nodurile sale. în acest caz, orice valoare Xj(t) se 

asimilează printr-o fimcţie de gradul întâi şi punând condiţia Xj(tn.i)=Xj, Xj(tn)=Xjn, după 

aranjarea termenilor se obţine: 

t - t . 

' At n-1 
n-l V (5.194) 

unde s-a avut în vedere că tn-tn-i=At. 

Notând cu Xn-i, '̂ n "funcţiile de formă" temporale, se obţine: 

unde: 

(5.195) 

t . - t 
At 

t - t n - l V 

Un element finit cu mai multe noduri se obţine grupând mai multe momente suc-

cesive, astfel încât fiecare gnip să conţină acelaşi numâr de momente. Momentele ex-

treme formează nodurile c vlrcnte, iar momentele intcnncdirire sudt nodurile iiilermcdi 

are. De exemplu, un clement cu trei noduri se obţine fonnând grupuri tn.2, tn-i, tn. 
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n = 1,N. Aproximarea se va face printr-o funcţie de gradul doi în variabila t. 

Deoarece prin această metodă intervin dificultăţi în realizarea convergenţei, de 

obicei, discretizarea în spaţiu se realizează cu metoda diferenţelor finite. 

Ecuaţia (5.193) se scrie printr-un moment arbitrar tn, matricele respective primind 

indicele n, iar pentru evaluarea derivatei în momentul tn, se foloseşte o schemă cu deri-

vate finite, dintre care, cea mai simplă, constă în: 

a (D L M n - N-1 (D n-1 

At 

n-!) Relaţia (5.196) se înlocuieşte în relaţia (5.193) şi întrucât matricele 

sunt cunoscute de la un pas anterior, ele devin cunoscute şi trec în membrul drept. 

(5.196) 

<D ' 3 -

Se obţine: 

K c|„0 

F + • 
At 

K' 

F 

+ 

Ak 
2x 

X + + K Iz 
V . + K O 

(5.197) 

X J/î K ly + V . + K' O 

+ • 
(5.198) 

(n-1) 

Se începe cu primul moment ti. Din datele iniţiale se cunosc matricele [c]o, [O]o şi 

se obţine un sistem în care necunoscute sunt valorile mărimii O din toate nodurile, în 

momentul ti. Se continuă la fel şi pentru celelalte momente. 

Pentru creşterea preciziei, se folosesc scheme cu diferenţe finite mai complicate, 

însă, principial nu apar lucrări noi şi nu se mai prezintă. 
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Cap.6. MODELAREA CÂMPULUI ELECTROMAGNETIC ŞI A 
CÂMPULUI TERMIC LA O ÎMBINARE SUDATĂ 

6.1. Metodica de lucru 
Orice program de proiectare asistată de calculator implică parcurgerea a trei etape 

numite: preprocesare. procesare (soluţionare) si postprocesare. 

Cu mici diferenţe de la un program a altul, în fiecare dintre cele trei etape trebuie 

parcurşi paşii ce se prezintă în cele ce urmează. 

Etapa de preprocesare 

1. Se alege tipul de analiză, care poate fi mecanică (structurală), termică, de cur-

gere electromagnetică sau cuplată. 

Unele programe permit ca, pentru fiecare tip de analiză sau numai pentru cea elec-

tromagnetică, să se aleagă metoda utilizată care poate fi a elementelor nodale sau a ele-

mentelor de fi-ontieră (de muchie). 

2. Se aleg tipurile de elemente, care vor fi utilizate şi pentru fiecare se definesc 

opţiunile precum şi valorile constantelor reale. 

3. Se definesc proprietăţile materialelor ce se vor utiliza. Dacă acestea se conside-

ră izotrope, liniare, atunci pentru fiecare material se introduc valorile constantelor de ma-

terial specifice tipului de analiză ales. 

Pentru o proprietate a unui material neliniar, se stabilesc două mărimi, cu ajutorul 

cărora se pot determina valorile acelei proprietăţi şi se introduc perechi de valori pentru 

cele două mărimi. 

Unele programe permit alegerea unui anumit material dintr-o bibliotecă de mate-

riale. 

4. Se construieşte modelul geometric al domeniului problemei, fie cu ajutorul 

programului respectiv fie cu un alt program specializat în modelare geometrică şi apoi 

modelul se importă în programul utilizat. 

5. Atribuirea tipului de element şi a materialului, pentru fiecare regiune a domeni-

ului problemei. 

Acest pas intervine atunci când domeniul problemei s-a divizat în mai multe zone, 

din materiale diferite sau în care se folosesc tipuri de elemente diferite . 

în general în cazul unei analize electromagnetice acestea sunt: 
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- regiunile de aer; 

- bobinele de excitaţie filiforme, ce pot fi alimentate cu curent sau în tensiune; 

- miezurile din material feromagnetic; 

- regiunile conductoare electric; 

- magneţii permanenţi. 

Fiecărui material şi tip de element ales i se atribuie un indicator (pointers), care la 
unele programe este un număr natural. 

Se selectează, pe rând, fiecare regiune şi se atribuie indicatorul corespunzător ma-

terialului şi al tipului de element stabilit pentru regiunea respectivă. 

6. Se stabilesc parametrii reţelei de discretizare şi tipul de reţea ce se va utiliza. 

7. Se realizează discretizarea domeniului problemei, operaţia numită meshing. 

Etapa de procesare 

1. Se alege regimul analizei care poate fi staţionar (static), sinusoidal (armonic), 

nestaţionar (tranzitoriu). 

2. Se stabilesc anumite controale, care depind de programul folosit. De obicei 

acestea vizează: 

- alegerea unei metode numerice pentru rezolvarea sistemului de ecuaţii 

liniare şi a celei pentru rezolvarea sistemului de ecuaţii neliniare, care formează 

modelul matematic al problemei. 

- alegerea unui anumit număr de iteraţii (pentru problemele neliniare) şi a 

criteriului de convergenţă. 

- selectarea mărimilor pentru care se stochează valorile, în vederea postprocesă-

rii, precum şi a numărului de valori ce se stochează. 

3. Se impun condiţiile de frontieră şi sarcinile aplicate. 

La unele programe această operaţie se poate face pentru elemente ale modelului 

geometric (linii, suprafeţe, volume, puncte) sau pentru elemente ale modelului discretizat 

(noduri, elemente). 

Deoarece înainte de a începe procesarea programul transferă condiţiile de frontie-

ră şi sarcinile, aplicate pe elementele geometrice, în nodurile modelului discretizat, ope-

raţii ce pot introduce erori, se recomandă ca aplicarea să se facă direct pe noduri sau pe 

elementele finite din regiunea respectivă, care în prealabil se selectează. 

O chestiune deosebită este reprezentată de folosirea marcatorilor (flags) pentru 
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calculul forţelor electromagnetice folosind metoda tensiunilor maxwelliene sau metoda 

forţelor generalizate (Jacobi) 

Ambele tipuri de forţe se determină pentru o componentă a modelului, de obicei 

din material feromagnetic, care trebuie să fie înconjurate complet de porţiuni de aer. 

Pentru determinarea tensiunilor maxwelliene, se selectează suprafaţa, în punctele 

căreia se doreşte calculul acestei tensiuni, căreia i se aplică ca sarcină de suprafaţă, un 

marcator ce are diverse denumiri, de exemplu Maxwell Surface (MXVF). Programul 

stochează valorile tensiunilor în elementele finite din zona de aer adiacentă suprafeţei 

respective, iar în etape de postprocesare se poate calcula rezultanta acestora, ce poate fi 

utilizată într-o analiză mecanică, pentru a determina deplasarea acelei componente. 

Metoda forţelor generalizate este o alternativă la metoda Maxwell şi se aplică tot 

pentru o componentă, care trebuie să îndeplinească condiţiile menţionate mai sus. 

6.2. Definirea modelului geometric 
Pentru a verifica rezultatele obţinute prin folosirea metodei prezentate în această 

lucrare, s-au îmbinat prin sudare cap la cap două plăci metalice cu lăţimea L=5 cm, gro-

simea S=10 mm cu rost prelucrat în Y, iar cusătura a avut lungimea de 2m. 

Având în vedere tematica lucrării, îmbinarea s-a obţinut prin procedeul MAG fo-

losind ca gaz de protecţie bioxidul de carbon. 

S-a folosit o sursă de alimentare de curent continuu, tip RST-400, cu polaritate in-

versă, DC"̂ . 

Ţinând cont de faptul că prin procedeul MAG, în mediu protector de bioxid de 

carbon se pot suda fară probleme oţeliui cu conţinut redus de carbon, sau slab aliate s-a 

folosit ca material de bază un oţel de tip OL 37 4K. 
S-a ales o sârmă electrod de tip SI lMn2Si, cu diametrul de=2 mm. 

Pentru a obţine un arc de tip spray, curentul de sudare a avut mtensitatea I s=395A, 

căruia îi corespimde o cădere de tensiune pe arc Ua=33 V. 

S-a lucrat cu o lungime liberă a electrodului Le=12 mm şi o lungime a arcului 

La=7 mm, iar viteza de sudare a fost Vs= 47,3 cm/min, la un debit de bioxid de carbon 

Q=18 1/min. 
Pe baza datelor de mai sus s-a obţinut modelul geometric prezentat în fig.6.1. 

Deci, domeniul considerat este constituit din următoarele subdomenii (regiuni): 
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1-componente; 

2-arc electric; 

3-sârma electrod; 

4-diuza pentru gaz; 

5-spaţiul ocupat de gazul de protecţie. 

Aceste zone formează domeniul principal al analizei, însă dacă nu se cunosc pre-

cis condiţiile de frontieră se mai folosesc încă două regiuni. Cu una dintre ele se mode-

lează aerul din jurul domeniului principal şi se numeşte spaţiu liber. Cealaltă este folosită 

pentru a modela scăderea la zero a inducţiei magnetice, respectiv scăderea temperaturii 

la o valoare egală cu temperatura mediului ambiant şi formează spaţiul infmit al analizei. 

Fiecare dintre aceste regiuni este aleasă de forma unui cilindru drept, coaxial cu axa de 

simetrie a modelului principal, de rază şi înălţime suficient de mare. Pentru a nu compli-

ca desenul, cele două regiuni nu s-au mai reprezentat în fig.6.1. 

Fig.6 1 

6.3.Stabilirea proprietăţilor de material 
Analiza electromagnetică implică ca, pentru fiecare mediu ce intervine, să se cu-

noască: permeabilitatea magnetică relativă Ş» rezistivitatea electrică resv. 

Analiza termică poate fi realizată numai dacă, pentru mediul din fiecare subdo-

meniu, se cunoaşte conductivitatea termică K, în caz că se admite un regim termic staţi-

onar. Pentru a putea studia un regim termic nestaţionar mai trebuie cunoscute: densitatea, 

dens şi căldura specifică c. De asemenea, în situaţia că intervin schimbări de fază, trebuie 
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cunoscută şi entalpia ent. Pentru studiul curgerii bioxidului de carbon trebuie cunoscut 

coeficientul de vâscozitate dinamică t] şi exponentul adiabatic y. 

Se subliniază faptul că acurateţea rezultatelor obţinute depinde de precizia cu care 

se cunosc proprietăţile de material menţionate. Totodată, rezultatele obţinute sunt cele 

mai apropiate de cele reale, dacă se cunosc dependenţele acestor proprietăţi de tempera-

tură, iar în cazul că intervin subdomenii ce conţin materiale feromagnetice trebuie cu-

noscute curba fimdamentală de magnetizare a materialelor respective, cel puţin prin 5 

puncte. 

In paragraful următor se prezintă aceste proprietăţi pentru mediile menţionate. O 

parte din acestea a fost preluată din literatura de specialitate, iar o altă parte au fost de-

terminate experimental de autor, în colaborare cu colegul ş.l.ing. Lucian Gruescu. 

6.3.1. Proprietăţile de material pentru componente 

După cum s-a precizat, componentele se realizează din OL 37 4K, pentru care 

proprietăţile de material se prezintă în tabelele de mai jos. 

Tabelul 6.1 
T 25,5 160 291,5 471,6 635 698 709 720,3 742 761 1000 
MT 200 190 182 161 135 104 84 35 17 1 1 

Tal 
T 0 125 250 375 500 625 750 875 1000 

Resv.lO^ 1,84 2,72 3,84 5,12 6,56 8,24 10,31 11,52 12 

belul 6.2 

Tabelul 6.3 
T 0 100 200 300 400 600 800 1000 
K 50,5 47,5 44,8 42 39,4 31 29 22 

Tabelul 6.4 
T 20 100 200 400 600 
C 465 468,9 477,35 515 569,49 

Tabelul 6.5 
T 20 600 

dens 7820 7061 

6.3.2. Proprietăţi de material pentru aer 
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Tabelul 6.6 
T 0 20 40 80 100 140 180 200 250 300 350 400 500 600 700 800 1000 

dens 1,293 1,247 1,128 1 0,946 0,854 0,779 0,746 0,674 0,615 0,566 0,524 0,456 0,404 0,362 0,329 0,277 
c 1005 1005 1005 1009 1009 1013 1022 1026 1038 1047 1059 1068 1093 1114 1135 1156 1185 

KIO' 24,4 25,1 25,9 30,5 32,1 34,9 37,8 39,3 42,7 46 49,1 52,1 57,4 62,2 67,1 71,8 80,7 
TI-10' 17,2 18,1 19,1 21,1 21,9 23,7 25,3 27,6 27,4 29,7 31,4 33 36,2 39,1 41,8 44,3 49 

6.3.3. Proprietăţi de material pentru bioxidul de carbon 

Tabelul 6.7 
T 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 
C 815 914 993 1057 1110 1154 1192 1223 1249 1277 1290 

KIO^ 14,7 22,8 30,9 39,1 47,2 54,9 62,1 68,8 75,1 80,9 86,3 
TI-10' 14 12,2 22,4 26,4 30,2 33,9 33,7 41,1 44,6 48,1 51,5 

Tabelul 6.8 
T 0 300 600 1000 

Dens 1,9767 0,944 0,618 0,423 

6.3.4. Proprietăţi de material pentru arcul electric 

în cazul procedeului de sudare considerat, având în vedere faptul că amorsarea ar-

cului electric se face după ce gazul de protecţie a ajuns într-un regim de curgere lamina-

ră, coloana arcului electric este constituită din plasmă de bioxid de carbon. 

Deoarece determinarea directă a proprietăţilor de material este dificilă, se utilizea-

ză relaţiile de calcul bazate pe teorii microscopice ce formează "Fizica plasmei". Se 

presupune că plasma este neutră şi se află în echilibru termic, ceea ce înseamnă că: 

-distribuţia particulelor este normală 

-temperatura electronică nu diferă de temperatura particulelor constituente. 

Cu excepţia spaţiului de înconjoară capătul electrodului, coloana arcului electric 

îndeplineşte aceste condiţii şi deci se pot folosi relaţiile ce se prezintă în cele ce urmează. 

Mai întâi se calculează gradul de ionizare OL, CU relaţia lui Saha: 

a flwm^ X 3 / 2 
(kT)''^ 2z. kT 

Po 
(6.1) 

unde: 

me- masa electronului; 

h - constanta lui Plank; 
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k - constanta lui Boltzmann; 

Zt- funcţia parţială a ionului; 

z -funcţia parţială a ionului neutru; 

Vi - potenţialul de ionizare; 

p - presiunea în spaţiul din jurul arcului; 

Po - presiunea atmosferică. 

Funcţia parţială (de divizare) reprezintă suma energiilor posibile de stare, Ui, a 

particulelor respective, şi se calculează cu relaţia: 

z^Zq^e-""^^ (6.2) 
io 

unde Qi este greutatea statistică egală cu numărul particulelor ce au energia Uj. 

Pentru atomii excitaţi electric sau ionizaţi, se pot considera doar primii trei ter-

meni ai relaţiei (6.2), adică: 

z - q o + q . e " " " (6.3) 

La temperatura arcului electric o bună aproximaţie este: 

qo=Zt=l (6.4) 

Pentru cazul considerat, Vi=14,3 V, iar valorile lui qi, q2 sunt date în literatura de 

specialitate. 

Densitatea se calculează cu relaţia: 

dens = , (6.5) 
(l + a)kT ^ 

unde m este masa atomică, care pentru bioxidul de carbon are valoarea m=4, iar p=po. 

Căldura specifică se determină cu relaţia: 

2 2 ^ \ 2 2 
(6.6) 

unde: 

R=8,314 J/mol K este constanta generală a gazelor; 

Qf este temperatura caracteristică de ionizare, ce se determină cu relaţia: 

Qr l ,606 10'̂  Vi (6.7) 

Se determină parametrul X al ciocnirilor cu relaţia: 
Ţ 3 / 2 

X = \aSlO'—~~ (6.8) 

unde z este nivelul de ionizare, iar Ue este concentraţia electronilor. Pentru z=l ionizarea 
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se face prin pierderea unui singur electron. 

Conductivitatea electrică se poate afla cu relaţia: 
Ţin 

a = 2,632 10 
:( ln/l) 

(6.9) 

Calculul conductivităţii termice se face pe baza relaţiei: 

•pl/2 
K= 8,324 10 -22 (6.10) 

unde: 

m - masa atomică a gazului; 

d - diametrul moleculelor; 

Q - este un parametru ce variază lent cu temperatura, şi are valori cuprinse în 0,6 

pentru T=5.000K şi 0,5 pentru T=10.000K. 

în cazul temperaturii mari, se poate folosi relaţia: 
ţ 5 / 2 

K = 4,389 10 10 

z l n X, 
(6.11) 

Alegând valori pentru temperatura T, cu relaţiile prezentate se pot calcula valorile 

corespunzătoare ale proprietăţilor de material pentru coloana arcului electric. 

Regiunea vizibilă a arcului electric are o temperatură care creşte de la IO'* K pe 

suprafaţa exterioară, până la 2-IO'* la catod. La asemenea temperatură, întâlnirile dintre 

particulele încărcate electric sunt mult mai importante decât întâlnirile dintre electroni şi 

atomii neutrii, ce domină la temperaturi joase. Ca urmare, valorile proprietăţilor de mate-

rial pentru arcul electric se pot calcula cu relaţiile lui Spizer. 

De asemenea, proprietăţile de material pentru arcul electric se stabilesc pentru 

temperaturi începând cu 5K şi sunt date în tabelul de mai jos. 

rabelul 6.9 
TKelvin 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 

CT 1,03 2,73-10^ 7,49-10^ 1,04-IO" 1,02-10'* 1,09-10" u n i o " 
dens 0,1 0,05 0,015 0,01 0,009 0,007 0,005 

C 1000 2000 7000 5000 7000 8000 6800 
K 0,144 0,625 2,417 2,644 3,961 4,936 6,498 

6.4. Analiza conducţiei electrice 
Scopul final al metodei prezentate este determinarea câmpului termic din compo-

nentele ce se sudează. 

Pentru aceasta, se utilizează două variante. 

- J 
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In prima variantă arcul electric este privit ca un mediu, aflat la temperatură con-

stantă, fără inerţie termică, care dezvoltă căldură prin efectul termic al curentului de su-

dare, pe care o transmite, prin conducţie termică componentelor şi sârmei electrod. 

In a doua variantă, se iau în considerare şi inerţia termică precum şi dependenţa de 

temperatură a proprietăţilor de material, pentru arcul electric. 

In cazul primei variante, procesele se studiază separat. Mai întâi se determină pu-

terea calorică specifică, la temperatură constantă, care este folosită ca sarcină pentru ana-

liza termică. 

Analiza conducţiei electrice urmăreşte tocmai determinarea puterii calorice speci-

fice. Modelul matematic este constituit din ecuaţia lui Poisson, pentru care necunoscuta 

principală (grad de libertate) este potenţialul electric V, din care se determină densitatea 

de curent J şi puterea calorică specifică q, cu relaţia: 

J = -agradV; q = p j ' (6.12) 

Modelul geometric este constituit doar din două componente: arcul electric şi 

sârma electrod. 

Având în vedere că se poate considera că există o simetrie plană în lungul cusătu-

rii şi transversal pe aceasta, şi ţinând cont de posibilităţile de care a dispus autorul, se fo-

loseşte modelul redus la 1/4, prezentat în fig.6.2. 

Fig.6.2 

Reţeaua de discretizare este realizată cu elemente finite 3D, de formă tetraedrală, 

cu 10 noduri, ce au forma prezentată în fig.6.3. 
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Fig.6.3 

S-a obţinut o reţea de discretizare de forma prezentată în fîg.6.4. 

Fig.6.4 

Singura proprietate de material ce interesează este rezistivitatea electrică. 

Analiza s-a efectuat pentru două temperaturi ale arcului electric, de 15000K, res-
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pectiv de 25000K, pentru care valorile rezistivităţii electrice s-au ales din tabelul anteri-

or, 7-10"' respectiv, 3,5-10 ^ Q m. 

Având în vedere că ponderea cea mai mare o are căldura dezvoltată în arcul elec-

tric, pentru componente şi sârma electrod valoarea rezistivităţii electrice s-a ales cea co-

respunzătoare temperaturii cele mai mari, pentru care se dispune de date, adică 

rsv=12 10 

Ca sarcină s-a definit intensitatea curentului de sudare, prin suprafaţa superioară a 

sârmei electrod, la valoarea de 98,75 A, deoarece se utilizează un model redus la 1/4. 

Ca şi condiţie de fi-ontieră s-a impus valoarea zero pentru potenţialul electric pe 

suprafaţa inferioară a componentelor, care, de altfel, sunt conectate la masă. 

Deoarece sursa de alimentare este de curent continuu, analiza conducţiei electrice 

se execută pentru un regim staţionar. 

Distribuţia densităţii de curent, obţinută pentru cele două cazuri este prezentată în 

fig.6.5. 

. 7 8 0 4 2 7 . 3 0 5 E + 0 8 . 6 0 9 E + 0 8 . 9 1 4 E + 0 8 . 1 2 7 E + 0 9 
. 1 5 2 E + 0 8 . 4 5 7 E + 0 8 . 7 6 2 E + 0 8 . 1 0 7 E + 0 9 

Fig.6.5 
în fig.6.6 s-a reprezentat variaţia densităţii de curent după o dreaptă ce trece prin 

axa de simetrie a arcului electric, în funcţie de distanţa măsurată de la suprafaţa inferioa-

1 2 6 G . 2 7 J 

1 1 4 4 .293 

1 0 2 2 . 3 1 2 

9 0 0 . 3 3 1 

6 5 6 . 3 6 9 

5 1 4 . 3 8 a 

4 1 2 . 4 0 ? 

2 9 0 . 4 2 b 

1 6 8 . 4 4 5 

4 6 . 4 6 4 

1.2 1 . o 2 
1 1.4 1.8 

Fig.6.13 
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ră a componentelor. 

Se observă că densitatea de curent are valoarea maximă, constantă, egală cu 
S 2 '2. 

1,25-10 A/m , respectiv 125 A/mm , în coloana arcului electric, valoare ce corespunde 

celei indicate în literatura de specialitate, precum şi celei calculate. 

Distribuţia puterii calorice specifice în coloana arcului electric, precum şi variaţia 

sa cu distanţa, în lungul dreptei menţionate pentru cele două cazuri, sunt redate în fîg.6.7, 

respectiv 6.8. 

Pentru T=15000K. 
ţxlO^ 

1 1 0 6 . 6 3 9 

9 9 3 . 1 7 8 

8 7 9 . 7 1 6 

7 6 6 . 2 5 4 

6 5 2 . 7 9 2 
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Pentru T=25000K. 
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Valoarea maximă a puterii calorice specifice intervine în coloana arcului electric, 

şi se ridică la W/kg, pentru primul caz, respectiv la 5,9-lO" W/kg pentru al doi-

lea caz. 

Se observă că şi în ceea ce priveşte puterea calorică specifică, valorile cele mai 

apropiate de cele date în literatura de specialitate se obţin pentru al doilea caz. 

Potenţialul electric se repartizează pe coloana arcului electric, aşa cum se prezintă 
în fig.6.9. 

mz 
.GBIZS ia555 37.QS SELSS. 

93B 27m 4S34 Q^TB JGBBI ASE 17.72 2S33 
3257 ZJD7 3U2 

Fig.6.9 

Este de remarcat că, pentru al doilea caz căderea de tensiune electrică pe coloana 

arcului electric are valoarea cea mai apropiată de cea impusă la proiectarea îmbinării 

(33V). 

Toate cele de mai sus conduc la concluzia că rezultatele obţinute pentru al doilea 

caz sunt cele mai apropiate de datele teoretice şi experimentale, prezentate în literatura 

de specialitate. 

Din acest motiv, în cele ce urmează, pentru arcul electric, se vor folosi proprietăţi-

le de material corespunzătoare temperaturii T=25000K, adică resv=3,510'^Qm; 

c=7000J/kg K; dens=5 10"\g/m^ K=7W/mK. 
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6.5. Analiza curgerii gazului de protecţie 
Curgerea gazului de protecţie se studiază cu scopul de a determina coeficientul de 

schimb al căldurii prin convecţie a, dintre arcul electric şi stratul de bioxid de carbon din 

jurul acestuia. 

Deoarece interesează curgerea gazului de protecţie de la ieşirea din duza de gaz, 

limita superioară a domeniului considerat este suprafaţa de ieşire a duzei de gaz, consi-

derată circulară, cu raza RD=10mm. Aceasta este raza de intrare (inlet) a modelului folo-

sit pentru studiul curgerii, pentru care se impune viteza de intrare Vjn, ce s-a calculat cu 

relaţia: 

V 
s ' 

unde Q este debitul de gaz, iar S este aria suprafeţei de ieşire a duzei. înlocuind s-a obţi-

nut Vin=l m/s. 

în mod riguros, domeniul trebuie să conţină sârma electrod, arcul electric, com-

ponentele, precum şi o anumită porţiune din spaţiul din jurul acestora. însă, deoarece in-

teresează doar schimbul de căldură prin convecţie dintre arcul electric şi gazul de protec-

ţie şi ţinând cont de posibilităţile utilizatorului, limita superioară a domeniului s-a stabilit 

la extremitatea superioară a arcului electric, iar limita inferioară pe suprafaţa superioară a 

componentelor. 

L4 AL 

-LX. 

L2 

Fig.6.10 

Din aceleaşi motive şi având în vedere că amorsarea arcului electric se face după 

ce gazul de protecţie a ajuns într-un regim de curgere staţionară, stratul din jurul arcului 

electric s-a admis de formă cilindrică, cu raza RD, coaxial cu arcul electric. 
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In aceste ipoteze, se poate admite o simetrie coaxială, şi deci se poate lucra într-un 

plan ce trece prin axa de simetrie a arcului electric, domeniul având forma prezentată în 

fig.6.10. 

Cu LI este notată zona cilindrică din jurul arcului electric cu raza RD. Pentru a nu 

limita studiul curgerii doar la această zonă, s-a prevăzut o zonă de expansiune, de forma 

unui corp de revoluţie ce secţiunea axială trapezoidală, notată cu A2. 

După cum s-a precizat în capitolele precedente, studiul transferului de căldură 

prin convecţie implică un model matematic ce conţine toate ecuaţiile prezentate. Aceasta 

necesită folosirea unei analize de curgerea fluidelor cuplată cu o analiză termică şi deci 

folosirea unor elemente finite, ce au ataşate un model elemental format din matricea de 

rigiditate şi vectorul termenilor liberi, deduse, aşa cum s-a arătat, pentru fiecare dintre 

următoarele ecuaţii: ecuaţia momentului cinetic, ecuaţia de continuitate şi ecuaţia con-

servării energiei. 

Se folosesc elemente plane, patrulatere, cu 4 noduri, reţeaua de discretizare având 

forma prezentată în fig.6.11. 

Fig.6.11 

Ca sarcină se poate introduce puterea calorică specifică din zona arcului electric, 

determinată la analiza precedentă. însă, pentru a putea determina pe a, trebuie să se defi-

nească temperatura pe suprafaţa exterioară a arcului electric, adică temperatura Ts, din 

relaţiile prezentate. Aceasta impune ca, din domeniul considerat să se excludă zona ocu-

pată de arcul electric şi astfel suprafaţa exterioară a acestuia devine fi-ontieră pentru 

domeniul considerat, şi este reprezentată prin linia Li. 

în ceea ce priveşte mediul domeniului, acesta este constituit din gazul de protec-

ţie, care iniţial se admite că ocupă zona de rază RD, şi aerul în restul domeniului. Insă, 
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având în vedere că nu există diferenţe prea mari între proprietăţile aerului şi cele ale bi-

oxidului de carbon, s-a admis că acesta din urmă ocupă tot domeniul considerat. Fiecare 

dintre proprietăţile acestuia s-a definit printr-un tabel cu două coloane, în prima fiind în-

scrise valorile temperaturii, iar în a doua valorile corespunzătoare ale proprietăţii respec-

tive. 

Ca şi condiţie de fi-ontieră, impusă de studiul curgerii, se defineşte presiimea pe 

suprafaţa de ieşire (outlet) a domeniului curgerii, egală cu presiunea atmosferică. 

Se poate admite că, la distanţă suficient de mare de zona curgerii, aerul este liniş-

tit. Pentru a fi îndeplinită această condiţie, raza zonei de expansiune Re trebuie aleasă cât 

mai mare. Practic, condiţia este îndeplinită dacă se alege Re=2RD. Această ipoteză per-

mite ca, pe suprafaţa exterioară a zonei de expansiune să se definească, ca şi condiţie de 

fi-ontieră presiunea egală cu presiunea atmosferică. 

Fig.6.12 
De asemenea, datorită aderenţei, viteza este nulă în punctul de pe suprafaţa exte-

rioară a arcului electric, care se impune ca şi condiţie de fi-ontieră pe linia Li, ce este 

frontieră a domeniului curgerii. 

Ca şi sarcină termică se defineşte temperatura Ts în punctele liniei Li, pentru care 

se aleg valori egale cu temperatura din zona vizibilă a arcului electric, menţionate anteri-

or. S-au ales următoarele valori: 5.000K, lO.OOOK, 15.000K, 20.000K, 25.000K, 

30.000K, 35.000K. 
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Pentru a stabili regimul curgerii, s-a ales ca stare iniţială aceea când în tot dome-

niul considerat temperatura este egală cu cea a mediului ambiant Ta=20 iar curgerea 

este adiabatică. în fig.6.12 s-au reprezentat rezultatele obţinute pentru: distribuţia vecto-

rilor viteză, prin săgeţi, distribuţia valorilor vitezei, sub formă de contururi, precum şi 

profilul vitezei în zona de ieşire, după o direcţie radială, distanţa fiind măsurată de la su-

prafaţa arcului electric. 

Practic, curgerea se produce numai în domeniul de rază egală cu RD, în care vite-

za are valoarea egală cu Vin. însă, din profilul vitezei, rezultă un regim turbulent, mai 

ales în zona de ieşire din duză, ceea ce era de aşteptat, având în vedere valoarea criteriu-

lui Reynolds. 

După cum s-a menţionat, în cazul de mai sus curgerea s-a presupus adiabatică, 

adică s-a fâcut ipoteza că temperatura este constantă în tot domeniul curgerii şi s-a studi-

at doar mişcarea gazului de protecţie, determinată de valoarea impusă a vitezei de intra-

re. S-au utilizat doar ecuaţiile mişcării fluidului. 

în continuare se consideră că o curgere termică, adică se are în vedere variaţia 

temperaturii în domeniul curgerii, determinată de temperatura impusă Ts, pe suprafaţa 

arcului. Pe lângă ecuaţiile mişcării se foloseşte şi ecuaţia conservării energiei. 

9 . 9 9 5 

1 .6 
1 . 4 1 . 

, (XLO---2) 
1 . 9 . 2 8 8 . ^ . 7 6 . 8 6 4 1 . 1 5 2 1 . 4 4 1 . 7 2 8 

. 1 4 4 . 4 3 2 . 7 2 1 . 0 0 9 1 . 2 9 6 1 . 5 8 4 1 . 8 7 5 

Fig.6.13 
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Ca referinţă, pentru Ts s-a ales o valoare egală cu 50 "C, şi, în fig.6.13, pe lângă 

reprezentările menţionate mai sus, s-a obţinut şi variaţia coeficientului a după aceeaşi di-

recţie radială. 

După cum era de aşteptat, se obţin aceleaşi rezultate ca în starea iniţială. 

S-au realizat mai multe analize, câte una pentru fiecare valoare a lui Ts, dintre cele 

menţionate şi s-au obţinut rezultatele precizate mai sus. 

însă, pentru ca volumul lucrării să nu fie exagerat de mare, s-au ales numai acele 

valori ale lui Ts pentru care apar modificări semnificative ale rezultatelor. 

Pentru T,=5.000 T 

V S U M 

Fig.6,14 

HFIM 
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Pentru 1^=10.000 T 
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Se observă că, Ia temperatura de 5.000 "C, zona de curgere uniformă, cu viteză 

constantă egală cu cea de intrare, se restrânge spre ieşire, creşte zona de lângă suprafaţa 

arcului electric în care viteza este nulă, ceea ce conduce la o creştere a densităţii de flux 

termic transmis prin convecţie, având ca efect mărirea coeficientului a. De asemenea, 

curgerea se extinde şi în afara domeniului de rază RD. 

Pe măsură ce creşte temperatura, aceste efecte devin tot mai pronunţate, astfel în-

cât la temperatura de 25.000 zona de curgere uniformă nu mai ajunge până la ieşire. 

De asemenea, graficul vitezei de ieşire arată că, pentru toate temperaturile, curge-

rea este laminară, zona de viteză maximă devenind tot mai îngustă. 

In tabelul 6.10 sunt date valorile lui a în nodurile de pe suprafaţa exterioară a ar-

cului electric (linia LI) pentru toate valorile lui Ts. Numerotarea nodurilor s-a făcut din-

spre zona de intrare. 

Tabelul 6.10 
50 5.000 10.000 15.000 20.000 25.000 30.000 35.000 

1 30,59 59,1 60,49 60,38 60,35 60,44 60,5 60,54 
2 29,82 48,71 45,16 51,33 45,39 45,5 45,16 44,88 
3 30,59 59,08 60,47 60,35 60,33 60,42 60,48 60,52 
4 30,62 59,07 60,46 60,35 60,32 60,4 60,46 60,51 
5 30,65 59,04 60,42 60,33 60,28 60,37 60,42 60,47 
6 30,68 58,97 60,35 60,29 60,21 60,3 60,36 60,40 
7 30,7 58,89 60,27 60,23 60,13 60,21 60,27 59,92 
8 30,72 58,8 60,118 60,25 60,03 60,12 60,18 58,12 
9 30,73 58,7 60,08 60,06 59,94 60,02 60,08 55,4 
10 30,744 58,6 59,98 59,97 59,84 59,92 59,98 47,17 
11 30,741 58,5 59,88 59,86 59,74 59,82 59,81 45,19 

Valoarea maximă a lui a este de 60,5 W/m ''C şi apare la temperatura de 35.000 

pentru nodul 3. 

în literatura de specialitate se precizează că, pentru curgerea forţată a gazelor, va-

lorile lui a sunt cuprinse între 10 W/m ''C, şi 300 W/m T , iar valorile obţinute se înca-

drează între aceste limite. 

6.6. Analize termice 
în general, la o analiză termică, ca sarcină (mărime de intrare) se poate folosi pu-

terea calorică specifică, din zonele în care se produc transformări ale unor forme de 

energie în energie internă, sau valori impuse ale temperaturii în anumite zone ale dome-

niului considerat. 

în prezenta lucrare se foloseşte prima variantă, şi deci ca sarcină se utilizează pu-
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terea calorică specifică din zonele conducătoare electric, dar mai ales din coloana arcului 

electric. Deoarece aceasta se obţine din analiza conducţiei electrice, prin esenţă orice 

analiză termică este o analiză cuplată. 

In cadrul unei analize cuplate se studiază mai multe procese, care în principiu, pot 

fi din orice domeniul al fizicii. Pentru aplicaţiile fi^ecvent utilizate în practica industrială, 

intervin procese de natură: electrică, magnetică, termică, mecanică (structurală). Pentru 

fiecare proces, se defineşte câte o analiză, iar anumite mărimi de ieşire (rezultate) ale 

unei analize sunt transferate ca mărimi de intrare (sarcini) pentru o altă analiză. 

în cazul proceselor menţionate, succesiunea analizelor şi mărimilor ce se transferă 

sunt prezentate în fig.6.17. 

Fig.6.17 

Se începe cu analiza conducţiei electrice, care se realizează pentru o temperatură 

egală cu temperatura mediului ambiant iar ca sarcină se poate folosi fie intensitatea 1 a 

curentului electric printr-o secţiune a unei regiuni conductoare a domeniului, fie căderea 

de tensiune electrică U, pe una sau mai multe regiuni conductoare. Valorile obţinute pen-

tru densitatea JA a curentului de aducţie (de excitaţie) sunt transferate ca sarcină pentru 

analiza magnetică. 
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A. 

In general, în cazul unui regim nestaţionar, prin această analiză se determină den-

sitatea curenţilor electrici induşi, care se cumulează cu JA obţinând densitatea totală JT, 

care este transferată ca mărime de intrare pentru analiza conducţiei electrice. Cu această 

densitate, prin analiza conducţiei electrice, se determină puterea calorică specifică PS, 

care este transferată ca sarcină pentru analiza termică, ce începe cu o temperatură iniţială 

TI. Temperatura T în punctele domeniului, obţinută în urma analizei termice, este 

transferată ca mărime de intrare pentru analiza conducţiei electrice şi pentru analiza 

magnetică. Proprietăţile de material sunt reactualizate pentru noua valoare a temperatu-

rii, şi în continuare lucrurile se repetă. 

Dacă se realizează şi o analiză structurală, atunci ca mărime de intrare sunt 

transferate: temperatura T, obţinută din analiza termică şi forţele magnetice F, obţinute 

din analiza magnetică. Prin analiza structurală, se determină deformaţiile D ale domeniu-

lui, care sunt transferate pentru celelalte analize. 

Din punct de vedere al modelului în care se realizează transferul rezultatelor între 

analize, se deosebesc: analize cuplate secvenţial şi analize cuplate directe (simultane). 

In prima variantă se execută separat fiecare analiză, în ordinea menţionată. Pentru 

fiecare analiză se folosesc elemente finite ce au ca şi necunoscute principale (grade de 

libertate) mărimile corespunzătoare modelului matematic, ce descrie procesul respectiv, 

iar matricea de rigiditate şi vectorul termenilor liberi trebuie să aibă forma menţionată în 

capitolele precedente, pentru modelul matematic considerat. 

Este foarte important ca să se folosească elemente finite compatibile, adică cu 

aceeaşi geometrie de bază. 

Separat, pentru fiecare analiză se defmeşte câte un mediu fizic, constituit din: do-

meniul geometric, reţea de discretizare, sarcini specifice (sarcini nominale), lăsând la o 

parte sarcinile ce urmează a fi transferate de la o altă analiză. De asemenea, se stabileşte 

regimul procesului ce se analizează. 

O secvenţă constă din executarea succesivă a analizelor în ordinea: analiza con-

ducţiei electrice, analiza magnetică, analiza termică, analiza structurală, precum şi 

transferarea rezultatelor unei analize ca sarcini pentru analiza următoare, aşa cum s-a 

precizat mai sus. 

De obicei se parcurg mai multe secvenţe până când o anumită mărime, de exem-

plu, temperatura, atinge o anumită valoare impusă, care poate fi valoarea maximă a tem-
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peraturii pentru care se cunosc proprietăţile de material. 

Parcurgerea secvenţelor se poate face manual de către utilizator, sau automat, fo-

losind o instrucţiune de ciclare, de exemplu FOR, sau DO, la care variabilei de control i 

se atribuie un număr de valori egal cu numărul de secvenţe ce se doreşte a se obţine. 

în cazul unei analize cuplate directe (simultane) parcurgerea secvenţelor se face 

automat de către însăşi programul respectiv. Evident că se vor utiliza elemente finite ce 

au ca şi necunoscute principale (grade de libertate) mărimile de stare ce intervin ca ne-

cunoscute în modelele matematice ale tuturor proceselor ce intervin. De asemenea, ma-

tricea de rigiditate elementală şi vectorul termenilor liberi elemental trebuie să fie consti-

tuite din elemente calculate cu relaţiile precizate în capitolele anterioare, pentru fiecare 

dintre modelele matematice utilizate. 

în cazul de faţă, deoarece analiza conducţiei electrice se face pentru un regim sta-

ţionar (curent continuu), se execută separat o analiză electro-termică şi una electro-

magnetică. 

în concluzie, orice analiză termică ce se prezintă în cele ce urmează, este de fapt o 

analiză cuplată electro-termică, la care ca sarcină se foloseşte puterea calorică specifică 

obţinută în urma analizei conducţiei electrice, prezentată în paragraful 6.4. 

Modelul geometric folosit este prezentat în fig.6.18. 

Fig.6 .18 

Se observă că, pe lângă modelul geometric folosit în analiza conducţiei electrice, 

intervin încă două regiuni, prin care se modelează aerul din jurul elementelor respective. 
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precum şi spaţiul infinit. Acestea se aleg de formă sferică, cu razele RS, respectiv RI. 

Acurateţea rezultatelor este cu atât mai bună cu cât razele RS, RI au valori mai mari, însă 

aceasta duce la creşterea domeniului studiat, precimi şi la dificultăţi în realizarea reţelei 

de discretizare. Din acest motiv, şi având în vedere că în jurul elementelor nu intervin pi-

ese din material feromagnetic, s-a ales RS egal cu lungimea considerată a componente-

lor, iar R1=2RS. 

Reţeaua de discretizare s-a realizat cu elemente de acelaşi tip cu cele folosite la 

analiza electrică cu restricţia că, în stratul infinit, pe direcţia radială, să existe un singur 

strat de elemente, ca în fîg.6.19. 

Fig.6.19 

O chestiune deosebită o constituie faptul că arcul electric este o sursă de energie 

termică, mobilă, care se deplasează în lungul rostului cu viteza de sudare Vs. 

Se va numi zonă oarecare în lungul îmbinării o poziţie oarecare a arcului electric 

deci o suprafaţă circulară de rază RA, situată pe suprafaţa superioară a componentelor şi 

dispusă simetric faţă de axa longitudinală a îmbinării. O astfel de zonă poate fi conside-

rată ca un singur tot, deoarece, practic, în orice moment, temperatura are aceeaşi valoare, 

în toate punctele zonei, egală cu temperatura de la baza arcului electric. 

O anumită porţiune din componente, din jurul fiecărei zone, participă la un ciclu 

termic, format dintr-o fază de încălzire, în care temperatura creşte până la o valoare ma-

ximă Tmax ca urmare a apropierii arcului electric de zona considerată, urmată de o fază de 

răcire, în care temperatura scade la o valoare minimă, Tmin, datorită îndepărtării arcului 

electric de aceea zonă. 

Se notează cu Atj durata fazei de încălzire şi cu Atr cea a fazei de răcire. 
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Insă cu programul utilizat se pot modela uneori sisteme termice în care sursa de 

încălzire este fixă. 

Soluţia aleasă constă în presupunerea că, pentru fiecare zonă, arcul electric rămâ-

ne fix în poziţia respectivă şi se execută trei analize termice tranzitorii. 

Pentru faza de încălzire se foloseşte o singură analiză cu durata Atj şi, pentru a si-

mula apropierea arcului electric de zona considerată, pe durata Atj puterea calorică speci-

fică creşte treptat de la valoarea zero la o valoare maximă egală cu cea obţinută în urma 

analizei conducţiei electrice. 

Faza de răcire s-a divizat în două subfaze, cu duratele Atri, în care încă se mai face 

simţită influenţa arcului electric asupra câmpului termic di jurul zonei considerate, res-

pectiv Atr2, în care arcul electric s-a îndepărtat suficient de mult acea zonă, pentru ca să 

nu mai aibă nici o influenţă asupra câmpului termic din jurul acestuia. 

Pentru prima subfază s-a realizat o a doua analiză termică consecutivă, cu durata 

Atri, în care, pentru a simula îndepărtarea arcului electric, puterea calorică specifică sca-

de treptat de la valoarea maximă, atinsă la finele fazei de încălzire, la valoarea zero. 

A treia analiză termică consecutivă s-a realizat pentru subfaza cu durata Atr2, în 

care, pentru a simula că arcul electric nu mai are nici o influenţă asupra câmpului termic 

din jurul zonei considerate, s-a admis că puterea calorică specifică rămâne constantă la 

valoarea zero. 

Evident că durata Atr2 este cel puţin egală cu timpul de sudare, însă o chestiune di-

ficilă a constituit-o alegerea duratelor Ati, Atri, precum şi forma de variaţie în timp a pu-

terii calorice specifice în cursul acestora. 

însă, pentru procedeul de sudare considerat, viteza de sudare având o valoare rela-

tiv mare, se poate considera arcul electric ca o sursă termică instantanee de mare viteză. 

Aceasta înseamnă că, influenţa arcului electric asupra câmpului termic din jurul 

zonei considerate se face simţită numai într-un interval de timp At de valoare foarte mi-

că, teoretic infinit mică. 

Pe această bază duratele At„ Atri s-au ales egale cu At/2, şi, în fiecare, s-a presupus 

că puterea calorică specifică creşte, respectiv scade liniar în timp. 

Pentru a stabili valoarea lui At, mai întâi s-a analizat numai faza de încălzire. 

S-a ales zona situată la mijlocul lungimii componentelor. Deoarece, la viteza de 

sudare folosită, arcul electric parcurge într-o secundă în jur de 8 mm, s-a admis că influ-
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enţa arcului electric se face simţită începând dintr-o poziţie situată la această distanţă de 

dinainte de a ajunge în zona considerată, şi până într-o poziţie simetrică, de după ce arcul 

electric a trecut de zona respectivă. Din acest motiv s-a ales At=0,5 s. 

S-au realizat mai multe analize cuplate, electro-termice, atât secvenţiale cât şi di-

recte (simultane). 

Pentru fiecare analiză s-a determinat câmpul termic din componente sub formă de 

contururi. S-a reprezentat numai câmpul termic pentru temperaturi mai mari decât o limi-

tă inferioară, impusă de 1300 "C, care este apropiată de temperatura de topire a compo-

nentelor. în felul acesta, linia corespunzătoare temperaturii de 1300 delimitează zona 

în care metalul este în stare topită, iar pe direcţia normală pe componente reprezintă chi-

ar adâncimea de pătrundere. 

De asemenea, pentru a stabili dacă după timpul At=0,5 s se atinge adâncimea de 

pătrundere estimată, durata fiecărei analize s-a ales dublă, deci de o secundă. 

S-a început cu o analiză cuplată secvenţială, în care s-a neglijat inerţia termică a 

arcului electric. 

în fig.6.20 se reprezintă câmpul termic din componente, obţinut după 0,5 s. 

Fig.6.13 
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In fîg.6.21 se reprezintă acelaşi câmp termic, obţinut după Is. 

Fig.6.21 

Din examinarea celor două figuri de mai sus, rezultă că după o secundă, adânci-

mea de pătrundere se extinde pe toată înălţimea componentelor, iar după 0,5 s aceasta se 

reduce la jimiătate. 

Deoarece îmbinarea se realizează în două treceri, înseamnă că, aproximativ, la o 

trecere adâncimea de pătrundere este egală cu jimiătate din înălţimea componentelor, ce-

ea ce se produce chiar după timpul At=0,5 s ales la început. 

De asemenea, după timpul At=0,5 s, în zona arcului electric se atinge temperatura 

de aproximativ 21.000 care este mai apropiată de valoarea indicată în literatura de 

specialitate, faţă de valoarea de 52.000 °C la care se ajunge după un timp dublu. 

în continuare s-a executat aceeaşi analiză, însă luând în considerare şi inerţia ter-

mică a arcului electric. Deoarece constanta de timp termică a arcului electric este mult 

mai redusă decât a materialului componentelor, deosebirile sunt neesenţiale şi nu s-au 

mai reprezentat câmpurile termice obţinute. 

în fig.6.22.a s-a reprezentat variaţia temperaturii după înălţimea componentelor, 

în funcţie de distanţa măsurată de la suprafaţa superioară a acestora, după timpul 

At=0,5s. 
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Pentru ca desenul să fie mai clar, s-a reprezentat variaţia temperaturii numai pe 

jiunătate din înălţime, şi deci punctul aflat la distanţa de 5 cm este chiar cel care cores-

pimde adâncimii de pătrundere stabilită anterior pentru At=0,5 s. se observă că, într-

adevăr, după 0,5 s, în acest punct se atinge temperatura de topire. 

în fig.6.22.b este reprezentată variaţia în timp a temperaturii din acelaşi punct, din 

care se remarcă că temperatura ajunge la cea de topire după un timp de aproximativ 0,5s. 

(xlO*'l) 
2 6 2 4 . 2 4 9 

a) b) 

Fig.6.22 

în scopul de a verifica rezultatele obţinute până în acest moment, s-a realizat o 

analiză cuplată, electro-termică, directă. 

Fig.6.13 
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Ca sarcini se definesc: intensitatea curentului electric prin suprafaţa superioară a 

sârmei electrod, egală cu 98,75 A, temperatura iniţială TI, egală cu temperatura mediului 

ambiant TA=20 şi potenţialul electric egal cu zero pe suprafaţa inferioară a compo-

nentelor. 

Datorită simulării spaţiului infinit, nu este necesar să se impună nici o condiţie de 

frontieră. 

După rularea analizei s-au reprezentat distribuţiile densităţii de curent, puterii ca-

lorice şi căderii de tensiune pe arcul electric. 

S-a constatat că acestea sunt foarte apropiate de cele obţinute în urma analizei 

conducţiei electrice, însă, pentru a nu mări volumul lucrării nu se mai prezintă. 

în fîg. 6.23 se prezintă câmpul termic din componente. 

Se observă că se obţin aceleaşi rezultate ca la analizele precedente, cu remarca că 

temperatura maximă din zona arcului electric ajunge numai la aproximativ 19.000 "̂ C, o 

valoare ce este mult mai apropiată de cea precizată în literatura de specialitate. 

în fig.6.24, prin săgeţi, s-a reprezentat vectorul densitate de flux termic, pentru în-

tregul sistem şi numai pentru componente. 

. 0 4 9 1 1 6 . I T T t U O . 3 3 3 B + 1 0 . 5 3 0 B + 1 0 . 7 3 6 B + 1 0 
.8a3E-K)9 . 265B-»^10 . 4 4 2 8 + 1 0 . 6 1 8 B + 1 0 .049U6 . 7 7 3 E ^ .15BBH0 .232BflO .32^+10 

.38fflH» .llffi+10 .laSBflO .27QE-H0 

Fig.6.24 

în final s-a determinat câmpul termic pentru întreg ciclul de încălzire şi răcire. 

S-a folosit o analiză cuplată, directă, electro-termică, care s-a executat în trei faze 

(paşi) de încărcare consecutive. 

Prima fază de încărcare este similară analizei de încălzire precedente, şi s-a ales 

un pas de timp de 0,05 s, ceea ce permite obţinerea rezultatelor în 10 momente de timp 

distincte. 
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Pentru a doua fază de încărcare ca sarcină s-a introdus valoarea zero pentru pute-

rea calorică specifică şi durata este tot At=0,5 s. De asemenea, s-a impus ca puterea calo-

rică specifică să scadă liniar în timp, de la valoarea maximă atinsă la finele fazei prece-

dente, ia valoarea zero, ce s-a impus ca sarcină. S-au folosit tot 10 paşi de timp. Prin 

această fază se realizează subfaza de răcire cu durata Atri. 

In ultima fază de încărcare, puterea calorică specifică se menţine la valoarea zero 

şi astfel se obţine subfaza de răcire cu durat Atr2, care s-a ales de 3 minute. 

Se subliniază faptul că nu este vorba despre 3 analize, ci de una singură, formată 

din 3 faze de încărcare. De la o fază la alta diferă puterea calorică specifică, modul de 

variaţie în timp al acesteia şi durata. 

în mod automat programul parcurge succesiv cele 3 faze, astfel încât rezultatele 

finale ale unei faze devin date iniţiale pentru faza următoare. 

Totodată, după realizarea analizei, se poate obţine orice rezultat, din orice mo-

ment al oricărei faze. 

Deoarece s-a constatat că, aşa cum era de aşteptat, rezultatele obţinute în prima 

fază sunt similare cu cele obţinute la analiza precedentă, acestea nu s-au mai reprezentat. 

Ceea ce prezintă interes este variaţia în timp a temperaturii din punctele compo-

nentelor. S-a considerat ca reprezentativ punctul aflat la jumătatea înălţimii componente-

lor după zona aleasă. 

Variaţia în timp a temperaturii din acest punct pentru întregul ciclu este prezentată 

în fig.6.25.a. 
2 1 9 7 . 3 2 0 

1 9 7 9 . 8 4 9 

1 7 6 2 . 3 7 4 

1 5 4 4 . 8 9 9 

1 3 2 7 . 4 2 4 

1 1 0 9 . 9 4 9 

8 9 2 . 4 7 4 

6 7 4 . 9 9 9 

4 5 7 . 5 2 4 

2 4 0 . 0 4 9 

2 2 . 5 7 4 

O 3 0 6 0 9 0 1 2 0 1 5 0 1 8 0 2 0 0 

1 5 4 5 7 5 1 0 5 1 3 5 1 6 5 1 9 5 

a) 
1 . 4 

Fig.6.25 

Pentru claritate, în fig.6.25.b este reprezentată variaţia în timp a temperaturii nu-

mai pentru primele două faze. Datorită inerţiei termice a componentelor, descreşterea 
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temperaturii nu va începe chiar în momentul iniţial al primei subfaze de răcire, ci cu o 

anumită întârziere. 

Tot în scopul clarităţii, în fig.6.26 se prezintă variaţia temperaturii pentru diferite 

subintervale din cursul ultimei subfaze de răcire. 

82 1 0 6 134 1 6 0 
69 9b 121 147 173 

Fig.6.26 

Rezultă că la sfârşitul ciclului considerat temperatura scade la 200 "C. 

6.7. Analiza magnetică 
In principal, prin analiza magnetică s-a urmărit obţinerea forţelor magnetice ce ac-

ţionează asupra sârmei electrod. 

S-a folosit acelaşi model geometric ca în cazul analizei termice şi elemente finite, 

cu aceeaşi formă geometrică, însă ce au ca şi necunoscute principale valorile componen-

telor Ax, Ay, Az, ale potenţialului magnetic vector. 

în fig.6.27 se prezintă prin săgeţi, vectorii forţe magnetice ce acţionează asupra 

sârmei electrod. 

Fig.6.13 
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Componentele axiale fiind orientate în sensul forţei de greutate, iar componentele 

radiale având sensul spre axa de simetrie a arcului electric, se va obţine un transfer prin 

arc spray, aşa cum s-a admis când s-a proiectat procesul de sudare. 

Se mai pot reprezenta şi alte mărimi de stare ale câmpului magnetic, cum ar fi in-

ducţia magnetică, însă pentru a nu extinde lucrarea, acestea nu se prezintă. 

6.8. Verificări experimentale 
Pentru a verifica rezultatele obţinute am măsurat temperatura dintr-un punct de pe 

faţa superioară a componentelor situat, aproximativ, la mijlocul lungimii componentelor. 

Am folosit un termocuplu tip R 87%Pt-13%Rh/Pt, cu diametrul de 0,5mm, ce 

poate măsura temperaturi de până la 1800°C, pe durată scurtă. 

Pentru a proteja termocuplul de acţiunea băii de sudare, l-am plasat în afara rostu-

lui, la distanţa de 3cm de axa longitudinală a îmbinării. 

Am început măsurările din momentul când arcul electric a ajuns în dreptul termo-

cuplului pe o direcţie normală la axa longitudinală a cusăturii, ce l-am ales ca origine a 

timpului. Valorile temperaturii le-am citit după intervale de timp precizate în tabelul 

6.11. 

Tabel 6.11 

Timp(s) 0 10 20 30 40 50 60 70 

TM("C) 1282 932 812 782 674 612 502 484 

TR("C) 1364 1014 876 824 689 648 546 502 

Abatere(%) 6,4 8,8 7,9 5,4 2,2 5,9 8,8 3,7 

Valorile măsurate ale temperaturii le-am notat cu TM, iar valorile obţinute prin 

aplicarea metodei descrise, sunt desemnate prin TR. Am calculat şi abaterea procentuală 

a valorilor TR, faţă de valorile TM. 

Se constată că abaterea maximă nu depăşeşte 10%,care se înscrie în limita su-

perioară a erorilor pentru programul folosit. 

Consider că o cauză a erorilor este şi faptul că proprietăţile de material utilizate 

pentru arcul electric nu corespund întocmai realităţii. De asemenea, o altă sursă de erori 

este şi neluarea în considerare a proceselor ce au loc în baia de sudare. 
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Cap.7. CONCLUZII. CONTRIBUŢII PERSONALE 

7.1. Concluzii 
1.Lucrarea prezintă modelele matematice complete ale tuturor proceselor ce in-

tervin mai frecvent în practica industrială. 

2.Metoda prezentată permite simularea, analiza şi optimizarea dispozitivelor şi in-

stalaţiilor de natură electromagnetică, mecanică, termică şi hidraulică, utilizate în diverse 

ramuri industriale. 

3.Spre deosebire de majoritatea lucrărilor de specialitate din domeniul sudării prin 

topire, în care arcul electric este studiat doar din punct de vedere termic, în lucrarea de 

faţă acesta este privit ca un sistem în care au loc simultan procese electromagnetice, ter-

mice şi de curgere a fluidelor, ce se influenţează reciproc. 

4.După ce s-a proiectat tehnologia de sudare respectivă, prin simularea şi determi-

narea câmpului termic cu metoda ce face obiectul acestei lucrări, apare posibilitatea unei 

optimizări. Astfel, se pot stabili curentul de sudare şi viteza de sudare, încât să se obţină 

adâncimea de pătrundere dorită, la o trecere, şi apoi numărul de treceri. 

5.Determinarea forţelor magnetice permite stabilirea modului de transfer a picătu-

rilor de metal lichid prin coloana arcului electric. Totodată, printr-un proces de optimiza-

re se pot afla valorile parametrilor tehnologici astfel încât să se obţină un mod de transfer 

dorit. 

6.Pe baza ciclului termic, din punctele componentelor ce se sudează, se poate de-

termina timpul de răcire de la 800 "C la 500 °C, tgis, care este un indicator asupra calităţii 

îmbinării sudate. De asemenea, printr-un proces de optimizare se obţine căldura ce trebu-

ie schimbată cu exteriorul pentru a obţine o valoare impusă pentru acest timp. 

7.Prin modelarea condiţiilor de frontieră de la infinit, prezentată în lucrare, se pot 

studia şi sisteme pentru care nu se cunosc condiţiile de frontieră termice sau electromag-

netice cu precizie suficient de bună. Aceasta conduce la o creştere a acurateţii rezultate-

lor obţinute. 

8.Analiza conducţiei electrice oferă posibilitatea determinării distribuţiilor densi-

tăţii de curent şi a puterii calorice specifice în regiuni cu o formă geometrică complexă, 

care practic nu pot fi determinate pe altă cale. 
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9.Prin utilizarea analizelor cuplate se reduc datele de intrare (încărcările) doar la 

cele care se cunosc cu precizie, cum ar fi curentul de sudare sau căderea de tensiune pe 

arcul electric, în cazul de faţă. 

Totodată, se ia în considerare şi dependenţa de temperatură a proprietăţilor de ma-

terial. 

10.Posibilitatea de a putea determina coeficientul de schimb de căldură prin con-

vecţie este foarte utilă în studiul şi optimizarea procesului de răcire a dispozitivelor şi in-

stalaţiilor electromagnetice cum ar fi maşinile şi aparatele electrice. 

11.Metoda prezentată permite obţinerea proprietăţilor de material, şi mai ales de-

pendenţa lor de temperatură, care nu pot fi determinate direct, experimental, cum ar fi 

cele ale arcului electric. Pentru aceasta, se realizează sistemul respectiv şi se măsoară va-

lorile unor mărimi, de exemplu, temperatura în anumite puncte. Pentru proprietăţile res-

pective se introduc valori iniţiale, alese de utilizator din literatura de specialitate. Se mo-

delează şi se analizează sistemul prin metoda prezentată. Printr-un proces de optimizare 

se obţin valorile proprietăţilor astfel încât temperatura în punctele alese să aibă valorile 

stabilite experimental. 

12.Cu ajutorul analizei electromagnetice, prezentate în lucrare, se poate analiza 

câmpul magnetic al oricărui dispozitiv electromagnetic, de exemplu o maşină electrică. 

Folosind un proces de optimizare se pot stabili unele caracteristici geometrice: forma po-

lilor, mărimea întrefierului, astfel încât să se obţină o anumită distribuţie a inducţiei 

magnetice sau a forţelor magnetice. 

13.Lucrarea este utilă şi programatorilor, deoarece prezintă relaţiile necesare im-

plementării pe calculatorul electronic a metodei elementelor finite. 

14.Metoda prezentată în lucrare poate fi utilizată de toţi cei ce au ca domeniu de 

activitate aplicaţiile inginereşti ale proceselor fizice. 

15.Lucrarea va fi folosită de autor ca bază pentru studiul altor sisteme şi mai ales 

a maşinilor electrice. De asemenea, chestiunile teoretice vor fi folosite de autor în activi-

tatea sa didactică. 

7.2. Contribuţii personale 
7.2.1.Contribuţii teoretice 

l.Dterminarea expresiei timpului de răspuns al buclei de măsură şi stabilirea con-
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diţiilor pentru obţinerea unui timp de răspuns minim. 

2.Stabilirea mai exactă a timpului de răspuns a unui conductor cilindric plin şi a 

unui conductor cilindric gol. 

3.Deducerea expresiei complete a tensiunii de ieşire pentru amplificatoare opera-

ţionale utilizate ca circuite de integrare şi de derivare 

4.Modelarea arcului electric ca parte a unei instalaţii de sudare electrică, şi, pe ba-

za modelului, determinarea variaţiei în timp a curentului de sudare. 

5.Definirea mai exactă a constantei de timp a arcului electric. 

6. Stabilirea condiţiilor complete ce trebuie impuse pentru a asigura univocitatea 

soluţiei modelului potenţialelor electromagnetice. 

7.Deducerea condiţiilor de frontieră ce trebuie impuse pentru rezolvarea modelu-

lui potenţialelor electromagnetice cu metoda elementelor finite. 

8.Deducerea formei generale a ecuaţiei conservării energiei. 

9.Obţinerea formei generale a ecuaţiilor mişcării unui mediu continuu, care să fie 

valabilă şi pentru un regim de curgere turbulentă. 

lO.Stabilirea unui model cu ajutorul căruia să se poată determina coeficientul de 

schimb de căldură prin convecţie. 

11.Stabilirea caracteristicilor ce trebuie să le posede elementele finite. 

12. Justificarea metodelor de asamblare a modelelor numerice elementale în mode-

lul numeric global. 

13.Stabilirea relaţiilor pentru calculul elementelor matricei de rigiditate şi a vecto-

rului termenilor liberi ce intervin în modelul numeric elemental. 

14.Introducerea unui operator ce permite scrierea condensată a modelului numeric 

elemental. 

15.Deducerea modelului numeric necesar pentru realizarea unei analize cuplate. 

16.Deducerea setului complet de relaţii pentru proiectarea circuitelor de integrare 

şi a celor de derivare. 

17.Stabilirea relaţiilor de transformare pentru obţinerea elementelor finite parame-

trice. 

18.Folosirea elementelor finite parametrice pentru discretizarea porţiunilor curbe 

ale domeniului considerat. 

19.Justificarea schemei electrice bloc a aparatului pentru măsurarea diferenţelor 
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pantelor curentului de sudare. 

20.Stabilirea etapelor de lucru cu metoda elementelor finite. 

7.2.2.Contribuţii experimentale şi practice 

1.Experimente şi încercări în vederea realizării aparatului de măsurare a diferenţei 

pantelor curentului de sudare. 

2.Ajustarea parametrilor aparatului pentru măsurarea diferenţei pantelor curentu-

lui de sudare. 

3.Determinarea experimentală a dependenţei de temperatură pentru permeabilita-

tea magnetică relativă a unor oţeluri. 

4.Determinarea experimentală a curbei fimdamentale de magnetizare pentru 

OL374K, cu ajutorul aparatului Epstein. 

5.Determinarea experimentală a ciclului de histerezis dinamic pentru OL374K, cu 

ajutorul calculatorului electronic. 

6.Determinarea experimentală a rezistivităţii electrice a arcului electric. 

7.Determinarea cu precizie ridicată a timpului de răspuns în funcţie de rază, pen-

tru un conductor cilindric plin, respectiv gol. 

S.Proiectarea aparatului pentru măsurarea diferenţei pantelor curentului de sudare. 

9.Testarea aparatului de măsurare a diferenţei pantelor curentului de sudare cu 

ajutorul unui program de simulare a circuitelor electrice. 

10.Folosirea unui program de simulare a circuitelor mixte, analog-digitale, pentru 

a studia modalităţile care să conducă la eliminarea "agăţării" circuitelor de integrare şi a 

intrării în oscilaţie a circuitelor de derivare. 

11. Modelarea arcului electric şi a sursei de alimentare cu un program de simulare 

a circuitelor electrice. 

12.Proiectarea unui şunt bifilar pe baza timpului de răspuns. 

13.Proiectarea unui şunt coaxial pe baza timpului de răspuns. 

14.Proiectarea unui divizor de tensiune mixt pentru fimcţionarea în regim dina-

mic. 

mixt. 

15. Determinarea experimentală a răspunsului indicial la di vizorul de tensiune 

16. Determinarea experimentală a răspunsului în frecvenţă a di vizorului de tensiu-

ne mixt. 
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17.Determinarea coeficientului de schimb de căldură prin convecţie între arcul 

electric şi gazul de protecţie. 

18.Determinarea câmpului termic la o îmbinare sudată cu metoda elementelor fi-

nite. 

19.Determinarea distribuţiei densităţii de curent şi a puterii calorice specifice la o 

îmbinare sudată cu metoda elementelor finite. 

20.Determinarea forţelor magnetice ce acţionează asupra sârmei electrod cu me-

toda elementelor finite. 

21. Determinarea variaţiei în timp a temperaturii dintr-o îmbinare sudată cu meto-

da elementelor finite. 

22.Folosirea unor analize cuplate, cu elemente finite, pentru studiul proceselor de 

sudare cu arc electric în mediu de gaz protector. 
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