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INTRODUCERE 

Scopul tezei 
• 

Pe parcuisul lucrării sunt abordate aspecte fundamentale ale teoriei şi probleme 

ale tehnicii de utilizaie a transformatorului de curent, aducându-se unele precizări 

asupra comportamentului acestuia în regim tianzitoriu al reţelei în care funcţionează ca 

traductor. 

Obiectivul tezei este de a obţine răspunsul transfonnatorului de curent, 

considerat ca un dispozitiv neliniar cu liistereză şi pierderi, la un cuient de defect al 

sistemului electioenergetic. Deoarece acest curent constituie o mărime de intraie în 

calcule, el trebuie cunoscut (fie ca expresie analitică, fie ca fonnă experimentală de 

variaţie). 

Deşi intiat în practică de peste un secol, transformatorul de curent (pe tot 

parcursul textului va fi identificat prin sigla TC), fiind un dispozitiv tehnic ce conţine 

elemente neliniare este departe de a fi cunoscut exliaustiv. Există multe aspecte 

neabordate analitic, cu toate că experienţa de exploataie sugerează uneori abordări 

calitative. 

In teză se prezintă o metodă analitică de descriere a caiacteristicii magnetice 

neliniare a TC ţinându-se cont de pierderile în miezul feromagnetic datorate curenţilor 

turbionari. Deteiminarea curentului secundar şi a erorii TC în condiţiile saturăiii 

miezului său magnetic şi ţinând seama de pierderile menţionate pe timpul regimului 

tranzitoriu sunt abordate pe baza unor metode numerice adecvate, folosind funcţiile 

spline. Se prezintă, pentiu comparaţie, caracteristici magnetice calculate cu alte 

metode, precum şi determinări experimentale. 
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Studiul TC este aprofundat pe direcţie verticală, ca subiect în sine, dar conţine 

şi abordări pe direcţie orizontală, deoarece, oricât de specializat ar fi, el reprezintă o 

componentă funcţională în cadiul sistemului electroenergetic şi necesită cunoaşterea 

comportării tutmor echipamentelor implicate în producerea, tiansportul şi distribuţia 

energiei electiice. 

Teza încearcă abordarea analizei comportamentului TC în regim tranzitoriu pe 

baze analitice, cu scopul de a oferi ,un răspuns cât mai complet asupra acestei 

problematici şi asupra implicaţiilor produse prin luarea în consideraie concomitent a 

neliiiiaiităţii caiacteristicii magnetice, a pierderile din miezul feromagnetic şi a 

răspunsului TC la excitaţii caracteristice multor cazuri de exploatare, în care apare o 

componentă periodică peste care se suprapune o componentă aperiodică amortizată 

[37], [62], [91], [105], [112], [143], [187], 

Pentru a avea o finalizare concretă a studiului, s-a luat în considerare 

paiticipaiea TC în cadrul protecţiei prin relee a sistemului electroenergetic. Aceasta 

reprezintă o paite vitală a oricăiei reţele de putere; rolul său este aproape neglijabil în 

timpul funcţionării nomiale, dar devine foarte important atunci când apai" avarii, 

defecţiuni sau regimuri anonnale de funcţionale. 

Răspunsul TC nu poate fi folosit pe depliii fară o cunoaştere a funcţionării 

întregului sistem, atât în condiţii nonnale, cât şi în timpul avariilor. Adăugate acestor 

infomiaţii, rezultatele obţinute pe baza contribuţiilor din teză ar putea constitui 

fundamentul unor studii specializate în unele domenii de interes, cum ar fi exploatarea, 

dezvoltarea sau managementul sistemului electroenergetic. Abordarea unei arii de 

cunoştinţe atât de extinse nefiind posibilă în cadrul tezei, am luat în calcul, dintie toate 

avariile care pot apare în reţea, numai regimuri tianzitorii de tipul scurtcircuitului. 

Acestea constituie în mod nemijlocit regimuri ale căror componente aperiodice pot 

avea o influenţă importantă asupra funcţionării corecte a TC, considerat ca tiaductor 

pentm protecţia prin relee [37], [58], [59]. 
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Planul lucrării 

Teza este sti-ucturată în trei capitole. Primul dintie ele este dedicat prezentăiii 

ecuaţiilor TC, a modului de luare în considerare a caracteristicii magnetice neliniaie a 

acestuia, a pierderilor prin curenţi tuibionari în miezul său feromagnetic, precum şi a 

schemei echivalente aferente. Este prezentată analiza liniară a TC în regim tianzitoriu 

al reţelei şi o discuţie privind influenţa caracteristicilor sistemului în caie acesta este 

introdus asupra plajei de valori luate în consideraie la calculul coeficienţilor de 

supraîncărcare. Stadiul actual al metodelor de calcul folosite în domeniu a fost 

concretizat într-un referat de doctorat, în teză fiind avansate unele soluţii de sinteză 

noi. 

Capitolul al doilea se referă la modelarea fenomenelor de saturaţie şi histereză 

magnetică, pornind de la analiza unui număr mare de exemple de calcul analitic 

întâlnite în literatură. Fireşte că tentativa de abordare a acestei chestiuni a debutat cu o 

încercare de sinteză şi ordonare a cunoştinţelor actuale în domeniu; rezultatele care au 

fmalizat etapa preliminară a studiului sunt prezentate înti-un alt referat de doctorat. 

Majoritatea abordărilor au fost făcute asupra unor cercetări caie permit generalizări. 

Există în acest sens câteva lucrări care pot fi considerate clasice - [7], [49], [95], [96], 

[182]. Modelele uzuale întâlnite neputând modela caiacteristica magnetică a TC pe 

domenii extinse, este efectuat un studiu asupra posibilităţilor de a descrie caiacteristica 

magnetică neliniară a miezului TC cu ajutorul mai multor metode bazate pe funcţii 

spline, exploatând la maximum informaţiile oferite de datele experimentale. 

în ulimul sfert de secol, teoria precum şi practica funcţiilor spline în diferite 

compartimente ale analizei numerice au cunoscut o dezvoltare considerabilă. Apariţia 

unor cercetăii noi, împreună cu aplicaiea altora mai vechi în diverse ramuri ale tehnicii 

şi ştiinţelor naturii face ca numărul lucrărilor accesibile în domeniu să se cifreze la 

ordinul miilor. De aceea, încercarea de a face o sinteză ordonată din punct de vedere 

ingineresc a rezultatelor cu caracter aplicativ a presupus un efort serios, amplificat, pe 

de o parte de necesitatea explorării multor domenii în care teoria funcţiilor spline şi-a 

găsit aplicaţii multiple, şi pe de alta de faptul că există direcţii în care această teorie nu 
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este (încă) completă. Aceste iîincţii constituie ustensile adecvate aproximării optime a 
/N 

datelor experimentale. In încheierea capitolului se prezintă o metodă originală de 

calcul a răspunsului TC cu saturaţie şi pierderi pentiu regimul tianzitoriu de 

scuitcircuit din reţeaua în care este conectat. 

Capitolul al treilea prezintă calcule şi verificări experimentale, rezultatul obţinut 

cu ajutoml lanţului de programe elaborate fiind validat prin utilizarea expresiei 

analitice a soluţiei pentm cazuri particulare. Se fac studii funcţionale asupra 

dependenţei erorii şi se evidenţiază consideraţii referitoare la alegerea unui 

tiansfonnator după criteriul de asiguiare a preciziei în regim tranzitoriu. 

Metoda originală de analiză şi simulaie a TC care face obiectul tezei se pretează 

ca adecvare şi relevanţă la a fi folosită şi în alte domenii care conţin elemente 

neliniare. Lanţul de programe utilizat poate fi întrebuinţat la obţinerea soluţiei oricărei 

ecuaţii diferenţiale neliniaie, reducând în acest fel număiiil problemelor care nu pot fi 

rezolvate în întiegime şi satisfăcător. Metodele originale de descriere a caracteristicii 

magnetice pe domenii extinse pot fi preluate în orice domeniu unde acest lucru este 

necesar (Maşini electrice. Automatică, etc.), în funcţie de datele existente, constrângeri 

şi precizia dorită a rezultatului. 

Citatele care deschid capitolele ca motto marchează recunoaşterea adevărului că 

nu există cunoaştere finală, că orice aprofundare deschide o nouă problematică, 

precum şi faptul că dualitatea abordării, atât analitică cât şi numerică, poate conduce la 

o constmcţie coerentă printi-o abordare în esenţă discontinuă. Cele două faţete 

complementare ale fenomenului, una fatalistă şi alta constiuctivă sunt bazate pe 

aceeaşi stiuctură discretă a realităţii percepute sub foraiă de continuu. 

Lucrarea este însoţită de o bibliografie de două sute de titluri (caie însumează 

tratatele, monografiile şi articolele consultate penti u cercetaie), de un index de nume 

citate şi de anexe. Este adoptat sistemul zecimal anglo-saxon al numerotării capitolelor 

şi al diviziunilor acestora introdus de Feano. Notaţiile matematice utilizate sunt 

explicate în Anexa m-. 1. 
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Dacă jx)sibililulca dc a greşi cslc 
nicrcii prc/ciUă, explorarea este 
ix)lcntial ncliinilală. Aceasta 
indelerminare a cunoaşterii noastre 
implică o oarecare impreci/ie. 

Charles S. Pcirce. 1984 [I27J 

Capitolul 1 

ECUAŢIILE DE FUNCŢIONARE ALE 
TRANSFORMATORULUI DE CURENT 

/./GENERALITATI 

Primul brevet de invenţie având ca obiect un transfonnator de curent datează 
» 

din anul 1882, iar prima teză dc doctorat cu un subicct din accst domeniu a fost 

susţinută în anul 1909, conform [50], 

Transfonnatorul de curent este un dispozitiv electromagnetic de largă utilizaie 

în regim permanent sinusoidal, care sei"veşte la extinderea domeniului instrumentelor 

de măsură, având un raport de transfomiaie cunoscut şi menţinut cu mare precizie, 

putând fi realizat cu erori mici, atât de modul cât şi de fază. De asemenea, el reprezintă 

un mijloc de separaţie galvanică, izolând circuitele de măsură şi protecţie de cele de 

înaltă tensiune în care circulă curenţii care trebuie măsuraţi. 

Ţinând seama de aceste avantaje, este firească dorinţa de a utiliza TC şi în 

evaluarea caracteristicilor curenţilor tianzitorii din reţele, aparate şi maşini electiice, 

pentru a cerceta funcţionarea acestora în diferite regimuri. 

O situaţie asemănătoare există şi în cazul TC folosite ca traductoaie pentiii 

echipamentele de protecţie cu acţiune rapidă din reţelele de înaltă tensiune. Aceste 
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/ Hcuatiilc ele fiincltonarc ale Iransformalorului de curent 

echipamcntc au rolul să sesizeze şi să îiilăture defecte în intei-vale de timp foarte 

scurte, atingând în unele condiţii valori mai mici decât două perioade ale tensiunii 

alternative de frecvenţă industrială, începând cu momentul apariţiei defectului (timp în 

caie este inclusă sesizarea avariei şi comanda întreruptorului principal din circuit, 

declanşarea acestuia depinzând de inertia echipamentului fizic existent). 

Intie TC pentm echipamentele de protecţie cu acţiune rapidă şi acelea pentru 

protecţie cu acţimie întârziată există, evident, o diferenţă importantă. In timp ce pentru 

ultimele tiinpul de întârziere al protecţiei (peste 1 s) este atât de mare încât componenta 

apeiiodică a cuientului primar de scurtcircuit se amortizează înainte ca protecţia să 

acţioneze, la TC pentioi echipamentele de protecţie cu acţiune rapidă comportarea lor 

sub acţiunea componentei aperiodice are un rol esenţial, în special dacă principiul de 

lucm se bazează pe diferenţa sau suma curenţilor, cum este cazul protecţiei diferenţiale 

sau a celei de distanţă [37], [91]. 

Problema comportării TC în regim tranzitoriu a fost abordată până în prezent de 

obicei pe baza unor aproximaţii simplificatoare, în ipoteza unei caiacteristici de 

magnetizare liniare şi a neglijăiii pierderilor în miezul feromagnetic [62], [112]. 

Pe lângă aceste aproximaţii, unii autori simplifică şi mai mult studiul, 

divizându-1 în două probleme partiale şi suprapunând apoi soluţiile particulare 

obţinute. Astfel, sunt considerate separat comportările TC în regim peimanent periodic 

la frecvenţă industrială şi în regim aperiodic amortizat, aceste situaţii suprapuse dând 

tocmai regimul tranzitoriu corespunzător unui scurtcncuit în cazul teoriei liniaie [143]. 
/s 
In cazul idealizat al regimului liniar se poate obţine o rezolvare analitică a problemei 

funcţionării TC în regim tianzitoriu de scurtcircuit [112], a erorilor care apai" şi a 

parametiilor ce intervin în alegerea sau dimensionarea tiansfoimatorului destinat să 

funcţioneze în regimuri de scurtcircuit [105]. 

10 
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Figura nr. 1.1 
Reprezentarea schematică a TC 

1.2 PRINCIPIUL DE FUNCŢIONARE 

TC este fomiat dinti-uii circuit feroinagnctic (3) pe care se găsesc plasate cele 

două înfăşurări, primară (1) şi secundară (2), confonn figurii nr. 1.1. înfaşuiările sunt 

stiăbătute de fluxul magnetic 

comun (j), fiecaie dintie ele 

prezentând şi un flux de dis-

persie, (|)a, şi respectiv (t)a2-

TC alimentează un consuma-

tor cu caracter inductiv. 

In tot cuprinsul tezei 

se va considera că TC func-

ţionează în regim cvasi staţio-

nar, adică se neglijează densitatea curentului de deplasare = c — faţă de densitatea 

cmentului de conducţie J=oA\ în metale, presupunerea este admisibilă la frecvenţe de 

lucru / « l O ' ^ Hz [180]. Frecvenţa industiială ( / = 50 Hz), la care lucrează TC, 

justifică abordările care ţin seama de această ipoteză. 

în secundar, înfaşurarea fiind realizată din conductor cu secţiune mică, influenţa 

efectului pelicular este neglijabilă, fiind posibilă acceptarea ipotezei repartiţiei 

unifomie a curentului pe secţiunea acestuia. Supraîncărcarea TC se consideră a fi în 

mod practic de scurtă durată, în aşa fel încât se poate neglija modificarea rezistenţei 

înfăşurării în raport cu temperatura. Se neglijează, deasemenea, pierderile suplimentare 

în izolaţia TC. Se presupune că în apropierea TC nu există piese feromagnetice prin 

care să se închidă linii din câmpul magnetic de dispersie al acestuia. 

Pentru precizaiea ecuaţiilor de funcţionare ale TC vom folosi notaţiile din 

figura nr. 1.1, tensiunile, curenţii şi fluxurile fiind exprimate în valori instantanee. 

11 
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/ Ecuaţiile de funclionarc ale transfornialorului de curent 

Legea inducţiei elcctiomagnctice, aplicată pe un contur care merge de-a lungul 

firului înfăşurării secundare şi se închide de la un capăt la altul după o linie a tensiunii 

la borne, se poate scrie: 

d/ d/ 

în care este fluxul magnetic total caie străbate înfaşuiaiea secundară. Integiala de 

linie a intensităţii câmpului electric de-a lungul acestei curbe, întie punctele k şi I, este 

chiai" tensiunea la borne, adică: 
1 
£-d7 = //2. (1.2) 

Considerând relaţiile (1.1) şi (1.2) şi aplicând teorema a doua a lui Kirchhoff în 

secundarul TC, se obţine: 

,sau: (1.3) 
Qt 

, unde (1.4) 

(1.5) 
dt 

reprezintă tensiunea electromotoare indusă de fluxul magnetic total ce stiăbate 

înfaşuiarea secundară. 

Fluxul magnetic total care traversează înfăşurarea secundară poate fi 

descompus după cum urmează: 

Vl/2=¥u2+¥d2, (1-6) 

unde Vu2 este fluxul magnetic util, care tiaversează ambele înfaşurăii, iar este 

fluxul magnetic de dispersie secundar, care traversează numai înfaşuraiea secundaiă. 

Calea de închidere a fluxului de dispersie fiind prin aer, prezintă o reluctanţă 

magnetică de valoare mare şi practic constantă [180]. De aceea, acest flux este 

propoiţional cu curentul care îl generează şi pennite definirea miei inductivităţi de 

dispersie, de asemenea constante: 

(1.7) 

12 
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/ Ecuaţiile de funclionarc ale transfornialorului de curent 

In cazul în care amândouă înfaşuiăiile sunt parcuise simultan de curenţi, fluxul 

magnetic rezultant comun ambelor, (j), se numeşte flux magnetic principal sau flux 

magnetic rezultant util [180], 

Notând cu R^ rezistenţa înfăşurării secundare a TC între bornele k şi I şi ţinând 

seama de (1.3), (1.6), (1.7) şi de faptul că: 

• ( 1 . 8 ) 
at 

se poate scrie ecuaţia circuitului secundar al TC: 

+ + (1.9) 

L şi R reprezentând paiametiii sarcinii. 

Pe de altă parte, legea circuitului magnetic aplicată de-a lungul unei linii de flux 

magnetic principal (vezi figura m*. 1.1) conduce la: 

<)// • d/ = n,/, + n̂ /z = n,/,o. (110) 

Curentul ecliivalent este o măiime uzual folosită în literatura de specialitate ([50], 

[125], [129], [130]). Ea este intiodusă în principal din raţiuni de calcul şi are 

semnificaţia unui curent care tiecând prin înfaşuiarea primaiă ai* produce aceeaşi stare 

de magnetizare ca şi în situaţia reală, în caie cele două înfaşuiări sunt paicurse de 

curenţii /, şi respectiv . 
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1.3 CARACTERISTICA MAGNETICA 
A CIRCUITULUI FEROMAGNETIC 

Deoarcce circuitul magnetic al TC conţine un miez feromagnetic, caracteristica 

de magnetizare nu este liniară. Legătura între ccuaţiile (1.9) şi (1.10) este dată de 

proprietăţile circuitului feromagnetic pe baza caracteristicii magnetice neliniare, căreia 
* 

îi corespund relaţii de fomia: 

'.o (111) 

Fonnula scoate în evidenţă faptul că valoarea momentană a curentului echivalent /,o 

depinde de valoaiea iniţială a fluxului magnetic, de valoarea lui momentană şi de 

modul său de variaţie în timp (aceasta din unnă fiind luată în considerare în foimulă în 

ipoteza că (j)(/) este o funcţie derivabilă de n ori). 

în literatură există şi relaţii similare cu (1.11), dar în caie dependenţa este 

inversă, flux - curent, [49], [57], [75], [84], [87], [90], 

în cazul TC, regimului pcnnanent periodic al cuientului primar îi corespunde 

un regim pemianent periodic de magnetizare a miezului. Ridicând experimental 

caracteristica (1.11) corespunzătoare acestui regim, se obţin cicluri de magnetizare caie 

pot fi simetrice sau nesimetiice, după cum magnetizarea miezului aie loc în acelaşi fel 

în ambele sensuri, sau nu. Magnetizaiea periodică nesimetiică a TC poate fi cauzată de 

o magnetizare remanentă importantă a miezului său [19], [165]. 

La un circuit feromagnetic dat, aspectul şi dimensiunile ciclurilor de 

magnetizare depind de frecvenţă şi de fonna de variaţie în timp a fluxului magnetic 

[90], [180]. 

Un studiu al fenomenului neliniar legat de prezenţa în circuit a miezului TC 

necesită o expresie analitică a ciclului de magnetizaie. Foarte mulţi autori au propus un 

număr imens de relaţii cu această finalitate [49], [50], [57], [75], [84], [87], [122], [124], 

[136], [152], [166], [189]. Bazându-ne pe toată această bibliografie, extinsă pe mai mult 
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/ Eciialiilc de funcţionare ale transformatorului de curent 

de uiî secol, se poate obţine o formulă de tip (1.11) care generalizează rezultatele 

cunoscute, fiind totodată simplă, uşor de aplicat, precisă, coeficienţii necesari 

calculându-se imediat din setul de date experimentale. 

Pentiai a putea descrie analitic pierderile prin curenţi turbionari care apai' în 

miezul feromagnetic al TC vom pomi de la o analiză simplificată aproximativă a 

relaţiei (1.10), care poate fi pusă sub fonna: 

e = | / / - d / = / / - / , ' (I.I2) 

unde H este intensitatea câmpului magnetic din miez, presupusă constantă pe 

secţiunea acestuia, iar / este lungimea liniei de câmp mijlocii. In regim staţionar, 

această solenaţie este datorată curentului echivalent: 

e - e , ( 1 . 1 3 ) 

în regim vaiiabil, la solenaţia Ĝ  a înfaşuiării primaie trebuie adăugată 

contribuţia curenţilor turbionari induşi în miezul feromagnetic de variaţia în timp a 

fluxului magnetic. în cazul TC, miezul fiind alcătuit din tole subţiri, izolate între ele şi 

dispuse longitudinal faţă de liniile de câmp magnetic, căile de închidere ale curenţilor 

turbionari, caie sunt situate în planuii tiansversale, prezintă o rezistenţă de valoare 

mare. La frecvenţă industiială, reactanţele acestor căi de închidere sunt neglijabile în 

raport cu rezistenţele lor, iar curenţii turbionari rezultă proporţionali şi aproape 

sinfazici cu tensiunea electiomotoare indusă în miez [180]. De aceea, contribuţia lor la 

magnetizarea miezului este practic echivalentă cu o solenaţie, în fază şi 

proportională cu tensiunea electromotoare corespunzătoaie fluxului fascicula:' util: 

(1.14) 
' d/ n, d/ 

unde k>0 este o constantă proporţională cu lungimea circuitului şi invers 

proporţională cu reziştivitatea materialului miezului. Ţinând seama de această 

solenaţie suplimentară, legea circuitului magnetic (1.12) se poate scrie: 

k HM̂  
9 = 9,+9^ / , o - — — = / / • / ,sau: (1.15) 

n, d/ 
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k HM-* 
+ (1.16) 

n, d/ 
Din relaţia (1.16) se poate obsci-va că din cauza curenţilor turbionari ciclul de 

magnetizare este mai lat decât cel ridicat în prin puncte: dacă d//d/>0 şi deci 

d^/d/ > O, la cuientul /,o = / / //n, se adaugă o cantitate pozitivă. Vârfurile ciclului îşi 

păstrează locul, deoarece fiind puncte de exdem d4^/d/ = O şi cuientul este egal cu cel 

corespunzător ridicării prin puncte a ciclului de histereză al materialului, /,o = / / //n,. 

Conform acestei analize rezultă că ciclul de magnetizare al TC depinde de 

frecvenţă (este cu atât mai lat cu cât frecvenţa e mai maie, respectiv cu cât |d4^/d/| e 

mai mare) şi de modul de variaţie în timp a fluxului magnetic. 

Această primă aproximare poate fi îmbunătăţită, luând în calcul neliniaritatea 

caracteristicii de magnetizare. Cu ajutorul ciclului de magnetizare al miezului se poate 

determina curentul echivalent. în regimul peimanent periodic sinusoidal simetric de 

magnetizare a miezului, din cauza pierderilor în fier, curentul echivalent /,o nu este în 

fază cu fluxul (j); el se poate descompune înti-o componentă în fază cu fluxul: 

(117) 

numită componentă de magnetizare (sau reactivă) şi o componentă ortogonală cu 

fluxul: 

(118) 

numită componentă activă (sau disipativă). Ungliiul dintie /,o şi ^ se numeşte unglii 

de pierderi, mărimea lui depinzând de calitatea materialului magnetic şi de inducţia 

maximă în miez [191], 

Relaţia (1.17) corespunde caracteristicii de magnetizaie a circuitului magnetic al 

TC, iar relaţia (1.18) rezultă cunoscând dependenţa: 

= (1.19) 

a pierderilor prin curenţi turbionari în miez în funcţie de pulsaţie, cu amplitudinea 

fluxului ca parameti-u. 
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Dacă fenomenul de histereză nu ar avea loc, curba (1.17) s-ar putea constiui 

uşor, detenninând pe caracteristica de niagnetizme pcntiu fiecare valoare a fluxului 

\aloarea corespunzătoare a curentului echivalent şi aşezând această valoare a lui /,o pe 

aceeaşi ordonată cu fluxul magnetic. Unind extiemităţile acestor ordonate se obţine 

curba curentului magnetizant; ca este cu atât mai ascuţită cu cât satuiaţia miezului este 

mai mare. Atunci când are loc fenomenul de histereză constiiicţia este mai complicată, 

dar se face în mod similai", apăiând îii plus şi o distingere a snnetriei curbei pe 

sferturile de perioadă. Ca minaie a fenomenului apai" pierderile prin histereză, p̂ ,̂ în 

miezul feromagnetic al TC. Acestea sunt proportionale cu aria suprafeţei delimitate de 

ciclul de histereză determinat prin puncte [129], [180], [191]. 

Caracteristica fundamentală dc magnetizaie [191] a circuitului feromagnetic al 

TC se poate aproxima analitic prin polinoame impaie [49], [75]. Componenta activă 

corespunzătoare pierderilor prin curenţi tm bionaii în miez are expresia [50]: 

('.20) 
0) at 

astfel încât ajungem la aproximarea ciclului de magnetizare printi-o expresie de forma: 

+ (1.21) 
0) o/ 

Determinarea coeficientului a,, trebuie să se facă ţinându-se cont de ambele 

componente ale curentului /,o: 

(1-22) 

Atunci când fluxul se anulează, curentul are valoarea corespunzătoare câmpului 

coercitiv al circuitului feromagnetic al TC, adică: 

/,(,(o)=/, ; în acest caz, relaţia (1.22) devine: (1-23) 

/c=w(o)+ao(j)„. (1.24) 

întrucât caracteristica fundamentală de magnetizare trece prin originea axelor de 

coordonate, înseamnă că /,o^(o)=0, şi deci: 
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Valorile optime ale coeficienţilor a, şi a^ ,̂, din aproximarea analitică (1.21) se 

determină prin metoda erorii relative pătratice minime [8], cunoscând coordonatele a 

cel puţin două puncte dc pe curba fundamentală de magnetizare (1.17). 

Raţionând în acelaşi mod şi utilizând rezultate obţinute în [49], [50], [75], [87], 

[90], [123], [182] se poate obţine o generalizare a acestei formule. Ca o primă 

obsei^vaţie, expresiile în care amplitudinea fluxului în miez, ())•,, nu apare explicit nu 

pot fi luate în considerare decât pentru o anumită valoaie a lui (})„,. Deşi acest lucm 

este cunoscut, de multe ori nu este aplicat confomi. Dacă se doreşte reprezentaiea 

caracteristicii magnetice printr-o funcţie analitică, în afara argumentului (j) aceasta 

trebuie să conţină şi fluxul maxim ({),„ ca parametiu. 

Adoptând ipoteza fluxului annonic [50], [63], [170], putem scrie: 

(j) = (])„, cos©/. (1.26) 

jnând seama şi de cele precizate anterior, ciclul de magnetizare este o curbă 

periodică şi simetrică, deci curentul /,o poate fi exprimat printi-o serie Fourier 

incompletă de forma [181]: 

Ao = s - o»/ + z t»* cos(2/: - l)(D/. (1.27) k=\ 

Dacă în această relaţie se exprimă aiinonicile ca puteri ale pulsaţiei co se obţine, 

confoiTn [50]: 

Mo = s i n - V b . C . sin^'-'W .(1.28) 
Jt=l nt=l 

Se poate afrnna că ecuaţia (1.26), împreună cu una din relaţiile (1.27) sau (1.28) 

reprezintă ecuaţiile parametiice ale ciclului de magnetizaie. Eliminând variabila timp, 

se poate obţine o relaţie de tip (1.11). Pentiii a realiza acest lucm„ relaţia (1.26) se scrie 

sub fonna: 

1 -
O 

m l 

= z ( - o " c r 
n=0 

O 
n2« 

(1.29) 
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Substituind funcţiile circulare date de relaţiile (1.26) şi (1.29) în ecuaţia (1.28), se obţine 

în final: 
111 n j 1 

Ao = Z Z Z 
„̂ 1 ^ = 1 jt̂ o 

'In 1 

iiî n j - l III II I 1 

A-0 

I 

O 

(1.30) 
o 2(k~j + n) 

Ecuaţia (1.30) reprezintă în principiu ciclul de niagnetizare. Deşi este relativ 

complexă, ea poate fi simplificată în diverse moduri. Experimental se constată că 

termenii din parantezele pătrate depind numai de natura materialului magnetic, fiind 

independenţi de (J)„ [152]. In aceste condiţii şi bazându-ne pe o consecinţă a teoremei 

lui Wcierslrass-Stone (vezi Anexa nr. 2), care afirmă că o funcţie continuă poate fi 

aproximată cu orice precizie printr-un polinom ([19], [64]), relaţia (1.30) devine: 

(1.31) 
k=\ k^O 

în care coeficienţii c^t.,, k-l,n şi d^ ,̂ /: = 0 ,n- l sunt obţinuţi din combinaţiile 

termenilor din parantezele pătrate ale relaţiei (1.30). 

Se observă că (j),,, apare doar în factorul ( < 1 ) 1 • Semnul acestuia este 

pozitiv pentru valorile crescătoare ale fluxului magnetic şi negativ pentru cele 

descrescătoare, corespunzând celor două rammi ale ciclului de magnetizare. într-un 

mod mai sintetic, relaţia (1.31) poate fi scrisă sub fonna: 

unde /(({)) şi /p((l)) sunt polinoame impaie şi respectiv, paie. 

Pentru a rezolva problema dublului semn din faţa radicalului, care face ca 

expresia (1.32) să fie mai complicată şi deci mai gieu de utilizat, se derivează ecuaţia 

(1.26) în raport cu variabila o)/ şi prin combinarea cu ea însăşi, pentioi eliminarea 

funcţiilor circulare, se obţine: 

cKj) 
d(coO 

(1.33) 
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Substituind rezultatul obţinut în relaţia (1.32), rezultă în final: 

w d/ 
(1.34) 

Această ecuaţie are avantajul de a nu mai conţine explicit dublul semn, el fiind 

inclus implicit în factorul d(j)/d/. Fenomenologic, primul tennen din relaţia (1.34) 

poate fi inteipretat ca un curent care stiăbate o bobină neli-

niară ideală^ în timp ce al doilea corespunde unui curent 

printi-un rezistor neliniar. Această observaţie permite folo-

sirea schemei echivalente din figura m-, 1.2, în care i^ -

^ / M şi R = (o/y;,(<t))-

iR 

/ L 

Figuram". 1.2 
Schema echivalentă a TC 

în cazurile practice, datorită circuitului magnetic e-

xecutat telmologic cu precauţii deosebite, se pot obţine pre-

cizii bune utilizând un număr mic de tenneni în polinoame-

le expresiei (1.34). în Anexa m-. 3 se indică modalitatea concretă de identificaie a 

polinoamelor /((j)) şi /p((l)) din datele experimentale existente. Pentru polinoame cu 

numai doi termeni este posibilă detemiinarea coeficienţilor direct din punctele 

caracteristice ale ciclului de histereză al materialului, date furnizate de producătoiiil 

miezului feromagnetic. 
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1.4 ANALIZA FUNCŢIONARII 
TRANSFORMATORULUI DE CURENT ÎN 

REGIM TRANZITORIU 

Modul de calcul al răspunsului TC cu saturaţie şi pierderi ca element al 

sistemului electioenergetic nu este de regulă abordat, pentru că nu a fost posibilă până 
• 

în prezent evidenţierea unei soluţii analitice. Pentm un caz concret dat şi anumite 

ipoteze simplificatoare ar putea fi abordată o modelare numerică a dispozitivului, cu 

ajutorul unor pachete de progiamc specializate dc Teoria sistemelor (Simulink, 

Matlab/Contiol, ş.a.) [125], 

PentiTi a avea o referinţă, vom analiza mai întâi comportamentul TC considerat 

ca dispozitiv liniar şi fară a ţine seama de pierderi. Ulterior, vom putea puncta mai 

uşor modificările care apar în funcţionaiea sa prin luaiea în considerare a acestor 

elemente suplimentaie şi totodată va rezulta dacă luaiea în calcul a lor este utilă sau 

nu, influenţa acestora relevându-se a fi semnificativă sau neglijabilă. 

în caracterizarea TC, privit ca tiaductor, nu interesează numai curentul secundar 

ci şi eroarea lui în raport cu cel primar. Din legea circuitului magnetic aplicată 

circuitului TC (figura nr. 1.1) avem: 

n,/,+0^/2 =/ / • / . (1.35) 

Plecând de la condiţia satisfăcută în tiansfoiinatoml ideal: 
» 

= (1.36) 
n. 

se poate defmi o măsură a erorii absolute sub fonna: 

(1-37) 

modul de notare (corelat cu (1.17)) fiind ales astfel deoarece (1.37) reflectă, de fapt, o 

măsură a intensităţii câmpului magnetic în miezul TC (corelată cu (1.35)), adică: 
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Intioducând în (1.37) expresiile cuienţilor primar şi secundar, se obţine măsuia 

erorii absolute intioduse de TC. Pentru aprecierea măsurii erorii relative totale, aceasta 

va fi defmită prin raportul , evitându-se raportaiea la valoaiea instantanee a 

cmentului piiiiiar, ceea ce ai" duce la valori infinite pentni momentele în caie acesta se 

anulează. 

TC fiind un element larg folosit în sisemul electioenerg^tic, ni s-a părut util de 

a nu-1 izola de context, adică de a-1 traia numai ca tiaductor în sine. De aceea, vom 

folosi, ori de câte ori este neccsar, această referinţă, atât pentiu a obţine infonnaţii 

suplimentaie, cât şi pentni a tianspune concluzii tiase în unua identificării unui anume 

tip de comportament specific al TC. 

în figura nr. 1.3 s-a reprezentat o schemă echivalentă a circuitului în care este 

montat primaiail TC, unde //, este tensiunea reţelei de putere, iai" R* şi respectiv L* 

isunt parametiii echivalenţi ai circuitului, dependenţi de surse, 

linii şi receptoarele din reţea, în regimul normal de funcţiona-

re. Se consideră că la un moment dat = se produce o 

u 

schimbare de regim. în aceste condiţii, ecuaţia diferenţială a 

circuitului este: 

Figura nr. 1.3 L*, ^ + R = sin («/ + a), (1.39) 
dt 

TC montat în reţea 

unde L* şi R* reprezintă inductivitatea şi respectiv rezistenţa 

echivalente ale reţelei în care este conectat primarul TC după ce s-a produs avaria, E^̂  

fiind amplitudinea tensiunii de fază iniţială a a reţelei în aceleaşi condiţii şi poate fi 

pusă sub forma: 

^ + + (1.40) 
Ql 1, L, 

în care T, = L*/R* reprezintă constanta de timp a circuitului primar. Aplicând ecuaţiei 

diferenţiale (1.40) tiansfonnarea Laplace, se obţine: 

^ ' " r , de unde: (1.41) 
1, L, .y +0) 
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A",,,, A- sin a + w cos(x + /,(o) -^-^{s sin a + co C O S a ) + (i'̂  +(o^)/,(o) 
L: _ L', 

.V + — R: 
y 

(1.42) 

Expresia obţinută este de fonna unei fracţii raţionale h{s)/g(s), în care rădăcinile 

numitorului sunt distincte; se poate aplica deci teorema dezvoltării a lui Hcavisidc, 

obţinându-se ca original pentru /, o expresie de tipul: 

s, = -R ' /L* şi 8̂  3 = ±jco. în unna calculelor, rezultă pentru /j expresia generală: 

(1.43) 

Sin (coZ-fp)- sin (î - /.(o)' 
/ e 

lin y 

, in care: 

500 

-500 

-1000 
-QJ 0_5 1-5 3_5 

Figura nr. 1.4 

Curentul de defect în reţeaua de putere dat de (1.44) 

-0.3 

Figuram-. 1.5 

Componenta aperiodică 

Figura nr. 1.6 

Componenta periodică 

(1.44) 

= (1.45) 

cu â  = arctg((oL*/R*), iar 

/,(o) reprezintă valoarea cu-

rentului în circuitul primar la 

momentul imediat anterior a-

paiiţiei scliimbăiii de regim. 

în figuia nr. 1.4 este 

prezentată forma de variaţie 

a lui /,(/) dată de (1.44) în si-

tuaţia cea mai defavorabilă (p = 7i/2) 

şi presupunând că, dacă iniţial cmentul în reţea era de 

100 A, după apariţia defectului, cmentul de regim perma-

nent s-a mărit de cinci ori; calculul a fost făcut pentiii 

tJT, 

T, =0,1 s, ceea ce corespunde unui raport x7R*=31,5. 

Se obsei-vă că există o componentă aperiodică suprapusă peste cea de regim 

peimanent, amândouă fiind redate şi separat în figurile nr. 1.5, respectiv m-. 1.6. 
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Pentiii a caractcriza comportamentul TC vom folosi ca şi semnal primar un 

cuient de tipul (1.44), calculând răspunsul acestuia, respectiv erorile introduse. 

Aplicarea legii inducţiei electiomagnetice şi a teoremei a doua a lui Kirchhojf 

în secundarul TC (vezi figura nr. 1.1) conduce la ecuaţiile: 

d/ 

d/ 

,d/. 

, din care rezultă: (1.46) 

V If \ 2/2 ^̂  
dd) 
d/ 

(1.47) 

Pe de altă parte, legea circuitului magnetic şi legea fluxului magnetic conduc la 

relaţiile aproximative (1.35) şi: 

(1.48) 

pe care, utilizându-le în (1.47), aceasta ia fonna: 

(L + L , ) ^ + (R + KX = - n , - ^ f n S ^ d/ " "d /v 

sau, după grupaiea tennenilor: 

/ 

L + L. / d/ ^ / d/ 

(1.49) 

(1.50) 

Intioducând notatiile: 

nn^S r — 
/ - inductivitatea de magnetizare; 

L + L, +L 
T̂  = - constanta de timp globală a circuitului secundai*; 

R + R , 

n.2 = n, L + L^+L^ 
- raportul corectat al numărului de spire. 

ecuaţia diferenţială (1.50) primeşte umiătoaiea foimă simplă: 

d/", 1 . 
dt T d/ 

(1.51) 

Se observă apaiiţia constantei de timp T ,̂ asupra căreia este gieu să ne pronunţăm 
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aprioric în ceea ce priveşte plaja de valori în care ar putea să se situeze. Pentru a 

remedia această lipsă de informaţie şi a obţine uncie indicaţii utile am folosit unele 

reglementări metrologice [72] şi STAS 4324-62 (Anexa nr. 4), care indică erorile 

tolerate ale TC în regim permanent. 

In regim sinusoidal de pulsaţie m poate fi folosit calculul cu mărimi complexe, 

înlocuirile formale d/d/ ->jo), /, -> /, şi /, în (1.51) conduc la: 

1 
Li +J®Z2 =-J®ni2Zi- (1.52) 

Pentru aprecierea preciziei TC ca tiaductor de curent se defineşte eroarea: 
• V 

" Z, I 
1 + k:.. 

Lj 
100, (1.53) 

foiinulă în care sunt incluse atât eroaiea de modul e, cât şi cea de unghi 5; k̂ ^ 

-k j , reprezintă raportul nominal de tiansfonnare al TC. Se 

poate scrie, deci: 

-KL=L 1+ 
100 Figuram-. 1.7 

Definirea erorii globale a TC notaţiile fiind asociate conform figuiii nr. 1.7. 

Introducând (1.54) în (1.53), rezultă: 

(1.54) 

/' \ ^ \ 

1 = 1 - ll+ ^ eJ6 •100 = 1 - (cos5 +j sin 6) 
l looj l looj 

(cos5 +j sin 6) 100 = - — + j5 -100,(1.55) 
,100 ' J 

fonnulă în care s-au neglijat infiniţii mici de ordin superior, considerându-se cos6=i şi 

sin 8=8, dată fiind valoarea mică a unghiului 8 (minute). 

Pe de altă parte, combinând (1.52) cu (1.53), rezultă: 

V - JO) 
l/T^+J 0) 

100 = jo)T,(l-j(oTj 
co'T'+l 

100, (1.56) 

astfel încât erorile e şi 8 sunt date de relaţiile: 

•100 % 8 = 
co'T'+l (oT, 

% (1.57) 

considerând coT̂  » 1 şi kĵ n,̂  = 1. 
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l Bcuaţiilc dc funcţionare ah transformalondui dc curcnl 

'V 

lii acest mod devine posibilă aprecierea constantei de timp globale a circuitului 

secundar al TC. Spre exemplu, pentru un TC de clasă 0,1 erorile normalizate sunt 

K = şi 6 = 6', pentru /,//,„ = U1,2 şi =0,25-1 la cos(p = 0,8 (Anexa nr. 

4), rezultând 5 = 6'= 0,r - 0 , 1 — = 0,17453 rad, deci: T - — = ^ ^^^ = 1,82378 s. 
180 2 1007i0,l7i 

Pe baza ecuaţiilor (1.44) şi (1.51), care exprimă expresia generală a curentului /, 

îii cazul miui regim tianzitoriu în reţeaua în care se află conectat primaml TC şi, 

respectiv, legătma dintie curenţii /, şi i^, se obţine ecuaţia de funcţionare a 

transformatorului în acest regim: 

/.(O) 
di, 1 . 

d/ T, 
0) C 0 s ( ( 0 / + (}) + 

Sin (i -
Im TI 

T. 

Prin aplicarea transfomiatei Laplace, această ecuaţie ia forma: 

= -nuAm 
s i n ( 3 - - ^ 

A - c o s p + « s i n p / , , „ 1 

T. A'4--
T. 

(1.58) 

, (1.59) 

sau: 

• 1 V 2 2\ i A'COS B +(O sin fi ̂ r 
S +0) 

',(0) 
T, 

s i n | i -

J^iO = 7 — 
s + 1 

T V 

1 s + — 
V 

(1.60) 

Expresia (1.60) este de tip fiacţie raţională h{s)/g(s), numitorul având toate 

rădăcinile distincte. în acest caz se poate aplica teorema dezvoltării a lui Heaviside, 

originalul fmd de forma: 

(1.61) 
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1 Hcuaţiile de Jmclionarc ale transformatorului de curent 

.(1.62) 

s, =- l /T, , şi S3 4 = ±ja). Efectuând calculele, pentru curentul secundai' se 

obţine expresia: 

' ',(0) 
T̂  - e '^)-cos8sin(|5 + 8)e + 

T, -T^ 
+ COS6sin(a)/ + (J + 5) 

Soluţia (1.62) este nedetenninală pentru T, = = T. în acest caz'se calculează lim 
TJ->T, 

* 

şi plin utilizar ea teoremei lui / 'Hopilal se ajunge la expresia: 

',(0) 

4(') = '2(0)e ' -n„/, .„ 
sin p - / ̂  t e ' - cos8 sin ((} + 8) e'"*̂  + (1.63) 

2J 

-2J 

A A1 \ A A A A 1 

m A w \y \ ' \i \! V V /vii \ly\ /VV l/l/i 
-OJ OJ 1 5 2.5 

Figuram*. 1.8 
Curentul în secundarul TC, dat de (1.62) 

2J '2a[A] 
— i/Ti 

-OJ OJ IJ 2 5 

-2.5 
- 0 . 5 0.5 

2.5 i2p[A] 
M V ^ i 

ii i/T 
-o.î OJ 

Figuianr. 1.11 

+ cos 8 sin(o)/ + P + 8) 

în care /^(o) reprezintă valoa-

rea curentului din secundarul 

TC la momentul imediat an-

terior apariţiei schimbării de 

regim (/(o-)). 

Luând în considerare 

un TC cu k,„ =1000/5 şi 

T̂  = 1 s, în figuia m*. 1.8 s-a 

tiasat /.(O dat de (1.62), pen-

tru |i = 7i/2 şi T,/T, =0,1. Cu-

rentul prezintă două compo-

nente aperiodice, caie sunt 

reprezentate în figurile nr. 

1.9 şi m-. 1.10 şi una de regim peimanent (figura nr. 1.11). 

Intioducând în (1.37) expresiile (1.44) şi (1.62) ale 

curenţilor /, şi /2, se obţine expresia măsuiii erorii pentru 

Figuia m'. 1.9 
Componenta aperiodică dependentă de Ti 

//r, 
13 3J 

Figura nr. 1.10 
Componenta aperiodică dependentă de T2 

Componenta periodică curentul de avarie: 
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l Ecuaţii Ic dc fimcUonarc ale (ransformatorului dc curcnt 

sin| i -
',(0) 

\ / 
"2 

V 

t l 
Ini y n, 

',(0) 
'im J 

x(e - e '-)-cos6sin(|3+6)e +cos6sin(o)/+|i+6) 

n . H—-l 
n, 

ş(o)e \(1.64) 

Pentiu a simplifica expresia analitică a mărimii erorii, dată dc (1.64), se poate 

L., 
s 1, neglijând prin aceasta influenţa dispersiei secundare admite că—n,, = -

şi inductivitatea de sarcină faţă de inductivitatea de magnetizare, ceea ce în această 

fază de aproximare o acceptăm ca fiind posibilă, în ipoteza caracteristicii liniare. In 

afară de aceasta, obsei'vând că sin(fi)/ + (3)-cos6sin(a)/ + p + 5) = sin8cos(cD/ + p + 6) şi că 

cos5sin((i + 6) = sin p + sin 5cos((} + 8), temienii se restiâng, pentm ca în final să se 

obţină: 

Im sin 6 cos(o)/ + fi + 6) - sin S cos()i + 6) 6 + T, sin |i e - e ^̂  

. (1.65) 

T,-T, n, 

Efectuând în aceleaşi condiţii calculele pentiii T, = T2 = T, după ridicarea 

nedetemiinăiii relaţiei (1.65), rezultă expresia: 

'LON sin 6 cos(a)/ + p + 6)- sin 6 cos(ji + 6) e (i C ' + 

+ /,(o)e + 
n. 

(1.66) 

Expresiile (1.65) şi (1.66) se simplifică dacă se consideră nule condiţiile iniţiale: 

/,(0) = 0, /2(0) = 0, deci /^(0)=0, aproximaţie justificată de faptul că /,,„ depăşeşte în 

general cu cel puţin un ordin de mărime orice valoare a curentului /, de dinainte de 

apariţia scurtcircuitului, in acest caz, eroarea de curent poate fi exprimată sub una din 

foiTOele următoare: 
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/ Ecuaţii Ic dc funcţionare ale transformatorului dc curent 

sin 5 cos((i)/ + () + cs) - sin 6 cos(jJ + 6) C '' + T, sin (i e - e 
T - T 

, (1.67) 

sau, respectiv, pentru cazul în care T, = T, = T : 

I m 

• t 
sin 6 cos(a)/ + |i + cs) - sin 6 cos((i + s) C ' + C ' (1.68) 

f\ 
In condiţiile exemplului de calcul anterior, în care curenţii în primar şi 

# 

secundai-, daţi de (1.44) şi (1.62) sunt reprezentaţi în figurile nr. 1.4 şi m". 1.8, aspectul 

erorii, a căiei măiime o descrie (1.65), este arătat în figura nr. 1.12. 
0.05 

0.04 

0.03 

0.02 

0.01 

'lOu'^h, L 

ifl^ 
0.5 

0.05 

0.04 

0.03 

0.02 

0.01 

^lOn/Ih a 

( 

^/Ti 
1.5 6.25 12.5 18.75 25 

Figura nr. 1.12 
Variaţia erorii relative a TC pentru exemplul de calcul considerat 

Pe baza celor prezentate până acum se pot trage câteva concluzii privind 

fmicţionaiea TC în regim tianzitoriu de scurtcitcuit: 

• eroarea de curent are două componente: una alternativă, dată de primul 

termen din (1.67) sau (1.68) şi una aperiodică amortizată, dată de ceilalţi doi teimeni, 

dintre care ultimul are ponderea cea mai mare, luând în consideraie valoarea mică a 

ungliiului 5. Neglijând deocamdată primii doi temieni, pentru eroarea de cuient 

rezultă expresiile: 

Ao, (O = - Sin |i (e~ ^̂  - e ) , respectiv: 

0 - 1 P 
T,=TJ=T A 

e ^ ; 

(1.69) 

(1.70) 

29 

BUPT



1 Hcuaţiile de Jmclionarc ale transformatorului de curent 

• componenta aperiodică a erorii de curent depinde de faza iniţială (i a 

cuientului de scurtcircuit din primar, fiind maximă pentru p = a - a , , deci când 

a = 7t/2 + a,. Aceasta poate fi o cauză a funcţionăiilor incorecte ale TC din unele 

circuite de protecţie [112]; 

• pe de altă parte, aceeaşi componentă aperiodică variază în timp, având 

maximul la timpul / = t,„, obţinut din aimlarea primei derivate, de unde rezultă: 

t T T — - ^ I n , şi respectiv: 

= 1. 

(1.71) 

(1.72) 
R,=T,=T 

Pentru aceste valori rezultă mărimea erorii a-

periodice maxime: 

o,os 
Ao|iapcriii ^ Un 

T, 
T , V y 

i-i 
T, (1.73) 

Figura nr. 1.13 
Variaţia erorii relative a TC 

care depinde de raportul T,/!^, variind întie 

(o ̂  ])/,„, atunci când Tj/T^ ia valori între O şi 

oo. Pentiu T, = T2 = T se obţine: 

lOnapcr m = e-'/.„, s 0,36788 A . (1.74) 

In figura m-, 1.13 s-au reprezentat câteva curbe /,on/An, în funcţie de //T, pentru 

diferite valori ale rapoitului Tj/T^. Componenta de curent alternativ este figurată 

numai local, pe curba corespunzătoare raportului unitar al constantelor de timp; 

• pentru valori foarte mici ale timpului, eroarea este nulă, ^̂^̂  = O, iai" pentru 

valori mari, ca se reduce la teimenul periodic l i m = / „ „ s i n 6 c o s ( ( o / + p). 

Amplitudinea ei fiind . rezultă că depinde doar de T ,̂ scăzând odată 

cu creşterea acesteia; 

• eroarea relativă maximă nu apare la începutul procesului tranzitoriu, ci după 

un anumit timp, aproximativ egal cu t,„, care depinde, de asemenea, de raportul T j l ^ . 
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1 Eciiaţiilc de funcţionare ale transformaloniliii dc curent 

în figura nr. 1.14 s-au repre-

zentat curbele „„,„.//,.„ Şi 

t,„/T, în coordonate semilo-

gaiitinice; t^ scade aproxima-

; 0 ,2 tiv proporţional cu logaiituiul 
' 0 1 zecimalul raportului T,/!^. 

10"' 10" 10 

Figuianr. 1.14 
Variaţia timpului relativ de apariţie a erorii maxime la TC 

Din cele expuse rezultă 

câ prezintă interes situaţiile în 

caie T^>T,, sau când T̂  în 

sine aie valoare absolută mare. Pentm TC din sistemul electioenergetic, la modul 

practic, T, are valori cuprinse între 0,1 şi 0,6 secunde, tuibogeneratoaiele având 

T = (0,l-^0,25)s, iar hidiogeneratoarele T = (0,15H-0,6) S [112]. Calculând valorile lui 

Tj cu a doua relaţie din (1.57) pentru clasele de precizie uzuale ale TC, se obţine (la 

/ = 50Hz): 

clasa de precizie 0,05 0,1 0,2 0,5 1 3 5 10 

T, [ms] 3647,6 1823,8 1094,3 364,8 182,4 61 36,5 18,2 

Practic, T̂  are valori mai mari decât T,, mai ales în cazul înfăşurărilor de măsură ale 

TC. Pentni înfăşurările de protecţie, însă, T̂  are valori mici, de ordinul a (20 

^200) ms. în cazul unei reţele cu o constantă de timp T, foarte mică, spre exemplu 

50 ms, rezultă (figura m". 1.14) că eroarea aperiodică maximă poate avea valori de 

(15h-55)% şi apaie la timpul t,„ = (o,6-1,85)/,.„ £(0,03-0,l) s. Dacă T, este mai maie, 

spre exemplu 0,2 s, erorile maxime cresc la (75^100)%, iar timpul la caie apar creşte, 

deasemenea, la (0,05 ̂  l) s. Această comportare explică suficient unele funcţionări 

incorecte ale TC din circuitele de protecţie cu acţiune rapidă = (0,02^0,l) s), în 

special dacă este vorba de o protecţie diferenţială sau de distanţă [37], [91]. 

Fluxul magnetic maxim în miezul TC poate fi calculat pe baza relaţiilor (1.38) şi 

(1.48), obţinându-se (în modul): 
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1 Licuaţiilc de funcţionare ale Iransformalorului de curent 

A cu c '̂ l̂ IOnin I 
/ n i-i 10).ini • (1.75) 

Din figura m-. 1.13 şi relaţiile (1.64) şi (1.71) se constată că poate avea, în cazul 

limită al coincidenţei maximelor componentelor sale, valoaiea: 

Aojim ~ Îm sm 6 coŝ co/ + + 8J + sin p T. 
J2J 

l-'i-
Tj I m sin 5 -f 

J2J 
1 - -

r. (1.76) 

care, pentru T̂  >T, şi sin 5 s 6 = I/(o/, devine: 

foT, + ' 
Aômi - -̂ Ini 

^ 1 T,̂  
= / I m 0) T, 

. Dacă T, = 1] =T se obţine: (1.77) 

Aôm - Îm ̂J L + i ^ = / I m 

«T — + 
e 
o)T 

, care, faţă de (1.77), este mai mare. (1.78) 

a. rii r • , , o , =—fL../ 

Fluxul alternativ maxim în regim pennanent sinusoidal ajunge la valoarea: 

, rezultă: (1.79) 

(1.80) 

(1.81) 

"2 "2 

m̂ = + O ' i^r cazul în care T, = T̂  = T: 

(oT o = o 

Se constată că fluxul maxim creşte odată cu T,. Valoarea factorului k = ©T, + 

+ 1, pentru co = 1007irad/s şi T,=50ms este k = 16,7 = 20, iar pentru T,=0,ls, k = 32,4s 

= 30. Rezultă că fluxul magnetic maxim datorat componentei aperiodice îl depăşeşte 

pe cel datorat componentei alternative. Această creştere importantă a fluxului 

magnetic maxim în miezul TC constituie cauza principală a erorilor care apar la 

funcţionarea acestuia în regim tianzitoriu. 

Dacă condiţiile iniţiale nu sunt nule, adică şi '2(0)^0, din (1.37) rezultă: 

= + —'2(0)^ O , iar în baza relaţiei (1.76): (1.82) 
n, 

(j)(o) = ^ L (0) , relaţie care exprimă fluxul remanent în miez. (1 83) 
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1.5 CONCLUZII 

S-a arătat că eroarea care apare în regim permanent este depăşită cu mult de 

eroarea din regimul tianzitoriu, condiţiofiată de componenta aperiodică a curentului 

tianzitoriu, dacă constanta de timp secundară este mică faţă de cea primară şi, în 

special, dacă tiansfomiatorul este saturat. In acest caz, ipoteza L^ = constant nu mai 

este valabilă, inductivitatea scăzând rapid o dată cu apariţia saturaţiei şi făcând prin 

aceasta să crească mult curentul , adică eroarea TC, în acele intervale de timp când 

curentul primar /, are valori mari, care saturează miezul. 

Fenomenul este îndeosebi pronunţat atâta timp cât componenta aperiodică a 

curentului /, produce un flux magnetic destul de mare pentru ca, adunându-se cu cel 

alternativ, să mărească saturaţia. După ce componenta aperiodică scade sub o anumită 

valoare, saturaţia încetează (în ipoteza că fluxul alternativ maxim nu produce, el 

singur, această saturaţie) şi funcţionarea redevine nonnală, curentul secundai" fiind din 

nou imaginea destul de fidelă a celui primar, iar eroarea TC scade mult, rămânând, 

totuşi, mai mare decât în regimul nonnal de funcţionare. 

în ceea ce priveşte ecuaţiile stabilite, acestea sunt deduse pe baza unor ipoteze 

simplificatoare, dar care permit sesizarea calitativă a fenomenelor ce intervin atunci 

când un curent de avaiie trece prin primarul TC. La cercetarea funcţionării 

tiansfoimatorului în regimuri în care miezul acestuia este saturat se impune stabiliiea 

unor ecuaţii neliniare caie să descrie analitic caracteristica sa magnetică. Numai după 

această etapă se poate tiece la rezolvarea sistemului de ecuaţii care descrie 

funcţionarea TC pentru a putea identifica răspunsul acestuia la un semnal de intrare 

(curent primar) dat. 
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1 Ecuaţiile defunclionare ale transformatorului de curent 

In consecinţă, pentiu a putea modela matematic funcţionarea TC, trebuie 

obţinută o expresie analitică pentru caracteristica sa magnetică, relaţie care să fie 

simplă, uşor de calculat, de derivat, iar erorile de aproximare obţinute prin utilizarea ei 

să fie cel mult de acelaşi ordin de mărime cu cel al preciziei de determinare a punctelor 

caracteristicii neliniaie experimentale. 

Funcţionaiea TC este descrisă de ecuaţiile (1.9) şi (1.10), legătura dintre ele 

facând-o relaţia (1.11): 

n,/, +11,/, 

'.o-/(<!),<{)„.). (1.84) 

d/ ^ ^ ^ d/ 

In cadnil sistemului (1.84), ecuaţia centială, caie descrie caracteristica de magnetizare 

a miezului TC, dedusă în § 1.3: 

reprezintă o generalizare a fonnulelor cu care se operează curent în domeniu (relaţiile 

(1.16) [180] şi (1.21) [50]). 

Se apreciază că fonnula (1.85), caie descrie caiacteristica de magnetizare a 

miezului TC este destul de simplă, neutilizând decât polinoame, spre deosebire de 

altele [49], [87] ce folosesc funcţii putere complicate, funcţii trigonometiice sau 

tianscendente. Polinoamele fiind funcţii caie pot fi uşor tiatate matematic şi numeric, 

integjate, derivate, etc. fac din (1.85) o relaţie uşor de implementat în programe de 

calcul, cu atât mai simplu cu cât poate asigura precizia dorită pentru un număi" relativ 

mic de termeni. Se poate afirma, deci, că sistemul (1.84) caiacterizează comportaiea 

TC în orice regim, ţinând cont şi de câmpul magnetic generat de curenţii turbionari. 

Evaluaiea pierderilor prin histereză presupune cmioaşterea datelor constructive 

ale TC, cu ajutorul cărora s-ar putea calcula inducţia magnetică B în miez, precum şi 

intensitatea câmpului magnetic H. Exprimând H - / ( b ) în maniera indicată în Anexa 

nr. 3 (fonnula (A.l 1)), este posibil calculul pierderilor de energie asociate ciclului de 
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1 Ecuaţiile de funcl ion arc a/c transformalonilui dc curent 

histercză, sub fomia p^ ^ — ^HdB j/m^/ciclu. Folosind relaţia (A. 10), accstc pierderi 
471-' 

pot fî puse sub fonna - 2n fXByW^ j/^XBiBl-B^fdB . Deoarece / . = 

^ ^a^^t-i^^^ ^ suiit polinoame impare, prima dintie integiale este nulă şi ţinând seama 

că fp(B)= rezultă T ^ u h . , în cai'e 1,,= J^^^'(Bi-^^fdi^. 
k=0 ''•rr 'fnr' J J 

/ . «I 

Oŷ  - 1 
Integrala poate fi evaluată folosind relaţia de recurenţă T̂LÎA-I). CU = 

2\Jc +1 j 

= ̂ B ^ . Cu aceste precizări, pierderile prin histereză în funcţie de par ametrii â ^ şi B„ 

B.̂  pot fi calculate sub uiinătoaiea fonnă: A = [2 + . Rezultatele 

obţinute pe această cale reflectă o foarte bună concordanţă cu cele obţinute din 

determinarea ariei ciclurilor de histereză prin integiaie, folosind un procedeu de tip 

Simpson. 

Nu am folosit această dezvoltaie pentru că nu există garanţia cunoaşterii datelor 

tehnice constructive ale TC în exploatarea curentă (număr de spire al înfăşurărilor, 

dimensiuni geometiice, etc.). 
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Aproximarea spline conjinc 
paradoxul dclicios al Simfonici 
Clasicc a lui Prokofiev: parc scrisă 
cu mullc sccolc în urma, deşi, 
fircşlc. accsl lucru nu c ix)sibil. 

Phitil) Davis, 1963 |70| 

Capitolul 2 

CALCULUL TRANSFORMATORULUI 
DE CURENT CU SATURAŢIE ŞI 
PIERDERI ÎN REGIM TRANZITORIU 

2.1 GENERALITĂŢI 

Sunt prezentate încercări şi modele matematice ale caracteristicii magnetice 

ncliniaie a TC, precum şi răspunsul tiansfonnatorului în regim tianzitoriu. 

în unele calcule sunt folosite funcţii spline polinomiale. în principal, este 

unnărită reprezentarea funcţiilor spline ca şi combinaţii liniare de B-spline, facându-se 

referiri doar la aspecte teoretice care sunt utile calculelor ce vor fi efectuate. Selecţia 

literaturii de specialitate date în bibliogiafie este făcută după aceleaşi criterii, 

conţinând doar titluri la care se fac referiri în text pentiii un rezultat preluat sau pentiu 

demonstiaţii ori infonnaţii suplimentare, fară a fi reprezentativă pentru acoperirea 

domeniului respectiv. Pentiu o imagine completă a teoriei funcţiilor spline tiebuie 

consultate tiatate care oferă prezentări exhaustive, [1], [47], [48], [83], [121], [134], 

[154], [162], [163]. 
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2 Calculul TC cu saturaţie .y/ pierderi în regim tranzitoriu 

Anexa m-. 1 cuprinde o listă detaliată a tuturor notaţiilor matematice utilizate, 

majoritatea fiind cele uzuale. 

în Matematicile modeme există două direcţii în definirea funcţiilor spline. 

Prima se bazează pe proprietatea funcţiei spline de a fi soluţia unei probleme 

vaiiaţionale de minim cu anumite restricţii precizate. Abordarea este esenţial mai 

abstiactă şi prezintă un număr de avantaje în precizarea condiţiilor de existenţă şi 

miicitate a soluţiei. A doua direcţie se bazează pe noţiunea intuitivă că o funcţie spline 

este foimată din mai multe funcţii definite pe segmente adiacente, care aparţin unor 

anumite clase precizate şi caie sunt racordate în noduri înti-un anume fel. Această 

abordare are mai mult mi caracter algebric şi a fost preferată pentru faptul că 

favorizează obţinerea mai rapidă a unor rezultate care să poată fi exploatate practic. 

O maie parte din literatura existentă referitoare la funcţiile spline se bazează pe 

faptul că ele reprezintă soluţii ale unor probleme variaţionale. Acest aspect nu este 

prezentat aproape deloc în teză, cu excepţia unor consideraţii făcute asupra ajustării 

prin funcţii spline utilizată în cadiul metodei celor mai mici pătiate (§2.2.2.4), 

deoarece nu a fost folosită, în mod practic, proprietatea respectivă. Aceeaşi afirmaţie 

poate fi făcută şi pentiu aproximaiea optimală a funcţionalelor liniare, care începând 

cu Golomb & Weinberger [82] şi Sard [154] a produs multe exprimăii elegante, 

folosind tehnici matematice dintre cele mai avansate, în special în domeniile legate de 

cvadratura optimală. De asemenea, funcţiile spline generalizate, caie sunt o consecinţă 

firească a aspectului variaţional al funcţiilor spline [121] nu şi-au găsit locul în ceea ce 

am selecţionat, cu excepţia unor sumare referiri la funcţii segmentar exponenţiale şi 

raţionale. 

Este destul de dificil de explicat omiterea aproximării optimale în alte norme 

decât aceea a metodei celor mai mici pătiate, atâta timp cât există o teorie complet 

pusă la punct a aproximării optimale prin funcţii spline cu noduii fixe şi flotante în 

norma unifonnă ||(t)||:= max (l)(x)ja<x<bj[141], în afara concluziei practice că pentru 

majoritatea covârşitoare a aplicaţiilor, aproximanţii spline polinomiali obţinuţi prin 

inteipolare au dat rezultate satisfăcătoare. în plus, precizia suplimentară obţinută prin 
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folosirea uiiei aproximări optimale în locul uneia bune nu justifică efortul considerabil 

de a o consti ui. 

Caracterul stiict aplicativ al tezei nu a permis abordarea multor aspecte ale 

teoriei funcţiilor spline, o parte dintie ele rămânând chiar neamintite, deşi fac obiectul 

unui număr însemnat de articole şi lucrări de specialitate. în schimb, au fost prezentate 

smnar, dar consistent, proprietăţi de bază, structurale şi intrinseci ale mulţimilor de 

fimcţii spline ce formează un spaţiu liniai" şi mai ales aplicarea funcţiilor spline la 
• 

procesele de interpolaie, la aproximarea optimală a unor funcţionale liniare şi la 

rezolvaiea numerică a unor clase de ecuaţii diferenţiale. 

Funcţiile spline cubice au beneficiat de o mare mediatizare, afirmându-se că pot 

modela o bandă elastică ce este constrânsă să treacă prin anumite puncte din plan 

[161]; de fapt, ele pot face acest lucm doar pentru cuibuii mici, soluţia problemei în 

condiţii oarecare fiind oferită numai de funcţiile spline caie nu fonnează un spaţiu 

liniar (denumite în mod impropriu funcţii spline neliniaie) [111]. Nu am explorat acest 

domeniu, nici pe cel al aproximării cu constrângeri, pentiTi că în problemele de interes 

practic abordate am obţinut rezultate satisfacătoare utilizând funcţii spline liniaie. De 

altfel, acest domeniu este presărat cu dificultăţi majore, atât matematice, cât şi de 

calcul. Spre exemplu, nu numai că este gieu de definit din punct de vedere matematic 

o aproximaie „reuşită", dar chiar proprietăţi de bază al acesteia, cum ar fi monotonia 

sau convexitatea, nu sunt de loc uşor de contiolat. Câteva aspecte legate de aceste 

afirmaţii pot fi uimărite în §2.2.2.5. 

Datorită caiacterului lor polinomial, funcţiile spline prezintă din punct de 

vedere aplicativ avantajul de a permite ducerea până la capăt a calculelor, progiamarea 

algoritmică la calculator facându-se fară dificultate. 

Pe tot parcursul tezei, acolo unde se apreciază că este necesai", vor fi prezentate, 

în majoritatea cazurilor fară demonstiaţie, noţiuni de bază despre funcţii spline, 

inteipolare polinomială şi calcul cu diferenţe divizate. Procedeele prin care este 

abordat domeniul sunt constructive. 
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2.2 MODELAREA FENOMENELOR DE SATURAŢIE 
ŞI DE HISTEREZĂ MAGNETICĂ 

Miezul magnetic al TC este iieliniai', caiacteristica sa fiind reprezentată de 

relaţia (1.11). O analiză a acestui fenomen evidenţiază două aspecte fundamentale: 

satuiaţia şi histereza, ele putând fi considerate global pe baza unor depedenţe 
* 

funcţionale neliniaie (un exemplu este relaţia (1.34)). Acestea sunt relaţii neunivoce, 

dar uneori, când efectele histerezei pot fi neglijate, se poate lua în considcraie exclusiv 

fenomenul de satmaţie. în acest caz, dependenţa neliniaiă este o funcţie univocă, 

obţinută prin restiicţia ciclului de histereză la curba de magnetizare. 

Funcţie de caracteml concret al aplicaţiei, regimul de funcţionare şi materialul 

magnetic al miezului, se adoptă o reprezentare a fenomenului de neliniaritate care să 

corespundă optim cerinţelor. înti-unul din referatele de doctorat au fost prezentate cele 

mai reprezentative modele matematice detenniniste clasice ale satuiaţiei şi ale 

histerezei magnetice, precum şi aspecte legate de practica utilizării lor. 

Vor fi detaliate, în cele ce unncază, rezultatele practice referitoare la modelarea 

matematică a caracteristicii magnetice neliniare a TC, plecând de la formule clasice şi 

până la modele obţinute prin prisma folosirii aspectelor fundamentale ale funcţiilor 

spline polinomiale. 

2.2.1 Modele de tip clasic ale caracteristicii de magnetizare 

Modelul matematic cel mai simplu al caracteristicii de magnetizare este 

dreapta. Dacă, pentiu un intei'val mai extins, aproximaţia introdusă este mare, soluţia 

poate fi îmbunătăţită folosind aproximarea liniară pe poitiuni [50]. Dezavantajul 

esenţial al procedeului este faptul că modelul nu e o curbă netedă, punctele 
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caracteristicii fiind legate prin segmente de dreaptă. Consecinţa imediată este 

imposibilitatea evaluării corecte a derivatelor, necesară rezolvării ecuaţiilor 

diferenţiale sau algebrice neliniare. 

Caracteristica de magnetizaie a miezului TC este cunoscută prin 28 de perechi 

de puncte, detenninate experimental (valorile numerice se găsesc în § 3.2, tabelul 

nr. 3.1). Pentru că funcţionarea TC va fi descrisă de sistemul de ecuaţii (1.84), 

dependenţa mărimilor luate în considerare este / = /((|)). 
* 

Pentiii modelarea matematică a caiacteristicilor de magnetizare au fost propuse 

un număr considerabil de expresii, bibliografia consacrată acestui subiect 

extinzându-se pe o perioadă mare de timp. Din punct de vedere istoric, prima formulă 

de acest tip a fost dată de Frdhlich, confonn [87], 

în ideea unei reprezentări care să aibă 

avantajele unui efort mic de evaluaie, prima 

tentativă a fost făcută utilizând relaţia [49]: 

= (2.1) 

Coeficienţii, detenninaţi piin metoda celor 

mai mici pătrate, au valorile: 

a = 1,580487932-
» (2.2) 

b = 5,93108142 

iar rezultatul este reprezentat în figuia nr. 2.1. 

în faţa evidentelor carenţe ale acestei 

reprezentăii, următoaiea încercare s-a făcut 

cu o fomiulă utilizată în proiectare [93]: 

/ = ashbV. (2.3) 

0,05-

curba rezultată din măsurători 
curba calculată 

Figuia m*. 2.1 

/ -ae ' ' ' ' ; a ş ibda ţ i de (2.2) 

Experimentând metodologia de calcul 

a constantelor propusă de autori nu poate fi 

obţinută o aproximaţie satisfacătoaie pe tot 

domeniul de interes. Prin aplicarea metodei celor mai mici pătiate, valorile fiind: 
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0.1 

0,05 

[A] 

0,5 1 [Wb] 

- curba rezultată din măsurători 
- curba calculată 

Figura nr. 2.2 
/ = a sh b'̂ lf; a şi b daţi de (2.4) 

a = 4,666812267-IO"* 
b = 5,274880589 

(2.4) 

se obţine o modelare satisfacătoare, cu ex-

cepţia zonei de saturaţie, în care erorile de-

vin considerabile (figura nr. 2.2). 

Deoarece este relativ frecvent făcu-

tă afiiTnaţia că o funcţie continuă poate fi 

aproximată cu orice precizie printr-un poli-

nom, baza aserţiunii constituind-o teorema 

[A] 

I. 

(2.5) 

0,1 

lui Weierstrass-Stone, redată în Anexa m*. 2, 

am experimentat posibilitatea redării carac- 0,05 

teristicii de magnctizaie în acest mod. Tre-

când peste alte modele cu un număr mai re-

dus de teimeni, dar care furnizează precizii 

insuficiente, în figura m*. 2.3 este redată o a- ^ 

proximare făcută printr-un polinom complet 

de gradul zece: 

cu coeficienţii: 

curba rezultată din măsurărori 
curba calculată 

Figura nr. 2.3 
1» 

, ; at daţi de (2.6) 
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a. = 1,0285827-10 
a, =-1,8656523-10 
a3 = 2,1562117; 
a, =-13,319591; 
a, =43,221678; 

a, = -58,487878; 
a, = -36,64546; 
a, =2,194966-10'; (2.6) 

a, =-2,554106-10', 
a,„ = 1,7052074-10' 

[A] 

0.1 
j IitiA] 

0,05 

deteiminaţi prin metoda celor mai mici pătrate. Se vede că rezultatul nu corespunde 

din punct de vedere calitativ. O precizie de ordinul c = 10"̂  se obţine prin însumarea a 

circa două sute de teimeni, ceea ce face ca fonnula să nu prezinte interes practic. 

în [75] se afirmă că, pentru a avea o 

precizie satisfăcătoare pentru modelaiea ca-

racteristicii de magnetizare, gradul polinomu-

lui de aproximaie tiebuie să fie ridicat. în 

[50], autorul, citând acest lucm, precizează 

că, respectând această indicaţie, se pot obţine 

aproximăii analitice suficient de precise prin 

polinoame cu numai doi termeni: 

/ = (2.7) 

valorile optime ale coeficienţilor fiind deter-

minate prin metoda erorii relative pătratice 

minime. Am făcut acest lucm pentru cazul 

luat în considerare, obţinând (pentm k = A): 

a, =3,878960978-10"' 
; (2.8) 

ay= 1,326737359-10"' 

rezultatul este evidenţiat în figma nr. 2.4. 

Am mai testat şi alte fonnule cunoscu-

te şi frecvent utilizate, fară a obţine o aproxi-

maie satisfăcătoare pe domenii mari de varia-

ţie a mărimilor. Concluzia care se impune din acest studiu este că o caiacteristică de 

magnetizare nu poate fi aproximată în bune condiţii pe domenii extinse, toate aceste 
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250 500 [mWb]i 

/ 

V 
O 0.5 [Wb]' 

curba rezultată din măsurători 
curba calculată 

Figura nr. 2.4 

/ = + ' ; a,, ao daţi de (2.8) 
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formule dând rezultate corespunzătoare doar pentru abateri relativ mici faţă de un 

punct static de referinţă. în proiectarea maşinilor electrice, de multe ori, acesta este 

cazul, punctul nominal de funcţionare fiind fixat undeva pe curbă (în zona cotului 

curbei de magnetizare la tiansfonnatoarele de putere şi în porţiunea liniară la TC), în 

situaţii nomiale de utilizare ncfiind vizate decât intei'vale restrânse din vecinătatea 

acestuia, pentiix care oricare dintie fonnulele menţionate mai sus poate oferi deplină 

satisfacţie. 

Pentru cazul care ne interesează, însă, se doreşte aproximarea în condiţii de 

precizie suficientă a unui domeniu extins, sau a îndegii caracteristici de magnetizare. 

Aceasta se poate obţine numai cu fonnule mai sofisticate şi mai greoaie la utilizare, ale 

căror coeficienţi se obţin dificil din datele ex-

perimentale. Prezentăm câteva dintre ele, 

pentru a da o idee asupra celor afiiTnate. 

Pentru o eroare relativă standard de or-

dinul e = 410" \ pot fi folosite următoarele 

formule: 

a + bV 

0,04 

-0,04 

[A] 

1 
/ = , m care: 

0,5 1 [Wb] 

curba rezultată din măsurători 
curba calculată 

Figura nr. 2.5 
a + bV 

/ ; a, b şi c dati de (2.10) 
1 + cM̂  

a = 1,1599667-l O"' 
b = 2,0601864-10 ' 
c =-1,1650839 

(c = 4,586-10"') şi: 

/ rra + bM '̂', în care: 

a = 3,6810058-10"' 
b = 8,3773357-10' ̂  
c = 76,851014 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

(e = 4,208-10'^), reprezentările lor putând fi 

uimăiite în figmile nr. 2.5 şi, respectiv, nr. 2.6. 
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Pentiu o precizie de două ori mai 

bună, fomiulele devin mai complexe, cum 

ar fi, spre exemplu: 

(c = 1,992-IO ' ) , în care: 

a = 2,970182 MO' 
b =-1,0355821-10' 
c = 1,3053008-l O' 
d =-5,8494013-10' 

1 b - = a + 
/ I n V 

- 3 ' 

cin V 
V 

(£ = 1,987-10-'), în care: 

0,04 

0,02 

-0,02 

0,03 

(2.13) 

[A] 

sau: (2.14) o 0,5 [Wb] 

(2.15) 

curba rezultată din măsurători 
curba calculată 

Figura m*. 2.6 

/• = a + bM '̂; a, b şi c daţi de (2.12) 

a = 39,370792 
b = 11,772122 
c =-2.061805-l O' 

(2.16) 

reprezentările asociate acestora putând fi 

minări te în figmile nr. 2.7 şi nr. 2.8. A-

ceste formule sunt cele mai simple care 

oferă o asemenea precizie, fiind de prefe-

I Ţ v ^ rat altora, mai greoaie, care aduc doar 

îmbunătăţiri nesemnificative (spre exem-

plu: 

a + bM^ 
/ = 

curba rezultată din măsurători 

curba calculată 

Figura nr. 2.7 

- = a + bĤ  + + dVK'; a, b, c, d daţi de (2.14) 

1 + cVĴ  + dH/^ 

a = -9,5201449 
b = 11,102214 
c = 0,10116385 
d =-1,4314774 

în care (2.17) 

(2.18) 
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(»: = 1,729 -10"^), cu reprezentarea în figu-

ra nr. 2.9). 

0,05 

-0,02 

curba rezultată din măsurători 
curba calculată 

Figura nr. 2.8 

b cin V 

curba rezultată din măsurători 
curba calculată 

1 - = a + -
/ In V 

; a,b,c,d daţi de (2.16) 

/ = 

Figuia nr. 2.9 
a + bV[/ 

l + cV[/ + dV[/ 
;a,b,c,d daţi de (2.18) 

Se pare că pragul e = 10"̂  reprezintă o li-

mită pentru o aproximare analititică rezonabilă 

prin formule clasice, orice tentativă de a coborî 

sub el implicând exprimări şi calcule fastidioa-

se. Ultimul exemplu pe care îl dăm pentru ilus-

trate, cu c = este (figura m-. 2.10): 

/ = , în care: (2.19) 

0,04 
A] 

k^O 

0.5 
W 

"l IVVb] 

a^ =7,145258-10"' b^ = 8,936-10"' 
a, =3,9265067-10' b, = 6,204-10"' 
a, =4,5496091-10-' b, =4,855-10 - l 

a, =2,0359529-10 - l 

- 2 a, =4,193089-10 
a, =3,2828977-10 

h, =1,764-10 
b^ =3,03-10"' 
b, =1,98-10"' 

. - ( 2 . 2 0 ) 

xlO' 

curba rezultată din 
măsurători 

curba calculată 

Figura nr. 2.10 

*=0 

aA-, bk. A: = 0,5 daţi de (2.20) 
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Din analiza rezultatelor practice ale încercărilor precedente se desprinde ideea 

că nici o fonnulă de tip clasic nu este adecvată pentiu aproximarea corectă a 

caiacteristicii de magnetizare pe domenii largi; deasemenea, determinaiea parametrilor 

este o operaţie dificilă şi e foaite puţin probabil ca la un alt set de date să nu fie mai 

indicate cu totul alte expresii, ceea ce înseamnă că nu pot fi trase concluzii cu caracter 

general, fiecare caz în parte trebuind tratat separat (cele zece expresii prezentate 

anterior sunt selecţionate ca fiind cele mai potrivite din totalul unui maie număr 
/v ^ 

analizate). In plus, formulele care oferă o precizie acceptabilă nu sunt cele mai 

adecvate pentiu o evaluare repetată a valorii funcţiei şi a derivatelor acesteia. 

Pe această cale se ajunge la necesitatea utilizăiii funcţiilor segmentar 

polinomiale şi de aceea am abordat cu prioritate metode locale de obţinere a funcţiilor 

spline polinomiale, care asigură o precizie bună în aproximarea caracteristicii de 

magnetizare, indiferent de plaja de variaţie a măiimilor. Pentru a exemplifica afirmaţia, 

în figura nr. 2.11 prezentăm o aproximare făcută cu funcţii spline cubice. Se obsewă o 

OJ 

0.4 

0 3 

OJ 

0.1 

i[A] 

i 

t 
1 
1 
/ 
1 

j 

0.5 

0.4 

0.3 

0.2 

0.1 

i[A] 

} 
O 0 .1 0 .2 0 .3 0.4 0-5 0 .6 0 .7 0 .8 0 .9 

curba rezultată din măsurători 
curba calculată 

Figura nr. 2.11 

Aproximare prin funcţii spline cubice 

o 0.1 OJ 03 0.4 Oi 0.6 0.7 0.8 0.9 

-— - curba rezultată din măsurători 
curba calculată 

Figura nr. 2.12 

Aproximare prin funcţii spline de giadul 
şase 
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oaiecaie dificultate în rcproduccrca porţiunii liniare din zona de saturaţie a curbei. în 

figuia nr. 2.12, această deficienţă este rezolvată prin folosirea unor polinoame de 

gradul şase (suprapunerea este atât de bună, încât ain folosit o îngroşare a liniei 

punctate a detemiinăiilor experimentale pentru a le putea evidenţia faţă de curba de 

calcul). 

2,2.2 Interpolare prin funcţii polinomiale pe porţiuni 

Pentru calculele care unnează, vom considera caiacteristica de magnetizare 

exprimată prin relaţia (2.9), aceasta fiind o expresie de tip Frdhlich, una dintre cele mai 

utilizate în practică [95]; compaiarea valorilor obţinute prin interpolare se va face cu 

valorile obţinute astfel. Acest lucru este folosit doar pentiu exemplificaie, ulterior 

demonstrându-se capacitatea funcţiilor spline de a aproxima orice funcţie netedă, deci 

şi pe aceea conţinută în mod implicit de setul discret de date obţinute experimental 

pentru caiacteristica de magnetizare. 

Primele încercări de a inteipola între valori detenninate experimental s-au făcut 

utilizând polinoame clasice de inteipolaie {Lagrange, Newton, Cebâ^ev, etc.). Din 

rezultatele obţinute este vizibilă tendinţa inteipolanţilor de a avea întie puncte oscilaţii 

caie pot fi foarte mari. Folosind fonnula (2.9) avem la dispoziţie valori de refeiinţă 

continue, nu un referenţial discret; în acest mod putem evalua abaterea foimulei de 

interpolare în orice punct din intervalul de interes. Se pot lua astfel în considerare 

interpolanţi care utilizează puncte ecliidistante sau nu, precum şi comportarea lor când 

distribuţia punctelor de inteipolare este foarte inegală, existând distanţe mari între 

imele dintre acestea. După fixarea concluziilor asupra interpolanţilor, aceştia vor putea 

fi folosiţi asupra oricăiui set de date experimentale, având certitudinea unui anumit 

comportament şi garanţia preciziei de estimare. 
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2.2.2.1 îiiicrpolarc osculatorie 

Coeficienţii poiinomuiui de intcrpoiare A ĉn'/o/?, [t,]/, -sfT, x̂ J/" pot 

fi calculaţi în mod eficient cu ajutorul unei tabele de diferente divizate. 

Se presupune că toate punctele de interpolaie sunt ordonate în aşa fel încât 

punctclc multiple apar succesiv. Accst lucru facc posibilă calcularea tabelei de 

diferenţe divizate coloană cu coloană, începând cu datele furnizate, fiecare 

componentă fiind calculată din cele două anterioaie învecinate. 

Ca un exemplu de utilizare a poiinomuiui de inteipolare al lui Newton şi a 

obţinerii cocficicnţilor accstuia din tabelul diferenţelor divizate, pentru 

/ = 
1,15997 • 10"'̂  + 2,060 i 9 • i O' V vom estima /(0,35) prin număiul 7^4(0,35), p^ fiind 

1-1,6508 

polinomul cubic caie coincide cu /(m '̂) în punctele 0,3, 0,3, 0,4, 0,4 (adică există o 

coincidenţă a valorilor celor două funcţii şi a primei lor derivate în punctele 0,3 şi 0,4. 

Tabelul corespunzător diferenţelor divizate este: 

1 dd 2dd 3dd 
0,3 1,12849-IO'' 

6,25939-10"' 
0,3 i,i26H9 - IU -5,62734-10-' 

6,3205-10 ' 1,26949-10"' 
0,4 1,176054-10 ^ 7,06759-10 ' 

7,69964-10'' 
0,4 1,176054-10 '̂ 

Tabelul nr. 2.1 

^ , . ^ , . U5997-i0-* + 2,06019-10--M^ 
Diferentele divizate pentru / = 

1-1,6508 V 

De remarcat este faptul că prima şi a tieia valoare din coloana primei diferenţe 

divizate ticbuic intiodusc ca date dc intiarc datorită coincidcnţci punctclor considcratc 

în calcul. Luând diagonala superioară a tabelului, putem scrie: 
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pSX) = 1,1249 • 10 ' + (V - 0,3)- 6,25939 • 10 ' + (M̂  - 0,3)'(- 5,62734• 1 ) + 
- 0 , 3 ) ' - 0,4)-1,26949 • 10 ' 

(2.21) 

- ' rula: Şl a p u i c a i c i 

/;,(0,35)=i,425S-i0' =1,41343-10-' =/(0,3 5). (2.22) 

Se vede că se impuiie, alături de evaluaiea polinomului în aiiuiiiite puncte, şi 

calculul derivatei (derivatelor) acestuia. Deoarece aceasta este metoda care va fi 

folosită în continuare, vom exemplifica modul de calcul al derivatelor unui polinom 
# 

scris sub forma Newton. Sc foloseşte un algoritm dc multiplicare în serie [42] pentru a 

adăuga tabelului diferenţelor divizate trei diagonale suplimentare, utilizând de fiecare 

dată punctul 0,35 ca fiind nou - intiodus. în aceste condiţii, ultima diagonală calculată 

conţine derivatele scalate ale lui p^ în punctul 0,35, adică coeficienţii seriei Taylor 

tiimchiate. La modul practic, tabelul de calcul are unnătoarea aparenţă; 

1 dd 2dd 3dd 
0,35 1 A'̂CO 1 A-3 

• 1 \J 
5,66492-10"' 

0,35 1,4258-IO-' 
5,66492-10'' 

-4,99261-10'' 
1,26949-10'' 

0,35 1,4258-10-' -5,62735-10'' 
5,94629-10'' 1,26949-10'' 

0,3 1,12849-10'̂  -6,26209-10'' 
6,25939-10 ' 1,26949-10'' 

0,3 1,12849-10'' 
6,3205-10"' 

-5,62734-10'' 
1,26949-10'' 

0,4 1,176054-10"' 
7,69964-10'' 

7,06759-10'' 

0,4 1.176054-IO"' 

1 abelui m*. 2.2 
Exemplificare pentru algoritmul de multiplicare în serie 

Algoritmul de multiplicare în serie este cea mai eficientă metodă (cunoscută) de 

deplasare a originii pentru polinoamcle s e n SC s u b f o î T n ă canonică. 
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Polinomul de interpolare poate fi scris, în aceste condiţii, sub fonna: 

p^ = 1,4258-10 ' +5,66492-10"'(V-0,35)-4,9926M0"'(V-0,35)' + 
+ 1 ,26949 -10"0 ,35 ) ' 

(2.23) 

2,2.2.2 Interpolare segmentar polinoniială cubică 

Inteipolantui polinomial pe poiţiuni {pp) cubic a fost unul dintre cele mai 

mediatizate mijloace de calcul cu ajutorul funcţiilor spline. Pentru a testa capacitatea 

sa de modelare în cazul caracteristicii de magnetizare a fost construit un program, scris 

în Fortian, care calculează inteipolantui cubic spline - Alfa. Acesta acceptă ca şi 

condiţii pe frontieră valori ale primei sau ale celei de-a doua derivate; dacă nu 

dispunem de nici un fel de infoimaţii de acest tip se utilizează condiţia „not-a-knot" 

[39] (primul şi ultimul nod interior nu sunt active [38]). Ca o anticipare a dezvoltărilor 

ulterioare, cel de-al /-lea segment polinomial, p,, este scris sub foima: 

P, W - c,, + (x - T,) + 03, (x - XJ72 + {x - x , ) V 6 . (2.24) 

Rezultatele rulării programului sunt reprezentate de valorile c, ̂  , / = 1,4, j = 

= 1,//-1, acestea constituind de fapt coeficienţii interpolantului spline cubic cu 

nodurile interioare . Mai exact, în intei-valul (T,,X,^,), funcţia spline f este dată 

de relaţia: 

fix) = + h - (c,., + h - (c.,, + h - o,, /3)/2) , în cai'e: (2.25) 

h = x-x{i). (2.26) 

Atât pentm evaluarea funcţiei / sau a derivatelor acesteia, cât şi pentiu scopuri 

ulterioare, a fost scris un program în Foitian, Beta (Anexa nr. 5), care foloseşte pentru 

evaluaiea derivatei de ordinul j a funcţiei / relaţia: 

^ VW - Z (x - V(/;; - j)\. (2.27) 

m=j 

Programul furnizează valoarea derivatei de ordinul J a funcţiei / în punctul x. 
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Indicele / al intei-valului în care sc găseşte x este identificat cu ajutorul unui 

subprogiani - Gama (Anexa nr. 5), apelat de funcţia Beta, pentru ca apoi derivata să fie 

evaluată confomi formulei: 

^ V W = C ^ , + h. (Ĉ ,,,, + / ; . ( . . + h.C,,,)/(Â- -j- \)l{k - j- 2).• •)/2)/l (2.28) 

prin algoritmul de multiplicare în serie. 

Alegerea derivatelor Cj , .- D'~\f(x^) în locul coeficienţilor polinomiali ĉ  , 

:= reprezentarea pp conduce la o tratare uniformă a funcţiei / şi a 

tuturor derivatelor sale în timpul evaluăiii. Dacă interesează numai valoarea funcţiei / 

este mai eficientă utilizarea coeficienţilor polinomiali uzuali c^,, acest lucru divizând 

munca în două prin evitarea calculelor repetate şi a împăilirii cu numerele 1,^-1. Pe 

de altă parte, evaluaiea derivatei de ordinul j (7 > O) devine mult mai dificilă: 
k-i 

(2.29) 
m=7 

Pentru a caiacteriza modul în care inteipolantul pp cubic descrie caracteristica 

de magnetizare, reprezentaiea giafică nu mai este adecvată, erorile fiind în general 

mici. De aceea, trebuie imaginat un procedeu care să ofere indicaţii asupra preciziei de 

modelare. Intuitiv, ne putem aştepta ca eroarea maximă: 

:= max / W - / 4 / W (2.30) 

să tindă la zero atunci când numărul punctelor interioare creşte. Eroarea maximă 

poate fi estimată ca fiind valoarea absolută a diferenţei / - I j { x ) în 20 de puncte 

echidistante din interiorul fiecăruia din cele n -1 intervale [T:,_J,X,] ,/ = 2,/;. Am făcut 

presupunerea că ||e„||, luată ca şi funcţie de n, tinde la zero similar cu (3n", a şi p 

fiind constante (a<0) . Dacă ||ej| = pn", atunci ||eJ|/||e„J|s||n/m|p şi putem estima 

exponentul de diminuare din două erori cu ajutorul formulei: 

«-( i8 | | e„ | | - lg | | e j | ) / lg(n /m) . (2.31) 

A fost construit im program care calculează pe această cale exponentul de diminuare 

din erorile maxime succesive. Rezultatul obţinut în mma rulării sale este prezentat mai 
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jos. Se observă că eroaiea scade cu mărirea numămlui de puncte n. Această scădere 

este, însă, insuficientă atunci când dorim o precizie bună. Se vede că, pentru cazul 

prezentat, e j = comt • n . Dacă se impune o eroare de ordinul a 

10'^, aceasta înseamnă că: 

n er. max exp. 

2 3.92291E-01 ,0B0 
4 3.22487E-ei - .283 
6 2.92181E-81 - .243 
8 2.68860E-91 - .289 

10 2.48487E-01 - .353 
12 2.31766E-01 - .382 
14 2.18787E-81 - .374 adică: 
16 2.06911E-01 - .418 
18 1.95999E-01 - .460 
20 1.85947E-01 - .500 

= \h\\ = kll/l|e2o||)-|Ko|| = (n/20)"''^ 0,18595, (2.32) 

n/20 = 10'-(0,18595)' =3,45774-10' 2̂ 33) 

Cu alte cuvinte, pentru realizaiea acestui obiectiv, n = 35.000, ceea ce nu prezintă nici 

un interes din punct de vedere practic. 

Dacă reluăm calculul, punctele nemaifiind repartizate e-n ep. max exp. 

4 Î! 1791 -̂82 i!525 chidistant, ci astfel încât să coincidă cu zerourile polinomului lui 
6 2 .e2827E-82 1 .338 
8 2 .53518E-82 .775 

18 2 .6486BE-82 .196 
12 2 .49296E-82 - . 3 3 2 
14 2 .21498E-82 - . 7 6 7 
16 1 .88354E-82 - 1 . 2 1 4 
18 1 .5553eE-82 - 1 . 6 2 6 

Cebâşev, confonn formulei: 

t, = (a + b-(a-b)cos((2y-l)7i, (2n)))/2 ,7 = l,n (2.34) 

20 1.25982E-82 -2.838 gg obţine rezultatul alăturat. Se vede că eroarea maximă ie 

descreşte acum cu n~', ceea ce este satisfăcător. Totuşi, în general, este dificil ca 

determinările experimentale să fie făcute strict în aceste puncte. 

2.2.2.3 Interpolare prin funcţii spline 

Am folosit reprezentarea funcţiilor pp sub formă de B-spline. Relaţia de 

recurenţă [39]: 

(2.35) 
W . - t , 

conduce nemijlocit la un algoritm pentru generarea simultană în punctul x a celor k 

funcţii B-spline de ordinul k ce pot fi nenule. 

Să presupunem că t, <t„i şi xe[t,,t,,,]. Valorile tuturor flmcţiilor B-spline 

nenule în punctul x pot fi aranjate sub forma triunghiulară unnătoare (în care s-a notat 
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O 

O 
O 

B lA 
B. 1,2 

O 
O 

O 

o 
B 

t-1 
B 1-1,* 

B 

O îii mod simplificat /i^, în Ioc de 

Bj^{x). Şirul de zerouri care 
A + U 

mărgineşte prezentarea alăturată 

k iji reaminteşte faptul că toate cele-

lalte funcţii B-spline (de ordin 

^k), în afara celor din tabel, se 

anulează în punctul x. 

Structura triunghiulaiă 

poate fi generată coloană cu co-

loană, prima dintre ele fiind ob-

ţinută din relaţia: 

1, dacă t, < X < t 
[o, altfel 

Este evident că la obţinerea 

funcţiilor^, ̂  şi se ia în 

considerare faptul că un tennen învecinat este nul. Dacă că am calculat cele j numere 

în vectorul şi vectorul conţine cele y + 1 numere 

Î , ,+iW ale coloanei unnătoare, atunci din (2.35) rezultă: 

'K = 0; 

I 

O 
O 

Tabelul ni". 2.3 

Funcţiile B-spline nenule în punctul x e [t,,t,^,] 

^i+r ^i-J+r 
,r = l j + l 

(2.37) 

Introducând notaţiile := x - ş i := t,̂ ^ -x, r = l,k-\, (2.37) se scrie sub forma: 

(2.38) b' 
- r + l 

'r • j-r+2 oD , jS , 

Datorită ipotezei adoptate (t, <t,^,), nici unul din numitorii expresiei (2.38) nu se 

anulează, oricare din ei având cel puţin valoaiea At,. Modul de calcul al valorilor {bl) 

din (ăJ precizat în relaţia (2.38) este unnătorul: în memoria calculatorului, b' se 

stochează peste b, utilizând o locaţie de salvare temporară; pornind cu 7 - l , caz în 
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caie h aie o siiiguiă valoare, A, = J, repetarea ciclului: 

din algoritm intioduce în vectorul h valorile celor k numere 

b, 

forj = l , k - l d o 

temp O 
b, :=temp + 5, * a 
temp:=6f.,,, * a 

bj,, temp 

Algoritmul prezentat a fost scris în Foitian sub ^ a ^ I b , ) 
h fpmn -l-

fonna unei submtine - Dalia, conţinute în Anexa nr. 6. 

Cu aceste pregătiri preliminare, a fost scris în Fortran un 

progiam - Epsilon (Anexa nr. 7), care construieşte reprezentarea pp a unei funcţii / pe 
# 

baza descrierii ei cu ajutorul funcţiilor B-splinc. 

în cele ce unnează, vor fi prezentate câteva idei de bază ale aproxiinării locale, 

cu scopul de a preciza cât de bine poate fi modelată o funcţie netedă prin funcţii 

polinomiale de un anumit ordin. 

Se dă secvenţa de noduri t = (t,)"'*, cu t, < t,̂ ;̂ . ,V/ şi t, = ••• = t̂  = a, = ••• = 

= astfel încât [a,b] = Ne interesează aproximarea unei funcţii g pe 

intervalul [a,b] piin funcţii spline polinomiale de ordinul k , având secvenţa de noduri 

s{x} şi := max t , adică prin elemente ale spaţiului liniar S ^ V o r fi folosite nonna g 

modulul de continuitate co(^',/7):= \x-y\<h, j r ,_ve [a ,b ]} al funcţiei g . 

(Pentru notaţii vezi Anexa nr. 1.) 

Fiind dată secvenţa foituită x, <"-<t„ pe intei-valul [a,b], vom considera 

aproximarea prin funcţii spline polinomiale de ordinul A a funcţiei continue g pe 

a,b], A^', constr uită în felul unnător: 
n 

(2.39) 
(-.1 

Transfonnarea A conservă constantele, adică Ag = g, în cazul în care g este funcţia 

constantă g(x)-c ,Vx e [a,b]. Acest lucm este posibil datorită proprietăţii funcţiilor B-

spline de a fi partiţii ale unităţii; adăugându-le pe acelea de a fi nenegative şi de a avea 

suport redus, putem stabili un estimator al erorii în formula (2.39), rezultând [40]: 

distfe,S^.,):= min - ^ e }< const,. • co^-|t |) . (2.40) 
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Dacă adoptăm x, = t* = (t,,, + - l ) ,V/, transfonnaiea A (2.39) devine 

metoda de aproximare V a lui Schoenbcrg prin ajustaie [16], O analiză sofisticată a 

erorii g - V g [114] produce urniătoml rezultat: 

dist (g, S,,) < \\g - yg\\ < co mm l2k - 2) ',|t| • (k/\2^ )), (2.41) 

caie leagă ordinul funcţiei spline de mărimea reţelei secvenţei de noduri |t|, stabilind o 

conexiune întie estimatorul (2.39) şi teorema lui./ackson [141], ' 

Estimatonil (2.40) demonstrează *că distanţa oricărei funcţii continue g faţă de 

Ŝ  j tinde spre zero odată cu micşorarea măiimii reţelei, |t|. Aceasta înseamnă că orice 

funcţie continuă poate fi aproximată oricât de precis prin funcţii spline de ordin impus, 

dacă avem libertatea de a alege număiul de noduii. De asemenea, formula (2.40) arată 

că dist(^,S;t J tinde spre zero cel puţin la fel de repede pe cât o face modulul de 

continuitate al funcţiei g cu scăderea lui |t . 

Estimarea distanţei unei funcţii netede faţă de S;t j poate fi făcută în mai multe 

feluri. Cea mai rapidă este următoarea [41]. Distanţa unei funcţii g faţă de Ŝ  t este 

aceeaşi cu distanţa funcţiei g-s faţă de Ŝ  ,, -s fiind o funcţie spline de ordinul k cu 

secvenţa de noduri t , adică: 

dist(g,S,J=distfe-5,S,J (2.42) 

In aceste condiţii, din (2.40) rezultă: 

dist(g,S,,J< const, -©(g -5,|t|) ,V5 e S,,̂  nC[a,b]. (2.43) 

Adăugând unele informaţii din teoria aproximării funcţiilor continue în sensul lui 

Lipschitz, putem scrie: 

(2.44) 

dacă g şi .s sunt funcţii suficient de netede. Unnează că: 

dlst(s^S,J^ c o n s t , , V 5 e S,,, nC[a,b], (2.45) 

la care, adăugând funcţia .s astfel încât să micşorăm atât cât este posibil limitele şi 

amintind că: 
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Sa-u = e S, , nC[a,b]pc[a,b]}, (2.46) 

în final se obţine estimaiea: 

dist(g,S,,)<const,|t|-dist(i'',S,.,J, (2.47) 

în ipoteza că g are o derivată continuă pe porţiuni. 

Bineînţeles, fonnula (2.40) poate fi utilizată din nou, de data aceasta pentm a 

estima dist(g',S^_n), dacă g' este o funcţie continuă, obţinând: • 

d i s t t ^ S , J < c o n s t ' , • | t |-co(i>', | t |) , ' (2.48) 

în care const'ĵ  const^ • const^.,. Dacă funcţia g o permite şi dacă k-\>\, putem repeta 

procedura, pentru a găsi că: 

dist(^,S, J<constMt|' -«t^';!!!), (2.49) 

în care const^ := constj. • const̂ .̂  • 

Se poate arăta că eroarea făcută în aproximarea funcţiei g prin A^ nu este, în 

general, mai mică decât o\tf), oricât de netedă este funcţia g [39], 

Din raţiuni practice, am unnărit influenţa plasării nodurilor asupra acurateţei 

tehnic realizabile la o aproximare prin funcţii spline polinomiale. Anterior am folosit 

formulele care exprimă limitaiea erorii doar pentiu a descrie dist(g,Si J în termenii 

măsurii (globale a) reţelei |t| = max At,. în literatma de specialitate există însă şi 

informaţii specifice care pot conduce la alegerea secvenţei |t| în aşa fel încât 

mărginirea să fie redusă. 

Prelucrând date obţinute în [103], se poate obţine limitarea: 

r 1 < const,. h-Ag 

în caie I. semnifică intei-valul 

MU) 

I 

(2.50) 

lungimea acestuia.Este evident că 

alegând intervalul relativ mic putem reduce limitarea, dacă derivata de ordinul k a 

funcţiei g prezintă variaţii maii, dar modul exact în care trebuie procedat este destul 

de incert. 
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Minimizarea fonnulci (2.50) ca şi funcţie de t = pentin n fixat este o 

operaţiune destul de dificilă. Problema poate fi abordată şi în alt mod, încercând să 

determinăm t pentru n fixat, astfel încât dist(g,S^ ,) să fie cea mai mică posibil. Şi 

această chestiune este delicată şi merită efortul doar dacă dist( '̂,S;t t) este sensibilă la 

plasarea tuturor, sau a unora dintie noduri; pe de altă parte, este de dorit ca funcţia g 

să poată fi bine aproximată printr-o funcţie spline cu un număr-cât mai mic de noduii. 
/V ^ 

In orice caz, nu putem găsi o plasare optimală a nodurilor decât în ipoteza că funcţia 

este suficient de bine cunoscută pentru a putea evalua - f \. 

In situaţiile practice tipice, funcţia este cunoscută doar aproximativ sau 

implicit, motiv pentiai care nu poate fi elaborată o strategie de plasare optimală a 

nodurilor. Cel mai bun lucru pe care-1 putem spera este de a găsi o disti ibuţie optimală 

a nodurilor. Pentni aceasta, vom propmie nişte ipoteze de plasare a nodurilor, 

care să facă mai uşoară analiza (această simplificaie nu afectează semnificativ 

rezultatele, o analiză riguroasă putând fi urmărită în [18]). Nodurile din intei-valul (a,b) 

vor fi împăitite în grupuri ăt k-\ fiecare, în cadrul fiecăiui grup admiţând că nodurile 

se contopesc într-unui singui", cu ordinul de multiplicitate k -1 (dacă numănil total de 

noduri nu este un multiplu exact deÂ^-1, pur şi simplu se adaugă atâtea câte mai sunt 

necesare). Fie aceste puncte în care au fost gmpate şi contopite nodurile 

(conţinute în intei'valul (a,b)), punând :=a şi :=b. Cu acestea, ^ coincide 

pe [a,b] cu P̂ . ^nc[a,b], iar formula (2.50) devine: 

Formula obţinută sugerează o tentativă de a plasa - ^^ ^̂ ^ încât să 

minimizăm: 

max 
j 

(2.52) 

Deoarece ^̂  este o funcţie continuă de variabilele a şi p 

(dacă este continuă) şi monotonă, crescătoare în p şi descrescătoare în a , formula 
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(2.52) este minimizată (pentiii m fixat) dacă sunt alese astfel încât 

Ac = const = l,m . 

DeteiTninarea exactă a punctelor ^ '̂---'S.,, este o sarcină grea şi nu este 

justificată, datorită ipotezelor pe care le-am adoptat şi pentru că, în mod obişnuit nu 

avem infonnaţii despre derivata de ordinul k a funcţiei g . 

O abordare echivalentă deteiminăiii punctelor astfel încât 

= const, y = l,m constă în determinarea acestora de aşa manieră încât 

l/t 1 i'* 
dA: = —f dx = aceeaşi distributie fiind produsă sub formă 

' mJ 1 

asimptotică. 

Ultima fonnulare este mai uşor de rezolvat, mai ales dacă înlocuim funcţia 

printr-o aproximaie constantă pe poitiuni Cu acestea, G{x) = '^{h{s)Y''ds 

devine o funcţie continuă şi monoton crescătoare segmentar liniaiă, uşor de evaluat. 

Rămâne de stabilit cum se poate obţine o aproximaie constantă pe porţiuni h a 

fîmcţiei . O soluţie este propusă în [53], şi anume aceea de a calcula mai întâi o 

aproximare pp de ordinul k + \ a funcţiei g (utilizând orice combinaţie convenabilă 

pentru punctele de racordare) şi de a utiliza valoaiea absolută a derivatei de ordinul k 

a acesteia pentru aproximarea h. O altă vaiiantă este propusă în [185] şi constă în 

constniirea funcţiei h dintr-o aproximare pp cm entă / de ordinul k a funcţiei g, aşa 

cum urmează. 

Din punct de vedere practic, nu există nici o diferenţă între modul în care este 

construită funcţia constantă pe porţiuni // sau funcţia liniaiă pe porţiuni 

H{x).- h{s)ds, oricare dintre ele putând fi uşor obţinută din cealaltă. Dacă h 
a 

aproximează funcţia , integiala ei, H , va aproxima funcţia 
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(i-i)._ , aceasta putând fi calculată (în principiu) din derivata de 

ordinul k - \ a funcţiei g\ cu alte cuvinte, putem calcula o aproximaţie a ei dintr-0 

aproximaţie a funcţiei 

Mai concret, să presupunem că avem o aproximare pp/'de ordinul k a funcţiei 

g . Derivata ei de ordinul k - \ , este o funcţie constantă pe porţiuni şi poate fi 

scrisă sub fonna = , î" care ^ = este secvenţa 

punctelor de racordare a funcţiei / . Numărul â  reprezintă saltul funcţiei Z)'* ' ^ în 

punctele de racordare ^̂  ,7 = 2,/. Variaţia totală a funcţiei Z)'* ' ' / , considerată ca o 

aproximaţie a funcţiei fiind var̂ ^̂ jD̂ ^ 'V ~ 2 ^̂^ ' ^^ po^te constiiii 
j = 2 

funcţia spline de ordinul doi H ca fiind o aproximare a funcţiei var̂ , . Concret, 

vom face alegerea = astfel încât pentiii se ia ca valoare panta în 

a parabolei caie interpolează funcţia var[, în punctele , şi : 

A(p '3/2 
,/ = 2 , / - l , (2.53) 

care cp,_ pe ,V/ . m 

în baza acestui algoritm de plasaie optimală a nodurilor a fost construit 

programul Zef/a (Anexa nr. 8). Testele făcute arată că această tehnică aduce numai 

îmbunătăţiri de relativ mică importanţă. Am reluat programul folosit anterior pentru 

construcţia inteipolantului spline cubic. Schema iniţială, care se bazează pe o secvenţă 

uniformă de n puncte, este urmată de im ciclu: inteipolantul curent este folosit în Zeta 

pentni a obţine o posibilă distiibuţie mai bună a nodurilor, iaî  pe baza acesteia se 

calculează în Alfa un nou inteipolant spline cubic. Ciclul poate fi repetat de un număr 

specificat de ori. 
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cicluri pri« cicluri prin cicluri prin cicluri prin Rf^/iilfatflp 
zeta = e ^eta = 1 zeta = 2 zeta = 12 KCZUltaiCie 

n er.max. exp. „ cr.max. exp. n er.max. exp. „ cr.max. exp. alătUFatC prCzilltă 
2 .392 .00B 2 .392 . 8B8 2 .392 . BHB 2 .392 . BBB 
4 .322 -.283 4 .310 -.304 4 .310 -.341 4 .305 -.362 eiOaiCa ITiaXima 
f> .292 -.243 6 .381 -.132 6 -300 -.016 6 .385 .882 It .269 -.289 8 .279 -.269 O .281 -.317 O .267 -.463 infPînnlarP 10 . 248 -.353 10 . 258 -.338 10 . 258 -.382 10 . 239 -.506 ^^ IlllCipOldlC, 

12 .232 -.382 12 .239 -.439 12 .238 -.441 12 .223 -.384 
14 .219 -.374 14 .221 -.504 14 .219 -.540 14 .198 -.773 Calculată futlCtiC 16 .207 -.418 16 .205 -.562 16 .203 -.584 16 .173 -.994 
18 .196 -.460 18 .189 -.704 18 .106 -.721 10 .162 -.547 , - i i 20 .186 -.500 28 .176 -.679 20 .172 -.722 28 .148 -.895 QC numarul QC 

puncte date, atât pentiii puncte echidistante, cât şi pentru alte distribuţii, îmbunătăţite 

prin apelaiea repetată a subprogiamului Zcla. Pentru cazul punctelor echidistante, 

exponentul de scădere este (-0,5), în concordanţă cu (2.40) (reamintim din exemplul 

anterior că pentru funcţia dată /(M') (2.9), modulul de continuitate este hî '̂ ). 

Chiar după repetaiea de 12 ori a lui Zcia, exponentul de scădere este în jurul lui 

(-0,9), în timp ce aşteptăiile noastre (conform [39], [53], [117] şi [157]) erau ca acestea 

să fie de ordinul (-4), exponentul tipic pentiu aproximarea de ordinul patru (cubică). 

Fără o analiză atentă, nu este clar de ce există această neconcordanţă. Zela foloseşte 

salturile în cea de-a treia derivată a funcţiei pentiu a estima derivata a patra, un salt 

important determinând plasaiea unui număr mare de noduri în proximitatea sa. In 

cazul funcţiei (2.9), derivata sa de ordinul patiu creşte către sfârşitul intei-valului, în 

zona de saturaţie, şi aici ar fi trebuit plasate cele mai multe puncte. în urma unor 

determinăii se vede că Zcta nu a făcut acest lucru, pentiu faptul că în Alfa condiţia 

„not-a-knot" forţează primul şi ultimul salt în cea de-a treia derivată la valoarea zero, 

situaţie ce a creat interpretarea de către Zela că derivata de ordinul patru este de 

valoare foarte mică în zonele de frontieră, deci inclusiv în porţiunea satuiată. 

în urma multor încercări, folosind alte funcţii de descriere a caracteristicii de 

magnetizare şi diferite condiţii de frontieră, se constată că pentru n > 4 aproximarea 

„optimizată" poate să fie de calitate mai proastă decât cea cu noduri echidistante. 

Obţinerea sistematică a unor erori mai mari decât cele avansate teoretic sugerează o 

explicaţie cu caracter general. Alătuii de inteipolantul spline cubic al funcţiei g, 

vom intioduce norma procesului de iiiteipolare, definită după cum urinează: 

| l , | | -max | l , / | | / | | / | | | / eC ,||/||^o}. (2.54) 
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P l̂ltlTl 011G6 fviUCtlG / G S , , \ J = iar dc aici: 

= ,deci: (2.55) 

Ik - Ui ̂  \\g - /II+||i4fo - A\ ̂  Ik - /II+III4II • h - /II • (2.56) 
Alegând / G S4 pentru a minimiza tennenul din dieapta, obţinem următoarea condiţie 

de mărginire a erorii: 

|^,'-l4i'|N(l + ||l4||>distt',Sj. . (2.57) 

Cu cât secvenţa punctelor este mai neunifonnă, cu atât număiul III4II este mai 

mare. Fireşte că acest lucru nu atiage după sine în mod automat creşterea erorii de 

inteipolare, pentiii că (2.57) este numai o limită, dar explică de ce eroarea poate deveni 

mare în anumite condiţii. 

Pe de altă parte, este intuitiv faptul că dacă | | l j devine din ce în ce mai mare, 

procesul de aproximare devine din ce în ce mai puţin local. Prin această afirmaţie 

înţelegem, printre altele, faptul că eroarea într-un punct poate depinde de 

comportamentul funcţiei pe tot domeniul [a,b]. Dar, din moment ce schema de 

aproximare are această proprietate, adaptarea secvenţei de noduri la comportamentul 

local al funcţiei îşi pierde sensul. Cu alte cuvinte, plasaiea optimă a nodurilor bazată 

pe comportamentul local al funcţiei care se aproximează are sens numai dacă utilizăm 

un procedeu de aproximare caie este local, adică, pentiu care obţinem (cel puţin 

aproximativ) o mărginire de fonna (2.50). 

Legătura dintre neuniformitatea repartiţiei punctelor în secvenţa de date şi 

mărimea numărului ||l|| este destul de nebuloasă. Pentru a putea evalua cantitativ 

această influenţă, am folosit un program special conceput. Luând aceeaşi funcţie (2.9), 

valorile / = / (y ) au fost perturbate cu erori de o anumită măiime; am luat n = 7 şi 

X, <• T7 egal distanţate pe domeniul [o, 0,855], cu excepţia lui Ax3=:h, care iniţial 

este egal cu 1/6, dar care ulterior se modifică. 

Pentru a putea trece la utilizarea unor scheme de inteipolare spline de ordin 

arbitiai; a fost conceput un subprogiam - Eta (Anexa m'. 9), care foloseşte funcţiile 

61 

BUPT



2 Calculul TC cu saturaţie .> / pierderi în regim Iranziloriu 

B-splinc. Concret, t = (t,)',"* reprezintă sccvcnţa ncdcscrcscătoare a nodurilor, cu t, < 

,V/ , iar (/i,)" este secvenţa corespunzătoare de B-spline de ordinul k. Spaţiul ei 

liniar, span (ZJ,)", este /7-dimensional (S;^) [121]; de aceea, în general, pot fi satisfacute 

n condiţii de inteipolare. Dacă notăm prin t = (t,)" secvenţa strict crescătoare a datelor 

furnizate, atunci funcţia spline coincide cu funcţia g (definită prin valorile obţinute 

experimental în punctele (xj;) dacă, şi numai dacă: 

(2.58) 

Relaţia reprezintă un sistem liniar de n ecuaţii, în care a = (u,)" este vectorul 

w-dimensional al necunoscutelor, iaî  reprezintă matiicea coeficienţilor. Totala 

pozitivitate a matricii [97] este interesantă, pentiu că s-a demonstrat că un 

sistem de ecuaţii liniare care posedă o matrice (inversabilă) a coeficienţilor total 

pozitiv defmită poate fi rezolvat prin eliminaie gaussiană faiă pivotare [78]. Deoarece 

{^^(x,)) este, deasemenea, o matrice bandă, sistemul de ecuaţii (2.58) poate fi rezolvat 

utilizând eficient şi spaţiul de stocaie pentru cele 2k-\ benzi posibil nenule. 

Subprogramul Ela fonnează sistemul de ecuaţii liniaie (2.58), atunci când se dau t şi 

T şi îl rezolvă prin procedeul precizat, utilizând două rutine (Anexa m*. 9). 

Cu aceste precizări, prezentăm datele obţinute în unna rulării programului 

utilizat pentiu evidenţierea modului în care neuniformitatea distiibuţiei noduiilor 
amplitudinea zgomotului = .8B1 amplitudinea zgumotului = .81 amplitudinea zgomotului = .1 

}l eroarea maxima li eroarea maxima h eroarea maxima 
.17 2 . 6 B E - B 1 .17 2 . 4 8 E - 0 1 .17 2 . 4 8 E - 0 1 

8 . 3 3 E - 8 2 2 . 6 3 E - B 1 8 . 3 3 E - 0 2 2 . 7 6 E - 0 1 8 .33E -02 4 . 1 0 E - 0 1 
4 . 1 7 E - 8 2 2 . 6 B E - a i 4 . 1 7 E - 0 2 2 . 4 3 E - 0 1 4 .17E -02 6 . 7 9 E - 0 1 
2 . 0 8 E - 8 2 2 . 6 4 E - B 1 2 . 0 8 E - 0 2 2 . 8 7 E - 0 1 2 .08E -02 1.58E+00 
1 . 0 4 E - e 2 2 . B 7 E - B 1 1 . 04E -02 3 . 4 5 E - 0 1 1 .04E-02 3.42E+00 
5 . 2 1 E - 0 3 2 . 6 9 E - 0 1 5 . 2 1 E - 0 3 7 . 1 0 E - 0 1 5 .21E -03 7.12E+00 
2 . 6 0 E - 6 3 2 . 4 8 E - 0 1 2 . 6 0 E - 0 3 1.46E4^00 2 .60E -03 1.45E+01 
1 .3OE-03 2 . 9 2 E - 0 1 1 .30E -03 2 .94E+00 1 .30E-03 2 .94E+01 
G .51E -84 5 . 9 4 E - 0 1 6 . 5 1 E - 0 4 5 .91E+00 6 .51E -04 5 .91E+01 
3 .26E -84 1.18E+00 3 . 2 6 E - 0 4 l . l B E + 0 1 3 .26E -04 1.19E+02 

influenţează eroarea maximă. Se vede că amplificarea „zgomotului" intiodus este 

remaicabilă, aceasta fiind de ordinul l/h, ceea ce confirmă faptul că marginea 

inferioară pentru ||l|| [40]: 
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I | | . const, (2.59) 
Ax, 

este corectă. Teorema originală a lui Schocnberg şi Whilncy (1953) ia în considerare 

funcţii putere trunchiată şi nu B-spline. O demonstiaţie elementară a ei, care nu 

foloseşte ca intiument matematic decât teorema lui Rolle poate fi găsită în [55], într-o 

forniă foaite simplificată, fenomenele care se pctrec sunt unnătoarele: Derivarea 

numerică poate fi considerată ca o funcţională liniară: 

h 
(2.60) 

a cărei nomiă este: 

||?i,|| := e C[a,b]\{o}}= 2/h . (2.61) 

Se observă că norma poate deveni oricât de mare atunci când se micşorează h; acest 

aspect corespunde relaţiei (2.59). Pentiu o funcţie continuu diferenţiabilă g însă, 

lim A,̂  = ̂ '(a) şi în acest caz, chiar dacă lim X.̂  = oo, pentni o funcţie netedă g, li-»0 h-»0 

este mărginit [42], 

Pe lângă aceasta, valorile calculate ale funcţiei sunt afectate şi de erorile 

datorate împărţirii trunchiate cu virgulă mobilă din calculatorul numeric. Atunci când 

setul de date este afectat de perturbaţii, valoarea calculată devine \g+c/h, c 

reprezentând „zgomotul" rezultant în valorile calculate. Cu micşorarea lui h, se 

măreşte, dar rămâne măiginit, fenomenul peiturbator dominant fiind cel datorat 

afectării datelor de intraie. 

După lămurirea acestei chestiuni, putem finaliza şi cercetările legate de 

ciclupi prin c ic lur i prin c ic lu r i prin algoritmul de plasare optimă a no-
zeta = 6 zeta = 1 zeta = 2 

n er.max. exp. n er.max. exp. n er.max. exp. dur i lo r , Z c t a . Pcnt rU dCCaSta, V O m 

î î oon "̂ ô î folosi interpolaiea 5/7///7C'cubică CU 
o , Z3Z —.318 o . ZoD la b ,Zf4 — .4ro * 
8 .25B - . 5 3 5 8 . 2 B B - 1 . B 6 8 8 .178 - 1 . 6 5 9 

18 .217 -.631 18 .145 -1.568 18 .895 -2.621 valoii medii, coTe afc O nonnă re-
12 . 191 - . 7 1 4 12 .186 - 1 . 7 2 2 12 .844 - 4 . 2 8 8 
S :îlî - .^z- î . râ ÎJ dusă [40], rezultatele fiind prezen-
18 .139 - . 7 1 8 10 .836 - 3 . 8 9 0 18 .884 - 6 . 7 1 7 
28 .128 -.764 28 .825 -3.497 28 .882 -7.328 tajg alătUiat. EstC lieCeSai' Să SC 

precizeze valoarea iniţială şi cea finală pentru numărul n de puncte de date caie vor fi 
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utilizate. Pentiii fiecare n, nodurile suiit iniţial plasate echidistant, pentru ca apoi să fie 

afectate de itermx cicluri prin Zcta\ rezultatele sunt prezentate pentiu n = 4,20 şi 

itenux = 0, I şi 2. Este cât se poate de evident, de această dată, că pe măsură ce Zcia 

este utilizat se îmbunătăţesc atât erorile, cât şi coeficientul de diminuare a acestora. 

Dificultatea majoră în ceea ce priveşte inteipolarea cu valori medii este faptul 

că, în general, nu putem alege secvenţa t pentiu valori (x,) date. în principal pentru 

această raţiune au fost abordate diverse telmici de interpolaie optimală. 
* 

f\ 

In materialul prezentat până acum au fost evidenţiate mai multe exemple de 

estimare a erorii, sub fomia: 
(2.62) 

în care S reprezintă diverse metode de aproximare. Micchelli, Rivlin şi Winograd au 

determinat (1976) o metodă de interpolare S pentiu secvenţa de date x, la care const^ 

din formula (2.62) este cea mai mică posibilă [119]. 

Interpolarea se face pe secvenţa de date x prin funcţii spline polinomiale de 

ordinul k, având secvenţa de noduri t = detenninată după cum unnează. Fie 

a,b]:=[T„Tj, cu t, =a şi = = b. Cele n-k puncte t , î n 

intervalul [a,b] se aleg ca fiind punctele de racordare ale funcţiei treaptă univoc 

detenninate /?, penti u care = 1 ,Vjce [a,b], cu /'(a' )= 1. Funcţia h aie mai puţin de 

b 
n-k scliiinbări de semn pe intei-valul [a,b] şi f/(x)/7(A:)djc = 0 ,V/e S^,. 

a 

Există şi o abordare independentă a acestei chestiuni, datorată lui Gaffney şi 

Powell (1976) [79]. Tennenul de „interpolaie optimală" le aparţine de fapt acestora, 

Micchelli, Rivlin şi Winograd folosindu-1 pe acela de „distribuire optimă" ("optimal 

recovery"). Gajfney şi Powell ajung la această fmalitate pe filiera înfaşmătorilor, 

făcând legătura între noţiunile de bază ale interpolării optimale prin funcţii spline şi 

ideea că o funcţie poate fi făcută mai netedă micşorându-i variaţia derivatei. 

In mod practic, am construit un progiam - Teta (Anexa nr. 10), care calculează 
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secvenţa de noduii t pentiu T folosind metoda lui Newton, alegerea iniţială fiind: 

k-\ 
,/ = l,n - / r . (2.63) 

în literatuia de specialitate se aiată că această distiibuţie este de multe ori foarte 

apropiată de cea optimă [119], Afmnaţia sugerează alternativa rezonabilă de a utiliza 

direct (2.63) împreună cu alegerea uzuală a primelor şi a ultimelor k noduri „de 

fiontieră". O astfel de alegere satisface cu certitudine condiţiile teoremei Schocnberg-

Whitney. 

Teta foloseşte o procedur ă. Iota (Anexa nr. 10), analoagă subprogramului Beta, 

în sensul că e capabilă de a furniza valoarea derivatei de ordinul j a unei funcţii spline 

în orice punct, dai" folosind ^-reprezentarea acesteia şi nu reprezentarea pp. 

Teta a fost folosită pentiii aproximarea caracteristicii de magnetizare cu ajutorul 

punctelor ridicate expeiimental (tabelul m-. 3.1), fiind apelată de un program piincipal. 

Prezentăm rezultatele de calcul obţinute pentioi n = 7 şi k = A. Valoarea nulă produsă 

de inteipolant în punctul H' = 

= 0,855 Wb, cu toate că acesta este 

punct de interpolare (/ = 0,5A) se da-

torează faptului că Iota este utilizată 

pentm evaluarea lui în condiţiile în ca-

re toate programele folosite produc 

funcţii continue la dreapta. Deoarece 

0,855 este nod de multiplicitate k 

pentiu inteipolant, limita la dieapta a 

acestuia în punctul respectiv este, în 

consecinţă, nulă. O valoare corectă în 

punct se poate obţine fie construind 

vaiiante pentm Teta şi Iota caie pro-

duc funcţii continue la stânga, fie mu-

n ps i i interpo lant eroare 

1 .8B0B8 aaaaa . oiaooo .00000 .00000 
2 1.8750BE-02 1.37500E-04 -1.33437E-02 1.34812E-02 
3 2.925B8E-02 1.87500E-04 -1.90097E-02 1.91972E-02 
4 7.20000E-02 3.04167E-04 -3.05663E-02 3.08704E-02 
5 .13050 4.25000E-04 -2.40130E-02 2.44380E-02 
6 .16500 5.00000E-04 -1.30234E-02 1.35234E-02 
7 .20175 6.04167E-04 6.04166E-04 1.22236E-09 
8 .24225 7.29167E-04 1.39111E-02 -1.31820E-02 
9 .27750 8.66667E-04 2.B59B2E-02 -1.97235E-02 

18 .31875 1.0g375E-03 1.83887E-02 -1.72869E-02 
11 .36000 1.31250E-03 1.31251E-03 -6.40284E-09 
12 .37875 1.48750E-03 -1.00011E-02 1.14886E-02 
13 .40875 1.72500E-03 -2.70275E-02 2.87525E-02 
14 .41625 1.83750E-03 -3.03603E-02 3.21978E-02 
15 .47625 2.58750E-03 -2.58222E-02 2.84097E-02 
16 .50250 3.22500E-03 3.22502E-03 -1.69966E-08 
17 .56250 3.78750E-03 .13441 - .13062 
18 .57000 4.52500E-03 .15146 - .14693 
19 .59250 4.78125E-03 .19439 - .18961 
2B .62625 6.0g375E-03 .21771 - .21161 
21 .67125 7.87500E-03 .11912 - .11124 
22 .67875 8.18750E-03 8.54538E-02 -7.72663E-02 
23 .68625 8.62500E-03 4.84330E-02 -3.98080E-02 
24 .69000 8.81250E-03 2.89786E-02 -2.01661E-02 
25 .69375 9.06250E-03 9.06251E-03 -9.31323E-09 
26 .79125 1.88750E-02 - .25891 .27779 
27 .82125 2.50000E-02 -4.50809E-02 7.00809E-02 
28 .82875 4.52500E-02 4.52500E-02 -4.47035E-08 
29 .85500 .50000 .00000 .50000 

nodurile optimale = 1 .33875 
2 .58887 
3 .66122 

tând nodurile de frontieră în afara domeniului de interes. 
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Iii afara valorilor calculate, în figura nr. 2.13 este prezentată caiacteristica de 

magnetizare (cu linie punctată), prccum şi aproximaiea realizată. Chiar dacă punctele 

de aproximare sunt exact reproduse, 

curba oscilează foarte mult, în special 

pe porţiunea liniaiă iniţială. în mod cât 

se poate de clar, trebuie folosită mai 

multă informaţie pentiii reprezentare. In 

figura IU". 2.14 este prezentată aproxima-

rea realizată pentiii n = 29 şi k = S . Re-

curba obţinută prin măsurători 
curba calculată 

Figura m. 2.13 

Interpolare optimală (// = 7,/: = 4) 

zultatele arată că aproximaiea optimală 

nu este o aproximare „bună". în [79] se 

demonstrează că orice interpolant opti-

mal se situează între două înfaşurătoaie, 

puternic oscilante, ceea ce limitează uti-

litatea practică a acestui demers, în pofi-

da denumirii atât de promiţătoare a pro-

cedeului. 

0,2 

0,1 

O Iţl 0,2 0,3 o;4 0,5 [Wb] 

0,4 0,6 0,8[Wb: 

curba obţinută prin măsurători 
curba calculată 

Figura m. 2.14 

Interpolare optimală {n = 29 ,k = 5) 
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2.2.2.4 Ajustare prin funcţii spline. Metoda celor mai mici pătrate 

Practic, se constată că interpolarea este o metodă eficientă de construire a 

aproximării prin funcţii spline numai dacă dispunem de valori experimentale 

detenninate cu mare precizie. în cazul contrar (care este aproape întotdeauna de luat în 

consideraie când se fac detenninări ale unor mărimi magnetice), trebuie folosite alte 

metode de aproximaie. în cadiul tezei am luat în considerare funcţiile de ajustare 

(„smoothing") şi aproximaiea (discretă) în sensul celor mai mici pătiate piin funcţii 

spline de ordin arbitrar. 

Având la dispoziţie valorile aproximative ale unei funcţii presupus netede, 

y, în punctele şi o estimare 5>', a variaţiei în y,, funcţia g va fi 

reconstituită din aceste date, construind funcţia din mulţimea funcţiilor / cu m 

derivate, care, pentiu un parametiu dat p e [o,l] (trebuind a fi ales înti-un mod caie va 

fi discutat), minimizează expresia: 

n 
PS i=l 

yi-f(xi) 
5y. 

2 xn 
+ ( l - p ) | p"^(t) |dt. (2.64) 

Acest lucru stabileşte un compromis întie dorinţa de a obţine o funcţie netedă şi aceea 

de a urmăii cât mai exact datele experimentale, alegerea parametmlui p ponderând 

căreia dintre cele două cerinţe i se dă o importanţă mai mare. 

Soluţia fp este o funcţie spline de ordinul k ;= 2m, cu noduri simple în punctele 

şi satisfăcând condiţiile la limită „naturale" = = j = m,k-2, 

deci fp e , aceasta pentru că înlocuirea ei în (2.64) nu modifică suma şi micşorează 

valoarea integralei datorită proprietăţilor de minimizare a interpolării spline. 

Dacă p = 0^, f j , este -aproximantul din P„, al datelor y (corelat cu produsul 

cartezian iar dacă p = \~ devine interpolantul spline 

,natural" din S^;. Introducând S(f)=i: 
i=i 

yi-f(xi) 
SYi 
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de la la r , anulându-se pentru r . Este posibil să fie detenninată, pentiu S dat, 
h r . . "b 

funcţia f^ caie minimizează j[f^"'^(x)Jdx din mulţimea funcţiilor / pentm care 
a 

6'(/)<S, îii aceste condiţii având loc egalitatea = 

Unii autori [39] denumesc funcţia spline a lui Whittaker, deoarece 

propmierea de a ajusta datele prin minimizaiea unei expresii de tip (2.64) îi aparţine 

acestuia (1923). Mai precis, Whittaker a luat în consideraie numai puncte echidistante 

şi propunea utilizarea pătiatelor diferenţelor de ordinul A ; / , intioducerea integialei 

Jf^'"^(x)^dx fiind făcută de Schoenberg (1964); în mod independent, Reinsch 

avansează o metodă asemănătoaie (1967) [138]. 

Mărimea S reprezintă un mijloc de a obţine o aproximare satisfăcătoare. Acest 

număr trebuie ales cumva. Reinsch propune încercarea unei valori între V2 şi n [138], 

în timp ce alţi autori propun metode foarte sofisticate, bazate pe estimarea 

„zgomotului" prezent în datele experimentale. Fiieşte, dacă nu ne putem face nici o 

idee care să ne conducă la o valoare pentru acest paiametru, ne putem dispensa de el, 

operând direct cu p . 

Bazându-ne pe ideile avansate de Reinsch, putem elabora construcţia unei 

funcţii spline cubice de ajustaie, după cum urmează. Am punctat faptul că funcţia care 

minimizează expresia (2.64), f^,, trebuie să fie conţinută în adică în P^^ flC^^^ şi 

să satisfacă simultan şi condiţiile = = O. Deoarece sunt cunoscute şi f i 

în şi x,^,, putem descrie complet funcţia / pe intervalul Dacă facem 

notaţiile a, : = Ş i î '-^fli^)!^ = atunci condiţiile la limită naturale şi 

necesitatea ca să aibă o derivată de ordinul întâi continuă conduc la următorul 

sistem de ecuaţii liniaie: 

c . = 0 
+2C,(ax,_, + = - ,/• - 2 , n - l . (2.65) 
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Dacă luăin şi 6':=(c,)" ' , sistemul liniar (2.65) poate fi scris sub foiina 

matiicială Rc = 3Q'a, în caieR este o matrice tridiagonală simetrică de ordinul n - 2 , 

cu liniile constituite după schema: + A X , ) , AX-,), iar Q' este o matrice 

tiidiagonală de ordinul (n-2)xn, cu liniile construite după schema: ( I /AX, , - 1 / A R , _ , , 

-1/AV,, 1/AX',). 

Astfel, expresia (2.64) poate fi exprimată în funcţie de a şi c. Pentru orice 

dreaptă / : 

i(x)Pdx=pi(o)r+i(o)i(h)+[i(ii)r}. (2.66) 

In aceste condiţii, pentru f - fp, expresia (2.64) are valoarea: 

/=1 
(2.67) 

;=1 

sau, sub fonnă matiicială: 

i(x)fdx [l(x)fdx p { y - a y D ( y - a ) + ^ { \ - p y R c , (2.68) 

unde D este matricea diagonală Dar din (2.65) rezultă că c-3R ^Q^a, 

astfel încât (2.64) poate fi scrisă numai ca funcţie de a : 

p{y - aj D-' {y-a)+6(l - p){R-'0'aJ R(R-'Q'a). (2.69) 

Deoarece atât D'^, cât şi sunt simetiice şi pozitiv definite, relaţia 

(2.69) este minimizată atunci când satisface condiţia: 

-2pD-'{y- a)+12(1 - pX^r'O')' R{R~'Q')a = O, (2.70) 

sau, folosind faptul că R'̂  = (/r ') ' şi simplificând: 

pD-'{y-a)=2{\-p)Qc. (2.71) 

în pailiculai" 

cu 

s(f,)= o- - 4 D-'(y - a) = [2(1 - p)/pP||DQc 

bf̂  := , ceea ce ne pennite să calculăm s(/p} dacă ne este cunoscut c. 

(2.72) 
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r\ 

In scopul de a obţine un sistem liniai' pentru c vom multiplica ambele părti ale 

egalităţii (2.71) cu 3,0'D\ iar folosind (2.66), rezultă: 

P^Q'y - 6 ( l - pY^D^Qc , ceea ce este echivalent cu: (2.73) 

6(l - p)Q'D^Q + pr}.- = 3pQV • (2.74) 

Luând în continuare u astfel încât c = 3pu, obţinem: 

6(1-P)Q^D^Q4-PR}/ = Q V ,şi: (2.75) 
s(f_)=[6(l-p)f||DQ«|P, ' (2.76) 

iar în continuare, făcând uz de (2.71): 

a = y-6{\-p)D'0u (2.77) 

Din toate cele prezentate, infoimaţiile penti u reprezentarea pp a lui f^, pot fi 

scrise după cum unnează: 

f;{x,)=6pu, 

Ecuaţiile (2.75)^(2.78) constituie baza obţinerii lui fs ( = f ^ ) pentiii un 

adecvat, atunci când se dă S, în programul Kapa (Anexa m. 11); acesta construieşte 

(2.78) 

funcţia spline de ajustare / pentiu setul de date de intiaie (x,), (y) ,i = \,n în aşa fel 

încât acesta să aibă derivata a doua cea mai mică posibilă ca valoare. 

In scopul de a avea idee asupra modului în caie acţionează tehnica ajustăiii şi 

efectul pe care îl are alegerea unor valori pentni S , am încercat ajustarea unor date 

echispaţiate pe intervalul [o, 0,855], obţinute din exemplele anterioare, în care am 

introdus funcţiile B-spline, prin rotunjirea valorilor la un anumit număi" de cifie 

semnificative. Concret, pentiu n dat, vor fi valorile funcţiei 

rotunjite la n zecimale; în mod corespunzător, se alege =0,5 10" ,V/ . Programul 

folosit, împreună cu rezultatele de calcul sunt prezentate în Anexa nr. 11. 
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S=50 S=0,5 S=0,05 

Figura nr. 2.15 

Eroarea prezentă în derivata a doua a funcţiei spline de 
ajustare , faţă de cea de-a doua derivată a funcţiei g 

In figuia nr. 2.15 este tia-

sată eroarea prezentă în derivata 

a doua a funcţiei spline de ajus-

tare f^ faţă de cea de-a doua de-

rivată a funcţiei g , neafectată 

de „zgomotul" care a fost intio-

dus prin trunchiere. Este vizibil 

că pentru valori mari ale lui S , 

fs este o linie frântă. Eroarea se 

reduce la derivata a doua, g", 

fonna ei arătând în mod clar că 

g este o funcţie spline cubică 

cu noduri simple. Pe măsură ce 

S descreşte, / / devine o apro-

ximare din ce în ce mai bună a 

lui g'. De remarcat vârfurile 

din reprezentarea erorii pentru 

nodurile funcţiei g \ se observă 

cum funcţia de ajustare le netezeşte în funcţia B-spline g. Dacă S scade sub valoarea 

50 încep să apară neregularităţi, caie se accentuează pe măsură ce acesta descreşte în 

continuare. Oscilaţiile rapide indică faptul că „zgomotul" prezent în datele de măsurare 

este aproximat din ce în ce mai mult. Pentni S <5 eroarea este de ordinul de mărime al 

simplei aproximări, iar pentiii 5<1 începe să ia forma „zgomotului" pe care îl 

reprezintă. 

în [138] se estimează că valorile potrivite pentru S sunt cuprinse între 50 şi 72, 

fară a se da explicaţii suplimentare. în mina celor prezentate se vede că în această zonă 

de valori aproximarea este suficient de apropiată de original, atât în valorile funcţiei, 

cât şi în cele ale derivatelor sale, justificând valoarea de 60, propusă de alţi autori [17]. 
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In afara datelor prezentate, au mai fost tăcute multe detenninări şi există 

concluzii care se impun în urma lor. în primul rând, se constată sistematic faptul că 

prima derivată a funcţiei spline de ajustare, f^, nu este atât de „continuă" pe cât ar 

trebui să fie (acest lucru este evident pentru S = 500.000, în care f^ este o linie frântă, 

iar f'^ ar trebui să fie constantă pe porţiuni). Chiar efectuând calculele în dublă 

precizie (15 zecimale exacte), se constată o imprecizie de 3-4 ordine de mărime în 

valorile primei derivate, eroare care nu poate fi pusă pe seama tiunchierilor inerente ce 

apar la folosirea unui număr limitat de zecimale. Sursa acestor erori ar putea fi găsită 

în însăşi modalitatea conceptuală de introducere a funcţiei spline de ajustare. Aceasta 

face parte dinti-o familie de funcţii de aproximaie cu mai multe grade de libertate 

decât număiiil punctelor de date; reprezentaiea ei pp conţine 5n tenneni, faţă de 2n 

valori de intrare. Excesul de giade de libertate este controlat de prezenţa integralei 

(/"(x-)ydx în expresia care se minimizează, dar ar putea fi o cauză de apariţie a 

neregularităţilor menţionate. 

Legat de aceste aspecte, apare ideea seducătoare de a tiata datele experimentale 

imprecise (în măsurătorile magnetice precizia este, de regulă, mai mică decât în alte 

detenninări [171]) cu aproximăii din familii cu mai puţine grade de libertate decât 

numărul punctelor de date, în aşa fel încât acestea să fie suficiente pentiii redaiea 

corectă a funcţiei g , dar insuficiente pentm aproximarea „zgomotului", care are 

oscilaţii rapide. Funcţiile spline se încadiează în această categorie, iar metoda celor 

mai mici pătrate a fost preferată pentru că necesită doar soluţionaiea unui sistem de 

ecuaţii liniare cu matiice bandă. 

Folosind metoda celor mai mici pătrate, cea mai bună aproximare posibilă se 

obţine luând în considerare nonna ce derivă dintr-un produs scalar. Practic, vom 
n 

aborda numai produsul scalar discret, de forma [64] (i',//) W^»)^^»' ^^ 
/=i 

este secvenţa nedescrescătoare de date, cuprinsă într-mi intei'val [a,b]. Secvenţa 

M> = (vv,)° a ponderilor este presupusă a fi nenegativă. Un aranjament tipic este: 
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V»', := 
AT,/2 ,/ = l,n 

^(at, ,+AT ,)/2 ,/ = 2 , N - r 
(2.79) 

caz în caie {g,h) este o aproximare rezonabilă a produsului f '̂(x)/7(jr)d.v. 

Vom folosi simbolul uzual .-{liji)^'^ pentiu „nonna" derivată din produsul 

scalar ( , ) . Ghilimelele smit puse pentru a preveni protestul (justificat), pentru că din 

punct de vedere riguros matematic, ea este numai o seminomiă (există, de exemplu, şi 

alte funcţii decât cea identic nulă pentru care ||/î|̂  = O). Fie S un spaţiu liniar finit 

dimensional de funcţii, toate fiind definite pe intei'valul [a,b]. Trebuie căutată cea mai 

bună aproximare din S penti\i funcţia derivată din nonna adică o funcţie 

/ * e S , astfel încât Y'-f = mm "g"-f Faptul că S este finit dimensional 

garantează existenţa lui / *. Funcţia g a fost pusă între ghilimele deoarece nu este 

cunoscută ca expresie analitică. Ori de câte ori este nevoie de o valoare în locul 

ei va fi folosită valoarea aproximativă g,. 

Se arată că funcţia / * este cea mai bună aproximaie din S derivată din norma 

I II a funcţiei dacă şi numai dacă funcţia eroare ^'g"-f*) este ortogonală cu S: 

{f,"g"-f*)-0 , V / e S . (2.80) 

O demonstraţie poate fi urmărită în [39], din care rezultă faptul că cea mai bună 

aproximare a lui „ g ' ' în S este unică dacă şi numai dacă este nonnă în spaţiul S 

(adică numai dacă singura funcţie / e S pentioi caie ||/||^ = O este / = O). 

Presupunând că l l̂  este noimă în spaţiul liniar S şi că (cp,)" este o bază pentiu 

aceasta, este demonstrat că (2.80) are soluţia unică / * în S. Se poate verifica faptul că 

formula (2.80) este echivalentă cu / ) = 0 ,/ = l,n, deoarece şi acest sistem de 

ecuaţii admite soluţia unică / * e S . Rezultă că / * aie o reprezentare univocă 

în funcţie de termenii bazei (cp,)", deoarece sistemul liniar = 
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= 0 ,/ = l,n are soluţia unică ( ( x , ) . Ultima relaţie reprezintă ecuaţiile nonnale, uzual 

scrise sub fonna [117]: 

2;(q>„cp,)a-(cp„"i'") = U (2.81) 

Determinarea lui / * pe baza ecuaţiilor nonnale nu se poate face întotdeauna comod, 

depinzând de baza (9,) aleasă. Dacă această bază este ortogonală, adică ((p,,(p,) = 0, 

i ^ j , ecuaţiile nonnale pot fi rezolvate relativ uşor, soluţia fiind a.̂  

,./ = l,n. Pe de altă parte, baza (cp,) poate fi rău condiţionată. Un exemplu 

clasic îl reprezintă baza (p,(r) = x'"' J = \,k pentiu spaţiul liniar P̂  în intervalul [o,l . 

1 
Utilizând produsul scalar {g,li)= matricea coeficienţilor pentm ecuaţiile 

o 

normale (2.81) este o matiice Hilberl, exemplu tipic de matrice rău condiţionată [104], 

Pentru spaţiile liniare specifice 8 = cu t = baza î\mc\n\ov B-spline, 

( 5 , , este convenabilă, deoarece este relativ bine condiţionată, cel puţin pentru valori 

moderate ale lui k [103]. Coeficienţii pentru ecuaţiile normale: 

= M (2.82) 

formează o matrice bandă de lăţime inferioară lui k, în sensul că = 0 pentru 

i - j \ > k . Deoarece matricea este în plus simetrică şi pozitiv semidefinită, 

sistemul (2.82) poate fi rezolvat prin factorizare Choleski. 

Este necesară verificarea faptului că „noima" discretă utilizată este înti-adevăr 

o normă în spaţiul Ŝ t t, pentm a putea gaianta că sistemul de ecuaţii (2.82) are soluţie 

unică. Se demonstrează [121] că „norma" l/l^ l ' ,V/ şi 
^ / 

secvenţa (x,) nedescrescătoare este normă pe Ŝ  j, dacă şi nmnai dacă t, < t̂ ^̂ .. 

/ = l,n, în care 1<y, <-"<7„ <n. Dacă nu sunt îndeplinite condiţiile enunţate, \f 
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f " " o normă în Ŝ  ,, iar sistemul de ccuaţii (2.82) este singular. 

^ / 

Deoarece el arc întotdeauna soluţii, conform (2.80), înscaimiă că există o multitudine 

de soluţii, toate coincizând ca valoaie în punctele x, , / = l,n. 

Reluând problema celei mai bune aproximări prin funcţii spline cu noduri 

vaiiabile în contextul metodei celor mai mici pătrate, aceasta face parte din clasa 

fimcţiilor dimS^, =n}. Lucrurile sunt aici mai dificil de abordat, această 
clasă fiind neliniară, în general suma a două funcţii din Ŝ  „ nefiind conţinută în Ŝ  „, 

ceea ce face imposibilă caiacterizaiea celei mai bune aproximări, în sensul de a oferi 

criterii de calcul prin care ea să fie recunoscută printie altele. Similai^ cazului liniai', 

unde cea mai bună aproximaie satisface ecuaţiile normale, şi în cel neliniar se poate da 

un ecliivalent al acestora; totuşi, nu orice soluţie a lor va fi cea mai bună aproximare, 

chiar dacă aceasta face parte dintie ele. 

La modul practic, pentru spaţiul liniar S^,, cu t = baza {B)] este 

convenabilă, folosirea ei conducând la sistemul de ecuaţii (2.82). în cazul uzual, acest 

sistem are mai multe soluţii, fiind singular. Intr-o astfel de situaţie, „cea mai bună 

aproximare" prin metoda celor mai mici pătrate este selecţionată pe baza a diverse 

criterii adiţionale. Concret, problema singulară este tiansformată în mia nesingulaiă 

prin impunerea de condiţii suplimentare soluţiei. Acest procedeu, denumit 

„regularizare" [104] este folosit, de asemenea, pentru soluţionarea cazurilor rău 

condiţionate, sau a celor din vecinătatea imediată a unor singulaiităţi. 

Modalitatea adoptată pentru a rezolva problema în programul Lambda (Anexa 

nr. 12) este oarecum diferită. Dacă este normă pe Ŝ  ,, atunci baza de funcţii 

B-spline (4)" pentru Ŝ  j nu este liniar independentă, adică mia sau mai multe din 

funcţiile B^ depind (pe secvenţa x) de funcţiile B, care le preced. „Cea mai bună 

aproximare" în sensul celor mai mici pătrate este aleasă foi'ţând coeficienţii 

corespunzători funcţiilor dependente B̂  să fie nuli. 
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Pentiu calculul aproximării prin metoda celor mai mici pătrate trebuie introduse 

datele de intiare, constiuită secvenţa de noduii adecvată pentiu secvenţa (dată) de 

puncte de joncţiune, evaluată aproximarea, precum şi calculate/imprimate erorile. Este 

necesar, deasemenea, un program care să monitorizeze toate aceste activităţi, inclusiv 

calculul uiior serii de aproximări diferind prin numărul şi poziţionarea nodurilor; 

acestea sunt realizate de rutinele specificate tot în Anexa m*. 12. 

Pachetul de progiame a fost folosit pentru efectuarea unor experienţe care au 

întregit datele interesante identificate în literatura de specialitate. în primul rând se 

poate dovedi faptul că la fel ca şi în aproximarea continuă cu ajutorul celor mai mici 

pătrate, şi în cazul celei discrete eroaiea e:-"g"-f* trebuie să aibă cel puţin n 

schimbări de semn. Confonn (2.80), eroarea e este ortogonală la Ŝ  j, adică (/,c') = 0, 

y / Acest lucm implică faptul că matricea ° face ca //-vectoml 

^ să tindă către zero. Confonn [97], matricea A este total pozitiv definită, 

iar din anumite consideraţii impuse rezultă: 

rang^<S^(<?), (2.83) 

dacă e nu este identic nul. marchează numărul de schimbări slabe de semn în 

secvenţa e, adică luând în considerare şi valorile nule din e. O demonstraţie a 

formulei (2.83) poate fi dedusă din [97], teorema V.2.2. 

Presupmiând că este nonnă în spaţiul (adică rangA = n) şi că eroarea 

e:="g"- / * nu este identic nulă pe T, din faptul că A este o matrice bandă rezultă că 

secvenţa prezintă cel puţin n schimbăii (slabe) de semn, scliimbaiea / din cele 

n fiind prezentă „în suportul" lui B, ,/ = l,n . Concluzia ne oferă o posibilitate simplă 

de verificare a corectitudinii modului în care acţionează programul Lambda. 

Aşa cum am mai punctat, aproximarea prin metoda celor mai mici pătrate este 

potrivită pentru „extragerea" unei funcţii continue din „zgomotul" generat de către 

detenninările (curent) imprecise. Datele i', pot fi descrise sub fonna , în 

care g este o funcţie „netedă" cu vaiiaţie (relativ) lentă, care trebuie aproximată, 
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secvenţa (fi,) reprezentând „zgoniolul", cu o variaţie rapidă, cu valori atât pozitive, cât 

şi negative, dar de amplitudine mai mică decât g . Ideea este de a alege aproximarea 

dintr-o clasă de funcţii S, care este îndeajuns de flexibilă pentiii a putea reda 

informaţia referitoare la funcţia g , dar, în acelaşi timp, să rămână ortogonală la 

„zgomot", adică să fie incapabilă a umiări vaiiaţiile rapide ale acestuia. 

Ţinând cont de cele precizate, ne putem aştepta ca vectorul eroare al unei 

aproximări reuşite să aibă aspectul „zgomotului", adică să aibă mai multe schimbări de 

semn decât giadele de libertate ale clasei de funcţii folosite; eroarea nu trebuie să 

varieze mult atunci când mărim uşor număiiil gradelor de libertate. Altfel, se constată 

0,8 

0,6 

0,4 

0,2 

[A] 

,1. ' 1 

0,2 

-0,2 

0,4 ',6 WwBj 
-l 

curba erorii 
curba calculată 

Figuram-. 2.16 

Aproximarea spline în sensul celor mai mici 
pătrate 

că mărind numărul intervalelor (sau 

al segmentelor polinomiale), eroaiea 

descreşte până când atinge un palier, 

a cămi valoare este dată de amplitu-

dinea „zgomotului" prezent în datele 

de intrare. Determinaiea acestui lu-

cru s-a făcut prin aceeaşi metodă, fo-

losită anterior, a perturbării piin ro-

tunjire la un nmnăr de cifie semnifi-

cative. 

Ca şi exemplificaie am folosit 

algoritmul de plasare optimală a no-

duiilor prezentat anterior pentru in-

terpolarea punctelor din caracteristi-

ca magnetică a TC, folosind însă o a-

proximare în sensul celor mai mici 

pătrate. Procedeul este iterativ, de fi-

ecare dată mărind numărul de noduii 

cu 2 şi folosind subprogramul Zela 
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lAJ 

pentru a obţine o distribuţie corectă a lor. Programul folosit este prezentat în Anexa 

IU". 12 şi este destinat de a fi apelat de LambJa. în locul unui listing (existent şi el în 

Anexa ni". 12), am preferat o reprezentaie grafică a caracteristicii magnetice 

aproximate şi a erorilor (reprezentate suprapus, cu linie întremptă, având scara în 

dreapta), vizibilă în figura nr. 2.16. Pe linia de zero a erorilor sunt indicate, 

deasemenea, punctele de joncţiune. Aproximarea iniţială, care foloseşte 13 noduri, este 

mai bună decât cea obţinută prin inteipolaie, dar aspectul curbei indică în mod clai* că 

ea nu conţine toate informaţiile existente în datele de intiare, iar cuiba erorii are un 

comportament prea regulat. 

Din listing (Anexa nr. 12) se poate vedea că spaţiul spline este de dimensiune 

n + / r + / - l = 15, motiv pentru care ne aşteptăm la cel puţin 15 schimbăii de senrn în 

eroare. în realitate, nu găsim decât 12, 

chiar luând valorile 1, 5 şi 10 din vectoml 

erorilor ca fiind nule (cât ai" fi în calcul e-

xact) şi în acest mod obţinând tiei schim-

băii slabe de semn. Analizând mai atent 

datele furnizate de progiam, se obsei-vă 

că B^, B̂  şi din secvenţa de funcţii 

spline pentru t sunt nule pe x, adică sunt 

liniar dependente de celelalte la modul 

trivial. De aceea, în fapt, ^ este numai 

de dimensiune 12 atunci când e restrâns 

la T, iar (2.83) permite în aceste circum-

stanţe numai 12 schimbări de semn. 

Listingul arată că solverul 

Choleski construit (Anexa nr. 12) este 

echipat corespunzător pentru a face faţă 

acestor situaţii singulare în sistemul de 

0,75 

0,5 

0,25-

0,02 

0,01 

O 

-0,01 

-0,02 

0,2 0,4 o:6 3,8[Wb] 

curba erorii 
curba calculată 

Figura nr. 2.17 
Aproximare spline în sensul celor mai mici 

pătrate cu plasare optimală a nodurilor 
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ecuaţii nonnale, dar rezultatele de calcul pot să nu corespundă aşteptărilor iniţiale. 

După o singură tiecere prin Zela (figura nr. 2.17) se obsei'vă că aproximarea arată deja 

mult mai satisfăcător. Eroarea are 14 schimbări de semn, depăşind dimensiunile 

spaţiului spline de aproximaie. La o primă vedere, s-ar părea că o aproximare cu mai 

puţine grade de libertate (cu funcţii spline de ordinul 3 sau 4, sau chiar de ordinul 5, 

dar numai în C' sau C^) ar fi mai eficientă. 

în figma nr. 2.18 se poate vede^ confinnaiea acestei presupuneri, aproximarea 

cu funcţii spline de ordinul 4 în C^ fiind vizibil mai precisă. în figura nr. 2.19 este 

prezentat rezultatul după două treceri prin Zela. 

0.5 

0A5 

0.4 

0.15 

0.3 

0.25 

0.2 

O.IJ 

0.1 

0.05 

i[A ] 

O 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 
V[Wb 

curba rezultată din măsurători 
curba calculată 

Figura nr. 2.18 

Aproximare cu funcţii spline de ordinul 4 
în Ĉ  în sensul celor mai mici pătrate 

0.5 

0A5 

0.4 

0.35 

03 

0.25 

0.2 

0.15 

0.1 

0.05 

O 

î[A 

j 

1 1 
O 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 

— - curba rezultată din măsurători 
curba calculată 

Figura nr. 2.19 

Aproximarea din figura nr. 2.18 după 
plasarea optimală a nodurilor 
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2.2.2.5 Aproximare prin funcţii spline tensionate 

Vom aborda câtcva clicstiuni practice legate de aproximarea curbelor. Nu au 

fost luate în considerare decât curbe plane, adică având punctele în planul de 

fomia Q, <b}, pentru un intei"val [a,b] şi reprezentăii paiametrice 

, c,, (în general continue). 

Problema tipică este de a contrui o curbă Q. care conţine setul de date ; în 
# 

principal există două aspecte care pot genera dificultăţi, acestea fiind alegerea corectă 

a parametrizării şi lipsa de informaţie. 

Lipsa (le informaţie este un termen intuitiv şi imprecis care descrie unnătoarea 

situaţie. O curbă sau o funcţie a fost aproximată printr-un mijloc oarecare, folosind 

datele experimentale existente, dar, în mod mai mult sau mai puţin evident, rezultatul 

nu satisface aşteptările. De cele mai multe ori, datele furnizate nu sunt suficiente 

pentiai obţinerea miei aproximări care să satisfacă (toate) cerinţele. 

Există situaţii în caie aproximaiea poate fi îmbunătăţită prin simpla furnizare 

suplimentară de date în zonele în care acestea sunt insuficiente. Există însă cazuri în 

care deficienţele nu pot fi corectate pe această cale, atunci când apar puncte de 

inflexiune „suplimentare" („extraneous", „extiinsic", „foreign", „etrangers", „fremde" 

- după diverşi autori). Să presupunem că avem la dispoziţie setul de date 

pentni a fi inteipolate. Fie / o funcţie netedă de inteipolaie a acestor date. Se ştie, 

conform proprietăţilor diferenţelor divizate, că pentioi orice / există un punct TI, în 

intei-valul astfel încât [ x ,_ „x , , x , ^ , ]g = / ' ' ( x , ) / 2 . Fiecărei schimbăii de semn din 

secvenţa (6,)° ' , în care s, = îi corepunde o schimbare de semn în 

derivata a doua a funcţiei / , adică un punct de inflexiune al funcţiei / . Am demmiit 

mai sus „suplimentar" orice punct de inflexiune al interpolantului pe domeniul 

dacă 5,6,̂ , > O. Ar fi de dorit ca inteipolantul să păstreze curbura datelor, în următorul 

sens: dacă inteipolantul poligonal al datelor este convex (concav) pe intervalul 
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T r̂-I'̂ s+i]' un „bun" intcrpolant trebuie să fie convex (concav) pe intei*valul [ X , , T J . 

Această prescripţie pennite existenţa unui singur interpolant pe intervalul 

dacă = O, acesta fiind o linie dreaptă. 

Scim'cikcri a fost primul care a tratat problema punctelor de inflexiune nedorite 

[164], Modelul propus de el constă în imaginaiea (graficului) ititeipolantului sub fonna 

unei benzi elastice care alunecă pe nişte cuie bătute în punctele de interpolare şi care 

este întinsă până când punctele de inflexiune suplimentare dispar. La limită, cu o 

tensionare foarte puternică, se obţine un inteipolant cu linii frânte. Matematic, modelul 

de interpolant tensionat are două derivate continue şi satisface între două puncte 

ecuaţia diferenţială (p^ - , în care p este parametrul de tensionare. Pentioi 

p - 0 interpolantul este segmentar polinomial cubic, pentru p > 0 însă, fiecare segment 

este o constiTicţie liniaiă de patiu funcţii: 1, x, q'" , q 

Algoritmi pentru construcţia acestor funcţii spline tensionate au fost propuşi şi 

de alţi autori, încercându-se modificarea paiametrului de la un segment la altul, în 

ideea de a sensibiliza procedura la comportamentul local al datelor. In [172] se 

operează cu inteipolanţi generalizaţi, care pe intei-valul sunt de forma: f{x) = 

= A}i + By + C,cp, (w)+Z),(p, (v), în care // = w(x) (x - x.)/Ax., v := 1 - //; 9, este o funcţie pe 

intervalul [o,l], cu cp.(o) = 9,(0 = O Ş» fe©)'^ (<P,0))'• Pentiii = s e 

regăseşte interpolantul spline cubic familiar. Funcţia pp spline tensionată se obţine, în 

acest cadru, punând = în caie este parametrul de tensionare 

pentru intei*valul / . 

O altă metodă este expusă în [171] şi utilizează pe intei-valul [ x , , x , ^ , ] un 

interpolant de forma f{x)=A^u + B,v + C^u"'' +I>,v"', în care exponenţii m, şi n,, posibil 

fracţionari, urmează a fi determinaţi într-un mod adecvat. Pentru m, = n, = 3 se obţine 

interpolantul segmentar spline cubic. Din punct de vedere telmic, pentru fiecare punct 

al secvenţei de date trebuie să fie introdus raportul m,_,/n,. 

Singura obiecţie reală care poate fi adusă acestor metode este că folosesc funcţii 
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exponenţiale şi nu polinoame, în spiritul argumentaţiei făcute de la bun început. 

Acelaşi efect (consei'varea convexităţii/concavităţii datelor) ar putea fi obţinut însă 

folosind funcţii spline cu noduri adiţionale, plasate de aşa manieră încât inteipolantul 

să-şi poată modifica raza de curbură în caz de nevoie, fară a avea consecinţa nedorită a 

unor oscilaţii întie puncte. 

In ceea ce priveşte parametrizarea, aceasta poate fi făcută, bineînţeles, în multe 

feluri. Experienţa arată că o parametrizare eficientă este cea caie aproximează 

lungimea aicului cuibei rezultante; calculul exact este de multe ori fastidios, în general 

fiind suficient să se pună .v, = O, .y,̂ , = s, + ̂ (ax^ +(Ayy , / = l ,n -1 . Construcţia 

aproximării unei curbe nu este limitată la procesul de inteipolare. Orice proces de 

aproximaie a funcţiilor poate fi aplicat celor două componente ale curbei. în [16] este 

discutată, spre exemplu, o astfel de alternativă de obţinere a unei funcţii spline 

tensionate caie are doar prima derivată continuă, dar produce o curbă având variaţie 

continuă a tangentei atunci când este aplicată celor două componente ale unei funcţii 

reprezentate parametric. 
V[Wb] 

' " Există afinnaţii în literatura de 

specialitate care susţin că nu este po-

sibilă inteipolarea cu funcţii spline cu-

bice în aşa fel încât să fie păstiată con-

vexitatea/concavitatea curbei datelor y Y y 

de intrare [172]. Vom evidenţia faptul 

că acest lucru este posibil prin folosi-

rea punctelor adiţionale. Pentru exem-

^ 0,25 o,.5[A] piificare, putem lua cazul unei caracte-

Figura lU". 2.20 ristici de magnetizaie idealizate, extiă-

Interpolare spline cubică (lipsă de date) gând din tabelul datelor ridicate expe-

rimental (tabelul nr. 3.1) numai următoarele date: N'(O)=0, M''(O) = 20, M'(0,025) = 

= 0,82125, M'(0,5) = 0,855, V(0,5) 

= 0,05. Interpolarea spline cubică completă a acestor 
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date (incomplete) produce o curbă cu două puncte de inflexiune (cu linie întreruptă în 

figuia ni". 2.20). Explicaţia este dată de faptul că în primul interval polinomul cubic nu 

„se poate" curba suficient de repede; el poate fi „ajutat" adăugând un nod în 

proximitatea zonei de interes. în acest mod se suplineşte infonnaţia deficitară („lipsa 

de date" analizată anterior). Cu ajutorul punctului adiţional (0,005,0,165), noul 

inteipolant devine convex (cu linie plină în figură). 

Tranziţia de la o derivată de,valoare mare pe frontieră şi comportamentul 

moderat al funcţiei în restul intei*valului poate fi făcută mai puţin abmpt prin 

furnizarea mai multor date. Obţinerea rezultatului discutat anterior a fost făcută după 

câteva încercăii prealabile cu valori dictate de experienţa acumulată. Pentru a fi în 

posesia unei metode riguioase şi nu a unor încercări empirice, am încercat 

introducerea noduiilor adiţionale necesare înti-un mod mai sistematic. 
» 

In scopul unei argumentări mai uşoare, vom considera că avem de interpolat 

printr-un polinom cubic următoarele date: /(0) = 0, / '(o) = So, / ( l ) = 0, / ' ( l) = Si. 

Folosind forma canonică a polinomului Newton de interpolare (2.24), putem deduce: 

f{x) = - (2So + s, + (s, + s, y . (2.84) 

Deaoarece [0,0,1}/= -So şi [o,l , ll/=-s,, orice punct de inflexiune în [o,l] va fi 

„suplimentar" în cazul în caie SqS, < O. Pe de altă parte: 

f/''(o)=-2(2So+s,) 

Acestea fiind precizate, / nu are puncte de inflexiune „suplimentare" pe [o,l 

dacă şi numai dacă (2so+s,Xso+2s,)<0. Această condiţie poate fi pusă sub fonna: 

(2(so-s,)+3s,Xso-s,+3s,)<0, sau, împărţind cu (so-s,y şi folosind abrevierea z:= 

:=s,/(s,-So), sub fonna: (2-3zXl-3z)<0. Concluzia care se impune este că în acest 

caz interpolantul cubic reproduce convexitatea/concavitatea datelor numai dacă 

S 2 <z = — ! — < - . Acest lucru nu este întotdeaima valabil pentru un set de date reale. 
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(2.86) 

Pentiu valori ale lui z în afara intervalului specificat va tiebui modificată funcţia de 

inteipolare. 

Mai întâi vom lua în considerare cazul z>2/3. Aceasta presupune că 

inteipolantul să flexioneze în proximitatea frontierei din dreapta mai rapid decât o 

poate face o funcţie cubică monotonă. Printre funcţiile bază din P :̂ x, 1-A-, 

(l-A-y, pe o înlocuim cu o funcţie spline cubică 0 cu un singui' nod, care se 

cmbează în apropierea frontierei din dreapta a domeniului mai rapid decât o poate face 

Deasemenea, vom impune suplimentar ca 0(o) = 0'(o) = ©"(o) = 0, 0(l) = l şi 

©"^O pe [o,l] dacă şi numai dacă coeficientul lui 0 şi al alui (I-A-)^ sunt de semne 

opuse. Funcţia rezultantă 0 este dată de expresia: 

în care ^ = reprezintă nodul adiţional, iar a = a(z) este un număr în [o,l]. Atât 

cât şi a vor fi condiţionate ca fiind funcţii continue şi monotone de z, cu a(2/3) = 1 

(penti u conectarea continuă cu funcţia cubică precedentă în cazul în care z ̂  2/3) şi cu 

în termenii acestei noi baze, interpolantul aie următoarea struclm^ă: 

/ ( X ) =A X : + B ( 1 - X ) + C 0 ( A : , Z ) +D ( 1 - J C ) ' , în caie: (2.87) 

' - A = C = (s„ + 2s,)/[3(2p-l): 
- B = D = -[(3p-lX+s,]/[3(2p-l)] 

p 0'(l, z)/3 = a + (1 - a)/(l - ^ • (2.89) 

Se poate calcula că /''(x) = 6{c[ouc + ( l - a X x - 0 + / 0 - t f J+^^O"^)}» fiuicţie care nu 

schimbă de semn pe intervalul [o,l] dacă şi numai dacă C şi D sunt de acelaşi semn. 

Condiţia ca / să nu aibă puncte de inflexiune „suplimentare" pe [o,l] devine (în cazul 

SqS, <0) astfel: 

;(3p-lK+s,Kso + 2s,)<0. (2.90) 

Rearanjând tennenii, împărţind cu (ŝ  -s,)^ şi intioducând z obţinem condiţia: 
84 

, cu: (2.88) 

BUPT



2 Calculul TC cu saturalic .si pierderi în regim IranzUoriu 

;(3p-l)-3pzXl-3z)<0. (2.91) 

Conservaiea convexităţii/concavitătii datelor ccre ca —î-, adică 3p>— 

3 3p l - z 

ceea ce impuiie ca a = {l-(l-ţ)/[3(l-z)]}/^. Alegâiid a în aşa fel încât să fie cel mai 

mare posibil, obţinem relaţia: a(z)= {l-(l-^)/[3(l-z)]}/^ . Dacă luâm în calcul condiţia 

ix(2/3) = l , acest lucru impune 3(l-z)^ 1 -^(pentru a obţine a^O), condiţie satisfacută 

pentm 1 - ^(z) = y(l - z) atâta timp cât Y ^ 3. 

Cazul z < 1/3 poate fi tratat într-un mod cât se poate de asemănător, funcţia bază 

(l-j^y fiind înlocuită cu 0 ( l - x , l - z ) , aceasta din unnă putând fi determinată după 

metodologia avansată pentru z > 2/3. 

Ambele situaţii pot fi descrise simultan în cadrul aceluiaşi formalism 

matematic, considerând aproximai ea de fonna: 

/ ( X ) = A X + B ( 1 - X ) + C 0 ( X , Z ) + D ( I - X , 1 - Z ) , în care: (2.92) 

\3 

_ 3 a ( z ) : = -

ţ(z) := 1 - y • min 

, cu y e 0,3 (2.93) 

Pe măsură ce y ia valori mai mari, atât a cât şi 4 descresc, la z fixat. Efectul global 

este că „rotunjirea" racordurilor e cu atât mai mare cu cât y are valori mai ridicate. 

Cazul mai general de interpolaie / (o) = fo, / '(o) = So, / ( l ) = f,, / ' ( l) = Sj poate fi 

redus la precedentul deplasând axele cu cantitatea f(,+(f,-fo)x. Transformarea nu 

afectează convexitatea/concavitatea datelor, modificând cantităţile SQ şi s, utilizate în 

argumentaţia anterioaiă în So-(f,-f„) şi s ,+(f ,-fo). Considerând un caz şi mai 

general, în caie intei-polăm datele / ( t J = f̂  , / ' ( x j = s^, j = 1,/ + 1, atunci în loc de ŝ  şi 
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s, vom avea s, -[T„t,,,l/ şi -[t„t,,,1/-. 

Toate aceste considerente preliminare suiit utilizate în construirea unui 

interpolant spline cubic „stiâns" al datelor iniţiale (x,,^(t,))|' prin alegerea bazei pe 

fiecare subinterval [T,,X,,,] aşa cum vom arăta în continuare, rolul valorilor s, şi 

fiind jucat de diferenţele divizate Ş> h . I ' ^ , . 2 ] / - Inteipolantul pe [T,,T„,] va fi, 

deci, o funcţie de fomia: 

A, +B,// + C0(w,z)+D,0(l-// , l-z) , în care: (2.94) 

'//(A'):=(X-T,)/AT, 

dacă5,6,,. > o ,6, +6,,,O , cu: (2.95) 

1/2 
z:-

altfel 

(2.96) 

Pentru cazurile i = \ sau / = n -1 , z = 1/2, 

Această alegere (iniţială) a lui z face din interpolant o funcţie discontinuă în 

raport cu datele experimentale furnizate, lucru care semnifică, printre altele, că o 

alterare minoră a intrărilor ce schimbă semnul unui (unor) produs(e) de tipul 5,6,̂ , 

poate provoca modificări drastice în interpolant. Pentiu aceasta, în progiamele de 

calcul a fost folosită alegerea; 

z -
1/2 

'i+i dacă 
altfel 

+ 5.. (+1 >0 
(2.97) 

caie înlătură sursa discontinuităţilor. 

In funcţie de cantităţile f j , / / , 7 = l,/-i-l şi de numărul h : = A T . , coeficienţii 

interpolantului pot fi calculaţi după cum urmează: 

' A - Z - D , 

B , - h . [ x „ v , l / - ( C - D , ) 

Deoarece 0''(l,z)= 6[(l-a)/(l-4)M, rezultă că: 

(2.98) 
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1/0(1, z) = (l/5)j;i - ş)7[a(l - O' + (1 - a)|!. (2.99) 

VectomI (/')" este determinat în aşa fel încât inteipolantul rezultant să aibă 

două derivate continue. Aceasta înseamnă că pentru fiecare punct interior x, este 

valabilă relaţia /'(x;), adică; 

e ' ( i . z , , ) - i , e ' ( i .z , ) - i 

AT. 

(2.100) 

Se poate calcula că: 

0 X l , z ) - I _ l - ^ ( 3 a - l X l - O + 3 ( l - a ) 

Evaluarea coeficienţilor din (2.100) şi (2.101) se face cu acurateţe maximă dacă ^ -> 1. 

Fără noduri adiţionale (adică dacă a = l), din (2.99) şi (2.101) rezultă că (2.100) 

se reduce la (AT,_,/6)/!,+(AX,_,/3 + AT,_,/3)/''+(AT,/6)/', =6,, relaţie care nu este altceva 

decât (2.24) transformată, segmentul cubic F, fiind scris în funcţie de valorile sale şi 

ale celei de-a doua derivate a lui T, şi x,̂ ,, cu condiţiile ,i -2,n- \. 

Avem nevoie de încă două relaţii pentru a obţine un sistem în care numărul 

ecuaţiilor să fie egal cu cel al necunoscutelor, (/ ')". Din multitudinea de posibilităţi 

existente în literatura consacrată subiectului [30], am considerat numai condiţia „not-a-

knot" [39], sub forma următoare: 

j ump , / " = 0 = jump,^ , r . (2.102) 

Mai explicit, cu ajutorul fonnulelor (2.94) şi (2.98), prima dintre condiţii se scrie: 

0"(O,zJ 0 " ( M - z , ) 
\V3 /-v/r7i I \ ./2 

Ax, Ax̂  

cealaltă arătând similar. De remarcat este faptul că: 
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4C 

10 

r» 

[inA] 

Ai 
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1/ 
/ 

V. 

aoi 
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0,4 
JL 

0,8[\Vb] 

interpolare cu funcţii spline cubice 
interpolare cu fiincţii spline tensionate 

Figura nr. 2.21 

Interpolare spline tensionată (Y = 2,5 ) 

ecuaţia jump^^^/" = O. 

Pe baza acestor considerente a fost 

scris un program - Miu, caie constiuieşte 

inteipolantul spline cubic pentru un set de 

date de intrare; în figuia nr. 2.21 am pre-

zentat un rezultat obţinut în uima rulării a-

cestuia. Drept date de intrare am folosit a-

celaşi set care a provocat în figura nr. 2.13 

oscilaţia puternică a inteipolantului optimal 

de ordinul patru. Prima iiiteipolare a fost 

88 

ceea ce duce la imposibilitatea eva-

luării ecuaţiei pentru z ^ - 0 . Din a-

cest motiv, pentiu ecuaţia de frontie-

ră a fost folosită forma: 

©"0,1 
A^X/;-

-A)= 
o 

X, (2.105) 
e-Cu-z,) 

o variantă analoagă figurând pentiii 

0.5 

0A5 

0.4 

0.35 

0.3 

0.25 

0.2 
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0.1 

0.05 

'[A] 

; 
O 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 

y[m)] 
curba rezultată din măsurători 
curba calculată 

Figura m*. 2.22 
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2 Calculul TC cu saturaţie .> / pierderi în regim tranzitoriu 

făcută cu fuiicţii spline cubice, utilizând condiţia „not-a-knot" [39] şi obţinând acelaşi 

comportament oscilant (cu linie întreruptă în figuiă, atât caracteristica de magnetizaie, 

cât şi eroarea). După aceasta am folosit interpolarea prin funcţii spline tensionate, cu 

Y = 2,5 (cu linie plină pe figmă). Se poate remarca faptul că oscilaţiile se reduc în 

amplitudine, fiind vizibil caiacterul „tensionat" al curbei. 

In figura nr. 2.22 poate fi văzută aproximaiea prin procedeul descris pentru 

setul de date de măsuiare al TC (tabelul nr. 3.1). Este indiscutabil faptul că linia curbei 

de interpolare spline urmăreşte cât se poate de strâns punctele de date, nefiind puse în 

evidenţă nici un fel de oscilaţii întie acestea. 

BUPT



2.3 RĂSPUNSUL TRANSFORMATORULUI DE 
CURENT ÎN CONDIŢII DE SATURATIE 

Pcnbu a putea rezolva sistemul ce caracterizează funcţionarea TC am încercat 

obţinerea soluţiei numerice a unei ecuaţii diferenţiale neliniare prin colocaţie, cu 

ajutorul funcţiilor B-splinc. 

Până relativ recent, teoria aproximării nu avea nimic în comun cu teoria 

ecuaţiilor diferenţiale. între timp, s-a constatat faptul că tehnicile tradiţionale, cum ar fi 

metodele Rayleigh-Rilz sau Galcrkin pot fi modificate în sensul utilizăiii de funcţii pp 

în locul funcţiilor tiiale obişnuite. Corespunzător acestor tendinţe, vom prezenta o 

discuţie asupra soluţionării numerice a unei ecuaţii diferenţiale ordinare privite ca un 

proces de inteipolare [44]. 

Ideea de pornire este aceea de a aproxima pe intervalul [a,b] funcţia g , care 

este dată în mod implicit, ca soluţie a ecuaţiei diferenţiale: 

,A'e [a,b], (2.106) 

având condiţiile la limită: 

= (2.107) 

Aici, F = este o funcţie reală în , presupusă a fi suficient de netedă. 

Condiţiile la limită pot fi scrise sub fonna: 
111 1 

f̂ '̂ = ' ' = ' (2.108) 
j \ 

în care w,j sunt constante şi a < x, < • • • < x,,, < b. 

Deoarece relaţia (2.106) este neliniară, în general ne putem aştepta ca sistemul 

(2.106)^(2.107) să aibă mai multe soluţii. Fără a face exces de detenninare matematică, 

specificăm ca o necesitate existenţa unei vecinătăţi a soluţiei specifice g care să nu 

conţină o alta. Speranţa practică este de a pomi metoda iterativă (necesară, deoaiece 
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2 Calculul TC cu saluralic .^i pierderi în rc^im tranziloriu 

ecuaţia (2.106) este ncliniară) în vecinătatea postulată, pentru ca procesul să conveargă 

spre soluţia particulară prezuinală. 

l'uncţia i; va fi aproximată prin funcţii pp folosind colocaţia. Aceasta înseamnă 

că vom determina o funcţie pp care satisface ecuaţia în anumite puncte, denumite 

puncte de colocaţie. Inti-un anume sens, acestea reprezintă nişte puncte de interpolaie, 

dar în contrast cu concepţia tradiţională în interpolare, aici nu vom face să coincidă 

valori ale funcţiei şi/sau ale derivatelor acesteia, ci anumite combinaţii ale lor. 

La modul concret, dându-se punctele de racordare ^ = (cu şi = 

= b), vom construi funcţia / e f i C " ' , pentru care: 

,/ = \,kl 
(2.109) 

Punctele de colocaţie ( x , ) [ ' sunt în număi- de kl pe fiecare subinterval şi egal 

distribuite, adică pentru - l <p, <P2 < - <pi <1, identificate cumva, punem := 

= = • Penti-u scopul propus în teză, am apreciat că 

este avantajos ca p să fie zerourile polinomului lui Legcndrc de ordinul k, adică 

tocmai punctele utilizate în metoda Gauss standard de cvadratură numerică. 

Presupunând că funcţia F din relaţia (2.106) este suficient de netedă într-o 

vecinătate a curbei: 

(2.110) 

şi alegând punctele de colocaţie p = (pJJ în intervalul standard [-l,l], astfel încât: 

= 0 (2.111) 

atunci, dacă există, soluţia / a problemei aproximative (2.109) apropiată de g 

satisface relaţia [44]: 

-D^-\f\\ < const. . 0 :^ . (2.112) 

în punctele de racordare aproximaiea poate fi chiar mai bună, adică: 

91 

BUPT
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- 1 < const • ,7 = 1,/ +1 ,/• = O, m -1 . 

Constanta depinde de F, g , k, dar nu şi de 5. 

(2.113) 

Deoarece este funcţiepp de ordinul k + m-i, limitarea (2.112) arată că ea 

reprezintă o aproximare optimală pentiu /J''^' în sensul precizat în §§ 2.2.2.3, 

deoarece s>m-i. Limitarea (2.113) arată, însă, că în punctele aproximarea 

este mai bună decât cea optimală (dacă a > m). Acest fenomen este denumit în 

literatura de specialitate superconvergenţă; a discuta de o convergenţă mai bună decât 

cea optimală poate păiea paradoxal, dai" nu este. Rezultatul obţinut anterior, şi anume 

că cel mai bun ordin posibil pentiii dist(g,I\.^„^ţ-) este se referă la nonna erorii 

şi nu contrazice posibilităţile de a obţine o aproximare mai bună în anumite puncte.(în 

definitiv, putem obţine eroare nulă în unele puncte pur şi simplu folosindu-le ca puncte 

de inteipolare.) 

Problema aproximativă (2.109) este, în general, neliniară şi necesită pentm a fi 

soluţionată o metodă iterativă. Am ales din [44] o metodă de tip Newton, având nevoie 

de o soluţie iniţială şi suficient de apropiată (cu ipotezele că F este suficient de netedă 

şi 1̂1 suficient de mic). în aceste condiţii: 

/ = liniX, 
r->oo 

fiind soluţia >'e P^^^^flC" ' a problemei liniare: 

W-'yhhZ V t , ) = - Ui 

(2.114) 

j<m , m care: (2.115) 

\ ^J J 

./<NI 

(2.116) 

(2.117) 

Funcţia necunoscută y din relaţia (2.115)-^(2.117) poate fi exprimată printi-o 

combinaţie potiivită de funcţii B-spline. Mai concret, fie t:= (z,)*̂ *"̂ " secvenţa 
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2 Calculul TC cu saturaţie .> / pierderi în regim tranzitoriu 

nedescrcscătoare (generată de subrogramul Bloc (Anexa nr. 13) pe baza k şi m), 

care conţine şi de A + ni ori şi fiecare punct de joncţiune interior, de k ori. 

în acest mod, n = A/ + m, şi: 

= (pe (2.118) 

Soluţia y poate fi scrisă, deci, sub forma: 

= (2.119) 

J=l 

CU alte cuvinte, r poate fi explicitat prin determinarea vectorului /i-coeficienţilor, a. 

Acesta furnizează sistemul liniar: 

,unde: (2.120) 
n 

+ (2.121) 
> < m 

în care h şi v sunt daţi explicit de (2.117) şi de (2.116), iar (i, de (2.107) şi (2.108). 

Ca unnare a unei distribuţii corespunzătoare a condiţiilor pe frontieră printie 

punctele de colocaţie, sistemul (2.120) are un caracter aproximativ bloc diagonal. 

Pentru a explica mai clar acest tennen, să presupunem că avem de a face cu o ecuaţie 

diferenţială de ordinul doi, soluţia ei fiind aproximată prin funcţii pp de ordinul 6 cu 4 
/N 

segmente polinomiale. In aceste condiţii (matricea) sistemul(ui) liniar (2.120) are 

forma indicată în partea stângă a figurii nr. 2.23 (fiind luate în consideraie numai 

componentele posibil nenule). Blocul / corespunde celui de-al / -lea polinom, adică 

intervalului (ţiAm). Coloanele blocului / corespund celei de-a (^ + m)-a funcţii 

B-spline care conţine în supoitul său acest interval, liniile sale fiind constituite cu 

ajutorul celor k ecuaţii de colocaţie în punctele intervalului împreună cu 

condiţiile pe fi^ontieră, judicios intercalate. 

Să presupunem că folosim eliminarea gaussiană cu pivotare parţială [78] pentru 

rezolvarea sistemului (2.120). După k paşi de eliminaie, în primul bloc trebuie operată 
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X X X X X X 
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Figura m*. 2.23 
Structura sistemului liniar aproximativ bloc diagonal 

deplasaiea tutuior ecuaţiilor care nu au fost folosite ca pivot în blocul următor (în 

cazul considcrat în figura nr. 2.23, una singură). Operaţiunea este cu sens, deoarece 

ecuaţiile respective au temieni nenuli doar în umiătorii k paşi în cel de-al doilea bloc, 

iar apoi toate ecuaţiile nefolosite ca pivot se transferă în cel de-al tieilea bloc, etc. 

Se observă că spaţiul total necesar fiecărui bloc poate fi calculat considerându-1 

foi-mat din k + m coloane şi liniile asociate intervalului curent, extinzându-l către 

partea superioară până când elementul său din colţul superior stânga devine element 

component al diagonalei principale a întregii matiici a sistemului. Pentru exemplul luat 

în considerare, acest lucm este figurat în paitea dreaptă a figurii nr. 2.23. Liniile care 

se adaugă la începutul fiecărui bloc nu este necesar să fie completate iniţial, ele 

completându-se în timpul proceduiii de eliminare. 

Operaţiunile descrise până acum sunt realizate cu ajutorul subprogramului 

Sistem şi al subrutinei sale. Bloc (Anexa nr. 13). Cele k ecuaţii de colocaţie pentru 

iiitei-valul (/„,,/„,+,) se constiuiesc cu ajutorul subrutinei furnizate Difequ{2,), 
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2 Calculul TC cu saturaţie .> / pierderi în regim Iranziloriu 

intercalând printre ele (dacă există) şi condiţiile de frontieră, folosind Difequ^i,). 

Blocul q are kpni coloane, corespunzând celor k + m funcţii B-spline de ordinul k + xu 

caie conţin în suportul lor intervalul Diagonala principală a acestuia este 

parte componentă a diagonalei principale a sistemului total. Prima ecuaţie 

netransferată din blocul precedent este dată de numărul condiţiilor de frontieră 

existente în intervalele (blocurile) precedente. 

Odată constituit sistemul liniai" aproximativ bloc diagonal, el este rezolvat 

eficient cu ajutorul unui pachet de subprograme (Anexa nr. 13). Pentru a economisi 

spaţiul de stocare în calculator şi a accelera procedura de calcul, ţinând seama de 

sU uctuia specială a sistemului, este folosită factorizarea PLU [78]. 

Construirea sistemului (2.120) pentiii /J-coeficienţii procedeului iterativ de tip 

Newton presupune cunoaşterea valorilor tuturor funcţiilor B-splinc de ordinul A: + m şi 

a primelor lor /;/ derivate pe secvenţa t în punctele de colocaţie şi în cele de frontieră, 

în acest scop, subrutina Bloc (Anexa nr. 13) apelează un program numit Calc (Anexa 

nr. 14). 

Din analiza bibliografiei de specialitate [121], rezultă clar modul în care pot fi 

obţinute valorile celor k funcţii B-spline de ordinul k într-un punct dat conţinut în 

suportul acestora. Pentru obţinerea derivatelor acestor funcţii au putut fi identificate 

două căi. Una este aceea de a folosi relaţia de recurenţă pentiu derivatele unei funcţii 

B-spline [67]. Această relaţie de recuienţă poate fi obţinută prin aplicarea formulei lui 

Leibniz pentru diferenţa divizată de ordinul k a unui produs produsului particular 

(/ - jcX"' = (/ - xXt - . Deoarece: 

= ,seobţine: (2.122) 

= (2.123) 

o altă cale este de a considera că funcţia B-spline este o funcţie spline cu o 

secvenţă redusă de coeficienţi B-spline şi de a folosi formula [98]: 
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D Z - A . .unde: 

OC, 

a'/ '-a '/ .! 
pentru / - 0; 
pentru7>0 

(2.124) 

(2.125) 

pcntiu a exprima derivate de ordinul j a ci sub forma unei combinaţii liniare de 

funcţii B-splinc de ordinul k- J. Pentru calcul, în subrutina Calc (Anexa nr. 14), am 

ales această ultimă alternativă; un argument suplimentar pentru alegere, bazat pe 

analiza erorilor de rotunjire, poate fi găsit în [55], unde, printre variantele de calcul 

analizate se (re)găsesc şi cele două enunţate deja. 

Pentru obţinerea soluţiei sistemului (2.109) se foloseşte o metodă de tip Newton, 

care conduce la procedura iterativă de tip (2.115). In acest scop a fost elaborat 

progiamul Coloc (Anexa nr. 15), programul principal folosind subrutina Convert 

(Anexa m*. 14) pentiu tiansformarea secvenţei de puncte de joncţiune în secvenţă de 

noduri şi submtina Nod (Anexa m". 15) pentru generarea secvenţei punctelor de 

colocaţie p în intervalul standard [-l,l] ca şi puncte de tip Gauss-Legendre. El 

foloseşte, deasemenea, subrutinele Sistem + Bloc (Anexa m*. 13) pentru generarea 

sistemului liniar (2.120) şi pachetul de progiame supei-vizat de subrutina Slvhlk (Anexa 

nr. 13) la rezolvarea acestuia. Pentru optimizarea secvenţei de noduri este apelată 

subrutina Zeta (Anexa nr. 8); fiecare ecuaţie diferenţială a cărei soluţie se caută este 

descrisă de subrutina Difequ. 

Cu aceste precizări, putem aborda descrierea formală a TC cu saturaţie, luând în 

considerare pierderile. Funcţionarea TC este descrisă de unnătoaiele relaţii: 

(2.126) 

d/ ^ ' ' ă t 

în care curentul primar este o funcţie analitică de timp iar legătura de tip (1.11) între 

curentul echivalent şi înlănţuirea magnetică este dată de relaţia (1.34): 
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/ . o = m - - / . o i o ^ = . m ^ - vi/:/.(vi/). (2.127) 
(O 

Din prima ccuaţic a sistemului (2.126). ţinând cont şi dc cclclalte două care îi 

succed, explicităm curentul secundar: 

/2 = kJvi//,(v|/)+y;(v|/)-.v(/)]. (2.128) 

Relaţia (2.128), împreună cu derivata ei, se înlocuiesc în ultima ecuaţie din sistemul 

(2.126), rezultatul fiind aranjat sub fonna cerută de (2.106): 

{ l +L J [y>2 w + ( R + R2 )/2 k jM '̂ + 

_ + (R + R J ^(Q]- (L +L,M/) (2.129) 

Problema liniară (2.115) pentiu detenninarea lui y = fr,i pe baza iteraţiei 

precedente, devine: 

y{o)=yo-, , în care: 
y(o)=y'o 

{(L +L J[vt/>;(v|/)-H /;(vi/)]-f (R -f R }vi/' 

(L+L,)/,(¥) 

, 5f ^ ( L 4 - L , ) [ 2 v y ; ( v | / ) + ( R + 

X +(R+R , ) [ / ; (¥) / , (¥)- y; (M/)X 
dF _ x / ; ( ¥ ) ] 4 - / M ( R + R,)v(/)+(L + L,)vtO] v^ = -

(L + L,)//(V|/) 

xV|iV(R+Rj|>;'(vi/)/,(vi/)-yi(vi/)/;(vi/)v|/-y;(M/)x 

/;=F+vM/'+V vi/. ^ + ( 0 + ( L + L , > • - ( / ) : 

(2.130) 

(2.131) 

(2.132) 

şi: (2.133) 

(2.134) 
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In final, ecuaţia difcrenlială care dcscric evoluţia înlănţuirii magnetice ca 

funcţie de timp este: 

(L -f + /,(V|/){(L + L j[2V|/y;(l|;) + /,'(V(/)]+(R + R 

+}y'+HL+L yi'XMOjM^'+f:WÂ (MO-

x[(R + R,).s(/)+(L + Ljv'(/)ly = ((L + Lj{|/,(vi/)/;(vi/)-y;'W]M^+ (2.135) 

X V + ( R + R 

Privind ecuaţia (2.135), în care / sunt polinoame şi .s combinaţii de funcţii 

armonice şi exponenţiale, este cu totul evident că o abordare analitică a ei este cu totul 

exclusă. Aplicarea metodelor numerice standard {Euler-Cauchy, Hcun, Fox, Riinge-

Kulta, Gill, Merson, Curlis, Milne, Hamming, Adams-MonUon, etc.) [184] nu conduce 

la rezultate satisfăcătoare, algoritmii iterativi fiind în general neconvergenţi, sau, chiar 

dacă acest lucm nu se întâmplă, apărând erori cumulate de valoare maie, care fac 

imposibilă vreo utilizare a rezultatelor. După epuizarea acestor posibilităţi, metoda 

care a oferit satisfacţie a fost cea a colocaţiei, în caie soluţia este o funcţie spline 

obţinută printi-o metodă iterativă de tip 

Newton, detaliile fiind cele prezentate anteri-

or. Informaţiile necesare, sub forma aşteptată 

în Colac şi Bloc, smit furnizate de proceduia 

de mai jos, caie va fi apelată prin call difequ 

(mod,x,v). Datele de intiare sunt mod, un în-

treg care indică operaţiunea dorită: 

• 1 - iniţializare; 

• 2 - evaluare în punctul x; 

• 3 - specificarea condiţiilor pe frontieră; 

• 4 - analizarea aproximării efectuate, 

şi X - punctul în care se doreşte efectuarea 

s u b r o u t i n e d i f e q u C m o d * x « v ) 
p a r a m e t e r ( i = 2 5 , J = 5 8 8 ) 
d i m e n s i o n a ( i b ( J c ( 1 9 ) , v C Z B ) , x f r ( 1 0 ) 
c c m n o i v ^ a p r o x / a , b , k , l / f r / m , n , x f r / r e s t / i l , j l , c 
9 0 t o ( l « 3 « 4 , 9 ) , i i > o d 

1 m=2 
x f r ( l ) = 
x r r ( 2 ) = 
d o 2 k l = l , 1 

2 h ( k l ) = . B 
i l = 
r e t u r n 

3 v ( l ) = 
v ( 2 ) = 
v ( 3 ) = 
v ( 4 ) = 
r e t u r n 

4 v ( i n f l ) = . B 
g o t o ( 5 , 6 j 8 ) « n 

5 v ( l > = 
v (2 ) = 
v ( 4 ) = 
a o t o 7 

6 v ( l ) = 
v (2 ) = 
v ( 4 ) = 

7 n = î ^ l 
8 r e t u r n 
9 w r i t e 1 1 ) 

d o 1 8 1 1 = 1 , . . . 

s o l u t n = 

e r r o r = s o l u t n - p p v a l u ( a * b , k , l , x , 8 ) 
1 8 w r l t e («»«12) x« s o l u t n , e r r o r 

r e t u r n 
1 1 f o n f t a t O B h x , g ( x ) s i g ( x ) - f ( x ) i n p u n c t e l e d a t e : ) 
1 2 f o r n a t ( 3 e 2 e . 1 8 ) 

e n d 
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calculului. V este un vector de ieşire, al cărui conţinut depinde de nwcJ aşa cum este 

arătat în continuare. 

La iniţializare se fixează ordinul m al ecuaţiei diferenţiale, secvenţa 

nedescrescătoare xfr(j), / = l,m a punctelor în care sunt date condiţiile de frontieră şi 

orice alte date necesare ulterior. Pentru evaluare, Difec/u furnizează coeficienţii 

sistemului (2.120) şi termenii liberi, pentru punctul x. Mai exact, ecuaţia diferenţială în 

punctul A- este de fonna; 

Vm.. - r i - + v„, + • • • + V,;/ = , (2.136) 

dx dA-

coeficienţii v fiind calculaţi de procedură. Condiţiile la limită necesare evaluării unei 

ecuaţii diferenţiale sunt egale la număr cu ordinul acesteia. Ele sunt descrise tot de 
fonnule de tip (2.136), / = l,m + 2 trebuind specificate; în mod uzual, =0. Analiza 

aproximării realizate ne dă valorile funcţiei calculate în punctele de interes (şi, dacă 

este cazul, erorile). 

Prin acest procedeu se obţine funcţia care poate fi evaluată în orice punct 

al intervalului de lucru. Procedeul de calcul se mai aplică o dată pentru ultima ecuaţie 

diferenţială a sistemului (2.126), obţinându-se, în final, funcţia caie descrie 

variaţia curentului secundar, valoarea (-dM^/d/) în orice moment fiind calculată cu 

ajutoml procedurii Beta (Anexa nr. 5). 
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2.4 CONCLUZII 

Estimările facutc îii accst capitol conduc la concluzia că aproximarea unei 

fîmcţii printr-un polinom este foaile sensibilă la alegerea punctelor în care se face 

inteipolarea. Inteipolarea în puncte selecţionate după anumite criterii (spre exemplu, 

punctele Cebăşev) produce o aproximare caie, pentru scopuri practice diferă 

nesemnificativ de cea făcută cu cel mai bun aproximant dintre polinoamele de acelaşi 

ordin. 

Limitarea esenţială este reprezentată de faptul că polinomul nu este cel mai 

potiivit instiument de aproximare a unei funcţii date. Acest rezultat negativ este 

exprimat de teorema lui Fahcr [121], stabilită în anul 1914. Dependenţa globală de 

comportaiea locală poate fi evitată folosind aproximarea polinomială pe porţiuni. 

Funcţia de interpolare care are proprietatea de a converge către funcţia continuă pe 

care o inteipolează este funcţia spline, aceasta fiind o funcţie segmentar polinomială, 

segmentele racordându-se în noduri împreună cu un anumit număr de derivate. 

Teoria aproximării funcţiilor conţine afimiaţii precise cu privire la măsura în 

care distanţa dintre funcţia necunoscută g şi polinomul de inteipolare tinde spre zero 

pentm diverse clase de funcţii g . Cea mai potrivită clasificare pentru scopuri 

inginereşti este aceea bazată pe numărul de derivate continue pe care le are funcţia, iaî  

în interioml clasei C°[a,b] a funcţiilor cu n derivate continue, pe modulul de 

continuitate al celei de-a n -a derivate. 

Un exemplu tipic de utilizare a acestei clasificări este oferit de teorema lui 

Jackson [141], care afirmă că dacă geC'[a,b], adică g aie r derivate continue pe 

intei"valul [a,b] şi n>r + l, atunci: 

b - a Tb-a 
dis t j i ' , r„)<k, 

V n - 1 

\ r / , N 

CO 

' 2 ( n - r - l ) . 
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2 Calculul TC cu saturaţie .> / pierderi în regim tranzitoriu 

Relaţia descrie cât de bine poate fi aproximată prin polinoame de ordinul n o funcţie 

g cu r derivate. O analiză a relaţiei (2.137) arată că singura cale de a asigura o eroare 

b — a mică în general este de a minimiza raportul . Acest lucru se poate realiza 
n — I 

crescând n sau/şi micşorând b - a . Dacă intervalul [a,b] este dat, acesta poate fi 

partiţionat în subintewale de măiime mică, pe fiecaie din acestea g fiind aproximată 

printr-un polinom convenabil, adică folosind aproximarea polinomială pe portiuni. 

Din punct de vedere teoretic, paitiţionarea intei-valului [a,b] în k subintervale 

sau folosirea unor polinoame de gradul kn are acelaşi efect asupra mărginirii erorii 

exprimate de relaţia (2.137), corespunzând unei creşteri pe o cale sau pe alta a gradelor 

de libertate. Din punct de vedere practic însă, evaluarea miui polinom de ordinul Am 

necesită kn coeficienţi şi calcule caie se amplifică cu cât kn este mai maie, pe când 

evaluarea unei funcţii polinomiale pe portiuni de ordinul n cn k componente necesită 

doar n coeficienţi şi calcule de o complexitate fixă, independentă de k. Această 

diferenţă structurală influenţează şi apaiatul de calcul necesar; în cazul polinomului 

este necesară rezolvarea unui sistem complet, pe când în cazul funcţiei segmentar 

polinomiale se necesită (de cele mai multe ori) rezolvarea unui sistem cu matrice 

bandă. Având un număr mare de puncte, folosirea de polinoame ce depăşesc gradul 20 

necesită precauţii speciale pentru a combate tendinţa acestora de a oscila puternic între 

puncte, utilizând, de regulă, dezvoltări în polinoame Cebâşcv sau alte polinoame 

ortogonale, în timp ce folosirea unui număi" mare de polinoame de grad mic nu este 

mult mai gieu de implementat decât utilizarea unuia singur dintre ele. 

Pentru aceste raţiuni şi a altora, nespecificate aici, în mod obişnuit este mai 

eficientă micşorarea lui b - a decât creşterea lui n; acest lucru a condus la utilizarea în 

teză a aproximării polinomiale pe portiuni {pp). 

Capitolul a intiodus o sinteză a principalelor rezultate referitoaie la funcţiile 

spline şi a aplicaţiilor acestora în analiza numerică şi teoria aproximării. Scopul 

principal a fost parcurgerea unui număr minim de rezultate teoretice fundamentale, 

care şi-au găsit aplicaţii importante la aproximarea caracteristicii magnetice neliniare. 
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2 Calculul TC cu saturaţie pierderi în regim Iranziionu 

Fireşte că nu au fost abordate multe aspecte ale teoriei funcţiilor spline, o parte 

dintie ele rămânând chiai- neamintite, deşi fac obiectul unui număr însemnat de 

aiticole. Spre exemplu, toate consideraţiile făcute s-au restiâns la cazul funcţiilor 

spline de variabilă reală, cele de variabilă complexă nefiind nici măcar pomenite. 

Studiul s-a limitat la proprietăţile de bază, structurale şi intiinseci ale mulţimilor de 

funcţii spline care formează un spaţiu liniar şi mai ales, la aplicarea acestora la 

procesele de inteipolaie şi aproximare optimală a unor funcţionale liniare şi la 

rezolvarea numerică a ecuaţiilor diferenţiale neliniare. Datorită caracterului lor 

polinomial, fmicţiile spline prezintă din punct de vedere aplicativ avantajul de a 

pemiite o abordaie uşoară a calculelor, programarea algoritmică facându-se fară 

dificultăţi majore. 

După prezentarea principalelor rezultate referitoare la modelarea de tip clasic a 

caracteristicii magnetice s-a impus concluzia că nici unul dintie ele nu este potrivit în 

cazul aproximării acesteia pe domenii extinse, iar ca soluţie constructivă este oferită 

tratarea acestei probleme cu ajutorul funcţiilor spline. 

Au fost abordate practic multiple aspecte legate de interpolarea prin funcţii 

spline, de ajustare şi de aproximaie, inclusiv folosind metoda celor mai mici pătrate, 

din dorinţa de a putea prelucra eficient informaţia conţinută în setul de date de 

măsmare. Dezvoltările teoretice şi programele de calcul nu se limitează la 

determinările efectuate, ele având un grad mare de aplicabilitate; din acest motiv s-au 

făcut analize detaliate şi corecţii ale unor soluţii nesatisfacătoare, în aşa fel încât să se 

obţină o metodă puternică de modelaie a caracteristicii magnetice neliniare, caie să 

poată fi folosită fară restricţie asupra oricăror date de intiare, neimpunând nici un fel 

de constiângeri (spre exemplu, ca punctele să fie echidistante) şi valorificând cât mai 

complet informaţia conţinută, extiăgând esenţialul din date afectate de erori de 

măsmare (caie în cazul măsuiătorilor magnetice nu pot fi evitate) şi având o distribuţie 

nefavorabilă a punctelor. Flexibilitatea proceduiilor şi a diferitelor ungliiuri de 

abordare fac să fie posibilă tiatarea datelor experimentale confomi oricărei exigenţe 

dorite în raport cu diverse finalităţi practice. Se obţine o funcţie simplă, continuă, faiă 
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2 Calculul TC cu saturaţie .> / pierderi în regim tranzitoriu 

puncte de inflexiune nedorite, cu orice număr de derivate continue, care modelează 

caiacteristica magnetică pe domenii extinse cu mare precizie, satisfăcând toate 

cerinţele rezultate din implementarea unor metode numerice de calcul a câmpului 

electiomagnetic care necesită date referitoare la materialul magnetic utilizat. 

Scopul tuturor abordărilor matematice prezentate a fost, în final, modelarea unei 

curbe pe baza datelor furnizate experimental. Utilizarea mai departe a acestor 

infomiaţii prezintă, pe de o parte, un exemplu de finalizare practică în cazul modelării 

caracteristicii magnetice a TC pe domeniu extins, imposibil de făcut precis prin alte 

modalităţi, iar pe de alta, rezolvaiea sistemului de ecuaţii de funcţionale a TC în regim 

tianzitoriu ţinând seama de pierderi şi de neliniaiitatea materialului magnetic al 

miezului, operaţiune ce reprezintă o noutate în domeniu. Rezolvarea sistemului de 

ecuaţii (2.126) a fost abordată nu numai prin modelarea cu ajutorul funcţiilor spline a 

ecuaţiei caracteristicii magnetice, ci şi prin soluţionaiea efectivă a ecuaţiilor 

diferenţiale într-o manieră derivată din teoria funcţiilor spline. 
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Sincc no objccl iii Ihc univcrsc can 
cvcr bc fiilly dclcrniinatc vvilh rcspcct 
Io ils having or nor having cvcry 
known propcrly, il follows thal any 
proposilion about is vaguc in Ihc scnsc 
lluU il cannol hopc Io fiilly spccify a 
dclcrminalc scl of propcrlics. 

Robcrt Almcclct\ 1983 [6J 

Capitolul 3 

CALCULE Şl VERIFICĂRI EXPERIMENTALE 

3.1 GENERALITĂŢI 

Verificarea experimentală a funcţionării TC în regim pennanent periodic cu 

miezul nesaturat se face confonn procedeelor descrise în literatura de specialitate [19] 

şi a reglementărilor metodologice legale [72], Testarea funcţionării TC în condiţii 

similare celor care pot apaie în sistemele electioenergetice este dificilă, în principal 

datorită faptului că puterea sursei tiebuie să fie uneori foaile maie, iar transfonnatoml 

este supus unori solicitări tennice şi dinamice excepţionale. 

Pentru studiul comportării TC în regimuii care provoacă saturaţia miezului, în 

general se conectează în secundaml acestuia o sarcină cu impedanţa mai maie decât 

cea nominală, în aceste condiţii saturaţia având loc sub acţiunea curentului primai*, a 

cărui valoare efectivă nu depăşeşte curentul nominal [50]. Faţă de situaţia reală de 

exploataie, în care saturaţia este detei*minată de valoarea ridicată a curentului primai-, 

este evident că magnetizarea circuitului feromagnetic al TC în cele două regimuii este 

diferită. 

Considerarea acestor aspecte conduce la încercarea de a simula o situaţie cât 
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mai aproape de realitate. în acest scop am ales pentru experimente un transformator cu 

domeniu mic în primar, care să poată fi saturat în condiţii de laborator, fară ca acest 

lucru să necesite o sursă de putere foarte mare. 

TC de tip TL-20, fabricat de fimia Mctra Blansko utilizat pentru verificaiea 

experimentală a metodelor de calcul propuse în teză are umiătoarele date tehnice: 

• curentul nominal primar: /,„ = 0,5 A, 1 A, 2 A, 5 A, 10. A, 20 A, 50 A, 100 A; 

• curentul nominal secundar: = 5 A; 

• frecvenţa nominală: = 50 Hz; 

• impedanţa nominală a sarcinii secundare: Ẑ ^ = 0,2 Q; 

• puterea nominală secundară: Ŝ ^ = 5 VA; 

• clasa de precizie: 0,05. 

Verificările experimentale s-au făcut folosind înfaşuraiea primară 

corespunzătoare curentului nominal primar /,„ = 0,5 A. Raportul de tiansformare 

nominal este, în acest caz: 

= ^ = (3.1) 
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3.2 DETERMINAREA PARAMETRILOR 
TRANSFORMATORULUI DE CURENT 

AT 

Rezistenţa R^ a înfăşurării secundare şi rezistenta R a sarcinii (în care se 

includ rezistenţele firelor de legătură şi ale contactelor) au fost măsurate cu ajutorul 

unei punţi digitale automate cu precizia de 0,01%; R^ = 0,239 Q. 

Pentiu detenninarea inductivităţii de dispersie, L^, a înfăşurării secundare a fost 

folosit montajul din figura nr. 3.1. Pentiu a se evita defonnarea fomiei de undă a 

inducţiei magnetice în miez nu a fost folosit nici un rezistor pentru reglarea tensiunii 

primare, ci exclusiv autotransfonnatoml [191]. 

Pe figură, bornele de alimentare cores-

pund curenţilor primari de 0,5 A (bornă mar-

cată Li), respectiv 5 A (bornă marcată L2), 

borna marcată K fiind comună. înfaşuiaiea 

primară cuprinsă întie boniele K şi L2 a fost 

: • alimentată cu un curent alternativ sinusoidal 

cu valoaiea efectivă /, = 0,5 A şi frecvenţa 

/ = 50 Hz. La bornele de defiexie pe vertica-

lă ale osciloscopului catodic se aplică tensiu-

nea indusă de cătie fluxul magnetic rezultant 

util în poitiunea de înfaşurare primară cuprinsă între bornele Li şi L2. în locul 

semnalului generat de baza de timp, pe orizontală se aplică căderea de tensiune pe 

rezistenţa etalon R = 0,2 Q, conectată în secundarul TC. 

Pe ecranul osciloscopului catodic s-a obţinut un segment de dieaptă (figura 

nr. 3.2). Concluzia este că tensiunea electromotoare indusă în porţiunea de înfaşurare 

cuprinsă între bornele Li şi L2 şi tensiunea electromotoaie indusă în înfăşurarea 
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Figuia m'. 3.1 
Montajul folosit pentru determinarea 
valorii inductivităţii de dispersie a TC 
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secundară sunt în fază cu căderea de tensiune de pe rezistenţa R, respectiv curentul 

din secundar. 

Admiţând că osciloscopul catodic 

are un prag de sensibilitate detenninat 

de diametrul d = 0,05 diviziuni al spotu-

lui, imaginea reprezintă, în cazul cel mai 

defavorabil, o elipsă nedegenerată cu a-

xa mică de această dimensiune. Ţinând 

seama că deviaţia pe orizontală a spotu-

lui este X = 7,2 div, iar cea pe verticală 

este >̂  = 2,2 div, defazajul între tensiu-

nea electromotoare indusă în înfăşurarea 

X - 0,5 V/div y - 2 V/div 

Figma nr. 3.2 
Oscilograma pentru montajul din figura nr. 3.1 

secundară şi curentul în secundaml TC este: 

9 - arcsin d-
xy 

- arcsm 0,05- = 1,79465-10-' rad. (3.2) 
3,6-4,4 y 

Ştiind că rezistenţa totală a circuitului secundar este R + R^ =0,445 n , valoarea 

maximă a inductivităţii de dispersie este: 

^2= tg 9 
R + R 1 96435-10'^ 2 ^ o 445. ^ 2,54205 • 10"' H , (3.3) 

2nf ' I O O T I 

căreia îi corespunde reactanţa de dispersie: 

X, =a)L, =:27i/L, =10071-2,54205-10-' =7,98565-10"'Q. (3.4) 

Valoarea redusă a reactanţei (3.4) justifică, în general, neglijarea ei în raport cu 

impedanţa totală a circuitului secundar, ipoteză caie se adoptă în majoritatea 

covârşitoare a cazurilor [50]. în calculele ce se vor efectua în cadrul tezei va fi adoptată 

pentru inductivitatea de dispersie a circuitului secundar valoarea dată de relaţia (3.3). 

TC folosit este de tip toroidal, miezul fiind constituit din bandă înfăşurată 

continuu. întie înfăşurările primară şi secundară, repartizate în mod omogen pe 

circumferinţa miezului, există un cuplaj strâns. în aceste condiţii, curentul echivalent 
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introdus în (1.10) csle reprezentat de curentul de mers în gol redus la înfaşuraiea 

primară. Pentru a ridica la modul concret caracteristica de magnetizare a circuitului 

magnetic al TC a fost folosită schema din figura nr. 3.3. 

Figura m. 3.3 
Schema montajului folosit la ridicarea ciclului de magnetizare dinamic al TC 

Căderea de tensiune de pe rezistenţa etalon R„, proportională cu /,o, a fost 

aplicată bornelor x, în timp ce la bornele y ale înregistratorului în coordonate 

caileziene s-a aplicat o tensiune proportională cu înlănţuirea magnetică W, obţinută 

prin integrarea tensiunii din secundarul TC. 

Figuia nr. 3.4 Figura m". 3.5 
Cicluri de magnetizare ale TC 
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TFL>VB| 

Figura nr. 3.6 

1.\25|niAl 

Figura nr. 3.7 
Cicluri de magnetizare ale TC 

In figurile nr. 3.4-^3.7 sunt reprezentate câteva din ciclurile de magnetizaie 

obţinute pentiu valori din ce în ce mai mari ale curentului de magnetizare. Se observă 

că pornind de la o magnetizare redusă, când ciclul este eliptic, se ajunge la saturarea 

puternică a materialului magnetic, evidenţiindu-se comportarea TC în acest regim. 

Pentru înlănţuiri magnetice care depăşesc valoarea de 0,83 Wb lăţimea 

0,9 
0,8 

V 
0,6 

0,5 
0,4 
0,3 
0,2 
0,1 

[Wb] 

O 0.1 0,4 0,2 0,3 

Figura m*. 3.8 
Caracteristica de magnetizare a TC 

ciclurilor de magnetizare rămâne 

practic nemodificată, astfel încât 

ultima curbă din figura m. 3.6 re-

prezintă ciclul de magnetizare li-

mită. Caracterizaiea cantitativă e-

xactă a comportătii miezului TC a 

fost făcută prin ridicarea a 28 de 

cicluri, la diverse valori ale curen-

tului de magnetizare. 

Figura m. 3.8 evidenţiază 

portiunea din cadranul întâi a ca-
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racteristicii fundanicnlale dc niagnctizare, reprezentând locul geometric al vârfurilor 

ciclurilor de inagnetizare. Porţiunea din cadranul al II 1-lea este simetrică faţă de 

origine cu cea din figură. Curba este obţinută prin prelucrarea datelor ridicate 

experimental. Valorile numerice pe baza cărora a fost constiuită figura nr. 3.8 sunt: 

M' [Wb] 0,01875 0,02925 0,072 0,1305 0,165 0,20175 0,24225 
/ [mA] 0,1375 0,1875 0,30417 0,425 0,5 0,60417 0,72917 

: 0,2775 0,31875 0,36 0,37875 0,40875 0,41625 0,47625 ; 
; 0,86667 1,09375 1,3125 1,4875 1,725 1,8375 2,5875 ; 

; 0,5025 0,5625 0,57 0,5925 0,62625 0,67125 0,67875 ; 
: 3,225 3,7875 4,525 4,78125 6,09375 7,875 8,1875 ; 

; 0,68625 0,69 0,69375 0,79125 0,82125 0,82875 0,855 
; 8,625 8,8125 9,0625 18,875 25 45,25 500 

Tabelul nr. 3.1 Caracteristica fundamentală de magnetizare a TC 

Pentru detenninarea pierderilor datorate histerezei 

şi curenţilor turbionari a fost realizat montajul din figura 

nr. 3.9. Ansamblul constituie un 

tiansfonnator, iar wattmetiul indi-

că pierderile sale de mers în gol. 

Scăzând pierderile datorate efec-

tului Joulc-Lcnz, se poate de-

monstra că restul reprezintă 

pierderile prin curenţi turbionari şi datorate histerezei [191]. 

Puterea măsurată de wattmetrul electiodinamic de cons-

Figura nr. 3.9 
Schema montajului pentru 
determinarea pierderilor în 

miezul TC 

tiTJCţie specială (cos(p = 0,1) este: 

P = 6^2/, cos(p , în care: (3.5) 

Uj este tensiunea indusă în secundar (înfăşurarea de măsură), 

/, este curentul în primar (înfaşuraiea de magnetizare), iar cp 

este defazajul întie U^ şi /,. 
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Figura nr. 3.10 
Diagrama fazorială a 

TC la mers în gol 
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Diagrama fazorială a transfonnatorului monofazat aslfcl constituit este reprezentată în 

figura m'. 3.10. La rândul lor, pierderile în miezul transformatorului pot fi exprimate 

prin relaţia: 

p - (/e/o cos9o , în care: (3.6) 

p este suma pierderilor prin histereză şi curenţi turbionari, U^^ este tensiunea 

clectToniotoare în primar, iar /„ este curentul de mers în gol al TC (cu circuitul 

înfăşurării secundare întierupt). 

Penti-u a stabili corelaţia dintre (3.5) şi (3.6), tiebuie detenninate relaţiile între 

Şj , pe de o parte, şi întie cos(Po şi /, cos(p, pe de alta. 

Din ecuaţiile de funcţionare ale transfonnatorului, se obţine [180]: 

n, (3.7) 

iar pe baza celei de-a doua teoreme a lui Kirchhojf, aplicate circuitului secundar al 

instalatiei: 
> 

, unde: 

f/ . 
R + R, 

Efectuând substituţia fonnulei (3.7) în relaţia (3.8), se obţine: 

în acelaşi timp, din diagrama fazorială (figuia nr. 3.10), rezultă: 

T r T COScpo = COStp . 
"1 

Introducând relaţiile (3.10) şi (3.11) în expresia (3.6), obţinem, în fmal: 

n. 

V"2 
F- IJl 

R + R i j 

n 
TT T 

1 y 
N 

n. R + R, R + R 2 7 

R + R i j 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

(3.11) 

(3.12) 

adică pierderile prin histereză şi curenţi turbionari din miezul feromagnetic pot fi 
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0 033 

0.03 

0 039 

0 034 

0.033 

p [ W ] 

detenninate pe baza indicaţiilor wattinetmiui; iiUroducând unele corecţii pentiu 

consumul din circuitul secundar. 

In figuia nr. 3.11 sunt reprezentate pierde-

rile măsurate în funcţie de curentul de mers în 

gol. întie valorile obţinute pe această cale şi cele 

calculate din înregistiările ciclurilor de magneti-

zare există o bună concordantă. 

I , [ A ] 

0 5 

Figura nr. 3.11 
Pierderile măsurate ale TC în funcţie 

de curentul de mers în gol 

Caracteristica magnetică neliniară a circui-

tului feromagnetic al TC este determinată în regi-

mul armonic al fluxului cu pulsaţia co a curentului primai'. în procesul funcţionării 

TC cu saturarea miezului magnetic, fonna de variaţie în timp a fluxului magnetic V se 

abate întiucâtva de la cea annonică, ceea ce ar putea detennina, în principiu, 

modificări ale caracteristicii. în [50], citând şi alţi autori, se apreciază că aceste 

modificări sunt iieesenţiale, astfel încât în calcule le vom considera neglijabile, evitând 

complicarea nejustificată a metodelor şi proceduiilor folosite. Pierderile de energie în 

1 d V miez vor fi luate în considerare prin tenneiiul — / (M')— al aproximăiii analitice date 
© âl 

de relaţia (2.127). 
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3.3 CALCULUL FUNCŢIONĂRII 
TRANSFORMATORULUI DE CURENT ÎN 

REGIMURI TRANZITORII 

Informaţiile teoretice avansate/precum şi pachetul de programe descrise în 

capitolul 2 au avut drept scop realizarea unei proceduri de calcul cu ajutorul căreia să 

se obţină răspunsul TC în regimul tranzitoriu al reţelei în care este conectat. 

In luma înccrcărilor s-a ajuns la idcca soluţionării problemei prin colocaţie, 

detaliile importante fiind deja precizate. Pentru a valida rezultatele obţinute, am mlat 

un exemplu simplificat de calcul, comparând soluţia cu ce analitică avansată în §1.4. 

TC se consideră montat în circuitul din figura ni\ 1.1, înti-o reţea industrială 

având constanta de timp T̂  0,36474 s şi se consideră că prin primar tiece un curent de 

o, 1 A. în momentul producerii unei avarii, curentul primar creşte de cinci ori, 

ajungând la valoarea cuientului nominal al TC - 0,5 A. Momentul apariţiei 

evenimentului este ales astfel încât componenta aperiodică a curentului în primarul TC 

să fie maximă, ecuaţia care descrie fenomenul fiind (1.44). Reprezentarea grafică a 

acestui proces tranzitoriu în reţea este realizată în figura nr. 3.12. 

1.8 

1.4 

0.6 

0.2 

O 
- 0 . 2 

i,[A] A A A 

y V 
t[s] 

-0.02 0.02 0.04 0.06 0.08 -0.1 O 0.1 

Figura nr. 3.12 
Procesul tranzitoriu din reţeaua în care este conectat primarul TC 
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Dacă legătura dintie curentul echivalent şi fluxul magnetic este liniară, sistemul 

de ecuaţii care descrie funcţionarea transfonnatorului se banalizează, fiind compus din 

ecuaţii diferenţiale de gradul întâi cu coeficienţi constanţi, şi poate fi uşor rezolvat 

printr-o procedură ODEI {Ordinary Dijferential Equalion Jnlegration) standard de tip 

Runge-KuUa {-GilP). Pentiu ca acest lucru să nu se întâmple, va trebuie să introducem 

şi o componentă caic să caracterizeze pierderile din miez, în ideea că abaterile faţă de 

modelul liniar nu vor fi mari din punct de vedere cantitativ, dai" vom consei*va 

caracterul ecuaţiilor diferenţiale. Cu aceste precizări, având în vedere datele obţinute 

din măsurări, se poate scrie: 

-1,36739-10 +3,49074-10 -6 

dl ' 

(3.13) 

Funcţiile ce intei'vin în ecuaţia diferenţială care descrie comportamentul 

înlănţuirii magnetice în funcţie de timp (2.135) devin, în aceste condiţii: 

y; =1,36739-IO"'M^ ,yi'= 1,36739-10"' ,/ , ' '=0; 
=3,49074-10-^ , / ; = 0 

(3.14) 

Ca să funcţioneze în zona saturată în condiţiile nedepăşirii curenţilor nominali, 

în secundaml TC a fost plasat un consumator de zece ori mai maie decât impedanţa sa 

nominală de saicină. în aceste condiţii, T̂  = 10T,, iai" soluţia analitică (1.62) generează 

pentru curentul în secundaml TC foi*ma de vaiiaţie prezentată în figura nr. 3.13. 

S[A] 

-0.02 O 0.02 0.04 0.06 0.08 
0.1 O 0.1 03 OJ 0.7 0.9 1.1 13 l i 

Figura nr. 3.13 

Curentul în secundarul TC calculat pe baza ipotezei liniare 

1.7 li> 
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3 Calcula .>/ verificări experimentale 

Chiar pentiu cazul simplificat luat în considerare, rezolvarea numerică prezintă 

dificultăţi. Ţinând cont de relaţiile precedente, ecuaţia diferenţială (2.135) poate fi 

adusă la forma: 

(L + L,) / , + ((R + R, ) / , (V|/) + (L + L, )/;(VK) + k j y + 

+(R + R, )/;(mO>' = ( r + R . XMV/Om) - / . ( M O + + ( L + ) v ' ( / ) 
, adică: (3.15) 

o 0,04 0,08 0,12 0,16 0,2 
curba obţinută analitic 
curba obţinută numeric 

Figura m. 3.14 
Curentul calculat în secundarul TC 

se obţine va 

constitui, după derivare, tennenul din dreapta 

egalităţii al ecuaţiei diferenţiale ce descrie curentul 

în circuitul secundar al TC. Neputându-se obţine cu 

alte metode soluţii caie să consei"ve măcar semiiul 

valorii reale, pe baza celor amintite în capitolul 2 a 

fost pus în operă un progiam de calcul pe bază de 

colocaţie (Anexa m*. 15). Rezultatele obţinute sunt 

prezentate în figura m. 3.14, alături de cele 

calculate cu fonnula (1.62). în figura nr. 3.15 s-a 

reprezentat cuientul în secundarul TC pe prima 

perioadă care unnează momentului de apariţie a 

defectului. Se observă deformarea formei de undă 

5,6660441751 • 10" V " + 0--2104862;/' + 
+^6,0848766 • 10 = 0,31466251762 x 
X sin (L O O T I / - 1,56206990204) + .(3.16) 
+ 360,5766351 cos(l007:/- 1,56206990204) + 

/ 

+ 4,449999389 e 

Se obsewă că ecuaţia constituie un exemplu de 

sistem rău condiţionat, diferenţele între coeficienţi 

atingând opt ordine de măiime; în plus, soluţia nu 

poate fi evaluată în simplă precizie pe im 

calculator numeric din cauza depăşirii flotante. 

Rezultatul care 

10 

7 

4 

1 
O 

-2 

-3 

-8 

i 

1 A \ 
f 

/ / / ̂  
. y \ 1 

\ 1 \ 
> 
r 

0 4 8 12 16 20 

curba obţinută analitic 
curba obţinută numeric 

Figura nr. 3.15 
Curentul în secundarul TC pe 

prima perioadă a regimului 
tranzitoriu 
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Dupa 1 din cele 28 i i era i i l permise, 
reprezentarea sograentar polinamiala a aproximarii este: 

.08000 -.3258116489341261>f00 -.93089042bb26071Di-01 -.430402339865827IH07 
.646007012405129IH-10 569636421252410IH13 .223579030083369IH16 

datorată saturaţiei şi pierderea simetriei pe sfeiluiile de perioadă ale componentei 

periodice datorată histerezei. Este vizibilă, deasemenea, decalarea înainte a 

fundamentalei curbei calculate numeric, ceea ce era de aşteptat în urma apariţiei 

satuiaţiei. In listing sunt redate cantitativ rezultatele, evaluarea curentului secundar 

Aproximare prin funcţii spline de ordinul 6 pe 4 intervalei intr-un spaiiu facându-se pe timpul 
de dimensiune 21. Punctele de Joncţiune sunt: 

.5B0e808eB0i>-82 . i800Be9e8eD-Bi . i50BB88e8Bi>-ei primei perioade care 

urmează momentului de 

apariţie a defectului. 

Intei-valul de timp 

0,0,2] s a fost împărţit 

în sferturi de perioadă, 

fiecare fiind modelat cu 

ajutorul unui segment polinomial. Variaţia curentului secundai* este suficient de 

complicată ca să fie insuficient aproximată de un segment de parabolă; pentru a nu 

fragmenta subintervalele, am mărit gradul polinoamelor de inteipolare. Unnărind 

listingul, se obsei"vă precizarea utilizării polinoamelor de giadul şase, uimată de 

specificarea pe cele patiu intewale a coeficienţilor acestora. Ecuaţiile diferenţiale fiind 

cu coeficienţi constanţi, procedura de tip Newton nu aie sens, programul oprind 

automat evaluarea după o singuiă iteraţie. 

.5808aE-02 -.9786%b6059740aiHBl - . 12292021G535962DtB4 -.2851367159342720+07 
. 4276258G7312Z24I>f18 - . 3743321528208571H13 .144086ie49B6e55IH 16 

. 100B8E-01 - . 1238725296a8650IH-02 .1482752534835401>t04 - . 925839655633958&t06 
.Z589428B6550485IH-10 -.2431106781242B21M-13 .9447158072161541M-15 

. 15BB0E-B1 - . 2974816232685281H81 .2175287464409671>t84 - . 1386161815935711>+e7 
. 148209374437788])+18 - . 1474447856491B1I>+13 .6B17976559O58021>H5 

60 

30 

-30 

-60 

U2U] A \ j 
0,5 

-0,5 

10 15 20 
- l 

V t W b ] 

\ 
\ 

/ [ m s ] 
10 15 20 

Figura ni". 3.16 
Formele de undă ale tensiunii în secundar şi fluxului în miez ale TC, calculate pentru exemplul 

considerat în prima perioadă a regimului tranzitoriu 
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3 Calcule .v/ verificări experimentale 

In completarea datelor obţinute cu ajutorul programelor de calcul am obţinut 

forma de variaţie a tensiunii în secundarul TC şi a fluxului în miez. Acestea pot fi 

văzute în figura m*. 3.16. 

3,5 

O 

-3,5 

-7 

4 [A] 
A 

\ 1 

\ f j 
•V^ 1 

t [ms] 

- curba calculată 
• - curba măsurată 

Figuia nr. 3.17 
Curentul în secundarul TC pentru modelul 

analitic al caracteristicii de magnetizare prin 
cinci segmente de dreaptă 

Exemplul anterior demonstrează 

că soluţia calculată respectă fonna 

generală de variaţie a semnalului pe 

perioada tranzitorie. Pentru a testa 

calitatea rezultatelor, am studiat 

posibilitatea unor comparaţii cu soluţii 

obţinute pe alte căi. în [50] sunt 

prezentate determinări experimentale şi 

calculul curentului secundar al TC satmat 

în regim permanent. Ain reluat două din 

cazuri, comparând rezultatele după 

trecerea imui minut de la apariţia 

/I - 0,2 A/div /2 - 2,5 A/div 

Figura nr. 3.18 
Oscilograma curenţilor în înfăşurările TC 
pentru sarcină rezistivă (R + R, = 8,3 a ) 

3,5 

o 

•3,5 

-7 

â \ / \ 
\ \ J 

60 60,004 60,008 60,012 60,016 60,02 
curba calculată 

— - curba măsurată 

Figura nr. 3.19 
Curentul în secundarul TC calculat prin 

colocatie 

117 

BUPT



3 Calcula .>/ verificări experimentale 

modificării în reţea, câiid se consideră că pot fi neglijate componentele tranzitorii faţă 

de cea pennanentă. în figura nr. 3.17 este prezentată soluţia [50] pentru un model 

analitic realizat prin 
12 

-6 

-9 

•12 

4 [A] 

/ 
N 

V 

* \ \ \ \ 
> 1 

t\ 

t Â 

j / 
/ 

% 

% 

\ 

f M / 
/ 

/ 

\ ^ 

t 
f ^ / 

i 
/ 

\ 
/ 

t[s] 
60 60.002 60.004 60J006 60.008 60.01 60.013 60.014 60.016 60.018 60.03 

-.-. -analitic (ipoteză liniară) numeric (colocaţie) 
analitic (5 segmente) — - experimental 

Figura nr. 3.20 
Comparaţie între metodele de calcul al curentului secundar la TC 

cinci segmente de 

dreaptă al caracteristicii 

de magnetizare şi 

sarcină rezistivă în 

secundarul TC, având 

sarcina R + R2=8,3q. 

Oscilograma obţinută 

în cadrul deteiminării 

experimentale poate fi 

văzută în figura 

m. 3.18. Rulând cu 

aceleaşi date de intrare 

programul bazat pe 

colocaţie, am obţinut 

curba din figura 

nr. 3.19. Suprapunând 

-70 

\ 
\ f 
\ 

/[ms] 
IS 

0,5 

-0.5 

- l 

y[Wb] 

\ 
/ \ J 

10 15 20 

Figura nr. 3.21 
Tensiunea în secundar şi fluxul în miez ale TC, înregistrate pentm sarcină rezistivă 
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3 Calcu/c verificări experimcnlalc 

rezultatele (ca în figura nr. 3.20), se poate constata cu uşurinţă faptul că programul de 

calcul pe bază de colocaţie dă o aproximare mai bună a curentului în secundarul TC. 

Tensiunea în secundarul TC a putut fi înregistrată, iar prin integrarea ei s-a 

obţinut fluxul în miezul acestuia. Rezultatele deteiminărilor pot fi urmărite în figura 

nr. 3.21. 

7.5 

2,5 

-2.5 

-7,5 

I2 [ A ] f\ / f \ 
z' J l K \ 

\ j t [ms] 

în [50], autorul foloseşte, 

8 12 16 

curba calculată 
— - curba măsurată 

Figura nr. 3.22 
Curentul în secundarul TC pentru 

aproximarea polinomială a caracteristicii de 
magnetizare şi balanţa armonică 

/i - 0,2 A/div /2 - 2 A/div 

Figura nr. 3.23 
Oscilograma curenţilor în înfăşurările TC 

pentru sarcină inductivă şi rezistivă 
(L = 4,38-10"' H şi R + R2 = 8,95 Q ) deasemenea, o metodă analitică ce ţine 

seama şi de pierderile în miezul feromagnetic al TC. în figura nr. 3.22 este prezentat 

rezultatul calculelor efectuate cu caracteristica magnetică aproximată printr-un 

polinom de gradul 11 şi un teimen care ţine seama de pierderile în miez în cazul unei 

sarcini secundare caie are şi o componentă inductivă (L = 4,38-10"'H şi 

R + R^ =8,95Q). 

în figura m. 3.23 este prezentată oscilograma ridicată experimental, figura 

nr. 3.24 conţine fonna de undă obţinută prin rularea programului bazat pe colocaţie, iai* 
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3Ji 

-7 

[A] 

V 
fJF 

\ \ 
t [ s ] 

6 0 6 0 . 0 0 4 6 0 . 0 0 8 6 0 . 0 1 2 6 0 . 0 1 6 6 0 . 0 2 

- curba calculată 
— - curba măsurată 

Figura nr. 3.24 
Curentul în secundarul TC calculat prin 

colocatie 

în figura nr. 3.25 se poate vedea 

suprapunerea rezultatelor. în figura nr. 3.26 

sunt reprezentate fonnele de uiidă ale 

tensiunii secundare şi fluxului în miez. 

Din analiza formei de variaţie a 

curbei curentului în secundaml TC se vede 

că programul de calcul oferă soluţii 

apropiate de cele înregistrate experimental. 

Datorită saturaţiei, cmentul secundar este 

deformat, impmiându-se cu necesitate 

adaptarea parametrilor de setare a 

progiamelor în aşa fel încât fenomenul să fie 

- 2 

prins în modul cel 

mai corect cu 

putinţă. 

Cu precizările 

făcute până acum, 

concluzia este că 

lanţul de programe 

funcţionează corect, 

putându-se miza pe 

faptul că şi în -8 

condiţii neidealizate 

se obţin soluţii 

apropiate de situaţia 

reală. 

- 6 

S 

* 

L s \ \ 
/ j 

/ / 
f .M 

\ ^ 
\ 

\ 
\ 

g 
t U 

/ 
f 

/ \ ̂  V 
\ \ 

t / / 
f 

/ 

\ 
1 

M 

/ 
r 

/ 

t [ s ] 

60 60.003 60.004 60.006 60.008 60.01 60.013 60.014 60.016 60.018 60.03 

-.-. -analitic (ipoteză liniară) 
analitic (balanţă armonică) 

- numeric (colocaţie) 
- experimental 

Figuia nr. 3.25 
Comparaţie între metodele de calcul al curentului secundar la TC 
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60 

30 

•30 

•60 

f 
\ 

^ t [ms] 
10 15 *20 

^ ¥'[Wb] f A 
\ 

/ \ 

\ 
/ \ J iţqis] 

Figura lU'. 3.26 
Tensiunea în secundar şi fluxul în miez ale TC, înregistrate pentru sarcină inductivă 

După toate verificările făcute, poate fi abordată problema calculului TC în regim 

tranzitoriu, ţinând seama de satuiaţia miezului magnetic şi de pierderile datorate 

curenţilor tuibionari. Pentiai calcule va fi folosit pachetul de programe conceput 

special cu această finalitate, validat în cele prezentate anterior, ţinând seama de 

modelul matematic al legătuiii între curentul echivalent şi fluxul din miez ce a fost 

precizat în § 1.3. 

în unna prelucrăiii datelor experimentale, caracteristica magnetică a circuitului 

feromagnetic al TC poate fi exprimată în modul ui-mător: 

a,M/ + a3V]/̂  +(ao , m care: 
at 

ao =2,137935119-10 

a , =3,963506925 10 

- 6 a, =4,017759376-10"'; 

a3 =7,506931356-10"' 

(3.17) 

(3.18) 

Pentiu evidenţierea modului de acţiune al programului de calcul şi pentru 

studiul comportamentului TC în diverse situaţii, se impune efectuarea unor studii 

parametrice. 
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3.4 STUDII P A R A M E T R I C E 

Evaluările au fost direcţionate pe două axe importante: aceea a influenţei 

setărilor diverselor programe de calcul care se înlănţuie, sau a preciziei modelului 

caracteristicii de magnetizare şi aceea a influenţei caracteristicilor TC şi ale circuitului 

său de utilizare. 

3.4.1 Explorări funcţioiialc 

Pentiu a lămuri alegerea unora dintre setările programelor de calcul, în ideea de 

a nu lăsa impresia că sunt nesemnificative, sau obţinute în mod fortuit, vom aborda 

pentiu început problema dependenţei erorilor de gradul funcţiei spline de inteipolare şi 

de numărul punctelor de joncţ iune din interiorul uimi intei-val. A m renunţat la 

includerea în această evaluaie a funcţiilor spline de inteipolare liniare şi cubice, 

segmentele de dreaptă creind probleme la calculul derivatelor în punctele de joncţimie, 

iar cele de parabolă furnizând sistematic erori mari datorită insuficientei posibilităţi de 

adaptaie la fornia relativ complicată a curbei. Deasemeni, din marea cantitate de testări 

făcute s-a impus cu certitudine concluzia că erorile mici nu trebuie căutate în zonele 

polinoamelor de grad mare, acestea având o tendinţă puternică de oscilaţie întie 

punctele de joncţ iune (în genul prezentat de figura m-.2.13) sau ale numărului maie de 

puncte în interval (datorită teoremei lui Faber şi a erorilor de trunchiere cumulate). 

în consecinţă, în figura nr. 3.27 prezentăm modul de variaţie procentual al 

erorilor în funcţie de gradul polinoamelor de inteipolaie (3^10) şi al punctelor de 

joncţ iune pe domenii ( l ^ l O ) , adică în zona unde comportamentul global al 

simulatorului corespunde cel mai bine caracteristicilor semnalului. Fixând toţi ceilalţi 

parametri, se vede că evoluţia erorii este foai te complicată şi nu se poate renunţa la o 

operaţiune anterioară calculului de setaie a caiacteristicilor optime (nu există 
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3 Calcula .>/ verificări experimentale 

Figura nr. 3.27 

Erorile de calcul în funcţie de (l lo) de numărul punctelor 
de joncţiune şi de gradul polinoamelor de interpolare (3 lo) 

posibilitatea de a evalua 

analitic valorile reglajelor 

pentru punctul (punctele ?) 

de optim, iar o analiză a 

tendinţelor se dovedeşte a 

fi insuficientă şi imprecisă 

faţă de variaţiile cantitative 

considerabile obţinute în 

zonele de mare sensibilitate 

la o uşoară alterare a para-

metrilor). O singură privire asupra variaţiei erorilor funcţie de parametrii menţionaţi 

justifică alegerea pentru aproximare a polinoamelor de gradul 6, în 4 intervale pe 

fiecare perioadă a componentei periodice a semnalului din primarul TC. Această setare 

este vizibilă, spre exemplu, în listingul de la pagina nr. 116. 

în ceea ce priveşte influenţa programului Zeta asupra stabilirii locului optim al 

punctelor de joncţiune pe interval, nu prezentăm rezultate numerice, deoarece 

nedispunând de soluţia analitică în cazul neliniar (când funcţionează procedura 

iterativă de tip Newton) nu putem face o analiză pertinentă a erorilor. Testând lanţul de 

programe pe exemple neliniare de altă natură, cu soluţie analitică cunoscută, se 

dovedeşte că în urma acţiunii programului Zeta, numărul de iteraţii necesar obţinerii 

soluţiei scade şi calitatea erorii se îmbunătăţeşte (se obţin mai multe schimbări de 

semn în valorile succesive ale erorii pe întinderea unui interval). în cazul rulării datelor 

TC, în urma unei singure treceri prin Zeta, a fost posibilă evoluţia de la cazuri de 

neconvergenţă sau convergenţă lentă (sute de iteraţii pentru atingerea preciziei impuse) 

la situaţia în care convergenţa se obţine în sub 10 iteraţii! Nu se poate afirma însă că 

aplicarea sa repetată îmbunătăţeşte comportamentul cu aceeaşi eficienţă; convergenţa 

devine fluctuantă în jurul primei valori mici obţinute. Este deci inutil abuzul de acest 

program, utilizarea sa fiind limitată la 1 -f 2 treceri. 

O altă concluzie practică a rulării programului este că se preferă fragmentarea 
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în poitiuiii mai mici a domeniului de calcul dorit, care să fie calculate succesiv, 

folosind rezultatele obţinute de cel anterior ca valori de poniirc (condiţii la limită) 

pentru umiătorul. Această tehnică nu numai că economiseşte timp de calcul şi pennite 

efectuaiea uimi calcul oricât de lung (cu neputinţă de efectuat simultan, pentiii că la un 

moment dat matricile de lucru devin imposibil de stocat şi accesat). Chiar atunci când 

calculul este posibil la o singură trecere, am preferat fragmentarea, deoarece pe 

intervale mari de timp valorile funcţiei sunt mult diferite, obţinându-se nu numai 

matrici de mari dimensiuni pentiii coeficienţi, dai' şi o dispersie chiar de 80 de ordine 

de mărime întie aceştia. în aceste condiţii, necesitatea de a efectua 80 90 de iteraţii 

pentru a obţine soluţia dă timpi de calcul prohibitivi, pe când lucrul cu matiici de 

(relativ) mici dimensiuni, în care valorile coeficienţilor nu sunt atât de diferite ca ordin 

de mărime pennite obţinerea unor soluţii rapide. Fenomenul ai" putea fi considerat 

similar (intelectual) cu tehnica modelării unei linii lungi printr-un lanţ de cuadripoli. 

Vom încheia studiul cu influenţa pe care o are luarea unui număr variabil de 

teimeni în modelul caracteristicii de magnetizare neliniare şi al pierderilor în miezul 

TC. în figuia m\ 3.28 este prezentată variaţia 

erorii maxime relative a TC în funcţie de nu-

mărul de teimeni luaţi în aproximarea carac-

teristicii magnetice a miezului (2.127). Evalu-

area s-a făcut pentru toate combinaţiile posi-

bile ale polinoamelor yj şi , de la cazul li-

niar la cel în care caiacteristica este modelată 

piin zece componente. Se obsei*vă că modelul 

nu este sensibil faţă de numărul de termeni, 

un optim între precizia evaluării şi timpul ne-

cesai' calculelor obţinându-se în cazul în care 

yj şi au două componente. Adăugaiea al-

tora creşte substanţial timpul de calcul, fară a provoca modificări notabile în sensul 

ameliorării valorii obţinute pentiu eroarea maximă. 

Figuia nr. 3.28 

Variaţia mărimii erorii maxime a TC în 
funcţie de numărul de termeni luaţi în 
aproximarea caracteristicii magnetice 
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3,4,2 Dependenta erorii transformatorului de curent de faetori 
externi 

J. f-Ll. . iJ. 

-100 

-50 

Studiul ia în considerare loţi acei factori carc influenţează comportamentul TC 

din exterioml său, fiind fie fortuiţi, fie depinzând de parametiii reţelei în care 

funcţionează acesta. 
^ # 

Pentiu a unnări modul de acţiune al progra-

mului am luat pentiu început în studiu o dependenţă 

previzibilă: aceea a mărimii erorii în funcţie de cu-

rentul primar iniţial /,(0), având ca parametiu faza 

tensiunii primare în momentul apariţiei defectului. 

Rezultatele sunt prezentate în figuia m-. 3.29, pentru 

/,(o) = şi cp = 0 ^ 360°, dependenţa dove-

dindu-se aproape liniară. în figura m. 3.30 am selec-

ţionat una dintre curbele de nivel din figura nr. 3.29, 

reprczentând-o mai detaliat. Se vede cât se poate de 

explicit că maximul erorii se obţine pentru (i = <p-

mL, 

Figura m-. 3.29 

Variaţia mărimii erorii TC în 
funcţie de faza tensiunii primare 

= — radiani; un rezultat asemănător se 
R, 2 

poate obţine, deasemenea, şi din analiza expresiei 

(1.64). 

Faza tensiunii primare în momentul apariţiei 

defectului este o mărime fortuită, iar faptiil că ea in-

fluenţează mărimea erorii TC explică în bună paile 

funcţionările aleatoare constatate pentru releele de 

protecţie [112]. In toate exemplele unnătoare va fi 

considerat cazul cel mai defavorabil, şi anume 
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Figura iir. 3.30 

Variaţia mărimii erorii TC în 
funcţie de faza tensiunii primare 

pentru /i(0)=^0 

BUPT



3 Calcule .)/ verificări experimentale 

-10 

0.6 

0 .4 

0.2 

Figura lU'. 3.31 

Curentul în primarul TC 

Figura nr. 3.32 

Curentul în secundarul TC 

Figuia nr. 3.33 

Eroarea calculată a TC 

Y 

\ 

l/T, 

în ccca CC priveşte influenţa reţelei în 

care este conectat TC, formele de vari-

aţie ale mărimilor caracteristice nu di-

feră în mod semnificativ faţă de cele 

analizate în §1.4. Prezentăm alătuiat 

fonna de variaţie pentru curentul pri-

mar (figura nr. 3.31) şi cel secundar 

(figura nr. 3.32), într-o reţea cu rapor-

tul X/R = 30 pentru cazul în care 

TJT^ = 10. în figura nr. 3.33 es-

te prezentat modul în care evo-

luează eroarea TC. 

Din analiza formei de 

undă se vede că există o perioa-

dă în care TC poate servi sesi-

zării seimialului de defect, îna-

inte ca miezul să se satureze. 

Standardul american ANSI / 

IEEE C57.13-1978 stabileşte a-

ceastă valoare în momentul în 

care eroarea depăşeşte cu 10% 

valoarea nominală, în literatura 

de specialitate existând recom-

mandăii în sensul alegerii unui 

TC corespunzător din acest 

punct de vedere. în general este 

considerată caracteristica exter-

nă a TC, = / ( / J , care are a-

vantajul că poate fi ridicată ex-

tT, 
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periincntal fără a necesita aparatură spe-

cializată (figura nr. 3.34). Acceptând 

poziţionarea cotulului cuibei ca fiind 

punctul în care tangenta este înclinată la 

45°, se poale defini tensiunea unitaiă la 

u 
cot în secundarul TC ca fiind V. = —̂  

(corespunzând solenaţiei magnetizante 
Figura nr. 3.34 

Caracteristica externă a TC 

secundare unitare = ). Deasemenea, 

se mai defineşte reactanţa de magnetizare 

unitară a TC ca fiind = = 

»k 

Aspectul calitativ al mecanismului satuiării 

miezului TC sub acţiunea curentului de 

scurtcircuit este schematic arătat în figura 

nr. 3.35, unde este reprezentată variaţia cu-

îp exp(-i/Tj) 

Figura lU". 3.35 
Mecanismul de saturare al miezului TC 

lenţilor, toate mărimile fiind reduse la se-

cundai. Notaţiile folosite sunt unnătoarele: 

/„, = - amplitudinea cuientului de magnetizare redus la secundai-; 

- componenta aperiodică a cuientului de magnetizare; 

- amplitudinea componentei periodice a curentului de scurtcircuit; 

- timpul la care apare saturaţia miezului TC faţă de momentul defectului; 

/„^ - momentul la care apaie maximul curentului; 

/ „ - timpul după care miezul devine din nou nesaturat. 

Pentiu cazurile practice, în general se poate considera că Ti/T^ ->0 , iar durata 

pe care miezul TC este saturat ( /„) este direct proporţională cu constanta de timp a 
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circuitului dc utilizare, T,, variind logaritinic cu raportul şi fiind independentă 

de rapoitul nominal de transformare k,„ pentru un miez dat (cu alte cuvinte, 

modificarea raportului de transformare al unui TC dat nu are efect asupra duratei 

perioadei de saturaţie a miezului acestuia). 

Dependenţa erorii TC funcţie de parametrii reţelei în caie este conectat a fost 

multă vieme acceptată doar sub aspectul empiric al cunoştinţelor de exploatare {liule 

of thc thumb: „Higli short circuit cunen t s combiiied with liigh burdens and low CT 

ratios will result in false relay operations, particularly for systems with laige X/R 

ratios" [115]). Ulterior, faptul că saturaiea TC datorată componentei aperiodice a 

curentului de scurtcircuit poate fi evitată în primele n cicluii ale componentei 

periodice, a fost exprimată sub fomia unui factor tianzitoriu, F [107]: 

p _ ;ii ^ O , m care: (3.19) 

este valoarea efectivă a curentului periodic de scuilcircuit în primarul TC, iar R^ 

este rezistenţa saicinii secundare a TC, incluzând şi înfaşuraiea acestuia (releele statice 

rapide apar în scheme simbolizate printi-o rezistenţă). Argumentarea acestei fonnule 

se face în corelaţie cu figurile nr. 3.34 şi m*. 3.35, evidenţiind că factoml tianzitoriu F 

aiată cât de sus trebuie să fie cotul curbei, K, pe caracteristica externă a TC, astfel ca 

/„, să fie mai mare decât în timpul primelor n perioade ale componentei periodice. 

Factorul tranzitoriu se determină pe bază de încercări şi este folosit de practicieni [37]. 

Pentru raţiuni de proiectare, pe baza datelor oferite de programul de calcul, am 

calculat factorul tranzitoriu F pentru TC folosit: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

0,01 2,6 2,8 2,8 2,8 2,8 2,8 2,8 2,8 2,8 2,8 
0,02 3,8 5,2 5,6 5,6 5,6 5,6 5,6 5,6 5,6 5,6 
0,03 4,5 6,7 7,7 8,2 8,4 8,4 8,4 8,4 8,4 8,4 
0,04 4,8 7,7 9,3 10,3 10,8 11,1 11,1 11,2 11,2 11,2 
0,05 5,1 8,4 10,5 11,9 12,8 13,4 13,7 13,8 13,9 13,9 
0,06 5,2 8,9 11,5 13,3 14,5 15,3 15,9 16,2 16,5 16,6 
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—iZ^TOrioadc] 
T , [ s r \ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

0,07 5,3 9,3 12,2 14,4 15,9 17 17,8 18,4 18,8 19 
0,08 5,4 9,6 12,8 15,3 17,1 18,5 19,6 20,3 20,9 21,3 
0,09 5,5 9,9 13,3 16 18,1 19,8 21,1 22,1 22,8 23,4 
0,1 5,6 10,1 13,7 16,7 19 20,9 22,4 23,6 24,3 24,3 

Tabelul nr. 3.2 Factorul tranzitoriu al.TC 

Aceste consideraţii asupra saturării miezului TC pot fi sintetizate prin aceea că 

dacă se constată înti-un caz practic faptul că F>F„, TC se va satura de la momentul 

/ = > // cicluri de la apariţia scurtcircuitului până la momentul / = /„, iar dacă F < F„ 

timpul de saturaţie va fi între momentele / = < // cicluii de la apariţia scurtcircuitului 

până la acelaşi în perioada de saturaţie nu este posibilă funcţionarea corectă a 

protecţiei prin relee. în cazul unui TC cu raport de t iansfonnare nominal mic, se poate 

întâmpla ca factorul tianzitoriu să fie foarte mic, astfel încât F « F , , dacă sarcina 

acestuia este mare şi t„ mare (dacă în circuitul primar cu constantă de timp mare apare 

un curent de scurtcircuit important), miezul acestuia va fi saturat de la / = O la / = /„ şi 

defectul nu va fi sesizat corect în acest intei-val de timp. Aplicând această „regulă a 

egalităţii ariilor", poate fi deteraiinat momentul în care miezul TC se va satuia din nou, 

putând fi explicată pe această cale defoimarea fomiei de undă a curentului secundar. 

Tranziţia de la starea de satuiare pozitivă la una de satuiaie negativă în timpul 

/. necesită satisfacerea umiătoaiei egalităţi [170]: 

/. t. 
'ii.ât = jR, / ,d / - 2V2 k,„SB, , = /„„sinco/ , unde: (3.20) 

o o 

S este aria suprafeţei miezului magnctic, iar B^ inducţia corespunzătoare cotului 

curbei (vezi figura m*. 3.34). Presupunând că tranziţia se face în exact o perioadă, 

tensiunea U^ poate fi detenninată din relaţia precedentă pentiu /. = —: = R^/z. 

Dacă / < —, miezul TC se saturează în mai puţin de jumătate de perioadă, această (O 
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situaţie apărând pcntiu R^/^ > • în acestc condiţii, poiţiunca curbci curcntului 

cuprinsă între /. şi — este deformată atăt pentru seniiperioadele pozitive, cât şi pentru 

(1) 

cele negative. Acest tip de saturaţie apare pentru i > t„ (figura nr. 3.35), când încetează 

efectul componentei aperiodice, dacă mărimea curentului de scurtcircuit este suficientă 

pcntiu a provoca KJ^ > U^. Analiza făcută nu a luat în considerare efectul reactanţei 

sarcinii TC, X^, care nu afectează semnificativ momentele de timp la care apare 

saturaţia, ea influenţând numai viteza de vaiiaţie a curentului secundar după încetarea 

saturaţiei, o valoare mai mare a ei cauzând o inerţie mai mare în evoluţia acestuia. 

Existenţa fluxului remanent în miezul TC şi efectele aproximative pe care le are 

asupra perfonnanţelor acestuia sunt cunoscute de mult. în [114] şi [187] se precizează 

faptul că acest fenomen este responsabil de saturarea mai rapidă a miezului în cazul 

apariţiei unui scurtcircuit, fară a indica modalităţi de măsurare a sa, ori de diminuare. 

In [165] se arată modul în care acesta poate provoca erori în regim tianzitoriu în unele 

circuite de protecţie. In [51] se afirmă că fluxul remanent este anulat de suprapunerea 

fluxului alternativ şi că acesta nu aie nici o influenţă asupra performanţelor 

metiologice ale TC. Există recomandăii referitoare la demagnetizarea completă a 

miezului înaintea verificării metrologice a erorilor acestuia (de modul şi de unghi), dar 

nu am întâlnit informaţii care să cuprindă analize cantitative în ceea ce priveşte 

influenţa fluxului remanent asupra erorilor tiansfonnatorului. 

Am început prin a căuta în literatura de specialitate notificări asupra mărimii 

fluxului remanent. în [51] se menţionează măsurarea unui flux rezidual de 90% din 

fluxul maxim, ceea ce indică domeniul în care acesta poate varia. Prin rulaiea 

progiamului de calcul cu diferite valori iniţiale ale fluxului în momentul apaiiţiei 

defectului am obţinut vaiiaţia erorii relative maxime în funcţie de acest paiametru. 

Modul de variaţie dovedeşte o dependenţă complexă, ceea ce a constituit punctul de 

plecaie a unor serii de încercări suplimentare, destinate în principal clarificării 

mecanismului prin care influenţa fluxului remanent este diminuată de fluxul alternativ. 

Au fost făcute o serie de măsurători pe TC, vaiiaţia curentului secundar al 
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acestuia datorată fluxului remanent fiind prezentată în figura nr.3.36, pentru o valoare 

iniţială a inducţiei remanente de 1,6T. Punctele 1-̂ -9 indică succesiunea temporală a 

I variaţiei, iar rezultatul acţiunii este 

18,55 

15,72' 

— B , - 0 , 5 T 

O 15 45 [ m A ] 

V] 

că pe măsură ce valoarea fluxului 

alternativ creşte, saturaţia miezului 

este diminuată, cu tendinţa de a re-

veni către cuiba ce corespunde ca-

zului când nu există remanenţă. In 

mod practic, atunci când valoarea 

fluxului alternativ atinge jumătatea 

valorii necesare pentiu saturaţie, 

fluxul remanent este eliminat. A-

cest lucm demonstrează că se vor 

obţine erori mai maii atunci când 

TC cu miezul saturat operează cu 

curenţi sub cei nominali, în timp ce 

valori mai mari ale acestora provoacă diminuarea fluxului rezidual şi a erorii cauzate 

de acesta, fapt confimiat de datele de exploatare [63], 

Dacă luăm în considerare comportamentul TC în regim tianzitoriu, efectul 

fluxului remanent este de a reduce curentul necesar saturării miezului de la valoaiea i,„ 

la i „ - i , . Acest lucm pennite satuiarea la un nivel mai redus al componentei aperiodice 

a curentului de scurtcircuit. Dacă dorim să consei'văm cele n perioade de răspuns 

neafectat de saturaţie, trebuie micşorată sarcina în secundarul TC de la valoarea Ẑ^ la 

Z\, în aşa fel încât să se menţină valoarea . în uima unor calcule, cu ipoteza T, « T̂  

Figura nr. 3.36 

Variaţia curentului secundar al TC în fiincţie de 
fluxul remanent în miez 

(întotdeauna valabilă în condiţii de exploatare), rezultă un loc geometric eliptic: 

z ; 1. 

In, 
(3.21) 

La modul practic, o remanenţă de 75% a miezului magnetic conduce la o reducere cu 

25% a impedanţei de sarcină pentru a conserva acelaşi factor tranzitoriu. 
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O altă influenţă externă asupra erorii TC în regim tranzitoriu o poate constitui 

modul de acţiune al reanclanşărilor rapide. în momentul în care protecţia intei-vine în 

circuitul primar, întrerupând cuientul 

N 

rcanclaiişaic în acelaşi sens 

I 
V 

reanclanşare în sens opus 

Figuia m. 3.37 

Influenţa reanclanşărilor rapide asupra erorii TC 

/,, fluxul în miezul TC nu se anulează 

instantaneu, ci, pornind de la fluxul 

remanent, se diminuează cu constanta 

de timp T^. Dacă în acest intei-val de 

timp este restabilit curentul primar, 

valoarea fluxului remanent se adaugă, 

în mărime şi sens, noului regim 

tranzitoriu caie se stabileşte. Eroarea 

TC creşte astfel în cazul concordanţei 

de semn şi scade în cazul opoziţiei (figuia nr. 3.37). 

Pentm a încheia studiul influenţelor posibile ale diverşilor factori asupra erorii 

TC în regim tranzitoriu, vom încerca o evaluaie a influenţei clasei de precizie a 

tian: foiTnatorului asupra acesteia. Corelând STAS 4640-2-74, care indică erorile de 

bază admise cu figura m". 3.26, până în punctul P, corespunzător unui curent egal cu 

10% din de douăzeci de ori cuientul secundai' nominal (confoim standardelor 

americane, C57.13 şi A C400, standardele româneşti neavând specificaţii de acest tip), 

sarcina secundară admisibilă este Z^ = ^ pentru a răinâne în clasa de precizie. în 

practică, se poate compara această valoare cu cea rezultată din considerente de precizie 

tranzitorie. Ţinând cont de notaţiile din figura m*. 3.34, de faptul că întie punctele K şi 

P vaiiaţia este liniaiă şi acceptând completa satmare a miezului magnetic, rezultă: 

Up = u,+(ip-Ok X o sau: 
V-rK (3.22) 

J-io 

în funcţie de datele cele mai accesibile sau —). 
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3,4.3 Consideraţii practico dc exploatare referitoare ia funcţionarea 
transformatorului de curent în regim tranzitoriu 

Evaluările făcute anterior pot sei'vi la alegerea unui TC într-un caz concret în 

aşa fel încât să satisfacă necesităţile protecţiei prin relee. 

Se presupune că TC trebuie ajnplasat într-un circuit primar de utilizare cu 
* 

T, = 0,1 s (rapoitul — = 315), într-un punct în care valoarea maximă a curentului 
R 

permanent de scurtcircuit este = 1000 A. Releul de protecţie conectat în secundarul 

său necesită // = 2 perioade de curent corect redate după apariţia scurtcircuitului pentru 

a acţiona. 
5 

Factorul tranzitoriu F este destul de puţin sensibil faţă de valoarea T^, de aceea 

vom folosi tabelul calculat anterior. Pentm n - l şi T, =0,1 s, se citeşte F̂  = 10,1. Din 

relaţia (3.19) rezultă, în consecinţă, k,^Uo = 10100, iar deoaiece TC uzuale au 

Uo=0,9 V/spiră [170], se poate calcula raportul de transfonnaie nominal necesar. 

k.. = 10100 _ Dacă se alege un TC cu ^ = ^ ^ A, rezultă un factor tranzitoriu 
0,9 - 5 

F = 9 şi /; = 1,76 perioade corect redate. Presupunem că acest luciu este acceptabil (în 

caz contrar se va alege un TC cu = a , rezultând n-2 şi F = 12,96>2 

perioade). în acest caz, cotul curbei caracteristicii externe a TC este dat de Uj; = 

= k,„Uo =90 V şi = i = 0,12 A. Deoarece =10 A şi estimând =1000, rezultă 

Û ^ =90 + 9,88 - ^ ^ ^ ^ ^ ^ = 97,41 V. (în lipsa unei referinţe suficient de clare asupra 

A 

valorii lui , calculul valorii U^ se face mai uşor pe baza datelor geometiice — , 

posibil de evaluat în practică). Se vede clai" că impedaiiţa secundară admisibilă pentioi 
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a avea precizia necesară în regim tranzitoriu este de I Q , în timp ce impedanţa 

secundaiă nominală a TC este, pentru S2,, = 60 VA de Z2„ ^ = — = 2,4 n . 

Miezul TC rămâne saturat timp de t„ « T, In ̂  = 0,1 In = 0,45 s = 22,1 
Ifl 

perioade. Dacă protecţia prin relee nu acţionează în primele 2 perioade ale curentului 

de scurtcircuit, în unnătoarele 20 de, perioade va fi incapabilă să sesizeze defectul 

datorită saturării miezului TC. Această întârziere este în principal consecinţa valorii 

mari a raportului X/R în circuitul primar în care se produce scurtcircuitul. Constanta 

de tiinp în circuitul secundar al TC este T, = ^ ^ = = ^^^—0^075 _ destul 
' c o R , « R , IOOTI 

de aproape de valoarea pentiu caie a fost calculat tabelul pentiu factorul tianzitoriu F 

(recalculând valoarea lui F pentru această cifiă se obţine o diferenţă care este mai mică 

de 0,3%). 

Pentru considerente de proiectaie, dacă se doreşte utilizarea unui TC cu raportul 

de transfomiare nominal inferior lui 100, trebuie avută în vedere o valoare mărită 

pentiii Uq, ceea ce conduce la alegerea unui TC cu o secţiune a miezului mai mare 

(pentru aceeaşi calitate a materialului magnetic). Pentru TC ^ ^ A, cmentul secundar 

de scurtcircuit este = 10 A, ceea ce pentru o saicină R^ = 1Q conduce la o cădere de 

tensiune R2/2 = 1 0 V , care este mult inferioaiă cotului caracteristicii externe 

(Uj; = 90 V). în aceste condiţii se poate sconta pe erori de măsură neglijabile datorate 

saturaţiei în curent alternativ, înainte de saturarea miezului datorită componentei 

tianzitorii, după aproximativ 2 perioade de la apariţia defectului. 

Dacă dorim să apreciem influenţa remanenţei în miezul TC, acest lucru poate fi 

făcut pe baza ecuaţiei (3.21) sub uimătoarea formă. Să presupunem că tiebuie asigurată 

funcţionarea corectă a protecţiei admiţând posibilitatea unei remanenţe de 75% în 

miezul magnetic. Impedanţa secundaiă nominală a TC faiă a ţine seama de remanenţă 
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este de 2,4 Q. Pentiu acelaşi //, 4 şi T,, această valoare duce la k,̂ ,Uo = 24 240, ceea 

ce se tiaduce fie printi-uii raport nominal de transformare o dată şi jumătate mai mare, 

fie printi-o secţiune dublă a miezului. Se vede că preţul care trebuie plătit pentiu a 

neutializa efectul remanenţci se tiaduce în scumpirea TC (mai mult fier şi cupru), de 

aceea este de înţeles de ce foarte multe firme au preferat liniarizarea caracteristicii TC 

prin practicarea unui întiefier, care are efect şi asupra reducerii valorii remanenţei. 
/N 

In final, pe lângă cele menţionate, s-ar mai putea lua în considerare efectul 

rapidităţii releului asupra caracteristicilor necesare ale TC. Consideraţiile făcute 

anterior indică necesitatea unui TC ^ ^ A pentiu n-2 perioade, fară luarea în 

considerare a remanenţei. în eventualitatea în care putem miza pe faptul că o singură 

perioadă este suficientă pentru ca releul să sesizeze scurtcircuitul, se poate deduce 

succesiv: 

k,„Uo =1000-5,6 = 5 600; 

Uo= 0,9 V/spiră; 

k... = 
I 

5 600 
0,9 = 78,9; 

T, = 0,1 s; 
=1000 A; 

// = 1 perioadă; 

I F,=5,6 

U,, =80-0,9 = 72 V; 

12 
n̂. = — = 0.15 A; 
" ' 8 0 

t, = 0,45 s (nemodificat, saturaţia în curent alternativ este neglijabilă); 

T, = 1,53 (F, =5,55 -> O.K!) 

1000 

(3.23) 

80 
= 12,5 V « U . . 

Se vede că folosind relee mai rapide putem utiliza TC mai economice (pentru 

cazul luat în considerare, creşterea vitezei releului de la 1,76 la 1 perioadă peimite 

reducerea raportului nominal de tiansfoniiare de la 100 la 80 pentru aceeaşi secţiune a 

miezului, deci o economie de cupru de 20%). 

135 

BUPT



3.5 A S P E C T E L E G A T E DE D I M E N S I O N A R E A 
T R A N S F O R M A T O R U L U I DE C U R E N T P E N T R U 

R E G I M TRANZITORIU 

Fonnulclc şi consideraţiile precedente arată că eroarea TC creşte o dată cu: 

• apariţia saturaţiei în miezul feroinagnetic; 

• constanta de timp a circuitului de utilizare (pentru componenta aperiodică a 

curentului primar); 

• impedanţa din secundar. 

Pentru a pemiite funcţionarea în regim ncsaturat trebuie aleasă o valoare foarte 

mică a inducţiei în regim pennanent nominal în raport cu cea de saturaţie: 

Kan. < B, , unde: (3.24) 

• - inducţia maximă ce poate apare în regim tranzitoriu de scurtcircuit; 

• Bomix - inducţia maximă nominală (adică în regim pennanent sinusoidal, 

/ = 50 Hz, curent şi impedanţă secundară nominale, coscp^ = 0,8); 

• A- = l+(oT,; 

• m - factorul de supracurent (raportul dintie valoarea maximă a curentului de 

scurtcircuit şi amplitudinea curentului primar nominal); 

• B^ - inducţia magnetică de saturaţie. 

Relaţia neglijează influenţa fluxului remanent şi aceea datorată reanclanşăiii rapide, 

ţinând seama de cele precizate referitor la contribuţia lor redusă în cazul apariţiei 

curenţilor de defect. Există şi soluţii care să evite efectele acestora, cum ar fi [143]: 

• comandarea întiemptoarelor cu dispozitive de reanclanşare sincronă; 

• înserierea unei rezistenţe de câteva zeci de ohmi în circuitul secundar al TC 

pe parcursul întreruperii, cu scopul de a reduce valoarea constantei T̂  şi de a creşte 

viteza de demagnetizare. 

Acestea însă introduc costuri şi riscuri care nu justifică investiţia, motiv penti u care nu 

s-au răspândit; dispozitivele sincrone pot cauza probleme la reanclanşări pe linia în 
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gol, iar deschiderea circuitului secundar al TC poate avea consecinţe nefaste. 

Folosind fonnula avansată, pentru un material magnetic ce se saturează la 

1,85 T, uii factor de supracurent /// = 40 şi constanta de timp T, =0,1 s, rezultă 

o valoare suiprinzător de mică la prima vedere (TC uzuale 

fmicţionează la inducţii de (0,05^0,l) T, adică de cel puţin 3 0 ^ 5 0 de ori mai mari 

[130]). La o privire mai atentă, însă, se poate vedea că la un curent de 40 de ori mai 

mare decât cel nominal, puterea ce tiebuie vehiculată cu precizie prin t iansformator 

este de aproape 100 kVA, în timp ce S ,̂, nu depăşeşte 60 VA! 

Pe baza relaţiilor (1.78) şi (1.80) se poate deduce că: 

r 1 (D = L r 1 înix 2 (J Iniix 1 + (î) T, 
0) 

n 
n 2 M 1 + ^ 

WJ 

R 

şi: 

2 y 

R — ^̂ illâl max "" ~ 2 c 

(3.25) 

(3.26) 

relaţii care arată că reducerea inducţiei de funcţionare duce la creşterea secţiunii 

fierului şi a numărului de spire. Având în vedere şi faptul că impedanţa internă a 

secundarului este de dorit să aibă valori cât mai reduse, se conturează calitativ faptul 

că un TC capabil să vehiculeze corect componentele asimetrice va prezenta deopotrivă 

un volmn maie, atât de fier, cât şi de cupru. 

Se ştie [130] că reducerea erorii TC în regim permanent se face şi printr-o 

corecţie a numărului de spire. O astfel de telmică ar putea avea influenţă şi asupra 

componentei de regim pennanent a curentului de scurtcircuit, dar este inoperantă 

asupra celei tianzitorii, caie dă contribuţia majoritar ă asupra erorii. 

Putem exemplifica preluând din datele oferite de Emile Haefcly Entieprise [105] 

pentiii un TC destinat măsurătorilor în regim tranzitoriu de 220 kV, 250/5 A, 

= ĉ ŝcp̂  = 0,8, precizie 5%, factorul de suprasarcină m = 40 şi 1,„ = 

= 10 000 A), folosit într-un circuit de utilizare cu T, = 6 0 ins, comparându-le cu cele 

ale unui TC clasic (pentm caie factoml de supracuient este = 15). în timp ce TC 
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uzual are o greutate totală de 780 kg (din care 200 kg ulei), înălţimea de 3,06 m şi 

diametrul de 0,83 m, cel cu execuţia specială aie peste 1,5 t (o,5 t ulei), înălţimea de 

3,82 m şi diametiiil de 1,5 m, având deci un volum de aproape patin ori mai mare şi o 

gieutate dublă. Calcule preliminaie arată că gabaiitul ar putea fi menţinut cu condiţia 

reducerii puterii secundare nominale la 10 VA. 

O metodă practică de liniarizare a caracteristicii miezului şi de diminuare a 

fluxului remanent, pe lângă utilizarea de tolă cu remanenţa slabă (Supemialloy - B, = 

= 0,6 T sau S e n d u s t - 6^ = 0,5 T [129]) este introducerea unui întiefier în circuitul 

magnetic, în literatură putând fi găsite multe referinţe şi tehnici de realizare („step lap 

core jo in t" [63], etc.). Consecinţele 
înlrefier 

B. (fier) 

B, (fier+aer) 

A 
c i c l u f i e r 

/ f II 
Hc 1 [A/m] 

Figura nr. 3.38 

Mecanismul principial de reducere a fluxului 
rezidual în miezul TC prin practicarea unui întrefier 

existenţei întiefierului pot fi urmă-

rite în figura nr. 3.40. Soluţiile ale-

se de firmele constixictoare sunt 

tehnologic diferite (multe sunt bre-

vetate), majoritatea folosind între-

fieruri de dimensiuni mici, care re-

duc fluxul remanent la maximum 

10% şi fac miezul mult mai greu 

saturabil. Există şi variante cu în-

trefier de dimensiune mare [170], 

proiectate cu scopul de a creşte re-

luctanţa la o valoare atât de ridicată încât să facă imposibilă saturarea miezului, chiar 

în cazul curenţilor asimetrici de scurtcircuit, care au însă dezavantajul de a putea opera 

numai la sarcini mici în secundar. Pentru cazurile în care a fost necesară o carateristică 

total liniaiă la curenţi foarte mari, s-au constinit chiar TC fară miez de fier [88]. Ca şi 

exemplificare, putem aminti un TC fabricat de societatea Alhslom-Savoisiennc [143] 

penti u 220 kV şi T, = 60 ms ale căiui erori se menţin sub 5 % pentiu m = 30 la 

Sin = 50 VA şi sub 3 % pentru /;; = 40 la S^̂  = 25 V A (timpul la care apare eroarea 

maximă fiind t„, =0,18 s). 
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In acest capitol s-au prezentat rezultatele rulării unor programe de calcul 

concepute cu scopul de a obţine caracteristica tranzitorie a unui TC, atunci când în 

sistemul în care este conectat aie loc o avarie. Programele pot fi folosite faiă nici o 

modificare pentru calculul răspunsului TC în cazul unor variaţii (cunoscute) ale 

curentului primar. Studiul a fost făcut pentiii cazul unei avarii în reţeaua unde este 

conectat primarul, deoarece răspunsul TC în aceste condiţii este important pentru 

sistemele de protecţie caie folosesc relee ultiarapide, ce acţionează mult înainte de 

stabilirea regimului peiinanent care unnează defectului. 

Un TC cu flux rezidual mare se poate satura în primele perioade ce unnează 

apariţiei defectului înainte de diminuarea sa ca o consecinţă a acţiunii fluxului 

alternativ. Chiar dacă curentul de defect este simetiic, fluxul remanent influenţează 

valoaiea fluxului de regim staţionar; el poate provoca apariţia unei valori de până la 

dublul celei datorate regimului pennanent de scurtcircuit. 

Este prezentată o procedură de alegere a TC care ţine seama de peifoimanţele 

dorite în regim tianzitoriu, bazată pe numărul de perioade după apariţia scurtcircuitului 

în care semnalul este reprodus cu precizia necesară operaţiunilor aşteptate din partea 

protecţiei prin relee. A fost aleasă această cale tocmai pentiu a corela calculul 

performanţelor TC în regim tianzitoriu cu necesităţile releelor la izolaiea cu mare 

rapiditate a defectelor care pot apare. Procedura de alegere poate fi aplicată în orice 

ocazie, necesitând doai" cunoaşterea paiametrilor fizici fundamentali ai TC: k,„, S, / 

(la^^) şi pemiite estimarea sarcinii secundare în aşa fel încât tiansformatorul să îşi 

păstreze clasa de precizie în primele n perioade ce urmează defectului. Ea permite 

deasemenea selectarea TC potrivit pentru a face faţă cerinţelor impuse de păstrarea 

clasei de precizie atimci când se manifestă remanenţa în miezul magnetic. Se poate 

evalua şi influenţa exercitată de viteza releului alimentat asupra alegerii TC care-l 

desei-veşte. 
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Acţiunile releelor desei-vite de TC astfel selecţionat pot fi verificate faţă de 

efectele saturării miezului magnetic. Pentru evitarea falselor acţionări, releele rapide 

tiebuie să opereze înainte de t^, iar cele lente numai după t, (pentru notaţii vezi figuia 

nr. 3.37), cu o precizie detenninată de saturaţia respectivă în curent alternativ. 

Sistemul de calcul prezentat poate fi folosit şi la evaluarea perfonnanţelor în 

regim danzitoriu ale unui TC existent, luat în considerare alături de releele pe care le 

desei-veşte. în particular, dacă F « F, şi't^ este mare există mari şanse ca releele să nu 

poată sesiza defectul în intervalul de timp cuprins între / «O şi / = iar după t, pot 

interveni acţiuni false datorită saturaţiei în curent alternativ. 
^ 

In general, perfonnanţa TC în regim tianzitoriu este critică în stabilirea pragului 

de acţionare al releului pe care-l desei"veşte. In protecţia diferenţială de curent, acest 

prag de acţionare este dat de un curent de scurtcircuit de valoare ridicată. TC trebuie 

să-1 poată reproduce, pentru ca el să poată fi comparat cu alţi curenţi, din secundaiele 

altor TC, care sunt stiăbătute numai de o fiacţiune a curentului total. Din acest motiv, 

schemele respective necesită TC cu performanţe ridicate. Deoarece este posibil ca 

acţionaiea releului să fie incertă din cauza satmaţiei miezului TC, în practică există 

mai multe soluţii constnictive care folosesc diverse tehnici pentru a preveni 

nesesizarea defectului [37]. 

Perfonnanţele TC în regim tianzitoriu nu sunt critice pentm multe alte tipuri de 

protecţii, neinfluenţându-le mult comportarea din punct de vedere practic; în general, 

este necesară doar o verificare a acestui lucru. 

Multe defecte apar în apropierea momentului când tensiunea trece prin maxim, 

iar curentul de dinainte de defect are valori mici, în sisteme cu caracter inductiv. 

Această conjunctură minimizează valoarea componentei aperiodice a curentului de 

defect, care, în plus şi descreşte rapid datorită constantei mici (în general) a circuitului 

de putere, în care este conectat şi primarul TC. Penti-u protecţii de altă natură decât cea 

diferenţială, punctul de acţionare al releului nu este fixat la valori mari ale curentului 

de defect. Spre exemplu, în cazul protecţiei liniilor electrice aeriene de înaltă tensiune, 
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există posibilitatea ca locul unde s-a produs avaria să fie departe de TC, astfel încât 

curentul de defect să fie de mică valoaie, contribuţia sa fiind micşorată şi de rezistenţa 

liniei, in aceste cazuri, performanţa de regim tranzitoriu a TC nu este critică, avariile 

îndepărtate fiind izolate, în general, numai după timpi de execuţie apreciabili. Cu totul 

alta este situaţia atunci când avaria apare în apropiere (pe bare), iar curenţii de defect 

au valori caie depăşesc de multe ori pragul de declanşare, al protecţiei. Tendinţa 

actuală pentiu protecţiile modeme este de a acţiona, cu ajutomi unor relee ultrarapide, 

înainte de saturaţia miezului TC datorită componentei aperiodice, performanţa acestuia 

în regim tianzitoriu fiind importantă [37]. 

Ca şi precauţie generală, este bine dacă saturaţia poate fi evitată. Apaiiţia ei 

reduce curentul secundar şi micşorează diastic sensibilitatea releului. Pentru avaiii 

giave, saturaţia nu constituie o problemă decât dacă devine atât de mare încât să 

provoace întârzieri mari în sesizarea acestora. Defonnarea fonnei de undă a curentului 

nu are o influenţă prea mare asupra releelor electromecanice, dar la unele relee 

electronice trebuie luată în considerare [37], 

Modul de acţimie descris deschide o cale de comunicare întie proiectantul 

sistemelor de protecţie şi proiectantul de TC, permiţând evidenţierea soluţiei 

constructive optime a transfomiatorului prin modificarea parametrilor fizici ai 

acestuia, avându-se în vedere şi constrângeri de natură tehnică sau consideraţii de 

factură economică. 
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CERCETĂRII 

Primele lucrări de specialitate consacrate transfomiatorului de curent (TC) au 

abordat comportamentul acestuia în re^^muii idealizate. Problematica a fost tratată în 

bune condiţii cu ajutorul aparatului matematic al Electrotelmicii liniare. 

bl a doua jumătate a secolului 20 încep să apaiă lucrăii de specialitate care 

analizează procesele ce au loc în TC cu miezul feromagnetic saturat, apelând în acest 

scop la metodele Electiotehnicii neliniaie. Majoritatea acestora descriu 

comportamentul TC alimentat cu un curent primar pennanent periodic sinusoidal, pe 

baza unor ipoteze simplificatoare. O paite din ele, admiţând neliniaritatea 

caracteristicii magnetice, consideră totuşi curenţii în primai' şi secundar ca fiind 

măiimi ce variază armonic [19], [129], [130]. In alte lucrăii se deteimină foiina de 

variaţie nesinusoidală a curentului secundar, circuitului feromagnetic al TC 

atribuindu-i-se o caracteristică magnetică liniarizată pe porţiuni [50], [62]. Şi în aceste 

cazuri au apărut abateri destul de mari între rezultatele calculelor şi verificările 

experimentale [28], [37], [88]. în regimul pennanent periodic al curentului primai', 

magnetizarea circuitului feromagnetic al TC are tot un caracter pennanent periodic, 

caracteristica magnetică având aspectul unui ciclu simetiic. Foi-ma acesteia depinde de 

viteza de vai-iaţie în timp a magnetizării şi scoate în evidenţă existenţa a două 

componente ale curentului total echivalent: una de magnetizare şi una de pierderi 

[177], [180]. Curba de magnetizare redă dependenţa între înlănţuirea magnetică şi 

componenta de magnetizare a curentului, fară a evidenţia transfoi-mările energetice 

ireversibile [191]. Necesitatea obţinerii unor soluţii analitice a impus înlocuirea 

reprezentărilor grafice ale caracteristicilor magnetice prin aproximări analitice şi astfel 

s-au dezvoltat unele metode care admit neliniaritatea caracteristicii magnetice a TC ce 

funcţionează în regim pemianent periodic cu saturarea miezului, precum şi 
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distorsionaica fonnci de variaţie în timp a curentului secundar faţă de cea a curentului 

primar sinusoidal. 

Unnând această linie s-au dezvoltat ulterior metode de calcul ale TC pe baza 

datelor constructive ale acestora şi a saicinii conectate în circuitul secundar. în vederea 

ameliorăiii preciziei TC la funcţionaiea în regimul nonnal descris mai sus, în decmsul 

timpului s-au elaborat o serie de strategii de proiectare şi de constiiicţie. 

Utilizarea TC în schemele de protecţie prin relee şi automatizare ale sistemelor 

electroenergetice a scos în evidenţă importanţa cunoaşterii regimului de funcţionare în 

care miezul magnetic al acestora se saturează pronunţat, situaţie care poate apărea fie 

datorită unui cuient primai" caie pe lângă componenta pennanent periodică sinusoidală 

prezintă şi o componentă tianzitorie exponenţială amortizată [62], [91], [143], [183], fie 

datorită miui curent primar pennanent periodic a cărui valoare depăşeşte de câteva ori 

valoarea nominală [165], [187]; al doilea regim îi succede de regulă primului la un 

interval de (0,5-;-15) s de la apariţia unei avarii în primar [112]. Aplicarea metodelor de 

calcul liniar în aceste cazuri au condus la rezultate neconfirmate de verificările 

experimentale [50], [88]. 

Apreciem că în practica de exploatare, acţiunea defectuoasă a protecţiei prin 

relee poate fi de trei tipuri: falsă acţionare, nesesizarea unei avarii sau sesizaiea 

acesteia cu o întârziere caie face imposibilă intei*venţia utilă (spre exemplu, în 

prevenirea pierderii stabilităţii sistemului). Toate aceste tipuri de (in)acţiuni pot avea 

consecinţe extiem de serioase, în special dacă avariile nu sunt anticipate sau sesizate 

de alte relee. Multe dintie erorile de acţionare pot fi puse pe seama saturaţiei miezului 

TC, depinzând de tipul releului acţionat şi de natura conexiunilor acestuia cu TC. 

Spre ilustiare, vom menţiona câteva exemple de false acţionări: un releu 

maximal de curent în montaj homopolar poate sesiza o punere la pământ inexistentă 

datorită curentului rezidual ce apare ca efect al satuiaţiei diferite a miezmilor TC în 

cazul unui scurtcircuit tiifazat; un releu diferenţial, sau un releu maximal de cuient 

conectat în montaj diferenţial pentni protecţia unui transfoiTnator de mare putere poate 
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semnaliza un defect intern (inexistent) al acestuia pe baza curentului diferenţial apărut 

datorită saturării în mod diferit a miezuiilor TC conectate diferenţial în cazul unui 

scurtcircuit extern important; un releu de distanţă e posibil să nu sesizeze o avarie în 

zona sa de protecţie din cauza micşorării curentului secundar al TC datorită saturaţiei 

miezului acestuia; un releu maximal de curent poate acţiona cu o întârziere ncpennisă 

datorită aceleiaşi cauze. 

Penti-u a înţelege în mod corect unele dintie cauzele disfuncţionalităţilor s-a 

impus abordarea fundamentală a funcţionării TC în regim de saturaţie şi evaluarea 

peifoimanţelor sale în regim tranzitoriu. Rezultatele studiului conduc spre soluţii 

concrete care pot reduce numărul evenimentelor nedorite. 

Complexitatea problemelor de analiză a acestor obiective a solicitat o abordare 

mixtă, atât analitică şi numerică, cât şi din punct de vedere experimental. Studiul TC în 

regim tianzitoriu al reţelei de putere în care este conectat s-a făcut pe baza miui sistem 

de ecuaţii algebrice şi diferenţiale, unele dintre ele fiind neliniare. Rezolvarea acestui 

sistem este dificilă datorită neliniarităţii ecuaţiei caracteristicii magnetice a circuitului 

feromagnetic, precum şi datorită lipsei unei expresii analitice exacte a ei. Un prim 

rezultat al cercetării a fost elaborarea unei metode de exprimare analitică a 

neliniarităţii caracteristicii magnetice a TC ţinând seama de pierderile în miez datorate 

curenţilor turbionari. Concluziile la care s-a a juns permit generalizarea modelului 

uzual şi a schemei echivalente. în continuare, au fost elaborate şi verificate 

experimental o serie de metode de modelare a fenomenului de saturaţie magnetică 

bazate pe utilizarea funcţiilor spline. Modelele dezvoltate sunt satisfăcătoare atât din 

punctul de vedere al adecvării (surprinderea elementelor esenţiale ale realităţii 

modelate), cât şi din acela al relevanţei (capacitatea de a furniza concluzii noi, greu de 

obţinut pe alte căi). 

Concluziile prezente la sfârşitul fiecărui capitol evidenţiază aprecieri asupra 

posibilităţilor de aplicare a metodelor de calcul dezvoltate. 
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In viziunea noastră, conţinutul tezei include uiniătoarele conlribuţii originale: 

• realizaiea unei modalităţi concrete de descriere a caracteristicii de 

magnetizare a miezului magnetic al TC, compatibile cu necesităţile calculului numeric 

şi a detenninări i practice a componentelor sale; 

• implementarea modelării caracteristicii magnetice prin funcţii spline, 

precizia fi ind superioară celei obţinute prin mijloace tradiţionale pe un domeniu extins 

de variaţie a mărimilor; 

• analiza modului de utilizare cât mai completă a infonnaţii lor conţinute în 

datele de intiaie (plasaiea optimală a noduiilor de interpolare, studiul neuniformităţii 

repartiţiei punctelor în secvenţa de date, ajustarea, aproximarea prin metoda celor mai 

mici pătrate, evitar ea punctelor suplimentaie de inflexiune); 

• stabilirea ipotezelor necesare abordării comportamentului TC în regim 

tianzitoriu, ţinând cont de neliniaiitatea şi de pierderile din miezul magnetic pe baza 

combinării neuzuale a teoriei aproximării cu cea a soluţionării numerice a ecuaţiilor 

diferenţiale; 

• implementarea aproximării prin funcţii spline a soluţiei sistemului de ecuaţii 

diferenţiale neliniare ce caracterizează funcţionarea TC pe baza unei metode de 

colocaţie; 

• realizarea concretă a unor programe de calcul specifice (solvere pentm 

sisteme cu matrice bandă rău condiţionate, rutine de derivare a funcţiilor spline în 

diverse reprezentări, unităţi de generare a coeficienţilor sistemului aproximativ bloc 

diagonal şi a secvenţelor de noduii cerute de împrejurări, etc.); 

• detenninaiea practică a factorului tranzitoriu al TC, necesar evaluării 

comportamentului său în regim de avarie; 

• evidenţierea unor concluzii utile proiectării, atât în sensul evaluării 

performanţelor în regim tranzitoriu al unor instalaţii existente, cât şi în cel al 

selecţionării unui TC care să îndeplinească solicitările impuse înti-un caz concret. 

145 

BUPT



Concluzii finale ^i contribuia 

Cercetările efectuate de autor îii vederea elaborării tezei s-au concretizat în 

comunicări ştiinţifice acceptate la manifestări prestigioase desfăşurate în ţară şi în 

sti-ăinălate, [21]-[26] , [28], [30]-[33] , 

Lucrarea de faţă nu are pretenţia epuizării sau a rezolvării definitive a analizei 

comportamentului TC în regimuri tranzitorii ale sistemului electroenergetic, existând 

posibilitatea extinderii cercetării, de exemplu în direcţia evaluării caracteristicii 

magnetice iieliniaie pe baza aproximării bidimensionale rezultate din produsul 

tensorial (contiibuţii proprii în această direcţie pot fi umiărite în [25]). 
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ANEXE 

A N E X A nr. 1 

Notaţiile matcmaticc utilizate 

: = - semnifică „egal prin definiţie". A fost adoptat accst semn pentru că este 

nesimetric (spre deosebire de = , etc.). Utilizare: „ a : = 6 " indică faptul că a este 

cantitatea care este definită sau explicată, b constituind definiţia sau explicaţia; = are 

strict acelaşi înţeles, 

{x,y,z,...} - mulţimea ale cărei elemente componente sunt x,y, z, etc.; 

(v e X| P(x)} - mulţimea elementelor din X care au proprietatea P{x); 

O - mulţimea vidă, 

A f l B - { : / e A | a e B } ; 

A \ B - ^ r e A | a g B } ; 

N - {1,2,3,...}, mulţimea numerelor naturale; 

Z - {... -2-1,0,1,2,...}, mulţimea numerelor întregi; 

- mulţimea numerelor reale; 

"rĤ  - mulţimea numerelor reale pozitive; 

C - mulţimea numerelor complexe; 

z* - numărul complex conjugat al numărului complex z ; 

a, b] - {jc e R I a < jc ̂  b}, interval închis; 
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(a, b) - {x e R I a < A- < b}, interval deschis; 

k^ ^ - constantă care depinde de a , . . . , o ) ; 

/: A->B|C7->/ (a) - descrie funcţia / ca fiind definită pe mulţimea A=:dom / 

(domeniul său de definiţie) şi luând valori în mulţimea B, transformând elementul tipic a e A 

în elementul d e B . De exemplu, / : R -> R | jc exp (x) descrie funcţia exponenţială. 

Uneori notaţia se reduce numai la f fif^^ dacă domeniul şi mulţimea valorilor funcţiei / 

1 
sunt evidente sau rezultă din context. De exemplu, F : / - > / ( x )dx descrie funcţionala 

o 

1 

liniară F, a cărei valoare este numărul / (x )d jc , funcţia / fiind presupusă definită şi 
o 

integrabilă pe domeniul [o,l]; 

s u p p / - {x e dom / | / W ^ o}, suportul funcţiei/; 

/ | i - g : I -> BI a -> fia), restricţia funcţiei/la (sub)domeniul I; 

/; -> (// -> O") - h tinde spre zero cu valori pozitive (negative); 

/i->0 

/ ( a - ) : = lim_/(a + /;) 

j u m p , / - / ( a " ^ ) - / ( a ' ) , saltul funcţiei/ în punctul a; 

g{x) = 0 ( f { x ^ - este de ordinul lui / W " ) , dacă x tinde către a, există o 

constantă pentru care poate fi scrisă relaţia < k^^ J / ( x ) | , Vx; 

- este de ordin superior lui / ( x ) " ) , = x-^a J 

f{:,y) - fiincţia de o singură variabilă care se obţine din funcţia f : X x Y - ^ Z 

b 

calând cea de-a doua variabilă la o valoare fixată y. Deasemenea, descrie 
a 

funcţia care rezultă din aplicarea unui anumit operator integral funcţiei g. 

- limitele laterale ale funcţiei/în punctul a. 
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(x)^ - max{A%0}, ftincţia trunchiere. 

In x - funcţia logaritm natural din x; 

Igx - flincţia logaritm zecimal din A% 

_xj - max {̂y e Z I // < x], funcţia floor, 

- polinomul de interpolare al lui Lagrange, 

k' 
C^ - —7—^—coeficientul binornial al lui Newton, 

n! (k -n ) ! 

a - mărimea reprezintă o secvenţă de puncte sau un vector. Cel de-al /-lea element 

este notat cu aceeaşi literă în scriere normală, având indicele /. Astfel, 

sunt diverse moduri de a descrie acelaşi vector //-dimensional; 

- ixX\x,eX ,V/}; 

Ax̂  - x,̂ , - x^, diferenţa înainte; 

Vx. - x̂ ĵ - X,, diferenţa înapoi; 

^ - (T ) - numărul de schimbări tari de semn în x. Reprezintă cel mai mare întreg, r. 

cu proprietatea că pentru 1 < Vj < • • • < y^^ ^ ^ n , x̂  • x̂ ^̂  <0 ,/ = 1,r. Similar, pentru o funcţie/, 

S~/ reprezintă numărul schimbărilor sale de semn şi se defineşte ca fiind cel mai mare dintre 

toate numerele S" ( / (x J , . . . , / ( x J ) , cu r şi x, < • • • < x̂  arbitrare pe tot domeniul funcţiei/; 

^ '̂"(T) - numărul de schimbări slabe de semn în T, adică maximul schimbărilor de 

semn ce se pot obţine atribuind valorilor nule din secvenţa x semnele + sau - ; 

S^. - o , r > s ' 

^ T . - Tj, CU r şi s rezultând din context; 
I l=T 

f r _ . r ^ s 
Io , r > s ' 
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T max Ax, - pasul reţelei; 

AT 
M ^ m a x — — constanta globală a reţelei; 

'•J Ax^ 

m^ := max-^^î— constanta locală a reţelei; 
M = > A X . 

S+1/2 

pentru secvenţe sau reţele de 

discretizare nedescrescăloare 

A - mărimea reprezintă o matrice. Elementele ei se marchează cu aceeaşi literă, dar 

mică şi în scriere obişnuită, cu doi indici, (a, J , (^/jfcv-V 
Ml MD 

sunt 

diferite moduri de a descrie aceeaşi matrice de dimensiune (/ ; /x//) , 

A^ - (â ^ , transpusa matricii A; 

A" - , matricea conjugată transpusă sau hermitianul matricii A; 

det A - determinantul matricii A; 

rang A - rangul matricii A; 

-
, simbolul lui Kronecker; 

O , i ^ J 

span ((j),^ - ^ a e S Î " % spaţiul liniar format din toate combinaţiile liniare ale 
. I 

secvenţelor de elemente ((j),^ ale spaţiului liniar X. O astfel de secvenţă reprezintă o bază 

pentru span dacă acesta este liniar independent, adică dacă = 0 implică a = 0. 
i 

Independenţa liniară a unei astfel de secvenţe este de regulă probată prin explicitarea 

unei secvenţe corespunzătoare de funcţionale liniare pe X, (x,)" pentru care =6^ ,V/,y . 
? 

într-un astfel de caz, se demonstreză că dim span((j),)" = n ; 

P̂  - spaţiul liniar al polinoamelor de ordinul k', 

P;. ţ - spaţiul liniar al funcţiilor polinomiale pe porţiuni (pp) de ordinul k cu secvenţa 

punctelor de racordare Ş = . Dimensiunea sa este kl, deoarece fiecare element este format 
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din / polinoame, fiecare având k cocficicnţi aleatori. Abstract, P̂  ^ este de / ori suma lui P^; 

d' f 
- "rT = ,/eNU{o}, derivata de ordinul i a funcţiei feP^.. Reprezintă dA-

o funcţie pp de ordinul k- j cu aceeaşi secvenţă de puncte de racordare ca şi / şi este 

compusă din suma derivatelor de ordinul / ale segmentelor polinomiale care compun funcţia/; 

P̂  - subspaţiul liniar al Iui P̂  ^ care consistă din acele elemente care satisfac 

condiţiile de continutate specificate de vectorul v = (v,)^, compus din întregi ne-negativi; 

Sit - span spaţiul liniar al fiancţiilor spline de ordinul k cu secvenţa de 

noduri t. S, , - j X ' ^ A u a, real ,V/ 

~ y cea de-a /-a funcţie B-spline (normalizată) de ordinul k cu secvenţa de 

noduri t. - / , ) [ / , , . . , V x e i l î , 

U {s^ j I dim = n }. Reprezintă reuniunea tuturor funcţiilor spline de 

ordinul k cu secvenţa de noduri t = (i,)^"^", cu = = a , = • • • = = b şi n fixat; 

S^^ - funcţiile spline „naturale" de ordinul k. Sunt funcţii spline f de ordinul 

k ^ l m , cu noduri simple în punctele satisfăcând condiţiile la limintă „naturale" 

C[a,b] - { / : [a,b] ^ | / continue}; 

/ | | - max{/(x) | |a < x ^ b } , norma uniformă a funcţiei / e C [ a , b ] . (Se cunosc 

relaţiile \f + < ||/| | + |g|| şi | |a/ a , pentru f,g e C[a,b] ,a e i){); 

- max{/(x) | |xe[a ,b]} , norma uniformă (Ct'Mjev) a funcţiei/; 

/ | | 2 - norma în spaţiul L^; 

o)(/;h) - {max | / (x ) - / (v ) | | x , ^e [a ,b ] , | x ->^ |<h} , modulul de continuitate al 

fiincţiei / G C [ a , b ] . Este monoton şi subaditiv în h (adică (o(^;h + k)£co(^';h)+(o(^';k)) şi 

lim = O, Vi^eC[a,b] (pentru un interval finit [a,b]), dar viteza cu care o)(/;h) se 
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apropie de zero, atunci când h poate diferi mult de la o funcţie ia alta. în literatură se 

găsesc diverse consideraţii asupra acestei viteze, cea mai mare posibilă pentru o funcţie g , 

care nu este constantă pe domeniul luat în considerare, fiind [39]: a)(^',h)< A:h, h >0 . Orice 

funcţie pentru care este adevărată această relaţie se spune că este continuă în sensul lui 

Lipschitz şi această viteză de scădere este caracteristică oricărei funcţii g care are prima 

derivată continuă, adică: co(^%h) < ||i''||h, dacă e C'[a,b]. O clasă mai largă o reprezintă 

funcţiile continue pe a,b] care satisfac con^liţia lui//o/c/cr: k>0, ae (o , l ) . 

dist( i ' ,S) - m i n | i ' - / | | | / e S } , distanţa funcţiei ^ ' e C [ a , b ] de submulţimea S a 

mulţimii C[a,b]; 

C^"^[a,b] - {f: [a,b]-> R| /diferenţiabi le de//ori}; 

f - diferenţa divizată de ordinul (/-/) a funcţiei / î n punctele ). 

Reprezintă coeficientul termenului x* al polinomului de ordinul (A: + l ) care coincide cu 

funcţ ia / în punctele . în particular, [x.]: / - > / ( t , ) . 

Metode speciale de aproximare prin funcţii spline 

- interpolare prin funcţii spline de ordinul k. Spre exemplu, pentru k-.lm, 

nodurile pot fi selectate dintre punctele de date. Se alege secvenţa astfel încât 

L^ - aproximare cu funcţii spline de ordinul k prin metoda celor mai mici pătrate; 

V - transformarea V a lui Schoenberg, folosită mult în CAD {Computer Aided 

Desigii) ca şi metodă de aproximare cu păstrarea formei funcţiei („shape preserving"). Pentru 

o funcţie dată, g, este definită de V^' := ^^'(x*)/?, pe intervalul [a,b], în care t* := este o 
;=1 

secvenţă de puncte specială, dată de relaţia := + • • • + - l) , / = 1, n . 
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Teorema lui Weierstrass - Stone 

Enunţ : Orice funcţie / poate fi aproximată uniform până la ordinul m 

printr-un polinom de gradul /;/, derivatele ei fiind aproximate, respectiv, prin derivatele 

polinomului, până la ordinul /;/. 

Demonstraţie: Fie / e C^'"'[a,b]. Deoarece e C[a,b], ea poate fi aproximată 

uniform pe [a,b] printr-o funcţie în scară, continuă la dreapta şi având punctele de 

discontinuitate pe ^n^L^^bJ. Notăm această fijncţie în scară cu h^ .̂ Considerăm 

următoarea problemă diferenţială: să se determine funcţia g care satisface relaţiile: 

(A.1) 

Soluţia acestei probleme pe intervalul [a, b 

(x-ar 

este: 

( w - l ) ! ^ ^ J (/M-l)! 
(A.2) 

în mod evident, funcţia g este un polinom de gradul m, ce are noduri punctele 

X,, X2,..., , deoarece //„, este egală cu o constantă pe fiecare subinterval (x,, x,^,). 

Pe de altă parte, deoarece / e se poate scrie: 

\m-l 

(/w-1)! J ( m - l ) ! 

Din egalităţile (A.2) şi (A.3) se obţine: 

(A.3) 
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(A.4) 

( A . 5 ) 

Deoarece poate fi aproximată uniform pe [a,b] prin /;„,, rezultă că pentru orice 

8 > O poate fi scrisă relaţia < e şi astfel teorema este demonstrată. 

Consecinţe: Orice funcţie / 6C[a,b] poate fi aproximată uniform printr-un polinom 

de gradul m. 

Oricare at fi e > O şi / e C[a,b], există un polinom p^ astfel încât f -Pj < e . 
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ANEXA nr. 3 

Idcntificarca polinoamclor (̂(j)) şi /̂ ((l)) cu ajutorul datelor 

expeHmentalc 

Deoarece fluxul (j) este luat ca variabilă independentă, este mai naturală reprezentarea 

ciclului de magnetizare sub forma din figura nr. Al , cu două ramuri, identificate de funcţiile 

A =yi(<t)) şi. respectiv, =/2((l)). 

Curbele /,((j)) şi /̂ ((l)) sunt obţinute pe cale experimentală, fiind date prin puncte. Cu 

ajutorul unor prelucrări matematice, din ele se pot obţine polinoamele /((f)) şi /p(<t>) din 

formula (1.34). Utilizând relaţia (1.32) se poate scrie: 

de unde rezultă imediat: 

ilA) 

0 ^ ^ ^ •(Wb) 

(A.6) 

(A.7) 

Deasemenea, din (A.6) se mai poate obţine: 

Figura nr. Al 

de unde rezultă celălalt polinom: 

(A.8) 

Relaţiile (A.7) şi (A.9) reprezintă formulele care definesc polinoamele /((j)) şi /p((t>) 

în funcţie de datele experimentale existente. 

Deoarece, pentru necesităţi practice, fluxul poate fi considerat proporţional cu inducţia 

magnetică B, iar curentul proporţional cu intensitatea câmpului magnetic H, în ecuaţia (1.32) 
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se pot opera aceste înlocuiri, obţinând: 

H = y ; ( B ) ± V B i - B ^ . / , ( B ) , (A. 10) 

în care B,̂ ^ este inducţia maximă, iar / ( b ) şi /p(B) sunt aceleaşi polinoame de variabilă B ca 

şi /((j)) şi, respectiv, /p((j)), dar cu alţi coeficienţi. 

în cazul TC sunt suficiente polinoame cu doi termeni, în acest caz relaţia (A. 10) 

putând fi scrisă sub forma: 

H = a,B-f a3B' ± V C ^ ' ( a o + a .B ' ) . (A. 11) 

In formula (A. 11), coeficienţii â . = pot fi deduşi din datele furnizate în mod 

obişnuit de constructorul miezului magnetic, conform procedurii următoare. Pentru B = O, H 

reprezintă valoarea câmpului coercitiv H^, deci: 

H. ̂ (A. 12) 
B.„ 

Derivând expresia (A. 11) în raport cu variabila B în punctul B = O, H = H^ se obţine: 

(A. 13) a, = 
dH 

unde este permeabilitatea diferenţială în punctul de coordonate B = O, H = H, . 

Pentru punctul B = B,^, H = H^ se obţine: 

H. - a , B . — m m a3= - 3- - • (A. 14) 
B i 

în sfârşit, pentru punctul B = B^, H = O : 

a, = 
- a ,+a3B, ap 

^ B . v i T ^ B r 

în care B^ este inducţia remanentă. 
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ANEXA nr. 15 

STAS 4324-62 referitor la erorile tolerate ale trasformatorului de 
curent 

Clasa de 
precicie 

100 
K 

Erori tolerate 
Sarcina 

secundară 
Clasa de 
precicie 

100 
K de curent de unghi 

Sarcina 
secundară 

Clasa de 
precicie 

f % ] [%] [ m i n u t e ] 

Sarcina 
secundară 

0.1 

10 x 0 , 2 ±12 

oo 
<=> 
ii r» 
s -ir. O a 

N f—• 
•1' 
Ĉ I 
o ' 
II 
N 

0.1 20 ±0,15 ±10 oo 
<=> 
ii r» 
s -ir. O a 

N f—• 
•1' 
Ĉ I 
o ' 
II 
N 

0.1 
100-120 ±0,1 ±6 

oo 
<=> 
ii r» 
s -ir. O a 

N f—• 
•1' 
Ĉ I 
o ' 
II 
N 

0,2 
10 ±0,5 ±20 

oo 
<=> 
ii r» 
s -ir. O a 

N f—• 
•1' 
Ĉ I 
o ' 
II 
N 

0,2 20 ±0,35 ±15 

oo 
<=> 
ii r» 
s -ir. O a 

N f—• 
•1' 
Ĉ I 
o ' 
II 
N 

0,2 
100-120 ±0,2 ±10 

oo 
<=> 
ii r» 
s -ir. O a 

N f—• 
•1' 
Ĉ I 
o ' 
II 
N 

0,5 
10 ±1 ±60 

oo 
<=> 
ii r» 
s -ir. O a 

N f—• 
•1' 
Ĉ I 
o ' 
II 
N 

0,5 20 ±0,72 ±40 

oo 
<=> 
ii r» 
s -ir. O a 

N f—• 
•1' 
Ĉ I 
o ' 
II 
N 

0,5 
100-120 ±0,5 ±30 

oo 
<=> 
ii r» 
s -ir. O a 

N f—• 
•1' 
Ĉ I 
o ' 
II 
N 1 

10 ±2 ±120 

oo 
<=> 
ii r» 
s -ir. O a 

N f—• 
•1' 
Ĉ I 
o ' 
II 
N 1 20 ±1,5 ±80 

oo 
<=> 
ii r» 
s -ir. O a 

N f—• 
•1' 
Ĉ I 
o ' 
II 
N 1 

100-^120 ±1 ±60 

oo 
<=> 
ii r» 
s -ir. O a 

N f—• 
•1' 
Ĉ I 
o ' 
II 
N 

3 50-Î-100 x 3 — Z2 = (0,5-1)-
Zîn Ia cos 0)2 = 

= 0,8 5 50-100 ±5 -

Z2 = (0,5-1)-
Zîn Ia cos 0)2 = 

= 0,8 
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A N E X A nr. 5 

Program pentru evaluarea unei funcţii şi/sau a derivatelor ei din 
reprezentarea polinomială pe porţiuni {pp) 

* 

O funcţie pp poate fi stocată în calculator în mai multe feluri. Deoarece pentru 

scopurile propuse în teză funcţia / şi derivatele ei trebuie evaluate în multe puncte, am 

apreciat că o reprezentare convenabilă şi eficientă este următoarea. 

Reprezentarea pp pentru / e P̂ .̂  este dată de: 

• întregii ^ şi / care definesc ordinul şi numărul segmentelor polinomiale; 

• secvenţa strict crescătoare a punctelor de joncţiune; 

• matricea ^ derivatelor ei la dreapta în punctele de joncţiune, adică 

numerele c ,̂ = = U , / - U . 

în termenii expuşi, valoarea derivatei de ordinul / a funcţiei/, D^^^f, în punctul x este 

dată de relaţia: 

k-] ( ^ 

în care, conform convenţiilor adoptate, / este un întreg dat de : 

ai™e^ionaCi),MJ.I> \l < i < l . X < . (A.17) 

if (d.le..8) return 1=1 , ^ ^ 
call gamaCaj i,c« Ijm) 
e=c-a(l) 
bet^Mw^n+beta/^^^ Ca date de intrare pentru acest program, f u n c t i o n 

1 d=d-i. 

be t a ( a j o n c t , c o e f , 1, k, x, j d e r i v ) trebuie specificaţi 

întregii k şi /, vectorul ajonci, care conţine secvenţa ţ, şi matricea coeficienţilor c . Derivata 

de ordinul j a funcţiei/este calculată sub forma (2.28), în care: 
h = x- ajoncl{i) , şi respectiv: (A. 18) 
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subroutine gâunaCa/b, k) 
dimension a( i ) 
data U U 

/ = max(l, m?i\ij,aJoiiclij) < A%1 < / ^ /)). (A. 19) 

A- reprezintă punctul în care se face evaluarea, iar /c/cvvV este un întreg ne-negativ care dă 

ordinul derivatei ce se doreşte a fi evaluată (evaluarea funcţiei se face pentru 7 = 0). 

Ca şi date de ieşire, programul furnizează valoarea derivatei de ordinul j a funcţiei / în 

punctul X. Indicele / al intervalului în care se găseşte x este identificat cu ajutorul unui 

subprogram - Gama, apelat de funcţia Beta, pentru ca apoi derivata să fie evaluată conform 

formulei (2.28) prin algoritmul de multiplicare în serie. 

Subrutina Gama este apelată conform următoarei 

proceduri: c a l l gama (xt^ l x t , x ^ i n d i c e i ^ i n d i c e 2 ) . 

Datele de intrare sunt secvenţa reală xl de dimensiune /x7, 

presupusă a fi nedescrescătoare şi x (punctul a cărui poziţie 

relativ la secvenţa xt trebuie stabilită). Datele de ieşire sunt 

reprezentate de întregii indicei şi indicei, care pot lua 

următoarele valori: 

1 - 1 dacă X < x/(l) 

/ O dacăx/ ( / )<x<x/( /4- l ) . (A.20) 

Ixt 1 dacăx/(/x/)<x 

Se observă că indicei - O este cazul „uzual". 

Subprogramul este scrie ca să fie eficient în cazul unor 

apeluri repetate, cu x variind într-o secvenţă (des)crescătoare, 

situaţie care apare, spre exemplu, la reprezentarea grafică a 

funcţ ie i / pe un interval. Alegerea iniţială pentru indicei este 

valoarea returnată în apelul anterior şi reţinută în variabila 

locală /, apoi se verifică dacă / ^ Ixt (acest lucru este necesar 

deoa-rece apelul poate să nu aibă nimic comun cu cel 

anterior). Apoi, dacă x / ( / )<x<x/ ( / + l) se pune indicelui şi 

rezultatul este obţinut doar după evaluarea a trei inegalităţi. în cazul contrar, se dublează în 

mod repetat pasul de căutare până când x se încadrează în interval şi se utilizează metoda 

înjumătăţirii intervalului pentru a obţine limitele sale. 

saue 1 
«1=1+1 
if (i .ge.m) go to 1 
if ( a ( i ) . I t . b ) go to 11 
if ( i . l e . l ) go to 9 
l = i - l 
m= i 

1 if (a(m). I t .b ) go to 4 
if ( a ( l ) . l t . b ) go to 18 
n=l 

2 m=l 
l=m-n 
if (1 . le .1 ) go to 3 
if ( a ( l ) . l t . b ) go to 7 
n=n»2 
go to 2 

3 1=1 
if ( a ( l ) . g e . b ) go to 9 
go to 7 

4 n=l 
5 l=m 

wi= 1+n 
if ( i . It.m) go to 6 
if (aCin).ge.b) go to 7 
n=n*2 
go to 5 

6 if ( a ( i ) . l t . b ) 
in= i 

go to 11 

7 n=(l4in)/2 
if (1.eq.n) go to 18 
if (a (n ) .ge .b ) go to 8 
l=n 
go to 7 

8 ni=n 
go to 7 

3 k=-l 
J=1 
ireturn 

18 k=B 
J=1 
return 

11 k=l 
J=I 
return 
end 
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ANEXA nr. 15 

Program de calcul simultan în punctul x a celor /r funcţii B-spline 
de ordinul k ce pot fi nenule 

Pe linia de comandă, c a i i d e l t a ( t , i n d i c e i , i n d i c e 2 , x , i n d i c e 3 , b i ) , intrările 

sunt date de: 

• / - secvenţa de noduri de lungime uiclice\ +indicei, 
subroutine de lta (a>i jJ .b ,k jc ) 

i ) . a ( n . e O ) presupusă a fi strict crescătoare; 
data m/l/ 

^ •indicei şi ///c//cc^2 - întregi care determină ordinul 
cCl)=l. 
if ( i . l t .m ) return 

2 n=Brl-l 

dCM)=hr-a(k-m+i) căror valon in punctul x se vor calcula, inaicei este utilizat 
f=.0 
Sc?il)/(d(n-ii)+e(ii)) pentru a evita recalcularea atunci când sunt necesare mai 
c(il)=eCil)«sr^f 

3 multe coloane ale formaţiei triunghiulare. Mai precis, dacă Ck ¥1 J — t 

Tf'^ci.ge.m) go to 2 indiccl-X sunt distrusc toate datele anterioare şi întreaga 
return 

Structură triunghiulară de funcţii B-spline este generată ordin 

n - imx{indice\{j {indiceial funcţiilor B-spline a 

cu ordin (coloană cu coloană), pentru \Jndice\', dacă indiceise calculează numai 

valorile funcţiilor B-spline de ordinele y + l , / ; , facându-se ipoteza că restul datelor din 

structură sunt cele existente la apelarea anterioară; 

• X ' punctul în care se doreşte evaluarea funcţiilor B-spline, 

• indice?^ - un întreg ales astfel încât < x < . 

Datele de ieşire sunt reprezentate de vectorul bi, de lungime //, bi{i) conţinând 

valoarea în x a polinomului de ordinul // care coincide cu funcţia B-spline P^ 

intervalul 
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A N E X A nr. 7 

Program de construire a reprezentării pp a unei funcţii /pe baza 
descrierii ei cu ajutorul funcţiilor B-spUne 

* 

Pe linia de apel, c a i i e p s i l o n ( t , b c o e f , n, k, d a t e , a j o n c t , coe f , i ) , datele de 

intrare sunt: 

subrout-ine eps i lonCa^b , i ^ j ^c^d^e^k ) 
panameter C1=20) 
d imens ion a ( l ) , b C i ) , c C J , J ) , d ( l ) , e C J , l ) , f ( l ) 
m=0 
d C l ) = a ( j ) 
do 6 n = j , i 
i f CaCn).eq.aC¥r l - l> ) go to b 
m=nrl-l 

if C j . g t . l ) go t o 1 
e ( l , m ) = b C n ) 
go -to 6 

1 do 2 i l = l , j 
2 cC i l , l ) = b ( i l - j + n ) 

do 3 i l =2 , J 
J l = i l - 1 
k l = j - J l 
g = f l o a t ( k l ) 
do 3 11=1,kl 
h=aC l l + n ) - a ( 11-k l+n ) 

3 if C h . g t . . e ) c ( 11, i l ) = C ( c C l l + l , J l ) - c ( 11, J l ) ) / h > » g 
c a l l d e l t a C a , 1 , l , a C n ) , n , f ) 
eCJ,M)=cCl , J ) 
do 5 11=2, j 
c a l l del-taCa, i l j 2, a ( n ) , n, f > 
J l = i l + j + l 
o = . e 
do 4 k l = l , i l 

4 o=cCkl, J l ) i » f Ck l )+o 
5 e ( J l j m ) = o 
6 con-tinue 

k=m 
rctuirn 
end 

•/ - secvenţa nodurilor, de 

lungime n- f / r ; 

•bcoef - secvenţa coeficienţilor 

B'Spline, de lungime n; 

• k - ordinul funcţiei spline. 

Matricea date, de dimensiune 

k x k , este folosită pentru stocarea 

coeficienţilor bcoef ai unui 

segment al funcţiei spline, precum 

şi a primelor sale k -1 derivate. 

Datele de ieşire sunt: 

• ajonct - secvenţa punctelor 

de joncţiune, de dimensiune / +1; 

conţine, în ordine crescătoare. 

punctele distincte din secvenţa l^J^^x ; 

• matrice de ordinul ^ x n , în care coef{i,j) caracterizează cea de-a ( / - l ) - a 

derivată la dreapta a funcţiei spline în punctul ajonct(j) \ 

• / -numărul segmentelor polinomiale care constituie funcţia spline pe intervalul 

Aşa cum precizează teorema Curry & Schoenberg [69], trebuie găsite cele / + 1 puncte 
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distincte printre numerele , apoi acestea trebuie stocate (în ordine 

crescătoare) în ajonct{\),ajonct{n-\-\) \ pentru / = 1,/ şi j-\k trebuie calculată valoarea 

şi stocată în coef[j,i). 

Să presupunem că ^̂  =/(/;;)</(/;/+ l) pentru i ^ l . în aceste condiţii, =/(/;;-hl) şi 

k 

f - P^ intcp/alul • Derivata de ordinul / a unei funcţii spline este 

[121]: 
D ,0) 

V ' 
Z - . ^ a - ' " "de : 

a (./-l) _ 
a . 

a ' / ' - a i : ' , 

pentru j = 0 

-T pentru 7 > O 

(A.21) 

(A.22) 

(A.23) 

Din (A.22) rezultă că: 

f { j ) ^ ^ J j ^ ^ ) R 

pe intervalul j = 0,k-\, aj.̂ ^ fiind explicitată în (A.22). Dacă plasăm cele k-j 

numere în cea de-a (y +1 )-a coloană a unei matrici a , după cum urmează: 

= (A.24) 

atunci formula de definire a lui devine: 

a{r,l) 0>i) 
m-k+r , r = \,k. 

(A25) 

t(m + r)-t{in + j-k + r) 

Odată calculaţi aceşti coeficienţi, se găseşte că: 

+ , în care: (A.26) 
r=\ 

b^ : = / ? „ , r = \,k-j se obţine cu ajutorul subrutinei anterioare (Anexa nr. 6) prin 

apelul c a l l d e l t a ( t , j + l,l,Xi,m,b). 
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A N E X A nr. 8 

Program dc plasare optimală a nodurilor 

P e l in ia d e c o m a n d ă , c a i i z e t a ' l a j o n c t , c o e f , i , k , a j n , i n , c o e f g ) , c a d a t e d e 

i n t r a r e s u n t u r m ă t o a r e l e : 

• ajonct, cocf, l, k - r e p r e z i n t a r e a pp d e 
subrout ine z e t a C a , k , i j J , c ^ k , d ) 
dimension a( 1), b( J, i ) j c( 1 d ( 2 j i ) j - i / ' c r T^(^-l) 
data i/B/ ordinul k a unei funcţii / D̂  / W -
c ( l ) = a ( l ) 

if i Me! to 6 = cocf{kj) pcntoi qjonctQ) <x< ajonct{i +1) ; 
e= l . / f l o a t ( J ) 

î = a b s ? b ( 3 . 2 ) - b c j . i ) ) / ( a ( 3 ) - a ( i ) ) • ' n u m ă r u l d e i n t e r v a l e î n c a r e v a fi 

i t iX 'âr^^^^^^^ d i v i z a t i n t e r v a l u l ( a , b ) pr in n o u a s e c v e n ţ ă d e d ( l . m ) = d ( l , w - l ) + d(2 , m - l ) * ( a ( M ) - a ( w - l ) ) 

^ d (2 , i ) = c f « 2 . p u n c t e d e j o n c ţ i u n e ajn; 
g = C ( a ( i + l ) - a ( i ) ) » d ( 2 , i ) + d ( l , i ) ) / f l o a t ( k ) 

• q / / / - v e c t o r d e l u n g i m e //7 + I , c a r e 
m=l 

c o n ţ i n e n o u a s e c v e n ţ ă d e p u n c t e d e j o n c ţ i u n e ; 

2 i f ( i . eq .m) go t o 3 . ^ . .. ^ .. 
i f ( d ( i , n H - i ) . g t . h ) go t o 3 • - c o e f i c i c n ţ u r e p r e z e n t a m pp a 

3 i f î d ( L m ) . e q . . 8 ) go t o 4 f u n c ţ i c i m o i i o t o n c 
c(îi)=a(m)+(h-d(l ,«i)) /d(2,m) 
go t o 5 

4 c(Ti)=(aCin)+a(r»H^l))/2. 
5 cont inue 

return 
6 g = ( a ( i + l ) - a ( l ) ) / f l o a t ( k ) 

do 7 m=2.k 
7 c (m)=a( l )+ f l o a t ( m - l ) » g 

return 
8 formatCGh p a s u l = , e l 6 . 7 / ( i 5 , 2 e l 6 . 5 ) ) 

end 
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A N E X A nr. 9 

Program de interpolare prin funeţii spline poiinomiale 

Subprogramul Ela formează sistemul de ecuaţii liniare (2.58) şi îl rezolvă prin 

eliminare gaussiană fără pivotare, utilizând două rutine. 

Pe linia de comandă, c a i i e t a ( t a u , g t a u , t , n , k , q , b c o e f , i n d e x ) , datele de intrare 

sunt: 
subroutine e t a C a , b , c , i > d , e j k ) 
dimension a ( i b ( i c ( 1 ) , d ( 1 ) . e ( i ) 
l=i+l 
m=J-l 
n=m»2 
il=J 
Jl= i*C j-Hn) 
do 1 kl=l ,J l 

1 d(kl)=.B 
do 4 kl=l, i 
f=a (k l ) 
ll=rain0(J+kl, 1) 
i l=Maxa(il ,kl) 
if ( c ( i l ) . g e . f ) go to 7 

2 if ( c ( i l + l ) . g e . f ) go to 3 
i l = i l + l 
if ( i l . I t .11 ) go to 2 
i l = i l - l 
if ( cC i l +1 ) . l e . f ) go to 7 

3 call de l taCc .J , l , f , i l , e ) 
ml=(i l - j )*CJ+m)-i l+kl+l 
do 4 n l= l , j 
ral=inl+n 

4 d(ml)=e(nl) 
call banf ac(d, J-Ha, iiM^m, k) 
go to (5^8)ik 

5 do 6 kl=l, i 
6 e (k l )=b (k l ) 

call banslv(d#J-Hn« ijBijinje) 
return 

7 k=2 
8 prinţ 9 

retitrn 
9 formate451i sistemul liniar din eta nu este i)iv/ersabi 1) 

end 

• Iau - vector de lungime //, 

conţinând abscisele punctelor de 

date (în ordine strict crescătoare); 

• glau - vector de lungime n, 

conţinând ordonatele punctelor; 

• / - secvenţa de noduri, de 

lungime // + A' ; 

• // - numărul punctelor de 

date (şi dimensiunea spaţiului S^ ^); 

• k ' ordinul funcţiilor spline 

utilizate în aproximare. 

Datele de ieşire sunt 

constituite din: 

• vector de dimensiunea ( 2 / : - l ) - / / , conţinând factorizarea triunghiulară a matricii 

coeficienţilor pentru /J-coeficienţii interpolantului spline, 

• bcoef - vector de lungime n conţinând jK-coeficienţii interpolantului spline, 

• indice- indică succesul (= l) sau eşecul (= 2) rezolvării sistemului. Printre altele, 

sistemul are (teoretic) soluţie dacă şi numai dacă /(/)<t(/) </(/ + /:) ,V/ [78]. Violarea acestei 

condiţii conduce cu certitudine la indice - 2 . 
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Subprograme dc soluţionare a unui sistem algebric liniar cu 
matrice bandă 

subroutine banfacCa^i•J^k,1) 
d imens ion a ( i , J ) 
m=l 
n= 1+1 
i l=J- l 
if (11) 9,8,1 

1 if (k.gt.B) go to 3 
do 2 j l = l , 11 

2 if (a(n, JD.eq. .8) go to 9 
go to 8 

3 if ( l . g t .B ) go to 5 
do 4 j l = l , 11 
b=aCn,jl) 
if (b .eq . .0 ) go to 9 
kl=minB(J-Jl,k) 
do 4 11=1, kl 

4 a( l l+n,Jl)=a( l l+n,Jl)/b 
go to 8 

5 do 7 Jl=l, 11 
b=a(n, J l ) 
if (b .eq. .0 ) go to 9 
kl=inin0(j-Jl,k) 
do G 11=1, kl 

6 a ( l l +n . j l ) =a ( l l +n ,J l ) /b 
ml=Min0(j-jl, 1) 
do 7 nl=l,ml 
i2=Jl+nl 
J2=rr-nl 
c=a(J2,12) 
do 7 k3=l,kl 

7 a(J2+k3,i2)=a(J2+k3,i2)-a(k3^n,Jl)*c 
8 if (a (n ,J ) .ne . .0 ) return 
9 m=2 

return 
end 
subroutine b a n s l v ( a i i , J ^ k , b ) 
d imens ion a ( l * J ) f b ( J ) 
m= 1+1 

if ( j . e q . l ) go to 6 
n=J-l 
if (k.eq.B) go to 2 
do 1 i l= l jn 
j l=Mln0(J-i l ,k) 
do 1 kl= l ,J l 

1 b( i l+kl)=b( il+kl)-a(kl+m, i l ) * b ( i l ) 
2 if ( l .gt .0 ) go to 4 

do 3 n=l , j 
3 b (n)=b(n)/a( l ,n) 

return 
4 do 5 n=J,2,-l 

b(n)=b(n)>^a(m,n) 
i l=mln0(l,n-l ) 
do 5 Jl=l, i l 

5 b (n - j l ) =b (n -J l ) - a ( « - J l ,n ) *b (n ) 
6 b ( l ) =b ( l ) /a (m, l ) 

return 
end 

Subprogramele Banfac şi Banslv sunt utilizate 

de programul Eta pentru rezolvarea unui sistem liniar 

de ecuaţii algebrice cu matrice bandă prin eliminare 

gaussiană fară pivotare .Această metoda de 

soluţionare nu necesită pivotarea liniilor în timpul 

factorizării pentru matricile bandă total pozitive care 

apar în calculele cu funcţii spline. 

Banfac primeşte în a porţiunea nenulă a 

matricii bandă de ordinul y, având benzi {k sub 

şi / deasupra diagonalei principale). /;/ = 1 indică 

succesul, iar m - 2 semnifică eşecul (fie J-\, k sau / 

sunt ne-negative, fie unul din pivoţii potenţiali a fost 

găsit nul, ceea ce arată că matricea iniţială nu poate fi 

factorizată LU, fiind singulară). La ieşire, a conţine 

factorizarea LU a matricii bandă. 

Banslv retumează soluţia x a sistemului 

algebric liniar a - x = b în locul vectorului b^ a 

conţinând factorizarea LU a matricii bandă iniţiale. 

Cu a = L • U , sistemul unitar triunghiular inferior 

L(U • X) = b este rezolvat pentru y = U • x , rezultatul 

fiind stocat în b\ apoi se rezolvă sistemul triunghiular 

superior U-x = y , obţinându-se soluţia x. Calculele 

se fac de aşa natură încât instrucţiunile de ciclare sunt cuprinse numai în cadrul câte unei 

coloane. 
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ANEXA nr. 15 

Program pentru calculul sccvcnţci dc noduri t pentru T CU metoda 
lui Newton 

Pe linia de comandă, c a i i t e t a ( tau , n, k , d a t e , t , index) , datele de intrare sunt: 

• iau - vector de lungime // conţinând punctele de interpolare; secvenţa trebuie să fie 

nedescrescătoare, cu lau{f) < taii{i + k) , V/ ; 

subroutine tcta(a«i,jjb,c«k) 
dimens ion aCi )«b(c(1) 
data l,d/18,.le-5/ 
open (4,f ile=' out.txt' ,status=' new' ) 
m= i-J 
if (m) 1,25,2 

1 write (4,28)i,J 
go to 27 

2 if (J.gt.2) go to 3 
write (4,29)J 
go to 27 

3 e=j 
n=J+j 
il=J+l 
J1=J-1 
Kl=Tr-l 
11= i+j 
f=-l. 
if (m.gt.(m/2)»2) f=l. 
ml= i+îH-l 
nl=nrHnl+l 
i2=i+nl 
j2=i24trt 
k2=il+j2 
12=kl«m 
do 4 m2=l,J 
b(in2)=aCl) 

4 h(ll4m2)=aCi) 
do 5 m2=l, i 

5 b(J-Hn2)=a(m2) 
b(ml)=a(l) 
b(nr+Tnl+l)=aC i) 
do 7 M2=l,m 
g=.e 
do 6 n2=l,Jl 

6 g=a(ro2+n2)+g 
7 b(m24i»il)=g/f loat(Jl) 

b(i+nl)=.5 
m2=1 
g=(a(i)-a(l))*d/float(m) 

8 do 9 n2=l,12 
9 b(k2+n2)=.8 

do 18 n2=2,i 
18 b<nl+n2-l)=.8 

h=f 
n2=il 
do 15 i3=l,m 
o=bC i3+Tnl) 

11 if (b(n2+l)ge.o) go to 12 
n2=n2+l 
if (ll.ge.n2) go to 11 
n2=n2-l 

12 call bsplvb(b,J,l,o,n2,b(j2+l)) 
J3=n2-J 
k3=( i3-l)*kl-i3+J34^k2 
13=irtaxa(J-j3,1) 
m3=miina( i-J3, J ) 
do 13 n3=13,m3 

13 b(k34-n3)=b(J2+n3) 
call bsplvbCb,il,2,o.n2,b(l+J2)) 
n3=maxB(J3-il,8) 
13=l-ininB( j3-il,B) 
do 14 i4=13,il 
n3=n34̂ 1 

14 b(nl+n3)=b(Til+n3)-b(i4+j2)*h 
15 h=-h 

call banfac(b(k2+l),kl,m,Jl,Jl,k) 
go to (17, 16),k 

16 write (4,38) 
return 

17 do 18 n2=i,2,-l 
18 b(nl+n2-l)=b(nl+n2)+b(nl+n2-l) 

do 19 n2=l,M 
19 b( i2+n2)=( a( J+¥I2)-a( n2) )*b( nl+n2)/e 

call banslv(b(k2+l),kl,m,jl,Jl,b(i2+l)) 
o=.8 
li=f 
do 22 n2=l,m 
P=b(i2+n2)*h 
o=dmaxl(abs(p),o) 
if (p.gt..8) go to 28 
P=amaxl((b(ml+n2-l)-b(Ml+n2))/'3.,p) 
go to 21 

28 p=aMinl((b(Ml+«2+l)-b(Ml+n2))/3.,p) 
21 h=-}i 
22 b(ral+n2)=b(ml+n2)+p 

if (g.ge.o) go to 23 
m2=m2+l 
if (l.gt.m2) go to 8 
write (4,31)1 

23 do 24 ii2=l,m 
24 c(j+îi2)=b(ml+n2) 
25 do 26 n2=l,J 

c(n2)=a(l) 
26 c(i+n2)=a(i) 

return 
27 k=2 

return 
28 fonnat(13h argument n =,i3,24h in teta inferior lui k=, 13) 
29 format(13h argument k i3,24h in teta mai mic decât 3) 
38 format(39h matricea c in teta nu este inversabila) 
31 format(34li procedeul Newton nu converge dupa,i3,5h pasi) 

end 
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Anexe 

• // - numărul punctelor de date; 

• A - ordinul schemei de acoperire optimală care se va utiliza. 

Date reprezintă un vector de lucru de dimensiune (// - k){2k + 3)-\-5k -\-3 . Programul 

fijrnizează vectorul t de lungime ce conţine secvenţa optimală de noduri, /(i)= - -

/au{\) şi l{n-\-\) = '"-t{n-\-k) = lau{n), cele n-k puncte interioare fiind calculate 

prin metoda lui Newton în aşa fel încât funcţia signum, care schimbă de semn numai în 

punctele /(/: +!),/(//) pe intervalul (iau{Y\tau{n)) să fie ortogonală pe acest interval cu 

spaţiul S , , . 

Program pentru evaluarea unei funcţii şi/sau a derivatelor ei din 
^-reprezentarea acesteia 

Apelul şi rezultatele furnizate sunt similare celor discutate pentru Bcla (Anexa nr. 5). 

rra l function io ta ( a , b , i / j jC jk ) 
p. rameter (1=20) 
dirrtension a ( L ) . b ( i).dC n , e ( 1). f ( 1) 

il ( j . I t . k ) return 
Ccill gdffiaCAj i+j,c,ni»n) 
if (n.ne.B) return 
n-j-1 
i r (n .gt .B ) go to 1 
iuta=b(n) 
ruturn 

1 i l = l 
Jl=f»-j 
if (J i .ge .B ) go to 4 
i l = l - j l 
do 2 J<l=l.m 

2 e(kl)=cr-a(ttr-kl+l) 
do 3 kl= l ,n 
d f j - k l ) = . B 

3 e(kl)=e(m) 
go to 6 

4 dn 5 kl=l ,n 
5 e (k l )=c -a (w-k l+ l ) 
6 k l= j 

11= 
if ( l l . g e . B ) go to 9 
k l= j + l l 

do 7 11=1,kl 
7 F(LL)=aC LL4ITT)-c 

do 8 LL=KL,II 
d ( L L + L ) = . 0 

8 f ( l l ) = f C k l ) 
go to 11 

9 do 18 11=1, ¥1 
10 F(LL)=a(LL+«I)-c 
11 do 12 LL=IL,KL 
12 d ( l l ) = b ( J l + l l ) 

if (k.eq.B) go to 14 
do 13 i l = l ,k 
J l=J - i l 
g=r ioatCj l ) 
kl=Jl 
do 13 11=1,J1 
d (11)=(CdCl l+ l ) -d (11) ) / (eCkl )+ f (11) ) ) »g 

13 KL=KL-L 

14 if (k.eq.n) go to 16 
do 15 ll=k4-l,n 
J1=J-11 

KL=JL 

do 15 ML=L,JL 
D(INL)=(D(ML)»f(ML)+D(ML+L)*e(KL))/(O(KL)+FCINL)) 

15 KL=KL-L 
16 iota=d(l ) 

return 
end 
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ANEXA nr. 15 

Program pentru ajustare („smoothing") cu funcţii spline 

Apelul se face la comanda f u n c t i o n k a p a ( x , y , d y , n , s , v , a ) . Datele de intrare sunt; 

A-(l),x(//) - abscisele punctelor de date, constituind o secvenţă strict crescătoare; 

- secvenţa corespunzătoare a ordonatelor; 

real function k a p a ( a . C f i , e « f ) 
real a ( i b ( i ) , c C i e ( 7 ) , F ( i , 4 ) 
caii s e t q ( a ^ f C 4 ) ) 
if ( d .g t . .8 ) go to 2 

1 g=l. 
call ch l s ( g , e , f ( l , 4 ) , i, 1, f ( 1, 3), f ( 1, 1) ) 
h=.0 
go to 7 

2 g=.0 
call ch l s ( g . e , f ( l , 4 ) , i, 1, FC 1, 3), f ( 1, 1) ) 
li=.0 
do 3 j= l , i 

3 h = ( c ( j ) » f ( j . l ) ) » » 2 + h 
li=h»36. 
if Cd.gt.h) go to 7 
o = . 0 
P=h 
q=.0 
do 4 j=2. i 

4 q=e (J - l ,4 ) * ( f ( j - l ,3 ) * ( f ( J -1 .3 )+ f (J .3 ) ) + fCJ ,3 ) * *2 )+q 
g=(li-d)/q/24. 

5 call ch l s ( g . e , f ( l , 4 ) , i , l , f ( l , 3 ) . f ( l . l ) ) 
h=.0 
do 6 j= l , i 

6 h= (cCJ) » f ( j , l ) ) « *2+h 
h=h»Cl.-g)**2*36. 
if (d»1.01.gt.h) go to 7 
if (h.ge.p) go to 1 
r=(g-o)*Ch-d)/(h-p) 
o=g 

P=h 
if ( g . I t . 1 . ) go to 5 
g=1.-sqrt(d/p)*C1.-o) 
go to 5 

7 kapa=h 
h=(l.-g)M6. 
do O j= l , 1 

8 f ( j , l ) = b ( J ) - c ( J ) ^ 2 » f ( J . l ) » h 
o=g*6. 
do 9 j= l , i 

9 f ( J , 3 ) = f ( j , 3 ) » o 
J=i-1 
do 10 k= l , j 
f (k,4)=(f (k4^1,3)-f (k.3) )/e(k,4) 

18 f (k ,2 )= ( f (k+ l , l ) - f (k , l ) ) / ' e (k ,4 ) - e (k ,4 ) »Ce (k ,4 ) » f (k ,4 )/3 .+ f (k ,3 ) ) 1 / / - l 7 = 2 3 4 adică 

return 

end primele trei derivate ale 

funcţiei spline de ajustare / la capătul din stânga al fiecăruia dintre intervalele de date. 
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• dy{^,dy{ti) - secvenţă de 

estimări asupra incertitudinii 

datelor de intrare; 

• // - numărul punctelor de 

date ( / / > ! ) ; 

• 5 - marginea superioară a 

distanţei pătratice medii a 

funcţiei / faţă de setul de 

date. 

Kapa foloseşte două 

subprograme prezentate în 

continuare. şi v(//,7) 

sunt matrici de lucru. La 

ieşire, c/(-,l) conţine secvenţa 

ordonatelor ajustate, iar 
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Subprograme pentru funcţia spline de ajustare („smoothing'*) 

subrout-ine sctqCa^ c, d̂  e ) 
d imens ion a( i b( i c( i ) «d( i. 7), e( 1 > 
J=i-1 
d ( 1 . 4 ) = a ( 2 ) - a ( l ) 
do 1 k=2,j 
d(k,4)=a(ki^l ) -a (k) 
d (k , l ) =b (k - l ) /d (k^ l , 4 ) 
d (k ,2 )= -b (k )/d (k ,4 ) -b (k )/d (k - l ,4 ) 

1 d(k,3)=b(kl - l )/d(k,4) 
d ( i . l ) = . B 
do 2 k=2,j 

2 d(k,5)=d(k, l ) **2+dCk,2)»*2+d(k,3)»*2 
if ( J . l t . 3 ) go to 4 
do 3 k=3,j 

3 d (k - l , 6 ) =dCk - l , 2 ) »d (k , l ) +d (k - l , 3 ) »d (k ,2 ) 
4 d ( j . 6 ) = .B 

if ( J . l t . 4 ) go to 6 
do 5 k=4,J 

5 d (k -2 ,7 )=d (k -2 ,3 ) »d (k , l ) 
6 dCJ-l ,7)=.e 

d(J,7)=.B 
f = ( c ( 2 ) - c ( l ) ) / d ( l , 4 ) 
do 7 k=2,J 
SFCc(kl^l)-cCkn/d(k.4) 
eCk)=g-f 

7 f = g 
return 
end 
subroutine ch l sCa jb ,c « i jJ ,d je ) 
real b C i , 7 ) , c ( i ) , d ( i ) , e ( i ) 
k= i -1 
f = ( l . - a ) * 6 . 
sr=a*2. 
do 1 1=2,k 
b( 1, l ) = ( b ( l - l , 4 ) + b ( l , 4 ) ) * g + b ( 1 . 5 ) » f 
b( l ,2)=a*b( l ,4 )+b (1 .6 ) » f 

1 b ( l , 3 ) = b ( l , 7 ) * f 
m= i -2 
if (m.ge.2) go to 2 
d ( l ) = .B 
d(2)=c(2)/b(2, 1) 
d(3)=.B 
go to b 

2 do 3 n=2,m 
h=b(n,2)/b(n, 1) 
b(îY4^1,l)=b(¥v4-l, l ) - b (n ,2 ) *h 

b(n,2)=h 
h=b(n,3)/'b(n, 1) 
b( jx¥Z, 1 )=b( n+2.1 ) - b ( n, 3 )*Ji 

3 bCn.3)=h 
d ( l ) = .B 
b ( l ,3 ) = .B 
d(2)=c(2) 
do 4 n=2,m 

4 d(îH^l )=c( îH-l ) -b(n,2)*d(n)-bCir- l ,3)*d(n-l ) 
d ( i ) = .B 
d (k )=d (k )/b (k , l ) 
do 5 n=in,2,—1 

5 d(n)=d(n)/'bCii, l)-b(n,2)*d(TY4^1)-b(n,3)»d(îH^2) 
6 h=.B 

do 7 n=2,i 
eCn)= (d (n ) -dCn- l ) )/b (n- l ,4 ) 
e ( iT - l ) = o ( n ) - l i 

7 h=e (T i ) 
e( i ) = - e ( i ) 
return 
end 

Funcţia spUnc de ajustare a lui 

Schocnbcrg şi Reinsch care construieşte 

aproximantul cubic cu cea mai mică derivată a 

doua posibilă, descrisă în §§ 2.2.2.4 şi 

implementată sub numele de Kapa foloseşte 

două subrutine, Selq şi Chls. 

Dacă facem notaţia J = şi 

notăm cu Q matricea tridiagonală de ordinul 

( / - 2 X /•) cu linia generală de tipul: 

l/c/(jc) - i M x ) -1 /J (x4-1) i M x + l) 

şi respectiv cu D matricea diagonală cu linia 

generală d., Setq plasează d în ^ ( ,4 ) , cele trei 

benzi ale matricii Q^-D în şi cele 

trei benzi ale matricii (D • Q^ • (D • Q) în 

Chls construieşte cele trei diagonale 

superioare ale matricii 6• (l - P) -Q ' • D^ • Q + 

+ P R , pe care le stochează în b{k,l). 

k^2,i-\, / = 1,3, o factorizează LL, tot în b 

stocând LL', iar apoi, folosind substituţia 

înainte şi înapoi în matricea 

(Q'•Y)(poziţionată în c) pentru a calcula 

soluţia, pe care o returnează în d. 
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Program principal şi rezultate pentru tehnica ajustării 

Programul şi rezultatele de calcul pentru alegerea numărului S în funcţia de ajustare a 

lui Schocubcr^ şi Rcinsch sunt dale mai jos. 

«p(51D,q(51) 
equivalence (e.h) 1 1159962E-B3 3237^4E-«2 opeii out.ixt . sUUiŝ 'imm' ) 6» 378e84BE-B3 2545738E>-02 data hy. 1159%7c-3.-. 1781917c-2. . 1 8 9 3 2 4 7 0 - 1 , - . 3 . 12î»5617 11 4B41862&-B3 .3i3b597E-02 

16 
21 2b 31 

24949,.4872382/ data g'̂GBOBOB. .EBBBB. ,5869..588.. 50.. 5., . 5,.B5,12-. data o/4».B. .21375, .4275, .64125,4».BSS/' nall epsilan(o,k,7,4.h.u,d,1) i=51 J=2 K=e wrlte (4,b> J r=lB.»«J 
do 1 J=l, i F(J)̂ f lo«Uj-l>».B17l q(J>=lK;ta(c,d,.i.4,p(.i),e) q( j ) = f loatC if ix(q( j 5) 1 f(J)=s do 2 .{=1, i,b do 2 1=1,4 2 a(J. l)=l>ot«(c,d, j,4.p(J). 1-1) writB (4,7) CJ,(a(j,I),1=1,4).j^l,i,5) do 5 J=l,k s=]«apa(p,q,r, i,g(j),h,a} 
do 3 m=l. 1 do 3 n=l,4 3 e(n,n)=a(m, n) do 4 ro^l, i.5 do 4 n l̂,4 4 a(m.n)=hetA(p,R, l,4,pCM),n-l) 5 write C4«8) g( J), s, (mj (aCra, n), n=l,4),m=l, 5) stop 

b forvlaL(lBx,2b}l̂ /dla î rulunjiie la, i2,9li zm:iniale«/) 7 formatCbih valoarea funcţiei si a primelor salo troi derivate 31 i2,4el4.7)) 8 forT™at(//'9hs inpus =,e8.3,33h s (funcţia spline de ajustare) =, »o8.3>'-̂ b4h valoaroa functioi si a priMolor «ale troi derivate »/'/( 12,4el4.7)) end linJc 

r .SBBRl̂M « CfiinctlA inn dn nJiixlArn) =. valoaroa functici si a prinolor salo troi derivata . neeceaBE-M»! .bei7S73E-ei 
.2515384B-B1 .7797S69E^0 
.1385215E+00 .1994487B*«1 
.38819b6E+e8 .17S7843K4«1 
.310?214E<88 -.4B99661Ef81 

.57b2145E-B3 .37i0233B-B2 .«bS7b7Bg-B2 .B1913B3E-B1 -.b329bebE4̂HB 2138J19E+«2 

.e97992eE-B2 -.b657e98E-ei 19873e8E*81 .5394913E+81 

.22Bb735E-01 

.5171439E 81 

36 -.1969555E B2 1397517EI98 
41 .2874565E-B2 .39625b9C^ 
46 .B61343aE-Bl .15fllia2E+Bl 
51 .2545772B+B9 .2155292E+81 

.15435B2EIB1 .9G2B3G1EIB2 

. 1139913E^82 . 1832199E^ 

.1331B13E+B2 1212361E+fl3 

.e8e6B8BEî 9e -.1221311£f«3 

valori exacte rotunjite la 2 zecimale valoarea funcţiei si a primelor sale trei derivate 
1 .11599b7E-B3 -.26b3738E-81 .10a4B81E+81 1133318E>f82 6 .b2e3bl9E-B3 .24fe2734E-81 .115893eE+80 -.1133318E+e2 11 .19bG891E-B2 695G340E-82 -.053B934E»B8 -.113331BÊ e2 16 -.2436196E-B2 8671871E-01 280S384E+80 .2661653E+82 21 -.781B254K-B2 -.6569315E-fl2 .2H75183E+fll .Z6b1653BH12 

26 .1985794E-B2 .2681456Ef88 .435Be96E481 -.94a8758E482 31 .318224SE-81 .29b5388E>8e -.3bB6745E+81 -.94e8758E+«2 
36 . 33l0flB8R-B 1 - . 3622879E4flB -.1172439E+B2 - . 94BB750E4«2 41-. 4e93727lî-Bl -. 183b247E+91 .1 lb8Bb3E4̂ B2 . b41491BE4«3 46 -.2e81788E-Bl .230716eE+01 .6652B82E4e2 .6414918Ê 3 
G1 .40723BlEfBB .1B34B84EI82 .1213755E*83 .G4149iaE403 

s inpus r.SBBÊBb a (funcţia splina de ajustam) =. 1331+85 valoarea funcţiei si a primelor sale trei derivate 
1 -.3389254E-B1 
6 -.222B124R-01 

11 ieb7023E-Bl 
16 .929937BE-B3 

.125162IB-Bl 

.2410B04K-B1 

.3569152K-B1 

.4728438E-B1 

.5889758E-B1 

. 7fl54216l?-Bl 

.8221128E-B1 

21 
26 
31 
36 
41 
46 
51 

.135O006E+98 

.135fll46E+9R 

.1357303E+«e 

. 1355419E4̂ 88 

. 1354776E498 

. 1355481 E4̂ 08 

.1355BinK+WI 

.1358647E*99 

.13b240bE+90 

.1364B72E f̂lB 

.13b5175E+9B 

.0e00B0BE400 

. RBBBBnBT>f BB 

. BOOOBBBE'̂ 'BB 

.BBBBBBBÊ B̂B 

.69B0B0BE^B0 

. B0B0B8BE'̂ 0B 

. BBBBBBBK't'BB 

. B9BBB8BE't 88 

. BOBBBOBE'V'BB 

.BBBBBBBÎ BB 

.e80aB80£4̂ a0 

aaaaAaar^aa . OOoOVXIO&̂ DD . BBBBBRB15+BB 
• OOOOWJOt/TTJO .8BBB0e0E48B . 8B6B98BE'f 88 . BIIBBBB8E4«8 
. BBBBfmnE+flB .B8e8998Ei88 ncifliciBicmra-cm . OOOtJOOlMiTy o 

nnnt-^nnn-w^ . r%t% , TitioTOWintTTin 
.0888aea£488 

s iaipiis =.5RBE^B3 s Cfuncţia Kpl Inn dn njiistam) =.5fllGt83 valoarea funcţiei ai a primelor sale trei derivate 
1 -.3048983E-05 .1314345E-«4 .8Be8000E+80 .3209783E-01 
6 . 365251 ie-B5 . 24819e7E-83 . 6473531E-02 .5855713M1 

11 .43159ebE-B4 .3bl23tt6E-03 1883407E-81 12gi024E+«l 
16 1631219E-B3 7521161E-02 1723195E+00 .146229iE*«0 
21 -.1850711B-B2 -.6368184E 83 .79e4913E»8a .3O07179E482 
2b .b2b8002B-B2 .2237B44E^88 .4B451BbE+Bl b551844E4fl2 
31 .3253fl75F-B i .2624B73E+flfl -.4517493E+B1 -.142fl2R7E4«3 
3G .2644934E-B1 -.4967994EI9B -.19G7917EI8Z .5G15747E+82 
41 -.3918239K-fll -.6912966E^^0e .1406e62E+02 .6431326E+83 
46 .16191311 -̂Bl .260ai32E+Rl .5619B64E+02 -.4518756E+82 
51 .4e77S99E4B0 .5b68794E+91 .e8e80e8E4e8 -.8689589Cf83 

s inp«iK =.5BBE+B2 s (funcţia Kplino de ajiistar**) -.5aiE+82 valoarea functioi si a primelor sale trei derivate 
1 -.3691294E-B8 .5792072E-07 .BBBBBBBÊBB .33a2950E-€3 
6 .3942972E-07 .98466a3E-96 1811B18E-e4 5714864E-02 11 -.731b874B-B6 2474427B-04 8931Bbl£-B4 .92bbB77E-81 

16 .1277416B-B4 .5427317E-03 .901724BE-B2 1379845E+81 
21 -.20B4762B-B3 1091373E-01 -.285733eE*0e . 18a7a34E 2̂ 
26 .3131569E-a2 .2a48157Ê  .7846785E4ei -.18325S4E^3 .3791B42F-B1 .3175071E+RR -. 35R9311 K̂-B 1 7„3flBfl53R+fl3 
36 .3201461E-B1 3942832Eiae -.9290ei9E»81 1799259Ete3 41 -.3303433E-01 -. 9S48171E+0O .61820S9E+01 . 9383467E^3 46 II .355BI R-B1 . 277779f»K+fl1 .68981 IbR̂B? . 9Rfl4B59i:f«.3 
51 .4644046E+aa .7e86673E401 .B8e0eeBE488 -.2298267E+84 

s impus =.58eE4̂ ei s (funcţia spline de ajustare) ̂ .588Ê 1 valoarea functici sl a primelor sale troi derivate 
1 248487lB-14 2728194E-12 .0ee8e8BE4̂ 08 . 288723lE-«a 
6 -.4335254B-12 -.G29G805E-18 -.4939329E-B0 .3212228E-86 

11 .B237127E-11 10482B8K-B7 1354925E-Bb 8347628E-B4 
16 .299e689B-B7 .95B390lE-07 -.1863S21E-e3 -.583093IE-01 
21 .1B3G942E-B4 .6052176E-93 .1636464E-81 -.13i2195EHI2 
26 .1916211B-B2 .24339621+00 .1749920E+B2 -.1651216E+84 
31 .3272446R-B1 .3B1B342E+0fl .1091873E+B2 1621B76E+84 
36 .3293145B-B1 -.342752GE488 .4547G62Ef81 -.227a933E+e4 
41 -.3071994E-01 1158034E+01 -.2278957E+01 .2266215E+84 
46 1203260R-B1 . l9R7362E-fBt . 4977RB4FM-B2 . 2556495DH»4 
51 . 4B592S7B4-Ba .919392e£-̂ 01 .08e8e8a£+B8 - . 4893099E+84 

8 impus ^.5a0E-ei s (funcţia spline de ajustare) =.5aiE-81 valoaroa funcţiei si a primelor sale trei derivate 1 -.3e7B474B-20 -.94e4155E-17 .000000BE+0B .2317587E-12 
G .14G343BE-16 .1199597E-13 .214033aE-ll -.7242034E-89 11 3b9bl2bE-13 -.294b979B-HI -.brr«^81K-0« . 17793ebE-»b 16 .8831942E-1B .7239674K-87 .1296538E-B4 4371118E-02 

21 -.21G9G6GE-a6 -.1778524E-B3 -.3105122E Bl .1073O12EI02 
26 .2336028E-B3 .3787716E+60 .7110528E+B2 -.e87952aE+04 31 .3B2922aB-Bl . 29S5569E+00 . 8057565E+02 8826041M4 
36 .3e39728B-ai -.284988lE+ee .96ee945E+02 1380461IH«5 41 -.2996706B-B1 -.127&630E+ai .4878757E+B1 .1234341C+fl4 46 lfl23fll4R-Bl .7B19mWR+fll -.3374634R+01 .763417BEHI4 
bl . 489U760B4-B8 . 970239lE+01 . 8BB0B6BC4-B0 -. 7423407E4«4 
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ANEXA nr. 15 

Program pentru aproximarea spline prin metoda celor mai mici 
pătrate 

Pe linia de comandă, c a l i lambda k, q , d i a g , b c o e f ) , datele de intrare sunt 

secvenţa de noduri /(!),/(/; + /:), n - dimensiunea spaţiului de funcţii spline de ordinul k cu 

secvenţa de noduri t şi k. q şi diag sunt vectori de lucru de dimensiuni (cel puţin) /r x //, 

respectiv //. Programul furnizează la ieşire vectorul bcoef^ conţinând coeficienţii funcţiilor 

B'Spline ale aproximării prin metoda celor mai mici pătrate {bcocf{\),bcocf{n)). Sunt 

utilizate prin blocul c o m m o n / d a t e / n t a u , t a u , g t a u , p o n d e r e următoarele informaţii: 

• nlau - numărul punctelor de date subroutine l a m k d a C a , i ^ b « d ) 
parameter (k=2a,1=200) 
real a ( i ) , b ( J , i c ( i d ( i e ( 1 ) , f ( 1 ) , g ( 1 h ( k ) 
ccvnmon/date/Rii ei f «g 
do 1 n=l, i 
d(n)=.0 
do 1 i l=l ,J 

1 b ( i l ,n )= .0 
il=J 
J1=0 
do 4 kl=l,m 

2 if ( i . e q . î l ) go to 3 
if ( a ( l l + l ) . g e . e ( k l ) ) go to 3 
i l = i l + l 
J1=J1+1 
go to 2 

3 call de l ta (a «J , i^e (k l ) « i l .h ) 
do 4 11=1, J 
o=g(kl)*li( 11) 
ml=Jl+ll 
d(ml)=dCml)+fCkl)»o 
nl=l 
do 4 i2= l l , j 
b(Til,ml)=b(nl,ml)+h( i2)*o 

4 nl=nl+l 
call bchfacCb,j, i ,c) 
call bchs lv (b , j , i ,d ) 
return 
end 

disponibile; 

• tau(i\glaii(i\i - abscisele 

şi respectiv ordonatele punctelor de date; 

• pondere{i), i = X^ntau - ponderile 

afectate valorilor corespunzătoare. 

Programul foloseşte pentru rezolvarea 

sistemului liniar prin factorizare Choleski 

două subrutine, Bchfac şi Bchslv, prezentate 

în mai jos. 
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Programe pentru aproximareaspUnem sensul celor mai mici 
pătrate 

Calculul aproximării prin metoda celor mai mici pătrate se face cu ajutorul 

programului Lanibda^ prezentat anterior. în afara calculului propriu-zis trebuie introduse 

datele de intrare, construită secvenţa de noduri adecvată pentru secvenţa (dată) de puncte de 

joncţiune, evaluată aproximarea, precum şi calculate/imprimate erorile. Deasemenea, este 

necesar un program principal pentru gestiunea tuturor acestor activităţi înlănţuite, care să 

permită şi posibilitatea calculului unor serii de aproximări diferind prin numărul şi 

poziţionarea nodurilor. Toate aceste rutine sunt prezentate în cele ce urmează. 

Programul principal este 

tipic pentru aproximările 

polinomiale pe porţiuni ale unei 

funcţii date prin puncte. 

Subprogramul Lambda de 

aproximare în sensul celor mai 

mici pătrate poate fi înlocuit cu 

unul care să efectueze orice altă 

formă de aproximare. Subrutina 

Setdat conţine datele ce urmează a 

fi aproximate, precum şi secvenţa 

punctelor de joncţiune a 

aproximării polinomiale pe 

porţiuni care va fi folosită. m\ 

este un număr citit în programul 

principal şi indică numărul de 

treceri prin Zeta cu scopul 

optimizării plasării nodurilor. La 

fiecare trecere sunt adăugate r 

noduri suplimentare (spre 

parameter ( i = 18B,j=280,k=2880) 
dimensioîi a( i ) , b( i ), c (k ) , d( J ), e (k) , f ( j ), cf( J h( j ) , o( J ) 
ccmwion/aprox/b, c, 1 j m/date/n^ h«dj o» p 
data q/'2hoTv̂  
open C 4, f i 1 e=' out. txt' , status=' neui' ) 
il=0 

1 ca11 sotdatCil) 
cal l nodCb,IfM^g,Jl) 
kl=2 
r=2. 
S=Q 

t=q 
U=q 
11=1 
ml= l 

2 cal l l a m b d a C g , e , f , a ) 
if (q .eq .s ) write (4 ,5) ( a (n l ) , î i l = l , j l ) 
cal l epsilonCg,a.Jl^m,e,b,c,1) 
w r i t e ( 4 j b ) M, ( b ( N L ) , TI1=2, 1) 
if (q. î ie.t ) go to 4 
write (4,7) 
do 3 nl=l, 1 
i2=m»(nl-l ) 

3 write (4,8) b( i i l ) , ( c ( i2+j2), J2=l,m) 
4 cal l eroare (u , f ,e ) 

if (k l . I t .ml ) go to 1 
k2=f loat(ml)*r*^ll 
cal l zeta(b,c, ,k2,g) 
cal l nod(r,k2,m,g,Jl) 
ml=ml+l 
go to 2 
stop 

5 format(29x,21hcoeficientii B-spline//(lpgl4.7,4gl5.7) ) 
6 format(//33haproximare prin spline de ordinul,i2.3h pe, i3 
*33h intervale: puncte de Joncţiune -// ( lpg l4 .7 ,4g l5 .7 ) ) 

7 forfiiiat(//23x, 34hreprezentarea pp pentru aproximare/) 
8 format(f4.3,Ipg15.7.4g15.7/(9x,5g15.7)) 

end 

subroutine nod(a, i ,J,b,k) 
dimension a ( l ) j b ( l ) 
1=J-1 
do 5 ro=l, 1 

5 b(m)=a(l ) 
do 6 m=l, i 

6 b(l-Hn)=a(m) 
k=i+l 
do 7 m=lj j 

7 b ( k ^ ) = a ( i + l ) 
return 
end 
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Anexe 

exemplu, dacă r = 0,34, se adaugă câte un nod la fiecare trei treceri, atât timp cât nu este 

depăşit /;;1). Imprimarea erorilor este opţională, fiind controlată de variabila Hollerilh //; dacă 

valoarea acesteia este „on'', vor fi calculate şi tipărite aproximarea şi erorile în fiecare punct 

de date. 

Subrutina Nod realizează conversia secvenţei de puncte de joncţiune a într-o secvenţă 

de noduri b pentru a permite reprezentarea unei funcţii pp de ordinul j cu j-2 derivate 

continue ca o funcţie spline de ordinul j (^ceasta însemnând ),...,/?(// + j)-a{\) de J ori. 

apoi a{i\i-2J şi în final a(/ + l) de / ori). Programul mai furnizează şi dimensiunea k, 

corespunzătoare spaţiului subroutiiic eroarcCa, b, c) 
parametor (1=188,J=200.k=2B88) 
dimension b ( l ) . c ( l ) , a ( i ) . e ( k ) j f ( J ) , g ( J ) < h ( j ) 
corrtnQn/apTOx/d, e, 1,m/date/n, g, f , li, o 
data p,q,Tjs/2hon,3*.8/ 
do 1 i l= l ,n 
b( i l )=beta(d,e. l,in,g( i l ) . 8 ) 
c ( i l ) = f ( i l ) - b ( 1 1 ) 
t =abs ( c ( i l ) ) 
if ( s . l t . t ) s=t 
q=ll( i l ) * t+q 

1 r=lî( i l ) » t » t + r 
q=q/0 
r=sqrt(r/o) 
write (4,5) r ,q , s 
if Ca.ne.p) return 
il=0 
t=l . 
if Cs.ge.18.) go to 3 
do 2 i l = l ,9 
t=t*18. 

2 if ( s » t . g e . l 8 . ) go to 3 
3 do 4 Jl=l ,n 
4 c ( j l ) = c ( J l ) » t 

write (4,6) i l , ( j l , g ( j l ) , b ( j l ) . c( j l ) , j l = l , n) 
write (4,7) 
return 

5 format(/5x,25heroarea medie patratica =,IpglB.Y/lBx,IBhoroarea 
*hnedie =,gl5. 7/'14x, 16hero«uc^a maxima =,gl5.7) 

6 formatCZ/Bx,34hvalorile aproximarii si ale erorii//7x,7hpunctul 
llhaproximarea,3x^IBhabaterea x 18»»^il/ZCi2,lpgl5.7,gl5.7, 

* g l7 .7 ) ) 
7 format(//) 

end 

spline de 

k=J + l-\. 

ordinul k. 

Subrutina eroare 

calculează diverse erori 

pentru aproximarea L^ 

curentă, a cărei reprezentare 

pp este conţinută în blocul 

aprox. în cazul în care acest 

lucru este dorit sunt tipărite 

eroarea medie, eroarea 

medie pătratică şi eroarea 

maximă. 
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Rezultate pentru aproximarea prin metoda celor mai mici pătrate 
cu plasarea optimală a nodurilor 

coeficienţii B-epline g.3fl2l21flE-B5 3.14MS9flE-ffi -S.4ZS41tflE-BS .fWWWHR Z.f,R44Hf>BE-B4 
.eeeeeee i.995«670e-€I2 -.3519085 .b53zb63 -1.421575 

2.324268 -.0040025 .1324IM 2.238Î773BE 83 . 0680868 

ApmwiRMpn prin Rplinw rfp nrdiniil S pe 11 intervale. Piinctn de Jnnrtiiinn 
.2835271 .2618821 .3267812 . 3792871 .4356466 p C l l t r U .4090141 .5445120 . 6810435 .6622070 .7Z31006 

Sunt prezentate rezultatele rulării 

pachetului de programe descris anterior 

interpolarea caracteristicii 
r«;prezRntapca pp pentru aproxivare . 143 O .204 -1. 

. 2 6 2 1. 

.370 

.436 - . 

.490 .545 -. .602 

.662 .723 -. 

30212ieE-fl5 
1O20610E-05 
2O57B40E-04 
4HnH7.1HE-fl4 
7386528E-63 
1196439 
1733341 
1483658 
3380563 
5431130 
2813108 

I.0566430E-03 
O.1230648E-04 
2.4742620E-03 
S.7141SZHE-H2 
-.0366504 
-.6193342 

-13.10342 
26.56241 

-23.02813 
3.067678 

5.80B8070E-02 1.401701 -37.60110 
7.02a567nE 82 -.7050552 40.45001 

-4.9751190E-B2 -3.623781 1877.377 

-68.87660 
208.8145 
-298.5269 
314.8168 
-55.81305 
-375.5385 
414.8243 

1H6.0SZ1 
-2262.071 
11521.08 
29924.04 
52301.34 

-65328.87 
54741.60 

-28811.97 

-4HSH7.43 
244573.7 

-763719.1 
1507643. 

-2853215. 
1086334. 

-1371977. 618118.1 

magnetice a TC, folosind aproximarea în 

sensul celor mai mici pătrate ca procedeu 

iterativ, la fiecare trecere mărind numărul 

de noduri cu 2 şi folosind subprogramul 
sroArea medio petraiica = 

eroarea medie = 
eroarea Maxima = 

curbcle apruximarii si a 
punctul aproximarea 1 .0680888 -1.131186flE-fl4 

2 1.875Oe00E-02 1.9631060E-84 
3 2.O250000E-02 3.027O410B-04 
4 7.2e0Oe08£-82 3.9818&20E-O4 
b .13HSP0H 1.4695ZBRK-H4 
6 .1650600 1.0600710E-05 
7 .2817508 -1.32384D8E-05 
8 .2422500 6.6677890E-05 
5 .2775HHH 1.5549880K-fM 

18 .3187508 8.87860O8E-04 
11 .3600000 2.6252O70E-fl3 
12 .3787500 -6.2441848E-83 
13 .4087508 -6.23777SHK-02 
14 . 4162500 -8.242504flE-fl2 
15 .4762588 6.270e80eE 82 
16 .5025000 .2281729 
17 .5625000 -.2012713 
18 .5780000 -.2716151 
19 .5925000 9.6562190E-02 
28 .6262588 .841719^ 
21 .6712500 .3278470 
22 .6787500 .1406370 
23 .6862500 -9.e235O10E-83 
24 .6900008 -7.87937O0E-82 
25 .6937500 -.1301428 
26 .7012500 -1.3647088B-fl2 
27 .8212580 -4.8215330E-fl2 
28 .8287588 -6.2684718E-03 
20 .8558000 .6156120 

.1057411 

. 1812882 

.8356258 

i. erur i i 
abaterea x 10«»̂ 2 

1.1311B66E-fl2 
-5.8B10640E-03 
-1.152O410E-02 
-9.4019igeE-63 
Z.7HH472HE-f1/. 
4.8O30930E-02 
6.1740558E-02 
6.6248910E-82 
7. 1116H7.HB-82 
2.0588910E-B2 
-.1312707 

.7731684 
6.41R275 
8.426254 
6.020250 

-22.49479 
20.50588 
27.61481 
-9.608407 

-83.56258 
-31.00720 
-14.14504 

1.844858 
8.768621 

14.82053 
3.252288 
7.321533 
5.151847 

-11.56120 

Zeta pentru a obţine o distribuţie mai 

eficientă a lor. 

Reprezentările grafice pentru 

caracteristica magnetică şi erori sunt 

prezentate la pagina nr. 80, împreună cu 

comentariile aferente. 

coeficienţii Spline 
4.05O2888E-O4 O.415OBe0E-05 -H.2O54770E-04 .0000000 2.2O15O6OE-03 

.0000000 2.8614468E-63 4.8689518E-e3 1.98770e8E-83 6.1723688E-e3 . 00BH000 . WJ00O0O 2.06O'«'030E-82 -3.0173280E-«2 -1.1065lb0E-04 
3.43OO410E-O5 .8088088 

aproxiaare prin spline de ordinul 5 pe 13 intervale. Puncte de Joncţiune 
.3188812 .3754499 .4230534 .4638221 .5810796 
.5355552 .5688073 .6818416 .6352144 .6608180 
.7846282 .7411022 

.143 

.310 

.375 

.423 

.464 

.501 

.536 

.560 

.602 

.63b 

.660 

.785 -2 

.741 - l 

0bO2880E-04 
0787088E-84 
439Bg80E-83 
0145670E-63 
7228030E-83 
31756O0E-03 
1226240E-83 
O287180E-€I3 
9399440E-83 
4127O60E-83 
164O530E-02 
fl887998E-fl3 
1547050E-«2 

reprezentarea pp pentru aproximare 
-7.45651O0E-H3 -2.b0033b0E-02 2.bB0669 

1 . 4027130E-02 
7.8B76588E-ft3 

-1 .31875ieE-82 
4 .7529318E-B2 
2 .1457530E-B2 

-1.3423548E-a2 
4.2615528E-02 
- . 1 0 2 5 5 3 9 

.1060891 

. 2705032 
-.8993661 

. 4000138 

.2187088 
-.7336768 

.8586433 

.8832063 
-1.873453 

1.402954 
-1.055000 
-1.038032 
Ib.Ib0«4 

-25.42020 
5.330R91 

18.06754 

.3257218 
-29.46735 
06.03042 

-98.35755 
-45.32681 
248.6192 

-447.4478 
448.4292 
b7b.7440 -10bl25 

-2977.125 215666 
4784.329 

-4807.652 

-13 
-455 
2636 

-4768 
1423 
8204 

-20636 
27103 
3814 

-238266 
186342 

,53620 
,7702 
311 
067 
358 
164 
57 
72 
925 
4 
4 
3 
3 

eroarea medie patratica = 1 . 4763578E-e2 
eroarea medie ^ 5 . 7 8 4 1 4 9 8 E - e 3 

eroarea maxima = 6 .4125O18E-02 

curbele aproximaurii si a 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 B O 

18 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
10 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 2R 
20 

punctul 
,8088888 
.87500O0B-02 
9250OO0E-O2 

.2O000O0E-BZ 

.1385808 

.1650000 

.2017500 

.2422500 
, 2775008 
,3187588 
,3688888 
3787588 

,4087588 
,4162588 
,4762588 
5825808 
b62b008 
5788888 
5925888 
6262588 
6712588 
6787588 
6862588 
6966806 
6937500 
7012508 
0212588 
8287508 

aprox iiaarea 
-2.7644818E-84 

1.8645738E-e4 
3.6529098E-84 
7.637B748E-04 
4.951449OE-04 
2.3O040O0E-04 4.676B988E-86 

-B.0027818E-05 
4.3675068E-65 
5.16825R8E-84 
1.2487388E-83 
1.4615068E-83 
1.2468278E-03 
1.1186258E-83 
2.3454688E-63 
3.3461378E-83 
3.6341718E-03 
3.0744238E-63 
3.761B628E-83 
1.8e24358E-83 
1.217733eE-82 
1.2602428E-e2 
1.8778418E-82 8.874B7eeE-63 
6.4866828E-e3 
1.037O2b0E-03 
6.2510760E-e2 

. 189.3759 

.4881040 

erorii 
abaterea x ie»«*3 

.2764481 -4.2O573e6E-02 
-.1777909 
-.3006284 

-7.8144916E-82 .2660600 
.5994901 
.8108048 
.0220013 
.5769242 

6.3762420B-e2 
2.5994140E-02 

.4781731 

.7188752 

.2428310 
-.1211367 

.1533200 

.5505774 
-3.282937 

5.001314 
-4.302330 
-4.504016 
-2.153414 
-6.236O740E-02 

2.655897 
17.83707 

-37.51076 
-64.12591 

10.80510 

190 

BUPT



Subprograme dc soluţionare a unui sistem algebric liniar prin 
faetorizare Choleski 

Bazele teoretice specifice metodei celor mai mici pătrate au fost prezentate în 

§§2.2.2.4, iar modalitatea aleasă pentru a rezolva problema, precum şi implementarea ei în 

programul Lanibda. Acesta foloseşte pentru rezolvarea sistemului liniar prin faetorizare 

Choleski două subrutine, Bchfac şi Bchs/v^ prezentate alăturat. 

Bchfac construieşte factorizarea Choleski 

C - în care L este unitară triunghiular 

inferior, iar D diagonală, pentru o matrice C de 

ordinul y, în cazul în care aceasta este o matrice 

bandă (simetric) pozitiv semidefinită, având / 

diagonale peste şi sub cea principală. Metoda de 

lucru este eliminarea gaussiană, adaptată condiţiilor 

precizate. Pivoţii de valoare foarte mică suferă un 

tratament special. Elementul diagonal 

este iniţial stocat în b{n), V//. La cel de-al /;-lea pas 

de eliminare, pivotul curent, a(l,/;), este comparat cu 

valoarea sa iniţială, b(u). Dacă valoarea sa, ca 

urmare a paşilor de eliminare anteriori, s-a redus 

foarte mult (adică dacă a(l,//)+Z>(/;)<Z?(/;), atunci 

este declarat nul şi întreaga linie n este considerată a 

fi liniar dependentă de cele precedente. 

Subrutina Bchslv obţine soluţia sistemului 

liniar de ordinul j C - x = b , furnizată la ieşire în vectorul b. 

stibroutine bchf ac(aj i, J j h) 
dimension aCi ,J ) «b (J ) 
if ( j . g t . l ) go to 1 
if ( a ( l , l ) . g t . , 8 ) a ( l , l ) = l . / a ( l , l ) 
return 

1 do 2 k=l,J 
2 b ( k ) - a ( l , k ) 

do 7 k=l,J 
if ( a ( l , k ) + b ( k ) . g t . b ( k ) ) go to 4 
do 3 1=1, i 

3 a( l ,k )= .8 
go to 7 

4 aC l ,k )= l . /a ( l ,k ) 
l=Min8C i - 1 , j - k ) 
if ( 1 . I t . l ) go to 7 
m=l 
do 6 n=l, 1 
c=a(l,k)*a(TY4-l,k) 
do 5 j=l«m 

5 a ( j ,k l -n )=a ( j ,k+n ) -a ( j+ l ,k ) «c 
m=m—1 

6 a (nH, k)=c 
7 continue 

relurn 
end 
subroutine bchslv(aj i «J«b) 
d imens ion a ( i , j ) i b ( J ) 
if ( J . g t . l ) go to 1 
b ( l ) = a C l , l ) » b ( l ) 
return 

1 k=i - l 
do 3 1=1, J 
M=min0C j - l , k ) 
if ( ra . I t . l ) go to 3 
do 2 n=l,m 

2 b(nH)=b(iH^l)-a(iH^l, n » b ( 1) 
3 continue 

do 5 l = j , l , - l 
b ( l ) = a ( l , l ) » b ( 1 ) 
m=m in0( j— 1, k ) 
if (m . I t . l ) go to 5 
do 4 n=l,m 

4 b( U=b( n-aCirM, 
5 continue 

return 
end 
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ANEXA nr. 15 

Subprograme ncccsarc construirii sistemului liniar aproximativ 
bloc diagonal 

Rezolvarea este efectuată de subrogramul Sistem şi de subrutina sa Bloc. El poate fi 

apelat sub forma c a l l s i s t e m ( t , n , kpm, w o r k l , w o r k 2 , b l o k s , l , i n t g , n b l o k s , b ) . Datele 

care trebuiesc furnizate programului sunt: 

subroutine sistemCa, i^Jib^c^d^k» 
dimensiovi a( 1),b( 1),c( 1),d( 1),e( 1 ) , f (18) ,g ( 19), 1(3,1) 
cowfrtoiv f̂r/n, i l , f/rest/j 1,kl, g 
11=1 
ml=l 
nl=e 
il=l 
do 4 i2=J,i,kl 
nl=nl+l 
l(2,nl)=J 
i f ( i .ge.12) go to 1 
l(3.iil)=J 
J2=n 
go to 3 

1 l(3,nl)=kl 
J2=il-1 

2 i r (J2.eq.n) go to 3 
i r ( f ( j2+l ) .ge.a(i2+l) ) go to 3 
j2=j2+l 
go to 2 

3 k2=kl+j2 
l(l,iil )=k2 
i f (k . I t .J*k2+l l - l ) go to 5 
call bloc(a,J, i2,b,c,d( l l ) ,k2,e(ml) ) 
ll=J*k2+ll 

4 ml=k2-hnl 
m=Tîl 
return 

5 writeCM,G) k 
6 formate lUi **********/21li dimensiunea indicata, i3, 
M37h pentru D in COLOC este insuficienta.) 
return 
end 

aproximativ bloc diagonală, având dimensiunile kpm x ^intg{\j) 

• l - secvenţa de noduri, de 

dimensiune k p m ^ n , 

• // - dimensiunea spaţiului 

spUnc de aproximare, egală cu ordinul 

sistemului liniar care trebuie asamblat; 

• kpm - k-hm, ordinul funcţiei 

spline de aproximare; 

• / - lungimea maximă a şirului 

de blocuri. 

workJ şi work2 reprezintă matrici de 

lucru, iar datele de ieşire sunt: 

• bloks - matricea coeficienţilor 

sistemului liniar, stocată sub forma 

nhinks 

i = \ 

• intg - matrice de întregi, cu dimensiunile 3xnbIoks, care descrie structura 

blocurilor; 

- intg{\,i) - numărul liniilor din blocul /; 

- iNtg{2j) - numărul coloanelor din blocul/; 
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- intg{3j) - numărul paşilor de eliminare ce pot fi efectuaţi în blocul / înainte ca 

pivotarea să transfere ecuaţii din blocul anterior; 

• nbloks - numărul de blocuri, egal cu numărul segmentelor polinomiale; 

nbloks 

• b - vector de dimensiune ^^^^ conţine termenii din dreapta semnelor 
/=i 

de egalitate ai ecuaţiilor sistemului liniar sub forma aproximativ bloc diagonală. 

Metoda folosită în eşalonarea operaUunilor este cea descrisă în §2.3. 

Subrutina b l o c ( t , kpm, ns, w o r k i , wo rk2 , q , n i , b ) asamblează ecuaţiile 

corespunzătoare sistemului de colocaţie pentru blocul curent; datele de intrare fiind: 

• / - secvenţa de noduri (de 
sukroutine b locCa .J ,b «c ,d ,k , e ) 
dimension aci),bci),c(i,D.dck, i),e(i),f(10),g(i9),h(28) dimcnsiunc ccl Dutin kpm + ns) 
conwnon/fr/l,ra,f/rest/n, il,g r . 
j 1=1+1 
do î 11=1'k * " ordinul funcţiei 

1 d(ll,kl)=!8 , , . 
o=(A(j)+acj+i))/2. spline de mterpolare; P=(a(J+l)-a(j))/2. 

1 l=m • ns - număr întreg ce indică 
do 6 nil=ll,k 
if ( i l . le .k l ) go to 2 • , , , 1 / \ 
ni=2 mtervalul de lucm, ); 
q=g(kl)»p+o ^ ^ 
kl=kl+l 
if(i.ie.M) go to 3 • ni - numărul de linii din if(f(in).gt.q) go to 3 

2 bloc ce trebuie asamblate împreună. 
q=f(m) 

3 call difequ(fîl,q,h) 
caii c a i c C a , j i ) workl şi work2 sunt matrici de 
do 5 kl=l, i ^ 
do'4 11=1, j i lucru, subprogramul furnizând 

4 r=c(kl, ll)»h(ll)+r 
G fcMÎ)=M K2) următoarele date de ieşire: 

i-eturn 

• q ' blocuJ curent^ matrice 

de dimensiuni nl x kpm; 
• b - vector de dimensiune ///, corespunzător părţii din dreapta a semnului cgaL 

Cele k ecuaţii de colocaţie pentru intervalul se construiesc cu subrutina 

(Jifcqu(2,'), intercalând printre ele şi condiţiile de frontieră (dacă există), folosind difeqii{}J). 

Blocul q are kpm coloane, corespunzând celor kpm fijncţii B-spline de ordinul kpm care conţin 

în suportul lor intervalul Diagonala principală a acestuia este parte componentă a 

diagonalei principale a sistemului total. Prima ecuaţie netransferată din blocul precedent este 

dată de numărul condiţiilor de frontieră existente în intervalele (blocurile) precedente. 
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Subprograme pentru rezolvarea unui sistem liniar aproximativ 
bloc diagonal prin faetorizare PLU 

Rezolvarea sistemului liniar aproxiniafiv bloc diagonal este efectuată eficient cu 

ajutorul unui pachet de subprograme. Programul principal, s i v b i k ( b i o k s , i n t g , n b i o k s , b , 

n p i v o t , X , i n d e x ) apelează alte subrutine cu scopul de a rezolva sistemul liniar a x = b , în 

care a este o matrice aproximuliv bloc diagonală; astfel 
call fcblokCa, i , 1 ) • 
if (i.eq.B) rcturn (Jc matrici aoar frecvent în aproximarea sau interpolarea 
cal l sbblokCa,i , j ,k,b.c) r r r 

end""̂ " segmentar polinomială. Pentru a economisi spaţiul de 

stocare în calculator şi a accelera procedura de calcul, ţinând seama de structura specială a 

sistemului, este folosită factorizarea PLU [78]. Parametrii prezenţi pe linia de comandă sunt: 
nhlnks 2 

• bloks - vector de dimensiune X O ' ^ ' ^ s O ' ' ) ' ^P^' conţine matricea 

aproxinialiv bloc diagonală a (structura blocurilor fiind descrisă de intg), iar la ieşire 

factorizarea PLU a acesteia (dacă index O), unii termeni find arbitrari (acolo unde blocurile 

se suprapun); 

inig - matrice de întregi care descrie structura blocurilor matricii a: 

-////^^(l,/)-numărul liniilor blocului / = /// 

-inlg{\j)' numărul coloanelor blocului / = nc 

-////^^(l,/)-numărul paşilor de eliminare în blocul / = nr 

/ = \,nbloks. 

nhloks 

Cu toate că sistemul liniar este de ordinul n = numărul total al liniilor conţinute 
/=i 

nhloks 

în toate blocurile este nbl - \ 

• nhloks - numărul blocurilor; 

• b - vectorul din dreapta semnului egal al sistemului, de dimensiune nbl\ anumiţi 

termeni, corespunzând liniilor comune blocurilor care se suprapun, sunt arbitrari; 

• npivot - vector întreg de dimensiune nbl, care conţine la ieşire secvenţa de pivotare 

utilizată; 

• X - vector de ieşire, de dimensiune //, care conţine soluţia calculată (dacă 

index ^ O); 
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transferurilor în timpul factorizării),dacă a este invcrsabilă; 
= O, dacă matricea a este singulară. 

Programele auxiliare apelate sunt următoarele: 

• fcbhk - factorizează matricea a; 

• sbblok - rezolvă sistemul ax = b după ce matricea acestuia este factorizată. 

Cele nbloks blocuri sunt stocate consecutiv în vectorul bhks. Primul dintre ele are termenul 

(1,1) plasat pe locaţia bloks{\), ş.a.m.d.; dacă blocul numărul / are termenul (l,l) pe locaţia 

bloks(indcx{i)), atunci + l) = ///(/) •//c(/). Blocurile sunt asamblate după cum urmează. 

Pentru i ^\,nbloks- \ ^ termenul (l,l) al blocului următor (blocul (/ + !)) corespunde 

termenului ( / /r+ l,//r + l) al blocului curent (blocul /). Reamintim faptul că nr ̂  , 

acest lucru însemnând că: 

• fiecare bloc începe pe diagonala principală a matricii a; 

• blocurile se suprapun (de regulă). Liniile celui de-al (/ -f l) -lea bloc care se 

suprapun peste cele ale blocului / pot fi arbitrar iniţializate; ele vor fi completate în timpul 

procesului de eliminare. Termenii care formează partea dreaptă a egalităţii în blocul / sunt 

stocaţi într-o porţiune de dimensiune nl ////^(l,/)) care urmează celei corespunzătoare 

blocului anterior, prima ecuaţie din primul bloc având termenul liber stocat în Z?(l). 

subrutine fcbiokCa,i,j,k,b,n Suboitina fcblok (bloks, 
aiwcnsion a(1) ,b(1>, i (3 ,k(1) 
1=1 intg, nbloks, npivot, work, 
m=l 
Ţ^l^ index) controlează factorizarea P L U 

ii) cu pivotare a liniilor normalizate ale 
ll=i(2,il) 

criî 'r;cîrb(a(ji),k(m),b,ki,ii.mi.n lîiatricii sistemului aproximativ bloc 
iF ( i l . eq .J .or . l . eq .0 ) roturn 
ii^ii+i diagonal stocată în bloks şi intg. 
n=J1Ikl*11 
call sh i f ib (a ( j l ) ,k ( in ) .k l . l l ,ml,a(n) , i ( l , i l ) , i(2, i l ) ) . , , , • 1 
m=ki+tn Argumentele de pe lima de comanda 
go 1.0 1 

au semnificaţii identice cu cele din 

S/vb/k, work fiind o matrice de lucru. Fcblok foloseşte subrutinele Faclrb, care efectuează 
paşii l,/7r din eliminarea gaussiană cu pivotare pentru fiecare bloc şi Shiftb^ care deplasează 

liniile rămase la începutul blocului următor. F a c t r b ( w , n p i v o t , d , n i , n c , n r , i n d e x ) 

efectuează factorizarea PLU parţială corespunzătoare paşilor l,/;r din eliminarea gaussiană cu 

pivotare pentru matricea w; aceasta conţine matricea parţială de dimensiuni nlxnc şi o 
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subroutine f«ctrb(«,i,b,j,kj 1,m) 
dimension a(J,k),b(J),1(J) 
do 2 n=l,j 
i(n)=n 
c=.B 
do 1 il=l,k 

1 c=araaxl(abs(a(Ti/ il))«c) 
if(c.eq..0) go to 8 

2 b(n)=c 
T>=1 

3 il=i(n) 
ifCJ.eq.n) go to 7 
jl=n 
kl=fH l̂ 
d=abs(a(il,Ti))/b(il) 
do 4 ll=kl,j 
ml=i( 11) 
e=abs(a(nil« n) )/'b(rol) 
ifCd.gt.e) go to 4 
d=e 
Jl= l l 

4 cont i luie 
if(Jl.eq.n) go to 5 
il=i(jl) 
nl(Jl) = nl(ii) 
nl(n)=il 

rcturncază sub subroutine siurtbca, i,J,k, l,b,m,n) 
dimonsion a(J^k),b(n,n),i(J) 

formă factorizată. 
if ( i l . I t . l .or .J l . I t .1) return 

Npivoi, nL nc, tir i ki=i, ii ^ ' 5 ? ii=i(ki+i) 
• . / . do 1 ml=l̂  j l 

Şl index au aceeaşi i b(ki,mi)=a( i i , i-hni) 
if (Jl.eq.k) return 

semnificaţie ca în 
CV I // 7 r-- I 2 Slvblk, a fiind o 2b(mi,ii)=.0 return 
matrice de lucru. 

S h i f t b ( a i , n p i v o t , n l i , n c i , n r , a i i , n l i l , n c i l ) 

transferă liniile nefolosite ca linii de pivotare din 

blocul curent (dacă există), adică liniile 

5 lf(abs(a(il,n))+b(il).le.b(ll)) go to 8 
do 6 ll=kl,J 
Ml=nl(ll) 
aCml, n)=a(nil,n)/'a( ll,n> 
f=-a(ml, n) 
do 6 Jl=kl,k 

6 a(Ml. Jl)=a(il,Jl)*f+a(Ml,Jl) 
n=kl 
ifCl.gt.n) go to 3 
return 

7 if(abs(a(il,J))+b(il).gt.b(il)) return 
8 m=8 

return 
end 

npivot{nr +1),///;/va/(/;//) în primele tunax - nl - nr 

linii ale blocului următor, a / l , coloanele (//r-f-y) din 

ai devenind coloanele y, j^XJmax, Jmax= nci-

- nr. în coloanele rămase neocupate ale acestor linii 

se inserează zerouri. Modul de acţiune descris poate fi 

urmărit şi pe exemplul din figura de mai jos. 

Situaţia iiiiţiala, du|)a 
liTOcaca piiu factrb cu nr=2 

Cjciicraiui noului bloc / +1, 
gala dc a li faclorizal priiilr-o 

uouâ ajx̂ laiTca factrb 

uoul bloc 
/>1 

Subrutina sbblok 
( b l o k s , i n t g , n b l o k s , 

np ivo t^b ,x ) conduce 

procesul de obţinere a 

soluţiei sistemului 

liniar ax = b , cu 

matricea a factorizată 

de Fcblok^ prin 

substituţie înainte şi 

înapoi. Blocurile de 

ecuaţii sunt prelucrate 

cu ajutorul subprogramelor Subfor şi Subbak. s ub fo r ( n , n p i v o t , n i , n r , b , x ) execută pasul 

înainte al substituţiei pentru blocul curent, adică operaţiunile în partea dreaptă 

corespunzătoare eliminării operate în faclrb pentru blocul respectiv. în urma acestuia, ^(y) 

conţine partea din dreapta a celei de-a npivol{^j)-di ecuaţii transformate din blocul respectiv, 
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r i eTUr^cS i lMu^ Apoi, deoarece /,(/// + /), / = l , , / / - , / r va fi 
1=1 
•"=f folosit in pâ.rtCâ SLikroutine subforCa, i, Ĵ  b,c) 
do i il=l,J dimension a( j.k),b(J^2-h),c(J), i( j: 

dreaptă a ecuaţiei / CCIUMU 

lî vr r ^ 1 ^ w ^ 1 f v̂  ^ / ^̂  ^^ (J.eq.l) rotum 

i=!c2?m°ji+5^ din blocul următor 

1 n=ki+Ti (transferata acolo d=.0 . do 1 il=l,n în timpul efectuării ' 
Il=i(l,kl) m=J-k 
ni=i(3'kî) factorizării), acesta if («.eq.B) retum 

. ' dn^Sl-n i m=nr-ii pomeştc valoarea 3 b(ii4«)=cui) 
return 2 call subbak(a( l)«k<m), ll.ml.ni.cCn)) / xr , 

return X{//r + / j . NpiVOt, 
cnd 

/// şi nr şi w sunt cei returnaţi defactrb. Bi^j) conţine la 

apelare partea dreapta a ecuaţiei j pentru blocul curent, J = . B[nl + j) returnează partea 

dreaptă a ecuaţiei j din blocul următor, J , iar jc(y) partea dreaptă modificată 
subroutine s u b b a k C a , J , b ) / \ i- i i 
dimension a(j.k),b(k), icj) corcspunzător a ecuaţiei npivotyj) din blocul curent, 
n=i(M) 

^ ^ ^ / = S u b b a k ( w , n p i v o t , n l , n c , n r , x ) realizează if (k.eq.m) goto 3 ' v f r- f f / / 

2 c-afn^^jnibCjD+c substituţia înapoi în blocul curent. Parametrii w, npivot^ nl, 
3 b(in)=(b(m)-c)/a(n,m) ^ 

i-eturn gynt cci rctumaţi de faclrb. x(l),x(//c) conţin la 

apelare partea dreaptă a ecuaţiilor blocului, iar la ieşire 

end componentele soluţiei calculate. 

In caz de necesitate, există posibilitatea de a calcula determinantul matricii a. Datorită 

pericolului depăşirilor flotante, uzual se foloseşte logaritmul natural al acestuia. In teză acest 

element nu a fost utilizat, el intervenind în unele calcule bazate pe MEF. 
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A N E X A nr. 14 

Program pentru calculul funcţiilor B-spline şi a derivatelor 
acestora # 

Programul este apelat prin caii caic(t,k,x,ns,work,db,nderiv). Datele de 

intrare sunt: 

subroutine calc(aji,b,J,c,djk) 
dimension a(1) ,c( i f i )«d(k) 
l=ma>ce(minB(i.k),l) 
m=i+l 
call delta(a»m-lfI jbjJ«d) 
if ( l . e q . i ) return 
n=l 
do 2 il=2,1 
Jl=l 
do 1 kl=n,i 
d(k l .T l ) = d(Jl,l) 

1 Jl=jl+1 
n=n-l 

2 call delta(a«nT-n,2*bj Jf d) 
n=l 
do 4 il=l,i 
do 3 jl=n, i 

3 c(jl,il)=.8 
n=il 

4 c(il,il)=l. 
do B il=2,1 
jl=m-il 
e=floatCjl) 
kl=J 
11= i 
do 6 ml=l,Jl 
f=e/(a(kl+jl)-a(kl)) 
d o 5 T l l = l , 1 1 

5 c( ll.nl) = (c( ll,nl)-c(ll-l,nl))*f 
kl=kl-l 

b 1 1 = 1 1 - 1 
do 8 11=1, i g=.0 
n=max8(il,11) 
do 7 inl=n, i 

7 g=c(iiil, ll)»d(ml, il)+g 
8 d(11.il)=g 

return 
end 

• t - secvenţa de noduri, vector de dimensiune 

cel puţin k -\-ns, 

• k ' ordinul funcţiei B-spline care se evaluează; 

• X ' punctul în care se face calculul; 

• ns - număr întreg care indică punctul extrem 

din stânga al intervalului de interes; sunt luate în 

considerare cele k funcţii B-spline al căror suport conţine 

intervalul ; se presupune că t{ns)< 1); 

• nderiv - întreg care indică faptul că se cere 

calculul valorii funcţiilor B-spline şi al derivatelor 

acestora până la nderiv^ exclusiv. 

work este o matrice de lucru, iar ieşirea este 

constituită de matricea Jb{kx nderiv), termenul 

conţine valoarea celei de-a (/w-1) -a derivate a celei de-a 

{ns-k+i) -a funcţii B-spline de ordinul k pentru secvenţa 

de noduri t, / = m,k, k = nderiv . 
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ANEXA nr. 15 

Program pentru soluţionarea iterativă prin coiocaţie a unei ecuaţii 
diferenţiale neliniare 

s i ib rout ine c o l o c ( a , h , i , J , k , c , d ) 
parameter ( i = 
aifrtrnr;ion hCrn), n (m) , f (m) , c|( i 1 ) , h( 10 ) , j Km ) , k l ( H, l ) , o ( m ) , p ( IR ) 
osuivalouce ( ţ i »^ 
cnMfrton/Aprox/r( 1) , s ( n ) , 1 m l / f r/n 1, iP!, p/res t/J2, k2,1» 

i f ( i^ml. g t . n ) «io t o O 
c a i i d i f e q u d , j l ( 1 ) , J l ) 
k2=ml—iil 
ca 11 nodCkZ.h) 
t = ( h - a ) / f l o a t C i ) 
j l ( l ) = a 
do 1 12=Z, i 

1 j l ( 12) = j l ( 12-1)+L 
J l ( 
c a i i c o i i v e r t ( j l , i , m l , o , i i ) 
12=1 

2 c a l l s is lc i fn (o , i i iml, J l * R, 11 j k l ,m2, h ) 
c a l l s l vb l kCg , kl ,m2, bj i p i v o t i C , i f l a f j ) 
m2=l 
i f ( j 2 . l e . D g o t o G 

3 c a l l e p s i l o n ( o , e , n j m l , q, s , 11) 
do 4 n2= l ,n 

4 f ( n 2 ) = e ( n 2 ) 
ca I I s isinmC o» n,ml, J 9 , i l , k l , n2, h ) 
c a l l s l v b l k ( g , k l , n2, b, i p i v o t ^ c , i f l a g ) 

do 5 n2= l ,n 
u=arnax l (abs (e (n2 ) ) , u ) 

5 t = a m a x l ( a b s ( e ( n 2 ) - f ( n 2 ) ) , t ) 
i f ( t . l e . d * u ) go t o b 
m2=rrt2+l 
i f ( J 2 . g e . m Z ) go to 3 

G w r i i e ( * , 0 ) m l , 11,n, ( r ( nZ ) . ii2=2, 11) 
i f ( j 2 . g t . 8 ) w r i t e C * , i e ) M 2 , j 2 
c a l l eps i lunCo, e , ii^ml, s , 11) 
w r i t c ( * , 11) 
do 7 112= 1, 11 

7 w r i t e ( » , 1 2 ) r ( n 2 ) , ( s ( i 3 + J 3 ) , J 3 = l , m l ) 
c a l l d i f e g u ( 4 . j l ( l ) , j l ) 
i f ( k . l e . 1 2 ) r e tu rn 

i + i f i x C c ^ f l o a t C 1 2 ) ) 
i f (ml*n2. f/t. n ) go t o 8 
c a l l z e taCr , s , l l , m l , J l , ii2j 4 ) 
call coiTv»ert( j 1, o, 11) 
12=12+1 
go t o 2 

O i3=n 
w r i t e ( » , 1 3 ) i 3 
re turn 

9 formate45hAproximare p r i n t r - u n spa ţ iu SPLINE de o r d i n u l , 
*41i pe , i 3 , l l ] i in terva le ,/141i de dimensiune* 
»23h. l 'uncte de Joncţ iune - / ( S e 2 0 . 1 0 ) ) 

18 formate 4hDupa, i3 ,4h d in , i3.10) i i t e r a t i i p e r m i s e , ) 
11 formatCBSh r ep r e z en ta r ea segmeiitar po l i nomia l a a ap rox imar i i e s t e ) 
12 f o r m a t ( f 9 . 3 , e l 3 . G , 1 8 e l l . 3 ) 
13 formate l l h , /29h Dimensiunea data in program, , i4 , 

*29h pentru S nu e s t e s u f i c i e n t a . ) 
end 

C o l o c 

a, e) ncccsilă furnizarea 

următoarelor date de 

intrare la fiecare apelare: 

• s ,<J ' limitele (din 

stânga şi din dreapta ale) 

intervalului de aproximare; 

• / - numărul iniţial 

de segmente polinomiale 

ale aproximării; este aleasă 

o secvenţă uniformă a 

punctelor de joncţiune; 

• / - ordinul polinoa-

melor care realizează 

aproximarea pp\ 

• n ' numărul de 

apelări ale rutinei Zeta; 

• a ' numărul de 

puncte de joncţiune ce se 

adaugă la fiecare trecere 

prin Zeia - (de exemplu, 

pentru a = 0,34 va fi 

adăugat un punct Ia fiecare 

a treia apelare); 
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Anexe 

• e ' toleranţa acceptată; procedeul iterativ Newton este întrerupt atunci când în care 

diferenţa între /^-coeficienţii a două iteraţii succesive nu depăşeşte valoarea ei multiplicată cu 

cea mai mare valoare absolută identificată printre ei. 

Programul furnizează soluţia aproximativă sub formă de reprezentare pp şi valorile erorilor în 

punctele cerute. Soluţia aproximativă a ecuaţiei diferenţiale de ordinul /;;, cu condiţii pe 

frontieră (specificate în Difcqu) este obţinută prin colocaţie. Aproximarea/ a soluţiei g este o 

funcţie pp de ordinul k+m cu / segmente polinomiale şi / ; / - ! derivate continue; este 

determinată impunându-i-se condiţia de a satisface ecuaţia diferenţială în k puncte ale fiecărui 

interval (furnizate de Nod) şi cele /;; condiţii pe frontieră. 

Subrutina convert (ajonct, 

1, kpm, t, n) construieşte secvenţa de 

noduri t din secvenţa furnizată a 

punctelor de joncţiune ajonct. 

Aceasta este o funcţie spline de 

ordinul k + n i cu secvenţa de noduri 

t, având m - 1 derivate continue 

(reamintim că aceasta presupune t{\\t{n + kpm) = = ajonet(\) de 

s u L b r o u l i n e n o d ( l « a ) 
d i m e n s i o n a ( i ) 
i r C i . g t . B ) go t o 9 
go t o ( 1 . 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 ) . 

1 a ( l ) = . 8 
r o i u r n 

2 a(2)=.577350269189626aa 
a ( l ) = - a C 2 ) 
re turn 

3 a(3)=.7745966692414a3aa 
a ( l ) = - a ( 3 ) 
a ( 2 ) = . 0 
r e t u r n 

4 a(3)=.339981043584O56a8 
a ( 2 ) = - a ( 3 ) 
a(4)=.861136311594053a0 
a ( l ) = - a ( 4 ) 
re turn 

5 a(4)=.5384693101056G3d0 
a ( 2 ) = - a ( 4 ) 
a(5)=.90617g845938664d0 
a ( l ) = - a ( 5 ) 
a ( 3 ) = . 0 
re turn 

6 a(4)=.238619186083197d0 
a (3 )= -aC4 ) 
a(5)=.6612O9386466265d0 
a ( 2 ) = - a ( 5 ) 
a(6)=.932469514203152d0 
a ( l ) = - a ( 6 ) 
return 

7 a(5)=.405845151377397d0 
a ( 3 ) = - a ( 5 ) 
a(6)=.741531185599394d0 
a ( 2 ) = - a ( 6 ) 
a(7)=.949107912342759d0 
a ( l ) = - a ( 7 ) 
a ( 4 ) = . 0 
re turn 

8 a(5)=.lO343464249565d0 
a ( 4 ) = - a ( 5 ) 
a(6D=.525532409916329d0 
a (3 )= -aC6 ) 
a(7)=.796666477413627d0 
a ( 2 ) = - a ( 7 ) 
a(8)=.960289856497536d0 
a ( l ) = - a C 8 ) 
return 

9 w r i t oC » , 11 ) 1 
b = f l o a t C i - l ) / 2 . 
do 10 J = l , i 

10 a ( J ) = f l o a t C j - D / b - l . 
re turn 

11 fo rmate I IH 

subroutino comvcrtCa^i,J,b«k) 
dimenslon a (1 ) ,b (1 ) ,c (18 ) 
cGwmon/fr/w,n,c 
l = J - l 
k=i»l-Hn 
il=j+k 
j l = i+1 
do 1 kl=l,J 
b ( i l ) = a ( J l ) 

1 i l = i l - l 
do 2 j = l , i 
J l = j l - 1 
do 2 kl=l, 1 
b ( i l ) = a ( J l ) 

2 i l = i l - l 
do 3 i l= l ,J 

3 b( i l ) = a ( l ) 
return 
end 

kpm ori, apoi ajonel{2),aionel{l) de k ori şi în final aioncl{l^\) 

de kpni ori. Datele de intrare sunt: 

• ajonet{\),aJonct{l -hi) - secvenţa punctelor de joncţiune; 

• / - numărul intervalelor (şi al segmentelor polinomiale), 

• kpni - k-^m, ordinul funcţiei spline (sau a funcţiei pp). 

Programul furnizează ca date de ieşire secvenţa de noduri 

Û n̂̂ kpm şi dimensiunea funcţiei spline de aproximare. 

Subrutina nod (k, ro) generează cele k puncte de colocaţie 

pentru intervalul standard [ - l , l ] , sub formă de zerouri ale 

polinomului Legendre de gradul k pentru / :<8 şi ca puncte 

fo losesc puncte de colocaţ ie echispati 
Mate« deoarece K=«i2«20h este mai mare ca 8 . ) 

end 

echidistante pentru > 8. 
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