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S T R U C T U R A ŞI C O N Ţ I N U T U L L U C R Ă R I I 

In telecomunicaţii, procesul de transport al informaţiei este inerent 
afectat de semnale nedorite suprapuse peste semnalul util. în marea majoritate a 
cazurilor această suprapunere este de tip aditiv. Perturbaţiile sunt semnale 
aleatoare ce apar fie datorită unor cauze naturale (perturbaţii electrice 
atmosferice, propagarea unor unde acustice), sau ca urmare a activităţii 
omeneşti (semnale tranzitorii pe liniile de alimentare, impulsuri parazite 
provenite de la motoare electrice, etc). Astfel de perturbaţii afectează semnalele 
de tip Radar, semnalele ce se vehiculează pe cablurile de transmisie submarină, 
transmiterea informaţiei pe canale de comunicaţie... . O altă denumire pentru 
perturbaţii este aceea de zgomote. întotdeauna' la intrarea unui receptor este 
prezent un amestec de semnal util şi zgomot. Pentru aprecierea părţilor de 
semnal util şi de zgomot din cadrul semnalului de la intrarea receptonilui se 
foloseşte aşa-numitul raport semnal pe zgomot, RSZ. Această mărime reprezintă 
raportul dintre puterea semnalului util şi puterea zgomotului care compun 
semnalul de la intrarea în receptor. 

Trebuie afirmat că şi în cazul sistemelor pur numerice se utilizează 
noţiunea de RSZ. In acest caz zgomotul este asociat cu distorsiunile produse de 
sistemul de prelucrare considerat. 

în cazul în care RSZ este mic este necesară creşterea sa pentru o 
buna separare a semnalului util de zgomot, condiţie necesară pentru extragerea 
din semnalul util a informaţiei pe care o poartă. Iată de ce lucrarea de fată este 
dedicată studiului metodelor de creştere a raportului semnal pe zgomot care se 
utihzeaza sau s-ar putea utiliza în sistemele de telecomunicaţii. Se încearcă o 
prezentare sistematică şi unitară a acestor tehnici. Metodele de îmbunătăţire a 
raportului semnal pe zgomot prezentate sunt exemplificate sugestiv Nu se 
insistă asupra rezultatelor experimentale ce se pot obţine folosind aceste tehnici 
ş. n,c> asupra nunodelor de construcţie a sistemelor necesare implemenSri 
acestor tehmc. dar sunt citate de fiecare dată lucrări care prezLă aceîte 
aspecte. Nici aplicaţiile practice ale rezultatelor obţinute nu fac obiectul acestd 
teze. Scopul lucrării de faţă este doar analiza metodelor de îmbunăSe a RSZ 
prm prisma teoriei prelucrării semnalelor. ^ounaiaţire a RSZ 

Sistemele responsabile pentru îmbunătăţirea raportului semnal pe 
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zgomot trebuie să se comporte selectiv, nelăsând să treacă zgomotul şi lăsând să 
treacă semnalul util. Acesta este motivul pentru care se folosesc de obicei filtre 
(sisteme cu comportare selectivă în domeniul frecvenţă). Aceste filtre pot fi 
sisteme liniare invariante în timp, sisteme liniare variante în timp sau sisteme 
neliniare. Amestecul dintre semnalul util şi zgomot poate fi aditiv, multiplicativ 
sau de altă natură. De obicei în studiul sistemelor de telecomunicaţii se 
utilizează modelul aditiv. Având în vedere facilităţile de calcul ale modelului 
de semnal de tip zgomot alb (de bandă limitată sau nu), se va folosi pentru 
zgomot, preponderent, acest model. Un alt model utilizat, datorită frecventei 
sale apariţii în practică, este cel al zgomotului în impulsuri. 

In capitolul 1 sunt trecute în revistă, succint, principalele tehnici de 
îmbunătăţire a raportului semnal pe zgomot cunoscute. 

în capitolul 2 sunt prezentate câteva considerente asupra metodelor 
de îmbunătăţire a raportului semnal pe zgomot prin filtrare liniară. Se insistă 
asupra noţiunii de bandă echivalentă de zgomot atât pentru filtre analogice cât şi 
pentru filtre numerice. Se prezintă o nouă clasă de filtre numerice al căror 
răspuns în frecvenţă este o funcţie periodică de perioadă diferită de 2n şi se 
studiază calităţile de îmbunătăţire a RSZ a acestor filtre. Se studiază şi cazul 
sistemelor liniare cu parametrii variabili în timp din punctul de vedere al 
creşterii RSZ. 

în capitolul 3 se introduce în mod natural transformarea undişoară 
discretă din perspectiva teoriei codării în subbenzi. Se prezintă legătura dintre 
transformarea undişoară discretă şi teoria seriilor de undişoare. 

Capitolul 4 este dedicat metodelor de îmbunătăţire a raportului 
semnal pe zgomot bazate pe utilizarea transformării undişoară discretă. 

Au fost alese metodele de îmbunătăţire a raportului semnal pe 
zgomot bazate pe folosirea funcţiior undişoară deoarece acestea reprezintă cele 
mai spectaculoase aplicaţii ale teoriei funcţiilor undişoară care se dezvoltă în 
prezent. Există numeroase laboratoare în lume ai căror cercetători încearcă să 
utilizeze teoria funcţiilor undişoară în domeniul telecomunicaţiilor. Se face 
compresie cu funcţii undişoară, codare cu funcţii undişoară, transmisie 
multirezoluţie şi bineînţeles îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot. Poate 
că principalul avantaj al metodelor de îmbunătăţire a raportului semnal pe 
zgomot bazate pe funcţii undişoară asupra altor metode de îmbunătăţire a 
raportului semnal pe zgomot (cum sunt de exemplu cele bazate pe filtrarea 
adaptivă) este viteza de calcul sporită. Un alt avantaj este că metodele bazate pe 
utilizarea funcţiilor undişoară realizează în mod intrisec şi o compresie, ceea ce 
este deosebit de util, ţinând seama de caracterul foarte redundant al semnalelor 
de telecomunicaţii (vorbire, imagini). 

în acest capitol este evidenţiată proprietatea de decorelare pe care o 
are transformarea undişoară discretă. Pe baza acestei proprietăţi, zgomotul care 
perturbă aditiv semnalul util devine în domeniul transformatei undişoară 
discretă un zgomot alb. De aceea în domeniul acestei transformate poate fi 
utilizată oricare dintre tehnicile de extragere a semnalului util din zgomot alb. 
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Se introduce un nou filtru neliniar adaptiv utilizat în domeniul transformatei 
undişoară discretă. Se analizează modul în care afectează acest sistem 
caracteristicile statistice ale semnalelor de la intrarea sa. 

în capitolul 5 se prezintă rezultatele experimenale obţinute 
aplicând metoda de creştere a raportului semnal pe zgomot care a fost elaborată 
în capitolul anterior. Se verifică şi se dovedeşte eficienţa utilizării metodei 
propuse în transmisii numerice şi la Radar folosind semnale sintetizate. Metoda 
a fost verificată şi utilizând semnale reale, preluate de la un echipament de 
testare a calitătii materialelor textile. Aceste semnale au fost obţinute de la 
Universitatea din Reims Champagne-Ardenne. Rezultatele aplicării metodei 
propuse în această lucrare sunt comparate cu rezultatele obţinute aplicând alte 
metode moderne de creştere a raportului semnal pe zgomot (separare de surse). 

Atât pentru sintetizarea semnalelor utile şi a celor patru tipuri de 
zgomote cât şi pentru simularea metodei adaptive de îmbunătăţire a RSZ au fost 
elaborate cinci programe complexe de simulare în limbajul C. 

Ultimul capitol este dedicat prezentării concluzilor şi contribuţiilor 
personale. 

Evident chestiunea tratată va evolua în viitor dar au fost depuse 
eforturi ca prezentarea făcută să evidenţieze majoritatea rezultatelor cunoscute 
la ora actuală. 

Lucrarea are 179 de pagini. Pe parcursul său sunt citate 242 
referinţe bibliografice. 
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CAPITOLUL 1. INTRODUCERE 

Unul dintre dezideratele fundamentale în telecomunicaţii este 
transmiterea la o distanţă cât mai mare a informaţiei care să poată fi recepţionată 
corect. Dar informaţia este transportată cu ajutorul semnalelor. în procesul de 
transport al informaţiei apar inerent semnale nedorite suprapuse peste semnalul 
util, care afectează conţinutul informaţional al semnalelor utile (cele care 
poartă informaţia). O altă denumire pentru semnalele nedorite este aceea de 
zgomote. întotdeauna la intrarea unui receptor este prezent un amestec de 
semnal util şi zgomot. Pentru aprecierea părţilor de semnal util şi de zgomot din 
cadrul semnalului de la intrarea receptorului se foloseşte aşa-numitul raport 
semnal pe zgomot, RSZ. Această mărime reprezintă raportul dintre puterea 
semnalului util şi puterea zgomotului care compun semnalul de la intrarea în 
receptor. 

Raportul semnal pe zgomot este un indice global al calităţii 
semnalului de la intrarea receptorului. Este vorba de unul dintre primii indici 
globali utilizaţi în telecomunicaţii şi este specific transmisiilor analogice. 

în prezent se folosesc tot mai mult sisteme de transmisie mixte care 
înglobează atât subsisteme analogice cât şi subsisteme numerice. în cazul 
transmisiilor numerice se realizează o protecţie suplimentară la perturbaţii 
folosind tehnicile de codare. Eficienţa acestei protecţii este apreciată cu 
ajutorul unui alt indice global, definit ca raportul dintre numărul biţilor eronaţi 
şi numărul total de biţi, BER. în prezent se obişnuieşte ca un sistem de 
telecomunicaţii să fie caracterizat de dependenţa indicelui BER de la ieşire de 
raportul RSZ de la intrare. Iată de ce şi în cazul acestor sisteme este importantă 
noţiunea de raport semnal pe zgomot. Trebuie afimat că şi în cazul sistemelor 
pur numerice se utilizează noţiunea de RSZ. în acest caz zgomotul este asociat 
cu distorsiunile produse de sistemul de prelucrare considerat [Cla.,Mec.'85], 
[Duv.'91], [End. Ver.'92], [Naf ,Cam.,Isa.'95], [Wec.'89]. 

Astfel, RSZ are toate calităţile unui indice global : simplitate, 
universalitate, uşurinţă de calcul,... dar şi toate defectele unui astfel de indice, 
dintre care cel mai mare este că nu caracterizează în nici un fel conţinutul 
informaţional al semnalului util. Oricum, în cazul în care RSZ este mic este 
necesară creşterea sa pentru o bună separare a semnalului util de zgomot. 
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condiţie necesară pentru extragerea din semnalul util a informaţiei pe care o 
poartă. 

Sistemele responsabile pentru îmbtmătăţirea raportului semnal pe 
zgomot trebuie să se comporte selectiv, nelăsând să treacă zgomotul şi lăsând să 
treacă senmalul util. Acesta este motivul pentru care se folosesc de obicei filtre 
(sisteme cu componaie selectivă în domeniul frecvenţă). Aceste filtre pot fi 
sisteme liniare in\ ariante în timp, sisteme liniare variante în timp sau sisteme 
neliniare. Amestecul dintre semnalul util şi zgomot poate fi aditiv, multiplicativ 
sau de altă natură. De obicei în studiul sistemelor de telecomimicaţii se 
utilizează modelul aditiw Având în vedere facilităţile de calcul ale modelului 
de semnal de tip zgomot alb (de bandă limitată sau nu), se va folosi pentru 
zgomot, preponderent, acest model. 

Telmicile de îmbunătăţire a raportului semnal pe zgomot prezentate 
vor fi exemplificate sugestiv. Nu se va insista asupra rezultatelor experimentale 
ce se pot obţine folosind aceste tehnici şi nici asupra metodelor de construcţie a 
sistemelor necesare implementării acestor tehnici, dar vor fi citate de fiecare 
dată lucrări (̂ cu predilecţie personale) care prezintă aceste aspecte. Nici 
aplicaţiile practice ale rezultatelor obţinute nu fac obiectul acestei teze. Scopul 
lucrării de faţă este doar analiza metodelor de îmbunătăţire a RSZ prin prisma 
teoriei prelucrării semiialelor. 

Orice sistem analogic de telecomunicaţii conţine câteva filtre 
analogice. .Aceste sisteme sunt indispensabile în constructiâ modulatoarelor 
multiplexoarelor, sistemelor de eşantionare, demodulatoarelor etc. Chiar şi în 
cazul sistemelor mixte (analogice şi numerice) utilizarea unor filtre analogice 
esie indispensabilă, mai ales pentru construcţia interfeţelor analogice (filtre 
antialiasing. îiltre de reconstrucţie ...). 

Fie semnalul x(i), obţinut prin perturbarea aditivă cu zgomot alb de 
banda limitată, nB(i), a semnalului util, s(t). Se consideră că banda zgomotului 
este B ŞI ca densitatea sa spectrală de putere este NQ. 

RSZ pen-iru semnalul x(t) este definit cu relaţia : 

RSZ: = i 
PnB 

unde cu P am notat puterea semnalului util iar cu P^ puterea zgomotului Dună 

^ r e ^ f i T a " " " " ^ energt r f i n ^ - ^ L 
îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot, noate fi r^or, • 

>tt) = u(t) + nBo(t) 

unde uc, reprezintă răspunsul filtrului considerat Ia semnalul util s(t) iar nBo(t) 

BUPT



reprezintă răspunsul aceluiaşi sistem dar la semnalul aleator neCt). RSZ la 
ieşirea filtrului este : 

RSZo = Pu 

îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot se poate aprecia prin 
valoarea parametrului % definit astfel : 

X = 
RSZo 
RSZi (1.1) 

(1.2) 

Admiţând că filtrul este ales în aşa fel încât: 

Pu = Ps 

valoarea îmbunătăţirii raportului semnal pe zgomot este : 

PnBO 

Densitatea spectrală de putere a semnalului neo este legată de 
densitatea spectrală de putere a semnalului ne, conform relaţiei [Spă.'87] : 

Cl>„BO=|HH'-«>nB 

unde cu s-a notat răspunsul în frecvenţă al filtrului considerat. Deci : 

^nBo(®)=No-|H(co)f 

Rezultă valorile pentru puterea semnalului aleator de la intrare : 

PnB = 2k (1.3) 

şi puterea semnalului aleator de la ieşire : 

Pneo JBNO -iHCcof dco = ^ • J3|H(co)F dco 

îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot este deci : 

(1.4) 
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Deoarece % este adimeiisional, rezultă că numitorul membrului drept al ultimei 
relaţii are dimensiune de frecvenţă. De aceea el poartă numele de bandă 
echivalentă de zgomot a filtrului cu răspunsul în frecvenţă H(fy). Deci filtrul cu 
răspunsul în frecvenţă H(cy) trebuie proiectat în aşa fel încât banda de trecere a 
filtrului să conţină banda semnalului util s(t) (prin urmare aceasta trebuie să fie 
cunoscută) şi să aibă o bandă echivalentă de zgomot cât mai mică. 

Se observă astfel importanţa cunoaşterii benzii echivalente de 
zgomot a filtrelor analogice. 

Se pune problema determinării răspunsului la impuls h(t) al acelui 
sistem care maximizează RSZ la ieşirea sa la momentul T când la intrarea sa 
este adus semnalul : 

x(t) = s(t) + n(t) 

unde n(t) este un zgomot staţionar cu densitate spectrală de putere On((y). 
Având în vedere enunţul problemei, RSZ trebuie redefmit în aşa fel 

încât el să devină o funcţie de timp. Se va considera că semnalul s(t) este de 
energie finită. Pentru semnalul y(t): 

y(t) = u(t) + no(t) 

de la ieşirea filtrului cu răspunsul la impuls h(t), se defineşte cu formula: 

PnO 

Pentru puterea semnalului aleator de la ieşire vom avea : 

Pno = ^ Î |H(0))p-(Dn(C0)dC0 - 0 0 

Expresia semnalului util de la ieşire fiind : 

00 
u(t) = S(t) • h(t) = js(x)-h(t-x)dT 

- X 

valoarea lui u(t) In momentul T este : 

u ( T ) = ] s ( T ) . h ( T - T ) d T 
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sau, pe baza transformării Fourier inverse : 

De aceea : 

u(T) = — • ] H(o)) • S(ffl) • ej®"̂  dco 
2n 

1 ^ 2 
u(T): 2 _ 1 ^ 
u(T): 

Uîly 

iar expresia RSZ la ieşire devine : 

RSZo = 

1 ^ 
2 co 

UTI; -co 
H(co)-S(®)-ej®^ dco 

271 
||H(Q)p-<D„(co)dco 

(1.6) 

Este binecunoscută inegalitatea lui Schwartz : 

2 

I A(co) •B*(®) dco < |A(co)f-dco J|B(co)p-dco 

Fie 

A(co)= H ( C 0 ) - F ( D N ( ® ) 

B*(co) = S(co)-ej'"^[(D„(®) 

Ultima inegalitate devine : 

H(®)S(co)ej"'^ dco |H(CO)P|(D„(CO) | dco 
V-cx) 

is(co)r 
/ V . c c l O n ( ® ) | 

dco 

Folosind această inegalitate, pentru relaţia (1.6) avem : 

271 . i l O n (0^)1 
(1.7) 

S-a obţinut în acest mod valoarea maximă a RSZ la ieşirea filtrului 
cu răspuns la impuls h(t), la momentul T, pentru semnalul de intrare s(t). După 

9 
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RSZo ^ 1 ] |S(co)|^ 
i l O n (00)1 

dco (1.7) 

S-a obţinut în acest mod valoarea maximă a RSZ la ieşirea filtrului 
cu răspuns la impuls h(t), la momentul T, pentru semnalul de intrare s(t). După 
cum se ştie, semnul egal în inegalitatea lui Schwartz se obţine pentru : 

A(a)) = K-B(o)) 

unde K este o constantă. Această relaţie se mai scrie : 

Deci : 

adică : 

O n ( c o ) 

H(co) = 

fon(cof)2 

H(0)) = K • S*(o). e-J-^. I (D„ (co)r̂  = K • S*(oa) > e"^"^ 

S-a obţinut astfel răspunsul în frecvenţă al filtrului care 
maximizează RSZ al semnalului y(t) la momentul T, cu excepţia unei constante 
multiplicative. 

După cum se vede, acest răspuns în frecvenţă depinde de spectrul 
semnalului determinist s(t) de la intrare şi de densitatea' spectrală de putere a 
zgomotului n(t) de la intrare. Cunoscând deci aceste caracteristici ale 
semnalului de intrare se poate determina răspunsul în frecvenţă H{co). Sistemul 
cu acest răspuns în frecvenţă se numeşte filtru adaptat la semnalul x(t). 

In continuare se determină răspunsul în frecvenţă al unui filtru 
adaptat Ia un semnal cu componenta aleatoare zgomot alb, având densitatea 
spectrală de putere NQ : 

0,(co) = No 

Rezultă : 

K 
N 
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h(t) = A . s ( T - t ) 
No 

Răspunsul acestui sistem la semnalul s(t) este : 

u(t) = h(t)*s(t) = ^ ] s ( T ) - s ( T - t + T)dT = — - R . C t - T ) 
Ĵ O - 0 0 Nq 

şi deci proporţional cu autocorelaţia semnalului s(t). Deci: 

u ( T ) - ^ - R s ( 0 ) > u ( t ) , (V) t6R-{T} 
No 

Valoarea maximă a RSZ devine în acest caz : 

RSZo,, , d® = ̂  (1.8) 

unde cu E s-a notat energia semnalului s(t). Dependenţa de timp a RSZ este în 
acest caz : 

RSZ - | K - N o ' - R , ( t - T ) p _\R,(t-T)\' 
^ 1 O O o N^ . F 

— • j K X ' l S r f - N o d o ^ 

Dacă pentru constanta K se alege valoarea NQ, expresia răspunsului în frecvenţă 
al filtrului adaptat devine : 

iar răspunsul la impuls al acestui filtru este : 

h(t) = s ( t -T) 

Pentru ca filtrul adaptat să se poată construi este necesar ca el să fie 
cauzal. Avem astfel : 

h(t) = 0 , V t<0 =>u(t) = 0 , V t<0 (1.9) 

Acceptând că durata semnalului determinist de intrare este to : 
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s(t) = 0 , Vt ^[0,to 

şi ţinând seama că Rs(t) se obţine ca şi rezultat al convoluţiei între s(t) şi s(-t), 
care au suporturile [ O, to ] şi [ -to, O ], rezultă că suportul lui Rs(t) este [ -to, to]. 
De aceea suportul lui u(t) este: [ -to+T, to+T ]. Ţinând seama de condiţia (1.9) 
rezultă că : 

- t n + T > 0 t o < T 

Deci se pot construi filtre adaptate doar pentru semnale de durată limitată iar 
momentul la care se maximizează RSZ nu poate apare decât după terminarea 
semnalului s(t). Această constatare exclude utilizarea filtrelor adaptate în 
aplicaţiile de timp real. Motivul expus mai sus implică de obicei ca filtrele 
adaptate să nu poată fi construite exact, dar pot fi construite filtre ale căror 
caracteristici să aproximeze caracteristicile filtrelor adaptate. Filtrele adaptate se 
utilizează în construcţia detectoarelor optimale . 

în continuare se va demonstra că filtrele adaptate pot fi utilizate şi 
în scopul separării în domeniul timp a unor semnale diferite deoarece 
îmbunătăţesc rezoluţia temporală a capacităţii de separare a două impulsuri 
apropiate. Fără filtrare adaptată această rezoluţie este aproximativ egală cu 
durata to a primului impuls. După filtrarea adaptată, având un semnal de tip 
impuls cu durata to, rezoluţia temporală este determinată de durata autocorelaţiei 
impulsului i, care, conform [Cou.'84], este invers proporţională cu banda 
efectivă a semnalului, notată cu B .̂ Este clar că pentru semnale de bandă largă 
este valabilă relaţia: 

•<tn 
Bx 

Deci folosind filtrarea adaptată se poate îmbunătăţi rezoluţia temporală 
considerată, cu atât mai mult cu cât semnalul considerat este de bandă mai largă. 
Este de exemplu cazul semnalelor de tip "chirp" sau al celor pseudoaleatoare. 
Semnalul de tip "chirp" stă la baza aplicaţiilor din radiolocaţie. Calculul valorii 
maxime a RSZ la ieşirea unui filtru adaptat la semnal "chirp" este prezentat în 
[Isa.'95]. 

Un exemplu de semnal des întâlnit în telecomunicaţii este semnalul 
dreptunghiular. Pentru determinarea unui filtru adaptat la impuls dreptunghiular 
considerăm expresia analitică a impulsului dreptunghiular având o durată to : 

s(t) = A a t + to - a t - l o 

Energia sa este : 
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Răspunsul la impuls al filtrului adaptat la acest semnal este pentru, K = 1 : 

h(t) = A. a T - t + i ^ ' - a f x - t - M ' 
2 , 

Dar acesta este răspunsul la impuls al unui integrator ideal care poate fi 
aproximat printr-un filtru trece jos RC de ordinul I, cu răspunsul în frecvenţă : 

H(®) = - 1 
I + jcoRC 

având răspunsul la impuls h(t) dat de relaţia : 

h(t) = ^ - e ' ^ - a C t ) 

Răspunsul indicial al aceluiaşi sistem este : 

\ 

r(t)= 1-e RC .CT(t) 

De aceea răspunsul filtrului RC trece jos de ordinul I la semnalul s(t) este : 

u(t) = A 
L V 2 y 

- r 
/ \ t - ^ 

2J 

Se observă că momentul la care |u(t)| este maxim este T=to/2, 
valoarea la acest moment fiind : 

u(T) = A.r(to) = A. l - e RC 

De aceea : 
f t 

l _ e " R C 

Calculăm valoarea puterii zgomotului la ieşirea integratorului RC : 
13 
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i r 1 , N o 1 f uu du 

No 1 
271 RC 

• arctg u No 
2RC 

Deci valoarea maximă a RSZ la ieşirea integratorului RC rezultă : 

1 _ e RC 2RCA' 1 _ e RC 

RSZo=- No 
2RC 

No 

Valoarea maximă a RSZ la ieşirea filtrului adaptat la dreptunghi este conform 
relaţiei (1.8) : 

RSZ, E A ' - t n 
o max Nn Nn 

Deci, făcând raportul între îmbunătăţirea RSZ la ieşirea integratorului şi 
îmbunătăţirea RSZ la ieşirea filtrului adaptat, avem : 

2 R C A ^ • 
RSZ o _ 

1 - e RC 
\2 

N o _ 
RSZ 0iiu:x N. A^- t . 

= 2 
RC 
to 

f to 
1 - e RC 

\2 

Conform calculelor prezciuate în [Isa.'95], pentru valoarea : 

io -
RC 

-1,25 

se obţine valoarea maximă a acestui raport: 

RSZ 
RSZ 

^ = =0.816 
O max 

CU alte cuvinte, aproximarea filtrului adaptat la dreptunghi printr-un filtru trece 
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jos de ordinul I cu constanta de timp de 1,25 ori mai mică decât durata 
dreptunghiului conduce la o scădere a valorii maxime a RSZ la ieşire de doar 
0,88 dB. 

OBSERVAŢII 
01. De obicei problema zgomotului colorat, care perturbă semnalul de intrare, 
poate fi redusă la problema mai simplă a zgomotului alb prin prefiltrarea 
semnalului de prelucrat x(t) cu un filtru de albire. Construcţia unor astfel de 
filtre este prezentată de exemplu în [Wha.'71]. 
02. Deşi, în general, filtrele adaptate sunt nerealizabile, ele pot fi bine 
aproximate cu filtre fizic realizabile. 
03. Principala aplicaţie a filtrelor adaptate este în detecţia optimală a 
semnalelor de formă cunoscută, perturbate aditiv. Acest lucru se datorează 
faptului că la momentul T se poate lua relativ uşor decizia referitoare la 
prezenţa semnalului s(t) la intrare, deoarece RSZ la ieşire este maxim şi 
rezoluţia temporală la ieşire este superioară celei de la intrare (durata efectivă a 
semnalului u(t) este inferioară celei a semnalului s(t)). 
04. Din păcate forma semnalului u(t) nu este de loc asemănătoare formei 
semnalului s(t). în aplicaţiile în care se doreşte să nu se afecteze forma 
semnalului trebuiesc folosite altfel de filtre (Wiener, Kalman sau Bucy). 
05. Alte modalităţi de îmbunătăţire a RSZ se bazează pe calculul funcţiei de 
corelaţie sau a "cepstrului" semnalului x(t) [Spă.'87] sau pe utilizarea 
intercorelatoarelor sincrone (amplificatoare sincrone) [Cou.'84]. 

Una dintre tendinţele cele mai modeme în prelucrarea semnalelor 
este înlocuirea sistemelor analogice cu sisteme digitale. Sistemul analogic este 
înlocuit cu sistemul realizat prin conectarea în cascadă a unui convertor analog 
numeric cu un filtru digital şi cu un convertor numeric analogic. Semnalul de 
prelucrat este eşantionat obţinându-se secvenţa de la intrarea filtrului numeric. 
Prin creşterea RSZ (ca urmare a filtrării digitale) a semnalului în timp discret se 
obţine o creştere a RSZ a semnalului de la ieşirea convertorului numeric 
analogic. Erorile specifice conversiei analog numerice (eroare de eşantionare, 
eroare de cuantizare) pot fi privite ca şi zgomot suplimentar care afectează 
aditiv semnalul util. Evident că şi acestea pot fi diminuate prin filtrare digitală. 

Considerând problema îmbunătăţirii RSZ pentru semnalele în timp discret 
prin filtrare numerică liniară, fie semnalul : 

x[n] = s[n] + nB[n] 

unde s[n] este un semnal determinist de putere finită iar nB[n] este un zgomot 
alb de bandă limitată B şi de densitate spectrală de putere NQ. Prin filtrarea 
semnalului x[n] cu sistemul cu răspuns la impuls h[n] se obţine semnalul y[n] : 
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y[n] = u[n] + nBo[n] 

unde : 
u[n] = s[n] * h[n] 

0„bo(£^) = 0„B(Q>|H(Q)P 

[Bel.'90], [Cou.'84], [DeS.,Isa.'93], [Naf.,Câm.,Isa.'95]. La intrarea filtrului 
avem RSZ dat de relaţia : 

R S Z i = — 
Pu 

iar la ieşire avem : 

R S Z o - ^ 
Pneo 

îmbunătăţirea RSZ fiind : 

^ ^ R S Z o ^ P u Pu 

R S Z i Ps PnBO 

Dacă filtrul este proiectat astfel încât: 

Pu = Ps 

atunci îmbunătăţirea RSZ este : 

PnBO 

Dar : 

PnB = : ^ - Î N o dQ = No 
271 -N 

PnBO = • î No I H(Q) pdQ = ^ • ] I H(Q) dQ 
271 271 

de aceea : 
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X =• 
No 271 

No. 
271 

H(Q)pdQ i | H ( a ) p d Q 

Numitorul membrului drept poartă numele de bandă echivalentă de 
zgomot a sistemului cu răspunsul în frecvenţă H(n). Similar cu consideraţiile 
prezentate pentru un filtru adaptat la un semnalul analogic, în [Isa.'95] este 
rezolvată problema răspunsului la impuls h[n] al sistemului care maximizează 
RSZ de la ieşirea sa, la momentul N, când la intrare avem un zgomot staţionar 
suprapus aditiv peste semnalul util. Considerând pentru zgomot un semnal 
aleator cu densitatea spectrală de putere On(Q), valoarea maximă a RSZ la 
ieşirea filtrului cu răspuns la impuls h[n] este : 

RSZ. < 1 
I 

S(Q) 
-dQ 

Pentru răspunsul în frecvenţă al filtrului care maximizează RSZ al semnalului 
de la intrare la momentul N vom avea : 

H(a) - K • S* (Q) • e " • (Q)]"' 

Dacă avem zgomot alb : 
(D„(Q) = No 

răspunsul în frecvenţă al unui filtru adaptat la un semnal cu componentă 
aleatoare de tip zgomot alb este : 

No 

Alegând pentru constanta K valoarea NQ, expresia răspunsului în 
frecvenţă al filtrului adaptat devine : 

H(Q) 

iar răspunsul la impuls al acestui filtru este : 

h[n] = s [n-N] 

Se cunosc numeroase exemple de filtre adaptate la semnale în timp discret. O 
parte din acestea sunt prezentate în [Kun.'86], [Opp.,Sch.'75] sau • 
[DeS.,Isa.'92]. 
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CAPITOLUL 2. ÎMBUNĂTĂŢIREA RSZ PRIN 
FILTRARE LINIARĂ 

Din cele prezentate în primul capitol se deduce importanţa 
cunoaşterii benzii echivalente de zgomot a filtrelor. 

2.L O nouă modalitate de estimare a benzii echivalente 
de zgomot a unor filtre trece jos realizabile 

în continuare se consideră că semnalul SB(t) este de bandă limitată şi 
că spectrul său are o valoare nenulă la co = O (adică avem un semnal de tip "trece 
jos"). In acest caz H(co) trebuie să caracterizeze un filtru trece jos. După cum se 
ştie cel mai frecvent se utilizează filtre trece jos de tip Butterworth, Cebîşev sau 
Bessel. 

Răspunsul în fi'ecvenţă al unui filtru de tip Butterworth, cu pulsaţia 
de tăiere de 1 rad/s, de ordinul n, are proprietatea : 

R{(d) 
l + cô " (2.1) 

In continuare se va aprecia banda echivalentă de zgomot a unor filtre 
de tip Butterworth de diferite ordine. 

Pentru n = 1 relaţia (2.1) devine : 

Hi(co)' ^ 

este 

1 + OD̂  

Banda echivalentă de zgomot a filtrului cu acest răspuns în frecventă 

" dco 
Bzi = J |Hi (03)1 dco = j ^ = arctgo) 

-co -oo l + CO 
= 71 
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In această relaţie s-a considerat că semnalul n(t) este un zgomot alb 
de bandă nelimitată. în ipotezele capitolului anterior (semnalul nB(t) zgomot alb 
de bandă limitată, B), s-ar fi obţinut: 

B B 

.. r̂ doo 2 B Bzi = J j- = arctg co = 2arctg — 

' 2 
B 

'2 

Pentru n = 2, relaţia (2.1) devine : 

1 
H 2 ( C O ) 

1 + co 

In această relaţie membml drept se poate scrie : 

1 1 co 1 1 
l + co"̂  2V2 co^-V2co + l 2 CO^-V2CD + 1 

1 

+ 

co 1 

este 

2V2 co^+V2co + l 2 co^+V2co + l 

Banda echivalentă de zgomot a filtrului cu acest răspuns în frecvenţă 

codco 
' ' 2V2 io3^-V2o3 + l 2jo3^-V2co + l 

dco 

codco 
4 f 

dco 
2V2 i CÔ  + V2co + 1 2 ^ cô  + V2co +1 

"2 "2 

Prima integrală din membrul drept se poate calcula astfel: 

B B B 

r̂ co dco ^ j. U2co-V2)dco ^ ^ l dco 
B co — V2co + 1 2 Q co^-V2co + l 2 dco^-V2co + 1 

"2 "2 "i 
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în continuare, se calculează pe rând : 

BCO 
1 

3- - V 2 0 + I 
co 

B^-2V2B + 4 
B^ + 2V2B + 4 

Şl: 

B 

2 
V2 

3 cô  - V2co +1 

B _ V2 
9 9 arctg ^ ^ ^ 

B V2' 

- arctg ^ ^ ^ 

Se deduce analog : 

dco 
B CO" + V2co + 1 

= V2 9 9 9 arctg ^ ^ ^ - arctg ^ ^ 2 2_ 

Ultima integrală din relaţia de calcul pentru se descompune în modul 
următor : 

B 

codoo U2(o + V2)dco_ V2 
O J , . 1 O J" 

dco 
B CO" + V2co + 1 2 ^ cô  + V2co + 1 2 g cô  + V2co +1 
2 "2 "2 

pentru care avem : 

7(2co + V2)dco ^ 
J P = 
BCO" + V2CO + 1 

"2 

co ̂  + ^/2 co + 1 B^+2V2B + 4 
B^-2V2B + 4 

înlocuind toate aceste rezultate în relaţia de calcul a benzii echivalente de 
zgomot, forma finală pentru aceasta este : 
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B - ^ 
^̂  2V2 

In B^-2V2B4 
2 

( B > 1 B 
U 

- 1 
J 

+ ^ a r c t g 
B^+2V2B + 4 

Dacă se consideră că n(t) este zgomot alb de bandă nelimitată, 
atunci : 

dco 
l + a 

- lim^ -
1 

2V2 
In B^-2V2B + 4 

6 ^ + 2 7 2 6 + 4 

B 
- l + - -arctg B + 1 

V2 

Se observă astfel că dacă se creşte ordinul filtrului de la 1 la 2, banda 
sa echivalentă de zgomot scade de 42 ori. 

Fără îndoială că n poate fi crescut în continuare dar integralele care 
trebuiesc calculate conduc la calcule mult mai laborioase. De aceea în continuare 
se prezintă nişte margini (superioară şi inferioară) pentru benzile echivalente de 
zgomot ale filtrelor Butterworth de diferite ordine. Pentru valori exacte, obţinute 
prin integrare, se poate consulta articolul [Naf'92]. 

în figura 2.1a) este prezentată caracteristica de modul a răspunsului 
în frecvenţă a unui filtru Butteworth de ordinul n. 

în figura 2.1 b). este prezentat graficul funcţiei |H(co)|^. Curbele 
notate cu II din cele două figuri reprezintă caracte-risticile reale iar curbele notate 
cu I sunt caracteristicile asimptotice. Curbele notate cu III au fost obţinute trasând 
paralele la caracteristicile asimptotice prin punctul (0,-3dB) în cazul figurii 2.1a) 
şi prin punctul (O, -6dB) în cazul figurii 2.1b). Observând figura 2.1a) se poate 
scrie : 

201og|Hi(co)h 
O, C 0 < 1 

[-20nlogco, co>l 

20 log|H(co)|<20 log|Hi(co)| 

201og|H(co)p<20 log HI (Q) 

Dar pe baza relaţiei (2.2), se poate scrie: 

(2.2) 

sau : 

201ogHi(03) 
O, co < 1 

-40nlogco, c o l 
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astfel că 20 log H j (co)' reprezintă tocmai curba I din figura 2.1b). 

20 log|H(ro)l 
[dB] log co [dB] logco 

\ V 
\ 

- 6 

a). b). 

Figuia 2.1 a). Caracteristica de modul a răspunsului în frecvenţă a 
unui filtru Butterworth de ordinul n; 

b). caracteristica 20 log|H(co)p pentru un filtru Butterworth de ordinul n. 

Trecând de la coordonatele logaritmice la coordonate liniare, constatăm : 

H,(co) 
1, ffl<l 

co"'", C0>1 

1 - 1 ( 0 3 ) - < H , ( ® ) 

(2.3) 

(2.4) 

Graficele acestor funcţii sunt prezentate în figura 2.2. 
Pe baza relaţiilor (2.3) şi (2.4) se poate scrie : 

B, < j|Hi(co)| dco = 2 j|Hi(co)| dco 
B 

"2 

care pentru B > 2 devine : 
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B 

1 2 
Bz<2(|dco+ jco-2"doD) = 2 

o I 
1 + — 

l -2n 

= 2 1 + -
1 - 2n 2 n - l 

- 2 n + l 

4n 
2 n - l 2 n - l 

S-a obţinut astfel că marginea superioară a benzii echivalente de 
zgomot a unui filtru trece jos Buttemorth de ordinul n are expresia : 

Bz,„„ = 4n 
2 n - l 2 n - l 

l'iguni 2.2. O iiiajorantă, 1 şi o minorantă, III, pentru 
ciiraclcristica |H(co)| , notată cu II 

Dacă SC consiclcrn cii/.iil în carc l3->oo (n(t) este zgomot alb de bandă nelimitată), 
atunci : 

4n 
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Revenind la figura 2.1a) notăm cu Hni(co) caracteristica de modul a 
răspunsului în frecvenţă a unui filtru Butterworth de ordin n ideal care minorează 
caracteristica de modul H(co) pentru filtrul real. Se observă din figură că putem 
scrie atât: 

201og|Hi„(c^)h 
- 3 , co<l 

-20nlogco-3 , co>l 

cât şi : 

sau : 

201og|H(co)|>201og|Hi„(oD)| 

201og|H(co)|'>201og|H„i(co)|^ 

în această ultimă relaţie, conform notaţiei din relaţia (2.2), avem : 

201ogiH„Kco)R-
- 6, co < 1 

-40nlogco-6 , co>l 

Se constată astfel că 20 log |H ,„ (co reprezintă tocmai curba III din 
figura 2.1b). Trecând de la coordonatele logaritmice la coordonate liniare, pentru 
ultima relaţie obţinem : 

lHiii(co)|' = 2' 
-2n 

CO 

C 0 < 1 

C 0 > 1 

Se mai observă că : 

Hi„(co)P=^|HI(CO)|' 

Membml stâng al acestei relaţii reprezintă curba III iar membrul drept - curba I 
din figura 1.2. Deci : 
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Şl prin urmare : 

r 2 1 
BZ^ HNI(OA) DOO = -BZ3^P 

R ^ 

S-a obţinut astfel şi marginea inferioară a benzii echivalente de 
zgomot a unui filtru trece jos Butterworth de ordinul n : 

BZINF=-
4n 2) 

2 n - l 2 n - l 

Când B^co expresia marginii inferioare devine : 

2n 

S-a demonstrat aşadar că : 

BZinf <BZ<BZ3,p 

Trecând la limită în această relaţie pentm n oo, se obţine : 

l < B z < 2 

Valoarea relativ mare a lui Bzinf arată că utilizarea filtrării liniare nu conduce la 
rezultate remercabile atunci când RSZ al semnalului de prelucrat este mic. De 
aceea în aceste situaţii se recomandă utilizarea filtrelor neliniare [Ana.,Ven.'89], 
[Isa.,Isa. '92]. 

OBSERVAŢII 
Ol. Dacă pulsaţia de tăiere a lîltrului Butterworth ar fi fost COQ (COO diferit de 1) 
atunci s-ar fi obţinut: 
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H(co) 

1 + 
/ \2n 

CO 
K^oj 

Bz, =2(Ooarctg 
B 

2c0f 

Bz-, =co, 
2V2 

•In 

B 
C0~ + V2co +1 2(Oo 

CO- - V2co +1 B 
2coo 

+ tOp 
2V2 

• arctg 

B 
V2co 2(0 0 

1-co^ B 
2(00 

Aceste relaţii pot fi obţinute şi prin particularizările n = 1 şi respectiv n - 2 în 
relaţia (8) din [Naf.'92]. 

Bz, = 2 

S(co) 
No 

B 

dco + 
COq 

BZi = COn +-

= 2 

1 

COn +• 
1 

l - 2 n 
•CO -2n+l 

î t .> 
27r_ 471 6n corii 
T T T J 

l - 2 n 
•CO -2n+l 

CO 

H(co) 

A 

i 1 
CO 

1 

1 
•tno(CO) 

2n 4n 6n CO 
T T T 

Figura 2.3. îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot 
pentru un semnal periodic, prin filtrare. 
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02. Caracteristicile asimptotice depind doar de ordinul filtrului şi nu de tipul de 
aproximare utilizat. De aceea marginea Bzs este aceeaşi şi pentru filtrele de tip 
Bessel. Se poate determina şi pentru acest tip de aproximaţie o margine inferioară 
pentru banda de zgomot, numai că expresia acestei va fi diferită de Bzi deoarece 
intersecţia caracteristicii reale (curba II din figura 2.1a)), în cazul aproximării de 
tip Bessel nu mai are coordonatele (O, -3dB) , ci depinde de ordinul filtrului. 
Metoda propusă ar putea fi utilizată şi în cazul aproximării de tip Cebîşev chiar 
dacă, în acest caz, caracteristica reală (curba II din figura 2.1a)) oscilează în jurul 
caracteristicii asimptotice (curba I) în banda de trecere. Având în vedere însă că 
amplitudinea oscilaţiilor este mică, metoda propusă conduce la rezultate bune. 
03. Metoda de estimare a benzii echivalente de zgomot poate fi generalizată cu 
uşurinţă şi pentru cazul filtrelor de tip trece sus, trece bandă sau opreşte bandă, 
prin transformări de variabilă. 
04. O categorie de semnale deterministe de putere finită este cea formată din 
semnale periodice. în figura 2.3 se prezintă un exemplu de îmbunătăţire a 
raportului semnal pe zgomot al unui semnal periodic, prin filtrare. 

Se observă că, în exemplul considerat, relaţia (1.2) este satisfăcută. 
De asemenea avem determinată puterea semnalului aleator de la intrare conform 
relaţiei (1.3) : 

P - ^ B 

şi puterea semnalului aleator de la ieşire corespunzător relaţiei (1.4): 

^neo 271 

iar raportul semnal pe zgomot esie : 

Nog 
, - - B Lj 

Există o categorie de filtre analogice, filtrele transversale, prin a 
căror utilizare raportul semnal pe zgomot poate fi îmbunătăţit şi mai mult. Un 
exemplu este prezentat în figura 2.4. 

Considerând că semnalul x(t) este acelaşi ca şi în cazul exemplului 
din figura 2.3, pentru tipul de filiru din figura 2.4, se obţine : 
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No B 
X4 

-271 _ B 

N o c C 
2% 

Rjico) 

Figura 2.4. Un exemplu de utilizare a filtrelor transversale pentru îmbunătăţirea 
raportului semnal pe zgomot în cazul semnalelor periodice. 

Deoarece aria haşurată în figura 2.4 (de valoare C) este inferioară 
ariei dreptunghiului de bază B şi înălţime 1, se poate scrie : 

şi deci : 
C < B 

X4>Z3( pentru C0m=B) 
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2.2. Utilizarea filtrelor transversale pentru prelucrarea semnalelor 
periodice 

După cum s-a văzut în ultima observaţie din paragraful precedent, 
în cazul semnalelor periodice filtrele transversale sunt superioare filtrelor 
clasice, din punct de vedere al îmbunătăţirii raportului semnal pe zgomot. 

în figura 2.5 se prezintă schema bloc a unui filtru transversal 
analogic. 

y(t) 

Figura 2.5. Schema bloc a unui filtru transversal. 

Se cunoaşte legătura dintre semnalele de intrare şi de ieşire 

y(t)-aox(t) + aix(t-T) + a2x(t-2T) + ... + a,,x(t-nT) 

Luând transformata Fourier în cei doi membrii ai acestei relaţii, se obţine : 

Y(od) - aoX(co) + ... + a, • 

Deci răspunsul în frecvenţă al filtrului transversal analogic este : 

271-
X(co) 

C0 + -
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şi se observă că răspunsul în frecvenţă al unui filtru analogic transversal este o 
funcţie periodică (ceea ce justifică şi graficele din figura 2.4). Dacă se impune 
condiţia : 

1 
n + 1 

, k = 0,n 

sistemul obţinut se numeşte mediator analogic şi are răspunsul în frecvenţă : 

H . (co) - y e " = ^ : 
n + l Ă ) n + 1 

sau : 

. n sm 
1 

(n + l)co-

n + 1 T sm co-
2 

(2.5) 

Făcând notatia 

X =-COT 

se observă că : 

i - i ik^- ' 
V T / n + 1 X -> O sm X 

Astfel spectrul de amplitudini al semnalelor periodice, de perioadă t, este 
neafectat de prelucrarea acestor semnale cu mediatorul analogic. 

în cazul în care la intrarea unui astfel de sistem este adus un 
zgomot alb nB(t), de bandă limitată B şi care are media nulă, la ieşirea acestui 
sistem se obţine un semnal aleator staţionar şi ergodic, nBo(t). Media acestuia se 
calculează ţinând seama că operatorul de mediere statistică E{ } este liniar. 
Rezultă : 

E {n30(t)} = Ê  i "B(t - k x ) U - L X E {ne(t - kî} n + 1 k=n n + 1 Ĵ Q̂ 

şi pentru că nB(t) este staţionar avem în continuare : 
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E{nBo(t)} = - ^ t 0 = 0 

Dispersia semnalului nBo(t) este : 

E{n|o(t)} = E ^ ÎNECT-K-C) 
n + 1 k=o 

( n + i r 
t n | ( t - k x ) + t t n B ( t - k x ) n B ( t - l x ) 
k=0 k=0 1=0, 

MK 

^ t E { n | ( t - k T ) } + — M : E { n B ( t - k T ) n B ( t - k T ) } (2.6) 

Nn 

VnB(CO) 

CO 

B 

2 
B 
2 

Figura 2.6. Densitatea spectrală de putere a unui zgomot alb de bandă limitată. 

Dar : 

în figura 2.6 se prezintă densitatea spectrală de putere, (pns, a 
semnalului neO). Autocorelaţia acestui semnal aleator este : 
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B B 

271 3 ^Tljt 
2 9 

B 

^ _ No 
B 2njt 

"2 

• B , .B ^ 
j t - j - . t _ p 2 

2njt nt 2 71 2 Bţ 
2 

Se constată că : 

27:̂  
= 0 ( V ) k 6 Z - { 0 } 

(2.7) 

în cazul în care banda zgomotului alb, B, este un multiplu întreg al 
pulsaţiei Oq = Iit/t, conform relaţiei (2.3) se obţine : 

E{nB(t - kT)n3(t - h ) } = ((1 - k)T) = (1 - k) 271 

= R "BIB ' ( l - k ) p ^ ] = 0 
ii / 

Deci, dacă se respectă condiţia : 

B = pcOo, p e Z - { 0 } 

atunci relaţia (2.6) devine : 

(2.8) 

Pneo=E 
(2.9) 

Prin unnare se poate afirma că, dacă la intrarea unui mediator analogic se aduce 
semnalul x(t) : 

x(t) = s(t) + n(t) 

unde s(t) este un semnal periodic de perioadă T si n(t) un zgomot alb de bandă 
limitată, B, şi se respectă condiţia (2.8), atunci Ia ieşirea mediatorului se obţine 
un semnal y(t) : 
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y(t) = u(t) + nBo(t) 

cu Ps = Pu şi o îmbunătăţire a raportului semnal pe zgomot de : 

Png 
X = p ^nBO 

sau, folosind relaţia (2.9) : 

X = n + 1 (2.10) 

Se constată că îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot obţinută 
astfel este egală cu numărul liniilor de întârziere ale filtrului transversal folosit. 

OBSERVAŢII 
01. Având în vedere că p din condiţia (2.8) poate fi orice număr întreg nenul, 
această condiţie nu este prea restrictivă. 
02. Relaţia (2.10) arată că îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot introdusă 
cu metoda descrisă poate fi oricât de mare, principala limitare fiind impusă de 
complexitatea sistemului de filtrare obţinut. 
03. Caracteristica de fază a mediatorului analogic (relaţia (2.5)) este liniară pe 
porţiuni. Deci o dată cu creşterea ordinului filtrului transversal va creşte şi 
întârzierea introdusă de acesta. 
04. Construcţia unor sisteme de acest tip este dificilă datorită dificultăţii cu 
care se construiesc liniile de întârziere analogice. De obicei filtrele transversale 
analogice se construiesc cu ajutorul filtrelor transversale numerice [Naf, 
Isa.'91] sau cu ajutorul dispozitivelor de transfer de sarcină [Eze.,Jen.'92]. 

Liniile de întârziere pot fi realizate şi cu ajutorul filtrelor trece tot. 
05. Filtrul transversal este una din structurile de bază folosite în construcţia 
sistemelor cu parametrii variabili în timp, ca de exemplu a filtrelor adaptive. 
Această observaţie este importantă deoarece nici un semnal întâlnit în 
telecomunicaţii nu este pur periodic. Multe semnale cvasistaţionare (folosite 
frecvent în telecomunicaţii) pot fi privite însă ca. o succesiune de semnale 
periodice pe porţiuni. Raportul semnal pe zgomot în aceste cazuri poate fi 
crescut prin utilizarea unor filtre transversale cu parametrii variabili în timp. 
06. Performanţa specificată de relaţia (2.10) este atinsă doar dacă zgomotul 
care trebuie înlăturat este alb. De îndată ce această condiţie nu mai este 
îndeplinită performanţele filtrului transversal devin mai slabe. 
Ol. Este evident că, pentru construcţia filtrului transversal este necesară 
cunoaşterea perioadei semnalului s(t), T. Din păcate această mărime nu este 
întotdeauna cunoscută. în aceste cazuri poate fi utilizată detecţia sincronă. 
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2.3. Benzi echivalente de zgomot ale unor filtre numerice 

In [Isa.'95] s-au calculat benzile echivalente de zgomot pentru 
câteva filtre numerice cu răspuns fmit la impuls (RFI) de diferite ordine. în 
aceeaşi referinţă bibliografică s-au propus şi etape de proiectare a filtrelor RFI 
şi s-au făcut aprecieri asupra benzilor echivalente de zgomot pentru un filtru 
numeric cu răspuns infinit la impuls (RII). în continuare se prezintă doar 
calculele pentru benzile echivalente de zgomot pentru filtrele numerice RFI de 
ordinul N şi pentru filtrul RII de ordinul I. 

2.3.1. Filtru RFI de ordinul N 

Ecuaţia cu diferenţe finite care descrie funcţionarea unui filtru RFI 
de ordinul N este cunoscută ca fiind : 

y[n] ==aox[n] + a i x [ n - l ] + ... + aNx[n-N] 

Răspunsul în frecvenţă al acestui sistem va fi : 

H(Q) = ao+ 

adică : 

H(Q) = ao + ai cos Q +...+ a^ cos NQ - j(ai sin Q +...+aNsinNQ) 

şi avem în continuare : 

H(Q)|^ = (ao + ai cos Q + cos NQ)^ + (a^ sin Q 

ceea ce se mai poate scrie şi sub forma : 

M N2 
2a , cos (kQ) 

L k = 0 
m \ = 

Calculăm separat cele două sume : 

sin(kQ) 
L k = 0 

(2.11) 

^ aĵ  cos(kQ) 
L k = 0 

2f ^ ^ 
= 1 . 4 cos'(kQ) + E S a^a, cos(kQ)cos(lQ) 

k = l k = 0 1=0, 
l̂ ik 
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ZakSin(kQ) 
L k - O 

N N N 
= X a^ sin^(kQ) + .X E ak^i sin(kQ)sin(lQ) 

k = i k = i 1=1, 
l̂ tk 

şi, revenind la relaţia (2.11), avem : 

N 
H(Q)|' = la^, (sin'kQ + cos'kQ) + 

k = 0 

N N 

+ Z Zakai[cos(kQ)cos(lQ) + sin(kQ)sin(lQ) 
k = i 1=1, 

sau : 

N N N 

Z a ^ + I XakaiCos(k-l)Q 
k = 0 k = 0 1 = 0, 

l̂ k̂ 
(2.12) 

Condiţia de egalitate a puterilor semnalelor deterministe de la 
intrarea şi ieşirea filtrului numeric se scrie : 

^ ] |H(Qf |S(Q)pdQ= ^ ] | S ( Q ) p d Q 
271 

sau, ţinând cont de (2.12) : 

2n 

N N N 71 
Xa'k J|S(Q)rdQ+ X X^ka, Jcos(k-l)Q-|S(Q)|'dQ 

k = 0 k= '0 1 = 0, -71 
= Ps 

adică : 

Rss[0] 
f N \ N N 

-k = 0 ^ k = 0 1 = 0, 

^ \os[(k-l)Q]S(Q)^dQ 
2n 

= Rss[0] 

Dar : 
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1 

271 
JlS(Q)| cos[(k-l)Q]dQ = 

1 1 
2 27t 

J]S(Q)|' ej^i^-'^^dQ + — \ s i Q f g-jC^-'^^dQ 
271 

1 

De aceea ; 

/ N ^ 

. k=0 
R s s [ 0 ] + i i ;a,a,R33[k-l] = R3,[0] 

k=01=0, (2.13) 

sau 

Dar : 

k = 0 1=0, 

Banda echivalentă de zgomot a filtrului RFI de ordinul N este 

]|H(Q)pdQ = 27r|;a2 + 1 ; ^ a . a , Jcos (k - l )QdQ 
•71 k = 0 k=0 1=0, -TT 

l̂ k̂ 

^ 1 7C . 
jcos(k-l)QdQ = — jd[sin(k-l)Q] = - ^ s i n [ ( k - l)Q 

şi revenind ia relaţia anterioară : 

] | H ( Q f d Q = 271 Xa^ 
k=0 

şi deci îmbunătăţirea RSZ este dată de : 

1 
XN N 

l a t 
k=0 

(2.14) 
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Rezultă că filtrul de ordinul N trebuie proiectat în aşa fel încât să se 
mimniizeze suma pătratelor coeficienţilor cu constrângerea dată de relaţia 

Un caz particular interesant este cel în care :ao şi aN sunt diferiţi de 
O Şl ak = O pentru k = 1 ̂ N-1. In această situaţie : 

H(Q) =ao+aNCosND - ja^sinNQ 

H(n) = a^ +2aoaNCOsNQ 

şi în acest caz, corespunzător relaţiei (2.13) : 

(L - ao - aN )RJO] = 2aoaNR33[N] 

iar relaţia (2.14) devine : 

1 

Sq + a^ 

Algoritmul de proiectare al filtrului este următorul • 
1. Se calculează R3s[0], şi R^ = Rs.[N]/R,,[0]. 
2. Se alege valoarea lui XN dorită, în intervalul: 

1 < XN < Rn + 1 

3. Valorile coeficienţilor a o şi aw vor fi : 

J 
/ R n + X n - 1 , /RN-XN + 1 

R N XN R N XN 

OBSERVAŢII 
01. Acest algoritm nu se poate aplica în cazul semnalelor s[n] la care Rss[N] = 

02. Problema optimizării filtrului RFI de ordin N este una de extreme cu 
legături. într-adevăr, trebuie minimizată funcţionala : 
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k=0 

cu respectarea relaţiei (2.13). 
Condiţia de minim a funcţionalei fiind : 

^^k k=0 

una dintre condiţiile care merită să fie verificată în proiectarea filtrului este : 

N 
^ (2.15) 

k=o ^ ^ 

03. Banda echivalentă de zgomot a unui filtru RIF de ordinul N cu coeficienţi 
a ,̂ k = O-̂ -N este deci : 

Bzn = 1 . 4 
k=0 

2.3.2. Filtru RII 

Un filtru RII de ordinul I este descris de ecuaţia cu diferenţe finite : 

bou[n] + b i u [ n - l ] = aos[n] +ais[n- l ] 

Răspunsul său în frecvenţă este : 

H(Q) = 
bo+b,e-J" 

De aceea se poate scrie : 

H(Q) 2 _ ap' +2aoaiCOsQ 
bo + bf + 2bob, cosQ 

Se obţine pentru banda echivalentă de zgomot: 

BUPT



BZRII= | H ( Q ) | ' d Q = 
-71 

Făcând substituţia : 

"j-ap^+af+2aoaiCosQ 

-71 bo +2bobiCosQ 
dQ 

Q 
t g y = t 

se obţine: 

B Z R I I = 2 
an — a.1 

' f 

'ao + a / 
dt ' f 

vaQ — a^y dt 
• b j , 

r + 
^bo - h^J 

Cu notatiile : 

bp+b^ _ 
a n - a , ' b o - b i 

= P si 
«JQ-^i b o - b i 

expresia benzii echivalente de zgomot devine : 

= Y 

" t ^ + a ^ dt 

Pentru aceasta se face descompunerea : 

a ^ - l 
= _ p _ z i + l i z i 

t̂  + l 

şi deci : 

2 00 dt a ' - l " ^ dt P ^ - g ^ 
, P ' - i - i t ^ + p ' ^ p ' - i - i t ^ + i 

adică : 
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B Z R U = 2 Y ' I- arctg(t) 

= 9 Zny 
(P- - I )P P ' - l 

= 2TCY 
P(P^-I ) 

Deci banda echivalentă de zgomot a unui filtru RII de ordinul I este : 

BzRii=27ty' 
P(P + 1) 

Se pot calcula, în acelaşi fel, benzile echivalente de zgomot şi pentru filtre RII 
de ordin superior. Astfel de filtre se utilizează în construcţia modulatoarelor sau 
a demodulatoarelor numerice, a multiplexoarelor numerice, a codoarelor în 
subbenzi, etc. Studiul acestor filtre se justifică şi pentru că ele pot fi utilizate 
drept filtre prototip pentru filtrele digitale adaptive. 

2.4. Filtre numerice echivalente filtrelor 
analogice transversale 

în paragraful 2.1 s-a prezentat modul în care se poate îmbunătăţi 
RSZ în cazul semnalelor periodice, analogice, perturbate aditiv de zgomot alb. 
Au fost definite filtrele transversale analogice. Principala proprietate a acestor 
sisteme este periodicitatea răspunsului lor în frecvenţă. Datorită acestei 
proprietăţi ele pot fi proiectate în aşa fel încât răspunsul lor în frecvenţă să aibă 
maxime la pulsaţiile armonicelor semnalului util s(t). 

Şi spectrul semnalului periodic în timp discret este discret. De 
aceea şi în cazul semnalelor periodice în timp discret este utilă folosirea unor 
filtre numerice cu răspuns în frecvenţă periodic, de perioadă inferioară lui 2n. 

în continuare se prezintă modul în care pot fi construite filtre cu 
răspunsul în frecvenţă periodic de perioadă 2n/2^. Fie sistemul din figura 2.7. 

x[n] 
t 2 

y[n] 

Figura 2.7. Sistem de supraeşantionare. 

Legătura dintre semnalele x[n] şi y[n] este 
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y[n] = 

n 
2 , 

O, 

, pentru n:2 

in rest 

Se calculează legătura dintre transformatele Fourier în timp discret 
ale semnalelor x[n] şi y[n] : 

n = -co p = - c o p = - o o 

sau : 

Trebuie menţionat faptul că semnalul y[n] se obţine prin 
intercalarea a câte unui zero între eşantioanele succesive ale senmalului x[n]. 
Un exemplu pentru generarea semnalului y[n] pornind de la semnalul x[n] este 
prezentat în figura 2.8. Deci intercalând zerouri între eşantioanele răspunsului 
la impuls a unui filtru cu răspuns în frecvenţă H(Q) se obţine răspunsul la 
impuls al unui sistem cu răspunsul în frecvenţă H(2Q). 

-4 -2 0 2 4 n 

Figura 2.8. Exemplu de supraeşantionare. 

\ 
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în continuare se analizează sistemul obţinut prin conectarea în cascadă a 
două sisteme de tipul celui din figura 2.7, sistem care este prezentat în figura 
2.9. 

x[n] 
t 2 

y[n] 1 
t 2 t 2 t 2 

z[n] 

Figura 2.9. Conectarea în cascadă a sistemelor de supraeşantionare. 

Se constată că : 

I n i 
pentru n:2 

Dar : 

De aceea : 

z[n] = 

O, in rest 

y[n] = 

n 
2 . 

O, 

pentru n:2 

in rest 

z[n] = 
n — , pentru n:4 
4. 

O, in rest 

Legătura dintre transformatele Fourier în timp discret ale secvenţelor x[n] şi 
z[n] este : 

Z(Q)= X ^ z[4p]e-J^P" + ^ z[4p + IJe-j^^P^^^" + 
n = - x p = -oo p = -oo 

p = -co P = -C30 
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Deci intercalând câte trei zerouri între eşantioanele succesive ale 
răspunsului la impuls al unui filtru cu răspunsul în frecvenţă H(Q) se obţine 
răspunsul la impuls al unui filtru cu răspunsul în frecvenţă H(4Q). Dar funcţia 
H(2Q) este periodică de perioadă lizH iar fiincţia H(4Q) este periodică de 
perioadă 2%!A. De aceea se poate afirma că intercalând 2^-1 zerouri între 
eşantioanele succesive ale răspunsului la impuls ale unui filtru numeric cu 
răspunsul în frecvenţă H(Q) se obţine răspunsul la impuls al unui sistem cu 
răspunsul în frecvenţă H(2^Q), care este o funcţie periodică de perioadă 27r/2 .̂ 

OBSERVAŢIE. Benzile echivalente de zgomot ale sistemelor cu răspunsurile 
în frecvenţă H(Q),H(2Q),..,H(2^Q) sunt identice. într-adevăr : 

j |H(Q)|^dQ= j |H(Q)|^dQ 

j|H(Q)|2dQ= \ |H(u)| 
-271 

2 

= 1 
2 2 

271 
i 

_ o 

271 
I 
O 

0 j 
-271 

2n 
1 
O 

]|H(u)|^du + 'j|H(u)|2du 
o 

"271 

j|H(-u)|2du+ j|H(u)|2du 

271 
J lH (U)|'du+ | |H(u)pdu 

L o o 

TT 1 2̂ 71 , 2 -̂̂ -1 (k + l)27r 

2 k27i 

Dar : 

obţine : 

H(u) = H(u-2k7r) ,(V)k e Z 

Făcând în ultima integrală schimbarea de variabilă v = u - 2kn, se 

(k + l)-27i 

k-27r 
|H(u)pdu= | |H(v)| 'dv = B, 

o 
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De aceea : 

j = = (2.16) 

Sâ considerăm în continuare că trebuie prelucrat, pentru a i se 
jmbunălăţi RSZ, semnalul x[n] : 

x[n] = s[n] + n[n] 

în aceasta ultimă relaţie s[n] este un semnal periodic în timp discret de perioadă 
M. Semnalul s[n] are un spectru discret, armonicele sale fiind distanţate cu 
27I/M între ele. Să presupunem că semnalul s[n] este de bandă limitată, pulsaţia 
maxima in spectrul său fiind P-(27u/M). Se poate construi un filtru numeric al 
cărui răspuns in frecvenţă să aibă maxime la pulsaţiile k(27r/M), keZ. Fie, în 
acest scop, filtrul numeric trece jos cu răspunsul în frecvenţă H(Q). Se 
construieşte sistemul cu răspunsul în frecvenţă H(MQ). Se constată că la 
pulsaţiile lc(27i/M) valoarea răspunsului în frecvenţă al acestui filtru este : 

H 
M 

= H(k27c) = H(0) 

adică maximă. Fie această valoare egală cu 1. Se constată faptul că toate 
armonicele semnalului s[n] trec nealterate prin filtrul cu răspuns în frecvenţă 
H(MQj. Notând cu y[n] semnalul obţinut prin prelucrarea semnalului x[n] şi 
acceptând că acesta este de forma : 

y[n] = u[n] + no[n] 

se constată că dacă semnalul s[n], periodic de perioadă M, este prelucrat cu 
sistemul cu răspuns în frecvenţă H(MQ) atunci : 

P =P 

iar dacă semnalul s[n] este prelucrat cu sistemul cu răspuns în frecvenţă H(Q) 
atunci : 

P <P 

deoarece anumite armonici ale semnalului s[n] sunt atenuate de acest sistem. De 
aceea, în cazul sistemului cu răspuns în frecvenţă H(Q) avem : 
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RSZQ 
R S Z i 

P P 

1 PnO Ps 

2n 2n 

j ]H(QfdQ j lH(QfdQ 

în cazul sistemului cu răspuns în frecvenţă H(MQ), utilizând 
relaţia (2.16), avem : 

R S Z n 

RSZ: M 

271 

' s ^ M 

2% 2n 

H ( M Q f dQ ^ J|H(Q)pdQ j|H(Q)fdQ 

Deoarece : 

R S Z n 

RSZ: 
R S Z n 

M RSZ: 

se constată superioritatea sistemului cu răspuns în frecvenţă H(MQ) asupra 
celui cu răspunsul în frecvenţă H(Q), la prelucrarea semnalelor periodice de 
perioadă M, din punct de vedere al îmbunătăţirii raportului semnal pe zgomot, 
RSZ. 

Să considerăm în continuare ca exemplu semnalul : 

fTC ^ (n > fn ) 
COS — n + cos —n + COS —n 

U ; ^ 2 ^ 

Transformata Fourier în timp discret a acestui semnal este : 

/ \ % 

S(Q)= X cos - n e-J"" + ^ ^^s 
n = -co V ^ y n = -co 

71 
—n 
4 

-jQn + COS 
/ \ n 
—n 

u 

Pentru că avem următoarea pereche Fourier : 

,- jQn _ 1 cos 
v M , 

o ^ cos 
v M , 

-J 
I e 

vM 00 - / ^ - n ^ 
+ Z e \ ^̂^ y 

rezultă : 
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cos 
vM , 

1 
2 

-j 
Z e 

I M 
n 00 -j —+Q 

+ X e ^^ ^ 

Se cunoaşte că dezvoltarea în serie Fourier a distribuţiei 52,t(t) este 

82. (t) = ^ i ej"̂ ' 

2n înlocuind t cu Q ultima relaţie devine : 
M 

52. M 
1 j 

I e 
VM J 

iar pentru t luând valoarea -
M 

+ Q se obţine : 

82. 
2n 
M 

- Q 
/ 271 

2n 
Z 

De aceea : 

cos 
M 52n 

L m 
+ 82. 

M 

iar transformata Fourier în timp discret a semnalului s(t) este : 

S(Q) = 7Z< - 82. F L - Q ^ + 82. Q + 82. 
_ _ J 

+ 

v4 yj 
+ 82;: 

Puterea acestui semnal este : 

82n 2 
+ 8271 

u j 

2 2 2 2 
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Transformata Fourier a răspunsului sistemului cu răspunsul în frecventă HCQ) la 
semnalul s[n] este : . v y 

U ( Q ) = S ( Q ) H ( Q ) = 7I H 

+ H 
/ \ n 

v4. 

+ H 
v2y 

>2k 

'2n 
/ \ 
v2 y 

'271 + H 

+ H 

+ H 

7l̂  
' 4 . 

2 , '27t 

- + Q 

2 

'271 

+ 

i - : + 

= n H 
/ \ 7C jarg<^ H 

-̂ 271 
-jarg 

+ e 2̂71 
v8 y 

H 
/ \ n 
v4 . 

jarg H ,4J 
v4 y 

-jarg 
+ e 

71 

.4 y 

H 
jarg H 

2̂71 
/ \ 
v2 y 

-jarg 
+ e 

H 
l 2 j 

'271 
/ \ 

2 

Expresia semnalului u[n], rezultat din filtrarea lui s[n], devine : 

r /^ITM \ ^ \ ^ r 
+ h ( - c o s f - n + a r g j H u[n] = H COS 

n 
— n +arg 

u . 

H 
/ \ 71 

COS — n +arg<;H — y 
U 

Puterea semnalului de ieşire este : 

H H H 
v2y 

(2.17) 

Să considerăm că sistemul cu răspuns în frecvenţă H(Q) este un 
filtru de mediere cu răspunsul la impuls : 
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h[n] = 
—, n = O ^ M - l 
M 

O, in rest 

iM^ • MQ , - J^y sin 1 e 2 ^ M - l ^ 

e -

Deci 

De aceea : 

^ • m q , Sin — 
H(Q) = —e 2 ^ 

sin — 
2 

Penru M = 15 se obţine : 

. 15a , sin 

^ ^ 15 . Q sin — 

H 

H 

/ \ n 

/ \ TC 
v4y 

, . 157t , :7Tt Sin 
= l e 

15 . 7t 
sin — 

16 

, . 1571 , .771 sin 
= ^ 

15 . n sin — 

H 
/ \ 

71 

U , 

, . 1571 , J t sin 
= l e ^ T 4_ 

15 . 7t 
sin — 

4 

Astfel 
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H = 0,023 ; H = 0,066 ; H = 0.066 UJ UJ = 0,066 ; UJ 
şi prin urmare avem, conform relaţiei (2.17), Pu = 4,62 10"^ 

Transformata Fourier a răspunsului sistemului cu răspuns în 
frecvenţă H(16Q) la semnalul s[n] este : 

U(Q) = S(Q)H(16Q) = 7r|H(27r)52^ 

+ H(471)52, 

+ H(871)82„ 

4 •H(-47c)52, 

+ H(-27r)62, 

14 
+ 

- - Q 
2 

/ 

= 7rH(0) 82, 

+ §2. 

Expresia semnalului u[n] este : 

+ H(-87t)52, 

A 
2 

U 

+ 6 2n + 8 

4 
+ 8 271 2 

+ 8 271 2 

ulnj = cos—n + cos—n + cos—n 
8 4 2 

iar puterea sa este P^ = 3/2. 
Banda echivalentă de zgomot a filtrului cu răspuns în frecvenţă 

H(Q) este, conform observaţiei 03 din paragraful anterior, egală cu : 

M - l 

B z = E 
k=0 vM, 

_1_ 

M 

Ţinând cont că valoarea lui M s-a considerat de 15, rezultă B^ = 1/15 . 
Considerând densitatea spectrală de putere a zgomotului n[n] , 

No =1 se obţine pentru raportul semnal pe zgomot, RSZ al semnalului x[n] : 

RSZi = ^ = 1,5 
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La ieşirea sistemului cu răspuns în frecvenţă H(Q) vom avea următorul RSZ : 

RSZo = ' = 30714,62 • 10"^ = 0,435 

30tc 

Deci sistemul cu răspuns în frecvenţă H(Q) nu îmbunătăţeşte raportul semnal pe 
zgomot. Pentru ieşirea sistemului cu răspuns în frecvenţă H(16Q), RSZ este : 

RSZo = = 45n = 141,37 

3071 

iar îmbunătăţirea RSZ realizată cu acest filtru dată de raportul : 

RSZq _ 141,37 
X 

R S Z i 1 , 5 
= 94,247 

Răspunsul la impuls al acestui filtru este prezentat în figura 2.10. 

J _ 15 

0 2 5 

J _ 15 J_ 15 

16 224 n 

Figura 2.10. Răspunsul la impuls al unui filtru numeric 
"echivalent" cu un mediator analogic alunecător. 

OBSERVAŢII 
01. Filtrele din acest paragraf au fost numite echivalente cu filtre transversale 
analogice având în vedere că pot fi utilizate (la fel ca şi filtrele analogice 
amintite) la prelucrarea semnalelor numerice periodice. Cele două categorii de 
filtre se numesc echivalente deoarece ambele au răspunsuri în frecvenţă 
periodice (cele numerice cu perioadă multiplu al lui 27r). 
02. Deşi durata răspunsului în frecvenţă H(2^Q) este de 2^ ori mai mare decât 
durata răspunsului la impuls a filtrului prototip H(Q), numărul coeficienţilor 
nenuli ai celor două sisteme este acelaşi. De accea se poate afirma că nu apar 
complicaţii prea mari de calcul prin folosirea filtrelor propuse. 
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03. Procedeul de generare al sistemului cu răspunsul în frecvenţă H(2^'Q) 
poartă numele de supraeşantionare deoarece răspunsul la impuls al filtrului cu 
răspunsul în frecvenţă H(2^Q) poate fi privit ca fiind obţinut prin eşantionarea 
cu o frecvenţă de ori mai mare decât frecvenţa de eşantionare folosită pentru 
obţinerea răspunsului la impuls al sistemului cu răspunsul în frecvenţă H(Q). 
04. Inserarea de zerouri este utilizată şi pentru construcţia filtrelor conjugate în 
oglindă (Quadratur Mirror Filter) folosite în codarea subbandă [Mal.'94], 
[Kun.'84], [Bas.,Chi.,Cho.'95], [Blu.,Uns.'98], [BoL,Hla.,Fei.'96], 
[Kla.,Hol.,Flo.'97]. 
05. Sistemul folosit ca exemplu la sfârşitul acestui paragraf se numeşte 
mediator numeric alunecător [DeS.,Isa.'92], [Asz.'93]. Exemple de semnale 
numerice utilizate în telecomunicaţii se găsesc în [Opp.'76]. 
06. Alte proprietăţi ale filtrelor prezentate în acest paragraf sunt demonstrate în 
[Isa.'95(l)]. 

2.5. Utilizarea sistemelor liniare, 
variabile în timp, la îmbunătăţirea RSZ 

Toate metodele de îmbunătăţire a raportului semnal pe zgomot 
prezentate până acum se bazau pe utilizarea unor sisteme liniare şi invariante în 
timp. De asemenea, semnalul util era de fiecare dată considerat un semnal 
detemiinist staţionar [Spă.'87]. Orice semnal determinist este caracterizat de o 
familie de parametri. De exemplu, semnalele armonice care au forma x(t) = 

cos ( (Oot + (po ) se caracterizează prin familia de parametri ( A, coot , (po ). 
Dacă aceşti parametri sunt nişte constante, semnalul determinist este staţionar. 
Dacă unii dintre aceşti parametri sunt variabili în timp, semnalul determinist 
caracterizat astfel este unul nestaţionar. Dacă ei sunt lent variabili în timp atunci 
acesta poate fi privit ca o succesiune de semnale staţionare. Un astfel de semnal 
se numeşte cvasistaţionar. Pentru fiecare semnal din succesiunea amintită mai 
sus există un filtru adaptat, caracterizat de anumiţi parametri. 

Dacă există un filtru ai cărui parametri să poată lua pe rând aceste 
valori el poate fi considerat drept un filtru adaptat la semnalul nestaţionar 
considerat. Un astfel de filtru poate fi construit prin comanda parametrilor unui 
filtru comandat. în prezent se utilizează tot mai mult filtrele comandate, fiind 
disponibilă o gamă largă de astfel de dispozitive. în general este vorba despre 
sisteme analogice comandate numeric. O alternativă de construcţie a acestor 
sisteme este bazată pe tehnologia capacităţilor comutate [Mat.,Şer.'87]. 
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2.5.1. Filtre cu urmărire 

în cazul în care se foloseşte un filtru comandat având un singur 
parametru reglabil şi anume frecvenţa centrală sau de tăiere, se obţine un filtru 
comandat în frecvenţă. Dacă frecvenţa centrală a filtrului este în permanenţă 
egală cu frecvenţa instantanee a semnalulului de la intrare atunci filtrul 
comandat se numeşte filtru cu urmărire. 

Pentru aceste filtre se demonstrează unele proprietăţi în [Isa.'93]. 
Una dintre ele este umiătoarea : "în banda de urmărire modulul răspunsului în 
frecvenţă al unui filtru trece bandă cu urmărire de ordinul 2 este maxim." 

Conform acestei proprietăţi caracteristica globală de frecvenţă a 
unui filtru cu urmărire este identică cu caracteristica de modul a filtrului adaptat 
la semnalul "chiip" dacă este respectată condiţia (2.15). S-a demonstrat în acest 
mod că filtrul cu urmărire este un filtru adaptat la semnalul "chirp". De aceea 
îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot realizată de un filtru cu urmărire 
care prelucrează un semnal de tip "chirp" perturbat aditiv de zgomot alb este cea 
prezentată în [Isa'95]. 

Remarcabil pentru un astfel de filtru este faptul că el conservă la 
ieşire forma semnalului determinist de la intrare dacă acesta este unul modulat 
în frecvenţă cu purtător sinusoidal. Astfel de filtre sunt descrise în [Isa.'95]. O 
aplicaţie a unor astfel de filtre este prezentată în [Isa.,Isa.,Asz.'94]. 

O altă modalitate de construcţie a filtrelor cu urmărire este bazată 
pe simularea unui filtru analogic printr-un filtru numeric, prin intercalarea 
acestuia între un CAN şi un CNA. Urmărirea frecvenţei instantanee a 
componentei deterministe a semnalului de filtrat este realizată prin eşantionarea 
adaptivă a semnalului de intrare. Procedeul este descris în [Naf,Isa.'91]. O 
realizare practică a unui astfel de filtru este prezentată în [Naf,Isa.'91]. 
Sistemele descrise în acest paragraf ar putea fi utilizate în comunicaţiile cu 
spectru distribuit deoarece benzile lor de trecere pot fi poziţionate în diferite 
zone, la diferite momente de timp. 

2.5.2. Filtre adaptive 

în 1959 Widrow şi Hoff la Universitatea din Stanford au inventat 
algoritmul LMS [Wid.'75], [Wid.,Ste.'85]. Apoi Rosenblatt a construit 
Perceptronul său la Laboratorul Aeronautic Corneli. Aizermann şi colegii săi de 
la Laboratorul de Automatică şi Telemecanică din Moscova au construit o 
maşină de căutare a valorii minime a gradientului. în Marea Britanie, Gabor a 
dezvoltat primele filtre adaptive. în deceniul şapte munca la sistemele adaptive 
s-a intensificat. O aplicaţie comercială importantă a filtrării adaptive în 
comunicaţiile numerice este datorată lui Lucky de la Laboratoarele Bell. în anul 
1965 un sistem de anulare adaptivă a zgomotului a fost realizat la Universitatea 
Stanford. 
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2.5.2.1. Conceptul de anulare adaptivă a zgomotului 

Pentru sistemul din figura 2.11, se consideră că zgomotul ni este 
necorelat cu semnalul s dar corelat cu zgomotul no. Prin filtrarea zgomotului ni 

Figura 2 .11.0 metodă de anulare adaptivă a zgomotului. 

se obţine semnalul y care este asemănător zgomotului s + no - y. Se consideră 
că filtrul adaptiv folosit în sistemul din figura 2.11 este realizat cu algoritmul 
LMS. Ca şi semnal de eroare se foloseşte semnalul s + no - y. 

Se presupune că semnalele s, no, ni şi y sunt staţionare şi de valoare 
medie nulă. De asemenea se presupune că s nu este corelat cu no sau ni şi că no 
şi ni sunt corelate. 

Ridicând la pătrat relaţia : 

8 = S + N O - Y (2.18) 

se obţine : 
e2 = s 2 + ( n o - y ) ' + 2s(no-y) 

Luând media statistică în ambii membrii ai ultimei relaţii, se obţine : 

E {8^} = E {s^} + E {(no - y)'} + 2E {s(no - y)} (2-19) 

Deoarece intercorelaţia semnalelor s şi ni este nulă se poate afirma acelaşi 
lucru şi despre semnalele s şi y şi deci : 

E{82} = E{S2} + E { ( N O - Y ) ' } 
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Prin minimizarea erorii medii pătratice de la ieşire (adică termenul 
E{8^}), termenul E{s^} nu este afectat. De aceea : 

Deoarece semnalul y de la ieşirea filtrului adaptiv este generat 
astfel încât mărimea E{(no - y)^} să fie minimizată, se poate afirma că acest 
semnal reprezintă o aproximare de eroare medie pătratică minimă a semnalului 
no. Dar, conform relaţiei (2.18): 

n o - y = 8 - s 

De aceea se poate afirma că semnalul 8 reprezintă aproximarea de eroare medie 
pătratică minimă a semnalului s. în general semnalul 8 va fi suma dintre 
seminalul s şi un anumit zgomot (no - y). Minimizând 8̂  se minimizează E{(no -
y )-} adică puterea zgomotului de la ieşirea sistemului global, în timp ce 
semnalul s de la ieşire îşi conservă puterea. De aceea se poate afirma că raportul 
semnal pe zgomot este minimizat la ieşirea sistemului global. 

Pe baza relaţiei (2.19) se constată că valoarea minimă a puterii de 
la ieşire En,in(s') este E{s^}. Această valoare este atinsă atunci când E{(no - y 
= 0. Această condiţie este îndeplinită când : 

8 = s a.p.t. si y = no a.p.t. 

în acest caz minimizarea puterii semnalului de la ieşire face ca 
semnalul de la ieşire să nu mai conţină deloc zgomot. 

Dacă intercorelaţia semnalelor s + no şi ni este zero, semnalele y şi 
s + no vor fi necorelate şi va avea loc relaţia : 

E{8'} = E{[(s + n o ) - y ] ' } = E{(s + no)'} + 

+ E{y2}-2E{[(s-no)y]} = E{(s + no)'} + E{y2} 

sau : 

însă : 

En,in{y '} = 0 
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Această condiţie este îndeplinită dacă ieşirea filtrului adaptiv din 
structura sistemului din figura 2.11 se anulează. Aceasta se poate realiza prin 
anularea tuturor ponderilor acestui filtru adaptiv. 

Deci, nici în cazul în care zgomotul ni nu este corelat cu semnalul s 
+ no, supresorul de zgomot nu înrăutăţeşte raportul semnal pe zgomot al 
semnalului s + no (dar nici nu-1 îmbunătăţeşte). 

Aceste considerente pot fi extinse şi pentru cazul când semnalele 
de intrare şi de referinţă conţin pe lângă zgomotele no şi nj şi alte zgomote, 
suprapuse aditiv şi necorelate între ele şi nici cu semnalele s, no sau nj. La fel se 
analizează şi cazul când no şi ni sunt deterministe şi nu aleatoare. 

Până acum nu s-a specificat nimic despre tipul filtrului adaptiv 
folosit. în continuare se va considera că este vorba despre un filtru adaptiv bazat 
pe un prototip de tip filtru transversal. Schema acestui filtru adaptiv este 
prezentată şi în figura 2.12. 

Figura 2.12. Schema bloc a filtrului adaptiv 
din structura supresorului de ecou. 

în funcţionarea filtrului adaptiv se deosebesc două etape. Prima 
este etapa de învăţare în care coeficienţii filtrului caracterizat de W(z) se 
modifică pentru a minimiza mărimea E{8^}. Cea de-a doua etapă este 
caracterizată de valori constante ale coeficienţilor filtrului. Acum acesta este un 
sistem liniar invariant în timp (un filtru transversal) cu funcţia de transfer W'(z). 
în această situaţie : 

E{8^} = 0 

şi deci : 
= a.p.t. 

De aceea se poate scrie : 
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Prin urmare funcţia de transfer a filtrului adaptiv este (pentru a doua etapă de 
funcţionare) : 

(2.20) 

în figura 2.13. se prezintă o formă puţin mai detaliată a schemei 
din figura 2.11. Se constată că : 

nok=ni,+mok ; nu, - n^ * hk + ^ik 

sau folosind notaţia : 

UK =NK*HK 

+ 

M OkQ 
+ 

intrare d. 
+ 

H(z) + 
intr. de 

m̂ ^ referinţă 

W 

supresor de 
zgomot 

avem : 

Figura 2.13. Supresor de zgomot cu filtru transversal adaptiv. 

Se constată că mok şi i'̂ ik nu sunt corelate între ele şi nici cu n^ sau Sk. De 
asemenea se păstrează celelalte ipoteze referitoare la necorelarea semnalelor s ,̂ 
nok şi nik. 

Conform figurii 2.13 se poate scrie : 

dk^si^+n^+mok 

în acelaşi timp : 
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(Pxx[k] = E{x[n]x[n + k]} = E{(u[n] + m,[n]) (u[n + k] + mi[n + k])} = 

= E{UNUN+K} + } + + } = 

= 9uuk +9mlmlk 

Revenind, putem scrie : 

ULl 

unde vom folosi relaţia : 

şi avem relaţia pentru transformata Z a autocorelaţiei semnalului x[n] : 

^XX (Z) = ^NN (Z)L H(Z)|2 + (2 .21) 

iar pentru transformata Z a intercorelaţiei dintre x[n] şi d[n] avem: 

0 , D ( z ) = Z{(p,Jn]} 

Analog relaţiei pentru funcţia de autocorelaţie scriem şi cea pentru funcţia 
de intercorelaţie între semnalele x[n] şi d[n] : 

(PxdM = E {x„d„^k} = E {(u„ + mî )̂ + "n+k + )} = 

= E{u„s„^k} + E{u„n„^k} + Ekmo^^^}+ E { m i _ _ } " 

+ }+ mo^^^ 1= P̂un IK 

Ultima egalitate a rezultat observând că termenii: 

E{UnS„^k}. E{mi^s„^k} 

sunt nuli. însă : 
(Pun[k] = Uk *nk 

+ 
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unde cu u'' s-a notat semnalul obţinut prin reflectarea semnalului u[n] : 

u^[n] = u[-n] 

Conform acestei notaţii rezultă : 

şi revenind la relaţia care defineşte pe (punM avem : 

cPunM = ("k * h D * ni; = n ^ rik * hi: = cp^M * h^M 

Aplicând transformata Z pentru (Px(i[k] rezultă : 

0 , , ( z ) = ct>„„(z) Z{hlk]} 

relaţie în care înlocuim transformata Z a lui h''[k] : 

hV[k] = I h [ - p ] z - P 
p p 1 

unde am făcut substituţia p = -1, obţinând astfel forma finală a transformatei Z a 
funcţiei de intercorelaţie între x[n] şi d[n] : 

0,d(z) = 0„„(z)H(z-') (2.22) 

Pe baza relaţiilor (2.20), (2.21) şi (2.22) se poate scrie : 

^ w 2 ("2 23^ cD„„(z)|H(z)f+cl>,,„i(z) 

Aceasta este expresia funcţiei de transfer a filtrului adaptiv din structura 
supresorului de zgomot. In cazul în care zgomotul mi este identic nul expresia 
(2.23) devine : 

W • (z) = ^ m M ^ t i = = _ L 
(D„„(z)H(z)' H(z) H(z-') H(z) 
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Deci filtrul adaptiv poate fi utilizat şi pentru caracterizarea canalului prin care se 
propagă zgomotul nj, spre intrarea de referinţă a supresorului de zgomot. Definind 
raportul semnal pe zgomot ca fiind raport al densităţilor spectrale de putere ale 
semnalului util şi zgomotului se obţine : 

RSZ. (z) = = ^ss(z) 
Odd(z) <I>nn(z) + 0„omo(z) 

®n0n0(z) 

unde cu no s-a notat zgomotul de la ieşire. 
îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot este deci: 

X 
_RSZo(z)_ g>nn(z) + On.0n.0(z)_ 

RSZi(z) O„ono(z) ^ss(z) 

- ^ n n ( z ) + Om0m0(2) 
^nono(z) (2.24) 

Zgomotul no este alcătuit din trei componente : prima datorată lui mo 
care se suprapune direct la ieşire, a doua datorată lui mi care se suprapune la 
ieşire prin intermediul sistemului cu funcţia de transfer -W'(z) şi a treia datorată 
lui n care se propagă spre ieşire prin intermediul sistemului "echivalent" cu 
funcţia de transfer l-H(z)W (z). Din acest motiv se poate scrie : 

<I>nono (Z) = (z) + 'I'm.m, (z) W* (z) ' + CD„„ (z) I - H(z) W*(z)|' (2.25) 

Făcând notaţiile : 

A(z) = -
O momp (2) 

(2.26) 

B(z) = -
O (Z) 

®„n(z)H(z) 
(2.27) 

relaţia (2.22) va fi : 
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^mim, (Z) 
B(Z)H(Z) 

h ( z - ) 

adică : 

(Z) 

B(Z)H(Z)' 

O (z) 

1 

0,„„„(z)lB-'(z) + l H(z)[B(z) + l (2.28) 

Cu aceleaşi notaţii se poate scrie şi : 

®m,m, (Z) 
H(Z)'B(Z) + 1 

1 

= A(z)0„„(z) + B(z) 
B(z) + 1 

-®nn(z) + 0„„(z) B(z) 

1 + B(z) 
2 

B(z) + 1 

= A(Z)(D„„(Z) + B(z)(D„„(z)(l-B*(z) 
(1 + B(z))(l + B*(z)) 

Deci : 

1 + B(z) 

De aceea expresia îmbunătăţirii raportului semnal pe zgomot este : 

(2.29) 

,(z)[A(z) + l] [A(z) + l |H-B(z)l 

^nn(z) A ( z ) . • 
1 + B(z). 

A(z)B(z) + A(z) + B(z) (2.30) 

Există trei cazuri particulare semnificative : 
Cazul I. A(z) este neglijabil. 
In acest caz se obţine : 

X(z) = 
1 + B(z) 

B(z) 
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şi deci modulul lui x(z) este supraunitar. 
Cazul II. B(z) este neglijabil. 
Vom avea : 

, , 1 + A(z) 
A(z) 

şi în acest caz având loc o îmbunătăţire a raportului semnal pe zgomot. 
Cazul III. A(z) şi B(z) sunt neglijabile. 
De data aceasta : 

X(z)= ^ 
A(z) + B(z) 

îmbunătăţirea RSZ fiind şi în acest caz evidentă. 
Dacă zgomotele cuplate pe cele două intrări, mo şi mi sunt identic 

nule, atunci A(z) = B(z) = O şi îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot este 
infinită, deci ia ieşire s-ar obţine chiar semnalul util s[n]. Performanţele 
sistemului sunt însă limitate şi în acest caz deoarece în calculele prezentate nu s-
a ţinut seama de lungimea finită a răspunsului la impuls a unui filtru realizabil şi 
nici de zgomotul produs de estimarea gradientului, specific algoritmului adaptiv 
folosit. 

Până aici nu s-a ţinut cont de faptul că şi o parte din semnalul s[n] 
s-ar putea regăsi la intrarea de referinţă a supresorului de zgomot. Acest caz este 
analizat în [Wid.,Ste.'85]. în aceeaşi referinţă bibliografică sunt prezentate 
câteva aplicaţii în telecomunicaţii, cum ar fi : suprimarea ecourilor în telefonia 
la mare distanţă sau anularea interferenţelor lobilor laterali ai antenelor. 

în continuare se pune problema anulării interferenţelor periodice. 
Există numeroase situaţii când un semnal util de bandă largă este perturbat de 
interferenţe periodice şi nu există un semnal de referinţă, separat de semnalul 
util disponibil. Diminuarea efectului acestor interferenţe poate fi realizată cu 
ajutorul sistemului din figura 2.14. 

întârzierea aleasă, s, trebuie să fie suficient de mare pentru ca 
fracţiunea semnalului de bandă largă de la intrarea de referinţă să fie decorelată 
de fracţiunea semnalului de bandă largă de la intrare. De asemenea valoarea lui 
s trebuie să fie superioară întârzierii totale introdusă de supresorul de ecou. 

Performanţele unui astfel de supresor adaptiv de zgomot sunt 
prezentate în [Wid.,'85]. 
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mterferenţă 
periodică 

semncd de 
baiidă largă 

mtrare 
o- I U 

0 1 Filtru 
Z-s intrare de ' adaptiv 

referinţă 

Figura 2.14. Supresor de zgomot periodic. 

Sistemul din figura 2.14 poate fi folosit şi pentru cazul în care 
semnalul util este periodic şi interferenţa este de bandă largă. Un exemplu în 
acest sens este prezentat în aceeeaşi referinţă bibliografică precum şi în 
[Wid.'75]. Câteva aplicaţii ale filtrelor adaptive în telecomunicaţii : 

- detectarea unei sinusoide de frecvenţă necunoscută înecată în zgomot, 
- receptor de cod mulţi frecvenţă, 
- codare MIC diferenţială, 
- multiplexare în frecvenţă 
- modemuri, 
- supresoare de ecou, 

sunt prezentate în [Bel.'90]. De asemenea îmbunătăţirea raportului semnal pe 
zgomot pentru semnalele utile modulate în frecvenţă, de tip "chirp", utilizând 
filtrarea adaptivă (folosind algoritmi LMS sau RLS) este analizată în [Mac.'89], 
[Mar.,Mac.'87]. 

Filtrele digitale prezentate în acest paragraf sunt de tipul cu răspuns 
finit la impuls. O preocupare modernă în teoria prelucrării adaptive a semnalelor 
este înlocuirea filtrelor adaptive cu răspuns finit la impuls cu filtre adaptive cu 
răspuns infinit la impuls. Aceasta oferă avantaje de calcul în implementarea 
filtrelor adaptive. Descrierea acestor filtre adaptive este făcută în [Mac.'89]. 

în [Bel.'89] şi [Gim.,Mat.'97] sunt prezentate şi alte aplicaţii ale 
filtrării adaptive în telecomunicaţii : 

- atenuarea sau amplificarea anumitor componente spectrale, 
- codarea diferenţială adaptivă, 
- egalizarea şi idenfificare canalelor de telecomunicaţii, 
- deconvoluţie adaptivă, 
- prelucrarea adaptivă a semnalelor RADAR, 
- antene adaptive. 

O altă preocupare de actualitate în cadrul teoriei prelucrării 
adaptive a semnalelor este utilizarea sistemelor adaptive la prelucrarea 
semnalelor bidimensionale. Majoritatea rezultatelor obţinute pentru semnale 
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monodimensionale pot fi generalizate şi pentru semnale bidimensionale. Aceste 
generalizări sunt prezentate într-un mod unitar în lucrarea [Mal.'94]. Bineînţeles 
că semnalele de prelucrat sunt de această dată imagini. în această referinţă 
bibliografică se tratează problema îmbunătăţirii RSZ în cazul prelucrării 
imaginilor. 

Prelucrarea semnalelor bazată pe algoritmi adaptivi are însă un 
mare deza\ antaj şi anume faptul că necesită un volum foarte mare de calcul 
[Buc.'75]. Acesta este motivul pentru care se au în vedere şi alte metode de 
prelucrare. Una dintre ele este utilizarea diferitelor transformări ortogonale 
asociate cu metode de filtrare în domeniul transformatei. în acest scop, în 
capitolele următoare se prezintă transformarea undişoară discretă ("discrete 
wav elet transform" sau "transformee en ondelettes discretes") şi metode (dintre 
care una originală) de filtrare neliniară în domeniul transformatei. 
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CAPITOLUL 3. TRANSFORMAREA UNDIŞOARÂ DISCRETĂ 

In acest capitol se introduce transformarea undişoară discretă în 
mod natural, din perspectiva teoriei prelucrării semnalelor. în acest scop se trec 
în revistă tehnicile de codare subbandă şi teoria seriilor de undişoare. Se 
prezmtă atât transformarea undişoară discretă clasică cât şi variante mai 
moderne ale acesteia, din punctul de vedere al teoriei reprezentărilor timp-
frecvenţă [Bar.,OIs.'96], [Boa.,0'Sh.,Am.'90], [Boa.'91], [Boa.,Rei '921 [Boa 
0'Sh.'94], [Che., Don.,Sau.'95], [Cou.'95], [Fla.'93], [For.'92], [Hla.,Bou '92l' 
[Qia.,Che.'96]. 

în transmiterea informaţiei se utilizează tehnicile de codare 
subbandă, facându-se numeroase cercetări în domeniul teoriei bancurilor de 
filtre numerice. Rezultate remarcabile sunt prezentate în [Vai.'93], [Opp.,Lim 
'88], [Bel.'90]. în continuare se prezintă construcţia bancurilor de filtre cu 
structură arborescentă. 

3.1. Codare subbandă cu structură arborescentă 

Se consideră sistemul din figura 3.1.b). 

x[n] 

a[n] a[2n] a[2n] 

u[n] 
i2 h[n] 

u[n] 
i2 h[n] i2 

S[n] 
v[n] 1 n " S[n] 

b) 

Figura 3.1. a) Simbol pentru un decimator; b) schema 
unui codor cu două subbenzi. 
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Răspunsurile în frecvenţă ale filtrelor numerice cu răspunsurile la 
impuls h[n] şi g[n] sunt prezentate în figura 3.2. 

I I 
I ! 

- 7 1 / 2 

H(Q)| |G(Q) 

L 

Figura 3.2. Răspunsurile în frecvenţă ale filtrelor din figura 3.1. 

Se calculează transformatele Z ale semnalelor s[n] şi d[n]. în acest 
scop se constată că : 

U(z) X(z)H(z) ; V(z) = X(z) G(z) 

Conform definiţiei transformatei Z : 

S(z) = 2 : s [ n ] z - " = X u [ 2 n ] z - " 
n n 

U(z) = 2 : u[n]z-" = 2 : u[2n]z-2" u[2n + 
n n n 

U(-z) = ^u[2n]z-2" - u[2n + 
n n 

şi se observă că putem scrie : 

'^U(z) + U(-z)] = X u[2n]z-2" = 2 : u[2n](z2)-" = S(z2) 

Revenind la expresia lui S(z) : 

S(z) = -
0 

u Z2 + u -Z2 
\ J V / 

(3.1) 

sau : 
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S(z) = A 

în mod analog se demonstrează că : 

n O 
X Z2 H Z2 + X -Z2 H - Z 2 

\ J \ / \ / ) 
(3.2) 

D(2) = A 
-

X Z2 G Z2 + x -Z2 G -Z2 
\ y \ / ) V J 

(3.3) 

Pentru a calcula spectrele semnalelor s[n] şi d[n] se foloseşte notaţia 
simplificată: 

x(z) = x(e j") 

în relaţiile (3.2) şi (3.3), obţinându-se : 

S(Q) = ^ Q-
H -

\ 2y \ 2 / 
+ X 

.2 
H 

, 2 

D(Q) = A X + X 
^2 

2 . , 
^2 

Fie, de exemplu, spectrul X(Q) cel trasat în figura 3.3. 

n 2n Q 

Figura 3.3. Un exemplu de spectru de semnal de intrare. 

3.5. 
Spectrele semnalelor s[n] şi d[n] sunt prezentate în figurile 3.4 şi 
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S ( Q ) ' \ 

r ^ H f - 1 
1/2 

\2j 
H 

[ 2 ) 

- 71 7t s 
Q 

Figura 3.4. Spectrul semnalului s[n]. 

D ( Q ) A 

^ Q 

Figura 3.5. Spectrul semnalului d[n]. 

Se constată că spectrul S(Q) este asemenea cu spectrul X(Q) în 
banda [ - 7t/2 , 7i/2 ]. 

Se constată că porţiunea din spectrul D(Q) în banda [ -2n , -n ] 
u [ 71, 271 ] este asemenea cu spectrul X(Q) în banda [ - 7t, ti ] - [ -71/2 , 7i/2 ]. 

x[n] 
h[n] I 2 

g[n] 

X 
-i2 

d rn] 

i i h[n] I 2 

g[n] 

3 : 
4 - 2 

i \ 

h[n] i 2 

g[n] g[n] 

i 2 I 2 

M d3[n] I " 

Figura 3.6. Structura arborescentă de codai-e 
în subbenzi. 

Se poate deci afirma că semnalul x[n] a fost codat în două 
subbenzi, componentele sale de joasă frecvenţă regăsindu-se în semnalul s[n] 
iar componentele sale de înaltă frecvenţă, în semnalul d[n]. Pentru a creşte 
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numărul de subbenzi se poate utiliza o structură arborescentă aşa cum se vede în 
figura 3.6. ^ _ 

Se calculează transformatele Z ale semnalelor Sk[n] şi dk[n], k = 
=HM. Se observă ( conform figurii 3.1) că : 

si[n] = s[n] ; di[n] = d[n] 

şi astfel se poate scrie : 

S2(Z) = -

{ O 
Si Z2 

V J 

H z 2 

\ y 
+ S, - Z 2 

v y 
H - Z 2 

\ 

D2(z) = -

- n r O ( ^^ ( ^̂  
S, Z2 G Z2 -Z2 G -Z2 

\ J \ y V J V J 

1 
1 

. 1 

1 
1 
1 . 

-271 - Ti 

Figura 3.7. Spectrul semnalului S2[n]. 

Figura 3.8. Spectrul semnalului d2[n]. 

Continuând exemplul considerat anterior, spectrele semnalelor 
S2[n] şi d2[n] iau forma din figura 3.7 şi 3.8. 

Se constată că spectrul S2(Q) este asemenea cu spectrul X(Q) din 
banda [ -ttM , ttM ] şi că spectrul D2(Q) este asemenea cu spectrul X(Q) din 
banda [- 7r/2 , 7i/2 ] - [ -7t/4 , ttM ]. 
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-7t/2 -W4 

Figura 3.9. Corespondenţa dintre spectrul X(Q) şi 
spectrele Sk(Q), Dk(n), k = 1-2. 

Procedând similar se constată că spectrul SmC^) este asemenea cu 
spectrul X(Q) din banda [ , ] şi că spectrul Dm(Q) este asemenea cu 
spectrul X(Q) din banda [ - 71/(2^"'), 7i/(2^-') ] - [ -71/2^ , 71/2^ ]. 

Cu alte cuvinte fâşii din banda spectrului X(Q) au fost puse în 
corespondenţă cu semnalele Sk[n] şi dk[n]. Această corespondentă este 
evidenţiată în figura 3.9. 

Se constată că folosind sistemul din figura 3.6, banda spectrului 
semnalului x[n] este divizată în octave. Se poate deci afirma că sistemul cu 
structură arborescentă din figura 3.6 este într-adevăr un codor în subbenzi. In 
continuare se analizează operaţia de decodare. 

3.2. Decodarea în urma codării subbandă 

Se pune problema refacerii semnalului x[n] pornind de la 
semnalele s[n] şi d[n]. Se consideră în acest scop sistemul din figura 3.10 b). 

Î2 
a [ n ] \ ^^[n] 

P[n] = 
n a — 

2 
0 

;n = par 

a) 

in] 
Î 2 

u j n ] 
hlnj Î 2 hlnj 

T2 S[nl T2 S[nl 

b) 

+ ylnj 

Figura 3.10. a) Interpolator şi definiţia semnalului de 
la ieşirea sa; b) sistem de decodare corespunzător celui 

din figura 3.1. 
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Se calculează transformata Z a semnalului b[n] (figura 3.10 a).) pe 
baza transformatei Z a semnalului a[n] : 

a(z) = S a[n]z-" 
n 

p(z) = I p[n]z-" = I |3[2n]z-^" + I (3[2n + Hz-^^-'^ = 
n n n 

= I a [n ] z -^ - "= a(z^) 
n 

astfel încât se pot scrie transformatele Z pentru celelalte semnale ce apar în 
sistemul de codare : 

U,(z) = S(z2) . U2(z) = D(z2); 

sau, ţinând seama de relaţiile (3.2) şi (3.3) : 

Y(z) = H(z) ^[X(z)H(z) + X(-z)H(-z) 

+ G(z) ^[X(z)G(z) + X(-z)G(-z) 

Pe baza acestei relaţii se determină spectrul semnalului y[n] : 

Y(Q) = H(Q)^[X(a) H(Q) + X(Q + n) H(Q + t:) 

+ G(Q)|[X(Q) G(Q) + X(a + 7i) G(Q + TI) 

(3.4) 

(3.5) 

Dacă se folosesc filtrele cu răspunsurile în frecvenţă cu 
caracteristicile de modul din figura 3.2 atunci sunt valabile relaţiile : 

H(Q)H(Q + 7t) = G(Q)G(Q + it) = O 

H-(Q) + G^(n) = l 

Pe baza acestor relaţii, (3.5) devine : 
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Y(Q) = ix (Q)H2 (Q) + 1X(Q)G2 (Q) = 

= -X(Q)[h2(Q) + G2(Q) = - X ( Q ) 

(3.6) 

[ " I ^M-1 

d,[n] 
Î2 

Î 2 2h[nl 

Î 2 2sfn] 

t 2 2afn] 

2g[n] 

+ Î 2 - 2h[n] SM-2H 

s,[n] 

Î2 ^ 2h n] 

+ ^ 
x[n] 

Figura 3.11. Schema unui decodor pentru 
semnale codate în subbenzi. 

Deci, cu excepţia unei constante (egală cu 1/2), semnalele x[n] şi 
y[n] sunt identice. Se spune că sistemul de decodare din figura 3.11 este cu 
reconstrucţie perfectă. De aceea sistemul din figura 3.11 poate fi utilizat pentru 
reconstrucţia perfectă a semnalului prelucrat de sistemul din figura 3.6, în 
ipoteza că se folosesc filtrele ideale cu răspunsurile în frecvenţă din figura 3.2. 

OBSERVAŢII 
01. O analiză similară poate fi făcută şi pentru cazul în care interpolarea şi 
decimarea nu se fac folosind constanta 2 ci o alta, de exemplu, P, PeN. In acest 
caz nu se va mai obţine o descompunere în octave a benzii B a semnalului u[n] 
ci în subbenzi a căror lăţime va descreşte cu puteri ale lui P. 
02. Pentru structurile care utilizează arbori simetrici se poate face o analiză 
similară. 
03. Principala limitare a sistemelor de codare şi decodare în subbenzi cu 
structură arborescentă prezentate până acum este că filtrele cu răspunsurile în 
frecvenţă din figura 3.2 nu sunt realizabile. 

In continuare se vor determina clase de filtre realizabile care permit 
codarea în subbenzi, cu structură arborescentă şi cu reconstrucţie perfectă. 
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3.3. Codarea subbandă cu reconstrucţie perfectă 
folosind sisteme cu structură arborescentă cu filtre realizabile 

Se consideră în continuare că h[n] şi g[n] sunt filtre realizabile. Un 
sistem, echivalent celui din figura 3.10, destinat reconstrucţiei perfecte, este 
prezentat în figura 3.12. 

s[nl 

d[n] 

^ Î 2 h j n ] 

+ 
^ Î 2 g j n ] 

x[n - d] 

Figura 3.12. Sistemul de reconstrucţie corespunzător 
unui codor în două subbenzi. 

Conform acestei figuri rezultă că semnalul de la ieşirea decodorului 
este o variantă întârziată cu d a semnalului de la intrare. 

Trebuiesc determinate răspunsurile la impuls hr[n] şi gr[n] precum 
şi condiţiile pe care trebuie să le îndeplinească răspunsurile la impuls h[n] şi 
g[n] pentru ca la ieşirea sistemului din figura 3.12 să se poată obţine semnalul 
x[n-d]. în acest scop se rescrie relaţia (3.4) : 

1 
+ 

+ 

z-^X(z) = H,(z)-[X(z)H(z) + X(-z)H(-z) 

+ G,(z)^[X(z)G(z) + X(-z)G(-z) 

sau, regrupând în membrul drept: 

z-^X(z) = X(z) ^[H,(z)H(z) + G(z)G,(z) 

+ X(-z) ^[H,(z)H(-z) + G(-z)G,(z) 

Această ecuaţie este satisfăcută şi de soluţiile sistemului de ecuaţii : 

H,(z)H(z) + G(z)G,(z) = 2z-^ 

H(-z)H,(z) + G(-z)G,(z) = 0 

(3.7) 
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In continuare se rezolvă acest sistem, considerându-se cunoscute transformatele 
z notate cu H(z) şi G(z). Determinantul sistemului este : 

A = 
H(z) G(z) 

H(-z) G(-z) 
= H(z)G(-z)-H(-z)G(z) 

Determinanţii corespunzători celor două necunoscute sunt de forma: 

A H , = 
2z -d G(z) 

O G(-z) 

Deci soluţiile sunt date de relaţiile următoare : 

= 2z-'^G(-z) 

H,(z) = 

G,(z) = 

H(z)G(-z)-H(-z)G(z) 

- 2z-^H(-z) 
H(z)G(-z)-H(-z)G(z) 

(3.8) 

(3.9) 

Evident, o condiţie care trebuie impusă filtrelor din structura codorului este ca 
ecuaţia: 

H(z)G(-z)-H(-z)G(z) = 0 (3.10) 

să nu aibă nici o rădăcină diferită de rădăcinile ecuaţiei: 

z -< '=0 

De aceea o condiţie potrivită pentru filtrele cu răspunsurile la impuls h[n] şi 
g[n] ar fi : 

H(z)G(-z) - H(-z)G(z) = 2z-'' 

în acest caz relaţiile (3.8) şi (3.9) devin : 

H,(z) = G(z) 

G,(z) = -H(-z) 

(3.11) 

(3.12) 

(3.13) 
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Deci răspunsurile în frecvenţă ale filtrelor de reconstrucţie depind de 
răspunsurile în frecvenţă ale filtrelor din structura codorului conform relaţiilor : 

H,(Q) = G(Q + 7r) (3.14) 

G,(Q) = -H(Q + 7r) (3.15) 

iar răspunsurile în frecvenţă ale filtrelor din structura codorului satisfac : 

H(Q)G(Q + 71) - H(Q + 7r)G(Q) = (3-16) 

H,(z) şi G,(z) sunt funcţiile de transfer ale filtrelor introduse de Esteban şi 
Galand [Smi.,Bar.'86] sub numele de "Quadrature MiiTor Filters", QMF. 

OBSERVAŢIE : Relaţia corespunzătoare lui (3.11) în domeniul timp este : 

într-adevăr : 

Fie : 

atunci : 

Xh[k]g[n - klLC-l)"-" - (-l)"^] = 25[n - d] 
k 

G(-z) = Ig[n](- l )"z-" 
n 

H(-z) = Xh[n](-l)"z-" 
n 

g'[n] = (-l)"g[n] 

h'[n] = (-l)"g[n] 

H(z)G(-z)^h[n]*g'[n] 

H(-z)G(z)^h'[n]*g[n] 

<->6fn-d 

şi privitor la relaţia (3.11) vom putea scrie : 
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h[n] * g'[n] - h'[n] * g[n] = 28[n - d] 

adică : 

X(h[k]g'[n - k] - h'[k]g[n - k])= 25[n - d] 
k 

sau, revenind la notaţiile iniţiale : 

X(h[k](-l)"-^g[n - k] - (-l) 'h[k]g[n - k]) = 25[n - d] 
k 

Ultima relaţie poate fi restrânsă sub forma următoare : 

Xh[k]g[n - - (-1)^} = 25[n - d] (3.17) 

k 

Pentru valori pare a lui n această relaţie devine : 

5[n-d] = 0 
rezultând astfel necesitatea ca d să fie un număr natural impar. 

S-a demonstrat aşadar că în urma folosirii filtrelor QMF se poate 
realiza o reconstrucţie perfectă utilizând o codare în două subbenzi, dacă filtrele 
de reconstrucţie îndeplinesc condiţiile (3.12) şi (3.13) iar filtrele de sinteză (cele 
cu răspunsurile la impuls h[n] şi g[n]) îndeplinesc condiţia (3.11) în care 
valoarea lui d trebuie să fie impară. Relaţia (3.16) este generală. Ea nu 
furnizează informaţii despre modul în care se proiectează filtrele de sinteză. 
Smith şi Barnwell au determinat o clasă de filtre de sinteză [Smi.,Bar.'86]. Este 
vorba despre clasa filtrelor "conjugate quadratur filters", CQF. Ei au propus 
următoarea legătură între răspunsurile în frecvenţă ale filtrelor de sinteză, 
presupuse ca fiind cu răspunsuri la impuls reale : 

G(Q) = -e-j"^H^(Q + 7i) (3.18) 

Folosind această condiţie membrul drept al relaţiei (3.16) devine : 

H(Q)G(Q + 71) - H(Q + 7I)G(Q) = 
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= -H (a ) (Q) ] + H(a + (Q + t i) ] = 

^ j_ d̂ ]h(Q)P + |H(Q + 71) 

Astfel relaţia (3.16) devine, pentru d impar : 

, 2 (3.19) H(Q)- + H(Q + 7:) =2 

în acest caz răspunsurile în frecvenţă ale filtrelor de reconstrucţie devin : 

H,(Q) = e-j"^H*(Q) (3-20) 

Gr(Q) = - H ( Q + 7i) (3.21) 

COMENTARII 
1. Fie : 

Se constată că : 
h'[n] = (-l)"h[n] 

h ' [ n ] ^ H ( Q + Tt) 

Relaţia corespunzătoare relaţiei (3.19) în domeniul timp este, conform relaţiei 
Wiener - Hincin : 

Rhh[n] + Rhv[n] = 28[n] (3.22) 

De aceea se poate afirma că, din punctul de vedere al proiectării filtrelor din 
structura codorului, respectiv a decodorului, relaţia (3.19) este mai avantajoasă 
decât relaţia (3.16). 
2. Cunoscându-se avantajele de implementare ale filtrelor RFI în comparaţie cu 
filtrele RIl, în continuare se vor presupune ca fiind de tip RFI atât filtrele de 
sinteză cât şi cele de analiză. Dacă filtrul cu răspuns la impuls h[n] este cauzal 
atunci transformata sa Fourier în timp discret este : 

n=0 

iar transformata sa Z este : 
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n=0 

unde L reprezintă lungimea răspunsului la impuls pentru filtrul considerat. 
De aceea, admiţând că h[n] sunt numere reale : 

n=0 
şi : 

n=0 

Conform relaţiei (3.18) rezultă că răspunsul în frecvenţă al celuilalt 
filtru de sinteză va fi : 

n=0 n=0 

Pentru ca acest răspuns în frecvenţă să corespundă unui filtru cauzal este 
necesar ca pentru orice n cuprins între O şi L-1 (inclusiv capetele) să fie 
îndeplinită condiţia : 

n - d < 0 

şi deci întârzierea d trebuie să satisfacă condiţia : 

d > L - l (3.22) 

Dacă se respectă această condiţie atunci cele două filtre de sinteză sunt ambele 
cauzale. Rezultă că valoarea minimă a lui d este : 

dmin-L (3.23) 

Pentru a putea reconstrui cu întârziere minimă este deci necesar ca să se 
folosească filtre de sinteză de lungime impară. 

Pe baza relaţiilor (3.20) şi (3.21) se constată că dacă este respectată 
condiţia (3.23) atunci şi filtrele de reconstrucţie sunt cauzale. 
3. Toate cele patru filtre (cu răspunsurile în fi-ecvenţă H(Q), G(Q), Hr(Q) şi 
Gi(Q)) au aceeaşi lungime. Cu modificări minore schema poate funcţiona cu 
filtre de analiză de o anumită lungime şi cu filtre de sinteză de altă lungime 
[Coh.'92], [Rio.'93]. 
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3.4. Metode de proiectare a filtrelor CQF 

Se face notaţia : 

F(z) = H(z)H(z-') 
sau : 

F(Q) = H(Q)H*(Q) = |H(Q)|' (3.25) 

Condiţia (3.20) devine : 

F(Q) + F(Q + 7r) = 2 (3.26) 

Se proiectează sistemul cu răspuns în frecvenţă F(Q) pe baza relaţiei (3.26). 
Apoi se deduce H{Q) pe baza relaţiei (3.25) şi în final se deduc G(Q), H^Q) şi 
G,(Q). 

în [Smi.,Bar.'86] sunt prezentate mai multe exemple de răspunsuri 
în frecvenţă H(Q) obţinute pa baza metodei de proiectare descrise. Clasa acestor 
filtre poate fi restrânsă dacă se impun condiţii suplimentare. De exemplu se 
poate impune : 

- condiţia de fază liniară (simetria răspunsului la impuls), 
- condiţia de lungime minimă a răspunsului la impuls, 
- condiţia ca expresiile eşantioanelor răspunsului la impuls să fie cât mai 

simple. 
Toate aceste condiţii sunt foarte importante atunci când se pune 

problema codării în mai multe subbenzi deoarece favorizează stabilitatea 
numerică a algoritmilor care implementează sistemele din figurile 3.11 şi 3 16 
Această stabilitate este asigurată dacă filtrele îndeplinesc o anumită condiţie de 
regularitate [Rio.'93], [Dau.'88], [Dau.'92]. Condiţia de regularitate este partea 
care leagă teoria sistemelor de codare subbandă de teoria undişoarelor. 
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3.5. Legătura dintre sistemele de codare în subbenzi 
şi teoria seriilor de undişoare 

Teoria seriilor de undişoare dezvoltată în [Mey.'90], [Dau.'88], 
[Dau.'92], [MaL'94] are ca scop construcţia unor noi baze Riesz ale spaţiului 
L^(R). Se porneşte de la definiţia analizei multirezoluţie. 

DEFINIŢIA 1. se numeşte analiză multirezoluţie a spaţiului 
mulţimea de subspaţii Hilbert închise {Vn,}mez care satisfac proprietăţile : 

m V m-1 • • • m s Z 

i i ) . Uv.=l2(r), n v „ , = {0} 
m e Z meZ 

iii). Vf(x)GV^,,f(2x)EV„,_i 
iv). 3 cpeVo, astfel încât mulţimea { (pni,n(x) } = { (p( - n ) }nez să 
formeze o bază Riesz a lui Vm pentru orice m. 

Sunt prezentate numeroase exemple de analiză multirezoluţie în 
[Mey.'90], [Aka.,Had.'92], [Dau.'88], [MaL'89], [Mal.'94]. Funcţia (p(x) se 
numeşte funcţie de scalare. Numeroase exemple de funcţii de scalare se găsesc 
în lucrările deja citate. Conform [Mey.'90], [Mal.'94] orice bază Riesz poate fi 
transformată într-o bază ortonormală. 

Se va considera în continuare că mulţimea {(p(x-k) }kez este o bază 
ortonormală a spaţiului Vq. 
TEOREMA 1. în ipoteza că {q)(x-k)}kez este o bază ortonormală a spaţiului Vq, 
mulţimea {(pm,k(x)}kez este o bază ortonormală a spaţiului Vm. 
DEMONSTRAŢIE. în primul rând se demonstrează că funcţiile (Pm,k(x), keZ 
sunt ortonormale. în acest scop se calculează produsul scalar : 

<(Pm,k w> = {2" ' 9(2-" X - k )2" 2 (P* (2-'" X - l)dx = 
- 0 0 

= 2"'^ j(p(2-" X - k )(P* (2-" X - l)dx 
- 0 0 

Făcând schimbarea de variabilă : 

2-"'x =u 
se obţine : 

= |(p(u-k)(p*(u-l)2'Mu-^ j(p(u-k)(p*(u-l)du 
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Ţinând seama de ortogonalitatea mulţimii {(p(x-k)}kez rezultă că : 

şi prin urmare mulţimea {(pm,k(x)}kez este ortonormală. 
Se demonstrează completitudinea mulţimii {(pm,k(x)}kGZ • In acest 

scop se consideră o funcţie oarecare f(x) din Vq. Descompunerea acesteia în 
baza {(p(x-k)}kez este : 

f(x) - Z<f(x),(p(x - k))(p(x - k) (3.27) 
k 

Dar funcţia f(2"''x)eV„, conform proprietăţii iii) a analizei 
multirezoluţie. De aceea făcând în (3.26) schimbarea de variabilă : 

X =2-"^u 
se obţine : 

f(2-" u) - S<f(2"" u),(p(2-" u - k))(p(2-" u - k) (3.28) 
k 

Această relaţie arată că orice element din V^ (fiind de forma f(2'"'x) unde f(x) 
este în Vq) se poate exprima ca o combinaţie liniară de elemente ale mulţimii 
{cpm.k(x)}k6Z. Deci această mulţime este completă. Rezultă că ea este o bază 
ortonormală a spaţiului V^. Descompunerea funcţiei (pi,m(x) în baza {(p(x-k)}kez 
este : 

W = 1 ( 9 , , n W . - - k) (3.29) 

Insă: 
00 i 

((p, „(x),(p(x-k))= \2 2 (p(2- 'x-n) (p*(x-k)dx 
- 0 0 

Cu schimbarea de variabilă 2"'x-n = 2"V se obţine : 

00 _i 
((p, ,,(x),(p(x-k))= \2 2(p(2-V)(p*(l^ + 2 n - k ) d u 

- 0 0 

Se face notaţia : 
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(CPÎ , (x),(p(x - k)> = h*[2n - k] (3.30) 

şi revenind la relaţia (3.29) avem : 

9i,n(^) = Eh*[2n-k](p[x-k] (3.31) 
k 

în continuare se determină proiecţiile unei funcţii fo(x) din Vq pe 
spaţiile Vj, Vm, adică funcţiile fi(x), fM(x) : 

fi(x) = X<f(xXcPi,n(x))(Pin(^) (3.32) 
k 

Coeficienţii acestei dezvoltări se notează cu Si[n] şi sunt daţi de : 

Si[n] = <f(x),(p^ ^(x)) = <f(x),Xh*[2n - k](p[x - k]> = 
k 

= Xh[2n-kKf(x),(p[x-k]> 
k 

Folosind notaţia : 

(f(x),(p(x-k)) = So[k] (3.33) 

se obţine : 

Si[n] = i : so[k]h[2n-k] (3.34) 
k 

Coeficienţii acestei dezvoltări se notează cu S2[n] şi sunt daţi de : 

00 

S 2 [ n ] = <f(x),(p2_„(x))= j f(x)(p2,n(x)dx 
- 0 0 

Dar, revenind la definiţia 1, pentru m = 2, avem : 

_2 _]_ 

( p . , ( x ) = 2"^ ( p ( 2 - - X - n ) = 2"22"2 (p(2-^ (2"^ x) - n ) = 
1 

= 2 2(p,_„(2-'X) 

Făcând în relaţia (3.31) schimbarea de variabilă : 
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X = 2 - ^ u 

se obţine : 

2 2 u) = ^h*[2n - k](p(2-^u - k) 
k 

sau, pe baza relaţiei (3.36) : 

92,n(u) = Zh*[2n-k](pi,,(u) (3.37) 

Procedând analog se poate demonstra că pentru orice m pozitiv este valabilă 
relaţia : 

(3.38) 

înlocuind relaţia (3.37) în relaţia (3.35) se obţine : 

00 / \ * 

S2[n]= Jf(x) Zh*[2n-k](pik(x) dx = 
-00 V k y 

= Ih[2n-k](f(x),(pik(x)) 
k 

şi astfel se poate scrie : 

S2W = Ss , [k]h[2n-k] 
k 

Se poate demonstra prin recurenţă că : 

Sm[n] = Xs,„_,[k]h[2n-k] 
k 

pentru orice m pozitiv. 
Analizând membrul drept al relaţiei (3.41) se constată că : 

(3.39) 

(3.40) 

(3.41) 

Sm[n] = s„,_,[p>h[p] p=2n (3.42) 
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Cu alte cuvinte coeficienţii dezvoltărilor proiecţiilor semnalului fo(t) pe două 
subspaţii succesive V„,, şi adică s™.,[n] şi s™[n] se pot determina prin 
tiitrare cu filtrul cu răspuns la impuls h[n] şi prin decimare. 

Făcând notaţia : 

So[n] = x[n] 

rezultă că secvenţele s„,[n] , m=l^M pot fi obţinute folosind sistemul din figura 
3.11. Aceasta este legătura dintre sistemele de codare în subbenzi şi teoria 
senilor de undişoare care reprezintă subiectul acestui paragraf 

OBSERVAŢII. 
Ol. Se calculează transformata Fourier în cei doi membrii ai relaţiei (3.31) : 

J 

Făcând schimbarea de variabilă - n = u se obţine : 

— 00 — 0 0 

i 00 1 
= 22 J(p(u)e-2j""du =22 

Deci : 

şi relaţia (3.31) devine : 

V2(r)(2Q) = 
. k 

(p(co) 

adică : 

(p(2c)) = 1 v-i V* r, » , -jco(k-2n)̂  
V2 k 

q)(co) (3.43) 
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unde am făcut notaţia : 

h"[m] = h[-m] 

Se face schimbarea de variabilă k-2n=p : 

V i i r p 
(3.44) 

în continuare, dacă facem notaţia : 

1 
42 

(3.45) 

relaţia (3.43) devine : 

9(2(0) = mo (co)^(ro) 
(3.46) 

Se observă că mo((o) are semnificaţia de transformată Fourier în timp discret a 
secvenţei h^^p], de variabilă co. _ 

în relaţia (3.46) se face schimbarea de variabilă 2 co - u şi avem : 

ş(u) = mo IcP 2 v2y 
Folosind relaţiile (3.46) şi (3.47) se obţine : 

9(2(X)) = mo((o)mo 
(O 

9 
a 

v 2 . 

(3.47) 

(3.48) 

Procedând iterativ se poate demonstra că : 

p=i 2Pj 
(3.49) 

Dar funcţia de scalare reprezintă de obicei răspunsul la impuls al unui filtru 
trece jos. De aceea : 

(f)(0) = l, mo(0) = l, E h [P] = l p 

şi relaţia (3.49) devine : 
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P=1 

CD 

(3.50) 

In consecinţă, în ipoteza că produsul din membrul drept converge, rezultă că 
ultima relaţie poate fi folosită pentru construcţia unei funcţii de scalare. 
Convergenţa produsului din membrul drept este asigurată de satisfacerea 
condiţiei de regularitate amintită anterior (paragraful 3.1.4.). 

Deci mecanismul de construcţie al unei funcţii de scalare este 
următorul : 
a). Se alege un răspuns la impuls de filtru trece jos h[n]. 
b). Se construieşte secvenţa h''*[n]. 
c). Se calculează mo(co) pe baza relaţiei (3.45). 
d). Se calculează (p(co) pe baza relaţiei (3.50). 
[Bel.,Wan.'97],[Chu.'98],[Chu.'92(l)], [Gop.,Bur.'92], 
02. In [Dau.'88] se prezintă o modalitate grafică de construcţie a funcţiei de 
scalare bazată pe utilizarea sistemului din figura 3.11. Pe baza acestui grafic se 
poate aprecia cu uşurinţă regularitatea funcţiei de scalare putându-se decide 
rapid dacă răspunsul la impuls h[n] a fost bine ales. 
03. în [Rio.'93] se prezintă conceptul de analiză multirezoluţie pentru spaţiul 
Hilbert al semnalelor în timp discret de energie finită, P(Z). Alte generalizări 
sunt prezentate în [Cha.'96], [Com.,Pes.'96], [Han.'96], [Hla.,Koz.'91], 
[Isa.,Isa.'93], [Isa.'93], [Isa.,Isa.'97], [Jaw.,Swe.'95], [Kri.,Bro.'96], 
[Leb.,Vet.'97], [Lem.,Mal.'93], [Mal.'91], [Mal.'92]. 

în legătură cu analiza multirezoluţie introdusă prin definiţia 1 se 
poate defini complementul ortogonal al lui V^ în Vm.i , W^ : 

Şirul de subspaţii {Wmlmez astfel definite reprezintă o descompunere ortogonală 
a spaţiului Hilbert al semnalelor de energie finită L^R), [Dau.'89]. 

DEFINIŢIA 2 : Şirul de subspaţii Hilbert închise {Wm},„ez este o 
descompunere ortogonală a lui L^(R) dacă sunt îndeplinite condiţiile : 
i). m,ip => W,„JLWp 
ii). U v „ = l 2 ( r ) 

m e Z 

[Cri.'65]. 
în legătură cu descompunerile ortogonale ale lui L^(R) se poate 

demonstra următoarea teoremă : 

J85 

BUPT



TEOREMA 2. în W o există o funcţie T(x) astfel încât: 
i) mulţimea {4^(x-n)}nez să fie o bază ortonormală a lui Wo; 
ii) mulţimea ^(r"'x-n)}n.z să fie o bază ortonormală a lui 

Wm pentru orice m din Z. 
DEMONSTRAŢIE : 

v _ i = V o e W o 

o bază ortonormală a lui V.i este mulţimea {(p.i,n(x)}nez, conform teoremei 1. 
Aceasta trebuie să se poată obţine prin concatenarea bazei ortonormale 
{(p(x-n)}n6Z a lui Vq cu o bază ortonormală din Wq. 

Oricare ar fi semnalul f i(x) din V.i el se poate exprima în forma : 

f_i(x)==fo(x) + eo(x) 

unde fo(x) reprezintă proiecţia ortogonală a lui f i(x) pe Vq iar eo(x) proiecţia 
lui f i(x) pe Wo (eroarea de aproximare a lui f i(x) prin fo(x)). 

în continuare se construieşte funcţia ^(x). Pentru m=0 relaţia 
(3.42) devine : 

9o,n(x) = Zh*[2n-k](p_i,k(x) (3-51) 
k 

Deoarece funcţia ^(x) este în Wq (Wq C V.i), şi ea trebuie să se poată exprima 
ca şi o combinaţie liniară a elementelor mulţimii {(p.i,n(x)}nez- Prin analogie cu 
(3.51) să considerăm că : 

Vo,n(u) = Ig*[2n-k] (p_u(u) (3.52) 
k 

unde g[n] reprezintă răspunsul la impuls al filtrului cu răspunsul în frecvenţă dat 
de relaţia (3.18). Se calculelază produsul scalar : 

(Vo,n W, Vo,m W> - (Zg*[2n - k](p_i^,(x),Xg*[2n - l](P-i,,(x)) = 
k 1 

- Eg*[2n - k]Sg[2n - lK(p_i,k(x),(P-i,i(x)> = 
k 1 (3.53) 

= Xg*[2n-k]g[2n-k] 
k 

Luând transformata Fourier în timp discret inversă în relaţia (3.18) se obţine : 

g[n] = ( - l ) ' " " h [ d - n ] (3-54) 
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şi prin urmare relaţia (3.51) devine : 

<M/o,n o,n (x)> = i :h*[d - 2n + k]h[d - 2mH- k] 
k 

(3.55) 

Se cunoaşte că : 

<9o,-n (x)) = 5[n - m] (3.56) 

şi calculând membrul stâng al acestei relaţii, pe baza lui (3.51), se obţine : 

(9o,-n (x),(Po ,-m ( X ) ) - Eh*[-2n - k]h[-2m - k] (3.57) 

sau, făcând schimbarea de variabilă p = - k - d , se poate scrie : 

;Eh*[p - 2n + d]h[p - 2m + d] = 5[m - n] (3.58) 
p 

Folosind relaţiile (3.55) şi (3.58) rezultă că : 

<To,„(x),^o,mW) = 5 [ m - n ] (3.59) 

S-a demonstrat aşadar că mulţimea }nez este ortonormală. 

OBSERVAŢII: 
Ol . S-au demonstrat în acelaşi timp relaţiile : 

5 ] g * [ 2 n - k]g[2m- k] = 5 

2]h*[2n - k]h[2m - k] = 5 
k 

m - n 

m - n 

(3.60) 

(3.61) 

care sunt utile pentru descrierea comportării în domeniul timp a filtrelor cu 
răspunsurile în frecvenţă H(Q) şi G(Q). în continuare se verifică faptul că 
funcţiile \[/o,n(X) construite astfel nu aparţin lui Vq. Pentru aceasta se calculează 
produsul scalar : 
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„(x),9o n,(x)> = ( Ig*[2n - k]q)_,,u W - l]cp-u(x)) -
k 1 

= Z g * P n - k]Xh[2m - lK(p_i,k(x) W ) = 
k 1 

= X g * [ 2 n - k ] I h [ 2 m - l ] = I g [ 2 n - k ] X h * [ 2 m - l ] 
A* 

unde am folosit relaţiile (3.51) şi (3.52). Se calculează suma din membrul drept 
pentru schimbarea de variabilă 2m-k=p şi avem : 

Xg[2n - k]h*[2m - k] - Ih*[p]g[2(n - m) + p] - - m). 
k P 

unde cu R„.g [q] s-a notat intercorelaţia secvenţelor h' şi g. Dar pentru Rhg[q] 
putem scrie : 

Rh«[q] ^ H(Q)G*(a) 

Rhg[2q] ^ H 
2) 

G* 
V2. 

. H l f . . G* 
r a ~ 

— + 7t 
2 

sau, ţinând seama de relaţia (3.18): 

R , . g [ 2 q ] o 0 

şi astfel va rezulta : 

O V m , n E Z 

Deci funcţiile v|;o,n(x) sunt ortogonale pe Vq. S-a demonstrat că mulţimea 
{M̂o n(x)} nez este ortonormală în spaţiul Wq. 
02 . Se determină legătura în domeniul frecvenţă corespunzătoare relaţiei (3.52). 
în acest scop se calculează transformatele Fourier ale celor doi membri ai 
relaţiei (3.52) : 

- n)} = Xg*[2n - k]5] 2^ (p(2x - k) 
k 

sau : 
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= Xg*[2n - 3{cp(2x - k)} 

unde, făcând schimbarea de variabilă 2x-k=u, se obţine : 

3{(p(2x-k)}= J(p(2x-k)e-j"Mx = 
-00 

00 • ^ + ^ 1 . - ^ t / \ 

şi revenind ia relaţia anterioară : 

V k V2 

/ \ co 
(p — (p U j 

de unde rezultă relaţia pentru transformata Fourier a lui \\f(x): 

, k V2 (p 
co 

u 

Cu notatia : 

m, V 1 [p]e •'2 
.03 -J-P 

(3.62) 

ultima relaţie devine : 

/ \ CO mi 9 U y 9 12J (3.63) 

care este o relaţie analogă celei notate (3.47). 
Funcţia \|;(x) poartă numele de undişoară mamă iar funcţiile V|/m,k(x) 

se numesc undişoare. Ţinând seama de relaţia (3.49), (3.63) devine : 

/ \ 

^(co) = m 
V2y n ^ o 

a 
¥ (3.64) 
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Această relaţie permite construcţia unei undişoare mamă pornind de la un 
anumit răspuns de tipul h[n]. 
02 . Se observă similitudinea dintre relaţiile (3.45) şi (3.62). Funcţia de scalare 
se construieşte cu ajutorul filtrului cu răspunsul la impuls h[n] iar undişoara 
mamă cu ajutorul filtrului cu răspunsul la impuls g[n]. 

Completitudinea mulţimii {%,n(x)}nEZ este demonstrată în 
[Mey.'90]. Se poate deci afirma că mulţimea {%,n(x)}nez este o bază 
ortonormală a spaţiului Wq. Afirmaţia i) a teoremei 2 este deci verificată. 

Demonstraţia pentru verificarea afirmaţiei ii) este practic identică 
cu demonstraţia teoremei 1. 

în continuare se stabileşte legătura între proiecţiile unui semnal 
f(x) din Vo pe subspaţii succesive V^.], Wnv în acest scop se calculează 
produsul scalar : 

(3.65) 

Conform relaţiei (3.52) se poate scrie : 

^ i ,n(x)-Zg*[2n-k](po,k(x) 
k 

şi astfel relaţia (3.65) va fi : 

,(x),(p(x -1)) = <Sg*[2n - k](po,k(x),(po,i(x)) = g*[2n - 1] 

Vom putea scrie astfel : 

1 

Şl : 

n 

Aplicând teorema proiecţiei (Riesz), obţinem : 

k 

= Iso(k)<Ti,,(x),(p(x - k))* = Eso[k]g[2n - k] 
k k 

Deci coeficienţii dezvoltării semnalului ei(x) în baza {Vi,n(x)} neZ sunt 
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Xso[k]g[2n-k] 
k 

însă pentru aceşti coeficienţi am făcut notaţia di[n] în figura 3.11, deci : 

di[n] = i ; so[k]g[2n-k] 
k 

Procedând prin recurenţă se poate demonstra că : 

dm[n] - Ss,,_,[k]g[2n - k] = ,(x)) (3.66) 
k 

Cu alte cuvinte coeficienţii dezvoltărilor proiecţiilor semnalului f(x) din Vq pe 
două subspaţii succesive Vn,.i şi W^, Sn,.i[n] şi dn,[n] se pot determina prin 
filtrare cu un filtru cu răspunsul la impuls g[n] şi prin decimare. Se constată că 
pentru m=l,M, secvenţele d^[n] pot fi obţinute folosind sistemul din figura 
3.11. 

OBSERVAŢII: 
01 . în lucrarea sa [Dau.'88] Ingrid Daubechies determină toate răspun-
surile la impuls de filtre RIF, h[n] şi g[n] care satisfac o anumită condiţie de 
regularitate. Alte condiţii de regularitate sunt prezentate în [Rio.'93(l)], 
[Don.,Joh.'92], [Fro.'90], [Kov.,Vet.'93], [Mal.'90]. 

Aceste răspunsuri la impuls sunt tabelate şi sunt clasificate după 
lungimea lor. De exemplu filtrul DAU2 este unul cu lungimea răspunsului la 
impuls egală cu 4. 

Dezavantajul major al acestor filtre este că nu au caracteristici de fază 
liniare. Cu cât lungimea filtrelor creşte, cu atât erorile de rotunjire ale 
coeficienţilor sunt mai însemnate. 
02 . Dacă se abandonează ipoteza de ortonormalitate a mulţimii {(p(x-n) }nez, 
considerându-se că aceasta este doar o bază Riesz, atunci teoria prezentată în 
acest paragraf poate fi generalizată. Această generalizare a fost făcută în 
lucrările [Coh.,Dau.,Fea.'92] respectiv [Coh.'92] obţinându-se clasa 
undişoarelor bioitogonale cu suport compact. Filtrele corespunzătoare sunt tot 
de tip FIR dar de această dată filtrele de reconstrucţie au lungime diferită de 
filtrele de sinteză. Ele pot fi filtre cu fază liniară. Numeroase exemple de 
răspunsuri la impuls de filtre din acestă clasă sunt prezentate în lucrările citate. 
03 . Avantajul abordării bazate pe utilizarea undişoarelor ortonormale asupra 
celei bazate pe undişoare biortogonale este prezentat în continuare. 

Folosind notaţiile utilizate până aici, putem scrie : 

J91 

BUPT



M 

m = l 

Astfel : 

fo (x)f = ( f M W + S e„(x) , fM(x)+ S e m W ) -
m = l 

jvi M ^ 

m = l ni = l m 1 
M M M M ^ 

= <fM(x),fM W ) ^ (fM(x), I e .(x)> + (fM(x), I e J x ) ) ' ^ ( Z e ,(x) , I e J x ) > 

m = l ^ ^ 

- | | fM(x) f+2Re-
<fM(x), I e , ( x ) ) 

m=l 

în această relaţie, deoarece avem : 

fM(x)le„(x) , V m = l ^ M 

M 
I e , (x ) 
m = l 

va rezulta şi : 
M 

m = l 

iar în ceea ce priveşte norma lui fo(x) putem scrie: 

ilfoWf =llfM 
M 
I e , ( x ) 
k = l 

apoi, folosind proprietăţi ale produsului scalar : 

I M ' P M M ] M M 

k=l 1=1 k=l 1=1 
MM M „ 

= i :Z (e , (x ) , ek (x )>=I |K(x ) | l 
k = ll = l k = l 

Revenind, se poate spune că am demonstrat că : 

o ^ 
!|fo(x)f HlfMWir + Z I K W I 

k=i 
92 

(3.67) 
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Pe baza relaţiei lui Parseval se poate scrie relaţia în timp discret 
echivalentă relaţiei (3.67). Aceasta este : 

2 ^ M So[n]|| = | | s M [ n ] | | + S l l d j n l p^^g^ 

Relaţiile (3.67) şi (3.68) nu sunt valabile în cazul undişoarelor 
biortogonale. De aceea se poate afrnna că este de preferat să se utilizeze 
undişoarele ortogonale atunci când sunt necesare aproximări de eroare medie 
pătratică minimă. 
04. Teoria expusă poate fi generalizată şi pentru codoare în subbenzi cu 
structură arborescentă simetrică. Această generalizare este făcută în 
[Coi.,Wic.'93]. 
05. Teoria expusă poate fi generalizată şi pentru codoare în subbenzi care 
utilizează decimatoare şi interpolatoare cu constante M diferite de 2 [Coh.'92] 
[DeS.,Iun.,Aub.'94]. 
06. O altă direcţie de dezvoltare a codoarelor în subbenzi este cea bazată pe 
utilizarea filtrelor de analiză şi sinteză RII, [Vet.'92], sau a celor variabile în 
timp [Bar.,Sod.,Nay.'94]. 
07. Relaţia (3.32) reprezintă o teoremă de eşantionare generalizată 
[Duf.,Sch.''52], [Jer.'87], [Lim.,Opp.'88], [Mal.'89(l)], [Naf.,Isa.,Isa.'93]. 

3.6. Transformarea undişoară discretă TUD 

în paragraful anterior s-a stabilit legătura dintre seriile de undişoare 
şi tehnica codării în subbenzi. Cu ajutorul sistemului din figura 3.11 poate fi 
introdusă noţiunea de transformare undişoară discretă. Acest sistem transformă 
secvenţa x[n] în secvenţele SmM şi di[n] d2[n],...,dM[n]. Fie y[n] secvenţa ob-
ţinută prin concatenarea acestor secvenţe : 

y[n] = {sM[n],dj[n], ... ^d^W } 

Operaţia : 

x[n]-^y[n] 

poartă numele de transformare undişoară discretă ( TUD ). Operaţia : 

y[n] ^ x[n] 
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care poate fi implementată de sistemul din figura 3.16 poartă numele de 
transformare undişoară discretă inversă (TUDI). 

Se poate demonstra că TUD este liniară şi ortogonală. In 
continuare se prezintă pe un exemplu algoritmul de calcul al TUD 
[Mat.,Rad.,Sta.'96], [Nay.,Bar.,Smi.'91(l)], [Pap.,Hla.3ou.'93], [Rio,Duh.'92], 
[She.'92], [Sim.,Rie.,Sch.,Nas.'97] [Sad.,Nay,Bar.'94], [Sri.,Jam.'95], 
[Swe.,Pie.'93], [Swe.'94] [Swe.'94(l)] [Swe.'96]. Fie X vectorul secvenţei de 
intrare : 

X = Sn = 

So[8]" 
So[7] 

Se consideră că lungimea filtrelor h[n] şi g[n] este 4. Primul pas al algoritmului 
este descris de relaţia : 

Y, = M o X 

unde matricea Mn este dată de relaţia : 

Mo = 

h[0] h[l] h[2] h[3] 0 0 0 0" 

h[3] h[2] - h [ l ] h[0] 0 0 0 0 

0 0 h[0] h[l] h[2] h[3] 0 0 

0 0 -h[3] h[2] - h [ l ] h[0] 0 0 

0 0 0 0 h[0] h[l] h[2] h[3] 

0 0 0 0 -h[3] h[2] - h [ l ] h[0] 

h[2] h[3] 0 0 0 0 h[0] h[l] 

h[l] h[0] 0 0 0 0 -h[3] h[2]_ 

Se constată că se obţine : 

Y,''=[s,[4]d,[4]s,[3]d,[3]s,[2]d,[2]s,[l]d,[l]] 

Prin permutări rezultă : 
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( Y i f =[si[4] sJ3] si[2] si[l] d,[4] d,[3] d,[2] d,[l]] 

care este un vector obţinut prin concatenarea secvenţelor Si[n] şi di[n]. 
Separând aceste secvenţe se obţin vectorii : 

(Xî)^ = [s,[4] s,[3] s,[2] s,[l]] 

(X?)^ = [d,[4]d,[3]d,[2]d,[l]] 

Fie Ml matricea obţinută prin restrângerea matricii Mq la sfertul său din stânga 
sus : 

M, = 

h[0] h[l] h[2] h[3] 

-h[3] h[2] - h [ l ] h[0] 

O O h[0] h[l] 

O O -h[3] h[2]_ 

Cel de-al doilea pas al algoritmului este descris de relaţia : 

Y2=M,Xj 

şi rezultatul este : 

Y2^=[S2[2]d2[2] S2[l] d2[I]] 

In mod analog rezultă prin permutări : 

(Y2f-[S2[2] S2[1] d^Pld^Ll]] 

unde dacă separăm secvenţele S2[n] şi d2[n] obţinem : 

(X^f =[S2[2]S2[1]] şi (X^)^=[d2[2]d2[l]] 

Acum, cu ajutorul vectorilor X2\ X2 şi Xi^ se construieşte vectorul Y : 
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Această relaţie reprezintă rezultatul aplicării transformării undişoara discre e 
vectorului X [Pre.,Teu.,Vet.,Fla.'95]. Analizând numărul de operaţii efectuate 
se constată că pentru primul pas al algoritmului au fost necesare 32 de mmulţ n 
şi că pentru al doilea pas al algoritmului au fost necesare 16 imnulţm, in total 
68 Dacă vectorul X ar fi avut N elemente atunci s-ar fi efectuat un număr de 
înmulţiri de ordinul 4N [Rio.,Vet.'91]. Dacă s-ar fi folosit filtre de lungime L 
atunci acest număr ar fi fost LN. Pentru N suficient de mare se constata ca 
numărul de înmulţiri necesare este inferior lui N log2N, adică transformarea 
undişoară discretă poate fi efectuată mai rapid decât FFT a aceleiaşi secvenţe. 
Acesta este motivul pentru care această transformare se mai numeşte şi 
transformarea undişoară rapidă. 

Pentru calculul transformării inverse trebuie aplicate operaţiile descrise ^ 
anterior în ordine inversă. Bineînţeles în locul matricilor Mo, M,, ... trebuiesc 
folosite matricile Mo\ M i \ etc. . ^ ... • 

Ca orice transformare, care se aplică unei secvenţe de durata tinita, şi 
acestă transformare prezintă erori la limitele intervalului de timp considerat. 
Pentru primele eşantioane ale secvenţei x[n], filtrele h[n] şi g[n] încă nu sunt in 
regim permanent iar, la terminarea secvenţei x[n], filtrele folosite nu sunt mea 
relaxate [Ben.,Teo.'93], [Bor.'96], [Cod.'94], [Dau'93]. Pentru diminuarea 
acestor erori, sunt prezentate diferite metode în [Rio. 93], [Coh. 92], 
[Abr Fia '94] Dacă se doreşte realizarea unei TUD pe blocuri atunci, pentru 
diminuarea erorilor provocate de problemele de la marginile blocurilor, se poate 
aplica una din metodele denumite "overlap and add" sau "overiap and save' 
[Opp.,Sch.'86]. . ^̂  , 

Transformarea TUD este caracterizată de câţiva parametri. Unul dintre 
aceştia este expresia răspunsului la impuls h[n]. Conform [Asz.,Isa.'94] acesta 
trebuie corelat cu forma semnalului x[n]. în cazul în care semnalul x[n] variaza 
rapid este preferabil să se utilizeze un filtru cu răspuns la impuls mai scurt. 
Există aplicaţii în care este necesar ca răspunsul la impuls h[n] să se modifice pe 
parcursul calculului transformatei TUD [Coi.,Wic.'93], [Dau.'91], 
[Don Joh.'92], [Gop.,Bur.95], [Her.,Kov.,Vet.'95], [Isa.'94], [Kov.,Vet.'95], 
[Lem.'90], [Nag.,Ike.'96], [Pho.,Kim.,Vai.,Ans.'95], [Tol.,Hol.,Kal.'95], 
[Vai.'93(l)], [Wic.'96], [Yao.,Cha.'94], [Zha.,Des.,Pen.'96]. 

Un alt parametru al transformării este constanta M (numită rezoluţie). In 
exemplul dat pentru descrierea algoritmului de calcul al transformării s-a folosit 
pentru M valoarea sa maximă posibilă. Nu este însă necesar ca lungimea 
secvenţei SmM din structura vectorului Y să fie minimă (adică 2). Există 
aplicaţii în care lungimea secvenţei SmM din structura vectorului Y este mai 
mare [Coi., \Vic.'93]. 
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In sfârşit, un ultim parametru al TUD este lungimea secvenţei de 
intrare, N. Aceasta trebuie să fie de obicei o putere a lui 2. Pentru o alegere 
convenabilă este posibil să avem nevoie de o transformare pe blocuri [Asz.'96]. 

Pe lângă utilizarea sa la îmbunătăţirea RSZ, transformarea 
undişoară discretă mai are şi alte aplicaţii. Câteva dintre acestea sunt prezentate 
în: [Asz.'97], [Cal., Dau.,Swe., Yeo.'96], [Che., Don.'94], [Cho., Wil.'89] 
[Coh., Dau.'93], [Don.'92 (1)], [Don.'93(2)], [Don., Joh.'93], [Don.'93 (3)], 
[Don.'94], [Don., Joh.'94 (1)] şi [Don.'95]. 
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CAPITOLUL 4. ÎMBUNĂTĂŢIREA RAPORTULUI SEMNAL PE 
ZGOMOT PRIN UTILIZAREA TRANSFORMĂRII UNDIŞOARĂ 

DISCRETĂ 

Folosirea TUD în îmbunătăţirea RSZ este o tehnică foarte 
modernă. în ultimii ani s-au imaginat diverse aplicaţii în această direcţie. 
Principalele referinţe bibliografice pentru utilizarea acestei tehnici sunt 
[Coi.,Wic.'93], [Mou.'94], [Cam.,Mas.'94], [Don.,Joh.'91], [Don.,Joh.'92(l)], 
[Don.'93(l)]JJoh.'93]. 

în continuare se presupune că : 

x(t) =x,( t ) + n(t) 

unde Xu(t) este componenta utilă a semnalului de prelucrat iar n(t) este 
componenta sa perturbatoare. O primă problemă este efectul aplicării TUD 
semnalului x(t). Pentru început acesta va fi considerat un semnal aleator şi 
ergodic. 

4.L Analiza statistică a coeficienţilor TUD ai unui semnal aleator, 
staţionar şi ergodic 

Prin proiecţie ortogonală a semnalului n(t) pe spaţiile W^ , m = HM se 
obţin semnale de energie finită. Coeficienţii d^[n] sunt, conform relaţiei (3.66) : 

Produsele scalare au sens pentru undişoare cu suport compact. Se poate observa 
că aceşti coeficienţi reprezintă un semnal aleator în timp discret. Se calculează 
autocorelaţia statistică a acestui semnal : 

Rd [k - 1] = E{d J k ] d;[l]} = = 
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= E = E 1 
Conform teoremei lui Fubini operatorul de mediere comută cu cel 

de integrare şi obţinem : 

[k -1 ] = J E{n( t )n*(u) fe ,(t)T^_,(u)dtdu 

în integrant se recunoaşte ca factor autocorelaţia statistică a semnalului aleator 
n(t). Se poate deci scrie : 

[k - 1] = |Rn[t - ,(u)dtdu 

unde, având în vedere că : 

rezultă : 
Rd J k - 1] = | ( r „ (t))^;,^ (t)dt 

Aplicând relaţia lui Parseval se obţine : 

Insă : 

R , J k -1] = ^ j(R„ (co))^,;^ 

şi astfel ultima relaţie devine : 

2 
dco 

Vom face schimbarea de variabilă 2"' co = u şi revenim : 
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sau : 
(2p+l )7i 

Rd J k -1] = jRn (2"" u)^(u)f 
^ ^ P (2p - l )7 t 

o nouă schimbare de variabilă : Q = u - 2pn ne conduce la : 

R d , „ [ k - 1 ] = ] r „ ( 2 - ( Q + 2 p 7 i ) ) 4 ' ( Q + 
P -71 

sau : 

- ^ - A p ) 

Având în vedere că membrul drept reprezintă o transformare Fourier în timp 
discret inversă se poate scrie : 

[k -1] ^ S R n (2""(t^ + 2p7r)]^(Q + 2p7r) (4.2) 

Deci densitatea spectrală de putere a semnalului aleator dn,[k] depinde de 
densitatea spectrală de putere a semnalului n(t) prin relaţia (4.2). Deoarece, 
conform acestei relaţii, autocorelaţia secvenţei d,^[k] depinde doar de diferenţa 
momentelor (k-1) putem afirma că şi semnalul dm[k] este staţionar. 

OBSERVAŢII : 
01. Dacă semnalul n(t) este un zgomot alb atunci Rn(co)=l, VcoeR şi relaţia 
(4.2) devine : 

(4.3) 

în continuare se calculează suma din membrul drept al acestei 
relaţii. în acest scop se porneşte de la proprietatea de ortogonalitate a 
mulţimii {^(x-k) ' 

<4>(x),4>(x-k)) = 5[k] 
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Pe baza relaţiei lui Parseval se obţine : 

271 

adică : 

sau : 

(2p + l)7i 2 

P ( 2 p - l ) 7 r 

Dacă se face schimbarea de variabilă co-2p7r=u se obţine : 

271 -71 P 
(4.4) 

Membrul stâng al ultimei relaţii reprezintă cel de-al k-lea coeficient al 
descompunerii în serie Fourier a unei funcţii periodice de perioadă 2n. Relaţia 
(4.4.) arată că această funcţie are doar un singur coeficient Fourier nenul şi 
anume acela cu indicele O (adică componenta continuă). Rezultă că funcţia 
considerată este constantă. Având în vedere că pentru k=0 relaţia (4.4) devine : 

j X |4^(u + 2p7r) 
-71 P 

'du = 2n 

rezultă că valoarea acestei constante este 1 . S-a demonstrat în acest mod că : 

T(u + 2p7:) 
p 

= 1 
(4.5) 

în consecinţă relaţia (4.3) devine : 

R, r k - i ] ^ i 

Astfel dacă semnalul n(t) este un zgomot alb atunci şi semnalul dm[n] este un 
zgomot alb în timp discret. Deci la fiecare iteraţie a TUD (indiferent de m) se 
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Astfel dacă semnalul n(t) este un zgomot alb atunci şi semnalul dm[n] este un 
zgomot alb în timp discret. Deci la fiecare iteraţie a TUD (indiferent de m) se 
obţine tot un zgomot alb. Rezultă că TUD nu colorează eşantioanele semnalului 
x[n] (de la intrarea sa) deşi sunt făcute numeroase filtrări ale acestuia. 
02. O formulă analoagă relaţiei (4.2) poate fi demonstrată şi în cazul 
semnalelor Sni[n], Aceasta este : 

Rs.. [k - 1] = i R n (2-"(f^ + 2p7r))9(Q + 2p7r) 
2 

(4.6) 

Demonstraţia este identică cu cea pentru relaţia (4.2). Acest rezultat, pentru 
m=l, este prezentat şi în [Coh.'92]. 
03. Dacă în relaţiile (4.2) şi (4.6) se trece la limită pentru m->oo, atunci se 
constată că autocorelaţia semnalului în timp discret (s[m] respectiv d[m]) tinde 
la: 

L = ZRn(0:|6c(Q + 2p7r)|' p 

unde a poate fi (p sau T. Având în vedere că şi pentru cp se poate demonstra o 
relaţie identică cu (4.5), putem scrie : 

L = Rn(0) 

Cu alte cuvinte, indiferent de tipul zgomotului n(t), coeficienţii Sni[n] şi d^[n] 
tind asimptotic spre zgomot alb în timp discret. Această proprietate este 
fundamentală deoarece rezultă că sistemul de implementare al TUD poate fi 
privit ca un filtru de albire. 

De aceea se poate utiliza oricare dintre metodele de creştere a RSZ 
în cazul perturbaţiilor de tip zgomot alb, dacă se lucrează în domeniul 
transformatei. 
04. S-a demonstrat că : 

lim E[ i , Jk]d; [ l ] )=5[k- l ] 

Dar dacă se notează cu c[n] coeficienţii transformării Karhunen - Loeve a 
semnalului n(t), atunci: 

E{c[k]c[I]} = 5[k- l ] 
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Astfel se poate afirma că indiferent de undişoara cu suport compact folosită, 
TUD tinde asimptotic la transformarea Karhunen - Loeve. Acest rezultat 
justifică utilizarea TUD în compresii de date, [Dau.,Swe.'95], 
[Den.,Jaw.,Pet.,Swe.'93], [Don.'91], [Gre.'96], [Dum.'96], [Fro.'95]i 
[Gag.,Lin.'94], [Isa/95]. 

In continuare se calculează mediile şi dispersiile semnalelor 
aleatoare s,^[m] şi d.^[n], m=l-^M. Astfel pentru semnalul d„,[n] : 

[n]} = E{<n(t),^„,, (t))} = E{ ] n(t)4>;, (t)dt} 
-00 

sau, aplicând din nou teorema lui Fubini : 

-CO -00 

unde cu Mn s-a notat media semnalului aleator n(t). 
Ultima relaţie se mai poate scrie : 

Dar : 

m 

şi, revenind : 

m 

E{d,Jk]} = M„2 2 4'(0) (4.7) 

Aplicând însă relaţia (3.63) din capitolul precedent: 

• ( 0 ) = m, (0)9(0) = m,(0) 

O formă echivalentă a relaţiei (3.19) este : 

H(Q)|^+|G(Q)|^=2 (4.8) 
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unde : 

h „ o H ( Q ) si g „ o G ( Q ) 

Utilizând şi relaţiile (3.45) şi (3.62) : 

si 

vom putea scrie : 

V2mo(Q) = H*(Q) 
V2m|(Q) = G*(Q) 

Relaţia (4.8) se va scrie, pentru Q=0 : 

jmo(0)|^ +|m,(0)p =1 

Punând (o=0 în relaţia (3.46): 

mo(0) = 1 

şi pe baza relaţiei (4.9) vom obţine : 

m i ( 0 ) h 0 ; Zg*[p] = 0 
p 

şi deci : 
^ (0) = 0 

In final, relaţia (4.7) se scrie : 

E{d,[k]} = 0 , m = l H - M 

(4.9) 

(4.10) 

(4.11) 

S-a demonstrat că toate semnalele aleatoare dm[n] sunt de medie 
nulă indiferent de m. Acest lucru era de aşteptat având în vedere că aceşti 
coeficienţi sunt obţinuţi prin folosirea filtrelor cu răspunsurile la impuls g[n] 
(care sunt filtre trece sus). 

în continuare se calculează dispersiile acestor semnale. Având în 
vedere că media lor este nulă, se obţine : 
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E { 4 M } = RD J O ] 

sau, pe baza relaţiei (4.1) : 

du 
(4.12) 

Aceasta este relaţia care exprimă dispersiile semnalelor dni[n] pe baza densităţii 
spectrale de putere a semnalului aleator n(t). 

OBSERVAŢII : 
01. Dispersiile semnalelor aleatoare dm[n] pot fi minimizate prin alegerea 
judicioasă a undişoarei mamă ^F(t) (în acord cu densitatea spectrală de putere 
Rn(oo)). 
02. Dacă n(t) este un zgomot alb de medie nulă şi dispersie a^ atunci : 

_ 
Şl : 

(2p-f-l)7i 

P (2p- l )7r p 

Deci în cazul în care n(t) este un zgomot alb de medie nulă şi dispersie a^ atunci 
semnalele aleatoare d^fn] sunt tot de tip zgomot alb în timp discret de medie 
nulă şi dispersie a l La aceeaşi concluzie se ajunge şi în [Ama.,Vuz.'94], 
[Ama,Vuz.'97], [Ama.,Vuz.'97(l)], [Ama.,Vuz.'97(2)], [Ama.,Vuz.'97(3)]. 
03. Pentru m^co relaţia (4.12) devine : 

E{d?Jk]}-R,(0) 
(4.13) 

Această relaţie descrie comportarea asimptotică a dispersiilor semnalelor 
aleatoare dm[n]. 

în continuare se determină momentele de ordinul I şi II ale 
semnalelor aleatoare Sm[n] : 
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E{s,Jn]} = e{< n(t),(p„_,(t))} = E j n(t)(p;,k(t)dt 

adică : 

unde cu Mn s-a notat media semnalului aleator n(t). 
Ultima relaţie se mai poate pune sub forma : 

Deoarece se poate scrie : 

vom avea : 

E{s,Jk]} = M„2 2(p(0) = M„2 2 (4.14) 

Deci media semialelor s,„[k] creşte cu creşterea lui m. 
Dispersiile acestor semnale sunt: 

Pentru autocorelaţie avem : 

R3jO] = ^ j R „ ( 2 - - u ) | ( p ( u f d u 
zn^ 

şi obţinem : 

E{sfjk]} = ^ ( 2 - u)|(p(u)f du - 2 - M, 
(4.15) 

Dacă semnalul este de medie nulă atunci : 
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OBSERVAŢII : 

01. Dispersiile semnalelor aleatoare s,„[n] pot fi minimizate prin alegerea 
judicioasă a funcţiei de scalare (p(t) (în acord cu densitatea spectrală de putere 
Rn(co)). 

02. Dacă n(t) este un zgomot alb de medie nulă şi dispersie a^ atunci 

R„(co) = a2 

şi : 

(2p + l ) t 7t 
E{sfjk]} = — j |(p(u)fdu = ^ i x | ( p ( u + 2pn)'du = a^ 

Z7C 2n 
P (2p-l)7i ^^-n p 

Deci în cazul în care n(t) este un zgomot alb de medie nulă şi dispersie a^ atunci 
semnalele aleatoare s.,,[n] sunt tot de tip zgomot alb în timp discret de medie 
nulă şi dispersie a^. 

03. Pentru m - > c o relaţia (4.16) devine : 

Această relaţie descrie comportarea asimptotică a dispersiilor semnalelor 
aleatoare Sm[n]. 

04. Condiţia : 

E{n(t)} = 0 

previne divergenţa şirurilor E{Sni[k]} şi E{Sm [̂k]} când m - > o o . 

05. Dacă n(t) este un semnal aleator şi staţionar de medie nulă atunci 
secvenţele şi d^[n] converg asimptotic (pentru m^oo) la semnale aleatoare 
de tip zgomot alb de medie nulă şi dispersie Rn(0). Această observaţie justifică 
ideea de extrapolare a tehnicilor de îmbunătăţire a RSZ în domeniul TUD, 
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pentru semnale perturbate aditiv cu zgomot alb, prezentate în [Isa.'95(l)]. O 
analiză asemănătoare este prezentată în [Pas.,Gay.'95] 

4.2. Filtrarea adaptivă neliniară în domeniul transformatei 

Una dintre tehnicile de filtrare adaptivă neliniară în domeniul 
transformatei a fost introdusă de Donoho [Don.'92], [Don.'93] sub numele de 
"wavelet shrinkage". La baza acestei metode stă transformarea neliniară : 

d , J i ] ->sgn{d, [ i ]} . ( |d , J i ] | - s ) (4.17) 

unde s reprezintă un prag proporţional cu dispersia zgomotului n(t). Se observă 
că este vorba despre o filtrare adaptivă, parametrul s depinzând de semnalul 
n(t), prin intermediul dispersiei acestuia. Se constată că operatorul definit de 
relaţia (4.17) este unul neliniar. Având în vedere că : 

x[k] = x j k ] + n[k] 

şi că TUD este liniară, rezultă că : 
d„, rk] = d„ rk] + d„, rk] 

/ 

1 

\sgnx / 

1 

X 
-1 

V |x|.s 

/ -
/ 

X 
-1 

V |x|.s 

/ -
/ 

'-S 

^-s Xi X2 

Figura 4.1. Transformarea funcţională descrisă de relaţia (4.17). 

J108 

BUPT



Aplicarea relaţiei (4.16) coeficienţilor d „^[k] are ca efect scăderea 
valorii acestora. De aici vine şi denumirea metodei "wavelet shrinkage". Din 
nefericire sunt afectaţi şi coeficienţii d^^^M- Conform referinţelor bibliografice 
deja citate, metoda propusă este eficientă eliminând aproape complet zgomotul 
dar distorsionând şi semnalul util. De aceea această metodă se aplică doar în 
cazul semnalelor x(t) cu raport semnal pe zgomot mare (atunci când s este 
neglijabil în comparaţie cu dnixuW). 

In continuare se analizează metoda propusă. Relaţia (4.17) descrie 
schimbarea de variabilă aleatoare: 

y = sgnx • (I XI -s) 

Această transformare funcţională este reprezentată grafic în figura 4.1. 
Notăm cu X variabila aleatoare care descrie comportarea statistică 

a semnalului dm[i] la momentul fixat i. Considerând că semnalele dm[i] sunt de 
tip zgomot alb (presupunere justificată în paragraful anterior) rezultă că 
variabila aleatoare X este distribuită gaussian (având media O şi dispersia a^). 

Figura 4.2. Densităţile de probabilitate ale variabilelor aleatoare X şi Y. 

Aplicând variabilei aleatoare X transformarea funcţională descrisă 
în figura 4.1 se obţine variabila aleatoare Y. Se determină pY(y) în funcţie de 
densitatea de probabilitate a variabilei aleatoare X, px(x). Conform figurii 4.1 
rezultă : 

J109 

BUPT



P v W = ^ - ^ 

unde : 

Şl : 

dxj dx2 

Xj e(-co,0);y = xi + s O x̂  = y - s ; 
dy 

— = 1 ,ye(-co,s) 
dX| 

X2 e (0,oo); y - X 2 - s <=> X2 = y + s; 
dy 

= 1 ,y e (-s,oo,) 
dx2 

De aceea se poate scrie : 

P v C y ) ^ P x ( y - s M s - y ) + Px (y + s)a(y + s) 

în figura 4.2 sunt prezentate cele două densităţi de probabilitate 
Px(x) şi pY(y). 

Se constată faptul că funcţia pvCy) este pară. Media acestei 
variabile aleatoare este : 

00 
m y = j y P Y ( y ) d y = O 

-00 

fiind integrala pe un interval simetric a unei funcţii impare . 
In continuare se determină valoarea dispersiei variabilei aleatoare 

Y, Qy pe baza dispersiei variabilei aleatoare X, a^. 

1 
Gy = 

= I y ' [ P x ( y - s M s - y ) + P x ( y + s)a(y + s)]dy= 
-00 

S 00 

= I y ' P x ( y - s ) d y + | y ^ P x ( y + s)dy 
-co _s 

Se calculează cele două integrale : 
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I i " 1 y P x ( y - s ) d y 
-00 

Se face schimbarea de variabilă y-s = u şi avem : 

o o 
Ii = I (u + s)^ P x W d u = I u^ + 

-CO .00 

o o 
+ 2s I u p^(u)du + j s^p^(u)du 

(4.19) 

Dar : 

^ 9 2 0 ^ 
u -px ( u ) d u - y si I Px ( u ) d u = F x (0) = -

unde cu Fx(x) s-a notat funcţia de repartiţie a variabilei aleatoare X. Deci relaţia 
(4.19) devine : 

2 0 2 

Ii = ^ + 2s j u Px(u)du + - (4.20) 

Urmează calculul lui : 

h = \y Px(y + s)dy 
-s 

Se face schimbarea de variabilă y + s = u şi avem : 

I2 = j ( u - s ) px(u)du= |u^Px(u)du -
o o 

00 00 

- 2s I u px(u)du + ŝ  I px(u)du = 
o o 

= 2s ] u p x ( u ) d u + ^ 
z Q Z 

Deoarece funcţia px(x) este pară, cu schimbarea de variabilă u = - v va rezulta 
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o o 
u Px(u)du = - j V Px(-v)dv = - j V Px(v)dv 

o -QO - 0 0 

şi astfel h devine : 

I 2 - Y + 2S J u p x ( u ) d u + ^ 
-00 

Pe baza relaţiilor (4.20 ) şi (4.21 ) pentru relaţia (4.18) avem : 

(4.21) 

a y - I i + I 2 =CT'+4s Jupx(u)du + ŝ  (4.22) 

(4.22) : 
în continuare se calculează integrala din membrul drept al relaţiei 

V271CT 

. 2 O „2 ^ 

na 
\ / 

V ^ a 

2 " 
e 

-Jln 

De aceea se obţine : 

relaţia : 

4 = a 2 - 4 s ^ + s^ 
V ^ ' (4.23) 

Trebuie determinată mulţimea valorilor lui s pentru care are loc 

(4.24) 2 'y cJy < a" 

\ 2a \ V ^ / 

\ ' / 4a 
> 
s - za - \ y \ yfîn n ~ \ 

Figura 4.3. Mulţimea valorilor lui s pentru care 
metoda "wavelet shrinkage" este eficientă. 
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Pentru aceste valori, prin aplicarea transformării (4.17) se obţine un nou semnal 
aleator (descris de variabila aleatoare Y la momentul i) a cărui putere este 
inferioară puterii semnalului d^[n] şi deci metoda propusă este eficientă. 

Condiţiile (4.23) şi (4.24) conduc la relaţia : 

ŝ  - 4s < O 

Soluţiile acestei inegalităţi sunt localizate ca în figura 4.3. 
S-a demonstrat în acest fel că valoarea minimă a deviaţiei standard 

a variabilei aleatoare Y este : 

7 1 - 2 _ ^^ 
- (4.25) 

şi că această valoare este obţinută pentru un prag s de valoare 0,797-a. 
în consecinţă, aplicând transfonuarea din relaţia (4.17) semnalelor 

aleatoare dni[i] se obţin noi semnale aleatoare de putere (dispersie) inferioară 
celor iniţiale. De aceea se poate afirma că metoda propusă înlătură o parte din 
zgomotul conţinut în semnalele De aceea în referinţele bibliografice deja 
citate este utilizat termenul "de-noising". 

Conform relaţiei (4.25), cea mai mare reducere posibilă a puterii de 
zgomot, obtenabilă aplicând metoda propusă este de : 

— ^ ^ 0,36 
a a 

De aceea, în cel mai fericit caz, se poate vorbi de o îmbunătăţire a RSZ de 2,77 
ori. Astfel, metoda propusă nu poate conduce la rezultate remarcabile decât în 
cazul unor semnale care au deja RSZ destul de mare. 

Referitor la distorsionarea semnalului dm[n] se poate afirma că 
acele eşantioane care au valori mari (mult mai mari decât s) nu sunt afectate de 
metoda propusă dar că acele eşantioane care au valori apropiate de s sunt 
puternic afectate de metoda propusă. 

Având în vedere că alegerea pragului s depinde de dispersia 
zgomotului n(t), a^ rezultă că "wavelet shrinkage" este o metodă de filtrare 
neliniară adaptivă în domeniul TUD. Este clar că aplicarea relaţiei (4.17) 
presupune un volum de calcul mult inferior celui solicitat de algoritmul LMS 
[Isa.'94(l)], [Isa.'94(2)] sau de filtrarea Wiener multicanal [Naf'95], 
[Bov.,Mar.,Qua.'94], [Che.,Lin.'94], [Shy.'92]. 
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o altă metodă de filtrare neliniară în domeniul TUD este propusă 
de Moulin în [Mou.'94]. Această metodă se bazează pe o detecţie de prag. 
Transformarea care stă la baza acestei metode este: 

d.[i] ^ ^ (4.26) 
O, in rest 

Raţionând ca mai sus se consideră variabila aleatoare X distribuită gaussian cu 
media nulă şi dispersia a^. Aceasta este transformată cu ajutorul relaţiei : 

X, X >s y 0, X <s (4.27) 

în variabila aleatoare Y. Se face caracterizarea statistică a acestei variabile 
aleatoare. Transformarea (4.27) este reprezentată grafic în figura 4.4. 

Se observă că y este o funcţie strict monotonă de x pe intervalele 
(-00, -s) şi (s, oo). Din păcate această funcţie nu este inversabilă, de aceea 
neputându-se determina pY(y) pe baza lui px(x), folosind relaţia : 

Pv(y) = Z dy 
dxi 

în continuare se determină pY(y) pe baza funcţiei de repartiţie a 
variabilei aleatoare Y, FY(y): 

FY(y) = P(Y < y) 

^igura 4.4. Reprezentai'ea grafic i a transformării descrise de relaţia (4.27). 
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Pe intervalul (- oo, -s) variabilele X şi Y sunt identice. De aceea : 

FY(y) - P( Y < y) = Fx(y) , y - s ) 

Pe intervalul [- s, 0) variabila aleatoare Y este identic nulă şi deci 

FY(y) - P{ Y < - s } = Fx(-s) , y G[-s,0) 

Pe intervalul [O, s) variabila aleatoare Y este identic nulă şi se poate deci scrie : 

FvCy) - P(Y < s) = Fx(s) ,ye[0 ,s ) 

Pe intervalul [s, co) variabilele X şi Y sunt identice. De aceea : 

FY(y) = P ( x < y) = Fx(y) , y€ [ s , c )̂ 

In consecinţă, funcţia de repartiţie a variabilei aleatoare Y are 
graficul din figura 4.5. 

Figura 4.5. Graficul funcţiei de repailiţie a variabilei aleatoare Y. 

întrucât densitatea de probabilitate se poate obţine pe baza derivării 
funcţiei de repartiţie, operând în sensul distribuţiilor, pentru pvCy) se obţine 
graficul din figura 4.6. 
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• Pyiy) 

. F.iy) 

-s 0 s 

Figura 4.6. Densitatea de probabilitate a variabilei aleatoare Y. 

Deci : 

PY(y) ^ P x ( y ) ^ ( - y - s ) +(FX(S) - Fx(-s))5(y) + 

+ P x ( y ) ^ ( y - s ) 

Se determină media my a variabilei aleatoare Y : 

00 
mY= fypydy 

(4.28) 

Deoarece : 

vom avea : 

y p Y (y) = ypx (y) ^ i - y - s) + y Px (yMy - s) 

00 - s 

mv = ypvdy- jypx(y)dy + |ypx(y)dy 
-(X -co 

relaţia (4.29) devenind : 

my = C y Px(y) dy - f_s y Px(y) ^y = o 

(4.29) 
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deoarece cele două integrale sunt nule fiind integrale de funcţii impare pe 
intervale simetrice. 

In continuare se calculează dispersia variabilei aleatoare Y. 

- s s 00 

jy PY(y)dy= |y^PY(y)dy+ jy^PyCy) dy + |y^PY(y)dy = 
- C O - 0 0 _s s 

- s 00 00 s 

= jy^PY(y)dy+|y^PY(y)dy= Jy^PY(y)cly- jy^ PY(y)dy 

sau : 

a^ =a2 - 2jy2p^(y)dy 

Calculăm ultima integrală : 

s s 

.y^ Px(y)dy = jy' , 1 
V2 7ia 

e dy = -
42%a 

yd 

42n 
ye - je dy 

o 

J L s - Z . 
se e 2a-dy 

a 
-JlTl 

se o'r 1 

, 2 A 

- se + a 
Z/ 

Revenind avem : 

2a 1 
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în figura 4.7 se prezintă dependenţa de s a diferenţei csy - cr̂  dată 
de relaţia : 

2 2 2a Uy - G = ,— se F x ( s ) - - (4.30) 

2 2 Figura 4.7. Dependenţa de s a diferenţei Qy - cr . 

Analizând figura 4.7 şi relaţia (4.30) se constată faptul că, oricare 
ar fi s pozitiv, O, ceea ce dovedeşte că metoda propusă realizează o 
îmbunătăţire a RSZ, indiferent de pragul folosit. 

Se observă de asemenea că : 

S = 0 
= 0 

relaţie care confirmă justeţea calculului făcut, conforai figurilor 4.4, 4.5 şi 4.6. 
Se mai constată că : 

= - a 

Cu alte cuvinte, ay descreşte cu creşterea lui s între a^ (pentru s=0) şi O 

(pentru s - > c o ) . Deci pe baza acestei metode zgomotul dn,n[i] ar putea fi redus 
oricât de mult. 

Din păcate o dată cu creşterea lui s sunt eliminate şi eşantioanele 
utile din semnalele d ,̂ [i], metoda producând distorsiuni ale părţii utile a 
semnalului de prelucrat. Pentru valori mici ale lui s aceste distorsiuni sunt 
nesemnificative, cea mai bună dovadă fiind aceea că această metodă este una 
dintre cele care se folosesc pentru compresia semnalelor în domeniul TUD 
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[Isa.,Asz.'94], [Asz., Isa.'94], [Nar.,Lou,Les.,Dar.'96], [Nas.,Sap.,Saw.'971 
[Nay.,Bar.,Smi.'91], [Ode.3ur.'96]. 

Este util de determinat pragul s în scopul maximizării RSZ de la 
ieşirile celor două filtre propuse. Notând cu x[i] eşantioanele de semnal util de 
la intrarea filtrului neliniar şi cu y[i] eşantioanele de semnal util de la ieşire se 
constată că : 

^ ^ ^ 2 N - l 2 F P 
E i = E x i ; R S Z i = 4 ; R S Z e = -

i=o i=o a 

Dar, pentru metoda "wavelet shrinkage" : 

N-1 . N-1 
E e = E | X i | ' - 2 s XlXil + Ŝ  

i=0 i=0 

sau, cu notaţia : 

vom avea : 

N-1 

Z 
i = 0 

= S N-1 

De aceea, în cazul acestei metode : 

RSZ, = Ej -
2 4 ^ 

a ' - a s + s^ 
•\l2n 

Se constată că pentru maximizarea acestei funcţionale după 
parametrul s este necesară cunoaşterea valorilor Ei şi Sn-i, adică este necesară 
cunoaşterea expresiei analitice a lui x[n]. Rezultă că pentru cazul general 
valoarea optimă a pragului s poate fi fixată adaptiv, având ca şi criteriu de 
adaptare maximizarea lui RSZ. Concluzia este valabilă şi pentru cea de-a doua 
metodă de filtrare neliniară propusă. 

în consecinţă este de dorit ca eşantioanele dm[i] să fie tratate diferit 
în funcţie de valoarea lor. Cele mici ar fi util să fie prelucrate cu metoda bazată 
pe detecţia de prag iar cele mari să fie prelucrate pe baza metodei "wavelet 
shrinkage". De aceea în [Isa.,Asz.,Isa.'95] se propune transformarea : 
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dm[i] ^ 
o, pentru |dn,[i]|<s 

sgn{d^[i]}(!d„,[i]|-s), pentru |d„[i] |>s 

(4.31) 

în aceeaşi lucrare se prezintă rezultate experimentale obţinute pe 
baza aplicării metodei de îmbunătăţire a RSZ prin filtrare neliniară în domeniul 
TUD, descrisă de relaţia (4.31). 

Se constată că metoda este valabilă pentru o mare diversitate de 
semnale utile, că zgomotul este aproape complet înlăturat şi că semnalele utile 
nu sunt prea distorsionate. Prezentarea detaliată a rezultatelor experimentale 
privind aplicarea metodei descrisă de relaţia (4.31) la diverse semnale este 
subiectul capitolului următor. 

4.3. Analiza noii metode de filtrare în domeniul transformatei 

Fie X variabila aleatoare de la intrare. Folosind estimatorul 
propus se obţine variabila aleatoare Y. Această transformare este prezentată în 
figura 4.8. 

o s 

Figura 4.8. Transformarea propusă. 

Legătura dintre funcţiile de repartiţie ale celor două variabile 
aleatoare este, aşa cum se arată în [Isa.,Asz.,Isa.'95] : 

Fy (y) = Fx (y - s)a(- y) + Fx (y + s)a(y) 

Derivând această relaţie se obţine legătura dintre densităţile de probabilitate 
corespunzătoare : 

P V (y) = P , (y - s)a(- y) + (Fx (s) - Fx ( - s))5(y) + p ̂  (y + s)a(y) 
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Din acest motiv valoarea medie a variabilei aleatoare Y are valoarea: 

oc 
= JyPy(y)dy=0 

-OO 

In continuare se calculează dispersia acestei variabile aleatoare. 

Dan 

I M'p ̂  (u)du + 2s Jup ̂  (u)du + s^F s) 
X 

- X 

şi:: 

X -r, -n 
jy^P;, fy ̂  sjtty = Jy^p^ (u)du - 2s jup^ (u)du + s^ (l - F^ (s)) 
a 

Deci::: 

c > - (u)du + 5^(1 -F^(s )+F^ s)) 

ciâ X esce ® varbWlâ aleatoare gaussiană, având densitatea de 
praiî^iicacd: pb?/̂ )̂  pnmd t m m n al membrului drept al ultimei relaţii are 
vâlxw^ă-:: 

2 ^ 
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în acest caz expresia dispersiei devine : 

a / = (l - F J s ) ) - 2 s a ^ ^p J s ) + 2a ^ ^ (l - F J s ) ) 

în figura 4.9 este prezentată funcţia de repartiţie a variabilei aleatoare Y iar în 
figura 4.10 densitatea de probabilitate a acestei variabile aleatoare. în figura 
4.11 este prezentată dependenţa dispersiei variabilei aleatoare Y de valoarea 
pragului s. 

-s s y 
Figura 4.9. Funcţia de repartiţie a variabilei aleatoare Y. 

Figura 4.10. Densitatea de probabilitate a variabilei aleatoare Y. 
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Figura 4.11. Dependenţa dispersiei variabilei aleatoare Y de valoarea pragului s. 

Analizând ultima figură se constată că pentru orice valoare a 
pragului s dispersia semnalului de la ieşire este inferioară dispersiei semnalului 
de la intrare. Cu alte cuvinte, oricare ar fi puterea zgomotului care perturbă 
aditiv semnalul util, de prelucrat, la ieşire se obţine un semnal util perturbat 
aditiv cu un zgomot cu o putere mai mică. Evident reducerea puterii zgomotului 
este cu atât mai importantă cu cât se foloseşte un prag de valoare mai mare. 
Pentru o valoare suficient de mare a pragului zgomotul perturbator poate fi 
practic rejectat. Se constată că nu există o valoare optimă a pragului (care să 
conducă la minimizarea puterii zgomotului de la ieşire) aşa ca în cazul filtrului 
de tip "wavelet shrinkage" (prezentat la începutul acestui paragraf). Mai 
degrabă, acest al treilea filtru neliniar (care se mai numeşte şi filtru de tipul 
"soft thresholding") are o comportare mai apropiată de cea a filtrului propus de 
Moulin (care mai poartă şi numele de filtru de tipul ''hard thresholding"), 
permiţând prelucrarea unor semnale cu raport semnal pe zgomot mult mai mic 
decât în cazul filtrului de tip "wavelet shrinkage". Din nefericire odată cu 
creşterea valorii pragului şi în cazul acestui al treilea filtru cresc şi distorsiunile 
semnalului util de la ieşire. De aceea, în continuare, pentru aprecierea ultimului 
estimator propus se analizează îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot pe 
care o poate realiza acest filtru neliniar. Această analiză este realizată în 
conformitate cu [Isa.'97]. 

Semnalul de la intrarea filtrului de tipul "soft thresholding" este de 
forma: 

x[n] = x^[n] + Zj. n 

unde Zx[n] este un zgomot staţionar cu puterea a^. Dacă semnalele şi 
z^[n] sunt necorelate atunci se poate scrie : 

P x - P x 
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Raportul seinnal pe zgomot la intrare este egal cu : 

Px RSZj = ^ 

Semnalul de la ieşirea filtrului este de fomia : 

iar RSZ la ieşire va fi : 

RSZ, = ^ 

îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot realizată de filtrul de tip "soft 
thresholding" este : 

X = 
RSZ. Py.. a _ Vu ""X 
RSZi Px„ 

Făcând ipoteza că şi semnalul util şi zgomotul de la ieşire sunt decorelate, 
ultima relaţie devine : 

X = 

Puterile semnalelor de la intrare şi de la ieşire, Px şi Py, pot fi calculate 
deoarece aceste semnale sunt accesibile măsurării. Puterea zgomotului de la 
intrare poate fi măsurată în absenţa semnalului util de intrare iar puterea 
zgomotului de la ieşire poate fi calculată folosind formula dedusă mai sus 
pentru orice valoare a pragului s. 
Deci îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot x este o funcţională de 
valoarea pragului s. Există posibilitatea ca această funcţională să aibă o valoare 
minimă pentru o anumită valoare a pragului s. Relaţia intrare-ieşire pentru filtrul 
de tip "soft-thresholding" poate fi pusă în forma : 
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x[k]-s, x[k]>s, 
= x[k] + s, x[k] < -s, 

O, |x[k]<s 

Puterea semnalului de la ieşirea acestui filtru este : 

N N 

s 

S-a notat cu Nj numărul de eşantioane a căror valoare este superioară lui s şi cu 
No numărul de eşantioane din semnalul de ieşire a căror valoare este mai mică 
decât -s. Expresia puterii de la ieşire devine : 

N, N2 

k,=l 

+ 2s 
Vk2=l 

N, 
r T r 

Dacă valoarea pragului s este suficient de mică se pot face aproximările : 

Şl : 

ki=l k2=l 

N2 N, N 
Z x [ k 2 j - Z x [ k i ] = - X 

k 2 = l k i = l k = l 

notând această ultimă expresie cu a. Se poate scrie, de asemenea : 

N i + N 2 = P N cu 0 < P < 1 

Iată de ce puterea semnalului de la ieşire poate fi calculată cu formula : 

Py =P, +2sa + (ÎNs^ 

Incluzând şi distorsiunea semnalului util de la ieşire în categoria perturbaţiilor, 
raportul semnal pe zgomot la ieşire poate fi calculat cu formula : 
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RSZe = Px„ 

PNs^ +2as + a ^ 

Valoarea maximă a acestui raport se obţine atunci când numitorul său este 
minim. Această situaţie apare atunci când pragul ia valoarea optimă Sq dată de 
relaţia : 

a 
SN = - -

pN 

Dacă sunt satisfăcute ipotezele făcute, atunci există o valoare optimă a pragului 
pentru maximizarea raportului semnal pe zgomot la ieşire, în cazul filtrului de 
tip "soft-thresholding". 
Din nefericire această valoare optimă este dificil de calculat înaintea efectuării 
filtrării deoarece constantele a, (3, şi N au valori care depind de forma de undă a 
semnalului util de la intrare precum şi de tipul de zgomot de la intrare. 
De aceea a fost conceput un algoritm adaptiv pentru alegerea pragului care 
maximizează raportul semnal pe zgomot de la ieşirea filtrului de tip "soft-
thresholding". 
Acest algoritm reprezintă subiectul articolului [Isa.'97]. 
Etapele sale sunt următoarele: 
1. Se calculează transformata undişoară discretă a semnalului achiziţionat. 
2. Se presupune cunoscută puterea semnalului util de la intrarea filtrului de tip 
"soft thresholding". Această ipoteză este în acord cu formularea problemei 
îmbunătăţirii raportului semnal pe zgomot în telecomunicaţii (se cunoaşte 
puterea emiţătorului dar nu se cunoaşte puterea zgomotului care se suprapune 
peste semnalul util în canalul de telecomunicaţii). 
3. Se calculează raportul semnal pe zgomot la intrare. 
4. Se efectuează filtrarea cu filtrul de tip "soft-thresholding" utilizând o valoare 
mică pentru prag. 
5. Se calculează raportul semnal pe zgomot la ieşire. Se determină îmbunătăţirea 
raportului semnal pe zgomot realizată. Se memorează semnalul de ieşire obţinut 
precum şi valoarea îmbunătăţirii raportului semnal pe zgomot. 
6. Se repetă etapa anterioară folosind aceeaşi valoare (mică) pentru prag. La 
intrarea filtrului este conectat de această dată semnalul obţinut la ieşire în 
iteraţia anterioară. Se memorează noul semnal de ieşire precum şi noua valoare 
obţinută pentru îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot. Aceasta se 
calculează pe baza valorii raportului semnal pe zgomot de la intrare calculată în 
etapa 2. 
7. Se repetă etapa anterioară atât timp cât valoarea raportului semnal pe zgomot 
creşte de la iteraţie la iteraţie. Algoritmul se încheie de îndată ce valoarea 
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raportului semnal pe zgomot obţinută în etapa curentă este mai mică decât 
valoarea aceluiaşi parametru obţinută în etapa anterioară. Semnalul de ieşire va 
fi cel memorat la sfârşitul etapei anterioare. Valoarea raportului semnal pe 
zgomot va fi de asemenea cea înregistrată la sfârşitul etapei anterioare. 
8. Se calculează transformata undişoară inversă a semnalului obţinut la sfârşitul 
etapei anterioare. In acest mod se obţine semnalul rezultat al prelucrării dedicate 
îmbunătăţirii raportului semnal pe zgomot. 
Metoda propusă poate fi încă optimizată, prin selectarea acelei transformări 
undişoară discretă care se potriveşte cel mai bine cu semnalul util de prelucrat. 
Unele considerente pe care se poate baza o astfel de optimizare sunt prezentate 
în [Isa.'97] şi în [Bor.,Isa.'97]. Alte lucrări pe această temă care merită să fie 
amintite sunt: [Ant.,Gre.,Nas.'95], [Buc.,Don.'95], [Buc.,Don.'96] [Chi 
Kol.,Cul.'96], [Coh.,d'Al.'95], [Coh.,Kov.'96], [Coi.,Sai.'96], [Gao.'97]' 
[Gao.'97(l)], [Gao.'97(2)], [Hil., Ogd.'97], [Kol.'96], [Lan.,Guo.,Ode.,Bur.! 
Wel.'95], [Nas.'94] şi [Pes., Ade., Pes., Hel.'96]. Alte filtre neliniare interesante 
pentru prelucrarea în domeniul TUD sunt prezentate în [Pit.,Ven.'86(l)l şi în 
[Pit.,Ven.'86(2)]. 
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CAPITOLUL 5. REZULTATE EXPERIMENTALE 

Acest capitol este dedicat simulărilor metodei adaptive de 
îmbunătăţire a raportului semnal pe zgomot propusă la sfârşitul capitolului 
anterior. Aceste simulări au fost realizate cu ajutorul unor programe scrise în C 
dedicate acestui scop. 

5.1. Programe de simulare conţinând metoda adaptivă 
pentru îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot 

Funcţiile acestor programe sunt: 
1. Generarea unor semnale deterministe, care sunt semnalele utile de la intrarea 
sistemului de îmbunătăţire a raportului semnal pe zgomot. 
2. Generarea unor semnale aleatoare, adică a zgomotelor care perturbă aditiv 
semnalele utile la intrarea în sistem. 
3. însumarea celor două tipuri de semnale generate anterior. 
4. Aplicarea algoritmului adaptiv descris la sfârşitul capitolului anterior. Se 
afişează raportul semnal pe zgomot la intrare, raportul semnal pe zgomot la 
ieşire obţinut după ultima iteraţie şi îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot 
obţinută. Pentru funcţionarea corectă a acestui program este necesară 
specificarea undişoarei mamă pe baza căreia se doreşte calculul transformărilor 
undişoară discretă directă şi inversă. Există şi posibilitatea evidenţierii 
distorsiunilor pe care le-a suferit semnalul util în procesul de prelucrare. 
5. Identificarea deviaţiilor diferiţilor parametri ai semnalului util apărute în 
procesul de prelucrare. 

în continuare se va prezenta fiecare dintre aceste funcţii. 
1. Semnalele utile care pot fi generate cu programele care constituie subiectul 
acestui capitol sunt prezentate în figurile 5.1, 5.2, 5.3, 5.4 şi 5.5. 
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Figura 5.1. Semnal sinusoidal. Figura 5.2. Semnal modulat în frecvenţă. 

100 1 200 400 500 100 2 M j 

Figura 5.3. Tren de impulsuri dreptunghiulare. Figura 5.4. Tren de impulsuri gaussiene. 

W 
300 400 

Figura 5.5. Tren de impulsuri de tip sinus cardinal. 

Parametrii tuturor acestor semnale pot fi modificaţi prin program 
conform tabelului 1. 

Tipul semnalului Parametrii care pot fi modificaţi 
sinusoidal amplitudine, frecvenţă 
modulat în 
frecventă 

amplitudine, frecvenţă purtătoare, frecvenţă modulatoare. 
Modulaţia de frecvenţă este liniară. 

Dreptunghiular amplitudine, frecvenţă, factor de umplere, polaritate 
gaussian poziţie, amplitudine, fonnă 
sinus cardinal poziţie, amplitudine, formă 

Tabelul 1. Parametrii semnalelor utile care pot fi modificaţi folosind 
programul de generare propus. 
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Fiecare dintre aceste semnale este caracteristic pentru o anumită 
aplicaţie din domeniul telecomunicaţiilor. De exemplu semnalul sinusoidal 
poate fi asociat cu modulaţia de fază, semnalul modulat în frecvenţă apare 
frecvent în radiolocaţie, semnalul de tip tren de impulsuri dreptunghiulare apare 
în comunicaţiile de date în banda de bază, semnalul de tip tren de impulsuri 
gaussiene apare în comunicaţiile de date fară interferenţă intersimbol iar 
semnalul de tip tren de impulsuri de tip sinus cardinal apare în comunicaţiile de 
date cu interferenţă intersimbol. Se poate afirma de asemenea că fiecare din 
semnalele din tabelul 1 descrie câte o clasă de semnale destul de largă. Aceste 
clase se diferenţiază între ele prin regularitatea elementelor lor, prin numărul lor 
de parametrii, etc. 

2. Câte o realizare a semnalelor aleatoare care pot fi generate cu ajutorul 
acestui program este prezentată în figurile 5.6, 5.7, 5.8 şi 5.9. 

Figura 5.6. Semnal aleator de tip 
zgomot alb gaussian. 

Figura 5.7. Semnal aleator de tip zgomot 
uniform. 

Figura 5.8. Semnal aleator de tip impuls. Figura 5.9. Semnal aleator de tip 
salve de impulsuri. 
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Parametrii tuturor acestor semnale pot fi modificaţi prin program conform 
tabelului 2. 

Tipul 
semnalului 

Parametrii care pot fi modificaţi 

Zgomot alb Dispersia. Valoarea medie este nulă. 
Zgomot uniform Dispersia 
Tren de 
impulsuri 

Dispersia. Numărul de impulsuri. 

Salve de 
impulsuri 

Dispersia. Numărul de salve. Lungimea unei salve. 

Tabelul 2. Parametrii semnalelor aleatoare perturbatoare care pot 
fi modificaţi folosind programul de generare propus. 

Aceste semnale aleatoare modelează majoritatea tipurilor de zgomot care pot 
apărea într-un canal de telecomunicaţii. Modelul de tip zgomot alb este cel mai 
des utilizat. Prezenţa zgomotului alb este inerentă funcţionării oricărui 
dispozitiv electronic. Zgomotele de tip tren de impulsuri respectiv salve de 
impulsuri apar de asemenea frecvent în practică [Tsi.,Nik.'97]. Este vorba mai 
ales de situaţiile în care semnalul util este perturbat încă de la sursă (de exemplu 
o convorbire telefonică este perturbată de zgomotul de fond datorat trecerii unui 
camion prin vecinătatea cabinei telefonice). 

3. în figurile 5.10, 5.11, 5.12 şi 5.13 sunt prezentate exemple de perturbare 
aditivă a semnalelor utile din figurile 5.1, 5.2, 5.3 şi 5.4 cu semnalele 
perturbatoare din figurile 5.6, 5.7, 5.8 şi 5.9. 

6 0 0 

Figura 5.10. Semnal sinusoidal perturbat aditiv de zgomot alb. 
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o 100 200 300 400 500 600 

Figura 5.11. Semnai modulat în frecvenţă perturbat aditiv cu zgomot uniform. 

100 200 300 400 500 600 

Figura 5.12. Tren de impulsuri dreptunghiulai'e perturbat aditiv cu zgomot de tip tren de 
impulsuri. 
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Figura 5.13. Tren de impulsuri gaussiene perturbat aditiv de zgomot în salve de impulsuri. 

4. în figurile 5.14, 5.15, 5.16 şi 5.17 se prezintă rezulatele aplicării metodei 
adaptive de îmbunătăţire a raportului semnal pe zgomot, propusă în această 
lucrare, pentru semnalele din figurile 5.10, 5.11, 5.12 şi 5.13. 

100 2 0 0 3 0 0 4 0 0 5 0 0 600 

Figura 5.14. Rezultatul aplicării metodei asupra semnalului din figura 5.10. 
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100 2 0 0 3 0 0 4 0 0 5 0 0 600 

Figura 5.15. Rezultatul aplicării metodei adaptive de îmbunătăţire a raportului semnal pe 
zgomot semnalului din figura 5.11. 

- 2 0 
200 3 0 0 4 0 0 5 0 0 600 

Figura 5.16. Semnalul obţinut în urma aplicării metodei adaptive de îmbunătăţire a raportului 
semnal pe zgomot semnalului din figura 5.12. 
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3 0 0 4 0 0 5 0 0 600 

Figura 5.17. Semnalul obţinut în urma aplicării metodei adaptive de îmbunătăţire a raportului 
semnal pe zgomot semnalului din figura 5.13. 

Analizând ultimele patru figuri se constată că deşi semnalele de 
prelucrat (prezentate în figurile 5.10, 5.11, 5.12, 5.13) aveau rapoarte semnal pe 
zgomot destul de mici (în special semnalele din figurile 5.12 şi 5.13) totuşi 
zgomotul a fost complet eliminat. De aceea metoda de îmbunătăţire a raportului 
semnal pe zgomot bazată pe transformarea undişoară discretă directă, filtrare cu 
filtru de tipul "soft-thresholding" şi transformare undişoară discretă inversă este 
întâlnită în literatura sub denumirea ''de-noising". 

Pe baza figurii 5.14 se poate afirma că semnalul sinusoidal a fost 
recuperat din zgomot aproape perfect. 

Analizând figura 5.15 se constată că şi semnalul modulat în 
frecvenţă a fost bine curăţat de zgomot dar că metoda folosită a introdus o 
distorsiune de tipul modulaţie parazită de amplitudine. Totuşi trebuie remarcat 
că poziţia trecerilor prin zero ale semnalului util nu a fost afectată aproape de 
loc de prelucrarea efectuată. 

Pe baza figurii 5.16 se poate afirma că metoda de "de-noising" 
utilizată nu afectează prea mult fronturile semnalului dreptunghiular. Această 
comportare este remarcabilă pentru o metodă de creştere a raportului semnal pe 
zgomot care dă rezultate bune şi în cazul semnalelor netede (cum este de 
exemplu semnalul sinusoidal prezentat anterior). Se poate remarca şi în acest 
caz distorsiunea de amplitudine de tipul modulaţie de amplitudine parazită care 
afectează palierele semnalului dreptunghiular. Această modulaţie parazită de 
amplitudine poate fi mult diminuată dacă se foloseşte o transformare undişoară 
discretă directă invariantă la translaţii [Coi.,Don.'95]. 
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Analizând figura 5.17 se constată că metoda propusă funcţionează 
Şl în cazul unor semnale perturbate intens de zgomot. Deşi (aşa cum se'vede în 
figura 5.13) cel de-al doilea impuls gaussian este practic complet acoperit de 
zgomot totuşi acesta este corect recuperat. De asemenea trebuie remarcată 
distorsiunea a nivelului de zero care se manifestă în partea din stânga a figurii 

Pentru o apreciere obiectivă a distorsiunilor de amplitudine 
introduse de metoda adaptivă de "de-noising" care constituie subiectul central al 
acestei lucrări se prezintă în continuare în figurile 5.18, 5.19 şi 5.20 erorile de 
reconstrucţie (diferenţele de amplitudine dintre semnalele utile din structura 
semnalelor de la intrare şi semnalele obţinute la ieşire) corespunzătoare 
simulărilor cu rezultatele din figurile 5.14, 5.15 şi 5.16. Se constată valabilitatea 
concluziilor prezentate mai sus. 

Pentru semnalul de intrare din figura 5.10, având seminalul 
reconstituit din figura 5.14, se constată că valoarea maximă a distorsiunii apare 
la trecerea prin zero a semnalului sinusoidal şi că ea reprezintă 15% din 
amplitudinea semnalului util de la intrare (figura 5.18). 

-0.5 -

O 100 200 300 4 0 0 500 600 

Figura 5.18. Distorsiunea de amplitudine a semnalului sinusoidal în urma extragerii sale din 
zgomot alb. 
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100 200 300 400 500 600 

Figura 5.19. Distorsiunea de amplitudine a semnalului modulat în frecvenţă în urma extragerii 
sale din zgomot uniform. 

Pentru eroarea de amplitudine prezentată în figura 5.19, deşi 
valoarea maximă a distorsiunii reprezintă 40% din amplitudinea semnalului util 
de la intrare totuşi şi în acest caz îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot 
este acceptabilă. 

- 1 0 

-15 
4 0 0 500 600 

Figura 5.20. Distorsiunea de amplitudine a semnalului dreptunghiular în urma extragerii sale 
din zgomot în impulsuri. 
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Pe baza graficului din figura 5.20 se constată prezenţa distorsiunii de tipul 
modulaţie parazită de amplitudine pe palierele semnalului dreptunghiular. De 
asemenea se remarcă buna localizare a fronturilor semnalului prelucrat în 
structura semnalului rezultat. 

5. Au fost concepute câteva programe pentru a se putea aprecia măsura în care 
diferiţi parametrii ai semnalelor utile de la intrare au fost afectaţi de metoda de 
îmbunătăţire a raportului semnal pe zgomot propusă. 

Chiar dacă la semnalele reconstituite sunt prezente erori (inerente 
la orice reconstrucţie), în unele aplicaţii nu este necesară cunoaşterea cu 
precizie a nivelului semnalului. Consider că metoda este eficace pentru : 
- interpretarea corectă a nivelelor logice pentru semnalele întâlnite în transmisii 
de date, 
- determinarea trecerilor prin zero ale semnalului util de tip sinusoidal sau 
modulat în frecvenţă. 

A. Astfel s-a avut în vedere faptul că la o transmisie numerică va 
conta interpretarea corectă a biţilor de informaţie utilă. Simulând un transfer de 
date numerice, avem de fapt o succesiune de nivele de tensiune corespunzătoare 
nivelelor logice. O alternanţă de O logic şi 1 logic este prezentată în figura 5.21. 
Perturbaţiile care pot apare pe un canal de comunicaţie sunt de obicei de tip 
aditiv, semnalul nedorit putând fi de tip zgomot alb (figura 5.6), semnal aleator 
cu distribuţie uniformă (figura 5.7), semnal aleator de tip impuls (figura 5.8) sau 
chiar semnal aleator de tip salve de impulsuri (figura 5.9) [Tsi.,Nik.'98] 

)0 

The input seciuence 

Figura 5.21. Semnalul util folosit în simulare. 

Aceste perturbaţii, dacă nu sunt înlăturate sau cel puţin diminuate, 
pot da naştere la interpretări eronate ale nivelelor logice care poartă informaţia 
utilă. Metoda propusă este eficientă pentru diminuarea considerabilă' a 
perturbaţiilor de orice tip. Exemple cu realizări ale semnalelor aleatoare 
perturbatoare suprapuse aditiv peste semnalul util precum şi semnalele rezultate 

J138 

BUPT



în urma prelucrării sunt prezentate în figura 5.22, semnalul util rămânând cel 
din figura 5.21. 

The i n p u t seciuence x C n l 

T9 
The seciuence r e c o n s t r u c t e d f r o n 64 wCnl s a n p l e s 

a). Semnal util cu zgomot cu distributie nomială cu un RSZj = 2 
şi semnalul reconstituit. 

The input s e p u e n c e x C n l 

^ ^ ^ ^ /V 200 /\ /\ A 3 

-2-6--
The seciuence r e c o n s t r u c t e d f r o n 64 « C n l s a n p l e s 

b). Semnal util cu zgomot alb (distribuţie gaussiană) cu un RSZj = 2 
şi semnalul reconstituit. 
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1 ] 

•-20--
20 

The i n p u t seciuence x C n l 

"20"" 
The seciuence r e c o n s t r u c t e d froM 64 y C n l s a n p l e s 

c). Semnal util cu zgomot în impuls şi semnalul reconstituit. 

n - n 4 n i ţ j p n n n n | i ' n n 
siL» 

The i n p u t seciuence x C n l 

The s e Q u e n c e r e c o n s t r u c t e d froM 64 uCn] s a n p l e s 

d). Semnal util cu zgomot în salve de impulsuri şi semnalul reconstituit. 

Figura 5.22. a). - d). Diferite perturbaţii cu semnale aleatoare ale semnalului util 
prezentat în figura 5.21 precum şi semnalele rezultate în urma prelucrării. 
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Pentru o transmisie de date interpretarea nivelelor de tensiune, la 
recepţie, se face eşantionând linia de date. în practică semnalul recepţionat se 
eşantionează în funcţie de poziţia bitului de start, fiind permisă o abatere de 
± 20 % faţă de această poziţie. 

în continuare se analizează efectul utilizării metodei de "de-noi-
sing" la transmisia de date. Se presupune că sistemul de "de-noising" este 
conectat la intrarea blocului de decizie din structura receptorului. 

Am realizat un program scris în limbaj C care determină punctele 
de eşantionare astfel: 
- se determină mijlocul primei semiperioade a semnalului util, 
- se determină perioada semnalului util, 
- pornind de la punctul corespunzător mijlocului semiperioadei semnalului util, 
cu o frevvenţă rezultată din valoarea perioadei semnalului util, se determina 
punctele de eşantionare, 
- în punctele astfel determinate se verifică valoarea semnalului reconstituit, 
- se compară aceste valori ale semnalului reconstituit cu valorile pe care le are 
semnalul util în punctele respective, 
- se stabileşte un prag de decizie, pentru O logic şi unul pentru 1 logic, 
- dacă valoarea semnalului reconstituit, într-un punct de eşantionare, este 
incorectă, se înregistrează într-un fişier de tip text atât valoarea eronată cât şi 
cumularea erorilor rezultate pentru 1.000.000 de verificări. S-au generat 25.000 
de realizări independente suprapuse aditiv peste acelaşi semnal util prezentat în 
figura 5.21, pe fiecare realizare facându-se 40 de determinări. 

Observând realizările prezentate în figura 5.22, a), b), c) şi d) se 
poate observa că metoda propusă înlătură perturbaţiile, rezultatul fiind un 
semnal determinist. Acesta este o reconstrucţie a semnalului util, la care însă 
fronturile au fost afectate. Pentru interpretarea nivelelor logice nu sunt însă 
probleme. Considerând ca scop interpretarea corectă a lui O logic şi 1 logic, se 
observă că erorile cele mai frecvente care pot apare datorită modulaţiei parazite 
în amplitudine sunt în cazul perturbaţiilor de tip zgomot alb (figura 5.22 b)). 
Din acest motiv verificările care s-au făcut au fost pentru acest tip de 
perturbaţie. 

Parametrul care a fost luat în considerare a fost RSZ. Astfel s-au 
obţinut rezultate experimentale care pun în evidenţă erorile pentru 1.000.000 de 
verificări, generând semnale de intrare cu RSZ = 2, RSZ=3 şi RSZ= 4. Erorile 
care au rezultat sunt înregistrate în fişiere, concluziile fiind următoarele : 
- la RSZ i = 2 avem 379 erori/1.000.000 verificări, adică o valoare a ratei 
erorilor sub 4 -10'^; 
- la RSZ i =3 avem 43 erori/1.000.000 verificări, adică o valoare a ratei erorilor 
sub5 -10-^ 
- la RSZ i =4 avem 3 erori/1.000.000 verificări, adică o valoare a ratei erorilor 
de 3 - IO-'. 
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La aplicarea metodei pentru un RSZ j = 5, după 1.000.000 verificări, nu s-a n 
înregistrat nici o eroare. 

Comparaţia cu erorile determinate în [Lin.,Sim.'73], pentm divers^ 
metode clasice de transmitere a datelor, este prezentată în tabelul 3: 

RSZ Eroare maximă, prezen-
tată în literatură 

Eroarea metodei 
propuse 

RSZ =2 2,2-10-^ 4 -lO'̂  
RSZ =3 7-10-^ 5 -IO-" 
RSZ =4 1,8 -lO-̂  3 -IO-' 

Tabelul 3. Comparaţie între erorile obţinute prin aplicarea metodei propuse cu cele prezentate 
în literatură. 

în cazul în care nu s-ar prelucra semnalul perturbat, pentru un 
RSZ =2, rezultă o medie a ratei erorilor având valoarea de 25 -10"'. 

B. în cazul semnalelor modulate în frecvenţă am consirerat drept 
semnal util un cirp prezentat în figura 5.23. Am luat în considerare cele 4 tipuri 
de zgomote enumerate în tabelul 2, iar figura 5.24 iirezintă semnalul util afectat 
de perturbaţii, în fiecare caz apărând şi forma semnalului reconstituit rezultat 
din aplicarea metodei propuse. 

The i n p u t seciuence 

Figura 5.23. Semnal modulat în frecvenţă utilizat di pt semnal util. 

în continuare se prezintă modul în carc 
instantanee a semnalului util pe baza valorilor 
perturbat aditiv de zgomot. Frecvenţa instantanee 
metodei trecerilor prin zero [Boa.,Rei.'92]. După c r 
trecerile prin zero ale semnalului util sunt pute 
perturbator. De aceea estimarea frecvenţei instant. n 
frecvenţă, pe baza metodei amintite, pentru semniil j 
conduce la erori inacceptabil de mari. 
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The s e Q u e n c e r e c o n s t r u c t e d f r o w 64 y C n l s a n p l e s 

a). Semnal cirp cu zgomot gaussian având RSZ, =2,7. 

The s e q u e n c e r e c o n s t r u c t e d f r o n 64 y C n l s a n p l e s 

b). Semnal cirp cu zgomot uniform, având RSZj =2,37. 
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The seciuence r e c o n s t r u c t e d f r o n 64 y C n l s a n p l 

c). Semnal cirp cu suprapuneri de tip impuls. 

25 

The i n p u t s e q u e n c e x C n l 

A 500 

-2-5-
The seciuence r e c o n s t r u c t e d froM 64 y C n l s a n p l e s 

d). Cirp cu salve de impulsuri. 

Figura 5.24. a). - d). . Diferite perturbaţii cu semnale aleatoare ale semnalului util 
prezentat în figura 5.23 precum şi semnalele rezultate în urma prelucrării. 
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După prelucrarea semnalelor afectate de zgomot cu metoda de "de-
noising" propusă în această lucrare, am determinat erorile care apar la 
determinarea perioadei instantanee a fiecărui semnal în parte. Un program 
dedicat acestui scop determină : 
- perioada instantanee (figura 5.25) a semnalului util, neafectat de perturbaţii, 
din figura 5.23; 
- calculează perioada instantanee a semnalului prelucrat cu metoda propusă, 
pentru fiecare realizare, numărul total de realizări fiind de 16; perioada 
instantanee pentru o realizare este prezentată în figura 5.26; 
- calculează variaţia în timp a erorii relative de estimare a perioadei instantanee 
pentru fiecare caz din cele 16 realizări; un exemplu pentru o realizare este 
prezentat în figura 5.27; 
- calculează variaţia în timp a mediei aritmetice a erorilor relative de estimare a 
perioadei instantanee (figura 5.28). 

Figura 5.25. Variaţia temporală a perioadei instantanee a semnalului de test 
prezentat în figura 5.23. 

5.26. Una dintre estimatele variaţiei în timp a perioadei corespunzătoare semnalului 
reconstituit cu ajutorul metodei de "de-noising" propusă. 
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0.15 

0.1 

0 .05 

O 

-0.05 

- 0 . 1 

-0.15 

- 0 . 2 

-0.25 

0.104 

O 5 10 15 
Figura 5.27. Variaţia în timp a erorii intermediare de estimare pentru semnalul 

reconstituit cu ajutorul metodei de "de-noisin:propusă. 

0.05 -

-0.05 

- 0 . 1 -

-0.15 

Figura 5.28. Variaţia în timp a erorii medii de estimare a p. noadei instantanee 
bazată pe metoda de "de-noising" propusă. Media a f o s t efectuată pe 

16 realizări ale semnalului reconstituit. 

Această eroare medie s-a calculat ca şi medic 
intermediare de determinare a perioadei instantanee a 16 r . 
reconstituit. Eroarea maximă rezultată este de 14 %. 
inferioară valorii erorii de estimare a perioadei insta 
aceluiaşi semnal util perturbat la fel, raportată în [Isa." 
metode de estimare a perioadei instantanee se recom? 
celor de prelucrare a semnalului de tip Radar. 

aritmetică a erorilor 
^lizări ale semnalului 
ceastă valoare este 

obţinută în cazul 
! Calităţile acestei 
în aplicaţii de genul 
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5.2. O comparaţie a programului prezentat 
programe de "de-noising" 

cu alte 

Wave Lab este o bibliotecă de subrutine MATLAB pentru analiza 
cu flincţii undişoară, pachete de funcţii undişoară şi cu algoritmul "matching 
pursuit". Manualul de utilizare "About Wave Lab" poate fi transferat prin ftp de 
la adresa: ftp://playfair.stanford.edu/pub/wavelab. 

Această bibliotecă este utilizată în activitatea didactică la 
universităţile Berkeley şi Stanford. Instalarea bibliotecii şi modul de pornire al 
colecţiei de subrutine sunt descrise în manualul de utilizare citat mai devreme. 
Un alt document care^ însoţeşte programul WaveLab este 
[Buc.,Che.,Dar.,Joh.,Sca.'95]. în acest material sunt prezentate structurile de 
date în care sunt organizate semnalele de analizat şi rezultatele obţinute în 
cadrul produsului soft WaveLab. Poate că cel mai util document pentru 
caracterizarea programului WaveLab este [Buc.,Don.'95]. în acest raport este 
prezentată o listă cu principalele funcţii ale bibliotecii WaveLab. în continuare 
se vor prezenta câteva dintre aceste funcţii, mai interesante pentru lucrarea de 
faţă. 
1. Transformarea undişoară continuă 
CWT -> calculează reprezentarea de tipul transformare undişoară 

continuă, 
Image CWT -» afişează imaginea rezultatului obţinut în subrutina 

anterioară, 
WTMM -> identifică mărimile reprezentării anterioare, 
Image WTMM —> Afişează imaginea care conţine rezultatul anterior, 
Build Skel Map —> Reprezintă rezultatul aplicării operatorului 

morfologic "schelet" imaginii Image CWT. 
2. Structuri de date 
A. Citirea datelor 
Browse Image - caută fişierul Image Datasets, 
Image Fig - fişierul de imagini obţinut aplicând Browse Image, 
Read Image - încarcă un fişier din directorul Image Datasets, 
Read Signal - încarcă un fişier din directorul Signal Datasets 
B. Generarea datelor 
Make Brownian - generează un semnal care descrie mişcarea Browniană a 

unei particule, 
Make Fractal - generează semnale fractale, 
Make Signal - generează un semnal, 
Make 2d Signal - generează o imagine, 
Makediag - generează o imagine descrisă printr-o matrice diagonală. 
Există liste de semnale şi imagini, deja sintetizate care pot fi direct apelate. 

3. îmbunătăţirea raportului semnal/zgomot (RSZ) dacă semnalul perturbator 
este zgomot alb : 
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- îmbunătăţirea RSZ prin detecţie de prag în do:ncu: i 
transformării undişoară liscretă ortogonală " 
biortogonală, 
- îmbunătăţirea RSZ prin detecţie de prag în domeniiil 
transformării undişoară discretă bazată pe pachetc de 
funcţii undişoară. Pachetul se alege prin căutarea 
"celei mai bune baze", 
îmbunătăţirea RSZ prin detecţie de prag în domeniul 
transformării undişoară discretă bazată pe pachete de 
funcţii undişoară cosinuso iale. Pachetul se alege 
prin căutarea "celei mai bun i>aze". 

în figura 5.29 este prezentat un semnal (Blocks) care pe :te fi generat cu ajutorul 
programului WaveLab. 

Blocks 

WaveShrink 

WPDe Noise 

CPDeNoise -

-2 
5 0 0 1000 2000 

Figura 5.29. Semnalul "Blocks". 

în figura 5.30 este prezentată o variantă perturbată c îtiv cu zgomot alb a 
aceluiaşi semnal. 

B l o c k s 
8 

500 1000 « 

Figura 5.30. Semnalul "Blocks" perturbat : 
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înainte 

-4 

-6 

- 8 

- 1 0 

0.4 

după 

0.6 0.8 

- 6 

- 8 

- 1 0 

O 0.2 0.4 0.6 0.8 1 
Figura 5.31. Transformatele undişoară discrete ale semnalelor de dinaintea şi de după 

aplicarea procedurii de "de-noising". 

Semnal: B l O C K S 
1 L^ U «—1 

Semnal cu zgomot 

Figura 5.32. Efectul aplicării procedurii de "de-noising". 

în figura 5.31 sunt prezentate transformările undişoară discrete 
directe ale semnalelor iniţial (din figura 5.30) şi a semnalului obţinut după 
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aplicarea procedurii de îmbunătăţire a raportului semnal/zgomot ("de-noising"). 
S-au folosit funcţiile undişoară de tip Haar. în figura 5.32 sunt prezentate pe 
lângă semnalele din figurile 5.29 şi 5.30 semnalul obţinut în urma aplicării 
procedurii " de-noising" precum şi eroarea de reconstrucţie. în sfârşit în figura 
5.33 sunt prezentate densităţile spectrale de energie ale semnalelor din figura 
5.30 respectiv a semnalului reconstruit. 

Densitatea spectrală de putere : semnal cu zgomot 
(negru), după "de-noising" (gri) 

200 400 
Frecventă 

600 

Figura 5.33. Densităţile spectrale de energie ale semnalelor de dinainte şi de după 
aplicarea procedurii "de-noising". 

4. Transformări undişoară ortogonale 
Transformări : 

FWT PO - Transformare undişoară discretă ortogonală. Proble-
mele la margini sunt rezolvate prin periodizare, 
- Transformare undişoară discretă ortogonală inversă. 
Problemele la margini sunt rezolvate prin periodizare, 
- Transformare undişoară discretă ortogonală inversă 
pentru semnale bidimensionale. 

Filtre de generare a funcţiilor undişoară : 
Make ON Filter - generează filtrele de construcţie a funcţiilor undi-

şoară de tip Daubechies, Coiflets,... 

IWT PO 

ITWT2 PO 

Din această prezentare succintă se constată limitările tool-box-ului WaveLab în 
comparaţie cu programul prezentat în paragraful anterior. 
Acestea sunt: 
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1. Fiind un program universal tool-box-ul nu se pretează foarte bine la utilizare 
în îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot în telecomunicaţii. 
Metoda de "de-noising" prezentată nu este adaptivă. 
2. Această metodă poate fi aplicată doar dacă semnalul perturbator este de tip 
zgomot alb gaussian. Pentru a se putea aplica această metodă de "de-noising" 
este necesară cunoaşterea puterii zgomotului care perturbă aditiv semnalul de 
prelucrat (pragul trebuie ales proporţional cu valoarea puterii zgomotului). 
3. Tool-box-ul nu funcţionează decât în prezenţa programului MATLAB. 
4. îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot realizată prin utilizarea tool-box-
ului nu este mai mare decât cea care se obţine când se utilizează metoda 
adaptivă propusă în această lucrare. 
5. Timpul de calcul necesar programului care implementează metoda adaptivă 
(program prezentat în paragraful anterior este inferior timpului de calcul al 
oricărei funcţii de "de-noising" din cadrul tool-box-ului. 

5.3. Comparaţie a metodei propuse cu alte metode de îmbunătăţire a 
raportului semnal pe zgomot 

în acest paragraf se face o comparaţie între metoda de "de-noising" 
adaptiv introdusă în această lucrare şi o metodă de îmbunătăţire a raportului 
semnal pe zgomot bazată pe filtrarea liniară adaptivă. Problema este prezentată 
în [Hue.,Nuz.,Bil.'97]. Este vorba despre reducerea zgomotului care afectează 
semnalele recepţionate de două fotodetectoare. Acestea reprezintă amestecuri 
instantanee a două semnale deterministe numite surse şi ale unor semnale 
perturbatoare de tip zgomot alb gaussian. Semnalele deterministe sunt compuse 
din câte un semnal sinusoidal cu frecvenţa de 10 Hz şi din câte un semnal 
perturbator cu frecvenţa de 100 Hz. Primul captor (capt 1) recepţionează în 
principal influenţa sursei şi mai puţin zgomotul. Cel de al doilea fotodetector 
(capt 2) recepţionează cu preponderenţă zgomotul. Se vor analiza două situaţii: 
atunci când zgomotul alb este intens respectiv atunci când zgomotul alb care 
perturbă semnalul sursă este mai puţin intens. Prima situaţie este prezentată în 
figura 5.34 iar cea de a doua în figura 5.35. Aceste grafice au fost desenate pe 
baza unor fişiere de date obţinute în urma unei colaborări cu Universitatea din 
Reims Champagne-Ardenne. 
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A m p l i t u d i n e ( V ) 

0 .01 

2 0 0 

A m p l i t u d i n e ( V ) 

0 .01 

P r i m u l c a p t o r C a p t l l 

4 0 0 6 0 0 8 0 0 1 0 0 0 

C e l d e a l dot e a c a p t o r C a p t l 2 
1 2 0 0 

T i m p ( m s ) 

1200 
T i m p ( m s ) 

Figura 5.34. Semnalele achiziţionate de cele două captoare în primul caz. 

A m p i i t u d l n e ( V ) 

0 . 1 
C a p t o r n M Capiii 

- 0 . 1 
7 8 0 0 7 8 5 0 7 9 0 0 7 9 5 0 8 0 0 0 8 : 0 8 1 0 0 8 1 5 0 8 2 0 0 

A m p l i t u d i n e ( V ) C a p t o r n ' 2 r . M v f ) T i m p ( m s ) 
0 . 0 4 

7800 7 8 5 0 7 9 0 0 7 9 5 0 8 0 0 0 8 0 ' . ; ( i i : 8 1 5 0 8 2 0 0 
T i m p ( m s ) 

Figura 5.35. Semnalele captate de cele două capi: : ' în ^:; de al doilea caz. 

Semnalele de la cele două captoare sunt preli 
de surse care furnizează două semnale de ieşî 
n° 1) şi zgomotul (sursa estimată n°2). S-au foi -
desenele din figurile 5.36 şi 5.37. în continuarc 

algoritm de separare 
acută (sursa estimată 
de date care dercriu 

ă rezultatele obţinute 
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folosind această metodă de creştere a raportului semnal pe zgomot în cele două 
situaţii prezentate mai sus. 

Amplitudine relativă Sursa estimată n̂ 'l 

Amplitudine relatwâ 
10: 

400 600 800 

Sursa estimată n°2 
1000 1200 

Timp (ms) 

1200 
Timp (ms) 

Figura 5.36. Rezultatul prelucrării semnalelor din figura 5.34 cu metoda de 
separare a surselor. 

A m D l i t u d i n e r e l a t i v ă 
2 

S u r s a e s t i m a t ă n ' ^ l 

3 0 0 7 8 5 0 7 9 0 0 7 9 5 0 8 0 0 0 8 0 5 0 8 1 0 0 8 1 5 0 8 2 0 0 
A m p l i t u d i n e r e l a t i v ă S u r s a e s t i m a t ă n * ' 2 T i m p ( m s ) 

1 0 

- 5 

- 1 0 

- r 

7 8 0 0 7 8 5 0 7 9 0 0 7 9 5 0 8 0 0 0 8 0 5 0 8 1 0 0 8 1 5 0 8 2 0 0 
T i m p ( m s ) 

Figura 5.37. Rezultatele aplicării metodei de separare a surselor 
în cazul semnalelor din figura 5.35. 
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In figura 5.38 se prezintă rezultatul prelucrării semnalului capt 11 din f 
5.34 cu metoda de "de-noising" adaptiv propusă în lucrarea de faţă. 

OO T̂ o. 

200 

Figura 5.38. Rezultatul prelucrării unei părfi a semnalului captl 1 (reprezentată în partea d- s 
a imaginii) cu metoda de "de-noising" adaptiv propusă î̂  lucrarea de faţă. 

Figura 5.39. O porţiune din semnalul capt 12 din figura 5.3̂ ^ . 

cu metoda de "de-noising" adaptivă propusă i.: 

' o O O 6 0 0 

- ^zultatul prelucrării sale 
a de faţă. 
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In figura 5.39 este prezentat rezultatul prelucrării semnalului capt 12 cu metoda 
de "de-noising" adaptiv propusă în lucrarea de faţă. 

Analizând figurile 5.35 şi 5.36 se constată că metoda de separare a 
surselor funcţionează cu atât mai nesatisfacător cu cât zgomotul alb care 
perturbă funcţionarea captoarelor este mai intens. De aceea metoda de "de-noi-
sing" adaptivă a fost aplicată doar semnalelor capt 11 şi capt 12 (din figura 
5.34). 

Comparând graficul de sus din figura 5.36 şi graficul de jos din 
figura 5.38 se constată superioritatea metodei propuse în lucrarea de faţă asupra 
metodei de separare a surselor. Metoda noastră suprimă complet zgomotul alb 
în timp ce metoda de separare a surselor nu are această calitate. Superioritatea 
metodei propuse în această lucrare iese şi mai bine în evidenţă pe baza figurii 
5.39. Semnalul capt 12 are cel mai mic raport semnal pe zgomot dintre toate 
cele patru semnale: capt 11, capt 12, capt 21 şi capt 22. Cu toate acestea, 
aplicând metoda de "de-noising" adaptivă propusă în această lucrare şi partea 
utilă a semnalului capt 12 este complet extrasă din zgomot. în consecinţă se 
poate afirma că indiferent de poziţia captorului, metoda propusă în lucrarea de 
faţă are rezultate superioare metodei de separare a surselor chiar dacă se 
utilizează un singur captor (caz în care metoda de separare a surselor nici nu ar 
putea să funcţioneze). De asemenea trebuie remarcat că şi din punct de vedere al 
volumului de calcul necesar metoda de "de-noising" adaptiv este superioară 
metodei de separare de surse. 

5.4. Posibilităţi de îmbunătăţire a metodei de "de-noising" adaptiv 

Metoda prezentată determină adaptiv valoarea pragului filtrului de 
tip soft-thresholding utilizat. Ea nu face nici o precizare referitor la undişoara 
mamă care să fie folosită în cadrul transformărilor undişoară discretă directă şi 
inversă utilizate. In toată lucrarea de faţă au fost utilizate doar undişoarele 
mamă introduse de I. Daubechies DAU 2-DAU 10. Calitatea extragerii din 
zgomot a fiecărui semnal util depinde şi de undişoara mamă utilizată. Se poate 
face o armonizare între semnalul de prelucrat şi undişoara mamă folosită. în 
continuare se studiază dependenţa distorsiunilor de undişoara mama folosită în 
cazul câtorva semnale mai des întâlnite în practică. Folosind aceaşi valoare 
pentru prag dar lucrând cu undişoare mamă diferite se obţin numere diferite de 
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coeficienţi utilizaţi la reconstrucţie, de la experiment la experiment. In ; 
semnalului modulat în frecvenţă, pe care îl poate genera programul amii.: 
începutul acestui capitol, se obţine următorul tabel: 

a 

N nr. coeficienţilor folosiţi la reconstrucţie 
2 28 
3 25 
4 27 
5 27 
6 29 
7 32 
8 37 
9 35 
10 64 

Tabelul 1. Dependenţa numărului de coeficienţi care se pot folosi la reconstrucţie de tipul 
undişoarei mamă. 

S-au reprezentat grafic cazurile extreme (corespunzătoare lui N=3 şi N=10) în 
figurile 5.40 şi 5.41. N reprezintă numărul de ordine al undişoarei mamă de tip 
Daubechies utilizată (DAU N). 

Figura 5.40. Reconstrucţia cu număr miii. c f i c i e n ţ i . 
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Figura 5.41. Reconstrucţia cu număr maxim de coeficienţi. 

Se constată că distorsiunile sunt mult mai mici în cazul din figura 5.41. în cazul 
semnalului de tip tren de impulsuri dreptunghiulare (perturbat aditiv de zgomot 
uniform) se obţine tabelul 2. 

N nr.coeficienti neanulati 
2 15 
3 16 
4 13 
5 11 
6 18 
7 19 
8 32 
9 32 
10 65 

Tabelul 2. Dependenţa de undişoara mamă folosită a numărului de coeficienţi 
folosiţi pentru reconstrucţie. 

în figurile 5.42 şi 5.43 se prezintă cazurile extreme. 
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Semnalul de intrare 

-5-4-
Semnalul reconstituit din 11 eşantioane 

Figura 5.42. Funcţionarea metodei de "de-noising" când se utilizează 
undişoara mamă DAU 5. 

300 n 
V w 

Semnalul reconstituit din 65 eşantioane 

Figura 5.43. Funcţionarea metodei de "de-noising" când se utilizează 
undişoara mamă DAU 10. 
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Se constată că în cel de al doilea caz distorsiunile fronturilor suni 
mult mai mici. Această concluzie este identică cu cea obţinută în cazul 
semnalului modulat în frecvenţă prezentat mai sus. Deci s-ar putea concepe ur 
algoritm adaptiv care să minimizeze distorsiunile prin maximizarea numărului 
de coeficienţi folosiţi la reconstrucţie. Deoarece acest număr este cu atât mai 
mare cu cât ordinul undişoarei mamă folosită este mai mare rezultă avantajul 
utilizării undişoarelor mamă de ordin superior în aplicaţiile de "de-noising". 
Acestea asigură şi viteza maximă de convergenţă a zgomotului din domeniul 
transformatei undişoară spre un zgomot alb aşa cum s-a demonstrat în [Bor., 
Isa.'97]. După cum s-a arătat în capitolul în care a fost introdusă transformarea 
undişoară discretă, aceasta are mai mulţi parametrii printre care şi tipul 
undişoarei mamă. Ceilalţi sunt numărul de iteraţii şi tipul de transformare. în 
această lucrare s-a utilizat transformarea inspirată de algoritmul lui Mallat. 
Aceasta nu este invariantă la translaţii. Există şi transformări undişoară discrete 
invariante la translaţii [Coi.,Don.'95] a căror utilizare conduce la diminuarea 
distorsiunilor de tip modulaţie de amplitudine parazită. Utilizarea unei astfel de 
transformări ar putea îmbunătăţi calitatea metodei de "de-noising" adaptiv 
propusă în lucrarea de faţă. S-a utilizat de fiecare dată transformarea undişoară 
discretă cu numărul maxim de iteraţii posibil. Această opţiune a fost impusă de 
necesitatea ca zgomotul care perturbă aditiv semnalul util să aproximeze cât mai 
bine un zgomot alb în domeniul transformatei undişoară. 
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CAPITOLUL 6. CONCLUZII 

Această lucrare urmăreşte introducerea tehnicilor modeme de 
îmbunătăţire a raportului semnal pe zgomot bazate pe utilizarea funcţiilor 
undişoară în aplicaţiile din telecomunicaţii. Majoritatea acestor tehnici au fost 
elaborate de matematicieni şi încă nu au fost utilizate în domeniul 
telecomunicaţiilor. Având în vedere puternica dezvoltare a acestui domeniu 
prima întrebare care se poate pune este dacă mai este de interes să se studieze 
metodele de îmbunătăţire a raportului semnal pe zgomot, în ziua de azi, când 
comunicaţiile sunt atât de performante. Răspunsul este afirmativ din două 
motive : 

1. Orice sistem de telecomunicaţii funcţionează corect în parametrii 
în care a fost proiectat (la o anumită distanţă, cu surse de informaţie care 
îndeplinesc anumite condiţii de calitate a semnalului emis). De îndată ce aceşti 
parametrii nu sunt respectaţi (se doreşte transmisia la o distanţă mai mare sau 
sursa este perturbată mai puternic decât s-a estimat) funcţionarea întregului 
sistem este afectată. O soluţie este implementarea unei metode mai generale 
care să cuprindă o arie mai largă de cazuri posibile, permiţând adaptabilitatea 
metodei de prelucrare la diverse rapoarte semnal pe zgomot pentru semnalul 
recepţionat. 

2. Ori de câte ori se fac cercetări pentru introducerea unei noi 
tehnologii în domeniul telecomunicaţiilor există o mulţime de parametrii ale 
căror valori nu sunt încă specificate. Un exemplu este cazul în care este nevoie 
să se cunoască puterea semnalului perturbator. Pentru a avea o prelucrare 
eficientă este necesară utilizarea unor metode mai robuste decât cele care să 
cuprindă cât mai puţini parametri necunoscuţi. 

Lucrarea de faţă tratează problema îmbunătăţirii raportului semnal 
pe zgomot din punctul de vedere al celui care lucrează în domeniul prelucrării 
semnalelor. Avantajele metodei sunt : adaptabilitatea la o gamă largă de 
tipuri de semnale perturbate şi faptul că nu sunt necesare cunoştinţe 
apriori asupra perturbaţiilor, de tipul celor menţionate în prezenta lucrare 
(zgomot alb, zgomot uniform, semnal aleator de tip impuls sau salve de 
impulsuri). Astfel, se prezintă metode de prelucrare, se analizează calitatea lor, 
dar nu se fac recomandări tehnologice, nespecificându-se echipamentul, sau 
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locul în structura acestuia, în care s-ar putea utiliza o anumită tehnică de 
îmbunătăţire a raportului semnal pe zgomot. Aceste sarcini sunt de competenţa 
unor cercetători care lucrează în laboratoare industriale afiliate unor companii 
de telecomunicaţii. Autoarea este gata să colaboreze în viitor cu astfel de 
specialişti. 

Au fost alese metodele de îmbunătăţire a raportului semnal pe 
zgomot bazate pe folosirea funcţiior undişoară deoarece acestea reprezintă cele 
mai spectaculoase aplicaţii ale teoriei funcţiilor undişoară care se dezvoltă în 
prezent. Există numeroase laboratoare, la ora actuală, ai căror cercetători 
încearcă să utilizeze teoria funcţiilor undişoară în domeniul telecomunicaţiilor. 
Se face compresie cu funcţii undişoară, codare cu funcţii undişoară, transmisie 
multirezoluţie şi bineînţeles îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot. Poate 
că principalul avantaj al metodelor de îmbunătăţire a raportului semnal pe 
zgomot bazate pe funcţii undişoară asupra altor metode de îmbunătăţire a 
raportului semnal pe zgomot (cum sunt de exemplu cele bazate pe filtrarea 
adaptivă) este viteza de calcul sporită. Un alt avantaj este că metodele bazate pe 
utilizarea funcţiilor undişoară realizează în mod intrisec şi o compresie, ceea ce 
este deosebit de util ţinând seama de caracterul foarte redundant al semnalelor 
de telecomunicaţii (vorbire, imagini). 

în această teză este evidenţiată proprietatea de decorelare pe care o 
are transformarea undişoară discretă. Pe baza acestei proprietăţi, zgomotul care 
perturbă aditiv semnalul util (perturbarea aditivă este tipul de perturbare care 
este acceptată în modelul oricărui canal de telecomunicaţii) devine în domeniul 
transformatei undişoară discretă un zgomot alb. De aceea în domeniul acestei 
transformate poate fi utilizată oricare dintre tehnicile de extragere a semnalului 
util din zgomot alb. Totuşi utilizarea filtrului de tip "soft-thresholding" pare 
soluţia cea mai bună având în vedere performanţele remarcabile ale acestui 
filtru (conservarea: fronturilor, poziţiei trecerilor prin zero, precum şi 
distorsiunile mici pe care le introduce). Problema majoră a acestui filtru este 
alegerea valorii pragului care să se folosească. în scenariul propus de David 
Donoho (cel care a introdus acest filtru) valoarea pragului trebuie aleasă 
proporţională cu dispersia zgomotului alb care perturbă semnalul în domeniul 
transformatei undişoară discretă. Aceasta presupune necesitatea estimării 
acestei dispersii (adică separarea semnalului util de zgomot în domeniul 
transformatei, adică cunoaşterea soluţiei problemei îmbunătăţirii raportului 
semnal pe zgomot). Este deci necesară permanenta supraveghere a canalului de 
telecomunicaţii (care este un sistem neliniar şi variabil în timp). Rezultă că 
sarcina estimării dispersiei zgomotului este foarte dificilă. Iată de ce în teza de 
faţă a fost elaborată metoda de "de-noising" adaptiv care ţine seama de valoarea 
puterii semnalului emis (care este cunoscută deoarece puterea emiţătorului este 
cunoscută) şi nu necesită estimarea dispersiei zgomotului din canal pentru 
alegerea valorii pragului filtrului de tip "soft-thresholding" utilizat. 
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în continuare se prezintă contribuţiile originale prezentat ; 
această lucrare. 

în capitolul 2 se analizează metodele de îmbunătăţire a raporti ; ji 
semnal pe zgomot bazate pe filtrarea liniară. Este relevată import ii;ţa 
cunoaşterii benzii echivalente de zgomot a filtrului liniar. Se calculează benzile 
echivalente de zgomot ale unor filtre Butterworth de ordinele I şi II. Deoarece 
calculul benzilor echivalente de zgomot ale unor filtre de ordin superior este 
laborios, este utilă estimarea unor margini superioare respectiv inferioare ale 
acestor benzi echivalente. Formulele care reprezintă aceste estimate 
reprezintă principala contribuţie originală din capitolul 2. O altă contribuţie 
originală prezentată în acest capitol este studiul filtrelor transversale analogice. 
Trebuie remarcat în acest sens formula pentru calculul îmbunătăţirii 
raportului semnal pe zgomot realizată de mediatorul analogic. 

Paragraful 2.3 este dedicat calculului benzilor echivalente de 
zgomot ale unor filtre numerice. Formula (2.14) de calcul a îmbunătăţirii 
raportului semnal pe zgomot realizată de un filtru cu răspuns flnit la 
impuls de ordinul N este de asemenea originală, inclusiv algoritmul de 
proiectare a filtrului cu răspuns finit la impuls cu maximizarea raportului 
semnal pe zgomot prezentat în paragraful 2.3.1. este original. Formula de 
calcul a benzii echivalente de zgomot a unui filtru cu răspuns finit la impuls 
de ordinul I este originală. în paragraful 2.4 se prezintă modul de construcţie a 
unor filtre numerice cu răspunsul în frecvenţă periodic de perioadă diferită de 
271 folosind metode multirating. Utilizând această tehnică pot fi construite filtre 
cu răspunsuri în frecvenţă având zerouri la orice frecvenţă. în acest mod pot fi 
rejectate şi perturbaţii de tip semnal determinist. Este prezentat un exemplu în 
care se obţine o îmbunătăţire a raportului semnal pe zgomot de 94,247. 
Originalitatea rezultatelor prezentate în acest paragraf a fost probată prin 
publicarea lor în Buletinul Ştiinţific al UPT [Isa.'95 (2)]. în paragraful 2.5 
sunt prezentate soluţii de creştere a raportului semnal pe zgomot folosind filtre 
cu parametrii variabili în timp. Cele mai interesante astfel de sisteme sunt 
filtrele cu urmărire. O modalitate de construcţie a unui astfel de filtru se bazează 
pe intercalarea unui filtru numeric între un convertor analog numeric şi un 
convertor numeric analogic. Urmărirea frecvenţei instantanee a componentei 
deterministe a semnalului de prelucrat este realizată prin eşantionarea adaptivă a 
semnalului de intrare. Rezultatele obţinute utilizând această metodă au fost 
de asemenea publicate [Naf.,Isa. 91(1)], [Naf.Jsa. 91(2)]. Astfel de filtre pot 
fi utilizate în comunicaţiile cu spectru distribuit. 

în capitolul 3 este introdusă transformarea undişoară discretă 
(TUD) din perspectiva tehnicilor de codare în subbenzi. Majoritatea 
demonstraţiilor teoremelor prezentate în acest capitol sunt originale. 

în capitolul 4 se prezintă tehnicile de îmbunătăţire a raportuli ; 
semnal pe zgomot care utilizează TUD. Paragraful 4.1 este destinat ana': 
statistice a coeficienţilor TUD a unui semnal aleator, staţionar şi ergodic. A( l 
paragraf este în întregime original. Rezultatele obţinute în acest paragr;< r 
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fost publicate în [Bor.,Isa.'97]. Practic orice semnal aleator ergodic şi staţionar 
devine prin TUD un zgomot alb. Acest efect de decorelare al TUD o face foarte 
atractivă, pentru aplicaţiile de îmbunătăţire a raportului semnal pe zgomot, 
deoarece în domeniul acestei transformate pot fi utilizate tehnicile de filtrare 
specifice pentru perturbaţia de tip zgomot alb. Paragraful 4.2 prezintă câteva 
filtre adaptive neliniare care se recomandă să fie utilizate în domeniul TUD. 
Este tăcută analiza statistică a fiecărui astfel de filtru şi se estimează 
posibilităţile lor de creştere a raportului semnal pe zgomot. Se evidenţiază 
superioritatea filtrului de tipul "soft-thresholding" asupra celorlalte tipuri de 
filtre prezentate. Toate aceste analize statistice sunt originale. Analiza 
filtrului de tip "soft-thresholding" a fost publicată în [Isa.'95 (3)]. Această 
analiză sugerează o metodă adaptivă de căutare a pragului (utilizat de acest 
filtru) optim pentru maximizarea raportului semnal pe zgomot. Algoritmul 
inspirat de această metodă a fost publicat ,[Isa.'97]. Convergenţa acestui 
algoritm este demonstrată în [Isa.'97]. Această metodă de îmbunătăţire a 
raportului semnal pe zgomot, numită "de-noising" adaptiv, reprezintă 
rezultatul central al acestei teze. 

Capitolul 5 este dedicat investigării performanţelor metodei de 
"de-noising adaptiv". Se prezintă câteva programe elaborate pentru a face 
posibilă aprecierea calităţilor acestei metode: îmbunătăţirea raportului semnal 
pe zgomot realizată, distorsiunile introduse, gradul de degradare a unor 
parametri ai semnalului de prelucrat. S-a considerat cazul unei transmisii 
numerice de date. S-a testat metoda propusă efectuându-se 1000000 de 
încercări. Au fost obţinute erori de transmisie (în aceleaşi condiţii de perturbare) 
cu cel puţin un ordin de mărime mai mici decât cele care se obţin folosind 
metodele care se utilizează în prezent. Rezultă utilitatea folosirii metodei de 
creştere a raportului semnal pe zgomot în diferite aplicaţii din telecomunicaţii. 
Se compară pe un caz inspirat din practică efectul utilizării metodei de "de-
noising" adaptiv cu efectul utilizării separării de surse din punct de vedere 
al îmbunătăţirii raportului semnal pe zgomot. Se justifică superioritatea 
metodei de "de-noising" adaptiv. în finalul acestui capitol se prezintă câteva 
modalităţi de optimizare a rezultatelor obţinute. Conţinutul întregului capitol 
este original. 

Toate programele sursă care au fost utilizate pentru: 
- simularea semnalelor perturbate, 
- simularea diferitelor perturbaţii, 
- simularea metodei de "de-noising" adaptiv, 
- calculul erorilor, 
sunt originale. 
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