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l.1. Oenerslitâzi

Oonsecin^a cedârii unui baraj este de^astruaosâ de aeeea proiectarea antiseismică a barajelor 

este un capitol important al ingineriei seismice. Ou toate câ nici un baraj de beton nu a cedat 

total datorita unui cutremur, este important de menponat ca nici unul dintre acestea nu au fost 

testate în mod serios, pentru câ foarte rar au aparul cutremure în apropierea unui baraj mare din 

beton la care în același timp lacul de acumulare sâ fie plin. Exemple de apariții de cutremure cu 

magnitudini de 6.5 sau mai mari, sunt următoarele:

în apropiere de Kozma -baraj de beton, de greutate- în India în anul 1967'

Ia blsinfengiang - baraj de beton cu contrakorp ciupercă -în Kepublica populara 

Obine^â, în 1962 (Obopra, l987).

Ambele baraje menționate mai sus au fost suprasolicitate de către cutremur yi 

deteriorate la un nivel alarmant.

barajul pacoima- structura de beton în arc- a suferit deteriorâri Ia una dintre 

încastrări în timpul cutremurului 8an pernando din 1971' iar Iacul de acumulare 

era doar parțial plin la aceea datâ.

Lxperien^a acumulata datorita acestor baraje arata câ barajele de beton nu sunt imune 

distrugerilor datorate cutremurelor, a?a cum inipal a fost considerat, vin acest motiv atenpa 

acordatâ acestor structuri din punct de vedere al securitâpi împotriva cutremurelor trebuie sâ 

fie considerabilâ.

Abilitatea de a evalua efectele unui cutremur asupra barajelor de beton este esenpalâ pentru 

determinarea siguranței barajelor existente, determinarea celor mai potrivite masuri de remediere 

a barajelor deja construite cât ?i pentru alegerea metodei de proiectare a unui nou baraj.
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L8timarea comportârii unui baraj de beton in timpul 8olicitârilor 8ei8mice 68te una dintre cele 

mai complexe probleme actuale ale dinamicii 8tructurilor. Ormâtorii factori contribuie la acea8tâ 

complexitate:
- Sadele ^i lacurile de acumulare pe care le kormesrs au Aeometrii complicate ciictste cie 

topoZmfia naturala a locului în care 8unt con8truite'

- Kâ8pun8ul barajelor la 8olicitâri 8ei8mice poate fi intluenfat în mod 8emnificativ de câtre 

variabile în interstate ^»j caract6ri8licile mi^cârii 8eimice atât pe lâpmea cât ^i pe înâlpmea 

vai vatoritâ lip8ei de înregi8trâri 8ei8mice, variaya 8payala a mișcării 8ei8mice nu poate 

tî definita cu certitudine

- Kâ8pun8ul barajelor la 8olicitarea 8ei8micâ e8te influențat într-o mâ8urâ foarte mare de 

câtre mișcarea 8ei8micâ indu8â de câtre lacul de acumulare, de interacțiunea dintre apâ 

^i roca de fundare cât yi de deformabilitatea rocii de tbndare '

- In tipul cutremurelor puternice ro8turile verticale ale con8trucîiei 8e pot de8cbide 8au 

aluneca, betonul poate crâpa, iar apa din lac 8e poate de8prinde local, temporar de 

paramentul amonte, rezultând cavitape. ^ce8te fenomene 8unt neliniare ^i foarte dificil 

de modelat.

O analirâ realâ a râ8pur»8ului barajelor la 8olicitâri 8ei8mice nu a fo8t pO8ibilâ pânâ la apariția ^i 

dezvoltarea metodelor numerice, de^voltârii metodelor de anali^â dinamicâ 8i aparifia 

calculatoarelor de mare capacitate ^i viterâ. Oin ace8t motiv cercetârile au început doar la 

mijlocul anilor b0.

In ultimii ani metoda 8tandard de evaluare a 8iZuranfei barajelor la încârcâri 8ei8mice a fo8t 

numita p8eudo-8taticâ. In acea8tâ metodâ, efectul cutremurelor L8upra 8tructurii era reprezentat 

de câtre o for^â 8taticâ orirontalâ ecbivalentâ determinatâ ca produ8 între un coeficient 8ei8mic 

greutatea 8tructurii. 7^cea8tâ metodâ e8te ba^atâ pe ipoteca 8implificLloar6 câ accelerația 

orizontala a mișcării 8ei8mice aefionea^ä permanent L8upra materialului barajului ^i doar într-o 

8inu,urâ direcție.

I^Iai recent, râ8pun8ul dinamic al 8tructurilor Ia încârcâri 8ei8mice a primit o atenfie mare. In 

»cest scop. din pucl de vedere prsclic si proiectării trebuie considerate sspecte fosNs vsriste 

leMe cie geolirics, geolo^e. seismoloZie. ciinsmics msterisielor, metocle äs snslirâ dinsmicâ, 

lebnoiogis âe construcție etc prezentul studiu se dorite s li un plus de clsritste sdus modului 

de evslusre s mcsrcsrilor kidrodinsmice dstorste scpunii seismice ssuprs structurilor.
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1.2. Obiectivele stuâiului

principalul obiectiv al cercetării propuse în lucrarea de fa(â este acela de a acluce contribuții Ia 

modelarea interacțiuni baraj - lac de acumulare în timpul producerii unui cutremur, ^.cest 

segment de modelare este parte componenta a cercetârii mai generale a mecanismului de cedare 

a unui baraj yi totodată a siguranței în exploatare sub acpunea încârcârilor seismice.

principalele obiective, care fac parte din aceastâ cercetare sunt următoarele:

- prezentarea modelului matematic (ecuațiile generale) pentru fenomenul interacțiunii 

dinamice bara) - lac'

- formularea problemei'

- analiza tzi prelucrarea ba^ei de date necesare unui calcul seismic'

- dezvoltarea unui model numeric ba^at pe metoda elementelor de frontiera, pentru 

determinarea încârcârilor bidrodinamice. Aceastâ metodâ relativ recentâ (aproximativ 

20 de ani de Ia tundamentarea ei teoreticâ) se aratâ a avea aplicabilitate la problemele 

dinamice?i din acest motiv este consideratâ o alternativâ de calcul bunâ'

- determinarea soluției exacte pentru calculul presiunilor bidrodinamice atunci când 

cutremurul de calcul este considerai a avea o mișcare arbitrarâ (oarecare)'

- compararea rezultatelor obținute'

IZ. conținutul luerâniî

0 scurtâ descriere a con(inutului capitolelor lucrârii de fa^â este urmâtoarea:

-Capitolul 1 :con(ine o considerati introductive asupra problemei tebnice de ansamblu 

în care se încadrea^â te^a de fa^â. ve asemenea sunt prezentate pe scuN 

obiectivele studiului zi conținutul lucrârii.

-»Capitolul 2 : coline prezentarea generalâ a modelelor metematice sub formâ de ecuapi

diferenîiale sau cu derivate parțiale pentru o clasâ mai largâ de fenomene 

din domeniul fricii, în care se încadrea^â ?i problema interacțiunii 

bidrodinamice bara) - Iac de acumulare în ca^ul încârcârilor seismice. 8unt

73

BUPT



7^^ ________________________ ._____ _

prezentate, de a8emenea, pe 8curt, babele tebrucilor âe aproximare precum 

formele 8pecifice ale ecuațiilor, pentru metoda elementului finit ?i 

pentru metoda elementelor de frontiera.

-»Capitolul 3 prezintă cele mai importante metode numerice folo8ite în mecanica 

mediilor continue, cu precizarea etapelor de calcul ce trebuie urmate în 

fiecare metoda în parte.

-Capitolul 4 prezintă formularea problemei, 8tadiul actual ?i obiectivele 8tudiului în 

modelarea matematica a interacțiunii baraj - lac de acumulare la încărcări 

8ei8mice.

-»Capitolul 5 prerintâ teoria de ba^â a analizei dinamice a unui 8i8tem cuplai 8UPU8 unei 

încărcări 8ei8mice. l)e a8emenea 8e prezintă câteva noțiuni de 8ei8MoloZie 

^»i a modului de prelucrare a datelor 8ei8mice nece8are ca ba^â de date în 

calculele 8ei8mice ale 8tructurilor. La exemplu de prelucrare a datelor 

8ei8mice au fo8t con8iderate accelerațiile cutremurului LI Lentro din 1940, 

California

^Lapitolul 6 conyne calculul analitic al pre8iunilor bidrodinamice al sternului cuplat 

bara^ - lac de acumulare

-»Lapitolul? prezintă 8olupa numerica în element de frontierâ core8pun2âtoare 

problemei propu8e in capitolul Z

^Lapitolul 8 prezintă rezultatele obpnute în cele douâ metode de calcul abordate atât 

pentru un baraj riZid cât r-i pentru un baraj ela8tic. I)e a8emenea 8oluba 

analitica obpnutâ e8te comparata cu 8olupa cla8icâ We8terALLrd.

-»Cspilolul 9 face un rerumst si contribuîiilos sciuse prerinlâ eonclurii ssuprs 

8tudiului efectuat.
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!!

2. P^4Vll ,, pi^^irLx^i.L ?I ^LN^icx 

^?iroxiWMn

2.1. Introducere

Reprezentările matematice apar în toate ramurile ingineriei. lVlodul de prezentare al ace8tora, 

atât pentru înțelegerea lor corecta, cât ?i pentru alegerea celor mai adecvate modele zi metode 

de rezolvare.

On loc remarcabil în rezolvarea unor cla8e de probleme îl ocupa metoda reprezentărilor integrale 

a ecuațiilor yi metoda numericâ core8pun^âtoare, cuno8cuta 8ub denumirea cle metoda 

elementelor de frontiera, de paniye 8au boundar> element8. (LLlVl)

pnncipalul ob8tacol în extinderea aplicării ace8tei metode îl con8titue reputația (printre ingineri) 

de a avea o brua matematica deloc familiara ?i foarte complexa (Lecker -^.^.,1992). Din ace8t 

motiv în ace8t capitol 8unt prezentate babele matematice nece8are înțelegerii zi aplicării metodei 

teoria de8cn8a în ace8t capitol 8e limitează 8trict la cea nece8arâ a fi utilizata în formularea 

metodei elementelor de tfontierâ. Unicitatea ^i exi8tenja 8olupilor nu face 8copul ace8tei lucrari, 

ele fiind demon8trate anterior de către alp autori.

2.2. clasificarea ecuaziilor diferențiale eu derivate parțiale

Lcuapile diferențiale ordinare 8unt ecuapi ce implica derivate ale uneia 8au mai multor variabile 

dependente, în rapott cu o 8ingurâ variabila independenta. Otili^ând ecuapi diferențiale ordinare 

pentru a rezolva probleme inginerești, în general 8e 8implificâ foaNe mult modelul matematic 

care guvernează fenomenul firic.
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In practica spar ML 6es Probleme m care tüncys solupe L unei probleme brice äepinäe äe Mâi 

mulle variabile spayale cât ^i cis variabila timp t. Atunci cânâ trebuie luata în considerare mai 

mult decât o sinZurâ variabilă formularea problemei conduce la ecuații diferențiale cu derivate 

paniale (Lvv?)

In general o LV? cu doua variabile independente are forma:

4»^ * 4»^ (21)

unde este variabila dependenta, eare are 8emniftca(ia fuicâ a unei mărimi caracter! 8ti ce 

problemei modelate, iar 8unt variabilele independente. / e8te o tuncye oareeare, dar data. 

8e pre8upune ea au derivate parțiale de ordinul întâi eontinue în același domeniu v în care 

e8te definita funcția ^i ca aceștia nu 8e anulea-â în același timp. Indicii defme8c variabilele în 

raport cu care 8e face derivarea, ca de exemplu:

ch 4» -^ ch H
' e>>' 6x6^'

(2.2)

LV? 8e cla8ikica în una din tr6i tipuri 6liptic6, bip6rbolic6 8au parabolic6, fiecare dintr6 6l6 având 

earact6ri8tici di8tinct6 una fa(a d6 c6alaltâ. ^cea8tâ cla8ificare 86 formulează L8tf6l:

ecuația diferențiala cu derivate parțiale (2.1) este:

- kiperbolicâ în punctul (x,^) daca l?-ac>0;

- paratrolicâ în punctul (x,>) dacâ d^-ac-v;

- eliptica în punctul (x,>) dacâ b^-ac<v;

Aceasta cla8i6care 68te punctuala, deci o LV? poate 8â-?i 8cbimbe tipul de la un punct la altul. 

Lcuapa unidimen8ionala a propagării valurilor e8te biperbolicâ în toate punctele domeniului de 

dstmipe, ecuaya unidimensionala 2 transmiterii câlclurii este parabolică iar ecuația Iui I^aplace 

e8te eliptica
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2.3. câteva clase âe Probleme teknice reprezentate prin llikerite 

ecuszii âikerenziale ssu ecuszii âikerenzîsle cu âerîvste psrjiale

procedeele de integrare numerica ^i-au gâ8it cea mai larga aplicare în integrarea ecuațiilor 

eu derivate parțiale. Integrarea numerica a ecuațiilor eu derivate parțiale eare rezulta , ridieâ 

probleme esenyale de convergenta ?i 8tabilitate a 8olupei, deoareee aeea8ta depinde de tipul 

eu derivate partale de integrat.

problemele tebniee 8e redue de regulâ la ecuații diferențiale 8au eu derivate parțiale din tipul 

eelor prezentate în paragraful precedent, în una, doua yi trei dimen8iuni dupâ complexitatea 

fenomenului pe care ace8tea îl modelea^â

Oâteva exemple al ace8tor tipuri de ecuații 68te dat în cele ce urmea^â:

- ecttir///

Denumire ecuape Lcuape fenomen

faplace / ?oi88on â so 
câ^ l/

-curgerea fluidelor prin

medii poroa8e omogene'

Delmbolt^ -----^0

fcuapa undelor
(7 ----  -------0

-propagarea valurilor'

Dcuapa difuziei 1 6r/ o -tran8miterea căldurii'

-1ran8poNul poluantilor
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7^ ^-67(7^/

Denumire ecuație Lcuafie kenomen

l^aplace / ?oi88on 0 VL/7/

/

ör/
6^) ö/

mișcări potentiale' 

mișcări prin medii 

poroL8e omogene' 

curgerea fluidelor 

prin medii poroa8e 

neomogene'

blelmbolt^
----------

Ecuația undelor -^.0 

ö/^

-propagarea valurilor'

^cua^ia plăcilor
— s/ ^0

-eforturi în plâci'

In toate ecuațiile prezentate u, reprezintă mârimea fizica necuno8cutâ caracteri8ticâ problemei, 

iar x,)/ ^i t reprezintă coordonatele 8payale, re8pectiv temporale ale domeniului de ealeul.

Ecuațiile tridimen8ionale 8unt 8imilare eu eele bidimen8ionale, doar eâ intervine în plu8 eea de-a 

treia coordonata 8patialâ 

ln general toate tipurile de ecuații 8e pot nota într-o forma unitara:

Z," -/ /,/ O (2.Z)

unde b reprezintă operatorul diferențial (unul din cele menționate în cadrul exemplelor de mai 

8U8)
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2. ^erza/7/ ^Z Ze/z^Zca

2.4. OoncliiH initiale?i âe mangine

problemele inginerești 8unt fenomene tisice a caror reprezentare matematieâ conduce la ecuapi 

diferențiale eu derivate parțiale, eare 8unt valabile într-un domeniu O, de regulâ de de frontiera 

mebi8â p' (figura 2. l).

2. 7. fâ^Z/ZZ /)6 /-?67^>7e)

c?r/
(2 4) 

r/O-7^", /--1,2,3' //? c7^r// 

/-:Ox7^-7^ " /// c^/-/

pentru a obpne o 8olu(ie unica a unei ecuajii diferențiale cu derivate par(iale e8te nece8ar a 

8e 8pecibca ^»t/r/7r //e (8au 'cs/rt/r/rr unde valori ale tuncpei 8unt

cuno8cute pe anumite porțiuni ale 8uprafe(ei 8.

problemele cu cs/rr/r/ii /-ri/iâ pre8upun 8uplimentar determinarea iuncyei 8olu(ie ch- 

dependentâ de timp, />6, atunci când valorile tuncpei cât ^i alte elemente, în tuncpe de tipul 

problemei, 8unt cuno8cute pentru momentul initial Londipile pe contur trebuie de 

a8emenea 8â fie date ca tuncpi de timp.

7-
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77^ c/e

Oe regula condipile pe contur au una din formele.

1 funera necunoscuta ch are valori precizate : 

ch(^^i (2.5)

unde este o tuncpe cunoscuta pe porțiunea de frontiera Geeste condicii se numese 

de /)i>/c/r/ek.

2 Valori precizate pentru derivata normala a iuncyei neeunoseute ch :

unde este o tunepe eunoseutâ iar n veetorul unitar normal la frontiera Geeste 

condipi se numesc de lt/i ^Vett/na^» .

3 Condipi de sau tr/) (2irttc/r^ când se cere determinarea tuncpei prin

intermediul unei condipi de lipul:

ach.â

condipe care este o combinație liniara între distribuția luncpei câutate ^i derivata dupâ 

normala Ia contur, pe frontiera domeniului,

^naloK eu operatorul t. condipile la limita se pot reprezenta într-o formâ mai generala.
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Ler/a/?/ c/z/e^e»/ra/e ^7 Ze/rn/ca

2.5. Leua^ii integrale

0 serie de probleme tisice (tebnice) pot fi formulate matematic eu ajutorul ecuayilor integrale. 

Lcuapile integrale surit ecuapi ee conpn tunepa neeunoseutâ sub semnul integral:

^2

/(/,.D'chG^-F^) (2 8)

unde tunepile zz si/sunt eunoseute, iar tunepa ch este neeunoseutâ. Leuapa se numește ^czzcz/ze 

/>r/^â â oz-âzz/ />?/«/. vaeâ tunepa neeunoseutâ apare atât sub semnul integralei eât ^i în 

afara, ea în următoarea eeuape:

^2

(2y)

atunei aeeasta se numește eczzcz/ze z>z/e^â c/e â. funepa zz eare multiplica iunepa 

neeunoseutâ de sub semnul integralâ se numește zzzzc/ezz. Ambele eeuapi prezentate anterior sunt 

unidimensionale. Kepre^entâri similare se pot obyne ^i în earul bi sau tri dimensional.

2.6. ^eknica aproximării cu reriäuuri ponderate

Oeoareee obpnerea unor solupi exaete este difieilâ ^i se re^umâ la probleme relativ simple se 

aplieâ de regulâ tebniei de aproximare. "Aproximarea" apare Ia douâ nivele, primul nivel este 

aeela al legilor constituitive când sistemele fizice reale sunt aproximate printr-un model 

matematic idealizat. Aceste ideali^âri sunt acceptabile pentru majoritatea aplicațiilor tebnice 

deoarece se ba^ea^â pe o experien^â îndelungatâ în domeniul tebnic respectiv (exemplu : 

modelul constitutiv Newton în ecuapile Xavier- 8tol<es, modelul elestic tîloolce în teoria 

elasticitâ(ii).

27
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Lei de-al doilea nivel de aproximare apare la aplicarea metodelor numerice. Dezvoltarea 

calculatoarelor moderne a facilitat dezvoltarea rapida tzi extinderea metodelor numerice în toate 

domeniile tehnice

8e prezintă m continuare variante reprezentative ale telmicii reziduurilor ponderate, care permit 

obținerea reprezentărilor integrale generale, care stau la ba^a metodei elementelor finite, 

respectiv a metodei elementelor de frontiera.

2.6.1. prezentarea dârelor metodei reriduurilor ponderate

fie ecuația generala :

/ie O (2.10)

^i un set de condicii de margine.

E^r-0 I" (2.11)

8olupa aproximativa pentru ,notata 4> are forma generalâ.

(212)
„1-1

unde:

/ - operatori diferențiali, XI poate fi ^i un operator algebric^

V - funcpe auxiliara care 8Ltisfsce condițiile de margine pe ?,

' funcții de forma, care 8e aleg în s^a maniera încât 8â reprezinte cât mai fidel 

caracteristicile geometrice yi fizice ale probemei'

' coeficienp con8tsnp nedeterminsp, menip 8â optimile 8olupa
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2. ^cr/a/7/ ^7 /e/r^/ea 67/7/^/777 F///

In eonformitate eu ee1e preei^ate mai înainte, eondiyile de margine 86 8eriu:

--

â^o

/?e p'

(21Z)

Aproximarea (2.12) poate 6 utili^atâ pentru a exprima derivatele iunepei neeuno8eute ch.

Astfel trebuie 8â fie continue pe O yi diferenpabile, aclieâ 8â aide o reprezentare de forma:

ö^>
ö-c S-c

(2.14)

pentru o anume aproximare doritâ a iunepei ch, e8te neee8ar ea ch 8â fie o 8o1upe aproximativă 

a eeuapei diferențiale (2. lO). 8ub8tituind ch în eeuapa (2.10) rezulta:

(2.15)

unde "reziduul e " reprezintă diferența dintre 8olupa exaetâ ^i eea aproximativa.

In eonformitate eu tebniea reziduurilor ponderate aee8t reziduu e trebuie 8â 8ati8faeâ ecuapa 

(2.16) oriunde în interiorul domeniului O.

o
(2.16) V/

2?
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7 t^

unde jwj 8unt un set de tuncîii de pondere alese astfel încât reziduul sâ 6e distribuit pe 

domeniu în același timp aeeste 1unc(ii de pondere trebuie sâ satisfacâ, identic, condițiile de 

marZine ale problemei date (2 lb) este un set de ecuații, care pot 6 scrise în formulare 

matriceala ca.

(2 17)

unde elementele matricii respectiv //)) sunt date de:

tt I < /,m

(2.18) 
/7, N 1 </<M

u o

2.6.2. formularea slaba

Oâsirea unei Luncii care satisface exact condiyile pe contur este dificilâ. vin acest motiv o 

alternativa de rezolvare este aceea de a aproxima în același timp atât ecuația (2.10) cat ?i (2.11) 

cu o soluție de forma :

-V/
ö n a„^„, (2.19)

m

Aceasta aproximare conduce Ia doua reziduuri de forma:

?e O

(2.20) 
/-e I?'

Un posibil oplim este minimirsres sumei scestvt 6ouâ -eriâuun pe âomsnm! 6e calcula

^.^I)

uncie sunt bcncpi 6e ponciere. Ucuspâ (2.17) este cunoscută sub clenumires -Ie 

v/â/

BUPT



2.6. Z. IVletoda soluțiilor pe contur

ka^a âe cele doua variante ale metoâei reziduurilor ponderate prezentate mai 8U8, (2.16), 

re8peetiv (2.21).

(2. 16)- Oondi^iilc pe contur 8unt 8ati8kaeute în totalitate d6 eâtre kuncya 8olupe d6 

aproximare ch , iar eeuaya âiferenyalâ nu 68te a priori veritieata pe domeniul 

O

(2.2 l)- Oondiyile pe contur nu 8unt verificate a priori, ^»i totodatâ nici ecuapa 

diferențiala nu 68te verificatâ pe domeniu.

exi8tâ o a treia p08ibilitate, aceea de a alege tuncyile de forma în a^a fel încât tuncya 8oluye 

aproximativa 8â 8ati8facâ ecuaya diferențiala, dar nu ^>i condițiile de contur. Daca ecuația 

diferențiala care 8e con8iderâ e8te linearâ acea8tâ condipe 68te îndeplinita prin alegerea tune^iilor 

de formâ ca fiind 8oluyile ecuației diferențiale con8iderate 8pre rezolvare.

>^cea8tâ teknicâ de alegere a tuncyilor de forma a fo8t de8cn8â pentru prima data de către 

"freKî? în 1926 ?i din ace8t motiv tuncyile de formâ 86 nume8c tuncpi ^retî^.

-Vlegând a8tfel funcțiile de forma 86 poat6 con8id6ra o 8olup6 :

(2.22)

Lcuaya (2.21), 86 r6duc6 la o 6cuay6 mai 8implâ, d6 forma:

(2-23)

d6oar6L6 prin ipoto^â 0 .

în continuaro tot c66a c6 86 c6r6 6816 8â 86 d6t6rrnin6 un 86t d6 tuncpi d6 pond6r6 , potrivit6, 

d6Ünit6 p6 fronti6ra f' a dom6niului, ^>i nu p6 tot domoniul O. Oricum în g6N6ral ac68t 86t d6 

funcții nu 68t6 u^or d6 d6t6rminat. Lxi8tâ o vari6tat6 marc ^i complcxâ d6 proccd66 d6 

dctcrminar6 a ac68tor tuncyi.

25
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7 ^6 c/e ______________________________________________________________ ____________________

2.6 .4. formulări integrale care stau Ia ba^a metodei elementelor finite ^i a metodei 

elementelor de frontiera

Exista numeroase formulări ale metodei reziduurilor ponderale, (2ea mai râspânditâ pânâ IN 

prezent e8te cea sub forma ecuației (2.21), mai numita ?i metoda "slaba" a reziduurilor 

ponderate Utilizarea ace8tei forme de formulare permite formarea soluției sub forma 1re6î^, 

dând în același timp ?i posibilitatea ea la limita domeniului condicile naturale sâ fie respectate. 

Irebuie reamintit ea Ia folosirea ecuației (2.21) nu s-a impus satisfacerea condicilor de margine 

^i niei a ecuației diferențiale (spre deosebire de ecuapa (2.2Z) unde aceasta ultimâ condiție este 

impusa)

Kevenind la (2.2 l) prin utilizarea operatorilor pentru exprimarea reziduurilor ^i ^i a unor 

funcții de pondere diferențiale, aceasta se poate scrie sub forma.

/

unde N / ^»i 8unt iunc^ile de pondere pe contur. 

Ucuapa (2 24) 8e mai poate scrie prescurtat :

" I',

(2 24), respectiv (2 25) este o alta formâ a formulării "slabe" a reziduurilor ponderate. Aceasta 

lorma este greu de folosit daca toate reziduurile sunt nenule.

în cele ce urmesLl se VS prerenls un car particular al utiliÄrii reprerentârilor (2 24) respectiv 

(2 25) pentru ecus(,s Iui f-splace. cu sublinierea ciifsren(si clintre aceasta formulare ?i 

formularea IreM^

26
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Oa/r/Zo/u/ 2. /e/m/ea a/?^ox/>rF^//

formularea âiferenyalâ a problemei e8te următoarea :

etttttFLs/tt//« eettK/iei t/r/e^e/r/ra/e e« t/enva-e/-«^/ia/e.

V^ch^O e O
eu c^^â7/e c/e Ma^5>re

ch-ch /ie 1^ 
öcj) - i-,
ö/r

(2.26)

8e conferă o 8oluye aproximativa ch Ke^iäuurile (erorile) 8unt 6e forma:

(j)

öch - . - 
- ö»

(2.27)

Ou (2.27) ecuația (2.25) âevine:

(V^ch)r^LZQ ^(c/ - c/)n^c/f - 0

fxpre8ia (2.28) nu 86 folo8e^te în general 8ub aeea8tâ forma. 8e inteZrea^â prin pâr^i pe 

âomeniul O, folo8inâ lema Oreen (anexa 1.1). 8e ob8ervâ ea primul termen 8e poate 8crie 8ub 

forma.

o o / o
(2.29)

O

16entifiLan6 cu « în ecuația (a. 1) a anexei 1. l., ^»i cu , prima integrala a

expresei clin membrul 6rept al ecuaîiei (2.29) 8e 8crie:

öch »v,—!-vr (2Z0)
u

27
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7 ^6

în mod 8imilar rermenul al doilea al membrului drept al ecuației (2.29) e8te.

(2.ZI)

înlocuind în (2.28) 8e obține o nouâ forma eckivalenta cu ecuația (2.25):

ö<j> 1—- — —7/^—,/ l c/l.
( ö)c

(2.Z2)

^(ch-ch)u-^^

/^cea8tâ ecuație e8te foarte importanta pentru obținerea unor reprezentări remarcabile.

7^8ttel claca

- ch ch pe f'i e8te 8ati8lacut în mod identic'

- 8e alege pe ^i în plu8

- 86 alege ^0 P6 f', '

ecuafia (2 32) reprezintă r/e /)/eca/-e l/i ^retâ e/e^re»te/s^a ecuayei lui

l^aplace, varianta Oalerlcin:

/ ö»,'/ S",

'N 6^- öv' öV /

k»rin noi trari8formâri în (2.32) 86 obpn6 în continuare o reprezentare deo8ebit de utilâ în metoda

elementelor de frontiera zeiței printr-o nouâ integrare prin pârp a repre^entârii (3.32) 8e obyne:

6n>,
------ /7 ----- -/7
6^ ' ö). '

) /
Ichc^^s ----- ( chc^

(2.34)

2/,
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(^a/iz/o/rz/ 2. ^erzcr/zz c/z/ezv/z/za/e ^7 /e/rn/ca a/)/o^/>»F?7z

Oeea ce e8te intere8ant 68te faptul câ operatorul Iui I^aplace nu mai aeponea^ä a8upra Iui ch , 

ei a8upra lui >v,' cel de-al doilea termen al ecuayei (2.34) e8te:

r------- -
Z)??

(2Z5)

Oe a8emenea primul termen al ecuayei e8te derivata după normalâ a aceleiași tuncyi de pondere 

"i-

örr, 
—-77^.^—-/7 - --------

ö/7
(2.36)

8ub8tituind ecuaya (2.35) (2.36) in (2.34), 8e obyne:

?rumu8e^ea" aee8tei expre8ii con8ta în faptul eâ ^v, poate 6 orice exprese care re8pectä 

condiția 8â fie de doua ori diterenyabilâ (condiye utilizata când 8-a trecut de la ecuapa (2.25) 

la (2.37). prin alegerea convenabila a iuncyilor de pondere tzi 

_  övv/ 
/-6 

6/?

"7 - /-c

ecuaya (2.37) devine:

s - ch—c/r' s- o 
( 0/7 0/7 l 0/7o rv i'.

(2.39)

>^.cea8tâ ecuație e8te punctul de plecare pentru nrelsi/a r/e(prin

alegerea convenabila a Lunetei de pondere cum ar fi de exemplu 8oluîia fundamentala a 

ecuației l-aplace) .

2-
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Z.1. 0Is8isieanes metoâelon numerice

karä metodele numerice este aproape imposibil sâ se rezolve probleme inginerești eu un grad 

de acuratețe ridicat. Majoritatea tebnicilor de rezolvare numerica a problemelor clin mecanica 

mediilor continuie se ba^ea^â pe principiul ca este posibil sâ fie deduse ecuații r^i relații care 

descriu cu acuratele comportarea unor elemente mici, diferențiale, ale unui corp.

Divizând întregul corp într-un numâr mare de asemenea elemente mici ?i utilizând ulterior relapi 

de legatura pentru asamblarea acestora este posibil sâ se calculele,cu un grad suficient de 

exact,valorile diferitelor variabile cum ar fl tensiuni sau deplasări ale corpului considerat. ?e 

masurâ ce mârimea acestor elemente este tot mai micä,soluya numericâ devine din ce în ce mai 

bunâ, dar costul calcului devine foarte mare, l^lu existâ nici un înlocuitor pentru experiența 

utili^ârii in aplicatii tebnice a metodelor numerice pentru câ răspunsul la întrebarea " Oât de mici 

trebuie sâ tie aceste elemente pentru a obține o soluye cât mai apropiatâ de solupa exactâ?" nu 

este clar determinat încâ.

In mecanica mediilor continue, se disting urmâtoarele trei metode numerice mai importante 

(figura Z I ).

metoda diferendelor fmite ( fv )'

- metoda elementelor finite )'

- metoda elementelor de frontierâ (6LlVl)

în cele ce urmea^â se descriu pe scurt aceste metode.

37
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7 ein c/e

7. /> âLnân ^eL//7/6>^

3.2. IVIetoäa äikenen;elor kinite (rv)

In acea8tä metodâ ecuaya diferenyalâ parfialâ ce guvernea^â un anumit fenomen e8te 8cri8â în 

termeni de diferende finite Domeniul 8e di8creti2ea2â in noduri 8au "celule", iar aproximarea 

diferențiala e8te aplicata fiecărui nod (celule). ?e ba^a di8creti2ârii 8e ob(ine un 8i8tem liniar de 

ecuații algebrice ale caror necuno8cute 8unt valorile iuncyei câutate în nodurile core8pun?âtoare 

di8cretirârii

Abordarea cu diferende finite e8te cea mai 8implâ dintre cele trei metode ?i relativ u?or de 

programat Dezavantajul cel mai important al ace8tei metode 68te acela câ nu 68te potrivita 

pentru domenii cu geometrii iregulare IVlai mult cbiar, pentru câ 68te dificil 83 fie variata 

dimen8iunea celulelor pe domeniul de calcul, acea8tâ metodâ nu 8e poate folo8i în ca^ul 

domeniilor cu 8cbimbâri rapide ale variabilelor, a^a cum 8unt de exemplu concentrâri de 

eforturi

.^8ta?i metoda diferendelor finite e8te popularâ în ca^ul curgerii fluidelor (mi^câri potențiale), 

8cbimbului de căldură yi mai pu(in la analiza ten8iunilor.
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<7a/)//o/u/ 3. /r/V//o/e/r»/ce

z.z. IVIetoâs elementului tiuit (kUVl)

8a^a teoretica a metodei diferă esenpal de eea a metodei diferendelor fmite. ?unetul de plecare 

este fie o reprezentare de tipul (2.31) (Oalerkin), fie o formulare de tip variaponal.

în aceasta metoda întregul domeniu de ealeul este discreti^at în subdomenii 

(elemente, segmente) finite miei ( de unde?i numele de " elemente finite"). ?e fieeare element 

comportamentul variabilelor ee trebuie calculate este descris de ecuații diferențiale. Clementele 

sunt asamblate yi becare dintre acestea trebuie sâ respecte condițiile de continuitate ?i ecbilibru 

cu elementele vecine ?i în acest ca^ se a)unge la un sistem liniar de ecuapi algebrice. Oacâ 

condițiile Ia marginea domeniului sunt satistacute se obpne o solupe unica a întregului sistem 

de ecuapi algebrice liniare.

IVletoda elementelor finite este potrivita pentru aplicabile inginerești cu geometrii complicate. 

Ke^ultatele obținute, în ca^ul existentei regiunilor cu scbimbâri rapide ale valorilor variabilelor, 

sunt foarte bune, dar trebuie utilizat un număr mare de elemente .

Etapele de calcul ce trebuie urmate atunci când se aplicâ metoda elementelor finite sunt 

următoarele.

1. 8e divide domeniul de calcul în elemente mici ( finite ). Aceste elemente pot fi 

segmente liniare (pentru probleme unidimensionale), respectiv triungbiulare sau 

dreptungbiulare ( pentru probleme bidimensionale ), sau tetraedre yi poliedre 

(pentru probleme tridimensionale)'

2. 8e detinente comportamentul variabilelor pe fiecare element printr-o tuncye de 

forma. 8e alege tuncpa caracteristica (de exemplu presiune, vite^â, deplasare) 

tîecârui punct nodal ca fiind necunoscuta problemei ?i se folosesc tuncpile de 

formâ pentru a descrie cum se scbimbâ variabila ?i geometria pe fiecare element 

( de exemplu linear sau cuadratic ). Lu cât ordinul tuncpei de forma este mai 

mare,cu atât este necesara definirea mai multor puncte nodale pe fiecare 

element. ^.curatHea soluției poate fi îmbunâtâptâ prin utilizarea unui număr cât 

mai mare de elemente simple (liniare ) sau mărind ordinul tuncpilor de formâ 

( utilizând de exemplu elemente cuadratice)
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Z Alegerea unei formulări adecvate eum ar ii (2.29), Oalerldn, a unei formulâri 

varia^ionale (Kitr), sau direct a "echilibrului" pe fiecare element definit, 

obynându-8e un 8i8tem liniar pe fiecare element "m", care a8amblat conduce la 

un 8i8tem liniar 8ub forma.

(Z.1)

uncie m reprezintă numărul de elemente, e8te matricea de rigiditate a unui 

element, /ö/„, e8te vectorul iuncyilor nodale a unui element iar e8te vectorul 

ce convine "forjele" exterioare care achoneara L8upra corpului, pentru a determina 

coeficienții care multiplica clepla8ârile unui punct nodal anume, 8e în8umea^â 

coeficienții matricilor de rigiditate ale tuturor elementelor ce conyn acel punct.

4 ?c8amblarea întregului 8i8tem de ecuații pentru obținerea 8oluyei pe întregul 

domeniu pentru ca în 8umarea rigiditâplor a fo8t iacutâ doar pentru elementele ce 

conțineau un nod particular, matricea totala de rigiditate va 6 doar parțial 

populata.

In L8amblarea sternului de ecuații global 8e vor introduce condițiile de margine. 

7^ce8tea pot lua forma unor pre8iuni impu8e, depla8âri impu8e, alunecări pe o 

8uprafalâ, re8orturi, 8au eforturi. Oondiyi pe trontierâ mult mai complexe pot apare 

în carul problemelor de contact.

5 Kerolvarea sternului de ecuații liniare pentru a determina iunc(ia câutatâ în 

punctele nodale (de exempludepla8area fiecărui punct nodal). 8e utilireara fie 

eliminarea Oau88 (directa) 8au eliminarea Oau88 -8eidel (indirecta) iterativa. 

Alegerea modului de rezolvare a sternului de ecuații depinde de marimea matricei 

8olulie

6 Din tunc^ia primara 8e pot deduce alte tunc^jicaracteri8tice 8i8temului (de exemplu 

ten8iuni ^i efoNuri pe fiecare element, utilizând relațiile între efoNuri Zi depla8âri 

-legea lui ldoolce) Compatibilitatea ecuațiilor e8te 8ati8kacutâ automat pe fiecare 

element pentru ca depla8ârile au fo8t ale8e ca variabile necuno8cute.
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7 . Oalculul altor mârimi. Odatâ ce valorile depla8ârilor necuno8cute au fo8t 

determinate în fiecare nod, pot 6 obținute alte valori pentru alte mârimi cum ar 

fi 1en8iuni Ia noduri, energii, etc.

Z.4. Vietoäa elementelor äe frontiera (KLVi)

6a^a teoreticâ a ace8tei metode 8e obpne din ecuațiile diferențiale care guvernează un fenomen 

prin tran8formarea ace8tora în reprezentări integrale conturul (frontiera) domeniului de calcul. 

/^ce8te reprezentări integrale 8unt rezolvate apoi numeric prin di8creti^area frontierei 

domeniului, care e8te divizata în 86gmente mici (elemente de trontierâ). Oa ^i în celelalte metode 

numerice, condicile de margine trebuie 8â fie îndeplinite. 8i8temul de ecuapi algebrice care 

rezulta are o 8olu(ie unica.

>^.vanta)ul ace8tei metode e8te acela câ poate 6 adaptata u^or domeniilor cu geometrie 

complexa. IVlai mult, deoarece în dezvoltarea metodei 8e utili^ea^â 8olu(iile iundamentale de 

LV? în domeniu 8e poate modela comportamentul real al tuncpilor 8olu(ie, inclu8iv cel 8ingular.

pentru a da p08ibilitatea comparară ace8tei metode cu metoda elementului finit, în continuare 

8unt de8cri8e etapele de calcul ce trebuie urmate la aplicarea acelei metode:

1. Determinarea ecuațiilor diferențiale ale fenomenului în 8tudiu.

2. Obținerea " 8oluîiei iundamentale " pentru ecuația diferențiala data. -^cea8tâ 8olupe 

e8te valabila pe orice geometrie zi 8e ba^ea^a pe 8olupa data de încărcarea unitara 

a unui mediu inünit. 8olupa tundamentalâ pentru ecuația lui Laplace e8te de forma 

(l/r) în ca^ul unidimen8ional 8au 1og(l/r) în ca^ul bidimen8ional, unde r e8te di8tan^a 

geometrica dintre punctul de aplicație al încărcării (denumit "punct de încărcare" 

?) zi orice alt punct (denumit "punct în câmp" ())

3. 8olupil6 tundamentale 8ati8fac principiul reciprocități. Lonform cu acea8t principiu 

de exemplu în ca^ul a doua 8i8teme ten8ionate (a) ?i (b) aklate în ecbilibru 8âti8fac 

următoarea condeie: lucrul mecanic efectuat de tortele 8i8temului (a ) cu depla8ârile 
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8i8temului (b) e8te egal cu lucrul mecanic efectuai de fosele 8i8temului (b) cu 

depla8ârile 8i8temului (a), a8tfel.

0-2) 
?

unde p e8te un punct în care ac^ionea^â o forîâ p

Daca fosele exterioare acyonea^â numai pe 8uprafa(a (8 ),atunci ace8t principiu 

poate fi 8cri8 8ub forma integrala a8ttef

^.3)
.V

unde i - l, 2, 3 (core8pund coordonatelor carteziene x, ^) iar vectorul ten8iunilor 

e8te definit ca (tj Oj-n-), unele n^ e8te vectorul unitate normal la 8uprafa^a.

Alegând 8i8temul (a) ca tună 8oluya Lundamentalâ a ecuayei fenomenului 

(cuno8cutâ ) ;-i ( b ) sternul problemei date ( necuno8cut ), rezultatul 68te o 

ecuație integrala care face legatura dintre depla8âri ?i ten8iuni pe frontiera 

domeniului de calcul.

pentru ecuayile de tip I^aplace con8trucya ecuațiilor integrale 86 pote face pornind 

de la ecuaya (2.36), în care vv, 8e 8ub8titue cu 8olu^ia lundamentalâ.

4 Divizarea frontierei domeniului în 8egmente 8au elemente, vefmirea tuncyilor de 

forma care de8criu geometria domeniului ^i variata mărimilor pe domeniu de calcul. 

>Xce8te funcții de forma pot fi liniare,cuadratice 8au de un ordin 8uperior.

pentru ca ecuațiile integrale determinate în etapele anterioare nu 86 pot integra u^or 

analitic 86 vor efectua integrari numerice utilizând cvadratura Oau88. In8umând 

ace8t6 int6gralc p6ntru fiecare 6l6M6nt p6 întregul domcniu d6 calcul 86 evaluea^â 

ecuația int6grala a fenom6nului 8tudiat.

5 formarea matric6i 8olu6e prin r6p6tar6a proc68ului d6 int6grar6 p6ntru punctul de 

încărcare p variind ca porige în fiecare punct al frontierei domeniului, ^lai întâi 

punctul de încărcare p 8e po^ionea^a în elementul l, rezultând un 8et de ecuații de 

legatura între cele variabile de pe frontiera.
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In pa8ul următor punctui 66 mcarcar6 86 pla86a^â pe elementul 2 al frontierei, 

re^ultânâ un alt 86t 66 ecuapi, ^.a.m.6. pânâ cană 8unt formate l^l 86turi 66 ecuapi.

în fmal rezulta un 8i8tem 66 ecuapi 66 urmâtoarea forma:

(3.4)

6 Aplicarea con6iyilor cle margine. ^.ce8tea 8unt 6at6 fie 8ub forma cle valori ale 

funcției (cle exemplu ten8iuni impu8e 8au eforturi), 6e 8ub forma cle Derivate 

normale clate, 8au relapi liniare între clepla8âri ^i eforturi în ca^ul ele8ticitâp. ?rin 

rearan)area 8i8temului cle ecuații linear a8tfel încât mărimile necuno8cute 8â fie 

potionate în partea 8tângâ a 8i8temului cle ecuapi, iar mârimile cuno8cuteîn partea 

6r6aptâ a 8i8temului. ?rin a8tfel cle tran8formâri 8i8temul fmal cle ecuapi 68te 66 

forma.

(3.5)

în care vectorul necuno8cutelor a fo8t notat -^.ce8ta convine atât valori ale 

Luncyei, cât ^i a clerivatei normte, re8pectiv atât clepla8âri cât ?i eforturi necuno8cute 

în ca^ul ele8ticilâ^ii. Vectorul conpne toate valorile impu8e pentru tuncpe 

(re8pectiv 66pla8âri ^i eforturi) Ia frontiera clomeniului cle calcul. Vectorul ^c^j e8te 

al coeficienților care 86 cuno8c.

7. K6^olvar6L 8i8t6mului 66 6cuapi. IVlatric6a 8olup6 a 8i8t6mului 68t6 N68im6tricâ ^i 

total populata cu co6fici6np N6nuli

8. Oalculul altor mărimi car6 int6r686L2â în 668cri6r6a 8i8t6mului. 06atâ cc valorilc 

66pla8ârilor N6cuno8cut6 au fo8t 66t6rminat6 în fi6car6 no6, pot fi obpnutc ^i altc 

valori pcntru alt6 mărimi cum ar fi t6N8iuni la no6uri, 6N6rgii, 6tc.
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4. 8i8^LivlLi.0ir

4 .1. Oonsiäenstii intnoäuetive

proiectarea anti8ei8micâ a barajelor 68w o problemâ inginerea8câ foarte importanta avană în 

vedere con8ecinfele de2a8truoa8e pe eare Ie poate avea cedarea unui baraj din cau^a unui 

cutremur. Nivelul cuno^iinfelor actuale în ceea ce priveze efectul 8ei8melor a8upra barajelor 

nu 68te Ia fel de avariat ca al celor al efectelor 8ei8melor a8upra con8trucpilor civile zi 

indu8triale. lVIai mult, fenomenul 8tudierii comportamentului barajelor la încârcâri 8ei8mice a fo8t 

mai pupn 8tudiat decât comportamentul con8trucpilor civile 8ub acpunea acelorași încărcări, cu 

toate câ primul e8te cu mult mai complex .

0b8ervapile efectuate a8upra clădirilor 8upu8e 8ei8melor au adu8 un aport impoNant Ia 8tudiul 

efectului cutremurelor a8upra con8trucpilor civile, fenomen ce nu a fo8t repetat în ca^ul 

barajelor pentru 8implul motiv câ doar câteva baraje au fo8t 8ubiectul unor cutremure puternice 

^i deci exi8tâ prea puyne date în ace8t 8en8.

^8te unanim acceptat faptul câ barajele de beton trebuie proiectate a8tfel încât 8â re^i8te cle la 

8ei8me medii ^i la 8ei8me puternice. 8tudiul comportârii 8tructurilor de retenpe 8ub acpunea 

8ei8melor e8te complicat de fenomene ca interacțiunea dintre mișcarea apei ^i cea a 8tructurii. 

IVli^carea 8tructurii ^i a apei pe întreaga ei întindere poate genera unde în interiorul fluidului ?i 

uneori poate provoca apariția valurilor de 8uprafafâ.

vin punct de vedere al analizei 8ei8mice, barajele diferâ de alte cla8e de 8tructuri în 8en8ul câ o 

procedurâ de anali^â riguroa8â trebuie 8â ia în con8iderare efectele apei L8upra proprietâplor 

dinamice ale barajului ?i a8upra 8pectrului de râ8pun8.
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4 .2. 81aäiul actual

IVI iscarea 8ei8micä ^»i deformările paramentului amonte al barajului vor produce pre8iuni 

bidrodinamice în lacul de acumulare, iar deformările 8tructurii vor 6 afectate la rândul lor de 

ätre pre8iunile bidrodinamice de pe fafa amonte, pentru a întrerupe ace8t cerc mcbi8 al cauzei 

^i efectului, formularea problemei trebuie 8â ia în con8iderare interacțiunea dintre baraj apa. 

problema analizei 8ei8mice a io8t 8tudiatâ cu numeroa8e metode ?i relații de calcul aproximative 

(pri^cuA, l974^i Popovici, ^., l977).

^nabra proiectării anti8ei8mice a barajelor a evoluat de la metode cu formulări exprimate 

empiric Ia metode implicând rezolvări 8tatice prin metoda forjelor ( cu utilizarea de coeficienți 

de 8iguran^â 8ei8mici) ^i în bnal la proceduri care recuno8c natura dinamica a problemei ()an8en, 

1990) ln analiza 8târii de ten8iune ^i deformafie a unui baraj 8upu8 acțiunii unui cutremur 

trebuie acordata atenție efectului forjei bidrodinamice datorate apei din Iacul de acumulare 

format in 8patele 8tructurii /Xu fo8t efectuate o 8erie de 8tudii care au luat în con8iderare acea8tâ 

problema încă din anii 19ZZ, când XVe8tergaard a publicai primul 8tudiu a8upra determinârii 

pre8iunilor bidrodinamice Ia baraje rigide. Inve8tigari ulterioare au tratat barajele ca fund rigide 

(Cbopra, 1967, Kot8ubo, 1959).

studiile care au luat pentru prima data în con8iderare flexibilitatea barajelor au aparul in anii 

1967 (Cbabrabarti and dbopra, 1967). Concluziile cele mai importante ce pot fi dedu86 din 

ace8te 8tudii 8unt acelea ca în ca^ul cutremurelor 8e generează pre8iuni bidrodinamice 

importante pe paramentul amonte al barajului, compre8ibilitatea apei nu poate fl neglijata în 

8tudiu, iar deformările barajului au o influenta majora în valorile pre8iunilor bidrodinamice 

tormate O ipoteca fundamentala a tuturor ace8tor 8tudii 68te aceea câ problema 68te 

bidimen8ionalâ ^cea8tâ ipoteca e8te 8uficientâ pentru 8tudiul barajelor de greutate.

l)e-a lungul timpului trei abordâri diferite au fo8t adoptate pentru rezolvarea ace8tei probleme 

bidimen8ionale

in prima dintre sbordâri. bardul S8le tratst ca un ansamblu de elemente finite, isr Iseul este 

mocielel cs un mediu continuu cu geometrie simpla pe contur pentru fiecare dintre sisteme se 

deduce solups fundamentala clasica --i apoi cele douâ soluții sunt cuplate Minând cont de faptul 
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câ fosele care actionea?â inire paramentul amoonte^i apa 8unt aceleași. Dimitatrea ace8tei 

abordări con8tâ în faptul eâ pentru pre8iunile bidrodinamice exi8tâ 8olupi fundamentale doar în 

ca?u1 geometriilor foarte 8imple ale laeului. ?entru geometrii mal complexe, eum ar fi un tună 

de lac înelinat, 8au un parament amonte înelinat aeea8tâ abordare nu 68te fiabila.

dea de a doua abordare a problemei 68te aeeea de a modela întregul 8i8tem eu elemente finite 

con8iderând depla8ârile barajului ea fiind neeuno8eutele cle ba?â ale 8trueturii zi pre8iunile ea 

neeuno8cute pentru laeul cle aeumulare (Âenl<i6wic?,1969). Lxeeppe făcând efortul con8iclerabil 

eerut de metoda , dificultatea apare la reprezentarea laeului ea un mediu infinit Ia unul dintre 

capete. Eforturile de a modela pierderile de energie ale undelor eare 86 propaga la intinit prin 

elemente finite 8unt foarte mari în ea-ul laeurilor eu geometrie eomplexâ 8au pentru tratâri 

tridimen8ionale ale problemei.

De-a lungul timpului au fo8t dezvoltate foarte multe modele matematice barate pe metoda 

elementelor finite (dbopra,l967- Obabrabati and Obopra,197Z). In ace8te modele domeniul 

tluid e8te di8creti?at în elemente linite, zi 8olupa problemei e8te obținută în nodurile elementelor, 

care pot 6 fie de pe frontiera domeniului, fie din interior, pentru a modela pierderea de energie 

au fo8t utilitate elemente finite bibride (lVlei, et al. 1979) care utib?ea?â 8olupa analitica a 

-ecuapei pentru câmpurile îndepărtate ^i 8olupa în elemente finite numai în vecinătatea barajului, 

acolo unde adâncimea apei nu 68w con8tantâ.

^.u mai fo8t utilitate ^i alte tebnici, cum ar fi utilizarea de elemente infinite pentru câmpul 

îndepărtat (ffall and dbopra,1982 în ca?ul 8i8temelor bara) - Iac' zi Äenloenic? zi 8ette88 1978 

pentru alte tipuri de interacțiuni fluid - 8tructuri).

dea de a treia abordare de rezolvare a problemei a fo8t una 8imilarâ cu abordarea a doua, doar 

câ di8creti?area domeniului a fo8t iâculâ cu elemente de frontiera (lVledina zi Domingue?, 1990). 

Modelul tratea?â problema în domeniul frecventelor. în ace8t model condițiile de ecbilibru ^i 

compatibilitate Ia frontiera dintre 8olid ?i fluid 8unt luate în con8iderare, ^i domeniile cu 

geometrie complexa 8unt u^or de reprezentat.
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4 .Z. Lcusjii ßenensle

4 .Z.1. Ipotere fvrmulanea pnoblemei

Intr-o prima etapa de calcul 86 poate pre8upune câ bagajul 68te rigid.

0 ipoterä mal generala e8te aceea de a calcula p568lumle bidrodinamice a8upra unui baraj atunci 

cânâ ace8ta e8te 8upu8 unui cutremur oarecare (a cârui accelerație varia^â în timp) zi 68te 

flexibil, în condițiile în care 8e ia in con8iderare inteac^iunea dintre 8tructurâ ?i fluid.

Calculul ace8tor pre8iuni 8e va inve8tiga în cadrul lucrării cu ajutorul unui model matematic 

ba-at pe metoda elementelor de trontierâ yi pe 8oluya analitica re^ultatâ prin rezolvarea directa 

a ecuațiilor ce de8criu fenomenul.

Armatoarele ipoteze 8implificatoare vor fi luate în con8iderare pentru determinarea precurm 

bidrodinamice a apei într-un Iac de acumulare:

I -^pa e8te incompre8ibilâ dar vâ8co2itatea ei internâ 8e neglijează.

2 Afectul valurilor de Ia 8uprafafa apei 8e neglijează, erorile datorate ace8tei 

omi8iuni au fo8t demon8trate, de alfi autori, a avea valori mici (Cbopra 

^.K.,1967' 8u8tamante, L ?Iore8,1963).

3 a) Laraj rigid (8e neglijează într-o prima variantâ deformafia proprie a 8tructurii 

^i variația în timp a accelerațiilor 8ei8mice)'

b) ?aramentul amonte al barajului 68te pre8upu8 a executa o mișcare O8cilatorie 

care e8te o funcție oarecare de timp.

4 ?aramentul amonte al barajului e8te de forma oarecare în varianta a), re8pectiv 

vertical în varianta b)

I^li^carea 8i8temului baraj - Iac e8te con8ideratâ bidimen8ionalâ, adica aceeia^i 

în orice plan vertical perpendicular pe axa barajului.
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6. IVli^carea seismica atinZe toate punctele ba^ei în același timp, adicâ viteza 

orizontala de propaZare a mișcării 68te infinita.

Exemplificarea ace8tor ipoteze Zrafic, 68te reprerentatâ Zra6c în fiZura 4.3.

7.3. - /c/e ^e/^v-r/ee

4.3.2. Lcua^ia de mișcare a unui Huid sub acțiunea foitelor instantanee (ecuațiile 

pnesiunii kidrodinamice)

fluidul considerat este compresibil ?i se negli^ea^â intluenja vâsco^itapi. Oe asemenea se 

studiarâ ca^ul bidimensional, pentru a înțelege fenomenul ^i a-I studia cantitativ se formulea^â 

matematic relapile implicate de acesta. In ca^ul de fafâ punctul de plecare îl constitue ecuațiile 

de ecbilibru ?i de continuitate ale masei fluidului din lacul de acumulare.

LcnLrML? c/e ec/r/7/^r/ (neßli^and forfele de frecare ) diferențiale sunt de forma:

6/) 6r/ 6/- öv
öx ö/ ' 6^ ö/ (4.1)

în care :

p-presiunea bidrodinamicâ, în exces presiunii statice'

x,^-coordonate spațiale'

t - coordonata timp­

ul - componentele scalare ale vitezei locale dupâ direcțiile x , respectiv ale spahiului, 

p - densitatea fluidului'

^3
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Le poate fi scrisa este de forma:

(4 2)
6/

In relata (4.2) cu L a fost notat modulul de elasticitate al tluidului.

Daca se face notația:

c (4Z)
>1 ?

^i se elimina u ^i v din relațiile (4.1) ^i (4.2) se ob(ine ecuaya.

cunoscuta sub numele de "ecua/ra , în care c se numește celeritate a undei

^i este ecbivalentâ ca valoare cu viteza sunetului în mediul iluid.

Ecuația (4 4) este o ecuație diferențiala cu derivate parțiale , de tip biperbolic.

In ipoteca modelului de licbid incompresibil (p^const, condipe care este identica cu c^°°) ecuația 

(4 4) se reduce Ia ecuația lui l^aplace, care este de tip eliptic:

62? 62? „
(4.5)

Daca se introduce iunc(ia de potențial (j)(x,^,t) al vitezelor, yi deci câmpul vitezelor locale poate 

tî exprimat conform reiatei:

(4 6)

atunci se ob(in doua ecuații analoaZe ecua(iilor (4.4) ^i (4.5) dupâ cum urmearâ:

——i-------—-

V^ch o /-c/?/,?/

presiunea bidrodinamicâ locala deriva din îunc(ia de potențial:

6/
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5.1. OenensUMi. Vibnalii 8ei8miee

5.1.1. Definirii

^ini^tea interioarâ a pâmântului 68te doar aparentâ. Lxi8tâ regiuni pe glob în care populația trebuie 

8â 8uporte din când în când acțiunea di8tructivâ a cutremurelor.

Cutremurele 8unt fenomene complexe indu8e în 8coaifa 1ere8lrâ de eâtre energia eliberata de o 

deturbare apârutâ în interiorul pământului. Oe obieei aee8tea apar în mod neprevăzut ^i 8unt 

8emnalate de eâtre in8trumente de mâ8urâ.

e8te ^tiin^a eare 8e oeupâ eu 8truetura pământului eât ?i eu cauzele producerii 

eutremurelor. 6aLându-8e pe rezultate teoretiee ^i experimentale aeea8ta definește parametrii eare 

generează ^>i tran8mit focurile.

68te o ^tiin^â aplieatâ eare utili^ea^â datele turni^ate de eâtre 8ei8mologie 

pentru a analiza diferite 8trueturf pentru a 8tudia comportamentul 8trueturilor Ia vibrapi 8ei8miee 

?i mâ8urile ee trebuie luate pentru întârirea re2i8ten^ei^i 8tabilitâyi aee8tor 8trueturi.

8unt mi^câri aleatoare ale unor poifiuni exterioare ale 8eoaifei tere8tre eu amplitudini 

^i directii ee varia^â 8ub8tan^ial în timp (Ifrim, 197Z). (Cutremurele îneep cu un yoc puternic, 

L8emânâtor unei explozii, într-un punct al 8coar^ei tere8tre numit bipocentru. Energia eliberatâ Ia 

bipocentru 68te tran8mi8â prin unde ela8tice de diferite tipuri. Inten8itatea ace8tor unde 8e 

diminuea^â pe mâ8ura depârtârii de bipocentru.

'fâria unui cutremur nu 68te un termen oficial, dar e8te utilizat în limbajul curent inginerei în 

8en8ul "dât de puternic a fo8t acel cutremur?", "fâria unui cutremur e8te debnitâ în douâ moduri 

^»i anume:

- târia mi^cârii pentru un anume loc numitâ ^i

- târia totalâ 8au mârimea evenimentului numitâ nrirFnr-tti/Z/re

^5
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M28U52 6l8l5UZ65il05 I002I6 02U2216 66 LU156MU5. 1)661 un 2NUM6 0U156MU5 L56 2800121 ou 6l o 

msgnilucline unicâ. în timp ce intensitstes poste vsris 6intr-un Ioc în situi (^ewmsrli L 

Ko86nblu6ltl, 71).

(72U26l6 6U156MU56IO5 PO1 si 2lä1 N21U52I6 021 25lîfl0Î2l6. dau26l6 na1u5al6 P01 6 la 525t6ul I05 

Z5Upal6 IN 02U26 6n6ogen6 6a1O5al6 6N65A16i IN165N6 a päm2Nlu1ui (56NOM6N6 vuloanio6 82U 

I6OI0MO6) 6X0Z6N6, 6a1O52l6 UN05 fa6lO51 6X165NI (8okimbä51 b5U?l6 al6 P568iunii 2lMO8§65io6, 

OÜ6o5i 66 M6l605i^i, 616).

Cau-olo ailifl6ial6 8UN1 Z6N65216 66 20liviläy UM2N6 0256 6i8l5UZ 60ki1ib5uI 80025^6116568156 oum 

25 fi 6Xpl0ÄÜ6 nuol6256, I20UN 66 20UMlll256 551251, 6X152Z6562 P51N P0MP256 2 2p6i 8Ubl652N6, 6lo.

UN2 6lNl56 06>6 M21 impOl2Nl6 INl56b25i IN inZÎN65Î6 86I8Mioâ 6816 0256 6lNl56 1N56ZI8l525i 

(2006l652yi) ^»1 06 61560^6 66 mi^»0256 I56bui6 Uli1l22lâ P6N15U P50I6012562 8l5UOlU5l1O5? In ÎNZIN65i6 

86i8mioä 86 Ullli262-ä O P2l6lä fO2N6 I25Z2 66 6OM6NÜ OUM 25 6 Z60Ü?i02, Z60l0ßI2, 86i8M0l0ßi2, 

t6O5i2 vib52^iil05, 6in2M102 815UO1U5ÜO5, 6ÎN2MI02 M2l65Î2l6lO5, 6lo, P6N15U 2 56^olv2 P5obl6m2 

p50i60lÜ5Ü 6in PUN01 66 V66656 86i8Mio 2 8l5U0lU5ll05.

Un66>6 86i8MI06 8UN1 kO2tt6 00Mpl6X6. -^062812 86 62lO562?ä 6lf656N^6lO5 M M06uI 66 p506ll0656 

21 0Ul56MU56lO5, 56fl60y6I 56k520y6i UN66IO5 86Î8MÎ06 12 f5ONll652 6lNl56 6ouä 8l52lU5i 0256 2U

02520l65i8li0i 66 P5OP2Z256 6if65il6.

?6M55I 2N2Ü22 8618Mioä 2 815UO1U5ÜO5 l56l)UI6 Iu2^l IN OON8Î665256 O 86516 66 §201051 0256 

int1u6Nl62^ä mi^02562 86i8Mioä 2NUM6:

M2L;nilu6iN62 0Ul56MU5u1ui'

6i8l2N^2 looului 66 OON8l5UOîi6 f2îâ 66 KÎPOC6N15U-

- O252Ol6518lioil6 Z6OloZio6 2I6 500Ü IN luNZuI oä56I2 86 P5OP2Z2 0Ul56MU5uI' 

— 815U01U52 80lllIui 66 §UN6256'

- 6§6O16 66 INl65f656N^ä 2 Un66lO5 8618551106 IN 6l560y2 5UP1U5Ü 8o1u1ui ^1 VÎ1622

66 P5OP2Z256 2 5UP1U5li.
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5.1.2. Intensitatea unui cutremur

In mod normal lâna unui cutremur este evaluata prin scâri seismice de intensitate. Intensitatea este 

măsură severități mimării seismice într-un anumit loc. In decursul timpului au fost folosite diferite 

scâri seismice, ve menționat sunt 8cara lVlercalli IVIodificatâ?i 8cara 1V18K

printre inginerii constructori o practicâ comuna este aceea de a exprima intensitatea unui cutremur 

prin accelerata lui maxima. Aceasta exprimare pornește de la premisa câ efectul unui cutremur 

asupra unei construcții este influențat în mod botârâtor de câtre accelerata maxima a 

cutremurului, ^.cest concept este utilizat pentru proiectarea unei structuri considerate rigide. 

8tructurile elastice (cocurile, clădirile înalte) nu pot fi proiectate luând în considerare doar 

accelerata maximâ. pentru acest tip de structuri freven^a, forma undei ?i durata vibraților 

seismice trebuie luate în calcul.

8cara de intensitate IVlercalli a fost definita la începutul secolului de câtre Wood ?i Neumann zi 

este cunoscutâ sub numele de 8cara lVlercalli lVlodificatâ. -^ceastâ scarâ este cea mai utili^atâ la 

ora actualâ în ionele seismice ale globului 8cara împaNe cutremurele în l 2 grade, în conformitate 

cu efectele acestora asupra populatei, obiectelor?i clâdirilor. pentru fiecare grad de intensitate 

existâ o valoare de referin^â a accelerației cutremurului, valoare ecbivalentâ cu o accelerate medie 

a seismului.

^ceastâ scarâ a fost definitâ de câtre Kicbter ^i îmbunâtâîitâ ulterior de câtre Outenberg. 8e 

notea^â în mod convențional cu lVl. Magnitudinea lVl este logaritmul în ba^â 10 a valorii 

amplitudinii maxime, mâsurate în micrometrii, a acceleratei cutremurului obținute cu seismogratul 

Wood - Anderson. -Vcest seismograf are o magnitudine maximâ de 2.800 , perioada naturalâ de 

0.8 secunde zi un coeficient de atenuare de 0.8 în condițiile în care seismogratul este plasat la o 

distan^â de 100 km de epicentru.
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Kelalia clinlre magniluclinea IVl ^i energia L eliberalâ cle eälre eulremur 68le.

IogL-118*1.5^ (5 1)

claca energia 8e exprima in erg8, ^i

loZL-y 40^-2 14^/-0.054^^ (5 2)

dscs ensrgis se exprimâ în joules

8cara cle inlen8ilale a ko8l propu8ä cle eälre IVleäveäev ^i revizuita ulterior cle cälre 

IVleciveclev, 8ponkeuer ^»i Karnilc. IVlä8uräloriIe 86 ba-eara pe mregi8irärile lurni^aie cle un penclul 

8feric 8lanc1arc1.^8lfel, graclul cle inlen8ilale al unui eulremur 68le e8limal cle 6epla8area maxima 

X„ (in milimelri) a pendulului 8ierie, eare are o periaclä naiuralä äe vibraye l', 0.25 8ee ^i un 

eoe6cienl cle alenuare, logarilmic, 0.25. ?e 8eara , efeelul 8ei8mic a8upra 8lrue1urilor 

68te exprimal cle 8peclrul cle meärcare (ic), clal cle expre8ia:

(5.3)

uncie:

ch- eoeficienl 8peelral, care clepincle cle perioada naluralä I' a 8lruelurii'

e- rapottul cle alenuare, clelerminal iunelie cle cleeremenlul logarilmie (^) a eoefieienlului cle 

alenuare al 8lruelurii.

>l //e vc.'^7

/Xlle 8eäri cle inlen8ilale ulilirale 8unl :

-8cara (^ancani-8iel)erg in Europa ve8lieä, eare 68le L8emänäloare 8eärii

-8eara ^aponerä X , eare graclea^ä inlen8ilalea în ^»a86 nivele, ele.

Inlen5N3,es cutremurului s fost äeknitä?i conkorm cu alte criterii. Astfel, ^rias äefine?te 

intensitstes medie s unui cutremur cs fiind csntitstes de energie disipsts pe unilstes de mass s 

unui oscilstor stsndsrd csre sre dosr un grsd de libettste

VS
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flousner detinente intensitatea spectralä fÄ7a unui cutremur pentru un coeficient de atenuare dat 

prin integrarea spectrului de răspuns al pseudo-vite^ei pendulului, având coeficientul de atenuare 

considerat ?i periada naturala de vibrape de la 0.1 la 0.5 sec.

Oorelayile dintre diferitele scări de intensitate seismica au fost studiate în detaliu zi sunt prezentate 

în figura 5.1 pentru scârile cel mai des utilitate.

- Outendei-g, kicktei'-IdSS
^1^1 - ^iocilfiecl ^iei'ealli -1331

t^.5 X - i^leciveciev, Zpon^eue5) KQ/-5)i!< -1964

Z
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LIN. 
sec
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3^ 
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5.l. Z. IVIagniludinea unui cutremur

Din punct cie vedere al inginerului proiectant 68te foarte important 8â poatâ 6 de8cri8 un cutremur 

clin punct de vedere cantitativ. Magnitudinea 68te mâ8ura mârimii unui cutremur legata indirect 

de energia eliberata ^cea8ta nu depinde de locul în care 8e atlâ ob8ervatorul.

Magnitudinea 8e mâ8oarâ ca logaritm al amplitudinii depla8ârii unei 8ta;ii de înregi8trâri 8ei8mice. 

/^cea8tä amplitudine 8e corectează cu di8tan(a de la 8tapa de înregi8trâri la locul de8ka?urârii 

evenimentului (cutremurului) 8cara magnitudinilor a fo8t inventata de câtre 0 ? Kicbter (de la 

In8titute of California) in I935. Magnitudinea unui cutremur cu focuri mici 68te defmitâ ca:

(5.4) 
o

unde: IVI^ magnitudinea cutremurului'

amplitudinea maxima înregi8tratâ pe un 8ei8mograf >Vood-^nder8ON la o 

di8tan^â de lOO km de la centrul de deturbare'

amplitudine de l micron pentru un yoc 8tandard la 100 km di8tan(â.

Cutremure de magnitude 5.0 (pe 8cara Kicbter) 8au mai mari, generea^â mișcări ale pâmântului 

8uficient de 8evere pentru a di8truge o 8tructurâ.

(and di8tan(a de la epicentru Ia punctul de ob8erva(ie al cutremurelor e8te alta decât 100 km, 8e 

apicâ o corecție cu urmâtoarea formula (8bun^o Okamoto 1973):

(5 5)

in care IV! magnitudinea cutremurului'

di8tan(a de Ia epicentru in km'

magnitudinea calculata cu formula I^1-I^og,o utilizând valorile mâ8urate 

Ia di8tan(a de epicentru.

Kela(ia dintre energia eliberata (k) ca unda 8ei8micâ yi magnitudine a fo8t 8tabilitâ în mod empiric 

(8bunro Okamoto 1973) ca fiind:

-118^1.5-V/

penim cu msKnituciines este în rslsye cu enerAis seismicâ.es este totoâstâ în rel^ie cu ^istnuAenle 

picvocsls 6e cutremur -i cu intensitstes seismicâ.
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Kicbtcr a 8tabilit corclaya inire 8cara cie inl6N8ital6 IVlcrcalli l^lodificatâ 8cara magnitudinilor 

dupâ eum urmea^â:

lVlagniludine

2 Z 4 5 6 7 8

8cana cie intentate lVIercaiii IVlociificalâ (lVllVi)
1 I-II III V VI-VII VII-VIII 1X-X XI

5.1.4. ^ncie 8ei8mice

Energia eliberatâ cie câtr6 un cutremur ia kipoeentru e8te tran8mi8â prin intermediul undclor 

ela8tiee, indifcrcnt d6 cauzele eare au produ8 eutremurui. k^xi8tâ doua feluri dc undc ela8tiee:

- r/nc/e (un6e longitudinalc notate eu ?) 8au uncie cie dilataîi6, eare 8unt longitudinalc 

?i inciuc modificari ale volumului materialului prin eare 8e propaga prin alternarea cie 

eompre8Ü ^i

- r/nâ ( und6 tran8ver8ale notate eu 8) 8au uncie 6e taiere , eare 8unt 1ran8ver8ale

^i pul8atorii eu efeete âe taiere, perpenâieulare pe âireeya cie propagare , iarâ 8â proâueâ 

modificari dc volum ale mcdiului prin eare 8e propaga.

Atunci eânci în kipoeentrul unui cutremur 86 produce o eliberare cie energie toate unciele 8ei8mice 

8e propaga 8imultan. "fotu^i propagarca undolor 86 fac6 dif6rit, tuncy6 d6 vit6^a propri6 d6 

propagar6 a und6i. vin ac68t motiv undolo longitudinal6 8unt ob86rval6 Ia 8uprafaîâ înaint6a 

L6lorlalt6.

In propagata lor undolo primarc 8uf6râ continuu fcnom6N6 d6 rcklcxic ^i rckracyc, tuncpc dc 

natura 8traturilor gcologic6 pc car6 l6 8trâbat. Oca mai importanta rcklccpc 86 produce la 8uprafa^a 

pământului. ?rin r6tl6cp6, o unda ? poat6 g6N6ra o undâ d6 dilatar6(notatâ ??) 8au o unda d6 

tâi6r6 notata (?8). In mod 8imilar o unda incidcntâ 8 poat6 gonora prin rotloxio undo 88 ?i 8?. 

"frcbui6 M6nponat câ o undâ d6 tip 8 nu 86 propaga niciodată prin ilud6 p6ntru câ ac68tca nu pot 

tran8mit6 6forturi d6 tâi6r6.
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I^a 8uprafa(a tere8trâ 86 mai mtâlne8e ^i alte tipuri de unde 8ei8miee, numite ^i unde 8ei8miee de 

8uprafa(â (notate t.) Undele de 8uprafa(â longitudinale 8unt numite unde Ka^leigk (r), iar eele 

tran8ver8ale 8unt numite unde t^o>ve (()).

Reprezentarea diferitelor unde 8ei8mice 68te data m figura 5.2.

Amplitudine dublri
lungime

Unda ,

5.2. Z/M?-/ c/e

V ile.« 6e propere - äifemelo, un6e »eirmice v«n^â ,ub8t«nMl 6e I« un tip âe unclâ I« «Im! 

52 ----------------- -----------------------------
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( aMo/tt/

presupunând mediul prin care 8e propaga ca fund ideal elastic, infinit omogen ?i izotrop, atunci 

viteza de propagare a unei uncie ? este:

-.-^2(7 (5.7)

iar a unei uncie 8 :

(5.8)

uncie yi 6 8unt con8tantele toarne:

L
2(1^) (ZV

L-modul de ela8licilate longitudinal a mediului prin care 8e propaga- 

p- coeficientulpoisson- 

^.-densitatea.

5.1.5. IVIi^canea seismica de proiectare

pentru a proiecta o construcție clin punct cie vedere seismic trebuie cunoscute efectele seismice. 

Cutremurul considerat în ca^ul acesta se numește iar mișcarea datorata

acestuia se numește /mișcare c/e /-rsiectare

8e poate considera câ amplitudinea maximâ a accelerației seismice de proiectare a unui anumit 

cutremur Ia o locape data este determinata în principal de către magnitudinea cutremurului ^i de 

către distanta fa(â de epicentru, pentru ionele terestre des afectate de cutremure, magnitudinea 

^i locapa epicentrului cutremurului sunt cunoscute foarte bine din înregistrările efectuate în 

decursul timpului, -^cest lucru a kacut posibil sâ se determine o relape între mârimile mai sus 

menționate. Oraficul din tigura 5.3. este un exemplu în acest sens.
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/ata /^/

/^/^/-a 5. F. ^r^/>rL « cr^eä/-c/e
c/e/)ä?/cr^c/ c/e e/i/cen^u (dupa I-lousner ,1965)

In ca^ul proiectärii complexe a structurilor la cutremur, seismicitatea aleatoare a locului 

construcției trebuie evaluata urmând pa^ii:

deimirea naturii r-i locayei sursei seismice'

determinarea relayei maZnitudine-frecven^â pentru sursa seismicâ considerata;

atenuarea mișcării seismice cu depâNarea de sursa;

determinarea acelei mișcări seismice, la locul construcției, care are probabilitatea de a 6 

depa-itâ.
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5.

5.2. Kare äe äste pentru calculul seismic

5.2.1. Oeneralitali

Ve6nirea datelor seismice oare trebuie utilitate Ia ealeulul seismic al structurilor a fost ^i rămâne 

un 8ubieet de o mare importanta printre ingineri. înregistrările 8ei8miee originale ale unui cutremur 

nu pot 6 utilitate în mod direct pentru câ, de cele mai multe ori, acelea nu 8unt perfecte. Lrorile 

apar datoritâ in8trumentelor de mâ8urâ (de exemplu coeficientul de atenuare), operatorilor (erori 

artiüciale) precum?i modului de digitizare a acelora. în ace8t paragraf 8unt prezentate metodele 

de modibcare a înregi8trârilor 8ei8mice a8tfel încât acelea 83 devină cât mai exacte?i 8â poala fi 

folo8ite în proiectarea anti8ei8micâ. Obiectivul moditicârilor 68te acela de a elimina erorile evidente 

^i anume:

1. de a avea accelerația inițiala ^i fmalâ egale cu 2ero '

2. de a avea viteza?i depla8area finala egale cu -ero;

3 de a avea viteza ?i accelerația tînalâ egale cu ?ero în același timp ^i de a avea o vite^â 

uniforma 8pre final;

4. de a ob(ine înregi8trâri rezonabile pentru depla8âri .

5.2.2. IVIetvde de analirâ a înregistrărilor seismice

în practica se aplica doua metode pentru a calcula viteza yi deplasarea atunci când se cunoaște 

accelerația unui cutremur : transformata Courier rapidâ tzi integrarea numerica.

5.2.2. /.

transformata tourier se aplicâ în ca^ul analizei cantităților periodice r/^(Z) ca tunc^ii de timpul 

t cu perioada t, care pot fi exprimate în termeni de pulsapi co utilizând o aproximare cu o serie 

kourier:

(S 10) 
^.'^0
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In 6XP568I3 (510) pul83yÜ6 co,. 8un1 äetintte 6e 

2^ 
------  (5. II)

IN 0356 68t6 p6NO3â3 .

In ca^ul IN 6356 1" 86 6iviä6 IN int65V3l6 0663 06 IN863MNâ oâ ÜLN0(i3 r///- 6816 0UN080Utä 

äO35 p6Nt5U /„ // 21/, unä6 n < 5N, oootioionyi 3^ b,. 86 O3loul632ä ou fo5mulele .

2^/^-! . 27r^27X/
------X rv (/) 008 ------------

(5.12)

/)
27X/^ .. , . . / 275^-^/

------> r/ (/) 8IN ------------- 
»-0 V 7

1nt5oäuoänä inO56M6NtuI ä6 pul83(Î6:

7" /n^/ (5.1Z)

8ul)8tituinc1 IN 60U3IÎ3 (5. I I) 86 o1)lin U5MâlO356l6 6XP568N P6N15U pul83(l3 (O^ , 568P601ÎV P6NI5U 

pul83ll3 M3ximä (0,, :

271^ . , n
(5 14)

8ub8lilu^s Iui I in ecus^is (S 12) conciuce Is^

^ -«(co,)-^^ ,/ (y-cos^

(5 15)
"I I / , X

,/ (/) 8in
M
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5. ^e/5/?r/ee

vaca perioada I' a unei Luneci periodice erezie nedetînit, tuncpa devine neperiodica, iar seria 

Courier din ecuapa (5.10) devine o reprezentare Courier integralâ :

(5'6)

"/") - ü^(ye

în eare i /-I

I^a aplicarea transformatei Courier rapide, se faee presupunerea eâ seismul este o tunepe periodieâ 

de perioada "f. In conformitate cu aceastâ presupunere ecuapa (5.16) poate 6 scrisâ :

^/2 /27^ ^/2

-^-0 ^-0

s 271^7? . . I 271^-7 1
cos -------- ^/sm --------

( /n )
(5.17)

„.o
(S.I8)

în care "f n^t.

Comparând ecuaya (5.17) cu ecuapa (5.10) rezulta: 

cr(co^) - 2/?e^((o^ 

-(co,)-2^^/X((o,)^
(5.19)

vacâ tunctaü^Z) din ecuapa (5.10) se considera a fl înregistrările acceleratilor unui cutremur, 

atunci viteza ?i deplasarea se pot exprima în mod direct prin integrare :

l ,n/2 t A
s- —co5(^^)

-'o

, . (5 20)
l ^r/2

^(0 - s^(0^ - -«./'" H -—^cos(co^) - —^sin(<o^)
i 2 co/ <

unde Lo este valoarea medie a acceleraților. 
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7^^

în analiza numerica tran8formataCourier 68te aplicatâ atât pentru tran8formarea din domeniul timp 

in domeniul pul8atiilor, cât?i pent5u tran8formarea din domeniul pu^apilor în domeniul timp p5in 

utilizarea tran8formatei Courier 52pide (5?^), (ölaclcman <85 ^ul(6^ , 58), d2câ V2lo2562 medie 2 

accelerației, 68te egala cu ^ero.

pentru aplicarea metodei 2 fo8t 2lcâtuit un program de c2lcul în limba) ?28c2l numit 

/Xce8ta 68te Ii8t2t în 2nex2 1.5.

Ca exemplu de calcul au io8t 8electate înregi8trârile 8ei8mice ale accelerațiilor cul5emu5ului Ll - 

Centro, din California pet5ecut în anul 1940 (figura 5.4.a). figurile 5.4 b) yi c) 25atâ di8tributia de 

frecventa a accelerațiilor. ^»i /), 8unt valori advolute ale componentelor co8 ^i 8in ale tran8formatei 

Courier Viteza ^i depla8area calculate pe ba^a ecuațiilor (5.20) 8unt reprezentate în figurile 5.5.b) 

5 5 c) vin ace8te curbe 8e poate ob8erva câ viteza ^i depla8area inifialâ nu 8unt nule, în plu8 o 

depla8are de 40 cm e8te obtinutâ Ia final . ^cea8ta 86 datorea^â 1ran8formal6i fourier rapid6.

în analiza accelerațiilor au fo8t luati in con8iderare următorii parametrii:

-0 02 ^8) -pa8ul de timp-

1^ -IS00 1^-) -numărul total de pa^i de calcul'

I -30 -perioada înregi8trarilor 8ei8mice egala cu (I^l-1 )^t'

co„ - 0.0 (rad/8^ -pul8atia minimâ'

^co -0.2004 ^ad/8) -increment de pul8atie,egal cu (0i^27t/"f'

0^ - 157 ^ad/8) -pul8atia maxima, egala cu 7r//^t.

Valoarea medie a., 2 accelerației originale 68te aproximativ 4.79*10'^ m/8^.
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5. Q/7a//^e/

b) Accelerații, componente cos M2x-o.i684

5.7. ^ece/e^///7e L7 -
s ^7/^ / 979) ^7 <7/.5^/7)?/^ <7e c?
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5.5.
limp

^7 v/Ve^c? ecz/er^/c/^e er< ^cr»ä/ö^Ml7/Lr 
^/ä ^L?///^c7ie)
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5.2.2.2. H/els</a /Vtt^re^/ce

In ca^ul unei înregi8trari 6i8crete a accelerațiilor unui 86Î8M, viteza 8i 6epla8area core8pun^âtoare 

pot ii calculate utili^ânâ integrarea numerica (a?a cum 68te arâtat in figura 5.6)

5.6. c/e

Daca 8e con8iâera accelerația ca innä parametrul ü ^(/, atunci viteza poate fi exprimata ca:

/-o V /

(5.21)

In mo6 8imilar 6eplL8area poate 6 8cri8â:

x: 2 ! (5 22)

Otili^ânâ procedura 6e integrare numerica 8unt calculate vitezele 8i depla8ârile core8pun^atoare 

accelerațiilor 8ei8mice prezentate in figura 5.7a. Rezultatele obținute 8unt prezentate in figura 

5.7b 8i 5.7.c. în ace8te calcule vitezele 8i clepla8ârile inipale 8unt forjate 8a fie ^ero. 8oluîiile 

obținute 8unl inacceptabile (pentru câ 6epla8area finala, la încetarea 8ei8mului, 68te cle 1.74 m!)
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ĉc
>m
/z
ec
2I

lO 15 20 25 30
slmp s^ee^

0

5imf>

I'imp ^eej
7' u.VeM ,« c/eMsä ca/cu/ctte cu

mc-«>c/77 -n/c^M/ ni<me»cc- fncî-Mcâ-

BUPT



( a/i/lo/tt/

5.2. Z. bonificarea înregistrărilor seismice ale cutremurului LI (Centro

Exista mai multe metode de corecție a înregistrărilor seismice originale, ve exemplu una dintre 

metode este corecția polinomiala sau metoda de filtrare (kasili L 6rad^, 1978). 8copul aeesto^ 

metode este aeela de a modifica înregistrările originale pentru a obtine o accelerație de ealeul 

acceptabila (cât mai realâ) pentru proiectare.

!n lucrarea Ne fata este utilizata o procedura aparte de modificare/corectare a acceleratilor 

seismice originale ale cutremurului ^l-dentro (acceleratii I^l-8, 1940), acceleratii prezentate în 

tigura 5 4.a. Obiectivul modificărilor a fost prezentat în paragraful 5.1. iar diferitii pa^i de calcul 

sunt urmâtorib

5.2.7. r/ate/sr ctt Trans/or/nata

primul pas în modificarea dalelor este acela al filtrării înregistrărilor accelerațiilor originale dupâ 

un tîltru al pulsațiilor îndeajuns de înalt (pulsațiile care contribuie cu cantitati de energii mici pot 

fi neglijate- figura 5.8).

Otili-and transformata tourier Kapidâ, pulsațiile mai mari de 50 rad/s sunt neglijate ^i noile valori 

ale accelerației seismice sunt calculate cu transformata kourier rapidâ inversâ . Rezultatele sunt 

prezentate în figura 5.9. în figura 5.9. a sunt prezentate accelerațiile filtrate , valori ce vor 6 

utilitate în procesul de calcul ce urmea-â.

6^
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("aMo/tt/ 5. Z^e/e

5.2. 5. 2. (7s^eefta vitezei /)^r>r ^/etst/a ^Vtt/ne/'/ce

l^oile valori pentru vitele ^i deplasări sunt obținute din valorile Mrate ale acceleratilor seismice 

utilizând metoda integrării numerice, procedura descrisa cle ecuațiile (5.21) ^i (5.22). Adăugând 

valori nule la începutul înregistrărilor acceleratilor, viteza ^i deplasarea inițiala ealeulate vor 6 

^ero, clar cele finale vor fi diferite cle ^ero. Aceasta se datorea^â propagării progresive a erorii 

în calculul vitezei ^i a deplasârii la fiecare pas cle timp. Aceste erori trebuie corectate prin 

impunerea condiției ca alura curbei vitezei sâ fie linâ ?i în plus valoarea finalâ a vitezei trebuie 

sâ fie ^ero.

Ormâtorul pas cle calcul este acela de a modifica valorile calculate ale vitezei cu 

scopul cle a obpne o deplasare suficient de mica la încbeierea mișcării seismice. 

Obiectivul acestui pas de calcul este acela de a face ca viteza finala sâ fie nula prin 

adaptarea unei vitele modiLîcate. Viteza modificatâ V ^mo6 86 obpne prin 

extragerea erorii din valoarea vitezei calculate V^i-
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formularea 68t6 dupä eum urmea^ä.

^.mo6 ^.ca/ (5.22)

în eare 68t6 eroarea la timpul t , eare are următoarea leße cie äi8tribu;ie 

parabolica:

(5-23)

Valoarea medie a vitezei in intervalul t, - t2 86 exprima ea: 

----------  
^2^1

(5 24)

uncie e8te valoarea cli8eretâ (în punet) a vitezei.

In moci 8imilar valoarea meciie a erorii în aeelazi interval cie timp 68te :

..Hi/?

7^ (^2 ^l)
(5.25)

Condipa ee trebuie 8ati8kaeutâ, eonform eu eele enunțate anterior e8te:

(5.26)

8ub8tituind eeua^ia (5.24) ^i (5.25) în ecuația (5.26) ^i regrupând termenii, 86 

poat6 ealcula valoar6a N6euno8eut6i, 8ealar6,

(527)
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( ^/)//^ v/7^e/

Ormâtorul pa8 e8te acela de a modifica valorile vitezei a8tfel încât acea8ta 8â 

prezinte o 'curbura naturalâ' , a cârei 8emnificape 68te aceea câ viteza trebuie 8â 

aibe o formâ care 8â urmârea8câ alura unei vibrași amoni^ate.

(2on8iderând o curburâ a vitezelor ca cea prerentatâ în fZura 5 11, problema 

devine cea a vibraților cu un 8inZur Zrad de libertate

Lcua^ia con8ideratâ are forma:

- 0
(5 28)

68te amplitudinea acceleratei la timpul de calcul p ?i co e8te pul8a;ia

2717/(0^-------- i5 29)

^1 68te un parametru care debne^te numărul de cicluri de vibrații libere în timpul I-Iî
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8o1uya ecuației (5.28) e8te :

»(/) e ^cc>s(lo/) S8>n(co,/)^ (5.Z0)

unde

-c^ e8te factorul de amortizare' 

- co^ e8te pul8a(ia amoNiratä:

6 8unt con8tante care 8e determina din condi(iile initiale L8tfel:

(5ZI)

(5.Z2)

delectând parametrul factorul de amortizare C 8e poate utiliza acea8tâ formulâ pentru a 

obține o curbura dorita Otilirând valorile vitezelor calculate cu ecuaya (5.22 ) ^i incluzând 

curbura obținută cu ecuaya (5.30), 86 pot ob(ine noile valori pentru depla8are ^i accelerare 

punct cu punct Valorile modificate ale depla8ârilor, vitezelor ^i acceleratilor originale ale 

cutremurului LI Oentro 8unt prezentate în figura 5.12.
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TV^Z? /.?ee/

O
e/

ââ
 7

-»
7

5.72. ^c?ee/e^/, v/7e-e <7e/)/^â er^
ne/06/^7 7>i/e^^/7 ^r7^e^/oe /noc/Z/zoo/e-
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5.2. /r/ra/e

?nn metoda integrării numerice calculul vitezelor yi depla8ârilor clin înregi8trârile accelerațiilor 

unui cutremur nu 8unt potrivite (puicile de valori mari 8unt introdu8e 8uplimentar datoritâ 

diferențierii) De aceea accelerația calculată nu e8te încâ potrivitâ unei analize dinamice. 

Deoarece viteza depla8area îndepline8c condițiile impu8e 86 vor modifica în continuare valorile 

accelerațiilor prin calcul înapoi' din valorile calculate ale depla8ârilor.

procedura con8tâ în a 8crie depla8ârile ca o 8umâ a doua iunc^ii ^i anume:

I 0 tuncye a cârei curbura 68te lina cu tangenta ori^ontalâ la curbâ atât la început 

cât yi Ia 8kar^it,iar valoarea finala a ace8tei luncii e8te egalâ cu valoarea 

depla8ârii finale '

2 O tuncye obținută prin extragerea precedentei din valorile finale ale depla8ârilor'

Următorii pa^i 8unt :

3 diferențierea primei tuncyi pentru a obyne accelerațiile ^i vitezele 

core8pun2âtoare ace8teia '

4 calculul acceleratei yi vitezei celei de-a doua iunc^ii prin 1ran8formata kourier 

inver8â'

5 In8umarea valorilor accelerațiilor ^i vitezelor obținute clin pa^ii cle calcul 

menționat ^âi 8U8 pentru a obține accelerația ^i viteza realâ cle calcul, 

core8punâoare clepla8ârii reale .

Ucua^ile utilitate pentru a obyne o lunece U(t), ca cea definitâ în pa8ul l de calcul, con8i8tâ din 

in8umarea a douâ expre8Ü i///- yi i///).-

7' 7'' 7"

7-z

l7(/)-7/,(/).,/-(/)

7»
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5.

pentru care derivatele trebuie 8â în6eplinea8eâ con6We Oo^O,

(valoarea maxima a 6epla8ârii la 8kar^itul 8ei8mului pentru 6epla8area moclificatâ prin caleul). 

Reprezentarea graficâ a iuncpei I3(t) 68te 6atâ în figura 5.l3.

/2.e)

5.F."/. X« nrir^ a/ /-a^îi/s/' t/e a/r/tca/F

Ormâtorii pa^i 6e caleul 8unt eei eare au fo8t aplicap pentru a moâifica înregi8trârile 

accelerațiilor cutremurului pl - Oentro California (l940), în vederea folo8irii acelora ca clate 

cle calcul anti8ei8mic al barajelor 6e beton.

l. prin aplicarea 1ran8formatei Pourier rapide, pul8a^iile mai mari cle 50 ra6/8ec 

8unt neglijate clin înregi8trârile inipale ale accelerapei cutremurului '

2. >^u fo8t calculate vitezele cutremurului, prin aplicarea metoclei cle integrare

numerice la un polinom. ve a8emenea curbura "naturala " a pâinii finale a 

iuncpei viteza a fo8t moclificatâ con8iclerân6 1 30 8, "fp 25 8, coeficientul 

cle amortizare 0.05 ^i l^s 5'

3. Inregi8trârile 6epla8are ale cutremurului au fo8t calculate în ba^a vitezei 

calculate la punctul 2. punc^ia âepla8are a8fel obținută a fo8t 8cri8â ca o 8umâ 

6e clouâ funcții, ^.ccelerapile cle calcul finale au fo8t obținute prin cliferenpere

7/
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directa a primei funcții depla8are tzi prin aplicarea 1ran8formatei Courier rapide 

celei de-a doua tunctii depla8are. ve a8emenea pul8apile mai mari ca 50 rad/8ec 

au fo8t eliminate Ulterior ace8te doua luncii acceleratii obținute au fo8t 

M8umate.

lnregi8trarile 8ei8mice calculate ale accelerațiilor 8e vor folo8i m capitolele ce urmea^â. In 

analiza cle calcul dinamica a unei 8tructuri nu doar durata mișcării 8ei8mice 68te importanta ci 

8i componentele pul8atiei. fiecare cutremur are caracten8ticile lui proprii din ace8t punct de 

vedere, 8pectrul pul83tiilor -i al di8tributiei enerZiei fiecârui cutremur fiind diferite. ^.c68t lucru 

afectea^a modul de râ8pun8 al 8tructurilor Ia diferite cutremure, pentru 8tructurile la care 

pul8âtia N3tur3lâ proprie 68te 3propi3tâ de ce3 3 mjhicârij 8ei8mice influenta ace8tor factori 68te 

foarte importanta.
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(^//c/rz/ 6. ^na/z^a c/z»amzcF a.5/^eme/o^ crz/)/a/e - /ac c/e actt??ztt/a^e

6. oi^ivue^ 8I8^LMLL.0ir
V ..... ..

6.1. ^nalixa âinamieâ a unui 8Î8tem cuplat cepcerentativ

6.1.1. Oeneralitâli

ve^i cleleriorari 8lruclurale pol reculta äin cliferile efecle eum ar 6 kokele valurilor l8unami, 

eecläri ale iunclafiilor cialorilâ äiminuarii portantei 8olului prin fenomenul cle licbefacfie, ciepla8âri 

ale tunâapei a8ociale eu Ü8uri geologice 8au cu aluneeäri 6e leren, ele, meeani8mul cle încârcare 

prineipal, reeuno8eul äe eâlre proieelarea anli8ei8micâ a eon8lrucpilor, e8le 6al 6e apliearea 

unei mirean Ia ba^a 8lruelurii.

8 copul aee8lui paragraf 68le aeela 6e a furnica leoria neee8arä calculärii len8iunilor ^i 

äeformapilor eare 86 formea^a în oriee 8i8lem 8lrue1ural 8olicila1 la o mișcare a ba^ei 8ale.

"frebuie menponal câ problema lrebuie 8â fie eomplel clekinilä 6in punel 6e veclere al 

proprielaplor fnice ale 8i8lemului, aclieä 8e eunoa^le ma8a, rigi6ilalea, earaeleri8licile 6e 

alenuare ^i variapa în limp a 6epla8ärilor tunâapei clin încărcări 8lalice. Vin ace8l moliv 

evaluarea proprielâylor 8lruclurale ^i 8elecpa cutremurului cle calcul 8unl faclori crilici 

imporlanp în proieelarea anli8ei8mieâ a 8lruelurilor. In analiza ee urmea-a 8e pre8upune câ 

aee8le earaeleri8liei, ale 8lruelurii ^i eulremurului 6e ealeul, 8unl euno8eule , alexia 

în6replânc!u-8e eâlre lebnieile cle analiza a râ8pun8ului clinamic al 8lruelurilor. In formularea 

râ8pun8ului clinamie al unei 8lrueluri 8e pre8upune eâ acea8la e8le 8ub aepunea forjelor 8laliee 

(tor^e gravilaponale, ele) zi în plu8 8e 8uprapune efeelul acfiunul âinamiee.

vaca 8lruclura 8e comporlâ linear ela8lic, a8lfel încâl principiul 8uperpO2ipei e8le aplicabil, e8le 

mull mai convenabil 8â 8e ia în con8iclerare 8eparal încărcările 8lalice ^i dinamice, râ8pun8ul final 

al 8lruclurii fiincl obpnul prin în8umarea eforlurilor ^i 6epla8ârilor re^ullale 6in ace8le clouâ 

ipoteze 6e încârcare. vacâ 8lruciura 68le 8upu8â unor compoNâri neliniare în limpul încărcării 

clinamice principiul 8uperporipei nu mai e8ie valabil ?i în ace8l ca^ analiza lrebuie facula luâncl 

în con8iclerare alâl încârcârile 8lalice cal ^i cele dinamice în același limp.
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6.1.2. daracteristicile de barâ rrle unei probleme dinamice

In contextul de fatât, termenul "â/r/nre" inseamnâ variație în timp. ^8tkel, într-o problemâ de 

ânali^â 8inamicâ a unei 8tructuri, încârcarea cât ^i toate celelalte a8pecte legate de râ8pun8ul 

8tructurii (deformati, forte interioare, eforturi, etc) varia-â cu timpul. în conformitate cu 

acea8ta e8te clar câ în analiza dinamica a unui 8i8tem nu exi8tâ o 8ingurâ 8olupe ci 86 obțin 

8olupi di8tincte pentru tîecare in8tantâ de timp con8ideratâ. vin ace8t motiv efortul de calcul în 

ca^ul unei analize dinamice e8te mult mai mare decât în ca^ul unei analize 8tatice.

Caracteri8ticile de ba^â ale unei probleme dinamice pot fi definite cu referința la o grindâ 8implu 

rezemata, fgura 6 1 Atunci când grinda 68te 8upu8â unei încârcâri 8tatice, tîgura 6.1 a, foifele 

interioare re?i8tente încărcării pot 6 evaluate utilizând principii 8imple din 8tatica con8trucpilor. 

vaca aceleași încărcări 8unt aplicate dinamic, deformata 8tructurii variata cu timpul, ceea ce 

implica formarea unor accelerati r^i conform principiului d'^Iembert ace8tea generează la rândul 

lor forte de inerție re^tente mișcării, figura b.I.b. ^8ttel, Ia analiza, grinda 8implu rezemata 

poate ti con8ideratâ ca fiind actionatâ de douâ încârcâri: cea exterioarâ care 68te cau^a 

mierii, ^i forțele de inerție ///) rer:i8tente. fort ele interne generale în 8tructurâ 8unt cbemate 

8a ecbilibrere ace8t 8i8tem combinai de încârcare yi din ace8t motiv tortele de inerpe trebuie 

mtodeauna calculate înainte 8â fie calculate eforturile interne ale 8tructurii.

c/e

ö) Orncrmrc
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vin cele prezentate anterior 86 poate trage concluzia câ forjele 66 inerție r6pr6?intâ o 

caracteri8ticâ 686nyalâ a unei probleme 6inamic6. lVlagnitu6in6a ace8tor for^e 66pin66 cle rata 

66 încărcare a 8tructurii precum ^i 66 caracteri8ticile cle flexibilitate ^i ma8â ale aceleia.

vaca încârcarea e8te aplicata treptat ?i încet, forjele cle inerție vor 6 mici comparativ cu 

încârcârile aplicate ^i pot 6 neglijate. In ace8t ca? 8ituapa 86 anali?6a?â 6in punct 66 V666r6 

8tatic. vaca încârcar6L 68t6 aplicatâ rapi6, forî6l6 66 in6rp6 format6 vor 6 86mnificativ6 

comparativ cu încârcârilc 6xt6rioar6 ^i vor avca 6f6ct con8i66rabil a8upra valorii 6forturilor 

int6rn6 format6, a8tk6l câ în ac68t ca? 68t6 N6c68ar 8â 86 aplic6 o anali?â 6inamicâ p6ntru a 6valua 

râ8pun8ul 8tructurii. Vificultat6a car6 apar6 în ca?ul anali?6i 6inamic6 con8tâ în faptul câ 

âcformayilc cârc 6uc la formarca foilor 66 iri6ry6 8unt 6l6 în86l6 inklu6nM6 66 câtr6 ac68t6 

for^6 66 in6rp6. ?6ntru a într6rup6 ac68t ciclu al cau?6i ^i Actului probl6ma 86 formul6a?â în 

t6rm6ni 66 6cuafii 6if6r6n^ial6 6xprimân6 for^6l6 66 in6i^i6 în tuncp6 66 66rivat6l6 în raport cu 

timpul al 6cpla8ârilor 8tructurii.

6.1.3. Oraâe de libertate

8i8temul complet al forjelor 6e inerție care acyonea?â a8upra unei 8tructuri poate fi 6eterminat 

6oar 6acâ 8e cuno8c accelerațiile (?i ca urmare 6epla8ârile) fiecârei panicule ma8ice a 8tructurii. 

într-o 8tructurâ realâ acea8ta în8eamnâ 8â tie calculate 6epla8ârile kiecârui punct al 8tructurii, 

ceea ce repre?intâ un volum cle calcul foarte mare, cbiar ^i în ca?ul unei anali?e 8tatice. >Vce8t 

calcul poate 6 8implitica16acâ 6eformata 8tructurii poate fi exprimatâ riguro8 6e câtre un numâr 

limitat 6e componente ale 6epla8ârii 6atorate 6eformârii (coor6onate).

Lxi8tâ 6ouâ meto6e trecvent folo8ite în anali?a 6inamicâ a unei 8tructuri pentru a 6efinii forma 

6eformatâ a ace8teia ^i anume:

- meto6a ma8elor ecbivalente- 

meto6a coordonatelor generali?ate.

în ambele ca?uri numârul componentelor 6epla8ârii (coor6onate) nece8are a fi preci?ate, pentru 

a cletermina po?ipa oricârei particule ma8ice clin 8tructurâ, 86 con8titu6 în i/e

//-ertirte al 8tructurii.
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In metoda ma8elor echivalente (a^a cum arata ?i numele ace8teia), 86 pre8upune câ întreaZa 

M28a a 8tructurii 68te concentrata într-un număr 6nit de puncte a căror pocite în 8tructurâ 68te 

cuno8cuta în bgura 6.2 e8te repre^entatâ 8pre exempliücare un 8Î8tem cu trei ßrade de libeNate. 

vaca deformarea axialâ a grinzii 68te neMatâ^depladârile celor trei ML8e 8unt date de câtre trei 

coordonate ^i ^»i e8te nece8ar 8â fie evaluate accelerațiile doar în ace8te trei puncte 

pentru a calcula forjele de inerție preodu86 în 8i8tem.

6.2. .V/.v/e/n cr/ c/c //7)6^^ ec/r/

O alternativa Ia calculul de aproximare al deformatei Zrin^ii 68te aceea de a Ie reprezenta 8ub 

forma unei 8erii Courier, pentru a reprezenta o forma deformata oarecare în mod exact trebuie 

tolo8it un număr infinit de termeni ai 8eriei, iar prin folo8irea doar a câțiva termeni 8e poate 

obtne o aproximare buna.

^8te po8tulat faptul ca 8tructurile tlexibile ale unui 8i8tem dinamic 8e deformea^â dupâ forme 

fixe. ?i doar amplitudinea deformatei variata în timp (kerZ.O V.,1989). vaca cel de-al -lea 

termen al funcytlor de forma si seriei deplasărilor este notst cu (x), stunci forms generala 

a dslarmapei unei stmcluri cu grade de libettsle este °

/V

„ I

unde r„ esls amplitudinea celei de a „ -a kunche de formă

(6 1)
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In ace8te repretentâri ale âeformajiei în catul unei analize äinamice, acuratejea 8olujiei äate äe 

idealizarea tâcutâ erecte prin creșterea numărului äe graäe äe libertate con8iäerat, 8olujia exaetâ 

fiinä atin8â la con8iäerarea unui numâr infinit äe termeni.

sumarul äe termeni neee8ari a ii con8iâeraji pentru a objine o 8olujie aäeevata äepinäe äe 

complexitatea 8trueturii?i äe moäul în eare aeea8ta 68te îneâreatâ. în majoritatea caturilor âouâ 

8au trei graäe äe libertate 8unt 8uficiente pentru a obține rezultate bune.

In capitolele care urmeatâ 8-a folo8tt 8i8temul coorâonatelor generalitate pentru repretentarea 

âeformajiei 8tructurii.

6.1.4. âinamicâ a unei console

^.ce8t paragraf pretintâ analita 8i8temului baraj - lac äe acumulare, 8i8tem 8upu8 unei acjiuni 

âinamice, aăicâ unui cutremur, con8iâerânâ câ ace8ta barajul 8e comporta ca o 8tructurâ 

înca8tratâ Ia batâ ^i libera Ia vârf con8olâ.

fie 8tructura âin tigura 6.3 . Oaracteri8ticile ace8tei 8tructuri 8unt : ma8a pe unitatea äe lungime 

/Nz, rigiâitatea L/, ^i forja pe unitatea äe lungime / -^tât /-r,, cât yi variatâ în lungul 

structurii, iar forja f poate 8â variere atât în lungul 8tructurii cât ^i în timp. Daca 86 negii) eatâ 

âeformajia 8tructurii âatoratâ eforturilor tangenjiale ^i momentul äe tor8iune atunci poate 6 

aplicat principiul cooräonatelor generalitate pentru a exprima âeformajia ace8teia ( aăicâ ecuajia 

6.1). funcjiile äe formâ trebuie 83 8ati8facâ conäijiile äe margine, care în ace8t cat 8unt: 

forjâ tăietoare tero'

- moment încovoietor nul la capâtul liber al 8tructurii' 

- âeformajie ^i rotajie nula la capâtul fix al 8tructurii.

fcuajia mi^cârii poate 6 objinutâ con8iâerânâ forjele äinamice äe tran8lajie ce acjioneatâ pe un 

element äe grinââ ^i aplicână principiul âepla8ârilor virtuale (anexa 1.4). In figura 6.3 e8te 

repretentat un element äe grinââ äe lungime ât în potijie âeformatâ. forjele ce acjioneatâ 

a8upra ace8tui element 8unt încârcarea pe element (orientatä äe 8U8 în )o8), forja äe inerjie ^i 

forja tâietoare care 8e formeatâ. Vepla8area elementului e8te In 8copul u^urârii atât

a 8crierii cât r^i a citirii expre8iei^„ „ acea8ta va fi notatâ cu
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6.^. c/e.v//c^ «»7 c/e/ö^c7/L7 e/. /-e
c?/cä^/. 6') ?'t)^/?7L7 ä/ü^mcz/e/ c7c^r7?7cc7 s^c^cä?//c>7'

Atunci când 8e aplica o deplânse virtuala 8^ acestui element diferențial lucrul mecanic virtual 

pe element este :

8^- / â t,/8^ (6-2)

ketaua efort tensiuni pentru grinda se scrie:

c/-

(6Z)

care prin diferențiere devine .

-71^^ (6.4)
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5.O/>7â/ea - /ae c/e /a //7eâ^/ 5e/.5m/ee

8ub8tituind eeuafia (6.4) în ecuafia (6.2) ^i integrând pe lungimea grinzii rezulta :

6^^).
(6.5)

o 0 0

termenul eare eonfine rigiditatea 86 integrează prin pârfi a8tfel :

o

«6^ 7, 
-L

0

(66)

Lxpre8ia euprin8â între paranteze drepte în eeuapa 6.6 di8pare pentru eâ forfa tâietoare 

L/(LV^")/câ 68te rero la eapâtul liber al eon8oleitzi clepla8area e8te ^ero la eapâtul fix . 

Integrând din nou prin pârp 8e obpne:

- t,/" ^7)
0 ^0 o

primul termen al expre8iei din membrul doi al eeuapei (6.7) e8te ^ero pentru eâ momentul 

îneovoietor e8te nul la eapâtul liber, iar rotaya 68te ^'. In final ecuafia de mișcare a

aee8tei 8trueturi 8ub aefiunea încâreârilor con8iderate 68te .

/ / /

F (6 8)
0 0 0

Lxpre8ia (6.8) repre^intâ un 8i8tem liniar de eeuapi diferențiale de ordinul doi. termenii 

integrali ai eeuafiei (6.8) poartâ denumirea de ^i

re8peetiv .
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6.2. 8olu;is analitica pentru esleulul presiunilor kiäroäinsmiee

asupra barajelor

6.2.1. ^cu^ia fundamentala a fenomenului

In analiza dinamica a 8i8temului iluid - 8tructurä (flZura 6.4.) 8e face pre8upunerea ca 8tructura 

8e comporta ca o con8olâ a cârei ecuație kundamentala de mișcare e8te :

—- /:/—- —---mu
6^ l 6^ / 6/

(69)

unde.

modulul cle ela8ticitate'

I- momentul de inerție al 8eeyunüi tran8ver8ale în rapoN eu axa de încovoiere ( axa ^)' 

m-ma8a pe unitatea de lunZime a 8tructunj- 

u-depla8area 8tructuni relativ Ia Ia teren în direcya axei X' 

u^ - accelerata 8ei8micâ a terenului pe direcye orizontala' 

p-pre8iunea liidrodinamicâ (în exce8 fa^â de pre8iunea Kidro8taticâ).

/Xtât /,/ cât ^i m variata arbitrar pe înălțimea 8tructurii în raport cu variabila ?).
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6. O/Vram/ca /)a^a/ - /ac e/e actt/-rr//a^c /a //7cââ^/ ^e/^m/ce

Ka8pun8ul 8tructurii, incluzând efectul fluidului, poate fi exprimat ca o combinare liniara între 

modurile proprii de vibrape ale 8tructurii ^i coordonatele generalitate:

(6.10)

Accelerația proprie a 8tructurii poate fi exprimatâ în conformitate cu ecuapa (6.10) a8tfel: 

u(^k)--L^)^(y (6N)

Aplicând principiul 8uperpOÄpei ecuayei (6.11), principiu prezentat în paragraful 6. l.4., retultâ: 

^/„(y (y - -^(y -^(y (6.12)

lVIa8a generalitatâ a8ociatâ cu cel cle-al /7 -/ecr mod cle vibrație e8te defmit ca : 
/i

(6. IZ) 
o

încurcarea generalizata inclu8â de către pre8iunea kidrodnamicâ 68te:

/V/) " / ch„(2)^lO^,/)cL (6.14)

for^a generalizata inclu8â cle către mișcarea 8ei8micâ e8te: 
/r 

l^) "//)m(^)ch/^ (615)
o

?re8iunea kiâroclinamicâ în interiorul domeniului tluid 68te guvernatâ cle ecuația undelor 

(capitolul 4):

v^,2,y - -^-?(^,/) (646,

unde: ?(x,2,t)- di8tribupa pre8iunii kidrodinamice în exce8 pre8iunii Kidro8tatice' 
c - viteza 8unetului în apa -
x,2 -coordonate carteziene'

- a n -a pul8aye naturala a 8tructurii tara Iac de acumulare.
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6.2.2. doncti^ü initialepe contur

Oi8tri6upa pre8iunii lticiroclinamice poate 6 o6pnuta rezolvând ecuația (6.16) care 8Ltl85ac6 

următoarele conäipi initiale 6e margine:

- Ia momentul initial apa 6in Iac 8e aklâ în repaus concliyile inițiale 6inci:

^0
(6 17)

-la timpul t:

*I^a interfața 6intre iluiâ ^i 8tructurâ:

6/'
6-^ r 0

(6'8)

*?e iunâul lacului:

ö?
(6.19)

*I-a 8uprafa1a lacului:

^-o (6.20)

«l^a capâtul lacului:

^0
Aplicând tran8formata î.aplace ecuapei (6.16) 8e obyne:

(6.21)

6^c 62
(6.22)

unâe

e8te tran8formata l^aplace a tunc(iei ?(x,r,t)' 

8 e8te parametrul 6e tran8formare î.aplace
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6. -a^a/ - /ac c/e aca^rtt/a^e /a .^/.v/n/ce

Aplicând o procedura 8imilarâ condicilor de margine re^ultâ

-la un timp dat t'

*I-a interfața dintre fluid ^i 8tructurâ :

»-I
(6.2Z)

»?e Kin6ul IsLuIui

-O
.-0

*I^a 8uprafafa laeului :

(624)

(625)

*I^a capâtul laeului

(6.26)

6.2. Z. (Contribuții Ia calculul soluției analitice

Otili^ânâ metoâa 86parâriî variabilelor, äi8tribu^ia pre8iunii biâroâinamice m Iac poate fi 

exprimata ca:

(6.27)

Atunci (6.22) devine:

<7^) 

(6 28)
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7^2 c/c

8olu^ia celei de a doua ecuayi a sternului (6.28), care 8ati8face condicile (6.24) ?i (6.25) 68te 

data de :

^,^) L! ^.(§)e08(X^) - cr7 (6.29)
2/r

8o!^ia primei ecuații a 8i8temului (6.28), care 8Lti8face condiya de a tinde la rero catre infinit 

e8te:

^(^c,.v) 16
(6.30)

8ub8tituba ecuațiilor (6 29) ^»i (6.30) in ecuația (6.27) dau.

I
-eO8(^^) (6.31)

Oerivala funcției din ecuaya (6.3 l) trebuie 8â 8ati8faca ecuaya (6.23) care conduce la :

Oin (6 32) reruliâ coeficientul necuno8cut :

4(-I)'"'

<2^-I)ir

X'(^)
/1

^7 ch^)cosX^cL

(6.ZZ)c"
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6. D//7E/ca ^/5/emr//r// />^«/ - /ae c/e aettmr//a^e /a äe/ä/?r/ee

8ubstitupa ecuapei (6.23) m ecuapa (6.21) conduce Ia :

-.V^U^'(-^)'OO8X^

oo

co8^ s^(-)co8^c/
-

(6Z5)

8olupa în domeniul timp a presiunilor kidrodinamice se obpne aplieâncl transformarea l^aplaee 

inversa ecuației (6.35). ^dieâ:

/-^r/c

-cosX^- s ü (r)-^
> le

2

0

/-^r/<7«> c» " / -r/<7 / V

cosX^-sip„(2)cos^<L- s l/^^- -
2

(6.36)

0 0

presiunea kidrodinamiea pe paramentul amonte al structurii, conform cu formula datâ de ecuația 

(6.36) este:

(6Z7)

/>0

«F
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77^ e/e

încârcarea generali^atâ >'//) din ecuaya (6.12 ) este:

/>„(/) - s^,(:)/-(0^/)^^-^^ TV's^„(2)cosX^â

n s^„(-»cogX^- s>P,„S)cosX^- s-- 
i > », > -'o g

/

/? -( I ,„ I

(638)

încârcarea generaliratâ ft) indusâ 6e câtre presiunea Ki6ro6inamicâ âacâ structura este rißiää 

este âatâ 6e :

O (6.39)
71 i 1)

Incârcarea generalizata inâusâ 6e câtre presiunea kiâroâinamicâ clatoritâ cieformârii 

structurii este:

/'/(/^^4 n (6 40)

" I /// I ^0

unâe.

//

(6 41)
0

substituind (b 39) !-i (6 40) in ecuapa (6.12) se ob(ine ecuația interacțiunii dintre kluid ?i 

structura

^,(0 ^,^,/„(0 - -"/0>(-).ch,,(^ 's .
i 71 fi (2/^-1)

"0- "-'-2.3..^ "" °

' -------------------—------------------------------
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6. D/nam/ea nÄemrä/ - /ae c/e crer/mr/Z^e /a ^e/^/ee

pentru a putea rezolva aeea8ta eeua^ie 68te N6668ar 8â 86 aeeepte eâteva 8ipli6eâri tzi anume:

I.- mimarea 8ei8mieâ are variație liniara intre 6oi pa^i 6e ealeul (n-1)^1 ^i n^t:

ü (n)^ ^(z?-10^Z^! (?7zX/)l § l Is (64Z)

8ub8tituirea Iui (6.4Z) în (6.Z9) 1ran8formâ încârearea generalizata într-o 

8umâ cle forma:

" 71 (2^-1) I
(6.44)

în eare.

/ (X^/)
0

- » - I )^/ ^c(/V - »)^/

2(^V-^) ./,^(^-^/1 I)./,^^-^^ 1)^/1

2. - aceelerapa 8trueturii între 6oi pa^i 6e timp (n-1 )Z^t ?i nZ^1 poate 6 con8icleratâ 

con8tantâ:

(646)

8ub8tituirea ecuației (6.45) în (6.40) turni^ea^â efeetul kiâroâinamic rezultat 6in 

deformarea 8trueturii:

„r-I 
în care:

(6.47)
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» t-I 
v^' (6 48)

V^-"-o

X^/(^ „I)

8ubslttuys scufiilor (6.38), (6 39) (6 47) In scusys (6 12) sre es re^ultst^

^„(/) > ^,^„^„(/) - -^„(/) -/> "„(') -/'„(0- ^ »-1,2,3,. - (6.49)

8enin6 scus^s (6 49) sub foems mstricesls, eu o sens lmnckistâ 1s IVI mociun äs viblspe sie

8tructurii, 86 obyne : 

Mn

M2,

M,2

M22
' -1-

^-22
(6.50)

unde

(6.51)
/.,(/)--I,(/)-/",(/)-/^)

1^38616 adäugate din (6 50) ^i (6 51) care vibrea^ä impreunâ cu 8tructura , re^ultâ din efectul 

lndrodinamic datorat deformării Ia un moment dat al 8tructurii. Coeficientul care multiplicâ 

ace8te ma8e adiționale depinde cle mo6ul 6e vibrație atât al 8tructuni cât al lacului 6e 

acumulare, ^»i are valoare con8tantâ, clacâ pa8ul 6e timp cle calcul e8te con8tant.încârcârile 

adiționale / „ (/). reprezintă precunea kiclroclinamicâ clatoratâ tuturor pagilor de calcul anterior 

p38ului curent ,^i 8unt l3 rândul lor tunc^ie de modurile de vikrape ale 8tructurii ^i lacului de 

acumulare lncârcarea adiponalâ ((), care e8te dependenta de compoNarea lacului, 

reprerintâ , pre8iunea liidrodinamicâ creata daca 8tructura ar 6 rißidä m timpul cutremurului.
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7. 5's/tt/// cu me/sc/a e/e/?re/7^/o^ c/e 7^o/7^e^F

7. ^OL^PIII ^II^LiridL VLLVY^^L <1^1

7.1. vervollanea metoâei elementelor 6e krontierâ?i 

8tsäiul setusl ni aplieârii în äomeniu

"febnica re^olvärii ecuațiilor integrale ce apar Ia probleme eu condipi de margine 86 pune de 

foarte multa vreme. In anul 1903, kredbolm a folo8Î1 di8creti2area ecuayilor integrale din 

problemele de potenyal, âcreti^are ee a 8tat la ba^a dervoltârii metodei 'indirecte' a 

elementelor cle Irontierâ. Denumirea de metoclâ inclireetâ vine din faptul eâ 8unt folo8lte tunepi 

cle pondere eare nu au nici o 8emnitieape f^icâ, clar ulterior prin intermediul metodei 8e pot 

ealeula cantitây fizice elare eum ar fl depla8âri 8au efoNuri.

0 formulare integrala eare leagâ depla8âri ale punetelor de pe frontiera eu eforturi (ten8iuni) a 

fo8t 8tabilitâ de în anul 1886. Identitatea 1ui 8omigliana, a^a eum 68te cuno8cutâ ea denumire 

a8tâ?i aeea8tâ relape, 8tâ 1a ba^a formulârii 'directe' a metodei elementelor de frontieră. De-a 

lungul timpului au apârut o 8erie de cârp ^i articole de8pre aplicarea ecuațiilor integrale în teoria 

potențiala ^i în teoria ele8ticitâlii, 8cri8e de câtre di8tin^i matemeticieni ca Kellogg -1929, 

IV1u8kbeIi8bvili -1953, lVlilcblin -1957- ^i Kuprad^e -1965. formulările integrale au fo8t 

rezolvate prin procedee analitice, dar ace8t lucru a limitat folo8irea lor la probleme foarte 8imple 

problema rezolvării ace8tor formulări integrale prin procedee analitice a început 8â fie pu8â la 

începutul anilor 60, datoritâ apariyei calculatoarelor de mare viteza. In mod particular metoda 

elementului 6nit a atra8 un intere8 deo8ebit de aplicare al ei în domenii complexe ale inginerie. 

?L8ul major de rezolvare al ecuațiilor integrale a fo8t lacut în anul 1963, prin publicarea a douâ 

articole de câtre ^a8vvon -1963- ?i 8^mm -1963. Abordarea ace8tora a problemei a contat în 

di8creti^area ecuațiilor integrale a teoriei potențiale în douâ dimen8iuni, fenomen guvernat de 

o ecuație de tip I^aplace în elemente drepte, pe care tuncpa de potențial era con8ideratâ 

con8tantâ. Clementele erau definite de punctele lor nodale §i integrarea 8e efectua aplicând 

regula Iui 8imp8on, cu exceppa unor integrale Angulare care erau calculate analitic.

Abordarea iacutâ de 3a8vvon ?i 8^mm poate fi debnitâ ca o metodâ '8emi-directâ' pentru câ 
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funcțiile folosite pentru a definii problema nu sunt fictive ^»i pot 6 diferențiate sau integrate 

pentru a calcula cantitây fizice necunoscute ale problemei.

Ulterior au apârut formulări integrale pentru alte tipuri de probleme, dupâ cum urmenâ Jasmon 

?onter -1963- pentru probleme de torsiune a barelor cu moment de inerție variabil, biess zi 

8mitb -1967- pentru probleme cle curgere a fluidelor?i »arrington ?.a. -1969- pentru probleme 

în electricitate, bidimensionale.

primul articol care a utilizat formularea directa a metodei, utilizând deplasări ?i efoNuri într-o 

ecuație integrala aplicabila pe frontiera unui domeniu de calcul a fost publicat de câtre in 1967 

Cercetarea prezentata de către Ki^o a fost considerata foarte originalâ, mai ales ca pentru 

prima data a fost utilizata major analogia dintre teoria de potențial ?i teoria elesticitâyi, clasica, 

precum ^i proceduri numerice pentru a rezolva o problema. -Acesta a utilizat elemente linie 

dreapta, pentru a discretira irontiera, elemente pe care funcția necunoscuta ( deplasare sau efort 

unitar) era considerata constanta Extinderea studiului efectuat de Ki??o la probleme 

tridimensionale a fost realizata de Cruse -1969- formulare similara cu cea a Iui Kino, cu 

excepția faptului ca suprafața (care este frontiera) a fost discreti^atâ în elemente triungbiulare 

pe care tuncya necunoscuta era considerată constanta. 8tudiul prezentat de Cruse a fost urmat 

de alte doua publicatii ale acestuia în care probleme practice tridimensionale au fost comparate 

cu metoda elementului finit (Cruse,^ , 1973) yi totodată elementele de discreti^are ale 

trontierei au fost mai sobsticate permițând ca funcțiile necunoscute sâ variere liniar pe element 

(Cruse,'f^, 1974). In timpul acelei periode de început de dezvoltare al metodei elementelor 

de frontiera (trom l967 to 1972), formularea problemelor sub forma de ecuații integrale a fost 

extinsa Ia probleme de materiale neomogene (Kino and 8bipp> ,1968), elastodinamicâ (Cruse 

1968 ^i Cruse ,3^ ^»j Kino, 1968), elastoplasticitate (8vvedlo^v ^i Cruse,^ ,1971), materiale

anisotropice (Cruse ^i 8xvedlovv ,I97l) ^i probleme tridimensionale din mecanica fracturilor 

(Cruse,/V, ^i Van Kuren, l97I ^i Cruse,3^-^, l972). Aceste publicatii au fost foaNe 

importante pentru ca au pus babele metodei elementelor de frontierâ (8K^4 ) ^i totodată au 

demonstrat ca aceasta metoda este o tebnicâ numerica foarte puternica.

Z/c/i/z/c //// ^7. >1. (7 7. 7"'. 7'. " -

6el<cer, 1994 In panicular publicațiile Iui 3^ Cruse, într-o perioada relativ scurtâ (1968-1973) 

au fost primele care au demonstrat acuratețea tebnicii elementelor de frontiera în domenii ca 

elastostatica, elastodinamicâ, anirotropie, plasticitate ^i mecanica fracturilor.
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( 7. cr/ /ne/^c/Q e/e^re/t/e/^ c/e

IVluy dintre algoritmii hi multe dintre conceptele metodei elementului finit s-au regâsit formulate 

în metoda elementelor de trontierâ, aha cum ar 6 conceptul de elemente de ordin superior, prin 

utilizarea de iuncpi de formâ cuadratice. Aceste elemente au fost introduse pentru prima data 

de către Cacbat -1975- hi îmbunâtâpte ulterior de câtre Cacbat hi Watson -1975, 1976 /Xlp 

autori, cum ar fi Cruse hi Wilson -1978- sau Ian hi fenner -1978, 1979-, au utilizat elemente 

cuadratice iroparametrice , pentru care atât geometria cât hi variabilele au variație cuadratica 

pe element hi au demonstrat a da solupi foarte exacte în carul problemelor tridimensionale 

Datorita renumelui de acuratele pe care îl au aceste elemente în rezolvarea problemelor in tera 

de fa(â au fost folosite astfel de elemente pentru solupa numericâ propusâ

începând cu anii 70 au fost publicate un numâr foarte mare de cârp hi articole referitoare la 

metoda elementelor de trontierâ, timp în care hi numele ei este recunoscut ca 6C.V1 Vlenponarea 

tuturor autorilor acestor publicatii este aproape imposibilâ

7.2. konmulsres metoâei elementelor âe frontierâ

7.2.1. lVIodeluI matematic m carul ecuației I^aplace (dacaj nigid)

în cele ce urmeara se exempliticâ modelul matematic barat pe metoda elementelor de trontierâ 

prerentat de I.David hi Ob Carâr în lucrarea " Xlodel de calcul pentru determinarea distribuției 

presiunii seismice a apei asupra paramentului unui baraj, barat pe metoda elementelor de 

frontiera" la VI-Iea simporion național de Informatica in Construcții. Umihoara. 1988 

formularea matematica a problemei este următoarea:

se cere rerolvarea ecuației ce guvernearâ fenomenul (ecuație de tip Caplace,

^<i> -o

»7
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7^^ c/6

care îndeplinește următoarele condifii cie margine:

—t- V, - L-H /16 /4F

/76 SC/)

ch^O ^/)

(72)

eu referire la notațiile clin figura (7. l) ^i semnificafiile

-ch-potenyalul vitezelor'

-x,u- coordonate carteziene'

-n-semiperioada cutremurului'

-v-vite^a'

e - »c >

7.2.2. Modelul matematic pnopus m caLuI ecuației Uelmboltr (baraj rigid sau Nexibil)

în acest paragraf sunt prezentate aspectele formulării ecuațiilor integrale a problemelor dinamice 

dependente de timp, precum ^i procedura de rezolvare în pa^i de timp prin metoda elementelor 

de frontiera a problemei propuse spre studiu în capitolul 4, paragraful 4.3.1. ( Ipoteze yi 

formularea problemei).

^cuapa de mișcare a unui material elestic poate fi scrisâ sub formâ vectorialâ astfel:

/ ("> - (c/ - c/)W-« « - -- /7 Z)
p

in timp ce ecuația scalara a unui fluid compresibil are ecuația (prezentata în 4.Z.2.):

/.(chl-c^V-Vch-ch--u (7.4)
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( aMs/r/Z 7. «8'o/tt/r/ c/e^vo/ZaZe e« ^reZoc/a eZe/^e/7Ze/o^ c/e ^>s^Z/e^F

In ecuafia (7.3) ^i (7.4) au fo8t folo8ite următoarele notayi:

- V denotâ vectorul derivatelor 8pafiale'

acolo uncie 8unt 8pecifica1e,indicâ derivate în raport cu variabila timp a funcfiei'

- c, c2 vitezele undelor ela8tice de dilatafie, re8pectiv di8tor8ionale-

- c viteza undelor în fluide'

- p den8itate'

- b^ forfe interioare ale mediului ele8tic'

- 8ur8a di8tribuitâ.

In lunZul unei porțiuni a frontierei I^, 8e cunoaște fie depla8area u(x,1), fie potențialul vitezelor 

ch(x,t), în timp ce de-a lunZul celeilalte porțiuni a frontierei 8unt cuno8cute ten8iunile T"(x,t), 

re8pectiv fluxul cp(x,t).

Oomponentele 1en8iunilor ^i ale fluxului pot fiexprimate în funcfie de depla8âri re8pectiv 

derivatele potențialului vitezei, a8tfel:

c- V<I>

în plu8 la timpul t^O, 8olupa problemei trebuie 8â 8ati8facâ condițiile inițiale ale problemei, adicâ 

8â aibâ valori ale depla8ârilor ^i vitezelor :

re8pectiv potential ^i pre8iuni.

(7?) 

p/ P/

p^ - den8itatea mediului fluid.

problema cu condifii inițiale ^i de marZine a propaZârii undelor în medii fluide e8te un ca^ 

particular al propaZârii undelor prin medii ele8tice. Vemon8trafia ace8tei afirmafii 68te obfinutâ 

î^i prin paniculari^area ecuafiei (7.3) pentru c^c^c, ^i con8iderând ecuafia 8calarâ obfinutâ.
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Datorita ace8tei 8imilaritä(i în cele ce urmea^â 8e face deducerea ecuațiilor doar pentru ca^ul al 

doilea, al mediului iluid, ecuațiile 8calare, în final ob(inându-8e prin analoZie formularea pentru 

ca^ul mediului ela8tic.

ldeea de bara a metodei ce 86 propune e8te aceea de a de8crie problema cu condițiile inipale 

date pe frontiera prin ecuații inteZrale. ?entru a face ace8t lucru 8e fo1o8e^te teorema 

reciprocități lui OraM a ela8todinamicii (anexa 1.4.). 8e con8iderâ doua momente âtincte în 

care 8unt 8ati8kacute ecuațiile (7 4): momentul actual cu di8tribu(ia de pre8iuni ?i o 8ur8â 

impul8 unitar la timpul t yi punctul de aplicare

Aplicând teorema Oraiti 8e obpne:

" . (7.8)

unde:

- /t.vr e8te un coeficient care depinde de forma conturului pe care 68te 8ituat

- ch,ch potențialul vitezelor, re8pectiv presurii - tuncpi necuno8cute câutate'

- ch , ch potențialul vitezelor, re8pectiv pre8iuni - iuncyi 8oluyi tundamentale a ecuației 

date, în domeniul infinit.

vaca punctul e8te pe trontiera domeniului (^ k D) atunci k8t^0.5, , în timp ce pentru punctele 

interioare domeniului (^ 6 O ) I<8t—1 Dimita 8uperioarâ de inteZrare t^ reprezintă o notație 

pre8curtata pentru t>e, e fiind un număr arbitrar foarte mic. 8olupa tundamentalâ a ecuației 

(7 4) e8te data de ^4an8ur (I^ormulation oftbe boundar^ element metbod for tran8ient problem8 

^ovemed bv tbe 8calar vvave equation - Applied matbematical modelling, 1982, voi 6, ^uAU8t, 

pai; Z07-Z II):

(7 9) 2 Tic

unde

/^^/(c^^-/-2) - (7.10)

ial^ v e8te funcția Veavi8ide ( definitâ în anexa 1.5) 
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pluxul eore8punâor tunepei definite de eeuaya (7 10), ^(x,/) 86 obyne prin derivare, 

utilizând relapa data de eeuapa (7.5). pentru obținerea aee8tei din urrnä tuncyi trebuie folo8ite 

derivatele tuneyei Pleavj8jde, adiea tuneya virae (anexa (1.5), în eombinape eu termenul 

8in§ular l/K puneya bieavi8ide 86 folo8e^teîn eombinali6 eu I6rm6nul 8ingular 1 /KV ^.eezt doi 

t6rm6ni nu pot ii integrali num6rie. ?6ntru a 6limina ae68t ineonv6ni6nt 86 efeetuea^â analitie 

integrarea în raport eu timpul.

^on8iderând eondiyile iniyale ^i 8ur8a "/(x,t) egala eu ^ero, rezulta următoarea eeuaye integralo 

-diferențiala, pentru propagarea undelor în m,edii fluide compre8ibile:

ch(^,/) ^^(^^,^)'^^)

oi' (7. îl)

271/^

7.3. Implementanes numenieâ

prezentarea implementării numeriee 8e taee pentru beeare din eele douâ modele de ealeul 

prezentate la 7.2.

7.Z.1. lVIodeluI penlnu ecua^i» Iui L^aplace - (baraj rigid)

IVlodelul matematic al problemei 86 poat6 formula pontru mäl(im6a pi62OM6trieâ b(x,^), dofmitâ 

ea o funepe reala de ela8â O2 în domeniul de ealeul.

, o

Sch (7-w

unde 8unt porțiuni pe eare 8unt preeirate valorile viterelor normale.

-5
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8oIuU2 problemei îs Umil» (7.11) se poate reprerenl» sub forma mleZralâ:

(7-12)
271 6^/

unde:
qM- den8itatea unei 8ur8e di8tribuite pe contur, reprezentând necuno8cutele 

indirecte ale problemei;

b(^)- înâlfimea pierometricâ;

u(r)- viteza în punetu! LS7, după directa n/,

d8- elementul de are de-a lungul conturului T',

?rin di8cretirarea frontierei ?i 8ub8tituirea ei cu un contur poligonal cu colburile în punctele 

^(l-l,2.......n), tinându-8e cont de (7.N ) precum ?i de condițiile Ia limitâ din (7.11) 8e

a)un^e la un 8i8tem de ecuații integrale având drept necuno8cute di8tribulia 8ur8elor.?rin 

urmare, cunoașterea înălțimilor pierometrice ^i a di8tribu1iei de vitere, adica utilirarea 

practica a relayei (7.11 ) yi a derivatei ei e8te condifionatâ de determinarea di8tribu1iei de 

8ur8e q(^).

8i8temul liniar obținut e8te de forma:

/ /) ----- -- -------- -
77 2//o (I /-c (7.13)

unde I^,> e8le înălțime pierometrica de referința introdu8â pentri ad i men8 tonal luarea relațiilor. 

Ecuațiile cu coeficienții a,, 8e 8criu pentru elemente aparținând lui adica cu înâlyme 

pierometricâ cuno8cutâ bo^ iar cele cu coeficienți b^ pentru elementele aparținând lui pe 

care vilera normala e8te cuno8cuta .Evident —repre^intâ numârul total de
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Ca/âi/tt/ 7. cu metoda e/emenie/o^ c/e

elemente, sistemul permite determinarea neeuno8eutelor H în numâr cle bl, , în total l^z 

neeunoseute.

7.2. c/e cc?/e^/.

Ooefieienyi ^»i b^ 8e ealeulearâ pe bara expre8iilor, (nând eont 6e notabile clin fi§ura7.2.-.

—^(ln(^/ - 1)eo8(^ ^(^-oc^in«^ 
271 2

271 2

17,' 1 8Mtt .
/> -—(c^ ^oc i -7i)eo86 —8in6 ln----------- )" 27^^ 27- "

uncle:

2"-!«,.,-«,,^ ,â'Â !«/'«.,-i!

6 « i-i -1

(7.14)

(7.15)
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eu:

<>I c/creF

II - tt,',,, c/creF

c/ä'F >^i^,

^71 - î âv?

(7-14)

unde:

«^.1
^.1

^,.1

« - c/acvî->/ ^>0 ^>0

7r-tt - c/crc ^ ^>0 /^<0

L/L7L,'F <0 §7 /^<0

27i-tt'-ä'F ?/<0

(7.15)

(7.16)

unde:

7V -^-
2

(7.17)

2

-zr
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ve asemenea :

(7.18)

^,.1 -

(2u ajutorul acestora se poate determina înâlfimea pie?ometricâ în orice punct al domeniului 

cu formula :

(7-19)

unde coeficienții se calculearâ din aceleași formule ca ^i cu mențiunea câ ?i se 

substitue prin coordonatele punctului ^1.

kelafia de legătură între înâl^imea pie?ometricâ ^i presiunea bidrodinamicâ este:

(7.20)

7.3.2. Modelul matematic propus

prezentarea implementării numerice a metodei se face pentru ecuapa generalâ (7.8), nu pentru 

(7.12) care este doar un ca? particular mai simplu al celei dintâi.

Lcuapa (7.8) poate 6 utilizata pentru a determina potenpalul dependent de timp, oriunde într- 

un punct interior domeniului O ?i pe frontiera v a acestuia. înainte de a afla acest potenpal 

trebuie cunoscute valorile tuncpilor potential ch ^i flux tj/ pe frontiera domeniului.

frontiera se discreti?ea?â în elemente determinate de către punctele nodale ^^cu^l...^ ?i 

totodată se considerâun set de valori în timp n^1...>1.

Integrarea pas cu pas în timp se face considerându-se câ potențialul varia?â liniar, iar fluxul este 

constat pe fiecare interval de timp ^t de integrare, adicâ:

ch(^^X>"'(0^)ch"',

(7 21)
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in care :

m,) - 8e r6k6râ Ia timp, r68p6ctiv 8pa^iu'

r,t - 8unt coordonatele 8payale, re8peetiv temporale ale nodului eon8i66rati

7I^(/), r^-), 6^(/), p ^) -8unt tuncpi ale86 a8tkel meat.

öj- 68te 8imbolul lui ^roneeker'

(7.22)

iar 8unt valorile tunepei potenpal ^i viteza în punetul 6e po^iye 8papalâ la timpul <,,, 

aäieä:

Ke8eriin6 ecuația (7.l2) pentru tîeeare no6 7 ^i iieeare pL8 6e timp ^i înloeuinâ în aeea8ta

(7.2Z)

valorile putenpalului ^i vitezei, a-a eum au fo8t ele âefmite 6e eeuapa (7.21) 86 ob^in6 urmâtorul 

8i8t6rn 66 6cuapi alg6brie6:

II II - II II >.V," (7 24)
I ./ I I./ I

IN ear6:

O" o

I' o (7.25)

^ch(^,r)V/vc)^ 
u

BUPT



7. e« /zre/oc/a e/e/»e/7/e/s^ c/e

?entru a rezolva 8i8temul cle ecuapi algebrice, 68te utilizata metocla colocapei în fiecare punct 

noclal al frontierei caracterizat 6e vectorul 8pafal r^, în top păzii cle timp t^m^t, iar 

integrarea în raport cu variabila timp 86 efectuea^â analitic pe fiecare element cle frontieră , 

re^ultână:

("^0

1^,
(7.26)

In urma integrării analitice în raport cu timpul rezulta:

// X/
l

2 Tic??
/1

(7.27)

uncle:

x n/(zr-z-r^^-(^/c^Z)^ c/^ccr (zr-/^^^)>^/c^Z 

o M
(7.28)

Datorita in8tabilitâplor introclu86 6e integrarea numericâ Oau88 cle-a lungul elementelor 

Angulare' (elemente ce conpn puncte 8ingulare ) pe ace8te porțiuni 8-a integrat tot analitic 

obpnânâu-8e ( 6acâ e8te mijlocul elementului 1^:

///"-
^ln

' l>D^(0.5^,l) 
7)^(0.5/)^,0)

1 c/,
2c^/arc8in( )^/27rc c/accr ^<2c^/

^//2c c/cr^ <7^>2c./X/ (7.29)

c^o

pentru ca ,/(V^) - 0 cle-a lungul elementelor cle frontiera liniare.cl, e8te lungimea elementului

7S7
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In fmsl sistemele rerultste 6in äiseretirares seus;ülor (7 1) s> (7.2) sunt^

61» - (0.5/^)-H ^ //"'"It'"-//-^
" '» " "' (7Z0)

/„ - (0.5/ . /)^ -x (0.5/"'"./ "">« l/""'-/ "'-//7
„ „1 » m

gistemul de ecuapi (7.30) nu 68te cel final, ace8ta trebuie reordonat pentru ea toate 

neeuno8eutele problemei 8â fie într-o 8ingurâ parte (în 8tanga). l^ee68itLtea reordonarii apare 

ea o eon8eein^â a faptului ea pe eonturul domeniului nu 8unt cuno8eute același tip de mărimi 

fizice (pe unele elemente 8e cunoaște valoarea iuncpei câutate, pe când în altele 8e cunoaște 

derivata aee8teia)

8i8temul ordonat a fo8t rezolvat prin 8crierea unui program în limbaj ?a8cal, prezentat în anexa 

2 l. fiecare termen 8ub forma cle integrala al sternului a fo8t rezolvat utilizând metoda Oau88 

de integrare, folo8md trei punete de eolocaye pentru fiecare element de frontiera. ^ce8t tip de 

element de frontiera 8e mai numește cuadratic ( pâtratic) 8au de ordin 8uperior. ?entru 

aproximare programul permite 8pecificarea numărului de puncte de cuadraturâ care 8e dore8c 

a fi folo8ite (3-12), implicit fiind folo8ite 8

Kerolvarea 8i8temului de ecuații rezultat nu a fo8t kacutâ prin metoda eliminârii Oau88, datorita 

matricii total populate care rezulta. IVIetoda Oau88 a eliminării prezenta dezavantajul folo8irii 

unei memorii mari a calculatorului ^i lVletoda aplicatâ pentru rezolvarea 8i8temului 86 numește 

(?rout ^i are la bara următoarele a8pecte teoretice:

I - daca /X e8te o matrice ne8ingularâ, atunci ea poate fi 8cri8â ca produ8 de doi 

factori 38tfel:

(7.3 l) 
unde

f - e8te o matrice triungbiularâ inferior' iar

O - e8te o matrice triungbiularâ 8uperior.

factorii O ^i f 8unt unici pentru o matrice N68ingularâ cuno8cutâ.
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7. ^'s/rz/zz zzrz^ez'zee e« e/emezz/e/o^ c/e ^o^/ze^F

2 .- âacâ se serie proäusul 1^0 sub forma:

(7.32) 

în eare prin O a fost notata o matrice äiaZonala, atunci pentru matricea O sunt 

interesante âouâ aleZeri, ^i anume cele pentru care proäusul t^v este reprezentat 

âe o matrice ăiagonalâ inferior unitara, respectiv este reprezentat âe o 

matrice unitate triunZbiularâ superior. ?rin matrice unitate triungbiularâ superior 

sau inferior a fost âenumitâ matricea triunAbiularâ superior, respectiv inferior, 

care are pe äiaßonala principala toate elementele eZale cu unitatea.

3 - elementele matricii t. ^i O pot 6 âeterminate pe coloana r a matricii t., respectiv 

pe linia r a matricii O (r^1,2,...,n) cu formulele:

/--i

(/ -^,... ,/?)
/.-i

1

(/ -^ ^ l, .. ,^r)

(7.Z3)

prin a,l, u s-au notat Zeneric elementele matricilor respectiv O.

^inână cont âe cele prezentate mai sus , în ca^ul în care -V este matricea unui sistem liniar âe 

n necunoscute, iar 6 este matricea termenilor liberi, atunci necunoscutele sistemului se pot 

âetermina prin rezolvarea âe fapt a âouâ sisteme cu necunoscutele matricile coloana X yi V 

astfel:

8e observa ca sistemele (7.34) se reăuc la:

(7.35)

>^vanta)ul aplicării acestui sistem âe rezolvare este acela câ toate calculele se pot efectua în 

memoria calculatorului în -ona re^ervatâ matricilor ^i 6

7S3
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-^IZoritmul cârc furnirca^â elementele matricilor 1^ hii o 6816 6e8cri8 6e câtrc urmätorü pa^j cle 

calcul, care 8e aplica în fiecare etapa r 6e calcul:

i)8e calcule^â elementul

^i 8e re8crie pe8te elementul ^.(i^r,...,n) 

i)8e calcule^a elementul r^:

(7.36)

86 r68cri6 P68t6 6l6M6Ntul ^.(i^r^ 1,.. ,n) 

vupâ n 38tf6l cl6 pa^i matric6a 68t6 înlocuita cu f, o 

l)6 6X6mplu într-un PL8 r^3, o matricc cl6 5 X 5 arata L8lf6l:

^II "12 "iZ ^14 "l5

^21 ^22 "2Z ^24 ^25

^1 ^Z2 ^Z4

^41 ^42 ^4) ^44 ^45

^51 ^52 ^53 ^54 ^55

(7.37)

/0^
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8.1. Oompsnsnes soluției analitice propuse eu soluția WesterZaarâ

In capitolul 6 a fo8t prezentata teoria referitoare la ealeulul analitic al presiunii bidrodinamice 

datorate unei accelerati seismice oarecare (cutremure neregulate), teoria clasicâ de calcul a 

acestor presiuni (>Vs8tergaard,^.lVI.,I9ZZ) a fo8t demon8tratâ în ba^a pre8upunerii câ un 

cutremur poate ti reprezentat ca mișcare de o tuncye 8taponarâ, 8implu armonica . 

în ace8t paragraf 86 prezintă diferendele dintre cele doua teorii.

8.1.1. 8olut» adimensionalâ a presiunilor bidrodinamice

Oonform abordară We8lergaard 8e face pre8upunerea câ barajul pre-intâ o rigiditate infmitâ ^i 

deci vibrea^â împreunâ cu tundaya. pentru a putea face comparația acea8tâ ipote^â a fo8t 

con8ideratâ în ambele teorii de calcul a pre8iunilor. în conformitate cu teoria pre^entatâ în 

lucrarea de fa(â pre8iunile bidrodinamice 8unt date de ecuapa (6.28) :

(8 1)

Introducând urmâtoarele valori adimen8ionale:

/?/c? (8.2)

/ ic//? r/
rv - --------- --  —'

Z/Zr/c c
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unde:

t»-mäl(imea de apä in Iacul 6c acumulare (kigura 6.1)' 

p-densitatea apei'

c-vite^a sunetului in apä (-1440 rn/s^)'

formula presiunilor bidrodinamice devine: 

(8.Z)

pc'^ Ttz- i 2^-1

ln ca^ul considerării presiunilor pe paramentul amonte al barajului, ecuaya (8.3) devine:

^(0,- /,/ ^) - - cos(X^> s Ü (/ (8.4)
pc i 2K-I

8.1.2. 8olu(ia exacta soluția Westerxaard

Westergaard o6(ine presiunea liidrodinamicâ pe paramentul amonte considerând accelerația 

seismica de forma:

" -aA co5((o-/) ^8 5)

înlocuind exprexis (8 5) în ecus^is (8 4), psexiunes Iiicl^oclinsmicâ vs li expnmstâ cs '

/-(V,.-./) co8(^-:) ^cox(<o-(/-r))-./^ (8 6)

/v»

BUPT



Lfectuânâ inteZrala clin ecuapa (8.6) ecuaya pre8iunii kiäroclinamice 86 8crie ea o 8umâ cle trei 

termeni, 6oi 8tayonari ^i unul ne8ta(ionar, clupâ cum urmea-â : 

.vH» -vlî!»
71 1 -^1

(87)

unâe:

c08(X^-2) . / 2 , 2x
8M(<0/ - - X/)

(8.8)

- co8(^-r)-  ̂cos(co(/ - r))^(X^^c)^H)

(0 er/ v-—
e

8 68te valoarea minimâ a Iui k pentru care 68te 8ati8iacu1â relapa > V

în ecuația (8.7) primul ^i al cloilea termen 8unt 8ta(ionari, iar cel cle-al treilea 68te tranzitoriu.

( prin termen 8tayonar 8e înțelege o Lunc(ie armonica, iar prin termen tranzitoriu 8e în^eleZe o 

funcție oarecare nearmonicâ, a cârei variape nu e8te cuno8cutâ).

Atunci cân6 perioada cutremurului 68te mai mare âecât perioaâa 6e re^onan^â a pre8iunii 

Ki6ro6inamice a apei, primul termen al expresei (8.7) 6i8pare.

In teona prezentata 6e câtre >Ve8terZaar6 cloar cel 6e-al âoilea termen al expresei (8.7) e8te luat 

in con8i6erare. I)ea8emenea termenul tranzitoriu nu e8te cuprin8 în 8olu^ia VVe8terZaarâ.

8olupile prezentate 8e 8impli6câ mult 6acâ 8e 8criu 6oar pentru paramentul amonte al barajului, 

ca^ în care
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8.l. Z.Compararea soluțiilor

Dentin a putea vedea eare este aportul celor doi termeni ai formulei presiunii bidrodinamice, în 

carul în care se considera soluția exacta pentru calculul acestora, se calculearâ presiunea 

bidrodinamicâ adimensionalâ la bara unui baraj rigid, de 100 m înâlîime într-un interval de timp 

de I secunda.

Calculul este efectuat pentru diferite perioade de vibrație ale cutremurului: 1.2 sec, 0.6 sec , 

0 278 sec (perioda de reronar^â) yi 0.15 sec. Kerultatele sunt prerentate în figura (8.1). Cinia 

punctata reprerinta presiunea bidrodinamicâ adimensionalâ conform cu formula Westergaard, 

iar cea continua este conform cu soluția exacta.

Conform cu cele prerentate în figurâ se poate deduce câ în carul în care I 2 sec, presiunea 

bidrodinamicâ Ia începutul miycârii seismice este cu 30o/o mai mare decât cea care se obține cu 

formula clasicâ, iar în carul în care 0.6 sec diferența este de aproximativ 40o/o .

Atunci când perioada cutremurului este egalâ cu perioada de reronan^â a barajului, presiunea 

bidrodinamicâ create în mod progresiv în timp.

Daca perioada cutremurului este mai micâ decât perioada de reronanjâ, conform formulei 

Westergaard presiunea bidrodinamicâ, adimensionalâ, foarte micâ ca valoare, dar conform 

soluției exacte aceastâ valoare nu este de neglijat.
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( S. Ke-r/Zla/e

a) ^-1.2 8ec

d) ^-0.6 sec

timpssecl

L. 7. /rz^ocZz^crm/cZ /a ^/c/. c/e 760m </)
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//Z-

c) ^0.278 sec

6)^-0.15 sec

einHp

^s^u/ta l^Lr/e^xaa,^

Zk. /. /cr un -c?^ c/e /M??r
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8.2. Vi8tnibu^ia pre8iunilon kiânoâinsmiee

In ace8t paragraf 86 face o analiza între 8oluya exaetâ ^i eea numericâ , obginutâ prin modelare 

matematieâ eu elemente de frontiera, pentru ealeulul pre8iunilor bidrodinamice la baraje 8upu8e 

ae^iunilor 8ei8miee.

8unt prezentate doua caruri de baraje, ^i anume:

un baraj rigid ' zi 

un baraj flexibil'

fiecare baraj a fo8t îneâreat eu o undâ 8in tt^-2.94 8in(6.14 t) ^i eu accelerațiile 

eutremurului k^l - Centro (California, a^a eum au fo8t ealeulate în eapitolul 5, a eâror 

reprezentare e8te data în figura 5.12.

Datele de intrare pentru analirâ 8unt:

ambele baraje au 7SS/n ^i o adâncime de apâ eon8tantâ în 8patele

barajului eare 8e extinde la infinit'

vitera 8unetului în apa e8te de 1438.656 rn/8'

greutatea 8trueturii pe unitatea de lungime e8te de 3 5 ton/m '

barajul flexibil are o rigiditate fl^12.8x 10^ton*m^ la bara barajului (valoare 

care core8punde unei 8ecgiuni tran8ver8ale de 40 x I m^) ^i DI^0.0432 x 10^ 

ton*m^ la coronament (1x6 n?)

pentru a putea calcula pre8iunile bidrodinamice cu 8olugia exactâ în carul barajului flexibil, au 

fo8t luate în co8iderare primele patru moduri de vibragie ale 8tructurii, calculate conform cu 

metoda 8todola.

Calculele au fo8t efectuate în timp în 8ecgiuni1e tran8ver8ale 8ituate la ?i Ia ^r//7sctt/ 

8tructurii, iar/wntie/n (căpătui lacului) a fo8t con8ideratâ Ia t/e cr/rc/ s/-/

5/rF///-re/r
?a8ul de timp utilirat pentru calcul e8te de Kerultatele obginute 8unt

prerentate în cele ce urmearâ.
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8.2.1. Ugid

8.2.1.1. Lcua^ia lui l^aplace

Conform cu teoria prezentata în capitolul 7, pentru un baraj rigid exi8tâ elaborat în metoda 

elementelor de irontierâ, un model de calcul, pentru carul în care pre8iunile bidrodinamice 8unt 

con8iderate a fi 8olupe a ecuayei lui Caplace.

Conform cu modelul prezentat, în carul unui baraj de 65 de metri înâlyme, care 8ati8face 

condițiile de margine prerentate în figura (7. l), ^i pentru care 8kar^itul lacului a fo8t con8iderat 

Ia de I0 ori mälymea barajului, x^650 m, rezultatele obynute 8unt prerentate în tîgura 8.2. 

?re8iunile calculate 8unt comparate cu cele obynute prin calcul cla8ic cu formula ^Ve8tergaard.

Valorile obținute pentru pre8iuni 8unt foaNe bune. Metoda prerintâ avantajul câ poate modela 

orice fel de geometrie de Iac de acumulare.

7/2
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8.2.1.2. Lcualia Helmkollr

In ca^ul unui baraj Nßi6 Ll^oo Valoarea pre8iunilor aclimen8ionale, IN ca^ul IN care un baraj rigicl 

este 8upu8 unei un6e 8ei8mice 8in 3 accelerației, 8unt prezentate in 6gura 8 3

^imp

----- Lrsc/c/ * .Vâ//o/7â

A. 3. />e^/un/ /r/c/^âc/zn/L-e cic/z/n^n^/onn/e /a ?/nu/
^/c/.su/)tt.v ac/iu/7// r^ne/ ^/7L/e ^/E/ce ä/>7^5c)ä/e.

figura 8.4.prezintă valorile obținute pentru pre8iunea kiclroclinamiLâ in oa^ul încârcârii barajului 

eu aeceleraliile cutremurului Ll-Lentro

^imp isecl

— Lcae/a * ^cr/tt//a

A. /r/^t)6Z/>?c?^r/ee /a /ttmLc/Zea unu/
^/c/ lnâZ//nre) ^u/?u^ c?c//un// 5e/5nru/u/ (^en/>o 
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pjZura 8 5 aratä variaya in timp a amplitudinii presiunii kiclroclinamice (valoarea maximâ a 

presiunii), pe paramentul amonte al barajului în lunece cle înâlîimea barajului. Valorile presiunii 

îliclroclinamice pe paramentul amonte al barajului sunt prezentate Zra6c în anexa 2.2..

?âin»nuc/?8tatic

/N Nm/). /ie c?/

ln tigura 8 b este prezentata comparația, pentru un bara) riZicl, a valorilor presiunilor 

t^clroclinamice obynute cu soluya exacta, solupa în elemente cle frontiera yi soluția ^VesterZaarcl

, . pllvn/pxt
— Lxac/a

/-â//Mm-
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8.2.2. flexibil

Valoarea presiunii bidrodinamice, adimensionale, la bara barajului flexibil, în carul în care acesta 

este supus acțiunii unui cutremur ce are accelerata reprezentata de o uncia sinus, este data în 

figura 8 7 sigura 8.8. reprerintâ valorile aceleiași presiuni în carul în care unda seismica 

consideratâ este Ll Lentro

K. 7. ?^eL/unea /r/c/z-c-âa^/es /a -a^«/u/u/ ^u/)u^ une/ 
unc7e ^e/^nr/ee v/nu M/L/a/e, /Ze^/-/7, 7?-766nr

figura 8 8 prerintâ presiunile bidrodinamice, adimensionale Ia jumâtatea înălțimii barajului

A. A. ^e.?/un/ 7r/^0LZ/n/7/n/ee, /cr/u/nâZa/ecr rnFpn/// /)^Q/u/u/, 
/7en-/7, ae//un// une/ unaie §e/5nuee z/nu^o/L/a/e./r^/60nr 
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vin cele clouä graüce prezentate anterior se poate observa câ presiunea bidrodinamicâ la ba^a 

bardului este mai mare ca valoare decât cea de lajumâtatea mâlpmii

In ca^ul in care bardul este supus acțiunii cutremurului Ll - dentro, presiunea bidrodinamicâ 

obynulä are forma prezentata in bgura 8 9.

/'.7 Cenr^o. /r /M/n

viferen^a intre valonle presiunii bidrodinamice calculate prin cele trei metode, soluția exacta, 

soluția 8^I^1 ^ii soluția Westergaard este de maxim I0°/o Aceasta valoare poate b redusa daca 

se considera căpătui lacului mult mai îndepărtat decât de cinci ori înălțimea barajului.

?entru calcului presiunilor cu soluția exacta au fost Iua0 in considerare 40 de termeni ai seriei 

ecuabei(b 29)

ln proiectarea antiseismica a barajelor, intervine intodeauna întrebarea (2e fel de baraj trebuie 

luat in considerare, la proiectare, tlexibil sau rigid^" Kâspunsul la aceasta întrebare poate 6 

dedus din cele prezentate anterior, -i din figura 8 IO , în care se prezintă în parallel presiunile 

bidrodinamice ale celor doua tipuri de baraje, atunci când sunt supuse acțiunii unui seism impuls 

unitar
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8e poate ob8erva din aeea8tâ reprezentare eâ flexibilitatea barajului joaeâ un rol foarte important 

în râ8pun8ul aee8tuia la 8olieitarea 8ei8mieâ. Oe?i un baraj riZid are la îneeput valori ale pre8iunii 

mari, aee8tea 8e amorti^ea^â foarte repede în timp. On baraj flexibil are un râ8pun8 mai lent la 

îneeput, dar pe mâ8ura trecerii timpului valorile pre8iunilor bidrodinamice 8e mențin, ea^ eare 

e8te mult mai aproape de eeea ee 8e întâmpla în realitate.

c/cMn// (a^2.94m/8ec2)
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9. /-ew/na/rc/^/

' '^ - V "/ - '^ /

9.1. Oonlnibu^ii sâuse

prezenta lucrare aduce contribuții în multe domenii, iarâ ca cercetarea 8â fie exbau8tivâ. 

Contribuțiile cele mai importante au fo8t 8i8tematizate, în cele ce urmeazâ, în raport cu apariția 

lor în lucrare:

- 8e pun în evidenîâ cla8ele cle probleme tebnice ce pot fi guvernate cle ecuații 

diferențiale cu derivate parțiale 9I^apIace, blelmbolt^v'^rcx, ecuația plâcilor,tc ) (^u 

acea8tâ ocazie 8e pun în evidenîâ o multitudine de probleme cu tratare di.8paratâ ce 

pot fi adu8e 8ub guvernarea unei ecuații a fricii matematice ^i cle aici rezolvarea 

unitara a multor caruri particulare la care condițiile inițiale ^i de margine pol li 

«Merite.

- 8e prezintă, 8ub o forma originala yi unitara, rezolvarea ecuațiilor integrale prin 

tebnica reziduurilor de intluen^â, hi 8e pun în evidenta ecuațiile fundamentale ce xunt 

punctul de plecare al celor doua metode numerice fundamentale, metode elementului 

finit ^i metoda elementului de frontiera "fotodatâ prin prezentarea în pa,alei a 

punctului de plecare în dezvoltarea celor doua metode 8e pune în evidenta eaie exle 

locul de de8pârpre al celor doua metode

- 8e face o 8intezâ a metodelor numerice cu aplicatii în ingiiieiia eoii^iiliepiloi 

bidrotebnice ^i 8e dâ pentru fiecare metoda algoritmul ce trebuie minai penliu 

aplicarea ace8tor metode în domeniul con8trucpilor biditrtelmiee îii genei al

- 8e prezintâ o metoda de prelucrare a bazelor de (late existente in doiia-ni,,l 

încârcârilor 8eÎ8mice prin 8crierea ecuațiilor accelerațiilor 8eÎ8miee le/iiltalc du» 

mâ8urâtorile exÎ8tente pentru un tip de mișcare 8ei8inicâ data l xj)iml^,iea t< <»0 lit a 

8ub formâ generalâ a ace8tor acceleratii, permite abordarea analilit a a t ompm lai n 

con8trucpilor bidrotebnice 8ub acțiunea unui cutremur (lat Metoda t>oi,tc li apla ala 

cu 8ucce8 pentru orice tip de cutremur

- pentru prelucrarea datelor 8ei8mice 8-a eleborat un program cle eab ul. l l l l< n» 

limbaj ?a8cal, pentru calculul tran.8formatei l «ruriei iaj)icle i^u pcnUu at>lit ao », 

//9
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metodei de integrare numerica s-a alcätuit un "spreadsbeet' în ()uatro ?ro, prezentat 

in discbeta ce înso^e^te lucrarea. Datele numerice de prelucrat fiind foarte man (6^4), 

programul 8e gâse^te compactat pe discbeta.

- 8e face analiza dinamica a unui 8i8tem cuplat reprezentativ ^i 8e dâ un program de 

determinare a modurilor proprii do vibrape( în an6xa 1.6) alo unoi 8tructuri cu 

momont do inerție variabil.

- 8o integrează ecuapa diferențiala a oscilațiilor unui 8i8tom cuplat bara) - lac do 

acumulare, cu contribuții la dotorminaroa solupeianalitice a ecuapei diferențiale a 

propagării undolor pontru condipi do margino impu80.

- ^cuapile obynuto pontru pro8iunilo bidrodinamico 8unt luncii do spahiu ^i timp. In 

final 80 prezintă o metoda matricoalâ pontru dotorminaroa coordonatolor generalitate 

alo doformatoi 8tructurii.

" 8o construiește un modol matematic, batat po motoda olomontolor do frontiera, 

pontru calculul pro8iunilor bidrodinamico. In bata aco8tui miodol a fo8t oloborat un 

program do calcul în limba) Pascal pretentat în anoxa 2.1.

- In urma prelucrărilor, folo8ind intograroa ecuațiilor diferențiale ^i programolo do 

calcul oloborato 80 pretintâ retultatele oxacto în comparație cu soluya datâ do 

^Vestergaard ^i do modolul matomatic.

- In bnal 80 dau recomandări privitoaro Ia oportunitatoa aplicării motodoi olomontului 

finit 8au a olomontolor do frontiera în proiectare

- Elaborarea a patru programo do calcul , în limba) pascal, repretintâ contribuții 

originale, cu posibilități do a fi oxtin8o u^or pontru alto domonii do calcul.

- öibliografia pretentatâ con8tituo un îndroptar do 8tudiu în domoniu pontru coi co 

doro8c sa aducâ contribuții în aco8t domoniu.

9.2. Ooneiurii

9.2. l. donclurii despne date seismice

ln catul analizei antiseismice a structurilor complexe, caracteristicile instrumentelor de 

înregistrare a seismelor unei anumite regiuni trebuie studiate foarte atent. în catul utilitârii 

înregistrărilor seismice, disponibile, din alta regiune decât cea în care este plasata structura de 

calculat, trebuie studiate în plus geologia locului, mecanismul de producere al cutremurului,
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stratifica(ia terenului, ele, care trebuie 8â 6e similare locului cle construcție real al 8truc1urij.

In plus tipul 8olului ^i nivelul Ia care apare cutremurul cle calcul trebuie identificate ?i specificate 

clar.

înregistrârile 8ei8mice de calcul trebuie obynute clin cele originale prin modificâri 8ucce8ive, 

modificâri prezentate în paragraful 5.2. al ace8tei lucrări. Oikeripi pa^i cle calcul ce trebuie 

aplicay în proce8ul cle modificare 8unt sumari^afi în paragratul 5.2.Z. ^i exemplifica^ pe 

înregistrârile 8ei8mice ale cutremurului Ll (2entro, (California, l940.

în calcule trebuie specificatâ distribuția energiei ?i distribuția de frecventa. 6a^at pe acea8tâ 

distribuție poate fi redu8 timpul de calcul (în ca^ul modelelor matematice din domeniul timp) 

nece8ar pentru o analiza dinamica a 8tructurilor.

9.2.2. donclurii despre presiunea kidrodinamicâ

lucrarea de fa^â prezintă o metodâ de anali-â bidimensionala a încărcărilor bidrodinamice 

asupra barajelor de greutate. IVletoda permite includerea efectului compresibibtâyi apei ?i a 

interacțiunii dintre fluid yi structurâ într-un model numeric ba^at pe metoda elementelor de 

frontiera.

ve asemenea a fost studiata importanta interacțiunii dintre fluid ?i structurâ asupra determinării 

mărimii presiunii bidrodinamice. în ba^a acestei analize a rezultat câ aceastâ interacțiune are un 

efect important.

limitarea care apare în studiul de fa^â este aceea câ barajul a fost considerat a se deforma doar 

în patru moduri. Aceastâ limitare nu are influen^â prea mare pentru câ se ?tie câ modul 

fundamental dominant în vibrație al fiecârei structuri este primul.

Rezultatele au fost obținute pentru geometrii de Iac simple. Acestea au fost comparate cu solupa 

exactâ. între cele douâ solupi existâ apropieri de valoare foarte bune.
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9.2. Z. ^oncluLÜ despre metoda elementelor de frontierä

pentru a 6 obiectivi, calitätle metodei elementelor de frontiera trebuie comparate cu rivalul ei 

cel mai mare, metoda elementului finit. Avantajele?i dezavantajele metodei elementelor de 

frontiera 8unt prezentate dupâ cum urmea^â:

Avantaje KLIVl

l //777/7 c/e cr ////c. Aceasta este o consecința directa a modelârii "doar

a frontierei' domeniului (reducerea dimensionalitât cu unu), vin acest punct de 

vedere atât munca de pregătirea datelor de calcul cât ?i cea de verificare a analistului, 

pentru o problema data este redusâ comparativ cu 

^cest avantaj este foarte important în special în problemele în care sunt necesare mai 

multe iterati pentru calcul, iar la fiecare iterate se cere îmbunâtâtrea discretirârii.

2 nân/F a /77/////77 7/777- Mărimile calculate prezintă

acuratele ridicatâ pentru câ nu se fac nici un fel de aproximati suplimentare pentru 

calculul acestora în punctele interioare domeniului, soluția fiind exactâ în interiorul 

domeniului. Aceasta face ca metoda elementelor de frontierâ sâ fie potrivitâ la 

modelarea problemelor în care apar scbimbâri bruște în variația unor mârimi fuice 

care se calculea^â.

3 //777/) 7/7/777/ 777^/77^//^ 77 cn/cn/cr/M//?// /77/7/ /77/7/ Da același grad de exactitate

cerut, öDIVl utili-ea^â mai puyne elemente pentru discreti^are ( dar o maNice a 

sistemului total populatâ), decâtPLIVI

4 ^7/ /7/7/777/7 //7//7/-/77///77 77^77/7/7 In majoritatea problemelor situata cea mai coplicatâ 

apare pe frontiera domeniului yi deci modelarea unui întreg corp în elemente imite 

sau de volum pentru a atla informati despre mărimile fizice ale frontierei presupune 

introducerea în calcul a unui volum mare de informati care ulterior sunt 

neinteresante.

Dezavantaje LLIVl

l ^âîâ////^/^ Matematica utilizata Ia formularea metodei elementelor de 

frontiera pare putn mai grea Da începuturile dervoltârii acestei metode a fost 

necesar un bagaj de cunoMe matematice avansat, pentru a demonstra unicitatea 
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8olufiei tzi exi8tenfa ei. >Vce8t lucru nu mai e8te nece8ar în momentul de fafâ pentru 

eâ formulările 8LIV1 8unt clar 8tabilite acum, iar unicitatea 8oluyei 86 con8iderâ 

demon8tratâ.

2. 6/^/6/?/?//?// â câ/// /-roâ/crZ />/

3. /c-/cr/ ^latricile stemelor rezultate din formulările 6^IVl 8unt

ne8imetrice ^i total populate cu coakicienp nenuli. Oe^i matricile rezultate din 

formulări kLIVl, pentru aceiași problema, 8unt mult mai mari, ele 8unt matrici 8peciale 

mult mai u^or de rezolvat, ve^i ace8ta pare un dezavantaj mare, nu 68te a^a luând în 

con8iderare câ la același grad de aproximare al 8oluyei are mult mai pufine 

elemente în d^creti-are decât ?LlVl

9.Z. keeomsnââni

9.3.1. ?n68iuni bidrodinamice

în conformitate cu 8tudiul de faja con8iderarea în calcule a unui baraj rigid nu duce întodeauna 

Ia calculul pre8iunilor bidrodinamice maxime ce pot apare pe parcur8ul tuncponârii unei 

8tructuri. Din ace8t motiv 8e recomanda ca ace8t tip de 8tructurâ, rigida, 8â fie con8ideratâ doar 

în 8tudiile de prefe^abilitate, urmând ca ulterior la proiectarea de detaliu 8â 8e con8idere o 

8tructurâ flexibila.

8tudii de viitor trebuie orientate în următoarele direcpi:

l Afectul fundului înclinat al lacului de acumulare.

2. Afectul popiei frontierei care modelează capatul lacului.

Z. IVli^care verticala a cutremurului'

4. ?re8iuni bidrodinamice datorate exploziilor 8ubacvatice-
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Y.Z.2. 8L!Vl zsu kLIVI?

pentru a decide eare dintre 8oluyi, 8au 68te mai bine de folo8it în ca^ul unei 

probleme date trebuie luay in con8iderare următorii factori.

I. lipul problemei de analizat (lineara, ne-linear, analiza pândelor 8ub(iri, etc.) '

2. Oradul de exactitate cerut'

3. timpul di8ponibil pentru pregătirea datelor yi interpretarea rezultatelor.

Ambele tebnici trebuie 8â fie la îndemâna inginerilor, pentru câ în unele tipuri de probleme o 

metoda prezintă avantaje 8pecibce fa(â de celaltâ. I^uând în con8iderare atât avantajele cât ^i 

dezavantajele 6L!Vl, menționate anterior, următoarele idei pot con8titui puncte de ajutor în 

alegerea uneia 8au a celeilalte metode:

s) e8te foarte potrivita zi mult mai exactâ pentru ca^ul problemelor 

liniare'

b)^ Datorita timpului redu8 de pregătire a datelor de intrare pentru un 

program în KLIVl a unei probleme particulare date, acea8ta e8te foaNe 

potrivita pentru proiectarea preliminarâ, proiectare în care atât 

geometria domeniului de calcul cât yi încărcările pot fi modificate cu un 

efort minim de calcul. -Vcea8ta dâ proiectantului p08ibilitatea de a 

experimenta cât mai multe geometrii .

L) kUVI 68te mult mai dezvoltata din punct de vedere comercial prin 

programele care 8e gâ868c pe pia(â, «-i în mod particular pentru 

problemele neliniare , ca^ în care multitudinae de te8te realitate pe 

ace8te programe i-au conferit metodei '

6) Oeneratoarele de regele de di8creti2are din programele 8unt direct

aplicabile programelor
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/1/? exe

^.1. Oenenal

^.1.1. L^ema lui Oreen

>1./. ////

I^rmaloarea relaxe pei-mite rran^ic-smasea s,- nn nin -Nu int, ,, ,nt. j».

conturul acelui domeniu

c- l -/

t t
f/ ^<>////^ ^//^////1

tt 6 8UM tunc^jj äisei-en^-lle n, ,1, - t>, , r,< /., t-nni'n N^,N'!.< >;< l) iiin'N!» 
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^.1.2. p^8^pir - kroxram Pascal 6e calcul a transformatei Pourier rapiäe 

proxram fast f t;
V35

t^fi arravl I ..50I of real:

k,n,ms.nn,m,I,i8tepü:inteZer:

n"k*k:

mi- ^0^

nn:-n-^^

fo5 mI to nn äo

beZin

I:-n:

1-I/2:

vvkile ((m5>I)>nn) 60 I:-I/2: 

âiv I) >

if (mr>m) tken 

beZin

end:

^ncl:

l:-l-

>vkilo (I<n) äo

beZin

i8tep:-2*I'cI:-I:

for m"I w I äo

beZin

2-pl*(I-m)/eI'

>v5 ^co8(a)- vvi ^8in(a)'

7^6
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i-M'
>vbile (i<n) do 

beZin

tr:-^vr*frb1-wi*fibb 
ti"wr*frb!-vvi*frb!'

krli>-ki-Ijjî 
i^i^istep' 
end'

I^istep:
end'

end:
ent/.

^.1.3. principiul deplasărilor virtuale

principiu! dep1a8ârilor virtuale 86 aplicâ atât Ia problemele 8tatice cât ^i Ia cele dinamice. în 

conformitate cu ace8t principiu t/acs srste/n a/Zat rn ec/u7/^/-tt âa^r/c / ap/rcF s 

t/e^/ir^are vr>ttta/F nncF attt/rcr /ttcrtt/ ^reca^/c e/ectttat r/e tsate/sr/e/e s//rc/ttv/v

ce/e i/e r'»er//e) este »«/. >^ce8t principiu e8te de fapt o reformulare a celei de a doua legi a lui 
^lev^ton, 8au mai 68te cuno8cut 8ub numele de principiul Iui D'-^Iambert.

>1.2. .vr^/)r/.v r^e/ /b/'/e

Zettel pentru 8i8temul reprezentat in fiZura >^.2, lucrul mecanic efectuat de for^a dinamicâ/Ia 
aplicarea depla8ârii virtuale, mici, ör/ e8te/ H/' lucrul mecanic efectuat de for^a de re2i8ten^a 

e8te ö//' lucrul mecanic efectuat de for^a de amortizare cr)e8te -cr) ö?7' ^i lucrul mecanic 
efectuat de for^a inerție â e8te ör/ Impunând condiya ca lucrul mecanic vinual total 8â 

fie ^ero rezulta:

(/- ^/) 5?/ -0
(a.2)
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^.L.4. ^eonema OnaM

fie un corp in ecbilibru yi 6ouä 8eturi 6e eforturi ?i 6epla8äri, 6upä cum urmea^ä:

I On 8et (a) 6e eforturi aplicate o^ care creata un 8et 6e clepla8äri e^'

2. On 8et, diferit äe primul, (b) cle eforturi aplicate o^ care creata äepla8ärile e^. 

teorema cle reciprocitate Oratfi 8pune câ lucrul mecanic clat cle eforturile sternului (a) cu 

clepla8ärile sternului (b) e8te egal cu lucrul mecanic clat cle eforturile sternului (b) cu 

6epla8arile 8i8temului (a). Deci e8te valabila relapa:

Iv 0j/ Lj/ âV - âv (3 Z)

/^.1.5. Definiția funcției tteavizide a funtiei virac 

^.1.5.1. k'unc^ia Heaviside 8e definește a8tfel:

//(ic ic )
0, c/ncz 0<ic< x 

l, c/ckcc/ )c>)c
(24)

keprsrenlsi-es kunc^iei >n plsn este clslâ în figura Z

Oetivsis scestei tunc^ii în tspon cu vsnsdils x este îunc^iâ Oitsc (ssu impuls unitst)'

—)
MC (a.5)
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^.1.5.2. ^unc^ia Dirac

?6ntru O for^a impul8 unitarâ care acy0N6a?â în punctul x', tuncya Dirac 86 66fm6tzt6 ca:

0, âc'L/
5(x,x )

«>, c/crcn )c x

?uncya 86 mai notoa^â ö(x-x') -^c6a8tâ tuncpo 86 tolo86?t6 p6ntru a 66tînii for^o conc6ntrat6 

în M6canica corpurilor 8oli6o ^i tluiclc, un punct 66 ma8â în t6oria pot6nyalâ, o for(â impul8 în 

acu8ticâ,un punct 66 încârcar6 în 6l6ctronicâ, 6tc.

^.1.6. ?roxram 8lo6ola (în limbaj ?a8cal) 66 calcul a fr6cv6nî(6lor proprii 66 vibrap6 a un6i 

8tructuri cu momcnt 66 in6ry6 variabil

U868 crt'

con8t Z^9.81'

var

i,incr,^lc,r,n,mo66,nl,n2,mo668,c^cl68:inl6Z6r-

2,2 l,22,muv,lamb6a,I l 2,bißu,8b6ar,mp8i,b baraj,lat bara.6oubl6'

8U8^O8,6if,a,lat8U8,6l8t,66N8,6p8ilon,cbanß6,mv8q:6oubl6'

v/,u,ol6u,m,ma88,in6rtFr6q,p6r:arra^^0..80^ of r6al'

p8i.arra^^0..8O, l ..1O^j ofr6al'

mp8i8q,§ama:arra^1..l0^ of r6al'

r62t6Xt'

proc66ur6 pr 4000'

b6Zin

for r:^1 to mo66-l 6o

b6Zin

2^ma88^*p8i^0,r^u^-ma88^n^p8i^n,r^u^-

^1'

>vbil6 (j<n) 6o
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beZin

2 ^>4*ma88^*p8iO,l'^u^^2*ma88^j>I^p8l^>I,l-^u^I^ 

^2'

enä'

2"2*Iamb63/(Z *mp8i8q^^)'

toi-^ ^1 to n 60 ^u^-^p8i^j,r^

enä'j for lui r)

biZu"0'

for^^l to n 60 ikab8(u^)>ab8(bißu) tken bißu^u^'

tor^ to n 60 u^"u^/biZU' 

en6'jenä pr 4000)

psooeäure pr 2000(iner.inteßes)'

be^in

ifincr<0 tken n l:^n

el8e n l ^0'

n2:^n-nl'

m^n I ^0'8kea5^-inLl'*(3.5*w^nI ^3*vv^n 1 >ino^-0.5I>2*ino5^)*I 12' 

K:^nl^inc5'

if inLs <0 tken

begin

xvkile (I<>^(n2-lNL5)) äo

begin

^m^-incr^inor*8kear*Iambäa'

8ke35^8^eal--inLl-*(xv^-1 1I ^j)*112'

k ^lc^inci-'

enä'

end'

is mof >0 tken

begin

vvkile (k<^(n2-inL5)) äo

be^in

m^^m^-incl-)>inL5*8k6Ll-*Iamb6a-

8kear -8keas-inor*(>v^-1 10*1 ^)*I12'

/^s
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lc^k^incr;

enä'

end'

m^n2^:^m^n2-incr^incr*8kear*Iambäa- 

end'

procedure pr 6000' 

beßin 

L88ÎZN (r62,'frv 168t')' 

revvnte(re2)-

^vrile1n(re2,'frecventele calculate 8unt:')-

vvnteln(5e2,'---------------------------- ')-

>vnte1n(re?,1 i ! r P8i(i,5) ^')- 

vvnteln(re2,'---------------------------- ')'

kor i" l to n clo

begin

for r" 1 to moäes 60

beZin

if(r^ t5unc(mocle8/2)) tken ^vritelnsre^,'^ ',i:2,' j ',r:2,' j ',p8isi,r^ 12:4,'j') jvine el8e) 

el86 vvrileln(re2,'î > ',r:2,' ',p8l^i,5^ l 2:4,1')-

en6'

>vnteln(r62,'----------------------------- ')'

en6'

>vnteln(l-e?,'----------------------------- ')'

>v5ileln(5e2)'^vnte!n(5e2)'

^vnteln(re^'-------------------------------------------- ')'

vvnte1n(re2,1 r freq I ßamma s)' 

v/riteln(562,1 raä/8ec 8ec 1')' 

vvnteln(re^,'-------------------------------------------- ')'

for 5"1 to moäe8 6o

beZin 

vvnte(re2,1 ',5:2.' ',kreq^:7:2,' ',per^:5:2)- 

>vriteln(re2,'! ',Zama^^.8:5,'
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7 c/e

en6'

xvnreln(7e^/-------------------------------------------- ')'

clo8e(re2)'

er»6'

prooeâure pr Z000'

beZin

ckanZe^I > ep8ilon'e^ol68"0'

vvkile LkanZ6>ep8lIon 60

beßin

for i"0 to n 60

beZin

oI6u^i^"u^i^

VV^^ML88^*U^'

enc!'

pr,2000(-1)'

for ito n 60 ^v^^^m^i^/(6!8t*in6N^^)'

pr,2000(1)-

for i:^I to n 60 u^^.^m^i^pr 4000'

ckanZe ^0'

for i^O to n 6o LkanZe"ckanZe>ab8(oI6u^-u^)' 

cycle8 ^e^ole8>1'

en6'j vvkile)

en6'

proceâure pr 5000'

beZin

muv ^ML88^0^*U^0^*M^0^-ML88^N^U^N^M^N^

mv8q: ^rna88^0) * m^0^ * m^0^-ma88^n^ *m^n^ * m^n^'

i-I'

nkile i<n do

7^2
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begin

muv:-muv^4*rna88^i^u^i^m^i^2*ma88^i^ 1 ^u^i^1 ^*m^i> I 

mv8q^mv8q^4*ma88^*m^i^*m^^2*ma88^i> I 1 ^*m^i> 1 

i:-i>2'

end'

freq^moci6^.^8qrt(muv/mv8q)'

^vnt6ln('freLveMa in rutina e8te: 'Freq^moäe^' moäe-,mo6e:2)-

per^mo6e^"2*pi/ireq^mocie^

for i:^I to n äo p8i^rnoäe^"u^'

2t "Ma88^0^U^-Ma88^*U^N^

22"ma88^0^u^0^u^-ma88^n^*u^n^*u^n^

i^I'

>vkile(i<n) 6o

deZin

2l"2t>4*ma88si^u^i^2*ma88^i^ I I*uI>^ !>, 

22"22-i-4*ma88^i^u^i1*u^i^2*ma88li < I « lj^u^i' lj. 

i.^2- 

en6'

Mp8i.^21 *Iamb6a/3'

mp8i8q^mo6e^"22*Iamb6a/^'

Zam<moäe^mp8i/mp8i8^^

enä^

dexin
clr8er'

jr6aäln(c1at6,n)'

rea6!n(6ate, mocie8)'

rea6In(6at6, k baraj)'

reaäln(6ate,lat ba2a)'

reaäln(äat6,lat 8U8)'

reaä!n(6at6,6l8t)'

rea6In(6ate,6en8)' j

n:-80-
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rnode8"10'

k baraj00-

Iatba^a^IO'

lat 8U8^10'

el8t^2500000000.0- i 2100000000äaN/m2 )

6en8.-2400-j2400äämZ)

ep8ilon ^0.00000l *n'lamb6a"b baraj/n'I12:^lambda/12'

for i"0 to n äo

begin

difflat ba2a-Iat 8U8'

a ^lat 8U8^6ii^(n-i)/n- j latura* 1 m )

ma88^ij:^(a*cl6N8)/A- jma88a>

ineN^ij:^a*a*a/12'

end'

>vriteln('gata date initiale')'

for mode 1 to mocle8 6o

begin

utOj^O'

for i:^l to n clo u^ij"1'

jifmocle^l tben for i"l to n clo p8i^moäej"u^')

if moäe > 1 tben pr 4000'

pr,3000'

pr,5000'

writeln('gata mocle8',mo6e:2,'freq^mo6e:2,'j  ̂'Freq^moäej)' 

reaäke^'

en6' jenä for moäe)

pr 6000'

end.
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^.2. lîerultste

^.2.1. ?rvxrsm ?S8csI pentru zolu^i» ökIVl » presiunilor Iiictrnllinnmice

program bem k^dr;
U868 comun va,funcții,crt' 
var

nume:8tringsI2I' 
kld<: integer'

/--------------- I^luin Programme------------- )

clr8cr'
vvrite(' ^lame iile vvitb data : ')' readln(nume)' 
a88ign(data,nume)'
vvrite(' ^lame kile kor re8u1t8 : ')' readln(nume)' 
a88ign(re?,nume)' 
!) 
read dat; 
for i:-1 w N8wp clo

beZin
cL!c^§b(i8tep)'
pre8t(i8wp)' 
j--------------- 8oIvinZ 8Mem of cquation8------- )

if (i8tep-I) tben 
r8olvei'(kl<l<)' 
(--------- vvnte re8ult8------ ) 
output(i8tep)' 
en6:

e/rtL 
! ! 
unit funcții,

/>?/e^/c7ce

U868 comun va: 
proeeâure data: 
proceciure culc^b(i8tep:inte§ei-)' 
proceciu5e p568t 10(i8tep.inte§ei'): 
procedure r8olver(ldd<:inte§er)' 
procedure Output 10(i8tep integer): 

>ur
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i^^b^2,t8t,c6b,ccl2: integer: 
6i8t:re2l:

proceclure re2cl 6212:
V2r

titlu 8tring:
g2U88fi8:8tring)3I:
g88:text:
nocl: integer:

begin
re8et(6ut2): re^vrite(rer):
re2clln(cl2t2,titlu):nriteln(re^
re26In(62t2,ne): Enumăr 6e elemente)
re2clln(cl2t2.c8):(^v2ve velocit>)
re2clln(cl2t2,2t):)clelta t- mărimea intervalului cle timp)
rea6In(6ata,n8tep):Enumăr 6e intervale cle timp cle con8iäerat)
rea6In(clata,nkunct):lnumar 6e tunctii cle timp)
reaclln(clataüntimp): l primul interval)
if intimp-0 tben intimp"N8tep>l:
reaclln(äata,pqg):)numar puncte cle quaclratura gau88 6e folo8it pentru integrare)
8tr(pqg,gau88ki8):
gau88fÎ8:-concat('g',§au88fi8):
288igN(g88,gaU88ki8):
re8et(g88):
tor i:^l to pqg clo rea6ln(g88.gi,il):
for i:^l to pqg clo reaclln(g88,omeli)):
for i -l to pqg clo re2clln(g88,gilli)):
tor i:-l to pqg clo re2clln(g88,omelli)):
clo8e(g88):

n:^2*ne:

>vriteln(re2.'(3oor6in2t68 ofno6e8 on tke bounäar^'):

xvriteln(re^):
^riteln(re^.'-----------------------------------------------------------------
xvriteln(re2.' I^ocl X V):
xvriteln(re2,'-----------------------------------------------------------------  
for i:-l to n clo 

begin
re2clln(cl2t2.noc1,x> i I.v, i 
xvriteln(re2.nocl:5,x1i): I0:2.v)i)^ 
en6:

xvriteln(rer):

tor i:-l to nkunct clo
begin
re2äln(cl2t2. npoit) i). f8c2le) i)):

/^6

BUPT



write1n(re-,i,npoitsi1,k8c2leIiD'
for^^I to npoiksi^ äo

beZin
re2äln(ä2ta,iänct^,^ 11,iänctsi^,2^)-
vvnteln(l-e^,tunct^, I ^,L^InctIi^,2^)^ 
en6^

wnteIn(^^e2);
enä'

write1n(re2 '**********************************'"
W5it6ln(re2/ 6ounä2l^ conäition8'):
writeln(re? '**********************************'
vvrite1n(re2,'-------------------------------------------------------------------- '):
vvnte1n(i-e-,'e!ement 6r8t noä 2-nä noä 3-sä noä s)'
wriwInssL^.'-------------------------------------------------------------------- ')-
vvnte1n(se2,' coä^ value kunct^ coä^ value iänct^ coä^ value iäncts)'
vvi-iwln(re^'-------------------------------------------------------------------------------------------- ');
for i"I to ne äo

beZin
vvrire(re2Ü4)'
for^-I to 3 äo

beZin
reaälnsäLtL, coäeI3*i-3-«-^,bcs3*i-3>j1,iiiinctI3*i-3^H)'
if^3 tken wnteln(se2/s,coäei3*i-3>^:2,'^bc^3*i-3>^:8:2,1',ifunctl3*i-3>j1:4,1') 

eise write(se-/s,coäeI3*i-3>^:2,7,bel3*i-3-^:8:2,7,itim^
enä'

enä'
vvntelnsre^)'
clo8e(rer): clo8e(äat2):
enä'

! _____________________________________________________________ )
vai- L.b.c,ä,§c,kc,2l,20,xj2l,xj2,etLl,et22,el2,c8t,fI,f2,fZ,5än,5a,xco,>co:seLl' 

ZiL.8l,82,83:reaI:
iI0.^I0:inteZen

/)/-scä/-e^/r.ves/-/
var 20.2l.a2: real:
iunction r2i2(x:re2l).re2l:
beZin
r2i2:-8qN(x*x-I):
enä:
beZin
Z:-0:

2O ^e8*i8tep*2t/r2:
if (20> I) tken 

beZin 
21:^e8*(Î8tep-1 )*2t/n 
22 ^e8*(i8tep-2)*2t/i'2:
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if(2l<^I) tben 
beZin
Z:-In(20>52i2(20))/(2*pi):
b—-r2i2(20)/(2*pi)/c8/2t:
end:

if(al>!) Iken 
beZin 
if (a2> 1) tben 

beZin
Z:-ln((20->-52i2(20))/(21 >rai2(a 1 )))/(2*pi):

k ^-(2-2*(20*L0>a2*a2-1)/(l'Ll2(L0)*l-Li2(L2)-t-a0*22))/(rai2(a0)->-2*rai2(a1)'i'rai2(L2))/(2*pl)/c8/at' 
end'

if (a2<-1) tben 
beZin
Z"In((aO^rai2(aO))/(a 1 -1-5212(21 )))/(2*pi):

b:--((2-i8tep)*(3*i8tep-2)*(c8*2t/r2)*(c8*2t/r2)-i-3)/(52i2(20)-i-2*52i2(2!))/(2*pi)/c8/2t:  
end­

end'
end:

end:

beZin
2-x3-2*x2>x1:
b-(x3-x2)/2:
c:^v3-2*^2-i-^I:
d:-(v3-vI)/2:
c28e nodo of
1: beZin

21^0.5:
20:-0.5:
xMl"2:
end:

2: beZin
2l:-I.O:
20-0.0:
xj2l:^1:
end:

3: beZin
2I ^-0.5:
20^0.5:
x^2l.^2:
end:

end:
c8t:-c8*2t:
for iIO.-I to 3 do

beZin
btliI0I^0:ZchI0I^0:
end:
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for i!0:- 1 to pq§ 60 
be§in
fl-gililOj^Zi^IOI-I^OZ- 
f2:^I-§i^101*Zi^10^
f3-ZjliI0j*(ZjljI0^I^
xco:^x1*f1 ^x2*f2>x3*k3-xp'
>co:^> I *f1 -i-)/2*t2->-^3 *fZ-^p-
ra:-8qrt(xco^xco^co*^co)'
x^^8qrt((§iIi10I^b)*(Zisi10I*L>b)-^(8iIiI0I*c>d)*(8iIiI0I*c-^d))' 
fund8ol8(ra, 1,gc,ke)'
etn. -ab8(21 *ZiIi10 I^aO)'
gL"(Ze*2*pi^In(eta))*xja*omeIi I OI- 
Zia^Zilsi 101-aO)/a I'
xjL.^xjal^8qrt((§ia*L-i-b)*(§ia*a^b)-'-(§lL*c^6)*(ZiL*e>6))*omeI, il 0 < -
81 :^0.5*Zia*(ZlL- I)^xja-t-f! *§c'
82:^( I-ZicL*AlL)*xjL^t2*Zc' 
83:^0.5*gia*(§i2^I)*x^^fZ*Zc' 
jf noäo ^2 tken

begin

xjL:-xjaI*8qrt((§ia*L^b)*(Aia*a>b)^(Zia*c^6)*(Zi2*c^c1))*omollil()I: 
81:-8 I^0.5*§iL*(giL- ^)*xjL^
82:-82^»-( I-Zia*Zia)*xjL- 
83 :-83^0.5*ßi2*(ZiL-i' I )*xja' 
en6'

MII-ZtU^8l/(2*pi)' 
M2I-M2^82/(2^i)- 
Ztl3)-As3^83/(2*pi)- 
if (ra<O8t) tken

beZin
etLl"(gl^I01*c-«-6):
6ta2:"(§i^I01*a^b): 
rân:-(xco*eta 1 ^vco*etL2)/rL: 
kc:-rân*ke*om^i 101' 
ktI1j:-ktI11>f1*ke:
Ktl21"ktl2^f2*kc: 
ktl31-ktl3^fZ*kc: 
end;

encl; 
end'

beZin
for i!0:-1 to 3 60

be§in
ktlilOj-O'AlilOI^O: 
end'

a:-x3-2*x2^x1:
b:-(x3-x2)/2:
c:-y3-2*y2^>1'
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7'e-F sie c/oe/o/nl

6^3->1)/2-
c8l-c8*Ll*i8tep:
for i10:^ I to pqZ 60

begin
f1-Zi>iI0^(ßisi10>1)*0.5:

xco:-x I *51 ^x2*t2>x3*k3-xp- 
^co:^! *f1>^2*t2^3*f3-)P' 
rn: -8qrt(xco* xco^>co*z/co);

if (rn<-c8t) tken 
be§in 
5un68ol8(ra,i8tep,§c,kc)' 
etaI"(§ili10j*c->-6)- 
etL2"-(§iIi10j*L>b)' 
xja:-8qrt(6ta 1 *eta I ^6ta2*eta2)- 
§e"xja*ßc*ome^

Ztl2^§tI2^f2*§c' 
§tl^I ^§t^^k3*Zc: 
i-6n:^(xco*etL I >>co*etn2)/ra' 
kc:^rän*kc*omeli 1

Ktl21:-Ktl2^f2*kc- 
Ktl31"ktl3^k3*kc- 
enä'

enä:
end: jencl extinlO)

var
cj 1,62.63.real-
function min(61,62,63:real):real:
var minim real' 

beßin 
minim:-6I'
if ( minim > 62) tken minim:^62'
if ( minim > 63) tken minim:-63:
min:^minim
on6:
ke^in
6! i vo-x l)*lxp-x I) ^(vp-> I)*ivp x 1)^

i - '-x! .. '
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nexe

begin
2etal:îctLn((-0.5"°xl-^2*x2-l.5*x3)/(0.5*>l-2*>2-^l.5*>3)):
2etL2"arctan((1.5*x3-2*x4>0.5*x5)/(-l.5*>3-^2^4-0.5*>5))-
2et:^(2eta2-2eta 1 )/pi-
if ( ab8(ab8(2et)-l)<0.000l) tken >vrite('eroare in freeterm: elemente iclentice')'
if (2et<0) tken cii:-0.5*(-l-reti­
is ((?et>0) and (^et <l)) tken cii:-0.5*(l-26t)'
if(^et>l) tken cii"0.5*(3-26t)-

encf

/)/-c-ceâ/-e ea/c^/r
var I ^2,^3,il,i2,lonteger-

proceâure 8l30^^b^a:integer)'
var l. integer:
begin
for l:-l to n cio

begin

b_l^bl:-gl^bl:

en6'
en6:
proceciure 8l50(j,jb^a.inte§er)'
var I. integer-

begin
for l:-l to n 6o

begin

end­
ens
proceäure 8l70(j^b^a:integer)'
var l. integer'

begin
for l:^1 to n clo

begin

b,l îi^sl-0:
enâ'

en6- ., .
proceciure 8i90(j^b,^a:integer)-
var I: integer'

begin
for 1"l to n clo

begin
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-ZII.»:
end:

end'
procedure 82I0(j^b^a:inte§er):
var I^nteZer:

beZin
for I"I to n do

be§in

end:
end: 

begin
ne:-n div 2:
N8^*ne-
tor^ — l to n do for i:^1 to n do 

begin

8>'dl ^0:
end:

for^n>I to n§ do for i"1 to n 60
fon i"1 to n 60

boZin
for^- I to ne 60 

be^in

it^3>n tt»en^3"I: 
t8t"(i-^I)*(^2)*(i-M 
if ((i8tep^1) anct (t8t^0)) tken

beZin
no6o"i-2*j>2:
if ((i-I) and (j-ne)) tken nodo:-Z:
IocinI0(x>ij,v1i1.x^Ij,v^1^x^2I,v^2^x^ZI,v^31,nodo,§t^t): 
end 
el8e 
begin
di8t:-di8tp(xlil,vlil.x^l^l^x^2^v^21,x^l.v1i3
if( dl8t<c8*i8tep*2t) tken extinIO(xIiI,vsi^x^ 1 ,.v^ I I.x^2I,v^2I,x^3I.v^3I,§t,kt)§el8ej 

el8e for k -1 to 3 do
be§in 
ktsk^O^ZM^O: 
end:

end:

KIid2I-KI^2I^tI2I:

752

BUPT



Attexe

end'
if (Î8t6p I) tken 

begin 
oii:-0.5: 
if(2*(i/2)-i)<>0 tken 

beZin 
i2"i-1:
if (i^1) tken i2:-n: 
i1:-i2-1:
tiei'mio(cii.xli11,v^11,xli21^si21,xll^vlil,x^^11,)'si^l^xli^2^^si^21)'i!!!???!?) 
6nä:

6nä:
6nä:

L88iZn(Lux, 'auxiliar'): 
revvntosaux): 
for i-1 to n äo

for)"1 to n äo vvrit6(2ux,k^i,)D:
for i-1 to n äo

for):^ I to nZ äo vv^ite(aux,ZIüW:

--- reoräeriuZ equation 8>8tem an6 memoriae tke 6r8t 8tep------- ) 
if (i8tep ^1) tken kor j :-I to n äo

beZm
äiv 2-1: 

if(j^t) tken)b.^n§: 
^a:^2*)-) äiv 2-1: 
cäb:^oäe^jb^: 
cäa:^coäe^aj: 
cL86 cäb of 

0: 0286 oä2 of 
0: b6§in

if)2<>)b tk6n 8l70(j^jb,)2) 
6186 8i50(j,)b^j2):

6uä:
1: 8l90(j.^2): 
6nä:

1: 0286 oä2 of
0.8210(j^b^j2):
1: 8l30(j.^2):
6nä:

6nä:ic256)
6nä:

6nä:jproo6äur2)
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7^^ c/e

/^/e^e^.vecr//
var I: inteZer- 
beZin
funcval:-kunct)nf, 1,2) *8cale' 
if (8cale<>0) tben

beZin
for I:^l to npoin-I clo 

beZin
if ((N> tbnctsnf,I,11) or (N<functlnf,l>1,l))) tben 

beZin

funeval:^8cale*(tbnct)nf,I,2^(functlnf,I-i-1,2^-funct)nf,I,2^)/(ibnctInf,!-«-1,1)-1bnct)nf,I,11)*(tt-ibnct)n

en6: 
end: 

enä^ 
encl^kuneval) 

/-e ,'
var ax.ax I,bevala,bcvalb,time:real: 
nfirnat.iut: integer: 
begin 
ne ^trunc(n/2): 
ng"3*ne:
for^I0:-1 to n äo fi^i I0>:-0:
time:^2t*l8tep:
for^I0:-1 to n cio

beZinj 100)
^b:^ti-unc(j>j/2-1):
if^-1 tken^b:^n§:
^2:^ti-unc(2^-^/2-1 )'
c6b.^coc1e^b)'c6L.^coäe^L)-
nf-ikunct^bl'
bevalb:^funcv2I(nf,time,bc^b)*f8c2Ie)nf^,npoik^nfI)^
bcvLIL -bcvalb' 
if (jbo^a) tben 

begin 
nf^ifunct^aj- 
bcvala ^funcval(nf,time,bc^a1*f8calelnfl,npoiksnfl)' 
en6:

if (( eäb^O) or (c6a-0) or (jb<>^a)) tben 
beZin
if ((cclb-0) or (cäa-0) or (jb-^a)) tben 

beZin 
if ((cäb^l) or (c6a-l)) tben 

beZin 
if ((c6b^ l) or (cäa-0)) tben 

be§in
if ((cclb^O) or (c6a^l)) tben balt(!54)

el8e
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beZin
tDb,i8tep)"bcva1b:
uD,Î8tep):-bcva1a: 
enä:

end
el8e
beZin
u)),i8lep):-bcva1b:
tl)a,i8tep):^bcvala:
end'

enä
el86
beZin
if (bcva1b<>bcva1a) tken Ka1t(154):
ul),i8tep):-bcvalb:
beva1a:-0:
end'

enä
el8e
beZin
tl)b,i8tepj:-bcvalb:
t»a,i8tep):-bcvala:
enä:

enä
e!86
beßin
t»b,i8tep):^bcva1b:
bcva!a:-0:
enä:

fili):^fi)i)-»-b 1Ii,)b)*bcva1b-^b 1si,)a)*bcvala:
enä: j 100)

if (i8tep<>1) tken
beZin
re8et(aux):
for imat"2 to i8tep äo

beZin
for i10:-1 to n äo

for ^10:^1 to n äo reaä(k)i lO^I Ol):
for iIO-1 to n äo

for^O:^ I to n§ äo reaä(§Ii10^ 10)):
1^:^18169-^2^1:
for) 10:- 1 tonäo

be§in
Lx:^u»10,iut):
ax1:^t»10,iut):
if((ax<>0) or (ax 1 <>0)) tken

for i10"1 to n äo fi)i10)"fi)i10)-k)i10,)10)*ax->-Z)i10,)10)*Lx1: 
enä:

for)10:-n^1 to n§ äo
be§in
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c/e

2x:^t»10,iutj:
fo5 i10:-1 to n 60 fi(i10):-fi(i10)>Z)i10,)10)*2x:
end:

6n6:
olo86(2ux):
6n6:

6n6:

var 8O5i62:int6ß65:
bogin
ne:^ t5uno(5i/2):
n§"3*n6:
8O5i62"0:
2pp6n6(562):
>v5ltoln (562,'k.62u1t2t6'):
if ((l8tep*intimp/intimp >8tep) 05 (Î8tep^I)) tken 8cne2:^U
XvKile (805162-1) 6o

b6Zin
>V5it6ln(56^'timp-,2t*i8t6p,' 86oun6o'):
VV5lt6ln(562,'N5 No6 POt6Ntl2l 66NV2tiv6 POt6NtÎ2l')'
>V5Ît6ln(562,' ÎN2ÎNt6 äup2')'
VV5Ît6ln(562,'--------------------------------------------------------------')!
fO5) -I to n 6o

b6Zin (60)
)b:^t5uno(j>)/2-I):
if)^1 tk6n)b:^n§-
)2!^t5UN0(2*)-)/2-1)'
oäb!^oocl6^b):
062:^0066^2):
if ((o6b^0) 05 (062^0)) tk6n

b6§in
if ((o6b^ 1) 05 (062--1)) tkon
boZin
if ((o6b^1) 05 (062^0)) tkon

b6Zin
if ((o6b^0) 05 (062^1)) tkon k2lt(1)
6l86 t»2,i8t6p)"fl(i):
6n6
6l86 t^b.i8t6p)"fili):

6N6
6>86
b6Zin
t^b.iswpl
r^j2.i8wpl ^fl^ä
6n6:
6N6
6l86 U^j.i8t6p):-fi^:

^5it6ln(562.xl)):6:2.' '.>1)j:4:2,' ',u^i8t6p): 10:2,' '.t^b,i8t6p): 10:2,' ',tl)2,i8t6p): 10:2):
6n6:(60)
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8criea"0:
enct:

c1o8e(re2):

enä:

/-/-ocec/t/z-e
var !,!!: integer:
x:real:
(KKK-O for^varci anct backvvarct 8ub8titution)

factori^ation anct forvvarct anci back^varct 8ub8titution)
innction rctotaa(npL8 i. integer: var a.rnatricea a:Iin:integer: var b.matricea a:co!.integer).real:
var ia,ib,inctice:integer:

rct:reat:
begin
rct:-O:
if (npL8i>0) tben

begin
ia ^1:ib:-I:
if (Iin<0) tken ia:-I-(npL8i-I)*Iin:
if (eol<0) tken ib:-1-(npL8i-1)*coI:
for inclice^l to np28i 60

begin
rä:^r6> aliin,i^*b^ib,co^:
ia:-iaH:
ib:-ib->-1:
en6:

enct:
r6otL2-r6:
enct:

/ttnett'sn va/- a.-/nat/-ieea a,-Z//r.-//iteF^ va/- -.-/nal/-/eea /-er,-e/-ese.-Z?r/eFe^
var ia, ib,contor,inäice: integer:

r6:reai:
begin
rä^O:
if (npL8i>0) tken

begin
if cre8c^ 1 tben

begin
ia:^1:ib:^1:contor"I:
en6:

if cre8c-0 tben
begin
ib:-n:
ia:-n:
contor:--!:
end:
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tor indice:-1 to np2§i do
beZin
rd-rd> a,lmüal*blib1'
i2 ^ia^contor- ib: ^ib^contor: 
end:

end:
rdot2b:-rd:
end:

begin
ifkld<-i ttien

for I-I to n do
begin
11-1-1:
for i10:-I to n 60 2 1si!O,II:-a tIi10,II-rc1ot22(I I,L 1.i1O,a 1,1):

if x-0 tken t»2lt(1):
x:-1/x:
for):-I^l to n 60 2 1II.)I:^x*(2 1II,)I-rctot22(I1,2 1,1,2 I,))):
on6:

for i l()"1 to n 60 fl>i10I:--(rc1ot2b(i10-1,2 1,i 10,6,1 )-»-fi^I01)/2 l si 10,i 10>:
for lI0:-n 6ovvî»to 1 60

fi, i 10 ^--(räot2b(n-i 10,2^ 1 ,i 10,fi.0)>fi,i 10j):
onä:

/5/,
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/Inexe

^.2.2. ?re8iuni kiclrvclinamice Irr un baraj rîxici - nn6â 8inu8oidalâ

^'(iyn/s^5>i m^x- ^dyn/O'kt N03X- ^.2111-02

Lin vvave /Mgid d3M 10Ooi 
/r-100

1.000

Lin vvovo /Mgid dom 160m /1-95

o 060

- o 000
0 600 
0-100
0 200
O 000 -O 060

M3X- ____ 7 09^-02 ^dyn/^sî M3X- 991^1^-02

Lin v/ove /s7i(iid dom 160m /1-65
o 100

Lin VV3V6 /^igi6 dom 100m /1-90 
0.100 7

-O 100 
0 1 2 3 "1

-O 100
0 12 3-1

9>d^si/^t M3X- 1.15^ 01

Lin vvave /^igid d3m 100m /2-60
o 150
O 100
O 050
O 000

-O 050
-O 100
-O 150

0 12 3-1

M3X- 1.331^-01

Lin v/ove /sHyid dnm 100oi /2-75

12 3-1
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7'e^a c/oeM^/

l^dyri/pst M3X^ 2.20^-01 k^dyn/^st M3X- 2.26^-01

Lin v/ave //rigid dam 100m /2-35
0 300
0 200
0.100

î 0000 

§ -0 100
-0 200
-0 300

0 2 3 4

s^dyn/psl msx- 2 31k^-01

Lin wave /frigid dam 100m /r-25
0.300m^vwv-0.200

-0.300
o 2 3 -i

f'dyn/pst max- 2.36t5-01

8m v/ave /frigid dam 100m /r-30
o 300

0 700
-0.300

0 2 3 4

s^dyn/f>st max - 2.35^-01

r;

-0 200
-0 ^00

Lin vvave //rigid dam 100m /2-20
0-100

lime fson)

^dvn/l^Lt M2X: 2.^01

8iti V/3V6 /Mgid dam 100m /r-10 
0 300

Lin vvave /^igid dam 100m /r-15 
0 300

lime lsvcl

-0.200
-0.300

0 200
-0 300

f>d^n/pst M3X- 2.42^-01 f>d^ri/I^st nirrx- 2.^2^-01

Lin V/3V6 /frigid dam 100m /r-5
0.300

!«"VX/VX,
-0 300

0 2 3 "1

Lin ^V3V6 /Mgid dam 100m /r-0
0 300 
0 200 
0 100 
0.000

-0 100 
0 200

-0 300

lime lsecl
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M3X- 1 >19^-01

8in v/nvo /Mgicl 6nm 100m /?^70
0 100 
o wo 
0.000 
0 000

-0 050
-0 WO 
-0.150

_________________________________ /1 /7 exe

MIX" 1.63^-01

Lin v/.ovo /i^icsicl ciom 100m /2-65 
0 700

0.200
0 12Z-1

________ 1.75^-01 s-^n/s^t mnx- 1.67^-01

Lin v/Zvo /f^igicl cwm 100m /r-60 Lin v,ave /Cinici cj.om 100m /r-55
0.200

0 1. 2 0 >1
-0 200

0 000

-0 WO

0 WO

0 12 3-1

s^(iyn/^5l M3X- 1.97kî 01

Sin vvavo /^igicl ciam 100m /r-50

-0 200
0 1 2 3 "1

pci/n/f'st M3X- 2 06^-01

Lin v/ovo /ticnii clom 100m /7-^15
0.300
0.200 

r; 0 100 
î 0000

- 0 wo
- 0 200
- 0 300 

0 1 2 3

'VVVV
s^ci^nt M3X-^1-^ ^ 01_____

Lin v/rivn /I^igicl dam 100m /^40 
0 300 

0.200 

0 100 
0000 

§ -0 100 

-0 200 
-0.300 

0 12 3
lime

i^/n/s^t mov 2 1^1li 01

Lin /s?if?isi cinm 100m /?"^10
0.300

-0.300 
0 12 3-1

lim* k'-pc)
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c/? /2-^LL

0/^57/^

- L/îZ^-EL/î ^roe/

^)LL^ /^e^LFîLr

Ze TTTErL^tt.

Z/î ^//z^L/îZ^>^
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