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Capitolul 1. Introducere
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1.1. Generalitati

Consecin{a cedarii unui baraj este dezastruaosé si de aceea proiectarea antiseismica a barajelor
este un capitol important al ingineriei seismice. Cu toate ca nici un baraj de beton nu a cedat
total datorita unui cutremur, este important de mentionat ca nici unul dintre acestea nu au fost
testate in mod serios, pentru ca foarte rar au aparut cutremure in apropierea unui baraj mare din
beton la care in acelasi timp lacul de acumulare sa fie plin. Exemple de aparitii de cutremure cu

magnitudini de 6.5 sau mai mari, sunt urmatoarele:
- in apropiere de Koyna -baraj de beton, de greutate- in India in anul 1967,

- la Hsinfengiang - baraj de beton cu contraforti ciupercé -in Republica Populara
Chineza, in 1962 (Chopra, 1987).
Ambele baraje mentionate mai sus au fost suprasolicitate de cétre cutremur si

deteriorate la un nivel alarmant.

- barajul Pacoima- structura de beton in arc- a suferit deteriorari la una dintre
incastrari in timpul cutremurului San Fernando din 1971; iar lacul de acumulare

era doar partial plin la aceea data.

Experienia acumulata datorita acestor baraje arata ca barajele de beton nu sunt imune
distrugerilor datorate cutremurelor, aga cum initial a fost considerat. Din acest motiv atentia
acordatii acestor structuri din punct de vedere al securitatii impotriva cutremurelor trebuie sa
fie considerabila.

Abilitatea de a evalua efectele unui cutremur asupra barajelor de beton este esentiald pentru
determinarea sigurantei barajelor existente, determinarea celor mai potrivite masuri de remediere

a barajelor deja construite cét si pentru alegerea metodei de proiectare a unui nou baraj.
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Estimarea comportirii unui baraj de beton in timpul solicitérilor seismice este una dintre cele
mai complexe probleme actuale ale dinamicii structurilor. Urmitorii factori contribuie la aceasta
complexitate:

- Barajele si lacurile de acumulare pe care le formeaza au geometrii complicate dictate de
topografia naturala a locului in care sunt construite;,

- Raspunsul barajelor la solicitari seismice poate fi influentat in mod semnificativ de catre
variatiile in intensitate si caracteristicile migcarii seimice atit pe ld{imea cat si pe inal{imea
viii. Datorita lipsei de inregistrari seismice, variatia spatial a migcdrii seismice nu poate
fi definita cu certitudine .;

- Raspunsul barajelor la solicitarea seismici este influentat intr-o mésuré foarte mare de
citre miscarea seismici indusa de catre lacul de acumulare, de interactiunea dintre apa
si roca de fundare cat i de deformabilitatea rocii de fundare

- in tipul cutremurelor puternice rosturile verticale ale construciiei se pot deschide sau
aluneca, betonul poate crapa, iar apa din lac se poate desprinde local, temporar de
paramentul amonte, rezultand cavitatie. Aceste fenomene sunt neliniare i foarte dificil
de modelat.

O analizi reala a rdspunsului barajelor la solicitéri seismice nu a fost posibild pana la apariia si
dezvoltarea metodelor numerice, dezvoltirii metodelor de analizi dinamicd si aparitia
calculatoarelor de mare capacitate si viteza. Din acest motiv cercetdrile au inceput doar la
mijlocul anilor 60.

[n ultimii ani metoda standard de evaluare a sigurantei barajelor la incarcari seismice a fost
numitd pseudo-statici. In aceasta metoda, efectul cutremurelor asupra structurii era reprezentat
de catre o for(d staticé orizontala echivalenti determinati ca produs intre un coeficient seismic
§i greutatea structurii. Aceastd metod este bazati pe ipoteza simplificatoare ca acceleratia

orizontald a miscdrii seismice aclioneaza permanent asupra materialului barajului si doar intr-o
singura directie.

Mai recent, raspunsul dinamic al structurilor la incirciri seismice a primit o atentie mare. In
acest scop, din puct de vedere practic al proiectirii trebuie considerate aspecte foarte variate
legate de geofizica, geologie, seismologie, dinamica materialelor, metode de analizi dinamica,
tehnologia de constructie etc. Prezentul studiu se doreste a fi un plus de claritate adus modului

de evaluare a incarcarilor hidrodinamice datorate acliunii seismice asupra structurilor.

12
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Capitolul 1. Introducere

1.2. Obiectivele studiului

Principalul obiectiv al cercetérii propuse in lucrarea de fata este acela de a aduce contributii la
modelarea interactiuni baraj - lac de acumulare in timpul producerii unui cutremur. Acest
segment de modelare este parte componenta a cercetarii mai generale a mecanismului de cedare

a unui baraj $i totodata a sigurantei in exploatare sub actiunea incarcarilor seismice.

Principalele obiective, care fac parte din aceasta cercetare sunt urmatoarele:

— prezentarea modelului matematic (ecuatiile generale) pentru fenomenul interactiunii
dinamice baraj - lac;

— formularea problemei,

— analiza si prelucrarea bazei de date necesare unui calcul seismic;

— dezvoltarea unui model numeric bazat pe metoda elementelor de frontierd, pentru
determinarea incarcérilor hidrodinamice. Aceastd metoda relativ recentd (aproximativ
20 de ani de la fundamentarea ei teoreticd) se arata a avea aplicabilitate la problemele
dinamice i din acest motiv este considerata o alternativa de calcul buna;

— determinarea solutiei exacte pentru calculul presiunilor hidrodinamice atunci cénd
cutremurul de calcul este considerat a avea o miscare arbitrara (oarecare);

— compararea rezultatelor obtinute;

1.3. Continutul lucrarii

O scurta descriere a continutului capitolelor lucrarii de fad este urmatoarea:
=»Capitolul 1  :contine o consideratii introductive asupra problemei tehnice de ansamblu
in care se incadreaza teza de fata. De asemenea sunt prezentate pe scurt

obiectivele studiului $i continutul lucrarii.

=»Capitolul 2 :contine prezentarea generala a modelelor metematice sub forma de ecuatii
diferentiale sau cu derivate partiale pentru o clasad mai larga de fenomene
din domeniul fizicii, in care se incadreazd si problema interactiunii

hidrodinamice baraj - lac de acumulare in cazul incércarilor seismice. Sunt

13
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=*Capitolul 3

=*Capitolul 4

=*Capitolul 5

=¥Capitolul 6

=*Capitolul 7

=*Capitolul 8

=*Capitolul 9

prezentate, de asemenea, pe scurt, bazele tehnicilor de aproximare precum
si formele specifice ale ecuatiilor, pentru metoda elementului finit si

pentru metoda elementelor de frontiera.

:prezintd cele mai importante metode numerice folosite in mecanica
mediilor continue, cu precizarea etapelor de calcul ce trebuie urmate in

fiecare metoda in parte.

:prezintd formularea problemei, stadiul actual si obiectivele studiului in
modelarea matematica a interactiunii baraj - lac de acumulare la Incarcari

seismice.

‘prezinta teoria de baza a analizei dinamice a unui sistem cuplat supus unei
incarcari seismice. De asemenea se prezinta cateva notiuni de seismologie
i a modului de prelucrare a datelor seismice necesare ca baza de date in
calculele seismice ale structurilor. Ca exemplu de prelucrare a datelor

seismice au fost considerate acceleratiile cutremurului El Centro din 1940,

California.

‘contine calculul analitic al presiunilor hidrodinamice al sistemului cuplat

baraj - lac de acumulare.

‘prezinta solufia numericd in element de frontierd corespunzitoare
problemei propuse in capitolul 3

‘prezinta rezultatele obtinute in cele doua metode de calcul abordate atat
pentru un baraj rigid cat si pentru un baraj elastic. De asemenea solutia

analitica oblinuta este comparati cu solufia clasici Westergaard.

‘face un rezumat al contributiilor aduse i prezintd concluzii asupra
studiului efectuat.

4
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Capitolul 2. Ecuafii diferenfiale $i tehnica aproximarii

2. EOUATII DIFERENTIALE - S1  TEHNICA
G VN YWY P AAN AWAVSRVIVEN
APROXIMARII

\ \ ‘/\\

|

W

2.1. Introducere

Reprezentirile matematice apar in toate ramurile ingineriei. Modul de prezentare al acestora,
atdt pentru in{elegerea lor corectd, cét si pentru alegerea celor mai adecvate modele si metode

de rezolvare.

Un loc remarcabil in rezolvarea unor clase de probleme il ocupd metoda reprezentarilor integrale
a ecuatiilor i metoda numericad corespunzatoare, cunoscutd sub denumirea de metoda

elementelor de frontierd, de parti{ie sau boundary elements. (BEM)

Principalul obstacol in extinderea aplicarii acestei metode il constitue reputatia (printre ingineri)
de a avea o bazit matematica deloc familiara gi foarte complexa (Becker A.A.,1992). Din acest
motiv in acest capitol sunt prezentate bazele matematice necesare in{elegerii i aplicarii metodei
Teoria descrisd in acest capitol se limiteaza strict la cea necesara a fi utilizatd in formularea
metodei elementelor de frontiera. Unicitatea gi existenta solutiilor nu face scopul acestei lucrari,

ele fiind demonstrate anterior de citre al{i autori.

2.2. Clasificarea ecuatiilor diferentiale cu derivate partiale

Ecuatiile diferentiale ordinare sunt ecuatii ce implicd derivate ale uneia sau mai multor variabile
dependente, in raport cu o singura variabild independenta. Utilizand ecuatii diferentiale ordinare
pentru a rezolva probleme ingineresti, in general se simplificd foarte mult modelul matematic

care guverneaza fenomenul fizic.

15
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in practici apar mai des probleme in care functia solutie a unei probleme fizice depinde de mai
multe variabile spatiale cét si de variabila timp t. Atunci cand trebuie luatd in considerare mai
mult decat o singura variabila formularea problemei conduce la ecuatii diferentiale cu derivate
partiale (EDDP).

in general o EDP cu doui variabile independente are forma:

ax )@, +b(x)) @ +c(x )P, = fxy,0.2,.P) 2.1

unde @) este variabila dependenti, care are semnificatia fizica a unei mérimi caracteristice
problemei modelate, iar x,y sunt variabilele independente. feste o functie oarecare, dar data.
Se presupune ci a,b,¢ au derivate pariiale de ordinul intdi continue in acelasi domeniu D in care
este definita funclia si ca acestia nu se anuleaza in acelasi timp. Indicii definesc variabilele in

raport cu care se face derivarea, ca de exemplu:

0 00 5 3% o FO o 30 o &0

T TN Fx T . xx » ’® = ;
Ty Ax Toax? 7oy ¥ oxody (2.2)

EDP se clasifica in una din trei tipuri eliptice, hiperbolice sau parabolice, fiecare dintre ele avand
caracteristici distincte una fa(d de cealaltd. Aceasti clasificare se formuleazi astfel:

ecuatia diferentiala cu derivate partiale (2.1) este:
-hiperbolica in punctul (x,y) daci b*ac>0;
-parabolicd in punctul (x,y) daci b*ac=0;
-eliptica  in punctul (x,y) dacd b?-ac<0;

Aceasta clasificare este punctuald, deci o EDP poate si-si schimbe tipul de la un punct la altul.

Ecualia unidimensionala a propagirii valurilor este hiperbolica in toate punctele domeniului de

definilie, ecuaia unidimensionala a transmiterii caldurii este parabolica iar ecuatia lui Laplace
este eliptici.

16
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Capitolul 2. Ecuatii diferenfiale i tehnica aproximarii

2.3. Citeva clase de probleme tehnice reprezentate prin diferite

ecuatii diferentiale sau ecuatii diferentiale cu derivate partiale

Procedeele de integrare numerica si-au gasit cea mai larga aplicare n integrarea ecuatiilor

cu derivate partiale. Integrarea numerica a ecuatiilor cu derivate partiale care rezulta , ridica

probleme esentiale de convergenta si stabilitate a solutiei, deoarece aceasta depinde de tipul

cu derivate partiale de integrat.

Problemele tehnice se reduc de regula la ecuatii diferentiale sau cu derivate partiale din tipul

celor prezentate in paragraful precedent, in una, doua si trei dimensiuni dupa complexitatea

fenomenului pe care acestea il modeleaza

Cateva exemple al acestor tipuri de ecuatii este dat in cele ce urmeaza:

- ecuafii unidimensionale

Denumire ecuatie Ecuatie Fenomen
Laplace / Poisson d*u |0 sau -curgerea fluidelor prin
E B f medii poroase omogene;
2
Helmholtz d’u A =0
dx?

Ecuatia undelor

-propagarea valurilor;

dx? or?
Ecuatia difuziei Fu 1 du_ 0 -transmiterea caldurii;
ox* k ot -transportul poluantilor

V)

o

<

| ;’_//v. 9%2
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-ecuafii bidimensionale:

Denumire ecuatie Ecuatie Fenomen
Laplace / Poisson u du )0 sau - migcari poteniale;
—_—t=
ax? ay?r S - migcéri prin medii
3 3 poroase omogene;
o (.,.0u) 9 ou u
AN B AR IS sl i idel
ox ( ax) & ( ay) A EY curgerea fluidelor
prin medii poroase
neomogene;
2 2
Helmholtz ﬂ+ﬂ+)ﬁ’u -0
ax? dy?
Ecuatia undelor o2 a;” . a_’u ) ﬂ o -propagarea valurilor;
ax? ay?| or?
Ecuatia placilor @, -eforturi in placi,
— V=0
ar?

In toate ecualiile prezentate u, reprezintd marimea fizici necunoscuti caracteristici problemei,

iar X,y si t reprezintd coordonatele spatiale, respectiv temporale ale domeniului de calcul.

Ecuatiile tridimensionale sunt similare cu cele bidimensionale, doar ci intervine in plus cea de-a
treia coordonata spatiali z.

In general toate tipurile de ecuaii se pot nota intr-o form unitar:

Lu=f in Q (2.3)

unde L reprezinta operatorul diferential (unul din cele menionate in cadrul exemplelor de mai
sus).
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2.4. Conditii initiale si de margine

Problemele ingineresti sunt fenomene fizice a caror reprezentare matematica conduce la ecuatii
diferentiale cu derivate partiale, care sunt valabile intr-un domeniu Q, de regula de de frontiera
inchisa I (figura 2.1).

Normala n
la fronticra

Domeniul

¢
7 calcul

Frontiera
domeniului
— de calcul

Figura 2.1. Condifii pe contur ( de margine)

Lu=f

cu
wQ-R" n=123; in cazul stationar
wQxR-R" in cazul problemelor nestationare

(2.4)

Pentru a ob{ine o solutie unica a unei ecuatii diferentiale cu derivate partiale este necesar a
se specifica ‘condifii pe contur’ (sau ‘condifii de margine’), unde valori ale functiei sunt

cunoscute pe anumite portiuni ale suprafetei S.

Problemele cu condifii inifiale presupun suplimentar determinarea functiei solutie ¢-
dependenta de timp, 7>0, atunci cand valorile functiei cat si alte elemente, in functie de tipul
problemei, sunt cunoscute pentru momentul initial 7=0. Conditiile pe contur trebuie de

asemenea sa fie date ca functii de timp.
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De reguld conditiile pe contur au una din formele:

1. Funclia necunoscuta ¢ are valori precizate :

S| =4, 2.5)

unde A, este o funclie cunoscut pe portiunea de frontierd I';. Aceste conditii se numesc

de tip Dirichlet .

2. Valori precizate pentru derivata normala a functiei necunoscute ¢ :

0| _,

n 2 (2.6)

Iy

unde A, este o functie cunoscuta iar n vectorul unitar normal la frontiera I',. Aceste

conditii se numesc de tip Neumann .

3. Conditii de tip Mixt sau tip Cauchy, cind se cere determinarea functiei ¢x,y) prin
intermediul unei conditii de tipul:

(a¢+b%] =w(P) ; Pel')cQ

. @)

condilie care este o combinalie liniara intre distributia functiei ciutate si derivata dupa
normala la contur, pe frontiera domeniului, T'.

Analog cu operatorul L si condiliile la limita se pot reprezenta intr-o forma mai generala.

20
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2.5. Ecuatii integrale

O serie de probleme fizice (tehnice ) pot fi formulate matematic cu ajutorul ecuatiilor integrale.

Ecuatiile integrale sunt ecuatii ce contin func{ia necunoscuta sub semnul integral:

13
[uw &y dE)dE=AE) 28)
&
unde functiile » si f sunt cunoscute, iar functia ¢ este necunoscuti. Ecuatia se numeste ecuafie
integrald de ordinul intdi. Daca functia necunoscutd apare atat sub semnul integralei cat si in

afard, ca In urmatoarea ecuatie:

13

b () + [ u(p.£) S (€)dE =AE) (2.9)
&

atunci aceasta se numeste ecuafie integrald de ordinul doi. Functia u care multiplica functia
necunoscutd de sub semnul integrala se numeste nuclen. Ambele ecuatii prezentate anterior sunt

unidimensionale.Reprezentari similare se pot obtine si in cazul bi sau tri dimensional.

2.6. Tehnica aproximarii cu reziduuri ponderate

Deoarece obtinerea unor solutii exacte este dificila i se rezuma la probleme relativ simple se
aplica de regula tehnici de aproximare. “Aproximarea” apare la doud nivele. Primul nivel este
acela al legilor constituitive cand sistemele fizice reale sunt aproximate printr-un model
matematic idealizat. Aceste idealizdri sunt acceptabile pentru majoritatea aplicatiilor tehnice
deoarece se bazeaza pe o experientd indelungatd in domeniul tehnic respectiv (exemplu :
modelul constitutiv Newton in ecuatiile Navier- Stokes, modelul elestic Hooke in teoria

elasticitatii).
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Cel de-al doilea nivel de aproximare apare la aplicarea metodelor numerice. Dezvoltarea
calculatoarelor moderne a facilitat dezvoltarea rapida si extinderea metodelor numerice in toate

domeniile tehnice.
Se prezinti in continuare variante reprezentative ale tehnicii reziduurilor ponderate, care permit

obiinerea reprezentirilor integrale generale, care stau la baza metodei elementelor finite,

respectiv a metodei elementelor de frontiera.

2.6.1. Prezentarea bazelor metodei reziduurilor ponderate

Fie ecuatia generala :

LO+f=0 pe Q (2.10)

si un set de conditii de margine:

M®+r=0 pe T @.11)

Solutia aproximativi pentru ® notati ® are forma generala:

Q%q):‘P-*z amNm (212)
m=1
unde:
l. .M - operatori diferentiali, M poate fi $i un operator algebric;
¥ - funciie auxiliara care satisface conditiile de margine pe T
N, - functii de forma, care se aleg in aga maniers incat si reprezinte cit mai fidel
caracteristicile geometrice si fizice ale probemei;
a,, - coeficienti constanj nedeterminati, menitj sa optimizeze soluia.

o
o
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In conformitate cu cele precizate mai inainte, conditiile de margine se scriu:

N, =0 (2.13)

Aproximarea (2.12) poate fi utilizatd pentru a exprima derivatele functiei necunoscute ¢.

Astfel N,, trebuie sa fie continue pe Q si diferentiabile, adica sa aibe o reprezentare de forma:

@ - a_q’ + i a aNl"
dx dx g M ox

A 5 (2.14)
(92_¢:a_¢+”zl aN’"

m
axz 8x2 m=1 6x2

Pentru 0 anume aproximare doritd a functiei ¢, este necesar ca ¢ sa fie o solutie aproximativa

- a ecuatiei diferentiale (2.10). Substituind &) in ecuatia (2.10) rezulta:

m=1

M
e=Lp+f= [1|J +( E amL~Nm] +f (2.15)

unde “reziduul € “ reprezinta diferenta dintre solutia exacta si cea aproximativa.
In conformitate cu tehnica reziduurilor ponderate acest reziduu € trebuie sa satisfacd ecuatia

(2.16) oriunde in interiorul domeniului Q .

fe{w}dQ =f(L~(i> +)whdQ =
Q Q

(2.16)

m=1

M
-[ (Ly+Y a, LN, +/)wldQ =0
Q
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unde {w} sunt un set de funciii de pondere alese astfel incat reziduul sa fie distribuit pe
domeniu. in acelasi timp aceste functii de pondere trebuie sa satisfaca, identic, conditiile de
margine ale problemei date. (2.16) este un set de m ecualii, care pot fi scrise in formulare

matriceala ca:
[K]{a}={p} 217)

unde elementele matricii /K/, respectiv {p} sunt date de:

= f w ,I:deQ 1<l m<M

k/m -
Q

P = ‘fW/fl'Q -fw,[llldﬂ I<l<sm

Q Q

(2.18)

2.6.2. Formularea slaba

Gasirea unei functii w care satisface exact conditiile pe contur este dificila. Din acest motiv o
alternativa de rezolvare este aceea de a aproxima in acelasi timp atat ecuatia (2.10) cat si (2.11)

cu o solutie de forma :
¢ = Z amNm (2 19)
1

Aceasta aproximare conduce la doua reziduuri de forma:

eQ=L~ =f pe Q
. (2.20)

Un posibil optim este minimizarea sumei acestor doui reziduuri pe domeniul de calcul:

‘j)‘wla()dg +_l[w—lsl"dr =0 (2.21)

unde w,w, sunt funclii de pondere. Ecuatia (2.17) este cunoscutd sub denumirea de

“formulare slab:i’.
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2.6.3. Metoda solutiilor pe contur

Fata de cele doud variante ale metodei reziduurilor ponderate prezentate mai sus, (2.16),

respectiv (2.21):

(2.16)-  Conditiile pe contur sunt satisfacute in totalitate de citre functia solutie de

aproximare ¢ , iar ecuatia diferentiald nu este a priori verificati pe domeniul
Q.

(2.21)- Conditiile pe contur nu sunt verificate a priori, $i totodatd nici ecuatia

diferentiala nu este verificatd pe domeniu.

existd o a treia posibilitate, aceea de a alege functiile de forma in aga fel incat functia solutie
aproximativa s satisfacd ecuatia diferentiala, dar nu si conditiile de contur. Daca ecuatia
diferentiala care se considera este lineara aceasté conditie este indeplinita prin alegerea functiilor
de forma ca fiind solutiile ecuatiei diferentiale considerate spre rezolvare.

Aceasta tehnicd de alegere a functiilor de forma a fost descrisa pentru prima data de catre

- Trefftz in 1926 si din acest motiv functiile de forma se numesc functii Treftz.

Alegand astfel functiile de forma se poate considera o solutie :
M

¢=b=) a,N, (2.22)

m=1
Ecuatia (2.21), se reduce la o ecuatie mai simpla, de forma:

w e dl' =0
{“131

(2.23)

deoarece prin ipotezd €5=10 .

In continuare tot ceea ce se cere este si se determine un set de functii de pondere w , potrivite,
definite pe frontiera I' a domeniului, si nu pe tot domeniul Q. Oricum in general acest set de
functii N,, nu este usor de determinat. Existd o varietate mare si complexd de procedee de

determinare a acestor functii.
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2.6.4. Formuliri integrale care stau la baza metodei elementelor finite si a metodei

elementelor de frontiera

Exista numeroase formulari ale metodei reziduurilor ponderate. Cea mai raspanditd pand in
prezent este cea sub forma ecuatiei (2.21), mai numitd si metoda “slabd” a reziduurilor
ponderate.Utilizarea acestei forme de formulare permite formarea solutiei sub forma Trefftz,
dand in acelasi timp si posibilitatea ca la limita domeniului conditiile naturale sa fie respectate.
Trebuie reamintit ci la folosirea ecualiei (2.21) nu s-a impus satisfacerea conditiilor de margine
si nici a ecualiei diferentiale (spre deosebire de ecuatia (2.23) unde aceasta ultima conditie este

impusa).

Revenind la (2.21) prin utilizarea operatorilor pentru exprimarea reziduurilor €. $i €, $i a unor

tunctii de pondere diferentiale, aceasta se poate scrie sub forma:

f([f(f) +Hw,dQ +f(l\;ll&> +r)w,dl’ +f(A;12(f> +r2)7,d[‘ =0
0 I, I,

(2.24)
unde w, si w, Sunt funciiile de pondere pe contur.
Ecuatia (2.24) se mai poate scrie prescurtat
[EawidQ+ [ wdl'+ [e Wl =0
oW rY r,%i
J ) lf A (2.25)

(2.24), respectiv (2.25) este o alti forma a formulirii “slabe” a reziduurilor ponderate. Aceasta

forma este greu de folosit daci toate reziduurile sunt nenule.

i = . o e
n cele ce urmeazi se va prezenta un caz particular al utilizarii reprezentirilor (2.24) respectiv

5 . . .. .
(2.25) pentru ecuatia lui Laplace, cu sublinierea diferentei dintre aceasta formulare $i
formularea Treffiz.
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Formularea diferentiald a problemei este urmatoarea :
-se cautd solufia ecuafiei diferenfiale cu derivate parfiale:

V2$=0 € Q
cu conditiile de margine

¢_$ pe I‘ (2.26)

‘1——9=q pe T,

Se considerd o solutie aproximativa c]) .Reziduurile (erorile) sunt de forma:

eQ:W&

en =@ -

h d). (2.27)
aidp - . -

£ = - = -

r,=5, 97974

Cu (2.27) ecuatia (2.25) devine:

£(V"¢)W,dﬁ +£(&)—$)W,dP+}((¢}—5)7,d[‘=0 (2.28)

Expresia (2.28) nu se foloseste in general sub aceastd formd. Se integreaza prin parti pe
domeniul Q, folosind lema Green (anexa 1.1). Se observa cé primul termen se poate scrie sub

forma:

f (Vd)w Q= f = [ 53] wdQ + f (a—cb) wQ (2.29)

Identificind w, cu @ in ecuatia (a.1) a anexei 1.1., si d§p/dx cu JIP/Ax |, prima integrald a

expresiei din membrul drept al ecuatiei (2.29) se scrie:

(i) 8(1) 3%,8&)
fﬁ[a_) wdQ = fw, ndl - fdx ng (2.30)
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in mod similar termenul al doilea al membrului drept al ecuatiei (2.29) este:

) ) e
31 30|,aa-wipar- 0040 (2.31)
£dy( ay) A { Yoy 7 iay 3y

inlocuind in (2.28) se obfine o noui forma echivalenta cu ecuatia (2.25):

b ch) g, | 2B, @,,]dr
2\ dx dx dy dy I,’ax*ayy
(2.32)

+ [@-®wel + [(G-gmwel =0
1o 1y

Aceasti ecuatie este foarte importanta pentru obtinerea unor reprezentari remarcabile.
Astfel daca
- d=0 peT, este satisficut in mod identic;
- se alege 7,: -w, pel’, si inplus
-sealegew,=0pel, ;
ecualia (2.32) reprezintd punctul de plecare in metoda elementelor finite a ecuatiei lui
Laplace, varianta Galerkin:

(2.33)

ow, ad 9 3 _
_f(—lﬂ"&@ dQ+fWHaT:O
G\ X ox  dy dy !

Prin noi transformari in (2.32) se obtine in continuare o reprezentare deosebit de utild in metoda

elementelor de frontiera. Astfel printr-o nous integrare prin parli a reprezentdrii (3.32) se obtine:

aw ow . 2 2
[gwgnv)d,dmf Fu ) o
Y Q dx? ay?
5 (2.34)
[T [ B [G-giw
1 r,

I
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Ceea ce este interesant este faptul ca operatorul lui Laplace nu mai actioneaza asupra lui ¢

ci asupra lui w; ; cel de-al doilea termen al ecuatiei (2.34) este:
2
ow,

ax?  ay?

w ;
+

=Vw, (2.35)

De asemenea primul termen al ecuatiei este derivata dupa normald a aceleiasi functii de pondere

Wy

—tn e —tn = (2.36)

Substituind ecuatia (2.35) si (2.36) in (2.34), se obtine:
O s [P s (B [(C B
[T [P [Sgl (6Bl + [(CL-W =0 (337

- ‘Frumusetea” acestei expresii consta in faptul ca w, poate fi orice expresie care respecta

conditia sa fie de doua ori diferentiabild (conditie utilizatd cand s-a trecut de la ecuatia (2.25)

la (2.37). Prin alegerea convenabila a functiilor de pondere w_// siow,

— ow,
wlza— pe T,
" (2.38)
7,=—w, pe T,
ecuatia (2.37) devine:
Vb2 + [| X, -2 |+ [Gow, - 2pyaT =0
£( w)b fa”/ T lf(qM/ a—n) = (2.39)

Aceastd ecualie este punctul de plecare pentru metoda elemntelor de frontieri directa (prin
alegerea convenabild a functiei de pondere w,, cum ar fi de exemplu solutia fundamentala a

ecuatiei Laplace) .
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3. ﬂ ETODE NUMERICE IN INGINERIA

MN“S ﬁ‘\]@l{\uwwmﬁkﬂmgsm

3.1. Clasificarea metodelor numerice

Fard metodele numerice este aproape imposibil sa se rezolve probleme ingineresti cu un grad
de acuratete ridicat. Majoritatea tehnicilor de rezolvare numerica a problemelor din mecanica
mediilor continuie se bazeaza pe principiul cé este posibil sé fie deduse ecuatii si relatii care

descriu cu acuratefe comportarea unor elemente mici, diferentiale, ale unui corp.

Divizand intregul corp intr-un numér mare de asemenea elemente mici si utilizand ulterior relatii
de legaturé pentru asamblarea acestora este posibil sa se calculeze,cu un grad suficient de
exact,valorile diferitelor variabile cum ar fi tensiuni sau deplasari ale corpului considerat. Pe
masura ce marimea acestor elemente este tot mai micé,solutia numerica devine din ce in ce mai
" buna, dar costul calcului devine foarte mare. Nu exista nici un inlocuitor pentru experien{a
utilizirii in aplicatii tehnice a metodelor numerice pentru cé raspunsul la intrebarea “ Cat de mici
trebuie sa fie aceste elemente pentru a obtine o solutie cat mai apropiata de soluia exactd?” nu

este clar determinat inca.

In mecanica mediilor continue, se disting urmitoarele trei metode numerice mai importante
(figura 3.1.):

- metoda diferentelor finite ( FD );
- metoda elementelor finite (FE ),

- metoda elementelor de frontiera (BEM).

In cele ce urmeaza se descriu pe scurt aceste metode.
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Metode numerice in
mecanica meditlor continue

: [ - ] [ R
| Metoda Metoda Metoda
| Diferente finite Klement fintt Klement de frontiera
FD (FEM) (BEM)
|
{ [ I SR -
" -
n |
T / \
v . N
)
Retea Elemente Elemente
Finite

De Frontiera

Figura 3.1. Metode numerice in mecanica mediilor continue

3.2. Metoda diferentelor finite (FD)

in aceasti metoda ecuatia diferentiald partiali ce guverneazi un anumit fenomen este scrisa in
termeni de diferente finite. Domeniul se discretizeaza in noduri sau “celule”, iar aproximarea
diferentiala este aplicata fiecarui nod (celule). Pe baza discretizarii se obtine un sistem liniar de

ecualii algebrice ale ciror necunoscute sunt valorile functiei cautate in nodurile corespunzatoare
discretizarii.

Abordarea cu diferente finite este cea mai simpla dintre cele trei metode si relativ usor de
programat. Dezavantajul cel mai important al acestei metode este acela ca nu este potrivitd
pentru domenii cu geometrii iregulare. Mai mult chiar, pentru ca este dificil sa fie variata
dimensiunea celulelor pe domeniul de calcul, aceasti metoda nu se poate folosi in cazul
domeniilor cu schimbiri rapide ale variabilelor, asa cum sunt de exemplu concentrari de

eforturi.

Astizi metoda diferentelor finite este populard in cazul curgerii fluidelor (miscari potentiale),
schimbului de cildura si mai putin la analiza tensiunilor.
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3.3. Metoda elementului finit (FEM)

Baza teoretica a metodei diferd esential de cea a metodei diferentelor finite. Punctul de plecare
este fie o reprezentare de tipul (2.31) (Galerkin), fie o formulare de tip variational.

In aceasti metoda intregul domeniu de calcul este discretizat in subdomenii
(elemente,segmente) finite mici ( de unde si numele de “ elemente finite”). Pe fiecare element
comportamentul variabilelor ce trebuie calculate este descris de ecuatii diferentiale. Elementele
sunt asamblate si fiecare dintre acestea trebuie sa respecte conditiile de continuitate i echilibru
cu elementele vecine i in acest caz se ajunge la un sistem liniar de ecuatii algebrice. Daca
conditiile la marginea domeniului sunt satisfiacute se obtine o solutie unica a intregului sistem

de ecuatii algebrice liniare.

Metoda elementelor finite este potrivita pentru aplicatiile ingineresti cu geometrii complicate.
Rezultatele obtinute, in cazul existentei regiunilor cu schimbri rapide ale valorilor variabilelor,
sunt foarte bune, dar trebuie utilizat un numar mare de elemente .

Etapele de calcul ce trebuie urmate atunci cand se aplici metoda elementelor finite sunt

urmatoarele:

1. Se divide domeniul de calcul in elemente mici ( finite ). Aceste elemente pot fi
segmente liniare (pentru probleme unidimensionale), respectiv triunghiulare sau
dreptunghiulare ( pentru probleme bidimensionale ), sau tetraedre si poliedre
(pentru probleme tridimensionale),

2. Se defineste comportamentul variabilelor pe fiecare element printr-o functie de

forma. Se alege functia caracteristicd (de exemplu presiune, viteza, deplasare)
fiecdrui punct nodal ca fiind necunoscuta problemei si se folosesc functiile de
forma pentru a descrie cum se schimba variabila i geometria pe fiecare element
( de exemplu linear sau cuadratic ). Cu cat ordinul functiei de forma este mai
mare,cu atdt este necesara definirea mai multor puncte nodale pe fiecare
element. Acuratetea solutiei poate fi imbunatatitd prin utilizarea unui numar cat
mai mare de elemente simple (liniare ) sau mérind ordinul functiilor de forma

( utilizdnd de exemplu elemente cuadratice)
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3.

Alegerea unei formuldri adecvate cum ar fi (2.29), Galerkin, a unei formulari
variajionale (Ritz), sau direct a “echilibrului” pe fiecare element definit,
obtinandu-se un sistem liniar pe fiecare element “m”, care asamblat conduce la

un sistem liniar sub forma:

z [k]m [6]»1 = [F] (3~ l)

unde m reprezinta numirul de elemente, /k/,, este matricea de rigiditate a unui
element, / &/, este vectorul functiilor nodale a unui element iar /F/ este vectorul
ce conline “foriele” exterioare care aclioneazi asupra corpului. Pentru a determina
coeficien(ii care multiplica deplasarile unui punct nodal anume, se insumeaza

coeficientii matricilor de rigiditate ale tuturor elementelor ce contin acel punct.

Asamblarea intregului sistem de ecuatii pentru obtinerea solutiei pe intregul
domeniu. Pentru ci in sumarea rigiditatilor a fost facuta doar pentru elementele ce
contineau un nod particular, matricea totala de rigiditate va fi doar partial
populata.

In asamblarea sistemului de ecuatii global se vor introduce conditiile de margine.
Acestea pot lua forma unor presiuni impuse, deplasiri impuse, alunecéri pe o
suprafa(d, resorturi, sau eforturi. Conditji pe frontiera mult mai complexe pot apare

in cazul problemelor de contact.

Rezolvarea sistemului de ecuatii liniare pentru a determina functia ciutatd in
punctele nodale (de exempludeplasarea fiecirui punct nodal). Se utilizeazi fie
eliminarea Gauss (directd) sau eliminarea Gauss -Seidel (indirectd) iterativa.

Alegerea modului de rezolvare a sistemului de ecuatii depinde de mirimea matricei
solutie.

Din funciia primara se pot deduce alte functiicaracteristice sistemului (de exemplu
tensiuni si eforturi pe fiecare element, utilizand relatiile intre eforturi i deplasari
-legea lui Hooke). Compatibilitatea ecuatiilor este satisfacutii automat pe fiecare

element pentru ca deplasirile au fost alese ca variabile necunoscute.
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7. Calculul altor marimi. Odatd ce valorile deplasarilor necunoscute au fost
determinate in fiecare nod, pot fi obtinute i alte valori pentru alte marimi cum ar

fi tensiuni la noduri, energii, etc.

3.4. Metoda elementelor de frontiera (BEM)

Baza teoretica a acestei metode se obiine din ecuatiile diferentiale care guverneazi un fenomen
prin transformarea acestora in reprezentéri integrale conturul (frontiera) domeniului de calcul.
Aceste reprezentari integrale sunt rezolvate apoi numeric prin discretizarea frontierei
domeniului, care este divizata in segmente mici (elemente de frontierd). Ca si in celelalte metode
numerice, conditiile de margine trebuie sa fie indeplinite. Sistemul de ecuatii algebrice care

rezulta are o solutie unica.

Avantajul acestei metode este acela ca poate fi adaptatd ugor domeniilor cu geometrie
complexa. Mai mult, deoarece in dezvoltarea metodei se utilizeaza solutiile fundamentale de

EDP in domeniu se poate modela comportamentul real al functiilor solutie, inclusiv cel singular.

"Pentru a da posibilitatea compararii acestei metode cu metoda elementului finit, in continuare

sunt descrise etapele de calcul ce trebuie urmate la aplicarea acestei metode:
1.  Determinarea ecuatiilor diferentiale ale fenomenului in studiu.

2. Obtinerea “ solutiei fundamentale “ pentru ecuatia diferentiald data. Aceasta solutie
este valabila pe orice geometrie si se bazeazi pe solutia data de incércarea unitara
a unui mediu infinit. Solutia fundamentald pentru ecuatia lui Laplace este de forma
(1/r) in cazul unidimensional sau log(1/r) in cazul bidimensional, unde r este distan{a
geometrica dintre punctul de aplicatie al incarcarii (denumit “punct de incarcare”

P) si orice alt punct (denumit “punct in cdmp” Q).

3. Solutiile fundamentale satisfac principiul reciprocititii. Conform cu aceast principiu
de exemplu in cazul a doud sisteme tensionate (a) si (b) aflate 1n echilibru satisfac

urmatoarea condiie: lucrul mecanic efectuat de fortele sistemului (a ) cu deplasérile
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sistemului (b) este egal cu lucrul mecanic efectuat de fortele sistemului (b) cu
deplasirile sistemului (a), astfel:

% Fp(a) up(h) = i} Fp(h) up(a) (3‘2)

unde p este un punct in care aclioneazi o forta F.
Daci foriele exterioare ac{ioneaza numai pe suprafata (S ) ,atunci acest principiu

poate fi scris sub forma integrald astfel:

f 1Ou®dS= f t®Ou@dS (.3)
s s

unde i =1, 2, 3 (corespund coordonatelor carteziene X, y, z) iar vectorul tensiunilor
este definit ca (t; = o;n;), unde n; este vectorul unitate normal la suprafata.
Alegind sistemul (a) ca fiind solutia fundamentald a ecuatiei fenomenului
(cunoscutd ) si (b ) sistemul problemei date ( necunoscut ), rezultatul este o
ecualie integrald care face legdtura dintre deplaséri si tensiuni pe frontiera
domeniului de calcul.

Pentru ecuatiile de tip Laplace constructia ecuatiilor integrale se pote face pornind

de la ecuatia (2.36), in care w, se substitue cu solutia fundamentala.

Divizarea frontierei domeniului in segmente sau elemente. Definirea functiilor de
forma care descriu geometria domeniului i variatia méarimilor pe domeniu de calcul.
Aceste functii de forma pot fi liniare,cuadratice sau de un ordin superior.

Pentru ca ecuaiile integrale determinate in etapele anterioare nu se pot integra usor
analitic se vor efectua integrari numerice utilizind cuadratura Gauss. Insumand

aceste integrale pentru fiecare element pe intregul domeniu de calcul se evalueazi
ecuatia integrala a fenomenului studiat.

Formarea matricei solutie prin repetarea procesului de integrare pentru punctul de
incarcare P variind ca pozitie in fiecare punct al frontierei domeniului. Mai intai

punctul de incarcare P se pozilioneazi in elementul 1, rezultand un set de ecuatii de
legatura intre cele N variabile de pe frontier.
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In pasul urmitor punctul de incarcare se plaseazi pe elementul 2 al frontierei,

rezultand un alt set de ecuatii, $.a.m.d. pana cand sunt formate N seturi de ecuatii.

In final rezultd un sistem de ecuatii de urmatoarea forma:

[Al(]=[B](1] G4

Aplicarea conditiilor de margine. Acestea sunt date fie sub forma de valori ale
functiei (de exemplu tensiuni impuse sau eforturi), fie sub forma de derivate
normale date, sau relatii liniare intre deplasari si eforturi in cazul elesticitati. Prin
rearanjarea sistemului de ecuatii linear astfel incat marimile necunoscute sa fie
pozitionate 1n partea stang a sistemului de ecuatii, iar marimile cunoscutein partea
dreapta a sistemului. Prin astfel de transformari sistemul final de ecuatii este de

forma:

(4 "]x]=[B"1V]=[c] (3.5)

in care vectorul necunoscutelor a fost notat [x]. Acesta contine atat valori ale
functiei, cat i a derivatei normle, respectiv atat deplasari cét si eforturi necunoscute
in cazul elesticitatii. Vectorul [y] contine toate valorile impuse pentru functie
(respectiv deplasiri si eforturi) la frontiera domeniului de calcul. Vectorul [c] este

al coeficientilor care se cunosc.

Rezolvarea sistemului de ecuatii. Matricea solutie a sistemului este nesimetrica si

total populata cu coeficienti nenuli

Calculul altor mirimi care intereseaza in descrierea sistemului. Odata ce valorile
deplasarilor necunoscute au fost determinate in fiecare nod, pot fi obtinute si alte

valori pentru alte marimi cum ar fi tensiuni la noduri, energii, etc.
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4. /D/JNQMICA SISTEMELOR CUPLATE
/ |
// _S

PWWWW Vil /\M Wv

4.1. Consideratii introductive

Proiectarea antiseismica a barajelor este o problema inginereasca foarte importanta avand in
vedere consecintele dezastruoase pe care le poate avea cedarea unui baraj din cauza unui
cutremur. Nivelul cunostiintelor actuale in ceea ce priveste efectul seismelor asupra barajelor
nu este la fel de avansat ca al celor al efectelor seismelor asupra constructiilor civile si
industriale. Mai mult, fenomenul studierii comportamentului barajelor la incércari seismice a fost
mai putin studiat decat comportamentul constructiilor civile sub actiunea acelorasi incarcéri, cu

toate cé primul este cu mult mai complex .

Observatiile efectuate asupra cladirilor supuse seismelor au adus un aport important la studiul
“efectului cutremurelor asupra constructiilor civile, fenomen ce nu a fost repetat in cazul
barajelor pentru simplul motiv ca doar citeva baraje au fost subiectul unor cutremure puternice

si deci existd prea putine date in acest sens.

Este unanim acceptat faptul ca barajele de beton trebuie proiectate astfel incat sa reziste de la
seisme medii i la seisme puternice. Studiul comportdrii structurilor de retentie sub actiunea
seismelor este complicat de fenomene ca interactiunea dintre migcarea apei si cea a structurii.
Miscarea structurii gi a apei pe intreaga ei intindere poate genera unde in interiorul fluidului si

uneori poate provoca aparitia valurilor de suprafata.

Din punct de vedere al analizei seismice, barajele difera de alte clase de structuri in sensul ca o
procedura de analiza riguroasa trebuie sé ia in considerare efectele apei asupra proprietatilor

dinamice ale barajului i asupra spectrului de raspuns.
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4.2. Stadiul actual

Miscarea seismica si deformatiile paramentului amonte al barajului vor produce presiuni
hidrodinamice in lacul de acumulare, iar deformatiile structurii vor fi afectate la randul lor de
catre presiunile hidrodinamice de pe faja amonte. Pentru a intrerupe acest cerc inchis al cauzei
si efectului, formularea problemei trebuie s ia in considerare interacfiunea dintre baraj si apa.
Problema analizei seismice a fost studiata cu numeroase metode si relatii de calcul aproximative
(Priscu,R., 1974 si Popovici, A., 1977).

Analiza proiectarii antiseismice a barajelor a evoluat de la metode cu formulari exprimate
empiric la metode implicand rezolviri statice prin metoda fortelor ( cu utilizarea de coeficienti
de sigurania seismici) i in final la proceduri care recunosc natura dinamici a problemei (Jansen,
1990). In analiza stirii de tensiune si deformatie a unui baraj supus actiunii unui cutremur
trebuie acordata atentie efectului for{ei hidrodinamice datorate apei din lacul de acumulare
format in spatele structurii. Au fost efectuate o serie de studii care au luat in considerare aceasta
problema inca din anii 1933, cand Westergaard a publicat primul studiu asupra determinarii

presiunilor hidrodinamice la baraje rigide. Investigatii ulterioare au tratat barajele ca fiind rigide
(Chopra, 1967, Kotsubo, 1959).

Studiile care au luat pentru prima data in considerare flexibilitatea barajelor au aparut in anii
1967 (Chakrabarti and Chopra, 1967). Concluziile cele mai importante ce pot fi deduse din
aceste studii sunt acelea ci in cazul cutremurelor se genereazi presiuni hidrodinamice
importante pe paramentul amonte al barajului, compresibilitatea apei nu poate fi neglijata in
studiu, iar deformatiile barajului au o influen{a majora in valorile presiunilor hidrodinamice
formate. O ipoteza fundamentald a tuturor acestor studii este aceea ci problema este
bidimensionald. Aceastd ipotezi este suficienti pentru studiul barajelor de greutate.

De-a lungul timpului trei abordari diferite au fost adoptate pentru rezolvarea acestei probleme
bidimensionale.

In prima dintre abordri, barajul este tratat ca un ansamblu de elemente finite, iar lacul este
modelet ca un mediu continuu cu geometrie simpld pe contur. Pentru fiecare dintre sisteme se

deduce solutia fundamentala clasica si apoi cele doua solutii sunt cuplate {inind cont de faptul
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ca fortele care actioneaza intre paramentul amoonte si apa sunt aceleasi. Limitatrea acestei
abordari consta in faptul ca pentru presiunile hidrodinamice existé solutii fundamentale doar in
cazul geometriilor foarte simple ale lacului. Pentru geometrii mai complexe, cum ar fi un fund

de lac inclinat, sau un parament amonte inclinat aceasta abordare nu este fiabila.

Cea de a doua abordare a problemei este aceea de a modela intregul sistem cu elemente finite
considerand deplasarile barajului ca fiind necunoscutele de baza ale structurii si presiunile ca
necunoscute pentru lacul de acumulare (Zienkiewicz,1969). Exceptie facand efortul considerabil
cerut de metoda , dificultatea apare la reprezentarea lacului ca un mediu infinit la unul dintre
capete. Eforturile de a modela pierderile de energie ale undelor care se propaga la infinit prin
elemente finite sunt foarte mari 1n cazul lacurilor cu geometrie complexa sau pentru tratari

tridimensionale ale problemei.

De-a lungul timpului au fost dezvoltate foarte multe modele matematice bazate pe metoda
elementelor finite (Chopra, 1967; Chakrabati and Chopra,1973). in aceste modele domeniul
fluid este discretizat in elemente finite, i solutia problemei este obtinuta in nodurile elementelor,
care pot fi fie de pe frontiera domeniului, fie din interior. Pentru a modela pierderea de energie
au fost utilizate elemente finite hibride (Mei, et al.1979) care utilizeaza solutia analitica a
-ecuatiei pentru cdmpurile indepartate si solutia in elemente finite numai in vecindtatea barajului,
acolo unde adancimea apei nu este constanta.

Au mai fost utilizate si alte tehnici, cum ar fi utilizarea de elemente infinite pentru campul
indepartat ( Hall and Chopra ,1982 in cazul sistemelor baraj - lac; si Zienkiewicz si Bettess 1978

pentru alte tipuri de interactiuni fluid - structuri).

Cea de a treia abordare de rezolvare a problemei a fost una similara cu abordarea a doua, doar
ci discretizarea domeniului a fost facuta cu elemente de frontierd (Medina $i Dominguez, 1990).
Modelul trateaza problema in domeniul frecventelor. In acest model conditiile de echilibru si
compatibilitate la frontiera dintre solid gi fluid sunt luate in considerare, si domeniile cu

geometrie complexa sunt ugor de reprezentat.
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4.3. Ecuatii generale

4.3.1. Ipoteze i formularea problemei

intr-o prima etapa de calcul se poate presupune cé barajul este rigid.
O ipotezi mai generald este aceea de a calcula presiunile hidrodinamice asupra unui baraj atunci
cind acesta este supus unui cutremur oarecare (a carui acceleratie variaza in timp) si este

flexibil, in conditiile in care se ia in considerare inteactiunea dintre structura si fluid.
Calculul acestor presiuni se va investiga in cadrul lucririi cu ajutorul unui model matematic
bazat pe metoda elementelor de frontiera i pe solutia analitica rezultata prin rezolvarea directd

a ecualiilor ce descriu fenomenul.

Urmatoarele ipoteze simplificatoare vor fi luate in considerare pentru determinarea presiunii

hidrodinamice a apei intr-un lac de acumulare:

1. Apa este incompresibild dar vascozitatea ei interna se neglijeaza.

N

Efectul valurilor de la suprafaja apei se neglijeazi. Erorile datorate acestei
omisiuni au fost demonstrate, de alii autori, a avea valori mici (Chopra

AK.,1967; Bustamante, & Flores,1963).

o

a) Baraj rigid (se neglijeaza intr-o prima varianta deformatia proprie a structurii
si varialia in timp a acceleratiilor seismice);

b) Paramentul amonte al barajului este presupus a executa o miscare oscilatorie
care este o functie oarecare de timp.

Paramentul amonte al barajului este de forma oarecare in varianta a), respectiv
vertical in varianta b)

Migcarea sistemului baraj - lac este considerati bidimensionald, adica aceeiasi
inorice plan vertical perpendicular pe axa barajului.
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6. Miscarea seismica atinge toate punctele bazei in acelasi timp, adica viteza

orizontald de propagare a migcarii este infinita.

Exemplificarea acestor ipoteze grafic, este reprezentata grafic in figura 4.3.

y

T DEFORMATA
PARAMENTULUI

y AMONTE

i

Py}

| £

) I:\ > x
MISCARL SCISMICA
VERTICALA

MISCARE SKISMICA ORIZONTALA

Figura 4.3. Sistemul baraj - lac sub acfiunea unei miscari seismice

4.3.2. Ecuatia de miscare a unui fluid sub actiunea fortelor instantanee (ecuatiile

presiunii hidrodinamice)

Fluidul considerat este compresibil si se neglijeaza influen{a vascozitatii. De asemenea se
“studiazi cazul bidimensional. Pentru a intelege fenomenul si a-1 studia cantitativ se formuleaza
matematic relatiile implicate de acesta. In cazul de fata punctul de plecare il constitue ecuatiile
de echilibru si de continuitate ale masei fluidului din lacul de acumulare.

Ecuatiile de echilibru (neglijand fortele de frecare ) diferentiale sunt de forma:

9 Ju 1S v
-a—’;= 5 —a—‘y’= 5 @.1)
in care :

p-presiunea hidrodinamicd, in exces presiunii statice;

x,y-coordonate spatiale;

t - coordonata timp;

u,v - componentele scalare ale vitezei locale dupa directiile x , respectiv y ale spatiului.

p - densitatea fluidului;
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Relajia de continuitate ce poate fi scrisd este de forma:

g’i + QY. = —l.(aﬁ (42)
ox dy Lot
in relatia (4.2) cu E a fost notat modulul de elasticitate al fluidului.
Daca se face notalia:
c-|E (4.3)
P
si se elimind u si v din relatiile (4.1) i (4.2) se obtine ecuatia:
2 2 2
Vip = dp ., dp_19p (4.4)

ax? oy? c?or?
cunoscuta sub numele de “ecuafia propagarii undelor”, in care ¢ se numeste celeritate a undei
si este echivalentd ca valoare cu viteza sunetului in mediul fluid.
Ecuatia (4.4) este o ecuaie diferentiald cu derivate partiale , de tip hiperbolic.
in ipoteza modelului de lichid incompresibil (p=const, conditie care este identici cu c=x) ecuaia
(4.4) se reduce la ecuatia lui Laplace, care este de tip eliptic:
2P . P -0

dx? ay?
Daca se introduce functia de potential $(x,y,t) al vitezelor, si deci campul vitezelor locale poate
fi exprimat conform relatiei:

(4.5)

v =gradd (4.6)

atunci se oblin doua ecualii analoage ecuatiilor (4.4) si (4.5) dupa cum urmeaza:

o e 1%
— +——=——= pentru fluid compresibil
o e p Sl compresibi

4.7
Vi$=0 pentru fluid incompresibil
Presiunea hidrodinamici locala deriva din functia de potential:
b (x .0
I) ” == >
(xy.0) Ey (4.8)
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5.1. Generalitati. Vibratii seismice

5.1.1. Definitii

Linigtea interioara a pamantului este doar aparenta. Exista regiuni pe glob in care populatia trebuie
sa suporte din cand in cand actiunea distructiva a cutremurelor.
Cutremurele sunt fenomene complexe induse in scoarta terestra de citre energia eliberaté de o
disturbare aparuta in interiorul pamantului. De obicei acestea apar in mod neprevazut si sunt
semnalate de cétre instrumente de masura.
Seismologia este stiinta care se ocupd cu structura pamantului cat i cu cauzele producerii
cutremurelor. Bazandu-se pe rezultate teoretice si experimentale aceasta defineste parametrii care
genereaza si transmit socurile.
Ingineria seismic4 este o stiinid aplicata care utilizeaza datele furnizate de cétre seismologie
pentru a analiza diferite structuri, pentru a studia comportamentul structurilor la vibratii seismice
si masurile ce trebuie luate pentru intarirea rezistenteisi stabilitaii acestor structuri.
Cutremurele sunt miscari aleatoare ale unor portiuni exterioare ale scoartei terestre cu amplitudini
si directii ce variaza substantial in timp (Ifrim, 1973). Cutremurele incep cu un goc puternic,
asemanator unei explozii, intr-un punct al scoartei terestre numit hipocentru. Energia eliberata la
hipocentru este transmisa prin unde elastice de diferite tipuri. Intensitatea acestor unde se
diminueaza pe masura departarii de hipocentru.
Tiaria unui cutremur nu este un termen oficial, dar este utilizat in limbajul curent ingineresc in
sensul “Cét de puternic a fost acel cutremur?”. Taria unui cutremur este definitd in doud moduri
$i anume:

- tdria migcdrii pentru un anume loc numita intensitate; i

- tiria totald sau marimea evenimentului numitd magnitudine.
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Magnitudinea este misura energiei eliberate de cétre cutremur la hipocentru. Intensitatea este
masura distrugerilor locale cauzate de cutremur. Deci un anume cutremur are asociat cu el o
magnitudine unica, in timp ce intensitatea poate varia dintr-un loc in altul (Newmark &
Rosenblueth, 71).

Cauzele cutremurelor pot fi atit naturale cét si artificiale. Cauzele naturale pot fi la rAndul lor
grupate in cauze endogene datorate energiei interne a pamantului (fenomene vulcanice sau
tectonice) si exogene, datorate unor factori externi (schimbiri bruste ale presiunii atmosferice,
caderi de meteoriti, etc).

Cauzele artificiale sunt generate de activitd(i umane care distrug echilibrul scoartei terestre cum

ar fi exploziile nucleare, lacuri de acumulare mari, extragerea prin pompare a apei subterane, etc.

Una dintre cele mai impotante intrebari in inginerie seismica este care dintre inregistréri
(acceleralii) si ce direclie de migcare trebuie utilizata pentru proiectarea structurilor? in inginerie
seismicd se utilizeaza o paleta foarte largd de domenii cum ar fi geofizica, geologia, seismologia,
teoria vibratiilor, dinamica structurilor, dinamica materialelor, etc, pentru a rezolva problema
proiectirii din punct de vedere seismic a structurilor.

Undele seismice sunt foarte complexe. Aceasta se datoreaza diferentelor in modul de producere

al cutremurelor, reflectiei si refractiei undelor seismice la frontiera dintre doua straturi care au

caracteristici de propagare diferite.

Pentru analiza seismicd a structurilor trebuie luati in considerare o serie de factori care
influeneaza miscarea seismici si anume:

- magnitudinea cutremurului;
distan(a locului de constructie fati de hipocentru;

caracteristicile geologice ale rocii in lungul cireia se propaga cutremurul;
- structura solului de fundare;

efecte de interferentd a undelor seismice in directia rupturii solului si viteza
de propagare a rupturii.
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5.1.2. Intensitatea unui cutremur

In mod normal tiria unui cutremur este evaluati prin scari seismice de intensitate. Intensitatea este
misura severiti(ii misdrii seismice intr-un anumit loc. in decursul timpului au fost folosite diferite
scari seismice. De mentionat sunt Scara Mercalli Modificata gi Scara MSK.

Printre inginerii constructori o practici comuna este aceea de a exprima intensitatea unui cutremur
prin acceleratia lui maxima. Aceastd exprimare porneste de la premisa cé efectul unui cutremur
asupra unei constructii este influentat in mod hotarator de catre acceleratia maxima a
cutremurului. Acest concept este utilizat pentru proiectarea unei structuri considerate rigide.
Structurile elastice (cosurile, cladirile inalte) nu pot fi proiectate luand in considerare doar
acceleratia maxima. Pentru acest tip de structuri frcventa, forma undei si durata vibratiilor

seismice trebuie luate in calcul.
Scara Mercalli Modificata (MM)

Scara de intensitate Mercalli a fost definita la inceputul secolului de citre Wood si Neumann i
este cunoscuta sub numele de Scara Mercalli Modificata. Aceasta scara este cea mai utilizata la
ora actuald in zonele seismice ale globului Scara imparte cutremurele in 12 grade, in conformitate
cu efectele acestora asupra populatiei, obiectelor si cladirilor. Pentru fiecare grad de intensitate
exista o valoare de referinia a acceleratiei cutremurului, valoare echivalenta cu o acceleratie medie

a seismului.
Scara Magnitudinilor (M)

Aceastd scara a fost definitd de cdtre Richter i imbunatatita ulterior de catre Gutenberg. Se
noteazd in mod conventional cu M. Magnitudinea M este logaritmul in bazd 10 a valorii
amplitudinii maxime, masurate in micrometrii, a acceleratiei cutremurului obtinute cu seismograful
Wood - Anderson. Acest seismograf are o magnitudine maxima de 2.800 , perioada naturala de
0.8 secunde si un coeficient de atenuare de 0.8 in conditiile In care seismograful este plasat la o

distanta de 100 km de epicentru.
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Relatia dintre magnitudinea M si energia E eliberata de catre cutremur este:
logE=118+1.5M (CR))
daca energia se exprima in ergs, i
log £=9.40+2.14M-0.054 M? (5.2)

daca energia se exprima in joules.
Scara MSK

Scara de intensitate MSK a fost propusd de citre Medvedev si revizuitd ulterior de catre
Medvedev, Sponheuer si Kamik. Miasuritorile se bazeaza pe inregistrarile furnizate de un pendul
sferic standard. Astfel, gradul de intensitate al unui cutremur este estimat de deplasarea maxima
X, (in milimetri) a pendulului sferic, care are o periadé naturald de vibratie T, = 0.25 sec si un
coeficient de atenuare, logaritmic, A, = 0.25. Pe scara MSK , efectul seismic asupra structurilor

este exprimat de spectrul de incarcare (x), dat de expresia:

x=X, ye (5.3)

unde:

Y- coeficient spectral, care depinde de perioada naturald T a structurii;

e- raportul de atenuare, determinat functie de decrementul logaritmic (A) a coeficientului de

atenuare al structurii.
Alte scari

Alte scari de intensitate utilizate sunt :

-scara Cancani-Sieberg in Europa vestica, care este asemanitoare scirii MM:

-scara Japoneza X, care gradeazi intensitatea in sase nivele, etc.

Intensitatea cutremurului a fost definiti si conform cu alte criterii. Astfel, Arias defineste

intensitatea medie a unui cutremur ca fiind cantitatea de energie disipaté pe unitatea de masi a
unui oscilator standard care are doar un grad de libertate.
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Housner defineste intensitatea spectrala (57 ) a unui cutremur pentru un coeficient de atenuare dat

prin integrarea spectrului de raspuns al pseudo-vitezei pendulului, avand coeficientul de atenuare

considerat i periada naturala de vibratie dela 0.11a 0.5 sec.

Corelatiile dintre diferitele scari de intensitate seismica au fost studiate in detaliu si sunt prezentate

in figura 5.1 pentru scéarile cel mai des utilizate.

EPICENTER JAPANESE
MAGNITUDE g ACCELERATION MSK SCALE
M < m q.¢ M. cm sm
Lucrgs sec g ‘sec sec
Ly 1 o8 0
E i ] )|
3 z I , 25
3_ - -
] | B N
4 10" T4 0005 ] II ¢ LI I
CLASS 6 ] 80
1. 8 ’
E LT EIO 0.010 7 A" 12 v
] ) m
—_'10“ 20 - 4 Y
E v 25 25
s+ [ 4
] —:g es { VI 50 1v
CLASS o YII 80
) 31020 80
D = " Fioo 000 VI
E VIII Y
cLtass 3 Lao00 1 VI 200 250
3
C 3 C. i s00- IX 1400 VI
7022 [0 050] IX
cLass ' F600 . a0 X
E 800 3
B 3 E 3
Fi000 0.103 X yIi
87 N
CLASS 3 L2 000 X1
A 3 - .
:_1024 4000 300+ X[I

M - Gutenberg, Richter-1956
MM - Moditied Mercalli -1931

MSK - Medvedev, Sponheuer, Karnik - 1964

Figura 5.1. Corelafii intre diferite scari seismice (dupd Priscu et al. . 1982)
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5.1.3. Magnitudinea unui cutremur

Din punct de vedere al inginerului proiectant este foarte important sa poata fi descris un cutremur
din punct de vedere cantitativ. Magnitudinea este masura marimii unui cutremur legata indirect
de energia eliberatd. Aceasta nu depinde de locul in care se afld observatorul.

Magnitudinea se misoari ca logaritm al amplitudinii deplasarii unei statii de inregistrari seismice.
Aceasta amplitudine se corecteazi cu distanta de la statia de inregistréri la locul desfagurarii
evenimentului (cutremurului). Scara magnitudinilor a fost inventati de citre C.F Richter (de la

Institute of California) in 1935. Magnitudinea unui cutremur cu gocuri mici este definita ca:

A
M=log\,—~ (5.4)

unde: M= magnitudinea cutremurului;
A= amplitudinea maxima inregistrata pe un seismograf Wood-Anderson la o

distan{a de 100 km de la centrul de disturbare;

A, = amplitudine de I micron pentru un soc standard la 100 km distan{a.

Cutremure de magnitude 5.0 (pe scara Richter) sau mai mari, genereazi migciri ale paimantului
suficient de severe pentru a distruge o structura.
Cand distan(a de la epicentru la punctul de observatie al cutremurelor este alta decat 100 km, se
apica o corectie cu urmatoarea formuld (Shunzo Okamoto 1973):
M=MA+1.73‘L0glo% (.5)
incare: M= magnitudinea cutremurului;
A = distania de la epicentru in km:
M,= magnitudinea calculati cu formula M=Log,, A/Ao utilizind valorile misurate
la distanta A de epicentru.
Relatia dintre energia eliberatd (E) ca unda seismici si magnitudine a fost stabilitd in mod empiric
(Shunzo Okamoto 1973) ca fiind:
Logk=118+1.5M [erg] (5.6)

Pentru ¢ magnitudinea este in relaie cu energia seismica,ea este totodata in relatie cu distrugerile

provocate de cutremur si cu intensitatea seismicii.
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Richter a stabilit corelatia intre scara de intensitate Mercalli Modificata si scara magnitudinilor

dupa cum urmeaza:

Magnitudine

2 3 4 5 6 7 8

Scara de intensitate Mercalli Modificata (MM)

1-11 111 ] \Y% | VI-VII I VII-VIII I1X-X X1

5.1.4. Unde seismice

Energia eliberatad de catre un cutremur la hipocentru este transmisa prin intermediul undelor
elastice, indiferent de cauzele care au produs cutremurul. Exista doua feluri de unde elastice:

- unde primare (unde longitudinale notate cu P) sau unde de dilatatie, care sunt longitudinale
si induc modificari ale volumului materialului prin care se propagéa prin alternarea de
compresii $i

- unde secundare ( unde transversale notate cu S) sau unde de tiiere , care sunt transversale
si pulsatorii cu efecte de tdiere, perpendiculare pe directia de propagare , fara sa produca

modificari de volum ale mediului prin care se propaga.

Atunci cand in hipocentrul unui cutremur se produce o eliberare de energie toate undele seismice
se propaga simultan. Totusi propagarea undelor se face diferit, functie de viteza proprie de
propagare a undei. Din acest motiv undele longitudinale sunt observate la suprafata inaintea

celorlalte.

In propagarea lor undele primare sufera continuu fenomene de reflexie si refractie, functie de
natura straturilor geologice pe care le strabat. Cea mai importanti reflectie se produce la suprafata
pamantului. Prin reflectie, o undé P poate genera o unda de dilatare(notatd PP) sau o unda de
taiere notati (PS). In mod similar o undi incidentd S poate genera prin reflexie unde SS si SP.
Trebuie menfionat ¢ o unda de tip S nu se propaga niciodata prin flude pentru ca acestea nu pot

transmite eforturi de tdiere.
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La suprafafa terestrd se mai intalnesc si alte tipuri de unde seismice, numite si unde seismice de
suprafa(d (notate L).Undele de suprafatd longitudinale sunt numite unde Rayleigh (r), iar cele

transversale sunt numite unde Lowe (Q).
Reprezentarea diferitelor unde seismice este data in figura 5.2.

r(,‘ompresii 3 Mediu nedisturbat

Y S S ./ 4 A (S S S S 2 9 § A S A A v 4
Y A .5 2 v 1 i

T 7777777777
LI FHAF AT T IFFFF

ST

Aozt
1§ 5% v e

L/
e e s

Unda Rayleigh

Figura 5.2. Tipuri de unde seismice

Vite iferi ismi
za de propagare a diferitelor unde seismice variaza substantial de la un tip de unda la altul
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Presupunind mediul prin care se propagi ca fiind ideal elastic, infinit omogen si izotrop, atunci

viteza de propagare a unei unde P este:

v,= A+2:G (57)
J p

iar a unei unde S :

(5.8)

- |Q

unde A i G sunt constantele Lame:

A= pE - E .
( TN 2-(1+u)]’ ¢

E-modul de elasticitate longitudinal a mediului prin care se propaga;
u- coeficientul Poisson;

A-densitatea.

5.1.5. Miscarea seismica de proiectare

Pentru a proiecta o constructie din punct de vedere seismic trebuie cunoscute efectele seismice.
Cutremurul considerat in cazul acesta se numeste seism de proiectare iar miscarea datorata

acestuia se numeste migcare seismicd de proiectare.

Se poate considera ca amplitudinea maxima a acceleratiei seismice de proiectare a unui anumit
cutremur la o locatie data este determinata in principal de citre magnitudinea cutremurului si de
catre distanta fatd de epicentru. Pentru zonele terestre des afectate de cutremure, magnitudinea
si locatia epicentrului cutremurului sunt cunoscute foarte bine din inregistrarile efectuate in
decursul timpului. Acest lucru a facut posibil si se determine o relatie intre marimile mai sus

mentionate. Graficul din figura 5.3. este un exemplu in acest sens.
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In cazul proiectdrii complexe a structurilor la cutremur, seismicitatea aleatoare a locului

Acceleratia maxima [g]

0.50

0.40

0.30

020

Figura 5.3.

-7—mM=8
—
- ~ \
<
N
e, ~
. N
S, N L
Y \\\ \
‘u\ \\ ~
. ; o -
""\.._ .\‘\\
20 40 60 80 100 120 140
Distanta fata de epicentru [km]

Accelerafia maximd a unui cutremur funcfie de
departarea de epicentru (dupa Housner ,1965)

construciiei trebuie evaluata urmand pasii:

definirea naturii $i locatiei sursei seismice;

determinarea relatiei magnitudine-frecventa pentru sursa seismica considerati;

atenuarea miscdrii seismice cu departarea de sursa;

determinarea acelei migcdri seismice, la locul constructiei, care are probabilitatea de a fi

depagita.
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5.2. Baze de date pentru calculul seismic

5.2.1. Generalitati

Definirea datelor seismice care trebuie utilizate la calculul seismic al structurilor a fost $i riméane
un subiect de o mare importanta printre ingineri. inregistririle seismice originale ale unui cutremur
nu pot fi utilizate in mod direct pentru c&, de cele mai multe ori, acestea nu sunt perfecte. Erorile
apar datorita instrumentelor de mésura (de exemplu coeficientul de atenuare), operatorilor (erori
artificiale) precum si modului de digitizare a acestora. in acest paragraf sunt prezentate metodele
de modificare a inregistrarilor seismice astfel incat acestea sa devina cat mai exacte si sa poata fi
folosite in proiectarea antiseismica. Obiectivul modificarilor este acela de a elimina erorile evidente

$i anume:

1. de a avea acceleratia initiala i finala egale cu zero ;

2. de a avea viteza i deplasarea finala egale cu zero;

3. de a avea viteza i acceleratia finala egale cu zero in acelasi timp si de a avea o viteza
uniforma spre final,

4. de a obtine inregistriri rezonabile pentru deplasari .
5.2.2. Metode de analiza a inregistrarilor seismice

in practici se aplici doui metode pentru a calcula viteza si deplasarea atunci cind se cunoaste

acceleratia unui cutremur : transformata Fourier rapida si integrarea numerica.
5.2.2.1. Transformata Fourier rapida

Transformata Fourier se aplicd in cazul analizei cantitatilor periodice 7 (f) ca functii de timpul
t cu perioada T, care pot fi exprimate in termeni de pulsatii o utilizind o aproximare cu o serie

Fourier :

ﬁg(’) = i [ak cos(w,) +b, sin(wkt)] (5.10)
) 0
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in expresia (5.10) pulsatiile w, sunt definite de :
2k
W =—

7 (5.11)

in care T este perioada .
In cazul in care T se divide in m intervale A, ceea ce inseamna ca functia u,(2) este cunoscuta

doar pentru 1, = n At, unde n < m, coeficientii a, si by se calculeazi cu formulele :

=-2—A1m>l i (f)-cos 2mknlt
T & T

a
n-0
(5.12)
AR . 2mknAr
bk—T":0 ug(t)'sm( T ]
Introducand incrementul de pulsatie:
2n _ 27
A(D e ——
T mbi (.13)

si substituind in ecualia (5.11) se oblin urmatoarele expresii pentru pulsatia w, , respectiv pentru
pulsatia maxima w,, :

_2mk _ . T
(A)k—-T—A(L)k ) W, =— (514)

Substitutia lui T =mAr in ecuatia (5. 12) conduce la:

m-1
ak=a(mk):lz ii (1)cos 2mkn
myo m

(5.15)

) m-1
b =b(w)= :E r'ig(t)-sin( 2nlm]
m, .o m
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Daca perioada T a unei functii periodice creste nedefinit, functia devine neperiodic3, iar seria

Fourier din ecuatia (5.10) devine o reprezentare Fourier integrala :

o

. 1 /. io
i (1) :Efug(w)'e "dw

i (5.16)
ii (w) = f i (1) 'dt

incarei= /-1

La aplicarea transformatei Fourier rapide, se face presupunerea ca seismul este o functie periodica

de perioada T. In conformitate cu aceastd presupunere ecuatia (5.16) poate fi scrisa :

m/2 i2nkn gy
i (t)=Y i (w)ye ™ =Y i (w)|cos 2Tk | jsin| 2TRT (5.17)
S o * m m
si
m-1 _ i2mkn m-1
1 1 ; 2nkn| .. [ 2Tkn
i (w)=—) 4 (t)ye " =—) 1 (t)|cos| ~isin| 5.18
(0 =3 i) D g(n)[ ( - ) [ - ] (5.18)
in care T = nAt.
Comparand ecuatia (5.17) cu ecuatia (5.10) rezulta:
a(w,) =2Re[Y(w))]
(5.19)

b(w,) = 2Re[i¥(w,)]

Daci functiasi (f) din ecuatia (5.10) se considerd a fi inregistrarile acceleratiilor unui cutremur,

atunci viteza V() si deplasarea U(1) se pot exprima in mod direct prin integrare :

t m2 | g b )
W(t) = f i (Ddt=at+ Y [;"sin(wkt") - :/‘cos(u)kt")

k=1

0 k k
(5.20)
! 1 m/2 a, bk
() = f V(nydt=—at?+Y | -—=cos(wy,) - ——sin(w,l,)
2 | w? w2
0
unde a, este valoarea medie a acceleratiilor.
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in analiza numerici transformata Fourier este aplicat atat pentru transformarea din domeniul timp
in domeniul pulsatiilor, cat si pentru transformarea din domeniul pulsatiilor in domeniul timp prin
utilizarea transformatei Fourier rapide (FFT), (Blackman & Tukey , 58), daca valoarea medie a
acceleratiei, a,, este egala cu zero.

Pentru aplicarea metodei a fost alcituit un program de calcul in limbaj Pascal numit FASTFR.

Acesta este listat in anexa 1.3.

Ca exemplu de calcul au fost selectate inregistrarile seismice ale acceleratiilor cutremurului EI -
Centro, din California petrecut in anul 1940 (figura 5.4.a). Figurile 5.4 b) si c) arata distributia de
frecven(a a acceleratiilor. a, si b, sunt valori absolute ale componentelor cos si sin ale transformatei
Fourier Viteza si deplasarea calculate pe baza ecuatiilor (5.20) sunt reprezentate in figurile 5.5.b)
$1 5.5.c). Din aceste curbe se poate observa ci viteza si deplasarea initiala nu sunt nule, in plus o

deplasare de 40 cm este oblinuta la final . Aceasta se datoreaza transformatei Fourier rapide.

In analiza acceleratiilor au fost luati in considerare urmatorii parametrii:

At =0.02 [s] -pasul de timp;

N  =1500 -] -numarul total de pasi de calcul;

T =30 [s] -perioada inregistrarilor seismice egala cu (N-1)At;
w, =00 [rad/s] -pulsatia minima;

Aw =0.2094 [rad/s] -increment de pulsatie,egal cu w,=27/T;

|

Wy =157 [rad/s] -pulsatia maxima, egala cu T/At.

Valoarea medie a, a accelera(iei originale este aproximativ 4.79*10° m/s?.
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) Acceleratii
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Figura 5.4.  Accelerafiile cutremurului El - Centro Imperial

Valley (SUA 1940) si distribufia de frecvenfd a
inregistrarilor
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2) Acceleratii
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Figura 5.5.
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Accelerafia si viteza calculate cu transformata
Fourier rapida (nefiltrate)
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5.2.2.2. Metoda Integrarii Numerice

In cazul unei Inregistrari discrete a acceleratiilor unui seism, viteza si deplasarea corespunzatoare

pot fi calculate utilizdnd integrarea numerica (asa cum este aratat in figura 5.6)

V.q=”1":;'"t')

Y(Tiet)

|
|
| T
T

(3]

Figura 5.6. Procedura de integrare numerica

Daca se considera acceleratia ca fiind parametrul  # (/) , atunci viteza poate fi exprimata ca:

nt)= Z(M)-Ati+v(10) W(1,)=0 (5.21)

In mod similar deplasarea poate fi scrisa:

u,)= Z[M] At +U(t)  U(t,)=0 (5.22)

Utilizdnd procedura de integrare numerica sunt calculate vitezele si deplasarile corespunzatoare
acceleratiilor seismice prezentate in figura 5.7a. Rezultatele obtinute sunt prezentate in figura
5.7.b si 5.7.c. In aceste calcule vitezele si deplasarile initiale sunt fortate sa fie zero. Solutiile

obtinute sunt inacceptabile (pentru cé deplasarea finald, la incetarea seismului, este de 1.74 m!)
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2) Acceleratii
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metoda integrarii numerice (nemodificate)

Figura 5.7.
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5.2.3. Modificarea inregistrarilor seismice ale cutremurului El Centro

Exista mai multe metode de corectie a inregistrarilor seismice originale. De exemplu una dintre
metode este corectia polinomiala sau metoda de filtrare (Basili & Brady, 1978). Scopul acestor
metode este acela de a modifica inregistrérile originale pentru a obtine o acceleratie de calcul
acceptabila (cat mai reald) pentru proiectare.

In lucrarea de faa este utilizata o procedurd aparte de modificare/corectare a acceleratiilor
seismice originale ale cutremurului El-Centro (acceleratii N-S, 1940), acceleratii prezentate in
figura 5.4.a. Obiectivul modificérilor a fost prezentat in paragraful 5.1. iar diferitii pasi de calcul

sunt urmatorii:

5.23.1 Filtrarea datelor cu Transformata Fourier Rapida

Primul pas in modificarea datelor este acela al filtrarii inregistrarilor acceleratiilor originale dupa
un filtru al pulsatiilor indeajuns de inalt (pulsatiile care contribuie cu cantitati de energii mici pot

fi neglijate- figura 5.8.).

Densitate spectrala [m2/sec rad|

0.0030

0.0025

0.0020

0.0015 h\

0.0010

0.0005 “ A A A
0.0000 “ VW U\I\“M“““‘ . =

25 30

Omega [rad/sec]

Figura 5.8. Densitatea spectrald a vitezelor finale modificate

Utilizand Transformata Fourier Rapida, pulsatiile mai mari de 50 rad/s sunt neglijate si noile valori
ale acceleratiei seismice sunt calculate cu transformata Fourier rapida inversa . Rezultatele sunt
prezentate in figura 5.9. In figura 5.9.a sunt prezentate acceleratiile filtrate , valori ce vor fi

utilizate in procesul de calcul ce urmeaza.
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3 a)Acceleratii
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Figura 5.9. Acceleratiile, vitezele i deplasarile calculate

cu transformata Fourier rapidd (filtrate)
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5.2.3.2 Corectfia vitezei prin Metoda Integrarii Numerice

Noile valori pentru viteze si deplasari sunt obtinute din valorile filtrate ale acceleratiilor seismice
utilizind metoda integrarii numerice, procedura descrisa de ecuatiile (5.21) si (5.22). Adaugand
valori nule la inceputul inregistrarilor acceleratiilor, viteza i deplasarea initiala calculate vor fi
zero, dar cele finale vor fi diferite de zero. Aceasta se datoreaza propagarii progresive a erorii
in calculul vitezei si a deplasdrii la fiecare pas de timp. Aceste erori trebuie corectate prin
impunerea conditiei ca alura curbei vitezei sa fie lind si in plus valoarea finala a vitezei trebuie

sa fie zero.

Corecfia vitezei

Urmatorul pas de calcul este acela de a modifica valorile calculate ale vitezei cu
scopul de a obtine o deplasare suficient de mica la incheierea miscarii seismice.
Obiectivul acestui pas de calcul este acela de a face ca viteza finala sa fie nuld prin
adaptarea unei viteze modificate. Viteza modificatd V ., se obtine prin

extragerea erorii AE, din valoarea vitezei calculate V, ;.

ae |
AE
AEt i
P! L
:: f |
|-| | |
A
y | 1
0 tthy 2 17 1T

Figura 5.10. Distribufia erorii
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Formularea este dupa cum urmeaza:

Vr‘mod = Vl.cal - AEI (522)

in care AE, este eroarea la timpul t , care are urmatoarea lege de distributie

parabolica:

_ 2
aE=aE)1- 020 (5.23)
'I'Z
Valoarea medie a vitezei in intervalul t, - t, se exprima ca:
h
Y VA,
g (5.24)
L=t
unde V; este valoarea discreta (in punct) a vitezei.
in mod similar valoarea medie a erorii in acelasi interval de timp este :
l: (l 5
- . 1 v—l) 1
Al =ALE, [ (1 - —}———d! (5.25)
{ TZ ] (12_11)
Conditia ce trebuie satisfacuta, conform cu cele enuntate anterior este:
V-AE=0 (5.26)

Substituind ecuatia (5.24) si (5.25) in ecuatia (5.26) si regrupand termenii, se
poate calcula valoarea necunoscutei, scalare, AE,:

h
z Vr,All
h

(5.27)
A Tt
Z 1—(—") At

el 1
n | ]2
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Curbura vitezei

Urmatorul pas este acela de a modifica valorile vitezei astfel incat aceasta sa
prezinte o ‘curburd naturald’ , a cérei semnificatie este aceea ca viteza trebuie sa

aibe o forma care sd urmareasca alura unei vibratii amortizate.

Considerand o curbura a vitezelor ca cea prezentatd in figura 5.11, problema

devine cea a vibratiilor cu un singur grad de libertate.

s p

T

Figura 5.11. Modificarea curburii vitezei

Ecuatia considerata are forma:

ii+20+w*u =0
Uo=Vp (528)

cu condifiile inifiale: §
i, =4

P

A, este amplitudinea accelerafiei la timpul de calcul p §i w este pulsaia

27N
w -

r-1,

(229

N este un parametru care defineste numarul de cicluri de vibratii libere in timpul T-T,
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Solutia ecuatiei (5.28) este :
u(f)=e¢ %@ [Acos(w #) + Bsin(w #)] (5.30)

unde
-¢ este factorul de amortizare; si

- w, este pulsatia amortizata:

w,=y1-¢? (5.31)

A si B sunt constante care se determina din conditiile initiale astfel:

A=V,

5= Ap+CmVp (5.32)

Wy

Selectand parametrul N si factorul de amortizare { se poate utiliza aceastd formula pentru a
obtine o curbura dorita. Utilizand valorile vitezelor calculate cu ecuatia (5.22 ) si incluzand
curbura oblinuta cu ecuatia (5.30), se pot obtine noile valori pentru deplasare gi acceleratie
punct cu punct. Valorile modificate ale deplasarilor, vitezelor si acceleratiilor originale ale |

cutremurului El Centro sunt prezentate in figura 5.12.
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a) Acceleratii
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3
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' I
1 ] 1
S
<
0
T
-1 |
1
-2
3
-4
1] 5 10 15 20 25 30
Timp [sec]
b) Viteze
0.3
Iy
2 02
i |
§ 01 A
* Wl tn Wl
A
0.0 Hﬂ 'V HY
-0.1
ﬂ |
-0.2
0 5 10 15 20 25 30
Timp [sec]
¢) Deplasari max=0.322
04

b

IJ i \/‘ﬂ
/\[\/ V

Deplasari [m]
o
~

e
=

/
i
{iTa
-0.1
0 24 48 72 96 12. 14. 16. 19. 21. 24. 26. 29.
Timp [sec]
Figura 5.12.  Acceleratii, viteze §i deplasari calculate cu
metoda integrdrii numerice (modificate)
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5.23.3 Modificari finale

Prin metoda integrérii numerice calculul vitezelor si deplasarilor din inregistrarile acceleratiilor
unui cutremur nu sunt potrivite (pulsatiile de valori mari sunt introduse suplimentar datorita
diferentierii). De aceea accelerafia calculatd nu este inci potrivitd unei analize dinamice.
Deoarece viteza si deplasarea indeplinesc conditiile impuse se vor modifica in continuare valorile

acceleratiilor prin ‘calcul inapoi’ din valorile calculate ale deplasarilor.
Procedura consta in a scrie deplasirile ca o suma a doua functii $i anume:
1. O functie a cérei curburd este lind cu tangenta orizontala la curba atat la inceput

cat si la sfarsit,iar valoarea finald a acestei functii este egald cu valoarea

deplasrii finale ;

o

O functie oblinuta prin extragerea precedentei din valorile finale ale deplasarilor;

Urmatorii pagi sunt :

3. diferentierea primei funclii pentru a obtine acceleratiile si vitezele
corespunzitoare acesteia |

4 calculul acceleratiei si vitezei celei de-a doua funciii prin transformata Fourier
inversa;

S.

Insumarea valorilor acceleratiilor si vitezelor obtinute din pasii de calcul

mentionall mai sus pentru a obfine accelerafia si viteza reald de calcul,
corespunzitoare deplasarii reale .

Ecuatiile utilizate pentru a obline o functie U(t), ca cea definitd in pasul 1 de calcul, consista din
insumarea a doud expresii /(1) si {/,(1):

U= —5-13‘115+—5—16
73 lﬁ 70

Uy =x{1 - =0
T3
U = Uty Uy)
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pentru care derivatele {7, U, U,, U, trebuie si indeplineasca conditiile U, =0, Uy =X
(valoarea maxima a deplasarii la sfarsitul seismului pentru deplasarea modificata prin calcul ).

Reprezentarea grafica a functiei U(t) este data in figura 5.13.

0.25

0.20

0.15 //
0.10 /
0.05

0.00

U@ [m]

-0.05

0 5 10 15 20 25 30
Timp [sec]

Figura 5.13.  Functia deplasare u(t) calculatd in baza datelor prezentate in
figura 5.12.¢)

5.2.34. Sumar al pagilor de transformare aplicafi

Urmatorii pasi de calcul sunt cei care au fost aplicati pentru a modifica inregistrarile
acceleratiilor cutremurului El - Centro California (1940), in vederea folosirii acestora ca date

de calcul antiseismic al barajelor de beton.

1. Prin aplicarea transformatei Fourier rapide, pulsatiile mai mari de 50 rad/sec

sunt neglijate din inregistrarile initiale ale acceleratiei cutremurului ;

2. Au fost calculate vitezele cutremurului, prin aplicarea metodei de integrare
numerice la un polinom. De asemenea curbura “naturald “ a partii finale a
functiei viteza a fost modificatd considerand T =30 s, Tp = 25 s, coeficientul

de amortizare = 0.05s1 N=75;

3. Inregistrarile deplasare ale cutremurului au fost calculate in baza vitezei
calculate la punctul 2. Functia deplasare asfel obtinuta a fost scrisa ca o suma

de doua functii. Acceleratiile de calcul finale au fost obtinute prin diferentiere
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directa a primei functii deplasare si prin aplicarea transformatei Fourier rapide
celei de-a doua functii deplasare. De asemenea pulsatiile mai mari ca 50 rad/sec
au fost eliminate. Ulterior aceste doud functii acceleratii obtinute au fost

insumate.

Inregistririle seismice calculate ale acceleratiilor se vor folosi in capitolele ce urmeazi. in
analiza de calcul dinamica a unei structuri nu doar durata miscarii seismice este importanta ci
si componentele pulsatiei. Fiecare cutremur are caracteristicile lui proprii din acest punct de
vedere, spectrul pulsatiilor si al distributiei energiei fiecarui cutremur fiind diferite. Acest lucru
afecteaza modul de raspuns al structurilor la diferite cutremure. Pentru structurile la care
pulsaia naturald proprie este apropiaté de cea a migcirii seismice influenta acestor factori este

foarte importanta.
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IZA DINAMICA A SISTEMELOR CUPLATE

'V\ m&ﬂ%kcwvm VWA e

6.1. Analiza dinamica a unui sistem cuplat reprezentativ

6.1.1. Generalitati

Desi deteriordri structurale pot rezulta din diferite efecte cum ar fi fortele valurilor tsunami,
cedari ale fundatiilor datorita diminudrii portantei solului prin fenomenul de lichefactie, deplasari
ale fundatiei asociate cu fisuri geologice sau cu alunecari de teren, etc, mecanismul de incircare
principal, recunoscut de citre proiectarea antiseismica a constructiilor, este dat de aplicarea

unei migcari la baza structurii.

Scopul acestui paragraf este acela de a furniza teoria necesara calculdrii tensiunilor si
deformatiilor care se formeaza in orice sistem structural solicitat la o0 migcare a bazei sale.

Trebuie mentionat ca problema trebuie si fie complet definita din punct de vedere al
proprietatilor fizice ale sistemului, adicd se cunoagte masa, rigiditatea, caracteristicile de
atenuare i variatia in timp a deplasarilor fundatiei din incércari statice. Din acest motiv
evaluarea proprietatilor structurale si selectia cutremurului de calcul sunt factori critici
importani in proiectarea antiseismici a structurilor. in analiza ce urmeaza se presupune c
aceste caracteristici, ale structurii $i cutremurului de calcul, sunt cunoscute , atentia
indreptandu-se citre tehnicile de analizi a raspunsului dinamic al structurilor. In formularea
raspunsului dinamic al unei structuri se presupune cé aceasta este sub actiunea fortelor statice

(forte gravitationale, etc) si in plus se suprapune efectul actiunul dinamice.

Daca structura se comporta linear elastic, astfel incat principiul superpozitiei este aplicabil, este
mult mai convenabil s se ia in considerare separat incrcarile statice $i dinamice, raspunsul final
al structurii fiind obtinut prin insumarea eforturilor si deplasarilor rezultate din aceste doua
ipoteze de incércare. Daci structura este supusa unor comportiri neliniare in timpul incarcarii
dinamice principiul superpozifiei nu mai este valabil si in acest caz analiza trebuie facutd luand

in considerare atat incarcarile statice cat si cele dinamice in acelasi timp.
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6.1.2. Caracteristicile de bazi ale unei probleme dinamice

in contextul de fajat, termenul “dinamic” inseamna variatie in timp. Astfel, intr-o problema de
analizi sinamicd a unei structuri, incircarea cét si toate celelalte aspecte legate de rdspunsul
structurii (deformatii, for(e interioare, eforturi, etc) variaza cu timpul. in conformitate cu
aceasta este clar ca in analiza dinamica a unui sistem nu exista o singura solutie ci se obtin
solutii distincte pentru fiecare instan{a de timp considerata. Din acest motiv efortul de calcul in

cazul unei analize dinamice este mult mai mare decit in cazul unei analize statice.

Caracteristicile de baza ale unei probleme dinamice pot fi definite cu referinta la o grinda simplu
rezemata, figura 6.1. Atunci cind grinda este supusa unei incércari statice, figura 6.1.a, fortele
interioare rezistente incarcdrii pot fi evaluate utilizand principii simple din statica constructiilor.
Daci aceleasi incarcari sunt aplicate dinamic, deformata structurii variaza cu timpul, ceea ce
implici formarea unor acceleratii $i conform principiului d'Alembert acestea genereaza la randul
lor forte de inertie rezistente migcrii, figura 6.1.b. Astfel, la analiza, grinda simplu rezemati
poate fi consideratd ca fiind actionatd de doua Incarcari: cea exterioard P(), care este cauza
miscarii, i foriele de inertie f,(1) rezistente. Forele interne generate in structura sunt chemate
si echilibreze acest sistem combinat de incércare si din acest motiv foriele de inertie trebuie

intodeauna calculate inainte sa fie calculate eforturile interne ale structurii.

Py

Incarcare

7ok kA AL

Forte de inertie
a::ﬂ]ﬂ]ﬂ[[ﬂ]lﬂ]]]]m Pragrama de
momente w%

a) Static b) Dinamic

Figura 6.1. Diferenta dintre incdrcarea staticd i dinamica
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Din cele prezentate anterior se poate trage concluzia ci fortele de inertie reprezintd o
caracteristica esentiald a unei probleme dinamice. Magnitudinea acestor forte depinde de rata
de incarcare a structurii precum si de caracteristicile de flexibilitate $i masa ale acesteia.

Daca incarcarea este aplicata treptat si incet, fortele de inertie vor fi mici comparativ cu
incarcarile aplicate si pot fi neglijate. In acest caz situatia se analizeaza din punct de vedere
static. Daca ncarcarea este aplicata rapid, fortele de inertie formate vor fi semnificative
comparativ cu incércarile exterioare si vor avea efect considerabil asupra valorii eforturilor
interne formate, astfel cd in acest caz este necesar sa se aplice o analiza dinamica pentru a evalua
raspunsul structurii. Dificultatea care apare in cazul analizei dinamice constd in faptul ca
deformatiile care duc la formarea fortelor de inertie sunt ele insele influentate de catre aceste
forle de inertie. Pentru a intrerupe acest ciclu al cauzei si efectului problema se formuleaza in
termeni de ecuatii diferentiale exprimand fortele de inertie in functie de derivatele in raport cu

timpul al deplasérilor structurii.

6.1.3. Grade de libertate

Sistemul complet al fortelor de inertie care actioneaza asupra unei structuri poate fi determinat
doar daci se cunosc acceleratiile ( si ca urmare deplasarile) fiecérei particule masice a structurii.
Intr-o structura reald aceasta inseamni si fie calculate deplasirile fiecirui punct al structurii,
ceea ce reprezinta un volum de calcul foarte mare, chiar si in cazul unei analize statice. Acest
calcul poate fi simplificat daca deformata structurii poate fi exprimata riguros de catre un numar
limitat de componente ale deplasarii datorate deformarii (coordonate).

Existd doud metode frecvent folosite 1n analiza dinamica a unei structuri pentru a definii forma
deformata a acesteia si anume:

- metoda maselor echivalente;

- metoda coordonatelor generalizate.

in ambele cazuri numarul componentelor deplasirii (coordonate) necesare a fi precizate, pentru
a determina pozitia oricarei particule masice din structurd, se constitue in numarul gradelor de

libertate al structurii.
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in metoda maselor echivalente (asa cum aratd si numele acesteia), se presupune cé intreaga
masd a structurii este concentrata intr-un numir finit de puncte a céror pozitie in structura este
cunoscutd. in figura 6.2 este reprezentatd spre exemplificare un sistem cu trei grade de libertate.
Daca deformarea axiald a grinzii este neglijatd depladarile celor trei mase sunt date de catre trei
coordonate v,, v,, si v, §i este necesar sa fie evaluate acceleratiile doar in aceste trei puncte

pentru a calcula foriele de inertie preoduse in sistem.

Figura 6.2. Sistem cu trei grade de libertate (mase echivalente)

O alternativa la calculul de aproximare al deformatiei grinzii este aceea de a le reprezenta sub
forma unei serii Fourier. Pentru a reprezenta o forma deformati oarecare in mod exact trebuie

folositi un numar infinit de termeni ai seriei, iar prin folosirea doar a cétiva termeni se poate

obtine o aproximare buna.

Este postulat faptul ca structurile flexibile ale unui sistem dinamic se deformeazi dupa forme
fixe, yi doar amplitudinea deformatiei variaz in timp (Berg,G.V ., 1989). Daci cel de-al n -lea

termen al functiilor de forma al seriei deplasirilor este notat cu ¥, (x), atunci forma generala
a deformatiei unei structuri cu N grade de libertate este -

N
II(Z,I) = Z ll"n(z).yn(t) (6 l)

n=l

unde y, este amplitudinea celeide a n -a functie de forma
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In aceste reprezentari ale deformatiei in cazul unei analize dinamice, acuratetea solutiei date de
idealizarea facuta creste prin cresterea numarului de grade de libertate considerat, solutia exacta

fiind atinsa la considerarea unui numr infinit de termeni.

Numadrul de termeni necesari a fi considerati pentru a obtine o solutie adecvata depinde de
complexitatea structurii si de modul in care aceasta este incircata. in majoritatea cazurilor doud
sau trei grade de libertate sunt suficiente pentru a obtine rezultate bune.

In capitolele care urmeazi s-a folosit sistemul coordonatelor generalizate pentru reprezentarea

deformatiei structurii.
6.1.4. Analiza dinamica a unei console

Acest paragraf prezintd analiza sistemului baraj - lac de acumulare, sistem supus unei actiuni
dinamice, adicd unui cutremur, considerdnd cad acesta barajul se comportd ca o structurad

incastrata la baza si libera la varf, consola.

Fie structura din figura 6.3 . Caracteristicile acestei structuri sunt : masa pe unitatea de lungime
m,, rigiditatea LI, si forta pe unitatea de lungime f Atat m, cat si £/ variaza in lungul
structurii, iar forta f poate sa varieze atét in lungul structurii cét i in timp. Daca se neglijeaza
deformatia structurii datorata eforturilor tangentiale $i momentul de torsiune atunci poate fi
aplicat principiul coordonatelor generalizate pentru a exprima deformatia acesteia ( adica ecuatia
6.1.). Functiile de forma y;,(z) trebuie sa satisfaca conditiile de margine, care in acest caz sunt:
- foria taietoare zero;
- moment incovoietor nul la capatul liber al structurii;

- deformatie si rotatie nula la capatul fix al structurii.

Ecualia miscirii poate fi obtinuta considerand fortele dinamice de translatie ce aclioneaza pe un
element de grinda si aplicdnd principiul deplasarilor virtuale (anexa 1.4). In figura 6.3 este
reprezentat un element de grinda de lungime dz in pozitie deformata. Fortele ce actioneaza
asupra acestui element sunt incircarea pe element (orientata de sus in jos), foria de inertie si
foria tiietoare care se formeazi. Deplasarea elementului este 2y, y .. In scopul usuririi atat

a scrierii ct si a citirii expresieiZ'y, y , aceasta va fi notata cu ¢ y.
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a)
b)
mbdx Py
z
c) | }
y
u=gy
Figure 6.3. Structurd elesticd si deformata ei. (a)Structura; (b)Forfe pe

element: ¢) IForma deformatei structurii sub acfiunea incarcarilor

Atunci cand se aplicd o deplasare virtuald dy acestui element diferential lucrul mecanic virtual
pe element este :

oW = [f‘a’z -(mPdz)-y + %-dz]ﬂrﬁy (6.2)

Relatia efort tensiuni pentru grinda se scrie:

d (-
U= ‘[;(’1'/"11//)}')’ (6.3)
care prin diferentiere devine :

du _
dz

d? (.
P(Mll’”)

P4 6.4)
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Substituind ecuatia (6.4) in ecuatia (6.2) si integrand pe lungimea grinzii rezulta :

!

I /
o = [Fpdz—| [ mywde | -| [FEND |y (©5)
0 0

2
0 Z

Termenul care contine rigiditatea se integreaza prin parii astfel :

]dz(Elw”)WZ:
dz?

dEN") [ dEN
dz lljbo { dz ¥dz (6.6)

0

Expresia cuprinsa intre paranteze drepte in ecuatia 6.6 dispare pentru ca forta taietoare
d(EIy”)/dz este zero la capatul liber al consoleisi deplasarea i este zero la capitul fix .

Integrand din nou prin pérti se obtine:

I ==l
_fd(Ehp//)'lIJ/‘dZ - [E]'III//'llJ/] |I +fEhp//2-g’z 6.7)
dz z=0 0

0

Primul termen al expresiei din membrul doi al ecuatiei (6.7) este zero pentru cd momentul
incovoietor (-Eiy”) este nul la capatul liber, iar rotatia este y’. In final ecuatia de migcare a

acestei structuri sub actiunea incarcarilor considerate este :

i

! 1
V [myWidz +y [EN" = [fz (68)
0 0 0

Expresia (6.8) reprezinta un sistem liniar de ecuatii diferentiale de ordinul doi. Termenii
integrali ai ecuatiei (6.8) poartd denumirea de masd generalizala, rigiditate generalizata si

respectiv incarcare generalizata .
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6.2. Solugia analitici pentru calculul presiunilor hidrodinamice

asupra barajelor

6.2.1. Ecuatia fundamentali a fenomenului

in analiza dinamic a sistemului fluid - structura (figura 6.4.) Se face presupunerea ca structura

se comporti ca si 0 consold a carei ecuatie fundamentald de migcare este

2 2 2
J l:'lﬂ + ma—z =-mii - p(0,z,1) 6.9)
oz?\ oz ot? :

unde:

E- modulul de elasticitate;

1- momentul de iner{ie al sec{iuniii transversale in raport cu axa de incovoiere ( axa y);
m-masa pe unitatea de lungime a structurii,

u-deplasarea structurii relativ la la teren in directia axei x;

u, - acceleralia seismica a terenului pe directie orizontali;

p-presiunea hidrodinamica ( in exces fa{a de presiunea hidrostatica).

Atat L] cat i m variaza arbitrar pe indl{imea structurii ( in raport cu variabila z).

z‘}

0 «——— h H
< T
N FTTTTTTTT TN TSR N Y AT
> 3
Figura 6.4. Sistemul fluid - structura
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Réspunsul structurii, incluzand efectul fluidului , poate fi exprimat ca o combinatie liniara intre

modurile proprii de vibratie ale structurii si coordonatele generalizate:
uz,) =Sy Y (0 (6.10)
n=1

Acceleratia proprie a structurii poate fi exprimaté in conformitate cu ecuatia (6.10) astfel:
i(z,)= Ly (2)Y, () 6.11)
n=1
Aplicand principiul superpozitiei ecuatiei (6.11), principiu prezentat in paragraful 6.1.4., rezulta:
% 2 _ _
MnYn(t) +0, MnYn(t) = —Vn(t) —Pn(t) n=1,23,... (6.12)
Masa generalizatd asociaté cu cel de-al n -lea mod de vibratie 1, (z) este definit ca :

h
M, = f ¥, 2(2)m(z)dz (6.13)

Incércarea generalizata indusa de cétre presiunea hidrodnamica este:

h
P (1= f U, (2)P(0.z,0)dz (6.14)
0

Forla generalizata indusa de catre migcarea seismica este:

h
V(0 =i (1) [m2) (2)ddz (6.15)
0

Presiunea hidrodinamica in interiorul domeniului fluid este guvernatd de ecuatia undelor

(capitolul 4):

) 1
\Y% P(X,Z,t) = —ZP(X,Z,I) (6.16)
C
unde: P(x,zt)- distributia presiunii hidrodinamice in exces presiunii hidrostatice;
c - viteza sunetului in api |
x,z  -coordonate carteziene;
w, - an -a pulsatie naturala a structurii fara lac de acumulare.
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- la momentul initial apa din lac se afld in repaus, conditiile initiale fiind:

Pl ,=0
> (6.17)
9Pl
Al
-la timpul t:
eLa interfa(a dintre fluid si structura:
</ . . . _ . - 5
9 =l 0y +i(z.0) = ~pli (1) + B ()7 (1) ©.18)
ox e 0 : : n=1
*Pe fundul lacului:
oP
- =0 (6.19)
“lz=0
+La suprafata lacului:
Plz:h =0 (6.20)
+La capatul lacului:
Pl =0 (6.21)

Aplicand transformata Laplace ecuatiei (6.16) se obline:

20 2 .
AN

$ .
a2 gz ? ©22

unde:

P’ este transformata Laplace a functiei P(x,zt);

s este parametrul de transformare Laplace .
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Aplicind o procedura similard conditiilor de margine rezulti :
-la un timp dat t;
+La interfata dintre fluid i structura :

- x
LA ol () + Sy, Y (o) (623)
ox e 0 & n=1
+Pe fundul lacului :
5 -
o1y (6.24)
Gz z=0
+La suprafata lacului :
P, =0 (6.25)
+La capatul lacului
P._.=0 (6.26)

6.2.3. Contributii la calculul solutiei analitice

Utilizdnd metoda separarii variabilelor, distributia presiunii hidrodinamice in lac poate fi
exprimata ca:

P (x,z,8) = X(x,5)Z(z,s) (6.27)

Atunci (6.22) devine:

£ii\/—[)»2+%)X=O

dx? c
(6.28)
42 vz-0
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Solutia celei de a doua ecuatii a sistemului (6.28), care satisface conditiile (6.24) si (6.25) este

data de :

Z2(z,8) = glak(s)cos(lk-z) ;ocu )»k=(2k2;hl)n (6.29)
k1

Solutia primei ecuatii a sistemului (6.28), care satisface conditia de a tinde la zero citre infinit
este:

-
>
tod
.
—_—
oY |'va
ol e
N —

x (6.30)
X(x,8)=¢
Substitutia ecuatiilor (6.29) i (6.30) in ecuatia (6.27) dau:
. N kY ' X Xk" 1( ;) (631)
P(x,z,5)= Za,s)e "cos(A,'z)
k-l

Derivata functiei din ecuatia (6.3 1) trebuie sa satisfaci ecuatia (6.23) care conduce la

ps "[ug"(s) + illp"(z) Y ()= )Eak(s) A7 +( s_':] “cos(A, z) (6.32)
" kel >~

[

Din (6.32) rezulta coeficientul necunoscut ays)

al(y)=

h
‘ZY (s) f Y, (2)cosh, zdz
n=l

0

(6.33)
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Substitutia ecuatiei (6.23) in ecuatia (6.21) conduce la :

2

© _1\tk+D R\ E ( s_z)
P(xz,8)=Y. 4p(-1) e s?u,(s)-cosk,z+
k=1 2
s
(2/(—1)1'5 A.kz"’(;]

—xA| A 2 s—z h
By 2p e ( 2) Z ZYn'(S).COS).kalIJn(Z)COSAkZd
0

k,] 2 n=
a2zl 2
h | A, +( 2)

o

(6.35)

Solutia in domeniul timp a presiunilor hidrodinamice se obtine aplicand transformarea Laplace

inversa ecuatiei (6.35). Adica:

© t-xlc
2 | X 4
P(x,z,f) = kg 2k l) cos)»kz fu (v)J, | A c ’(1 -T) (z) dt
1-xlc (636)
os)\,; f Y, (2)cosA, zdz: f Y, (0, |Ac | (t-1)*- (f) dt ;. -
k= \l ¢

Presiunea hidrodinamica pe paramentul amonte al structurii, conform cu formula data de ecuatia
(6.36) este:

P(0,z,1) = i (2lk)( ;)) cos)tszu (t)J, [A c(t- t)]dt +
. e (6.37)
+QZ E cosA,z: f Y, (z)cosA,zdz: f Y (T)J Ae(t- 1:)] >0
h =
8s
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Incircarea generalizatd P,(1) din ecuatia (6.12 ) este:
h

h
Pn= f ¥ (2)P(0,z,0)dz = 4pc2 ((2lk)( 5 f ¥, (2)cos) zdz: f i (t)JO[)ch(t T)]d

ZP‘ Z E f ¥ (z)cosA, zdz: f ¥, (2)cosA zdz: f Y, (tM [, c(t-)]dt =
0

k1ml

4pc (- +
Z (2k-1) Q"A f i (D)o [Ae(t-TldT

2523 0,0, f 7 (DMl ett-)d =

k1lm
=p ',,(’) +P7 (1) (6.38)

Incarcarea generalizati /”, (1) indusi de citre presiunea hidrodinamica daci structura este rigida

este data de :

t
dpex (- & .
P (= Nt (T [Ac(t-T) ]dT 9
- ; 2k-1) (.,,/.{ g( )Jo[ k( )] (6.39)
incircarea generalizatd /¥, (1) indusa de citre presiunea hidrodinamici datoriti deformirii

structurii este:

I)II/‘(’) - 2p( E Z Q)HIAQ)’"‘I }.’.’"(’c)‘]()[l‘c(l_‘c)]d‘t = }) r"(’) + 1"/‘"(’) (640)

k1ml

unde:

h

O = f b, (2)cosh zdz (6.41)
0

substituind (6.39) si (6.40) in ecuatia (6.12) se obline ecuatia interactiunii dintre fluid si
structura:

h
M. )':"(’) . (.L)an"Y"(I) ,"'g(().fm(z)-lp”(z)dz_ 4pc E ((zlk)("l;)
k-1

1

[ (M Ayeti-Tld - 2p‘ E Y E 0,0, f AT

0 klm
0, n=123. . .«
(6.42)
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Pentru a putea rezolva aceasta ecuatie este necesar sa se accepte cateva siplificari si anume:

l.- migcarea seismica are variatie liniara intre doi pasi de calcul (n-1)At si nAt:
N T T ..
i (t)=| n-—\ii [(n-10A1] +| — -(n-1)|i (nAf 6.43
g()[ At)g[( ](Az( ))g( ) (6.43)

Substituirea lui (6.43) in (6.39) transforma incarcarea generalizata P, (2) intr-o

suma de forma:

P '(z):ﬂi wg NEI B i (nAf)|+B " i (NA?) (6.44)
n n (2k—l) nk ~ nk “g kg :
in care:
Ayt
B =L [ IR -, ()
Ay A
Me(N-m)At Ae(N-n+1)At
B, :i{ “N-n-ly [ @ Nl [ T
M
Ae(N-n-1)At Ae(N -m)At
+2(N-n)J [A,c(N-n)At] -(N-n+1)-J,[A,c(N-n+1)A1]
-(N-n-1) -n-1)At
(N-n-1)J,[A,c(N-n-1)A1] } (6.45)
2.- acceleratia structurii intre doi pasi de timp (n-1)At $i nAt poate fi considerata
constanta:
.. 10 .
7,0 = 2{F [(n-DA ) (6.46)

Substituirea ecuatiei (6.45) 1n (6.40) furnizeaza efectul hidrodinamic rezultat din

deformarea structurii:

PL=F, )+ W, 7 (0 6.47)

m=1
in care:
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1

2 C = ”

an = _2 an'le‘ Ek :
h = i
Fn = g_c_ an.ka G mk ! :
h ‘
e (6.48) ;
E,=— f J (D)t :
k0 |

N-1 AA.CAI(N-m 1)

G =5V (mhry [ e
g A AN -n-1)

Substitutia ecuatiilor (6.38), (6.39) si (6.47) In ecuatia (6.12) are ca rezultat:

MY (D46 MY ()=-V,(0)-P" ()= F,0)- Z w Y (1), n=123,. (6.49)

mn
m-

Scriind ecuatia (6.49) sub forma matriceald, cu o serie trunchiaté la M moduri de vibratie ale

structurii, se ob{ine :

my, mpy myy Yl(t) K, 40 L\
my My, Mo | 72(1) . Ky V(0 - Ly(1) (6.50)
My My o Mg ||V (1) Kine| (Vad0]  {LadD)
unde:
=W, i*j
Ml n
K w’ ‘M, (6.51)

l(l) Vi -pPro-Fw

Masele adaugate I, din (6.50) si (6.51) care vibreazi impreund cu structura , rezulta din efectul
hidrodinamic datorat deformirii la un moment dat al structurii. Coeficientul care multiplica
aceste mase adiionale depinde de modul de vibratie atat al structurii cat si al laculul de
acumulare, si are valoare constanta, dacd pasul de timp de calcul este constant.Incarcarile
aditionale /-, (1), reprezinta presiunea hidrodinamica datorata tuturor pasilor de calcul anterior )
pasului curent si sunt la randul lor functie de modurile de vibratie ale structurii si lacului de
acumulare. Incarcarea aditionala /”, (1), care este dependenta de comportarea lacului,

reprezintd . presiunea hidrodinamica creata daca structura ar fi rigida in timpul cutremurului.
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Capitolul 7. Solufii numerice dezvoltate cu metoda elementelor de frontierd

TII NUMERICE DEZVOLTATE CU

METOD AWWWVEW}& WFBONTIERA

7.1. Dezvoltarea metodei elementelor de frontiera si

stadiul actual al aplicarii in domeniu

Tehnica rezolvarii ecuatiilor integrale ce apar la probleme cu conditii de margine se pune de
foarte multd vreme. In anul 1903, Fredholm a folosit discretizarea ecuatiilor integrale din
problemele de potential, discretizare ce a stat la baza dezvoltéarii metodei ‘indirecte’ a
elementelor de frontiera. Denumirea de metoda indirecté vine din faptul ca sunt folosite functii
de pondere care nu au nici o semnificatie fizica, dar ulterior prin intermediul metodei se pot

calcula cantitéti fizice clare cum ar fi deplaséri sau eforturi.

O formulare integrala care leaga deplasiri ale punctelor de pe frontiera cu eforturi (tensiuni) a
fost stabilita de in anul 1886. ldentitatea lui Somigliana, aga cum este cunoscuti ca denumire
astiizi aceasta relalie, std la baza formularii ‘directe’ a metodei elementelor de frontiera. De-a
lungul timpului au aparut o serie de carii si articole despre aplicarea ecuatiilor integrale in teoria
potentiald si in teoria elesticitatii, scrise de citre distingi matemeticieni ca Kellogg -1929,
Muskhelishvili -1953, Mikhlin -1957- i Kupradze -1965. Formularile integrale au fost
rezolvate prin procedee analitice, dar acest lucru a limitat folosirea lor la probleme foarte simple.
Problema rezolvirii acestor formulari integrale prin procedee analitice a inceput sa fie pusa la
inceputul anilor 60, datorité aparitiei calculatoarelor de mare viteza. In mod particular metoda
elementului finit a atras un interes deosebit de aplicare al ei in domenii complexe ale inginerie.
Pasul major de rezolvare al ecuatiilor integrale a fost facut in anul 1963, prin publicarea a doua
articole de catre Jaswon -1963- si Symm -1963. Abordarea acestora a problemei a constat in
discretizarea ecuatiilor integrale a teoriei potentiale in doua dimensiuni, fenomen guvernat de
o ecualie de tip Laplace in elemente drepte, pe care functia de potential era considerata
constantd. Elementele erau definite de punctele lor nodale i integrarea se efectua aplicand
regula lui Simpson, cu exceptia unor integrale singulare care erau calculate analitic.

Abordarea facutd de Jaswon si Symm poate fi definitd ca o metoda 'semi-directd' pentru ca
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functiile folosite pentru a definii problema nu sunt fictive si pot fi diferentiate sau integrate

pentru a calcula cantitati fizice necunoscute ale problemei.

Ulterior au apérut formuldri integrale pentru alte tipuri de probleme, dupa cum urmeazd Jaswon
si Ponter -1963- pentru probleme de torsiune a barelor cu moment de inertie variabil, Hess si
Smith -1967- pentru probleme de curgere a fluidelor si Harrington g.a. -1969- pentru probleme
in electricitate, bidimensionale.

Primul articol care a utilizat formularea directd a metodei, utilizand deplasari si eforturi intr-o
ecualie integral aplicabili pe frontiera unui domeniu de calcul a fost publicat de catre in 1967.
Cercetarea prezentatii de citre Rizzo a fost considerati foarte originald, mai ales ca pentru
prima datd a fost utilizatd major analogia dintre teoria de potential si teoria elesticitatii, clasica,
precum si proceduri numerice pentru a rezolva o problema. Acesta a utilizat elemente linie
dreapta, pentru a discretiza frontiera, elemente pe care funcia necunoscuta ( deplasare sau efort
unitar) era consideratd constanta. Extinderea studiului efectuat de Rizzo la probleme
tridimensionale a fost realizata de Cruse -1969- formulare similara cu cea a lui Rizzo, cu
exceplia faptului ca suprafaa (care este frontierd) a fost discretizata in elemente triunghiulare
pe care functia necunoscuta era considerata constanta. Studiul prezentat de Cruse a fost urmat
de alte doua publicatii ale acestuia in care probleme practice tridimensionale au fost comparate
cu metoda elementului finit (Cruse,T.A., 1973) si totodata elementele de discretizare ale
frontierei au fost mai sofisticate permitand ca functiile necunoscute si varieze liniar pe element
(Cruse, T.A., 1974). n timpul acelei periode de inceput de dezvoltare al metodei elementelor
de frontiera (from 1967 to 1972), formularea problemelor sub forma de ecuaii integrale a fost
extinsd la probleme de materiale neomogene (Rizzo and Shippy ,1968), elastodinamica (Cruse
1968 i Cruse ,T. A si Rizzo, 1968), elastoplasticitate (Swedlow si Cruse, T.A. ,1971), materiale
anizotropice (Cruse si Swedlow ,1971) si probleme tridimensionale din mecanica fracturilor
(Cruse.,T.A., si Van Buren, 1971 si Cruse,T.A., 1972). Aceste publicatii au fost foarte
importante pentru ca au pus bazele metodei elementelor de frontiera (BEM ) si totodata au
demonstrat ca aceastd metoda este o tehnici numerica foarte puternica.

* Dacd trebuie acordat cuiva titlul de inventator al metodei elementelor de Sfrontiera atunci cu
siguran(i acesta trebuie acordat lui M. A. Jaswon, G. T. Symm, F. J. Rizzo ST A Cruse * -
Bekcer.1994. in particular publicatiile lui T.A.Cruse, intr-o perioada relativ scurta (1968-1973)
au fost primele care au demonstrat acurate{ea tehnicii elementelor de frontierd in domenii ca

elastostaticd, elastodinamica, anizotropie, plasticitate $1 mecanica fracturilor.
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Muti dintre algoritmii $i multe dintre conceptele metodei elementului finit s-au regisit formulate
in metoda elementelor de frontiera, asa cum ar fi conceptul de elemente de ordin superior, prin
utilizarea de functii de forma cuadratice. Aceste elemente au fost introduse pentru prima data
de catre Lachat -1975- si imbunétatite ulterior de catre Lachat $i Watson -1975, 1976 Alti
autori, cum ar fi Cruse $i Wilson -1978- sau Tan si Fenner -1978, 1979-, au utilizat elemente
cuadratice izoparametrice , pentru care atat geometria cat i variabilele au variatie cuadratica
pe element si au demonstrat a da solutii foarte exacte in cazul problemelor tridimensionale.

Datorita renumelui de acuratete pe care il au aceste elemente in rezolvarea problemelor in teza

de fata au fost folosite astfel de elemente pentru solutia numerica propusa.

incepa‘md cu anii 70 au fost publicate un numar foarte mare de carti $i articole referitoare la
metoda elementelor de frontiera, timp in care $i numele ei este recunoscut ca BEM. Mentionarea

tuturor autorilor acestor publicatii este aproape imposibila.

7.2. Formularea metodei elementelor de frontiera

7.2.1. Modelul matematic in cazul ecuatiei Laplace (baraj rigid)

in cele ce urmeazi se exemplificd modelul matematic bazat pe metoda elementelor de frontiera
prezentat de 1. David i Gh.Lazér in lucrarea * Model de calcul pentru determinarea distributiei
presiunii seismice a apei asupra paramentului unui baraj. bazat pe metoda elementelor de

frontierd” la Al Vl-lea simpozion national de Informatica in Constructii. Timigoara. 19%8
Formularea matematici a problemei este urmatoarea:

- se cere rezolvarea ecuatiei ce guverneaza fenomenul (ecuatie de tip Laplace)

()2_¢+82_¢=0

(7.1)
8:2 (3).2
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- care indeplineste urmatoarele conditii de margine:

ﬁi =y, =C'T pe AB
ox

7.2
o pe BCD (72)
dy
$=0 pe AD

cu referire la notatiile din figura (7.1) si semnificatiile:
-¢-potentialul vitezelor;
-x,y- coordonate carteziene;
-t-semiperioada cutremyrului;

-v-viteza;

Figura 7.1.Domeniu supus acfiunii cutremurului i condifii pe contur
7.2.2. Modelul matematic propus in cazul ecuatiei Helmholtz (baraj rigid sau flexibil)

In acest paragraf sunt prezentate aspectele formulirii ecuatiilor integrale a problemelor dinamice
dependente de timp, precum si procedura de rezolvare in pasi de timp prin metoda elementelor

de frontiera a problemei propuse spre studiu in capitolul 4, paragraful 4.3.1. ( Ipoteze si

formularea problemet).

Ecuatia de migcare a unui material elestic poate fi scrisi sub formi vectoriali astfel:

L(u) =(¢)? = ¢, )VVu +¢) V-V - i = b (7.3)
p

in timp ce ecualia scalard a unui fluid compresibil are ecuatia (prezentati in 4.3.2.):

L($)=c V-V -d= -y (7.4)
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in ecuatia (7.3) si (7.4) au fost folosite urmitoarele notatii:
-v denota vectorul derivatelor spatiale;
- acolo unde sunt specificate,indicd derivate in raport cu variabila timp a functiei,

-c,c, vitezele undelor elastice de dilatatie, respectiv distorsionale;

-C viteza undelor in fluide;

-p densitate;

-b forie interioare ale mediului elestic;
-y sursa distribuita.

in lungul unei portiuni a frontierei I'; se cunoaste fie deplasarea u(x,t), fie potentialul vitezelor
d(x.t), in timp ce de-a lungul celeilalte portiuni a frontierei I', sunt cunoscute tensiunile T(x,t),

respectiv fluxul @(x,t).

Componentele tensiunilor si ale fluxului pot fiexprimate in functie de deplasari respectiv

derivatele potentialului vitezei, astfel:

T= pl(c,2 -, yuVn +c  (uV-n+unV)) (7.5)
Y=cnvod ’
In plus la timpul t=0, solutia problemei trebuie sa satisfaca conditiile initiale ale problemei, adica

sa aibd valori ale deplasarilor i vitezelor :

u(x,0) =u (x)
1(x,0) =v (x) (7.6)
respectiv potential i presiuni:
®(x,0)=0 (x)
b(r,0) = PEO) Pox) (1.7)
Pr Py

p; - densitatea mediului fluid.

Problema cu conditii initiale i de margine a propagarii undelor in medii fluide este un caz
particular al propagirii undelor prin medii elestice. Demonstratia acestei afirmatii este ob{inuta

si prin particularizarea ecuatiei (7.3) pentru c,=c,=c, si considerand ecuatia scalara obtinuta.
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Datoritii acestei similariti{i in cele ce urmeaza se face deducerea ecuatiilor doar pentru cazul al
doilea, al mediului fluid, ecuatiile scalare, in final obtindndu-se prin analogie formularea pentru

cazul mediului elastic.

Ideea de bazi a metodei ce se propune este aceea de a descrie problema cu condiiile initiale
date pe frontierd prin ecualii integrale. Pentru a face acest lucru se foloseste teorema
reciprocitatii lui Graffi a elastodinamicii (anexa 1.4.). Se considera doud momente distincte in
care sunt satisficute ecuatiile (7.4): momentul actual cu distributia de presiuni y si o sursd
impuls unitar la timpul t si punctul de aplicare £.

Aplicand teorema Graffi se obtine:

kst ®(EN= [ ﬁ(b(x,i,l—t)tp(x,r) “P(xE-T)D(x D) T,
0T (1.8)
+ﬁ(x,£,t~r)y(x,t)d§2x}dr + %f
Q €"a

B(x.0p, (9, - 5;6():, t)¢0(x)].mx

unde:

-kst este un coeficient care depinde de forma conturului pe care este situat £;

-d.y potentialul vitezelor, respectiv presiuni - functii necunoscute ciutate;

- ¢ . U potenialul vitezelor, respectiv presiuni - functji solutii fundamentale a ecuatiei

date, in domeniul infinit.

Daci punctul este pe frontiera domeniului (€ € T") atunci kst=0.5, , in timp ce pentru punctele
interioare domeniului (£ € Q ) kst=1 . Limita superioara de integrare t' reprezinti o notatie
prescurtatd pentru t+¢, € fiind un numar arbitrar foarte mic. Soluia fundamentali a ecuatiei
(7.4) este data de Mansur ( Formulation of the boundary element method for transient problems

governed by the scalar wave equation - Applied mathematical modelling, 1982, vol 6, August,
pag 307-311):

o IR N ) -
(r8-7) = o Hle(t-7) 1] (79)
unde:

R={(cU?-rY) | V=11 | r=x-g (7.10)

iar H este functia Heaviside ( definita in anexa 1.5).
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Fluxul corespunzitor functiei definite de ecuatia (7.10), Y(x,f) se obtine prin derivare,
utilizand relatia datd de ecuatia (7.5). Pentru obtinerea acestei din urmé functii trebuie folosite
derivatele functiei Heaviside, adica functia Dirac (anexa (1.5), in combinatie cu termenul
singular 1/R. Functia Heaviside se foloseste in combinatie cu termenul singular 1/R? Acest doi
termeni nu pot fi integrali numeric. Pentru a elimina acest inconvenient se efectueaza analitic
integrarea in raport cu timpul.

Considerand conditiile initiale i sursa y(x,t) egald cu zero, rezultd urmatoarea ecuatie integralo

-diferentiala, pentru propagarea undelor in m,edii fluide compresibile:

kst D, 1) :ff {D(x,E,1 ) P(x,T) +
or

/ 7.11)
€ Het'-n ST
on R?

2nR

+

®(x,7) + ld)(x,r)] ydldt
C

7.3. Implementarea numerica

Prezentarea implementarii numerice se face pentru fiecare din cele doua modele de calcul

prezentate la 7.2.
7.3.1. Modelul pentru ecuatia lui Laplace - (baraj rigid)

Modelul matematic al problemei se poate formula pentru inal{imea piezometrica h(x,y), definita

ca o functie reala de clasa C, in domeniul de calcul.

Fh  h _
dx? 9y?

0

h =hok

b v, (7.11)

on a8, Vo

k=12,..m h=2
v

o

unde A, . B, sunt portiuni pe care sunt precizate valorile vitezelor normale.
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Soluia problemei la limitd (7.11) se poate reprezenta sub forma integrala:

__ 1 . e
h(z)= o f q(E)Inr(z/E)dl +¢
L y (7.12)

u(z)= P I‘(/(E)E;In(::/ﬁ) s

unde:
q(E)-  densitatea unei surse distribuite pe contur, reprezentind necunoscutele
indirecte ale problemei;
h(z)-  1ndl{imea piezometrica;
u(z)-  viteza in punctul zel', dupa directia n,;

ds- elementul de arc de-a lungul conturului I';

Prin discretizarea frontierei si substituirea ei cu un contur poligonal cu colturile in punctele
€ (1=1.2,...,n), {inindu-se cont de (7.11 ) precum si de conditiile la limita din (7.11) se
ajunge la un sistem de ecualii integrale avand drept necunoscute distributia surselor.Prin
urmare, cunoasterea inal{imilor piezometrice si a distributiei de viteze, adica utilizarea
practica a relatiei (7.11 ) si a derivatei ei este condi{ionatd de determinarea distributiei de
surse q(€).

Sistemul liniar obtinut este de forma:

! q, H
Ya—l+c=—2 pe AD
I H() HO
i” 49 19 P pe DCB
= H, 2]-[0_1 pe AD (7.13)
1

okl q-r

1ol
— =0 , i=1, N
o H, :

unde H, este indllime piezometrica de referini introdusi pentri adimensionalizarea relatiilor.
Ecuatiile cu coeficientii a;; se scriu pentru elemente apar{inand lui I, adica cu inal{ime
piezometrica cunoscutd h,; iar cele cu coeficientii b, pentru elementele apartindnd lui I’y pe

care viteza normald este cunoscutd .Evident N,+N,=N;, reprezintd numirul total de
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elemente. Sistemul permite determinarea necunoscutelor g; in numar de N, , fin total N,

necunoscute.

Yﬁ Akd

+

T

Figura 7.2. Domeniu de calcul. Notafii

Coeficientii a; si by se calculeaza pe baza expresiilor, {ndnd cont de notatiile din figura7.2.:

',,/ - - - -
a,=—/[(In(r! - cosc, +(£-a’,)sinoc',] +
o2 2

;
¥, - - - -
+ 2L [n() - 1eose., + (T e, )sinet,.,] (7.14)
27 2 ’
. 1.
PR sinc.,
b,= L(oc’, +al | - m)cosd, + —l—sinGHln Chy
2n 2n sinc/
unde:
X l%‘" 0‘,..~1| . daca ]“,.j’ o, |«
o=
n- |al._l._ au -1 | ‘dac[i ’al:[.- au -1 | (7 15)
eﬂ = ajJ'| - al.l-l
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cu:
i+l daCé ynlzyl 'lq xl'lle
_al.l*l daca“ yl*lzyl "q xﬂl<xl
o, = (7.14)
+a1.:'l dacﬁ y,,|<y, S xlfl<x1
n-a,,, dacd y, <y, S X,>X
unde:
_ . Vi Vi
o, =arc (7.15)
X . -X
i+l i
¢ ; daca A@zo s N20
m-o'- daci N>0 s N<O
iy y x
o= (7.16)
m+o - daca N<O & N<O
[N ¥y x
R —al'j daca NJ,<0 s N>0
unde:
R N
a -=arct AR
NX
x/+qu
N,.= 3 » (7.17)
N BE/AR/A -y
) 2 r
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De asemenea :

2 2
r,f= [x _xJ+xJ*‘) +(y _yf+y/+l)
2 2 (7.18)

i =& X 0,y

Cu ajutorul acestora se poate determina indl{imea piezometrica in orice punct al domeniului
cu formula :

-3 a
M=y Ay *C (7.19)
i=1

unde coeficientii a,,,; se calculeaza din aceleasi formule ca si a; cu mentiunea ca x; si y; se
substitue prin coordonatele punctului M.

Relatia de legatura intre Tndltimea piezometrica si presiunea hidrodinamica este:

h;=p; ©/p (7.20)

7.3.2. Modelul matematic propus

Prezentarea implementarii numerice a metodei se face pentru ecuatia generala (7.8), nu pentru
(7.12) care este doar un caz particular mai simplu al celei dintai.

Ecuatia (7.8) poate fi utilizata pentru a determina potentialul dependent de timp, oriunde intr-
un punct interior domeniului Q si pe frontiera I" a acestuia. Inainte de a afla acest potential
trebuie cunoscute valorile functiilor potential ¢ si flux Y pe frontiera domeniului.

Frontiera se discretizeaza in elemente determinate de citre punctele nodale r,el"cu j=1...J; si
totodata se consideraun set de valori in timp #,, n=1...N.

Integrarea pas cu pas in timp se face considerandu-se cd potentialul variaza liniar, iar fluxul este

constat pe fiecare interval de timp At de integrare, adic:

N

J
b(r.1) EZ OLIGLES

5 (721)
b E OO nY”,
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in care :

m,j - se referd la timp, respectiv spatiu;

r.t - sunt coordonatele spatiale, respectiv temporale ale nodului considerat;

™Mo, ng). 00, ng) -sunt functii alese astfel incat:

d; este simbolul lui Kronecker,

() =8
n(r)=9%,
0”(r) =5
n(r)=9%,

mn

(7.22)

mn

iar @", " sunt valorile functiei potential si viteza in punctul de pozitie spatiala r, la timpul £,

adica:

Rescriind ecuatia (7.12) pentru fiecare nod / i fiecare pas de timp /,, i inlocuind in aceasta
6" =01,
¥ =v0,)

valorile putentialului i vitezei, asa cum au fost ele definite de ecuatia (7.21) se obtine urmitorul

sistem de ecuaii algebrice:

(7.23)

NoJ N o J
Z Z H,.,m"'d),’" - E z ("”mn,‘ljjm +1‘“" +S‘n (724)

molyl m1 1

in care:

1
mo_ Lo W8, oR " m —
H, ‘hﬁéuém‘lgzmvyﬂﬂ(fhﬂﬁﬂ)tdF
N 0

t

n

(,‘,./ﬂl" - fll_,(")'fem(f)&(I'J,t)d‘cd[‘
ro (7.25)

o b N
K (j)’&r_,,r) b(r,0)Q
s B v,

Q
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Pentru a rezolva sistemul de ecuatii algebrice, este utilizata metoda colocatiei in fiecare punct
nodal &, al frontierei caracterizat de vectorul spatal r,, in toti pasii de timp t,=mAt, iar

integrarea in raport cu variabila timp se efectueaza analitic pe fiecare element de frontiera ,
rezultand:

(nAr)
H™=(H™)= [ [B(xE,mAt—)dl\de (7.26)
(n-DAr T,

In urma integrarii analitice in raport cu timpul rezulta:

n-m+1+D (r,l))‘ir\x , (r=|x_EA|)

l nm
Hmn — . ln
M 2me? rf( n-m+D_ (r,0)
1

nm
G oL n() 727
M 2nc2!
1

[Dmn(r’ - l ) _2[)nm(r’0) +1)nm(r’ - 1 ) ]d[‘x
¥

unde:

- 2 _(r/oA )2 , _ \
D, (rg)= (n-m+q)*-(rlcAt)*  daca (n-m+q)>ricAt (1.28)
0 in rest

Datorita instabilitatilor introduse de integrarea numericd Gauss de-a lungul elementelor
‘singulare’ (elemente ce contin puncte singulare &, ) pe aceste portiuni s-a integrat tot analitic
obtinandu-se ( daca &, este mijlocul elementului I',,:

[ [ 1+D, (0.5d,1)
m 2cAt
i

d
+2cAtarcsin(——))/2nc? daca d<2cAt
D, (0.5D,0) A

At/2¢ daca d>2cAt (7.29)

G,=0

pentruca n+(Vr)=0 de-a lungul elementelor de frontiera liniare.d, este lungimea elementului.
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in final sistemele rezultate din discretizarea ecuatiilor (7.1) si (7.2) sunt:

(;‘Q) - (05[ +(,‘)¢) :Z Z (0.51nm+(; mn),¢m:2 E Hnm'q}m:ZH‘lp
n m n o m (730)
Fu=0.51+ Tyu:=Y Y (.S +T™)u =Y 3 U™t =1t

n m n m
Sistemul de ecuaii (7.30) nu este cel final, acesta trebuie reordonat pentru ca toate
necunoscutele problemei sa fie intr-o singura parte (in stanga). Necesitatea reordonarii apare
ca o consecin|d a faptului ci pe conturul domeniului nu sunt cunoscute acelasi tip de marimi
fizice (pe unele elemente se cunoaste valoarea functiei cautate, pe cand in altele se cunoaste

derivata acesteia).
Rezolvarea sistemului de ecuafii

Sistemul ordonat a fost rezolvat prin scrierea unui program in limbaj Pascal, prezentat in anexa
2.1. Fiecare termen sub forma de integrala al sistemului a fost rezolvat utilizind metoda Gauss
de integrare, folosind trei puncte de colocatie pentru fiecare element de frontierd. Acest tip de
element de frontiera se mai numeste cuadratic ( patratic) sau de ordin superior. Pentru
aproximare programul permite specificarea numarului de puncte de cuadratura care se doresc

a fi folosite (3-12), implicit fiind folosite 8.

Rezolvarea sistemului de ecualii rezultat nu a fost facuta prin metoda eliminarii Gauss, datorita
matricii total populate care rezultd. Metoda Gauss a elimindrii prezenta dezavantajul folosirii

unei memorii mari a calculatorului $i. Metoda aplicatd pentru rezolvarea sistemului se numeste
Crout si are la baza urmatoarele aspecte teoretice:
.- daca A este o matrice nesingulard, atunci ea poate fi scrisa ca produs de doi

factori astfel:

A=LU (7.31)
unde

L - este o matrice triunghiulara inferior: iar

U - este o matrice triunghiulara superior.

Factorii U si L sunt unici pentru o matrice nesingulara cunoscuta.
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2.- daci se scrie produsul LU sub forma:

LU=(LD)(D'U) (7.32)
in care prin D a fost notatd o matrice diagonala, atunci pentru matricea D sunt
interesante doua alegeri, $i anume cele pentru care produsul LD este reprezentat
de o matrice diagonala inferior unitara, respectiv D"'U este reprezentat de o
matrice unitate triunghiulara superior. Prin matrice unitate triunghiulara superior
sau inferior a fost denumita matricea triunghiulara superior, respectiv inferior,
care are pe diagonala principald toate elementele egale cu unitatea.

3.- elementele matricii L si U pot fi determinate pe coloana r a matricii L, respectiv
pe linia r a matricii U (r=1,2,...,n) cu formulele:

r-1

Lyu +1 =a, (i=r,...,n)

k=
| (7.33)

r-

lrk.ula + lrr.un = arl (I =r+l o "n)
k=1

prin a,l, u s-au notat generic elementele matricilor A,L, respectiv U.

Tinand cont de cele prezentate mai sus , in cazul in care A este matricea unui sistem liniar de
n necunoscute, iar B este matricea termenilor liberi, atunci necunoscutele sistemului se pot

determina prin rezolvarea de fapt a doud sisteme cu necunoscutele matricile coloana X si Y

astfel:
LY=B
UX=Y (7.34)

Se observa ca sistemele (7.34) se reduc la:
AX=B (7.35)

Avantajul aplicdrii acestui sistem de rezolvare este acela ca toate calculele se pot efectua in

memoria calculatorului in zona rezervata matricilor A si B.
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Algoritmul care furnizeazi elementele matricilor L si U este descris de catre urmatorii pasi de
calcul, care se aplica in fiecare etapa r de calcul:

i)se calculeza elementul /:

r-1
[lr =atr-z llk.“kr (735)
k=1

si se rescrie peste elementul a,,.(i=r,...,n)
1)se calculezi elementul ,:

r

-1
IH' =l 9 lrk'ulu lrr (736)
k=1

si se rescrie peste elementul a,,.(i=r+1,....n)
Dupa n astfel de pasi matricea A este inlocuiti cu L si U.

De exemplu intr-un pas r=3, o matrice de 5 x 5 arati astfel:

/
/

21

/

31

/

41

u

oMy My Uy, U

L. wu,., u,6 u

22 23 24 25

12 Ay dyy @

34

35 (7.37)
/

42 gy Ay Ay

a

s 1 asy a

54 Mss
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8. RE WJT%TEV Nﬂ\/\/\NJ /\/\J\/\MANN_

8.1. Compararea solutiei analitice propuse cu solutia Westergaard

In capitolul 6 a fost prezentata teoria referitoare la calculul analitic al presiunii hidrodinamice
datorate unei acceleratii seismice oarecare (cutremure neregulate). Teoria clasicé de calcul a
acestor presiuni (Westergaard, H.M.,1933) a fost demonstratd in baza presupunerii ca un
cutremur poate fi reprezentat ca migcare de o functie stationara, simplu armonica .

In acest paragraf se prezinti diferentele dintre cele dous teorii.
8.1.1. Solutia adimensionala a presiunilor hidrodinamice

Conform abordarii Westergaard se face presupunerea cé barajul prezinta o rigiditate infinita si
-deci vibreaza impreuna cu fundatia. Pentru a putea face comparatia aceasté ipoteza a fost
considerati in ambele teorii de calcul a presiunilor. in conformitate cu teoria prezentata in

lucrarea de fata presiunile hidrodinamice sunt date de ecuatia (6.28) :

>t _4pc (-n*
b0 E (2k-1)

cos(k )fu (t)JO[A Ve (t-t)?-x? P (8.1)

Introducand urmitoarele valori adimensionale:

a h
_ . P
t'=—; =
Hlc e (82)
i h
u'= X" M W -2
tlhlc ¢ & c?

105

BUPT



Teza de doctorat

unde:
h-indliimea de api in lacul de acumulare (figura 6.1);
p-densitatea apei;
c-viteza sunetului in apa (~1440 m/s’ ),

formula presiunilor hidrodinamice devine:

plxzd) _dpey~ GOV (2k—l)~n._z_),
pc? npci 2k-1 2 h

%., ( (2k-l)'n~\/(c—-t)2_—x_2

€t)y| 2 .{E«:)
h h ) ° h h (8.3)

Pz 4y OO oz, f i (1= Y Py’

pc Tk 2k-1

In cazul considerarii presiunilor pe paramentul amonte al barajului, ecuatia (8.3) devine:

p(::c- 0 =p0,z'1") n; (2/:)_ cos(l‘z”)[ 1‘1g(1’—r’)~.10(l"1:’2)d1:’ (8.4)

8.1.2. Solutia exacta si solutia Westergaard

Westergaard obline presiunea hidrodinamica pe paramentul amonte considerand acceleratia
seismica de forma:

l'ig(l) = -0 grcos(w:f) (8.5)

Inlocuind expresia (8.5) in ecualia (8.4), presiunea hidrodinamici va fi exprimata ca :

4
pxzzp= O:tm; (Zk l "cos(A, ) fCOS(w(I t))/( Acy(et) -x )L’f (8.6)
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Efectuand integrala din ecuatia (8.6) ecuatia presiunii hidrodinamice se scrie ca o suma de trei

termeni, doi stajionari si unul nestationar, dupa cum urmeaza :

_4epys (DM (1)“ ~ (1)
p - ; k- plk E ] LZl: 2k—1p3k ®.7)

unde:

cos(A,2)
——— "+sin

(wt-xyvi-12)
Vv —Az

cos(A,2) . iTyt
pz,\,:—u-e M -cos(w-f)

Pu=

Al -v? (8.8)
Py=cos(d,:2) [eos(@ (- D))/ (he(er? -x?)
cu V=2
C

s este valoarea minima a lui k pentru care este satisficuta relagia  A,2>v?2

In ecuatia (8.7) primul si al doilea termen sunt sta{ionari, iar cel de-al treilea este tranzitoriu.
( prin termen stationar se intelege o functie armonica, iar prin termen tranzitoriu se intelege o
functie oarecare nearmonicd, a cérei variafie nu este cunoscuta).

Atunci cand perioada cutremurului este mai mare decédt perioada de rezonanta a presiunii

hidrodinamice a apei, primul termen al expresiei (8.7) dispare.

In teoria prezentati de citre Westergaard doar cel de-al doilea termen al expresiei (8.7) este luat

in considerare. Deasemenea termenul tranzitoriu nu este cuprins in solutia Westergaard.

Solutiile prezentate se simplificd mult daca se scriu doar pentru paramentul amonte al barajului,
caz in care x=0.
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8.1.3.Compararea solutiilor

Pentru a putea vedea care este aportul celor doi termeni ai formulei presiunii hidrodinamice, in
cazul in care se considerd solutia exactd pentru calculul acestora, se calculeaza presiunea
hidrodinamici adimensionali la baza unui baraj rigid, de 100 m inal{ime intr-un interval de timp

de | secunda.

Calculul este efectuat pentru diferite perioade de vibraie ale cutremurului: 1.2 sec, 0.6 sec ,
0.278 sec (perioda de rezonan(a) si 0.15 sec. Rezultatele sunt prezentate in figura (8.1). Linia
punctatd reprezinta presiunea hidrodinamicé adimensionala conform cu formula Westergaard,

iar cea continua este conform cu solutia exacta.

Conform cu cele prezentate in figura se poate deduce ca in cazul in care T= 1.2 sec, presiunea
hidrodinamici la inceputul migcarii seismice este cu 30% mai mare decat cea care se obtine cu

tormula clasica, iar in cazul in care T= 0.6 sec diferenta este de aproximativ 40% .

Atunci cand perioada cutremurului este egala cu perioada de rezonanta a barajului, presiunea

hidrodinamic cregte in mod progresiv in timp.

Daca perioada cutremurului este mai mici decét perioada de rezonantd, conform formulei
Westergaard presiunea hidrodinamica, adimensionali, foarte mica ca valoare, dar conform

soluiei exacte aceasta valoare nu este de neglijat.

108

BUPT



Capitolul 8. Rezultate

a) T=1.2 sec

Presiunea hidrodinamica adimensionala

04

0.3

0.2

0.1

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
timp [sec]

Solutia exacta @ Solutia Westergaard

b) T=0.6 sec

Presi hidrodi ica adimensional

0.4

0.3 ;. aAN

0.1 7

0.1 \z g —\

0.3 —>

0.4
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
timp|[sec]

Solutia exacta e Solutia Westergaard

Figura 8.1. Presiunea hidrodinamicd la baza unui baraj rigid, de 100m indfime (1)
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¢) T=0.278 sec

Presi hidrodi ica adimensional

-6
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
timrlsecl

— Solutia exacta *  Solutiu Westergaard

d)T=0.15 sec

Presiunea hidrodinamica adimensionala

0.2

A A

o1 /
A\ \ / I\l / [\
NANNELE A \
[ L\ JEAY \
o '\ N T \ \
)i / V \VI

<\1\

-0.3
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

timp [sec]

Solutia exacta = Solutia Westergaard

Figura 8.1.  Presiunea hidrodinamicd adimensiocnald la un baraj rigid de 100m inalfime (2)
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8.2. Distributia presiunilor hidrodinamice

In acest paragraf se face o analiza intre solutia exacta i cea numericé , obtinutd prin modelare
matematica cu elemente de frontiera, pentru calculul presiunilor hidrodinamice la baraje supuse
actiunilor seismice.

Sunt prezentate doud cazuri de baraje, $i anume:
- un baraj rigid ; si

- un baraj flexibil;

Fiecare baraj a fost incarcat cu o unda sin & g:2.94'sin(6.l4-t) si cu acceleratiile
cutremurului El - Centro California, asa cum au fost calculate in capitolul S5, a céror
reprezentare este data in figura 5.12.
Datele de intrare pentru analiza sunt:
- ambele baraje au 100m inalfime si o adancime de apa constanta in spatele
barajului care se extinde la infinit;
- viteza sunetului in apa este de 1438.656 m/s;
- greutatea structurii pe unitatea de lungime este de 35 ton/m
- barajul flexibil are o rigiditate EI=12.8x 10° ton*m? la baza barajului (valoare
care corespunde unei sectiuni transversale de 40 x 1 m?) si EI=0.0432 x 10°
ton*m? la coronament (1 x 6 m?).
Pentru a putea calcula presiunile hidrodinamice cu solutia exacta in cazul barajului flexibil, au

fost luate in cosiderare primele patru moduri de vibratie ale structurii, calculate conform cu

metoda Stodola.

Calculele au fost efectuate in timp in secfiunile transversale situate la baza si la mijlocul
fnalfimii structurii, iar frontiera indepartati (capatul lacului) a fost consideratd la  de cinci ori
inalfimea structurii.

Pasul de timp utilizat pentru calcul este de Ar=0.02 secunde. Rezultatele obtinute sunt

prezentate in cele ce urmeaza.
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8.2.1. Baraj rigid

8.2.1.1. Ecuatia lui Laplace

Conform cu teoria prezentati in capitolul 7, pentru un baraj rigid existd elaborat in metoda
elementelor de frontierd, un model de calcul, pentru cazul in care presiunile hidrodinamice sunt
considerate a fi solutie a ecuatiei lui Laplace.

Conform cu modelul prezentat, in cazul unui baraj de 65 de metri inal{ime, care satisface
conditiile de margine prezentate in figura (7.1), i pentru care sfarsitul lacului a fost considerat
la de 10 ori inil{imea barajului, x=650 m, rezultatele obtinute sunt prezentate in figura 8.2.

Presiunile calculate sunt comparate cu cele obtinute prin calcul clasic cu formula Westergaard.

0.00
—
0.20 s —¥
4
0.40
4
0.60 A~
/
0.80 /
1.00 /
0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 0
curba Westergaard - W~ curba calculata

Figura 8.2. Distributia presiunii hidrodinamice

Valorile obtinute pentru presiuni sunt foarte bune. Metoda prezinta avantajul ci poate modela

orice fel de geometrie de lac de acumulare.
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8.2.1.2. Ecuatia Helmholtz

In cazul unui baraj rigid ElI=~. Valoarea presiunilor adimensionale, in cazul in care un baraj rigid

este supus unei unde seismice sin a acceleratiei, sunt prezentate in figura 8.3.

03
0.2
0.1

-0.1
-0.2
-0.3

Pdinamic/Pstatic

0 1 2 3 4 Timp [sec|
— Solutia exacta * Solutia BEM

Figura 8.3.  Presiuni hidrodinamice adimensionale la baza unui haraj
rigid supus acfiunii unei unde seismice sinusoidale.

Figura 8.4.prezinta valorile obtinute pentru presiunea hidrodinamica in cazul incarcarii barajului

cu acceleratiile cutremurului El-Centro.

0.30

0.20

0.10

0.00 P

Pdinamic/Pstatic

-0.10

-0.20

-0.30 — '
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00

Timp [sec|

== Solutia exacta *- Solutia BEM

Figura 8.4. Presiuni hidrodinamice la jumatatea indlfimii unui baraj
rigid (100m indlfime) supus acfiunii seismului El Centro
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Figura 8.5. arata varia(ia in timp a amplitudinii presiunii hidrodinamice (valoarea maxima a

presiunii), pe paramentul amonte al barajului in functie de inaltimea barajului. Valorile presiunii

hidrodinamice pe paramentul amonte al barajului sunt prezentate grafic in anexa 2.2..

1.00

0.80

zH

0.60
0.40
0.20

0.00
0.000

Figure 8.5.

0.050 0.100 0.150 0.200 0.250 0.300
Pdinamic/Pstatic

—— Solutia exacta —=— Solutic BEM

Valori maxime ale presiunii hidrodinamice
in timp. pe paramentul amonte al unui baraj
rigid (100 m Inalfime)

In figura 8.6 este prezentatd comparalia, pentru un baraj rigid, a valorilor presiunilor

hidrodinamice obtinute cu solutia exacta, solufia in elemente de frontiera si solutia Westergaard.

0.8

0.6

0.4

0.2

0

— Solutia exacta

0

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Pdyn/Pst
%~ Solutia Westergaard

®  Solutia BI-M

Figura 8.6. Solufia BEM -ExactiWeste
un karaj rigid (1 2.5 sec h 100m)

rgaard pentru
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8.2.2. Baraj flexibil

Valoarea presiunii hidrodinamice, adimensionale, la baza barajului flexibil, in cazul in care acesta
este supus acliunii unui cutremur ce are acceleratia reprezentati de o unda sinus, este dat in
figura 8.7. Figura 8.8. reprezinti valorile aceleiasi presiuni in cazul in care unda seismicd

considerata este El Centro.

1.20

1.00

0.80

Pdinamic/Pstatic

0.60

0.40

0.20

0.00 . " . .
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00
Timp(sec]

—= Solutia exacta = Solutia BEM

Figura 8.7. Presiunea hidrodinamicd la baza barajului supus unei
unde seismice sinusoidale, bharaj flexibil, h=100m

Figura 8.8. prezinta presiunile hidrodinamice, adimensionale la jumatatea indl{imii barajului.

1.20

Pdinamic/Pstatic

.0.20 i L " .
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00
Time([sec]

— Solutia exacia = Solutia BEM

Figura 8.8. Presiuni hidrodinamice, la jumatatea indlfimii barajului,
Alexibil, supus acfiunii unei unde seismice sinusoidale,h=100m
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Din cele doud grafice prezentate anterior s¢ poate observa cé presiunea hidrodinamica la baza

barajului este mai mare ca valoare decét cea de la jumatatea inalfimii.

in cazul in care barajul este supus actiunii cutremurului El - Centro, presiunea hidrodinamica
obtinuti are forma prezentata in figura 8.9.

0.20

-l

0.10

0.00

-0.10

Pdinamic/Pstatic

-0.20

20.30 N N L L
0.00 100 2.00 3.00 4.00
Timp|sec]

= Solutia exacta --» Solutia BEM

Figura 8.9.  Presiunea hidrodinamica, adimensionald la un baraj flexibil, supus

acfiunii cutremurului El Centro, h 100m

Diferenia intre valorile presiunii hidrodinamice calculate prin cele trei metode, solutia exacti
solujia BEM si solutia Westergaard este de maxim 10%. Accasta valoare poate fi redusa daca

se considerd capitul lacului mult mai indepdrtat decat de cinci ori inal{imea barajului.

Pentru calcului presiunilor cu solu(ia exacta au fost luati in considerare 40 de termeni ai seriei
ecualiel(6.29).

In proiectarea antiseismici a barajelor, intervine intodeauna intrebarea “Ce fel de baraj trebuie
luat in considerare, la proiectare, flexibil sau rigid?”. Raspunsul la aceasta intrebare poate fi
dedus din cele prezentate anterior, si din figura 8.10, in care se prezinta in parallel presiunile

hidrodinamice ale celor doua tipuri de baraje, atunci cand sunt supuse ac{iunii unui seism impuls
unitar
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Se poate observa din aceasta reprezentare ci flexibilitatea barajului joac# un rol foarte important
in raspunsul acestuia la solicitarea seismica. Desi un baraj rigid are la inceput valori ale presiunii
mari, acestea se amortizeaza foarte repede in timp. Un baraj flexibil are un raspuns mai lent la
inceput, dar pe masura trecerii timpului valorile presiunilor hidrodinamice se mentin, caz care

este mult mai aproape de ceea ce se intdmpla in realitate.

1.20

1.00 1}

£0.80

g |
£0.60
b=

=W

0.40

0.20

0.00 —
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00

Timp [sec]

—— Baraj rigid — Baraj flexibil Pst—_p aH

Figura 8.10.  Comparafic intre presiunile hidrodinamice. adimensionale. la baza
unui baraj supus acfiunii unui seism impuls unitate (a=2.94m/sec2)
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9.1. Contributii aduse

Prezenta lucrare aduce contributii in multe domenii, fara ca cercetarea sa fie exhaustivi.

Contributiile cele mai importante au fost sistematizate, in cele ce urmeaza, in raport cu aparifia

lor in lucrare:

»>

Se pun in evidentd clasele de probleme tehnice ce pot fi guvernate de ecuatii
diferentiale cu derivate partiale 9Laplace, Helmholtz,D’ Arcy, ecuatia placilor,tc.). Cu
aceasta ocazie se pun in evidentd o multitudine de probleme cu tratare disparati ce
pot fi aduse sub guvernarea unei ecuatii a fizicii matematice si de aici rezolvarea
unitard a multor cazuri particulare la care conditiile ini{iale i de margine pot fi
diferite.

Se prezintd, sub o forma originald si unitard, rezolvarea ecuatiilor integrale prin
tehnica reziduurilor de influenta, $i se pun in eviden{a ecuatiile fundamentale ce sunt
punctul de plecare al celor doua metode numerice fundamentale, metode elementului
finit $i metoda elementului de frontierd. Totodata prin prezentarca in paralel a
punctului de plecare in dezvoltarea celor doud metode se pune in evidenta care este
locul de despartire al celor doud metode.

Se face o sintezd a metodelor numerice cu aplica(ii in ingincria constructilon
hidrotehnice si se da pentru fiecare metoda algoritmul ce trebuie urmat pentiu
aplicarea acestor metode in domeniul constructiilor hidrotchnice in general

Se prezintd o metodd de prelucrare a bazclor de date existente in domenl
incarcarilor seismice prin scrierea ecuatiilor acceleratilor scismice rezultate din
masuritorile existente pentru un tip de migcare scismici data Exprimanea teoretica
sub forma generald a acestor acceleralii, permit¢ abordarca analitici a compontan
constructiilor hidrotehnice sub actiunea unui cutremur dat. Metada poate i apheata
cu succes pentru orice tip de cutremur.

Pentru prelucrarea datelor seismice s-a eleborat un program de caleal, FASTER

limbaj Pascal, pentru calculul transformatei Fourier rapide, i pentiu aphcinea
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metodei de integrare numericé s-a alcatuit un ‘spreadsheet’ in Quatro _Pro, prezentat
in discheta ce insoleste lucrarea. Datele numerice de prelucrat fiind foarte mari (6M),
programul se gaseste compactat pe discheta.

Se face analiza dinamica a unui sistem cuplat reprezentativ i se dd un program de
determinare a modurilor proprii de vibratie( in anexa 1.6) ale unei structuri cu
moment de inerlie variabil.

Se integreaza ecualia diferentiald a oscilatiilor unui sistem cuplat baraj - lac de
acumulare, cu contributii la determinarea solutieianalitice a ecuatiei diferentiale a
propagarii undelor pentru conditii de margine impuse.

Ecuatiile obtinute pentru presiunile hidrodinamice sunt functii de spatiu si timp. In
final se prezinti o metoda matriceald pentru determinarea coordonatelor generalizate
ale deformatei structurii.

Se construieste un model matematic, bazat pe metoda elementelor de frontiera,
pentru calculul presiunilor hidrodinamice. in baza acestui miodel a fost eleborat un
program de calcul in limbaj Pascal prezentat in anexa 2.1.

in urma prelucririlor, folosind integrarea ecuatiilor diferentiale si programele de
calcul eleborate se prezinta rezultatele exacte in comparatie cu solutia data de
Westergaard i de modelul matematic.

in final se dau recomandari privitoare la oportunitatea aplicarii metodei elementului
finit sau a elementelor de frontiera in proiectare.

Elaborarea a patru programe de calcul , in limbaj Pascal, reprezinta contributii
originale, cu posibilita(i de a fi extinse usor pentru alte domenii de calcul.

Bibliografia prezentatd constitue un indreptar de studiu in domeniu pentru cei ce

doresc sa aduca contributii in acest domeniu.

9.2. Concluzii

9.2.1. Concluzii despre date seismice

In cazul analizei antiseismice a structurilor complexe, caracteristicile instrumentelor de

inregistrare a seismelor unei anumite regiuni trebuie studiate foarte atent. in cazul utilizirii

inregistririlor seismice, disponibile, din alta regiune decit cea in care este plasata structura de

calculat, trebuie studiate in plus geologia locului, mecanismul de producere al cutremurului,
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stratificatia terenului, etc, care trebuie sa fie similare locului de constructie real al structurii.

in plus tipul solului si nivelul la care apare cutremurul de calcul trebuie identificate si specificate

clar.

Inregistririle seismice de calcul trebuie obtinute din cele originale prin modificiri succesive,
modificari prezentate in paragraful 5.2. al acestei lucrari. Diferitii pasi de calcul ce trebuie
aplicati in procesul de modificare sunt sumarizati in paragraful 5.2.3. si exemplificati pe
inregistrarile seismice ale cutremurului El Centro, California, 1940.

In calcule trebuie specificata distributia energiei si distributia de frecventa. Bazat pe aceasta
distributie poate fi redus timpul de calcul (in cazul modelelor matematice din domeniul timp)

necesar pentru o analiza dinamica a structurilor.
9.2.2. Concluzii despre presiunea hidrodinamica

Lucrarea de fa{d prezintd o metoda de analiza bidimensionald a incércarilor hidrodinamice
asupra barajelor de greutate. Metoda permite includerea efectului compresibilitatii apei si a
interactiunii dintre fluid $i structurd intr-un model numeric bazat pe metoda elementelor de

frontiera.

De asemenea a fost studiatéd importanta interactiunii dintre fluid $i structurd asupra determinarii
marimii presiunii hidrodinamice. In baza acestei analize a rezultat ci aceasta interactiune are un

efect important.

Limitarea care apare in studiul de fata este aceea ca barajul a fost considerat a se deforma doar
in patru moduri. Aceastd limitare nu are influentd prea mare pentru cd se stie ci modul

fundamental dominant in vibratie al fiecarei structuri este primul.

Rezultatele au fost obtinute pentru geometrii de lac simple. Acestea au fost comparate cu solutia

exactii. Intre cele doui solutii existd apropieri de valoare foarte bune.
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9.2.3. Concluzii despre metoda elementelor de frontiera

Pentru a fi obiectivi, calititile metodei elementelor de frontiera trebuie comparate cu rivalul ei
cel mai mare, metoda elementului finit. Avantajele si dezavantajele metodei elementelor de

frontierd sunt prezentate dupa cum urmeaza:

= Avantaje BEM

1. Timp de pregatire a datelor mic. Aceasta este o consecinii directd a modelarii “doar
a frontierei’ domeniului (reducerea dimensionalitati cu unu). Din acest punct de
vedere atat munca de pregitirea datelor de calcul cét si cea de verificare a analistului,
pentru o problema data este redusa comparativ cu FEM.

Acest avantaj este foarte important in special in problemele in care sunt necesare mai
multe iteratii pentru calcul, iar la fiecare iteratie se cere imbunatatirea discretizarii.

2. Acuratefe ridicata a valorilor marimilor calculate. Marimile calculate prezinta
acuratele ridicatd pentru cd nu se fac nici un fel de aproximatii suplimentare pentru
calculul acestora in punctele interioare domeniului, solutia fiind exacta in interiorul
domeniului.. Aceasta face ca metoda elementelor de frontierd sa fie potrivita la
modelarea problemelor in care apar schimbari brugte in variatia unor marimi fizice
care se calculeaza.

3. Timp de calcul § memorie a calculatorului mai mici. La acelasi grad de exactitate
cerut, BEM utilizeazd mai putine elemente pentru discretizare ( dar o martice a
sistemului total populata), decat FEM.

4. Mai pufind informafie nedoritd. In majoritatea problemelor situatia cea mai coplicati
apare pe frontiera domeniului $i deci modelarea unui intreg corp in elemente finite
sau de volum pentru a afla informatii despre marimile fizice ale frontierei presupune

introducerea in calcul a unui volum mare de informatii care ulterior sunt
neinteresante.

= Dezavantaje BEM:
I. Matematica nefamiliard. Matematica utilizati la formularea metodei elementelor de
frontiera pare pufin mai grea. La inceputurile dezvoltirii acestei metode a fost

necesar un bagaj de cunostiile matematice avansat, pentru a demonstra unicitatea
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solutiei si existentd ei. Acest lucru nu mai este necesar in momentul de fata pentru
ca formuldrile BEM sunt clar stabilite acum, iar unicitatea solutiei se considerd
demonstrata.

2. Interiorul domeniului de calcul trebuie modelat in cazul problemelor neliniare.

3. Matrici total populate. Matricile sistemelor rezultate din formulirile BEM sunt
nesimetrice $i total populate cu coaficienli nenuli. Desi matricile rezultate din
formulari FEM, pentru aceiasi problemd, sunt mult mai mari, ele sunt matrici speciale
mult mai usor de rezolvat. Desi acesta pare un dezavantaj mare, nu este asa luand in
considerare ca la acelasi grad de aproximare al solutiei BEM are mult mai putine

elemente in discretizare decit FEM

9.3. Recomandari

9.3.1. Presiuni hidrodinamice

" in conformitate cu studiul de fati considerarea in calcule a unui baraj rigid nu duce intodeauna
la calculul presiunilor hidrodinamice maxime ce pot apare pe parcursul functiondrii unei
structuri. Din acest motiv se recomanda ca acest tip de structur, rigida, sa fie considerati doar
in studiile de prefezabilitate, urménd ca ulterior la proiectarea de detaliu sa se considere o

structura flexibila.

Studii de viitor trebuie orientate in urmatoarele directii:
1. Efectul fundului inclinat al lacului de acumulare.
2. Efectul pozitiei frontierei care modeleaza capatul lacului.
3. Miscare verticala a cutremurului;

4. Presiuni hidrodinamice datorate exploziilor subacvatice;
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9.3.2. BEM sau FEM?

Pentru a decide care dintre solutii, BEM sau FEM, este mai bine de folosit in cazul unei

probleme date trebuie luati in considerare urmitorii factori:

1. Tipul problemei de analizat (lineard, ne-linear, analiza panzelor subtiri, etc.) ;
2. Gradul de exactitate cerut;

3. Timpul disponibil pentru pregatirea datelor si interpretarea rezultatelor.

Ambele tehnici trebuie sa fie la indemana inginerilor, pentru cé in unele tipuri de probleme o
metoda prezinta avantaje specifice faja de celalta. Luand in considerare atét avantajele cat si
dezavantajele BEM, mentionate anterior, urmatoarele idei pot constitui puncte de ajutor in

alegerea uneia sau a celeilalte metode:

a). BEM este foarte potrivita $i mult mai exacta pentru cazul problemelor
liniare;
b). Datoritd timpului redus de pregitire a datelor de intrare pentru un !

program in BEM a unei probleme particulare date, aceasta este foarte
potrivitd pentru proiectarea preliminara, proiectare in care atat
geometria domeniului de calcul cat si incarcarile pot fi modificate cu un
efort minim de calcul. Aceasta da proiectantului posibilitatea de a

experimenta cat mai multe geometrii .

c). FEM este mult mai dezvoltatd din punct de vedere comercial prin
programele care se gisesc pe piald, $i in mod particular pentru
problemele neliniare , caz in care multitudinae de teste realizate pe

aceste programe i-au conferit metodei ° (acs el e fm.ic iuginess,

d). Generatoarele de retele de discretizare din programele FEM sunt direct
aplicabile programelor BEM.
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A.1.2. FASTFR - Program Pascal de calcul a transformatei Fourier rapide
Program Fast_f t;
var
fr.fi:arrayv| 1..50] of real:
k.n.mr.nn.m L istep.i:integer:
tr.tiwr.wia.el jreal:
begin
rcad(k):
n:=k*k:
mr:=0:
nn:=n-1:
for m:= 1 to nn do
begin
l:=n:
1:=1/2:
while ((mr+1)>nn) do 1:=1/2:
mr:=(mr div 1) +1:
if (mr>m) then
begin
tr=frm+1].
frim+1]:=fr[mr+1]:
frlmr+1]:=tr:
to=fijm+1]:
film+1]:=fimr+1]:
filmr+1]:=tr:
end:
end:
=1
while (I<n) do
begin
istep:=2*l:cl:=l;
form:=1to | do
begin
a:=pi*(l-m)/el;

wr:=cos(a): wi:=sin(a):
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1:=m;

while (i<n) do
begin
Ji=itL
tri=wr*fr[j]-wi*fi[j];
ti:=wrfr])]-wi*fr(j):
fr[j]:=fr[i]-tr:
fij]:=fi[i]-ti:
fr|i):=fr[i}+tr:
1:=1+istep:
end:

l:=istep:

end;

end.
A.1.3. Principiul deplasarilor virtuale

Principiul deplasirilor virtuale se aplic atat la problemele statice cét si la cele dinamice. in
conformitate cu acest principiu daca unui sistem aflat in echilibru dinamic I se aplici o
deplasare virtuala arbitrard mica atunci lucrul mecanic efectuat de toate forfele (inclusiv
cele de inerfie) este nul. Acest principiu este de fapt o reformulare a celei de a doua legi a lui
- Newton, sau mai este cunoscut sub numele de principiul lui D’ Alambert.

Y k

ku ~— i

c m e f(1) mu —f
I cu —<—

Do Forta de

Inertic
l—»— u

Figura A.2. Sistem supus unei forfe dinamice

Astfel pentru sistemul reprezentat in figura A.2, lucrul mecanic efectuat de forta dinamica fla
aplicarea deplasarii virtuale, mici, Ou este f Ou; lucrul mecanic efectuat de forfa de rezisten(a
ku este -ku u; lucrul mecanic efectuat de forta de amortizare ci este -¢ 4 du; si lucrul mecanic
efectuat de forta inerie mii este -mii 6u . Impunénd conditia ca lucrul mecanic virtual total sa
fie zero rezulta:

(f- mi - cii - ku')-du =0

= (a2)
mii-ctirku =f
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A.1.4. Teorema Graffi

Fie un corp in echilibru si doua seturi de eforturi si deplasari, dupa cum urmeaza:
1. Un set (a) de eforturi aplicate 0" care creazi un set de deplasari €,

2. Un set, diferit de primul, (b) de eforturi aplicate o;" care creaza deplasarile €;.

Teorema de reciprocitate Graffi spune cé lucrul mecanic dat de eforturile sistemului (a) cu

deplasarile sistemului (b) este egal cu lucrul mecanic dat de eforturile sistemului (b) cu

deplasirile sistemului (a). Deci este valabila relatia:

fv oij“ Sijh dV = J‘V Oijhsiju dV (33)

A.LS. Definitia functiei Heaviside si a funtiei Dirac
A,

1.5.1. Functia Heaviside se defineste astfel:

0, daca 0<x< x
H(x x ) (a4)

1, daca x>x

Reprezentarea functiei in plan este data in figura A.3.

f H(x-x’)

 /

X b
Figura A.3. Definirea functiei Heaviside

Derivata acestei functii in raport cu variabila x este functia Dirac (sau impuls unitar):

dH(x x )
—a d(x,x ) (a.5)
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A.1.5.2. Functia Dirac

Pentru o for{a impuls unitara care actioneaza in punctul x’, functia Dirac se defineste ca:

0, daca x#x
o(x,x ) {

o, daca x x

Funclia se mai noteazi 8(x-x’). Aceasta functie se foloseste pentru a definii forte concentrate
in mecanica corpurilor solide si fluide, un punct de mas in teoria potentiald, o forta impuls in

acustica,un punct de incarcare in electronicd, etc.

A.1.6. Program Stodola (in limbaj Pascal) de calcul a frecventtelor proprii de vibratie a unei

structuri cu moment de inertie variabil

Program Stodola;
uses crt;
const g=9.81;
" var
i,incr,j,k,r,n,mode,n1,n2,modes,cycles:integer;
z,z1,z2,muv,lambda,l12,bigu,shear,mpsi,h_baraj,lat_baza:double;
sus,jos,dif a,lat_sus,elst,dens,epsilon,change,mvsq:double;
w,u,oldu,m,mass, inert,freq,per:array[0..80] of real,
psi:array[0..80,1..10] of real;
mpsisq,gama:array[1..10] of real;
rez:text;
procedure pr_4000;
begin
for r:=1 to mode-1 do
begin
z:=mass[0]*psi[0,r]*u[0]-mass[n]*psi[n,r]*u[n];
=1
while (j<n) do
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begin
z:=z+4*mass[j]*psi[j.r]*u[j]+2*mass[j+11*psi[j+1,r]*u[j+1];
B P
end;
z:=z*lambda/(3*mpsisq[r]);
for j-=1 to n do u[jl:=u[j]-z*psi[j.r];
end;{for lui r}
bigu:=0,
for j:=1 to n do if abs(u[j])>abs(bigu) then bigu:=u[j];
for j:=1 to n do u[j]:=u[j}/bigu;
end;{end pr_4000}

procedure pr_2000(incr:integer);
begin
if incr<0 then nl:=n

else nl:=0;

n2:=n-nl;

m[n1]:=0;shear:=-incr*(3.5*w[n1]+3*w[nl+incr]-0.5*w[n1+2*incr])*112;

k:=nl+incr;
if incr <0 then
begin
while (k>=(n2-incr)) do
begin
m[k]:=m[k-incr]+incr*shear*lambda;
shear:=shear-incr*(w[k-1]+10*w[k]+w[k+1])*112;
k:=k+incr;
end;
end;
if incr >0 then
begin
while (k<=(n2-incr)) do
begin
m(k]:=m([k-incr]+incr*shear*lambda;

shear:=shear-incr*(w[k-1]+10*w[k]+w[k+1])*112;
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k:=k+incr;
end;
end;

m[n2]:=m[n2-incr]+incr*shear*lambda,
end;
procedure pr_6000;,
begin
assign (rez,'frv_test'),
rewrite(rez),

writeln(rez, Frecventele calculate sunt:'),

Writeln(rez '**************************4')-

writeln(rez,' ),

writeln(rez,|i | r | psi(i,r) [');

writeln(rez,’ ;
fori:=1tondo
begin
for r:="1 to modes do
begin
if (= trunc(modes/2)) then writeln(rez,’| ',i:2," | ',r:2,' | ', psi[i,r]:12:4,]") {vine else}
else writeln(rez,| | ',r:2,'|",psi[i,r]:12:4,]);
end;
writeln(rez,'----=----=-===--=------ R
end;
writeln(rez,'----------==-====-=---- "),
writeln(rez);writeln(rez),

writeln(rez,' ;

writeln(rez,|r | freq | T | gamma [);
writeln(rez,'| |rad/sec| sec | DR

writeln(rez,' ),

for r:=1 to modes do
begin
write(rez,'| ,r:2,' | \freq[r]:7:2,' | \,per[r]:5:2),

writeln(rez,' | ,gama[r]:8:5," |');
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end,

writeln(rez,' N
close(rez),

end;

procedure pr_3000;

begin

change:=1 + epsilon;cycles:=0;

while change>epsilon do

begin
for i:=0 to n do
begin
oldu[i]:=uli];
w[i]:=mass[i]*u[i];
end,
pr_2000(-1);

for i:=0 to n do w[i]:=m[i}/(elst*inert[i]);
pr_2000(1);

for i:=1 to n do u[i]:=m[i];pr_4000;

change:=0;

for i:=0 to n do change:=change+abs(oldu[i]-u[i]);
cycles:=cycles+1;

end;{while}

end;

procedure pr_5000;

begin
muv:=mass[0]*u[0]*m[0]-mass[n]*u[n]*m[n];
mvsq:=mass[0]*m[0]*m[0]-mass[n]*m[n]*m[n];
=1,

while i<n do
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end;

begin

muv:=muv-+4*mass[i]*uli]*m[i]+2*mass[i+1]*u[i+1]*m[i+1];

mvsq:=mvsq+4*mass[i]*m[i]*m[i]+2*mass[i+1]*m[i+1]*m[i+1];

1:=it+2;
end;
freq[mode):=sqrt(muv/mvsq);
writeln('frecventa in rutina este: ',freq[mode],' mode=',mode:2);
per[mode]:=2*pi/freq[mode];
for i:=1 to n do psi[i,mode]:=ul[i],
z1:=mass[0]*u[0]-mass[n]*u[n],
z2:=mass[0]*u[0]*u[0]-mass[n]*u[n]*u[n],
i=1;
while(i<n) do
begin
z1:=z1+4*mass[i]*u[i]+2*mass[i+ | [*ulit ||,
z2:=z2+4*mass[i]*uli]*u[i]+2*mass|it I *u[i1 L]*ulit 1],
i=it2;
end;
mpsi:=z| *lambda/3;
mpsisq[mode]:=z2*lambda/3;

gama[mode]:=mpsi/mpsisq[mode};

>

begin

clrscr;

{readIn(date,n);

readln(date,modes),
readin(date,h_baraj),
readIn(date,lat_baza),
readin(date, lat_sus),
readin(date,elst);
readin(date,dens);}
n:=80;
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modes:=10;
h_baraj:=100;
lat_baza:=10;

lat_sus:=10;

elst:=2500000000.0;{2100000000daN/m2 }
dens:=2400;{2400daN/m3 }
epsilon:=0.000001*n;lambda:=h_baraj/n;112:=lambda/12;
for i:=0 to n do

begin

dif'=lat_baza-lat_sus;

a:=lat_sus+dif*(n-i)/n;{latura*Im = [m]}

mass[i]:=(a*dens)/g; {massa}

inert[i]:=a*a*a/12;

end;

writeln('gata date initiale'),
for mode := | to modes do

begin

u[0]:=0;

for i:=1 to n do u[i]:=1,

{if mode=1 then for i:=1 to n do psi[i,mode]:=u[i];}

if mode >1 then pr_4000;

pr_3000;

pr_5000;

writeln('gata modes',mode:2,'freq[',mode:2,'|=",freq[mode]);

readkey;

end; {end for _mode}

pr_6000;

end.
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A.2. Rezultate

A.2.1. Program Pascal pentru solutia BEM a presiunilor hidrodinamice

program bem_hydr;
uses comun_va,functii,crt;
var
nume:string[12];
kkk:integer;

begin
clrscr;
write(' Name file with data : '); rcadln(nume);
assign(data,numc);
write(' Name file for results : '); readln(nume);
assign(rez,nume);
{ }
read_dat;
for i:=1 to nstep do
begin
calc_gh(istep);
prest(istep);
e solving system of equations-------}
kkk:=0:
if (istep=1) then kkk:=1;
rsolver(kkk);

output(istep);
end:
end.
{ }

unit functii;

interface

uses comun_va:

procedure read_data:

procedure calc_gh(istep:integer).
procedure prest10(istep:integer):
procedure rsolver(kkk:integer):
procedure output10(istep:integer):

implementation

var
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1,j,jb.ja.tst.cdb.cda:integer:
dist:real;

procedure read_data:
var
titlu:string;
gaussfis:string|3]:
gss:text:
nod:integer:
begin
resct(data): rewrite(rez):
rcadIn(data.titlu):writeln(rez,titlu):
readln(data.ne): {numar de elemente}
rcadIn(data.cs).{wave velocity}
rcadin(data.at); {delta t- marimea intervalului de timp}
rcadIn(data,nstep): {numar de intervale de timp de considerat}
rcadIn(data.nfunct); {numar de functii de timp}
rcadIn(data.intimp): {primul interval}
if intimp=0 then intimp:=nstep+1:
rcadin(data,pqg): {numar puncte de quadratura gauss de folosit pentru integrare}
str(pqg.gaussfis);
gaussfis:=concat('g'.gaussfis);
assign(gss.gaussfis):
reset(gss):
for i:=1 to pqg do readln(gss.gi|i]):
for i:=1 to pqg do readln(gss.omel[i]):
for i:=1 to pqg do readln(gss.gili]):
for i:=1 to pqg do readin(gss.omel[i]):
close(gss):

n:=2*ne:
\\Titcln(l’ez.‘**************************************')

writeln(rez.'Coordinates of nodes on the boundary’):
\\‘ritcln(rcz.'**************************************')'

writeln(rez):
writeln(rez.' ).
writcln(rez.' Nod X Y'):
writeln(rez.' ).
for 1:=1 to n do
begin
rcadIn(data.nod.x|i].v[i]):
writeln(rez.nod:5.x[1]:10:2.v(i]:10:2);
end:
writcln(rez):

for 1:=1 to nfunct do
begin
rcadIn(data.npoif]i].fscale[i]):
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writeln(rez,i,npoifli], fscale[i));

for j:=1 to npoiffi] do
begin
readin(data, funct[i,j, 1],funct[i,j,2]);
writeln(rez,j,funct[i,j, 1],funct[i,j,2]);
end;

writeln(rez);

end,

writeln(rez"**********************************');

writeln(rez,' Boundary conditions');
Writeln(l'CZ '**********************************')
s

writeln(rez,' ).
writeln(rez,'element | first nod | 2-nd nod |3-rdn 1)
writeln(rez.' ),
writeln(rez,’ | cod| value | funct|| cod| value | funct|| cod| value | funct|');
writeln(rez,' "),
for i:=1 to ne do

begin

write(rez,1:4);
for j:=1to 3 do
begin
readin(data, code[3*i-3+j],bc[3*i-3+j],ifunct[3*i-3+j]);
if j=3 then writeln(rez.'|',code[3*i-3+j]:2,'',bc[3*i-3+j]:8:2,"",ifunct|3*i-3+j]:4,"]')
else write(rez,'|',code[3*i-3+)]:2,'',bc[3*1-3+j]:8:2,"|' ifunct[3*i-3+j]:4,"');
end.
end;
writeln(rez);
close(rez): close(data):
end:

{ }

var a.b.c.d,gc,hc,al.a0,xjal xja,etal eta2 eta,cst.f1.£2,f3,rdn,ra,xco,yco:real;
gia,sl,s2.s3:real:

110,)10:integer:

procedure fundsols(ra:real;istep:integer; var g,h:real);
var a0.al.a2:real:
function raiz(x:real):real:
begin
raiz:=sqrt(x*x-1):
end:
begin
g:=0:
h:=0:
a0:=cs*istep*at/ra:
if (a0>1) then
begin
al:=cs*(istep-1)*at/ra:
a2:=cs*(istep-2)*at/ra:
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if (al<=1) then
begin
g:=In(a0+raiz(a0))/(2*pi);
h:=-raiz(a0)/(2*pi)/cs/at;
end:
if (al>1) then
begin
if (a2>1) then
begin
g:=In((a0+raiz(a0))/(al+raiz(al)))/(2*pi);

h:=-(2-2*(a0*a0+a2*a2-1)/(raiz(a0)*raiz(a2)+a0*a2))/(raiz(a0)+2*raiz(al )+raiz(a2))/(2 *pi)/cs/at;
end;
if (a2<=1) then
begin
g:=In((a0+raiz(a0))/(al+raiz(al)))/(2*pi).
h:=-((2-istep)*(3*istep-2) *(cs*at/ra) *(cs*at/ra)+3)/(raiz(a0)+2*raiz(al))/(2*pi)/cs/at;
end;
end;
end:;
end:

procedure locin(xp,yp,x1,y1,x2,y2,x3,y3: real;nodo:integer; var gt,ht: matr3);
begin
a:=x3-2*x2+x1:
b:=(x3-x2)/2:
c:=y3-2%y2+yl:
d:=(y3-vy1)/2:
case nodo of

1: begin
al:=0.5:
a0:=0.5:
xjal:=2:
end;

2: begin
al:=1.0:
a0:=0.0:
xjal:=1:
end:

3: begin
al:=-0.5:
a0:=0.5:
xjal:=2:
end:

end:

cst:=cs*at:

for il0:=1 to 3 do
begin
ht[i10]:=0:gt[i10]:=0:
end:
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for i10:= 1 to pqg do
begin
fl:=gi[i10]*(gi[i10]-1)*0.5;
f2:=1-gi[i10]*gi[110];
3:=gi[i10)*(gi[i10]+1)*0.5;
xco:=x I *f1+x2*f2+x3*f3-xp;
yeo:=y 1*¥f1+y2*f2+y3*f3-yp;
ra:=sqrt(xco*xco+yco*yco);
xja:=sqrt((gi]il0]*a+b)*(gi[i10]*a+b)+(gi[i10]*c+d)*(gi[i10|*c+d));
fundsols(ra, 1,gc.hc);
cta:=abs(al*gi|i10]+a0);
ge:=(gc*2*pit+in(eta)) *xja*omelil 0}];
gia:=(gil[110]-a0)/al;
xja:=xjal*sqrt((gia*a+b)*(gia*a+b)+(gia*c+d)*(gia*c+d))*omel[il0];
s1:=0.5*gia*(gia-1)*xja+f1*gc;
s2:=(1-gia*gia)*xja+f2*gc:
s3:=0.5*gia*(gia+1)*xja+f3*gc;
if nodo =2 then
begin
gia:=-gil[il0];
xja:=xjal*sqrt((gia*a+b)*(gia*a+b)+(gia*c+d)*(gia*c+d))*omel[110]:
sl:=s1+0.5*gia*(gia-1)*xja;
s2:=s2+(1-gia*gia)*xja;
s3:=s3+0.5*gia*(gia+1)*xja;
end,;
gt[1]:=gt[1]+s1/(2*pi);
et[2]:=gt[2]+s2/(2*pi);
gt[3]):=gt[3]+s3/(2*pi):
if (ra<cst) then
begin
etal:=(gi[il0]*c+d);
eta2:=-(gi[i10]*a+b);
rdn:=(xco*etal+yco*eta2)/ra:
hc:=rdn*hc*omelil0];
ht[1]}:=ht[1]+f1*hc;
ht[2):=ht[2]+f2*hc;
ht[3]:=ht[3]+f3*hc;
end;
end;
end.

procedure extin(xp,yp,x1,yl,x2,p2,x3,p3:r eal; var gt,ht: matr3);

begin

foril10:=1to 3 do
begin
ht[i10]:=0;gt[i10]:=0:
end;

a:=x3-2*x2+x1:

b:=(x3-x2)/2:

c:=y3-2%y2+yl;
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d:=(y3-yl)/2;

cst:=cs*at*istep:

for i10:= 1 to pqg do
begin
f1:=gi[110]*(gi[i10]-1)*0.5;
f2:=1-gi[i10]*gi[i10];
3:=gi[i10]*(gi[i10]+1)*0.5;
xco=x | ¥f1+x2*f2+x3*f3-xp;
yco:=y | ¥fl+y2*f2+y3*{3-yp;
ra:=sqrt(xco*xco+yco*yco);

if (ra<=cst) then
begin
fundsols(ra,istep,gc,hc);
etal:=(gi[i10]*c+d);
cta2:=-(gi[i10]*a+b);
xja:=sqrt(ctal *etal +eta2 *eta2);
gc:=xja*gc*omelil0];
gt 1]=gt[ 1]+f1*gc:
gt]2]:=gt[2|+f2*gc:
gtl3]:=gt[3]+f3*gc;
rdn:=(xco*ctal+yco*eta2)/ra;
he:=rdn*hc*ome[i10];
ht[1]:=ht[1]+f1*hc;
ht[2]:=ht[2]+f2*hc;
ht[3]:=ht[3]+{3*hc:
end;

end:

end: {end extinl10}

Sfunction distp(xp,yp,x1,y1,x2,y2,x3,y3:real):real;

var

dl,d2.d3:real;

function min(d1,d2.d3:real):real:
var minim:real;

begin

minim:=dl;

if ( minim > d2) then minim:=d2;
if ( minim > d3) then minim:=d3:
min:=minim

end:

begin

dF = D*xp-x D+ (vp=y D*vp v 1)
Al LEe el Mo Y L
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begin

zetal:=arctan((-0.5*x 1+2*x2-1.5%x3)/(0.5*y 1 -2*y2+1 5*y3)):
zeta2:=arctan((1.5*x3-2*x4+0.5%x5)/(-1.5*y3+2*y4-0 5*y5));
zet:=(zeta2-zetal )/pi;

if ( abs(abs(zet)-1)<0.0001) then write(‘eroare in freeterm: elemente identice');
if (zet<0) then cii:=0.5%(-1-zet);

if ((zet>0) and (zet <1)) then cii:=0.5*(1-zet);

if (zet>1) then cii:=0.5%(3-zet);

end:

procedure calc_gh(istep:integer);
var j1,j2,j3.11,12 k:integer;

proccdure s130(j,jb,ja:integer):
var Linteger;
begin
for I:=1 to n do
begin
a_l[Ljl=h(Lj];
b_1{1jbl:=g[Ljbl:
b_l[Lja]:=g[ljal:
end;
end:
procedure s150(),jb,ja:integer);
var linteger;
begin
for I:=1 ton do
begin
a_l[Lj]:=-gllLjb].
b_1[L,jb]:=h[Lj]:
end:;
end;
procedure s170(j,jb.jainteger):
var l:integer;
begin
for I:=1 tondo
begin
a_l[1j]:=-(glljbl+g(ljal):
b_1[Ljb]:=-h[Lj]:
b_I[ija}:=0:
end; . e oy
end; ' e
procedure sl 90(j,jb,ja:integer);
var l:integer;

begin
for I:=1 ton do
begin
a_l[Lj]:=-g[Lib]: -

b_1[Ljb]:=-h[Lj]:
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b_l[Ljal:=g[lal:
end;

end;

procedure s210(j,jb,ja:integer):

var Linteger:

begin

for I:=1 ton do
begin
a_l|1j):=-g[ljal:
b_l[ljb]:=g|lb]:
b_1[lja]:=-h{lj]:
end:

end;

begin
ne:=n div 2:
ng:=3*nc:
for j:=1 to n do for i:=1 to n do
begin
h[ij]:=0:
glig]:=0:
end:

for j:=n+1 to ng do for i:=1 to n do g[i.,j]:=0:

for i:=1 tondo

begin

for j:= 1 to nc do
begin
J1=2%-10
j2: =1+l
J3:=j2+1
if j3>n then j3:=1:
tst:=(i-j 1 )*(i-j2)*(i-j3):

if ((istep=1) and (tst=0)) then

begin
nodo:=i-2*+2:

if ((i=1) and (j=ne)) then nodo:=3:
locin10(x[i].v]i].x[j1].¥[j11-x[2].¥[j2].x[j3].¥[j3].nodo.gt.ht):

end
clse
begin

dist:=distp(x[i].y[i].x[1].¥[1].x[2).v(52).x[3].v 63 )):
if ( dist<cs*istep*at) then extin10(x[i].v[i].x[1].y01].x[2].v02].x[3]).v[i3].gt.ht) {else}
else for k=1 to 3 do

end:
h{ij1]:=h[ij1]+ht[1]:
hlij2]:=hlig2]+ht[2]:

ht[k]:=0:gt[k]:=0:
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h[i,j3}:=h[i,j3)+ht[3];
gli3%-2]=gt(1];
gli.3%-1):=gt[2];
gli,3%)]=gt[3];
end;
if (istep = 1) then
begin
cii:=0.5;
if (2*(1/2)-1)<>0 then
begin
12:=1-1:
if (1=1) then i2:=n:
il:=i2-1:

fterm 10(cii.x[11],y[i1].x[i2].y[i2].x[i].y[il.x[i+1],y[i+1],x[i+2],y[i+2]):{

end:
h[i.i):=h[i,i]+cii:
end:
end:

assign(aux, 'auxiliar'):
rewrite(aux):
fori:=1tondo
for j:=1 to n do write(aux.h[i,j]):
for =1 tondo
for j:= 1 to ng do write(aux.g[i,j]):

{-----reordering equation system and memorize the first step-------}
if (istep =1) then for j :=1 to n do
begin

joi=j4 div 2-1:
if j=1) then jb:=ng:
ja:=2%- div 2-1:
cdb:=code[jb]:
cda:=code(ja);
case cdb of
0: case cda of
0: begin
if ja<>jb then s170(j,jb.ja)
else s150(j,jb,ja).
end:
1: s190(j.jbja):
end:
1: case cda of
0:s210(jjbja):
1: s130(j.jbJa):
end:
end:{case}
end:
end: {procedura}
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Sfunction funcval(nf:integer;tt,scale: real; npoin: integer):real;
var | integer:
begin
funcval:=funct[nf, 1,2]*scale:
if (scale<>0) then
begin
for 1:=1 to npoin-1 do
begin
if ((tt> funct[nf.l.1]) or (tt<funct[nf,+1,1])) then
begin

funcval:=scalc*(funct|nf,],2|+(funct[nf,1+1,2]-funct[nf,].2])/(funct[nf,1+ 1, 1 ]-funct[nf,1, 1 ])*(tt-funct[n
£1.1)):
end:
end:
end.
cnd: {funcval}

procedure prest(istep:integer);
var ax.ax|.bevala.bevalb time:real:
nf.imat.iut:integer:
begin
ne:=trunc(n/2):
ng:=3*ne:
for j10:=1 to n do fi[j10}:=0.
time:=at*istep:
for j10:=1 to n do
begin{100}
jb:=trunc(j+j/2-1).
if j=1 then jb:=ng:
Jar=trunc(2*j-j/2-1);
cdb:=code[jb]:cda:=code[ja}:
nf:=ifunct|jb];
bevalb:=funcval(nf.time,bc[jb]*fscale[nf].npoif]nf]);
bevala:=bcevalb:
if jb<>ja) then
begin
nf:=ifunct[ja];
bevala:=funcval(nf.time.bc[ja]*fscale|nf],npoif]nf]);
end:
if (( cdb=0) or (cda=0) or (jb<>ja)) then
begin
if ((cdb=0) or (cda=0) or (jb=ja)) then
begin
if ((cdb=1) or (cda=1) ) then
begin
if ((cdb=1) or (cda=0)) then
begin
if ((cdb=0) or (cda=1)) then halt(154)
clse
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begin
t[jb,istep]:=bcvalb;
u[j,istep]:=bcvala;
end;
end
else
begin
u[j.istep]:=bcvalb;
t[ja,istep]:=bcvala;
end;
end
else
begin
if (bcvalb<>bcvala) then halt(154);
ufj,istep]:=bcvalb:
bevala:=0;
end;
end
else
begin
t]jb,istep]:=bcvalb;
t[ja,istep]:=bcvala;
end;
end
else
begin
t[jb,istep]:=bcvalb;
bevala:=0:
end:
fii]:=fi[i]+b_1[i,jb]*bcvalb+b_1[i ja]*bevala:
end; {100}
if (istep<>1) then
begin
reset(aux);
for imat:=2 to istep do
begin
for110:=1 tondo
for j10:=1 to n do read(h[i10,j10]);
fori10:=1 tondo
for j10:= 1 to ng do read(g[i10,j10]):
iut:=istep-imat+1:
for j10:=1 ton do
begin
ax:=u[j10,iut];
ax1:=t[j10,iut];
if((ax<>0) or (ax1<>0)) then
for i110:=1 to n do fi[i10]:=fi[i10]-h[i10,j10]*ax+g[i10,j10]*ax1:
end;
for j10:=n+1 to ng do
begin
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ax:=t[j10,iut];
for i10:=1 to n do fi[110]:=fi[i10]+g[110j10]*ax;
end:
end;
close(aux):
end:

end:

procedure output(istep:integer);
var scrica:integer:
begin
ne:= trunc(n/2);
ng:=3*ne;
scrica:=0;
append(rez).
writeln (rez,'Rezultate'):
if ((istep*intimp/intimp = istep) or (istep=1)) then scrica:=1:
while (scrica=1) do
begin
writeln(rez, 'timp=",at*istep,' secunde');
writeln(rez,'nr nod potential derivative ~ potential'):
writeln(rez.' inainte  dupa');

writeln(rez,' 3R

for j:=1 to ndo
begin {60}
jb:=trunc(j+j/2-1).
if j=1 then jb:=ng;
Ja:=trunc(2*j-)/2-1);
cdb:=code[jb]:
cda:=code[ja}:
if ((cdb=0) or (cda=0)) then
begin
if ((cdb=1) or (cda=1)) then
begin
if ((cdb=1) or (cda=0)) then
begin
if ((cdb=0) or (cda=1)) then halt(1)
else tfja.istep]:=fi[i]:
end
clse t[jb.istep]:=fi[i]:
end
clse
begin
t[jb.istep]:=fi[j)-
tja.istep]:=fijj|:
end:
end
clsc ulj.istep]:=fifj]:

writeln(rez.x[j]:6:2." ".y[j]:4:2." "u[j.istep]: 10:2." ".t[jb.istep]: 10:2." ".t[ja.istep]:10:2):

end: {60}
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scriea:=0;
end;

close(rez);,
end;

procedure rsolver(kkk:integer);
var 111:integer;
x:real;
{kkk=0 forward and backward substitution}
{kkk=1 factorization and forward and backward substitution}

function rdotaa(npasi:integer: var a:matricea_a;lin:integer; var b:matricea_a;col:integer):real;
var ia,ib,indicc:integer;

rd:real:

begin

rd:=0;

if (npasi>0) then
begin
ia=1:b:=1:

if (1in<0) then ia:=1-(npasi-1)*lin;
if (col<0) then ib:=1-(npasi-1)*col;
for indice:=1 to npasi do
begin
rd:=rd+ a[lin,ia]*b[ib,col]:
la:=iatl;
ib:=ib+1;
end:
end;
rdotaa:=rd;
end;

function rdotab(npasi:integer; var a:matricea_a;lin:integer; var b:matricea_rez;cresc:integer):real;
var ia,ib,contor,indice:integer;
rd:real;
begin
rd:=0;
if (npasi>0) then
begin
if cresc=1 then
begin
1a:=1:ib:=1contor:=1;
end;
if cresc=0 then
begin
ib:=n:
ia:=n;
contor:=-1:
end;
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for indice:=1 to npasi do
begin
rd:=rd+ a|lin.ia]*b[ib]:
1a:=ia+contor:ib:=ib+contor:
end:

end:
rdotab:=rd:
end:

begin
if kkk=1 then
for I:=1 to n do
begin
1:=1-1:
fori10:=lto ndo a_l1{i10.1]:=a_1]110.l]-rdotaa(l1,a_1.i110.a_1,1):
x:=a_l|LI]:
if x=0 then halt(1):
x=1/x:
for j:=I+1 to n do a_l[lj]:=x*(a_l[lj]-rdotaa(ll.a_l.La_l));
end:
for 110:=1 to n do fi|i10):=-(rdotab(i10-1.a_1.110.fi.1)+fi]i10])/a_1[i10.i10]:
for 110:=n downto 1 do
fi|110]:=-(rdotab(n-110.a_1.i10.fi.0)+fi[110]):
end:
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A.2.2. Presiuni hidrodinamice la un baraj rigid - undi sinusoidali
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