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1.

?rogresele tebnologjce în fabricația circuitelor VV8I au dus la aparipa unor circuite 
integrate capabile sa conducâ proce8e parpale relativ complexe ale unui sistem cle calcul, 
^cest lucru a determinat realizarea stemelor Atribuite, care pe lângâ o valoare mai 
ridicata a raportului performans cost ca urmare a activităților paralele, asigurâ zi un înalt 
grad de modularitate, o divizare eLcientâ a re8ur8elor zi permit toleranta 8uperioarâ a 
defectelor. l^a proiectarea unor a8tfel âe 8i8teme un loc important îl ocupâ evaluarea 
fiabilității acestora, pentru care 8-au de?voltat cliver8e principii zi metode cle calcul 
prezentate in literatura cle 8pecialitate. Oportunitatea alegerii temei a fo8t data cle 
răspândirea ma8ivâ a 8i8temelor cu mai multe procedare cu cliferite grade cle cuplaj între 
ele. In context Labilistic, 28emenea 8i8teme trebuie privite pe de o parte ca Lind incluse în 
categoria stemelor cu componente multiple, iar pe cle alta parte ca Lind predispuse însâzi 
prin 8tructura lor (cu multiple unitap cle calcul, legaturi cle comunicație, Liziere cle 
programe zi clate) la proprietari cle tolerans la clefecte. ?entru inginerul de Labilitate, 
8i8temul mulNprocesor strâns cuplat 8au 8lab cuplat 8e prerinta ca o colecte cle resurse 
(proce8oare, memorii, periferice, ba?e âe clate etc.) interconectate printr-o re(ea âe 
comunicare zi controlate âe un sistem âe operare clistribuit. cioclul âe interconectare a 
resurselor prin liniile âe comunicare zi âeci câile posibile pentru transferul (latelor între 
procesoare determina topologia sistemului. Lxista cliverse clasiLcâri ale topologiilor, 
deosebindu-se topologii âe tip static sau clinamic, orientate pe legâturi sau pe magistrale 
etc. .alegerea unei anumite topologii âepinâe âe o mulpme âe factori cum ar L 
expandabilitatea, flexibilitatea, toleranta la clefecte, strategia âe implementare a 
algoritmilor zi nu in ultimul rând Labilitatea.

fiabilitatea se deLnezte matematic ca Lind probabilitatea pentru ca un produs sâ-zi 
îndeplinească funcțiile prevăzute în condiții prestabilite pe o durata datâ, presupunând câ a 
fost funcțional la momentul initial. ?entru un sistem cu mai multe procesoare, Labilitatea 
se traduce în general in existenta a cel puțin unei cai de comunicație între oricare perecke 
de procesoare. Xlodelele de Labilitate uzuale încearcă sâ dea o imagine cat mai realista a 
comportării sistemului, clar conțin de regulâ clauze simplificatoare datorita calculului 
foarte complex impus de exemplu de numărul foarte mare de stări. Lxistâ astâÂ mulp 
algoritmi performanti de calcul, dar problema nu este rezolvata integral Lind neglijați 
uneori factori cu inLuentâ asupra Labilității, ve exemplu, intr-o rețea de calculatoare 
desființarea conectivității totale poate afecta cel mult un procent redus de utilizatori, ve 
aceea, in asemenea sisteme eficacitatea sau nivelul de performanta al sistemului reprezintă 
mărimi mai realiste de evaluare a Labilitapi, problematica performabilitapi Lind de 
maxima actualitate.

Aceasta te?â izi propune in principal o abordare constructiva a problemelor de 
analiza zi evaluare a Labilitâpi sistemelor cu procesoare multiple pornind de la câteva 
arbitecturi de ba?L precum zi dezvoltarea de modele originale uniLcate de performanta zi 
Labilitate pentru acestea. In aceasta te?â nu am admis zi posibilitatea reparatei 
elementelor defecte, deci nu trate? aspectul disponibilității sistemelor, lucrarea se întinde 
pe zase capitole, urmate de patru anexe zi o lista bibliograLcâ.

vupa un scurt capitol de introducere, în capitolul 2 fac o delimitare a tipurilor de 
sisteme multiprocesor sub aspect arbitectural, precizând în Lecare ca? metodele de 
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efectuare a transferurilor de date zi caracteristicile de trafic. DeLnirea structunlor 
reprezentative de sisteme cu mai multe procesoare va ti folositâ ca punct de referința în 
capitolele următoare la construirea modelelor de performabilitate pentru aceste sisteme.

In capitolul Z introduc zi dezvolt aparatul matematic necesar pentru calculul 
Labilitatzi sistemelor cu componente multiple atât în spatzul continuu, cat zi, ca o 
contribuie personalâ utilizata apoi în capitolul urmâtor, în spatzul discret al timpului. 
Ztructuratâ în principiu pe deLnitzi, leme zi teoreme (o parte originale), autorul 
demonstrearâ pe numeroase exemple utilitatea practica a solurilor propuse. Accentul 
principal se pune îndeosebi pe calculul Labili tâtzi sistemelor coerente reprezentate prin 
Araturi, care este în general o problema ^I?-bard. tocmai de aceea literatura actuala de 
specialitate îi acordâ un spatzu foarte larg, încercând sâ gâseascâ, mâcar pentru anumite 
caruri particulare, simplificări zi algoritmi de calcul în timp polinomial. Intr-o refea 
modelatâ printr-un graf probabilistic, problema Labilități de tip X-terminal consta în 
determinarea probabilitâtzi ca o submultzme de noduri sa poatâ comunica între ele. In 
general metodele prezentate se axeara pe douâ directii principale: reducția graiului cu 
conservarea Labilitâtzi zi calcule analitice pe dara tunctzei de strucMrâ, care poate 6 scrisâ 
conform dualitâtzi atât pe bara mulțimii câilor minimale, cât zi a tăieturilor minimale, Da 
ambele teknici aduc contributzi proprii în sensul extinderii aplicabilitâtzi, repectiv al unor 
simpliLcâri în determinarea expresiei de Labilitate. Metodele analitice se ba^earâ pe 
utilizarea relațiilor de calcul probabilistic, Lind în esența de patru feluri: enumerarea 
stârilor, principiul de incluriune-excluriune, suma de produse disjuncte zi descompunerea 
pivotalâ. ^vanta^ele zi dezavantajele Lecârei metode au fost desprinse în urma unui studiu 
comparativ al efortului de calcul zi precisei. In contrast cu efectuarea de calcule 
probabilistice, uneori greu de stâpânit ca zi complexitate, transpunerea problemei în 
spatzul boolean okerâ posibilitatea exploatării puternicelor teoreme ale algebrei booleene, 
forma cea mai simplâ a expresiei de Labilitate se obține prin luarea în considerare a 
cuburilor disjuncte de pe diagrama de minimizare aferenta funcției de structurâ, ceea ce 
face ca metoda sâ Le clarâ zi comodâ de utilizat. In acest context dis^unctirarea termenilor 
din funcpa de structurâ, însotztâ de o preprocesare a acestora, capâtâ valențe majore în 
literatura de specialitate. Deoarece reprezentarea pe diagrama I^arnaugb nu permite 
tratarea sistemelor cu mai mult de zase componente, procedee de genul descompunerii de 
tip conservativ sau exbaustiv a funcției booleene de structurâ, respectiv a decomporitzei 
acesteia, adoptatâ ca zi o contribuie personalâ, par a L inevitabile în ca^ul rebelelor 
uzuale. In multe situatzi practice, complexitatea sistemului zi numârul mare de 
componente nu permit o determinare exactâ a Labilitâii. De aceea am considerat utilâ o 
analira a principalelor metode de aproximare în calculul indicatorilor de Labilitate. ?e 
lângâ metodele convenionale de calcul a Labilitâii de tip ^'-terminal dintr-o re^ea, 
prezentarea cuprinde zi alte procedee, cum ar L cea baratâ pe câile minimale de bara, 
metoda bolograLcâ sau cea a relaiilor logice de semnal. De asemenea sunt baleiate sumar 
modalitâile de ordonare a legâturilor dupâ apottul adus la valoarea indicatorului de 
Labilitate, aspect semnificativ în sinteza de rebele Labile utilizând componente mai putzn 
Labile. In practicâ se întâlnesc frecvent situatzi în care o evaluare mai realistâ a Labilitâtzi 
unui sistem cu multe componente se obtzne prin luarea în considerare a dependentei dintre 
defectâri. respectiv a multitudinii stârilor sistemului zi componentelor. în scopul de a putea 
costitui o ba?L pentru cercetâri viitoare, am inclus zi o scurtâ prezentare a tendințelor 
actuale în aceste directzi.

Dupâ trecerea in revista a principalelor criterii cle Labilitate ;i performantă a 
sistemelor mulliprocesor strâns cuplate, în capitolul 4 construiesc un moâel integrat <le 
perfonnantâ ;i Labilitate, care tine cont ;i «ie posibilitatea ciekectârii elementelor cle 
legâlurâ, cle regulâ cele mai pupn Labile clin caclrul unui astfel cle sistem Ivloclelul, âeLnit 
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într-un spapu discret al timpului adecvat pentru operaMe de transfer efectuate în cadrul 
unui singur ciclu instrucțiune sau ciclu mazinâ, este aplicat succesiv la principalele sisteme 
multiprocesor din aceasta categorie: crossbar, cu magistrale zi cu resea de interconectare 
multinivel. Oomparaya rezultatelor furnicate de modelul matematic cu cele experimentale 
obținute prin simulare cu calculatorul, au confirmat în toate carurile valabilitatea 
supoĂMor teoretice, ^cest lucru a permis utilizarea modelului pentru formularea unor 
concluÄi comparative utile în activitatea de analiza zi a unor recomandări de sinteza 
optima sub aspectul raportului periormanta/cost a sistemelor de acest gen.

Capitolul 5 se ocupâ de Labilitatea sistemelor multiprocesor slab cuplate, în speța a 
rebelelor de calculatoare. Cvidenierea caracteristicilor de Labilitate a acestor sisteme se 
poate face printr-o investigare pe ba^â de criterii deterministe, criterii probabiliste sau 
urmărind distribuia programelor zi lizierelor în rețea. Daca metodele din prima categorie 
in cont exclusiv de topologia rebelei folosind tebnici din teoria graiurilor, în al doilea car 
se kolosezte un model stobastic de rețea prin asocierea de probabilitâi de defectare 
legaturilor zi nodurilor din graiul asociat, ^cest model servezte pentru o evaluare 
cantitativa a indicatorilor de Labilitate de tip terminal zi mulLterminal, aciune necesară în 
iara de analiza preventivâ a unei rebele, viabilitatea legata de execuția programelor 
distribuite în rețea ia în considerare în plus zi modul în care s-a iacul alocarea copiilor 
multiple ale programelor zi lizierelor de date la procesoarele aLate în nodurile rebelei. 0 
direcie de cercetare care aduce mai aproape de realitate studiul Labilitaii, în special la 
sisteme tolerante la defecte cum sunt zi rebelele de calculatoare, este periormabilitatea. In 
acest car se îmbinâ caracteristicile legate de defectarea componentelor cu performantele 
de exploatare sesizate la nivelul sistemului. Ca modelul de performabilitate propus pentru 
o rețea de calculatoare am inul cont de încărcarea cu IraLc a liniilor de transmisie dintre 
noduri, adoptând un formalism matematic în timp continuu. Indicatorul de 
performabilitate introdus, accesibilitatea instantanee, urmârezte existenta unei câi 
operaționale libere între perecbea de noduri observate. Validarea modelului care 
calculeara intensitatea IraLcului pe Lecare linie s-a iacut prin comparare cu rezultatele 
date de un program de simulare a emiterii zi dirijării pacbetelor de date printr-o rețea de 
referința.

Ultimul capitol conține concluMe zi o sinteza a contribuțiilor originale aduse de 
autor pe parcursul terei, evidențiind zi unele direcii posibile de cercetare.

Autorul dorezte sâ multumeascâ zi pe aceastâ cale conducătorului ztiiniLc, domnul 
prok.dr.ing.Vlâduiu ^Lrcea, pentru îndrumarea deosebit de competenta zi de înalta inutâ 
profesionala care i-a fost acordata de-a lungul întregii perioade de pregâtire, îndreptatâ cu 
exigenta zi tact în scopul Lnali^arii eLciente a te^ei.
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2.1. OlasiNcares sistemelor distribuite

8istemele distribuite acoperä un spectru larg în cadrul sistemelor âe calcul zi 
formularea unei cieiinipi exacte este dificila. On calculator distribuit consta ciintr-o 
mulțime cie procesoare, având tiecare 1a un moment dat câte un spahiu distinct de adrese zi 
care sunt interconectate printr-un subsistem de comunicație ^LVI94^. fin asemenea 
calculator folosezte conceptul de prelucrare paralela (parallel Processing) ca o metoda de 
organizare a operapilor în care mai mult de o operare este realizata în mod concurent. 
8pre deosebire de un program secvențial, o operație începută nu presupune totdeauna 
desâvârzirea celei anterioare, vouâ caracterisüci sunt însâ relevante în acest ca^, zi anume 
sincronizarea mtre evenimentele corelate zi comunicarea între procesele concurente.

(distributed sistem) poate 6 detinit ca un sistem care convine un 
program distribuit care rulearâ pe un calculator distribuit. 8-a introdus zi noțiunea de 
sistem complet distribuit, în care un procesor nu poate primi la un moment dat o imagine 
coerentâ asupra întregului sistem (>ILKL93j. ?e bara definitei, un sistem în care un 
program distribuit rulearâ pe un singur procesor sau în care un program secvențial rulează 
pe un calculator distribuit, nu poate ti considerat un sistem distribuit.

Criteriul cel mai urual de clasiticare a sistemelor distribuite este dupâ 
(granularis) interacțiunilor dintre activitățile care sunt executate în paralel. 

k7e un sistem cu n procesoare, în care o parte a timpului de lucru al tiecârui procesor este 
afectata scbimburilor de date zi informatii de control cu alte procesoare. Instrucțiunile 
executate vor ti deci sau instrucțiuni de calcul, sau instrucțiuni de comunicare. ?resupun 
câ rezolvarea unei anumite probleme consuma un timp total de prelucrare 7", dat de suma 
timpilor necesari pentru fiecare procesor, dotând cu timpul petrecut de procesorul / 
pentru comunicare zi cu restul timpului afectat pentru calcul, timpul total de 
comunicare pentru toate procesoarele va fi

(2.1.1)

iar timpul total de calcul pentru toate procesoarele .

(2.1.2)

8e âervâ câ nu s-s tacul nici o presupunere privinâ repartizarea unitormâ a 
timpului âe prelucrare Ia fiecare pocesor. limpul total âe prelucrare va ti <jat âe^

(2.1.3)
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du aceste notapi, granularitatea, numitä zi granulapa de prelucrare (gram of 
computation) 8au balanp prelucrärü (computation balance), repreÄntä raportul dintre 
timpul afectat pentru calcul zi cel afectat pentru comunicare, adicâ:

(2.1.4)

Lste important de remarcat faptul câ noțiunea de granularitate exprima caracterul 
reunit al unui program paralel, al arhitecturii pe care 8e executâ zi al dimensiunii 
problemei de rezolvat. Astfel 8e poate produce o moditicare a granularitatzi daca problema 
de rezolvat pre8upune alte caracteristici de comunicație sau dimensiunile sale variata 
raportat la numărul de procesoare utilitate ^10^0888f ?entru a măsură aceasta deplasare 
a granularitapi, pe lângâ granularitatea potențiala (potential granularis) data mai sus, s-a 
introdus încâ o definire, cea a granularitapi actuale (actual granularis). Aceasta considerâ 
granularitatea ca fiind media timpului dintre doua comunicări succesive:

(2.1.5)

în relația (2.1.5) § reprezintă numărul total de comutări de la calcul la comunicare 
pentru toate procesoarele, adicâ:

(2.1.6)

unde § indicâ de câte ori a apârut o astfel de comutare la procesorul /. ?rotîlul de 
activitate al acestuia este o secvența de timpi de calcul (/^ ) zi timpi de comunicare (/.^) 
de forma

astfel încât ?i în ßeneral procesarea pe un sistem distribuit se

poate situa între doua extreme: durate scurte de calcul, urmate de durate scurte de 
comunicare sau durate lungi de calcul, urmate de durate lungi de comunicare. In primul 
car executa are o granularitate tina (tine granularis), iar în al doilea o granularitate 
grosolanâ (coarse granularis), du toate câ granularitatea depinde atât de algoritm, 
dimensiunea problemei, cât zi de arhitectura, unele sisteme de calcul favorirearâ un 
anumit tip de granulase de prelucrare. Astfel de exemplu un sistem cu granulase tina, 
capabil sâ comunice rapid date singulare este relativ costisitor, deoarece necesitâ un sistem 
de comunicație foarte complex care sa evite azteptârile cauzate de conflicte, vacâ / este 
mic, fiecare procesor executa puține calcule între comunicâri, tund adecvat un sistem cu 
granulase tina. Oacâ / este mare, atunci comunicările între procesoare sunt rare, 
prelucrarea fiind eficienta pe un sistem cu granulase grosolanâ. în conclude, pe măsura 
reducerii granularitätzi, cresc costurile de comunicare.
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^vând în vedere caracteristica âe granulantate, sistemele distribuite se import în 
douâ categorii mari:

« sisteme stâns cuplate
« sisteme slab cuplate -

Tublinier aici câ încadrarea unui sistem real într-o anumita clasâ, precum zi 
delimitarea clarâ a acelora e8te foaNe diücilä zi câteodată controversata în literatura de 
specialitate, de aceea cele prezentate trebuie considerate a 6 valabile sub rezerva 
termenului "în general". 2/Lleme/e (tigbtl^/closel^ coupled Systems), la care
se considera câ /<10, constau dintr-un numâr de elemente de procesare (Processing 
element) zi module de memorie comuna 0K1 (common memor^), având între ele o resea 
de interconectare (interconection network) (tîgura 2.1.1). Aceasta structurâ nu exclude zi 
existenta unor memorii locale (local memor>) pentru procesoare, alaturi de resursele 
1/0. Datorita faptulului câ modulele 0^1 sunt adresabile global de câtre 6ecare ?L, 
servind astfel (zi) pentru comunicarea dintre procesoare, aceste arbitecturi se mai numesc 
sisteme multiprocesor cu memorie divi^atâ (sbared memor^ multiprocessor). ?e de alta 
parte, L7r^/l2/e (looset^ coupled Systems), la care / >10, constau din
procesoare cu câte o memorie localâ, iarâ resurse comune, conectate între ele printr-o 
rețea de interconectare numitâ zi re^ea de comunicare (communication network) (6gura 
2.1.2). ^abak considerâ câ diferența esen^ialâ între cele douâ tipuri de sisteme este cea 
referitoare la conceptul de autonomie formulat de Lnslow ^^6^X90l- Astfel un sistem 
strâns cuplat dispune de regulâ de un control centralizat, pe când unul slab cuplat se 
conformează principiului de autonomie cooperativâ. ?e bara acestui principiu, care 
caracterireara tuncponarea zi interacțiunile dintre resurse (logice zi lirice), se permite unei 
resurse returul de a servi o cerere dacâ este ocupatâ cu o alta sarcina, tarâ a exista o 
ierarkie a controlului în sistem. ^lemetb considerâ câ sistemele slab cuplate sunt sisteme 
multiprocesor la care transferul dintre douâ procesoare se realireara astfel încât unul îl 
privezte pe celâlalt ca un ecbipament periferic sI<LVL9ZI. Uneori sistemele slab cuplate 
sunt considerate zi relele de calculatoare (computer Networks), dezi în ^.^I90a1 se includ 
în aceasta categorie numai rebelele locale (local area network). ?entru rezelele 
(vvide area network) se introduce o alta clasâ de sisteme distribuite, zi anume sistemele 
abia cuplate (barelv coupled svstems), care au /100.

sigura 2.1.1.
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?igura 2.1.2.

In literatura âe 8pecialitate, prin termenul âe (multiproce88or
8^8tem) 8e 8ubânîelege âe regula un 8i8tem cle tip ^IIXM (multiple-in8truetion multiple- 
âata 8tream), eu mai multe giruri âe in8truepuni zi mai multe ziruri âe âate, conform 
e1a8iLeârii lui klMN ^^ö/VX90^^H^911. ^ce8t 8i8tem e8te âiferit âe unul >4/8180 
(mu1tiple 8ingle-in8truetion 8ingle-âata 8tream), eare pre8upune inâepenâenp umtaplor âe 
control zi âe exeeupe, atât stemele >4/8180, cât zi eele 8180 6inâ caruri âegenerate ale 
lui >H>4O. Intr-un 8en8 mai larg, un 8i8tem multiproce8or reprerinta o 8tucturâ âe calcul 
în care are loc executa concurenta a 8arcinilor 8eparate aparpnânâ aceluiași algoritm. On 
8i8tem multiproce8or 8e con8iâerâ a ü tîabil pentru multiproce8are (multiproce88ing 
reliable) âacâ zi numai âacâ poate L utilizat atât pentru operatii >4I>4O, cât zi >/1/8180 
^^V>V^sO821. 8i8temele 8I>/1O (8ingle-in8truction multiple-äata 8tream), la care mai 
multe proce8oare executa 8imultan aceeazi inLtrucpune a8Upra âatelor diferite 8unt 
implementate 8ud forma ariilor âe calculatoare (computer arra^), cele K1I8O (multiple- 
in8truction 8ingle-data) neavânâ un core8ponâent practic s>VLI^911. In conceptul general 
al 8i8temelor paralele 8e încaâreara zi mazinile paralele 8peciale 8au
arbitecturile neconvenronale (âe tip danââ âe a8amblare, flux âe âate, arbitecturi 8i8tolice, 
calculatoare vectoriale), âar care nu tac obiectul acelei prerentari.

în ceea ce privezte tipul âe comunicare intre elementele componente ale 8i8temului 
prin rețeaua âe interconectare, acesta poate fi in principiu âe douâ tipuri:

» prin comutare âe circuite
« prin comutare âe me8aje

în carul c/e c7/>c7r/zZe (circuit 8^itcbing) trebuie 8tabilitâ o cale âirectâ âe
comunicare intre cele âoua pârti implicate, înainte âe inceperea 1ran8ferului. ?^cea8ta 
pre8upune existenta unei legâturi âirecte intre 8ur8â zi destinație, permițând o viteza mare 
âe tran8fer întrucât âupâ întaptuirea legâturii nu e8te nece8arâ adâugarea unor informati 
âe aâre8are la âatele tran8ferate. Lxi8len^a unei legâturi permanente nu implica în8â zi o 
cale Lîricâ continua între cele âoua unitari, ace8t lucru fiind eviâent âe exemplu într-un 
8i8tem cu magj8tralâ comună utilirata âe proce8oare prin tebnici âe divizare a timpului 8au 
multiplexare, (^omr/Zaz-e^ c/e (me882ge 8vvitcbing) e8te o metoââ âe tran8mitere a 
âatelor în care ace8tea 8e tran8ferâ prin puncte intermediare (noduri) âe pe calea âe 
comunicaîie, în care 8unt redute pentru 8curt timp zi apoi retran8mi8e 8pre âe8tinare. 
iodurile prin care 8e trimite mai âeparte informară pot 6 proce8oare zi/^au comutatoare, 
iar âin me8a) face parte zi o aâre8â care 8ervezte pentru âirecronarea ace8tuia în8pre 
âe8tinare. O re^ea cu comutare âe mesaje poate âeveni foarte lentâ âacâ me8ajele 8unt 
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lungi, deoarece acestea vor "bloca" rețeaua fatâ de celelalte procedare. Mesajele foarte 
scuNe nu 8unt însâ ekciente datorita informatilor de adre8are zi corectoare de eroare, care 
8unt suplimentare tata de cele de date. Lxistâ zi comunicația prin c/e ?^/re/e
(pachet switcbing), 8imilarâ cu cea precedentâ, cu deo8ebirea câ la sursâ mesajul de 
transmis este desfăcut în mai multe pacbete individuale care 8e trimit prin rețea, urmând 
ca la destinație 8â Le rea8Lmblate pentru a forma mesajul original. Operarea cu succes a 
unei rebele în ace8t car depinde foarte mult de existenta unui algoritm de dirijare 
corespunzâtorzi Lecare nod trebuie 8â aiba incorporat un control de dirijare (routing 
control) pentru a direcpona corect mesajele prin rețea. /Xceastâ operate nece8itâ în8â un 
anumit timp, de aceea este preferabila ampla8Lrea cat mai aproape a proce8oarelor care 
comunica frecvent. Rețelele cu comutare de mesaje/pacbete oferă câteva avantaje fatâ de 
cele cu comutare de circuite

- o conectare rapidâ, datele de tran8mi8 fiind de regulâ acceptate imediat 
- rata scâzutâ a erorilor, asiguratâ prin atacai ea informatilor de verificare 
- fiabilitate mai mare, datorita exigentei de câi alternative
- sincronizare între elementele care scbimbâ date

^rbitecturile 8Î5temelor dÎ8tribuite pot fi analizate zi 8ub alte aspecte, cum ar ki 
expandabilitatea, capacitatea zi flexibilitatea skHfWa). Lxpandabilitatea sistemului este o 
mâsurâ a abilitați sale de a prelua sarcini mărite, astfel încât pentru o noua aplicate sâ nu 
fie necesara nici reproiectarea completâ a bardrvare-ului zi nici a soltware-ului de 
comunicate. Capacitatea exprimâ proprietatea refelei de a putea mari cantitatea de date 
transferate atunci când se adaugâ noi procesoare la sistem, flexibilitatea se referâ la 
posibilitatea de adaptare a sistemului la o modificare a fluxului de date, de exemplu atunci 
când este necesarâ redirijarea unui mesaj din anumite cauze (procesor ocupat sau defect). 
De asemenea, sistemele distribuite sunt adecvate pentru implementarea

(fault tolerance). datoritâ resurselor bardware multiple din componenta. 
Comportarea rezistenta la detecte (fault resilient) decurge în general din conectivitatea 
nodurilor zi mucbiilor graiului asociat sistemului. Dacâ sistemul poate furniza corect 
intormapa ceruta de aplicare cbiar cu unele legâturi/noduri defecte, acestea vor 6 tolerate 
de sistem tara efecte negative asupra funcționării. în multe situatii toleranta este posibilă 
doar cu reducerea performantelor până la o limitâ admisibilâ, adicâ are loc o degradare 
"grapoasä" (graceful degradation). în primul caz se mai spune câ sistemul are o 
comportare de lip fail-operational". iar în al doilea de tip "lail-sott" s60RXL89j. Intr-un 
sistem distribuit, diagnoza permite localizarea defectelor astfel încât sistemul sâ poatâ 6 
reconfigurat în ^urul unităților ramase operationale. Degradarea grapoasâ este înfaptuitâ 
printr-o reconfigurare automatâ zi capacitate de recuperare (recover^) furnizate cu 
Autorul unei mentenante on-line lD^887f .^csle sisteme dispun de asemenea de un 
mediu în care testele software zi diagnoza fac parte integranta din încârcarea normalâ a 
sistemului ^D86f

sistemele multiprocesor conpn o mulțime de elemente procesoare care, dezi 
individual sunt complet programabile zi capabile sâ execute propriile programe, formeazâ 
o singurâ entitate, fiind coordonate de un singur mecanism (centralizat sau distribuit) câtre 
un tel comun. In acest caz scbimburile de date între elementele din sistem sunt relativ 
frecvente zi de aceea rețeaua de interconectare are o intluentâ ma^orâ asupra 
performantelor sistemului. Dupâ tipul acestei rețele, sistemele multiprocesor se pot 
clasifica în sisteme cu magistralâ, cu rețea de interconectare staticâ zi cu rețea de 
interconectare dinamicâ. *
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2.2. Sisteme cu magistrale

fln /?e (bus-oriented sistem) convine
una sau mai multe magistrale (care includ liniile âe date, adrese zi control) prin care 8e 
interconectează toate modulele din 8i8tem. Lei mai 8implu zi ieftin mod de implementare îl 
reprezintă 8i8temul cu u/i/eâ (single-bus), care 8e utili^eara prin divizarea
timpului de către toate elementele de proce8are (?f) care dore8c acce8 la memoria 
comunâ (OKI) (ügura 2.2.1). Un astfel de 8i8tem oferă o mare flexibilitate de configurare, 
dar preMtâ dezavantajul strangulării de magistralâ (bu8 bottleneck) prin faptul ca la un 
moment dat numai unkf poate efectua un tran8fer de date pe magistrală. întrucât alte 
procesoare care simultan doresc accesul la magistrala trebuie sâ intre în azteptare, se 
reduce considerabil debitul global (overall tbrougbput) al sistemului multiprocesor. 
?rioritatea "mtre module se stabilere prin utilizarea unei scbeme de arbitrare paralela sau 
seriala (VVH^91j. 'frâul pe magistrala sistem se reduce dacâ fiecare procesor are câte o 
memorie locala (Ut), care se conectează Ia acesta alâturi de resursele I/O printr-o 
magistrala locala, tormându-se astfel un sistem ierarbic de magistrale (luerarcbical bus 
sistem) f fin alt de savanta) al sistemului cu magistrala unica îl repermtâ
faptul câ defectarea magistralei constituie o defecțiune catastrofală ecluvalentâ cu câderea 
sistemului. Aceste dezavantaje pot fi în mare mâsurâ eliminate prin utilizarea unui sistem 
cu mu/k/r/e (multiple buses) (figura 2.2.2). procesoarele pot folosi oricare
magistrală libera pentru un acces la o memorie comuna, dar simultan nu pot 6 îndeplinite 
decât pânâ la - cereri de transfer, dacâ - este numârul de magistrale. Hi aici este necesarâ 
o logica de arbitrare pentru a rezolva cererile simultane, astfel încât prima data se 
selectează nu mai mult de o cerere pentru fiecare modul L^l, iar apoi din acestea se 
selectează maximum - cârora li se alocâ câte o magistrala. Numârul de procesoare care 
azteaptâ datorita conflictelor de magistrală se reduce pe mâsurâ ce numârul de magistrale 
este mai mare, dar prin aceasta crezte zi complexitatea sistemului. Aceste stricturi se 
recomandâ cu precâdere în sistemele tolerante la detecte, ^pare însâ aici o altâ problemâ, 
zi anume aceea ca modulele din sistem sâ ofere facilitatea de conectare multiport 
(multiporting) la magistralele sistem. Aceasta necesitâ câte o logicâ suplimentarâ la fiecare 
modul, complexitatea zi costul câreia nu permite crezterea excesivâ a lui ö (k^2 sau 3 sunt 
valon uruale). Otili^area unei memorii comune de tip multiport (multiport memor^), cu 
linii separate pentru fiecare procesor, reprerintâ în sine o arbitecwrâ posibilâ pentru un 
sistem multiprocesor, dar scumpâ dacâ n este mare (figura 2.2.3). La urmare se preferâ 
solutza cu memorie "pseudomultiport", care în aparentâ permite accesul simultan Ia mai 
mult de o locatze de memorie, dar de fapt accesele sunt secvențiale însâ la o viteza ridicata 
l^^9lj.

figura 2.2.1.
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pigura 2.2.2

2.Z. kegele de interconectare statice

/îe/e/e/e cie 5/Qt/ee (static interconnection Networks) sunt acelea
care permit numai legaturi fixe (unidirecționale sau bidirecționale) între doua elemente cle 
procesare (noduri). Acestea sunt potrivite pentru conexiuni de tip procesor-procesor, 
adicâ toate nodurile sunt procesoare zi acestea preiau datele sosite pentru a le prelucra sau 
a le transmite mai departe la alte procesoare, procesoarele dispun numai de câte o 
memorie localL, tarâ sä mai existe o memorie comuna în sistem, Dacâ apare necesitatea 
ca un procesor sa transfere date la un alt procesor, atunci acest lucru se face prin 
transmisie de mesaje. Deoarece fiecare nod convine de fapt câte un calculator, aceste 
tipuri de multiprocesoare se mai numesc multicalculatoare cu transmitere de mesaje 
(message-passing multicomputers) (^VIH9lj.

Lxemple de topologii de interconectare statice sunt date în figura 2.Z.1. kefeaua de 
tip F/o-s/a (global bus) limiteara numârul de noduri (^), deoarece densitatea
mesajelor crezte liniar cu n. Conexiunile procesoarelor într-o a?-/e Z/nra/n (liniar arra^) 
sunt limitate la cei doi vecini apropiap, iar prin legarea capetelor libere între ele se 
formearâ o strucMrâ în z>re/ (ring). Aceasta este recomandabila numai în sisteme cu pupne 
procesoare, deoarece întârzierea medie de transmitere a mesajelor zi densitatea traficului 
cresc liniar cu n. întârzierea medie corespunde la n/2 legâturi, iar densitatea medie a 
mesajelor în fiecare din cele ?r legâturi este de n/2 mesaje pe unitatea de timp 
l presupunând câ într-o unitate de timp fiecare nod impara un mesaj) belelele
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în inel nu au Labilitate ridicata, deoarece defectarea unui 8Mßur nod 8au a unei 8ingure 
legături întrerupe cele mai multe comunicări, me8ajele Lind circulate într-un 8ingur 8en8.

magistrala

rețea liniara

plasa

arbore

?igura 2.Z.1.

Conexiunea de tip (8tar) e8te adecvata pentru mic, când controlul rebelei din 
nodul central e8te relativ 8implu. Deoarece orice perecbe de noduri laterale poate 
comunica prin numai douâ legaturi, întârzierea introdu8â e8te mica, fiecare nod lateral 
nece8ita numai o conexiune, pe când cel central are n-1, ceea ce e8te un factor de limitare 
pentru n. Irodul central trebuie 82 tran8mita mai departe toate datele câtre destinape, ceea 
ce face din ace8ta un element de 8trangu1are a traLcului din re^ea, care limitează de 
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asemenea dimensiunea realei, vacă 6ecare din cele n-1 noduri laterale are de transmis ?i 
de recepționat un mesaj, atunci tiecare legâturâ este utilizata de doua ori zi nodul central 
trebuie sâ taca tata la un tratic de n-1 mesaje. O de tec pune la nodul central (^ub), care 
este elementul cel mai scump, poate duce la câderea întregului sistem. (7osturile liniilor (în 
total n-1) zi conexiunilor sunt însâ mici zi cresc liniar cu n.

Rețelele în tormâ de (tree) sunt oarecum similare cu cele de tip stea privind 
transmiterea mesajului între doua noduri, în sensul ca nodul râdâcinâ se folosezte pentru 
intermedierea transferului de la o ramura a arborelui la cealaltâ. In general de la nodul 
sursâ se parcurge arborele în sus pana când se întâlnezte un nod comun cu calea spre 
nodul destinație, dupâ care se parcurge aceasta cale în ^os. sumarul de legâturi ale rebelei 
este de n 1, ceea ce înseamnă o creztere liniara a costurilor cu dimensiunea. Detectarea 
unui nod critic (cel râdâcinâ sau apropiat de el) are urmări catastrofale asupra întregii 
rebele. Intr-o rețea regulată cu ö ramuri sub fiecare nod zi cu niveluri, numărul total de 
noduri este:

7 ,1 ^l7^0) - 1 ö 1-^ ——
o-l

(2.Z1)

pentru a calcula densitatea traticului cle mesaje pe o legâturâ de deasupra unui 
nod din nivel k, se considerâ un timp de n-l unitap 'm care în medie tiecare nod va trimite 
câte un mesaj la celalalt. In acest timp tiecare nod din subarborele de sub nodul considerat 
(care are^-( k-1) niveluri) va scbimba o perecbe de mesaje între el zi restul de noduri ale 
rebelei. (7a urmare densitatea 7^) a traticului pe linia de deasupra nodului de nivel va tî:

2.V(^^-I)^-^(--^-1)j
(2.Z.2)n -1

ln carul arborelui binar (- 2), densitatea traticului este maxima la nodurile din 
nivelul al doilea, dar pentru rebelele cu - 2 traficul cel mai dens se manifesta la râdâcinâ 
(VVIHSlj. Daca distribuția mesajelor se presupune a fi unitormâ, majoritatea acestora 
trec prin câi care conectearâ douâ ramuri prin râdâcinâ (într-un arbore care nu este 
binar). In aceastâ situape, dimensiunea arborelui trebuie sâ fie limitatâ pentru a preveni 
congestiile de trafic de la nodul râdâcinâ zi cele apropiate de acesta. O mâsurâ de reducere 
a congestiilor constâ în prevedere2 de legâturi suplimentare între nodurile din același nivel 
sau dintre nodurile care au adrese care diterâ printr-un singur bit, obpnându-se asfel rebele 
de tip biperarbore (bvpertree Networks).

Rețelele (completel> connected Networks) au câte o legâturâ
între fiecare perecbe de noduri, numârul total al lor fiind n(n-1)/2. Aplicațiile lor se 
limitea^râ doar la n<5, deoarece costurile de linii zi de conexiuni cresc cu 
pentru rate fixe de transmisie a mesajelor la toate nodurile, densitatea traficului în rep^ 
care are valoarea 2 (n 1), scade vertiginos odatâ cu crezterea dimensiunii, deoarece sunt 
mai multe legâturi decât noduri.

O arie de procesoare bidimensional de tip z-/nc7 care interconectează vecinii cei 
mai apropiap (nearest neigbbor mesk) se poate obpne dacâ fiecare nod se conecteara prin 
câte o legâturâ la cei patru vecini, iar capetele libere pot tî recirculate pe partea opusâ 
Dacâ pe o lârâ sunt vi- procesoare, atunci numârul total de procesoare este n-v? iar în 
ca^ul general al unei plase regulate într-un spațiu O-dimensional acest numâr este'n-vi? 
Distanta maximâ de transmitere a unui mesa^ în orice direcție este de w/2 iar lungimea 
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medie de transmitere a mesajelor este Dn/4 (^1^1811. Deoarece Lcare nod se 
conectea^â în Lee are din cele D dimensiuni la câte doi vecini, exista 2D legâturi la un 
nod. ?entru întreaga re(ea vor exista în total 2Dn/2^Dn legâturi. kerulta câ densitatea 
medie a traficului de mesaje pentru fiecare legâturâ a rebelei cu n noduri este-

nD(>^/4) w
nD 4

(2.3.3)

On nod al rebelei trebuie sâ dispună de 2D porturi de conectare la vecini, sumarul 
de procesoare poate 6 crescut prin marirea lui dar aceasta duce, aza cum arata relapa 
(2.3.3), la crederea densitapi traficului zi a întârzierilor de transmitere a mesajelor.

Ltructura de tip (b)percube) este caracterizata de prezenta a ??^2^
procesoare, interconectate sub forma unui cub binar D-dimensional. fiecare nod are 
legâturi directe zi separate la D alte noduri vecine, fxistâ în total 2^ adrese binare distincte 
asociate nodurilor, astfel încât adresa unui nod diterâ de cea a Lecârui vecin printr-un 
singur bit. flipercubul generalizat (generali^ed b^percube) are lâpmea (noduri pe 
laturâ), dar pastrea^a caracteristica de adiacenta a adreselor, sumarul total de noduri este 

ca zi la rețeaua de tip plasa, dar aici conectarea legaturilor necesita de doua ori mai 
pupne porturi la un nod (D) decât la plasâ (2D). Deoarece Lecare laturâ se întinde peste 
n noduri, în total exista nD/n laturi, sumarul mediu de păzi pentru transmiterea unui 
mesaj este de D(vv-1)/n ca urmare densitatea traficului pe frecare laturâ va 6:

nD(n-1)/ n
T' - ------------------ -- - 1

nD/
(2.3.4)

fxtensia dimensiunii unui kipercub este mai diticilâ decât a unei rețele plasâ, 
deoarece creșterea numărului de noduri care folosesc o laturâ (^ ) este limitata de traficul 
admisibil, iar creșterea dimensiunii D ar presupune mârirea numărului de porturi la fiecare 
nod. f.xistâ zi structura în care frecare vârt al unui bipercub binar (^2) de dimensiune D 
convine o buclâ de D noduri, numitâ rejea de cicluri conectate ca un cub (cube connected 
cvcles nebvork). In general într-un sistem de tip bipercub frecare procesor dispune de 
memoria sa localâ proprie zi problemele de congestie sunt mai pufin serioase, dar câile de 
comunicație serialâ reprerânta un factor de limitare a debitului. Lste posibilâ insa zi 
structura în care nodurile conpn memorie comunâ accesibila din alte noduri pe legăturile 
care tuncfioneara ca magistrale, un exemplu tund rețeaua plasâ cu conectivitate suprapusa 
(overlapping connectivit> mesb Network) (VVIH91 f

Kefelele de calculatoare, în care spre deosebire de sistemele multiprocesor 
calculatoarele dispun de o mare autonomie localâ zi dedicâ doar o micâ o parte din timpul 
lor pentru activilâp comune (gestionare de ba^e de date comune sau acces la anumite 
periferice scumpe), se ba^ea^â de regulâ pe regele statice de interconectare. /Vstfel penN'u 
l-efe/e /oecr/e c/e (f^, local area nebvork) sunt obiznuite topologiile de tip
magistralâ, inel, stea sau arbore, prezentate mai înainte. 8trucMra de tip magistrală este 
adecvata pentru tebnici de acces aleator care divi^ea^a mediul de transmisie (u^ual cablul 
coaxial) printre sursele din refea, care transmit mesaje însorite de adrese recunoscute de 
stafiile destinare. Kefelele în inel folosesc de obicei metoda de tip "token passing", in care 
dreptul de a transmite este pasat unui nod în momentul în care recepponearâ o anumita 
secvența de cod numita token. Dupâ transmiterea mesajului, token-ul este transferat în 
inel la urmâtorul nod. dupâ o secventâ prestabilita, fa rețelele în arbore se preferâ 
algontmi de difuze, astfel încât un nod pârinte transmite mesajul la descendenti, pânâ 
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când acesta ajunge la ultimul nod. Acesta va răspunde cu o anmnita întârziere, iar Lecare 
pârinte colecte2zâ râspunsurile de la top descendenti zi numai dupâ aceea va răspunde 
mai departe, ^opologi2 în stea conecte2zâ utilizatorii la capetele legâmrilor care pornesc 
de la un element central (tub) Oel mai frecvent se utilize2zâ ca zi mediu de transmisie 
fibra optica, care este prin esența adecvata unei tranmisii de tip punct-la-punct la o ratâ 
'malta de ordinul 100 klbps lOH92j. (Includerea de denvapi pe Libra opticâ induce 
pierderi apreciabile zi necesita amplificare opticâ dacâ numârul acestora depâzezte o 
anumita limita).

în majoritatea aplicatilor, rebelele lucreazâ în medii încbise (clădiri) pe o 
întindere restrânsă, ceea ce face ca fiabilitatea legăturilor sâ fie de mai micâ importanta 
decât la rebelele care acoperâ o arie largâ. viabilitatea legâturilor trebuie sâ 6e în strânsâ 
corelape cu topologia rețelei. De exemplu, în proiectul rebelei .^1^^ (Advanced I^esearcb 
projects .^genc>), citatâ frecvent în literaturâ ca o refea de referința, zi anume o

cZe (VV^, vvide area network), s-a specificat necesitatea de a exista
cel pupn douâ câi între oricare perecbi de noduri. 8pre deosebire de aceasta, datoritâ 
specificului amintit mai sus, rețelelor le este suficient sâ permită doar o singurâ cale 
între sursâ zi destinate. On alt motiv care limiteazâ dimensiunea refelelor este fapMl 
câ lâtmea de bandâ nu se ridicâ la valoarea din rebelele largi, mediile de transmisie uzuale 
fiind destinate pentru viteze de ordinul megabifi pe secundâ la un cost relativ scâzut. 
Datontâ cuplajului slab dintre calculatoare, rebelele de calculatoare prezintâ o fiabilitate, 
disponibilitate zi un grad de supraviețuire ridicate. Clementele de procesare fiind de regulâ 
identice, specializarea pentru o anumitâ aplicate fiind asigurată prin software, o unitate 
defectâ poate ti uzor înlocuitâ cu o alta identicâ de rezervâ. ?robabilitatea de a exista un 
detect în sistem crezte insâ pe mâsurâ ce numârul de unitafi active este mai mare, dar o 
unitate detecta poate ti izolata relativ uzor, permițând funcționarea în continuare a rebelei 
^î^D86j^^X.^894dj. factorii care afecteazâ performantele unei rebele sunt cantitatea 
de date zi frecventa cu care acestea se transmit, viteza transmisiei zi calea pe care o 
urmeaza prin rețea, primii doi factori depind de algoritmul în sine zi de partitionarea 
acestuia, pe când ceilalți doi sunt funcție de bardware.

2.4. betele de interconectare dinamice

Intr-o ^z,?âZL?c7 (dvnamic interconnection Network)
conexiunea dintre douâ noduii (procesoare sau procesoare/memorii) se stabilezte prin 
intermediul unor comutatoare electronice (active), astfel încât scbimbarea stârilor acestora 
face posibila înfăptuirea comunicației între diferite perecbi de noduri, kefelele care admit 
conexiuni simultane între toate combinațiile de intrâri zi ieziri se numesc

(non-blocking neNvorks). Acestea sunt strict tarâ blocare (strictis non-blocking) 
dacâ indiferent de conexiunile existente zi tarâ a le perturba, totdeauna se poate stabili o 
cale între oricare intrare nefolositâ zi oricare iezire nefolositâ. Onele refele tarâ blocare 
permit efectuarea unei noi conexiuni intrare iezire tarâ afectarea celor existente numai 
daca acestea din urmâ au tosl înfăptuite pe baza unui anumit algoritm de dirijare prescris. 
.Vsttel de rebele sunt considerate a fi tarâ blocare intr-un sens larg (wide-sense non- 
blocking). pentru a reduce numârul de comutatoare, majoritatea realelor sunt /-e/e/e

(blocking Networks), adicâ nu tac posibile toate combinațiile de conexiuni de 
intrare iezire simultan. Dacâ câile blocate pot ti totuzi restabilite zi redirijate m-in 
modibcarea stârii comutatoarelor, atunci refeaua se numezte rearanjabilâ

In general comutatoarele sunt grupate pe niveluri, care sunt capabile sâ 
interconecteze un numâr de intrări cu un număr de ieziri. în tnnctze de numârul de 
mvelun pe care le poseda, realele de interconectare dinamice pot ti clasificate în
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« reple pe un singur nivel
« reple multinivel

într-o /ie r/n nnFttr z?zve/ (single stage nettvorlc), (latele transferate trec printr- 
un singur etaj de comutare de la intrare 8pre ieșire. Exemplul tundamental de repa 
dinamica pe un singur nivel îl reprezintă re/ecrucr c/e wzzru/are (cro88bar svvitcb)
care poate interconecta zr elemente proce8oare (având cate o posibila memorie locala) cu 
m module de memorie comuna (tîgura 2.4.1). Aceasta este o repa tara blocare zi permite 
acce8e 8imultane la toate modulele de memorie, ceea ce înseamnă un debit mare de 
prelucrare. Dn conflict poate apare numai când mai multe proce8oare lanseaza 
concomitent cereri câtre aceeași memorie. întrucât în tîecare cale e8te implicat numai un 
singur comutator, întârzierea introdu8â de un transfer prin repa e8te minimâ. 
Dezavantajul îl constituie creșterea proporționala a costului replei cu numărul de 
comutatoare (zi < /»), ceea ce reduce domeniul de aplicabilitate la sisteme de dimensiuni 
mici.

figura 2.4.1.

?e un singur nivel se poate realiza o repa <7^ /zez/e^/â (perfect
sbufkle), care intercalează prima jumătate a intrărilor cu cea de a doua jumătate, realizând 
pentru /7 intrâri (z 0, 1, ..., n-1) funcpa:

sb(z) 2z ! 2z/n1 (mod zz) (2.4.1)

unde reprezintă rotunjirea la cel mai mic întreg, pentru exemplul din figura 2.4.2 
(n^8), intrârile eticbetate cu 0, 1, ..., 7 vor da după amestecare secvenp 0, 4, 1, 5. 2, 6, 
Z, 7. pentru a efectua toate interconexiunile posibile, ieșirile trebuie recirculate la intrâri, 
liind introduse celule de comutare pentru a se realiza într-un număr de păzi conexiunea 
dorita. Celulele de comutare au câte doua intrâri ?i douâ ieșiri, fiind posibile douâ stâri de 
transfer (kgura 2.4.Z). pentru a se obchne toate permutările este necesar un numâr de 
maxim zi recirculâri. Aceasta deja corespunde unui transfer al informației prin mai multe 
etaje de comutatoare, ceea ce caracterizează o z-e^cr zzz/e^szze^^e znrâzzrn e/ (^fp<, 
multistage inteconnection netvvork). pâra a mai 6 necesarâ recircularea datelor se poate 
construi o repa multinivel prin conectarea în cascada a .V log2?7 reple cu amestecare
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pertectä (Lgura 2.4.4). beleaua obtznutä este o ,-e/e^ care are caracteristic un
algoritm koaNe simplu de autodiri^are (self-routing) a informatei. l^a datele utile se 
atazearâ o eticbeta de dirijare (routing tag), care aici repreÄnta tocmai adresa binarâ a 
destinatei zi prin examinarea careia se va tace decima asupra rutei în fiecare nivel. Oel 
mai semnificativ bit-al adresei se folosezte pentru a comanda celula din primul nivel: dacâ 
este O atunci se selectea^â iezirea superioară, iar dacâ este 1 atunci iezirea interioara. 
Ormâtorul bit mai semnificativ al adresei destinate se folosezte pentru a selecta iezirea 
celulei din următorul nivel, zi aza mai departe pana când se ajunge la iezirea finala, 
beleaua Omega este cu blocare, iar proprietatea de autodirijare sugerea^â o transmisie 
prin comutare de packete.

figura 2.4.2.

figura 2.4. Z

figura 2.4.4.
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^cela^i algoritm de autodiri^are de8cri8 mai înainte 8e uM^ea^ä §i în 
öcr§e//>r6 arâtatâ în Lîgura 2.4.5. In ace8t ca^ üecare nivel al rebelei înjumâtâ^e^le 8ucee8iv 
domeniul de dirijare al inLormatzei. ?i acea8tâ resea, ca de alttel majoritatea celor barste 
pe celule 2x2, e8te o resea cu blocare, veselele eu a8emenea celule de comutare pot 
interconecta /^2" proce8oare, unde/V reprezintă numărul de niveluri, sumarul de celule 
pe un nivel e8te ?r/2, iar în întreaga rejea (n/2) log2?r, 8pre deo8ebire de o resea cro88bar 
»x?r m care numărul total de comutatoare e8te Din ace8t punct de vedere o resea 
poate reprezenta o alternativa economica avantajoa8â tata de o re^ea cro88bar, în 8cbimb 
viteza de lucru datorata aici comunicatei 8eriale e8te mai micâ

Olivei 3^siveN ^ivel2

?igura 2.4.5.

>Nve1 1 ^ivel 2

?igura 2.4.6.
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I^e^elele eu autodirijare pot 6 extinse pentru A utiliza 0 barâ de numerale mai 
mare ca 2 ^io amestecare KeneraliLltâ. De exemplu în LZura 2.4.6 este prerentatâ o 
De//cr de douâ niveluri cu bara 4, în care adresa destinare este speciLcata ca un număr în 
aceastâ barâ. fiecare ciLrâ a destinatei are o valoare între 0 ?i 3 care servește la selecția 
uneia din cele patru ieșiri ale comutatorului crossbar de 4 >4. Distribuția leaturilor acestei 
rebele reali^eara o amestecare de patru. în carul mai Zeneral, o re^ea interconecteara 

intrări cu ieșiri prin intermediul unor elemente de comutare crossbar de tip 
acerate pe //niveluri. OonÜKurata rebelei pentru ?/-2 este data în 6§ura 2.4.7. Daca se 
utilirearâ bare de numerate diferite pentru tiecare nivel, Keneralirarea se poate extinde, 
obtnandu-se rebele cu amestecare generalitate (O8>I, Keneralired sbutkle netvvorl(). ^oate 
aceste rebele KlDl permit numai câte o singurâ rutâ de la tiecare intrare la tiecare ieșire, 
netiind astfel tolerante la defecțiunile celulelor de comutare. 8e pot introduce câi 
alternative între intrâri ^i ieșiri dacâ se prevâd niveluri suplimentare în re^ea

axb

Intrări Ieșiri

sigura 2.4.7.

sistemele multiproccsor care convin un număr mare 6c elemente cle procesare sunt 
toarte vulnerabile Ia clekecte ;i se pune problema cle a utiliza rețele âe interconectare !vM 
cu propnelâp cle toleranta Ia âetecte. O -V//.V to/eroâ /0 c/e/ec,o trebuie sâ 
furnizeze până Ia un număr aclmis cle âefecte o conexiune sigura între oricare perecke âe 
intrare-iezire. Exista mai multe câi âe a tace un XM tolerant la cletecte. Unele metocle 
utilirea/â cociuri corectoare cle eroare IVt ^)86^U^O89I pe caile âe transmisie altele 
introduc conexiuni reclunclante pentru tiecare perecke cle inlrare-is;ire. O alta cale cle 
credere a kabilităpi sistemului este aclâugarea cle procesoare âe rezerva trincl astfel 
posibila ;i luarea în consiclerare 2 âefectiunilor la nivelul ?L, urmata cle reconkeurarea 
sistemului. O metoââ cle constructis a unor astfel cle re/e/e cu rec/uuc/cm^ âc-mtc<r OK 
(âvnamic reâunclancy Networks) este prezentata în lucrarea tfLbIO88j

VIeloâa pornește cle la o rețea XW9 cubica cu - 2« intrârfje;m conânânâ V/^ 
comutatoare 2 2 clispuse pe ,» mveltm. Ka setul initial cle -V procesoare zg z^^ueS 5 
6e rezeivâ, m simapa > lunci posibila obținerea unei rețele OK recluse <KOKt eu un 
număr mai mic de interconexiuni. Dn exemplu pentru 8 ^i 4 ^e prezentat
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figura 2.4.8.

'foleranfa la defecte a rebelei Of. e8te asigurata prin recontigurare. In car de 
detectare a unui defect va porni un proces de recontigurare, care duce Ia eliminarea din 
partea activa a rebelei a rândului pe care a apârut defectul ?i a procesorului de pe rândul 
respectiv lin rând conpne toate comutatoarele de refea cu aceeași adresâ, toate legaturile 
incidente de intrare zi ieșire la acestea. ?entru exemplul dat, daca se defectează ?8i, se 
vor iwla procesoarele ?i rândurile O, 1, 2 ^i 3, cele patru procesoare de rerervâ devenind 
active. 8e observa câ performantele sistemului nu se degradea^â dupâ recontigurare, dar 
este in sarcina sistemului de operare de a redistribui tuncpile zi de a reporni sistemul dintr- 
un punct anterior in care taskurile au fost lipsite de eroare (backvvard recovery).

?entru transferul datelor intre procesoare, acestea adaugâ ?i în acest car la 
informata utilâ eticbete de dirijare, care determina poriponarea corespunrâtoare a 
comutatoarelor de pe nivelun.

0 alta soluție de rețea Ivtl^ toleranta la defecte este prezentata în ^^8X08 8^. 
Aceasta se bareara pe gasirea de cai alternative în fiecare nivel în carul întâlnirii unui 
defect, o refea cu astfel de proprietate tund numita eu (strong
reroutable Network). Kealirarea practica constâ în conectarea în lanț a tuturor elementelor 
de comutare 88 (svvitcbing element) atlate pe același nivel al unui arbore. Câte un arbore 
se poate forma de la fiecare ieșire a rebelei de bara (considerată ca râdâcinâ) câtre toate 
intrările, a?a cum se arata cu linii groase în figura 2.4.9. ?entru conectarea în tanj, 
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elementele <1e comutare vor L prevârute suplimentar cu câte o intrare ;i o ie?^e ele 
transtoimânâu-se astfel clin comutatoare crossbar cle üp 2>2'm comutatoare âe dp ZxZ.

figura 2.4.9.

/Algoritmul de dirijare al datelor în rețeaua eu înlânpiire rămâne în esența cea 
introdusă de Oa^rie I6/X^VK75j barata pe etiebetele de dirijare, eare a fost prezentata mai 
înainte. 6ticbeta destinație este reprezentata de însămi valoarea binara a ieșirii astfel 
îneât în nivelul / daeâ c/, O atunci 86 comuta pe ieșirea superioara, iar daeâ c/, I atunei 
pe ieșirea inferioara. Daca ieșirea selectata este blocata ca urmare a unui defect pe ieșire, 
pe linia de legatura sau pe intrarea elementului 86 de pe următorul nivel la care este 
conectata iezirea în cauza, atunci cererea este dirijata prin ieșirea de conectare în lanj către 
un alt 86 din lanf Oum se observa pe traseele cu linie întrerupta din figura, același bit 
va fi utilizat de un algoritm de dirijare identic la noul 86, ceea ce reprezintă un avantaj. 
?e ultimul nivel nu are sens înlănțuirea unui element 86 cu el însumi, deoarece acest lucru 
nu mai duce la creșterea performantelor, ci numai la blocarea cererii.

bac and o analiza comparativa a rețelelor de interconectare prezentate, se poate 
spune câ în ciuda congestiei de date zi a fiabilității scăzute, sistemele orientate pe 
magistrale sunt răspândite datorita costului redus zi a configurabilitajii ridicate. Rețelele 
crossbar. cu toate câ prezintă o vitezâ mare de lucru, sunt mai rar utilizate din cauza 
complexitâtii zi costului ridicat, precum zi datorita dificultăților de recontigurare. In 
scbimb rebelele multinivel, moderate ca zi cost, produc simultan un număr de câi de 
comunicație, ceea ce reduce timpul total de așteptare pentru efectuarea unui transfer de 
date tajâ de un sistem cu magistralâ unicâ. ?e lângâ crezterea capacitM de prelucrare a 
fiecărui procesor, reducerea costurilor de comunicare karâ afectarea sensibila a prelucrării 
paralele, reprezintă un deziderat în proiectarea sistemelor multiprocesor, ceea ce depinde 
în mare mâsura de rețeaua de comunicație aleasâ.
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z. 8i8ik^r:i.ok co^i?oi>sk:>siL

3.1. I^o^iunea (ie Habilitate

într-un sens mai larg, fiabilitatea poate ti considerata o parte componenta a calitapi 
unui produs. O alitate a unui produs 8e exprima printr-un 8et de descriptori care conpn 
mârimi referitoare la caracteri8tici1e tipice ale ace8tuia zi atribute care arata în ce mâsurâ 
produsul core8puncle cerințelor utilizatorului. Aceste atribute tunctzonale duc la luarea 
unei decizii de tip "go/no go" a8upra produsului, în 8en8ul câ el e8te considerat acceptabil 
8au deficient. în context calitativ, fiabilitatea reprezintă o mâsurâ a cum produ8ul 
îndeplinește specificațiile impU8e de funcționare pe o anumita perioada de timp. 
Caracteristica studiata de teoria frabilitâpi o reprezintă durata de viat a produsului aflat în 
exploatare, exprimând conservarea în timp a performantelor produsului sub forma unei 
calitap dinamice.

în sens mai restrâns, fiabilitatea este o mârime cantitativâ care exprimâ 
probabilitatea ca un produs sâ fre operațional. ?rin produs se poate înselege o componenta 
singularâ, un sistem compus din mai multe componente sau cbiar un program de 
calculator, ^nali^a de fiabilitate pne cont de aparitza unor evenimente neanticipate zi 
nedorite în cursul exploatării produsului, care au influent asupra comportării sale. Aceste 
evenimente pot fi defectări ale componentelor sau modificâri ale parametrilor acestora în 
afara limitelor admisibile cauzate de condipile de mediu sau u^urâ, precum zi problemele 
de proiectare zi tebnologice care ies la iveala în timpul utilitarii. problema de seamâ o 
constituie faptul câ doua produse identice care lucreatâ în condicii similare nu se 
defecteatâ de regulâ în acelazi moment, ^cest fenomen poate ti descris numai în termeni 
probabilistici. Durata de viat utila (sau timpul pânâ la defectare) constituie o

T', a cârei lege probabilistică se poate exprima în mai multe feluri. Lste de 
subliniat faptul câ în aceasta accepțiune produsul este caracterizat printr-o compoNare 
bjvalentâ, cu douâ stâri: tunctzoneatâ sau este defect. 8tar ea defectâ semniticâ faptul câ el 
nu este în stare sâ satisfacâ funcțiile cerute.

Definiția 3.1.1. /?(/) (reliabiliN) a unui produs (componentâ sau
sistem) se defmezte ca fiind probabilitatea ca acesta lucrând în condiții date de mediu, sâ- 
zi îndeplineascâ adecvat tunc(iile specificate pe durata unui interval dat de timp ^0,^.

N(/) - ?r(7>/) (Z.1.1)

8e observ â câ defmipa frabilitât presupune următoarele aspecte:

» Admiterea posibilitât de defectare, adicâ a unei nopuni probabilistice
» Acceptarea unui nivel de performant precizat de proiectant sau de utilizator
» Exploatarea produsului în condicii de funcponare prescrise

funcția ?î(/) se mai numezte /u/re/Ze c/e în catul sistemelor
monotone, caracterizate prin ir eversibilitatea defectârilor
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I^8es âe defecare probabilislicâ s unui produs se expriinâ sâeses prm^ncfto c/e 
â/ri-upe cum»/â?W, âeLnits prin probabilitates ca produsul sâ kuncpone^e cel mult 

pânâ în momentul /:

(Z.l.2)

Xceasta mai este referită cac/e c/e/ecrare sau âe »e/ka^âote (umelisbilitx), 
6inâ complementara tuncpei äe fiabilitate:

/^/) - fr^l) - 1-?r(7>r) - 1-/î(/) (3.1.Z)

?e baza ace8tei definifii ?i având în vedere faptul câ ia momentul inifisl produsul 
este eu certitudine tuncponal, 7^i) este o tuncpe monotonă nedescrescâtoare astfel încât 
/^0)-0 ^i lîm/^(r)^1. (?a urmare a relatzei (3.1.3) rezulta imediat câ /î(0)-1 ?i 

1im/?(l) - 0.

Oaracterizâri 8tatistice ale duratei de viaft 8unt date de /a
c/e/eelt^e 3,77'7'/^ (mean time to failure) ?i de l-e/cââ cr
/r/VD (relative failure time dispersion). fiind cunoscutâ legea de distribuie pentru T', 
3/777^ 8e calculeazâ ca valoarea a^teptatâ (expected value), adicâ media (mean) variabilei 
aleatoare,

(3.1.4)

iar/r/^TV reprezintă deviapa 8tandard cra lui 7' raportata la media 8a (adicâ coeficientul de 
variație al variabilei aleatoare):

zr^TD-
cr

(3.1.5)

?rin deviație 8tandard (8tandard deviation) sau abaterea medie pâtraticâ a variabilei 
aleatoare 8e înțelege râdâcina patrata a dispersiei sau variantei (variance), care 
caracterizează gradul de împra^tiere a valorilor variabilei aleatoare în )urul valorii medü:

(2 16)

kste âe remsrcs, faptul cs stat cât ?i rsprerinü caracleristici sie 
repsrtipei timpului âe detectare ?, tund inâepenâente âe timpul âe observare în csrul în 
csre se cere sâ se compare doua sisteme âin punct âe veâere al tisbilitâpi lor, este 
convenabil sâ se utilirere un inâicator comparată cum ar 6 c/e ?möuääp>e a/

K//^ trelisbilit) improvement factor» ssu/aokoru/ »mvu/u/
(Mission time improvement fsclor) lVI8^87^ Iimpul âe misiune al unui 

produs nu trebuie confundat cu durata de vjs(â a scestuis, ci este âeknit în felul următori

DeNnills 2 12. (Mission time) al unui produs reprsrmtâ dursts
maximâ pentru csre »abili,ales produsului respectă o limitâ speci»cslâ sâicâ 
pentru Lunepa de fiabilitate /î(0>7î^.
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?entru a äetermina legea äe repartiție a timpului äe äefectare se efecMeara 
mcercâri äe Labilitate a8upra unui lot äe proäuse iäenüce. Xfâsurâtorile proäue e8tima1ori 
äe Labilitate, care 8e prelucrează cu metoäe 8tati8lice ^OI^08fI89X6L8LK841 
stI0N^82).

întrucât prezenta terâ aboräearä probleme äe Labilitate ale stemelor äe calcul, 
voi trata in continuare pe lângă carul distribuției äe üp continuu a timpului äe defectare zi 
carul distribuției decrete, aducând cu aceasta ocarie o aboräare personalâ, problemaLca 
neüinä dervoltatä in cârple cla8ice äe Labilitate. T^cest lucru este ^ustiLcat äe faptul câ 
proce8oarele au o funcționare compu8â âin cicluri instrucțiune, care pot 6 con8iâerate ca 
segmente discrete äe timp.

Z.2. viabilitatea in spatul timpului continuu

în acest car variabila aleatoare 7^ corespunrâtoare momentului äe apariție a 
âefectului poate lua orice valoare pe axa timpului ^0.

Admițând câ constituie conform (Z.1.2) probabilitatea ca variabila aleatoare sâ 
ia valoare mai mica sau egala cu r, legea äe repartiție a variabilei aleatoare se exprimâ 
aäesea prin c/e ^r). Aceasta reprerinta probabilitatea äe
äefectare pe unitatea äe timp, adicâ:

?r(t<7^<t^^) ?r(^<^^/)-?r(^<0
/(0 lim---------------------------- lim--------------------------------------

^->o rit /lr
^(t)

- lim --------------------------  ---- ,----

în termeni probabilistici, funcția /(0-0 se numește c/e c/e^/tc7te c/e
(probabilii) densit) tunction) zi are proprietatea:

I/(r)cü - 1 (Z.2.2)

0

Lste äe mentzonat faptul câ^) nu este o probabilitate, insâ cantitatea /t)dt este 
interpretatâ ca elementul äe probabilitate. ?e bara celor prerentate, rerultâ câ c/e 

(Ov^, cumulative âistribution tunction), o funcție continuâ, se 
exprimâ ca

(Z2.Z)
0

zi pe graLc reprerintâ aria äe sub curba äe äensitate pânâ la abscisa consiâeratâ (Lgura 
Z.2.1). ?e bara complementaritâpi exprimatä äe relapa (3.1.Z), este eviâent câ aria âin 
dreapta corespunâe Labilități 2î(t):

(3.2.4)
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ve asemenea, se veriticâ imediat ^i eßalitäple:

M - ^(<) -- -7r'(t)

kim6 cisl/r), prodsdilitstes cs vsrisdils slestosre sâ spsrlms mtervslului I^i, tri 

poate calcula prin integre:

?r</i < ?- < ) - ?-(t2) - ) - 'I/M-" (^-2.6)

?î§ura 3.2.1.

probabilitatea ca variabila aleatoare sa ia o anumita valoare, deci ca detectarea sâ 
aibâ loc la un anumit moment de timp este însâ rero, deoarece:

?r<7--/,)-?r(r, L/-<,.)0 (Z.2.7)

ve aici rerultâ ^i egalitäple:

pr(5^ < 7 < t,) - ?r(/i < 7' < /,) - ?r(/î < 7" < /,) - ?r(/î < 7' < /,) (3.2.8)

pxistâ mcâ o posibilitate de caracterizare a le§ii la care se supune timpul panâ la 
detectare, utilizând probabilitâp condiționate, vin teoria probabiliștilor este cunoscutâ 
formula de calcul a probabilității producerii unui eveniment cu condiția ca sâ se 
producâ ?i evenimentul A:

?r(^!S)-
?r(^^) 

?r(M

.^ici ,-l semniticâ evenimentul "sistemul se dekectearâ în intervalul iar S
evenimentul "sistemul tuncponearâ panâ în momentul Ca urmare,
isr-^10 ?rm âeknipe, (kârârcl tuncüon) />(k) reprermtâ
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probabilitatea de defectare pe unitatea de timp la momentul /, cu condipa ca sâ nu 6 
aparul defecțiunea pana la momentul l, deci:

1 7^^)-^(/) ^'(r) /(^)
7r(/) - lim------------------------- -- ----------- --  - ------- -- -------

^(t) /?(,)
(Z.2.9)

?uncjia de barară reprezintă o densitate de probabilitate condiționala zi în context 
Labilislic se mai numezte z-a/a <7e (failure rate) sau <7e L/e/eetcrz-e.
Cantitatea /r(t) nu are semniLcatze graLcâ clarâ pe Lgura 3.2.1, Lind ordonata împarptâ la 
aria din dreapta sa.

8e poate constata câ künd dat oricare din indicatorii de Labilitate^/), 7^/), 7î(/) sau 
/r(k) pentru a caracteriza repartiza timpului de detectare, ceilaH trei se pot deduce din 
acesta. 0 sistematizare a formulelor de calcul este data în ^^H789a^. Öarul când este 
dat /r(/) necesita un calcul mai greu, 7î(/) Lind obtznut ca solutza unei ecuatzi diferențiale 
^08»89^.

-I/r(tt)â
(Z.2.10)

kelasia (Z.2.10) este cunoscutâ zi ca formula exponenßalä a Labilitâtzi.
^unctza //(/) se numezte ^rz/ze/zs nEtt/ir/cr (cumulative batard tunclion)

zi se poate scrie ca zi o kuncpe de supraviețuire logaritmicâ :

7/(/)--1n^(l) (3.2.11)

In afara de cei patru indicatori de Labilitate menponap mai sus, în practica este 
convenabil sâ se lucreze cu valoarea medie zi dispersia variabilei aleatoare 7". Valoarea 
medie, adicâ 7/7^77^, repre^intâ conform (3.1.4) valoarea azteptatâ a lui 7^ zi se calculea^â 
cu formula mediei:

(Z.2.12)
0

feorema 3.2.1. timpul pânâ la defectare Lind o variabilâ aleatoare continuâ, 
media ei (3/7^77^) este data de aria de sub curba de Labilitate, adicâ:

(3 2. IZ)
o

Dems^/^ze. înlocuind relata (3.2.5) în (3.2.12), se obtine:

0 o

Voi recurge la integrarea prin pârp, notând v-^(Z). ^.e^ultâ:
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tK(D!o -1^(/)^ - lim^(l)- o/r(0)- 

o o o

știind câ /î(O)^l, iar lim^^ - 0 deoarece se poate admite câ /?(/) tinde mai repede

câtre O decât I / atunci când l—pentru distribuiile uzuale (6R.O8H89^, se obine 
rezultatul cautat:

o o fl
Dispersia (varianta) variabilei aleatoare este data conform (3.1.6) de valoarea 

așteptata a pâtratului abaterii:

- L'l(7-- ^)'j- I(t- - 1^/(0^-

° ° (3.2.14)
- 2^//(k)-ö - L^j-

O o

în evaluarea expresiei precedente am inut cont de (3.2.2) zi (3.2.12).
Dintre legile de distribuție continue cu aplicare în teoria kabilitaii amintesc aici 

distribuia exponenialâ negativa (cu rata constanta a defectârilor), distribuia normalâ 
(utila în prelucrări statistice, fiind caracteiisticâ mediei unui ezantion de n variabile 
independente), distribuia Weibull (cea mai des utilizata distribuie parametrică), 
distribuia Kavleigk (cu rata liniar crescătoare a defectărilor) etc. 11^^(7891 
IVI8VV87l.

3.3. fiabilitatea în spapul timpului discret

în acest ca/ variabila aleatoare ? (timpul pânâ la defectare) poate lua numai valori 
discrete pe axa timpului, adica / /r...... l„ ... , în particular / 0, 1, 2. 3......../.........

Xlulimea valorilor variabilei aleatoare fiind discreta, în locul densitaii de 
probabilitate de la cazul precedent, distribuia este caracterizata prin c/e
/i/oölä/äe (probabili^ mass Lunction),/k). Aceasta este însâzi o probabilitate, zi anume 
probabilitatea ca variabila aleatoare sa ia valoarea /, adica defectarea sâ se producă la 
timpul (discret) l.

/(/)"-pr(T'-k) (Z.Z.I)

Distribuția 8« poate <la «ud forma unui labei âe repattipe a vaiiabilei aleatoare, âe 
forma

i'o t, t, /.

vO
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unde/r.)^ repre^ntâ probabilitatea de detectare in momentul L In acest tablou am pnut 
cont äe faptul cä in momentul inipal sistemul este sißur tuncional, deciX0)^0. vin punct 
äe veäere ßraLc, kuncia ^/) se reprezintă prin puncte numai acolo unäe ea este deünitä 
(LZura 3.3.1). 8imi1ar relației (3.2.2), aici se poate scrie.

- l (3.3.2)
1-1

La ?i la ca^ul continuu, ^i aici se poate deLni c/e cn/ntt/alâ
(LV?, cumulative âistribution function), care insâ nu este continuâ ?i âeci nici âerivabilâ. 
prin definiție:

(3.3.Z)

Laracterul âiscontinuu, in scara, al funcției?(/), precum ?i faptul câ 1im/^(r) - I 

se observâ pe ßr-dicul äin tiZura 3.3.2. 8emni6caia tunc^ei äe distribuie este 
probabilitatea ca variabila aleatoare sâ ia valoare mai mica ca l, adicâ se poate interpreta 
ca fiinä tuncia äe detectare conform relației (3.1.2). pelaia äe complementaritate (3.1.3) 
cu tuncia äe fiabilitate este eviâent valabila, probabilitatea ca detectarea sâ se producâ in 
intervalul 8e calculea^â prin însumare:

kr(k^ - LA (Z.Z.4)

?i§ura 3.3.1.

vacâ este datâ tuncia de distribuie cumulatâ, awnci pentru orice punct 5 se poate 
calcula probabiliatea//.) ca variabila aleatoare sâ ia tocmai aceasta valoare, pornind de la 
relata de defmiie (3.3.3) se poate scrie

^)-^-i)^Z(^)

de unde:
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timpul mediu pânâ la defectare (^/7V7^) e8te dat de valoarea medie (așteptata) a 
variabilei aleatoare T', care în acest car se calculearâ ca o suma ponderata:

(Z.Z.6)

în situata în care pentru caracterizarea variabilei aleatoare este datâ Luneca de 
distribupe cumulata zi nu //), aMnci pentru a calcula valoarea așteptata este utilâ 
următoarea lemâ.

l ema Z.Z.l. lnind data tuncpa de distribupe cumulată a variabilei aleatoare 
discrete 7, care ia valori în mulpmea / /2, , valoarea așteptata (media) variabilei
aleatoare se calculearâ cu formula:

-i i
X(/„I - /, ) (Z.Z.7)

-I

^vâncl în veâere ;i mlocuinâ (3Z5) în (Z 3 6). se obpnc^

-l

cu menpunea câ âcoarece vervollâncl relatis âe mai 8U8 ?i erupânâ
termenii asemenea, rerultâ tormula propusa pentru demonstrare:
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(^LL particular vaca variabila aleatoare discretă este timpul, tzi anume 1,2,3, ..., 
atunci relatza (3.3.7) devine:

Ll?1- Um! ^(n)-X^(,) (ZZ8)

In continuare voi staMa o teorema, care va ti utilâ pentru calculul timpului mediu 
de bunâ funcționare, atunci când se cunoaște tunctza de tiabilitate a sistemului data sub 
tormâ polinomialâ.

teorema 3.3.2. vaca tunctza de Labilitate a unui sistem alcâtuit din componente 
identice, este un polinom de forma

unde ?i reprezintă Labilitatea unei componente conform unei distribuții
geometrice (k^1,2,3, ... ), -^1-/? Lind probabilitatea de defectare în unitatea de timp, 
atunci valoarea așteptata a variabilei aleatoare este:

. -1-^, (Z.Z.9)
1-/^ I-/7 I-/?

Oemon^^afte. kuncsis âs âislribupe cumulslâ ssle:

- I-K(Y - I - -r^'- . . . - '

?e ba^a relapei (3.3.8), valoarea medie se poate scrie ca:

>r-1

L^^limn(1-ao-a,z?" ... - )-^(1 - §0)

-

/-I

- ncro - - ... -(n-1)(1-t7o)^
^-1 n-1 N-I

/-1 r-1 r-1 -!

- 1- c?0 - lim(^/7/?" -i-

lim^X/)'! (3.3.10)

?entru a evalua prima paranteza este necesarâ calcularea unor limite de forma 
lim^/?^ ^^ care este o nedeterminare de tipul oo 0, Lind subunitar. Lste necesara 

aplicarea regulii lui l'Itospital, care duce la:
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-^-y, "

I
- - -------- ,---- UM /7

(K - 1)M /7 i-»«

n-1 .
'fermenul de forma î este o progresie geometricä cu rata /? , a cârei suma este

---i

cunoscuta:

(Z.Z.12)

jnlocumcl (Z.Z.N) ;i (Z.Z 12) în (Z.Z.1O), se odyne relatis cââlâ:

/r-1

Observare. Dacâ cro^O, atunci - 1 deoarece sistemul este considerat a ti dun
1-1

ta 'mceput, K(0)^1.

Dispersia (variația) variabilei aleatoare se calculează similar cu (3.2.14), însâ în loc 
de integrare se folosește însumarea, finind cont zi de (3.3.6), respectiv (3.3.2), se obtine'

<5' - L'KT'- .2?!--

--1 -i .-i (3.3.13)
-L^l-

în acest paragraf am prezentat modelarea timpului pana la defectare cu ajutoixd 
unei legi de distribuie cu variabilâ aleatoare discreta. Dtib^area distribuției de tip discret în 
studiul performantelor zi tiabilitâtii unui sistem de calcul acoperâ însâ o gamâ toarte larga, 
din care voi da în continuare câteva exemple.

Distribuia Lernoulli, cea mai simpla distribuie discreta, se tolosezte pentru a 
exprima dacâ t^ E^91l.

« un sistem este funcțional sau defect
« un pacbet de date a)unge sau nu la destinație într-o rețea de calculatoare
» un bit din pacbetul de date ajunge afectat de eroare

Distribupa binomiala poate modela.
« numărul de procesoare care sunt operaționale într-un sistem multiprocesor 
« numărul de pacbete care Hung la destinape târâ pierderi
« numărul de bip neafectap de eroare dintr-un pacbet

BUPT



35

Distribuia geometrica are aplicati în determinarea:
« numărului de acce8e locale între doua acce8e 8ucce8ive la distanta
« numărului de pacbete tran8mi8e cu 8ucce8 între cele care au nece8itat 

retran8mitere
« numârului de bist nealterati aflai între biții afectati de eroare la recepta 

unui pacbet
Distribuia ?oisson, numita zi legea evenimentelor rare, 8e folosezte la modelarea: 

» numârului de componente defecte în unitatea de timp 
* numărului de acce8e la un 8erver într-un interval de timp r 
» numârului de 8olicitâri la o ba^â de date în t 8ecunde

Distribuia uniformâ di8cretâ 8e utib^ea^â în simulâri, pentru a desemna:
« numârul pi8tei pentru o câutare pe di8c
» numârul dispozitivului periferic pentru urmâtoarea operare de intrareiezire 
» nodul 8ur8â zi destinaie pentru urmâtorul pacbet transmis în resea

3.4. Distribuții tara memorarea trecutului

Comportarea ratei de defectare (a funcpei de batard) a unei componente în tuncie 
de timp, numitâ zi caracteristicâ de viap sau curbâ de mortalitate, are a8pectul de "cada de 
baie" (batbmb curve) din figura Z.4.1. Ourba prezintă trei rone distincte. ?rima perioadâ 
(^), de roda) (durn-in) sau mortalitate infantilâ (infant mortalit^), pune în evidenta 
defecțiunile precoce, cu o ratâ de defectare în scâdere. ?orpunea 6 reprezintă viajâ utilâ 
(usetul life), cu rata de defectare consideratâ constantâ, iar etapa Lnalâ (O) preÂntâ 
crezterea ratei de defectare corespunzătoare uzurii (vvear out) zi îmbâtrânirii. Lste de 
menționat faptul câ pentin produse reparabile, curba nu mai pre^intâ 2ona cu rata de 
detectare constantâ ^VI8^87).

sigura 3.4.1.

Ourba se poate descrie matematic cu o tuncie polinomialâ de forma
unde > O, iar pentru O se obține funcția de batard descrescâtoare, pentru 62 O 
constantâ zi pentru §2 > O erescâtoare. dotând zi <?2 /?-1 se obine forma
cunoscutâ a funcției de barard pentru distribuia ^eibuU:

/i(y - L/S?-' (Z.4.1)

BUPT



z eu eo^poi^emL Eunpl.e

punctzs äs repartipe ;i äensilatea äs probabilitate sunt äste, es urmare a relaHIor 
(3.2.l0);i (3.2.5) äe.

?-(/)-l-e-> -l-e " (Z.4.2)

(Z.4.Z)

Distri dulia erponen^slâ. ?entru lucrarea de tala prezintă interes ^ona 6 2 
caracteristicii, care corespunde vrejii utile 2 unei componente 2 unui sistem. 8ub1imez insă 
faptul câ, în luncpe de modul în c2re sunt interconectate componentele sistemului pentru 
2 asigura funcționalitatea acestuia, nu V2 rezulta ne2pârat o kuncsie de bazard constanta ^i 
pentru sistem. ?entru detalii se recomandă sOK.O8tI89^. I^ata de defectare constanta se 
obține pentru cazul particular când p2rametrul distribuției ^eibull se ia - 1. In acest 
caz, pe b222 relațiilor precedente, rezulta:

/r(/) L constant 
/^/)-1e

(Z.4.4)
(Z.4.5)
(3.4.6)
(3.4.7)

tegea de repartiye caracterizata prin kuncyile (3.4.5-3.4.7) constituie o
(negative exponențial distribution), cea mai frecvent utilizata 

distribupe de tip continuu în teoria tiabilitapi, fiind singura care prezintă o rata de 
detectare constanta, timpul mediu pana la defectare se calculează conform
(3.2.13) ca fiind.

(3.4.8)
o

Distribuția exponențiala este adecvată pentru 2 modela comportarea 
componentelor (inclusiv cele electronice), care dacâ sunt bune se considera ca ?i cum ar tî 
noi (used-good-as-nevv). .^cest lucru se datoreaza propnetätzi de a nu (ine cont de evoluția 
trecuta, ceea ce rezulta din următoarea teorema lOKO8tI89j:

leorema 3.4.1. în cazul unei distribuții exponențiale a timpului pana la detectare, 
?f/) 1 - e , (/ 0), timpul așteptat pana la următoarea defectare este 1/1 indiferent de 
momentul în care se începe observarea.

Conform ipole/ei, 5)0 prff - t) - I- pomină observare- 
âe Ia t-0, timpul meäm P-nâ la äetectare este H, conform (3.4.8). presupunană câ pânâ 
la noul moment âe observare t - a nu a apărut äsfeclarea, äislribupa timpului râmas pan
ia äesectsre este ?r( 7 r < r ? x ). Aceasta este o prob-bilil-te conäitionata âe faptul ca 
äeteeiarea sâ nu ti -pârul p-nâ m acest moment, care se calculesrâ cu formula ?r(.4 > S) - 
fr( ^)
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?r(^<7'<^^t) k^T'^ /)-?r(7'< ^c)
I^>-) pr(^>^)

- 1-e^

8-a obpnut aceeași distribuie ea pentru situația /^0, media variabilei aleatoare tîind zi aici 
1/-,.

Datorita ace8tei proprietari de a 6 tara memorarea trecutului (memor>1e88 
propertv), în perioada duratei de via^ cu rata con8tantâ a defectărilor, componentele 8e 
defectează nu din cau^a ururii, ci din cauLi unor intluense externe care apar într-o 
maniera ?oi88on I6P.08M91. De exemplu un microproce8or va câdea datorita unui 
8upracurent ;i nu a uzurii, temenea defectări 8unt accidentale, aleatoare, 
core8pun2Ltoare unei tuncponâri normale, fin proce8 ?oi88on creea^a puncte 
regenerative, proprietate e.xploatatâ de programele de evaluare a fiabililâpi ?i 
performantelor prin 8imulare ^ODHr.94XfI^93^IV^DD771.

Distribuia geometrica. Degea de repartipe de tip decret 8imilarâ celei 
exponențiale, e8te (geometric di8tribution). Aceasta prezintă de
a8emenea proprietatea de a Li farâ memorarea trecutului, a^a cum 8e va demon8tra mai 
308.

Di8tribuia geometrica caracterizează numărul de încercări de tip Dernoulb pana la 
prima reunita (inclu8iv acea8ta ). 0 încercare Dernoulli e8te aceea al cârei rerarltat nu poate 
6 decât reunit 8au nereușit. In carul de fata folo8S8c acea8ta di8tribupe pentru de8crierea 
matematica a timpului de așteptare (de tip decret ^1,2,3, ... ) pana la aparitza defectului, 
parametrul di8tribupei e8te probabilitatea de reunita dintr-o încercare (ace8tea 6ind 
identice), cu alte cuvinte probabilitatea de defectare în "încercarea" de la oricare moment 
t, notatâ cu § (0 < § 1). ?rerintâ intere8 expresa tuncpei de ma8â de probabilitate, adicâ 
a probabilității ca defectarea 8â aparâ la momentul l, /(O ?r(?^/). Paponamentul de
calcul e8te următorul:

- probalitatea de defectare la timpul 7" 1 e8te:
- probabilitatea de defectare la timpul 7^ 2, L8tfel încât 

componenta a Luncionat în momentele anterioare, e8te: -(1 -c/)

- probabilitatea de defectare la timpul 7^ l, 28tfel încât 
componenta a funcționat în momentele anterioare, e8te: ^( 1-c^)

perultâ deci formula Lunetei de ma8â a di8tribuiei geometrice, o Luncpe monoton 
descrescătoare, ca fiind:

(34.9)

puncpa de distribuie cumulata 8e obine pe ba^a relației (3.3.3) ca 8uma unei 
progresii geometrice cu rata l
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Llt) ^-(l--)'''^ ?^(1-?)^-(l 1- (l--)' (Z.4.10)

.-i

?e bara complementaritapi, kuncia de labilitate este:

-î(/)- I-^k)-(1--/ (Z.4.11)

l^erultatul apare ea zi normal, daeâ se are în vedere faptul câ luneca de labilitate 
exprima probabilitatea ca produsul sâ funcponere tarâ detectare pe durata a / umtâi 
(discrete) de timp.

sumarul de unitâp de timp pânâ la defectare se calculearâ cu relapa (3.3.6), 
descompunând expresia în mai multe progresii geometrice infinite cu rata subunitarâ:

^/TVL- L^T^ - X.-(1- -)" - ->2-(I--)îZ-(I--)^4-(I--)  ̂... - 
t-I

- I^l--)^(l--)'> . . . - ^ (Z.4.I2)
?

vistridulia zeometricâ este 8indura äisliidutze cliscretâ kârâ memorarea trecutului 
(memoivle88/kor8etfulne88 âtridution), aâicâ reținerea rezultatelor 'înceicârilor " trecute 
NU este semnificativă în prezicerea comportării viitoare.

teorema 3.4.2. l^iind datâ o dislnbupe geometrică a timpului (discret) pânâ la 
defectare, /^/) 1- (!-§)', (.^1,2.3, ...), timpul mediu pânâ la defectare este același (1^), 
inditerent de momentul in care se începe observarea.

Demonstrapa mmeara același raționament ca Ia teorema 3.4.1. 
?robabilitatea ca detectarea sâ aparâ până în momentulcondiponatâ de taptul câ 
pânâ Ia momentul ea nu s-a produs, este data de:

. v) . - 1^-^) ?r(L-x)
pr(^ >^r) ?r(7'> x)

II (l--Nl-(l^)"^

-I (I--/)' - k>r(7^ t)

Lxpre8ia luncii 6c äisinkupc- ?r(7 t) tiinâ aceeași inâisercn. âacâ ob^area 
(-măsurarea timpulm) mceps Ia momentul k 0 8su r-.r, rerulta câ si valoarea lui LI 71 
este aceeași m ambele situapi

in finalul acestui paragraf prerint în tabelul 3.4.1 
exponenpalâ (continuâ) zi cea geometrica (discretâ), o comparare între distribuia 

pentru a pune în evidenta
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similiMdinile dintre ele. kolosind notaia /?-1-c/ se observä corespondenta în 
particular pentru orice O < /) < I se poate gâsi un O < ^ < w care 8â satisfacâ aceastâ 
egalitate. Hi incâ o con8latare interesanta: la distribuia exponențiala rata de detectare e8te 
äata äe ^constant, iar la distribuia geometrica aceastâ rata (care exprima probabilitatea 
äe detectare pe unitatea äe timp la momentul /, cu condiția ca defectul 8â nu tr aparut 
pana la k-1 inclusiv) este âatâ tocmai äe ^^constant, deoarece:

pr(t-1<7'<0 
?r(7->k-1)

pr(7'-^) 
prl^l-l)

(Z.4.IZ)
/(k) -(1--)"

^(k-1) (1--)"

Distribuia geometrica poate ti con8iâeratâ un car particular al distribuției Pascal, 
care exprima numărul äe încercări (aici unitari äe timp) panâ la a m-a realizare, inclu8iv 
acea8la. Ouanä m^1 8e obpne distribuia geometricâ. DistribuiaPascal 8e folosește pentru 
a moâela numârul äe biy necesari pentru a tran8mite cu 8ucce8 m bii utili (3^11^91^.

labelul 3.4.1.

Criteriul Distribuia 
exponenialâ

Distribuia 
geometricâ

Variabila aleatoare !
parametrul 
puncpa de densitate/masâ 
puncta de distribuie pr(7^</) 
Xledia // 
Dispersia c?

l Continuâ / > 0
! - constant

- -(e^/
1-e - I- (e

Discreta l 1,2,3,...
§ constant

- (-/?)/>'
1-?
1/-

3.5. puncia de 8tructurâ a stemelor bivalente

?roblema centralâ a teoriei fîabilitâii con8tâ în 8tuâiul fîabilitâii 8i8temelor pe bara 
tiabibtätzi componentelor. pentru aceasta sunt necesare moâele matematice care captearâ 
simultan relațiile logice ^i structurale äintre componentele sistemului, precum 
evenimentele aleatoare äe tipul defectârilor componentelor. On astfel äe model, general 
valabil, este descrierea sistemului cu funcția de sti^ewrä. pentru a o detîni, trebuie 
formulate în prealabil urmâtoarele ipotere:

1. Sistemul are numai douâ stâri posibile: tuncponal sau defect.
2. Sistemul poate 6 descompus în n componente, astfel încât la un moment dat 

tiecare componentâ se poate afla într-una din stârile tuncponalâ sau defectâ. 
Starea sistemului depinde numai de stârile componentelor sale.

3. piecare componentâ c?, (/ ^ 1, 2, .... n) a sistemului poseda o durata de viata 
aleatore 7^. câreia îi corespunde cate o tunete de fiabilitate /î,(^):

?r(^ >/) (/ n 1, 2, .... /?)

4. Variabilele aleatoare 7^ sunt independente.
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Sistemul astfel considerat, în care atât componentele, cât ?i sistemul pot avea 
numai douâ stâri, este un sistem bivalent. fa un moment da t o componentâ e, are 
probabilitatea de a 6 m stare Luncponalâ, respectiv probabilitatea âe a L detecta, 
astfel încât.

în relata precedenta ^(/) reprezintă tuncpa de distribuție cumulata a timpului pânâ 
la defectare pentru componenta c?,, conform unei anumite leZi de distribuție, piecârei 
componente i se asociata o variabila aleatoare öernoulli, adicâ o variabilâ binara.Vj, care 
reprezintă starea componentei c-, la un momentul /, asttel încât prin convenție:

l dacâ <7, este tuncj ionala
Î^O dacâ este defectâ

pe^ultâ imediat câ:

?r(c-, este bun) ?r(-^1) (Z.5.Z)

Definita 3.5.1. Se numeștec/e (structure tunction) a unui sistem
bivalent cu n componente, o funcție : )0,I(0.1) indicatoare a stârâi sistemului în 
funcpe de stârile componentelor sale, asttel încât:

^^2......
dacâ sistemul este func( ional 
dacâ sistemul este defect

kelapa dintre funcpa de structura ?i fiabilitatea sistemului este data de:

?r( sistemul este bun) ?r(<D ^1) " (3.5.4)

(?u alte cuvinte funcpa de fiabilitate a unui sistem este egalä cu valoarea așteptată 
(media) funcției sale aleatoare de structura.

Subliniez faptul câ tuncpa de structura a unui sistem bivalent poate ti exprimatâ în 
kuncpe de variabilele sale, atât sub forma booleana cât ?i algebricâ. ^cest lucru este 
posibil, deoarece pe mulțimea (0.1) se considera atât structura de algebra Loole, cât ?i 
cea de corp comutativ (I.E89). pentru a evita conluMe ulterioare, voi ilustra cu un 
exemplu faptul câ luncpa de fiabilitate se poate exprima pornind de la ambele reprezentări 
ale tuncpei de structura.

Kremp,ui Z.5.2. lie sistemul cu trei componente, reprezentat prin sckema bloc cle 
ti-bilil-te 6m tigura 5 5.1. (?oncl,^ ca sistemul 8â tie operaponal este ca sâ tunctionsre 
componenta c>, precum ;> una cim componentele sau ^.(?orsspunâr cietinitia 
tabelara a luncpci cle structură este cea clm tabelul Z.5.2. Oonsiäsrancl pe <d câ o kunctie 
booleanâ. din tabel se obpne torma ei disjunctiva:

4> - c,.r, r,
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(kentru simplitatea scrierii, tara a afecta însâ înțelegerea, am omis operatorul , deci în 
loc de va subân^elege x^ ?.a.m.d). /^ceea^i tuncsie se poate exprima
zi sub forma algebrica, folosind operabile cle adunare ?i înmulțire:

O -- ^^1-(1-^r)(1--rz)I " -r^r

^i ^2 <l>

0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 0
I 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

f igura 3.5.1. tabelul 3.5.2.

întrucât evaluarea lui 3? pe bara expresiei lui D necesita conform relatzei (3.5.4) 
calcule probabilistice, voi trece în revistâ câteva formule de bara din teoria probabilitâplor 
llâ891 lLLXN82) 13^911:

folosesc operatorul pentru relapa 8.^0, respectiv pentru HI.
fiind dat un eveniment.4 ?i complementul sâu , exista egalitâple:

pentru doua evenimente^

pr(4 ^.4) - I 
pr(^)-l-pr(4)

0.5 5)
(3 5 6)

pr04^S) - Prb4)pr(S) - Pr^-L) (3.5^)

Oacâ.4 ;i L sunt independente, atunci:

pr(.4^8 ) prl.4)-pr(L) (3 5 8)

vacâ^ -i S nu se pot produce simultan, adică sunt incompatibile (sau reciproc 
exclusive, sau disjuncte), atunci:

pr04^)-0 0 5 9,

ln cânii general, când^t ?i L sunt dependente:

Pr04<^ö) - pr(.4>pr(L b4) - pr(S)pr(.4 IS) l) 5 10)

unde IS reprezintă producerea evenimentului.4 condiționată de producerea lui 
L. probabilitatea acestuia se va expruna deci ca:

prt4!S)-
prl>t^S) 

pr(^)
(>5 11)
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probabilitatea evemriieritului.4 exprimstâ în tunclie âe probabilitatea unei cauze 
S se obpne cu/onnu/a /u/

Prc4)-Pr(4 !ö>pr(S)-^ pr(.4 !§ >pr(ö) (3 5.12)

Daca .V,l^ reprezintă doua variabile aleatoare ^i a,/> doua constante, atunci are Ioc 
ezabtatea (lmiantatea operatorului L'):

i (3 5.13)

pentru variabile independente:

(3.5.14)

kelapile loZice dintre componentele unui sistem din punct de vedere al fiabibtâtii 
pot 6 puse în evidens cel mai simplu cu ajutorul schemelor bloc de fiabilitate sVO^O82j. 
Componentele a căror funcționare este strict necesarâ pentru ca sistemul sâ fie operațional 
sunt conectate în serie, iar componentele redundante, care se pot substitui reciproc, sunt 
conectate în paralel pe aceste scbeme. 8ubliniez ca aceste scbeme bloc nu reprezintă 
conexiunile fizice ale componentelor, ci numai relațiile dintre ele pentru o funcționare cu 
succes a sistemului.

In cazul unui (serial sistem) cu n componente (fiZura 3.5.3) având
vectoriul de stare (^, ..., ^), kuncpa de structură sub forma altzebncâ are expresia:

- Vi^2 X',, - min(^i, Xr, ..., ^n) (3.5.15)

funcpa de fiabilitate corespunzâtoare este, folosind (3.5.4), (3.5.14), (3.5.3) yi 
având în vedere independenta componentelor:

(3.5.16)

.^cela^i rezultat se obpiie daca tuncpa de structurâ se exprimâ sub foiinâ booleanâ:

d>(^ .r,l 'w, >... . (3.5.17)

folosind de data aceasta relapa (3.5.8) în loc de (3.5.14), rezulta:

K - ?r(.r, -.v. ... krt^-1) - (Z 5.I8)

figura 3.5.3.

In cazul unui /^7/e/ (parallel svstem) (figura 3.5 
sub cele doua tonne se exprimâ astfel: 4), functza de structurâ

H(.V) 1 - (1 X» )(1 .V,) (I max(^i, X'2, ..., ) (3.5.19)
(p(x ) .Vl _ .V2 . ... ^

(3.5.20)
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kuneya äe Labilitate, conform eelor äouä forme äe exprimare zi Mână cont äe 
inäepenäensa componentelor, va L âatâ pe bara (3.5.3), (3.5.4), (3.5.13), (3.5.14) äe

Zî - M - (1-^)(1-^) (1-^)1 l - LI(1-^i)(1-^) - (1-^)1 -
- 1 - (l-L^MI-L^) - (1-LI^r - 1 - (1-^)(1-^) - (1-^) (3.5.21)

respectiv:

/î - ?r(^i ^.^2 --- ) - 1 ?r(^i Vr - 1) -
- 1 - ?r(^ '^^2 1) 1- ?r(^ - 1) ?r(^2 - 1) -- ?r(^ - 1) -

- 1 - si - ?r(.r, - 1^1 - kr(^ --1)> si - ?r(^ - 1)1 -

-1-(1-^)(1-^) - (1-?.) (3-522)

Oviâent prin cele äouä metoäe äe calcul s-a obMut aceeazi expresie pentru
In cană §/L/e?-reZo?- k-â-n (Z7-out-of-/7-8>8tem), sistemul se considera operațional 

âacâ cel puțin k âin cele n componente sunt tuncponale. Evaluarea Labilități acestor 
sisteme, mult mai generale âecât cele pur seriale sau paralele, este importanta âeoarece 
execuția unui tasl< într-un sistem âistribuit poate presupune un minim äe noäuri active 
pentru prelucrare ^8fI^82M^87l- functza äe structurâ se äeLnezte astfel:

!
!1 âacâ

(^5 25)
O äseä ^.r, <

Calculul tuncMi äe Labilitate se ilustrează pe un exemplu.

Lxemplul 3.5.3. 8e consiâerâ un sistem cu reäunäan^a moâularâ tripla CfXM, 
triple moäular reäunäanc^), äe tipul 2-äin-3. 8cbema bloc äe Labilitate este äatä în LZura 
3.5.5. ?olosinâ relatzile (3.5.15) zi (3.5.19), funcpa äe structurâ (altzebricâ) este:

O - 1 (1 ^2)d ^Xz)(1-^z)

Oltili^ână proprietatea äe iâempoten(â a unei variabile binare (x, 1), prin prelucrâri
succesive se obMe.
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Kerulta imediat Lmcpa de Labilitate, ea Lind.

6 - LI^

Deoarece Lecare componentă apare de doua ori în 8cbema de Labilitate, dacâ se 
lucrearâ cu funcția de structura booleanâ trebuie ^inut cont de faptul câ evenimentele 
asociate termenilor tunctzei nu sunt independente (formula (3.5.7)):

/r _ ?r(.v^ ^i^1) > ?r(.r2.v^1) -
-?rs(x'l.V2 ^r^z)v2.vz-1l ?r(Xt^l) ?r(^z^l) - ?r(^2^1) -
-?r(.r^-^ " ?r(x^, l) ?r(.v^^1) ?r(^z^1) -
-2?r(.rt^.vz^1)

IU

?i^ura 3.5.5.

Dn sistem cu componente implicâ existenta a 2" vectori care formează mulpmea 
stărilor componentelor. Intre doi vectori de stare,V (.v,, X2, ..., x„) ^i ) (v,. Vr...... >„) se
poate deLni o relaye de ordine astfel:

.V I' dacâ ?i numai dacâ v, v. I, 2, .. ., n

.X' ) dacâ ^i numai dacâ.v, 1, 2, ..., ^

.X' ' I dacâ ^i numai dacâ > v, V/1, 2, ..., n

DeNniU» Z 5 4. sistem cu luncpa âe structura O este monokon sau coerent 
(cokerent system) claca pentru orice perecke 6e vectori âe stare satisface proprietatea ca 
.X' - f implica:

<VfX') > <P(f) (Z.S.24)

pentru ca un sistem sâ Ne coerent, trebuie sâ Ne incleplinite următoarele clouâ 
conclipi iVI8VV87^

I. este neclescrescâtoare pentru Necare äm variabilele sale
2. fiecare componenta este re/evââ, aclicâ pentru orice / exista o combinat-« 

(r,. Xr, , i, > x-i,..., Xq) pentru care este aclevâratâ relația

, ^.-1' l, x,.>, ..., x,_î, 0, ) (Z.5.25)
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Lu alte cuvinte, un sistem este coerent dacâ detectarea oricâreia din componentele 
sale nu poate duce la restabilirea stârii tuncstonale a sistemului. 0 componenta e. este 
/>e/evc7/?/â (inutilâ) din punct de vedere al iuncponârii sistemului dacâ pentru orice r (/^z):

O(.ri, ..., 1, «DO,, ..., 0, (3.5.26)

La o completare, menpone? câ în afara scbemei bloc de fiabilitate folosita mai 
înainte, legâturile între componentele unui sistem din punct de vedere Labilistic pot 6 
reprezentate zi cu ajutorul Aratului (rețelei) de Labilitate sau al arborelui de defectare 
lI^L89jlVI8^87M0ff^82jlOf6fk84X^ Oralul de Labilitate este un 
graf orientat farâ bucle în care se disting doua noduri (sursâ ?i terminal) ?i în care Lecare 
arc corespunde unei componente (unei componente îi pot corespunde însâ §i mai multe 
arce). Arborele de defectare este o scbemâ logicâ care arata modurile în care delectările 
componentelor se pot combina pentru a duce la defectarea sistemului, vaca sistemul are 
mai multe condiții de avarie, atunci pentru Lecare trebuie construit câte un arbore separat. 
In asemenea situatii este mai indicatâ folosirea modelelor Markov, greu de manipulat însâ 
în sistemele cu multe componente zi deci multe stări

3. 6. 8isteme de tip serie-parslel

în general un sistem serie-paralel este acela a cărui scbemâ bloc de Labilitate este 
compusa din cele doua structuri de bara: de tip serial ?i paralel, ke^olvarea unui astfel de 
sistem, adicâ determinarea Labilität sale în tunete de Labilitate componentelor, se face 
prin me/oc/a (decomposition). Ideea de ba^â este de a identiLca tzi reuni în
etape succesive structurile iundamentale (serie tzi paralel), aplicând relație (3.5.18) tzi 
(3.5.22) cu conditza ca defectârile componentelor sâ Le independente, pânâ când scbemâ 
se reduce la un singur bloc.

In diverse domenii (comunicat, rebele de calculatoare) este necesarâ determinarea 
Labilität unui sistem modelat printr-un graf probabilistic, care reda topologia rebelei, fie 
acesta un graf neorientat O (LL), ale cârui mucbii din L' se pot defecta independent cu 
probabilitas cunoscute ^i în care /7^ L este o submu1(ime de noduri, froblema de analiza a 
Labilität constâ în determinarea probabilitât ca toate nodurile din sâ râmânâ conexe 
(conectate), aceastâ mârime Lind numitä ^z^öz7z7c2re /z/^ ^-^/--zzzzz^/ (/5-tenninal 
reliabilitv) a rețelei, notatâ /^(O/-). La ?-i caruri particulare, pentru î /L 2 se obține 
problema conectivitât unei perecbi de terminale (2-terminal reliabibt)), iar pentru 
problema Labilität tobale (all-termina! reliabilit)) a rebelei (identicâ cu problema 
conectivitât din teoria graiurilor).

Lalculul mârimii Tî(O^) repreÂntâ în general o problemâ complexâ, de aceea se 
recurge la procedee de reducere a dimensiunii graiului cu menținerea Labilität (reliabilitv 
preserving reductions).

DeLnipa 3.6.1. On graf probabilistic care prin substituiri succesive de tip serial ?i 
paralel poate 6 redus Ia o singurâ mucbie este un ^cr/^e^ze-z^cr/e/.

?entru deternünarea Labilität de tip /7-terminal este însâ necesar ca în urma 
reducerii cele douâ noduri râmase sâ iâcâ parte din 8e spune în acest ca? câ graiul O», 
este z-ec/zze/zöz/, un exemplu Lind dat în Lgura 3.6.1.a pentru /7 (v2,vz,v^ pe o structurâ 
care este un graf modificat al rebelei i^^i^8ji^^I86aj. vacâ însâ /7 
graiul este ireductibil prin procedeele simple de reductze (Lgura 3.6.1.b). Deci, "m tuncye
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äe nodurüe care fac parte din /7 ^i evident topologia lui O, o reäucere 8implâ a ace8tuia cu 
menpnerea tiabilitätii poate 6 8au nu posibilä.

lreäucpile simple. Keduepile simple uzuale sunt cele äe tip ^e?rcr/ ?i cie
7, ultima tunä äe fapt tot o reducpe 8erialâ. vn ca? aparte îl reprezintă 

(pendant tran8formation), cană mucbia "atârna" äe re8tul 
gratului. în tabelul 3.6.2 8e prerintâ o sinterâ a ace8tor proceâee, în carul în care noäurile 
8unt perfecte, iar o mucbie e, are fiabilitatea /?, ?i probabilitatea äe äefectare - 1-/?.. O 
astfel de reducere trebuie 8â duca la: eliminarea anumitor mucbii ?i/8au noduri din O, 
obpnându-se 6': definirea noilor fiabilitap de mucbii; definirea noului 8et /7' , definirea 
unui factor de multiplicare O astfel încât:

(3.6.1)

8e remarcâ în carul reducției de gradul 2 (degree-2 reduction), când nodul 
eliminat tace parte din k. a unui factor bste clar câ pentru problema tiabilitätii 
globale (k^l> orice graf serial-paralel O este reductibil, deoarece tiecare nod de gradul 2 
din ( 7. permite o reducție serialâ de gradul 2, cele douâ nodun adiacente fiind oricum din 
/7 veci ?i cele douâ noduri finale vor face parte din k. în carul tiabilitätii de tip Ka
terinina! acest luciu nu este totdeauna posibil -i depinde de aranjamentul nodurilor finta 
(din fie v un nod de gradul 2, adiacent cu u ?i fxistä următoarele situat» 
I8IlOO92j:

l. vacâ vek. se poate utilira transformarea serialâ clasica, deorece nu are importanta 
ca acest nod sâ poatâ neapârat comunica cu celelalte. (Iele douâ mucbii incidente 
la v se înlocuiesc cu una singurâ având fiabilitatea

2. vacâ nodul v se poate elimina din O^, mucbiile incidente fiind înlocuite
cu una singurâ printr-o transformare serialâ de gradul 2. fiabilitatea noului graf 
^7 trebuie condiponatâ de faptul ca i' sâ poatâ comunica cu cel puțin unul din 
vecini, probabilitatea acestui eveniment este data de faptul ca una din cele douâ 
muckii ;â 5,e operațională. adicâ O - I - ll^XI-^). Xotând cu.d evenimentul 

comunica cu iar cu S evenimenwl "v comunica cu u sau u", pe bara 
rclafiei de detinific a prokskilitâpi condiționale (Z 5 II) xe odpne^

/>,: - ?r(^ S) -
Sj

>r(S)'
________

(Z6.2)

BUPT



z (70 (70V1p0>ix^ kä'NPI^ 47

Oe factorul de multiplicare O trebuie Mut cont atât la Labilitatea noii mucbii, 
O, cât zi la calculul lui /î((7) conform (3.6.1).

3. In celelalte trei caruri (v^/7 zi unul din 8au ambele nu fac parte din /7) nu 8e 
poate tace o transformare simpla, deoarece nu mai este clara probabilitatea pe care 
8â o tolosim pentru evenimentul ca v sâ poata comunica cu restul rebelei. Oratul 
serie-paralel care preÂnta o astfel de situare este considerat ireductibil.

8erial (vs/7) Oradul 2 (tt,v,wS/5)

e, 62
)s------- ------O------ - Ä 

u--------- V----------- V/

?I2^ 1--I-2

- /7 
0-1

?endinte(vE^)

O------- —-------«7
u v '

/^12 /^1^2

O - 1

?endinte(vS/5)

/^1^2

O -- I--I-2 

Oegenda

H nod Mta (target), din

o nodul nu este nod tintâ
! (non-target), din l
!

nod oarecare, din O
I

labelul 3.6.2.

!n continuare, ca o contribuție personalâ, voi analiza ce modiLcâri implica asupra 
regulilor de reducție din tabelul 3.6.2 situația când modelarea rebelei se face printr-un graf 
orientat O - (^.^)- !n acest ca^ mucbia corespunde unei legaturi unidirecționale între 
nodurile vecine, viabilitatea sistemului se calculeara de regula raportata la un nod sursa

O, indicatorul corespunzător Lind Labilitatea de tip (8K1'.
source-to-X-terminal). Aceasta, notatâ^(O^), exprimâ probabilitatea ca sâ existe cel pupn 
un drum orientat de la § la Lecare nod din /7-^ Oacâ f', atunci Labilitatea este de tip 
sursâ-la-toate-terminalele (8^, source-to-all-terminal), iar pentru j/^-2, problema 
devine o Labilitate de tip sursâ-la-terminal (8^, source-to-terminal) în O.

în ceea ce privezte utilizarea unor reducții simple de tip serial, paralel zi de gradul 
2, ca o primâ constatare se remarcâ câ acestea sunt aplicabile numai dacâ mucbiile ei zi e- 
au aceeazi orientare, kerailta simplu câ pentru transformarea paralelâ, seriala zi pendinte 
regulile de la graturi neorientate râmân valabile. Lste de notat faptul câ dacâ existâ în /)
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un arc oriAmar intr-un nod pntâ pendinte atunci /î(O^ ) - 0. ^reul alerent unui nod 
pendinte e8te irelevant ^i poate 6 eliminat. Oe asemenea sunt irelevante arcele 
incidente la un nod daca toate au același sens raportat la acest nod. In carul unui 
nod v de Aradul 2 existâ douâ posibilități:

1. v nu este nod sursâ (v^). în aceasta situape probabilitatea comunica cu w" 
trebuie condiționala numai de "r/ comumca cu v , deoarece dacâ 6i se detecteara,

V' râmane irolat datorita sensului lui e>. kerulta ^2 - ------ - - /^2 ?î O- Lste

important faptul câ dacâ Vin O, atunci in O' se va înlocui cu /eV, pentru a se 
asigura conectarea lui v la restul Aratului.

2. v este nod-sursâ (v^§). In aceastâ simape este suficient sâ tie adevârat evenimentul 
"v comunicâ cu ;i ca urmare ^rcul 62 tiind eliminat. Oe
asemenea se poate elimima ^i e^, care este inutil, pe bara lemei urmâtoare:

Oema Z.6.2. Intr-un Araf probabilistic orientat O (l< V) un arc incident spre 
interior in nodul sursâ este irelevant.

Kerultâ imediat câ atirmapa este adevârata, dacâ se are în vedere câ 
arcul in caurâ nu mai conectearâ un nou nod din V la restul Aratului, viabilitatea Aratului 
lipsit de acest arc, raportatâ Ia V, este identicâ cu cea 2 Aratului inipal /î(O^!e)

tabelul 3.6.3 prerinta o sinterâ 2 trastormarilor posibile în c2rul mucbiilor 
orientate. 8e remarcâ faptul câ în acest car, spre deosebire de carul Aratului neorientat, 
reducpa de Zradul 2 se poate face yi in situapa 'm care V. Voi ilustra cele prerentate 
cu un exemplu.

Exemplul Z.6.Z. In sistemul din ÜAura 3.6.4 nodul I este nodul sursâ. sublimer câ 
o condipe 2 reductibililâpi este ca nodurile tînale (aici 1 ?i 5) sâ tie din V. viabilitatea 
rapoNatâ la mulțimea de noduri (1.2.5) se determină prin parcurAerea urmâtoi'ilor pa^i:

- se elimina ^i e-, tund irelevante (carul 5)
- se compune e, in serie cu (carul 3):

" /'2

- se compune in paralel cu ez (carul l):
l (1- ?2>(l ' /^2 - /^2?z

- se compune în serie cu 65 (carul 2).
^I2Z?5 " /^2^5

- se compune 'm paralel cu (carul 1):
l (l- /^2^5 /1^5 - ^2/^5 -

^2 ^4/^5 - Z^4^Z ^2^Z^4^Z
- fiabilitatea sistemului (formula ( 3.6.1)):

" O?l2Z45 " ^I?4 î ^/,2^ > -
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Oa^ înaintea icäuchei vups reäucpe ?onnn1a 6e calcul
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fißura 3.6.4.

k^aclorirarea. fentru rezolvarea problemei Araturilor serie-paralele ireductibile la 
calculul babilitäpi âe tip /^-terminal, precum ?i 3 Araturilor care nu sunt serie-paralele, 
reducerea este posibilâ totdeauna prin (factorinA). /Vceastâ tebmcâ
partiponea^â spahiul âe probabilitate în âouâ, în lunece âe starea (bunâ sau defectâ) 3 
unei anumite mucbii. Dacâ «?, - (//,v) este 0 mucbie 3 Iui O<, iar ^4, desemnează 
evenimentul "e este tuncyonal" ?i .4. evenimentul contrar, atunci conform regulilor âe 
probabilitate condiponatâ (formula (3.5.12)) se poate scrie:

/î(6^)- ^/r(6^)^-,/î(6^.) (Z.6.Z)

In relația âe mai sus O ?i O"^ reprezintă Araturi induse âin âe câtre 
evenimentele respectiv .4,. ve fapt ambele corespunâ l3 eliminarea âin Aratul a 
mucbiei e,: la O aceasta tîind contractata (noâurile tt zi v contopite), iar 1a (H tîind 
ztearsa. Xletoâa se poate aplica în moâ recursiv prin eliminarea 2 cate unei mucbii âin 
§rat la fiecare pas (fiAura 3.6.5). factori^area dupâ mucbii (edAe factorinA) se utilireara 
ca o ultimâ posibilitate atunci cânâ nici o altâ transformare nu se poate efectua, vaca se 
consiâerâ noâun imperfecte, factoriLlrea se poate aplica zi âupâ noâuri (vertex factorinA) 
s8tIOO92I. Deoarece factori^area creea?ä pentru fiecare problema doua noi 
subprobleme. ea contribuie la creșterea exponențiala a algoritmului âe calcul al fiabilitâpi.

fiZura 3.6.5.

înainte âe aplicarea tactorirâm âupâ o anumita mucbie e(«.v-, trebuie stuâiat âacâ 
mucbia respectiva poate fi luata ca element cbeie (kevstone) sau nu. 8ubAratul O" obtznut 
prin ștergerea lui âin corespuâe evenimentului "e âefect" în sistemul inipal. în 
scbimb, scurtcircuitarea lui e poate inâuce un subZraf O' care nu întoâeauna corespunâe 
evenimentului tuncponal" âin Aratul O, âacâ mucbia e este orientatâ. Comasarea 
noâurilor « ?i v 'm Aratul inâus creea^â o cale âe comunicare ;i m sensul în care ea nu a 
existat în O, ceea ce introâuce o eroare âe calcul, fste clar câ o mucbie neorientatâ nu 
creează niciodată asemenea problemâ, deci poate tî aleasâ ca element cbeie. Criteriile 
pentru mucbiile orientate âin §raturile orientate sau mixte au fost stuâiate âe Nakarawa 
care întrebuinleara termenul âe Z/n/e (removable line) pentru o mucbie âupâ
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care se poate efectua descompunerea lui 0 LI clasitîcâ tipurile de regele dupä
numărul pereclülor de noduri de intraredezire a informapei.

« Lipul I - are o singurâ perecbe cle noduri de intrare/iezire /)
« Lipul II - are doua 8au mai multe pereclü de forma ^1, 2,...
« Lipul II' - are doua 8au mai multe pereclü de felul (§ , t), 1, 2, ...
» Lipul IU - are doua 8au mai multe pereclü de tipul (h,^),1, 2, ...

In lucrarea menționata 8e demonstrează câ în orice reîea, cu excepta celei 
orientate de tipul IU, exista totdeauna linii eliminadile. 0 muclüe orientata este 
eliminabilâ dacâ zi numai daca pentru orice perecbe de noduri (§),/,) se îndeplinește cel 
puțin una din următoarele condipi:

1. r/

2. v-k,

3. u, v /, : nu exista nici o cale care nu trece nici prin u, nici prin zi nu 
exista nici o cale care sa nu treacâ nici prin v, nici prin

4. « v L): nu exista nici o cale (h-»v) care nu trece prin u sau
5. u h , v : nu exista nici o cale care nu trece prin v sau L)

Oalculul fiabilități rebelei se face prin descompunere repetata, câutând pe rând limi 
eliminadile, pânâ când se obpn subgrafuri cu număr minim de muctüi, care au fiabilitatea 
cunoscuta sau egalâ cu ?ero.

Lentru ca prezentarea sâ tre completa, studie? în tabelul 3.6.6 modul de 
descompunere al graiului inițial O în cele trei ca?uri arâtate la punctul 3 de mai înainte, 
când nu se pot face transformâri simple. Lste de remarcat faptul ca nu este necesarâ 
factori?area decât dupâ una din cele doua muctüi, la alegere, pentru a defalca problema 
de calcul în doua subprobleme tratabile.

Labelul 3.6.6.
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deducțiile simple zi iactori^area sunt suiîciente pentru a rerolva problema 
iiabilitäpi de üp /Oterminal pentru un graf oarecare. !n unele situapi pentru simpliücarea 
calculelor 8e pot aplica zi ^zz^^/rz-^/ecr (delta-star transformations, delta-V
transformations) cu menținerea babilitâtii, care reduc gradul nodurilor implicate cu 1 
lOK08N89Il8M092MW.^'O81). 0 alta reducpe, cu aplicabilitate limitata în8â 
numai la grârile care conpn poligoane, va 6 studiatâ în continuare.

keducsü poligon lans. ?entru problema graiurilor 8erie-paralele ireductibile 8-2 
propu8 de câtre 8atv2N2rav2na zi Wood o metodâ de reducere b222tâ pe tr2nsformâri de 
tip ^z^ /-o/z^on (pobgon-to-cbâin reduction8) ^8^^851. On lanț constâ dintr-o 
secvența alternantâ de noduri zi muckii v^,(v^v2 ).^2 ),v^, în care toate
nodurile interne >>2»^' 1 sunt de gr2dul 2, iar nodurile extreme vi zi au grad mai
mare ca 2. On poligon e8te o bucla formata din doua lansuri care au nodurile extreme 
comune, toate celelalte noduri având gradul 2. Dacâ un graf consine un poligon,
atunci ace8ta 8e încadrearâ, după etecMarea reducțiilor 8imple, într-unul din cele 7 tipuri 
prezentate în tîgura Z.6.7. ?entru acea8ta e8te posibilâ o transformare într-un aranjament 
8ub formâ de lanț cu conservarea iiabilitäpi, formulele de calcul iîind date în lucrarea 
amintitâ mai 8us. Importanta transformârilor poligon-lanz rerultâ din următoarea teoremâ 
(8^1^851:

teorema Z.6.Z. On graf 8erie-paralel în care nu se pot efectua reducții simple 
de tip paralel, serial zi de gradul 2, trebuie sâ admitâ o reducpe de tip poligon-lani.

trebuie arătat faptul câ O, un graf serie-paralel, convine un 
poligon ?ie O' graiul obtinut prin substituirea lanțurilor din O cu câte o singurâ mucbie. 
Dacâ O' va contine o perecke de mucbii paralele, atunci lanțurile corespun^âtoare din O 
tormea?â un poligon. Oralul O' trebuie sâ continâ o perecbe de mucbii paralele, deoarece 
dacâ nu ar conține, atunci nu ar 1î posibile reducții simple în O', toate nodurile din O' 
având grad mai mare ca 2. Aceasta ar însemna câ O zi implicit (7, nu sunt graiuri serie- 
paralele. ceea ce contrazice ipoteca.

v------------*----------- c(' V------------- ----------- a'' >------._____

Iâ4-7

f igura 2.6 7.
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Oa urmare a acelei teoreme, orice graf serie-paralel devine reductibil prin 
aplicarea repetatâ a reducțiilor 8imple zi a celor poligon-lanl, indiferent de nodurile 
conținute în /5. Xiai mult, un astfel de algoritm rezolva problema de calcul a Labilității de 
tip /^-terminal pentru astfel de graiuri într-un timp polinomial O (A), ^cest lucru este 
posibil deoarece la tiecare pas se induce un singur graf nou, zi nu doua ca la factorirare. 
lucrarea ^dl86^ extinde clasa graiurilor pentru care exista algoritmi de calcul în timp 
polinomial zi la regele planare lipsite de cicluri interioare (I(2f, inner-c>cle Lee), lipsite de 
cicluri interioare mai lungi de trei mucbii (Ifd, inner-four-c>cle-Lee) zi lipsite de cuburi 
planare (O?, cube-free). -VcezL algoritmi pot ii utili^atz în conjuncte cu tebnica de 
factorirare pentru calculul iîabilitapi oricârui graf într-un timp mai scurt decât cel 
exponențial.

3.7. 8isteme de tip multiterminal

!n carul cel mai general, graiul probabilistic O care modelearâ o re^ea de 
componente (de exemplu calculatoare) nu este de tip serie-paralel zi atunci, transformările 
în graf netîind posibile, calculul de Labilitate se barearâ pe regulile din teoria 
probabilitâtzlor. ?roblema tipicâ de Labilitate în astfel de sisteme consta în a determina 
probabilitatea ca o perecbe de noduri .5-/ (source-target) sâ poatâ comunica prin cel pujin 
o cale de legâturi zi noduri funcționale, respectiv, în car mai general, probabilitatea ca o 
anumitâ submultzme f de noduri sâ poatâ comunica între ele. ?rimul car reprerintâ o 
Fâ/zla/e c/e t//? (2-terminal reliabilit>, terminal reliabilit^) pe când al doilea intrâ
în categoria -7e Zz/? (multiterminal reliabilit^) având ca zi car
particular Labilitatea de ansamblu a rebelei (network reliabilit>, overall reliabilitv, all- 
terminal reliabilit^) pentru ^^I90af In modelul matematic aferent se admite câ 
legâturile sunt expuse la defectâri aleatoare independente, având probabibtâp de bunâ 
funcționare /).. respectiv de neiunctionare 1-/?, cunoscute ^VI8VV87j. Lxistâ în 
principal patru clase de metode pentru calculul Labilitâtii sistemelor multiterminal, în 
funcție de formula de probabilitate aleasâ pentru calcul, enumerare, incluriune- 
excluriune, suma de produse disjuncte zi descompunere dupâ un element cbeie.

Enumerarea stărilor. Aceasta este metoda cea mai naturala, deoarece constâ în 
enumerarea tuturor stârilor posibile ale sistemului (în total 2") zi reținerea acelora care 
satisfac criteriul de iuncponalitate asociat indicatorului de Labilitate ales. fste o metoda de 
câutare exbaustivâ (exbaustive searck). funcpa de structurâ se expriinâ sub tormâ 
booleanâ ca reuniunea de termeni corespunrâtori tuMror stârilor favorabile, de aceea 
metoda se mai numezte de (direct canonical expansion).
fiecare stare Lind distinctâ, evenimentele corespunzătoare sunt reciproc exclusive 
(disjuncte), Labilitatea sistemului Lind calculabilâ ca o sumâ de probabilitâp:

) (Z 7.I,
.-1

în relapa (3.7.1)^, reprerintâ evenimentul corespunzător unei stâri operaționale a 
sistemului. Lind de forma (unde v - .v, dacâ componenta e este
bunâ, respectiv .v. - dacâ este defecta), iar m reprerintâ numârul total al acestor stân. 
8e observa câ metoda devine greoaie dacâ /7 este mare (n>5).
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Lxemplul 3.7.1. Oralul în punte (bridge network) din figura 3.7.1 repreÄntä o 
re^eL de referința Ireevent utilizata în literatura de specialitate pentru ilustrarea âlgoritmilor 
de determinare a fiabilității de tip terminal. Variabilele de stare asoeiate setului de mucbîî 
^,§2,. ...e^sunt Sistemul este operațional (§ comunica cu /), în 16 din

cele 32 de stari posibile ale sale, tunctia de structura corespunzătoare tiind:

^-^2 (3 7 2)

- ^^4^

(?entru a simplilîca notapa, în loc de .V2 ^cz am scris
z.a.m.d). Conform relației (3.7.1), funcția de fiabilitate se exprima ca o sumâ de 
probabilitati, în care fiecare termen convine variabile asociate unor evenimente 
independente, deci ^(.v^.. .V,) - ?r(.v,)?r(^) ^r(.V,). folosind notapa 
?r(^)- ?l ?r(^)-^, rezulta câ fiabilitatea rebelei se odpne înlocuind direct în 
(3.7.2) pe cu pe cu ;i operabile booleene cu operatii aritmetice:

K-t " -i ?2 -3 -i Z^r -i ?2 Z?4 Z^r q't Z?r z^r Z^4 -r

-l ?2?3^4^5 Z>1 <?2 -3^4 -z ^z^l -2 -3/^4^5 z^i ^2/^3 -4/^5

-2?3?4-r ^z^i -2 z^3/^4 ?5 /)l ^2 -3-4^5^^ ^2 -3^4 -3

?2 c/3 ?4 ?5 z^2 z^3 ^4 z>5 /^1 /^2 Z^3 z?4 -r Z^I /^r z>) /^4 z^z (3.7.3)
Ci

figura 3.7.1.

principiul -ie incluriune excluriune pentru 2 elimina cierav-nl^ul esurst âe 
enumerarea unui numâr mare âe slâri, calculul âe tiabilitale «e poate kace porninö âe la un 
set minim 6e arbori 6e acoperire </„ 7^....... ). I. n or-orc aco/>er->e (spannins trss)
esle un subM-ak conex al lu> O care conpne toate nodurile clin L', cleci le interconsetearâ 
asiAurâncl astfel funcționalitatea sistemului. .Vrbvrele de acoperire minimal este acela care 
nu mai contine un alt arbore de acoperire, in acest car lunctia de structurâ cl> se va scrie 
ca o sumâ booleana a termenilor corespunrâtori arborilor de acoperire ininimali iar 
funcția de fiabilitate se ealculearâ cu formula de mc/âne-eaâmne (inclu^ion- 
exclusion) din teona probabilităților:

BUPT



z. 8I87^V1L^0^ OU klUUH?!^ 55

?r(<I>- 1) - ?r(U^) -- x?r(^) - x?r(^
,-I (Z.7.4)

-i- ^?r(^ ^>1^)-...-i-(-1)"^^?r(^,

/Vici reprezintă evenimentul corespunzător arborelui 7", tuncponal, aceste evenimente 
neLind reciproc exclusive.

In particular, pentru Labilitatea de tip terminal între o perecbe de noduri 
arborele de acoperire minimal se reduce la o cale între § si r. Oalculul se tace atunci 
pornind de la un set de câi minimale (minimal patb set), de aceea metoda se mai numește 
prin c/e c7<?/ (patb tracing). vaca existâ în total m câi, atunci formula (Z.7.4)
implica 2^-1 termeni.

Lxemplul 3.7.2. ?entru carul din Lgura 3.7.1, între nodurile § si l existâ patru câi 
posibile, tunctza de structurâ a sistemului Lind:

M -.Vi -54 -^3 ^5 Vz -54 (3.7.5)

folosind relația (3.7.4) si având în vedere proprietatea de idempotenja a variabilei 
binare, tuncpa de Labilitate corespunzătoare va L:

- ?r(M^1) - ?r(-5^ ^) > ?r(-5?-5z) ?r(^ xz -5;) ?r(^^z^) -
- ?r(^i X2 -54 ^r) - ?r(^i -54 - ?r(-5^ -52 ^3 ^) - ?r(-5i -52 ^3 vz) -
- ?r(^2 .Vz ^4 -5z) - ?r(^i ^2 Vz §4 ^z) > ?r(^i Xz -54 -5z) > 

î ?r(-5i .x?2 Vz -54 -5z) ?r(-5i -52-5)-54 -5z) > ?r(-5i -^2-5) -54 .Vz)

- ?r (.Vi .V2 .Vz .V4 .Vz) - /-1/-4 ^2/^5 /^I^3^5 ^2^3/^4 -

^§2/^5 -/^3/^5 ' /^1?2^3^4 ' /^1 ^2^3^ ?2^3?4^5

2^1/22^3^4^ (3.7.6)

fvident expresia objinutâ este ecbivalentâ cu (3.7.3).

faptul câ relapa (3.7.4) convine termeni cu semne contrare, a fost exploatat în 
(8^fV81) pentru a obține o formulâ topologică simplâ pentru Labilitatea 8>H a unei 
rețele cu conexiuni orientate, fiabilitatea 8XH (source-to-multiple-terminal) desemnearâ 
aici probabilitatea ca un anumit nod sâ Le în legâturâ cu oricare din celelalte noduri. 
8tudiul se efectuează pe un sistem modelat pimtr-un /-graf, care reprerintâ un graf conex 
orientat cu un nod .5 numit sursâ. având proprietatea câ Lecare arc este așezat pe un 
arbore orientat care pornește din § (Lgura 3.7.2). fin arbore orientat (directed tree, rooted 
tree) este un graf conex lipsit de cicluri având proprietatea câ numai un nod, si anume cel 
sursâ, are Aradul de incidența spre interior 0, celelalte având gradul l. într-un astfel de 
arbore existâ numai câte o singurâ cale de la râdâcinâ la Lecare alt nod. Vlulpmea 
arborilor de acoperire (care con(in toate nodurile) ai lui O formea^â setul minimal de 
evenimente corespunzătoare succesului. Drept urmare, penti^ un graf orientat dat O, 
Labilitatea 81^1^ K46) retentor la nodul râdâcinâ constâ în probabilitatea ca sâ existe 
cel pu(in un arbore orientat acoperitor care pornește din 5 având toate arcele (si nodurile, 
dacâ se lucrearâ cu noduri imperfecte) operaționale. ?e ba^a formulei de incluMne- 
exclurâune, ^(O) se poate exprima ca:
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K/6) - kr'^ i (37.7)

unäe reprerintä uniunea celui äe-al /-lea 8et âe ardori äe acoperire a lui O, iar § e8te 
8au -1 în kuncpe äe numârul äe ardori äin (âacâ e8te un numâr par, re8pectiv 

impar). 8uma 8e efectuează pentru toate uniunile p08idile ale ardorilor lui O, numârul äe 
termeni fiină, a^a cum am mai arâtat 2" l, unäe ?// e8te numârul äe ardori äe acoperire 
äin O. Oore8pun^ätor Mturor comdinapilor äate äe ardorü äe acoperire, pentru l-Zratnl 
exi8tä äe fapt 2" l /-8udtzlafnri (ciclice 8au aciclice), äar nu neapârat toate äi8tincte. 
vacâ 8e întâmplâ ca 6, pentru / 7 ?i atunci termenii ?rj6) ^i ?rj(/^8e 
anulearâ. întrucât fiecare (. core8punâe unui /-8udtzraf al lui O, formula (3.7.7) 8e poate 
re8crie:

K.(O) . j î ?rjo^ z (3.7.8)

unäe 6a, reprerintâ al /-lea /-8ud§raf aciclic, 6 .. al /-lea /-8udgra5 ciclic, iar c< 
reprezintă äominanta (äiterenfa äintre numârul äe tormafiuni impare ^i cele pare) 
core8punrâtoare celor äouä tipuri äe 8ud§raturi. 8e aratâ câ âeci termenii care 
râman 'm expre8ie core8punâ unu la unu cu z-8ud§rafurile aciclice (lipite äe cicluri) ale lui 
6. formula äe calcul a tiadilitafii 8kff âevine.

(3.7.9)

unäe n. ;i .V. repreririlâ numârul âe arce, respectiv äe noäuri ale celui âe-al /-lea sud§ra5 
aciclic O, , al Iui 6. ?r((7, .) 5ünä probabilitatea ca toate arcele (;i noäurile) acestuia sâ kie 
funcpanale kelafia (3.7.9) este general valabilă atât pentru regele cu legaturi orientate, cât 

BUPT



57

zi pentru cele neorientate. ?e bara ei se poate calcula Labilitatea globalâ a Aratului 
neorientat O, care este idenLcâ in aceasta siwape cu Labilitatea 8kff a lui O alegând 
oricare nod drept sursa, (fin §raf neorientat se poate transforma oricând intr-unul 
orientat, înlocuind mucbiile cu câte doua arce antiparalele, Lecare având aceeași 
probabilitate de defectare ca zi mucbia iniyala, dar defectarea uneia implicâ zi defectarea 
arcului perecbe. 8e obpne un di§raf simetric, in care defectările arcelor nu mai sunt 
independente).

8uma de produse disjuncte. l^umârul de termeni implicati in formula de calcul 2 
Labilitapi se poate reduce daca se utili^ea^â probabilitâp condiționate. funcpa de strucMrâ 
are acceazi exprimare ca la metoda precedentâ, barata pe setul de arbori de acoperire 
minimali (respectiv câi, in carul Labilității corespunrâtoare conectivități ^-k). 
Evenimentele corespunzătoare celor arbori (cai) nu sunt insâ reciproc exclusive, zi de 
aceea pentru calculul kuncpei de Labilitate este necesarâ descompunerea lor in evenimente 
disjuncte. întrucât din funcția de structurâ se determina o suma de termeni disjuncp 
(disjoint terms), metoda se mai numezte de (alßebraic extraction) a
termenilor exclusivi, formula de calcul 2 Labilitapi este.

/î - ?r(O - 1) - ?r(0 -4 ) -- ?r( ?r( ?r(^ >

- ?l(^) - ?r(^ - ^-1 ) - ^(^1) > (3.7.10)

?r(.^2 ^^i)^...^?r(^

In ace2stâ relape ?r(^^^2) reprerintâ probabilitatea ca sâ Le in stare defecta cu 
condipa ca 7^ sâ Le in stare Lmcponalâ. 8e observa câ expresia de Labilitate operearâ 
numai cu /n termeni, dar calculul este de reZulâ foarte diLcil (exponențial cu m), deoarece 
termenii trebuie sâ corespundâ la evenimente disjuncte. ?roblema disjuncü^arii termenilor 
Lind importantâ sub aspectul contribuțiilor aduse, ii voi dedica un paraZrat separat.

Exemplul 3.7.3. Kevin la LZura 3.7.1 pentru a ilustra modalitâple de calcul a 
Labilitâpi corespunzâtoare nodurilor pe ba?L relapei (3.7.10) pornind de la setul de câi 
minimale .r2.v>v^. funcpa de structurâ are aceeazi expresie (3.7.5).
Lxpresia Labilitâpi sub formâ de sume disjuncte va L:

k,, prfr^ ) ?r(.v,.Vz?r(x^.^.v^^x^.V2^)^ I^(.V2^^.^.v^2^
- ?r(.v,.v^) 4- .r,.^ _ - >

(Z.7II,

fxpresia obpnutâ este evident ecbivalentâ cu (3.7.3) zi (3.7.6).

pentru calculul Labilitapi de tip terminal trebuie luate în considerare toate 
combinările posibile de leZâturi care formează câi de comunicare între sursâ zi destinare, 
fiabilitatea Alobalâ a rebelei se poate calcula folosind acest concept al LadMapi de tip
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terminal, prin determinarea tuturor cailor p08ibile între iiecare clin cele ?/(?/-1)/2 perecbi 
cle noduri (7/ bind numărul total de noduri). ?entru un graf cu număr mare de noduri 
aceastâ metoda nu e8te în8â eiicienta, o 8olupe alternativâ iiind cea barata pe arborii de 
acoperire. în ace8t car un arbore de acoperire 71 va conpne toate cele n noduri ale lui O zi 
pentru a Ie interconecta 8e iolo8e8c ^V-1 mucbii, care reprezintă numărul minim de 
legaturi nece8are pentru realirarea comunicației între toate nodurile. ?entru 8tudiul 
iiabilitäpi globale 8unt neclare urmâtoarele etape.

a) determinarea tuturor arborilor minimali 71 ai graiului
b) interpretarea expresei booleene obținute la a) 8ub forma unei relapi de

probabilitate

O metoda de determinare a arborilor de acoperire minimali 8e ba^ea^â pe 
generarea ciclica a acelora pornind de la un arbore arbitrar. O alta metoda, 
implementabilâ pe calculator, con8tâ în efectuarea produ8ului cartezian a 77-1 tăieturi de 

(?„ ale căror elemente con8tau din muckiile conectate la cele 77-1 noduri ale8e arbitrar 
s^OO/V8l f ?entru puntea data ca exemplu în iîgura Z.7.I, 8e obline:

?entru a 82ti8face criteriul de fiabilitate 8tabilit, 8Îtuali2 de reuzita core8punde 
evenimenmlui de 2 2ve2 cel pupn un arbore cu mucbiile iuncponale, adica:

.^ce28ta expresie booleana nu convine în8â temeni di8Mncp care 82 core8pundâ la 
evenimente incompatibile 28tiel încât relapa 82 poala ii tran8pU82 direct m mârimi de 
probabilitate. I)e exemplu, evenimentele 7g 71 8e îndeplinea 8Îmultan daca 8Î8temul 8e 
atlâ în 8tarea in care numai e- e8le defect. Dacâ 8-a obpnut o expre8ie de termeni dikjuncti 
pentru fiabilitatea rejelei e8te data de

^(di^unct)

in care variabilele.v. zi .v. 8-au înlocuit cu probabilitatea de buna funcționare (^), re8pectiv 
de detectare (c/) a arcelor. Con8iderând toate arcele de aceeazi liabilitate 8e obpne un 
polinom în care pentru rețeaua punte are exprerâa .^00^81 b

7^ 8/-^ 11/?^ > 4/)^ (3.7.12)

l^te intera8ant de remarcat faptul câ coeficientul terinenului de putere minimâ din 
polinomul 7L, (adieâ 8) e8te egal cu numărul arborilor de acoperire nunimali ai graiului O 
iar gradul acestui termen (Z) repreâta numărul de mucbii ai tiecârui arbore Dacâ 
polinomul 8e regcne ca un polinom in (^ l), 8cbimband pe cu ^1)^1 zi decoltând 
aMnci 8e obpne expre8ia

/r - 1 2(/> - 1)' - 4(/>- r 9^) . ^4(/>- I)' 
0-7.1Z)
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în care termenul äe graä minim (excluzând constanta) are proprietatea câ exponentul 8âu 
(2) reprezintă conectivitatea âe muckie a lui O, (aăicâ numârul minim äe muctui a căror 
eliminare âeconectearâ graiul), iar valoarea absolutâ a coeficientului 8âu (2) e8te egala cu 
numârul tăieturilor cu cele mai pufine muckii ^?^OL94^. Reprezentarea grafica a 
Labilitâtii Zî§ în tunctze äe /? e8te äatä în figura 3.7.3. 8e observâ câ exi8tâ o valoare äe 
prag 28ttel încât ^§(^)<^ pentru ?i pentru /?o^1-
Implicația practica a acestui rezultat este câ Labilitatea globala a unei refele cu structura 
coerentä âevine mai mare decât Labilitatea unei componente (legaturi) numai âacâ toate 
ace8tea au atin8 o Labilitate 8uLcient äe mare. Dacâ 8e iau în con8iâerare zi Labilitâtile 
noäurilor (^^ , ), atunci Lecare termen e8te multiplicat cu același factor zi în
consecința 8e va multiplica cu un factor --- , vbtinânău-se:

-(Z.7.14)

^ceastâ relație e8te însâ valabila numai în carul Labilitâtii globale a rețelei.

figura 3.7.3.

Descompunerea âupâ un element cbeîe. Aceasta tebnicâ, numita zi 
/7/vs/cr/â (pivotai äescomposiüon), con8tâ în scrierea unei relații äe 

probabilitate conäitionatä în funcție äe o anumitâ componentâ "cbeie'V De regulâ se alege 
componenta cea mai complicatâ, aăicâ aceea care împieăicâ âescompunerea sistemului în 
structuri simple äe tip serial zi paralel, sau cea care nu permite tratarea inâepenâentâ a 
acestor stl-ucturi. funcfia äe structurâ (V se âescompune astfel în äouä subfunctii, în 
functze äe starea elementului pivot x. . Kelapa äe calcul a Labilitâtii este:

/î - fr((V-1)- N?r(<D.r. - 1)(1 - )fr(<Dj^ 0) (3.7.15)

8e observa câ problema äe Labilitate se âefalcâ în âouâ subprobleme, care pot L 
âescompuse mai âeparte alegână pe rână zi alte elemente pivot. Oalculul este laborios, âar 
poate 6 aplicat la orice sistem cu multe componente.
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LxempiuI Z.7.4. vacâ 8e alege mucbia ea element pivot pentru rețeaua clin 
figura 3.7 1, fiabilitatea corespunzătoare conectivității având tunepa cle structurâ 
(3.7.5) se va calcula pe baza (3.7.15) ca:

/C, - ?r(.v^.x^ . ^2-^5 - .^2^ )^ (1 - "
- ?r(( . .^2 )(-^, (1 - - ^2^5)

?r(.v^ ^)?r(.x , ^^) - (1 - ^)?r(.^.^ - (3.7.16)
- ?2 - Z>lZ>2)(^ (l- /^2?Z -

- ?l?2?4?z) ?2?5 ?2?^?^ ?1?^5 -

2ela(ia obpnutâ este identicâ cu (3.7.6) de Ia metoda äe incluziune-excluziune.

vaca se tace descompunerea pe rând dupâ toate eomponentele, atunci se obține 
un număr mare de termeni (2"), de aceea operapa se oprește când s-au obpnut deja 
striicturi suficient de simple pentm 2 ti tratate cu o alta metoda. Lste recomandabila 
adoptarea unei strategii conservative (conservative polic>) de descompunere decât a uneia 
e.xbaustive, in scopul minimizării numărului de termeni disjuncti zi a reducerii numărului 
de mucbii paralele ^2./VI86af

Complexitatea calculului. Icletodele prezentate pentru determinarea liabilitapi 
unui sistem de tip multiterminal necesita un efort de calcul care in general este diferit 
pentru un anumit sistem in funcpe de metoda aleasâ. Complexitatea calculelor este însâ 
in1luen(atâ zi de caracteristicile topologice ale sistemului. O comparație a timpilor de 
calcul implicap de evaluarea numerica 2 tiabi1ilâ(ii dupâ diferite metode este tacutâ în 
f3O6.375f Evaluarea timpului de c2lcul se rezuma insa numai la operațiile de adunare zi 
înmulche cerute de înlocuirea valorilor numerice în expresia simbolica de fiabilitate 
obpnuta dupâ metodele care se comparâ. Consider însâ câ o astfel de comparație nu poate 
ti elocventa dacâ nu se pne cont zi de efortul necesar pentru deducerea expresiei de 
fiabilitate pe baza structum. I)e aceea, am analizat complexitatea calculului sub aspectul 
conjugat al determinării expresiei de fiabilitate zi al evaluârii acesteia pentru douâ rebele 
alese de referința (bencbmarks): rețeaua punte (bridge netvvork) din figura 3.7.1 zi 
rețeaua XK?3 moditicatâ (moditied .3K?.XXf f) din figura 3.6. l.b (.V/ reprezentâd 
notapa convenponalâ pentru rețeaua bencbmark cu / câi zi7 tâieMri minimale). Indicatorul 
unnânt a fost fiabilitatea de tip terminal corespunzătoare perecbii de noduri extreme, 
rezultatele fiind centralizate în tabelul 3.7.4. In continuare voi face câteva consideratii 
privind modul de întocmire al tabelului zi apoi voi trage concluziile care se impun.

tabelul 3 7.4

Xletod^ IZ >7

2e;e2 punte __ 2etea .32?.3 moditic^tâ 
C Xl X 1^ X5 V,

^numenoe
lneluQune-e.xckuume^l^ 
Smnâ dläpuielä

92 
^5

0

64
26
la

15 6/i 5 1U5
0 -69
a i-u 204

10 aolz
10 !l50^ 5965

132^

1632

150

204 16524 58041
-87- ^47 461147

24 1524 ' 2712

18
71V

6
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2) pentru punte (m^4)

1
2 - I - -
) - I - -
4 1 - - 1
5 s - 1 -
6 1 - 1 - 
7-111
8 ! - 1 - -
9 ! - I - -
10 ! I - - I
II j I - I -
12 0 - l -

IZ ! - I I I
b) pentru mociiLcat lm^D)

labelul 3.7.5.

^^m considerat ca punct de pornire câ setul de cäi minimale între cele douä noduri 
(cu alte cuvinte funcpa äe strucMrä booleanä 8ub formä minimä dis^'unctivä) este datä 8ud 
forma unui tabel äe m vectori, ca în tabelul Z.7.5.a, re8pectiv b. pa metoäa enumerării, 
cei 2^ vectori corespun^âtori 8târilor p08ibile ale Alemului trebuie comparași cu vectorii 
äe cale pentru a äeciäe 8tarea äe 8ucce8 8au nu, ceea ce ar nece8ita teoretic m2^ 
comparâri. practic numârul operațiilor äe comparare (O) e8te mai mic, âeoarece pentru o 
anumitâ 8tare în momentul în care 8-a ajuns la coinciden(â nu 8e mai continuâ compararea 
în tabelul vectorilor äe cale, iar 8tarea 00...O nu trebuie generată. fiind tarâ 8en8. f.a 
evaluarea cu formula äe inclu^iune-exclu^iune, fiecare termen äe forma 
(X ' ) nece8itâ ^-l operapi booleene äe tip HI. Oontorm relației (3.7.4)

de^voltatarea implica teiineni cu evenimente, iar varia/L äe la 1 la äeci numâriil 

total äe operatii booleene (6) e8te ^(^-1^). ^.za cum am mai arâtat, în urma 

de^v oltärii expresia conpne äe regulâ termeni a8emenea, a câror reducere nece8itâ operatii 
8Uplimentare. pentru acea8ta fiecare termen (vector) din cei l - 2" - 1 obpnup pe ba^a 
relației (3.7.4) trebuie comparat pe rând cu cei uimâtori, numârul de comparâri fiind (k - 
1)î(,-2)^... ^2^ 1 ^/(t-1)2. practic în8â numârul de operatii de comparare este 
mai mic, deoarece comparația nu mai trebuie efectuatâ cu termenii din tabel care au fost 
de^a reduci, pa determinarea tiabilitâtii prin sumâ de produse disjuncte am aplicat 
algoritmul cla8ic al lui ^brabam ^-Xici fiecare termen tăcut disjunct cu un altul
generea^â o mulțime de noi termeni disjuncti, care trebuie sâ tîe comparati cu top cei 
precedenti. I)e pe urma comparârii pot rezulta noi termeni disjuncti, dar cei deja acoperiti 
se anulează. .Xlgoritmul aplicat pentru rețeaua .<pp^ modificata este prezentat 'm extenso 
în .^nexa 1. .^m avut în vedere o ordonare dupâ cardinalitate a vectorilor de cale, care 
eticienti^earâ efortul de calcul (8Obf93f I^u am pnut cont de operațiile de conton^are, 
care apar la implementarea 6ecârei metode. Numârul operațiilor aditive (/X) zi 
multiplicative (I^l) se referâ la înlocuirea variabilelor din expresia fmalâ a fiabilității 
obpnutâ dupâ cele trei metode (relapile (3.7.3), (3.7.6) zi (3.7.11)) cu valori numerice. 8e 
remarcâ faptul câ nu am inclus în tabel zi metoda descompunerii pivotate, deoarece nu 
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existâ un algoritm unitar de calcul pe ba^a ei, üind lolositâ mai degrabâ pentru delalcarea 
problemei în douâ mai 8imple. Daca totuși 8e tace descompunerea alegând pe rând toate 
cele n componente ca element cbeie, atunci 8-ar obține o enumerare a tuturor stârilor, 
ceea ce ar încadra în această categorie metoda amintita.

In ceea ce privește timpul de calcul, 8e poate accepta ca în ^^00^75^ (unde în 
timpul de calcul 8e ia în considerare numai înmulțirea ?i adunarea) câ pentru un procesor 
urual înmulțirea consuma de 10 ori mai mult timp ca adunarea, 7^ - 107^. O operație 
booleanâ sau de comparare se poate ectuvala cu o adunare (scâdere), dar tîind etectualâ 
asupra unui vector cu ?r componente am admis 7- - /7^, respectiv^, - /77^. ?e aceasta 
ba^â am obpnut în tabelul 3.7.4 timpul total de calcul 7' LT's 1^17^ ^7^
rapoNat la cuanta de timp de adunare pentru metodele analizate. înainte de concluzii, 
câteva reteriri ^i la precisa de calcul oferita de fiecare metodâ.

Oacâ se consideră, pentru simplitate, câ toate componentele au aceeași fiabilitate 
(/-), respectiv neliabilitate (^), expresia tîabilitapi prin enumerarea stârilor (3.7.3) pentru 
rețeaua punte devine.

(3.7.17)

Lroarea absolutâ introdusâ de expresia lui poate fi evaluatâ pe bara urmâtoarei 
observati: în carul sumei erorile absolute ale termenilor se adunâ, iar în carul produsului 
eroarea absolutâ se obține prin înmulțirea produsului cu suma erorilor relative ale 
termenilor, ^oter cu eroarea absolutâ aterentâ fîabilitafii unei componente, adicâ unei 
legâturi a rebelei. ?entru (3.7.17) eroarea absolutâ este ^OO/X75):

Z(4//?>I/-)p^î8(3 >>2/-)/,^^

î2(2 >-Z ^36/,^^-30/i^^

caic pentru tiabililâp înalte (/?--!) poate ti aproximat cui

?entru expresia (3.7.6) ciatâ cie principiul cie incluriune-excluriune se obținea

-V- - 2., (IO/,' ' 20/,^ 6/? > 4/,) -- 402,.

iar peuUu (3.7.11) ciatâ cie suma termenilor ciis)uncpi

2p-p 2p</ 3/,'-)-^ 6/,',/^ >4/?-)-- 4/^

(3.7.18)

(3.7.19)

(3.7.20)

(3.7.21)

?e dara unor raponamente similare am calculat raportul 2^ pentru fiabilitâple 
ciate cle cele trei mctocle in carul re(elei E2c moclOicate. rsrullatels tună trecute în 
tabelul 3.7.4.

.^nalirâncl clatele turn,rate âe tabelul comparativ 3.7.4, se ciespnnci următoarele 
conclus:

I. Determinarea 6abili,â(jj prin enumerarea slânlor sau pe bara formulei cie 
mcluriune-exclurmns necesita un etort mare cie calcul, cleoarece a?a cum am arâtat, prima 
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operea^ä cu 2' -1 stâri, 125 L äoua cu 2" -1 termeni. Lste interesant äe remareat faptul 
câ timpul äe calcul prin inclu2une-exctu2une äevine mai mare decât cel prin enumerare 
la re^aua fata äe Ätuapa inversă äe la cealalta rezea äe referința. Aceasta se 
întâmpla datorita faptului ca la numărul cailor creste considerabil, deci 2" >2^. în 
consecința, ambele metode sunt simple de implementat, dar implica multe calcule, Lină 
de aceea recomandabile numai în sisteme mici (n mic). Xletoda barata pe incluriune- 
excluriune este de preferat numai dacâ numărul legaturilor de interconectare este mic, 
ceea ce duce la un numâr redus de cai (m mic).

2. Eroarea introdusa la calculul Labilitapi prin formula de incturiune-excluriune a 
prodabilitaplor este mult mai mare decât la celelalte metode, deoarece expresia conpne 
numai termeni cu variabile directe /?, care introduc erori mai mari (s-a presupus p»H). In 
orice car, calculul prin suma de produse disMicte, când si numărul de termeni este cel 
mai mic. se dovedește a ti cel mai exact.

3. Determinarea üabilitapi pe bara sumei de termeni disjuncp prerinta faH de 
celelalte metode si avanlaM unui timp de calcul mai scârul, ceea ce face ca procedeul sa 
Le general aplicabil la toate sistemele. Odeia succesului, pentru a obține o expresie 
simbolica cât mai simpla, consta in gasirea si implementarea unui algoritm cat mai eLcient 
de disjunctirare a termenilor.

Determinarea LabiLtapi sistemelor coerente modelate printr-un graf probablistic 
oarecare constituie o ploblema diticilâ, de categoria celorAceasta înseamnă ca 
este improbabil ca sâ existe algoritmi polinomiali de rerolvare. ^o1usi pentru anumite 
clase particulare de structuri (de exemplu de tip serial-paralel, arbore, sau anumite clase 
de regele planare) pot exista algoritmi eLcienp polinomiali de calcul ai unor indicatori de 
Labilitate înainte de a analiza complexitatea calculului de Labilitate sub
aspectul incadrârii intr-o problema de tip X?-bard, fac o scurtâ trecere în revistă a 
noțiunilor legate de acest concept, pe ba^a ^H^V.^XO93i si

O noțiune cbeie folosita pentru a compara eLcienta algontrrulor consta 'm detcmu-laret: 
creștem timpului de calcul în funcue de dimensiunea problemei On ügontm este de

dacâ LXiStâ un polinom ? astfel încât complexitatea timpului este o" 
oncare ar 6 dimensiunea a probiern oi .^sta înseamnă câ umpul de calcul «ne lumtal
asimptotic de un pobnom, adieâ exista contantele po^Uvo < // a^'f-'. 'mcat 7 
pentru toate valorile problemele care au algoritmi de reLob/are deternuniLticr de tip 
polinominal formea^â lpol^nomial class, .-^lgontrr-ul delerrrancrUc est- acela care 
poare 6 rulat pe un calculator real, deci tiecare pas este univoc deuror pnn pr^-gramiul rulat 
.Vîulpmea problemelor rezolvabile în timp polinominal cu algoritm: nedeterminisvci se 
numește i nondetermirasuc x»lvnomial class,. șoarece algontmu determ./rustici
constituie caruri speciale ale celor nedetermuusucr, este clar câ p Xp 'litura 3 7 6-, dar 
rămâne desctusâ întrebarea dacâ p - X? problemele din clasa >»?? nu sunt tratabile cu 
calculatorul, decât prrn simulare cu algoritmi deterimmsuci, care necesnâ Ump exponenpal 
Ou alte cuvinte, problemele rezolvabile numL cu algoritmi exponenpab aparțin de clasa b- p 
bxista o subclasâ de probleme numite .V7>-comp/e/e O.PO-, care grupea^â problemele cele 
mar diLcrle, având proprietatea câ dacâ ar exista un algoritm polmonual pentru una din ele, 
ar implica p " ?<p pentru versiunea de conton^are a unei probleme dm >»'p ^de exen»plu 
"câte subgratun de Im O exista care satisfac proprietatea X tata de conține O vreun 
subgraf care satisface proprietatea X 'O s-a deürut 8unilar se constituie clas^
problemelor cu proprietatea, câ dacâ pentru una drn ele ar exista un alg^tm
polinormal, atunci ar exista pentru toate problemele -complete sur.t cel putm la fel de 
dmcile decât cele >'p-complete, dar invers poale exista probienâ -p-^mpletâ, al câr« 
corespondent sâ Le in p Once problema care este ce! pupn a^a de LLcrlâ ca -i o problerr.â 
XPO este de tip pentni a demomstra câ o problemâ este v,'p bard Ueb-ue o
reducție in timp polmomial a unei probleme ciin<>scutâ a fi ^p-bard la ,7, cau/â
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pigura 3.7.6.

O abordare algoritmicä a analizei de tiabilitate este cea care pornește eu 
enumerarea tuturor câilor minimale, respectiv a tăieturilor minimale. Dacâ numărul de 
subgraturi care satisfac aceastâ proprietate (de a 6 cale, re8peetiv tâieturâ minimala) e8te 
toarte mare, atunci zi problema de enumerare erecte ea zi complexitate. în particular, dacâ 
numărul de subgraturi care satisfac o anumita proprietate, este exponențial cu 
dimensiunea rebelei, atunci algoritmul de enumerare necesita un timp de calcul 
exponențial zi nu polinomial ^8^1^86).

?rovan zi SaU au demonstrat câ nu poate exista un algoritm cu limitâ de timp 
polinomialâ in tîincpe de dimensiumea rebelei (numârul de noduri zi zi numârul de 
câi numai dacâ ar 6 adevârat p Xp ^K0V84^. pentru determinarea setului de câi 
minimale existâ algoritmi polinomiali in funcție de zi dar problema tiabilitâtii 
corespunzâtoare este E-bard. problema enumerârii tâieturilor (^,/) minimale este ^p- 
completâ, in scbimb calculul fiabilității corespunzătoare se poate face in timp polionomial 
fa^â de cardinalitatea mulțimii tâieturilor. In lucrarea menfionatâ anterior se prezintâ un 
astfel de algoritm de complexitate 0(1 l1 > ^//), unde reprezintâ numârul de tăieturi 
(.^./). pentru conectivitatea de tip /^-terminal, problemele de fiabilitate aferente sunt Xp- 
bard. în cazul fiabilitâpi globale (^k), graturile orientate zi neorientate trebuie analizate 
separat, Caile care interconectează nodurile sunt arbori de acoperire orientati cu râdâcina 
in 5. piecare arbore are cardinalitatea !C-I, problema determinârii acestora tîind 
rezolvabilâ in timp polinomial. problema tâieturilor minimale poate 6 redusâ la problema 
numârârii tâieMrilor minimale orientate referitoare la .5, care este de tip ^p-complctâ. 
Enumerarea cailor dintr-un grat neonentat se poate tace similar ca la cel orientat în timp 
polinomial. Xumârul de tăieturi minimale este limitat la care pot ti de asemenea 

enumerate in timp polinomial. Calculul tiabilitâtii globale a rețelei reprezintâ însâ o 
problemâ Xp-bard. in tunctie de dimensiunea acesteia atât la graful onentat, cat zi la cel 
ncorientat, dar in ambele cazuri este posibilâ evaluarea in funcție de numârul de câi 
minimale printr-un algoritm polinomial.

3.8. 8isteme duale; câi zi tăieturi

I iind dat un sistem bivalent cu /1 componente, care are tuncpa de structurâ 
<v(.Vl..v2.....v.). se poate detini un sistem dual asociat in telul uiinâtor:

Oelmips Z.8. I. 8c numele (âual 8>8tem) si unui sistemul notat
cate ate aceeași mulpme âe componente hi în cate toncpa âe sttuctutâ <7o 1 < <0
este detînitâ prin: < < '

..... < .) I <d(1 v,,1 .v,....,1 tZ 8.N
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întrucât Lmcpa äe structurâ poate 6 exprimata zi 8ub forma booleanâ, relata
(3.8.1) 8e poate 8erie ca.

Ö(X„X2,^.,.^) (Z.8.2)

Intre sistemul zi cel âual 5^ existâ urmâtoarele proprietati care re^ultâ pe bara 
âeLnifiei zi sunt importante âin punct äe veäere al Labilității ,VI8W87):

I. (8^/- 8.
2. 0 cale in § con8tituie o tăietură în 8^ zi inver8.
3. O tâieturâ în con8tituie o cale în 8^ zi inver8.
4. 0 cale minimalâ în con8tituie o tâieturâ minimalâ în 8^ zi inver8.
5. O tâieturâ minimalâ în § con8tituie o cale minimalâ în zi inver8.

Oste eviâent faptul câ âualul unui 8Î8tem äe tip 8erial e8te un 8Î8tem paralel zi 
inver8. Oâile zi tâieturile reprerintâ 8ubmultimi ale mulțimii componentelor, înzestrate cu 
calitâti âÎ8tincte pentru äe8crierea funcponârii 8Î8temului. f'ie 8Î8temul .5 cu componentele 

(ei,e2,...,c7^ ) zi tuncpa äe 8tructurâ

DeLnipa Z.8.2. 0 ecr/e (patb, patb8et, tie-8et) reprerintâ o submulpme äe 
componente cu proprietatea câ 8Î8temul tunctzonearä âacâ toate ace8te componente 
8unt bune zi re8tul componentelor 8unt äefecte, aăicâ:

! 1 pentru S
^(^1,^2, ,^n) - l unäe 1

' 10 pentru e?

Definitis Z.8.Z. O (cut. cut8et), reprerintâ o 8ubmultime äe componente 
(.^0, cu proprietatea câ 8Î8temul nu tuncponearâ âacâ toate ace8te componente 8unt 
äefecte zi re8tul componentelor 8unt bune, aăicâ:

i O pentru c? S (7
0 unäe

11 pentru 6, e

^luPmea câilor, respectiv tâieturilor unui 8Î8tem âat e8te o mulțime oräonatä fa(â 
äe relata äe incluziune. k'iecârui ^-uplu äe 8târi al componentelor ^(.ri,.V2,îi 
core8punâe ori o cale, ori o tâieturâ. O cale pentru care nu exÎ8tâ o submulpme 
care 8â Le äe temenea o cale, reprerintâ o cn/e (minimal patb, minpatb). In
moä 8imilar, âacâ pentru o tâieturâ (7 nu existâ o submulpme care 8â Le äe 
asemenea o tâieturâ, atunci aceasta con8tituie o (minimal cui, mincut).
8istemele coerente pot L âe8crise complet Le prin colecta câilor minimale. Le prin 
colectza tâieturilor minimale, kerultâ câ functza äe 8tructurâ a sistemului 8 8e poate 
exprima 8ub forma:

(Z.8Z)
- ?
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uncie reprerinta mulpmea câilor minimale, iar e8te variabila asociata componentei 
din calea minimala p. întrucât sistemul nu funcponearâ clacâ exista cel pusin o 
tăietură cu toate componentele sale clefecte (^.-I, ^S(7), complementul timcyei cle 
stucturâ se poate exprima pe dara tăieturilor minimale care formeara mulpmea V - j(7) 
sud forma.

(^ 8-4)

puncpa cle structura nenegatâ va avea în tunctze de variadilele asociate tăieturilor expresia:

-v(D - »- « S)
(7eN-,e(7

(Calculul dadilitapi sistemului se poate face atât pe dara setului cle câi minimale, cât 
§i pe dara setului cle tâieturi minimale. -V^a cum s-a vârut în paraZmlul precedent, pentru 
dervoltarea relapei âe prodadilitate este mai comocl de utilirat o forma disjunctivă a 
funcpei de structură. Oe aceea, formulele de calcul ale tuncpei âe fiabilitate vor fi:

» pe dara câilor minimale

K - ?rjO(.V) - y - ?r! ! (3.8.6)

« pe dara tăieturilor minimale

6 - pr^.V) - lî - I - ?rî^(-V) - lj - 1- ?r^ !> (3.8.7)
l(7eV«7,e(7 j

pentru a respecta nZuroritatea prerentârii, menponer câ în relațiile anterioare.r, se 
contundâ cu evenimentul "componenta este dunâ", iar .v cu evenimentul "componenta 

este detecta". 8ud tormâ algedricâ, timctia âe structurâ se poate exprima în tuncpe cle 
câile minimale, respectiv tâieturile minimale, pe dara definițiilor acestora, ca:

fl^- pl '. ! (Z 8.8)

! 1

fl! l-sîC- v ) (^ 8 9)

înti-ucât confonn (Z.8.2) (.V), iar ?r(x.)^, ?r(^)^^, fiabilitatea
sistemului F se poate determina clacâ se cunoaște expresia fiabilități sistemului dual, în 
care se interscdimdâ fiabilitatea componentelor cu neliadilitaple lor:

BUPT



67

K prjch(^) 1^ 1 - ?rj^ (^) ^ 1^ i - < (^8.10)

Lxemplul 3.8.4. In Lgura 3.8.1, respectiv tabelul 3.8.2, se ââ graiul dual al rebelei 
punte considerata deja în figura 3.7.1, împreuna eu mullimile de câi zi tăieturi minimale 
äin eele doua grafuri. (8e remareâ faptul eâ exista mulțimi äe componente care constituie 
atât cale minimala, cat zi tăietură minimalâ). fornind äe la caile minimale äin sistemul 
âual. fiabilitatea aferenta comunicatei între perecbea äe noduri (§,/) a acestuia este:

?r)^ l) ^^^3^4) -

7^2 ^4^5 ?i^3^Z ?2^3^4 " ?1^2^4^5 ?^2^5 (3.8.1 1)
' /^^2^3?4 - ?1?3^4?5 Z^2^3?4?Z

înlocuină acum în pe cu ^ ^1-^, pe bara relatzei (3.8.10) se obține fiabilitatea 
sistemului originali

- -i^2 - -4§Z -1-3-5 - -2-3-4 -i-2-4-5 -i-2-3-5
-i-2-3-4 -1-3-4-5 -2-3-4-5 " 2-1-2-Z-4-5 Z^Z

(^.o t"/ 
^l/>4 - />l^2?z/>r -

8e observâ câ relația este iâenticâ cu (3.7.6), objinutâ prin metoäa äe incluriune- 
excluriune äirect äin rețeaua originalâ.

figura 3.8.1.

O
Oâi minimale ! lâieturi minimale

________ ^1^4__________ j________ ^i,^2________
_ ______ ^2â_________î. __ .. . ^4^r________

^2,^,<?4_______ 1_______<^2 ^3 t?4
lâieturi minimal e !O ai minimale

^6

fabelul 3.8.2.

în ca^ul problemei conectivități (§. k), câile minimale sunt äe fapt ârumurile simple 
äe la § la /, iar tâieturile minimale sunt mulpmile minimale äe elemente a câror elinunare 
âeconectearâ pe r' äe fxistâ multe metoäe äe äeterminare a cailor äintre äouä noäun, 
cum ar 6 tebnica äe backtracläng proceäura äe cautare în la^me (breaätb-lirsl
searcb) ^8fl^82l, eliminarea secventalâ a noäurilor intermeâiare pana cană matricea äe 
conexiune se reäuce la äimensiunea 2>2 ^I^"f72l, metoäa compunerii latine care 
calculearâ matricea ^f.^f.O89l, algoritmul äe câutare a câilor minimale ba^at pe 
o descriere a rebelei cu vectori binari f>IfV^88) zi altele. Oneori trebuie luata o decide 
dacâ este mai eficient sâ se facâ evaluarea tlabilitâlii pe bara enumerârii câilor sau 
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tâieturilor zi acestlucru depinde âe structura rebelei. Intr-un graf O oarecare cu mucbii 
zi noduri, numârul tăieturilor dintre oricare perecke âe noâuri e8te âe ordinul 2 , iar
numărul cailor de 2 ^ ceea ce înseamnă o creztere exponențiala a acestora odata cu 
dimensiunea rebelei ^V/ff^72f ?entru un graf la care nodurile au un grad mediu mai 
mare de 4, atunci i^>2,l>1 zi 2^^" > 2'^. ke-ulta câ un asemenea graf are un numâr 
mai mare de câi decât de tâieturi zi deci determinarea neüabiütäpi, adicâ

?r(^(.V)^ 1), pe bara tăieturilor este mai simpla în privinp timpului de calcul.
kelajia principialâ de calcul este (3.8.7). I7n algoritm de determinare a tîabilitâtii

pr^existâ o cale operatzonalâ de la 5 la

în timp polinomial pornind de la tâieturile (^./) ale unui graf O care poate ti orientat sau 
neorientat, este următorul l?K.OV84j:

1. 8e cnumerâ tâieturile minimale (§./) ale lui O. fiecare tâiewrâ (7 partitzonearâ 
nodurile în doua submulpmi di)uncte zi In ^V((7) se detmezte setul
de noduri extreme M((7), de la care existâ arcuri la 77V(O).

2 pentru fiecare tâieturâ în ordinea crescătoare a cardinalitâ^ii lui §/V(O, se 
evaluearâ.

pr^^cT)) ?r(existâ o cale de la.5 la toate nodurile extreme din dar 
la nici un nod din ^V((7)j

Evaluarea se face pe bara lui unde C reprerintâ tâieturile (z-./"), fund un 
nou nod care înlocuiezte nodurile 77V((") zi transformâ graful într-un graf 
contractat reprezintă fiabilitatea mucbiei t?):

' !
" - X ri/7^ (Z.8,lZ)

3. 8e evaluează

?rîL-?(^,o? - I- ?rj^7^ 1 - ^>^((7)) (Z8.14)

însumarea fiind posibila deoarece L7'(^) ;i elementele reuniunii sunt
disjuncle^ (Disjuncta se demonstrearâ prin faptul câ dacâ se produce 
aceasta poate ti caurata de un singur termen L(7((7)).

f-lili/aiea lelmicii booleene permite trecerea de Ia un se, de cai minimale la un set 
de tăieturi minimale;> mvers. prinlr-un procedeu de complementare in doi păzi 
8e pornește de Ia tunc^ia cd asociata câilor minimale -i pentru a u;ura determinarea lui 
(asociata 'âi-lunlor( -d se descompune in subfunctii disjuncte pe bara unei slrslesi 
conservative, corespunâr variabilelor aferente muclmlor incidente in nodul sursa 
(figura 3.8.3).
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?igura Z.8.3.

« In primul pas se calculea^a un polinom modificat, ai cârui termeni corespund la 
evenimimente disjuncte. Acestea se obtzn prin Zruparea cailor posibile pe clase 
reciproc exclusive in conformitate cu stările disjuncte ale mucbülor incidente lui 
5, care sunt descrise de:

(Z.8.15.2)

(Z.8.I5.b)

-7-1-1

L^-1
(Z.8.I5.c)

Ou acestea, polinomul de cale modificat se poate scrie:

-1-1-1

^2^--0.5.16)
^1

unde subtunctza corespunde cailor posibile in prezenta evenimentului c/^, 

adica

iar totdeauna deoarece... întrerupe toate caile de la § la /

» In pasul al doilea se calculea^L complementul funcției care este dat de 
relapa:

(3.8 18)
L--1

Deci complementul întreZii expresii se obține u^or cu ajutorul complementelor 
funcțiilor <Dj„ pentru care se aplicâ le§ea lui Oe Ivlor^an ^i se pne cont de 
eventualele absorbții. ?e ba^a polinomului invers rezultant,

(3 8.19)

care exprimâ situările în care nu are loc comunicarea între nodurile .5 §i l, se 
poate deduce setul de tăieturi minimale, repnand elementele date de variabilele 
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negate din termeni lui . kuncpa de structura, scrisâ sud forma polinomului 
de cale (patb polinomial), poate 6 de asemenea modificatâ zi dupâ variabilele 
corespunzătoare mucbiilor incidente la nodul destinație. ?entru ca evaluarea sâ 
6e cât mai simpla, dacâ gradul nodului este Di zi al celui / este Dr, atunci 
pentru Di<D2 (respectiv Dr<Di) se vor selecta pentru modificarea polinomului 
variabilele corespunzătoare nodului sursa (respectiv destinare).

Exemplul 3.8.5. ?entru rețeaua punte din figura 3.7.1, care are funcpa de cale 
data de (3.7.5), descompunerea dupâ mucbiile ei zi e2 (n^2) dâ.

(V. -0

Complementarea acestor tuncpi este viabil mai simpla decât a întregii tuncpi H:

ch, -

-dz -1

8etul de tăieturi minimale este dat de variabilele negate din termenii 
(D^ Considerând dupâ absorbțiile de rigoare, in loc de ^-»e„ se obpn
tâieMrile minimale:

î c>2, î, i e.», e-!.

Enumerarea cailor minimale (în care nu se traversează un nod de douâ ori) zi a 
tăieturilor minimale (care nu conpn o alta tâieturâ zi reduc Aratul la douâ subgrafuri 
conexe), tac obiectul multor cercetân. Ostiei, .^runkumar zi I ee prezintâ un alZoritm 
pentru generarea tuwror tâieturilor minimale dintre o perecbe de noduri intr-un gras 
conex neorientat ^ ^^79^ ^AoriNnul evoluează arborescent, pânâ când se obpn douâ 
subgrafuri conexe, tiecare conținând unul din cele douâ noduri care trebuie separate. 
?allitionarea nodurilor pe nivele se tace pe bazâ de adiacentâ. începând cu nodul sursâ. 
sotuzi, aduce cntici acestui algoritm, demonstrând pe un exemplu câ pierde
anumite tâieturi zi concluzionează câ el nu menta sâ fie corectat, deoarece exista unul mai 
bun elaborat de ^suldvama.

0 alta abordare reduce numărul total al câilor minimale, luând in considerare 
numai câile minimale de bazâ ^?X8XI85^. c/e />^^7 (basic minimal patb)
este detinitâ ca zi acea cale minimalâ în care nici un nod de pe cale nu este legat direct 
(printr-o singurâ mucbie) de un alt nod al câii, cu excppa celui precedent zi al celui 
urmâtor. De exemplu, pentru graful din tigura 3.8.4, câile minimale de bazâ sunt.

7-4-2 1
7-5 2 I
7-4 3-1
7-6-3-1
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Numerotarea nodurilor sugerează faptul câ procedura pentru deducerea acestor câi se 
darearâ pe analii arborelui de câi minimale care se construiește având în vârf nodul 
destinație. Abordarea cu ajutorul câilor de ba^â poate 6 privitâ ca o tebnicâ de reducție, 
deoarece combinațiile de defecte care întrerup setul de câi minimale de ba^â sunt 
suficiente pentru a determina toate tâieturile minimale ale Aratului, tebnicâ tradiponalâ 
determinâ toate câile minimale, iar tâieturile sunt date de toate combinațiile care întrerup 
aceste câi. 8e demonstrează câ seMl de tâieturi minimale care deconectearâ toate câile de 
ba^â duce zi la deconectarea tuturor celorlalte câi suplimentare (minimale care nu sunt de 
ba^â). ?entru ca^ul considerat, setul de tâieturi minimale de nod este:

Ordinul I : 7. 1
Ordinul II : 3-2
Ordinul IU : 6-2-4, 6-4-5, 3-4-5

Xletoda permite o reducere considerabilâ a efortului de calcul în comparație cu cea 
clasicâ, cbiar în exemplul dat în loc de studierea totalului de 16 câi minimale a fost 
suficienta luarea în considerare a 4 câi de ba^â. ^u fost câteva observatii în ^?I^X894^ la 
algoritmul lui lasmon de determinare a câilor minimale de bara barat pe descompunerea 
grafului în douâ subgraturi conexe corespunrâtoare nodului sursâ zi destinape, dar 
algoritmul a fost corectat de autorul sâu (I^8kl94f

Xla^oritatea algoritmilor de calcul a fiabilitâpi de tip ternunal lucrea/â în doua ta/e: 
prima data genereara seMl de câi sau tâieturi minimale zi pe bara lor obpn termenii 
corespunzători evenimentelor disjuncte care permit scrierea u.zoarâ a funcpei de fiabilitate. 
Lxistâ 'msâ zi algontmi care calculearâ intr-o singurâ etapâ tuncpa de fiabilitate, netiind 
necesarâ cunoazterea prealabilâ a informatilor despre tâieturi sau câi, metoda fiind baratâ 
pe descompunerea matricii de conexiune ^/VI86aj. Dezavantajul tuturor acestor 
procedee consta în efortul mare de calcul necesitat de analiza globalâ a rebelei, 
aplicabilitatea lor fiind limitatâ îndeosebi la refelele de dimensiuni relativ mici. O abordare 
alternativâ, care reduce efortul de calcul la tratarea pe felii a rețelei, tund utili^abilâ zi la 
sisteme mari, este " t6LlxI86j. Denumirea se datorea/â faptului câ
spapul dintre nodurile terminale zi / se partiponea^a pe suprafețe disjuncte, astfel 'meat:

- tiecare nod se afla pe o suprataxa
- tiecare mucbie unezte douâ suprafețe consecutive sau se atlâ azerate pe o 

suprafata
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Laicului tuncpei (ie üabiiitate 8e tace pornind de la nodui vi zi mergând 8Uprafatä eu 
8uprafata, turni^ând pentru tiecare 8upratata 5 informație 8uücienta privind comunicarea 
cie ia vi ia 5 pentru a permite deducerea de informatii eckivaiente referitoare ia 8Uprafasa 
^>1. suprafețele 8unt definite pur topologic, a8tfei încât 8Uprafata ^1 convine nodurile 
care pot ti ajun8e cu o 8ingura mucbie din 8uprafap (figura 3.8.5). ?bntru a crea 
8uprafete complete, 8e includ ?i noduri 8Uplimentare perfecte ("dumm>" node8), cum pot 
ti con8Îderate nodurile vz ?i v- de pe figura datâ ca exemplu. 8e poate arâta câ urmâtoarele 
informatii 8unt neclare ^i 8uficiente pentru a detini intiuenta întregii rețele dinainte de § 
?i a permite generarea de informații 8imilare în 8Uprafata I:

- pentm o 8uprafatâ cu /V noduri, probabilitățile de apariție ale celor 2" 8ituatii 
diferite de 8upraviefuire a nodurilor din cadrul 8uprafetei

- pentru fiecare 8ituatie de noduri care 8upravietuie8c din ,V, probabiiitâtile de 
apariție ale celor 2^ 8ituatii po8ibi1e de conectivitate de traversare de ia v>i

- pentru tiecare 8ituape de / noduri din care reali^ea^a conectivitatea de 
traversare, toate cele 8ituatii po8ibi1e de conectivitate între noduri care 
8upravietuie8c, dar nu 8unt noduri de traver8are, precum zi probabilitățile lor de apariție

figura 3.8.5.

Oe exemplu, pentru suprafata 81 din tîgurâ, e.xistâ urmâtoarele situații distinete de 
supraviețuire a nodurilor:

X 3 
X-2
X i
X-0

' , ,i ,1 ,l ,

uncie reprerintâ evenimenml ea nodul v, sâ fie bun, iar evenimentul ea sâ fie deteet. 
biecsre situape trebuie snalirstâ în tunepe de sub-siMayile favorabile care realirearâ 
eonexiunea de traversare de la , „ I)e exemplu, probabilitatea ea sâ existe o conexiune de 
traversare eâtre v, ;i v,. dar nu ;j r, (eorespun^âtor siluatiej ), ezle:

l , 7 ' (3,8.20)
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probabilitäple corespunrâtoare celor zapte situatii favorabile de conectivitate 
pentru suprafap 81 8e obpn prin însumarea contribuțiilor corespunrâtoare rezultate clin 
analiza fiecărei situatii äate äe evenimentele ^V, ace8tea Lină puncte, probabilitatea 
Lnala a conexiunii äe traversare prin întreaZa re^a e8te claia äe:

- ?r(^ )(l - ^yio) - ?r(^ î
- ?r(^)/,. ?r(^ )^o - )d - §8<?9) - (2 8.21)

î ?r(^^ )(l - )(l - ^io)

^vantaM metoâei 8e pune în ^den^a începând cu regele care au peste cinci 
suprafețe, efortul äe calcul crescând numai liniar cu numărul de suprafețe.

In carul mai Zeneral al problemei conectivității (^,7^ unde T' Ți 1-^) este o 
mulțime de noduri destinație, câile minimale sunt date de arborii (^,7^ ai lui O, adica 
seturile minime de mucbii care convin o cale de la § la toate nodurile din 7'. In acest car 
dacâ se cunosc tuncpile de structura corespunrâtoare conectivităților (§,^), unde 1^ (/,), 
atunci kuncpa de structurâ corespunratoarei problemei 7) se va scrie (LZura 3.8.6): 

(Z.8.22)

lermenii acestei funcpi, scrisâ sub forma minima disjunctivâ, vor reprerenta tocmai setul 
de arbori minimali care servesc pentru evaluarea probabilității (5,7^).

piZura 3.8.6.

Lxemplul 3.8.6. Dacâ la rețeaua punte din Lgura 3.7.1 se ia 1 (r/,^), atunci
tuncpa de structurâ corespunratoare conectivității 7^ va L.

§7- " " ^>.-7 lx, ->7^< - r,.rz.v, - ) - 0 8

.-

perultâ imediat seturile de 'câi' minimale (de fapt arbori minimali) ca Lină: (61.64), 

(61,62,65), (62,65,65), (62,64,65), (61,65,65), (62,65,64).

Dacâ O este neorientat, arborii (§, 7) se mai numesc zi arbori 7^ (X>trees). In 
situația în care 7' ^-(r), arborii 7^ formeara arbori de acoperire ai aratului cu
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râdâcina în (^-rooted spanning arborescences), care Ia grâri neorientate devin arbori 
de acoperire ai lui O (spanning tree8). în carul în care 8e pune problema ea üecare nod 
clin submul^imea 8â poatâ comunica cu toate celelalte clin aceastâ submulHme, 
pentru a calcula fiabilitatea cle tip /^-terminal a rebelei, kunctza de 8tructurâ 8e poate 
exprima clacâ 8e cuno8c drumurile dintre toate perecbile de noduri clin dar acest lucru 
nu este necesar, aza cum rerulta din teorema următoare ^8-V^V81^?KOV84j, data cu o 
demonstrație proprie:

teorema 3.8.7. fiind dat un 8istem modelat printr-un graf probabilistic neorientat 
6 cu n noduri, luncsia de structura corespunzătoare conectivitâsii totale a unei submuljimi 

de noduri (toate nodurile din comunica între ele) se calculearâ pe ba^a drumurilor 
dintre un nod oarecare ales sursâ (§S/^ zi celelalte noduri, conform relapei

(3.8.24)

unde /"1,2,...,^-l, reprerintâ tuncpa care exprimâ conectivitatea între nodul § zi / 
(^^/^, L^/), iar

fste suficient sâ demonstrez pentru trei noduri ale lui O, zi anume 
^^l,2,3), AenesaliLirea fiind evidentâ (figura 3.8.7).

figura 3.8.7.

notai cu /'>2 reuniunea drumurilor äinlre nociurile I ;i 2 care nu trec prin Z 
^>: respectiv sunilai pentru ;i / >,. buncpa corespunzătoare coneetivitM

totale intre cele trei noduri este:

(Z.8.25)

unde O. I âacâ exista o cale intre , p./. Aceste tuncpi se exprimâ pe bara tigrii ca

§,2 - ^,2
^12 " ^12 2 )
^22 ' /22-(^2^I2)

(Z.8.26.a)
(Z.8.26.b)
(Z.8.26.c)
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înlocuind în (3.8.25), claca se lasâ un termen redundant dupâ efectuarea calculelor 
zi se grupea^â convenabil termenii dupâ nodul 1, se observa câ termenii corespunzători 
lui <1-2) se absorb:

1(^12 rz )^I ^l(^12 >Z)^- (^l2 '^7^ ^^23 "

- ^^)1^(^7 - ^)l^2 (^12 0-8 27)
/>- - ^'(^2

?entru a avea un numâr minim de câi zi deci teiineni implicați în calcule, 
recomand în mod euristic alegerea nodului cu grad âe conectivitate maximâ drept nod 
sursa.

Exemplul Z.8.8. Alegând la rețeaua punte din figura 3.7.1 nodul v ca zi sursa, 
tuncpa de structurâ pentru calculul fiabilitâtzi globale se poate scrie pe ba^a cailor 
minimale dintre acest nod zi celelalte, ca:

ch (^7 ^^^2^4)

- '-^2^4^ ^1-^4-^z ^^2'^^^4 -^I^z.^4 (3.8.28)
^^^^2^4

8e remarcâ faptul câ termenii tuncpei repre^intâ tocmai arborii de acoperire 
minimali ai graiului, vacâ se alegea nodul l (de grad 2) ca zi sursâ, trebuie operat cu 
4^3^3^I0 câi în loc de 9, ca pentru situata consideratâ.

8eturile de tâieMri pentru problema conectivitâ^ii (^.7). sunt constituite din 
tăieturile (§.7) ale lui O. adicâ mulțimile minimale de mucbii a câror eliminare 
deconectează pe s de nizte noduri din 7". vacâ 7" aceste tâietuii se numesc
tâietunle de re^ea (netvvorl< cuts) ale lui O, orientate dupâ § (^-directed) dacâ O este de tip 
orientat.

limite de fiabilitate. In practica pot 6 întâlnite sisteme complexe ale câror 
structuri nu sunt serie-paralel zi nu pot ti reduse, sau datoritâ numărului mare de 
componente calculul exact al tiabibtäpi nu este convenabil. In asemenea carmn devin 
folositoare l imite grosolane sunt obtenabile plin determinarea
fiabilitâtii sistemelor formate prin conectarea în serie a tuturor componentelor din sistemul 
studiat (pentru limita inferioarâ), respectiv prin conectarea lor în paralel (pentru limita 
superioarâ). O asemenea perecbe de limite este grosolanâ deoarece nu ia în considerare 
structura e.xistentâ a sistemului, fimite mai bune pot ti obpnute prin utilizarea conceptelor 
de câi minimale zi tâieturi minimale, pe ba^a teoremei urmâtoare (VI8VV81l:

teorema Z.8.9. fie <D(-f) tuncpa de sNaicturâ a unui sistem coerent zi
...... /-,) luncpa sa de fiabilitate, vacâ .............. repreMtâ tâietulile 

minimale ale sistemului zi 7^, 7/ câile minimale ale acestuia, atunci:

»I 2 -
Np- ......Ii?! 08.29)
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OemonL^-e. /-csocund Lecârei tâietun 6, câte o tuncpe s^utâtosre crescâtoare

l- 13(1-^,)

;j stnânâ cont âe suplul câ covsrisnp s âouâ limciii slestosre crescâtosre este porilivâ 
lIE8y^, ââ pe b-L» rslâpsi (Z5.4) ?i

(3.8.9) 8e poate 8crie:

z^i.... I3 cu - â
s- " ' (Z8.Z0)

.-.fl?r^d)-i^I33-
t^i ^ec; _!

In mod 8imilar Lecârei eâii 8e a8ociara câte o luncpe cre.8câtoare

13^

cu ajutorul cârora 86 poate 8crie:

f / "î /
, - L(/,,Lll -<K.V)I- LI M - V, (.V)) 13 ch - <^')1 - 

l-L--! 3
- (3.8.31)

- si/,, !
i-I -.c?t

kelapile (3.8.30) ^i (3.8.31) core8pund inegalitâtii din enunf

?e bara câilor yi tâieturilor 8e con8truie8c cloua 8i8teme auxiliare in veâerea 
evaluării limitelor cle Labilitate (reliabilit) bouncl8). ?rimul 8i8tem conpne conkÎAurapa 
paralelâ a componentelor in8eriate pentru Lecare cale minimală, iar al âoilea e8te compU8 
6in legarea in 8erie a wturor conexiunilor paralele ale componentelor pentru Lecare 
tâietura minimala.

Exemplul 3.8.10. ?entru calculul limitelor Labilității 6e tip terminal intre perecbea 
âe noduri (§,/) a rebelei punte din Lgura 3.7. l, cele doua 8ub8isteme auxiliare 8unt 
reprerentate de 8cbemele bloc de Labilitate din Lgura 3.8.8, obținute pe bara tabelului 
3.8.2 de cai zi tăieturi minimale. 8i8temul kurnireara, conform teoremei 3.8.9, o limitâ 
8Uperioara (upper bound) a Labilitapi Gemului original, care 8e poate calcula u^or pe 
bara compunerilor 8erie ?i paralel, ca Lind.

^0 ' I (I- (Z.8.Z2)
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a) Lrstemul 8 b) Li-temul 82

figura 3.8.8.

Analog se obtine o limitâ inferioarä (lower bound) a frabilitätü 8i8temului pe baza 
8cbemei bloc ^2

- ll - (I - XI - A - (I - XI - />- )Ill - (I - XI - XI - />5 >1 -
, , (Z.8ZZ)
^I-d-^XI-^XI-?,^

Dacâ 8e considerâ componentele de aceeași fiabilitate /-^0,9, atunci limitele äe 
fiabilitate 8unt 0,99734 ^i 0,97814, fata äe fiabilitatea 0,97848 a 
8Î8temului conform relației exacte (3.7.6).

7!
(7um 8e poate observa ^i âin exemplul prececlent, limitele äe fiabilitate äate äe 

(3.8.29) 8unt äe8Ml äe largi (pentru meâia aritmetică a limitelor 0,98774,
netiabilitatea prezintâ o abatere relativă äe 430y fatä äe valoarea exactä), äe aceea 8-au 
câutat ^i alte tebnici äe aproximare porninä äe la 8eturäe äe cai §i tâietun minimale. Dna 
âintre ele pornește äe la enumerarea tuturor cailor (tăieturilor) minimale ?i truncbierea 
expre8iei äe fiabilitate. (7alculânâ numai primii /. termeni ai dezvoltării, 8e obtine o limita 
8Uperioarâ (inferioară), metoäa tună numita /?/-/>? (truncation
approximation). ?entru âeterminarea ambelor limite 8e poate lucra ?i numai cu mulțimea 
tăieturilor minimale äacä pentru expanäarea relației äe probabilitate (3.8.7) 8e folosește 
tormula äe incluziune-excluziune (3.7.4). termenii ace8tei formule 8caâ ca mărime, cei 
äe ordinul întîi fiind puteri mici ale lui § in tuncpe de numârul de mucbii din tăieturi, cei 
de ordinul al doilea fiind de tapt produce ale celor de ordinul întâi, y.a.m.d.. Deoarece 
termenii dezvoltării alternează ca semn, 8e obțin ni?te limite alternante, cu atât mai precise 
cu cât numârul de termeni luati în calcul e8te mai mare, ketinând numai termenii de 
ordinul întîi ai dezvoltării reuniunii de tâieturi, 8e obține o limitâ inkerioarâ a fiabilitâtii. 
Insumână la acea8ta ^i termenii de ordinul al doilea rezultâ o limitâ 8Uperioarâ de 
fiabilitate. Valoarea aproximativă 2 fiabilității se poate lua ca media celor douâ limite.

Exemplul Z.8.11. f.xpresia de fiabilitate a conectivitâtii nodurilor a rețelei 
punte (figura 3.7.1) pe baza seMlui de tâieturi minimale este, contoiui (3.8.7):
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I 8i8ic^ci,oir vlu^ip^k

K , I - ) -p ?r(.^.r<) > ?r(x^zX,) >
- ?r(x,x,.^x,) - kr(.d,x,.v^) - ?r(.r,^^Xz)- ?r(^> (Z.8.Z4)

^?r(x,.r2^z^^;)^ î ^4?r(x,^2^z^4^:)I ^(.^x^Xz^x,)^

Oses löste mucküle su scees^i probabilitate cle detectare relalia devine:

/r, - I-jl2-^2-^-l5^

?entru />^0,9, deci §-!-/>" 0,1, fiabilitatea va 6:

/i., " l jl0,0221 - 10,000511 10,000041 -10,00001^ (3,8,36)

prin adunarea pe rând 2 valorilor din parante re 8e obpne o mulțime alternanta de limite:

^<1
> 0,978 

^<0,97851 
> 0,97847 
- 0,97848

In 2ee8t car media limitelor äe oräinul unu zi äoi dau /îm^0,978255, eeea ce 
reprerintâ o ero2re rel2tivâ 2 nebabilitätzi fa^ä äe valoarea ex2ctâ äe numai 1,04O/o.

f>n alt proceäeu äe aproximare implica aflarea numai a unei 8ubmulpmi a câilor 
82U tăieturilor minimale, care 8unt cel mai uzor äe gâ8it zi contribuie ce! mai mult la 
fiabilitatea rebelei, ve regulâ 8e iau in con8iâerare caile 8au täieMrüe care conpn un numâr 
minim âc mucbii (numite zi "bopuri"), metoäa fiind numitâ aproximarea cu bopuri 
minime (min bop approximation). ^8ttel 8e reäuce 8ubtanpal diticultatea legata äe gâ8irea 
câilor zi tâieturilor, âar pentru determinarea limitelor trebuie efectuat calculul 38upra 
tuturor termenilor clin dervoltarea formulei äe reuniune 3 probabilităților. Oâile minimale 
ale8e vor kurnira o limitâ inferioarâ a tiabilitâ^ii, iar tâietuiile minimale o limitâ 8Uperioarâ. 
Existâ algoritmi cu un parameU-u äe intrare care kurnirearâ valoarea aproximativâ a 
tiabilitâpi pe bara a ä câi care conțin un numâr minimal äe mucbii (tbe -^-8borte8t tie-8et 
metboä) Oele mai tiabile câi (re8pectiv tâietun) 8e aleg pe bare eun8tice.
38tfel încât probabilitatea reuniunii acelora 8â maximalirere (respectiv 8â minimalirere) 
liniita inferioara (8Uperioarâ). ("ele mai convenabile câi zi täieturi âin ace8t punct äe 
veäere 8unt cele care nu conpn elemente comune zi au cardinalitatea minimâ. 8-2 arâtat 
experimentă câ dezi teoretic exponențiala, metoda 8-a dovedit a ti polonomialâ in practicâ 
in rapoN cu numârul de câi zi täieturi.

Abordarea limitelor tiabilitâpi de tip (5.,) 8e poate tace zi pe bara polinomului de 
fiabilitate in /). con8iderând componentele identice. .^ce8t polinom are forma generalâ:

^>> (3,8,37)
'0
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unäe /7 reprezintâ numârul äe mucbii, iar / numârul äe câi complementare diferite äe 
dimnsiune z. Calea complementarâ (co-patbset) e8te o submulpme äe componente al cârei 
complement e8te o cale (nu minimalâ), aăicâ defectarea unei câi complementare la8â 
8i8temul funcțional. ?olinomul äe fiabilitate transformâ problema Labililapi in problema 
äe äeterminare a celor w>I coeficienți äin (3.8.37), finii coeficienți / 8e pot aLla uzor. 
Dacâ se noteazâ cu e cardinalitatea celei mai 8curte täieturi coeficienții/ pentru 8e 
âeterminâ pe bara urmâtoarei observatii: orice mulțime äe muckii äe dimensiune /<e nu 
poate 6 o tâieturâ, âeci con8tituie o cale complementarâ. Xumârul total al ace8tora este

âeci / ^ pentru z<c. fie acum numârul maxim äe mucbii care pot fi eliminate

äin O farâ a äeconecta legâMra äintre zi /. Diferența zr-cV va reprezenta âimen8iunea 
celei mai scurte câi äintre § zi /, âeci numârul äe modabtâp în care c/ mucbii pot ti 
eliminate tara âeconectarea lui O este egal cu numârul celor mai scurte câi äin O. 
Acesta este tocmai /, zi poate ti calculat în timp polinomial. Dacâ z>c/ atunci /^0, 
âeoarece în cazul detectării a mai mult äe cV mucbii § zi / vor ti sigur âeconectate, întrucât 
numârul mucbiilor operaționale este mai mic äecat âimensiunea celei mai scurte câi 
äin O. In consecinjâ, coeficienții necunoscuti/ äin relapa (Z.8.37) sunt cei pentru

?rin aproximarea coeficienților necunoscuti äintre / zi /_i în (3.8.37) se poate 
obtine o aproximare a fiabilitâtii aferente conectivitâtii (^ 0. In tp^OV86i se transpune 
metoäa pentru carul fiabilitâtii globale, în locul coeficienților necunoscuti corespunzâtori 
limitelor äe fiabilitate fiină introăusâ noțiunea äe b-vector, care se evalueazâ pe criterii 
combinationale. ?entru carul polinomului äe fiabilitate cu äouä variabile (mucbii zi noduri 
expuse la detectare, cu probabilitâti diferite) devine necesarâ stabilirea coeficienților / ai 
câte unei matrici pentru limita inferioarâ. respectiv superioarâ s8I iIX^94l.

problema limitelor de fiabilitate se poate pune zi sub urmâtoarea tormâ: ztiind câ 
fiabilitâtile componentelor variazâ între anumite Urnite date, care sunt cele mai bune limite 
interioare zi superioare pentru Labilitatea sistemului? 8olupa este datâ de rezolvarea unei 
probleme de programare liniarâ pornind de la setul de câi minimale zi setul de tâieMri 
minimale ^ dintre nodurile ^^086). Daca pentru frecare componentâ c? este data 
intoinratia

i ?rj componenta operaponalâ) <

atunci cea mai bunâ limita superioara a fiabilității de tip tenninal este datâ de

' min! I,min !> (3.8.38)

iar cea mai bunâ limitâ inferioarâ este:

max' 0.1 - min ^(1 - )' (3.8.39)
! ... - '
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Demonstrapa se bazeazâ pe teorema Iui kord zi kulkerson, care atîrmâ câ fluxul 
maxim între nodurile 5 zi e8te dat de capacitatea tăieturii minime (m2X-flow min-cut) 

?entru carul limitei 8uperioare de fiabilitate, capacitatea tăieturii minime 
(prin capacitate înlelesându-se valoarea asiznatâ mucbiei) determina o împacbetare 
optima 2 cailor (edze-pacldnz) din punct de vedere al fiabibtâfti Da fel, pentru limita 
inferioară, calea minimâ (cea mai 8curtâ) determinâ o împacbetare maximâ a tăieturilor 
(capacitaple asignate în ace8t car mucbiilor tîind valorile ^).

Determinarea 8etului de cai zi de taieMri minimale, precum zi a Labibtajii e8timate 
2 unei regele, 8e po2te face printr-o 5/>-rr//cr?-L' ^DIK9Zj. Desigur prin 2ce28tâ
tebnica se obține o V2lo2re numerică 2 tiabilitâpi. fiind dat parametrul distribuției pentru 
fiecare componentâ (valorile pentru distribuția exponențiala) zi scbema bloc de 
fiabilitate 2 sistemului. ?rima datâ se determină setul de cai minimale prin parcurgerea 
sistemului de la 5 la l intr-o manierâ aleatoare. 8e genereazâ o cale aleatoare trecând prin 
succesorul tiecârei componente, pornind de la sursâ zi pana când se atinge destinația. 
Daca o componenta are mai multi succesori, atunci se alege unul dintre ei în mod aleator, 
cu probabilitas egale. ln situația în care succesorul selectat tace parte de^a din calea 
curenta, atunci înseamnâ câ s-a format o buclâ, se renunța la acesta zi se alege în mod 
aleator un alt succesor dintre cei râmazi. Da un algoritm de explorare e.xbaustivâ, deoarece 
procesul aleator nu garanteazâ cai unice, fiecare cale gâsitâ se comparâ cu cele anterioare 
pentru 2 elimin2 redundanta. Aplicând teorema absorbției, se retine calea care conține 
numărul minim de componente. ?entru 2 asigura ca mulțimea de câi minimale sâ fie 
completă, procesul se repetâ pânâ când de 500 de ori nu se mai gâsezte o cale nouâ 
(DD<9Zl ^etul de câi minimale se tolosezte în continuare ca zi criteriu de decide asupra 
netunctionalitâtii sistemului, acesta fiind considerat defect dacâ dupâ câderea unui numâr 
de componente nu a râmas nici o cale operationalâ. ?entru fiecare componentâ se 
genereazâ aleator un timp până la detectare, confoiin distribuției sale. 8e tace lista 
timpilor de defectare în ordinea producerii zi se elimina pe rând componentele defecte 
pana când se constata netuncyonalitatea sistemului Dupâ detectarea tiecârei componente, 
cele râmase se veriticâ ta(â de câile minimale zi dacâ se constatâ câ sistemul nu este 
funcțional, atunci înseamnâ câ componentele detecte tormeazâ o tâieturâ. Dâieturile 
minimale se determinâ pe baza acestora folosind teorema absorbției, ca la câile minimale. 
DcnMi tiecare simulare, care trebuie sa tie de ordinul sutelor pentru a se obpne rezultate 
acceptabile, se obpne câte un timp de delectare al sistemului, media lor fiind valoarea 
medie a timpului de funcționare Curba de fiabilitate a sistemului se detenninâ
prin distribuirea timpilor de detectare ai sistemului pe clase corespunzătoare Ia inteivale 
eZale de timp. Vsttel sc pot calcula ratele de detectare pentru tiecare interval zi valoarea 
de netiabilitate cumulatâ a sistemului la aceste momente fixe de timp. Valoarea distribuției 
cumulate a tiabilitapi sistemului se obpne scâzând din l valorile de neLiabilitate cumulatâ. 
iar intre douâ momente de timp considerate se poate aplica o inte,-polare. O rezoluție mai 
bunâ se obpne alezând mai multe intervale, ceea ce presupune însâ cât mai multe date 
(timpi de delectare ai sistemului), care se pot ob(ine în uirna unui numâr mare de rulâri de 
simulare (Simulation runs).

De multe oii se poate intâmpla. la sistemele mari. ca tebnicile analitice prezentate, 
cbiar pentru încadrarea fiabilității sistemului intre anumite limite, sâ devină deosebit de 
complexe. In acest caz sunt adecvate tebnicile de simulare (Simulation teebniques), cu 
toate câ ele produc numai estimâii zi nu rezultate exacte ^D92j. Dste necesar un 
numâr mare de rulâri pentru a reduce varianta zi a obpne indicatori acceptabili.
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Z.9. Dtilirarea teknicii booleene pentru calculul fiabilității

In cele prezentate pânâ acum, scbemcle bloc âe Labilitate ale 8i8temelor complexe 
au 5o8t analizate pe baza formulelor âe reductze de tip 8erie-paralel 8au a formulelor âe 
probabilitate aplicate asupra expresiei analitice a tuncpei âe structura. O metoda 
alternativa, menitâ 8â simpliLce calculele algebrice laborioase âin domeniul probabilistic, 
consta in a considera parametrii de Labilitate ale componentelor ca Lind variabile 
booleene zi a muta problema de calcul in domeniul algebrei booleene. Avantajul de seamâ 
ii reprezintâ posibilitatea utibzârii puternicelor teoreme de reducție booleene (idempotenta 
absorbpa etc.), care limitează dimensiunea problemei de calcul. 8copul urmărit este de a 
putea gâsi o tunctze booleanâ de variabile -r, asociate componentelor, care sa poatâ L 
interpretata direct (unu la unu) ca zi expresia aritmetica a Labibtapi sistemului, tăcând 
substituire:

-d, - l - /1,
suma booleanâ -» sumâ algebrica 
produs boolean -> produs algebric

(3.9.1.a) 
(3.9.l.b) 
(3.9.l.c) 
(3.9.1.d)

labelul 3.9.1.

Criteriul Domeniul boolean ! Domeniul probabilistic
1. Diagrama karnaugb (X-map) ! De probabilitate (?-map)
2 Variabile Vooleene (valori discrete 

de l zi 0 corespunzătoare 
lui adevârat zi fals)

! ?robabilistice (valori continue intre
I 0 zi 1 cu valon extreme 

corespimzâtoare situației de sigur
! detect zi sigur t'uncponal)_________

3. formula de calcul ! Axiomele zi teoremele 
j algebrei booleene_______

§ .Axiomele zi teoremele teoriei 
probabilitâplor

4 Operatori 8.^0 (>_^
?I(^)

! ' ' 
i_______________________

! ?lus(>)
! Xbnus (-) 
i înmulțire (-) 
! împâilire (:)

O paralelâ sugestiva a algebrei booleene cu cea probabilisticâ este datâ in tabelul 
3.9. l. în ^/VX/V894c1 se tace o analiza a modului cum se rcLectâ Lecare din metodele 
de bazâ pentru calculul Labilitapi unui sistem multiterminal, prezentate la paragraful 3.7, 
in domeniul boolean. Oonsider o diagramâ I^arnaugb de 5 variabile, in care Lecare câsup 
corespunde unei stâri posibile a sistemului (Lgura 3.9.2). Vplicapile in "1 ' denota 
funcționalitatea rebelei de tip punte din Lgura 3.7.1 pentru problema conectivități 
?orma canonica a tuncpei booleene din diagramâ reprezintă tocmai tunctia de structura 
descrisa de (3.7.2). termenii acesteia, ca de altfel căsuțele diagramei Karnaugb, 
corespund la evenimente disjuncte (, ^ ^ ), deci tuncpa de Labilitate se poate 
ob(ine imediat, efectuând substituțiile de la (3.9.1):
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^-, - />i-r-z^4?r -,^2^z^4-5 ^I^2^z^4-r

-i?r-z-4^5 ^>^2-2-4?- ?i?r?Z^4^Z (Z.9.2)
2- ?l^r-Z^4^5 ^i-r-z^4^r 
?i-r?,^4^- -l?-^Z-4?- ^>^2^-4^, ^-2^,-4?,

Lxpresis obținută corespunde formulei de prodsdüitstc (Z.7.1) csre enumsrä toste 
stările de succes (dsrvoltare csnonics directa).

MKKMMaWW
0 0 0 0 1 0
0 0 si 11 0 si 11

Xz X2

?i§ura 3.9.2.

Dacâ se tace minimizarea funcpei din dia§rama Karnau^b de pe tißura 3.9.2, se 
obpne.

<D .x^.v, -. .v. Vz '.V, v^.Vz l' .X. .V,.x^ (3.9.3)

8e obseivä câ s-a obpnut tocmai tuncpa de stuctnrä sub foimä booleanâ. termenii acesteia 
reprezentând cäile minimale posibile dintre 5 zi /. Oe asemenea este de remarcat faptul eâ 
nu exista alta modalitate de minimizare a tuncpei. eeea ee m-a eondus la statuarea 
următoarei teoreme.

teorema 3.9.1. Oaeâ <D este kuncpa de structura a unui sistem coerent exprimata 
sub torma booleana, atunci forma ei minima disjunctivă este unicâ zi termenii ei 
corespund setului de cai minimale.

Z)emsn.v^//e. 8e pornește de la forma canonica disjunctivă a lui «D, care conpne 
top termenii canonici corespunzători funcponârii corecte a sistemului. Deoarece sistemul 
este coerent, adica defectarea unei componente (x ) nu poate cauza trecerea sistemului în 
stare funcționala, tiecârui termen de forma f.v îi corespunde zi un termen de forma în 
expresia lui <D (invers nu mai este adevărata afu-mapa). Dacâ este aza, atunci > .v - 
termenii fiind comasap. Xplicând succesiv aceasta proprietate pornind de la forma 
canonica, dispar toate variabilele neZate zi termenii râmazi corespund câilor (conform 
detinipei 3 8.2). Dupâ eliminarea termenilor redundanp, râmân cei corespunzâtori câilor 
nunimale, care este o mulpme unicâ a sistemului. De fapt acezti termeni reprezintâ 
implicanpi primi ai tuncpei O (înlâMrând oricare variabilâ dintr-un termen, 'mceteazâ sâ 
mai tîe o cale), expresia obpnutâ tiind tonna disMictivâ prescurtatâ sau
expresia caracteristicâ /Xceastâ tormâ se identiticâ însâ aici cu forma
disjunctiva minimâ, top implicanpi primi tiind esenpali. ?entru fiecare implicant prim de
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5orma corespunzător unei cai minimale 8e poate gasi cel putzn un termen
canonic (zi anume care nu este acoperit decât cle ace8t implicant,
äeoarece nu existâ nici o 8ubmultzme a variabilelor .r^ ,...,x^ care 8â corespunda
unei câi zi 8â implice tunctza, iar implicantzi primi nu contzn decât variabile nenegate.

.Analog, pentru a ajuta calculul nefiabili tatii sistemului pe bara tăieturilor minimale, 
am formulat următoarea teorema:

teorema Z.9.2. vaca cD reprerintâ tunctza de strucMrâ negata a unui 8i8tem 
coerent exprimata 8ub formâ booleana, atunci forma ei minimâ di^unctivâ e8te unica zi 
termenii ei core8punä 8etului de tăieturi minimale.

Oemozn/^za decurge 8imilar cu cea a teoremei anterioare.
lH

functza cle 8tucturâ negata corespunzătoare tăieturilor minimale 8e obtzne prin 
comasarea căsuțelor care contzn "0" pe diagrama l^arnaugb a lui H, pânâ când se ajunge 
la forma minima, care este unicâ:

H (3.9.4)

devenind la forma minimâ disjunctivâ (3.9.3) a tunctzei de structurâ, ea constituie 
ba^a pentru calculul fiabilitâtzi prin enumerarea câilor. Evenimentele corespunzătoare.4, 

nu sunt reciproc exclusive, aza cum se observâ din suprapunerea cuburilor pe diagrama 
Karnaugb. Oa urmare, ecuatza (3.9.3) nu poate 6 transpusâ direct într-o tunctze de 
probabilitate. înaintea acestei operatzi este necesarâ o minimizare în cuburi disjuncte, aza 
cum se aratâ pe diagrama de minimizare din figura 3.9.3. Din motive practice substimtzile 
.V, au fost de^a efectuate pe diagrama, astfel încât s-a obtznut o diagrama de 
probabilitate (probabilitv map, ?-map). Oe aceea, acest procedeu de determinare a 
expresiei de fiabilitate se mai numezte c/e /-zs^^z/z/cr/e (?-map
metbod). ve pe ea se poate scrie direct tunctza de fiabilitate.

" /''/'-(-/i " /',-/>) )

figura 3.9.3.
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Oxpresia (8.9.5) corespunde calculului de fabilitate utilizând 8UM6 de produse 
disjuncte ^i termenii 8âi 8unt scrizi în corespondenta direetâ cu formula (3.7.10) a 
probabilităților condiționate. Evident forma disjuncta a funcției nu mai e8te unicâ, de 
aceea labilitatea 8e poate exprima 8ub forma mai multor expre8Ü ecbivalente. 8copul e8te 
in8â de a obpne o exprese cat mai simplâ cu numâr minim de termeni, problema de care 
mâ voi ocupa 8eparat în paragraful următor. Metoda diagramei de viabilitate este foarte 
comoda de aplicat pentru calcule de mânâ având avantajul claritâpi, dar numai pentru 
8i8temele cu 6 componente, pentru care 8e pot întocmi diagramele de minimizare.

pentru a utiliza principiul de incluziune-excluziune dat de formula (3.7.4) pentru 
determinarea expresei de viabilitate, trebuie luap în considerare zr elementi comuni ai 
cuburilor (nedisjuncte) din diagrama de minimizare. ^sttel, relația de fiabilitate 8e poate 
obpne pe ba Li grupării termenilor din trgura 3.9.2, prin 8câderea din cuburile minimale a 
teiinenilor comuni de atâtea ori de câte ori 8unt acopenp mai mult decât o 8ingurâ datâ, 

deoarece ^prj.4) - ?i nu ?r(/l):
.-i

?2^5 ^2^Z^4 - <^1^2^4^5

' ?I?2?^4 " ^2^?4?5)
" ?l?4 ?2^5 î (/^2^4-5 ^1^2^Z^4^Z
?I?2^Z?4^5 ^^2^Z^4^ ?I^2^Z?4^5 ^1^2^Z?4^5 )

Descompunerea dupâ un element cbeie (3.7.15) 8e poate aplica dacâ numărul de 
componente e8te ?i>6, de8compunerea după fiecare componenta dând naștere la câte 
douâ diagrame de minimizare.

Oeneralirsre la fiabilitatea multiterminal. Per1orman(a de îndeplinire a unei 
anumite tunctii de câtre un 8i8tem distnbuit poate tî caracterizata printr-o fiabilitate de tip 
multiterminal. exprimata ca probabilitatea de a tî adevâratâ o funcpe booleanâ, ai caror 
termeni denota existenta unor conexiuni între 8ub8eturi de re8ur8e. funcția booleana 
introdu8â de fraNa zi Xlontanari pentru reprezentarea conectivității între douâ noduri 8e 
poate scrie relativ uzor la sistemele mici pe baza topologiei. Implicanpi acestei tuncpi se 
mai numesc identificatori de cale (patb identitîers). In ^0^481^ metoda se extinde la 
calculul labilitâpi de tip multiterminal, utilizând operatori ?I zi 8.40 la descrierea 
conexiunilor între grupe de noduri, Dacâ se lucrează cu noduri imperfecte ^i pentru 
acestea se pot introduce variabile în termenii funcpei. pentru determinarea tiabilitapi 
corespunzâtoare conexiunilor multiterminal descrise de tuncpa trebuie gâsitâ o 
acoperire minimâ cu implicanp disjuncti în vederea transpunerii expresiei într-o sumâ de 
termeni probabilistici de forma

(Z.9.7) 
.4

unde este probabilitatea ca evenimenwl 4 sâ se producâ - I). adicâ sâ existe 
conectivitatea intre nodurile speciticate prin enun^ Odatâ Zâsitâ aceasta kormâ booleanâ, 
expresia aritmeticâ a tîabilitâtii se obpne tăcând substituirile (3.9.1).

Exemplul Z Y.Z. Oacâ pentru rețeaua punte din «gura Z.7I se cere «abilitatea 
corespunzătoare conexiunilor multiterminal

BUPT



). OU O0^l?0^LE 85

(7^ - 8^01 ^,r

se obține tuncia booleanâ

unde <1^^ - .v^ ^2^-^z ?i - -^i^4 ^2^z^4- ^unctza <D„, este
reprerentata pe diagrama I^arnaugb din figura 3.9.4. I^uând acoperirile eu cuburi 
disjuncte, 8e obpne pentru <D„, forma

din care 8e obpne imediat expre8ia 8imbolicâ a fiabilitäpi de tip multiterminal cerute:

?igura 3.9.4.

Xletoda prezentată 8e poate utiliza cu 8ucce8 la determinarea probabilitâii cle 
îndeplinire a unei anumite aplicatii într-o re^ea, cuno8cându-8e fiabilitaple nodui-ilor 
procegoare ?i a legăturilor, precum ;i distribuia programelor ^i datelor (paragraful 5.1).

3.10. vîsjunctirarea termenilor din funcția de structura

vupa cum 8-a varut din analiza tacutâ în paragraful precedent, forma cea mai 
simplâ a expresiei de fi2bilit2te, cu numâr minim de termeni, 8e odpne prin considerarea 
cuburilor disjuncte de pe diagrama de minimizare a funcpei de structura aferente. I'ebnica 
booleeanâ devine deci comoda de utili rat, inclusiv pentru implementare pe calculator, 
daca expresia booleana a acestei tuncpi se aranjearâ astfel încât sâ conpnâ numai termeni 
disjuncti înainte de conversia ei în domeniul probabilistic. Evenimentele de succes .4 
asociate termenilor disjuncti, fiind reciproc exclusive, transpunerea în funcția de fiabilitate 
este posibilâ pe bara relației de probabilitate:

! »»:

(3.10.1)
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unde /n reprerintä numârul termenilor disjuncp. ?erultatul obținut va 6 o c/e 
â/r/^re^e (80?, sum of disjoint Products). Oaeâ /l, reprezintă evenimentele 

asociate cuburilor disjuncte date de comasarea O-urilor de pe diagrama de minimizare, 
aMnci suma de produse disjuncte corespunrâtoare va da expresia funcției de neliabilitate 

i 1-/r. (7u aceastâ precirare tot ce voi prerenta în continuare referitor la dis^unctirarea 
termenilor este valabil, atât în carul în care termenii desemneara cai, cat zi în carul în care 
ei desemneara tăieturi. In primul rând, se pune întrebarea care este condipa ca doi termeni 
booleeni ai unei expresii disjunctive sâ fie disjuncp? kâspunsul este dat de urmâtoarea 
teoremâ

teorema 3.10.1. Ooi termeni booleeni conjunctivi sunt disjunct dacâ zi numai 
dacâ un termen conpne o variabilâ booleanâv zi celâlalt conpne aceeazi variabilâ dar 
negatâ.V.

este imedîatâ zi se barearâ pe faptul câ unul din termeni va 6 inclus 
în domeniul corespunrâtor lui v de pe diagrama K^arnaugb, iar celâlalt în domeniul 
corespunrâtor lui v, cele douâ domenii neavând nici un element comun.

Oacâ se comparâ doi termeni ai unei sume de produse booleene, atunci pe bara 
teoremei precedente se poate stabili dacâ ei sunt disjuncti sau nu. In situapa în care ei nu 
sunt disjuncti, atunci trebuie efectuatâ o modificare asupra unuia din termeni. ?ie T'i zi T', 
douâ produse booleene nedisjuncte zi complemenMl relativ al lui T'i fa^â
de (mulpmea variabilelor care existâ în T'i, dar nu existâ în ^). (^oate variabilele 
sunt scrise aici sub formâ necomplementatâ, dar aceasta nu afectearâ generalitatea 
rerultatului). ?oate avea loc unul din urmâtoarele caruri.

l. Oacâ <7. atunci deoarece termenul este acoperit de
2. Oacâ aMnci se face disjunct cu prin introducerea variabilelor lipsâ 

pe bara următoarei dervoltâri care conpne numai termeni reciproc exclusivi.

(Z.I0.2)

Aceastâ tebnicâ este general valabilâ zi se poate utilira totdeauna când se 
calculearâ fiabilitatea (netiabilitatea) pe bara funcpei booleene date de setul de câi 
(tâieturi) minimale. Astfel ea sta la bara algoritmului Iui ^brabam ^.^6K^791. prerentat 
pe o re^ea de referința în . Vnexa 1.

Exemplul 10.2. ?entru a ilustra procedeul, aleg funcția corespunrâtoare setului 
de câi minimale din rețeaua punte (figura 3.7.1):

§ " ^2-rz - Xi V? - (3.IV.3)

8eleclâncl primul termen (marca! cu xâgcată) ;i comparânău-l cu ceilalți pentru a-i face 
disjuncti pe bara celor de mai sus, se okpne:

<l- -- ^1^4 r,(v,.v,) x,(.r,.c^) -
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^cum toîi termenii 8unt äisjuncp fatä äe primul. X'loäcänä MA äeparte termenii äin 
äreapta ea sä tie äisjuncp ka^ä äe al äoilea, re^ultä:

r

Kepetanä ^i pentru termenii următori aceeași proceâurâ, relapa äevine:

r
<D(äi87UNet) - ^^x^4 ^.Vi^2^4^z^^2(^1^z^4^z)^^^2^z^4^z -

^.V^2-Vz ^'^^2^4'^

8e od8ervâ câ expresia obpnutâ este complet äHunctä îzi nu conpne termeni reäunäanti, 
äeci poate 6 interpretată ca o tünche äe probabilitate.

^>^4 ^?r-4?5 ^l-rZ>z-4/>- *?l?r^4-- (Z I0.4)
IU

Dacâ 8e pornește äe la stârile äe 8ucce8 ale sistemului, 8e poate folosi o metoää äe 
minimizare äerivatä äin cea 2 lui tzuine ;i iXlcOluskev, âar care furni^ea^â implicanp 
primi âisjunctz ^X^^^894b^. zXcest algoritm, reâat în .^nexa 2, are avantajul äe 2 
proäuce expreß äe fiabilitate 8ub forma analiticâ cu numârul cel mai mic äe termeni.

?ie

lZ^O.5)
r-I

Luncpa booleanâ formatâ äin termenii T', corespunzători câilor minimale (asociate 
tuncponârii sistemului). (Dacâ 7", corespund netuncponârii sistemului, aăicâ tâieMrilor 
minimale, atunci tuncpa va 6 H). .^ceastâ funcție se poate pune simplu sub formâ äe 
suma âisjunctâ äacä se scrie sub forma:

O- (Z.lO.6)

In scbimb problema care se pune în continuare este äe a pune sub tormâ âisjunctâ ^i 
fiecare termen conținut într-un termen äe forma 7" - ^-1 âl noii tuncpi. Intl-ucât
acest termen corespunâe situapei ca câile 7^ (/-1,2,..../ I) sä tîe âefecte cu conâipa ca T' 
sâ tîe bun, el se poate exprima ca:

- ^(^1^2 --^-1 ) viabilele 6in r-I

______________ (Z.10.7)
- - 7^ 0?(5)

unäe am notat - (T'i 0 72 . 0 7^_^ aăicâ reuniunea termenilor preceâenp lui T' în
care variabilele care apar în 7^ s-au înlocuit astfel încât 7>1 (practic ei se vor șterge äin 
acești preâecesori). 8-2 introäus un oper2tor O? care proäuce äin H o sumä äe termeni 
âisjuncti. Astfel äe operatori äe äisjuncti^are sunt operatorul exclusiv (k-operalor, 
exclusive operator), operatorul äe combinare (OXD, combine operator), complementul
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relativ (relative complement) §.a., o lista completa a lor liind data în ^8OH931. In 6nal, 
expresia tunc(iei cu termeni disjuncti va 6 data de:

-VsâisMnct) - T-,0^ O? (5,)) (Z.1V.8)

exemplul Z.l0.Z. ksiau kuncpa (Z.lO.Z) â exemplul preceâent pentru 2 explica 
utilizarea operatorului Oe fapt L(^) furm^ea^a pe (unde este o subfunc^ie 
disjuncta) sub formâ de suma loZica de termeni disjuncti:

^2 (^-r4)r^x,-i -^4

k(^i-rr) -
-5z - (^i-^ - ^4

L(.^4 ^>^2) - ^4^2
^4 - (.V1.V4

.x>)^

Oonform relapei (Z.10.8), rerultâ:

<D(disjunct) - ^^^4 ) ^'^^.v^5(^2^4 )^^2^z^4(^4^5 )

ke^ulta imediat funcția de tîabilitate, ecbivalenta cu (Z.I0.4):

?i?4 §i§4 ) ?i?z?z-2-4 (Z.I0.9)

O alta posibilitate de calcul a lui 7' cu termeni disjuncti este oteritâ de scnerea sa 
sub torma:

7' -<^.«7^7',)7:) _)^.,
((7^ O??,)O?7',)0k...)Ok'7^ (Z lO.lO)

unde O? este un operator adecvat care produce pe 7^7^, sub lorma de termeni disjuncti 
(de exemplu operatorul î utilizat "m lVLLI^911). I^uând relapa de mai sus 
turni^ea^â termeni dis)uncp corespunzători Iui 7^, astlel încât tunctia ini^ialâ sub lorma 
unei sume de produse disjuncte va ki data de:

NäHunctl-T-.O^ (Z.IO.Il)

/-2

exemplul Z ia.L Voi folosi pentru Lyunctirnea tunepei (Z.lO.Z) un operator âe 
neA-re EO 7-, care lurnirearâ pe 7^ (unde este o con)uncpe âe variabile) sud forma 
de suma booleanâ de termeni dis)uncp:
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T'^ 7^2 ^o ^^1-^4)

7^ - (T'z MO ^) MO 7^ )(^2 ^^2-^r) - ^i^z^z(^r^4)

7^ - ((7^ MO 7^) MO 7^2) MO 7^ (^i )(^ X-^i

Oontorm (3.10.11) 8e obține:

H(âi^unet) - .r^ )^^^(^^

eare permite tr2nspunere2 äirectä in luncp2 äe Labilitate, care e8te aceeași cu (3.10.9).

1one> a propus un algoritm äe äisj unctitare zi äe calcul a Labilita(ii äe tip 
terminal porninä äe la 8etul äe cai (8au tăieturi) minimale, ba^at pe generarea 8electivâ a 
stânlor relevante prin alegerea zi rete^irea ramurilor unui arbore binar (pruneâ tree 
approacb) ^0^.83j. ?entru 8ckema bloc äe Labilitate alternanta (Lgura 3.10.1), 
preluata ca retermja âin ^/H-HO6I^-2I7 ^H86^, tuncpa corespun^âto2re 8etului äe câi 
este:

(3.10.12) 

§

<D - X1X4 ^^2^4

?igura 3.10.1.

visjuncti^area 8e ba^ea^â pe construirea unui arbore (Lgura 3.10.2). alegană pentin 
Lecare nivel cate un element äe ranaiLcape (brancbing element), care primezte valoarea 0 
pentru ramura âin 8tânga, re8pectiv 1 pentru ramura äin äreapta. In moä normal arborele 
ar trebui 82 âucâ l2 gener2re2 celor 2^ 8târi p08ibile, cee2 ce ar cere un con8um äe timp 
inacceptabil äe mare. 8e ob8ervâ msâ câ construcția arborelui nu mai trebuie continuata 
âacâ se ivezte una äin următoarele situatii:

I. /X râmas o singurâ cale (aici â> x^z).
2. 8-a gâsit o cale äis^unctä (<D 1).
3. M 2 M2i râm28 nici o c2le (<D 0).
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?igura 3.10.2.

.^.ceastä reteräre 2 ramurilor care generearä stäri nerelevante duce la reducerea 
consideradilâ 2 efortului de c2lcul. Oe pe 2rdore reirultä imediat functa cu termeni 
disjuncti c2re conpne to2te stärile favorabile'

<D(disjunct) 2 ^4 (3.10.13) 

?entru alegerea elementului cle ramitîcatie intr-un anumit nivel, 8e pot adopta diverse 
reguli de selecpe:

l. ?rimul element al celei mai 8curte câi.
2. Clementul care apare in cele mai multe câi.
3. Clementul care apare cle cele mai multe on în câile cele mai scuNe.
4. 8e efectuează pentru fiecare element produsul dintre lungimea celei mai scurte 
câi care conpne acel element zi unu plus numărul de câi în care nu apare acel 
element, iar apoi se alege elementul pentru care 2 iezit V2lo2re2 minimâ.

Regula 1. cea mai simplâ zi care gâsezte^eliminâ devreme caile lungi, duce la un timp de 
calcul minim, în scbimb 3 zi 4 necesita cele mai puține iterații.

8impUNcâri în determinarea expresiei de fiabilitate. în vederea reducerii 
numărului de termeni generali în suma de produse disjuncte zi implicit 2 timpului de 
c2lcul, 8-2U câut2t diferite criterii de ordon2re 2 câilor/tâieturilor minim2le. tratarea lor 
intr-o ordine 2le2t02re 'm vedere2 disjunctirârii nu p02te gar2nt2 o expresie cât M2i simplâ 
pentru funcpa de fiabilitate. Aceste Ze/rn/c?/ (preprocessing lecbnictues).
care se 2plicâ seMlui de câi/tâieturi minimale înainte de 2 trece l2 modificarea termenilor 
28tfel încât sâ devinâ disjuncti doi câte doi, pot ti 'm principiu urmât02rele fl<>V1781 
l.^6^^79j^O(?^887IsVV18901:

» Ordon2rea dupâ distanta tlamming (Hamming distance ordering). 8e 2lege in mod 
2rbitr2r o cale tâieturâ c2 reterinjä, i2r celel2lte se sortearä in küncjie de crezterea 
distantei flamming ta^â de 2ce28ta. In 2cest car termenul urmâtor din listâ V2 ti 
2cel2 c2re 2re cele M2i multe vari2bile comune cu termenul de reterinjâ, iar ultimul 
termen din listâ (cel mai depârtat) va avea cele mai puține variabile comune, 
termenii care au aceeazi distan^â ttamming pot 6 luap in orice ordine intre ei.
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« Oräonarea lexicograLcâ (lexicoßrapbic orderinß), care constâ m aranjarea 
termenilor corespun^âtori câilor/tâieMrilor in ordinea cre8câtoare a indicilor 
variabilelor a8ociate componentelor.

» Ordonarea dupâ cardinalitate (cardinali^ ordering). 8e pornește de la teiinenul 
corespunzător câii/tâieturii cu cele mai puține componente zi 8e eontinua in ordinea 
crescâtoare a numărului de variabile din Liecare termen. In ca^ de egalitate a 
dimensiunilor, termenii re8pectivi pot 6 aranjati in orice secvența.

8ob zi p.ai au analizat efectul ace8tor criterii aplicate la 19 resele de referința, 
generând fiabilitatea de tip terminal pornind de la caile minimale zi nefiabilitatea pornind 
de la tâieturile minimale ^801195 j. 8-a con8tatat câ preproce8area dupâ distanta flamming 
zi lexicoZratrcâ nu aduc avantaje la relele mari, adicâ nu reduc numârul de termeni 
disjuncti zi timpul comparativ cu cele date de o ordonare aleatoare a termenilor. 
Ideea de ba^â a acelor metode e8te de a pne cont de variabilele comune din cai tâieturi, 
dar întrucât la un numâr mare de componente zi permutârile variabilelor a8ociate e8te 
mare, acest avantaj di8pare dupâ primele fare de calcul. In 8cbimb ordonarea dupâ 
crezterea cardinalitâyi reduce con8iderabil numârul de câi/tâieturi disjuncte zi timpul O?bl, 
fiind net 8uperioarâ celorlalte metode. -Vcest lucru 8e expbcâ prin faptul câ în tarele 
incipiente de calcul 8e iau în con8Îderare termenii cu cele mai puține variabile, care 
acoperâ un numâr mare de 8târi de 8ucce8 zi în consecintâ numârul de cuburi disjuncte 
formate fatâ de ace8tea va ti mic.

Ordonarea pe bara cardinalitâtii a câilor mimmale prerintâ zi avantajul câ termenul 
disjunct pentru cea mai lungâ cale cu ^V-1 mucbii (care trece prin toate nodurile) 8e 
obtine 8Împlu prin inter8ectarea termenului Z', cu complementul re8tului de variabile, 
acea8tâ observație tîind exploatatâ de alZontmul 8VPH. tId.VKI87f .Vcest alZontm este 
de8tinat pentru calculul expre8Îei 8Îmbolice a probabilitâtii de comunicație (.;. /) într-un Zrat 
(orientat 8au neoriental), pomind de la setul de câi dintre cele doua noduri, procedeul de 
calcul evitâ necesitatea disjunctirârii la fiecare iterape, operapa eea mai mare 
consumatoare de timp, prin utilizarea de probabilitati condiționate:

/î - ?r(^ ) ?r(^,) ?r(^-b)-...- ?r(^..) ?i( i ) (^. 10. l-t

unde ,-i reprezintă eveninientul 'calea este operaționala'. In aceasta relație trebuie 
calculap doua teluri de termeni. ?iünul. ba^at pe independenta detectării mucbiilor. este 
evident:

(Z.10.15)

unde reprezintâ tiabilitatea mucbiei e,. /VI doilea te! de termen este 
?r(^^ ... !.-!,), care se poate scrie:

-- (5.10.16)

unde constituie evenimentul "calea neoperationalâ. cu condiția câ este 
operaponalâ ". Evenimentul contrar, care desemnează "calea ? operaponalâ. cu
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eonâpa cä este de asemenea operaponalâ", corespunde însâ tocmai mulpmu 
elementelor care sunt în p, dar nu sunt în :

?, ' S zi 6 (3.10.17)

operatorul ( >) fiind numit operator exclusiv, var se observa câ o parte din se absorb, 
zi anume aceia pentru care este o submulpme a lui 7^ (unde 7^ ^>7^ - ,
-^,/^1,2,...,/-1) zi rămâne un set minim 3/ de mulțimi condiționate corespunzătoare 
situației când este operaponalâ.

Lxemplul 3.10.5. fie câile următoare, ordonate dupâ lunZime:

^3, ^5)

^5,

^4, 
" î^i, ^3, ^4..^)

pentru carul când este operaponalâ se obpne:

?r(^ ^^4 .^^4) - ?r(.^ ^(-*2 '^.^)^-^21

- ?r(^z ^,X2)

Ou alte cuvinte, din seturile ?2>4 " fv2, ?i ^,4 " î^2>, al doilea a fost
absorbit zi 2 rerultat^

Observația precedenta leZata de absorbția unor termeni reduce substanțial numărul 
de termeni care trebuie examinati la fiecare iterape. Kerultâ deci câ.

i' -

0--!,.! (Z.I0.I8)

In continuare, pentru evaluarea acestei probabilitati existâ doua carun posibile:

2) Io2te evenimentele . sunt independente, adicâ mulțimile asoci2te nu conțin 
elemente comune luate douâ câte douâ (?^ r. O). în acest car conform (3.5.8) se 
poate scrie simplu:

si-.' , (Z.I0.I9)

b) Lxistâ elemenle comune printre mulțimile corespunrâtosre evenimentelor.^ .̂ 
în scsxl ca? !>e «epsrâ ;i ne extrsK mulțimile inclepenâente âincees ce âuce ls 
partiponarea acesteia într-o mulțime
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/(^/.) - : pentru toateS

de 8eturi conditzonale independente zi o multzme

care contzne re8tu1 de 8eturi conditzonale din 7/. Ca urmare zi în formula de calcul 8e vor 
putea i^ola zi calcula probabilitate core8pun2âtoare 8eturilor independente:

(3.10.20)

mai ram38 de calculat primul factor al relatzei (3.10.20), ceea ce 8e poate face 
de8compunând cu teorema lui 6a^e8 (data de (3.5.12)) dupâ tiecare element comun, 8au 
pe ba^a tăieturilor a8ociate multzmilor^. Aplicând ace8t ultim procedeu, 8e obtzne: 

s'
(3.10.21)

unde (7/ repreÂntâ o tâieturâ a 1ui D(^), adicâ multzmea de elemente care, cârâite toate, 
duc la întreruperea tuturor 8eturi1or conditzonale din O(^/). ?entru a putea calcula 
probabilitatea reuniunii, fiecare tâieturâ (7/ trebuie tăcută di8^unctâ cu celelalte, zi anume 
8e înlocuiezte cu:

^,.(7 ^^2,(7,^. ... ,

unde e repreÂntâ mucbiile care exi8tâ în (7^ dar nu exi8tâ în (7.. .Algoritmul mai 
tace o 8implitîcare pentru determinarea expre8iei de fiabilitate, pe ba^ unei ob8ervatzi 
enunțate mai înainte: daca calea ?. are lungimea maximâ 7^-1, știind numârul de noduri, 
atunci probabilitatea ?r(^^../ ^_^ ) e8te eg3lâ cu produsul netîabililâtzlor tuturor 
elementelor care nu apar în ?,. In conclude, termenii di8)unctz 8e deduc dupâ trei 
proceduri 8epara1e, dupâ urmâtoarele categorii: (1) 8eturile conditzonale minime nu au 
elemente comune, (2) exi8tâ elemente comune printre ace8te 8eMri zi (3) lungimea caii 
e8teV-1. Cu ace8te 8inipliticâri, complexitatea algoritmului e8te O(/,C) în tunctze 
de numârul de câi m, dar exponentialâ în tunctze de numârul de noduri ^V.

Luracott a propU8 8impliticarea toi'mulei de tîabilitale (^>,/) zi globalâ, atât pentru 
graturi neorientate cât zi orientate O^(C,i7), prin ordonarea partzalâ a tăieturilor minimale 
în tunctze de multzmea de noduri 8eparatâ ^6C^^83f ^cea8tâ ordonare partzalâ nu e8te 
M8â aplicabilâ zi în ca^ul câilor. dotând cu C multzmea de noduri 8eparate de tâietura / 
a8tt'el încât nodul 8ur8â relatza de ordine 8e detmezte 38ttel: d3câ , atunci 
tâieturile 8e 3tlâ în rel3tz3 /</. Calculul fi3bilitâtzi 8e face pe b3^3 nefi3bilitâtzi, d3tâ de:
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unde (7, reprerintä evenimentul corespunrâtor Mturor mucbiilor defecte clin täietura r. 
vacâ se notearâ cu / mulpmea Mturor tăieturilor cu k</ astfel încât pentru orice ^E/, 

7^, atunci termenii care nu tac parte clin/se pot elimina, zi anume.

(Z.I0.2Z)

Astfel problema s-a redus la căutarea deconectivitapi în subZraful 0^ corespunzător 
nodurilor din 7'. Lste posibila simpliticarea în continuare, prin înlocuirea termenului (7^ 
corespunzător tâieMrii a Aratului O, cu termenul (7^ corespunzător tăieturii din care 
separa aceeazi submulpme de noduri ca zi ?ractic se elimina din tăietură arcele care 
nu fac pane din subaratu! O .

7(7 ' (7 - ' 0, (310 24)

.Avantajul acestei relapi consta în faptul ca astfel oricare (7^ va ti independent (nu 
conpne element comun) cu (/,. (7a urmare, probabilitatea corespunzătoare se va putea 
scne:

7 > 7 >
l^! 7^» 7^ (3.10.25)

unde /^(O,) ?rf'> conectat la toate nodurile din Astfel calculul fiabilității în O se 
reduce la determinarea conectivitâpior în subAralurile O, zi este data de:

/r - 1 - 7' - 1 - X?'(O.) ?r(C.) (3.10.26)

I^evîn acum la ca^ml când fiabilitatea de tip terminal se exprima pornind de la 
tuncpa de structurâ <D data de suma booleanâ a termenilor corespunzători căilor minimale. 
?roblema disjunctioni termenilor este inZreunatä daca numărul de variabile este mare, de 
aceea am propus efectuarea unei substituții în funcpa de cale d), barata pe identificarea de 
câi de ba?L zi câi alternative în O între nodul sursâ zi cel destinație ^.^X^895a^. 
Orupând termenii tuncpei în jurul câilor de barâ se poate reduce numârul de termeni prin 
scoaterea de factor comun zi în urma substituției se reduce numărul de variabile. Voi 
ilustra pe un exemplu.

Exemplul 3.10.6. ?enlru rhesus clm sigura 3.10.3 kmc(is âe cale 
corespunzătoare perecbii de noduri (v, - v^) este:

' '^6 - ^7 . .V1.V2.Vtz , V>VzV^ .V^V^Vtz _ .Vt.V2.V^V7 (Z. 10.27)

8e observâ câ fvi. .V2, v-) este o cale alternativâ pentru calea de bara (.v^, .v-), iar fvi, .V2. 
vf este o alternativâ pentru V5 v.). Oivipand termenii corespunzători, se obpne:
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ch (.Xz .^7 (^z o .Vi.V2>X^7 ^>V6 (3.10.28)

In urma substituției^ .vz 8e obpne o tuncpe de numai 5 variabile în loc de 7 ;i de 
4 termeni în Ioc de 6:

cv ^7 (3.10.29)

Determinarea ?r(<D 1) devme o problema mai 8implâ pentru D 8cri8â 8ub forma 
(3.10.29), decât pentru «D scrisâ 8ub formâ (3.10.27). Daeâ 8e notea^a în ordine cu 7^, 
7"z, termenii funcpei (3.10.29), regulile de calcul probabili8tic dau:

-?r(7^^(7^)^

- ?r(^^)> ?r(.^6^.V7)^ ?r(^^^^^)> ?r(>^x^z^) - (3.10.30)

8ingura problemă a mai râma8 calcularea lui tunctia de substimpe fiind în8â 
8implâ, dis)unctirarea ei e8te imediatâ:

i l^r(>- 1)- ?r(^ .v^)- ?r(.vz^.r^2^)^ îo

- ?r(.^) prf^.^-^) - /)z -

înlocuind (3.10.31) în (3.10.30) 8e obține u^or expresia fmalâ a fiabilitâtii de tjp 
terrninal:

(Z>Z ^lZ>2§z)^6Z^^ ^o Z?)

f-

Oalculul fiabilitatzi pe ba^a 8umei disjuncte (3.10.6) impune la pasul /, a.;a cum am 
arâtaf calculul unui termen de forma 7 î̂n care 8e eliminâ variabilele 
conținute în 7^. (8e constata aici o ^U8tificare a necesității de a ordona termenii dupâ 
creșterea cardinalitâpi, în speranța de obtinere a unor expresii 7^- 7^... 7^ cat mai 
simple, cu cat mai puține variabile). Dupâ eliminarea variabilelor în aceastâ sumâ 
booleanâ pot râmâne ?i termeni redundanti, care dispar pe ba^a absorbției sau 
idempotentei. pentru eliminarea timpurie a acestora am pus la punct o metodâ sistematicâ, 
pe care o prezint sub forma unui exemplu.
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Lxemplu! 3.10.7. 8e considera rețeaua din fiZura 3.10.4 în care se cere fiabilitatea 
comunicatei (.5./). 3ennenii 7^ corespunzători câilor minimale 8unt trecup în tabelul 
3.10.5 în ordinea crescătoare a numărului de variabile. ?entru fiecare astfel de termen se 
formea^ o mulțime de noi termeni ob^inup din cei precedenti cu eliminarea variabilelor 
conținute în T', ^i excluderea acelor termeni e / pentru care exista e astfel încât 

unde j7^) exprima mulțimea variabilelor din termenul 7U termenii 7^ zi 
7^ râmași în tabelul 3.10.5 permit exprimarea ușoara a expresiei analitice de fiabilitate, ?i 
anume:

prfx.r« ?r(.rr >

- ?r(^ ?r(^2
- ) <- ?r(.v^ - .v, ^r,.^.r,X7) -r

" ?:?6 - <!' ^(1- /-.XI -/>,/>.)/^Z>6

î(> /'kX! ?,/^ ^-(l- ?, X l ?->Xl->^1^-1 ^5/^6 (Z.1O.ZZ,
- (I - /-.XI -

(eca ce MSI este toarte important de remarcat, câ în cadrul tiecârui termen factorii 
produsului loxic au variabile diferite, deci corespund Ia evenimente independente ;i pentru 
calculul probabilitâtzi corespunzătoare se poate aplica direct formula (Z.5.8-.

ladelul Z.lO.5.

0.. ? .>__________ /___
1 ! x^x-s !
2 > -Vl.^7

3 .Vt.V>V6 .v>, ,v..r7

4 ! V5, vi.^.

5 î .^2' Xz, ^2 ^

6 X2X6 -. .Vi, .Vv. .V2. ^6-

7 I .^>^7 j Vs, V,, Xz, ^lX>V7

O alta posibilitate de simplificare a calculului de fiabilitate se obține prin 
descompunerea tunctiei de structura -V în subtunctzi disjuncte mai putzn complexe ;j cu
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un numâr mai mie 6e variabile. Metoäa este utilâ dacâ numârul (le componente este mare, 
iar noile luncii rezultate se pot trata comod pentru disjuncti?are pe câte o diagramâ 
Xarnaugk, în icleea câ descompunerea se face astfel încât aceste Lunc^ii sâ aidâ cel mult 6 
variabile. Descompunerea lunctiei O dupâ anumite variabile poate urma douâ moduri de 
abordare:

* Descompunerea dupâ (exbaustive policv), care se face pentru
toate cele 2^ combinati posibile al variabilelor selectate .vr, ..., . l<elapa de
descompunere este:

^2-1 -0

-^-1 .7^1 (3.10.34)

De fapt metoda restrânge tratarea lunetei originale pe subdomenii, conform 
diagramei din tîgura Z.10.6.a (unde s-a luat /^3).

« Descompunerea dupâ (conservative polic^) se ba?ea?â pe
UMmâtâprea succesivâ a domeniului tunctzei (figura Z.10.6.b). Dezvoltarea va 
conduce în acest ca? la numai ^1 tunctzi partzale, dar acestea nu vor mai 6 
ecbilibrate ca zi complexitate (<di este mai complexâ decât H>2, aceasta decât <Dz, 
z.a.m.d.):

r.-1 -.--0
(Z.I0.Z5)

- x,ch,

sigura 3.10.6.

Lste clar zi din figura 3.10.6 câ termenii dezvoltării vor 6 di.^uncp, deci problema 
se reduce la disjunctirarea noilor tunctii Acestea peimit o tratare mai uzoarâ. deoarece 
conpn un numâr mai mic de variabile. ?entru a obpne expresii cât mai simple pentru 
funcțiile este de dorit ca variabilele dupâ care se tace descompunerea, zi care vor tî 
eliminate, sâ 6e cele care apar în cei mai mulp termeni din tuncpa de strucMrâ H. întrucât 
pentru tiabilitatea de tip terminal aceasta se exprimâ pe ba?a câilor tâieturilor minimale, se 
pot alege pentru descompunere variabilele corespun?âtoare mucbiilor incidente la nodul 
sursâ zi/sau destinație, care apar de regulâ în cele mai multe câi tăieturi. 8trategia 
conservativa are avantajul de a produce mai pujine tuncpi parpale, dar care diferă ca zi
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complexitate, pe când la strategia exhaustiva toate funcțiile sunt echibbrate, dar numărul 
lor este mai mare.

Lxemplu! 3.10.8. Voi prezenta calculul fiabilitâpi prin factorirarea puncta a 
fhnctzei (D data de (3.10.27), dupâ o strategie exhaustiva pentru rețeaua äin figura 3.10.3. 
/Vlegând pentru descompunere variabilele asociate nodului destinație, se obpne:

<v- ^^.r7>I>^o^^7<I>,^i ^^7^.-0 (Z.10.Z6)
-7-1 -7-1 -7-0 -7-0

stimul termen fiind evident ^ero (.v^-O §i.X7-O întrerup orice cale) ?i aplicând teorema 
absorbției, rerultâ:

(?ei trei termeni ai tunchei (3.10.37) fiind reciproc exclusivi, problema se reduce la 
disjunctivi ea următoarelor trei tuncpi simple:

- .r^.v§ ^'^^^1^2 (3.10.38.a)

cd, - .^.Vz ^^.V2^z (3.10.38.b)

Xi^2 - .v^î.X2^^z (3.10.38.c)

?e ba?a relapilor (3.10.37) ^i (3.10.38) rezulta imediat funcția de fiabilitate câutatâ:

(3. 10.39)

Aceasta expresie simbolica a fiabilității este desigur ecbivalentâ cu (3.10.32), 
ambele tiind obpnute pe ba?a seMlui de câi minunate, dar dupâ procedee diferite.

In anumite situapi particulare obținerea tuncpei de fiabilitate este u^uratâ de 
propnetâhle pe care le posedâ graful asociat rețelei. Astfel, pentin fiabilitatea globalâ 
(sursâ la toate terminalele) 8 V1 (source-to-all terminal) "mtr-o re^ea orientatâ este 
adevâratâ urmâtoarea teorema lHI6.X94j:

feorema 3.10.9. Oondipa necesarâ ^i suticientâ ca sâ existe un arbore de 
acoperire in graful orientat (- (l',^ reteritor la 8.X^, este ca sâ existe cel pupn câte un 
arc incident câtre tiecare nod din !' j'), unde.> repre^inlâ nodul sursâ.

presupunând câ existâ un arbore de acoperire al lui O va exista 
câte o cale de la 5 la toate celelalte noduri, deci trebuie sâ existe câte un arc incident câtre 
fiecare nod. Invers, presupunând câ existâ câte un arc incident câtre fiecare nod diferit de 
5, pornind de la nodul sursâ se poate construi din aproape în aproape un arbore orientat 
care sâ cuprindâ toate nodurile grafului.
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6222t pe aceasta teoremä, tuncpa booleanâ äe strucMrâ pentru eseului tîabilitâpi 
8^ 8e p02te exprima u^or 8ub formä äe proäu8e äe factori, astfel încât fiecare factor 
corespunde unui noä 2I graiului:

KO)- o 0 X. (Z. 10.40)

Ou ^t(v) am N0t2t multzmea 2rce1or inciäente câtre noäul V. piecare factor 21 2ce8tei 
tuncpi core8punäe I2 evenimente inäepenäente, transpunerea în relape äe probabilitäp 
necesitä äeci num2Î disjunctive2 termenilor äin fiecare factor, cee2 ce decurge simplu 
datoritä numârului redus äe variabile (cele M2i multe variabile sunt conținute în factorul 
corespunzător noäului cu gradul äe inciden^â maxim).

Lxemplul 3.10.10. Ketaua orientata äe tip punte äin figura 3.10.7.2 satisface 
condipa ceruta äe teorema 3.10.9. puncpa äe strucMrâ care exprima condipa ca sâ existe 
un arc valiâ câtre tiecare noä Merit äe cel sursâ, este:

H(6) ^i(.v2^^z)(.V4^z) (3.10.41)

?entru ca expresia sâ tie transpusâ în K(6), trebuie disjunctira(i termenii äin paranteze:

<d(disjunct) - ^^^z) (3.10.42)

ceea ce âuce la:

^(O) - (3.10.43)

sigura 3.10.7.

pentru obținerea funcției äe structurâ corespunzătoare fiabilitâpi 8^ sub forma 
(3.10.40), Idigasbi^ama et al. au propus äouä metoäe barate pe âescompunerea grafului 
(IfI6^94l. Metoda formulei factorirate (factoreä formula metboä, p metboä) se barearâ 
pe aplicarea formulei pivotale äe factorirare prin unificarea noäurilor într-o ordine 
topologicâ. iodurile se numerotearâ astfel încât dacâ un arc merge de la la v, atunci /</ 
(figura 3.10.7.a). 'febnica de reducție se aplicâ pânâ când râmâne un singur nod, numit 
super nod sursâ. pentru carul din exemplul 3.10.10, factorirarea dupâ dâ:
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<D(O) - .ri<D(O*ei)><_ ^î<D(O-et) (3.10.44)

unde cu O*ei am notat graiul obpnut din O prin contractarea mucbiei ei (iigura 3.10.7. b), 
iar cu O e^ graiul obpnut prin ștergerea 1ui e^. 8e observâ însâ câ al doilea termen din 
(3.10.44) este zero, deoarece in O-e^ nu exi8tâ arc incident câtre vi. Ormeazâ mai 
departe:

O(O*ei) - (-2 cV(O-(ei,e2!!e.))^ (.^7^) O(O (e^,e2^e2)) (3.10.45)

8e observa câ datoritâ ordinii de numerotare 8e obpne o reducere a numârului de 
termeni, in tiecare dezvoltare al doilea termen fiind nul. Ordonarea nodurilor este posibilâ 
in8â numai dacâ graiul e8te lip8it de cicluri. penNu un grai O cu cicluri, acesta se 
înlocuiește cu un grai condensat 6* (aciclic) astfel încât tiecare componenta tare conexa a 
lui O se înlocuiește cu câte un singur nod. VIetoda termenului singular de produse (single 
product term metbod, 8 metbod) se bazeaza pe descompunerea grafului (ciclic) în grakuri 
secțiune (vertex-section grapbs) O^, astfel încât fiecare sâ conpnâ câte o componentâ tare 
conexâ a lui O. .Ostiei pentru <D(O) rezultâ o formulâ sub formâ de produs boolean:

(Z. 10.46)
L--1

unde reprezintâ numârul de noduri ale graiului condensat O*, factorii cD(O^) se 
calculează mai departe aplicând metoda formulei iactorizate pentru tiecare graf

In continuare, ca o contribuie personala, voi prezenta o simplificare a determinârii 
expresiei de fiabilitate bazatâ pe //â'l/e/ boolene, metodâ adaptata de la
sinteza circuitelor logice combinaponale. Ideea de baza o constimie faptul câ o dezvoltare 
exbaustivâ a funcției de structura dupâ formula (3.10.34) creeaza 2^ funcții parpale noi, 
este adevârat mai simple, care trebuie disjunctizate. .^r fi de doiil msâ ca descompunerea 
sâ creeze cât mai puține luncii noi. de preferință una singurâ. /Xcest lucru se poate obtine 
prin decompozitia disjunctâ a funcției de structurâ dupâ un număr de variabile libere (xi. 
.> 2......x,^, adică:

......V.) -,/1xi. ..., XV,/(X..L .... x>)1 (3.10.47)

8cbematic decompozipa disjuncta (care partitioneazâ setul de variabile în 
submultimi disjuncte) este ilustratâ 'm tigura 3.10.8, pe care se observa câ în loc de 
tratarea unei funcții cu n variabile este necesara tratarea unei funcții cu ^1 valabile zi a 
unei subtunepi/ cu variabile, problemele care se pun sunt insa următoarele:

(I) dacâ funcția <D este decompozabilâ
(II) dacâ da. atunci funcția data de (3. l0.47) sa fie scnsâ explicit sub torura 

unei sume booleene de teimeni dis^unep ('m sensul de a corespunde la 
evenimente mutual exclusive), pentru a se putea transpune în relație de 
probabilitate
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?entru 2 răspunde la prima întrebare, trebuie întocmite tabelele äe decompoÄpe 
(în numär äe 2"^-1), pe care 8e încearcă identiLcarea äe variabile libere zi 8e cautâ 
verificarea condipei äe äecompo^abilitate. tabelele äe äecompoÄpe 8unt diagrame 
Karnaugb încaârate conform tuturor distribuțiilor po8ibile în douâ submulstmi disjuncte a 
variabilelor lunetei, funcția C>(^, ..., ^) admite o decompo^lie 8Împlâ disjuncta äe 
forma (3.10.47) claca zi numai claca frecventa coloanelor în tabela äe äecompoÄye ( fvi, 
..., .v^), ..., .r„)) este v< 2 ^821190). In ace8t ca^ âevin variabile libere,
iar subtunctza /i 8e va asocia unuia clin rânclurile tabelei äe decomporijie. (întrucât prin 
rotirea cu 90° coloanele 8e inter8cbimbâ cu liniile, condica äe mai înainte trebuie verificata 
zi pentru linii), vaca kuncpa este âecompo^abilâ, atunci în8âzi metocla decompori^iei âuce 
la o formä disjunctiva cu termeni disjuncti, în concordanta cu problema (II), aza cum 8e 
va veâea pe exemplul care urmearâ. Deci râmâne äe disjunctirat äoar tunctza / cu număr 
reäu8 äe variabile, ceea ce 8e tace prin oricare äin metoäele äe la începutul acestui 
paragraf

figura 3.10.8.

Lxemplul 3.10.12. funcția äe structura corespunzătoare cailor minimale (.->./) 
pentru rețeaua clin figura 3.10.9 este:

.X.^2 . (3.10.48)

fabelele äe äecompo^ipe penNn aceasta lunctie sunt date în figura 3.10.10. 8e 
observa câ condipa äe a avea numai äouä tipuri äe coloane este satisfăcuta pentin carurile 
â) zi g), însemnate cu *. Voi ilustra decompo^itia numai pentru ca^ul g), în care 
variabilele libere sunt zi8ubtunctia /i se poate exprima äin rândul lui cel mai 
uzor sub formâ negatâ

/i

adicâ

/l ^ 2

care sub forma disjunctâ se scrie simplu conform (3.10.2) ca:

/i ^2 ^2'^ (3.10.49)
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Exprimând acum <l> după rândurile tabelei 3.10.10.A, se obpne decompo2pa acesteia:

- ^.^4(^2
(Z.10.50)

Aceasta expresie convine numai termeni disMncli zi se poate transpune direct intr-o relație 
de probabilitate, obtinandu-se labilitatea comunicației (.?,0-

(3.10.51)

?i§ura 3.10.9.

Oigura 3.10.10.
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(3.10.52)

(3.10.53)

(3.10.54)

flneori decompoÄpa este posibila numai prin adaugarea sau eliminarea äe termeni 
minimali, kâcand apoi corecția euvenitâ asupra funcpeî moditîcate se poate ajunge 
u^or la o forma eare sâ permită transpunerea în relație cle probabilitate, ^tfel, pentru 
carul din figura 3.10.10.e, prin adâugarea termenului încercuit luncya devine
decomporabilâ .^), ^î anume:

" ^1^2/1 ^^1^2/1
- X,/,

Aplicând în fmal corecta, rerultâ

sau dacâ se exprima negata.

Ö -

8e observâ pe diagrama câ termenul adâugat este disjunct fa^â de ;i se ztie câ 
exprimat conform (3.10.52) se poate transpune în relație de probabilitate, viabilitatea 

câutatâ se va putea calcula din <D, ca 6ind:

- krjG - 1) - I - ?rjch - 1) - I - -

- 1- ?r^ - ij - - (Zâ?5)

- - - kr^v-i.^.^^î - /1, - />,-,-5-4

Lvident expresia (3.10.55) este ecbivalentâ cu (3.10.51).
Oacâ se recurge Ia eliminarea de mintermi pentru a face posibila decomporitia, 

calculele decurg în mod similar, doar relata de corecpe este o sumâ booleana în loc de 
produs boolean, ve exemplu, în tabelul din tigura 3.10.10.e. decomporipa devine posibilâ 
prin eliminarea termenului încercuit 8ubtuncîia este/ x^, iar decompoÂpa
tunctiei modificate duce la:

- -r,/l ^.r,.r, - (Z.I0.56)

f'âcând corecția, se obține:

<D- (3.10.57)

termenii kuncpei (3.10.57) fiind evident disjuncti, se poate scrie direct expresia pentru 
fiabilitatea conectivitäpi (5.0:
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?rlcd^ 1) - ?rj(v^

- frj!.^^ ^^^.Vz - (Z. 10.58)

^l/^4 /^i^z

8ineân(ele8 câ zi relatza (3.10.58) e8te ecbivalentâ cu (3.10.51) zi (3.10.55).
în conclude, ublirarea decompoÄpei tuncpei äe 8tructurä booleene reduce efortul 

nece8ar pentru ^uncti^area termenilor la dH uncti^area unor 8ubtunctii 8imple cu numâr 
redu8 de variabile. 8e poate câuta zi o partitzonare a mulțimii variabilelor în mai mult de 
douâ 8ubmultimi, care 8â conducâ la o decompotitie compu8â. fforMl de calcul e8te 
orientat cu precâdere 8pre întocmirea zi verificarea tabelelor de decompotche, în numâr 
relativ mare pentru un numâr mare de variabile, dar pentru acelea exi8tâ programe de 
decompotipe pe calculator ^vsntHele aplicârii decompotipei la
determinarea tuncpei de fiabilitate retidâ în faptul câ 8e obpne uzor o formâ 8implâ a 
expresei analitice de fiabilitate zi pentru acea8ts 8e apeleatâ la proceduri de decompotipe 
exi8tente, pu8e la punct zi utilitate pentru alte 8copuri (la proiectarea 8cbemelor logice 
combina(ionale).

3.11. Lvsluarea fiabilității unei rebele cu relspi logice de 8emnal

O pO8ibilitate pentru evaluarea fiabilitätzi aferente comunicatei (§,/) con8tâ în 
utilitarea relațiilor logice de 8emnal (logica! 8ignal relation8) (.^60^78j. ?roblema de a 
gâ8i probabilitatea exi8ten(ei unei conexiuni între nodul 8ur8â zi cel terminal 8e tran8pune 
aici în probabilitatea ca un 8emnal emi8 în nodul 8ur8â 8â a)ungâ la nodul de8tinape:

?r(^ conectat cu ?r(8emnalul din § a)unge la /) (3.11.1)

.Vvantsjul pimcipal al metodei e8te câ nu nece8itâ o cunoaztere prealabila a nici unei câi 
83U täieturi din graf care 8unt condiții de batâ la multe alte metode, aza cum 8-a pretentat 
la paragraful 3.8.

^.elapile logice de 8emnal 8e pot utilita pentru gâ8irea expre8iei 8imbolice de 
fiabilitate atât în carul unui grai orientat, cât zi neorientat, vscâ e8te vorba în8â de un graf 
neorientat. ace8ta trebuie tran8foimat prin fixarea direcțiilor unor mucbii. a8tfel încât 
mucbiile incidente la nodul 8ur8â 8â aibâ onginea in acea8ta, iar cele incidente la nodul 
de8tinape 8â be orient3te câtre ace.8t nod. ?rocedura iinpune 3utom3t zi direcțiile 3ltor 
mucbii. cele nestect2te râmânând neorient3te. ba 8t3bilirea 8en8ului mucbiilor 8e 3re în 
vedere c3 rețeaua 8â nu conpnâ cicluri orient3te 83U bucle. Numerotarea nodurilor zi 
mucbiilor, pornind de l3 nodul 8ur8â 8e f3ce pe bata convenpei de numerot3re 
(Terminal Xumbering Convention): nodului mucbiei urmâtO3re becârui nod mucbie, în 
8en8ul 8âgeplor, i 8e 3tribuie un numâr mai mare decât aceleia, având gnjâ ca 8â nu exi8te 
douâ noduri/mucbii cu acelazi numâr.

?entru 8ubgrakurile uruale, relapile logice de 8emn3l folo8ite la calculul tîabibtâpi 
de tip (§,?). pre8upunând noduri pertecte, 8unt date în tabelul 3.11.1. fiecare relape e8te 
28tfel 8cri8â încât 8â con(inâ termeni reciproc exclu8ivi, ceea ce permite tran8punerea 
directâ a relapilor în expre8ii de fiabilitate. Xotapile noi folo8ite 8unt:

§(v.) - prezenta logicâ a 8emnalului la nodul v

v v . - tutiunea nodurilor v, zi v,
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ladelul 3.11.1.

^r. ZudA-skul ! R.el3pa loßicä äe zemnsl

1. o------- z--------0 !
!

5(v^)^x,5(v, ) 

)
V- V- !

—S—)—o j
X- X, ! §(»',) )

3.

!

4.
V,

^(v ) - x,.r,§(v,) ^.v^^VrV',^

l

5. Vj o ' '

6.

7,. j ^(v .) - .r, ) X r .V,.r ^(v,)

(V ) - ,^(v^) x §(v.)

v V/) ^c. .r. .5(v.)

X, )

!
xi !

x^
->

7
! X

! V,- X

) Up

XI

^1

^v.V .V ) _ .V .V ) -

(?u ace8te notapi evident:

v ) - ^(x )xx!5(v ) (3.11.2)

Xlenponez ca în ^XOO.^78j pentru 8ubreleaua nr.7 e8te äatä o a1tä formula, 
anume:

r .v .v^^(v.)- .xx.v^(v.) _ .v..v .v^^(v.v - (3.11.3)

Voi äemolr8Na in8ä cä acea.8tä relape e8te §re?itä, ?i cea äatä äe mine e8te corecta, 
äeoarece relapa (3.11.3) nu acoperä toate 8ituapi1e po8ibi1e pentru ca 8emna1u1 82 ajunZä 
în v. 82U > ,. Vcea8lä conäipe evident 8e poate 8crie.
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(^ ).5(^ )^ ^^5(v.) (3114)

întrucât (3.11.4) este o funcpe äe variabile binare, se poate transpune în diagrama 
lOarnaugb äin figura 3.1 l.1. vaca pe aceasta se marcbeara termenii corespunrâtori 
relaîiei (3.11.3), se constata câ rămân doua' caruri favorabile neacoperite: 

>§(v ) zi ^- .-^(v. )F(v ,). ?entru corecpe propun gruparea disjuncta äe
termeni äin Lgura 3.11.2, pe bara câreia se poate scrie relata lipsita äe eroare:

(3.11.5)

?igura 3.11.2.

.Algoritmul äe äeterminare a expresiei äe fiabilitate folosind metoda relațiilor logice 
de semnal a fost completat de mine cu încă un pas (al 2-lea), menit sâ duca la o expresie 
mai simplâ a tunc(iei de Habilitate. Oa urmare, algontmul are în principiu următorii păzi:

1. pornind de la nodul destinație (n) se scriu succesiv relapile logice de semnal 
conform tabelului 3.11.1. pânâ când se ajunge la nodul sursa. 8e face apoi 
substituția:
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(Z.I1.6)

deoarece semnalul e8te prezent în nodul 8ur8ä (vO zi în turiunile de noduri care îl 
contzn pe vi.

2. 8e efecMearâ reducerea numărului de termeni ai expresei 8ub forma dis^unctivâ 
pe bara reiatei booleene -c,/ (Lste de remarcat faptul câ prin aceastâ
operatze nu di8pare caracterul de exclusivitate reciproca a termenilor tunctzei 
rezultante, deoarece dacâ zi au fo8t disMnctz cu ceilalți termeni ai funcpei 
inipale, atunci evident zi reuniunea lor / va pâstra aceastâ proprietate. In scbimb atrag 
atentia câ utilizarea unei alte reguli a algebrei booleene, zi anume x X .v _ 
este interrisâ, deoarece termenul I' obtznut nu mai este disjunct cu.v,).

3. în expresia obsinutâ pentru se înlocuiesc variabilele logice cu probabilitate 
corespunrâtoare (^c, -> /?„ îc. ^), iar suma logicâ se transformâ în sumâ algebricâ zi 
se obpne expresia iîabilitâpi (^./). (/Xcest lucru este posibil deoarece termenii lui ^(v^) 
sunt reciproc disjuncp, zi atunci probabilitatea reuniunii se poate transforma în sumâ 
de probabilitây).

Lxemplul 3.11.1. Consider aici rețeaua de referin^â din ^O6/V78^, pentru a arâta 
câ prin algoritmul îmbunâtât se obține o expresie de Habilitate mai simplâ decât cea datâ 
în aceastâ sursâ bibliograficâ. vupâ efectuarea asignârii sensurilor zi a numerotârii 
conform convenției descrisâ mai înainte, graiul rebelei aratâ ca în figura 3.11.3.

sigura 3.11.3.

Considerând toate nodurile perfecte, pe bara formulei nr.4 din tabelul 3.11.1 se poate 
scrie pentru nodul destinație.

§(Vz)^ .V6.V7§(Vz)^.^.V-§(''4)^ (3.11.7)

In continuare, aplicând relațiile nr.5 zi nr.1 din tabelul 3.11.1, dervolt §(vz) până se 
ajunge la nodul sursâ:
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§(v,) - )
(3.11.8)

.r^(v2> (3.1I9)

^(^'2)^ r,5(v,) (3.11.1O)

/Vnaiox proceâer cu pe bara relațiilor nr.4 ;i nr.6 â tabel:

v,o

(Z.N.11)

5(v,) ) . .v,.r2.Vj^(r,)

) - .^'(V, ) - âV,.V2^j^(^i )

.x>>'(v, )^_ ,v,>-2^>< v,)

(3.11.12)
(Z.II.IZ)
(Z.1I.14)

penN-u ! folosesc relatzile nr.7 ;i nr. 1 clin tabel:

2^2

^>2'4) - ^-Vr-Vj >-5(^'2 ) -
(3.11.15)

(3.11.16)5'(» 2) - >i§(v,)
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înlocuind acum expresiile (3.11.8) - (3.11.16) în expresa de bara (3.11.7) zi 
ținând cont âe (3.11.6), în urma simpliLcârilor permise de punctul 2 al algoritmului, 8e 
obsine:

^X,X2X4X,^^^X7(.r,.r2Xz.r4

'-X^X,.^ X2 ! .r2.V6^7 (3.11.17)
^.^XzXiXzXzX,

Kelapa (3.11.17) Lind cu termeni äi^uncp, apbcând pasul 3 al algoritmului rerubâ 
direct expresia simbolica a Labibtâsii comunicației (^,/)-

> ^2?â6^7^^I-2-Z^7^^1-2?^7^^2?6^7 (3.11.18)

Expresia (3.11.18) a Labilității pentru exemplul considerat convine 11 termeni, fa^â 
âe 14 termeni rerultatz ca urmare a metodei âin ^.^00^78).

?e bara expresiei (3.11.17) se pot obpne câile minimale dintre nodurile vi zi vz 
claca se iau în considerare numai variabilele directe ale termenilor zi se fac reducerile de 
termeni cu teorema absorbției (x^ ^/).

vaca rețeaua conpne noduri imperfecte, metoda relațiilor logice de semnal râmane 
valabilâ pentru calculul Labibtâlii. Lste necesarâ însă modiLcarea formulelor din tabelul 
3.11.1 prin înlocuirea lui x. cu x,^ zi a lui x, cu x,'--xV, dacâ mucbia x. pornezte din 
nodul V. (l^ Lind variabila logicâ asignatâ nodului v„ 1 în car de nod operațional).

în analira utibrarii relațiilor logice de semnal am pornit de la o rețea modelatâ 
printr-un graf neorientat, în care unele mucbii au fost direcponate ztiind câ semnalul se 
transmite de la sursâ spre destinare. 8e poate însă pune intrebarea: cum se utibrearâ 
aceste relații pentru calculul Labilitâtii între perecbea de noduri (^./) în carul unei rețele 
presupusâ a L de la început orientata? Voi da în continuare răspuns la aceasta întrebare. 
Vum am arâtat. principiul relațiilor logice de semnal consta în descrierea cu termeni 
disjuncti a conectivității unui nod cu cele precedente vecine (conform ordinii de 
numerotare) în sensul ca de la acestea sa ajungâ cel puțin pe o cale semnalul la nodul în 
caurâ. vaca mucbiile sunt orientate, atunci în expresie vor intra doar variabilele aferente 
mucbiilor incidente câtre acest nod, funcționalitatea sau neluncponabtatea celor incidente 
spre exterior neinLuentând ajungerea semnalului la nodul considerat. (?a urmare, dacâ se 
dorezte determinarea Labilității de tip (§./) pentru un graf orientat, etapele expuse la 
algoritmul dinaintea exemplului 3.11.1 râmân valabile, iar formulele din tabelul 3.11.1 se 
utilireara cu urmâtoarele observapi:

- formulele nr. 1 - nr. 5 sunt valabile, dar se aplicâ numai pentru mucbiile incidente 
câtre nodul pentru care se exprimâ relația de semnal
- formulele de la carul nr.6 se modiLcâ în tuncpe de sensul mucbiei dintre v zi v.
- formula nr.7 este valabilâ, dar dacâ sensul mucbiei dintre v, zi v, este invers, 
atunci se modiLcâ corespunrâtor lui x 0
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Rezultatele obpnute ?i verificate pe diagrame I^arnaugk pentru carpii realelor 
orientate 8unt trecute în tabelul 3.11.4.

tabelul 3.11.4.

Xr. ! 8ubgraku1 kelapa logicâ de semnal
1-5. 7 ! (Ia la tabelul 3 NI da la tabelul 3 11.1

j
6' ! v, >

I

.v^(v^)

^(v.) - 5 (V,) .r, (v )

x^
! '

" ! X' 

i X
,X1

! V, o > >

In cele ce urmeara voi extinde metoda relațiilor logice de 8emnal pentru 
determinarea fiabilități globale într-o reîea orientata lip8itâ de cicluri. Dacâ graiul rebelei 
ar avea cicluri 8au ar 6 neorientat, atunci pentru problema kabilitäpi globale când nodul 
destinație nu M2i e8te unic, nu 8e mai pot ordona nodurile conform convenției l'NC ?i nu 
8e mai poate urmări originea semnalului ajuns într-o buclâ. ?entru graful neorientat, 
fiabilitatea globala (de tip 8ource-to-all-terminal) în8eamnâ probabilitatea ca un 
8emnal emi5 în nodul 8ur8â 8â ajunga la toate celelalte noduri, ve aceea, la 8crierea 
relațiilor logice de 8emnal pentru nodurile grafului, luate în ordinea de8cre8câtoare a 
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numerelor äe ordine asociate, trebuie avut în veäere faptul câ în üecare noä obligatoriu 
trebuie sâ existe semnal. Kerultâ câ relația äe semnal pentru un noä va avea forma:

§(vt) (conäipa äe conectivitate) §(v.). . . §(v,) (Z.11.19)

unäe 5(v,) . . . 5(v/) exprimâ conâipa ca în toate noäurile vecine preceâente sâ existe 
semnal, iar factorul âin paranteza conâipa ca acesta sâ ajunga pe o cale kuncponalâ la 
vacâ expresia âin paranterâ se exprimâ sub formâ äe sumâ äe termeni âHunctz, atunci 
relapa se poate transpune âirect într-o expresie äe probabilitate. ?e aceastâ barâ am 
întocmit formulele äe calcul pentru carurile uruale äe subretele âin tabelul Z.11.5, 
veriücate pe ăiagrame K^arnaugb, cu mențiunea câ în relații nu trebuie sa intre în calcul 
âecât mucbiile inciâente câtre noäul consiäerat. Voi ilustra metoäa propusâ pe un 
exemplu.

figura 3.11.6.

Lxemplul Z.11.2. ?entru rețeaua orientata âin figura 3.11.6 noäurile au fost 
oräonate conform proceäurii âescrise anterior, noäul > i fiină sursa, veterininarea 
fiabilității 8^1 presupune aplicarea relațiilor nr.l, nr.3 ?zi nr.4 âin tabelul Z.11.5, pornină 
äe 1a noäul
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LtecMänd înlocuirile In (3.11.20) zi tinänd eont cä N^i) 1, 8e obfine:

^^2 '-'^2^ ^^4 - ^4^6 ^-^4^6^7) (3.11.24)

Lactorii acestei relații corespund la evenimente independente, iar In cadrul fiecărui 
tactor termenii corespund la evenimente reciproc exclusive, deci se poate scrie direct 
expresia de Habilitate:

n.vr " (3.11.25)

LIti1i^are2 relațiilor logice de semnal face posibila determinarea expresiei de 
Habilitate prin parcurgerea din aproape In aproape 2 unei regele generale, tara a dispune 
de informatii globale de genul câilor sau tâieturilor. Concepută initial doar pentru 
fiabilitatea de tip terminal, metoda 2 lost extinsâ zi I2 c2?ul labilității glob2le.

3.12. Importans legaturilor m contextul fiabilității refelei

Li2bi1it2te2 de tip terminal sau multiterminal 2 unei rețele modeste printr-un §r2f 
prob2bilistic O, In c2ie nodurile sunt perfect fiabile, se exprima ca o funcție de fiabilitâtile 

ale legaturilor:

NO)(3.12.1)

V aloarea acestei funcții, pentru un graf cu n mucbii, depinde de valoarea fiabilității 
tiecârei mucbii. dar zi de modul lor de dispunere, adicâ de topologia rețelei. Importanta 
liabilitatii unei legaturi este o mâsurâ cantitativa a contribuției legăturii respective la 
fiabilitatea rețelei. La se deLmezte ca zi rata cu care crezte fiabilitatea rețelei la crezterea 
fiabilității mucbiei. La limita se obtine (XMd. marginal
reliabilitv impoNance) pentru mucbia e,, datâ de:

S/î(O)
(3.l2.2)

In mod similar se poate defini zzz^Fzzzir/cI t? (XlLI, marginal
tailure importance) cu referire la funcția de nefiabilitate NO) l - /î(O), ca fiind

âNO)
/'.(0 - — - (3.12.3)

unde l /).
Valoarea lui N<^) este situata în intervalul f0,1), iar 2 lui /'^(z) în f 1,0). Lste 

evident câ 'mtre cele douâ mârimi existâ eg2litatea:
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^c?(^)-----^^(^) (Z.12.4)

^lärimile zi X^lDI pot 6 exprimate zi tarâ derivare pe da^a funcțiilor de 
Labilitate (neLabilitate) ale Araturilor 0*e. zi O-e, obținute din O cu mucbia e, contractatâ 
(perfectâ), re8pectiv ztearsâ (detecta). Relațiile de calcul 8unt date de urmâtoarea lemâ:

Dema 3.12.1. Intr-un graf O(D,L^ neorientat, pentru XIRd, respectiv Klkl a unei 
mucbii e, 8unt adevârate relapile:

/^(/)-/r(O^)-/r(O-^) (3.12.5)

/ ^0) - - /^(O-e,) (3.12.6)

Dezvoltând/^( O) dupâ mucbia e, 8e obhine:

/î(O) - /^((^ - 1) (1-/^) /î(O^ - 0) -
-/).-r(0»e.,)>(1-/,..)^(0-e) (3.12.7)

Efectuând derivarea conform (3.12.2) rezulta relatza câulata. Demonstrata e8te 8imi1arâ zi 
pentru (3.12.6).

Hong zi Die au extins mârimea de importanta 2 Labilității unei legaturi la 
importanta a doua mucbii într-o rețea neorientatâ sH0^'693^.
^ö/7/7ch// (M, zoint rebabibtz^ importance) pentru douâ mucbii e, zi e, este datâ de

S^(0)
(3.12.8)

iar cr joint tailure unportance) de:

S^(6)
(3.12.9)

8e arata uzor, in urma unei de^voltâri similare cu cea de la 1ema 3.12.1. dar pentru 
ambele mucbii, câ este adevâratâ relația:

(3.12.10)

Dste clar câ -1 < /o (^, » 1 Egalitatea (3.12.10) dâ posibilitatea efectuării
urmâtoa^clor interpretâri:

a) Dacâ /> (/,» 0. atunci e. este mai in^poNantâ când e este defect, decât dacâ 
este funcțional, mucbiile având un caracter de legare in paralel.

b) Dacâ /, (/,» 0, atunci e, este mai importantâ când e, este funcțional, decât
dacâ e este defect, mucbiile având un caracter de legare in serie.
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In tuncie de 8emnul lui /o (/, ^), perecbile de mucbii ale unui graf pot 6 clasiLcate 
in trei grupe:

- perecbi care nu 8unt conținute in niei o cale (pentru care /(7 < 0)
- perecbi care nu 8unt conținute in nici 0 tâieturâ (pentru care > 0)
- perecbi conținute atât in- câi, cat zi în tăieturi (pentru care M poate ti atât 

pozitiv, cat ;i negativ, în tuncie de valoarea Labilitâilor individuale)

Lxemplul 3.12.2. pentru rețeaua punte din Lgura 3.7.1, cele trei clâ8e cu referire 
la fiabilitatea comunicatei (5.k) 8unt:

("1 l(^. ^2), (e^, e,)!

^2 " î(ei, e^), (^, e.);

f z î(t^i, 6z), (c^2, e^), (c?z, e^). (<?z, ei), (ei, ^5), (c?2,

Contribuia fiecârei legâturi la valoarea Labilitâii rebelei e8te în general diferitâ, de 
aceea 8e pune problema de a gâ8i un criteriu de ordonare 2 legaturilor dupâ importanta 
ace8tora. On 28tfel de criteriu e8te cel care pornește de la expre8ia polinomialâ a Labilitâii 
/^((7), con8iderând câ toate mucbiile au probabilitâi egale de defectare (p). ?entin 
fiabilitatea cea mai generalâ, de tip /^-terminal, expre8ia ace8tui polinom e8te:

unde repreQntâ numârul de 8ubgraturi di8tincte ale lui O cu / mucbii având 
proprietatea câ fiecare perecke de noduri tintâ e8te unitâ de o cale formatâ din mucbii care 
aparțin lui O . .^ce8t polinom e8te invariant pentru un anuniit graf, ceea ce nu nece8itâ 
cunoașterea prealabila a Labilitâii componentelor pentru a analiza impoilanp relativâ a 
legaturilor. Comparând doua mucbii ?i c din punct de vedere al impoilan^ei ace8tora în 
fiabilitatea rețelei, 8e con8iderâ contonn ca e, e8te mai importanta decât e, (e, >
c ) dacâ pentru orice i(0, l) 8unt 82ti8lacute relațiile:

(3.12.12)

?i

/r(O*e.) ^((7*e) (3.12.13)

Dacâ o mucbie apare mai criticâ in relaia (3.12.12), iar cealaltâ în relaia 
(3.12.13), atunci ele nu 8unt comparabile. De 28emenea, mucbiile nu 8e pot ordona dacâ 
tunciile de Labilitate core8punrâtoare 8e inter8ecteara în intervalul (0,1). Din cau^a 
ace8tor p08ibibtâi. criteriile introdu8e duc numai la o ordonare parpalâ 2 legăturilor. D2câ 
'm cele două relapi se verifica egabtatea, atunci -r .

I a cinteza unei rețele, dacâ 8e alocâ probabibtâi egale MMror legâMrilor, atunci 
modificarea fîabilitâii unei legâturi mai importante va duce la o modificare mai accentuatâ 
2 fîabilitâii rețelei decât 8cbimbarea tiabilitâii unei legâturi mai puin impoNante. întrucât 
în timp Labilitatea unei legâturi 8e poate modifica doar în 8en8 de8cre8câtor, con8ider câ 
e8te mai 8emniLcativâ luarea în con8iderare 2 relaiei (3.12.12) l2 8Mdiul comparaLv 2 
douâ mucbii. faptul ca mucbia e. 8â cadâ (^i deci graful O 8â 8e transforme în O e ) e8te
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O situare real posibilă, pe când contractarea (e. sâ devinâ perfecta) este imposibila, De 
aceea, am câutat râspunsul în ^K^X^895b^ la întrebarea: ce modilcare suferâ labilitatea 
rebelei dupâ cââerea unei legâMri? Lvident, ar L de dorit ca /î(O-e,) /î(0), ceea ce este

posibil însâ numai dacâ mucbia e, este irelevantâ
^M(O)

- 0). Oeea ce poate reprezenta

însâ un deriderat în sinterâ este ca labilitatea reselei sâ se reducâ cu aceeași valoare la 
câderea oricârei legâturi. ^ceastâ condiție este aplicabilâ Ia toate mucbiile numai pentru 
anumite topologii particulare, de aceea consider doar o submulpme a mucbiilor:

M(0) M(0) M(0)
-------- (3.12.14)

Lgalitâple date de (3.12.14) împreuna cu o valoare impusa pentru foimearâ
un sistem de ecuapi în care necunoscute sunt labilitâ^le individuale /?,, ... ale
componentelor. 8istemu1 lind neliniar, rezolvarea este de regula dilcilâ hi nu are 
totdeauna soluție (ca râdâcinile sâ le cuprinse în intervalul (0,1)). 8ub1inier câ acest 
criteriu de a aloca labilitâp nu se poate aplica la orice mucbie. /Xstfel, dacâ mucbia este în 
serie cu tot restul gralilui O, atunci defectarea ei duce la labilitate rero pentru toatâ 
rețeaua, ceea ce nu poate constitui un jel hi pentru celelalte mucbii.

Lxemplul Z.12.Z. (2a exemplu consider graiul O din lgura 3.12.1.a, în care 
studiem labilitatea comunicatei între nodurile hi vz, datâ de funcția:

^(O) > /7^6 -

- 2/7^,/)^ (3.12.15)

?entru probabilitâp egale se obpne polinomul:

K(O) - /?(1 - 6/( 1 -/i/ - I2/,'( 1 - 6/-'( I -/') - /
- //- - 2/ (4.12.16)

pentru acest polinom se poate aplica criteriul de ordonare dat de (3.12.12) hi 
(3.12.13) pentru lecare perecbe de mucbii (zXnexa 3). Kerultatul este reprezentat sub 
forma de diagrama Hasse în lgura 3.12.1.b. pe care se constată câ mucbia << are 
contribupa cea mai mare 1a labilitatea rețelei, iar mucbia e, este cea mai puțin importanta. 
Xlucbiile hi ez sunt ecbivalente din acest punct de vedere. Dacâ se ia /- 0,8 pentru
toate mucbiile, atunci labilitatea rebelei este /r(O) ^0,88. deducerea de labilitate cauratâ 
de câderea mucbiei este nesemnilcativâ, /r(O-ez) 0,82, însâ dacâ se eliminâ ânci 
diminuarea este considerabilă ^(O-e.,) 0,59.

Kl-am propus ca, menpnând /^(O) 0,88, sâ calculer probabilitâple care trebuie
alocate mucbiilor ei hi e? pentru ca prin câderea oricăreia dintre ele, /^(0) sa se diminuere 
cu aceeahi valoare (restul mucbiilor pâstrearâ /) 0.8). perolvând sistemul de ecuații
(3.12.14) hi (3.12.15) cu necunoscutele hi am obpnut 0,83 hi 0,78. 
Ooncluria este interesantâ: trebuie alocatâ o labilitate mai mare mucbiei mai pupn 
importante (e?i), deoarece labilitatea mai micâ alocatâ lui este compensatä de poripa ei 
topologicâ în rejea.
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65
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64, 6^

d)

?igura 3.12.1.

vin cele prerentate 8-3 putui con8lata câ liabüitatea barata pe exi8tenpl unei 
conectivitâp între 0 8ubmulpme de noduri dintr-o re(ea depinde atât de topologia rebelei, 
cât ^i de tiabilitalile individuale ale legâturilor. vefectarea unei legâturi poate duce la 
reducerea 8ub8tanpalâ a indicatorului global de Habilitate. Inegalitâple de caurâ topologica 
pot ti compen82te în anumite 8itu2jii prin alegerea convenabilă a tiabilitâplor a8ignate 
componentelor.

3.13. 8i8leme cu defecțiuni dependente

In general metodele de evaluare a fiabilitâpi pre8upun câ detcepunile 
componentelor 8unt 8tati8tic independente (^-mdependent). ve cele mai multe on acea8tâ 
pre8upunere nu e.8te M8â reali8ta, deoarece componentele alăturate 8unt probabil afectate 
de aceleași condicii de mediu (de exemplu interferența, bruiajul 8au peNurbadile 
2tmo8terice pot afecta 8imultan M2i multe legâMri de comunicație), mai multe 
componente pot depinde de aceeași re8ur8â 6ricâ comunâ (8ur8â de ten8iune, linie de 
tran8mi8ie di8tribuitâ) 8au defectarea unei componente poate duce la defectarea unei alte 
componente. 8pragin8 a arâtat câ analiza de fiabilitatea baratâ pe ipotera defectelor 
independente poate duce la rezultate periculo8 de optimi8te X86j.

Lxi8tâ mai multe încercări de 8tudiu 2 tiabilitäpi 8i8temelor di8tnbuite cu 
componente interdependente, vn mod de 2bord2re e8te 2cel2 de a 8pecific2 dependenp 
8t2tj8ticâ dintre componentele sternului pim
28tfel încât prob2bilitate2 comuna de defectare a douâ 8au mai multe componente poate fi 
evaluatâ cu ajutorul relapei de dezvoltare în lanî- .^cea8tâ abordare (modelul modelul 
H) are în8â dezavantajul câ numârul de termeni ai expresei de probabilitate condiționala 
create exponențial cu numârul de componente zi în plu8 termenii, cu număr mare de 
parametn. trebuie 8â 8ati.8facâ cerințele de con8i8ten(â.

O abordare complet diferita 8tâ la bara c/e //Vrö/7/7o^ /?e
(I^IKXl, f>ent-Ü28ed Keliabilit> Blödel) dervollat de l^am ^i 1Ü pentru rebele 

de comunicare 'm care defecțiunile liniilor 8unt 8tati8tic dependente -^>1861. Vletoda 
încearcă identificarea ^i modelarea explicitâ a evenimentelor care caureara câderea 
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legâMrilor. Evenimentele considerate Liind independente, se elimina necesitatea utilitarii 
probabMâplor condiționate.

Modelul pre8upune câ într-o rețea existâ evenimente care cauteatâ câderea 
8imultana a mai multor linii de comunicare, ketaua 8e repretintâ ca de obicei printr-un 
§raf, iar evenimentele care produc detecte 8e reprezintă prin "elemente-eveniment'' 
Levent elements"), care 8e adaugâ la mucbiile afectate (figura 3.13.1). On etement- 
eveniment 8e 8pune câ e8te în modul '308" aMnci când apare evenimentul cautâ al 
defectului corâspuntâtor, re8pectiv în modul "sus" în re8t. Oacâ un element-eveniment 
este în modul ")os", atunci toate legâturile afectate vor câdea. 'foate evenimentele 8e 
considerâ a ti independente zi apar cu probabilitâp cuno8cute. Astfel 8e modeleatâ 
defecțiuni dependente cu ajutorul unor elemente-eveniment independente, ceea ce duce la 
8implificarea calculelor zi permite Militarea unor algoritmi cunoscuti de evaluare a 
fiabilitâtii. Oe exemplu, dacâ pentru figura 3.13.1 8e cere probabilitatea de a exista o 
comunicație între 5 zi l, alegând metoda inclutiunii-exclutiunii (8au un alt procedeu) 8e 
obține.

- ?r(si) ?r(e26z) - ?r(eierez) (3.13.1)

unde termenii repretintâ probabilitâtile ca legâturile din parantete 8â tie operaționale, 
frobabilitatea ca un grup de legâturi 8â functione te este data de probabilitatea ca toate 
elementele-eveniment implicate 8â fie în modul "sus". ^vând în vedere câ evenimentele 
8unt independente, expresa de calcul devine:

- ?r(1 2 3)^ ?r(1 3 4 5 6) - ?r(1 2 3 4 5 6)
^2 z>3 /^2 ?6 (3.13.2)

unde /? repretintâ probabilitatea ca elementul-eveniment / sâ fie în modul "sus". 8e 
ob8ervâ ca nu se ridica probleme de consistenta.

figura 3.13.1.

Xlodelul de fiabilitate föl^Xl are zi avantajul câ permite o înțelegere mai buna a 
cautelor zi efectelor defecțiunilor din rebele, fiind flexibil zi adaptabil la modificân în 
condițiile de lucru ale sistemului. Identificarea parametrilor elementelor-eveniment este o 
problemâ practicâ care tine de cunoazterea ecbipamentelor utilitate. Veeraragbavan zi 
^rivedi au extins modelul fkl^Vl zi la sistemele cu stâri multiple (Vffk93^Vffk94f
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IdeKes zi I^umar analizeazâ problema supraviețuirii realelor cu noduri vulnerabile 
dependente prin prisma conectivități Aratului care de8crie topologia rebelei 
?rin analogie cu conectivitatea de nod (numârul minim de noduri a căror eliminare duce 
la deconectarea graiului) se introduce noțiunea de conectivitatea generalizata (generalized 
connectivitv) ca tiind numârul minim de evenimente care.produc defecte, neclare pentru 
a deconecta graful. 8e pre8upune câ un eveniment poate duce la distrugerea mai multor 
noduri.

?entru a modela posibilitâtile prin care ace8te evenimente afecteazâ nodurile 8e 
folosezte un c/e (dependence grapb), care 8e construiește în urma
identiticârii evenimentelor astfel încât nodurile neadiacente ale acestuia nu pot 6 distruse 
de aceleași eveniment. In tigura Z.1Z.2 se prezintâ un exemplu de graf de dependens v 
pentru graful topologic O al rețelei. (Conectivitatea logicâ (în sensul obișnuit) a lui O este 
4, dar în prezenta interdependentei între noduri, aceasta nu este o mâsurâ corectâ a 
conectivitäpi fizice ("m sensul generalizat), vin interpretarea graiului de dependenta 
rezulta câ nodurile distruse de același eveniment trebuie sâ Lie complet conectate în acest 
graf ele formând un (admissible clicjue) de noduri. blu orice grup complet
conectat este însâzi admisibil, numai dacâ existâ un eveniment capabil sâ distrugâ tocmai 
toate nodurile din acest grup, vn set de grupuri admisibile care realizeazâ zi o 
partitionare a lui O, constituie o partide de grupuri admisibile.

"i --------- -O "2

lugura 3.1Z.2.

Modelul dc dependenta prezentat penuite studiul a doua subclase, si anume 
dependenta puternica zi dependenta slaba, ba modelul de dependenta puternica (strong 
dependence) se presupune câ doua noduri adiacente în grai trebuie distruse împreuna, pe 
când la dependenta slabâ (vveal^ dependence) ele pot ii distruse împreunâ, dar zi separat, 
l^ident câ tipul de dependenta considerat are implicații asupra gradului de conectivitate 
generalizat. Deoarece orice partipe de grupuri admisibile 2 lui v corespunde unei 
posibilități de a distruge toate nodurile lui O, rezultâ ca conectivitatea generalizata a lui O 
in raport cu /2 nu este mai mare decât cardinalitatea partidei minime de grupuri admisibile 
a lui D:

n)(0.D) ruin (cârd A' H este parlitie a lui D) O-lZ.Z)

?entru calculul lui co((7,D) în cazul unei dependente puternice se prezintă în o
modalitate bazatâ pe acoperirea minimâ în graiul (7. In cazul unei dependente slabe acest 
calcul este o problemâ foarte diticilâ. de aceea se determină numai nizte limite extreme.
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Determinarea unei limite interioare de fiabilitate în cazul unor defecțiuni 
dependente constituie un obiectiv ^i pentru un model probabilistic ^^KK86). 8e cauta o 
margine inferioara pentru fiabilitatea globalâ de tip multiterminal a rebelei, atunci când 
despre dependenta statistica a defectelor de legâturâ este disponibilă numai o informație 
restrânsă.

Iii carul in care nu se cunoaște nimic despre dependenta dintre detecte, se admite 
ipoteza cea mai pesimista care duce la o limitâ (inferioară) absoluta a fiabMâpi, numitâ 
limita de ordinul întâi (tirst-order bound). Determinarea se face selectând cel mai fiabil 
arbore de acoperire (7) al graiului rețelei, deoarece labilitatea rețelei este cel puțin egala 
cu labilitatea acestui arbore. Defectarea acestui arbore se produce la defectarea (e ) a cel 
puțin uneia din mucbiile componente eST', deci pe bara formulei de calcul a probabilității 
de defectare rezultâ o limita superioară pentru aceasta-

?r(Os) I>(e) - X-, (Z.IZ.4)

unde reprerinta probabilitatea de defectare a mucbiei e. Dacâ se considera câ pentru 
lecare mucbie existâ o valoare minimâ de labilitate < /7^, unde 1-^, deci 
atunci se obpne o limita inferioarâ de labilitate 2 rețelei, datâ de relata:

L-I-11(1-^) (Z.IZ.5)
se 5 se 7°

8-a constatat însâ câ acest calcul da o valoare foarte micâ 2 limitei, pr2ctic inutilizabil.
O îmbunâtâpre 2 limitei interiore de l2bilitate se obtine d2câ se cunosc informatii 

despre probabilitâtile de defect2re 2le perecbilor de mucbii. /Vstfel se obține o limitâ de 
ordinul al doilea (second-order bound). care se poate determina pe bara unui raționament 
similar cu cel de mai înainte. In urma testelor efectuate pe diferite rețele 2 rerultat clar câ 
aceasta limitâ este în mod semnificativ mai inicâ decât o limitâ care presupune 
independenta statistica intre detecte.

Z.14. viabilitatea sistemelor cu stări multiple

Xlajoritatea metodelor tradiționale de evaluare a labilitâtii sistemelor cu 
componente multiple lucrearâ cu componente presupuse 2 ave2 doua stâri: funcțional sau 
defect (netunctional). .-Xceastâ abordare simpliticâ o mulțime de situatii reale, în care 
sistemul zi componentele sale pot opera într-o întreaga gamâ de performante, variind 
între funcționarea perfectâ ;i câderea completa. De exemplu, o linie de transmisie digitala 
poate ti expusa la erori datontâ pei-wrbatiilor electromagnetice. ?acbetele de date trebuie 
retransmise, deci scade capacitatea de comunicație 2 liniei, dar ea nu se desființează. (^3 
urmare este oportunâ luarea în considerare 2 mai multor stâri posibile ale sistemului.

Definiția Z.14.1. I/n sistem ale cârui componente se considera câ pot avea mai 
mult de douâ stâri se numește c-rz ^7^/ nuz/n/-/? (multistate svstem).

Oâsiiea de algoritmi eficienti pentr-u calculul fiabilitâtii sistemelor cu stân multiple 
este foarte importantâ. deoarece aceștia pot ti mari consumatori de timp. Xlodelul 
sistemelor cu stâri multiple se poate construi prin analogia cu sistemele binare (cu douâ 
stâri) ^VVOOD85f ^tfel componentele ?i sistemele cu mai multe stâri vor putea fi 
analizate cu ajutorul algoritmilor binari existenti. ?entru a realiza aceastâ corespondent ^i 
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a putea descrie starea unei componente, respectiv a sistemului, 8e introduc variabilele 
binare v , -zi (.V). ?ie un 8i8tem cu n componente, 8tarea unei componente Kind indicatä 
de valoarea lui deci S fO, 1, ..., unde .V, reprezintă cea mai buna 8tare a 
componentei /. Variabila binarâsemniticâ 8tarea componentei / raportata la o 8tare >, 
adicâ:

.V, - 0 daca v <
^„-1 dacâ v, > /

8 tarea componentei / la un moment dat va putea 6 calculata in consecința cu relata:

.v,
(Z.IL I)

Vectorul.V (.v,, ..., reprezintă vectoi-ul de 8tare al componentelor din 8i8tem. 8tarea 
8i8temului la un moment dat 8e exprimâ prin kuncpa de 8tructurâ a 8Î8temului care 
poate lua valori in intervalul S fO, 1, ..., unde reprerrntâ cea mai bunâ 8tare a 
8i8temului.

Definiti» Z. 1-1.2. b'unctia de 8tructurâ a unui 8i8tem cu n componente cu 8târi 
multiple e8te kuncpa (V . jO, 1, ..., definita prin expresia

ch(.V) - Xch^(.V) (VI4.2)

in care variabila binarâ indicâ starea sistemului in rapoN cu o stare adicâ

O'(.V) - 0 daca O(.V) '
l dacă <D(.V)

?rin acest model, tbncpa de structurâ cu stâri multiple devine o tunctic 
monotona, ceea ce inseamnâ câ deteriorarea unei componente nu va duce niciodatâ la 
imbunâtâtirea stâm sistemului. Dezavantajul merent este insa faptul câ se pierde §- 
independenta dintre componente. Vbiar dacâ componentele originale cu stan multiple 
sunt >-independente, componentele binarecare le irrlocuiesc in model sunt in general 
corelate, deoarece v ^1 implicâ v, -l pentru toate /. buncyile de structura binare sunt 
de asemenea corelate, deoarece <H (.V) 1 implica pentru toate /< 2 /

viabilitatea sistemului se determina pentru fiecare nivel ca fiind probabilitatea ca 
sistemul sâ se atie cel pufrn in starea

- ?rfcd(.V) l.^ - prj^M - l > - (Z.l-l.Z)

.Xceastâ mârime se numește /r/ve/r/Z (reliabrlitv at level 8e poate calcula
u^or ^i o altâ mârime, numitâ (sistem effectiveness), datâ de
relafia:

^^<l>^(.V)1 (Z.I4.4)
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'febnica äe moäelare äescrisä permite folosirea metoäelor uzuale äe genul 
scbemelor bloc 8au arborilor äe äefectare pentru calculul tiabilitäfti 8i8temelor cu 8târi 
multiple.

Lxemplul Z.14.Z. ?entru ilu8trare 8e con8iâerâ un 8i8tem cu äouä calculatoare 
interconectate, 6ecare cu câte o memorie proprie. 8istemul este funcțional âacâ un 
proce8or äi8pune äe întreaga 8a memorie zi celâlalat cel putzn äe )umâtate. 8istemul e8te 
operațional, âar cu performante reäu8e (fail-soft), âaca numai un proce8or lucrează, cu 
întreaga 8a memorie, 8au ambele pot tunctiona cu câte o ^umâtate äin capacitatea äe 
memorie. 8Î8temul e8te nefunctzonal, claca un proce8or are numai )umâtate äin memoria 
82 âi8ponibilâ. i2r celâl2lt âeloc. Xlultzmea stărilor celor äouä componente va Li

Xl, V2 ^^0 - tarâ memorie, 1 - cu jumätale äe memorie, 2 - cu întreaga memorie î

iar mulțimea stâiflor 8Î8temului:

^(0 - nefunctzonal, I - performante reclu8e, 2 - funcțional)

8tânle 8i8tetnului pentru toate combinațiile p08ibîle ale 8târilor componentelor sunt 
următoarele:

(d (2,2) - O (2,l) - O (1,2) - 2 (3.14.5.2)
H (0,2) - <d (2,0) - O (1,1) - 1 (3.14.5.b)
O (0,1) - O (1,0) - cd (0,0) - 0 (3.14.5.c)

f uncpa äe structurâ care exprima situatzile în care 8Î8temul 8e atlâ cel putzn în starea 1
rezultâ ca fiină:

cd^(.^ max (.Viv >22- -Vn r^i) (3.14.6)

aăicâ afu-matia este aâevâratâ äacä este 2, sau.>2 este 2, sau.>,>1 zi ^^l. In moâ 
similar.

M - max (.vn.V22 - .>l2 >2i) (3.14.7)

?entru âeterminarea liabilitâtzlor corespunzătoare se pot construi scbemele bloc 
(block äiagiams) äin Lîgura 3.14.1, compuse äin structun äe tip serie zi paralel. In fiecare 
bloc se a0â înscrise numârul componentei zi starea minimâ necesara acelei componente, 
viabilitatea la nivelul rezultâ äin calculul lui ?r(cd^ (^ 1) pe baza sckemei, utilizână
regulile cunoscute äe compunere seriala zi. paralelâ. Dacâ componentele sunt 
inäepenäente zi pentru orice componenta / apare în scbemâ cel mult o äatä o variabila 
binarâ .v,„ atunci fiabilitatea se calculeazâ simplu înlocuină pe .v, cu probabilitatea 
corespunzătoare. In caz contrar, cum este zi exemplul considerat, este necesara 
äezvoltarea äe probabilitate conâitzonatâ:

/î(1) - ^12 -1j î (1-^2, LIO'M .V12 -01 (Z.I4.8)

In aceastâ expresie /-12 reprezintâ probabilitatea ca componenta 1 sâ se afle cel puțin în 
starea 2. în general:
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^-?r^-1)

8imi1ar eu extinderea sckemelor bloc se poate face zi extinderea analizei tiabilitapi 
sistemelor cu stari multiple prin arbori de defectare. Arborele de defectare (fault tree) zi 
arborele de eveniment (event tree) 8unt 8cbeme logice cu por^i ?I zi 8^ care constau 
dintr-un eveniment de vârf zi o 8tructurâ de indicare a câilor care fac po8ibilâ producerea 
evenimentului. Termenul de arbore de detectare 8e folo8ezte atunci când evenimentul din 
vârf este câderea sistemului, iar arborele de eveniment în carul 8ucce8ului. fa 8i8temele cu 
8târi multiple câte un a8tfel de arbore trebuie construit pentru fiecare stare a sistemului. In 
figura 3.14.2 se dau arborii de reuzitâ pentru exemplul anterior. ?i aici, daca o 
componenta apare de mai multe ori într-un arbore, pentru calculul tiabilitapi trebuie 
utilizate probabilitâp condiționate.

-

——nn

figura 3.14.1.

figura 3.14.2.

In se prezintă alp doi algontmi eticienp pentru calculul tiabilitapi,
respectiv non-fiabilitâpi la nivelul k a sistemelor monotone cu stâri multiple cu 
componente ^-independente. /Algoritmii se bazeaza pe metoda de decomporijie a lui 
Ooulliez zi famoulle.

frimul algoritm, care calculează fiabilitatea /î(^) la nivelul pornezte de la 
necesitatea cunoazterii c/e c?c7/e m/>r/7nt7// (minimal patb vectors). fn vector de
stare f al componentelor reprezintă o cale minimala dacâ <D(^ > dar pentru orice .V <f 
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se obține ^(^V) < /7. ?rin comparare cu acești vectori minimali, 8papul 8târi1or 8e 
de8compune in urmâtoarele 8eturi 6c 8târi 8igure:

- 8etu1 8târilor acceptabile, pentru <D(.V) >
- 8etul 8tarilor neacceptabile, pentru
- 8etul 8tarilor nedefinite

fiecare 8et cle 8târi nedefinite 8e de8compune din nou, pânâ cană nu va mai 
rămâne nici un a8tfel de 8et. Necare 8et de 8târi nedefinite § are asociati doi vectori zi 
care reprezintă 8târile limitâ, astfel încât:

(Z.lLV)

Irupa! se consiäerä ,V - .... .V,) pentru care -P^V) - ;j - 0 - (0, 0......
0). ?entru descompunerea 8etului tîecârui 8et de 8târi acceptabile ,4 i 8e asociea^a o 
valoare criticâ astfel încât:

(3.14.10)

Necare 8et de 8târi neacceptabile F va avea o a8ociatâ de 38emenea o valoare critica v, 
astfel încât:

A ; .v, < r: pentru cel puțin un /) (3.14.11)

viabilitatea câutatâ e8te datâ evident de probabilitatea de a avea o 8tare acceptabila, adica: 

^(/7) - ?r(OM N - ?rfVS.4) (3.14.12)

Aceasta 8e poate calcula uzor ca o 8umâ de termeni, deoarece 8eturi1e de 8tân acceptabile 
generate conțin toate 8târi1e acceptabile zi nu 8e 8uprapun (core8pund la evenimente 
incompatibile).

Vl doilea algoritm calculea^â în mod 8imi1ar non-tiabilitatea la nivelul /7, deci:

M) -?r(d)M - N (3.14.13)

nece8itând pentru acea8ta cunoazterea c/e /??/77//?/L7// (ininimal cut
vector8). On vector de 8tare formea^â o tâieturâ minimala dacâ <D(^) < /7, dar 6>(.f) 
pentiu once.V In 8e aratâ 8uperioritatea ace8tor algontmi în ceea ce
privezte timpul de prelucrare pe calculator ka(â de metodele de evaluare a fiabilității pe 
principiul incluĂunii-exclurâunii zi al enumerării de 8târi.

Modelele de mai 8U8 au pre8upu8 o ordonare totalâ 2 stârilor 8i8temului zi a 
componentelor 8ale. O 2bord2re mult mai llexibilâ e8te aceea care împarte multirnea 
vectorilor de 8tare ale componentelor pe cla8e de ecbivalentâ ^8OLV93^ ^60^094^ >;2u 
cea care con8iderâ doar o ordonare parțiala a acelor 8târi zi duce astfel la un model 
generalizat al sternului coerent cu stări multiple (generab^ed multi.8tate coberent sxstem) 
^H94l. /Vcest model 8e poate aplica cu 8ucce8 1a acele 8i8teme practice care poseda mai 
mult de un 8ingur parametru de performanta zi care având cel puțin doua modun de 
degradare a performantelor nu pot fi descnse prin mulpmi complet ordonate a 8târilor.

BUPT



124 4 ^U^I?kr0(?k80lr

4. k^8H.imL^ 8I8^k^1LL.O!r X1VL.H?KO<7k:8Okr

4.1. Caracteristici generale de Labilitate zi performanti

l^a calculul Labilitätii unui 8istem multiproce8or 8unt necesare in principiu 
urmâtoarele trei categorii de informatii:

a) Labilitatea componentelor individuale ale sternului
b) 8tructura LĂcâ 8au logicâ cle interconectare a componentelor, care impune o 
caracteri5ticâ particulara unui sistem, având deci o inLuentâ majora a8Upra 
Labilitäpi ace8tuia
c) cerințele 8au restricțiile impu8e 8istemului, care definesc condițiile limitâ ca 
sistemul 8â Le con8iderat operațional (de exemplu numărul minim de componente 
funcționale)

Metodele tradiționale de evaluare a Labilitäpi utili^ea^â 8tructura LĂcâ de 
interconectare zi cerințele de funcționalitate pentru a genera reprezentări intermediare de 
genul arborilor de defectare 8au graiurilor de Labilitate. (Conceptele de Labilitate 8e traduc 
în ace8te caruri în determinarea probabilitâtii ca între oricare douâ noduri ale grafului 8â 
exi8te o cale de comunicare în orice moment 8au p08ibilitatea ca 8â râmanâ 8uLciente 
arcuri operaționale pentru a menține cel puțin o ramurâ care 8â cuprindă toate nodurile.

l_>2 nivelul arborilor de defectare zi al graiurilor pentru analize probabili8tice 8e 
lucrea^â cu noduri zi arce omogene, iarâ 8â 8e tinâ cont de diver8itatea componentelor 
unui 8i§tem. ?entru a elimina ace8t neajuns, 8-a dezvoltat la universitatea Carnegie Mellon 
^rocie/tt/ (proccessor-memory-svvitcb) de reprezentare a unui 8i8tem multiproce8or 
pentru calculul Labilitâtii skL^I82j. Acesta de8crie 8tructura sternului la un nivel la care 
nodurile graiului de conexiune reflecta eterogenitatea componentelor. Criteriul de 
funcționalitate al sternului e8te dat în acest car de numărul minim de componente 
operaționale din fiecare tip zi care 8unt capabile de comunicare.

On exemplu de 8tructurâ ?X48 e8te prerentat în Lgura 4.1.1, unde doua 
proce8oare ?1 zi?2 pot comunica prin magi8tralele 81 zi 82 cu memoriile X11, X12, X/13 
zi cu unitățile de di8c O1, O2. Cu km zi Kd 8-au notat controlerele de memorie, re8pectiv 
de disc. ?,ste evident câ o astfel de reprerentare e8te adecvatâ sistemelor strâns cuplate. 
Oacâ 8e considera câ 8i8temul mai poate tuncpona la limita cu un proce8or, doua memorii 
zi un di8c, aceste cerințe 8e pot formula printr-o declarație booleanâ de forma:

<d(1,?) ?I O(2,^O ?I 0(1, O)

kini zi 8ie^iorâ au pu8 la punct o metodâ de determinare a funcției de 
Labilitate 8ub tormâ 8imbolicâ pentru 8tructuri arbitrare de tip ?X48, algoritmul Lind 
implementat pe calculator. Ca intrâri în program 8e 8peciLcâ tipul zi parametrii funcției de 
Labilitate a componentelor (exponentialâ, Weibull, etc.), graiul de interconectare ?X18 zi 
declarata cerințelor minime de funcționalitate. Informatii 8Uplimentare referitoare la 
magistrale, elemente de comutare, etc. nu 8e dau în declarație, ele Lind deduse pe bara 
topologiei.
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figura 4.1.1.

Lerinlele minimale 8e folosesc pentru generarea Mturor seturilor de resurse eritiee 
minimale, care consin un număr äe elemente vitale (procedare, memorii, âi8euri) 
nece8are pentru reunita. Oarantarea funcponârii componentelor âintr-un astfel äe 8et ineâ 
nu este suLcientâ pentru 8tarea äe reunita, Lină necesară idenLLcarea componentelor 
auxiliare care trebuie 8â Le funcționale. Acestea 8e vor gâsi pe câile äe comunicare âintre 
re8ur8ele vitale pe subgratul a8ociat Lecârui 8et. Astfel 8e obpn mulțimile äe componente 
care âau 8târi äe reuzita, âeci nizte rezultate partale pentru care 8e calculează LrncMe äe 
Labilitate 8ub tormâ canonicâ cu regulile äe calcul probabili8tic. forma canonicâ este 
nece8arâ pentru a uzura reprezentarea coâiLcatâ în binar a termenilor în calculator, 
funcpa äe Labilitate Lnalâ 8e calculea^â conform relastei (3.7.1) ca probabilitatea 
disjunctei evenimentelor äe reuzitâ, con8iâerate ca Lină evenimente independente.

0 optimizare a programului 8-a obstnut prin 8egmentarea prealabilă a graiului 
?X48 în subgraturi pentru care exi8tâ tebnici cuno8cute äe calcul a funestei äe Labilitate, 
ve alttel metoäa äe äeterminare a Labilität unui 8i8tem barata pe âe8compunerea în 
subretele a fost prezentata la paragraful 3.6.

kn inve8tigarea 8i8temelor multiproce8or o atente mâritâ e8te acordata Labilității 
rebelei äe conexiune âintre componente, viabilitatea globala a acelei regele 8e deLnezte ca 
probabilitatea äe a menține capacitatea äe acce8 complet prin re^ea, iar Labilitatea äe tip 
terminal în8eamnâ probabilitatea ca 8â exi8te cel putn o cale äe comunicație între un 
anumit ^procesor zi o anumita memorie (8au anumite memorii).

In general pentru evaluarea Labilität unor astfel äe sisteme multiprocesor se 
folo8ec principii äe teor/cr Fra/ttrz/err îmbinate cu ancâa w^^z^cz^^ze. Aceasta metoää 
8e preferâ zi în >^IW^O82j cu referire la arbitecturile multiproeesor clasificate âupâ 
rețeaua äe interconectare în:

- structuri äe tip magistrala, cu divizarea timpului (Lgura 4.1.2)
- structuri cu comutare crossbar (Lgura 4.1.3)
- structuri cu memorii multiport (Lgura 4.1.4)

?e Lecare Lgura s-a reprezentat zi graful probabilistic asociat, care este un set Lnit 
äe noäuri ponäerate conectate prin mucbii nedireetonate. fiecare noä corespunâe unei 
componente LĂce, Lină ponderat cu Labilitatea sa (probabilitatea de buna funcționare, 
consiäerat ca element inäepenäent, äe koima ^e^). Oe notat câ în cstesoria elementelor 
<ls memorie sunt incluse atât memoriile principale, cât ;i âispoâele psiiteiice cle 
stocare, comunicarea între procesoare are loc prin intermediul memoriilor pe câi äe 
comunicație Ok? («lata üovv patli) âe tip procesor - element äe conectare - memorie.
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n proeeroere

m memorii

fixura 4.1.2.

n p^oeoroore „ Xm oomoîotoero

m memorii

?i§ura 4.1.Z.

m memorii

n proceroore

?i§ura 4.1.4.

ve exemplu, pentru o 8trueturâ 6e tip maMtralâ numârul maxim cle câi e8te x - 
x m, 6in care o parte trebuie 8â fie tunc^ionale pentru ca 8i8temu1 8â 6e operațional. 8e 
clekîne^te o /raö/7/7crte c/e (tbre8bolâ reliabilit)).

care reprezintă probabilitatea âe a avea cel pusin a proce8oare clin n care 82 lucreze cu 
memorii clin ,n. ?entru c2lcul2re2 2ce8tei mârimi, în loc cle 2 efectua numârarea pe xraf a 
tuturor 8ituaMor favorabile, 8e recurge la calculul combinaponal. Astfel, probabilitatea cle 
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a avea exact r unitâtz bune âin /, Lmä Lmetza âe Labilitate e a unitâtzi, e8te âatâ 
âe relația.

O(?r, /, /^) ^! . ^ (1 - /?)"-' (4.1.2)

viabilitatea âe praZ pentru 8tructura considerata 8e obpne simplu ca Linâ:

X XXO(?r,/,^)O(m,7,>')O(-,^,^) (4.1.Z)
r-cr --/S^-1

viabilitatea sistemului se poate calcula ca

^-pri^l^))-^) (4.1.4)

âar pentru ca sistemul 8â kuncyone^e în inoâ XâM (multiple instrucüon multiple âata) 
se consiâerâ câ 8unt nece8are cel putzn 2 procedare zi 8e âeLnezte o ^râZ/lale c/e 

(mulLprocessinß reliabilit^):

^(y-pri^l))-^/) (4.1.5)

k^ißura 4.1.5.

Circuitele âe tip crossbar pot L întâlnite în componenta acelor rebele âe 
interconectare multinivel la care exista câte o singurâ cale între Lecare noâ âe intrare 
zi noâ âe iezire. O astfel âe structura este ba/r>n/7. On ban^an âe tip (/^7.) este 
organizat pe nivele, astfel încât factorul âe intrare al Lecarui noâ intermediar este egal 
cu factorul âe iezire, avânâ valoarea/(fanout-^). fiecare cale âe la o intrare la o iezire are
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lungimea />. On graf ban>an (/^) poate 6 privit ea o colecte de / x /subgratun de tip 
crossbar, aza cum se poate observa pe exemplul clin Lgura 4.1.5. Aceasta reprezintă un 

de dimensiune 9x9 construit din 2 nivele de comutatoare crossbar 3x3, rețeaua Lind 
un dan^an (3,2).

fiabilitatea unei rebele ban^an se poate calcula observând câ ea constituie un 
sistem neredundant, un defect singular în rejea duce la deconectarea comunicării între 
anumite intrâri zi ieșiri lOfLK85). Intr-o resea ban^an (/^/,) rectangulară (V unde -V 
reprerintâ numârul de resurse (întrâri/ieziri), numârul de elemente de comutare necesare 
este evident (?///) x Considerând câ elementele de comutare crossbar se supun unei 
legi de Labilitate exponențiale, rata de defectare Lind ^(^), rata de defectare a întregii 
rebele va 6:

^-(^//)x^x^) (4.1.6)

kata de câdere ^(^/) a unui element este o kuncpe direct proporponalâ cu fanout-ul / 
depinzând de implementarea scbemei zi de tebnologie, Lind calculabil de la car la car în 
tuncsie de acești factori.

Comportarea rebelei la defecte prin degradarea performantelor se poate studia 
printr-un /cr c/e/eel /^5 (fail-soLness coetLcient), exprimat ca raportul
dintre numârul de conexiuni între intrâri-ieziri în ca? de defect zi numârul total de 
conexiuni posibile în lipsa defecțiunilor. 8e deduce simplu câ pentru un defect singular al 
unui nod

(4.1.7)

iar pentru un defect singular al unei legâturi:

^-(.Vr-^/^-l-l/^x^V) (4.1.8)

întrucât rețeaua constituie elementul esențial al sistemului multiprocesor, 
problemele de barâ sunt cele de conectivitate zi toleranjâ la defecte ale acestui circuit. 8e 
considerâ în s/VOf.^851 câ sistemul este tuncjional dacâ el respectâ proprietatea de

(vf^, dvmamic tull access). Aceasta înseamnâ câ Lecare intrare în 
poate L conectatâ la oncare din ieziri dupâ un numâr Lnit de păzi. veLcienta metodei este 
câ se presupune existenta defectelor (de punere pe "0" sau pe "1") numai la intrârile de 
comandâ zi cu anumite rererve pe cele de date ale elementelor de comutare. Oe altfel se 
demonstrează câ un defect de agâ^are pe o intrare sau iezire primarâ a duce la 
imposibilitatea asigurârii proprietâtzi vf/^.

testarea capacitâtii Df^ se face cu ajutorul modelâili prin graf a circuitelor de 
comutare, ceea ce duce la un model de graf pentru întreaga rejea figura 4.1.6 
prerintâ graful corespunrâtor rețelei din Lgura 2.4.5. fe bara acestui graf complet 
se pot scrie matricile de adiacenjä -V, pentru Lecare nivel, care aratâ câile posibile între 
nodurile de intrare zi de iezire ale nivelului respectiv, zi matricea de accesibilitate k 
(reacbabilit^ matrix) pentru întregul graf, care indicâ câile posibile între intrârile zi iezirile 
primare. fvident existâ relapa:

(4.1.9)
1-1
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unde m reprerintâ numârul de nivele. Xlatricea de accesibilitate în k pa§i 8e obpne prin:

(4.1.10)

Oondipa vf^ e8îe satisfacutä dacâ 8e obpne o matrice äe accesibilitate (ckiar în k 
pa^i) eu toate elementele nenule, klodelând pe graf diferite situapi äe defect, prin 
calcularea matricii äe accesibilitate 8e poate face o aLrmape L8Upra funcponalitä^ii 
8i8temului. 8imulând äiver8e moäele äe defect, 8e poate evalua pe bara numărului äe păzi 
o distans medie de cale, care da o indicație a8upra performantelor circuitului pentru 
8tructura de interconectare alea8â a elementelor de comutare. Invers, pe bara ace8tui 
principiu s-a conceput ?i o metodâ optimâ de sinterâ a circuitelor barata pe o 
parponare pe grupuri, care duce la un numâr de defecte tolerabile aproape egal cu 
numârul circuitelor de comutare. 0 optimirare în continuare trebuie câutata în direcpa 
minimirârii distantei medii.

figura 4.1.6.

Matricea de accesibilitate k este folositâ în ^1^0^881 pentru a determina prin 
simulare Aradul de degradare al sistemului în prerenta unor defecte. Dacâ un sistem strâns 
cuplat de tip este definit ca tiind funcțional când cel puțin / procesoare zi module 
de memorie din sunt operaționale ;i complet conectate între ele, atunci condiția de 
funcționalitate se poate determina din matricea k, ?i anume dacâ în aceasta se găsește o 
submatrice de ordinul (/x/) eu elemente nenule. On astfel de model de Labilitate se 
numește (taslc-based reliabilit) ). 8imulatorul reduce deci
sistemul în prerenta diferitelor defecte la matricea de accesibilitate, din care se determinâ 
o mârime a Labibtâpi.

fiabilitatea unui sistem conținând /V procesoare ?f omogene, tarâ rererva, ;i o 
re^ea kllbl de?/x-V (ckiar tolerantă), este data de relația

Ko - e,. /r. (4.1.II)

unde:

/îo - Labilitatea sistemului tara procesoare de rerervâ (^0)
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- Labilitatea unui singur?L
- Labilitatea rebelei

(?i - coeücient de degradare a Labilitäpi äin caura unor elemente 8eeunäare 
(circuite äe comandä, memorii 8ecunäare)

^larimea lui are o limita superioarâ /r (?i x care nu poate L depâzitâ nici dacâ 
rețeaua e8te perfectâ (/î„ ^1). In 8ckimb, utilirând un proce8or äe rerervâ 8e poate trece 
äe aceastâ valoare, Labilitatea întregului sistem, cu redundant âinamicâ OK (paragraful 
2.4), Lină datâ in ace8t car äe

/î, -- Or (^1) (K, (I-K^ )î,)) (4.1.12)

unäe:

/îi - Labilitatea sistemului cu
- Labilitatea unui rană al rebelei OR.

C2 - coeficient similar lui (7i

în (ILNO88l demonstrearâ pe exemple câ pentru mic rerultâ iar 
pentru rV toarte mare /îi poate âeveni mai mic âecât /î, äcoarece adâugarea unei rererve 
nu compensearâ scâderea äe Labilitate datoratâ dimensiunii mari a rebelei, fotuzi 8e va 
menpne întrucât Labilitatea unui tolerant la defecte se va micșora zi ea odata 
cu creșterea lui (/r„ scade). In conclurie, dezi mai scumpa decât soluta cu resea 
cubicâ, rețeaua cu redundanta dinamicâ M duce la crezterea semniLcativâ a Labilitapi 
sistemului pentru un număr mare de procesoare.

Defectele dintr-o rețea cu înlănțuire (Lgura 2.4.9) pot L reunite pe elemente, 
un element Lind constituit din ieșirea (sau iezirea-lanh) a unui element de comutare 8L, 
legatura aferenta zi intrarea (sau intrarea-lanO la care merge în comutatorul 8L următor. 
On element se consideră defect dacâ oricare componentâ a sa este defectâ. Defectele de 
pe întrârile zi ieșirile primare ale rebelei nu pot L tolerate decât prin utilizarea unor 
comutatoare externe suplimentare ^HLI^O88^.

?entru analiza Labilitapi trebuie mai întâi calculat numârul minim de elemente 
lipsite de defect necesare pentru a asigura conectivitatea completâ a rebelei. Dn lan( 
complet de 3/ 2 circuite 8L are^/ elemente de ieșire zi â/ 2 elemente de iezire-lan^. Oarul 
cel mai defavorabil pe care un lan( îl poate tolera este când toate elementele de ieșire ale 
landului complet sunt defecte în atarâ de douâ (dar nu oricare, pentru a se asigura câte o 
cale câtre ambele grupări din nivelul urmâtor) zi toate elementele de iezire-lanl sunt bune 
exceptând unul singur. Deci un lanț complet poate tolera cel mult (â/-2) > 1 .V/-I
elemente defecte. Dn nivel / având 2' tanjuri complete de câte -V/?" circuite 8L zi Lindcâ 
0 < / < log2 iV-1. numârul maxim de defecte care pot L tolerate este:

2- L 2"(--1)^.V(log, ^--)>1 
2 2

(4.1.IZ)

?entru carul din Lgura 2.4.9 (cu ^V-8) se obține A-13. Lste evident câ defectarea 
unui singur clement din rejea este totdeauna tolerata, dar S^l defecte vor duce sigur la 
câderea rebelei. Intre aceste douâ extreme se situearâ numârul de detecte tolerabile, în 
tuncpe de locurile de apariye ale defecțiunilor.
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?uncpa âe Labilitate a rebelei 8e poate calcula cu relația.

^(0 - S(0M0) > S(1)K(1) ... 6(^(L) (4.1.14)

unâe 9(r) reprerintâ probabilitatea âe supraviețuire a rebelei âupâ cââerea a / elemente, iar 
^(/) este Labilitatea rebelei cu / elemente selecte. I^umârul âe elemente expuse âefectârii, 
tara a aâmite âefecte pe intrările zi iezirile primare, este F Z?/(l08^-1)/2. Laicului 
probabilităților A/) se poate face printr-o metoââ recurentâ în orâinea âescrescâtoare a 
nivelelor ^HL>I688l, cu observata câ ^(/) O pentru / >^. ^âmisanâ pentru Lecare 
element o âistribupe exponențiala a timpüor âe defectare cu rata probabilitatea âe a 
avea / elemente defecte âin L' este:

(4.1.15)

(4.1.16)

/ 17»^

înlocuind mai sus zi avânâ în veâere observata kâcutâ, rerultâ:

/r(-)-Ls(-) jl-e^)'^) 
i-0

r-1

X4eâia timpului âe funcționare se poate calcula ca:

? 1 S(>)
o ^«2--

?entru comparape, kuncpa âe Labilitate a unei rebele regulate nereâunâante, cu 
acelazi numâr âe intrâri/ieziri V, este:

(4.1.18)

unâe " ^/(logr^-l), aâmiîânâ zi aici intrările zi iezirile primare perfect Labile. In acest 
car ^V/777^ este eviâent:

(4119)

Keprerentânâ graLc (la scara logaritmicâ) în tuncpe âe pentru rețeaua 
mlanpüta cu redundanta, respectiv pentru cea târâ redundanta, se obpne graLcul âin 
Lgura 4.1.7 sfL^^894a). 8e observa câ oâatâ cu crezterea âimensiunii rebelei, 
Labilitatea rebelei reâunâante are o tendintâ mai micâ âe scââere fatâ âe Labilitatea rețelei 
regulate, -^cest lucru se explicâ prin faptul câ se obpn lanțuri âin ce în ce mai mari, 
capabile sâ furnirere mai multe câi alternative, al câror numâr crezte exponențial cu 
dimensiunea rebelei. Lu cat rețeaua este mai mare (^V mare), cu atât mai bine poate 
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supraviețui o astfel âe retea complet înlântuitâ Ia un numâr MLI mare de defecte, deci 
devine mai robustâ. în eeea ee privește costul rebelei mlântuite, aceasta este eu aproxima^ 
de 9/4 ori mai mare decât cel al realei regulate, deoarece circuitele de comutare de tip 
2>2 trebuie înlocuite cu circuite de tip 3 xZ.

kigura 4.1.7.

Indicatori de performanst. 8copul reselei de interconectare a unui sistem 
multiprocesor este de a tace legătura între oricare procesor ?i un modul de memorie din 
20NL de memorie comuna. 82Ü8facerea unei astfel de cereri poate tî însâ împiedicatâ din 
cau^a a douâ motive principale:

1. Dacâ douâ sau mai multe procesoare cer acces simultan la aceeași unitate de 
memorie.
2. Dacâ douâ sau mai multe procesoare necesitâ simultan aceeași legâturâ de 
comunicare pentru a accesa unitâji de memorie distincte.

!n ambele caruri procesoarele care au emis cereri de acces nereușite trebuie sâ 
adepte. 8tructura rebelei de interconectare trebuie sâ permitâ menynerea ta minim a 
timpului pierdut de procesoarele care azteaptâ din caura memoriilor sau resurselor de 
comunicație ocupate. Eliminarea pe cat posibil a oricârei dispute pentru resurse comune 
ar necesita structuri de interconectare foarte complexe zi costisitoare, dar sistemele actuale 
(prezentate în capitolul 2) prezintă un compromis între complexitate ?i cost care nu reduce 
în mod semnificativ performantele sistemului multiprocesor oferite de prelucrarea 
paralelâ. f,a acest lucru contribuie ?i faptul câ memoria totalâ este de regulâ partiponatâ 
într-o memorie localâ (compusâ din module independente asociate tîecârui procesor) o 
memorie comunâ (compusâ din module accesibile de câtre oricare procesor). Oa urmare, 
un procesor se poate alia într-una din urmâtoarele stâri ^1X4086):

« /^ctiv (active): procesorul lucrearâ cu memoria sa localâ.
« In accesare (accessing): procesorul scbimbâ date cu alte procesoare prin 

înscrierea în (sau citirea din) rona de memorie comunâ.
* In coada de așteptare (queued): procesorul a^teaptâ obținerea unui acces la 

memoria comunâ.
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0 parte importantă a modelului de evaluare a performantor constâ în 
caracterizarea încâreârii (^vorldoad) aplicate 8i8temutuL. în ace8t 8en8 exi8tâ douâ abordâri 
p08idile: deterministâ zi probabilista. In carul încărcarea kecârui proce8or 8e
con8iderâ a 6 cunoscutâ zi pe aeea8tâ barâ 8e poate dezvolta o secvenjâ preci8â a 
operatilor efectuate de Lecare proce8or (durata activitäplor singulare, de8tinate Lecârei 
cereri de acce8) pentru a caracteriza comportarea întregului 8i8tem. ?arametrii de 
performanta 8e pot evalua prin 8imulare, ceea ce limitearâ acea8tâ tebnicâ la carul concret 
aLat 8ub od8ervare. Admițând în scbimb o comportare /,,-oöaöä/a a sistemului, 8e poate 
dervolta un model stobastic care încearcâ 8â captere esenpalul în kuncponarea sistemului, 
Larâ a Li cuno8cute detaliile individuale ale încâreârii 8i8temului. parametrii de încârcare 8e 
detinesc ca zi variabile aleatoare cu o anumitâ distribuie, rerultatele furnicate având 
avantajul de a reprezenta relaMe tuncponale între parametrii de 8i8tem zi performanta, ve 
asemenea, un astfel de model stobastic permite studiul comparativ al diferitelor soluții 
arbitecturale cu referire la obiectivele de performantâ impuse.

finele modele de performantâ admit o Luncionare a procesoarelor
corespunzătoare execuției segmentelor de program zi acceselor la memoria comunâ 
pentru un transfer de date. Activitatea lor poate Li privitâ ca zi secvențe de accese 
asincrone la diferite module de memorie (locale sau comune), apârând coliziuni dacâ mai 
multe procesoare au nevoie de aceleazi resurse, ^bordârile de tip considerâ
sistemul la nivelul instrucțiunilor, reprezentate ca operatii sincrone pentru toate 
procesoarele, ^xa timpului este divizata pe intervale elementare numite "slot' -uri, astfel 
încât la începutul Liecârui sloi procesoarele pot emite cereri de acces la memoria comunâ 
(Lgura 4.1.8). Hpoi, mecanismul de arbitrare selectea^â cererile care pot 6 onorate zi 
procesoarele se conectează la modulele de memorie, conexiunile Lind menținute pe toatâ 
durata sloiului, timpul de lucru al Lecârui element de procesare (?L, Processing element) 
este împârtzl în:

- timp activ (^), în care procesorul lucrea^â singur, eventual cu memoria localâ
- timp de lucru cu memoria (lm), în care necesita acces la un modul de memorie 

comunâ OXL (common memor>)

Oiclul de execuție al procesorului se studiata sub aspectul raporMlui dintre timpul 
activ al procesorului (processor active time) zi timpul de citire-scriere în memoria comunâ 
(memor> >vrite time). Dacâ se notea^â cu a probabilitatea ca în sloMl care începe sâ 
emitâ o cerere de acces la 0X1, ânci pentru n ^l timpul activ efectiv al procesorului va 
6 nul, iar pentru a <1 timpul activ va avea o distribuie geometrică.

figura 4.1.8.

performanta sistemului multiprocesor este caracteri^atâ cel mai adesea prin 
c/e (bandvvidtb), care reprezintă numârul mediu de module de memorie
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eomunâ ocupate. 0 alta mărime pentru studiul degradării performantelor datoritâ 
interferențelor de acces la resurse comune constâ în numârul mediu de procesoare aflate 
în lucru, numita zi /mierea c/e /?rc>ae§are (Processing power). In continuare voi face o 
trecere în revistâ a expresiilor pentru calculul lățimii de dandâ (A pe bara ^^VIH91) zi 
lâ10861.

probabilitatea ca un pp sâ nu cearâ un acces la (2X1 la începutul unui slot este 1- 
Q. Dacâ „ reprezintă numârul de procesoare, atunci probabilitatea ca nici un pp sâ nu 
facâ cerere este (1-n)", respectiv probabilitatea ca unul sau mai multe pp sâ facâ cerere 
este 1-(1-s)". Deoarece într-un sistem cu msgistrslâ unicâ numai o singurâ cerere 
poate 6 acceptata la un moment dat, numârul mediu de cereri acceptate în fiecare ciclu de 
arbitrare, adica lâtzmea de banda este data de:

(4.1.20)

trebuie făcută observația câ în carul acestui tip de sistem multiprocesor, când 
existâ o singurâ memorie comunâ accesibilâ prin magistrala sistem, lâtzmea de bandâ 
exprima de fapt gradul de ocupare al acestui modul de memorie. Lste evident câ o ratâ 
ridicatâ a cererilor (a mare) duce la saturarea rapidâ a magistralei în funcție de numârul 
de procesoare.

In carul sistemelor crossbar, coliriunile apar numai din caura magistralelor 
memoriilor comune, nu zi a magistralelor procesoarelor, deoarece tiecare procesor 
dispune de propria magistralâ, dar mai multe procesoare pot concura pentru un modul de 
memorie zi magistrala aLerentâ. Admițând zanse egale ca un procesor sâ poatâ accesa 
orice modul de memorie comunâ, probabilitatea ca procesorul pp, sâ cearâ un acces la 
memoria 0X1, este Q/m, unde m este numârul de module de memorie comunâ. 
probabilitatea ca pp, sâ nu cearâ acces la 0X1. este 1 cr/m, iar probabilitatea ca nici un 
procesor din cele ?r sâ nu cearâ accesul la aceastâ memorie este (1-cr/m)". probabilitatea 
ca modulul de memorie considerat sâ aibâ cel putzn o cerere va 6 1-(1-«/m)". Oa urmare 
numârul de module de memorie comunâ care vor avea cel putzn o cerere, adicâ lâtzmea de 
bandâ a sistemului este datâ de:

(4.1 21)

performantele pot ti limitate în ca^ul sistemelor cu magistrale multiple atât de 
disputele pentru magistrale, cât zi pentru memoriile comune. Intr-un ciclu de magistrala 
pot fi servite maximum - cereri (- trind numârul de magistrale), iar apoi cele - cereri 
trebuie sâ Lie câtre module de memorie diferite, servirea unei cereri de acces poate fi deci 
privitâ ca zi un proces în douâ etape, prima datâ trebuie selectate pânâ la m cereri dintre 
cele emise, probabilitatea ca o memorie sâ aibâ cel putzn o cerere este, ca zi la rețeaua 
crossbar, 1-(1-a/m)" r. Ormearâ câ probabilitatea ca exact / module de memorie 
diferite sâ aibâ cereri adresate este, conform unei distributzi binomiale:

^(1-^)^
-

(4.1.22)
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In a doua etapä, äin toate cererile diferite remise, numai - pot L servite, datoritâ 
numârului limitat äe magistrale. Kerultâ câ lâpmea äe bandâ totalâ este âatâ äe:

X-s(-) (4.1.23)

primul termen se referâ la situapa cană s-au efectuat - sau mai multe cereri pentru 
care s-au folosit toate magistralele, iar celalalt termen se referâ la situația cană au existat 
mai pupn äe - cereri, necesitând eviâent zi un număr egal äe magistrale, pentru situapa 

primul termen dispare. (kelaMe (4.1.22) zi (4.1.23) constituie zi o corecte fa(a de 
s^H91i, unde sunt date grezit, cu?r în loc de m. în plus, voi arata la paragraful 4.2 câ 
aceste relapi sunt valabile numai pentru n > m, pentru n m modalitatea de calcul fiind 
alta). In ^Ll-1^888^ se modelează un sistem cu douâ nivele de magistrale, lâsimea de 
bandâ totala având trei componente, corespunzătoare accesului local, accesului în 
interiorul grupului propriu zi accesului la o memorie dintr-un alt grup (cluster).

probabilitatea ca cererea emisâ de un procesor sâ Le acceptatâ, este datâ la toate 
sistemele parcurse pânâ acum de raportul dintre numârul de cereri acceptate zi numârul 
de cereri emise, adicâ:

(4.1.24)

l^a un sistem cu reft» multinivel care are rețeaua compusâ din comutatoare 
crossbar de tip cr în fiecare nivel, numârul de cereri acceptate de un astfel de comutator 
aliat în primul nivel zi transmis spre cel de-al doilea, este, conform (4.1.21), 
b^1-(1-er/-)^. probabilitatea ca sa existe o cerere reuzitâ pe oricare nivel din cele ö 

ieziri ale primului nivel, este:

(4.l.25)

Aceste cereri devin intrari în al doilea nivel, zi aza mai departe, astfel încât probabilitatea 
ca sâ existe o cerere reuzitâ pe o iezire a ultimului nivel, se poate atla prin evaluarea 
recurentâ a kuncpei:

(4.1.26)

pentru /^1,2,..., .V, unde.V este numârul de nivele zi . întrucât rețeaua are în total 
ieziri (zi intrâri), lâfimea de bandâ totalâ a sistemului este:

(4.1.27)

probabilitatea ca o cerere sâ Le acceptatâ este data în acest car de:
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, .V

/4
(4.1.28)

KelaMe precedente se pot particularii pentru carul rebelelor cu celule (le 
comutare 2 > 2, luând a 2.

0 modelare mai apropiata de realitate se obpne dacâ rata de acces statica « se 
înlocuiește cu o /nlâ c/e ee/'e/'r (chmamic request rate) care (ine cont de
remiterea cererilor neservite de acces la memoria comunâ în slotul urmâtor. sigura 4.1.9 
prerintâ timpul de lucru al unui procesor cu toate cererile acceptate zi timpul T'', în 
care unele cereri au fost blocate zi reluate în ciclul urmâtor. Deoarece numârul de sloturi 
târâ cereri este același în ambele caruri, existâ egalitatea:

T^l-cr)- 7^(l-<5) (4.1.29)

Dacâreprerintâ probabilitatea ca o cerere sâ 6e acceptatâ (calculatâ cu rata 
atunci numârul așteptat de sloturi pânâ la acceptare (inclusiv acesta) este media unei 
distribuții geometrice, zi anume 1//^ . timpul 7^' va 6 deci mai lung decât cu timpul 
corespunrâtor retururilor, adicâ:

s 1 ! c/ >
7^ - 7>^ —-1 !->(1-cr)>— 17" (4.1.30)

Din (4.1.28) zi (4.1.30) se obține rata dinamicâ (^>Lk):

(4.1.31)

întrucâteste tot o tuncpe de <), având expresia (4.1.24) sau (4.1.28) în care se 
înlocuiezte er cu rerolvarea se poate face prin iterapi succesive pornind cu § n.

sigura 4.1.9.

On alt indicator de performanta al sistemelor multiprocesor este c/e
(speed-up factor). Dacâ toate cererile ar ti acceptate, timpul de execupe pe 

sistemul multiprocesor ar fi T', zi factorul de accelerare având în vedere câ pe sistemul 
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monoprocesor timpul necesar ar L?r^. In carul in care exista zi cereri returate clatorita 
accesului simultan la resurse comune, factorul âe accelerare este:

<4^ 32) 
d-a)^-

Obiar cu rata dinamicâ a cererilor, fajâ cle comportarea reala modelele considerate 
sunt aproximative, deoarece am admis zanse egale pentru toate procesoarele de a avea un 
acces la memoria comuna. Modele mai exacte se obpn decâ se sine cont de tebnica de 
arbitrare zi de comportarea unor anumite procesoare de a selecta cu preferința anumite 
module de memorie comuna ^5X40861. Oe asemenea, simularea pe calculator poate ti 
folosita pentru a obține rezultate mai precise.

4.2. Modelul integral de fiabilitate zi performanta propus

8tudiul performantelor sistemelor multiprocesor se face de regula pnand cont de 
caracteristicile lor constructive zi tuncponale. 0 analiza mai realista se obține daca se 
integrează indicatorii de performanta ai sistemului zi mărimile de Labilitate. Voi construi 
prima data un astfel de model pentru un sistem de tip crossbar (prezentat zi în 
IX^K^895d)), urmând ca pe ba^a lui sâ fac referire zi la alte tipuri de sisteme.

Consider un sistem multiprocesor de tip crossbar cu n elemente procesoare 
(?L), M module de memorie comuna (OK4) zi comutatoare (Lgura 2.4.1). 
Clementele procesoare pot lucra independent, având acces la câte o memorie locala (I.X4) 
sau pot cere acces la memoria comuna pentru un transfer de date. Dacâ sosesc cereri 
simultane de la mai multe procesoare la acelazi modul de memorie, atunci va 6 satiskacutâ 
una singura, urmând ca procesoarele neservite sâ intre în azteptare. 8e va considera câ 
elementele de comutare sunt expuse la defectare. On comutator defect întrerupe calea 
dintre un zi 0X4 zi poate caura de asemenea plasarea în azteptare a procesorului, dacâ 
a emis o cerere Ia acea memorie comunâ pe a cârei cale se atlâ comutatorul. Astfel, un 
procesor poate sâ se alle într-una din urmâtoarele stâri:

- >Xctiv (active), când lucrearâ cu memoria localâ sau executâ operatii interne
- Ocupat (bus», când sckimbâ date cu o memorie comunâ
- în azteptare (vvaiting), când o cerere câtre memoria comunâ nu a fost servita

?entru a modela comportarea sistemului prezentat mai sus, fac urmâtoarele 
presupuneri sK/^X/V895cf

- /^xa timpului se împarte pentru fiecare procesor pe intervale elementare (slot- 
uri), deci consider o evoluție discretâ a timpului (Lgura 4.2.1). On slot poate corespunde 
unei instrucțiuni de program sau unui ciclu mazinâ.

- sistemul are o funcționare sincronâ, adicâ ciclurile de procesoare zi de memorie 
au aceeazi duratâ zi încep simultan.

- l iecârui prr-cesor i se asociat o probabilitate s ca la slotul care urmearâ sâ 
etectue/e o cerere de acces la memoria comunâ. alegerea modulului de memorie la care 
n cere accesul se tace după o distribuie uniformâ. Xdodelul este pentru a ^1 un model 
cu întârziere intre cereri (dela> model), iar pentru el ^1 un model tarâ întârziere (zero 
delay nioclel- adicâ lârâ procesare localâ.
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- procesoarele, respectiv modulele de memorie comunâ sunt identice zi nu 8e 
defectearä.

- Comutatoarele sunt identice zi Lecârui comutator i 8e asociat o probabilitate 
^1-/? de a 8e defecta în 8lotul care urmearâ (/7 e8te probabilitatea de a 6 operational).

- vacâ la o memorie sosesc 8imultan mai multe cereri, 8e rechte una singurâ (alea8â 
în mod aleator), iar restul 8e pierd. Acesta e8te un model aproximativ cu cereri pierdute 
(1o8t requests), urmând ca mai încolo 8â aduc a^ustârile de rigoare.

acuv

pigura 4.2.1.

?robabi1it2lea ca la un anumit 8lot 82 exi8te o cerere de acces reuzita la un OKI din 
partea unui pp, este data de:

(4.2.1)

unde este probabilitatea ca sâ existe o cerere de acces, iar /^4 reprerantâ probabilitatea ca 
cererea sâ fie reuzitâ. Aceasta din urmâ se poate calcula ca:

^c7 (4.2.2)

unde exprima probabilitatea ca drumul de legâturâ dintre PL zi (7X1 sâ tie operațional, 
iar probabilitatea ca cererea sâ tie acceptata de modulul de memorie, vrmearâ 
determinarea luizi

?entru a determina pe trebuie sâ avem în vedere câ probabilitatea de defectare 
2 legâtui-ii (de fapt 2 comutatorului) l2 Liacare slot este Astfel, tarâ a admite posibilitatea 
reparapei. reprerintâ probabilitatea ca panâ la slotul considerat (al l-lea) sâ nu Ir apârul 
defecțiunea (7^, adicâ este o funcție de fiabilitate datâ de:

(4.2.5)

/Vici intervine în calcul mârimea timp, repre/entatâ prin variabila discretâ /, adicâ 
numărul de slot-uri (/ ^ 1, 2, Z, ...) de la momentul inipal al observârii sistemului, de 
exemplu de la începutul rulârii programului, când toate comutatoarele se considerâ 2 ti 
bune. Deoarece timpul nu este continuu, în locul distribuției exponențiale se poate folosi 
aici distribuția de tip discret tarâ memorie, zi anume distribupa geometricâ. Aceasta are 
Luncpa de masâ de probabilitate /(l) - -(1-t/^ zi aMnci:

?r( ) -/(l>1) -/(,>2) ^-X^5) ........... -
>...........-

-?'(1 ......... )
(4.2.4)
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Aceasta este de fapt probabilitatea ca pe durata a l slot-uri sâ nu aparâ defeetarea unui 
anumit comutator.

Deoarece sunt po8ibi1e cereri 8imu1tane la un OKI, probabilitatea ca cererea 8â Le 
acceptata de modulul de memorie (?o) se poate 8crie ca.

1 ?r(^â ex/^te âoa/- acea§/â ce^e^c care a/r/nF6 /a mcâu/tt/ 
(1/2)-?r(^â Licite ///câ 1 cerere care /a /»sâ/u/ QV/) > . . 
(1/?r) ?r(.5â LN5/6 //rcâ ?/-1 cerer/ care a/rzn§ /a /»aâtt/tt/ -
"-i i

^-0 t
(4.2.5)

Daca 8e notea^â ?r(§â e^/^/e //rcâ cerer/ care a/u/r^ /a msâ/u/ 
atunci acea8ta 8e poate calcula ca zi 8uma urmâtoarelor probabilitap corespunzătoare la 
evenimente disjuncte.

- ?r(^â e^c/^/e ///câ cerer/ /an^a/e câ/re ace^/ O/5/ ce/e k câ/ >
> ?r(^â e^/e ///câ cerer/ /a/i5a/e câ/re ace^/ (7V/, âar 1 ca/e ^âFe âe/ec/â 

â/n ce/e ^1) > . . . ^ ?r(^â en§le //rcâ //-1 cerer/ /a/r^a/e câ/re ace^/ (7V/,

âar -1 -k câ/ ^â^/e âe/ec/e â/^ ce/e /1-1) - 7^^ (4.2.6)
/-O

Evaluarea lui- ?r(§â ex/^/e //rcâ ^/ cerer/ /an§ale câ/re ace^k QV/, âar / câ/ 
§â^e âe/ecte â ce/e ^/ ) 8e poate face pnand cont de independenta evenimentelor:

?r(^â e.v/^/e /ncâ ce^e^z câ/^e ace^/ (7^-
- ?r( câ/ â/n ce/e ^/ ^â^/e br/ne) (4.2.7)

?entru a calcula primul factor al relației (4.2.7), e8te neclar mai 'mtai 8â se 
cunoască probabilitatea /)„, ca la un slot 8â existe o cerere de acces din pailea unui anumit 
procesor la un anumit modul (7X1. admițând distribuția uniforma a cererilor, rerulta:

(4.2.8)

^.cum este evident ca din punctul de vedere al unui anumit modul LXI (oricare, ele 
Lind identice ca ?i comportare), ?r(§â e.v/^/e />câ ^^/ cez-er/ câe ^ce^/ reprezintă 
probabilitatea ca din n-1 încercări (Lecare cu probabilitatea de reunita s m), /^^/ sa Le 
reunite. Deci este ca^ul unei distribuții binomiale, astfel încât.

?r(^â e^/L/c incâ ^^/ cere/-/ câ/re ace^/ (7V/) -

- / X 7 v ?-// (4.2.9)

doilea factor al relatzei (4.2.7) este dat simplu de reuniunea tuturor situațiilor în 
care cai sunt bune zi / defecte:
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?r^ eä c//>r c-e/e /ie -tt/re) -

(42")

înlocuind pe (4.2.9) zi (4.2.10) în (4.2.7) zi apoi mai departe pana la (4.2.2), 8e 
obține probabilitatea ca cererea de acce8 la L>4 din partea unui la momentul l 8â fie 
reunita:

^>r 5. . i
^-o

Lonform relapei (4.2.1) 8e poate calcula imediat zi T'.

(4.2.12)

La zi un car particular pentru « --I, relațiile (4.2.11) zi (4.2.12) 8unt de 28emenea 
valabile pentru un model Larâ întârziere cu cereri pierdute. IHci ace8t model nu yne în8â 
cont de rata reala de acce8 la memoriile comune, care e8te >« , pre8upunând câ o 
cerere ne8ervitâ 8e va repeta în 8lotul următor. On model îmbunătățit 8e poate obtine dacâ 
în (4.2.11) 8e con8iderâ o rata dinamică a cererilor (ö) în loc de cea 8taticâ (^), relația de 
calcul tiind deja dedu8â zi data de (4.1.31).

LcuaMe (4.1.31) zi (4.2.11), în care u 8-a înlocuit cu <5 permit o rezolvare 
recurenta, pornind cu ^<2 . Rezultatele obținute pe calculator pentru / iterații pânâ când 
! < o,00l, 8unt date în tabelul 4.2.2 pentru diferite conirAurapi de 8i8tem zi
/-^1. L8te de remarcat faptul câ eroarea introdu8â de modelul aproximativ crezte dacâ 
numârul de module de memorie comunâ e8te prea mic comparativ cu numârul de 
proce8oare zi rata de cereri e8te ridicatâ.

Lk ^(a) § ! ^(ö) /

10 6
0,3 0,803 0,357 0,770 4 Z.9
0,5 0,697 0,606 0,649 4 ___ 6,^

6,60,7 0,609 0,804 0,569 4

5
0,3 Ii 0,887 0,328 I! 0,877 3 l^_____
0,5 0,819 0,555 0,801 3 2,1
0,7 0,757 0.759 0,739 3 2.3

7 9
0,3 0,905 0,323 0,899 3 0,7
0,5 0,848 0.544 0,836 3 1,4
0,7 0,795 0,749 0,782 3 l,5

labelul 4.2.2.
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In ceea Le priveze ârata vra^â ttâ a sistemului, aceasta poate 6 deLnitâ în 
mai multe feluri, în kunctze âe momentul în eare se decretearâ eâ sistemul este defect, 
^tfel, durata âe viasâ a unui sistem crossbar cu procesoare zi memorii comune perfect 
Labile ?i comutatoare expuse la detectare se âeLnezte ca intervalul âe timp scurs âe la 
punerea în funcpune a sistemului pana în momentul când:

(I) nu mai existâ nici o LX4 la care sâ aibâ acces toate ?L
(II) exista douâ procesoare care nu mai pot comunica între ele

(LI) unul âin procesoare se irolearâ complet âe restul sistemului

vin cele trei deLnipi, prima este cea mai restrictiva, a^a cum se poate observa pe 
L§ura 4.2.3.a: nici un ?L nu este izolat, Lecare poate comunica cu oricare altul, âar toate 
nu mai au acces la aceeași memorie, veünipa (L) este mai restrictiva decât (LI) (L§ura 
4.2.3.b): încâ ?Li nu este izolat, âar nu poate comunica cu Lviâent un ?L izolat 
âuce conform Lecârei deLnitzi la netuncponarea sistemului, situația âin Lßura 4.2.3.c 
prerentand carul lui irolat âe restul sistemului.

a) d) c)

fißura 4.2.3.

^len^ioner ca se pot concepe ?i alte deLnipi pentru durata de via(a a sistemului 
crossbar. Astfel, în carul unui sistem tolerant la defecte se poate admite câ sistemul este 
Linc^ional pânâ la irolarea unei anumite submu1(imi a elementelor de procesare, adicâ, cu 
alte cuvinte, sistemul sâ Le funcțional pana când un anumit număr minim âe procesoare 
mai pot comunica (âe tip k-âin-m).

pentru calculul timpului mediu de funcționare al sistemului (^/777-) trebuie 
parcurse următoarele etape:

1. 8e scrie tuncpa de structurâ <D a sistemului, conform âeLnipei în caurâ
2. 8e calculearâ tunctza de Labilitate corespunratoare 7î )
3. 8e înlocuiesc Labilitätzle componentelor (comutatoarelor) cu tuncjii de timp, 
ob^inându-se 7î(/)
4. 8e calculearâ valoarea așteptata a variabilei aleatoare având funcpa de 
distribuție 7^/) ^1-/î(/)

în continuare voi ilustra cele de mai sus pe un exemplu, în scop comparativ. 
Oonsider un sistem crossbar cu n^m^3, pentru care îmi propun calcularea ^/7^77^ 
conform Lecârei variante a deLnipei (LZura 4.2.4). fiecare comutator are asociata câte o 
variabilâ binarâ astfel încât 1 dacâ este funcțional zi 0 dacâ este defect (z ^l, 2,
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...» 9). ?robabi1itaple äe äefectare ale comutatoarelor urmea^L 0 äistribupe äiscreta äe tip 
geometric, conform (4.2.4), Labilitatea unui comutator Linä Z' - .

sigura 4.2.4.

konform äeLnipei (I), sistemul este funcponal âacâ exista cel puyn o coloanâ cu 
toate comutatoarele bune. în consecința, Lmctza booleana äe structură va L:

Hi ^>^8 o -r^s^s (4.2.1Z)

8ckema bloc äe Labilitate corespunzătoare acestei tunctii este cea âin Lgura 4.2.5. ?e 
bara ei se poate scrie imediat Lmctia äe Labilitate:

(4.2.14)

^vanä în veâere faptul câ^i âeci

/7" (4.2.15)

valoarea așteptata a variabilei aleatoare, ceea ce este același lucru cu timpul meâiu pânâ la 
âefectare, se poate exprima pe bara teoremei 3.3.2 ca Lină:

/7'
(4.2.16)

1/7 1/7 1/7

figura 4.2.5.

?uncponarea corecta a sistemului conform cleLnijiei (L) se obține claca, luană 
Lecare perecbe äe limi ale matricii äe comutatoare, exista cel pupn o coloanâ pe care 
ambele comutatoare sunt bune, funcpa booleanâ äe structurâ va L âeci:

^2 " .^s) .X>Vy) (.r^>' .V«,V8 ^y) (4.2.17)
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Diagrama bloc de Labilitate corespunrâtoare lui cl>r e8te prerentatâ în Lgura 4.2.6. 
R^erolvarea ei nu mai e8te imediata, ci necesita aplicarea uneia din metodele prezentate la 
paragratul Z.Z, deoarece același element 8e regâse^te de mai multe ori pe scbemâ. /Vici voi 
determina tuncya de Labilitate a 8i8temului pe dara tuncpei algebrice de structurâ, care pe 
bara Lgurii 4.2.6 este:

^2 l 1 -(1-^I^)(1-^5)( 1 1 -(1 -^1.V7)( 1 -^8)( 1 -^9)111 -(1 -^7)-

- ^5^8 -*^5y 525)54555758 > ^^^9 -

- ^^^758

- .V^^^7^9 - ^2-V^4^5^7^9 " ^-<^^7^9 - ^^^^7^8 - .V^^^7^8-

- 5i52.5>^5-r8'^9 - .ri.r>r^^r^9 - 515)5555575859 - .515)545)5-58^9 - 5152545)555759 -

- .Vi^2^>^7.r9 - -^4^^^9 - ^1^)54555559 - 5^25455575559 - 5i5)5z5557.5859 î
2.ViX^^c^7^8 251525)5)5)5)5-59 > 251.52-5)5455575859 2^i-^^)5 .^859 > 

252^4x5^7^9 > 2.5152^4^^7^9 25i52^^4rz5^s59 > 25i5)545z5)575859 >

251525)5555575859 - 55i52^4^^7^9 (4.2.1 8)

?igura 4.2.6.

Considerând comutatoare identice astfel încât ?r^5i-1)- ... - ?rj.59-1)- ?§ se 
obtine expresa polinomiala a Labilitâtii:

/?2 - > z?o - 18^ > 18?s - 5?/ (4.2.19)

?entru a aLa valoarea medie a variabilei aleatoare, având în vedere distribuția geometricâ 
a Labilitapi componentelor, se utilirea^ teorema Z.Z.2 .

/7^ /7^ /7^
(4.2.20) 

1-/7 1-/7 1-/7 1-/7 1-/7

In carul calculului pe bara deLnitiei (M), sistemul va L considerat ca 
Lunctional până când pe Lecare linie a matricei de comutatoare exista cel pupn un 
comutator bun astfel încât pe aceeași coloana sâ mai existe cel puțin un comutator bun pe 
o alta linie, funcția de structura corespunratoare, exprimata sub forma booleanâ, va L:

Hz " l.Vl(5^V7)^52(5z^)^'5z(.56^ .^ ^g)'- '

^5s(5z^59)i t57(5i^54)^58(52'^5z)^5y(5^56)1

l(-^^2^-75)56)^(5i.^

^(545^. 5)58^ -^9)l s(Vl57^_ 5258^5)5y>^(545^._75558^555y)1 (4.2.2 l ) 
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8cbema bloc de Labilitate aferenta e8te data în Lgura 4.2.7, pe bara careia 8e poate 8crie 
tuncpa booleanâ de structurä ca Lind:

i 1 - t 1 -(1 -^i^X 1 1 l l -(1 -^)( 1 -^sX 1 -^7)1) -
iI-l1-(1-^7X1-^sX1-.^9)1l1-(1-^7X1-^X1-  ̂ (4.2.22)

kerolvarea urmeara aceeași procedura ca 1a cl>2, M8ä numărul de termeni künd aici relativ 
mare, din motive de 8patzu voi prezenta numai expresa polinomialâ de Labilitate, care 
e8te:

Kz - 3?/ 18?/ - 36?/ - 15?/ 72?/ - 54?/ 13?/ (4.2.2Z)

Aplicând zi aici teorema 3.3.2 pentru calculul timpului mediu pânâ la defectare, 8e obpne:

^77X - LM-1> 3-^ 4 18^-
1-^ I-/
7 8

.5 ,6

0 v v^72-^-54-^413^^
1-/-' 1-^ 1-^

- 36------- -15----- -  4
l-?' I-/
9 (4.2.24)

?igura 4.2.7.

Rezultatele date de relațiile (4.2.16), (4.2.20) zi (4.2.24) pentru diferite valori ale 
lui /? în carul 8i8temului con8iderat 8unt grupate în tabelul 4.2.8. Valorile numerice 
conLrmâ previriunile, zi anume faptul câ durata de viajâ a 8i8temului calculatâ pe bara 
deLnipei (I) e8te cea mai redu8â. Celelalte doua valori ale lui ^/777^ nu prerintâ M8â 
diferende semniLcative, M8â cum 8-a vârut efortul de calcul pentru determinarea lui 

e8te 8ub8tanîial mai mare decât cel pentru ^/7V7^. Xlai e8te intere8ant fapml câ o 
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reducere eu 0,9^6 a Labilitâpi comutatoarelor duce aproximativ la diminuarea de 10 ori a 
duratei de via^â a sistemului.

.V/7V?' m unilâp âe âmp

7 - ^7^1 ! ^7777b ! ^/777z

0,990 61,Z ! 62,4 78,1
0,995 122,4 ! 124,7 156,1
0,999 ! 611,2 ! 623,1 780,2

tabelul 4.2.8.

In concluzie, consider câ având in vedere zi efortul de calcul, cel mai util indicator 
pentru calculul duratei de viata al sistemului crossdar este cel care considera sistemul 
funcyonal pana când exista cel pupn o memorie comuna prin care sâ poatâ comunica 
toate procesoarele (deLnipa (I)). Acesta este zi cel mai semnificativ din punct de vedere 
practic dacâ ne gândim la funcționarea sistemului multiprocesor zi are o formâ analiticâ 
concisâ de exprimare pornind de la funcția de Labilitate lX^X^896a):

(4.2.25) 
,-0 l-1

-1^ - 1 - X(-I) (4.2.26)

O mârime care poate caracteriza performantele unui sistem multiprocesor este 
c/e 7° (response time) la o cerere de acces lansatâ de un procesor la o

memorie comunâ. știind câ reprezintă probabilitatea ca o cerere de acces sâ Le 
acceptată, rezulta ca 1 reprezintă numărul de cereri Ia memorie pentru ca cererea 
respectiva sâ Le acceptata (inclurand zi cererea acceptatâ). vacâ se considera numai 
cererile neservite dinaintea acceptării, atunci numârul mediu de unitâp de timp (sloturi) 
pânâ când o cerere emisâ de un câtre (IXl este acceptatâ, e data de:

7- --^--1 (4.2.27)

în aceasta relape, se poate calcula pe ba^a (4.2.11), dar o soluție mai exactâ se poate 
obpne utilizând in aceasta rata dinamica a cererilor de acces, vacâ o cerere este acceptatâ 
imediat de memorie (7^1), atunci 7-^0.

?e ba^a modelului prezentat pentru studiul caracteristicilor reunite de performans 
zi Labilitate pentru un sistem crossbar se pot deduce relapile care permit analiza 
comportârii unui sistem multiprocesor cu magistrala unica (Lgura 2.2.1) ?i aici este 
adecvata considerarea unui spapu discret al timpului, presupunerile de la sistemul crossbar 
Lind valabile, cu observapa câ numârul de module 0X1 se reduce la unul singur (m^l). In 
lipsa comutatoarelor, elementul expus la defectare este magistrala sistem, conform kuncpei 
de Labilitate datâ de (4.2.4). ve asemenea sunt valabile relațiile (4.2.1), (4.2 2) zi (4.2.5), 
trebuie doar evaluata probabilitatea 7^ ?r(^«2 (7ere^ /a (7.^.
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Aceasta se poate calcula ca zi probabilitatea de a avea incercâri reunite clin ^-1 
corespunzătoare restului cle procesoare, Lecare cu probabilitatea a, adica, conform unei 
distribupi binomiale:

(4.2.28)

Minând cont de acest rezultat, probabilitatea ca cererea emisâ äe un ?L sâ Le reu^itâ este, 
pe bara (4.1.2).

(4.2.29)

probabilitatea ca sâ existe o cerere äe acces reunita la OK4 äin partea unui kp va 6 äatä äe 
adicâ:

(4.2.Z0)

Aceasta relație se poate aăuce la o formâ concisa âacâ se pne cont äe dezvoltarea 
binomialâ:

scr^d-cr)^ ^^^^(1-Q)' ^(1-cr)"

/7 l - 1 î ^(I-Lk) ^(1-^)" - (4.2.31)

—-1 Lk ^(1-cr) >(1-a)
„-/vn- 1-/-

Efectuând scbimbarea äe variabila /7 - »-1-/ se obpne:

1 1 < »1_1 )
l-(I-a)'(4.2.32)

Lxprimanä suma âin (4.2.32) îniocuincl-o în (4.2.30) rerultâ probabilitates unei cereri 
äe acces reunite, scrisa sub o altâ formâ:

(4.2.ZZ)

La o veriLcare a corectitudinii, pentru maZistrala perfect Labilâ (^^1), lâ^imea de 
bandâ a sistemului care este data de numârul așteptat de accese reunite

(4.2.34)
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va avea tocmai expresa (4.1.20). p vident câ zi la acest tip äe sistem, ca äe altfel la toate 
considerate în ace8t capitol, âacâ în relasiile anterioare 8e folosezte o ratâ âinamicâ a 
cererilor în loc äe cea 8taticâ 8e obpne un moâel mai apropiat äe realitate.

In carul sistemelor multiproce8or cu magistrale multiple (figura 2.2.2), 
numârul äe procesoare care obpn acce8ul la memoria comunâ e8te limitat atât äe 
coliziunile cererilor äe la nivelul modulelor O^l, cat zi äe numârul câilor äe comunicare, 
aăicâ al magistralelor. în plu8, äacä ace8tea äin urmâ 8unt expu8e la âefectare, trebuie luat 
în calcul numai numârul äe magistrale âi8ponibile.

In prima etapâ nu iau în considerare ca factor limitator decât interferențele caurate 
de cererile 8imultane la modulele O>4. ?robadili1a1ea ca cererea emisâ de un pp la un OXI 
8â 6e reuzitâ e8te datâ, similar cu (4.2.5) de:

(4.2.35)

unde pr(exz^/â z^eâ /a meâ/u/ Ol/). Aceasta se poate evalua pe bara
raționamentului expus la rejeaua crossbar, admi^and câ probabilitatea ca un anumit modul 
OKI sâ 6e accesat de un anumit pp este a/m. Oa urmare, conform regulilor unei 
distribuții binomiale a numârului de procesoare râmase care cer acces la modulul OK4, se 
obtzneca:

!n continuare trebuie calculat F(z) - pr(e^/â e-ncl z c/e cz<7c?e^ rez^z/e^, 

ceea ce se poate face în mod distinct în tunctze de raportul dintre n zi ^cest lucru este 
aza, deoarece pentru n > m valoarea ^(z) nu are semnificare 6Âcâ pentru ..., n,
numârul de cereri servite fiind limitat de numârul de module OKI. pa fel, pentru n < ??z nu 
are sens de exemplu valoarea §(m) dacâ în total sunt numai n procesoare. în consecința, 
trebuie tratate separat carurile » < ?zz zi > ^z.

a) n < m

probabilitatea de a avea z reuzite se poate calcula ca ^(z) - ?r(,zzz^zcr?-u/ L?rz 

rer^z/ z), ztiind câ probabilitatea ca un procesor sâ eniitâ o cerere zi aceasta 
sâ tie reuzitâ este .

(4.2.37)

probabilitatea ca sâ existe exact z reuzite din /? procesooare, tiecare cu probabilitatea ?, 
este data de funcția de masâ de probabilitate a distribuției binomiale aferente, zi anume:

" > 1

(4.2.38)
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fiind în total procesoare, noter F (/) ?r(6^/L/â ee/ / eez-e^z c/e
rer^/ke), valoarea acesteia Lind:

^'(0 F(/) F(^1) S(^r) (4.2.Z9)

!n a doua etapâ tzn cont de faptul câ pentru ca cele / cereri 8electate in prima etapâ 
8â Le într-adevâr reunite, e8te nece8ar ca 8â exi8te cel putzn / magistrale disponibile 
(Lmctzonale), dar numărul de cereri servite nu poate depâzi numârul magistratelor din 
sistem (-). De asemenea vor exista r reunite zi în carul în care existâ mai mult de / cereri 
selectate, dar numârul magistralelor dune este /. Dacâ noter e(/) ?r(ex/^r<I / 

-rz/rel zi e'(/) - ?r(ee/ -u/re), atunci numârul mediu
de procesoare care vor avea cererile la memoria comunâ servite se poate exprima sud 
forma:

IlF(1)ev) ^'(2)e(I)) - 2^(2)e'(2) - §'(3)e(2), -

> ... 4- -ls(ö)e^) §'(^1)e(^ (4.2.40)

Irebuie determinate prodadilitâtzle e(/) zi e'(/), presupunând câ probabilitatea ca o 
magistralâ sâ Le Lmctzonalâ este egalâ, conform (4.2.4), cu (unde - Lind 
rata de defectare pe slot). probabilitatea ca sâ existe exact / magistrale dune este în 
consecinjâ datâ de:

(4.2.41)

Dacâ v reprerintâ variadila aleatoare corespunrâtoare numărului de magistrale dune, 
atunci prodadilitatea ca cel putzn / magistrale din - sâ Le Lmctzonale se va putea exprima 
ca zi:

e'(0 - ?r(.v L I- ?r^ < /)- l X^(» - 1 - (I - (4 2.42)

în Lnal, se poate determina prodadilitatea ^4 ca o cerere emisâ de un procesor la 
memoria comunâ sâ Le servita, având în vedere atât limitârile structurale, cat zi cele de 
Labilitate. ?e bara relatzei (4.1.24), în care F se înlocuiește cu expresia (4.2.40), 
probabilitatea unui acces reuzit va L:

- ^^S(->e'(» > â De(,)^ - L^t-)s'(') /-'(- 1)e(i)I (4.2.4Z)

^m pus relatza (4.2.43) sub aceastâ formâ, pentru a pune în evidenjâ faptul câ Zr(r) 
zi /,'(/) exprimâ probabilitatea ca exact / procesoare, respectiv />1 procesoare, sâ aibâ 
cererile selectate pentru a L servile în prima etapâ, printre ele Lind zi cererea procesorului 
în caurâ (pentru care se exprimâ?i).

(?entru magistrale perfect Labile este evident câ relatza (4.2.40) este similară cu 
(4. l.23), dar însumarea se face pânâ la n în loc de m).
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b) n > m

In acest ca^ este mai convenabil a evalua probabilitatea äe a avea r reunite sub 
forma ^(z) - kr(e^/â eaccrek / msâ/e (Ldf c/z/e^z7e M/ ^e^e/'zl. La zi la rețeaua 
crossbar, probabilitatea ca un modul d'^l sa aibâ cel pupn o cerere este:

(4.2.44)

k^iind în total /» astfel äe module, probabilitatea câutatâ este:

§(z)-^.^(1-r)^ (4.2.45)

Hi aici note? cu ^'(z) ?rje^/t5 ee/ /7^z>? / c/e /-er^z/e), clar întrucât 
numărul maxim äe cereri reunite nu poate depâzi numărul äe moäule Lidl, valoarea ei 
este:

K'Ü) " F(>) 6(^1) F(^) (4.2.46)

Lrmând același raponament ca la ca^ul a), în a âoua etapa se poate exprima 
numărul meäiu äe memorii comune ocupate, Mană cont zi äe limitarea impusa äe 
numârul äe magistrale, precum zi äe Labilitatea magistralelor, kela^ia äe calcul este 
aceeazi cu (4.2.40), iar probabilitatea ca cererea emisâ äe un procesor la memoria 
comuna sâ Le reuzitâ se obține pe bara relației (4.2.4Z). Idlai este äe subliniat faptul câ 
relaMe äe calcul pentru F zi sunt iäentice, âar pentru âouâ situati structurale âiferite, 
pentru care K(z) zi F'(z) se calculearâ în moä distinct, äe aceea trebuie utilitate âupâ car. 
ve asemenea, ca o veriLcare se poate uzor constata câ pentru m^ö^l relapile preceâente 
se reăuc la cele äeäuse la sistemul cu magistrala unicâ.

!n carul sistemelor cu rese» multinivel (IdM<), rerultatele obținute la tratarea 
rebelelor crossbar pot L äe asemenea folosite, avană în veâere faptul câ elementele äe 
comutare al rebelei Idilic sunt äe fapt nizte comutatoare crossbar cu cz intrâri zi - ieziri 
(Lgura 2.4.7). Voi aâmite într-un spațiu âiscret al timpului aceeazi ratâ äe äefectare <^^l- 

pe un slot pentru oricare legâturâ äe tip intrare-iezire a unui element äe comutare, 
acestea clin urmâ Lină presupuse iäentice (re^ea omogenâ). întrucât sistemul se compune 
äin V nivele, trebuie mai întâi äeterminatä rata cererilor (^) pe o iezire a elementului äe 
comutare aflat într-un nivel intermediar (/), presupunând câ pe întrârile sale existâ o ratâ 
de cereri ?)_i. Aceasta se poate calcula cunoscând probabilitatea ca o cerere aplicatâ pe o 
intrare a comutatorului sâ Le reuzitâ (adicâ transmisâ pe iezire, ynând cont de posibilitatea 
defectârii legâturilor interne zi de conflictele cu alte cereri simultane), care este datâ de 
relata (4.2.11) zi în care sâ înlocuiesc n cu a, m cu ö zi cr cu Llrmearâ câ rata pe o 
iezire este egalâ cu numârul de cereri acceptate (zi transmise prin comutator), raportat la 
numârul total de ieziri, adicâ:
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fxpre8ia obpnutä 68te 0 relaxe âe recurenta care trebuie aplicata pentru toate 
nivelele rebelei (/ 1, 2, ..., -V), admirând pe intare rata a (probabilitatea ca un 
proee8or conectat pe o intrare 8â emitâ o cerere de acce8 la memoria comunâ în 8lotul 
care urmearâ). 8e obține în Lnal adicâ probabilitatea ca o cerere 8â 6e tran8mi8â la o 
ieșire a ultimului nivel, kerultâ câ dacâ refeaua are /» ieșiri pe care 8unt conectate 
modulele atunci lâpmea de banda a 8i8temului va 6

(4.2.48)

iar probabilitatea ca o cerere de acce8 la memoria comunâ din partea unui conectat pe 
una din cele n intrâri 8â 6e accceptatâ, e8te datâ de:

) (4.2.49)

Oacâ 8e con8iderâ câ rețeaua e8te lip8itâ de nivele 8uplimentare, având cate o 
8ingurâ cale de la tîecare intrare la frecare iezire, atunci n zi m In mod urual, 
comutatoarele rebelei 8unt celule de tip 2x2 (rețele ba8eline, Omega, etc.) zi rebelele 
8unt rectangulare (^/?r^2"). In ace8t car 8e pot deduce relatzi parüculare pentru 
indicatorii de performans. Oomutatorul, a8emuit cu un cro88bar cu douâ intrâri zi douâ 
ieziri, confine patru elemente expU8e la defectare, cu aceeazi probabilitate (figura 4.2.9). 
^ce8te elemente core8pund la câte o legâturâ pe graful a8ociat, defectarea Lecâruia 
ducând la întreruperea comunicatei dintre intrarea zi iezirea core8punrâtoare. !ntr-un car 
concret, identificarea lor fine de modul de con8tructe al comutatorului.

fuând în (4.2.47) c7-k-2, dupâ efecMarea calculelor 8e obpne relata de recurenta 
8implâ.

(4.2.50)

Aceasta 8e poate pune uzor zi 8ub forma

(4.2.51)

care e8tc comparabila cu (4.1.26) zi o verifica pentru comutatoare perfecte (/-^1). Celaya
(4.2.51) permite urmâtoarea interpretare: termenul 2 reprerintâ probabilitatea ca o 
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ieșire a comutorului 8â primeaseâ cerere âe la una din intrâri zi calea corespunzătoare sâ 
Le Lunctzonalä. Ketaua are aici?/ log-n nivele, âeci ?> se obtzne prin aplicarea relapei 
âe recurent succesiv pentru^^1,2,..., logr». l^apmea âe banââ, respectiv probabilitatea 
unui acces reuzit prin resea, vor 6 âate la aceste tipuri particulare âe regele âe:

F-2^ (4.2.52)

(4.2.53)

Lste âe menționat faptul câ relatzile âeâuse sunt valabile zi în cazul rebelelor 
dinamice (netolerante) pe un singur nivel, âe tipul celor cu amestecare perfectâ (perfect 
skuKle). Dacâ o astfel âe resea este în conexiune recirculantâ, ânci evident aceste rela(ii 
se vor consiâera succesiv la Lecare pas.

4.3. Rezultate experimentale

Unul âin inâicatorii âe performans cel mai âes utilizat la sistemele multiprocesor 
este /ch/mea (banâwiâtb), aâicâ numârul meâiu âe moâule âe memorie OKI
ocupate (F). ^.cest numâr este egal zi cu numârul meâiu âe procesoare care au tăcut acces 
la memorii comune zi accesul este reuzit. 87n procesor poate L într-una âin urmâtoarele 
stâri pe âurata unui slot:

- activ, cu probabilitatea 1-a
- a cerut acces zi acesta a fost reuzit, cu probabilitatea <2
- a cerut acces zi acesta a fost nereuzit, cu probabilitatea a ( I - ?^)

Limilar cu numârul âe succese âintr-o secvența âe încercări öemoulli âe 
probabilitâ^i egale, numârul âe accese reuzite pentru cele n procesoare reprezenta o 
variabilâ aleatoare cu distribuție binomialâ. ?robabilitatea âe reuzitâ âintr-o încercare Linâ 
a - , valoarea azteptatâ a variabilei aleatoare este:

(4.3.1)

?entru moâelul consiâerat (cu posibilitatea âe âefectare a comutatoarelor), /) este 
o tuncpe âe numârul âe unitâp âe timp (0 în Lgura 4.3.1 este reprezentatâ evolupa Iui /î 
pânâ 1a 1000 âe sloturi, pentru un sistem âe tip crossbsr cu n^15, ??^10, a^0,7 zi 
/,^0,998. ?entru validarea moâelului propus am elaborat în ^urbo ?ascal un program âe 
simulare a comportării sistemului, simularea pe calculator Linâ o metoââ uzualâ âe 
investigare a performantelor sistemelor paralele ^^^94^. ^.cest program (âescris în 
-^nexa 4) actualizeazâ la Lecare unitate âe timp matricea âe comutatoare ținând cont âe 
rata âe âefectare ^1-/?, âeterminâ care procesoare lanseaza cereri la memoria comunâ 
(cu rata a) zi stabilezte pe baza unei selecpi uniforme moâulul âe memorie accesat âe 
Lecare procesor. In conformitate cu un sistem 6x âe prioritari între procesoare se 
âeterminâ care pot avea accesul reuzit, condiponat însâ âe starea funcționala a 
comutatorului âe pe calea âe acces. In Lnal se âeterminâ la Lecare slot numârul âe 
procesoare cu accesul reuzit zi al celor în azteptare, iar apoi se efectueazâ media cumulatâ 
a acestor valori pentru toate iterațiile făcute. Rezultatele date de trei rulâri ale acestui
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program, eu increment äe 50 äe unitäp äe timp, sunt reprezentate cu puncte pe Lgura 
4.3.1. 8e observâ câ rezultatele obținute prin 8imulare conkrmâ valabilitatea moâelului 
matematic. (fa un numâr mare äe iterații, pe8te 1000, 8e obține o 8uprapunere perfectâ). 
0 alta variantă a programului äe simulare, mai apropiata äe tuncjionarea reala, line cont 
äe reluarea äe câtre un proce8or a unei cereri ne8ervite în urmâtorul 8lot la același moâul 
äe memorie, în carul în care returul 8-a âatorat unui contlict cu o altâ cerere. Dacâ 
neservirea 8-a datorat comutatorului âetect, aMnci cererea nu mai e8te menpnutâ în 
continuare, ^leäia rerultatelor äate äe 100 äe simulari este äatä în tîgura 4.3.2 pentru un 
sistem cu n^10, a^0,7 ^i /-^0,997, comparativ cu rerultatele calculate pe bara
moâelului matematic propus. 8e poate remarca câ §i în ace8t car curbele prerintâ o buna 
suprapunere, ceea ce äemonstreara justețea moâelului pentru acest inäice äe performanta 
al sistemului.

ct» »n» <î)

figura 4.3.1.

figura 4.3.2.
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Dn indicator âe contraperforma^â este numârul mediu de procesoare care stau (w), 
adicâ au cerut acces dar acesta nu a fost reunit datoritâ comutatorului defect sau coliziunii 
cu o alta cerere:

" n - a ( 1 - ) (4.Z.2)

Ourdele comparative ale lui n pentru sistemul considerat mai înainte, obținute pe 
dara modelului zi simulării, sunt date în 6§ura 4.Z.Z. ?i pentru acest indicator valorile 
calculate aproximeara foarte dine pe cele experimentale rerultate prin simulare. în Lßura 
4.Z.4 este data evoluția lui în carul unui sistem cu 15 procesoare zi 10 memorii, pentru 
diferite valori ale lui /?. ?entru /7^1 curdele tind asimptotic spre valoarea ?r Q 10,5, 
corespunratoare carului când toate comutatoarele s-au defectat. De pe curde se poate citi 
aproximativ zi viap utila a sistemului.

k^Zura 4.Z.Z.

?iFura 4.3.4.
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în L^ura 4.3.5 am reprezentat variatza lui w în tuncpe äe probabilitatea unei cereri 
äe acce8 1a 0X4 (a) pentru sistemul consiäerat, la ärterite valori ale lui /). 8e remarcă 
existenta practicâ a unei probabüitäy äe prag (/- 0,989), sub care curbele âevin liniare zi 
se suprapun. Lxplicaya este ca numărul äe procesoare în azteptare nu poate âepâzi 
valoarea ?r <2, iar cu probabilitas äe buna tuncyonare mai mici decât cea äe praß, toate 
caile se blockest panâ la momentul / 500 consiäerat. Lxistenp probabilitati äe praß se 
pune în eviâenjâ zi mai bine pe zraLcul äin Lßura 4.3.6, unäe pe axa absciselor s-a 
reprezentat Labilitatea comutatorului 0?).

k'iAura 4.3.5.

?ißura 4.3.6.
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8e pune problema äe a 8281 un indicator Klobal äe eficienta al sistemului, care 8â 
üe in ajutorul proiectantului äe 8i8tem. Oonsider câ n e8te dat, prin natura aplicației, iar a 
trebuie 8â Le cât mai mic (cat mai pupne necesitäp äe transfer äe äate între proce8oare, 
autonomie cât mai mare). întrebarea e8te äe câte moâule CVI este nevoie ? I)acâ m este 
mic, atunci prea multe vor 6 în așteptare, iar âacâ e8te mare, atunci prea multe CVI 
vor 8ta nekîind 8olicitate zi crezte inutil co8tul zi dimensiunea sistemului. Deci trebuie 8â 
exi8te o valoare optima. ?entru a o gâsî, deLnesc c/e s/ (L)
ca Lind'

/'L' x /7^. C^/ ^( 1 - Q) ^ 1
x (4.3.3)

LLcienja sistemului este reprerentatâ în Lßura 4.3.7 în tuncpe äe m, pentru ca-ul 
comutatoarelor perfecte (timpul nu mai are astfel importanta), pentru diferite valori ale lui 
a. 8e remarca faptul câ pentru numârul dat de procesoare (aici 15) curbele preLntâ cate 
un maxim, pentru care se poate citi numârul optim de module CVI, ceea ce reprerintâ o 
informație utilâ proiectantului de sistem. Numârul de memorii necesare este mai mic 
pentru a mic. Crezterea nejustiLcatâ 2 lui m nu duce la mârirea eficientei sistemului zi 
peste o anumita valoare nu mai are practic influenta.

fißura 4.3.7.

ln cazul unui sistem multiprocesor cu maßistralä unica, care are n procesoare zi 
este expusâ la defectare, lâpmea de bandâ (/) este datâ de relapa (4.2.34). 

inti'ieâi aici existâ doar o singurâ memorie comunâ accesibilâ procesoarelor prin 
itia^slrala sistem, mârimea /9 exprimâ mai de§rabâ Zradul de ocupare al acestei memorii 

nlunâiul lnediu de module de memorie care lucrează. Valoarea lui /? depinde în 
tle numârul de procesoare din sistem zi rata cererilor (a), în sensul câ un numâr 

„«»ne <1e j-ioeesoarc cu o rata de cereri ridicata duce la ocuparea aproape în permanenta 2 
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memoriei comune «1). Dacâ intervine însâ zi probabilitatea âe câdere a magistralei, 
ocuparea memoriei prerintâ o scâdere exponențiala cu timpul pe dara relapei menționate, 
lucru ilustrat în graLcul âin figura 4.3.8 pentru carul ?r^5, c^0,7 zi /--0,998. ?e același 
grakc am reprezentat pentru comparare rezultatele âate âe execupa programului întocmit 
pentru simularea tunctzonârii sistemului (prerentat în ^nexa 4), numărul âe iterații 
efectuate Lind âe 100. 8e poate constata câ cele âouâ curbe urmearâ aceeași tenâin^â, 
ceea ce contîrmâ justețea moâelului matematic propus.

figura 4.3.8.

?entru studiul comportării sistemului considerat nu este lipsit âe interes 
determinarea probabilitâpi ca un anumit procesor sâ obpnâ un acces reunit (^) âacâ a 
lansat o cerere câtre memoria comunâ. (Cunoscând pe /?, egal cu numârul meâiu âe 
procesoare care primesc acces, 7^ se poate calcula analitic raportând aceasta valoare la 
numârul mediu de procesoare care au cerut acces (a n), adicâ:

Lk N Q /7
(4.3.4)

?e Lgura 4.3.9 am reprezentat graficul tuncpei (4.3.4) pentru carul sistemului de 
mai înainte, luând ca variabila numârul de unitâji de timp, viaturi, pentru comparare, se 
atlâ rezultatele obținute prin simulare. 8e observâ câ evoluția curbelor este aceeași, dar în 
carul acestui indicator ele sunt totuși mai depârtate, mai ales în prima porțiune, când 
probabilitatea ca magistrala sâ Le tunctzonalâ este mare. Lxplicatza acestei diferende (totuși 
acceptabile) constâ în faptul câ în programul de simulare a tunctzonârii reale am pnut cont 
de faptul câ o cerere neservitâ din caura unei coliriuni cu o altâ cerere simultanâ se va 
mentzne în continuare zi la urmâtoarea unitate de timp, z^cest lucru duce la creșterea 
numârului de procesoare care cer acces zi reduce probabilitatea de reuzitâ fa^â de situata 
modelatâ matemadc.
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?igura 4.3.9.

7impu1 de viata al Gemului va depinde numai de momentul in care 8e defectează 
ma§l8trala 8i8temu1ui. Daeâ --1-/? reprezintă probabilitatea de defectare pe o unitate de 
timp (slot), atunei conform mediei unei di8tributii geometrice numărul âe 8loturi pana la 
detectare (indu8iv ace8ta) va 6:

1 1
^/777^--------- (4.3.5)

- 1-Z?

Orakcul ace8tei tuncjii pentru /-S^0,990 ; 1^ e8te reprezentat in Lgura 4.3.10. ?e 
ba^a ace8tei tiguri 8e poate face remarca importanta pentru proiectantul de 8i8tem câ 
timpul mediu pana la detectare create vertigjno8 daeâ rata de fiabilitate a liniilor 
de magi8tralâ e8te 8Uperioarâ unei valori de aproximativ /- 0,998.

?igura 4.3.10.
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0 problema deosebita la orice sistem multiprocesor eu magistralâ unica o 
reprerintâ evitarea saturării magistralei, deoarece dacâ numârul de procesoare conectate în 
sistem (n) depâ^e^te limita de saturare, atunci traLcul mare de pe magistrala va duce la 
creșterea numărului de procesoare aLate în așteptare de a primi acces la magistralâ. Dacâ 
numârul de procesoare care stau este mare, atunci se pierde din eficienta dobanditâ prin 
distribuirea sarcinilor la mai multe procesoare. ?entru un sistem dat, considerând carul 
ideal în care timpul de magistralâ se împarte egal zi succesiv între procesoare, numârul de 
procesoare allste în așteptare (w) depinde de gradul de ocupare al magistralei, care este de 
fapt a (probabilitatea ca un procesor sâ emitâ cerere la memoria comunâ):

1 
dacâ n < —

! i
! /i - —

(4.Z.6)
1 

dacâ n > -
cr

In Lgura 4.Z.11. am reprezentat grafic pe m lunche de numârul de procesoare 
din sistem, pentru diferite valori ale lui a (fiabilitatea magistralei Lind consideratâ unitarâ), 
pe bara relației de la modelul propus la paragraful 4.2:

an (1-?i) (4.Z.7)

8e observâ câ aceste curbe sunt tangente la cele date de (4.Z.6) pentru carul ideal, 
ultimele Lind linii Lânte în punctele care reprerintâ pragurile de saturape 
(valorile de prag Lind 2, 5, respectiv 10 pentru cele trei situații de pe Lgurâ). In realitate 
saturația apare deja la un numâr de procesoare mai mic decât cel de prag, deoarece ele au 
o funcționare asincronă §i nu se poate garanta ca unul sâ cearâ magistrala exact în 
momentul când cel precedent renunța la ea. turbele date de modelul propus reflecta 
aceasta situape, Lind deci conforme unei functzonâri reale a sistemului.

sigura 4.Z.N.
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Da UN sistem multiprocesor cu magistrale multiple, Stza cum am arâtat 1a 4.2, 
calculul numărului meâiu âe moâule âe memorie comunâ ocupate (F) âiterâ âupâ cum 
numârul âe procesoare (n) este mai mare sau mai mic âecat numărul acestor moâule (m). 
De aceea, pentru valiâarea prin simulare a moâelului propus (pe bara algoritmului âin 
^nexa 4), am tratat âistinct cele âouâ situatii. OraLcele comparative, aproape suprapuse, 
ale rezultatelor obținute pe ba^a moâelului (relapa (4.2.40)) ;i prin simulare pentru un 
sistem cu n>m sunt prezentate în Lgura 4.Z.12. 8e poate constata câ în momentul inHal, 
canâ toate magistralele sunt dune, curbele pornesc aproximativ âe la valoarea egalâ 
cu numârul magistralelor (ö^Z), âeoarece pentru rata mare aâmisâ a cererilor (a^0,9) 
numârul celor care pot 6 servite este limitat âe numârul magistralelor âe comunicație. 
Numârul âe procesoare servile urmea^â apoi o scââere exponenpalâ pe mâsura âefectârii

sigura 4.Z.12.

sigura 4.Z.1Z.
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pentru eaAÜ ^</n am luat un numâr mie äe procesoare (n-4) cu o ratâ mai mica a 
cererilor (a-0,6), tocmai pentru a ilu8tra faptul câ limitarea numărului äe cereri servite 
începe mai târziu, âupâ ce o parte a magistralelor s-au âefectat (Lgura 4.3.13). Kumârul 
meäiu al moâulelor 0^1 care au cereri se poate calcula cu relata (4.1.21) zi este în acest 
car äe 2,19, ceea ce necesitâ âoar 3 magistrale funcponale. De aceea curbele äin Lgura 
4.3.13, foarte apropiate pentru moâel zi simulare, au pana la aproximativ /^200 o 
porțiune constanta, corespunzătoare situatei cană numărul meäiu äe cereri este mai mic 
âecat numărul äe magistrale âesponibile. 8e poate pune atunci următoarea întrebare: Lină 
ciat un anumit sistem multiprocesor, care este numârul äe magistrale necesare, pentru a nu 
crezte exagerat zi inutil costurile zi complexitatea sistemului ?

pentru a râspunâe la întrebarea äe mai înainte, trebuie âeterminat numârul meäiu 
äe cereri äiferite emise äe cele n procesoare la cele /» moäule äe memorie, ^ceastâ 
valoare a tost äe)a äeäusä, Lină äatä äe relapa (4.1.21). Numârul äe magistrale necesare 
pentru a servi toate aceste cereri se obpne prin urmare pe bara expresiei:

n 1- 1-- (4.3.8)

unäe repreÂntâ rotunjirea în sus la urmâtorul întreg. !n Lgura 4.3.14 am reprezentat 

graLc aceasta tuncpe pentru o conLgurape äatä în funcpe äe rata cererilor la memoria 
comunâ, consiäeränä magistrale perfect Labile (/,^1). 8-a obținut o tunete în trepte, äe 
pe care proiectantul äe sistem poate citi numărul optim äe magistrale necesare în sistem, 
astfel încât sâ nu Le prevâ^ute prea multe magistrale ineLcient exploatate raportat la 
numârul äe cereri.

pigura 4.3.14.

Durata äe viajâ a unui sistem cu magistrale multiple pne panâ în momentul în care 
se âefecteara toate magistralele. Din punct äe veäere al sckemei äe Labilitate, magistralele 
sistemului pot 6 consiäerate conectate în paralel, aäicä sistemul este kuncjional âacâ existâ
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cel pusin o magistralâ bunâ. kiecare magistrala avană conform (4.2.4) Labilitatea / 
Labilitatea sistemului cu - magistrale este claia äe:

(4.Z.9)

timpul meâiu pânâ la defectare (,V/H/^) corespunzător acestei luncii polinomiale 
se obtzne pe bara teoremei 3.3.2, zi anume:

o*
(4.Z.10)

?e Lgura 4.Z.I5 am reprezentat graLc ^7"^in tuncpe de rata de Labiliate a unei 
magistrale (/)) având ca parametru numârul de magistrale din sistem. 8e observâ, ca zi 1a 
sistemele cu magistrala unicâ o creztere substanțiala a duratei de via^â pentru apropiat de 
I. 0 dublare a numârului de magistrale nu duce însâ decât la o creztere neînsemnata a 
timpului de via(â.

sigura 4.3.15.

pentru studiul comportării unui sistem multiprocesor cu resea multmivel am ales 
o re^ea rectangulară de tip baseline (Lgura 2.4.5) cu N--8 intrări, ieziri zi ^3 nivele, 
primul indicator urmârit este lâzimea de banda (-9), aăicâ numârul de module de memorie 
comunâ ocupate dintre cele conectate pe iezirile rebelei. Conform modelului propus, 
expresia de calcul a lui F este cea datâ de relata (4.2.52), pe bara câreia am obținut 
graLcul din Lgura 4.3.16, luând pentru Lecare procesor conectat pe intrâri o ratâ a 
cererilor la memoria comunâ de 6^0,8. ?entru comutatoarele din interiorul Lecârei celule 
2x2 am admis o probabilitate de bunâ tuncjionare de /-^0,999. In vederea veriLcârii 
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credibilitâtii modelului analiLe, am elaborat zi aici un proxram äe simulare a Lmcfionârii 
sistemului (avană algoritmul äin z^nexa 4), care ia în eonsiäerare azteptârile cauzate äe 
posibilitatea defectârii eomutatoarelor zi conflictele datorate câilor comune. Rezultatele 
obținute prin simulare (pentru 50 de iterații), în ideea câ o cerere refulata din caura unui 
conflict este menținută zi în slotul urmâtor, sunt prezentate pentru comparare pe acelazi 
graLc cu cele calculate analitic. 8e poate constata câ cele douâ curbe sunt foarte 
apropiate, ceea ce întârezte valabilitatea modelului matematic propus.

ct« d <î>

k'igura 4.3.16.

l^n alt indicator important de studiat este probabilitatea ca o cerere emisa de un 
procesor la o iezire a rebelei sâ fie acceptatâ (Z^). ^ceastâ valoare este egalâ cu 1 numai 
dacâ toate comutatoarele întâlnite pe calea respectiva sunt tunctzonale, calea este liberâ zi 
nu existâ nici o alta cerere simultanâ la memoria de pe iezirea în caurä. ?robabilitatea 
cautatâ se poate calcula cu relația (4.2.53), evolupa acesteia Lind reprezentata pe graficul 
din figura 4.3.17 pentru diferite Labilitâtz ale comutatoarelor. 8e observâ câ probabilitatea 
de acceptare, care cbiar pentru comutatoare perfecte (^1) este destul de micâ (?^-r-0,6), 
scade vertiginos pe mâsura defectârii comutatoarelor (pentru /^1). ^cest lucru se explicâ 
prin faptul câ între fiecare intrare zi Lecare iezire existâ cate o singurâ cale zi defectarea 
unui comutator din cele patru considerate pe celulâ (veri figura 4.2.3) întrerupe imediat o 
cale pentru care nu existâ nici o alternativâ. Lste interesant de urmârit zi modul în care 
este inLuenjatâ probabilitatea de acceptare de modificarea ratei de acces («) pentru un 
sistem dat. /^cest lucru este reprezentat în figura 4.3.18, sistemele (cu 8, 16, respectiv 32 
de intrâri) Lind considerate aici perfect Labile. Oe pe graLc rerultâ câ pe mâsurâ ce 
dimensiunea rebelei (n) este mai mare, probabilitatea de acceptare a cererii scade, acest 
lucru Lind mai pronunțat la rate de acces mai mari. Oe asemenea se poate vedea câ Z^ 
scade aproape liniar cu rata de acces, având valoarea minima atunci când toate 
procesoarele emit cereri, aceastâ valoare Lind datâ de:
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unäe 86 calculea^a cu relata äe recurent

(4.3.12)

äeäusä äin (4.1.26) în care am luat s-ö-2, iar ^-1 zi r 1, 2, ..., ^. în particular pentru 
rețeaua cu ^V-3 nivele, probabMatea äe acce8 minima este ?-z- 0,5l6.

Ur>ttLîi cts t <î)

sigura 4.3.17.

In încheierea acestui capitol studiem comparativ c/e (^) pentru
diferite tipuri äe sisteme multiprocesor. z^cest indicator reprezintă numărul meäiu äe 
unitari äe timp cât trebuie sâ aștepte un procesor până cană cererea pe care a emis-o câtre 
o memorie comuna este servita. Expresia äe calcul a lui 7^, valabilâ pentru toate sistemele 
tratate, a kost deja datâ prin formula (4.2.27). în kigura 4.3.19 am reprezentat gratrc pe 
pentru un sistem crossbar, un sistem cu magistrale multiple zi o re^ea multinivel, toate cu 
acelazi numâr äe procesoare zi memorii zi aceeazi ratâ äe fiabilitate 2 elementelor 
äe interconectare (^0,999). ?entru sistemul cu magistrale am ales ö^4 magistrale, care 
reprerintâ valoarea optima pentru «^0,6 conform (4.3.8). Oe pe grakc se constata câ 
timpul äe râspuns crezte pe mâsurâ ce elementele äe interconectare se defectează, äar 
aceastâ creztere este mult mai pronunțata la rețeaua äecät la celelalte äouä tipuri, 
^.cest lucru se datoreara faptului câ âistrugerea unui element äe comutare äin rețeaua 
multinivel âuce la cââerea în acelazi timp a mai multor câi äe comunicare. Lste interesant 
äe urmârit câ evoluta curbelor pentru sistemele crossbar zi cu magistrale este aproape 
iâenticâ. ^.cest lucru înseamnâ, cel pupn prin prisma acestui indicator de performans câ 
un sistem crossbar, cu câi separate zi matrice de comutare complexâ (aici cu 64 de 
comutatoare) nu poate 6 considerat net superior unui sistem cu magistrale multiple (aici 
cu 4 magistrale). Explicata constâ în faptul câ defectarea unui comutator crossbar 
întrerupe complet comunicata între o perecke procesor-memorie, pe când câderea unei 
magistrale la sistemul celâlalt nu întrerupe detînitiv nici o astfel de legâturâ, urmarea fiind 
doar mârirea traficului pe magistralele râmase, ^vând în vedere acest avantaj, precum zi 
faptul câ numârul elementelor de interconectare este mai redus, îmi exprim opinia ca 
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dintre cele trei alternative 8tudiate un 8istem cu maxistrale multiple poate reprezenta o 
solute economică zi totuși performantâ pentru implementarea unei aplicatii multiproce8or.

?igura 4.3.18.

?i§ura 4.3.19.

Obiectul ultimelor doua paragrafe 1-a con8tituit prezentarea unui model matematic 
pentru studiul comportării diferitelor tipuri de 8i8teme multiproce8or, la care elementele de 
interconectare 8unt expuse la defectare. 8imularea pe calculator a contirmat valabilitatea 
modelului pentru indicatorii de performanta. ?e bara timpului mediu de râspun5, cea mai 
adecvatâ soluție 8-a dovedit a 6 8i8temul cu magistrale multiple, având în vedere câ ace8ta 
digpune zi de o complexitate, re8pectiv co8t mai redus ca celelalte.
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5. kLie^i^oir
VL

5.1. Caracteristici Aeneole de Habilitate zi performadiiitate

^nalira âe fiabilitate a unui sistem distribuit cie genul rebelelor äe caieuiatoare 
utilireara o abordare teoretica eu graiuri, barata pe moâeiarea refelei cu un graf liniar in 
care noäurile corespund calculatoarelor, iar mucbüle legăturilor äe comunicape.

viabilitatea 8e referâ la aptitudinea sistemului äe a inâeplini iuncpa âoritâ. ve 
aceea, primul lucru e8te äe a identifica operațiile de refea nece8are, cea mai uzuala zi 
naturalâ operape intr-o resea fiind comunicapa. înseamnâ câ in analiza zi sintera unei 
rebele de calculatoare, una din cke8tiunile fundamentale o reprerintâ Labilitatea zi 
disponibilitatea câilor de comunicape intre orice perecbe de noduri. Aceste caracteristici 
sunt strâns legate pe lângâ Labilitatea zi disponibilitatea componentelor individuale zi de 
tebnicile de comunicape utilitate zi de 8tructura topologicâ a câilor de comunicape din 
sistem, ^u8tiLcându-8e astfel studiul prin graful de sistem.

In analiza de Labilitate se admit de obicei urmâtoarele ipoteze asupra graiului de 
sistem (I^-VI90b1'

- toate elementele (noduri zi mucbii) sunt in modul activ (nu de rerervâ)
- Lecare element poate L reprezentat ca un dispozitiv bidirecponal
- starea oricârui element poate L bunâ (operaponalâ) sau defectâ
- stârile MMror elementelor sunt statistic independente
- rețeaua este lipsitâ de cicluri orientate sau bucle, deoarece iuncponarea sau câderea 
unei legâturi intr-un ciclu orientat sau o buclâ nu iniluenjearâ Labilitatea

?e bara diferitelor deLnipi ale operapilor acceptabile pentru iuncponalitatea rebelei 
privind existenta unor câi de comunicape intre anumite perecbi de noduri, au fost stabilite 
o mulpme de criterii de Labilitate de tip zi /-ro-cr-â/.

(Criteriile deterministe reprezintă o mâsurâ a rebelei de
intercomunicape. -Vstfel ele dau o indicape asupra diLcultâpi de a întrerupe iuncponarea 
rebelei, prin determinarea numârului de noduri sau legâturi care trebuie sâ se defectele 
pentru a duce la câderea rebelei.

Criteriile probabiliste de Labilitate pun în eviden^â efectul defectârilor distribuite 
aleator în re(ea. Ostiei Lecârei legâturi zi/sau nod i se asocia^â câte o probabilitate de 
delectare, ceea ce transformâ graiul sistemului într-un ^-/7/7^6 (reliabilit)
grapb). ?e ka/a acesMi model, problema de analirâ constâ din determinarea probabilitâpi 
ca rețeaua sâ tie operaponalâ, în funcpe de una din deLnipile privind comunicarea dintre 
noduri.

Criterii deterministe. 8istemul de calcul se modelearâ printr-un graf liniar O 
(C, /'), unde C este o mulpme nevidâ de n noduri zi este o mulpme de - mucbii. O linie 
de comunicape tull-duplex între nodurile v, zi corespunde mucbiei neorientate 

de altâ paNe, o legâturâ simplex de la v, la v, corespunde mucbiei orientate (v„ v), 
acest ca/ Lină însâ mai rar întâlnit. In ambele caruri se spune câ v, zi v, sunt noduri 
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adiacente, iar muckia â80eiatâ este incidența în ace8le noduri. 8e pre8upune de rexula câ 
Aratul nu are mucbii paralele Hi mucbii de tipul v/j. l^a criteriile determini8te 8e 
evalueara parametri care nu pn cont de Labilitate elementelor componente, Lind 
8peciLci topoloxiei. întrucât evaluarea ace8tor parametri 8e barearâ pe o analirâ a xrâlui 
asociat rebelei, prezint în continuare câteva concepte de bara preluate din teoria Araturilor 
pe ba-a ^^721 Hi l^m72j.

Zelul de noduri din O - (^, L) care sunt adiacente la v, ese noteara ? (v,) Oradul 
nodului v,, notat cu - ! l"(v,)!, repre^intâ numârul de mucbii incidente în v,. kste uHor de 
observat câ

Hi daca L/ pentru orice /, atunci d 2/> Hi 6 se numește un omogen sau ,-egu/o/ 
de gradul d. Douâ mucbü de forma (v,, v,l Hi sunt adiacente în 6, deoarece au un nod 
comun Secvența de noduri adiacente distincte sv,, v,, v*,..., iv, v,, v,j formează o cale între 
nodurile v, Hi , iar lungimea acestei câi este egalâ cu numârul de mucbii situate pe ea. 
Oricare douâ câi între nodurile v, Hi v, se spune câ sunt cu mucbii disjuncte dacâ nu au nici o 
mucbie comunâ, respectiv cu noduri disjuncte dacâ nu au nici un nod comun cu excepția lui 
v, Hi v,. On circuit în graful O este o csâe în care nodul initial Hi 6nal coincid, adicâ v,. 
I^inKim ea circuitului este datâ de numârul de mucbii de pe calea Inclusa eorespunrâtoare. 
bungimea minimâ a tuturor circuitelor din 6 este numitâ graiului Hi se
notea^â Distanta diiitre v, Hi v, este lungimea celei mai sciirte câi dintre nodurile v, Hi 
v,. bwigimea maxinrâ a tuturor câilor cu distanta cea mai scurtâ din 6 se numeHte draMe/^u/ 
grafului Hi se notează -t(O) - max/^ .

Un grak 6 L) este conex dacâ existâ cel pupn o cale între oricare perecbe de noduri
v,, V/ e I ' Dn subgraf O, al lui O este un graf ale cârui noduri sau mucbii sunt conținute în O, 
adicâ O, - (l^, F,), unde Hi L'. Daca , atunci subgratul O, se numeHte 

de aco/7e^>e On subgraf conex maxim din O se numeHte componentâ a bü 6. On 
graf conex consta diritr-o singurâ componentâ, pe când un graf care nu este conex trebuie sâ 
aibâ evident cel pupii douâ componente. On set (minini) de muclui a câror eliminare duce la 
creHterea nuniârubu de componente eu imu se numeHte tâieturâ (minimalâ, primâ) de 
mucbii, iar un set tniirum) de noduri cu aceeaHi propnetate este o tâiettirâ lmuumalâ, prunâ) 
de noduri. (7and un nod este eliminat din graf, atunci sunt eliminate de asemenea toate 
muctiide incidente acebü nod 0 tâieturâ referitoare la o perecbe specificata de noduri v, Hi v 
dintr-un graf conex, nrunitâ Hi tâieturâ /-7, este aceea a cârei eliniînare întrerupe toate câile 
dmtre nodurile v, Hi v, (Hi ca re^iltat v, va face parte dintr-o componentâ, iar v din cealaltă) 
>Iiunând mirum de mucbu dui toate tâietunle /./, notat cu (7,^, reprermtâ conectivitatea de 
niucbie (edge comiectivid/) dintre nodiirile v, Hi . ln mod similar, conectivitatea de nod 
(node connectivis) (7,^ este datâ de nuniârul mirum de noduri din toate tâieturile /-/ 

Conectivitatea de mucbie sau coe-runea grafului 6, notatâ cu

(5l2»

este numârul mmim de mucbii care trebuie eliminate pentru a întrerupe toate câile între o 
perecbe de noduri din O On graf în care 6* (<7) > m se numeHte m-mucbii conex 
Lonecbvitatea de nod sau simplu co?rec//vr/o/ea lui O, notatâ cu 

c; > z»

este egalâ cu numârul minim de noduri a câror eliminare deconectează graful. Dacâ (7^ (O) > 
m, atunci se spune câ O este m-conex
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Intr-un Zraf conex 6 cu n nodun zi L mucbii, un a^-o^e f reprermta ZubZraLü de 
acoperire maxim (cu n-1 mucbii) care nu eonpne nici un circuit. Eliminarea oricărei mucbu 
clintr-un arbore duce evident la deconectarea acestuia. Oe aceea 8e pot forma u^or tâietuii 
prime în O dintr-o mucbie a arborelui zi oricâte alte mucbii ale lui O care nu fac parte din 
arbore. Toate tăieturile formate în acest fel corespund la vectori binari cu - componente care 
sunt liniar independente zi astfel dimensiunea spatului tâieturilor prime este n-I prin 
adăugarea oricărei mucbii la un arbore se formează un circuit Lucmtele formate clin mai 
multe mucbii ale arborelui zi una din cele mucbii ale lui O-T' corespund la vecton 
binari cu - componente care sunt de asemenea liniar independenti. Astfel dimensiunea 
spapului circuitelor lui O este b-^1, care se mai numezte nulitatea zratului, Lind notata eu

?ornind de la modelul teoretic printr-un Zraf al rebelei de calculatoare, cele mai 
simple mărimi de Labilitate deterministâ sunt esec/unea (cobesion) zi eonec7//v/7Q/ea 
(connectivis) Aratului, ple sunt utilitate ca zi o măsură a supraviețuirii sistemului, care se 
considera a 6 operațional daca Aratul asociat este conex. In cânii rebelei de calculatoare 
conectivitatea de mucbii, respectiv de noduri corespunde la numărul minim de leZâturi de 
comunicare, respectiv de procesoane care trebuie sa cadâ pentru a întrerupe comunicară 
între orice perecbe de calculatoare operative, ^cest criteriu devine mai semnificativ daca 
toate calculatoarele rebelei sunt la fel de importante. Mittel, pentru unele perecbi de noduri 
ale Aratului este de dorit ca sâ aibâ o conectivitate de muckie sau de nod diferita de ale 
celorlalte.

8e poate arâta câ numârul minim de noduri din orice tâieturâ /-7 al unui Zraf este 
eAâl cu numârul maxim de câi cu noduri disjuncte dintre nodurile v zi v (teorema lui 
^lenZer). In mod similar, conectivitatea de muckie dintre nodurile v. zi v este eZalâ cu 
numârul maxim de câi cu mucbii disjuncte dintre cele doua noduri, teorema 
tundamentalâ a lui XlenZer 2 simplificat determinarea conectivității de nod zi de mucbie 
dintre orice perecbe de noduri din graf.

IneAabtatea lui VVbitnev arata câ pentru orice Araf O exista relapa:

^(O)-("(O)-^O) (5.1.4)

unde ^*(0) min(<^), adicâ este Zradul minim al nodurilor din O IneZalitatea nu poale L 
îmbunâtâîitâ, deoarece oricare ar 6 numerele întreZi a, b zi <7 astfel încât s < L> <7. existâ 
un §rak O pentru care (^(O) s. ^(0) - zi ^*(0) - c. 8e zîie câ în orice Zraf O cu 6 
mucbii zi n noduri este adevâratâ relapa (5.1.1) zi Aradul mediu este 2bDeoarece 
^*(6) nu poate fi mai mare decât Zradul mediu al nodurilor. < _2b ^1,. unde 
semniLcâ cel mai mare întreZ care nu depâzezte pe rezulta câ:

5^(0) < ("(O) - ^*(0) 5^ _2b (5.1 5)

Kelapa dintre conectivitatea de nod. conectivitatea de mucbie zi Zradul minim se 
datorearâ faptului câ numârul maxim de câi cu noduri disjuncte dintre orice perecbe de 
noduri v zi v nu poate depâzi numârul maxim de câi cu mucbii disjuncte, care la rândul 
lui nu poate depâzi minimul dintre zi c/. Oa urmare se poale deLni un

care corespunde unei re^le de calculatoare de Labiblale maxima, ca Lind ZraLil 
(neomoZen) în care oricare ar 6 7.7. existâ eZablalea

(?' - min(^ . ) (5.1 6i
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Om proprietäre Araturilor /»-conexe re^ultä eâ un grat e8te 2-conex dacâ zi numai 
dacâ oricare douâ noduri 8unt acerate pe un circuit ^^VlH72j. In 8intera relelor 3- 
conexe 8e apelearâ la 8tructura de tip roatâ (vvkeel) care con8tâ dintr-un circuit cu »- 
I noduri zi un nod în centru care e8te adiacent la Lecare dintre nodurile circuitului. ?e 
LAura 5.1.1 8erepre2ntä Aratul kk^. ?roiectarea rentabila a unei rebele Labile de 
calculatoare nece8ita realizarea unor Araturi /»-conexe 8au /»-mucbii conexe cu un numâr 
minim de mucbii 8au noduri. In ace8t 8en8 8-2 detinit Aratul cu muâr (edZe 
criticai) ca Lind un Arat /»-conex în care prin eliminarea oricărei mucbii 8e obpne un Arat 
(/» 1)-conex. 0 condiție nece8arâ zi 8uLcienta pentru ca un §raf /»-conex 8â Le cu mucbii 
critice e8te ca 8â nu exi8te mai mult de /» câi cu noduri disjuncte între orice perecbe de 
noduri adiacente. 8-a arâtat câ un §rat Lnit /»-conex cu mucbii critice consine mai mult de 
(»/>l)^ 2 noduri de Arad /». On Aras ///-conex e8te cu »c/â/-/ e/^âe (node criLcal) dacâ 
în urma eliminârii oricărui nod rerultâ un §rat (/»-1)-conex. Intr-un a8tfel de Araf O /»- 
conex cu noduri critice, (/*(O) < (3/»-1)/2. în mod 8imi1ar un Araf O /»-mucbii conex 8e 
deLnezte a 6 cu noduri (8au mucbii) critice, dacâ zterZerea oricârui nod (8au mucbie) din 
O duce la un Arat (»/-1)-conex. Ku exi8ta nici un Arat /»-mucbii conex cu mucbii critice 
pentru care (/*(O) > /». In carul în care O are » noduri zi (/*(O) > !_»/2_!, atunci (7^(0) 
c/*(O) zi acea8tâ limita data de (/*(6) nu poate L depâzitâ.

?iAura 5.1.1.

Oratutlle omoAene (reAulate) în care toate nodurile au Aradul (/, 8unt maximal 
conexe dacâ ele 8unt (/-conexe zi (/-mucbii conexe. ?e bara celor expU8e anterior, rerultâ 
câ un Arat omoZen conex maximal e8te cu mucbii critice zi cu noduri critice. Oacâ toate 
nodurile dintr-o re^ea de calculatoare 8unt de aceeași importanîâ, o reîea de Labibtate 
maximâ core8punde unui Arat omoZen conex maximal. Aproape toate Araturile de ace8t 
tel 8unt 8imetrice în raport cu nodurile lor (F?-L7/»/7 cn »s(/»/-/ ^//»^//-/ee), di8punând de 
proprietär 8peciLce ^8OL886f Ke^eaua de Labilitate maximâ core8punde Aratului 
(omoZen) cu » noduri zi mucbii, în care.

O"- c* - (/* - (5.1.7)

On Araf cu noduri 8imetrice O e8te bipoconex dacâ (7^(0) < (/(O), unde (/(O) e8te 
Aradul unui nod din O. Caracterizarea ace8tor Araturi e8te diLcilâ, limita 8uperioarâ 
minimâ a raportului (/(<7)/(^((7) Lind 3/2. acea8tâ limitâ în8â nu poate L atin8â. In8â orice 
Araf cu noduri 8imetrice de Aradul 2, 4 8au 6 e8te maximal conex, adicâ (7^(0) - (7(0). 
?entru (/(O) 2 Aratul devine un 8implu pobAON. Ola8a Araturilor cu noduri 8imetrice care 
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au un numâr prim âe noâuri constituie clasa poligoanelor in stea. On graf in care noâurile 
V- zi V/ 8unt aâiacente constituie un poligon in stea âacâ zi numai âacâ zi noâurile zi 
V/.^ sunt âe asemenea aâiacente, unâe 1 < /7 < /r-1 zi reprezintă numărul âe noâuri âin 
graf (indicii zi^k sunt întregi moâulo n). In Lgura 5.1.2 se prezintă poligonul in stea 
âe graâul 4 cu 7 noâuri. ^.cest graf are 4 cai cu noâuri zi mucbii disjuncte intre Lecare 
pereche de noduri, Lind in consecința 4-conex. în general, poligoanele in stea reprezintă o 
clasa de graiuri cu noduri simetrice maximal conexe.

figura 5.1.2.

?entru a analiza Labilitatea rebelelor de calculatoare din punct de vedere al 
conectivității de muckie zi de nod, exista diferite metode de determinare a acestor mărimi.

In teoria transmiterii informației, Lecârei mucbii al unui graf orientat i se asocia râ 
un numâr pozitiv care repre^intâ sa. leorema lui forâ zi fâerson aLrmâ câ
Luxul maxim dintre douâ noduri v, zi v, este egal cu capacitatea tăieturii /7/ minime, unde 
capacitatea unei tâieturi este suma capacitâplor muckiilor din tâieturâ. ?e ba^a acestei 
teoreme s-a elaborat un algoritm pentru gäsirea Luxului maxim dintre o perecbe 
speciLcatâ âe noâuri ale unui graf orientat sHVL94j. ?entru a putea aplica algoritmul la 
un graf neorientat O, acesta trebuie întâi transformat într-un graf simetric O' prin 
înlocuirea Lecârei mucbii âin O cu o perecbe âe mucbii (v„ v.) zi (v, v) în O'. 
Capacitatea Lecâruia âin aceste muctui orientate âin (7' este aceeazi cu capacitatea 
originalâ a mucbiei neorientate âin O. Dacâ toate mucbiile âin O au capacitatea unitarâ, 
atunci Luxul maxim âintre noâurile v zi în graiul O reprezintă tocmai numârul âe 
mucbii âin tâieturâ minimală /7/, care este egal cu conectivitatea âe mucbie C7 âintre 

noâurile v, zi v,. .Algoritmul âe calcul al lui pentru toate /, /, precum zi al conectivitâpi 
âe mucbie C*(O) 2 graiului O necesita prin aceastâ metoââ âe eticbetare un numâr âe 
n(n-1)/2 iterapi.

Conectivitatea âe noâ âintre noâurile v, zi v, într-un graf orientat O' cu ö 
mucbii zi n noâuri poate 6 âeterminatâ prin âespicarea Mturor noâurilor lui 6' zi inserarea 
de noi mucbii orientate între mucbiile îndreptate spre Lecare nod, respectiv cele care ies 
din Lecare nod, urmate âe aplicarea algoritmului âe eticbetare. Oralul restant va avea 
2» noâuri zi mucbii. âe aceea timpul âe calcul este âublu decât în graiul original. 
Conectivitatea de noâ poale 6 calculatâ zi direct din graful orientat O', iar având în 

vedere câ Luxul rezultat prin aplicarea algoritmului âe eticbetare pentru poate L 
folosit zi la aLarea Luxului maxim âintre oricare alt noâ v.' zi noâul v) se reduce timpul âe 
calcul. ?entru a veriLca âacâ un grai O neorientat cu n noâuri este m-conex, nu trebuie 
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luate în con8iderare mai mult decât m(m-1)/2^m(n-m) din cele »(/r-1)/2 perecbi de 
noduri. ^ce8t lucru 8e bazeazâ pe ob8erv3pa câ pentru a veridica dacâ O e8te /»-conex 
e8te 8uLcient a 8e veriLca iterativ câ în p28ul exi8tâ /»-^>1 câi cu noduri disjuncte de la 
oricare nod v, din O, - O - (vi, vr, ..., v,_i) la toate celelalte noduri ale Aratului O,. Oratui 
O, e8te format din Aratul O prin eliminarea nodurilor vi, vr, . . ., V/_^ zi a mucbiilor aferente. 
Dacâ deja 8-a veritical exi8tenp a m câi disjuncte între zi tiecare din cele /7 noduri ale 
mulpmii ci f(v,), unde v.E atunci pentru a veritica exigenta a /» câi (puncte între 
nodurile v, zi e8te 8uLcient a veritica exi8tenta 2 (m-^) câi disjuncte între v, zi v, în Aratul

On criteriu mai general de fiabilitate decât conectivitatea de mucbie (coeziunea) 
unui graf e8te numârul minim de mucbii care trebuie eliminate din graf pentru a izola un 
8ubgraf de /» noduri de re8tul grafului. ^cea8tâ cantitate, numitâ
H/»), core8punde numârului minim de linii de comunicație a câror defectare va duce la 
izolarea unui 8et de /» calculatoare de re8tul rebelei. ?e bara ace8tui criteriu, rețeaua de 
fiabilitate maximâ core8punde evident Aratului pentru care H/n) are cea mai mare valoare 
p08ibilâ pentru toate valorile lui m. /^cea8tâ mârime devine 8emniticativâ pentru 
Labilitatea unei rebele numai dacâ probabilitata de defectare 2 liniilor de comunicație e8te 
mult M2i mare decât ce2 2 nodurilor proce8oare. f)2câ în8â e8te M2i prob2bilâ câdere2 
proce8O2relor decât 2 liniilor, 2tunci 8e poate tolo8i o mârime 8imilarâ cu referire la 
noduri, notatâ ^(/»).

Criteriile de mai 8U8 8unt mârimi de Labilitate mai generale decât conectivitatea de 
mucbie 8au de nod, deoarece fac p08ibilâ di8tincpa între diferite moduri de defectare ale 
8i8temului. L8te evident mult mai 8erio28â defectarea care duce la izolarea unei ^umâtâp a 
nodurilor din re^ea de cealaltâ ^umâtate, decât cea care izoleazâ numai un nod de celelalte. 
Oa urmare e8te de dorit ca o re^ea Labilâ 8â aibâ o valoare mult mai mare pentru HI_»/2_!) 
decât pentru HI). ?e de altâ parte, conectivitatea de mucbie 82U de nod reflecta numârul 
minim de mucbii 8au noduri defecte care izoleazâ orice parte a rebelei de cealalta, deci in 
orice graf cu conectivitatea de mucbie zi cea de nod exi8tâ relapile:

mil^(/»)^ (5.1.8)

?enttu evaluarea lui H//^) pentru un graf neorientat, dacâ 8e notează un 8ub8et de 
/» noduri cu^/, complementul 8âu cu zi numârul de mucbii care interconectează 
cele douâ 8eMri cu grdOV/), atunci

grd( /.) grd(Xgrd( /) - 2/,,,

iar
t5(/») - min^grd(.V/)^ - §(» - /?/)

(5.1.10)

(5.1.11)

unde reprezintâ numârul de mucbii din 8ubgraful care conMe nodurile din In cazul 
graiurilor orientate, grd(^/) 8e interpreteazâ prin numârul de mucbii orientate din8pre 
nodurile din 8pre cele din
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limita inferioarâ a lui Hm) pentru un Arat neorientat 6 cu n noduri pentru care 
^*(O) reprezintâ gradul minim al nodurilor, este datâ de:

Hm) > m c/*(O) - m(m-1) (5.1.12)

^ceastâ limita este atinsa pentru anumite valori numai daca O convine m noduri, Lecare 
de grad ci*(6) zi care formea^â un graf complet conex. In situapa în care O este complet 
conex, toate nodurile au Aradul n-1, limita interioară Lind atinsa pentru toate valorile lui 
m, adica:

H/N) m(/7M) (5.l.1Z)

în carul unui graf omogen neorientat O de gradul c/ zi având n noduri, Hm) se 
poate calcula uzor ca Lind:

§(m)- m^-2max(ö^) (5.1.14)

On graf O se deLnezte ca Lind Hm)-oMm§/, dacâ pentru orice m conectivitatea 
generaliratâ Hm) este mai mare decât cea a oricârui alt graf omogen cu n noduri zi având 
gradul c/. 8-a constatat câ valoarea circumferinței graiului are o iniluenjâ botârâtoare 
asupra lui Hm). /Vstiel, maximalirarea circumferinței într-un graf conex maximal este o 
condiție necesarâ dar nu zi suLcientâ pentru ca graiul sâ Le Hm)-optimal. vintre graiurile 
omogene cu /7 noduri zi grad clasa graiurilor complete ^-partite este Hm) zi
F"(m) optimalâ. vn graf complet k-partit este acela în care mulțimea nodurilor se poate 
partitzona uniform în submultzmi disjuncte ^/2, - ?i Lecare nod din
submulpmea este adiacent Lecâruia din celelalte noduri ale graiului care nu fac 
parte din 7V/,. vn ca^ special îl reprezintâ în aceastâ clasâ graiurile complete bipartite, cu 
gradul n/2 zi circumferința 4 (graiuri de tip 8ingleton), care sunt graiuri omogene conexe 
maximale cu diametrul minim. In general, orice grai conex omogen cu n noduri având 
circumferința maximâ l care satisface n/2 < / l (^-1)/2_! este Hm)-optimal.

vtibLlrea conectivitâpi zi 2 lui Hm) ca zi mârimi de Labilitate se ba^ea^â pe 
ipoteca câ rețeaua este operasionalâ în pre^enîa defectelor dacâ 2 râmas cel pupn câte o 
c2le între Leckre perecbe de noduri. O astfel de re(ea p02te însâ sâ aibâ un 
excesiv de M2re, care poate duce la întârzieri intolerabile în dirijarea mesajelor prin rețea, 
ve aceea, o mâsurâ mai elocventâ 2 Labibtâîii ar putea L numârul minim de noduri sau 
legâturi care trebuie sâ cadâ pentru ca diametrul rebelei sâ creascâ peste o anumitâ valoare, 
dotând cu Z/(k, ü-) zi M) numârul minim de mucbii, respectiv noduri care trebuie 
eliminate din graiul de diametru pentru ca diametrul graiului rezultant sâ depâzeascâ pe 
ü), atunci eliminarea oricăror Z/(^', M)-1 mucbii sau v"(k, M)-1 noduri duce la un graf cu 
diametrul mai mic sau egal cu M. 8e presupune câ un graf deconectat are diametrul 8e 
poate arâta uzor câ într-un graf cu /7 noduri zi circumferința / care are conectivitatea de 
nod (7" zi cea de mucbie (?, sunt valabile relațiile:

v^(^, Ü)) 5. (?" , v^(/:, L>) < (5.1.15)

v"(^, /-2) > 2 , O'(^, /-1) > 2 (5.1.16) 
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în grafurile de tip 8ingleton zi ^loore, care au gradul c/, diametrul zi circumferința 5^2^, 
respectiv /^2^>1, relapile devin:

/-2) - c7 , Z/(l, r-1) - c/ (5.1.17)

^tät coeziunea, conecüvitatea generalizata. cat zi diametrul Aratului pot 6 
considerate deopotrivâ mărimi de Habilitate zi performanta, deoarece reLectâ intr-o 
anumitâ mâsurâ deZradarea performantelor din rețea (izolarea unor noduri, crezterea 
întârzierilor) în prezenta defecțiunilor.

Criterii probabiliste. In prezenta unor cauze destructive distribuite aleator prin 
rețea, mâsurile deterministe nu sunt pe deplin adecvate pentru evaluarea Labilitâpi, o 
indicape mai precisa asupra Labilității Lind data de probabilitatea de a se întrerupe 
comunicația între anumite calculatoare, Lecârui nod zi/sau mucbie Lind asociate 
probabilitap de defectare. Intr-o astfel de rețea probabilistică oricare doua noduri pot 
comunica daca ambele sunt funcționale zi exista o cale de noduri zi legâturi operative între 
ele. In aceste rețele se pot dekni o mulțime de mărimi de Labilitate, cele mai uzuale Lind 
următoarele ^-VI90a):

I. fiabilitatea /a lermz-n/ (88f, sinZIe source-to-terminal) reprezintă
probabilitatea ca un anumit nod sâ poatâ comunica cu un alt nod specificat al rebelei. 
Aceasta se referâ la situația când un calculator sursa intrâ în legâturâ cu un calculator 
destinație pentru accesul la un Lzier de date.

2. fiabilitatea mu/k/r/â /§ lermzzzcz/ (^48f, multisource-to-terminal) reprezintă 
probabilitatea ca un anumit număr de noduri sursâ sâ poatâ comunica cu un nod terminal, 
adicâ un set de calculatoare sâ aiba acces la aceeazi bazâ de date.

3. fiabilitatea /er/?zz/zcz/ /zztt/rz/?/zz (8XH. source-to-multiterminal) înseamnă
probabilitatea ca un anumit nod sursa sâ comunice cu un anumit numâr de noduri 
terminale operaționale. ?e aceasta bara se pot modela o seamâ de sisteme practice. ve 
exemplu, se poate pune problema de a determina probabilitatea ca un anumit calculator sâ 
poata avea acces la Lecare din celelalte calculatoare ale rejelei.

4. fiabilitatea äz/r^cz /cz /er/zzz/zcz/ ,?zzz//z/)/zz (XI8Xff. multisource-to-multitcrminal)
exprimata prin probabilitatea ca un anumit numâr de noduri sursâ sâ poatâ comunica cu 
un anumit numâr de noduri terminale.

5. fiabilitaea F/âz/cz t7 (network reliabilitv, overall reliabilitv) reprezintâ extinderea 
Labilitâpi KI8XH la toate nodurile, adicâ probabilitatea ca toate nodurile sâ Le funcționale 
zi sâ poatâ comunica între ele. în rețeaua de calculatoare aceasta se traduce prin 
probabilitatea ca Lecare calculator sâ aibâ acces la toate celelalte.

vin aceastâ enumerare, primul indicator se mai numezte /zcz-z/zkzle c/e /z/> ^r^zz^cz/ 

(terminal reliabilitv), iar celelalte stmt caracterizate prin termenul de /zcz-z/zlâ c/e /z/- 

z?zzz//z^r,?zz,zcz/ (multiterminal reliabilitv). Aceastâ din mmâ nopune poate L interpretata în 
contextul cel mai general al Labilitâpi XI8XIV celelalte tipuri Lind de fapt cazuri 
particulare ale acestuia. Xletodele pentru calculul Labilitâplor de tip terminal zi 
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multiterminal au fost prezentate în capitolul Z, de aceea în continuare voi face câteva 
consideratii privind impactul topologiei asupra indicatorilor de Labilitate probabilistici, pe 
bara lV^K72).

întrucât probabilitățile legâturilor/nodurilor nu sunt de regula cunoscute înainte de 
implementare, se admite frecvent ipoteca simplificatoare a probabilităților egale, care 
permite comparația diferitelor topologii din punct de vedere al probabilităților de 
detectare, viabilitatea globalâ a refelei reprezintă probabilitatea ca graiul O sâ râmânâ 
conex. ?entru un graf neorientat cu ö mucbii zi noduri, în care nodurile sunt perfect 
fiabile, iar mucbiile au probabilitas de defectare probabilitatea de conectare este: 

unde reprerintâ numârul de subgrafuri de acoperire conexe ale lui O care au exact / 
mucbii, A reprerintâ numârul de subgrafuri de acoperire deconectate ale lui O care convin 
exact mucbii, ci este egalâ cu conectivitatea de mucbie a grafului, iar m -- n-1 este 
numârul minim de mucbii din oricare subgraf de acoperire conex, kentru /îo se 
poate aproxima cu>l„_i(1-^)^, unde>l„_i este numârul de arbori din graf, pentru ^-»0, 
/îo este aproximativ 1-^ unde este numârul de tâieturi care conpn mucbii. pe 
bara acestor relapi Kelmans a arâtat câ existâ douâ graiuri Oi zi Or, astfel încât pentru 
valori mici ale lui sâ existe > ^r pentru valori mari ale lui sâ Le
pe^ultâ câ topologia unei rețele de Labilitate maximâ diferâ în tunete de mârimea 
probabilității de defectare a mucbiilor. ^cest lucru compbcâ enorm problema de sinterâ a 
rebelelor pe ba^a criteriilor probabiliste de Labilitate.

In carul în care liniile de comunicare se considerâ perfect Labile zi nodurile sunt 
expuse la defectare cu aceeazi probabilitate probabilitatea de conectare pentru 
graiul cu n noduri care are o conectivitate de nod este

(>ll9)

unde -V: reprerintâ numârul de subgrafuri deconectate ale lui O, obținute în urma 
eliminâtii a exact r noduri. Dacâ ^->0, atunci zi o re^ea de Labilitate
maximâ are evident o conectivitate de nod maximâ. Oe aceea, pentru valon mici ale lui c/, 
cea mai bunâ resea de /7 noduri zi /> mucbii are un numâr minim de tâieturi de nod cu 
dimensiunea >r j. pentru apropiat de rero. gratul bipaNit complet cu noduri intr-o 
submulpme zi »2 > noduri în cealaltâ, are o probabilitate de conectare mai mare decât 
oricare alt graf de conectivitate n, care nu are mai mult de mucbii.

!n multe cercetâri aptitudinea de supraviețuire (survivabilitv) a rebelei se abordearâ 
sub forma Labilitäpi 881, adicâ a probabilitâ^ii de a se pâstra o conexinue intre o perecbe 
repre/.entativâ de terminale, pentru un graf cu ?r noduri zi - mucbii. probabilitatea de a 
avea o comunicație intre nodurile 5 zi / este data cu bunâ aproximație de relațiile

(5.1.20)

pentru zi
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(S-121) 
r-0

pentru -e < - -v. în aceste expres ^^(/) este numârul âe combinapi äe / noduri astlel 
încât daeâ ele sunt operaționale zi restul âe n-2-/ noâuri se dekectearâ, atunci exista cel 
pupn o cale âe comunicare între § zi l. 8imilar se interpretează zi 8e poate calcula 
zi probabilitatea âe a nu se putea comunica între o perecbe âe noâuri § zi /, relațiile âe 
calcul aproximativ Lind

^0

pentru » c/v ?i

^-2
(5.1.2Z) 

/-0

pentru . OoeLcienpi ^(/) zi ^(/) reprezintă numârul âe combinatii âe /
mucbii, respectiv noâuri, astfel încât eliminarea numai a acestora âin AraL âuce la 
distrugerea tuturor câilor âintre 5 zi /. Li sunt egali cu numârul total âe tăieturi âe mucbie, 
respectiv âe nod, âe dimensiune / cu referire la nodui^e L zi /.

Lentru once graf cu conectivitatea âe noâ zi âe mucbie egalâ cu c/, 
(?k,(/)^(7^(/)^0 pentru /<c^zi orice perecbe âe noâuri l. De aceea, pentru 
termenul âominant în expresia lui este iar pentru l
acest termen este (.^.(c/)^^ (1 - ". Deoarece pentru valori mici (sub 0.5) ale lui
sau acezL termeni se miczorearâ oâatâ cu crezterea lui c/, este eviâent câ Araturile 
pentru rebele Labile trebuie sâ Le maximal conexe. In moâ similar, pentru sau mai 
mari âe 0,5, termenul âominant în este ^(/)(l- penN-u , respectiv

(? )(I- pentru unâe / reprezintă numârul âe mucbii âin cea mai
scmlâ cale zi ,I^(/) este numârul âe cai âe lungime / âintre noâurile zi /. >Irrmâml âe 
noâuri în cea mai scurta cale este ^/-1 zi Lerultâ câ pentru valori mari
ale lui termenul âominant în min/î^ este ^^(/. )(l - unâe este limita

superioarâ a numârului âe mucbii âe pe cea mai scurtâ cale âintre oricare perecbe âe 
noâuri, zi aceasta este tocmai diametrul rebelei. Deoarece pentru orice rejea se încearcâ 
maximizarea lui min?? . este necesar ca rețeaua sâ aibâ un âiametru minim âacâ c/, sau 

sunt mai mar^ âe 0,5. .Vcest lucru pare sâ Le aâevârat în condicii âe traLc intens, în care 
sau desemnearâ probabilitatea ca o linie âe comunicare sau un procesor sâ Le aproape 
âe saturape. Observata este valabilâ zi in carul particular în care c/^0 zi probabilitatea âe 
detectare a unei legâturi crezte exponențial cu lungimea sa.

Dacâ zi q'v sunt dap, atunci variarâ numai în tuncpe de coeLcien^i O^(/) zi 
(^(/). care depind de topologia rebelei. ?entru sintera unei rebele de Labilitate ridicata, 
este necesar ca sâ Le cât mai rnic zi cât mai mare raportat la toate perecbile de 
noduri. Inseanmâ câ mârimile min/î ^ zi max^ pot 6 folosite ca mâsuri probabiliste ale 
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fiabilitäpi într-o refea. ?roblema generala âe sinte^â a unei regele optime consta în gâsirea 
acelei configuratii câreia ii corespuncle o fiabilitate maximâ la un cost minim

In majoritatea carurilor se folosește metoda decompo^Hei datata pe 
algoritmul "brancb and bound", care in principiu este o cale de rezolvare a unei probleme 
de programare întreaga prin enumerarea implicita a tuturor combinatilor de solupi 
posibile tNXV^O84MVD87^0^

In cadrul general al problemelor de fiabilitate se considerâ zi alte mârimi, cum ar fi 
gradul de serviciu de la nod la nod (reflecta capacitatea traficului intre ele, care scanând la 
rero poate duce la blocare de tip end-to-end blocking) sau timpul de transmitere intre 
doua noduri (end-to-end dela)) ^Ii^78^LtI-^80X6II^8 în multe situatii fiecârei 
legâturi i se asociata un număr care reprezintă Lluxul/capacitatea acesteia ^00080, 

fiabilitatea se trateara sub aspectul integrat al existentei unei 
conexiuni intre doua noduri zi a capacitapi de a se putea transmite un anumit flux de date 
intre ele. fluxul transmisiei pe o cale de la nodul 5 la nodul / este limitat de legâtura cu 
capacitatea minima de pe acea cale. Dacâ exista mai multe drumuri intre cele doua 
noduri, atunci dupâ întreruperea unei legâturi comunicarea se poate menține, dar cu un alt 
flux maxim, viabilitatea intre cele doua noduri se va exprima ca zi probabilitatea de a se 
putea transmite un anumit flux de date intre ele. Admițând o defecțiune singulara a 
legâturii e dintre § zi l cu probabilitatea fiabilitatea transmisiei este data de raportul 
dintre cantitatea totala de date transmisă cu defectarea legâturii e pentru un timp zi 
cantitatea totalâ de date de transmis intr-un timp l (^<t):

Lr., r î, i
(S ' 24)

unde.v-(e) este fluxul maxim transmis intre 5 zi / cu legatura e detecta. Abordarea reunita 
a tiabilitâpi zi capacitâtii a condus la definirea unui indicator de performanta al rebelei sub 
forma unei tiabilitäp ponderate sK^I86bl^O6^88l.

?r( sistemul este in starea § f (5.1.25)

unde reprezintă o stare de reuzitâ a sistemului (când existâ o cale .>>-?). Relația 5.1.25 
dilerâ de cea a tiabilitapi clasice - ^?r (sistemul este in starea prin ponderea ve., 

care este raportul dintre capacitatea corespun/âtoare stârii 5 zi cea maximâ 
corespun^âtoare stâiii cu toate legâtuiile funcționale.

vin punctul de vedere al prelucrârii paralele zi al distribuției taskurilor zi Lizierelor 
de date, fiabilitatea zi performantele pot fi privite sub aspectul resurselor operaționale 
necesare pentru execuția cu succes a unui anumit program.

fiabilitatea sistemelor de prelucrare distribuită poate ti exprimatâ in Lunepe de 
fiabilitatea elementelor procesoare care executâ programele, fiabilitatea elementelor 
procesoare care pâstrea^â lizierele solicitate zi fiabilitatea liniilor de comunicație folosite în 
transferul lizierelor de date. O mâsurâ cantitativa asupra fiabilității unui sistem distribuit 
este (survivabilitv index), definit ca numârul preconizat de
programe care râman operationale dupâ câderea anumitor combinatii de noduri zi linii.
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Aceastâ mârime nu e8te în8â aplicabilâ la 8Î8temele mai mari, deoarece ace8tea pot avea 
multe 8târi zi calculul devine complicat. Oe aceea în ^k-^8861 8e introduc alte doua 
mârimi de Labilitate (Labilitatea programului di8tribuit zi Labilitatea 8Î8temului di8tribuit), 
barate pe ob8ervapa câ crezterea Labilitâtii zi a tolerantei la defecte 8e obtine prin 
redundanta câijor de intercomunicatie, precum zi redundanta programelor zi a Lzierelor de 
date.

în modelul utilizat pentru un 8Î8tem de prelucrare di8tribuit, programele zi Lzierele 
de date 8unt di8tribuite printre elementele proce8oare care 8cbimbâ date prin liniile de 
comunicație, fa execuția unui program cooperearâ mai multe proce8oare, a8tfel încât 
programul care rulearâ într-un loc 8â poatâ 8olicita Lziere din altâ parte. ?entru acea8ta 
e8le nece8ar ca atât proce8orul local, cat zi cele care conpn Lzierele 8olicitate, precum zi 
comunicația între ele 8â Le Lmcsionale. funcționalitatea proce8oarelor zi a legăturilor Lind 
asiguratâ cu o anumitâ probabilitate, zi execuția re uzita a programului va 6 p08Îbilâ cu o 
anumitâ probabilitate, fln exemplu e8te dat în Lgura 5.1.3, pe care de8emnearâ 
Lzierele dÎ8ponibile (Lle8 available) într-un anumit nod, repre^intâ Lzierele neclare 
(6Ie8 needed) pentru executa programului iarreprerintâ programele care pot 
L executate la nodul re8pectiv.

figura 5.1.3.

(O/'/?, dÎ8tributed program reliabilit)) 8e 
deLnezte ca probabilitatea de a 8e executa cu 8ucce8 un anumit program di8tribuit, care 
rulearâ pe nizte procedare zi nece8itâ comunicarea cu alte procedare pentru acce8 la 
Lziere aLate la dÎ8tantâ. fuand 8pre exemplu programul execupa ace8tuia poate 
reuzi dacâ.vi 8au 8unt kuncîionale zi e8te p08ibil acce8ul la Lzierele f'z.
Conexiunea de tip multiterminal core8pun2âtoare ace8tei condicii e8te:

1 8^fl (7^

fentru calculul probabilitâpi de îndeplinire 8e poate folo8i metoda tuncpei boolene 
(paragrâl 3.9), dar în s?K/V8861 se indicâ zi o altâ po8ibilitate. ^cea8ta introduce 
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noțiunea de cr^o^e aie aec>^e?-/>e cr^/ere/or (f8f, Lie spanning tree), ca Lind un arbore 
cle acoperire care conectează noclul râclâcinâ (în care procesorul ruleara programul 
consiclerat) la alte noduri, astfel încât sâ Le cuprinse toate taierele necesare execuției 
programului. vin setul de arbori se repn insa numai cei minimali (1^8^, minimal 
?81), adicâ cei care nu sunt contznup de un alt?81. ?entru execupa lui ?/rOi în nodul 
sau din exemplul precedent, setul ^81 este:

Oricare din acezti arbori ^l?8^ poate duce la executa cu succes a programului când toate 
elementele sale sunt tuncponale. fiabilitatea programului distribuit se va exprima ca 
probabilitatea de a avea cel pujin un ^1f8^ operațional, adicâ: 

m s

O?/î(?K6,) - ?r (5.1.26)

unde s-a considerat câ (^, ..., ^) reprezintă evenimentele corespunzătoare tuncponârii 
celor m arbori din setul K1f8? al lui MO,. vtilirând probabili tâp condiționate, relata se 
poate descompune în evenimente reciproc exclusive:

OM(MO,) - ?r(^i) > ?r(^2) ?r(^!-
- - - (5.1.27)

^fr(^)?r(^.^2^

unde ?r(^i^2) însemnâ probabilitatea ca k/lf8fi sâ Le în stare neoperatzoanalâ atunci 
când ^l?8f2 este tuncponal. în lucrarea amintitâ se reprezintă algoritmii pentru 
determinarea setului ^l?8f (prin generarea sistematicâ a arborilor de acoperire traversând 
graful în maniera "breatb-Lrst searcb" de câutare în lâtime. cu renunțarea la cântarea 
câilor 'mtre perecbi de noduri) zi evaluarea lui OM. fope^-Leniter combinâ algoritmul de 
evaluare a setului Iv1f8f cu un model barat pe rețele ?etri slobastice pentru calculul 
Labilitâpi OM, care permite zi luarea în considerare a reparațiilor globale sf0?f^92j.

(OM, distributed s>stem reliabilip/) reprezintă o 
mârime globalâ a Labilitâpi sistemului, Lind exprimata ca probabilitatea de a avea toate 
programele executabile. La se poate scrie ca probabilitatea de intersecție a tuturor seturilor 
de arbori de acoperire minimali corespunzătoare programelor din sistem (considerate în 
numâr de ZH:

st >
OM - ^0 MO, ) j (5.1.28)

?e ba^a acestei relații s-a elaborat un algoritm de calcul prezentat în (?K-V886j. Expresiile 
pentru OM zi OM pot L folosite ca tuncpi obiect pentru rezolvarea unei probleme de 
optimizare în proiectarea unui sistem distribuit de înalta Labilitate zi cost minim.

^jte douâ tebnici de determinare a Labilität OM sunt propuse în ^O^l.^f88aj. 
Ambele se ba/ea/L pe descompunerea matricii de conexiuni a rețelei, efectuatâ treptat, 
pânâ când se ajunge la situații reciproc exclunve care satisfac condica de conexiune 
formulata pentru execupa unui anumit program, (venerarea arborilor prin descompunere 
urmeara strategia "deptb-Lrst searcb ' de câutare în adâncime. ?rimul algoritm este o 
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metoda "m doi păzi: prin descompunere se obine enumerarea conexiunilor multiterminal 
care duc la reunita, iar apoi se transpune expresia booleana a conexiunilor în tuncia de 
labilitate prin oricare clin procedeele cunoscute. .^1 doilea algoritm, numit (Kast 
^lgoritbm kor Keliabilitv Lvaluation), duce direct la generarea expresiei de labilitate, tara 
a l necesara enumerarea conexiunilor multiterminal. Astfel se elimina dezavantajul de a 
opera cu un numâr mare de evenimente corespunzătoare multiplelor posibilitâi de 
interconectare. 8e detinezte zi un //?L//ee a/ wâ/m c/e ((7(7/, communication
cost index) în lunche de timpul l de execute al programului pe un calculator dat,
dupâ relata:

' (5.1.29)

?arametrul (7(7/ depinde de matricea programelor din sistem x matricea de 
distribuie a lizierelor KD zi matricea de conexiuni (7 x unde /) reprezintă 
numărul total de programe, / numărul de liziere zi n numârul de noduri. (7(7/ permite un 
studiu comparativ al timpului de execute pentru diferite topologii zi distribuții de liziere, 
precum zi pentru diverse metode de evaluare a labilității.

.Algoritmul se folosezte de Kumar, Kai zi Agrawal în ,Xm.4K88b) pentru 
determinarea labilitâii OM, denumita acolo (7M,
sol^vare svstem reliabilitv), dar având acelazi înțeles: probabilitatea ca toate programele 
având liziere de date distribuite sâ poatâ rula cu succes în ciuda unor defecte apârute la 
elemente procesare sau legâturi de interconectare. Xlârimea 5M se poate interpreta ca o 
mâsurâ a (sotNvare robuswess), adicâ a abilitâii sistemului de
programe de a putea tace fatâ la delecte bard sau la erori de introducere. (7a sistemul sa 
le robust, aparii^ lrecventâ a acestor evenimente trebuie sâ aibâ un efect minor asupra 
aplicaiei date t?^DX931. (7a exemple de sisteme unde se pune aceastâ problemâ se pot 
aminti sistemele de tranzacție bancare sau ale ageniilor de turism, în care copii multiple 
ale lizierelor sunt distribuite prin rețeaua de calcul. Dezavantajul algoritmului 
consta în inaplicabilitatea lui pentru programe distribuite care ruleazâ pe mai multe noduri, 
^cest neajuns este eliminat la algoritmul (?ast keliabdü^ Evaluation .^oritbm), 
bazat pe metoda factorizarii care implicâ tebnici de reducie a grafului pentru calculul 
indicatorilor OM zi OM tOMK94i.

Intr-un sistem distribuit problema gâsiiii unei structuri optime de interconectare zi 
a unei alocâri optime a copiilor multiple ale programelor zi lizierelor este de mare 
importanta, legând ca zi criteriu de optim obținerea unei valori maxime pentru 
labilitatea distribuita a unui program, in condițiile unui numai minim de conexiuni zi de 
copii, am formulat următoarele recomandâri, care sunt de luat in considerare 
lK/VK^894bI:

a) Dacâ un nod / are de tăcut acces la nodul // sau v> zi dispune de câte o cale 
pentru acest lucru, atunci existenta unei conexiuni directe între u zi v nu duce la crezterea 
tiabilitâii, tiind inutilâ. Intr-adevâr, din tigura 5.1.4.a se deduce câ tuneia booleanâ de 
conectivitate este

cd - (d, V - V2'Vi.v, .Vi ^2 (5.1.30)

zi nu depinde de.vz.
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d) Oacâ nodul r are äe tacul aeee8 la nodurile u sau v zi ele 8e găsesc pe aceeași 
cale, alocarea taierului în nodul v nu duce la crederea Labilitäpi, Lind inutilâ. ?e Lgura 
5.1.4.K 8e ob8ervâ câ

-^1 ^1-^2 (5.1.ZI)

nu depinde de ^2, tiind egalâ cu

c) Dacâ pentru executza unui program nodul / are de tacul acce8 la nodul v zi pe 
aceeazi cale 8e atlâ un alt nod u în aceeazi situare cu k, aMnci alocarea programului pentru 
l nu duce la crezterea Labilitäpi, tiind inutilâ. Oe pe tigura 5.1.4.c 8e deduce câ

>D ^I^2 ^2 - ^2 (5.1.32)

nu depinde de Xt, tiind egalâ cu V Oenerali^area ace8tui principiu este câ dacâ prin 
accesul dintr-un nod la re8ur8ele neclare 8e reali^ea^â evenimenMl pentru execupa 
aceluiazi program pe un alt nod, atunci alocarea pe nodul inipal nu are ro8t. fste carul 
programului 3 pe nodul în exemplul din tigura 5.1.3.

(t, u) 3^77 (t, v) (t, 3^17 (r, v) (t, v) 3^.77 (u, v)

a) o) c)

figura 5.1.4.

?roblema alocârii mai multor copii ale lizierelor intr-un -sistem distribuit tace 
obiectul multor cercetări. în ^M7871 se prerintâ un algoritm de optimizare a alocârii 
unui numâr limitat de copii a tizierelor la procesoare astfel încât sâ se minimire^e costul 
total de comunicație. Oostul total de comunicare se determinâ prin însumarea costurilor 
MMror câilor aferente pentru execupa programelor, în toate nodurile în care sunt definite, 
fa alegerea lizierelor, dacâ existâ mai multe copii disponibile, se va alege acela din nodul 
pentru care costul de comunicație este minim în raport cu nodul pe care se executa 
programul, fa evaluarea costului se iau aici în considerare numai cele legate de 
comunicațiile de interogare (pentru obținerea de date), dar pe lângâ acestea pot exista zi 
aH factori într-un sistem, cum ar ti costurile de pâstrare a lizierelor ^^^182f de 
execupe ^fff92) sau cele de comunicație pentru reactualizarea Lizierelor ^Lf^^92>. 
Oosturile de comunicare între noduri depind de modul în care a fost proiectata rețeaua, 
iar numârul de copii din Lecare Lizier jine de considerente financiare, de Labilitate etc. 
Oostul asociat unei legâturi poate semnilica întârzierea de propagare, lungimea, preșul 
liniei, combinațiile acestor mârimi sau cbiar cantitatea de date transferate în timpul unei 
misiuni ^8^1^/5921. Dacâ se pune problema comunicatei între toate nodurile rebelei 
asttel încât suma costurilor legaturilor implicate sâ lie minimL atunci trebuie câutat
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c/e crw/?e^/^e ^r//7//ncr// (^48^, minimal spanning tree) ai grafului asociat reselei. 
?entru aceasta exista algoritmi care pornesc de la un nod oarecare sau algoritmi distribuiri 
care pot 6 executati de procesoarele din noduri în mod concurent zi asincron 
lv?d^87j.

Dn arbore de acoperire minimal poale 6 folosit pentru dirijarea difuzării 
intormapei (broadcast routing) intr-o rețea de calculatoare care lucrează pe principiul 
comutării de pacbete cu memorare zi transmitere mai repede (store-and-torward packet- 
svvitcking). O problema mai generala este cea a dirijării informatei de la un singur nod la 
un subset de noduri ale rebelei (multidestination routing) cu minimizarea cbeltuielilor. ("a 
zi criterii de optim se pot considera costul de re(ea (netvvork cost), ca zi suma 
costurilor aferente legăturilor implicate, sau costul de destinate H (dcstination cost), ca 
fiind suma costurilor de pe caile cele mai scurte ?entru solutonarea acestor
probleme de optim exista o seamâ de algontmi, de regula de tip euristic, bazati pe arborii 
X18^f, pe problema comerciantului câlâtor, pe calea cea mai scurtâ pânâ la destinate. 
Dintre acestea, recitatele cele mai bune pentru cazul cel mai defavorabil au fost date de 
algoritmii >48^. In s8OM84^ se deLnezte o difuzare optima (optimal broadcast), ca fiind 
aceea câreia îi corespunde o lungime minima, interpretata ca zi interval de timp, pentru 
rebele mari, datorita complexități calculelor, se prefera algoritmi aproape de optim, de tip 
euristic. De asemenea, în astfel de sisteme un criteriu mai semnificativ este interpretarea 
Labilitâtii în sensul de a putea sau nu îndeplini sarcina ceruta de utilizator.

performa bllitslea. în reselele de calculatoare conectivitatea, ca o mâsurâ a 
Labilități, nu este întotdeauna edificatoare asupra funcționalității sistemului, pe de o parte 
s-a constatat câ defectele de conectivitate sunt relativ rare, iar pe de alta parte acestea nu 
afecteazâ decât o parte din procesoare sp^90aj. Astfel sistemul poate sa ramana în 
continuare disponibil, dar cu performante reduse (gracetul degradation), ceea ce necesita 
studierea unitarâ a Labilitâtii zi perfonnantelor sistemului sub conceptul de 
performabilitate (pertormabilitv).

In asemenea situatii mărimile clasice de Labilitate (funepa de Labilitate, timpul 
mediu pana la detectare, disponibilitatea sistemului) nu sunt suficiente pentru a lua în 
considerare dilemele nivele de performanta zi capacitatea variabila a sistemului de a 
executa anumite sarcini. Kivelul de performanta poate L caracterizat de

(computation capacitv) într-o stare / a sistemului, care reprezintă numârul 
de unitäp de prelucrare utile (instrucțiuni, timp-OPD) pe unitatea de timp:

T' 
tt, - , (5.1.33)

Deoarece sistemele cu degradarea performantelor posedâ stâri active care dilerâ între ele 
prin capacitatea de a executa sarcini zi deoarece câderea sistemului apare numai când 
aceasta capacitate scade sub o anumitâ valoare, se pot deLni urmâtoarele mârimi de 
Labilitate legate de pei-formanta spp^D78j:

1. c/e (computation reliabilitv) care este probabilitatea ca
la momentul l sistemul sâ nu Le câzut zi sâ execute corect un task de lungime 7" începând 
din momentul l.

2. c/e (mean computation before failure) 3/(7/?/7
care este valoarea azteptatâ a prelucrării înainte de prima câdere a sistemului.
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3. />agu?-rZe c/e /-,-e/tte^e (computation tkre8kolds) zi care în8eamnâ timpul dupâ 
care Labilitatea cle prelucrare atinge o anumita valoare pentru un ta8lc cle lungime ?, 
re8pectiv lungimea maxima a tacului pe care îl poate executa 8i8temul începând cu 
momentul t.

4. O/L/,c>n/-r///crk6a ^/-e/ue^e (computation availabilitv) care e8te valoarea
așteptata a capacitâtzi cle prelucrare la momentul / 8au într-o 8tare 8tatzonara.

5. c/e (capacitv tbre8bolci) care reprezintă timpul clupâ care
cli8ponibi1itLtea de prelucrare atinge o anumită valoare.

^ce8te mârimi 8e pot calcula 8imilar cu mărimile claÂce cle LabMate, prin 
utilizarea moclelelor ^larlcov. ?entru aceasta landul Markov asociat 8istemului 8e trateara 
în tunctze de variabila cle prelucare T' în loc âe variabila timp l, etectuându-8e 8ub8titutia-

- c/T"/cr, (5.1.34)

?rrn aceasta tebnicâ reprezentarea âin âomeniul timpului 8e tran8torma în reprezentarea 
âin âomeniul prelucrării, aza cum 8e poate ob8erva pe exemplul clin Lgura 5.1.5. .^ici 8-a 
reprezentat un 8istem cu 7/ proce8oare iâentice, cu ratele âe detectare /î. zi capacitaple âe 
prelucrare a con8tante pentru Lecare proce8or, tara p08ibi1itap âe reparare. Lvident în 
8tarea /, în care au mai râmas / unitati functionale, >1 zi . ?robabi1itatea âe 
trecere âin 8tarea z-1 în 8tarea / în intervalul âe timp e8te:

/^-1 c/Z Z/k? c/7^ //îL7 cH / Z5k (/^/^) (5.1.35)

unâe c7, e e8te acoperirea stârii z (eoverage), aâicâ probabilitatea eâ 8i8temu1 8e va 
reconLgura corect după defectarea unui procesor. Cantul Vtarkov tran8format poate L 
acum folosit pentru determinarea funcției de capacitate a diferitelor 8lari ale ^i^temului:

(7) 0 pentru z^
( ' (7 ) ?r j.v/.vZt.v/zr// /zz/7^/,?ze 7' j /-?cz />/

pentru z^^?

unde '1 e8te mulțimea 8târilor în care sternul e8te neoperaponal. Aceasta funcție, similar â 
Labilității din domeniu! timp, 8e poate calcula rezolvând ecuațiile diferențiale ale 
modelului klarkov cu necuno8cutele 7^,*(7 ) (probabilitatea ca sternul 8â Le în 8tarea / 
după o prelucrare 7 ) conrdderand 8tarile din ab8orbante (nu exi8tâ nici o ti3N?itie care 
pornezte dintr-o 8tare detecta, în exemplul dat 8tarea 0):

1 iabililatea de prelucrare 8e calculea/â ca.

/<> z. 7) l^r î v/.vZt?,»zz/ ^/7 c/e 7' I / /cr / ?-
?! //c//! 7/c// Oj (7')/^ (/) (5.1.37)
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a) âcmemul timp d) âomerw^ prelucrare

sigura 5.1.5.

?e bara definiției se obțin ^i ceilalți indicatori de Labilitate legali de performantă care 
pentru Q ^const. 8unt dati de:

o

Dacâ 8i8temu1 e8te 'm 8tare staționară, rezulta:

(M) - 

(5.1.38)

(5.1.39)

(5.1.40)

unde este di8ponibi1itatea clasicâ.
?âcând comparație intre un 8i8tem redundant cu doua proce8oare, unul de rerervâ 

(standb^) ?i un sistem cu degradare cu doua procedare (deci ambele active la început), 8e 
con8tatâ ca Labilitatea î^i 8unt mai mari în primul car, dar 8i8temul cu degradare 
di8pune de o probabilitate mai mare de a executa 8arcini lungi de prelucrare.

Dacâ performantele sternului nu 8unt degradabile (arkitecturi tolerante de tip 
"standb/', redundanta ^-modulara 8au bibridâ), Labilitatea ?i performanta 8e pot trata 
8eparat în proce8ul de evaluare a (sistem elfectiveness). Aceasta
poate 6 con8ideratâ în general ca mârimea așteptata a beneLciului (o valoare ^§) adu8 
utilizatorului de execuția taskurilor de câtre sistemul 5 în mediul sâu de lucru 
^1LVLK80t:

(5.1.41)

îii carul 8istemelor cu degradare însă, mărimile tradiționale de Labilitate 
(probabilitatea succesului, ^/7'7^) nu sunt edificatoare, deoarece succesul poate avea 
diverse înțelesuri ca urmare a modificărilor structurale produse de defecțiuni. In acest car 
valoarea se exprima ca o tunctie de nivelul de performantă H al sistemului, privit ca o 
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variabila aleatoare, eare ia valori într-un 8et äe nivele äe realizare măsurabile (sesizabile) 
äe utilizator:

(5.1.42)

unäe ?robabilitatea cu care sistemul este capabil sâ-zi înăeplineascâ funesta la 
nivelul ad/l äin setul äe realizări, este deLnitâ ca zi lui §
(pertormabililv):

?^)-?r(H-cr) (5.1.4Z)

Aceasta reprezintă o mârime unificata äe performanta zi fiabilitate, permițând evaluarea 
eLcacitâsti la nivelul sistemului:

(5.1.44) 
?e.4

unäe >i<Q) se interpretează ca valoarea nivelului äe performanta <2.
O alta mârime care caracterirearâ äin punctul äe veäere al utilizatorului atât 

performanta, cât zi Labilitatea unui sistem distribuit este c/e
(averaße response time) în care sistemul rezolva o cerere (executa un task), avană în 
veäere cââerile zi reparațiile unor procesoare care pot sâ aparâ înainte äe terminarea 
sarcinii. Evaluarea acestui timp se poate face porninä äe la un model Vtarkov al 
sistemului, în care se considerâ câ dacâ douâ procesoare gestionea^â cate o copie a unei 
bare de date, atunci în carul unei actualirâri, modiLcârile trebuie efectuate în ambele bare 
de date, pentru ca copiile sâ râmanâ identice 10.^(285). întrucât oricare din procesoare 
poate sâ se defectere, pe celâlalt trebuie sâ se execute un alZoritm de reconLZurare, în 
urma câruia cel funcstonal va prelua zi sarcina de a actualira bara de date a celui defect. 
Oupâ reparaste, pe ambele se va executa o noua reconL^urare pentru a reveni la situata 
inistalâ. ?e bara acestui model se poate calcula timpul de răspuns azteptat al sistemului 
pentru îndeplinirea cererii remise la unul din procesoare, Lind necesara luarea în 
considerare a tuturor secvențelor posibile de stâri care pot sâ aparâ, pornind de la o stare 
inistalâ. (?ondista ca sarcina cemtâ sâ Le executatâ, este ca secvența sâ nu treacâ prin nici 
o stare de avarie (evident ea poate trece prin stâri de pau^a când cererea este temporar 
suspendată, executându-se sarcini de reconLsurare). ?entm Lecare secvența se deleiminâ 
probabilitatea de apariste zi durata preconi^atâ. iar timpul cerut se obstne ca o medie 
ponderatâ a timpilor preconizați pentru Lecare secvenjâ. Oatoritâ efortului de calcul, 
metoda se recomandă numai pentru sistemele mici, dar este foarte utila atunci când se 
dorezte compararea diferitelor strategii de reconLourare.

pe lânZâ timpul de râspuns, o altâ mâlfme care poate tace obiectul anali/ei este 
(tralLc rate) datelor prin rețea (în bist unitatea de timp sau blocuri / 

unitatea de timp), aplicabilâ de exemplu la o rețea de comutare pe blocun (burst svvitcbed 
NetWork) I Kf'lt.Vl 86f Aceasta se compune din mai multe comutatoare mici de linie 
dispuse in jurul unui comutator central de mare capacitate (kub), respectiv combinasti de 
astfel de structuri, folosite pentin interconectarea calculatoarelor dintr-o rejea.

( onsiderând o re(ea cu comutatoare de linie, se pune problema de a determina 
pierderea în rata de transfer cauratâ de detectarea unui element de comutare. (8e admit 
pentru simplitate numai detecte singulare zi comutatorul central perfect Labil, intensta 
bind aici numai ilustrarea metodei), pxistâ în total stâri diferite de detecf comportarea 
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realei Lind descrisâ de un proces stokastic H/). In acest proces, starea sistemului 
oscilea^â între starea operaționala (0) o stare de defect (/) cauzata de defectarea 
comutatorului / (Lgura 5.1.6). Dupâ depanare, procesul se reia totdeauna din starea 0. 8e 
presupune câ timpul (/, pânâ la defectarea componentei / (defecMl de tip /) are o 
distribuie exponentia cu media 1/H, / ^1, 2, ..., ?/, defectzunile Lind independente, iar 
timpul necesar pentru restabilire dupâ producerea defectului de tip / are o distribuie cu 
media 8e observâ câ procesul are o deskazurare ciclicâ, durata unui ciclu T' Lind 
deLnitâ între douâ puncte de regenerare. Dacâ 7^ min^, atunci timpul mediu petrecut 
în starea 0 este:

V " >

(5.1.45)

.V

unde . probabilitatea ca procesul.V(/) sâ treacâ din starea 0 în starea / în timpul

unui ciclu este Durata preconiratâ a unui ciclu este:

(5.1.46)
1-1

unde l valoarea a^teptatâ a timpului petrecutâ în starea / în timpul unui
ciclu este:

(5.1.47)

^cum se poate calcula probabilitatea staionarâ ca procesul sâ Le în starea /:

l
-Iim?r(,V'(r)-/)-- (5.1.48)

7->c0 L /
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unâe^g-——.
1->- X /?,

r-i
vacâ 8e notea^â cu pierderea din raia âe transfer cauzata âe detectarea 

comutatorului /, acea8tL are doua componente:

- 8câderea directa traficului cauzata de detectarea lui z, adica traficul care trebuia 8â 
pornea8câ din z, re8pectiv care avea ca destinație nodul z:

unde este rata de transfer de intrare in nodul z. iar este tracțiunea din traficul 
originar din care 8e terminâ in z.

- scăderea indirecta a traficului cau^atâ de câderea lui z, adicâ pierderea traficului de 
tranzit, scâderea datorata congestiilor, etc.: A,

veci

- s, X(-kb-) (5.1.49)
L--1

valorile pentru A, lf, tund determinate din matricea de dii-ijare aterentâ sistemului. 
-Vvând calculate mărimile zi corespunzătoare tiecârui nod, se poate obține pierderea 
totala medie a ratei traficului la ecbilibru, ca o mâsurâ unificată de pertormanja zi 
fiabilitate (average retard):

-
L^ze^/ez^? /ze zzzz L7/L7/r^ 

e/e/tt/ttz) .^o (5.1.50)

8caderea de pertormanp se poate exprima zi prin eficienta traficului /L' (traffic 
etkicienc^), o mărime adirnensionala:

/zn/ze - /z^T/zc? /z/ez-^zz/ 1

/z-cr/zc? ZoZcr/ /^/zc? Zs/cz/
(5.1.51)

Oriteriul prezentat este util în evaluarea comparativa a diferitelor structuri de rejea 
din punct de vedere al comportării la detecte singulare de cădere a unui nod.

0 mulțime de modele integrate de performan^a/fiabilitate se barea^a pe 
interdependenta dintre fluxul de programe zi fiabilitatea sistemului de calcul, fluxul de 
programe se considera a fi o funcție de tipul sistemului zi încărcarea acestuia, iar 
fiabilitatea depinde de structura sistemului zi de procesele spontane de detectare care duc 
la erori sau căderi ale sistemului. 8e considera câ o eroare duce la câdere numai dacâ 
componenta în care a apârut eroarea este utilizata de programul care nu s-a executat 
corect. Căderile reduc debitul sistemului zi necesita un proces de restabilire urmat de
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reluarea programului. Ostiei programele afectate de eroare au un timp mai mare de 
pâstrare în memorie zi gradul de utilizare al sistemului create.

?entru analiza inLuentei încârcârii sistemului asupra defectelor zi deci asupra 
performantelor zi fiabilității, exista mai multe modele de //âZ/Zâ c/e

(load-dependent reliabilit^). Cn astfel de model bazat pe rețele de cori de 
azteptare (queueing Networks) de tip 6CK1? este prezentat în s8OftO861.
Rețeaua 6CE consta dinnoduri (centre de deservire) zi un numâr de taskuri grupate 
pe /î clase. lin task din clasa r care îzi termina serviciul în nodul /, va cere sâ Le servit în 
nodul / din clasa § cu o probabilitate tixâ de tranziție /7,^ fluxul taskurilor în acest spapu 
de nodun zi clase poate tî descompus în sublanturi, Lecare dintre ele descriind un anumit 
"job" care se poate executa pe sistemul modelat. După regula de ordonare pot exista patru 
tipuri de noduri: primul-venit-primul-servit, cu divizarea timpului, cu servire continua 
(târâ azleptare) zi ultimul-venit-primul-servit. încârcarea poate L caracterizatâ de rata de 
sosire a tîecârui program zi de timpul sâu de stocare. ?entru Lecare program se poate 
calcula aferent (risk per^ob):

(Z I.52)

unde /7, este rata de detectare totala pentru Luxul de taskuri corespunzător 
programului, discul unui program de a sufen un defect crezte cu încârcarea sistemului, 
deoarece ratele de defectare rezultante cresc mai mult decât proporțional cu încârcarea.

Cn alt mod de evaluare al eLcacitâpi unui sistem distribuit, care combinâ 
performanta zi Labilitatea, este cel barat pe modelul klarkov cu câztig (1^11^1, Xlarkov 
reward model) (8XHfîî88l. Comportarea sistemului se desene printr-un lanț >/larkov 
continuu în timp zi Lecârei stâri i se asociazâ o ratâ de câztig ca zi o măsură a 
performantei. lanțul reLectâ procesul structural al evoluției sistemului prin diferite stâri, 
iar cu câztigunle aferente se obține stiucMra de pei-fonnanja. libertatea de a putea 
modifica atât procesul structural al stărilor, cât zi structura de pertolinante. pennite 
modelarea unei man varietâti de situatii. Astfel, la o extremâ se situeazâ modelul pur de 
pertonnanta care ignorâ defectele zi reparațiile, considerând câ lupta pentru suLcientâ 
memorie determinâ capacitatea sistemului de a-zi îndeplini sarcinile, la cealaltâ extrema, 
modelul pur de disponibilitate ignorâ difentele nivele de performanta, în afarâ de cea 
operaționala zi defectâ. Evoluția în timp a sistemului este caracterizata de un proces 
stobastic j^(/). t > 0) cu stâri Lnite X -sl, astfel câ ^(/)^8 reprezintâ starea
sistemului la momentul l. Daca Lecârei stân / i se asociazâ un nivel de perlonnantâ r„ 
atunci se poate construi vectorul de performanta (câztig) al sistemului Nivelul de 
pertormantâ la momentul l este dat de valoarea variabilei aleatoare.V(/).

K0 - (5.1.55)

valoarea preconizata 2 lui.V(/), zi anume reprezintă pertormanta azteptatâ de la 
sistem in momentul / zi este tocmai (computalion
availabilit>), care se poate calcula ca:

(5.1.54)
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unâe ?, reprerintâ probabilitatea ca Alemul 82 Le în 8tarea / la momentul /, adicâ 
krî^/)-/r.

l^n în care stârilor operaționale li 8e asocia râ rata äe câztig I, iar celor 
neoperayonale 0, con8tituie un moäel äe disponibilitate (availabilitv moâel). De multe ori 
e8te convenabila äeterminarea disponibilitâpi în exploatare a unui sistem âat. Astfel în 
^8?k^81) 8e prezintă un astfel äe exemplu, barat pe urmărirea comportării unui 8i8tem 
äe comunicati cu ocazia a pe8te 400 äe transmisii. Datele cule8e permit interpretarea 
efectului âiferiplor parametri (viteza äe transmisie, distanta, durata întreruperii) asupra 
disponibilități sistemului.

Oonceptul de performabilitate este destul de general zi, aza cum s-a vârut, în 
lunete de modelul ales, respectiv variabila considerata pentru caracterizarea nivelului de 
performanta poate 6 speciLcatâ prin mărimi stricte de performanta, de Labilitate sau care 
tac referire la Labilitate cum ar 6 disponibilitatea.

5.2. Modelul de performabilitate propus

Londita de funcționalitate a unei rețele de calculatoare, care sta la bara 
determinării indicatorilor de Labilitate, consta în existenta unei conectivități între anumite 
perecbi de noduri ale Aratului asociat rețelei, ^cest criteriu limitează însâ studiul 
performantelor sistemului doar la detectarea unor legâturi/noduri, tarâ sa tina seama zi de 
o altâ caracteristicâ a comportării reale a sistemului, zi anume traficul din rețea. Incârcarea 
cu traLc a liniilor are, în plus fata de condiția de conectivitate, o influenta botarâto^ue 
asupra unui transfer reuzit de date între doua noduri.

In figura 5.2.1. a consider doua noduri ale unei rețele interconectate printr-o 
legâturâ e care permite transferul de date de la § la /. fentru analiza în timp a transmisiei 
nu este adecvai un model discret ca cel propus la sistemele multiprocesor strâns cuplate 
din capitolul precedent, deoarece în carul rețelelor, aza cum am arâtat la paragraful 2.1, 
transferul se realirearâ urual de la nod la nod sub forma de pacbete de date. (?a urmare 
se impune luarea în considerare a unei rate de transmisie, respectiv de prelucrare a 
pacbetelor într-un spapu continuu al timpului. Datorita proprietăților favorabile pe care le 
are (veri paragraful 3.4), voi admite câ atât transmisia, cât zi prelucrarea se supun unei 
legi de distribuție negativ exponențiale, cu rata constantâ. Dacâ pentru exemplul dat in 
Lgurâ nodul sursâ § transmite pacbete câtre cel destinație cu o ratâ constantâ iar acesta 
le prelucrearâ cu o ratâ constantâ intre ele se tormearâ o coadâ de azteptarc, 
reprerentatâ Lric de un butfer de iezire în care calculatorul sursâ depune pacbetele de 
transmis (Lgura 5.2.1.b). 8erverul aferent corii este reprerentat de calculatorul destinație. 
Condipa de stabilitate pentru ca lungimea corii sâ nu creascâ la infinit, este ca rata medie 
de transmisie sâ Le mai micâ decât rata medie de servire (/^». Intensitatea traficului 
corespunrâtoare acestei cori (de tip XI/^I/1 ffHfN91)) zi implicit liniei de transmisie, este:

§ s t

(X) l>)
X -

Intrare 
packet»

Așteptare

?re1.rcrais

a) b)

figura 5.2.1.
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(5.2.1)

Sistemul de așteptare considerat poate 6 modelat printr-un lanț Xlarkov cu stâri 
discrete (6§ura 5.2.2). Starea sistemului este reprezentata de numârul de pacbete (^) din 
sistem. Sosirea în coada a unui nou packet provoacă scbimbarea stării cu x1, iar pârâsirea 
stafiei dupâ servire duce la modificarea stârii cu -1. fin astfel de proces Markov în care 
tran^Me se limitea^â numai la stârile vecine se numește proces de naștere ?i moaNe 
(birtb-deatb process).

X X X X X X

/r /r

?ißura 5.2.2.

?entru a calcula probabilitatea statzonarâ ca procesul sâ fie în starea n, presupun 
câ atât timpul între douâ sosiri, cât ?i timpul de servire au o distribuție exponenfialâ. Dacâ 
5(0 repreÂntâ numârul de pacbete din sistem la momentul /, atunci trecerea sistemului din 
starea n în starea respecüv /?-1 în intervalul de timp foarte scurt z^l este descris de 
următoarele probabilitâp'

?rj5(^^o
?rj5(/^^0 - n-1 ! 5(0 /?) - //

Dacâ nu existâ nici o sosire sau plecare în intervalul (/, / ^0, âtunci sistemul va râmâne în 
starea cu probabilitatea:

?rs5(/>^0 5(0 - 1 - z.X/ - z^/

Xotând cu /7^(0 probabilitatea ca sistemul sâ tie în starea n la momentul /, se poate scrie 
următorul sistem de ecuații:

/io(^0 (l-x zXO/)o(O ^/)i(0
^(^zXO /î^/^,i(0 (1-x z^/- //zXO^(O ^^//?^i(0 (n>1) (5.2.2)

'frecând la limitâ, ultima ecuație se mai poate scrie:

^(0 .. /7 (/^-^/)-/) (/)
' - Um--------- ------------ -- (5 2 Z)

/Vvânâ în vectere tspml câ in stare slationsrâ lim />. (t) - ;i lim —- - o. sistemul cle/-»co ' /-»«
ecuații (5.2.2) devine:
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-^0 0
^N-1 - (>r^) /7^ -1- ///7^1 - 0 (?r>1) (5.2.4)

vaca 8e tace m ultima ecuatze subsbwia - ->î /7^ 8e obpne iar âin
prima ecuape a sistemului (5.2.4) rezulta " 0. La urmare, in carul staționar - 0 
(n>0), adicâ.

/i
<">0) (5.2.5)

?rin recurenta 8e deduce imediat expresa pentru probabilitatea de a avea 7? packete in 
sistem:

j /^o -- ^>o (^ 2.6)

veoarece 8uma tuturor probabilităților trebuie 8â 6e 1, probabilitatea de a avea 
rero pacbete în 8i8tem 8e poate calcula ca:

/'o------(5-2.7)

n-1

Substituind pe /?o în expre8ia lui /?„ 8e obține

0,1,2,...) (5.2.8)

ceea ce arata ca numârul de pacbete din 8i8tem are o distribuie geometricâ. La urmare, 
numârul mediu de pacbete în sistemul format din coadâ staie este dat de

L'l"I - s-- (5.2.9)

iar numârul meciiu âe psckete allate în coada âe așteptare e8ts'

(5^10)
^-1 n-1

?robabilitatea ca în coada de așteptare sâ nu tie nici un pacbet, adicâ sistemul sa 
tîe în starea 0 sau 1, este datâ de:

/-?r(,^0)-^^,-I-^ (5.2.II)

probabilitatea ca în coadâ sâ se alle /77 pacbete (m>1) este egalâ cu probabilitatea 
ca în sistem sâ tie ?»^1 packete. deci.
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ki<n,-m) - (I-/1) p"" (m>1) (S.2.I2)

Ivlenponer cä probabibtahle äe mai 8U8 pol ü äeterminate zi în carul ne8taponar, 
urmänä proceäeul äe calcul äin

Intr-o re(ea äe calculatoare cu 2V/ linii äe comunicare biäirecponale pot 6 
consiäerate 2^/ cori în care 8e mziruie8c pachetele äe äate tran8mise între noäuri, ca în 
6gura 5.2. Z unäe ^/^3. ?entru analiza intensitapi äe tra6c prin tiecare linie, con8truie8c 
un moäel care are la bara urmâtoarele pre8upuneri:

- tiecarui noä i 8e a8ociara o rata >?, con8t. cu care emite pachete către 
celelalte noäuri, 8electate în moä uniform
- pachetele tran8mi8e äe un noä 8unt äi8tribuite uniform pe liniile äe iezire ale 
ace8tuia
- fiecare noä v, con8tiwie o 8tLre cu rata äe 8ervire -- con8t. care prelucrearâ 
pachetele 8O8ite în cocile aferente liniilor äe intrare în acel noä
- o fracțiune cr <1 a pachetelor 8O8ite la un noä 8unt repnute äe ace8ta în urma 
prelucrării (care 8e con8iâerâ a ti äe8tinate ace8tui noä), iar re8tul 8unt tran8NÜ8e 
mai âeparte în re^ea pe liniile äe ieșire

sigura 5.2.3.

In carul cel mai general al unui noä v, cu k linii äe intrare zi / linii äe iezire vor 
exi8ta cori äe azteptare în care 8O8e8c pachete cu ratele ?i care vor 6
prelucrate 8ucce8iv äe 8erverul aferent noäului cu rata äe prelucrare (figura 5.2.4). 
limpul între âoua 8O8iri con8ecutîve pe o latura avană o âi8tributie exponenpala, proce8ul 
core8punrâtor e8te äe tip ?oi88on. în ace8t car e8te aâevaratâ proprietatea äe aäitivitatc 2 
ratelor meäü la reunirea zirurilor ?oi88on zi rata meâie totalâ a pachetelor care trebuie 
prelucrate în noâul v, e8te:

(5.2.13)

'sinână cont äe pre8upunerile tăcute mai 8U8, rata meäie äe tran8mitere a 
pachetelor pe o laturâ äe iezire, re8pectiv numărul meäiu äe pachete în fiecare coaââ 8e 
pot exprima în felul următor:
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l iZura 5.2.4.

(I-a)^ X

n

(/ -1,2, ...,/) (5.2.14)

(/-1,2,...,^) (5.2.15)

unde /i, - —-. probabilitatea ca în situapa în care sistemul de cori aferente lui v. 8e 

atlâ m pacbete (m>1), dintre care în coada 7 / (/ ^ 1, 2, ..., /7) 8â 8e atle pacbete, 8e 
calculearâ cu ajutorul probabilităților condiponate, zi anume:

- ?r(^ > m) ?r(/7^m) (5.2.16)

unde pifm, > m) reprerintâ probabilitatea lui în coada condiponatâ de exigenta Iui 
în sistemul de cori. Acesta 8e poate exprima admițând câ 8i8temul din tigura 5.2.4 e8te 
8imilar cu un model cu o singurâ stape, 8O8iri dupâ legea multiplâ ?oi88on zi timp de 
8ervire exponențial ^lMOO67j, zi awnci pentru o sei-vire în ordinea 8O8irilor:

!
?r(/n, I /») ! - (5.2.17)

doilea factor al reiatei (5.2.16) core8punde lui (5.2.12), în care 8e fo1o8ezte în loc de

întrucât am considerat o distribuție uniformâ a pacbetelor printre iezirile dintr-un 
nod rata medie de emitere a pacbetelor pe tiecare din aceste laturi va ti /f >^2 -

... i 2,,. pentru rețeaua compusa din noduri mărimile (/ ^ 1, 2, ..., .V) reprerintâ 
necunoscutele care trebuie determinate penti-u a putea caracterira complet intensitatea 
traticului zi numârul mediu de pacbete prin tiecare coadâ de azteptare. Oalculul presupune 
rerolvarea sistemului de ecuații liniare rerultat pe bara relațiilor de tipul (5.2.14) zi descris 
8ub urmâtoarea formâ matricială:

X - 8 (5.2.18)
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In aceastâ ecuape -V este matricea coetîcienlilor, 0 matrice bidimensională cle 
dimensiune scrisâ pe bara Aratului rebelei zi compusâ din elementele 

X

unde

1 dacâ exista mucbie între zi V , respectiv / - 

I 0 în car contrar

1 nr. mucbiilor de iezire din nodul v 
l dacâ / -

Deoarece am admis câ un nod transmite packete în mod unitorm câtre celelalte ^V- 
l noduri, se poate considera câ a - 1/(^V-1). Matricea unidimensionalâ -V de?^x1 este 
matricea necunoscutelor cu elementele Matricea termenilor liberi 8 este o matrice 
coloanâ?v'x 1, elementele sale tiind date de:

i nr. mucbiilor de iezire din nodul v,

kerotvând sistemul (5.2.18) vor rerulta valorile ratelor medii de emitere a 
pacbetelor pentru tîecare nod pe mucbiile sale incidente, adicâ (/1^, /I2, ..., /I.v) In carul 
unei rebele complet conectate (cu legâturâ între orice perecbe de noduri) zi dacâ 
... >1 se obpne /I2 /f». Oondipa de consistenp cere ca ^/1^ <

(/ 1, 2, ..., //), unde este mulymea nodurilor vecine cu v,. ?entru carul particular
considerat anterior este necesar ca (^V-1)^ < /4. Cu ajutorul acestor rate se poate calcula 
pe bara formulelor demonstrate pentru corile de azteptare oricare din indicatorii aterenp 
acestor cori. Deoarece corile de azteptare sunt asociate legâturilor din re^ea, acezti 
indicatori vor reflecta gradul de încărcare cu trafic a tiecârei linii de comunicație, 
depinrând atât de topologia rebelei, cat zi de parametrii dinamici ai tiecârui nod (rata de 
emitere a pacbetelor zi rata de prelucrare a pacbetelor primite). Astfel se poate calcula 
pentru linia de legâturâ de la nodul v la nodul v, probabilitatea ca în coada de azteptare 
corespunrâtoare /X sâ nu 6e în azteptare nici un pacbet, luând în considerare situațiile când 
sistemul de cori aferent lui v, este gol (relapa (5.2.11)), respectiv când acesta conține m 
packete (relapa (5.2.16)).

i-p^i
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L^tx
In aceastâ relape am folosit notațiile /I, - ——'— zi V - ——, As Lind mulțimea

nodurilor vecine cu v,. In carul unei rebele complet conectate cu ?/ noduri zi rate identice 

de emitere dacâ noter - —, relafia (5.2.19) ia o forma mai simplâ:

1-(.V-1)c5,
(5.2.20)

Xlârimea /?o reprerinta de fapt probabilitatea staționară ca linia de la v, la v, sa fie 

libera, ea constituind astfel un indicator de performanta al rețelei. Dacâ se admite ca 
aceasta legâturâ este expusa la defectare cu probabilitatea A, 1-/-„ , atunci se poate 
calcula un indicator reunit de performanta zi fiabilitate aferent legăturii, zi anume 
probabilitatea ca aceasta sâ fie in stare de funcționare zi in acelazi timp liberâ pentru un 
transfer-

?r(legâtura operaponalâ)-proniei un pacbet in azteptare) (5.2.21)

fa nivelul rețelei, in loc de indicatorul clasic de fiabilitate de tip terminal care 
exprimâ probabilitatea ca sâ existe o cale de comunicație intre douâ noduri, voi introduce 
un indicator de perkormabilitate, care pne cont zi de incârcarea cu trafic a rețelei, pentru o 
perecbe de noduri (§, /) definesc (instantaneous reacbadilit))
ca fiind probabilitatea de a exista cel puțin o cale de legâturâ funcționala de la nodul .r la 
astfel incât de-a lungul acesteia sâ nu fie nici un pacbet in azteptare, adicâ-

?r j existâ cel pupn o cale operaționala libera de la.5 la (5.2 22)

Desigur câ zi accesibilitatea instantanee se poate extinde, similar cu fiabilitatea de 
tip multiterminal, la ca^ul comunicării simultane intre mai multe perecbi de noduri. 
Determinarea lui se poate face cu aceleazi metode de calcul ca zi fiabilitatea dintr-o 
rejea, zi care au fost amplu prezentate in capitolul 3. 8e pornezte tot de la Luncpa de 
structura, dar in acest ca? unei mucbii i se asociata o probabilitate data de relapa 
(5.2.21), astfel incât ?rs.v, ^1) ?enti-u a menpne independenta evenimentelor, am 
admis ipoteca simplificatoare conform câreia incârcarea cu tratic a unei legaturi nu 
inlluentea^â incârcarea cu trafic a nici unei alte linii, fste de menționat faptul câ Ia 
scrierea funcției de structura (adica de cale) trebuie pnut cont de sensul de transmitere, 
fiindcâ unei mucbii bidirecționale i se asociata douâ probabiliști zi in general 
deoarece incârcarea cu trafic in cele douâ sensuri este de obicei diteritâ.

Indicatorul de perlormabilitate introdus are avantajul câ pe lângâ caracteristicile de 
fiabilitate ale rețelei sui^rinde zi dinainica de funcționare a acesteia. .Xstfel devine posibilâ 
compararea diferitelor soluții sub aspectul reunit al alocârii fiabilității componentelor zi al 
incârcârii refelei. On alt avantaj este faptul câ dupâ calculul intensitâpi de trafic zi a 
probabilitâtii asociate fiecârei linii prin procedura pre^entatâ în acest paragraf, 
determinarea accesibilității instantanee se face cu metodele urmale de calcul a fiabilității 
dintr-o re(ea.

BUPT



104 5

5.Z. Validarea modelului

8copul urmărit a ko8t întocmirea unui program de 8imulare a traticului de pachete 
într-o rep:a cu z? noduri, urmând ca datele 8tati8tice rezultate din 8imulare 8â tie comparate 
cu cele ale modelului teoretic pentru validarea ace8Mia. Ke^eaua 8imulatâ re8pecta primele 
trei pre8upuneri din paragratul precedent, ratele de emi8ie zi de 8ervire a pachetelor tund 
con8tante. In literatura de 8pecialitate exi8tâ mai multe tehnici de 8imulare a 8i8temelor de 
așteptare ^LL76^V^DO77^ dar particularitatea acelei rebele complexe cu z? 8ervere, 
tiecare având pânâ la n-1 cori a nece8itat elaborarea unui algoritm propriu, pe care îl 
prezint pe 8curt în continuare. t.L nivelul unui nod z (/-1, zr) pot apare doua teluri de 
evenimente: emiterea unui pachet (la momentele 7^) zi terminarea 8ervirii unui pachet (la 
momentele 7^) ldeea de ba^a con8ta în determinarea evenimentului următor zi avan8area 
cea8ului ab8olut 7^, care indicâ momentul curent, la evenimentul următor, pânâ când 8e 
atinge timpul impu8 pentru 8imulare 7^. O de8cnere formala a algoritmului e8te 
următoarea:

8imulare re^ea::

(7zZe^Ze zzz/zzz^z-zz/ <7e Z70c7zz-z ^z?) ^z zzz^Zz-z^e^ /

(7/Ze^Ze v^zczbz/e/e zzrZz-^z-e ...» n) /zzzzzZcz 7^

7z-e§c7Ze5Ze ^ezzez-czZsz-rz/ c/e zzz/zzzez-e ^/e^Zoaz-e /

c?L?Ze u/7 /i^^eZ zzz/zee^e ^ez^'er

z7zzzzzc7zrz/ c/e /-L7c?/zeZe c//z7 /

L?ecL5u/
Oe776?ec7i:L7 Zzzzz/>zz
(.Vz/^zz/e^cz Zzzzz/zzz /t^/z 7,,.'7^^ z,, 

/r77747
DeZez-zzzzz?^ rzzzzzczZo^rz/ L'V'ez7zzz?e/7Z 7^.-^z?zzz7f^/7^ ^7^

Z7r/^z^z/ zzzec/zzz c/e /zcze/zeZe c/i.»7/zeeczze wQc/cz .- 

^V'L7/7^ec7^c7 c^e^zz/ ^.--7"^
77/^/V

* ez-zz/e/e /)L7c?/ie^ c/e ec7Z/e 77sc/rz/ ""
He/eL7et7^L7 s <7e^Zz?7c7/ze /7L-r// /)c7c?/?eZ

L7/eL7/or o /zz7Z6 z7e ze-7z>e. /ze zzz
/zzZz-sâ^e ^6>rz/ z> Z^z

/7" Fez-vez-tt/ zz? /z-ez- 77/T^ V
^/zz/c7 c/zz7 7zz/ ZZ7 ^ezvez tt/ zzz ,-

Oezzez-e^â zzott/ c/zz? .- 

(?t7/c?rz/e^ /zou/ 7^^.'^^^/^^

(7eZ7t?Z ec7^L7 Z7SZ7/ Z^ c/zZZ .' 

^L7/c7Z//ec7Hc7 77O7z/ 7^ . Zj-, 

7-/
/7^/77/7 V

* 5wL?Zez-e z)L7c77eZ ^/zz7 ^ezvez-z// */

77' 7c7<7/zeZzL/ L/e^Zzz7i7Z z7o^rz/z7z 77/7.V
^wczZe /zcvcz^eZtt/ ^z/7 ^ez-vez-rz/ 7
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67^6
L'e/eetea^â a/ecrts?' o //me c/e /e^/>e, /?e m .-

//cre/re/tt/ c//» ^eve/i/Z /7 /> wac/s
77
^e/ee/e^â u^mâ/scr^ea //>r/e c/e m/T-^e ea?-e /?se/rek, ^e.5
/T' Oscrc/s nr/ e^/e ^oa/ä 7777^V

37r//ä /-ae/rettt/ c/zn wac/a m ^e^eziz/ .-
Oene^ecLiâ ns«/ c//>r /4 /
(7cr/cm/ec^â?rou/ ^2 ' - ^2

77 77
7^7^ /
^r/Z/cr/e/e

^VO

vegat âe ace8t algoritm, care 2 ko8t implementat în limbajul 7urbo ?a8cal 7.0, 8e 
mai impun câteva precizări:

1. 7impul 4t între douâ emiteri äe pacbete äe către noäul k e8te conform ipotezei 
o variabilă aleatoare cu âi8tributze exponențiala äe parametru care 8e obtzne generând 
un numâr aleator uniform u între 0 zi 1 pe ba^a câruia 8e calculează timpul cu formula:

^i^-^-lnu (5.3.1)

2. Durata 2 unei 8erviri. o variabila aleatoare pre8upu8â cu äi8tributze 
exponenpalä äe parametru /4, 8e calculea?â în moâ 8imilar, cu relapa:

1
- ----- In// (>.3.2)

3. Oalculul meâiei (în ace8t ca? a numărului äe pacbete äin tiecare coada ) 
trebuie rapoNat nu la numârul äe iterații, ci ea trebuie actuali?atâ în raport cu momentul 
evaluârii. conform relapei:

^â^veck.

- -------------- ------------------ (5.3.3)

4. ?entru 8elecpa coÄi äe intrare în noäul clin care 8e va 8coate urmâtorul pacbet 
am aäoptat tebnica äe prioritäp rotitoare, ultima coaää 8ervitâ tună pla8Ltâ la urma zirului 
äe prioritate (D8V(), la8t-8erveä la8t-queueâ). Intr-o altâ variantâ 2 progr2mului am 
implementat tebnica preluâm pacbetelor pentru 8ervire în orâinea 8O8irilor ssll^O, tir8t-in 
Lîr8t-out), 28ociinâ tiecârui pacbet zi un inclice care marcbea?â momentul intrârii 8ale în 
coaää.

în urma experimentelor efectuate cu ajutorul programului äe 8imulare zi a 
comparârii rezultatelor obținute cu cele äeäu8e teoretic 8-au âe8prin8 o mulpme äe 
concluzii interdante. Inäicatorul urmărit a fo8t numârul mediu de pacbete atlate în fiecare 
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coadä äe așteptare a rebelei. kerultatele obținute prin simulare au conLrmat aplicabilitatea 
moâelului teoretic la rebelele complet conectate in care noäurile au aceeași ratâ äe emisie a 
pacbetelor. ^cest lucru se poate constata zi pe bara tabelului 5.3.1, care sintetizează 
rezultatele pentru rețelele cu 3 zi 4 noduri, ratele zi // tîind alese astfel încât sâ satisfacâ 
condipa äe consistenta exprimata în paraßratul preceâent. ?entru aceste valori am 
observat o tendința äe stabilizare a rezultatelor äe simulare la > 5000 unitatz äe timp. 
Inegal äe precisa modelului, douâ aspecte s-au äoveäit a 6 relevante: valoarea lui cr zi 
moäul äe calcul al numărului estimat äe packele conform (5.2.15). In ceea ce privește 
procentul äe packete âestinate unui noä äin totalul celor care Hung la el, simularea a 
arâtat câ pentru o rețea oarecare er äepinäe äe porlia topologicâ a noäului consiäerat zi 
äe ratele äe emisie, äar nu este intluenpata äe ratele äe prelucrare ale nodurilor, l^a o re^ea 
complet conectata zi cu acelazi la tiecare nod, valoarea presupusa n 1 (,V-1) este 
exacta, pe când scâderea lui al nodului respectiv duce la crezterea lui Lr.. Astfel modelul 
cu acelazi « pentru tiecare nod râmâne un model aproximativ în aceste relele, aplicabil 
doar dacâ au valori apropiate. Ilegal de calculul numârului mediu de packete în tiecare 
coada, simularea a dovedit câ relapa (5.2.15) este valabilâ dacâ serverul asociat unui nod 
prelucrează packetele din cocile aferente dupâ strategia ?I?O. 8tudiind cu un program 
auxiliar influenta disciplinei de servire asupra numărului mediu de packete dintr-un sistem 
cu o singurâ state zi mai multe cori, s-a pus în evidenta faptul câ dacâ se aplicâ teknica 
prioritâtlor rotitoare, corile cu rata mai mare de depunere sunt mai lungi decât valoarea 
calculatâ cu relapa amintitâ. 8coaterea pe rând din tiecare coada face ca extragerea mai 
frecventa din corile cu rata mai micâ sâ reducâ lungimile acestora, lotuzi, dacâ ratele 
ale corilor sunt identice zi numârul mediu de packete este supraunitar, rerultatele statistice 
obținute prin simulare nu evidentarä diferente semnificative.

^-10000

X lodet Emulare i ^2>I ! ! > ! ^22!

^3. /.^30 7.03/ i 2.57/ ! 29.50 - i 2.57' > 29.56/ 7.05 /
//i^61. //2^64. 7.05 ! 2,50 ! 29.66 - 29.74 ! 7.07

./^-70 i I
V-4 ^»-2.1 ^22,! ! 7'1^241

^18 8,67. ! 4,18/ ! 2,70 i 17,67/ 4,18 / 1 2.70/
8,60 î 4,12 2.79 ! 17,72 4,10 ! 2.72

/>2'56 î ^"422!
17.67'/ 8,67/ I 2.7''> / 1 17,67 / I 8,67/ ! 4.18/

/2^60 17,75 8,62 2,64 ! >7.69 8,70 ! 4.19

'fabelul 5.3.1.

In continuare voi ilustra modul de evaluare a accesibiktâpi instantanee între 
nodurile v'i zi vz ale rețelei cu /V-3 noduri din figura 5.1.3. functa de strucMrâ 
corespunrâtoare comunicatei dintre aceste noduri este:

(5.3.4)

^pkcând metoda sumei de produse disjuncte (capitolul 3) zi relapa (5.2.21), expresia 
indicatorului de accesibilitate instantanee în carul în care se considerâ câ toate legâturile 
au aceeazi fiabilitate se poate scrie:
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^13 - ^IZ ^12^23^ ^13) - ?/^13 /^12/^23 /^12^23^13 (5.Z.5)

^lai departe, dacâ noâurile emil pacbetele cu aceeași ratä (^ ^3 " ?i având în
vedere (5.2.20), relatza precedentă devine:

1-2^/ ' 1-2^s 1-2c5,^
^13-^(1^3)n^ 1-^(1^^)—/ (5.3.6)

Dacâ 8e ia /^0,995, ^8 zi /^^//,^20, atunci se obține /^0,175. Dublarea ratei 
de prelucrare a calculatorului din nodul v'2 (/^^40) duce la creșterea indicatorului la 
valoarea /^0,221, ceea ce denota aza cum era de așteptat un indice superior al 
comunicârii de la nodul vi la vz. fa acest lucru poate conduce zi o diminuare a ratei de 
emisie, de exemplu pentru ^6 rezulta 7^0,394.

în ultimele douâ paragrafe am materializat o idee referitoare la definirea zi 
evaluarea unui indicator de performabilitate care sâ jmä cont de dinamica traficului de 
pacbete intr-o rejea modelatâ printr-un graf neorîentat în care nodurilor li se asociarâ rate 
de emisie zi de prelucrare a pacbetelor. Modelul pentru calculul încârcârii legâturilor de 
comunicare a fost validat prin simulare pe calculator, o dezvoltare în continuare a 
modelului tiind indicatâ în sensul ca dirijarea pacbetelor sâ jinâ 8eama de legâturile 
defecte. Extinderea modelului zi pentru alte genuri de regele decât cele complet conectate 
cu rate identice de emisie, prin determinarea exactâ a coeficientului « în fiecare nod 
pentru aceste caruri, va putea constitui un obiectiv pentru cercetâri viitoare.

BUPT



t^8 6 concioni

6. 211

'fera cie 8e încadrearâ în domeniul 8Mdiului comportării 8i8temelor eu 
proce8oare multiple 8ub a8pectul Labilitapi zi pertormanfei, MtiLcat cie râ8pandirea larga 
2 2ce8tor 8i8teme zi tratarea lor preferenpalâ m literatura de 8peei2iit2te 2 ultimului 
deceniu. Maniera de 8tructurare adoptata pentru lucr2re 2 permi8 includere2 contribuțiilor 
per80N2le 2le 2utorului l2 domeniul menționat, o atentze deo8ebitâ tiind 2corci2tä verifîcârii 
pe exemple zi validării prin 8imul2re 2 8oluîidor propune. Obiectivele princip2le urmârite zi 
realirate pe p2rcur8ul terei pot ti grupate L8ttel:

- Ol^ificarea zi delimit2re2 arkitecMrilor de c2lcul2t02re di8tribuite c2re 2U făcut 
obiectul cercetărilor de Labilitate.

- Asigurarea ba^ei teoretice 2 modelârii 2rbitecturilor multiproce8or în 8copul 
evaluării tiabilitâpi 2ce8tor2.

- Lvidentzerea tendințelor 2ctu2le în Labilitatea 8i8temelor cu componente multiple 
în general zi 2 stemelor cu proce8O2re multiple în p2rticul2r, cu includere2 contribuțiilor 
proprii 2le 2utorului.

- Elaborarea unui model unit2r de performanta zi Labilitate pentru üpurile de barâ 
de 8i8teme multiproce8or, re8pectiv pentru rebele de c2lcul2to2re.

- Validarea cu ajutorul programelor de 8imul2re întocmite de 2utor 2 modelelor 
M2tem2tice de performabilitate propU8e.

?ornind de l2 2ce8te obiective propu8e, în cele ce urmearâ 8e 8cot in evidens 
princip2lele contribuții originale 2le 2utorului.

1. ln primul c2pitol de consistenta c2re urmea^â celui introductiv. 8e urmärezte 
delimitarea arbitecturilor de 8i8teme cu mai multe procedare care vor tace obiecml 
analizei zi modelării Labiliste. In ace8t 8cop autorul zi-a adu8 contribuția la:

1.1. 8i8temati22rea taxonomiei sistemelor de calcul di8tribuite pe ba^a criteriilor de 
granularitate 2 interacțiunilor zi tebnicilor de transfer 2 d2telor.
1.2. Evidențierea caracteristicilor de tratic zi toleranta la defecte pentru 
arbitecturile reprezentative de 8i8teme cu mai multe procedare.

2. ?aragrafele 3.1-3.5 zi 3.7-3.8 8unt dedicate pentru sintetizarea conceptelor 
fundamentale de Habilitate aplicabile la stemele cu mai multe proce8oare. In 8copul 
utilitapi la stemele 8trân8 cuplate, problema de fiabilitate 2 fo8t tran8pU8â din spapul 
timpului contüiuu în cel decret, tund prezentat zi un 8tudiu comparativ 28upr2 
distribuțiilor tara memorarea trecutului în cele douâ caruri. kste de remarcat utilizarea 
unitarâ a funcpei de 8tructurâ scnsâ 8ub forma booleana, distincta fafâ de cea algebrica, 
pentru calculul fiabilități 8i8temelor de tip multiterminal prin metodele analitice de bara. 
Contribuțiile originale la acea8tâ parte de fundamente matematice pentru analiza Labilitâpi 
8i8temelor multiproce8or 8unt:

2.1. Exprimarea indicatorilor de fiabilitate în spapul timpului di8cret.
2.2. t ratarea matematică originală prin teorema 3.3.2 2 carului când funcpa de 
Labilitate de variabila discreta are forma polinomialâ.
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23. Efectuarea unui studiu comparativ fmalizat prin tabelul 3.7.4, din care au fost 
desprinse concluziile privind complexitatea calculului la metodele analitice de baza 
âe calcul a Labilitâpi unei regele.

3. ?roblematica evaluării fiabilități sistemelor âe calcul moâelate printr-un grai 
neorientat âe tip 8erîe-parale1 prin tebnici âe reâucps cu menținerea tiabilitäpi a to8t 
completat âe autor in paragraful 3.6 cu următoarele-

3.1. Adaptarea tebnicilor âe reducție zi la situația Malurilor orientate, rezultatele 
fiind sintetizate în tabelul 3.6.3.
3.2. 8tuâiul (finalizat prin tabelul 3.6.6) al cazurilor âe âe8compunere a Aratului 
rebelei cânâ ace8ta este ireductibil prin tran8formâri 8imple.

4. Ormârind tran8punerea metoâelor âe analiza zi sinteza a circuitelor logice 
pentru âeterminarea fiabMâpi, o parte consistentă a tezei (paragrafele 3.9 zi 3 10) se 
ocupa âe utilizarea tebnicii booleene în fiabilitatea rebelelor. Contribuțiile esenpale adiise 
âe autor la aceasta problematică sunt:

4.1. Efectuarea unei paralele între procedurile de calcul probabilistic a tiabilitapi 
unei refele zi cele bazate pe tebnica minimizării tuncpilor logice pe diagrame 
Karnaugb.
4.2. Statuarea teoremelor 3.9.1 zi 3.9.2 care fac legatura intre funcția de stiuctura 
booleanâ zi setul de câi/taieturi minimale.
4.3. Elaborarea algoritmului prezentat în anexa 2 pentru minimizarea disjunctă a 
tuncpei de structura, care produce expresia de fiabilitate cu numârul cel mai mic 
de termeni.
4.4. Considerarea câilor de baza zi alternative pentru simplificarea determinării 
expresiei fiabibtâpi de tip terminal dintr-o re(ea.
4.5. Elaborarea unei metode sistematice de eliminare a termenilor redundanti la 
exprimarea funcției de fiabilitate pe bazâ de sume disjuncte, prezentat pe exemplul 
3.10.7.
4.6. folosirea decompozitiei tunctiei de sNucturâ booleene pentru simplificarea 
calculului expresiei de fiabilitate, ilustrat în exemplul 3.10. l 2.

5 Cârgirea domeniului de aplicabilitate a relațiilor logice de semnal ca zi o metoda 
alternativa de evaluare a tiabilitâtii unei relele a lâcut obiectul paragrafului V11 
Clementele originale prezentate de autor în legâturâ cu acest subiect sunt.

5.1. Corectarea unei formule âe calcul âin literatura I.^(i(f^78, tabelul f relația
71 pentru calculul fiabilității pe baza relațiilor logice de semnal, in care autorii nu 
au acoperit toate stârile posibile ale subrejelei considerate
5.2. Completarea algoritmului de calcul a tiabilitâtii pe baza relațiilor logice de 
semnal propus în s/X6O/X78I cu încâ un pas în vederea obținerii unei expresii mai 
simple a funcției de fiabilitate, verificat pe exemplul 3.1l. l.
5.3. stabilirea modalitâtilor de utilizare a relațiilor logice de semnal în cazul unei 
regele modelate printr-un graf orientat, rezultatele tîind sintetizate în tabelul 3 l l 4
5.4. Extinderea metodei relațiilor logice de semnal pentru determinarea tiabilitâtii 
globale într-o rețea orientatâ. formulele de calcul tîind date în tabelul 3 115, iar 
un model de aplicare în exemplul 3.ll.2.

6. Importanta legâturilor dintre procesoare în fiabilitatea rebelei fiind o problema 
esentialâ în procesul de sintezâ, autorul a propus zi ilustrat prin exemplul 3 12 3 un 
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procedeu de alocare a Labilitâplor pentru compensarea înegalitâtilor de caurâ topologicâ 
dintr-o rejea.

7. In vederea unei dezvoltări viitoare a terei prin renunțarea la ipotera 
independentei dintre detecte zi a comportării bivalente, în paragrafele 3.13 zi 3.14 autorul 
a efectuat sintetizarea tendințelor ce se manifesta în domeniul evaluării Labilitâtii 
sistemelor cu defecțiuni dependente, respectiv cu stări multiple.

8. în cadrul capitolului 4 scopul urmărit este studiul sistemelor multiprocesor strâns 
cuplate sub aspectul reunit de fiabilitate zi performanta, admițând câ elementele 
componente ale rețelei de interconectare a sistemului sunt expuse la detectare. In acest 
context, autorul zi-a adus următoarele contribuții originale:

8.1. 8tabi1irea condiției limita de valabilitate a relațiilor (VVIH91, p.260j pentru 
calculul lâpmii de banda a sistemelor cu magistrale multiple zi tratarea exbaustivâ a 
ambelor caruri posibile în tunctze de raportul dintre numârul de procesoare zi cel 
de memorii comune.
8.2. Construirea (în paragraful 4.2) a unui model matematic în timp discret în 
scopul evaluârii performantelor cu luarea în considerare a aspectelor de Labilitate 
zi particularizarea sa pentru arbitecturile de barâ de tip crossbar, cu magistralâ 
unicâ, cu magistrale multiple zi cu resea multinivel.
8.3. Definirea în trei feluri distincte zi calculul duratei de viajâ utile a unui sistem 
crossbar, urmate de interpretarea rezultatelor pe bara tabelului comparativ 4.2.8.
8.4. Conceperea algoritmilor (prerentati în Vnexa 4) zi elaborarea programelor de 
simulare a comportării sistemelor multiprocesor de tip crossbar, cu magistralâ 
unicâ, cu magistrale multiple zi cu rețea de interconectare multinivel, barate pe 
generarea de evenimente aleatoare.
8.5. Validarea modelului de performabilitate propus prin veriLcarea întrepiinsâ în 
paragraful de rerultate experimentale asupra principalilor indicatori de 
performanta teoretici zi obtinup prin simulare, pe bara a opt grafice comparative
8.6. Identificarea prin modelul propus a limitei interioare de prag (evidențiata 
grafic) pentru Labilitatea comutatoarelor dintr-o rețea crossbar.
8.7. Evidențierea plin doua gi atice zi analira numâi-ului de procesoare aflate în 
azteptare pentru un sistem crossbar. respectiv cu magistrala unicâ.
8.8. Evidențierea prin douâ graLce zi analira timpului mediu de viata a! sistemelor 
cu magistrale pentru diferite contiguratii.
8.9. Evidențierea grafica zi analira probabilității de acceptare a unei cereri în carul 
unui sistem cu rețea multinivel de tip baseline.

9. In scopul de a oferi o soluție avanta^oasâ sub aspectul costului în procesul de 
sinterâ al sistemelor multiprocesor strâns cuplate zi uritând de modelul propus. în cadrul 
paragrafului 4.3 au fost introduse urmâtoarele elemente originale.

9.l. Definirea unui indicator de eLcientâ al sistemului crossbar evidențiat graLc 
pentru trei caruri particulare, care permite alegerea numârului optim de module de 
memorie comunâ.
9.2. Indicarea pe bara ZraLca a unei metode de determinare a numârului de 
magistrale necesare într-un sistem multiprocesor cu o ratâ data a cererilor de 
acces.
9.3. formularea recomandărilor privind alegerea unei anuimte arbitecMri 
multiprocesor pe bara graficului timpului de răspuns minim.
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10. Ultimul capitol de consistens al telei este dedicat analizei sistemelor distribuite 
slab cuplate într-un cadru unificat de fiabilitate zi performanta. ?entru aceasta, dupâ o 
sinteza a principalelor concepte de evaluare a tiabilitapi zi performantelor acestor sisteme, 
autorul urmărește introducerea unui nou indicator de performabilitate, a cârui evaluare 
este posibila cu metodele de calcul a fiabilității rețelelor, prezentate în cadrul capitolului 3 
In acest context, contribuțiile originale aduse pe parcursul acestui capitol sunt:

10.1. formularea a trei criterii de alocare a copiilor multiple de feiere pentru 
efrcientilarea fiabili țapi într-o re(ea de calculatoare.
10.2. Construirea modelului de performabilitate prerentat în paragraful 5.2 pentru 
o rețea de calculatoare complet conectata, care ia în considerare încărcarea cu 
trafic a legâturilor de comunicație.
10.3. Introducerea indicatorului de accesibilitate instantanee pentru caracterizarea 
reunita a performantelor zi tiabilitâfii transmisiei dintre terminalele unei relele.
10.4. Conceperea algoritmului (dat în paragraful 5.3) zi elaborarea programului de 
simulare pentru validarea modelului teoretic de transmitere a pacbetelor de date 
într-o re^ea de calculatoare.

In conclude se poate afirma câ in cadrul problematicii abordate au fost propuse 
elemente zi soluții noi, menite sa completele tratarea matematica zi modelarea sub aspect 
fiabilistic a sistemelor investigate. ?rin conținutul sâu, tela se dorezte a Li zi un fundament 
pentru cercetări viitoare, care trebuie sâ dezvolte aspecte cum ar fi studiul disponibili tâtii 
sistemelor cu un spafiu foarte larg al stârilor utilizând lanfuri ^lar^ov 
s8^fIX87X81l^K93f modelarea efectului dependentei statistice dintre defectele 
componentelor asupra sistemelor cu stâri multiple (Vffk93^Vffk94i sau gâsirea de 
tebnici pentru includerea impacmlui factorilor care depind de protocolul utilizat pentru 
transferul de date lC^^93llCOfLX94tt8IXN

lela de doctorat are o extindere de 223 pagini, materialul sens fiind ilustrat cu 
103 tigun zi 16 tabele, iar bibliosratia cuprinde 156 de titluri (dintre care 15 ale 
autorului)
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I

Determinarea termenilor disjuncp pentru calculul 
Nsdilitâpi pe dara vectorilor de cale

ketaua redusâ (n - 9 muckii, ??r - 13 câi):

^^4^8 ^)^4^7^9 ^^7-^9 ^2^9

8etul vectorilor de cale minimali (ordonati dupâ cardinalitate):

? rz ^6 -r? *8 ^9

l i - - 1 - - 1
2 - 1 - - 1 - - 1 -
3 - 1 - - - 1 - - 1
4 i - - 1 - - 1 - 1
5 1 - 1 - 1 - - 1 -
6 1 - 1 - - 1 - - 1
7 - 1 1 1 - - - 1 -
8 - 1 - - l - 1 - 1

i - 1 - - - 1 1 1 -
l0 î 1 - - 1 1 1 - - l
11 1 - 1 - 1 - 1 - 112!î 1 - 1 - - 1 1 1 -
1)! . 1 1 l - - 1 - 1

tabelul de comparari:

8e comparâ ! -v ^2 Vz rz -^6 ^7 -^8 ^9
?. ! - 1 — — 1 - - - l -

! />. 0 1 - - 1 - - 1 -
1 î 1 1 0 1 - - 1 -

/>. î (^l,-^8> 0 1 - - - 1 - - 1
> 1 1 - 0 - 1 - - 1
! 1 1 - 1 - 1 - 0 1

?2
î (^,.*8) 0 1 - - - 1 - - 1

! I 0 l - 1 1 - 0 1
! (^5,^8) 1 1 - 0 0 1 - - l
I I 1 1 - 0 1 1 - 0 1
I § di^uncp 1 1__ 1 - 1 - 0 1
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/>4 />> (x») 1 - - 1 - - 1 0 1
cli8)unc^i I - - 1 - - I 0 1
(^2,^) 1 0 - I - - I 0 I

1 1 - I - 0 1 0 I
(^4) 1 - I 0 1 - - 1 -
<^r) I 0 I 0 I - - I -

?3 äiLjuncy 1 0 1 0 1 - - 1 -
^4 âÎ8^uney 1 0 1 0 1 - - I -

(^4,^) 1 - 1 0 - 1 - - 1 
1-11-1-01

äi8^uncy

1 0 1 0 - 1 - - 1 
1 1 1 0 0 1 - - 1 
1110 11-01 
1-11-1-01

?3 äi^uncy !
(^2)

! 1 0 1 0 - 1 - - 1
10 11-1-01

?4 äi8^unc^i 
(^7)

1 0 1 0 - 1 - - 1 
10 11-10 0 1

^5 (^s)

äisjuneft

1 0 1 0 0 1 - - 1
10 10 11-01
10 11-10 0 1

/>7 (^1) 0 1 1 1 - - - 1 -
(^r-) 0 1 1 1 0 - - 1 -

^>3 (^,) 0 1110 0-1-
0 1110 1-10

/>4 6i8^uncp
âÎ8^uncy

0 1110 0-1-
0 1110 1-10

?5 
!

6i8^un^i 
cÜ8^uncri

0 1110 0-1-
10 1110 1-10

?« î âikjuncp
I 6i8^uncp

^011100-1- 
! 0 1 I I O I - 1 0

?. ! 0 I - - l - l - I
1 I 1 - 0 I . 1 - I
1 1 - I I - I 0 I

!
I 
i

(^«)
! (-r?) 

âÎ8^unc^i

! 0 1 - - i - l 0 i 
! l I - 0 I - 1 n I 
! I I - I I - I 0 1

^3 (^6) 
(H) 
l^s)

! 0 1 - - 1 0 1 6 1
1 1 - 0 1 0 1 0 1
1___ 1-110 10 1

?4 äi8^uncy
6i8^uncy

0 1 - - 1 0 1 0 1
1 1 - 0 1 0 1 0 1

?5 
!

! cli8^uncp 
6i8^uncy

! 0 1 - - 1 0 1 0 1
1 1 - 0 1 0 1 0 1

! I öi^uncü 
cÜ8^uncU

1 0 1 - - 1 0 I 0 1
! 1 1 - 0 1 0 1 0 1

>1 
i

6i8^uncp 
äi8^unc^i

0 1 - - 1 0 1 0 1
1 1 - 0 1 0 1 0 1
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(^1,^4) 0 1 - - - 1 Il
li - 0 - 1 1 1 -

^2 (^,) 
(a^,)

0l--0111-
1 l - 0 0 1 l 1 -

(^s) 
(^r,)

0 1 - - 0 1 1 1 0
11-001110

?4 äisjunHi 
äis^unc^i

0 1 - - 0 1 1 1 0 
11-001110

äigjunc^i 
cligjuncy

0 1 - - 0 1 1 1 0 
11-001110

äisjunc^i 
äisjunc^i

0 1 - - 0 1 1 1 0 
11-001110

?7 (^4)

âiL^uncy

0 10-01110 
0 110 0 1110 
11-001110

^8 äiZ^unc^i 
6i8juncli 
Abjuncti

0 10-01110 
0 110 0 1110 
11-001110

<^o) 1 - - 1 1 1 - 0 1
^2 6i8^uncy 1 - - 1 1 1 - 0 1
->2 (^2) 10-111-01
?4 (^7) 10-111001
^5 äi8juncji l 0 - I 1 I 0 0 1

(^,) 1 0 0 1 1 1 0 0 1
?7 cli8^uncy 1 0 0 1 1 1 0 0 1
?- ciÎ8^uncy 1 0 0 1 1 1 0 0 1
?, 6i8^uncy 1 0 0 1 1 1 0 0 1

! ?. 

!

! . !
I (^4,-r»)
!

I - I 0 I - I - I
! l - 1 1 1 - 1 0 I

(-V2..V-)

! äiZ^unc^i

l 1 0 1 0 1 - 1 - 1
>1110 1-10 1
1-111-10 1

! ?Z

î

^ ilis^uncy 
(r«)

!

>10 10 1-1-1 
>1110 10 10 1 
! 1 0 1 1 1 - 10 1 
>111110 10 1

- ?4
!

äi8juncy 
l äisiuncy

! i 0 i 0 i - i - 1
! i i i 0 i 0 1 0 i

! 

!
> (-^)
I cli8^uncy

10 10 1-10 1
1110 10 10 1

(>'4) 
cüs^unc^i

10 10 10 10 1
1__ 1_____1-0 1 0 1^ 0 1
10 10 10 10 1
1110 10 10 1

î 

!

! cÜ8junc^i 
c1i8^unc^i

?, 6i8^unc^i ! I 0 1 0 l O I 0 I
! ^9 clibjunc^i j l 0 1 0 I 0 I 0 l
! ?.° di8iuncy >10 10 10 1 0__ 1
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^.2 (^) 1 - I 0 - 1 I 1 -
^2 (^2,^) 1 0 I 0 - 1 Il

li I 0 0 1 1 I -
?2 äisjuncti 

(^s)
10 10-111-
1110 0 1110

âÎ8^unc^i 
äibjunc^i

! 1 0 1 0 - 1 Il
li 1 0 0 1 1 1 0

(^5> 
6i^unc;i

10 10 0 111- 
i 1 i 0 0 i 1 i 0

?« (r,) 
ciÎ8juncy

j I 0 1 0 0 1 1 10
>1110 0 1110

äi8juncy 
äi^uney

10 10 0 1110 
1110 0 1110

?» äisjuncy 
äi8^uncy

10 10 0 1110
1110 0 1110

?, äi8^uncy 10 10 0 1110
?>° «ii^uncsi 10 10 0 1110

6i8iuncy 10 10 0 1110
^>2 0 1 1 l - - 1 - 1

! i i 1 i - - i o 1
^2 (^,)

<üs)uncp

0 1110-1-1
0 1111-10 1
1 1 1 1 - - 1 0 1

?3 (r«) 
(.^s) 

! (^«)

0 1110 0 1-1
0 11110 10 1 
1111-0101

?2 I cli^uncp 
äi8^unc^i

10 1110 0 1-1 
>011110101

?5 ! 6i8^uncti 
î äi8^uncy

! 0 I I l 0 0 I - I
0 I I I 1 0 I 0 l

j cÜ8^unc^ 
! äiHUnc^

0 1 I I 0 0 1 - I
! 0 1 1 1 I 0 1 0 1

! ?- > <^)
! ! ciisjuncn

§01110010!
> 0 I I I I 0 I, 0^

^8 äi^uneN 0 II 10 0 ^1 0
__ ?y i öi8iunLN ! 0__ I___ I I__ 0 ___ 10 I

^0 ! ^^uncu 0III0010I
> ! äi8juncti , 0 t I I 0 0__ I__ 0__ I
j ^2 > äi^uncp 0 1110 0 10!

8etul eomplet 6e termeni äi8junep:

v? rz .^6 .V- ^'8 .Vy

1 - - 1 - - - 1 -
0 1 - - 1 - - 1 -
1 I - 0 1 - - 1 -
0 1 - - 0 1 - - I
0 I - - 1 1 - 0 1

-I 1 - 0 0 I - -
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I I -
I I -
1 0 -
I I -
I 0 I
1 O 1
1 0 I
1 0 I
0 1 1
0 I 1
0 1 -
I I -
0 I 0
0 1 I
1 1 -
I 0 0
1 0 I
I 0 I
0 1 1

0 1 1 
I - 1 
1 - - 
1 - 0 
0 I - 
0 0 1 
0 I 1
I - I 
1 0 0 
1 0 I 
- 1 0 
0 1 0 
- 0 I 
0 0 I 
0 0 1
I 1 I 
0 1 0 
0 0 I
I 0 0 

- 0 1 
- 0 1 
1 0 1 
I 0 1 
- I - 
- - 1 
- 0 I 
0 0 I 
- 1 - 
- 1 0 
1 0 I 
1 0 I 
1 I 0 
1 I 0 
I I 0 
0 0 I
1 0 I 
I I 0 
1 0 I

funcția äe Labilitate (cu notapile ?rt>^1) - 1- /?):

O - z . 4 . 3 2 , I 4 r , 5 2 5 1 ? 4 3 . < 5 3 44, <54

2

Determinarea expresiei äe fîabilitate prin minimirarea 
disjunct» a funcsiei äe structura booleene

8e considera funcția äe structura (.v», v^, .vz. .v^) datâ sub sorina canonica 
disjunctivă, scrisa ca zi suma inăicilor ter-menilor minimali corespunzători succesului 
(stărilor operaționale ale sistemului):

<r- X(2I, 23, 29, 31, 45, 47, 53, 55. 61. 63) 
6

Xletoda consta äin äouä etape.

.-V Determinarea tuturor implicanplor, prin ordonarea termenilor pe grupe in funcpe äe 
ponäerile binare ?i aplicarea următoarelor reguli pentru stabilirea adiacentei a doi termeni:

(1) diferența ponderilor este l
(2) diferența indicilor este o putere a lui 2
(3) termenul cu ponderea mai mare dispune zi de indicele mai mare
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8. Determinarea 8etului disjunct de implicanti primi, de ordinul cât mai mare posibil, 
barat pe următoarele reguli:

(I) lista se parcurge în sensul descrescător al ordinelor zi implicans care au un 
termen inclus într-un implicant de ordin superior se vor elimina

(2) în cadrul unui ordin se rețin acei implicanp care caurearâ eliminarea celui 
mai mic număr de implicanti de același ordin

(3) în car de egalitate la criteriul (2), alegerea este indiferenta (formele minime 
posibile vor avea acee^i complexitate)

8ckema de minimirare pentru tuncpa data (în parantere 8-au trecut diferentele 
indicilor, care reprerintâ ponderile variabilelor eliminate):

53, 5Z' 6l' 63 (2, 3)

Ordinul 0 Ordinul 1

Orup 3 24
Orup 4 22

29 
45 

__________53—
Orup 5 34

47 
55 

__________64—
Orup 6 63

Orup 3 21, 23 (2)
21, 29(8) 

__________24^53-<32)
Orup 4 23, 31 (8)

29' 34(2) 

29^64^32) 
45, 47 (2) 
45, 61 (16) 
53, 55-(2)

__________53, 6; (8) 
Orup 5__31, 63 (32)

47;-63-<32) 
55, 63 (8) 
61^ 63 (2)

Ordinul 2 Ordinul 3

Orup 3 Orup 3
24^^53^5^2.32) 

_________ 21, 29, 53, 61 (8, 32) 
Orup 4__23^34^ >5, 63 (8, 32)

29, 31, 61, 63 (2, 32)

21, 23, 29, 31, 53. 55, 61, 63 (2, 8, 32)

Implicanpi primi râmași dau tuncpa de 8tructurâ 8ub forma de 8uma de produ8e disjuncte:

Kerulta direct expre8ia tuncpei de kabilitate:
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Ordonare» legăturilor dupä importsnpz lor 
în fiLbilitate» L

kejeaua din 6gura Z.12.1.a are tunctza de Labilitate datâ de (Z.I2.15), pe ba^a 
câreia re^ultä (pentru Labilität egale /?):

/r(6!x,-0)--/ -î(O^l) - 2/-'-/ Z/
K(6^2^0) - - ^2/ K(6^2^I) - Z/>^ ->- 2/>^ />

K(6!^-0> - - / - 2/ - 5/ 2/ > 2/
K(6!.v,-0)--/
K(6!^-0) - K(O^s-l) - 2/ - S/>' > 2/ > 2/

Comparând mucbiile douâ eâte douâ ;i având în vedere câ 0 </? < 1, 8e obține:

« ei cu er
^(6^.-0) - K<6jE0) - I - 2/>) - ^(I - /,)' > 0
K(6!x2-I) - Z/- Z/, I) - /,(1 - />)" > 0

e, < Sz 
» e, cu ez

6(6>z-0) --/(I -/>)>0
2/7^2)- /l(1 />)^ 1j>0 

--i ' ez 
e, cu e^

- 2/, I) - /-'(1 - />/ > 0 
Z/^Z/- I) -^(1 > 0

ei > e^ 
« ei cu ez

/^(O^i^O) - /^(Oi.Vz^O) l - /?) > 0
-/,(/ 2/, - I) - /,(I - />/ > 0 

ei e^
« ei cu es (ca la ei cu e^)

-î<O!.r«-0> - /î(O!.v^0) -/(I - > 0
K<c^-I) - - /(I - /,)' > 0

ei > e<j 
» er cu ez

- /?(l - />) > 0
I» - />)' />j > 0

e> > ez 
* er cu e,

K(O!.Vz-0) - - />'(/? - /r t) - I -/>)-> (l - /i)I
?(I ?/(I -Z>)>0

K(O!.r2-I) - K(6^-l) - /,(- -e 2/- 2/, I) - /,ld - ?^)d -
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er > e«
* er cu s;

-î(O^V) - /î(6!x,-0) - /(1 - />) > 0
K(O^-1) - -î(6^1) - -2/i^ 1)- /(1 - /,/ > 0

Sr < S;
» er cu e« (ca la er cu s^)

- K(6j^-O) -/(I - /i)^(I -^/,) > 0 
^(0^-1) - K(O^-1) - />(1 - /)(1 - /,/ > 0

S2 > e« 
d ez cu e^

K(6lx,-0) - 6(6^0) - /(I - /i)> 0

K(6^^1) -K(6^z-1) -/?(/?- 2/-^ -n/) -»- I) -/>)
^(1-/i)(I^/i)1>0

e, < 
« ez cu 6z

K(O^z^O) - /î(O^5^0) - /-'(1 - /?) > 0

K(6!xz-I) - /î(6!.^ I) - /1^ - / î 1) - ?l- ?'(l - /1) d - /1) ?)I - 
"?ld -/1?(1 ^?) > 0

^> ez < ez
» ez cu eg (ca la e^ cu e^)

^(O>-^0) - /î(O!.v«-0) - /(I - /1) > 0

K(O^-I) - /r(O!^-I) - - (I - ?)(1 2/1)1 > 0
ez < es 

» e^ cu ez
K(O^-O) - K(O^--0) -/(/? - 2/ - -/1) - d -/), -

- /(1 -/>)(! ^ /1 - /'^) /''(I - />)d />(1 - />)1 0
K(6>,--I) -K(6>v^I) -/-< / Z/-' 2/? /> - I) -/7l/?'(I - />) -

- 2/>'(1 -/1) -/i)I ^/><l -/i)(/>^ - 2/ -<- l) -
-/?(1 -/?)l-/(1 - /,) ^ (I -/?), --/>() -/,)^<1 /? - 
/)-/-(! />^1 -/-(I -/i)1 >0

< e, 
< e^cu e«

äO^-O) - K(O.r«-0) - 0
/î(6>.v,-I) - ^(O!.v«-I) - 0 

e^, -- e»
< e; cu s« (câ >2 e; cu ->,)

K(O!x«-tt) -K(6^;-0) -/() /i)(I î/i(I -/i)1 > 0
/î(6î.V5-I) - K(O^-I) - /i(1 - /i/d > /i(1 - /i)I > 0 

ez > es

k.erultatul oräonärü este prezentat sub tormâ äe äiaKramä blasse m 6§ura 3.I2.I .b.
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Algoritmii äe simulare a comportärii sistemelor multi procesor

?rogramele äe simulare utili^earâ o variabilâ aleatoare äe tip Lernoulli care ia 
valoarea 1 eu o probabilitate - zi se generează în felul urmâtor:

bernoulli(-)-: 

L^(77V 
vMz^zVcr 7)

77^ « 77/T^.V 7
7^7.^ -e^s?/7//^-.-6 

7V7)

0 iterație reprermta simularea eomportârii sistemului pana la starea din momentul 
äiseret äe timp / (/ 1, 2, ... ). lnäieatorii äe performanta urmâritz sunt numârul meäiu äe 
memorii ocupate zi äe procesoare active. KotaMe corespund celor din paragraful 4.2.

simulare crossbar 1 (:
^*/3^ ^e/r/cz^ecz eel-en/o?-

mz/nân/Z c/e /?^<7e^oc7^e sn- 5/ c/e <??/-

^z/cz c/e L7l7L?e.5 ^z ^c7/c7 z7e /zcz7z7z7cz^e 7^ .' 

(^z^/e z?z„?zc7/zz/ c7e z/e^/zz fz7e^- 

w7r/ -7 W z7ez OO 
/zzz^ZL7/z^ec7"<I /6>c7/e w/zzzz/^/s^^eZe -zzzze 

?c)7r^-7 w/DO

/7^w,^z/^c)?----zzn /?/^ V 
/>e^<?zz//z7/z)-i) I?/^V w/?zzz/L7/s^.-^7^/ecV 

7^/ 7^7 
W^ZZ7/c7/6>c7? L?/t? 

07) 
7nz7zt77z-ec7iiL7 /^cz/e z^e/zzo/'zzZe Zzöe^e 

7^7^L4^ 
/7^ Zie/'ncittZZ//7 -ee/'e

^7.^^ -L7L?/z>'

7^7 
77' 77777V

2>e/e^ZL?LZHc7 u^z/s/'/?/ s me/zro/'/e 

77^ fz?ze/?rs7-ze^/z7e7-) swz7zrz/L7^7--7zzz7- 7777°^ 
-/7/-//ne^/e / 

zzze/zzoz'ze.' ^6z<7zz/?(7/ 

77 7^7 
7 /V777 7<?c7/e /z^ee^ocrz-eZe /z^cTz/^e.' 
^Lz/c-zz/tzcz^cz Z/Zc/z6LZ/S^ZZ c7e /ZeZ^6>Z /?ZLZZ7/cZ c7zz/ ezz/z ,-
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^cwa/^ea^a va/a/-/7e a/s /Träa/a^/a/- /?e?r/?-tt /7c?-a^/7c e/ec/tta/c

SO
^tt/Za/e/e

8Ünu1are cro8sbar 2( /)':
/* cr^ ,-e/tta^a ce^e^// ne^e/v/7e c/aca,-e/mtt/ §-a cia/a?-a/ c« a a/ta ce/-e/-e */

nk/na^u/ c/e /)^oce.5sa^e LZ -7e ^e^ra/-// s>n^ /

(7/7e5te ^a/a <7e acce.5 <Lk) ^a/a c/e /ra^Z/rka/e .-

d776F/6 c/e iZez-a/// s/7e^)
^SK/^W/^OS

/?i7M//2e^ck Zaa/e eomttkcr^^e/e -u/?e ,-

/^7//^//i7eL7^tZ /SQ/e /)?-S(7eLS^e/e crc?//ve ,-

/»/7/cr/^ecr^ä /scr^e /-e/^u^/7e c//» cama ca//^/tt?r//

w/r^7 w//)O

camu/a/a^öttn 7?/^V
//^ öe^att///s/?7^^ caz-rtt/a/a?-.-c/e/ec/

/7 7^/
^ V77I. 7aate w/7rtt/a/aa^e/e /?a/-cu^e /
/n/ira/r^ema taare /N6^ra^//7e //öe^e

/r^^L4^
//^ ^^oce^o^-ce/'e) /X

^cama ^e/m-ca/» c/e/eck)) 7?/^V
//^ / 77/^ V^^ace^a^.'^ce/'e

/)/'oce^c^.^ac//v'

^/
^e/ec/ema o me/na/ve /

^^/F/iema /ne/na^/a /a /^ace^a/- 

/^/

Z7'/)/'oce.5a/'-ce/'e 77/^V
// ca^rr//a/a^^t7e/ec/ /7/^ V cattna ^m. ^ca^ c/e/ec/

// me/nanc - acrL/)a/a 77/^V ca?^a /-c/r^.

/?^ace^ a/^/ -/-//e,'

??re/»a^/c.' -ac^z-a/a 

? / /^/ /^/

r,7V77^. 7aa/e /??-aceLaa?-e/e Z)a/-c7r/^e

c-/)
i7a/cr//emâ /näa/a"/ c/^ /-e?/s^?»a»/a ,

/4clua//-ea-a va/a^/7e a/c /^L//ca/a^/7a^ z?en^ //e?-a/ä7c e/ec/r/a/e

SO
^e^rz/la/e/e

L^VO
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8ÜnuIare MLßistralä unicâ(/)::
/* en <7e/-e/-// r> cr^^^z-e c/aeä ^e/r/^tt/ cr/)5/ eM/^s/

c/e en ^//ct ee/-e^e c/e msF/^/^/tr Lie^ee/L? */

77O//V

(7//e^/ec/e /

(7//e^/e ^^/^ c/e crwe^ 5/ c/e /?^/7//s/6 tz?) ,-

d'/Ze^/e 7rtt?-râ^/ -7e //e^/// ^//eO /

707 /-/ w oo

/n/7/L7//^ecr^ -r/nc? ,-

/?r///c7//^ec^L7 /scr/e /)^SL7e^OL^e/e t2L?//ve .-

//r^/^//"ecL7LI /scr/e â ecrtt^s w//^/u??//

707^-7 W/DO 

/7 77/7V

//^ TI/L'.V TN^F/^/T-cr/L?.-c/e/ee/â

§7/7 

/7r/7/Lr//ne^â //7)6^

/ZVz-7-oc,'e§o?-^e7-e- ^T-see^s/'-ee/'e- />

^crr^t? 7-6^-,»^ c/e/ec?/tZ-7 77/L^ V 

//^ ^e^76>u///stt) - / 77/^^V/7^<7e^e>7-. -c?e7-e

77 77

/T' /-T-o^sT'-eeT-e 77/7 V

/T' 77/^c?/cr<7e/ec?^ 77/7 V ecrtt^L? 7-e^Li.-??rcrF c/e/e<7/â 

7/^57

/7 7?-e^S7-/e-L>L7tt/)L2/tI 77/7.V <7^r^7Lr 7e/rLi. -c7o//^/?/7re 

77L7

/?wee^c>^.- ^/>/-/??re^/e.- 

/?r e/n s^/e.'^ sc7r//)crktr 
7/ 7/77

7 V777 7o^/e /-^cTtt^e

07)
(?^/(7r//ecL7c7 //7c//6'c7/c)^// c/t? .'

^wcr/z-et^Lr v^/o^/7e /nec/// cr/e /?rL77c'Lr/L>/'//o^ /-e/7//^ /7e?-c7///7e e/ee/ttcr/e 

07) 

7r/^/1/^ec^c2 ^tt/5cr^/e

7V7)

8imulLre mLßi8tr2le multiples/)"
* c?u /cr aeee^/ memc)/-/e c^L7<I /-e^r^u/ /o^/ etTu^s/

c/e <??/ cr//â <7e^?-e */

77O/V

(7/7^/e c/e sn). c/e /ne/ns/-// /?n- <7e m^F^/^/L? sö- .-

(?/7e§/e ^/<7 c/e fs) §/ ^7/cr c7e^/c7^/7/7c7/e s/-) ,- 

O/e^/e c/e f//eO

707 /-/ W //e^ 7)0

/n/^cr/^eu^â /ocr/e mcr^/^/^/e/e -u^re ,-

/?r/pL7/^eLriâ /ocr/e /7^c7e^^c.7^e/c cr<7/^'e .-
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ZzrzZzsZ/^es^s iss/e ^zn ssr^s wZ/^zunzz

7O7^Z 70/oo

7777^7

/7 zzzs^z^/z-sZs-ZzrLzzs 7777ZV

/7öe?-zzsuZZzs/z)-/) 77/7 V zzrs^Zz-s/s.-cZe/eLZ/s

7/ 77

7ZV777 7ss/e zzrs^zL^sZeZe /zsz-ezzz-^e .-

/zzz/zsZzüesiis /sä zzremsz-zzZe ZzZ-ez-e ,-

/z?z/zsZz^es^s Zssle zzzs^z^/z-s/e/e Z/Z>6^e 

7777^7

/7° f/zz-sse^sz-^ez-e) /^^sse^s^-se^e) x> 

sssr^s z-6^-zzzsF ^ie/es/s)) 77/7V

/7 -e^/7SttZZ//Q--Z 7/77^/zz-see^sz-.-sez-e

7777 /zz^see^sz-.-ss/zv

7/

^eZee/esus zzzzz/sz-zn s memsne .'

^^z^zresuszzzezzzsz-zs Zs /zz-sse^sz-

7/
/7/zz-sse^sz—eez-e 7//7V

/7 /ss/e ms^/L'/^sZeZe cZe/es/e 77/7ZVesr^s z-e/r^.-zzzs^ cZe/ee/s 

7757
/7 zzzezzrsz-ze-ssrz/zs/s 77/7ZV ssr^s z-e/^. -ssZz^zttzze

7777

7eZesles^s s zzzs^z^/z-sZs Z/öe^s ^z -uns

/7»tt e^/s zzrs§z^^s/s ZzZzez-s 7?/7 V ssr^s ,-e/r^.-c?sZ/^/r/?re 

77^7

/i^sse^s^..'

^e^s^e.'^sc7r^s/s,-
/NS^/^s^sZs.' - S<7U/)S/S

7/ 7/ 7/ 77

^ V7/7 Tssle /-/see^ss/eZe /)s^c?tt^.5e

O/)
7sZsrLZes"s cZe /-e^/s^rsn/s cTr^en// .-

^ett/sZ/^esus vsZs^/Ze ,?/e^Z// sZe /?rLZ/es/s?-/Zs^ //e^s/z/Ze e/ee/r/s/e

O/)
7r/^/nesi7s ^uzzZ/s/eZL'

7/V7)

8imu1are multmivel( /)''
/* ^e/es sr, seZuZe cZe w?ntt/s^e ?x?. erL ^eZus^es se^e^z/ ^e^e/^'z/e

Zs seees^z ,-rems^ze z> es^ cZe esZz^mzie srz sZ/s se/-e/-e

77(77V
^z/e§le -?tt/?rs^/Z cZe /z^see^ss^e s/z) §z ^rs^/ezZe cZe scZ/see^z/s z-Z....... Zs^z?) /

7z/6^/L? z-s/s ^Ze ssse^ Z^Z ^z z-s/s cZeFsözZz/s/e s/z- ,-

7z/e^/e zzuzzzsz^Z cZe z/ez-s/zz Zz/ez-)

707 Z-Z w z/ez^ DO

/zzz/zsZz^esus /ss/e sszzzzz/s/ssz-eZe -zzzze .-

ZzzzZzsZz^es^s /ss/e /zz-see^ssz-eZe se/n^e /
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Zn///aZr?ea?â /oa/e z-e/r^u^zZe §k>r ear^a eoZz^/tt»// 

w/r^-7 w//-c)
777747

/7eoz»tt/a/oz--Z>tt?r 77/7zV
/7 Z)ez-zzou//z^)^6> 77/7V oomr/la/o/-.-cZe/eo/ 

/7 77
7V777 Toa/e wzzrzz/a/oaz-eZez^az-eu^e .'
Zzr/ftaZz^ea^â /oale memo/v/Ze Z/öez-e

7777/t7
/7 ^oz'oee^oz-^oez-e) ^^/-oee§o^-ee^e) />

^earLia z-e^-eozzr cZe/ee/-- 7777ZV 
/7 -e/nou/Z//a) - Z 7777^Vzzz-oe6^oz-. -eez-e

7787 /^oee§o^.nae/rv

77
^eZeo/ea^a rzzzz/oz^zzz o memone ,' 

^^z^zreaiza memo^/a Za z^oee^o/.

77
7ZV777 7oa/e ^^aee^oa^eZe z^n/^e.-
/zrz/zaZz^ea^a /oa/e /^/^a^/Ze §/ /e^/>/Ze ZzZiez^e /

^l^/Z)u/e /e^/>/Zo7- n/veZttZtt/ i) ^/a?-ea z^^oeeLoa?-eZo?- 

6777^7
7^a^5m//e 5/a^/Ze /e^/>/Zo^ ^/veZr/Ztt/ z^^eeecZe»/ Za /Tr/^a^/Ze 

?r/veZuZtt/ ou^e^/

777L47
/7 7777/V

5/ab/Ze^/e /e^/>ea a/ez-en/a /Tre/no^/e/ ^e^/rna/ze 

/7wz?ru/a/o?--LZe/ee/77/7.V eattna /-e/r^i. ^w/» cZe/ee/ 

77.8'7
/7ze^z>e^Z/-e/-a 77/7 V 

ze.^z/-e.-oerzzza/a,' 
7z-a?L5,?zz/e ^/a^ea z>7/^/z Za ze^z/e 

77^7 eauna-Z-e/ttu. ^wZznzu/76

77 77 7/
^ V777 7oa/e zz7//-a^zZe /)L7z-er^^e

7 V777 7oc7/e nzve/^z/e zzcz^ezz^e .-
^//'zZrzvze /zze/?zo^zz/o^ 5/t7/el7 ze^zz zZoz' zzZ/zzzzr/Zttz »z>'eZ 

777747
/7 "ze/noz-ze^oezzzia/a 77/7.Vzz^oee^o/-st7^z§zit7/ /zze/no^zez). ^z»^^^/e 

7/

7.^777 7oa/e /ne/noz-zzZe z^a^zz^e

7)7)
CaZeu/ea^a /»^a/o^zz ^Ze z^e^/o^zazz/a erzz-en^ '

.4e/zzc7Zz^eL^a nzZozz/e zzzec/zz aZe zzzcZz^z/oz z/o^ zze^z/^z z/e^zzZe e/ee/tta/e 

c-z)
7rz/-?rz2eaiza ^enuZ/a/eZe

7zVO
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