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Prefata

Sub aspect economic, cea mai importantd problemd legati de masina de inductie
este cea a optimizirii constructiei sale. Problema este incd actuald si face parte din
preocupirile cercetdtorilor i proiectantilor, care au reconsiderat-o la nivelul tehnicilor
actuale de calcul.

Aria vasti a problematicii impune impdrtirea ei in citeva domenii distincte:
probleme privind modelul utilizat ca echivalent al masinii reale, probleme legate de
algoritmul de cdutare a optimului global, alegerea criteriului de optim , costruirea functiei
obiectiv, etc.

Lucrarea de fatd se plaseazd, in mare parte, in domeniul modelelor echivalente ale
masinii de inductie.

Fiecare din cele doui modele echivalente fundamentale (schema electricd si
modelul de cdmp) rezolvd o anumiti categoric de probleme; fiecare are avantaje si
dezavantaje.

Lucrarea isi propune si imbine avantajele particulare ale acestor doud modele, prin
asocierea solujiei problemei de cimp cu schema electricd echivalentd. Se obtine astfel o
schemi echivalenti avind un caracter neliniar prin considerarea caracteristicii reale a
circuitului magnetic principal, obfinuti din calculul de cdmp. Se tine seama de reactia de
indus prin considerarea surselor de cimp pe ambele armituri. Modelul este adecvat
inclusiv sintezei optimale a masinii de inductie.

Lucrarea se extinde pe 192 pagini (exclusiv figurile, In numir de 80) si este
structurati pe sase capitole, contindnd de asemenea o listd cu notatii utilizate si o listd
cu 134 referinte bibliografice.

Capitolul 1 are un caracter de sintezd prezentind principalele metode de calcul al
cimpurilor electromagnetice; sunt analizate metodele de bazd utilizate la rezolvarea
ecuatiilor cu derivate partiale de ordinul doi la care se reduc legile generale ale
electrodinamicii macroscopice.

Capitolul 2 trateazi problema de cdmp la masina de inductie cu intrefier constant;
se elaboreazd o solufie analiticd iterativd (SAI) a problemei, care reprezinti un model
neliniar al cAmpului magnetic principal al maginii si o posibilitate de calcul al
caracteristicii reale a circuitului magnetic principal.

Capitolul 3 analizeazd, comparativ, solutille obfinute prin metoda SAI si prin
metoda elementelor finite, intr-un domeniu de calcul dat.

Capitolul 4 prezintd aplicajii ale modelului SAI in analiza neliniard a magsinii de
inductie, utilizind posibilitatea de asociere a modelului neliniar de cidmp cu schema
electricd echivalentd cunoscutd (la masinile cu cdmp circular), sau cu modelul vectorilor
spatiali (la masinile cu cimp eliptic); analiza ia in considerare caracteristica reald a
circuitului magnetic, la mersul Tn gol si reactia indusului, la mersul in sarcind: se
determind prin calcul influenta saturatiei circuitului magnetic principal asupra distributiei
spatiale a campului din intrefier, de-a lungul pasului polar; se calculeazd armonicile dc
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saturatic; se determind prin calcul forma de variatie Tn timp a curentilor, in prezenta
saturatiei. Majoritatea cxemplelor de calcul sunt insotite de verificdri experimentale.

Capitolul 5 abordeazdi problema optimizirii constructiei masinii de inductie cu
ajutorul modelului SAIL; sunt enuntate si rezolvate succesiv trei probleme elementare de
optim ce conduc univoc spre geometria transversald care maximizeazd fluxul magnetic
polar pe unitatea de lungime a statorului , pentru un diametru exterior dat; determinarea
optimului global se face in etapa finald, in care intervin restrictiile impuse. functia
obiectiv adoptatd si doud variabile independente.

Capitolul 6 cuprinde concluziile generale si principalele contributii originale ale
lucririi. .
fn afara surselor bibliografice, lucrarea are la bazd activitatea depusd de autor
timp de 15 ani, in domeniul proiectirii maginilor de inductie, la S.C Electroprecizia
Sicele-Brasov si S.C. Electromotor Timigoara.

Autorul exprimi pe aceastd cale multumiri respectuoase conducitorului stiintific,
domnul Acad. Toma Dordea, pentru observatiile si indrumdrile atente §i riguroase primite
pe parcursul elabordrii lucrérii.
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Cap.1
METODE DE CALCUL AL CAMPURILOR ELECTROMAGNETICE

1.1. INTRODUCERE

in sens matematic prin cimp se intelege o portiune dintr-un spatiu in care de tiecare
punct este atasati o anumitd mdirime scalard, vectoriald sau tensoriali. Caimpul
electromagnetic este un caz complex, in care, doud campuri (unul electric §i unul magnetic)
sunt legate intre ele printr-o relatie de interdependen{d astfel incdt fiecdrui punct din spatiul
cimpului i se asociazd doud mdérimi vectoriale de stare,‘ una pentru campul electric $i una
pentru cel magnetic.

Studiul fenomenelor electromagnetice la scard macroscopici a inceput experimental
prin M. Faraday ale cirui rezultate au fost generalizate, sintetizate si exprimate prin ecuatii
matematice de J.C. Maxwell. In a doua jumitate a secolului trecut s-au pus astfel bazele

teoriei macroscopice a electrodinamicii. In cadrul acestei teorii cimpul electromagnetic este

considerat, aldturi de substantd, ca o formid de existend a materiei. Substanta si cimpul
sunt considerate continue iar actiunile ponderomotoare se transmit din aproape in aproape,
cu vitezd finitd (principiul acfiunii mijlocite sau prin contiguitate). Un pas inainte a fost
ficut de H. Hertz care a dezvoltat teoria si pentru cazul mediilor in miscare (cu vitezd
finitd). Se vorbeste astfel de electrodinamica corpurilor in miscare, respectiv de teoria
macroscopici Maxwell-Hertz.

Dupd descoperirea electronilor, plecind de la teoria lui Maxwell, studiul
electrodinamicii a fost reluat la o altd scard de AH. Lorentz care a pus bazele teoriei
microscopice a electrodinamicii numitd si teoria electronilor sau electrodinamica statistici.
Teoria lui Lorentz este valabild pentru viteze finite ale mediului in miscare (teoria
nerelativistd), substanta este consideratd discontinud iar cimpul continuu. Acest pas spre
generalizare a condus la reducerea numdarului de ecuatii ale electrodinamicii (in teoria
microscopicd, de exemplu, nu existd legi de material, ele devin teoreme deoarece pot fi
deduse din celelalte legi). Teoria lui Lorentz a fost dezvoltatd de H. Minkowski si pentru
cazul vitezelor apropiate de viteza luminii pundndu-se bazele teoriei relativiste a

fenomenelor electromagnetice numitd si electrodinamica relativisti.
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Studiul fenomenelor electromagnetice la scard microscopicd a cunoscut jncd un sait
spre generalizare in cadrul electrodinamicii cuantice, in care $i substanta §i cimpul se
considerd ca avand o structurd discontinud (discretd).

Pentru cazul mediilor in repaus, generalizarea dati de Hertz si formularea datd de
Minkowski coincid cu cea elaboratd de Maxwell.

In cazul mediilor in miscare, legile generale ale teoriei Maxwell-Hertz sunt

reprezentate de urmdtoarele ecuafii de bazd scrise in formd locald:

rotﬁ:j+%2+p\,v+rot(5xv) (1.1)
i
— OB —
t=—-—-rot(BxV (1.2)
ro 2t ( )
e op
div(J+p,¥)=-— (1.3)
(J+p,¥) ot
divD = p, (1.4)
divB =0 (15)

in care: E,D,H,B sunt mirimi de stare macroscopicd a cdmpului electromagnetic, J si p,
sunt sursele campului electromagnetic iar V este o functie de punct reprezentind viteza
punctelor materiale fatd de un sistem de referinid inerfial fix. Daci mediile sunt fixe (V=0),
ccuatiile (1.1) - (1.5) obtin o formd mai simpld si reprezintd (in forma locald) ecuatiile de
bazii ale Ini Maxwell in electrodinamica macroscopica.

Prin diferite particulariziri legate de mirimile de stare si de sursele cdmpului,
ccuatiile lui Maxwell pot dobdndi si forme mai simple concretizate n cele patru regimuri
ale electrodinamicii macroscopice: regimul nestajionar, regimul cvasistationar, regimul
stationar si regimul static. Fiecare regim in parte va fi dezvoltat in continuare in vederea

stabilirii ecuatiilor diferentiale ale cAmpului electromagnetic §i ulterior a rezolvdrii acestora.

o
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12. TEOREME ALE CAMPURILOR DE VECTORI

Teorema fundamentald a cimpurilor de vectori

Intr-un domeniu V;, mirginit de suprafafa inchisi = se presupune ci existdi un cimp
de vectori f(;) oarecare. Dacd se cunoaste in fiecare punct din V; divergenia lui F(;),
vectorul F nu poate fi univoc determinat (decat pani la rotorul unui vector oarecare). De
asemeni, daci se cunoastc rotorul luif(;), vectorul F nu poate fi determinat in mod
univoc (decit pind la gradientul unui scalar).

Dacii insd, in fiecare punct din Vj;, se cunosc si rotorul si divergenta vectorului F

atunci campul vectorial poate fi determinat. La acest ultim aspect se referd teorema

fundamentald a cAmpurilor de vectori care s-ar putea enunta astfel:
Un cdmp vectorial -1?(;) este unic determinat in domeniul V; dacd in fiecare punct
al domeniului se cunosc:
rotF = R(T) (1.6)
divF = p(F) (1.7
iar in fiecare punct al frontierei £ se cunosc componentele normale F, ale lui F:
F, = (i F)p = {(7) (18)
sau componentele tangentiale F, ale vectorului F:
F =(@xF)y =g() (1.9)
Normala la suprafata Z, luatd spre exterior, are versorul n.

Din punct de vedere matematic problema constd in rezolvarea ecuatiilor (1.6) - (1.7)

cu conditiile la limitd (pe frontiera) (1.8) sau (1.9). Se presupune ci domeniul V. poate fi
descompus intr-un numir finit de subdomenii in care tunctiile date E(;) si p(;) sunt

uniform continue impreund cu derivatele lor partiale. De asemenea, vectorul F  este
continuu si de doud ori derivabil iar derivatele pot prezenta discontinuitdti numai intr-un
numir finit de puncte, curbe sau suprafete. Pe suprafetele de discontinuitate, componenta

normald a vectorulni F este continud si numai componenta tangentiali poate prezenta

discontinuitdti. Functiile date (cunoscute): E(;), p(;), f(;) si g(;) nu pot fi luate arbitrar,

(99
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intre ele trebuie si existe anumite relatii. De exemplu, din (1.6) rezultd cid div R(r) trebuie

si fie egald cu zero, iar din (1.7), aplicand transformarea Gauss-Ostrogradski rezulta:

dF,dS = [p(r)dv (1.10)

De asemeni, aplicind transformarea Stokes in relagia (1.6) se obtine:

cj Edl =<{i(f)d§ (1.11)
r z

unde T este o curbil inchisd de pe Z.

Revenind la sistemul de ecuatii (1.6) - (1.7), se demonstreazd [S1,S3,L1] ci solutia
este o superpozitie de trei campuri elementare: un cdmp soleﬁoidal E (;), un camp
potential E Q) si un cidmp armonic E (l—'):,

F(r) = §(5) + L) + K(D) (1.12)
fn domeniul V; , cAmpul solenoidal F, (;) de ecuatii:

rotF, = R(¥) (1.13)
divE =0 (1.14)
conduce la ecuatia diferentiali de tip Poisson, in formi vectoriald:

AA = -R(F) (1.15)

unde A este potentialul vector al cimpului Fi(F\ =rotA) iar divA =0 conform relatiei de
etalonare a lui Coulomb. Solutia ecuatiei (1.15) se compune din: o solutie particulara a
ccuatiei ncomogene (Poisson) si solutia generald a ecuatiel omogene (ec. Laplace). O solutie
particulari simpli pentru ecufia neomogend (1.15) se poate obtine in intreg spatiul si este

de forma:
K—lfli(f‘dv (1.16)
dn °r ! '
Din (1.16) rezulta:
= ~ 1 1 D
T, = rotA = — |(grad - x R)dv (1.17)
4n v r
in mod similar, cdmpul potential Fz () de ecuatii:
roth, =0 (1.18)
divE;, = p(F) (1.19;

conduce la ccuatia diferentiald de tip Poisson (scalard):

4
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Ag, =—p(T) (1.20)
unde @, este potentialul scalar al cédmpului F:(F: =—grad¢,). Solutia ecuatiei (1.20) se
compune din: o solugie particulari a ecuajiei neomogene (Poisson) si solufia generald a

ecuatiei omogene (ec. Laplace). In intreg spatiul, solutia particulari a ecuatiei neomogene

(1.20) va fi:

1 1
=— | =p(f)dv 1.21
?, 4an -p() (121)
de unde:
F, = —grad ——Lj T (F)dv (122)
2 & (Pz 4nv r3p =

Trebuie observati acum necesitatea introducerii cdmpului- armonic F; si anume: fard campul
Fs, conditia la limitd (1.8) sau (1.9) nu putea fi indeplinitd. Cimpul Fi dat de (1.17) are

pe T valori bine determinate. De exemplu, componenta normald este F =(;F|)‘_. Cimpul

F-, determinat de (1.22) are pe £ componenta normald F, =(EF3)Z. Suma componentelor
normal\e‘F," si F,, nu indeplineste insid conditia pe frontierd (1.8):

B, + B, = f(T) (123

Este deci necesar si se introducd al treilea cdmp, de tip armonic (fdrd surse) dar care pe
frontierd si restabileascd egalitatea in (1.23):

B+ By + B, = (D) (1.24)

Cu aceastd ocazie s-a stabilit si conditia impusd pe frontiera ¥ pentru cimpul F;. In

domeniul V;, cAmpul armonic E(;), de ecuatii:

rotF; =0 (1.25)
divFy, =0 (1.26)
conduce la ecuatia diferentiald de tip Laplace:

Apy; =0 (1.27)
cu conditia impusd pe frontierd (éare decurge din (1.24)):

Fy, = f(F) - F, - Fy, (1.28)
sau:

Fo=a@-F, -k (1.29)
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Se constatd ci problema determindrii unui cdmp de formd generald se reduce la trei
probleme mai simple care se reduc toate la rezolvarea ecuatiei de tip Laplace intr-un
domeniu finit V¢ cu condifii date pe frontiera X. O altd observatie: rezolvarea ccuatiei de
tip Poisson intr-un domeniu finit poate fi redusd la rezolvarea ecuatiei de tip Laplace dacd
se cunoaste o solujie particulari a ecuatiei Poisson (care de fapt este ecuafia

neomogeni).Rezultatele acestui paragraf sunt sistematizate in figura 1.1.

Teorema de unicitate a_cimpului electromagnetic

Se considerd cazul general cind toate mirimile de stare ale cdmpului sunt variabile
in timp (regim nest;uionar). Intensitatea campului electric E(P,t) sn magnetic I(P,t) sunt
astfel functii de punct si de timp intr-un domeniu Vs mdrginit de suprafaja inchisd 2 in
interiorul ciiruia se cunosc in fiecare punct permitivitatea electricd €(P), permcabilitatea
magnetici u(P) si conductivitatea electricd o(P), care pot prezenta discontinuitdfi pe
suprafete, curbe sau puncte. In aceste condifii intensitdfile campurilor E si H, intr-un

punct P € Vg, la momentul t, sunt unic determinate de valorile lor initiale E(P0) si
HH(P.0) si de componentele tangentiale, fie ale cimpului electric E (Ps,t) fie ale cAmpului
magnetic M (Ps,t) pe suprafata de frontierda % .

Rezolvarea problemelor de cimp electromagnetic necesitd cunoagterea conditiilor pe
frontiera domeniului, numite condifii la limitd, sau pe frontierdi si a conditiilor initiale,
problema numindu-se cu conditii la limitd si/sau initiale.

Prin conditii pe frontiera domeniului se inteleg valorile care pot fi impuse pentru
functia necunoscutd (de multe ori potentialul) sau pentru derivatele acesteia, sau pentru
combinatii ale acestora, astfel incdt solutia si fie unici.

Conditiile pe frontierd pentru ecuatiile scalare Poisson si Laplace sunt™

-de tip Dirichlet (de prima spetd), daci se impun pe frontierd valorile potentialului:
e(P)=f,(P) ; PeX (1.30)

-de tip Neumann (de speta a doua), dacd se impun valorile componentei normale a

gradientului de potential:

_ oo(P
n~grad<o<l>>=%)=fzw> . Pel (131
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-de tip Robin (de speta a treia), daci in fiecare punct de pe frontiera ). este datd o
99

relatie liniard in raport cu @ si — :

on
a(p(P)+ba—(P= f;(P) ; PeX (1.32)
on

unde a si b sunt functii de punct definite pe frontierd si nenule. Conditia pe frontierd este
omogend dacd f,(P)=0 si neomogend dacd f;(P)20. Observatia este valabild si in cazul
relatiilor (1.30) si (1.31).

Solutia problemei lui Dirichlet este unicd atit in cazul domeniilor mirginite cét si in
cazul domeniilor nemirginite.

Solutia problemei lui Neumann pentru domenii mdrginite este determinati in afara
unei constante aditive. In cazul domeniilor nemirginite solutia este unici dacdi indeplineste

unele conditii suplimentare [S1MI1].

Formulele lui Green

Se considerd relatia de transformare Gauss-Ostrogradski pentru un domeniu

tridimensional al cimpului vectorial F(f):

[divFdv = {FdS (1.33)
z

Ve
Scriem functia vectoriali F sub urmitoarea formi: F=¢grady , unde ¢ si y sunt
functii scalare de punct. Inlocuim pe F sub aceasti formi in (1.33) si obtinem succesiv:

div(e - grady) = grade - grady + Ay

(¢ - grady)dS = ¢ - 1 - gradydS = (p(:l—q_JdS
i

d
J (grado - grady + @Ay)dv = 4(pa%ds (1.34)
T

Relatia (1.34) reprezinti prima formuld a lui Green. Se repetd calculul pentru cazul

F = ygrade si se obtine:

d

I (grady - grade + wA@)dv = cj’w a%ds (1.35)
Ve z
Scdzind relatiile (1.34) si (1.35) rezulti a douva formuld a lui Green:

d d
[ (02w - yap)dv = (o Sk -y Dyas (136)
- s dn dn

7
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Aceste formule sunt utile Ja integrarea ecuaiei Poisson-Laplace, la deducerea formulei

celor trei potentiale.

1.3. ECUATIILE CAMPULUI ELECTROMAGNETIC iN DIFERITE REGIMURI
ALE ELECTRODINAMICII MACROSCOPICE

1.3.1. Regimul nestagionar

Regimul nestationar corespunde cazului in  care mirimile de stare ale campului
clectromagnetic sunt variabile in timp, adici: E = E(F,t), D=D(,t), H=H(®,1),
B = B(F,t). Interdependenta reciprocd dintre aceste mdrimi este datd de ecuatiile cimpului
clectromagnetic. Completitudinea acestui sistem de ecuatii, coerenfa §i necontradicfia lui pot
fi analizate cu ajutorul tcoremei fundamentale a cdmpurilor de vectori. fn acord cu aceasti
tcoremd [M1], sistemul complet, coerent §i necontradictoriu al ecuatiilor cimpului

clectromagnetic in medii neliniare, omogene si izotrope (caz frecvent in aplicafii) este

constituit din urmitoarele noud ecuatii valabile in fiecare punct §i In orice moment:

rotl = B (137)
Ct

divD = p, (1.38)

D=¢g,E+D, (1.39)

P = P (L) (1.40)

rotl :J_+%) (141)
divB=0 (1.42)
B=p(H+M) (1.43)
M, = M, (11) (144)
T=1(T) (145)

pentru intensitatea cimpului magnetic H i inductia magnetici B. -Ecuatiile (1.40), (1.44),
(1.45) reprezintd cele trei legi de material, respectiv: legea polarizatiei clectrice temporare,
legea  magnetizatier  temporare  §i  legea conductici electrice.  Referitor la  independenta
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ecuatillor (137)-(145) se demonstreazd [MI1], [S3] ci pidnd la o constanti aditivd
independentd de timp, din legea inducjiei electromagnetice (1.37) rezultd legea fluxului
magnetic (1.42). Prin excluderea ecuajiei (1.42) rimin opt ecuatii independente (sapte

vectoriale §i una scalard) care conduc la 22 de ecuatii scalare cu 22 de necunoscute, din

in medii liniare, omogene si izotrope, presupunind cunoscute in fiecare punct
permitivitatea electrici €(T), permeabilitatea magnetici [(T) si conductivitatea o(F), legile
de material nu mai sunt independente de celelalte legi, astfel incit sistemul complet, coerent
si necontradictoriu al ecuatiilor cAmpului electromagnetic in regim nestationar se reduce la

urmitoarele sase ecuatii:

rotE = _°B (1.46)
ot
divD = p, (147)
D=¢E (1.48)
rotH = 6E + Gl (1.49)
ot
divB=0 (1.50)
B=uH (1.51)

Referitor la independenta ecuatiilor (1.46) - (1.51) este valabild observatia ficuti la
sistemul anterior. Sistemul (1.46) - (1.51) cuprinde patru ecuatii vectoriale si doui scalare.
Pentru un domeniu tridimensional rezultd de aici 14 ecuatii scalare cu 14 necunoscute.
Pentru medii imobile §i cu valori constante pe subdomenii ale mirimilor de material,
sistemul de ecuatii (1.46) - (1.51) reprezintd ecuatiile lui Maxwell in regim nestationar. in
acest regim (fig. 12) cimpul clectric este strins legat de cel magnetic (caracterizat de
vectorii H si B) si anume: variafia in timp a cAmpului electric produce cimp magnetic
(149). Din cauza acestei interdependente reciproce nu este posibild determinarea vectorilor
E si D distinct de vectorii H si B. In acest regim mirimile de stare E,D,H,B satisfac
o ecuatie cu derivate partiale de 'ordinul doi de tip hiperbolic care descrie un fenomen de
propagare. Regimul nestationar al cAmpului electromagnetic intervine in studiul radiatiei si

propagdrii undelor electromagnetice.
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Ecuatiile diferentiale ale mirimilor de stare
Considerind cazul simplu al unui mediu fird sarcind electrici liberd (p, =0) se
urmiireste separarea mdrimilor de stare E si H din ecuatiile lut Maxwell (1.46) - (1.51).

. .0 .
Pentru aceasta se aplicd operatorul “rot” ecuatiei (1.46) si operatorului “—" ecuatiei (1.49):

— OB
rot(rotk) = —rolg (1.52)
1T ra) Y
rot (’01[1 =o?§+‘2—l? (1.53)

S-a presupus in (1.53) cd functia H este continud si de doud ori derivabili astfel incit se
poate inversa ordinea de derivare in timp §i in spatiu. Tinind cont §i de celelalte ecuatii
ale sistemului (1.46) - (1.51) se pot elimina mirimile de stare ale cimpului magnetic din
(1.52) - (1.53) st se obtine:

oE o°E

rot{rotk) = —-no— - ue 1.54
(m)lat”atz (1.54)

Dupd transformarea membrului stdng se obtine ecuatia diferentiali pe care o satisface E,
sub forma:
O0E d’E
AE-po——-pe—==0 1.55
H a b P (1.55)

Procedind in mod similar, pentru vectorul H se obtine:

ot o'H
Al-poZ=—pe—==90
L o u P (1.56)

Trebuie observat ¢i aceste doud ecuatii nu sunt independente deoarece intre E si H existd
o strdnsd legiturd datd de (1.46) si (1.49). Daci mediul este un dielectric perfect (o =0),

ccuatiile (1.55) - (1.56) devin:
-

= o°E

AL'—ps?:O (1.57)
— o*H

AlI—LlE'a—ZZO (158)

BUPT



cAmp = CAMP
ELECTRIC 4 MAGNETIC
E 20 0 3B
ot St
[ T (1.49 ) 5 T
[ |
L (1.46) :
CAMP 3 CAMP
ELECTRIC g MAGNETiC
B2 7 | 28.
£ at H St 0
| oesy
CAMP 3 CAMP
ELECTRIC & MAGNETIC
|40 I Y
E 550 v 2L
! {
| l
I_ (rel1.46) I
CAMP . _ CAMp
ELECTRIC & MAGNETIC
|20 — |28,
; ot 0 H —3¢° =0

Fig. 1.2

Fig.1.3
Fig.1.4
Fig.1.5
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Intensitatea campului electric E si intensitatea cAmpului magnetic H satisfac deci, fiecare,
acelagi tip de ecuatie: ecuatia vectoriald a undelor. In consecinti, toate componentele scalare
ale vectorilor E si H vor satisface ecuafia scalari a undelor. Forma particulari a ecuatiei

undelor depinde de sistemul de coordonate In care se considerd laplaceanul.

Ecuatiile diferentiale ale potentialelor

Pentru calculul c@mpului electromagnetic, trebuie determinate sase mérimi

(componentele scalare ale vectorilor E si H din relatiile 1.57,1.58). Problema poate fi
redusd la calculul a patru mdrimi scalare prin introducerea potentialelor cimpului, operatie

echivalenti cu o schimbare de variabile in problema matematici. Astfel, campul

electromagnetic va fi determinat indirect, prin intermediul potentialelor sale : A potentialul
vector si  V-potentialul scalar. In acest regim cele doud potentiale sunt denumite
electrodinamice. Un alt avantaj al introducerii acestor potentiale (midrimi auxiliare) ar fi
acela cd.permit mai usor stabilirea unor condifii inifiale §i la limitd si in plus sunt mai
apropiate de acele mdrimi care pot fi misurate direct. Urmdrim in acest paragraf si obtinem
ecuatiile pe care le satisfac aceste noi variabile ale campului electromagnetic in regim
nestationar.

Se considerd cazul mediilor liniare, omogene §i izotrope pentru care sunt valabile
ecuatiile lui Maxwell (1.46-1.51). Din ecuatia (1.50) rezulti:
B =rotA (1.59)
Inlocuind (1.59) in (1.46) se objine:

rot(E + aﬂ—A) =0
ct

(1.60)
de unde:
E+—=-gradV

(1.61)
si deci
- oA
E=-gradV - —

(1.62)
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Relatiile (1.59) si (1.62) asigurd trecerca de la variabilele E,B, la variabilele A, V, sau
invers. Pentru determinarea ecuatiilor potentialelor se folosesc celelalte ecuatii rimase din

sistemul (1.46-1.51). Astfel, inlocuind (1.59) si (1.62) in (1.49) rezultd succesiv:

_ - %} CA
rot(rotA) = pJ + pe—(-gradV a )

(1.63)
_ A — oV -
AA - e 081/2\ — grad(divA + e %): —uJ (1.64)

Potentialul electrodinamic vector A este un cidmp vectorial ciruia i se cunoaste rotorul (rel.

1.59). Conform teoremei fundamentale a campurilor de vectori, este necesard §i precizarea,
in fiecare punct, a divergentei vectorului A . Existi acum posibilitatea stabilirii avantajoase
a divergentei lui A, din rel. (1.64). Alegind:
divA = —psa—v (1.65)
ot
se obtine in plus si o simplificare a ecuatiei (1.64) care devine:
-

— 0 A -
AA—ME?:—}JJ (1.66)

Relatia (1.65) se mai numeste relatie de etalonare. fn rel. (1.66) vectorul Jeste dat si

reprezintd sursa cdmpului vectorial A .

Pentru stabilirea ecuatiei potentialului electrodinamic scalar V se foloseste ecuatia

rimasd (1.47) In care se inlocuieste (1.62) si se obtine succesiv:

. 8A . p.
div(-gradV - —) ="
(-8 at) .

(1.67)
—av =L (diva) =2
ct € (1.68)
AV—pz—:a-Y =B
a (1.69)

in care p, este dat si reprezinti sursa cAmpului scalar V.

Daci mediul este un dielectric perfect ( 6 =0 si deci J=0) si in plus nu contine

sarcind electricd liberd (p, =0 ) ecuatiile (1.66) si (1.69) obtin forma:
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N

AA - e =0

ot? (1.70)
av-puelY 2o

ot (1.71)

Relatile (1.70),(1.71) si (1.57), (1.58) reprezinti acelasi tip de ecuafie: ecuatia undelor. in
acelagi mediu, deci, potentialele electrodinamice A $i V satisfac acelasi tip de ecuaie ca si
mirimile de stare E si H ale cidmpului electromagnetic. Ecuatiile (1.70),(1.71) conduc la
patru ecuatii scalare (tret pentru vectorul A i una pentru scalarul V). In prima etapd se

determind potentialele A s V ( din rel. 170 si 1.71) si apoi, in etapa a doua, se

determind mirimile de stare E si H (din 1.62, 1.59, 1.5]).
1.3.2. Regimul cvasistationar

In regimul nestationar (general variabil) al cdmpului electromagnetic existi o dubli
legdturd de dependentd ntre campul electric si cimpul magnetic. Daci se neglijeaza una
dintre aceste doud dependente se obtine regimul cvasistationar al cimpului electromagnetic.
In consecintd existd doud tipuri de regimuri cvasistafionare:

Regimul cvasistationar amagnetic obtinut prin neglijarea dependentei dintre rotE si
3B
‘gt (figura 1.3). In acest caz legea inductiei electromagnetice are forma rotE =0. Variatia
in timp a campului magnetic nu mai produce acum cimp electric. Acest regim intereseazi
in studiul fenomenelor din dielectricii cu pierderi.

Regimul cvasistationar de tip magnetic obtinut prin neglijarea dependentei dintre

D . _
rotH si ot (fig. 1.4). In acest caz legea circuitului magnetic are forma : rot H = J

Variatia in timp a campului electric nu mai produce cimp magnetic, in acest caz. Termenul

oD
ot este denumit densitatea curentului de deplasare (notiune introdusi de Maxwell ) si este

neglijabil in regim cvasistationar de tip magnetic fati de densitatea curentului de conductie:

151D -
—<<J
ot (1.72)
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Regimul cvasistationar de tip magnetic intereseazd in studiul cadmpului magnetic din masinile
si aparatele electrice si in special in studiul efectelor care insotesc curentii variabili in
conductoare masive. In regim cvasistationar nu mai existi o dubli legiturd intre campul
electric si cel magnetic si in consecinjd dispare posibilitatea existentei cdmpului sub formd
de unde clectromagnetice.

Regimul cvasistationar permite analizarea prioritard a aspectului electric sau magnetic
functie de problema practici. in cazul masinilor electrice studiul campului magnetic are o
imporantd deosebitd si din acest motiv, in continuare, va fi analizat doar regimul

cvasistationar de tip magnetic.
Ecuatiile diferentiale ale marimilor de stare

In regim cvasistationar de tip magnetic urmirim doar mirimile de stare H si B ale

cimpului magnetic. Din sistemul (1.46-1.51) se retin ecuatiile (se neglijeazd curentul de

deplasare):
rotE = — B

ot (1.73)
rotH=1J (1.74)
divB=0 (1.75)
B=pH (1.76)
J=oF (1.77)

Aplicind operatorul “rot” relatiei (1.74) si finind seama de celelalte relatii se obtine:

Aﬁ=p.cili
ct (1.78)

Ecuatia este valabild in medii liniare, omogene §i izotrope §i descric un fenomen de difuzie.
Este o ccuatic difercnfiald cu derivate parfiale de ordinul doi de tip parabolic §i permite, in

principal, studiul cdmpului magnetic in conductoare masive.
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Ecuatiile diferentiale ale potentialelor

Ecuatiile (1.73), (1.75) permit introducerea potentialului vector A si a potentialului

scalar V sub aceeasi formd (similar regimului nestationar):

B =rotA (1.79)

= oA

E =-gradV - —
ot (1.80)

In regim cvasistationar de tip magnetic se retine doar potentialul A care in acest

caz este denumit potential magnetic vector A . In consecinti potentialul V este denumit

potential electric scalar. Inlocuind aceste potentiale in ecuatia nefolositd Incd (1.74) se obtine

succesiv:

1 rotB = o(—gradV - Qﬁ)
H ot

(1.81)
— oA
rot(rotA) = —graducV — po—
ot (1.82)
L — oA
grad(divA + poV) - AA =—po—
ot (1.83)
fn acest moment este avantajos si fixim conditia de etalonare:
divA = —“HOV
(1.84)
care simplificd forma ecuatiei (1.83), aceasta devenind:
AA = uca—A
ot (1.85)

Ecuatia este de acelesi tip cu (1.78) descriind acelasi fenomen de difuzie. In regim
cvasistationar de tip magnetic existd o posibilitate remarcabild de a introduce potentialele
campului st sub altd formd [M2]. Din ecuafia (1,74) rezulti succesiv:

rotH = J (1.86)

div(rotH) = div] (1.87)
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divi=0 (1.88)
Ultima relatie permite intoducerea unui nou tip de potential: potentialul electric vector T
astfel:

T =rotT (1.89)

Deoarece J = rot H=rotT rezulti:

H=T - gradV, (1.90)

unde V,, este potentialul magnetic_scalar.

Folosind relatia (1.73) se poate obtine relafia pe care o satisface potentialul electric

vector T :

rolE=—§ (1.91)
ct

1 - 0 =

—rot] = —p—(T - gradV,,) (1.92)

c at

rot(rotT) = pc—cz(gradvm -T)
ct (1.93)

grad(divT - puo %) ~AT= pca—T

ct ot (1.94)

Pentru a asigura unicitatea vectorului T se impune conditia de etalonare

convenabili:
- oV
divT = po —2
H ot (1.95)

care reduce ecuatia (1.94) la forma:

= 8T
AT = Ho—= (1.96)

Ecuatia (1.96) descrie tot un fenomen de difuzie fiind de acelasi tip cu (1.85) si (1.78).
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1.33. Regimul stationar

In regimul stationar, toate derivatele in raport cu timpul sunt nule (567= 0).
Ecuatiile generale ale lui Maxwell (146-1.51) pot fi decuplate pentru a studia separat
campul electric si cadmpul magnetic (fig. 1.5). Legdtura dintre cimpul electric si cel
magnetic se mentine doar prin intermediul densititii curentului de conductie J care apare
$t Tn ecuatiile cAmpului electric si in cele ale campului magnetic. Se disting astfel doud
tipuri de regimuri stationare:

Regimul electric (sau electrocinetic) stationar se Intilneste in studiul curentului

continuu in conductoare masive in repaus.

Regimul magnetic stationar al cdmpului electromagnetic corespunde fenomenelor

magnetice produse de curentul continuu.

Ecuatiile diferentiale ale méarimilor de stare

Ecuatiile principale ale regimului stajionar se reduc la urmitoarele:

rotE =0 (197
divD=p, (1.98)
rotﬁ = j (1.99)
divi=0 1.100)
divB =0 (1.101)
In cazul regimului electric_stationar se retin ecuatiile:

rotE =0 (1.102)
divi =0 (1.103)
Pentru medii liniare omogene si izotrope, J=0 E iar ecuatiile devin:

rotE =0 (1.104)
divE=0 (1.105)

Ecuatiile cdmpului electric in regim electrocinetic (1.104 si 1.105) nu pot fi restranse intr-o
singurd ecuatie diferentiald. Conform teoremei fundamentale a cimpurilor de vectori aceste
ultime ecuatii reprezintd un cdmp armonic si vor fi rezolvate prin introducerea potentialului
scalar. Regimul electrocinetic este prezent in cazul curentului continuu in medii conductoare
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masive. In aceste medii conductoare densitatea de volum a sarcinii este nuli (p,=0) si deci
div D =0. Se poate constata o analogie remarcabild intre cdmpul de vectori J si cdmpul

de vectori D .

In cazul regimului_magnetic stationar se refin ecuatiile:

rotll =7 (1.106)

divB=0 (1.107)

Pentru medii liniare, omogene si izotrope, B= pﬁ astfel ncat:
rotH=1J (1.108)

divii =0 (1.109)

Ecuatiile (1.108), (1.109), conform teoremei fundamentale a cidmpurilor de vectori, reprezintd

”»

un camp solenoidal. AplicAnd operatorul “rot” ecuatiei (1.108) si t{indnd seama de (1.109) se
obtine:

AH = —rot] (1.110)
Vectorul J reprezinti sursa cAmpului H si deci este cunoscut in fiecare punct, Tncdt se

poate calcula membrul drept al ecuatiei (1.110) care astfel reprezintd o ecuatie diferentiald

de tip Poisson.
LEcuatiile diferentiale ale potentialelor

in regim electrocinetic stationar, din ecuafia (1.102) se poate scrie:

E = —gradV a.111)

unde V cste potentialul scalar, denumit aici potential electrocinetic scalar. fnlocuind (L.11D)

in (1.103), tinind seama ci J=0 E, se obtine ecuatia diferentiald a potentialului pentru

medii liniare. omogene si izotrope:

Av=90
(1.112)

Relatia (1.112) reprezintd o ecuatie cu derivate parfiale de tip eliptic (ecuaia Laplace) si

descrie un fenomen de difuzie stationard a cimpului electromagnetic.
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In cazul regimului magnetic stationar, din ecuatia (1.107) se scrie:
B=rotA (1.113)

unde A este potenfialul magnetic vector al campului magnetic in acest regim. Inlocuind

(1.113) in (1.106), pentru,§= uﬁ se obtine succesiv:

rotB = pJ (1.114)
grad(divA) - AA = uJ (L.115)
Ecuatia se simplifici daci se impune conditia de etalonare:

divA =0 (1.116)
s1 devine

AA=-p] (1.117)

Ecuagia (1.117) este cu derivate partiale de tip eliptic (ecuatia Poisson) descriind fenomenul

de difuzie stationard a cimpului.

Potentialul electric vector T si potenfialul magnetic scalar V,_ introduse conform

relatiilor (1.89), (1.90) satistac, in acest regim, ecuafiile de tip Poisson respectiv Laplace

(acelasi tip de ecuatii difereniale pe care le satisfac A si V).
13.4. Regimul static

In regim static, toate dependentele dintre mirimile elecrtice si cele magnetice sunt
0 - . . . .
nule : 5 =0, J=0 . Ecuatiile care reprezintd legile generale ale lui Maxwell (146 - 1.51)

se descompun in doud grupe de ecuatii complet independente.

Prima grupd de ecuafii contine numai mdrimile de stare electrici (E,D) a cimpului:

rotE=0 (1.118)

divD =
P. (1.119)
si sunt analizate in cadrul regimului_electrostatic. Ele descriu cidmpul electrostatic care este

un camp potential conform teoremei fundamentale a cimpurilor de vectori. Relatia (1.118)

aratl ¢d E provine dintr-un potential scalar V:

E =-gradV (1.120)
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Tinind seama cd D =¢E, inlocuind (1.120) in (1.119) se obtine ecuatia potentialului
electric scalar V:

P
€ (1.121)

AV =-

n regim electrostatic, potentialul electric scalar satisface o ecuatie cu derivate partiale de tip
eliptic (Poisson).

A doua grupi de ecuatii conjine numai mirimile de stare magnetici (H.B) a

cimpului :
rotH=0 (1.122)
divB=10 (1.123)

analizate in cadrul regimului magnetostatic. Ele descriv cdmpul magnetostatic care derivd

dintr-un potential magnetic scalar V  introdus cu ajutorul relatiei (1.122):

H=—-gradV,k (1.124)

Utilizdnd si cealaltd ecuatie (1.123), in cazul §=p.ﬁ se obtine ecuatia potentialului

magnetic V

Ay =0
m (1125)

In regim magnetostatic, potentialul magnetic scalar satisface o ecuatie cu derivate partiale de

tip eliptic (Laplace).
Concluzii

In problemele de caleul al cimpului clectromagnetic, in medii imobile, liniare,
omogene, izotrope $i fird magnetizatie permancntd, fird polarizatie permanentd si firi camp
imprimat, forma de ecuatie diferentiald care apare in cel mai general regim electrodinamic
este cea cu derivate partiale de ordinul doi.

Forma gencrald a unei astfel de ecuatii este:

2
iia du +Zbiﬁ+c-u=f
i

i=] =1 Y ax|aXJ =1 ax
(1.126)
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in care u(x,.X,...X,) este functia ciutatd, iar a i bi,c, fsunt In general functii de n-variabile,
caz n care ecuafia se numeste cu coeficienti variabili, sau constante, in ecuatiile diferentiale
cu coeficienti constanti.

Dacd functia u este numai de doud variabile: u(x,x,) sau u(x,y) sau u(x,t) ecuatia

(1.126) devine (pentru cazul variabilelor x si {):

2 2 2
a—l,l+a22+33a—?)+b|@+b2@+c~u=f(x,t)
ox oxot ot ox ot (1.127)

(a,
Ecuatia (1.127) se numeste neomogend dacid f#0 si omogena daci f=0.

Se defineste discriminantul ecuatiei (1.127) astfel:

d=a;—4aa, (1.128)

Astfel, daci;

8 >0, ecuatia se numeste de tip hiperbolic;

8 =0, ecuatia se numeste de tip parabolic;

8 <0, ecuatia este de tip eliptic.

Analizind din acest punct de vedere ecutiile diferentiale intdlnite in studiul campului
electromagnetic, se constatd prezenfa celor tret tipuri de ecuatii cu derivate partiale de
ordinul doi : hiperbolice, parabolice si eliptice, care trebuie rezolvate pentru determinarea
mirimilor de stare a cidmpului electromagnetic.

Sinteza acestor concluzii poate fi urmiritd si in tabelul 1. Scopul acestui paragraf a
fost acela de a conduce problema determinirii cimpului electromagnetic pdnd in sfera
matematicii.

In continuare se prezintd citeva metode matematice (analitice $t numerice) de
rezolvare a acestor ecuafii cu derivate parfiale de ordinul doi.

in general, solutiile problemelor de cimp electromagnetic sunt functii de toate
coordonatele spatiale si problemele se numesc tridimensionale. Daci solutiile depind numai
de doud, respectiv numai de o coordonatd spatiald, problemele se numesc bidimensionale,
respectiv unidimensionale.

Existd doud cazuri particdlare remarcabile de probleme bidimensionale: probleme

plan-paralele si plan-meridiane.
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14. METODE ANALITICE DE CALCUL AL CAMPURILOR

fn cazul problemelor de calcul al campurilor electromagnetice se ajunge la o ecuatie
cu derivate partiale de ordinul doi, a ciirei solutie, uneori poate fi obfinutd si analitic, adicd
in termeni finiti, sub forma unor expresii confindnd funcfii elementarc sau speciale
cunoscute. Solugia analiticii reprezintd solufia exacti a ecuatiei diferentiale dar, in general,
aceastd solutie nu poate fi obtinutd decdt in cazul unor probleme simlificate (probleme
model). Studiul analitic al unei probleme model, alese corespunzitor, poate perinite
stabilirea unor concluzii cu privire la comportarea solutiei problemei nesimplificate. Solutia
analiticd permite interpretarca calitativi a rezultatelor §i este intotdeauna preferabild, dacid
poate fi obtinutd.

Pentru studiul problemelor de cémp electromagnetic se mai folosesc urmatoarele
metode: metode grafo-analitice In care se aproximeazd forma liniilor de cAmp prin segmente
de dreapti si arce de cerc, metode grafice, in care se traseazd aproximativ spectrele liniilor
de camp si echipotenfiale, metode analogice care utilizeazd reprezentiri ale campului
electromagnetic pe modelele unor cAmpuri de altd naturd fizicd.

In continuare se prezinti citeva metode analitice utilizate in studiul si calculul

cdmpului magnetic din maginile electrice.
14.1. Integrarea directi a ecuatiei lui Poisson

Se considerd o functie scalari ¢ de clasi ¢’ pe un domeniu DcR® §i Vs <D un
subdomeniu mirginit de suprafata inchisi ). , avind normala 7 orientatd spre exterior si
continud pe portiuni {N3]. In domeniu Vg se cunoaste in fiecare punct (prin functia datd

h) valoarea laplaceanului:

AQ =h
(1.129)

Funciia ¢, de cele mai multe ori este o functie potential dar poate fi $i 0 componenti

scalard a unei funcfii vectoriale. O ecuafie vectorialdi de tip Poisson se descompune, in
spatiul tridimensional in trei ecuafii scalare de tip Poisson (1.129).
Se pune problema determindrii functiei ¢ (x,y.z) care satisface ecuatia (1.129) in

conditiile de mai sus. Problema se poate rezolva folosind a doua formulid a lui Green ( rel.

22

BUPT



“ s N . L - |
1.36) in care functia y se inlocuieste cu o functie armonici cunoscutd Yy =—. In acest

r
caz Ay =0 si relagia (1.36) devine:
1 6 1 10
[, -Aodv=g(g_-=~—Dyds
r r on (1.130)

Se precizeazd (figura 16 ) ci F=v(E - +(M-y) - (c-2)" este distanfa dintre
punctul fix P(x,y;z) in care se calculeazd potentialul ¢ si punctul mobil M(&.7M,6),

1

variabil Tn tot domeniul VZ . Trebuie observat ci, daci P > M, ;7 =~

si deci punctul
P trebuie exclus din domeniul Vs inconjurdndu-1 cu o mici sferd de suprafai S, si volum

v,. Astfel, in rel. (1.130), integrala de volum se efectuezd pe volumul Vs - v, in care

oo _ . y . . :
functia — este peste tot definitd, dar integrala de suprafatd se extinde si asupra lui S,.
r

Se demonstreazd [S1] cd, dacd raza sferei tinde la zero:

n{( l—16“’)ds0 4no(x.y,z) (1.131)
onr 10
1
L _A(Pdvo =0
T (1.132)
Cu aceste preciziri, relagia (1.130) devine:
A 0
Jv_(pdv=ii((PB_l_la_)dS‘*‘NT(P(x,y,z)
for nr 1% (1.133)
de unde rezulti:
1 dop o1 1 Ag
0(x.y,2) =74 (22— 9= s - [ £
. Ponr 4n ™ (1.134)
Pentru a evidengia rolul punctelor P si M (fig 1.6) se pune rel. (1.134) si sub forma:
1 cp(M 3} 1 l h(M
T e e ORI g OB
r(P,M) on,, on,, r(P,M) 4n ™ r(P,M)

(1.135)

Relatia 1.134 (sau 1.135) reprezintd solutia ecuatiei (1.129) si arati ci valoarea unei

functii scalare, intr-un punct P, se poate calcula dacd se cunosc: valoarea expresiei A9

(laplaceanul functiei) in toate punctele domeniului Vs, valoarea functiei ¢ si valoarea
in fiecare punct al frontierci ..
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Relatia (1.134) se mai numeste formula celor trei potentiale. Ea leagd Intr-o relatie valorile:

de
@- in domeniu . ¢ - pe frontierd, A® . in domeniu, dn pe frontierd. Pentru aceeasi

do
functic ¢, aceste valori sunt bine determinate intr-un caz concret. Astfel, ¢ §i dn nu pot

fi arbitrare pe frontierd si deci rel. (1.134) nu poate servi la determinarea functiei ¢ intr-

un punct al domeniului deoarece, necunoscdnd funcfia ¢ (x,y,z), nu se pot preciza valorile
de

corecte ¢ si dn pe frontierd. Ne aflim in fata unui veritabil cerc vicios.

1.4.2 Metoda functiilor Green

Metoda functiilor Green oferd posibilitatea rezolvirii analitice definitive a ecuatiei
Poisson (1.129) pentru  domenii simple, cu condifii pe frontierd de tip Dirichlet sau

Necumann.

In acest sens se scrie a doua formuli a lui Green (1.36) pentru funcfia ¢ si o

functic g armonicd in domeniul Vg (Ag=0):

d 3
J, ghodv = (g 2L - 9 2E)ds
on on

(1.136)
Se adund (1.136) la (1.134) se grupeazi termenii §i se obtine:
1 1, 6o og 01 1 1
O(P)y=—4[(g+)—-o(==+—-)dS- — + —)Apdv
4 ile r) on (p(an on r)] 41 [ (e r) @ (1.137)

PN

- . c
In integrala de suprafatd existd doi termeni : unul care contine pe @m si altul care confine

pc ¢ . Metoda Green constd in determinarea functici g astfel incit si se anuleze unul din

cei doi termeni ai intergralei de suprafati. In problema lui Dirichlet pentru ecuatia Poisson

a0
se urmidreyte anularca termenului care contine pe €m jar in probema lui Neumann,

anularca termenului care confine pe ¢ .

Se considerd in continuare condifii de tip Dirichlet alese pe frontiera Y arbitrar

{nu existd alta posibilitate):

o(P)=f(P) _Pex (1.138)
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X
Fig.1.6
AP =h —~ rel. (4.141)
Problema initiald : simplificare Problema GREEN
—_— :
Se cauta ¥ Se cautd g
conditii: condﬁﬁ:
in domeniu: pe frontierd in domeniu : pe frontierd :
{Dirichlet) { Dirichlet )
- - < -1
AY=h Fy =t Ag=0 9= b))
necunoscute cunoscute
{arbitrare)
Fig. 1.7
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®
Astfel, pentru anularea termenului cu om se impune pentru functia g conditia:

1
g+-=0
r (1.139)
de unde rezultd ci, pe frontiera 2., este necesar ca funcfia g si fie:
1
glz - _—r—
(1.140)
in aceste conditii, relatia (1.137) devine:
1 dg 01 1 1
Py=——d f(P—=+—-)dS— — + —)Apdv
o(P) 4n<§z ( )(an am) p [.(g Ao 14

Problema nu este incd rezolvati deoarece nu se cunoaste funcfia g.

Problema determindrii lui g este insd mult mai simpld decat problema initiali a

determinirii functiei ¢ . In probleme concrete domeniul Vs si frontiera 2 sunt cunoscute

si deci conditia la limitd (1.140) este bine determinati. O schemi sintetici este prezentatd
in figura 1.7. In literaturd se intdlnesc construite functiile Green pentru diverse domenii
simple: semispatiu, cerc, sferd [T1,51], dreptunghi [M1], probleme cu simetrie plan paraleli

' (N4,

fn acelasi mod problema poate fi pusd si in cazul conditiilor la limiti de_tip Neumann. Se
urmdreste determinarea functiei g astfel incat si dispari (in integrala de suprafaii )

termenul care-l contine pe ¢, deci:

g
28

01
+—-),=0
on (3nr)2

(1.142)
unde indicele N marcheazi pe g In problema Neumann.

Cum solutia problemei Neumann se determind pdnd la o constanti, este suficient ca,
pe frontiera Y. , conditia si fie:
Co )
( abN + 'a__)E =c
n nr (1.143)
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on onr - (1.144)

Pentru probleme concrete (cu frontiere simple, cunoscute), membrul drept al relatiei
(1.144) este cunoscut si relatia poate servi la determinarea (pand la o constanti) a lui g,
pe frontierd.

Metoda functiilor Green se aplici (dacd domeniul este simplu si permite) ecuatiilor
Poisson -Laplace.

Intr-un context mai general se integreazi si ecuatiile cu derivate partiale de tip
hiperbolic  (ecuatia scalard a undelor) si parabolic (ecuatia difuziei) utilizind metoda
Kirchhotf carc reprezinti o extindere a metodei utilizate anterior la integrarea ecuatici
Poisson. Se obtin [N1,N2] relatii generale de tipul (1.134) in care intervin potentiale

retardate.

1.4.3. Metoda separirii variabilelor

Metoda separirii variabilelor este una dintre cele mai cunoscute metode de
rezolvare a ecuatiilor cu derivate partiale.

Ea nu este gencrald dar permite obfinerea unor solutii in diferite cazuri interesante
in practici. Metoda constd in a prezenta solufia ecuatiei in forma unui produs de functii,
ficcare functie depinzind de cite o singuri variabili a sistemului de coordonate folosit.
Metoda separiirii variabilelor permite astfel reducerea integrdrii ecuatiei cu derivate partiale
la rezolvarea unor ecuatii diferentiale ordinare.

Accasti metodd (metoda Fourier) se aplici unei clase largi de ecuatii cu derivate
partiale scalare si vectoriale de tip eliptic, parabolic si hiperbolic [T1,T2,VIMI] .

Solutiile ccuatiilor Poisson - Helmholtz - Laplace cu conditii pe frontieri de tip

Dirichlet sunt unice iar cele cu conditii de tip Neumann sunt de asemenea unice pdni la o

constantd aditiva.

Solufia generald a ecuatiei lui Poisson:
Ap(T) = h(F)
este:

(p(f') = (pp(F) + q)o(f)

(1.145)

(1.146) '
unde, @ () este solutia particulari a ecuafiei neomogene (Poisson ), iar ¢ (T) solutia

generald a ecuatiei omogene (Laplace):
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Ap (T)=0

(1.147)
Intr-un sistem de coordonate curbiliniu triortogonal; Ox,x,x,, ecuafia lui Laplace
devine:
h,h, o h,h, 00 hh o0
h o) o Ch o) a—

(1.148)
in care h h,h, sunt parametri lui Lamé, functii de coordonatele X, X,.X;. In metoda separdrii
varaibilelor, functia necunoscutd (¢ ) se cautid sub forma unei serii sau integrale de produse

a trei functii X (x,), k=1,2,3, adici:

P(x1:%,,%:) = X (X)) X, (%) - X,(x,)

(1.149)
care, introdusd in ecuatia (1.148) si impirfitd cu X,X,X; se obtine:
Lihh X, 10 h,hzﬁhii(hh X,
X, &, h o X,&, h, o, X, ox ox, (1.150)

In toate sistemele de coordonate curbilinii triortogonale (aproximativ unsprezece)

tiecare dintre termeni depinde numai de una dintre coordonate. Astfel, rel. (1.150) nu poate

fi posibild decdt in cazul In care fiecare termen este o constanti:
,

2

Jz.hh oX

L ') }\’

X, ox,  h o~

1 2 hh,dX,

X, 8x2( h, &, o)k

1 ¢ hh,oX

X o0, ox,) P

3 3 (1.151)
, in care constantele *, (k=1.23) satisfac relatia de dependenti:

YA =

ot (1.152)

Fiecare functie X,(x,)., k=123 este solufie a unei ecuatii diferentiale cu derivate

ordinare independente, de forma:
d . dXx
T )T [ () + A ()X, =0, B <K< b, (1.153)
k k

cu conditii la limitd liniare i omogene:
A X (a)+ B, Xlk(ak) =0

AZka(bk)+B2k Xk(bk)=0 (1.154)
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unde: A,, A,, B,, By sunt constante, constituind o problemd Sturm-Liouville. Dacd
intervalele (a,, b,) sunt marginite, ecuatiile diferentiale ordinare pot fi satisficute numai
pentru anumite valori bine determinate K,j §i A, , numite valori propii sau caracteristice,
cirora le corespund functii proprii sau caracteristice X(x,) §i X,(x,) solufia generald fiind:

q)(xl’xz’x;) = ZAj.lej(xl) ' X:‘(x:) ' XSjl(Xj)
“ (1.155)

Dacd intervalele (a,,b,) sunt infinite, conditille la limitd sunt satisficute de un spectru

continuu al valorilor A, s§i seria (1.155) trece in integrald.

Se prezinti in continuare un exemplu de separare a variabilelor in sistemul de

coordonate_cilindrice circulare pentru ecuatia lui Helmholtz in regim armonic permanent

In acest sistem coordonatele sunt r,0.z, versorii U,,U,,¥, jar ecuatia vectoriali a lui

Helmholtz (reprezentatd in complex ) are forma:

rotrot = -y’
= = (1.156)
Ecuatia (1.156) are pentru fiecare componentd scalard U, cite o ecuatie scalard cu

derivate partiale de ordinul doi, care in general, nu admit separarea variabilelor. Daci

vectorul U este axial si nu depinde de coordonata Z problema devine plan-paraleld, adici:
U(r,0) = U, (r,0)u, = U(r,0)u, (1.157)

far ecuatia vectoriald se reduce la ecuafia scalari:

g’i_l__l 16U 12°U

Tt -—+—-——=y'U
o réor r oo v (1.158)

cu solutia de forma:

U(r,8) =R(r)- ©(6)

(1.159)
Substituind (1.159) in (1.158) se obtine:
&R réR 180 o
Re Ra e T
A JAS D (1.160)

care. dupd cgalarea cu o constanti a termenilor ce depind de o singurd variabild, trece intr-

un sistem de doud ecuatii diferentiale cu derivate ordinare independente de forma:

&R 16R n’
Gt T HR=0 gz
r ] 2920 (1.161)
unde n’ este o constanti arbitrari. /
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Prima ecuatie diferentiald a sistemului (1.161) este de tip Bessel de ordinul n, de
variabild complexd jry, iar a doua este o ecuatie diferenfiald omogeni cu coeficienti
constanti.

Solutia sistemului (1.161) poate fi scrisi astfel:

R(r)=A,J,(jr7) + ALY, (jry)
$(8) = B, sin(nB) + B}, cos(nh) (1.162)

unde J, este functia Bessel de speta intdia, Y, este functia Bessel de speta a doua, ambele
de ordinul n si argument complex, iar A,, A, , B,, B, , sunt constante de integrare.

Astfel, solutia generald a ecuatiei Helmholtz (1.158) este;

U(r.0) = Z[Aan(jry) + ALY, (jry)](B, sin(n8) + B! cos(n6)) (1.163)

n

Daci vectorul U este axial si depinde numai de coordonata r, adici:

U(r) =U,(nu. = U(r)u.

~ (1.164)
ecuatia se reduce la ecuatia scalari de forma:
U, 10U __,
—= + _‘_a:_ =Y° 9
dr r (1.165)
care este ecuatia de tip Bessel anterioard pentru n=0 , cu solutia:
U(r) = AJ,(3r7) + ALY, (ry) (1166
Daci vectorul g este tangential si depinde numai de coordonata r, adici:
U(r) =U, (r)us = U(r)ue
= (1.167)
' ecuatia vectoriald se reduce la ecuajia scalari de forma:
d’U 10U , 1
T+-—-(y +7)U=0
dr- ror r (1.168)

ecuatia de tip Bessel de ordinul n=1 §i argument complex jry , cu solutia generali:

Uty =A,J,(jry) + AYY,(jry) (1.169)

1.4.4. Metoda functiilor de variabli complexi

O clasd foarte importanti de functii complexe de variabili complexd este cea a

functiilor olomorfe. Proprietitile functiilor olomorfc (monogene 1in toate punctele unui
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domeniu) le fac utilizabile in calculul cdmpurilor in probleme bidimensionale sau probleme
tridimensionale cu simetrie plan paraleli. In acest scop se amintesc in continuare citeva
proprietdti importante ale functiilor olomorfe:

-Daci functia w(z) = u(x,y) + jv(x)y), cu z = x+jy este olomorfd, atunci:
du_ v v

Xy dy  0Ox (1.170)

Si reciproca acestei proprietdfi este adevirati i reprezintd condifiile (Cauchy -
Riemann) de verificare a olomorfiei.

- Cunoscind doar pe u(x.,y), din conditiile de olomorfie (1.170) se poate afla v(x.y)
sau invers, cunoscind pe v(x,y) se poate deduce u(x,y). Din acest motiv functiile recale
u(x.y) si v(x,y) se numesc functii conjugate. in planul Z, cele doui functii reprezintd doud
familii de curbe ortogonale.

- Functiile conjugate u(x,y) si v(x)y) sunt si armonice, adicd verifici ecuatia de tip
Laplace:

Au(x,y)=0  Av(x,y)=0 (1.171)

Aceastd proprietate a sugerat utilizarea funcfiilor olomorfe In rezolvarea ecuatiei
Laplace.

-Functiile olomorfe realizeazd o transformare conformd (in care se conservi
unghiurile)

In vederea folosirii acestor functii la calculul campurilor (electrice sau magnetice)
laplaceene se fac unele analogii intre mirimile care definesc cimpul si functiile reale u(x.y)
$i v(x,y) care definesc functia complexd w(z) = u(x,z) + jv(x.z). In acest sens se presupune

¢l _v(x)y) reprezinti potentialul unui cdmp. in consecintd, ecuatia v(x,y) = v, = ct. este

ccuatia liniilor echipotentiale (o familie de drepte in planul W si o familie de curbe in
planul Z). Perpendicular pe accasti familie de curbe se afli curbele conjugate, date de

ccuatia u(x,y) = u, =ct. Prin urmare, in acest caz functia_u(x.v) reprezinti liniile de cimp

perpendiculare pe liniile echipotentiale. in planul W, un asemenea camp estc reprezentat sub
forma unui cAmp omogen la care liniile echipotentiale si liniile de camp sunt linii paralele
cu axele u si v. In anumite probleme rolul functiei v si rolul functiei u pot fi schimbate
intre ele. Prin urmare, funcfia care defineste potentialul se numeste functie potential, iar
functia care defineste liniile de cimp este denumiti functie flux. Cele doui functii sunt

rcunite intr-o manierd condensatd si comodi in funcfia complexd w(z) = u(x,y) +jv(xy)

numitd potential complex.
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In aplicarea metodei functiilor complexe se disting doud tipuri de probleme: cind se
cunoagte functia potential complex si cind nu se cunoaste aceasti functie w(z).

Dacd se cunoaste potentialul complex w(z), ca o functie olomorfi de variabili

complexd, se pune problema determindrii cdmpului laplacean (magnetic sau electric) pe
care-] reprezintd. Pentru aceasta se separd pirtile reald si imaginari ale functiei w(z) pentru
identificarea functiilor reale u (xy) §i v(x,y). Cunoscind functia flux si functia potential,
problema este in esenfd solufionatd. Sunt cunoscute liniile de camp si cele echipotentiale si
prin acestea chiar sistemul fizic (configuratia domeniului) in care s-ar putea stabili campul
ce corespunde functiei considerate. Se alege, spre exemplu, in cazul campului magnetic
stationar, v(x,y) ca functie potential:

vixyy) =V, (1.172)

in care V, este potentialul magnetic scalar al cAmpului (H = -grad V,)

Expresia vectorului inducfie magnetici B este:

= ov_- ov_—
B=-pugradV_ =-p—"u, —p—"=u,
0x ay (1.173)
si decl In complex:
ov ov . Ov 0OV . 0w, . dw
B=-p—-jn—=—ju(=—- j=—) = —ju(=)" = —ju(— 1.174
B=-ug -y 1L i ax) JH(dZ) (1.174)

unde s-a tinut seama de conditia (1.170).

De aici rezultd imediat modulul inductiei magnetice:

dw
B=p|—
H dz

(1.175)
Se poate calcula si fluxul vectorului camp (E Jprintr-o suprafatd S avand litimea h
(perpendiculard pe planul Z) si lungimea (de-a lungul unei linii echipotentiale) cuprinsi

intre doud linii de cdmp u(x,y) = u, si ux,y) = u, [S2, N4, M1]:

{BdS =ph(u, - u,) (1.176)

Se mai poate determina $i densitatea de volum a energiei magnetice:

11 |dw
B.H=opH =Lp9%
o 2*‘dz

9| —

(1.177)

Se constatd cd problema este simpld dacd se cunoaste potentialul complex.
Dacd nu se cunoaste functia potenfial complex w(z), problema este foarte dificild
(uneori imposibild ). Chutarea functiei w(z) se poate face doar prin incerciri, intuind forma

liniilor de cimp (sau a celor echipotentiale) si apoi gisind functia olomorfi complexd w(z)
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care ar da aceeasi configuratie de cimp. In matematici se cunosc numeroase functii
complexe olomorfe si configuratile de camp corespunzdtoare, incit, de multe ori. se pot
gasi printre ele si cele cautate.

Nu se cunoaste o metodd generald de sintezd (construire) a functiei potential

complex pentru orice domeniu de cimp.
1.4.5. Metoda transformirilor conforme

Metoda transformdrilor conforme este strins legatd de metoda functiilor de variabild
complexd. O functie olomorfd w(z) = u(x)y) +jv(x,y), cu w'(z)#0 defineste o transformare
conformii asigurnd corespondenfa biunivocd intre punctele unui domeniu D, din planul Z
si punctele domeniului D, corespunzidtor din planul W. Realizdnd una sau mai multe
transformdri conforme succesive dintr-un plan in altul, forma domeniului D se modifici
pind cidnd. in final, sc obtine un domeniu in care cimpul este omogen i poate fi
determinat ugor. Ulterior, solutia este readusd in planul initial (In domeniu fizic D,) prin
intermediul relafiilor de transformare. Caracteristicile principale ale transformdrilor conforme
sunt: punctele distincte intr-un plan se transformd in puncte distincte in planul celilalt;
liniile de cimp si cele echipotententiale sunt perpendiculare in cele doud plane; se pistreazi
in aceastd transformare toate unghiurile si sensurile acestor unghiuri (aseminarea figurilor);
se conservd potentialul, fluxul, sarcina electrici, energia [C1].

Transformirile conforme reprezintd una dintre aplicatiile cele mai importante ale
funciilor de variabili complexd i joaci un rol foarte important fn rezolvarea unor
probleme teoretice si a multor probleme practice din diferite domenii ale tehnicii. Metoda
se foloseste in calculul cimpurilor poteniale in domenii firi surse, cu conditii la limitd
cunoscute. in probleme bidimensionale sau tridimensionale plan-paralele.

Dacd functia complexd olomorfi w=f,(z) este cunoscuti, cu ajutorul ei se pot
"transforma conform" anumite domenii din planul Z in planul W (sau din planul W in
planul Z dacd se poate inversa functia: z=f(w)).

Dacd functia olomorfi w=f(z) nu este cunoscuti (asa cum se IntAmpld aproape
intotdeauna), problema poate fi rezolvati doar intr-un singur caz particular §i anume atunci
cand domeniul fizic Dz este un contur poligonal (inchis sau deschis). Metoda a fost
publicatd, separat, de Schwarz si Christoffe] §i oferd posibilitatea construirii relatiei de

trasformare w=f(z) prin calcul, in fiecare caz in parte. In cele ce urmeazi se prezintd pe

scurt procedeul.
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Fie, in planul Z, conturul poliginal inchis D, (fig. 1.8.a). Interiorul poligonului poate
fi transformat in intreg semiplanul superior Dy,  (fig. 1.8b) prin relafia Schwarz -
Christoffel:

B, By

K B b L
Z=Af(w-u) "{(w-u,) "(W-u,) ".. (w-u,) “dw+C (1.178)

in care A si C sunt constante ce urmeazd a fi determinate.

Unghiurile exterioare poligonului, B, P, , P, .. P, sunt cunoscute si se considerd
cu semnul plus cind sunt In sens trigonometric §i cu semnul minus in caz contrar. Fiecare
varf al poligonului Z,/Z,, Z,, ... Z, are un corespondent pe axa reali in planul W, in
punctele u;,u,,u;,... u,. Ordinea acestor puncte corespunde sensului de parcurgere a frontierei
in fiecare domeniu (sensul se alege astfel incat domeniul si riménd in partea stingd dacd
se parcurge frontiera). Conform teoremei lui Riemann, trei dintre punctele u,,u,,u,,.. u, din
planul W pot fi alese arbitrar [N4] .De obicei unul din puncte se alege la infinit ( de
exemplu u,=c0 ), altul se alege n origine ( de exemplu u,=0) si al treilea in punctul +1 (
de pildd u,=1). Dacd unul din puncte s-a ales la infinit, atunci factorul corespunzitor

lipseste din integrala  (1.178). In cazul de mai sus din integrald  lipseste

By
=

factorul (W — u,) ™ Celelalte constante rimase U,,Us,Ug,... U, urmeazd sd fie determinate.

Pentru a ajunge la un cimp uniform se face incd o transformare conformi si anume:
¢ =klnw (1.179)
care transformd semiplanul superior W in dreptunghiul deschis cuprins intre =0 si n= 7,

din planul ¢ (figura 1.8.c), in care cimpul este omogen (liniile de camp si cele
echipotentiale sunt paralele cu axele).

Integrala (1.178) este o integrali reald, intrucit este luati in lungul axei de
coordonate reale din planul W si deseori conduce la integrale elementare, care, rezolvate,
dau relatia de transformare z=f)(w). Uneori este posibild obtinerea relatiei inverse w=f (z)
mult mai utild .

Constantele care apar in transformirile (1.178) si (1.179) si anume A, C, k si
celelalte rdmase necunoscute U,,Uslg,.. U, se determini pe baza dimensiunilor domeniului
fizic D, §i prin asigurarea corespondentei unor puncte din plane diferite[N4].

Cunoscand expresiile functiilor care asigurd transformdrile z - w — ¢ se poate
afla modulul inductiei magnetice B folosind o relatie similard cu (1.175):

de
dz

g dw
H dw dz

B=y (1.180)

Ccle doud derivate din ultimul modul se obtin simplu din relatiile (1.178) si (1.179).
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in metoda Schwarz - Christoffel existd posibilitatea de inlocuire a virfurilor
poligoanelor cu arce de cerc. Existd insi doud procedee simplificate [C1] prin intermediul
ciirora se poate inlocui un varf z cu o porfiune rotunjiti care aproximeazd un arc de cerc

B
(figural 9.a). Primul procedeu constd in a inlocui factorul (W —u,) *  de sub integrala

(1.178). corespunzdtor varfului i al poligonului, cu termenul:

B B
[(W=p) " +A(wWw=-q) " (1.181)

in care p si q din planul W (fig 1.9.b) corespund punctelor Z, respectiv Z, din planul Z.
Cind punctul u (din planul W) parcurge portiunea pq, schimbarea de directie din planul Z
cste aceeasi ca si pentru factorul initial (adicd f; ) dar nu se mai face brusc (in punctul
Z) c¢i progresiv intre Z, si Z, aproximativ pe un arc de cerc. Parametrul A urmeazd si fie
determinat alituri de celelalte constante. Transformarea din planul W in planul ¢ se face
in continuare cu aceeasi relaie de tipul (1.179).

Al doilea_procedeu constdd in a inlocui factorul respectiv prin termenul:

B,

[w+aywi—1] (1.182)

in care punctele p $i q sunt fixate in -1 respectiv +1 in planul W,

Aceste doud puncte (-1 si +1) corespund punctelor Z, si Z, care reprezinta
extremitdfile portiunii rotunjite in planul Z.

In [C1] sunt prezentate exemple de calcul in care se aplicd transformarea Schwarz

- Christoffel pentru poligoane cu unghiuri rotunjite.

1.5. METODE NUMERICE DE CALCUL AL CAMPURILOR

Dezvoltarea recentd a mijloacelor informatice, in spetd cresterea performantelor
tehnicii moderne de caleul, a determinat o modificare structuralid a proceselor de modelare,
prin integrarea sistematici a metodelor numerice. Comparativ cu metodele analitice cele
numerice prezinti o arie de aplicabilitate mai mare, fiind supuse la restrictii mai putine.
Desi aproximative, metodele numerice (dacd satisfac anumite criterii calitative de rigoare §i
convergentd) conduc cu aceeasi certitudine ca §i metodele directe ale analizei matematice la

rezultate acceptabile. Reuniunea dintre un model matematic de cdmp electromagnetic {

ccuatiile diferentiale ale cimpului) §$i 0 metodd numerici de rezolvare a acestuia conform
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unui algoritm programabil defineste un model de camp electromagnetic ce constituie un
instrument eficient de analizd numericd a campului electromagnetic [M2].

Se prezintd in continuare céteva procedee numerice de rezolvare a ecuatiilor cu
derivate partiale de tip eliptic, parabolic i hiperbolic, insistind asupra ecuatiilor cu forme
simple care sunt in acelasi timp $i mai interesante din punct de vedere practic (Laplace,
Poisson, Helmholtz, ecuatia undelor). Este interesant de remarcat c¢i, in contrast cu marea
diversitate de metode numerice dezvoltate pentru rezolvarea ecuatiilor diferentiare ordinare,
pentru rezolvarea ecuatiilor cu derivate partiale cu conditii initialc si/sau la limiti se cunosc

mult mai putine metode, dintre care cea mai utilizatd este cea a diferentelor finite.

1.5.1. Mectoda diferentelor finite

Rezolvarea problemelor cu conditii la limitd prin metoda diferentelor finite (metoda
refelelor) constd, in esenfd, in fnlocuirea (aproximarea) ecuatiilor cu derivate partiale prin
,ecuatii cu diferente finite. solutia problemei obtindndu-se sub forma unui tabel cu date
numerice, \care reprezintd valorile functiei clutate in nodurile unei retele aplicati domeniului
de definitie Vs . Aceste valori numerice se determind prin rezolvarea unui sistem de ecuatii
algebrice liniare, care se obtine prin discretizarea ecuatiilor cu derivate partiale in punctele
retelei alese (regulatd sau neregulati, cu pas egal sau neegal). In consecintd in metoda
idiferen;elor finite, in loc de a calcula funcfia necunoscutd in orice punct din domeniul
VE, se calculeazd numai valorile ei in nodurile retelei in care a fost divizat domeniul. Pe
frontierd, in loc de a se considera toate valorile functiei sau componentei normale a
gradientului ei, se iau in considerare numai valorile din punctele situate la intersectia
frontierei 2. cu reteaua de divizare.

Precizia de rezolvare (ordinul de aproximare) depinde: de forma si pasul retelei, de
tipul expresiei de discretizare a derivatelor parjiale, de modul de aproximare a conditiilor pe

frontierd si de tehnicile de calcul (procedee si echipamente) utilizate.
Generalititi

Pentru aproximarea ecuatiilor cu derivate partiale prin ecuatii cu diferente se

determind initial o retea de discretizare, adicd o multime R, de puncte M discrete (nodurile

retelei) din domeniul Vs Fiecare punct (nod) al retelei, in cazul general (spatiu n-
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dimensional), este definit prin coordonatele sale: M(X, X,.X;,..X,). Fiecare coordonatd x;,
i=1.2..n are o valoare egald cu un numdr intreg (k) de pasi de discretizare (h;) in directia
coordonatei "i": x; = k, h;. Astfel, reteaua R, poate fi reprezentatd sub forma unei multimi
de puncte M, discrete:

N, ={MM = M(kh, . k,h,,..k h )k, eN;h > 0i=12,...n} (1.183)

in care N este mulfimea numerelor naturale; h h,,.h, sunt pasii de divizare (discretizare) ai
retelei (cantitiiti strict pozitive, suficient de mici).

Daci h,=h,=..=h =h rejeaua se numeste cu pasi egali. In practici prezinti importanti
doar cazurile i=1,2.3, adicd cel mult spatiul euclidian tridimensional.

Pentru orice M e R,; se aleg (g-1) noduri vecine, care impreuni cu M formeazi o
submultime ®, <R, :

N, = {MM =M(mh;,mh,,.mh )m e{-1,01};h, >0i=12,.n}  (1.184)

Multimea R, are g noduri §i este denumitd structurd caracteristicdi [D1] a retelei.
in problemele unidimensionale (n=1) existi numai q=3 noduri, iar in cele bidimensionale
(n=2) se pot lua g=5 sau q=9 noduri. In spatiul tridimensional (n=3), q poate lua valorile:
7,19, 27.

De exemplu in plan, intr-un sistem de referinfd cartezian (refea cu pasi egali) sunt
posibile doud structuri caracteristice: cu 5 noduri (figura 1.10.a) si cu 9 noduri (figura
1.10.b).Reteaua de discretizare 9, se alege in functie de problemd (in special in functie de
forma frontierei) si de sistemul de coordonate. in general se aleg retele regulate (cu pasi
egali), cele mai utilizate fiind refelele rectangulare cu ochiuri pitrate (figura 1.10.ab).
Uneori este mai convenabili utilizarea refelelor hexagonale (figura 1.10.d) sau mai precisd
aplicarea unei retele triunghiulare (figura 1.10.c). Sunt uneori cazuri ( domenii cu frontiere
neregulate in formd de "deget") cind este mai potriviti o retea de formd dreptunghiulard
figura 1.10.e). Un procedeu original de alegere a refelei R, este acela propus de Milnes si
Pous [D1] care constd in discretizarea domeniului prin “retragerea” repetati (cu un anumit
pas h) a frontierei G care " se contracti" degenerand intr-un punct. In problemele
tridimensionale se aleg retele cubice sau paralelipipedice.

in [R3] se prezintd i se analizeazid nofiunile de consisten{i eroare de trunchiere,
convergen(d, stabilitate pentru schemele cu diferente finite. In [G1] sunt prezentate metode
speciale pentru studiul  stabilitatii ( metoda Neumann, principiul coeficientilor inghetati |,
criteriul Babenko-Ghelfand, principiul maximului). O atenfic deosebiti se acordi in ultimul

tmp metodelor de crestere a preciziei solutiilor aproximative, cea mai puternici dintre
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acestea fiind metoda de extrapolare a lui Richardson [M4] aplicatd la toate tipurile de
ecuatii cu derivate partiale,

fn continuare se introduc cdtiva operatori cu functii de o singurii variabili in vederea
prezentdrii metodei diferentelor finite.

Se considerd o functie u(x) definiti pe intervalul [ab] discretizat cu pasul constant

h= (b-a)/n. Valorile functiei in nodurile refelei (extremititile subintervalelor) formeazi un sir
: UU,,. Uy, U, Uy, UL

Qperatorul diferentd la stinga (regresivi, inversi sau inapoi), notat cu V-, de

ordinul I, este definit prin relatia [M2, R3]:
vV U=U -U,
Diferenta la stiinga de ordin superior constd in repeterea operatorului dupd relatia:
VI’" = Vi‘(VI“"‘”)
©adicd:
V7U=U -2U,_+U,

'V U=U,-3U_+3U,_,-U_ (L185)

Pe baza analogiei dintre operatorul diferentd la stinga V-, si operatorul derivati

d

D=1x se poatc gisi o relafie de legdrurd intre cei doi operatori. Pornind de la

dezvoltarea in serie Taylor a functiei u(x) in vecinitatea punctului x ( cu h - subunitar):

L u(x +h) = u(x) + %u'(x) + %u"(x)+...

se ajunge la urmitoarele relatii intre cei doi operatori [M2] :

hD=V~ +lv;2 +1v;’+...
) 3

12 - 5o 11
h'D' =V +V >+ —V 4.
12 (1.186)
Aproximarea operatorului derivatd D se poate face folosind primii termeni ai seriilor

(1.186). Eroarea care se face in fiecare caz este de ordinul de mirime al primului termen

neglijat din serie. Dac# se retine doar primul termen din fiecare serie se obtine:

1
DU =—(U, -1,
=L(U U

5

DU, = (U, - 2U,, + U,,)
h* (1.187)
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Operatorul _diferentd la dreapta (progresivdl, directd sau inainte), notat cu V*, de

ordinul I este definit prin relatia:
v U=U_,-U,
Diferenta la dreapta de ordin superior constd in repetarea operatorului dupd relatia :
V=V (VT
adicd:
vV°u=U,,-2U, +U;

viu=U,,-3U,,+3U, -U,

i+2

(1.188)

Si in acest caz se pot gisi relatii de legdturd intre operatorii V* si D sub forma
(M2}

R IR R
hD=V ' —=V ™= +-V "+
2 3
2 B +2 +3 1 1 +4
h’'D =V~ -V +—=V. "+
12 (1.189)

Retindnd doar primul termen din fiecare serie, derivatele de ordinul intdi si doi se

exprima prin diferenfe finite sub forma aproximativa:
1

DU =~(U,, -U)
h

DU, = {
h.

(U|+: - 2Ui+l + U,)
(1.190)

~

Operatorul diferentii_simetrici (sau centrali ), de ordinul I, notat cu V se defineste

pentru nodul i prin expresia:
V|U =U I U 1

2 3

unde i §i -+ sunt valorile funtiei u(x) la jumitatea intervalelor vecine nodului i.

Similar se defineste operatorul de ordin superior:
VI" - 6I(@ln-l)
obtinindu-se:

VU=U_ -2U +U,_ (1.191)
Vus=U ,-3U ,+3U ,-U,

3 bJ b) 3

(1.192)

38

BUPT



Pentru a evita folosirea valorilor functiei la jumditatea intervalelor de discretizare se

utilizeazd operatorul diferenti finitd medie:
= 1
ViU=—(U_ I "U. I)
2 I+E 1—5
de unde rezulti:
= & 1
Vi(ViU) = E(Um - Ui—l)
iar intre D si Vi [R3] :

hD=V (V. -

WD =V - gy Lge, 1o
12 90 560

h°):

1
DU, = 2(U, - U,)

DU, = %(UM -2U,+U_)

Dacd  discretizarea functiei u(x) se face cu pasi inegali se obtin alte relatii

in [R3, R4, M3] se prezinti $i alti operatori, pentru
|

(1.193)

(1.194)

Daci se retine doar primul termen din fiecare serie rezulti (erorile fiind de ordinul

(1.195)
M2] .

functii de doud si trei

i variabile precum si diversi operatori sablon foarte utili in aplicatiile practice.

Ecuatii cu derivate partiale de tip eliptic

In domeniul D, mirginit de curba inchisi [ (fig. 1.11) se cere determinarea unei

functii u(x,y), solutic a ecuatiei cu derivate parfiale de tip Poisson:

Au=f(x,y)

cu conditii pe frontierd corespunzitoare problemei Dirichlet:

u(x,y), =g,(x,y)

sau problemei Neumann:

cu
~— = D“UZ gz(xay)

anl,

Expresia laplaceanului in plan este:
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&u  éu
Au(x,y)=—7+7

5
Y

(1.199)

$i deci se pune problema aproximdrii derivatelor partiale din relatia (1.199) cu diferente
finite. In acest scop se discretizeazd domeniul de cimp printr-o refea rectangulard (fig.
1.11) avind pasii, h, in directia x si h, in directia y, invariabili. Aproximarea laplaceanului
in nodul interior (i,y) prin diferente finite se face inlocuind derivatele partiale de ordinul al
doilez din (1.199) pe baza relafiei (1.195 ) in functic de valorile functiei in nodurile

vecine, adica:

D:‘ULj = 3 (Ui+l,j — 2Ui.j + Ui_u)
5 1
DU = 5 (U0 =205+ Vi) (1.200)
.8 p:. 2
unde D+ 7 ox? si ' ay? . Introducdnd aproximatiile (1.200) In (1.196) se

obtine:

)= f(M,) (1.201)

i ij-1

1 1
h_z(Ui+l.j —2U;;+ U+ h_z(Ui,jH -2U;;+U

Dacil reteaua de discretizare este patraticd (h,=h,=h), relatia (1.201) devine:
1
h_z(Um.j + Ui_,‘j + Ui,j+l + Ui,j—l —4Ui’j) =f(M,) (1.202)

Relagia (1.202) este cunoscutdi sub denumirea de formula in cinci puncte. Daci

dispunerea celor cinci puncte este ca in fig 1.12.a formula devine [D1]:

+ Ui+l.j-| + Ui-uu + Ui+l,_|+1 - 4Ui_j) = f(Mo)

1
(\/Eh)z ( i-1,j-1

O aproximare mai bund a laplaceanului in nodul (ij) se obtine utilizdnd relatii cu diferente
finite de ordin superior. Astfel, pentru o discretizare cu o refea pdtratici de pas h (t'fg.

1.12.b), laplaceanul in nodul (i) se poate aproxima folosind formula in noui phncte:

40

BUPT



y

hy ogp
li,j«1)

- {i,j)
(i1, Mo li+1,))
L
,j-1) /
S,
0
Fig.1.1
(i1, j+1) (i+1,j+1) (i-1,j+1) {i,j+1) {i+1,j+1)
{i,j) {i,J)
Mo {i-1,j) Mo fis1,j)
(1-1,j<1) -~ lie1,j-1)
{i-1;j-1) {i,j~1 {is1,j-1
al b)

Fig. 1.12

BUPT



P
2
Bt ™
L Py "
{i-1,1) i) R
aihx |
{i,j-1)
X
Fig.1.13
P2
y

Fig. 114

BUPT



+4U, , +U +U +U +U

141 ij=1j bl

|
m(“'u i +4U +4U i+, j=1 i-1jel i-1,j-1 el ZOU.,j) = f(Mo)

Pentru cazul retelelor triunghiulare (fig. 1.10.c) si hexagonale (fig. 1.10d) in [DI1]
se dau o serie de relatii de aproximare a laplaceanului prin diferente finite. Sunt dezvoltate

de asemenea [D1, M2, M3, M1, S2] formule cu diferente finite care aproximeazi
laplaceanul n coordonate polare (pentru probleme plan-paralele, cu simetrie cilindrici), in

coordonate sferice si rectangulare (pentru probleme tridimensionale).

Aproximarea conditiilor de frontierd prin diferente finite constitue o problemd la fel

de importantd ca si aproximarea interioari.

Se considerd ecuatia (1.196) cu conditii pe frontierd de tip Dirichlet (1.197). in
cazul general, cind frontiera ' a domeniului bidimensional are o formd oarecare, la
discretizarea interioard a domeniului unele noduri nu cad pe frontierd. In cazul unui nod
. periferic (de exemplu nodul (i,j) din fig.1.13) se scriu relatii de interpolare pentru U, intre
nodurile vecine interioare si punctele P,, P, in care frontiera I intersecteazi retcaua de
discretizare. La aproximarea laplaceanului se consideri noduri vecine cu (i) nodurile P,, P,,
'(i, J-1). (i+1), cu pasii o h,, B, h,, h,. Potentialele punctelor P,,P, rezulti de forma:

I’ =a (2U |+I.j)

Up, =B;(2U; ;- Uy) (1203)
iar laplaceanul in nodul (i,j) obtine forma [M2] :

w. _ 2 2

U= e U OO U ) S B UL 8, 7Y, U,

(1.204)
Tnlocuind in (1.204) pe (1.203) rezulti:

,
ALl - NU, +(1-o}
AU = (e, + Db Qo +o + DU + (-0 HU,, )]+

ﬂﬁoﬁ’m +B, 40U, +(1-BIU,, )

Dacd in ecuatia (1.196) conditile de frontierd sunt de tip Neumann (1.198), se
inlocuiegte conditia Neumann DU cu aproximarea sa normali prin diferente finite. Spre
exemplu, se considerd o retea pitratici in care P, este un nod periferic (fig. 1.14). Cel mai

apropiat punct de intersectie cu  frontiera este P,. Normala exterioari la frontiera I’ in

punctul P, este n (versor), iar versorii directiilor P,P,,P,P,.P,P, sunt respectiv #,,i,, 1,

In aceste conditii se poate scrie:

U, =U, +r, iEJ

cn,
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Ul = U: + 15 =
én.
cu
U| = Uo + 1, —
cn, (1.205)

in care 1y, ry, 1, sunt distantcle de la P, la P, P,, P,. Eliminand in sistemul (1.205) pe

U, se obtine un sistem de ecuatii n dU/8x si 8U/8y echivalent cu [M2]:

(Uz - Uo)[rm Sil’l((p - (po) -1 Sin((p - ('pl)] - (U1 - Uo)[rm Sin((\o - (Po)
. ou . .
T, Sm((P - (P:)] + (%)l[rllrﬂ sm((p3 - (pz) — I sm((p:—(po)

Iyl sin(q)'.‘ - (Po)] =0 (1.206)
in care: @, , @, ¢, si @ sunt unghiurile pe care le fac versorii 77,7, si 7 cu

axa Ox, lar marimea:
cu

(=) =8.(P)
on

este cunoscutd din conditia pe fronticrd (Neumann).

Relatia (1.206) permite aflarea valorii functiei (Uy) In nodul periferic P,,.

Conditii Neumann omogene (g,(x,y)=0) intervin pe acele portiuni ale frontierei I’
care coincid cu o linie de cdmp, iar conditii neomogene (g,=0) cind prin frotierd ies (sau

intrd) linti de cdmp sub un unghi oarecare.

Ecuatiile de tipul (1.206) scrise pentru toate nodurile periferice ale domeniului se
aliturd celor in diferente finite scrise pentru toate nodurile interioare, rezultind un sistem
de ccuatii fn care numirul de ecuatii este egal cu numirul de noduri ale domeniului adici
cu numirul de necunoscute (valorile functiei in noduri). Sistemul este liniar si poate fi

rezobvat printr-o metodd numerici oarecare (metoda Gauss, Jacobi Gauss-Seidel, Cholesky,

metoda suprarelaxdrilor succesive).

Aceste metode sunt cunoscute  [B1, B2, D1, N4, M2] existind subprograme
standard pentru rezolvarea sistemelor liniare. In  [G2] se prezinti in detaliu o metodd cu

diferente finite iterativi de calcul al campului magnetic cvasistationar.

Lcuatii cu_derivate partiale de tip hiperbolic

Se considerd cea mai simpld formi de ecuatie hiperbolicd de ordinul doi (ecuatia undelor):
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u  d'u

"~z a2 0
ot ox (1.207)
si conditiile initiale :
ou
5 T8
u(x,0) = f(x) H 1=0 (1.208)

Se pune problema rezolvdrii problemei Cauchy (1.207, 1.208) prin metoda
diferenfelor finite. Pentru aceasta se considerd o refea rectangulari cu pasii: h pe directia x

si k pe directia t. Se noteazd cu o raportul dintre cei doi pasi (a0 = k/h).

Aproximénd cu diferente finite derivatele partiale de ordinul doi, din relatia (1.207)

se obtine urmitoarea schemi expliciti cu_diferente:

1
kz( ij+l 2U +Uljl) ( i+l,j 2U +U|lj) O
sau:

Ij+l 2(1_0‘ )U +a (Ul+lj i- IJ) Ulj-

(1.209)
in care indicele i este folosit la discretizarea spafiali iar indicele j la discretizare timpului.
;Daci h=k, adici a =1, in [R3] se arati ci eroarea de trunchiegre pentru schema (1.209)

tinde la zero iar schema expliciti cu diferente devine:

Uu=U,,+U,,-U,,

Pentru discretizarea conditiilor initiale (1.208) se considerd functiile f si g continue si
derivabile de doud ori.

in aceste condifii prima relagie din (1.208) se poate scrie in forma discreti astfel:
U, =1thy =1 ; i=0.1.2,.

Presupunind cid solutia u(x,t) este tot continui si de doud ori derivabild se poate
dezvoita in serie Taylor in functie de timp, astfel [R3]

Ul4:Ui0+k(@)i _k
' ‘ ot

5 (atz ioFe.=f(ih) + Kg(ih) +

Q[£((i + D)+ £((G — Dh) - 21(ih)]

o |

43

BUPT



T acest caz schema explicitd cu diferente ce permite calculul solutiei numerice

pentru problema (1.207 - 1.208) se prezintd astfel:

Um = f,
U|.l = fu + kgi + %a:(fm + f.-l - 2f,)
Uijo =201- a®)U;;+ o (Ui + Ui )= Uiy (1.210)

in care ij = 0,1,23,...

Prima relatie din (1.210) permite calculul nodurilor de pe axa x, adicd pe nivelul
j=0 (valori initiale), a doua relajie permite calcului nodurilor la nivelul de timp urmdtor (j
= 1), iar a treia relatie determind succesiv nodurile din refea pe urmditoarele nivele de timp.
Schema cu diferente (1.210) are o stabilitate dependentd de o. Daci o <1 , domeniul de
dependentd pentru ecuatia cu diferente este inclus in domeniul ecuatiei diferentiale [R3] i
solutia este unic determinatd, schema (1.210) fiind stabild. Daci o >1 stabilitatea nu mai
cste asiguratd iar solutiile oferite de (1.210) pot fi incorecte.

Schemele implicite cu diferente finite oferd mari avantaje din punctul de vedere al
stabilitdtii. Se considerd aceeasi problemd (1.207 - 1.208) la care se mai adaugd conditiile
la limitd:
uOt)y =0 ,u(lt) =0
Aproximand derivata de ordinul doi in raport cu timpul prin diferente simetrice (1.195) in

punctul (ij) iar derivata in raport cu x prin diferenta medie (1.93) se obtine o schemai

implicitd de forma:

1
U\.Jvl - 2U1.J + Ui.j~l = Eaz[(U

-2U, +Ui—|,jv|)+

i+1,j+1 i+l

(Unl._l-l - 2LJl.j—l + Ui-l‘j‘l)]
sau de forma:

_O”ZUHI.M + 2(1 + a2)Ui.j+l - OLZUH,,‘H = 4Ui,j + azUiﬂ,j-l -

20+a®)U,, + a’U,, .,

(1.211)

Utilizand §i conditiile initiale si la limitd discretizate se poate afla solutia problemei
in nodurile de la nivelele de timp j=0 si j=1, dupi care intri in functiune rel. (1.211) care,
scrisd pentru i=1,2,3... conduce la un sistem de ecuatii de formi tridiagonala. |

Diagonala principald contine coeficienfi de forma 2(1+a?) iar celelalte doud

diagonale. coeficienti de forma (-a”) . Matricea fiind astfel diagonal dominanti, se poate
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calcula solutia dupd o metodd iterativi. Se obtin valorile functiei ciutate u(x,t) in toate

nodurile retelei la diferite nivele de timp.

Metoda diferentelor finite dd rezultate foarte bune in cazul ecuatiilor cu derivate

partiale de tip hiperbolic cu dou# si trei variabile spatiale [R3] .

Ecuatii cu_derivate partiale de tip parabelic

Se considerd cea mai simpld formd de ecuatie parabolici de ordinul doi:

@_azu

ot ox’ (1212)
cu condifia initiali:

u(x,0)=t(x); 0<x<1 (1.213)
"si cu conditia la limita:

u0) = gi() ;5 u(lp) = g (1214)

. Se presupune o retea de discretizare rectangulari x=ih si t= jk. Inlocuind derivatele

din (1.212) prin operatorul cu diferente la dreapta se obfine schema:

1 l
E(Ui‘jﬂ -U)= h_z(UM,j -2U;;+ U ) (1.215)

Astfel, pentru nivelul de timp j=0, i=0,1,2,... I se calculeazi valorile initiale in

fiecare nod al retelei:

§ Uy=1§
pentru i=0, j=0,1,2,... J, se calculeazd valorile pe frontierd in partea stingi:
Uy; = g0k

iar pentru i=I, j=0,12,.J, se calculeazi valorile pe frontiera din dreapta:

Uu = g,(jk)

Pentru nodurile interne ale domeniului se foloseste schema expliciti (obtinuti din
1.215):

k 2k k

U.__M = ?Ui-l_j +(1- I )Ui,j FUM,,‘

(1.216)

Schema explicitd (1.216) cu doud nivele de timp poate fi obfinuta si cu ajutorul

dezvoltirii in serie Taylor dupi variabila t:

o 1,70
ux,t+k)y=(1+k—+—-k’—+..)u(x,t)
o 2 o (1217
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fnlocuind operatorul de derivare in timp cu cel de derivare in spatiu

2

~ ~
C (&

> to

=D

ot ox°
relajia (1.217) devine:
I B
U ., =0+kD;+=k’Di+.)U,
’ 2 (1218)

Relatia (1.218) poate fi scrisd [R4] si functie de operatorul diferentd simetricd

tinind cont de relafia (1.194):

Al 1.~
U =[1+0.\7|'+lOt(OL——)V:+...)]UiJ
2 6 -(1.219)

L+l

in care a=k/’  este parametrul retelei de discretizare.

Retindnd din (1.219) doar primii doi termeni §i {indnd cont de rel. (1.191) se obtine

schema explicitd anterioard (1.216)
Dacii se retin primii trei termeni din (1.219) si se tine seama de(1.191) se obtine o

schemil expliciti cu diferente cu doud nivele ce implicd sase noduri ale refelei [R4] :
1 3
U, = 5(2 —5S0+ 60U, + 50((2 -3a)(U,,;+U._,) -
1
—(X(l - 6a)(Ui+2.j + Ui~2j)
12 ’ (1.220)

Conditia de stabilitate pentru schemele explicite cu diferente date de (1.216) si
(1.220) cste: O<a<1/2 . Aceastd condifie poate ti un impediment pentru calculator, deoarece

impune alcgerea unui pas (k) destul de mic in direcfia timpului. Datoriti acestui fapt un

interes dcosebit se acordd schemelor implicite cu diferente in care stabilitatea este asiguratd

pentru orice o > 0.
Ecuatiei (1.212) i se poate asocia [R4] o schemi cu diferente de forma:

1 _ _ 1
E(Un._lol U!..i) B hl [e(Um.m - 2Ui.j‘l + Ui—l.j+1 ) *
(I-0)U,,,,-2U, +U,_ )]
) . (1.220

unde O este o variabili ( 0< 0<l). Aceastd schemd implici in calcul sase noduri ale

refelei (et la nivelul de timp j s§i alte trei la nivelul de timp j+1). Daci 0=0 , rel.

(1.221) se reduce la (1.216). Pentru ©=1 se obfine schema Hyman-Kaplan:

-aU + (l + za)U.,j.l - G'Um_,u = Uij

Pentru 0=1/2 schema (1.221) se poate scrie sub forma:

=1+
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l 1
E(ULJH - Ui,]) = Eh_g(Um,M - 2Ui.j+| + Ui-l.j+l +
U, — 20+ U.,)

cunoscutd sub denumirea de schemd implicitd cu diferente Crank - Nicolson. In [R4] se
analizeazd stabilitatea schemei cu ajutorul metodei matriceale (teorema lui Ghersgorin)

ajungindu-se la concluzia cd schema implicitd Crank - Nicolson este neconditionat stabild.
1.5.2. Metoda elementelor finite

Metoda elementului finit este o metodd numericd a calculului variational utild
in problemele de analizd a cimpului electromagnetic care admit si o formulare variationali.
Calculul variational a luat nastere din necesitatea de a determina extremele (valorile
“extreme) ale functionalelor. O functionald se defineste ca o valoare sau functie care depinde
de intreaga variatie (de graficul uneia sau mai multor functi) si nu de un numir de
variabile discrete. Domeniul unei functionale este o multime de functii admisibile care
apartin unui spafiu sau unei clase de functii $i nu unui domeniu din spatiul coordonatelor.
Sunt cunoscute numeroase exemple de functionale din domeniile fizicii, matematicii, tehnicii
[L2, N6, K2, F1, S1].

Se considerd cazul unei functionale definite printr-o integraldi dubli pe un domeniu D

‘marginit de curba I' netedd pe porfiuni in planul Oxy:

= JIF(x,y,\v,wx,wy)dxdy (1.222)
D

in care F este o functie cu derivatele de ordinul doi continue in raport cu cele cinci
argumente, iar w, si w, sunt derivatele in report cu x, respectiv y ale funcjiei w(x.y).
Se pune problema determindrii unei functii w = u(x,y) care realizeazi un extrem

pentru functionala 3 . Pentru aceasta se scrie functia w(x,y) sub forma :
in care v(x,y) este derivabild de doud ori i este nuld pe curba de frontierd " si deci:

WXyl = u(x,y), (1.224)

n problemele la limitd soluia este in general cunoscutid pe frontierd si deci valorile
functiilor u si w sunt cunoscute pe curba I . fnlocuind (1.223) in (1.222) si efectudnd
integrala dubld, functionala 3 devine o functie de € ( parametru ce nu depinde de x si

¥).
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in practicd, functionala (1.222) este de reguli o functionald energeticd si deci
extremul ciiutat este un minim. Astfel problema minimizirii functionalei 3 se reduce la o
problemi de minim local pentru functia 3(€) . Conform analizei clasice conditia de minim
este:

d3(e)
de

-0 (1.225)
e=0

Relatia (1.225) reprezintd conditia de minim pentru funcfia 3(€) si In acelasi timp

conditia de stationaritate pentru functionala (1.222). Dezvoltand relatia (1.225) se obtine:

d3(e) dF LOF OF
—_— = dxd — —v )dxdy=0 1.226
(g e £j<d )eodxdy = H( oo +auyv)xy (1.226)

in care v, §i v, sunt derivatele in raport cu x respectiv y ale functiei v(x,y), iar u, si u,
sunt derivatele partiale ale functiei u(x.y).

Pentru a elimina termenii care confin pe v, si v, se integreazd prin par{i, primul
termen in raport cu x iar al doilea In raport cu y si se {ine seama cd v(x,y) = 0 pe curba
[", iar in final rel. (1.226) devine:

¢F ¢ ¢F 0 OF

Ho (a‘&h ay"u)d dy=0

(1.227)
de unde rezultd ecuatia cu derivate parfiale a lui Euler:
oF 8 oF 6 6F
cu cu
\ (1.228)

Ecvaia  lui  Euler (1.228) reprezinti conditia de stationaritate (minimizare) a
functionalej (1.222). In rel. (1.228) se cauti o functie u(x,y) care verifici ecuatia diferentiald
(Euler ). Dacdi se giseste o astfel de functie, ea minimizeazd si functionala (1.222). In

consecinid, problema variationald (1.222) si ecuatia cu derivate partiale a lui  Euler (1.228)

reprezinta doud probleme, in aparentd diferite, care au aceeasi solutie: u(x,y) . Pentru a gisi
functia  u(x,y) se rezolvd: fic ecuafia diferentiald a lui Euler , fie direct problema
variationala.

Dacd functia F este aleasi convenabil, ecuafia cu derivate pargiale (1.228) poate fi de
tip Poisson sau Laplace . Fie, de exemplu, functia F din (1.222) de forma:

F=ul +ul +2f(x,y)-u(x,y)
(1.229)
unde u, si v, sunt derivatele de orinul intii in raport cu x si y, iar f(x,y) o functie dati

continua. In acest caz. ecuatia lui Euler (1.228) devine:
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o'u  A'u
+

axz ayl

care este ecuatia lui Poisson .

=f(x,y)
(1.230)

fn consecintd problema rezolvdrii ecuatiei Poisson (1.230) poate fi transferati (in

domeniul variational) la rezolvarea functionalei:

7 [ (u? +u? +2(x,y) u(x, y))dxdy (1.231)

Ecuagiile cu derivate partiale de tip eliptic (ecuatii ale campului electromagnetic) pot
primi astfel o formulare variajionald.

Constructia modelului matematic variational de camp presupune stabilirea unui
principiu variational ( de tip lagrangean sau hamiltonian ), capabil si furnizeze din conditia
de stationaritate a unei functionale adecvate ecuatiile de bazi ale campului electromagnetic.

' Dacid se aplicd principiul variational al actiunii stationare unui sistem fizic constituit
dintr-un mediu in prezenta cimpului electromagnetic , integrala I este de forma (M2] :

~ £ — B +J-A - W
~ [[FDJE- PHIB+T A -p VId (123

in care primii doi termeni caracterizeazd cidmpul electromagnetic liber, iar ultimii doi
cuplajul cdmp-corpuri, tofi termenii reprezentdnd densiti{i de volum ale energiei (dw este
elementul de volum al domeniului D). In cazul campului magnetic stationar, functionala
energeticd (1.232) devine:
¥ [([HIB-T-A)o (1233)

Metoda Ritz este o metodd numericd de minimizare a functionalei (1.222) si consti
in aproximarea functiei cdutate printr-o combinatie liniard de functii triale :
u(X%,Y) = @ (%,¥) +¢,0,(X,¥) +¢,0,(X, ¥)+...c,0,(x,y) (1.234)

unde ¢,,¢y,...c, sunt coeficienti constanti ce urmeazd a fi determinafi. Pe frontiera domeniului

®,, ¢ @,.. @, sunt nule si deci valoarea functiei este : U(X.¥)|. = ¢,(x.,y)

In aceste condifii functionala 3 devine o functie de n - variabile: 3 Layey, ).
Conditia de stajionaritate pentru funcfionald, devine astfel echivalenti cu condifia de extrem
pentru functia de n- variabile:
ﬁz ; i=123. n (1.235)
e,
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Metoda Ritz si  echivalentele sale (Galerkin, Kontorovici) apartin  metodelor
variationale clasice si prezintd unele dezavantaje in aplicafii : discretizarea functionalei se
efectucazi pe intreg domeniul D; pentru mdrirea preciziei sunt necesare functii triale mai
complicate ; functiile triale trebuie sd satisfacd condifiile pe frontiera.

In_metoda _elementelor finite domeniul D se partitioneazi in subdomenii disjuncte

numite elemente finite, In general de aceeasi forma. Functiile triale sunt decfinite pe fiecare
clement, in majoritatea cazurilor fiind polinoame de interpolare Lagrange de grad relativ
mic. Se mai folosesc si polinoame Hermite si "spline", detalii in acest sens gasind in
[S6.M6]

Satisfacerea conditiilor pe frontiera elementelor finite este simplu de indeplinit
deoarcce, in  general, frontiercle sunt linii poligonale. Intr-o problemd plan-paraleli
clementele finite sunt de formd triunghiulard, dreptunghiulard, etc., cu laturi drepte sau
curbe. Nodurile se aleg in vérfurile elementelor, la mijlocul laturilor, In centrul elementelor,
ctc. Fiecarc element este caracterizat de numarul gradelor de libertate, egal cu numirul
nodurilor apartinind elementului in care se impun valorile functiei triale. Cel mai simplu
clement finit este triunghiul care este si cel mai des folosit. Triunghiul cu gase grade de
libertatc are incd trei noduri situate la mijlocul laturilor si se numeste element finit de
ordinul doi. O serie de detalii privind elementele finit i tehnica metodei pot fi gisite in
[O1P1 M2 NS5].

In csentd metoda constd in dezvoltarea functionalei (1.232) sau (1.233) pe fiecare
clement finit fn care a fost discretizat domeiul D si apoi in rezolvarea sistemului algebric
liniar de ccoatii care asigurd conditiile de stationaritate ale functionalelor.

Pentru exemplificare se presupune o problemi plan-paraleli de cidmp magnetic
stationar cdreia ii corespunde functionala (1.233) . Domeniul D este continut in planul xOy.
Daci se reprezinta potentialul magnetic vector (A )} pe a treia axd a sistemului cartezian se

obtine o suprafati in _spatiu A=A(x,y). Directia vectorului A fiind mereu aceeasi

(perpendiculard pe planul xOy) se renunti la reprezentarca vectoriald. Aceastd suprafatd se
discretizeazd prin mici suprafefe plane (elemente finite) de formd triunghiulari.

Astfel pe fiecare element finit potenfialul A® devine o functie liniari de x si y
(polinom de gradul intdi in doud variabile):

A'(X,y)=aj +ajx+aly (1.236)

marcheazi mirimile care sunt proprii fiecdrui element (trecind la un alt
clement . acestea se schimbi).

" on

unde indicele "e
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Nodurile retelei de elemente finite se considerd in varfurile triunghiurilor (fig. 1.15).
Fiecdrui nod ii corespunde o valoare a potentialului. Punctului de coordonate ( X, ¥y, ) 1l
corespunde potentialul A;, s.a.m.d. Pentru elementul finit din fig. .15 coeficientii a,, a, , a,
din ( 1.236 ) se determind impunind conditia ca planul ( 1.236) si treaci prin trei puncte:
A, =a +a,x, +a,y,

Aj=a +a,x; ta,y,

A, =a, +a,x, +a,y, (1237)
Prin rezolvarea sistemului rezultd coeficientii a,, a,, a,.
In consecinti, pentru fiecare element , coeficientii a,°, a,° ,a,° sunt functii de valorile
potentialelor (A;, A;, A,) in virfurile elementului triunghiular respectiv. Astfel, pe suprafata

elementului, potentialul se determind cu relaia:

AT Y)=al(ALA A ) Fal(ALA LA )x+a(ALA LAy (1238)

sau, ordonand altfel membrul drept:

A=A (GY)+HA 9 (XY)+A,0,(xY) (1.239)

in care se recunosc functiile triale sau de coordonate (@, ¢;, ¢, din rel. ( 1234) i
coeficientii constanti (A;, A;, Ay).

in problema plan-paraleli considerati se pot calcula in acest moment componentele
inductiel magnetice ({indnd seama si de rel. 1.238) pe fiecare element in parte:

‘B, = %; aj(A,A A ) =ct.

X

(1.240)
_OA _
B, = aj(ALA LA ) =ct.
; ax (1.241)
Se constati ci inductia B = +/BU+ Bl este constanti pe toati suprafata

elementului finit ( triunghiului) .

Revenind la rel. ( 1233 ) , funcfionala energetici se transformi intr-o sumi de
functionale elementare la nivelul celor m-elemente de discretizare a domeniului [M2] :

= |(—= | BB, +—| "B dB, - JA)dxd 242
g(“f i f Jdxdy = Z} (1.242)

~c

in care 3° este functionala corespunzitoare elementului finit "e" (domeniul D este in acest

caz suprafata elementului "e", notati cu D° ):

3 = [, (JHdB - J - A)dxdy
) (1.243)
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Decoarece B, si B, sunt functii de potenfialele A, A;, A, , la nivelul intregului

domeniu, functionala este dependenti de potentialele tuturor celor n-noduri ale domeniului

I=3(A A58 5 ) (1.244)
si deci conditia de stationaritate devine sistemul algebric:

63 _p  v=123.n (1.245)
0A

in care se recunoaste relatia generald ( 1.235 ) .
Trebuic semnalat aici un fapt remarcabil: dacd se scrie, de exemplu, ecuatia pentru

i~¢
3

L - . . 3= . N .

v =7 din sistemul (1245), derivarea functionalei bt se ftace in raport cu A, si
: ¢ . . . .

deci suma & trebuie extinsd doar asupra elementelor finite din jurul nodului v = 7care

e~c

confin variabile A, (celelalte functionale 3° se anuleazi prin derivare), astfel ci:

‘\ mv my 3~¢e

2= ~ (1.246)

\ e=l c:laAv

cA
in care m, reprezinta numirul de elemente finite din jurul nodului "v" In consecin{d

sistemul ( 1.245 ) devine:

Ry

. —JA)dxdy=0
e=1 )
(1.247)
v=1273,...n
Lfectudnd in continuare calculele se obtine:
o, B,
>(B S >~ I
et (;A\ [ 13
(1.248)

in care Aq.J reprezinti aria suprafetei elementului respectiv, permeabilitatea magnetici
(constanta) a elementului §i densitatea curentului de conductie ce traverseazd elementul, toate
variabile de la element la clement . Tindnd seama si de rel. (1.240) - (1.241) se obtine in
fin: . A ) R}

inal un sistem algebric liniar in care necunoscutele sunt A Ay Ay o AL A, care se

rezolvi numeric printr-o metodi adecvati. Cunoscind aceste potentiale, se dectermind, cu

ajutorul rel. ( 1240 ) - ( 1241 ) inductiile magnetice pe fiecare element si problema se

considerd rezolvati.
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Procedeele legate de aplicarea metodei elementelor finite se dezvoltd in permanenta.
n [NS] se prezinti un procedeu relativ simplu de generare automatd a retelei de discretizare
si de realizare a conexiunilor triunghiurilor, descriindu-se intreg algoritmul. In [I3] se
sugereazd folosirea transformdrilor conforme pentru realizarea unei refele de discretizare
simpld ( regulati) in planul W care apoi se transformi conform in planul fizic ( Z ) al
problemei.

Numeroase detalii privind aplicarea concreti a metodei elementului finit in calculul
cimpului electromagnetic stationar pot fi urmdrite in [S5,C3,C4,V2]. Metoda elementului
finit poate fi extinsd §i pentru calculul cdmpului magnetic nestationar (ecuatii cu derivate
partiale de tip parabolic si hiperbolic). Includerea dimensiunii "timp" face astfel posibild
solutionarea prin aceasti metodd a unor probleme legate de regimuri tranzitorii sau de
difuzie a cAmpului electromagnetic . In acest sens in [P2,B3] se poate urmiri modul de
-solutionare a unei probleme de cAmp nestafionar prin metoda elementului finit .

In [G3] se face o comparatie intre performantele metodei diferentelor finite si
jmetodei elementelor finite prezentdndu-se citeva concluzii: viteza de convergenid a celor
doui metode este aceeasi; erorile de discretizare sunt egale; la acelasi numar de
necunoscute, metoda diferentelor finite necesitd un volum de memorie cel mult egal cu cel
pretins de metoda elementelor finite; dacd numarul de necunoscute este mai mic decit cca.
800, timpul de calcul este mai mic la metoda diferentelor finite, iar peste acest numar , la

metoda elementelor finite.
1.53. Metoda elementelor de frontiera

Metoda diferenelor finite si metoda elementelor finite sunt metode " de domeniu".
Ele aproximeazd ecuatiile cdmpului electromagnetic in tot domeniul (discretizat) si satisfac
in prealabil conditiile la limitd impuse. Dimpotrivi , metoda elementelor de frontierd, este o
metodd "de frontierd". Ea verificd exact ecuatiile cidmpului electromagnetic in domeniu de
cimp si aproximeaza conditiile pe frontiera.

Fati de celelalte doud metode (de domeniu) , metoda elementelor de trontierd oferd
urmitoarele avantaje [M2]:

- necesitd doar discretizarea frontierei rezultdind un numir mai mic de ecuatii ale
sistemului algebric liniar si tot ce decurge din aceasta: numar mai mic de date de intrare,
spatiu de memorie mai mic, timp de clacul mai redus;

- acuratetea sa numerici este, in general, superioard;
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- poate {1 combinatdi cu metoda elementelor finite sau diferenielor finite pentru
obtinerea unor precizii sporite.

Se considerd o problemd plan - paraleld in care potentialul ¢ satisface ecuatia lui
Poisson (1.129) pe un domeniu plan D avind conditii pe frontierd [ de tip Dirichlet sau
Neumann (in fiecare punct al frontierel se cunoaste potentialul sau componenta normald a

gradientului) .

de
In aceasta situatie formula celor trei potentiale ( 1.34 ) leagd valorile ¢ si dm

pe frontierd sub urmitoarea forma:

a, d dG
“Lo(P)=4.(G L - =2)dI - [[,G(Ap)do
on dn dn (1.249)

in care: a, =21 daci P € D ; ap,=ndacdi Pel'; a, =0 daci P este in exteriorul

1
. . G = —In L < . . . .
domeniului, iar 2n ¢ . Dacd in fiecare punct al frontierei s-ar cunoaste valorile @

dog
$i dn , atunci relatia ( 1.249 ) ar putea servi la determinarea potentialului in fiecare punct

al domeniului D.
Prin rezolvarea numericd a ecuatiei (1.249) se urmdreste tocmai determinarea valorilor

doq
© Sl dn in fiecare punct al frontierei I

In acest scop se discretizeazd (se aproximeazi) frontiera prin N elemente de frontierd
liniare (segmente de dreapti), ', , 'y, I'y .. Ty . Nodurile retelei de discretizare se
considerd la mijlocul fiecdrui element de frontierd , in punctele X,, X,, X;, ..X,. (figura

1.16) . Pe elementele de frontierdi I', , valoarea potentialului @

si  valoarea componentei

do
normale a gradientului (3n ), sunt constante si egale cu valorile lor Tn centrul elementului,

adicd in punctul X,

In aceste conditii integrala pe curba T din relatia (1.249) se descompune in N

integrale pe cele N elemente de frontieri. Daci punctul Pe I, , relatia (1.249) devine:

Lo =3 X 0(82), -, 9Ky
59 2] s )dn),-—ijdlj—ZIIG(X,,x)hkdck (1.250)

k='D.
Daci punctul P €', |, in relatia (1.250) se schimbi doar ¢, In @, si GX,x) in G(X,.x).

In acest fel se obfine un sistem de ecuati algebrice linire dupd rezolvarea integralelor . La

efectuarea integralelor pe elementele I, . valorile ©; si (:_";1’-‘ ); » fiind
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constante, se scot in afara integralelor . in integrala dubld, valoarea laplacianului (A @ =h)

este iardsi constantd pe domeniul D, de discretizare si se scoate in afara integralei.

In continuare se fac urmitoarele notatii [G4] :
d
&L
d
J.G(th)d)j :¢jG}
I‘J

J’ dG(Xl’x)) (l) Fl

r

[Jo(X,.xh, = h.H|
Dy

astfel Incat sistemul algebric complet poate fi scris astfel:

N . . K X
~¢; =2 0,G -9;F) - > h H, (1251)
= j=1 k=1
i=12,..N

Sistemul contine N ecuatii si 2N necunoscute. Necunoscutele se considerd a fi: Q;,

do
=123, N §i (dn =0, j=1,2,3,.N . Daci pe frontierd se cunosc potentialele ¢, (cazul

problemei Dirichlet) rezulti ¢i mai rdman N necunoscute (P, =1.23,.N ) care pot fi
determinate prin rezolvarea sistemului de ecuatii algebrice liniar (1.251) . In cazul problemei
Neumann, din sistemul (1.251) se determind potentialele pe frontierd (@;.j=123,.N) .
- In consecinti oricare ar fi conditile la limitd date, sistemul (1.251) permite
determinarea pe frontierd a celuilalt set de mirimi astfel Tncit dupi rezolvarea sistemului se
cunosc pe frontierd valorile potentialutui si ale componentei normale a gradientului de
potential. Cu aceste valori cunoscute, formula celor trei potentiale (1.249) devine utilizabili
si permite calculul potentialului ¢ (P) in orice punct P al domeniului D.

In [S7] se aratd ci metoda elementelor de frontierd este indicatd la cazurile in care
zona de interes este frontiera si se va evita utilizarea ei la problemele * de domeniu" din

cauza timpului de calcul.
1.6._EXEMPLU DE CALCUL

In (figura 1.17) se prezintd desfisurat forma jugului in cazul unei tole utilizati in

constructia masinilor electrice. Liniile de cimp magnetic care se inchid prin jugul de
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iniltime h se curbeazi in dreptul dintilor, sectiunea jugului fiind mai mare In axa dintilor.
Se obtine ca efect o descdrcare magneticd a jugului ca urmare a prezentei dintilor. Deci,
prezenta dintilor mdéreste fictiv jugul, asa cum deschiderea crestiturilor mdreste intrefierul.
Deosebirea dintre cele doud situatii constd in aceea ci liniile de cdmp din jug sunt linii
echipotentiale in intrefier si invers. Se pune problema [M12] determindrii unui coeficient (k;)
de crestere a indltimii jugului (sau de micsorare a inductiei in jug) care sd {ind seama de
prezenta dintilor. de forma crestdturii in zona jugului ¢i de dimensiunile geometrice h. r, d
(figura 1.17). Problema pusd se rezolvd in continuare prin_metoda transformdrilor conforme.

iIn planul Z se considerd domeniul din figura 1.18.a care aproximeazi problema reald
in urmitoarele ipoteze simplificatoare:

-se considerd un singur dinte, neglijind influenta prezentei celorlalti;

-se neglijeazd prezenta celeilalte crestituri, adiacente dintelui considerat;

-indlyimea dintelui se considerd a fi limitata (ca in figura 1.18.a)

Verificirile experimentale au dovedit ci ipotezele de mai sus pot fi acceptate.

Domeniul ales simplificd problema permitandu-i o rezolvare analiticd In conformitate
cu cele expuse in paragraful 1.4.5.

In acest sens se urmireste transformarea conformi a conturului ABCDEF din planul

Z pe semiplanul superior W (figura 1.18.b.) utilizdind formula Schwarz - Christoffel (1.178)

in care:

=
>

Il

|
il
=

I

A

(1.252)

poligonul "ABCDEF are o formd rotunjitd (arc de cerc) pe por{iunea

Deoarece

AB, sc tinc seama de observatia (1.181) si se obfine relatia de transformare conformi
amintitd, sub forma:

1

r—1)? -
(w )+)\(w] a) Wi C

-

2=A,]

w(w —a)? (1.253)

in care A;, C, A, a sunt constante ce urmeazi a fi determinate.

Rezolvarea integralei se face separat descompunand expresia de sub integrald in doi

termeni:

Y

(w—a)E W w

I=1 +1, =
(1.254)
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Intrucdt rezolvarea integralei I, este imediati se prezinti in continuare modul de

rezolvare a integralei I, ficand substitutia:

, (w-—1
pl= w-1)
(w—a) (1.255)
de unde rezulti:
ap’ -1
p’ -1
_2p(1-~a)
(p - 1)
dw 2p(1—a)
T3 1) P ] P
wo (p=1D(ap’ - 1) (1.256)
Cu acestea, integrala I, devine:
2(1-a)p’
I, = slp—l p
(p" —1(ap® ~ 1) (1257
care se rezolvd imediat prin descompunere in fractii simple.
In final expresia (1.253) are forma:
z=A,(InP : -1 Pye _1+M ap’ _1)+c
P~ Ja pya p’ (1258)

sau (inind seama de (1.255) :

\/—+\/w a_ 1 aw-1)+yw- 2 +ilnw)+C
JWol - Jw = J_ \/a(w—l) Jw-a (1.259)

~z=A,(l

Determinarea constantelor

Dacd Z parcurge distanta CD . In planul Z, atunci w parcurge drumul de la C la

D pe un semicerc cu razi R— o i semiplanul superior W:

i v !
x ®__1)2 o 2
i(h+r)=£imA,J‘(Re 1)? + A(Re : a)
° Re“(Re”-a)?

Re*ido =iA (1+1)n
(1.260)

de unde:
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h+r=7=A,(1+A) (1.261)

Alte relatii pot fi giisite urméirind corespondenta diferitelor puncte intre planele W i
Z. De exemplu. pentru w=1 se obfine p = 0 si Z=0 + ir (corespondenta punctului A in

cele douii plane), iar din relajia (1.258) rezulti:

1
—In(-1)+Alnl]+C
Ja (1.262)

Efectudnd calculele se obgine succesiv:

0+ir=A [In(~1)-

. . 1.
O+ir=A,(in-~=in)+C

NA
1
A

si prin identificare rezultd:

0+ir=inA,(I1-—=)+C

C=0 (1.263)

1
r=71A (1-—=)
va (1.264)

Pentru w = a se obtine p=ewo i Z=r+i-0 (corespondenta punctului B in

cele doud plane):

. 1
r+i0=A,(Inl-—=Inl+Alna 1.265
| 7 ) ( )
de unde:
r=AA Ina

(1.266)

Rezolvand sistemul de ecuatii format din (1.261), (1.264), (1.266) se obtine:
Y
' on(Va-1)

(1.267)

_n(s/——l)

= Ve Y
Jalna

(1.268)

lar constanta a rezultd din ecuagia transcendenti:
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\/Z b h+r
—— = 1.269
(Va-1) Ina r (1269

In figura 1.19 se poate urmdri solufia ecuatiei (1.269) rezolvati printr-o metodi

numericd (Newton-Raphson), pentru diferite valori ale raportului hir.

Constantele sunt determinate dar campul nu este inci omogen in planul W, motiv
pentru care se realizeazd incd o trasformare conformd (din planul W in planul G ) datd de
urmitoarea relatie:

dw

g:Azf TK=A,Inw+tK

w (1.270)
Relaia (1.270) transformd semiplanul superior W in fisia cuprinsi intre n=0 si n=n,
(figura 1.18.c) in care cAmpul este omogen.
Plasdnd originea planului ¢ in punctul A (unde w=1 ) se obtine:

c=0=A,Inl+K

(1.271)
de unde rezultd: k=0.
‘ Daci w—-0 , tindnd cont de (1.270) se poate scrie:
® +in, = A, In(-0) = A, In(i’0) = A, (2Ini + ) = A, (in + o) (1272
de unde:
A, = Ny
; n (1.273)
Transformarea (1.270) are forma finali:

n
¢=linw

T (1.274)

Astfel se obtine in fisia CDEF din figura 1.18.¢ un cdmp magnetic omogen, liniile
de cimp respectiv cele echipotentiale fiind drepte paralele.

Relatiile (1.259) si (1.274)_definesc trasformdrile conforme care asigurd corespondenta
a trei domenii din cele trei plane (figura 1.18).

Modulul inductiei magnetice intr-un punct al domeniului din planul Z wva fi
(considerdnd | constant pe portiuni):
ld¢

doj_ |95 dw
ldz

B:
H dw dz

- “‘ (1.275)
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in care:

dz A (Jw-1+AJw—a) (1.276)

Cu aceste valori, relagia (1.275) devine:

B = Mo vw-—a ‘ (1.277)

- TA, «/w—] +}n/w—a‘

Din planul Z se observd ci valoarea maximid a inducfiei se obfine pentru z—-o ,
respectiv. w—0  (in planul W), astfel incit:

un,  Va

" A, 1+AVa (1.278)

Impartind ultimele doud relatii se obtine:

B _1+7n/§ w-—a |
B Ja \/w—1+)n/w—a‘

max

(1.279)

Relatia (1.279) permite calculul raportului B/B,,, in diferite puncte ale frontierei

ED ( w <0). Prezintd interes intervalul:

O0<Realz<r+ g
2 (1.280)

adicd intre axa crestaturii i axa dintelui vecin. Variafia inducfiei magnetice pe intervalul

o) . - = R . . . s . . . e
(1.280) este o misurd a descircirii magnetice a jugului datoriti prezentei dingilor. in
consecin{d se defineste coeficientul (k; ) de descircare magnetici a jugurilor ca o medie a

inductiei pe intervalul (1.280) , astfel:

2
(1.281)

in care. Xx=Real(Z)

In figura 1.20 se poate urmdri variafia inductiei relative pe intervalul 0<x<7,5 mm

pentru r=53mm, d=5mm si patru valori ale lui h.
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Curbele prezentate In figural.21 reprezintd coeficientul k; calculat cu relatia (1.281),
pentru numeroase cazuri reale care acoperd situajiile Intdlnite in practici. Cunoscand
dimensiunile tolei: rd,h, curbele din figura 121 permit determinarea coeficientului k; care,
in calculele de proiectare, trebuie si inmulteascd inducfia magnetici in jug (k; B) avand
semnificaia de descdrcare magneticd a jugului. Efectul este acelasi in cazul in care k;

actioneazd asupra indl{imii jugului, mérind fndlfimea de calcul a jugului (h/k).

1.7 CONCLUZII

Solutia unei probleme de cimp poate fi obtinutdi pe cale analitici sau pe cale
numericd.

Metodele analitice de calcul al campurilor au o arie restrdnsd de aplicabilitate
{probleme model cu domenii omogene si forme simple ale frontierelor) dar prezinti un
avantaj remarcabil: permit obtinerea solutiei exacte a problemei de ¢imp sub formid unor
expresii finite continind functii elementare sau speciale cunoscute. Solutia analitici permite
mterpretarea calitativd a rezultatelor si este intotdeauna preferabild, daci poate fi obtinuti.

Metodele numerice de calcul al cadmpurilor au un domeniu mult mai larg de aplicare
(domenii neomogene, frontiere de forma oarecare) in raport cu cele analitice; acesta
reprezintd  principalul lor avantaj, care a contribuit la dezvoltarea si perfectionarea
algoritmilor numerici odatd cu cresterea vitezei de calcul a ordinatoarelor electronice.

Metodele numerice au si citeva dezavantaje:

-conduc la obfinerea unei solutii aproximative;

-soluia se prezintd sub forma unui sir de valori numerice, fiind greu de manevrat si
reprezentat;

-implicd un volum mare de muncd pentru implementarea algoritmului de calcul numeric;

-necesitd utilizarea unui ordinator electronic avind memorie si vitezi de calcul relativ
mari.

Alegerea metodet de calcul al cAdmpului este determinati direct de ipotezele problemei,
in special de forma domeniului de calcul. in problemele reale, stabilirea ipotezelor trebuie
fdcutd cu multd atentie avind In vedere, in permanentd, doud aspecte contradictorii:

-rigurozitatea solutiei, care trebuie afectatd cdt mai putin cu putinti;

-timpul necesar pentru obtinerea solutiei.

Ipotezele de lucru trebuie alese astfel incit si conduci la un raport echilibrat intre
rigurozitate i timp necesar de calcul.

Analiza acestor aspecte trebuie ficutd in orice exemplu de calcul al campului si

conduce la stabilirea celei mai potrivite metode de solutionare a problemei de cimp.
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in consecintd, nu poate fi recomandatd, in general, o anumiti metodd de calcul al
campului electromagnetic. Trebuie cunoscute toate metodele, aria lor de aplicare, avantajele
si dezavantajele lor pentru a face o alegere potrivitd, intr-o aplicatie data.

Solutionarea problemei de camp in cazul unei masini electrice nu este simpld. intrucét
intervin céteva dificultati suplimentare:

-existii armdturi in migcare;

-domeniul de calcul are un numir relativ mare de neomogenititi si frontiere cu forme
complexe;

_sursele cimpului sunt variabile in timp si nedeterminate in anumite zone (subdomeniul
indusului).

Cu toate acestea, au fost claborate programe complexe de calcul care determind cdmpul
magnetic intr-o magind electricd, folosind exclusiv metodele numerice, in special metoda
clementelor finite. Aceste programe de calcul sunt indispensabile in analiza cimpului
magnetic din magind §i reprezinti un model de cdmp al maginii (model neliniar) care
permite determinarea cu precizie mai mare a unor parametri concentrafi (inductivitd(i) din
schema electricd cchivalentd.

Alaturi de aceste performante, modelul de camp al masinii electrice (cu elemente finite,
sau cu diferente finite) are anumite limite. Una dintre ele este aceasta: rezolvarea repetatd a
problemei de cAmp (de mii de ori, in cazul problemelor de optimizare) conduce la un timp
de calcul inacceptabil de mare. Cu alte cuvinte, este greu de imaginat implicarea unui
model de cimp cu elemente finite intr-o problemd de optimizare a constructiei unei masini
electrice, desi acest fapt ar fi de dorit, intrucit, in acest fel, s-ar obtine un model al
masinii mai apropiat de cel real, cu toate avantajele care decurg de aici.

Pentru realizarea acestui obicctiv este necesar si se rezolve problema de cdmp la masina
clectricdt in aga fel fncat solutia sd poatd fi usor de construit, si necesite un timp redus de
calcul. pentru a putea fi inclusd in procesele ciclice de calcul din problemele de optimizare,
care impun determinarea repetati a cimpului.

In accastid directie este dezvoltatd lucrarea in continuare: se reconsiderd probiema de
cimp la magina de inductie urmidrindu-se elaborarea unei solutii adaptate algoritmilor de
optimizare.

Pentru aceasta, subdomeniile neomogene sunt echivalate cu subdomenii ideale, omogene
si anizotrope; se alege o metodd analitici de rezolvare a problemei de camp; solutia
analitica obfinutd este inclusi fintr-un proces iterativ de calcul fn care se ajusteazi
permeabilitatea magnetici la fiecare iterajie pentru a {ine seama de neliniaritatea mediului

feromagnetic. Se obtine astfel o solutie aproximativd, denumitd in cele ce urmeazi : ’
Solutie Analitica lterativa (sau prescurtat SAI).
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Cap. 2

CONTRIBUTII PRIVIND ELABORAREA
UNEI Solutii Analitice Iterative (SAI) A PROBLEMEI DE CAMP
LA MASINA DE INDUCTIE

INTRODUCERE

Pe misurd ce teoria masinilor electrice face progrese, este tot mai evidentd
éomplexitatea fenomenelor care stau la baza functiondrii acestora. Cu toate aproximatiile
care s-au facut pdnd in prezent, teoria moderni a masinilor de curent alternativ descrie
satisfacitor comportarea maginii in diferite regimuri i servicii de functionare, daci
parametril maginii sunt stabiliti in mod corect.

In [DS] prin “parametrii” se Iinelege totalitatea inductivitatilor mutuale, a
inductivitdtilor §i a rezistentelor circuitelor masinii, totalitate care detrmind comportarea
masinii  In sistemul energetic si desfisurarea proceselor in masini. In consecinti, calculul
precis al parametrilor este de cea mai mare importantd in practica si in teoria masinilor
dlectrice de c. a.

Inductivitdtile principale (mutuale, sau de cuplaj) ale unei masini electrice se referd
numai la cdmpul magnetic principal al ei (ale cirui linii traverseazi intrefierul inlintuind st
infdsurdri din cealaltd parte a masinii).

Inductivitatea principald a unei infisurdri monofazice (L,,) parcurse de curentul i se
defineste in general prin raportul [D3]: L,,_ W, /1. 1o care . este fluxul magnetic
principal corespunzitor cmpului magnetic din intrefier produs de curentul i. Valoarea
inductivitdtii principale depinde de dimensiunile geometrice, de forma constructivi a masinii
considerate si de proprietitile de material. Pentru o masini electrici dati, inductivitatea
principald este dependenti de gradul de saturatie a circuitului feromagnetic si de regimul de
functionare a masinii.

Expresia pentru calculul practic al inductivititii poate fi dedusi pe baza tensiunii
magnetomotoare si a campului magnetic produs in intrefier. Deoarece in maginile electrice

cimpul magnetic este produs numai de curentii de conductie, in locul tensiunii
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magnetomotoare se poate lua solenatia. Astfel, calculul inductivititii principale urmdreste
intocmai calculul caracteristicii magnetice la mers in gol pentru magina consideratd (fluxul -
functie de solenatie). Fiecdrui punct determinat al acestei carecteristici 1i corespunde §i ©
valoare a inductivitifii principale. Pornind de la valoarea tensiunii induse (aproximativ egald
cu tensiunea la borne), se determini succesiv: fluxul magnetic din intrefier (din legea
inductiei electromagnetice), inductia in intrefier, tensiunile magnetice pe portiuni, tensiunea
magnetomotoare, solenatia, curentul de magnetizare (ca sursd a campului magnetic) si astfel
se obtine, un punct al caracteristicii magnetice la mers fn gol. Dacd se imparte valoarea
fluxului polar din intrefier la valoarea curentului de magnetizare al masinii, se obtine, in
plus si valoarea inductivitdtii principale.

Decoarece solenatia de magnetizare este proportionald cu curentul de magnetizare, iar
fluxul polar din intrefier este proportional cu tensiunea indusd, curba [=f(U,), obtinutd prin
misurare, reprezintd aproximativ si caracteristica magneticd de mers in gol, dar la altd scard.
Acest fapt oferd posibilitatea determinarii experimentale a caracteristicii magnetice si in
acelasi timp permite un control bun al metodelor de calcul al mirimilor globale (tensiune
indusd, curent de magnetizare, flux, inductivitigi).

In aceste calcule se fine seama doar de armonica fundamentali de spatiu a tensiunii
magnetice. Armonicile superioare de spafiu ale tensiunii magnetice, produse in intrefier de
infdgurdrile statorice, au o interacfiune slabd cu infisurdrile rotorice provocand, la mersul in
gol. doar o ourecare saturare a extremitdtii dingilor statorului si rotorului (capetele de dinti).
Aceste armonici superioare formeazd dispersia diferentiald cunoscutii a infisuririi respective.

Conform celor de mai sus, calculul inductivitdfii principale (mutuale) implicd si
caleulul tensiunilor magnetice pe diferite portiuni ale circuitului magnetic (in dinti, in
Juguri). lucru care mdreste considerabil dificultatea problemei. Pentru calculul tensiunilor
magnetice in fier au fost elaborate diferite metode bazate pe coeficienti empirici si curbe de
corectic determinate experimental §i valabile pentru anumite cazuri particulare.

In [MI12] se prezinti o astfel de metodd in care se aduc unele fmbunitdfiri in
calculul tensiunilor magnetice in juguri, fapt dovedit prin verificiri experimentale. A fost
insd necesard introducerea unor curbe de corectie a tensiunii magnetice, determinate

cxperimental pe un numir mare de motoare electrice reale.

In acest capitol se propune o alti metodi de calcul al caracteristicii magnetice la
mersul in gol, pentru o magind de curent alternativ cu intrefier constant si anume prin

rczolvarca problemei de cimp electromagnetic.
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Pornind de la o valoare datd a curentului i (sursa cidmpului) se determini mai intai
distribugia cdmpului magnetic in tot domeniul $i apoi fluxul magnetic polar din intrefier. Se
parcurge deci un drum invers fati de metoda clasici: pornind de la o solenatie dati se
determini in final fluxul. In acest fel, punct cu punct, se construieste caracteristica
magnetici la mers in gol, cu observatia ci pentru fiecare punct al caracteristicii, trebuie
rezolvatd si problema de camp electromagnetic.fmpﬁr;ind valoare fluxului polar din intrefier
la valoarea curentului care-l produce, in fiecare punct al caracteristicii, se determind
inductivitatea mutuald de cuplaj magnetic intre stator si rotor, care, inmultitd cu pulsatia

curentului, da reactanja mutuald (sau de magnetizare).
2.1. ECUATIA DIFERENTIALA A POTENTIALULUI MAGNETIC VECTOR

Se considerd o masind electricd rotativd, cu simetrie cilindrici, in care se stabileste
un cdmp magnetic stationar produs de curenfi electrici de conductie (J) ., care parcurg
infigurdrile masinii. Se alege un sistem ortogonal de coordonate cilindrice, de versori
(U,,uy,u,) , avand axa “z” identicd cu axa longitudinali a masinii.

In acest caz ecuatiile lui Maxwell se reduc la:
rotH=1J (2.1
divB=0 (22)

Ecuatia (2.2) sugereazd introducerea potentialului magnetic vector A sub forma:

B =rotA (2.3)
avind semnificafia unei schimbiri de variabile in problema.

Potentialul magnetic are componenti numai dupd axa OZ si nu depinde de

coordonata Z ( §:0), in acelasi fel ca densitatea curentului electric de conductie, astfel

cd:
A= Au, (2.4)
J=Ju, (2.5)

in care: A =A(r,0) si J=J(r,0) .

Dezvoltind rel.(2.3) in coordonate cilindrice se obtine:
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rotA =

5
>
|

g, =B (2.6)

u

Ol=-—1, —
r 00

A

K
o0
0

OS)|Q)_"~"

ceea ce permite exprimarea componentelor inductiei magnetice ca functii de potentialul

magnetic
A
B = 1 8A . B,= —i— 2.7
L0 or

Dacii se considerd cazul general al unui mediu anizotrop, legitura dintre B si H

se realizeazd prin intermediul unei permeabilitifi magnetice () care are caracterul unui

tensor (§=pﬁ). In sisitemul particular al coordonatelor de mai sus, accasti legdturd se

reduce la:
1 1

H=—B, : H=—B, (2.8)
K, Me

in care [, este permeabilitatea magneticdi in directia versorului U jar [, este

permeabilitatea magneticd n directia U,, ambele fiind mdrimi scalare (dependente de
intensitatea campului magnetic in cazul mediilor neliniare).

Dezvoltand relatia (2.1) In coordonate cilindrice se poate scrie:

U, W,
_lé s I 13 16H,
roH=— — 0|-=(- =Ju 2.
o a0 TGN = 29
i, dl, 0

Tinand seama de relatia (2.8) si apoi (2.7), ultima relaie obfine forma unei ecuatii
scalare cu derivate partiale de tip eliptic (Poisson) cu coeficienti constanti:
1 1A @&A 1 128°A
— )

He T Or O u r oo

=-] (2.10)
Ecuatia (2.10) permite determinarea componentei scalare a potentialului magnetic

vector A dacd se cunosc, in fiecare punct al domeniului, densitatea curentului electric de

conductie (J) si permeabilititile magnetice W, §i [, in cele doud directii.
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22. REZOLVAREA ANALITICA A ECUATIEI PE UN DOMENIU IDEAL

Solutia ecuatiei cu derivate partiale (2.10) este formatd din solutia generali a ecuatiei
omogene (Laplace) plus o solufie particulari a ecuajiei neomogene (Poisson). Pentru
rezolvare ecuatiei omogene se foloseste, in cele ce urmeazi, metoda separirii variabilelor. In
acest sens se cautd o funclie armonici sub forma A(r,0)=R(r)-T(0), definiti pe
interiorul unui cerc cu centrul in originea axelor de coordonate si avand pe frontierd valori
cunoscute. Cu acestea, forma omogend a ecuatiei (2.10) devine:

1 1 _dR d’R 1 1_d°T

ST+ TE ) +—— R
L, r dr dr " p, r° de’

=0 (2.11)

Separind variabilele si notind a’= K, /|, se obfine:

‘fI{—(rR’+r2R")=——a2%T" (2.12)

in care R’ si R” sunt derivatele de ordinul intdi respectiv doi ale functiei R(r), iar T”
este derivata de ordinul doi a functiei T(B).

Pentru ca egalitdea (2.12) si fie adevirati, oricare ar fi r si O , este necesar ca
anbii sdi membrii si fie egali cu aceeasi constanti (7\2).

Se obtin astfel doud ecuatii diferentiale ordinare:

r"R"+rR'"-XR=0 (2.13)
T”+}‘—:T=0 (2.14)
o

Ecuatia (2.13) este de tip Euler §i are solutia generali:
R(r)=C,r* +Cor™ 215
(r)=C;r* +C,r (2.15)
Deoarece solutia (2.15) are o discontinuitate pentru r=0, este necesar si se excludi
centrul cercului (originea sistemului de coordonate) din domeniul de existentd al solutiei. in
consecintd solutia (2.15) este valabili pe coroana circulari r, <r<r,, oricit de mic ar fi
r,#0

Ecuatia (2.14) este o ecuatie diferentiald de ordinul doi avind solutia generali:
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A . A
T(9)=C,cos—6+C,sin—06 (2.16)
) a o
fn cazul unei masini clectrice rotative se poate presupune cd potenfialul magnetic

2n
vector este o functie periodicd, in raport cu 6 , cu peroada — , 0 - fiind un unghi

geometric, iar p- numdrul de perechi de poli ai mayinii. Dacd se fixeazd originea unghiului

0 fintr-un punct de potenfial nul, se poate scrie:

A(r,0)=0
(2.17
A5y =0 )
p
ceea ce conduce la;
- T
[(0)=0 T(—)=0 (2.18)
P
Din prima rel. (2.18) se obtine C,=0, iar din a doua:
A
“=p (2.19)
a
astfel ¢d solutia (2.16) ia forma:
T(6)=C, sinpH (2.20)

In consecintd functia armonici A(r, 0), ciutati pe interiorul coroanei circulare

r,<r<r, ,avind valori cunoscute pe frontieri, este:

A(r,0)=(Cr* +C,r*)C, sinpf (2:21)
Tindnd seama de (2.19) si notdnd g=C,C,si h= C,C, se scrie forma finald astfel:
A(r,0)=(gr™ + hr ™ )sinpd (2.22)
in care:
f—
_ o
a —\/I (2.23)

Solutia (2.22) poate fi racordati la orice conditii de frontierd date, prin determinarea

constantelor de integrare g i h §i reprezintd soluia generald a ecuatiei omogene cu derivate
partiale (2.11) .

In continuare se cautd o solufie particulari a ecuatiei neomogene (2.10).

In acest scop se presupune o distributie omogeni a densititii curentului electric de

conductic in tot domeniul de calcul, sub urmitoarea formi:
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J=],sinp® , Vr (229
care permite determinarea lui J in fiecare punct al domeniului .

Ecuatia (2.10) devine:

1 16A 0J°A 1 10°A
)+—T 2
p,r° oo

W, ror o

=-J , sinpO (2.25)

Se cautd o solufie particulard a ec. (2.25) de forma:
A(r,0) = R,(r)sinpb (2.26)
Dupid inlocuirea In (2.25) se obtine o ecuatie diferentiali ordinari de tip Euler:
LIS VNI T A5 S 227)
Hq My L
fn care R} si R sunt derivatele de ordinul intii si doi ale functiei R, (r) .
Se incearcd o solutie de forma R (r)=kr"™ care, dupd inlocuirea in (2.27) , di
m=2 si:
o P
4p, - pi,

S-a giésit astfel o solugie particulard a ec. (2.25) de forma:

Ju (2.28)

A(r,0) =kr’sinpb (2.29)
unde k este cel din rel. (2.28) .

Acum se poate scrie solufia generald a ecuatiei (2.10) ca sumi a solutiei generale
(2.22) a ecunatiei omogene si a solutiei particulare (2.29) a ecuatiei neomogene:

A(r,0) = (gr™ + hr™ + kr*)sinp0 (2.30)

Ultimul termen din parantezi reprezinti contributia surselor la crearea potentialului
magnetic. Solutia (2.30) este definiti pe interiorul coroanei circulare r<r<r, iar
constantele g si h se determind din conditiile de frontieri considerate:

Aln,0)=A, 231)
A(r,,0)=A,,

Singura conditie de mediu care se pune solutiei analitice (2.30) este ca acesta si fie
omogen. Dacd mediul este neomogen, pentru determinarea solutiei problemelor de cdmp se
folosesc, aproape exclusiv, metodele numerice.
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Solutionarea pe cale analitici a ecuaiel cu derivate partiele de tip eliptic (2.10) , cu
aplicatie in domeniul masinilor electrice de curent alternativ, se intdlnegte si in [R5, pag.

157151 [J2].

2.3 APROXIMAREA DOMENIULUI REAL AL PROBLEMEI DE CAMP PRIN
SUBDOMENII IDEALE

Pentru a putea folosi solutia (2.30) in problemele de cdmp magnetic stajionar este
necesar. in primul rind, ca domeniul in care se determind cAmpul sd aibd forma unei
coroane circulare (sau o porfiune dintr-o coroand circulard avdnd unghiul la centru

0 <21 ).

man

in acest sens, Tn sccliunea transversald a unei magini electrice rotative cu intrefier
constant , este usor de delimitat subdomenii avind forma unor coroane circulare si
proprictiiti de mediu diferte.

Datoritd simetriei cAmpului magnetic de-a lungul pasului polar, pentru a studia
distribuia lui, este suficient sd se considere o portiune dintr-o coroand circulard si anume
0<0<”.

p

In fig. 2.1 se pot distinge cinci astfel de subdomenii (simplu conexe), numerotate

incepdnd din centru spre exterior, anume:

-Subdomeniul Dy, cuprins intre r=a si r=b reprezinti zona jugului rotor, cu extindere
de Ja suprafata axului pand la baza crestiturilor rotorului;

-Subdomeniul D, . cuprins intre r=b §i r=c, reprezinti zona crestati a rotorului, de la
baza crestdturilor pand la intrefier;

-Subdomeniul D; , cuprins intre r=c i r=d, reprezinti in intregime, intreficrul
constant al masinii;

-Subdomeniul D, , cuprins intre r=d §i r=e, reprezintd zona crestati a statorului, de
la intrefier pind la baza crestiturilor;

Subdomeniul Dy, cuprins intre r=e i r=f , reprezinti jugul statorului, de la baza

crestiturilor pand la extremitatea exterioari a statorului.
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Pentru toate cele cinci subdomenii unghiul la centru O apartine intervalului cuprins

intre 6=0 si ="
p

In fiecarea din cele cinci subdomenii proprietdtile de material sunt diferite, dupd cum

urmeaza:

Subdomeniul D; este omogen si liniar : p, = pg = pyunde P, este permeabilitatea
magnetic a aerului;

Subdomeniile D, si D; sunt omogene si neliniare : p, = pg = p(H) ;

In sfarsit, subdomeniile D, si D, sunt neomogene si neliniare .

Faptul ¢d aceste doud zone sunt neomogene reprezinti cea mai mare dificultate de
pand acum. Totul trebuie sd se opreascd aici dacd nu se depilseste acest obstacol. Din acest
motiv, in cele ce urmeazd, se va intra in detaliu in problema neomogenititii subdomenilor
D, i D,

Prima observatie [J2]este aceea cd prezenta dintilor pe directie radiald, in aceste douid

subdomenii, face ca permeabilitatea magnetici rezultatd pe directie radiali si fie mult mai
mare decdt cea pe directie tangentiald (U, >>,) . Aceste doud permeabilitdti rezultante
sau echivalente ( [ si [,) sunt dependente de permeabilitifile reale ale dintilor (1) si
crestaturilor (U,).
» Pentru a determina permeabilitdtile echivalente |, si p, ale subdomeniilor D, si
D, trebuie, in primul rind, aproximate crestiturile reale (cu peretii drepti sau trapezoidale -
fig. 2.2a) cu crestituri cu perefti radiali (fig. 2.2b) din cauza sistemului de coordonate
polare in care se lucreazi. In acest fel se obtin (in D, si D,) dinti echivalenti cu pereti
radiali, avind unghiul la centru ed si crestdturi deschise echivalente cu pereti radiali cu
unghiul la centru ec . Este usor de observat c¢i: 0, +0,=2n/Z , unde Z este numirul
de crestituri din zona respectivd. Razele 0Q,,0Q,,0Q, (tig. 2.2b) trec prin punctele P,,
P, respectiv P, (fig. 2.2a) sitwate la mijlocul finil{imii crestiturii reale. iIn acest fel
unghiurile la centru 8, si O, vor fi univoc determinate.

In fig. 2.3a se considerd o portiune din D, sau D, corespunzitoare unui dinte si

unei crestituri vecine, avdnd un unghi la centru egal cu 6d+9c. Aceastd portiune

elementard, neomogend, de permeabilititi [, si M, poate fi omogenizatdi [J2] sau, altfel
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spus, transformatd intr-un mediu echivalent omogen dar anizotrop , de permeabilitate
magneticd P, (in dircctic radiald ) §i H,(in directie tangentiald).

in acest sens se face urmitoarca ipotezd: fluxul magnetic carc traverseazd radial
porfiunea  omogenizati, de  permeabilitate W, (fig. 2.3b) , este egal cu suma {luxurilor
magnetice care traverseazi radial dintele §i crestitura (fig. 2.3a) . In cele doud figuri
cchivalente se considerdi ¢i cercurile de razi r= e au acelasi potential V. , iar cele de razi
r=d au potentialul V. in consccintii intensitatca cAmpului magnetic (H) , pe directie radiald,
este acceasi: in dinte, in crestdturd , in zona omogenizatd. Se poate astfel scrie:
w, 1O, r L, +p 1H0.r L, =p H(O, +6)r,L, (2.32)
in carc L, este lungimea masinii , iar r, cste raza suprafetei cilindrice traversatd de flux in
directic radiald.

Dupi simplificare se obtine:

0, 10,

i, - (2.33)
d c

Pentru campul magnetic tangenfial al crestiturii se presupune cd peretii radiali ai
crestiturilor sunt suprafete echipotentiale , astfel ¢ liniile cimpului magnetic tangential vor
fi arce de cerc. Se mai admite ¢ tensiunea magneticd Intre punctele A si C este acceasi in
cele doud figuri (2.3a si 2.3b), astfel cii sc poate scrie :

U, =U

mAC

was U e (2.34)

Pe linia de cimp ABC , valoarea inducfiei magnetice nu se modificd deoarece
componenta normald a inductici se conservi la trecerea dintr-un mediu in altul. Din acest
motiv s¢ cexprimit tensiunile magnetice din (2.34) functie de inducfia magnetici B pe arcul
de razd r,

B B B
(0, +0)r, = —0,r, +—0.r, (2.35)
Hy Hy Ho
Dupi simplificare se obtine:
_ Mok, 0, +0,)
w0, +1,0,

1]

(2.36)

;

in acest fel zoncle crestate (D, s Dy), care in realitate sunt medii ncomogene , au
fost aproximate prin medii omogene , dar anizotrope . Transformarea neomogenitdtii intr-o

anizotropic reprezintd o simplificare remarcabild care face posibild continuare problemei pe

cale analiticd.
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In final se poate afirma ci subdomeniile D, si D, , prin transformare, au devenit
medii omogene, neliniare si anizotrope, de permeabilitdfi magnetice W,(H) si p (H) date
de relatiile (2.33) si (2.36) .

In consecinti , fiecare din cele cinci subdomenii indeplineste conditiile cerute de

solutia (2.30) care trebuie particularizatd pentru fiecare subdomeniu in parte.

2.4. APROXIMAREA DISTRIBUTIEI REALE A SURSELOR CAMPULUI
PRINTR-O DISTRIBUTIE SPATIALA IDEALA

Prin rel. (2.24) s-a pus deja conditia pe care trebuie s-o indeplineascd densitatea
curentului electric de conductie (ca sursi a cimpului) si anume: densitatea locald (J) a
curentului, In subdomeniile in care existd , trebuie sd aibd o distributie spatiald sinusoidald

continud (distributie ideald).

In realitate, densitatea de curent este distribuiti discret de-a lungul pasului polar, in

crestiturile statorului si rotorului.

Pentru a ajunge la relatia (2.24) trebuie, fie sd se considere teoretic o distributie
sinusoidald si continud a conductoarelor infisurdrilor de-a lungul pasului polar , fie si se
t';lcﬁ o descompunere in serie Fourier a distributiei discrete reale a densititii de curent
retinind doar fundamentala. Oricum s-ar proceda se ajunge la expresia (2.24) Inlocuirea
distributiei reale a densitdtii de curent cu una ideald este o aproximare , deoarece prin
aceasti operafie se neglijeazd armonicile superioare spatiale ale solenatiei. In majoritatea
cazurilor practice, aceste armonici superioare nu contribuie la saturarea circuitului magnetic
principal al maginii $i nu sunt luate in consideratie. Dacd, Insd, amplitudinile primelor
armonici superioare (de ordinul 3,5,7) sunt considerabile in raport cu fundamentala , atunci

aproximatia fdcutd prin relatia (2.24) nu poate fi acceptatd, introducind erori in calcule.

fn ipoteza neglijirii armonicilor superioare de spatiu ale solenaiiei , in subdomeniile
D, si D, , densitatea de curent J are o distributie spafiald continud, sinunoidali in raport cu

B 51 independentd in raport cu coordonata r (omogen repartizati pe suprafata subdomeniului).
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Rimine astfel de determinat doar amplitudinea J,, a acestei distribuii , adica relatia
de legdtura dintre J,, si intensitatea curentului electric de conductie care parcurge
infisurdrile.

Se considerd in continuare un motor de inductie trifazat simetric , ale cérui infasurdri
sunt alimentate de la un sistem trifazat simetric de tensiuni sinusoidale . La mersul in gol
ideal . infisuririle de fazi ale motorului vor fi parcurse de curentul de magnetizare I“
(neglijand pierderile in ficr). In aceste condifii valoarea amplitudinii armonicii fundamentale
a solenatiei rezultante ( 9 ,) este cunoscutd sub forma [D3,N9,RS5]:

34
8§, = 2221 (Wk,) (2.37)
2T "

in carc W, cstc numérul de spire pe fazd al Infisurdrii trifazate, k, este factorul de bobinaj

(produsul dintre factorul de repartizare a bobinelor si factorul de scurtare) ., iar I, este
valoare efectivid a curentului dec magnetizare cu variatie sinusoidald in timp.

Pentru o linie de cdmp inchisi 1" (corespunzitoare unei perechi de poli) se poate

scrie legea circuitului magnetic sub forma integrald cunoscutd:

{ Hdl = [Jds (2.38)
;

in care S, este o suprafafii ce se sprijini pe curba inchisd I'.

Deoarece campul magnetic este produs aici exclusiv de curenti electrici de conductie,
se poate exprima integrala curbilinie din (2.38) in functie de solenatie, astfel:
9,

Hdi=2b 2.39
q : (2.39)

Integrala de suprafati din (2.38) se calculeazi t{indnd seama de rel. (2.24) si de
faptal  ¢d  suprafata S, s¢ identificd aici cu subdomeniul D,. In consccinti:

j_LS,.;.Td—S= Jds  :ds=rdBdr , astfel ci se poate scrie :
Igds:JM fdrfSh]deG (2.40)

Efectudnd calculele si fnlocuind in (2.38) rezulti:
8, 1 , 5 ,
—=—(e"-d")]y
0T (2.41)
de unde se obtine expresia lui I, | tindnd seama si de (2.37) :
632 1
Lo=rm o Wk (2.42)
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Se reaminteste cd J, este amplitudinea fundamentalei spatiale a densitdtii curentului
de conductie total al crestiturilor (considerat ca valoare maximi in timp), iar I“ este

valoarea efectivd a curentului de magnetizare pe fazi. Relaia (2.42) serveste la calculul

constantei k din relatia (2.28) care caracterizeazi sursa campului magnetic (vezi rel. 2.30).

25 SOLUTIA PROBLEMEI DE CAMP

Determindrile si precizirile de mai sus permit particularizarea solutiei problemei de
cdmp in fiecare din cele cinci subdomenii , tinind seama de proprietitile de mediu si de
conditiile de frontierd .

Astlel, in subdomeniile D, , D; i D, (medii omogene $i izotrope) se poate scrie :
Koy =Hg, =1, e v My = Hg = Uy Jdncat din (2.23) se obtine
o, =0, =0;=1 . Aceste trei subdomenii sunt intotdeauna firi surse (cimp irotational),
adici JMl =JM3 =JM5 =0 , iar din (2.28) rezulti k, =k, =k, =0.

in consecintd se pot scrie direct (din 2.30) expresiile potentialelor in aceste trei

subdomenii:

A (r,0)=(gr’ +hr™")sinpd

(2.43)
A, (r,0) =(g,r* + h,r *)sinpb (2.44)
A (r,0)=(g,r’ + h,r*)sinpd (2.45)

Constantele (g, b, .g, .h; , g5 hs ) se vor determina din conditiile de frontieri.

Pentru a trata cazul general (cu considerarea campului de reactie a indusului) se
presupune , in continuare , cd ambele subdomenii (D, si D,) contin surse de cimp. Campul
de excitatie si cel de reactie sunt sincrone , dar intre ele existi, in realitate, un decalaj
spatial. Unghiul de decalaj dintre cele doud cimpuri este egal cu unghiul de defazaj

temporal dintre solenatiile celor doud amituri. La masina de inductie acest unghi are o

valoare cuprinsid intre $i T radiani, astfel c3 reactia de indus este intotdeauna

o)A

demagnetizanti.
Considerind componengtele reactive ale curentilor din stator si din rotor ca surse ale
campurilor de excitafie si de reactie se obtine o reactie a indusului pur longitudinali. Cu

alte cuvinte, cAmpul de reactie este decalat cu 7 radiani in raport cu cel de excitatie.
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fn consecintii se poate scrie:

J,=1,,sinpd (2.46)

J,=1J,, sin(p0 - 7) (2.47)

in care J,, #J, #0 i, in consecintd, din (2.28) rezultd k, #k, #0.

Conform rel. (2.42) se poate scrie:

V2

Iy, ——Wk,I, (2.48)
n e —d
5
i _6V2 1 Wk I, (2.49)
: T ¢ —b e

in care I, cste componenta reactivi a curentului de fazd din stator, iar I este componenta

reactivit a curentului din rotor raportat la infdsurarea statorului.

Componentele 1), si 1.  asigurd legitura intre problema de cimp si teoria clasicd a

masinii (ecuatiile scrise in comlex , schema echivalentd , diagrama fazoriala).

Subdomeniile D, si D, fiind anizotrope (in urma transformdrilor de mai sus )

rezultd W, # L, si M, # M, , astfel cd, din (223) , se obfine : a, #a, #1 .

Ca urmare, pentru D, se poate scrie expresia potenfialului (din 2.30) sub forma:

A, (r,0)=(g,r™ +h,r ™™ )sinpd + k,r’ sinpd (2.50)
in care:
e,
a, = (2.51)
V ”'14
K
k,=—r—ttJ (2.52)

4, =PI,

tar din (2.33) si (2.36):
04, + 10

4

L =
Ko, ed4 N G“ (2.53)

_ “Op'd,, (ed,, + 854 )

L\ =
e RO, +1,,0 (2.54)

]
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In ultimele doud relagii, M o, coste permeabilitatea magneticd a dintilor statorului

(dependenti de inductia magneticd reald din din{i), iar Gd‘ si GC‘ sunt unghiurile la centru

corespunzitoare unui dinte respectiv unei crestituri din stator (fig. 2.2b).

In acelasi fel , pentru subdomeniul D, se poate scrie:

A,(r,0) = (g,r™ + h,r ™?)sinpf + k,r’ sinpd

in care;
“82

o, =
Ko

K, =——ate (g )
4H'|3 - p “’03

i,l, _ l“ldgedg + Hoecz
" 0,, +0,,

_ “’()p'dz (edz +952)
8y

B uoedz + l‘ldzecz

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

In relatiile (2.58) si (2.59) B, este permeabilitatea magnetici a dintilor rotorului

tdependentd de inductia magneticd reald din dinti) iar Od’ si 6” sunt unghiurile la centru

corespunzitoare unui dinte respectiv unei crestituri din rotor.

Constantele g, )h, .g, ;h, se vor determina din conditiile de frontierd.

Din rel. (2.7) se objin imediat componentele radiale si tangentiale ale inductiilor

magnetice din cele cinci subdomenii ca functii analitice de coordonatele r si 8 . Se retin ,

in continuare , componentele tangenfiale din juguri si cele radiale din dinti §i intrefier , sub

forma:

B, (r,8) = —p(g,r*" —h,r’*")sinpd
B,,(1,0) =—p(g,r"" —h;r*"')sinpf

B, (r,0) = p(g,r”" +h,r*")cospd

B, (r,0) = p(g,r™" +h,r ™" + k,r)cospb
B, (r,0) =p(g,r™" + h,r ™" +k,r)cospd

(2.60)

2.61)
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Cunoscind componenta radiald a inductiei magnetice in intrefier (2.62) sau expresia

potentialului magnetic (2.44) se poate determina fluxul magnetic polar:
o = L§8§= LljotA_EE (2.65)
in care S. este suprafata intrefierului corespunzitoare unui pas polar.
Din punct de vedere matematic , S, se defineste ca fiind o suprafafd cilindricd de
razi r=d . corespunzitoare unui unghi la centru O=7/p si extinsd pe toatd lungimea

masinii, avand ecuatia:

r=d
T T
S,: - <BQ<— (2.66)
2 2p
0<z<L,
Folosind transformarea Stokes , integrala din (2.65) devine:
0, ={Ad 2.67)

in care I este curba inchisd definitd de frontiera suprafejei S, de mai sus. Curba [ este

formatd. asttel din doud arce (I7,I5) si din doud drepte (I,.I,), avdnd ecuatiile

parametrice:
r=d r:d
- T s
l|: —;*(6(-2— r3: ——Tc—<e<’n—
-p p 2p 2p
Z:O Z:L]
l‘:d r:d
N 118
Iy 0=— [40=-" 2.68
2p 4 2p (2.68)
O<z<L, 0<z<L,

in consecingi integrala (2.67) se descompune astfel:

=[A.d,0)dl +{ A.d, L +[ & Tl LR
o L (,GML+LAA¢2gm2+LAA¢9Mh+LAA¢—Z?m4(Zw)
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Integralele curbilinii efectuate pe I', si I, sunt nule, deoarece KJ_Ld_lI si KJL(E Se

observd ci A, est coliniar cu d_l2 si El: , iar K3(d,——1—t—)=—X3(d,1)
2p 2p
Tindnd seama si de sensul de parcurgere pe curba I se obtine in final:
o =2L,A3(d,21):2L,(g3d" +h,d™) (2.70)
p

Ultima relajie permite calculul valorii maxime a fluxului magnetic folosind
constantele de integrare g, si h, din probema de cimp.

Utilizind expresia cunoscutd, se determind, in fine, valoarea efectivi a tensiunii
electromotoare indusd (U,) Tn infdsurarea reald din stator (pe o fazi):
U, =444t Wk o, 271

Relatia (2.70) asigurd incd odati legitura problemei de cidmp magnetic cu mérimi

globale din teoria clasicad .
2.6 DETERMINAREA CONSTANTELOR

Fiecare din cele cinci subdomenii (fig. 2.1) are si frontiere libere si zone comune cu
subdomenii vecine. In consecinii, pe langi conditiile de frontierd trebuie puse si conditii de
ihterfatﬁ la trecerea cimpului dintr-un subdomeniu in altul (deoarece proprietdfile de material
sunt diferite). Cele zece constante de integrare (g, .h, ,n=1..5), care apar in expresiile
anterioare, se determind in continuare impunind conditii necesare pe frontiera domeniului D
si la limita de separare dintre subdomenii.

Datoritd variatiei sinusoidale a potentialului de-a lungul pasului polar, In toate cele

cinci subdomenii , se poate afirma cd, pe frontierele radiale (p9=0 si p6=n), valoarea
T R

potentialuiui este nuli: A(r,0)=A(r,—)=0 .In plus , pentru domeniul D se pot scrie
p

urmétoarele conditii la limitd de tip Dirichlet:
A (a,0)=A(f,0)=0 (2.72)

Curba finchisdi, corespunzdtoare potenfialului constant (A=0) din fig.2.1, poate fi
consideratd o linie inchisd de cimp magnetic a domeniului D, ce leagd o pereche de poli.
Alte linii inchise de cdmp vor fi similare cu aceasta si vor corespunde altor valori ale
potentialului magnetic . La trecerea cimpului magnetic printr-o suprafatd de discontinuitate
trebuie asiguratd (conform teoiemei) continuitatea potentialului magnetic . In consecinid . pe
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arcul r=b. in oricare punct al frontierei comune, potenfialul magnetic A are aceeasl valoare
in ambele subdomenii D, si D, .Acest fapt este valabil pentru toate celelalte limite de
scparatie dintre subdomenii si anume la : r=c, r=d, r=e. Deoarece potentialul are aceeasi

variatie sinusoidald in toate cele cinci subdomenii , este suficientd asigurarea continuititii

intr-un singur punct al suprafetei de discontinuitate (de exemplu pentru po = ). Se

to |3

noteazd aceste valori de potential cu A, Ay , Aj; A, , valori necunoscute deocamdatd,

dar care permit scricrea urmitoarelor conditii de interfatd pentru subdomeniile de cmnp:

T T
A](bag) = Az(bs?p_) = Alz
T T
A (c,—)=A(c,=)=A,;
2p 2p

s T
A:(dw:;_) = Aa(d97_) = A34
P <p

s TC
Aa(evz_p'):As(e75]:—)):A45 (2.73)

Conditiile la limitd (2.72) si cele de interfatd dintre subdomenii (2.73) conduc la un

sistem de 10 ecuatii de forma:
ga"+ha"’=0
gb"+hb"=A,

g.b™ +h,b™ + k2b2 =A,
g.c™ +h,c™? + ke = A,
gc”+h e =A,
gd"+h.d?¥=A

g, d™ +h,d™ +k d* =A,,
g.e™ +he™ +k,el=A,,
ge” +hee™® = Ay

gf"+h,f7"=0 (2.74)
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Forma particulari a sistemului (2.74) permite determinarea imediati a celor 10

necunoscute (constantele g, , h, , n=1..5), in funcfie de A,, A, .A; A, .prin gruparea

ecuatiilor doud céte doui.

In final se obtine:
g, =-a A N,
h, =a’A N,
g, =[A ™ —A, b™ —k,(b’c™ - c’b )N,
h, =-[A,c™ - A, b™ —k,(b’c™ —c’b™?)N,
g, =(A,,d"-A,c")N,
h,=-(A,d” -~ A,c")N,

aQ

C=[AeT —AdT - kd(dze_"‘” —e’d™ JIN,

llli =—[A e — A, d™ - kd(dze""‘ T )N,

g; = A, 7N,

hy = _A45pr5 (2.75)

in care s-au folosit notatiile:

N,=[(a/b)" = (b/a)’]"

N, =[(b/c)"™ = (c/b)™T"

N, =[(c/d)* = (d/c)*}"

N, =[(d/e)™ —(e/d)*]"

N, =[(e/ )" =(f/e)’]" (2.76)
Constantele necunoscute A, A, Ay A, ,au fost introduse pentru a usura

rezolvarea sistemului (2.74) . Ele trebuie insd determinate si folosite in rel. (2.75)

Determinare lor este posibild deoarece au mai rimas incd patru conditii de continuitate care

se pot scrie pe interfefele subdomeniilor de cimp. Acestea se referd la continuitatea

componentelor tangentiale (H,) ale intensitdjii cAmpului (H) la trecerea dintr-un mediu in
altul, adica : H, =H, pentru r=b, H, =H, pentru r=c, samd. Tindnd seama de
1 2 2 3 »

rel(2.8)si apoi (2.7) se obtin 4 ecuatii independente care pot fi folosite la determinarea

celor 4 constante suplimentare (A, Ay A, AL
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le l’llh
I oA, I CA,
777((7:; r.-c _>_—(_P~ )r [
My, ol Mo ot
I CA 1 CA
’ﬁ(*i_)r 4= —( - * )r:d
R, O Mo,
1 CA, I CA,
()= () (277
M, or W, or

Prima ecuatic din (2.77) se inmul{este cu b, a doua cu ¢, a treia cu d §i a patra cu

¢. iar dupd citeva calcule simple se obtine forma:

> -p Ly —-paz Zk’bz
E](glb) —-hlb l):gzbl 2 —hzb paz 4 T2
pPQ,
2k,¢’
pu2 ~TPu? 2 —_ P -p
g.c™ —h,¢c™ +——=¢.(g,c’—h,c™)
pa,
p -p pa -pa 2k4d2
£,(g;d* —hyd")y=g,d"™ —h,dP + ——
pay
) e 2k,e7
g™ ~hpe™ + =g (g’ —heP) (2.78)
poy
in care s-au nofat:
Ho,
€, = ——
P, o
H,
L=
R O
M
£, = _Tk
;‘l(lzai
€, = all
L= (2.79
Flo &, )
Inlocuind (2.75) in (2.78) se obtine un sistem simplu cu patru necunoscute sub
forma:
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ZNzAzs - EIZAIZ = Sl
ZNzAlz - 8zzAza + 282N3A34 :82
283N3A23 - 834A34 + 2N4A45 =S;
2N4A34 - 845A45 = SA

in care s-au folosit notatiile:

€, = EIMI + Mz 3

€,,=¢,M,+M, ;
g, =g, M, +M, ;
e, =e,M;+M, ;

S, =k,(2¢'N, - b’M, + 22
por,
2 2 2¢?

S, =k, (2b°N, - ¢?M, - =)
pa,

2

S, =k,(2e'N, —d'M, + 21
’ pa,
2

S, =k, (2d°N, —e'M, - 2%
pa,

M, =[(a/b)’ +(b/a)’]N,
M, =[(b/c)™ +(c/b)™]N,
M, =[(c/d)* +(d/c)*]N,
M, =[(d/e)™ +(e/d)™]N,
M, =[(e/ £)® + (£ /e)*]N,

(2.80)

(2.81)

Rezolvarea sistemului (2.80) conduce la urmitoarele valori ale celor patru constante

necunoscuie:
A — 482845N2NJS3 + 882N2N3N4s4 +YISI + Ylsl
" 48]28283845N§ - 8'7823834845 +4834845N§ +48|2823N: - 16N§Ni
€, S
i3 = 12 Alq + 1
T 2N, 7 2N,
€,,€, S, €,,5
M S nt —t 2
4e,N,N, 2g,N,; 4e,N,N,
2N S
=Ny 4
Ay = Ay -
45 €45
[ ] 83

BUPT



n care:

5

V)T E8,E — 48:83845N§ -4e,.N;

y,=2¢,6,.N. —8N,N; (2.83)

In acest fel problema constantelor a fost rezolvatd. Cele 10 constante de integrare (g,

h, n=1..5) se vor determina, in fiecare caz, din rel. (2.75) folosind si (2.82) . Cunoscind
valorile acestor constante , solutia problemei de cimp este in intregime determinati.

Analiza rel. (2.75) si (2.82) arati cd aceste constante de integrare, care intrd in
expresiile potentialului magnetic , sunt dependente de urmitoarele mirimi;

-razele a, b, ¢, d, e, f, care delimiteazd subdomeniile D, , i= 1...5;

-unghiurile la centru 6 si 0, corespunzitoare dintilor si crestaturilor;

-proprictitile magnetice ale mediului (permeabilititile magnetice ale celor cinci
subdomenii de camp);

- sursele cdmpului (amplitudinile JM2 si JM“ ).

Pentru o masind electrici datd, aceste constante mai riman dependente doar de
gradul de saturatie al circuitului magnetic  principal care determini modificarea
permeabilititilor magnetice in subdomeniile considerate mai sus. in consecin{d, constantele

de integrare trebuie recalculate la orice modificare a campului magnetic principal din

masini.
2.7 CONSIDERATII PRIVIND INTOCMIREA UNUI PROGRAM DE CALCUL

In aplicatii, utilizarea solutiei anterioare a problemei de cdmp intdmpind o singurd
dificultate i anume aceea a permeabilitdfilor magnetice ale celor cinci subdomenii
Problema permeabilitdtilor magnetice complicd utilizarea solutiei gisite din doud motive:

-permeabilitatea magnetici este dependentd de inductia magnetici (mirimea de stare a
cimpului magnetic) fntr-un punct dat;

-permeabilitatea este dependenti de pozifia punctului curent (P) in subdomeniu.

Ecuatia (2.10) a fost rezolvati in ipoteza unor permeabilititi magnetice constante pe

tot domeniul (ec. dif. cu coeficienti constanti).

In consecinid este absolut necesar si se considere, pe fiecare subdomeniu, o

permeabilitate medie. avind aceeasi valoare in fiecare punct al subdomeniului . In aceste
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condifii permeabilitatea rimane dependentd doar de inductia magneticd si astfel ipoteza
presupusd in (2.10) este respectatd , iar solutia analiticd giisitd poate fi folosita.

Care este, insd, acea permeabilitate medie, caracteristici fiecirui subdomeniu , sau cu
aite cuvinte, care este punctul in care permeabilitatea are o valoare ce poate fi consideratd
“reprezentativi” pentru intreg subdomeniul? In continuare acest punct va i denumit “punct
reprezentativ’ si va fi notat cu P,, urmind a fi identificat pentru fiecare subdomeniu in
parte.

in acest punct , permeabilitatea magnetici este dependenti doar de inductia magneticd

corespunzdtoare $i va reprezenta permeabilitatea intregului subdomeniu . Sub aceasti formi,
dubla dependenti w(B,P) a fost redusi la o simpld dependentd u(B,P,), cunoscuti prin
intermediul curbei de magnetizare a materialului.

Asa cum s-a2 mentionat in capitolul anterior , pentru determinarea constantelor de
integrare, trebuie cunoscute initial permeabilititile magnetice ale subdomeniilor. Necunoscand
insd solutia problemel de cimp , este necesar sd se considere initial valori arbitrare ale
permeabilititiilor magnetice pe subdomenii . Dupd aflarea solutiei se va constata dacdi aceste
valori au fost alese bine sau nu.

Se recunoaste aici necesitatea unui procedeu de calcul iterativ pentru determinarea
solutiei corecte. Calculul se repetd pand cand valorile de inceput ale permeabilititilor devin
aproximativ egale cu cele obtinute dupd cunoasterea solutiei. La fiecare iteratie,
permeabilititile sunt mentinute constante, modificindu-si valoarea la iteratia urmitoare .

Modelul de calcul propus poate fi urmdirit in fig. 2.4 in care se pot distinge citeva
blocuri semnificative.

La inceputul programului (Blocul 1) sunt precizate toate mdrimile de intrare necesare
calculelor ulterioare si care, pe parcursul programului, nu-si schimb3 valoarea. Sunt date aici
numerele de crestituri (Z, ,Z, ), numdrul de perechi de poli (p), numirul de spire pe tazi
(W, ) , factorul de bobinaj (k, ), lungimea pachetului de tole (L, ), curba de magnetizare a
materialului feromagnetic , sursele cdmpului sub forma componentelor reactive ale curentilor

de faza din stator si rotor (I, ,I3, ). Se mai initializeazd aici valorile unghiurilor la centru

0,,)-

corespunzitoare crestdturilor si dintilor statorului (9c4,9d4) . respectiv rotorului (0

¢ ?
Valorile acestor unghiuri se determind univoc conform procedeului stabilit in paragraful 2.3
Spre exemplu, in fig.2.5se prezintd citeva forme de crestituri si modul de plasare a

punctelor P, P, si P; pe arcul de cerc (cu centrul in 0), de razi r,, in stator si r,,

in rotor .
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Construind din centru razele OP, , OP, si OP, se obtin cele doud unghiuri la
centru corespunzitoare dintelui (P,OP,) si respectiv crestaturii (P,OP,) .
Se dau in continuare valorile razelor (a, b, ¢, d, e,f) care delimiteazd subdomentile

problemei. Valorile de calcul ale razelor ¢ si d se determind astfel:

&' &'
C=1;—— d=ry +— (2.84)
2 2
unde 1, cste raza suprafetei cilindrice care trece prin mijlocul intrefierulul real, iar

O’ este intrefierul echivalent (de calcul):
5'=k,0 (2.85)

in care O este intrefierul real (obfinut prin masurare) si k. este factorul lui Carter .

La crestiturile de formd rotunjitd In vecindtatea jugului (fig. 2.5b) se recomandd ca,
in calculul valorii r=e, si se {ind seama de coeficientul k; calculat in paragratul 1.6.

In sfarsit, se initializeazii aici valorile permeabilitifilor magnetice ale subdomeniilor

. M Lm0 0 L ..
nelimare (L, ,le;,},ld;,ps)), necesare primel lterafil.

Blocul 2 reprezintd locul de intrare in circuitul iterativ de calcul pentru efectuarca
primei iteratii (i=1) si faza din care se reiau calculele la fiecare iteratie noud, cu noile
valori ale permeabilitiilor.

Blocul 3 contine relatiile (2.53) , (2.54) , (2.58) , (2.59) , in care se determind
permeabilititile  echivalente ale subdomeniilor anizotrope D, si D, , in functic de
permeabilititile magnetice reale ale dintilor statorului (,,) si respectiv rotorului (H,,).
Incepand de aici problema este idealizatd (prin omogenizarea subdomeniilor) permitand
solutionarea analitici.

Blocul 4 include toate relatiile de determinare a constantelor de integrare cuprinse in
paragraful 2.6. Cunoscind aceste constante, se pot determina, in fiecare punct , al fiecdrui
subdomeniu , potentialele magnetice si componentele radiale si tangentiale ale inductiilor
magnetice. In acest moment solufia este cunoscutd, dar reprezinti o problemi idealizati. Ea

trebuic transferatd inapoi in planul real. Acest transfer se referd la subdomeniile D, si D,

care au fost omogenizate.

Blocul 6 contire relajiille prin care se determind valorile reale ale inductiilor

magnetice din D, si D, (inductia magnetici in dintii statorului Bd, si cea in dintii

rotorului Bd, ) necesare pentru stabilirca valorilor reale ale permeabilititilor caracteristice

celor doud subdomenii . Aici trebuie pozitionate “punctele reprezentative” definite anterior,
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in care se vor determina inductiile si apoi permeabilititile magnetice care vor caracteriza
global fiecare subdomeniu neliniar . Este evident ci un astfel de “punct reprezentativ’ se va
gisi (pentru fiecare subdomeniu) in zona valorilor medii ale inductiilor magnetice. In acest
sens se propune, pentru fiecare subdomeniu neliniar, cite un punct P,(r,,0,), a cirui
permeabilitate magneticd (locald) va caracteriza intreg subdomeniul respectiv.

Componentele radiale si tangenfiale ale inductiilor sunt dependente de coordonata r.
In acest caz este rational si se considere un arc de cerc , avind o razi medie (), In

fiecare subdomeniu, pe care sd se giseascd punctul P, Ridmane de stabilit unghiul pO, care

va fixa punctul P, . In D, si D, , componentele tangentiale ale inductiilor au o variatie
. s s N D o . n . .
sinusoidald in raport cu B , incdt este justificat si se considere p90 zz Astfel, din

(2.60) si (2.61) se obtine:

a+b, a+b .. &
Blo(ro’eo):_p[gy( > ) I_hl( > ) I]SIHZ (2.86)
Bu(10,) = —ple, 0y — b, (3 ) > 16in 287
se\to>Yo /S T pg5 2 5 2 4 F

in care a, b, e, f sunt raze ce delimiteazd subdomeniile respective.

Rel. (2.86) si (2.87) dau valorile inductiilor magnetice cu ajutorul cirora se
determind, din curba de magnetizare, valorile permeabilititilor magnetice din D, si Dy | la
fiecare iteratie.

In acelasi fel, pentru D, si D, , folosind rel. (2.63) si (2.64), se poate scrie:

B, (1,8,) = (g, +h,r 7™ + k1, Ycosp), 2388)
B, (1,,8,) = p(g,12*" +h, 7" + k,r, )cosp8, (2.89)

in care r,, sir,, sunt razele medii din fig. 2.5.
In rel. (2.88) si (2.89) se va considera cospB, = 0,95 pentru motoarele bipolare
{(p=1) si respectiv cospB, =0,9 pentru celelalte (p>1) .

Rel. (2.88) di valoarea componentei radiale a “inductiei magnetice reprezentative” din
D, si similar, rel. (2.89) di valoarea inductiei in punctul P, din D,. Propunerile ficute prin
rel. (2.86) .. (2.89) isi gdsesc in final o justificare prin concordanta dintre rezultatele

calculate si cele determinate experimental.
Conform rel (2.63) si (2.64) componentele radiale ale inductiilor din D, si D, au o

distributie continudl, fn raport cu unghiul 6 , prin omogenizarea celor doui zone dintate. In
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realitate. nsd. distributia inductiei este discretd in raport cu O in aceste zone: are valoare
mare in dinti si mult mai micd in crestaturi (deoarece aproape tot fluxul magnetic trece
radial prin dinti).

Considerand, pentru zona dintati a statorului, o sectiune dupd o suprafatd cilindricd
de razi r,, (fig. 2.5ab) , se poate scrie, pentru un pas dentar, urmditoarea relatie
aproximativa intre fluxurile care traverseazi aceasti suprafati (se {ine seama cid ld{imea

dintelui, in aceastd sectiune, poate fi exprimati aproximativ prin produsul 0 da T

s.am.d.):

B, (6, +6,)r L,=B,0,r,L +B,0,r,L, (2.90)

my g4 my
in carc : B, este componenta radialdi a inductiei in zona omogenizati D, . datd de

rel(2.89): B, - inductia magnetici reald din dintele statorului ; B - inductia magnetica
ds g 4 g

din crestiwrd (B, =p H ).

Dupa simplificare, rel. (2.90) di valoarea inductiei magnetice reale din dintele

statorului, sub forma:

9,, +6,, 0,
4 :TB" —G—BCJ 291)

dg dy

B

Primul termen din membrul drept reprezintid inducfia aparentd din dintele statorului B;4) ,

adicd acea inductie care ar avea loc in dinte in ipoteza cd intreg fluxul magnetic ar trece
numai prin dinti. Ultimul termen contribuie la descircarea magnetici a dintelui prin campul

magnetic care trece radial prin crestdturd , astfel cd inductia reald din dinte (B“) va fi

mai micd decit cea aparentd (B, ):

6,
B,, =B, - - LB, (292)

dq
Dacd toate liniile de cdmp din dinti §i din crestdturi ar fi pe directie radiald, atunci

intensitatea de cAmp magnetic ar fi aceeasi, In dinti ¢i in crestituri (Hdd = Hu). fn acest

caz B, =p H, =pH, ., iar rel. (2.92) obtine forma cunoscutd in literaturd (D4, V8,

Cs):

B, =B;, —uH, =~ (2.93)

d
4 edd
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Cum insd liniile de cimp prin crestiturd nu sunt strict pe directie radiald, adici
existd si un cdmp tangential prin crestiturd , se poate considera ci influenta ultimului
termen din (2.93) este mai mare in realitate. Verificirile experimentale au contirmat
necesitatea completdrii rel. (2.93) sub forma:

<4

B “p
dg

o =Bl —couH (2.94)

in care, pentru coeficientul ¢, se vor lua urmitoarele valori supraunitare: ¢, =3,5 pentru
motoarele cu p=1; ¢, =5 pentru p=2; ¢, =6,5 pentru p=3
Cu alte cuvinte, pentru a tine seama $i de campul transversal al crestiturii, care duce
la o descircare magneticd suplimentard a dingilor, iIn rel. (2.93) se va considera pentru
spatiul crestdturii 0 permeabilitate magnetici de citeva ori mai mare decit K, si anume
Coltg
.

Efectul de descircare magneticd a dintilor, exprimat de rel. (2.94) este semnificativ

doar in zona inductiilor mari (B;4 > 1,6T).

Cu totul similar, pentru zona dintatd a rotorului (fig. 2.5¢c,d) se obtine inductia

magneticd reald in dintele rotorului (de):

- v 2

B,, =B;, —¢.uH,, ™ (2.95)

; 0
unde B} este inductia magnetici aparentd in dinte:

6, +6.
:1 :dz—iB’ (2.96)
2 9 2r
dy

in care B, , conform rel (2.88) este componenta radialdi a inductiei magnetice

reprezentative din D,
Pentru a putea utiliza relatiile (2.94) si (2.95) se mentioneaza cii valorile intensititilor

H, si H corespund inductiilor magnetice aparente B’ si B’ calculate anterior.
dy 3 d» p s dg ¥ da

Revenind la fig. 24 , In blocul 7 se determind permeabilititile magnetice folosind
curba de magnetizare a materialului feromagnetic.
Inductiile magnetice B, si Bs din juguri (obtinute din rel. 2.86 si 2.87) dau

permeabilititile W, si W , iar inductiile reale din dintii B, si B, (rel. 2.94, 2.95) dau
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permebilitdtile L, si M, -Aceste patru valori determinate ale permeabilitifilor pot fi acum
comparate cu valorile lor initiale luate arbitrar.

La fiecare iteratie (i), se calculeazd diferenele AY fatd de valorile inifiale (de la
iteratia anterioard).
A= -
AY = - )
A =g -

Ati) (iel) (1)

Al = =y 297

Dacii oricare din aceste diferente este mai mare decit o valoare prescrisi Ap, ciclul
de calcul s¢ reia pani cind toate cele patru diferente din (2.97) devin mai mici ca Ap. in
acest fel, precizia de calcul poate fi impusd de Ap.

Noile aproximatii ale permeabilitifilor magnetice, care urmeazd sd fie folosite intr-o

noud iteratie, nu vor fi cele determinate in blocul 7 ci vor avea valori corectate astfel:

O+ )

U’l =p'|

i1y (i)

l’ldz = p‘dj

+c,A)
+c¢,AY

Q<) __ () (i)
“‘14 _“m +CIA4

(AR 1
g

et = +c,AY (2.98)
in care s-au folosit diferentele din (2.97). Coeficientul c, se determind prin incerciri astfel
incit sii asigure cea mai rapidd convergenti.

Cind toate cele patru diferente A" devin mai mici decit Ap, procesul iterativ de
calcul se opreste, iesind din ciclu. In acest moment solutia se cunoaste si se considerd
corectd deoarece valorile de intrare si cele de iesire ale permeabilititilor sunt aproximativ
egale.

Convergenta i stabilitatea procesului iterativ de calcul au fost analizate pe mai multe
exemple concrete. In fig. 2.6 se poate urmdri, pentru un motor de inductie bipolar trifazat
de 075 kw, influenta coeficientului de relaxare c, asupra convergentei. Procesul este

oscilant pentru 0.5 <c, <I, dar se stabilizeazd pentru ¢, < 0,5. S-a gisit valoarea optimd la

¢, = 03, care s-a confirmat in toate cazurile analizate De asemeni, s-a  verificat

stabilitatea  procesului iterativ de calcul pentru diverse valori initiale ale celor patru
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permeabilititi utilizate la prima iteragie. Procesul de calcul s-a dovedit a fi foarte stabil
pentru orice valori ale permeabilititilor initiale cuprinse intre p, si 10000p, (pentru ¢, =
0,3 mentinut constant).

Ca valori initiale (de start) se recomandi:
p? = = ) =l = 1000, 299)

Pentru Ap = 10° , numdrul de iterafii necesar pentru iesirea din ciclul de calcul este
mai mic decat 20, ceea ce inseamnd o foarte bund convergenti.

Pentru a aprecia timpul de calcul se poate afirma ¢ un calculator de tip AT 386,
cu coprocesor matematic, executd cca. 90 astfel de iteratii intr-o secundi, determinind cca.
8 puncte ale caracteristicii magnetice .

In sfarsit, dupd iesirea din ciclul iterativ de calcul se determini fluxul si tensiunea

indusd (rel. 2.70, 2.71) si pierderile in fier.
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Cap. 3

EXEMPLE COMPARATIVE DE CALCUL CU METODA SAI
SI CU METODA ELEMENTELOR FINITE

Pentru calculul distribufiei cAmpului electromagnetic, pe un domeniu dat, sunt
cunoscute mai multe metode. Cele mai utilizate dintre acestea au fost analizate anterior
(Cap. ).

Metoda elementelor finite (MEF) poate fi privitd ca o metodd aproximativd de calcul
al campului pe un domeniu dat, in timp ce metoda analiticd iterativd (SAI), propusd mai
sus (Cap. 2), reprezintd o ‘metodd exactd de calcul al cdmpului pe un domeniu aproximat.
in cacul al doilea aproximarea se face, asupra domeniului fizic al problemei, iar in primul
caz aproximarea se face asupra solufiei.

Ambele metode conduc la solufii aproximative, dar metoda analitici (SAI) este
incomparabil mai rapidi, permijind astfel elaborarea unui model combinat "cimp- circuit
clectric echivalent” pentru masinile electrice de curent alternativ cu intrefier constant .

Combinarea modelului "de cimp" cu cel "de circuit”este inevitabild deoarece sursele
cimpului (curentii de conductie din stator §i din rotor) pot fi determinate numai din

modelul circuitului echivalent al maginii si, in consecintd, modelul de cdmp nu poate fi

p
utilizat separat in tratarea unor aspecte cantitative.

Pentru evidentierea celor de mai sus, s-a elaborat un program de calcul numeric al
cimpului magnetic, utilizdind metoda elementelor finite pentru cazul masinii de inductie cu
intrefier constant.

Conform detaliilor prezentate anterior (Cap. 1) asupra metodei elementelor finite se

ajunge la un sistem algebric liniar de ecuatii, avind ca necunoscute potentialele magnetice

ale tuturor nodurilor (A,, A,, A;,...A,) ale refelei de discretizare. Dezvoltdnd relagia (1.248)

pentru nodul "i" se poate scrie:

1 ) , 1
ALl =) O = D06 = )06 = )+ (3, = Y = YA

1
+ N (X, =x)(x; = x)+(y, —y, Ny, -y ))A] - Z%J‘A‘ =0

(3.1
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Sumele din 3.1 se efectueazi pentru toate elementele (de tip triunghiular) din jurul
nodului "t". Pe fiecare element "e" al domeniului discretizat trebuie cunoscute: aria
suprafetei elementului (A®), densitatea curentului (J°) care traverseazi perpendicular elementul,
permeabilitatea magneticd (u°), coordonatele varfurilor fiecdrui element triunghiular ((x,.y,);
(X3¥9)s (XY

Domeniul de calcul, cuprinzind o jumitate de pas polar , a fost impdrtit in
subdomenii corespunzdtoare unei crestdturi din stator (figura 3.la) si respectiv din rotor
(figura 3.1b) datoritd simetriilor geometrice.

Discretizarea acestor subdomenii s-a facut manual, obtinindu-se in tot domeniul de
calcul 426 noduri interioare, 50 noduri de frontierd si 882 elemente finite, pentru motorul
de inductie cu doi poli (p=1), luat ca exemplu.

Pentru a evita segmentarea programului de calcul, s-a procedat la Tntocmirea a doud
prbgmme distincte. Astfel, primul program (ELFIN1) genereazi doar datele legate de
discretizarea spatiald a domeniului si cuprinde urmdétoarele etape:

- se citesc datele de intrarea (dimensiunile geometrice ale tolelor stator-rotor cu
crestaturi);

- pe baza unor relafii parametrice, determinate de discretizarea propusi in fig. 3.1, se
calculeazd coordonatele nodurilor celor doud subdomenii (din fig. 3.1a si fig. 3.1b ) ;

\- - prin multiplicare se genereazd automat coordonatele nodurilor din celelalte
subdomenii ale domeniului de calcul;

- se calculeazd ariile suprafetelor tuturor elementelor finite;

- se retin intr-un figier coordonatele tuturor nodurilor si ariile tuturor elementelor,
folosind tablouri unidimensionale.

Al doilea program (ELFIN2) urmireste rezolvarea numerici a sistemului algebric
liniar de ecuatii, oferind solutia numerici a problemei de cAmp. Programul contine
urmdtorele etape:

-citeste din fisierul de intrare coordonatele nodurilor si ariile suprafetelor tuturor
elementelor finite (fisierul de iesire din programul ELFIN1 reprezintd fisierul de intrare in
ELFIN2) ;

- se citeste curba de magnetizare a materiaiului feromagnetic si functia - sursd a

cimpului magnetic ;
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- initializeazi: permeabilititile magnetice pe suprafata fiecirui element (u°)
densititile de curent pe element ( J9) ; valorile potentialelor magnetice in fiecare nod al
retelei. acestea reprezentdnd si prima ( iteratie) aproximagie a solutiei fn procesul iterativ
care urmezd; conditiile de frontierd.

_ rezolvi iterativ sistemul algebric prin metoda de eliminare Gauss-Seidel;

- retine solutia finald in fisierul de iesire.

Cateva detalii asupra algoritmului de calcul se prezintd in continuare.

Sistemul liniar contine ecuatii de tipul 3.1, cite una pentru fiecare nod al retelei de
discretizare. Ficcare ecuatie contine un numir de 3 pini la 8 necunoscute, acestea fiind
valorile potentialelor magnetice in nodul considerat §i in nodurile vecine, legate direct de el.

Contorm algoritmulu.i Gauss-Seidel, in fiecare ecuatie se separi in membrul sting al
ecuatiei potentialul nodului la care se referd ecuatia, iar Tn membrul drept, celelalte
potentiale ale nodurilor vecine.

Sub aceasti formd, sistemul de ecuatii este pregitit pentru procesul iterativ de
rezolvare numericd. La fiecare iteratie se parcurg toate ecua}iile sistemului ob{indnd un nou
set de valori ale potentialelor.

Se noteazi prin A™ (i=1,476) setul de valori obtinute la iterafia "n“, pentru toate
cele 476 noduri ale domeniului de calcul. Cu aceste valori se determind, la nivelul fiecdrui

clement, inductia magnetici pe suprafata elementului, conform relatiilor (1.240) (1.241) ,

care in final obtin forma:

B — cA* 1 A 1 . 1 .
< (}y - N (Xk )\.1) i +E(Xi - Xk)Aj +E(XJ —Xi)Ak
LA c c e
T T oA M T YIATH L =y IAT T T YIA (32)

Astfel se determind, pe ficcare element, modulul inductiei magnetice:

B = (B:) +(B:) (33)

notatd cu B®™ la iteratia "n".

Corespunzitor, din curba de magnetizare a materialului se determini valorile

permeabilititii magnetice p*™ | la iteraia "n".
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Din motive de convergentd si de stabilitate a procesului iterativ, nu se vor considera

e(n)

valorile p“” , obtinute mai sus, ci se vor adopta, pentru iteratia "n", urmditoarele valori

corectate (subrelaxate):

e(n) __ e(n-1)

R = e, (W - ) 34)

in care c, reprezintd un coeficient de atenuare (decelerare) , stabilit prin incercdri la o

e - -1 H e .
valoare optima (¢ =0,1 ), iar p*™ este permeabilitatea magnetici a unui element la

iteratia anterioard (n-1).
Cu aceste valori se poate relua o noud iteratie.
Pentru a milri viteza de convergentd, se corecteazd si valorile potentialului magnetic,

astfel incdt pentru iteratia urmdtoare ( n+l1) , se adoptd valorile suprarclaxate:
(n+1) _ A (n) (n+1) (n
Ai _An +CA(Ai _Ai ) 3.5
in care ¢, este coeficientul de accelerare, stabilit tot prin incercdri la valoarea optimi
(c, =13).

e(0) _

La prima iteratie s-au initializat valorile: A(im:O,( i=1,476) ;u },. pentru

¢(0)

elementele din crestituri si intrefier; """ =4300W, pentru triunghiurile din subdomeniile

feromagnetice. Pe frontiera domeniului de calcul (figura 3.2) condifiile sunt omogene: de tip
Dirichlet (pe portiunea P,P,P,P)) si de tip Neumann (pe portiunea P P.).

: Calculele s-au efectuat pe un circuit magnetic corespunzdtor unui motor de inductie
trifazat de 4 kw, cu doi poli, avind dimensiunile din fig. 3.2. Infisurarea trifazati a
statorului este simetricd, intr-un strat fiind parcursd de un sistem trifazat simetric de curenti
de magnetizare (se considerd regimul de mers in gol ideal, cu T, =Iu¥ 4A). In consecintd,
la momentul t, = n/2w, rezultd urmitoarea distributie instantanee a solenatiei de excitatic,
corespunzitoare celor 6 crestdturi statorice din domeniul de calcul (o jumitate de pas polar):
/9334 / 9334 / 9334 / 9334 / 186,68 / 18668 / [Asp]

Aceasti distributie de solenatie reprezintd functia - sursd a cdmpului magnetic (la
momentul t,) si trebuie consideratd, in continuare, ca o distributie de regim stationar. Pentru
calcule s-a considerat o pozitie tixd a rotorului in raport cu statorul.

Cu acestea au fost prezentate toate datele de intrare necesare executiei programului

ELFIN2 .

Timpul de calcul reprezintd una din marile probleme ale programelor de tip “element

finit”. Programul ELFIN1 nu ridici probleme in acest sens, in schimb algoritmul numeric
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de rezolvare a sistemului de ecuatii (in cazul de fagd avand 476 de necunoscute ) consuma
timp considerabil de calcul.

Pe un calculator AT-386, firi coprocesor matematic, algoritmul numeric din ELFIN2
necesiti cca. 1 minut pentru fiecare iterafie din cele peste 70 iterafii necesare. In prezena
coprocesorului matematic, timpul de calcul se reduce de aproximativ 60 de ori, astfel ci
ELFIN2 se executd in I..2 minute.

Cateva rezultate de calcul, furnizate de ELFIN2, sunt grupate in exemplele urmatoare.

Exemplul 1.

Pentru a urmiri convergenta si stabilitatea procesului iterativ de calcul, se prezintd in
fig. 3.3 valorile inducfiei magnetice pe elementul e=797. Acest element se afli in zona
jugului stator, in apropierea axei O=m/2, avand pozitia echivalenti cu cea a clementului
e=62 din fig. 3.1a. Procesul de calcul are o convergenid satisficdtoare valorile stabilizandu-
se dupd cca. 70 iterafii, dacd se folosesc coeficientii optimi ¢, =0.1 si ¢, = 1.3.

Pentru comparafie, se prezintd si rezultatele de calcul corespunzitoare pentru

c,= 02. Se constatd cd, pentru ¢, >0.1 convergenfa se inrautiteste, iar pentru ¢ > 0.2

it
procesul de calcul devine chiar instabil. Influenta coeficientului de suprarelaxare (c,) asupra

stabilitdtii este mai redusi decdt influenta lui ¢ . Totusi, pentru ¢, > 1.5 procesul iterativ

devine iardsi instabil, chiar cu ¢, = 0.1.

Exemplul 2.

in figura 34 se prezintd variafia potentialului magnetic A, in functie de arcul polar
8. in jugul statorului si anume in nodurile 13, 14, 15, 16,..., 368, 369, 370, 371, de pe
arcul PP, de razd r= 0,069m (vezi fig. 3.2).

Valorile potentialului in nodurile respective, unite prin segmente de dreaptd, formeazi
curba 1.

Cu aceastd ocazie, s-au efectuat §i calcule prin metoda analitici (SAI) pentru aceeasi
problemd de mai sus, cu aceleayi date, pentru comparatie .

Rezultatele calculului sunt reprezentate prin curba 2.
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Fig. 3.2 Domeniul de calcul
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Din cauza prezentei crestiturilor statorului (neomogenititii), cAmpul magnetic din jug
se distorsioneazd, iar metoda MEF poate reproduce aceste distorsiuni (pe directia “0“ in
cazul figurii 3.4). Sdgetile de pe abscisd marcheazd pozitia axelor crestiturilor statorului

Se constatd unele maxime locale ale potentialului in axele crestiturilor.

Metoda SAI presupune zona “crestatd” a statorului omogend ( dar anizotropd), astfel
ci potentialul magnetic in jug, in raport cu O, are o variatie sinusoidald (sin pO), conform
rel. (2.45).

in exemplele care urmeazi se procedeazd la fel, prezentindu-se rezultatele de calcul
obtinute prin ambele metode, pentru a face, in acelagi timp, o analizi a campului magnetic

s 0 comparatie a celor doud metode.

Exemplul 3.

Modulul inductiei magnetice se determind din cele doud componente ale ei (rel. 3.3).
In fig3.5 se poate urmiri variatia modulului inductiei din jugul statorului, in directia
coordonatei © .

Pe suprafata unui element finit, valoarea inducfiei se mentine constantd. Din acest
motiv, rezultatele de calcul obtinute prin metoda MEF sunt reprezentate printr-o curbd in
trepte ( curba 1), fiecare treaptd reprezentind nivelul inductiei unui element al sirului de

elemente: 67, 70, 71, 74, .. 802, 805, 806, 809, plasate de-a lungul arcului P,P,

(0.069<r<0.0726). Pe primele elemente ale sirului este preponderentd componenta radiald a
inductiei din jug iar pe ultimele elemente, cea tangentiald. Din acest motiv, pe ultimele
elemente, se inregistreazd valori maxime (locale) in axele crestiturilor, acolo unde litimea
jugului scade, iar componenta tangentiald a inductiei creste. De-a lungul arcului de cerc

PSP(, ( r=0.072), prin metoda SAI, se obtin valorile date de curba 2.

Exemplul 4

Deoarece subdomeniul jugului nu contine surse (J=0), tensiunea magnetici intre
punctele P; si P, este aceeasi, pe orice contur (I") continut in subdomeniul jugului. Cu alte
cuvinte, tensiunea magneticd intre Py si P, , pe conturul direct P;m P, este egald cu cea

de pe conturul P,P,m,P.P,.
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in consecintd, inductia magnetici pe arcul “m," este mai mica decét cea de pe arcul
de cerc “m,". din cauza lungimilor diferite ale celor douii contururi. Este justificatd, deci,
variatia inductiei magnetice din jug in raport cu coordonata “r”. In vecinitatea crestiturilor,
inductia din jug are valori mai mari, care apoi scad inspre exteriorul jugului. Acest aspect
poate fi urmirit in figura 3.6.

in directia coordonatei “r’, subdomeniul jugului corespunde intervalului: 0.066 <
r<0.09 regiisit pe abscisa din figurd.

Asa cum s-a constatat si anterior (figura 3.5), valorile inductiei magnetice din jug
sunt mai mici (de reguli) in axele dinfilor decit in axele crestdturilor. Se poate spunc cd
prezenta dintilor are ca efect o relaxare magneticd a jugului. In paragraful 1.6 si in [M12]
se propune un coeficient de corectie, utilizat in calculele de proiectare clasice §i determinat
prin metoda transformirilor conforme, care si f{ind seama de relaxarea magneticd a jugului.
Coeficientul obtinut este subunitar si inmulfeste valoarea inductiei maxime din jug (cea din
axa crestaturny).

Din cauza acestui efect, inductia magneticdi din jug, in directia coordonatei “r”,
variazii diferit in axa dintelui §i in axa crestdturii.

Curba 1 din figura 3.6 reprezintd valorile inductici de-a lungul axei (0=6, . din
figura 3.2) corespunzitoare ultimei crestdturi din domeniul de calcul, respectiv pe elementele
:813. 805, 797, 789, 781, echivalente ca pozifie cu elementele: 78, 70, 62, 54, 46, din
figurea 3.la.

Curba 3 indici valorile inductiei de-a lungul axei (6=m/2) corespunzitoare
ultimului dinte, respectiv pe elementele :817, 809, 801, 793, 785, echivalente ca pozitie cu:
82, 74, 66, 58, 50.

In fine, curba 2 reprezintd inductia pe elementele:816, 807, 799,791, 783, situate
intre axele §=0, si 6=n/2, in poziii echivalente cu elementele: 81, 72, 64, 56, 48.

Valorile maxime ale inducfiei magnetice in jug (conform metodei analitice) se obfin
pentru B=7/2 (rel. 2.61). Aceste valori maxime se modifici in raport cu “r’, dupd curba
4, obtinutd din calcul prin metoda SAL Se constati cd §i aceastd metodd de calcul redd

scdderea inductiei, n directia “r"*, inspre extremitatea exterioard a jugului.
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Exemplul 5.

In Cap. 2 sectiunea transversali a masinii de inducfie este impdrtitd in cinci
subdomenii de calcul. In fiecare subdomeniu inductia magnetici are componentd radiald si
componentd tangentiald, cu ponderi diferite de la caz la caz. De exemplu, componenta
tangentiald este preponderent in juguri, iar in intrefier si zonele dintate, aproape nuli.

In intrefier, inductia are, practic, numai componentd radiald, cu valori maxime In axa
polului (8 =0).

In fig. 3.7 se poate urmiri variafia In raport cu © a inductiei din fntrefier (B;) pe

o jumitate de pas polar (0<0 <7 /2).

Fiecare pas dentar cuprinde cinci elemente finite: patru sub dinte si unul in dreptul
deschiderii crestaturii.

1 Inductia din intrefier fiind constantd pe suprafatd fiecirui element (dar diferiti de la

element la element) se obtine o curbd in trepte, in raport cu coordonata O .

Curba reprezentatd cu linie continud corespunde momentului t,=7/2® cand curentul
primei faze trece prin maxim.

Se constatd variatii mari ale inductiei de la un element la altul, cu minime in axele
crestituritor, din cauza deschiderii lor.

Pentru comparatie s-au reprezentat (cu linie fintreruptd) si valorile obtinute in alt
M 2n A MY M
moment de timp (t, = 5———), cand curentul fazei “doi” este nul.
[}

Se observd pulsatii mari ale inductiei sub fiecare dinte. Ambele curbe indici un
continut ridicat de armonici superioare ale inductiei din intrefier, dependente de numfrul de
crestituri, de distributia solenatiei, de saturafia magneticd, de pozitia rotorului in raport cu
statorul.

Metoda SAI conduce la valori ale inductiei in intrefier care variazd , in raport cu
O, dupd o curbd continui (rel. 2.62). Astfel, pe intervalul considerat (0<0 <m/2) este
reprezentatl in fig. 3.7. distributia valorilor inductiei din Intrefier , asa cum rezulti din
calculul analitic iterativ (SAI), pentru cazul de mai sus.

Se obtine un cidmp magnetic “armonicd fundamentald”, care cuprinde efectul
neliniaritdtii circuitului magnetic, in sensul cd amplitudinea lui nu este direct proportionald

cu amplitudinea solenatiei de excitatie.
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Concluzii

Analiza efectuati mai sus prin metoda MEF aratd o variatie discontinud oarecare a
mirimilor magnetice (inductii, potentiale) pe orice directie a domeniului. Aceastd distributie
aproximativd a campului magnetic bidimensional (plan-paralel) contine inclusiv informatii
privind armonicile spatiale ale campului magnetic din intrefier, la un moment dat, la o
solenatie dati si la o pozitic dati a rotorului in raport cu statorul. Pentru alte conditii date
(privind momentul de timp, solenatia de excitafie, pozitia rotorului), distributia spatiald a
campului se modificd si trebuie recalculatd.

in consecintd, o analizi a armonicilor spatiale ale cimpului magnetic din intrefier,
folosind distributia spatiali datdi de MEF pentru tot domeniul, este extrem de dificild i
laborioasi, iar in practicd foarte rar se face o astfel de analizd.

Ceea ce este intr-adevir util este armonica fundamentald a cimpului magnetic din
intrefier, care trebuie ‘“extrasi” din distributia aproximativd obtinutd, iar apoi folositd in
calcule.

Aceastii armonicid fundamentald, determinati din problema de cimp, prezintd interes
deoarece cuprinde in ea efectul neliniarititii circuitului magnetic i efectul reactiei indusului.

In consecintii, pentru a lega cele doui modele ale masinii de inductie cu Intrefier
constant (modclul de cdmp si cel de circuit) este necesar si suficient si se determine doar
armonica fundamentaldi a cAmpului magnetic din intrefier, prin rezolvarea problemei de
camp.

Informatiile suplimentare obtinute prin metoda MEF, legate de distributia cimpului in
restul domeniului, pot conduce la unele concluzii interesante, dar obtinerea lor se face cu
implicatii foarte serioase in elaborarea unui model global al masinii de inductie.

Fiecare din cele doul metode de calcul al cAmpului magnetic (MEF si SAI), utilizate
mai sus, prezintd avantaje si dezavantaje, dependente de complexitatea domeniului de calcul
si de scopul urmirit.

Dacd domeniul dat este secfiunea transversald a masinii de inductie cu intrefier
constant , iar scopul este doar analiza distributiei spatiale a campului magnetic , atunci se
vor folosi indiscutabil metodele numerice de discretizare a domeniului (metoda elememélor
finite, metoda diferentelor finite). Acestea redau aproximativ distorsiunile locale ale

cimpului. provocate de neomogenitdtile (crestiturile) prezente in domeniul de cimp, asa cum

se constatd din figurile 34, 3.5, 3.6, 3.7..
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Pentru acelasi domeniu de mai sus, dacd se urmdreste calculul fundamentalei
cdmpului magnetic din intrefier (cu considerarea curbei reale de saturajie si a reactiei de
indus) si apoi determinarea parametrilor energetici globali ai masinii de inductie, atunci
metoda analiticd iterativd (SAI) este mai avantajoasid decit MEF deoarece:

-timpul de calcul este mult mai redus ( de sute de ori);

-permite elaborarea unui model combinat “‘cimp-circuit” pentru masina de inductie cu
intrefier constant ;

-permite optimizarea simpld a geometriei transversale a masinii de inductie prin
numirul redus de variabile;

-asigurd 0 manevrare usoard a solutiei, care este in intregime cuprinsd intr-o expresie
analiticd simpla.

Dczavantajul metodei SAl constd in faptul cd neglijeazd armonicile superioare de
spatiu ale cidmplui magnetic din Intrefier cu scopul de a rezolva, cel putin pentru

,
fundamentald, cazul problemei neliniare.

Problema armonicilor poate fi tratati separat pentru gisirea unor ciii de reducere a

lor. Aceste cdi sunt, in principal, cunoscute, dar pot fi gisite incd altele noi printr-o analizd

aprofundatd.
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Cap. 4
ANALIZA NELINIARA A MASINII DE INDUCTIE
FOLOSIND MODELUL SAI

4.1 CAZUL MASINII DE INDUCTIE CU CAMP MAGNETIC CIRCULAR

4.1.1 Calcule si verificiri experimentale privind efectul saturatici circuitului

magnetic principal.

Functionarca masinii .asincrone trifazate in regim de mers in gol oferd posibilitatea
cfectudrii unor verificdri experimentale in legturd cu cele de mai sus. Masina, in acest regim
de functionare este concctatd la reteaua de alimentare trifazatd simetricid ce asigurd tensiunea
U, pe fiecare fazd, iar rotorul in miscare are o vitezi de rotatic aproximativ cgald cu cea a
cimpului magnetic Tnvdrtitor, circular.

Se considerd ¢d prin colivia in scurtcircuit a rotorului nu circuld curent T’y =0, in rel
249), astfel ci existi un singur curent - cel de magnetizare (I, = I,) care circuld prin

Infdsurdrile statorului §i produce campul magnetic din magind.

Curentu! total (],,) la mersul in gol are $i o componentd activd (I,,) si poate fi scris

in complex sub forma:
=1, + ]I, @.1)
Componenta activd este mult mai micid decit cea reactivd (Ly,<<1) st se determind din
pierderile active la mersul in gol dupi relatia cunoscutd [C5]:
P +P +P,

e = 2
3U, @2

in care P sunt pierderile in fier, P.. - pierderile mecanice si de ventilatie, P, - pierderile

in infdsurarca de fazi a statorului determinate de curentul I,.

Dupd cum este cunoscut, aceste pierderi pot fi determinate prin separare, dintr-o probi

de mers n gol, Tncat componenta reactivi rezultd imediat:

I, = I, - 15, (4.3)

Pe de altd parte, neglijand rezistenfa electrici a infasurdrii statorului in raport cu

reactan{a sa utild st punind l,nzjl,, in ecuajia de tensiune a statorului ( scrisd In complex
pentru mersul in gol), se obtine relatia scalard aproximativi-
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# U,=U,-X]I, (4.4)
' in care X, este reactanta de dispersie a infasurdrii de fazi.

Este cunoscut [D4] cd valoarea tensiunii induse Uy, este cu circa 2..5% mai mici
- decat U, pentru motoarele de inductie trifazate cuy p<8.
r Relatiile (4.3) si (44) asigurd trecerea de la I la I, si de la U, la U, In ambele
_ sensuri, astfel incat proba de mers in gol oferi posibilitatea unor verificari experimentale,
l’ Punind I =0 fin relatia 249 si I, = I, in (2,48) se poate calcula, dupi algoritmul

} iterativ prezentat anterior (fig 2.4), caracteristica U(L), dand valori cresciitoare curentului de
‘,> magnetizare I,. Folosind apoi corectiile (4.3) si (4.4) se obtine curba L,i(U,) care se compari
', cu cea determinatd experimental.
h ' In acest fel s-au efectuat verificiri experimentale pentru numeroase cazuri concrete de
motoare de inductie trifazate.
+ Figura 4.1 prezinti citeva din exemplele analizate.

Cu linie continud s-au reprezentat caracteristicile determinate prin calcul, dupi metoda
* SAI (calculul 1).

Pe aceeasi figurd, cu linie intreruptd (calculul 2), s-au reprezentat caracteristicile
obtinute tot prin calcul, dar folosind metoda clasici [BS, C5, D4, N9, R6, V8] bazatd pe
caleulul tensiunilor magnetice pe diferitele portiuni ale circuitului magnetic (in dinti, juguri,
) im;‘et‘ier). Valorile obtinute prin misurare directi sunt reprezentate discret prin cdteva puncte
0.

Se constatd o buni corespondentd intre valorile misurate si cele calculate dupd metoda
" propusd (prin rezolvarea problemei de cimp), pentru toate cazurile analizate. In consecinta, se

poate afirna cd metoda propusd surprinde corect efectul de saturagie al circuitului magnetic
: principal al maginii. La saturafii medii si mari, calculul clasic al tensiunilor magnetice in fier
" se face cu erori foarte mari (mai ales la motoarele bipolare), fapt ce afecteazii toate calculele
ulterioare ale performantelor energetice ale motorului.

Motoarele de 4 kW si de 15 kW, bipolare si tetrapolare, au fost executate cu tabld
silicioasd din acelasi lot, la care curba de magnetizare a materialului B(H) a fost determinati
prin masurare $i folositd in calcule. La aceste patru motoare (vezi fig. 4.1) se constati abateri
minime (<5%) ale valorilor calculate, pentru orice nivel de saturatie.

Este necesar si se foloseasci in calcule o curbd de magnetizare cit mai apropiatd de

~cea reald. In caz contrar pot si apari unele diferente intre calcule si masurdtori. In

concluzie se poate spune cd algoritmul de calcul iterativ din fig. 2.4, care utilizeazi solutia
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analitici a problemei de cimp, determind cu foarte bund aproximatie caracteristica magneticd
la mersul in gol, pentru orice masind de inductie cu camp fnvartitor circular si intrefier
constant. in ficcare punct al acestei caracteristici magnetice se poate defini reactanta de
magnetizare X, a unei faze:
U:O

Im =
I,

X 4.5)

care va avea valori diferite, de la un punct la altul al caracteristicii, in functie de gradul de
saturatie a circuitului magnetic.

Dupd cum se stie, proba de mers in gol al motorului de inductie trifazat permite
separarca picrderilor in fier pentru orice grad de saturatie magneticd obtinut prin modificarea
tensiunii la borne (U,). Este astfel posibil, cu aceasti ocazie, si se verifice experimental si o
metodd de calcul al pierderilor in fier.

Se propune, in acest sens, utilizarea punctelor reprezentative (P)) din fiecare
subdomeniu, In care s-au determinat inductiile reprezentative care vor imnpune, de data aceasta,
pierderile specifice pentru intreg subdomeniul respectiv.

Neglijind pierderile in fier din rotor, se poate scrie relatia cunoscutd de calcul al
pierderilor principale in fier (P,), la mersul in gol:

P, =16P, + 18P, (4.6)
adicd suma pierderilor in fier din jugul (P,) si dintii (P, ) statorului, multiplicate cu 1.6
respectiv 1,8 datoritd prelucrdrii mecanice [C6, N9, PS].

Pentru cei doi termeni din (4.6) se propun urmditoarele relatii de calcul:

P.=p,B,G @7

35
_ 1.7 R

Pd‘ = mea‘ Gd, “4.8)

in care B, este componenta tangentiald a inductiei magnetice reprezentative (in punctul Py)

datd de relatia (2.87); B,, - inductia magneticd reald din dingi datd de (2.94); G, ,G,, - masa

is?
Jjugului, respectiv masa dintilor statorului.

Functia PB'’ reprezinti aproximarea curbei pierderilor specifice in materialul tolelor,
determinatd experimental, iar p,, reprezintd pierderile specifice in curent alternativ (50Hz) la o
inductie de IT. Din curba determinati experimental rezultd p,=2,7 W/kg, dar in calcule s-a
folosit valoarea madritd p,;=4 W/kg corespunzitoare remagnetizirii circulare [D4].

Masa jugului statorului se determind simplu folosind razele r=f §i r=e care delimiteazi

subdomeniul D5:
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22
Gjs = Ve ke -m(f" —eDL, 4.9)
si asemdndtor, pentru dintii statorului:
2 a2 044
Gy =7V kg (6" —d)L) ——— (4.10)
ed4 + 6c4

in care ye= 7800 kg/m’ este masa specificd a fierului, iar kg este factorul de impachetare a
tolelor statorului.

La mersul in gol, din cauza miscirii rotorului, apar fn plus pierderi suplimentare (P,,):

P,=P, + Ps2 + PN +P, 4.11)

sup

s,

in care P4 si P, sunt pierderile de suprafad in stator, respectiv in rotor, iar Pp si Pp
2 n 5

2

sunt pierderile de pulsatie in dinti. in rel.(4.11) pierderile P, si P, au o pondere mult mai
mare decat cele de suprafatdsi se calculeazd dupd relatia cunoscutd [C6, N9, P5]:

2 104 2
P, =05-10 (z,nB, )" Gy,

= —4 2 .
P, =05-10"(z;nB, )"Gy, (4.12)
‘In care z, si z, sunt numerele de din{i ai statorului respectiv ai rotorului, iar n este viteza de
rotatie a rotorului (rot/sec).

Inductiile de pulsatie in dinii statorului (B, ) si ai rotorului (Bh) se determind pe

|
baga relafiilor cunoscute in literaturd [C6, D4, N9, P5].
Pierderile totale in fier, la mersul in gol, rezulti fnsuménd pierderile principale (rel
4.6) si cele suplimentare (4.11):

P,=P +P 4.13)

Conform relatiilor de mai sus au fost determinate piederile totale in fier pentru clteva
motoare, la diferite valori ale tensiunii de alimentare (Up), in scopul comparirii rezultatelor de
calcul cu cele experimentale. in fig. 4.2 se prezintd patru astfel de exemple.

Cu linie intreruptd (calcul 2) s-au reprezentat pierderile principale si cele suplimentare
din fierul masinii (rel. 4.6 si 4.11). Valorile masurate ale pierderilor totale in fier aratd o
crestere pronuntatd a acestor pierderi la cregterea saturatiei fierului. Se constatd o diferentd tot
mai mare intre valorile calculate si cele masurate pe misurd ce nivelul de saturatie a fierului
creste. Este prezent aici un fenomen, dependent de saturatie, care nu este prins in relajiile de
calcul al pierderilor de mai sus. Considerdm ci acest fenomen este legat de valoarea

inductiilor de pulsatie in dingi din rel. (4.12) pentru care se dau relatii de calcul in literaturd
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Ca urmare, pentru a include si fenomenul de saturatie n  calculul  pierderilor

suplimentare, se propune ca, in locul inductilor B, si B, (rel 4.12), si se pund

k, B, respectiv k, B,, in care:

kK = — (4.14)

unde 13, i By sunt valorile realc ale inductiilor fn dintii statorului si ai rotorului.
4 2

Cocficientii propusi in ultima relatie méresc justificat valorile inductiilor de pulsatie in dinti

(BP4 .B,,) pe misurd cc gradul de saturatie a acestora creste, provocind o cregtere rapidd a

picrderilor suplimentare de pulsatie, la saturafii mari.

In fig. 42, cu linic continui (calcul 1), s-au reprezentat pierderile totale in fier
calculate cu relatitle de mai sus, In carc s-au luat in considerare coeficientii din (4.14). Se
constatd in acest caz o apropiere a rezultatelor calculate fatd de cele misurate (reprezentate
prin “0”).

In acest fel cfectul de saturafie este cuprins mai bine fn calculul pierderilor
suplimentare de pulsatie, care devin foarte mari cind dintii se saturcaza.

Determinarea prin calcul a pierderilor in fier s-a ficut simplu, in acelasi timp cu
determinarea cimpului magnetic $i anume la iesirea din ciclul iterativ de calcul prezentat in
fig. 2.4, cind sc cunosc valorile reprezentative ale inductiilor magnetice in dinti i juguri.

Valorea pierderilor in fier este necesard in calculul randamentului dar si la calculul

componentei active a curentului de mers in gol.

4.1.2 Reactia indusului. Calcule si verificiri experimentale,

Se considerd ccuatiile unei masini de inductie trifazate simetrice, cu rotor in

scurteireuit, in regim stationar sinusoidal [D3):

Uu=21-y,

0=-2Z,1:+U,

Lo =1, +l’2 )

U, =-Z,.1, (4.15)
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1
in care: Z, =R, + jX, este impedania de dispersie a unei faze din stator; Z,'= —+ jX,'
s

este impedanta de dispersic a unei faze din rotor raportati la infisurarea statorului; U, -

tensiunea sinusoidald de alimentare pe faza.

Tensiunea electromotoare indusa (Uq) depinde neliniar de curentul de magnetizare

(dependentd exprimati de caracteristica magneticd) si in consecintd impedanta de magnetizare
(Z,,) nu poate fi consideratdi constanti. Ea depinde de punctul de functionare de pe
caracteristica magneticd care, la randul sdu, depinde de gradul de saturatie a circuitului
magnetic principal si de “gradul” de reactie a indusului.

In consecinti, pentru a implica in ec. (4.15) si solufia problemei de camp, cu
cofisiderarea saturatici magnetice si a reactiei de indus, se propune inlocuirea ultimei ecuatii
din (4.15) prin functia neliniard UI,), cunoscuti in urma calculului iterativ prezentat mai
sus:

Astfel, sistemul (4.15) devine:

U, =21, _Qe(lu)

’

0=-2.1.+0.0,)

L+l =1 +1. (4.16)

in care I, este componenta activi corespunzitoare pierderilor de mers in gol:

PFe + va + Pcn
= 4.17)
3U,
iar I, este o componentd fictivd rezultantd, numiti curent de magnetizare:
!
[ =Imag(l, +1.) 4.18

'

Asa cum s-a aritat anterior, curentul din rotor (I2) are o actiune demagnetizanti,
astfel cii, la mersul in sarcini, componenta I, este mai mica decédt la mersul in gol.
Sub aceastd formid, sistemul-de ec. (4.16) este neliniar, iar rezolvarea lui se poate face

numai pe cale numerici dar fira dificultate.

’

in acest sens se elimind I, ¢i 12 din primele doud ecuatii (4.16) si se inlocuiesc in

ultima:
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I, = (U, +ge(l,.))
Z,
! 1
1.=—-UAl)
Z:
. 1 1
I +jl, = (U + U () + 5~ U (1) (4.19)
Z, Z,
Ultima ecuatie din (4.19) contine o singurd necunoscutd si poate fi rezolvatd in raport
cu I, , pentru o alunecare datd.

Pentru simplificare, se va lua tensiunea indusi U, pe axa reald pozitivd, astfel ci:
U.(1,)=U/(1,)= caracteristica magnetici.
Celelalte mirimi complexe se pun sub formd exponentiald:

S X
=7 Z, =R+ X a, =arcth'

N

' R! ., X!
Z:=27"" ; Z = (-2 +(X)) 5 o, = arctg—SR,'
s

2

U, = UNe’” (B - necunoscut) (4.20)

Cu aceste notatii, ultima ecuatie din (4.19) se descompune in doud ecuatii de tip real

prin egalarea pirtilor reale respectiv imaginare:

U,
I = Zl\ cos(B—a,,)+YﬁUe(Ip)

1
U q .

L 27‘15111([3—01”)—Y5Uc(1u) (4.21)
A

in care:

1 1
Y, = Z—COSOLII + ?cosm22

¢
1 2

1 1.
Y, = Z—snnOLII + Z—,smoc22 (4.22)

1 2

Elimindnd unghiul B intre cele doui ecuatii (4.21) se obtine in final:

Uy 12 ,
I, = \/(Z—T) -, - Y.U.(,))* - Y, U (1) (4.23)
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Desi ec. (4.23) are o formd potrivitd pentru o rezolvare numericd In raport cu I, (dupd
un procedeu iterativ), se impune o scurtd analizi a acestei ecuatii.

Functia neliniard U(I,) reprezintd caracteristica magnetici a circuitului magnetic al
masinii electrice. Datele constructive ale masinii determind univoc caracteristica sa magnetica.

Punctul de functionare a masinii respective pe aceastd caracteristicd depinde de
valoarea tensiunii de alimentare pe fazd (Uy). La variatia tensiunii de alimentare, punctul de

[y

functionare se va deplasa pe aceastd caracteristicdi magneticd astfei: “In sus”, la cresterea
tensiunii si respectiv “in jos”, la scdderea ei.

Al doilea fenomen care deplaseazd punctul de functionare pe aceastd caracteristicd este
reactian. demagnetizati a indusului. Pe midsurd ce reacia indusului creste, punctul de
functionare se deplaseazi “In jos” pe caracteristicd din cauza scdderii fluxului magnetic
rezultant.

Pentru regimul de motor, punctele de functionare extreme de pe caracteristicd sunt: cel
corespunzitor mersului in gol (extrema ‘“superioard”), cind reactia de indus este nuld si
respectiv cel corespunzitor functiondrii in scurtcircuit (extrema “inferioard™), cdnd reactia de
indus este maximi. Pentru orice alunecare 0<s<l, punctul de functionare rdméne pe aceeasi
caracteristici magnetici (initialf). In concluzie, la o masind datd, pentru a fixa punctul de
functionare pe caracteristica magnetici a sa, trebuie precizate tensiunca de alimentare si
alunecarea. Este important de subliniat incd odatd cd, la cresterea reactiei indusului (s—1),
pu;wml de functionare coboari continuu pe caracteristicd, sau, cu alte cuvinte, curentul de
magnetizare rezultat (I)) scade continuu.

Tinind seama de cele de mai sus, se revine la ec. (4.23) si se ‘propune un algoritm

iterativ de rezolvare simplu, ilustrat in fig. 4.3.

Se introduc mirimile de intrare necesare: R,, X;, R}, X}, Uy, s.

Pentru prima iterafic se considerd valoarea curentului de magnetizare corespunzitor
mersului in gol: I““) =TImag(l,), determinatd anterior din caracteristica magneticd. Conform
algoritmului din fig. 24 se determind tensiunea indusd U,, pierderile in fier, componenta
activit 1,. Pentru aceastd valoare a curentului de magnetizare se verificd ec. (4.23), evaluind

membrul drept al ei. Dacd eroarea depiseste limita impusd se reia ciclul de calcul cu altd

valoare. mai micd, a curentului de magnetizare, astfel:

i+ _ 1 3 2

L =10(1-1A,) (4.24)

in care A, este pasul de scidere a curentului de magnetizare. La fiecare iterafie (i) se face
cite un pas “in jos” pe caracteristici pand se ajunge la valoarea curentului de magnetizare I,
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care verifici ec. (4.23). Atunci se cunosc: solutia ec. (4.23), adici valoarea curentului I
tensiunea indusd corespunzdtoare U, pierderile in fier P;; componenta 1, Toate acestea
corespund valorii date a alunecdrii.

Cunoscand aceste mdrimi (corepunzitoare punctului de functionare), din rel. (4.21) se

determind unghiul B, iar din (4.19) rezultd curentii I, si 12. In continuare se pot determina
loate celelalte caracteristici energetice ale masinii.

Pentru verificarea celor de mai sus, s-a executat o masind de inductie trifazati,
simetricd de 1.5kW, cu patru poli (p=2), avind pe stator doud Infisurdri suplimentare de
misurd pentru determinarea tensiunii induse de cdmpul magnetic rezultant.

Prima infdyurare de misurd, cu pas diametral, este agezatd 1in crestituri, peste
infasurarea trifazatd a maginii, iar a doua, tot cu pas diametral, este plasatd in intrefier, pe
capetele a doi dinti.

Forma de undd a tensiunii induse in bobinele de misurd se distorsioneazi usor in
zona alunecdrilor mari (s—1) din cauza prezentei armonicilor. Din acest motiv, pentru a
misura doar valoarea fundamentalei tensiunii electromotoare induse, s-a folosit un filtru activ
acordat pe frecventa retelei de alimentare (50Hz).

S-au efectuat calcule conform algoritmului din fig. 4.3 (in care s-a luat R,= 3.6Q si
R/= 30)) pentru diferite aluneciiri.

Aceste rezultate de calcul §i cele experimentale (in mirimi raportate la valorile
corespunzitoare mersului fn gol) sunt reprezentate in fig. 4.4, in care:

- curba 1 reprezintd te.m. calculati folosind valorile nesaturate ale reactantelor de dispersie,
determinate din calculul de proiectare X=171 Q, X2'= 3,9 Q).

- curba 2 reprezintd te.m calculati cu valorile saturate ale reactantelor de dispersie, estimate
dintr-o probad de scurtcircuit la tensiunea nominali X=43 Q; X;: 32 Q).

Punctcle discrete, marcate cu “0”, Jeprezintd valorile t.e.m. misurate in bobina plasata
in fntrefier, iar cele marcate cu “A* respectiv pe cele misurate in bobina din crestituri.

Bobina de misurd plasati in crestituri di o tem. mai mare decit cea plasati in
intrefier, la aceeasi alunecare. Faptul se explicd prin aceea cd infigurarea de misuri asezatd
in crestituri este inlintuitd si de o parte a cidmpului de dispersie a infisuririi statorului
(cimp care devine tot mai mare, pe misuri ce alunecarea creste) si astfel Tn bobinid se

induce si o te.m suplimentard corespunzitoare acestui cdmp de dispersie.
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Campul magnetic rezultant (corespunzitor Iui [) este cel care traverseazi intrefierul,

astfel cd infasurarea de misurid din Intrefier este cea care indici valorile corecte ale t.e.m.

Comparand valorile misurate (“0”) cu cele calculate (curbele 1 si 2) se constati ci,

pentru valori mici ale alunecdrii, cind reactanfele de dispersie X, si X, sunt nesaturate,

e e

valorile misurate se apropie de curba 1, iar pentru alunecdri mari, cind reactantele de
dispersie incep si se satureze, valorile misurate se apropie de curba 2, fapt care este
explicabil.

fn urma acestor verificari experimentale se poate afirma ci algoritmul propus in figura
P43 ia In consideratie In mod corect efectul reactiei de indus asupra cdmpului magnetic
, principal din magina trifazatd, sau, altfel spus, asupra punctului de functionare de pe
‘ caracteristica magnetica.

Curba trasatdi cu linie intrerupti in fig. 44 reprezintd pierderile totale in fierul
" statorului, raportate la valoarea lor corespunzitoare mersului in gol, calculate in functie de
alunecare,

In fig. 4.5 se prezintd rezultatele de calcul obfinute pentru patru motoare bipolare. S-
uulreprezentat tensiunea indusd si curentul de magnetizare echivalent, in marimi raportate, in
functie de alunecare.

i Se constatd reactii diferite ale indusului, de la motor la motor, ca o consecintd a unor
caracteristici magnetice diferite (circuite magnetice diferite) §i a unor nivele diferite de
saturatie existente la mersul in gol. Curbe aseminitoare celor din fig. 4.5 se obtin si pentru
mQtoarele de inductie cu mai mulfi poli.
. Peniru ecuagia 4.16 se reprezintd in fig 4.6 schema echivalenti corespunzitoare.

Conform algoritmului din fig. 4.3 pentru o valoare dati a alunecirii, se determini u.,,

L, 1, si celelalte mirimi necunoscute din circuitul electric echivalent (fig._ 4.6).

In consecinti se poate evita determinarea impedantei  de magnetizare

(Z,

~'m

=R, +)X,,) din schema echivalentd cunoscutd, nefiind necesari in calcule. Acest
m

parametru concentrat Z, este inlocuit prin caracteristica magnetici, determinati prin calcul,
—'m .

care modeleazd mult mai bine comportarea masinii.

Folosind solutia problemei de cdmp se poate, deci, rezolva circuitul echivalent al
maginii de inductie trifazate, luiind in considerare saturatia circuitului magnetic principal si
reactia indusului, pentru orice valoare a tensiunii de alimentare pe fazi si pentru orice valoare

a alunecdrii.
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4.1.3 Analiza armonicilor de cimp

Introducere

Se considerd o masind de inducfie simetricd, avind un intrefier constant, in care se
admite o distributie sinusoidali continui a solenatiei de-a lungul pasului polar. fn aceste
conditii, curba dc repartitie a componentei normale a inductiei magnetice in intrefier By(0),
in mod obisnuit, diferd de o curbd sinusoidald. Saturatia portiunilor feromagnetice ale
circuitului magnetic principal al maginii determind distorsionarea cdmpului magnetic din
intrefier. Este cunoscut faptul cd, dacd jugul nu este saturat, saturatia dintilor determind o
“aplatizare” a curbei de repartifie a inducfiei din intrefier. Dacd nivelul de saturatiec a
jugurilor este mai mare decdt cel al dintilor, se obtine o formd “ascuitd” a curbei B4(0).
Prin descompunere in serie Fourier a curbei B4(8) se obtine o fundamentali si o serie de
armonici superioare. Aceste armonici sunt denumite “armonici de saturafie” intrucit sunt
produse direct de saturatia magneticd, nefiind excitate de vreuna din armonicile spatiale
superioare ale solenatiei.

Armonicile dec saturaie produc zgomote suplimentare, pierderi in fier si in infdsurdri,
tar unele din ele, cupluri “folositoare” [L5]. Datoritd simetriei circuitului magnetic,
distributia spatiald a inductiei magnetice By(B) este aceeasi pentru fiecare pol. In consecinti
scria confine numai armonici impare (de ordin e=2k-1; k=1,2.3...). Toate aceste armonici
rotesc. impreund cu fundamentala, in acelasi sens §i cu aceeasi vitezi de rotafie, avand
amplitudini maxime la mersul in gol. Ele nu sunt amortizate semnificativ de curenfii
rotorici de reactie, intrucét viteza lor de rotafie este aproximativ egali cu cea a rotorului.

Fluxurile armonicilor de saturatie induc tensiuni in infisurdrile statorului, cu frecvente
care sunt multipli ai frecventei retelei de alimentare. Daci magina este trifazatd, armonicile
tensiunilor de ordinul trei §i multiplu de trei, din cele trei faze, sunt in fazi si determind
curenfi de circulafie interioari prin infagurdri, cind acestea sunt conectate in triunghi. In
anumite cazuri, (cind amplitudinile armonicilor de saturatie sunt mari), valoarea acestor
curenti devine considerabili.

Dacd infdsurdrile sunt conectate in stea, nu apar astfel de curenti, intrucat circuitul
lor de inchidere este intrerupt intre nulul stelei $i nulul retelei de alimentare. Celelalte
armonici superioare (care nu sunt multiplu de trei), determini curenti armonici in reteaua de

alimentare dar. din cauza impedantelor mari ale motorului $i retelei, la frecventa ridicati a

armonicilor, acesti curenti au valori neglijabile [C8].
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Pentru determinarea armonicilor de saturatie se propune mai jos o metodd de calcul,
care admite urmdtoarea ipotezi de bazi: saturatia circuitului magnetic principal este
determinatd numai de fundamentala spatiali a solenatiei, care este astfel singura responsabili
de producerea armonicilor de saturatie.

Pentru susfinerea acestei ipoteze se prezintd in continuare citeva argumente:

- armonicile spatiale superioare ale solenatiei de magnetizare din stator produc fluxuri
armonice, care rotesc cu viteze de citeva ori mai mici decit cea a fundamentalei, inlintuind
s1 Infdsurarea rotorului (colivia); aceste unde sunt atenuate puternic de efectul curentilor
rotorici indusi de ele, incit fluxurile armonice rezultante ( flux direct plus flux de reactie)
devin neglijabile si nu modificii semnificativ valorile inductiitor in dinti si juguri;

- componentele fluxurilor armonice din stator, care nu fnlintuie colivia rotorului, nu sunt
atenuate, dar ele nu influenfcazd saturatia dintilor si a jugurilor intrucit se inchid prin
fx{lrefier si capetele de dinti.

- deschiderea crestéturilor influenjeazd doar repartitia componentei normale a inductiei din
intrefier de-a lungul pasului dentar, firi si modifice fluxul corespunzdtor pasului dentar si
inductia magnetici din dinti si juguri.

In literaturd sunt intalnite doui categori de lucrdri care analizeazd distributia spatiali
a inductiei magnetice din intrefier:

a) Lucrdri care admit ipot.eza conform cireia numai fundamentala spatiald a solenatiei este
relevantd in aprecierea saturatiei [L5, C8, C7].

Ai'cestea prezintd metode indirecte de calcul al formei inductiei By(6), implicdnd calculul
tensiunilor magnetice in din{i si juguri pe diferite linii de cimp concentrice. Se obtine o
undd spatiald By(8) care roteste cu vitezd sincrond avind aceeasi formd in orice moment.
Toate armonicile superioare obtinute prin descompunerea ei in serie Fourier sunt armonici
“pure” de saturatie.

Metodele prezentate in aceste lucrdri ridici unele probleme 1in privinta calculului
tensiunilor magnetice pe céteva portiuni ale~circuitului magnetic (cum sunt jugurile), unde
distributia spatiald a inductiei este doar aproximativ cunoscuti.

In acest caz este necesar ca relatiile aproximative de calcul al tensiunilor magnetice
sd fie validate prin numeroase verificiri experimentale.

b) Lucriri care nu admit ipoteza de mai sus [V2, S10, L6], determinand distributia spatiald
& inductici din intrefier prin rezolvarea numerici a problemei de camp, folosind metode de

discretizare spatiali (diferente finite, elemente finite, etc.).
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In [L6] unda spatiald este descompusi in serie Fourier, prinir-o metodi numerici,
determinandu-se valorile primelor armonici de saturatie.

Prin analiza numericd a campului magnetic din fintrefierul masinii de inductie se
obtin puncte ale unei curbe de distributie a cimpului, ce are forme diferite, lu momente
diferite si deci un confinut de armonici variabil in timp. La momentul t=t,, curba obtinuti

din calcul B(8O),) contine cite o infinitate de armonici, de amplitudini st: (e=1,35..),

pentru fiecare armonicid spatiald de ordinul v a solenatiei. Unele armonici de camp, de
acelasi ordin, rotesc cu viteze diferite. De pildd, ammonica de saturatie B, (de ordinul
€=5), produsi de fundamentala spatiald a solenatiei (v=1), roteste cu viteza sincroni a
campului, in timp ce armonica de cidmp By (de ordinul €=5), produsi de armonica
superioard a solenatiei de ordinul v=5, roteste cu o vitezi de cinci ori mai mici decit
viteza fundamentald.

Din descompunerea in serie Fourier a curbei By(0,,) se obfin amplitudinile rezultante
ale armonicilor superioare de cimp, fiecare avand doui componente. Este necesar, ulterior,
sa sc separe, pentru ficcare armonici de cidmp in parte, componenta de “saturatie” i
componenta produsd de armonica spafiali a solenatiei, de acelasi ordin. Astfel, analiza
armonicilor de saturatie, pe aceastd cale, ridici probleme privind separarea componentei de
saturatie.

in [L6] problema separérii este solutionatd prin repetarea calculului de cimp In
conditii de *“nesaturare” (cu curent de magnetizare redus) pentru determinarea armonicilor
spatiale ale solenatiei, urmatd de sciderea “vectoriald” a acestor armonici din cele obtinute
la primul calcul. cu circiut magnetic saturat.

In cele ce urmeazi se propune o metodd de determinare prin calcul a armonicilor de

saturatie, care immbind unele avantaje ale celor douid categorii de metode de mai sus (a si
b).

Metodi de calcul al armonicilor de saturatie.

In sistemul de coordonate polar, se considerdi o porgiune din magina de inductie
polifazatd simetricd, cuprinsi intre axele a doi poli adiacenti, respectiv 0=0 si O=n/p (fig.
4.7)

Rezolvarea problemei de cimp prin metoda solugiei analitice iterative (SAD,
prezentati in capitolul 2, permite exprimarea componentelor inductiei magnetice B.(r9) si

114

BUPT



Fig. 4.7 Referitor o mode u de calcul
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Bo(r®) in cele cinci subdomenii idealizate (D1..D5) ale problemei. Pornind de la ipoteza
unei distributii continue si sinusoidale a solenantei, de-a lungul pasului polar, s-au obtinut
distributii sinusoidale ale componentelor inductiei magnetice, in raport cu variabila 0, in
toate subdomeniile, conform relatiilor (2.60) - (2.64).

Distributia reald a campului magnetic din intrefier, de-a lungul pasului polar, diferi
de cea sinusoidald, obtinutd prin metoda SAI.

Aceastd  distributie reald se poate determina aplicand repetat legea circuitului
magnetic, sub forma integrald, pe contururi ce traverseazd intrefierul si urméresc liniile de
cdmp magnetic principal.

Conditia impusd in acest fel permite determinarea abaterilor de la forma sinusoidali
a distributiei  cAmpului din intrefier si, prin descompunere in serie Fourier, calculul
armonicilor de saturatie.

In acest scop se adoptd urmitoarele ipoteze:

- numai fundamentala spatiali a solenatiei contribuie la saturarea circuitului magnetic
pr'incipal, fiind singura sursd a armonicilor de saturatie ale cAmpului din intrefier:

- componenta tangentiald a inductiei magnetice din juguri are o distributie sinusoidald, in
raport cu 8, pe orice arc de cerc de razi r=ct.;

- s¢ neglijeazd componenta tangentiald a inductiei magnetice din intrefier;

- valoarea maximd a inductiei din intrefier (By,,) , corespunzitoare unei solenatii date 9,
sg¢ considerd cunoscutd in urma rezolvirii problemei de cimp prin metoda SAI;

- se admit distributit identice ale inductiei, de-a lungul fiecdrui pas polar, astfel incit unda
campului este o funcjie periodici.

Se exprimd distributia sinusoidald a solenatiei, in raport cu variabila 8, sub forma:
9 .
S(pB) =—=Lsinpd (4.25)
2p

in care 8, este amplitudinea fundamentalei spatiale a solenatiei rezultante a intregii masini,
iar p este numirul de perechi de poli.

Variabilei 6 1 se asociazd un contur I'(8), format din (fig. 4.7):
- segmentul de dreaptd DB , de ecuatie 6=0,=ct. (0<0,<n/2p);

arcul de cerc BB” |, de razd r=ci. (e<r<f);

- segmentul de dreapti B”D" | de ecuatie 8=n/p-6,;

- arcul de cerc D”D , de razd r=ct. (a<r<b);
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Pentru o valoare dati 0=6,, legea circuitului magnetic se exprimd, sub formad
integrald, astfel:

Ha= 2

k.
sinado
oy 2p p0)

(4.26)
in care H este intensitatea campului magnetic in punctul curent de pe curba inchisd 1I(6,),
iar fn membrul drept s-a folosit relatia (4.25).

Dupil efectuarea calculelor in membrul drept, se obfine forma:
= 9,

Hdl = —-(2cospb)
o) 2p

4.27)
oricare ar fi valoarea variabilei 0 in intervalul [0... n/2p).
Calculul integralei din membrul stdng se face cu dificutute din cauza distributiei

spatiale ncregulate a componentelor inductfei magnetice in juguri. Ambele componente
(radiald si tangentiald) ale inductiei din juguri sunt dependente de doud variabile (r). In

plus,se pune intrebarea:cum se defineste porfiunea ABB’ a conturului de integrare 17(8)?
in acest sens se fac unele observatii In continuare.
Aplicind legea circuitului magnetic pe conturul ABB’A’A, inclus in intregime in
subdomeniul Dy

al jugului stator, alegdnd sensul de integrare
portiunea AB. se poate scrie:

asttel ca Hdl>0
{  Hdl=0
ABB'A'A

pe

(4.28)
intrucat subdomeniul Dy nu are surse.

Se descompune integrala din (4.28) n patru integrale curbilinii {inind seama de
urmdtoarele:

-pe portiunea B’A’, HdI=HT(r,6)dr=0. intrucit pe axa neutrd (de ecuafic 0=n/2p)

inductia magneticd are numai componenti tangentiald §i astfe] H(r, 6 ) = 0;

-pe porfiunea A’A, din cauza sensului de integrare, Hdl <0 .
Cu acestea, relatia (4.28) devine:

['Hdi+ [ Hdi= [ Hdi

(4.29)

In consecintd, pentru o valoare dati unghiului 8 , portiunea ABB' a conturului I(8)
poate fi fnlocuitd cu arcul de cerc AA’, de razi r

e, care separd subdomeniile D, gi Ds.
In mod similar se poate pune problema pentru conturul A”B“B’A’A” si la fel pentru
Jugul rotor.
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Astfel, conturul I'(6) devine univoc determinat de valoarea variabilei © §i permite

definirea tensiunilor magnetice in juguri.

Datoritd simetriei admise, tensiunea magnetici in jugul stator F, (0) si tensiunea

magneticd in jugul rotor F, (0), corespunzitoare variabilei ©, se calculeazi numai pe

jumadtate din pasul polar.
Revenind la relatia (4.27) si scriind integrala curbilinie ca sumi de integrale pe

portiuni, se obtine:
F,(0)+F, (0)+F, (0)+F, (0)+F, (8)= %cospe (4.30)
’ p

in care: F(0) este tensiunea magnetici in intrefier, Fd4 () - tensiunea magnetici in dintii

»

statorului, F; (0)- tensiunea magneticd in dinii rotorului, corespunzitoare unghiului 6 .

Membrul drept fiind cunoscut, ec. (430) poate servi la determinarea inductiei
|
magnetice in intrefier, corespunzitoare punctului de coordonate (d, 6,), cu conditia ca
singura necunoscuti din ecuatie si rimani By(®,). In acest scop, tensiunile magnetice se
grupeazd astfel:
-tensiuni magnetice care depind de valoareca locald a inductiei din intrefier si pot fi

exprimate in raport cu By(6); se noteazd cu F,;; suma lor:

B, (®)=F(0)+F,(0)+F, (0) (431
-tensiuni magnetice care nu pot fi exprimate in raport cu B(0 ), se notcazi suma lor

cu Fi

Fi(6) =F,(6)+F (6) (4.32)
Tensiunea magneticd in intrefier se exprimd simplu:

F,(0) = f—'Bs(G) (4.33)

unde §' este intrefierul de calcul (relatia 2.85).

Tensiunca magnetici in dintii statorului implicd utilizarea curbei de magnetizare a

materialului feromagnetic; pentru exprimarea analitici a ei se utilizeazd o secventd de calcul
cunoscutd. Inductia magneticd reald By, din dintele stator, la unghiul 6, se exprimi sub

torma:
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B, (0) = S—'BS(G) (434)

"
in care &,, este raportul dintre ldfimea dintelui statoric si pasul dentar statoric, iar 3, este
raportul dintre inductia reald si cea aparentd din dinte. Daci litimea dintelui este variabild
in directie radiald, se recurge la o discretizare pe direcfia r, obfindndu-se inductii variabile
in dinte. in raport cu r.

Corespunzator valorilor By, se obtin din curba de magnetizare, valorile intensititii
campului magnetic din dinte (H, ).

Tensiunea magneticdl se obtine, In general, prin integrare:
F,,(8) = [H,, (B, (6))dr ='f, (B4 (8)) 35)
d

in care f, este o functic neliniard dependentd de valoarea locald a inductiei din intrefier.

Tensiunea magneticd in dintii rotorului se determind similar:

B,

22

B,.(8) = " B,(6) (436

I () = JHdz (By, (68))dr = £,(B;(6)) (437)
b

in care indicele “2” se referd la rotor, mirimile avand aceeasi semnificatie ca mai sus.

Tensiunea magneticd in jugul statorului. Conform ipotezei admise:
B, ()= B, sinpd (4.38)
unde BHM este valoarea maximid a componentei tangentiale a inductiei magnetice in jugul
statorului. pe arcul de cerc de razi r = e. Tensiunea magnetici F;s(8) se obtine integrand
produsul Hﬁdi pe arcul de cerc de razd r = e, intre punctele A si A'. Tinind seama ci

dl = eda , se poate scrie:

%
F (6)= .[His (B,,,, sina)eda (4.39)
p0

Tensiunea magnetici in jugul rotorului se determini integrdnd campul pe arcul de

cerc de razd r = b. Prin analogie cu relatia (4.39) se objine:

3
F,(0)= [H, (B, sinca)bdo (4.40)

po
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in care BJ,[M este valoarea maximi a componentei tangentiale a inductiei in jugul rotorului,

pe arcul de cerc de razi r = b.

Revenind la relatia (4.30) se fac urmitoarele observatii:
-valoarea locald a inductiei magnetice din intrefier By(8) este determinati direct de
raporturile dupad care se repartizeazi tensiunile magnetice (in dini, juguri si intrefier) pe
conturul I'(8); tindnd seama de relaiile prin care au fost exprimate cele cinci componente
ale tensiunii magnetomotoare, riméine un singur astfel de raport nedeterminat §1 anume
F;5(8)/F(0), cu notatiile din (4.31) si (4.32); cu alte cuvinte, desi este cunoscutd suma celor

doi termeni:
9,
F,(0)+F(0)= ;cosp@ (4.41)
p

raportul lor nu se cunoaste;
-intrucdt tensiunile magnetice in juguri se integreazd pe arce de cerc fixe, valorile lor
delpind numai de limitele de integrare; in consecinti valoarea maximi se obtine pentru 6=()
cind drumul de integrare are lungimea maximi; pentru toate celelalte valori ale variabilei
(8+0),se poate scrie:
Fi(0)<F,0) (4.42)
oricare ar fi distribugia in raport cu 6 a componentei tangentiale a inductiei magnetice in
juguri, de unde se obtine o repartitie a tensiunii magnetice in juguri ca cea din fig. 4.8;
carba F(0) are maximul i punctul C si este esentiald Tn determinarea valorii locale a
inductiei din intrefier.

TinAnd seama de cele de mai sus, se propune o metodi de calcul al armonicilor de
saturatie cuprinzind urm3toarele etape:

A. Rezolvarea problemei de cimp

Pentru o valoare dati 8, a amplitudinii fundamentalei spatiale a solenatiei rezultante,
se rezolvd problema de cAmp prin metoda SAI, obtinindu-se expresii  analitice ale
componentelor radiale si tangentiale ale inductiei in toate subdomeniile; din aceasti solutie
se refin doar valoarea inductiei maxime din fntrefier (By,,) si valorile rapoartelor f3, si B,
dintre inductiile magnetice reale si cele aparente din dintii statorului respectiv rotorului
(relatia 4.34 si 4.36) ;

B. Determinarea tensiunilor magnetice in juguri, pentru 6 =

Se identifici valoarea locald a inductiei din intrefier B;(0) cu valoarea maximi

obtinutd in etapa anterioard: By(0) = B,,,. Din ec. (4.41) se obtine:
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0= 32, ) (@43

Termenul F, (0) este determinat univoc , prin rel. (4.31),(4.33),(4.35),(4.37) de

valoarea cunoscutd a inductiei By(0). in consecintd relatia (4.43) permite determinarea
tensiunii magnetice din juguri Fj(O) pe aceastd cale, evitdnd utilizarea relatiilor (4.39) si
(4.40). Astfel, se creeazd posibilitatea “etalondrii” relatiilor (4.39) si (4.40) prin mirirea sau
micgorarea valorilor B, $i Bjy (cu pastrarea raportului initial dintre ele obtinut prin
metoda SAI), pand cind aceste relatii dau aceeasi valoare a tensiunii magnetice in juguri ca
si relatia (4.43). Cu alte cuvinte, in aceasti etapd se obtine (cu ceriitudine) punctul C al
curbei F(0) din fig. 4.8. Restul curbei F(0) se calculeazd, punct cu punct, folosind relatiile
(4.39) si (4.40), prin modificarea exclusivd a limitelor de integrare in raport cu ©,
mentindnd neschimbate valorile “etalonate” Bjs, si By la 6 = 0.

C. Determinarea inductiei din intrefier, pentru 620,

Dacd 020, ec. (4.41) este folositd pentru determinarea componentei F,(0)
. 3
F, (8) = 5—'cosp6 - F;(8) (4.44)
p ]

intrucdt termenul F(B) este cunoscut din etapa anterioard (B).

Utiliziind si relatiile (4.31), (4.33), (4.35), (4.37), ecuatia (4.44) obtine forma:

5—085(6) +£,(Bs(0)) + f,(B; () = g—;)cospe -F;(6) (4.45)

Pentru 0=6,, ecuatia neliniard (4.45) se rezolvd printr-o metodi numerici iterativi, in
raport cu necunoscuta By(6,).

Prin rezolvarea repetati a ecuaiei (4.45) se construieste, punct cu punct, curba de
distributie a inductiei din intrefier, de-a lungul pasului polar. Pentru a defini satisticitor
forma curbei, se recomandi considerarea unui numir minim de 50 puncte, pe un pas polar,

in care se calculeazd valorile inductiei.

D. Descompunerea in serie Fourier

Ultima etapd a problemei constd in analiza Fourier a functiei periodice care
reprezintd distributia cAmpului din intrefier. Se alege originea sistemului de referingd  astfel
incdt functia periodici si fie impard (de exemplu, in sistemul de coordonate rectangular,

originea x = 0 va corespunde cu mijlocul distatei dintre doi poli adiacenti). in acest caz.
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prin descompunerea in serie Fourier se obfine o serie trigonometricd de functii “sinus”, sub

forma:
= . T

B,(x) = ZBsl _sin(e—x) (4.46)
e=| ’ T

in care: By, este amplitudinea armonicii spatiale de ordinul & a inductiei, produsd de

armonica fundamentald a solenatiei ( v = 1), iar t este pasul polar.

Rezultate de calcul si discutii

In scopul analizei distributiei cimpului de-a lungul pasului polar, se considerd, in
cele ce urmeazd, trei cazuri tipice de circuite magnetice ale motorului de inductie trifazat
simetric:

Motorul M1, avand circuitul magnetic optimizat, cu urmitoarele date geometrice: a = 0.015,
b = 0036, ¢ = 00505, d = 0.051, e =0.066, { = 0091, &, = 0.54, &,, = 0.6;

Motorul M2, la care circuitul magnetic este astfel dimensionat incit dintii statorului si
rotorului sunt mult mai saturati decat jugurile; fati de motorul Ml se modifici urmitoarele
date: b = 0040, e = 0.063, &,, = 042, &,, = 0.48;

Motorul M3, la care jugurile sunt mai saturate decit dintii, avdnd urmitoarele modificiri
dimensionale in raport cu M1: b = 0.033, e = 0.069, &,, =0.6, &,, = 0.65.

Unitatea de masurd pentru razele ab.c,de,f este metrul,

Parcurgind cele patru etape de calcul prezentate mai sus s-a determinat forma de
undd By(0) pentru fiecare din cele trei cazuri (M1,M2,M3). Curbele obtinute din calcul sunt
prezentate in fig. 4.9 si reprezintd situatii tipice cunoscute, privind repgrti;ia campului de-a
lungul pasului polar: distributia “normald” (M1), distributia “aplatizatd” (M2), distributia

%

“ascutitd” (M3). Urmirind cele trei curbe, se poate constata ci saturarea dintilor si saturarea
jugurilor au efecte contrare in distorsionarea curbei cdmpului. in consecinta, continutul de
armonici de saturatie este dependent, In mare misurd, de raportul nivelelor de saturatie
dinti/juguri. Dacd nivelele de saturatie sunt echilibrate, chiar si la inductii mari in intrefier,
continutul de armonici de saturatie poate fi sciizut.

Curbele de distributie spatialdi a inductiei, de forma celor din fig. 4.9, sunt
descompuse numeric In serie Fourier pentru determinarea amplitudinilor armonicilor. In acest

scop s-a folosit algoritmul numeric prezentat in [M15].

Pentru analiza armonicilor de saturatie se definesc urmitorii factori de saturatie:
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- factorul de saturatie a dintilor:

0O+F, (0)+F,_ (0
__RO+F,O+F© .
‘ F,(0)
- factoru]l de saturatie a jugurilor:
F,(0)+F (0)+F, (0
RO+ F©O)+F 0 (4.48)
F,(0)
- factorul total de saturafie:
_ F(0)+F, (0) + FJ.I ) + F,, 0)+ Fdz (0) (4.49)

ST FG(O)
Considerand cele trei cazuri tipice de mai sus, s-au calculat armonicile de saturatie
in functie de factorul total de saturatie prin modificarca amplitudinii solentiei (9,).
Rezultatele de calcul sunt prezentate in figurile 4.10, 4.11, 4.12, care se referd respectiv la
cazurile M1, M2, M3.
In fig. 4.10 a) se reprezintd valorile amplitudinilor armonicilor de camp, de ordin
e = 35,79. raportate la valoarea fundamentalei cdmpului (By,,), in functie de factorul total
de sawratie a circuitului magnetic. Chiar si la nivele fnalte de saturatie (kg=3),
amplitudinile armonicilor superioare de saturafie se mentin la valori relativ reduse. Toate
celelalte armonici superioare (¢ > 9) au valori mai mici de 1% i nu sunt reprezentate in
figurd.
Pentru ke = 2,5, de pildd, din fig. 4.10a) se obtin urmitoarele valori raportate: By, 4/
Bu, = 0031; By / By = — 0,078; By, ./ B;,, = = 0,038; By o/ By, = 0,005. Cu acestea,
neglijdind armonicile de ordin £ > 9, se poate scrie o expresie analiticd aproximativd a

distributiei spatiale a inductiei din intrefier (folosind relatia 4.46):
_ . T N/ ./ . T .
B,(x) = Ba._, (sm;x +0.031sin3—x - 0.078sin5=x — 0.038sin7—x + 0.0055m9£x)
T T T T

(4.50)
Se poate constata ci armonica de ordinul trei nu este intotdeauna cea mai mare, in

curba campului distorsionatd de saturatie.
In fig.4.10b) se prezinti factorii partiali de saturatie k; si k, s§i coeficientul de

aplatizare a curbei cdmpului (definit prin raportul By, / B;,,), in functie de factorul total de
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saturatie. Echilibrul dintre saturafia dintilor si cea a jugurilor se reflectd prin valorile
aproximativ egale ale factorilor de saturatie kg si ky, la orice nivel de saturatie total, dat
de k¢t -

Pedd

De reguli, forma “aplatizatd” a curbei cdmpului se asociazd cu valori By Bsia<l,

jar forma “ascutitd”, cu valori Bgn/ B ,>1; in fig4.10b) se constatd aplatizdri relativ
reduse, pentru kep > 1,5, lar pentru kg < 1,5, forma este chiar usor ascutitd.
in fig. 4.11 si 4.12, mirimile au aceeasi semnificatie ca in fig. 4.10. Conform fig.

4.11, dacd dintii sunt saturaii puternic (kg >> k). aplatizarea curbei cAmpului este

pronuntatd, iar armonica de ordin € = 3 are valori pozitive mari. Dacd jugurile sunt saturate

(kg >> ky), forma curbei cAmpului este ascutitd, iar armonicile de ordine € = 3 si € =5

au amplitudini relativ mari, de semne negative (fig. 4.12 ).
De remarcat este faptul c¢d o magind saturatd nu are, obligatoriu, un continut ridicat

de armonici de saturatie; doar dacd factorii Kk, $i kK

¥ si

au valori depirtate una de alta,
nrplonicile de saturatie obtin amplitudini relativ mari (intre 10 ... 20%).

fn consecintd, printr-o proiectare corespunzdtoare a circuitului magnetic al masinii de
. inductie, se pot accepta nivele ridicate de saturatie, fird implicarea unui continut ridicat de
armonici de saturagie in campul magnetic din intrefier.

Metoda de calcul al armonicilor de saturatie, prezentatd mai sus, poate fi aplicatd si
la mersul in sarcind intrucAt metoda analiticd iterativd (SAI) de rezolvare a problemei de
cgmp ia In considerare efectul de reactie a indusului, prin care se reduce nivelul de
saturatie a circuitului magnetic principal.

Posibilitatea determindrii prin calcul a amplitudinilor armonicilor de saturatie permite
aprecierea cantitativd a unor efecte suplimentare introduse de acestea, precum si identificarea

unor cii de eliminare a lor cAnd devin supdritoare.

Observatie

in calculul armonicilor de- saturatie, prezentat mai sus, s-au neglijat deschiderile de
crestiturd de pe cele doud armdturi ale masinii. Acestea pot fi luate in consideratie prin
inlocuirea intrefierului real cu un intrefier echivalent variabil, sau prin considerarea unei
permeabilititi variabile a intrefierului de-2 lungul pasului de crestéturd.

in [V4] se analizeazd problema determindrii unei permeante echivalente variabile a

intreficrului, care permite tratarea analiticd a influentei deschiderii crestiturilor asupra
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distributici cimpului din intrefier. Efcctul deschiderilor de crestiturd, obtinut pe aceasti cale,
se aplicd asupra undei principale a campului By(0), sau By(x) din relatia (4.46). De pildd,
utilizind partea variabild a permeantei echivalente a intrefierului, pentru cazul consideririi

PN

crestiturilor numai pe stator, se obtine unda “zimtati™:

2n
Bi(x) = (1+2X, cos—x)B; (x) 450

TC
in care 7, este coeficientul permeantei echivalente variabile a intrefierului [V4]. T, este
pasul de crestdturd statoricd, iar functia By(x) estc cea din relatia (4.46). Coeficientul A,
s obtine in [V4] prin descompunerea In serie Fourier a unor functii analitice care
reprezintd distributii ale inductiei din intrefier (pe un pas dentar) propuse de diferiti autori.

{n fine, forma reald a distribufiei cimpului din intrefier, de-a lungul pasului polar, se
obtine dacd se iau in consideratie §i armonicile de cimp induse de armonicile superioare de
spatiu ale solenatiei. Aceste armonici de cimp rotesc cu aceeasi vitezd ca st undele de
solenatie corespunzitoare care le-au excitat. Vitezele lor de rotajie sunt submultiplii ai
vitezei de rotatie a fundamentalei cAmpului. Gfectcle acestor armonici pot fi suprapuse peste
unda principald By(x), sau peste unda “zimtata” B'y(x).

Principiul  superpozifiei poate fi aplicat intrucdt armonicile de cadmp, produse de
armonicile superioare de spatiu ale solenaiei, nu contribuie la saturarea circuitului magnetic
principal. conform argumentelor mentionate mai sus.

Prin suprapunerea efectelor se obtine o undi de spatiu rezultantd B,"(x,t) ale cirei
distorsiuni locale sunt variabile in timp:

Bix.0)=B(x)+Y B, sin(vEix+ot) (4.52)

' val v T
unde  BL(X) este de forma (4.51), iar B, este amplitudinea primei armonici de ¢imp,
produsd de armonica de spatiu de ordinul v a solenatiei.

Se poate obtine astfel o distributie a inductici din intrefier de-a lungul pasului polar,

apropiatii de cea reald.
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42. CAZUL MASINII DE INDUCTIE CU CAMP MAGNETIC ELIPTIC

O masind electricd polifazatd, alimentatd de la o refea monofazati de tensiune
sinusoidald, functioneazd, in regim de motor, cu cadmp magnetic fnvartitor eliptic. Studiul
unor astfel de masini a inceput odati cu inventarea motorului de inductie trifazat (cu camp
invértitor circular). Astfel, conform [L4], in anul 1887, profesorul american ELIHU
THOMSON face primele incerciri asupra motorului de induciie monofazat, iar savantul
iugoslav NICOLAS TESLA obtine o serie de brevete asupra motorului de inductie printre
care si cel bifazat.

In anul 1890 MAURICE LEBLANC a prezentat, pentru prima datd, posibilitatea
teorctici de descompunere a unui cadmp alternativ in doud cdmpuri invartitoare (teorema lui
LEBLANC) si a demonstrat teoretic posibilitatea alimentirii in curent alternativ (monofazat)
a-unui motor de inductie de constructie polifazati, cu ajutorul unui dispozitiv special de
demarare,

In 1892, E. THOMSON prezintd ideea utilizdrii condensatorului pentru pornirea
mé)toarclor alimentate monofazat.

In anul 1894-1895, M. BLONDEL publicd prima teorie riguroasd asupra cimpului
invirtitor. Aici apare expus3, pentru prima dati, teoria motorului de inductie monofazat,
bazatd pe considerarea a doud fluxuri invartitoare in sesuri contrare. In anul 1899 M.
POTIER publici o metodd de calcul al motoarelor monofazate, urmatd in 1900 de alta a lui
M. BLONDEL. In acesti ani, STEINMETZ breveteazi citeva variante de motoare de
in-duc;ie cu condensator, in anul 1906, M.BETHENOD stabileste diagrama fazoriald
riguroasd a motorului monofazat jar in 1911 M. GUILBERT construieste diagrama cercului
pentru acest motor.

De-a lungul anilor au rimas fin atenfia cercetitorilor motoarele in constructic
monofazatd si bifazatd ca prezentind interes practic.

Pentru analiza lor s-au impus pini in prezent trei teorii, care au devenit clasice:

-teoria cdmpurilor magnetice invirtitoare [N11,V9,V7 M9,

-teoria componentelor simetrice [B4 N10 Mi14 S8 , Ul, D6, T3, P6, K5, F2, A2,
MI10];

-teoria campului transversal [W1, K8, P6, V7, G5].

Primele doud teorii au la bazi metoda superpozitiei, apelind la schimbiri de

variabile de naturd matematicd.
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Metoda componentelor simetrice permite numeroase dezvoltdri si prelucrdari in lornna
analiticd. motiv pentru care se intdlneste foarte des in literaturd. Se trece nsd foarte usor
peste faptul ci ea nu poate fi aplicatd in cazul circuitelor neliniare (cum este cazul
masinilor electrice), fiind o metodd de superpozitie.

Solicitdrile magnetice foarte intense la care sunt supuse masinile electrice in prezent
fac din acestea medii pronunfat neliniare, astfel incdt aplicarea primelor doud teorii poate
conduce la erori inacceptabile.

Teoria cimpului  transversal opereazd cu mirimi reale, de fazi (curenti, tensiuni,
fluxuri, inductivitagi, etc.) astfel incit este indicat si se foloseascd accasti teorie, daci
trebuie luatd n consideratie si saturafia magneticd (neliniaritatea mediului magnetic).

Masinile monofazate si bifazate care se vor analiza In continuare au pe stator o
infisurare, respectiv doud (in cuadraturd electricd), iar in rotor o colivie fn scurtcircuit.
Accste constructii simple de masini reale permit particularizarea ecuatiilor scrise pentru
“masina generalizatd” si cunoscute n cadrul teoriei unitare a masinilor electrice, astfel incit
sc obtin. in final, ecuatii relativ simple. Atunci cind este posibil, se recomandi folosirca
acestor ecuatii ale teoriei unitare a masinilor electrice, cunoscute si acceptate in general.

In analizele ce urmeazi se admit urmitoarele ipotcze generale:

- masinile prezintd o simetrie polari;

- intrefierul echivalent cste constant , astfel incAt modelul nu are crestaturi nici pe
stator nici pe rotor;

- infasurdrile masinii sunt reprezentate prin circuite electrice cu parametrii concentrati
(rezistente, reactante proprii $i mutuale);

- infisurdrile sunt distribuite sinusoidal pe periferia statorului si pe cea a rotorului
fsc neglijeazd armonicile superioare de spatiu ale solenatiilor, cu excepiia celor din
reactantele de dispersie);

- inductivitdfile sunt definite in cazul absentei pierderilor in fier;

- se considerd regimul stationar si sinusoidal.

In privinta saturatici magnetice, problema este complicatd si discutabili. In [J1] se
enuntd un “principiu al separatiei” pentru a face posibild efectuarea operatiilor matematice
de derivare a fluxurilor d(Li)/dt, adic, variatia inductivitdtilor L cu pozifia rotorului este
separatd de variatia lui “L” cu i (neliniaritatea mediului).

Pentru cfectuarea acestor operafii matematice, in vederea deducerii ccuatiilor de

tensiuni. - este  nccesard  de  asemenea neglijarca “‘temporard” a neliniarititii - mediului
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(mentinerea constantd a lui “L” In raport cu 1) ceea ce nu este acelasi lucru cu neglijarea
totald a neliniaritafii.

fn acest fel, dupd deducerea ecuatiilor de tensiuni din teoria celor doud axe, se poate
lua in considerare saturatia circuitului magnetic principal (neliniaritatea lui) presupunind
inductivitdtile constante doar “temporar” (pe parcursul unei iteratii de calcul), modificindu-si

apoi valoarea, in functie de curent, la fiecare moud iterajie a unui proces de calcul.
4.2.1. Ecuatiile de tensiuni §i modelul de circuit electric

fn ipotezele de mai sus se considerd modelul de “masind electricd generalizatd” din
fig. 4.13, cu axcle fixe fafd de stator, pentru care se poate scrie urmitoarea ecuatie

matriceald simpld [M7,B6,K4,J1] :

»

u, R, +pL, 0 0 pM, |,
UB — O RB +pLB pMB 0 i‘B (453)
'0 (DrMA pMB Rh +pr (DrLa lh
O pMA —(DrMB -(DrLb Ra + pLa i'd
in care:

- indicii A si B se referi la fazele statorului, iar a si b la fazele rotorului;

- cu R sau notat rezistentele electrice ale fazelor, cu L- inductivitdtile proprii totale
ale fazelor, iar cu M-inductivititile maxime de cuplaj intre o infisurare din stator si alta
din rotor, de pe aceeasi axd,

- cu w, s-a notat viteza unghiulard a rotorului  (in termeni electrici) iar p este
operatorul de derivare (d/dt).

fnlocuirea rotorului real, avand colivie in scurtcircuit, cu un altul echivalent, avand
infisurdri numai dupd axele ortogonale d si q, este 0 problemd discutabild si nu va fi
abordati aici. In [D8] se stabileste un criteriu general de echivalentd si se prezintd conditiile
in care o masind electrici datd poate fi echivalata energetic cu alta, pentru care ecuatiile au
o formi mai simpli. Generalizarea teoriei celor doud axe, prezentatd in [D8] a permis
stabilirea limitelor de aplicare a ei.

Pentru magina bifazatd, analizatd in continuare, s-au ales ecuatiile (4.53), care
definesc un model de circuit al maginii, urménd a pune in evidenid, in principal,
posibilitatea cuplarii acestuia cu modelul de cAmp propus mai sus. Aplicatia aceasta se face,
in cele ce urmeazi, pe sistemul de ecuatii (4.53) luat ca exemplu pentru modelul de circuit.

In regim sinusoidal (p —jo) se folosesc urmitoarele notatii:
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pL. = jXsiipL, =X, 0 pM, = jX,, 1 o, =o(1-s)
pLy =X 5 phy =X, 3 PM, = jXg, 4.54)
in care:X, Xy X, .X, sunt reactan{e proprii totale, X,, si X, sunt reactante mutuale, iar
s este alunecarea.
Cu acestea, din (4.53) se obtine urmatorul sistem de ecuatii:
Up = (R, +jX )OI + X1,
Up = (Ry +jXp)l + Xy L
0=(1-)X I, + Xy Ig + (R, + jX ), +(1-9)X,1,
0= Xy — (1= )Xy Ly ~ (1= )X, I, + (R, +jX,)I, .55)

In continuare se exprimi reactantele proprii totale in functie de reactantele de
dispersie( X 5, Xy Xgas Xgp) §$1 de  reactanfele proprii  principale (Xan>XppsXaa> Xip)
astfel [D3,G6):

X/\ = XUA + XAA = XUA + kAXAn

Xy = Xoog T Xpp = X t+ kBXBb

X1 = Xm + Xm = Xca + LXA
a 2 12 k a

A
, 1
X, = X + X = Xob + k_XBh (4.56)
B
in care:
k,\ _ \VA i k\\'/\ kK = Wn i kWB (4.57)

= , n =

\V;. ’ l\\\'.r. Wh ’ ka
unde s-a notat cu W numirul de spire pe faza respectivd, iar cu k.- factorul de bobinaj al
intdsurdrii reale considerate.

Inlocuind (4.56) in (4.55) si grupand corespunzitor termenii se obf{ine:

Uy =Z,1, + ik, X (1, +kila)

A

. . 1
Qn = énlu + JkBXBb(IB +—‘Ib)
kn
1 .
0=(1- $)Xpalls + k“ln) + )Xyl +Zy1y + jXBb kilb +(1-9)X,,1, /

A B

1 .
0=—(1- S)XBb(Il) + k—lh) + X1 +2Z,1, + jX,\a kLL -(1- S)Xoblb (4.58)

B A
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in care s-au folosit notatiile:
ZA =RA +anA ’ —Za =Ra +qua
Z,=R,+jX_, . Z,=R,+jX, 459

in continuare mirimile rotorice se raporteazi la Infisurarea statorului de pe aceeasi

axd, astfel:

=11  R-KR, .Z.=KZ
kA
' 1 ,
L= L Ri=KR, Z.=kZ,
8
XmA :kAXAa ’ mB k XBb ’ X;a :kixca ? X:xb :kéxuh (460)

in care X,, §i X, reprezintd reactantele de magnetizare corespunzdtoare campurilor
nragnetice principale ale celor doud axe ortogonale. Folosind (4.60), sistemul de ecuatii

(4.58) obtine forma:

g;\ = ZAL\ +an,A(1A +1 a)

Upy=Zgls + jxma(ls +1s) (4.61)
0=+{l—syl—XmAQA+1a)+j—— ap +Ib)+——ZbIh+(1-s}——X’Ia
Ky kg kg ky
1 ’ 1 1
0=-(1-5)—X, g+ )+ j— X a(la +I a)+— (l—s)—XobIb
b kg ko kA kp
Se pot introduce acum tensiunile electromotoare induse U, si. Ug
corespunzitoare celor doud axe, sub forma:
Ue, =—jX, (L4 +1:)
Ue, =—jX, 5 (Is +1+) (4.62)
Folosind coeficientul de raportare:
Ko = LIRS (4.63)
kA WAkWA

precum si tensiunile induse din (4.62), sistemul de ecuatii (4.61) se mai poate scrie §i

astfel:
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! ' ’
0=j(1-s)k,, Ue, —Ue, +Z sl v +(1-5)k,, X! I,
’ 13 !
0=-j(l-s)Ue, —ky, Ue, +ky Z ol —(1-5)X, 1 (4.64)
Sistemul de ecuatii (4.64) sau (4.6]1) caracterizeazd modelul de masind electricd
bifazata din fig. 4.13.
fn cazul maginii bifazate cu condensator, alimentatd monofazat (fig. 4.14), sistemului

(4.61) sau (4.64) i se mai adaugd urmétoarele ecuatiii simple de circuit:

I= .I.,\ + IB

,UA = L.Jn + ZCIB (4.65)

in care Z.=-— jXC este impedanfa condensatorului, iar Uy este tensiunea la bornele
fazer B.

4.2.2, Modelul cu vectori spatiali

in cazul masinii de inductie trifazate simetrice , sursa cimpului magnetic este
reprezentatd de o solenafie rezultantd distribuitd sinusoidal fn spatiu avdnd amplitudinea
constanta (datd de relatia 2.37) si invartitoare in spafiu cu viteza de rotatie constanti.

In cazul de fagd, al maginii de inductic bifazate nesimetrice , sursa cAmpului este
solenatia de magnetizare rezultantd , obfinutd prin insumarea celor doui solenatii pulsatorii
de pe cele doud axe ortogonale d, q, care coincide cu axele A, respectiv B, de simetrie ale
infasurdrilor reale de pe stator (fig. 4.13). Deoarece se consideri si in continuare numai
distributii continue i sinusoidale ale infisuririlor se poate aplica aici teoria vectorilor
spatiali [K6,K7 K8].

Conform [K7] distributia spatiald sinusoidali a solenatiei rezultante poate fi
reprezentatd de un vector spatial 9 (t), care are direcfia inspre valoarea maximi a solenafiei
si modulul egal cu aceastd valoare maximi.

Deoarece valoarea maximi a distribugiei periferice a solenatiei $i a curentului diferd
doar printr-un factor de proportionalitate (numirul de spire), inclusiv distributia de curent

/
poate fi reprezentati , la un moment dat, de un vector spatial de curent i(t) In directia
vectorului spatial al solenatiei.

In cazul fluxului magnetic principal, fazorul spatial ¢ (t) sugerezi pozitia

130

BUPT



( directia ) fluxului rezultant din intrefier.

Caracterul spatial al acestor vectori rezultanji, in general invértitori permite proiectia
lor (in orice moment) pe cele doud axe (d,q) fixe fafi de stator. Se obtin astfel doud
componente, fixe in spafiu §i variabile in timp, care dau prin insumare, in orice moment,
vectorul spatial rezultant. Este clar ci cele douid componente pot fi privite si ele ca vectori
spatiali, avind insd o pozifie particulard (fixd) in spatiu precizatd in continuare de indicii:
d- pentru componenta fix dupd axa d si respectiv q pentru componenta fixd dupd axa q.

Astfel, pentru motorul bifazat, avind infisurdrile statorice in cuadraturd, se considerd

pe axa d(A) vectorul spatial component 9, () al solenatiei de magnetizare si vectorul

spatial component 1,

(t) al curentului de magnetizare si, corespunzitor, pe axa q(B),
vectorii spatiali componenti 8,(t) si i“q (t).

Infisuririle rotorului se considerd deschise (nu existd reactie de indus), incat curentii
stabiliti prin infisurdrile statorului au numai componentd de magnetizare (se neglijeazd aici
pierderile active la mersul in gol: in fier §i in intdsurdrile statorului ).

Se consideri un plan complex perpendicular pe axul motorului avand axa reald

suprapusid peste axa d(A), iar cea imaginard peste axa q(B). Astfel [K8], vectorii spatiali

fixi de mai sus obtin expresiile:
8,(=9,(1)-¢" . i,()=i,()-e"

R
=

. . i
8. (H)=98.,(1)-e* . i (=i, ()€’ (4.66)
oricare ar fi forma de variaie in timp a curentilor i,,d (t) si i“q (1).

Din cauza neliniaritdtii proprietitilor materialului feromagnetic, in realitate, forma de
variatie a celor doi curenti nu este strict sinusoidald. In cele ce urmeazd, se vor considera

numai armonicile fundamentale ale variatiilor in timp, astfel:
i, (=421, sinot i, (= «/fluq sin(ot + @) (4.67)
Vectorul spatial al solenatiei de magnetizare rezultante § (t) se obtine prin

insumarea celor doud solenatii componente:
$(=8,(+3,(1) (4.68)
Impirtind ultima relatie cu numirul de spire W, al infisurdrii de fazd A, se obtine

vectorul spatial al curentului de magnetizare i, () corespunzitor cimpului magnetic

rezultant din intrefier (raportat la infisurarea A):

() =1, (1) + kg1, (D (4.69)
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in care kg, este factorul de raportare a infdsurdrii B, la Infisurarea A, cel din (4.63).

inlocuind (4.66) in (4.69) se obtine:

B (D) =1, (0 + Kgad, (1) =1, (0" (4.70)
in care:
i, (0= i5, (0 + k3,1 (0 4.71)
k i“ (t)
7(t) = arctg— - (4.72)
1M(t)

Relafia (4.71)  reprezintdi modulul vectorului spatial i

o (O, dar (4.72) di faza sa

(orientarea in spajiu). Améndoud sunt variabile Tn timp pentru cei doi vectori spatiali

rezultanti i“ (0 si 8 (). Varfurile lor descriu in spatiu, in general o curbd nchisd

oarccare, dar in condifiile particulare date de relajia (4.67), aceastd curbi devine o elipsa,
lur cdmpul magnetic pe care-l reprezintd se numeste astfel “cimp invirtitor eliptic™.
Inlocuind (4.67) i (4.71) si (4.72) se obtine modulul vectorului spatial al curentului

de magnetizare:

()= \/215(. sin ot +2k;, I3 sin’ (0t + @) (4.73)
s pozitia sa momentand (unghiul y ):

Ky 1, sin(ot + @)
v(t) = arctg — -

“4.74)

I, sinot

in care s-a considerat originea unghiurilor pe axa reald §i pozitivd a planului complex.
S¢ determind si viteza unghiulard a vectorului spatial: ,=dy/dt, fiind si aceasta
variabild in timp.

In fig. 415 s-a reprezentat elipsa descrisi de vectorul spatial i, , cind se dau

1,
curentii sinusoidali 1, si 1, (rclatia 4.67 ).

Elipsa este univoc determinatd, avind o pozitie fixd in spafiu (datd de unghiul vy,
dintre axa mare a elipsei si axa reali a planului complex).

Raportul dintre axele elipsei poate defini gradul de “elipticitate”al solenatici de

magnetizare rezultante.,

Modulul vectorului spatial i, variazi intre o valoare minimi (i,m, = ON) si una

maximéd (i, = OM). Aceste valori extreme pot fi determinate derivind expresia (4.73) si
anulind derivata.

Se obtine in final:
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i, =20, sin® o, +2kg, I} sin’(a, + @)

Hm BA™n
i, = \/21; sin’(at, + g) F2KE,T sin* (ot + @+ g) (4.75)
in care:

k;, %y, sin2o

1
o, =—arctg(— 476
2 &l L +k3,I° cos20 (4.76)
iar unghiul v, rezultd:
kgL, sin(a, + ©)
Y, = arctg : 4.77)

[, sino,
Valorile momentane ale functiilor sinusoidale de fazi se pot regdsi prin proiectia (la
momentul respectiv) a vectorului spatial ( iu ) pe cele doud axe, astfel [K7]:
L) = pr d(iu )5 iuq(t) = pr q(ip )
Valorile maxime ale acestor proiectii sunt:

J21,, = Max(pr,i,) = OA

[
V21, =Max(pr,i,)=OB (4.78)
si se obtin cand vérful vectorului spatial i, trece prin punctele P,, respectiv Py de pe
elipsa (fig. 4.15 ).

P Vectorul spatial i“ . dat de (4.69) , reprezintd curentul de magnetizare unic, care

produce cdmpul magnetic rezultant din spatiul masinii. Asa cum existd un singur cdmp
rezultant in fintrefier, tot asa avem un singur curent de magnetizare corespunzator.

Amplitudinea cAmpului magnetic rezultant este proporjionald cu amplitudinea curentului de
magnetizare ‘i" |, legitura fiind asiguratd printr-o mérime scalard.

Astfel, campului magnetic din intrefier i se poate asocia vectorul spatial al fluxului

magnetic principal ¢ (t) care are, neglijind pierderile in fier, aceeasi orientare cu i,
rotind amandoi sincron [K8]:
o(1) = d(t)e™" (4.79)

La un moment dat (t = t,), fazorul spatial i,, are orientarea y(t;) si modulul

'i“(tx)l =1,(t,). producind in intrefier un flux polar 19(“)‘ = d(t,) pe aceeasi directie ¥(t,).
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Legitura dintre curentul de magnetizare i(t) si fluxul ¢(t) poate fi obtinutd numai
prin curba neliniard de magnetizare a materialului.
Pentru a lua in consideratie si In acest caz neliniaritatea mediului  magnetic , se

poate folosi acclayi algoritm (fig. 2.4 ) prezentat anterior la masina de inductie trifazati,
care asiguri prin calcul legitura univoca: ‘i" ‘—)’d)l

fn cazul de fatd, al masinii bifazate , modulul vectorului spatial j“ este variabil in

timp oscilind Intre o valoare minima si una maximi (4.75)

Astfel, pentru fiecare punct al eclipsei descrise de 1, , se poate determina univoc o

4
valoare ¢ a vectorului flux, trecind prin algoritmul de calcul al cAmpului din fig. 24,
Virfurile tuturor vectorilor spatiali ai fluxului ¢, determinati astfel, vor descrie o curbi

inchisd, care nu va mai fi o elipsi, din cauza neliniariti{ii mediului. Admitem ci aceustd
“pseudoelipsd” a fluxului are doud axe de simetrie perpendiculare, acestea fiind suprapuse
cu axcle de simetrie ale elipsei curentului de magnetizare (datoritd sincronismului celor doi

vectori spatiali 1, si ¢). Se poate spune cii, inclusiv vectorul spatial rotitor ¢(t) are un

modul care oscileazd in timp, intre o valoare maximd §i una minimi, schimbandu-si

continuu orientarea. Din toate orientdrile lui intereseazd, in primul rind, cele doui directii

fixe d si q. coincidente cu axele de simetrie ale celor doui infdsurdri de fazd din stator.
Fluxurile magnetice, corespunzitoare celor doud directii, se obtin, in orice moment,

prin proiectia vectorului spafial ¢ (t) pe axa d, respectiv pe axa q:
¢, (t) = pr, ()
o, (1)= pr, ((D (4.80)

In acest mod se pot determina, punct cu punct, forma de variatie

in timp a
fluxurilor magnetice principale, corespunzitoare celor doudi axe.
Cele doud funcfii ¢y (t) si ¢,(t) sunt periodice, dar nu sunt sinusoidale , fiind

determinate de “pseudoelipsa” vectorului spatial ¢ .

Chiar dacd s-au admis curenfi de magnetizare L4 st i,(t) sinusoidali, forma de

variatie a fluxurilor ¢,(t) si ¢,(t) rezultd distorsionati in raport cu sinusoida (din cauza
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neliniaritdtii mediului magnetic) si poate fi obtinutd prin calcul, dupd procedeul de mai

sus.
in procesul de calcul se vor refine valorile maxime ($q , Oqu) ale fluxurilor pe
directiile fixe d, q:
O v = Max(pr, ?)
. = Max(pr,¢) 4.81)
Tensiunea electromotoare indusi de campul magnetic invartitor rezultant din
intrefier este reprezentatdi de vectorul spatial &(t) al tem., care poate fi determinat

[K8] din vectorul spatial al fluxului:

d
w(=wEow
dt dt

in care W este numirul de spire.

ejv(l) + jW¢(t)ejm) ﬂ
dt

in problema neliniari de fafi nu se cunoagte expresia analiticd  ¢(t) si, in
consecingd, ultima relatie nu poate fi folositd pentru calculul t.e.m.

Se observd, pe de alti parte, cd tensiunile uy(t) 1 ug(), induse de vectorul
spatial (j_)(t) , sunt determinate de fluxurile fixe in spatiu ¢,(1) si ¢,(1) .

Valorile maxime ¢, $i ¢, din (4.81) determind valorile maxime Uy, si Ugm

ale tensiunilor induse corespunzitoare:

Max(u,, (1)) = U,y = 0 gy Wakwa

Max(u, (1)) = U, y = 0 Wekwp (4.82)

in care w=2nf, este pulsatia curentului de magnetizare din infisurdri. Pentru a utiliza
calculul cu marimi complexe este necesar si admitem o variafie sinusoidald in timp a
tensiunilor induse. in acest sens, functiile reale si periodice u(t) i u,(t) se aproximeazd
prin doud sinusoide, avand amplitudini U,y §i respectiv. Uy, date de (4.82),
trecind prin valoarea zero in acelasi timp cu functiile periodice pe care le aproximeaza.

in acest caz se poate scrie:
) — .
V2U,, = U,
V2U, =U, (4.83)

in care U,si U, reprezintd valorile efective ale tensiunilor induse sinusoidale de

aproximare, reprezentate in complex prin fazorii de timp U, si U, (corespunzitori celor
% d eq

doud axe).
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fn realitate, nici una din functiile La®) 5 L0, u () Loy () nuosunt o strict
sinusoidale. Necesitatca admiterii regimului sinusoidal este legatd de posibilitatea utilizirii
acestor mdrimi, reprezentate prin fazorii de timp corespunzitori, in ecuatiile regimului
stationar (4.64) si in diagramele fazoriale aferente.

in cele ce urmeazd se admite cii defazajul in timp, dintre curentul de magnetizare
al fazei i tensiunea indusd, este acelasi pe oricare din fazele masinii. In consecingi,
defazajul ¢ dintre curentii 1,(t) §i i,(t), sau dintre fazorii corespunzitori La st Ly s
se transferd si asupra t.e.un. induse, astfel ci:

ﬂl'g(!ud > Ipq ) =0= arg(ged ’ ch ) (484)

Aceastd observajie permite determinarea pozifiei relative a fazorilor U, si U,

(modulele lor fiind cunoscute din relajia 4.83).

Rezumind cele de mai sus, se poate afirma ci vectorul spatial al fluxului
magnetic principal din intrefier este univoc determinat (prin modulul si pozitia sa
spatiald), dacd se cunosc valorile efective (I, si [, ) ale curentilor de magnetizare din
cele doud infisurdri statorice si unghiul de defazaj in timp (¢) dintre acesti curenti.
Vectorul spaial al fluxului permite determinarea tensiunilor induse corespunzitoare celor
doud axe.

Timpul de calcul, consumat de algoritmul din fig. 2.4, fiind relativ mic, procedeul
de mai sus (expus in fig. 4.17 ) poate fi pus in aplicare fard dificultate. Pentru un
numdr de 20 puncte ale elipsei, calculul a durat cca. 5 secunde (pe AT 386) pentru un
set de date de intrare T » qu, ¢ ).

Dacii 1,, = 0, se obtine un cidmp pulsatoriu pe axa d, iar elipsa degenereazi intr-o
dreaptd suprapusi cu axa d. Daci ¢ = 0, se obtine tot un cadmp pulsatoriu, elipsa
degenerdnd intr-o dreapti pe o directie intermediari ( vu= arctg(kg,l, /1,)). Modificind
datele de intrare se pot modela diverse situafii.

Aplicarea algoritmului propus in fig. 4.17 relevi un fapt remarcabil si anume:

tensiunea indusd de-a lungul fiecireia din cele doud axe ortogonale este dependentid de

curentti dupd ambele axe. Se poate scrie:
Ucd = Ued(Iud ’qu ’(p)
U, =U,(,,L,,,0) (4.85)

Cu alte cuvinte, stirile magnetice, existente pe cele doud directii ortogonale, se

influenteazd reciproc. Aceastd ififluenii este sim{itd numai in prezenta saturatiei §i este

semnalatd §i in alte lucrdri [H1,B8 B7].
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In consecintd inclusiv reactantele de magnetizare corespunzitoare celor doud axe
(Xmu Xug) Vvor fi functii mult mai complicate decit la motorul de inductie trifazat
simetric:

U U.
de :—I_ed: de(Ipd’qu’(p) > qu = I : :qu(Iud’I"q’(‘p) (486)

nd Hq

Efectul poate fi constatat si experimental in diverse moduri (se va reveni asupra
acestui fapt in cele ce urmeazd), iar in calcule poate fi controlat urmédnd procedeul
propus mai sus ( fig. 4.17 ).

Timpul de calcul poate fi considerabil redus dacd nu se construieste toatd
“pseudoelipsa” fluxului (punct cu punct) ci doar doud puncte ale ei: cel corespunzitor
semiaxei mari si cel corespunzitor semiaxei mici. fn acest fel algoritmul consumd cca. |
secundd pentru un set de date de intrarea si astfel poate fi inclus in unele procese
iterative de calcul la alte nivele.

Pentru exemplificare se prezintd in fig. 4.16 rezultatele de calcul obtinute aplicand
algoritmul din fig. 4.17, pentru urmdtoarele mirimi de intrare:

Ly=42A L,=19A ;0= 125° ; kga= 1,52

Curentii de magnetizare se considerd sinusoidali, conform relatiei (4.67). in fig.
4.16 se reprezintd urmdtoarele curbe, in raport cu timpul:

- modulul vectorului spatial 1i,(1), cu variafie continud si periodicd intre o valoare
maximi (6,521A) si una minima (3,07A). Se obtine o “elipticitate” de 6,521/3,07 = 2,12;
- modulul vectorului spatial B(t), cu variatie intre 0941T si 0,657T. Raportul intre axa
mare si cea mici a “pseudoelipsei” inductiei magnetice este, in acest caz, de 143 din
cauza saturfirii circuitului magnetic, care limiteazd cresterea inductiei in intrefier;

-pozitia momentani a vectorilor spatiali de mai sus. Se obfine o curbd neliniard y (1)
care indici o vitezi de rotatie neuniformd a fazorilor spatiali (dy/dt),

- tensiunea electromotoare indusi u.(t) obfinutd prin proiecfia momentand a vectorului
spatial al fluxului pe axa d. Se poate constata 0 usoard distorsiune a undei, fatd de
sinusoida;

- tensiunea electromotoare U(t) obtinutd in acelagi mod, prin proiectia pe axa q, la
diferite  momente succesive. a vectorului fluxului principal rezultant. Unda este de
asemenea distorsionatd.

Toate aceste elipse sau “‘pseudoelipse” au o pozitie fixd in spatiu, datd de unghiul

4., care, pentru acest caz, are valoarea calculata: y,, = -28°.

BUPT



Urmirind pe erafic (fig. 4.16) trecerile prin zero ale functiilor u,(t) si u,(1) se poate

constata un defazaj In timp si anume: u,(t) este defazatd in avans cu unghiul w(At) =

125°, fati de u.(t), adicd la fel cum i,(t) este defazat in avans fafd de i,(t) cu unghiul ¢

nq

= 125". Se confirmd presupuncrea din relatia (4.84).
4.2.3. Asupra caracteristicii magnetice in cimp eliptic

Se considerd un motor de induclie trifazat simetric tetrapolar, avind pe fazi W,
=260 spire, distribuite uniform 1in crestdturi. Circuitul electric al rotorului este deschis
(lipseste colivia n scurtcircuit) pentru a simula o fncercare de mers in gol ideal. Cunoscind
toate datele constructive ale motorului §i folosind algoritmul din fig. 2.4 se determind prin
calcul caracteristica magneticd, sub forma I(U,), reprezentind curentul de mers in gol in
functie de tensiunea la bornele fazei. Aceastd curbd (notati cu 3) este reprezentatd in fig.
4.18 . Valorile misurate (I, ) In functie de tensiunea sinusoidald U, sunt reprezentate in
figurd discret prin “0”. Se constatd o corespondentd bund cu valorile calculate pentru acest
caz. Curba 3 reprezintd caracteristica magneticd pe fazd, in cdmp magnetic Invirtitor
circular.

Se repetd procedeul Tn vederea determindrii caracteristicii magnetice a unei faze, a
motorului trifazat de mai sus, in condifiile alimentirii unei singure faze cu o tensiune
monofazatd. sinusoidali.

In acest sens, in relatia (2.37) se omite factorul 3/2 (caracteristic cazului trifazat) si
se repetd calculul folosind acelasi algoritn din fig. 2.4. Se obtine, din calcul, o
caracteristicd inagneticii (notatd cu la ) situati deasupra celei “trifazate”. La aceeasi tensiune
la borme (U,). de data aceasta, curentul de magnetizare este mai mare decit in cazul
trifazat, ceea ce este explicabil. Cu toate acestea, valorile misurate ale curentului I,
(insemnate cu “A“) sunt tot mai depirtate de cele calculate, pe misurd ce tensiunea la
borne cregte.

Singura diferentd dintre cele doui cazuri o constituie natura cimpului magnetic
(Invartitor circular in cazul trifazat §i alternativ in cazul monofazat). in consecintd, se
impune aici o interventie in algoritmul de calcul al caracteristicii magnetice in cimp
pulsatoriu pentru a apropia valorile calculate de cele misurate. Dar inainte de aceasta este
necesard o explicatie.

Experienta aratd cd, in cazul alimentirii unei bobine cu miez de fier cu o tensiune
alternativd sinusoidald , unda curentului de magnetizare se deformeazi tot mai mult, pe

misurd ce se satureazd circuitul magnetic. Fenomenul este cunoscut si intdlnit si la
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transformatoarele monofazate cu circuit magnetic saturat (unda curentului de mers in gol are
o formd ascutiti, aproximativ triunghiulari, daci se presupune o variatie sinusoidald a
fluxului).

In aceste condiii, raportul dintre valoarea maximi si cea efectivi a curentului nu

mai este 2 (valoare corespunzitoare formei sinusoidale) ci este mai mare decit +/2 .

Pentru a lua in consideratie acest fapt se poate interveni in relatia (2.37) punind, in

locul valorii maximd a curentului (\/EIu ), mirimea (c,«/EIu), unde c; este un coeficient

supraunitar care va compensa deformarea curentului de magnetizare in functie de gradul de

saturatie a circuitului magnetic principal (aici, c,-\/i reprezintd raportul dintre valoarea
maximd si cea efectivd a curentului pentru forma de undi reald, deformatd). In fig. 4.18,
curba la este calculatd cu ¢, = 1.

Pentru valori ale inductiei in intrefier B; > 04T, punind:
¢ = 0B, + 0,72 (4.87)
si repetdnd calculul (fird alte modificiri) se obtine curba 1b foarte apropiati de valorile
masurate (“*A”).

, Curba 1b dad astfel valorile efective ale unui curent de magnetizare echivalent
sinusoidal care poate fi reprezentat in diagramele fazoriale. Acest curent echivalent
sinusoidal are valoarea efectivd egali cu cea a curentului real, distorsionat.

De remarcat este insd faptul ci distorsionarea curentului de magnetizare poate fi pusi
in evidentd si prin calcul. Se utilizeazi acelasi algoritm din fig. 2.4 si se considerd citeva
valori momentane, succesive, ale tensiunii de alimentare sinusoidale. Pentru tiecare valoare
.momentanz'i a tensiunii se determini valoarea momentani a curentului de magnetizare
(trecdnd prin curba de magnetizare a materialului). Se obtine astfel variatia in timp a
curentului de magnetizare pentru o “sinusoidd ” datd a tensiunii de alimentare.

S-a repetat calculul pentru mai multe nivele de tensiuni (valori efective) obtinindu-se
curbele din fig. 4.19. La cresterea tensiunii de alimentare se constati o distorsionare tot mai
pronuntatd a undei.

Dacd se presupune un curent de magnetizare sinusoidal (aga cum s-a procedat in
calculele din fig. 4.16 ) se constatd o distorsionare a tensiunilor induse.

In realitate, reteaua de alimentare menfine o tensiune la borne sinusoidali, incit
distorsiunile vor fi preluate de unda curentului de magnetizare. Citeva inregistriri pe
osciloscop au contirmat formele de undd ale curentului, obtinute prin calcul (fig. 4.19 ).
Pentru valori mari ale tensiunii de alimentare (peste 280V) osciloscopul arati forme

triunghiulare ale curentului (triunghi isoscel).
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Si fn cAmp magnetic cliptic apar distorsiuni ale curentului de magnetizarc dar mai
mici decit cele corespunzitoare In cdmp alternativ.

in concluzie, pentru a tine oarecum seama de deformarea curentului de magnetizare,
in calculul caracteristicii magnetice, se poate folosi coeficientul de corectie ¢, din (4.87),
determinat empiric si valabil numai in cazul motorului monofazat functionand in cimp

alternativ.
4.2.4. Magina monofazata

Se considerd o magind de inductie, avidnd pe stator o singurd infisurare repartizati in
crestdturi, alimentatd de la o sursd monofazatd de tensiune sinusoidald (U, ) si parcursd de
curentul I, . Rotorul este 'prevﬁzut cu o colivie simetricd in scurtcircuit avind parametrii
cunoscuti.

In aceste conditii se poate folosi modelul dq-dq de “magind electrici generalizatd”
din fig. 4.13, la care lipseste infisurarea statorici B.

in consecintd, pentru aceastd masind se pot folosi ecuatiile (4.64) cu urmitoarele
observatii:

- ecuatia a doua din (4.64) lipseste (in axa B nu este infdsurare pe stator),

- raportarea mdrimilor rotorice se face acum la singura infigurare a statorului , astfel
cd in (4.60) se va considera : (k, = kp), de unde rezulti R'= R'= R,’, X/ =X =X,
Z.=27.=2., iar din (4.63) se obtine k,5 =1;

- pentru simplificarea notatiilor se va pune : X, =X,z =X, U.. =U, ;

- pentru I, = 0, din (4.62) avem: U,=-jX, I, care se inlocuieste in ultimele
doui ccuatii (4.64).

Cu aceste preciziri, sistemul (4.64), particularizat pentru motorul de inductie

monofazat cu rotor in scurtcircuit, obfine forma:

UA :ZAIA —g

Ue = —jxm(lA + Ia')

0=301- 5)9i + ijI_b'+é'I_b‘+(l -X,'l]
0:—(1—s)XmI_b_'—&+é'I_a'—(l—s)Xz'Ib' (4.88)
Reactanta de magnetizare le este dependentd, in realitate, de gradul de saturatie a

circuitului magnetic si deci dependentd de fluxul magnetic principal, rezultant din intrefier.

Acestui flux rezultant i corespunde, cum se stie, un curent fictiv (1) care, dacd ar parcurge
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infisurarea statorului , ar produce singur cimpul rezuitant (obfinut, de fapt, prin actiunea
ambilor curenti, unul din stator si celdlalt din rotor).

Pentru fixarea planului complex al fazelor, se considerd tensiunea indusd pe axa reald

pozitivi, astfel cd, dacd se neglijeazd pierderile in fier, se poate scrie:
X d+ L) =X 0L =X, = U.(1,) (4.89)
in consecintd, sistemul (4.88) devine:

U, =2,14 _UC(I,,)

—i1=9)U (1) =(Z; + X)L +(1=-9X, T,

U.(1,) = Z,1,'-(1=s)(X,+ X)Ly (4.90)
in care functia neliniard U1,) reprezintd caracteristica magneticd a masinii, obtinutd prin
calcul.
Ultimele doud ecuatii din (4.90) permit determinarea curentilor rotorici sub forma:
1
la'— ~ Ue
Z,
I,'= Lk mUe "'Ue (491
(1-s)(X,'+X,,)
in care:
(2 %)+ (=92 (K + X)Xy o)
T (X)) - (=97 (X XK)
iar din prima ecuatie (4.90) se obtine:
=2tV (4.93)
Z,

Cele doud solenatii, ale statorului si rotorului, se compun pe axa longitudinald (A)

dind un cAmp magnetic rezultant, care ar putea fi .produs de curentul fictiv [, =1 +jI,

parcurgdnd infisurarea statorului. Astfel, se poate scrie urmitoarea ecuatie de curenti,
obtinuti din ecuatia solenatiilor:
I +jL =L+ (4.94)

Se impune aici o discutie asupra componentei active I.
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Daci mersul in gol are loc fird curent In rotor (asa cum s-a considerat la motorul
trifazat), atunci I, acoperd pierderile in fier si cele in infisurarea statorului, determinate de
curentul de mers in gol.

in cazul motorului monofazat, mersul in gol ideal (1.::1;:0) se poate realiza doar
cu un rotor avand circuitul electric deschis (fard colivie in scurtcircuit ) si antrenat din

exterior la viteza de rotatie de sincronism. In aceste conditii, motorul absoarbe de la retea
curentul 1,, avind componenta reactivd 1, si componenta activd I, care acoperd pierderile
totale in fier §i pierderile in infisurare determinate de I,,. Daci motorul monofazat are un
rotor cu circuitul electric inchis (colivie in scurtcircuit ), componenta activi I, a curentului
de mers in gol, acoperd pierderile in fier, pierderile in Infisurarea statorului si in
infisurarea rotorului  determinate de curentii rotorici L' si 1,', care au valori scmnificative
chiar la viteza de rotatie sincrond. Astfel, in cazul motorului ronofazat cu rotor in
scurtcircuit, componenta I, este mult mai mare decit la motorul de inductie trifazat.

Inlocuind curentii din (4.91) si (4.92) in (4.94) se obtine:

. 1 1 1
Lo+ Jly = —=Ug+—=Ue +- -U (4.95)

A =A =c

in care impedan{a echivalenti Z. este neliniard conform relatiei (4.92) unde X, =U, /1,

Mirimile complexe din (4.95) se exprimi sub formi exponential:

a XG
Z,=Z, e ,Z,\=,IRA2+Xm2 ,aAzarcth‘

A
Z.=Ze", z.=z.|. a, = arcth (4.96)
Real(Z,)
Uy =Uge”

Inlocuind (4.96) in (4.95) si egalind parfile reale §i pe cele imaginare se obfin doud

ecuatii reale:

[, = %COS(B —a,)+Y.U,

A
Uy .
I“ = —Z—sm(B —0,) - YU, (497

A

in care:
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4

1 1
Y =-—coso, + —cosa
A Z e

A e

. 1 .
Y, = Z—sm(JLA + Z—sm(JLe (4.98)

A €

Eliminind unghiul B intre cele doud ecuatii (4.97) se obtine in final:

U
I, = (Z_N

A

Y - (I, - YU (1)) - YsU, (1) (4.99)

Ultima ecuatie este neliniard in raport cu variabila [. Ea are aceeasi formd cu
ecuatia. (4.23) obtinutd la motorul de inductie trifazat.

in ecuatia (4.99) insd, Y. si Y, sunt si ele tunctii neliniare de I, asa cum este
U.. Pentru o alunecare datd, singura variabild din (4.99) riméne I,

Solutia acestei ecuatii reprezintd punctul de functionare de pe caracteristica magneticd,
adicit perechea de valori U, si I,.

Dupi rezolvarea ecuatiei (4.99) se revine la una din ecuatiile (4.97) si se determind
ulnghiul de defazaj B, apoi din (4.93) se determind curentul statoric 1, si, In slirsit,

din (4.91) se obtin curentil rotorici 1; sil,

In scopul verificdrii celor de mai sus, s-a executat un motor de inductie avind pe
stator o singurd infisurare cu 4 poli, cu W, = 300 spire, distribuite in 16 din cele 24
crestituri ale statorului. Pentru mdsurarea t.e.m. induse U, s-a utilizat o infisurare
duplimentari plasati in deschiderea crestaturilor statorului. in calcule s-au folosit urmdtorii
parametrii: R, = 2,8Q; R,' = 380 X .= 70; X, = 2Q.

Pentru determinarea experimentald a caracteristicii magnetice a fost necesard o probd
de mers in gol cu circuitul electric al rotorului deschis. In acest scop s-a folosit un rotor
fird colivie realizat prin impachetatea tolelor pe axul rotorului. Proba de mers in gol s-a
efectuat cu doud tipuri de rotoare: unul fird colivie Tn scurtcircuit si celdlalt cu colivie,
ambele avand acelasi tip de told rotor si acelasi “intrefier. Rezultatele de calcul i cele
experimentale se prezintd in fig. 4.20a.

Curba | reprezintd valoarea curentului din infisurarea statoricd la mersul in gol ideal,
in functie de tensiunea la borne, in cazul rotorului fird colivie. Aceastd curbd I,(U)
corectati conform relatiei (4.3) s (44), reprezintd caracteristica magneticd In camp
alternativ. in calculul ei s-a folosit si coeficientul (4.87) care tine seama de forma de undd

1 curentului conform celor prezentate in paragraful anterior.
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Repetiand caleulul, fiard a lua in consideratic corectia (4.87), se obtine curba notatd cu 3
(linie intreruptii). Valorile mésurate confirmd, din nou, ci relajia (4.87) poate fi folositd in
calcule.

fn cazul rotorului cu colivie (curba 2), curentul de mers in gol obtine, la aceeasi
tensiune de alimentare, o valoare aproximativ dubld (cu componentd reactivd aproape dubli).
Faptul este explicabil deoarece curentul ],  asigurd acum s§i magnetizarea axei transversale.
La orice nivel de saturatie se constatd o bund concordantd intre valorile calculate si ccle
mdisurate.

fn fig. 4.20b s-a reprezentat coeficientul k, = U/U, in functie de nivelul de saturatic
a circuitului magnetic principal. La saturatii mari se constati o scidere a te.m. induse U.,.

Valorile U, miisurate in bobina de mdasurd sunt ceva mai mari decit cele obtinute
din calcul, deoarcce, asa cum s-a ardtat Tn cazul prezentat la motorul trifazat, campul
magnetic de dispersie induce tensiuni electromotoare suplimentare in bobina de misurd
plasatd in deschiderea crestiturii.

In fig. 4.20c se reprezinti pierderile totale fn fier P, calculate si masurate in cazul
rotorului fird colivie, cind avem cidmp magnetic doar pe directia axei longitudinale (rotorul
a fost antrenat din exterior cu viteza de rotatie sincrond).

In fig. 420d se prezinti diagrama fazoriali a curentilor, la s = 0, In cazul rotorului

cu colivie. Pentru U, = 220V s-au calculat urmitoarele valori (folosite in diagrama din

figurd):

I, =-0993+4265] . |1, |=438A
I, =0.084~2,08] ; I, |=2,085A
I =-208-0084j : I, |=2,085A
U, =-21988+7,17j . U ]=2zov
U, = 196.6V ; I, =2,18A

Este interesant de observat cid, I, =Imag(l, +1,')=2,18A estc curentul fictiv

care magnetizeazdi axa longitudinald, in timp ce curentul Real([bo') = 2,08A magnetizcazi

axa transversald (B). Acesti doi curenti sunt defazati in spatiu si timp cu unghiul electric
astfel incit se obfine un cAmp invartitor aproximativ circular (cu elipticitate foarte

redusd). Valoarea curentului I, poate reprezinta axa mare a elipsei, iar valoarea curentului
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Reul(lbo') pe cea mici. In acest fel se poate aprecia “elipticitatea cAmpului magnetic
invértitor”.

Se poate, de asemenea, constata 0 componentd activd relativ mare a curentului IAO,
asa cum s-a subliniat anterior.

=2,085A.

La mersul in gol, curentii rotorici rimén egali in modul

Iao " = ‘Ibo'

Daci rezistenta R,’ tinde la infinit (spre cazul rotorului fdrd colivie), cei doi curenti rotorici
tind, in mod egal, cdtre zero, iar curentul statoric [,, tinde spre (jL,).

In sfarsit o ultimid observafie: pentru celdlalt sens de rotajie a rotorului (s = 2),
fazornl I,' 1si schimbd semnul in diagrama din fig. 4.20d, ceilalti fazori ridmanand
nemodificati.

In fig. 4.21 sunt prezentate citeva caracteristici ale motorului monofazat (cu colivie
in rotor), alimentat cu tensiune constanti. In acest caz, toate mirimile sunt dependente de
alunecare.

In fig. 4.21a se poate urmiri dependenta de alunecare a te.m. U, Fenomenele sunt
similare cu cele de la motorul trifazat, analizat anterior. in fig. 4.21b sunt reprezentate:
componenta reald, cea imaginari si modulul curentului I, care se compard cu valorile
masurate.

Diagrama fazoriali a curentilor este reprezentatd fn fig. 4.21¢ , pentru s = 0,08 pe

baza urmitoarelor valori calculate:

I, =-7,83+4,07] : [1A|:g,32A
i

1,'=6,92-2,12] . L]=724A
1,'=-17+ 0,067} ; I,|=1702A

U, =-2184-262j |U,|=220V

U, =177V ; Ip =194A

Pentru comparatie s-a reprezentat si fazorul 1,  (corespunzitor la s = 0). Calculele
au aritat ci, pentru orice alunecare 0<s<l, curentul I,' are o componentd imaginari toarte
micd, mult mai mici decét cea reald. Fazorul I,' rimne (la orice alunecare) aproximativ pe
axa reali, dar scade odati cu sciderea vitezei de rotatie (fig. 4.21d ), astfel incédt . la s=1I.
el se anuleazd (I,'=0 ). La alunecarea s=1I rimane numai un cimp magnetic pulsatoriu. pe

axa longitudinald, corespunzitor curentului I,. Pentru celelaite valori ale alunecdrii (0<s<1),
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cimpul rezultant este cliptic, cu axa mare proportionald cu I, si cu axa micdl proportionald

cu valoarea Real( [l',).
Gradul de ‘“elipticitate” variazd continuu, de la cdmp pulsatoriu (Ja s=1). la cimp

aproximativ circular (s=0), asa cum sugereazd fig. 4.21d.
4.2.5. Magina bifazatd cu condensator

Sc considerd o masind de inducfie bifazatd nesimetricd, avind pe stator doud
s . - R N . . . n .
intasurdrl repartizate in crestdturl si decalate in spatiu cu un unghi electric de ) radiani,

jar Tn rotor o colivie simetrici n scurtcircuit. fn aceste conditii se poate folosi direct
modelul de “masind clectricﬁ generalizatd” din fig. 4.13 Tmpreund cu ecuatiile obtinute, fird
nici o modificare, cu toate precizdrile legate de sistemul (4.64). Masina este alimentatd de
la o retea monofazatd de tensiune sinusoidald prin intermediul unui condensator C, conform
fig.4.14, astfel ¢d se vor utiliza si ecuatiile suplimentare (4.65).

In cazul masinii bifazate nesimetrice este necesar si admitem doud circuite magnetice
principale, unul dupi axa d(A) si altul dupi axa q(B), cu stiri magnetice diferite. in
problemele considerate liniare, aceste doud circuite magnetice sunt independente intre ele, in
sensul cd fluxul magnetic principal, dupd o directie, nu depinde de curentul clectric dupi
cealaltd directie (ortogonalid).

Anterior (paragraful 4.2.2) s-a aritat cum, in prezenta saturatici mediului magnetic
neliniar, stirile magnetice corespunzitoare celor doud axe se influenteazd reciproc. Cu alte
cuvinte, fluxul, iar apoi tensiunea indusd, corespunzitoare unei axe, sunt dependente de
curentii ambelor axe (vezi relatia 4.85) devenind functii neliniare de cei doi curenti.

Nici una dintre aceste functii neliniare complicate (de doud variabile) nu mai poate
reprezenta caracteristica magnetici unicd a masinii electrice (exprimati de legitura neliniard
dintre fluxul principal rezultant si curentul de magnetizare unic din masind) .

Totusi, posibilitatea determindrii prin calcul (dupi algoritmul din fig. 4.17), a
functiilor neliniare din (4.85), este remarcabili si permite construirea unui algoritm iterativ
de rezolvare a sistemului de ecuatii (4.64), devenit neliniar prin functiile U, si U,
(ambele dependente de doud variabile).

Considerarea neliniarititii mediului magnetic constituie o complicaie serioasi in
rezolvarea sistemului (4.64) si din acest motiv se rezolvi, mai intdi, cazul simplu cand
rotorul are circuitul electric deschis (I,'=],"=0). In aceste conditii sistemul se reduce la
ccuatiile de tensiuni din stator:
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Us,=2,1.-U,,

Uy =Zgl, - U, (4.100)
Din (4.65) rezults: U, =U, —Z.I, , incit (4.100) devine:

Ua=Z,1,-U,,

U, =Zsls - U, (4.101)

unde Zyo =Zy +Zc . iar U, este tensiunea de alimentare a refelei.
In acest regim de mers In gol, dacid se neglijeazd pierderile active (in fier i in

infisuririle statorului), curentii I, si I, au numai componentd de magnetizare, adicd:

lA = IpA :.] 19N
— — 31 ed®
I, = 1“8 = JIuBc (4.102)
unde ¢ este unghiul de defazaj dintre fazorii I, si [, iar I, si Iz reprezintd

modulele lor.

n consecintd, pentru tensiunile electromotoare induse se pot scrie ecuatiile:
_ jo
U, = UeAe

U, =U_e”" (4.103)

a1
unde s-a tinut seama de relaia (4.84) .

Se exprimi sub formd exponentiald si celelalte marimi:

U =Uge’: Z, =2 e Zy =Z,.e" (4.104)
} Cu acestea, sistemul (4.101) devine:

Ue”=2.e"j, -U,

U = 7,8 e* — U e” (4.105)

Egaland pirtile reale si apoi pe cele imaginare, se obtine un sistem de patru ecuatii
reale cu patru necunoscute:
Uy cosp = =Z,1, sina, - U,

A

U,sinf=2,1 cosa,

MA
U, cosP=—Z,J,sin(a,e + @)= U, cos
UgsinB = Zyelp cos(pe + @)~ Ugp sing (4.106)

Eliminind unghiurile B si ¢ In sistemul (4.106) se obtine:

UG = (U + X LT e RS
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UN: =(Ugp+ Xculua - XCI“B )2 * RBZIMBZ (4.107)

in care U, si U, sunt functii neliniare de ambele variabile independente (IIIA si 1)
A " 4

si. In consecintd, ultimele doud ecuatii sunt cuplate, formand un sistem neliniar cu doud
necunoscute.
Sistemul (4.107) sc rezolva printr-o metodd numericd adecvata, de tip iterativ, in care

se include si algoritmul din fig. 4.17 pentru determinarea t.e.m. induse UeA si U,.

Din cauza complexitdfii problemei, timpul de calcul este mai mare, de data aceasta.
Algoritmul din fig. 4.17 consumd mai putin de 1 secundi, dar, dacd acesta este inclus intr-
un proces de calcul iterativ (cum este rezolvarea sistemului 4.107), timpul de calcul creste,
ajungind la zeci de secunde in unele situatii, in func{ie de numirul de iterafii necesar
pentru aproximarea solu;iei.‘

Perechile de valori (UM,I’ )} si (UcB,IuB) obtinute prin rezolvarea numerici a

LA
sistemului (4.107) permit determinarca reactanfelor de magnetizare ciutate (pentru o tensiune

datd a retelel s1 un condensator dat):

U U
X, =—% , X =— (4.108)

Pentru verificiri experimentale s-a executat un motor de inductic bifazat cu patru
poli, de 1.5kW, cu infasuririle dispuse in cuadraturd electrici, ocupind volume egale si
avind numere de spire diferite (W,#W;) in raportul kg, = 1,52. Pentru partea de indus s-au
executat doud rotoare, folosind acelasi tip de tole: unul fird colivie si celilalt cu colivie in
scurtcircuit.

Fig. 4.22 prezintd comparativ rezultatele de calcul si experimentale efectuate pe
motorul bifazat de mai sus, avand rotorul fird colivie si conectat la retea conform schemei
din fig. 4.14 .

In fig. 4.22a) se reprezinti valoarea curentului de magnetizare al fazei A in functie
de tensiunea de alimentare U, , pentru trei valori ale capacititii condensatorului. Se remarci
aici trei caracteristici magnetice diferite corespunzitoare axei magnetice A. Este interesant de

observat cii, la acceasi tensiune de alimentare a fazei A, curentul de magnetizare IuA are

valori diferite. functie de capacitatea condensatorului plasat in cealaltd fazi (B). Altfel spus:
nivelul de saturafie al circuitului magnetic de pe direcfia B(q) influenteazd curentul de

magnetizare IM. Se confirmd aici experimental cele afirmate in paragraful 4.2.2. i anume
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Fig. L, 22 Motorul bitazat cu condensator (tara colivie in rotor )
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cd rectantele de magnetizare XmA si X, sunt (fiecare din ele) functii neliniare de doud
variabile (IM ,IMB).

Cazul al treilea (C = 0) corespunde intreruperii circuitului electric al fazei auxiliare
(X, = o ), rimanand alimentatd doar faza A.

In fig. 4.22b) se pot urmiri rezultatele de calcul si experimentale pentru celelalte
mirimi, In functic de tensiunea de alimentare, pentru o valoare fixd a capacitdfii
condensatorului (C=10 uF): U, - tensiunea la bornele condensatorului, Uy - tensiunea la
bornele fazei B, curentii de magnetizare din cele doud faze.

Rezultatele de calcul sunt suficient de apropiate de cele determinate experimental
pentru a putea afirma cd algoritmul propus in fig. 4.17 este corect. Acesta, inclus in
procedeul numeric iterativ de rezolvare a sistemului (4.107) , permite o bunid aproximare a

reactantelor de magnetizare XmA si X in cazul motorului de inductic bifazat cu

Y mB
"condensator.

Ca exemplu, in fig. 423 se pot urmiri citeva rezultate de calcul, obtinute conform
procedeului de mai sus. Se constati cum ambele reactante de magnetizare sunt afectate de
saturatie dar si de capacitatea condensatorului.

Aceste doui reactante de magnetizare (functii complicate de nivelele de saturatie
existente pe cele doui axe) pot fi astfel determinate numeric, iar valorile lor vor fi
folosite in rezolvarea analitici a sistemului (4.61) pentru determinarea tuturor parametrilor

motorului de inductie bifazat. Chiar si la mersul in gol (s=0), dacd rotorul are colivie in

iscurtcircuit, prin aparitia curentilor fn rotor, se¢ impune considerarea tuturor ecuatilor
sistemului (4.61). In acest caz, sistemul complet de ccuatii ale motorului de inductie bifazat

"cu condensator, devine:

U, =Z,1, + X, (I, +1,)

“‘B(IB +1b’)
(1 +1 )+ Xp (0, + LN+ 2 L+ 9kga X 1

Ui =Zp I +JX

0=(1=9kgX,,

0= —(1-9)Xy, Iy +1) + Kga X, Lo # 1)+ kpa Z L= -9XG LT (4:109)
Urmirind rezolvarea analiticd a sistemului (4.109), din primele doua ecuatii  se

determind curentii statorici:

149

BUPT



u, -iXx, L’

o ZA +jX|nA
U, -I1X,, 1’

[ == Trse (4.110)
Zye +JX,p

care apoi se inlocuiesc n ultimele doud ecuatii. In acest fel, in cele doui ecuatii rotorice

rimin numai doud necunoscute (curentii rotorici):

T, =T,L'+T;1
T, =T,L,'+T1, (4.111)
in care:
k, (I-s)X i
ro e ey,
ZyatiX,,  Zec+iX,,
. szn\A '
12 = kBA(l -s)(- Z,\ N ijA Xm/\ + Xca )
2

IS = 7% + ijB +Zb'

éBC + JXmB

—(_ jkBAXmA + (I-9X
Z,+)X,, Zn+jX

mp
X 2
=k 4 + X, +Z,
=5 BA(ZA+jX .} nA = )
ma
: 2
s JX nB '
[ =(-s)(—22—-X -X 4.112
=6 ( S)(ZBC 4 ijB mB oy ) ( )

Din (4.111) sc obtine:

" IlIo —I:\I4

’ I:I(» _ISIS
= LL-I\:L (4.113)

I‘I\ _1216

Cu acestea, revenind la (4.110) se determini si curentii statorici.
fn relatiile (4.113) $i (4.110) se vor folosi valorile numerice ale reactantelor de

magnetizare X, , si X , . determinate mai sus in cazul rotorului firi colivie, ceea ce

inscamnd ci, de data aceasta, se neglijeazd influenta reactiei de indus asupra reactantelor de

magnetizare.
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Fing.ZA Motorul bitazat cu condensator {cu colivie in scurtcircuit |
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In aceste conditii s-au calculat curentii de mers in gol (s = 0) ai motorului bifazat
de mai sus, in cazul rotorului cu colivie pentru C =10 p F. Comparatia cu valorile
determinate experimental poate fi urmiriti in fig. 4.24b unde se reprezintd modulele
fazorilor: IAor lao ) 11‘0 ZIAO +la°v Uc. U, .

Este interesant de comparat aceste valori cu cele din fig. 4.22b) determinate pentru

cazul rotorului fdrd colivie. Se poate constata cum, prezenta coliviei in rotor mireste
tensiunea la bornele fazei B datoritd componentei de rotatie a te.m. U, care depinde de
viteza de rotatie a rotorului (la s=0 aceastd componenti este maximi).

In fig. 424c) se prezintid diagrama fazoriald si valorile corespunzitoare ale fazorilor,

calculate pentru @ s = 0, C =10 uF, U, =260V. Tensiunea la borne U, s-a considerat pe

axa reald a planului complex.

Este surprinzitoare pozitia fazorului IAO in raport cu U, . Fazorul [, este defazat

. . . . T .
in urma lui U, cu un unghi mai mare de B radiani.

in aceastd situatie factorul de putere al fazei A este negativ, ceea ce Inseamni ci
puterea activd inregistratd ar trebui sd fie negativa.

Faptul este confirmat de wattmetrele montate in circuit, care indici:

P, = 290W, puterea totald absorbiti de motor din retea;

P,

n

38W, puterca activd inregistrati pe faza A,

P, = 330W, puterea activd pe faza B.

Bilantul de puteri este simplu: P = P, + Py sau
U,\ll;, cos(U, ’lT,,) = UAIA‘, cos(U, ’lA,, )+ Uyl B, COS(Q“,IB“)

Pentru cazul de fatd cos( U,.l,, )<0 si, in consecintd puterca inregistratd pe faza A
are semnul minus (290 = -38 + 330).

Situatia se schimbi repede le cresterea alunecirii, cind cos(U,.I, ) devine pozitiv.
Pentru uncle valori ale capacititii, chiar la s = 0. se obtine un factor de putere pozitiv pe
faza A. De exemplu, pentru acelagi motor bifazat de mai sus, la C =70 pF se mdisoard la
mersul in gol: P, = 920W, P, = 400W, Py = 520W (implicdnd factori de putere pozitivi).

Astfel, pentru anumite valori ale capacitdtii, la aiunccdiri mici, faza principald (A) a
motorului bifazat cu condensator poate deveni gencratoare, acoperind o parte din puterea

constmati in faza auxiliard (B).
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Cap.s

SINTEZA OPTIMA A MASINII DE INDUCTIE
CU AJUTORUL MODELULUI SAI

5.1. INTRODUCERE

Proiectarea unui motor de inductie implicd un mare numdr de variabile, care
determini performantele energetice si incdlzirea motorului. Proiectantul = stabileste o
anumitd combinatie de variabile care va conduce la realizarea performantelor cerute.

Prin analogie cu definifia unei functii matematice, combinatia de variabile
reprezinti un punct din domeniul de definitie “n” - dimensional al “functiei” , iar
performantele obtinute reprezintd punctul corespondent din domeniul in care “functia” ia
valori.

in problemele de proiectare, orice combinatie de variabile reprezintd un proiect al
motorului si, conform celor de mai sus, un punct in domeniul de definitie. Un astfel de
proiect este declarat satisficitor dacd performanjele motorului indeplinesc conditiile
impuse. In consecingi, orice combinatie de variabile trebuie verificatd printr-un calcul
complet al performantelor energetice §i al supratemperaturii motorului.

Intr-o problemid de proiectare datd se constatdi ci existdi extrem de multe
combinatii posibile i, dintre acestea, foarte multe pot fi declarate satisfacitoare. Din
aceasti etapi problema dobéndeste un grad sporit de complexitate devenind o problemd
de optimizare. Din mul{imea combinatiilor (proicctelor) declarate satisfdciitoare, trebuic
identificat acel proiect care conduce la “cel mai bun motor®. Acest “cel mai bun motor'
sau “motorul optim” poate fi definit in deverse moduri, in functie de obiectivul urmirit:
motorul cu randamentul maxim , sau motorul cel mai ieftin, sau motorul cu greutate
minima, etc.

Problematica optimizérii constd in definirea “motorului optim” prin alegerea unui
obiectiv si apoi elaborarea unei metode (algoritm) de cdutare a combinatici de variabile
care asigurd atingerea obiectivului ales, cu respectarea parametrilor impusi ai motorului.

Combinatia astfel gisitd reprezintd solutia problemei de optimizare, adicd proiectul optim.
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Optimizarea masinilor electrice , incd din etapa de proiectare a dobandit o atentie
considerabild in prezent avand in vedere uriasele cheltuiele de fabricatie §i de exploatare
suportate de producdtor si beneficiar.

Se lucreazi intens pe plan mondial la elaborarea unor programe de optimizare cat
mai perfectionate care sd solutioneze problema  pusd. Cum se stie, problema este foarte
dificild, chiar daci se folosesc calculatoarele numerice. Apropierea de masina optimd se
poate face doar prin intermediul unui numir de cel pufin 10-15 variabile independente
[D6] , care determind un numir foarte mare de combinafii posibile, de ordinul 10%
10, Din acest motiv nu este practic sd se incerce (verifice) toate combinatiile. Este
rational sd se reducd la xpinim zona de cilutarc a solufiei optime, prin evitarea a cit mai
multor combinatii necorespunzétoare, cu scopul de a reduce timpul de cdutare.

Cu toate eforturile depuse nu s-a reusit pind in prezent sd se gdseascd o metodd
cu caracter general, unanim acceptatd, care si Incheie capitolul optimizdrii constructive a
masinilor de inductie. Fiecare cercetare legatd de optimizarea magsinilor electrice se
tinalizeazd printr-un program propriu, diferit de celelalte existente, avind un caracter
particular.

Pe langd aceste dificultdti obiective, care derivd din complexitatea problemei,
cxistd §i unele aspecte controversate (cum sunt cele referitoare la definirea optimului si

alegerea obiectivului), care intirzie gisirea unor solutii optime. Spre exemplu, problema

—

cresterii randamentului motoarelor de inductic nu este incd luatd in considerare de toti
fabricantii. Necesitatea inbunitdtirii randamentului este justificatd in multe lucrdri [D6,
D7, C7, A5, H2, H3). Problema este prioritard , avand implicafii majore asupra
economiei nationale si trebuie impusd pe diverse cdi.

In ultimii 10 ani, in S.U.A. au fost inaintate Senatului numeroase proiecte de legi
referitoare la energia electricd. Acestea s-au finalizat printr-un amendament la legea
“National Enecrgy Efficiency Act”, semnati in oct. 1992 de presedintele S.U.A. Legea se
referdi [B9] la motoarele de inducfie trifazate de uz general, cu puteri intre 0,75 si
150KW, cu 2, 4 si 6 poli, precum si la cele fracfionare si speciale. Legea face trimitere
la standardele NEMA [NI12] pentru detalii legate de inscriptionarea gi stabilirea noilor
nivele ale randamentelor motoarelor “cnergo-eficiene” (NEMA-MG1-12.59).

NEMA (National Electrical Manufacturers Association) analizeazd in prezent [B9]/
oportunitatea introducerii unei noi clase de motoare energo-eficiente (“design E”) la care

s¢ admit si curenti de pornire mai mari (cu 15 - 20%), precum si adoptarea unei noi
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coreldri (“U”) intre putere si gabarit (executia rr‘lotorulhui pe alte diametre exterioare care
asigurd o crestere suplimentard de randament). ‘ .

In oct. 1990 a avut loc in Canada pi'ima reuniune anuald a producdtorilor de
motoare electrice [ M 11] pe aceéa§i temd: motoare de inductie cu randamente ridicate.
Au participat 22 de firme producﬁtoaré de ‘motoare, electrice(BALDOR, LEROY SOMER,
SIEMENS, TOSHIBA, US ELECTRIC, WEG, WESTINGHOUSE MOTOR, AEG, ASEA
BROWN BOVER],...) precum si distribuitori si clienti. Cu scopul ldrgirii pietei de
desfacere a motoarelor energo-eficiente, producdtorii au urmdrit sd demonstreze ci
motoarele cu randamente ridicate pot reprezenta o alternativd atractivd pentru clienti, Au
fost identificate cdi pentru stimularea clienfilor si s-au intocmit programe comune pentru
a miri eficienfa actiunii, care cuprinde motoarele de inductie trifazate cu puteri 0,75
350 kW. S-a propus extinderea programului §i asupra motoarelor monofazate si
fractionare. Multe alte detalii n acest sens pot fi gisite in [ M 11].

Reducerea cheltuielilor de fabricatie, pe de o .parte s§i cresterea randamentului
motoarelor electrice , pe de alti parte , reprezinti tendinte contradictorii. Dacd problema
este privitd unilateral, va fi si rezolvati unilateral, cu consecinte negative asupra
economiei in ansamblu.

Modul rafional de a privi aceastd problemd obligd la considerarea ambelor aspecte
in permanenta.

in consecingi, gisirea solufiei optime constd in a urmdri modul in care variazd
costul materialelor active si costul pierderilor (puterea electromagneticd trasformatd in
cdldurd in interiorul masinii).

Minimizarea sumei dintre cele doud costuri reprezintd obiectivul cel mai rafional,
care trebuie adoptat in problemele actuale de optimizare a masinilér electrice. Contractele
de cercetare care au fost finantate in ultimul timp (cum sunt cele citate in [H3, S9,
AS5]), pe tema optimizdrii masinilor de inductie , includ cu prioritate problema cresterii
randamentului.

Consecintele economice importante, care pot fi obtinute, au impulsionat cercetarile
in directia giisirii unor noi metode de investigare a solufiei constructive optime in cazul
masinilor electrice, care reprezintd cca. doud treimi din totalul consumatorilor de energic
electrica [B9].

Cum se stie, se lucreazi mult in direcfia transferdrii problemei tehnice in
domeniul matematicii. Cu alte cuvinte, problema tehnicd a optimizdrii constructiei masinii
electrice este redusi la o problemd de matematicd . Astfel, in noua formulare, problema
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poate beneficia de toate metodele clasice cunoscute ale programirii matematice [D9,
M8}, precum si de altele specializate, elaborate in acest scop [A4, H2, S9].

Conform celor cunoscute , o problemi generald de programare matecmaticd poate fi
formulatd ca mai jos.

Si se afle minimul functiei F(X):
min F(X) ;.1

cu conditia ca:

GX)=0 ,i=12,k%k

G(X) 20 ,i=k+l,.m . (5.2)
Xiin £ X < Xix
unde X=% X,, X,, X, X, ¢ este vectorul de proiectare c¢e contine variabilele
independente, apartinind unui domeniu de definifie n-dimensional D™ , F(X) este functia-
obiectiv exprimatd intr-o formd analiticd finitd, G(X) sunt functii restictive (limitiri,
conditiondri), iar X, si X, reprezintd frontiere ale domeniului D™ .

Formularea de mai sus poate avea caracter general intrucdt minimizarea functici
F(X) este echivalentd cu maximizarea functiei -F(X) , iar G(X) 2 0 este cchivalent cu
-G(X) < 0.

Functia obicctiv F(X) este identificatd cu parametrul care urimeazd a fi optimizat:
randamentul (—7), costu]l materialelor active, suma dintre costul materialelor active si
costul pierderilor de energie, etc.

Minimul functiei obiectiv F(X) se obtine pentru valoarea optimi a lui X, care
veriticd In acelasi timp si restrictiile date de rel. (5.2).

Incgalititile restrictive (5.2) cuprind: performantele energetice impuse, performantele
de pornire. restrictii dimensionale §i cerinfe suplimentare ale beneficiarului.

In cazul optimizirii maginilor electrice, functiile F(X) si G(X) sunt neliniare , iar
problema matematici face parte din domeniul programirii (optimizirii) neliniare cu

restrictii.

Aceastd problemd ramine mereu in actualitate intrucit alegerea functiei obiectiv
(5.1) §i a restriciilor asociate (5.2) se face tinind seama de disponibilitétile tehnologice ,
de materii prime §i de energie- , ale economiei nationale la un moment dat. Cu alte
cuvinte, solufia constructivi optimd depinde si de conjunctura momentani a preturilor

implicate in problemd. Analiza literaturii din domeniul optimizdrii neliniare cu restricfii
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scoate in evidentd diversi algoritmi de optimizare specializati pentru cazul particular al
maginilor de inductie. Importante contributii in acest domeniu aduce Appelbaum [A3, A4,
AS5]. Acesta elaboreazd o metodi de optimizare bazati pe ciutarea optimului de-a lungul

frontierei domeniului de restrictii’ (Method of Boundary Search Along Active Constraints).

O aplicatie a acestei metode poate fi urmiriti in[A5].

Metoda de ciutare a optimului pe frontiera domeniului restrictiilor are céteva

avantaje importante fatd de alte metode disponibile:

-asigurd o fintelegere mai profundd a procesului de optimizare prin pistrarea

sensului fizic al problemei tehnice;

- permite interpretdri geometrice prin reprezentarea caracteristicilor motorului (doud

cite doud) iIn diferite plane;
-pot fi incluse si functii discontinue (cu variabile discrete);
-nu necesitd calculul derivatelor (gradienti).

Pe de altd parte, prin lucrdrile citate in [S9] , Han si Powell dezvolti o altd
metodd generald pentru probleme de optimizare neliniard cu restrictii, perfectionatd
ulterior de Schittkowski. S-a obtinut un algoritm puternic i eficient, cu o convergentd
rapidd cunoscut sub denumirea de “‘programare patraticd secventiald” (SQP). O aplicatie a

metodei poate fi urmiritd in [S9].

Principalul dezavantaj al metodei Han-Powell constd in necesitatea evaludrii

derivatelor.

In [H2] se face un studiu comparativ asupra celor doud metode de mai sus:
metoda ciutirii pe frontiera restrictiilor si metoda Han-Powell. Se propune in final o

combinare a acestor doud metode pentru a imbina avantajele fiecdreia i pentru a reduce

timpul de calcul, astfel [H2]:
-se optimizeazi prima datd variabilele continue cu metoda Han-Powell

_se mentin aceste variabile continue la valoare constantd si se optimizeazd

variabilele discontinue prin metoda cdutirilor pe frontiera restrictiilor .
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-se pistreazd variabilele discrete la valoare constantd si se optimizeazd incd o datd

variabilele continue prin metoda Han-Powell.

in comentariile ficute pe marginea lucririi [H3], Appelbaum face urmitoarea
remarcd : “toate metodele de optimizare pentru probleme genecrale de optimizare neliniard,
incluzand si metoda Han-Powell, gisesc un optim local si nu unul global. Mectoda de
cdutare dircctd pe frontiera restricfiilor gidseste optimul global, dar numai pentru probleme
cu doud variabile. La numir mare de variabile, increderea, in convergenta spre optimul

global, scade.”

Doar in anumite situatii particulare poate fi garantatd gisirea optimului global.

Chiar dacd, In viitor , toate aceste dificultiti de ordin matematic pot fi depisite si
se va putea garanta gdsirea optimului global, pentru un caz general, rimine problema
dificild (sau imposibild uneori - cum se afirmid in [H2]) de a construi functiile analitice
F(X) si G(X). Pentru a exprima functia criteriului de optimizare (functia obiectiv) sub o
formd cxplicitd, finitd, este nccesar si se admitd o serie intreagi de aproximatii, care vor
afecta, In consecintd, rezultatele obtinute, incdt optimul gisit va fi incert si sub acest

aspect.

Considerdm cd matematica este mai pufin rdspunzitoare de aceste incertitudini
decfit domeniul tehnic. Cu alte cuvinte, problema dificild rimane, in continuare, in seama
inginerului si nu a matematicianului si consti in construirea (elaborarea) celui mai bun

model matematic al masinii electrice.

Asadar, se poate pune §i problema optimizirii modelelor matematice ale masinii
electrice. Pind in prezent. in domeniul optimizirii, au fost folosite doar modelele liniare,

cu scopul simplificirii problemei de optimizare a masinii.

Natura acestui model matematic al maginii electrice influenteazii direct problema

de optimizare.

Acest aspect va fi evidenfiat in continuare , cu ocazia optimizirii circuitului
magnetic al maginii de inductie. Se va constata cum, prin folosirea unui model

matematic “de cdmp” pentru magina de inducfie, se poate reconsidera problema

optimizdrii constructiei masinii.
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52. GEOMETRIA TRANSVERSALA OPTIMA

Optimizarea dimensionald a maginii de inductie reprezintd componenta de bazd in
problema de optimizare globald a masinii. In general, aceastdi componenti poate conduce
la imbunitdtirea randamentului masinii fird adaus de materiale active (fard costuri
suplimentare).

Metoda extensivd, de supradimensionare a maginii in vederea imbunatatirii
randamentului, nu conduce intotdeauna la rezultate favorabile [H3]. Este clar insd cd
orice combinatic de variabile, care determind cresterea randamentului, fdrd costuri
suplimentare, reprezinti o apropiere de optimul global.

O dificultate majord in problema de optimizare a circuitului magnetic o reprezintd
numirul mare de variabile. Din punct de vedere matematic, aceste variabile trebuic sii fic
independente intre ele. Orice relatie de legaturd , care poate fi exprimatd, intre doud sau
mai multe variabile, va reduce numirul acestora si in consecintd, gradul de diticultate al
problemei.

Geometria transversali a masinii rezultd din totalitatea dimensiunilor unei perechi
de tole stator-rotor si reprezinti o posibilitate de imbundtifire a proiectului prin
apropierea de solutia optimi. Opimizarea geometriei transversale se face, in mod obisnuit
in directia minimizirii tensiunilor magnetice in fier, mentindnd constantd inductia
magnetici din intrefier. Sunt determinate astfel anumite variabile (diametre, dimensiuni
ale crestituri, etc.) care, in orice caz, reprezintd un cistig pe calea spre solutia optimd
globali. Din acest motiv, optimizarea geometriei transversale este consideratd o
“optimizare partiald”, intrucit nu implicd toate variabilele problemei globale.

Solutia analitici iterativd (SAI) de rezolvare a problemei de cimp, prezentatd in
Cap .2, oferl o perspectivd noud asupra problemei de optimizare a geometriei transversale.
in cele ce urmeazi se reconsiderd problema optimizirii geometriei transversale a masinii

de inductie cu intrefier constant

5.2.1. Consideratii preliminare

a) Variabile implicate in geometria transversald. In conformitate cu metoda SAI de

solutionare a problemei de camp, se folosesc urmitoarele variabile (fig.5.1.), care

determind esenta geometriei transversale a maginii de inducie: D, , D, - diametrul
exterior, respectiv interior. ale tolei statorului; D, D, - diametrele de tund ale
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crestiturilor statorului, respectiv rotorului, 9d4,9d1 - unghiurile la centru corespunzitoare
dintelui stator, respectiv rotor; 9c4,9c2 - unghiurile la centru corespunzitoare crestiturii

stator, respectiv rotor; S,,, S, - ariile suprafefclor geometrice ale crestdturii stator,
respectiv rotor; & - intrefierul real al maginii. Cunoscand numerele de crestaturi (Z,.Z,)

ale statorului si rotorului se pot scrie urmitoarele relatii de dependentii:

6, +0, =—

dyg 7]

+o, =" (53)

In consecinti, numai doud din cele patru variabile din (5.3) sunt independente. Se

face o schimbare de variabile sub forma:

0,

§=§ﬁ§r (54)
dg c4

£, = i (5.5)

P, +0, '

Variabilele independente &, si &, caracterizeazi litimile dinjilor din stator,
respeciv din rotor, raportate la pasii dentari corespunzatori. In felul acesta, ele au caracter
general, nefiind legate de anumite valori particulare ale numerelor de crestituri.

Pentru &, = constant §i D, = constant , diametrul D, este dependent de suprafata
crestaturii statorului (S,, ). Se poate scrie urmétoarea relatie geometricd, In acest sens:

4z, -§,,

D, = D} + ——2 (5.6)
n(1-¢))
In acelasi fel:
2 4 1
D, = (D, 287 - 25Sa 5.7)

n(1-¢,)

in care &' ecste intrefierul de calcul (rel. 2.85) .

In consecingd riamén independente urmitoarele variabile, legate de geometria

transversali: D, D, , &,, &, S, S,
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b) Raportul dintre curentul de magnetizare si curentul nominal

Se stie ci ponderea curentului de magnetizare (I ), in curentul nominal (I,y), este

mai mare la maginile mici si invers . De asemenca ponderea creste la maginile cu poli

multi. Se noteazd acest raport cu k,
I
k,=— (5.8)

Folosind rezultatele experimentale efectuate pe un numir foarte mare de motoare
de inductie trifazate (cca. 70 de tipuri diferite), cu 2, 4, 6, 8 poli si puteri cuprinse intre
025 .. 55 kw, s-a constatat dependenta din fig. 5.2, dintre k, si produsul; randament
nominal (1), ) X factor de putere nominal (COS®, ).

in figurd este reprezentati si diagrama fazoriali a curentilor, cu neglijarea
componentei active a curentului de mers in gol. Din triunghiul dreptunghic ABC se

deduce relatia:

IIZ = Jl+ k2 - 2k, sing, (5.9
N

in care s-a utilizat si factorul K, definit in (5.8), cu valori cuprinse intre cele doud
curbe din figura 5.2 . Relatia (5.9) permite aprecierea marimii curentului rotoric (I’
raportat la infisurarea statorului:

I’ = (0,7..09)],, (5.10)

¢) Raportul dintre sectiunca totali_a  crestiturilor din rotor si cea corespunzitoarc

din_stator.

In proiectare, repartizarea pierderilor din infisurdri fntre stator si rotor se face
tinind seama de conditiile de ricire si de conditiile impuse asupra cuplului de pornire.
fn cazul masinilor de inductie trifazate, cu rotor in scurtcircuit, cu ventilafie exterioard,
din cauza dificultitilor de evacuare a cildurii din rotor, este necesar ca pierderile din
infisurarea rotorului si fie mai mici decit cele din infisurarea statorului. Dacd se
consideri R} =R, tindnd seama de relatia (5.10), se obtine:P, = (05 ... 0.830) Py,.

in aceste conditii incdlzirile statorului si rotorului vor fi apropiate, iar conditiile
de pornire impuse pot fi indeplinite fird probleme (asa cum se¢ constatii si practic).

fntrucit rezistenta electrici echivalentd a infisurdrii rotorului Ry este direct legatd de
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sectiunea crestiturilor rotorului, se obtine de aici un raport corespunzitor intre sectiunile
celor doud infasurdri, astfel incdt R, =R, .

infﬁ§urarea cchivalentd a rotorului (identificatd prin mdrimile notate cu “prim™)
diferidl de infisurarea reali a statorului prin: material (p’, # p,, ), lungimea medie a spirei
(I',#1,), sectiunea conductorului corespunzdtoare unei spire (q',#q,), sectiunca
totali a materialului conductor dintr-o crestaturd (S’,,#S_). Din conditia RY, =R, sc

poate scrie:

1. !

Poy = ply - (5.11)
QCU qu

de unde:

9& = i = I’ML:“ (5.12)
o Sa  Pala

Practica aratd cd , n mod obisnuit maxim 45% din sectiunea geometrici a
crestiturii statorului poate fi ocupatd de cupru (S, =k, . S,,. unde k, < 0,45), in timp
ce aluminiul infisurdrii rotorului ocupi toatd crestitura (S, = S’ ). In consecinta:

Si=ku [P (5.13)
Sal p l

cu'lcn
Ultima relatie exprimi, de fapt, raportul dintre secfiunea totald a crestiiturilor din
rotorul echivalent (Z,S’,) si cea corespunzitoare (ZS,) din stator (intrucdt numirul de
crestituri ale rotorului echivalent este egal cu cel al statorului ).
In cazul rotorului real, cind Z, # Z,, raportul (5.13) se piistreazi neschimbat,

astfel c¢d:

ZIS;:E Z'.‘S:IZ — k l,’AIp:\I

= = =k 5.14
lea] leal " pcu cu * ( )
Considerand k, = 0,42; Pa =1,75; il' = 0,8 se obtine:
pCI.I <u
Z.S,, =k, (Z,S,)=06(Z8S,) (5.15)

Valori mai mici ale sectiunii totale a crestiturilor rotorului (k, < 0.6) vor’
conduce la fincilziri excesive ale rotorului  (cu gradienfi termici inspre infisurarea
statorului), iar valori mai mari (k,; > 0,6) vor determini dificulti{i in realizarea conditiilor

de pornire.
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Pentru cca. 40 de cazuri practice analizate, (existente in fabricatie) s-a obtinut
k,, = (0,48 ... 0,68).

Dispersia ugoard care se constatdi la valorile lui k,, provine mai degrabd din
inconsecventa proiectanfilor si nu din necesitdti obiective.

Relatia (5.15) poate fi consideratd ca o legdturd justificati de dependetd dintre S,

si S,, , astfel fncdt numai una din cele doud variabile trebuie consideratd independenti.

d) Relatia dintre sectiunea geometricd a unei crestdturi statorice si solenatia de

excitatie_din crestaturd

Dacii numirul total de spire dintr-o crestiturd este n, , se poate exprima sectiunea
necesari a crestiturii, admitdnd anumite valori pentru factorul de umplere (k,) si pentru

densitatea curentului de conductie (J), astfel:

S, =———+ (5.16)

Utilizand rel. (5.8) se poate obtine In continuare:

1
S, =Ll-—(1 ‘n,) (5.17)
‘ ku J kO g
si In final:
S., S 9. (5.18)
’ k Jk,

unde 9, este solenafia totald de magnetizare corespunzdtoare unei crestdturi din stator.

Valorile §_ pot fi determinate si din patura de curent (A) , cunoscind pasul dentar

(T,
3, =(k,A)T, (5.19)
fn procesul de optimizare de mai jos, mirimile k,, k, J sunt considerate

cunoscute si constante, astfel ci rel. (5.18) stabileste o proportionalitate directd intre

solenatia din crestéturd (8,) si suprafata necesard a crestiturii (S,). Constanta de

proportionalitate se noteazd cu k,

k = (5.20)
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5.2.2. Probleme elementare de optim

De reguld, din tema de proiectare a maginii de inductie se cunosc: puterea utild
nominald (Py). randamentul nominal (1), factorul de putere nominal (cosgy), viteza de
rotatie.

Sinteza geometriei transversale a masinii tine seama de aceste date si se face pe
baza unui criteriv de optim definit astfel: pentru un diametru exterior fixat, este optimi
acea geomectrie transversald care, fn prezenta unor surse de cdmp date, determini o
inductie magnetici maximd, intr-un intrefier dat.

Stabilirea acestui criteriu s-a fdcut {indnd seama de specificul problemei de camp
solutionatd in Cap. 2 . Se stie ¢d, in problemele de camp, sursa cimpului este curentul
de magnetizare (sau solenatia crestaturii —Sc), care determind Tn intrefier o anumiti
inductie magnetici.

Valabilitatea criteriului de maximizare a inductiei magnetice (B;) poate fi sustinuti
$i prin urmitoarele observatii:

-Intrucat solenatia de magnetizare este constantd, maximizarea tensiunii magnetice
pe intrefier este echivalentd cu minimizarea tensiunii magnetice pe restul circuitului
(portiunile feromagnetice). Astfel, criteriul propus mai sus, include criteriul clasic de
optimizare a geometriei transversale prin minimizarea tensiunilor magnetice din fier:

-Intrucat § = constant , cresterea inductici magnetice din intrefier nu conduce la

cresterea curentului de magnetizare si nici la sciderea factorului de putere al masinii;

-Cresterea inductiei B; conduce la cresterea te.m. induse si, in consecinti, la
cresterea puterii masinii (proportionald cu produsul A B; );

-Maximizarea inductiei din Iintrefier, la solenatie constantd, este echivalenti cu
minimizarea solenatiei de magnetizare la inductie constanti;

-Maximizarea inductiei B; (flux magnetic maxim pe unitatea de lungime a
masinii), la SC = constant , conduce la cea mai favorabild caracteristici magneticd de
mers in gol, a masinii.

Folosind metoda SAI de solufionare a problemei de cimp si adoptdnd in toate
situatiile criteriul de maximizare a inductiei B, au fost analizate posibilitatile de’
optimizare a geometriei transversale a wmasinii de inductie cu intrefier constant
Rezultatele acestei analize sunt prezentate mai jos sub forma a trei probleme tip, care

reprezintd trei etape distincte in sinteza optimi a geometriei transversale.
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Problema P1

Prima analizi se referd la influenta dimensiunilor crestdturii statorice, respectiv
rotorice, asupra inductiei magnetice din intrefier. Se urmireste determinarea unor valori
optime In cazul variabilelor &, si & . Problema poate fi enunfati in felul urmadtor:

Se dau valori constante urmétoarelor variabile incluse in geometria
transversal:

- diametrul exterior D,

- diametrul interior D; ;

- suprafata crestdturilor statorului S,;.
Suprafata crestdturilor rotorului este legatd de cea a statorului prin rel.
(5.15).
Si se determine valorile optime &’ si &°, care determind maximizarea
inductiei Bj .

Cunoscind sursa cAmpului (prin relafia 5.18), metoda SAI permite determinarea
inductiei magnetice din intrefier, conform algoritmului expus anterior (fig. 2.4).

In aceste conditii, se determind variatia functiei reale de o singurd variabila
B4(&,) , considerind, succesiv, unele variabile ca parametru, pentru cazul: D, = 0.184m,
D= 0.102m, S,= 0.00011m?, &= 0.00035m , 2p = 2. Rezultatele calculelor sunt
y  prezentate in fig. 5.3, dupd cum urmeaza:

-Fig. 53 a) prezintd inductia B in raport cu &,, avand ca parametru solenatia
Raportul £, este mentinut constant (&= 0.55). In figurd se reprezintd si variatia
permeabilititii magnetice relative a jugului ( b / p,), respectiv a_dintilor (u, / p, ). In
functie de raportul &,.

Inductia B; obtine valori mai mari, pentri solenatii de excitatic 3, mai mari, dar

valoarea optimi (&")) a variabilei &, nu depinde de mdrimea solenatiei. In consecind,

determinarea lui E°, se face la o valoare “rezonabild” 8, . care determind inductii
maxime (By),. = (0.8 ...DT. Aceste valori “‘rezonabile”, ale solenatiei de magnetizare,
= max M "

pot fi apreciate usor folosind rel. (5.19).

-In fig. 5.3b) se reprezintd functia B,(Z,), avind ca parametru raportul Z,. Valoarea
solenatiei este mentinutd constanta (3, = 132A). Doud aspecte importante pot fi

. . . N x =0 H A . o 3 A 3 3 b 3
remarcate aici: 1) Valoarea optima g%, determinatd anterior, ramane neschimbatd, oricare
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ar fi valoarea parametrului &,. ii) Pentru o valoare &, constantd, existd o valoare optimi
E",  care maximizeazd functia Bg(&,) ; pentru &, = 0.55 se obtin cele mai mari valori
ale inductiei din intrefier.

In consecinti, s-a elaborat urmitorul algoritm numeric (fig.5.4) pentru determinarea
valorilor optime &°, si £°, in doud etape, cu doud subrutine diferite si anume:

1) Pentru &, = 0.5, se determind valoarca E°,, prin giisirea maximului functiei
By(&)).-

2) Pentru £, = E",, se determind valoarea E',, prin gisirea maximului functiei
B.(&,).

Cu scopul Tmbunititirii valorilor optime gisite, algotitmul poate fi parcurs de mai
multe ori. Calculele iterative au ariitat cd este suficient dacia se repetd doar punctul 1) de
mai sus, pentru o singurd “ajustare” a valorii £, nefiind necesardi continuarea iteratiilor.

- Figura 53c) prezintd influenja calitagii materialului  feromagnetic asupra
dimensiunilor optime ale crestdturii. Celelalte mdrimi sunt mentinute constante (&, = (.55,
9c= 132A). Cele trei sorturi de tabld silicioasd sunt caracterizate prin trei curbe diferite
de magnetizare (cu B, = 14T/1,53T/1,62T). Valoarea optimd £°, determinati anterior,
rimane neschimbati la modificarea calitd{ii materialului feromagnetic.

- Figura 5.3d) prezintd variatia functiei Bg(&,) , avind ca parametru aria suprafetei
crestaturti stator (S,;), celelalte marimi fiind constante (§, = 0.55, 9C= 132A). Cele trei
curbe B,(Z,) aratd ci , la modificarea parametrului S, , se modificd valoarea optima &)
Este prima incercare de a studia influenfa uneia din variabilele mentinute constante in
ipoteza problemei P1. Cu alte cuvinte, este o incercare de a iesi din limitele problemei
P1.

De altfel, problema PI1, enuntatdi mai sus, poate fi consideratd rezolvatd, prin
faptul ci determini valorile optime &, si £, pentru valori date ale variabilelor: D,, D,
S

Curbele din fig. 5.3d) genereazi o noui problemi si anume: cum se determini
aria suprafetei S,,, intruct valoarea ei trebuie cunoscuti in problema Pl 7.

Aceasta cste tema problemei care urmeazi.
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Problema P2

Dacd Pl a fost problema variabilelor &, si E,, atunci P2 este problema variabilei
S..- In cele ce urmeazi se studiazi variatia inductiei din intrefier in raport cu S,,. Se
considerd urmitorul enunt;:

Se dau valori constante variabilelor :

-- diametrul exterior (D,) ;

- diametrul interior (D)) ;
Aria suprafetei crestaturii statorului (S,,) este variabild, fiind proportionald
cu solenatia crestiturii, conform rel. (5.18).
Ana suprafetei crestdturii rotorului  (S,,) este determinati de cea a
statorului  prin rel. (5.15).
In aceste condifii se cautd valoarca maximd a inductiei din intrefier,
conform criteriului definit mai sus.

Pentru efectuarea calculelor este necesar si se stabileascii valorile celor trei
constante (k,, k,, J) din (5.18). Din fig. 5.2, folosind curba extremi (trasati cu linie
continud ) se determind k,, cunoscand produsul impus (7, COsQ,). Pentru k, se ia
valoarea k,= 0.42, care asigurd o umplere acceptabild a crestdturii. Valoarea densititii de
curent (J) se impune tinind seama de sistemnul de rdcire a masinii si de celelalte
recomandiiri clasice [D4, P5, C5, V8 ]. In consecinfd, prin rel. (5.18), aria S, devine
direct proportionald cu solenatia de magnetizare. Aceastd proportionalitatc este normali,
intrucdt o solenatie mai mare are nevoie de un spafiu de crestiturd proportional mai
mare, pentru ca factorul de umplere sd riimind constant.

In privinta calculelor, problema P2 reprezintd o succesiune de probleme P1, cum
se poate constata din fig. 5.5. Pentru fiecare valoarea datd solenatiei Sc se determini
valorile optime &°, , £, , B , conform problemei P1. Repetind acest ciclu de calcul
de mai multe ori, se obtine curba B“B(SC) , care are un maxim (fig 5.6). Solenatia

: SE ) X) . R . -
9 . pentru care se obtine valoarea maximid (B").,,= B"™; . este solenatia optimi de
¢ s

magnetizare 3°, pentru tola de diametre date (D, D,). Relatia liniard de legituri, dintre
9 s S,, permite folosirea celor doui axe abscise simultan. Solenatia optimi 9°.
< ’ A

determini imediat si o suprafatd “‘optimd” S", a crestdturii. In tig. 5.7 se prezintd

rezultatele de calcul pentru cazul:
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D,=0.184m. D,=0.098m, 8=0.00035m, 2p=2, k,=0.48, k=042,
J=6%10° si k,=0.83*10" obinut din (5.20).

Curba B'(9,) are un maxim B*; = 0.895T, pentru 9%= 110A (8",= 92mm" ).

Intrucit cele doud diametre D, si D, sunt constante, cresterca supratetei
crestiturilor (Z,S,,) duce la sciiderea suprefetei “feromagnetice” si invers. In consecingi.
este firesc sii existe un optim al raportului celor doud suprafete (deci o valoare optima
S

Pc aceeasi figurd s-a rcprezentat $i curba de variatie a produsului (ABj). intrucit
cste cunoscutd si pdtura de curent, prin rel.(5.19).Pentru SOC, de pe aceastd curbd se

poate determina valoarca optimd a produsului (AB;)’, corespunziitor punctului M".

[N : ~ =
Dreapta 3,=3"c imparte domeniul in doud zone:

% ~ - 0 I ey P .. .
-In partea stingd (9c<9 ¢, sau S,< 8%, ), existd posibilitatea cresterii inductiei din

intrefier prin cresterea solenatiet. Aici materialul feromagnetic “suportd™ solenatia de
magnetizare , intrucit suprafata “‘feromagneticd” este excedentard;

-In partea dreapt (9c>90c ., S.>S% ), la cresterea solenafiei de magnetizare, inductia
din intrefier scade. Suprafata feromagneticd este deficitara in aceastd zonid; solenatia a
devenit prea mare pentru suprafata datd prin diametrele D, si D,. Suprasolicitarea fierului,
in zona aceasta, este neeconomicd (cu solenatie mai mare se obtine o inductie in
intrefier mai micd).

fn consecintid, punctul de maxim al curbei B“a(\(}c) determind solenatia optima

{ - e - - .. - .
8" $1 suprafata optimd alocatii crestiturii S",,, pentru o told cu D, si D, date.

aly
. . . 0 . S « . .
Din problema P2 se retin valorile 9°c si S%,, impreund cu valorile optime

o0
2

corespunziitoare BY | £ |

Se stie cd puterea masinii electrice este proportionald  cu dimensiunile sale
principale si cu solicitirile electromagnetice (produsul AB; ).

Curba din fig. 5.7 aratd cd puterea masinii electrice poate fi mdritd fn continuare
prin produsul AB; , care obfine valori tot mai mari in dreapta punctului M". Tinind
scama de ccle de mai sus, valoarea optimd a produsului AB; este cea corespunziitoare
punctului M" i reprezintd contributia optimi a sectiunii transversale la cresterca puterii
masinii. ‘

Daci se doreste o crestere suplimentard a puterii, aceasta se va face. in

continuare, pe alte cdi §i anume, prin crestera dimensiunii longitudinale a masinii. nu
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prin suprasolicitarea unei sectiuni transversale date (limitatd de D, si D,). Valoarea optimi
a produsului AB; conduce la valori optime pentru coeficientii fundamentali: constanta
magsinii, efortul tangential mediu, coeficientul de utilizare.

In fig. 5.8 se prezintd mai multe curbe B%(8,) pentru cdteva valori diferite ale
diametrului interior D,. Existd o anumitd valoare D,, pentru care se obtine inductic B™;
maxima.

Rezultd de aici incd o posibilitate de maximizare a inducfiei By si anume in

raport cu diametrul interior D;. Acest aspect este urmdirit in problema urmdtoare.
Problema P3

Aceastd etapd trateazi problema variabilei D,. Pentru gencralizare, sc face

urmitoarea schimbare de variabila:
k, =t (5.21)

astfel cdi, noua variabild a problemci P3 este k;, .

Pentru un diametru interior dat, problema P3 se reduce la P2. Cu alte cuvinte, P3
reprezinti o succesiune de probleme P2, rezolvate pentru valori diferite ale variabilei k;,

Se cautd valoarea optimd k', care maximizeazd inductia magneticd din intrefier.
Problematica este redatd, pe scurt, in fig. 5.9. Problema P3 este cca de-a treia etapd (si
ultima) de maximizare a inductiei magnetice din intrefier.

Fiecare punct al curbei BYy(ky) se determind conform problemei P2 si apoi se
retine valoarea maximi B™;

In fig. 5.10 se prezintd rezultatele de calcul pentru cazul: Do = 0.184m, & =
0.00035m, 2p = 2, k, = 0.83%¥10°. Curba B™y(ky) are un maxim pentru o anumitd
valoare a diametrului interior, care este valoarea optimd cdutati (k' = 0.58). Pe aceeasi
figurd este reprezentatd si functia S, (kp), care obtine valoare maximd pentru acelasi k=
0.58.

Coincidenta nu este intimplitoare: echilibrul optim dintre suprafata “feromagneticd”
s cea a crestiturilor, dobAndit prin rezolvarea problemei P2, se rellectd aici la orice
diametru interior.

Pentru k,>k’s, se reduce suprafata totald disponibild statorului. iar pentru k,< k'o,

cea disponibild rotorului. Dacd kp = k“D , se realizeazd echilibrul optim intre cele doud
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suprafete (stator-rotor) si, In consecinfd, la acest diametru interior se poate realiza cea
mai mare suprafatd optimd (max SY,)) a crestiiturilor $i cea mai mare inductie in intrefier
(conform fig. 5.10).

Timpul de calcul consumat pentru curba B (k,) este cca. 7 minute pe un
calculator de tip PC 486, cu coprocesor matematic.

Existenta unui diametru interior optim (definit de k’p) se constati prin calcul
pentru oricare alt caz concret.

Cu determinarea valorii optime k,, problema P3 poate fi consideratd incheiati. In
ctapele anterioure, de fiecare datd. s-a fincercat o generalizare a problemei. De data
accasta generalizarea este urmiritd prin studiul influentei diametrului exterior D,.

Este extrem de interesant de constatat cd valoarea optimd (k) a raportului
diametrelor nu depinde de diametrul exterior D, (fig. 5.11a).

Pentru k", = 0.58 se obfine maximul inductiei in intrefier , la orice valori D, =

(0,16m ..0,2m), ale diametrului exterior al tolei stator.

0.83%10"

Toatc curbele din fig. 5.11a) sunt obtinute pentru & = 0.00035m, k,
si, din acest motiv, inductia magneticd din intrefier obtine valori tot mai mari, la
cresterea diametrului exterior, ca o consecintd a ‘“relaxdrii magnetice” a materialului
feromagnetic. In cazurile practice, la cresterea diametrului exterior D, vor creste i
valorile k, si 8, astfel incit, valoarea maximi a inductiei magnetice din intrefier nu va
depdsi 1T, oricit de mare ar fi D,.

S-au efectuat astfel de calcule pentru tole (in cazul 2p = 2) avand diametre
exterioare din ce In ce mai mari, pind la D, = 0.4m.

Este remarcabild concluzia care poate fi desprinsd in urma acestor calcule:
invarianta raportului optim k’; pentru un numdrul dat de poli. Pentru 2p = 2, oricare ar
fi valoara diametrului exterior (D,), valoarea optimd a raportului diametrelor este k', =
0.58. ‘

Subiectivitatea alegerii constantelor k,, k,, J din rel. (520) este analizatd in fig.
5.11b). Multiplicarea valorii k, = 0.83*10° cu factori supraunitari, sau subunitari (ca etect
al modificirii uneia din cele trei constante componente), nu influenteazi valoarea optimi
giisitd anterior (k°, = 0.58); atribuirea unor valori particulare constantelor k,, k,, J nu
altereazd generalitatea optimului gasit (k"y).

Un alt test asupra obiectivitatii valorii k°, = 0.58 poate fi urmirit in fig. 5.11c.
Comentariile fdcute anterior in fegiturd cu rel. (5.14) si (5.15) conduc la cea mai buni

valoare a coeficientului k,, care defineste raportul dintre sectiunea totali a crestiturilor
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din rotor §i cea corespunzitoare din stator (k,= 0.6), pentru o masind de inductie avind
in rotor o colivie din aluminiu turnat sub presiune. Chiar si pentru alte valort k,, = (0,5
.07, fig. 5.11c aratd cd optimul raportului diametrelor rdmdne, practic, la aceeasi
valoare k'y = 0.58.

in fine, in urma calculelor efectuate, se poate afirma ci nici calitatea materialului
feromagnetic (curba de magnetizare) nu afecteazi valoarea optimid giisiti k", = 0.58.

Singura marime, care modifici semnificativ valoare optimd a raportului
diametrelor, este numdrul de poli ai masinii.

fn fig. 5.12 se pot urmiri influenfa numdrului de poli asupra lui K',, precum si
valorile optime gésite:

1}
Kp

m

0.58 pentru magini de inductie cu 2p = 2 poli

k', = 0.65 pentru 2p = 4 poli

IR

k", = 0.69 pentru 2p = 6 poli
k', = 0.72 pentru 2p = 8 poli (5.22)

Rezultatele obtinute, exprimate in rel. (5.22), permit ocolirea problemai P3,
rezolvarea ei nefiind necesard pentru fiecare caz in parte, intrucit raportul optim intre
diametre (D, / D,) se dovedeste a fi o constantd, ce depinde numai de numdrul de poli
ai masinil.

In final se poate afirma cd, in conditiile de mai sus, existi o geometric
transversali optimi, univoc determinatd, pentru un diametru exterior dat si un numir dat
de poli. Aceasti geometrie transversald reprezintd modul rational de a folosi materialul
{eromagnetic al unei tole cu diametrul exterior dat, avand In vedere criteriul de optim
adoptat mai sus.

Geometria transversali optimd se obtine prin calcul, numai din considerente de
naturd magnetici si exprimd raporturi echilibrate intre “suprafata feromagneticd” si
suprafata crestdturilor, intre indl{imea si ldtimea crestiturilor, intre suprafafa transversald
repartizatd statorului si cea ridmasi rotorului.

Sub forma prezentatd mai sus, optimizarea geometriei transversale este echivalentd
Ccu  optimizarea caracteristicii circuitului magnetic principal (raportatd la unitatea de
lungime a masinii) §i, in consecintd, poate fi privitd ca o problemd independenti.

Posibilitatea optimizirii separate a geometriei transversale simplifici extrem de

mult problema optimizirii globale a masinii.
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53 DETERMINAREA OPIMULUI GLOBAL

Toate variabilele independente, implicate In geometria transversald, au fost
determinate prin valorile lor optime, cu exceptia diametrului exterior D.. Analizind
conditiile n care s-a obtinut optimul geometriei transversale se stabilesc, in accastd ctapi,
variabilele independente care determind optimul global. Prima dintre acestea este
diametrui cxterior (D).

In privinta mirimilor k,,, k, , X, , din rel. (5.15) si (5.18) s-au ficut preciziri in
paragraful 5.2.1. Valorile lor sunt mentinute constante in timpul calculelor, Densitatca de
curent J. din relatia (5.18) , trebuic privitl fn aceastd etapd ca variabild independenti,
indcosebi atunci cdnd functia-obiectiv adoptatd include randamentul, sau costul pierderilor
de energic In exploatare.

fn consecintd, pentru etapa determindrii optimului global rimédn doud varibile
independente: D, si J.

Chiar dacd nu creeazii dificultdfi in rezolvarea problemei, adiugarea altor variabile
la cele doud de mai sus este discutabili.

In continuare se prezinti un algoritm simplu de determinare . a optimului global
pentru cazul celor doud variabile independente (D, , J).

La o masind electricd de putere datd, dimensiunea sa longitudinald este legati de
valoarca diametrului interior. Este cunoscuti relatia dintre puterea aparentii  (Sy),
dimensiunile principale (D;, L,) si viteza de rotajie (n), in cazul masinilor de curent
alternativ:

S, =CnD’L, (5.23)

unde C este constanta maginii (constanta lui Esson), sau coeficientul de utilizare:

3

c=2_k (A-B,) (5.24)

NG

Valoarea optimd (AB,)" a produsului AB, , determinati in problema P2 de mai

sus. stabileste un coeficient optim de utilizare:
2

C’ =%k“(A-B5)° (5.25)

N <

Tinind seama de valoarea optimd k”, a raportului diametrelor (din problema P3),

relatia (5.23) devine:
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S, =C’n(kp)’DIL, (5.26)

De reguld, in problemele practice, puterea masinii si viteza de rotafie sunt
cunoscute, astfel c¢d ultima relatie asigurd dependenia lungimii statorului (L;) de diametrul
siu exterior (D,).

Din punct de vedere matematic aceasta etapd reprezintd o problemd de optimizare
neliniard cu restrictii care se rezolvd iterativ conform schemei de calcul din fig. 5.13
parcurgdnd urmétoarele etape:

1. Se adoptd o valoare initiald pentru variabila D, ;

[89)

. Se initializeaza variabila J;
3. Cu acestea se determind geometria transversald optimd conform problemelor PI, P2 ,

P3 de mai sus;

4. Cu ajutorul valorilor optime obtinute (C', k', , 8°0) se determind  lungimea
statorului (L,) din relatia (5.26); numirul de spire pe crestiturd (n,) tindnd scama cd

I =k

ol,y: sectiunea conductorului de bobinaj (q.). Sunt cunoscute astfel principalele

mirimi necesare calculului parametrilor masinii (cu exceptia unor detalii constructive care
se stabilesc pc baza experientei practice $i a unor recomanddri);

5. Utilizand modelul schemeci electrice echivalente a maginii de inductie trifazate, cu
datele constructive anterioare se efectueazi un calcul complet al performantelor: parametri
energetici, supratemperatura infisurdrilor, parametri de pornire, costul materiaielor active,
costul pierderilor de energic (corespunziitoare unei perioade date de exploatare);

6. Se repetd de cteva ori acest ciclu (punctele 2..5) cu valori diferite ale densititii de
curent, retinind doar solutiile care satisfac restrictiile impuse aldturi de valorile functiei-
obiectiv alese. Se obtine curba de variafic a acestei functii in’ raport cu variabila J,
pentru valoarea datd D,

7. Se determini valoarea minimi F(") a functiei - obiectiv F(J);

8. Repetand calculul, cu alte valori ale diametrului D,, se obtine curba finald de variatie
a functiei-obiectiv in raport cu D,, formatd din valorile minime F(J") determinate la
punctul 7;

9. Se afli minimul functici F(D,) care reprezinti optimul global cautat. Valoarea
Jiametrului extertor care duce la minimizarea functiei-obiectiv este diametrul optim (D).
Se intelege cd, alituri de valoarea D", , se obtin valorile optime ale tuturor celorlalte

variabilelor implicate.
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in acest fel, pentru o putcre dati si un numirul dat de poli, se determini prin
calcul diametrul exterior optim corespunzator functiei obiectiv adoptate. Rezultd o valoare
optimii a lungimii statorului (L°) i un raport optim intre aceastd lungime §i pasul polar
(=L /1.

In urna calculului efectuat se pot obtine suplimentar curbele de variatie a tuturor
parametrilor masginii, in raport cu D,, J, L, ceea cc permite o infelegere mai protundi a
procesului de optimizare. Schema de calcul de optimizare globald (fig. 5.13) permite
determinarea unci coreldri optime Intre puterea si gabaritul masinii, corespunzitoare unui
criteriu de optim.

Asupra acestei coreldri nu existd in prezent o conceptic unitarii. Pe plan mondial
se practicd astiizi mai multe coreldri putere-gabarit, recomandate prin diverse norme i
standarde internationale, dar nici una nu este atit de convingitoare pentru a se impune.

Pe langa coreldrile normale (‘*CENELEC” in LEuropa si “T” pe continentul nord-
american), au fost fdcute si alte propuneri de coreldri noi (“R” prin standardul STCAER
4447 s1 “U” prin normele NEMA). Ultima editie a normelor CEI [N13] defineste separat
gabaritcle standard si puterile standard, fard sd recomande o corelare intre puterea
motorului si gabaritul sau.

Se pare cd problema este ldsati in seama constructorilor de masini electrice, care
vor trebui si decidd (independent) incadrarea unei puteri date intr-un gabarit i apoi, n
cadrul gabaritului, pe un anumit diametru exterior.

In [B9] se pot urmiri citeva ncerciri de optimizarc experimentald a unui motor
de inductie, de putere datd, construit pe patru diametre exterioare diferite.

Trcbuie recunoscut c¢d problema de optimizare ar fi foarte costisitoare dacd ar

trebui rezolvatd experimental.
54 CONCLUZII

Se propune mai sus o metodd de optimizare care poate constitui un criteriu unitar
in determinarea univocd a solujiei constructive optime, in fabricarea masinilor electrice de
inductie de uz general. Metoda este prezentatd si analizati pe cazul unei masini de
inductie trifazate simetrice, avand intrefier constant.

Solutionare problemei de cAmp prin metoda analiticid iterativd (SAI), propusi in
cap. 2, a permis reconsiderarea problemei optimizirii circuitului magnetic al masinii de

inductie
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Pentru definirea “optimului” se propune criteriul maximizirii inductiei magnetice
din intrefier, pentru o solenatie de magnetizare dati.

Sunt puse in evidentd trei etape distincte (sub forma a trei probleme: P1, P2, P3)
in procesul de optimizare a geometriei transversale a maginii, unde sunt implicate cele
mai multe variabile independente. Rezolvind succesiv cele trei probleme, pe baza

criteriului propus, se determind valorile optime ale variabilelor care definesc esenta

geometrici transversale, pentru un diametru exterior dat §i un numidr dat de poli.
Posibilitatea determindrii unei astfel de “tole optime”, in conditiile de mai sus, poate
conduce la rezolvarea unei probleme foarte importante in fabricarea masinilor electrice de
uz general: standardizarea , sau unificarea tolelor.

Optimul geometriei transversale se dovedeste a fi dependent doar de diamectrul
exterior al statorului si de numdrul de poli, nefiind necesard implicarea dimensiunii
longitudinale a masinii.

Aceste rezultate simplifici foarte mult, in continuare problema determindrii
optimului global.

Aceasta din urmi devine o problemd simpld de optimizare matematicd neliniard cu
restrictii, avind doar doud variabile, care poate fi rezolvatd iterativ dupd metodele
cunoscute.

Din acest motiv, etapa optimizirii longitudinale este prezentatd doar principial
reprezentind a doua laturdi a problemei de optimizare, cea care asigurd obtinerea
optimului global.

Criteriul minimizirii func{iei-obiectiv conduce la stabilirca valorii optimc  a
diametrului exterior , pentru o putere datd si un numdr dat de poli.

in acest sens, se constatd posibilitatea determindrii unei coreldri optime intre
putcrea masinii si gabaritul sdu (definit, in principal, prin diametrul exterior al statorului).

Considerim ci metoda propusi deschide o perspectivd coerentd asupra problemei
de optimizare globali a masinii de inductie, oferind un instrument unitar si comod de

investigare a solutiei optime.
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Cap. 6

CONCLUZII GENERALE

Schema  electricd  echivalentd a masinii de inductie reprezintdi modelul cel mai
cunoscut si mai utilizat pentru  analiza globald a maginii in  diferite regimuri de
functionare, iar n problemele de optimizare a constructiei este singurul folosit. Sunt
cunoscute avantajele si dezavantajele acestui model si limitele Ilui de aplicare.

Contributiile aduse de unii autori, prin lucrdrile publicate in acest domeniu,
privind calculul parametrilor schemei echivalente, au redus tot mai mult diferenta dintre
valorile calculate $i cele misurate ale performanielor energetice si de pornire ale masinii.

Pentru a crestec precizia de analizi a masinii de inductic prin modelul schemei
echivalente, cste neccesar sii fic luate fn considerare unele fenomene greu de stipanit prin
relatii matematice: fenomenul de saturatie a céilor principale si de dispersie ale fluxului
magnetic, fenomenul de refulare a curentului fn barele rotorului , fenomenul de reactie
a indusului, fenomenul termic, etc.

Controlul prin calcul al saturatiei circuitului magnetic principal are o |mp01tanm
majorit in stabilirea punctului de functionare real pe caracteristica magneticii a masinii. n
caleulele de optimizare, procesul de ciutare a solufiei optime duce inevitabil si la situatii
in care unele portiuni ale circuitului magnetic principal ating nivele foarte ridicate de
saturatie. Experienta aratd cd, in astfel de situatii extreme, calculul tensiunilor magnetice
pe uncle portiuni (in special in juguri) se face cu erori considerabile care determin:
modificarea frontierei domeniului n-dimensional al solutiilor admisibile si, In consecinti,
luarea unor decizii incorecte in procesul de optimizare.

Lucrarea 1si propunc sid elimine calculul tensiunilor magnetice, determinind
caracteristica magncticd neliniard la mersul In gol prin rezolvarea problemei de camp.
Solutia problemei de camp asociatd schemei echivalente cunoscute formeazi un model
combinat “camp-circuit”.

Pentru rezolvarca problemei de cimp sunt cunoscute diferite metode numerice de
discretizare: de tip element finit, diferente finite, clemente de frontierii, ete. Aceste
metode sunt utilizate in prezent pentru analiza cAmpului din masind, fiind cele mai
performante Tn acest sens.

Asocierea modelului de cdmp cu elemente finite la modelul de circuit echivalent
intimpind dificultiti majore, in primul rind din cauza timpului mare de calcul impus de
rezolvarea repetatd a problemei de cAmp. Chiar daci aceste dificultiiti vor fi in totalitate
depdsite, utilizarea unui astfel de model combinat in problemele de optimizare rimine o
perspectiva indepirtata.

In lucrare se urmireste obfinerea unei solutii a problemei de camp care si fie
usor de construit §1 manevrat §i sd necesite un timp redus de calcul, intrucit se cerc si
fie inclusid in procese de calcul ciclice care impun determinarea repetati a campului.

In acest scns se elaboreazi o solutie analiticd iterativi (SAI) de rezolvare a
problemei de cimp care poate fi usor asociati modelului de circuit electric echivalent
formind un model combinat cidmp-circuit.

Metoda SAI permite determinarea prin calcul a caracteristicii magnetice neliniare a
maginii la mersul In gol. Caracteristic1 magnetici este preluati si utilizati In modelul de
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circuit, jucdnd rol de “interfatd” ntre modelul de cdmp si cel de circuit. Acest model
combinat permite analiza parametrilor globali ai masinii de inducfie cu considerarea
caracteristicii reale de saturafie a circuitului magnetic principal si a reactiei de indus. Pe
de altd parte modelul este adecvat si problemelor de sintezd, sau de optimizare referitoare
la masina de inductie.

Metoda SAI propusd nu este recomandatd pentru analiza distribufiei spatiale a
campului magnetic din masind intrucdt nu ia In considerare distributia discretd a surselor
cimpului (in rezolvarea problemei de cdmp se neglijeazi toate armonicile superioare de
spatiu ale solenatici de magnetizare) §i recurge la omogenizarea zonelor dintate din stator
si din rotor. Pentru analiza cdmpului magnetic din domeniul neomogen al masinii,
metodele numerice (in special metoda elementelor finite) sunt, incontestabil, cele mai
potrivite.

Autorul considerd cd modelul combinat , elaborat in lucrare, corespunde scopului
urmirit si reprezintd un instrument util, comod si eficient in analiza neliniard a maginii
de inductie cu intrefier constant, iar in domeniul optimizdrii masinii deschide perspective
interesante, dind posibilitatea tratdrii unitare si coerente a problemei.

Modelul a fost validat prin multe verificiri experimentale si a fost utilizat in
practica industriald la optimizarea motoarelor trifazate de inductie cu rotor in scurtcircuit
de uz general (Py < 55kW), de la S.C. Electromotor S.A. Timisoara. Dintre acestea,
pani in prezent au intrat in productic de serie un numdr de 12 tipodimensiuni avind o
noui geometrie a tolelor. S-au obtinut efecte economice care constau in reduceri ale
consumurilor specifice de materiale active cuprinse intre 5..15% fafi de proiectele
anterioare, Ja acelasi nivel al performantelor energetice si al  supratemperaturii
infasurarilor.

Dupi pirerea autorului, principalele contributii ale lucrdrii sunt:

- determinarea solutiei analitice a problemei de cadmp pe fiecare din cele cinci
subdomenii (omogenizate) ale domeniului de calcul, considerdnd surse de cimp pe
ambele arméturi ale masinii; se obtin expresii analitice, sub forma unor funcfii de doud
variabile, ale potentialului magnetic vector si ale componentelor radiale, respectiv
tangentiale ale inductiei magnetice; se detcrmind fluxul magnetic polar ¢i te.m. indusi
folosind solutia problemei de camp;

- determinarca expresiilor celor zece constante de integrare prin rezolvarca
sistemului de ecuatii obtinut din conditiile de frontierd (Dirichlet) si de interfatd dintre
subdomenii (conditii de continuitate);

- elaborarea unui algoritm iterativ de calcul (SAID) pentru rezolvarca problemci
ncliniare, utilizind solutia analitici determinatd, prin ajustarca permeabilititilor magnetice
ale subdomeniilor la fiecare iteratie; se determind valoarea optimd a unui cocficient de
subrelaxarc necesar asigurdrii stabilitdtii si convergentei procesului de calcul;

- se compard solutia problemei de camp obfinutd prin metoda SAI cu cea obtinutd
prin metoda elementelor finite, pe aceclasi domeniu de calcul; se prezinti mai multe
comparatii in diferite zone ale domeniulvi;

- validarea modelului SAI, la mersul in gol, prin multe verificiri experimentale,
comparind caracteristica circuitului magnetic principal, obtinutd din calculul de camp, cu
cea obtinuti experimental; valdarea s-a fdcut pe motoare de inductie trifazate, bifazate cu
condensator i monofazate;

- validarea modelului SAI, la mersul in sarcind, prin compararea valorilor t.e.m.
induse, obtinuti din calculul de camp (considerdnd reactia indusului), cu cele misurare in
bobina sondid la diferite valori ale alunecirii (s=0 ...1);
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- asocierea modelului ncliniar SAI cu modelul vectorilor spatiali si calculul
campului magnetic eliptic din magina de inductie bifazati cu condensator, in prezenta
saturatiei fierului;

- calculul deformdrii curbei fundamentale de repartitie a inductiei magnetice din
intrefier, de-a lungul pasului polar, sub influenta saturagiei circuitului magnetic principal;
determinarea amplitudinilor armonicilor de saturatic prin descompunerea in serie Fourier a
“fundamentalei deformate” la diferite nivele de saturatie;

- definirea criterivlui de optim al geometriei transversale a masinii de inductie,
echivalent cu maximizarea fluxului magnetic polar pe unitatea de lungime a statorului
cu diametrul exterior fixat (cea mai favorabild caracteristici magneticd la mersul in gol);

- formularea problemelor elementare de optim (P1 P2 P3 Jconform criteriului de
optim detinit;

- rezolvarea succesivi a problemelor P1 P2 P3, folosind modelul de cimp (SAI)
si determinarea geometriei transversale optime, dependentd de diametrul exterior dat al
statorului - si independentd de dimensiunea longitudinald a masinii;

-elaborarca algoritmului de optimizare globald a unui motor de inductie trifazat cu
rotor in scurtcircuit, ca etapd finald a problemei de optimizare, in care sunt implicate:
restrictille impuse, funcfia obiectiv adoptatd, lungimea statorului, diametrul exterior al
statorului cu geometria transversald optimd asociatii.

Autoru] intenfioneazd si continue activitatea de cercetare fn aceasti directic. tinind
seama de perspectivele deschise de rezultatele obtinute in lucrarca de fati.
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NOTATII UTILIZATE

a - raza (fig 2.1);

A- potential magnetic vector (indicii 1,2,3.4,5 se referd la subdomeniile D,.D,,D,D,,D,
ale domeniului de calcul-fig. 2.1);

A AsAsA,s - valorile potentialelor magnetice pe suprafefele de separalie dintre
subdomeniile 1-2, 2-3, 3-4, respectiv 4-5 (vezi relatia 2.82),

ALA A, - valorile potentialelor magnetice in varfurile i, j, k ale elementului finit

triunghiular;

A - pitura de curent (cap. 5);

b - razd (fig.2.1);

B- inductia magnetici in general (semnificatia indicilor 112345 se referd la cele cinci
subdomenii ;p - de pulsatie; d- in dinte ; c-in crestdturd; 5- in intrefier; r, 6 - pe
directia coordonatelor 1, respectiv 6; x,y - pe directia coordonatelor x, respectiv y);

c - razd (fig.21.);

¢y, C - coeficienti de corectie (rel. 2.94, 4.87);

¢, Car €, - coeficien(i de relaxare in calculele iterative (2.98,3.4,3.5);

C - capacitatea condensatorului (cap.4);

C - constanta masinii (Esson) in cap. 5;

d - razid (fig2.1);

D - inductia electrici;

D - operatorul de derivare d/dx (cap.l.);

D, D, - diametrul de fund al crestaturilor statorice, respectiv rotorice (D,=2e; D,=2b);
D., D, - diametrul exterior, respectiv interior ale statorului (D.=2f; D;=2d);
e - razd (cap2.1);

E - intensitatea campului electric;

f - razd (fig.2.1);

f,- frecventa tensiunii de alimentare;

F - functie vectoriali;
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F, F; -tensiunca magneticd in jugul rotorului, respectiv statorului;

1
F.,, F,- tensiunea magneticid in dintii rotorului, respectiv statorului;

TR

F

s - lensiunea magneticd a itretierului;

g - functie scalard in cap.l;

£,.2..25.8,.85 - constante de integrare (2.75);

G;5.Gyy - masa jugului, respectivimasa dintilor statorului;
h - functie scalard in cap.l;

h - pasul de integrare pe direcfia x;

hy, hy, by - parametrii Iui Lamé (1.148);

3

hy, hy, h;, by, hy - constante de integrare (2.75);

I - intensitatea cAmpului magnetic (semnificatia indicilor: r, 6 - pe directia

coordonatelor r, respectiv 0; d, d, - in dintii statorului, respectiv rotorului);

I, - valoarea efectivd a curentului prin nfisurarea de fazi a statorului in cazul motorului

de inductie trifazat simetric (I,y - valoarea sa nominald);

[{ - valoarea efectivd a curentului rotoric raportat la infisurarea statorului;

I, -valoarea efectivd a curentului de mers in gol;

I, I% -componenta reactivd a curentului I, , respectiv I} ;

l,, - componenta activd a curentului de mers in gol;

Iu- curentul de magnetizare corespunzitor campului magnetic principal rezultant;

L= T +L

I, - componenta activd a curentului 1, ;

L. I, -valorile efective ale curentilor prin infisuririle A si B ale statorului masinii

bifazate;

] / .. . . . n o - . . . .o
[, I\ -curentii rotorici raportafi respectiv la infagurdrile A si B ale statorului masinii

bifazate;

iu- vectorul spatial al curentului de magnetizare corespunzitor cimpului magnetic

rezultant din fintrefier (raportat la infisurarea A a masinii bifazate);

1 - componentele (dupd axa d, respectiv q) ale vectorului spatial i“ ;

lud’ uq

Lol - valorile (imaximi , respectiv minimi ) ale modulului vectorului spatial i“

(echivalente cu razele extreme ale elipsei corespunzitoare);

J -densitatea curentului de conductie (indicii 2.4 se referi la subdomeniile 2 respectiv 4);
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Ju - amplitudinea fundamentalei spatiale a densitifii curentului total al crestiturilor
(indicii 2, 4 se referd la subdomeniile 2, respectiv 4);

k - coeficient in solutia problemei de cimp (relatia 2.28); indicii 1, 2, 3, 4, 5 se referd
respectiv la subdomeniile 1,23 45;

k - pasul de integrare pe directia timpului (t);

k,- factorul de infasurare ;

k. - factorul lui Carter;

kg, - factorul de impachetare a tolelor;

k, - factorul de umplere a crestdturii (raportul dintre sectiunea totald a cuprului din
crestiturd si sectiunea geometricd a crestdturii);

Ky - raportul dintre diametrele (interior si exterior ) ale statorului ;

ko - raportul dintre curentul de magnetizare si curentul nominal ;

k, = 1Ak, k, J) (relatia 5.20)

ks, = factorul de raportare a Infisurdrii B la infdsurarea A (masina bifazatd);

L, - lungimea statorului (lungimea ideald);

L, L, L, L, - inductivitdi proprii totale ale fazelor (masina bifazatd);

I, » 1% - lungimea spirei medii a infisurdrii statorului , respectiv a infdsurdrii

echivalente a rotorului;

M, M, M, M, M -constante (relatia 2.81);

M, M, - inductivititi maxime de cuplaj, intre o infasurare din stator si alta din rotor,
de pe aceeasi axd (masina bifazatd),

M, - magnetizatia temporara;
@l - versorul normalei pozitive intr-un punct al suprafetei;
n - viteza de rotaie a rotorului,

n, - numdrul de spire pe crestaturd;

N, N, , N;, N, ,N; - constante (relatia 2.76);

p - numirul de perechi de poli;

P - pierderile specifice in fier la 1T si 50 Hz;

P, - putere nominald;

P.. . P, , P, - pierderi la mersul in gol: in fier, mecanice si ventilatie, respectiv in
infisurarea statorului :

P..P,- pierderi suplimentare de pulsatie in dintii rotorului, respectiv statorului;

P , P, . pierderi principale in fierul statorului: in jug, respectiv in dini;

E - polarizatia electricd temporard;

r - razi in sistemul de coordonate cilindrice:
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r, - coordonatii a punctului reprezentativ. Py(ry,0,);

Tpas Ty - FaZe medii (figura 2.5);

R - functie vectoriald;

R, - rezistenta electricii a Infisurdrii statorului (pe fazi);

R', - rezistenta electricii a Infisurdrii rotorului raportatd la infisurarea statorului :

R, , Ry, R, ., R, - rezistentele electrice ale infisurdrilor masinii bifazate;

s
s - alunecarea;
Sy - puterea aparentd nominald;

S, S, .Sy .S, - constante (relatia 2.81);

S. .S, - aria suprafctei geometrice a crestiturii statorice, respectiv rotorice;
t - timpul;

I - potential electric vector;

u - functie scalard;

U, ,U,,u, - versorii sistemului ortogonal de coordonate cilindrice;

o

U - functie vectoriald (cap. 1);

U, . U, - tensiunea pe fazd la mersul in gol, respectiv in sarcini (masina trifazatd);

U, , Ug - tensiunea pe faza A, respectiv B (masina bifazatd);

Uy - valoarea nominald a tensiunii;

Ue, , Ue, - tensiunea electromotoare indusi la mersul in gol, respectiv in sarcini
(masina trifazati);

Ue, . Ue, - tensiunea electromotoare indusi pe faza A, respectiv B (masina bifazati);

Ue, . Ue, -te.n. indusd dupd axa d, respectiv q (valori efective);

U, - tensiune magnetici;

v - functie scalari;

V - viteza punctelor materiale (in cazul mediilor in migcare) fati de un sistem de
referintd inertial fix;

Ve - domeniul mirginit de suprafata inchisi . ;

V - potential electric scalar;

V. - potentialul magnetic scalar;

w -functie complex3 de variabili complexi;

W, -numirul de spire pe fazd (masina trifazatd);

W, Wy - numirul de spire pe faza A, respectiv B (magsina bifazati);

X - coordonati,
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X, ,X; - reactanta de dispersie a infdsurdrii statorice, respectiv rotorice raportati la
stator;

X,n - reactanta de magnetizare (masina trifazatd);

X, ., X . X, , X, - reactante proprii totale la magsina bifazatd (relatia 4.56) ;

X » X.g - reactante de magnetizare (4.60) corespunzitoare campurilor magnetice
principale ale celor doud axe ortogonale: A(d), B(q) - fig. 4.13;

X,.. » Xp, - reactante mutuale (4.54);

y - coordonatd;

Y. .Y - functii (4.22, 4.98);

z - coordonatd

Z,, Z, - numirul de crestituri din stator, respectiv din rotor;

Z,,Z’ - impedante de dispersie la magina trifazatd;

Z,. - impedanta de magnetizare (masina trifazatd);

Z,,Z2,,2Z,,Z, - impedante de dispersie la magina bifazatd (relatia 4.59);

o= 1, /1,
o,,q, - referitor la subdomeniul anizotrop 2, respectiv 4 (2.56, 2.51);

a,,,0,, - unghiuri asociate impedantelor (4.20);

112

o, ,0,,0,. - unghiuri asociate impedantelor (4.96, 4.104);

B - unghi asociat tensiunii de alimentare (4.20);

B”Bz - raportul dintre inductia reald si cea aparentd in dintii statorului respectiv
rotoruiui;

I"- curbid inchisd;

Y - constantd (cap. 1);

Y - unghi (caracterizeazd pozitia momentand a vectorului spatial al curentului de
magnetizare la magina bifazatd - fig. 4.15, relatia 4.74 );

¥,,Y .- constante (2.83);

*f . - unghiul format de axa mare a elipsei curentului de magnetizare si axa reald a
planului complex (fig. 4.15):

S - intrefierul real;

8 - discriminantul ecuatiei cu derivate partiale de ordinul doi (1.128);
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ALALA LA, - diferente (In caleulele iterative);

A° - aria suprafetei elementului finit “e’,

€ - permitivitate electricd (Cap. 1);

€ - ordinul armonicilor de cAdmp (paragraf 4.1.3);

€,,€,,€5,E, - constante (2.79),

€,1-E,3,E44,E, - constante (2.81);

O - unghi. in sistemul de coordonate cilindrice;

8, - coordonati a punctului reprezentativ Py(ry,0) ;

0.,0.,,0,, - unghiurile la centru corespunzitoare unci crestituri (2 - din rotor, 4- din
stator);

8,,0,,,0,, - unghiurile la centru corespunzitoare unui dinte (2 - din rotor, 4 - din

stator);

8§ - vectorul spatial al solenatiei de magnetizare rezultante;

3, ,% - componentele vectorului spatial 3 dupd cele doud axe;

S

, - amplitudinea fundamentalei spafiale a solenatiei rezultante la masina trifazati
(relatia 2.37);

3. - solenatia totald de magnetizare corespunzitoare unei crestituri statorice (5.18);

1t - permeabilitate magneticd;

M,,H. - permeabilitatea magnetici a subdomeniului I, respectiv 5;

K, ,}], - permeabilitate magnetici a unui mediu anizotrop pe directia r, respectiv 6

(indici 2 4 se referd la subdomeniile 2 , respectiv 4);

K, M, - permeabilitate magneticd a dingilor rotorici, respectiv statorici;

1" - permeabilitate magnetici a elementului finit “e™;

ﬁ,,&z - variabile independente in problema de optimizare (5.4,5.5);

€,,,&,, - raportul dintre litimea dintelui §i pasul dentar in stator, respectiv in rotor;

P - rezistivitate electricd;

p, - densitate de volum a sarcinii electrice;

Y. - suprafati inchisi;

Q

conductivitate electrici;

T. - pasul dentar;
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(¢ - functie scalard (cap.l);

(¢ - unghi de defazaj in timp intre cei doi curenti de magnetizare ai masinii bifazate
4.67y,

@, - se referd la factorul de putere nominal (COS®,) la motorul de inductie trifazat,

¢, - fluxul magnetic polar;

® - vectorul spatial al fluxului magnetic principal, avand componentele ¢, i d)q ,

dupd axele d si g;
Y - functie scalard (cap.l);
® - pulsatia tensiunii sinusoidale de alimentare (Q© =21tfl);

@, - viteza unghiulard a rotorului (in termeni electrici).

MEF - metoda elementelor finite
SAI - solutia analiticd iterativd a problemei de cadmp

P1, P2, P3 - probleme elementare de optim
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