
MINISTERUL EDUCAŢIEI SI INVÂTÂMINTULUI 
UNIVERSITATEA TEHNICA TIMIŞOARA t 
FACULTATEA DE ELECTRONICA SI TELECOMUNICAŢII 

Tehnici de măsurare adaptiva cu aplicaţii 

în aparatura de măsurare numerica 

TEZĂ DE DOCTORAT 

Conducător ştiinţific 
prof.dr.ing.EUGEN POP 

BIBLIOTECA CENTRALA 
UNIVERSITATEA -POLITEHNICA" 

TIMIŞOARA 

Autor 
ing.ALEXANDRU ISAR 

-1993-

BUPT



"Ce ă quoi l'un s'etait failli, 1•autre y est arrive et ce qui 
etait inconnu ă un siecle, le siecle suivant l'a eclairci, et Ies 
sciences et Ies arts ne se jettent pas en moule mais se forment 
et figurent en Ies maniant et polissant ă plusieurs fois [...] 
Ce que ma force ne peut decouvrir, je ne laisse pas de le sonder 
et essayer et, en restant et petrissant cette nouvelle matiere, 
la remuant et 1'eschaufant, j•ouvre â celui qui me suit quelque 
facilite et la lui rends plus souple et plus maniable. Autant en 
fera le second au tiers qui est cause que la difficulte ne me 
doit pas desesperer, ni aussi peu mon impuissance..." 

Montaigne, Les Essais, Livre II, chapitre XII. 
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Prefaţa 

izvorîte din dorinţa umana de a imita sistemele vii din 
natura , care se adaptează în mod remarcabil la condiţiile de 
mediu , tehnicile adaptive se dezvolta vertiginos în deceniul 
actual. Deşi îşi au originea în teoria prelucrării semnalelor 
aceste tehnici se utilizează în prezent în majoritatea domeniilor 
inginereşti. 
Nici domeniul tehnicii măsurării nu face excepţie de la aceasta 
regula. Lucrarea de faţa se înscrie pe linia aprofundării 
ştiinţifice a tehnicilor de măsurare adaptiva, reprezentînd una 
dintre primele încercări de sistematizare a acestui subiect. 

Teza a fost elaborata în intervalul 1989 - 1993 la Faculta-tea de electronica si telecomunicaţii a Universităţii Tehnice din / / / 
Timişoara. / 

Lucrarea conţine 8 capitole şi 5 anexe , are un număr de 200 
de pagini, 58 de figuri, şi 6 tabele. Au fost utilizate 102 
referinţe bibliografice . Dintre acestea 12 sînt lucrări la 
elaborarea cărora a participat şi autorul, doua dintre ele fiind 
prezentate la conferinţe internaţionale ,una în Polonia si cea-
laltă în Algeria. 

Pe întreaga perioada de elaborare a lucrării, autorul a 
beneficiat de îndrumarea competenta şi plina de înţelegere a 
conducătorului ştiinţific ,domnul profesor doctor inginer Eugen 
Pop, căruia îi mulţumeşte din suflet. 

Pentru încurajările şi sfaturile primite pe parcursul redac-
tării lucrării ca şi pentru întreaga sa formaţie profesionala 
autorul aduce cele mai sincere mulţumiri domnului profesor doctor 
inginer loan Naforniţa . 

Atît ca student cît şi mai tîrziu în calitate de cadru 
didactic autorul a participat la expuneri ale domnului 
conferenţiar doctor Paşc cavruţa , referitoare la cele mai mo-
derne metode matematice utilizate în teoria semnalelor. Pentru 
• înalta competenţa şi pentru generozitatea arătate autorul îi 
multumeste din suflet. / t 

Pentru discuţiile pe teme de specialitate purtate pe durata 
elaborării tezei , din care a avut atît de mult de cîştigat 
autorul îi mulţumeşte colegului sau,şef de lucrări doctor inginer 
Aldo De Sabata. 

De asemenea autorul mulţumeşte tuturor colegilor din catedra 
şi în special celor de la disciplinele "Semnale circuite si 
sisteme ", "Circuite de telecomunicaţii" , "Teoria transmiterii 
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datelor" şi "Electroalimentare" pentru atmosfera de muncă creata. 
Un rol important în elaborarea tezei în forma actuala îl are 

doamna Dorina Magheţiu, cea mai buna desenatoare din Universita-
tea Tehnica din Timişoara. Autorul îi mulţumeşte pentru preţiosul 
ajutor oferit, cu atîta generozitate. 

Nu în ultimul rînd, autorul mulţumeşte părinţilor , soţiei 
şi întregii sale familii pentru sprijinul continuu care i-a fost 
oferit şi fara care aceasta lucrare nu s-ar fi putut finaliza. 

In lucrare se utilizează cîteva prescurtări. Acestea sînt: 
O pentru observaţie,D pentru demonstraţie,? pentru propoziţie şi 
E pentru exemplu. Celelalte notaţii sînt cele uzual utilizate în 
lucrările de prelucrarea semnalelor. 

ii 
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1.Conceptul de măsurare adaptiva 

Noţiunea de " sistem adaptiv" s-a nSscut din dorinţa umana 
de a imita sistemele vii din natura , care se adaptează la 
condiţiile de mediu în moduri remarcabile şi variate 
[Lim.,Opp.'88]. 

Aceste sisteme au înregistrat o dezvoltare remarcabila în 
anii din urma , datorita ultimelor realizări ale electronicii în 
domeniul circuitelor integrate pe scara foarte larga . 

Aproape ca nu exista domeniu tehnic modern în care sa nu se 
folosească sisteme adaptive. Pot fi amintite în acest sens apara-
tele de zbor cu geometrie variabila , rachetele autodirijate , 
maşinile unelte din structura centrelor de prelucrare sau croma-
tografele cu reţele neuronale [Spe.'91]. 

Si în aplicaţiile tradiţionale ale electronicii exista 
numeroase exemple de utilizare a sistemelor adaptive. în domeniul 
telecomunicaţiilor tehnicile adaptive se folosesc pentru integra-
rea de servicii cît mai flexibile . în acest sens trebuie amin-
tite metodele de adaptare a vitezei de transmisie a datelor la 
debitul instantaneu al traficului de informaţie sau îmbunătă-
ţirea adaptiva a raportului semnal pe zgomot . Se vorbeşte tot 
mai des de tehnicile de compresie adaptiva ( de exemplu în siste-
mele de televiziune de înalta fidelitate, HDTV) destinate 
integrării mai multor servicii într-un canal conceput anterior 
pentru unul singur , sau de metodele adaptive de egalizare a 
canalelor. şi în domeniul electronicii aplicate se observa ten-
dinţa de construcţie a unor circuite care s5 integreze tehnici 
adaptive. O categorie importanta de circuite de acest tip este 
cea a procesoarelor de semnal (Digital signal Processors). sînt 
remarcabile în acest sens procesoarele de voce cu capacitate de 
recunoaştere adaptiva sau circuitele inteligente pentru controlul 
vehiculelor. Tehnicile adaptive se utilizează şi în identificarea 
sistemelor [Eik.'77]. 

Ca şi în celelalte aplicaţii ale electronicii sistemele 
adaptive sînt tot mai des utilizate şi în tehnica 
măsurării.Scopul lor este îmbunătăţirea performanţelor unor apa-
rate de măsură clasice precum şi elaborarea unor noi tipuri de 
astfel de aparate. In primul caz prin înlocuirea unor blocuri 
funcţionale ale unui sistem de măsurare clasic ( circuit de 
eşantionare , convertor analog numeric , filtru numeric) cu 
sisteme adaptive ( circuit de eşantionare adaptiv , convertor 
analog numeric adaptiv, sau filtru adaptiv) se obţine 
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îmbunătăţirea performanţelor sistemului de măsurare (osciloscop, 
analizor de spectru , înregistrator de fenomene tranzitorii ...). 

In cel de al doilea caz pe baza unor tehnici adaptive de 
măsurare se construiesc aparate de masura de tipuri noi 
(analizoare de spectru în trei dimensiuni , analizoare în 
domeniul modulaţiei ...).Exemple de astfel de aparate de masura 
sînt prezentate în [Isa.'92 2]. 

In aceasta lucrare se prezintă studiul aprofundat al 
cîtorva tehnici noi de măsurare adaptiva pe baza cărora se 
elaborează tehnici originale care se pot folosi pentru con-
strucţia aparatelor de masura adaptive. Aceste tehnici presupun 
modificarea parametrilor unui sistem (subsistem al unui aparat de 
masura) în acord cu modificarea parametrilor mărimii de măsurat. 
Efectul este creşterea performanţelor aparatului de masura con-
siderat . 

De aceea în continuare se vor prezenta tehnici adaptive 
specifice pentru efectuarea principalelor operaţii necesare într-
un aparat de măsurare numeric. în capitolul 2 se prezintă metode 
de analiza în domeniul frecvenţa a semnalelor nestaţionare bazate 
pe reprezentări tridimensionale.Semnalele nestaţionare sînt 
semnale cu parametrii variabili în timp.Considerînd aceste sem-
nale ca mărimi de intrare pentru un aparat de masura este evident 
ca este util ca acesta sa fie unul adaptiv (în acest caz para-
metrii aparatului urmăresc variaţia parametrilor semnalului 
nestaţionar care trebuie măsurat).De aceea se poate afirma ca 
tehnicile prezentate în capitolul 2 au un caracter adaptiv deoa-
rece pe baza lor pot fi analizate semnale nestaţionare. în 
acelaşi capitol este introdusa noţiunea de undişoarâ . Acest 
concept matematic modern este folosit pentru introducerea 
noţiunii de analiza multirezoluţie. Acest tip de analiza este 
intim legat de conceptul de măsurare adaptiva , deoarece 
rezoluţia metodei de măsurare poate fi adaptată . Fundamentarea 
matematica a analizei multirezoluţie este facuta în capitolul 3 
.în legătură cu eşantionarea semnalelor de banda nelimitata . în 
acest capitol se pun bazele unor noi metode de eşantionare adap-
tiva . Sînt de asemenea formulate cîteva rezultate matematice 
remarcabile fiind obţinute noi baze ortonormate ale ^spaţiului 
Hilbert al semnalelor de energie finita. în capitolui 4' sînt 
prezentate cîteva metode noi de eşantionare adaptiva precum si 
aparatele de masura care le folosesc . Scopul capitolului următor 
este prezentarea unor structuri originale de filtre adaptive care 
pot fi utilizate în construcţia unor aparate de masura destinate 
semnalelor modulate în frecvenţa. în capitolul 6 sînt prezentate 
cîteva tehnici moderne de măsurare a frecventei instantanee 

BUPT



Aparatele de măsurS care folosesc aceste tehnici sînt adaptive 
deoarece prelucrează semnale nestaţionare ( care îşi modifica 
parametrii în timp). Conţinutul capitolului 7 este referitor la 
construcţia unui aparat de masura original , destinat măsurării 
frecventei instantanee. 
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2. Modalităţi de analizS spectrală adaptiva 

In acest capitol vor fi prezentate principalele tehnici de anali-
za spectrala a semnalelor nestaţionare. Avînd în vedere natura 
acestor semnale ele nu pot fi caracterizate în domeniul frecvenţa 
cu "analizoarele de spectru tradiţionale (bazate pe utilizarea 
transformării Fourier) fiind necesara utilizarea unor aparate de 
masura mai speciale . Acestea fac parte din categoria aparatelor 
de masura adaptive. 
In continuare se va înţelege prin semnal staţionar un semnal ai 
cărui parametrii sînt constanţi în timp . De exemplu semnalul : 

x(t) =Ao sin(cJo't+4)o) 

este unul staţionar , parametrii sai fiind amplitudinea Aq, 
pulsaţia ^q şi faza iniţiala <t>o. Daca unul dintre aceşti para-
metrii este funcţie de timp atunci semnalul x(t) este 
nestaţionar. 

2.1.Reprezentări tridimensionale ale semnalelor deterministe 

Analiza comportării semnalelor staţionare în domeniul frecventa 
se face cu ajutorul transformării Fourier, care descrie spectrul 
semnalului considerat. Pe baza analizei spectrului pot fi extrasi 
parametrii semnalului. 
De exemplu, considerînd semnalul: 

271 T T 
x(t) = A cos( • t ) C(t+ ) - flr(t- ) (2.1) 

T L 2 2 J 
cu parametrii A şi T reprezentat în figura 2.1a) prin calculul 
transformării sale Fourier se obţine spectrul: 

AT Q.T co-T 
X(co) = [ sinc( + 71 ) + sinc( - 7i ) ] 

2 2 2 

cu reprezentarea grafica din figura 2.1.b). 

Pe baza celui de-al treilea desen din figura 2.1.b) se constata 
ca : 

X(±47I/T) = O 
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Masurînd pe axa cj distanţa de la origine pîna la următoarea 
trecere prin zero a lui X(co ) se poate determina valoarea 47i/T şi 
deci se poate obţine valoarea parametrului T. 
De asemenea se constata ca: 

AT 
max {X( ) } = 

co e R+ 

2TI: 
T ^ 

Figura 2.1. Analiza semnalului dat de relaţia (2.1) 

Masurînd valoarea maxima a lui X( co ) din figura2.1.b) si folosind 
rezultatul măsurării anterioare se poate determina si valoarea 
parametrului A. 
Deci, pe baza exemplului considerat se vede cum pot fi 
determinaţi parametrii unui semnal pe baza reprezentării grafice 
a spectrului sau. 
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în cazul în care semnalul care trebuie analizat nu este 
staţionar, caracterizarea sa completa nu mai poate fi facuta doar 
în domeniul frecvenţa. Aceasta afirmaţie este justificata în 
[lsa.'92 l],[Ran.' 88] şi [Rio.'91]. 
în scopul caracterizării semnalelor nestaţionare în domeniul 
frecvenţa se utilizează reprezentările tridimensionale ( timp 
frecvenţa ) ale acestora.Aparatele de masura care prezintă rezul-
tatul măsurării prin grafice în trei dimensiuni , dintre care una 
este timpul, sînt adaptive, deoarece se poate considera ca fie-
care rezultat momentan ( a cărui forma este o secţiune prin 
suprafaţa reprezentata în cele trei dimensiuni rezultata la 
momentul considerat) a fost obţinut cu un set de parametrii ai 
aparatului de masura specifici momentului considerat.Variaţia 
temporala a acestor parametrii urmăreşte variaţia parametrilor 
corespunzători ai semnalului nestaţionar de analizat. 

In continuare se va nota reprezentarea timp frecventa a semna-
lului x(t) prin TFx(t,^). Daca este vorba de semnale'de energie 
finita , x(t)eL2(R) , atunci reprezentarea timp frecvenţa este 
un operator definit pe L2(R) CU valori în L2(R2). 
Valoarea operatorului TF aplicat semnalului x este deci funcţia 
de doua variabile TFx(t,co). Valoarea acestei funcţii în punctul 
(to/^o) reprezintă valoarea instantanee la momentul to a compo-
nentei de pulsaţie cj ̂  a semnalului x(t).De aceea se poate 
folosi pentru funcţia TFx(to,co) denumirea de spectru 
instantaneu.Principalele reprezentări tridimensionale ale sem-
nalelor nestaţionare de energie finita ( care se vor prezenta în 
continuare ) sînt izometrii pîna la o constanta de proportionali-
tate de la l2(r) la l2(r2) ^ adică este satisfăcută o relaţie de 
tipul: 

I TFx(t, ĉ  ) I 2 dt do ^ x(t) |2 dt (2.2) 

unde cu ̂  s-a specificat relaţia de proportionalitate. 

2.1.1.Reprezentări timp frecvenţa de tipul transformare 
Fourier scurta 

Din dorinţa de a localiza în timp informaţia (despre comportarea 
în domeniul frecvenţa a unui semnal nestaţionar) Gabor a definit 
reprezentările timp frecvenţade tipul transformare Fourier scurta 
folosind o fereastra temporala , w(t),în integrala Fourier [Mal.'89 l] 
[Lim.,Opp.' 88]. 
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Aceasta fereastra este translatata de-a lungul întregii axe 
temporale din dorinţa de a cuprinde întregul semnal studiat. La 
momentul t şi la pulsaţia cj , transformarea Fourier scurta a 
semnalului x(t) din L ^ ) este definita prin: 

TFSTF(t, CO ) = x(x) w(x-t) dx (2.3) 

în cazul transformării Gabor originale, fereastra temporala 
folosita a fost o funcţie gaussiana. 

, In general fereastra temporala este o funcţie reala si para de 
tipul răspunsului la impuls al unui filtru trece jos.' 
In scopul normalizării se presupune de obicei ca energia lui w(t) 
este egala cu: 

I w ( t ) \\l2 = w(t) |2 dt =1 

Transformarea Fourier scurta a semnalului x(t) poate fi interpre-
tata şi ca produs scalar dintre semnalul x(t) si familia de 
funcţii: / 

< Wco co ,t)eR2 

unde s-a folosit notatia: 
/ 

.Exprimarea analitica a transformării Fourier scurte este în acest 
caz: 

TF§TF(t, co) = < x(x), w cj^ti^) > 

Transformarea Fourier a semnalului woQ^tO este: 

= F < e^^o"c.w(x-to)}= e:)tĉ o,.g-juto .w(u-coo) 
unde s-a notat cu w(u>) transformarea Fourier a ferestrei tempo-
rale w(x) . 
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Analizînd expresiile funcţiilor Şi Wo^t(u) se constata 
faptul ca ele sînt ferestre centrate pe'momentul t respectiv pe 

pulsaţiaco. Ţinînd seama de relaţia lui Parseval , relaţia (2.4) 
poate fi pusa în forma : 

Se mai observa ca : (2.5) 

|Wst (u) I = |W(u-w) I 
Pe baza relaţiilor (2.3) şi (2.5) se constata ca în expresia lui 
TFxSTFT(t,co), cînd o este fixat,prin modificarea lui t , fereas-
tra "matura" semnalul x(x) şi ca atunci cînd t este fixat 
prin modificarea lui o , fereastra Ŵ ,̂  t "matura" spectrul X(u) . 
Deci TFxSTFT(t,cjQ) descrie evoluţia temporala a semnalului x(x) 
la pulsaţia coo iar TFxSTFT( t̂ û:) descrie spectrul instantaneu al 
semnalului x(x) la momentul to-
Relaţiile (2.3) şi (2.4) sînt echivalente cu: 

TFxSTFT(t,cj) = 

Admiţînd ca vfij^^tJ^) are valori neglijabile în exteriorul inter-
valului temporal I, centrat pe tQ, rezulta ca valorile repre-
zentării timp frecvenţa ale semnalului X(T) din exteriorul zonei 
{(̂ O'̂ ^̂ I) sînt practic nule. 
Deci TFxSTFT(o>Q^to) face o caracterizare a semnalului considerat 
în planul timp frecvenţa doar pe un segment de curba compus din 
punctele i^o^^) cu x . Lungimea acestui segment este Ij (egala 
cu lungimea intervalului l). 
De obicei durata ferestrei temporale w(x) , adică lungimea inter-
valului I se determina cu relaţia : 

^t 2 = x2|w(x)|2dx =[(1/2)1(I)]2 

Comentarii suplimentare referitoare la aceasta relaţie pot fi 
găsite în [Del.>91] respectiv în [Naf.,cîm.,Isa.• 92].' 
Relaţia (2.5) este echivalenta cu: 

TFxSTFT(t, ) =[i/(27i)] x(u)w^^t*(u)du 
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Admiţînd c5 W^o^^to^^' are valori neglijabile în exteriorul inter-
valului de pulsaţii J , centrat pe coq rezulta ca valorile repre-
zentării timp frecvenţa a semnalului x(t) din exteriorul zonei 
{to,cO€J} sînt practic nule. 
Deci face o caracterizare a semnalului considerat 
în planul timp frecvenţa doar pe un segment compus din punctele 
(to,CO) CUCO^:J. 

Se obişnuieşte sa se folosească ca masura a lungimii inter-
valului J ,l(j) deviaţia standard a transformării Fourier a 
ferestrei temporale folosite: 

= u2|w(u)|2du=[(l/2)l(J)]2 

Se constata ca atît a^ cît şi a ^ depind doar de tipul 
ferestrei temporale folosite, s-a demonstrat astfel ca domeniul 
din planul timp frecvenţa în care TFxSTFT(tQ^^o) caracterizează 
bine distribuţia semnalului considerat este definit de asa numita 
"celuia de rezoluţie" : [tQ-ot, to+at]x[ĉ o-ĉ eo '̂ O+̂ ĉ. ]• Se observa 
ca este vorba de un domeniu dreptunghiular în planul timp frec-
venţa centrat în punctul de coordonate (to^cOo) .Forma şi 
suprafaţa acestui domeniu sînt independente de valorile coordo-
natelor coq şi to , dar depind de tipul ferestrei w(t) , folosite. 
Pe baza suprafeţei celulei de rezoluţie pot fi clasificate 
transformările Fourier scurte avînd în vedere ca o suprafaţa mai 
mica a celulei de rezoluţie presupune o concentrare mai mare 
(deci o descriere mai detailata ) a reprezentării timp frecventa 
în jurul punctului (to,Oo). Valorile ô rô ĵ  nu pot fi îAsa 
micşorate oricît de mult , aplicarea principiului incertitudinii 
(descris în LRio.•91],[Mal.'89] sau [LimOpp88])ferestrei 
temporale w(t) conducînd la inegalitatea : 

at2-a^2 >{n/2) 

Semnul egal în inegalitatea de mai sus este obtinut pentru fe -
reastra temporala gaussiana. Deci cea mai buna rezoluţie a trans-
formării Fourier scurte (celula de rezoltiţie de suprafaţa minima) 
se obţine în cazul utilizării ferestrei gaussiene. Din toate 
transformările Fourier scurte aceea cu cea mai buna rezoluţie 
este transformarea Gabor. 

In multe lucrări printre care şi [lsa.'92 2] sînt prezen-
tate ferestrele temporale mai des utilizate: 
-fereastra dreptunghiulara ; 
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-fereastra Hamming generalizata ; 
-fereastra Blackmann, etc. 

în continuare se prezintS cîteva dintre proprietăţile trans-
formării Fourier scurte. 
Transformarea Fourier scurta este , indiferent de fereastra 
folosita , o izometrie pîna la o constanta de proporţionalitate 
de la l2(r) la l2(r2). De fapt poate fi demonstrata relaţia: 

x(t) |2 dt = 
2r 

TFSTF(t,co ) |2 dt dco 
- 0 0 

o proprietate remarcabila a distribuţiilor timp-frecvenţa de 
tipul transformare Fourier scurta este ca ele definesc operatori 
inversabili. 
Formula de transformare Fourier scurta inversa este: 

TF§TF(t;^cj) w(.T-t) dco dx x(t) =( ) 
271 . 

- 0 0 - 0 0 

Ultimele doua relaţii prezentate sînt demonstrate în [Isa.'92 2]. 

2.1.2. Reprezentarea timp frecvenţa de tipul funcţie de 
incertitudine 

Un alt operator definit pe L^R) cu valori în L^r2), care poate 
caracteriza comportarea în domeniul frecvenţa a unui semnal 
nestaţionar este funcţia de incertitudine a semnalului x(t), 

),definita prin: 

TF^I(t,co) = X(T + -) x"(x - -) ej ( 2 . 6 ) 

Se observa ca funcţia de incertitudine poate fi privita 
ca şi o transformare Fourier scurta adaptiva , deoarece foloseşte 
o fereastra temporala , x*(x-t/2), care depinde de semnalul 
analizat. 
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Si acest operator este o izometrie de la L2(g) la ) pîna la o 
constanta , fiind valabila relaţia: 

TFgI(t, cj ) I 2 dt do =271 |x(t)|2 dt 
- 0 0 - 0 0 

Se constata ca la fel ca şi în cazul transformării Fourier scurte 
constanta de proporţionalitate este şi în acest caz l/2n. o 
demonstraţie a ultimei relaţii este prezentata în [Rul.'SO]. în 
aceeaşi lucrare sînt prezentate următoarele proprietati ale 
funcţiei de incertitudine: 

VxCL^R), I TF5I(t,co) I = I TFgI(-t,-C.) 

SI: 

TF^Ilt, co) |2 < I TFFI(0,0) I = x(t) |2 dt (147) 

Conform relaţiei (2.3) transformarea Fourier scurta poate fi 
privita ca şi transformarea Fourier a semnalului x(T)w(x-t).Si 
reprezentarea timp frecvenţa de tipul funcţie de incertitudine 
admite o reprezentare de tipul transformare'Fourier: 

TF^I(t,-co) = F{x(x+ ) x*(x-

Funcţia a cărei transformare Fourier este calculata pentru a se 
.obţine reprezentarea tridimensionala se numeşte nucleu al repre-
zentării timp frecvenţa.Se constata ca nucleul distribuţiei timp 
frecvenţa de tip transformare Fourier scurta este: 

KsTFT("C/t) = x(t)-w(x-t) 

iar nucleul distribuţiei timp frecvenţa de tip funcţie de 
incertitudine este: 

t t 
KFi(x,t) = x(x+ ) x*(x- ) 

2 2 
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A 

In [Rul.'SO] sînt calculate distribuţiile timp frecventa de tip 
funcţie de incertitudine pentru cîteva semnale nestationare 
remarcabile şi anume: 

- semnalul gaussian cu modulaţie liniara de frecvenţa, 
- semnalul dreptunghiular cu modulaţie liniara de frecventa, 
- semnalul dreptunghiular cu faza logaritmica, 
- semnalul dreptunghiular cu modulaţie de frecvenţa în sca-

ra. 

2.1.3-Reprezentarea timp frecvenţa de tipul Wigner-Ville 

Considerînd semnalul de energie finita x(t), se poate defini 
nucleul transformării Wigner-Ville a semnalului x(t): 

X X 

Kw-v(t,T) = x(t+ ) x*(t- ) 
2 2 

Transformarea Wigner-Ville a semnalului x(t) se defineşte ca si 
transformare Fourier a nucleului 

TFW-V(t,co) = F { Kw-v(t,x) }{cj) = 
00 

X X 

x(t+ ) x*(t- ) e-j^i; dx 
2 2 

Comparînd nucleele ultimelor doua tipuri de reprezentări se 
constata ca: 

Kw-v(t,x) = KFi(x,t) 

adică cele doua nuclee se pot obţine unul din celalalt pe baza 
schimbării de variabila t^^x. De aici rezulta şi asemănarea 
remarcabila între transformarea Wigner-Ville şi funcţia de incer-
titudine ale aceluiaşi semnal. 
De aceea şi transformarea Wigner-Ville poate fi privita ca si o 
transformare Fourier scurta adaptiva.Conform [Rio.'91] şi repre-
zentarea timp frecvenţa de tip Wigner-Ville este o izometrie de 
la L?R) la L^r2) pîna la o constanta de proporţionalitate. 
In [Boa.,0'Sh.,Arn.'90] se propune o reprezentare timp frecventa 
de tip Wigner-Ville generalizata pornind de la nucleul: 
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p 
Kw-vg(t ,x) = Ţ Ţ ( x ( t+Ckx )bK . 

k=l 
Se observa c3 expresia acestui nucleu se reduce pentru p=l, 
ci=l/2, C-i=-l/2, bi=l, b«i=-l, la nucleul reprezentării de tip 
Wigner - Viile. 
O alta posibilitate de generalizare a distribuţiei timp frecventa 
de tip Wigner-Ville este inspirata de utilizarea în practica 'a 
acestei distribuţii. 
Avînd în vedere ca semnalele nestaţionare care se observa în 
vederea analizei în timp şi în frecvenţa sînt de durata limitata, 
în practica se folosesc tehnici de ferestruire temporala. 
Clasa distribuţiilor Wigner-Ville "netezite" prin folosirea 
ferestrelor unidimensionale (în domeniul timp) sau bidimensionale 
(în domeniile timp şi frecvenţa) este numita clasa Cohen a 
distribuţiilor timp frecvenţa. Aceste distribuţii sînt prezentate 
în [Rio.'91] şi [Boa.,0'Sh.,Arn.'90]. Expresia transformării 
Cohen este: 

TFC(t, CJ) = 
-00 - 00 - 00 

Kw-vg ( V , x ) ejV(X-t) e-j^Xd^dAdx 

unde 4>(̂ ,x) este fereastra "de netezire" bidimensionala. 
Si în cazul reprezentărilor de tip Wigner-Ville sau Wigner-Ville 
generalizate se poate vorbi despre rezoluţia reprezentării în 
acelaşi fel ca si în cazul reprezentării 'de tip transformare 
Fourier scurta. In [Hla.'Krat.' 89] se prezintă o modalitate de 
îmbunătăţire a rezoluţiei distribuţiei Wigner-Ville bazată pe un 
nou tip de descompunere a acestei distributii. 
O clasificare alternativă a reprezentărilor timp-frecventă pre-
zentate pînă aici din care rezultă şi alte proprietăţi remarca-
bile ale acestora, este făcută în [Hla.' 91]. 

2.2 Reprezentări de tipul timp factor de scaiă.Transformarea 
undişoară în timp continuu 

După cum s-a specificat în paragrafele anterioare, toate repre-
zentările tridimensionale prezentate pînă acum se puteau reduce 
la reprezentări de tip transformare Fourier scurtă prin alegerea 
potrivită a ferestrei temporale w(t) , pe baza semnalului de 
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analizat x(t). Daca se admite ca "durata" o^ şi banda â ^ ale 
semnalului x(t) sînt constante , atunci pentru toate reprezen-
tările timp-frecvenţa considerate, suprafaţa celulei de rezoluţie 
este de arie constanta. 

în continuare se prezintă efectele pe care le are o anumita 
valoare a ariei celulei de rezoluţie din punctul de vedere al 
analizei semnalului cu ajutorul unei reprezentări timp frecventa. 
Aria celulei de rezoluţie specifica posibilităţile metodei de' a 
discerne între doua semnale distincte. E clar ca pentru o rezo-
luţie buna în domeniul timp a reprezentării timp frecventa de tip 
transformare Fourier scurta e necesar ca fereastra temporala 
folosita sa fie cît mai scurta ( ot cît mai mic). în acest mod 
vor putea fi separate doua semnale de durata foarte scurta 
succesive (cu o distanţa mica între terminarea primului semnal si 
declanşarea celui de al doilea ) , deoarece ele vor fi analizate 
cu doua ferestre temporale succesive. Comparînd relaţiile (2.4) 
şi (2.5) se constata ca rolul ferestrei temporale ŵ ^̂ t ("c) ^ste 
preluat în domeniul frecvenţa de fereastra - De aceea e 
necesar ca pentru o rezoluţie buna în domeniul frecventa 
banda lui Wco,t(^) ( care este egala cu banda lui W(u) şi deci cu 

sa fie ^ît mai îngusta. 
Fereastra temporala cu cea mai mare concentrare este 6(x) (semnal 
care nu aparţine spaţiului semnalelor de energie finita dar care 
poate fi oricît de bine aproximat cu semnale din acest spaţiu). 
Expresia transformării Fourier scurte care foloseşte aceasta 
fereastra este : 

TFxSTFT(t,cO) 

Se constata ca : 

|TFxSTFT(t,co) I = I x(t) I 

si ca : / 

at=0 ; « 

Deci transformarea Fourier scurta care foloseşte aceasta fereas-
tra are o rezoluţie temporala infinita dar şi o rezoluţie frec-
venţiaia nula . Rezulta ca o astfel de transformare nu poate fi 
utilzata în analiza spectrala. 
Fereastra temporala cu cea mai slaba concentrare în domeniul timp 
este : 

W(T)=1 
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Se constata c3 

TFxSTFT(t,(J) = x(x) = i(o); 

Rezoluţia frecvenţiaia a reprezentării timp-frecvenţa de tipul 
transformare Fourier scurta care foloseşte aceasta fereastra este 
infinita dar rezoluţia temporala este nula. 
Deci pentru o rezoluţie cît mai buna a reprezentării timp frec-
venţa ar fi necesar ca fereastra temporala sa fie un semnal care 
sa aibă şi durata şi banda de valori cît mai mici. 
Aceste cerinţe sînt evident contradictorii , aşa cum specifica 
principiul incertitudinii prezentat în 2.1.1. 
Admiţînd ca semnalul nestaţionar x(t) este descris printr-o 
succesiune de semnale, dintre care primele sînt de durata mare şi 
frecvenţa mica iar ultimele sînt scurte şi de frecvenţa înalta, 
se constata ca , pentru ca toate sa poata'fi analizate'la fel de 
precis, sînt necesare atît o rezoluţie temporala cît si una frec-
venţiaia ,mari. Acest lucru nu este'însa posibil. De aceea, daca 
se doreşte o analiza corecta din punct de vedere al rezoluţiei 
temporale a succesiunii de semnale descrisa anterior, atunci' se 
constata ca în domeniul frecvenţa vor fi confundate elementele 
din succesiune de joasa frecvenţa.Acest rezultat se obţine daca 
se foloseşte o fereastra temporala îngusta. Daca se' alege o 
fereastra frecvenţiaia îngusta , în urma analizei vor fi confun-
date în domeniul timp componentele de durata scurta din succesiu-
nea considerata. De aceea pentru astfel de semnale este mai utila 
o reprezentare timp frecvenţa de rezoluţie variabila . 
De exemplu, comentînd în continuare' succesiunea de semnale 
descrisa mai sus ar fi de preferat ca pentru caracterizarea 
componentelor de durata lunga şi frecvenţa joasa sa se folosească 
o rezoluţie temporala mai mica şi o rezoluţie frecvenţiaia mai 
'ridicata iar componentele de durata scurta şi frecventa'înalta sa 
fie caracterizate de o rezoluţie mare în timp şi mai mica în 
frecventa. / 
O astfel de analiza spectrala variabila în timp ar putea fi 
realizata folosind o fereastra temporala de lungime variabila. 
Această idee este sugerata în [Isa.'92 1] şi în [Rio.'91]. 
O fereastra temporala de acest fel este: 

w(T) = Vs" l|J(s(x-t) ) 

unde 1|J se numeşte undişoara (wavelet, ondelette) iar s este un 

15 

BUPT



parametru care ţine seama de durata semnalului de analizat. 
O transformare a semnalului x(t) care foloseşte o astfel de 
fereastra este transformarea undişoara în timp continuu: 

CWTx(s,t) = VI x(T).i|F(s(x-t)) dx (2.7) 

Se constata ca este vorba despre o reprezentare de tipul timp 
factor de scala.Daca factorul de scala este un raport de pulsaţii 

atunci se poate vorbi despre o reprezentare timp frecventa de tip 
undişoara , TFv^-^-'^-. 
A ' ^ 
In [Mal.'89] se arata ca şi reprezentarea timp factor de scala de 
tip undişoara este o izometrie de la l2(r) la L2(R+xR)pîna la un 
factor de proporţionalitate , deoarece : 

00 00 

CWT. :(s,t) |2 ds dt = Cijj | x ( t ) | 2 dt 

Valoarea constantei C||j depinde de undişoara folosita si este 
descrisa de relaţia: 

CUT = CJ dcj 

De aici rezulta necesitatea ca (t) sa reprezinte răspunsul la 
impuls al unui filtru trece banda. 
Si transformarea undişoara este inversabiia , formula de inver-
sare fiind conform [Mal.'89]: 

x(t) = CWTx(s,x).I|J(s(t-x) ) ds dx 
-00 -eo 
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Folosind notatia : / 

se constata faptul c3 şi reprezentarea tridimensionala de tip 
undişoara se poate exprima printr-un produs scalar de elemente 
din L^R) : 

C W T x ( s , t ) = < x ( x ) , l|Js(x-t) > ( 2 . 8 ) 

Este valabila şi scrierea alternativa ; 

CWTx(s ,t) = x{t)*l|Js(-t) 

Deci pentru fiecare valoare a lui s transformarea undişoara în 
timp continuu poate fi privita ca şi răspunsul unui filtru trece 
banda (cu răspunsul la impuls I|rs(-t)) la semnalul x{t). De aceea 
folosind ,aceasta transformare se poate caracteriza spectrul 
semnalului x(t) în banda de trecere a filtrului trece banda cu 
răspunsul în frecvenţa ^s(-CJ). 
Dar : 

1 
(O) = 

N / T S 

Şi folosind relaţia lui Parseval , (2.8) se mai poate scrie: 

CWTx(s,t) = (l/27i)<x(0) , e'J^t (i/ys ^ {^/s)> 

Notînd cu co^ pulsaţia centrala a benzii^de trecere a filtrului 
trece banda cu răspunsul în frecvenţa (̂co) şi cu a^ lăţimea 
benzii de trecere a aceluiaşi filtru'(pastrînd sensul acestei 
mărimi din 2.1.1.)se constata ca: 

a2 (^ I ipg(co ) |2 do 

Este clar ca centrul benzii de trecere a filtrului cu răspunsul 

. r ^le^ < rh' 
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în frecvenţa ijlgl̂  ) este sc^o şi că lăţimea sa de banda efectiva 
este: 

ĉj = s a^ 
Ts 

Deci rezoluţia frecvenţiaia a transformării undişoara depinde de 
parametrul s prin intermediul relaţiei de mai sus.Se constata ca 
raportul dintre lăţimea de banda şi'pulsaţia centrala a filtrului 
cu răspunsul la impuls Ips(t)̂  Q , este 'constant pentru orice 
valoare a lui s. 
Deci,indiferent de s, filtrul cu răspunsul în frecvenţă ( ̂  ) 
are acelaşi factor de calitate cu filtrul cu răspunsul în frec-
venţa îp( ) . 
De aceea se poate afirma că reprezentarea timp factor de scală 
este o metodă de caracterizare în frecvenţa a semnalului x(t) cu 
factor de calitate constant. 
Pe baza relaţiei (2.8) se constată faptul că valorile funcţiei 
CWTx(s,t) sînt practic nule acolo unde valorile funcţiei 
I|Js(x-t) sînt neglijabile. De aceea este firesc ca această funcţie 
să fie privită ca şi o fereastră temporală. Notînd cu ot durata 
semnalului l|J(x) : 

oi = x2| l|j(x) |2 dx 
- 0 0 

se constata că durata ferestrei temporale Ilr(T-t) este-
oi ' 

^̂ ip (x-t) = 
s s-

Întrucît lungimea ferestrei temporale fixează rezoluţia tempora-
lă, se poate afirma că în cazul reprezentării timp' factor de 
scală, rezoluţia temporală este dependenta de s. Deci celula de 
rezoluţie a acestei reprezentări este definita de: 
tto-(at/s) , to+(at/s)]x[soo-sa^ , scjq+sg^].in figura 2.2a) este 
prezentata acoperirea planului timp frecvenţă cu " celule de 
rezoluţie în cazul transformării Fourier scurte , iar în figura 
2.2b) este prezentată acoperirea aceluiaşi plan cu celule de 
rezoluţie în cazul transformării undişoară! 
Reprezentarea timp factor de scală de'tip undişoară este o trans-
formare foarte modernă fiind utilizată în prezent nu numai pentru 
caracterizarea semnalelor nestaţionare ci şi în cadrul analizei 
imaginilor [Mal.'89 2], în api^ximarea semnalelor [Mal.'89 2] sau 
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în analiza canalelor de telecomunicaţii[Wor.'Opp.'92]. 
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Figura 2.2. O comparaţie între acoperirile planului timp 
frecvenţa cu celule de rezoluţie în cazul transformării Fourier 
scurte a) şi în cazul transformării undisoara b). 

2.3.Discretizarea reprezentărilor 
semnalelor 

tridimensionale ale 

Toate distribuţiile timp-frecvenţa prezentate sînt funcţii con-
tinue de doua variabile continue. Utilizarea lor în' analiza 
semnalelor nestaţionare presupune construcţia unor aparate care 
pe baza semnalului x(t) sa calculeze şi sa reprezinte grafic 
TFx(cj,t). Aceasta reprezentare grafica nu poate fi facuta decît 
în 3 dimensiuni. De aceea pentru realizarea sa este potrivita 
utilizarea monitorului unui calculator. Din păcate sistemele de 
calcul numerice nu pot decît sa aproximeze funcţiile continue de 
variabile continue prin funcţii discrete cu variabile discrete. 
De aceea este interesanta discretizarea distribuţiilor timp-
frecvenţa. Aceasta discretizare poate fi realizata prin eşantio-
narea funcţiei de doua variabile TFx(^,t) dupa cele doua 'varia-
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bile, obţinîndu-se eşantioanele TF^dnoo-nto). Se observS c3 s-a 
ales ca şi pas de eşantionare dupa variabila t valoarea to- iar ca 
şi pas de eşantionare dupa variabila u> valoarea u ^ . Este 
foarte important sa se cunoască valorile necesare ale acestor 
paşi pentru ca pe baza eşantioanelor obţinute (TF^dn Oo,nto)) sa 
poată fi reconstruita distribuţia TFx(cj,t). 
în cazul reprezentării de tip transformare Fourier scurtaexpresia 
unui eşantion din colecţie este: 

x(x) .w(T-nto) -e-jn"-;,!: dx 

Distribuţia punctelor de eşantionare în planul (co,t) este repre-
zentata în figura 2.3. 
în cazul reprezentării timp factor de scala de tip undisoara 
avînd în vedere faptul ca suprafaţa celulei de rezoluţie 'depinde 
de s , rezulta ca eşantionarea dupa aceasta variabila'trebuie sa 
fie neuniforma . Fie punctele de eşantionare dupa variabila s de 
forma a3 , jeZ. Valoarea transformării undisoara în aceste puncte 
este : 

CWTjjCaj, t) = x(t) (-t) 

Avînd în vedere ca banda de trecere a filtrului trece banda cu 
răspunsul la impuls f ("t) este aJ-a,^ rezulta ca pentru j fixat 
CWTx(a3,t) are valori semnificative într-un interval de latime 
a3a„.Cu alte cuvinte CWTx(a3,t) este răspunsul unui filtru trece 
banda la x(t).Prin modificarea lui j se realizează o descompunere 
a semnalului x(t) într-o mulţime de canale cu pulsaţiile centrale 
a].Oo cu benzile aJ-o^^.Deci se poate realiza o descompunere dupa 
j a semnalului x(t) într-o mulţime de semnale de banda limitata 
Xj(t).Fiecare dintre aceste semnale (de banda limitata) trebuie 
sa fie eşantionat uniform cu o frecventa de eşantionare 
proporţionala cu ai> a^, fie aceasta ai/fi.' De aceea' expresia 
eşantioanelor reprezentării timp factor de scala de tip undisoara 
este : 

CWTx[j,n]=CWTx(aj,(nfi)/(a3)= 
Distribuţia punctelor de eşalitionare în planul timp frecventa 
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este prezentată în figura 2.4. 

• • 

(jj 

CA. . COQ . 
-(H) poc 

j-1 a: .Lo- . 

<1 t 

Figura 2.3. Distribuţia 
punctelor de eşantionare 
în planul timp frecvenţa 
pentru reprezentarea de tip 
transformare Fourier scurta. 

Figura 2.4.Distribuţia 
punctelor de eşantionare 
în planul timp frecvenţa 

pentru reprezentarea de tip 
transformare undisoara. 

2.4.Reprezentări tridimensionale pentru semnale în timp discret 

Si în cazul semnalelor în timp discret poate fi realizata 
analiza spectrala adaptiva pe baza reprezentărilor tridimen-
.sionale . Expresia reprezentării timp frecvenţa de tipul trans-
formare Fourier scurta pentru semnale în timp discret este: 

TFj,STFT[n,k] = 2 x[m]w[n-m]e-l^nî 
m=-« 

Proprietăţile acestei transformări sînt prezentate în 
[Lim.,Opp.'88] şi [Pop.,Naf.'ş.a.'86]. 
Deoarece reprezentarea timp-frecvenţă definita în relaţia de mai 
sus este continuă în variabila Q, aceasta nu poate fi' calculată 
cu ajutorul calculatorului numeric. De aceea , în practică se 
foloseşte reprezentarea timp frecvenţa de tipul transformare 
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Fourier discreta scurta : 
N-1 

TFxSTDFT[n,k]=[sx[m]w[n-m]e-3k(2Ti/N)m][o[k]-o[k-N]] 
m=0 

Proprietăţile acestei transformări sînt prezentate în 
[Pop,Naf.,ş.a.'86]iar erorile cu care aceasta transformare 
aproximează reprezentarea TF^STFT,t, o)) sînt enuntate si calculate 
in [lsa.'92 1] şi în [Thr.'79]. 
Pentru calculul eşantioanelor reprezentării timp frecventa • de 
tipul transformare Fourier discreta scurta poate fi utilizat 
algoritmul F.F.T. Deci calculul acestei transformări poate fi 
realizat rapid cu ajutorul calculatorului numeric. 

o alta reprezentare timp frecvenţa pentru semnale în timp 
discret des utilizata este conform [Lim.,Opp.•88]: 

TFţ^STDFT[n,k] = I TFxSTDFT[n,k]| 

Aceasta reprezentare poarta numele de spectrograma. 
La fel ca şi în cazul semnalelor în timp continuu si în 

cazul semnalelor în timp discret pot fi introduse reprezentări 
înrudite cu reprezentarea de tip transformare Fourier scurta în 
timp discret , cum ar fi de exemplu reprezentarea de tipul 
funcţie de incertitudine sau reprezentările de tip Wigner-Ville 
sau Wigner-Ville generalizata. De exemplu în cazul ultimei repre-
zentări amintite , nucleul folosit este : 

P 
Kw-vgt in,n] =TT(x[n+mcj^] (x*[n+mc_j^] 

se observa ca acest nucleu s-a obţinut prin eşantionarea uniforma 
a nucleului Kw-vg(T;,t), definit în paragraful'2.1.3., folosind o 
frecvenţa de eşantionare fg, pentru ambele variabile x si t. De 
fapt aceasta frecvenţa este folosita pentru transformare^ semna-
lului x(t) în semnalul x[n].Expresia reprezentării Wigner-Ville 
generalizata pentru semnalele în timp discret se obţine prin 
calculul transformării Fourier discrete a nucleului Kw-vg[m,n]: 

M 

in=-oo 

Prin particularizarea valorii lui p (p=i) , reprezentarea timp 
frecvenţa de tip Wigner-Ville generalizata se reduce la reprezen-
tarea timp frecvenţa de tip Wigner-Ville. 
Toate reprezentările timp frecvenţa amintite mai sus sînt inver-
sabile. De asemenea , ele sînt izometrii de la l2(z) la l2(z2) 
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pîn5 la un factor de proporţionalitate . 
O reprezentare timp frecvenţa specifica pentru semnalele în 

timp discret este reprezentarea de tipul densitate complexa de 
energie : 

unde X(Q) este transformata Fourier în timp discret a lui x[n]. 
Proprietăţile acestei reprezentări sînt prezentate în 
[Lim.,Opp.>88]. una dintre cele mai interesante dintre acestea 
este legătura dintre reprezentarea de tip CED si reprezentarea de 
tip funcţie de incertitudine: 

00 

TFgI[n,Q]=2x[m]x[m-n]ej^in 
m=-oo 

conform acestei proprietăţi TFgED[neste transformarea Fourier 
bidimensionala în variabile discrete a lui 
Ferestrele temporale folosite pentru calculul transformatelor 
Fourier scurte în timp discret se obţin prin eşantionarea unifor-
ma a ferestrelor temporale utilizate'la calculul transformatelor 
Fourier scurte în timp continuu . 
O trecere în revista a principalelor tipuri de astfel de ferestre 
este prezentata în [Dra.,los.•87]. Toate aceste ferestre tempo-
rale sînt semnale în timp discret , reale, pare, de tipul răs-
punsului la impuls al unui filtru trece jos. 

în [lsa.'92 1 ] se propune o metoda de analiza spectrala 
adaptiva pe baza reprezentării timp frecvenţa de tipul transfor-
mare Fourier scurta folosind o fereastra temporala de lungime 
variabila. Aceasta idee este dezvoltata şi în [Pra.,Bho.'89]. E 
clar ca utilizarea unor astfel de ferestre conduce la realizarea 
unei analize spectrale adaptive. 

La baza calculului reprezentărilor timp frecvenţa de tip 
transformare Fourier scurta în timp discret sta algoritmul FFT. o 
direcţie actuala de cercetare consta în căutarea unor algoritmi 
de calcul şi mai rapizi. o cale pentru atingerea acestui 
deziderat este descompunerea în subbenzi a spectrului instantaneu 
al semnalului de analizat , calculul transformării Fourier dis-
crete în fiecare subbanda cu ajutorul algoritmului FFT fiind mult 
mai rapid (avînd în vedere numărul mai mic de eşantioane impli-
cat). In urma calculului transformărilor din toate subbenzile şi 
în urma asamblării rezultatelor se obţine spectrul instantaneu al 
semnalului de analizat pe baza unui'numar mai mic de operaţii 
efectuate decît în cazul metodei de analiza tradiţionale. Aceasta 
strategie de analiza spectrala este prezentata în'[She.,Mit.•89]. 
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Conform principiului incertitudinii , analiza spectrala 
bazata pe utilizarea reprezentării timp frecvenţa de tip trans-
formare Fourier discreta scurta conduce la rezoluţii temporale 
foarte bune dar la rezoluţii frecvenţiale slabe ,' daca durata 
ferestrei temporale folosite este mica . 
in cazul aceleiaşi metode se poate ajunge la rezoluţii 
frecvenţiale foarte bune , dar la rezoluţii temporale proaste ', 
daca se foloseşte o fereastra temporala de durata mare ( adică de 
banda îngusta). Analiza spectrala bazata pe utilizarea unei 
ferestre scurte se numeşte analiza de banda larga şi se notează 
TFgTDFg [n,k] iar analiza bazata pe utilizarea unei ferestre de 
durata lunga se numeşte analiza de banda îngusta si se notează 
TFgTDFTj^ . 
în [Che.,Lim.•91] se propune o metoda de îmbunatatire a 
rezoluţiei reprezentării timp frecvenţa de tip transformare 
Fourier scurta pe baza calculului reprezentării combinate : 

TF^gTDFT[n, k] = y |TFxb?™FT[n,k] | | TF^bî^^FTcn, k] | 

Şi în cazul semnalelor în timp discret se poate vorbi despre 
reprezentări timp factor de scala. Expresia reprezentării timp 
factor de scala de tip undişoara pentru semnale în timp discret 
este : 

CWT n] = y ^ S x[m].l|I[2:i(m-n) ] 

sau: 

CWTx[2j ,n]=<x[m] (m-n) ]>i2(z) 

Folosind notaţia : 

ultima relaţie mai poate fi scrisa si în forma: 
' I 

CWTx[2:I,n]=x[n]^I|J23Y[-n] 

Deci ^CWTx[2:),n] poate caracteriza comportarea în domeniul frec-
venţa a semnalului x[n] în banda de frecvenţa egala cu banda de 
trecere a filtrului cu răspunsul la impuls 
Deoarece parametrul j caracterizează valoarea benzii de trecere a 
sistemului cu răspunsul la impuls [n], se poate afirma ca rezo-
luţia frecvenţiaia a reprezentării timp factor de scala de tip 
undişoara depinde de j. 
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2.5.Concluzii 
A 
In acest capitol este prezentata problema analizei spectrale a 
semnalelor nestaţionare. Avînd în vedere modificarea în timp a 
parametrilor semnalelor nestaţionare este foarte utila 
analiza lor cu aparate de mâsura adaptive care sa reprezinte 
grafic spectrele instantanee ale acestora.Aparatele care utili-
zează reprezentările tridimensionale ale semnalelor, deoarece 
descriu evoluţia în timp a spectrelor instantanee pot fi con-
siderate ca aparţinînd clasei aparatelor de masura adaptive.De 
aceea reprezentările tridimensionale prezentate în acest capitol 
conduc la metode de măsurare adaptiva. 
Din acest motiv capitolul prezentat nu trebuie sa lipsească din 
structura unei lucrări destinate tehnicilor de măsurare 
adaptiva . 
Scopul urmărit în prezentare a fost introducerea si descrierea 
matematica a reprezentărilor tridimensionale ale semnalelor ,cel 
mai frecvent utilizate, s-au evidenţiat principalele proprietati 
ale acestor reprezentări precum şi asemănările si deosebirile 
dintre ele. Principalele aplicaţii ale reprezentărilor timp 
frecvenţa sînt : 

- extragerea parametrilor semnalelor analizate,(frecventa 
instantanee , banda instantanee ,energie instantanee, etc) cu 
utilizări în radar , sonar , ecografie , etc. 

- analiza sistemelor cu parametrii variabili în timp : 
canale de telecomunicaţii , dispozitive de urmărire , dispozitive 
parametrice, etc. 

- analiza semnalelor nestaţionare ; vorbire , imagini ale 
unor obiecte în mişcare , poziţia unor obiecte , cu utilizări în 
recunoaşterea vorbirii , televiziune, detecţia ţintelor , etc. 

-descrierea unor fenomene complexe ! emisie acustica 
Oborul liliacului, etc. 
Direcţiile viitoare de dezvoltare ale problematicii prezentate în 
Acest capitol sînt: 

-investigarea unor noi tehnici adaptive de prelucrare a 
semnalelor nestaţionare pe baza reprezentărilor timp frecvenţa, 

-introducerea altor reprezentări tridimensionale precum şi 
diversificarea celor existente prin construcţia altor ferestre 
temporale şi al altor undişoare mama (decît cele prezentate în 
bibliografia citata). 

-fundamentarea matematica a procesului de discretizare a 
reprezentărilor tridimensionale ale semnalelor în timp continuu. 

-studiul aprofundat al reprezentărilor tridimensionale ale 
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semnalelor în timp discret , şi al erorilor de aproximare prin 
aceste reprezentări a reprezentărilor în timp continuu 
Contribuţiile autorului care rezulta din citirea acestui capitol 
sînt: 

-sistematizarea unui material bibliografic vast în forma 
prezentata , 

-demonstrarea cîtorva proprietăţi , care sînt doar 
enunţate în lucrările consultate, 

-încadrarea reprezentărilor tridimensionale între metodele 
de analiza spectrala adaptiva, 

-sugestia utilizării ferestrelor temporale de durata varia-
bila la analiza spectrala adaptiva, 

-definirea tehnicilor de prelucrare adaptive ca tehnici de 
prelucrare relizate de sisteme cu parametrii variabili în timp 
care urmăresc parametrii semnalului de prelucrat. 

Numeroase noţiuni introduse în acest capitol vor fi folosite 
şi în capitolele următoare . Conceptul matematic de undisoara va 
sta la baza rezultatelor prezentate în capitolul 3.în capitolul 4 
se va prezenta modul în care pot fi utilizate reprezentările timp 
frecvenţa la realizarea sistemelor de eşantionare adaptiva 
iar în capitolul 6 vor fi prezentate tehnici de măsurare a frec-
venţei instantanee bazate pe utilizarea reprezentărilor tridimen-
sionale . Deasemenea în capitolul 5 va fi prezentat un sistem 
capabil sa implementeze transformarea undisoara în timp conti-
nuu. ' 
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3.Noi modalităţi de eşantionare a semnalelor de banda neli-
mitata 

unul dintre blocurile cele mai importante ale unui aparat de 
măsurare numeric (nelipsit din structura oricărui astfel de 
aparat) este circuitul de eşantionare . în acest capitol se vor 
prezenta fundamentele matematice ale procesului de eşantionare 
intr-un context mai general decît cel al teoremei W.K.s! punîndu-
se bazele tehnicilor adaptive de eşantionare care se vor prezenta 
în capitolul următor. 
una dintre principalele limitări ale teoremei W.K.S. este ipoteza 
care restrînge clasa semnalelor care pot fi esantionate si recon-
struite perfect în urma acestui proces,la mulţimea semnalelor de 
banda limitata. Deoarece semnalele practice sînt de banda nelimi-
tata (fiind de durata finita) la eşantionare se produce inerent 
eroarea de aliere. în acest capitol se analizează bazele matema-
tice ale teoremei w.K.S. şi se lărgeşte continutul acesteia 
avindu-se în vedere semnalele de energie finita ( deci nu 
neapărat de banda limitata). Este expusa o teorie pe baza 
căreia pot .fi formulate teoreme de eşantionare generalizate. 
Toate rezultatele prezentate în capitol sînt originale si sînt 
stabilite pe baza regulilor de calcul specifice semnalelor de 
energie finita( convergenţa în medie patratica , relaţia lui 
Parseval etc). ' 

3.1. Definirea conceptului de analiza multirezoluţie 

Acesta este un concept fundamental pentru rezultatele care 
vor fi expuse în acest capitol. El este definit distinct în 
tDau.'88], [Mal."89 2] şi [Jaf.'92]. 

conform [Dau.-88] se numeşte analiza multirezolutie a 
spaţiului Hilbert l2(r) , familia de subspaţii închise cu 
proprietăţile : / m mtz 

i) . . .V-2CViCVoCV_iCV_2C. . . , 

ii) n Vi„={0} , u v^ =l2(r) 
mez mez 

iii) V- fn,(x)e Vm , fn,(2x)fcVro-i 

iv) Exista (t.eVo astfel încît oricare ar fi mt z mulţimea 
<<'m,n(x)}nfeZ cu (|)m,n(x) = 2-m/2<t,( 2-inx-n) are proprietăţile: ' 

- Sp({4>m,n}n6Z)=Vm 
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-Exista A,BeR , A<B astfel încît oricare ar fi şirul {Cn}n67 
din l2(z) are loc: ' " 

^ i I I 2 cn(t)n,,n| |2<B'S|cn|2 
n n n 

In [Jaf.>92] condiţia iv) este înlocuita cu condiţia iv): 

iV) Exista <t€Vo, astfel încît mulţimea { ^ ̂  sa 
formeze o baza Riesz a lui Vq. 
Definiţia unei baze Riesz este : 
Daca H este un spaţiu Hilbert separabil , şirul formează 
o baza Riesz a lui H daca: 
-mulţimea combinaţiilor liniare ale lui {ej,}k€z este densa în H, 
-e valabila echivalenţa normelor: 

Exista c şi C'6R', C<C' astfel încît oricare ar fi şirul 
<Ck}k€Z sa aibă loc relaţia: 

CS|ck|2<|[Sckekl|2<C'E|ck|2 
k k k 

01. Pe baza acestei definiţii se constata ca mulţimea {(fn, n}n€:7 
din condiţia iv) este o baza Riesz a spaţiului (daca 'acesta 
este unul separabil). 

în continuare se demonstrează ca daca mulţimea {(t>o n(x)}n£z 
este o baza ortonormaia , atunci sînt îndeplinite condiţiile iv) 
şi iv"). ' 
Se demonstrează pentru început propoziţia: 
PI. Daca mulţimea {<fo,n(x)Inez este o baza ortonormaia pe spaţiul 
Hilbert Vq, atunci ea este o baza Riesz pe acest spaţiu. 

i): conform [Cris.'65] (pag.176) un spaţiu Hilbert care are o baza 
ortonormaia numarabiia este un spaţiu Hilbert separabil. Avînd 
în vedere ca baza ortonormaia {c^o,n(x) }nez este o mulţime 
numarabiia , rezulta ca spaţiul Hilbert Vq este unul separabil 
Deci prima condiţie de existenţa a unei baze Riesz este 
satisfăcută. -Deoarece mulţimea {4>o,n(x)}nez este completa , fiind 
baza înseamnă ca orice semnal din Vq se poate exprima ca si o 
combinaţie liniara de elemente ale acestei mulţimi în forma ! 

f (x)=Sck4)o,k(2{) 
k 

Deci închiderea mulţimii combinaţiilor liniare de elemente din 
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<^0,n>n€Z este chiar Vq, adică mulţimea" {^Q,N}NCZ este densa în 
Vq. Si aceasta condiţie de existenta a bazei Riesz este deci 
satisfăcută. 
Conform teoremei 3.4.2. [Cri.'65] (pag.178) , orice spaţiu Hil-
bert separabil , deci şi Vo.este izomorf cu l2{z). 
Pe baza acestui izomorfism la orice şir din l2(z), pe 
care îl vom nota în continuare cu c /îi corespunde o funcţie f 
din Vq şi : 

I 1^1 I ^ I M Z ) = I cn0o ,n| l^v =1 |c| ^ 

adică: 

=112 Cn4)o,n||Y^|ck|2 
k n ^ k 

Este deci îndeplinita şi ultima condiţie din definiţia unei baze 
Riesz, pentru A=B=1. 

02. Pe baza proprietăţii Pj se constata ca orice baza orto-
normaia a lui Vq satisface condiţia iv'). 
In continuare se demonstrează următoarea proprietate : 

P2. Daca mulţimea {4>o,n>nez este o baza ortonormaia a lui Vq 
atunci mulţimea {4>in,n}n€Z este o baza ortonormaia a lui v^. 

D. Se vor analiza doua cazuri: m<0 si m>o. 

Cazul I. m<0. 
Pentru m=-l. 
Fie g(x) o fttncţie din V-i şi g(x)=fo(2x) cu fo(x)evo. Aceasta 
funcţie se poate descompune în serie Fourier generalizata în baza 
ortonormaia din Vq {0o,n>nez în forma: 

fo(x)=s Cn4)o,n(x) 
n 

Oe aceea se poate scrie si: 
g(x)=E Cn4>o,n(2x) 

n 
Dar: 

4>o,n(2x) = 4)(2x-n) şi <t>-i ̂ n^x) =2^/2<p{2X'n) 
De aceea : 

<l>-l,n(x)=2l/20Q (2x) 
adică: 

g(x)=it2-l/2)cn4)-i,n(x) 
n 

Deci orice element din v.i se poate exprima ca si o combinaţie 
' t 
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liniara de elemente ale mulţimii {<l)-i ,n(x) }ne2 • Aceasta este deci 
o mulţime completa în v_i.în continuare se demonstrează ca 
mulţimea considerata este si ortonormaia . 

«t'-l,n'4>-l,l'' = <2l/24>o 2x1,21/24,0 i(2x) > = 2 
Pe baza substitutiei 2x=u se obţine: 

4'0,n(2x)4>o,î(2x)dx 

«t'-l,n(x) ,(|>_i,i(x)> = 2 (1/2) <î'0,n(u)<t>o,l*(u)du=<4>o,n(x) ,(t>o i(x)> = 
— 00 

1 ,n=l 

O ,în rest. 

Deci mulţimea {4>-i,n(x) }n€z este o baz3 ortonormalS a spaţiului 
V.i. Procedînd similar se poate demonstra prin recurenţa ca 
<^m,n(x)>nez ^ste o baza ortonormaia a lui Vĵ , pentru m<0. 

Cazul II. m>0 

Pentru m=l • 
Se considera funcţia h(x) din Vi cu h(x)=fo(x/2) unde fo(x) este 
o funcţie din Vq. Aceasta funcţie se poate descompune în serie 
Fourier generalizata în forma: 

fo(x) = 2 Cn4)o,n{x) 
n 

De aceea se poate scrie şi: 

h(x) = S Cn0o,n(x/2) 
n 

bar: <Do,n( 2-lx) =(î)( 2-lx-n) şi 4)i,n(x) = 2-l/2(̂ ( 2-lx-n) . 

De aceea şi deci : 

h(x) = Scn (21/2)4)1 
n 

Deci orice element din Vi se poate exprima ca si o combinaţie 
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liniară de elemente ale mulţimii {4>i,n>n€Z- S-a demonstrat astfel 
c5 aceasta mulţime este completă în V^. in continuare se demon-
strează că aceasta mulţime este şi ortonormala . 

= 2-1 4)0,n(2"^x)<t)0,î(2-lx)dx 

FScînd schimbarea de variabila 2-1. x=u , se obţine: 

O,în rest 
S-a demonstrat ca mulţimea {4>i,n>nez este o baza ortonormala a 
lui Vi. 
Procedînd similar se poate demonstra prin recurenta ca mulţimea 
^^m^n^nez ®ste o baza ortonormala pe Vĵ  pentru orice m din Z"'". 

03. Deoarece spaţiile Hilbert Vm au baze ortonormale 
numarabile , rezulta ca ele sînt spaţii Hilbert separabile, 
oricare ar fi numărul întreg m. 

04. Pe baza proprietăţii Pi rezulta ca mulţimile {0in,n>nG Z 
sînt baze Riesz pe spaţiile V^. 

05.Pe baza observaţiilor anterioare se constata ca daca 
mulţimea {4>o,n>nez este o baza ortonormala a lui Vq atunci sînt 
îndeplinite cerinţele condiţiei iv) din definiţia analizei mul-
tirezoluţie. 
Deci condiţia iv) poate fi înlocuita în definiţia analizei 
multirezoluţie cu condiţia mai restrictiva ca mulţimea {4)o,n>n€:z 
sa fie o baza ortonormala a spaţiului Hilbert Vq' 

06. în cazul în care mulţimea {0o,n>n€.Z este o baza orto-
normala condiţia iv') implica condiţia iv) şi deci definiţia 
data de Jaffard analizei multirezoluţie este suficienta. Deci în 
cazul în care mulţimea {4)o,n>nez este o baza ortonormala a 
spaţiului Hilbert Vq condiţiile i),ii),iii) şi condiţia anterior 
enunţata definesc o analiza multirezoluţie. Aceasta are cîteva 
proprietăţi, ce au fost folosite în [Mal.'89] pentru definirea 
conceptului de analiza multirezolutie. 

r 

P3. Notînd cu Pinf proiecţia ortogonala a semnalului fCL2(R) 
pe spaţiul V^ se poate demonstra ca : 
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liinPmf=f 
m — ^ - 0 0 

D.Pe baza ipotezei i) se constata ca : 
U = V.eo 

mez 
Avînd în vedere ca V^ sînt subspaţii închise rezulta ca si v « 
este subspaţiu închis adică : 

V-oo = V.co Pe baza relaţiei ii) se constata ca ; 
L2(R) = uVn, = v.eo 

mez 
Dar P.«f este cea mai buna aproximare de medie patratica a lui f 
din L^(R) cu elemente din V.c». Dar cea mai buna aproximare de 
acest fel este chiar f. De aceea ; 

lim Pmf = p.oof=f (c.c.t.d) 
m-̂ -w 

07. P3 reprezintă condiţia 6) impusa unei analize multirezo-
luţie în [Mal.'89]. 

P4.T>t.6ricare funcţie f^ (x) din v^ şi funcţia fn,(x-2nin) 
aparţine lui v^ pentru orice nez. , m ; 

D. fm(x)eVin. De aceea se poate folosi descompunerea în 
serie Fourier : 

FM(X) = S CN.4)IN,N(X) 
n 

sau : 
fin(x-2mn) = 2 Cn<t)in,n(x-2mn) 

n 
Dar: 

4>m,n(x-2inn) = 2-^/24)0 ̂  [ 2-in(x-2inn)-n] = 2-m/2^( 2-mx-2n) = 

= 2-m/24>o o(2-mx-2n) = 4)in,2n(x) 
Avînd în vedere ca funcţia este din v̂ , indiferent de 
valoarea lui n, rezulta ca şi funcţia 4>m,2n(x) este din v^ pentru 
orice valoare a lui n. De aceea şi funcţia ZCn<Oin, 2n(x) este din 

n Vm şi deci fm(x-2">n) este din V^. 
08.Aceasta proprietate a semnalelor din V„, se numeşte 

invarianta la translaţie. Propoziţia P4 exprima condiţia 5) âin 
IMal.'89], ' 
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P5. Operatorul P^f este liniar. 

Pmf = 2 <f,4)in,n> 4)m,n 
n 

Pin(af+Bg) = a( 2 < f,0in,n>4>in,n) + ^ (S <g,(J>in,n> 4>m,n) = aPn̂ f+BF̂ ĝ 
^ n (c.c.t.d.) 

09. Daca se -aplicS de două ori operatorul de proiecţie unui 
semnal, expresia acestuia nu se schimba. 

Pm(Pmf) = 2 <Pmf/4>in,n>̂ m,n = <f'<t>m,p>4>m,p.4>in,n> = 
n n p 

n P n 
(c.c.t.d) 010. P5 şi 09 dau condiţia 1) din [Mal.'89]. 

011. Deoarece P^f este proiecţia lui f pe V^ este respectata 
teorema proiecţiei (teorema lui Riesz) si deci: 
oricare ar fi g din V^ : 

M^-flI^ MPmf-flI Aceasta relaţie reprezintă condiţia 2) din [Mal.89]. 

012. Condiţia i) din definiţia analizei multirezolutie din 
acest text conduce pentru j=-m la condiţia 3) din [Mal.89]. 

013.Condiţia iii) prezentata mai sus conduce pentru j=-m la 
condiţia 6) din [Mal.89]. • 

P6. Daca .proiecţia semnalului de energie finita f pe 
subspaţiul V^ se exprima cu relaţia : 

Pinf=2 cn(î>ni,n 
atunci: ^ 

Pinf(x-2ink) ^ E Cn-k4>m,n 
n 

D. Pinf(x-2mk) = 2 <f(x-2ink),(î,j„̂ n(x)>(J>in,n(x) 
n 

*00 
Dar: = f(x-2mk)4)n^^*(x)dx 
Facînd schimbarea de variabila u=x-2ink şi ţinînd seama de faptul 
ca : 

ct>in,n(u+2ink)= (î)in,n-k(u) 
se constata ca : 

Pmf(x-2mk)=s[ 
n 

f(^)^m,n-k(u)du] 0ni,n(x) =2 Cn-k4>in,n(x) (c.c.t.d) 
n i ' 
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014.Propoziţia P6 completează enunţul proprietatii din 
[Mal.'89]. 

015.Referindu-ne din nou la izomorfismul dintre spaţiul 
Hilbert separabil V^ şi amintit mai sus , se poate afirma 
acum ca acesta conserva translaţia , în sensul ca daca funcţiei 
f(x) din Vin îi corespunde şirul c={cn}n€z atunci funcţiei 
f{x-2^k) cu kez ,fixat, din V^ îi corespunde şirul Ck={cn-k}nez 
din l2(z) . 

016.Proprietatea 6) din [Mal.'89] corespunde propoziţiei P3 
din acest text şi ipotezei ii). 

3.1.1.Exemple de analiza multirezoluţie 

El. Acest exemplu apare în toate lucrările amintite mai sus: 
[Dau.'88],[Jaf.'92], [Mal.'89]. 
Fie Vm ={f€L2(R) | f-constant pe [ Ẑ n̂, (n+1) ) oricare ar fi n^Z> 
Aceste spaţii formează o analiza multirezoluţie deoarece se 
verifica ipotezele i)-iv). Pentru verificarea ipotezei iv) se 
alege funcţia generatoare a bazelor de translatate: 

[1, xe[0,l) 
4>O,O(X)=4)(X)=^[0,1) (X) =-

J0,în rest 

tocmai funcţia caracteristica a intervalului [0,1). 

017.Expresia coeficienţilor Fourier c^ ai dezvoltării semna-
lului Pnţf în spaţiul V^, este chiar valoarea medie a semnalului 
f(x) pe intervalul [k,k+i): 

•k+1 
C]̂ = f(x) dx 

Jk 
De aceea este valabila relaţia : 

r2m(k+l) 
fin(x)=S ( 

k=-oo 

E2. (original) 
f U)dx)' 2-me'[o,l) (2-inx-k) 

Fie spaţiile = { |f(to) =o , ptr. | > k/{2^) } ori-
care ar fi mez. fn continuare se demonstrează ca aceste spatii 
generează o analiza multirezolutie. 
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Verificarea ipoteze i). 

Vm-ţ'^- = { feL2(R) I f(u>) = o , ptr. |o|>7i/(2in-l) } 
Dar pentru orice număr întreg m e valabila relaţia : 

/ 

De aceea orice funcţie f din V^j-l-are proprietatea ca f(̂ o ) =o 
ptr. |co|>Ti/(2m-l) adică : 
pentru orice întreg m V^^el.^ 

Verificarea ipotezei ii). 

mez 
dar ; 
Vb.l.= lim vb.l.= {feL2(R) I f(cj) = o ptr.|o|>liin [71/(2^)]} = 

" m-^ « 
= {feL2(R) I f(co)=o} ={0}. 

Avînd în vedere ca pe baza ipotezei i) n v}i|• 1 • =v6• 1 • se constata 
me z 

n vfe.l. ={0}. (c.c.t.d.) 
in€Z 

uvjiî.i. = (v.6.i.)u...u(v.ş.i.)u(v6-i-)u(vŞ.i.)u...u(v.cob.i.)=v.fe.i. in€z 
Dar V.oô -1- este identic cu l2(r). De aceea : 

uvliţ.l.= l2(r) (c.c.t.d.) 
m€Z 

Verificarea ipotezei iii). 

Oricare ar fi semnalul f din V^-l- este valabila relaţia : 

f =0 ptr. joj| >71/(21") . 
Dar: 

F{f(2t)}(co) = (l/2)f(^V2) 
unde s-a notat cu F operatorul Fourier. 
Deoarece : 

supp.f(co) =[-71/(2"») ,71/(21") ] 
rezulta ca: 

supp.f(^/2) = [-7i/(2in-l) , 71/(2^-1)] 

35 

BUPT



Deci oricare ar fi f(x) din vfe-1- f(2x) aparţine lui v„, if-1-
(c.c.t.d.) ' 

Verificarea ipotezei Iv), 

Avînd in vedere relaţia : 

v^-l- = { feL2{R) I f(cj) =0 ptr. > R } 
se constata ca pe acest spaţiu poate fi aplicata teorema W.K.s. 
Conform acestei teoreme oricare ar fi semnalul f(t) din Vo^-l- el 
se poate descompune într-o serie de forma: 

00 

f (t) = 2 f (n) -sinc[Ti(t-n) ] 
• n=-« 

De aceea se poate afirma c5 mulţimea {sine[7i(t-n) ] ^ z este 
completa în V^ -1 • ^ n t z. 
Aceasta mulţime este şi ortonormaia . într-adevăr: 

<sinc[7i(t-n) ] , sine [n( t-p) ] > 
= [l/(27i)]<F{sinc[7i(t-n) ]},F{sinc[7i(t-p) ]>> 

<l/(2Ti)]<e-3^n =[i/{2k] 

(1, n=p 
= sinc[ (n-p)TI] =• 

[o,în rest 
Deci mulţimea {sinc[n(t-n)]>n^ z este o baza ortonormaia pe 
spaţiul vţ-1- ^ 

Fiind verificate toate ipotezele,rezulta ca mulţimea subspatiilor 
^ F̂IÎ >mtz formează o analiza multirezolutie a'lui L2(R). ' 
fixpresia proiecţiei semnalului fGL2(R) pe V^b-l. este: 

Pmf = 2 Cn4)m,n-
n 

Avînd în vedere ca : 
4>o,o(t) = sinc(Tit) 

rezulta ca : 

^m,n(t) = 2-in/2,sinc[Ti(2-nit-n) ] 

şi expresia proiecţiei semnalului f pe subspaţiul vfe•1•devine: 

-71 
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00 

Pmf = S Cn2-in/2. sinc[7t(2-"̂ t-n)] 
n=-oo 

Valorile coeficienţilor Fourier sînt : 

Cn = <f(t), 2-m/2sinc[7i(2-int-n) ]> = 
= [l/(2Ti)]<F{f},F{2-in/2sinc[Ti(2-mt-n) ]}> 

în urma efectuării calculelor se obţine: 

Cn<l/(2Ti)l<F{f } ,2in/2e-:)-S.co n p^/( 2^) > = 2^/2. f ( 2inn) 

Se obţine în final: 
00 

Pmf = S f (2mn)sinc[Ti(2-int-n) ] 
n=-oo 

017. Avînd în vedere cS V-fe-l.=L2(R) şi ca oricare ar fi 
semnalul f de energie finită f = lim P^f rezulta ca : 

m-^ -00 
00 

f(x)=lim 2 f (2mn)sinc[Ti(2-int-n) ] 
m-^ -co n = - « 

Aceasta relaţie est6 utilizata (fara a fi însa demonstrata) si în 
[But.'83]. 

3.1.2.0 modalitate de construcţie a unei baze ortononnale a 
lui L2(R) pornind de la o analiza multirezolutie 

/ 

în [Cri.'65] (pag.168) este data următoarea definiţie: 
Un sistem {Win>inci de subspaţii liniare închise se zice ca formea-
ză o descompunere ortogonala a spaţiului H daca pentru njim avem 

Wn, iar subspaţiul liniar închis generat de U w^ ,coincide 
m€Z cu H. 

în continuare se prezintă modul în care pornind de la o analiza 
multirezoluţie a lui l2(r) se poate ajunge la o descompunere 
ortogonala a acestui spaţiu. 
în acest scop se considera ca spaţiul închis W^ este complementul 
ortogonal al lui v^ în raport cu V^-i. 
Cu alte cuvinte oricare ar fi semnalul f din W™ acesta are pro-
prietăţile: 
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-f XVm . f € , V/r, U Wn, -
în continuare se verifica daca subspaţiile w^ verifica ipotezele 
definiţiei de mai sus. 
în primul rind se verifica condiţia: 

- Daca m n atunci ^m ^n-
în [Cri.'65] (pag.166) este formulata următoarea teorema ; 

Daca E este un subspaţiu liniar închis al unui spaţiu Hil-
bert H, atunci orice element x din H se poate reprezenta în mod 
unic în forma: x=u+v cu u E şi v E-*- (complementul ortogonal al 
lui E în H). 

Pentru E=Vin şi H=Vin.i rezulta ca: 
oricare ar fi f^ din V^ , acesta se poate reprezenta în mod unic 
sub forma: 

fm-1 = fm + gm cu fm-i^V^-i şi gn̂ eŴ  
Dar orice semnal g^ din W^ este perpendicular pe subspaţiul V^ 
şi aparţine subspaţiului Vm-i- Avînd în vedere faptul câ sub-
spaţiul Vm-i este perpendicular pe subspaţiul W^-i rezulta ca 
semnalul g^ este perpendicular pe subspaţiul Win_i. 
Tinînd seama de proprietatea i) a analizei multirezolutie rezulta 
ca: 

adică rezulta ca : gineVni_2 • De aceea rezulta ca 
gm-LWm-2 

Deoarece proprietatea enunţata anterior este valabila pentru 
orice număr întreg m se poate afirma ca W^ -L Win-2- Ultima afir-
maţie este adevărată şi într-un context mai general : 
deoarece gm^Vm-p rezulta ca g^ -L w^.p. 
Notînd m-p=n rezulta ca pentru mĵ n w^ -i- Wn (c.c.t.d). 

018. Mulţimile W^ sînt disjuncte oricare ar fi m€Z. 

D. Daca f€Wm atunci f/v^ , dar: v^ U W^+i deci fĵ Ŵ +i 

Vm=Vin+2 U Wm+2 U W^+i deci 

Vm=Vin+p u Vm+p.i u . . . u w^+i 

deci f^Wm+p 
oricare ar fi numărul natural p. 

019.conform definiţiei 2.2.1. [Cris.65] (pag.167) f^ este 
proiecţia lui f^-i pe V^ iar g^ este proiecţia lui f^-i pe W^. 

în continuare se verifică cea de-a doua ipoteza a descompu-
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nerii ortogonale: 

U W m = L 2 ( R ) . 
mez 

D. Fiind vorba de subspaţii închise: U w^ = u w^ . 

m^Z mez 
Se demonstrează afirmaţia directa : 

Fie f un semnal din U w^. In mod sigur exista un anumit m astfel 
m€z 

încît fewip. De aceea fev^-i şi deci feu V^-i = U V^ =l2(r). 
m^Z mez 

Deci orice semnal din U w^ este şi din l2(r) 
mez 

Se demonstrează afirmaţia inversa : 

oricare ar fi semnalul f din l2(r) f^u V^ = U V̂ , . Deci exista un 
m€z mez 

anumit m astfel încît f^Vm . 
co 

Dar Vm = U Wn,+1 = Vi„+2 u Wm+2 U Wm+I = . . . = v« u { u w ^ + i ) . 

1=1 Avind în vedere ca v„ ={0} rezulta ca pentru orice f din l2(r) 

feu W„,+1 adică feu Wn, . (c.c.t.d.). 
1=1 mfcZ 

Deci pornind de la analiza multirezoluţie {Vn,}n,fez se poate ajunge 
la descompunerea ortogonala a lui l2{r) în subspatiile {Wn,}n,e7 
cu Wm^complementul ortogonal al lui V^ în Vn,_i. 

în [Cri.>65] (pag.168) este formulata următoarea teorema • 
Teorema 2.3.1. Daca mulţimea {W^}^^! este o descompunere ortogo-
nala a spaţiului Hilbert H , atunci orice element f din H se 
reprezintă în forma : 

f = 2 fm 
mfel 

cu fmfeŵ . 
Aceasta teorema sta la baza construcţiilor de baze ortonormale pe 
spaţiul l2(r). in continuare se vor demonstra cîteva propoziţii 
ajutătoare acestui scop. 

39 

BUPT



P7. Daca mulţimea = {f„,,n>n6Z Pentru orice numSr întreg m 
este o baza ortonormala a subspaţiului închis , atunci 
mulţimea B - {i(r n,ez,n6z este o baza ortonormala a lui l2(r). 

D, conform teoremei anterioare , considerînd subspatiile w„ 
construite ca şi complemente ortogonale ale subspatiilor'v^ (care 
definesc o analiza multirezoluţie ) în subspatiil^ v^., ,pentru 
orice număr întreg m şi spaţiul Hilbert H identic cu ^Îr) Lzul-
TA C3 I 
oricare ar fi semnalul f din l2(r, f = ^ ^nde g^ =p„ f= g^f 

mez este proiecţia lui f pe subspaţiul W^. 
rezulta^ca Bm 4ste o baza ortonormala a lui ŵ , 

00 

9m(t) = z cm^n-f m,n(t) 
n=-c» 

unde : 
Cm,n = <gm(t) , f m,n(t)> = <0^ f, % n<t)> 

De aceea orice semnal f€L2(R) se poate exprima îk forma : 

mez nez 
Deci mulţimea B este completa în L2(R). în continuare se demon-
strează ca ea este şi ortonormala . 

Avînd în vedere ca mulţimea B^ este ortonormala , oricare ar 
fi numărul întreg m , este valabila relaţia: 

>l'm,l> = 

1, P=1 

* ^ O, în rest 
In continuare se calculează <i)rp 

Pentru orice număr întreg k semnalul lip ̂ (t) aparţine 
subspaţiului „p , iar semnalul subspŞiClui H r 
pentru p , WiJ.Wp , de aceea : ' ^ 

< 'Pp ,n . f l , n> = 

'=1'm,n''!'m,n> = 1 , P=l=m 

O , pn 
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Deci : 

<în,p ' fl,q> = 
1 , m=l şi p=q 

O , în rest 
In acest mod s-a demonstrat enunţul propoziţiei P7. 

Subspaţiile Wm au clteva proprietăţi 'remarcabile. Acestea 
sint prezentate în [Dau.'88]. 
Prima astfel de proprietate este formulata în cadrul observaţiei 
019. Cea de a doua constituie enunţul următoarei propoziţii: ' 

P8. oricare ar fi semnalul ĝ , apartinînd subspatiului w™ 
semnalul GM(2n>t) aparţine subspaţiului Wq. 

D.Daca semnalul gm(t) aparţine subspaţiului W^ atunci exista 
doua semnale f^-i din Vn,.i şi f„ din v^ astfel încît : 

fm-1 = fm + Qm De aceea se poate scrie ca : 
oricare ar fi numărul real t, gm{2t) = f ^ - i ( 2 t ) 2 t ) . 
Dar oricare ar fi semnalul fm-i(t) din V„,.i semnalul f„,.i(2t) 
aparţine subspaţiului V„,.2 , şi oricare ar fi semnalul f„,(t) din 
subspaţiul Vm , semnalul f„,(2t) aparţine subspatiului Deci 
g„(2t) se poate exprima ca şi diferenţa dintre proiecţiile semna-
lului f de energie finita pe subspaţiile V,„_2 si De aceea 
semnalul g^iat) aparţine subspaţiului W^-i- Repetînd raţionamen-
tul expus se poate demonstra prin recurenta ca semnalul' gm(2®t) 
aparţine subspaţiului Wq. 

Cea de-a treia proprietate a subspaţiilor W^ este : 

P9. în Wo exista un semnal lllo,o(t) astfel încît închiderea 
liniara a mulţimii {I|lo,n(t) }NGZ SA fie chiar Wq, 
unde: 

f m , n ( t ) =2-n'/2,|,o Q ( 2 - m t _ „ ) 

D. oricare ar fi semnalul go(t) din WQ exista semnalul 
f-l(t) care aparţine subspaţiului V.j si semnalul fo(t) care 
aparţine subspaţiului Vq astfel încît : 

go(t) = f_i(t) - fo(t) 
adică : 
go(t) = £ an<t..i,n(t) - S 6n4.o,n(t) = StXn4.-i,o(t-n)-6n<t.o o(t-n) 

n n n 
Deci semnalul go(t) se exprima ca şi o combinaţie de translatate 
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ale semnalelor <t.-i,o(t) fi 4.0,o(t). Elementele acestei mulţimi de 
translatate,indexate dupa n, pot fi privite ca si translatate ale 
semnalului ^0,0 (t). Deci baza din Wq este una'de translatate. 

0 2 0 . Propoziţia P9 completează propoziţia P7 aratînd forma 
bazei din Wq şi anume: 

B„o = {fo,n(t) = f0,0(t-n)}nez 
Tinind seama de propoziţiile anterioare pentru constructia 

unor baze (de undişoare ) pe L2(R),n,ai ramîne sa se explicit4ze 
forma semnalului l|lo,o(t) (care prin tranlatare si scalare 
generează elementele bazei ortonormate , numit undisoara mama ). 
in acest scop poate fi utilizata următoarea propoziţie formulata 
in [Dau.'88] (pag.919). 

PIO. Daca funcţia (t.o,o(t) (generatoarea elementelor bazelor 
ortonormale ale subspaţiilor se exprima prin relaţia : 

't>0,0(t) = 2 Cn-<t>o,o(2t-n) 
n 

atunci funcţia fo,o(t) se exprima cu relaţia: 

fo,o(t)=S (-l)'^-cn+i<t'o,o(2t+n) (3.1) 
n 

O demonstraţie a acestei afirmaţii este prezentata in (Mey. 90] 
Deci pentru construcţia unei baze de undişoare pe l2(r) se poate 
proceda în felul următor: 
T2,P," pocneşte de la analiza multirezoluţie {V^y^ez a lui 
L2(R) folosindu-se bazele ortonormale ale subspaţiilor v, 

-Se construieşte descompunerea ortogonala a lui l2(r) 
<Wm}m€z• 

-Se construiesc bazele ortonormale pe W^ : 
= 2-'n/2i|ro o(2-mt-n)}nez, pornind de la formula (3.1) 

^ -se construieşte mulţimea care este o baza 
ortonormala a lui l2(r) (conform teoremei 2.3.1.). 

3.1.3. Exeaple de baze ortonoraale de undişoare pe L2(R) 

B 1 .( continuarea exemplului El din paragraful 2) 
Forma subspaţiilor V̂ , din acest exemplu este : 
Vm = {f€L2(R) I f-constant pe [2'nn , 2m(n+l)) oricare ar fi n€Z} 
Expresia funcţiei generatoare de baze ortonormale pe aceste sub-
spaţii este : 

4'0,0(t) = -8-[o,i)(t) 
Se verifica cu uşurinţa ca : 
<l>0,0(t) = 4'o,o(2t)+0o,'o(2t-l) (3.2) 
Aceasta relaţie este reprezentata grafic in figura 3.1. 
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0 (t) 
ao 

1/2 1 1 

1 

0,0 

0 V 2 t 

1 
0,0 

1 

0 1/2 1 \ 

Figura 3.1. Verificarea relaţiei (3.2.). 
De aceea cq = 1 şi ci =1 iar c^ = O pentru orice număr întreg k 
diferit de O sau 1. Relaţia (3.1.) devine: 
T0,0(t) = -co^4>o,o(2t-l) '+ Cî (î)o,o(2t) = 4>o,o(2t)-(t)o,o(2t-l) 
Undişoara mama este reprezentata grafic în figura 3.2. 

1- Voott) . î»0 0(2t) 1- î»0 0(2t) 

0 1/2 1 t 
ni fO* ')\ 

Figura 3.2. Undişoara mama pentru exemplul 1. 
Expresia analitica a acestei funcţii este : 

r 1 , 0<t<(l/2) 
To,o(t) =V -l , (l/2)<t<l 

. L O , în rest 
Baza ortonormaia generata pe l2(r) de aceasta funcţie este : 

BH = 
Aceasta este binecunoscuta baza Haar a spaţiului Hilbert L2(R). 

E 2. (continuarea exemplului E2 din paragraful 2) 
Descrierea subspaţiilor vfe.l. şi V^.Ş.l. din acest exemplu este: 
Vg-l- = { f^L2(R) |f (co) = F{f}(co) =0, pentru orice ocu |ol > 71/21") 
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Vn,.ţ-l.={feL2(R)|f(o)= F{f}(o) =0, pentru orice<^cu Ici > 7i/2n'-l> 
De aceea subspaţiile w^-l-pot fi descrise prin relaţia! 
wfi- •-{ f€L2(R)|f(o) =0 pentru orice w din (-»,-7i/( pm-l) ) ir 
(-n/(2n'),7i/(2n>)) u ( n/(2ni-l), „)}. 
Deci pentru orice semnal din w^-1-: 
supp.{f(o) } = -7i/(2n<)] u [ 71/(2"" ) , 71/(2^-1)] 
Expresia funcţiei care generează bazele ortonormale ale spatiilor 
"m' ' este : ' 

= sine (nt) 

Descompunerea acestui semnal în baza spaţiului V.Ş•1• este : 

sinc(Tit) = s sinc(Ti2-ln)sinc[TI(2t-n) ] 

n 

Deci expresia coeficienţilor c^ este : 
Cn = sinc(Tin/2) 

De aceea : 
00 

1fo,o(t) = 2 {-l)nsinc[{7i/2)(n+l)].sinc[n(2t-n)] =iflro o(t) 
n=-oo ' 

Pe baza notaţiei introduse in relaţia de mai sus , se poate 
afirma ca mulţimea (t) = 2-m/2^ este o 
baza ortonormaia a lui l2(r). 

0 2 1 . Funcţia ifo,o(t) este dificil de utilizat avînd în 
vedere expresia sa analitica complicata . O undisoara mama, cu o 
expresie analitica mai simpla, este cea prezentata în lucrarea 
(Wor.,Opp.' 92], a cărei transformare Fourier este : 

1 - K <|u3|<2ri 
(3.5) în rest 

0 = -

în continuare se demonstrează ca folosind aceasta undisoara mama 
se poate genera o baza pe L2(R). $n acest scop se demonstrează 
pentru început proprietatea : 

norm.Ti"' ^ 2^0,n(t) = 2L'O , O (t-n) este o baza orto-normala a lui Wq^-I-. 

Se demonstrează în primul rînd ca : 2l|Jo 
F{2?0,n(t)} = F{2lpo,n(t)> = F{ 2^0, o (t-A) } = e-3-n'^ 
De aceea supp. <f(2?o,n(t) > > = supp. (2^0, O ( > = [-2^,:'] u[rt,2K] şi 
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o, n?fin 
. 1, n=ni 

deci oricare ar fi numărul întreg n,2fo n(t)6w^-l-
se demonstrează ca mulţimea { 2l'o,n(t)}nez este ortonormala . 

<2fo,n(t),2fo,m(t)> = 

= (l/2Ti)<2fo,n(").2fo,m('^)> = 

= (l/ZnXe-j'^n^ijrQ , e-i""» 2ijfo,m(«)> = 

= (1/2TI)[ e:I<̂ (N>-n)d«] = -sinc[Tt(n-m) ] + 2sinc[2rt{n-m) ] =•' 
.TI<|"|<271 ^ 

Deci mulţimea {2l'o,n(t) }nGz este ortonormala . 
în continuare se demonstrează ca aceasta mulţime este si completa 
în subspaţiul wg-l-, 

în acest scop se determina pentru început expresia analitica a 
funcţiei fo,o(t). 

2l'0,0(t) = F-l{p2n(0) =... =(l/2)sinc(7it/2)cos(3Ttt/2) 
unde s-a notat cu Pa(o) expresia o(o+a)-a(o-a). 
De aceea se poate scrie ca : 

21*0,n(t) = (1/2 )• sine [(71/2 )(t-n)].cos[(3it/2){t-n)] 

se va demonstra ca orice semnal din wţ-1- se poate exprima ca si 
o combinaţie liniara de elemente ale mulţimii {2^0 n(t)}nGZ-
Se considera în acest scop sistemul din figura 3.3! 

Xett) 

6i(t) 

oyft) 

Figura 3.3 Sistem de prelucrare a semnalelor din WQ. 
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se calculează spectrul semnalului Xglt): 
Xe(w) = (1/271) (i(o)*27i-62rt('̂ ) ) = 2 i(u.-2rin) 

n 
in figura 3.4 se prezintă un exemplu de astfel de spectru. 

AJ 
-2ir -TT O 

x M 

A 
TI 2H (jj 

n = 1 
Figura 3.4. Un exemplu de aplicare a teoremei de eşantionare a 
semnalelor trece banda, a) Spectrul semnalului de eşantionat ; 

b) Spectrul semnalului eşantionat. 

Pe baza exemplului din figura 3.4. se constata ca : 
y(^) = x((̂ ) 

pentru semnalul x(t) cu spectrul din figura 3.4.a) 
Aceasta proprietate este însa generala , pentru orice semnal din 
WQ (conform teoremei de eşantionare a semnalelor trece banda ). 
Deci pentru orice semnal x(t) din WQ : 

y(t) = x(t) 
Dar; 
Xe(t) = x(t).6i(t) = z x^n)-6(t-n) , iar y(t) = E x(n)^2?0 o(t-n) 

n n 
=S (1/2 )x(n) sine [ (71/2 ) (t-n)]cos [(371/2 ) (t-n)] n 

Deci oricare ar fi semnalul x(t) din W^-l- acesta se poate des-
compune în forma: 

x(t) = S (l/2)»x(n)"Sinc[(7i/2) (t-n)]« cos [(371/2 )(t-n)] 

n 
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cu alte cuvinte orice semnal x(t) din WQ se exprima ca si o 
combinaţie liniara de elemente ale mulţimii {2?o,n(t)}nez. Rezul-
ta ca aceasta mulţime este completa în W^-l-, 

022 Avînd în vedere ca {wfe-l.}^^^ este o descompunere 
ortogonala a lui L2(R) rezulta ca mulţimea: 

= <2l'0,n(t)=2-n/2sinc( (11/2) (t-ni|coş[ (311/2) (t-n)]}nez,»6z 
este o baza ortonormaia a lui L2(R). " " 
Deci orice semnal de energie finita se poate descompune în seria 

x(t) = 2 x„,(t) 
m 

unde cu xn,(t) s-a notat proiecţia pe w„, a semnalului x(t). 
Dar conform celor afirmate mai sus : 

în(t) = 2 cn,,n-2?m,n(t) 
n 

cu : 
Cm,n = < x(t), 2l'm,n(t)> 

Deoarece x^(t) este proiecţia lui x(t) pe wfe-l. , ca o consecinţa 
a teoremei proiecţiei : 

<x(t)-x^(t),2|m,n(t)>=0 adică : 
. <x(t),2fn,,n(t)> = <x„,(t),2fm,n(t)> 

, ^ ^ , '=in,n = <x(t) , 2fm,n(t)> 
S-a demonstrat in acest mod ca : 

= S S c„,n-2l'm,n(t) 
m n 

în continuare se expliciteaza expresia coeficienţilor c„ 
(l/2n) < x^fo) , n(")>' 

unde: 
2!i'm,nM = F{2-n>/22|o ,j(2-int-n)} = . . . =2'n/2e-W 
D.e aceea : 

Cm,n = (l/2rt)<î (co) , 2i»/2e-3'̂ n2'"2fo o(^2n>)>= ... =2'n/2x^(n2ni) 
Deci orice semnal de energie finita'se poate exprima în forma: 

x(t) = s S<x(t),2'frm,n(t)> 2l'm,n(t) 
m n 

sau: 
x(t) = S s sine [ (ri/2 ) ( 2-D>t-n) ] cos [ ( 37i/2 ) ( 2-nit-n) ] 

( 3 . 6 ) 

47 

BUPT



3.1.4. Construcţia unor baze ortononnale de undisoare pe 
L-^CR) pornind de la analiza multirezoluţie {v]j| l }„g2 • ' 

fn acest paragraf se vor construi cîteva noi undisoare mamS 
generatoare de baze ortonormale de undisoare pe L2(R), folosind o 
metoda sugerata în [Hig.'84]. Aceasta m4toda se bazează pe utili-
zarea proprietăţii de inversabilitate a transformării Fourier pe 
spaţiul L2(R) . ^ 
Notînd : 

, 71/(2'̂ )] = { ffcL2(R)|f(c^) =o, ptr. Icol >7l/(2'«)} 
se poate afirma ca spaţiile vg-l- şi sînt echivalente din 
punct de vedere al transformării Fourier deoarece • 
oricare ar fi semnalul f (t) din v„,b.l. "semnalul" f{ĉ ) aparţine 
mulţimii Vj,"--!- • . 
Fie Hn, un spaţiu Hilbert inclus în l2{r) şi spaţiul Hilbert ; 
Hm = < I f(ô ) = F{f(t)> cu f{tKHm}. în contiAuare se demon-
strează următoarea propoziţie : 

P 12. Daca mulţin^a {4.n(t)}nez este o baza ortonormaia pe H„ 
atunci mulţimea {(l/V27i)On(co) este ortonormaia pe H^. 

D.în primul rînd se va demonstra ca mulţimea { { } n r 7 
este ortonormaia. -̂ n' '/nfcZ 
< ( l / V ^ ) 4 . n ( o ) , ( l /V2H)$p(u) )> =[l/(27i)J 0p(o)> = 

n , n=p 
= «J>n(t) ,(J)p(t)>=-

0 , n^p 

in continuare se demonstrează ca mulţimea considerata este si 
completa , pe Hn,. 
Fie f(o) un element al subspaţiului F-l{f(o)} = f(t) care 
este un semnal din subspaţiul Hn,. 
Deoarece {<t>n(t)}nez este baza ortonormaia în H„, , aceasta mulţime 
este completa pe Hn,. De aceea oricare ar fi " semnalul" f (o)'din 
Hj, se poate scrie: 

f(t) = s <f{t) , <t>n(t)> <Pn(t) 
n 

Luînd în ambii membri ai acestei relaţii transformarea Fourier se 
obţine pe baza relaţiei lui Parseval: 

f M = s < 
n 
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Deci orice semnal din % se poate exprima ca si o combinaţie 
liniara de elemente ale mulţimii }n fez-Rezulta 'ca 
aceasta mulţime este completa în 
Enunţul propoziţiei P12 este demonstrat. 
Reciproca acestei propoziţii se poate demonstra uşor pe baza 
teoremei simetriei. • ' 

023.Pentru % = V^b.l. ,se notează % =viî-l-. 

Bazei B„.K.S.={27/2sinc[rt(2-n>t-n)]}nez din v{i|-l- îi corespunde 
baza ortonormaia B„.K.S. = { ( l / ^ / 5 r ^ ) 2 n > / 2 e - j m ^ ) d i n 
va- -.in continuare se construiesc subspatiile wg-1- complemen-
tele ortogonale ale subspaţiilor VjJ-l- în raport cu subspaţiile 

Fie wiS-1- = { f(o) I f M =.F{f(t)}(o) , cu f(t)fewfe-l-} 

în acest capitol s-a demonstrat ca mulţimea {2fm,n(t)}n« este o 
baza ortonormaia in wfe-l- .De aceea mulţimea {a/V̂ rf̂ fn, nM}nfeZ 
este o baza ortonormaia a subspaţiului Wĵ -l-, 

fn continuare se demonstreak o propoziţie, care sta la baza 
metodei de construcţie a bazelor ortonormale de undisoare din 
L-̂ fR) care constituie subiectul acestui paragraf. 

P13. Fiind data funcţia reala uC^) , continua pe porţiuni si 
mulţimea Bg = }nfeZ baza ortonormaia a spaţiului' Hilbert 

, mulţimea pBg = este baza Ortonormaia a 
spaţiului Hj,. 

D. Demonstram ca mulţimea pBg este ortonormaia . 

fi , n=p ' 
= « t > m , n ( ' ^ ) ' ' l>m,p{^-)> = -l, 

[o , în rest 

Se demonstrează ca mulţimea yBg este completa . 
se considera în acest scop elementul din spaţiul H^.Descom-
punerea sa în serie Fourier generalizata în baza Bg este : 

fm(w) = S <fm('̂ ) (3.7) 
n 

Descompunerea semnalului . eiu(v.) în aceeaşi baza este : 
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n 
sau: 
f m ( " ) = r < f n , { c o ) e 3 M ( - ) , ( 3 . 9 ) 

n 
Dar = , 
De aceea relaţia (3.9) devine : 

n 
Aceasta relaţie demonstrează ca orice semnal din Hn, se poate 
eprima ca şi o combinaţie liniara de elemente ale mulţimii 
yBg.Deci acesta mulţime este completa în H^. 
S-a demonstrat ca mulţimea ^Bg este o baza ortonormala a 
spaţiului Hn,. 

024.Daca fin, şi ^ „(o) = (i/yJH) e-3'-n2"̂ 2'n/2.p 
atunci bazei Bg = b„.k.s. din spaţiul v„,d.l. (căreia ii 
corespunde baza ;2-m/23inc(n(2-n.t-n)>„^2 din vfe-l.) îi corespunde 
baza pBg din vĵ -l- cu: 

pBg = giw.K.S. = {(l/̂ /If̂ ) 

bazei°"" ^ ^ atunci 
Bg = { (1/V2n)2fm,n(")}nfez din wg-1-
11 corespunde baza ortonormala : 
wBg = {(l/v/27i)2fn.,n(«)ejW('")}nez a lui wg-1- . 

în continuare se determina condiţiile pe care trebuie sa le 
îndeplinească funcţia w(o) astfel încît baza ortonormala „Bw .. ̂  
obţinută prin procedeul expus mai sus sa fie formita din 
undişoare . 
Pentru ca elementele g4.„»,n(t) ,ale mulţimii gB„ k g sa fie 
undişoare e necesar ca : G W.K.S. N E 

g4'ni,n(t) = 2-"'/2g0Q o(2-"'t-n) 
Aceasta condiţie se exprima în domeniul frecventa astfel-
Pentru orice numere întregi m şi n : 

= (1/V^) - 2 n > / 2 , ^ ( 2m^) 

foJma ^^ v̂ -̂ ere ca orice element al mulţimii gB^.K.s. este de 
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pentru in=n=0 se obţine : 

Deci elementele mulţimii gB„.K.s. sînt undişoare daca : 

adică dac3 : 

= ejv.ia'̂ .c) ^ [-Tt/(2n.) , (3.1,, 

in continuare se prezintă citeva exemple de funcţii u(co) care 
conduc la baze ortonormale de undişoare pe vfe-1-. cu ajutorul lor 
se pot construi bazele ortonormale corespunzătoare pe wfe-1- si 
bazele ortonormale de undişoare pe l2(r) 

B 2. (continuarea exemplului 2 din paragraful precedent) 

= O 
m 

2't'm,n('̂ ) = (1/V2ri) (o) 

2<t>m,n(t) = 2->»/2. sine [n(2-n>t-n) ] 

2BW.K.S. = BW.K.S. 
E 3. (original) 

U3(<->) = (71/2) (sgnto-1) 
e3P}(w) = sgn 

3»m,n(") = 2l>m,n(") -sgn(cj) = j[2$ni,n(") (-jsgn(w))] = 
= jF{H{2«i>m,n(t)}} 

unde cu H s-a notat operatorul Hilbert. 
Deci: 

= F{jH{2(t.m,n(t)}> adică : 
3<l'in,n(T) = JH{2(T.N,,N(T)> = JH{2-M/2SINC [TI( 2-'NT-N) ] } (3.12) 

3BW.K.S. = { 3F{H{24.m,n(t)}>}nez 

3BW.K.S. = <3H{24'm,n(t)}}nez 
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oricare ar fi semnalul f̂ ^ din vfe• 1 • el se poate dezvolta în 
seria: 

fin(t) = S <fm(t) , 34>in,n(t)>34>in,n(t) 
n 

De aceea se obţin: 
undişoara mamS: 

3 ? 0 , 0 ( t ) = S <34)0,o(t) , 34>-l ,n+l(t)> (-1) ̂ 3<t>-l, n (t) ( 3 . 1 3 ) 
n 

baza pe Ŵ j-l- : 

şi baza pe L2(R) : 

Baza 3BW.K.S. a fost introdusa in [Hig.'84] si utilizata în 
[Naf.,lsa.'isa.' 91]. 

E 4. (original) 

= (Ti/2) (sgn(co) +i) 

e:iVî (̂ ) = -sgn(<o) 

4BW.K.S. = <-3F{H{2<^ni,n(t)}>>n€Z 

4BW.K.S. = <-3H{2(Din,n(t)>>n£Z 

4<t>in,n(t) = -jH{20ni,n(t)> ( 3 . 1 4 ) 

4Îp0,0(t)=S<44)0,0(t),4<t>-l,n+l(t)>(-l)n 44>-i,n+l(t) (3.15) 
n 

De aceea ^e poate afirma ca mulţimea t) l^^^z este o 
baza ortonormaia de undişoare pe L2(R). 

O 26 . Alte exemple pot fi obţinute prin rezolvarea ecuaţiei 
funcţionale: 

U(^) =p(2inco) pentru orice m număr întreg 
în intervalul [-71/(2^) , n/(2^) ]. 
in continuare se determina condiţiile pe care trebuie sa le 
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îndeplinească funcţia u(cO) astfel încît baza ortonormaia „B„ = 
U l / m ) • e J P M a lui w^d.l. corespunda"^ unei 
baze ortonormale de undişoare ^Bg a lui wjjj-1-. 
Pentru ca elementele gl|j;,;n(t) ale mulţimii ^Bg sa fie undişoare 
este necesar ca : ' 

gfm,n(t) = • glfo -n) o.ig) 

oricare ar fi numerele întregi m si n. 
Aceasta condiţie se exprima în domeniul frecventa astfel: 
Pentru orice întregi m si n: 

gfm,n(^) = 2'>'/2e-j"n2"'gÎQ (3.17) 

Condiţia revine , avînd în vedere forma elementelor mulţimii „Br, 
la: ' ^̂  9 

2 f m , n M = 2>n/2. e " O, O ( < ) 

Dar mulţimea {2fm,n(t)}nfez este o baza ortonormaia de undişoare 
pe Wft- •. De aceea funcţiile 2?m,n(t) îndeplinesc condiţia 
(3.16). Din acest motiv relaţia (3.18) se mai scrie : 

2m/2 . ^ ̂ , jm,.) e jp (") = 2'n/2. e-:-n2'"2iîio, q ( 2"^) e3M ( ) 

Deci funcţiile p(o) care conduc la baze ortonormale de undişoare 
y f i g pe wjjj-l- trebuie sa îndeplinească condiţia : 

/ 

coe[-27l/(2in),-7i/(2m)] u [71/(2^) , 271/(2^)] ( 3 . 1 9 ) 

îh continuare se prezintă cîteva exemple de funcţii care 
conduc la baze ortonormale de undişoare pe wfe-l.. cu ajutorul lor 
se pot construi noi baze ortonormale de undişoare pe l2(r) 

E 5. 

= = O 

= 1 

= 2Tm,n(t) =2-n»/2sinc [ (7i/2 ) ( 2-int-n) ] cos [ ( 3ti/2 ) ( 2-int-n) ] 

uSBg = <2?m,n(t)}nez * 

53 

BUPT



conform observaţiei 022 , mulţimea {2?m,n (t)}in£z,n€z este o baza 
ortonormaia de undişoare pe L^ (R) , orice semnal de energie 
finita putîndu-se dezvolta în serie Fourier generalizata în 
aceasta baza conform relaţiei (3.6). 

E 6. (original) 

= = (Ti/2) (sgno +1) 

= - sgn(co). 

U6Bg={(l/>/2Tr)2fm,n(^) (-sgno)>n£2;=<(-3/v^)2?m,n(^) (-Dsgnco) 
Dar (-j/v^)[(-jsgnco)2lfm,n(^)] = ( F { H { 2 l | r i n n(t) >> = 

= (l/>/^)F{-jH{2l|rin,n(t)}} 

Deci: 

pgBg = {(l/̂ /27̂ ) F{-jH{2l|Jin,n(t)>>>n€Z 

şi deci: 

neBg = <-jH{2lpin,n(t)>}n€Z 

De aceea mulţimea {-jH{2l|rin,n( t) >}nez,mGZ este o baza ortonormaia 
de undişoare pe l2(r). 
Dar : 

H<2Tm,n(t)> = 2-m/2 sinc[ (71/2) (2-mt-n) ]-sin[ (371/2) (2-int-n) ] 
De aceea se poate afirma ca mulţimea : 

/ 

B2 = {-j2-m/2sinc[ (71/2) (2-nt-n)]sin[ (311/2) (2-mt-n)]}nez,ni€Z 
este o baza ortonormaia a lui 
Orice semnal de energie finita se poate exprima deci în forma: 

x(t) = s s <x(t), -jH{2fin,n(t)>>(-jH{2lpin,n(t)})(3.21) 
m n 

Dar: 

<x(t) ,-jH{2fm,n(t )}> =(l/27i)<i(<o) , - j ( - j sgno) 2ljrin, n ) > = 

= ( l / 2 7 i ) < i ( c o ) , j^(co)> 

adică: 
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<x(t),-jH{2i|iin,n(t)>> = {1/2k)<X (co)e-ju6(") , 2Îin,n('^)> = 

= <-jH{x(t)} , 2fin,n(t)> 

De aceea relaţia (3.21) se mai scrie în forma: 

x ( t ) = - j s s < - j H { x ( t ) } , 2 | „ , n ( t ) > H { 2 f m , n ( t ) } 

m n 

sau ţinînd seama de liniaritatea transformării Hilbert : 

x(t)= -jH<2 2 <-jH{x(t)},2l|I^,n{t)>2?m,n(t)} (3.22) 
m n 

Deci dezvoltarea semnalului x(t) in baza Bj este echivalenta cu 
calculul transformării Hilbert a dezvoltării semnalului -jH{x(t)} 
in Dcizâ B^ 

o 27. Exemplul 6 a fost construit prin analogie cu exemplul 
4. se poate construi cu uşurinţa un exemplu prin analogie cu 
exemplul 3. 

028. în [Hig.'84] au fost date numeroase exemple de baze 
ortonormale de translatate pe WQ , care in aceasta lucrare a fost 
numit spaţiul Palley-Wiener. Toate aceste exemple pot fi folosite 
pentru construcţia unor baze ortonormale de translatate pe L2(R) 
pe baza proprietăţii P7.Ele nu sînt însa baze de undisoare deoa-
rece nu satisfac condiţia (3.19). 

O 2 9 . R e z u l t a t e l e d i n a c e s t p a r a g r a f c o n s t i t u i e g e n e r a l i z ă r i 

a l e c e l o r p r e z e n t a t e î n [ N a f . , i s a . , I s a . • 9 1 ] . 

3.2. Eşantionarea semnalelor de energie finita si banda 
nellBitata 

In paragrafele anterioare au fost prezentate baze ortonor-
male de undişoare pe L2(R) , cele formate din elemente cu expre-
siile analitice cele mai compacte fiind Bi si 83. Modul de con-
strucţie al acestora presupune utilizarea descompunerii orto-
gonale a spaţiului L2(R)(de exemplu în spatiile {wfe-l-} 
semnalul de energie finita se descompune într-o serie ""ai "cărei 
termeni sînt proiecţiile sale pe subspaţiile descompunerii.Fie-
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c a r e d i n t r e p r o i e c ţ i i s e p o a t e c a l c u l a c a s i s e r i e F o u r i e r 

g e n e r a l i z a t a a s o c i a t a u n e i a d i n t r e b a z e l e ' o r t o n o r m a l e " d i n 

s u b s p a ţ i u . E ş a n t i o n a r e a s e m n a l e l o r d e b a n d S n e l i m i t a t a i e s e d i n 

c o n t e x t u l t e o r e m e i w.K.S.. D e s c o m p u n e r i l e p r e z e n t a t e î n c a p i t o -

l e l e a n t e r i o a r e p o t f i p r i v i t e c a ş i t e o r e m e d e e ş a n t i o n a r e 

g e n e r a l i z a t e , d e o a r e c e s e r e f e r a l a s e m n a l e d e e n e r g i e f i n i t a 

c a r e n u s î n t n e a p ă r a t d e b a n d a l i m i t a t a . 

A c e s t e d e s c o m p u n e r i s u g e r e a z ă m o d u l î n c a r e p o a t e f i p r e l u c r a t 

p r i n e ş a n t i o n a r e u n s e m n a l d e b a n d a n e l i m i t a t a . O r i c a r e d i n t r e 

d e s c o m p u n e r i l e p r e z e n t a t e a r e f o r m a : 

= 2 s cn,,n-p?m,n(t) = S (3.23) 
m n 

s e m n a l u l d e e n e r g i e f i n i t a x ( t ) p o a t e f i r e c o n s t r u i t d i n e s a n -

t i o a n e l e Cj„,n- m c o n t i n u a r e s e p r e z i n t ă s t r u c t u r a u n u i s i s t e m 

d e p r e l u c r a r e a s e m n a l u l u i x ( t ) î n s c o p u l o b ţ i n e r i i e s a n t i o a n e l o r 

C m , n r e s p e c t i v m o d a l i t a t e a r e c o n s t r u c ţ i e i s e m n a l u l u i o r i g i n a l p e 

b a z a a c e s t o r a . F o l o s i n d r e l a ţ i a (3.23) s e c o n s t a t a c a p e n t r u 

o b ţ i n e r e a e s a n t i o a n e l o r e n e c e s a r a d e t e r m i n a r e a p r o i e c ţ i i l o r 

s e m n a l u l u i x ( t ) p e s p a ţ i i l e H ^ ( c a r e r e a l i z e a z ă d e s c o m p u n e r e a 

o r t o g o n a l a a l u i L 2 ( R ) ) , x „ , ( t ) . D u p a a c e e a e s t e n e c e s a r a d e s c o m -

p u n e r e a u n e i p r o i e c ţ i i î n b a z a o r t o n o r m a i a a l u i n { t ) } n t z 

i n c o n t i n u a r e s e d e m o n s t r e a z ă c a d e t e r m i n a r e a p r o i e c t i e i ' L ( t ) a 

s e m n a l u l u i x ( t ) p e s u b s p a ţ i u l H ^ s e p o a t e r e a l i z a p r i n f i l t r a r e 

Ş l c a d e s c o m p u n e r e a l u i x ^ ( t ) î n b a z a { p f n , , n ( t ) s e p o a t e f a c e 

p r i n e ş a n t i o n a r e i d e a l a . 

P r o i e c ţ i a p o a t e f i d e s c o m p u s a î n b a z a {plpn, „ ( t ) ^ z î n 

s e n e F o u r i e r g e n e r a l i z a t a : ^ ' ^ 

x ^ ( t ) = s < x ^ ( t ) , p ' p m , n ( t ) > p l p : „ , n ( t ) ( 3 . 2 4 ) 

n 

A v î n d î n v e d e r e t e o r e m a p r o i e c ţ i e i : 

; =0 

s a u : 

pTin,n(t)> = <xn,(t), 

s i d e c i : 

x i n ( t ) = s < x ( t ) , p lpin ,n (t )>pI|Fin ,n (t ) (3.25) 

Dar: 
n 
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x(t)pilr*m,n(t) dt 

In acelaşi timp: 

si deci: 

* pf*n„n (-t) |t=0 = = < x { t ) , p f m , n ( t ) > 
— 00 

Admiţînd c5 baza {pfm,n(t)}nez este una de translatate 
considerînd ca este valabila relaţia : , adică 

rezulta ca : 
i,n(t) = plpm,o(t-n) 

(3.26) 

Valorile <Xm(t) , pip in,n(t)> sînt deci eşantioane ale semnalului 
xi(t) * pfm,o(-'t) obţinute prin eşantionarea acestuia în mod 
ideal, folosind un pas de eşantionare egal cu 1. 
Daca acest semnal eşantionat este filtrat apoi cu sistemul cu 
rSspuns la impuls pfin,n(t) atunci se obţine semnalul : 

^ <̂ m(t),pl|Jm,n> Mt-n) - plfni, o( t) = . . . =Z<Xn,( t) , pirm,n( t) >pipm,n( t) 
^ n 

adică tocmai semnalul x^lt). 
Mai sus a fost descris sistemul care conduce la obţinerea semna-
lului Xin(t) pornind de la semnalul x(t). Acest sistem are schema 
bloc din figura 3.5. 
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(t) 

Figura 3.5. Schema bloc a sistemului de proiecţie 
x(t) pe subspaţiul H^. 

a semnalului 

De aceea sistemul de prelucrare al semnalului x(t) descris de 
relaţia (3.23) este cel cu schema bloc desenata în figura 3.6. 
Relaţia (3.23) şi figura (3.6) sugerează următoarea teorema de 
eşantionare generalizata . 

TI. Condiţia necesara şi suficienta ca un semnal de banda 
nelimitata sa poată fi reconstruit perfect din eşantioane este ca 
el sa fie prelucrat cu un sistem de tipul celui'din figura 3.6. 
Formula de reconstrucţie ̂ ste (3.23). 
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/x.1 (t) 

Figura 3.6. Sistem de eşantionare şi reconstrucţie a unui semnal 
de banda nelimitata. 

030. în cazul în care poate fi realizata o descompunere 
ortogonala a lui L2(R) într-un număr finit de subspatii siste-
mul din figura 3.6. are un număr finit de canale (m ^re un număr 
finit de valori). 

Hn 

o 31. Si în cazul în care elementele bazei spaţiului Hilbert 
sint undişoare aceasta este tot o baza de translatate 

intr-adevar : 
pfm,n(t) = S-ni/Z.piiro o (2-mt -n) = o (2-'"( t-2nin) ) = 

=p'Pm,0(t-2'nn) 
Diferenţa faţa de cazul presupus anterior este ca de aceasta data 
constanta de translatare 2'nn depinde şi de m. De aceea în acest 
caz relaţia (3.26) devine: 

^(t)*p'F*m,n(-t)|t=0 = 

^(^)p?*m,0(x-2mn)dx = x(t) * p1lm,n(-t) 11=2%. 
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" sisten,ului din figura 3.6. poate fi redesenata ca în figura 3.7. puace ti 

m=-1 

) • ^ 

.l(t) 

c. 

.l(t) 

c. X 
IL'uctie''perfectr " " eşantionare şi recon-stxucţxe perfecta a unui semnal de energie finitâ folosind 

undişoare. 

032. în [isa.-92] sînt date exemple de sisteme de ticul 
gu"a r r ^ L ' T l 3.6. Şi 3.7. Pentru sistemul tlgura 3.7. au folosite undişoarele 2'Pm,n(t). 

,, , f C i r c u i t e de eşantionare separa figurile 3 6 

a î c a 3 i f ' ' Prefiltre şi sisteme de ieşire 
InlT. cu răspunsul la impuls ^(t) nu^iJe 
postflitre . Mulţimea prefiltrelor se mai numeşte sf L n T Î 
prefiltre iar mulţimea postfiltrelor banca de "stfiitre 

frecve°nt'a I V ' l T " distribuţia răspunsurilor în 
a v - n r v e t r e - a l î ^ r ^ o ^ ^ ^ ^ r ^ ^ ^ ^^ ^ ^ ' 
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Vot-') V(o.) 

Figura 3.8. Distribuţia răspunsurilor în frecventa ale prefiltre-
lor şi postfiltrelor din figura 3.7. pentru cazul în care se 

foloseşte undişoara mama 2^0 of'̂ ) 
se observa ca prefiltrele realizează o codare în subbenzi a 
semnalului de prelucrat . De asemenea se constata ca pentru un 
semnal de banda limitata de tip trece banda teorema TI se par-
ticularizează la teorema de eşantionare a semnalelor trece banda 
avind în vedere ca suma din membrul drept al relaţiei (3 23) se 
reduce la un singur termen , acela corespunzător' indicelui mn 
pentru care semnalul de eşantionat este inclus în Wn,o. în aceas-
ta situaţie schema din figura 3.7. se reduce la un singur canal 
acela corespunzător lui mQ. Se poate observa ca si în acest caz 
este verificata teorema eşantionării ca şi un caz particular al 
teoremei TI. 

035. Expresia coeficienţilor Cj, „ din relaţia (3.23) este 
ţinînd seama de (3 . 24 ) şi {3.25 ) : 

Cm,n = <x(t) , plllni,n(t)> V- mtz şi v ntz 

Daca pfni,n(t) sînt undişoare atunci se constat! ca: 

= CWTx(2"'n) 

(3.27) 
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Deci sitemul din figura 3.7. poate fi folosit,de exemplu, pentru 
determinarea eşantioanelor transformării undisoare continue 
asociate undişoarei mama 2fo,o(t) = sincf(7i/2)t}cos[(3n/2)t]. 
in general Pot fi eşantioane ale oricărei reprezentări timp-
frecvenţa a semnalului de energie finita x(t) , care se exprima 
printr-un produs scalar. un alt exemplu (decît cel al trans-
formării undişoara în timp continuu) de astfel de reprezentare 
este cea de tip transformare Fourier scurta cu fereastra tempora-
la dreptunghiulara. 

036. Şi analiza multirezoluţie -(V̂ lmez Poate fi utilizata în 
aproximarea semnalelor de banda limitata care foloseste sisteme 
de eşantionare , avînd în vedere ca L2(R) = v „ 
Considerînd semnalul f(t)eL2(R) şi notînd cu P^f proiecţia sa pe 
Vn, este adevărată relaţia : 

f = lim P,„f 
m-r -« 

De^ aceea f poate fi aproximat prin P̂ f̂ , aproximarea fiind cu 
atit mai bun3 cu cît m este mai mic. Daca {0n,,n>n€Z este o baza 
ortonormaia pe V^ atunci : 

in figura 3.9. este prezentat un sistem de aproximare a semnalu-
lui feL^(R) prin analiza multirezolutie. 

nt) 

Figura 3.9. Aproximarea lui f(t) prin analiza multirezoluti le. 
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Prin selectarea ieşirii canalului m cu ajutorul comutatorului 
se obţine aproximarea semnalului f(t) prin semnalul : 

f (t) 
De asemenea se obţin coeficienţii c^^^-
Ieşirea canalului m din figura 3 . 9 .'( Pj^f,proiecţia lui 
reprezintă aproximarea cu rezoluţia m a semnalului f(t) 
Avînd în vedere ca prin intermediul comutatorului K 
selectată ieşirea oricărui canal rezulta ca sistemul 
realizează o analiza multirezolutie. 

r 

Conform [Dau.'88] cunoscînd coeficienţii ĉ ţo n l^i PmO^ P^t fi 
determinaţi pe baza algoritmului lui Mallat coeficienţii CjJţ̂n ai 
oricărei proiecţii P^f cu m>mo.De aceea pentru obţinerea semnalu-
lui f (t) din figura 3.9. nu este necesara utilizarea unui număr 
infinit de canale fiind suficienta structura din figura 3.10. 

K 

f pe V^) 

poate fi 
prezentat 

Figura 3.10. Schema bloc a unui sistem care permite aproximarea 
semnalelor prin analiza multirezoluţie , pe baza algoritmului lui 

Mallat.' 
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Folosind algoritmul lui Mallat pornind de la coeficienţii cin n 
pot fi obţinuţi coeficienţii pentru orice valoare a lui 'n. 
superioara lui mo- Deci pornind de la f{t) se obţin aproximările 
Pmf ale acestuia pentru m>mo , urmînd ca în funcţie de rezoluţia 
necesara , avuta în vedere în aplicaţia considerata , sa 'se 
aleagă aproximarea necesara. Folosind sistemul din figura 3 10 
este deci foarte uşor sa se implementeze o tehnica de aproximare 
adaptiva , fiind necesara doar adăugarea la acest sistem a unui 
bloc de calcul al coeficienţilor cri,,n Pe baza coeficienţilor 
CmO,n fi a unui sistem de apreciere a calitatii aproximării (care 
sa fixeze valoarea momentana a rezoluţiei necesare). 

037. Sistemele de tipul celor prezentate în figurile 
3.6,3.7,şi 3.10 se pot utiliza la eşantionarea adaptiva a sem-
nalelor aşa cum se va vedea în capitolul următor. 

3.3. Concluzii 

In acest capitol au fost prezentate rezultate originale din 
domeniul analizei semnalelor de energie finita . Au fost 
evidenţiate doua cai de aproximare a semnalelor de energie finita 
cu ajutorul unor sisteme de eşantionare , analiza multirezolutie 
Şl descompunerea ortogonala. A fost de asemenea enuntata o teore-
ma care generalizează teorema W.K.S. 
AU fost sugerate caile de implementare a unor tehnici de aproxi-
mare adaptiva a semnalelor de energie finita precum si a unor 
tehnici de eşantionare adaptiva . 
A fost evidentiat rolul central al spaţiilor semnalelor de banda 
limitata Vo^-l. şi wo^-l. în studiul semnalelor din l2(r) 
Au fost date cîteva noi exemple de baze ortonormale ale 
spaţiului L2(R) formate din undisoare. 
Principalele contribuţii originale prezentate în acest capitol 
sînt formulate în observaţiile făcute în fiecare paragraf.Toate 
propoziţiile enunţate , cu excepţia propoziţiei FIO sînt origi-
ridlG. ' 
Plrima observaţie remarcabila este 06 , care simplifica cerinţele 
definiţiei analizei multirezoluţie. Exemplul de analiza multire-
zoluţie E2 este original. Observaţia 017 originala si ea este 
foarte importanta , ea sta la baza analizei erorii de aliere în 
[But.-83] sau [lsa.'92.2] . Sistemul de eşantionare adaptiva 
sugerat de aceasta observaţie este cel care sta la baza 
construcţiei circuitului de eşantionare adaptiva folosit în 
înregistratorul de forme de unda , HP-5183 A care va fi descris 
în capitolul următor. 
în studiul descompunerii ortogonale a lui L2(R) , un loc central 
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îl ocupa propoziţia P7 care este de asemenea o propoziţie origi-
nala . în exemplul 2 din paragraful 3.1.3. se da un prim exemplu 
original de baza ortonormaia de undişoare a lui L2(R) , 
{ll|lm,n(t)>ineẑ  ncz-
Trebuie remarcata şi demonstraţia afirmaţiei din [Wor.,Opp.'92] 
ca mulţimea Bi este o baza ortonormaia de undişoare pe 

(R)^Propoziţiile P12 şi P13 sînt originale reprezentînd 
generalizări ale unor propoziţii formulate în [Hig.'84]. 
Observaţiile 023,024 şi 025 dau exemple de baze ortonormale pe 
spaţiile V^^• 1 • ,V^^-1 • ! Ŵ t»-!- şi Wm^-l- Unele dintre acestea au 
fost utilizate în [Naf.,Isa.,Isa.'91] în scopul elaborării unor 
generalizări ale teoremei W.K.S. Si celelalte pot servi unui 
astfel de scop. 
Exemplele 3 şi 4 din paragraful 3.1.4. sînt originale şi conduc 
la noi baze ortonormale de undişoare pe L2(R). Condiţia (3.11) de 
construcţie a bazelor de undişoare pe L2(R) este originala. şi 
relaţia (3.19) este originala .De asemenea exemplul E6 din para-
graful 3.1.4. este original. 
Observaţia 0.28 este foarte importanta deoarece deschide calea 
construcţiei unui mare număr de noi baze de translatate pe 
.l2(R). 
Teorema TI , principalul rezultat al acestui capitol este origi-
nala. Enunţul acestei teoreme este general , existînd un număr 
mare de particularizări remarcabile. 
Sistemele din figurile 3.6 şi 3.7 constituie noi forme de sisteme 
de identitate destinate prelucrării semnalelor în timp continuu 
prin eşantionare. Ideea codării subbanda este foarte moderna 
fiind frecvent folosita în prezent în vederea artificiala . 
Observaţia 035 arata modul de utilizare a sistemelor descrise în 
figurile amintite mai sus , la calculul eşantioanelor unor repre-
zentări tridimensionale (de tipul celor prezentate în capitolul 
2) ale semnalelor nestaţionare . în viitor rezultatele acestui 
capitol pot fi extinse prin: 

-construcţia altor baze ortonormale de undişoare pe spaţiile 
vfe-1- , vg-l./wlii-l. şi wg.l.. 

-construcţia altor baze ortonormale de undişoare pe L^(R) , 
-utilizarea observaţiei 028 în scopul construcţiei altor 

baze de translatate pe L^(R) , 
-studiul eşantionării reprezentărilor timp frecvenţa , 
-estimarea erorilor de aproximare a semnalelor de energie 

finita prin analiza multirezoluţie respectiv prin descompunere 
ortogonala folosind un număr finit de proiecţii şi un număr 
finit de coeficienţi Cm^n-
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4.Tehnici de eşantionare adaptiva utilizate în construcţia unor 
aparate de mSsurare numerice 

4.1. Introducere 

Unul dintre blocurile care nu poate lipsi din structura unui 
aparat de măsurare numeric este sistemul de eşantionare. Dac5 
acest sistem este realizat în variantS adaptiva atunci 
performanţele aparatului de măsurare sînt superioare.în majorita-
tea aplicaţiilor de eşantionare adaptiva se aleg în aşa fel para-
metrii procesului de eşantionare ( frecvenţa de eşantionare , 
momentele de eşantionare ) încît sa fie minimizata o anumita 
eroare ,specifica acestui proces ( eroarea de jitter , eroarea de 
trunchiere sau cea de aliere). Valorile parametrilor procesului 
de eşantionare sînt modificate pe parcursul realizării sale în 
mod adaptiv în aşa fel încît valorile momentane ale erorii sa fie 
minimizate. în acest capitol se vor prezenta principalele erori 
de eşantionare precum şi procedeele de eşantionare adaptiva care 
conduc la minimizarea lor. Sînt de asemenea date exemple de apa-
xate de măsurare numerice care utilizează tehnicile de eşantio-
nare descrise. 
Operaţiile de eşantionare a semnalelor şi de reconstrucţie din 
eşantioane sînt descrise matematic de teorema W.K.S.. Rezultatele 
acestei teoreme idealizează semnalele si sistemele folosite. 

/ 

Datorita acestor restricţii , rezultatele practice aproximează 
doar modelul matematic. Principalele idealizări făcute de teorema 
W.K.S. sînt: 

- semnalul prelucrat trebuie sa •fie de banda limitata ; -este vorba despre o eşantionare ideala; 
-pentru realizarea reconstrucţiei este necesara utilizarea 

unui filtru trece jos ideal şi un număr infinit de eşantioane. 
Datorita acestor idealizări în'practica apar următoarele tipuri 
d^ erori: 

-eroarea de aliere ; 
-eroarea de trunchiere; 
-eroarea de jitter, 

conform : [Jer.'77],[opp..Wil.•86],[che.,AII.•87] , [But.'83] 
[Tip.'87] , [pap.'66] , [Hig.'85] , [Tem.,Bar.'73] 
Eroarea de ^aliere apare la eşantionarea semnalelor de banda 
nelimitata, in lucrarea de faţa se da o deosebita importata aces-
tui tip de eroare . Eroarea de trunchiere apare atunci cînd 
pentru reconstrucţie se foloseşte un număr finit de eşantioane 
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Eroarea de jitter se manifestS ca urinare a variaţiilor pasului de 
eşantionare. 
Aceste erori pot fi studiate separat sau global. în continuare 
ele se vor studia separat. 

4.2. Eşantionarea adaptiva a semnalelor, cu minimizarea 
erorii de'jitter 

în acest paragraf se analizează eroarea de *jitter, se dau 
exemple referitoare la sursele acestei erori şi se prezintă 
metode de compensare. 
Modelul sistemului de eşantionare ideala şi reconstrucţie 
care ţine seama de eroarea de jitter este prezentat în figura 
4.1. 

X(i) 
O — rx 

6T (t-X(t)) 

1 1 
u 

-TV/T II/T 

y(t) 
—o 

Figura 4.1. Modelul 
ideale şi reconstrucţiei care ţine seama de 

"jitter-r 

eşantionării 
eroarea de 

în cazul cel mai general variaţia pasului de 
eşantionare x(t) este descrisă de o variabila aleatoare 
[Jer.'77] , fSou.'90] , [Jen.'88].în aceasta situaţie şi 
eşantioanele obţinute sînt variabile aleatoare !pe baza 
acestor rezultate a fost conceput osciloscopul cu eşantionare 
aleatoare .Cazul cel mai general este cel în care si semnalul de 
eşantionat este considerat aleator [De S91].Revenind la mode-
lul din figura 4.1 pentru a scădea eroarea cu care semnalul y(t) 
aproximează semnalul x(t) este necesara minimizarea funcţiei 
x(t) la momente de timp multipli de T.Poate fi conceputa o 
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metoda de eşantionare a lui x(t) în care pe baza aprecierii 
erorii de aproximare a lui x(t) prin y(t) s5 se minimizeze 
x(t).o astfel de metoda este una adaptiva cu minimizarea 
erorii de "jitter! 

4.2.1.Generarea erorii de "j itter'în 
de eşantionare multicanal 

cazul sistemelor 

Ipoteza teoremei W.K.S. de limitare în banda a spec-
trelor semnalelor de eşantionat face necesara utilizarea unei 
frecvenţe de eşantionare cel puţin egale cu frecventa Ny-
quist.în cazul eşantionării semnalelor de banda larga e 
necesara realizarea unor circuite de eşantionare de înalta 
frecvenţa.în sistemele de achiziţii de'date aceste circuite 
sînt urmate de convertoare analog numerice rapide.De aceea 
prelucrarea numerica a semnalelor de bandă foarte larga este 
stînjenita de limitările tehnologice în construcţia circuite-
lor de eşantionare precum şi a convertoarelor analog numerice 
rapide.O posibilitate de scădere a frecvenţei de eşantionare 
sub frecvenţa Nyquist (operaţie numita 'subeşantionare) este 
oferita de teorema lui Papoulis [Bro.,Cab.'91 1], 
-fBro. ,cab.-91 2]jBro.,Kar.' 89].Aceasta teorema' utilizează 
sisteme de eşantionare multicanal.Ea poate fi formulata în 
legătură cu schema bloc din figura 4.2. 

x{t) 

Hi(a)) 

H 2 M 

H-IR (GJ) 

x(t) 

Hf,M . i Hf,M 

Figura 4.2. Modelul eşantionării ideale si 
reconstrucţiei perfecte a semnalului' x(t) de banda limitata 

TI/T folosind o frecvenţa de eşantionare de 27i/MT. 
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Un enunţ posibil pentru aceasta teoremS este : 

Reconstrucţia perfectS a semnalului x(t) de banda limitata 
n/T poate fi realizata în urma eşantionării ideale cu o frec-
venţa de M ori mai mica decit'frecvenţa Nyquist folosind 
sistemul multicanal din figura 4.2, daca'matricea : 

Hi (cO) 
HI(CO+C) 

H2(co) 
H2((^+c) Hm (to +c) 

HI(0+(M-1)C) H2(C0+(M-1)C) HM(C->+(M-1)C_) 

unde C = 27X/MT, este nesingulara pentru majoritatea 
lui co din intervalul (-n/T,TI/T) . 

Răspunsurile în frecvenţa ale sistemelor de recon-
strucţie se determina din ecuaţia : 

valorilor 

H-1(CJ)=(I/TM)' 

HMr(^) 

Hir.(to+c) Hir(^+(M-l)c) 
H2r(̂ ^ + (M-l)c) 

HMr ̂•> + (M-l)c) 
Aplicarea acestei teoreme se face cu dificultate datorita 

faptului ca răspunsurile la impuls hk(t) şi hkr(t), k=r7M nu 
sînt unic determinate. 
O modalitate de realizare a unui sistem de eşantionare de 
tipul celui din figura 4.2 este prezentata în figura 4.3. 

Pe baza acestei figuri se constata faptul c5 imper-
fecţiunile liniilor de întîrziere prevăzute pot conduce la 
apariţia jitterului". Acesta afectează reconstrucţia , la ieşirea 
sistemului nemaiobţinîndu-se semnalul x(t) ci doar o aproximare 
a• acestuia.Utilizînd proprietăţile convoluţiei sistemul din 
figura 4.3 poate fi redesenat ca si în figura 4.4. 

Pe baza figurii 4.4 se constata ca la ieşirea 
sumatorului- se obţine un semnal identic cu semnalul x(t) 
eşantionat ideal cu pasul T. 
Deci structura blocului încadrat cu linie punctata în figura 
4.4 .este atrăgătoare pentru etajele de intrare ale aparatelor 
de măsurare numerice de banda larga. 
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x{t) 
o—• 

5MT(0 

T 

1 
-Tî/T TT/T u) 

T ' x(t) 

-TT/T TP/T GJ 

(M-1)T 

T 

-U/T fţ/T to 

Figiirc. 4.3. Schema unui sistem de eşantionare idea-
15 si reconstrucţie perfectă cu M canale. 

r 

x(t) 
o -

I 

&MT(t) 

[ > p — H 

T 
1 

_J TT l 
T 

x ( 0 

(M-1)T (M-1)T (M-1)T (M-1)T 

SMI^) 

Figura 4.4.Schema echivalenta a unui sistem de 
eşantionare ideală şi reconstrucţie perfectă cu M canale. 
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Etajul de intrare din structura unui. înregistrator de 
forme de unda de banda largă care se concepe în pre-ent la 
firma Tektronix este prezentat în figura 4.5, fjen.'90] 
Avînd în vedere faptul c5 sisteme identice (circuite de 
eşantionare,linii de întîrziere , convertoare analog numerice ) 
de pe cai diferite din figura 4.5 introduc întîrzieri diferite 
rezulta ca semnalul x[n] poate fi privit ca fiind obtinut prin 
eşantionarea neuniforma a semnalului x(t) cu un pas T+x(t) 
Momentele de eşantionare pot fi privite ca fiind obtinute 
prin deplasarea momentelor specifice eşantionării uniforme (dp 
forma kT , k€Z) cu intervale de eroare T(kT) ( numite erori de 
decalaj temporal) . 
Prin măsurarea acestor durate (T(kT') 
fi corectata , adică transformata 
neuniforma într-una uniforma. 

), eşantionarea poate 
dintr-o eşantionare 

S o M 

C.A.N.1 
SiCn] Inserează si[n] 

1 ) • C.A.N.1 M -1 zerouri 1 

(M-1)T (M-1)T 

CAN. M-1 
Sm-1 W Insereazâ 

M-1 zerouri 

Sm-1 [n] 

^ Xm( t ) 

C .A .N . ^ 
Sm[n] Insereazâ S m [ n ] 

m ) ^ C .A .N . ^ 
M-1 zprouri 

m 

M-1 

' Sm[n-m] 

Figura 4.5. Schema echivalenta a sistemului 
încadrat cu linie punctata din figura 4.4. 
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în continuare se prezintă o modalitate de măsurare a «rorilor 
de decalaj temporal bazata pe analiza spectrala a semalului 
eşantionat neuniform. 
Analizând variaţia pasului de eşantionare în cazul sistemului 
echivalent celui din figura 4.5 se constata faptul ca semna-
lul T(kT) k€z este,periodic cu perioada M. 

4.2.2.Analiza spectrala a semnalelor esantionate neuni-
form cu variaţie periodica a pasului de eşantionare 

în continuare se prezintă formula spectrului semnalului s[n] 
S(Q) in ipoteza ca momentele la care se realizează eşantio-
narea pe canalul m ,t^ sînt de forma: 

tm=n>T+Xn,+kMT=tn,'+kMT, kez 
conform acestei ipoteze canalul m al schemei din figura 4 5 
poate fi remodelat ca şi în figura 4.6. 

x(M'm) 

CA.N.^ 
Inserare 

zerouri 

Sm Cn] 
f TD 

Inserare 

zerouri 
m 

M ) 

Figura 4.6. Schema bloc a canalului m din figura 4.5. 

Se constata faptul ca : 
Xn,(t) = x(t+tn,' ) . 6MT(t) 

şi ca: 
=(l/2Tt)F{x(t+tn,' )}*F{6MT(t)> = 

00 

= (1/MT) S eljtm' (co-k27l/MT) Xfco -k2Ti/MT ) 
k=-oo 

Daca se considera ca se utilizează convertoare 
analog numerice ideale , în sensul ca eroarea de cuantizare a 
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acestora este nuia , pe baza legăturii dintre spectrul semna-
lului numeric şi spectrul semnalului continual din a cărui 
eşantionare provine semnalul numeric se obţine : 

Sm(^) =Xin(co) I 
^=Q/MT 

Avînd în vedere faptul ca prin inserarea de M-1 zerouri 
se obţine secvenţa : 

Sin[n/M] ;n: M 

Smtn] = 
0/ în rest 

rezulta expresia spectrului : 

Sin(Q)= Sin(MQ) 

Legătura dintre semnalul s[n] şi semnalele s^[n] , m=0,M-l din 
figura 4.5 este: 

M-1 
s[n]= z Sin[n-m] 

m=0 

De acea: M-1 
S(Q) = 2 e'^^m Xin(co) | 

m=0 (j =Q/T 
M-1 eo 
=Se-:i^m(l/MT)Se:itm' (S2/T-k27l/MT) X(Q/T-k2Tl/MT) 
m=0 k=-oo 

adică : 
00 M-1 

S{Q) = (1/T)S(1/M) (Selitm' (Q/T-k2Ti:/MT)e-jSîm)x(Q/T-2kTl/MT) 
k=-co in=0 (4.1) 

conform celor afirmate în paragrafele anterioare semnalul s[n] 
poate fi privit ca fiind obţinut prin eşantionarea uniforma 
afectata de jitter a semnalului x(t), folosind pentru coman-
da eşantionării distribuţia 6T(t+T(t)) unde x(t) este o 
funcţie periodica de perioada MT. 
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Notînd cu s(co) spectrul semnalului obţinut prin eşantionarea 
uniforma cu pasul l/T a semnalului x(t)', formula pentru acest 
spectru se obţine din S(Q) prin înlocuirea lui Q cu CJT [Pop, 
Naf.,ş.a.' 86].Deci: 

00 M-1 
S(co) = (l/T) S (l/M) S el)^' (CO -2K7L/MT) Q-jOTm) x((J-2KTL/MT) 

k=-oo in=0 
(4.1) 

Tinînd seama de modul în care se realizează fizic eşantionarea 
se poate afirma ca relaţia (4.1) exprima spectrul' semnalu-
lui x(t) eşantionat neuniform. 
Daca se considera ca decalajele temporale care afectează fiecare 
canal sînt fracţiuni ale pasului de eşantionare T , adică Xin=rinT, 
atunci momentele t^' se pot exprima cu relaţia : 

tin'=mT-rinT 

Se observa ca momentele de eşantionare t^ se succed periodic 
cu perioada MT şi sînt translatate faţa de poziţiile exacte 
specifice unei eşantionări uniforme (de forma mT) cu valoarea 
^mT. 
Rezulta expresia spectrului semnalului obţinut prin eşantionarea 
neuniforma a lui x(t) : 

00 M-1 
S(C0) = (1/T) 2(l/M)Se-:)l̂ mT(cJ-k27i/MT) e-3ink2Ti/Mx(03 -k2Ti/MT) 

k=-« m=0 (4.2) 
Aceasta relaţie exprima spectrul semnalului x(t) eşantionat 
neuniform cu un pas de eşantionare cu variaţie' pe-
riodica în timp. Formula evidenţiază dependenţa spectrului s(cO) 
de valorile decalajelor temporale r^T, m=0,M-i. 
De aici se naşte ideea determinării valorilor decalajelor 
temporale pe baza calculului spectrului S(0) în cazul unor 
semnale x(t) particulare. 

4.2.3.O metoda de măsurare a decalajelor temporale la 
sistemele de eşantionare multicanal 

A. 
In figura 4.5 este prezentat un sistem de eşantionare cu M 
canale al cărui avantaj în raport cu sistemele tradiţionale 
este faptul ca poate utiliza frecvenţe de eşantionare'de M 
ori mai mici şi convertoare analog numerice de M ori mai 
lente(cu un timp de conversie de M ori mai mare). Datorita 
unor neîmperechieri tehnologice inerente , momentele de 
eşantionare de pe fiecare canal sînt afectate de decalaje 
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temporale. Formula (4.2) exprima spectrul semnalului în timp 
continuu echivalent semnalului s[n] în funcţie de decalajele 
temporale rĵ T , m=0,M-l . 
în continuare se presupune ca expresia semnalului de in-
trare este: 

x(t) = e3^ot 

Avînd în vedere ca expresia spectrului acestui semnal este: 

Xico) = 2TI-6(U.-ujq) 

pe baza relaţiei (4.2) se obţine pentru expresia: 

co M-1 

S(co) =(27I/MT) S[ S e-ir^T(co-k2K/MT)e-jkm27i/M 6(u-Uo-k27i/MT) ] 
k=-oo in=o 

Cu notaţiile : 

f s = l / T 

şi : 
M-1 

A[k] = (l/M) 2(e-jr2TcfO/fs)e-jkm2Ti/M ^̂  
m=0 

expresia spectrului semnalului eşantionat neuniform devine: 

00 

S(^) = (2TI/T) S A[k] 6(co-o.O.K2TL/MT) (4.4) 
k=-oo 

Se poate constata prin verificare faptul ca secvenţa A[k] 
este periodica de perioada M şi ca s(a.) este periodic de 
perioada cjg = 27i/T . 
De acea e clar ca în fiecare perioada a lui 8(00) exista M 
componente spectrale. 
Distanţa dintre doua astfel de componente succesive este CÔ /M. 
Pe baza relaţiei (4.3) se constata faptul ca pentru k = o 7 m 
secvenţa A[k] reprezintă transformata Fourier discreta a 
secvenţei: / 

a[n] =(1/M) ,n=0,M-l ( 4 . 5 ) 
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Considerînd ca expresia semnalului de intrare este : 
x(t) = sin(OQt) 

poate fi calculata expresia spectrului S(ĉ ) , în acest caz por-
nind de la relaţiile (4.3) şi (4.4),pe baza relaţiei lui Euler si 
a principiului superpozitiei. 
Componenta spectrului s(ĉ ) derivata din semnalul are 
expresia din relaţia (4.4) în care se înlocuieşte co. cu -Cĉ . si se 
face împărţirea la -2j. 
Deci: 

00 M-1 
S(a>) = (I/(2j))[(27i/T)S(L/M)S6(co-c^Q-k(2TI/MT) )E-J3:M27CFO/FS E"Jkm( 2TI/M) _ 

k=-oo in=0 

00 M-1 
-(27I/T) 2 (l/M) S 6(c^+cjQ-k(2Tl/MT) ) 27lfo/fs ) • g" jkm ( 27l/M) ] 

Tinînd seama de identitatea : 

e-jkm(27i/M) = ELL [M-K]m ( 2TI/M) 
expresia (4.5) se mai scrie: 

S(^) = (l/(2j))[(2K/T)S(A[k]6(C^-^-k(2Tl/(MT))-A*[M-k]6(o+o.Q.K(2K/MT)a 
k=-co 

Deci şi pentru semnale de intrare sinusoidale se obţine un spec-
tru de intrare periodic de perioada în fiecare perioa-
da gasindu-se M perechi de componente spectrale de module : 
|A[k]|/2 şi |A[M-k]|/2 situate simetric faţa de punctele kĉ e/M la 
distanţe egale cu COQ , k = O,M-1. 

în vedere ca A[k] este transformata Fourier discreta a 
secvenţei a[n] şi ca A*[M-kj este transformata Fourier discreta a 
secvenţei a[-n] rezulta ca transformata Fourier discreta a sec-
ventei__ sin[rm(2Ti(fo/fs) ) ], m=0,M-l este (A[k]-A* [M-k] )/(2 j) , 
k-0,M-1. 
Dar primele M eşantioane ale secvenţei s[n] pentru x(t) definit 
mai sus sînt: 

sin[a)o(tm'-mT)] = -sin[rin( 2nf o/fg) ] 

Avînd în vedere ca secvenţa s[n] este periodica de perioada M, 
rezulta ca transformata Fourier discreta a restrictiei sale la 
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perioada principala este (-A[k]+A*[M-k] )/(2j) , 
discreta a secvenţei s[n], pentru 

n-0,M-l se determina 16M eşantioane ale transformării Fourier 
discrete : (A^rM-k]-A[k])j) , k=0,16M-l. 
Pe iaza acestora se determina M valori ale lui A[k] , k^STiTl 
cu ajutorul transformai Fourier discrete inverse se determi-
na secvenţa a[n] , n=0,M-l. Pe baza acestor eşantioane se calcu-
lează valorile (artfo/fs^Tj^, m=o,M-l. Prin împărţire la 2Rfo se 
obţin valorile r^T , m=0,M-l ale decalajelor temporale introduse 
de cele M canale. 

4.2.4. Metoda de eşantionare adaptiva cu ainiBlzarea erorii 
de jitter în cazul sistemelor de «asurare «ulticanal 

metodei descrise mai sus pot fi deci determinate 
decalajele temporale introduse pe cele M canale din figura 4 5 
Metoda presupune utilizarea semnalului de intrare descris 'de 
relaţia (4.5) şi efectuarea unei transformări Fourier discrete 
urmata de o transformare Fourier discreta inversa 
Jn urma corecţiei , semnalul de intrare se înlocuieşte cu semna-
lul care trebuie măsurat numeric. în urma achiziţiei esantioane-
Icr care trebuie prelucrate în prima etapa a măsurăriiîn timpul 
prelucrării numerice a acestora şi al afişării rezultatului la 
intrarea aparatului poate fi din nou adus semnalul de calibrare 
sinusoidal şi reajustate liniile de întîrziere comandate numeric, 
aaca este necesar. 
Procesul descris mai sus constituie o metoda de eşantionare 
adaptiva cu minimizarea erorii de jitter. 

4.2.5. Etajul de intrare într-un analizor de forme de unda 
ultrarapid 

Dupa cum s-a specificat în paragraful 4.2.1. pentru realiza-
rea unui analizor de forme de unda ultrarapid e necesara utiliza-
rea eşantionării multicanal. 
Datorita întîrzierilor diferite introduse de elementele fiecărui 
canal (linii de întîrziere, circuite de eşantionare, convertoare 
ana.og numerice) apar decalaje temporale între momentele de 
eşantionare ideale şi cele la care are loc în realitate eşantio-
narea. Pentru compensarea acestora poate fi realizata o calibrare 
a etajului de intrare al analizorului care presupune măsurarea 
decalajelor temporale şi scăderea lor cu ajutorul unor linii de 
întîrziere comandate numeric.Metoda de măsurare a decalajelor 
te«porale poate fi cea din paragraful 4.2.3. Structura etajului 
de intrare din cadrul unui analizor de forme de unda ultrarapid 
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este schiţată în figura 4.7. 

SoCn] Inserează 
M-1 zerouri 

SiCnJ 

C.A.N.1 
si[rO 

Insereazd 
1 C.A.N.1 

M-1 zerouri 1 

SmCn] 
Sm[n] 

Inserează 
M-1 zerouri 

Sm-IW 

C A N k x Insereazâ 
M-1 zerouri 

M 1 Insereazâ 
M-1 zerouri 

s[n] 
O 

TFDD 

A[k] 

TFDI 

Figura 4.7. Schema bloc a etajului de intrare al unui anali-
zor de forme de und5 ultrarapid. 

Funcţionarea se realizează în dou5 etape: 
-etapa de calibrare : semnalul x(t) este descris de relaţia 

(4.5). Cele M linii de întîrziere sînt necomandate , ele 
introducînd întîrzieri egale cu multipli întregi de T cuprinşi 
între O şi M-1.Pe baza metodei descrise în 4.2.3. se mSsoarS 
decalajele temporale r^T , m=0,M-l. Se comandă liniile de 
întîrziere numerice şi se înlocuieşte semnalul de calibrare cu 
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cel de analizat. 
-etapa de măsurare : se efectuează măsurarea propriuzisa 

efectul erorii de jitter fiind eliminat. 
Amănuntele de natura practica ( eficienta compensării, 
construcţie) sînt discutate în [Jen.'90]. 

4.3.Eşantionarea adaptiva a semnalelor cu minimizarea erorii 
de aliere 

Dupa cum s-a arătat în introducerea acestui capitol una 
dintre erorile sistematice care apare la reconstrucţia semnalelor 
eşantionate ideal este eroarea de aliere . 
Acest tip de eroare este cel mai important în numeroase procedee 
de prelucrare numerica a semnalelor analogice. 
Orice semnal analogic practic este de durata limitata.Dar orice 
semnal de durata limitata este de banda nelimitata. 
Rezulta ca nici un semnal practic nu respecta ipoteza de limitare 
în banda a teoremei W.K.S. 
Modelul fizic pentru teorema W.K.S. care face"posibiia determina-
rea erorii de aliere este prezentat în figura 4.8. 

\ ^ 

V w 

Sw,f(0 \ ^ 

0 u> 

Sw,f(0 

0 u> 

U w 

o6vw(0 

Figura 4.8. Modelul fizic al eşantionării ideale şi recon-
strucţiei semnalelor de banda limitata. 
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semnalul s„,f(t) este o aproximare a semnalului f(t) a cSrei 
calitate depinde de forma semnalului f(t) si de valoarea 
frecvenţei de eşantionare w. 
Eroarea de aliere notata ea(t) se calculează cu relaţia: 

ea(t)= f(t)-sw,f(t) 

se constata ca şi eroarea de aliere este un semnal în timp conti-
nuu care depinde de forma semnalului f(t) si de parametrul w De 
aceea este mai comoda aprecierea acestei erori prin intermediul 
marginilor sale superioare.Determinării expresiilor acestor 
margini îi sînt dedicate numeroase articole. Principalele rezul-
tate cunoscute precum şi ordinea valorica a acestora sînt prezen-
tate în [isa.'92 3]. 

4.3.1. Margini superioare ale erorii de aliere . cazul 
semnalelor aperlodlce 

în [But..'83] este demonstrat ca pentru semnale cu transfor-
mata Fourier în l1 aproximarea lui f(t) cu Sv, f(t) este cu atît 
mai buna cu cît w este mai mare.Deci are loc relaţia: 

t 

f(t)= lim Sv^^f(t) (4 7) 
W » 00 

Aceeaşi relaţie este demonstrata în cazul semnalelor de energie 
finita în capitolul anterior. 
Aceasta relaţie arată ca cea mai buna cale de scădere a erorii de 
aliere este creşterea frecvenţei de eşantionare . 
Notînd cu h(t) răspunsul la impuls al'filtrului de reconstrucţie 
din figura 4.8 se constata ca : 

00 

sw,f(t) =[f(t)-6i/^(t) ]*h(t)= 2 f(k/w)sinc[7x(wt-k)] 
k=-« 

Folosind relaţiile de mai sus şi proprietăţile transformării 
Fourier se obţine pentru eroarea de aliere expresia; 

" r(2k+l)Tiw 
F(co) elî tdco (4.8) 
(2k-l)Tiw 

00 

e a ( t ) = (l/27i)S (i-e-3k2Kwt) 
k=-co 

unde cu F(co) s-a notat transformata Fourier a lui f(t) 
Folosind exprimarea polara a funcţiei F(co) si presupunînd ca 
semnalul f(t) este real în [Isa.'92 3] este data următoarea for-
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ma echivalenta pentru modulul erorii de aliere ; 
(2k+l)Tiw 

|ea(t) 1= (2/71) I S sin(kTiwt) 
k=l 

|F(co)|sin( (t)F(o) + cjt-kTiwt) doi 
(4.9) (2k-l)Tiw 

De aici rezulta o prima margine superioara a erorii de aliere : 
(2k+l)Tiw 00 r 

|F(co)| |sin((t>F(co) +cot-kTiwt) |dcj= |ea(t) I < (2/71) S Isin(k7iwt) | 
k=l 

(2k-l)7iw 
A ^ =ini(t) (4.10) 
In [Isa.'92 3] se demonstrează ca aceasta margine este inferioara 
tuturor celorlalte margini superioare ale erorii de aliere cunos-
cute deja şi prezentate în tabelul 1. Demonstraţia este unitara 
folosindu-se criterii de majorare succesive. 

Tipul marginii Simbol Expresie Observaţii 

Stickler ins(t) (2/71) 

00 

sin(0(cj).t/2) • 

RW • 1 F(co) 1 d<o 

Tiponuţ m T ( t) 
00 

(2/7i)s( |sin[ (k-l)7iwt] • 
k=l 

•COS(7lWt) 
+ |sin(7iwt) -Bĵ -
•cos[ (k-l)7iwt] 1 

Bk= 

'(2k+l)7iw 

|F(CO) |dCO 

(2k-l)7lW 

Weiss m ^ (1/271) 

' o o 

|F(CO) |dcj 

71W 

Brown m g (1/471) |F(CJ) |dco 

. |co| >71W 

Tabelul 1 
Funcţia e(cj) este definita prin : 

( o , Icol < TIW 
e(cj) = J 

L 2w[ ( |O|-7iw)/27iw]sgno, | Q| > TIW 
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conform [Isa.'92 3] este adevărată succesiunea de inegalităţi: 

|ea(t)| < ini(t) < ms(t) < m^lt) < mw = mg 

Pentru semnale f(t) cu transformata Fourier în L^ toate aceste 
margini sînt convergente. 
Avînd în vedere relaţia (4.7) rezulta ca şi cale de reducere a 
erorii de aliere creşterea frecvenţei de eşantionare w . 
Dar valoarea acestui parametru este limitata tehnologic 
Pe baza relaţiei (4.8) se constata ca modulul erorii de aliere 
scade daca scad valorile modulului spectrului semnalului f(t) în 
afara benzii de frecvenţa [-TIW,TIW]. 
un astfel de rezultat poate fi obţinut daca semnalul, înainte de a 
fi eşantionat/suferă o prelucrare de tipul dilatare în timp. 
O astfel de prelucrare poate fi realizata prin înregistrarea 
semnalului f(t) într-o memorie analogica (de exemplu pe o 
banda magnetica) urmata de redarea sa folosind o alta turatie 
decît la înregistrare.Scalarea în timp se obţine daca viteza 'de< 
rotire a benzii magnetice la redare este dif4rita de viteza de 
rotire a benzii magnetice la înregistrare 
O metoda de acest tip este folosita la analizoarele de spectru 
numerice destinate semnalelor aperiodice [Ran.'88]. 
în cazul acestei metode are loc o schimbare de variabila în 
domeniul frecvenţa, spectrul F(CO) transformîndu-se în spectrul 
l/|a| ̂ (a^/a) . o alta metoda de evitare a erorii de aliere este 
eşantionarea în spectru. 

4.3.2.Cazul semnalelor periodice 

Se considera semnalul periodic f(t) cu dezvoltarea în serie 
Fourier : 

f(t)=s ci-e:îl(2Ti/T)t 
l = -a, 

Expresia transformării sale Fourier este: 

F(a>) =(2T̂  ci6(co -1.271/T) 
l = -oo 

Relaţia permite analiza erorii de aliere pe baza relaţiilor 
stabilite pentru semnale aperiodice . în continuare se presupune 

82 

BUPT



ca este respectata ipoteza de eşantionare coerenta: 

T=N/w, N=2p+1, p€ N (4.11) 

Avînd în vedere ca : 

(2k+l)7iw ri,(N/2)(2k-l)+l/2 < 1 < (N/2)(2k+l)-l/2 
• 27l/T)dt̂  =-< 

(2k-l)7iw (.0, în rest 

şi folosind notaţiile: 

(N/2)(2k-l)+l/2=Lk 
si : / • 

(N/2) (2k+l)-l/2=L]^' 

rezulta ca este valabila următoarea relaţie: 

•(2k+l)Tiw Lv' 
F(oj) eli'̂ tdĉ  = ( 271) S cTejl(27i/T)t 
(2k-l)7iw^ 1=L,̂  

Expresia erorii de aliere în cazul semnalelor periodice devine pe 
baza relaţiei (4.8) : 

« Lk' 
eap(tj= S (i-e-jk27iwt) ^ ciejl(27i/T)t ^2) 

k=-oo I=lk 

Folosind exprimarea polara a coeficienţilor Fourier, expresia 
erorii de aliere pentru cazul eşantionării coerente a semnalelor 
periodice reale devine: 

Lk' 
eap(t)=-4-S sin(k7iwt) s | ci | sin (1 • 27i/T+4)c-kTiwt) (4.13) 

k=l l=Lk ' 

în [lsa.'92 3] sînt determinate expresii pentru marginile 
superioare ale erorii de aliere în cazul eşantionării coerente a 
semnalelor periodice de tipul celor prezentate în tabelul 
1.Aceste rezultate sînt rezumate în tabelul 2. 
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necoerenta , nefiind satisfăcută o relaţie de tipul relaţiei 
(4.11).un filtru de reconstrucţie util 'în cazul eşantionării 
necoerente este filtrul transversal [Pop.,sto.'80].Un'astfel de 
sistem este descris îi> [Naf. , isa. ' 91 ] . 

4.3.3.Eroarea medie patraticS de aliere 

Problema reconstrucţiei semnalelor de banda nelimitata 
eşantionate ideal poate fi privita ca şi o problema de aproxi-
mare a semnalului de banda nelimitata considerat printr-un semnal 
de banda limitata (deoarece în figura 4.8 filtrul de recon-
strucţie este un sistem de banda limitata). 
în continuare se presupune ca semnalul f(t) este de energie 
finita (f(t)€L2) şi ca pentru eşantionare se foloseste frecventa 
w. Semnalul Sv^^f(t) este de banda limitata deci aparţine 
mulţimii : 

Bw^ =<Sw,f(t)CL2|r {s^^f(t)} = 0 ptr. |cj|>Tiw} 

bar are o structura de spaţiu Hilbert închis , subspatiu al 
lui L2 [Hig.'84].se poate aşadar vorbi despre aproximarea 'semna-' 
lului f(t)eL2 cu semnalul 
Deoarece spaţiile B^^ şi 'L^ respecta condiţiile teoremei 
proiecţiei (Riesz) [Sta.,sta.'80], pe baza acesteia poate fi 
determinata cea mai buna aproximare de medie patratica a lui f(t) 
cu elemente din , s^^^f(t). 
Expresia lui s\^f(t)este obţinută în [Isa.'89] pe baza dezvol-
tării în serie Fourier a acestui semnal în baza e a spaţiului 

definita prin : 

e = {(|)n(t):R ^ C | 4)n( t) e. Bv̂ 2 ̂  n e Z> 

Adeasta expresie este: 

00 

s^w,f(t) = S bin4)in(t) 
m=-« 

unde : 

bm = <f(t),4>m(t)> 

Valoarea minima a erorii medii patratice de aproximare este: 
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^min = I I |2 = I |f(t) I |2-| I |2 

Deci valoarea minima a erorii medii patratice de aliere este 
egala cu diferenţa energiilor semnalelor de aproximat si aproxi-
mant . 
Semnalul aproximant reprezintă proiecţia pe a semnalului de 
aproximat .Expresia proiecţiei nu este unica , ea depinzînd de 
alegerea elementelor bazei e. Una dintre cele mai cunoscute baze 
ale spaţiului B̂ ŝ este cea formata cu elementele: 

4>ni{t) = sine [nw(t-m)] , mcz 

Seria Fourier în care se dezvolta semnalul s^v^^f(t) folosind 
aceasta baza se numeşte seria shanon .Expresia celei mai bune 
aproximări de banda limitata din punct de vedere al erorii medii 
patratice a semnalului f(t) devine în acest caz : 

= s f(m/w)-sincLnwit-m)] 
m=-w 

Avînd în vedere legătura dintre spectrele semnalelor f(t) si 

= F(cj) , < TIW 

se constata ca semnalul poate fi obţinut din semnalul 
f(t) prin filtrare trece jos ideala folosind sistemul cu răspun-
sul în frecventa : 

Ha(co) = ^ 
1 , |c:>|<7lW 

O, în rest 

Deci proiecţia semnalului f(t) pe spaţiul B^^ poate fi realizata 
prin filtrare cu sistemul cu răspunsul în frecventa din relaţia 
precedenta. 
Aceasta concluzie este prezentata şi în [Pap.'66] şi [Pap.'83]. 
Deci sistemul de eşantionare idealâ şi reconstrucţie optimal din 
punct de vedere al erorii medii patratice de aliere este cel cu 
schema bloc din figura 4.9. 
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f(t) 
o 

0 0 GJ 
-TTw Ifw' 

0 U) 
-Iw TTw 

Sw.((t) — W o 

Figura 4.9.Modelul eşantionării ideale şi reconstrucţiei 
minimizarea erorii medii patratice de aliere. 

cu 

Avînd în vedere ca sistemul responsabil pentru minimizarea erorii 
^medii patratice de aliere în figura 4.9 este filtrul de la in-
trare , acesta se numeşte filtru antialiasing.în practica se 
utilizează filtre antialiasing realizabile, care aproximează 

^doar funcţionarea filtrului trece jos ideal (care este un sistem 
f necauzal şi deci nu se poate construi).în [lsa.'88] este prezen-
rtat un filtru antialiasing adaptiv . 
Trebuie remarcat faptul ca minimizarea erorii medii patratice de 
aproximare nu conduce şi la minimizarea erorii absolute de 
aliere, cel mai bun exemplu în acest sens fiind fenomenul Gibbs 
[Pop.,Naf.'86]. 
Unul dintre articolele care tratează cel mai eficient problema 
aproximării semnalelor de bandă nelimitată prin semnale de banda 
limitată este [Tem.,Bar.,Mar.'73]. 
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4.3.4.Fazmetru numeric cu eşantionare adaptiva 

Pentru mSsurarea numericS a defazajului dintre semnalele 
xi(t) şi X2(t) periodice de perioada T, este necesari eşantiona-
rea acestor semnale. 
Admiţînd ca dezvoltările în serie Fourier ale acestor semnale 
sînt: 

00 

xi(t) = 2 (t)-e3k2nt/T 

si: I 
00 

k= - o o ^ 

defazajul semnalelor xi(t) şi X2{t) este dat de formula: 

4) = arg{cixj^(t)} " arg{cix^(t)> (4.14) 

Eşantionînd uniform semnalele xi(t) şi X2(t) cu un pas de 
eşantionare = T/N se vor obţine doua semnale xie(t) si X2e(t) 
periodice de perioada T. ' 
Spectrele acestor semnale sînt discrete şi periodice. 
Pentru măsurarea defazajului conform relaţiei (4.14) este sufi-
cient ca eroarea de aliere sa nu afecteze componenta de frecventa 
fundamentala din spectrul semnalului Xie(t) respectiv X2e(t). 
Aceasta condiţie este îndeplinita daca semnalele xi(t) şi X2(t) 
sînt de banda limitata conţinînd cîte Ni respectiv N2 componente 
spectrale de frecvenţa pozitiva şi daca frecvenţa de eşantionare 
este aleasa astfel încît sa fie respectata condiţia: 

1 1 1 
- max{Ni,N2} > 

A T 

Se observa ca aceasta condiţie este mult mai puţin restrictiva 
decît condiţia ca frecvenţa de eşantionare sa fie mai mare 
decît dublul frecvenţei Nyquist: • 

1 ' 1 

> 2 max{Ni,N2} 
A T T 

Deci daca în urma eşantionării se doreşte doar reconstrucţia 
fundamentalei semnalului xi(t) ( sau X2(t) ) poate fi folosita o 
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frecvenţa de eşantionare l A T mult mai mic5 decît frecvenţa 

Nyquist, 2max{Ni,N2} . 
T 

Daca fundamentala semnalului xie(t) ( X2e(t) ) nu este afectata 
de aliere atunci argumentul acestei componente armonice este 
identic cu argumentul fundamentalei semnalului neesantionat xi(t) 
(X2(t)) [Pap.'83] deoarece: 

1 00 

= 2 Ci.Nk P=Î72 
XPE(t) A T k=-« xp(t) 

Intr-adevar daca fundamentala semnalului Xpe(t), p=r72 nu este 
afectata de aliere atunci: 

Cl-Nk = O ptr. K ^ O (4.15) 
Xp(t) 

si deci: 

Ci = Ci p=l,2 
Xpe(t) AT xp(t) 

Conform acestei relaţii: 
arg{ci } 4 arg{ci > p=î72 

Xpe(t ) Xp(t) 
relaţie care demonstrează afirmaţia facuta. 
în continuare se prezintă o modalitate de evidenţiere a prezentei 
erorii de aliere bazata pe măsurarea defazajului'dintre fundamen-
talele semnalelor xie(t-to) şi X2e(t-to) unde to este o 
întîrziere impusa. 
A In acest scop se calculează fazele iniţiale ale fundamentalelor 
semnalelor Xpe(t-to), p=l,2. 
Peaitru semnalele Xpe(t-to), p=î72' se obţine: 

1 00 
Ci = E e-:i(l-Nk)27ito/T d.j^j, (4.16) 

Xpe(t-to) ATk=-oo Xpe(t) 

Folosind notaţia: 
271 

to = e (4.17) 
T 

şi exprimînd coeficienţii Fourier în forma polara, relaţia (4.16) 
conduce în urma separării părţilor reala şi imaginara'ale celor 
doi membrii ai sai la sistemul de ecuaţii:' 
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r 
1^1 I cos [0 c ] = 

xpe(t-to) 
pe 

1 00 

= 2 l^l-Nk |cos [(t> c -(l-Nk)e] (4.18) 
A T k = - « x p e { t ) i - N k x ( t ) 

pe 

|ci I sin [0 c ] = 
Xpe{t-to) ) 

pe 

1 00 

2 |ci-Nk |sin [0 c -(l-Nk)e] (4.19) 
A T k=-oo xpe(t) i-Nkx (t) 

pe 

Prin împărţirea relaţiilor (4.19) la (4.18) se obţine: 

tg(4>c ) = 
^x (t-t ) 
pe 

^ |<̂ l-Nk |sin [4) c -(1-Nk)0] 
k=-« xpe(t) i-Nkx (t) 

pe 

2 l^i-Nk |cos [<t> c -(l-Nk)e] 
Xpe(t) 1-Nkx (t) 

pe 

şi deci faza j^ţiaia a fundamentalei semnalului 
X p e ( t - t o ) , p=l,2'este: 

( 4 . 2 0 ) 
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<}>C ( 0 ) 

^x (t-t ) 
pe 

00 

2 l^l-Nk |sin [<t> c -(1-Nk)0] 
xpe(t) i-Nkx (t) 

pe 
= arctg ^^^^^^ 

00 

S l^i-Nk |cos [0 c -(I-Nk)ej 
xpe(t) i-Nk^ (^j 

pe 
Pe baza relaţiei (4.21) se constata faptul c5 faza iniţiala a 
fundamentalei semnalului Xpe(t-to) este o funcţie de 0. ' 
în cazul în care fundamentala semnalului Xpe(t-to) nu este afec-
tata de aliere, folosind condiţia (4.15), relaţia (4.21) devine: 

sin [<t>c 0 ] 
^x (t-t ) 
pe 

^c (©) = arctg { } (4.22) 
Ix (t-t ) cos [<t>c - 0 ] 

' Ix (t-t ) 
pe 

P=l,2 adică: 

^c (0) = 4>c - 0 P=l,2 
^x (t-t ) Ix (t) 
pe ° pe 

Deci defazajul dintre fundamentalele semnalelor xie( t-to ) şi 
X2e(t-to ), daca acestea nu sînt afectate de aliere, este: 

4>(0) = <t>c ' <t>c 
^x (t-t ) Ix (t-t ) 

l e o 2e 

= 4)c - 4>c 
^x (t) Ix (t) 

le 2e 

= ^c - ^c = 4>(0) (4.23) 
^x (t) Ix (t) 

1 2 
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s-a demonstrat în acest mod ca pentru măsurarea defazajului 
semnalelor xi(t) şi X2(t) este suficienta măsurarea defazajului 
dintre fundamentalele semnalelor xie(t-to) si x2e(t-to), daca 
acestea nu sînt afectate de aliere. Este Evident ca relaţia 
(4.23) trebuie satisfăcută pentru orice ©. Cu alte cuviAte, 
indiferent de valoarea lui 9, funcţia <(.(6) are aceeaşi valoare 
daca alierea nu este prezenta. Constanta funcţiei '<j>(e) este 
bazata pe faptul ca fazele iniţiale ale fundamentalelor semnale-
lor xie(t-to) şi x2e(t-to) sînt în absenta alierii funcţii de 
gradul l în 8. 
Daca fundamentalele semnalelor xie(t-to) şi x2e(t-to) sînt afec-
tate de aliere defazajul dintre ele este:' 

= <t> c - t-c ^ 4.(0) 
Ix (t-to) Ix (t-t<5) 
le 2e 

conform relaţiei (4.21) rezulta ca în acest caz defazajul este o 
funcţie de 0,neconstanta. 
S-a demonstrat în acest mod ca daca fundamentalele semnalelor 
xie(t-to) şi X2e(t-to) sînt neafectate de aliere , 4.(0) este 
constant , iar daca cele doua fundamentale sînt afectate de 
.aliere atunci defazajul dintre ele depinde de 9. 
Aceasta constatare sta la baza construcţiei unui fazmetru numeric 
de mare precizie descris în [Mah."89]. 
Acest aparat măsoară valoarea lui 4>(e), pentru diferite valori ale 
lui 9 şi daca în fiecare caz obţine acelaşi rezultat atunci 
acesta reprezintă defazajul semnalelor xi(t) şi X2(t).Daca pentru 
valori diferite ale lui 9 se obţin valori diferite pentru ({.(9) 
atunci se considera ca efectul alierii este prezent.Pentru elimi-
narea efectului acestei erori se măreşte frecvenţa de eşantionare 
utilizata. Pe baza eşantioanelor achiziţionate'se măsoară noi 
valori ale lui 4.(0) şi se repeta operaţiile descrise mai sus. In 
continuare se lămuresc doua aspecte'ale metodei de măsurare 
descrise mai sus. 
în primul rînd se prezintă modul de calcul al funcţiei 4.(0) cu 
ajutorul eşantioanelor semnalelor xi(t-to) şi X2(t-to). 
in acest scop se calculează valorile cixpe(t-to)' P=î72.Pe baza 
formulei de calcul a coeficienţilor Fourier : 

cixpelt-to) 
Dar: 

Xpe(t-to) e-3C27i/1Jtdt 
T 
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Xpe(t-to)=Xp(t-to)^ (t)=2Xp(mAT-to)6(t-mAT) (4.25) 
in=-oo 

De aceea ; 
fT 00 

S Xp(mAT-to)6(t-mAT) e"J ( 2ti/T) t^T 
O m=-« 

cixpe(t-to)=(l/T) 
Adică: 

N-1 
cixpe(t-to) = <l/T)S Xp(mAT-to)e-j(2Ti/T)mAT (4.26) 

m=0 
Separînd părţile reala şi imaginara ale membrilor drept şi stîng 
ai relaţiei (4.26) se obţine sistemul de ecuaţii: 

N-1 
|cixpe(t-to) l̂ '̂s'̂ c ) = (1/T)S Xp(mAT-to)cos( (27i/T)nv̂ T) 

IXpe(t-to) m=0 

N-1 
|cixpe(t-t^,) |sin(4)c )=-(l/T)S Xp(mAT-to) sin ( (2TI/T)n^T) 

Ixpe(t-to) m=0 

împărţind cele doua relaţii se obţine : 
'N-1 
S Xp(m^T-to)sin( (2Ti/T)mAT) 

m=0 
tg(4)c )= -

IXPE(T-TO) N-1 
S Xp(mz\T-to)cos( (2Ti/T)m£î.T) 

m=0 
Pe baza acestei relaţii se pot determina fazele iniţiale ale 
fundamentalelor semnalelor Xpe(t-to), P=l,2. 

N-1 
S Xp(m^-to)sin( (2Ti/T)mAT) 

m=0 
=-arctg( ) 

IXPE(T-TO) N-1 
S Xp(mAT-to)cos( (2Ti/T)mAT) 

m=0 P=l/2 
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se constata ca prin intermediul lui to=e/(27i/T) defazajul calcu-
lat depinde de valoarea lui 9.Pe baza ultimei relaţii se poate 
determina expresia defazajului dintre fundamentalele semnalelor 
xie(t-to) şi X2e(t-to): 

4)(0)=4)c - (J)c (4.27) 
ixie(t-to) lX2e(t-to) 

, Relaţia (4.27) exprima defazajul ,0(0) în funcţie de esantioanele 
semnalelor xi(t-to) şi X2(t-to). 
Pentru : 

to= e =0 

se obţine : 
[ ' N-1 N-1 

(in̂ T) sin [ ( 2TI/T). mAT] SX2 (m^T) sin [ ( 2TI/T) m^T] 
in=0 . 4>(0)=-arctg(_ ) +arctg( ) 

I N-l N-1 
I 2xi(mAT)cos[ (2Ti/T)mr\T] 2X2 (jnAT) cos [ ( 2Ti/T)mAT] 

m=0 

Deci _pentru aprecierea valorilor funcţiei 4)(0) în punctele 
ek,k=l,M se determina momentele tok=0k/(27x/T), se întîrzie semna-
lele xi(t) şi X2(t) cu aceste cantităţi şi se eşantioneaza semna-
lele obţinute cu pasul T obţinînd semnalele descrise de relaţia 
(4.25).Pe baza acestor eşantioane se calculează defazajul 
<t)(0k).Cel de-al doilea aspect care trebuie lămurit este legat de 
sbluţiile ecuaţiei (4.24) : 

4>(e)=c^(0) ( 4 . 2 8 ) 

unde membrul stîng reprezintă defazajul dintre fundamentalele 
semnalelor xie(t-to) şi X2e(t-to) în ipoteza existenţei alierii 
iar membrul drept acelaşi defazaj în absenţa alierii.' 
Avînd în vedere relaţia'(4.21) cu ajutorul'căreia se poate calcu-
.la membrul stîng din (4.28) se constata ca aceasta relaţie este o 
ecuaţie trigonometrica.Daca valoarea aleasa pentru 0 în cadrul 
algoritmului destinat deciziei referitoare la prezenţa erorii de 
aliere este o soluţie a ecuaţiei (4.28) atunci se poate lua 
decizia de absenţa a erorii' de aliere ihiar în prezenta 
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acesteia.Pentru ca probabilitatea acestei decizii incorecte s3 
fie cît mai mic5 este bine ca numărul de verificări al constantei 
cu e a lui (t)(0), anterioare deciziei referitoare la absenta 
alierii,s5 fie cît mai mare.în [Mah.'89] valorile lui 0 folosite 
pentru aceste verificări sînt generate aleator între O si 2r. în 
figura 4.10 este prezentată ordinograma algoritmului care stă la 
baza funcţionării fazmetrului amintit. 

Se masoarâ 
T 

Se impune 
AT 

Se eşantioneazQ 
Xp(ţ]_ 
P--1.2 

Se calculeazG 

^ (o) 

Se clege 
e 

Se eşantionea-
Xpît-to) 
P - V 

Se calcule czQ 

DA Măsurare 
imposibila 
Măsurare 
imposibila 

I 

Figura 4.10. Ordinograma algoritmului de funcţionare a 
fazmetrului cu eşantionare adaptivă. 
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Avînd în vedere ca pasul de eşantionare aT si întîrzierea tn se 
schimba pe durata unei măsurători de defazaj , eşantionarea 
realizata de aparatul descris este una adaptiva. 
Deci în cazul semnalelor de banda limitata poate fi realizata o 
eşantionare adaptiva care sa anuleze eroarea de aliere a funda-
mentalelor acestora chiar daca nu li se cunoaşte exact banda, 
in cazul aparatului prezentat ar fi interesanta o tratare alter-
nativa bazata pe eşantionarea necoerenta a semnalelor xi(t) si 

(t) . ' 

4.3.5.^ Eşantionarea adaptiva în scopul compresiei de date în 
înregistratoarele numerice de forme de unda 

se vor face în continuare referiri la circuitul de esantio-
iiare adaptiva din structura înregistratorului numeric de forme de 
undă HP-5183 A (ASR). Acest aparat este destinat înregistrării cu 
mijloace numerice a formei de unda a semnalelor analogice aduse 
la intrarea sa. Funcţionarea sa presupune eşantionarea semnalului 
analogic , achiziţia eşantioanelor într-o' memorie numerica , 
prelucrarea semnalului numeric astfel obţinut în vederea îmbuna -
taţirii raportului sau semnal pe zgomot , dupa care urmează 
reconstrucţia semnal ului analogic şi afişarea acestuia. 

în cazul înregistrării semnalelor analogice periodice 
pentru efectuarea operaţiilor amintite , este suficienta 
cunoaşterea eşantioanelor dintr-o singura perioada ale semnalului 
analogic. De aceea nu apar probleme deosebite legate de capaci-
tate în exploatarea memoriei numerice la înregistrarea formei de 
unda a semnalelor analogice periodice. în cazul semnalelor aperi-
odice situaţia este mai complicată . Admiţînd că aceste semnale 
sînt eşantionate cu frecvenţa fixă , rezultă în cadrul unei 
măsurători un număr de eşantioane proporţional cu intervalul de 
timp scurs de la declanşarea achiziţiei semnalului considerat. 
De aceea durata din semnalul analogic care poate fi înregistrata 
este proporţională cu capacitatea memoriei numerice care se 
foloseste. / 
Constanta de proporţionalitate este pasul de eşantionare. 
Rexultă că pentru durate relativ mari ale semnalului aperiodic 
care trebuie înregistrat sînt necesare memorii de capacităţi 
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foarte mari.Pentru o memorie de capacitate impusS durata 
semnalului înregistrat este cu atît mai scurta cu cît frecventa 
de eşantionare este mai mare. 
Dar banda amplificatorului de intrare al înregistratorului de 
forme de unda este direct proporţionala cu frecventa de 

/ r 

eşantionare folosita. Rezulta ca în cazul unui înregistrator 
de forme de unda de banda larga pentru semnale analogice 
aperiodice de durata mare este necesara o capacitate mare a 
memoriei numerice. 
Aceasta nu este însa exploatata eficient daca semnalul de anali-
zat este cu variaţie lenta. Pentru o exploatare eficienta a 
memoriei este necesara în aceste cazuri realizarea unei com-
presii de date. Aceasta operaţie este mai eficienta daca are 
un caracter adaptiv, numărul eşantioanelor memorate fiind core-
lat cu valoarea vitezei de 'variaţie a semnalului care se 
înregistrează. Schema bloc a etajului de intrare în 
înregistratorul numeric de forme de unda HP-5183 A este prezenta-
ta în figura 4.11. 

Xa(t) 
O — XoeCt) O 

xLn] 

-oxp[n] 

1.-filtru antialiasing;2.-circuit de eşantionare şi 
memorare;3.-convertor analog numeric;4.- circuit de 
eşantionare numeric;5.-bloc de estimare a erorii de recon-
strucţie . 

/ 
Figura 4.11. Schema bloc a circuitului de intrare în 
înregistratorul numeric de forme de unda considerat. 

Valoarea frecvenţei de eşantionare fiind fixa 
filtrul antialiasing va fi un filtru trece jos de ordin superior 
care aproximează un filtru trece jos' ideal cu frec-
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venţa de taiere fe/2.Eşantionarea adaptivă este realiza-
ta cu ajutorul circuitului de eşantionare în timp discret 4 
care transforma secvenţa x[n] în secvenţa Xptn]. 
Pasul cu care realizează eşantionarea kocul 4 este variabil 
şi este ales de către blocul 5. Rolul acestui bloc este de a 
aprecia eroarea cu care este aproximat semnalul x[n] de către 
semnalul Xi-[n] obţinut prin reconstrucţia din esantioanele 
Xp[n]. 

4.3.5,1. O metoda de eşantionare adaptiva destinata com-
presiei de date 

Forma lui Xp[n] depinde de pasul de eşantionare folosit în 4 
Deci pentru un pas de eşantionare al4s se determina Xi-[n] si 
se măsoară eroarea cu care acest semnal aproximează semnalul 
•x[n].Daca aceasta eroare este la orice moment de timp inferioa-
ra unei valori impuse atunci pasul de eşantionare poate fi 
crescut.operaţiile descrise mai sus se'repeta pentru noua 
valoare a pasului de eşantionare .Daca se obţine din nou o 
valoare maxima a erorii de aproximare, inferioara valorii 
impuse , se alege o noua valoare (şi mai mare ) a pasului de 
eşantionare.Algoritmul descris se încheie atunci cînd în urma 
ultimei reconstrucţii se constata că eroarea de aproximare 
depăşeşte limita superioara impusa. în aceasta situatie 
se memorează eşantioanele Xp[n] obţinute în iteratia 'ante-
rioara a algoritmului descris. 

4.3.5.2.Criteriul de estimare a erorii de reconstrucţie 
A 
In continuare este descrisă eroarea de aproximare a lui x[nj 
prin Xj-[n] , precum şi o modalitate de mSsurare a acesteia. 
Se considera ca semnalul x[n] este de energie finita 
adică aparţine clasei : 

00 

= {x[n]€C| S |x[n] I 2<oo } 
n=-oo 

Semnalul Xj-[n] este reconstruit dintr-un număr finit de 
eşantioane, deoarece durata lui x[n] este finita , ca urmare a 
faptului ca doar durate finite ale semnalelor analogice 
aperiodice pot fi înregistrate cu ajutorul unui înregistrator 
realizabil.Daca numărul eşantioanelor folosiH:e pentru genera-
— lui xrln] este egal cu M, atunci x^ln] va fi un semnal de rea 
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duratS limitata M. 
Fie 1^2 subspaţiul lui l2 format din semnale de durata limi-
tata M: 

= {xM[n]EC| XM[n] =0 daca ,1, . . . ,M-1} } 

E clar ca Xr[n]fc IM^.Soluţia problemei discutate poate fi 
acum specificata ca fiind cea mai buna aproximare a semnalului 
x[n] de energie finita cu semnale din 
Mulţimea l2 are o structura de spaţiu Hilbert.Produsul scalar 
se exprima pe acest spaţiu cu formula : 

00 

<x,y> = E xln]'Y''[n] 
n=-« 

Norma semnalului x[n] este : 

||x|| = / 2|x[n]|2 
n=-oo 

Se observa ca||x||2 reprezintă energia semnalului x[n] . 
Se poate demonstra [Che.,AII.'87] ca 1M2 este un subspatiu 

Hilbert închis al lui l2 .De aceea pentru determinarea celei mai 
bune aproximări de medie patratica a semnalului x[n] cu sem-
nale de durata limitata M se poate aplica teorema proiecţiei 
(l̂ iesz). 
Conform acestei teoreme pentru fiecare semnal x[n] exista un 
semnal x°[n] care reprezintă aproximarea de medie patratica 
minima a lui x[n] cu semnale din IJ42. 
îh continuare se determina valoarea erorii medii patratice 
de aproximare a lui x[n] cu x°[n] , ||e||2: 

||e||2 = II x[n]-x<^[n]| |2 =<x[n]-x® [n], x [ n ] [ n ] > 

adică: 

||e||2= < x[n], x[n]-x<^[n]> - <x° [n] ,x[n]-x^ [n] > 

sau folosind proptietaţile produsului scalar : 

||e||2 =<x[n],x[n]5-<x^[n],x[n]5 -<x[n] ,x°[n]> + <x<̂ [n] ,x<̂ [n]> 
I 

adică; 

99 

BUPT



t|e|=1|x[n]||2-<x[n],x°[n]>-<x°[n],x[n]>+||x°[n]||2 

sau : 

I|e|=1|x[n]||2-2Re{<x[n],xO[n]>}+||x°[n]||2 

Fie mulţimea : 
f 

B={ |m=0,M-l} 

o baza a spaţiului 
Dezvoltarea în serie Fourier a lui x°[n] în baza B este : 

M-1 
x®[n]= E cĵ (t)]̂ [n] 

k=0 
Pe baza acestei relaţii se obţine pentru produsul scalar 

al semnalelor x[n] şi x^[n] expresia ; 

M-1 M-1 
<x[n],x®[n]> = <x[n] , s cy,<t>y,[n] > = <s C),<t>y,[n] , x[n]>^ = 

k=0 k=0 

M-1 
= S Ck <x[n] , 4>k[n]> 
k=0 

Dar o consecinţa a teoremei lui Riesz este ca semnalul 
x[n]-x°[n] este ortogonal pe toate elementele spaţiului 1^2, deci 
în particular şi pe elementele bazei B. De aceea:' 

<x[n] , 4)k[n]> = <x^[n] , <î>K[n]> = c^ 

De aceea: 
M-1 M-1 

<x[n] , xO[n]> = S |ck|2 = ( s = <x<>[n] , x[nj: 
k=0 k=0 

( 

Dar conform teoremei lui Parseval aplicata pe . 
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M-1 
||xO[n]||2 = 2 |c,,|2 

k=0 

De aceea: 

||e||2 = ||x[n]||2 - 2 ||xO[n]||2 + ||x<̂ [n]||2 

Deci valoarea minima a erorii medii pStratice de aproximare este: = ||x[n]||2 - ||xO[n]||2 (4 29) 

Semnificaţia fizicS a relaţiei (4.29) este ca eroarea de aproxi-
mare minima a semnalului x[n] de energie finita cu semnalul de 
energie finita şi durata limitata M , x^[n] este egala cu dife-
renţa energiilor semnalelor de aproximat şi aproximant. 

4.3.5.3. Descrierea metodei de eşantionare adaptiva 

Prin eşantionarea semnalului x(t) se obţine secvenţa 
x[n].Aceasta se grupează în secvenţe succesive de durata N 
Xi[n], iCN pe masura ce valoarea variabilei t creşte. Pentru 
fiecare dintre aceste secvenţe are loc un proces iterativ de 
determinare a duratei minime'admisibile. Acest proces are 
următoarele etape: 

-se determina transformata Fourier scurta discreta a 
secvenţei Xi[n] Xi[k], k=0,N-l. Se determina energia secvenţei 
Xi[n] pe baza formulei: 

N-1 
Eni = S |Xi[m]|2 

in=0 

-se decimează secvenţa Xi[n] obţinîndu-se semnalul Xii[n], 
de lungime M^. 

-se determina transformata Fourier scurta discreta a 
secvenţei Xii[n] , Xii[k] , k=0,Mi-l. 

-se determina energia secvenţei Xii[n] pe baza formulei : 
Mi-l 

EMi = 2 |Xii[m]|2 
m=0 

-se calculează raportuK 

-se compara acest raport cu valoarea impusa r. 
Daca EM^ i/ENi < r atunci factorul de decimare folosit pentru 
obţinerea secvenţei Xii[n] a fost prea mare.' în caz contrar se 
trece la iteraţia următoare, obţinîndu-se secvenţele 
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Xi2[k] , de durata M2i , energie EM^I şi raportul ĵ /Ê .̂ Dac3 
acesta este superior lui r se trece la iteraţia următoare. Ultima 
iteraţie , cea cu numărul de ordine p,este aceea în care raportul 
EMpi/ENi este pentru prima data inferior lui r. Procesul iterativ 
descris se încheie cu memorarea eşantioanelor secvenţei 
Xip.i[n]. Deci a avut loc o compresie de date numărul 
eşantioanelor fiind scăzut de la valoarea N la valoarea Mp_i. 

4.3.5.3.1. Eşantionarea adaptiva în cazul înregistratorului 
de forme de unda HP-5183 A 

în cazul înregistratorului de forme de unda amintit procesul 
de eşantionare adaptiva se desfăşoară în timp real.Cei p-l pasi 
ai algoritmului descris anterior referitor la secvenţa 
trebuie sa se desfăşoare sincron cu achiziţia eşantioanelor 
secvenţei Xi+i[n]. De aceea operaţiile matematice descrise tre-
buie sa se desfăşoare cît mai rapid, iar numărul paşilor algorit-
mului descris anterior,p, trebuie sa fie cît mai mic.' 

Circuitul ASR (Adaptive Sampling Rate) din structura 
înregistratorului de forme de unda HP-5183 A utilizează un algo-
ritm cu p=2 paşi, raportul Mi/N fiind de 1/64. 

Pentru calculul transformatei Fourier scurte este utilizat 
un circuit specializat cu o structura serie paralel. Pentru 
compararea rapida a raportului de energii cu r se compara dife-
renţa log(EMii/ENi)-logr. 

Reconstrucţia semnalului analogic x(t) din secvenţele 
xi,p-l[n] se bazează pe utilizarea tehnicilor de interpolare 
[Pag.,Fos.'88] sau a metodelor de sinteza descrise în 
[ţem.,Mal.'89]. 

4.3.5.4.0 alta metoda de realizare a eşantionării adaptive 
A 

In cazul metodei descrise în paragraful anterior compresia 
de date poate fi modelată printr-un proces de subeşantionare. 
Efectul eşantionării numerice şi al decimării este echivalent cu 
eşantionarea analogica a semnalului de analizat , cu o frecventa 
mai mica decît cea folosita în realitate. Fixarea frecventei de 
eşantionare echivalente era realizata pe baza unui algoritm 
iterativ. 
Aceasta presupune calculul succesiv al diferitelor valori ale 
energiei E^i , i=l,p şi determinarea secvenţei numerice optime 

Avînd în vedere ca funcţionarea aparatului are loc în timp real 
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este necesar ca algoritmul descris sa fie foarte rapid^durata sa 
limitînd practic banda de frecvenţă a înregistratorului numeric 
descris, o îmbunătăţire se poate realiza daca se elimina carac-
terul iterativ al algoritmului , adică daca stabilirea secvenţei 
optime pentru r fixat se face într-un singur pas. Acest deziderat 
este atins daca eşantionarea se face cu ajutorul unui sistem 
multicanal de tipul celor descrise în capitolul anterior (în 
figurile 3.6, 3.7, 3.9 sau 3.10). Schema bloc a unui circuit de 
achiziţii de date care utilizează aproximarea prin analiza mul-
tirezoluţie este prezentata în figura 4.12. 

Figura 4.li. Schema bloc a unui sistem de achiziţii de date al 
uriui analizor numeric de forme de unda , construit pe baza anali-

zei multirezolutie. 

Problema pe care trebuie sa o rezolve cu prioritate sistemul 
numeric de calcul al analizorului de forme de unda este alegerea 
secvenţei yi[n] cu cea mai mica valoare a lui 1 care înca mai 
satisface condiţia : 

Eyi/EyM > r 

Cu Eyi s-a notat energia secvenţei yi[n] , considerata de durata 
limitata . Durata acestei secvenţe este N.2I , 1 = 0,M. 
Spre deosebire de cazul discut^ în paragraful precedent de 
această data secvenţele yi[n] 1=0,M există simultan. Folosind M+1 
dispozitive de calcul a energiei de tipul__celui discutat 
paragraful 4.3.5.3.1 toate valorile Eyi 1 =0,M pot fi 

in 
calculate 
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simultan. La fel şi valorile rapoartelor Eyi/EyM pot fi obtinute 
simultan. Deci folosind un sistem de calcul cu arhitectura 'para-
lel , în cazul metodei propuse în acest paragraf , secvenţa 
optima poate fi detectata mult mai repede decît în cazul sistemu-
lui propus în paragraful 4.3.5.3. Un astfel de sistem , adaptează 
rezoluţia de aproximare a semnalului de înregistrat , în funcţie 
de caracteristicile locale ale acestui semnal , pastrînd constan-
ta eroarea medie patratica de aproximare. 

4.3.6. Concluzii 

în acest capitol au fost prezentate cîteva tehnici noi de 
eşantionare adaptiva precum şi modul în care se aplica aceste 
tehnici în aparatura de măsurare numerica . Au fost alese exemple 
de aparate de măsurare,foarte moderne,recent lansate pe piaţa. 
Prezentarea a fost facuta la nivel de principiu , evidenţiindu-se 
ideile care stau la baza fiecărui procedeu expus. Pentru' detalii 
constructive ca şi pentru performanţele obţinute de aceste apa-
rate poate fi consultata bibliografia citata în fiecare caz. 
Caracterul unitar al primelor patru capitole ale acestei lucrări 
provine din preocuparea constanta a autorului de a prezenta 
diverse aspecte legate de eşantionarea semnalelor. 
Contribuţiile originale din'acest capitol sînt: 

-clasificarea metodelor de eşantionare adaptiva pe baza 
tipurilor de erori care apar la eşantionarea semnalelor ; 

-calculul spectrului semnalului eşantionat neuniform cu 
pâsul de eşantionare avînd o variaţie periodica (demonstrarea 
relaţiei (4.2)). 
; -stabilirea celei mai mici margini a erorii de aliere mj(t) 

precum şi ordonarea în sens crescător a principalelor margini ale 
erorii de aliere cunoscute: ms(t) ,mT(t) , mv̂  şi mg. 

-calculul valorii minime a erorii medii patratice de aliere 
şi construcţia aproximării care conduce la aceasta valoare; 

-determinarea celei mai bune aproximări de medie patratica a 
unui semnal de energie finita printr-un semnal de energie finita 
şi de durata limitata. Efectul este minimizarea erorii de trun-
chiere . 

-metoda de eşantionare adaptiva bazata pe o analiza multire-
zoluţie prezentata în paragraful 4.3.5.4. 
Alte metode de eşantionare adaptiva cu minimizarea erorii de 
aliere precum şi estimări ale erorii de trunchiere sînt prezen-
tate în [Isa.' 92 1]. 
Preocupări interesante de viitor în domeniul eşantionării adap-
tive a semnalelor par a fi: 
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-determinarea erorii la aproximarea prin analizS multirezo-
luţie ; 

-determinarea undişoarei mama optimala din punct de vedere 
al erorii de aproximare prin analiza multirezolutie , respectiv a 
celei optimale din punct de vdere al aproximării' la analiza prin 
descompunere ortogonala. 

- utilizarea algoritmului lui Mallat în scopul scăderii 
numărului de canale din schema bloc din figura 4.11. 
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5.Noi tehnici de filtrare adaptiva cu aplicaţii la 
prelucrarea semnalelor modulate în frecventa 

/ 

în structura aparatelor de masurS adaptive se folosesc frec-
vent filtrele adaptive. Un filtru adaptiv este un sistem care îsi 
modifica parametrii în funcţie de parametrii semnalului pe care 
îl prelucrează . Modificarea parametrilor filtrului adaptiv se 
face în aşa fel încît valorile ace/stora sa urmărească valorile 
parametrilor semnalului de prelucrat. Dacă acest semnal este unul 
modulat în frecvenţa , singurul său parametru variabil în timp 
este frecvenţa instantanee. De aceea filtrele adaptive destinate 
prelucrării semnalelor modulate în frecvenţa trebuie să aibă un 
singur parametru care să se modifice în timp şi anume frecventa 
centrală sau de tăiere . Filtrele adaptive din'această categorie 
se numesc filtre cu urmărire. 

5.1. Filtre cu urmărire analogice 

Una dintre aplicaţiile de bază ale circuitelor cu calare de 
faza este de a genera semnale a căror frecvenţa să urmărească 
frecvenţa instantanee a semnalului de la intrarea circuitului. în 
acest mod de funcţionare circuitul cu calare de fază (P.L.L.) 
îmbunătăţeşte raportul semnal pe zgomot al semnalului pe care îl 
prelucrează . Această funcţionare este echivalentă cu filtrarea 
cu un filtru trece bandă a semnalului [Mii.'71]. De aceea se 
spune că circuitul P.L.L.este un filtru cu urmărire. 
Aqeastă denumire este improprie , deoarece circuitul cu calare de 
fază generează semnale cu nivel constant şi de formă impusă pe 
cînd nivelul şi forma semnalului de la ieşirea unui filtru sînt 
funcţie de spectrul semnalului de prelucrat şi de parametrii 
circuitului. De aceea în[Zal.'83] este sugerată următoarea 
definiţie: 

Se numeşte filtru cu urmărire , un filtru a cărui frecventa 
centrala sau de taiere are în permanenţa aceeaşi valoare cu 
frecvenţa instantanee a semnalului de la intrarea sa. 

Prin analogie cu circuitele cu calare de fază mai intere-
sante par filtrele cu urmărire de tip trece bşndă . 
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5.2.Filtre cu urmărire de tip trece banda de ordinul 2 

în continuare vor fi prezentate cîteva proprietăţi ale 
filtrelor trece banda de ordinul 2 cu urmărire. Aceste proprie-
tăţi sint valabile pentru filtrele cu urmărire de tip trece banda 
de orice ordin. 
A fost ales exemplul filtrelor de ordinul 2 deoarece acestea sînt 
folosite în construcţia filtrelor de orice ordin superior. 
Demonstraţiile proprietăţilor filtrelor cu urmărire de ordin 
superior se pot face similar cu demonstraţiile prezentate în 
acest capitol. 

Funcţia de transfer a unui filtru trece banda de ordinul 2 
este: 

2fcoos 
H(s) = A 

s2 + 2ţcoQS 

Parametrii acestui sistem sînt : 

-A : amplificarea circuitului la pulsaţia centrala, 
pulsaţia centrala, 

- f : gradul de amortizare al circuitului 

în cazul unui filtru trece banda de ordinul 2 cu urmăriret^o ^^ 
mai este o constanta , fiind valabila ecuaţia: 

^o(t) = cj±(t) 

piilsaţia centrală a filtrului fiind în permanenţă egală cu 
pulsaţia instantanee a semnalului de prelucrat , cOi(t). 
"Răspunsul în frecvenţă" al acestui sistem variant în timp este : 

•ţco COQ (t) 
H(Gj,t) = 2 Aj — (5.1) 

cJo2(t)-co2 + 2jf(̂ cJo(t) . 

Aceasta este de fapt o reprezentare timp-frecvenţă a 
răspunsului la impuls al sistemului considerat. în continuare se 
determina în primul rînd domeniile variabilelortoşi t pentru care 
|H(co,t)| este de valoare extremă . în acest scop se rezolvă 
sistemul de ecuaţii: 
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= O 

i 
9 |H(a.,t) (5.2) 

t 

Soluţia acestui sistem de ecuaţii este curba : 

^o(t) = Ĉ  :5.3; 

un exemplu de reprezentare timp frecvenţa care caracterizează 
comportarea unui filtru trece banda de ordinul 2 este prezentat 
în figura 5.1. 

IH(u3j)l 

IH(c03(t))| 

Figura 5.1 Reprezentarea timp frecvenţa a modulului răspun-
sului în frecvenţa al unui filtru trece banda de ordinul 2 cu 

urmărire. ' 

Analizînd figura se constata prezenţa unor secţiuni semnifi-

108 

BUPT



cative ale suprafeţei \H(cj,t)\ 

-intersecţia dintre suprafaţa |H(cj,t)| şi planu! 
{( ̂^ / tp) I , p€Z fixat} . Aceasta curba se va nota' |H(a> ,tp) 
sau cuo^=c^(tp). în continuare aceasta curba se v< 
numi caracteristica momentana de modul. Ea descrie comportarea îi 
domeniul frecvenţa a filtrului trece banda de ordinul : 
cu urmărire, la momentul tp. La fel se poate vorbi despre carac-
teristica momentana de frecvenţa a filtrului cu urmărire , car^ 
este curba sau despre caracteristica momentana de faza c 
filtrului cu urmărire care este curba arg{H(cj,c^p)}. 

-intersecţia dintre suprafaţa |H(cj,t)| şi planul vertical c 
cŞrui urma pe planul este curba de ecuaţie (5.3). AceastS 
6v,ri>S ee va nota jH(Oo£t)}| şi se va numi în continuare caracte -
ristica globala de frecvenţa . Reprezentarea sa grafica est€ 
prezentatS în figura 5.2. 

1H(woft))l -IH(coo(t))| 

a. 
U) 

b. 

Fiţntra 5.2 Caracteristica globala de modul a 
*ur»arire de ordinul 2 a) în domeniul timp , b) 
[ frecvenţa . 

filtrului cu 
în domeniul 

în funcţionare , filtrul cu urmărire trece printr-o 
^«ucc^ciune de stări , în fiecare dintre acestea el se comporta ca 
iţi uii sistem invariant în timp. 

exemplu la momentul tp filtrul cu urmărire poate fi identifi-
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cat cu sistemul invariant în timp cu răspunsul în frecventa 
cu c^=Oo(tp). 

5.2.1. Legătura dintre transformarea undlşoara în timp 
continuu şi filtrele analogice cu urmărire 

Fie : 

venţa ale filtrului cu urmărire de la momentele tp şi tq 
Se determina legătura dintre caracteristicile momentane de frec-

cu urmai 

IjţACJU^ 
H(c:o,cjp) = 

şi : 

C0q2 -o2 + 2jţQXJq 

sau pe baza relaţiei (5.4) : 

2jfAO{aUp) (^/a)Op 
= = 2j A 1 

a2c^2 . (co/̂ ) 2 + 2 j f( Ŝ a)̂ Jp 

=H(^/a ,cOp) (5.5) 

Facînd notaţia : 
1 

= ^^(o) 
-jo: 

se constata ca : 

Tl(^) = H(c^,Op) 

Substituind ultimele doua relaţii în relaţia (5.5) se obţine : 

v/â 
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Avînd în vedere semnificaţia fizic3 a lui H(u>,wp) (adic5 ( u> ) ) 
de răspuns în frecvenţa al unui sistem invariant în timp rezulta 
ca li se poate aplica transformarea Fourier inversa funcţiilor 
din cei doi membri ai ultimei relaţii , obţinîndu-se : 

= v^fiCat) , aeR+ (5.6) 

Deci funcţiile I|Ja(t) sînt undişoare. 
Avînd în vedere semnificaţia fizica a funcţiilor ,acOp) 
funcţiile ^a^t) pot fi numite răspunsuri la impuls instantanee 
ale filtrului cu urmărire . De aceea răspunsul filtrului cu 
urmărire la semnalul x(t) este semnalul : 

y(t) = x(t) * i|Ja(t) 

Dar membrul drept al acestei relaţii reprezintă tocmăi transfor-
marea undişoara în timp continuu a semnalului x(t) . 
Deci filtrul cu urmărire răspunde la semnalul x(t) cu semnalul 
CWTx(a,t). Parametrul de scalare a este raportul pulsaţiilor 
centrale ale filtrului : 

CJoCtq) 
a = 

^o(tp) 

determinate la doua momente de timp. Fixînd unul dintre acestea , 
de exemplu tp se observa ca a se modifica în timp urmărind 
variaţia lui ̂ o(tq) care este identica cu variaţia lui ̂ i(tq) (s-
a considerat tq ca şi variabila ). 
Daca semnalul de intrare x(t) este modulat în frecvenţa cu modu-
lator liniar : 

x(t) = Ao-cos(/Jt2) 

aţunci ; 

^p = ̂ o(tp) = ̂ i(tp) = fîtp 

si: 
f 

^q = ̂ o(tq) =^(tq) = fîtq 

De aceea : 
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cj-q tq 
a = 

^P tp 
adică parametrul a este un raport de momente (factor de scala ) 
aşa cum s-a introdus aceasta mărime în capitolul 2. 
S-a demonstrat aşadar ca filtrul cu urmărire permite calculul 
transformării undişoara în timp continuu a semnalului modulat în 
frecvenţa de la intrarea sa pe curba (t, kc:»o(t)) unde k este o 
constanta. Rezulta ca folosind un filtru cu urmărire pot fi 
determinate secţiuni ale reprezentării tridimensionale de tip 
undişoara ( undişoara mama fiind tocmai răspunsul la impuls al 
filtrului ). 

5.2.2. Proprietăţile filtrelor cu urmărire de tip trece 
banda de ordinul 2 

Deoarece răspunsurile la impuls instantanee ale filtrului cu 
urmărire sînt undişoare , acest sistem va putea fi caracterizat 
pe baza proprietăţilor acestor funcţii. De aceea sînt valabile 
următoarele propoziţii; 

PI. Daca momentele de timp tp şi tq sînt alese astfel încît 
raportul pulsaţiilor instantanee ale semnalului de la intrare 
calculate la aceste momente (tq)/o^ (tp) sa fie egal cu a , 
frecvenţa centrala a caracteristicii momentane a filtrului la 
-momentul, tq va fi de a ori mai mare decît frecvenţa centrala a 
caracteristicii momentane la momentul tp. 
Aceasta proprietate rezulta din faptul ca în cazul unui filtru cu 
urmărire c^o(tp) =^i(tp) şi c^o(tq) =H(tq). 

P2. în condiţiile de la PI , banda la -3dB a caracteristicii 
momentane H(co,coq) este de a ori mai mare decît banda la -3dB a 
ca:racteristicii momentane . 

Aceasta propoziţie se poate demonstra pe baza proprietăţilor 
undişoarelor prezentate în capitolul 3. De fapt propoziţia P2 
este o formulare a caracterului de analiza cu factor de calitate 
constant (Q) a transformării undişoara în timp continuu. 
Proprietatea poate fi verificata şi prin calcul direct, deoarece: 

1 

= H(^/a ,COp) 
Va 
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Notînd cu Bp lăţimea benzii la -3dB a caracteristicii din 
condiţia : ^ 

/ 

i^/a) e, [^-Bp/2 ,C^+Bp/2 ] 

se obţine condiţia ; ' f 

"'^["q-Bq/2 , c^+Bq/2 ] 
unde Bq=aBp. 

Deci filtrul cu urmărire poate fi descris printr-o succesiune de 
filtre trece banda cu Q constant. 
în continuare se vor prezenta cîteva proprietati ale caracteris-
ticilor momentane de modul respectiv de faza 

Expresia caracteristicii momentane de modul a unui filtru cu 
urmărire trece banda de ordinul 2 este : 

IcolCJoltr.) |H(o, t^) | = |H ( o . c o „ f t ^ n | = 

y (^02(tp)-w2)2 + 4ţ2cj2OQ2(tp) 

în practica condiţia (5.2) nu poate fi îndeplinita pentru oriceco, 
de aceea este raţional sa se considere ca ea are loc doar într-un 
anumit interval de frecvenţe , By , numit banda de urmărire a 
filtrului adaptiv , adică : 

, - Bu/2 ,"oo + Bu/2 ] (5.7) 

De aceea răspunsul filtrului cu urmărire va fi considerat în 
continuare de forma : 

2j?AC04)(t) 
=A , 0=Ct,(t),Co&tOoO-Bu/2 ,CJt5o+Bu/2] 

H(",t) =< 
a^fAcoc^O 

, în rest 

fiind o constantă . 

Pe baza figurilor 5.1 şi 5.2.b) şi a relaţiei (5.7) se poate 
formula următoarea proprietate a filtrelor cu urmărire de tip 
trece banda de ordinul 2: 
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P3. In banda de urmSrire modulul răspunsului în frecventa al 
unui filtru trece banda cu urmărire de ordinul 2 este maxim.' 

Cum s-a arătat în paragraful anterior cu ajutorul filtrului 
cu urmărire cu răspunsul în frecvenţa H(c^,t) poate fi determinata 
reprezentarea timp-frecvenţa de tip undişoara a semnalului x(t) 
(pe care îl prelucrează filtrul cu urmărire ) CWTx(a,t) pe contu-
rul a=kC0j^(t). Si un filtru trece banda cu frecvenţa centrala 
comandabila electric (care nu este un filtru cu urmărire) imple-
mentează tot o transformare undişoara în timp continuu. în acest 
caz însa parametrul a are o lege de variaţie în timp de forma: 
a=k^Ui(t) unde Ui(t) este tensiunea cu care se comanda 
frecvenţa centrala a filtrului, şi acest sistem poate fi folosit 
pentru determinarea unei secţiuni prin reprezentarea 
doar ca urma acestei secţiuni pe planul (o,t) este curba 
a = kui(t) . Evident ca daca funcţiile Ui(t) şi sînt iden-
tice atunci filtrul comandat devine unul cu urmărire. 
Semnificaţia proprietăţii P3 este că dintre toate filtrele coman-
date cel care asigura răspunsul cu cea mai mare amplitudine este 
filtrul cu urmărire. De aceea se poate afirma că secţiunea repre-
zentării CWTx(a,t) determinata de prelucrarea semnalului x(t) cu 
filtrul cu urmărire este aceea care conţine maximele acestei 
reprezentări: 

CWTx(kOi(t),t) = max CWTx(a,t) 
a 

conform acestei relaţii proiecţiile maximelor reprezentării 
CWTx(a,t) pe planul (co,t) sînt situate pe curba (X (t) . Această 
observaţie poate fi utilizată pentru măsurarea frecvenţei instan-
tanee a unui semnal pe baza reprezentării sale tridimensionale de 
tip undişoara în timp continuu. 

în figura 5.3 sînt reprezentate în acelaşi plan cîteva 
caracteristici momentane de modul precum şi modulul caracteris-
ticii globale de frecvenţă ale filtrului cu urmărire caracterizat 
di relaţia (5.8) . 
Pe baza acestei figuri se poate formula o altă proprietate a 
filtrelor cu urmărire: 

P4. Modulul caracteristicii globale de frecvenţă a unui 
filtru cu urmărire este o bună aproximare a modulului caracteris-
ticii de frecvenţa a filtrului trece bandă ideal. 
Se observă că aproximarea este cu atît mai bună cu cît banda de 
urmărire, B^, este mai largă şi cu cît filtrul trece bandă cu 
urmărire este mai selectiv (caracteristicile momentane de modul 
sînt mai înguste), adică are un factor de calitate, Q ,mai mare. 
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IH(co.u)i)| IH(u).COoo)| IH(u).U)c;)| 

IHCcOo (t))| 

^ co 

Figura 5.3. Reprezentările caracteristicilor de modul, 
globalS şi momentane ale unui filtru cu urmărire de tip trece 

bandă de ordinul II. 

O caracteristică de tipul celei din figura 5.3. obtinută 
experimental cu ajutorul unui circuit construit de autor' este 
prezentată în [Isa.'91]. 

în continuare se analizează cazul în care pulsaţia centrală 
a filtrului adaptiv este în permanenţă egală cu o fracţiune din 
pulsaţia instantanee a semnalului 'de intrare. în 'acest caz 
relaţia care descrie procesul de urmărire se scrie: 

ko.^(t) , ko = constantă (5.9) 

Expresia răspunsului în frecvenţă al filtrului cu urmărire de-
vine : 

2-A-ţ -ko 
koCoo(t), 

1-kg + 2-j-t-ko [^OO-Bu/2, ̂ OO+Bu/2] 

,t) = (5.10) 
2-A-t -C^QOO 

Proprietatea P3 se poate reformula în acest caz în forma: 
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P5. Un filtru adaptiv pentru semnale modulate în frecventa 
la care urmărirea se face conform relaţiei (5.9) are caracteris-
tica globala de frecvenţa de valoare constanta în banda de 
urmărire. Valoarea acestei constante este: 
(2-A-f-ko)/[(l-k6)+2-j-f.ko]. 

Legătura dintre caracteristica globala si caracteristicile 
momentane ale unui filtru cu urmărire se pune'în evidenţa cînd se 
analizează îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot X pe care o 
introduce acest sistem în comparaţie cu un filtru trece banda 
obişnuit. 
Considerînd ca semnalul modulat în frecvenţa care trebuie prelu-
crat, x(t) este afectat aditiv de zgomotul'n(t) şi ca pulsaţia sa 
instantanee se modifica între valorile cĵ  şi' Oj^, banda de 
trecere necesara unui filtru trece banda tradiţional pentru 
prelucrarea acestui semnal este ^t = ' 

In cazul în care prelucrarea se face cu un filtru cu 
urmărire este necesar ca B^ = Bt, banda caracteristicilor momen-
tane de frecvenţa putînd fi mult mai îngusta. 

Valoarea maxima a benzii unei caracteristici momentane de 
frecvenţa este necesar sa fie {2-k-q) . 

Daca filtrul cu urmărire are un factor de calitate mare este 
uşor sa fie îndeplinita condiţia; 

OK 

2-71-Q 

< COw - CĴ  M m 

Aceasta relaţie exprima legătura între valoarea maxima a benzii 
-unei caracteristici momentane de frecventa a filtrului cu 
urmărire şi banda filtrului fara urmărire necesar pentru filtra-
^rea aceluiaşi semnal x(t). Valorile benzilor echivalente de 
zgomot ale filtrului cu urmărire şi fara urmărire echivalent (din 
punct de vedere al semnalului' x(t) sînt proporţionale cu 
^̂ /.(2-71-Q) şi ^ -
^ Îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot introdusa de filtrul cu 
urinarire în comparaţie cu cel fara urmărire echivalent, X este 
proporţionala cu raportul benzilor lor echivalente de zgomot. De 
aceea este valabila relaţia: 

/ 

% > 1 

O evaluare pentru ^ este prezentata în [Isa.'91] pentru cazul 
filtrului cu urmărire construit de autor, amintit mai sus. 
Aceasta proprietate este fireasca avînd în vedere ca la fiecare 
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moment de timp filtrul adaptiv poate fi caracterizat printr-un 
filtru adaptat la semnalul de intrare (avînd frecventa centrală 
Identica cu frecvenţa instantanee de la acel moment a' semnalului 
de la intrare). 

îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot realizata prin 
utilizarea unui filtru adaptiv (cu urmărire) în locul unui filtru 
trece banda tradiţional este cu atît mai mare cu cît factorul de 
calitate al filtrului adaptiv este mai mare. 

in cazul caracteristicilor de faza ale filtrelor cu urmărire 
de ordinul 2 exista proprietăţi echivalente pentru P3 ^ P5. 

Caracteristica de faza a sistemului adaptiv este; 

(Î>H( , t) = arctg 
a8(t) -

Reprezentarea tridimensionala a acestei caracteristici 
prezentata în figura 5.4. este 

^HK(t)) 

CJ =CJo(t) 

Figura 5.4.Caracteristica de faza a răspunsului în frecventa 
al unui filtru cu urmărire de tip trece banda de ordinul 2. 
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Cu /^K) s-a notat caracteristica momentană de faz5 la 
momentul tĵ . 

în figura 5.5 se prezintă caracteristica globală de fază: 

to 

^ H K ^ ) ) 

a. 

Figura 5.5. Caracteristica globală de fază a filtrului cu 
urmărire de ordinul II de tip trece bandă : a)în domeniul frec-

venţă; b)în domeniul timp. 

In figura 5.6.sînt reprezentate în raport cu acelaşi sistem 
de coordonate cîteva caracteristici momentane şi caracteristica 
globală de fază ale filtrului cu urmărire cu răspunsul în frec-
venţă dat de relaţia (5.8). 
Enunţurile proprietăţilor caracteristicilor de fază (analoage 
proprietăţilor de modul P3 - P5) sînt prezentate 
[Isa.,lsa.,Sch.'89] . 

in 

Figura 5.6. Caracteristica globală şi cîteva caracteristici 
momentane de fază ale unui filtru cu urmărire de ordinul li de 
tip trece bandă, reprezentate în raport cu acelaşi sistem de 

coordonate. 
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5.2.3. Construcţia filtrelor cu urmărire folosind 
cu capacitati comutate 

circuite 

Pentru realizarea unui filtru cu urmărire este necesara 
reglarea valorii uneia dintre componentele circuitului ( care 
intră in calculul frecvenţei centrale a filtrului trece bandă ) 
în funcţie de valoarea frecvenţei instantanee a semnalului de 
prelucrat. 
De aceea în construcţia unui astfel de filtru este necesar să fie 
folosite două tipuri de circuite: 

- un filtru trece bandă cu frecvenţa centrală comandabilă 
electric ; 

-un circuit de conversie a frecvenţei instantanee a semnalu-
lui de intrare într-un semnal de comandă a filtrului cu frecventa 
centrală comandabilă electric. 
O clasă de filtre cu frecvenţa centrală comandabilă electric este 
clasa filtrelor comandate în tensiune. 
O categorie interesantă de filtre cu frecvenţa centrală comanda-
bilă direct printr-o frecvenţă este cea a circuitelor cu capa-
cităţi comutate . 

Vi o 

Vo(s) 1 

Figura 5.7. Schema unui integrator 
clasic. 

Figura 5.8. Schema unui 
integrator cu capacităti 
comutate. 

în continuare se analizează schema din figura 5.8, echivalîdu-se 
acest circuit variant în timp cu unul invariant în timp , al 
cărui răspuns în frecvenţă se determină . Se consideră că la 
momentul (n-l)T comutatorul K este în poziţia 1. Sarcinile celor 
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doua condensatoare din schemă sînt ; 

qi[(n-l)T] = CiVi[(n-l)T] 

q2[(n-l)T] = C2V2[(n-l)T] 

Daca la momentul (n-l/2)T , K se trece în poziţia 2 , atunci la 
momentul nT , condensatorul c^ a cedat întreaga sa sarcina 
qi[{n-l)T] condensatorului C2 care a acumulat sarcina : 

q2[nT] = q2[(n-l)T] - qi[(n-l)T] 
adică : 

C2V2[nT] = C2V2[(n-l)T]-CiVi[(n-l)T] 

Se observă că semnalele descrise qi , q2 , v^ si V2 pot fi con-
^şiderate ca şi semnale în timp discret. Aplicînd în ultima 
relaţie transformata z unilaterală se obţine : ' t 

C2V2(Z/T) =(C2/Z)V2(Z/T) - (Ci/z)Vi(z/T) 

Sistemul în timp discret descris de semnalele vi,V2,qi,q2 prezen-
tate mai sus este un sistem liniar şi invariant în timp. De aceea 
se poate vorbi despre funcţia sa de transfer. Pe baza ultimei 
relaţii expresia acesteia este : 

: V2(z/T) -(C1/C2) 

Vi(z/T) z(l-l/z) 

Dacă se admite că sistemul în timp discret descris astfel a fost 
obţinut din sistemul în timp continuu considerat pe baza metodei 
de echivalare care presupune invarianţa răspunsului la impuls , 
atunci se poate exprima pornind de la ultima relaţie , funcţia de 
transfer a sistemului liniar şi invariant în timp continuu echi-
valat. 

V2(s) V2(z/T) -(Ci/C2)e-sT 
1- e-sT 

z=eST 
Pentru banda de frecvente în care este satisfăcută condiţia : 

Vi(s) Vi(z/T) 
de frecvenţe în ci 

|sT| << 1 , s=jo (5.11) 
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este valabila aproximarea : 
e-sT = i_sT 

şi expresia funcţiei de transfer devine : 

V2(s) -(Ci/C2)e-sT 

Vi(s) 
(5.12) 

sT 

în acest caz modulul răspunsului în frecvenţa al sistemului 
considerat este : 

(C1/C2) 1 
|H(co) I = -

|O5|T |co|(C2/CI)T 

Avînd în vedere ca T este perioada semnalului cu care se comanda 
comutatorul K şi notînd cu fc frecvenţa corespunzătoare acestei 
perioade , ultima relaţie se mai scrie: 

1 
|H(£o)| = 

|co| .[l/(fcCi)]C2 

Modulul răspunsului în frecvenţa al unui integrator clasic ( de 
tipul celui din figura 5.7) este : 

1 
|H(o) I = 

Prin identificarea ultimelor doua relaţii se obţine egalitatea : 
1 

Rl = 
fcCi 

Deci integratorul cu capacităţi comutate poate fi echivalat (în 
limitele în care metoda de echivalare a sistemelor în timp conti-
nuu cu sisteme în timp discret are erori acceptabile şi pentru 
frecvenţe în banda descrisa de relaţia (5.11) ) cu un integrator 
clasic a cărui rezistenta Ri este o funcţie de frecvenţa (de 
valoare f^). Circuitele integratoare fac parte din structura unor 
filtre active ca de exemplu filtrul activ universal sau filtrele 
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de tip " leap-frog" , [Hue.,All.'86]. 
în cazul primului exemplu valoarea R^ intra in calculul 
frecvenţei centrale a filtrului trece bands realizat. 
Structura unui filtru activ universal este prezentata in figura 
5.9. 
Daca amplificatoarele operaţionale se considera ideale atunci 
ieşirea de tip trece banda a filtrului este caracterizată de 
funcţia de transfer : 

2fAc.rjS 
H(s) = -

unde: 
A = -R2/R ; Q = (R +R2)/(2R) ; ̂-Jq = l/(Pi.C2) 

OU TJ 

Figura 5.9. Schema unul filtru activ universal. 

varianta cu capacităţi comutate a filtrului activ universal este 
prezentata în figura'5.10. 
Ecuaţiile care descriu funcţionarea circuitului pot .̂ icrie pe 
baza relaţiei (5.12) astfel:' 

UT j f s ) 

UTB^S) 

u^rs) 

'fCi/C2) e-2T 

S T 

UTS^S; ST 
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UTs(t)-UTj(t) 

2R 
R + UTJ(T) = 

UTB(t).- Ui(t) 

R + R: 
R + Ui(t] 

Figura 5.10. Schema unui filtru universal realizat cu circuite cu 
capacitati comutate. 

Luînd transformarea Laplace în ambii membrii ai ultimei ecuaţii 
şi exprimînd U^jls) şi Urrs(s) în funcţie de U^fs) ?e baza 
aproximărilor prezentate mai sus se obţine următoarea expresie a 
funcţiei de transfer : 

H(s) = 
-2R2/(R+R2) [(l/T)fCi/C2)]S 

s 2 + 2 s [ ( R / ( R + R 2 ) ) ( l / T ) ( C 1 / C 2 ) ] + [ ( l / T ) ( C 1 / C 2 ) J 2 

Se constată că este vorba despre un filtru trece bandS de ordinul 
2 cu următorii parametrii : 

A=-(R2/R) ; 1=R/(R+R2) şi ^̂  O = ( ) ̂  C 
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Deci frecvenţa centrală a filtrului trece banda obţinut este 
proporţionala cu frecvenţa de comutaţie a comutatoarelor. Pentru 
realizarea unui filtru trece banda de ordinul 2 cu urmărire este 
necesara construcţia unui circuit care sa genereze semnalul de 
comanda al comutatoarelor în aşa fel încît sa fie îndeplinita 
condiţia: 

2Tif =(Ci/C2)fc 

unde s-a notat cu f frecvenţa instantanee a semnalului de prelu-
crat. Un astfel de circuit', poate fi un multiplicator de frec-
venta realizat cu un circuit P.L.L. Parametrii unui filtru cu 
urmărire construit în acest mod sînt: 
amplificarea A , factorul de calitate Q , banda de urmărire Bu , 
viteza de urmărire v^ şi sensibilitatea de calare S^. 
Un exemplu de filtru cu urmărire construit în acest mod precum şi 
performanţele sale sînt prezentate în [Isa.'91]. 

5.2.4. Filtre cu urmărire construite folosind filtre 
numerice 

în continuare se prezintă un filtru cu urmărire de tip transver-
sal. în figura 5.11, este desenata forma canonica de implemen-
tare a unui astfel de sistem. Blocurile marcate cu x realizează 
întîrzierea semnalului de la intrarea lor cu aceasta cantitate. 
Considerînd ca se folosesc N-1 linii de întîrziere , expresia 
răspunsului în frecvenţa al sistemului din figura este : 

sin(Ncox/2) 
H(CO) =(1/N) e-3^(N-l)x/2 (5.13) 

sin(cJx/2) 

Se observa ca H(CJ) este o funcţie periodica de CJ . 
în figura 5.12 este prezentata schema bloc a unui filtru 
versal construit cu ajutorul unui filtru numeric. 

trans-

slt) 
I ] T G } T " " r E 

I H i } 

Sp(t) 

Figura 5.11.Forma canonica de implementare a unui filtru trans-
versal. 
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! î e(t) [ 

1. circuit de eşantionare şi memorare , 2, convertor analog 
numeric . 3 convertor numeric analcgic 

Figura 5.12. Schema bloc a unui filtru transversal oonstr-iit ^ 
ajutorul unui filtru numeric. 

Semnalul de comanda al eşantionării eft) (seunal 4rept:ungîii::lar 
cu factor de umplere mic şi cu perioada , BK Z asigura o 
eşantionare coerenta. Filtrul numeric considerat are raspunst;! la 
impuls : 

fedtn] = (1/N){6[n] 6[n-K] 5[n-2KÎ . . . > o [n- > i: > 

şi răspunsul în frecvenţa : 

Hd(Q) = (l/N) e-3(N.l)aK/2 
5infQK/2) 

Răspunsul în frecvenţa al sistemului analogic ecl'l'/îl̂ -t p^ntr^ 
sistemul din figura 5.12 este conform [Cpp . , wil. • , , 
Avînd în vedere faptul ca răspunsul la impuls al cor.vertor-:;: 
n^eric analogic este : 

\ h3(t) = o(t)-a(t-Te) 

rezulta ca răspunsul în frecvenţă al 3istemul'ai ôhl'z-al̂ r.̂  
din figura 5.12. este: 

He(co) = S p ( 0 ) / S ( 0 ) = ( l / N ) : urV'^^^r. 

Si.-ZîTr̂ /̂a 
^.: 4 

Comparînd relaţiile (5.13) şi (5.14) se constata oa p^.tr-; 
şl pentru K de valori mari ,|He((:̂ )l este c our.a aproxiji^r* 

Analiza facuta se bazează pe ipoteza de coerenţi d , \ 
(K - constant) .Daca semnalul de intrare are frecv«;ta 
variabila în timp , iar T^ este constant , o/Sr̂ dlţl̂  ^ 
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Eşantionării nu «ai este respectata . 
în [lsa.'92 1] se analizează cazul în care se eşantioneaza sem-
nale «odulate în frecvenţa . Concluzia obţinuta'este ca erorile 
de eşantionare sînt »ini»e daca se eşantioneaza cu pasul Te 
variabil , 2/Te fiind o funcţie de tiap'identica cu c^i(t) ( unde 
s-a notat cu pulsaţia instantanee a semnalului care se 
eşantioneaza ).Utilizînd acest mod de eşantionare , constanta Tg 
din relaţia (5.14} se înlocuieşte cu funcţia de timp Te(t) si 
răspunsul H^i^^) devine particularizarea unei'funcţii de transfer 
de tip Zadeh, H e . A c e a s t a expresie caracterizează global , 
coîEportarea in doaeniul frecvenţa a filtrului cu urmărire con-
siderat. în continuare se prezintă construcţia unui astfel de 
filtru precufl: şi rezultatele obţinute în urma utilizării sale. 
Scopul propus este îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot 
al seanal'jlui s(t) cu graficul din figura 5.13 a). Acesta este un 
semnal »c<liilat în amplitudine prin modulaţie de produs folosindu-
se î n seajîal purtător sinusoidal şi un semnal modulator drep-
ţ^gtiular. Raportul dintre perioada semnalului modulator si 
pensada seenalului purtător este 12, 

= '-'p/l 2 = 2^/T 
P^Llsaţia instantanee a seraalului purtător scade lent de la 
valo^ea 2^-864 rad/s la valoarea 2n480 rad/s. 
Piitlsaţia Ijjstantanee a semnalului modulator urmăreşte pulsaţia 
.liistautaBee a seanalului purtător respectîndu-se la orice moment 
dft tU[5î> mltiAa relaţie scrisa , în figura 5,13 b) este prezentat 
s p ^ t T ^ tanstantaneia al sentnalului « U ) . 

i W W W w w w -

ICk'I 

'̂iigccraft Caract^riMr-M a semnalului s(t) a) în 
tijq? i© fre^yenţa . 
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Schema filtrului cu urmSrire este prezentata în figura 5.14. 

, -̂SV 

15 U 12 îl 10 9 
MMC 4018 
2 3 6 

15 % 12 11 10 
o-16 MMC 4018 

15 U 12 11 10 9 
^^^ MMC 4018 

2 2 3 6 7 8 2 3 6 7-8 2 3 6 7 8 
^ I Hc» I FM 

sp(t) 

2A9k - »15V9 -15V9 JOn 
13l 3 H h 

OAC 08 

T P '—IpDr 

I3jk 

1 
1,25k +15V| 
<=ho I 
BZ440 

^FRqM_8255 DAC J 

Figura 5.14. Schema filtrului cu urmărire realizat. 

Cu ajutorul buclei P.L.L.(/BE 565 ) şi a num5rStoarelor (MMC 4018) 
s-a realizat un multiplicator de frecvenţă (FM) care prin in-
termediul monostabilului MMC 4098 genereazS semnalul de co!?,and5 a 
eşantionării e(t). Perioada acestui semnal , Tg , este legatS de 
perioada T a semnalului modulator prin relaţia : 

T(t) 

12-18 
Eşantionarea cu memorare a semnalului s(t) este efectuată în 
blocul (SHC) cu ajutorul celor două amplificatoare operaţionale 
de tipul 108 , a comutatorului MMC 4053 şi a condensatorului . 
Conversia analog numerică este realizată cu ajutorul circuitului 
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specializat AD 571 , folosindu-se cei mai semnificativi opt biti. 
Filtrul numeric este realizat cu ajutorul unui calculator de tip 
TIM-S. Conversia numeric analogicS este realizata în blocul DAC , 
construit cu ajutorul convertorului numeric analogic DAC-08. 
Comunicaţia celor dou5 convertoare (numeric analogic şi analog 
numeric ) cu calculatorul TIM-S este realizata prin intermediul 
circuitului 8255. 
In figura 5.15 se prezintS ordinograma programului de filtrare 
numerică. 

Q S T A R T J 

IN IŢALIZAREA 
I.'UI 8255 

INIŢIAL 
ZONE; DE 

1ZAREA 
MEMORIE 

PORNIREA RUTINEI 

DE F ILTRARE 

ÎNCĂRCAREA 
REGISTRULUI C 
CU EŞANTIOANELE 

OBŢINUTE CU 16 
PERIOADE fNAINTE 

INCARCAREA 
REGISTRULUI A 

CU ULTIMUL 
EŞANTION 

< 

DII-ERENJA DINTRE 
REGISTRELE 

A SI C ESTE 
ADAUGATÂ LA 

SUMĂ 

PRIN IMPARŢIREA 
SUMEI LA 16 
ESTE OBŢINUTĂ 

MEDIA 

MEDIA ESTE 
TRANSMISĂ LA 

PORTUL DE 
IEŞIRE 

Figura 5.15. Ordinograma programului de filtrare adaptivă . 

Valoarea constantei N (numărul liniilor de întîrziere din figura 
5.12 este N-1) poate fi aleas5 cu ajutorul tastaturii calculato-
rului din mulţimea { , , , , 2^} . 
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Filtrul realizat a fost testat folosind montajul din figura 5.16. 

1.-generator de zgomot alb.2-generatorul semnalului s(t) , p-
comutator cu doua poziţii .3 -filtru testat .4-detector de 

valoare efectivS adevărată 
Figura 5.16. Montajul de test al filtrului realizat. 

Testele au fost realizate pentru semnale generate de blocul 2 cu 
rOp = 2k ' 864 = 271- 720 , lOp = 27i«600 şi a)p = 2k « 480 rad/s. 
Indiferent de valoarea aleasa pentru N , de fiecare data cînd p a 
fost pe poziţia a , s-a obţinut aceeaşi valoare efectiva a semna-
lului de la ieşirea blocului 3. De aceea pentru determinarea 
îmbunătăţirii raportului semnal pe zgomot este suficienta deter-
minarea proporţiei în care a scăzut puterea zgomotului de la 

^ ieşire faţa de puterea zgomotului de la intrare (comutatorulp 
conectat în poziţia b). 
Dependenţa de N a îmbunătăţirii raportului semnal pe zgomot 
introdusa de filtrul cu urmărire poate fi dedusa pe baza graficu-
lui din figura 5.17. 

^092 N 

Figura 5.17 Dependenţa valorii efective a zgomotului de la 
ieşirea circuitului testat , de valoarea constantei N. 
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Pintru celelalte valori ale luic^p se obţine o îmbunatatire si 
mal mare a raportului semnal pe zgoaot. 

5.2.5. Concluzii 

f în acest capitol au fost prezentate cîteva proprietati ale fil-
trelor adaptive destinate prelucrării semalelor nestationare. 
Avînd în vedere interesul tot mal mare pentru «asurarea 'acestor 

^ seMale , explicat de utilizarea lor tot mal frecventa , în 
structura aparatelor de «asurare nu«erice «odeme astfel de 

f filtre adaptive se folosesc tot mal frecvent. Filtrele cu 
urmărire prezentate în paragrafele 5.2.3. si 5.2.4. au fost 
utilizate la îmbunătăţirea raportului semnal'pe zgomot al sem-
nalelor utilizate la măsurarea poziţiei unor ţinte. Ele pot fi de 
asemenea utilizate şi la prelucrarea altor semnal 

1 neţstationare,de exemplu în structura unei maşini de echilibrat 
' aâu în prelucrarea muzicii. Metoda de eşantionare prezentata în 
j paragraful 5.2.4. este una adaptiva . Contribuţiile originale ale 
r autorului prezentate în acest paragraf sînt: 

-definirea filtrului cu urmărire şi plasarea sa în categoria 
filtrelor adaptive destinate prelucrării semnalelor nestaţionare 

-definirea noţiunilor de caracteristica momentana, respectiv 
•caracteristica globala , 

-evidenţierea legăturii dintre filtrele cu urmărire şi 
transformarea undişoara în timp continuu precum şi descrierea 
coiisecinţelor acestei legaturi, 
; -fundamentarea metodei de măsurare a frecvenţei instantanee 

pe baza detectării valorilor maxime ale reprezentării tridimen-
silpnale de tip undişoara in timp continuu , 

-determinarea proprietăţilor filtrelor cu urmărire, 
' -demonstrarea acestor proprietăţi pe cazul unui filtru cu 

urmărire de tip trece banda de ordinul 2, 
-evidenţierea acestor proprietăţi pe baza analizei experi-

mentale a unui filtm cu urmărire cu capacităţi ccrmutate con-
struit de autor, 

-elaborarea metodei de echivalare a filtrelor transversale 
cu urmărire cu sisteme liniare şi invariante in timp continuu pe 
baza utilizării filtrelor numerice, 
^ -proiectarea şi experimentarea filtrelor -^eEcrise în para-
grafele 5-2.3. si 5^2.4-

f 
'm. 

In viitor rezultatele prezentate ia acest capitol pot fi utili-
zate la studiul filtrelor numerice cu urmărire^ De asemenita este 
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interesanta analiza filtrelor cu capacităţi comutate de tip leap-
frog. 
O preocupare de perspectiva este şi utilizarea filtrelor coman-
date , la calculul reprezentării tridimensionale de tip undisoara 
în timp continuu a unor semnale. De asemenea este interesanta 
utilizarea acestor filtre în scopul măsurării frecvenţei instan-
tanee a unor semnale nestationare. 
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6. Metode de măsurare a frecvenţei instantanee 

MSsurarea frecvenţei instantanee a semnalelor nestaţionare 
nu poate fi realizata decît în mod adaptiv datorita faptului ca 
acest parametru este variabil în timp. 
în capitolele 4 şi 5 a fost relevata importanţa cunoaşterii 
acestui parametru. în acest capitol se prezintă cîteva tehnici 
moderne de măsurare adaptiva a frecvenţei instantanee. 

6.1. Definirea conceptului de frecvenţa instantanee 

Unul dintre parametrii unui semnal nestaţionar este 
frecvenţa sa instantanee. Considerînd semnalul nestaţionar x(t) 
se defineşte semnalul analitic asosiat acestuia x^it) cu formula: 

Xa(t) = x(t) +jH{x(t)} 

unde cu H{x(t)} s-a notat transformata Hilbert a semnalului xft). 
Aceasta transformare este definita astfel: 

H{x(t)} = x(t) * [(1/71). V.P.{l/t}] 

'Cel de-al doilea termen al produsului de convoluţie din membrul 
drept al relaţiei de mai sus reprezintă răspunsul la impuls al 
unui transformator Hilbert. Răspunsul în frecvenţa al acestui 
transformator este : 

= -jsgnc^ 

De aceea legătura dintre transformatele Fourier ale semnalelor 
x(t) şi H{x(t)} este : 

F{H{x(t)>} = -j-sgnu>F{x(t)} 

iar legătura dintre transformatele Fourier ale semnalelor x(t) şi 
Xa(t) este : 

2F{H{x(t)}} , ptr. > O 
F{H{Xa(t)}}= 

ptr. ^ < O 

Se numeşte anvelopa semnalului x(t) , funcţia |Xa(t)|. 
Se numeşte faza instantanee a semnalului x(t) , funcţia 
arg{xa(t)}. 
Se numeşte pulsaţie instantanee a semnalului x.(t) , funcţia: 
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d 
Oi(t) = { arg{xa(t)}} (e.i) 

dt 

6.2.Estimarea frecvenţei instantanee a unui semnal pe baza 
definiţiei 

Eşantionînd cu pas unitar semnalul analitic asociat semnalului 
x(t) se obţine secvenţa complexa x^Ln]. Denumind argumentul 
acestei secvenţe: / 

(|)[n] = arg{xa[n]} 
se poate exprima formula echivalenta în timp discret a formulei 
(6.1) : 

1 
fi [n] = ( ) ((î)[n+l] - (î)[n-l]) (6.2) 
c 471 

ţinînd seama de corespondenţa dintre transformarea Hilbert din 
timp discret şi din timp continuu. Indicele c folosit în membrul 
stîng al relaţiei (8) indica faptul ca aceasta estimare (fi[n]) a 
frecvenţei instantanee a semnalului x{t) este bazata pe utiliza-
rea diferenţei finite centrate de ordinul I a argumentului sec-
venţei Xa[n]: 

1 

Ac{4>[n]} = (4)[n+l] - <î)[n-l]) 
2 

De aceea estimatorul frecvenţei instantanee a semnalului x(t) 
definit de relaţia (6.2) se mai numeşte si estimator cu diferenţa 

• ' I I t centrata. 
Alţi estimatori ai frecvenţei instantanee a semnalului x(t) se 
pot defini pe baza diferenţelor finite înainte: 

A f{4)[n]} = 4)[n+l] - 4)[n] 
sau înapoi: 

Ab{4)[n]> = (t>[n] - 4)[n-l] . 

Aceştia sînt: estimatorul cu diferenţa înainte, fĵ  [n] si 
f 

estimatorul cu diferenţa înapoi, f^ [n]. Expresiile lor sînt: 
b ' 
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1 

fi [n] ={ ) (4)[n+l] - 4)[n]) (6.3) 
f 271 

si; 

1 

fi [n] =( ) (4)[n] - 4)[n-l]) (6.4) 
b 2n 

Din relaţiile (6.2), (6.3) şi (6.4) se constata cS: 

fi [n] + fi [n] 
f b 

fi [n] = 
c 2 

în [Boa.,0'Sh.,Arn.' 90] se propune un estimator generalizat al 
frecvenţei instantanee a semnalului nestaţionar x(t) inspirat din 
ultima formulă: 

^ 2p 
fi [n+p] =( ) s bK'<t>[n+k] (6.5) 
g 271 k=0 

Estimatorul definit de relaţia (6.5) este nepolarizat pentru sem-
nale x(t) modulate în frecvenţa cu modulator cu lege de variaţie 
polinomiaia de grad mai mic sau egal cu 2p. Analizînd relaţia 
('6.5) se constata faptul ca: 

pentru p = 1, bo = -0,5, bi = O şi b2 = 1 ; fi [n] = fi [n] 
g c 

pentru p = 1, bo = O, bj = -l şi b2 = 1 ; fi [n] = fi [n] 
g f 

în [Boa.,0'Sh.,Arn.'90] sînt tabelate valorile coeficienţilor b^ 
pentru semnale x(t) modulate în frecvenţa cu semnal modulator cu 
lege de variaţie în timp polinomiaia cu grad mai mic sau egal cu 
4. 
Pentru a fi posibilă estimarea frecvenţei instantanee pe baza 
definiţiei este deci necesara eşantionarea semnalului x(t) care 
conduce la obţinerea secvenţei x[n], calculul transformatei 
Hilbert a acestei secvenţe (transformatoare' Hilbert în timp 
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discret foarte precise pot fi construite cu ajutorul filtrelor cu 
răspuns finit la impuls), calculul argumentului semnalului ana-
litic asociat secvenţei x[n], 0[n] şi utilizarea uneia dintre 
formulele prezentate mai sus. 
Metoda de măsurare a frecvenţei instantanee descrisa necesita 
pentru o precizie satisfăcătoare un raport semnal pe zgomot al 
semnalului x(t) foarte mare, dispersia estimărilor realizate este 
mare (deci metoda este imprecisa), dar volumul de calcul necesar 
este foarte mic în raport cu alte metode de măsurare care vor fi 
prezentate în continuare. 

6.3-Utilizarea filtrării numerice în estimarea frecventei 
instantanee 

Pentru reducerea dispersiei estimărilor realizate folosind 
metoda descrisa în paragraful anterior poate fi utilizata filtra-
rea. Daca deviaţia de frecvenţa a semnalului x(t) este finita, 
acesta este un semnal de banda esenţiala (banda în care se 
găseşte 90% din energia semnalului) limitata , B. De aceea se 
poate reduce dispersia de estimare a frecventei instantanee a 
semnalului x(t) pe baza metodei prezentate în paragraful anterior 
prin creşterea raportului sau semnal pe zgomot, realizata prin 
'filtrarea lui x(t) în banda B. Metoda poate fi îmbunătăţită în 
unele cazuri prin prelucrarea semnalului x(t) cu un filtru cu 
urmărire. 

^ O alta posibilitate de scădere a dispersiei estimărilor 
frecvenţei instantanee este filtrarea numerica a estimatorului 
folosit. Rezultatul este un estimator netezit. Un astfel de 
estimator a fost propus de Kay sub numele de "estimator cu 
diferenţa de faza ponderata" şi este exprimat prin formula: 

1 N-2 
fi [n] = ( ) s w[n-k] (<t)[k+l] - 4)[k]) 
K 2k k=0 

Fereastra alunecătoare w[n] propusa de Kay este: 

(3/2)N r n - ( N/2 - 1 ) ^2 
w[n] = {1 -

n2 - 1 > 
N/2 

lin cazul în care raportul semnal pe zgomot al semnalului x(t) 
I este suficient de mare, se poate demonştra ca prin utilizarea 
^estimatorului Kay (adică prin filtrarea estimatorulu fĵ  [n] se 
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obţine o scSdere a dispersiei estimărilor dată de relaţia: 

o fi N(N+1) 
f 

o fi 6(N-1) 6 
K 

Estimatorul lui Kay poate fi calculat recursiv pe baza secvenţei 
<|)[n]. Valoarea N trebuie aleasa în concordanţa cu viteza 'de 
variaţie a frecvenţei instantanee a semnalului x(t). 
In cazul estimării frecvenţei instantanee a semnalului x(t) pe 
baza metodei descrise în acest paragraf este necesar ca acest 
semnal sa aibă un raport semnal pe zgomot mare, estimările vor 
avea dispersii relativ mici iar volumul de calcul necesar este 
fnca mic. 

6.4. Folosirea filtrării adaptive la estimarea frecvenţei 
instantanee 

O tehnica convenţionala de estimare a frecvenţei unui semnal 
'staţionar de banda îngusta este numărarea trecerilor sale prin 
! zero. Frecvenţa unei sinusoide este data de jumătate din inversul 
valorii intervalului dintre trecerile prin zero: 

^ f = = _ 
r 2T2 • 2 

unde Tz este valoarea intervalului între trecerile prin zero ale 
sinusoidei iar Z este frecvenţa trecerilor prin zero. T^ poate fi 
folosit şi ca estimator al frecvenţei instantanee a unui semnal 
x(t), nestaţionar. 
In continuare se presupune ca între doua treceri consecutive prin 
zero ale semnalului x(t) va fi obţinut un număr întreg de 
eşantioane (indiferent de valoarea frecvenţei sale instantanee) 
şi anume K+1 , considerînd şi valorile nule ale esantioanelor 
-obţinute la momentele la care au loc cele doua treceri prin zero 
[considerate. Estimarea frecvenţei instantanee bazata pe 
'utilizarea diferenţelor finite înainte făcute pe baza acestor 
[eşantioane este data de relaţia: • ' / 
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1 
fi [k] =( )(4)[k+l] - 4>[k]) 

f 271 

Media aritmetică a acestor estim5ri este; 

1 K-1 1 
m =( ) S (4>[k+l] - <p[k]) =( ) (4)[l]-4)[0]+(î)[2]-

271K k=0 2TIK 

- 4)[1] + . . . + 4)[K] - 4)[K-1] } = 

1 
= ( )(4)[K] - <ţ)[0]) 

2TIK 

Tinînd cont de faptul c5 diferenţa de faza între doua momente 
succesive de trecere prin zero ale semnalului x(t) este ix şi ca 
momentele corespunzătoare trecerilor prin zero sînt O si K, se 
constata ca: 

1 
m = 

2K 
Deci media aritmetica a estimărilor frecvenţei instantanee bazata 
pe utilizarea diferenţelor finite ale secvenţei 4)[n] este egala 
cu estimarea frecvenţei instantanee pe baza formulei (6.6) pentru 
ca-zul semnalelor în timp discret (cînd perioada semnalului în 
timp continuu x(t) se transforma în K, perioada semnalului în 
tipip discret x[n]) . 
Deci estimarea frecvenţei instantanee a semnalului x(t) pe baza 
măsurării trecerilor sale prin zero (care consta în estimarea 
frecvenţei instantanee pe baza determinării lui K) este o metoda 
de estimare pe baza definiţiei urmata de filtrarea numerica a 
rezultatelor. De aceea estimatorul obţinut în cazul acestei 
metode este de tipul estimatorului Kay. 
Avînd în vedere faptul ca în cazul de faţa filtrarea numerica 
este o mediere, estimatorul frecvenţei instantanee pe baza 
numărării trecerilor prin zero este caracterizat de o fereastra 
temporala de forma: 

^t.p.z.[n] = 
l/K , 0<n<K 

O , în rest ' 
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care aluneca peste secvenţa fĵ  [n] cu un pas egal cu K. 
f 

In cazul în care intervalul între trecerile prin zero ale 
semnalului x(t) nu este egal cu un multiplu întreg al pasului de 
eşantionare utilizat, pentru estimarea frecvenţei instantanee se 
poate folosi formula: 

1 

fi [k] = 
t.p.z. 2K[k] 

unde k este indicele perioadei considerate din semnalul x(t) iar 
K[k] reprezintă cel mai mare întreg mai mic sau egal cu numărul 
eşantioanelor din intervalul dintre primele doua treceri prin 
zero succesive ale semnalului x(t) din cadrul perioadei 
considerate (acest număr este egal cu raportul dintre durata 
semiperioadei considerate şi valoarea pasului de eşantionare). 
Aceasta metoda de estimare a frecvenţei instantanee presupune 
deci filtrarea semnalului analizat cu ajutorul unui filtru adap-
tiv. Este vorba de un mediator alunecător realizat cu un filtru 
cu răspuns finit la impuls a cărui durata se modifica pe parcur-
sul procesului de filtrare,urmărind distanţa temporala dintre 
trecerile prin zero succesive ale semnalului de analizat. si 
estimările frecvenţei instantanee bazate pe numărarea trecerilor 
prin zero ale semnalului x(t) au o dispersie mare daca acest 
semnal este afectat semnificativ de zgomot (raportul sau semnal 
pe zgomot este mic). 
în scopul reducerii acestei dispersii Rabiner şi Schaefer au 
propus estimarea frecvenţei instantanee a semnalului x(t) pe baza 
numărării trecerilor prin zero ale semnalului x(t) obţinut prin 
trunchierea semnalului x(t) prin înmulţirea acestuia cu o fereas-
tra temporala dreptunghiulara de lungime MTe (unde cu Tg s-a 
notat durata pasului de eşantionare). 
Estimatorul frecvenţei instantanee propus de ei este definit de 
relaţia: 

1 00 
fi [n] =( ) S |sgn{x[m]> - sgn{x[m-l]}| w[n-m] (6.7) 
RS 2 m=-» 

unde w[n] = 
1/(2M) , 0<n<M-l 

O , în rest I 
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Din analiza membrului drept al relaţiei (6.7) se constată ca 
acesta exprima numărul mediu al trecerilor prin zero ale semnalu-
lui x[n] în cadrul ferestrei w[n]. Si aceasta fereastra este 
alunecătoare, dar pasul de alunecare este 1. 

6.5 Măsurarea frecvenţei instantanee cu ajutorul repre-
zentărilor timp frecvenţa 

Reprezentările timp-frecvenţa ale unui semnal nestationar 
pot fi folosite pentru estimarea legii de variaţie în timp a 
frecvenţei instantanee a acestuia. De exemplu reprezentarea timp-
frecvenţa de tip transformare Fourier scurta poate fi utilizata 
în acest scop conform[Hla.,Bou.'92]. în aceeaşi lucrare se arata 
ca şi reprezentarea timp-frecvenţa de tip funcţie de incertitu-
dine a fost folosita pentru estimarea frecvenţelor instantanee 
ale semnalelor de tip radar sau sonar. 
în aceste aplicaţii frecvenţa instantanee reprezintă proiecţia pe 
planul (t,f) a curbei care uneşte valorile maxime ale repre-
zentării timp-frecvenţa considerate. în [Boa.,0'Sh.,Arn.'90] se 
afirma ca acest tip de estimare este optim pentru semnalele 
modulate în frecvenţa cu modulator liniar, care au un raport 
semnal pe zgomot mare sau moderat. 
Una dintre reprezentările timp-frecvenţa care se poate folosi 
foarte bine pentru estimarea frecvenţei instantanee este repre-
zentarea de tip Wigner-Ville. Fie de exemplu semnalul modulat în 
frecvenţa cu modulator liniar: 

X(t) = COS(27lt2) 

Transformarea sa Hilbert este egala cu sin(2Tit2). Deci expresia 
semnalului analitic asociat semnalului x(t) este: 

Xa(t) = cos(27it2) + jsin(2Tit2) = = e:i(2Tit)-t 

Se constata ca frecvenţa instantanee a acestui semnal este: 

fi(t) = t (6.8) 

în continuare se demonstrează ca reprezentarea timp-frecvenţa de 
tip Wigner-Ville a semnalului Xa(t) are maximele dispuse pe o 
curba a cărei proiecţie pe planul (t,f) este dreapta din ecuaţia 
(6.8) adică tocmai legea de variaţie în timp a frecventei instan-
tanee a semnalului x(t). * 
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Nucleul transformării Wigner-Ville este în acest caz: 
X T 

Kw-v (t,x) = Xa(t+-) • Xa(t+-) = ê T̂Ltx 
Xa(t) 2 2 

Transformarea Wigner-Ville a semnalului Xa(t) este: 

2Tlt= cj ̂  
TF^-V(uj,t) = F{e:j27itX} ( co ) 

= 27I6(O - CJQ) = 27i6(La -2Tit) 

Aceasta distribuţie timp-frecvenţă este reprezentata grafic în 
figura 6.1. 

FiguraS.1.Reprezentarea timp-frecvenţă de tip Wigner-Ville a 
semnalului descris de relaţia de niai sus. 

140 

BUPT



E clar ca maximele unei reprezentări timp-frecvenţa trebuie s3 se 
găsească pe o curba a cărei proiecţie pe planul (co ,t) sa fie 
conţinuta în suportul reprezentării. Dar în cazul din figura 6.1 
suportul se reduce la dreapta cj = 27it. De aceea proiecţia curbei 
care uneşte maximele reprezentării pe planul ,t) este data de 
aceeaşi ecuaţie. Daca modulaţia de frecventa nu ar fi fost linia-
ra atunci suportul reprezentării timp-frecvenţa considerate nu ar 
fi fost o linie ci o anumita zona a planului'(co,t). Detectarea 
curbei care uneşte maximele reprezentării timp-frecvenţa a semna-
lului a cărui frecvenţa instantanee se estimează este cu atît mai 
uşor de efectuat cu cît aceste maxime sînt mai proeminente. 
Proeminenţa maximelor este cu atît mai evidenta cu cît reprezen-
tarea timp-frecvenţa este mai concentrata în jurul curbei care le 
uneşte. / 
O masura a gradului de concentrare este şi valoarea ariei supor-
tului reprezentării timp-frecvenţa într-o zona semnificativa a 
planului ,t) de suprafaţa finita. Utilizînd aceasta masura 
poate fi aleasa din mulţimea reprezentărilor timp-frecvenţa, în 
scopul estimării frecvenţei instantanee a unui semnal, aceea care 
are cel mai mare grad de concentrare. 
Este clar ca pentru cazul semnalelor armonice modulate în frec-
venţa cu semnale liniar variabile în timp, distribuţia cu cel mai 
mare grad de concentrare este distribuţia Wigner-Ville. De aceea 
se afirma în [Boa.,o'Sh.,Arn.'90] câ metoda de extragere a 
vîrfurilor distribuţiei Wigner-Ville conduce la un estimator 
optimal al frecvenţei instantanee a semnalelor modulate în frec-
venţa cu modulator liniar variabil în timp, care au raport semnal 
pe zgomot mare. 
Problema poate fi formulata şi într-un cadru ceva mai general. 
Daca expresia analitica a semnalului x(t) este: 

x(t) = cos((î)(t) ) (6.9) 

atunci: 

Xa(t) = 

iar: 
= e3[<t>{t+x/2) - 4)(t-x/2)] (6.10) 

a 

Dar <t>(t) reprezintă chiar faza instantanee a semnalului modulat 
în frecvenţa x(t). înlocuind derivata din relaţia de definiţie a 
pulsaţiei instantanee cu raportul diferenţei 'dintre fazele in-
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stantanee la momentele (t+x/2) şi (t-x/2) şi diferenţa acestor mo-
mente (deci aproximînd derivata, care este'o limita/cu expresia 
a cărei limita o reprezintă aceasta) se obţine pentru frecventa 
instantanee estimarea: 

1 <t>(t+x/2) - <î)(t-x/2) 
fi(t,x) =( )• 

271 X 

Acest estimator este numit estimatorul frecventei instantanee cu 
diferenţa finita centrata. 
In cazul în care modulaţia de frecvenţa a semnalului x(t) este cu 
modulator liniar variabil în timp, se'poate scrie: 

4)(t) = a-t2 

Pe baza relaţiei (6.9) se constata ca: 

1 a(2tx) a 
fi(t,x) =( ) • = t 

2TI X 71 

adică estimatorul nu depinde de variabila x si este egal cu 
1 d(ţ)(t) 

• adică cu adevărata valoare a frecventei instantanee. 
271 dt 
Pe baza relaţiei (6.9) nucleul distribuţiei Wigner-Ville asociata 
semnalului Xa(t) devine: 

Kj^-V(t,x) = eUnf; (t,x)x 
a 

Dar daca semnalul x(t) este modulat în frecvenţa cu modulator 
liniar variabil în timp, atunci, se constata ca estimatorul (care 
în acest caz est^ identic cu parametrul de estimat) nu depinde de 
X şi ca semnalul MF este transformat într-o sinusoida K^ (t,x). 

a 
De aceea distribuţa Wigner-Ville asociata semnalului Xa(t) care 
se obţine prin calculul transformării Fourier a nucleului în 
raport cu variabila x este: 

TF5-V(t,x) = F{e327if; (t,x)x) = 27i6(CJ -27ifi(t)) 
a 
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Dupa cum se vede din această relaţie transformarea Fourier a 
nucleului conduce în mod natural la un şir de distributi Dirac al 
cSror suport descrie legea de variaţie a frecventei instantanee a 
semnalului x(t) considerat . Aceasta afirmaţie nu este valabila 
în cazul semnalelor modulate în frecvenţa cu raport semnal pe 
zgomot mic (şi modulator liniar) sau cu raport semnal pe zgomot 
mare dar cu modulator neliniar (ca lege de variaţie în timp). 
Pentru cazul semnalelor x(t) modulate în frecveAta cu raport 
semnal pe zgomot mare, dar cu semnal modulator cu l4ge de variate 
în timp polinomiaia, cu grad 2m mai mare decît 1 se poate utiliza 
distribuţia Wigner-Ville generalizata, asociata semnalului ana-
litic al lui x(t): Xa(t). în acest caz legea de variaţie a fazei 
instantanee a semnalului x(t) este: 

4>(t) = Q2in(t) -t 

iar expresia acestui semnal devine; 

x(t) = cos((|)(t)) = cos(Q2in(t)-t) 

Semnalul analitic asociat acestui semnal este: 

xa(t) = e34)(t) = el) [Q̂ rnl t) • t) 

Nucleul transformării Wigner-Ville generalizate asociate lui 
Xa(t) pentru p=m are forma: 

P 
K^-^ (t,x) = TT(Xa(t+cxT))bfc(x*(t+c.kx))-^-K: = 

a k=l 

P 
= T T elî •i>K,<l>(t+ĉ T) . e:i •b-ic4)(t+c.Kx) 
k=l 

sau : 
P 

Kg-^ (t,x) = TT b,̂  4)(t+CK,T) +b.K.4>(t+c^x) ] {s.ll) 
a k=l 

P 
adică: j (S(b)̂ 4)( t+cĵ x)+b-k<î)( t+c.)̂ x ) ) 

KÎ̂ "̂  (t,x) = e k=l 
a 

143 

BUPT



Ultima relaţie se mai poate scrie: 
m 

j(S(bk4){t + CkT))) 

KW-^ (t,T) = e 
a 

Fie un estimator al frecvenţei instantanee de forma: 

1 m 
fi (t,T) =( ) S bk4)(t + C]^T) 

2m 2TIX k=-m 
kT̂ O 

Daca se face o bun5 alegere a constantelor b^ si c^ 
{ -m, -m+1, ..., -2, -l, 1, 2, m-1, m }'atunci se poate 

ca membrul drept al relaţiei (6.11) s3 fie independent de x şi 
egal cu Q2m( ̂ )+tQJin( t) care reprezintă tocmai legea de variaţie 
temporala a frecvenţei instantanee a semnalului x{t). Considerînd 
-ca alegerea coeficienţilor bĵ  şi cĵ  a fost facuta corect, expre-
sia nucleului devine: 

KgrV (t,T) = e327ifî(t)T 
o 

Reprezentarea timp-frecvenţa de tip Wigner-Ville generalizată 
devine acum: 

TF^-V (C^,t) = F{e:j2Tif • (t)T > = 2TI6(U. -27ifi(t)) 
a 

Aceasta este prezentata în figura 6.2. 
în practica pentru a putea utiliza calculatoarele numerice în 
determinarea legii de variaţie temporale a frecvenţei semnalului 
x(t) se utilizează transformarea Wigner-Ville generalizata 
esantionata . / 
Din păcate calitatea estimării se degradează semnificativ daca 
raportul semnal pe zgomot este mic.Din acest motiv a fost propusa 
ca şi estimator al frecvenţei instantanee curba care uneşte 
vîrfurile interdistribuţiei Wigner - Viile, ITFx,r(^/t). 
Nucleul acestei distributii este: 

= x(t+x/2)r*(t-T/2) 
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K 

\i 

Figura 6.2 Reprezentarea Wigner-Ville a semnalului considerat 
în ipoteza c5 s-au ales în aşa fel coeficienţii C]̂  şi b^ încît 

estimarea sa fie independentă de x. 

Avînd în vedere ca acest nucleu este definit în legătură cu doua 
semnale el este numit al unei interdistributii. Interdistributia 
Wigner -viile asociata semnalelor x(t) şi r(t) este : 

Estimatorul frecvenţei instantanee a semnalului x(t) propus 
reprezintă proiecţia pe planul (co, t) a curbei care uneşte 
vîrfurile interdistributiei Wigner -Viile a semnalelor Xa(t) 'si 
ra(t) . 
Prima parte a procedurii de estimare consta în estimarea semnalu-
lui de referinţa r(t). Acest semnal este de fapt unul construit 
pe baza unei prime estimări a legii temporale de variaţie a 
frecvenţei instantanee a semnalului x(t) ,f'̂ i(t). Semnalul' ana-
litic asociat semnalului r(t) se construieşte pe baza estimării 
f i(t) cu formula : 
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j '271 

ra(t) = AT(t)^e 

t 
fi(a)da 
-T/2 

unde AT(t) este un semnal armonic de perioadS T cu amplitudine 
unitara. 
E clar ca semnalul r(t) este partea reala a semnalului ra(t). 
Cel de-al doilea pas al procedurii de estimare este acela în care 
se calculează 
Prin determinarea'proiecţiei pe planul a curbei ce uneşte 
maximele acestei reprezentări se obţine estimarea legii ' de 
variaţie a frecvenţei instantanee a semnalului , f^ propusa în 
legătură cu interdistribuţia Wigner -Viile. 
O îmbunătăţire a acestei metode de estimare a frecventei instan-
tanee poate consta în reiterarea celor doi paşi ai' procedurii 
amintiţi mai sus pîna cînd ultima interdistribuţie obtinuta nu 
se mai deosebeşte semnificativ de penultima. 
Despre metoda estimării frecvenţei instantanee a semnalului x(t) 
•pe baza determinării vîrfurilor distribuţiei Wigner - viile a 
semnalului analitic Xa(t) se poate afirma'ca necesita un raport 
semnal pe zgomot foarte mare pentru semnalul x(t), ca dispersia 
estimărilor este mica şi ca necesita un volum de calcul moderat. 
Despre metoda determinării legii de variaţie a frecventei instan-
tanee pe baza utilizării interdistribuţiei Wigner -Viile se poate 
afirma ca necesita un raport semnal pe'zgomot moderat ca implica 
o dispersie mica a estimatelor şi că necesita un volum de calcul 
mpderat. 

6.6 O noua metoda de măsurare a frecvenţei instantanee a 
unui semnal nestaţionar 

Se prezintă o metoda analogica de estimare a frecvenţei instanta-
nee bazata pe utilizarea unui filtru cu urmărire. 
Un astfel de sistem este prezentat în [Isa.'91]. 
în esenţă este vorba despre un filtru trece banda comandat a 
cărui frecvenţa centrala poate fi reglata cu ajutorul frecventei 
unui semnal de sincronizare. în cazul în care raportul semnal 'pe 
zgomot al semnalului x(t) este mare chiar acest semnal poate fi 
folosit drept semnal de generare (prin multiplicare de frecventa 
folosind un circuit PLL şi un numărător ) a semnalului de sincro-
nizare. Avînd în vedere ca semnalul de sincronizare este sinteti-
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zat cu ajutorul unui circuit PLL la ieşirea filtrului trece jos 
din structura acestuia se obţine un semnal al c3rui nivel este 
proporţional cu frecvenţa instantanee a semnalului x(t).în cazul 

oloseste un circuit de tipul iSE 565 acest semnal este 
disponibil la borne. 
Deci masurînd variaţiile nivelului semnalului de la intrarea în 
oscilatorul local (semnal identic cu cel de la ieşirea filtrului 
trece jos) al circuitului cu calare de faza din 'structura unui 
filtru cu urmărire se obţine legea de variaţie temporala a frec-
venţei instantanee a semnalului x(t) atunci cînd raportul sau 
semnal pe zgomot este mare. 
In cazul în care raportul semnal pe zgomot al semnalului x(t) 
este foarte mic poate fi realizata o estimare a frecvenţei sale 
instantanee folosind ca intrare de sincronizare în filtrul cu 
urmărire ieşirea multiplicatorului de frecvenţa amintit mai sus 
cînd la intrarea sa este adus un semnal de tip'chirp. 
Aceasta conexiune este prezentată în figura 6.3. 
La ieşirea sistemului se obţine semnalul y(t) . 

r 
x{t) o— 

ue (t) 

FILTRU 

L 

Sc (t) 

Multiplicator 
de frecvenţa 
cu un circuit 

PLL 

1 

Filtru 1 Detector 
propnuzis de vîrf 

yo) 

Figura 6.3 Conectarea filtrului cu urmărire pentru estimarea 
frecvenţei instantanee a unui semnal cu raport semnal pe zgomot 

mic. 
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conform [Isa.'91] sau [Isa.,Isa.,Sch.'89] valoarea lui y(t) va fi 
maxima atunci cînd frecvenţele instantanee ale semnalelor x(t) si 
Sc(t) vor fi identice. Admiţînd c5 legea de variaţie ' a 
frecvenţei instantanee a semnalului Se(t) este cunoscuta pe' baza 
determinării momentelor la care semnalul y(t) este maxim se pot 
specifica valori ale eşantioanelor frecventei instantanee a 
semnalului x(t) . 
Un exemplu de aplicare a metodei descrise este prezentat în 
figura 6.4. 

Figura 6.4. Un exemplu de funcţionare a circuitului din figura 
6.3. 

Se constata faptul ca proiecţiile vîrfurilor suprafeţei care-1 
descriu pe y(t) pe planul (f 't) sînt situate pe curba' t) . 
O observaţie interesanta în legătură cu filtrele cu urmărire este 
ca în regimul de funcţionare în care semnalul de sincronizare 
este generat pornind chiar de la semnalul x(t) aceste sisteme 
răspund la semnalul x(t) cu semnalul u(t) dat de relaţia: 

u(t)= CWTx(s,t) 
unde s depinde de valoarea frecventei instantanee a semnalului 
x(t). 
De aceea filtrele cu urmărire sînt sisteme multirezoluţie, banda 
caracteristicilor lor momentane modificîndu-se odată cu modifica-
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rea frecvenţei lor centrale (analiză cu Q constant) 
[Rio.,Vet.,91]. 

6.7. Concluzii 

In acest capitol au fost prezentate cîteva metode moderne de 
măsurare a frecvenţei instantanee . Acestea sînt metode de 
măsurare adaptive avînd în vedere ca ele se utilizează pentru 
caracterizarea unor semnale care îşi modifica parametrii în timp. 
Scopul urmărit în prezentare a fost descrierea matematica a 
metodelor considerate. 
Contribuţiile originale ale autorului din acest capitol sînt: 

- echivalarea metodei de măsurare a frecvenţei instantanee 
bazata pe numărarea trecerilor prin zero ale semnalului de anali-
zat cu o metoda de măsurare care utilizează filtrarea adaptiva. 

-elaborarea unei noi metode de măsurare (paragraful 6.6) a 
frecvenţei instantanee care poate fi utilizata cu bune rezultate 
şi în cazul în care raportul semnal pe zgomot al semnalului de 
măsurat este mic. Aceasta metoda presupune practic detectia 
vîrfurilor reprezentării tridimensionale de tip undişoara în timp 
continuu a semnalului de măsurat , şi proiecţia acestora pe 
planul (cj,t). Utilizarea transformării undişoara în timp continuu 
la măsurarea frecvenţei instantanee este recomandata si în 
[Del.,Esc.,Gui.,Kro.,Tch., Tor.' 92]. 
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7. un analizor original în domeniul nodulatiei constr.Hi-
folosind un calculator universal, de t i p u ^ ^ - p c - r 

m^.J- prezintă realizarea unui aparat de 
măsura numeric adaptiv construit de autor, scopul sZeste 

instantanee a semnalelor L^ta^lo^are. 
par:;.Sre.4 ^^ pe -toda de măsurare descrisa în 

latie^ IIT^ avantajele sale,analizorul în domeniul modu-
laţiei realizat de firma HP ( prezentat în [lsa.,'92 21 care 

lapît^l^ Isciis Î: S î c a t T r f-avantajul ca fiind un aparat de măsurare 
T l t l Z \ l o soluţie alternativa preferata uneori este aceea în care se foloseste '^n 

^ î c î ^ L l S , - ' b - e 
dl.n'^f caz preţul plătit pentru a putea realiza analiza în 
domeniul modulaţiei la beneficiar este mult mai mic nefiind 
necesara decit cumpărarea unei interfeţe (pentru formarea sem-
nalelor pe care trebuie sa le achiziţioneze calculatorul ) si a 
unui disc care conţine programele necesare funcţionarii analizo-
rului in domeniul modulaţiei . Bineînţeles performantele unui 
astfel de aparat sînt mult mai modeste decît cele ale 'modelului 
de referinţa prezentat, avînd în vedere faptul ca utilizează 
subsisteme de uz general. 

7.1. Schema bloc a analizorului propus 

în figura 7.1 se prezintă schema sistemului realizat. 

Figura 7.1 Schema bloc a unui sistem de analiza în domeniul 
modulaţiei construit cu ajutorul unui calculator universal. 

Sistemul de achiziţii de date folosit este realizat de firma 
americana Real Time Devices, Inc. în anul 1991, [Ada.'9i]. 
Blocul de intrare este construit în laboratoarele facultatii 
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noastre. 
ca şi în cazul sistemului de referinţă , metoda de măsurare 

a frecvenţei instantanee este cea bazata pe numărarea trecerilor 
prin zero. Diferenţa este ca în cazul acestui aparat banda de 
frecvenţe în care poate fi măsurată frecvenţa instantanee este 
cuprinsa în domeniul 100 Hz-100 KHz. 
De asemenea avînd în vedere durata subrutinelor de întreruperi 
ale microprocesorului din structura calculatorului folosit , care 
trebuiesc executate în scopul realizării măsurărilor sau în 
scopul transferului de date între sistemul de achiziţii de date 
şi calculator, durata pasului între estimări consecutive ale 
frecvenţei instantanee nu este egala cu durata perioadei semnalu-
lui de intrare pe baza căreia se face următoarea estimare (ca în 
cazul modelului de referinţa ) ci cu suma duratelor următoarelor 
patru perioade consecutive ale semnalului de intrare. 

Cu alte cuvinte în cazul aparatului propus estimarea frec-
venţei instantanee a semnalului de intrare se face prin eşantio-
narea frecvenţei instantanee a semnalului de analizat folosind un 
pas de eşantionare de aproximativ patru ori mai mare decît în 
cazul modelului de referinţa. De aceea sensibilitatea acestui 
aparat la variaţiile bruşte ale frecvenţei instantanee a semnalu-
lui de intrare este mai slaba decît sensibilitatea la aceleaşi 
variaţii ale modelului de referinţa. 

Rolul sistemului de intrare este de a transforma semnalul 
analogic de intrare într-un semnal logic ale cărui fronturi sa 
marcheze trecerile prin zero ale semnalului analogic 
considerat.De asemenea acest bloc generează semnale pentru coman-
da sistemului de achiziţii de date şi a calculatorului. Rolul 
sistemului de achiziţii de date este de a măsura duratele unor 
perioade ale semnalului logic amintit mai sus,de a transforma 
^ceste valori în numere şi de a permite înregistrarea acestora în 
memoria calculatorului. 

Toate operaţiile pe care le executa aparatul sînt controlate 
de un soft specializat care este încărcat în memoria calculato-
rului. Pe baza acestor programe sînt iniţializate blocul de 
intrare şi sistemul de achiziţii de date , are loc un dialog al 
calculatorului cu aceste subsisteme , sînt executate calculele 
estimărilor de frecvenţa instantanee şi este realizata afişarea 
rezultatelor. 
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7.2. Aspecte hard ale construcţiei sistemului propus 

Elementele constructive ale calculatorului folosit care 
intervin nemijlocit în funcţionarea analizorului propus sînt 
prezentate în [Asz.'92]. Este vorba despre sistemul de 
întreruperi şi despre circuitul numărător/temporizator de tip 
8253, folosit pentru realizarea cererii de întrerupere IRQ O si 
pentru reîmprospătarea memoriei dinamice (DRAM) 'a 
calculatorului .în aceeaşi lucrare este prezentat şi sistemul de 
achiziţii de date ADA-3100. în anexa 1 este prezentata schema 
bloc a acestui sistem. Acesta este compus dintr-un canal de 
intrare a maximum opt semnale analogice din doua canale de 
ieşire analogica , dintr-un canal de intrare cu opt linii de date 
şi un canal de ieşire cu opt linii de date , dintr-un generator 
de tact programabil bazat pe utilzarea unui oscilator cu cuart cu 
frecvenţa de 5 MHz şi dintr-un bloc de numărare / temporizare 
programabil. 
Sistemul de achiziţii de date se poate cupla direct pe magistra-
lele de adrese şi date ale calculatorului . 
Canalul de intrări analogice este compus dintr-un multiplexor cu 
opt intrări analogice , dintr-un circuit amplificator cu cîstig 
programabil dintr-un circuit de selecţie a excursiei maxime a 
semnalului de intrare dintr-un convertor analog numeric de tipul 
AD 678 pe 12 biţi şi cu un timp de stabilizare de 5\is si dintr-o 
memorie FIFO. La încărcarea completa a acesteia cu datele furni-
zate de convertorul analog numeric , în urma generării unei 
întreruperi , conţinutul său este transferat în memoria calcula-
torului . Acest transfer poate fi realizat şi prin DMA. 
Canalele de ieşire analogica leagă magistrala de date a calcula-
torului prin intermediul a doua convertoare numeric analogice pe 
12 biţi de tipul AD 7248 pe liniile de ieşire analogica AOUTl si 
AOUT 2. 
Generatorul de tact programabil foloseşte semnalul furnizat de 
oscilatorul cu cuarţ sau semnalul de tact extern EXT CLOCK sau 
semnalul EXT GATE pentru a furniza semnale de control al sistemu-
lui de achiziţii de date , semnale de control a calculatorului si 
un semnal de control pe linia TIMER OUT.In acest mod poate fi 
controlata frecvenţa de eşantionare a circuitului dedicat acestui 
scop din structura convertorului analog numeric , sau multiplexo-
rul cu opt intrări. 
Cel mai important bloc al sistemului de achiziţii de date din 
punct de vedere al construcţiei analizorului în domeniul 
modulaţiei propus este subsistemul ^ de numărare / 
temporizare.Acesta este compus din doua numărătoare programabile 
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TCl şi TC2 de tipul 82C54 , fiecare alc3tuit din trei nu-
mărătoare/temporizatoare pe 16 biţi care pot lucra la o frecventa 
de tact de 8 MHz fiind astfel posibila realizarea mai multor 
funcţii de temporizare şi numărare. Doua numărătoare/temporizat-
oare din TCl sînt legate în cascada şi utilizate pentru ge-
nerarea tactului. Celalalt numărător/temporizator din TCl precum 
şi cele trei numărătoare temporizatoare din TC2 pot fi conectate 
în cascada prin programare pentru aplicaţii de temporizare de 
către utilizator.structura blocului de numărare/temporizare este 
prezentata în anexa 2. Utilizînd cuvinte de comanda 
potrivite,numărătoarele din structura blocurilor TCl si TC2 pot 
fi programate în binar sau în cod complementar faţa de' 2.Fiecare 
dintre aceste şase circuite are doua intrări CLK'ŞI GATE si o 
ieşire OUT. Cuvîntul de comanda permite selecţia modului de ope-
rare al circuitului TCl sau TC2. Exista următoarele şase moduri 
de operare ale numărătoarelor de tipul 82C54 : 
-MODUL O : pornirea numărării se face la încheierea programării 
{dupa cit irea cuvîntului de comanda), întreruperea numărării are 
loc atunci cînd conţinutul numărătorului ajunge la zero. 
-MODUL 1 : Declanşarea numărării se realizează cu frontul pozitiv 
al semnalului de pe intrarea GATE. întreruperea numărării se face 
atunci cînd conţinutul numărătorului ajunge la zero. 
-MODUL 2 : în acest mod numărătorul 82C54 se comporta ca si un 
generator de impulsuri de tact. 
-MODUL 3 : în acest mod circuitul 82C54 se comporta ca si un 
generator de impulsuri dreptunghiulare cu factor de umplere 
programabil. 
-MODUL 4 : Funcţionarea în acest mod este similara cu cea din 
modul O , singura diferenţa constînd în faptul ca semnalul de la 
ieşirea numărătorului în acest mod este complementar semnalului 
die la ieşire din modul 0. 
-MODUL 5 : Funcţionarea în acest mod este similara cu cea din 
modul 1 , singura diferenţa constînd în faptul ca semnalul de la 
ieşirea numărătorului este în acest mod complementar semnalului 
de la ieşire din modul 1. o prezentare detaliata a numărătorului 
programabil 82C54 este facuta de exemplu în [NEC.,81]. 
Blocul de intrare este alcătuit dintr-un formator de semnal 
logic, dintr-un circuit logic combinaţional şi dintr-un formator 
de impulsuri de întrerupere . Formatorul de semnal logic generea-
ză pe baza semnalului analogic de intrare un semnal TTL a cărui 
durata este egala cu durata perioadei cerute a semnalului de 
analizat."Perioada" acestui semnal logic este egala cu suma a 
doua perioade consecutive ale semnalului de analizat. Schema 
blocului de intrare este prezentata în anexa b. 
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Formatorul de semnal logic (structura identica la intrarea ca-
nalelor A şi B ) este alcătuit dintr-un filtru trece sus cu 
frecvenţa de taiere de 6 Hz , dintr-un comparator cu referinţa de 
O V şi cu impedanţa de intrare de 56 Q (folosind un circuit de 
tipul ROB 760 ) din doua monostabile ( de tipul CDB 4121 ) care 
marchează momentele de basculare ale comparatorului prin impul-
suri TTL de durata foarte scurta (în jur de 40 ns ) şi din doua 
circuite basculante bistabile (de tipul MH 72S74 si CDB 473). 
La ieşirea circuitului ROB 760 este conectat un filtru trece jos 
(prin intermediul comutatorului Ki , pe care îl vom considera în 
continuare închis) cu frecvenţa de taiere de aproximativ 330 KHz. 
Pentru îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot al semnalului 
logic de la ieşirea circuitului ROB 760 au fost luate următoarele 
masuri: 
- a fost aleasa o impedanţa de intrare mica a circuitului compa-
rator , 56 Q , (în scopul scăderii zgomotului termic propriu al 
comparatorului ) [lsa.'87]. 
-a fost prevăzut pe intrare un filtru trece sus (pentru scăderea 
puterii componentelor de zgomot l/f ale semnalului perturbator 
care însoţeşte semnalul de măsurat). 
-ieşirea circuitului comparator a fost încărcată cu o rezistenta 
de 560 Q, fiind forţată funcţionarea etajului de ieşire la curent 
maxim admisibil în scopul scăderii vitezei de comutatie a tran-
zistoarelor din acest circuit (avînd în vedere faptul'ca banda de 
frecvenţa în care trebuie sa funcţioneze corect analizorul în 
domeniul modulaţiei este mai îngusta decît banda de frecventa 
mărginită superior de frecvenţa maxima de lucru a circuitului ROB 
760 , care este exploatat de obicei doar la frecvenţe înalte), 
-'la ieşire a fost conectat un filtru trece jos format din re-
zistenţa de ieşire a circuitului ROB 760 (de valoare 100 Q ) din 
r,ezistenţa de 560 Q şi din condensatorul cu capacitatea de 4,7 nF 
(a cărui frecvenţa de taiere este de 330 KHz ) , cu scopul 
scăderii puterii zgomotului alb care însoţeşte semnalul de anali-
zat şi care este propriu circuitului ROB 760. 
Datorita acestor masuri fronturile semnalului logic de la ieşirea 
comparatorului nu apar exact la momentele de timp la care au' loc 
trecerile prin zero ale semnalului de analizat ci decalat. 
Funcţionarea formatorului de semnal logic poate fi înţeleasa pe 
baza formelor de unda din figura 7.2. 
Se observa ca durata semnalului de la ieşirea celui de-al doilea 
circuit basculant bistabil este egala cu perioada semnalului de 
intrare , durata intervalului dintre ti şi t3.Aceasta funcţionare 
este justificata de faptul ca durata semnaJ^ului QCIBB este 
măsurată între fronturi de acelaşi tip (descrescătoare) ale 
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semnalului Qcii. De aceea decalarea momentelor de trecere prin 
zero ti şi t3 faţă de momentele de declanşare a fronturilor 
semnalului QciSB ^ste realizată cu aceeaşi cantitate t^ (fixata 
de constanta de timp a filtrului trece jos şi de nivelul de 
declanşare în starea jos a circuitului basculant monostabil CI5). 
în modul descris se obţine un impuls Qci8B ^^ durata egala cu 
durata perioadei semnalului INI. Prin măsurarea duratei acestui 
semnal se obţine valoarea perioadei instantanee a semnalului 
INI. 

I IN1 

Figura 7.2 Un exemplu de funcţionare al circuitului de formare a 
semnalului logic. 

Prin măsurarea duratei acestui semnal se obţine valoarea perioa-
dei instantanee a semnalului INI. Din diagrama se constata ca în 
acest mod nu poate fi măsurată fiecare perioada a semnalului de 
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măsurat. 
Circuitul combinaţional are rolul de a permite calculatorului s3 
facă programarea blocului de intrare folosind liniile de date D3, 
D4 şi D7 de ieşire ale sistemului ADA 3100. 
Astfel, cu semnalul logic de pe linia 4 de nivel 1 logic se 
validează pe baza circuitului şi-nu , CI-13B , circuitul formator 
de întreruperi. Liniile D3 şi D7 se folosesc pentru programarea 
blocului de intrare pentru funcţionarea analizorului în domeniul 
modulaţiei în regim de fazmetru instantaneu respectiv în regim de 
numărător universal precum şi pentru declanşarea achiziţiei (D4 

1 logic) respectiv blocarea acesteia (04-̂ ' O logic).Circuitul 
formator de întreruperi este construit cu ajutorul unui circuit 
basculant bistabil de tipul CDB 473 (CI 9A) , din circuitul de 
validare CI 13 B şi din circuitul basculant monostabil de tipul 
CDB 4121 (CI 10). Rolul sau este de a genera semnalul de cerere 
de întrerupere pe linia de comanda TRIGG-IN a sistemului de 
achiziţii de date. Cererile de întrerupere sînt generate din 4 în 
4 perioade ale semnalului INI. Aceasta funcţie este îndeplinita 
datorita divizării cu 2 a frecvenţei semnalului QciSB ^^ către 
bistabilul CI9A. Pentru ca impulsurile generate de monostabilul 
CIIO sa poată fi interpretate ca şi cereri de întrerupere este 
necesar ca durata lor sa fie de aproximativ 340 ns. o durata mai 
mica nu este admisibila deoarece semnalul de cerere de 
întrerupere este activ pe palier şi nu pe front iar o durata mai 
mare ar face ca un singur impuls'pe linia TRGGER -IN sa conducă 
la doua cereri de întrerupere succesive. Analizînd schema bloc a 
sistemului de achiziţii de date din anexa l,se constata ca semna-
lul transmis pe linia TRIGGER-IN este distribuit de către blocul 
TRIGGER -SELECT (programat corespunzător de calculator pe magis-
tirala de date prin intermediul blocului PACER-CLOCK) spre blocul 
de gestionare a întreruperilor (INTERRUPT SELECT) care transmite 
cererea de întrerupere spre microprocesorul calculatorului pe 
magistrala de control. Ca linie de întrerupere hardware externa a 
calculatorului s-a ales linia IRQ-7 , căreia îi corespunde 
întreruperea de tipul 15( a microprocesorului 80286). Pentru a fi 
activata acesta linie este necesar, aşa cum s-a arătat mai sus, 
ca sa fie programat sistemul de achiziţii de date pentru a genera 
cereri de întreruperi hardware externe (programarea blocurilor 
PACER-CLOCK , TRIGGER SELECT şi INTERRUPT - SELECT) precum si 
interfaţa de întreruperi hardware externe a calculatorului IBM-
PC2.Programarea acestei interfeţe pentru a specifica linia IRQ-7 
ca linie de întreruperi hardware externe se face prin aducerea la 
zero a bitului D7 din registrul masca de îr^ţreruperi (IMR) al 
primului controlor programabil de întreruperi 8259 A din cadrul 
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acesteia. Intervalul de timp între douS cereri de întrerupere 
consecutive generate pe linia IRQ-7 (care reprezintă durata a 
patru perioade consecutive ale semnalului INI) este măsurat prin 
contorizarea pe durata sa , în blocul de numărare/temporizare a 
tactului de 5 MHz (generat de oscilatorul cu cuarţ al sistemului 
ADA-3100A). In acest scop se programează numărătorul O din cir-
cuitul TC-2 (cel de-al doilea numărător/temporizator de tip 82C54 
din structura blocului de numărare/temporizare al sistemului de 
achiziţii de date) în modul de lucru 4. Tactul adus la intrarea 
acestui numărător are o frecvenţa de 5MHz (datorita programării 
corespunzătoare a blocului PROGRAMABLE TIMER CLOCK SELECT) facuta 
de către calculator pe magistrala de control). In acest mod de 
lucru numărarea este validata daca GATE este conectata la 1 
logic. Se realizează o validare permanenta a numărătoru-
lui O din circuitul TC 2 prin programarea de către calculator în 
mod corespunzător a blocului PROGRAMABLE TIMER GATE SELECT. Dupa 
generarea cuvîntului de comanda al numărătorului TC 2,numărătorul 
O începe sa numere şi va fi lăsat sa o facă pe toata durata 
achiziţiei valorilor necesare estimării legii de variaţie a 
frecvenţei semnalului de intrare , conţinutul sau fiind citit "on 
-fly" şi trimis pe magistrala de date spre memoria calculatorului 
dupa fiecare cerere de întrerupere de pe linia IRQ-7. Comanda de 
memorare este lansata din subrutina de deservire a întreruperii 
(care a fost lansata în urma satisfacerii cererii de întrerupere 
considerate) adresa acestei subrutine fiind 60 (3C H) deoarece 
este vorba despre o întrerupere de tipul 15. 
La încheierea acestei subrutine are loc memorarea numărului citit 
?'on-fly" din numărătorul 0. 

în acest mod pe baza citirii consecutive a doua numere din 
iumaratorul O se poate calcula prin scăderea lor suma a patru 
perioade succesive din semnalul INI. Astfel se obţine o estimare t 
a perioadei medii (mediere facuta pe baza a patru eşantioane ) cu 
o eroare egala cu un sfert din perioada impulsului de tact (adică 
50 ns). Aceasta valoare a erorii este independenta de frecvenţa 
semnalului INI. Pe baza valorii acestei perioade se poate estima 
frecvenţa instantanee a semnalului INI în intervalul de timp al 
celor patru perioade consecutive considerate. 
Durata unui interval de masura de patru perioade ale semnalului 
de intrare a fost aleasa pentru ca sa se poată atinge banda de 
frecvenţe [lOOHz, lOOKHz] a analizorului în domeniul modulaţiei , 
avînd în vedere timpul necesar pentru desfăşurarea subrutinei de 
întrerupere a instrucţiunii de citire si a instrucţiunii de 
memorare( 30 us). i 
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7.3. Aspecte soft ale construcţiei analizorului în domeniul 
modulaţiei 

Softul aparatului este descris în [Asz.'92]. El este 
alcătuit dintr-o serie de programe care coordonează toate 
operaţile necesare pentru efectuarea unei măsurări. 
Programele au fost scrise în limbajul de nivel înalt C folosind 
mediul integrat Turbo C2.0. 
Aceste programe se bazează pe utilizarea a cinci funcţii de 
bază: ' 

-funcţia de instalare -INSTALL, 
-funcţia de achiziţie -ACHIZIŢIE, 
-funcţia de dezactivare hardware -UNINSTALL, 
-funcţia de calcul -CALC, 
-funcţia de afişare - AFIS. 

in figura 7.3 este prezentata ordinograma programului principal. 

Figura 7.3. Ordinograma programului principal. 

Funcţia INSTALL programează hardware-ul aparatului conform celor 
prezentate în paragraful anterior . Valorile achiziţionate pe 
baza funcţiei ACHIZIŢIE la sfîrsitul fiecărui interval de 
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măsurare sînt încărcate în tabelul val[NR-INT]. Pe baza funcţiei 
UNINSTALL se încheie activitatea calculatorului de supraveghere 
a bardului extern putîndu-se trece la calculul estimărilor frec-
venţei instantanee cu ajutorul funcţiei CALC. Aceasta funcţie are 
mai multe sarcini : 

-determinarea momentelor de măsurare ( capetele intervalelor 
de măsurare nefiind uniform repartizate în timp este necesar sa 
se determine cupluri de forma (fiR/t^) în scopul afişării rezul-
tatelor I de aceea trebuiesc calculate momentele tŷ  pe baza 
momentelor citite secvenţial în timpul decrementarii numărătoru-
lui 0). Aceste valori sînt încărcate în tabelul mom[NR-INT]. 

-determinarea estimatelor pentru frecvenţa instantanee(se 
determina valorile f̂ y. prin scăderea valorilor memorate la 
sfîrşitul unor intervale de măsurare succesive şi prin 
inversare).Aceste valori sînt încărcate în tabelul frecv[NR-INT]. 

-determinarea duratei achiziţiei t^ax (se face pe baza 
ultimei valori t]̂ ).In programele realizate aceasta este o varia-
bila de tip global. 
Funcţia AFIS este alcătuită din următoarele subfuncţii: 

-funcţia initmgrph : iniţializează modul grafic de lucru al 
calculatorului , 

-funcţia calc.l : este funcţia care implementează operaţia 
"zoom" , 

-funcţia afiş.2: realizează desenarea pe ecran a sistemului 
de coordonate şi a graficului, 

-funcţia movec.: permite afişarea unui cursor care poate fi 
deplasat pe ecran cu ajutorul tastaturii , fiind afişate valorile 
coordonatelor de pe grafic indicate de poziţia sa. în cadrul 
acestei funcţii poate fi realizata marcarea limitelor unui inter-
1 ' 

val care se doreşte a fi extins pe întreg ecranul prin funcţia 
"zoom". In cadrul funcţiei calcvpt. se face şi o regularizare a 
axei timpului avînd în vedere ca punctele tĵ  sînt repartizate 
neuniform şi ca pentru o reprezentare grafica corecta este nece-
sara o succesiune uniforma a absciselor estimărilor (care sînt 
reprezentate grafic). Ordinogramele funcţiilor amintite mai sus 
precum şi programele propriuzise comentate sînt prezentate în 
[Asz.«92]. 

7.4. Rezultate experisentale 

în urma construcţiei echipamentului descris şi a punerii în 
funcţiune s-a trecut la caracterizarea performanţelor sale. în 
acest scop au fost folosite surse pentru sgjnnalul INI cu para-
metrii controlati : versatester de tipul E0502 , generator de 
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funcţii de tipul POF-Ol şi generator vobulator de tipul E-0507. 
Semnalele aduse pe intrarea INI au fost controlate prin oscilo-
graf iere permanenta pe durata întregii experimentări. 
Folosind ca şi surs5 a semnalului de intrare versatesterul s-a 
putut determina sensibilitatea analizorului în domeniul 
modulaţiei. s-a constatat ca daca nivelul semnalului de intrare 
este mai mare sau egal cu 100 mVgf , frecvenţa acestui semnal 
este afişată în tabelul care se prezintă pe ecran , adică 
măsurarea se realizează corect. De aceea este firesc sa se de-
clare ca şi sensibilitate a aparatului valoarea de lOOmVgf.Avînd 
în vedere ca blocul de intrare foloseşte o sursa de alimentare cu 
valoarea de 5 V este necesar ca semnalul IN 1 sa nu aibă o ampli-
tudine vîrf la vîrf mai mare de S V w Printr-un experiment simi-
lar s-a constatat ca banda de frecvenţe în care aparatul lucrează 
corect este cuprinsa între 100 Hz şi 100 kHz . 
în continuare s-a trecut la testarea analizorului în domeniul 
modulaţiei folosind semnale modulate în frecvenţa.în anexa 4 sînt 
prezentate tabelele care conţin rezultatele experimentale. fn 
prima coloana a unui astfel de tabel este dat numărul de ordine 
al măsurării din şirul de măsurări efectuate , în cea de-a doua 
coloana valoarea numărului introdus în memoria calculatorului 
în cea de-a treia , valoarea frecvenţei instantanee iar în ultima 
coloana valoarea perioadei instantanee.In tabel sînt de asemenea 
prezentate valorile minima , medie şi maficima ale frecvenţelor 
instantanee anterior listate. în tabelul 1 sînt prezentate valo-
rile obţinute la măsurarea frecvenţei generate de versatester 
Cînd afisajul acestuia indica valoarea de IKHz. 
Xn tabelul 2 sînt prezentate valorile obţinute la măsurarea cu 
metoda tradiţionala a frecvenţei furnizate de versatester cînd 
tcesta indica valoarea de lOOKHz (prin metoda tradiţionala se 
înţelege numărarea perioadelor semnalului IN 1 pe intervale de 
timp riguros constante). 
în tabelul 3 sînt prezentate toate valorile obţinute la măsurarea 
frecvenţei instantanee a unui semnal modulat în frecvenţa cu 
purtător cu frecvenţa de 12 KHz şi modulator dreptunghiular! 
Analizînd acest tabel se constata ca pe durata achiziţiei a avut 
loc un salt al semnalului modulator între doua constante (saltul 
a avut loc dupa cea de-a 85-a măsurătoare şi corespunzător celor 
doua nivele constante ale semnalului modulator se obţin doua 
valori constante ale frecventei instantanee 12 KHz si 9^6 KHz). A / ' 
Intre măsurările cu număr de ordine 85 şi 88 se observa fenomenul 
tranzitoriu prin care trece oscilatorul comandat în tensiune al 
aparatului POF-Ol (folosit ca şi generator ,de semnal modulat în 
frecventa , cu ieşirea versatesterului conectata la intrarea FM). 
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se constata faptul c3 pe baza acestui tabel se poate determina 
răspunsul indicial al oscilatorului comandat în tensiune din 
structura generatorului de funcţii POF- 01. in tabelul 4 sînt 
prezentate toate valorile obţinute la măsurarea frecventei in-
stantanee a unui semnal modulat în frecvenţa cu modulator de 
forma sinusoidala. Se constata ca pe baza acestor valori poate fi 
trasata legea de variaţie în timp a frecvenţei instantanee si ca 
durata achiziţiei corespunde unei fracţiuni'din durata perioadei 
semnalului modulator. 
în anexa 5 sînt prezentate graficele afişate pe ecranul calcula-
torului în cazul măsurării frecvenţei instantanee a unor semnale 
modulate în frecvenţa. 
în figura 1 este prezentata legea de variaţie în timp a 
frecvenţei instantanee a unui semnal modulat în frecventa cu 
modulator sinusoidal. Frecvenţa semnalului purtător a fost de 
10 KHz iar frecvenţa semnalului modulator de 50Hz. Din figura se 

• constata ca reprezentarea grafica este normalizată atît pe absci-
sa cît şi pe ordonata. Citirea momentelor de pe axa timp se face 
ţinînd seama de faptul ca diviziunii 10 îi corespunde durata 
maxima a achiziţiei care în cazul de faţa este 
tmax=76,028ms.Pentru aprecierea mai exacta a coordonatelor unui 
punct de pe grafic poate fi utilizat cursorul (reprezentat pe 
figura cu o linie continua verticala). Astfel, momentul la care 
este fixat cursorul în figura 1 are valoarea : 31,17 ms , aşa cum 
este înscris sub grafic. 
Citirea valorilor frecvenţei instantanee de pe axa ordonatelor se 
face ţinînd seama ca diviziunii 1 îi corespunde valoarea minima a 
frecvenţei instantanee înregistrate (valoare care apare deasupra 
reprezentării grafice şi care în cazul figurii 1 este de f^in = 
4,416961KHZ) şi diviziunii 10 îi corespunde valoarea maxima a 
frecvenţei instantanee înregistrate ( afişată deasupra repre-
zentării grafice , care în cazul figurii 1 are valoarea fn̂ ax = 
17,421603 KHz). 
Pentru aprecierea mai exacta a valorilor coordonatelor unui 
anumit punct de pe grafic poate fi utilizat cursorul. Astfel, 
valoarea frecvenţei instantanee la care este fixat cursorul în 
figura este aşa cum se poate citi sub reprezentarea grafica de 
10,5263 KHZ. 

[. Pe lînga facilităţile reprezentării grafice descrise pîna acum 
t pe ecran mai sînt afişate valoarea medie a frecvenţei (valoare 

care ar fi fost afişată de un numărător universal şi care în 
[ cazul figurii 1 este'de f^ed = 12,44870757 KHz) , numărul total 
^ de intervale de masura folosite (care în caz<ul de faţa este : NR. 
^ interval de masura = 200) , poziţia curenta a cursorului faţa de 
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marginea din stînga a chenarului care limitează reprezentarea 
grafica (valoare care în cazul figurii 1 este x=264) precum şi 
tastele care pot fi folosite pentru modificarea reprezentării 
grafice (toate reprezentările grafice despre care se afirma ca 
rezulta prin modificări se refera la aceeaşi achiziţie). 
Numele şi semnificaţia acestor taste apar în partea de jos a 
ecranului. Astfel : 

-cu tasta < se poate face deplasarea la stînga a 
cursorului pe reprezentarea grafica , 

-cu tasta > se poate face deplasarea la dreapta a 
cursorului pe reprezentarea grafica , 

-cu tasta ' poate fi memorata limita din stînga a intervalu-
lui pe care se doreşte realizarea funcţiei "zoom" . 

-cu tasta 1 poate fi memorata limita din dreapta a interva-
lului pe care se doreşte realizarea funcţiei "zoom". Deplasarea 
cursorului între limitele din stînga şi'din dreapta poate fi 
realizata cu ajutorul primelor doua taste descrise. 

-cu ajutorul tastelor Control şi R poate fi declanşata 
funcţia "zoom" care presupune reprezentarea pe întreg ecranul' a 
legii de variaţie a frecvenţei instantanee din intervalul speci-
ficat de limitele stînga şi dreapta . In cadrul acestei funcţii 
între valorile măsurate se introduc valori calculate prin inter-
polare liniara. 

-cu tasta BLANC se poate face revenirea la prima reprezen-
tare grafica facuta pe ecran. 

-cu tasta Q poate fi părăsită reprezentarea grafica în 
scopul efectuării unei alte achiziţii. 
Principala observaţie care poate fi facuta în legătură cu repre-
zentările grafice este ca în cadrul lor nu este conservata rezo-
luţia temporala, intervalele de timp în care sînt reprezentate 
valori mici ale frecvenţei instantanee fiind mai lungi decît 
intervalele de timp în care sînt reprezentate valori mari ale 
frecvenţei instantanee. Aceasta manifestare este specifica 
reconstrucţiei legii de variaţie temporala a frecvenţei instanta-
nee bazata pe o eşantionare neuniforma . 
în figura 2 se prezintă legea de variaţie în timp a frecventei 
instantanee a unui semnal modulat în frecventa cu frecventa 

/ 

purtătoare de 1 KHz folosind un semnal modulator dreptunghiular 
avînd frecvenţa de 10 Hz. 
Fronturile reprezentării descriu procesul tranzitoriu specific 
funcţionarii oscilatorului comandat în tensiune , din structura 
modulatorului în frecvenţa aparţinînd generatorului POF-01. 
Analizînd figura se constata ca s-a lucrat cii un indice de modu-
laţie relativ mare (la fel ca si în cazul figurii 1 ) , motiv 

162 

BUPT



pentru care palierele obţinute (atît cel corespunzător 
frecvenţelor mari cît şi cel corespunzător frecvenţelor mici ) au 
aceeaşi rezoluţie ( variaţiile frecvenţei instantanee în jurul 
valorilor fmin Şi ^max sînt mult mai mici decît variaţia dintre 
^min fmax)• 

In figura 3 se prezintă legea de variaţie în timp a 
frecvenţei instantanee a unui semnal modulat în frecvenţa cu 
frecvenţa purtătoare de 5 KHz folosind un semnal modulator 
dreptunghiular cu frecvenţa de 10 Hz. Deoarece indicele de modu-
laţie are şi în acest caz aceeaşi valoare ca şi în cazul prezen-
tat în figura 2 rezoluţia pe palierele inferior şi superior este 
din nou aceeaşi. Spre deosebire de cazul prezentat anterior 
avînd în vedere ca raportul dintre indicele de modulaţie şi 
frecvenţa purtătoare este de cinci ori mai mare în acest caz , 
dispersia pe cele doua paliere ale reprezentării grafice este mai 
mare. Acest efect se datorează modului de reprezentare grafica 
(mai precis normării ordonatelor ) şi nu caracterizează precizia 
de măsurare. 

în figura 4 se prezintă legea de variaţie temporala a frec-
venţei instantanee a semnalului modulat furnizat de generatorul 
E0507 , avînd o perioada de vobulare de 10 ms. Analizînd figura 
se constata prezenţa unor timpi morţi la începutul şi sfîrşitul 
perioadei de vobulare. 

în figura 5 se prezintă reprezentarea aferenta unei determi-
nări bazata pe metoda tradiţionala ( la care s-au făcut referiri 
în comentariul tabelului 2 din anexa 4 ) a frecvenţei de 100 KHz 
a semnalului generat de un versatester. 

Pe baza figurii 6 poate fi analizat rezultatul măsurării 
frecvenţei instantanee a unui semnal generat de versatester ( cu 
frecvenţa indicata de acest aparat de 10 KHz). 
Se evidenţiază în acest mod stabilitatea pe termen scurt a ver-
satesterului , constatînd ca mediile statistice ale valorilor 
maxime şi minime ale frecvenţei măsurate în mod continuu sînt de 
3 si 8 (adică 9,896 KHz şi 10,059 KHz). Deci valoarea medie a 
dispersiei estimărilor este de 163 Hz. Aceasta valoare este 
confirmata de observaţia ca pe durata măsurării valoarea 
frecventei generate de versatester a fost afişată pe indicatorul 
acestuia ca fiind 9,9 sau 10 KHz. Se constata ca pe durata achi-
ziţiei limitele 3 şi 8 sînt depăşite foarte rar, în intervalul 
temporal [3,4] obţinîndu-se variaţia cea mai mare a frecvenţei 
instantanee în valoare de 318 Hz. 
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7.5. Concluzii 

în acest capitol a fost facuta o prezentare succinta a unui 
analizor în domeniul modulaţiei construit de autor. Acest tip de 
aparat aparţine clasei aparatelor de măsurare adaptive, para-
metrii sai (frecvenţa de eşantionare , durata a unei măsurări 
individuale etc.) modificîndu-se în timp pe parcursul măsurării 
pentru a urmări cît mai fidel parametrii corespunzători ai 
semnalului de măsurat. 
O prezentare mai detaliata a acestui aparat este facuta în 
[Asz. '92] . 
Trebuie remarcat ca astfel de aparate se construiesc în prezent 
de firme de prestigiu în domeniul aparatelor de masura cum ar fi 
Hewlett - Packard sau Philips. Astfel de aparate se folosesc cu 
precădere în testarea echipamentelor de telecomunicaţii. 
Contribuţiile originale ale autorului prezentate în acest capitol 
sînt: 

- ideea utilizării unui calculator universal,echipat cu o 
placa de achiziţii de date dedicata,la construcţia unui analizor 
în domeniul modulaţei^ ieftin şi versatil^ destinat uzului curent^ 
în orice laborator de electronica . 

-schema bloc a etajului de intrare în analizor, 
-forma de prezentare a rezultatelor pe monitorul calculato-

rului . 
-strategia de testare a aparatului realizat, 

în viitor se vor studia tehnicile de prelucrare numerica a semna-
lului care pot conduce la îmbunătăţirea rezoluţiei aparatului în 
special în cazul în care semnalul de analizat este perturbat 
aditiv de zgomot . 
be asemenea vor fi investigate şi alte modalităţi de măsurare a 
frecvenţei instantanee în special pentru semnalele cu raport 
semnal pe zgomot mic. 
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8.Concluzii 

Clasa semnalelor nestaţionare este frecvent utilizata în 
prezent, acceptarea ipotezei de nestaţionaritate conducînd la o 
calitate superioara a modelării fenomenelor fizice prin semnale. 

In cazul semnalelor nestaţionare, parametrii caracteristici 
sînt variabili în timp. De aceea se poate vorbi despre valori 
instantanee ale parametrilor. Măsurarea semnalelor nestaţionare 
consta tocmai în determinarea acestor valori instantanee, la 
fiecare moment de timp. Rezultatele măsurării sînt cu atît mai 
precise cu cît valorile parametrilor aparatului de măsurare sînt 
mai apropiate de valorile optime corespunzătoare valorii mărimii 
de măsurat. 

De aceea prin modificarea continua a parametrilor aparatului 
de măsurare, în acord cu valorile instantanee ale parametrilor 
semnalului de măsurat, se obţin rezultate mai precise decît în 
cazul în care parametrii aparatului de măsurare sînt ficşi. 

Modificarea parametrilor aparatului de măsurare în acord cu 
parametrii semnalului de măsurat conferă acestui aparat un carac-
'ter adaptiv. Deci, pentru măsurarea semnalelor nestaţionare se 
recomanda utilizarea aparatelor de măsurare adaptive. Aceasta 
clasa de aparate de măsurare se dezvolta rapid în prezent, majo-
ritatea aparatelor de măsurare tradiţionale ( voltmetre, osci-
loscoape, numărătoare univers.ale, analizoare de spectru etc.) 
fiind realizate şi în varianta adaptiva, fn prezent se realizează 
si aparate de măsurare care implementează noi tehnici de măsurare 
adaptiva fara corespondent între tehnicile care stau la baza 
construcţiei aparatelor de măsurare tradiţionale. 
; Din' afirmaţiile făcute rezulta marea actualitate a temei 
'acestei teze de doctorat. în cercetarea efectuata pe aceasta tema 
au fost utilizate metode moderne (de exemplu conceptele matema-
tice de undişoara sau multirezoluţie), reieşind şi de aici actua-
litatea temei abordate. 

Prezentarea facuta pentru tehnicile de măsurare adaptiva 
precum si pentru aparatele care funcţionează pe baza acestor 
tehnici 'are un caracter unitar, pornindu-se de la aspecte prin-
cipiale (cărora le sînt dedicate primele trei capitole), 
continuînd cu prezentarea unor aparate de măsurare moderne (în 
capitolele 4, 5 si 6) şi încheindu-se cu descrierea unui aparat 
de măsurare adaptiv, original, realizat de autor (capitolul 7). 

întreaga lucrare este conceputa pe baza unei bibliografii 
recente (un număr însemnat de referinţe bibliografice au anii de 
apariţie 1990, 1991 sau 1992), relativ vaste (sînt citate peste o 
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suta de titluri) şi de buna calitate (majoritatea lucrărilor 
citate au fost prezentate la conferinţe I.E.E.E. sau au apărut în 
reviste editate de acest institut). 

O parte, semnificativa, din aceasta lucrare are un caracter 
original. în continuare se prezintă principalele contribuţii 
originale ale autorului. A 

In capitolul 1, "Conceptul de măsurare adaptiva", dupa o 
trecere în revista a principalelor domenii din tehnica în care se 
utilizează metode adaptive, este definit conceptul de măsurare 
adaptiva: 
1) -Se numeşte aparat de măsurare adaptiv acel aparat de 
măsurare ai cărui parametrii se modifica în acord cu modificarea 
parametrilor mărimii de măsurat. 

Efectul utilizării unui aparat de măsurare adaptiv în locul 
unuia neadaptiv este obţinerea unor performante superioare. 

fn capitolul 2, "Modalităţi de analiza spectrala adaptiva", 
sînt prezentate bazele analizei spectrale a semnalelor 
nestaţionare, justificîndu-se necesitatea utilizării reprezen-
tărilor tridimensionale. Sînt descrise reprezentările timp-
frecvenţa de tipul transformare Fourier scurta, Wigner-Ville, 
funcţie de incertitudine şi Cohen. De asemenea sînt definite 
reprezentările timp-factor de scala, de tip undişoara. sînt 
prezentate formele acestor reprezentări atît pentru 'semnale de 
energie finita în timp continuu cît şi în timp discret. 

Contribuţiile originale ale autorului prezentate în acest 
capitol sînt: 
2) - demonstraţiile proprietăţilor de izometrie pîna la o 
constanta şi de inversabilitate pentru reprezentările timp-frec-
venţa de tip transformare Fourier scurta; 
3) - considerarea reprezentărilor timp-frecventa de tipul 
funcţie de incertitudine sau Wigner-Ville ca şi reprezentări 
timp-frecvenţa de tip transformare Fourier scurta adaptive, cu 
fereastra de analiza dependenta de semnalul de analizat; 
4) - exemplificarea principiului incertitudinii pe baza celor 
doua cazuri extreme de analiza cu ajutorul transformării Fourier 
scurte: 

- fereastra temporala cu cea mai mare concentrare în timp, 
w(t) = 6(t): 

ot = O , o^= « 
- fereastra temporala cu cea mai mare cooncentrare în frec-
venţa, ) = ) : 

Oc. = O , ot = » 
5) - propunerea unei metode de adaptare a duratei ferestrei de 
analiza la semnalul de analizat în cazul utilizării transformării 
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Fourier scurte în timp discret. 
capitolul 3, "Noi modalităţi de eşantionare a semnalelor de 

banda nelimitata", este în întregime original. Scopul sau este 
formularea unei teoreme de eşantionare,mai generală decît teorema 
W.K.S. ̂  pe baza căreia sa se poată realiza şi reconstrucţia per-
fecta a semnalelor de banda nelimitata , folosind esantioanele 
prelevate. 

In acest capitol se sugerează doua cai de aproximare a 
semnalelor de energie finita folosind sisteme de eşantionare: 
analiza multirezoluţie şi descompunerea ortogonala a spatiilor de 
funcţii. Principalele rezultate originale prezentate în acest 
capitol sînt conţinute în observaţiile din fiecare paragraf (în 
întreg capitolul sînt formulate 35 de observaţii). 

Primul obiectiv al capitolului 3 a' fost clarificarea 
noţiunii de analiza multirezoluţie. Observaţia 06 simplifica 
conţinutul definiţiei acestui' concept. 
6) - Conform acestei observaţii, mulţimea subspatiilor închise 
ale lui L2{R), notata {Vn,}n,c ẑ  este o analiza multirezolutie a 
acestui spaţiu daca sînt îndeplinite următoarele condiţii: ' 
i). . . . V2C-V1C VoCV_iev.2 . . . 
ii), n Vm ={0} , U Vm = L2(R) 

m€Z mez 
iii). Pentru orice funcţie f^Cx) din V^, funcţia fn,(2x) aparţine 

lui . 
iv). Exista o funcţie <t)(x) din subspatiul VQ, astfel încît, 
oricare ar fi mez, mulţimea Hm,n{x) • <t>(2-m.x-n) z 
este o baza ortonormaia a spaţiului Vm-

în paragraful 3.1.1 se prezintă un exemplu original E2, de 
analiza multirezolutie. 

n 
7) -E2.vg.l- = {fe L2(R)|f(co ) = 0,ptr.|c^|> } 

2m 

4>(t) = •o,o(t) = sinc(7it) 
în acelaşi paragraf se da o demonstraţie originala a 

afirmaţiei din [But.'83] conform căreia: 
8) - orice semnal de energie finita f(t) se poate exprima cu: 

00 

f(t) = lim E f(2®-n) • sine [7i( 2"® • t-n) ] 
m-^ -» n=-«» 

în paragraful 3.1.2, "O modalitate de constructie a unei 
baze ortonormale a lui L2(R) folosind o analiza multirezolutie", 
este prezentata calea de construcţie a descompunerii ortogonale 
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^Wm}m£Z a spaţiului L2{r) pornind de la o analiza multirezoluţie, 
Z- Rezultatul acestui paragraf este teorema: 

9) P7. Daca mulţimea = {lfni,n>n€: Z' VmGZ, este o baza orto-
normaia a subspaţiului W^ (membru al unei descompuneri ortogonale 
a lui L2(R)), atunci mulţimea B = {ţm,n>m6 Z,ne z este o baza 
ortonormaia a spaţiului L2(r). 
Demonstraţia acestei teoreme este originală. 

în paragraful 3.1.3, "Exemple de baze ortonormale de 
undişoare pe L2(r) se prezintă următorul exemplu : 

-<lVm,n>me z,n<̂  Z cu: 

lVm,n(t) = 2-m/2 - ilfo,o(2-®(t-n)) 

si / 
71 

lVo,o(t) = s (-1)^ • sine [( )(n+l) ] • sine [ 7i(2-t-n) ] 
n 2 

Acest exemplu este original. Funcţiile de tipul i^po^O^t) se 
numesc "undişoare mama". 

De asemenea, în acelaşi paragraf se da o demonstraţie origi-
nala a afirmaţiei din [Wor.,Opp.'92] conform căreia : 
11) -"undişoara mama": 

71 3-71 
2^0,o(t) = sine ( -t ) • cos ( -t) 

2 2 
generează baza ortonormaia {2Vm,n>m Z,nE Z a lui L2(R). 
In acelaşi paragraf se prezintă o noua descompunere ortogonala a 
acestui spaţiu în subspaţiile {W^^ • 1 • ^ ̂ mde : 

71 n 
12) {f€ l2(R) I f(cx>) = o ptr. |GJ>|< sau |c^|> } 

Si acest rezultat este original. 
In paragraful 3.1.4, "Construcţia unor baze ortonormale de 

undişoare pe L2(r) pornind de la analiza multirezoluţie 
" s® generalizează doua teoreme prezentate în 

[Hig.'84]. Enunţurile acestor teoreme noi sînt: 
13) -P12. Daca mulţimea ^ste o baza ortonormaia pe 
Hm/ atunci mulţimea { (1/ >n ̂  Z este o baza ortonor-
maia pe Hm, unde Hm = ) | f(t)^ Hn,}. 
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14) -P13. Fiind data funcţia reala p(CJ) , continua pe porţiuni 
şi mulţimea Bg={$nj n(^)}nez baza a spaţiului Hilbert mulţimea 

e^^^'^^bnez este baza ortonormaia a lui 
De asemenea în acest paragraf se determina şi condiţia pe care 
trebuie sa o îndeplinească funcţia auxiliara ii(a;) , astfel încît 
bazele ortonormale obţinute utilizînd teoremele P12 si P13 sa 
fie compuse din undişoare.Şi acesta este un rezultat original.La 
sfîrşitul acestui paragraf se prezintă doua noi baze ortonormale 
de undişoare în spaţiul Hilbert L2{r). Folosind notaţia : 

= sine [7i( 2-n^t-n) ] 

cele doua noi baze ortonormale ale lui L2{r) sînt generate de 

undişoarele mam5 : 

15) -3f0,0(t) = jS<jH{20o,o(t)},jH{2<t>-i,n(t)}>(-l)nH{2<t>-i,n(t)} 
n 

şi: 

16) -4^0,0(t) = - 3f0,0(t) 
Un alt exemplu original de undişoara mama este: 

17) -6f0,0(t) = -jH{2f0,0(t)} 
în ultimul paragraf al capitolului 3 se formulează teorema de 
eşantionare generalizata : 
18) -Condiţia necesara şi suficienta ca un semnal de banda 
nelimitata sa poată fi reconstruit perfect din eşantioane este ca 
el sa fie prelucrat cu un sistem de tipul celui din figura 1 sau 
2. Formula de reconstrucţie este : 

x(t) = S E = S x„(t) 
m n m 

Aceasta teorema reprezintă rezultatul central al acestei teze. 
In comparaţie cu teorema W.K.S., noua teorema de eşantionare are 
avantajul ca elimina ipoteza simplificatoare de limitare într-o 
banda de frecvenţe a spectrului semnalului de esantionat. 
Celelalte ipoteze simplificatoare ale teoremei W.K.S. stau si la 
baza acestei noi teoreme de eşantionare. într-adevăr în cazul 
ambelor teoreme eşantionarea se realizează în mod ideal , iar 
pentru reconstrucţie se utilizează filtre ideale şi un număr 
infinit de eşantioane. în plus teorema enunţata are în comparaţie 
cu teorema W.K.S. dezavantajul ca presupune utilizarea unui număr 
infinit de subsisteme de prelucrare. 
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m=1 y 
x̂i(t) 

Î6i(t) 
r 

x̂i(t) 
Î6i(t) 

r 

pVao(̂) m=0 pVao(̂) 

Isift) 

m̂ -l 
P-1,0 

J 
f P-1,0 
A6i(t) 

Figura 1 . Ir.iplenient area teor^n^.ei de eşantionare folosind 
translatate a Iri 

m=1 

m=0 

* 

V (-t) P1.0 V Z . 

62(t) 
pfio(t) 

J6i(t) 

m=-1 * 

H'. (-t) / ^ 

Figura 2. Implementarea teoremei de esant ̂ on-i: 
-ndisoare a lui L - R ^ . 

>losind o baT. ̂  de 
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Teorema prezentata poate fi utilizată în cadrul teoriei 
aproximării semnalelor (de energie finita ), dupa cum este 
menţionat în cadrul paragrafului 3.2. în acest paragraf se pre-
zintă înca o metoda de aproximare a semnalelor de energie finita 
folosind eşantionarea, de asemenea originală, care se bazează pe 
conceptul de analiza multirezoluţie. Calităţile acestor metode de 
aproximare le recomanda pentru a fi utilizate în implementarea 
unor tehnici de aproximare adaptiva.Capitolul 4 "Tehnici de 
eşantionare adaptiva utilizate în construcţia unor aparate de 
măsurare numerice" are ca scop prezentarea principiala a unor 
aparate de măsurare numerice , moderne, înzestrate cu sisteme de 
eşantionare adaptiva. 
19) -La începutul capitolului este fScuta o clasificare origina-
la a tehnicilor de eşantionare adaptiva în funcţie de tipul de 
eroare pe care îl minimizează. 
20) -fn relaţia (4.2) este data formula de calcul a spectrului 
unul semnal eşantlonat neuniform , cu pas de eşantionare cu 
variaţie periodica. 
Aceasta formula a fost stabilita pe baza unei demonstraţii origi-
nale. O chestiune interesanta legata de eşantionare este cea a 
aprecierii erorii de aliere. Aceasta este o familie de funcţii 
de timp care depind de parametrul frecvenţa de eşantionare expri-
mate analitic prin formule complicate. De aceea, de obicei, 
aceasta eroare se apreciază prin intermediul unor margini 
superioare. 
21) -în acest capitol este prezentata o noua expresie pentru 
marginea superioara a erorii de aliere , mjCt). 
Se demonstrează că acest rezultat este superior tuturor celor-
lalte rezultate de acelaşi tip prezentate în literatură , deoa-
rece mi(t) este majorată de toate celelalte margini superioare 
ale erorii de aliere cunoscute.Aceste rezultate au fost prezen-
tate la o conferinţă internaţională organizată în Algeria în anul 
1992. Este studiata de asemenea eroarea medie pătratică de 
aliere. 
22) -Un rezultat original este formula valorii minime a acestei 
erori şl sinteza sistemului de aproximare a semnalelor de banda 
nelimitata prin semnale de banda limitata care foloseşte eşantio-
narea , cu eroare medie patratlca minima de aproximare. 
23) -O alta contribuţie a autorului prezentata în acest capitol 
este formula valorii minime a erorii medii patratlce de trun-
chiere. 
24) -în paragraful 4.3.5.4. se prezintă o metoda originala de 
eşantionare adaptiva bazata pe o analiza multirezoluţie. 
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Avantajul potenţial al acestei metode , în comparaţie cu metodele 

destinate aceluiaşi scop prezentate în l i t e r a t u r a . consta în 

creşterea capacităţi i de compresie de date a sistemului de 

calcul aferent . 

Capitolul 5, "Tehnici noi de f i l t r a r e adaptiva aplicate la 

prelucrarea semnalelor modulate în frecventa " are ca scop pre-

zentarea contr ibuţ i i lor autorului în problema f i l t r ă r i i adaptive 

u t i l i z a t a în aparatura de măsurare. 

Primul rezultat or ig inal din acest capitol este d e f i n i ţ i a filtru-

lui cu urmărire; 

25) -D. Se numeşte filtru cu urmărire un filtru a cărui 
frecvenţa centrala (sau de taiere) are în permanenta aceeaşi 
valoare cu frecvenţa instantanee a semnalului de la intrarea sa.' 
De asemenea sînt d e f i n i t e noţiunile noi de caracteristica momen-
tana şi de caracteristica globala de frecvenţa . Se evidenţiază 

apoi cîteva proprietăţi speci f ice ale f i l t r e l o r analogice cu 

urmărire : 

26) -PI. Daca momentele de timp tp şi tq sînt alese astfel încît 
raportul pulsaţiilor instantanee ale semnalului de intrare , 
calculate la aceste momente , ( t q ) ( t p ) , sa fie egal cu a , 
frecvenţa centrala a caracteristicii momentane a unui filtru cu 
urmărire de tip trece banda la momentul tq va fi de a ori mai 
mare decît frecvenţa centrala a aceleiaşi caracteristici la 
momentul tp. ' 
27) -P2. în condiţiile de la PI, banda la -3dB a caracteristicii 
momentane HCu^Oq) este de a ori mai mare decît banda la -3dB a 
caracteristicii momentane H(o,u.p) . 
28) -P3. in banda de urmărire , modulul caracteristicii globale 
de frecvenţa a unui filtru trece banda de ordinul 2 cu urmărire 
este maxim. 
29) -P4. Modulul caracteristicii globale de frecvenţa a unui 
filtru trece banda cu urmărire este o buna aproximare a modulului 
caracteristicii de frecventa a unui filtru trece banda ideal. 
30) -P5. Un filtru adaptiv pentru semnale modulate în frcventa 
la care urmărirea se face conform relaţiei : 

cJ= koc^i(t) 

are caracteristica globala de frecvenţa de valoare constanta în 
banda de urmărire. 
Enunţurile şi demonstraţiile acestor proprietăţi sînt originale . 

V a l a b i l i t a t e a lor a fost pusa în evidenţa pe cale experir-.ental? 

prin analiza unui f i l t r u cu urmărire de ordinul 2 , construit de 

autor .Aceste rezultate au fost prezentate la o conferinţa inter-

naţionala în Polonia în 1991 . 

31) -în acest capitol a fost evidenţiata şi legătura dintre 
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transformarea undişoara în timp continuu si filtrele cu urmărire 
Acest rezultat este de asemenea o r i g i n a l / 

Sînt prezentate şi doua r e a l i z ă r i experimentale ale unor f i l t r e 

cu urmărire proiectate de autor , unul folosind c ircuite cu 

capacităţi comutate iar cel de al doilea bazat pe un f i l t r u 

numeric. 

32) -în acest context a fost elaborata o metoda de echivalare a 
circuitelor cu capacităţi comutate şi o metoda de echivalare a 
filtrelor analogice construite cu ajutorul filtrelor numerice cu 
sisteme liniare şi invariante în timp continuu. 

Cele doua metode de echivalare sînt or ig ina le . 

Scopul capitolului 6 " Metode de măsurare a frec^6?ntei instan-

tanee este trecerea în revista a celor mai moderne 

tehnici de măsurare a acestui parametru. 

Prezentarea metodelor este realizata pe baza descrierii lor 
matematice. 
Un rezultat or ig inal prezentat în acest capitol este : 

33) -echivalarea metodei de măsurare a frecvenţei instantanee 
numita măsurare continua , cu o metoda de măsurare care utilizea-
ză filtrarea adaptiva. 
34) -în paragraful 6.6 se prezintă o metoda originala de 
măsurare adaptiva a frecvenţei instantanee a semnalelor pertur-
bate aditiv de zgomot alb. 
In capitolul 7 , "Un anal izor original în domeniul modulaţiei 

construit cu ajutorul unui calculator universal IBM-PC-AT", 4ste 

dat un exemplu de u t i l i z a r e a unui calculator universal la 

măsurarea frecvenţei instantanee . Prin structura sa , acest 

aparat se d i ferenţiază de alte aparate de acelaşi tip construite 

de firme de prest ig iu cum ar f i Hewlett-Packard sau Philips-

Fluke. Construcţia se bazează pe u t i l i z a r e a sistemului de 

a c h i z i ţ i i de date ADA-3100A, fabricat la firma americana "Real 

Time Devices" cu începere din anul 1991. 

Contribuţiile autorului la construcţia acestui aparat sînt : 
35) -proiectarea şi construcţia blocului de intrare al cărui rol 
este transformarea semnalului de măsurat într-un semnal logic ale 
cărui fronturi marchează intervalele de timp care trebuiesc 
măsurate. 
36) -stabilirea strategiei de utilizare a subsistemelor din 
structura sistemului de achiziţii de date în scopul implemen-
tării tehnicii de măsurare continua. 
37) -stabilirea formatului de prezentare a rezultatelor experi-
mentale. 
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valC 03. x = 48191 •f recvC 03 = 1 .00190 kHz per C 
per C 
per r 
per: 
per C 
per C 
per C 

valC 43. x = 33869 ^recvC 43 = 1 -00145 kHz 
per C 
per C 
per r 
per: 
per C 
per C 
per C 

val C 83. >; = 1954?; f r ©c V C 83 = 1 .00170 kHz 

per C 
per C 
per r 
per: 
per C 
per C 
per C 

valC 123. i< — 5213 fr2CvC 12: = 1 -00165 .kHz 

per C 
per C 
per r 
per: 
per C 
per C 
per C 

valC 163. x = 56423 •f recvC 163 = 1 .00140 kHz 

per C 
per C 
per r 
per: 
per C 
per C 
per C 

valC 203. x = 42094 •FrecvC 203 = 1 .00165 kHz 

per C 
per C 
per r 
per: 
per C 
per C 
per C valC 243. x = 27767 -f recvC 243 = 1 -00160 kHz 

per C 
per C 
per r 
per: 
per C 
per C 
per C valC 283. x = 13440 frecvC 283 = 1 .00160 kHz per C 
per C 
per C 
per C 
per C 

valC 323. x = 64647 •f recvC 323 = 1 -00170 kHz 
per C 
per C 
per C 
per C 
per C 

valC 363. x = 50309 •f recvC 363 = 1 .00210 kHz 

per C 
per C 
per C 
per C 
per C 

valC 403. x = 35983 •f recvC 403 = 1 .00165 kHz 

per C 
per C 
per C 
per C 
per C valC 443. x = 21661 •f recvC 443 = 1 .00120 kHz 

per C 
per C 
per C 
per C 
per C valC 483. x = 7333 •frecvC 483=1, .00170 kHz per C 
per C valC 523. x = 58541 frecvC 523 = 1, .00165 kHz 
per C 
per C valC 563. x = 44203 frecvC 563=1. .00220 kHz per C valC 603. x = 29876 •frecvC 603=1, .00150 kHz per C valC 643. x = 15555 frecvC 643=1. .00200 kHz per C 

valC 683. x = 1230 -frecvC 683=1. .00120 kHz per C 
valC 72:. = ;;-Gcvr 72:=i. .00135 kHz per [ 
valC 76:. x = 38111 •frecvC 763=1. .00120 kHz per C 
valC 803. x = 23786 frecvC 803=1. .00145 kHz per C 
valC 843. x = 9458 frecvC 843=1. .00145 kHz per C 
valC 883. x = 60650 frecvC 883=1. .00236 kHz per C 
valC 923. x = 46324 frecvC 923=1. .00231 kHz per C 

UJ 
8] 

12] 
16: 
20: 
24: 
283 
32: 
36: 
40: 
44 3=: 
48:= 
52: = 
56: = 
6o: = 
64:= 
68 
723. 
763-
80 : = 
84: = 
88: = 
92: = 

-998 

- 99 y 
=998. 
=998. 
=993. 
=998. 
=998. 
=997. 
=998. 
=998. 
=998-
=998. 
=997. 
=998. 
=998. 
=998. 
• v̂- . 
=998. 
998. 
998. 
997. 
997. 

.10 mi crosec 

. m i crosec 

.35 .TjicroBGc 
60 microsec 
35 microsec 
40 microsec 
40 microsec 
30 microsec 
90 microsec 
35 microsec 
80 microsec 
30 microsec 
35 microsec 
80 microsec 
50 microsec 
00 microsec 
80 microsec 
65 ini crosec: 
80 microsec 
55 microsec 
55 microsec 
65 microsec 
70 microsec 

valC 963. x = 31999 frecvC 963=1 - 00226 kHz perC 96: =997 .75 mi crosec 
valC1003. x = 17664 frecvC1003=l .00185 kHz perClOO: =998 . 15 mi crosec 
valC1043. x = 3348 frecvC1043=l -00125 kHz per CI04: =998, . 75 mi crosec 
valC1083. x = 54557 frecvC1083=l .00180 kHz perC108: =998, .20 mi crosec 
valC1123. x = 40232 frecvC1123=l -00170 kHz perC112: =998. . 30 mi crosec 
valC1163- x = 25886 frecvC1163=l .00266 kHz perC116: =997. .35 mi crosec 
valC120:. x = 11561 frecvC1203=l -00175 kHz per CI 20: = 998. . 25 mi cr osec 
valC1243. X = L2777 frecvC1243=l - 00220 kHz perC124] =997. .80 mi crosec 
valC128:. x = 48451 frecvC1283=l -00175 kHz perC128: =998. .25 mi crosec 
valC132:. x = 34124 frecvC1323=l -00155 kHz perC1323 =998. , 45 mi crosec 
valC136:. x = 19799 frecvC1363=l -00145 kHz perC1363: =998. ,55 mi cr osec 
valC140:. x = 5471 frecvC1403=l .00190 kHz per C 1403: =998. 10 mi crosec 
valC144:. x = 56661 frecvC1443=l .00266 kHz per C 1443 = =997. 35 mi crosec 
valC148:. x = 42343 frecvC1483=l -00125 kHz perC1483 = =998. 75 mi crosec 
valC152:. x = 28018 frecvC1523=l, .00185 kHz per C 152]^ 998. 15 mi crosec 
valC1563. x = 13679 frecvC1563=l .00256 kHz perC1563= =997. 45 mi crosec 
valCÎ60n. 6 4891 frecvr160: = î , .00180 kHz perCî601 20 ,T.i cr osGc 
valC164:- x = 50575 frecvC164:=l, .00135 kHz per[1643= =998. 65 mi crosec 
valC1683- x = 36250 frecvC1683=l. .00160 kHz perC1683= =998. 40 mi crosec 
valC1723. x = 21924 frecvC1723=l. .00165 kHz perC172:= =998. 35 mi crosec 
valC1763- x = 7590 frecvC1763=l. .00120 kHz perC176:= =998- 80 mi crosec 
valC1803. x = 58801 frecvC1803=l. .00165 kHz perC180:= =998. 35 mi crosec 
valC1843. x = 44469 frecvC1843=l. .00125 kHz perC184:= =998. 75 mi crosec 
valC188:. y' — 30146 frccvC1883=1. .00170 kHz pQrClSS:^ = 798. 30 mi crosec 

valC192:.x= 15808 
valC1963.x= 1490 

recventa medie este f=1.00171 kHz 
recventa minima este f=1.001 kHz 
recventa maxima este -F = 1.00281 kHz 

frecvC1923=l.00145 kHz 
frecvC196:=l-00155 kHz 

perC192:=998.55 microsec 
perC196:=998.45 microsec 
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valC 03. x = 0 •f recvC 03=99,80 kHz 
V̂ il L x = 63538 •f recvC 4:-99.S0 kHz 
val C 83. x = 61540 frecv: 81-100,00 kHz 
valL 123. x = 59541 •f recvC 12j=i00.00 kHz 
valC 163. x= 57543 frecvC 163=100.00 kHz 
valC 203. x = 55544 frecvC 203=100.00 kHz 
valC 243. x = 53545 •f recvC 24 3=99.80 kHz 
valC 283. x = 51547 frecvC 283=100.00 kHz 
valC 323. x = 49548 •f recvC 323=99.80 kHz 
valC 363- x = 47550 frecvC 363=100.00 kHz 
valC 403. x = 45551 •f recvC 403=99.80 kHz 
valC 443. x = 43553 •f recvC 443=100.00 kHz 
valC 483. x = 41554 frecvC 483=99.80 kHz 
valC 523. x = 39556 frecvC 523=100.00 kHz 
valC 563. x = 37557 frecvC 563=100.00 kHz 
valC 603. x = 35559 frecvC 603=100.00 kHz 
valC 643. x = 33560 frecvC 643=100.00 kHz 
valC 683. x = 31562 •FrecvC 683=100.00 kHz 
valC 723. x = 29563 -f recvC 723=100.00 kHz 
valC 763. x = 27564 •frecvC 76 3=99.80 kHz 
valC 803. x = 25566 -frecvC 803=100.00 kHz 
valC 843. x = 23567 •frecvC 84 3=99.80 kHz 
valC 883. x = 21569 •frecvC 883=100.00 kHz 
valC 923. x = 19570 •frecvC 923=99.80 kHz 

valC 963.x= 
valC1003.x= 
valC1043.x= 
valC1083.x= 
valC1123.x= 
valC1163.x= 
valC1203-x= 
val C 1243. >î = 
valC1283.x= 
valC1323.x= 
valC1363-x= 
valC1403-x= 
valC1443.x= 
valC1483.x= 
valC1523-x= 
valC1563-x= 
valC1603.x= 
valC1643.x= 
valC1683.x= 
valC1723.x= 
valC1763.x= 
valC1803.x= 
valC1843.x= 
valC1883.x= 

17572 
15573 
13575 
11576 
9578 
7579 
5580 
3582 
1583 

65121 
63122 
61124 
59125 
57127 
55128 
53130 
51131 
49132 
47134 
45135 
43137 
41138 
39140 
37141 

•frecvC 963 = 
irGCwllOOl 
•frecvC1043 = 
frecvC1083: 
-frecvC1123 = 
frecvC1163 = 
•frecvC1203 = 
f recvC 1243 = 
•frecvC1283 = 
•frecvC1323: 
•FrecvC1363 = 
•f recvC 1403 = 
•frecvC1443 = 
frecvC1483 = 
frecvC1523 = 
•frecvC1563 = 
•f recvL 160 3̂  
f recvC1643: 
-frecvC1683 = 
frecvC1723 = 
frecvC1763 = 
•frecvC1803 = 
•frecvC1843 = 
•frecvC1883: 

=100.00 kHz 
=99.80 kHz 
=100.00 kHz 
=100.00 kHz 
=100.00 kHz 
=100.00 kHz 
=99.80 kHz 
=100.00 kHz 
=99.80 kHz 
=100.00 kHz 
=99.80 kHz 
=100.00 kHz 
=99.80 kHz 
=100.00 kHz 
=100.00 kHz 
=100.00 kHz 
-100.00 kHz 
=99.80 kHz 
=100.00 kHz 
=99.80 kHz 
=100.00 kHz 
=99.80 kHz 
=100.00 kHz 
=99.80 kHz 

valC1923.x= 35143 
valC1963.x= 33144 

Frecventa medie este f=99.9266331658 kHz 
Frecventa minima este f=99.800000 kHz 
Frecventa maxima este f=100.000000 kHz 

frecvC1923=100.00 kHz 
-FrecvC1963=99.80 kHz 
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valC 03. 65267 frecvC 03 = = 12. .06273 kHz p e r L 0 3-S2, .90 mi cr osec valC 13. 63609 •f recvC 13 = = 12. .04819 kHz p er C 1J ^33. .00 mi crosec vai: 21. X = 619-19 FrecvZ 23-•12. .CC459 kHz p c^ r r 2J-C2. . 75 irtA Lr' 0 £GC valC 33. î< = 60294 frecvC 33 = = 12. .04819 kHz pEr [ 33=83. .00 mi crosec 
valC 43. x = 58634 frecvC 43 = 12. .07729 kHz per C 43=82. .80 mi crosec valC 53. x = 56978 irecvC 53 = = 12. .06273 kHz per C 53=82. .90 microsec valC 63. x = 55320 frecvC 63 = 12. ,06273 kHz porr 63=82. .90 mi crosec 
valC 73. x = 53662 • f r e c v C 73 = 12. .04819 kHz per C 73=83. ,00 microsec valC 83. >î = 52002 frecvC 83 = 12. ,07001 kHz per C 83=82. 85 mi crosec 
valC 93. x = 50345 frecvC 93 = 12. .05546 kHz per C 93=82. ,95 mi crosec 
valC 103. >i = 48686 frecvC 103 = 12. ,08459 kHz per C 103=82. 75 mi crosec 
valC 113. x = 47031 •frecvC 113 = 12. .06273 kHz per C 113=82. 90 mi crosec 
valC 123. >< = 45373 frecvC 123 = 12. 07001 kHz per C 123=82. 85 mi crosec 
valC 133. 43716 •frecvC 133 = 12. ,07001 kHz per C 133=82. 85 mi crosec 
valC 143. x = 42059 •frecvC 143 = 12. 06273 kHz per C 143=82. 90 mi crosec 
valC 153. x = 40401 •frecvC 153 = 12. ,04819 kHz per C 153=83. 00 mi crosec 
valC 163. >î = 38741 •frecvC 163 = 12. 09921 kHz per C 163=82. 65 mi crosec 
valC 173. = 37088 •frecvC 173 = 12. 07001 kHz P - r [ 173=82. 85 mi crosec 
valC 1S3. frecvC 183 = 12. 07001 kHz p t ^ r C 183=82. 85 micr osec 
valC 193. 33774 •f recvC 193 = 12. 06273 kHz per C 193=82. 90 mi crosec 
valC 203. x = 32116 •frecvC 203 = 12. 07001 kHz per C 203=82. 85 mi crosec 
valC 213. î< = 30459 frecvC 213 = 12. 07001 kHz per C 213=82. 85 mi crosec 
valC 223. x = 28802 frecvC 223 = 12. 07001 kHz per C 223=82. 85 mi crosec 
valC 233. X = 27145 frecvC 233 = 12. 07001 kHz per C 233=82. 85 mi crosec 

valC 243. x = 25488 frecvC 243 = 12. 06273 kHz per C 24 3=82. .90 mi crosec 
valC 253. x = 23830 frecvC 253 = 12. ,04094 kHz per C 253=83. .05 mi crosec 
valC 263. >i = 22169 frecvC 263 = 12. 07001 kHz per C 263=82. .85 mi cr osec 
valC 273. x = 20512 frecvC 273 = 12. ,05546 kHz per C 273=82. .95 mi crosec 
valC 283. x = 18853 frecvC 283 = 12. 07001 kHz per C 283=82. .85 mi crosec 
valC 293. x = 17196 frecvC 293 = 12. ,04819 kHz per C 293=83. .00 mi crosec 
valC 303. >'.= 15536 frecvC 303 = 12. 06273 kHz per C 30 3=82. .90 mi crosec 
valC 313. x = 13878 frecvC 313 = 12. ,06273 kHz per C 313=82. .90 mi crosec 
valC 323. x = 12220 frecvC 323 = 12. 07001 kHz per C 323=82. ,85 mi cr osec 
valC 333. x = 10563 frecvC 333 = 12. ,06273 kHz per C 333=82. ,90 mi cr osec 
valC 343. x = 8905 frecvC 343 = 12. 04819 kHz per C 343=83. ,00 mi crosec 
valC 353. x = 7245 frecvC 353 = 12. ,07001 kHz per C 35 3=82. ,85 mi crosec 
valC 363. x = 5588 frecvC 363 = 12. 05546 kHz per C 363=82. 95 mi crosec 
valC 373. x = 3929 frecvC 373 = 12. ,05546 kHz per C 373=82. 95 mi crosec 
valC 383. x = 2270 frecvC 383 = 12. 07001 kHz per C 383=82. 85 mi crosec 
valC 393. x = 613 frecvC 393 = 12. ,04094 kHz per C 393=83. 05 mi crosec 
valC 40 J . 644db frecvC 403 = 12. 062/^ khz p e r L 4U3=82. 90 micr osec 
valC 413. X = 62830 frecvC 413 = 12. ,06273 kHz per C 413=82. 90 mi crosec 
valC 423. X = 61172 frecvC 423 = 12. 05546 kHz per C 423=82. 95 mi crosec 
valC 433. X = 59513 frecvC 433 = 12. ,05546 kHz per C 433=82. 95 mi crosec 
valC 443. X = 57854 frecvC 443 = 12. 06273 kHz per C 443=82. 90 mi crosec 
valC 453. X = 56196 frecvC 453 = 12. ,04819 kHz per C 453=83. 00 mi crosec 
valC 463. x = 54536 frecvC 463 = 12. 05546 kHz per C 463=82. 95 mi crosec 
valC 473. x = 52877 frecvC 473 = 12. ,05546 kHz per C 473=82. 95 mi crosec 
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valC 503, î<= 47900 -FrecvC 503 = 12.06273 kHz 
valC 513.x= 467-i- -PrecvC 513 = 12-06273 kHz 
valC 523. x= frecvC 523 = 12.06273 kH-
valC 533.x= 42926 frecvC 533=12.06273 kHz 
valC 543. x= 41268 -frecvC 543 = 12.06273 kHz 
valC 553. x= 39610 -frecvC 553 = 12.06273 kHz 
valC 563. x= 37952 frecvC 563 = 12.07729 kHz 
valC 573.x= 36296 frecvC 573=12.07001 kHz 
valC 583. >;= 34639 frecvC 583 = 12.08459 kHz 
valC 593.x= 32984 frecvC 593=12.05546 kHz 
valC 603.x= 31325 frecvC 603=12-06273 kHz 
valC 613.x= 29667 frecvC 613=12.04819 kHz 
valC 623.x= 28007 frecvC 623=12.09190 kHz 
valC 633.x= 26353 frecvC 633=12.06273 kHz 
valC 643.x= 24695 frecvC 643=12.07729 kHz 
valC 653.x= 23039 frecvC 653=12.05546 kHz 
valC 663-x= 21380 frecvC 663=12-05546 kHz 
valC 671. 19721 -frecvC 673 = 12.07729 kHz 
valC 683.x= 18065 frecvC 683=12.07729 kHz 
valC 693.x= 16409 frecvC 693=12.06273 kHz 
valC 703.x= 14751 frecvC 703=12.06273 kHz 
valC 713.x= 13093 frecvC 713=12.07729 kHz 
valC 723.x= 11437 frecvC 723=12-04094 kHz 
valC 733.x= 9776 frecvC 733=12.08459 kHz 

per n 
per r 
per L 
per C 
per C 
per C 
per C 
per C 
per C 
per C 
per C 
per C 
per C 
per C 
per C 
per C 
per C 
pe, L 
per C 
per C 
per C 
per C 
per C 
per C 

i J 
533 
543 
553 
563 
573 
583 
593 
603 
613 
623 
633 
643̂  
653̂  
663̂  
C.72-
683 = 
693 = 
703 = 
713 = 
723 = 
733 = 

32.90 
-P? 90 
=^32.90 
=82.90 
82.90 

1=82-90 
=82.80 
=82.85 
=82.75 
=82.95 
=82.90 
=83.00 
=82.70 
-'BZ. 90 
=82.80 
=82.95 
=82.95 
^82.80 
=82-80 
=82-90 
=82.90 
=82.80 
=83.05 
=82.75 

microsec 
mi cro^ec 
mi crosec 
microsec 
microsec 
mi crosec 
microsec 
microsec 
microsec 
microsec 
microsec 
mi crosec 
microsec 
mi crosec 
microsec 
mi crosec 
mi crosec 
mi crosec 
mi crosec 
microsec 
mi crosec 
microsec 
microsec 
mi crosec 

valC 743.x= 8121 frecvC 743=12.09921 kHz 
valC 753-x= 6468 frecvC 753=12.04819 kHz 
valC 763.x= 4808 frecvC 763=12-06273 kHz 
valC 773.x= 3150 frecvC 773=12.10654 kHz 
valC 783.x= 1498 frecvC 783=12.07729 kHz 
valC 793.x= 65378 frecvC 793=12.07729 kHz 
valC 803.x= 63722 frecvC 803=12.07001 kHz 
valC 813.x= 62065 frecvC 813=12.07729 kHz 
valC 823.x= 60409 frecvC 823=12.07001 kHz 
valC 833.x= 58752 frecvC 833=12.06273 kHz 
valC 843.x= 57094 frecvC 843=12.08459 kHz 
valC 853.x= 55439 frecvC 853=12.06273 kHz 
valC 863.x= 53781 frecvC 863=11.62115 kHz 
valC 873.x= 52060 frecvC 873=9.99001 kHz 
valC 883.x= 50058 frecvC 883=9.63855 kHz 
valC 893.K= A7983 frecvC 893=9.65717 kHz 
valC 903.x= 45912 frecvC 903=9.63855 kHz 
valC 913.x= 43837 frecvC 913=9.67118 kHz 
valC 923.x= 41769 frecvC 923=9.62001 kHz 
valC 933.x= 39690 frecvC 933=9.66651 kHz 
valC 943.x= 37621 frecvC 943=9.63391 kHz 
valC 953.x= 35545 frecvC 953=9.66651 
valC 963. x= 3347£: frecvC 963=9-63391 
valC 973.x= 31400 frecvC 973=9.66184 kHz 

kHz 
kHz 

perC 743=82.65 microsec 
perC 753=83.00 microsec 
perC 763=82-90 microsec 
perC 773=82-60 microsec 
perC 783=82-80 microsec 
perC 793=82-80 microsec 
perC 803=82.85 microsec 
perC 813=82.80 microsec 
perC 823=82-85 microsec 
perC 833=82-90 microsec 
perC 843=82-75 microsec 
perC 853=82-90 microsec 
perC 863=86-05 microsec 

perC 873=100.10 microsec 
perC 883=103.75 microsec 
pgrr S9]-103.55 microsec 
perC 903=103.75 microsec 
perC 913=103.40 microsec 
perC 923=103-95 microsec 
perC 933=103-45 microsec 
perC 943=103-80 microsec 
perC 953=103-45 microsec 
perC 963=103-80 microsec 
perC 973=103.50 microsec 
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v a i r 9 8 3 c 2 9 3 0 0 •PrecvC 983=9. ,62464 kHz P ĉ  r L V B j ; - 90 mi cr 05GC 
valC 993. X - 27252 frecvC 993=9. .66651 kHz per r 9 91-- 1 . 45 mi cr osec 
valC1003. x = 25183 frecvC1003=9. ,62927 kHz perC1003= = 103. .85 mi crosec 
valC1013- x = 23106 frecvC1013=9. .65251 kHz perC1013= = 103. .60 mi crosec 
valC1023. x = 21034 -frecvC1023=9. ,61538 kHz perC1023= = 104. .00 microsec valC1033. x = 18954 frecvC1033=9. .66651 kHz perC103]= = 103. .45 mi crosec 
valC1043. y,= 16885 frecvC1043=9. 62001 kHz perC1043=103. .95 mi crosec 
valC1053. x = 14806 frecvC1053=9. ,66184 kHz perC1053= = 103. .50 microsec 
valC1063. x = 12736 frecvC1063=9. 62927 kHz perC1063= = 103. ,85 mi crosec 
valC1073. >c = 10659 •frecvC 1073=9. 66184 kHz perC1073= = 103. ,50 microsec 
valC1083. x = 8589 frecvC1083=9- 62464 kHz perC1083= = 103. ,90 mi crosec 
valC1093. x = 6511 frecvC1093=9. 67586 kHz perC1093=103. 35 mi crosec 
valC1103. >'.= 4444 frecvC1103=9. 63855 kHz perC1103= = 103. 75 microsec 
v a l C l i n . x = 2369 frecvC1113=9. 66184 kHz pGrC1113= = 103. 50 mi crosec 
valC1123. x = 299 -frecvC1123=9. 63391 kHz perC1123= = 103. 80 microsec 
valC1133. x = 63759 •frecvC1133=9. 66651 kHz perC113]= = 103. 45 mi crosec 
valC1141. X — 6 1 6 9 0 frGCvC114:=9. 63391. kHz P(?r n 1 03. 30 mi cr 05GC 
valC1153. î< = 59614 frecvC1153=9. 671 18 kHz perC115]= 103. 40 mi crosec 
valC1163. x = 57546 •frecvC1163=9- 63391 kHz perC116:= 103. 80 mi crosec 
valC1173. x = 55470 •frecvC1173=9. 65717 kHz perC1173= 103. 55 mi crosec 
valC1183. x = 5 3 3 9 9 frecvC1183=9. 6 2 9 2 7 kHz perC1183= 1 0 3 . 85 mi crosec 
valC1193- x = 5 1 3 2 2 frecvC1193=9- 66651 kHz perC1193= 103. 45 mi crosec 
valC1203. x = 49253 -frecvC 1203=9. 62927 kHz perC1203= 103. 85 mi crosec 
valC1213- x = 47176 frecvC1213=9. 66184 kHz perC1213= 103. 50 mi crosec 

valC1223. x = 45106 frecvC1223=9. .62464 kHz perC1223=103, .90 mi crosec 
valC1233. x = 43028 •frecvC 1233=9. .68054 kHz perC1233= = 103, .30 mi crosec 
valC1243. x = 40962 •frecvC1243=9. ,62464 kHz perC1243= :103, .90 mi crosec 
valC1253. x = 38884 frecvC1253=9. .67586 kHz perC1253=103. .35 mi crosec 
valC1263. M = 36817 •frecvC1263=9. ,63855 kHz per:1263= = 103. .75 mi cr osec 
valC1273. X = 34742 frecvC1273=9. .64785 kHz perC1273= = 103. .65 mi crosec 
valC1283. x = 32669 •frecvC 1283=9. ,66184 kHz perC1283= = 103. .50 mi crosec 
valC1293. x = 30599 •frecvC1293=9. ,64785 kHz per[1293= = 103. .65 mi crosec 
valC1303. x = 28526 frecvC1303=9. ,66651 kHz perC1303= = 103. .45 mi crosec 
valC1313. x = 26457 frecvC1313=9. ,64320 kHz perC1313= = 103. ,70 mi crosec 
valC1323. x = 24383 frecvC1323=9. ,66184 kHz perC1323= 103. ,50 mi cr osec 
valC1333. x = 22313 frecvC1333=9. ,62927 kHz perC1333= 103. ,85 mi crosec 
valC1343. 20236 frecvC1343=9. 66651 kHz perr1343= 103. .45 mi crosec 
valC1353. x = 18167 frecvC1353=9. ,62464 kHz perC1353= 103. 90 mi crosec 
valC1363. x = 16089 frecvC1363=9- 66651 kHz 103. 45 mi cr osec 
valC1373. x = 14020 frecvC1373=9. ,62001 kHz perC1373= 103. 95 mi crosec 
valC1383- x = 11941 frecvC1383=9. 66651 kHz perC1383= 103. 45 mi crosec 
valC1393. x = 9872 frecvC1393=9- 62001 kHz perC1393= 103. 95 mi crosec 
valC1403. x = 7793 frecvC1403=9. 67118 kHz perC1403= 103. 40 mi crosec 
valC1413. x = 5725 frecvC1413=9. 62927 kHz perC1413= 103. 85 mi crosec 
valC1423. x = 3648 frecvC1423=9. 66651 kHz perC1423= 103. 45 mi crosec 
valC1433. X — 1579 frecvC1433=9- 62001 kHz 103. 95 mi crosec 
valC1443. x = 65036 frecvC1443=9- 66651 kHz perC1443= 103. 45 mi crosec 
valC1453. x = 62967 frecvC1453=9. 62001 kHz perC1453= 103. 95 mi crosec 
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val CI463.x = 
valC147D.K= 
valC148:.x= 
valC149:.x= 
valC1503.x= 
valC151].x= 
valC1523.x= 
valC1533.x= 
valC1543.x= 
valC1553-x= 
valC1563.x= 
valC1573.x= 
valC1583.x= 
valC1593.x= 
valC1603.x= 
valC1613.x= 
valC1623.î; = 
val C 1633. > c = 
valC1643-x= 
valC1653.x= 
valC1663.x= 
valC1673.x= 
val C 1683. >î = 
valC1693.x= 

6 0 8 8 8 
58820 
56741 
5 4 6 7 2 
52591 
50520 
48443 
46368 
44293 
42221 
40146 
38074 
35999 
3 3 9 3 2 
3 1 8 5 5 
29787 
27-̂ 17 
25641 
23565 
21495 
19419 
17347 
15273 
13202 

frocvC1463= 
frecvC1473= 
-frecvC1483: 
•frecvC1493: 
-frecvC1503 = 
•frecvC1513 = 
•Frecvi:i523 = 
•frecvC1533 = 
•frecvC1543 = 
frecvC1553= 
"frecvC1563 = 
•frecvC1573 = 
frecVC1583= 
•frecvC1593 = 
•frecvC1603 = 
frecvC1613= 
frGCvC1623= 
•frecvC1633 = 
frecvi:i643 = 
frecvC1653= 
•frecvC1663 = 
•frecvC1673 = 
•FrecvC1683 = 
•frecvC1693 = 

=9.67118 
=9.62001 
=9.66651 
=9.61076 
=9.65717 
=9.62927 
=9.63855 
=9.63855 
=9.65251 
=9.63855 
=9.65251 
=9.63855 
=9. 67586 
=9.62927 
=9.67118 
=9.63855 
=9.65717 
=9.63391 
=9.66184 
=9.63391 
=9.65251 
=9.64320 
=9.65717 
=9.63855 

kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 

per C146 J 

per C 1471 = 
perC1483 = 
perC1493 = 
per C 1503 = 
perC1513= 
perC1523 = 
perC1533= 
perC1543= 
perC1553= 
perC1563= 
perC1573= 
perC1583= 
perC1593= 
perC1603= 
perC1613= 
pG?r C 1 -
perC163]= 
per 111643 = 
perC1653= 
perC1663= 
perC1673= 
perC1683= 
perC1693= 

1 o 
= 103. 
= 104. 
= 103. 
= 103. 
= 103. 
= 103. 
= 103. 
= 103. 
= 103. 
= 103. 
= 1 0 ^ . 
= 103. 
= 103. 
= 103. 

lOZ. 
103. 
103. 
103. 
103. 
103. 
103. 

.40 microsec 

.95 mi crosec 

.45 microsec 

.05 microsec 

.55 microsec 

.85 microsec 

.75 microsec 

.75 microsec 

.60 microsec 

.75 microsec 

.60 microsec 

.75 microsec 

.35 microsec 

.85 microsec 

.40 microsec 

.75 microsec 

.55 mi cr05GC 

.80 microsec 
50 microsec 
80 microsec 
60 microsec 
70 microsec 
55 microsec 
75 microsec 

val C 1703. >î = 
valC1713.K= 
valC1723.x= 
valC1733.x= 
valC1743.x= 
valC1753.x= 
valC1763.x= 
valC1773.x= 
valC1783.x= 
valC1793.x= 
valC1803.x= 
valC1813.x= 
val C 1823->: = 
valC1833.x= 
val r 1843. vf = 
valC1853.x= 
valC1863.x= 
valC1873.x= 
valC1883.x= 
valC1893.x= 
valC1903.x= 
valC1913.x= 
valC1923.x= 
valC1933.x= 

11127 
9058 
6980 
4912 
2834 
765 

64227 
62159 
60084 
58013 
55939 
53869 
51796 
49722 
4-7A/1-' 
45574 
43500 
41427 
39352 
37279 
35205 
33130 
31059 
28983 

-f recvC 
•FrecvC 
frecvC 
•f recvC 
•f recvC 
frecvC 
•frecvC 
•f recvC 
•frecvC 
frecvC 
frecvC 
frecvC 
frecvC 
frecvC 
frecvC 
frecvC 
frecvC 
frecvC 
frecvC 
frecvC 
frecvC 
frecvC 
frecvC 
frecvC 

1703=9. 
1713=9. 
1723=9. 
1733=9. 
1743=9. 
1753=9. 
1763=9. 
1773=9. 
1783=9. 
1793=9. 
1803=9. 
1813=9. 
1823=9. 
1833=9. 
1843=9. 
1853=9. 
1863=9. 
1873=9. 
1883=9. 
1893=9, 
1903=9. 
1913=9. 
1923=9. 
1933=9. 

66651 
62464 
67118 
62464 
66651 
64320 
67118 
63855 
65717 
64320 
66184 
64785 
64320 
63855 
64785 
64320 
64785 
63855 
64785 
64320 
63855 
65717 
63391 
64785 

kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 

perC1703 = 
perC 1713 = 
per C 1723 = 
perC1733 = 
perC1743= 
perC1753 = 
perC1763: 
perC1773= 
perC1783= 
perC1793= 
perC1803= 
perC1813= 
perC1823= 
perC1833= 
perriPmz 
perC1853= 
perC1863= 
perC1873= 
perC1883= 
perC1893= 
perC1903= 
perC1913= 
perC1923= 
perC1933= 

= 103. 
= 103. 
= 103. 
= 103. 
= 103. 
= 103. 
= 103. 
= 103. 
= 103. 
= 103. 
= 103. 
= 103. 
103. 
= 103. 
103. 
103. 
103. 
103. 
103. 
103. 
103. 
103. 
103. 
103. 

,45 
,90 
40 
90 
45 
70 
40 
75 
55 
70 
50 
65 
70 
75 
65 
70 
65 
75 
65 
70 
75 
55 
80 
65 

micr osec 
mi crosec 
microsec 
mi crosec 
microsec 
mi crosec 
microsec 
mi crosec 
microsec 
mi crosec 
mi crosec 
mi crosec 
mi crosec 
mi crosec 
mi cr osec 
mi crosec 
mi crosec 
mi crosec 
microsec 
mi crosec 
mi crosec 
mi crosec 
microsec 
microsec 

valC1943.x= 26910 
valC1953. x= 24836 
valC1963.x= 22761 
valC1973.x= 20686 
valC1983.x= 18610 
valC1993.x= 16538 

ecventa medie este f= 
ecventa minima este f 
ecventa maxima este f 

frecvC1943=9 
frecvC1953=9 
frecvC1963=9 
frecvC1973=9 
frecvC1983=0 
frecvC1993=0 

10.7089 kHz 
=9.61076^ 
=12.1065 

,64320 kHz perC1943=103.70 microsec 
.63855 kHz perC1953=103.75 microsec 
,63855 kHz perC1963=103.75 microsec 
,63391 kHz perC1973=103.80 microsec 
,00000 kHz perC1983= 0.00 microsec 
,00000 kHz perC1993=12.Co microsec 
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valC1463. x = 60888 +r-cv[1463=9. 67118 kHz perC146] 10-5. , 40 mi crosec 
valC1473. x = 58820 frecvC1473=9. 62001 kHz per CI 471" 95 mi crosec 
valC1483. x = 56741 •frecvC1483=9. 66651 kHz perC1483= 103. ,45 microsec 
valC1493. x = 54672 •frecvC1493=9. ,61076 kHz perC1493= 104. ,05 microsec 
valC1503. x = 52591 •frecvC 1503=9- 65717 kHz perC1503= 103. 55 microsec 
valC1513. x = 50520 -frecvC1513=9. 62927 kHz perC1513= 103. ,85 microsec 
valC1523. x = 48443 •f recvC 1523=9-63855 kHz perC1523= 103. 75 microsec 
valC1533. x = 46368 •frecvC1533=9. 63855 kHz perC1533= 103. ,75 mi crosec 
valC1543. x = 44293 frecvC1543=9. 65251 kHz perC1543= 103. 60 microsec 
valC1553. x = 42221 frecvC1553=9. 63855 kHz perC1553= 103. 75 microsec 
valC1563. x = 40146 -frecvC 1563=9. 65251 kHz perC1563= 103. 60 microsec 
valC1573. x = 38074 frecvC1573=9. 63855 kHz perC1573= 103. 75 microsec 
valC1583. x = 35999 frecVC1583=9- 67586 kHz perC1583= lOŞ. 35 microsec 
valC1593- x = 33932 frecvC1593=9- 62927 kHz perC1593= 103. 85 microsec 
valC1603. x = 31855 frecvC1603=9- 67118 kHz perC1603= 103. 40 microsec 
valC1613. x = 29787 •FrecvC1613=9. 63855 kHz perC1613= 103. 75 microsec 
valC1623. >; = 27-^1 7 frecvC1623=9- 65717 kHz perC1 55 mi crosec 
valC1633. x = 25641 •frecvC1633=9- 63391 kHz perC163]= 103. 80 mi crosec 
valC1643. x = 23565 •frecvC1643=9. 66184 kHz perC1643= 103. 50 mi crosec 
valC1653. x = 21495 •frecvC 1653=9- 63391 kHz perC1653= 103. 80 microsec 
valC1663. x = 19419 •frecvC 1663=9. 65251 kHz perC1663= 103. 60 microsec 
valC1673. x = 17347 •frecvC1673=9. 64320 kHz perC 1673 = 103. 70 microsec 
valC1683. , x = 15273 frecvC1683=9. 65717 kHz perC1683= 103. 55 microsec 
valC1693. x = 13202 •frecvC 1693=9- 63855 kHz perC1693= 103. 75 microsec 

valC170:.x= 
valC17n.x = 
valC1723-x= 
valC1733-x= 
val C1743.x = 
valC1753-x= 
val C 1763. >î = 
valC1773.x= 
valC1783-x= 
valC1793.x= 
valC1803.x= 
valC1813.x= 
valC1823.>: = 
valC1833. x = 
vainSAl. vf = 
valC1853.x= 
valC1863. x = 
valC1873.x= 
valC1883-x= 
valC1893.x= 
valC1903. x = 
valC1913.>c = 
valC1923.x= 
valC1933.x= 

11127 
9058 
6980 
4912 
2834 

765 
64227 
62159 
60084 
5 8 0 1 3 
5 5 9 3 9 
5 3 8 6 9 
5 1 7 9 6 
49722 

45574 
43500 
41427 
3 9 3 5 2 
3 7 2 7 9 
3 5 2 0 5 
3 3 1 3 0 
3 1 0 5 9 
2 8 9 8 3 

•frecvC1703 = 
•frecvC1713 = 
•frecvC1723 = 
frecvC1733= 
frecvC1743= 
•frecvC1753 = 
frecvC1763= 
•frecvC1773 = 
•frecvC1783 = 
frecvC1793= 
•frecvC1803 = 
•frecvC1813 = 
"frecvC1823 = 
frecvC1833: 
•fr^cvr 1843 = 
frecvC1853: 
•frecvC1863: 
frecvClB73: 
•frecvC1883 = 
•f recvC 1893 = 
•frecvC1903: 
-frecvC 191 3 = 
frecvC1923: 
frecvC1933: 

=9.66651 
=9.62464 
=9.67118 
=9.62464 
=9.66651 
=9.64320 
=9.67118 
: 9 . 63855 
=9.65717 
=9.64320 
:9 . 66184 
=9.64785 
=9.64320 
=9.63855 
=9.64785 
=9.64320 
=9.64785 
=9.63855 
=9.64785 
=9.64320 
=9.63855 
=9.65717 
=9.63391 
=9.64785 

kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 

per L 
per C 
per L 
per C 
per C 
per C 
per C 
per C 
per C 
per C 
per C 
per C 
per C 
per C 
per r 
per C 
per C 
per C 
per C 
per C 
per C 
per C 
per C 
per C 

1703 = 
1713 = 
1723 = 
1733 = 
1743 = 
1753 = 
1763 = 
1773 = 
1783 = 
1793 = 
1803 = 
1813 = 
1823 = 
1833 = 
1 = 
1853 = 
1863 = 
1873 = 
1883 = 
1893 = 
1903 = 
1913 = 
1923 = 
1933 = 

= 103 
= 103 
= 103 
= 103 
103 

= 103 
103 
103 
103 

= 103 
103 
103 
103 
103 
1 03 
103 
103 
103 
103 
103 
103 
103 
103 
103 

.45 microsec 

.90 microsec 

.40 microsec 

.90 microsec 

.45 microsec 

.70 microsec 

.40 microsec 

.75 microsec 
,55 microsec 
.70 microsec 
,50 microsec 
,65 microsec 
,70 microsec 
,75 microsec 
,65 m i c r o s e c 
,70 microsec 
,65 microsec 
,75 microsec 
,65 microsec 
70 microsec 
75 microsec 
55 microsec 
80 microsec 
65 microsec 

valC1943.x= 
valC1953.x= 
valC1963.x= 
valC1973.x= 
valC1983.x= 
valC1993.x= 

Frecventa medi 
Frecventa mini 
Frecventa maxi 

26910 
2 4 8 3 6 
22761 
2 0 6 8 6 
18610 
16538 

e este •f = 
ma este f 
ma este i 

- f r e c v C 1 9 4 3 = 
f r e c v C 1 9 5 3 = 
•frecvC1963 = 
•frecvC1973 = 
- f r e c v C 1 9 8 3 = 
-fr ecvC1993 = 
10.7089 kHz 
=9.6107̂ ^ 
= 1 2 . 1 0 6 5 

=9.64320 kHz 
=9.63855 kHz 
=9-63855 
=9.63391 
0 . 0 0 0 0 0 kHz 
=0.00000 kHz 

kHz 
kHz 

perC1943=103.70 microsec 
perC1953=103.75 microsec 
perC1963=103.75 microsec 
perC197]=103.80 microsec 
per C 1983= O.:'O microsec 
per C 1993= 12. I c, microsec 

BUPT



valC 03. x = 632S2 frecvC 03=9. .02935 kHz per [ Oj - nil cr 05ec val C 1 J . = 61U>d7 frscVL 1J=9. .01307 KM2 per L 1 J = 1 iO mi cr osec val [ 23. x = 58848 -f recvC 23=8. . 95255 kHz per C 23 = = 111 .70 mi cr osec val C 33. x = 56614 frecvC 33=8. .90869 kHz per C 33 = = 112, .25 mi crosec val C 43. x = 54369 -f recvC 43=8. .87311 kHz per C 43 = = 1 12, .70 mi crosec valC 53. x = 52115 frecvC 53=8. .81834 kHz per C 5] = ̂113, .40 mi crosec val C 63. x = 49847 •frecvC 63=8. . 78735 kHz per C 63 = = 113. .80 mi crosec vait 73. x = 47571 frecvC 73=8. .74508 kHz per C 73 = = 114. .35 mi crosec valC 83. x = 45284 •frecvC 83=8. ,66927 kHz per C 83 = = 115. .35 mi crosec val C 93. x = 42977 irecvL 93=8. ,66551 kHz per C 93 = = 115. .40 mi crosec val C 103. x = 40669 frecvC 103=8. ,61698 kHz per C 103 = = 116. ,05 mi crosec val C 113. x = 38348 frecvC 113=8. ,56531 kHz per C 113 = = 116. ,75 mi crosec valC 123. x = 36013 •f recvC 123=8. 52878 kHz per C 123 = = 117. 25 mi crosec valC 133. x = 33668 •f recvC 133=8. 49979 kHz per C 133 = = 117. 65 mi crosec valC 143. x = 31315 frecvC 143=8. 44595 kHz per C 143 = = 118. 40 mi crosec valC 153. x = 28947 -f recvC 153=8. 43882 kHz per C 153 = 118. 50 mi crosec val C 163 . = 2A«=;T7 •f rervC 163=8. 37872 kHz nr»r f 1 /• 1 -119.. "Tcr mi cr osec 
val C 173- = 24190 frecvC 173=8. 35422 kHz per L 1 / j-119. 70 microsec 
valC 183. x = 21796 "f recvC 183=8. 31947 kHz per C 183 = 120. 20 mi crosec 
valC 193. x = 19392 •FrecvC 193=8. 30565 kHz per C 193 = 120- 40 mi crosec 
valC 20 3. x = 16984 frecvC 203=8. 26788 kHz per C 20 3 = 120. 95 mi crosec 
val C 213. X = 14565 frecvC 213=8. 22368 kHz per C 213 = 121. 60 mi crosec 
valC 223. x = 12133 •f recvC 223=8. 20681 kHz per C 223 = 121. 85 mi cr osec 
valC 233. x = 9696 frecvC 233=8. 17996 kHz per C 233 = 122. 25 microsec 

val C 243. x = 7251 frecvC 243=8. .15993 kHz per C 243 = = 122, .55 mi cr osec 
valC 253. x = 4800 frecvC 253=8. .14001 kHz per C 253 = = 122, .85 mi crosec 
valC 263. x = 2343 frecvC 263=8. ,12348 kHz per C 263 = = 123, . 10 mi crosec 
valC 273. x = 65417 frecvC 273=8. ,09389 kHz per C 273 = :123. .55 mi crosec 
valC 283. x = 62946 frecvC 283=8. , 08734 kHz per C 283 = = 123. . 65 mi crosec 
valC 293. x = 60473 frecvC 293=8. ,06777 kHz per C 293 = = 123. .95 mi crosec 
valC 303. x = 57994 frecvC 303=8. ,07428 kHz per C 30 3 = = 123. .85 mi crosec 
valC 313. x = 55517 frecvC 313=8. ,03536 kHz per C 313 = = 124. .45 mi crosec 
valC 323. x = 53028 frecvC 323=8. 03859 kHz per C 323 = 124. .40 mi crosec 
valC 333. x = 50540 frecvC 333=8. 02568 kHz per C 333 = 124. ,60 mi crosec 
valC 343. x = 48048 frecvC 343=8. 00961 kHz per C 343 = 124. ,85 mi cr osec 
valC 353. x = 45551 frecvC 353=8. 00961 kHz per C 353 = 124. 85 mi crosec 
valC 363. x = 43054 frecvC 363=8. 00961 kHz per r 363 = 124. 85 mi crosec 
valC 373. x = 40557 frecvC 373=8. 00000 kHz per C 373 = 125. 00 mi crosec 
valC 383. >: = 38057 frecvC 383=8. 00961 kHz per r 383 = 124. 85 mi crosec 
valC 393. x = 35560 frecvC 393=8. 00000 kHz per C 393 = 125. 00 mi crosec 
valC 403. x = 33060 frecvC 403=7. 98722 kHz per C 40 3 = 125. 20 mi cr osec 
valC 413. x = 30556 frecvC 413=8. 01603 kHz per C 413 = 124. 75 mi crosec 
valC 423. x = 28061 frecvC 423=8. 01925 kHz per C 423 = 124. 70 mi crosec 
valC 433. x = 25567 frecvC 433=8. 02890 kHz per C 433 = 124. 55 mi crosec 
valC 443. x = 23076 frecvC 443=8. 04182 kHz per C 443 = 124. 35 mi crosec 
val C 453. x = 20589 frpcvC 453=8. 04829 kHz ppr C 4'=;T = 174. mi crosec 
valC 463. x = 18104 frecvC 463=8. 06452 kHz per C 463 = 124. 00 mi crosec 
valC 473. x = 15624 frecvC 473=8. 08407 kHz per C 473 = 123. 70 mi crosec 

TABELA 1 
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val l 
valC 
valC 
valC 
valC 
valC 
v a U 
valC 
valC 
valC 
valC 
valC 
valC 
valC 
valC 
valC 
valC 
valC 
valC 
valC 
valC 
valC 
valC 
valC 

^Bl.x--
493.x= 
503.x= 
513.x= 
523.x= 
533.x= 
543.x= 
553.x= 
563.x= 
573.x= 
583.x= 
593.x= 
603.x= 
613.x= 
623.x= 
633.x= 
643. 
653.x= 
663.x= 
673.x= 
683.x= 
693.x= 
703.x= 
713.x= 

13i5C 
10675 
8204 
5736 
3284 
830 

63921 
61488 
59054 
56632 
54218 
51813 
49422 
47028 
44650 
42279 
39922 
37571 
35229 
32895 
31156 
28846 
26542 
24253 

fr ec V L 
frecvC 
•f recvC 
•frecvC 
•f recvC 
frecvC 
frecvC 
•f recvC 
•f recvC 
frecvC 
frecvC 
•f recvC 
frecvC 
•f recvC. 
•f recvC 
f r f?c vC 
trec vC 
-f recvC 
•f recvC 
-FrecvC 
•FrecvC 
•FrecvC 
-FrecvC 
•FrecvC 

493 
503 
513 
523 
533 
54 3 
553 
563 
573 
583 
593 
603 
613 
623: 
633: 
643: 
653 = 
663 = 
673 = 
683: 
693 = 
703: 
713 = 

kHz 
kHz 

-ti. 08061 kriz 
=8.09389 kHz 
=8.10373 kHz 
=8.15661 
=8.14996 
=8.17996 kHz 
=8.22030 kHz 
=8.21693 kHz 
=8.25764 kHz 
=8.28500 kHz 
=8.31601 kHz 
=8.36470 kHz 
=8.35422 kHz 
=8.41043 kHz 
=8.43526 kHz 
=8.48536 kHz 
=8.50702 kHz 
=8.53971 kHz 
=8.56898 kHz 
=11.50086 kHz 
=8.65801 kHz 
=8.68056 kHz 
=8.73744 kHz 
=8.78349 kHz 

perC = 75 .ni'crosec 
perC 493=123.55 microsec 
perC 503=123.40 microsec 
perC 513=122.60 microsec 
perC 523=122.70 microsec 
perC 533=122.25 microsec 
perC 543=121.65 microsec 
perC 553=121.70 microsec 
perC 563=121.10 microsec 
perC 573=120.70 microsec 
perC 583=120.25 microsec 
perC 593=119.55 microsec 
perC 603 = 119'. 70 microsec 
perC 613=118.90 microsec 
perC 623=118.55 microsec 
perC 633 = 117.85 .r î cr osec 
perC 643=117.55 microsec 
perC 653=117.10 microsec 
perC 663=116.70 microsec 
perC 673=86.95 microsec 

perC 683=115.50 microsec 
perC 693=115.20 microsec 
perC 703=114.45 microsec 
perC 713=113.85 microsec 

valC 723. x = 21976 •FrecvC 723=8. .81446 kHz per C 723=113, . 45 mi crosec 
valC 733. x = 19707 •FrecvC 733=8. .84956 kHz per C 733=113, .00 microsec 
valC 743. x = 17447 frecvC 743=8. .89680 kHz per C 743=112. . 40 mi cr osec 
valC 753. x = 15199 •FrecvC 753=8. .92459 kHz per C 753=112. .05 mi crosec 
valC 763. X = 12958 •FrecvC 763=8. ,98876 kHz per C 763=111. .25 mi crosec 
valC 773. x = 10733 •FrecvC 773=8. .99685 kHz per C 773=111. . 15 mi crosec 
valC 783. x = 8510 •FrecvC 783=9. ,07029 kHz per C 783=110. . 25 mi crosec 
valC 793. x = 6305 •FrecvC 793=9. ,09918 kHz per C 793=109. .90 mi crosec 
valC 803. x = 4107 frecvC 803=9. ,15332 kHz per C 803=109. ,25 mi crosec 
valC 813. x = 1922 frecvC 813=9. ,18274 kHz per C 813=108. ,90 mi crosec 
valC 823. x = 65280 frecvC 823=9. ,22509 kHz per C 823=108. 40 mi crosec 
valC 833. x = 63112 frecvC 833=9. 28505 kHz per C 833=107. 70 mi crosec 
valC 843. x = 60958 -f r ecv C 843=9. 31966 kHz per C 843=107. 30 microsec 
valC 853. x = 58812 frecvC 853=9. 38527 kHz per C 853=106. 55 microsec 
valC 863. x = 56681 frecvC 863=9. 40291 kHz per C 863=106. 35 microsec 
valC 873. x = 54554 frecvC 873=9. 47418 kHz per C 873=105. 55 mi crosec 
v a U 883. x = 52443 frecvC 883=9. 50570 kHz per C 883=105. 20 mi crosec 
valC 893. x = 50339 frecvC 893=9. 53289 kHz per C 893=104. 90 mi crosec 
valC 903. x = 48241 frecvC 903=9. 60154 kHz per C 903=104. 15 mi cr osec 
valC 913. x = 46158 frecvC 913=9. 65717 kHz per C 913=103. 55 mi crosec 
valC 923. x = 44087 frecvC 923=9. 66184 kHz per C 923=103. 50 micr osec 
valC 933. x = 42017 frecvC 933=9. 71817 kHz per C 933=102. 90 microsec 
valC 943. x = 39959 frecvC 943=9. 77517 kHz per C 943=102. 30 mi crosec 
valC 953. x = 37913 frecvC 953=9. 81836 kHz per C 953=101. 85 mi crosec 
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valC 96:.x= 
valC 973.x= 
valC 983. 
val C 99J,x = 
valC1003.>: = 
valC101].x= 
val[1023.x= 
valC1033.>î = 
valC1043.x= 
valC1053.x= 
valC1063.x= 
valC1073.x= 
valC1083.x= 
valC1093.x= 
valC1103.>î = 
valC1113.x= 
valC1123.x= 
valC1133.x= 
val CI 143.x-
val C1153.>î = 
valC1163.x= 
valC1173.x= 
valC1183.M= 
valC1193.x= 

35876 33549 
31 828 
29822 
27817 
25828 
23840 
21865 
19899 
17938 
15986 
14045 
12109 
10177 
8258 
6339 
4430 
2453 
634 

64283 
62400 
60523 
58650 
56786 

•frecvC 963 
•frecvC 973 
frecvC 983 
frecvC 993 
•frecvC1003 
•FrecvC1013 
•frecvC1023 
•FrecvC1033 
"frecvC1043 
•frecvC1053 
•frecvC1063 
frecvC1073 
•frecvC1083 
irecwZ1093 
frecvC1103 = 
•frecvC1113 = 
frecvC1123: 
•frecvC1133: 
frecvC1143: 
•frecvC1153: 
•frecvC1163 = 
frecvC1173= 
frecvC1183= 
•FrecvC1193 = 

=9.86680 kHz 
=9.89609 kHz 
=9.97009 kHz 
=9.97506 kHz 
=10.05530 kHz 
=10.06036 kHz 
=10.12658 kHz 
=10.17294 kHz 
=10.19888 kHz 
=10.24590 kHz 
=10.30397 kHz 
=10.33058 kHz 
= 10.35197 kHz 
= 10.42209 kHz 
= 10.42209 kHz 
= 10.47669 kHz 
= 10.11634 kHz 
10.99505 kHz 
10.59883 kHz 
10.62135 kHz 
10.65530 kHz 
10.67806 kHz 
10.72961 kHz 
10.78749 kHz 

perC 963= 
ppr^ 
p̂ r̂ C 963--
pp/T 9^1 = 
perC1003 
p e r C l O n 
perC1023 
perC1033 
perC1043 
perC1053 
perC1063 
perC1073 
perC1083 
perC1093 
perC1103 
p e r C l i n 
perC1123 = 
perC1133 = 
por M M I : 
pGrC1153: 
perC1163: 
perC1173: 
perC1183: 
perC1193= 

101 
101 
100 
1 00 
=99 
=99 
=98 
=98, 
=98, 
=97. 
=97. 
=96. 
=96. 
=95. 
=95. 
=95. 
=98. 
=90. 
=94. 
=94. 
=93. 
=93. 
=93. 
=92. 

35 mi 
05 mi 
. 30 mi 
.25 mi 
. 45 mi 
.40 mi 
,75 mi 
,30 mi 
05 mi 
60 mi 
05 mi 
80 mi 
60 mi 
95 mi 
95 mi 
45 mi 
85 mi 
95 mi 
35 mi 
15 mi 
85 mi 
65 mi 
20 mi 
70 mi 

crosec 
crosec 
crosec 
crosec 
crosec 
crosec 
crosec 
crosec 
crosec 
crosec 
crosec 
crosec 
crosec 
crosec 
crosec 
crosec 
crosec 
crosec 
c r 0 5 G C 

crosec 
crosec 
crosec 
crosec 
crosec 

val C1203.>: = 
valC1213.x= 
valC1223.>î = 
valC1233.x= 
valC1243.x= 
valC1253.x= 
valC1263.x= 
valC1273.x= 
valC1283.x= 
val C1293.>î = 
val C1303. >î = 
valC1313.x= 
val C1323. >î = 
valC1333.x= 
val C1343. >; = 
valC1353.x= 
valC1363.x= 
valC1373.x= 
valC1383.x= 
val C1393.î< = 
valC1403.x= 
valC1413.x= 
valC1423.x= 
valC1433. 

54932 
53075 
51227 
49387 
47551 
45716 
43887 
42063 
40246 
38430 
36617 
34808 
33005 
31200 
29404 
27606 
25821 
24033 
22244 
20466 
18684 
16908 
15133 
1 33^0 

-frecvC1203: 
frecvC1213 = 
frecvC1223= 
frecvC1233: 
•frecvC1243 = 
•frecvC1253 = 
frecvC1263= 
frecvC1273= 
•frecvC1283 = 
•FrecvC1293 = 
•frecvC1303 = 
•frecvC1313 = 
•frecvC1323 = 
•frecvC1333 = 
•frecvC1343 = 
frecvC1353= 
frecvC1363= 
•frecvC1373 = 
•frecvC1383 = 
frecvC1393= 
•frecvC1403 = 
frecvC1413= 
•frecvC1423 = 
•frGcvC1433 = 

=10.77006 
=10.82251 
= 10.86957 
=10.89325 
= 10.89918 
= 10.93494 
= 10.96491 
= 11.00715 
= 11.01322 
= 11.03144 
= 11.05583 
= 11.09262 
= 11.08033 
= 11. 13586 
11.12347 
11.20448 
11.18568 
11.17943 
11.24859 
11.22334 
11.26126 
11.26761 
11.28032 
11.29944 

kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 

perC1203 
perC1213 
perC1223 
perC1233 
perC1243 
perC1253 
perC1263 
perC1273 
perC1283 
perC1293 
perC1303 
perC1313 
perC1323 
perC1333: 
perC1343: 
perC1353 = 

perC1373 = 
perC1383: 
perC1393= 
perC1403= 
perC1413= 
perC1423= 

=92.85 
=92.40 
=92.00 
=91.80 
=91.75 
=91.45 
=91.20 
=90.85 
=90.80 
=90.65 
=90.45 
=90.15 
=90.25 
=89.80 
=89.90 
=89.25 
=89.40 
=89.45 
=88.90 
=89. 10 
=88.80 
=88.75 
=88.65 
BS.50 

microsec 
mi crosec 
mi crosec 
mi crosec 
mi crosec 
mi crosec 
mi crosec 
mi crosec 
mi crosec 
mi crosec 
mi crosec 
mi crosec 
mi crosec 
mi crosec 
mi crosec 
mi crosec 
mi cr osec 
mi crosec 
mi crosec 
mi crosec 
mi crosec 
mi crosec 
mi crosec 
mi crosec 
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valC144D.x= 
val 11453 . 
valC1463.î< = 
valC1473.x= 
valC1483.x= 
valC1493,x= 
valC1503.x= 
valC1513.x= 
valC1523.x= 
valC1533.x= 
valC1543.x= 
valC1553.x= 
valC1563.x= 
valC157D.x= 
valC158D.x= 
valC159:.x= 
valC1603.x= 
valC16i:.x= 
valC162D.x= 
valC163:.x= 
valC1643.x= 
valC1653.x= 
valC1663.x= 
valC1673.x= 

11590 
9B2S 
8053 
6291 
4521 
2763 
996 

64772 
63014 
61252 
59492 
57737 
55979 
54218 
52465 
50710 
48948 
47192 
45437 
43676 
41916 
40162 
38397 
36635 

-FrecvC 14-1 
•f recvCi4i5 J-
•frecvC1463 = 
•frecvC1473: 
•frecvC1483 = 
-FrecvC1493: 
-frecvC1503 = 
•FrecvC1513 = 
-frecvC1523 = 
frecvC1533= 
•frecvC1543 = 
•frecvC1553 = 
frecvC1563= 
•frecvC1573 = 
frecvC1583= 
•frecvC1593 = 
-frecvC 160T = 
frecvC161J= 
frecvC1623= 
•frecvC1633 = 
•frecvC 1643 = 
frecvi:i653 = 
frecvC1663= 
•FrecvC1673 = 

= M . 3 3 1 4 4 
-11.zb66B 
=11.35074 
=11.29944 
= 11.37656 
=11.31862 
= 11.36364 
= 11.37656 
= 11.35074 
= 11.36364 
11.39601 
= 11.37656 
= 11.35718 
= 11.40901 
= 11.39601 
11.35074 
1 1 . 3 8 9 5 2 
11.39601 
11.35718 
11.36364 
11.40251 
11.33144 
11.35074 
11.35718 

kHz 
KLIZ 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 
kHz 

perC1443 
per L145J 
perC1463 
perC1473 
perC1483 
perC1493 
perC1503 
perC1513 
perC1523 
perC1533 
perC1543 
perC1553 
perC1563 
perC1573 
perC1583 
perC1593 = 
perC 1603 = 
per 111613: 
perC1623 = 
perC1633: 
perC1643: 
perC1653: 
perC1663 = 
perC1673: 

=88 .25 
=BB.60 
=88.10 
=88.50 
=87.90 
=88.35 
= 8 8 . 0 0 
=87.90 
=88.10 

=88.00 
=87.75 
=87.90 
=88.05 
=87.^65 
=87.75 
=88. 10 
=87.80 
=87.75 
=88 .05 
=88.00 
=87 .70 
=88.25 
=88. 10 
=88.05 

mi c r -.c-c 
mi - •• -
mi cr osec 
mi crosec 
mi crosec 
mi cr osec 
mi crosec 
mi cr osec 
mi crosec 
mi crosec 
mi crosec 
mi crosec 
mi crosec 
microsec 
mi crosec 
mi crosec 
r^ "" >rr c - P ̂ 
mi cr oBec 
mi cr osec 
mi crosec 
mi crosec 
mi crosec 
microsec 
microsec 

valC1683. x = 34874 •frecvC1683 = 11. 33144 kHz perC1683=88. .25 mi cr osec 
valC1693. x = 33109 frecvC1693= 11. 35074 kHz perC1693=88. . 10 mi crosec 
valC1703. x = 31347 frecvC1703= 11. 29305 kHz perC1703=88. .55 mi cr osec 
valC1713. x = 29576 -frecvC1713 = 11. 32503 kHz perC1713=88. .30 mi crosec 
valC1723. x = 27810 •FrecvC1723 = 11. 30582 kHz perC1723=88. .45 mi crosec 
valC1733. x = 26041 frecvC1733= 11. 28668 kHz perC1733=88. .60 mi crosec 
valC1743. x = 24269 •frecvC 1743 = 11. 28668 kHz perC1743=88. ,60 mi cr osec 
valC1753. x = 22497 •frecvC1753 = 11. 28032 kHz perC1753=88. ,65 mi crosec 
valC1763. x = 20724 •frecvC 1763 = 11. 26761 kHz perC1763=88. ,75 mi crosec 
valC1773. x = 18949 •FrecvC 1773 = 11. 25492 kHz perC1773=88. 85 mi crosec 
valC1783. x = 17172 •frecvC1783 = 11. 21705 kHz perC1783=89. 15 mi cr osec 
valC1793. x = 15389 frecvC1793= 11. 22965 kHz perC1793=89. 05 mi crosec 
valC1803. x = 13608 •frecvC 1803 = 11. 17943 kHz perC1803=89. 45 microsec 
valC1813. x = 11819 •frecvC1813 = 11. 17318 kHz perC1813=89. 50 mi crosec 
valC1823. x = 10029 •FrecvC 1823 = 11. 16695 kHz perC1823=89. 55 mi cr 05G?c 
valC1833. x = 8238 frecvC1833= 11- 15449 kHz perC1833=89- 65 mi crosec 
valC1843. x = 6445 frecvC1843= 11. 11729 kHz perC1843=89. 95 mi cr osec 
valC1853. x = 4646 frecvC1853= 11. 09878 kHz perC1853=90. 10 mi crosec 
valC1863. x = 2844 •FrecvC1863 = 11. 06195 kHz perC1863=90- 40 mi cr osec 
valC1873. x = 1036 frecvC1873= 11. 05583 kHz perC1873=90. 45 mi crosec 
val[1883. x = 64763 -FrecvC 1883 = 11. 03753 kHz perC1883=90. 60 mi cr osec 
valC1893. x = 62951 •FrecvC1893 = 11. 01322 kHz perC1893=90. 80 mi 
valC1903. x = 61135 frecvC1903= 10. 97695 kHz perC1903=91. 10 mi cr osec 
valC1913. x = 59313 frecvC1913= 10. 97695 kHz perC1913=91. 10 mi crosec 

valC1923.x= 57491 
valC1933.x= 55659 
valC1943.x= 
valC1953.x= 

53826 
51992 

valC1963.x= 50147 
frecventa medie este ^=9.83139 kHz 
recventa minima este -f = 7 . 9 8 7 2 2 kHz 
secvenţa maxima este ^=11 . 5 0 0 9 kHz 

•frecvC1923 = 1 0 . 9 1 7 0 3 kHz 
f r e c v C 1 9 3 3 = 1 0 . 9 1 1 0 7 kHz 
•frecvC1943 = 1 0 . 9 0 5 1 3 kHz 
f r e c v C 1 9 5 3 = 1 0 . 8 4 0 1 1 kHz 
- f r e c v C 1963 = 10. 84599 kHz 

Pag. 4. 

perC1923=91.60 microsec 
perC1933=91.65 microsec 
perC1943=91.70 microsec 
perC1953=92.25 microsec 
per C 1963=92. 20 microsec: 
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