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INTRODUCERE

Teoria distributiilor s-a dezvoltat din necesitatea de a
fundamenta riguros unelse procedee si metode de calcul folosite in
fizicsd $i tehnica, precum $1 pentru a putea prinde in modele mate-
matice o categorie mai larga de fenomene. Pistrarea formald a pro-
pPriet3tilor fundamentale ale operatiilor clasice a condus la rezol-
varea unor probleme teoretice si aplicative, Justificind procedee
$1 rezultate care pot fi formulate intr- o forms unitard si generala.

Distributiile au apirut in legdturd cu rezolvarsa unor pro-
bleme de fizicad matematicd, mecanic3d cuantich $i electromagnetism -
in care alﬁturi de funct;i continue se utilizau functii discontinue
$1 simboluri pentru m3rimi concentrate (masa punctuald, sursa punc-
t vald, impulsul concentrat, etc.). Astfel, fn anul 1926, P.A.M.
Dirac a introdus in mecanica cuantics - functia & numita si functia
impuls, pentru a putea pastra si in cazul sarcinii punctuale defini-
tig notiunii de densitate; anterior, O.Heaviside a introdus o alta
fuﬂc;ie discontinué.- ?unc;ia 8 , functia treapti unitate, a careti
derivata (inclusiv si in punctul de discontinuitate, in origine) s-a
dovedié a fi funciia impuls; in diferite gomenii ale matematicii
s-au introdus notiuni noi, functii singulare, generaliziri sau ex-
tinderi ale unor operatii: introducerea notiunii de valoare princi-
palsd pentru % , de cAtre A.L.Cauchy, considerarea partii finite a
unei integrale divergente (regularizarea ei), etc /11,34,57,103,129,
130/,‘ |

Notiunea de functie generalizati este introdusd pentru prima
dati de S.L.Sobolev /34,35,103/, ca solutie generalizatd a unor ecua-
tid difere%;iale cu derivate partiale de tip hipérboli;.

Aceste notiuni noi, formalismul de calcul privind utilizarea
unor" functii” (incorect denumite din punct de vederc al analizei ma-
tematice clasice), au condus la crearea unei noi teorii, cere sinte-
tizeaza, simplificad si justificd aceste fapte. )

0 expunere sistematicd i generald a teoriei distribugiilor,
folosind metodsle analizei functionale a fdcut-o Laurent Schwartz
in anii 1950, 1951, in cele dousd volume "Théorie des distributions”,
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apdrute in editura Herman, Paris /lo3/, devenind astfel unul din

creatorii acestei teorii.

I.M.Gelfand, G.E.Silov (6,34,35/ au largit mult teoria ela-
boraté de L.Schwartz, studiind unele probleme dificile privind e-
cuatiile cu derivate partiale. Y.Mikusinski si R.Sikovski /61,l07/
folosesc pentru definirea distributiilor metoda siruriler fundamen-
tale - metod3d mai apropiatd de spiritul analizei matematice clasice.

Pentru studiul problemelor tehnice in general, este mai adec~
vatd metoda functionalelor liniare elaboratd de Laurent Schwartz.

In tara noastrid, la scurt timp dupd aparitia teoriei distri-
butiilor au aparut lucriri valoroase in care se dezvoltd teoria dis-
tribugiilor ca un cepitol al asnalizei funciionale. Sint cunoscute
lucrdrile lui I.Ciorénescu, R.Cristescu, D.Gasbar, W.Kecs, Gh.
Marinescu, V.0Olariu, 0.Stan&sil&, P.P.Te¢odorescu /7,12,52,57,75,76/.

I, domeniul bazelor electrotehnicii, In anul 1971, regretatul

academician Remus Riduley a publicat in Revue Roumaine des Sciences

technliques, série Electrotechnique, un &rticol de referintd, in care
a formulat, pentru prima dats, in formd generalizat ecuatiile lui
Maxwell /91/. De asemenea, au avut contributii remarcabile si alti
cercetitori, de exemplu D.Homentcovschi /41/, A.Panaitescu /82/. In
teoria circuitelor electrice s-au impus deja metode de rezolvare a
circuitelor cu ajutorul distributiilor (in regim tranzitoriu, sefi-
nale impuls, etc) /42,65,87/.

Pornind de la definirea riguroasd a mirimilor si operatori-
lor in spatiul distributyiilor, teza &re un carecter intordiscipli-
nar, intre tehnici si matematicsi, fncercind s& abordéeze intr-o mo-
niers o?iginalé, aspecte ale teoriei cimpului electromagnetic, in
scopul obtinerii unui grad mai mare de generalitats $i unitate.

Lucrarea cuprinde sase capitole. In primul capitol se defi-
nesc distributiile, principalele operatii si proprietsti, se fixca-
z3 notatiile; se definesc operatorii gradient, divergenta i rotor
in spatiul distributiilor.

In capitolul 2 se definesc in cadrul teonriei distributiilor
mirimile fizice, electrice si magnetice ale corpurilor si cimpului
electromagnetic.

In capitolul urmator, pe baza mirimilor fizice ¢i operatori-
lor definit{i in capitolele anterioare, se formuleazd principulele

legi ale cimpului electromagnetic in forma distribugionals; din a-

ceastd formi se deduc formele diferentiale si integrale ale legilor.
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In capitolul 4 se defineste distributia intensitatii cimpu~
lui electric generat de sarcina punctuald; cu ajutorul principiu-
lui superpozitiei fortelor se stabileste cimpul generat de un an-
samblu de sarcini punctuale - deci cimpul generat de o distribu-

tie oarecare de sarcini; ecuatia lui Poisson formulats in spagiul

distributiilor pune in corespondents biunivoc’ potentialul si sur-
sele care-1 determina, chiar in cazul sarcinilor electrice de vo-
lum nul.

In capitolul 5 se studiazd aspecte teoretice si practice
legate de realizarea unor module de redresare de inalti tersiune,

fn ‘cedrul unei colsboriri de lungs durat3d cu ICPE Bucuregti; se
scot in evidentd solutii practice privind realizarea unor module

de redresare cu performante superioare, fiabilc, competitive,
care 84 inlocuiascd importul.

In capitolul 6 se sintetizeazi principalele concluzii ce
se desprind din studiul efectuat, evidentiind elementele origi-
nele ale lucrarii.

Contributiile originale ale autoarei se concretizeaza prin
lucrari stiintifice, colaborari cu intreprinderi si dinstitute de
cercetare, inovatiil si inventii /137 - 1% /., ‘

\

Pentru sprijinul generos acordat la elcborares si finali-
zarea tezei de doctorat, pentru indrumirile atente si pretioase,
ii sint recunoscatoare si 1i aduc respectuoase muliumiri, tovara-
sului prof.dr.ing. Ioan De Sabata, conduc#torul stiintific =l
tezei.

Pentru preocuparea si ajutorul acordat la tratarea unor as-
pecte matematice ale tezei, aduc cidlduroase multumiri tov.prof.dr.

Borislav Crstici si lect.dr.Mihai Neagu, de la Catedra de Matema-
tici a I.P.T.V.Timi$oaraf

Imi e%prim intreaga gratitudine fats de sprijinul acordat
de tov.prof.dr.doc.Constaniin Sora, pentru discutiile si fndrumi-
rile asupra lucrarii, in cadrul dezbaterilor stiintifice ale Co-
lectivului de Bazele electrotehnicii.

Prof.dr.ing.Toma Dordea, seful Catedrei de Electrotehnics
$i masinl electrice si prof.dr.ing.Avram Heler, dscanul Facultdgii

de electrotehnica, le sint recunoscitoare pentru conditiile deose-

bite create in vederea finalizadrii tezei. De asemenea, aduc multu-
‘miri'pentru buna colaborare, colectivelor de la Laboratoarele de
ineltd tensiune din ICPE Bucuresti si IPTV Timisoara.

Sincere multumiri colegilor care m-au sprijinit pe durata
elabordrii lucririi.
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Capitolul 1

NOTIUNI DE TEORIA DISTRIBUTIILOR

In scest prim capitol se definesc principalele notjiuni mate-
matice $i operatii utilizate in lucrare si se stsbilesc notatiile co-
respunzatoare; ele sint in acord cu literatura matematics de specia-
litate (in plus, in lucrare. distributiile $1 operatorii definiti fn
spatiul distributiilor se vor sublinia), /15,51,52,129,130, ctc./.

Pentru operatorii gradient, divergent{d si rotor se determina
expresia lor in distributii, in cazurile cele mai generale. In expre-
siile in distributyii ale divergentei si rotorului se introduc termeni
suplimentari fatad de cei cunoscufi in literaturs, si snume cei refe-
ritori la divergentele lineicd si punctuals si cel referitor la roto-

rul lineic. Demonstratiile date nu au fost intilnite in literatura
consultati,

l.1. De findig¢t i4

Se definesc, in cele ce urmeazi, notiunea de distributie si
spatiile aferente ei (spatiul functiilor test, & si spatiul dis-
tribugiilor, ;a/ ) : se definesc distributiile de tip functie si cele
singulare, de asemenea se definesc distributiile concentrate pe o
multime, frecvent wutilizate in lucrare. '

v

1.1.1. Distributiile si spatiul distributiilor.

Inainte de a defini notiunea de distributie este necesaris in-
troducerea unei multimi de functii pe care aceasta opereazi $i anume
multimea functiilor test sau fundementale, astfel:

spatiul funciiilor test sou spatiul fundamental, notat cu P

este spatiul functiilor definite pe R" , cu valori reale sau com-
plexe, indefinit derivabile si cu suport compact: (sint identic nule

in afara unei multimi madrginite). Suportul unei functii - este inchi-

‘

derea multimii punctelor pe care functia este diferitd de zcro. Alt-
fel spus, multimea functiilor test cuprinde functiile ce asu derivate
de orice ordin si se anuleszd in_afara unei nultimi marginite. In
particular in cazul %unc;iilor test de o vdriabilé, mul;imea.func;ii—
lor test cuprinde functiile ce au derivate de orice ordin pe intreaga
dreapti reald'si se anuleszd in afara unui interval finit., /%2, lo3,
12 9/,
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Se numesgte distributie orice functionald liniars si con-

tinud, definit3 pe un spatiu fundamental. Valoares distritutiei T,
pe functias test Y .se notesza < T,¥Y> » deci <T.9>= T,

Definitia dutd include conditiile:

&) Distributia T este o functionals pe £ : fiecdrei func-
111 test Y€ D ii asociezd numarul (real),
. <T,9> (1.1.1)

b) Distributia T este functionald liniars pe. &

daca Y €D , Q)ETQQ iar A si H sint numere reale,
atunci:

ST AD+ pP> =A<T 9> b <T 9> , (1.1.2)
c) Distributia T este o functionald continui pe 2
dacad P >0, K = co in & , atunci
<T Jfi>=> 0 , K —=oco . (1.1.3)

Se noteaz’ cu D' sau D*(R) multimea distributiilor defi-
nite pe D ; D° - este spatiul distributiilor sau spatiul lui
Schwartz /51,52,103,129,130,131,132,136/,

Spatiul D' este liniar, deoarece combinatia lini«cra a
distributiilor Tl si T? este definitad ca functionala:

ATy + p T P> ASTLP> + p <T,,9> L 9e o (1.1.4)

Functionala A\ T, + M 12 este liniarid si continusd pe D ,

adicad apartine lui D°'.
Dacd Y€ B, Ye D , iar « sif - numere reale, prin

definitie avem:

AT P TP e PSR AST YN ¢ BY > ¢ T, g Y

s [A<Tpp> v p<T, 0] PIA TS p <,y ] -

2 AT+ u T PIAT) «p T > (1.1.5)

deci functionala este liniar4. Continuitatea decurge din continui-

tatea functionalelor Il si I2
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dach LPK -= 0, K ~» 00 in D, atunci

SAIL+ P T, 9> =’\<§1>(1°|<> *p<T2 Y>> = O, K o0

(1.1.6)

Convergenta in D' se defineste ca o convergentd slab3d a siru-
}u; de functionale: sirul de distributii Il' 12, veo din L*, con-
verge citre distributia T € D', daci, pentru orice ¥Ye€ D ,

<IK R QP>"‘<217QP>' K — OO . (1.1.7)
Exemple:
1) Dacd. f  cste o funcjie local integrabils (integrabili

pe orice multime marginitd) atunci functionala If , definitd prin

<Ten @ - J F(x) P (x) dx , VoD , (1.1.8)
n
R
defineste o distributie numitd distributie de tip functie, sau dis-
tributie regulatd (o generalizare a notiunii de functii local inte-

grabils)., Se obignuieste, ca in, loc de T¢, generatd de f <& se
scrie f , adica

<SP <T@ = [ FooY 00 ax L v¥eD T (11
rR" ‘

2) Distributia generatd de functia treaptd a lui Heaviside:

0] pentru x < © (1.1.9)
B(x) = 1 pentru , X ;} 0
este 0o distributie regulatd, distributia lui Heaviside ,
SO
<e,ﬁf’\(x)>= S @ (x) dx , Vée D (l1.1.9")
o)
3) Functionala d ., definita .de
<L, 4> 2 Poy , VYED (1.1.10)

este o distributie singulard (nu este regulatd), numitd distributia

'lui Dirac.
. Notatia T(x) . Pentru distributis T , este formala, inte-
legind prin x , = argumentul funcfiei test, asupra careia actio-

neazd functionala T .
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1.1.2. Precizdri cu referire la densitatea qenerat)
. de _sarcini punctuale.

Distributia usocist? unei functii f, local sumabily, «e
poate interpreta ca o distributie do carcini definito prin densi-
tatea f . 8int numeroase expresii < T , Y >, Insad Y nu apar-
tine in general spatiului D ., Dar ficcare distributic 7T , se
poate extinde ca functionali po o multime carc include pe 0, caru
depinde de T. Astfel, 0 poute fi extinsa pe spatiul functiilor Y,
continue in origine, f la spatiul funcgitlor ¢, aatfel ca fi oa
fie sumabild, etc. ) '

Pe de altsd parte, proctic nu se poate micura densitatea do
sar cind intr-un punct, ci doar densitatea mediec intr-o vcecini-

tate suficient de micd a punctului, considerindu-se ¢l aceasta este

densitatea in punctul respectiv; densitatea este dotermlinati de
* valorile medii" luate in vecinitatea fiecarul punct,

Dacid vrem s3 definim densitatea de snrcind a unuil punct ma-
terisl, se repartizenzd (se distribuie) uniform sarcine unitoate in

sfera de raza £ , Sg . Densitatea medie esta:
(3 e
4T E '
(1.1.11)
fE (X)‘ )
\ 0 v xR

Densitztea punctuald de sorcind - notatd cu A-(x) , nste
limita lunctuald a sirului de donsitdii medid fo(x), cind & —= 0

([ + o0 , dacd  x=0 (1.1.12)

J(x) = lim fe (x) =< o , dacd xfo.
E —= 0 {
Integrala din densitatea U (x) pe orice volum Vv, tr ebuile

s& fie egald cu swsrcina continutd iV
¢

j g (x) dx = 4
L

‘ 0EvV
1, dacd (1.1.17)

v e ) dacd Ot;‘/ .

Uar, conform ccuntiei (1.1.17225, menbrul sting -1 eqa]itﬁ,%iﬂfl.l.lﬂ
este iﬁtOtdeauna egal cu zero. Contradictin la care s-& ajun® )
aratd cd densitatea d’(x) nu poate fi eqgnald cu limita punctu:ld o
sirului f{i(x) , £ = 0.

siruluil de functii f.o o (2)

Se determind limita - slab3d -
Yo, se cLnnto 1i-

C—= 0 sdica pentru orice functie continu?:
C s
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mite sirulul numeric

IfE Lf dx ] Cind E - o .

Se aratéd ci

lim
. 0[ fo (x) Y (x) dx = ¢ (o) (1.1.14)

iar atunci datoritsj continuitdtii functieli Y (x), pentru orice
‘7 > 0, exist} EO > 0, astfel incit l

IQ(X) - Q(O)I <7 » dacd ' | x ]<IEO .

Deci, pentru orice 6'6-50. avem

' JfE (xjkf(x) dx - Y (o) I = - li Cf(x)-LP(o)] dx | -2
Xi<&

3 3 : b
< 3 LP(X)— LF(O) l dx £ ———— dx = /
aTE S | K Lire3 ‘

Ix|< & [xj< &

Limita slabs a sirului de functii fg (x), & —~ ©. este
o functionald care fiecarei funciii continue de¥(x) 1ii pune in co-
respondentd numirul Y (o) - valoarea funcfiei ?(x) in punctul x=o0.

Aceastd fungtionali este, prin definitie, densitatea cf(x).

Deci, fe(x) ——d(x) , &— 0,

in sensul c}i pentru orice functie continuj ¢ (x) are loc relatia:
[ay
er (x)‘f(x) dx —%—<§,L{7> ; O — 0, (1.1.15)

unde < cf,%’> este valoarea functionalei g{ , pe functia Y ,
adicd numdrul ¥ (o).

Sarcina totali se obtine aplicind funciionala (densitatea)

d(x) functiei P(x) =1,
<d , 1> =10) =1, (1.1.16)

Dacd ssrcina concentratd in punctul x = o este Q , densi-

tatea corespunzitoare va fi Q cf(il . Dacé sarcina ©Q estercon-
centratd in punctul x, , densitatea corespunzitoare va fi Q ?ffl‘ig)'

cu
< Q (x=x) P > = QY(xy) - (1.1.17)

————
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In general, dacid in punctele x

centrate sarcinile QK, densitatea corespunzitoare va fi

ZN 0 (1.1.18)
K -
Sy K Sl x)

Astfel, densitatea generatd de sarcini punctuale nu poate
fi descris3d in limitele noyiunii clasice de functie si pentru a o
defini trebuie s3 recurgem la nofiuni matematice mai generale -

functionale liniare gi continue (distributii).

1.1.3, Distributii concentrate pe o multime.

Desi valoarea unei distributii fntr-un punct hu este defi-

nit&, totusi o distributie poate fi nuld fntr-uh domeniu conform
definit{ici urmitoare: '

Fiind datd o multime deschisd 2 C g7

., Se epune ci dis-
tributia T este nuld pe , daca

<T .9> =0 ‘ ' (1.1.19)

pentru toate functiile test cu suport inclus in (0

Se spune c¢& doud distributii TI;. I, sint egale pe(2 dacd
11 - I2 este nuls pe (L '
Deci prin definitie

Il = 12 pe (L

<1} -1, .¥>=0 ,79eDd cu supp PC L,
adicd pe baza lui (1.14) ,
T, LP> = LT, , P>, YPe D (1.1.20)
< 7 <-2 > cu supp PC L .

Aceste definitii permit considerarea distributiilor din
punct de vedere local. Mai precis: putem gcrie egnlitatea » dous
distributii pe o multime ) , fari a prejudicia ce se Iintiupl3
in afara mulgimii . /lo3/.

S& notim cu & partea (submultimea) lui D cuprinzind func-
tiile~test cu supp9C L . Deci¥e gl YHED si supp PC (2

Distribujiile definite pe acest spatiu fundarental 2&1

(@QCZQ ) se va nota QZ& . Pe baza principiului de "asamblare
din buc&ti” /lo3/, se mai poate da o definitie echivalentd a dis-

tributiei nule. Mai intii se defineste ce inseamnni distributisa

K o K=1,2,... N sint con-
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nuld in vecindtatea unui punct: T este nuyld in vecindtatea unui
punct x € R" , daci este nulz (conform definitiei date mai sus)
‘intr-o-deschisd, continind acel punct. Apoi pe baza principiului
amintit definitia echivalenti a distribugiei nule pe o deschisi . :

T este nuld pe<z, dacd este nuld in vecinitatea fiec:irui punct
din 2 .

Se numeste suport al unei distributii T , complementarea re-
uniunii multimilor deschise pe care se anuleazd aceastd distributie;
se noteazd supp T . Suportul unei distributii este o multime in-
chis&. Daci ea este si m3rginitd - distributia este un suport com-
pact.

’ Dsca o distributie I are suportul continut intr=o multjime A
(supp T C A). atunci distributia T este concentratd pe mulfimea A
(distributie lui Dirac ¢ i distributia Iluil Heaviside g sint
distributii concentrate in origine, respectiv pe servici a ‘[CL&O).

Din cele de mai sus rezulti:

- Distributia T weste egald cu zero in orice domeniu din com-
plementarea lui supp I » adica <T ,¥$>= 0 pentru orice .
pentru care supp TN supp Y = 2 .

Cu alte cuvinte dacéd suportul distributiei nu are nici un punct
comun cu suportul functiei test, valoarea distributiei pe aceast3

functie test este nuld, adicd numirul pe care-l pune in corespon-
dentd cu aceastd functie test, functionala liniari reprezentata de

distributia consideratd, este numdrul zero.
Dacd C este o curbs netedd pe portiuni, iar dl este elemen-

tul de linie, se defineste distributia lui Dirac_concentratd pe
curba C, 6'0 , prin formula

. \Eb\
< P 00>- fcﬁf(x) a1, ¥eD(R?) (1.1.21)

cu proprietatea esentiald cad pentru nuncte x€ C, aven J: =0 .

Dacid S este o suprafatd netedd pe portiuni, din R", iar
ds este elementul de arie, atunci distributia lui Dirac concen-
tratd pe suprafata s , dg . s€ defineste prin formula:

<53.‘P(x)> = j P(x) ds , Ye'D (rR"), x € R" (1.1.22)
— s

cu proprietatea cd pentru xe S , e 0

=S
Dacd .V este un domeniu din R" , atunci distributia lui
Uirac, (fv, concentratd pe domeniul V, se defineste prin :

<dy H(x)> = SV Y(x) dv , (1.1.23)
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cu dv - elementul de volum, Y€ D (R"), x € R" g1 proprietatea ca
JV = 0 pentru puncte care nu apartin lui V.
T De asemenea dacad f(x) este o functie indefinit derivabils,

aplicind produsul ci ai o distributie, rel.(1.2.3), avem:

<EHx) 8o L Y(0> = S F(x)Y (x) dl ©(1.1.24)
- C

o <f(x) ég C Q0> = E\S () (x) ds (1.1.25)

<f(x)§_v , Q(x)> = SV fF(x)P(x) dv , (1.1:29)

n

Vep. x € R
bb;ervayii:‘

Daca = dm , reprezinti densitatea lineicd a -masei dis-
3T

tribuite pe [ , masa totald de pe curbd este:

'
'

" o= Sr’ dm=gr9\dl =<pl§_r, , 1> .

Distributia f =P 6k reprezintd masa totald M distri-
buitad pe [T , dacéd se admite ¥ = 1. Aceasts functie nu apartine

spatiului fundamental ) , deoarece nu are suport compact. Deci
unele mdrimi fizice actioneazd asupra unor functii care nu -cpartin

totdeauna spatiului 2D ; acestea corespund unor functionale care
sint definite pe spatii mai lungi decit D /52/.
Pentru distributjii oarecare<¥(x) , $>concentrate pe curbe C,

suprafeta S sau in volume V), pot fi definite /52/:

<f(x) LL(x)> = XC F(x)Y (x) dl (1.1.27)
<Hx) P> = g F(x)WP(x) ds (1.1.28)
<f (x),P(x)> = fv f(x)Y (x) dv (1.1.29)

VePeDd, x er™ , si

' supp § C C , S au V
Distributiile cu suport compact considerate ca functionale
linlare continue definite pe D se pot prelungi in mod biunivoc

i cu pastrarea continuitdtii pe spatiul € al tuturor'functiilor

indefinit derivabile (f&r3d a tine seama de suportul lor). In ast-
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fel de cazuri are sens de a considera <T , 1 > .

1.2. Operatii cu distributrii.

Se definesc operatii simple cu distributiile (suma, produsul
cu un numdr, produsul cu o functie s$i operatii mai complexe (deriva-
rea, -produsul tensorial si produsul de convolutie) .

1.2.1., QOperatii_simple.

Se definesc /11,12,13,18,34,35,51,52,57,61,70,103,104,129,130,

136/ :
/ - produsul unei distributii cu un numar

AT VYD =NT L 9> ¥PeD, Ted) . AER (1.2.1)

- suma a doud distribujii:

KTy + Ty > =<T 8>+ <Ip P>Yfed, T;. TFD (1.2.2)

- produsul dintre o distributyie si o functie indefinit deriva-
vebils

<2 T,P> = L1,49>, Pep, T€D , aec” (1.2.3)

Cu aceste operatii si cu convergenta slabd, cdefinita prin rela-
tis (1.1.7) se aratd /52/ ci spatiul distributiilor este un spatiu

complet.

1.2.2. Derivarea distribugiilor.

Prin definitie, derivata unei distributid definita pe spatiul

functiilor test reale de o variebili reald este data de relatia:

<I* L P e - <T L9 s YPED (1.2.4)
sau derivata de ordinul K

<T(K) P> = (_1)K<1 '(10(“)/\ (l1.2.4")
cu precizarea cd supp I(K) C supp I , VPED

In consecintd, orice distributie nre derivatd de orice ordin
g1 derivata distributiei este tot o distributie.

In cazul distributiilor definite pe D(Rn), adici pe spatiul
“ functiilor test de n wvariabile, se definesc derivatele partiale ale
distributiei T dupd formulele:

29 _ hd n "
219> .- <T L > VP S PR (1.2.4")

<
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3%y .
P> (-2 <1 — vYed (RM) (1.2.4"")
xJ - 'Bxi'axj

Ordinea de derivate nu conteazad, dat fiind cd derivarea
distributiilor se transferd asupra functiilor test, confora formu~

lelor de mail sus.

Pentru distributii generate de functii f, de class C™, de-
rivaeta in sensul teoriei distributiilor _f' si distributia deri-

vatei in sens obignuit sint egale:

i(K) ={f(K')} , fec, K< m (1.2.5)

Dacid f este o functie de o variabild independentd, inde-
finit derivabila pentr_u x <xo si x>x° , astfel incit deri-

vata se are o limitd las stinga a} o limits la dreapta in punctul
x = xgs hotind f* , f" weosnf derivatele distribu{illor f

1
in sensul distributiilor si cu fe o Y ETE g ey (m)jdls-
tributiile der_ivatelor in sens obisgnuit, definite pentru = x <:x

si x >’xo si nedefinite In x = x_, atunci ~u loc formulele:

s
v

£ ={£}“+s°xo<f> Sxo
|
L

-
T
]

_--} v 8% (f) Ix e slxo(f)‘él_xo) ' (1.2.6)

(m-1) (m-2)
f(m)= {f(m)} N sgo(f) (Sxo + s(i.()).(f%_d;)_(o +

' (m-1)

m-2
vee ¥ 8 o é}o * 8.0 (f)Eggo

unde. 5x° € H* rezultls din definitia derivatei

o) o
<<5L0 g>= (-1) @ (X ) (x0) ¥PESD ‘ (1.2.7)
far S(QSlX este saltul derivatei de ordinul (m-1) functiei f ,
in Xo.

' Dacd f este o functie scalard de puﬁct indefinit deri-
vabil3 peste tot cu exceptia punctelor de pe o suprafatd S C R3,

functia f si derivatele sale prezintd un salt la treccrea prin

suprafata S , expresia derivatelor paryiale in sensul distribu-
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tiilor, a functiei f , in coordonate X, este:

9 9 f
fo= {=2=} 4+ |f cos(n_, u ds 1
A . .2.8
— IR or Ug) Js (1.2.8)
K N .
unde: 9
| S
e este distributia datd de derivata partiald in sensul

teoried functiilor, definit3 pentru F-é S si nedefi-
nitd pentru re s ;

[f} g este saltul functiei f 1la trecerea prin suprafata S
in punctul considerat si in sens crescator al coordo-

n .
atelor X

<§(ns, UK) este unghiul format de vectorul unitar Féo normal

la suprafata S, orientat in sensul crescdtor al co-
ordonatei xg. CU vectorul unitar Gk al axei xg

5“5 este distributia lui Oirac concentraté pe suprafata S.

Dacd f(xj.XoseeeiXy } este o funcyle avind gradul de omogeni-
tate 1-n, local 1ntegrabilé n fiind dimensiunea spatiului, atunci
der_ivatele ei partyiale in sensul distributiilor sint

P-B f(xl Xg----.Xn)} %D +

1

f (xl,xzn---:xr_\)

3
d Xy

+ (_1)1—1 J(xl,xz) ...,Xn)Jr'f(Xl,Xz) ...,xn)dxl dxo . -.dXi_ldXiH-..an:

unde: (1.2.9)

i=1,2,...n ;

D este un domeniu marginit din rR" :

" este frontiera domeniului D .

1.2.3. Produsul tensorial si produsul de convolutie.

Produsul tensorial (dir_ect) a doud distributii Tl(x)éfﬂ'(R“)
si T, e D' (R™ se defineste prin relatia —
2 Y) (

ST X Ty G (xoy)> = <Ty (), <Tp(y), POy r(1.2.10)

n
cu  x€ RO yerM P(x,y)€D (R™M)  gi este o distributie defi-
nit3d pe spatiul fundamental D (RM*™). Suportul ei este constituit

‘din produsul cartezian sl suporturilor celor doud distribujii:
supp [Tl(x) X T2(y)} = [supp Tl(X)] X {supp T, (X)}
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Produsul de convolutie a doud distributii T T,{(x)e p" .

(x)
Qe p (R") este o distributie, definits cu ajutorul produsului
direct

CT(x) % To(x) P> =<T(x) X Toy) P (xy) > =

(1.2.11)
= T(x) e To(y) 2 PUxey) ST (y) s <Tolx) P x+y)>>

in una din urmdtoarele conditii:

a) cel putin una din distributiile Tl(x) si T2(x) are suport
compact ; -

b) ambele distributii T,(x 1 T,(x turil Arqi-
) ambele aceaasi;part§¥i“l $1 T,(x) au suporturile mirgs

Suportul produsului de convolutie este cuprins in inchiderea
sumei suporturilor celor doud distribugii.

Pistributia lui Dirac are rol de unitate in rsport cu produ-
sul de convolutie.

1.3. Definirea operatorilor in spatiul distributiilor.

Formele in distributii ale gradientului, divergentei si ro-
torului su fost utilizate in literaturd /91/, fari ins’ o fi de-
monstrate integral (se introduc termeni suplimentari rcferitori la

divergenta lineicd si punctuale s$i la rotorul lineic).
1.3, 1.6 radientul.

Avind o distribﬁtie de tip func;ie_i'€~Iﬂ, se deiinegte

distributia gradientului si sensul teoriei distributiilor arad feD*
prin relatia:

- 9 _ .
{‘gradf.cf’>= iéTi+j—§—yf+K—,§—;_f_.(‘F}=
B A SR S ,93—)3 -<f ,Eiw?: -<£, VP> (1.3.1)
- 3 x - Qdy - 9z -

Calculind qerivatele partiale ~le distributiei f cu relatia
(1.2.8), dacad functia are un salt la trecerea printr-o suprafatd S,
avem:
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9 df -

1 {3_—;} + [f] g costg) dg

A ={&ia+[f]scos(55,y) Jg (1.3.2)
dy T L4y

9 ¢ lf_1]+ SR

az_ \’32 {flscos(ﬂs.z) Cs

§nmulgind in (1.3.2) cu —i,—j_,; si adunind pe verticalid se obtine
+ [

grad f ={grad f‘ flg Tsds

o]
[6]
—
-
—
wn
n

gradg f - este gradientul superfinal al funcyiei f.
Relatia devine:
grad f = &grad f}'+ gradg fdsg (1.3.3)

s1 este valabilad in R> = Voo

Referitor la volumul VZC:_VQo , relagia (1.3.3) ia forma:

gradvzf = grad f—g_fvz+ grad g fdg'=5 Nvs (1.3.4)
in care: grad Vs f este simbolul distributiei gradientului in Vg ,

grad f si grad Sf sint gradientul si gradientul superficial al
functiei f, in S—rvt si gsf; sint distributiile lui Dirac concen-
trate pe Vy respectiv 8' =S nvs , suprafata.de discontinuitate
pentru f in Ve-y In adevdr; cu relatiile (1.1.26) si (1.1.29) se
obtine: '

d fd = { , _S ©
< gra f_vz HP>= < {grad f} Vs AN v grad f ¢ dv

1.3,.2, Divergenta
Dacd distribugfia vectorului
E=GxT+ Gy—.']_*‘G'z—IZ
este G:D _,_;_‘, R3 , atunci trebuie sa existe relatia
< _@,%’>=< Gy +¥>1 +< Gy P >T 4 <Gz f>K
adicé Gxr Gy Gz trebuie si fie distribugii
Gx € L GyeD si Gz € b ﬂch

Se definegste div G € B* prin relatia 5bg-Xl -‘",
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6
CdivG P> = <( x_ , 3Gy , 9G=z

s Y 2z ) f 7"
. Ehd Ch4 .9
<C31 * B > - <6y .‘—9—;>-<G__z~. -5%> (1.3.5)

\

Se admite c& in R3 existd suprafete S de salt al compo-

nentelor normale ale vectorului, curbe C gi puncte P in gare vec-
torul nu este dsfinit.

Pentru calculul derivatelor partiale din relatia (1.3. 5)
se aplicid formula (1.2.8) pentru calculul derivatei distributieil
in sensul teoriei distributiilor, cind vectorul prezintd s=a 21t la
trecerea prin suprafata S-si formula (1.2.9) pentru calculul de-
rivatelor partiale in sensul distributiilor in cazul functiilor
avind gradul de omogemeitate egal cu -2 (deocrece l-n=1-3= -2},
cind frontiera domeniului D, notat# T 2n relatia (1.2.9)y este
o suprafatad Zc ce inconjoar3 curba C sau o suprafata Zp ce

inconjoard punctul P.

Derivatele partiale ale dlstrlbutlilor Gy Gy si G,
devin: o
2 6
—— - LY - 5
3 Ci} "\ + [CX}S cos (ng,x) C_{S +cf(>(,~ g Gy dydz +

+ S(x.y, z)(\& G, dydz  (1.3.6)

2
dy T 3
+8(x,v.2) (| Gydzdx  (1.3.7)

G .
Gy = {—X}+ [GY}S cos (ng.Y) Js -J(X Y.Z) “ Gydzdx *
senf

raz * [Gz s cos (nS.Z) SS "'d-(x Y., Z)H GZdXdy +

+M g\ GCzdxdy (1.3.8)
)

Prin fnsumarea relatiilor (1.3.6),(1.3.7) si (1.3.8) pe
verticals se obtine:
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— Gx + + = xi 29y
Ix =X 3y QY 22 G, i +J z

R N C

+ O (x.y.2) SX}_CGxdydz - Gydzdx '+ Gzdxdy) +

+ CS‘(x,y,z) SS Gxdydz - Gydzdx + szxdy) . (1.3.9)
- zp

Membrul sting reprezinti distribugia divergentei in sensul
distributiilor, conform.definitiel (1.3.5)

N 8 & 3 3
Jx T2 ST 2Y 57 G- divG (1.3.10)
anl+ Gyl ,1°Cz . {di\,é} (1.3.11)
2y | 2y 9z ) l——

reprezint3 divergenta de volum in sens clasic.

Termenul referitor la suprafata de salt S, devine:

Gz (;OS (ES.Z)) §S=[(C2_El) .

([Gx] g cos{ngx) + {GY}S cos (ngy) +

7] &= Gl Ay .6, = div ,GSs (1.3.12)

si reprezinta produsul divergentei superficiale pe suprafagta S cu
distributia lui Diréc.concentraté\pe ea. Pentru a calcula termenul
referitor la curba C, se aleg dl si dl' , asociat{i dupa requla
"burghiului drept (fig.l.1).
Pe curba C se alege un sistem local de referinta, de coordo-
nate cilindrice r, 8, z.

Se calculeazs expresia de sus integrali, de forma:

Gx dy dz - G‘Y dz dx + G% dx dy (1.32.13)
in care proiectiile pe axe ale vectorului sint: ‘

Gy = GrcosQ—GesinO

Gy= Gpsin0+ Gg cos Q (1.3.14)

Gz = Gg
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Fig.l.1l

cu elementele de arie

. dy dz r cos 8d0Bdz

dz dx = - r sinB8 dB (z . (1.32.15)
dx dy = - r?s1n 0 cos E}(de)2

fnlocuind (1.3.14) si (1.3.15) in (1.3.13) se obtine:

Gxdydz - Gydzdx + Gz dx dy = (G, €086 - Gg 8inB)rcos B dB dz +
+ (Gf sinB + GgcosB ) r sinBdBdz —C;zrzsinecose(de)2

=Grrcosze dBdz -Ggr sinB cosBdOdz +G, T sin°6 d 8dz +

+Ggr cos8 sin6dBdz - Gy r? sin© cos;eidﬁ)2 =

=G.r.r dBdz -G , r? sin B cos 8(dB )2 (1.3.16)

Integrind pe o suprafatd cllindricd elementard Zc'. de

fnsltime dl' pe curba C (fig.l.l), unde Gz s$i r se considera
constante, deoarece
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3\ Gz r2 si.necos,é’(de)2 =Gz rZSS sin@cos@(d@)z =
e Z¢'

—~

21
2 sin" B =0 (1.3.17)

se obtine

d(x,y.Z)ﬂ Gr"dB8dz = dl1° divgéd(x.y,z)= dl® divﬁé Y(o0,0,0) ,

2'¢ (1.3.17°")

unds f (0,0,0) este functia test in punctul de origine al sistemu-

lui de coordonate local, ales,iar dl=dl'. Pentru toata suprafatas ZC'
care inconjurd curba C,

3 (x.y.2) Q Z(ér rd Bdz = d1*divy; G 9 (P)= div; G g) (1.3.18)
C
PCC

unde ¢ (P) este functia test ¥ din punctul P EC, originea sistemu-
lui de coordonate, 1iar QC este distributia lui Dirac concentratd
pe curba C.

Pentru punctul P, care nu apartine curbei C, (fig.l.l) dar
in care vectorul G nu este definit, se calculeazi:

d(x.y.z)
—_— z(Gxdydz - Gydzdx + Gzdxdy)

P

—~
j—

.3.19)

pe suprafata Zp ce inconjuri acest punct.

Se slege un sistem de coordonate local, cu originea in punc-
tul P si se exprimi componentele vioctorului G in coordonate sferice:
G x s Gy sinBcos -GusinY + Gg cos G cos¥

h g ¢o9
Gy = Gr sin@sin'f + Gypcos Y + Gy cos 8 sinV (1.3.20)
z=‘Gr’ cos 8@ - GgsinB
cuplementele de srie:

dy dz r2 sin2 0 cos¥dY¥ db

dz dx = r2 sin28 sinYdY¥ 40 (1.3.21)

dx dy = re sin 8 cos@d\-.p d¢ @
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Inlocuind in expresia de sub integrals ge obyine

G xdydz —Gydzax +szxdy = (r26‘r sin®

6 cos®® -

2
—rZG(f sin“G sinP cos¥ + r 2Gg 5in2B cosBcas 2y -

2 3 .2 2
-r G r__sin 8 sin“¢ - r Gv_(f sin28 sinYcos' - rZGe sin”8 cosb sin’W

r2G - sin@ cos?g - 2 Go sin°C cos @

Prin integrare pe suprafata Z
(fig.l.1) se obtine:

. s
\% Y4/

) d&dv (1.3.22)

pe ce inconjuri punctul P

~

~
/ 21

ﬂ sing cosy df dy =J sin>8 da{cosz‘," df = - % cosfsind) . é’sin 28| =0
ZP ¢ ;2. o] I o
; . 2al
“ sin>8 sin2(f dg- d¥ = Bsin:se dersinz‘f d¥ = - %cosﬁs:.n é‘{
ZP o o o -
l2.’[
o .(-%sinZ@)! =0
" ) ‘o
“ "sin?ein' cosd d8 dY = J 51n“8d0| sin" cosy d¥ =
J
& ° ° 2"
0 o
2
1 B 1 sin“f! =0
= (- 7 sin 2€ ) I) > :
2 o ‘o
‘ i 2 2
[ sin2d cos @ cosQC,P dé d¥= (sin @ cosf dé | cos“Y d¥ =
Iy /‘o o
i - 2%
' 4
= % sin38{ . % sin 201 = O
~ 20 © ©
i -
2 g d8| sin Y d¥ =
s1n%Bcos@ sinZLf’ dae de=jSin & cos S '
o W
0 21
z : ’
Za iy !
= % anse‘ -(" % sin __b) ‘1 = 0

o
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W 2
l' 2 T T 27
sin 2
u cosf df dy =S sin“6 cos@ dejﬁﬂ % 6in3d e .
‘ i
' Zp o Q ¢ °
|
| 0 27 [T
sinC cos d8 d% =} sin® cos“0 dg| d¥ = - L28 T @ . 4t
’ 3 ' jO T —3—
z
P o} o o
‘ (1.3.23)
Cu aria sferei Z:P , 8gala cu 47Zr2 ., rezulta:
d(x,y,z)“ rZG,. sin6 cosQ d€ d¥ = (‘f(x,y,z)ﬂ G . ds =
z zp
=d(x,y.z) div G = div G ¢ (0,0,0) = div, G J ; , (1.3.24)

originea sistemului de coordonate, fiind in punctul P.

Cu ajutorul relagiilor (1l.3.lo), (1l.3.1l1l), (1.3.12),(1.3.18)
si (1.2.24) se obtine distributia divergentel in sensul dietributii-

lor :
divG = {divG?*» divAE _d‘\s + divlz-? é‘C + divPG_C_(_P (1.3.25)

Aceastd relatie se referd la cazul cind se ia in considerare
intregul spatiu R” = Vo, . Dacd ne referim la volumul vZ«:wgg este
util s3% se introduc3d distributia divergentei in vy , notatd prin
simbolul divvz(g

Rezulta

div,, G = divC ng *divyG Ggesnvy div G Joo . cnvs ¥

+ 2 div. G, (1.3.26)
pev P2

decarece ne intereseazd suprafata de salt S' inclusa in v,

curba C* si punctele P, numai din vs ; 1lar cu relatiile (1.1.25)

si (1.1.29)

<{div G}v,‘f’> = {divG "{VE > =J div G % gy
) Vs
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reprezentind divergenta de volum in Vs + in sens clasic, inmul-
tité cu distributia, lui Dirac concentrats in acel volunm.

1-303-R°t0r u l

Se defineste rot G € b prin relatia:

<rotG,‘{>=<[i~(_9iZ._aG!)+J—(QGX_ QGZ)+
) 31 '8_{ dz 3J x
— 939G 3G, 7 - \
vl RS it LMV

2z 2y dy. dz
- 3G 3G _ 29G
7 (=222 9> k< (=2x . _Cx .

PR PRIC Al B
= _i—<Gz r = BLF > + —i-<GZ » ,a({)>+ ?<G x-ﬁ) +

3z 3J x — 3 x

- 3¢ - Y — 1%
* ’ G [ + G u_'> 3.2
1< Gz ax>+|< Gy 8x> K<G, = (1.3.27)

Pentru determinarea expresiei distributiei rotorului in
sensul distributiilor, se aplica formula (1.2.8) care exprind de-
rivatele partiale ale distributiilor, cind vectorul & prezinta
salt al componentelor tangentiale pe suprafata S si formula
(1.2.9) ‘pentru calculul der_ivatelor partiale ale distributiei
pe curba C pe care vectorul nu este definit. In relatia (1.2.9),
frontiera domeniului, este Z:C (fig.l.1).

Derivatele partiale care intrd iIn expresia (1.3.27) sint:

I C_;_z - { erB +[Gzl§ cos('ﬁs.y)és -Jky,y,z)j{zc(}z dz dx

oy 9y
J = EEEX + ] 0s(Na.z) d. + d}x,y,z) G, dx dy
as 2 {a_z [GYJs e s — ).’
.;a__. _ ;)Gx\ "G os(R 'Z)dﬁ‘ +d-(x,y,z) [ :*‘ dx dy)
az __x- —{_Z_ +[ X]S cos ) =95 ———————I/Z_C

(1.3.78)
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3 IG

— Gz |22z A

9 x —= i 9 x H +[GZ] cos(ns,x)és +C£(__x_,~y,z)ﬂ Gz dydz
gx ¢

3 9G

Ta-: gy = i#}, [Gyl cos(ns,x)JS +(“J-(x,y,z)jz Gydzdx
_Ix C

3 ¢ .26

ay__" -7 y + {:Gx] cos(ns,y)é—s— J(x,yiﬂ Gxdydz
—_ C

(1.3.29)
Calculind proiectiile rotoruludi dupd axe, se obtine:
3 3 96 %6
3y 2z & { ayzg'{a_zy B con -

/
E;GZ dzdx + Gydxdy) (1.3.30)

'[GyJS cos (ﬁs,z)‘)d- - Cﬂx,y,z)(

-9 ika
unde 3 3 _
Sy oz "% Gy rreto, (1.3.31)
3G 396G - )
{ ayz}_}\a_yli.{rotc;x S (1_3.32).

In coordonate cilindrice (1.3.14 ), termenul de sub inte-
grald devine:

Gz dzdx «+ Gydx.dy = GZ(~rsin@dez) + (Grsinﬁ-o(fecos@).

(-rzsin@‘ cos@(d@)z) - -er sind d8dz - rZGr_sinzf)cosQ(d6)2 -

2
—rZGe sin@coszé-? (d6)“<.
Prin integrare se obtine:

fzc (-r G,8inBdBdz - r 2C 10?8 (dE)2_ 126G, 510600526 (46)2
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= rGZH 8in® dB 4z - FZGFH
2c 2
-r ZK Gesim’,Q cos0 (d6)% < o

sin29 cos® (d& )2 -

e
2 o 2l 2
. 2
g sinBd0 = 0 ; Jsln 8 cos® d8=Ssin26 (siné‘)‘ds-_-ﬁl = Q.
) ) o 3 o ‘
2 5 21
j Ggsing cos‘@ (dG)2 - - Los”8 =0 (1.3.33)
.o I
o )

A doua componenti a rotorului este:

9 9 o |26« 3G, | /i 1 3
2z 2%y ZIE—}{W {(Cal; costFom -

—[GZ‘]S. cos (nS'X),) ds +&,y,z)ﬁz_

O —~
[en
Q.
x
[N
<
]
3

I \
&, dy dz/, (1.3.34)
unde, se noteazs:

2 9 —=-
3 Qx—,axgz = rot (3

y (1.3.35)

. a /az ' =
%—a—;— -Gxi-[ay G%={rotu y} . (1.3.326)

iar expresia de sub integrals devine:
Gx dx dy - Gz dy dz =
(G r cos@- Ggsin8) (-r2sin8cosﬁ(d€)2 —-Gzrcosc'ldf)dz =

- r2 -
r Gr sinf cos?@ (d@)zd»r‘2 Gg sin?2 cos@(df )2- Gzrcos?dt? dz.

Prin integrare se obtine:
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2~ 2
J (-r br sin& cos e(de)zﬂ‘z k{‘asinz@ cos@(d@)2 _
2c

j;-GZ r cosf dfdz) =

f
sin (7 2 2 2
= -rZGr_ HZ sint’ cos“0 (d@)%+r (2@4 sin”0) cos (da)? -
) C C
21
-H(_Gz r cosfdddz = - FZGrJ Cosza {cosf )2(d6)2+
e o
21 -

+ FZGQJ 6in 0 (sin@ )(do )2__ J Gzr cosf df dz = 0 (1.3.37)

o] (o]

A treia componenta este

~ { ~ N
_g_gy_ rg— G, = gfabx -z E%:xg JT00T Cos(ia,x)= Gl cus(FaLy) (o 4
I 3y 2 |3 a3y N sex)m o cvsliigey) U
f
i . ,
+d(x,_y,z) ) G . dz dx + (& dy dz , (1.%.33)
c
unde se noteazi:
) -
BXG .0 G, = rot G (1.%.39)
_ y —
oG EIe N
{—Ll - U x = ;rot~ I . Yl.2.40)
ex 43y l J
iar termenul de sub integrald devine:
G dy dz + Gx dy dz = (Gr stn & + L?Gcoseg’rcos‘:d:? doo+

+ (Grcose— Gasin G)(-r sinGd<

d
= FGr sinGcosGd8dz + r &g cos"@ d8 dz -

: £ n : S
-r(G,. sin@cos8dBdz + r Gaosin®S 45 gz -

rGedG dz .
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Acest termen se integreazi pe o suprafata Z:C" cilindrics

elementard atasati elementului de linie dl1*, sl curbei C, ca ¢i la
calculul divergentei:

d‘(x,y.,‘z)B rGQdG dz U{&x,yﬂdz Ut'rotla
T

Considerind integrala ZC o, S8 obtine:

= rot;G ¥ (0,0,0)d1".

dl* rot,GY (P) = rotléo”c, (1.3.41)

rGe. d8 dz ug -J

J(x.y.Z)SJ
e

PEC

unde %”1 (P) este funcgyia test concentratd Intr-un. punct P, al

curbei C, iar OrC este distributia lui Dirac, concentratd pe C,.

Pentru suprafata S, cu

FS = cos (A.,x)1 + cos(?{s,y)F + cos(ﬁs,z) K

si GS=GX1+GyT+GzK

din produsul vcctorial
i 3 K
g xEs = |cos(fig,x) cos(fig,y) cos(ng.z)
rezults: Gx Gy Gz l
{([G z]gcos(fg.y)- [Gy]scos(ﬁs,z)) 1+ ([Gx] cos(fig.z) -

- [Gz ] Cos(ﬁs,x)) 3 +([Gy]5 cos(ﬁs,x)-(Gx} cos(ﬁs,y))}?} :1; -
S

= (gxGg)Jd g = rot 4G d g (1.3.42)

Din relagiile (1.3.31),(1.3.32),(1.3.33),(1.3.35),(1.%.36),
(1.3.37),(1.3.39),(1.3.40),(1.3.41) si (1.3.42), se obtyine:

roth i+ r‘otGy j 4+ rotGZK =

{rotédx S_i +{rot§y]3— +{rot52\$?\" +

+ rotsag‘s + rotla_cfc sau B
rotG = rotG « rotsG gs + rot, G grc (1.7.43)
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expresie valabild in intreg spafiul R3 = Voo . Dacd nereferim la
volumul YZ C Voo ., ca in cazul divergentei, avem:

ivﬁ = rot G Jv + rot55 é‘sg‘sm\/zu "Otléfj;'.-cnv-z (1.3.44)

unde: S' este suprafata de salt a componentelor tangente nle lui
G, ier C' este o curba pe care vectorul G este nedefinit.

OlLservatie inportanta:

Dacd operatiile gradient, divergentd si rotor sint operatii
punctuale, cele definite in distributii prin relatiile (1.3.4),

(1.3.26) si (1.3.44) sint operatii glosale.
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Capitolul 2

MARIMI FIZICE ALE CORPURILOR SI CIMPULUI

ELECTROMAGNETIC IN SPATIUL DISTRIBUTIILOR.

R Se gtie cé& in literatura tehnicd s-~su utilizat sporadic
unele distributii - mei sles cele legate de de nsitdtile volumice

de sarcind electricad /41, 64, 91/.

In cele ce urmeazd se vor defini riguros, densitdtile volu-
mice de sarcind electricd distributionale, atit pentru sarcint
elactrice libere, cit si pentru sorcini de polarizare, cu reparti-
tie punctual3, lineicd, superficiald si volumicA, calculindu-se
totodatd si sarcinile electrice ce determind repartitiile respec-
tive; se defineste distributia intensitatii curentului electric
de conductie si densititile ei; se definesc apoi distributiile
vectoriale de polarizare electricd si magnetica, inductie $i in-
tensitate de cimp electric si inductie si intensitate de cimp mag-

netic.. .

Definirea densitatil or volumice distrilugionale pentru
toate repartitiile posibile de sarcind electricd :re svantajul
utiliz&rii unui limbaj unitar si ¢l spropierii dintre licbijul ma-
tematic si ol determinirilor experimentale; ultimul aspect cste
rele_vant si in legdtura cu definirea vectorilor de polrrizare e-
lectricad si magnetica. Definitia intensitafii curentului electric
de conductie in spatiul distribugiilor, pe linga cele douid -van-
taje mentionate mai sus, cuprinde si un termen suplirentar necuti-
lizat in teor_ia clasicd, datorat discontinuit 2¢ii s. rcinii elec-
trice, in momentul to. un impuls de curent - ceea ce de fapt este,

din nou, o exprimare matematicd mal adecvatd a unui fenomen fizic

idealizat.
Mirimile vectoriale ale cimpului, definite in spatiul dis-
tributiilor se vor utilizs in formul..rea formei distributionele a

legilor cimpului electromagnetic.
Definirea stratului dublu si a densititii sule volumice in

spatiul distribugiilor /52/ ya constitui o form3 mstematicd acce-
sibila aplicatxilor\din.ultimul canitol..

Contributiile originale - legate de definirea riguroas? $1i
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sistematicd in cadr ul teoriei distributiilor a marimilor fizice

ale cor purilor si cimpului electromagnetic sint prezentate deta-
liat in paragrafele urmitoare; partial, unele rezultate au fost
publicate sau prezentate la sesiuni stiintifice /139,141,153/.

2.1, SARCINA ELECTRICA SI DENSITATILE EI,
DENSITATEA DE DUBLU STRAT.

Notind distributia lui Dirac concentratd in punctul P , de
razd vectoare r , prin d_ (F ), definitd cu relati
p (r) e cu relatia
<dp(r) .Y (n> =4 , Ter)vyPed (2.1.1)

v

se definegte densitotea volumicéd a sarcinii punctuale, in sens
distributional, mdrimea:

Ior) = dylr) . (2.1.2)

Se introduce urmidtoarea de?ini:ie /131,132/: se numeste -
printr-un abuz de limbaj - “integrala” de volum & unel distribugii,
notatd cu j f dv, suma tuturor distribg;iilor definite pe volu-

v ~ mul considerat, cu functia test ¢ (x,y,z) = 1.

“Integrarea"” densitdtii volumice & sarcinit punctuale pe vo-

lumul Vv, care include punctul P, conduce la suma sarcinilor punc-

tuale din V

n n __FL
; r b - \7 4
J Tp(Frav = 7 < fp(Fy ).12= ) 0p < plry )o1>= (%,
v A=l T A=l — A
(".1.3)

In cazul sarcinii electrice libere se pot defini in spa-

distributiile densitate volumich Ge sar-
pe curba C, superficieal
Ele se in-

tiul distribugiilor D*, :
cina electricd repartizatd lineic, o
pe suprafata S, Qs , sau volumic in volumul Vv , V.
troduc cu ajutorul distributiilor lui Dirac concentrate pe curba,

suprafatd sau in volumul respectiv, notate Efc,ffé,gfv, definite

prin relagiile (1.1.21),(1.1.22) i (1.1.23), cu proprietotes
!

l
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esentiald ,cd suportul fiecireia dintré els este inclus in S, ¢
sau V., Astfel avem urmitoarele relatii de definitie & densitati-

lor volumice distributionale repartizate lineic, superficial si
volumic:

S fm e (2.1.4)
RAGEIRAG s : Y (2.1.5)
S = Pu(® A (2.1.6)

"Conceptul de densitate volumic# de sarcind are un sens fi-
zic, dacd prin integrarea ei pe volumul respéctiv, se obtinc sar-
cina ;otalé din volumul considerat. Stiind c& prin j f(x)dx,

t&f) € D*, cu suport compact, se intelege numirul <f.,9>
unde Pe D si P=1, rezulta: ‘

= Q¢ (7.1.7)

c
<O (7). 1>=<Q_(F) §5,1>=SS (F)ds = g (2.1.8)
S GIRLE SO ISR I LTS (7.1.9)

unde: QC' Qg $i Qy reprezinti sarcina electricid liberd ce in-
carci curba C, suprafata S, respectiv vo-
lumul Vv,

Distributia densit&{ii volumice de sarcina electricd din

intregul volum Vs + S® introduce prihtr—é distributie regu-
latd si deci integrala sa va fi:
<€ (r) 1> - | PF) dv=0q , (7.1.10)
Vzco

sarcina electrica totald din V.
Zog

se introduce distributia densitatii volu-

Prin definitie,
referitoare la volumul VZ ,

mice a sarcinii electrice libere,

in forma:

2.1.11
&Z -0, C;r)’z* PsJs = SNvy+ O der=cnvg +DZ:\,%Q* %, ( )
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unde o
. vZ . _d:su_;snvz ' gcuzcnv $l 6P sint dlstrlbutlile
lui Dirac concentrate pe volumul Vv z el
o . 5 ' suprafata S' ce rezults
d:Ln 1ntersectia suprafetei S cu volumul V¢ . curba Cs ce rezult)
n intersectia curbe
: ' astfe§ - d'i C‘cu Y?lumul VZ $1 In puncte P cuprinse in
p istributiile lui Dirac sfnt concentret
prafete, curbe si puncte incluse intr-un volunm Vs e e s

‘In baza defi {4 ' '
in v e g golnitgllor da;e pentru distributiile concentrate
> + C" 91 Py, relatiile (1.1.24), (1.1.25) g1 (1.1.26)

la ¥ =1, se obtine:

e g [
EVZ f VdV + ?S ds + ngdl +Z Q/\ = QV (2'1.12)

v 5 =
z ! C Eke VZ
in care Qy repref}nté sarcina liberd totalsd inchisd de supra-
fata 2 . '

Pentru sarcinile de polarizare se pot defini in mod similar,

distributiile:

§plm) = 0p dp(F) (2.1.13)
©'1(r) =p"1(r) I (2.1.14) .
O (M= fu(™ds (2.1.15)
g,_(?h o (mdv (2.1.16)
in care: G, - sarcina punctunls de polarizare;
©)(F), ©4(F), Py(F) - densitatea lineica, superficials

si volumic3d a sarcinii electrice de polarizare.

In fntregul volum Vs , distributia densititii volumice

4 electricd se introduce printr-o distributie regulitd si
3 de polarizere, tot~13,

de sarcin
deci integrala ei va da sarcina electric

din VZ:N, ,

/
\A

<9 (F).1>=g Q:(F) dv = Q" . (2.1.17)

VEOO

Se introduce, prin definitie,
arcinii electrice de polarizare,

distributia densitdtii volu-

i i s un volum Vg ,
mice a s referitoare la un volu 5

mirginit de suprafata S, astfel:
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P =0 g+ 0! + Q1 d.. + %
vy ?V—VZ sg-zsnvz?l—c =C N Vs L. s, (2.1.18)

unde: §ZV? e Eis'l o1 5{

Py sint distriburiile lut
Dirac concentrste pe volumul Vs

sau pe suprafete S°, curbe C*
si In puncte P, incluse in volumul Vs
Si alci rezultd sarcina de polarizare totald inclusa de

suprafata z: . astfel:

?VZ ) gv%evdv + JSL ?Sds + J Qidl + E::j Qi =< (2.1.19)

‘“ c* P, € Vs s

2.1.3. Densitatea de dublu strat.

Conceptul de strat electric pe suprafata G sau curba C
poate fi interpretat corect in spatiul distributiilor, definin-
du-se chiar si distributia sa densitate volumicd /52,130/.

Referitor le stratul electric dublu pe o suprafats, se

pot da /52/ urmatoarele definifii:
' Se numeste ‘stret 'electric¢ dublu pe suprafeta S, lirita
pentru care h —= + 0O fin sensul teoriei distributiilor, a an-

semblului de sarcini electrice repartizate pe suprafetele S si S°

(fig .2.1), negative repartizate cu densitatea S;(F), respec-
. \ ' tiv pozitive répartizate cu
a: densitates 9; (F)., pentru

co. - . . t 1 uperficiale

verificad relatia:
. !
€ (Frds = ©_(F')ds*, (2.1.20)

admitind c3 densitatea momente-
lor definitd’ prin relatia:

C(x.y,z)= lim §(x,y,z)h

h == 40 (2.1.21)

este o marime finitd.
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Densitatea volumici a stratului electric dublu pe supra-

fata: S , este distributia:

s (- -2=[Tm o ], (2.1.22)

'

i
v

unde Efs este distributiea lui Dirac concentrath pe suprafata S.
Distributie (2.1.22) corespunde repartitiel dipolilor pe supra-
fata S , orientatd de 1la S la S* . dupd normals, A

Introducind suprafata S fntr-un sistem de‘coordonate Xy z ,

stratul electric dublu fiind situat £n planul oy s CU Nnormala T
indreptaté in sensul pozitiv al axei Ox, se poate scrie:

9
9(x.y.z) = - 3% [L(x,y z)‘§x=o} (2.1.23)

st_iind c4
J(0 vy z) = Ix=0 .

dg oarece

< dxeo GO >0 [ Pxyaa) ay oz -

_ﬂ ) $(0.y,2)dy dz = <d(x) , ¥ (x,y,z) > , ¢ ed(r3) ,
R

rezulta

Salxiyaz) = = T(y,z) 5= J(x) = = T(y.z) d* (x). (2.1.24)

Derisitatea volumicd distributinnala a stratului dublu si-

tuat in planul Oyz ; se observi c3 ea se exprimd cu ajutorul deri-
vatei distribu;iei lui Dirac ; relatia va fi ut_113 fn oplica-

tiile din capitolul 5.

2,2, INTENSITATEA SI DENSITATEA CURENTULUI DE CONUDLCTIE.

Se considerd q(t) sarcina electric3 ce trece la momentul t
printr-o suprafata trasatd in conductd. Cu ajutorul functiei 1lui
Heaviside (rel.l1.1.9),' sarcina electricd ce trece prin sectiunea
conductei incepind cu t=t  , se poate scrie sub forma:

a (t) = a(t) 8 (t-ty) , (2.2.1)

>
in care q(t) = q (t) pentru t > tg
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Deoarece distributia lui Heaviside este regulati (rel.l.l1.9*),

rezultd distributia sarcinii electrice:

a(t) = q(t) O (t-t,) (2.2.2)

Derivind in sensul distributiilor (rel.l.2.6), se obtine:

dq(t)

= O(t-ty) a'(t) + q(t,) J(t-ty) (2.2.3)
dt
Deocarece
o0 ~
q* G (t-t ) = i.e(t—to) = givdr = Ei“?dt = 51} (2.2.4)
__ .0 g Qo
(presupunind c3d 1 este o functie indefinit derivabild), consi-
derind prin definigie ca
dq(t)
i(t) = ) (2.2.5)
dt
rezulta:
o1+ 20 - ates) Ll

distributia intensitdt{ii curentului de conductie.

Se observ3, c3 intensitatea curentului de conductie (in
sensul teoriei distributiilor) este egald cu suma dintre inten-
sitatea in sens obi$nuit s1 intensitatea datorit3 dis_ontinui-
tatii din momentul t, @ sarcinii electrice, cind are loc un im-
puls al curentului.

Cu ajutorul distributiei lui Dirac concentrati pe volumul

v .d

v
tul de conductie, vom defini distribugia densitate volumici » cu-

. (rel.1,1.23), al conductorului masiv parcurs de curen-

rentului electric de conductie in forma:

1= JE{V ; z.27)
Cu distributia lui Dirac _é;, concertrat3 pe suprafaja S,
(rel.1.1.22), vom defini distributiz densitate z pinzei de curent

Te= Js ds (z.2.2)
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Distributia densitate a curentului ligeic , se defineste cu

ejutorul distributiei lui Dirac concentrat pe curba C,E{ , (rel,

1.1.21),

Jy= T 4 (2.2.9)
in carr ]1 =i ujy , i fiind intensitatea curentului de con-
ductie prin fir, iar U} este versorul tangent la cursd, avind

sensul pe tangenta identic cu sensul de referintd al curentului.

Fie o suprafata S, limitatd de curba T, care intersec-

teazd conducta parcursad de curent de conductie, pinze de curent si
curenti filiformi (fig.2.2). ,
Intensitatea curertului
prin suprafatae S (cum se
stie), se scrie in forma:
|
A

-y

ds *J Is.dlm +
C=Sn6 7

.1

s

+Z: iy {2.2.10)

ds = d s.n, N fiind nor-

mala la S cu sensul de

— referintd dat de regula
\j/ /Us burghiului drept;
th= dl.n* , n' - normala
la curba C care se cgiseste
in planul tangent ol pinzei
de curent si are oricntarea
Fig.2.2 datd de regula burghiului

drept, asociati sensului de

refer intid ol curbei r

i, - reprezintd intensitatea curentului filiform intcrcep-
tatd de S , pozitiv cind sensul sdu de refer intd coincide cu
regula burghiului drept aplicatd curbei [7 si negativé in casz con-

trar.

Ca urmare, cu marimile definite anter_ior se poate scrie pen-

tru intensitatea curentului de conductie prin & , e ¥ =1,

expresia:
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i = (3. d 3 = +
SP ( )—s]"’ + ( s.n )§C=Spﬂsa
S
+§ + (31/\ PN )cFp (2.2.11)
P€ S .

unde Py sint puncte de intersectie intre Sp si1 conductele

filiforme parcurse de curent. .

2.3. MARIMI VECTORIALE ALE CORPURILOR ST
CIMPULUI ELECTROMAGNETIC.

In literatura matematicd se cunoaste definitia unei dis-
tributii vectoriale /35/, conform cdreia un vector este distri-
butie, dacd proiectiile sale pes axele de coordonate sint distri-
butii,

Vectorul de polar_izare P $i vectorul magnetizatie M
clasic definiti ca limita spre care tinde raportul dintre suma
momentelor electrice, respectiv magnetice ale moleculelor din
elementul de volum, cind acesta tinde la zero pot fi considerati
in distributii, astfelf

P D = R>
prin relatia:
<P.Y >=<fj$,<{>> 1 +<3,$’>j +<PLP >R, (2.3.1)
yoeD
o~ = o’ c 9
dect P el L P €D, P € O
Ei : £7Z$R3 prin relatia
LMPD> =M, P> +<Plx.‘f’>J s M P> K (2.3.2)
VwED
. y / A7 ~ (T
deci I_1—x€-@, NYG.O . M_Z(;z .
La fel, vectorii D, E, B si sint distributii dac3

proiectiile lor pe axe sint distributii:
Inductia electricai,

D D =R prin relatia
<BP>= <0, 1 +<D L P>T ¢ <D, P>
Vee

, (2.3.3)

1
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! ! /
o) L D0 .
cu x € * D:,E‘\@ DZE\EO H

intensitatea cimpului electric,

E : @I:>R3 prin relatia

<§@>=<£x3>z*<§yﬂ§3*<§zﬂ@§E. (2.3.4)
Veed si E£,62, E,€ 8, E€9
- inductia magnetica:
B : 9 =)R> prin relajia
<§,cf>=< %)cpyi +<By,p >F +< Bz, P> K (2.3.5)
reed s1 BC D 8,0 , B9
- intensitatea cippului magnetic
H : 9=)R®> prin relajia
(.3.6)

P> =L _l—_i_,(,ﬂf>>? Y<H,9> T +<13‘Z_,5f>> K
€9 Y, H,€&

| o]

V(]DEO@ $i _ngo@/' ;_'fl
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, Capitolul 3

LEGILE TEORIEI MAXWELL A CIMPULUI CLECTRO-
MAGNETIC IN SPATIUL DISTRIBUTIILOR.

In articolul "Generalized functions in the theory of
fields", publicat in Revue Roumaine des Sciences Technique, 1971,
R.R&dulet si I.R. Ciric /91/ a@u fost primii care eu introdus in
electrotehnica romdneascd teoria distributiilor, ajungind la for-
mularea generalizatd a celor mal importante legil ale teoried
cimpului electromagnetic.

Deducerea lor s-a facut aplicind teoremele gene}alizate
ale lui Stokes si Gauss-Ostrogradski, pornind de la formeles inte-~
grale cunoscute si din acest motiv ele sint valabile pentru func-
tia test $=1 , 1C % (spatiul functiilor indefinit derivabile).
O formulare apropiatd o di D. Homentcovski fin articolul "Sur la
forme en distributions des equations de Maxwell", publicat in a-
ceeasil revistd in anul 1972 /4l/.

' Pe baza marimilor electrice si magnetice ale corpurilor si
cimpului, definite in capitolul 2, si cu ajutorul operatorilor de-
finiti in paragraful 1.3 , in cadrul acestui capitol se forrnuleazd
principalele legi ale cimpului electromagnetic in spatiul distri-
butiilor, valabile pentru orice F€D. Avantajele formulirii legi-
lor in spatiul distributiilor, sint legate in primul rind de fap-
tul cd operatorii div si rot definiyi in distributii conferd ca-
racter glosal legilor gi teoremelor.

Din literatura consultatd in vederea elsboridrii tezei, am
tras concluzia c& aceste formulari sint originale. Partial, unele

rezultate au fost comunicate sau publicate /138,139,140/.

3.1, Preciziri cu privire la formele distributionale

ale legilor.

Legile teoriilor, de cimp se exprimd cu ajutorul integrale-
lor de suprafatd si de linie ale vectorilor cimpului electromag-
netic. Acestora le corespund conceptele diferg ntiale divergenfq
$1 rotorul., Experimental, legile se deduc sub forms integrala.
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Formulares in distributii se justificad prin faptul ci din
ea rezultd formele diferentiale si prin urmare si cea integrali a
legii.

Forma distributionals este valabila pentru orice $€2, ¥ 3
functie de punct si de timp. Ca regulsi de trecere de la forma in
distributii la formele clasice se poate folosi urmitoarca: se
scriu formele legilor in distributii (forme care coincid formal
cu formele locale), valabile V¥cd , ¥ =?(P.t). Cu ajutorul opera-
torilor si mirimilor definite in spatiul distributiilor, prin

identificare, rezults formele diferentiale clasice gi de aici forma

integrala.

. - In cazul legilor care nu au forme diferentiale, trecerea la
forma clesicad se face folosind definitia egalitatii a dous distri-
butii (rel.l.1.20).

3.2, LEGEA FLUXULUI ELECTRIC.

Legea fluxului electric, formulat3d cu ajutorul distributii-

lor are forma:

div -—6 = ? . 2
Vs VE (3.&.1)

si poate fi enuntatd cum urmeazd:

In fiecare moment si pentru orice suprafatd inchisd, distri-

butia in volum a divergentei vectorului inductie electrici este e-
galad cu distributia in volumul delimitat de suprafatd a densitatii

sarcinii electrice libere.

Formularea (3.2.1) se justificad prin faptul ci din eo re-

zulty formele diferentiale si prin urmare i forma integr~ll a legii,

In adevar, de zvoltind in (3.2.1) cei doi membrii cu relatiile

(1.3.26) si (2.1.11) se obyine:

o~ - =
iv 0 iv, Ddge i3 0 dJd + div, DS, =
div \D_C_V\/Z’f civy Ddgrag Ny, * divg DO, > p P

* F’}\QVZ
: : ‘ T Q.d g
= d\ + J ’ * J [ * Z_. “p R B (35.72.2)
PV‘—'V ?S—S =SDVZ f_C =CI VZ Pe v N
z AT
deoarece VZ este arbitrar, prin idintificare, rezults:
divB = § L, div B = ©, ., divi . 6, div T = Q, (3.2.3)

formele difere ntiale ale legii.
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Forma. integrals echivalentd se obtine cu transformarea

v

Gauss-0Ostrogradski ,

é;D. 8 = g div D dv + Lﬁvsﬁds + th@ﬁal +§ divg B, (3.24)
A

z
Vz s c' ReVs .
adica '
— — { ' <
bomie | gt [foe e [G0 T 0 o
. v ‘
t Vs s* oo P, € %
Cu relatia (2.1.12), rezultd forma integrald cunoscutd:
O}E .ds = Q , (3.26)
z C Vs ‘

gdicd: in fiecare moment, fluxul vectorului inductie electricd,
prin orice suprafatd inchisd 3, este egal cu sarcina elec-
tricd libersd din volumul inchis de suprafatd, Vs

1.3, LEGEA .PQLARTZATIEI ELECTRICE TEMPORARE
SI LEGEA LEGATURII D, E, P.

Forma in distributyii a legii polarizatiei electrice tem-

porare, pentru medii liniare $i izotrope, este:

P, = EXe E (3.3.1)
si se .enuntd astfel:

In fiecare moment si in orice mediu liniar si izotrop,
distributia in volum a vectorului polarizattie electricd tempo-
rard este proportionald cu distributia in volum a vectorului
intensitate de cimp electric, factor de proportionalitate fi-

ind produsul fntre permitivitatea vidului si suscepntivitatea
electricd & mediului.

Justificarea formulsrii de m-~i sus se face observind cd

din forma ei in distributii rezultd forma obisnuitd a legii.
In adevar, avem

PGPS = <EXeT 4>, VP 9 (3.3.2)
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E_'— distributii regulate, generate de
E

funcyiil -
» local integrabile, cu relatia (l.1.8', flile vecto
e ., se definesc

<:Pt.(‘f7> =g Bt ¢ dav FPeD g1 ve= supp ¥ , (3.3.3)
\

Aplicind relagia (1.2.1) - produsul unei distributti cu un nu-
tagr ( 60 Xe = constant) si cu relatia (1.1.8"), se obtine:

<EoxXg E LY = €oXg < E P> =E°xej EY dv ,
1
YPeD si V= supp (3.3.4)

. Din egalitatea (3.3,1) rezultsi ca diferenta functiilor local
|mtegrabile, care genereazd distributiile respective, este nulsd a-
‘sroepe peste tot /52/ .

Ft - E,%xgE =0 \ a-p.t. (3.3.5)

[tau c3 multimea punctelor pentru caro
Ft - 80 xeg £ O, este de misura nula.

Dacd functiile lacal integrabile sint si continui rezulta ega-
Mtetea (3.3.5) peste tot.

Din (3.3.5) avem expresia

Py = Egxe E (3.3.6)
@e, cum se stie reprezintd forma clasici a legii.

Forma in distributii a legii legaturii D, E, P este:
(3.3.7)

| o]

5 - €, E-

¥l se enuntd astfel:
In fiecare moment, distributig in volum a vectorului 1induc-

tle electricd, este egald cu suma dintre distributie in volum & vec-

torului intensitate de cimp electric, fnmultitd cu permitivitatea
idului si distribugia in volum a vectorulul polerizatie electrics.

- Din forma fin distribugii, rezults forma clasicad a legii,
lstfol:
- pentru VL ELD , avem

<D P> = <E, E o+ P LN, (7.3.%)
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Distributiile E . E_$i;§ cint distributii requlcate generate
de functii local integrabile (rel.l.18")

<§ > =JV5 Pav , ¥Pe O, V=supp !/ (3.3.9)

tar E si ;? sint definite prin relatiile (32.3,3)
(3.3.4).

, Fespectiv

Aplicind relatia (1.2.1) cu Eo -~ constantd, din expresia
(3.3.8), rezults c%
D - & E-PF = 0 a.p.t

sau _ o
> D = £ E+ P a.p.t, (2.3.10)

forma clasica = legii.

Combinind.cele douad legi, sub forma distributionals, se

obtine:

lol
[}
o
m
+
|o]
1l
m
|m]
+
o
+

P =

p

[}
n
m
m)

= Eo(1 + X)) E 4 = + _Sp , (2.3.11)

in care -Ep este distributia polarizatiei permanente. Relatjia este

valabila pentru

<D .tp>=€o<g.‘f>+<_ep.‘f> ‘ (3.3.12)
$1 cu distributiile definite prin (3.3.9), (2.2.4) ei (32.2.2), re-
zultd:

D = EOE*—ﬁp a.p.t., (7.7.13)

care reprezintd logea [egdturii in medii liniare si izotrope, $n

forma clasich.
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3.4. LEGEA FLUXULUI MAGNETIC.

Forma in distributii a legii fluxului magnetic este urmitoa-
reat
div, B = 0 (2.4.1)
Ve

Ea se enuntd astfel:

In fiecare moment si pentru orice suprafata inchis#, distri-
butia In volum a divergentei vectorului inductie magnetici este e-
gald cu zero,

Din forma distributionals a legii, rezulta formele diferen-
tiale., Dezvoltind div B cu relatia (1.3.26) se obtine:

Vs
vdiv Bg‘vz + divs BCjS':Sﬂ‘VZ + div) Bé-c'gcf)vz +
LD divg Eg"pA = 0 (3.4.2)
P>\€ VZ'

de -unde rezult3 relatiile cunoscute

dive =0 , divy B = 0 , div; B = 0 st diva:sO (3.4.3)

decarece VE: este arbitrar.

Cu sjutorul lor, aplicind transformarea Gruss-Ostrogrudski

evem:

é'E;cTSBJ div B dv '+ E'divs B ds + gdivl B dl +Zdivp B
J
3 Vg st ce R € Vs
: (3.4.4)
sau’ %35}5; =0 (3.4.5)
b

ceea ce reprezintad forma integrala a legii fluxului magnetic

3.5, LEGEA MAGHETIZATIEL TUEMPORARE SI LIGEA
LEGATURII DINTRE B, R si

In distributii, forma legii magnetizatiei temporare este

(3.5.1)

Fare se enuntd nstfel:

BUPT



- 45 -

In fiecare moment, distributia fn volum a vectorului magne-

tiza;ie tempor ara este propaeryionald cu distributia in volum a
vectorului intensitate de cimp magnetic, factor de proportionali-
tate fiind susceptivitatea magneticd a mediului,

Din forma in distributii rezultd forma clasicad a-legii.
In adevar:

<M .QF>=<Xm.E LF> yee D (3.5.2)

Daca M si M sint dlstrlbutli regulate, generate de func-

tiile local 1ntegrablle M si ™ , definite conform relatiei

(1.1.8°) ,

< Ft RS e =[Jﬁt(fdv , V(Pe'@ , V=supp N (3.5.3)
r v
<xg H L P> x<H P> | WY, Ve D
v v=supp (%.5.4)

se obtine:

My =%, H =0 a.p.t ,
sau _ ;
My = %, H a.p.t , {3.5.5)

deci se pﬁtine forma clasics a legii.

Forma in distributii s legii legaturii este:

= pg (H + M) (3.5.6)

el

51 se enunt a asffel:

In ficcare moment, distributia in volum a vectorului in-
ducfié magneticd este proportionald cu suma disfribu;iilor in vo-
lum ale vectorului intensitate de cimp electric si meognetizatie,
factor de proportionalitate fiind permitivitatea vidului.

Pentru VL(PQD@, avem

<B ., = < y(H £ M> (3.5.7)
Dacd si este o distributie regul~tsa
<B S BYdv , Y9€c & vesupp (3.5.8)
\

cu definttiile (3.5.2) si %.5.4), se obtine egalitatea:
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B - Fo (H + ﬂ) = 0 a.p.t
de unde

B = }‘o('_* +T4)‘ f.p.t. (3.5.9)

relayie care reprezintd formo clasicid a legii legaturii B, H, M.

3.6. LEGEA CONSERVARII SARCINII ELECTRICE LIBERE.

'

Legea conservir_ii sarcinii electrice libere, formulats cu

ajutorul distributiilor , «re for_ma:

divy 9 . -4 Q@

s Vs C(3.6.1)

si se enuntd dupi cum urmeazéd:

In ficvcare moment $i pontru orice suprafatd inchisa, distri-

butia fn volum o divergetei vectorului densitatii curentului elec-
tric de conductie este egald s$i de semn opus cu derivata in raport
cu timpul a distributiei in volumul delimitat de suprafata  densi-
titii sarcinii electrice libere. B

Formularea (3.6.1) se justifica, deocarecc, din ea rezultj

formale diferentiale cunoscutec si prin urmare forma integral’ a le-

ii. —
k In adevadr, dezvoltind divV J dupd reletia (1.3.06) si §3V$

dupa relatia (2.1.11), se obpimat— z

div Ssgvs + div SE?S'=S nVZ + divy JE{C'=C{7VZ
- — 3 [° N ~
§~__ div_ J =-— @ E{ - S . 0ne -
+P€v p __P)\ at 2V \ at S 2
Vs
Ch . d., - 2 z ap. d p (7.6.2)
1-2¢ Jt - AN
RE VvV,
PN P

Prin identificare, se obtin formele diferentiale cunoscute
sle legii

B — 9% = 3% A
div J = - ’if: , divg J =TTy o divid ="37% si
ivpJ = - 9 1.6.3
divp 1 = AT Qp)\ ( )

Forma integrald echivalentd se obtine cu transformarea

:Gauss-Ostrogradski:
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% J.ds =S div Jdv + gdivsla ds + jdivl J dl + E div_ 3

a p
; v s' c' R € vy
(3.6.4)
adicd, cu relatiile (3.6.3) rezults:

= - 3
én.ds: —g —&dv—gaes ds - a—ldl —Qa_tZQp (3-6.5)
; S S RE v

Aplicind relatia (2.1.12) se obtine

J.ds = 1= - 4_ g, , (3.6.6)

. Z dat %

forma integrald a legii conservarii sarcinii electrice libere,

. In relatia (3.6.2) s-a.considerat c3 densitédtile de sar-
c.ind electr_icid nu admit salturi $i astfel s-a aplicat relatia
(1.2.5) pentru calculul derivatei distributiel densitate de sar-
cind electricd. Daci se admit salturi ale densit&ttlor de sar-
cind din volumul Vs>, salturi in timp, la momentul t, . apli-
cind relatia (1.2.6) se obtine o variant% & formelor diferen-
tiale ale legii.

Deci, daca

. 3 3
rR aéiv}Mt“ olte) - {a%}*}_‘l}‘&]to&> *

e — Vs At
. Q
+ [?ﬂto oi(fi) ,[_g_;_p_g + [Qp]to Jd(ey) (3.6.7)

rezult:

dt - ot o
- (3.6.8)
_Sdivs —J‘%: _{sfs} _[Qs]todlb_)'){gw_pgf =T {-’i—fE}f‘[QthoC{(i)

forme diferentiale ale legii &n sensul distributiilor.

div 3}- - i 8?"“ [?v]to Cy(to)}{d_ivl_-f§= ‘{a—ﬁ'}'{?ﬂto C'r(io),‘

BUPT



- 48 -

3.7. LEGEA CONDUCTIEI.

Forma in distributii a legii conductiei este:

(a3

= (E+ Ey) (3.7.1)

si ge ‘enunts astfel: -

In fiecare moment distributia 'fn volum a vectorului densi-
tate de curent electric de conductie este proportionald cu suma
distributiilor in volum a vectorilor .intensitate de cimp electric
si intensitate de cimp electric imprimat, factor de proportionali-
tate fiind conductivitatea mediului.

Justificarea formuldrii de mai sus se chB observind ca din
forma in distributii rezultd forma obisnuitd a legii. In adevdr,avem

<T LP>=<E(E + Ey) >, PPED (3.7.2)

dacs .§ este o distributie regulati, generatd de functia local in-
tegrabila J |, definith prin

<T ¥ > = S 3 Y%av L P9e Qiv=supp ¥ (3.7.3)
v
5; E respectiv Ei sint distributii regulate, definite prin
rel.(3.3.4); intre functiile local integrabile avem egalitatea:

3 -6(E4Ei)=o , a.p.t.

§._au 3 =6( E +E1 ) a.p.t., (3.7.4)

\

relatie care reprezinti legea conductiei sub formd clasica.

3.8, LEGEA CIRCUITULUI MAGNETIC PENTRU CORPURI IN REPAUS,

Forma in distributii a leyii circuitului magnetic pentru
corpuri in repaus este:

2
ot

rot F_? 5 +
VZ -

loi

(3.8.1)

$1i se enuntad cum urmeazi:

In fiecere moment distributia fn volum a rotorului vectoru-
"lui intensitate de cimp magnetic este egald cu suma intre distribu-
- tia in volum a densitdtii curentului electric de conductie si dis-
tributia in volum a derivatei in raport cu timpul a vectorului in-
~ductiei electrica.

Formularea (3.8.1) se justificad deoarece, din e.

rezultd
- 6ormele diferenticle si forma locald a legii.
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In adevir, dezvoltind membrul sting al relutieci (2.8.1)
cu'(i.3.4) avem:

r‘otvZ H = rotHé%Z + rotg HS?S' + roty HE?C' (3.8.2)
unde s-au considerat distributiile lui Dirac concentrate in vo-
lum, pe suprafats si pe curbs EYVZ , Efs' vdee -

Din relatiile (2.2.7), (2.2.8) si (2.7.9), densitatea cu-
rentului electric de conductie, in distributii este

~
5

3=3

(!

-— N -— r - _— N
* Joifg * el :'Jvl—

= ~ - -
v? + JSEZS'+ i ui:iC'

\

(3.3.3)
Distributia derivatei vectorului D

, fara salt to,
este datéd de relatia (l1.2.5):

o — 20
- b - =0 , (3.8.4)
R @_t_)

egald cu derivata lui D, . in sens clasic.

Prin identificare, din relatiile (3.8.2),(3.8.3) si
(3.8.4) se obtine:

f

~ = 25 ~ = —
rot H=203 + 28 » rot H =3, 51 roty; H=1iu,, (3.9.5)
gt S 3 4 1

formele diferentyiale clasice nle legii.
Forma integrald » legii circuitului macnetic se obiine
cu transformarea Stokes. Pentru a deduce forma integrala, se

considerd o suprafatd Spn, limitotd de curba inchisa P in-

,

tersectatd (ca 1in paragraful 2.2) de conducte parcurse de cu-

rent de conductie cu densitatea J,_pinze de curent cu densi-
tatea JS si curenti filiformi i u; . Se obtine:

4& §.—1 = grot H.ds +jrotS ﬂ.éin + Zl¥ rotl.ﬁ.ﬁi\ A(7.8.6)
', =splcgy

S C=Sp o

adica, din (3.8.5)

%ﬁd—i‘:S(E*E)c_j—s +55(ﬁ— +§~1.u~ 7.8.7
r dt SN L. ( )

Sp Cc A

ceea ce, conform relatiei (2.2,l0) si notind curentul de depla-

sare:
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(3.8.8)

ne dd -suma dintre curentul de conductie si curentul de deplasare,
deci forma integrald a legii

O ML dle i o+ i (3.8.9)
éf.‘ T Psp

Dacd se considerd salt in momentul t,, Pentru vectorul T,
atunci cu relatia (1.2.6)

3 = (23D -
A Q{i—t} N [o]to SRS (3.8.10)

iar forma diferentialé In volum a legii devine:

= = 3D r=

rot H = —_— . 3.8.11
{'_0——} §3§+§‘3t * LDho _5t0 ( )

identicd cu forma clasica, cunoscut_ 3, la care se adaugd un termen

suplimentar determinat de saltul in momentul t, al vectorului.

Curentul de deplasare, atunci, contine un termen suplimentar
datorat saltului vectorului in momentul t,.

i = (
%sp, g
Sp

ol

2

. [B}to S ) @ (3.8.12)

Q)
-

|

'3,9. LEGEA INDUCTIEI ELECTROMAGNETICE PENTRU
' CORPURI IN REPAUS.

In distributii, legea inductiei electromagnetice are forma:

rot E--2 B
[t =

v (3.9.1)

si :ge enunt3 cum urmeazi:

In fiecare moment, distributia in volum a rotorului vecgoru-

lui intensitate de cimp electric este egald si de semn opus cu dis-
tributia fn volum a derivatei in raport cu timpul a vectorului in-

ductie magnetic3.
" Formularea se Justificd prin faptul c& din ea rezulti formele
diferentisle $1i prin urmare si cea integralsd a legii.

In adevar, dezvoltind in tel doi membrii cu relatiile (1.3.‘;#
4.4) g1 (1.2.5) se obtine:
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rotv E = rot EE{%Z + rot8 EE{S. + rot, E.“C’ (3.9.2)
- =y

25 - |38 (3.9.3)
dt ot

{

de unde, prin identificare, rezulti formele diferentiale ale legit

, rots E =0, roty E =0 (2.9.3*)

o
o!

rotE:-

o)
-7

Forma integrald a legii se deduce aplicind teorems lui

Stokes:
%i'g.éi =[ rot E ds +g rotg E dl Z roty E'-;A (;.9.4)
/ P =S, Nc
Sh C=sp N s° /
adicd din (3.9.3) ,
— — 9B —
be . 41- [ - =8 & , (3.9.5)
}F‘ t

relatie ce reproezint3 forma integrala a legii, deocarece membrul
drept este derivata in raport cu timpul a fluxului magnetic
prin suprafata sn.

Dacd vectorul B8 are un salt fn nomentul tos derivata
(3.9.3), cu relatia (1.2.6) devine:

9 = ) [l
2.3 = (2B B 5., (2.9.6)
’at _— _B—t ol Jto E._to

iar forma diferentiald in volum a legii, devine:

— ’BE r (3.9.7)
§L°£,£]= —{z}- ’LB]to grto

Membrul drept al formei integrale se completeszd cu terme-

nul corespunzator

-2, [ B ] dy ) ds , (3.9.8)
1 dt 'o —'o
Sp b=

-datpritad saltului In timp ol lui B
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Capitolul 4

WUNELE TEOREME ALE CIMPULUI ELECTROMAGNETIC FORMULATE

. IN SEATIUL DISTRIBUTIILOR,

\

In acest capitol, in intregime original, se definesre distribu-

tia intensitatiil cimpului electric generat de sarcina electrich punc-
tuald, se calculeazd divergenta si rotorul ei ; se formuleaza in spa-

tiul distributiilor teorema lui Gauss si teorema potentialului elec-
trostatic, determinindu-se ecua;ia lui Poisson pentru regiunile de
cimp in care existd distributie de sarcind superficiala, lineica si
punctuald ; se formuleazd in distribu;ii teorema relaxatiei.

Aventajele acestor formulirisint legate de opererea cu mirimi
scalare sau vectoriale - distributii (functionale liniare si continue)
91 de caracterul global al teorcmelor farmulate in disfribu;ii (iden-
tic cu forma diferenyials) din care rezultd direct forma integrald cu-
noscuta.

Determinarea ecuafiei lui Poisson pentru cazul sarcinilor su-
perficiale, lineice si punctuale - deci de volum nul - are avantajul
stabilirii unei corespondente directe fintre potential si sursele
care-1 determina.

Par;iai, unele rezultate din acest capitol au fost publicate
sau comunicate /l4o0,141,142/. o '

" 4.1, Divergenta si rotorul intensitatii cimpului electric

generat de o sarcind punctuals.

. In tratarea teoriei cimpului electrostatic, generat 1in vid
de sarcini electrice distribuite volumic, superficinl, lincic sau
punctual, se porneste de la definifia inteneitatii cimpului elec-
tric in vid si de la relatia lui Coulomb /20,88,114,120,etc./.

Apol cu ajutorul principiului superpozitiei fortelor se stabileste
cimpul generat de un ansamblu de sarcini punctuale, ceea ce per-
mite calculul cimpului generat de o distributie ocarecare de sarcini.

1, acest paragraf, se aratad cum pot fi abor, cdate oceste pro-
bleme in limbajul teoriei distributiilor.

BUPT



- 53 -

Se considera, in spatiul vid, sarcina punctuala

Q , Si-
“p
tuatd in punctul P, Se araty ci distributia intensititii cimpului
electric in vid are expresisa:
— Q =
Ey, = 22— v (55, (4.1.1)
- 4T e Py
o —
adica —
Q T Q r
<EL) 2 D9 e 2 Lo og,
o~ 3 > 3
41 E r 4l &E r
Yo © D 0
unds: T =~ vectorul de pozifie al unui punct cu originesz in Qp -
presupusi punctuals;

D —‘suportul lui %\ , H’€ 9.

In adevér, admitind pentru intensitateas cimpului generat de
o safcind punctusld, in vid, expresia:

— r
E, = S (4.1.2
VooaTe, :
ave|;1 Q .F
<E + >=< E ’ > = —F > =
q b 4 TE e Y
¢ X z
=—{L—Fﬁﬁr.$> i+<—g.$>J+<—§,9:>K =
4k50 r \ r r

. 1
Functia T
i

. local integrabila, poate genere o distribu-
tie de tip functie p

rin relatia:

(4.1.3)

@ ' .
<l.%>=J—— o&w , FPER
r r
9)

unde D - este suportul lui (€

Prin definitie (rel.l.3.1), distributia ¢gradientului aces-
tei functii este
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9= 9= 9=
1 g _ -
Lgred =, ¥Y>=<1 + ] L K —— > I d L¢ _ N
3x 9z X pogra fdv Vp}[ 53%
1 3% 1 9% - LY
= <y 1 NIy 48T STl RSN 7)
Ve 7o, Vpr'9y>J Vo F o DK LV Yel
B (4.1.4)

In relatiile anterioare gradientul a fost luat in punctul M,

iar vectorul £ are orientarea de la P la M
»

Vf/M
ot

punctuald, din punctul P, este

E ad 1 4
= - Lrad gr . cl.S
P —X ‘ KEO ' " ( )
Fig.4.1 Pentru calculul div. E se observ3

cd proiectiile vectorulul pe axe, E o

E s1 E, sint tunctii omogene de grad 1-3 = -2 si decl se poate
,;11ca for_mula (1,2 .9) pentru calculul derivatelor partiale care

intrd in calculul divergentei ; aplicind formulae (1.3.25) pentru
distributia divergentd

— a— Q \
bl = i = A.l.
div E div, E cfp é Ip ( 6)

~ — -— —_
Ueparece i div Ej = 0 , divs E =0 si divl E =0
Fentru calculul rot E , in aceleasi conditii, din relatia
(1.3.43) , rezulti '
rot E = 0 |, (1.1.7)

m|
(]
@]

cecarece {rot E.}= o, rotsE = 0, rotl

Reletie (4.1.5) , in care

ngd-,l:?-(—

crutd ca distributia lui E  se poate exprima cu 2jutorul unel

functii scalere V, potentialul sczalar, sub forma:

EV = - gradV (4.1.,8)

. flg.4.1. Cu ajutorul
gradientului, distributia intensitdtii

cimpulut electric generat de o sarcins
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Potentialul
Q

MoaE
o]

[t

. (4.1.9)

fiind "o ‘distributie de tip functie, definits prin relatia:

~ (
LV ,¥ o= ) VY dv
' 3
R
Din relatiile (4.1.6) si (4.1.8), aplicind dofinitia la-
placianului, decarece relatia (4.1.8) implicd si relatia echi-
valentd in functii aplicind egalitatea a doud distributyii (rel.
1.1.20), se obtine :
1

- div grad v, = ??; SLP » sau

- Eo Avv = ?p ’ (4.1.10)
relatie ce reprezinta 'ecuatia lui Poisson in cazul sarcinii
punctuale.
In cazul unui sistem de mai multe sarcini punctuzle, dis-
tributis intensitatii cimpului electric rezultant intr-un punct,

este egald cu suma distributiilor intensit&tilor de cimp elec-
tric generate de fiecare sarcini punctualsd ,

Sv %

i=1

fm|

iv ¢ (4.1.11)
de _ocarece ‘distribuyiile sint functicnale liniare si continue si
se defineste suma lor prin relatia (2.1.11), deci teorema super-
pozitiei se aplica dir_ect.
Potentialul electric este dat de o relatie ascmanitosre,

de forma: n

v o= 2\, (4.1.12)

= : -1

i=1 v )

Ca mai sus, pentrucad relatia in distributii (4.1.8) implicad si
relatia in funcyii, aplicind egalitatea a dou3 distributit
(rel.1,1.20), se obyine:

4
~ di 5 = — . (4.1.13
plv grad Vv c gé ( 13)
unde: N n ~
Sp =) SPyQy .
"— i=1
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Pentru o distributie continus de sarcini, din volumul Vv

a cérul densitate volumici de sarcin# este distributie dats prin
relatia (2.1.11) se obtine:

—

1
V=—:(i\f+?_b+i;+j). (4.1.14)

sau

- av - _81_0 Qo (4.1.15)

relatie care pune in corespondenta blunivoca, sursa si potentiaslul,
chiar in cazul sarcinilor de volum nul .

4.2, TEOREMA LUI GAUSS SI TEOREMA POTENTIALULUI
ELECTROSTATIC. '

\

Forma in distributii a teoremei lui Gauss referitoare la po-
larizatia electrics este:

div. P = - i S, (4.2.1)

vs. € b

si se enuntd astfel:

In fiecare moment distributia in volum a divergentei vectoru-
lui de polarizatie electrics este proportional3 si de semn opus cu
diéfribu;ia in volum a densit3t{ii de sarcinj electrici de polari-
zare. factor de proportionalitate fiind = -

o

Formularea .(4.2.1) se . justificad, deoarece din ea, rezulta for-
mele diferentiale cunoscute ale teoremei si deci forma e¢i integralsa.

In adevar, dezvoltind (4.2.1) cu relagiile (1.3.26) si
(2.1.,8) se obgin

div FJ + div Fdﬁ — divl PO Zdivp PO =
N ~ Vs s —S
/ , o’ a2
SNy s - o=Lde L 2 g -
Eo Vs € TS Eo €6 el -@ﬁiﬂ o (4.2.2)

de unde, prin idcntificsare, rezulti

!
?v — Q)’s — ?e — 9}
P o - — i e - 7 , div, P = - —— | div P = - =R
div P €, ,.d1vs P g 1 c o
(4.72.3)

formele diferentiale ale teoremei.
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Forma ei integrals echivnlents se obtine cu transformares
Gauss-Ostrogradski

n
%T’ ds =[ div P dv +j divs P ds +S divl P ds +Zdiv P,
z A=1 )

vZ S' lC‘
adicd, cu (4.2.3)
/ / !
— e _ QV. es- ?1 4 . .~
P.ds =1 - = dv - E ds - r dl - —— Q! . (4.2.4)
> Vs @ 5+ © r o o A=l N
sau cu relatia (2.1.19) rezultj
- Q)
#’P.ds e e (4.2.5)
€o

- Z
~ Din forms in distributii a legii legaturii D, E, P (rel.
3.3,5), avem

de unde, deoarece avem si (3:3.8) rezults

divE = == divD - divP . (4.2.7)
€o

Din legea fluxului electric, div D conform relatiei (2.2.1),
iar div P din relatia (4.2.1), conduce la
‘di‘vE=1—-(? +9') (4.2.8)
— V5 E Vv S Zvh e tee
°
relatii care reprezints teorema lui Gauss formulatd fn distribugii,
Ea se enuntd astfel:
Distributia fn volum a divergentei vectorului intensitate
de cimp electric este ﬁropor;ionaié cu suma distributiilor in vo-
lum ale densitidtilor de sarcind electric3 libera gsi de polarizare,
1
factor de proportionalitate fiind .
proport =,

Relatia (4.2.8) este valabild oricare ar fi “'e pin ea,

cu %’-.1, rezults forma integrald, clasicd a teoremei.
In adevar, considerind distributia lui Dirac concentrata pe

volumul Vs- , avem

4=1
div, E = div ED =S div E d9dv = | div E dv . (4.2.9)
V. -V
b3 T
-z v vy

Din relatiile (2.1.12) si (2.1.19) ,
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1 ! 1
N ) . L . o
Eo ( 2 —~V )VZ Eo ( Q Q )V_

(4.2.10)
Atuncil.avem
div E d LN
\% vV B 2.

y 60 (4.2.11)
sau, cu transformarea lui Stokes

ﬁg.— i 2+ Q°

E.ds = ——, (4.2.12)
= o

adicd forma integrald a teoremet,

Forma in distributii a teoremei potentialului electra=a
static se' obtine din legea inductiei electromagnetice, rel.
(3.9.1), fn care B = constant , deci = 0
Atunci,

gt )
forma in distributii . a teoremei este

roty € =0, (4.2.13)
adicd distributia in volum a rotorului vectorului intensitate
de cimp electric este nulj.

Procedind ca si la legea inductiei electromagnetice, se
dezvoltd cu rel.(1.3.44):

rot, E = rot ngv + rot Egég +roty E .,
—z z

deci avem formele diferentiale ale teorsmei
rot E =

= 0 , rot E =0 si rot; E =0
Forma inteqgrala, clasica,
Stokes

se obtine,

#’E.JT = ( rot E.a§.+J rot E
r S

_ [
A A=1
odica

<% E.dl .= 0
r\

(4.2.14)

anlicind teorema lui

(4.2.15)
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4.3, TEOREMA RELAXATIEI.

In medii fa&ra polarizare permanenta permanentd, din rela-
tia de legdtura (3.3.11), se obtine fn distributii

D=¢EE (4.7.1)
- -
Dacéd in relatia (3.7.1) - legea conductiei, nu aven cimp

imprimat, avem

2= 0 , (4.7.2)
deci — O

J = - D ' 4.3.3

2= £ 0 , ( )
sau

- C

div J = g div D (4.3.4)

(deosrece rel. 4.3.3 - existd si in functii). Din legea conser-
vérii sarcinii electrice libere (3.6.1) si legea fluxului eclec-
tric (3.2.1) se obtins fn distribugii

. T oo

d
E‘t' 2 Vs T Ive T o, (4.3.5)

relatii ce exprimi modul fn care, variazid in timp densitatea QV
-

In formularea distributionala, ecuatia (4.3.5) admite in-

totdeauna solutie /130,136/. Ea este o.ecuatie diferentials 1i-

niard, omogend cu coeficienti constanti, ce poate fi pusd sub

forma:
' @
O\ (ty + = £ (1) =0
2vs € -vs
Solutia ecuatiei, in sensul teoriei distributiilor /68,
174,180/ este:
'(_Q:' dt _-_G:_ t
)& 3
€, (t) = ce = ce’ , (4.3.6)
__VZ

unde constanta (C este egald cu valoarea densitdtii sarcinii

libere la momentul initial. Deci:

O, (t) = ?Vz(O) e (4.3.7)
z
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n

~
unde L
r

(:II(‘Y)

- este timp de relaxare.

Relatia (4.3.7) este expresia matematici a teofemei relaxa-
tiel in distributii; es arati c# densitates sarcinii electrice din
medii ce nu wu proprietatea de conductibilitate, tinde exponential
spre zero. ‘ '

Dacd, (cu rel.2.1.11) s1i volumul OZ v

! n
fvz } gDvéﬁvz + Sodg + Q19—C' * LQPQ}»‘
o pa1 A
n
: IO ST -
?VZ (o) = §ulordy_+ Gy(0) Couv Fitor I = %, (o) p )

prin ‘identificare avem

t t
ST ST
& = fo) o A
- -EC— -%;r- (4.3.8)
1 = Yo . ", oQ =0q, (o) e
1 1 ) p p

v

relatii ce au rezultat direct din forma in distributii a tcoremei.
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Capitolul 5

APLICATII ALE TEORIEI DISTRIEUTIILOR IN STUDIUL 5I
REALIZAREA PRACTICA A MODULELOR DE REDRESARE DE
INALTA TENSIUNE.

Teoria distributiilor se poate aplica in studiul fenomene-
lor electromaénetice obtinindu-se generaliziri si rezultate noi,
ce pun In evidents aspecte prastice sau teoretice ce nu puteau
fi prinse in formuliri matematice clasice.

In cazul modulelor de redresare de inalt¥ tensiune inter-
vin atit probleme de cimp electric cit si snaliza comportarii
circuitulul cu conductie unilatersals, format din inserierea unor
diode.

In acest capifol se vor analiza stit probleme tehnologice
legate de realizarca practici a unor module de redresare, din
care unele elaborate de autoare au fost aplicate deja in indus-
trie , cit si problcme teoretice de cercetare fundamentals, pu-
blicate sau comunicate de aufocrea tezei.

Astfel, fin cadrul acestui capitol zu fost aduse urritos-
rele contributii origimale:

- Rezolvarea ecuatiei lui Poisson, cu luarea in conside-
rare a stratului dublu de pe jonctiunea pn a diodei semicon-
ductoare; '

v

- solutionarea ecuatiei de variatie a excesului de purts-
tori cu distanta, in D* ;

- formularea dependentei dintre densitatea curentului de
conductie si tensiunea aplicatd diodei - valuabili si in zona de
treceqe a jonctiunii pn; ‘

. - realizarea unui montaj practic pentru determinarea con-
tinué la diferite temperaturi, a caracteristicii curent-tensiune
ale diodelor cu avalangsd controlat#; compararea lor in vederea
realizidrii unor module de redresare;

-~ definirea conduc_tantei dinamice 2 diodelor cu avalansga
controlata; :

- realizarea unui montaj pentru ridicarea dependentei con-

ductant&-tensiune pentru diodele cu avalanss controlati, utili-
zind blocul de inmultire al calculatorului analogic IEDA 42T A;
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-~ conceperea s$i realizarea unui aparat independent pentru
ridicarea dependenyei conductanti-tensiune, utilizind un multi-
plicator tip ROB 8095;

- reelizarea practicd si incercarea unor circuite de redre-
sare mono $i bialternantd cu amplificatoare operationale si pe

calculator anslogic;

- simularea pe calculator analogic a cascadei cu douj etaje,
din instaletia de vopsire electrostaticd de la ELBA Timisoara;

- formularea unor concluzii-privind metode de ridicare a ca-
litatyii si fiabilitatii modulelor de redresare de inalti tensiune;

Contributiile originale sint concretizate prin articole pu-
blicate si sustinute la sesiuni sau seminarii stiintifice /143,
144,145,146,153/, certificate de inovator /149,150,151/ s¢i propu-
nere de inventie inregistratd la 0SIM /154/, colaborari cu intre-
prinderi din Timisoara (Electrometal, Electrobanat) si cu ICPE
Bucuregti.

5.1, Determinarea potentialului electrocinetic stationar

fn lunqul unei jonctiuni pn din dioda semiconduc-

toare.

Una din ecuatiile de bezd ale electronicii semiconductoare-
lor, ecuatia lui Poisson, care stabileste o corespondentd intre
potential si sursd, se obisnuieste a se rezolva separat in cele
doud regiuni ale jonctiunii pn /23,38,96,97,134/.

O tratare matematic3 mai complexé, unitarad si generald poate
fi folositd in cadrul teoriei distribugtiilor. Solutia determinati
in accst cadru contine in plus, un termen determinat de prezenta
stratului dublu de sarcini de pe interfata pn, termen care, in ca-
dr_ul matematicii clasice nici nu putea fi luat in considerare ;
condi;iiié de frontiera sint'cupridse fn saltul introdus de stratul
dublu de sarcini considerat?'

Din punct de vedere practic, luarea in considerarc a influ-
entei stratului dublu asupra potentialului - are importadtﬁ deose-
bitd in ceea ce priveste largirea aspectelor tehnologice ce pot fi
tratate si matematic, mai riguros si mai corect printr-o apropiere

a teoriei de precticd.
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\

In pericada 1978-1979, in Institutul politehnic "Traian
Vuia" Timisoara s-au organizat prelegeri de teoria distributiilor,
expuse de tov.prof. Borislav Crstici si lector dr. Mihai Neagu.

Pe baza notiunilor prezentate in aceste prelegeri si a bibtliogra-
fiel de specialitate, am determinat potentialul electrocinetic
stationar, ca solutie a ecuatiei lui Poisson, i densitatea curen-
tului de conductie, prin jonctiunes pn a diodei semiconductoars,
cu luarea in considerare a stratului dublu de pe interfata jonc-
tiunii pn a diodei.

In acest capitol se fac precizari in legitura cu formularea
corectd & problemelor in cazul in care membrul drept &l ecuntiei
lui Poisson are cingularitdti destul de tari.

Se da& rezolvsrea ecuatiei lui Poisson in forms generalizata,
incluzind conditiile initisle in surse instantanee de tip simnlu
si dublu strat de pe suprafata de frontierd, Solujia este reprezen-
tatd sub forma convolutiei dintre solutia fundamentald » ecuatiei
si membrul drept /130/ si se obtine insumind perturbatiile generate

de fiecare punct 2l sursei.

5.,1.1,1, Preciziari.

S-a ar*tat ci ecuatia lui Poisson, sub forma:

—

S ‘ (5.1.1)

AV = - —
—_— & —
o

pune. in corespondents, in forma generalizata in spatiul distribu-
tiilor potentialul cu distributia densitate volumic’ de sarcina e-

electrica, chiar g¢i in cazul repartigiilor de sarcin? cu volunm nul,
’
Formularea problemei trebuie sa satisfacd urmatorrele cri-

- terii naturale /76,130,136/:

a) Solutia trebuie s% existe intr-o anunitad clas> de
functii M 1

b) Solutia trebuie s3 fie unicad fntr-o onumitid cloasa de

funcyit A,

c) Solutia trebuie sa depinda in mod continuu de datele

.Pproblemei - 1mpdse de experiente. misuritori.
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Problema cste corect formulats dach satisface conditiile a,b,c.

ﬁul;imea de functii v% 1/@ 0%2 se numeste clas® de corectitudine.

Solutiile clasice sint caracterizate de faptul cd sint presu-
puse suficient de netede ;i satisfac ecuatia in fiecare punct al do-
meniului de definitie (se presupune apriori continuitatea membrului
drept in domeniul de definitie). ODar, in cazurile cele wni intere-
sante, membrul drept (ce caracterizeazd intensitatea actiunilor exte-

rioare) ere singularitdti destul de tari. De aceea pentru cceste pro-
bleme, formulirile clasice sint insuficiente si se renuntd (partial
sau total) la netezimeus soluyiei in domeniu, introducind solutii ge-
neralizate (distribufii).

5.1,1.2. Rezolvarea ecuatiei lui Poisson.

Rezolvarea ecué;iei lui Poisson este dati in formulare gene-
“ralizata, ceea ce permite includerea conditiilor initiale in surse
instantanee (de tip simplu si dublu strat) de pe suprafata de fron-
tiera. Rezolvarea se face printr-o metodid stondard, insumind pertur-
batiile generate de fiecare punct al sursei, sstfel incit solutia
este reprezentatd sub forma convolutiei dintre solutia fundamentala
si membrul drept.

e stie ci solutia ecuiryiei liniare

Loy u = () (v.1.2)

cu f e D' si L(0) operator diferential este unic? =oi clasa de

o

distributii din D' , pentru care exista convolutia cu ¢ (solutia

fundamentala).

Solutia cvste

u = E» f (5.1.3)
si are o interpretare fizicA concretd: sursc f(x) poate fi consi-
derati ca “suma " surselor punctuale f(¥) J (x - ¥ ) ci anume:

f(x) = J = f={f(’§')cf(><—‘g‘)d*€ (%.1.4)

deoarece orice distributie poate fi dezvoltatd dupd diﬁtr?hugii
Direc /52, lo3, 130/ (aceastd formula se are in vedere cind se
’ ,

spune ca orice corp este format din mase punctuale, s.u % orice

sursi constd din surse punctuale, etc.).

Pentru operatorul diferential L{(D), solugia fundomentald

. : . re satisface Iin R" ecuntin:
este distributia <& € D', co ‘ . t
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t(ey g = d(x) (5.1.5)

In virtutea acestei relatii, fiecare surss punctunla

f(¥ ) d(x- ¥ ) produce sfectul f( $) & (x - ¥). De aceea,

solutia

u(x) = & x f = f f(f) & (x -%) d? (5.1.6)

este .superpozitia acestor efecte.

Pentru. o functie u € C2 $i x €D, x € Z , este. .~

valabils urmdtoarea formulid 2 lui Green

~ 1 J Du(y) [ 1 Ju(y)
u(x) = 2 dy - L . -
(n-2) @ [ o (x-y)"” gt (x=y)"7 dn
- u(y) 0 1 d Sy , pentru n =3
dny  (x-y)"7?
’ (5.1.7)
si functis u poate fi reprezentatd ca suma a trei potentiale
u(x) = v (x) + v (O g e B (5.1.8)
in care:
1 Au(y)
V (x)= £ % {'ﬂug = - —— ———— dy (5.1.9)
n n h-2
(n'-2) Crn D (x“Y)
este potentialul de¢ volum cu densitatea
P . —L {Au§ ; (=.1.10)

(n-2) Un
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Ei : { 3
viOdyy = - En 2 (—2 cfs} SR S 1 — uly) 45y
K no T (n-2)Un o YD g,
(5.1.11)

este potentialul de simplu strat pe suprafata S cu densitatea

1 COY
= H 5.1.12
7 ‘dn FZs ( )
(n—-Z) J.ﬂ
) 18 r 3 1
vy = - € = (b0 Ig ) = ——— J‘ u(y) — dS
n 9n - (n-2)0n s dny (x-vy) Y
(5.1.13)
este potentialul de dublu 'strat pe suprafata S , cu densitatea:
1 .3
- — U= - T g (5.1.14)
(n-2)0T n 3n
3 u 2 ]
Deoarecs [u] g % - uls ; { = ] = ,\u I , rezulti:
In Jsg on |g
G 9
A cu - =
[ = AU‘S - - - u d:. ( .1.15)
= {_ dn = 2n =
n - normala exterioarad la 5, in punctul € 5

" identificind (5.1.15) cu (5.1.3) , rezultd

e €% A e C Aut oS u_ Js)-
_u_-g-nz_)ﬁ-tn*\:ﬂu'! \_n*(gn ;5)
9 1 T 1 A
- - —_— - = - x‘:\UL( +
n * 9” (L} d_'.z") (”‘2)6})‘; (\)0-2 ! e
1 3 8
~ u 9 S
+ 1 x> ”gu dS) M r1—2.,e 2n ( 5) (v.1.18)
n-2 an (%)

(x)

Cu relatiile (5.1.10), (5.1.12}), (5.1.14) , se obyin:
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a) - potentialul de volum:
( £ (y)
Vo (x) = > dy (5.1.17)
‘ o (x-y)""

unde ? este functie absolut integrabil?® cu suport cowpact pe RM,

Relatia (5.1.17) rezult® din convolutia functiei integrabile 9 -

Cu suport compact, cu functia local integrabila (x)—n+2 ~ 3
s N
-Nn+2 )
Vi, = (x) *» €, n >3 (5.1.18)
Pentru n=2

Vo(x) = J?(y) in dy (5.1.19)

{x-y)

sau sub forma convolufiet

Vo(x) = ln (x) = @ (5.1.20)

b) - potentialul de simplu strat

\%

) . ,
V$1°) (x) = 5 __fL dsy , n (5.1.21)

-2
S (x-y)"

unde /L este functia continui pe S , iar F gg ;ste stratul

simplu de densitate oo

Convolutia este adeviratd

vio) o [ x | TN*2 4 P ds Lon> 3 (5.1.22)
n et
Pentru n=2
-y(o) = ( IS >
V2 Jopy) 1n dy (7.1.23)
s (x-vy)
Sau
Va (o) . _ 1n Ix | P cfs (5.1.24)
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c) - potentialul de dublu strat;

1
—  d8 "3 (0.1.25)
n . < ol
Iny (x-y)" Y Y

(1) g
v T(y)

R :
unde - Er— ([.E£3 ) este stratul dublu cu deneitatem .
n

1) -n+2 9

% (x) = - x] * = (TS n ;3 (5.1.26
i ’ 9n (1 95) Y )
Pentru nez

.o . 9 ‘l )
V(l)(x) = ‘“L(y) ~ 1n dy (5.1.27)
2 ) 9 ny (x~y)
Vél'),('x) = 1n : % : -* L ( /(,l(./‘(r 5 ) (5.1.2“)
3 n

Astfel, solutia ecuatiel i'vieson, dath de relutis (5.1.8) in-
clude direct conditiile de ps suprsfega de frontiers. Cub forws unor
produse de convolutie, solutia »rs o Lnterprotare filzich concreth,
Frin insumarea (superpozijis) perturbztisilor gensr te de= {lecors
punct al sursei.

5.1.2, Potentialul ele trocinetic stsjionsr in lunqul
{onetiunii po din Ziods sericonductonre,

In mod obisnuit densitates de¢ snrciad Jn regiunes Co trecere
din jonctiunes pn se consider’ /16,24 ,26,9€¢/ :

> (x) = - pl] in reyiuries ¥
© 9" (5.1.2%)
94.(X) = & 2 W in regiunes n
lbnde: )
MA, Ny concentragis sopuritdtilor donvare §i scceptoars,
supraﬂatqﬂOﬂctﬁuﬂii pv Smchrenti U szrcing electrichd dublé

Constitute © suprafais de discuntinuitste pentru potentisl,
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5.1.2.1. Calculul derivatelor potentialulul.

electrocinetic stationar.

Dacd V este functie locel integrabils, cu dicontinuitate
dispus3 pe suprafata S , cars imparte domeniul de definitie al

functiei, in dous domentii Dy $i D, , fiecare punct al 1lui S
este punct de discontinuitate pentru V , adici

lim Vv (x,y,z) # lim V(x,y,z)

(x4y12) —am (x5:Y5:2g) (x,y,2) —> (Xs’ys'zs) (5.1.30)

(X.Y.Z) S Dl (X.Y.Z) S D2

Diferenta limitelor este saltul functiei la traversarea su-~
prafetei S /19,66,74,114/.

T
Daca v = \
1 2 €
o (5.1.31)
_V .
2 % 7
2<£0

unde z- este densitatea superficiald a momentelor dipolilor ,
definiti prin relatia=

(5.1.32)

atunci saltul potentialului la trecerea prin suprafata S este:

C ;
- = — = (5.1.33)
Vl \ P s

- Se presupune ca derivatele nu prezinti discontinuititi,
deci exista numai discontinuitate de speta I, ‘
Se noteazd cu V - distribuyia definitd de functias V

<V, > = m 5. V(x,y.2) P (x.y.z) dx dydz, Ped (R (5.1.34)
- R

Derivata partiald a distributiei V , aplicind relatia

{1.2.4) si tinind seama de (5.1.34), devine:
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<Y 9> L. U V(x,y.,z) f i dy dz =
3 x 3 x
R3
+ o0
e - “ dy dz 3 V (x,y,z) =L dx =
R2 -0 . X
(xg=0.vg,2g) +00
= dy dz V%‘dx+ (V 3kidx =
. @ x J ., dx
R2 ' e) X

S+°'YS'ZS

Se presupune ci se piatrunde prin S cu sensul cresterii

lui x - pentru a rezolva integrala prin pér"ti‘se\ia xg-0 ,
xg * 0 i (xg.vg.25) €5 .
Xg=0,Yg 1 Zg Xg=0.,yg 12 ,*oo
=_A5‘| dy dz |v W - 9:((’ dx+VQPl|i -
JRZ - =00 - 00 Xg+0,ygizZg
+
;
_{ E_th dx = ((n( 8VLf(x,y,z)dxdydz-
J 9x JJ) 3 x
XS+°'YS'ZS R3

..ﬂ [v(xs-o),ys,zs) (P (xS,yS,zS) - v(xs+o,ys,zs) .
2

R
1 l‘( LAY dxdydz +
. ‘-F (xs,ys,zs)J dy dz = ‘} — }(x,y,z) xdydz
il 4
R

-

t H Sox kfl (x,y,z) dy dz =" '}H g—‘—):-'kf(x.y.z)dxdydz +
,’RB

S

+ﬂ Sox €08 (M0 )Y (x.y.z)ds
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unde S,x ~ ©ste saltul functiei dupd x

iar dy dz = ds cos (nx,ox) ,

atunci derivete distributionals a distributiet V decvine:

Iy |2 ) -
a: =f——9—\:zl+ SOX CDS(HX,OX) O—§ (:'1'35)
AN

«dicd este egald cu suma dintre distributia definita de functia
derivata gi distribuyia lui Dirac definita pe suprafata de dis-
continuitate inmultitd cu cos unghiului dintre normala la S si

axa Ox si spltul fupcriei.

Dac3a n = ﬁx si s = s

atunci produsul

Sox C€OS (nx,Ox ) = s, cos (n, Ox)

pentru o normals fixatd $i relatia (5.1.35) devine:
5} —
9v Y Y4 s cos (W, ox) d (5.1.36)
0 S
2 x 9 x =z

Pentru calculul derivatei a II-a se «plica relatin:
3 2V 9 'av
3 x2 l3x d x

si se obtine

2 y _

2 Z = _Q, {é%!% + s cos (n,Ox) cfs l

9 x I x|l8x >

[ ! _ -
= '§L.Hj%¥ }+ §L (s, cos(n,0x) © S)
x X } x
92y - Q7 1 .
i 2 x2 ¥ SlCOS(B'OX)EfS +.§~ Lo, cos(n,Ox) St (5.1.37)
x N =3
unde s, - soltul derivateil dupd x  a lui Vv
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Atunci
92y 2y
< - G ‘ _ ,.
(axz > X& 9 x2 P(x.y)dx dy + 8 cos(T,0x) Y (x,y)ds -
( _
= ] So cos (n.0x) CA P (5.1.38)
5 X
Dacéa s = 0] , relatia devine
32y 2y - AP
< P> = > %’(X-Y)dx dy- Sg cos(n,0x) — ds
5x2 9 x - - 9 x
—— R? S (5.1.39)
Dacd se calculeazi derivatele partiale dupa yg; z , se
obtine: ‘ ‘
92y 132 - 3
=X + 8, cos(n,0y) Jo + — (s cos(n,0,y)d. (5.1.40)
5 2 Cs o y) dy
dy 3y2 J dy
32 32 I
3 \2/ n%(a—-—;- + 84 cos("r'f,Oz)_S +§— (s, cos(n,0z) 9(*5 (%5.1.41)
z z z
Dacd saltul derivatelor lui V este zZero, avem:
Q2 2 _ -
Z=3V2 .9 [50 cos(m,0x) dJ ¢ (5.1.42)
CES ICE S - =
32y 3, O [So cos(_ﬁ,Oy)Eij] (5.1.43)
ayz Qyz 9y
2 42 ‘
9%y i3 v2}+ 9 [30 cos(7,Cz) -C—rs} (5.1.44)
3,2 z° ) 0z
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5.1.2,2, Laplacianul distributiei potential

electrocinetic stationar.

Stiind ¢3 laplacianul distributiei V este:

3'2 2 2 2
av = =y, S
D x 2y dz

Ni<

(2.1.45)

$1 introducind relatiile (5.1.37),(5.1.40) si (5.1.41) se
obtine:

a — 1 5 r PR
+ [so cos (n,Oy)g{S' + T s, cos (r,0z) o .
9 y cz - - 2}
Dacd se rotecza s, - saltul derivatei normzlz - func-
tiei V:
;) ) _ 2
v _ AV .'n = v cos{n,Cx) +j—v cos(n,0y) +
31’\ Bx gy
- . ’a
+ E;! cos (Rm,0z) = Sh (7.1.46)
r4

se obtine:

. ~ 9. — s
V={AV}+ Sng—s* O']s cos(n,0x) +

QY =7 L © S

9 - 1,8 = s 1
+ s cos(n,Cy)Cfsg + — s _cos (n,Cz)C . (5.1.47)
Jy L° =4 %z ° o

Se analizeszd separat termenii de forre: (arlicino reguls

de derivare 1.2.4):

) o ) . .
< — s cos(n,C-x)Cr,\T; o> = - g, cos(n.ix) ., S.o=
Ix =5 =9
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aplicind reguls produs functie - distributie

_ 3
= - <:(fs, s, cos(n,0x) Eff > = - Sg Ss cos(n,Ox)la%

= d
X S g % s
Suma de forma:
< @_ [s cos(ﬁ,Ox)cr‘} +‘—EL fé cosin,Oy)cf ] +
9 x ° —= 3 oy - ° =S|
9 r — )
* 5g L[S0 cos(Ronds] P ﬁ o 'L’a_j cos (7,0x) *

S

L .
+ Ejﬁ cos(n,Oy) + /gf cos (H'OZ)J ds = _—H s a; ds dsflnlyie

°9
9 ‘ n
Y S
_ 9
<a (so_grs‘),'\f> (5.1.48)
n .
2Y
unde _— este derivata ncrmala o lui ‘f
9 n
Relatia (5.1.48) este der ivata normela a lui (sO Efs)
aplicatd 1lui Lf , adica
3 Chill
: = - ©.1.49)
(d ) ds (
9n S o9
- S
etunci 20 -
9 = - = - <é- s . <l S
<5—; (s,dg) 9> = <socfs.,an S6+%" 37 -
(%.1.50)
‘Cu acestea laplacianul lui V , devine:
9
AV ={Av } + s, dg + ’;):( soc_f_s_) (5.1.51)
Stiind c& derivata normald nu are salt , s, =0
Qv = L\V}+ 91 (sy Ig) (5.1.52)
—— n - N
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5.1.2.3. Rezvlvarea ecuatiei lui Foisson cind se ia in

considerare stratul dublu din jonctiunea pn.

‘In ecuatia (5.1.52)
b}

av - Avp . —s—wsd’)

n 0 =37

se fac urm3toarele substitutii:

3]
—tn
|!>
<
N
n
1
e,
m’,o
Rp—
%

{00l - A Lean, s ang) ] -

(o]

q aN
= =—(q N g N,) = = N, - N_)Z o (5.1.53)
- A D Ey A o/~ E,
cu N o= Ny = ND (concentratia de purtatori).

b) In relatia (2.1.22), densitates distributionali volumicd se
noteazd cu §g ., deci relatia devine:

3 [ T
O = - = ds 5.1.54
—S In [ €o (%.1.54)
T
unde saltul S5 —E— . are semnificatia din (5.1.33).
o

Atunci (5.1.52) se transformid in:

1

3 q N
C{o +

| £ .1.55
9n dj &o ( )

| anae |

I | . . - =
AV = T;(Q QS) £,

Solutia se obtine prin superpoziyia solutiilor pentru den-
sitate volumici a sarcinii din cele doui regiuni p si n i a

stratului dublu, superpozitia potentialului de volum gi - poten-

tialului de dublu strat.
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5.1.2,3.1, Potentialul de volum.

*.8e rezolvad ecuatia

Av - -2 © (5.1.56)
g ;
—— o —
in spatiul distributiilor D' , adicad se cere determinzrea lui v,

cind se cunoaste Q . Se cunoaste /13,52,130/ cid ea devine o ecuatie
de convolutie:

AV = DO xN = - —él——? (5.1.57)
o L

Se conside_ri functia:

1 1
r ¢;2 . y2 . 22
care are o singularitate si origine.
Se va demonstra cd ea este o functie local intugrcbils, deci
cd exista % dv , oricare ar fi volumul (7 wm&rginit.
29
Se arati ca exista intr-un caz particular, cind ) este

o sferd, de r_azd a cu centrul fn origine.

Coordonnstele sferice ale unui ounct M , sint:
X = r sin u cos v 0o < r < a
y = r sin u sin v 0 2L v = 2.

ey
z = r cos u cu o <« u < L

Jacobianul transformirii este:

J = r2 sin u

si rezultd a L 2
dx dy dz [r2sinu dv =
ox &Y 22 . dv |du |L220Y_ dv =
J
rd a o o o
a It 27
a2
= J rdr I sin u dv J_dv = —_— .2 , 2 L ,
2
)

o o

deci integrala existd.
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Dacj 0
zulta ci 1

Se calculeazs

aplicad regule,

€

|

J
R

- 77 -

j; dx dy dz
3

v

{
<al, e - <iLap > - m(
r r R3
= 1lim W —r-_l—ﬂ(-lodx dy dz
E—m o r
unde s~-a considerat functia:
R
r ’
f(x,y,z) = ﬁ
0] ' r

L

Ay

r

» functia este continui, integrabils.

este o functie local integrabily
scrie distributia regulats,

A % cu sensul distributriilor. In general

Re-

. Atuncl se poate
sau de tip functie:

(5.1.58)

se

care rezulta din definitia derivatei:

dx dy dz =

Se calculeazi in continuare integrala

inainte de trecerea la limita:

1 ZlLde dy dz

r
r>¢
1 9
= ' T °on
r:E
, — r
unde ne=-=
Pentru

unde punctul N

Deoarecc

;. n este normula extorioari
sferei- 1
r>ol L/\'F=O
i
ds = lim X (Z1) .4
E 0 9n y

|

-9

H AY-9 A (%)de dy dz
>
Lyl g

si

(5.1.59)

(in interioru!

apartine circumferintei sferei
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— (1) =g,y oy L1 = 1
2 PRt D - e

ad

20 S |

dr (7 o€ €2 $t

_ﬁ L‘Pi(l_ d _ _.!'__ r~ 2 r\-
r=g 9 r) S—_EZ?(N)‘iI(é: 4“‘,0(N)—>-4/L (0,0,0)

E > o
ﬂ{ In final:
3 Ay
r

dacs  f (N) —= Y (0)
dx dy dz = = 4 %(f(o,o,o = - 4%@,‘?)

sau

1 ~
T =-4l d (5.1.60)
Inlocuind in ecuatia (5.1.57)
1
A -—F—— )= d ,
41 r -
avem :,} xAde I in sensul convolutiei
- 4r -
sau (Acf)_l .- _17:__
_ 4 1tr
Atunci
-1 -
(od) x (Adw V) = (AN % (- 2 o).
€o
Convolutia are sens deoarece )
supp (4d)7t = R3
supp A4d = {oj
supp 9 = volunul compact ocupat de sarcina reparti-

zatd volumic.

In general, solutia problemei este:

1 1 1
Ve k(-2 9) = e (O
- 4l r Eo? A.'J’:‘o§>

1
=

) (5.1.61)
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unde: - este distribufia regulats;

[ 1= 1vO

— este distributie regulati

solutie In concordantd cu rel.(5.1.18).

v

TM.3.2, Potentialul de dublu strat.

Cu deonsgitatra volumiéé distrihutioﬁaiﬁ, data dé relntia
(5.1.54) ecuatia lui Poisson devine:

T

~
AV = + (— O )
—_ n o S
Cu relatia (5.1.26):
] T g ]
= - (= (x.v.2) ¢ ]\* = (5.1.62)
L - 3n[ €o S 4T r

Produsul de convolutie dinrtre o distributie regulati datd
de o functie locsl integrabilad si o funciie continui

pe S
devine: - ) '
C 1 3 ]
V &2 = d— . > P ( ) =
{ Eo % 1 JYn allr
. g Tadvow) 2 [ | \ = Sslovw)
2 a2y o2
4 ILE o 4 n J(X‘U)é+\y Vs Zowit
(5.1.63)

deoarece produsul de convolutie se transformi astfel:

f(x.y:z) = C(x,y,2)ds = JT(u.v,W)f(><~uf\/—‘V-Z-W)dS

5

(u,v,wW)

Relatia se demonstreazd astfel:
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<Hxuyaz) %« Tix,y,z) o K (xey.z)>=

=<f(x,y,z) xT(u,v, ) +
ds (u.v,\v)'(f(x+U)'y+v‘z s
= <f(x,y,z) , Ji'(u.v.w>Lf(X+u. y+v, z+ W) ds > =
S (u,v,w)
=( ‘(x.y.z)UT(U VW) T (xeu) ysv, zeW) ds ].dXdydz i
2 A (u,v,w)

(u,v,w) drcydz =

:} X f(x,y,z)T(u,v,‘-\))Lf’(x+u,y+v,z+\\;) ds
3
R

S

2
u, v, W

'
- ST(.UnVnW)lg f‘(x,y,z)(f(x+\u,,y+v,z+w) dx dy dzl d s =
R3

S

=ST(‘u,v,w)X & f(x-u,y—v.z—\\:)%’(x,y,z) dx dv dz\ds 2
\ (L,V,\L') =

S R3
=S I S T(U.V.\\)) f(X‘U.Y‘V:Z"W) ds &T(X'YJZ)] d;'\dydz =
R3 S by w) |

- < KTZ(Q.V.\u)f(X-M.\y-V. z-w) PS(u,v, ) T Oy >
S

sau in functii se prezintid sub forma:

1

. [T(,U'V'W)

o

S
(u,v, )

A} y ' 2 2 ,
. (x=u) % (y=v) Ze(z-1y)?
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5.1.3, Conecluzi.i .

Relatiile (5.1.61) si (5.1.62) sint solutiile ecuafici
Poisson (5.1.55), sub forma produselor de convolutie:

~ 1 3 1 1
V = — = + — d = [ S
. i (?*f =) 4760 (95 * =) (5.1.64)
vV = 1 (? >t l ) + §—([dl »* 1 K (5.1.64")
aTe, | AT g Ts I e

Relatia (5.1.64') se transformi cu ajutorul rel.7 5 .1,17)
si (5.1.25) in :

( b}
v 1 S L. 2 x ds} (7.1.55)

$1 reprezinti solutis ecuatiei lui Poisson considerwstd in spatiul
distributiilor. ’

Se considers c3 rezolverea ecuafiei lui Foisson in spatiul
distributiilor este mai corectd si mai complet# dop.dov. roteratic,
iar din punct de vedere practic, contribuie la lirgires fUnO,tinge-
lor teoretice privind calculul potenjialului in jonctiunea pn

prin luarea in considerare a stratului dublu.

5.2. ASPECTE TEORETICE PRIVIND ULTERMINARLA CARACTLRIGTI-
CILOR IDEALE CURENT -~ TENLIUNE ALE DIGUELOR.

Caracteristicn curent - tensiune a unei diode sintetizeaz?

proprietitile si principalii parametri &i dicdei: cAdere d¢ ten-
siune in sens direct in jur de 1 V ce depinde foarte puyin <e¢ cu-

rent, incepind cu o valoare de prag ug curentul inverc foarte
mic pin% la tensiuni ridicate, crescind =poi lernt funcrie de ten-
siuné; tensiune de strapungere Ug abrupta. Caracteristica po.:te
fi impargitd ih 4 zone (fig.5.1): zona I - numitd zona Zencr -
are loc o crestcre brusc® a curentului lu tensiuni inverse wmori,
si raprezinta coracteristic~ invers® = diodei. E: rolevi interac-
tiunes a 5 factori de bazéd: tensiunc, curentul, temperatura junc-
tiunii coeficientul total de transfer a2l caldurii intre jonc-
,

tiune si mediul ambiant g¢i temperatura ambiant/ .
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Paremetrul cel mai important este tensiunea inverssd de virf
maxim& sau tensiunea de stripungsre a2 diodei. Valoarea tensiunii
inverse pentru care cresterea cu-
rentului devine brusci, se nu-
meste tensiunea inversz maximé ad-
misibila (prescurtat in litera-

% / tura tehnica PIV) - ea nu repre-
/R} zintd o limité de utilizare ci o

1 / valoare sub care nu exist3 schim-

bari.ireversibile. tensiunea in-
versd nominald - este tensiunea
la care functioneazd dioda si
este msl micd decit PIV.

Zona II si III este modelatd
teoretic de ecuatia lui Schockley

uh : .
uT
Fig.5.1. ]
o 1 e -1 (5.2.1)
St 1 (
unde: L5 - este curentul de saturatie al diodei , iar
up - tensiunea termicd - cunoscutd la temperatura T data.
In zona IV , la Uy > uy ug - bariera de potential, se
obtin curenti mari - variatie liniard in raport cu tensiunea.

Caracteristica reflectd doui proprietati specifice: depen-
denta neliniara dintre varisbilele electrice de la terminsle (uy

si 1 i conductie unidirectionala.

A)

5.2.1. Aproximatii si abateri relative la determinarea

caracteristicii ideale,

Pentru stabilirea expresiei (5.1.1) se fac o seriec de .pro-
ximatii si simplificdri gi anume: deoarece se folosesc expresiile
concentratiilor de purtdtori iIn condifii de echilibru se presupune
c4 nivelul de injectie este mic; jonctiunes este polarizatd direct,
desi expresia (5.1.1) estez valabild si la polarizare inversd; se
presupune ca la polarizére directa, orin jonc-iune, curentul este

determinat de purtitorii majoritari injectati in regiunea opsu¥,
uhde difuzeazd ca purtdtori minoritari in exces si se recotwbina

treptat; jonctiunea’ pn este groasd, adicé lungimile regiunilor p
51 n sint mult mai mari decit lungimile de difuzie ale purtitori-

lor minoritari; jonctiunea pn uvste izotermd si singurul . ent
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exterior care perturbi echilibrul, este tensiunea aplicatsy, Upe

Pentru calculul curentului prin jonctiune, iA' se evalu-

eazi densititile Jp si 3, de difuzie ale purtitorilor (go-
luri sau electroni), conform relatiei

i, = S [jp + jn] (5.2.2)

unde S este aria sdctiunii transversale a jonctiunii., In acest

scop in figura 5.2 se reprezint3 jonctiunea pn polarizats

direct, cu tensiunea U,y sil-varietia concentratiei golurilor in

regiunea neutrd n , pn(x), respectiv 4n regiunea neutr3 p, p _(x).

Repartitii similare n _(x) si
nn(x) existd si pentru electroni.

U
+ VA )
%g - Se gtie /96,134/ c& j_ - fiind
un curent de difuzie este determi-
B_» nat numail de concentratyii p ,
care variazd cu distanta, dupd re-
P | | n latia: - %_
p
0y ! ,
Tr———Jl | (o)) Pa= Ppot [pp (ofpnol ¢ (5.2.3)
330 [ i “; 0 cu originea peﬁtru x in punctul N
n
‘““—““”‘g (Smﬁ“"‘J_—j;' (fig.5.2).
Aplicind Uy ¢ Pp variaza cu
- 5 2 distanta cu lo ordine de mirinme,
9e 2 in timp ce Pp practic nu se modi-
ficd, pect Jp va fi dat numai
de P, prin relatia: dp,
dx
= - D 5.77.4
Jp= - e D (5.7.4)
Daca concentratiile n sint:
- X
L
, n
"o = Mo * [np(o)) - npo] € (5.2.5)
tunci dn .
a j =+ epn — (5:2.6)
n N dx

In aceste relatii, singura mirime care depinde de EN

D D L L P sint paremetrii

este pn(o): deoarece pl n’ p' Al no’ npo

fizici ei semiconductorului; e - sarcina electric3d a electronului.
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Relatia de legatura intre u,y si pn( 0), respectiv n
este cunoscutd /134/

p(o)

A s
u u
P = T - T
Pn(0) Pho ® ’ np(o) Npo © . (5.2.7)
- K T !
cu precizarea c3 tensiunea termicl Up = =g~ » eslte cunoscutd

si constantd la T dat.

Inlocuind (5.2.7) in (5.2.3) sau (5.2.5) s$i apoi in (5.2.4)

respectiv (5.2.6) se obtine:
u

_A
e D p'_‘o UT
i) = == (e -y (5.2.8)
P Ya
Ut
e D n
N = D EO ( e - l (%.?.9)
3,(p) ; ) .
n

In continuare se aratd in literatura ci cdeoarece curentul iA

au ﬁapinda de: x-, se:poate presupune ci
Jn (P >~ In (N) (5.2.10)

deci, c& in zona de trecere, notatd cu { in fig.5.2, v.lorile 1lui
Jp $i J, nu se modificsd ( { este foarte micd) si rezults:

YA
. D D o
ia= s (3,00 + 3,00]= ¢ e[(fﬁ Pao + T Mpod(e T bl seay

-

A
ut
sau i, = ig (e - 1) (5.2.11")
D D,
cu i, = Se VEB Pho * E; npo ) . (5.2,12)
p

curentul rezidual ol jonctiunii (nurit si curent de saturctris).
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5.2.2. Stratul dublu de pe interfata jonctiunii Prs ind*.

Se stie /23, 134/ c3 in cazul jonctiunilor pn reale,
caracteristics 1A - u, se abate de la ecuatia 5.2.1, datorita
atit verificarii aproximative .a unora din ipotezele simplifica-
toare, pe care s-a fondat deducerea expresiei respective, cit si

apariyici unor fenowmene specifice functionirii Jonctviunii, care
nu au fost luate in considerare. Unul din aceste fenomene care

poste fi pus in discutie in cadrul matematic al teoriei distri-
butiilor este cel ul influentei stratului dublu csupra curentului
prin jonctiune - in conductie inversa.

In relatiile (5.2.8), (5.2.9) si (5.2.1l0) la stabilirea
ecuatiel diodei ideale nu s-au luat in considerare fonomenele ce
apar in zona de trecere, notatd cu { in fig.5.2. Unul din efec-
tele msi importante din zona de trecsre este cel «l generdrii -
recombindrii de perechi electron-gol. In reyim de conductie in-
vars#., pe lingd curentul invers, prin diodad circuld un curcnt su-
plimentar determinat de miscares golurilor s5i a electronilor ge-

neratl termic in regiunea de trecere. La cresterea tensiunii in-
verse (in valoare absolutd) curentul prin diodd are o crestere.

Se obtine astfe un curent iq > i& , la cresterea tensiunii in-
verse, deci: by .
Y1
i, = -1 5.2.13
i,= 1, (e -1 ( )

este ecustia diodei ideale in aceste conditii, unde io.> i

~
Din punct de vedere matematic perechile electron-gol de

pe suprafata jonctiunii, pot fi incedrate intr-un strat dublu de

sarcini electrice.

5.2.3., Ecuatia concentratiei de purtitori
rezolvatd in I°

Se stie din literaturs /27/,/26/,/96/ c& excesul de pur-

tAtori variazh cu distonta dupd o ecuatie diferentiels ordinarg

de forma:
yW - ay=0 (7.7.1a)

in care:
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Y = P, - P, Pentru sewsiconductorul de tip p ;
a = —>5— - constantd - cu Lp - lungimea medie de difuzie
L
. p a golurilor in exces. :
Solutic escuatiei este de forma
x/L x/L
/L, /L, , ﬁ
Y =P, " Pho = C1 e + C2 e (5.2.15)
Punind condifiile le limita
X e OO pn—pno-——bo
. (5.2.16)
x —=0 p.=p(0)
rezultd: ¢y =0 si C, = pn(O) - P oo

Se ajunge astfel la solutia daty prin relatiile (5.2.3),

(5.2.5), pentru goluri si electroni in exces, deci de o parte si

de a2lta a zonei de trecere (fig.5.2).

Considerind o diodd polarizatl direct, cu tensiunea d2

0,35 Vv, , se obtine, intr-o reprezentare cinplificat

repartitia golurilor si electronilor

de tipul n+p
in lungul jonctiunii (cu li-

nie intreruptd - la echilibru) /38/, conform figurii 5.3.
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Dacd se consideri ci y este o distributie regulaty
definita prin relatia:

By

LY > = [ y L d x (5.2.17)

D

D=suppkf ,L{’et@

$i 1 se calculeazi derivatele, in sensul teoriei distributiilor
/13/./52/, se obtine:

derivata intii:

dy =y s, d (5.2.18)

cu S, saltul functiei in x=o0 ;

- distributia lul Dirac concentratsd in x=o

derivata a doua:

y" = y" o+ SO(J' + sy ) (%.2.19)
in care: 8 - saltul derivatei funcyiei vy , egal cu zero
-~ din punct ‘de vedere tehnologic.
Scriind in ecuatia (5.1.17) in distributie rezults
{ y“} ~ay=-s.d°" (5.2.20)

ecuatie care fornulatd in spotiul distribugiilor contine si
sultul din x=o0

Punind in corespondent rqla;iile (5...20) cu (2.1.24)
rezultd c3 saltul s, in x=o poate fi introdus de stratul du-
blu de pe interfaya jonctiunii pn ; astfel, iIn ecuatia (7.2.
22), definitd in i)', acest salt intervine explicit.

5.2.4. Formularea in D* , & dependentei curent-tensiune.

In cadrul teoriei distributiilor, solujionarea ecuatioci
(5.2.20) se poate face prin insumarea solutiei ecyatiei omo-

—

gene y cu solutia particulard 2 ecuatiei neomogene Yo /13,

52/ .
Y =y + yO (5.2.?1)
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Solutia ecuatiei omogene este cunoscutd, din relatia (5.2.15),
in conditiile (5.2.16), sub forma:

-\ X
v =Cpe (5.2.22)

Pentru determinarea solutiei ecuatlel neomogene, unul din pro-
cedee /13/ este urmitorul:

Solutie Y, se alege de forma:

Yo = (x) B(x) / (5.2.23)

unde 8{x) este distributia lui Heaviside, definitd ca o distributie
regulatd, prin relatia:

<B(x) P> = S <{(x) dx (5.2.24)
o} pentru x L0 ‘

Cu g(x) (r‘02924 )
1 . pentru x = 0

Solutia (5.2.23) este un produs intre o functie indefinit de-

rivabila o (x) si o distributie Q.

Aplicind relatia (1l.2.1) pentru calculul derivatei acestedl
distributii, avem: '

(LT") = 'T + XT* (5.2.25)

beoarece distributia din membrul sting este

G P S AT L > e T Y s

iar distributia din membrul drept este: .

T 4 kTr, Po=kT L;’>+<<><T' >

2 LT 'Y > 4T x> =T XIS =T, fXY ) >
s LT (YD -LT L s XY=

e T LXP D T Ly - <TLayt > o=

"‘<T 'dl(f .> .
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Atunci rezults;

=" (x) 8(x) + (o) I(x)

o -_— ) (5.2.26)
=" (x) B(x) +o’(0) I (x) + A(0) S (x) "

| % 1o

Cu proprietatea

A(x) T(x) = X (o) I (x)

deocarece

o) < I P> =<oc(o) Iy >

inlocuind in ecuatia (5.1.23) avenm:

" (x)8(x) + (o) d(x) + (o) I(x) - BL (x) 6(x) = - 5

¢}

Prin identificare se obtine:

o"{x) - A x(x) =0
X*(o) =0
el (o) = -s

o

Solutia si derivata ei sint:

o Va x _ e x
X (x) = Ky e + Ky e
\_f_a X - ‘1'_8 x
/ r— fg
& (x) = Kl Va e - K2 Vva e
iar In x=0
(o) = Ky Ja - K, Va=o0
si rezult? Ky= Ky= Kg
iar Ve ox -Va x
a:(x) s K e + K o
DaCé \’\/(O) = = so : avem
%o
(= - K= o —
K + K S, s$i >
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Solutia ecuatiei neomogene Yo ©ste:
Vva x - V& x
(e + 8 ) 8(x) =

[ 'om

Yo ©

P SO ch \[5 X -G(x) (5.2.27)

Atunci (5.1.24) devine

- V7 x

Y=C e = % ¢h Va x 8(x) (5.2.28)
iar derivata ei va fi
BN
I'= C, awe - s, Ja sh Ja x B(x)- Sg d}x) (5.2.29)

Transformate in functii, solutia si derivata ei sint:
- VJa x
C2 e pentru x < 0

Y = - Va x (5.2.30)
Co ® - s, ch Va x pentru x >0

N

-C, o ¢ pentru x < 0
Y*'= - Va x (5.2.71)
-C, Ja e - 8, ya sh & x pentru x > O
Inlocuind V; = El g1 introducind in relatiile (5.24)(%5.26)
P P Ya
'se obtine: - o
e D_p p T
= — N0 o (e ~1) + eD s shi x
3 p "o L
P LF, p
_x Ya (5.2.32)
e D n L u
i = n_po , " (e T 1)
P LA

Din sceastd relatie rezultd ci are loc cresterez curentului

rezidual ad jonctiunii, la o valoare.mai msre - curent de s=tursfie

iprin termenul adiacent e ?p s sh = % .

° p
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Acum se poate spune, corect, c3d i nu depinde de x si

A
in x=a se obtin relatiile (5.28), respectiv (5.29) farid a mai

fi necesara conditia suplimentars (5.1.10», sub forma:

‘u
\ -2 :
e D p Yt
ij(0,) = ——f—ﬂ (e =-1)
p (5.2.33)
u
Il
e 0 n UL
3 (0.) = r-EB (e "= 1) .
n

Rezultd din ecuatia (5.2.2) si (5.2.11)

1= s [Jp(0+) + Jn(O_)} , (5.2.33°)
relatie valabilsd si fn zona de trecere.

5.3. PROBLEME PRIVIND SELECTIONAREA DIODELOR CU

AVALANSA CONTROLATA, PENTRU REALIZAREA
MODULELOR DE REDRESARE.

Modulele de redresare de inalt3 tensiune impun inserierea
mai multor diode de inalt3 tensiune, deoarece o sindurad jonctiune
pn  nu poate rezista la tensiuni inverse in domeniul 5 kv ...
++s 200 kV., Pentru tensiuni mai mari se folosesc scheme de redre-
sare cu multiplicare in cascad%, care contin mai multe module de
redresare de fnaltad tensiune /148, 149/,

Pentru realizarea unor module de redresare, prin inseriere,

v

este esentiald obtinerea unei repartitii a c3derilor de tensiune
cit mai uniforme in lungul lantului de diode, o izolatie elec-
tticéd corespunzitoare gi o buni rdcire a diodelor - in special fn
cazul unor curenti intensi (fise curenti de sarcind de durata, fie
curenti de scurtcircuit de scurtd duratd),

Repartifin cit mai uniformd & tensiunii este conditionaty
“de utilizarea unor diode cu rezistente inverse cit mal apropiate,

chiar egsale.
0 prim selectie a diodeleor o constituie masurarea rezis-

\

tentei inverse. In literatura tehnic’i de specialitate nu se preci-

zeazd ifnsa, pentru fiecare tip de dioda la ce tensiune de polari-
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zare inversd s se facid aceste daterminidri, aceasta fiind de fapt
tensiunea nominald .a sparatului de masurd (- megohmmetrului), care
de vele mai multe ori estoe diferit# de tensiunea de lucru a unei
diode inseriate in modulul de redresars.

In aceste conditii, se considerd utilid, determinarea precisa,
continud e caracteristicii curent-tensiune (sau a altor variante),
pentru selectarea diodelor folosite in sursele de fnalti tensiune
continud 'utilizate in diverse aplicatii industriale (surse de ten-
siune continu& in laboratoare de fnalt3 tensiune, vopsire electro-
staticd, electrofiltre, etc.).

In cele ce ur_mead se prezintd montaje practice pentru deter-
minarea continui, la diferite temperaturi a caracteristicilor diode-
lor, utilizind osciloscopul, calculatorul MEDA 42 TA cu inrecistra-
torul s3u; se prezintd apoit schema unui aparat independent pentru

ridicarea caracteristicii conductanti-tensiune, cu ajutorul unui
multiplicator ROB 8095. .

5.3.1. Caracteristicile diodelor cu avelans3 controlata

folosite in constructia modulelor redresocare de

inaltd tensiune.

Diodeles cu avalansd controlatid de tip D1OAlCQ, D16Al2, D25Al2,

cu siliciu, intrate in fabricatie recentd la IPRS Bineasa, sint ast-
fel realizate incit la depisirea tensiunii de str’pungere, nultipli-
carea in avalansd o purtitorilor in regiunea de sarcind spajials a

jonctiunii pn ., se produce fn intregul volum al structurii semicon-
ductoare (la diodele redresoare obignuite stripungerea se produce
intr-o regiune limitatd de pe suprafatd sau din volumul structurii
de siliciu). Din acest motiv, diodele cu avalansd controlatd pot su-

porta, pe durate scurte , impulsuri‘dc curent invers in goarma de pu-
te ri de ordinul kilowatilor.

L g x < - ks
In literatura tehnicad se arata ca datorita capacitifii de a
i i« i i a ate evita folocire
suporta sarcini marl de tensiune inversa, se poat a

sistemslor uzuale de protectie, adicd diodele cu avalansd controlats
pot fi conectate in serie fars a» folosi retele de echilibrare sta-
ricd sgu dinamici a tensiunilor inverse.

Pentru sursele de inalti tensiune continuid, aceasta precizere
ramine valabill numai dac3 diodele utilizate su caracteristici iden-

tice.

- Catalog - Uivde cu siliciu - apadr_ut in colectia Autonmuatic:
informaticd, electronicd si manasgement, Editurs tehnicy, 101,

bucurestils
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Tabel 5.1. Date e catalog ~le diodelor cu avalansad controlats,
T T :
Voo | ‘ ‘ o
T ip | RRM Vra Teavm | Tesn | Ve | Ve o i
| W% A RN Y Y AR VN s
EE?AIO looo 12co-1700 lo 150 1,4 0,98 lo E
d : i
D16A12 ! 1200 . 1400-2000 16 180 1,4 0,92 9,8
1 i i
D25A12 ; 1200 1400-2000 25 300 1,4 0,9 5,6
1 i i ’
2 i
S I 1%t 1a lo ms /i%s/
e ;
25°c/un/  150%/mas . 259 150°C |
U10A10 25 3 | 220 11lo o
016A12 25 | 3 315 160 |
L25A12 50 | 5 800 450 ;
ViR tensiune a inversd de virf ropetitivi;
VRA tensiunea inversd de avslansa;
IFAVE curent direct mediuv , la T= 12oOC;
IFSN curent direct de suprasarcinig cccidentali
la 150°C ;
VFN tensiuney directd maximi la PSOC;
vT tensiunea de pr ag la 1500C;
o
T4 rezistenta dinamica la lSoOC;
IRV curentul invers maxin;
N
I2t integrala de curent.

BUPT



93

Masurdtcarea cu megohmmetrul - care determind un

punct al caracteristicii este utils doar pentru eliminar

lor cu izolatie slabita.

In cadrul unei documentiri

cd in scop de sortare, verificaresa caracteristicii curent-te

singur
ea diode-

la IPRS Bineasa, am constatat

nsiune

se face pe un osciloscop, determinindu-se precis panta caracteris-

ticii directe, la diferite temper

aturi.

Determindrile sint corespunzitoare pentru diodele normale,

folosite in mod curent, dar nu sint suficiente pentru diodele folo-
site In constructia modulelor redresocare d e fnalts tensiunc

Pentru construirea unor module de redresare de fnalta cali-

tate $i fiabilitate este necesard selectarea diodelor cu carscte-

ristici inverse curent-tensiune identice, la aceeasi temperaturd,

fixata.

Caracteristica inversd curent-tensiune.

Conform datelor de catalog

latd (tab.5.1), tensiunea inversa

ale diodelor cu avalansd contro-

maxim3d admisibild, numitd ten-

siune invers& de avalansd, este cuprinsd intr-o gam3 destul de largs

de
de stradpungere s-a realizat montaj

BR

D
Du

2k

1

Fig.5.4

tat misoard rezistenta inversa la

un megohmmetru
ohmmetre de 500 V, looo V, 2500 V,

valori. Pentru determinarea precisd s limitelor si a tensiunii

ul din fig.5.4. In acest montaj,
ca sursad de tensiune SIT s-a uti-
lizat o trusad de inalti tensiune
alternativ™ ‘e "ncercat tip TCS
2 kv/ 0,1 A, ICEMENERC Bucuresti,
la care se poate extinde domeniul
de tensiune conform metodei pre-

zentate in inovatia nr.s21/16.03,

1977 /15¢0/. Circuitul a fost comr-
pletat cu o scheméa de redresare

S

monoslternantd pentru a2 se¢ reda
caracteristica inversd cu oscilo-
scopul catodic. Montajul prezen-

diferite tensiuni - practic este

cu tensiune variabilid. In tar3 sint cunoscute meg-

5000 V, cu care, asa cum s-g

aritat, se determind un singur punct al earacteristicii. M&surarea
v .

conform monta
nativé redresati.

ceea ce reduce solicitarea termic?
s-au notat diviz

tiv,

BR este un bloc

0. Prin D, $1 Oy

; are
divizoare de tip rezis cu e

jului prezentat in fig.5.4 se face cu tensiune -lter-

de redresare monoalternantd -
a diodelor incercate, notute cu
orul de tensiune si cde curent,

se obtin semnnle pctrivite

pentru

BUPT



- 94 -

vizualizare pe osciloscop suu pentru multiplicarea semnalelor cu

ajutorul unui circuit liniarEintegrat, de tip multiplicator, fa-
bricat ICCE Bucuresti, de tipul ROB 8095,

Cu montajul prezentat in fig.5.5 se pot comp

ara caracteris-
ticile curent-tensiune a dou# diode Dy si D,

\

BR

SIT A

2kvru J_ :EI
-oy']
2 @
o X
oscdoscopf

Fig.5.5
Modul de lucru este wurmitorul: se ~plicad tensiune i1 jurul

¥ - . . determing
tensiunii inverse de avalans3 Vea (looo 2000 V) $% se dc %r(lne
curentul invers IRM /mA/ ; pe ecranul osciloscopului se obiine ca-

racteristica inversd curent-tensiune. Incdlzind diodele, cu ~juto-

) : , o B
rul elementului de inc&lzire EI , la temperaturi de loo - 50C

se ;onstaké o crestere a curentului de conducjie in stire inverga

. ¥ S ; ) o S i
(in velosre cbsolutd), la cresterea tensiunii c~plicate, -s-: cur s-a

Atat in paragraful 5.1,2. Montajul oferd doud posi:ilitatri de
o N < ~ 3 » .
;r‘ta ? mirind tensiunea invers3 eplicots piné se ottine din
ucru: a) - M
nou o loare rpropiati de curentul de conduciie inversd raxin’ cu
VE' “ : N . . PR P

ment i ea incalzirii (fdrd mentinerea incilzirii nu ¢e¢ nco v
entinere: alz

. i i aplicatd, deosrece s-ar ajunce 1 “tripun-
Creste tensiunen inversa ap ,
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gerea diodei prin cresterea curentului) ; b) - pastrind tensiu-

néa aplicatd constantd - prin ricire, se constatd o crestere a

curentului de conductie in stare inversd, ca in figura 5.6.

UIVI  1200" 1089 1000" 500 D10A10
R e~
| yF——
Vel
y
| 100
]
100“J 20%
CC 200
1%1[}%}
Fig.5.6

In figura 5.7 s-su redat caracteristicile inverse pentru
trei diode D10 Al0, la tempeg,atura constantd 8 = 25°C. se
constatd o diferentd destul de mare intre tensiunile de satura-
tie ale diodelor, notate I, II i TIII cuprinsd insad in limitele
admise.

In figura 5.8 s-a repr_ezentat variatia curentului func-
tie de temperaturd la tensiune inverss constantd, pentru diodele

I si II1.

5.3.1.2.

In regiunea de pri3busire a caracteristicii inverse, pentru
o variatie largd a curentului, tensiunea este aproape constantd
si egald cu Vo, . variatia tensiunii (u cregterea curentului con-
duce la notiunea de rezistentd dinamicd /134/. In genersal se in-

dica rezistenta dinamicd nominal#d, notatd rg si definitd astfel:

du

o e——m

AU
Td s
dIl

Al

(5.3.1)

I nominal

BUPT



- 96 -

Uinv [V]
2000 1500 1000 500 0
A %"*h~—‘ ~’—_
——
- R
i
!
!
!
—_— Y ¥
— e —200
. I S
Caracteristica U-l | polarizare inv..s. a di-_.l-r cu !

avalansa comtrolata tip D1DAIC (©=25°C)

FIG. 5.7
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/~ 100

- P E ———1200

e e -

e 1300

R B T TE—— ———1400

Caract. I=f(0)
Uinv = 1600V

F1G.58.
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Ea este definiti ca panta curbei I = f(U), in zona de prabusire.

Conductanta dinamicid definitd ca inversul rezistentel dina-
mice

dl .
g = =~ (6.3.2)

du

poate fi definit3 ca distributie cu ajutorul derivatei in scns dis-
tributional /13/, astfel:

gd=£..d_1 + s,d. (5.3.3)
4 e {a _
Sau gd ={gd}+ SLJ. (2'3.4)
unde 8y este saltul curentului invers la tensiunes de saturatie
J - distributia lui Dirac concentratd in acest punct.

Reprezentarea matematicd propusid reprezintd mai corect si mai
intuitiv, variatia bruscd a acestui parametru.

In cele ce urmeazd se prezintd un montaj pentru determinarea
conductantei electrice la o variatie continui a tensiuniil de polart-
zare inversd intre zero si o valoare apropiat3i de tensiunea de stri-
pungere.

Se prefers determinarea conductentel pentru reducerea erorii
de masurX care ar apare in cazul fmpartirii la un numitor cu valori

foarte mici (curent).
Traserea crracteristicilor se face cu ajutorul calculatorului

snalogic pepa 42TA 51 a inregistratorului BAK 4.

£ D
1 Hlwe .
I MEDA42TA

= - T&% JBAKL

T

Y

£19.5.9

Schems» 6lectrich, redata in figura 5.9, cuprinde: sursa de
S 15

Y P divizo je tensiune
fns1t5 tensiune SIT, blocul de redresare BR, un divizor «

ajul caleculatorul
3 et un divizor o curent Oy (rezistive), montajul pe c.lcu
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MEDA 42 TA (ce include blocul de inmultire TDQ2)$i un inregistra-
tor in coordonate, tip B A K 4T.

Schema electric4 de modelare pe calculator analogic, are
cablajul realizat ca in fig.5.10; cu A1+As4Ag S-2U notat ampli-

ficatoarele operationale ale calculatorului, cu reactiile lor.

10K

+Y o

+5 -6 10V

+10V

10K Ao 10K
+X 10K

A A
2V 3 3

Fig.5.1o

Se mentioneazd, c¢d atit calculstorul MEDA 42TA, cit i in-
registratorul siu sint utilaje din import, de precizie si de vo-

lum mare, ce pot fi folosite iIn scop de cercetare,

\

5.3.2. Aparat pentru ridicarea-continud a

Caracteristicilor diodelor.
4

Pentru a dispune de un aparat independent de masurare
rapida a conductantei electrice la diferite tensiuni i tempera-
€

turi, s-a realizat un montaj ca itn fig.5.11, (propunere de in-

ventie /154[} In principiv, montajul cuprinde: un multiplicator
de tip ROB 8095 produs 1in tars, la ICCE Ducuresti, un amplifica-
e €

i ic ivizoarele de tensiune si de curent
tor electronic —f3A 741, divizoa s

D i D ursa de inaltd tensiune SIT si blocul de redresare BR.
3 4+ 8 : T -
u ' o ' v
Circuitul elcectronic s-2 realizat pe o placutad imprimati.

tul este de mici dimensiuni, poate fi folosit in mod indepen-
Avara

. dent.
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Impartirea walorilor celor dou’ tensiuni, pentru a obtine
conductanta diodei in fiecare punct de functionare se realizeazs
cu ajutorul amplificetorului A 741, caro are in reactia negativy
un multiplicator analogic./B/, obyinindu-se astfel un amplificator
operational divizor,

Montajul de divizor - utilizind un ROB 8095 are patru posi-

bilitayi de corectie: corectia de zero pentru U = u si VU =i,
corectia factorului de multiplicare k , corectla de zero S senna-

lului de iesire ug, -

Dacd + [5UW este eroarea de calcul a multiplicatorului se
- i
obtine tensiunea de iesire sub forma:

U R Au
ue=__1(_x._3: L (5.3.5)
Kn U, Ry Uy

astfel incit se observd cd eroarea de midsurd a divizorului creste,
cu scaderea valorii fmpargitorului Uy , deci la Uy= 0 , ajunge la
limita superioard.

De acees precizia modulului de divizare este definita pentru
un domeniu bine determinat al valorii tensiunii Uy' Voloarea cea

mai scizutd a lui Uy este lo.15 % din valoarea sa maxima. Reportul

Rﬁ/Rl se alege functie de domeniul wmaxim al tensiunii de iesire
“

Y,s corespunzitoare pentru U, i
R 0,15 u
2 . K Ugpy - il (5.3.6)
Ry YoM

Pentru fiecare tip de diode DI1O Al0, sau D 25 Al2, aparatul :e re-
etaloneaza, obtinind comparativ caracteristicile unui mare numar

de diode. Deoarece in etapele premergatooare de reglaj ale schemei
de m3surs este necesara stﬁblllrea rapoartelor optime de divizare

pentru divizoarele D, si Dy (fig.5.11), ‘astfel ca tensiunile de in_
trare in blocul de div1zare 53 nu dep seasco + 10V ; au fost uti-
lizati blocuri de semnalizare optica, care semn nalizeaz3 depisires

valorii de 10 V.

SIT f—-—— &} -~ Du

1
|~ Glu,

©
[

754
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5.4, STUDIUL SI REALIZAREA UNOR MODULE GE RCORESARE
DE_INALTA TENSIUNE.

Diodele cu avalansd controlatid cu siliciu, fabricate la
I.P.R.S, B3neasa au parametri functionalil corespunzitori si cons-
tanti in timp, sint de putere mare, astfel c3 este posibila uti-
lizarea lor pe scari industriald lu realizarea instalatiilor de
redresare - care astfel, pot lucra cu minie de supraveghere si la
parametri energetici foarte ridicaéi.. '

Initial pentru redresare s-zu utilizat Kenotrorne, dinde
cu gaz, redresoare mecanice. Prin conectarea in serie a inai rnultor
diode se obtine mirirea tensiunii de serviciu, la ecelasi curent -
obtinindu-se module de redresare - care apoi se combini in scheme
de redresars adecvate (monoalternanti), dublzre simetric3 s»u a-

simetrica, triplare, multiplicare In cascad3s).

In cadrul unei colabor3ri intre I.P."Trelan Vuia" Tirisoara
si intreprinderea Eloctrobanat Timigoara s-au eealizat module (e
redresare de inaltd tensiune pentru inst:-latia de vopsire electro-
staticd, procedeu de mare eficientd economici. Vopsirea rlectro-
staticd necesitd tensiuni fnalte continue de 8o - 120 kV si asiqura
obtinerea unui strat de vopsea uniform, aderent, cu pierderi ~=inire

si cu o productivitate ridicati.

In articolul "Modules de redressement de la haute ten ion
pour installations de peinture électrostatique” sint prezentate so-
lu;iile tehnologice, parametrii calculati si incerc/rile experinen-
tale care au stat la baza inovatiei /149/ aplicatd la Electrotanat

Timigoara.

5.4.1. vinularea functiei de redresor.,

In acest capitol se prezinta circuite electronice de cimu-
lare o diodei ideale, a functiei sale de redresor - circuite ce
vor fi utilizote pentru modelarea funciiondrii instalrgiei de i-
nalti tensiune continul in cascada.

simularea se face cu circuite electronice sau pe colcula-
tor analogic, cu wjutorul amplificatoarelor cperationale.
Notiunea de amplificator electronic si operejional este

larg folositd in studiul circuitelor /lo/. ' N
prin definitie, amplificatorul ce referd lc co-ponentele
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variabile ale semnalelor de intrare s$i lesire prin relatia:

f\4
xo(t) = A, (t -1 (5.4.1)
unde: X, ¢©ste raspunsul, iar X4 - oxcitatia ;
A ~(numai real) - amplificarca ;

—
( - tiwmpul de intirziere introdus de amplificitor.

esto timpul de trecere =l semnalului prin cmplificoator, con-
form schemei bloc din fig.5.12.a , schemd achivalenta c%n unuil

cvadripol - figura 5.12.b.

| ok
X((+) {% Xolt) :]I,o__r K b ;
o .}

a) b)

. Fig.5.12

1) Redresarea unel singure alternante pe calculator onalocic.

Montajul de simulare este redat fn ficura 5.13 gi canginc
ca element principal un amplificator operationcl. La splicarca
tensiunii de intr..rc nozi-
tive se obtine u, T U
deoarece

R

R

[N

= O
Ktransfer

—

La aplicarea tensiunii de

intrare ncgative, se ohtin:

[

Fic.5.13 ' Ui - U Ui

I, = z -

K1 K3

Ue - U Ue

I,) = B ——

R2 R2

U, U
cu I, + I,=0 oavemn 2. ==0 si deci
1 2 Ry Ry
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Fe]

2

U, = - — uy (5.4.2) are semn schimbat.

-

Schema prezentat3 simuleszs redresarea monoalternanti.

2) Redresor ideal - modelat pe calculator analogic
cu ambele alternante.

Intr-o prima variantd, se rezlizeazi schema din fig.5.14

20K
v ,_E‘(:;:
| | Uo
10K Ao

10K Do

o am B S
-P———+21——4-P
‘ 10K &
Vie = & i, I 15
Fig.5.14 (jos).

Dacd la intrare se ~plicd tensiune pozitiva, In punctul P rezultd
tensiune negativad si conduce D1 (D, este blocatd). In punctul Q

avem (-Ui), deoarece coeficientul de transfer

R K
K - —Cesctie _ 100 _ (5.4.3)
10

R,
intrare

Amplificatorul A, impreund cu rezistenta sa de intrare si

de reactie, face a doua schimbare de semn astfel cA& tensiunca de

la iesire Ue = Uz si este pozitivad. Dacd la intrare se aplicd ten-

siune negativi (alternantd negativi), conduce 0,. Punctul P este
pozitiv, punctul S are + U, . Amplificatorul A, face o schimbare de
semn, iar A, incd o schimbare de semn, astfel c3 la iesire se ob-
tine U, = - Ly (Ui<f 0), deci U, >0

A doua variantd care contine numai dou3d aomplificatoare ope-
rationale este redatd in figura 5.15.

La alternanta pozitivad a tensiunii de intrare se deschide

D fn punctul P, avind potential ncgativ. In S, avem -Ui , ilar
iﬁl W avem + U,, deci A, lucreazd ca sumator cu schimbare de semn,
i
’ 10K 10K
e 10K
[ 4
10K U
U} o—=3 e
10K S 10K AQ 7%1‘{74.
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+ Ui - Ui U
+ + = = 0 sau
20 K lo K 20 K
= - _ 20 20
U, (KW.UW+KS.US)_-(—U.+—(u))
20 20
= - Uy s 22U = Uy (5.4.4)
La alternant4 negativa, P are potential pozitiv si conduce
dioda 02 Cum rezistenta de reactie este zero, potentialul lui P
devine zero, deci U_=0. Atunci minusul se aplica la A, care are
coeficlient de transfer 1 (5—) » dar schimb3 semnul si rezults
Uy, = =U; (U;<0) , dect U_> 0 (5.4.5)

modelar

5.16 /1

nii la

Circuitele prezentate le punctele 1 si 2 se vor utiliza la
ea cascadei, in capitolul 5.4.2.

3) Simularea unei diode_ideale cu amplificatoare

operationale (circuit integrat).

Simbolul unui amplificator operational este redat in figura

o/ si are coeficientul de amplificare, in buclad deschisa
U
A = £ . lo5 (5.4.6)
+ Yo
Un amplificator operational poate fi
?UD inversor (fn schera din fig.5.17),
o—oi+ Ue cind avem
~ Ui + UD UE + UD
ot = 0
Rl R2
Fig.5.16 Vg U
U, = — = —= = 0 sau
o A lo
R
U, = - =2 U, (5.4.7)
E R i R
1
De ase_ menea poate fi repetor - cind nu schimbad semnul tensiu-

iegire fa;é de tensiunea de la intrare (fig.5.18).
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Fig.5.17

Ry
—L
12 g+
1

iq R1
Jj‘{:g {JD + e
VIR i“

Fig.5.18
be = A, UD
UD = Ui - ilRl
e L. i
Rl + R, 2 1
R
l 1
UD - Ui ) R,y + R JE
1 2
u A (U -Rl U ) = AU, - e U = U
R i R1+R E i R1+R2 E £
A Rl
UE (1 + ) = A Uy
R,+R,
12
, ) f i
UE . A U1 \R1+R2) AUy i} \R1+R2\ vy
- A Rl R, o+ RZ.}, A Rl R1+R2 _
R] *+ R ENRAS |
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R, + R R
- S .U, =(1+-2) .u
R i R i

1 1

Repetorul d& tensiunea:

R
Uo = (1 + =2 ) u

{5.4.8)
E
R1

i

Un redresor monoalternantd cu amplificator operational, este redat
in figura 5.19

Fig.5.19

Cind tensiunea de intrare Ui este pozitiva, dioda Ul conduce
¢i face ca tensiunea din punctul P si fie zero, deozrece rezistenta

de reactie inseriatd cu D, este zero. Deci Ug = 0. Cind.“f este nega-
tiva, Dy conduce, deocarece Up este pozitiv si deci coeficientul de

lo \ _ . . -0
transfer este 1 = 1 si Ue = - Ui , iar Ue:> 0, deoarece u; <

4) Redresor dubld alternentd cu amplificatoare

operationale (circuite intearate).

Se renlizeanzd schema din figura 5.20.

In zlternanta pozitivad P are potential negativ, si

20 20 e U
U. = - (= u, + =— (-U )) i
E 20 i lo i

In alternanta negativa, U,™> 0 , dar ulterior devine zaro,

P
i 20 ' 0, rezultsy U_ > 0.
D, conduce, i U, = = 55 UYUgr Cu U<t O, .
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20K
{3

20K +

g B

10K Ao —o
10.. | D2 - j—

—L b
10K D1

Fig.5.20

Intr-o alts varianta (fig.5.21) se obtine:

Fig.5.21

fn alternante pozitivi conduce D1 iar in alternanta necativs con-

duce D2 si Ui > 0. Tensiunea Ulj>O se aplicd la intraren + » lui

A, care lucreazad in regim de repetor,

5
U= (14 —2—— ) U
e = = R 1

In nodul > ., suma curentilor este zero
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v
b | Yy
+-+-—'ﬁ=0
U 4] U
1 + ——];l= - —
R3 + R4 R2 Rl
V]
Uy (=2 P S O
Ry + Ry R Ry
U R2 + R3 + R4 . U1
1 P
R2( Ry + Rd) Ry
v . Ui R2 { R3 + R4 )
R1 (R2 + R3 + R4)
sau
R R_+R  +R
U, = (14 2_)y; = 22
Rz + R, R3*R,
pentru Rl = R2 = R3 = R4 = Rs = 10 K
rezulti Ue = - Ui daca Ui-< Q

- “108 -

Ue > G

Aceste circuite de la punctele 3 si 4, lucreezd independent

de calculatorul analogic si pot fi folosite in diverse aplicatii.

5.4.2, Modelarea pe calculator anslogic a functionadrii

cascadeil cu doud etaje.

odelarea pe calculator analogic a functioniril czscadei de

inalts tensiune este una din metodele accesibile $i mai putin cos-
tisitoare, in comparatie cu determinirile pe o instalatie realsd de

inalta tensiune. Se pot misura: tensiunile, caderile de tensiune,

factorul de ondulatie pentru diferite rezistente de sarcini conec-
tate la iesire si se pot stebili solutii de optimizare. Operarea

pe calculator snalogilc prezintd avantajul repetarii crlculelor in

diferite variante printr-un reglej relativ simplu, din potentio-
metre, al coeficientilor de transfer si =l conditiilor initisle.

’
Solutiile graftice care se obtin direct de le inregistrztorul calcu-

latorului permit o interpretare intuitivd a fenomenului studiat.

-
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Cascada este o instalatie de inoltd tensiune formatd din

module redresoare conectate in schema din figura 5.22.

Se cunosc cascade cu 8 etaje.
In cele ce urmeazi se modeleazd
pe calculator analogic N
cu doud etaje - care functio-
ne_azd in instalatia de vopsire
electrostaticad 1l intreprinderea

Elcctrobanat Timisoara.

Considerind alsernants (+) le
extremitatea din dreapta, con-
duce D, $i se fncarcs c, la va-

loarea U ., Dupé ce extremi- _
tatea din stinga trcce la alter-
nanta + fnseriind tensiunea

datad de infasurarea de fnalt}

tensiune a transformatorului cu
tensiunea de incédrcare a conden-
. Fig.5.22 satorului C,, prin intermediul
diodei DZ' 02 se Sncarch la
tensiunea 2U fa{d de masa.
Procesul este progresiv in mai multe nlternante. Sarcina

condensatorului C, se transferd si asupra condensatorului C; prin

D, si Dy. Dupd ingeriere, borna superiocard a lui C, se¢ incorcd la
4 U fatad de masa.

Schema electronicd renlizatd pe calculatorul I'EDA 47TA
este redatd in figura 5.2%3. Pentru realizarea fizic# » schenelor
de simulare s-au folosit si alte rezistente ¢l cendensatosre decit
cele din dotarea calculatorului.

In figurile 5.24, 5.25, 5.26, 5.27 si 5.28 ce dau inregis-
trarile facute pe Inregistratorul BAK 4T pentru cascada cu un
etaj si cu doud etaje.

Schema din fig.5.24 contine un generator de tensiune si-
nusoidal#, cu pulsatia reglabild. Generatorul de semnal funcyiio-

neazi pe baza ecuatiei diferentiale cunoscute:

o)

a('u(t)

A + u(t) =0 , (5.4.10)
w ? 2t

a carei solugie este:
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v

u(t) = u(0) sincut . (5.4.11)

Deoarece ucuatia se poate scrie

. 1 aZU(t)
o 3 e = - Wu(t) ,

(5.4.10")

in schema de cablaj prezentati mei jos (fig.5.25) s-a urmérit in-
tegrarea acestei ecuatii

2 ‘U(O)v'fo
+L9u _1.%9 ut=o0)=0
@ 9t2 W 9t

f

—— .
u@)=u(0)sincwt

~G)uKZD\ /<Z1
N\ \\\J

Fig.5.24

v

Integratorul din stinga are conditii initizle diferite
de zero, iar integratorul din dreapts =re conditii initiasle zero
deoarece pentru t=o , sint = 0.

Inregist?atorbl‘de tip BAK-4T permite inregistrarea scmna-
lelor in perioada T in domeniul 5-20 sec. Conform fig.5.22 in al-
ternanta pozitivd 2 sursei de tensiune sinusoidalj, conduce dio-
da Di, proces simulat in schema din fig.5.23 prin amplificrtorul
Alb sl condensatorul Cyi amplificatorul Ay cste blocat -~ -re ten-
siunea la iesire zero. In alternanta negativi tensiunea la iegire
urmareste cu semn schimbat tensiunea sinusoidalé de la intrire si
incerci condensatorul C1 cu tensiune pozitivi, Dupd ce se atinge
maximul tensiunii, condensatorul rimine Incadrcat, nu s& ~utodes-
carcad prin rezistenta de izolatie, oventual rezistenta de reactie

a amplificatorului A, care este de valoare foarte mare (1,2 MQ ).

Tensiunea pe condensatorul 02 din cascadid ce obtine insu-
mind tensiunea sursei cu tensiunea remanentd de pe condensatorul
Ci. lucru realizat de citre amplificatorul A,,e care lucreazi ca
sumator, sl1 care are atit rezistenta internd, cft si rezistenta

de reactie de valori foarte mari (1,22M (0),
La iesirea amplificatorului Al obtinew tensiunea redresat?

pozitivi deocarece amplificatorul Alp fsigurd la lesire tensiune re-

dresats negativd, dar amplificatorul Ala i1 schimbd sewnnul. In
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acest fel se obtine tensiunes pe CZ' UC2 cu semn schimbat .

In cbnfinuare, pentru & reduce numirul de elemente utilizate
{(amplificatoare operctionale) sc simuleazi obtinerea tensiunii si
elementele C, si C4e dublind valorrea tenciunii pe condensrtorul C,,
amplificatorul operational A 133 executd si o schimbare de semn,
iar prin ﬂmpllflc(torul A laa se obtine din nou o tensiune negativ3i
pentru e putes fi comparat3d cu tensiunea de pe condensntorul Ca.

In felul ~cesta ~mplificntorul A l4a, avind rezistenta de in-
trare $i de reactie de valoare foarte mare (loti ) fmpiedic3d euto-
descircarea condensatorului Cyo la conectarea fnregistratorului BAK
4T. In wod similar se pot modela cascade cu mai nulte etaje, dar a-

ceasta conduce le o schemd si mai complex4.

Inregistrarile pu calculatorul analogic 'EDA 42TA prozentate
in figurile urmitcare reprezint variatii caracteristice :le ten-

siunii, in diferite puncte din cascads,

In figura 5.25 este prezentat} variatia sinusoideld a4 tensiu-
nii sursei s$i tensiunea obtinutd pe condensatorul Cl' in doud wvari-
ante:

~ curba trasatd cu negru s-a obtinut intercalind intre conden-~
satorul Cl si inregistratorul BAK un inversor cu rezistent& ware in-

ternd si de reactie (marcatl »* - in flg.5.23) ;

- curba trasatd cu rosu s-a obtinut conectind direct inregis-
1 BAK, 1la condensatorul C se observd o scédere a tensiunii
tratoru B 1
deoarece rezistenta de intrare a fnregistratorului DAK este mai
mic&).

In figura 5.26 s-a reprezentat tensiunen sinusoidald a sursei,
tensiuneazpe condensatorul C, si C, (UC4 + Upo) . Rezultd pulsayii
destul de mari care pot fi redresate cu ajutorul unor condensatoare
de filtrare conectate la iesirea cascadei de tensiune.

Obsg.: UC4 este tensiunea intre borna superiocari s condensa-

torului C, st masd.
In figura 5.27 gse prezintd complet variatia ten.iunii in

toate punctele modelate:

tensiunea sinusoidald & sursei Incepe cu alternanta nega-
tivd si are periocada T = 6,28 sec. corespunzitoare pulsatiei

o= 1 rad/sec.;
tensiunez pe condensatorul C,, U,y este pozitiva (condensa-

torul se incarcd in alternanta negstivd a tensiunii sinusoidale
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pentru c3 se opereaz3 gi o inversare de semn); dup3 ce s-a atins
maximul tensiunii sinusoidale se observd o autodescdrcare a con-
densatorului, dupi care, fn urmitoarea alternantd negstiva a ten-

siunii sursei condensatorul C1 se incarcd cu tensiune pozitivi;

N \

- tensiunea la lesirea condensatorului €, este in priamul
moment egald cu tensiunes pe condensatorul Ci + urmireste o scur-
td perioadid si procesul de autodescdrcare, dar intervine un ele-
ment nou: in alternanta pozitiva a tensiunii sursei se obtine o
insumare intre tensiunea sursei $i tensiunea remanentd pe Cl
(tensiunea este cu atit mai mare cu cit procesul de autodescir-.
care al condensatorului ar fi mui redus - ceea ce s-ar obtine la

frecvente mai ridicate ale tensiunii de a2limentare;

- la iesirea condensstorului €4+ tensiunea reprezintd un
multiplu al tensiunii pe condensatorul C,i ailci se observd si mai
bine pulsatiile de tensiune care apar si multiplicarea nacestei

tensiuni.

In figura 5.28 procesul este reluat 1la o scara mai ex-
tinsd a timpului , 0,5 s/cm, iar In figura 5.29 s-a marit si mai
mult, la 0,2 s/cm.

In figura 5.30 s-a prezentat doar tensiuner sinusoidals a
sursei la o scard comprimata a timpului si totodat3 s-a fncercat
Igregistraraa tensiuhii pe condensatorul Cl,‘alimentind direct
finregistratorul, prin intermediul unui amplificator operational
cu impedantd mare de intrare, ceea ce a condus' la o descircare
rapidad a condensatorului Cys in comparatie cu graficele anteri-

oare.

Schema modelatd in fig.5.23 a permis verificarea ipoteze-
lor teoretice privind functionarea schemei de multiplicare in
cascadd a tensiunii; fig.5.22 ; a scos in evidentd etectul de
aQtodescSrcare a condengatoarclor si faptul c¢3 procesul poate fi
redus cu frecventa tensiunii de alimentare. La S0 Hz, perioeada
fiind de 20 msec, mult mai micid decit 6,28 secunde, se poate

considera c3 . utodescircarea are o pondere redussi.

In instalatia de vopsire electrostatici - pUlsatiile ten-

i 8Za itat rocesului tehnologic, de-
siunii U,, nu influenteazd calitatea p g

oarece sint pulsstii de o frecvent’ dubli, fatad de cea & tensiu-
nii de olimentare, fapt confirmat si in literatura de speciali-
tate /12/. Instalatia lucreazd cu r..ndament, cu atit mai tine,cu
a .

it loarea capacitdtii condensatoarelor este mal rare, ceca ce
c va
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conduce insd la cresterea pretului de cost §i a gabaritului (con-
densatoarele fiind de inalts tensiune),

S-a constatat ci amplificatoarele OPEFathﬂale si-au inde-
p11n1t functia de redresor ideal, conform paragrafului 6.4,1, asi-
gurind conductia $i la tensiuni mai mici cdecit tensiunea de prag
a diodelor; pe de wlti parte utilizarea re 2 zistentelor de reactie
de valori mori a impiedicat autodescircares condensatcarclor prin
aceste diode in sens invers - spre sursa.

5.4.,3. Solutii privind realizerea practicid = unor module

redresoare de fnaltd tensiune.

Teoria distributiilor ofer3 un cadru favorabil studierii
aspectelor legute de realizarea concretd a unor instalatii de
inalt4 tensiune - conferindu-le un fnalt grad de generalitate si
de precizie.

Astfel in ccea ce priveste realizarea modulelor de redre-
sare de inaltd tensiune, cu #jutoru’ diodelor de avalanss contro-

latd, se desprind urmitoarele concluzdii: .

- dzcad se reuseste selectarea unui numar corespunzitor de
diode, cu caracteristica I = f(U) sau G = f(U) idantaca, la
temperatura de lucru, diodele se pot inseria, conform indicoatii-
lor din cataloagele de fabricatie;

- dacd insA, se constatd mici absteri fintre cir. . ctoeristi-
cile diodelor, se preferd egalizarea ciderilor de tensiune cu re-
zistente de egnlizare (sau alte metode), pentru . asigura fiabi-
litatea produselor.

In ceea ce priveste incudrarea modulelor de redressre in
instalatii de multiplicare o tensiunii (tip cescadd s~u ltele)
este necesar si se facA o optimizare & pretului de cost, colari-
tului si a calititii tensiunii redresate, functie de pretentiile

fiecdrui bencficiar inm purte.
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CONCLUZII FINALE

'

Teza de doctorat face Parte din categoria lucririlor cu
caracter interdisciplinar - ‘bazata Pe un aparat matematic modern,
‘cu apliCatii tehnice imediate: teoris distributiilor, cadrul ma-
tematic al tezei, permlte prezentarea teoriei cimpului electro-
magnetic Sntr-o forma unitars, cu luarea in considerare s unor
fenomene, care in alt cadru nu apar. ‘

Distrlbu;ille. ‘ca functionale liniare $1 continue definite
Pe un spatiu fundamental - permit 1nterpretarea $1 definirea den-
sit3tilor de sarcind electricd - intr-un cadru matematic riguros
(practic nu se poate misura densitatea de sarcina fntr-un punct,
ci doar densitatea medie intr-o vecinidtate suficient dg mici a
punctului).

- Toate mirimile cimpului electromagnetic $1 corpurilor de-
finite ce distributii (scalare sau vectoriale) - devin astfel con-
cepte indefinit derivabile - deci au intotdeauna derivats de orice
ordin i~ (saltul functiei din care derivi distributia - in timpul
sau la traversarea unor suprafete sau curbe de discontinuitate
“este inclus fn definitia derivetei in sensul teoriei distributii-
lor) : '

Operatorii grad, div s$i rot - definiti 4n spatiul distribu-
tiilor primesc un caracter global; astfel legile cimpului electro-
magnetic formulate in cadrul acestel teorii au un caracter unitar
$1.gengral; din ele rezulté direct formele diferentiale si inte-
grale cunoscute.

- Formularea si rezolvarea ecuatiilor diferentiale $nr dig-

3 i 1 terminarea unor solutil nol, care nu pot fi ga-
tribugtii permite dete ' s

\

site cu mijloace clasice. .
) In acest context s-au adus urmitoarele contributii origi-

\
’

nale: ;
- determinarea riguroasd prin calcul & prezentei divergen-
tei 's1 rotorului de linie $i a divergentei de punct a unui vector
neaefinit pe C sau.in P, in expresia distritutionals a divergen-

tei; : .
: definirea sistematicd a mArimilor fizice ~le corpurilor

si cimpului electromagnetic in spatiul distributiilor; in exvpre-
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sia intensitdtii curentului electric de conductie s-a pus in evi-
dentd un termen datorat discontinuitiii sarcinii electrice, cind
ere loc un impuls sl curentului;

- formularea principalelor legi generale si de material ale
teoriei Maxwell a cimpului electromagnetic in spatiul distribufii-
lor, valabile pentru orice (f’éf‘@

-~ calculul divergentei si rotorului intensitatit cimpului
creatd de ssrcina electrica punctuals; formularea in spatiul dis-
tribu;iilor A teoremed lui Gauss si . A potentialului electrostatic;

determlnarea formel in distributii a ecuatiei lui Poisson pentru
regiunile de cimp cu repartitie superficials, lirmeicd si punctuals

de sarcind electrica, stabilindu—se'astfel o relatié biunivoc’

intre potential i surs& - in acord cu aspectul fizic - chier in

c_azul sarctnilor de volum nul, teorema relaxatiei formulats in
9,Patiul distributiilor; h

- formularea si rezolvarea ecuatiei lui Poisson, tna din
ecuatiile de bazid ale electrotehnicii si a electronicii semicon-
ductorilor, cu luarea in considorare a stratului dublu de pe in-
terfata jonctiunii pn a unei diode semiconductoare {ceea ce¢ in
c adru clasic, nu poete apare), liargind astfel aspectele tehnolo-
gice ce pot fi tratate si matematic, mai riguros si mai corect;
reepolvareas ecuatiel se face incluzind conditiile initiale in sur-
se instantanee de dublu strat de pe suprafata de frontiera; so-
lutia este prezentatd si sub forma convolutiei dintre solutia
fundamentalsd s ecuatiei si membrul drept si se obtine ifinsumind
perturbatiile generate de fiecare punct al sursei; practic, in
cadrul distributiilor, se renuntd la rezolvarea pe domenii a e-
cuatiei, aga cum se obignuiegtes - cu nagliiarea fenomenelor ce au

loc in zona de trecere a jonctiunii pn - si se reuscste o solu-
tionare unitard si generald a ecuatiei lui Poisson - cind membrul

drept are singularititi destul de tariy:

~ formularea in distributii a dependentei dintrc¢ densita-
tea curentului de conductie si tensiunea aplicatd unei diode se-
miconductoare, luind tn considerare stratul dublu de pe inter-
fata jonctiunii pn ; formulareas este valabild si in zona de tra-

cere a jonctiunii, contine un termen suplimentar in concordonté
cu aspectul tehnologic;

- realizarea unor montaje pentru determinares precisa,
continus, la diferite temperaturi, a caracteristicilor diodelor
cu avalangd controlatd, polarizate inverd - folosite la fabrico-
rea modulelor de redresare de incltd tensiune la ICPE Uucuresti;
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-

realizarea si experimentarea unui aparat independent pentru
ridicarea caracteristicii conductantid-tensiune, cu ajutorul unui

multiplicsetor ROB 80S5, fabricat la I C C E Bucuresti (propunere
de inventie);

- definirea conductantei dinamice la diodele semiconduc-

toare - in regiunea de pribusire a caracteristicii inverse, cu

ajutorul distributiei lui Dirac - ceea ce permite interpretarea
‘ma} corectd si mai intuitivad a variatiei bruste a curentului;

- simularea si modeloarea pe calculator znalogic, a func-
tiondrii diodei ideale ca redresor $i a functiondrii cascadei
de inaltid tensiune - instalatie de tensiune continud; studiul
funciiondrii cascadei in diverse regimuri.de functionare, deter-
minarea precisd & soljcitdrilor electrice la diferite nivele si

In diferite puncte ale instalatiei;

+~ desprinderea unor-solutii'de optimizare practice privind
Imbundtdtires performantelor si calit3tii modulelor de redresare
de inaltd tensiune, in vederea realizirii unor utilzje competi-

tive; verificurea soluyiilor propuse,

In fnchelere, se poate mentiona c3 teza dé doctorat se $n-
scrise - in tematica cadru de cercetidri a Catedrei de electroteh-
nicd g1 masini clectrice din Institutul politehnic “Traian Vuia"
Timigsoara - in legdturd cu Imbundtitirea performantelor masinilor
si aparatelor clectrice, in directia gdsirii unor solutii privind
crasterea nivelului tehnic si calitetiv al produselor si sporirisi
gradului dé competitivitate a2 produselor rominesti.
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