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INTRODUCERE 

Teoria distribuţiilor s-a dezvoltat din necesitatea de a 

fundamenta riguros unele procedee şi metode de calcul folosite în 

fizică şi tehnică, precum şi pentru a putea prinde în modele mate-

matice o categorie mai largă de fenomene. Păstrarea formală a pro-

prietăţilor fundamentale ale operaţiilor clasice a condus la rezol-

varea unor probleme teoretice şi aplicative, justificînd procedee 

şi rezultate care.pot fi formulate într- o formă unitară şi generală. 

Distribuţiile au apărut în legătură cu rezolvarea unor pro-
bleme de fizică matematică, mecanică cuantică şi electromagnetism -
în care alături de funcţii continue se utilizau funcţii discontinue 
şi simboluri pentru mărimi concentrate (masa punctuală, sursa punc-
t uală. impulsul concentrat, etc.)- Astfel, în anul 1926, P.A.M, 
Dirac a introdus în mecanica cuantică - funcţia S numită şi funcţia 
impuls, pentru a putea păstra şi în cazul sarcinii punctuale defini-
ţia noţiunii de densitate; anterior, O.Heâviside a introdus o altă 
funcţie discontinuă - funcţia B , funcţia treaptă unitate, a cărei 
derivată (inclusiv şi in punctul de discontinuitate, în origine) s-a 
dovedit a fi funcţia impuls; în diferite domenii ale matematicii 
s-au introdus noţiuni noi, funcţii singulare, generalizări sau ex-
tinderi ale unor operaţii; introducerea noţiunii de valoare princi-
pală pentru — , de către A.L.Cauchy, considerarea părţii finite a 
unei integrale divergente (regularizarea ei), etc /II, 34 , 57,lo3,129, 
130// 

Noţiunea de funcţie generalizată este introdusă pentru prima 

dată de S.L.Sobolev /34,35,lb3/, ca soluţie generalizată a unor ecua-

ţii diferenţiale cu derivate parţiale de tip hiperbolic. 

Aceste noţiuni noi, formalismul de calcul privind utilizarea 
Unor"funcţii" (incorect denumite din punct de vedere al analizei ma-
tematice clasice), au condus la crearea unei noi teorii, cere sinte-
tizează, simplifică şi justifică aceste fapte. 

O expunere sistematică şi generală a teoriei distribuţiilor, 
folosind metodele analizei funcţionale a făcut-o Laurent Schwartz 
in anii l95o, 1951, în cele două volume "Th6orie des distributions", 
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apărute în editura Herman, Paris /lo3/. devenind astfel unul din 
creatorii acestei teorii. 

I.M.Gelfand, G.E.Silov (6,34,35/ au lărgit mult teoria ela-

borată de L^Schwartz, studiind unele probleme dificile privind e-

cuaţiile cu derivate parţiale. Y.Mikusinski şi R.Sikovski /51,lo7/ 

folosesc pentru definirea distribuţii lor metoda şirurilor fundamen-

tale - metodă mai apropiată de spiritul analizei matematice clasice. 

Pentru studiul problemelor tehnice în general, este mai adec-
vată metoda funcţionalelor liniare elaborată de Laurent Schwartz. 

In ţara noastră, la scurt timp după apariţia teoriei distri-

buţiilor au apărut lucrşri valoroase în care se dezvoltă teoria dis-

tribuţiilor ca un capitol al analizei funcţionale. Sînt cunoiicute 

lucrările lui I.Ciorănescu, R.Cristescu, D.Gaşpar, VV.Kecs, Gh . 
Marinescu, V.Olariu, O.Stănăşilă, P .P .Tepdorescu /7 ,12,52,57,75 .76/. 

In domeniul bazelor electrotehnicii, în anul 1971, regretatul 
academician Remus Răduleţ a publicat în Revue Roumâine des Sciences 

techniques", sârie Elect r6t echnique , un ărticol de re f e r in ţ ă , ' în care 
a formulat, pentru prima data, în formă generalizată ecuaţiile lui 
Maxwell /9l/. De asemenea, au avut contribuţii remarcabile şi alţi 
cercetători, de exemplu D.Homentcovschi /4l/, A.Panaitescu /B2/. In 
teoria circuitelor electrice s-au impus deja metode de rezolvare a 
circuitelor cu ajutorul di.st ribuţ iilor (în regim tranzitoriu, sen.-
nale impuls, etc) /42,65,87/. 

Pornind de la definirea riguroasă b mărimilor şi operatori-

lor în spaţiul distribuţiilor, teza c>re un caracter int crrdiscipli-

nar, între tehnică şi matematica, încercînd să abordeze într-o mr-

nieră originală, aspecte ale teoriei cîmpului electromagnetic, în 

scopul obţinerii unui grad mai mare de generalitate şi unitate. 

Lucrarea cuprinde şase capitole. In primul capitol se defi-
nesc distribuţiile, principalele operaţii şi proprietăţi, se fixea-
ză notaţiile; se definesc operatorii gradient, divergenţa ni rotor 
în spaţiul distribuţiilor. 

In capitolul 2 se definesc în cadrul teoriei distribuţiilor 
mărimile fizice, electrice şi magnetice ale corpurilor şi cin.pului 
electromagnetic. 

In capitolul următor, pe baza mărimilor fizice şi operatori-
lor definiţi în capitolele anterioare, se formulează principalele 
legi ale cîmpului electromagnetic în forma distribuţională; din a-

ceastă formă se deduc formele diferenţiale şi integrale ale legilor. 
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In capitolul 4 se defineşte distribuţia intensităţii cîmpu-

lui electric generat de sarcina punctuală; cu ajutorul principiu-

lui superpoziţiei forţelor se stabileşte cîmpul generr^t de un an-

samblu de sarcini punctuale - deci cîmpul generat de o distribu-

ţie oarecare de sarcini; ecuaţia lui Poisson formulata în spaţiul 

distribuţiilor pune în corespondenţă biunivocă potenţialul şi sur-

sele care-1 determină, chiar în cazul sarcinilor electrice de vo-

lum nul. 

In capitolul 5 se studiază aspecte teoretice şi practice 
legate de realizarea unor module de redresare de înaltă tensiune, 

în cadrul unei colaborări de lungă durată cu ICPE Bucureşti; se 

scot în evidenţă soluţii practice privind realizarea unor module 

de redresare cu performanţe superioare, fiabile, competitive, 

care să înlocuiască importul. 

In capitolul 6 se sintetizează principalele concluzii ce 
se desprind din studiul efectuat, evidenţiind elementele origi-
nale ale lucrării. 

Contribuţiile originale ale autoarei se concretizează prin 
lucrări ştiinţifice, colaborări cu întreprinderi şi institute de 
cercetare, inovaţii şi invenţii /137 - l54 /. 

Pentru sprijinul generos acordat la elaborarea şi finali-
zarea tezei de doctorat, pentru îndrumările atente şi preţioase, 
îi sînt recunoscătoare şi îi aduc respectuoase mulţumiri, tovară-
şului prof.dr.ing. loan De Sabata, conducătorul ştiinţific al 
t ezei . 

Pentru preocuparea şi ajutorul acordat la tratarea unor as-
pecte matematice ale tezei, aduc călduroase mulţumiri tov.prof.dr. 
Borislav Crstici şi lect . dr .Mihai Neagu, de la Catedra de Matema-
tici a I .P.T.V.Timişoara/ 

îmi exprim întreaga gratitudine faţă de sprijinul c.cordat 
de tov.prof.dr.doc.Constantin Sora, pentru discuţiile şi îndrumă-
rile asupra lucrării, în cadrul dezbaterilor ştiinţifice ale Co-
lectivului de Bazele electrotehnicii. 

Prof .dr.ing.Toma Dordea, şeful Catedrei de Electrotehnică 
şi maşini electrice şi prof . dr . ing .Avram Heler, decanul Facultăţii 
de electrotehnică, le sînt recunoscătoare pentru condiţiile deose-
bite create în vederea finalizării tezei. De asemenea, aduc mulţu-
'miri'pentru buna colaborare, colectivelor de la Laboratoarele de 
înaltă tensiune din ICPE Bucureşti şi IPTV Timişoara. 

Sincere mulţumiri colegilor care m-au sprijinit pe durata 
elaborării lucrării. 
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C a p i t o l u l 1 

NOŢIUNI DE TEORIA DISTRIBUŢIILOR 

In acest prim capitol se definesc principalele noţiuni mate-
matice şi operaţii utilizate în lucrare şi se stabilesc notaţiile co-
r espunză t oa r e ; ele sînt în acord cu literatura matematica de specia-
litate (în plus, în lucrare, distribuţiile şi operatorii definiţi în 
spaţiul distribuţiilor se vor sublinia), /15,51,52,1?9,l3o, otc./. 

Pentru operatorii gradient , divergenţă şi rotor se determină 
expresia lor în distribuţii. în cazurile cele mai generale. In expre-
siile în distribuţii ale div^rgentei şi rotorului se introduc termeni 
suplimentari faţă de cei cunoscuţi în literatură, şi anume cei refe-
ritori la divergenţele lineică şi punctuală şi cel referitor la roto-
rul lineic. Demonstraţiile date nu au fost întîlnite în literatura 
consult ată. 

1.1. D e f i n i ţ i i 

Se definesc, în cele ce urmează, noţiunea de distribuţie şi 
spaţiile aferente ei (spaţiul funcţiilor test,c2^ şi spaţiul dis-
tribuţiilor, S)^ ) ; se definesc distribuţiile de tip funcţie şi cele 
singulare, de asemenea se definesc distribuţiile concentrate pe o 
mulţime, frecvent utilizate în lucrare. 

1.1,1. Distribuţiile şi spaţiul dis t ribuţ i l o r . 

înainte de a defini noţiunea de distribuţie este necesara in-
troducerea unei mulţimi de funcţii pe care aceasta opereaza şi anume 
mulţimea funcţiilor test sau f und<^ment ale , ast f el: 

Spaţiul funcţiilor test sau spaţiul fundamental, notat cu f) , 
este spaţiul funcţiilor definite pe R" , cu valori reale sau com-
plexe, indefinit derivabile şi cu suport compact•(sînt identic nule 
în afara unei mulţimi mărginite). Suportul unei funcţii - este închi-
derea mulţimii punctelor pe care funcţia este diferită de zaro. Alt-
fel spus, mulţimea funcţiilor test cvjprinde funcţiile ce nu derivate 
de orice ordin şi se anulează în afara unei mulţimi mărginite. In 
particular în cazul funcţiilor test de o variabilă, mulţimea funcţii-
lor test cuprinde funcţiile ce au derivate do orice ordin pe întreaga 
dreaptă reală'şi se anulează în afara unui interval finit. /52, lo3, 
12 9/. 
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Se numeşte distribuţie orice funcţională liniara şi con-
tinuă, definită pe un spaţiu fundamental. Valoarea distribuţiei T, 
pe funcţia test ^ ,se notează < T, > , deci < T , Y > = T 

Definiţia d<'ită include condiţiile: 

a) Distribuţia T este o funcţională pe £) : fiecărei func-
ţii test ^ C ^ îi asociază numărul (real), 

( 1 . 1 . 1 ) 

b) Distribuţia" J este funcţională liniară pe , c0 : 

dacă ^ ^ ^ ^ C o Q iar A şi ju sînt numere reale, 
atunci : 

< T , + ^ y > < T ^ ^ (1.1.2) 

c) Distribuţia T este o funcţională continuă pe £> 
dacă - ^ 0 , ^ -^,00 în , atunci 

< I O , K - ^ 0 0 . (1.1.3) 

Se notează cu "D* sau3D'(R) mulţimea distribuţiilor defi-
nite pe ; î)' - este spaţiul dist ribut iilor sau spaţiul lui 
Schwartz /5l.52 , lo3,129 , l3o,131,132 ,136/. 

Spaţiul î)' este liniar, deoarece combinaţia linirră a 
distribuţiilor T^ şi T^ este definită ca funcţionala: 

< A î i + - ^ < ^ /J < I 2 ' Y > • Y e : (1.1.4) 

Funcţionala A T^ + ^ T^ este liniară şi continuă pe , 
fidică aparţine lui X)'. 

Qacă , C ^ C c S , Iar oC şx (b - numere reale, prin 

definiţie averu: 

= < A Ii ^ u I2'V'> + ^ l2'V > - (1.1.5) 

deci funcţionala este liniară. Continuitatea decurge din continui-
tatea funcţionalelor T^ ?! I2 • 
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dacă Cpĵ  O . K ^ oo în î), atunci 

(1.1.6) 

Convergenţa în t)' se defineşte ca o convergenţă slabă a şiru-
lui de funcţionale: şirul de distribuţii T,, T ... din ti* , con-
verge către distribuţia J C î)', dacă, pentru orice e 33 , 

Exemple: 

1)̂  Dacă, f ,cste o funcţie local integrabilă (integrabilă 

pe orice mulţime mărginită) atunci funcţionala T^ , definită prin 

= [ f(x) (x) dx , V ^ e ^ . (1.1.8) 

defineşte o distribuţie.numită distribuţie de tip funcţie, sau dis-
tribuţie regulată (o generalizare a noţiunii de funcţii local inte-
grabilă). Se obişnuieşte, ca în,loc de T^, generată de f să se 
scrie f , adică 

< • ! . ? > = < î f . V > = I (x) dx' , t ^ v c ^ ^ (1.1.3') 
R " 

2). Distribuţia generată de funcţia treaptă a lui Heaviside: 

f O pentru x < O ( 1.1 .g) 

® = [ 1 pentru . x > O 

este o distribuţie regulată, distribuţia lui .Hef^viside , 

= \ q^(x)dx (1.1.9-) 
o 

3) Funcţionala cf » definită.de 

^ ( o ) . v ^ ' e ^ (1.1.Io) 

este o distribuţie singulară (nu este regulată), numită dist ribuţ ia 
lui Dirac. 

Notaţia T(x) » pentru distribuţia I , este formală, înţe-
legînd prin x , " argumentul funcţiei test, asupra căreia acţio-
nează funcţionala T . 

BUPT



- 7 -

1.1.2. Precizări cu referiro la denr>ltateo qenerHtr^ 
. de carclni punctuale. 

Distribuţia asociat.^ unui funcţii f, 1ocol c.uni;,bil.i. no 
poate interpreta ca o distribuţie do Gorcini definiţii prin donai-
tate^ f . Sînt numeroase expresii < T , ̂ ^ > , însă nu r^pnr-
ţine în general spaţiului I) . Dar fiucnre distribuţia Ţ , se 
poate extinde ca funcţionala po o mulţime c a m include f)e O . caro 
depinde de Ţ. Astfel, poate fi extinsă po spaţiul funcţiilor S . 
-ontinue în .or itj ifu-, _f la <^p<iţiul funcţiilor^/' , c, . f.-; s;'i 
fie sumabilă, otc. ' ' 

Pe de altă parte, practic nu se poate ni TJ cur a denr, i t a t r i a (io 
sar cină într-un punct, ci doar^densitatea medie într-o vucină-
tate suficient de mica a punctului, consider.îndu-se c.̂  acejnîita eioto 
densitatea în punctul respectiv; densitatea este dot ti r u i n a t : ; de 
" valorile medii" luate în v^^cinatatea fiecfirui punct. 

Dacă vrem să definim deneitatea de snrcina a unui purjct nia-
terifal, se repartizează (se distribuie) uniform sarcjna unit^ite în 
sfera de rază £ , S ̂^ . Densitatea medie este: 

^e " i 

• 
' ^ (1.1.11) 

Densitatea punctuală de sarcină - notată cu (x) , onte 
limita lunctuală a şirului de densităţi mcidii f^ ( ) ' 

C + cxD , dacă x=o (] .1.1^) 

cTCx) = lini fg^ (x) = ^ O , dacă x/o. 

£ o 

Integrala.din densitatea J (x) po orice volum V, tr,..buie 

să fie egală cu s^ircina conţinută în V : 

d (x) dx = <; 

Uar. conform ccu.-.ţlol (1.1.12). nu,nl,rui stîno 1 eo a 1 i f,. x 1- M . 1 . 1 ) 
eote întotdeauna egal cu zero. Contradicţia Io core c-. .jun. 
arată că densitatea cf(x) nu noato fi eg.lă cu linit. punctu.lă o 
şirului fj,(x) . O • 

Se determină lin.ita slabă şirului de funcţii f, (/•) . ^̂  
£ O . adică pentru orice funcţie conţin'^;; Y . r 
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mita şirului numeric 
r 

7 ^^ • cînd £ 

Se arată că 

O . 

lim 

o 
\ i^) ^ .(X) dx = (1.1.14) 

iar atunci datorită continuităţii funcţiei ^ (x), pentru orice 
l > O, există > O , astfel încît : 

M'(x) - ^ ( o ) I < ^ , dacă ' I X 1 < ^^ . 

Deci, pentru orice £ ^ , avem 

fe (X) dx - ^ ( o ) 
4 71 £ 

dx 
«l<£ 

aTce 
4^(0) 1 dx 

'xjce 

dx 

lxi<(îf 

7 . 

Limita slabă a şirului de funcţii f^ ( x ) , £ — ^ 
o funcţională care fiecărei funcţii continue de^(x) îi pune în co-
respondenţă numărul f "" valoarea funcţiei ^ ( x ) în punctul x = o. 

Această funcţională este, prin definiţie, densitatea (/(x). 

Deci. f ^ (x) - l - cr(x) , £ — • O , 

în sensul că pentru orice funcţie continuă are loc relaţia: 

dx — ^ 7 > ; £ O . (1.1.15) 

unde < ^^ , ̂  y este valoarea funcţionalei ^ , pe funcţia ^ , 
adică numărul ^ (o). 

Sarcina totală se obţine aplicînd funcţionala (densitatea) 
cT(x) funcţiei ^ ( x ) « 1 . 

, 1 > = l(o) = l'. (1 .1.16) 

Dacă sarcina concentrată în punctul x « o este Q . densi-
tatea corespunzătoare va fi Q ^ ( j O . Dacă sarcina Q este con-
centrată în punctul Xq , densitatea corespunzătoare va fi Qcl(xx-x^), 

cu 
^ Q ( X - X ^ ) > = Q ^ ( X ^ ) 

(1.1.17) 
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In goneral, dacă în punctele Xĵ  , l< = 1,2,,.. N sînt con-
centrate sarcinile Q^, densitatea corespunzătoare va fi 

N 

Y - n ' (1.1.18) 

K = 1 

Astfel, densitatea generată de sarcini punctuale nu poate 

fi descrisă în limitele noţiunii clasice de funcţie şi pontru a o 

defini trebuie să recurgem la noţiuni matematice mai generale -

funcţionale liniare şi continue (distribuţii). 

1.1.3» Distribuţii concentrate pe o mulţime. 

Deşi valoarea unei distribuţii într-un punct nu este defi-
nită, totuşi o distribuţie poate fi nulă într-uh domeniu conform 
definiţicji următoare: 

Fiind dată o mulţime deschisă XI C r"̂  , se cpune că dis-
tribuţia T este nulă pe , dacă 

< Ţ , ̂  > = O ' ^ (1.1.19) 

pentru toate funcţiile test cu suport inclus in SI. 

Se spune că două distribuţii I;^, I2 sînt egale peJ^ daca 

îl Î2 este nulă pe JTl . 

Deci prin definiţie 

Ţ^ = T^ pe JTL 

dacă 

< I l - I2 - ^ ' e ^ cu supp ^ C , 

adică pe baza lui (I.l4) , 

< T , , i f > > < 7 . V ^ ^ ^ ( 1 . 1 . 2 0 ) cu supp ^ a x i . 

Aceste definiţii permit considerarea distribuţiilor din 
punct de vedere local. Mai precis: putem şcrie egr^litatea r: doua 
distribuţii pe o mulţime X I . făra a prejudicia ce se intîi.plă 
în afara mulţimii /1o7)/. 

Să notăm c u o ^ Q p a r t e a ( submu 1 ţ imea) lui «Z) cuprinzînd func-
ţiile-test cu s u p p ^ C iX . D e c i ^ G şi supp ^^c jfZ 

Distribuţiile definite pe acest spaţiu f undarr.en t al 

(e^C o3 ) se va nota . Pe baza principiului de " nsaml^lare 

din bucăţi" /lo3/, se mai poate da o definiţie echivalenta a dis-

tribuţiei nule. hai întîi se defineşte ce înseamnă distribuţia 
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nulă în vecinătatea unui punct: T este n^jlă în vecinătatea unui 
punct X e R , dacă este nulă (conform definiţiei date mai sus) 

;într-o'deschisa, conţinînd acel punct. Apoi pe baza principiului 

amintit definiţia echivalentă a distribuţiei nule pe o deschisă Ti : 
T este nulă peXZ., dacă este nulă în vecinătatea fiec:irui punct 
din J ^ . 

Se numeşte suport al unei distribuţii T , complement a rea re-
uniunii mulţimilor deschise pe care se anulează aceriStă distribuţie; 
se notează supp T . Suportul unei distribuţii este o rriulţime în-
chisă. Dacă ea este şi mărginită - distribuţia este un suport com-
pact . 

Dacă o distribuţie I are suportul conţinut într-o"mu 1ţime A 
(supp T C A). atunci distribuţia T este concentrată pe mulţimea A 
(distribuţia lui Dirac 6 şi distribuţia lui Heaviside 9 sînt 
distribuţii concentrate în origine, respectiv pe servici a ^ cf,oo) . 

Din cele de mai sus rezultă: 

- Distribuţia T este egală cu^ zero în orice domeniu din com-
plementarea lui supp I • adică < J , > = O pentru orice 
pentru care supp Tfl supp Cp = p . 

Cu alte cuvinte dacă suportul distribuţiei nu are nici un punct 
comun cu suportul funcţiei* test, valoarea distribuţiei pe această 

^funcţie test este nulă, adică numărul pe care-1 pune în corespon-
denţă cu această funcţie test, funcţionala liniară reprezentată de 
distribuţia considerată, este numărul zero. 

Dacă C este o curbă netedă pe porţiuni, iar dl este elemen-
tul de linie, se defineşte distribuţia lui Dirac concentrată pe 
curba C, 6 r , prin formula : Lr 

Cf (X) dl , Y e â (1.1.21) 
c 

cu proprietatea esenţială că pentru puncte x £ C, avem cT^ = O • 

Dacă S este o suprafaţă netedă pe porţiuni, din R*^, iar 
ds este elementul de arie, atunci distribuţia lui Dirac concen-
trată pe suprafaţa S , cTs . ŞE defineşte prin formula: 

= ^ ( x ) ds (R"). X e r" (1.1.22) 

cu proprietatea că pentru x e 3 , ^ 

Dacă V este un domeniu din R'̂  , atunci distribuţia lui 
Dirac, concentrată pe domeniul V, se defineşte prin : 

< J w = 4^(x) dv , (1.1.23) 
— V 
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cu dv - elementul de volum, tfe'iîCR"), x e R" şl proprietatea că 
= O pentru puncte care nu aparţin lui V. 

De asemenea dacă f(x) este o funcţie indefinit derivabilă, 

aplicînd produsul că ai o distribuţie, rel.(1.2.3), avem: 

<f(x) . n \ f(x)T(x) dl (1.1.24) 

< f ( x ) (5 

<f(x) cî, 

Cf(x)> 

f f(x)M'(x) dl 

(x)<f(x) ds 

f{x)'f(x) dv 

X E R 

(1.1.25) 

(1.1.2^) 

'Observaţii : ^ 

Dacă f = , reprezintă densitatea lineică a masei dis-

tribuite pe r , masa totală de pe curbă este: 

j dm = 9 dl = < p ^ , 1 > . 

Distribuţia f « P ^r reprezintă masa totală M distri-
buită pe r , dacă se admite f = 1. Această funcţie nu aparţine 

spaţiului fundamental oO , deoarece nu are suport compact. Ueci 
unele mărimi fizice acţionează asupra unor funcţii care nu r^parţ.ln 
totdeauna spaţiului î) ; acestea corespund unor funcţionale care 
sînt definite pe spaţii mai lungi decît JD /52/. 

Pentru distribuţii oa reca re x) . ^ c o n c e n t r a t e pe curbe C, 

suprafeţe S sau în volume V). pot fi definite /52/: 

< f ( x ) == 

<f(x) > « 

< f (x).H>(x) > = 

f(x)^{x) dl 
C 
3 f(x)4^(x) ds 

f(x)^(x) dv 
V 

X € R" , şi 

supp f C C . S au V 

(1.1.27) 

(1.1.28) 

(1.1.29) 

Distribuţiile cu suport compact considerate ca funcţionale 
liniare continue definite pe t) se pot prelungi în mod biunivoc 
ş i c u păstrarea continuităţii pe spaţiul ^ al tuturor*funcţiilor 
indefinit derivabile (fără a ţine seama de suportul lor). In ast-
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fel de cazuri are sens de a considera < T , 1 > . 

1.2. Operaţii cu distribuţii. 

Se definesc op.oraţii simple cu distribuţiile (suma, produsul 
cu un număr, produsul cu o funcţie şi operaţii mai complexe (deriva-
rea, produsul tensorial şi produsul de convoluţie). 

1,2.1. Opieraţ^i_s_im£l^. 

Se definesc / 1 1 . 1 2 , 1 3 ,18.34,35.51.52.57,61,7o,lo3,lo4.129,l3o, 

136/. ^ produsul unei distribuţii cu un număr 

< M = , . X e R ; (1.2.1) 

- suma a două distribuţii: 

< I i ^ l2 = < I 2 I i ' • 

- produsul dintre o distribuţie şi o funcţie indefinit deriva-

vabilă 

< a = H'ei) , î)' . d e c " " (1.2.3) 

Cu aceste operaţii şi cu convergenţa slabă, definita prin rela-

ţia (1.1,7) se arată /52/ că spaţiul distribuţiilor este un spaţiu 

complet. 

1.2.2. Derivarea dist£ibuj_ii,lor^ 

Prin definiţie, derivata unei distribuţii definită pe spaţiul 
funcţiilor test reale de o variabilă reală este dată de relaţia: 

< T ' , > = - X T > ^ v ^ e ^ (1.2.4) 

sau derivata de ordinul K 

cu precizarea că eupp ţ(^) c supp T , V f C S . 

In consecinţă, orice distribuţie nre derivată de orice ordin 

şi derivata distribuţiei este tot © d i s t r i b u ţ i e . 
In cazul distribuţiilor definite pei)(R'^). adică pe spaţiul 

• funcţiilor test de n variabile, se definesc derivatele parţiale nle 
distribuţiei T după formulele: 

^T. = - < I , . ^ ^ e î)(Rn) (1.2.4") 
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< - (-1)2 < T > 

Ordinea de derivate nu contează, dat fiind că derivarea 

distribuţiilor se transferă asupr» funcţiilor test, conform forn^u-

lelor de mai sus. 

Pentru distribuţii generate de funcţii f, de clasa c"^, de-

rivata în sensul teoriei distribuţiilor şi distribuţia deri-

vatei în sens obişnuit sînt egale: 

f (K') f e c " K < m (1.2.5) 

Dacă f este o funcţie de o variabilă independentă, inde-
finit derivabilă pentr^u ^ < ŞÎ ^ ^ ^ Q ' astfel încît deri-
vata sa are o limită la stînga şi o limită la dreapta în punctul 

xo. notînd f , f derivatele distribuţiilor _f 
(m) 

definite pentru 

X » X Q » V 

în sensul distribuţiilor şi cu jjF 
tribuţiile der^ivatelor în sens obişnuit, 
şi X > X şi nedefinite în x = x^, atunci P.U loc formulele: 

dis-
X <C X^ 

= 
- (f) cfx^. s^x^(f)'^x^) ^ 

( 1 ) p ( m ) o 
+ s : ^ ( f ) ^ x 

o' '̂ o 

(m-1) 

o ^ ®'xb 

(1.2.5) 

^ sV'-i (f). cT, 
(m-2) 
X _ 

fn-2 
^xo — ' o 

+ 3 . cTx, + ( f ) cTX 
(m-1) 

^ o 

unde o x €. rezultă din definiţia derivatei 
— o 

iar s^"^"^^^ este saltul derivatei de ,ordinul (m-1) funcţiei f . 

(1.2.7) 

în X o • 

Dacă f este o funcţie scalară de punct indefinit deri-
vabilă peste tot cu excepţia punctelor de pe o suprafaţă S C R^, 
funcţia f şi derivatele sale prezintă un salt la trecerea prin 
suprafaţa S , expresia derivatelor parţiale în sensul distribu-
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ţiilor, a funcţiei f , în coordonate x., este: iS 

unde I 
9 f 

3 f cos( n^ • '-'k̂  — ( 1 . 2 . 8 ) 

este distribuţia dată de derivata parţială în sensul 
teoriei funcţiilor, definită pentru F ^ S şi nedefi-

nit^ pentru r € S ; 

J S 

natelor x K 

^ ( n g . Uk 

este saltul funcţiei f la trecerea prin suprafaţa S 
în punctul considerat şi în sens crescător al coordo-

) este unghiul format de vectorul unitar "n3p normal 

la suprafaţa S. orientat în sensul crescător al co-

ordonatei x,^. cu vectorul unitar al axei x,< ; 

cfg este d i s t r i b u ţ i a lui D i r a c c o n c e n t r a t ă pe s u p r a f a ţ a S . 

Dacă f ( . . . este o funcţie avînd gradul de omogeni-
tate l-n, local integrabilă, n fiind dimensiunea spaţiului, atunci 
der ivatele ei parţiale' în sensul distribuţii lor sînt 

'3 x^ f (xi,x2. 
f(xi.x2 xn)l 

. ( - I ) i - l c f ( x l , x 2 ) > > > . x n ) f ^ f ( x i , x 2 ) > > . , x n ) d x i dx2 • • • dx i. .dx , . d x , , 

^ (1.2.9) 
unde : 

i = 1.2,...n ; 

D este un domeniu mărginit din R ; 

r este frontiera domeniului D . 

1 , 2 . 3 . P r o d u s u l t e n s o r i n l şi p r o d u s u l de c o n v o I u ţ i e . 

Produsul tensorial (dir^ect) a două distribuţii T x ) (R") 
şi T^Xy) c D ' (R'") se defineşte prin relaţia 

< T ^ ( x ) X 1^(7). Y ( x , y ) > = < T ^ ( X ) , < T 2 ^ , V^(x,y)»(1.2.1o) 

cu x e RH^ yCRni^ (R̂ -̂»"'̂ ) şi este o distribuţie defi-
nită pe spaţiul fundamental D (R^^'"). Suportul ei este constituit 
'din produsul cartezian al suporturilor celor două distribuţii: 

supp T^(x) X supp T^^(x) X supp T^i^) 
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Produsul de convoluţie a două distribuţii x) , Tg(x) C i)' , 
^ e (r") este o distribuţie; definită cu ajutorul produsului 
direct 

- - (1.2.11) 

- < T^(x) (x + y ) » 

în una din următoarele condiţii: 

a) cel puţin una din distribuţiile şi T2(x) are suport 
compact; 

b) ambele distribuţii TT(X) şi T^(x) au suporturile mărgi-
nite în c^ceeaşi partei ^ 

Suportul produsului de convoluţie este cuprins în închiderea 
sumei suporturilor celor două distribuţii. 

Distribuţia lui Dirac are rol de unitate în raport cu produ-

sul de convoluţie. 

1.3. D e f i n i r e a o p e r a t o r i l o r în spaţiul d i s t r i b u ţ i i l o r . 

. Formele în distribuţii <'île gradientului, divergentei şi ro-
torului au fost utilizate în literatură /9l/, fără îns-i a fi de-
monstrate integral (se introduc termeni suplimentari referitori la 
divergenta lineică şi punctuale şi la rotorul lineic). 

1 .3,1. G r a d i e n t u ^ . 

Avînd o distribuţie de tip funcţie jf^^ 1)', se deiineşte 
distribuţia gr c-'dient ului şi sensul teoriei dist ribuţ iilor n rad 
prin relaţia: 

, C f > = I ^ ^ . J ^ f . K 1 . ^ > = 

= . < f . W ^ - _ . ) 3 . - C f . V C f > (1.3.1) 
- 3 x " ' a y 

Calculînd derivatele parţiale fie distribuţiei cu relaţia 
(1.2.8), dacă funcţia are un salt la trecerea printr-o suprafaţă S, 
avem; 
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f "F] G C O S ( A G . X ) J G 

3 y 

3 

V f l + [f ] g cosfOy.y) cTg 

l l 

5(n„.z) J , 

(1.3.2) 

înmulţind în (1.3.2) cu I J . x şi adunînd pe verticală se obţine 

gra£_f = I g r a ^ ^ + [f]s "S ^ S 

H g [ f ] g = gradg f - este gradientul superfinal al funcţiei f 

Relaţia devine: 

grad f = l^rad grads f ̂ s (1.3.3) 

şi este valabilă în R^ = VQO 

Referitor la volumul V ^ C V ^ . relaţia (1.3.3) ia forma: 

gradv^ f = aT^d v^ + S = ^ D v^ 
(1.3.4) 

în care: grad ^^ f este simbolul distribuţiei gradientului în V^^ , 

grad f şi gi"ad gf gj^t gradientul şi gradientul superficial al 

funcţiei f. în cTy^ şi is^; sînt distribuţiile lui Dirac concen-

trate pe V^ respectiv S' = S 0 V^ . suprafaţa.de disconţ.nuxtat. 

pentru f î? V^--. In adevăr.,cu relaţiile (1.1.26) şi (1.1.29) se 

obţ ine: 
^ g r a d frf^ < jgrad f^ grad f ̂  dv 

1.3.2. D i v e r g e n t a . 

Dacă distribuţia vectorului 

G = Gx 

G : 3 

T . G y l - ^̂ z K 

^ R^ . atunci trebuie să existe relaţia 
este ^ : oO — ^ 

adică G x . G y G z trebuie să fie distribuţii 

Gx ^ ' D ' şi _ £ z ^ t)' 

Se defineşte div.Q ^ t* prin relaţia 
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< d i v ( 3 = < (-
3 y 9 z 

- < G 
- 9 y 

(1.3.5) 

Se admite că în R^ există suprafeţe S de salt al compo-

nentelor normale ale vectorului, curbe C şi puncte P în qare vec-

torul nu este definit. 

Pentru calculul derivatelor parţiale din relaţia (1,3.5) 
se aplică formula (1.2.8) pentru calculul derivatei distribuţiei 
în sensul teoriei distribuţiilor, cînd vectorul prezintă salt la 
trecerea prin suprafaţa S şi formula (1.2.9) pentru calculul de-
rivatelor parţiale în sensul distribuţiilor în cazul funcţiilor 
avînd gradul de omogeweitate egal cu -2 (deoerece l-n=l-3= -2), 
cînd'f rontiern domeniului D, notatf, în relaţia (1.2.9)i,' este 
o suprafaţă Y1 c înconjoară curba C sau o suprafaţă Y 1 p ^^ 

înconjoară punctul P. 

Derivatele parţiale ale dis t ribuţ iilor ^^ ^ z 
devin : 

i G . 
3 x — 

3 y 
Gy 

+ G v X 

' dGy 
-f G J 

3 y y 

-l- G z 

cos (ng,x) cT^ + cr( X ,y ,z) 

cr(x.y.z)\ Q ^ d y d z (1.3.6) 

n o . y ) cTs - ^ ( x . y . z ) cos (ng.y) d ş 

+ c f ( x , y , z ) 

G y d z d x 

G y d z d x (1.3.7) 

JP 

cos (ng.z) c^s + (x.y,z) G z d x d y 

+ c f ( x . y . z ) l Gzdxdy' ( 1 . 3 . 8 ) 
• ' )jp 

Prin însumarea relaţiilor (1.3 .6) , (1. 3 .7) şi (1.3.8) pe 
verticală se obţine: 
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9 G y 

9 y - 8 z 3 x 
' + < 

( c o s ( H O . X ) + C03 (ng.y) + G z cos (ng.z)) + 
S ^ 

+ c ^ C x . y . z ) \ G x d y d z - G y d z d x G z d x d y ) + 
J J Z c 

+ ^ ( x , y , z ) j j (Sxdydz - G y d z d x G z d x d y ) . (1.3.9) 

Membrul stîng reprezintă distribuţia divergenţei în sensul 
distribuţiilor, conform.definiţiei (1.3.5) 

G x - — ^ " T 7 G S = d i ş ^ (1.3.Io) 

SGy -l- < 
9 G Z 

d i v G 1 (1 . 3.11) 
9 y | 9 y g 2 

1 L 1 

reprezintă divergenta de volum în sens clasic. 

Termenul referitor la suprafaţa de salt S, devine: 

f\ 
G: 3 c o s ( n 3 x ) + Gs cos (ngy) + 

. n^ ^ = G • "S • -^S " ^^^ s 

cos (n^,z)J (62-^^1) • 

(1.3.12) 

şi reprezintă produsul divergentei superficiale pe suprafaţa S cu 
distribuţia lui Dirac concentrat^ă pe e a ^ P e n t r u a calcula termenul 

' referitor la curba C. se aleg ^ şi dl' , asociaţi după regula 
burghiului drept (fig'.l.l). 

Pe curba C se alege un sistem local de referinţă, de coordo-

nate cilindrice r, -0, z. 

Se calculează exprosia de sus integrală, de forma: 

G ^ dy dz - G'y dz dx + G ^ dx dy (1..^>.13) 

în care proiecţiile pe axe ale vectorului sînt: 

Gx = Gy. cos -0 - G ^ sin -0 

G y = G ^ sin . G ^ cos H (1.3.14) 

G z = G ^ 
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Fig .1.1 

cu elementele de arie 

dy dz = r cos 8 d 6 dz 

dz dx c - r s i n 9 dfi dz 

dx dy » - r ^ s l n e cos e ( d 9 

(1.3.15) 

înlocuind (1.3.14) şi (1.3.15) în (1.3.13) se obţine: 

Gxdydz - G y d z d x -i- G z dx dy « (G^ cos 9 - G e si^B) rcos 9 d 9 dz + 

+ (G^ sin 9 + G g c o s 9 ) r sin 9 d 6 dz - G z r ^ s i n 9 cos 9 (d 9 , 

= G ^ r c o s ^ 9 d 9 dz -Ggr s i n 8 c o s 9 d e d z G ^ r s i n ^ 9 d 0 d z + 

• G g r cos9 sin 9 d 9 dz - G ^ r^ sin 9 cos 9 ( d 9 )^ « 

= G r d 9 dz - G , r^ sin 9 cos 9 (d 9 

Integrînd pe o suprafaţă cilindrică elementară 

(1.3.16) 

H de 

înălţime dl' pe curba C (fig,1.1), unde G z şi r se consideră 
constante, deoarece 
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\ G z r^ 5 ĵ n 6 cQQ s in 0 cos 9 ( d 0 ) 

î'c Z c 

2 
2 a i n ^ e 

- 2 / r G ^ r̂  O , (1.3.17) 

o 

se obţine 

G r ^ d d d z = d l - d i v G c T C x . y . z ) - d l ' d i v G " ^ { o . a . o ) , 
^^L'c (1.3.17') 

unde ^ (o.o,o) este funcţia test în punctul de origine al sistemu-

lui de coordonate local, ales^iar dl=dl' . Pentru toata suprafaţa L^. 

care înconjură curba C, 

j (x>y.z) j Q^ r d e d i = \ d l ' d i v ^ G 7 ( P ) = div^^G c T ) (1.3.18) 
^ C c 

p e C 

unde 7 (P) este funcţia test ^ din punctul PGC. originea sistemu-

lui de coordonate, iar este distribuţia . lui Dirac concentrată 

pe curba C. 
Pentru punc_tul P, care nu aparţine curbei C, (fig.3.1) dar 

în care .vectorul G nu este definit, se calculează: 

cr(x,y .z) 

t p 
(Gxdydz - G ydzdx + Gzdxdy) (1.3.19) 

pe suprafaţa X p ce înconjură acest punct. 

Se alege un sistem de coordonate local_^ cu originea în punc-
tul P şi se exprima componentele vectorului G în coordonate sferice; 

G X « Gp- sin 6 c o s ^ - Gif sin f + G g cos 0 c o s ^ 

G y - G r sin 0 sin ^ ^ G^ cos ^ ^ ' Gg cos 6 s i n ^ (1.3.2o) 

z a COS 0 - G @ s i n 0 

cujQlementele de arie: 

dy dz = r^ sin^ 0 cos4^ d d G 

dz dx = r^ s i n ^ G s i n ^ d M ^ d 0 (1.3.21) 

dx dy = r^ 3in e cos Qd'f d 0 
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înlocuind în expresia de sub integrală se obţine : 

G xdydz "G ydzdx + G zdxdy « ( p ^ G ^ sln^G c o s ^ ? -

-r^Gcf sin Y c o s ? + r ^Gq sin^& COSSCOS -

- r ^ C R sin^e sin^Y - r ^ G y sin^Q s i n ^ c o s Y - r^G^ sin^© cosS sin^^^ 

+ r^G ^ s i n © cos^G - r^ s i n ^ G c o s ^ ) d ^ d ^ (1.3.22) 

Prin integrare pe suprafaţa ce înconjură punctul P 
(fig.1.1) se obţine: 

2H 

sin^e c o s ^ de d 7 = 

, li 
sin^e âd 

211 

cos^? d? - - 3 cosesin% + ^sin 26 

sin^e d9- d ^ = sin'e d0 
'A 
sin^^' d ^ » - icosflsin^el' . 

2k 

zî 
.(- sin 2S ) 

• sin^Sslnf bose' d S sin'^ cosV d ^ 

. (- 1 sin 26 ) '. i sin^y 
2 

2/L 

sin 20COS(9 cos^^" d e d ^ = ( s i n ^ e c o s â d e COS^Y d<f 

2,'i 

= 1 sin^a . i sin 2Vj = O 

2'i 

sln^âcosO sin^Cf d e sin^e cosâ dâ sin-^ d f -

2 li 
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2% 

sin^S cos6 dS d ^ = sin G c o s 9 d(5 

/ ^P 

2r 

sin 6 cos^e de â^ = sin& cos^Q dQ 

2 li 

d-^ = - cos 

.'C 

( 1 . 3 . 2 3 ) 

Cu aria sferei Z p . egală cu 4 ̂  r^ , rezultă: 

cT (x,y,z) r ^ G ^ sin 6 cosQ d6 d ^ = cr(x,y,z) G . ds 

Cr(x,y.z) div^G = d iVpG ^ (0,0.0) = d i v ^ G cf p , (1.3.24) 

originea sistemului de coordonate, fiind în punctul P. 

Cu ajutorul relaţiilor (1.3.Io). (1.3.11). (1.3 .12),(1.3.18) 
şi (1.3.24) se obţine distribuţia divergenţei în sensul distribuţii-
lor 2 

d i v G d i v G U div^G cTg -l- d i V j ^ G ^ ^ + d i V p G c ^ p ( 1 . 3 . 2 5 ) 

Această relaţie se referă la cazul cînd se ia în considerare 
întregul spaţiu R^ = Voc • Dacă ne referim la volumul V^^-CJ.V^j este 
util să se i n t r o ^ c ă distribuţia divergenţei în V^ , notată) prin 
simbolul d i v ^ ^ G 

Rezultă 

d i V y ^ G = d i v G cTy^ + diY/^^sfs'.snV^: ^ ^c-.. c n 

^ Z I diVp G c ^ . 
pe V 

( 1 . 3 . 2 6 ) 

deoarece ne intere.^ează suprafaţa de salt S' inclusă în V . 
curba C- şi punctele P, numai din V ^ : iar cu relaţiile (1.1.25) 

şi ( 1 . 1 . 2 9 ) 

< div G = < d i v G > d i v G ^ d v , 
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reprezentînd divergenta de volum în V ^ , în sens clasic. înmul-
ţită cu distribuţia,lui Dirac concentrată în acel volum. 

1 . 3 . 3 . R o t o r u l . 

Se defineşte rot G g î)' prin relaţia: 

< r o t G . > = < 

- 3 G 

9 y 
•) - J (-

k -

3 z dy_ ' J 

- 9 0 i 

D Z D X 

= T<Cz , 
a z 

9 y I 

x - - ^ ) + 
• — a 

j . < G z , G y. - ^ K C G . ^ > (1.3.27) 
3 x ^ x - " " ^ y 

Pentru determinarea expresiei distribuţiei rotorului în 

sensul distribuţiilor, se aplică formula (1.2.8) care expriiDO de-

rivatele parţiale ale distribuţii lor , cînd vectorul C^ prezintă 

salt al componentelor tangenţiale pe suprafaţa S şi formula 

(1.2,9) pentru calculul der_,ivatelor parţiale ale distribuţiei 

pe curba C pe care vectorul nu este definit. In relaţia (1.2.9), 

frontiera domeniului, es^te (fig.1.1). 

Derivatele parţiale care intra în expresia (1.3.27) sînt: 

+ 

9 G = + 

3 z - y 

B z -̂ -ii 3 z 

G, 

cos(n ,y)cr5 - cr(y.y,z) dz dx 

Tn 
d X d y C y 

G 1 COS(TT,.Z)^3 X JG Ic 

dx dy) 

( 1 .3.2B) 
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9 r • G z . 9 G 

9 x - y 

9 r 

G , dydz 

G ^ c o 8 ( n g . x ) f g L Gydzdx 

2G, 
' -f 1 . X 2) 

•c 

( 1 . 3 . 2 9 ) 

Calculînd proiecţiile rotorului după axe. se obţine: 

^ G , - J - G 9 y 8 Z ::Ly 9 y 9 z ^co8 (ng y) 

- [ G y J S C08 - cf (x .y.z) j dzdx • G y d x d y j c 1.3 . 3 0 ) 

unde 

^ z - l - G , : rot G 
9 y ^z — y 

1 » , , rot G 
8 y X 

( 1.3.31) 

(1.3.32) 

In coordonate cilindrice (1.3.14 ), termenul de sub inte-
grală devine: 

dzdx • G ^ d x . d y - - r s i n d 6 dz ) ^ ( G ^s in + cos . 

( - r e i n 6 cos © ( d e ) ^ ) . - r G ^ s i n S d G d z - r^(5^sin%cos0( d e ) ̂  -

^r^GQsmecos^eic^e)^^^ 

Prin integrare se obţine: 
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- r 

3 i n 0 d 0 dz - r^ S 

G o s î n S c o s ^ e (d = o 

sin^O cosO ( dR \ ̂  

% 
idâ -

2/( 2 li 

sin8d6? = O j sin 6 cosQ 66 

,2/[ 

sin^â^ {s±ne ) ' d6 = ^^^^^ 

3 

sin 6» coe^Q ( d 0 ) ̂  = - cos^Q 
3 

2/(1 

(1.3.33) 

A doua c o m p o n e n t ă a rotorului este: 

G . 

G ^ - C - = ^ G x 1 [ 9 G , 1 

^ z X XJ, cos(n^,z) -

. c o s ("o.x)) cT + CR(x,y,z) 
( G x d x d y - d y d z j , ( 1 . 3 . 3 4 ) 

unde, se n o t e a z ă : 

r ^ r 7 -
2 z 9 X — ^ y 

G Î J = rot L-7 1 . y 

(1.3.35) 

(1.3.36) 

iar e x p r e s i a de sub .integrală devine: 

G ^ dx dy - G^ dy dz = 

( G ^ c o s 0 - G e s i n e ) ( - r ^ s i n â cos6^ ( d ^ - G ^ r c o s d dz -

" s i n ^ c o s ^ O ^^^ Q { d â Cy _ 
2 

P r i n -integrare se o b ţ i n e : 

rco! . - d:^ dz . 
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( - r ^ G ^ s i n O c o s ^ O ( d O s i n ^ ^ cos 6 ( d e -

_ (J^ r cosS dedz) = 

= -r sinC' cos'^â (d^ ^^^^ ^ 
3 Ir 

2/̂  

r cos e dc7 dz = -

2''C 

sin^O (sin 0 )(d0 

COG^â ( C O S 0 + 

G ^r c o s 5 d 6 dz = O ( 1 .3 .37) 

A t r e i a c o m p o n e n t ă e s t e 

Oy G = — 

B y 1 

+ cr( X , y , z 

1 1 
- ^ T T ^ j ̂ [iGy]^ COS(H3,X)-:G^ ; cos(?i3,y)Os 

i.y J ^ ^̂  

G ^ dz dx + G ^ dy dz 

unde se noteaza: 

^ ' 9 r rot G 

•dG, 1 

Şx_ ) 3 y . 
= 1 rot 

( ] 

( 1 . 3 . 3 9 ) 

iar termenul de sub integrală devine: 

G y dy dz + G ^ dy dz = (G^ sin 0 + L^gcosSj rcos - d v' dr 

+ ( G p C O s G - G e s i n 0 ) ( - r s i n G d G d z = 

= r G ^ sin 0 cos 0 d 6 dz + r G ^ coŝ 't̂  d 6 dz -

- i^Gr s i n 9 c o s 9 d 0 d z + r G o s i n̂ 'fv ̂  = 

- r G e d 0 dz . 
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Acest termen se integrează pe o suprafaţă Z • cilindrică 

elementară ataşată elementului de linie dl', al curbei C. ca la 
calculul divergenţei: 

cf (x.y.z) r G ^ d S d z u/cRx^y ,z)dz u^ rot^G » rot ̂ G ^ ( o, O , O) dl' 

Considerînd integrala ^ , se obţine: 
L» 

cT (x,y,z) r C ^ d â dz u 
t 

dl' rot^GCf(P) = rot^Gcf^, (1.3.41) 

P£C ' 

unde ^ (P) este funcţia test concentrată Intr-un. punct P, pi. 

curbei C, iar cT este distribuţia lui Dirac, concentrată pe C. u 

Pentru suprafaţa S, cu 

H g s cos + cos(ng,y)J + cos(ng.z) K 

şi G 3 = i + 1 + K 

din produsul voctorial 

I 

rezultă: 

j K 

cos(?îg,x) cos(rT2,y) cosCn^.z) 

Gx G y G z 

([G zjgCOsCng.y)- [Gy]^cos(n3,z)) i + ( [G^ ]^cos( n^ , z ) -

C^] cosCng.x)) J "-(f^yls cosf^S'"")" cos(n_,y) K Os 

(1.3.42) 

( 1 

= ( n g x G g ) d s - r o t ^ G ^ s 

Din relaţiile ( 1.3. 3 1 ) . ( 1.3 .32) . (1.3.33).( 1 . 3 . ) , ( 1.3.36) 

. 3 . 3 7 ) . ( 1 . 3 . 3 9 ) . ( 1 . 3 . 4 0 ) . ( 1 . 3 . 4 1 ) şi (1.3.42). se obţine: 

r o t G i + rot G^, j + rot G K = 

rotb^^U + r o t G , 3 * r o t G K + 

rotG = rot G * fo^g'^ ^s 
(1.7.43) 
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expresie valabilă în întreg spaţiul R^ = Voo . Dacă nejreferim la 
volumul y^- <C Voo . ca în cazul divergenţei, avem: 

^ J^gLsnVj^ (1.3.44) 

unde: S* este suprafaţa de salt a componentelor tangente nle lui 
G , îar C" este o curbă pe care vectorul G este nedefinit. 

Observaţie importantă : 

Dacă operaţiile gradient, divergenţă şi rotor sînt operaţii 

punctuale, cele definite în distribuţii prin relaţiile (1.3.4), 

(1.3,26) şi (1.3.44) sînt operaţii globale. 
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C a p i t o l u l 2 

MĂRIMI FIZICE ALE CORPURILOR SI CIMPULUI 

ELECTROMAGNETIC' IN SPAŢIUL DISTRIBUŢIILOR. 

Se ştie că în literatura tehnica s-au utilizat Gporadic 

unele distribuţii - mai ales cele legate de de.nsităţile volumice 

de sarcină electrică /4l, 64, 91/. 

In cele ce urmează se vor defini riguros, densităţile volu-
mice de sarcină electrică distribuţionale, atît pentru snrcini 
electrice libere, cît şi pentru sarcini de polarizare, cu reparti-
ţie punctuală, lineică, superficială şi volumică, calculîndu-se 
totodată şi sarcinile electrice ce determină repartiţiile respec-
tive; se defineşte distribuţia intensităţii curentului electric 
de conducţie şi densităţile ei; se definesc ajioi distribuţiile 
vectoriale de polarizare electrică şi magnetică, inducţie şi in-
tensitate de cîmp electric şi inducţie şi intensitate de cîmp mag-
netic.> 

Definirea densităţil or volumice distribuţionale pentru 
toate repartiţiile posibile de sarcină electrică rre .vantr.jul 
utilizării unui limbaj unitar şi rl c^ropierii dintre limbajul ma-
tematic şi al determinărilor experimentale; ultimul aspect este 
rele^vant şi în legătură cu definirea vectorilor de pol-rizare e-
lectrică şi magnetică. Definiţia intensităţii curentului electric 
de conducţie în spaţiul distribuţii lor, pe lîngă cele doua van-
taje menţionate mai sus, cuprinde şi un termen suplii entar ncuti-
lizat în teor ia clasică, datorat discon t inui t .̂ţ i i s. rcinii elec-
trice, în mom'^ntul t^, un impuls de curent - ceea ce de fapt este, 
din nou, o exprimare matematică mai r.decvată a unui fenomen fizic 
idealizat. 

Mărimile vectoriale ale cînpului, definite în spaţiul dis-
tribuţiilor se vor utiliza în formuL.rea formei dis t ribuţ ion..le a 

legilor cîmpului electromagnetic. 

Definirea stratului dublu şi a densităţii Sule volumice în 

spaţiul distribuţiilor /52/ ya constitui o formă mate.natică acce-

sibilă aplicaţiilor din .ultimul caoitol., 

contribuţiile originale - legate de definirea ric;uroasă şi 
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sistematică în cadr ul teoriei distribuţiilor a mărimilor fizice 
ale cor purilor şi cîmpului electromagnetic sînt prezentate deta-
liat în paragrafele următoare; parţial, unele rezultate au fost 
publicate sau prezentate la sesiuni ştiinţifice /139,l4l.153/. 

2.1, SARCINA ELECTRICA SI DENSITATILE EI. 
DENSITATEA DE DUBLU STRAT. 

2.1.1. Densj.tatea^volL^mj.c^ ^e__s_ar£ină__eJLe£t£ică__pun£tuaj.ă_^ 

Sotînd distribuţia lui Dirac concentrată în punctul P , de 
rază vectoare r , prin ef̂  ( r ) , definită cu relaţia : 

< ^ p ( r ) . ^ ( r ) > = S ' ( P ) , ? € R ^ , V Y ^ S ( 2 . 1 . 1 ) 

se defineşte densitatea volumică a sarcinii punctuale, în sens 
distribuţional, mărimea: 

^p(r) = Qp cTpCr) o (2.1.2) 

Se introduce următoarea definiţie /I5l,l32/: se numeşte -
printr-un abuz de'limbaj - "integrala" de volum a unei distribuţii, 
notată cu [ ^ dv, suma tuturor distribuţii lor definite pe volu-

J^ ""mul considerat, cu funcţia test 'f(*,y,z) = 1. 

"Integrarea" densităţii volumice a sarcinii punctuale pe vo-
lumul V. care include punctul P, conduce la suma sarcinilor punc-
tuale din V : 

9p(r)dv = Z l < ) . ! > = Qp <crp(r^ ).!>= / 
V X = 1 A = l 

{ ' .1.7.) 

2.1.2. Densităţi diştribuiionale de_sarclnă_electrică_ 
2ibej:ă_şl iie_ 2Qla£±zare_^ 

in cazul sarcinii electrice libere se pot defini în spa-
ţiul distribuţiilor D'. distribuţiile densitate volu.nică cie mar-
ină electrică repartizată lineic. ^ pe curba ^ 

pe suprafaţa S, • ' ' 
troduc cu ajutorul distribuţiilor lui Dirac concentrate pe curbă, 
suprafaţă sau în volumul respectiv, notate cT^-^s-cf^, definite 

iprin relaţiile (1.1.21).(1.1.22) şi (1.1.23). cu proprietatea 
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esenţială.că suportul fiecăreia dintre ele este inclus în 5 , c 
sau V. Astfel avem următoarele relaţii de definiţie a densităţi-
lor volumice distribuţionale repartizate lineic, superficial şi 
volumic: 

?3(r) -

( 2 . 1 . 4 ) 

' J l Ş ' ( 2 . 1 . 5 ) 

Conceptul de densitate volumic.n de sarcină are un sens fi-
zic, dacă prin integrarea ei pe volumul respectiv, se obţine sar-
cina totală din volumul considerat. Ştiind că prin f(K)dx, 
f(x) £ , cu suport compact, se înţelege numărul < f , Y > , 
unde ^ e D şi ^^ = 1 , rezultă: 

C 

< 9 ( ? ) , 1 > - < 9 3 ( ? ) ^ ?3(r )ds = Qg ( 2 . 1 . 8 ) 
s 

unde: Q^, Q^ şi Q^ reprezintă sarcina electrică libera ce în-
carcă curba C, suprafaţa S, respectiv vo-
lumul V. 

Distribuţia densităţii volunice de sarcină electrica din 
întregul volum . se introduce prihtr-o distribuţie regu-
lată şi deci integrala sa va fi: 

. 1 > 9(7) dv = Q , ( 2.1.10) 
V 

V. 

sarcina electrică totală din V^ 

Prin .definiţie, se introduce distribuţia densităţii volu-
mice a sarcinii electrice libere, referitoare la volumul V^ . 

în forma: 

— r ^ — r 
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unde ^ 
— V^ ' 2 s ' = s n v ^ ' S c ' ^ c n v ^ ^^ ^ P ^ ^^^^ distribuţiile 

lui birac concentrate pe volumul v^ , su'^prafaţa S' ce rezultă 
din intersecţia suprafeţei S cu volumul V^ , curba ci ce rezultă 
din intersecţia curbei C cu volumul V^ şi în puncte P cuprinse în 
V . astfel spus distribuţiile lui Dirac sînt concentrrte pe su-
prafeţe, curbe şi puncte incluse într-un volum V ^ 

In baza definiţiilor date pentru distribuţiile concentrate 
în V^ , pe S-, C° şi P^ . relaţiile (1.1.24). (1.1.25) şl (1.1.26) 

la ^̂  » 1 , se obţine: 

= 9^dv + ds f _ 3 dS f jYidl Q ^ = Q (2.1.12) 

Vr , s- C' 

în care Qy reprezintă sarcina liberă totală închisă d^ supra-
faţa £ 

Pentru sarcinile de polarizare se pot defini în mod similar, 

distribuţiile : 

f p(r) = J p ( r ) (2.1.13) 

9'i(r) = P ' i ( r ) £ c (2.1.14),. 

(2.1.15) 

în care: Qp - sarcina punctuală de polarizare; 

•p'lC r) . ?s( r) . 9v(r) - densitatea lineicS, superficială 

şi volumică a sarcinii electrice de polarizare. 
In întregul volum V ^ ^ . distribuţia densit.'.ţli volumice 

de sarcină electrică se introduce printr-o distri.buţie regul. tă şi 
deci integrala ei va da sarcina electrică de polarizare, tot.lă. 

< > =j ^^ = • (2.1.17) 

^loo 

se introduce, prin definiţie, distribuţia densităţii volu-
m i c e a s a r c ^ a i electrice de polarizare, referitoare la un volum ^ 
mărginit de suprafaţa Z • -stfel: 
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unde: ' ^ s ' ^ sînt distribuţiile lui 
Dirac concentrate pe volumul V^ sau pe suprafeţe S ' . curbe C 
şi în puncte P^ incluse în volumul V^ . 

Si aici rezultă sarcina de polarizare totala inclusă de 

suprafaţa X I , astfel: 

'^sds . J > Z I QX = % (2.1.19) 
c- Pa e ^ 

2.1.3. Densitatea de dublu strat. 

Conceptul de strat electric pe suprafaţa G sau curba C 
poate fi interpretat corect în spaţiul distribuţiilor, definin-
du-se chiar şi distribuţia sa densitate volumică /52,l3o/. 

Referitor la stratul electric dublu po o suprafaţa, se 

pot da /52/ următoarele definiţii: 

Se numeşte 'strat ' electrid dublu pe suprafaţa S, linita 

pentru care h — ^ + 0 în sensul teoriei distribuţiilor, a an-

samblului de sarcini electrice repartizate pe suprafeţele S şl S' 

(fig .2.1),.negative repartizate cu densitatea 9 ( r ) , respec-

tiv pozitive repartizate cu 
densitatea ^^ {r). pentru 
care densităţile superficiale 
verifică relaţia: 

93(r)ds = ^gCF^jds'. (2.1.20) 

admiţînd că densitatea momente-
lor definită prin relaţia: 

r(x.y.z)- lim Pg(x.y,z)h 

h +o (2.1.21) 

este o mărime finită. 

Fig . 2.1 
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Densitatea volumică a stratului electric dublu pe supra-
faţa- S , este distribuţia: ' 

? 3 (r) 
a n 

iCr) cf 
— S J (2 .1 .22) 

unde este distribuţia lui Dirac concentrată pe suprafaţa S, 

Distribuţia (2.1.22) corespunde repartiţiei dipolilor pe supra-
faţa S , orientaţi de la S la S' . după normală, n . 

Introducînd suprafaţa S într-un sistem de coordonate x y z 
stratul e.lectri.c dublu fiind situat în planul oy2 , cu normala n 
îndreptată în sensul pozitiv ,al axei O x s e poate scrie: 

şt^iind că 

9 X 

cr(0 y z) e cTx = o , 

? ( x , y , z ) dy dz = 

(2.1.23) 

d^ oarece 

V ( 0 , y , z ) d y dz « <(f(x) . ^ (x,y,z) > , , 

rezultă 

- c iv.z) cf(x) = - T(v.z) cT' '(X), (2.1.24) 

Dertsitatea volumică distribuţională a stratului dublu si-
tuat în planul Oyz ; se observă că ea se exprimă cu ajutorul deri-
vatei distribuţiei lui Dirac ; relaţia va fi ut^ilă în aplica-
ţiile (f±n capitolul 5. 

2,2. INTENSITATEA SI DENSITATEA CURENTULUI DE C()r,Ul CTIE . 

Se consideră q(t) sarcina electrică ce trece la momentul t 
printr-o suprafaţă trasată în conductă. Cu ajutorul funcţiei lui 
Heavifeide ( re 1.1.1.9^) / sarcina electrică ce trece prin secţiunea 
conductei începînd cu t=t^ , se poate scrie sub forma: 

(t) q(t) e (t-to) , (2.2.1) 

în care q(t) = q (t) pentru t 
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Deoarece distribuţia lui Heaviside este regulată (rel. 1.1.9'). 

r'etultă' distribuţia sarcinii electrice: 

q(t) • q(t) ^(t-tp) ( 2 . 2 . 2 ) 

Derivînd în sensul distribuţiilor (rel.1.2.6), se obţine: 

^ ^ - e ( t . t ^ ) q'(t) * q(t^) cr(t-t^) (2.2.3) 
dt 

Deoarece 
CO ^ 

q ' â ( t - t ^ ) - i 0 ( t - t ^ ) = 1 S i ^ ' d t = i ^ d t = (2.2.4) ' O 

o 

(presupunînd că i este o funcţie indefinit derivabilă), consi-
derînd prin definiţie că 

dq(t) 
i (t) = ^ (2.2.5) 

dt 

rezultă : 

* q ( t o ) ^ L l l i o ) . ( 2 . 2 . 6 ) 

distribuţia intensităţii curentului de conducţie. 

Se observă, că intensitatea curentului de conducţie (in 
sensul teoriei distribuţiilor) este egală cu suma dintre inten-
sitatea în sens obişnuit şi intensitatea datorită dit-,ontinui-
tăţii din momentul t^ a sarcinii electrice, cînd are loc un im-
puls al curentului. 

Cu ajutorul distribuţiei lui Dirac concentrată pe volumul 
V , cfyy . ( rel. 1.1.23) , al conductorului masiv parcurs de curen-
t u l T ^ conducţie, vom defini distribuţia densitate volumică ^ cu-
rentului electric de conducţie în forma: 

Cu distribuţia lui Dirac ^ ^ , concentrată pe suprafaţa S. 
( rel. 1 . 1 . 2 2 ) , vom defini distribuţir^ densitate 3 pinzei de curent 

^ s - ^ s cTs (2.2.3) 
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Distribuţia densitate a curentului li^eic , se defineşte cu 

Qjutorul distribuţiei lui Dirac concentrată pe curba C, cTq , (rel. 

ia.21) , 

în c a r r 7, 

7, 

i Ui 

j. cT. (2.2.9) 

i fiind intensitatea curentului de con-

ducţie prin fir, iar u^ este versorul tangent la curs.^, avînd 

sensul pe tangentă identic cu sensul de referinţă al curentului. 

Fie o suprafaţă S p , limitată de curba ^ , care intersec-

tează conducta parcursă de curent de c.onducţie, pînze de curent şi 

Curenţi filiformi (fig.2.2). 

Intensitatea curentului 
prin suprafaţa S p (cum. se 
ştie), se scrie în forma: 

i = T .ds + Ts.dl^, . 

n 

în care : 

( 2 . 2 . 1 0 ) 

Fia .2.2 

ds = d s.Ti , TT fiind nor-

mala la Ŝr-T cu sensul de 

referinţă dat do reoula 

burghiului drept ; 

dlpj= dl.n' , Ti* - normala 

la curba C care se găseşte 

în planul tangt-nt ;J1 pînzei 
de curent şi are oriuntarea 

dată de regula burghiului 

drept, asociata sensului de 

refer inţă al curbei ^̂  

i;̂  - reprezintă intensitatea curentului filiforn intercep-
tată de Sp , pozitiv cînd sensul său de refer inţă coincide cu 
regula burghiului drept aplicată curbei P şi negativă în caz con-
t r a r . 

Ca urmare, cu mărimile definire anter;_^ior se poate scrie pen-

tf^u intensitatea curentului de conducţie prin S o , Ir = 1, 

e x p r e s i a : 
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^Sp - * (^...n ) cT ^ • 
^ bp s / ± : c = S p n s ^ 

Op 

unde P;̂  9Înt puncte de intersecţie între S p şi conductele 

filiforme parcurse de curent. 

2.3. MĂRIMI VECTORIALE ALE CORPURILOR SI 

CIMPULUI ELECTROMAGNETIC. 

In literatura matematică se cunoaşte definiţia unei dis-
tribuţii vectoriale /35/, conform căreia un vector este distri-
buţie, dacă proiecţiile sale pe axele de coordonate sînt distri-
buţii . 

Vectorul de polar^,izare P şi vectorul magnetizaţie M , 

clasic definiţi ca limita spre care tinde raportul dintre suma 

momentelor electrice, respectiv magnetice ale moleculelor din 

elementul de volum, cind acesta tinde la zero pot fi consideraţi 

în distribuţii, astfel: 

P : D R^ 

prin relaţia: 

< P , ^ î > K , (2.3.1) 

deci P^ ^ . ' Py e , p^ e eS ; 

: prin relaţia 

> K (2.3.2) 

deci M M^ci:^'* . 

La fel, vectorii D, E, B şi sînt distribuţii dacă 

proiecţiile lor pe axe sînt distribuţii: 
Inducţia electrică, 

_p : prin relaţia 

< D , C p > = ^ , ? > K , (2.3.3) 
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- intensitatea cîmpului electric, 

i : ă ) — p r i n relaţia 

.(f.> = < £ * < g^.(f:>K . (2.3.4) 

V c f e ^ şi E ^ C ^ ' . E ^ G ^ ' . E ^ e S ) ' , 

- inducţia magnetică: 

¥ : 2) prin relaţia 

B , <f> = < B x , ^ > i + < B y . t f > > j + C B 2 . Y > K (2,3.5) 

şi , 

- intensitatea cîmpului magnetic 

^ : prin relaţia 

1 .tf > = < > "î + < H y , t f > J K (?.3.6) 
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C a p i t o l u l 3 

LEGILE TEORIEI HAXWELL A CIMPULUI ELECTRO-
MAGNETIC IM SPAŢIUL DISTRIBUŢIILOR. 

In articolul "Generalized functions in the theory of 
fields", pu,blicat în Revue Roumaine des Sciences Technique, 1971, 
R.Răduleţ şi I.R, Ciric /9l/ au fost primii care au introdus în 
electrotehnica românească teoria distribuţiilor, ajungînd la for-
mularea generalizată a celor mai importante legi ale teoriei 
cîmpului electromagnetic. 

Deducerea lor s-a făcut aplicînd teoremele generalizate 

ale lui Stokes şi Gauss-Ostrogradski, pornind de la formele inte-

grale cunoscute şi din acest motiv ele sînt valabile pentru func-

ţia test = 1 , 1 C ^ (spaţiul funcţiilor indefinit derivabile) . 

O formulare apropiată o dă D. Homontcovski în articolul "Sur la 

forme en distributions des equations de Maxwell", publicat în a-

ceeaşi revistă în anul 1972 /4l/. 

^ Pe baza mărimilor electrice şi magnetice ale corpurilor şi 
cîmpului, definite în capitolul 2, şi cu ajutorul operatorilor de-
finiţi în paragraful 1,3 , în cadrul acestui capitol se formulează 
principalele legi ale cîmpului electromagnetic în spaţiul distri-
buţiilor, valabile pcîntru orice Avantajele formulării legi-
lor în spaţiul distribuţiilor, sînt legate în primul rînd de fap-
tul că operatorii div şi rot definiţi în distrib.uţii conferă ca-
racter glosai legilor şi teoremelor. 

Din literatura consultată în vederea .elaborării tezei, am 
tras concluzia că aceste formulări sînt originale. Parţial, unele 

rezultate au fost comunicate sau publicate /138 ,139,l4o/. 

3.1. Precizări cu privire la formele distribuţionale 

ale legilor 

Legile teoriilor, de cîmp se exprimă cu ajutorul integrale-
lor de suprafaţă şi de linie ale vectorilor cîmpului electromag-
netic. Acestora le corespund conceptele difere^nţia 1e divergenta 
Şi rotorul. Experimental, legile se deduc sub formă integrală. 

BUPT



- 40 -

Formularea în distribuţii se justifică prin faptul că din 
ea rezultă formele diferenţiale şi prin urmare şi cea integrală a 
legii. 

Forma distribuţională este valabilă pentru orice ^ E Sy , ^ ^ 
funcţie de punct şi de timp. Ca regulă de trecere de la forma în 
distribuţii la formele clasice se poate folosi următoarea: se 
scriu formele legilor în distribuţii (forme care coincid formal 
cu formele locale), valabile , Cu ajutorul opera-
torilor şi mărimilor definite în spaţiul distribuţiilor, prin 

identificare, rezultă formele diferenţiale clasice şi de aici forma 

integrală . 

> In cazul legilor care nu au forme diferenţiale, trecerea la 
forma clasică se face folosind definiţia egalită.ţil a două distri-
buţii ( rel.l.l.2o,) . 

3.2. LEGEA FLUXULUI ELECTRIC. 

Legea fluxului electric, formulată cu ajutorul distribuţii-

lor are forma : 

D = ^ V r (3.2.1) 

şi poate fi enunţată cum urmează: 

In fiecare moment şi pentru orice suprafaţă închisă, distri-
buţia în volum a divergenţei vectorului inducţie electrică este e-
gală cu distribuţia în volumul delimitat de suprafaţă a d e n s i t ă ţ i : 

sarcinii electrice libere. 

Formularea (3.2.1) se justifică prin faptul cn din ea re-
zultă formele diferenţiale şi prin urmare şi forma integrriri a legii. 

In adevăr, de zvoltînd în (3.:'.1) cei doi membrii cu relaţiile 
(1.3.26)' şi (2.1.11)"se obţine: 

d i v O div,^ D c f s - s n v^ ^ "^ ' "^c^ 'cn V^ ^ ^ 

^ A ^ 

deoarece V^ este arbitrar, prin idintificare, rezultă: 

div D = ? . d iv 15 = . d i v ^ D = d i v o = o ( 3 . 2 . 3 ) 
P "P 

formele difere nţiale ale legii. 
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Forma, integrală echivalentă se obţine cu t r~ansf ormarea 

Gauss-Ostrogradski , 

9 D.ds » div D dv + d'^s^ds + c//v^Ddl + 

C 

dlvp D 
V. 

(3.2^) 

adică 

9 D.ds = 
c' 

•A 
(3.2,5) 

Px e ^ 

Cu relaţia (2.1.12), rezultă forma integrală cunoscută: 

<ţ> D . ds 

adică: în fiecare moment, fluxul vectorului inducţie electrică, 
prin brice suprafaţă închisă ^ , este egal cu sarcina elec-
trică liberă din volumul închis de suprafaţă. V ^ 

3.3. LEGEA . POLARIZAŢI EI ELECTRICE TEMPORARE 
SI LEGEA LEGATURI! D, E. P. 

Forma în distribuţii a legii polarizaţiei electrice tem-

porare, pentru medii liniare şi izotrope, este: 

E (3.3.1) 

şi se .enunţă astfel: 

In fiecare moment şi în orice mediu liniar şi izotrop, 
distribuţia în volum a vectorului polarizaţie electrică tempo-
rară este proporţională cu distribuţia în volum a vectorului 
intensitate de cîmp electric, factor de proporţionalitate fi-
ind produsul între permitivitatea vidului şi susceptivitatea 
electrică a mediului. 

•ustificarea formulării de mni sus se face observînd că 

din forma ei în distribuţii rezulta forma obişnuită a legii. 
In adevăr, avem 

(3.3.2) 
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- . ; se definesc 

" I P, ? dv . ^ C p e S ş i S U P P V . (3.3.3) 

V 

Apllcînd relaţia (1.2.1) - produsul unei distribuţţi cu un nu-

( ^ e " constant) şi cu relaţia (1.1.8'), se obţine: 

< £ 0 X 3 E = S o > e < I - fc E Y dv . 

şi V« s u p p ^ (3.3.4) 

Din egalitatea (3.3.1) rezultă ca diferenţa funcţiilor local 
|lntegrabile, care generează distribuţiile respective, este nulă a-
Droape peste tot /52/ . 

^ t " ^ o " O , Q'P.t. (3.3.5) 

laeu că mulţimea punctelor pentru caro 

Pţ - X e E / O , este de măsura nulă. 

Dacă funcţiile Iqcal, integrabile sint şi continui rezultă ega-
llitatea (3,3.5) peste tot. 

Din (3,3.5) avem expresia 

^t = ^0*^6 ^ » (3.3.6) 

!®-e, cum 96 ştie reprezintă fornio clasică a legii. 

Forma în distribuţii a legii legăturii D, E, P este: 

5 = ^ o J ^ Z (3.3.7) 

|1 86 enunţă ast f el: 
In fiecare moment, distribuţiq în volum a vectorului induc-

ţie electrică, este egală cu suma dintre distribuţie în volum a vec-
torului intensitate de cîmp electric, înmulţită cu permitivitatea 
^'Idului şi distribuţia în volum a vectorului polarizaţie electrică. 

• Din forma în distribuţii, rezultă forma clasică n legii, 
l®8tfel: 

- pentru aven» 
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Distribuţiile D . I ş i ? r.înt distribuţii renulote oonerate 
de funcţii local integrabile (rel.1.18') 

< 0 ^ d v . m ^ ; v = . u p p - (,.3.9) 

iar E şi sînt definite prin reloţiile (3.3.3), respectiv 
(3.3..4) . 

Aplicînd relaţia (1.2.1) cu E^ - constantă, din expresia 
(3.3.8), rezultă că 

"S - E - "P = O A.P.T 

sau _ 

^ D = £ o ^ ^ . ^^.P-t. (?.3.1o) 

forma clasică a legii'. 
Combinînd . cele două legi. sul? forma dis t r i bu ţ iona lă , se 

obţ ine : 

• D = I ^ Z = 1 ^ - J p = 

- ^ ^e) 1 * f p = ^ f p . (3.3.11) 

în care P^ este distribuţia polr-rizaţ iei perm^^nen t e. Relaţia este 

valabilă pentru -

< £ . ? > = « ^ o ^ i * , ( ̂ .3.12) 

Şi cu distribuţiile definite prin (3.3.9), (3.3.4) şi (3.3.3), re-
zultă: 

P " ^o ^ "Pp a.p.t., (3.^.13) 

care reprezintă l.-gea («găturii în medii liniare şi izotrope, în 
forma clasică. 
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LEGEA FLUXULUI MAGNETIC. 

Forma în distribuţii a legii fluxului magnetic este următoa-
rea I 

div^^ B = O (3.4.1) 

Ea se enunţă astfel: 

In fiecare moment şi pentru orice suprafaţă închisă, distri-
buţia in volum ?! divergenţei vectorului inducţie magnetici este e-
gală cu zero. 

Din forma dis t ribujp ionaln a legii, rezultă formele diferen-
ţiale. Dezvoltînd div^^ B cu relaţia (1.3.26) se obţine: 

.div Bd^^ ^ diVg v^ ^ ^ 

+ Ţ Z Z d i V p & c T p = O (3.4.2) 

d e u n d e rezultă relaţiile cunoscute 

div ¥ = O , diVg ~B = O , div^ ¥ = O şi diVpB=0 (3.4.3) 

deoarece V^^ este arbitrar. 

Cu ajutorul lor, aplicînd t rans f ormarea G.'iuss-Os t rog radsk i 
avem: 

Ĉ  B.'ds» diV 1" dv l'div^ b" ds + div^ F dl + Z r d i V p B 

V^ S- c- P x ^ ^ E 

sau 
__ (3.4.4) 

<bB".ds = O , (3.4.5) 

coea ce reprezintă forma integrală a legii fluxului magnetic 

3.5. L[-:GL-:A MAUriETIZATIEI TLMPQKARE jl Ll.GEA 
LEGATURI! UINTI^E § . R şi M 

In distribuţii, forma legii magnetizaţiei temporare este 

pare se enunţă astfel: 
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In fiecare moment, distribuţia în volum a vectorului magne 
tizaţie temporizară este proporţ ională cu distribuţia în volum a 
vectorului intensitate de cîmp magnetic, factor de proporţionali-
tate fiind susceptivit atea magnetică a mediului. 

Din forma în distribuţii rezultă forma clasica a legii. 
In adevăr: 

< 

Dacă M^ şi H sînt distribuţii regulate, generate de func-
ţiile local integrabile M^ şi M , definite conform relaţiei 

(1.1.8;) . 

=(M,Ydv , v=supp ^ (3.5.3) - t y Jyj ^ 

n • ? > = -^m'^'fd^ ' 
V V=supp S"̂  (•^.5,4) 

se obţine: 

sau 

M^ - -X H «= O a .p .t t m 

M^ = -X̂ ^ H a.p.t , (3.5.5) 

deci se pbţine forma clasică a legii. 

Forma în distribuţii a legii legăturii este; 

^ = (H + (3.5.6) 

şi se enunţă astfel: 

In fiecare moment, distribuţia în volum n vectorului in-

ducţie magnetică este proporţională cu suma distribuţiilor în vo-

lum ale vectorului intensitate de cîmp electric şi mognetizaţio, 

factor de proporţionalitate fiind permitivitatea vidului. 

Pentru V ^ £ ^ , avem 

= y(H + M ) > (3.5.7) 

Dacă şi "B este o distribuţie regulptă 

B ^ d v , V f C ^ V=supp ^̂  (3.5.8) 

cu definiţiile (3.5.2) şi 3.5.4), se obţine egalitatea: 
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•§ - (H + M) = O ^-..p.t . 

de unde 

B = + H) n.p.t . (3.5.9) 

relaţie care reprezintă forma clasică a legii legnturii D, H, "m. 

3.6. LEGEA CONSERVĂRII SARCINII ELECTRICE LIBERE. 

Legea conoervăr^ii sarcinii electrice libere, forinulatn cu 

ajutorul dist ribuţiilor , r.re for^ma: 

div 5 = d 9 

şi se enunţă după cum urmează: 

In fiecare moment şi pentru oride suprafaţă închisă, distri-
buţia în volum a divergeţei vectorului densităţii curentului elec-
tric de conducţie este egală şi de semn opus cu derivita în raport 
cu timpul a distribuţiei în volumul delimitat de suprafaţă c densi-
tăţii sarcinii electrice libere. 

Formularea (3.6.1) se Justifică, deoarecc, din ea rezultă 
formeile. diferenţiale cunoscute şi prin urmare forma integrală a le-
gii. 

In adevăr, dezvoltînd div^ 3 după relaţia (1.3.:6) şi T ^v 
după relaţia (2.1.11), se o b ţ i r t â ^ 

^ d ^ 
9 

9 t 1 3 t ev,. 
A C. 

Prin identificare, se obţin formele diferenţiale cunoscute 
ale legii 

div • = - , div3 . diviD = - — şi 
o t 

d i v p ă 

Forma integrală echivalentă se obţine cu transformarea 

Gauss-Ostrogradski : 
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O ].ds = div Gdv + diVg O ds divj^ 0 dl + divp 3 

S' c 

adică, cu relaţiile (3.6.3) rezultă: 

C:) 3.ds dv -

t 
ds -

V S' ^ C 

Aplicînd relaţia (2.1.12) se obţine 

Cţ) 5.di = - ^ g^ 

-dt 9 t ^ 

(3.6.4) 

Qp 0 . 6 . 5 ) 

dt (3.6.6) 

forma integrală a legii conservării sarcinii electrice libere. 

. In relaţia (3.6.2) s-a .considerat că densităţile de sar-
c i n ă electc^ică nu admit salturi şi astfel s-a aplicat relaţia 
(1.2.5) pentru calculul derivatei distribuţiei densitate de sar-
cină electrică. Dacă se admit salturi ale densităţilor de sar-
cină din volumul V ^ , salturi în timp, la momentul t , apli-
cînd relaţia (1.2.6) se obţine o variantă a formelor diferen-
ţiale ale legii. 

Deci, dacă 

^ 9 
dt 

rezultă: 

div O 

3 ? 

9 t 

[ M t O 

3 t 
+ 

8 t . 
ffs. 

3Q, 

div^ 3 

ll 

'^plt, c£( 

div^ 3 ^ = 

to) 

[ 
3t 

(3.6.7) 

• ^ • o f i l o ) 

(',.6.8) 

diVp J^ l i 3 t 
forme diferenţiale ale legii în sensul distribuţiilor. 
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3.7. LEGEA CQNDUCTIEI. 

Forma în distribuţii a legii conducţiei este: 

3 = (E + li) (3.7:i) 

şi se enunţă astfel: 

In fiecare moment distribuţia 'în volum a vectorului densi-
tate de curent electric de conducţie este proporţională cu suma 
distribuţiilor în volum a vectorilor .intensitate de cîmp electric 
şi intensitate de cîmp electric imprimat, factor de proporţionali-
tate fiind conductivitatea mediului. 

Justificarea formulării de mai sus se face observînd că din 
forma în distribuţii rezultă forma obişnuită a legii. In adevăr,avem 

< 5 = < 6^(1 + i^) , V H ' e ^ ; (3.7.2) 

dacă 3 este o distribuţie regulată, generată de funcţia local in-

tegrabilă 3 , definită prin 

<r£ ( Vdv . ̂/y'C 0;v-supp^ (3.7.3) 

S} E respectiv E^ sînt distribuţii regulate, definite prin 

rel.(3.3.4); între funcţiile local integrabile avem egalitatea: 

5 - 6( E + Ei ) = O ' a.p.t . 

\.au 3 E . i , ) - P - ^ - ' 

relaţie care reprezintă legea conducţiei sub formă clasică. 

3.8. LEGEA CIRCUITULUI MAGNETIC PENTRU CORPURI IN REPAUS. 

Forma în distribuţii a legii circuitului magnetic pentru 
corpuri în repnus este: 

_ — 9 — 
•-O^V^ ^ 2. ̂  ^ D (3.8.1) 

şi se enunţă cum urmează: 

In fiecare moment distribuţia în volum a rotorului vec:toru-
lui intensitate de cîmp magnetic este egală cu suma între di-stribu-
ţia în volum a densităţii curentului electric de conducţie şi dis-
tribuţia în volum a derivatei în raport cu timpul a vectorului in-
ducţiei electrici. 

Formularea (3.8.1) se Justifică deoarece, din e., rezultă 
^'ormele di f erenţ ir: le şi forma locală a legii. 
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In adev.^r, dezvoltînd membrul Gtîng al relaţiei (3.8,1) 

cu (1.3.4) avem: 

rot^^ H = rotHJ^^ + rot^ H ^ ^ , ^ rot^ H ^ ^ . (3.8.2) 

unde 8-au considerau distribuţiile lui Dirac concentrate în vo-
lum, pe suprafaţă' şi pe curbă ^ ^ , ^T^. . 

v-> u 
Din relaţiile (2.?.7). (2.2.8) şi (2.2.9), densitatea cu-

rentului electric de conducţie. în distribuţii este 

_ (3.8.3) 
Distribuţia derivatei vectorului D , fara salt /n t 

o' este dată de relaţia (1.2.5): 

D = 
3 t ~ 

IJD 
^ t 

(3.8.4) 

egală cu derivata lui D , , în sens clasic. 

Prin identificare . din relaţiile (3 .8 .2) , (3 .8 . 3) şi 
( 3 . 8 . 4 ) s e o b ţ i n e : 

r o t H = J + ^ , r o t H = şi rot , H = i u . , (3.8.5) 

formele diferenţiale clasice ale legii. 
Forma integrală n legii circuitului magnetic se obî^ine 

cu t ransf ormarea Stokes. Pentru a deduce forma interjrală, re 

consideră o suprafaţă S p , limitată do curba închisa , in-
tersectată (ca în paragraful 2.2) de conducte parcurse de cu-
rent de conducţie cu densitatea 3,_pînze de curent cu denr.i-
tatea şi curenţi filiformi i u - . S^ obţine: 

H.dl = I rot H.ds + fl.dl^ . 

'A 

rot .r-i . u; ,(3.8.6) 

adică, din (3.8.5) 

H.di ^î 33.di^ i.u; 

Sn 3 ̂  c X̂ 
:7.8.7) 

ceea ce. conform relaţiei (2.2.Io) şi notînd curentul de depla-
sare: 
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5r 

9 D -ds (3.8.8) 

ne dă 'Suma dintre curentul .de conducţie şi curentul ds deplasare, 
deci forma integrală a legii 

cp H . dl 
r S p 

(3.a.9) 

Dacă se consideră salt în ^momentul t^, pentru vectorul D, 
atunci cu relaţia (1.2.6) 

• T 7 -
13. 
a t to ^ ' o 

iar forma diferenţială în volum a legii devine: 

rot 3 + 
— •^t 

. [D to ^ t o • 

(3.0.Io) 

(3.8.11) 

identică cu forma clasică, cunoscut^ă, la care se adaugă un termen 

Suplimentar' determinat de saltul în momentul t al vectorului. o 
Curentul de deplasare, atunci, conţine un termen suplimentar 

datorat saltului vectorului în momentul t^. 

2_D 

5p 

. c^t ) ds 
O — o 

(3.8 .12) 

3.9. LEGEA INDUCŢIEI [£LECTRQMAGNETICE PENTRU 
CORPURI IN REPAUS. 

In distribuţii, legea inducţiei electromagnetice are forma: 

. ¥ 
-Bt -

(3.9.1) 

şi ise enunţă cum urmează: 

In fiecare moment, distribuţia în volum a rotorului vecţ:oru-
lui intensitate de cîmp electric este egală şi de semn opus cu dis-
tribuţia în volum a derivatei în raport cu timpul a vectorului in-
ducţia magnetică. 

Formularea se justifică prin faptul că din ea rezultă formele 
diferenţiale şi prin urmare şi cea integrală a legii. 

In adevăr, dezvoltînd în tei doi membrii cu relaţiile (1.3 . 4 4 ^ 
4.4) şi (1.2.5) se obţine: 
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roty E = rot bŞ^ + rotg E ^ g . + rot^ E cT^. 

3 t 9 t 

(3.9.2) 

(3.9.3) 

de unde, prin identificare, rezultă formele diferenţiale ale legii 

rot E = - rotg E = O , rotj^ E «= O 3.9.3') 

Forma integrală a legii se deduce aplicînd teorema lui 
Stokea: 

t E.dl = 
-"r 

rot E ds + 

Sp 

adică din (3.9.3) , 

9 E . dl 
"•p 

rotg E dl + ̂ ^ roti E. U. (3.9.4) 

C<=SP N S' 

ds 

p^ n c 

(3.9,5) 

relaţie ce reprezintă forma integrală a legii, deoarece membrul 

drept este derivata în raport cu timpul a fluxului magnctic 
prin suprafaţa S p . 

Dacă vectorul B are un salt în momentul t , derivata 
(3.9.3), cu relaţia (1.2.6) devine: 

^ B 
^ t -

2 1 
2 t 

iar forma diferenţială în volum a legii, devine 

rot E j = H 
t cTt 

(3.9.6) 

(3.9.7) 

Membrul drept al formei integrale se completează cu terme-
nul corespunzător 

( 3 B 
L B J ^ 

o 5p ^̂  — 
[ B ] ^ cft ) ds . :3.9.8) 

^atprită saltului în timp al lui B 
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C a p i t o l u l 

UNELE TEOREME ALE ClhPULUI ELECTROMAGNETIC FORMULATE 

IN SRATIUL DISTRIBUŢIILOR. 

In acest capitol, în întregime original, se defineşîe distribu-
ţia intensităţii cîmpului electric generat de sarcina electrică punc-
tuală, 80 calculează divergenţa şi rotorul ei ; se formulează în spa-
ţiul distribuţiilor teorema lui Gauss şi teorema potenţia Iu lui elec-
trostatic, determinîndu-se ecuaţia lui Poisson pentru regiunile do 
cîmp în care există'distribuţie de sarcină superficială, lineică şi 
punctuala ; se formulează în distribuţii teorema relaxaţiei. 

Avantajele acestor formulairi^înt legate de operarea cu mărimi 
scalare sau vectoriale - distribuţii (funcţionale liniare şi continue) 
şi de .caracterul global al teoremelor formulate în distribuţii (iden-
tic cu forma diferenţială) din care rezultă direct forma integrală cu-
noscută . 

Determinarea ecuaţiei lui Poisson pentru cazul sarcinilor su-
perficiale, lineice şi punctuale - deci de volum nul - are avantajul 
stabilirii unei corespondenţe directe între potenţial şi sursele 
care-1 determină. 

Parţial, unele rezultate din acest capitol au fost publicate 
sau comunicate /l4o , l4l,142/. 

4.1. Divergenţa şi rotorul intensităţii cîmpului electric 
generat de o sarcină punctuală . 

. In tratarea teoriei cîmpului electrostatic, generat în vid 
do sarcini electrice distribuite volumic, superficial, lineic sau 
punctual, SG porneşte de la definiţia intensităţii cîmpului elec-
tric în vid ş i de la relaţia lui Coulomb /2o , 8 8 , 1 1 4 , l 2 o ,etc./• 

Apoi cu ajutorul principiului superpoziţiei forţelor se stabileşte 
cîmpul generat de un ansamblu de sarcini punctuale, ceea ce per-
mite calculul cîmpului generat de o distribuţie oarecare de sarcini. 

I^ acest paragraf, se arată cum pot fi abor:.date aceste pro-
bleme în limbajul teoriei distribuţiilor. 
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Se consideră, în spaţiul vid. sarcina punctuală O , si-

tuată în punctul P. Se arată că distribuţia intensităţii cîmpului 

electric în vid are expresia: 

i v ( 4 . 1 . 1 ) 

adi.că. 

V 

^ Y - V 
aTlS r 

2 c^ , 

unde: F - vectorul de ^poziţie al unui punct cu originea în Q -

presupusă punctuală; ^ 

D -^suportul lui ^ » ^ G 2). 

In adevăr, admiţînd pentru intensitatea cîmpului generat de 
o sarcină punctuc>lă, în vid, expresia; 

avem 

4 7ce^ 
> 

< V i . f > T K = 

.f> . 
Funcţia ~ , local integrabilă, poate genera o distribu-

ţie de tip funcţie prin relaţia: 

^ dv , ( 4 . 1 . 3 ) 

unde D - este suportul lui . 

Prin definiţie (rel.1.3.1), distribuţia Cj radien tului aces-
tei funcţii este 
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a l 9 | ' 
< g r ^ • V - ^ J - K i l l - . f > = V ( g r a d l c f d v = - v 

X ây PJ r ' D 

• 

(4.1.4) 

In relaţiile anterioare gradientul a fost luat în punctul M, 
iar V'-ctorul T are orientarea de la P la M , fig.4.1. Cu njutornil 

gradientului , distribuţia in t.ensit ăţ ii 

cîmpului electric generat de o sarcină 

punctuală, din punctul P, este 
X T 

^v = -
^ 1 —7:3— gr^d ± 

AlcF r (4.1.5) 

Fig .4 . 1 Pentru calculul div. E se observă 
că proiecţiile vectorului pe axe, E^, 

E şl E^ sînt funcţii omogene de grad 1-3 » -2 şi deci se poate 

splica for;^tTiula (1.2 .9) pentru calculul derivatelor parţiale care 

intră în calculul divergenţei ; aplicînd formula (1.3.25) pentru 

distribuţia divergentă 

div E = diVp E c/p = ^ cfp 
^ o 

(4.1.6) 

aeoartce div E O , div E = O şi div, E 

Pentru calculul rot E , în aceleaşi condiţii, din relaţia 
(1.3.43) , rezultă 

rot E = O , (4.1.7) 

ceoa rece rot E y c o , rot^E = O, rot^^ E = O 

Relaţie! (4.1.5) , în care 

1 g r 7 = - ( 

trată că distribuţia lui E se poate exprima cu 'Ajutorul unei 

neţii scai ĉ  re V, potenţialul scrlar, sub forma: 

E^ « - gradV . (4.1.8) 
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Potenţialul 

Q 1 
= r ' 

o 

fiind'o distribuţie de tip funcţie, definită prin relaţia: 

[ V ^ dv . 

Din relaţiile (4.1.6) şi (4.1.8), aplicînd definiţia la-
placianului, deoarece relaţia (4.1.8) implică şi relaţia echi-
valentă în funcţii aplicînd egalitatea a doua distribuţii (rel. 
1.1.2o), se obţ ine : 

' o 

- So A v , = , 

- div grad V^ = ^ ^ . sau 

)p ' (4.1.10) 

relaţie ce reprezintă 'ecuaţia lui Poisson în cazul sarcinii 

punctuale . 
In cazul unui sistem de mai multe sarcini punctuale, dis-

tribuţia intensităţii cîmpului electric rezultant într-un punct, 
este egală cu suma distribuţiilor intensităţilor de cîmp elec-
tric generate de fiecare sarcină punctuală , 

I = ^ 1 iv ' ( ^ - l - l l ) 

de^oare ce•distribuţiile sînt funcţionale liniare şi continue şi 
se defineşte suma lor prin relaţia ( 2.1.11), deci teorema super-
poziţiei se aplică dir^ect. 

Potenţialul electric este dat de o relaţie asemănătoare, 
de forma: n 

Z I (4.1.12) 
i=l - ^ v 

Ca mai sus, pentrucă relaţia în distribuţii (4.1.8) implică şi 
relaţia în funcţii, aplicînd egalitatea a două distribuţii 
(rel.l.l.2o), se obţine: 

F ) p 
L-o 

unde : 

- div grad V = — ^p » (4.1.13) 

= I Z Qi 
i = l 
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Pentru o distribuţie continuo de sarcini, din volumul V 

a cărui densitate volumică de sarcină este distribuţie dată prin 
relaţia (2.1.11) se obţine: ^ 

(4.1.14) 

sau 

" — ^ " F J } / ^ ' (4.1.15) 

relaţie care pune în corespondenţă biunivocă, sursa şi potenţialul, 
chiar în cazul sarcinilor de volum nul. 

4.2. TEOREMA LUI GAUSS SI TEOREMA POTENŢIALULUI 
ELECTROSTATIC. 

Forma în distribuţii a teoremei lui Gauss referitoare la po-
larizaţia electrigă este: 

div P — (4.2.1) 
^ ^ O 2. 

şi se enunţă astfel: 

In fiecare moment distribuţia în volum a divergenţei vectoru-
lui de polarizaţie electrică este proporţională şi de semn opus cu 
distribuţia în volum a densităţii de sarcină electrică de polari-
zare. factor de proporţionalitate fiind ^ 

Formularea .(4.2.1) se J u s t i f i c ă , deoarece din ea, rezultă for-
mele diferenţiale cunoscute ale teoremei şi deci forma ei integrală. 

In adevăr, dezvoltînd (4.2.1) cu relaţiile (1.3.26) şi 
(2.1.8) se obţin : n 

div P ^ , , + divJPcT + div-, T o ^ , ^ Z T d i v p v ^ s - S ^ X . l ^ 

Q* = _ cf _ cf - CV' _ ,, 
^o - S ' £ o - £ o A = 

de unde, prin identificare, rezultă 

- ^ 9A , - 9e -- o 
div P » - . div P - ^ , div, P = - , div P = - ^ 

C o ® <-o c o ^-o 
(4.2.3) 

formele diferenţiale ale teoremei. 
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Forma ei integrală.echivalenta se obţine cu transformarea 
Gauss-Ost rogradski : 

^ P da div P dv + div^ P ds + div 

' C 

P ds + d 
A = 1 

div P , 
Pv 

adică, cu (4.2.3) 

£ _ p.ds f 
- ] . r f - R ^ ^ -

(4 .2.4) 

(4.2.5) 

sau cu relaţia (2.1.19) rezultă 

r o • 
i p.Js = - ^ 

Din forma în distribuţii a legii legăturii D", E, P" (rel. 
3.3.5) , avem __ 

— _D _ 
E = — - P , (4.2.6) 

de unde, deoarece avem şi (3i3.8) rezultă 

1 div E div D - div P (4.2.7) 

^Din legea fluxului electric, div D conform relaţiei (3.2.1), 
iar div P din relaţia (4.2.1), conduce la 

div,, E (4.2.8) 

relaţii care reprezintă teorema lui Gauss formulată în distribuţii. 
Ea se enunţă astfel: 

Distribuţia în volum a divergenţei vectorului intensitate 
de cîmp electric este proporţională cu suma distribuţiilor în vo-
lum ale densităţilor de sarcină electrică liberă şi de polarizare, 
factor de proporţionalitate fiind 

^ o 
Relaţia (4.2.8) este valabilă oricare ar fi Din ea, 

cu ^ « . 1 , rezultă forma integrală, clasică a teoremei. 
In adevăr, considerînd distribuţia lui Dirac concentrată pe 

volumul V- avem 

div,, E - div E cT., div E dM^ dv div E dv . [4.2.9) 

Din relaţiile (2.1.12) şi (2.1.19) , 
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( + (4.2.Io) 

Atunci,avem 

div E dv 
Q ^'Q' 

" T T (4.2.11) 

sau, cu transformarea lui Stokes 

Q + Q» 
9 E . de (4.2.12) 

adică forma integrală a teoremei. 

Forma în distribuţii a teoremei potenţialului electron 
static 86^ obţine din legea inducţiei els.c t romagne t ice. rel. 
(3.9.1), în care B = constant , deci ^^ = O . 

Atunci, forma în distribuţii - a teoremei este : 

rot^ E = 9 , (4.2.13) 

adică distribuţia în volum a rotorului vectorului intensitate 
de cimp electric este nulă. 

Procedînd ca şi la legea inducţiei electromagnetice, se 
dezvoltă cu rel. (1.3.44) : 

rot, E « rot E ^ ^ -f rot^ ^ ̂ Ts ^ ^ c * 

deci avem formele diferenţiale ale teoremei 

rot E = O , rot E = O şi rot, x= (4 .2.14) 

Forma integrală, clasică, se obţine, anlicînd teorerra lui 
Stokes : 

t - dl rot E.ds + rot E dl 

ridică 
CP E.dl (^ .2.15) 
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4.3. TEOREMA RELAXATIEI. 

In medii fără polarizare permanentă permanentă, din rela-
ţia de legătură (3.3.11), se obţine in distribuţii 

D = e E (4.7.1) 
r— 

Dacă în relaţia (3.7.1) - legea conducţiei, nu r.vem c împ 
imprimat, avem 

= ^ E , ' (4.?>.2) 

deci (T -
^ = D , (4.3o3) 

sau ^ 
- (T 

div J = — div D (4.3,4) 
I o 

(deoarece rel. ^.3.3 - există şi în funcţii). Din legea conser-
vării sarcinii electrice libere (3.6.1) şi legea fluxului elec-
tric (3.2.1) se obţine în distribuţii 

d Q ^ n 
— I v ^ ^ — I v ^ = ^ ' (4.3.5) 
dt 

relaţii ce exprimă modul în care, variază în timp densitatea 

In formularea distribuţională, ecuaţia (4.3.5) admite în-
totdeauna soluţie /l3o,l36/. Ea este o ecuaţie diferenţială li-
niară, omogenă cu coeficienţi constanţi, ce poate fi pusă sub 
forma : 

( t ) - Y \ = ^ • 

Soluţia ecuaţiei, în sensul teoriei distribuţiilor /68, 

174.180/ este; 

— ' 

(t) = c e = c e . (4.3,6) 

unde constanta c; este egală cu valonrea densităţii s.ircin'ii 
libere la momentul iniţial. Deci: 

t 

(t) = (O) e (4.3.7) 
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unde r: _ > este timp de relaxare. 

Relaţia (4.3.7) este expresia matematică a teoremei relaxa-
t e i în distribuţii; ea arată că densitatea sarcinii electrice din 
medii ce nu au proprietatea de conductibilitate, tinde exponenţial 
spre zero. 

Dacă, (cu rel.2.1.11) şi volumul V ^ d Voo 

X A 

n 

prin "identificare avem ^ 

o e • 

P p ' k 
>1 = 'l(o) e . Qp = Qp (o) e 

relaţii ce au rezultat direct din forma în distribuţii n tr:oremei. 
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C a p i t o l u l 

APLICAŢII ALE TEORIEI UISTRIBUTIILOR IN STUDIUL SI 

REALIZAREA PRACTICA A MODULELOR DE REDRESARE DE 

ÎNALTA TENSIUNE. 

Teoria distribuţiilor se poate aplica în studiul fenomene-
lor electromagnetice obţinîndu-se generalizări şi rezultate noi, 
ce pun în evidenţă aspecte praetice sau teoretice ce nu puteau 
fi prinse în formulări matematice clasice. 

In cazul modulelor de redresare de înaltă tensiune inter-
vin atît probleme de cîmp electric cît şi analiza comportcVii 
circuitului cu conducţie unilaterală, format din înserierea unor 
diode. ' 

In acest capitol se vor analiza atît probleme tehnologice 
legate de realizarea practică a unor module de redresare, din 
care unele elaborate de autoare au fost aplicate deja în indus-
trie , cît şi problema teoretice de cercetare fundamenta 1.3 , pu-
blicate sau comunicate de autoarea tezei. 

Astfel, în cadrul acestui capitol au fost aduse unnntoa-
rele contribuţii o r i g m a i e : 

- Rezolvarea ecuaţiei lui Poisson. cu luarea în conside-
rare a stratului dublu de pe joncţiunea pn a diodei sen^icon-
ductoare ; 

- soluţionarea ecuaţiei de variaţie a excesului de purtă-
tori cu distanţa, ir\ î)*^ ; 

- formularea dependenţei dintre densitatea curentului de 
conducţie şi tensiunea aplicată diodei - valabilă şi în zona de 
trecere a Joncţiunii pn; 

; - realizarea unui montaj practic pentru determinarea con-
tinuă la diferite temperaturi, a caracteristicii curent-tensiune 
ale diodelor cu avalanşă controlată; compararea lor în vederea 
realizării unor module de redresare; 

- definirea conduc^t anţei dinamice a diodelor cu avalanşă 
controlată; 

- realizarea unui montaj pentru ridicarea dependenţei con-
duct anţ ă-t ensiune pentru diodele cu avalanşă controlată, utili-
zînd blocul de înmulţire al calculatorului analogic i EDA 4 ? 7 A ; 
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- conceperea şi realizarea unui aparat independent pentru 
ridicarea dependenţei conductanţă-tensiune, utilizînd un multi-
plicator tip ROB 8095; 

- realizarea practică şi încercarea unor circuite de redre-
sare mono şi bialternanţă cu amplificatoare operaţionale şi pe 
calculator analogic; 

- simularea pe calculator analogic a cascadei cu două etaje, 
din instalaţia de vopsire electrostatică de la ELBA Timişoara; 

- formularea unor concluzii privind metode de ridicare a ca-
lităţii şi fiabilităţii modulelor de redresare de înaltă tensiune; 

Contribuţiile originale sînt concretizate prin articole pu-
blicate şi susţinute la sesiuni sau seminarii ştiinţifice /l43, 
144,145,146,153/. certificate de inovator /149.l5o,151/ şi propu-
nere de invenţie înregistrată la OSIM /154/, colaborări cu între-
prinderi din Timişoara (Electrometal, Electrobanat) şi cu ICPE 
Bucureşt i . 

5.1, Determinarea potenţialului electrocinetic staţionar 
în lungul unei .joncţiuni pn din dioda semiconduc-
t oare. 

Una din ecuaţiile de bază ale electronicii semiconductoare-
lor, ecuaţia lui Poisson, care stabileşte o corespondenţă între 
potenţial şi sursă, se obişnuieşte a se rezolva separat în cele 
două regiuni ale joncţiunii pn /23 , 38.96 ,97,134/. 

O tratare matematică mai complexa, unitară şi generala poate 
fi folosită în cadrul teoriei dis t ribuţ ii lor . Soluţia de t e riî̂ .ina t ă 
în accst cadru conţine în plus, un termen determinat de prezenţa 
stratului dublu de sarcini de pe interfaţa pn, termen care, în ca-
dr^ul matematicii clasice nici nu putea fi luct în considerare ; 
condiţiile de frontieră sînt cuprinse în saltul introdus de stratul 
dublu de sarcini considerat . 

Din punct de vedere practic, luarea în considerare a influ-
enţei stratului dublu asupra potenţialului - are importanţă deose-
bită în ceea ce priveşte lărgirea aspectelor tehnologice ce pot fi 
tratate şi matematic, mai riguros şi mai corect printr-o apropiere 
a teoriei de practică. 
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In perioada 1978-1979, în Institutul politehnic "Traian 
Vula'^ Timişoara s-au organizat prelegeri de teoria dist ribuţ iilor. 
expuse de tov.prof. Borislav Crstici şi lector dr. riihai Neagu. 
Pe baza noţiunilor prezentate în aceste prelegeri şi a bibliogra-
fiei de specialitate, am determinat potenţialul electrocinetic 
staţionar, ca soluţie a ecuaţiei lui Poisson, şi densitatea curen-
tului do conducţie, prin joncţiunea pn a diodei semiconductoare, 
cu luarea în considerare a stratului dublu de pe interfaţa jonc-
ţiunii pn a diodei. 

5.1.1. Ecua_^i^ J.U i. Poj.s^on i:n__s£aj^iu l_d^s_t r_ibjjţ_i i^o^ . 

In acest capitol se fac precizări în legătură cu formularea 
corectă s problemelor în cazul în care membrul drept al ectjnţiei 
lui Poisson are cingularităţi destul de tari. 

Se dâ rezolvarea ecuaţiei lui Poisson în formă generalizată, 
incluzînd condiţiile iniţiale în surse instantanee de tip sirrplu 
şi dublu strat de pe suprafaţa de frontieră. Soluţia este reprezen-
tată sub forma convolu^ţiei dintre soluţia fundamentală r̂  ecuriţiei 
şi membrul drept /l3o/ şi se obţine însumînd perturbaţiile generate 
de fiecare punct al sursei. 

5.1.1.1. P r e c i z ă r i . 

S-a ar'^tat C3 ecuaţia lui Poisson, sub forma: 

A V = - V ' (5.1.1) 
o 

pune. în corespondenţă, în forma generalizată în spaţiul distribu-
ţiilor potenţialul cu distribuţia densitate volumică de sarcină e-
electrică, chiar 'yi în cazul repa r t i ţ i i lor de sarcină cu volun nul. 

Formularea problemei trebuie să satisfacă urmâtoprele cri-

terii naturale /76,13o,136/: 

a) S o l u ţ i a trebuie să existe într-o anunită clas^^ de 

funcţii Ji, ; 

b) S o l u ţ i a trebuie să fie unică într-o anumită clasă de 

funcţii cJt 2 ' 

c) S o l u ţ i a t r e b u i e să depindă în mod continuu de datele 

.problemei - impuse de e x p e r i e n ţ e , m ă s u r ă t o r i . 
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Problema este corect formulată dacn satisface condiţiile a,b,c. 

Mulţimea de funcţii J i ^ r\ ^^ numeşte clas^ de corectitudine. 

Soluţiile clasice sînt caracterizate de faptul cn sînt presu-
puse suficient de netede şi satisfac ecuaţia în fiecare punct al do-
meniului de definiţie (se presupune apriori continuitatea membrului 
drept în domeniul de definiţie). Dar, în cazurile cele inal intere-
sante, membrul dre()t (ce caracterizeaza intensitatea acţiunilor exte-
rioare) are s ing u la r i t ă ţ i destul de tari. De aceea pentru ..ceste pro-
bleme, formulările clasice sînt insuficiente şi se renunţă (parţial 
sau total) la netezime<.i soluţiei în domeniu, introducînd soluţii (je-
neralizate (distribuţii). 

5.1.1.2. iiezo2vcîr£a_e_cu_aţ_ie_i lut ^o±sson. 

Rezolvarea ecuaţiei lui Poisson este dată în formulare gene-
ralizată, ceea ce permite includerea condiţiilor iniţiale în surse 
instantanee (de tip simplu şi dublu strat) de pe suprafaţa de fron-
tieră. Rezolvarea se f^ce printr-o metodă stnndard, însumînd pertur-
baţiile generate de fiecare punct al sursei, astfel încît soluţia 
este reprezentată sub forma convoluţiei dintre soluţia fur^damentală 
şi membrul drept. 

e ştie că soluţia ecu/^ţioi liniare 

L ( D ) ^ = fjj^) (^.1.?) 

cu f € t^' şi L(D) operator diferenţial este unicj ? i oJn^^a de 
distribuţii din JD* , pentru care există convoluţia cu c (soluţia 
fundamentală) . 

Soluţia uste 
^ = ^ f (^^.1.3) 

şi are o interpretare fizică concreta: sursc f(x) f^oDtr fi consi-
derată ca "sum.. " surselor punctuale f ( T ) anume: 

f(x) = cT f( T ) cf (X - X ) d (^^.1.4) 

deoarece orice distribuţie poate fi dezvoltată după dif.trihuţii 
Dirac /52. lo3. l3o/ (această formulă se are în vedere rînd se 
spune că orice corp este format din mase punctuale, s.u - orice 
sursă constă din surse punctuale, e t c ) . 

Pentru o p e r a t o r u l diferenţial L(D). soluţia fundamentală 
este distribuţia d ^ care satisface în K" , ecu.ţin: 

BUPT



- 65 -

L ( D ) 5 O (X) (5.1.5) 

In virtutea acestei relaţii, fiecare sursă punctunln 

^ ) ^ (X- T ) produce efectul f( ^ ) £ (x • ţ ) . De ..ceea, 
soluţia 

u(x) «= c -H f 
t ) S (X - t ) (5.1.6) 

este .superpoziţia acestor efecte. 

Pentru^ o funcţie u £ C ^ şi x ^ D . x e Z . este. -
valabilă următoarea formulă a lui Green : 

u(x) »= 

(n-2) (T, 

Du(y) 

D (^-y) 
n-2 

dy -

- (x-y) 
n-2 

^u(y) 

9 n 

- u(y) 

^ n y (x-y) n-2 
d Sy l , pentru n ^ 3 

(5.1.7) 

şi funcţia u poate fi reprezentată ca suma a trei potenţiale 

u(x) = V^(x) + (x) (5.1.8) 

în care: 

^n^'') - n = £ . ( '^u 
Auiy) 

(n.2) ^ (x-y) n-2 
dy (5.1.9) 

este potenţialul de volum cu densitatea 

f = i 
(n-2) (Tn 

(-.l.lo) 
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= - A ) 
n d n 

.Sy 
(n-2)a'n 

(5.1.11) 

este potenţialul de simplu strat pe suprafaţa S cu densitatea 

/ \ r? ^ n ( n - ̂  ) O ri 
5.1.12) 

^ H 
» - 8 -H {U cf^ ) ^ 

" 3 n (n-2)(rn 
u(y) 

9 ny (x-y)' 
d 5 

(5.1.13) 

este potenţialul de dublu strat pe suprafaţa S , cu densitatea; 

(n-2)Vj" n 

Deoarece S ' 
js 

3 u 

a n 

( ̂  . 1.14 ) 

, rezulta; 

-ii rC 
'ân -3n 

u j ; (=^.1.15) 

n - normala exterioară la 3, în punctul £ S 

identificînd (5.1.15) cu (5.1.3) , rezultă : 

i L = = £ n ^ f ^ l - - n ^ ( 

8 
- n — ( U d . ) = I- » ^̂ ^̂  ^ 

(X) n-2 ĉ  n (x) 

Cu relaţiile (5.1.Io), (5.1.12), (5.1.14) , se obţin: 
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a) - potenţialul de volum: 

f (y) 

D (^-y) 
n-2 

dy C^^-l.!?) 

unde 9 este funcţie .-ibsolut integrabil? cu suport compact pe r", 

Relaţia (5.1.17) rezultă din convoluţia funcţiei integrabile f -

cu suport compact, cu funcţia local integrabilă (x)"""^" 

Pentru n=2 

? . n > 3 

V2{x) ?(y) In — ^ dy 
(x-y) 

sau sub forma convoluţiei • 

V^Cx) = In (X) 9 

. n -> 3 

(5.1.18) 

(5.1.19) 

(5.1.20) 

b) - potenţialul de simplu strat 

(X) 

S (x-y) 

JLllL 
n-2 

d Sy , n ^ 3 (5.1.21) 

unde ^ este funcţia gonţinuă pe S , iar ^ d^ .;Ste stratul 

simplu de densitate jj 

Convoluţia este adev.irată 

n 

Pentru n=2 

H n > 3 (5.1.22) 

V(°) = f u{y) In 
2 ^ S ^ (x-y) 

dy 

sau 
(°) = - In |x I ^ J g 

(5.1.23) 
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c) - potenţialul de dublu strat; 

2 I 

9 ny (x-y)' 

unde - ( " ^ ^ S ) ®ete stratul dublu cu doneitfltafl T , 

" - hf"*^ ^ ( r j:.) V " ^ (5.1.26) 

Pentru 

V(l)(x) . ' T ( y ) - ^ In — ^ dy (•>.].27) 
2 > 0 ny (x-y) 

S 

- In I X J Jt (5.1.20) 
d n 

Astfel, soluţia ffcuaţiei i'oi^i^on, dsti d© relhţia (5,1.8) In-
clude direct condiţiile de feuprsfisjţfl frontl<îră. Gub forwe unor 
produse de convoluţle, soluţia» ''ĵr* o flzlcA concret/^, 

prin insunarea ( st>p&rpoziţ ia») p^rrt «̂ jrt̂ ? t iilor tc fitcuro 
punct al sursei. 

Potfcimtlaltjil e l g - . t I n Jungul 

loimcţi>1110)11 PiTit ^ifn , 

In taod dleifîŝ lî îf. t recera 
din Joncţiunea ii® ; 

C (x) • 9 ^̂ ^ f 

i*ncle; 
H . - d^noitrâ, şi î^ccaptoare. 
A- D 

^^ .̂g «^rclnĂ c-'^JCtricĂ duOlA 
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^ • ̂  • 2 • 1 • C a l c u l u l derivatelor potenţialului^ 

electrocinetic staţionar. 

Dacă V este funcţie local integrabilă, cu dicontinuitate 
dispusă pe suprafaţa S . care împarte^ domeniul de definiţie al 
funcţiei, în două domenii D^ şi D^ . fiecare punct al lui S 
este punct de discontinuitate pentru V , adică 

lim V (x,y.z) / lim V(x,y.2) 

(x.y.zj (^'Y'^) (''s'^S.^ ^ (5.1,3o) 
S 

(x.y,z) e D^ (x,y,z) G D^ 

Diferenţa limitelor este saltul funcţiei la traversarea su-
prafeţei S /19.66,74,114/. 

Dacă V^ 
2 

° (5.1.31) 

2(5 O 

CŢ-
unde i este densitatea superficială a momentelor difiolilor , 
definită prin relaţia= 

= n (5.1.32) 

atunci saltul potenţialului la trecerea prin suprafaţa S este; 
R^ R 
i 

V V = — = s^ (5.1.33) 

Se presupune că derivatele nu prezinte d i s c o n t i n u i t i , 

deci există numai discontinuitate de speţa I . 
Se notează cu V - distribuţia definită de funcţia V . 

.< V, 3 V(x,y,z) ^(y.y.z) dx dy dx; ( flV (5.1.34) 

Derivata parţială a distribuţiei V . aplicînd relaţia 

(1.2.4) şi ţinînd seama de (5.1.34), devine; 
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d X 

3 ^ 
V(x.y,z) dx dy dz 

9 X 

+ cO 

dy dz V (x.y.z) ± L 

dy dz f ̂ V — dx 
9 x 

dx 

-cO 

df ' ' 
V dx 

Se presupune că se pătrunde prin S cu sensul creşterii 

lui X - pentru a rezolva integrala prin părţi se ia < 

xg + o : (^^s'Ys'^s) e 5 • 

dy dz 

XG-O.YG.ZG '<S-O.YG.ZG 

V U) _ dx+V^) 

- O O 

+ 00 

l-V dx 
j 9 x ^ 9x f ( x , y , z ) d x dy dz -

V { X g - 0 ) . y g . Z g ) t f ( X g . y g . Z g ) " V ( X g + O , Y 3 , 2 g ) 

Cf ( X g . y g . Z g ) J dy dz 
9 

c> X 
^'(x.y.z) dxdydz + 

t . ®ox ^ ('«'V'^) dy dz =• |^'Y(x,y.z)dxdydz 
d x 

s^^ cos ^ (x.y;z)ds 
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^ox " saltul funcţiei după x , 

iar dy dz = ds cos 

atunci derivata distribu^ională a distribuţiei V devine: 

3) 
0 3 (5.1.35) 

odică este egală cu sunia dintre distribuţia definită de funcţia 
derivată pi distribuţia lui Dirac definită pe suprafaţa de dis-
continuitate înmulţită cu cos unghiului dintre normala la 5 şi 

axa Ox şi sfiitul funcţiei. 

Da că n 

atunci produsul 

s = s o ox 

cos (n ,0x ) = s cos (in, O ) ox ' X' ' o ' ' ~x' 

pentru o normală fixată şi relaţia (5.1.35) devine: 

3 

3 3 x 
+ s^ cos (n, Ox) cTg ;5.1.36) 

Pentru calculul derivatei a Il-a se aplică relaţia: 

9 9 ^ v 

3 x 2 

Şl • se obţ ine : 

g 3 

3 x 2 
+ s^ cos (n,Ox) cTg 

â x 
fs vi 

+ — (s cos(n,Ox) o'" ) 
dx 

'9 2v 
+ S i c o s ( n . 0 x ) ^ 3 — '1 cos( " - Ox) I ('"•.'l.37) 

unde 

2 

- r, r . ' 11 u 1 derivatei după x a lui V 
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Atunci 

< 9 

° 11 2 Y^^-y)^^ dy + I cos{n.Ox)^f (x,y)ds -

f 
J s^ C03 (n.Ox) 
f̂  3 X 

(5.1,38) 

Dacă s, = O , relaţia devine : 

ds 
dx 

obţ ine: 

^ (5.1,39) 

Dacă se calculează derivatele parţiale după y si z , se 

l ! y 
Q 2 dy 

. S2 C08(n.0y)^3 . _ ( s^cos ( n , O , y) ̂ ^ (5.1.4o) 

+ 33 co8(n.0z)^3 (s^cos(n,Oz) (5.1.41) 

Dacă saltul derivatelor lui V este zero, avem: 

3 P 

8 X 

+ 

^ '1 

^ z ^ 1 C z 
cos(n,Cz) cT. 

(5.1.42) 

(5.1.43) 

(•=.1.44) 
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5.1.2.2. Laplacianul distribuţiei potenţlnl 
electrocinetic staţionar. 

Ştiind că laplacianul distribuţiei V este: 

o x ^ y dr"" 
(5.1.45) 

şi introducînd relaţiile ( 5 .1.37) ,(5.1.4o) şi (5.1.41) se 

obţ ine: 

A v = 
3 

1.+ 
B-^v ^ ^ v j 

+ [sjL coş(n,Ox) + S2 cos(n,Cy) 

S3 cos( n,Oz) s^ cos(n,0x)rf2 

s^ cos (n,Oy)cf ^ S 
o z J 

ţiei V: 
Dacă se r.otează s^ - saltul derivatei nornolg - func-

V A — 'cv — A v . n = cos(n,Cx) + — cos(n,Oy) -t-
^ X ^ y 

3 V — cos (n,Oz) = s^ 
o z 

(-.1.46) 

se obţine: 

A v Av 
O O 

s^d g ^ - ţ - ^S^ cos(n.Ox) 0^2 -

9 y 
s cos(n,Oy) J g I s^ cos (n.Cz)^^' (5.1./.7) 

— <? Z J 

< 

Se analizează separat tertr.enii de forra: ( ap 1 i c ina _reg u 1 a 

de derivare 1 .2.4) : 

3 
s cos(n,Gx) cT- 1 ^^ > = cos(n.0x)C5. o — ^ j ' c X 
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aplicînd regula produs funcţie - distribuţ ie 

- < (S^, S^ cos(n,Ox) > «= -
cos(n,Ox) — — 

S ^ 
ds 

Suma de forma: 

< ? r 
• ^ X L 

9 ' 
s^ cos(n,Ox)cr 1 + — ["s^ cos(n,Oy) cTc. 

- J 3 y -

' SQ c o s ( n , O z ) ^ s l . cp > 
^ ^ cos (n ,0x) "" 

> li ^ y 
cos{n,Oy) + ^ cos (n,Oz) ds 

ff definiţie 
s^ — - ds = 
° 9 n 

9 
(5.1.48) 

unde 21 
^ n 

este derivata normala a lui ^ 

Relaţia (5.1.48) este der ivata normală a lui ( s^ ^ s ) 

aplicată lui ^ , adică 

9 n 
(Cfc;) ^ n ds ^.1.49) 

atunci 

d n 

Cu acestea laplacianul lui V , devine: 

A v 

ştiind că derivata normală nu are salt , s^ = 0 

A v 
d n 

9 n 

(5.1.50) 

(5.1.51) 

(•=.1.52) 
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5.1.2.3. Rezulvarea ecuaţiei Iul Folsson cînd se ia în 

considerare stratul dublu din lonctiunea pn. 

A V 

In ecuaţia (5.1.52) 

A v 

se fee următoarele substituţii: 

( V a) A v 

l q qN 
- ( q N^ - q N^^) = - N^ - = -
C O ^o ^o 

(5.1.53) 

cu N = N^ - Nĵ  (concentraţia de purtători). 

b) In relaţia (2.1.22), densitatea distribuţională volumica se 
notează cu , deci relaţia devine: 

? = - ^ ^ X j-, -—S o F ~ an . C o 
(5.1.54) 

unde saltul s^ = . are semnificaţia din (5.1.33). 

Atunci (5.1.52) se transformă în: 

^o —- — ̂  c o 'l O n J ^ o 

Soluţia se obţine prin superpoziţia soluţiilor pentru den-

sitate volumică a sarcinii din cele două regiuni p şi n şi a 

stratului dublu, superpoziţia potenţialului de volum şi r- poten-

ţialului de dublu strat. 
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5.1.2.3.1, Potenţialul de volum. 

•Se rezolvă ecuaţia 

A v = -
O — 

:5.1.56) 

în spaţiul distribuţiilor i)' , adică se cere determina rea lui V , 
cînd se cunoaşte Ş . Se cunoaşte /l3,52,l3o/ că ea devine o ecuaţie 
de convoluţie: 

Ay = A (J^ V = - - J - ^ 
£ o — 

Se conside^ră funcţia: 

(5.1.57) 

+ z 

care are o singularitate şi origine. 

Se va demonstra că eo este o funcţie local integrabilă, deci 
că există 

-a 
i dv , oricare ar fi volumul XI. r.arginit. 

Se arată că există într-un caz particular, cînd S}̂  esto 
o sferă, de r^ază a cu centrul în origine. 

Coordon.'it ele sferice ale unui nunct , sînt: 

X 

y 
z 

r sin u cos v 

r sin u sin v 

r cos u 

o r 

o - V 

o ^ u 

a 

•acobianul transformarii este: 

r sin u 

şi rezultă 

dx dy dz 
r 

r < a 

rdr 

ii 2/r 

dv du 
i r 

o o 

r sinu dv 

2IC 

sin u dv dv = — . 2 . 2 'C , 
2 

deci integrala există, 
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DacS O e j l . funcţia este continuă, integrabilă de-
scrie d L t T . H Î l l ' ° integrabilă. Atunci se poate 
scrie distribuţia regulată, sau de tip funcţie: 

C ^ 
<P 
~ dx dy dz (5.1.58) 

Se calculează A 7 cu sensul distribuţiilor. In general se 
aplică regula, care rezultă din definiţia derivatei: 

< ^ ^ = < ^ .A^o > f 
— d x dy dz 

3 

= lim ~ â ^ dx dy dz 

unde s-a considerat funcţia: 

^(x.y.z) 

1 
r 

r c: 5 

Se calculează în continuare integrala 

înainte de trecerea la limită: 

(5.1.59) 

- A ' f d x dy dz = i dy dz 

r > £ 

_ Ĉ  ,1 
(i) 

r . e 

unde Tî 

Lr ^r ds 

Pent ru 

n este normala exterioară (in interioru] 
sferei* 

r > O , A 7 = O şi 

lim JL l î . ds 1 N . lim 1 c 4 ^ ^ 2 ^ ^ 
£ G ^ ^ N 

unde punctul N aparţine circumferinţei sferei 

Deoarece 
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J 

( 1) = - L Şi 

" Î r = £ ^ ^ ^ ^ ds = - - 47r^( N) -4 ÎT ̂ ^ (o,o,o) 

£ — ^ o 
dacă ^ (N) Y ( ^ ) 

sau 

In final: 

^ dx dy dz = - 4 Y ( o , o .0 = - 4 ^ , > 

- - 4 ff cT 

înlocuind în ecuaţia (5,1,57) ' ̂  

- - T T - ) = CT , 
A IL r 

avem ^ Ac/L cT în sensul convoluţiei 
- 4 /C r — 

(5.1.60) 

-l 
4 li r 

Atunci 

(Z^cT)"^ ^ ( A d " ^ V) = (Acl)-^ ^ ^ n , 

Convoluţia are sens deoarece 

supp = R^ 

supp ZicT = O 
supp 9 = volumul v-ompact ocupat de sarcina reparti-

zată volumic. 

In general, soluţia problemei este: 

V (5.1.61) 
4 IC r C o ^ !lc o 
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unde: ^ - este distribuţia regulata; 

•p — eşte distribuţie regulată 

soluţie în concordanţă cu re1•(5,1.18). 

5.>B,3.2. Potenţialul de dublu strat. 

Cu don^^iţcTt ra volumică dist rihuţ ionaln , dată de relnţia 
(5.1.54) ecuaţia lui Poisson devine: 

^ f-I o-A v = ) 

Cu relaţia (5 .1.26) : 

3 n 4 li r 
(5.1.62) 

Produsul de convoluţie dintre o distribuţie regulat.^ dată 
de o funcţ ie local integrabilă şi o funcţie continuă pc 3 / 
devine; 

d n 4 a r 

' 1 

A li t 
T(-U,v,W) . 

d n 

(5.1.63) 

deoarece produsul de convoluţie se transformă astfel: 

T( u , V ,W) f ( x-u .V-v . z-w) ^ 

Relaţia se demonstrează astfel: 
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< f)x,y.z) c ^ .c^ (y.y.z)>= 

, j r ( u , v , w ) ^ (X + U, y w , Z + W ) ds > 

S (u,v,Vv) 

M x , y . z ) T ( u ^ (x + u) ,y + v, z+^vW dS 
( u , V , Vj 

dxdydz 

3 R-̂  S 

^(x,y,z) L ( 

T(.u.V. Vvj) f(x,y.z) ^ (x+u,y + v,z+Vv') dx dy dz d S U , V , 

L ( u , v , w ) f(x-u.y-v,z-\v ) M' (x.y,z) dx d^' dz dS, 2 
^ ( ̂  . V , VL' ) 

T ( u . v . V j ) f(x-u,y-v.z-Nv) dS H ( x , y . z ) ] dxdydz 
C u . v . W ) ' i 

< 'C;(u,v.w)f(x-u, y-v, z-VJ) > 

sau in funcţii SG prezintă sub forma: 

• z) i ( U , V . W ) d ( LJ»V , ) 
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5.1.3. C o n c 1 u z i i 

Relaţiile (5.1.51) şi (5.1.62) sînt soluţiile ecuaţiei 
Poisson (5.1.55), sub forma produselor de convoluţie: 

V = -
4 JL 4xe 

) ^ (5.1 » ) 

Relaţia (5.1.64') se transformă cu njutorul r e 1 . ( . 1 . 17 ) 
şi (5.1.25) în : 

4 // £ 

? 
dv + r a 1 ^ ( 

^ ^ 7 ^^ 

şi reprezintă soluţia ecuaţi ei lui Poisison considerata în sp£;ţiul 
distribuţiilor. 

Se considera că rezolvarea ecuaţiei lui Poisbon în spaţiul 
dist ribuţ ii lor este mai corectă şi mai completn d.p.d.v. n t u rfia t i c , 

iar din punct de vedere practic, contribuie In ro i r er; runo.tinţG-
lor teoretice privind calculul potenţialului în joncţiunea pn 

prin luarea în considerare a stratului dublu. 

5.2, ASPECTE T(:ORETICE PKIVI.ND ULTEF^Ml.N ARL A C/-R ACI L RI G TI-
CILOK IDEALE CURENT - TENCIUNE ALE OIOuELOR. 

Caract eris t ica curent - tensiune a unei diode in t e 11 z eaz ă 

proprietăţile şi principalii parametri ai diodei: căcJere d(j ten-
siune în sens direct în jur de 1 V ce depinde foarte puţin du cu-
rent, începînd cu o valoare de prag u^ ; curentul invers foarte 
mic pînă la tensiuni ridicate, crescînd apoi lent funcţie dc ten-
siune; tensiune de străpungere u^ abruptă. Caracteristica pojte 
fi împărţită îh 4 zone (fig,5.1): zona I - nurr.ită zona Zener -
are loc o creştere bruscă a curentului la tensiuni inverse mari, 
şi reprezintă cnra ct eris t ic n inversă a diodei. E relev."; interac-
ţiunea a 5 factori de bază: tensiuncj, curentul, temperatura jonc-
ţiunii, c o e f i c i e n t u l total de transfer a l căldurii intre jonc-
ţiune şi mediul ambiant şi temperatura ambiant;.. 
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Parametrul cel mai important este tensiunea inversă de vîrf 
maximă sau tensiunea de străpungere a diodei. Valoarea tensiunii 

inverse pentru care creşterea cu-
rentului devine bruscă, se nu-
meşte tensiunea inversă maximă ad-
misibilă (prescurtat în litera-
tura tehnica PIV) - ea nu repre-
zintă o limită de utilizare ci o 
valoare sub care nu există schim-
bări . ireversibile . tensiunea in-
versă nominală - este tensiunea 

^ la care funcţionează dioda şi 
este mni mică decît PIV. 

Zona II şi III este ir.odelată 
teoretic de ecuaţia lui Schockley 

'-A /-
/ly 

/ 

Z L 
Uo 

Tiî 

uA 
TTf 

Fiq .5 .1 . 
- 1) (5.2.1) 

unde : t este curentul de saturaţie al diodei , iar 
S 

UŢ - tensiunea termică - cunoscută la temperatura T dată. 

In zona IV , la u. > u^ u^ - bariera de potenţial, se •̂ A - -o 
obţin curenţi mari - variaţie liniară în raport cu tensiunea. 

Caracteristica reflectă două proprietăţi specifice: depen-
denţa neliniară dintre variabilele electrice de la terminale (u^ 

i^) şi conducţie unidirecţională. 

5.2,1. Aproximaţii şi abateri relative la determinarea 

caract eristicii ideale. 

Pentru stabilirea expresiei (5.1.1) se fac o serio de .:pro-

ximaţii şi simplificări şi anume: deoarece se folosesc expresiile 
concentraţii lor de purtători în condiţii de echilibru se presupune 
că nivelul de injecţie este mic; joncţiunea este polarizată direct, 

deşi expresia (5.1.1) este valabilă şi la polarizare inversă; se 

presupune că la polarizare directă, prin Joncţiune, curentul este 
determinat de purtătorii majoritari injectaţi în regiunea opsuă, 
unde difuzează ca purtători minoritari în exces şi se recorrbină 
treptat; joncţiunea' pn este groasă, adică lungimile regiunilor p 
şi n sînt mult mai mari decît lungimile de difuzie ale purtători-
lor minoritari; joncţiunea pn uste izotermă şi singurul 
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exterior care perturbă echilibrul, este tensiunea aplicată, u^. 

Pentru calculul curentului prin joncţiune, i^^ ^e evalu-
ează densităţile şi de difuzie ale purtătorilor (go-
luri sau electroni), conform relaţiei 

^ [ ^ p ^ Jn (5.2.2) 

unde S este aria secţiunii transversale a Joncţiunii. In acest 
scop în figura 5.2 se reprezintă joncţiunea pn polarizata 
direct, cu tensiunea .u^ şi-variaţia concentraţiei golurilor în 
regiunea neutră n , respectiv în regiunea neutră p, p (x). 

Repartiţii similare np(x) şi 
n^(x) există şi pentru electroni. 

- S e ştia /96,134/ că J^ - fiind 
un curent de difuzie este determi-
nat numai de concentraţii p , 
care variază cu distanţa, după re-
laţia: 21-

(5.2.3) 

4 

1" 

e 

\' n — 1 

i 

i ;'Pn0 
^ 

- 1 
PpO 1 

i ;'Pn0 
^ 

Pno^ ^p (o5"Pno 

de 

P O N 

Fig, 5.2 

prin relaţia: 

Jn = 

cu originea pentru x în punctul N 

(fig.5.2) . 

Aplicînd u^ . p^ variază cu 
distanţa cu Io ordine de mărime, 
în timp ce p^ practic nu se modi-

fică. Deci 
dP. 

va fi dat numai 

(5.;^.4) 

Dacă concentraţiile 

po 

sînt : 

- 2L 
L 

) - n po (5.2.5) 

atunci 
(5:2.6) 

In aceste relaţii, singura mărime care depinde de 
este Pn(0)' deoarece Up. u^. -p, ..p^ 

fizici ai semiconductorului; e - sarcina electrică a electronului, 

sînt parametrii 
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Relaţia de legătură întră u şi p ( o), respectiv n 
este cunoscută /134/ : 

. .Pn(0) = p 

iii 

T "T 
p(o) po 

P(o) 

(5.2.7) 

K T CU precizarea că tensiunea termică u- = - — , este cunoscută i e 
şi constantă la T dat. 

înlocuind (5.2,7) în (5.2.3) sau (5.2.5) şi apoi în (5.2.4) 

respectiv (5.2.6) se obţine: 

e D 
p ^no 

P 

e D.. n. p p o 

( e . 1 ) 

( e - 1 ) . 

i.2.8) 

(5.2.9) 

n 

. ,In continuare se arată în literatură că deoarece curentul i 

pu depinde de; x ; seipoate presupune că 

Jn (P) = Jn (N) (-..2.Io) 

deci, că în zonn de trecere, notată cu { în fig.5.2, v..Jorile lui 
Jp şi J^ nu se modifică ( t este foarte mică) şi rezultă: 

D„ 
S 

sau 

J p ( N ) - Pno + ^ n )(e 1) (5.2.11) 
^ '-p ^n 

"T 
^A = ( « - 1) (5.2.11*) 

i, = Pno ^ - n ) . 
D n 

(5.2.12) 

curentul rezidual :!l joncţiunii (numit şi curent de SrJturr^ie). 
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5.2.2. Stratul dublu de pe interfaţa joncţiunii p^, în(D'. 

Se ştie /23, 134/ că în cazul Joncţiunilor pn reale, 
caracteristica i^ - u^ se abate de la ecuaţia 5.2.1, datorită 
atît verificării aproximative a unora din ipotezele simplifica-
toare, pe care s-a fondat deducerea expresiei respective, cît şi 
apariţiei unor fenomene specifice funcţionarii joncţiunii, care 
nu au fost luate în considerare. Unul din aceste fenomene care 
p o a t e fi p u s în d i s c u ţ i e în c a d r u l m a t e m a t i c al t e o r i e i d i s t r i -
b u ţ i i l o r este cel al i n f l u e n ţ e i s t r a t u l u i d u b l u r s u p r a c u r e n t u l u i 
p r i n J o n c ţ i u n e - în c o n d u c ţ i e i n v e r s ă . 

• In relaţiile (5.2.8), (5.2.9) şi (5.2.Io) la stabilirea 
ecuaţiei diodei ideale nu s-au luat în considerare fenomenele ce 
apar în zona de trecere, notată cu { în fig.5.2. Unul din efec-
tele mai importante din zona de trecere este cel al generării -
recombinării de perechi eleclron-gol. In regim de conducţie in-
vt^rsă. pe lîngă curentul invers, prin diodă circulă un curcnt su-
plimentar determinat de mişcarea colurilor şi a electronilor ge-
neraţi termic în regiunea de trecere. La creşterea tensiunii in-
verse (în valoare absoIută) cu rentu1 prin diodă are o creştere. 

Se obţine aotfe un qurent î ^ > i^ , la creşterea tensiunii in-

verse , deci : u ^ a ' 

ig = i^ ( e - 1) (5.2.13) 

este ecuaţia diodei ideale în aceste condiţii, unde . 

Din punct de vedere matematic perechile electron-gol de 

pe suprafaţa joncţiunii, pot fi încadrate într-un strat di-blu de 

sarcini electrice. 

5 . 2 . 3 . E c u a ţ i a c o n c e n t r a ţ i e i de p u r t ă t o r i 
rezolvată în X)' 

Se ştie din literatură /23/,/26/,/96/ că excesul de pur-
tători variază cu distanţa după o ecuaţie diferenţială ordinară 

de forma: 
y^ - a y = O (^-r^.l^) 

în care: 
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a 1500 

p^^^ pentru Gei..iconductorul de tip p ; 

constanta - cu L^ - lungimea medie de difuzie 

P 

Soluţ ic 

,y = 

a golurilor în exces, 

ecuaţiei este de formn : 

x/L, 

Pno = ^ . C2 e [5.2.15) 

Punînd condiţiile la liniită 

oo p - o 

O p^ = 
(5.2.15) 

rezult ă : C^ = O şi C^ «î P^(0) - p^ 

Se ajunge astfel la soluţia data prin relaţiile (5.2.3), 

(5.2.5), pentru goluri şi electroni în exces, deci de o parte şi 

de alta a zonei cie trecere (fi(j,5.2). 

Considerînd o diodă polarizată direct, cu tunsiunea CJG 

0,35 V, de tipul n + p , se obţine, într-o reprezentare 5 : i n i p l i f icată 

repartiţia golurilor şi electronilor în lungul joncţiunii (cu li-

nie ' în t re rupt ă - la echilibru) /38/, conform figurii 5.3. 
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. . Dacă se consideră că y este o distribuţie regulată 
definită prin relaţia: 

< V = [ y ^ d X (5.2.17) 

D 

D = supp 7 . 0 

şi i se calculează derivatele, în sensul teoriei distribuţiilor 
/l3/,/52/, se obţine: 

derivata întîi: 

cT y* = y + s cT o ;5.2.18) 

cu s^ - saltul funcţiei în x=o ; 

- distribuţia lui Dirac concentrată în x=o 

derivata a doua: 

y" = y" s^c/' + s^cT (^..2.19) 

în care: s^ - saltul derivatei funcţiei y , egal cu zero 
- din punct de vedere tehnologic. 

Scriind în ecuaţia (5.1.17) în distribuţie rezulta 

y" 1 - a y = - s^ cT • ( 5 .2 .2o) 

ecuaţie care formulată în spaţiul distribuţiilor conţine şi 
suitul din x=o . 

Punînd în corespondenţă relaţiile (5....2o) cu (2.1.24) 
rezultă că saltul s^ în x=o poate fi introdus de stratul du-
blu de pe interfaţa joncţiunii pn ; astfel, în ecuaţia (5.2. 
22), definită în <8 • , acest salt intervine explicit. 

5.2.4. Formularea în D ' , a dependenţei curent-tensiune. 

In cadrul teoriei distribuţii lor, soluţionarea ecuaţiei 
(5.2.2o) se poate face prin însumarea soluţiei ecgaţiei omo-
gene y cu soluţia particulară a ecuaţiei neorrogene y^ /13, 

52/. 
Y = y + y^ (5.2.21) 
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Soluţia ecuaţiei omogene este cunoscută, din relaţia (5 2 15) 
în condiţiile (5,2.16), sub forma: ' ' 

- xTa ^ 
y = ® (5.2.22) 

Pentru determinarea soluţiei ecuaţiei neomogene, unul din pro-
cedee /13/ este următorul: 

Soluţia y^ se alege de forn^a: 

Yo = ' (^.2.23) 

unde 'Q( x) este distribuţia lui Heavisid^, defin.ită ca o distribuţie 
regulată, prin relaţia: 

<'e(x) > = j, if(x) dx (5.2.24) 

O 

o pentru x < O 

cu «(x) ( .2 .24' ) 

, pent ru x O 

Soluţia (5.2.23) este un produs între o funcţie indefinit de-

K v a b i l ă CK: (x) şi o distribuţie ^ . 

Aplicînd relaţia (1.2.1) pentru calculul derivatei acestei 

distribuţii, avem: 

(oCT') = oi'T + oCT' , (5.2.25) 

ieoarece distribuţia din membrul stîng este 

' = c ^ , • > » , 

iar distribuţia din membrul drept este: 

= < I .c^'M' > > f '> - < I ' f ̂ ^ )•> -

„ ^ T '^T .c^'Cf ^ > ' 

^ . < T > -<l ' <1 ' > -

T , ^^ 'f •> • 
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Atunci rezultă: 

y; -e(x) + c^(o) cTCx) 

y; -9(x) ^cc\0)cf{x) +oC{o)d(x) 
(5.2.26) 

cu proprietatea 

OC(x) cr(x) = o( (o) cT(x) 

deoarece 

înlocuind 

în ecuaţia (5.1.23) avem: 

+ c<''(o) cf(x) + cx:(o) c!"'(x) - a aC e(^) ^ _ J-. 

Prin Identificare se obţine: 

«"(X) - ct ai (x) - O 

OC'(o) - O 

^ (o) = -s^ 
Soluţia şi derivata ei sînt : 

\râ X _ X 
OC (x) » K^ e + K^ e 

\fa X ^ ^f^ X 

oc\x) ^ K^ e - K^ V^ e 

iar în x=o 

Oc:̂ (o) = K^ v^ - K^ V^ = o 

şi rezultă K^ 

iar ^ - ^ 
O C ( x ) = K e ^ - K e 

Dacă vV ( o) = - s^ , avem 
s 

K + Ş i K = - . 
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Soluţia ecuaţiei neomogene y este: 

Va X ^ fă 

- - (e + e ) «(x) 

- s^ ch X •9(x) 

Atunci (5ol.24) devine 

" \[a X 

^ = ® - SQ ch v/̂  X ^(x) 

(5.2.27) 

iar derivata ei va fi 

- \[a X 

C2 a e - s^ ^ ah vTa X ^(-x)- cf{x) 

(5.2.28) 

(5.2.29) 

Transformate în funcţii, soluţia şi derivata ei sînt: 

- \fa X 

Q pentru x < O 

(5.2.30) 
C2 ® - s^ ch ^ X p e n t r u x ^ O 

-C2 

- v/ă* X 

- y^ 

pentru x <C O 

(5.2.31) 
-C2 \ni e - sU \fa X pentru x ^ O 

înlocuind \l~a ^ şi introducînd în relaţiile {5.24)(5.26) 
P 

se obţ ine : - ^ 
e D p 

^P / ̂  

X ^ 

-•P "T 
(e - 1) . e D sh ^ X 

j e " (e T - 1) 
Ln 

(5.2.32) 

Din această relaţie rezultă ca are loc creşteres. curentului 
rezidual ai Joncţiunii, la o v a l o a r e m a i msre - curent de s-turaţie 
•prin termenul adiacent e Dp s^ sh — x . 
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Acum se poate spurce, corect, că^ nu depinde de x şi 

în x«a se obţin relaţiile (5.28), respectiv (5.29) fără a mai 

fi necesară condiţia suplimentară (5.1.1o)^, sub forma: 

u a 
e D p ^T 

J n ( ^ ) = — ^ (e . 1) 

^^ (5.2.33) 
u a 

jn(O-) = (a 1) . 
~n 

Rezultă din ecuaţia (5.2V2) şi (5.2.11) 

J p ( ^ ) ^ ] ' (5.2.33') 

relaţie valabilă şi în zona de trecere. 

^a 

5.3. PROBLEME PRIVIND SELECŢIONAREA DIODELOR CU 
AVALANŞA CONTROLATA, PENTRU REALIZAREA 

MODULELOR DE REDRESARE. 

Modulele de redresare de înaltă tensiune impun înscrierea 
m^ji multor diode de înaltă tensiune, deoarece o singură Joncţiune 
pn nu poate rezista la tensiuni inverse în domeniul 5 kV ... 
... 2oo kV. Pentru tensiuni mai mari se folosesc scheme de redre-
sare cu multiplicare în cascadă, care conţin mai multe module de 
redresare de înriltă tensiune /l48, 149/. 

Pentru refilizarea unor module de redresare, prin înscriere, 
este esenţială obţinerea unei repartiţii a c.^derilor de tensiune 
cît mai uniforme în lungul lanţului de diode, o izolaţie elec-
trică corespunzătoare şi o bună răcire a diodelor - în special în 
cazul unor curenţi intenşi (fie curenţi de sarcină de durata, fie 
curenţi de scurtcircuit de scurta durată). 

Repartiţia cît mai uniformă a tensiunii este condiţionată 
de utilizarea unor diode cu rezistenţe inverse cît mai apropiate, 

chiar egale. 
O primă selecţie a diodelor o constituie măsurarea rezis-

tenţei inverse. Ia literatura tehnici de specialitate nu se preci-
zează însă, pefitru fiecare tip de diodă la ce tensiune de 'polari-
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zare inversă S3 se facă aceste determinări, aceasta fiind de fapt 
tensiunea nominală a aparatului de măsură ( f. rr.egohmmet rului) , care 
de xzele mai multe ori esto diferită de tensiunea de lucru a unei 
diode înseriate în modulul de redresare. 

In aceste condiţii, se consideră utilă, determinarea precisă, 
continuă a caracteristicii curent-tensiune (sau a altor variante), 
pentru selectarea diodelor folosite în sursele de înaltă tensiune 
continuă 'utilizate în diverse aplicaţii industriale (surse de ten-
siune continuă în laboratoare de înaltă tensiune, vopsire electro-
statică, electrofiltre, etc.)* 

In cele ce ur^meaă se prezintă montaje practice pentru deter-
minarea continuă, la diferite temperaturi a caracteristicilor diode-
lor, utilizînd osciloscopul, calculatorul MEDA 42 TA cu înregistra-
torul său; se prezintă apoi schema unui aparat indepef.dent pentru 
ridicarea caracteristicii conductanţă- tensiune, cu j^jutorul unui 
multiplicator HOB 8095. 

5.3.1. Caracteristicile diodelor cu avalanşă controlată 

folosite în construcţia modulelor redresoare de 

înaltă tensiune. 

Diodele cu avalanşă controlată de tip DlOAlO, D16A12, D25A12, 
cu siliciu, intrate în fabricaţie recentă la IPRS Baneasa, sînt ast-
fel realizate încît la depăşirea tensiunii de străpungere, nultipli-
carea în avalanşă a purtătorilor în regiunea de sarcină spaţială a 
joncţiunii pn , se produce îfi întregul volum al structurii semicon-
ductoare (la diodele redresoare obişnuite străpungerea se prc^duce 
într-o regiune limitată de pe suprafaţă sau din volumul structurii 

de siliciu). Din acest motiv, diodele cu avalanşă controlată pot su-
porta, pe durate scurte , impulsuri de curent invers în gorra de pu-
te^ri de ordinul kilowaţilor. 

In literatura tehnică"^ se arată că datorită cajjacităţii de a 
suporta sarcini mari de tensiune inversă, se ponte evita folosirea 
sistemelor uzuale de protecţie, adică diodele cu avalanşă controlată 
pot fi conectate în serie fără a folosi reţele de echilibrare sta-
tică SQU dinamicn a tensiunilor inverse. 

Pentru sursele de înaltă tensiune continuă, această precizare 
rămîne valabilă numai dacă diodele utilizate au caracterigtici iden-
tice. 

Catalog - Diode cu siliciu - apăr^,ut în colecţia Au t onij t i c ̂  , 
informatică, electronică şi management. Editura tehnica, 19^0, 
bucureşt i i 
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T 1 p 
1 ! 
i "^RRM ' ^RA 
/V/ /V/ 

^FAVM 

/A/ 
^FSM ^FM 

/A/ I /V/ 
1 

/U/ 1 /m / 
plOAlO looo l2co-l7oo Io 150 1 1,4 0,98 Io 
D16A12 j l2oo ; l4oo-2ooo 

: ^ j 16 l8o 1,4 o,92 9,8 
D25A12 I l2oo ' 1400-2000 25 1 3oo 1.4 1 0,9 

1 i ̂ Kfv; ' I^t la Io ms /A^s/ 

i 
i 

1 

2 5 V u A / l5o°C/mA/ , 25°C l5o°C 

i 
i 

DlOAlO 25 1 3 22o j llo 

i 
i 

D16A12 25 ! 3 315 j l6o 

i 
i 

U25A12 5o 1 5 Ooo ! 45o i 
i 

K R M 

^RA 
IFAVI-, 

^FSM 

^RN 

I^t 

- tLîHGiune a inversă cio vîrf repetitiva; 

- tensiunea inversă de avalanşă; 

- curent direct mediu , la T̂:: l2o°C; 

- curent direct de suprasarcină rccidentală 
la l5o°C ; 

- tensiuney directă maximă la Ps'^C ; 

- tensiunea de pr ag la l5o°C; 

- rezistenţa dinamică la l5o°C; 

- curentul invers maxim; 

- integrala de curent. 
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^ Măsurătoarea cu megohrr.îr.e t ru 1 - care determină un singur 
punct al caracteristicii este utilă doar pentru eliminarea diode-
lor cu izolaţie ^labit?!. 

In cadrul unei documentări la IPRS Băneasa, am constfitat 
că în scop de sortare, verificarea caracteristicii curent-tensiune 
se face pe un osciloscop, determinîndu-se precis panta caracteris-
ticii directe, la diferite t emper^^a l uri . 

Determinările sînt corespunzătoare pentru diodele norn;ale, 
folosite în mod curent, dar nu sînt suficiente pentru diodele folo-
site în construcţia modulelor redresoare d e înaltă tensiune. 

Pentru construirea unor module de redresare de în-^lta cali-
tate şi fiabilitate este necesară selectarea diodelor cu caracte-
ristici inverse curent-tensiune identice, la aceeaşi temperatură, 
fixată . 

5.3.1.1. Caracteristica inversă curent-tensiune. 

Conform datelor de catalog ale diodelor cu avalanşă contro-
lată (tab.5.1), tensiunea inversă maximă admisibilă, numită ten-
siune inversă de avalanşă, este cuprinsă într-o gamă destul de larqo 
do valori. Pentru determinarea precisă a limitelor şi a tensiunii 
de străpungere s-a realizat montajul din fig.5.4. In ac(.'St montaj, 

ca sursă de tensiune SIT s-a uti-
lizat o trusă de înaltă tensiune 
alternativă de încercat tip TCS 
2 kV/ 0,1 A, ICEMENERG Bur.ureştj., 
la care se poate extinde domeniul 
de tensiune conform metodei pre-
zentate în inovaţia nr . 5?1/16 .03, 
1977 /l5o/. Circuitul a fost com-
pletat cu o schemă de redresare 
monoalternanţă pentru n se reda 
caracteristica inversă cu oscilo-
scopul catodic. Mont.ijul prezen-

tat măsoară rezistenţa inversă la diferite tensiuni - practic este 
un megohmmetru cu tensiune variabilă. In ţară sînt cunoscute meg-
ohmmetre cJe 5oo V, looo V, 25oo V. 5ooo V, cu care, aşa cum s-a 
arătat, se determină un singur punct al caract eris t icii . M.^.şurarea 
conform montajului prezentat în fig.5.4 se face cu tensiune Iter-
nativă redresată. 3R este un bloc de redresare monoalternanţă -
ceea ce reduce solicitarea termici a diodelor încercate, noiute cu 
D Prin t) şi D. s-au notat di vizorul de tensiune şi ce curent, 
D. rin ^ i care se obţin semnale pctrivitf pentru 
divizoare oe tif-

F ig.5 .4 
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Vizualizare pe osciloscop s.u pentru multiplicarea semnalelor cu 
ajutorul unui circuit liniar integrat . de tip multiplicator, fu-
bricat ICCE Bucureşti, de tipul ROB 3095. 

Cu montajul prezentat în fig.5.5 se pot compara caracteris-
ticile curent-teVisiune a doua diode D̂ ^ şi D^. 

«X 

OSCI (cscopţ, 

Fi.g.S.5 

Modul de lucru este următorul: se r-plică tensiune îi jurul 
tensiunii inverse de avalanşă V^^^ ( looo - 2ooo V) şi se dcttrr. ină 
curentul invers IRM /mA/ ; pe ecranul osciloscopului se obţine ca-
racteristica inversă curen t-t ens iune . încălzind diodele, cu ;;iuto-
rul, elementului ne încălzire EI , la temperaturi de loo - 50*^0 
86 constată o creştere a curentului de conducţie în storc- irwers?? 
(în valoare £-bsolut;^), la creşterea tensiunii rplicate, -ş.: cur. s-s 
arătat în parr^graful 5.1.2. ^;ontajul oferă două posi:iUt?ui de 
lucru: o) - niărind tensiunea inversă eplicraa pînă se obţine din 

nbu o valoare rpropiată de curentul de conducţie inversă rnxin? cu 
menţinerea încălzirii (fări menţinerea încălzirii nu ^̂  r- DC.- . • 
creşte tensiune.i inversă aplicată, deoarece s-ar pjuncu ] .rrnpLn-
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gerea diodei prin creşterea curentului) ; b) - păstrînd tensiu-
nea aplicată constantă - prin răcire, se constută o creştere a 
curentului de conducţie în stare inversă, ca în figura 5.6. 

u[v] ma'^ioso'iooQ'' 500 D 1 0 A 1 0 
l 1 
1 y . 

1 
1 

IOD"!: 2 0 C 

l 1 
1 y . 

1 
1 

IOD"!: 2 0 C 

100 

U p A ] 

Fig ,5 .6 

In figura 5,7 s-au redat caracteristicile inverse pentru 

trai diode DlO AlO, la t empe^^at ura constantă -G = 25 C. Se 

constată o diferenţă destul de mare între tensiunile de satura-

ţie ale diodelor, notate I . II şi III cuprinsă însă în limitele 

admise • 

In figura 5.8 s-a repr^ezentat variaţia curentului func-

ţie de temper<^tură la tensiune inversă constantă, pentru diodele 

I şi II. 

5.3.1.2. Al_ţe__c5ir£c_te£i_ştj^c^ ale ^iodelor_ 

£o2aj:iza_t e__inve r^. 

In regiunea de prăbuşire a caracteristicii invnrse. pentru 
o variaţie largă a curentului, tensiunea este aproape constc.ntă 
şi egală cu V^^. . Vnriaţia tensiunii .u creşterea curentului con-
duce la noţiunea de rezistenţă dinamică /134/. In general .e in-
dică rezistenţa dinamică nominală, notată r^ şi definită altfel: 

dl 

AU 

A I 
(5.3.1) 

I nominal 
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Uînv [V] 

2000 1500 înnn 

Ca^acte^ls^lca U-l la polarizare inversa a diodelor cu 

avalanşa corrhnoîal-a -tip D 10 A 1C ( O = 25^C .) 

FIG. 5.7 
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- - J 5 0 0 

C a r a c t . I^f(e) 
U,nv = 1 6 0 0 V 

FIG.5.8. 

l[uAl ţ 

BUPT



- 98 

Ea este definita ca panta curbei I = f ( 0 ) , în zona de prăbuşire. 

Conductanţa dinamică definită ca inversul rezistenţei dina-

dl 
mice 

9d - dU 
(5.3.2) 

poate fi definită ca distribuţie cu ajutorul derivatei în sens dis-
tribuţional /13/, astfel: 

sau 

unde 

9d 9d 

dU ^ ^ 

+ S.cT, L 

(5.3.3) 

(->.3.4) 

este saltul curentului invers la tensiunea de saturaţie, 

(f - distribuţia lui Dirac concentrată în acest punct. 

Reprezentarea matematică propusă reprezintă mai corect şi mai 
intuitiv, variaţiei bruscă a acestui parametru. 

In colo ce urmează se prezintă un montaj pentru determinarea 
conductanţei electrice la o variaţie continuă a tensiunii de polari-
zare inversă între zero şi o valoare apropiată de tensiunea de stră-
pungere . 

Se preferă determinarea conducte^nţei pentru reducerea nrorii 
d© măsură care ar apare în cazul împărţirii la un numitor cu v.ilori 
foarte mici (curent). 

Trasarea corrjct erist icilor se face cu ajutorul ca leu l.i t orului 
analogic ^̂ ^ a înregist rat orului BAK 4Ţ. 

U 

f-ig .5.9 

Scheu.i. electrică, redată în figura 5.9, cuprinde: âurr>a de 
lrî;jltâ terifel'Jr.c ' j IT , blocul dft redresare BR. un divizor de tensiune 
D on dlvl/or d'r curent D^ (rezietive), mont.'Oul p« c-^culntorul 
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MEDA 42 TA (ce include blocul de înmulţire TD02)şi un înregistra-
tor în coordonate, tip B A K 4T. 

Schema electrică do modelare pe calculator analogic, are 

cablajul realizat ca în fig.5.lO; cu A^^A^^A^ s-au notat ampli-

ficatoarele operaţionale ale calculatorului, cu reacţiile lor. 

10K 

Fig.5.10 

Se menţioneazcî , că atît calculatorul MEDA 42TA , rît şi în-

reg is t r a t o r u 1 său sînt utilaje din import, de precizie si do vo-

lum mare. ce pot fi folosite în scop de cercetare. 

^.3.2. Aparat pentru ridicarea-continuă a 
C a r a c t e r i s t i c i l o r diodelor. 

Pentru a dispune de un iiparat independent de masurare-
rapidă a conductanţei electrice la diferite tensiuni şi tempera-
turi, s-a realizat un montaj ca în fig.5.11, (propunere de in-
venţie /154/j. In principiu, montajul cuprinde: un multiplicator 
de tip ROB 8095 produs în ţară, la ICCE Bucureşti, un rsmplifica-
tor electronic - f3A 741, divizoarele de tensiune şi de curent 
D şi D , sursa de înaltă tensiune SIT şi blocul de redresare BR, 

C i r c u i t u l e l e c t r o n i c s-a realizat pe o plăcuţă imprimată. 

A D a r a t u l este de mici d i m e n s i u n i , poate fi folosit în mod indepen-

dent . 
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împărţirea \ialorilor celor două tensiuni, pentru a obţine 
conductanţ a diodei în fiecare punct de funcţionare se realizează 
cu ajutorul amplificatorului pA 741, caro are în reacţia negativă 
un multiplicator analogic /8/, obţinîndu-se astfel un amplificator 

operaţional divizor. 
Montajul de divizor - utilizînd un ROB 0095 are patru posi-

bilităţi de corecţie: corecţia de zero pentru U = u şi U = i, 
corecţia factorului de multiplicare k^^, corecţia de zero X serr,na-
iului de ieşire Ug • 

Dacă + ^ eroarea de c?^lcul a mult iplicr.torului se 
obţine tensiunea de ieşire sub forma: 

K U m y 
(5.3.5) 

astfel încît se observă că eroarea de măsură a divizorului creşte, 
cu scăderea valorii împărţitorului U^ , deci la O , ajunge la 
limita superioară. 

De aceea precizia modulului de divizare este def.inită pentru 
un domeniu bine determinat al valorii tensiunii U^. Valoarea cea 

mai scăzută a lui U^ este Io.15 % din valoarea sa maximă. Raportul 

se alege funcţie de domeniul maxim al^tensiunii de ieşire 

M' 

o,15 u 
K u 

y M (5.^^.6) 

xM 

Pentru flecare tip de diode DlO AlO, sau D 25 Al?., apnratul .e re-
etalonează, obţinînd comparativ caracteristicile unui rr̂ are nuriăr 
de diod«. Deoarece în etapele premergătoare de reglaj ale schemei 
de măsură este necesară stabilirea rapoartelor optime do divizare 
pentru divizoarele D^ şi (flg.5.11). astfel ca tensiunile de in. 
trare în blocul de divizare să nu depăşească + 10 V ; au fost uti-
lizaţi blocuri de semnalizare optică, care ser.nalizeoză depnşires 
valorii de 10 V. 

S I T 
u D u 

,1 f 
Di 

1 
Di r G(u; 
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STUDIUL SI REALIZAREA UNOR MODULE DE REDRESARE 

DE ÎNALTA TENSIUNE. 

Diodele cu avalanşă controlată cu siliciu, fabricate la 
I.P.R.S. Băneasa au parametri funcţionali corespunzători şi cons-
tanţi în timp, sînt de putere mare, astfel că este posibila uti-
lizarea lor pe scar.^ industrială Ij realizarea instalaţiilor de 
redresare — care astfel, pot lucra cu minirn de supraveghere la 
parametri energetici foarte ridicaţi. 

Iniţial pentru redresare s-cu utilizat Kenotropne, diode 
cu gaz, redresoare mecanice. Prin conectc-rea în serie r-i iuai r.ultor 
diodo se obţine mărirea tensiunii de serviciu, la acelaşi curent -
obţinîndu-se module de redresare - care apoi se combină în scheme 
de redresare adecvate (monoalternanţă), dublare simetrică s^u a-
simetrică, triplare, multiplicare în cascadă). 

In cadrul unei colaborări între I.P."Traian Vuia" Tirrişoara 
şi înt repr inderea Elactrobanat Timişoara s-au realizat module ele 
redresare de înaltă tensiune pentru instrlaţia de vopsire electro-
statică, procedeu de mare eficienţă economica. Vopsirea r'ectro-
statică necesită tensiuni înalte continue de 80 - l2o kv şi asigură 
obţinerea unui strat de vopsea uniform, aderent , cu pierderi T.inirre 
şi cu o productivitate ridicată. 

In articolul "Modules de redressement de la hautp t̂ ifi ion 
pour inst aliat ions de peinture 61ect rost at ique" sînt prezerit.te so-
luţiile tehnologice, parametrii calculaţi şi încorc'rile exL.erin.en-
tale care au ştnt la baza inovaţiei /l49/ aplicată la Electrobanat 
Timişoara . 

5.4.1. Liimularea funcţiei de redresor. 

In acest capitol se prezintă circuite electronice de cimu-
lare a diodei ideale, a funcţiei sale de redresor - circuite ce 
vor fi utilizate pentru modelarea func;ionării instalaţiei oe î-
naltă tensiune continuă în cascadă. 

Simularea se face cu circuite electronice sau pe calcula-

tor analogic, cu ajutorul amplificatoarelor cperationale. 

Noţiunea de amplificator electronic şi operaţional este 

larg folosită în studiul circuitelor /Io/. 
Prin definiţie, amplificatorul ?e referă la co-por. en r e le 
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variabile ale semnalelor de intrare şi ieşire prin relaţia: 

•(S.4.1) A x^ (t - R ) 

XQ «ste răspunsul, iar x^ - excitaţiei ; 

A -(numai real) - nmplificarea ; 

L - timpul de întîrziere introdus do amplific;tor. 

este timpul tle trecere <-;l semnalului prin rrî p li f i cn t o r , r.vin-
form schemei bloc din fig.5.l2.a , schemă ' eichivalentă cî a unui 
cvadripol - figura 5 .12,b. 

A 
t 

a) 

1 c. 
i 

I K r 

b) 

« 2 

Fig.5.12 

1) Redresarea unei singure alternanţe pe calculator analociic. 

Montajul de simulare este rodat în ficurn 5.13 şi ion;inc 
ca element princip;:l un amplificator operaţional. La rplicar(;a 

tensiunii de intr. ri: 

1 0 K 

Ui' Rt 

1 0 K 

R2-0 f 

D1 

D2 

Ue 

tivG se obţine u^ 
ci e o a r e c e 

K. 
R' 

'transfer = O 

La aplicarea tensiunii ĉ e 
intrare negative», so obţin; 

Fiq.5 .13 U^ - U 

Cu 
+ 1^ = 0 -vem 

U - U e 

R. 

U 

R 2 

şi deci 
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U = U ̂ (5.4.2) are semn schimbat. 

Schema prezentată simulează redresarea monoalternantă. 

2) Redresor ideal - modelat pe calculator analogic 
cu ambele alternante. 

Intr-o primă variantă, se realizează schema din fig.5.l4 

20K 
W 20K 

Ui 

10K 
10K 

10K 

- C > 
A 2 

-O 

Ol 

Fig.5.14 (f'̂ sj. 

Dacă la intrare se replică tensiune pozitivă, în punctul P rezultă 
tensiune negativă şi conduce D^ (D^ este blocată). In nunctul Q 
avem (-U^), deoarece coeficientul de transfer 

reacţie 

in t rare 

io2 
10^ 

(5.4.3) 

Amplificatorul A^ împreună cu rezistenţa sa de intrare şi 
de reacţie, face a doua schimbare de semn astfel că tensiunea de 
la ieşire U^ = şi este pozitivă. Dacă la intrare se replică ten-
siune negativă (alternanţă negativă), conduce D^. Punctul P este 
pozitiv, punctul S are + U^. Amplificatorul A^ face o schimbr.rc de 
semn, iar A^ încă o schimbare de semn, astfel că la ieşire se ob-
ţine U^ - - U^ ( U ^ C O), deci U^ > 0 . 

A doua variantă care conţine numai două amplificatoare ope-
raţionale este redată în figura 5.15. 

La alternanţa pozitivă a tensiunii de intrare se deschide 
D , în punctul P, avînd potenţial negativ. In S, avem -U^ , iar 

în W avem 
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•f U - U. U 
i . 1 ^ 

2o K Io K 2o K 
sau 

^ = - • - Kg . U3) = - ( 2 0 u . . 20 
2o 2o 

= _ U. . 2 U. . U^ (5.4.4) 

La alternanţă negativă, P are potenţial pozitiv şi conduce 
dioda D^. Cum rezistenţa de reacţie este zero, potenţialul lui P 
devine zero, deci = Atunci minusul se aplica la A CP re are 
coeficient de transfer 1 , dar schimbă semnul şi rezultă 

^e = -'^i O) . deci U > O (5.4.5) 

Circuitele prezentate la punctele 1 şi 2 se vor utiliza la 
modelarea cascadei, în capitolul 5.4.2. 

3) Simularea unei diode ideale cu amplificatoare 
operaţionala (circuit inteorat). 

Simbolul unui amplificator operaţional este redat în figura 
5.16 /Io/ şi are coeficientul de amplificare, în buclă deschisă 

Fig .5 .16 

(5.4.6) 

Un amplificator operaţional poate fi 

inversor (în schema din fig.5.17), 

cînd avem 

U, 

A lo~ 
R2 

- — U. (5.4.7) 

be ase menea poate fi repetor - cînd nu schimbă semnul tensiu-
nii la ieşire'^faţă de tensiunea de la intrare (fig.5.18). 
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Ro 

L 

Fici .5.17 

Fig.5.18 

^ = • Lip 
% = -

R. + R. 1 ^ 
- i 2 = h 

R-, 
"o = -

A (U^ -

Up (1 
A Ri 

Rj+R , 
- ) 

) = A U . -

A U , 

A R , 

Ri-^Ro 

A U 

A R . + A 
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U, = (1 + ) . U, 
• 

"1 

Repetorul dă tensiunea: 

Up = (1 + ) U, 
Ri 

{5.4 .8) 

Un redresor mono alternantă cu rimplificator operaţional, oste redat 
în figura 5.19 

10K 
-CZl-

Ui 
Q 

1 0 K 
- C D -

Dl 

> 

> 

Fig.5 .19 

Cînd tensiunea de intrare U^ este pozitivă, dioda U^ conduce 
şi face ca tensiunea din punctul P să fie zero, deoarece rezistenţa 
do reacţie înseriată cu D^ este zerOo Deci U^ = O. Cînd U^ este nega-
t ivă , conduce, deoarece U este pozitiv şi deci coeficientul de 

Io transfer este şi U^ - U . iar O, deoarece O 

4) Redresor dublă alternanţă cu amplificatoare 

operaţionale (circuite integrate). 

So realizează schema din figura 5.2o. 

In eltr^rnanţa pozitivă P are potenţial negativ, şi 

= U, . f (-U,)) 
^ 2o ^ Io 

U. 

In alternanţa negativă, U p > o . dar ulterior devine zsro, 

c o n d u c e , şi U^ = - U^. Cu O. rezultă U ^ > 0 . 
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U; 

10K 

2 0 K 

10K 

10K D 2 
1 > h 

20 K 

Fig.5.2o 

Intr-o altă variantă (fig.5.2l) se obţine: 

U; R1 

Fig .5.21 

în alternanţe oo^itivă conduce D̂ ^ iar în alternanţa ncoativ; con-
duce Dg şi U^ > O. Tensiunea Uj^>0 se aplică la intraren + a lui 
A_ care lucrează în regim de repetor. 

U (1 
R. 

) u, . 
^ 'M 

In nodul , suma curenţilor este zero 
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Rl «2 * «4 

«3 ^ «2 Rl 

U , ( - J . - i ) = . ^ 
R3 . R^ R^ R^ 

R^ («2 «3 ^ 

Rc R-I+R^+RT Ro(R-r+R.) 
U . (1 . U^ = ^^ ^ 

* 

pentru R̂ĵ  = «2 " ^̂ 4 = K (5.4.9) 

rezultă ^e "" ~ ^^^^ < 0 avem U^ > O 

Aceste circuite de la punctele 3 şi 4, lucrează independeni 
de calculatorul analogic şi pot fi folosite în diverse aplicaţii. 

5.4.2* Modelarea pe calculator analogic a funcţionarii 
cascadei cu două eta je. 

Modelarea pe calculator analogic a funcţionării cascadei de 
înaltă tensiune este una din metodele accesibile şi mai puţin cos-
tisitoare, în comparaţie cu determinările pe o instalaţie reală de 
înaltă tensiune. Se pot măsura: tensiunile, căderile de tensiune, 
factorul de ondulaţie pentru diferite rezistenţe de sarcin.":) conec-
tate la ieşire şi se pot stabili soluţii de optimizare. Operarea 
pe calculator snalogic prezintă avantajul repetării c-lculelor în 
diferite variante printr-un reglaj relativ simplu, din potenţio-
metre, al coeficienţilor de transfer şi condiţiilor iniţiale. 
Soluţiile grafice care se obţin direct de la înregistratorul calcu-
latorului permit o interpretare intuitivă a fenomenului stuciiat. 
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Cascada este o instalaţie de înaltă tensiune formata din 
module redresoare conectate în schema din figura 5.22. 

Se cunosc cascade cu G etaje. 
In cele ce urmează se modelează 
pe calculator analogic o cascadă 
cu două etaje - care funcţio-
ne^ază în instalaţia de vopsire 
electrostatică Ir, în t r ep r inde r ea 
Elcctrobanat Timişoara. 

Consider înd nlfec^rnanţa ( + ) la 
extremitatea din dreapta, con-
duce D^ şi se încarcă Ĉ ^ la va-
loarea U , După ce extremi- ^ 

tatea din stînga trece la alter-
nanţa + înseriifTd tensiunea 
dată de înfăşurarea de înaltă 
tensiune a transforiiic-torului cu 
tensiunea de încărcare a conden-

Fig.5.22 satorului C,, prin intermediul 
diodei D^ se în cr: r c 1 a 

tensiunea 2U faţă de masă. 
Procesul este progresiv în mai multe plternanţc. Sarcina 

condensatorului C^ se transferă şi asupra condensatorului C.̂  prin 

şi D 3 • După înscriere, borna superioară a lui C^ încrrcă la 

4 U faţă de masă. 
Schema electronică renlizată pe calculatorul f LUA 4:'TA 

este redată în figura 5.23. Pentru realizarea fizică schcn.elor 
de simulare s-au folosit şi alte rezistenţe şi condensatoare decît 
cele din dotarea calculatorului. 

In figurile 5.24, 5.25, 5.26, 5.27 şi 5.28 se dau înregis-
trările făcute pe înregistratorul BAK 4T pentru cascada cu un 
etaj şi cu două etaje. 

Schema din fig.5.24 conţine un generator de tc'n;.iune si-
nusoidală, cu pulsaţia reglabilă. Generatorul de semn^^l funcţio-
nează pe baza ecuaţiei diferenţiale cunoscute: 

- l - + u(t) = O , (5.4.10) 
Cjl) 7) t 

cărei soluţie este: 
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t) = u(0) sin CO t . 

Deoarece ucuaţia se poate scrie 

^ t 
- COu(t) , 

(5.4.11) 

(5.4.Io') 

în schema de cablaj prezentată mai jos (fig.5.25) s-a urmărit in-
tegrarea acestei ecuaţii 

OJ 

-u(o)i:0 
iii r S i - ^ — 

- coaltŷ  
© — c j " 

Fig,5.24 

Integratorul din stînga are condiţii iniţiale diferite 
de zero, iar integratorul din dreapta are condiţii iniţiale zero 
deoarece pentru t=o , sincot = O. 

Inregirt ratorul" de tip BAK-4T permite înregist rarea -oiTina-
lelor în perioada T în domeniul 5-2o sec. Conform fi9.5.22 în al-
ternanţa pozitivă a sursei de tensiune sinusoidala, conduce dio-
da DJ^. proces simulat în schema din fig.5.23 prin amplificatorul 
'^Ib ^^ condensatorul C^; amplificatorul A^^ este blocat - -re ten-
siunea la ieşire zero. In alternanţa negativă tensiunea la icîpire 
urmăreşte cu semn schimbat tensiunea sinusoidală de la intrare şi 
încercă condensatorul Cĵ  cu tensiune pozitivă. După ce se r.tinge 
maximul tensiunii, condensatorul ramîne încărcat, nu r>e nutodes-
carcă prin rezistenţa de izolaţie, eventual rezistenţa de reacţie 
a amplificatorului A^j^ care este de valoare foarte mare (1,2 M - Q ). 

Tensiunea pe condensatorul C^ din cascadă so obţine insu-

mînd tensiunea sursei cu tensiunea remanentă de pe condensatorul 
C,, lucru realizat de către amplificatorul A.,,, care lucreaz^. ca X c. a 
sumator, şi care are atît rezistenţa internă, cît şi rezist-cnţa 

de reacţie de valori foarte mari (1,2 M S i ) , 
La ieşirea amplif ica t orului A^^^ obţinei.i tensiuner^, redresată 

pozitivă deoarece amplificatorul A^^^ nsigură la ieşire tensiune re-
dresata negativă, dar amplificatorul A^^ îi schimbă sei'.nul. In 
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acest fel se obţine tensiunea pe C^, U^^ ^^ semn schimbat. 

In continuare, pentru a reduce numărul de elemente utilizate 
(amplificatoare operaţionale) se simulează obţinerea tensiunii şi 
elementele C^ şi C^, dublînd valoarea tenriunii pe condensrtorul C 
amplificatorul operaţional A I3a execută şi o schimbare de semn, 
iar prin ampli f icr.torul A l4a se obţine din nou o tensiune negativă 
pentru e putea fi comparată cu tensiunea de pe condensatorul c^. 

In felul -cesta r-mplif icntorul A l4a , avînd rezistenţa de in-
trare şi de reacţie de valoare foarte mare (Io H ) împiedică auto-
descărcarea condensatorului C^, la conectarea înregistratorului BAK 
4T. In mod similar se pot modela cascade cu mai multe etaje, dar a-
ceasta conduce la o schemă şi mai complexă. 

înregist rările pt; calculatorul analogic f.EDA 42TA prezentate 
în figurile urmatoare reprezintă variaţii caracteristice .le ten-
siunii, în diferite puncte din cascadă. 

In figura 5.25 este prezentată variaţia sinusoidclă a tensiu-
nii sursei şi tensiunea obţinută pe condensatorul C,, în două vari-
ante: 

- curba trasată cu negru s-a obţinut intercalînd întro conden-
satorul C^ şi înregist ratorul BAK un inversor cu rezistenţă irare in-
ternă şi de reacţie (marcată - în fig.5.23) ; 

- curba trasată cu roşu s-a obţinut conectînd direct înregis-
tratorul BAK, la condensatorul C^ (se observă o scădere a tensiunii 
deoarece rezistenţa de intrare a înregistretorului CAK este mai 
mică) . 

In figura 5.26 s-a reprezentat tensiunea sinusoidala a sursei, 
tensiunea-pe condensa t orul C^ şi C^ (U^^ + U^^) • f^ezultă pulsaţii 
destul de mari care'pot fi redresate cu ajutorul unor condensatoare 
de filtrare conectate la ieşirea cascadei de tensiune. 

Obs.: U^^ este tensiunea între borna superioară a condensa-
torului C^ şi masă. 

In figura 5.27 se prezintă complet variaţia tensiunii în 
toate punctele ntodelate: 

- tensiunea sinusoidală a sursei începe cu alternanţa nega-

tivă şi are perioada T « 6,28 sec. corespunzătoare pulsaţiei 

CO « 1 rad/sec . ; 

- tensiunea pe condensatorul C^, U^^ este pozitivă (condensa-
torul se încarcă în alternanţa negativă a tensiunii sinusoidale 
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pentru că se operează şi o inversare de semn); după ce s-a f,tins 
maximul tensiunii sinusoidale se observă o autodescărcare a con-
densatorului, după care. în următoarea alternanţă negativă a ten-
siunii sursei condensatorul C^ se încarcă cu tensiune pozitivă; 

- tensiunea la ieşirea condensatorului C^ este în primul 
moment egală cu tensiunea pe condensatorul C^ , urmăreşte o scur-
tă perioadă şi procesul de autodescărcare, dar intervine un ele-
ment nou: în alternanţa pozitivă a t^ensiunii sursei se obţine o 
însumare între tensiunea sursei şi tensiunea remanentă pe C^ 
(tensiunea este cu atît mai mare cu cît procesul de autodescar-. 
care al condensatorului ar fi mi.i redus - ceea ce s-ar obţine la 
frecvenţe mai ridicate ale tensiunii de alimentare; 

- la ieşirea condens^.torului C^, tensiunea reprezintă un 
multiplu al tc-nsiunii pe condensatorul C^l aici se observă şi mai 
bine pulsaţiile de tensiune care apar şi multiplicarea acestei 
tensiuni. 

In figura 5.28 procesul este reluat la o scară mai ex-
tinsă a timpului , 0,5 s/.cm, iar în figura 5.29 s-a mfuit şi mai 
mult, la 0,2 s/cm. 

In figura 5.3o s-a prezentat doar tensiunea sinusoidală a 
sursei la o scara comprimată a timpului şi totodată s-a încercat 
înregistraroa tensiunii pe condensatorul C^, alimentînd direct 
înregist rat orul, prin intermediul unui nmplif ic.-.tor operaţional 
cu impedanţă mare de intrare, ceea ce a condus" la o descârcare 
rapidă a condensatorului C^^. în comparaţie cu graficele anteri-
oare . 

Schema modelată în fig.5.23 a permis verificarea ipoteze-
lor teoretice privind funcţionarea schemei de multiplicare în 
cascadă a tensiunii; fig.5.22 ; a scos în evidenţă efectul de 
autodescărcare a condensatoarelor şi faptul că procesul poate fi 
redus cu frecvenţa tensiunii de alimentare. La 5o Hz, perioada 
fiind de 2o msec, mult mai mică decît 6,28 secunde, se poate 
considera că c; u t ode s co r ca rea are o pondere redusă. 

In instalaţia de vopsire electrostatică - pulsaţiile ten-
siunii U^^ nu influenţează calitatea procesului tehnologic, de-
oarece sînt pulsaţii de o frecvenţă dublă, faţă de cea s tensiu-
nii de alimentare, fapt confirmat şi în literatura de speciali-
tate /12/. 'Instalaţia lucrează cu r.ndament, cu atît mai bine,cu 
cît valoarea capacităţii condensat oarelor este m.̂ i rare, ceea ce 
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conduce însă la creşterea preţului de cost şi a gabaritului (con-
densatoarele fiind de înaltă tensiune). 

S-a constatat că amplificatoarele operaţionale şi-au înde-
plinit funcţia de redresor ideal, conform paragrafului 5.4.1, asi-
gurînd conducţin şi la tensiuni mai mici decît tensiunea de prag 
a diodelor; pe de altă parte utilizarea re^zistenţelor de reacţie 
de valori mr.ri a împiedicat autodescărcarea condensato.irelor prin 
aceste diode în sens invers - spre sursă. 

• • - • Soluţii privind realizarea practică a unor rrodule 
redresoare de înaltă tensiune. 

Teoria diotribuţii lor oferă un cadru favorabil studierii 
aspectelor legate de realizarea concretă a unor instalaţii de 
înaltă tensiune - confeVindu-le un înalt grad de generalitate şi 
de precizie . 

Astfel în ceea ce priveşte realizarea modulelor de redre-
sare de înaltă tensiune, cu cgutoru- diodelor de avalanşa contro-
lată, se desprind urcătoarele concluzii: 

- dacă se reuşeşte selectarea unui număr corespunzitor de 
diode, cu caracteristica I = f(U) sau G = f(U) identică, la 
temperatura de lucru, diodele se pot înseria. conform indicaţii-
lor din cataloagele de fabricaţie; 

- dacă însă, se constată mici abateri între c.'r-ct oris t i-
cile diodelor, se preferă egalizarea' căderilor de tonciune cu re-
zistenţe de egalizare (sau alte metode), pentru u asigurn fiabi-
litatea produselor. 

In ceea ce priveşte înc,:dr'orea modulelor de redreGnrc; în 
instalaţii de mu 11 i[ji lica r e a tensiunii (tip cascadă s.-u Itele) 
este necesar să se facă o optin^iizare r/ preţului cJe cost, rpiari-
tului şi a calităţii tensiunii redresate, funcţie de r^retcnţii le 
fiecărui bencficior în parte. 
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C a p i t o l u l 6 

COMCLUZII FINALF 

Teza de doctorat face parte din categoria lucrărilor cu 
caracter interdisciplinar - ba.atâ pe un aparat .ate.atic „,odarn 
cu aplicaţii tehnice i.ediate: teoria distribuţiilor, cadrul .a-' 
tenvatic al tezei, permite prezentarea teoriei cî^pului electro-
magnetic într-o formă unitară, cu luarea în considerare a unor 
fenomene, care în alt cadru nu apar. 

Disfribuţiile. 'ca funcţionale liniare şi continue definite 
pe un spaţiu fundamental - permit interpretarea şi definirea den-
sităţilor de sarcină electrică - într-un cadru matematic riouros 
(p^ractic nu se poate măsura densitatea de sarcină într-un punct, 
cl_ ^Joar densitatea medie într-o vecinătate suficient de mică a 
punctului) . 

Toate mărimile cîmpului elec t ro^iagnet ic şi corpurilor de-
finite ca distribuţii (scalare sau vectoriale) - devin astfel con-
cepte indefinit derivabile - deci F̂ U întotdeauna derivată de orice 
ordin (saltul funcţiei din care derivă distribuţia - în timpul 
sau la traversarea unor suprafeţe sau curbe de discontinuitate 
este inclus în definiţia derivatei în sensul teoriei distribuţii-
lor) . ^ ' 

Operatorii grad. div şi rot - definiţi în spaţiul distribu-
ţiilor primesc un caracter globaT; astfel legile cîmpului electro-
magnetic formulate în cadrul acestei teorii au un caracter unitar 
şi general; din ele rezultă direct formele diferenţiale şi inte-
grale cunoscute. 

Formularea şi rezolvarea ecuaţiilor diferenţiale în dis-
tr^ibuţii permite determinarea unor soluţii noi, care nu pot fi gă-
site cu mijloace clasice. 

In acest context s-au adus următoarele contribuţii origi-
nale: / 

- determinarea riguroasă prin calcul r: prezenţei divergen-
ţei ^şi rotorului de linie şi a dive rgenţei de punct p unui* vector 
nedefinit pe C saU in P, în expresia distribuţională a divergen-
ţei; 

- definirea sistematică a mărimilor fizice rle corpurilor 
şi cîmpului electromagnetic în spaţiul distribuţiilor; în expro-
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sia intensităţii curentului electric de conducţie s-a pus în evi-
denţă un termen datorat discontinuităţii sarcinii electrice, cînd 
aro loc un impuls ol curentului; 

- formularea principalelor legi generale şi de material ale 
teoriei Maxwell a cîmpului electromagnetic în spaţiul distribuţii-
lor, valabile pentru orice ^ c S) i 

- calculul divergenţei şi rotorului intensităţii cîmpului 
creată de sarcina electrică punctuală; formularea în spaţiul dis-
tribuţiilor a teoremei lui Gauss şi a potenţialului electrostatic; 
determinarea formei în distribuţii a ecuaţiei lui Poisson pentru 
regiunile de cîmp cu repartiţie superficială, lin-eică şi punctuală 

de sarcină electrică, stabilindu-se 'astfel o relaţie biunivocă 
între potenţial şi sursă - în acord cu aspectul fizic - chiar în 
Cj^zul sarcinilor de volum nul, teorema relaxaţiei formulată în 
îi^paţiul distribuţiilor; 

- formularea şi rezolva rea "ecuaţiei lui Poisson, una din 
ecuaţiile de bază ale electrotehnicii şi o electronicii semicon-
ductorilor, cu luarea în considerare a stratului dublu de pe in-
terfaţa Joncţiunii pn a unei diode semiconductoare (ceea ct în 
c "adru clasic, nu poate apare), lărgind astfel aspectele tehnolo-
gico ce pot fi tratate şi matematic, mai riguros şi mai corect; 
reeolvarea ecuaţiei se face incluzînd -condiţiile iniţiale în sur-
se instantanee de dublu strat de pe suprafaţa de frontieră; so-
luţia este prezentată şi sub forma convoluţiei dintre soluţia 
fundamentală a ecuaţiei şi membrul drept şi se obţine însumînd 
perturbaţiile generate de fiecare punct al sursei; practic, în 
cadrul distribuţiilor, se renunţă la rezolvarea pe domenii a e-
cuaţiei, aşa cum se obişnuieşte cu neglijarea fenomenelor ce au 
loc în zona de trecere a Joncţiunii pn - şi se reuşeşte o solu-
ţionare unitară şi generală a ecuaţiei lui Poisson - cînd membrul 
drept are singularităţi destul de tari^-

- formularea în distribuţii a dependenţei dintre densita-
tea curentului de conducţie şi tensiunea aplicată unei diode se-
miconductoare, luînd în considerare stratul dublu de po inter-
faţa Joncţiunii pn ; formularea este valabilă şi în zona de tre-
cere a Joncţiunii, conţine un termen suplimentar în concordanţă 
cu aspectul tehnologic; 

- realizarea unor montaje pentru determinarea precisă, 
continuă, la diferite temperaturi, n caracteristicilor diodelor 
cu a v a l a n ş ă c o n t r o l a t ă , polarizate invord - folosite K . fabrica-
rea modulelor do redresare de înr.ltă tonr.iunG la ICPC bucurc^^ti; 
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- realizarea şi experimentarea unui aparat independent pentru 
ridicarea caracteristicii conductanţă-tensiune, cu ajutorul unui 
multiplicator ROB 8095, fabricat la I C C E Bucureşti (propunere 
de invenţ ie ) ; 

- definirea conductanţei dinamice la diodele semiconduc-
toare - în regiunea de prăbuşire a caracteristicii inverse, cu 
ajutorul distribuţiei lui Dirac - ceea ce permite interpretarea 
mai corectă şi mai intuitivă a variaţiei bruşte a curentului; 

- simularea şi modelarea pe calculator analogic, a func-
ţionarii diodei ideale ca redresor şi a funcţionării cascadei 
de i.naltă tensiune - instalaţie de tensiune" cont inuă ; studiul 
funcţionării cascadei în diverse regimuri, de funcţionare-, deter-
minarea precisă a sol;Lcitarilor electrice la diferite nivele şi 
în diferite puncte ale instalaţiei.; 

desprinderea unor• soluţii'de optimizare practice privind 
îmbunătăţirea pţir f ormanţ elor şi calităţii modulelor de redresare 
de înaltă tensiune, în vederea realizării unor utilaje competi-
tive; verificarea soluţiilor propuse. 

In încheiere, se poate menţiona că teza de doctorat se în-
scrie -în tematica cadru de cercetări a Catedrei de electroteh-
nică şi maşini clectrice din " Institutu1 politehnic "Traian Vuia" 
Timişoara - în legătură cu îmbunătăţirea performnnţelor nuişinilor 
şi aparatelor electrice, în direcţia^găsirii unor soluţii privind 
creşterea nivelului tehnic şi calitativ al produselor şi sporirii 
gradului de competitivitate a produselor româneşti. 
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