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INTRODUCERS

" Program til national de perspective, pentru amenajarea bazine- 
lor hidrografice din Republics Socialiata Romania, care fixeaza linii- 
le directoare ale dezvoltdrii amenajdrii bazinelor hidrografice pe o 
perioadd de 3o de ani, adoptat de Marea Adunare Nationala prin Legea 
nr.l. din 15 aprilie 1976 prevede realizarea unui numdr insemnat de 
lacuri de acumulare, galerii gi canale de aductiune pentru deservirea 
obiectivelor hidroenergetice, in cadrul Programului de realizare a 
indepententei energetice a t&rii, pentru lucrarile de alimentare cu 
apd a localitdtilor gi a obiectivelor induatriale gi pentru realiza
rea lucrdrilor de hidroamelioratii ; la acestea se adaugd lucrSrile de 
regularizare gi amenajare a cdilor de navigatie pe riurile interioa- 
re.
* Astfel, pind la sfirgitul cincinalului 1986-199o numdrul lacuri- 
lor de acumulare in tara noastrd se va ridica la 45o,ou un volum de cca 18,3,lo9 m.c., iar canalele gi galeriile de adudtiune vor insuma 
143o km, aoopul acestor lucrdri fiind de a asigura instalarea unei 
puteri de 74oo MW in centrale hidroelectrice, realizarea unor debite de loo m^/s pentru consumul populatiei gi de 400 m^/a pentru Indus
trie gi oomplexele agrozootehnice, irigarea unei suprafete 5.5.1o^ ha.. 
In cincinalul urmdtor se va da in folosinta Canalul Poarta Alba-Midia- 
NAvodari gi se va realize in cea mai mare parte Canalul Bucuregti- 
Dundre.

In cadrul acestor lucrdri vor fi neceaare un numdr insemnat de 
echipamente hidromecanice, stavile, vane de adincime gi de suprafatd, 
porti de ecluze insumind consumuri de zeci de mii de tone de otel.

Din aceat punct de vedere, elaborarea unor metodologii de cal- 
cul pentru proiectarea rationala, sigurd gi economic^ a acestor echi
pamente eate opbrtund gi juatificatd.

Stavilele metalice sint structuri complexe similare ca alcatui? 
re cu structurile tablierelor podurilor metalice gi cu atructurile u- 
tilizate in conatructiile navale gi aeronautice. Fatd de aceat nivel 
de complexitate, dezvoltarea metodelor de calcul gi analiza a atari! 
de tenaiuni gi deformatii s atavilelor metalice ae inacrie in efortul 
general depua de cercetatori gi proiectanti in vederea elaborarii unor 
metode de calcul care sa aaigure proiectarea sigurd gi economic?! a 
conatructiilor.

In aceat context, lucrarea de fata are ca obiect ca, plecind de 
la analiza criticd a metodelor de calcul utilizate in present in pro- 
ieotarea atavilelor metalioe, ad contribuie la formularea , dezvolta
rea gi elaborarea unor modele matematice gi metode de calcul cu apli- 
cabilitate generalA, concomitent cu elaborarea unor metodologii spe
cifics pentru analiza atructurilor sau a elementelor structurale ale 
stavilelor metalice.

Proiectarea unei atructuri de conatructii trebuie aa asigure 
respectarea a trei criterii fundamentale : de reziatentd, de rigidita- 
te gi de etabilitate. In aceat acop proiectantul trebuie aa dispund 
de modele gi metode de calcul care aA-i permits, pe de o parte, ad 
determine atarea de tenaiuni gi deformatii in structure, iar pe de al- 
td parte, ad atudieze comportarea criticd gi poatcriticd a aceateia 
sub diferite inc^rcAri. Elaborarea unor metode de calcul practice, u- 

BUPT



tilizabild in proiectare, analitice sau numerice, nu se poate rea- 
liza, fSrS precizarea unui cadru matematic riguroa pentru modelarea' 
fenomenului fizic, prin formularea teoremelor gi ipotezelor in baza 
cSrora pot fi elaborate aceste metode de calcul, care trebuieao jue- 
tificate prin anallza convergentei solu^iilor aproxime catre solatia 
exacts $1, care , trebuie aS-gi aibS limitele de aplicabilitate bi
ne definite.

Aceaata eate conoep^ia principiala care ata la baza aceatei 
lucrari, a carei atructura reapecta dezideratele generale expusg 
mai aua. Lucrarea eate atructurata in 11 capitolg grupate in trei 
pSrti: Partea I, care ae referS la calculul de reziatenta in domaniul 
liniar elaatic : Partea 11-a care ae refers la calculul neliniar gi 
la anallza inatabilita^ii atructurilor cu pere^i aub^iri ; Partea 
111-a, care ouprinde, in principal, programele de calcul automat e- 
laborate pe baza metodelor de calcul elaborate aau dezvoltate in 
primele douS.

Prinoipalela contributii ale autorului aint concentrate in ca- 
pitolela 2,4,6,7,8,9 gi lo.

Canitolul 1 prezintS analitic gi aintetic atadiul actual al 
dezvoltSrii metodelor de calcul utilizate in proiectarea atavilelor 
metalice. Pe baza unor example de atavile analizate comparativ cu 
diferite metode de calcul ae atabileac limitele de aplicabilitate, 
performdntele gi deficientele aceatora.

Canitolul 2 ae ocupS cu formularea unei teorii matematioe ge
nerale a atructurilor. Se definegte modelul matematic exact gi ae 
aiabileac legile de generare ale modelelor aproximative pentru calcui 
atructurilor din aceata. Se atabileac conditiile de unicitate gi con
vergent a aolutiilor gi propune on criteria de analiza in aceat 
aena.

Capitolul 3 prezintS teoria reziduurilor ponderate gi aplica- 
rea aeeateia la problemele din mecanica atructurilor, realizindu-ae 
o claaificare a principalelor metode de calcul numeric formulate in 
cadrul aceatei teorii.

Canitolul 4 prezintS formularea generalizatS a metodei elemen- 
telor finite, pe baza teoriei reziduurilor ponderate. Se deduce e- 
cua$ia fundamentals a metodei gi ae dezvolta procedurile numerice 
pentru rezolvarea problemelor atadice gi dinamice, liniare gi neli- 
niare din mecanica atructurilor gi pentru problemele neatationare 
din teoria cimpurilor.

Capitolul 5 trateazS rezolvarea problemelor plane din mecanica 
atructurilor cu metoda elementelor de contur. Se determine ecua^ia 
fundamentals a metodei in formulare directs gi ae aratS poaibilitS- 
tile de cuplare cu metoda elementelor finite, procedindu-ae totodatS 
gi la analiza critica comparativS a celor doua metode.

Canitolul 6 prezintS o metodS numericS pentru calculul atavi
lelor cu atructurS chesonatS. Metoda are la bazS. teoria auprafe^elor 
priamatice lungi gi poate fi rezolvatS, in formularea generalS, pe 
baza unei diacretizSri cu elbmente finite, aau , in varianta aimpli- 
ficatS, cu prooedeele obignuite ale algebrei matriciale.

Canitolul 7 ae referS la formuhrea unei teorii liniare gene- 
ralizate gi a teoriei neliniare a barelor cu pere^i aub^iri, avind 
ca punot de pornire ipotezele generale ale teoriei lui Vlaaov.

Canitolul 8 ae ocupS cu analiza critics gi poatoriiicS a 
atructurilor cu pereti aub^iri ale atavilelor metalice. Se prezintS 
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relatii practice pentru calculul de stabilitate a bordajelor plane 
pi cilindrice ale atavilelor metalice pi se face o analiza a rela^ii- 
lor de calcul a caracteriaticelor geometrice echivalente utilizate 
in literature gi in diferite norme de calcul la analiza posterities 
a barelor cu pere^i aub^iri. Se propune o formulS de calcul in aceat 
aena gi traaeazS curbele de voalare. Se prezintS un algoritm pentru 
analiza inatabilita^ii barelor cu pere^i aub^iri comprimate gi inco- 
voiate.

Capitolul 9 prezinta programul experimental realizat pentru 
verificarea metodologiilor gi relatiilor de calcul propuse in oapi- 
tolul 8 gi pentru atudiul fenomenologic al comportSrii barelor cu pe- re$i aub^iri in domeniul poatcritic.

Capitolul lo deacrie programele de calcul elaborate pe baza 
algoritmilor dezvolta$i in capitolele 4,5 gi 8. Se aratS domeniile 
de aplicabilitate gi performantele acestor prdgrame prezentindu-ae 
exemple de control cu rezultate comparate cu cele ob^inute cu alte 
metode gi programe de calcul aau cu rezultatele experimentale ob$i- 
nute in cadrul cercetnrilor deacrise in capitolul 9.

Capitolul 11 confine concluziile finale, principalele contri- 
bu^ii ale autorului gi referiri la modalita^ile de valorificare a re- 
zultatelor.

Rezultatele par$iale ale cercetarilor intreprinse de autor pe 
parcuraul elanorSrii lucrSrii au fost valorificate prin publicarea - 
a peste 4o de articole gi studii gtiin^ifice, cu continutul unor ca- 
pitole aau subcapitole din teza, in reviste de specialitate gi in 
publica^iile u?<or manifested gtiintifice din tara gi strainatate. In 
mod direct sau indirect aceste rezultate s-au aplicat la rezolvarea 
unui numSr de 7 contracts de cercetare gi colaborare cu productia.
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CAPITOLUL I

METOPE DE CALCUL UTILIZATE IN PROIECTAREA MODERNA
A STAVILELOR hlETALICE /52/, /54/, /57/.

1.1. GENERALITATI
Stavilele metalice aint echipamente hidromecanice care intr& 

in alcatuirea emenajSrilor hidrotehnice fiind deatinate aa aaigure 
retentia gi/eau reglarea nivelului de retentie al apei din bieful 
amonte.- Stavilele aint oonatructii metaLice care pot ajunge la dimen- 
aiuni importante - deachideri L = 25-35 m gi inal^imi H = lo-17m - a- 
vind o structure de reziatenta complexa compusa din platelaj, lonje- 
roni, antretoaze gi grinzi longitudinale care conlucreaza spatial.

Stavilele ae claaificS dup& mai multe criterii (fig.1.1). Dintre 
aceste^ ae mentioneaza urm&toarele claaificari /17oy, /172/.

(a) * DupK form^ :
1. Stavile plane ; 2. atavile aegment ; 3. atavile cilindrice ; 

4. atavile aector ; 5. atavile clapetK ; 6. atavile ferme hidraulice ; 
.7. alte tipuri mai put in uzuale.

(b) DupX modal de tranamitere a preaiunii apei :
1. atavile care transmit preaiunea apei pilelor gi culeelor (pla 

ne, aegment, cilindrice, batardouri) ;
2. atavile care transmit preaiunea apei radierulai (aector, cla- 

pete, ferme hidraulice) ;
3. stavile care transmit preaiunea apei pilelor gi radierulai 

(plane, clapete rotative).
(c) DupM sensul migoSrii :
1. atavile ridic^toare (plane, aegment, cilindrice) ; 2. stavile 

coboritoare (aector, clapete, ferme hidraulice); 3. atavile mixte, al- 
cXtuite din douX elemente mobile (atavile plane duble, atavile cu cla
pete) .

(d) Dup& modal de ac^ionare :
1. Cu actionare mecanica (toate tipurile de stavile) ; cu ac^io- nare hidraulica (sector, clapete, ferme hidraulice).
Stabilirea soluble! constructive gi a elementelor atructurale 

ale atavilei depinde de incadrareain aceate oriterii.

1.2. TIPURI DE S'i'RUCTURI UTILIZATE IN .CONSTRUCTS,STAVILELOR METALlCN *
Din punct de vedere al alc&tuirii constructive atavilele se pot 

realiza cu sections deachiaA, cu aectiune semi-inchiaX gi cu sections 
cheaonat& (fig.1.2). In principiu, toate tipurile de atavile ae pot 
realiza conatructiv in oricare din cele trei variante, elementele 
atruoturale principals ale atructurii de reziatentK fiind puae in s- 
vident& in figure 1.3, pe exemplul unei atavile plane.

1.3. ECUATIILE DIFERENTIALE ALE BORDAJELOR STAVILELOR
METAMCK

Bordajul **tavilelor metalice eate alcStuit din platelaj gi ele-
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pnnctpatd.2- stdvitg secundgra,(ciritq)ic) sravjta piahd cuctc)- 
betaJ- stavtla ptana, 2-stav!ta ctapetd , d)stavtfa segment,1-M' 
hou atedtuit din monta.antrctoace Jonjdrdane.qrtnzPderccjatcn- 
tQ.s-brate Taterqte , 3-arttcu!atie,4 -efansare pe.^und ;e) stavttqseq- 
trient co ctapeta 1 - sfavitd ?eqrncnt, 2-dfavita cictpefa ,f) sfavitd 
segment duptd, 1- stavita pnncmatd, 2- stavita sccundard ;Q) 3ta- 
vnd citindrica^r-ottndru meta!ic,2-cioc infenor.s-tpmeManej. ^-antretoaze ,5-cadre de riQidizare,6-cFemdherd;^^sfa\Haq]ipctp- 
cd mixtd (ridiedtoare si cobornoareli-crematierd curba;*.) stavda ct- 
!indricd.cu ctapeta.l-stayitd prin(ipa]d citindrica.2- stavita sc* 
cundara-c!apetd;3) stqvitq sector-p!uritoare,i- manta,2-come* 
rd de prestbne, s-arficutatte ,^,-cdptuseatd etansq. 5-opntorj 
pstavtta sector fnecafd, 1-qbinda de riaidicare, z-captuseotaefqn- 
sd\m)stpvita tambur,i-arricu!atie,2-manta cupropt d^versaht; 
fi) stavtta ctapeta ,1- manta, 2-articutatte,3-diafraqma deriqtdt- 
cpre,^' tub de riqidi:arc;O).stav!td ctapeta - bund de pcste.frW- 
ta de peste rjqidb - p) stavita ctapeta casetata J - caseia de rtatd^ 
zare,r)qfavttq^acopens, i -ctapeta ampnre. 2 -ctapeta avah 3-raq 
^-tadt de t)mttare^3co^3e),5*camera de presi6ne,s) sravtta 
capcana ae ura, 1,2 ctapcte 3-tant detimitare acurbei.
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mente de rigidizare longitudinale, lonjeroni, gi tranaveraale, an- 
tretoaze aau diafragme. Ca forma poate fi plan, aau cilindric. DupA- 
valoarea raportului aageatA maxima / groaime placa, calculele se 
pot conduce dupA teoria de ordinul I o,5) aau teoria de
ordinal II(W^> o,5) , /196/.

in general in calculul atavilelor metalice ae utilizeaz! teo
ria de ordinul I, dar nu eate exclua, ca in conditiile reducerii 
conaumului de material, bordajul atavilelor aS ae dimenaioneze dupA 
teoria de ordinul II avind in vedere cA deforma$iile aectiunii trana- 
veraale nu aduc inpedimente de naturA func^ionalA.

In tabelul 1.1 ae prezintA aiatematizat ecua^iile diferen^jaLe 
ale bardajelor atavilelor metalioe. Ecuatiile aint formulate in 
deforma^ii- aAgeata w(x,y) - gi func^ii de tenaiuni -Ftx,y) . In 

** ' " ' ele gi momentele marginale pro-
duae de preaiunea hidroatatioA 
care apar intre platelaj gi grinzile marginale. Condi^iilo 
de margine cu.oare ae intrA in 
ecua^iile din tabelul 1.1,ae 
formuleazA in deplaaAri u,v gi 
w. MArimea aceator deplaaAri 
eate funo$ie de rigiditA^ile 
la incovoiere, toraiune, for— 
fecare gi axiale ale grinzilor. 
Pentru fiecare margine eate 
peeibilA o gama larga de combina- 
tii: (1) margine liberA (rigidi- 
tatea = o); (2) rezemare elaati- 
cA (rigiditatea (o.<=«); (3) margine incaatratA (rigiditatea 
=cx^. in mod evident cazurile 
limit! ou rigiditate o giconu 
apar in realitate, dar deoare- 

, ce din punot de vedere teoretioae trateazA ou ugurin$A, ae utilizeazA pentru deduoerea condi$iilor' 
de margine. DacA aceate conditii de margine ar putea fi evaluate ou 
auficientA preoizie pentru a modela conlucrarea dintre elementele 
componente ale atructurii de reziatenta, modelul matematic prezen- 
tat aintetic in tabelul 1 ar da poaibilitatea unui calcul exact. 
Cum aoeat lucru eate practic impoaibil ae recurge la metode analiti- 
ce aau numerice cu caracter aproximativ.

1.4. aNALIZA HETODELOR DE CALCUL UTIL1ZATE IN PROLbCTAREA 
STA^ILELuR hiETALICn 762/. /54/.

1.4.1. Claaificarea metodelor de calcul.
Metodele analitice, aplicate in mod curent in proiectare, ca

re tin aeama, intr-o maaurA mai mare aau mai micA, de conlucrarea 
apatialA a elementelor atructurale utilizate pentru analiza statL- 
o! gl dimenaionarea atavilelor metalice le incadreazA pe aceatea, 
din punot de vedere atructural intr-una din urmAtoarele ipoteze! 
(1) retea de grinzi in conlucrare cu platelajul ; (2) bare cu pe- 
reti aubtiri.; (3) suprafete priamatice ; (4) plAoi aau bordaje 
cilindriceortotrppe.Fiecare din aceate schematizAri igi are pro
pria ea teorie gi metoda de calcul. Pe aceate acheme de calcul, 
care conatitue modele continue echivalente ale atructurii reale, 
aau pe modele fizice mai apropiate de atructura realA ae pot a- 
olica metodele numerice de calcul bazate pe procedee de diacre-
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tizare fizicS sau matematica. In figure 1.5. se prezinta o schema de 
clasificare a metodelor de calcul a stavilelor metalice din aceasttf 
perspective.

f'9 13Aplicarea acestor metode pune.insa.intrebarea in.ce maeurA sche
ma de calcul utilizate asigura modelarea fizicS coreotK a structurli 
reale. Din acest punct de vedere^o analizS a metodei utilizateyprin 
prisma ipotezelor care stau la baza acesteia^este necesara in fiecare 
caz de aplicare.

1.4.2. Analiza critieS a metodelor de calcul
Schematizarea structurii de rezisten$a a stavilelor prin resale 

de grinzipune problems conlucrSrii dintre acestea $i platelaj. Apre- 
cierea l&timii conlucrStoare de placS este aproximativS in situa^ia 
in care momentul incovoietor are o lege de variable neuniformS - 
aituatia reaie - ceea ce conduce la o nesiguran^a a calculelor din 
acest punct de vedere. Metoda re^elelor de grinzi se preteaza stavile- 
lor cu sec^iune deschisS .

Tratarea stavilelor cu bare cu pereti sub^iri sau suprafe^e 
prismatice are la bazX ipoteza nedeformabilit&$ii formei sec^iunii 
transversale. in teoria barelor cu pereti sub^iri este presupusK men- 
tinerea nedeformatS a formei sec^iunii transversale pe toatS lungimea 
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barei. In teoria plAcilor prismatice se impune menCinerea formei 
aectiunil tranaveraale numai in dreptul diafragmelor (sau antre- 
toazelor?. Din punct de vedere functional atavilele nu trebuie aS 
reapecte reatrictii prea aevere in ceea ce privegte deformabili- 
tatea eectiunii tranaveraale in anaamblul structurii, cu exceptia 
capetelor care intrA in nigele pilelor $1,care.trebuie aa inde- 
plineaacA anumite conditii mecanice gi de etangare.

in practicA aectiunea tranaveraala a stavilelor eate intot- 
deauna deformabila din urmAtoarele motive : (1) grosimea pere- 
tilor "bare!" aau a "priamei" eate mica, rigiditatea la incovoie- 
re fiind neglijabilA ; ^2j distan^ele dintre elementele de rigidi- 
zare tranaveraale, diafragme aau antretoaze, eate mare ; (3) dia- 
fragmele aau antretoazele au o comportare elaaticA fiind la rindul 
lor deformabile in planul lor. In aceate conditii, tenaiunile nor
male repartizate pe seetiunea transversals se incadreaza intre 
acelea ob$inute prin apliearea teoriei de bara cu pere^i aubtiri 
gi cele rezultate din teoria de placA prismaticA.

Cenaiderarea bordajului atavilei ca fiind o placA ortotro- 
pa /12/, /13/ eliminA problema evaluArii "lAtimii^conlucratoare" 
gi eate admiaA pentru atructurile deachiae cu condiCia ca ele
mentele de rigidizare, tranaveraale gi longitudinale - antretoaze 
(diafragme) gi lonjeroni - fie diapuae auficient de dea gi la dia- 
tan$e egale.

CoreapunzAtor acestor tipuri de scheme de calcul aint cunoa- 
cute gi metodele de calcul respective, analitice aau numerice, ni- 
velul de exactitate al uneia aau al alteea dintre aceate metode 
fiind dependent de mAaura in care schema adoptatA modeleaza corect 
structure reais.

In prezent in practice de proiectare aint puae la punct me- 
todologii de calcul bazate pe teoria barelor cu pere$i subtiri: 
/28/, /129/ pentru atavile cu aectiune inchisA gi, reapectiv, pe 
teoria retelelor de grinzi pentru atavilele cu aectiune deschieA. 
Metodele de calcul bazate pe teoria de placAortotrop&tiaeaplica in 
general atructurilor deachiae de tipul portilor de eoluzS, iar me-^ 
todele de calcul care utilizeazA teoria auprafaCalor prismatice, 
care se aplicA cu bune rezultate atructurilor inchiae,fiind mai a- 
proape de comportarea realA a aceatora decit modelul de bara cu pe- 
re^i aub^iri, aint inca inauficient elaborate.

Metoda de calcul numeric care permite analiza cea mai complo- 
xA, in concordanta cu comportarea reais a atructurii de reziptenfK 
a atavilelor metalice^eate metoda elementelor finite. Exists gi al- 
te metode de calcul bazate pe diacretizarea fizicA a atructurii^ca
re ae pot utilize pentru analiza atatica gi dinamicA a stavilelor^ 
cum ar fi metoda figiilor finite, care reprezintA de fapt o parti- 
cularizare a MEF, teoria echivalentelor gi, aparuta in ultimii 
ani, metoda elementelor de contur. Nici una^lnsA , dintre aceste 
metode, cu performance in rezolvarea unor anumite tipuri de atruo- 
turi, nu oferA poaibilitAtile de modelare , in conditiile utiii- 
zArii eficiente a tehnicii de calcul automat, pentru obtinerea u- 
nor rezultate cu precizia dorita ca MEP.

0 metodA analiticS intereaantA cu aplicatii cunoscute in cal- 
culul bordajelor echipamentelor hidromecanice./38/, /39/, /4o/, eate 
metodafunctiilor generalizate aau a liniilor de aarcina. AceaatS me* 
todA este opuaA principial metodelor bazate pe diacretizare fizioA 
aau matematicA, in senaul cA modeleazA diacontinuul prin models matematice foi&hl continue. Metoda utilizeazA func$ii generalizate
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aau diatributii de tin Heaviside ai DirAc.modelind auorafe.tele rigidi- zate prin auprafe$e continue gi punind condi^ia ca liniile de tenaru- 
ni aa fie dirijate dupA axele nervurilor. Pentru determinarea acea- 
tor tenaiuni liniare ae utilizeazA ^cua$ii integrale Fredholm de ape- 
$a a 11-a degenerate in sume. Prezenta aceator ecuatii in modelul 
matematic conduce la ideea unei poaibile legaturi cu M.E.C. care u- 
tilizeaza acelagi aparat matematic.

In prezent arista tendin$a de a combine d*ouA aau trei metode 
de calcul pentru rezolvarea aceleagi atructuri. De exemplu, ae rezol- 
va atructura luata in ansamblu ca o structure apa^ialA din bare, ca
re modeleazA echivalent rigiditatea atructurii reale gi, apoi, pen
tru analiza de detaliu a oner aubanaamble aau imbinaxt ae utilizea- 
za MEF . Se economisegte in aceat mod manopera gi timpul necesar 
pentru pregatirea datelor de intrare, precum gi memoria gi tim - 
pul de utilizare a calculatorului. 0 interesantA metoda pentru razol- 
varea atructurilor cheaonate ale pbdurilor metalice, care cu unele 
modificAri poate fi aplicata gi pentru calculul stavilelor, eate 
prezentatA in luerarea /146/. AceastA metoda combinA metoda auprafe- 
telor priamatice, derivatA din teoria generala a barelor cu pere^i 
aubtiri a lui Vlaaov, cu MEF. Intr-o alta lucrare /2o/, tot pentru 
calculul tablieralor cheaonate ale podurilor, metoda auprafetelor 
priamatice se combing cuMEQ. Zonele de reazeme ale atructurii ae 
modeleazA cu elements de.contur quadratice, iar cimpul se trateazA 
ca o suprafat& priamaticA inchisA.

1.4.3. Example numerice.
Prin intermediul a 3 exempis^e de calcul ae prezintA compara- tiv rezultatele ob^inute prin aplicarea a 4 metode de oalcul : (1) 

metoda retelelor de grinzi (MRG) ; (2) teoria barelpr.cu pere^i sub- tiri (TBS) ; (3) Metoda suprafe^elor.priamatice in varianta din ca- 
pitolul 6 (MSP); (4) MEF.

1.5. CONCLUZII
Analizind comparativ rezultatele ob^inute pentru cele 3 exem- 

pie prezentate in aubcapitolul anterior se deaprind urmAtoarele con- 
cluzii : . .

1. Toate metodele anali'zate i-au in conaiderare conlucrarea 
apatialA dintre elementele components ale atructurii de reziatenta
a atavilelor metalice, ceea ce sate de naturA sA conduca la 0 dimen- 
aionare mai sigurA gi mai economic^. Solutiile moderne de realizare 
a atavilelor merg, in general^pe aec$iuni inchiae, de tip cheaon, 
din table sudate. In aceat aena, utilizarea pentru proiectare a unor 
metode de calcul adeevate este absolut necesarA. Eate de datoria 
inginerului proiectant sA aleagA metoda de calcul care aA aatiafaoA 
in mod optlm parametrii de realizare a proieotului : soluble tehni- 
cA eficientA, aiguranta in exploatare, cost minim gi nu in ultimul 
rind manoperA gi timp minim pentru realizarea proieotului.

2. Din punct de vedere a capacitAtii de modelare a atructurilor 
gi a posibilitA^ilor de ob^inere a unor rezultate cu un grad de pre- 
cizie doritimetoda care ae impune in mod incontestabil este MEF. 
Aplicarea MEF pentru analiza comportArii unor atructuri de mare com- 
plexitate, cum eate cazul atavilelor metalice, preaupune asigurareaa douA conditii absolut neceeare :ia) exiaten^a unui program de 
calcul cu elements finits multifunctional,cu un numAr auficient do 
tipuri de elements ; (b) un calculator de capacitate cel putin media

BUPT



(^512.K.O.) i, Pentru rezolvarea exemplelor prezentate a-a folosit 
programul SAP o5. Eate on program complex, care conaumR inaS multR ' 
memorie (18o K.O) gi care, prin urmare, nu poate fi innlementat pe 
echipamentele de calcul moderns- minicalculatoare INDEPENDENT gi 
CORAL - pa care le produce in present induatria electronica roma<* 
neascR. TotodatR, manopera pentru pregatirea gi introducerea date- 
lor ini^iale, precam gi pentru prelucrarea rezultatelor eate deo- 
aebit de laborioaaR. Pentru utilizarea eficientR a metodei sint 
necesare programe cu atructura modular^, utilizabile in regim in- 
teractiv, cu pre-gi poatproceaoare pentru introducerea gi prelu
crarea graficR a rezultatelor.

3. T.B.S. trebuie aplicatR cu reserve intruoit nu ae pretea-
zR decit la atavilele lungi, cu dimenaiunile aec^iunii transver- 
aale reduae. Aici trebuieac luate in conaiderare rapoartele limitR 
impuae de Vlaaov /195/ pentru incadrarea atructurilor in categoria 
barelor cu pere$i aubtiri : L/H^lo; t/H^-lo. Chiar gi in cazul 
atavilelor clapetR "burta de pegte", care reapeotR in general ,acea- 
te oonditii, metoda are neajunaul ca qu tine aeama de efectul dia- 
fragmelor. ,

4. A.R.C. poate fi plicatR cu rezultatebune daoR ae aprecia- 
zR in mod corect "iR^imea conlucrRtoare". In acest aena ae recomandR 
normele germane DIN 197o4 /198/^ care a-au aplicat gi in oazul exem- 
plelor conaiderate. Metoda are avantajul ca poate fi aplicatR prin 
intermediul programelor de calcul pentru atructuri apatiale din 
bare :programul GIPsI, care permite calculul pe aubatruoturi, pro
gramul SPAT 1 cuplat cu programul de prelucrRri grafice Y,'impli- 
mentate pe I loo.

5. M.S.P, eate o metoda competitive pentru calculele ingine- 
regti din proieotarea curentR, fiind recomandabilR pentru atructuri- 
le cheaonate. Algoritmul aceatei metode se prezintR in capitolul 6. 
Metoda are avantajul ca poate fi ugor programatR de microcalcula- 
toare de capacitate medie (48 K.O) gi, din acest punct de vedere,
la indemina proiectantilor.

6. Pentru analiza atari! de tenaiuni gi deformatii in zonele 
de concentrari de tenaiuni ae recomandR utilizarea combinata a 
MEF cu MSP aau cu M.k.G. 0 variants, competitive din aceat punct 
de vedere , eate cuplarea MEF cu MEC.
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CARITuLuL II

FORMULAREA TEORIEI MATEMATICE A STRUCTURILCR
/5o/, /114/, /115/.

2.1. GENERAL1TATI
Components a mecanicii aolidului mecanica atrueturilor confine 

modelele fizioe gi matematice pentru.atudiul gtSrii de echilibru gi 
analiza atSrii de tenaiuni gi deformatii a atrueturilor gi elemento- 
lor atruoturale.

Conaiderind aapectul matematic al problemei eate important*aS ae atudieze analogiile formale dintre modele gi modal in care modele
le matematica pot genera unele din altele. Baza gi argumentele aceatui 
atudiu aint furnizate de teoremele analizei funcCionale. AbordatS 
din aceat punot de vedere, teoria matematicS a atrueturilor euprin- 
de trei grhpuri de legi fundamontale gi teoreme, dupS cum urmeazS /5o/ 
/114/:

1. Modelul matematic elabcrat pe baza leg^lor aiatemului fizic.
2. Legile de generare a modelelor aproximative de calcul nume

ric. "
3. Teoremele care atabilieac exiatenCa gi unicitatea aceator 

legi, reapectiv convergence gi atabilitatea aolutiilor obCi- 
nute prin aplicarea unui anume model de calcul numeric.

In figure 2.1. ae reprezintS achemetic componentele principale 
ale teoriei matematice a atrueturilor prin intermediul metodei ele- 
mentelor finite formulate in cadrul teoriei reziduurilor medii ponde
rate.

Formularea unei teorii matematice generalizate pentru un aie- 
tem fizic oferS avantaje teoretice gi practice evidente in ceea ce 
privegte caracterizarea gi definirea unitarS a problemelor, pe de-b 
parte, gi atabilirea unor modele de calcul numeric general aplioabi- 
le la rezolvarea aceator probleme, pe de altS parte.

2.2. CLAS1F1CAREA RROBLEMELuR SISTEMELOR FIZICE
Urice aiatem fizic poate fi caracterizat printr-o mulCime de 

variabile care aint funcCii de coordonate apaCiale x(x,y,z)gi de timp t. Siatemul eate ataCionar aau neatationar dupS cum t^ o. Un nuatSr 
r de variabile pot fi preatabilite: proprietStile fizico-mecanice 
ale materialului, dimensiunile geometrice, fortele aplicate, oondi- 
tiilo de margine. Reatul variabilelor , u, aint necunoacutele pro
blemei : deplaaSri, viteze, temperaturi, tenaiuni, etc.

Un model matematic aceatui aiatem rezultS in a atabili o rela- 
tie intre u gi r in urma aplicSrii legilor fizice caracteriatioe. 
Aceate relatii formeazS un aiatem de ecuatii de definite de forma

^((UY,U2,...,u^, Tn = o ^2.1)
aau [

o^(u) + f^ = o, pe domeniul V, (2.2)

la care ae atageazS un aet de conditii la limita :
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'^^1,^2****'^n' ' * Q (2.3)

sau
^(u) = fg, pe frontiers S a domeniului V, (2.4)

Ecuatiile de definite impreunA cu conditiile la limits for- 
meaza ecuatiile de guvernare a sistemului ale carui solutii vor fi 
de forma urm&toare:

u = u (r^.r^,...,^) (2.5)
In ecuatiile (2.2) pi- <2.4)o6pi sint operator! diferentia- 

li caracteriatici sistemului, u reprezintd necunoscutele problemei 
iar f pi f aint functii date. In practice aistemul de ecuatii (2.2)^ee descompune adesea prin eliminarea unui num&r de q variants 
intre eouatiile initials ale sistemului fizic rezultind :

^j^(q) - f^ = o - ecuatiile de echiiioru(2.6)
^^(q,u) = o ecuatiile constitutive (2.7)

0peratorulc6 este in general de ordin superior in raport cu 
operator!!^ pi<^..

Numdrul gradelor de libertate ale sistemului este egal cu nu- 
mdrul parametyilor r neceaari pentru definirea lui u lb on moment t 
dat. Sistemul este discret dacd num&rul gradelor de libertate este 
finit ; el este continuu daca numarul gradelor de libertate este 
infinit.

Problemele sistemelor continue pi discrete be pot diviza in 
problems de echilibru, de valori proprii pi de propagare. In ta- 
belul 2.1. ae exemplified,pe baza unei clasificari pe domenii, ce- 
le trei categorii de probleme.

Un sistem discret poate fi descris printr-un siatem de ecua- 
tii algebrice, in tijnp ce un sistem continuu este guvernat de e- 
cuatii diferentiale, ecuatii cu derivate partiale pi/aau integro- 
diferentiale cArora li ae ataeeazA un sistem de conditii de margi
ns apatials pi/aau temporals (tabelul 2.2).

Siatemul de ecuatii algebrice ae poate rezolva direct, prin 
metode numerics, In timn ce un sistem continuu trebuie mai intil 
discretizat, adioA inlocuit printr-un siatem echivalent de ecuatii 
algebrice.

Prbceaul de diaoretizare implied, de fapt, inlocuirea mode— 
lului matematio exact, care caracterizeaza siatemul fizic definit 
prin ecuatiile de guvernare, printr-un model de calcul aproxima- 
tiv abordabil prin metode numerics. In figura.2.2. acest proces 
este pus in evident^ prin intermediul metodei elementelor finite.

2.3*. MODELUL MATEMATIC IN MECANICA STRUCTURILCR /114/
Mqdelul matematic in meeanica atructurilor oontine trei gru- 

pe de ecuatii cunoscute sub numble de ecuatii de echilibru pi mip- 
care, ecuatii constitutive pi ecuatii de compatibilitate. In cele 
ce urmeazA se definesc cele trei grupuri de ecuatii pentru cazul 
unui material cu comportare liniar elastieA, conditio care, evident, nu afeoteazA jgeneralitatea problemei puse in discutie /113/, 
/iea/.
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fcibetul 2.Q.

tipu!
probtemei

ECUATHLE DE GOVERN A RE
domeniu! continuu domcnio! discret

ECHtUBFSU
ecuarit biferentiate 
orcjin'ctre sau cU deri- 
vate part<a!e cu con- 
dihi de rinargine tm 
pose.

ecuatii ataebrice si/- 
muitijne -(sisrcm 
de ecuarii)

VALOR! 
FROFRU

ecuatii difcrenttafe 
ordtn'are sau cu de- 
rivafe partiatc cu 
con dihr de moraine 
impure

ecuatii ataebrice si- 
rrnuitanc^ sau ecuarii 
d'Peren riate orcunc, re 
reauctibttc [a ecuarii 
atgebrice '

fROFAGARE
ecuahi cu derivate 
portfate cuconditi) 
bifid!e si de mang. imp.

ecuatii dijerentiate 
ordinbre simu'fane 
cu conditti initiate 
impu 5<e'

2^3^1t Kcuatiile de echilibru
Ecua^iile echilibru dinamic care guverneaza o atructura cu com- 

portare liniar elaatica aupua^ la ac$iuni dinamice aint :
^ij,j * ^i = i <: *'3 = X'Y'Z, (2.8)

in care^j reprezintS componentele tensorului tenaiunilor, F^ aint 
componentele vectdrului F al for^elor maaice, iar reprezint&
for^ele iner(;iale ale lui D Alembert corespondente unit^tii de volum; 

eatemaaa apecificX, iar u^ eate vectorul acceleratiei. DacK - 
atructura eate aupuaa la actiuni etatice ae anuleazS for^ele inertia- 
le gi rezult^ ecuatiile de echilibru atatic.

*= 0 ; i,j . x,y,z (2.9)

2.3.2. Eoua^iile conatitutive
Rela^iile de leg&tur&intre tenaiuni gi deforma^iile apecifice 

ae exprim^ pentru o atructurS cu comportare elaatloX prin ecua^iile 
conatitutive (legea lui Hooke) :

(^ij " Cijkf&n; : i.j.k,* = x,y,z, . (2.1o)
in care C.... eate tenaorul de ordinul natru al coeficien^ilor elaa- 
tici.

Cjjkf * ^^ij<5 ki t <$ik 6 jk* <5ijP <5jkJ* (2.11) 
in expreaia cXruia <5^ eate aombolul lui Kronecker, iar A gi ^u aint 
conatantele lui Lamd.
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2.3.3. Relatiile de legaturS dintre deformatiile speoifice 
gi deplaaSri. (ecuatiile lui Cauchy)

In domanial elaatic, in ipoteza deformatiilor infinitezimale , 
exiatS urmStoarele relatii de legSturS intre componentele tensorului 
deformatiilor apecifice 6... gi componentele vectorulai deplaaarilor, 
u :

6±j * (u^ j + Uj ; i,j = x,y,z (.2.12)

2.3.4. Ecuatiile de compatibilitate (ecuatiile lui Saint 
Venant)

Eliminind deplaaSrile u^ din ecuatiile (2.12) ae obtin ecua- 
tiile de compatibilitate de forma :

&ij,kf *^k*,ij " ^j^,ij ^^ik.jf = i,j,k,-t=x,y,z (2.13)

2.3.5. Ecuatiile in deplaaSri (ecuatiile lui I<ame)
DaoS ae eliminS tenaiunile gi deformatiile intre (2.8) gi 

(2.12) ae obtin aga numitele ecuatii ale lui Lame.
^&U1 + (A+^u) Uj.ji + ?! *=9 "i : i.j = x.y,*, (2,14)

care in cazul problemelor atatioe devine
^u&Ul +(A+ u)Uj ji + = o ; i,j * x,y,z (2.15)
DaoS fortele maaice aint neglijate in ecuatia (2.15) gi ae aplicS operatorul lui Laplace ae obtine ecuatia fundamentals a pro

blemelor de elaaticitate.

u = o (2.16)
2.3.6. Conditiile la limits in tenaiuni gi deplaaari.
DacS pe frontiera S care mSrginegte domeniul V - atructura - 

ae cunoan fortele p^ conditiile la limits in tenaiuni ae acriu aub 
forma : j g ** p^ } i.j — (2.17)

in oare prin n. aau notat coainugii directori format! de normala la S ou axele de coordonate .
DacS ae cunoac deplaaSrile pe S ae formuleazS conditiila 

la limits in deplaaSri.
u^(u,t) j = h^(u,t) ; i * x,y,z (2.18)

Conditiile initials referitoare la deplaaSri ae acriu aat- 
fel:

"i^^ lt*o *"i ' ^i^^ )t-o * "i i * =^,y,z (2.19)

Conditiile la limits admit gi o formulare mixtS atunci 
cind ae cunoac fortole p^ ne o portions S^CS gi, reapectiv, 
deplaaSrile pe S^CS, aetfel incit = S, definitS prin
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relatiile
01^ n^ ) — p^ ; '

1 (2.2o a $1 b) .

u^(u,t) = h^(u,'t) ; i,j = x,y,z '
- ^2

2.4. DEFINIREA CD*PULUI STRUCTURAL
Un cimp de tenaiuni gi un cimp de deformatii sau deplaaari cu 

relatiile de, legatura (2.1o) formeaza un cimp structural.
Un cimp structural eate numit compatibil in raport cu un aiatem 

de incompatibility! - muyimea conditiilor la limits - daca aatiafa- oe (compatihilizeaz&J eouatiile (2.12) in prezenta conditiilor (2.18).
Un ciztp atruotural eate in echilibru (eohilibrat) in rapbri ou un aiatem de forte exterioare - multimea ac^iunildr gi fortelor da 

legSturX pe frontiera S - daca aatisfaoe ecua$iile (2.8) gi (2.1o) in 
prezenta conditiilor (2.17)^

Un cimp structural care eate in acelsgi timp compatibil gi in 
echilibru aatiaface ecust^ile (2.14) gi conditiile (2.2o).

DacX ae aaociaza tinei atructuri elastice oarecare o multime I 
de cimpuri atructurale ae poate demonstra ca multimea X formeazS un 
spa$iu Banach (apatiu vectorial normat complet).

Pentru aceaata, ae demonstreaza , in primul rind, ca multimea 
X formeazS un spatiu vectorial prin definirea operatiunilor de aduna- re x^+Xg gi inmultire cu scalar! Ax; x^,X2&XyA€R. Schematic proble- 
ma de analizS functionals se prezinta in felul urmStor :

x^ corespunde lui
Xg corespunde lui &g 

x^+ Xg corespunde lui (^^^g 
corespunde lui A&i 

(xY+Xg)coreapunde luiX(G^^G^) 
(^+u)x^.coreapunde lui (X+n)Q^

x^ corespunde lui u^
Xg corespunde lui Ug (2.21a gi b) 

x^+ Xg coreapunde lui u^+Ug 
corespunde luiAu^ 

A(xY+Xg)corespunde luiX^u^+Ug)
(X+ ^jx^ coreapunde lui (A + /u)u^

Rate ugor de demonatrat cA elementele din apatiul X ae aupun 
cunoacutelor axiome de oomutativitate, asociativitate, distributivi- 
tate gi independent^ liniarX gi c& operatia de baz& din aceat apa%iu 
eate produaul aoalar a douA functii componente, x, gi Xg definit prin integrals pe domeniul V datal produaului aceatora.^Exiatenta 
produaului vectorial aaigurS exiatenta normei in apatiul X. Un spa- 
tiu vectorial inzeatrat cu o normS pentru fiecare din elementele sale 
formeazS un apa^iu vectorial normat.

Norma unui element al apatiului (reapectivaiunei functii ctm- 
ponento) ae definegte in forma urmXtoare :

HxH -\l( dV aau ]]x!! xTxIdV (2.22 a gi b) 
-U)y

adicK
(2.22 c gi d)
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In continuare ae poate arSta cu ugurinta cS elementele din 
X formeazS giruri Cauchy convergente gi ca, deci, apatiul X eate un apatiu vectorial normat complet, adicS un apa^iu Banach. In- 
trucit, aga pum rezultS din relatiile (2.22) norma din X eate 
generate de un produa acalar.apatiul Banach, definit anterior, eate , de fapt , un apa^iu Hiloert /143/.

Aceate elemente de analizS functionala aint deoaebit de im- 
portante in analiza de convergent^ gi atabilitate a aolutiilor a- 
proximative, deoarece un epatiu Hilbert poate aaigura prin inaagi conatructia lui convergenta neceaarS problemei. /155/, /156/.

Se demonatreazS /15/, ca apatiul Hilbert definit pe X este 
un apatiu energetic Hg - pe care ae definegte un produa energetic 
gi o normS energeticS ilg-conatitue o extindere a lui X, la ale 
cSrui elemente ae atageaza produaul energetic ooreapunzKtor. Re- 
zultatul este cS apar o aerie de functii noi x€Hg care nu pot aS 
aatiafacS oodditiile la limits naturale ale problemei. Daca in 
aohimb aceate conditii la limits aint princinale aau eaentiale 
(geometrioe aau cinematics,) - adicS, in cazul mecanicii atruc- 
turlAor, nu contin derivate, atunci ele pot fi aatiafScute de 
cStre toate functiile apatiului energetic Hg. Se apune ca are 
loc o ralaxare a conditiilor la limits.

0 multima de cimpuri atruoturale X care aatiaface oonditiile 
de echilibru formeazS o aubmultime X^y , care ae zice izoechilibra- 
tS - metoda de^laaSrilor.

0 multime de cimpuri atruoturale X care aatiaface conditiile 
de compatibilitate formeazS o aubmultime X^, care se zice izocom- 
patibilS - metoda fd^telor.

Ecuatiile de echilibru gi compatibilitate ae pot aerie acum 
intr-o formS mult mai generalAt

Q)(x) =Q^; xGX giG*eX^ (2.23 a gi b)
u(x) = u ; x&X gi ueX^

DacS multimea X^RX^ contine cel putin un element G\x) aau 
u(x) ae poate atabili o coreapondentS biunivocS intre elementele 
lui X gi cele apartinind produaului cartezian X^yX X^ Se de
finegte aatfel prin apatiul actiunilor exterioare, X conatituind apatiul rSapunaurilor atructurii . FiecSrei perechi (() ,u) i ae 
poate aeocia o functie continuS :H-^X, 
aatfel ca

x =X(&,u) (2.24)
Solatia exacts a problemei - cimpul atructural compatibil 

gi/aau echilibrat - ae obtine impunind conditii de atationaritate 
energiei potentiale totale a aiatemului R aau energiei potentiale 
complementare R", reapectiv

6R. \ (%udV (2.25)

6n^= u66dV (2.26)

Dietanta intre dduA cimpuri atruoturale - intre doua elemente 
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x^ gi Xg apartinind lui X - ae definegte ca norma a diferen$ei lor 
prin relatia

f 2d(x^,Xg) = min t da, (2.27)

in care da reprezinta diatanta dintre doua puncte foarte apropiate 
continute In V

d^a = \ (2.28) .
'WPentru x =3t((?, u) ae demonatreaza ca in acelagi punct exiatA 

daca
6^ n . . J 6C6udV (2.29)

V
-O. H. \ 6u36"dV ' - (2.3o)

egalitatea
(2.3i)

In continuare, pe baza relatiei (2.28), pentru un aufioie) 
de mio razultA egalitAtile
d^(x+A,x) =H(x+A) -fl(x) ;
? . (2.32 a gi bd^(x+A,x) =^^x+A) -D^(xJ ;Z\^u^ ,

unde prinCo gi u^ notat elements nule ale aubmulfimilor X gi, rea- 
pectiv X^.

Cu aceate elements modelul, matematic gi solatia problemai, mpa- 
pectiv cimpul structural, as pot.conaidera definits in perimetrul a- 
nalizei functionals.

Ss poate alabora gi o achemA mai generalA cars aA dea aolutii 
psntru orics problems in cars exiata un principiu do oxtrem cunoacut.

2.5. LBGILB DE GENERAKE A mul)KLELuR ArRQXIMATlVK
DE CALCUL NUMERIC

Psntru a evidentia importanta legilor do gonerare a modslolor 
matematico, de la modelul exact la modelul aproximativ, ae va faoe 
referiro la generarea modelelor diaAete din modslele continue, dia- 
cretizarea fizicA gi matematicA conatituind procedeo tipice analizei 
atructurilor. Teoria gonerArii modelelor matematice ouprinde deacrie- 
rea legilor de generare gi juatificarea lor cu ajutorul analizei de 
convergentA.

Prooedurile pentru generarea modelelor noi in teoria atructuri- 
lor ae bazeazA pe metodele energiei potentiale de deformatie totalA gi complementer^.

Ecuatiilo de generare (2.8) - aau (2.9) - (2.12) gi conditiile 
la limitA (2.17) gi (2.18) , reapectiv (2.19), ae introduc aimultan 
gi trebuie aA Tie satiefAcute identic in cadrul modolului generator.
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Se realizeaza o corespondent^ intre cimpurile generate pi cimpul 
generator, originar, care ae poate reprezenta printr-o ecuatie de 
forma :

y = L^(x) ; x6X ; y € Y, , (2.33)
in care : X —eate un operator liniar, iar Y eate apa^iul 
cimpurilor atructurale generate.

Utilizind principiul lucrului mecanic virtual aau un alt 
principiu variational derivat ae pot atabili ecuatiile generale 
de echilibru pi compatibilitate in cadrul noului model generat. 
Introduoind & ipoteza aimplificatoare, apre exemplu ipoteza lui 
Kirchhoff din teoria pl&cilor, ipoteza lui Bernoulli din teoria ba- 
relor aau definirea cimpului de deplaaari din interiorul elemente
lor in metoda elementelor finite,ae atabilepte o coreapondenta in
tre eldmentele definite pe X pi cele definite pe Y. Se poate intro
duce, aatfel, un nou operator liniar Lp : Y—*X'; X'CX:

x = Lp(y) ; xIsX' * (2.34)
Metoda energetic^ pune conditia de invariabilitate a energiei 

potentiale de deformatie totals aau complementary, ceea ce revine 
la eatiafacerea expreaiilor :

n^Lp(y)] = P(y) (2.35 a pi b)

Se definepte, in concordant^ cu cele ar&tate, operatorul li
niar de interpolare L : X-^X^ aatfel ca

L - L]Lp (2.36)
Elementele x€X pi, reapectiv, x^X definite prin intermediul operatorului de interpolare ae numeac conditionate %i ae noteazK 

cu z, reapectiv zf
z'* L(z) ; z&Z", z€ Z, (2.37)

Se anune py eubmultimea conditionaty Z'a imaginilor prin L a 
elementelor aubmultimii conditionate ZC X coreapunde lui Z. Suh- 
multimea cimpurilor atructurale Z ae zice izoconditionate daca dia- 
pune de un minimizator Ot . Multimea M a minimizatorilor coreapun- 
zStoare aubmultimilor izodonditionate Z din X formeaza o aubmul- time minimizatoare a lui X., FiecSrei aubmultimi minimizatoare din 
X ii coreapunde o functional^ 0 , in oare 0 eate o familie de 
functionale definite pe X. 0 eubmultime minimizatoare MtX corea
punde unei.aubmultimi minimizatoare Me X dab# la ambele coreapun - 
de aceeapi functionaia'T&P.

Operatorul de interpolare L are urmStoarele proprietyti *
(i) Imaginea prin L a orieSrui element x^X 'coincide cu e- 

lementul L(x') - x, Vx'CX
(ii) Suhmultimile conditionate pi minimizatoare aatiafac a- 

celeapi conditii in report cu aceeapi familie de func
tionale 0 .

(iii) Imaginea prin L a elementelor izoconditionate din X 
aint.elemente izoconditionate din X'.
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Se introduce in continuare on operator second A, numit de apro- 
ximare, care realizeaza corespondents dintre interaectia fiecXrei 
aubmultimi conditionate co fiecare aubmultime minimizatoare din I co interaectia multimilor analoage din X*.

A : ; Z.MCX ; Z', M'CX' (2.38)
Operatorul de aproximare A are proprieta$ile :

(j) Eate mKrginit gi continuu.
(jj) Imaginea prin A a fiecXrui element x&X'coincide co ele

mental A(x').= x'; VxGX'
Imaginea x^A a elementelor xeX ae numegte aproximatia lui 

x in X'. Imaginile prin A a elementelor izoconditionate din X vor fi 
elements izoconditionate din X', reapectiv imaginile elementelor izo- 
minimizatoare din X vor fi elements izominimizatoare din X'.

Conaiderarea operatorilor L gi A permits discutarea conveiaiei 
ansi probleme variationale date intr-una noaS, eventual mai aimplX de- 
cit prima, capabilS aX prevadA o aolutie aproximativX a acestsia.

DacX operatorul de interpolare eate aatfel alea incit XtX aS 
oonatitue un apatiu n-dimenaional Xg problema variationala ae poate * 
rezolva cu ugurintS. Functionala ^faevine o functie de n variabile, 
iar elementele minimizatoare ale aceateia ae rezolvR prin rezolvarea 
unui aistem de n ecuatii ou n neounoacute, care results prin egalarea 
cu zero a derivatelor functionalei in report cu fiecare variabilA. E- 
cuatiile aiatemului vor fi liniare numai daca functionala j) eats func
tie analiticX a variabilelor.

DacX L eate conform gi ZtZ, modelul de calcul aproximativ gene
rat nu eate altceva decit ounoacuta metoda Ritz, caz in care functio
nala Treats energia potential^ totalX.

In figure 2.3 ae presintX o schema general^ a metodei variatip* 
nale aplioate in teoria liniara a mecanicii. structurilor, conforms cu 
algoritmul functional prezentat.

0 schema mai general^ poate fi compusK pe baza teoriei residuu- 
rilor medii ponderate, care permite abordare^problemelor gi in aitua- 
tiile in care nu se poate def ini functionals . AceaatS achemX eete 
prezentatS in figura 2.4.

2.6. CRITERII DE CONVERGENTA SI UN1CITATE A SOLUTIILUR 
APROXIMATIVE

Evolutis teoriei moderne a structurilor s foat conaidersbil 
influentstA de metoda elementelor finite . Ulterior a aparut, pe ramu- 
ra d^.n dreapta a achemei 2.4. metoda elementelor de contur sau de 
frontier^, cum mai eate numitK. Practic, in present aceate douK meto- 
de de calcul numeric doming analiza atructuralS. In oele ce urmeasK, 
ideile din acest oapitol ae vor localise pe metoda elementelor fini
te. Se impune inaK, in mod evident, obaervatia ca orice model de oal- 
cul aproximativ generat din teoria exacta ridicX problema juatifioXrii 
prin analiza convergentei aolutiilor aproximative cXtre aolutia exac-
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La modal general, problema convergence! ae pane intre ele- 
mentele a doaS cimpari atraotarale : cel al aolaCiilor aproxima-
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fig. 2.3
tive X'gi al aolaCiilor exacts X . CondiCia de convergence presa- 
pane cS diatanCa dintre an element x€X care minimizeaza functio- 
nqla jT* pc Z gi coreapondental aau aproxinativ x'CX^aatiaface 
inegalitatea

d (x,x^ *V*E^o (2.39)
DacS ne referim. apre exempla, la metoda elementelor fini

te cimpal aolaCiilor necanoacate (cimpul deplaaSrilor in inte- 
rioral elementalai) aproximeazS prin fancCii de forma

n
"i " X ' "a = *i' ' <2-4°)

t^o
in care cdnatantelor c. li ae atribaie semnificaCia concrete a 
parametrilor de deformaCie a elementalai finit, iar a^^ aint de- 
plasSrile generalizate la nodarile k ale elementalai finit i.

Pentra ca giral aolaCiilor aproximative (2.4o) , notat ca 
x* aS fie convergent el trebaie aa fie an pir fandamental (gir 
Cauchy), adicS trebuie sa reapecte condiCia (2.39).

DacS orice gir fundamental are o limits , apa^ial x'este an 
apatia complet c&raia i ae poate aplica criterial de convergence 
Caaohy. Limita giralui fandamental x^ eate fancCia x cStre care aceaata converge. AceaatS convergenCa"eate o convergence in medie, 
adicS eate aatiatScata inegalitatea :
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f (x-x^)^ dV<^§, -V-^>o (2.41)
"v

Deoarece integrala eate intotdeauna pozitiva, relatia (2.41) se aerie 
aub forma

^-&^o (2.42)
care eate de fapt dietanta d(x,x^) definite prin (2.39). In ebnti- 
nuare ae aratS cS girul x^ eate tin gir de functii complete in aenaul 
convergen$ei in medie, care are aaigurata conditia de oompletitudine, 
conditie care aaigurS convergenta gi, in acelagi timp, conformitatea 
solutiilor. In cazul formul&rii variationale a metodei elementelor 
finite completitudinea girului de functii x^ eate in energie, apa- 
tiul Hilbert al cimptirilor struoturale X gi X'fiind tin apatiu ener
getic.

' Aceaata ar conatitui, ex^uag in principiu, analiza de conve^gen a solutiilor aproximative x^eX^cStre aolti^ia exacts x6X in peri- 
metrtil analizei functionale. In cele pe urmeapS ae prezinta tin cri
teria de convergent^ aimplificat. *

Se afirmK gi ae demonatreazS c& relatia de oonvergentS intre 
x'€X'gi x€X eate de forma urmStoare:a ________ ____

d(x,x^) d(x^,x^) ' (2.43)
in care 6^=^(x") (x) ' (2.44)

*^^a^ (2.45)
r

iar x^ eate izoconditionat in report cu x aatfel incit
x^ - L (x^) , (2.46)

DacH x minimizeazS functionala^pe Z ae poate aorie cK
^(x) ^x^) (2.47)

Pe de altA parte ,dacS x^ eate aproximatia lui x in X^, x^ minimizea- 
zS functionalaT^pe Z^, adicS :

If(x^) ^J(xO (2.48)

inlocuind acum (2.44) gi (2.45) In relatia precedents rezultS
M(r^) +<S^f-6^J!^(x) (2.49)

Din (2.47) gi (2.49) ae obtine
(r +<5 'jf-<5')i$J'(x)^'lf(x )A JL a a (2.5o)

de unde rezultS oS
T)(x )

a x a * (2.51)
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TotodatA, relatia (2.5o) conduce la
d2 (x,x^) = (x^) -^(x) , (2.52)

care se inlocuiegte in (2.5D rezultind
d(x,^) $^xjn+!ajr! , . (2.53)

ceea ce, in final, printr-o inegalitate triunghiularA conduce la i- 
negalitateade definite (2.43).

Pentru exemplificare ae aplicA oriteriul de convergentA pre- zentat in cazul metodei Ritz^ , in cazul careia Z^X. AceaatA inaeam- 
nA cA x gi x aint izoconditionate in report cu x gi x . Atunci, da- a * acA x^C Z, rezultA cK x, g x" gi din (2.4o) rezultAa. a a

d(x,x^) (2.54)
a

Pe de altS parte dacA x eate i?ocondi$ionat in report ou x' 
din (2.5o) rezultA cA -

d2(x,x")."y(xO-^(x)=6^T, (2.55)

aatfel incit (2.54) devine
d (x,x^)^d(x,x^) (2.56)

Interpretarea relatiei (2.56) conduce la coneluzia ca eroa- 
rea de aproximare eate mArginitA auperior de eroarea de interpola- 
re. RezultA de aici ca metoda Ritz, care eate la originea metodei 
elementelor finite, implied prin InaAgi atructura ei convergent^. 
Aceat lucru eate de fapt demonatrat pe baza tepremelor analizei 
functionale, reafirmarea aa prin rezultatul obtinut anterior fiind 
de naturA aS confirme gi aS IntAreaacA criteriul de convergent^ 
prezentat.

Pe baza oriteriului de convergent^ prezentat problema con- 
vergentei aolutiilor furnizate de modelul de caloul aproximativ 
cAtre aolutiile exacte ae rezolva in doua etape importante :

(1) Determinarea cimpului aolutiilor aproximative x izocon- 
ditionate in report cu x gi atabilite pe baza uHor func- 
til de interpolare a aolutiei exacte ;

(2) Evaluarea ordinului variatiei <3^ a functionalei asociate 
gi a erorii de interpolare, atit pentru modelul de cal- 
cul exact cit gi pentru cel aproximativ.

Evident, cA achema de analizA a convergentei prezentatA in a- 
qeat paragraf nu epuizeazA nici pe departe aapectele legate de a- 
ceaata problemA. Aatfel.dacA ae face referire numai la metoda e- lementelor finite trebule aratat oA problema preciziei gi a conver
gentei metodei a preocupat gi preocupA un numdr mare de cercetA- 
tori.

In prezent ae cautA noi cAi ue abordare m aceatei probleme, 
care fie aA inloouiaacA criteriul convergentei monotone acceptat la inceputurile metodei /183/, /186/, fie aA determine erorile 
introduae de diveraele tipuri de elemente gi, prin urmare, pre- cizia aceatora. Din aceat punct de vedere incadrarea teoriei mate-
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matice a atructurilor in perimetrul analizei funotionale este de na
ture aS asigure auportul teoretic necesar.

2.7. CLASIFICAREA METODELOR DE CALCUL
In general modelele de calcul aproximative in cadrul carora au 

fost elaborate metodele de calcul din mecanica atructurilor sint mo- 
dele de calcul discrete - discretizare matematicA sau fizica . Aborda- 
rea pe aceastS cale are avantajul cA permits formularea matricealA a 
problemelor, conditie absolut necesara atunci cind ae elaboreaza al- 
goritmele programelor de calcul automat. Sint cunoscute insa gi meto- 
de aproximative continue, un exemplu bine cunoscut in acest sens fiind 
rezolvarea problemei incovoierii plScilor curbs subtiri in cadrul teo- 
riei de membranS ; evident ca gi in acest caz analiza de convergent 
este necesarA. Exists gi situatii in care modelul discret se aproxi- 
meazA printr-un model continuu echivalent, spra exemplu in cazul atruo- 
turilor reticulate.

Este dificil deci de stabilit un criteria care sK permits o cla- 
aificare exhauativa a metodelor de calcul din mecanica atructurilor. 
Aceatea ae vor impArtii, in confcannitate cu teoria matematica a atruc
turilor formulate in acest capitol, in metode exacte gi aproximative^ 
Dintre metodele aproximative se vor mentions numai acelea care pot fi. 
formulate gi pg cale matricealK, intrucit in prezent nu se mai poate 
concepe o abordare competitive a problemelor de analiza a structurilor 
astfel decit prin intermediul calculului automat.

Metodele exacts se foloseac la calculul atructurilor in anumi- 
te cazuri particulars,de actiuni gi geometric a atructurii. Numarul 
problemelor care pot fi rezolvate cu metode analitice exacte este re- 
dus gi la ora actual^, sint cunoscute. 0 dezvoltare de data mai reoentA 
o constitue metoda func$iilor generalizate care permite abordarea 
formal continue a problemelor sistemelor discrete sau disc tinne cu 
singularitati nrin intermediul teoriei iistributiil^r.

Dintre metodele aproximative ae re tin doar trei grupuri de met^o- 
de: metodele matriciale directe care au la baza teoremele lucrului . 
mecanic virtual, metodele variationale gi metodele reziduale.

In figure 2.5 se prezintK schematic o claaificare de principiu 
a aceator metode.

2.8. CONCLUZII
Teoria matematica a atructurilor constitue un cadru general pen

tru formularea problemelor din mecanica structurilor, un suport teo
retic pentru dezvoltarea modelelor gi metodelor numerice de calcul. Parte integrants a analizei functionale, domeniu al matematicii aflat 
in continuA evolutie, teoria matematica a structurilor igi are direc- 
tiile sale proprii de dezvoltare, cu implicatii directe gi importante 
in rezolvarea problemelor ingineregti din mecanica structurilor.

Ca ramurS a analizei functionale, teoria matematioK a atructu
rilor a conatituit gi constitue preoeuparea unor cercet&tori de prea- 
tigiu. matematieieni gi ingineri, deopotrivA /36/, /47/. Sint cunoa- cute in aceat sens lucrArile de pionierat ale lui Prager , Synge gi 
Mikhlin, iar mai recent, ale lui Waahizu, Oden /153/ gi Oliveira /157/ La noi in torA merits a fi subliniatA lucrarea lui Mazilu gi Z bur lan 
/143/.
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Ca diaciplinS , in acelagi timp matematic^ gi ^inginereas- 
c&, teeria matematica a atructurilor eate o gtiin^a interdisci- 
plinarX, cu propriety! intrinaeci de dezvoltare.
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CAPITOLUL III

FORMULAKEA PROBLEMELOR DIN MEuANiCA STRUCTUR1LOR IN
CADRUL TEORIEI REZIDUURILOR PONDERATE /56/. /6B/.

3.1. GENERALITATI
Idea aceatui capitol eate de a prezenta on model matematic aprc 

ximativ generalizat pe baza caruia ae pot elabora gi formula unitar 
principalele metode de calcul numeric utilizate in mecanica mediilor 
continue gi, in particular, in mecanica atructurilor . Aceat model ma 
tematic eate furnizat de teoria reziduurilor ponderate (TRP).

Metodele energetice variationale (MEV) foloaeao teoremele (prin 
cipiile) varia^ionale energetice gi ale lucrului meoanic virtual care 
poate fi interpretat ca o mSaura a energiei. Porpind de la aceate tec 
reme energetice - teorema energiei potentiale minime (in functie de 
deplaaSri), teorema energiei complementare minime (in functie de ten- 
aiuni), teorema Hellinger-Reiaaner (formulare mixtS cu deplaa&ri gi 
tensiuni) , teorema lui Hamilton in cazul actiunilor dinamice, etc - 
in baza principiului lucrului mecanic virtual se stabilesc functional 
de energie (fig.2.3 ) c&rora li ae determine valoarea stationary ( ae 
minimizeazR) folosind legile calculului variational.

Sint aituatii cind problemele din fizioa nu pot fi reprezentate 
printr-o functional^, ele fiind mode late matematic insa prin ecuatii 
diferentiale liniare aau neliniare. Prin intermediul metodei reziduu
rilor ponderate ecuatiile diferentiale aint transformate in forme va 
riationale integrals echivalente. Din aceat punct de vedere, metoda 
reziduurilor ponderate (MRP) permite extinderea formularilor de tip 
variational, in urma minimizKrii reziauului rezultind ecuatii aaema- 
natoare aau chiar identice cu cele determinate prin teoremele varia
tionale energetice.

Metoda reziduurilor ponderate arie avantajul c5 permite formula- 
rea unitarS a principalelor metode numerice utilizate in prezent in 
mecanica atructurilor: metoda diferentelor finite (MDF), metoda e- 
lementelor finite (MEF) gi metoda glementelor de contur (MEG) gi, cee 
ce eate mai important, pe aceaaty baza, creaz& poaibilitatea cupiyrii 
avaniajoaae aaceator metode in rezolvarea problemelor complexe.

In figura 3.1 se prezintS intr-o schemS de principiu etapele de 
baz& in rezolvarea problemelor prin T.R.P.

0 detaliere a aceatei acheme a-a nrezentat in fig.2.4 din ca- 
pitolul II.

3.2. METODA REZIDUURILOR PONDERATE
3.2.1. Reziduuyi gi forme integrale /19/, /45/, /46/.
Se conaiderS un aistem fizic continuu guvernat de un aiatem de 

ecuatii diferentiale cu derivate partiale de ordinul m - liniare aau 
neliniare - de forma (2.2) la care ae atageazR conditiile la limitA 
(2.4) . Variabilele aiatemului aint functii de coordohate. Solutiile 
aiatemului trebaie aa aatiefacS aimbltan (2.2) gi (2.4).
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tionQ]

constructta [or- 
rnct inteqratc 
prin T^.r*

- integrare 
prfn parti

'Sfabifired 
functiilor _______
aepondere

MEV
determinarca (urc- 
tionatei Tsi impu- 
hcrea conditfei 
de stoh'onaribte-

d!scrct)z:arca st re 
^QtvQreci st^temu-

' Functia reziduu ae definegte prin relatia
R(u) = ^(u) + - - (3.1)

Metoda reziduurilor ponderate conata in determinarea functii- 
lor u care satisfac urmdtoarea ecuatie integral^

W(u) -(<^R(u)^ dV + f^] dV . o, (3.2)
W V

in care functiile de pondere^- ae mai numeac functii de corectie 
aau de interpolare - apartin unei multimi B gi ae aleg astfel 
incit ecuatia (3.2) ad fie verificatd aimultan cu verificarea con-' 
ditiilor la limits (2.4) de cdtre aolutiile aproximative u. Se a- 
firmd, in aceat caz, ca aolutiile u apartin unei multimi admiaibi- 
le care.eate izooompatibild in report cu aiatemul fizic guver- 
nat de eouatiile (2.2) gi (2.4). Precizia aolutiei u depinde de 
alegerea functiilor de pondered. Dacd, apre exemplu, E^eate o 
multime complete a functiilor lui Dirac,5 (x), pe domanial V, a- 
tunci aolutie u a ecuatiei (3.1) va fi aolutie gi pentru (2.2) gi 
reziduul R(u) va fi identic nul in toate punctele x&V; dacS 
eate o multime finite, funotia u care satiaface ecuatia (3.1) ea
te, in general, aolutie aproximativR pentru (2.2), ceea ce inaeam- 
nS cd aceaatd ecuatie nu va fi aatiafacuti.in toate punctele do- 
meniului V.

3.2.2. Tranaformdri integrale.
3.2.2.1. Integrarea prin pdrti.
Procedeul integrdrii prin pdrti aeprezintS in continuare.
^entru problemele uni -, bi- , gi tridimenaionale relatiile 

de bazd in integrarea prin pdrti aint de forma urmdtoare (tabelul 
3.1):
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tabe!ui a.i
Y<*

domeniu, v retatii pentru inteorare prin ' 
* oarf? '

1) tiniar v = 3= x

2)^

— j
T 1(r

c c

^dimensioned v=A
' —n

(X__ 1 dA=dxcW
—*------------t X
, = n.! = cose-
i sin-e

)n ON
= -md5b- tdS

udxd^ -^udx - 

.-j^udxc]^^Ljmd5 

J ^dxd^ = -^^udxd^+^^utd5

= ^dxd^+^4)^d^

f(^AU-U^)-(6 d5 (3 5)

R x^
tridimensiona)

dv*dxd^d^. 
dxd^nds 

dxdz^mdS

( qj^Udxdydz—j^^xd^dxt

+ ( f u!.d3 
Js

*^ax az ____________

In urma integrarii prin pAr^i *o formS integrals data trece intr- 
o aga numitA formS integrals slabs. DacA este necesar, procesul de in- 
tegrare prin pSr^i se poate apliea succesiv pinS se ajunge la forma 
integrals doritA. Aceasta are urmStoarele avantaje :

- ordinal derivatelor de ordin superior ale lui u se reduc, fapt 
care conduce la relaxarea condi$iilor de continuitate necesare

.. pentru asigurarea convergentei. Acest efect, deosebit de impor 
tant, se refers la solutiile u admisibile ale sistemului guver 
nat de (2.2) gi (2.4) ;

- unele conditii de margine^care apar in integrals slabS.nu mai 
trebuie sa fie identic, satisfacute de u.

Pe de altS parte, integrarea prin pSr^i introduce derivatelefunc 
Siilor de ponderer, pentru care conditiile de continuitate sint mai 
drastics deoit pentru u.

Se examineasS in cele oe urmeaza efectul integrSrii prin pSr^i 
asupra ecua^iei lui Poisson :

+ = o, pe V (3.7)
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cu urm&toarele conditii la limita : 
- de tip Dirichlet , in u

"ts " "a ' ^2 (3.8)

- de tip Cauchy, in---3n

2)u ) "-  +C<u = f ; S =b-3 (3.9) ^n------ '
5 1

Dac&0( = o aceste conditii vor fi de tip Neuman.
Se pot feacrie in formulare matriceala ecuatiile de guverna- re (2.2) pi conditiile la limits (2.4).

Forma integrals caracteriaticS ecuatiei lui Poiaaon eate
r C)2" 32"W - \ (P(x,y) ( +?-§- + i\, ) dV . o, (3.1o)

in care u eate o functie de douS. ori diferentiabila ce trebui? sra 
tiafa^ca conditiile (3.8) pi (3,9).

DupX integrare prin pSrti (3.1o) devine
---f

V "31 "2 (3.11)
in care functiile u pi trdbuie aS fie o datS diferentiabila.

Tinind aeama de (3.8) pi eliminind integrala de contur pe
prin alegerea adeovatS a functiilor de pondere.tU = o, rezult&t

Sg
" = - h . (3.12)

V Si

in care u pi^ trebuie aS aatiafacS urmatoarele oonditii la limita
a! * u. ; ] - o (3.13)
^2 '52
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(3.14)

(3.15)

dupa doua integrari pr^.n parti (3.1o) devine
^-^-1)43=.

^y OX vy g Oj]
Daca se aleg functiile de pondere astfel incit

= °< V'n.y^v ,i .

din (3.14) se elimina integrala de volum (aau auprafatS)
W = ()) (kp^- -^- u)dS = o 

s 0. 7).
Acest ultim proces, de inlqcuire a integralei pe domeniu cu in

tegrala pe frontiers domeniului,atS la baza metodei elementelor de 
contur (NBC). .

Pentru o problems descrisa de on sietem de ecuatii cu derivate 
partiale (2.2) de ordinul m, cu forma integrals atagatS (3.2) func- 
tiile aamiaibile u trebuie aS fie derivabile de m ori gi aS aatiafa- 
cS conditiile la limita. DupS integrare prin parti conditiile de ad- 
miaibilitate pentru u gikp aint urmatoarele :

u trebuie aa fie de m-a diferentiabile ;
- tp trebuie aS fie de a ori diferentiabile ;
- u trebuie aS aatiafacS numai acele conditii la limita care

contin derivatele de ordin mai mare decit m-s-1;
- trebuie aa fie nule pe portiunea de contur pe care u aa- 

tisfac conditiile la limita care au mai rSmaa.
3.2.2.2. Conatruirea formelor integrala aditionale.
M.R.P. ae aplica direct ecuatiilor (2.6) $i (2.7) rezultind o 

forma integrals aditionalS.
"r = dV +(<iy dV = o (3.16)

DaoS funotiile de pondere^ gi aint independente (3.16) ae 
deacompune gi results '

-^V S3.17 . 91

in care u gi q aatiafac conditiile de limita pe gi S^.

3.2.3. Punctionale
Se poate demonstra cS MRP eate echivalentS cu minimizarea unei 

functionals^ in anumite cazuri. In mecanica atrueturilor aceaatS func* 
tionalS eate energia pbtbntialS totals a aiatemului mecanic. Aceaa
tS conduce la o formulare integrals direct din conditia de atationa- 
ritate puaS functionalei. Aceat mod de rezolvare eate preferabil atun-
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ci cind expresia energiei potentials totale este u$or de stabilit.
Se poate, deci, ca pentru unele probleme guvernate de ecuatii- le (2.2) ?i (2.4) aS se construiascS o functionalSThie forma :

T= ^(13 (3.IB)
aatfel incit .

w = o, (3.19)
in care W eate o integrals particulars in care functiile pondera
te ^ae aleg egale cu$u . RezultS :

W = ^(u) + f^] dV = o (3.2o)

dacS

te pe

-^^i^aint operator! liniari cu toate derivatele de or
din par ;

- fg $i f^ aint independente de u. .
DacS ecuatiei (3.2o) , ae ata$eaz& conditiile (2.2) aepara- 
^1 ^2 obtine:

W(u) <=^^^[^(u) + f^)dV = o, pentru orice^ (3.21)
V

S
= f„ (3 .22 a

S - $i b)^2
Alegind functiile de pondere^P=^u $i integrind prin parti 

ae poate oonatrui o funotionalK J[ care eate stationary (minimi- 
zatS) pentru o aolutie u

^T(u) = W(u) = o (3.23)
^^(u)^ = f^ - (3.24)

S g
Prinoipiul de atationaritate (variational) ae enuntS in fe- 

lul urmStor :
Dintre toate functiile admiaibile u, care aatiafac conditiile de 
derivabilitate ^i la limits pe Sp, acelea ca^e satiafac ecuatia (2.2) $i conditiile (3.22 a) fac^functiomalaJt stationary.

Prin introducerea unor variabile aditionale q, de naturS fi- 
zioS, ca functii necunoacutealeproblemei, concomitant cu relaxa- 
rea conditiilor de continuitate pentru functiile admiaibile u se poate oonstrui o nouS functionala generalizatS T^obtinindu-se ast- 
fel o problems de extrem cu legSturi care se rezolvS prin metoda 
multiplioatorilor lui Lagrange.
1f*(u,q.,A) *Ti^(u,q) +! (X^g^(u,q)+X2g2(u,q)+...+^g^(u,q))dV (3.25)

Jy
cu oonditiile :

K^(o.q) - o pe V ; 1 =1,2,...,m (3.26)
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unde prin^ s-au notat multiplicatorii lui Lagrange. 
Conditiile de stationaritate pentru ^^includ conditiile (3.26)

air* ,C)U * ° ' c)q - ° ' *aAi " 1*1 " ° * 1 -l,2,..,m (3.27)
Se poate construi o functionala mixta ^!f, prin eliminarea multiplica- 
torilor lui Lagrange, dinlf cu. ajutoml conditiilor (3.27) . In me
canica atructurilor functionala mixta este functionala Hellinger- 
Reisaner .

DacS valorile functiilor u aint cunoscute peSg ?i se impun 
conditii la limita numai pe (conditii de tip Neuman) se obtine 
functionala complementary If . care in mecanica structurilor eate 
energia complementary. In figura (2.3) s-a pus in evidenta legAtura 
intre cele patru tipuri de functionaleT^^^ giTT^ interpreta- 
rea lor in mecanica atructurilor.

3.2.4. Discretizarea formelor integrals.
3.2.4.1. Solutii aproximative .
Un model matematic a unui aistem fizic implied determinarea . 

unui num&r de variabile gi functii u (x) reprezentind deformatii, 
temperaturi, viteze, etc., x fiind fonctii de coordonate x(x,y,z) 
definite in punctele domeniului. Daca u(x) eate o aproximare a aolu- 
tiei exacte functia eroare e(x) este datA de relatia

e(x) = u(x) - u^x (*) (3.28)
Pentru conatruirea unei aolutii aproximative eate suficient 

aA ae aorie o expreaie care aA continS n parametrii de aproximare
u(x) = u(x,a^,a2,...,a^) (3.29) .

gi aS ae determine acegti parametri pe baza relatiei (3.28) gi a 
unui criteriu de convergent^ adeevat.

Aproximarea poate fi nodalA. sau ne-nodala, reapectiv:

(3.3o)

(3.31)

In aceate relatii :
a. aint parametrii generalizati ai aproximArii, care nu * au o interpretare fizicA concrete ;
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- u., aint parametrii nodali cu o interpretare fizica con
crete ;

- p(x) reprezintK func^iile de baza ale aproximarii $i aint 
aeturi de func^ii complete in aene matematic ;

- N(x) reprezinta func^iile de interpolare.
Solu$iile aproximative u(x) pot fi definite pe intreg domeniul V aau pe aubdomenii elementare V^CV. (fig.3.2)
In MEF, apre exemplu, aproximarea eate nodala, pe subdomenii 

, func^iile aproximative u^(x) = u (x^) = u^^(x^)
variabilele nodale ale problemei.

/
Schematic procedurile de determinare a aolu^iilor aproxima— 

tive aint prezentate in figure 3.3.
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3.2.4.2. Diacretizarea formal integrale.
Tinind seama de (3.29) ecuatia 3.2. devine

W =J ^(^(u(aY,ag,...,a^)+ f^)) dV = o (3.32)
V

DacS ae aleg n funcbii de ponderedindependente (3.32) devine 
un sistem de n ecuabii cu n necunoacute.
Wi = ( {^(u(a^,a2.... a„) + f^)dV,] i=l,2,...,n (3.33)

*V 
care dupS integrare ae tranaformS intr-un aiatem de ecuabii alge- 
brice din rezolvarea cartiia ae determine parametrii a^.

[K] {a} = [p] (3.34)

Algoritmul M.R.P eate redat achematic in figura 2.4.
e

3.2.5. Stabilirea funcbiilor de pondere.
Pentru determinarea funcbiilor de pondere ae pot utiliza mai 

multe metode, intre care, cele mai cunoacute gi mai frecvent utili- 
zate aint urmStoarele: metoda colocabiei, metoda Galerkin gi metoda 
celor mai mici patrate. In figura 3.4. se prezinta achematic aceate 
metode.

In metoda colocabiei, precizia aolubiei depinde de numSrul gi 
pozibia punctelor de colocatie. Metoda conduce la aisteme de ecua- 
bii cu matricea nesimetrioS. Pentru obbinerea unei matrici aimetri- 
ce metoda colocabiei ae utilizeazS in combinable cu metoda celor 
mai mici pStrate. Metoda colocabiei da bune rezultate in rezolvarea 
unor probleme neliniare.

Dintre metodele prezentate cea mai cunoacutS eate,inaa, me
toda Galerkin, ea fiind utilizatS, dupS cum ae va vedea, in formq- 
larea rezidualS a metodei elementelor finite.

3.2.6. Diacretizarea funobionalei.
In metoda Ritz functionala Jt ae diacretizeaza prin aproxima- 

rea aolubiei u printr-o relabie de tip (3.31).
'jf(u) = M(u(ai,eb,,...,an)) (3.35)

aaupra cSreia ae pune condibia de atabionaritate.
g<^0'3.36) 

rezultind urmXtorul aistem de ecuabii
1-1.2.... ° ^-37)

DacS funcbionale exiata, prime aa variable eete edenticS cu 
o formS integrals de tip Galerkin (3.24) gi

(Sir- W = o, (3.19)
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ceea ce conduce la concluzia cA aolutia aproximativA obtinutA 
cu metoda Ritz eate identica cu aceea obtinutA cu metoda Ga- 
larkin aplicatA prin M.R.P. Algoritmul celor douA metode de 
discretizare a functionalei eate prezentat in figura 3.5.

3.2.7. ProprietAtile aiatemului de ecuatii
Indiferent de modal de alegere a functiilor V pi de proce- 

deul de diacretizare utilizat ae adunge in final la rezolvarea 
unui aiatem algebric de forma (3.34).

[K] { a] = , (3.34)
in care [x ] = = t^i^ ' =1,2,...,n

In tabelul (3.2) ae prezintA aintetic forma pi proprietA- 
tile termenilor aiatemului (3.34) in functie de metoda de cal- 
cul utilizatA pentru cazul cind pentru aproximarea functiei u 
ae foloaepte relatia (3.31).

Pentru a aprecia eficacitatea metodelor de calcul prezenta 
te ae prezintA rezultatele obtinute pe douA exemple de calcul.

Bxemplul nr.l. j2^((u) f^ = o : -^**2 u+x = o
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tabetut 2.

nr 
crt.

metodei de 
catcut

^orma termenitor 
din matricea

j^orma ter- 
menitor 
FL din vec
tor ut

COndirii 
!a )tm/t€i 
pentru 
U'<B>ta]

oroprie- 
tdtite 
.nndtrtoei

LK]

1 cotocatiei 
prtn puncte

nuncte- 
)e x=xL

pc 5^ 
pe Ss

ncstrne 
meet

2
cotocatiei 
pe sub'do- 
rnenti

-J fvdV
pe St 
pe S2

nesime
trica

G a ter K tn { Pt^(P^dV 
'W

-! PcRdv
pe St 
peS 2.

simetrj- 
cd daca 
aeeste. auioad' nonet.

4
GatejrK'tn, 
dupa inte* 
qrare pen 
parti

pes^t
tdem 

cC]

5 cete mat 
mici parra- 
te

-^WvdV
pe Si 
pe Si

sime tri
ed si po- 
zitiv de- 
Fin'td

6
Ritz^
(ptaca exis- 
td Punctio- 
naia)

[<x,LW{x,(p,);dv Jv^fydV +
pe S< simetri* 

cd

: = o, S= (r=
in tabelele 3.3. t

Exemplul nr.2.,
^(u) + =

^(u) = f.
Rezultatwle ae prezinta

o

respectiv 3-4.

tobetut 3.3

(CttJ ( J' P^^^(i-x)=PiX
U-<P<

X
meTtoda de cat cut

cotocatte prtn 
puncte

cotocatte pesub 
domenti GaterK'n si Ritz sotutia exacts

X1-0,25, X: -0,5 0<X<0,5,0<x<1 0^ x^ 1 u
O.1O 0.01^07 A 0,016417 0.16653 0.016641
0,30 0,052256 0,050123 0,051162 0,051134
0,50 0.07W28 0,66161 0p63444 0,063746
0.70 0.065306 0,064421 0,065504 0,0655 85
0,90 0,032550; * 0,03073 0,051146 0,030901
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u.<PiPz^{;71
12

Metoda decaicu) (vaiori tn centrutdomeniuiut V (

coiocatie prin 
puncte

cotocat'e pe 
subdomenii

GaterKin 5t 
Ritz

ce!e onat 
mi ci patrate

soiutia 
exa^ta

Xi (o,o)
Xz = (0^^0,5)

vl [x^0,05);X^5^ ^=3u -<F> [a j serii Fourier 
cu 14 ferment

ai-0,2976p 
a^=qo476f 
U =0,2976^

a ^0,2994 f 
Qz-0,0630p 
U = 0,2994 f

0^0,2922 f 
Qg. 0,0592^ 
u = 0^2922^

Ct,-0,2.904 f
Qz. 0,0627^ 
U =0,2904

U = 0,2947p

3.3. CLASIFICAREA KETODELOR DE CALCUL BAZATE PE 1'EQRlA 
REZIDUURILOR PONDERATE.

In functie de modal in care se aatisfac ecuatiile de gu- 
vernare (2.2) gi condi^iile la limits (2.4) ae eviden^iaza trei 
formulSri ale metodei reziduurilor ponderate.

(1) Formularea directs. in oadrul cSreia aolu^iile aproxima
tive u aatisfac identic conditiile (2.4) gi aproximativ ecua^iile 
(2.2).

(2) Formularea intermediary (solu^ia alabS) in cadrul cSreia 
condHiile de margine aint partial satisfacute, iar ecuat;iile de 
guvernare in mod aproximativ.

(3) Formularea inverse, care presupune aatisfacerea identi- 
ca a ecuatiilor (2.2)gi in mod aproximativ a condi^iilor la li- 
mita (2.4).

In figure (3.6) se prezinta o clasificare a metodelor de 
calcul care deriva din M.R.P. exemplificindu-se cele trei formu- 
ISri definite anterior prin formele integrals ale ecua^iei lui 
^oisson.

Este interesant de remarcat ca trei metode namerice cu lar- 
gS aplicabilitate in gtiin^a gi tehnica - MEF, MEC gi MDF - se 
pot formula in mod unitar pe baza teoriei reziduurilor pondera
te,

Metoda diferentelor finite (MDF) opereazS cu func$ii de 
bazS diferite pentru u gi . Majoritatea tehnicilor de calcul 
cu diferen$e finite se dezvoltS pe baza formuHrii directe a KRP, caz in care pentru functiile de pondere 4^ se utilizeazS for
meale func^iei & (x) a lui Dirac. Centra tehnicile de calcul ou 
diferente finite bazate pe scheme energetice se utilizeazS formu
larea intermediary.

Metoda elementelor finite (MEF). in cadrul formularii inter- 
mediare, opereaza cu fancoil de bazS similare pentru u si ceea ce conduce la obtinerea matricei a sistemului (3.34) de form&

1
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aimetrica. Rate marele avantaj al metodei, intrucit aceasta permite in eontinuare tranaformarea matricei ^K]intr-o matrice banda ceea ce 
creazS marl facilita^i in rezolvarea aistemului de ecuarii.

Metoda elementelor de contur (MEC), dezvoltata pe baza formulS- 
rii inverse a MRP, utilizeazS, la fel ca MDF, func$ii de baza diferi- 
te pentru u gi - Functiile ponderate ^se aleg in aaemenea manierS 
incit aa reduca integralele pe domeniu la integrals pe frontiera do- 
meniului ($ 3*2.2.1). Aceasta ae poate ob$ine, apre exemplu, luind 
pentru tpfunctii6(x) de tip Dirac, definite in puncte particulare 
de pe frontiers.3. . ArLlCAREA FOKMULARlI REZIPUAL^s IN MLCAi^iCA STRUCTURILOR /56/.

Ecuatiile de guvernare in mecanica structurilor sint ecua$iile 
de echilibru (2.9).

(o%(u) + fv = o) : + Fi = ° ; i,3 = x^y.z.
cu conditiile la limits (2.2o).

( -%f(u) . f,)s : pj - [ = Hi
i ^1 ^1

Forma integrals caracteriatica problemelor din mecanica atruc— 
turilor ae aerie astfel :
W * ((^ij j+Fi)**! dV=( (Pi-PjJUi dS + ( (ui*Ui)Pi* dS (3.38)

V Si Sg 

in care u.^ gi p.^ reprezinta formele ponderate ale deplasarilor u^ 
gi ale fortelor ie suprafatS p^

P* * "i §ij* 0'39)
Inlocuind in (3.38) in functie de (2.1o) gi (2.12) ae obtine dupS in 
tegrarea prin pSr^i

F^ u Pi"
2

Integrind prin par^i inc& o data primal termen din (3.4o) gi 
^inind seama de aimetria tenaorului reznlt^ in final :

(Pi"r"iP?^-J (p.Ui-5iPi)dS (3.41)
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Intrucit for$ele masice se cunosc in general, cea de a doua 
integral^ din membrul ating al ecuatiei (3.41) nu introduce necu- 
noscute. Prima integrals din membrul ating introduce ca necunoacu- 
te deplasSrile u^ pe domeniul in timp ce integralele din membrul 
drept introduc ca necunoscute deplasarile u^ pi for^ele de aupra- 
fata p^ pe frontiera S a domeniului V. Alegind in hod convenabil 
functiile de pondere * ae ob$in rezolvari carac-teriatice metodelor 
de calcul numeric discutate anterior.

3.5. CONCLUZII
Tendintele actuals din mecanica structurilor conduc spre e- 

laborarea unor algoritmi de calcul care cupleaza doua pi chiar trei 
metode de calcul diferite in rezolvarea problemelor de mare comple- 
xitate, coroborind avantajele particulare fiecareia.pi eliminindu- 
le neajunaurile. Teoria reziduurilor ponderate aaigura auportul matematic ndceadr in aceat aens. Pe baza formularii reziduale ae 
cunoac urmStoarele acheme de cuplare:

MEF + MKC 
MEC + MDF 
MFF + MEC + MDF

Poaibilitatea realizarii acestor scheme a foat, de altfel, 
demonstrate in $.3.3 pi in 5. 3.4.

BUPT



-45-

CAPITOLUL IV

FORMULAREA GENERALIZATA A METODEI ELEMENTELOR

FINITE /68/.

4.1. GENERALITATI ?
Schema generals a MEF apare pentru prima data intr-o lucrare a 

lui Courant in anul 1943 referitoare la solutionarea problemei torsiu- 
nii barelor. Duoa furmularea matriceala a calculului structurilor din 
bare de cKtre Argyrisin anul 1952 notiunea de discretizare a continuu- 
lui prin elemente finite este introdusa de Turner, Clough, Martin pi 
Topp care in 1956 aolu$ioneaz& ecuatiile atSrii plane a teoriei elaa- 
ticit&fii utilizind elemente finite triunghiulare. Au urmat apoi per- 
fectionSri in ceea ce privepte formularea matripealS pi o utilizare 
extensi*v& a metodei in diferite variants stimulata.de lucrarile unor autori oa Meloah, Tocher, Przemiecki,Zienkiewicz /2ol/, Oden /153/, 
Gallager, Soordelia , Irons /112/, Pian, Cheung, Norrie pi de Vries 
/152/, Huebner /llo/, Bathe pi Wilson /9/, Brebbia, iar in literatura 
romanS lucr&rile lui Belep /15/, Cuteanu pi Marinov /3o/, Avram /6/, 
Brateanu /IB/, Pascariu /159/ pi altii.

Doua motive atau la baza dezvoltarii actuale MEF : pe de-o 
parte faptul c& aceaatS metoda permits abordarea unei largi game de 
problerne din domeniul mecanicii mediilor deformabile, a fizicii medii- 
lor continue pi a teoriei cimpurilor, chimiei ouantice, etc., iar pe 
de altS parte nivelul mereu mai ridicat al tehnicii de calcul, care 
oferS poaibilitatea ducerii calculelor pinS la nivelul de precizie 
dorit.

MEF ounoapte, pin& in present, patru procedee de formulare a 
ecuatiei fundamentals.

1. Formularea directs , derivatK din mecanica atructurilor pebaza metodei deplaaSrilor. *
2. Formularea variationalA , care constS in minimizarea energiei 

potentials totals a aolidului elastic, in baza principiului valorii 
stationers a energiei potentials. Spre deosebire de procedeul direct, 
formularea variationala a extins aplicarea metodei pi la alts catego- 
rii de problems pentru care se poate defini o functional^ pi un cri- 
teriu de stationaritate.

3. Formularea integral^ ne baza teoriei reziduurilor ponderate, 
care permits abordarea problemelor liniare , neliniare pi de valori 
proprii intr-o exprimare unitarR, cu caracter generalizat, pi dK po- 
sibilitatea rezolvSrii unor problems care nu pot fi caracterizate va
riational. *

4. Formularea oe baza bilantului termoenerMtLc care, pornind 
de la prima lege a termodinamicii, dezvoltS considerabil gama de pro
blems ce pot fi investigate cu MEF.

Pornind de la ansamblul de fapte care constitue in present o- 
biectul dezvoltSrii metodei elementului finit, in acest capitol se 
realizeazR o siatematizare pi o formulare generalizatK a MEF pe baza 
T.R.P.

1
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4.2. METODA ELEMENTELOR FINITE
4.2.1. Ecuatia fundamental#
Metoda elementelor finite conat# in diacretizarea formei in- 

tegralei W (3.2) utilizind pentru functiile necunoacute u aproxi- 
matii cu elemente finite in vederea transformer!! aiatemului de 
ecuatii integrals (3.33) intr-un aiatem de ecuatii algebrice de for
ma (3.34) . In /45/, /159/, /189/, /2ol/, aint prezentate tehnici- 
le de conatruire a functiilor de interpolare N(x)'(3.3o)^caracteria- 
ticile gi propriet#tile tipurilor de elemente finite.

Pleoind de la varianta Galerkin a formei integrale (fig.3.4 
gi tab.3.2) in care integrala pe domeniul V ae inlocuiegte cu o Bu
rn# de integrale pe aubdomenii elementare (elemente finite) rezul- 
t# : n nW * H * 7" ( ^^e f^) dV = o (4.1)

e=l
Pentru fiecare termen - numit form# integral# elementa- 

r# - u gi 6u ae inlocuieac cu aproximatii in elemente finite pe 
V<*: .

Matricea functiilor de interpolare <^N)> ae definegte aat- 
fel incit a# fie nul# in afara aubdomeniului gi aa depinda de 
valorile nodale ' °ee& ce reduce problema la calculul pedomeniul elementar". Caracterul renetitiv al calculului matricei 
elementare a foat factorul care a contribuit in m#aur# deciaiv# 
la aucceaul MEF.

In continuare, dupS integrarea prin p#rti, utilizind expri
marea matriceal#, in cazul unui aiatem atationar, (4.3) devine :

du^fgdS,(4.4)

(4.5 a gi b)

, este o matrice p#trat# independent# in report cu u* 
gi derivatele aceatora in cazul in caredC eate un operator liniar. Dac# create un operator neliniar, 
LDj eate, in general, o matrice care depinde de 

functiile u^ gi derivatele aceatora.
f._ gi f , aint, reapeotiv, fortale maaice gi fortele de aupra- 

Mt# (in capitolul 2. gi p^).
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, domeniul elemental
S? =. S^-Sg, portiunea din frontiers elementare a domeniului 

pentru care, in urma integrarii prin par^i rezultS 
integraie pe eontur.

Procedeul prezentat se exemplifies prin intermediul ecuatiei lui 
Poisson (3.7).

care dupa integrare prin p!!r^i devine :
n n ,w. y" \ «8(c)u)^[ D]{c)u]-^uf^)dV -j du(fg-c(u)dS = 0(4.7
e-1 ' e^l V*

in care: ' . .

c)u\<Ou> =<r^- r-"?
c^x Oy-
o
1

Se consider!! 
domenii elementare

subdomeniul rectangular plan V parti$ionat in 
, din figure 4.1.

aub-

Tinind aeama de (4.2) , (4.4) pi (4.5) rezultX :
(4-8)-

in care [^k ] eate matrices elementarK, independents de dacS ^6 eate 
un operator liniar ; {f] eate vectorul actiunii exterioare pe element; 
lu , vectorul valorilor nodale ale necunoacutelor u eferente e- 
L "J r. )lementului ; lou^j prima variatie a valorilor nodale elementare. 

Inaumind pe intreg domeniul ae ob^lne :
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n n

W ( [x]{Un) - ^F^ ) - o ,

in care ^Kj eate matrices globalX a sistemului 
tiunilor exterioare ; vectorul valorilor
telor u ; , o variable arbitrary a lui U .n n

DacX (4.1o) ae anuleasX pentru variatii 
ae obtine ecuatia fundamental^ a MEF :

' (4.1o)
; {Ft , vectorul ac- 
nodale ale necunoacu

arbitrare U ,n

(4.11)
4.2.2. Conditii de convergent^ . .
In acopul aaigurXrii unei convergente monotone a aolutiei a- 

proximative functiile aproximative u trebuie aX aatiafacX douX 
conditii :

(1) Conditia de completltudine a dezvoltXrii polinomiale a- 
doptate pentru functiile de aproximare. DacX functiile u din ex- presia formei integrals aint de claaa C^gi functiile de inter
polare N trebuie aX fie polinoame complete de ordin cel putin e- 
gal cu m. Aatfel, apre exemplu, dacX pentru o prohlemX monodimen- 
aionalX

dx (4.12)

functiile de interpolare vor trebui ea fie polinoame complete de gradul doi, cel putin, N(l,x,x^) aau in coordonate locale N( 1, 
^), dacX elementul eate izoparametric.

(2) Conditia de comnatibilitate. care reclamX continuitatea 
functiilor, aproximative u la interfanta elementelor finite, ceea 
ce revine la a aerie cX

e

Compatibilitatea implied aatiafacerea conditiilor de con
tinuitate gi pentru derivatele pinX la ordinal m-1 ale functiilor 
u prin urmare conditia de continuitate interelemantarX a functii
lor u preaupune ca aceatea aX fie de cleaX— pentru exemplul 
(4.12) functiile u trebuie aS fie de claaX C^. In aceaatX aitua- 
tie ae apune cX functiile de aproximare - elementele finite - 
aint conforme.

DacX conditiile de continuitate nu aint in intregime aa- 
tiafXcute, elementele finite aint non—conforme gi (4.13) devi
ne :
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in care eate un termen datorat dlscontinuit&tilor dintre elemente. 
Splu$ia u converge cStre u^ daca, gi numai jdacS, W<* tinde la zero 
cu cregterea fineCei discrAtizarii.

Eate demonatrat in cadrul analizei funcCionale ca pentru a ae 
asigura continuitatea func^iilor u atit in interiorul, cit gi pe con- 
turul elementului finit, condi$ia necesara gi auficientS conatS ca 
in dezvoltarea polinomiala adoptata pentru aproximarea funcCiilor u 
sS jfie cuprina un set complet de funcCii de interpolare.

Intrucit, evident, aceat set trebuie aS fie finit, se pune pro- 
blema care este numarul neceaar pentru asigurarea completitudinii po- 
linomului in senaul satiafacerii continuitaCii. Pentru ca aceaatS 
cerinCS aS fie indeplinitS in interiorul elementelor este suficieht 
numai primul termen care eate o constants.- -Pentru a asigura insS gi 
conformitatea lor - compatibilitatea funcCiilor u pe interfeCele e- lementelor - mai trebuieac adauga^i gi alCi termeni . Oliveira (156), 
/157/ a demonatrat cS, in general, pentru a fl complet, polinomul 
trebuie aS aibe un numSr de coeficienCi arbitrarl egali cu numarul 
parametrilor caracteriatici ai elementelor.

Se poate afirma cS, de fapt, completitudinea eate auficientS 
prin ea inaSgi pentru aaigurarea convergence!, implicind un acelagi 
timp gi conformitatea. Aceaata concluzie confine cele trei criterii 
tehnice propuae de Sienkiewicz,/2ol/ gi Bazeley /15/, cu reprezenta- 
re in mecanica atructurilor.

(1) DacS pentru anumite deplasSri ale nodurilor, deformaCiile 
specifice aint conatante in cuprinsul elementului, aceaata aituaCie trebuie aS ae regaseascS gi in aplicarea legil oonaiderate.

(2) Conaiderindu-ae o deplaaare de corp rigid data elementu
lui finit, din aplicarea legil trebuie aS rezulte ca elemental nu ae 
deformeazS - adicS nu aint introduae deformatii. Aceat criteria eate 
de fapt, o conaecinCa a primului, intrucit deplaaarea de corp rigid 
poate fi echivalentS cu b deforma^ie constants nulS.

^) FuncCiile trebuie aS aaigure continuitatea deplaaSrilor 
pe interfeCele elementelor, pentru ca energia de deformare acumulatS 
de aceatea aS fie nula. Uneori aceaata condiCie nu eate reapectatS 
(4.14), dar ae pot obCine, totugi, rezultate corecte dacS ae respec
ts prime condiCie deoarece la limits aceaata implies gi continuita
tea deplaaSrilor ^d =

Pentru cazurile in care condi$ia t3) nu este aatisfacuta - nu 
eate aaiguratS conformitatea elementelor - ae procedeaza la efectua- 
rea aga numitelor teate de control a convergence! (Patch teats). 
Aceatea pot fi numerice sau variaCionale. Pentru o forma integrals 
de tip Galerkin (3.33) , teatul variaCionai conata in verificarea 
relaCiei

n
W(P^) = 5" W^(P^) " o (4.15)

e=l
in care P_(x) eate un mlinor. arbitrar de ordinal m, u=P (x). m e "In aceate condiCii expreaia integrals elementarS W poate fi trana- 
formatS, in cele mai multe cazuri, intr-o integrals pe contur dupS 
efeotuarea integrSrii prin pSrCi.

\ (...)dS*o (4.16)
e=l !
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Pentru fiecare element integrals pe contur poate fi privita ca o 
sumS de doua integrals.

( (...)dS - ( (...) dS + f (...)dS,(4
c<e qB ^ce, S S(, Sgg

in care fiind portiunea de contur pe care eate
aaiguratS conformitatea, iar S^Q portiunea non-conformX. Dupa a- 
aamblare^integralele pe ge anuleaz!( intre ele gi rSmine de 
verificat oS

17)

Criterini de analizS a oonvergentei prezentat in paragraful
5.2.4. eate perfect aplioabil in cazul de fata, on gbaervatia c& 
pentru evalnarea ordinului de variatie a functionalei gi a erorii 
de interpolare eate uneori neoeaar aS se apeleze la un teat de control a oonvergentei , care poate fi de forma (4.15)

4.3. DISCRETIZAREA FORMELOR INTEGRALS ELEMENTARE
4.3.1. Expreaia matricialX a formelor integrals elementare. 
In expreaia (4.4) ae fac inlocuirile :

<N^>

' M.M
(4.19)

gi tiaind aeama cE in cazul unui operator^autoadjunct 
^5(<)u)] *6(j&u] ) ; LBgJ: . (4.21)

rezultK :

(4.22)
Comparind termenii din (4.9) cu cei din (4.22) ae obtin 

relatiile t
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r TJ LB3] [D][B]dV[k] (4.23)
t

(4.24)

4.3.2. Operator! diferentiali neliniari.
In cazul problemelor neliniare matricea elementara [kJ - de 

rigiditate - confine termeni care depind de tig.
[k(Ug)]= [k^] + [kg^] (4.25)

in care [kj^] eate partea liniarS din ^k (Ug)J , iar [^kg^] partea ne- 
liniarX . Pentru exemplificare, in cele ce urmeazK ae trateazS pro- 
blema bare! drepte cu deplaaKri tranaveraale atarT. (fig.4.2) . Bara 
ae consider^ cu aec$iune dreptunghiularS bxh.

. EA ( 56.edx + El Sat- 4^)(-^f) 
^e -^e dx^ dx^

Cu aceate expreaii rezulta :

. mJ -f- d!}
-ye dx

( .2^, .2_ ( f+ El J (-%^ ) 4-5 dx - ) Ow f dx (4.27)
yO dx dx yC

(4.26)

Se face obaervatia , oS in aceat caz, W^reprazint^ prima variable 
energiei potentiale totale.

Se deaoompune expreaia (3.27) intr-o aum& de douK forme
- liniafK - ?i - neliniari :

in care :
*1 t (^5(c)u)^ kDj^]^C)u]- f^) dx

(4.28)

(4.29)
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cu:

EA '
0
0

0
0
0

0
0
HI

gi reapeotiv,
W^- J <$(&)> [D

cu
0 2 0

- dx
j 0

DacK pentru u pi

dx
4*-)2 dx '
0

w ee fao aproximSrile

2 0

(4-3o a,b)

(4.31)

(4J32)

(4,33)

(4.34 a,b)
w

Expresiile (3.3o) devin

"I
T

Tinind aeama in expreaia (4.9) de (4.28) , (4.29) , (4.32) 
gi (4.35) results in final :

[B]\D{J[BJdi (4.36)
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(4.37)

. DacS ae ia pentru o alta expreaie
Matricea ^k^^]neaimetrica in conditiile In care matricea 

eate de forma (4.33) - DacS ae ia pentru ]D p ]o alta expreaie

0

(4.38)

matricea devine
0 0—J

aimetricK, pXatrindu-ae aceeagi formS pentru

4.3.3. Bxprimarea formelor integrale in aiatemul de axe local. 
Intrucit functiile de interpolare aint definite in aiatemul de 

axe local al elementului (^,r^, ^) ia? functiile u gi derivatele a- 
ceatora in expreaiile anterioare au foat definite in aiatemul de . 
axe global (x,y,z) (fig.4.3). trebuie realizatX trecerea lor in aia
temul local (de referintX)..

Tyanaformarea (fig.4.4) definegte coordonatele fiec^rui punot 
al elementelor , in aiatemul de axe global, in funotie de coordona
tele abatracte coreapunzStoare nodurilor analoage ale elementului 
definit in aiatemul de axe local (de referint&) ,V*.

) L -[N(^)]^](4.39)

in care ^x^ aint coordonatele nodurilor elementului V^(n=i,j,k) iar 
N ( ^) reprezintX functiile geometrioe de tranaformare, care ae aleg 
ca polinoame in .

Pe baza tranaformSrii (4.39) rezultA in continuare :

U(^)-<N(^)>yu_]; )(4.4o)
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(4.41)

$1 [<3 x] = [j , (4.42 a.b)
5 -i

in care : = x = <( x y z)>, [j ]= [3] ,

iar^j] eate matricea jacobianS.
Cu rela^iile (4.4o) gi (4.41) , matricele [B], gi f^de

vln :

[f] = \ [N] det (3) d^ dq d^+ ( ^de^ ds^ (4.44)

[B^J= [Q§][ B<^=] aau [B]= [ q] [ih^] (4.45)

In aceate relatii , dacac^eate un operator autoadjunct
[Qj]" Lol 91 * ^B^] , (4.46 a.b)

in care[q] eate o matrice care confine termenii ai matricii [j]
iar coordonatele curbilinii a^ gi ag relative la S aint, in general

(4.47)2

cu
x=<N(a){x^]; y=<N(a)>{y^^; z^N(a))^z^]

4.3.4. Example de forme integrale gi matrici elementare.
In general formele integrale sint sume de termeni indepen

dent! de tipul
W. \ (4.46)

In tabelul 4.1. ae'prezintS, in form& general^, termenii care 
ae intilneac in mod uzual componenta lui gi coreapondentii acea- 
tora in matricele [Bl ei (Dl .
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tabCiut 4 1

nr 
crt

fbrrrta fermenitor c^r LD] [B] propriefdfde mc- 
tricei EK3

1
pdtratic s trine trie 

{ duudV
J\/e

jbt] 1 . - <N) contslontd sinnetned

2 ( sf^V&u_d\/
^x

(&N ] 
tShtJ 1 / 3N\

\0x/ constanta sirmetried

3 ( ctv
J\/e ^x^/^x^

(^N_) 
hx ] 1 zytq\

\ax^/
con^tantd si me tried

4 ]\/e°\c)x^ax^^^
to N ] 
tdx^J 1 /cLN \

\ax<"/ constanta simetrica

5
pdtratic nesimetr ^N] 1 constant! nesimetned

6 r^N) 
(3x*"J

1 /d N\ 
\ax"/ constanta nest me tried 

dacd m^ri

7
nciiniar !"! 

{Nj
<N) functie deju^ 

-unettedeju^
simetrica 
nesimetried

8 ft)N?(c)x! /aN\
\c)x / ^unettedeju^ Simetricd

9
(6(&\o(u,^ d\J 

*dx'
(<^N) 
bx") DLlUni) <a^) j^unctie de{Unj nesimetriep 

ddea m^n

10
patratic

Suu^s ' 1 <N> constantQ simetrica

11
tin ear

{N j 1 fv
V/e-<5un> 
(F}-^e^ifvCtV

12 L Suf.ds
^4

(Ni 1 fs'
W^-<8Un)

<3
ncstationar

{N} 1 <N)
W^.C5un)[c] {g^j
[c]4s,e}Nj<N)dV

1*4 h] 1 <N> [fnJ'Jv'b^dV

-
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) OFERAT'UNt COMUNE ELEMENTELOR DE
]_______ ACELA5! T!P_________________________

1. determinarea pjctoriior de pondere Wr si a 
puncteiorde integrare

?.construirea ^unctiibr de inter potare N si N 
si a dcrivateior dcestora in report.cu <n
punctete de thteorare 
metrice N=N)

eiemcntetc izopara- 

tntrdri

OFERATtUN! NECE3ARE PENTRU DETERM)NA*

rt^x3

? construtrea derivatetor Punctitlo^ de inter- 
[oobre N tn raport cu x(x \,'z) thFuncttc 
de dCDvcttete h raport cu

3 construtrea rnatricebr C&]-siCD]

'ntroducerea ih[K] a vaioritor produseior 
L&J [D] [ (*3) catcutqte in pecare
punct de nteqrare

f<g4.5
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4.3*5. Determinarea vectorilor $i matricelor elementare.
4.3.5.1. Matricea de rigiditate elementarS.
Algoritmul general pentru determinarea matricei de rigiditate 

elementarS [k] este prezentat achentatic in figura 4.5.
4.3.5-2. Matricea maeei elementare.
Algoritmul pentru determinarea matricei maaei elementare eate 

prezentat in figura 4.6.

Pl OPERATtUNi COMUNE ELEMENTELOR DE
ACELA5! T!P 4.3 5 1

1
P2 OPERAHUNi NECE5ARE FENTfRU OETEfRM!- 

NAREA MATRtCEi Cm]

frnj. {h))<N)dV

tcaicutu) matricei jacobiene C3) sia determi- 
nantuiui acesteea det C3J

2. introducerea *inEm] a vatoritor produsebr 
{N]<N^det(.D) catculate in fiecare punot de 
intc^rare

fig.4.G

4.3.5.3. Vectorul incarcSrilor.
Veotorul [f] a for^elor elementare ae determinX in ipoteza cK 

actioneazS numai for^ele maaice (de volum) (fA Algoritmul pentru 
determinarea vectorului for(;elor elementare eate prezentat in figura
4.7.

OPERATMJNtCOMUNEEt-Et^ENTELOR DE.
ACE-LA^I TIP 4. 3. 5.1

.6 OPERAT)UW NECE3ARE PENTRU OE- 
TEPM!NAPEAVEC7WULU!

tn -j !n]^j,d5,dSz(4^

tCatcutut mcttricei nacobicne [33 si a determi- 
nantutui ^acobiqn det(.O)

^Introducerea a ^a!or![or{N]r^det(^L^ 
ca!cutc(He. tn fiecare punct de tntegrare^r

fig 4.7
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4.3.5.4. Vectorul reziduurilor elementare. 
Algoritmul pentru determinarea vectorului (r] a reziduuri

lor din solutia aproximativ^ ^u^] este prezentat in figura 4.8.

P1
! OPERATtUN, COTONE ELEMENTELOR

D^ACELA5t TtP 4 3.5.1

P2 OPERAT'UN) NECESARE PENTRU DETER- 
MtNAREA VECTORULUt ^rj

' (4 50)

prtn asarnbtare rcEuttQ j^unctta rc^iduu 
q'obata = (^51)

i.COicufut rnatricefor LC)],LD]^L3] 

21ntroducerea (InEK]-pq4.5^2-)q

vatoritor produsctorLRj^LD] [B]^Ur)]def 

tn yectorut ^r},catcu!atc'in pecorepunct^ 
fiq4.B

4.3.5.5. Gradientul deplaaSrilor.
Algoritmul pentru determinarea gradientului deplaaSrilor in punctele de integrare pentru deplaa&rile nodale ^u^jeste 

prezentat in figura 4.9. .

OPERATtUN) GOMUNE ELEMENTELOR DE 
ACELA5) T)P § 4.3 5.1

I
co ! OPERATtUN) NECE3ARE PENTRU DETERMtNAREA

GRADtENTULU)

{^)u]=
'^1 r<N>i

f construirea matricei [a]

2 catcu!u! ^rodientutui (3u]'LB]{Uh]ln 
bunct de inte^rare

^'9 4.9
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4.3.5.6. Exemple : determinarea matricelor elementare pentru un 
element finit izoparametric cu 8 noduri pen-' 
tru problemele plane de elaaticitate gi pentrc 
un element finit de baz& incovoiatS in plan.

Porma integrals caracteriatica problemelor plane de elaaticitate 
rezultK din (3.4o) de forma : . \

l<^[D]{&]dV- )

care:

D=
^2 
d.

^x
dV- J

Sf i"s 
. y

v)>: deplasSrile intr-un punct 
: varia$iile deplasarilor

** defurmatiile specifice

masioe pe unitatea de volum dupa x gi y 
pe unitatea de auprafa^K pe

= for tele
y

= fortele
y
- matricea de elaaticitate pentru nedeviale izotrope

_______

modulul de elaaticitate gi coeficientul lui 
Poiaaon;
- stare planR de tensiuni ;
- stare planS de deformatii.

Pentru 
cu douS grade de

un element 
libertate

finit izoparametric cu 8 noduri (fig.4.1o) 
ae aerie :

in
me

3*2
^2

pe nod cimpul deplaaSrilor 
-fa) , „ ,

[N]=

"n (4.53)

(4.54)

"1 
functiile N1...N.

° H4.55)
"a^
aint polinoa-

(4.56)

(4.57)

w"

'2
0 o

V '
5

o '
0

o

7 x

N
0

2

; d

0 0
o Ng

"8

0

w* [it] [uj
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(I fl T
[*] - J ) [B] [D] [B] det

(16x16) -1 -1
(J) d6 dq ' (4.58)

(4.59)

Vectorul fortelor este de forma

(4.6o)

0

iar matricea maselor

[m]
16x16

1 /I T
( \ [N] [N] det
Li

(J) d^ dq (4.61)

Fentrd elemental finit de barA incovoiat^ in plan (fig.4.11) 
forma.integral^ (4.52) devine

(4.62)

in care:
<ji)=<w-^L-)= [N][u^](4.63)

[N] - [N^ Ng N^], (4.64)
ande N^ aint func$ii Hermite /45/, 
/159/. .. c)Wi c)wj\
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M [D] [B] (4.66)

ou:
= El ; det(J) =

X)2H-
(4.67)

DacS se fac inlocuirile func^iilor N. rezultS :

tky
6^ -12
4t ' - 6t

12 .
aimetric

6{,
6^
-6^
4e.

(4.68)

In mod similar se obtine a de mas a

156 22^ 54 -130*
13t - 3^

simetric 156 -22
..2

1?

N

Aaamblarea formelor integrals
data de ex- 

diferHi pentru fiecare 
vector! global! care con^in valorile

elementare.
DupA discretizare forma integrals elementara este 

presia (4.8). Vectoriij^u^) 
lement. Vectorii^U^^gi 
nodale din intreg domeniul V

Forma intregraia globaia discretizata W sb aerie ca sum& a 
formelor elementare (4.9) gi (4.1o). Se poate inaa exprima gi W" 
in functie de^U^^ gi^U^ * . .

(4.68)
Matricea^A^Jeste conatruitX prin expandarea matricelor ^k] 

intr-o matrice nula avind aceeagi dimensiune cu ^K] . In mod similar 
F^ este conatruit prin expanaiunea vectorilor ^f j intr-un vector 
nul de acelagi rang cu ^F^ .

Froceaul de expandare a matricelor ^k] ae desfAgoara in doi pagi: 
prima data poat-factorul ^u^jae inlocuiegte cu , apoi , pre- 
factorulj^u ) ae inlocuiegte cu^U \ . Pentru iluatrarea procedeului
ae consider^ urmAtoarea situatie :

U-r12 (4.69)
^21 22
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' " fVeotorul global al variabilelor nodale este 
. - <"1 "2 --- "l "Itl --- "j "j+1 -

paaul I : inlocuirea lui prin .
Pentru a pastra valoarea lui neschimbata matricea [k] 

2x2 
^k'] in care coloana I este 
2xn

ae inlocuie$te printr-o matrice 
Z k,-, T
iar colpana J eate\ k. ceilal$i termeni fiind nuli

fu
7) o ... *11 O' ... *12) 0

* t
0 0 ... .*21 j 0 ... \22J.0 ... 0 (4.7o)

u 
u

%
paaul II inlocuirea lui^u^ prin^dU^)

In acest caz matricea [K'] ae inlocuiegte prin matricea [.K^J 
de acelagi rang ou [Kl in care linia I este prima linie din ^k*] 
iar linia J eate linia a doua din ^k"], ceilal^i termeni fiind nuli.

0 ... 0 ... 0 0

0 ... k K12

"n0 ... k^ *22

0 0 0

0

0

0

0 0 0

Pentru a iluatra expandarea lui ae considers expreaia

"l "j
L^2

(4.72)
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Pentru a paatra neschimbat dupa inlocuirea lui u^ cu 
trebuie aubstituit vectorul de rangul 2 prin vectorul de 
rang n in care termenul coreapunzator liniei I eate f 
reapunzStor liniei este 2* ceilalti termeni fiind

iar cel co- 
nuli.

(I)

F^

(J)
J 

Forma integrals globala ae 
n n

obtine prin aumare

e=i

(4.74)

in care:
(4.75 a,b)

0

2

Se prezintS in continuare urmStorul exemplu de calcul : ae dS 
domeniul V diacretizat in douS elemente triunghiulare cu cite un ain 
gur GDL pe nod (fig. 4.12).

"4^
Elemen-

Elemen-

5 "2 ^4^

u

u u
"4) !^n)^"l <3 "2 <S"3 5 "4^

BUPT



-62-

w'2) ,

W.
*11
*21 
k„.

*12
*22
*32

Introducind matricea expandatg

(1)

$i vectcrul expandat
W' ' se rescrie

In mod identic

*21
0

*12
*22
0

0
0
0

32

se ob$ine pentru
*11
0
*31
*21

*21

k

0
0
0
0

' 0
' *33
' *23
^2T

(2) 
K,-, *12

*22

(2)

2 -(2)

0

"1 
"2 
a
u

(2)elemental
*12
0
*32
*22

(2)

0

(2)
23

a
"2 
U,
a

0

2

12

„(2) *32

(2)
22

(2)
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(4.76)

(4.77)

4.3.7. Generarea siatenului de ecuatii.
4.3.7.1. Formularea aiatemului de ecuatii.
DupA diacretizare pi aaamblare forma integrals devine

W -(SUnXM - {?])- 0,

la care ae atageazS conditiile de margine
. 0

"1 - "1
pentru toate gradele de libertate avind valori apeoificate U^. 

In final, trebuie rezolvat aiatemul de ecuatii algebrice;
[K] = {?) ' (4.78)

modificat in prealabil in functie de conditiile (4,77).
4.3.7.2. IntroduRerea conditiilor de margine :

ExiatS ttei tehnici de calcul, cunoacute in aceat aens;
a) iptroducerea unui numXr foarte mare in diagonala principals

ooreapunzStor conditiei ;
b) anularea termenilor liniel gi coloanei coreapunzStoare lui 

"1 * "i '
c) eliminarea liniei gi coloanei coreapunzStoare lui =
Aeeate metode aint cunoacute din literature de specialitate/9/.
In programul - ASEP ae utilizeazS ultimul procedeu.
4.3.7.3. Tranaformarea variabilelor.
Intre deplaaSrile nodale U gi U*" (orientate diferit de pri- 

mele). exiatS relatia :

in card ^R] eate o matrioe pStratS oa elemente conatante

(4.79)

, numitS ma
trioe de tranaformare. Inlocuind (4.79) in (4.76) rezultS

(4.8o)

in care!
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4.4. PROORDURI NUMERICS.
4.4.1. Rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare 741/. /48/. 

/112/, /133/, /159/, /179/.
Metodele de aolutionare a siatemului 4.78 ae grupeaza in ge

neral in douS categorii : '
- Metode exactejcunoscute ca metode directe, bazate in general

pe procedeul de eliminare Gauaa.
- Metode iterative, intre care procedeul Gauaa-Seidel este cel

mai cunoacut.
Metodele directe aint "exacte" in limitele eroriior de tip 

"roundoff", oaracteriatice tuturor maginilor de calcul provenind 
din.aurae apecifice cum sint: converaiunea conatantelor, cumula- 
rea efectelor rotunjirilor, utilizarea functiilor standard prede- 
finite. MSrimea eroriior ^roundoff"poate fi apreoiatK numai dupS 
rezolvarea aiatemului de ecuatii. Solutia gSaita eate introduaa 
pentru verifioare in ecuatiile originale gi ae determine reziduu- 
rile. Valorile'reziduurilor formeazS un nou vector al fortelor 
nodale cu care ae reia rezolvarea de la capat. Se determine aatfel 
un al doilea vector al deplaaSrilor nodale care eate o mSsura a 
deteriorSrii aolutiei exacte din cauza eroriior roundoff. Pe de 
alta parte, auma vectorilor deplaaarilor in cele doua rulari ale 
programului, diatincte prin vectorul "fortelor nodale", formeaza 
o aolutie mai bunS a sistemului ecuatiilor originale.

Algoritmii metodelor exacte se bazeaza pe inlocuirea suc- 
ceaivS a ecuatiilor originale prin ecuatii echivalente a caror 
rezolvare este mai simplS.

Cea mai cunoscutS gi cu rSspindirea cea mai largS este meto- 
da de eliminare partiala bazatS pe numerotarea optimS a noduri- 
lor. Ordinea nodurilor este factorulcne^? pentru a obtine forma- 
tul de matrice bands cu cea mai reduaa latime^ de aemibaiida ; or
dinea de numerotare a elementelor finite, precum gi ordinea de 
formare gi asamblare a matricelor elementare, eate inaS arbitra
ry. AceaatS metoda de rezolvare, numit5 gi "metoda de rezolvare 
cu bandS" eate cel mai aimplu procedeu utilizat pentru a se 
exploataavantajul rarefierii termen^lor matricei siatemului. Nu 
este inaS unicul procedeu. Un alt procedeu, deosebit de eficace 
eate cel numit al "matricelor rare" (akyline matrix) in care 
"evidenta" gi " contabilizarea " pozitiilor aubmatricelor nenule in achema matricei globale [K] aint tloute prin intermediul u- 
nor matrioe (tablouri) de identificatori gi de localizare. Pro- 
gramul ASEF utilizeazS o aatfel de tehnicS /7o/.

0 metodS directs, fundamental diferitS, este metoda de re
zolvare "frontalS " ale cSrei baze-au foat puae de Irons /41/. 
In cadrul aceatei metode in proceaul de eliminare partial ne- 
cunoscutelor esentiala e numerotarea elementelor finite, lr:de- 
pendenta de numerotarea nodurilor,care poate fi arbitrary. Se 
creazS, aatfel, un "front" care traveraeaza nodurile gi proce- 
deazK la eliminarea partialS gi auccesivR a necunoaoutelor. Me
toda de rezolvare frontalS eate indicatS pentru aplicarea^in 
apecial^in cazul unor atructuri complexe cu multe grade de li
bertate nodale.ca urmare a foloairii elementelor finite tridi
mensionale, mai alea dacS aint introduse noduri la mijlocul la- 
turilor.
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_r . Tot in categoria metodelor directe de triangularizareamatricei^ [_KJ , in care toti termenii nenuli sint nozitionati deasunra diago-* 
nelei principale, sint metoc.ele de rezolvare care utilizeazl. matrice- 
le ortogonale, in cadrul aga numitelor " factorizari tnatriceale " 
/45/, Aatfel, in procedeul de factorizare Givens se folosegte matri- 
cea ortogonala de rote^ie, iar factorizarea Householder utilizeaza ! 
metricea ortogonala de reflexiune. Ambele procedee sint indicate in probleme de valori proprii, cit §i in cazul siatemelor de ecuatii 
ale caror solu$ii sint instabile din cauza disproportiei relative 
foarte mari intre marimile divergilor coeficienti de rigiditate. Nici 
una din aceste metode nu s-a impus, neavind avantajul eficien^ei al- 
goritmilor de tip Gauss.

Tot in cadrul metodelor directe se mentioneaza factorizarea 
Choleski. Nici acest procedeu nu s-a impus, insa, in competi^ie cu me
toda Gauss.

Hetodele iterative opereaza cu valori ini$iale aproximative, 
care se corecteaza succesiv pentru a se ob$ine solutiile sistemului 
de ecuat;i in limitele unor erori prestabilite. lietodele iterative 
sint mai adecvate la rezolvarea sistemului de ecuatii care guvernea- z" probleme neliniare (flambaj, vibra^ii, etc.), in care solutiile 
sint cnutate " pas cu pas In domeniul problemelor liniare metodele 
iterative nu $i-au cucerit popularitacea.

4.4.2. Rezolvarea problemelor neliniare.
4.4.2.1. Nelinearitate fizica gi nelinearitate geomocrica /ll/, 

/153/.
In formularea problemelor sistemelor fizice apar doua tipuri 

de nelinearitati :
- propriet?ttils fizico-mecanice - ale materialului - caracteris- 

tice sistemului fizic depind de valorile variabil<lor nodale
U. Aceasta situa$ie apare, spre exemplu in elaaticitate, in 
curgerea nenewtoniana, a liohidelor, in curgerea lichidelor^ prin medii poroase nesaturate, etc. Acestea sint nelinearitSti 
fizice ;

- nelinearita^ile geometrice pot ap'rea id ecua^iile fundamen
tale care guverneaza problema, spre exemplu in cazul siste- 
melor cu deplasari finite din elaaticitate sau in ecuatii de 
tip Navier- Stokes. Ecuatia matriceala fundamental'' a .pr.oble- 
melor neliniare este de forma

V-' =(Ju^^[K(U^).] = 0, (4.81)

de unde ' - . r i fir iti[,K(u)jjuj = jFj sau [R(u)J = ^lj'-[K(u)J ^u]=0 (4.82)
Pentru unele probleme, cum aint cele de plasticitate, relatia 

(4.82) trece intr-o formS incremental!.
[K(u)]^Au] = {Al'] (4.83)

Determinarea solutiei sistemului neliniar consta in glsirea vectorului fu]care si faca reziduul ^n(u)j cit mai mic nosibil. So- 
lutio exacta conduce la anularea reziduului. Cautarea solutiei aie- 
temului se realizeaz" iterativ conform schemei din fig. 4.13.
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Un numSr mare de algoritmi de rezolvare a problemelor nelinia- 
re includ achemele de rezolvare a sistemelor de eeuatii liniare la fiecare pas al itera$iei.

) f'9-
, Alegarea unui algoritm trebuie sa ia in considerare urmatoa- 
jrele aspecte : *
\ - tipul nelinearltStii ;J - r&spindirea helinearitatii, indiferent daca este localizatS 

sau nu ;- existen^a a mai multe solutii ;
) - u$urin$a construetiei algoritmului $i a implement&rii in
! program ; . .
: - precizia ceruta a rezultatelor ; . . .' - rapiditatea oonvergentei $i riscul de divergenta ;
, Nu sint metode cere sa acopere toate tipurile de probleme ne- 
liniare. Cele mai multe tehnici de rezolvare a problemelor neli- 
iniare au -la bazS una din urm^toarele trei metode, luate seoarat sau 'in combinatie /45/, /153/, /154/, /199/, /2ol/;
I - metoda substitutiei ; .

- metoda iterative Newton-Raphson ;
- metoda incrementala.
4.4.2.2. Algoritmul metodei substitute!.
Ketoda consta in construirea secventiala a solutiilorjd^, 

unde^U^)este calculat din valoarea precedents
prin rezolvarea sistemului liniar de ecuarii

[K ; i =1,2,3 (4.84)
^istemul (4.84) se rescrie intr-o forn.-l incrementala, mai 

convenabil&,
{R*} = - [K(ui*l)j ^i-lj

[K(ui-l)]^'i) = [R^ (4.85)

{y*l = +{AU^
Algoritmul metodei este prezentat in fig.4.14.

t In testul de convergent^ se utilizeaza doi yectori norr.ati*
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Setcctarca 'tcttorii ctproximative initiate [u°]

Construirea ^ectoru]uigbba)tF]dinvectoriietern'enrari[F] ' 
------- t-1,2, (pentru piecare iteratie)

------- buctd pentru ftecare etement
ex (rage 
catcuteaza LK(u*-^)] 
catcuteaza rezidutetemcntar

asambteazd matriceieqtobatc atesistemutut 
tinearizaf

'------- [*<] si [R]

rezohd
U**.U^ co-factor de retaxare
catcuteaza normete

Mntt pentru [AU^i sau

ttrnt] pentru [R**}

—execute festut de converge ntd cu ttnt! sau ttmt) 
fig. 4.14

%

- norma maximS
{]n^ - Max aau^rntt = Max

j
- norma euclidian^

n H aau !! m ![ =

(4.66)

(4.87)
In mod freevent in teatele de convergent se utillzeaza normele 

valorilor relative /134/, /135/.
i

care in cazul normei euclidiene pentru Uj 
incit poate fi substituit de (L, devine :

tl 2 V 4.

H n!' ' Max ) XtL (4.88)
suficient de mic, aatfel

(4.89)
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Proceaul iterativ se incheiecind pentru un C auficient de mic, 
preatabilit, .

Dac3 in ecua^ia (4.85) matricea E Kj se deacompune intr-o ^a- 
trice conatantS, liniarS matrice neliniar&^K^^] rezultS

Pentru peg! de iterare suficient de mici^K^^Jae poate neglija gi 
expreaia precedents devine

Matricea fiind conatantS trebuie aS fie aaamblatS gi
faotorizatS numai o data la inceputul proceaului . Algoritmul cona- [tyuit pe baza (4.85 ) conatitue aga numita metoda Newrton-^aphson 
modificatS.

4.4.2.3. Algoritmul metodei Newton-Raphaon modlficate. 
Schematic algoritmul aceatei metode ae prezintS in figura 4.15.

5e!ectea?d 5<ca'cu)eazd oso'uhe anroxtmahvd intha'c) 
[u*j , poate p utihzot stun wecto'rnui 

asombieacd yectoru] gtobaijr)

asambteazd matricea q!oba!a hntard[)<^]d)h 

factorizeazd
,_________L. 1^2,..........(^pentru pccare'teratie)

.bucta pe pecare c'ement 
extract d'n 
asambica^a [R*"] din [r] 
------------------- r) - if) - M (

rceotvd tAU']-[n*J 

ca'-cut^aza id**] - [o'*''] + 

calculeaza !int[

execute! tesfut de conver^enta

pq 4
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4.4.2.4. Algoritmulmetodei-Newton-Raphaon.
Se preaupune cS pentru o aolutie ae obtine reziduul

' {R(U^j] = {F]-[K(U^)] 0, (4.91)
ar putea fi iteratia u\

{R(U^)]={R(U^'^) + AU^)]-o (4.92)
^e dezvolta in aerie Taylor functia rezidualS

^R (U^*^ +Au^)] = ^R (U^*^)] +[-§§-. + ... = 0 (4.93)
U=U^"^

Neglijind termenii de ordin auperior rezultS
-

**" ^(U^*-*-)] ' (4.94)
- {ui*i} +{AU^]

Matricea tangents ^K^(U^*^)J ae Obtine prin diferentierea expresiei 
(4.82).

DacS {F^eate independent de {u] rezulta

(4.96)
aau, exprimind aceaatS relatie in termeni individual!

- "ij "k

Expreaia (4.94) eate similarS ca fqrmS cu (4.85) , cu obaervatia cS 
matricea J.K j ae inlocuiepte cu J .

Matricea tangents globalS ^K. j ae obtine prin asamblarea matr 
cilor tangente elementare ^k^. Pentru obtinerea matricei [k^^ ae 
pleaoS de la forma integrals.

n _ n 7W(u) = ZI [ 6(bu) R(u)dV = o (4.98)C=i VL Je
Se dezvoltS in aerie Taylor W(u) in vecinStatea lui

W(ui) . W(u^'^) +A(W)^^ + ... . 0, (4.99)

undeA(w) eate prime variable a lui W, care nu ae confundS in genera 
cu termenii 6 di" 4.98.

Diacretinzind in elemente finite ae obtine t
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i

W(U^*^) -{?]= ^U^R(ui*\)]. (4.I00)

AW(U^*^) , (4.1ol)
jundejAU^j inlocuiegte variatia ^AU^j a lui pe parcuraul,unei 
itera^ii . In aceate conditii (4.99) devine

([ Kju^"b]{AU^- {R(U^)) ) = 0 ,(4.1o2)

expreaie care eate identicS cu (4.94).
I In fig.4.16 eate prezentat achematic algoritmul pe baza 
cXruia ae poate conatrui matricea tangents punere in evi-
,dent& a celor douS ramuri coreapunzStoare celor douS relatii !(4.94) gi (4.1o2).

. f'g-416
4.4.2.5. Algoritmul metodei inorementale (paa ou paa)
Valoarea inHiaH a aolubiei {u°] joacS un rol eaen^ial in 

metodele iterative. 0 alegere necoreapunzltoare poate a!( conduct 
cu upurintK la rezultate eronate.

Metoda incremental^ conatX in Inlocuirea aolubiei ecua^iei 
matriceale. .[K(U)J [uj -XfF^] - [Fj (4.1o3)
prin aolu^ii aucceaive ale ecuatiei

[K(Uj)] [Uj j . [F°] ; Xj - Xi , Xg.... X (4.1o4)

Valoarea initials utilizatS pentru calculul lui 
aolu^ia U. . ob^inutS in pasul precedent. Fiecare paa

Uj eate 
eate o

problemK neliniar4 care trebuie rezolvatS prin una aau mai mul
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te itera^ii cu metodele Newton-Raphaon sau Newton-Raphaon modifica- 
DacK-ae utilizeaza prime dintre metode in fiecare pas se ob^ine:

- Aj-i) (4.1o5)

^U.( . )U J +JAU.

DacA ae utilizeazA mai mult decit o alngurA itera^ie Newton- 
Raphaon rezUlta

[Kjuj-l )]{^U^j = }R(U^)j + (Aj -A^_^) {F.S (4.1o6)

( j] 1 j J 1 "j J ' i '

'4.4.2.6, Algoritm pentru sohimbarea variabilelor independente.
Pentru mai multe probleme exiata mai multe aolu^ii pentru 

o anumitA treapta de incArcare)^?^ (fig.4.17).
Metodele prezen- 

tate pot da solu^ii in 
domeniile OAB $i EDC. 
Pentru a avea solu^ii 
in intervalul BC ae aleg 
valorile componentelor Uj^ale vectorului^U], 
urmind aa fie determinal 
parametrul (factorul)A, 
necunoacut, al incarcA- 

exiatA o aingurA valoare
X [F] pentru un U<^ dat. Din (4.I06J rezulta

[K*]{AU) = [R] + (4.1o7)
IntroducindZ\Xin vectorul necunoacutelorjAu] $i impunind conditia 

* 0 rezultA

*^tnl

Ktll
(4.I0B)

91
(4.109)
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Prin inlocuirea coloanei din.^K^] prin vectorul s-a 
distrus aimetria matricei $i a-a echimbat mimea aemibenzii. Pen 
tru a ae evita aceaata inconvenient^ ae rezolvS (4.1o7) de douS 
ori pentru vector! ai incSrcarilor nodale diferiti mentinind a- 
ceeapi matrice .

[KJ [AU*] . {P.{

Solatia ecuatiei (4.1o7) va fi

(4.110-'

(4.1H)
Necunoacuta Arezulta in baza conditiei (4.1o9)

.112)

Algoritmul aceatui procedeu eate dat in figure (4.18).

—qteoereq tncrementutui ^q] thcdrcqrcqrii 
^nnodi^carea components! € tn u^_i

t—(teratia L 
caicutcaza reziduu)

catcuteazd matoceaEKtl 

rezotvdsistemu)

catcuieazo &A- -

A.

zxrtestde con^erc^enta

4.4.2.7. Alegerea metodei de rezolvare.
In figure 4.19 ae prezintS jjaaginea graficA a algoritmelor 

prezentate anterior particularizate pentru o problem)! uni-dimen- 
aionaH.
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R'

P.F

cQproces convcr^enT b) proces divcr^enl
i)Mctodc! substitutici : atgoritmui ^35)

, _________________________(j° u^xoct
proces convcrgenT

R*

Uu* U^U*LP Jewt
2) Netoda Nekton-Raphson 

mod^icatc) a)gof-)tm(4.9^

u^. u*
?) ^elodo NtMton- 

Raphson; a)qo- 
ritm (4 95)'

Hg4J9

P-AiF.

u* u
Metodo incre- 
nnentaiq cuo 
iterare 
afQc^m (_^JO5)

u
4)

AFROXtMARE 
ateoerea sotut'ei 

aproxtrnative

(proqresrva) 
-catcuteaza rezidAR') 
sotutie a ecuatie, 
[Kc^AU'j

Atoontmu) genera! < 
celor patru metope

test 
(iecor^ergep;

sobtic!
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Cele patru metode aint continute in algoritmul formal comun din 
figura 4^ 2.a. Pentru oricare metod& expreaia reziduului eate a- 
ceeagi, ceea ce ae achimbS cu metoda este expreaia matricei ,cu 
efecte in proceaul de convergent^.

[K^] = [Kj, metoda aubatitutiei
= [K], metoda Newton-Raphaon modificatS

, metoda Newton-Raphaon
Algoritmul general pentru rezolvarea problemelor neliniare ea

te prezentat In figura 4.21.

aiege co ,AA, JMET
!KT = 1 

A-0

—trcaptqdeincdrcare3:A = A+AA
aproxi meata^u^-pJ^-d sau extrapotarea .

—deratia t-Lti
—etemente : .

catcuteaza si qsambteqza rcziduut {R(A,Fo^u^* )j 
]KT-i.-co)cu[eaca siasambtcaza [KcLU*-'^J)[Ljnctie ae 
ftpu) metodei 1MET

IKT-1: descompunereq matricei [Kcl
[Kc])Auj^^j

corecita so]utiet u )u^i-[u^^)+cj{Aui

catcuteaza norma retativa pentru Un],,}Au)sau{n] 

Lesirca din deratia L

stabitirea metodei de re^otvare afeqereiKT.iMET,co, 
AA-

!______ test de converoenta.
i------------ termtnarea pasutui y

Fig^2i
Algoritmul din figura 4.21 intrA in execute pe baza urmatoarelor pre- 
cizSri;

- numKrul gi ordinal de mSrime a incrementului iiicnrc$rii^A;
- numSrul maxim de iteratii pentru o treaptX de incarcare gi criteriul de convergent^ (tipul normei gi precizia dorita) ;
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- tipul matricei se atabilegte in functie de valoarea IMET:
[K^] din (4.B5 ), [x(U^)J din (4.85) san [K^(U^*^)jdin 
(4.96) ;

- atabilirea unei relatii pentru aproximarea initials a so
luble! U° , pentru fiecare treapta j a incarcarii ;

- valoarea factorului de relaxare.
4.4.3. Rezolvarea problemelor neatationare /18/, /45/. /152/ 

/153/, /2ol/.
4.4.3.1. Probleme de propagare
Probl^ele dependente de timp- neatationare - ae numeac proble 

me de propagare. Diacretizarea cu elemente finite conduce la dou& 
'tipuri de aiateme de ecuatii diferentiale ordinare care carecteri- (zeazS problemele de propagare.
) (1) Siateme neatationare de ordinul II '
, [c^{u] + [Kj{u]. {?], t>t° (4.113)

I ju(t^)] ' )".!

(2) Siateme neatationare de ordinul II
ft ^c]jUj+J[JtUj= ^P]-, t>t^

( . , . t . . - (4.114)iu,];
in care:

*

= matricea maaelor
[cj = matricea de amortizare sau de expanaiune
^K] = matricea de rigiditate sau de conduptivitate
^p] = vectorul incSrcSrilor
^U(t)^ = vectorul necunoacutelor

Pentru rezolvarea aiatemelor (4. 113) 3i (4.114) ae vor pre- 
zenta in cele ce urmeazS douS metode :

- integrarea directs, aeu metoda p^s cu paa ;
— metoda auprapunerii nodurilor fundamentale.
Integrarea directs conatS in conatructia aecventiala a va

lor ilor aolutiei din valorile initiale la momentele t^+^t;D J O
t^ + 2At; ...t^+ n^t,...

[U(t^)j -*}u(t° +/.t)]-^U(t^2At)i-^ ... -^^U(t^n^tn4.115)
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Un numar mare de tehnici de integrare directs sint dezvoltate 
pe baza aproximarii cu diferente finite a necunoscutelor gi . 
Zenkiewicz a propua o metoda de discretizare a domeniului de timp 
utilizind pentru aceasta elemente finite.

In metoda auprapunerii nodurilor fundamentale aistemele cupla- 
te (4.113) pi (4.114) se decunleazK in ecuatii modale. Fiecare ecua- 
tie modala se rezolva numeric , iar rezultatul finil se obtine ca 
o combinatie liniara a modurilor fundamentale.

Problemele de dinamica structurilor sint caracterizate de sis- 
temul de ordinul II (4.114), aga ca in cele ce urmeaza ae vor pre- 
zenta metode de rezolvare aplicate acestui gen de problems'.

4.4.3.2. Metoda integrXrii directe.
4.4.3.2.1. Metoda diferentelor finite.
DacA se scriu in diferente finite derivatele care intervin in 

(4.114) exprimate la momentul t*
^^t+At)" i^t-At

(4.115,a,b) .
["t]'^ ^"t+At]^{"t]^"t-At))

se obtine

unde

aau in forma incrementalA

(4.116 b)

4.4.3.2.2. Metoda Houbolt.
Derivatele necunoscutelor ae exprimA in diferente finite 

la momentul t+At. in forma urmXtoare :
- *^2 { "t-Ai! -{"t-2At i '

(4.117.a,b)
"t+At] " ^{"t] 9{u^j-2{u,. 2At] )("t+At]' ^At
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Cu aceate relatii 4.114 devine
^]{"t+Atb{Rt+At}

[R]= 2[ti] + -^-At [c] +At2 [n]

<sM-4{u^^U^p^t[c](3{uJ

(4.118)
- 2* {"t-At] * "3* { "t-2At))

aau in functie de^Au]

Aceat algoritm conduce intotdeauuja la solu^ii stabile.
Pentru problems neliniare in care [M] $i [c] aint conatante 
dar [K] depinde de ^uj^corec$ia pe parcuraul fiecarei i
tera^ii in cadrul unui interval (pas) de timp eate:

>1!
(4.U9)

/uLi*. 1 = fu^+ 1 + (Alii]
1 t+At J j t+At] ( J

In metoda aubatitutiei
(4.120)

In metoda Newton- Raphaon

4.4.3.2.3. Metodele Newmark-Wilaon
Aceate metode implicite introduc in ecuatia (4.114) ex- 

primatS la momentul t+At urmatoarele expreaii pentru

(.4.122,a,b)
+ b
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Pentru a = b -g aceate aproximatii sint echivalente din punct de 
vedere fizic cu a accepta ca accelera^ia este constanta gi egala cu 
valoarea sa medie pe parcursul intervalului (t, t+T).

Pentru a = —g* gi b aceleagi aproxima$ii conduc la o
variatie liniara pe intervalul (t,t+T).

Ecuatia (4.114) scrisa la momentul (t+"C) devine :
[Kl {"t+r] ^Rt+tJ

unde._ 2
[K 1= [M] +Tq [C]+ —2-b[K]

[Rt4' L"l< i"t! 2- }"t! '

r i t2 r. 1* ,l3 ... '+ [C] (T. + -^- (2a-b) }Ut] + -*2* rt)

In metoda Newmark =^t, iar in metoda WilsonT= -&A.t cu
^^1. Metoda Newmark este stabila necondi^ionat dacX a^ gi

(a+ , iar metoda Wilson pentru a = —, b = —gi

-0- = 1,4. In figure 4.22 se prezinta schematic algoritmele celor trei 
metode de integrare prezentate.

4.4.3.3. Metoda suprapunerii modurilor fundamentale.
Siatemul de ordinal II descris de ecua^ia (4.114) se serie cu 

ajutorul valorilor gi vectorilor proprii.Agi reapectiv in forma 
([K]- A[M[) [X] = 0 (4.124)

Introducind tranaformarea

in care 
proprii

{u (t)] = [x]{v(t)) 
matricea de tranaformare [X] 
{X^j (4.124) de.vine

{v(t)]+ [x] [c][x]{v(t))

este constituitX din
(4.125)
n vectori

(4.126)
Ecua^ia (4.126) ae poate decuple in ipotezele

(1) [C] eate o matrice nul&
(2) [C] eate o combinatie liniara intre [M] gi [K ]

[c] *= Ci (Ml + dg ^K] (4.127)

gi deci,
[if [C] [X] - .^[I]f

Aceat produa matr^.dial ae poate inlocui cu urmAtoarea matrice diag<*- 
nalK !
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T
2

2
2

(4.128)

in care reprezinta rata (coeficientul) de amortizare pentru 
modul i. Ipoteza (4.127) permite ob$inerea a maximum doua valo- 
ri nenule pentru

DacK ecuatia (4.126) eate decuplata ae ob$ine
' . VCt) +2a). V(t)^^ V(t) . F.(t) (4.129)

pentru care aolutia general^ se 
Duhamel la-momentul t_ = oio

aerie cu ajutorul integralei lui

coa(Jt) +

ainCJ (t-a) F.(a)dS (4.13o)

pentru

2
o

1 o

Introducind nota^iile de 
forma

mai aua aolu^ia ecuatiei (4.129) ia

o (a2+coaGJt

.= -^2 2 i' o^ "o

i^2 * ^1

4.4.4. Rezolvarea problemelor de valori proprii ./45/.
/llo/, /112/./152/, /159/, /2ol/.

4.4.4.1. Probleme de valori proprii.
Rezolvarea unei probleme matriceale de valori proprii constK 

in gSairea aolutiilor - valorile proprii pi - vectorii 
.proprii pentru ecuatia.

(4.132)
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cu conditia de normalizare a vectorilor proprii
{^i]= I sau^X^[M] = 1

Valorile $i vectorii proprii caracterizeazS trei categorii de pro
bleme :

(1) Dinamica structurilor. in csre se pone problems determinari modurilor fundamentale de vibra^ii. In acest caz termenii ecua$iei 
(4.132) sint :

[xl - matrices de rigiditate a atructurii - .
[M) - matricea maselor
}X^}- vectorul deplaaSrilor nodale ale atructurii in modul i de 

vibratie
= frecven^a oscila^iilor proprii in modul i

(2) Stabilitatea structurilor in care se ppne problems determi- 
narii incSrcSrii critice de flambaj . In scest csz termenii ecuatiei 
(4.132) sint:

[K] - matricea de rigiditate a atructurii
[M] = [KQl- este o matrice geometric^ sau matricea tensiunilor 

initiale
* vectorul deplaaSrilor nodale pentru modul i de flambaj

- define$te amplitudinea -fortei critice

(3) Probleme neatationare de ordinal I si II.
Pentru rezolvarea ectiatiei (4.132) se precizeaza trei metode dJ 

calcul : )
- itera^ia inversS „ ]
-rotatia Jacobi ]- itera^ia pe subspa$ii. )
4.4.4.2. Caracteristici fundamentale ale problemelor de valori 

proprii.
4.4.4.2.1. Formularea simplificatS a problemelor de valori 

proprii. i
Se consider^ c& matricile [K] $i sint matrici reale, sime- 

trice pozitiv definite . Ecuatia general^ (4.132) se poate reduce 
1* ' ' [K m ] =A(xj ' (4.133)

DacS [M]eate pozitiv definite se poate exprima pe baza descoM 
punerii Cholesky - ca in cazul sistemelor liniare- in forma

T[M] - [L)[L]

RezultA:

(4.134)
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[K] = [L]*^ [K][K]
DacK [M^ nu eate pozitiv definite (4.132) se modified in forma ur-

mXtoare :
(4.135)

4.4.4.2.2. Valori proprii.
Fie n valori proprii A^ distincte sau nu care aatisfac (4.132) 

DacS cele douA matrice [K] gi [K] sint pozitiv definite toate valo- 
rile Xj vor fi pozit.ive

XnX ^n-l'"^2^'\

gi (4.132) ae poate aerie in forma
("[K] -X[M] ) {l]=b (4.136)

Ecuatia (sistemul (4.136) are solutii nebanale daca expresia
( [K]-A[M] ) eate singulars, adicS

det ( [KJ ^A[M] ) - P(A) .0

4.4.4.2.3. Vector! proprii.
FiecSrei valori proprii ii corespunde o aolutie a vectorilor proprii. Pentru a rezolva aistemul singular omogen (4.132) este ne- 

cesarS o ecuatie suplimentara pentru definirea unicS a vectorului, 
ae poate utilize o conditie de normalizare, spre eiemplu

^X^ [M] jx^] - 1 (4.137)

Vectorii proprii vor satiaface urmKtoarele conditii de ortogona- 
lizare

ro, i^J
Ju (4.138,a,b)

DacS aceste conditii sint satisfScute [K] eete ortogonala, iar [M] 
ortonormalK. Vectorii proprii ae regrupeaza intr-o matrice mo

dal^ [X] .
[1]-[{X^ ... ...] (4.139)

cu care (4.132) devine
[K] [x]- [X]

(4.14o)

0
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Ecua$iile (4.138) se tranaforma . .
T[X] [K] [X ] =[A]

r -T _ _ - r _ (4.141,a,b)[x] [Nj [Xj= [ l]
gi,in plus, inmultind gi impar^ind cu [x*] in (4.141 b)

[X] [xf [H] = [l]

4.4.4.2.4. Deacompunerea apectrala^ q,
Se inmuHegte gi ae imparte (4.14o) cu [x] [M] . rezulta dac& 

[M]este aimetrica :
- [K] = [M][x][A]( [M][X] )T (4.142)

aau notind = [M]^X^^
n .

[Ki - Ai[Yi]<-Xi> <4-143

Deacompuperea apectral& a matricei [K] este definita de (4.143 a) da 
cS.fM] a [l]

n n
= XI \{Xi)<Xiy=X^ ^il

i=l i°l
t

P p[x] =XI Ai [^i] c)
i=l

Raza apectral& a matricei ] ae definegte prin
$>(K) = max(Ai<L [tK ))^ (4.145)

/ n . \ . .)]K)t * max [ ) K.. ]°° i \ j-=l 1J '
Matricea eate marginitS (finita) cind p—>^cdac3^(K)^l.
Un vector arbitrar V definit in apatiu poate fi reprezentat luind ca 
baza vectorii proprii.

n(vj = gi ^Xijj , (4.146)

cu componentele
°i = <\XiX**l (4.147)
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4.4.4.2.5. Transformarea matricelor [K] gi .
[K] = [Q]T [x][Q ] ; [ii ]= [Q]^ [M][Q] (4.148 a)

r
Valorile gi vectorii proprii vor fi defini$i de expreaia tranaforma- 
ta: _ _

([K]-X[n]){x]=O (4.148.b)

aau , echivalenta
[Q ([K]^A[M] ) [Q][x] = 0 . . .

gi deci. _
det ( [K]-A[M ]) = det( [Q]^( [K]-X[M]) [Q] .

= det ([Q]T) det( [Q] ,det( [K]^X[L])=O 
Nxpreaia de mai aus demonstreaza ca valorile proprii^ ale 

aiatemului transformat aint identice cu valorile proprii A ale sia- temului (4.133) dacS det ( [Q] ) ^ 0.
4.4.4.2.6. Separarea gi achimbarea valorilor proprii.
Fie ^i*^2'*"'^n proprii ale aiatemului (4.133) gi

-tn_i cele n-1 valori proprii ale aiatemului modjjFicat.
[K]^ {X] {x) , (4.149)

in care[K]l gi se ob^in prin eliminarea ultimei linii gi co-
loane din [K] gi, respectiv [M]. Se mai pot aerie inegalitK$ile

Similar ae definesc matricele gi prin eliminarea ultime-
lor r coloane gi linii din gi [M] . Daca p^(A) eate polinomul ca- 
racteriatic , r^dacinile polinomului p^*^ (^) alterneazS cu cele ale 
polinomului p^(X)

Deacompunind ^K]-yi /* fiind numSrul arbitrar diferit de va
lorile proprii rezulta

[K]-,u[M]-[I,]ED][L]T, (4.152)

DacS valorile proprii din (4,133) aint pozitive num"rul ter- menilor negativi din matricea diagonals [D] eate egal cu num^rul 
valorilor proprii mai mici decit u. Aceat procea de aeparare, de- 
numit gi "aecven^a Sturm" a polinomului p^(A)^servegte la a veri- 
fica dac4 valorile proprii ae inacriu intr-un domeniu de valori dat.

Dad4 matricea [K] din (4.133) se inlocuiegte prin
[K ] *= [K ] - a [M ] (4.153)

ae obtine urmStorn^ aistem de valori proprii modificat.
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[K] {l j = X[M][x) sau [K] [X] = [X+a) [M]{x] (4.154)
Vectorii proprii at acestui sistem sint identic! cu aceea din (4.133) 
dar valorile proprii aint achimbate cu cantitatea a

A= X -a . . . (4.155)
4.4.4.3. Metode de calcul a valorilor proprii.
4.4.4.3.1. Metoda iter?4rii inverse.
Iterarea inversS d^ cea mai micS valoare proprie gi vectorul pro- priu oorespunzXtor ale sistemului 4.133. Matrices [KJ trebuie sK 

fie pozitiv definite ; dacS nu este neceaara o schimbare de forma 44*153 
pentru a o face pozitivS. Algoritmul metodei eate prezentat in figura 
4.23.

. * _ !
trtctngu]c!rizeaza EK] = [L]^Eo][L]
ateqe un sector initiat [v'! care nuestc ^1- ortoaona) tn ra
pe"? cu vectorut cciutat (d^o)

catcuteaaa ,
buetd pe ^iecare iteratie .....,
rezotva [L]^ro] [L] .

calcuteazQ F}V

evatueazQ d *<

ca!cu!eazQcttu!^!ctQh:^(^)).XY^KRvL (4155)

d

ca^cu^eaza -

ven pea con bergenia A J ] < & 
cotcuteazavector'u! propr'tu norma!]ZQ! tn roportcuM

fig.4M
Pentru determinarea celei mai mari valor! proprii X^ ae 

aplicX iterarea inveraS siatemului :
[Mj )X] - -1-[K]{X] - X [K] [X} (4.156)

DacA [M ]nu este pozitiv definite se face o schimbare de tipul (4.153) 
bu [M ]- [M] - a [K]'
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se
de

Valorile proprii intermediate cunrinae intre A- si A* P ' 1 n obtin prin iterare inveral pentru achimbiri amAp definite 
4.153.

4.4.4.3.2. Rota^ia Jacobi.
Aplicarea aceatei metode eate reatrinaa la cazurile cind

j [xj gi [M] sint aimetrice gi pozitiv definite. Metoda cdnsta intr
on procea secven^ial de diagonalizare a matrioelor [K] .gi [l.i]rezul- 
Ltind matricele diagonale [x^] gi
j- < [Rl] - [x]-. [*1] = [M]

i [R2] '= [Ql]T [xl][Ql] [M2j = [Qi]?[Ml] [Q^]
! [x^]-[Q^]^[x^][Q^] [M^=[Q^][M^][Q^] (4.157)
Diagonalizarea matricilor [x^^J gi ^M^^] ae reali^eazK prin cons-
truirea adecvatS a matricei

0
Q = linia 

linia (4.158)
0

col.j
Coeficientii a gi b ae calculeazS v^+1 pentru M^^

In cazul general c

""jj = °

""jj ° °

c
d

= 0

(4.159) '

(4.160)

"1 - "11 "lj - "li 
*2 ' "1J "lj ' "jj

c
2

Dac$ M
DacS d*o

pozitiv definite c^ gi C2 sint deaaemeni 
ai b = - X,./ X...

zitivi.

DuoX diasonalizare ae obtine:
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deprnrea toterantei dinamtce

r—bucta pe f'ccarc tinie
,----- bucta pc fiecarc cotoana o

catcuteaza jactorii cte cuptarc 
r , ! f . Jilill—

daca^5c!u^>&g

catcuteaza termenii asi b din 
transformd matriceteEKTsiL^] 

cotoana L = cotoana L + b cotoana y 
cotoana y * a cotoana i<+ cotoana y 
tinia t tinia i. -r b [iniq T 
!inia y -a tinta i-thniay

nnodifica vector!) proprii

cotoana L* cotoana c+bcotoanq

__________________cotoana = a cotoana L tcotoona 

cdicuteaza vatorite proprii

Ai.si Fi. - Mctx

catcuteaza ^actorii de cuptarc

^3: . ; F . Max

—test de converqenta

si pentru F^<C

pg 424
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[A]= [K^][ M^] sau Al = K^i / M^i
/

(4.161)

0
Algoritmul metode! rotatiei Jacobi este prezentat auocint in fig. 
(4.24). Pe baza acestui algoritm s-a elaborat gi subrutina coreapun- 
zStoare din programul ASEP.

4.4.4.3.3. Metoda Ritz.
Pentru siatemele de valori proprii de mari dimensiuni se aplicK 

un procedeu de reducere a rangului bazat pe metoda Ritz. Sistemul aat
fel redua se rezolvS apoi prin metoda Jacobi. ,

Siatemul 4.133 ae exprimX ca o combinatie liniarX a p vector! qi 
independent! (i*l,2,...p) denumiti vector! Ritz.

[I] . «1 {<ii] % %
{Xl - [.][.] 
nxl nxp pxl

(4.162a,b)

Punind conditia de stationaritate citului Rayleigh, <5R=0, -V-<(^a^
rezultS r-t\, v .([x! - R[M]){a] = 0 (4.163)
cu [K] gi [M] definite de (4.148 a)

Expreaia (4.163) definegte o problem^ de valori proprii de ran- 
gul p ale cSrei aolu^ii se obtin din expresia.

[K][A] - [M] [A][X] , _ (4.164)

in care [A] -[{A^^ ... ; Ap =

Valorile proprii oonatitue aproximatii ale aolutiilor Ai ale sia-
temului (4.133).

A i \ ; Ag Ag ;

4.4.4.3.4. Metoda iterKrii pe subapatii.
AceaatS metodS eate foloaitX pentru calcularea primelor p valo

ri proprii ale unui aiatem de mari dimenaiuni. Se aplica o reducere 
Ritz ouplatK cu metoda Jacobi pentru a ae obtine in prime etapK vec
tor ii proprii Ritz. DupX aceaata, ae aplicS iterarea inveraS pentru 
corectia vectorilor Hitz. Proceaul ae repetS pinS cind criteriul de 
convergent^ eate aatiafScut. Principalele aecvente ale metodei aint 
redate in schema din figure 4.25.

1
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ateqe p vectori proprii tnitiati 
jxp]] (41M)

-optica iterance inversa pentru a catcuta p vector!

EK]EQ-l=[M][x] (4166)
aptica metoda lacobi

([K]-^b [N])jA^.Q ^XL]-[GL](Aj (4.1G7)
Lfest de convcrqenta pentru At

fig.425 . . . .

Rezultptele furnizate de metoda iterarii pe aubapatii converg 
japre cele mai mici p yalori proprii dac5 vectorul initial ^X^ nu 
Mate[M]-ortogonal in raport cu unul din vectorii cautati. Aceaata ae 
poate verifica aplicind aecventa Sturm : matricea [K] - (x^+g.) [M] 
be deacompune gi ae verified daoS are p pivot'i' ('& ae ia de ordlnul 
lo*^ sau lo*^).

Si aceat procedeu eate implementat in programul ASEF, inblocul 
;"VALP".t

4.5. CONCLUZII
Formularea MEF pe baza teoriei reziduurilojf ponderate permite 

tratarea intr-o maniera unitarS a problemelor liniare gi neliniare, 
in regim atatic gi dinamic, a problemelor de propagare gi de valori 
proprii. Din aceat punct de vedere aceaata formulare poate fi conai- 

[ derate ca "generalizatS" intrucit eate superioarA formuHrii varia- t tionale.
MEF in formulare rezidualX ae poate combina cu MEC intr-un al- 

goritm comun ; aubdomeniul modelat prin elemente de contur se tratea- 
zS ca un macroelement ffnit.

Pe baza formul&rii reziduale a MEF gi a algoritmilor $i proce- 
durilor numerice prezentate s-a elaborat programul de calcul multi
functional modularizat ASEF. Programul eate prezentat in capitolul X. 
X.

In literature de apecialitate in, limba romanl, aau in limbi 
atrSine aflate in circulate in Romania, lucrarea autorului /68/, 
gi prezentul capitol reprezintS primele tentative de forthulare u- 
nitarK a MEF pe baza teoriei reziduurilor care pune de acord 

i fundamentele de ordin teoretic cu procedurile numerice adeeva- 
te.
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CAPITOLUL V

METODA ELEMENTELOR DE CONTUR - Q PREZENTARE CQMPARATA 
CU METODA ELEMENTELOR FINITE

5.1. GENERALITATI
Metoda elementelor de contur igi are originea in dezvoltarea 

teoriei ecuatiilor integrale, domeniu in care prima lucrare de.amploi 
re apare in anul 19o5 gi-i apartine lui Fredholm. Ulterior, divergi 
cercetStori igi aduc contributii la dezvoltarea aceatui domeniu cu 
importante aplicatii in fizica matematicH gi in teoria cimpurilor. D 
referintK in aceat aena aint lucrXrile lui Mikhlin gi Kupradze in pr 
ma jumdtate a deceniului gapte. Aplicarea ecuatiilor integrale de c& 
tre Jaawon, Synn gi Heaa la rezolvarea unor probleme din mecanica 
fluidelbr gi teoria poten$ialelor ata la originea formularii indireo 
a MEC, iar utilizarea acestora de catre Rizzo gj. Cruae in 1968 la re
zolvarea unor probleme din dinamicX conatitue punctul de piecare al 
formul&rii directe a metodei .

Prima monografie dedicate aceatei metode, cu titlul "Boundary 
Elementa" apare aub aemn&tura lui C.A. Brebbia in 1978, iar in acela, 
gi an are loc gi prima conferintS international^ cu aceasta tematicX 
la Southampton, Anglia.

In prezent, MEC ae afla in plina dezvoltare /3/, /2o/, /21/, i 
competitie gi, concomitant, in cooperare cu metoda elementelor finit 
MEF.

Metoda elementelor de contur cunoagte trei formulari /8/ ,
(1) Formularea directs. caracterizatX prin aceea ca functiile 

necunoacute care apar in ecuatiile integrale aint variabilele fizioe 
curente ale probleme!

(2) Formularea aemidirecta, conform c&reea ecuatiile integrale care caracterizeazS problema ae erprimS prin intermediul unor funoti 
necunoacute analoage cu functiile de tenaiune Airy din elaaticitate

(3) Formularea indirect^ : ecuatiile integrale aeerprimK pe 
baze unei aolutii unitare aingulere a ecuatiilor diferentiale initie 
le definite pe frontiera domeniului - aceate aolutii unitare aingu- 
lare pot fi, apre exemplu, functii Green.

In aceat capitol ae prezintS MEC in formularea directs, cu ere 
plificare pentru problemele plane de elaaticitAt* gi generalinarea 
formuldrii directe in cadrul teoriei reziduurilor ponderate in vede- 
rea cupldrii cu metoda elementelor finite. ,

5.2. APLICAREA METODEI ELEMENTEmR DE CONTUR LA REZOLVAREA 
rROBLEMELuR PLANE DIN TEuRIA ELASTICITATII.

5.2.1. Formularea ecuatiilor integrale.
Formularea directs a MEC are la bazA teorema reciprocitdtii 1! 

crului meoanic virtual. Pentru douK atXri diatinote de echilibru 
(Fi'**i'Pi) (F^, M^,p^), in cadrul modelului matematic deacria
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capitolul II, aceaatS teoremX ae aerie in felul urmAtor :
j p^(x) u^(r?dS +( F^(z)uj(z)dV c jp^(x)u/^(x;dS+^ F^(zJu^(z)dV 
*8 W - *S V

(5.1)<in care x eate un punct pe S, z eate un punct in V, iar F^,u^,p^ 
jau foat definite in §.5.2.3. Dac5 cele doui at&ri ^e aleg astfel 
incit aA coreapundA unei forte unitare e?^(z) tf^ (z) = e?Hz)) 
[actionind in infinitul aolid. ecuatia\5.2J devine :
J D^^x,^)u^(x)dS^J <$^j^(z,^)u^(z)dV=jp^(x)G^(x,^)dS +
IS V S
t (*) (5.2)
i " . -
in care :

' y,y< ^.3)

' "IS ["4 * '°4 ^nj(5.4)

Yl ' *i'Si i Yj ' *j- fj' 
trar.

Ci -1/8 ^(l-t?) ; Cg=

= y^y^S este un tenaor arbi-

3-4P = -1/4T (1-^) ; C^=l-29
cu notatia

3^j 6(z-^) Ui(z)dV = ( Uj(z)^(z,^) dV = Puj(^) (5.5)

in careP*l in^ ?iP = o in exterior, ecuatia (5.4) devine

"1^ E^i^^ij^'^* Dij(*'^)"i(*)] ^S+ (Fi(z)Gij(z,^)dV,(5.6)

expreaie cunoacutA pa fiind "identitatea lui Somigliana" $i care 
permite determinarea deplaalrilor Uj(^) intr-un punct^CV, pen
tru o combinatie admiaibilA (pi,Ui)€S pi o diatribu^ie data a for- 
telor maaice ?!.

Pentru determinarea deplaaAiilor intr-un punct x^6 S ae pune 
conditia lim cu Uj(^ ) " ecuatia (5,.6) devine:
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2 ^ij interiorul unui dimeniu V cu frontiera nete-in care Cfjj
' d&.

DacS punctul x eate un punct de aiscontinuitate de spe^a a doua 
(un coH al frontierei) caracterizat printr-un unghiGOtermenulO(^ 

!este de forma :
[(C,+1)GJ+ =-s, i=j=l,2 ; O<

Cu x^CS, S fiind o auprafat& neted^^(5.6) devine 
J^Pi(x)Ci^(x,x^)-Dij(x,x^)Ui(x) dS+J F^(z)G^(z,x^)dV(5.9) 
^5 V

Derivind succesiv gi inlocuind (2.12) se obtin deforma^iile 
i°* ^1J=

apecifi-

'^k*jLPi^^ijk
S

ijk ijk &lo)
V

^fjk (
k

' °ijk-

Inlocuind (5.1o) in(2.1o) ae ob^in tenaiunileG^j!

(y^(^). LPi(x)T^^(x,^)-E^^(x,^)uJx)] dS+ ( F^(z)T^^(z,^)dV (5.12)
S v

5.2.2. Diacretizarea integralelor.
Domeniul plan V ae diacretizeazS M aubdomenii elementare ghlulare V*, iar frontiera S in N aegmente elementare S^(Fig.5.1.)
DeplasArile intr-un punct nodal apartinind elementului de con- 

ipoteza cS p^.u. gi F. eint conatante ae eerie in confirms.9) astfe!*^ * *
H / n

mitate cu

2 o
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* expreaie care in ipoteza <;5 
valorile cunoacute gi necunoa- 
cute ale deplaaarilor gi for- 
telor de SuprafatS variaza li- 
niar pe elementele de contur 
S gi m mod identic gi,in 
mod similar for$ele masice pe 

(5.14) ae poate reacrie tn 
formulare matricealR :

in cere p ,U_ si F reprezintS valorile nodale ale tenaiunilbr, n n n r
i deplaaarilor gi for^elor maaice, {u j este vectorul deplaaarilor 
intr-un punct reprezentativ al elementului de contur k - care nu reprezintK un punct de discontinuitate, iar N*** $i M" aint func
tiile de interpolare pentru elementul de contur n gi, reapectiv, aubdomeniul (V^) .m

I = (5.1b,2,b)
DacS domeniul de definite al problemei prezintX disconti- 

nuitati ecuatia (5.15) se aerie in forma general^ aatfel :

G^N^dS]
e

in care^P^eate.o matrice p^tratS de iangul 2 ai cSrei termeni de- 
fineac unghiul de discontinuitate co al frontierei . Introducind 
notatiile matriceale cunoacute (5.15) gi, reapeotiv (5.17) se re
acrie intr-o form& mai compacts :

L°] [p] * [D] [c] [?] . o (5.18)

Pentru evaluarea integralelor de auprafat& gi volum din
5.17 ae foloaeac diverse tehnici de integrare numeric^, cunoacu- 
te din literature /8/, /19/.

Obtinindu-ae aolutiile pentru deplaaAri gi tenaiuni pe con- 
turul domeniului valorile coreepunziitoare in punotele din interior 
ae calculeaz^ cu rel8$iile :
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MUn+^T ^ERx",^)M*"dv]Fn 
ve (5,20)

(5.21)
5.2.3. Formularea matricialX a ecua^iilor metodei
Utilizind topologia din fig.(5.1) ae genereaz^ urmAtorul aia^em 

de ecuarii care oontine componentele cunoscute gi necunoscute ale ten- 
aiunilbr gi deplaaArilor tn punctele de pe conturul S.

' - <5-221
in care prin a gi v a-au deaemnat aolutiile ob^inute cu integrals de au 
prafatK gi, reapectiv, de volum gi
1u ], Ip ] : vectorii deplaa&rilor gi tenaiunilor in punctele nodale ** ale conturului ;

<F J : veotorul formelor maaice in punctele nodale din interio- 
rul domeniului ;

D^^j: matrici de coeficien^i de rangul 2N x 2N ; 
G ]: matrice de coeficienti de rangul 2M x 2M ;

DacS tenaiunile sint specificate ne contur (5.22) devine :

in care termenii din partea dreapt& sint cunoscu^i. Daca se cunoac de- 
plas^rile gi ae determine tenaiunile (5^22) ia forma

[/I"] {P*] = L?*'] M - [c'v] <5.24)

Problema mixtK deacrisR de (5.22) ae serie intr-o formS mai general^ 
-ClQSsj j-JL_ pa * ^yasj ^aj = , (5.25)

in care(X eate un factor de scarS care are rolul de a aduce la aoalagi ordin do mdrime termenii din ^G*^J cu cei din ^F*^J . Heordonind tor— 
menii in (5.25) rezultA in final eoua^ia matrioiald a MBC:

[x] ] ji] - [-G*v] (5.26)

in care: : matrice de coeficienti de rangul 2N x 2N ;
]Xj : veotorul deplaa^rilor gi tenaiunilor nodale necunoacu- 

te pe S, de rangul 2Nx 1;
f Lj: matrice de coeficienti de rangul 2N x 2N ;
:Y : veotorul deplae4rilor gi tenaiunilor aunoacute pe 3 do 

rangul 2N x 1.
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5.3. FORMULATES GENSULLIZATA A METODEI ELRMENfRLOR
DE CONTUR

5.3.1. Ecuatia fundamental^.
i Energia potentials totals a unui sistem elastic descris de modelul matematic $.5.2.3. se aerie astfel :

n- I "1*1' "1"1^
V

Inlocuind in functie de (2.12), aplicind teorema divergentei $i 
,apoi (2.9) , (5.27) devine :

^dV = u^F^dV (5.28)
^S. V .

Presupunind absents fortelor masice, F^=o, rezultS prin in- 
locuire in (5.27) in functie de (5.28) expresia fupctionalei ener- 
getice .

-*2) "^P^dS * j s^h^dS (5.29)
S S

eau in exprimare matricealS
<u) { dS - J <u^{h] dS

S. Sg
(5.3o)

Inlocuind printr-un set de solutii aproximative in (5.3o) rezul
tS:

9i{p]"[^]{pn! (5.31)

IT- -I- <U^>(( M^[M] dS) {t"]-<ji^j [N]^ ^h] dS(5.32)
Is Sg

Se face aici observatia cS functiile de interpolare N $i M 
nu sint in general aceleagi gi cS la alegerea lor se folosesc teh- 
nici similare cu cele din MEF /8/, /19/.

Fie intergrala de contur directs
PijUi (^) Pi^^ij^'^ * D^(x,^) "it*)] ^(5.33)

S^

care se poate serie matricial in forma
MM-MM ^.34)

in care lU! gifpj , sint date de (5.31) pi presupunindfMj =[N]
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rezultS ca matricile [A] pi [Bjaint aimetrice . Din (5.34) rezultK 
{p") = [B]'^ (5.35)

rela^ie care se poate utilize pentru eliminarea {p^j din (5.32), cu 

observatia cS eipresia care se obtine, datoritA erorilor de rotunjire 
poate aS nu fie identic aatisfgcutS. Pentru eliminarea aceatui in
convenient ae introduce o ecua^ie de echilibru auxiliara

. pdS = o ' _ (5.36)
S

care prin discretizare devine
J([M] ds)^ * .[Q] [pal = o (5.37)
S

Aaamblind (5.37) ou (5.34) ae obtine
[A J {u^j - [BjjpJ + LQJ (5.38)

in care^X^eate vectorul multiplicatorilor paeudo-Lagrange -eni, care 
au ca acop introducerea unei perturbatii controlate in fiecare din e- 
cua^iile (5.35) aatfel incit (5.37) aa fie Identic aatisfacuta.

Ecuatiile (5.37) ?i (5.38) ae pot pune in forma urmatoare :

din care tenaiunile (tractiunile) nodale pe S rezultS
{p.i= ^.4.)

Subatituind (5.4o) in (5.3^) rezultA
(5.41)

M - -M J [x]T ["] [g]
S

j = - j [N] [h] dS (5.42a,b)F

Aaupra func^ionalei J! ae pune conditia de ata^ionaritate.
(51] = o

de unde pentru variatii. arbitrare^u"j rezultS in final 
[K°] 1 + }?) = o
*- -* i n j L J

T-t
M- -i*!( S [n]ds) [B] +[( j [N^[M]ds) [E]]

S

(5.43)

(5.44) -

(5.45)

Ecuatia (5.44) reprezintS forma aimetricX a ecuatiei fundamenta.
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le a MEC in formulare directs.
Vectorul fortelor noddle {p] coreepunzStor tensiunilor de au- 

' ' pe S eate dat de
F dS (5.46)

Tinind aeama
S

de rela^ia dintre tenaiuni gi deplaaSri rezulta :
(5.47)

In general matricea eate nesimetricS gi teoreme reoipro- 
citatil lucrului mecanic virtual nu poate fi aatiafacutA. Pentru a jaimetriza aiatemul de ecuabii ae face aubatitutia

2 (5.48)

, 5.3.2. Cuplarea metodei elementelor de contur cu metoda
j elementelor finite.

Ideea cuplArii celor douS metode eate de interes deoaebit in !problemele definite pe domenii nemSrginite (ex.: interactiunea din- 
! tre teren gi atructura) aau in atudiul concentrarilor de tenaiuni, 
{ pentru care modelarea cu elemente de contur este optimala. ^e de al- j tS parte, MEF ae aplic% cu ugurin^a^e rortit^ne don ?;:i ca- 
i racterizatA prin anizotropie aau prin comportare neliniara.

Utilizarea unor elemente de contur liniare aau de ordin aupe- 
rior permite cuplarea cu elemente finite pe frontiera dimeniului gi 
aaigurA paatrarea continuitStii. Metoda de lucru conata in trana- 
formarea aubdomeniului diacretizat in elemente finite,in elemente de 
contur, ceea ce eate poaibil cind ae utilizeazS o formulare mixtS 
pentru MEF, caz in care GDL pe cele doua regiuni ae pot pune ugor de 
acord. 0 altA metodA, mai uzualA, preaupune tranaformarea regiunii ' 
modelate cu BC intr-un element finit echivalent. AceaatA procedurA 
conduce la matrici elementare neaimetrice, care inaA pot fi aimetri- 
zate fArS deteriorAri aenaibile a rezultatelor finale. Simetriza- 
rea ae realizeazA cu relatii de forma (5.48). AceaatA a doua varian
ts eate preferabilA intrucit permite 
exiatente, realizarea programelor de 
d9.

utilizarea algoritmelor MEF 
calcul automat fiind mai como-

In vederea cuplarii celor douS 
larea MEF in teoria reziduurilor 
tolul 4).

ae pleacA de la formu- 
(capitolul 3 gi capi-
Fie domeniul V din fi

gure 5.2. diacretizat in EF 
gi EC.

Siatemul de ecuatii (4.78) 
caracterietio MEF poate fi 
pua.in forma urmAtoare: 
[K]fu 1 =(F}+ }p°] (5.49)
in care ^Fj reprezintS for- 
tele nodale eohivalente, iar

metode 
ponderate.
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(p°j este vectorul fortelor maaice. Vectorul {?] ae obtine prin pon- 
derarea fortelor aplicate pe unitatea de auprafata cu ajutorul func- 
tiilor de interpolare utilizate pentru aproximarea oimpului de depla 
aari virtuale.

= [w] (p) 15.5oj

in cara jp^ contine valorile curente ale fortelor de auprafata . Cu 
aceaata (5.49) ee reacrie :

" ["J * t?o
Biatemul de ecuatii (5.44) coreapunzator MEC 

aceeagi maniera.
ae tranaformA in

w {u.i - [°1 {?) + M (5.52)

in care notatiile utilizate au aceagi aemnificatie ca in (5.51) 9i 
aint modificate fatA de forp!a initiala pentru a nu ae confunda cele 
douA metode. 1 2Pentru a ae putea realiza cuplarea celor douA regiuni V gi V 
din fig.5.2. aint neceaare indeplinirea urmAtoarelor conditii de 
compatibilitate gi echilibru la interfata dintre aceatea :

- compatibilitatea deplaaarilor
' u} = u2 pe Si , (5.53)

- echilibrul fortelor
* ?I = ° (5.54)

Regiunea V ae tranaformA intr-un element finit echivalent, 
prin aaamblare rezultind o matrice globalA a atruoturii.

Pentru aceaata ae tranaformA (5.52) in forma urmAtoare :
' (5.55)

gi in oontinuare ae inmultegte cu [N) din (5.5o).
(M [H])}uJ-([N][G'^M =[N]{p) (5.56)

Se fac in continuare notatiile :
[x]- [N][G-I] [ii]
[p°)- [N][G*1]^R°] (5.57 a,b,c)

' (?) - [N](p]

cu care (5.56) revine la forma initialA (5.49).
4?) * ' <5.58)

Dezavantajul aceatui procedeu conatA in faptul ca matricea 
eate in general neaimetricA cu toate cA matricea [xj eate aimetrioA
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Aaimetria eate datorita proceaului de discretizare gi colocatie a 
functiilor ponderate in exprimarea aolu1;iei fundamentale in MEC.

Pentru aimetrizarea matricii Lxlae poate utiliza aga numita
tehnicX a "minimizariL.erorii: /19/. Se definegte o "eroare" in ter- 
menii k^j, 1^ , din prin expreaia :

e _ . ij '
al cSrei patrat ae minimizeazR

()(e..)^

2 L (*ij**ij) ^ij'^li 
in report cu k^j

ij 
din care ae ob^ine noul termen

"

k^j aimetric
(5.6o)

(5.61)* 2 L ^ij + .
' 2Matricea de rigiditate echivalentS a regiunii V ae poate de- 

acrib

2 (5.62)
gi (5.58) devine :

i [K^]{u^ * (5.63)
unde (F^ = (Fj gi \F°^ = ^Fj *

Eoua^ia (5.63) ae poate acum aaambla cu ecua$ia ini^iala MEF 
pentru regiunea v\ utilizind o procedure atandard care asigurX com- 
patibilitatea gi echilibrul

]= (p-*-] + [F°^ (5.64)

5.4. CCMPARATIE CU METODA ELEMENTELOR FINITE.
Din compararea celor dou& metode ae eviden^iazS urm&toarele 

ohaervatii :
(1) NumArul elementelor eate mult mai mic prin faptul cX ae 

diaoretizeaza frontiera gi nu domeniul gi, in conaecin-
numSrul necunoaouielor eate mai mio.

(2) Voiumul datelor de intrare eate conaiderabil mai redus, 
gi deci, neceaitK o activitate de pregatire mai reduaK.

(3) MEC are mai purine etape decit MEF - aatfel, apre exem- 
plu nu eete neceaarK o aubrutinX apecialX de aaamblare. 
In figura 9.3. se prezintS achematic organigramele pro-

gramelor pentru cele douS metode.
(4) Rezultatele in deplaaSri gi tenaiuni ae pot calcula in 

orice punct al domeniului V gi nu numai in anumite puncte, 
care in cazul MEF aint impuse de topologia atructurii^
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i

(5) Erorile modelului de calcul aproximativ elaborat in MEC pro- 
vin numai din punerea conditiilor de contur, intrucit solatia 
fundamentala satisface ecuatiile teoriei elaaticita$ii.

MEF /-----------------
!DATE1 )N)T]ALE

] evatuarea 
tmatricetor etemcntdrci

qenerarea 
sistcmutui de ecucttnT

nnfroducerea 
condfhttor de margine

rezo)varea 
de ecuatii

determine! rec 
tensiunitor neeemei

5.3
(6) Dezavantajul metodei constS in aceea cK, dupK cum a-a arKtat, 

matricea aistemului eate o matrice plina care nu poate fi re- 
duaK la o matrice bands aimetrica, fapt care reduce partial 
avantajul obtinut prin reducerea numSrului necunoacutelor.

(7) Capacitatea de modelare mai redusa a MEC in cazul atructuri- 
lor cu forme complexe,in anecial a color care prezintSi colturi 
gi intrinduri cu muchii interioare pone probleme deoaebite; 
aceate probleme conatitue in prezent obiectul cercet^rilor co 
au ca scop perfeotionarea metodei..

(8) In cazul MEF preoizia eate mai bunK la oalculul deplaaarilor, 
pentru tensiuni, care rezultM prin derivarea deplaaarilor pot 
rezulta erori inaemnate. Din aceat punct de vedere MEC ae pre
teazl mai bine la atudiul concentrarilor de tenaiuni.
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5.5. CONCLUZII
Avantajele MEC an foat prezentate in §.5.4. Bate dificil de 

apreciat care metodX eate mai performanta, MEC aau MEF. Aici tre- 
buie aX ae ia in conaiderare experience acumulata in aplicarea MBF 
gi numXrul mare de programe de calcul aflate in circulaCie.

Fiecare metoda igi are avantajele proprii gi optimal rezulta 
din utilizarea lor cuplatX, conform algoritmului prezentat.

Pe baza algoritmului prezentat in §.5.2, in oonformitate cu 
indicaCiile din /B/ a-a elaborat programul de calcul DBEM imple- 
mentabil pe caloulatoare FELIX. Programul DEEM, care eate prezen
tat in capitolul lo, opereaza ou elemente de contur liniare pen
tru care cimpul de deplaaXri gi tenaiune ae aproximeazX prin 
functii de interpolare quadratico .

Se poate aprecia cX MEC eate performantX pentru rezolva- 
rea problemelor definite pe domenii vaste gi cu un numar redua 
de diacontinuitX$i.

Scopul introducerii acestui capitol in lucrare ae defineg- 
te prin intermediul a douX obieotive, care ae apreoiaza ca au 
foat indeplinite:

(1) Formularea gi prezentarea MEC - metoda eate la inceput 
in literature tehnicX autohtonX, iar inceroXrile de a- 
plicare aint extrem de reduae. In aceat context ae ai- 
tueazX realizarea programului DBEM ca inatrument de a- 
plicare a metodei, de inveatigare gi, implicit, de dez- 
voltare a aceatuia.

(2) Evidentierea gi pe aceaata cale a generalitX^ii formu- 
Hrii MEF in cadrul teoriei reziduurilor ponderate, care 
aaigurp suportul teoretic neceaar cuplXrii celor douX 
metode. Din aceat punct de vedere ae men$ioneaza cX pro
gramul ASEF eate conceput aatfel incit aa poata fi dez- 
voltat prin implementarea unui macroelement finit eohir 
valent cu o regiune modelata cu MEC, in oonformitate cu 
algoritmul prezentat in §§ 5.3.2.
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CAPITOLUL VI

METODA NUMERICA PENTRU CALCULUL STAVILELOR 
METALICE CU SECTIUNE CHhSONATA

6.1. GENERAL1TATI
In capitolul II s-au prezentat tipurile de stavile gi structu- 

rile constructive caracteriatice gi a-au analizat metodele de calcul 
utilizate in proiectarea aceatora. S-a eviden^iat cu aceasi.l ocazie 
cA atavilele moderne au atructura chesonata rigidizatA longitudinal 
gi transversal gi cA in proiectarea curenta acestea sint frecvent con
siderate ca bare cu pere^i sub$iri /28/, /129/, /147/. S-a aratat, 
totodatA cA aplicarea metodei elementelor finite la aceate atructuri 
presupune existenta unor programs de calcul complexe gi necesitA cal- 
culatoare de mare capacitate. Dezvoltarea rapida a productiei de mi- 
crocalculatoai'e in tara noaatrA cu capacitA$i cur&nte de 48-64 KO, 
acoesibile pe masa de lucru a fiecarui inginer protectant.presupune 
elaborarea unor metode de calcul simplificate gi a algoritmilor rea- 
pectivi la nivelul cepacitAtii acestor echipamente.

In acest capitol se prezintA o metoda numerica pentru calculul- 
stavilelor metalice care are la baza metoda separArii variabilelor 
aplicatA de Vlosov la studiul structurilor cu pere^i sub^iri. Metoda 
consider^ stavilele ca atructuri prismatice cu pereti sub^iri. Proce- 
dee de calcul similare au fost dezvoltate de cAtre Boer, Bdge gi Roik, Bazant gi El Nimeiri /2^/, /166/, /167/. Aplica$ii ale acestor 
precedes sint cunoscute, in general, la calculul tablierelor chesona- 
te ale podurilor, in acest sens subliniindu-se lucrarea /146/ in care 
metoda separArii variabilelor este combinatA cu metoda elementelor 
finite. In lucrarea /7/ ae prezintA o metodA de calcul a atavilelor 
clapetA de tip "burta de pegte" care sint considerate ca structuri 
prismatice rezemate continu pe radier; metoda propusA de autorii lu- 
crArii are la baza teoria plAcilor prismatice a lui Gruber /lo6/ for
mulate matriceal.

Metoda de calcul propusA se poate aplica direct la calculul 
stavilelor sau combinatA cu metoda elementelor finite sau cu metoda 
elementelor de contur.

6.2. CALCULUL STRUCTURILOR PRISMATICE CU 1'ERETl 
JuBTlRl uU SECTIUNE CHESOHATA.

6.2.1. Definirea componentelor cimpurilor de deplasari 
gi tenaiuni.

Metoda propusA ia in considerare deforma^iile din incovoiere, 
tAiere, tensiune gi deplanarea sectiunii transversale. Se presupune 
bare cu pere$i aubtiri priamaticA din figure 6.1. cu siatemul de axe 
local (x,a,n) atagat flecArei fete gi deplaaArile coreapunzatoare

DupA Vlasov componentele deplaaArilor intr-un punct ourecare 
se aoroximeazA cu o sumA de M produae de forma :
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M 
u (x,a)= U^ (x) Ug(a) (6.1) 

\/s,Us i=l
X. in care Ug(a) sint functii cu-

\— x noacute, convenabil predefini- 
\te pentru fiecare tip de aec- 

x. X. tiune. In mod uzual ae aleg pen- 
/ tru funct;iile Ug deplaaarile 

X. / de corp rigid ale aectiunii.
X)U* In forma matriceala oom-

ponentele deplaaarilor vor fi:
' f'9 6-1

u^(x,a) ; Ug(x,a) =<0>{v] ; u^(x,s)

, - (6.2.a,b,c,)
in care , apre exemplu

..cO^(a)^ ;^U^=^u^(s) Ug(a)...u^(a)]^ (6.3)

NumKrul funcCiilor independente care intervin in expreaiile 
deplaaSrilor aau, altfel apus al GDL a aectiunii tranaveraale ea
te M = 2K-I, in care K eate numSrul nodurilor aectiunii iar I ea- 

i te num&rul peretilor. Pentru o aectiune cheaonatS trapezoidala ca
re ae utilizeaza curent ca aolutie conatructivS pentru stavilele 
metalice diagramele functiilorcO, 0 , C,, aint date in fig.6.2. a-d. v Tw

. Ecuatiile (6.2) ae pot condenaa in urmatoarea expreaie ma- 
tricealK

in care : T
u u x a

0
0 <0>

0
0

In concordantS cu teoria liniara 
plasarilor intr-un punct oareeare aint

a plScilor,componentele de
date de relatiile

A

u^(x,a,n) = u^(x,a)
aau matricial (6.9)
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. o 0
*1]- °

0

0 -n^)
; [*2] = ° °

0 0
0 (6.1o,a,b)
0

Se noteazA cu (...)' = i*^r'- pi (.1.) = ' —
Os

Componentele deformatiei intr-un punct arbitrar din sectiunea 
transversal^ sint :

<<xx x n ' xs x s n ' ss s n' nn ns ns
(6.11)

I Matricial rezultA :
(&) = [B1J [x] + [Bg] {x'jl + [B ](xj (6.1?)

i T! LB]=[[B^][Bg][B^]J;[XD)=[<X><X^(X^ , (6.13)

in care matricile , [Bg] , [B^] se obtin in aceeapi manieiS oa

Considerindu-se ca peretii lucreaza in starea plana de tensiuni r.zultX cE -G., - CT,, - ° S*i <& <3-,.

[O'). [D]{Sj

6.2.2. Ecuatiile de echilibru.
(6.14)

Ecuatiile de echilibru se obtin prin aplicarea principiului lu- 
crului mecanic virtual . Lucrul mecanic interior este

<5u - J dV =^2)XD'>[K]{Xpj dx (6.15)

in care T (6.16)
B

are o structurA aimilarA cu matricea de
compusA din submatrici [] de forma

rigiditate din MEF pi este

[ Kij] ' f Sil? * ! [*1^^ ]pij ]dS ; . i,j = 1,2,3 (6.17)

Lucrul mecanic al fortelor exterioare se obtine in forma urmAtoa
re:

in care s-a integrat orin pArti ?i :

(6.IB)
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I

[p] dS (6.18)r "1 f 1 ) * x ([A] -[[AJ [Ag][0]J; (Rj -UA*] (?) dS +\ [A)

(6.191
In aceate relatii gi ^pj aint vectorii 

gi respetic al fortelor exterioare pe auprafata, fwtelor maaice iar S^+S^ = S 
au foat' definite in $$$2.3.6.

Cu (6.15) gi (6.18) principiul lucrului mecanic virtual ae

, 6.2.3. Bfectul temperaturii. '
In prezenta temperaturii (6.15) devine

i ( <<!&> ^3* J dV. [B]* [6^ dS) di - J dx
Jv - Jo 4) (6.21)

^n care {R^ * j dS reprezinta vectorul incSrc&rilor

(fictive din :
iar ,^(j^^-<^-0(Et(x,8) o o^> . tenaiunile termice. In ecua
tia generalK (6.2o) efectul temperaturii se introduce prin adSuga- pea termenului ^R^jla {Rj . .
; Aplicind un criteriu variational gi conditii de margine ecua- 
tiei (6.2o) rezultS un aiatem de ecuatii dlferentiale ordinare ca
re ae rezolvK cu metodele cunoacute ale matematicii aau aplicind un 
procedeu de diacretizare cu elemente finite.

6.2.4. Aplicarea metodei elementelor finite.
Se preaupune discretizarea atructurii priamatice in elemen

te finite dupK o topologie longitudinals. Cimpul deplaaSrilor ne- 
cunoacute(x^se anroximeazx cupolinoame Hermite cubice /45/. /159/ 
/2.1/.

- ["nJ M
Vectorul deplaa^rilor nodale gi al derivatelor aceatora ea

te de forma p

in care, apre exemplu :
Tu^(o)u^(o)u^(t) u'(t) ...<^ (o)u^(o)t^(o)n^(t) (6.24)

Matricea functiilor de interpolare N gi a derivatelor aceato-
F*" ' r 801 t r r 1^i [*s: J [*<; J J
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Cu (6.24) gi (6.25) , expreaia (6.13) devine
(6.26)

In urma aceatui procea de discretizare (6.2o) ia urmKtoarea formS

cu /PT rt T T
dx+

(6.27)

(6.20,a,b)t

care reprezintX, respectiv, matricea de rigiditate gi vectorul incKr- carilor exterioare,^^ fiind vectorul deplaaarilor nodale.
Din punct de vedere numeric ecuasia (6.27) se rezolva prin cal

cul automat conform procedurilor numerice prezentate in capitolul IV

6.3. APLICAREA SDiPLIFICATA A METODEI LA CALCULUL 
STAVILELOR CLAPETA CU SECTIUNE bUBLU CONEXA.

6.3.1. Ipoteze simplificatoare.
- Aplicarea metodei expuae in $.6.2. la oalculul atavilelor cla- 

pet& ae face in prezenta urmStoarelor ipoteze simplificatoare.:
(i) Sectiunile plScilor plane components ale auprafe$ei prisma- tice rSmin plane gi dup^ deformare (u^(x,s) = o)
(ii Alungirile specifice 6 _ se consider^ neglijabile.
(iii) LunecSrile specifice din planul placilor 8 se consider: 

neglijabile.
(iiii) Momentele incovoietoare distribuite longitudinal gi 

momentele de toraiune se neglijeaz^.
(iiiii)Se consider^ c& clapelele reazemS continuu pe toatS lu: 

gimea.
Pentru definirea.cimpului de deplaaari se vor lua in considers] numai deplasSrile axiale ulx,a) gi deplas^rile tangen^iale u^(x,s).
6.3.2. Ecuatiile de echilibru aimplificate.

- Expreaiile lucrului mecanic interior ^u gi exterior 6 W se aorit 
in aceaatK situa^ie in solicitari unitare (fig.6.3).

Din deplae^rile axiale CJ , pentru dx*=l rezultX 
6W^*^n^(Jda -f-jp^CJds

^L - ( nLcJda+ \p-L)ds - (n_, CJ da* o
X t X J * J *

Similar rezulta din deplaaSrile tangentiale 0 
6 L. - ( n^_ 0 da (p. 0 dl

8 i XB t s

(6.29)
(6.30)
(6.31) .

(6.32)
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in care (6.32) devine
°xa

In aceate rela$ii :
OU- .n_ =Eh (—^ ^t) 

X J
"k.'

aau inlocuind in func^ie de (6.2) 
n^ = Eh (<(A)>{tr]-(Xt) ;

jh(<^)^)+(0){v^{d)]dS+ -^jp^^]dS (6.35)

^au in formM condenaata

jin mod aaemSnKtor din (6.32) rezultR
(6.37) 

in care
^313'^1^3*"' B^.B^l;dA = hdS;l,j.l.2,..^^ 

'^1*^3 * ' (6.39)

^2jk* J^k^j^' ^2jk^2kj j=L,2,...,K; k-1,2,3. (6.4o)

' ^PxOJidS ! R.k * %k<*S ! .... * 1-2,3
^3hk * ^k ' .^3hk ^3kh ' * 1'2,3. (6.42)
M = : M-[U1 "2---"kr ' [" - ''l ^2 ^3] T

In aceate rela^ii K este numSrul de noduri a anprafetei pris- 
matice, iar h,k = 1,2,3, aint GDL ale unei gpibein planul aau.

Explicitind (v*'^din (.6.37) ?i integrind ae obtine ;V*]care 
ae inloouieste in (6.36) reA'iltind

(- ) (X ( <) Z (6.44)in care 7.Rgj* \ jRgj ^x, iar aint conatante de integrare.
o
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6.3.3. Rezolvarea sistemului de ecuatii.
Solutiile eistemului de ecuarii neomogene (6.44) se compun din solutiile generale ale eistemului de ecuarii omogene ju^j$i solutiile 

particulare ale ecuatiilor neomogene . Solutiile eistemului de 
ecuarii omogene se obtin cu metodele cunoscute ale algebrei matricea
le /2o2/.

(6.45)

Matrices vectorilor proprii se determine utilizind procedeele 
olaeice, impunind conditia de ortonormalitate asugra acestora.

[X) . 1 (6.46)

Coeficientii din (6,45) sint r&dacinile polinomului caracterie- 
tic:

° . 1=1.2,...K(6.47)

Solutiile particulare rezultS aplicind metoda variable! conetan 
telor in ipoteza cS incarcarea exterioara nu variazK in functie de x

Solutiile [v] se obtin prin integrare.
—1 T / x —1 / x{vj= - [c^ [cj }u] dx- -[C3] {R,j dx+ {A]x+ {AJ (6.49) -<

Jo Jo
Cunoecind deformatiile se pot determine solicitarile $i reactiunile:

- momentul incovoietor M(x)
{M(x)j- 8^83] ju'J (6.5o)

- reactiunile in articulatii Y(x)
{!(*)} . [P]{u']+ [Hj {v"] + R. (6.51)

\1 ' ?k^i (6.52 a,b)

Momentele de torsiune ae ob^in prin scrierea ecuatiei de moments in report cu centrul de torsiune, for tele gi pozitiiie lor fiind 
cunoscute.

6.3.4. Conditii de margins.
Dup^ modul de ^c^ionare clapelele pot fi clasificate in trei oa-
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tegorii :
(1)
(2)
(3)

clapete cu'actionare la mijlocul deschiderii (fig.6.4.a) 
clapete cu actionare la un capat (fig.6.4-b)
clapete cu ac$ionare la ambele capete (fig.6.4.c)

In cazul b momentul de torsiune este nul la capAtul li
ber cu valoarea maxima, la capAtul in care este ac^ionatA clapeta. 
In cazul are la capete jumatate din valoarea maximA in cazul 
precedent, la mijloc fiind nul.

incArcarea exterioarA p ae conaiderA concentratA pe sec- 
tiunea tranaverealA, fiind uniform diatribuitA in lungul atavilei.

6.3.5. Example numerice.
Pentru a ae pune in evident modul de aplicare a procedeului 

de calcul prezentat ae trateazA in continuare douA example de cal
cul. NumArul functiilor necunoacute.U(x) eate egal cu numArul K al 
nodurilor (muchiilor) aectiunii tranaveraale. Pentru functiile 
predefinite(A)^e) ae adopts variatiile: (0^=1
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fig.s.5 Stavitactopeta cu sectiune prismatica

f'9 67 Diggrame de soticitari (eforturi) si fensiuo)
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lalte alegindu-se se fie-prtogonale c ^iCJ, .
Intrucit pentru sectiunea transversala se accepta nm.rai 2GDL: 

o deplasare dupa axa principala y $i o rotatie in jurul axu- 
lul articula^iei functiile predefinite 0 vor fi in numar ae doua : 
0^ = y $i 0^ = dj, dj fiind distanta ae la axul articulable! la la- 
turn j(fa^a) sec$iunii transversale.

Cu aceate precizari se pot aborda in continuare celt doun exem- 
ule, care pentru a avea b imagine asupra calita$ii rezultutelor sint 
rezolvate $i prin metoda clasica care considera stavila o grinda cu pere^i sub^iri rezemata continuu pe articula^ii, precum si prin me
toda elementelor finite.

6.3.5.1. Stavila clapeta cu sectiune prismatica.
Stavila este prezentata in fig.6.5. In figura 6.6 se prezinza 

diagramelecj^i 0 iar in figura 6.7 rozultatela comparative obtinute 
cu cele trei metode. .

6.3.5.2. Stavil^ clapeta " burtu de pe$te ".
Stavila si rezultatele ob^inute prin aplicarea metodei sint pre- zentate in §§§ 1,4.3.3. In figura 6.8 se prezinta diagrar.elecOsi 0.,
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Metoda generail de rezolvare a atavilelor cu sec$iune cheso- 
natS prismaticp aau care ae pot aproxima rrintr-o suprafat". orisma- 
tica inchisa eate aplicebila tuturor tinurilcr de stavile rrin inter- 
mediul calcululul automat. In forma sim-lificatn nrezehtatd in $.6.3 
metoda poate fi de asemenea aplipa.ta tuturor tipurilor de stavile 
cu aectiune inchisa, introducind conditii de irargine adecvate gi de- 
finind in mod coresnunzStor functiileCJgi 0.

Metoda nu tine seama de conlucrarea platelajului cu elementele 
de rigidizare ale acestuia (lonjeroni, antretoaze sau diafragme). 
Acest neajuns poate fi inlaturat dac" se determinS o grosine echiva- 
lenta a platelajului nrintr-un calcul si!r.nlificat de echivalare a 
rigiditatilor la ipccvoiere gi torsiune, =;i nrin inlocuirea efec- 
tului diagramelor prin conditii de margins adecvate. De altfel, re- 
zultatele comparative prezentate in exemrlele precedents dovedesc o 
preclzie tehnic?( remarcabila. *

In orice caz, fa^a de matoda curenta de calcuY a atavilelor 
clapetS ca bare cu.pere$i sub^iri, le care edesea rapoytul 
-^-^lo, metoda pronusa are avantajul unei modelari mai anroape 
de realitate a aceetor structuri', considerindu-ie-ca suprafete 
prismatice lungi.

Comparativ cu MEF, care poate fi oricit de exacts in functie 
de calitatea gi finetea discretiznrii, metoda propusa ofer' avanta- 
jele unui calcul operativ, abordabil prin echipamente de calcul de 
mic'i capacitate, la indemina inginerului nroiectant.
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CAPITOL'UL VII

FORMULAREA UNEI TEORII NELINIARE A BARELOR 
CU PERETI SUBTIRI /72/.

7.1. GENERALITATI
Aga cum a-e. ardtat in capitolul 1 gi capitolul 6 atavilele me- 

italice moderne aint atructuri metalice cu pereti subtiri care ae pot 
:incadra fie in categoria barelor cu pereti subtiri, fie in categoria 
fauprafetelor priamatice, care, la rindul lor, igi au teoriile de cal
cul fundamentate pe ipotezele primelor. Din aceat punct de vedere e- 
Ttaminarea gi dezvoltarea tebriei de calcul, liniarK gi neliniard, a 
barelor ou pereti subtiri ae consider^ ca fiind utild gi oportuna 
pentru dezvoltarea unor metode de calcul specifice anumitor tipuri de 
stavile,

Bazele teoriei liniare a barelor cu pereti subtiri au foat puae de cdtre Vlaaov in lucrarea sa fundamentala /195/ publicata in anul 
l$4o . Ipotezele de bazd ale aceatei teorii aint urmdtoarele :

(i) 0 bard cu pereti subtiri eate un element structural c&racte- 
rizat prin trei mRrimi geometrice - lungime, IR^imea, rea- 
pectiv inRltimea, aectiunii tranaveraale gi grosimea pere- 
tilor - aflate intre ele in rapoarte de ordin de marime di- 
ferite.(ii) 0 barR cu pereti aubtiri poate fi conaideratd ca o placR 
curbn subtire lungR cu comportare elaaticR.

(iii)(j[Lunecdrile  specifice din suprafata medianR a placii curbe/&7 
aubtiri ae pot neglija.

(iiii)WO sectiune oarecare a barei cu pereti aubtiri este nedefor-A yma .ilR in planul aRu - ipoteza conturului rigid. ^/i
Proprietatea caracteriaticR a barei cu pereti aubtiri este aoeea 

cR in timpul rRsucirii bara se deformeazT longitudinal, sectiunile 
transversale ae deplaneazR rbzultind tensiuni normale proportionale 
cu aceate deformatii.

Stabilirea unor criterii cantitative de claaificare a elemento- lor de construe tie cu pereti subtiri este, practic, imposibilR. Vlaaov* 
indicR urmdtoarele rapoarte :

t, grosimea peretilor 
o.lo gi *y**^o.lo ; b, una din dimensiunile aec- 

tiunii tranaveraale (l&ti- 
mea aau inRltimea) 

^.,-lungimea barei.
Conditiile mentionate aint deatul de largi. Din experientd ae 

cunoagte cR teoria lui Vlaaov eoncordR bine cu teatele experimentale 
atunci cind peretii barei aint foarte subtiri. In cazul profilelor cu 
pereti subtiri formate la race conditiile lui Vlasov nu mai au, do 
fapt, importantR deoarece, in mod uzual, peretii plani " tip inimd* 
indeplineso conditiile t/b<o.o3 gi b/t ^o.o5, iar pentru cei care pot fi oonaiderati "tRlpi" sau "aripi" t/b^o.o7 gi b/t^ o.o5.

Cea mai bund concordantR a experimentlrilor cu teoria lui 
Vlaaov s-a obtinut ^n problomele de stabilitate generaid, care pot fi
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sonaiderate ca fiind cele mai importante in cazul barelor cu pere- 
ti aubtiri. Ipoteza conturului rigid trebuie inteleaaS practic aat- 
fel cS, aub incSrcarile limits, nu apare o atare de eforturi care 
aS provoace pierderea atabilitStii locale a peretilor.

In anii *7o au apArut mai multe tentative in senaul elabora- 
rii gi dezvoltSrii unor teorii neliniare a barelor cu pereti aubti- 
ri. Unele dintre aceatea vor fi examinate auccint in cele ce ur- 
meazA.

Teoria neliniara elaborate de Ghobahrah gi Tao /95/ eate ope
rants In ipoteza cK deforma^iile din incovoiere aint mici, iar cele 
din toraiune aint moderate. Bara cu pereti aubtiri eate privita ca 
o placS curbS aubtire, lungS, elaaticA, cu o singurS curbura, de- 
formatiile din planul Sectiunii tranaveraale fiind neglijate. Se ac
cepts cS aectiunile tranaveraale prezinta numai deplasSri de corp 
rigid ip planul lor. Expteaiile deplasKrilor normale gi tangen^ia- fle ae deduc. Pe baza aceator expreaii gi a relatiilor neliniare e- 
xacte se poate determine deplaaarea aectiunii tranaveraale impunind 
(conditii auplimentare pentru anularea lunecSrilor gpecifice. Func- 
itionala anergiei potentials eate atabilitS pe baza expreaiei ener- 
jgiei de deformare a plScilor cur be aubtiri in care prima ipotezA^ir- 
j-khnoff-Love eate corelatS cu cimpul deplaaarilor anterior definit. ^cuatiile diferentiale neliniare complete gi conditiile de margipe 
irezultS in urma aplicSrii criteriilor variationale. AceaatA teorie 
)a foat aplicatS de cStre autorii ei la studierea comportarii neli
niare a grinzilor in console aolicitate la toraiune purK. Pentru 
jrezolvarea ecuatiilor diferentiale neliniare a-a utilizat metoda 
{perturbSrii, rezultatele obtinute fiind verificate experimental prin 
teste realizate pe grinzi console alcatuite din profile dublu T.

Teoria neliniara a barelor cu pereti subtiri formulate de c&v 
tre Ghobarah gi KTso prezintA o aerie de inconveniente. In primul 
irind, ipotezele in baza carora ae Stabilegte expreaia lucrului me^ 
canic a fortelor exterioare aint oareoum neclare. In al doilea 
rind, in expreaia energiei potentials de deformatie ae neglijeazA 
terntanii de gradul trei gi patru in deplaaari ceea ce conduce la 
neconcordants la compararea rezultatelor cu cele obtinute pe baza 
teoriei poatentice a lui Koiter /126/.

Epstein gi Murrai /8o/,/81/ dezvolta o teorie neliniara care 
tine seama gi de deformatiile de forfecare. Teoria eate valabilA 
pentru deplaaSri finite arbitrare in cazul barelor cu sectiune cona- 
tantA compuaA din dreptunghiuri inguate.

FiecSrui element al sectiunii tranaveraale i ae atageaza un 
tenaor de ordinul trei al tenaiunilor reduae in.linia mediana gi a- 
plicindu-se principiul lucrului mecanic virtual ae stabilesc ecua- 
tiile de echilibru gi conditiile de margine. DificultAti apar in mo- 
mentul cind ae incearcn evaluarea variatiei.tenaiunilor de forfecare 
pe groaimea elementelor care compun aectiunea tranaveraala. Problems 
poate fi depAgitA dacA se accepts cA lucrul mecanic virtual produa 
de aceate eforturi eate egal cu acela produa de eforturile din teoria 
linlarA claaicS a torsiunii Saint-Venant (valabilS pentru valori mici 
ale rSaucirii apecifice).

AceaatS teorie a foat aplicatS. la analizapoatcritic r. bare
lor cu aectiune dublu T care flambeazA lateral, utilizindu-se in a- 
ceat acop metoda elementelor finite, rezultatele fiind bin^ confir- 
mnte de inceroKrile experimentale. Intr-o lucrare de data mai re- 
centS/Cl/ aceaatA teorie a-a utilizat la atudiul flambajului ine- 
laatic gi la analiAa post-criticA a barelor cu pereti aubtiri aoli-
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^citate la compresiune cu incovoiere. Teoria prezentatg trebuie apli- 
cata, inaa, cu rezerve in cazul barelor cu pere^i sub$iri care pre- tzinti ri(suoiri apecifice insemnate din cauza ipotezei facute aaupra 
lucrului mecanic virtual al tenaiunilor de forfecare, care in aceat 
caz nu mai eate egal cu cel din teoria Saint-Venant.

Trahair gi Woolcock /161/ atudiazs atabilitatea grinzilor qu aec 
$iuni dublu T aimplu rezemate incarcate cu momenta egale la capete 
formulind ecuatiile neliniare exacte de echilibru in atadiul critic. 
Aceate ecua$ii ae liniarizeaza gi ae rezolva tratindu-ae ca o proble
ms -de valori proprii Sinihdu-ae aeama gi de deforma^iile din atadiul 
iprecritic. Autorii aplicS aceastK teorie cu bune rezultate gi la atu- 
diul comport^rii conaolelor cu aec$iune dublu T incarcate cu for^e con 
centrate aplicate transveraal la cap&tul liber gi la mijlocul sec^iu- 
nii. Teoria lui Trahair gi Woolcock este complete in aenaul cK eoua- 
tiile diferen$iale care guverneazH comportarea grinzilor nu la baz& i- 
poteze bine fundamentate. Cu toate acestea, teoria are unele limite 
Intrucit aplicarea ei eate reatrina^ la grinzi cu aeo^iune dublu- , 
aimetricK. *

Grimaldi gi Pignataro /lo5/ atudiazS comportarea critic^ gi poa- 
i teritfcK a barelor cu pere^i aub$iri aimplu rezemate comprimate cu aeo 
tiune deachiaK. Func^ionala energetics eate stability pornindu-ae de 
la componentele cimpului deplaagrilor definite in teoria liniar^ a lui 
Vlasov pe baza rela^iilor neliniare dintre deplasari gi componeatela 
tensOrului Lagrange a tenaiunilor . Dupa ce ae determine expreaia 
energiei poten^iale - ai cSrei termeni de ordinul patru gi superiori 
in deplaaari aint neglijati - analiza critica gi posterities a bare
lor cu pere^i aub^iri se realizeaza prin aplicarea teorie! generale a 
stabilit&tii echilibrului elastic a lui Koiter /124/.

Mollmam dezvoltS o teorie neliniarS a barelor cu pere^i sub^i- 
ri pornind de la teoria neliniara a plscilor curbe sub^iri la care a- 
daugS ipotezele lui Vlasov cu privire la neglijarea tenaiunilor de 
forfecare gi la modul de deformare a sectiunii transversal? in planul 
s^lu. Pe bazele teoretice ale acestei teorii Pedersen /161/ dezvolt& o 
metodR de analizS numerica., bazata pe tehnica elementului finit,a com- 
portSrii critice gi post critice.7.2. FORhiULAREA GENERALIZATA A TEQRIEI LINIARL ABARELOR CU PEKETI SUBTIRI /87/

7.2.1. Reflectarea in normele de calcul a probleme!.
Problema pierderii stabilitS^ii prin incovoiere-rnsucire a ba

relor cu pere^i solicitate la incovoiere apare in general la elemente- 
le nerigidizate lateral. Normele de calcul /93/, /2o8 -r 215) se referK 
in principal la grinzile cu aec^iune simetrica nerigidizate lateral 
aau rigidizate pe portiuni aolicitate la incovoiere in planul de ai- 
metrie. Din aceat punct de vedere, ae consider^ ca. eate util, pentru 
a demonstra oportunitatea aubiectului acestui capitol, a! ae facR o 
trecere in revista a criteriilor de verificare gi evaluare a reziaten- 
tei la atabilitate a grinzilor incovoiate, care-gi pierd atabilitatea 
prin incovoiere raaucire, continute in normele de calcul. In aceat sen 
ae dieting 4 claae de relatii.

(1) Formule empirice bazate pe ipoteza ca talpa comprimatS gi I 
o por^iune din inia,& lucreazS ca elemente comprimate axinl (normele 
de poduri gi din 9IIA gi Japonia).
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(2) Utilizarea unor formule pentru bare comprimate in care 
be introduce ca parametru o aveltete echivalentS
A= \(M /N , in care eate momentul nlaatic al aectiunii trana- V p e , p . *
iveraale iar eate momentul critic coreapunzAtor flambajului e- 
laatic prin incovoiere raauci^e. (normele din URSS gi eatul Euro
pe!).

' (3) Formule empirice derivate din expreaia momentului critic
coreapunzAtor flambajului elaatic prin incovoiere-rAaucire care u- 
tilizeazl un parametru idealizat al aectiunii tranaversale gi conditii de margine coreapunzStoare (normele de conatructii din SUA).

(4) Formule care utilizeaza aolutia analiticS exacts a flam
bajului elaatic prin incovoiere-raaucire, conditii de incarcare ^i 
jde margine gt unele modificAri empirice pentru a tine aeama de 
^lambajul in domeniul inelaatic (norm&le Vegt Europene , Canada gi 
SUA).

Criteriile de calcul prezentate mai aua gi llSnitele lor de 
aplioabilitate au la bazA teoria.lui Vlaaov /4o/. Pentru extinde- 
rea aceator oriterii la cazul.barelor cu pereti aubtiri cu sec- . 
tiune monosimetricA, aau, in cazul general, neaimetricA, aint ne- 
ceaare incA dezvoltari teoretice fundamentale. Principalele pro- 
cedee de calcul bazate pe bifurcarea , aau divergenta echilibru- 
lui /lol/, /92/, nu rezolvA de o maniera unitarA aceaatA proble
ms, aolutiile fiind,.de regulA, cu caracter particular,

In aceat aubcapitol ae formuleaza o teorie general^, unitarA 
in cadrul careea problemele de inatabilitate a grinzilor cu pereti 
aubtiri cu sectiune deachiaA ae pot aborda atit prin metoda bifur- 
cSrii echilibrului cit gi printr-un calcul de divergent^ aau limi- 
tare a echilibrului.

7.2.2. Ecuatiile diferentiale generale de inatabilitate a 
barelor cu pereti aubtiri.

In cazul cel mai general de aolicitare, in cadrul modelului 
fizic de bifurcare a echilibrului ecuatiile de inatabilitate a u- nei bare cu pereti aubtiri cu aectiune deachiaA neaimetric^ (fig. 
7.1) ae acriu sub forma a douA ecuatii diferentiale de incovoieri 
gi o ecuatie diferentiala de toraiune.

fiq. 7.1
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- (D, - N )1"_

+ [N(u'_ yQ'f')]' + 0

+ [N( v'+ XQ^'] + (Myj )"= 0

k- k1^ '*1^*

(7.1.a,b,c)

+ H-+ ( e—- p- (e--y^)^= 0

in care a-au folosit notatiile :

"x =' Elx 1 Dy= Ely ' DcO=EIcO, D^. = "It '

-2*y(x2 + y2)dA Aig ; k-

( **2 2
* ) (x + y )dA ; celelalte notatii aint consacrate

2
c

Solationarea aiatemulai (1) va da o triplS infinitate de forte 
critice de flambaj, cere rezultS conditiile de obtinere a unor aolutii 
diferite de cea banala. Pornind de la aceste ecuatii generale , prin 
particularizSri ae vor obtine relatii care permit eolution'ri analitice 
aau numerice.

In cadrul modelului fizic de bifurcarea echilibrului, modelul M- 
tematic al inatabilitStii prin bifurcare se definepte ca o problem^ de 
valori proprii, care rezultS in mod direct prin integrarea ecuatiilor 
diferentiale ale echilibrului indiferent (7.1).

Complexitatea conditiilor la limits neceaare integrSrii aiateAu- 
lui de ecuatii diferentiale (7.1) conduced la un volum de.calcule foar- 
te mare, aatfel incit prooedeele analitice devin deoaebit de laborioa- 
ae. Metoda de rezolvare cea mai facila este integrarea numericS ca a- 
jutorul calculatorului electronic. Dintre metodele de integrare numeri
cs a ecuatiilor diferentiale, pentru problema puaa in diacutie, adeova- 
t3 eate metoda Runge-Kutta-Gill /47/ , cu aplicatii pi rezultate cunoa— 
cute in atudiul barelor cu sectiune monosimetricS comprimate care-pi 
pierd atabilitatea prin incovoiere rSsucire /14o/.

7.2.3. Ecuatiile generalizate ale barelor cu pereti aubtiri 
aolicitate la incovoiere cu toraiune.

Se conaiderS aituatia prezentatS in fig.7.1. ,cu bara incovoiatit 
pi toraionatS in raport cu pozitia initials. Ecuatiile diferentiale de 
deformatii aint :

(7.2. a,b)
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Pentru formularea eoua^iilor de inatabilitate generalizate 
eforturile gi for^ele se reduc in report cu central de taiere C, 
iar momentele incqvoietoare gi momentul de toraiune ae determine 
in oonformitate cu teoria de ordinul doi /92/. In cursul proce- 
aului de reducere ae puhe in evident^ bimomentul auplimentar (fig. 
7.2) gi momentele incovoietoare gi de toraiunede ordinul doi.

Bn = M eg (7.3)

k- k^ k(j <- nt(M*fr+ (My-f) [tB+BjtH'j
x y

cu k^j= ( C0(x^ + y^) dA, CJ find coordonata Seotoriala princi-
r ' *

palX.
Daca ae fac notatiile k^/1 = ; kWl = K-y gi kcj/Hj=K^

gi ae fao inlocuirile coreapunzStoare expreaillor (7.3) 7 (7.6) 
aiatemul (7.2) devine:

D, + (M_ L 0 - (7.7)x y x )

- Dtl"'- K-(My

+ F- (ey . - Fyt.^ -.y-[ ) = 0
Siatemul de ecuatii diferen^iale rezultat, aaemSnStor ca 

formS cu siatemul general (7.1), ob^inut pe modelul fizic de bi- 
furcarea echilibrului permite aolutionarea problemelor de inata- 
bilitate prin incovoiere rSaucire prin divergence echilibrului 
prin intermediul unui calcul"de reziatenta de ordinul doi, pre- 
cum gi a problemelor de inst&biUtate incovoiere pe baza unui calcul de bifurcare. Elimiutnd gi / ' din (7.7) ae ooSin 
ecua^iile generalizate pe tipuri de instabilitate^
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(A) Ecuatia de stabilitate a'barelor cu pereti subtiri aolici- 
tate la incovoiere oblica cu toraiune, definite pe un model 
de divergent echilibrului pe baza unui calcul de rezisten- 
ta de ordinul doi :

^^Cp) -C = 0,
(7.8)

in care a-au introdus notatiile
M? M? M M I

C" = -=^- + -^3- ; Cp = P- e- + P-, e- ; C = —2-2-(l-- r^l+P-e—P eK Dy D* P y y x x Dy Y x x

(B) Ecuatia de stabilitate a barelor aolicitate la incovoiere
planS cu toraiune, definitS ne modelul de divergenta echi
librului (p =0 ; B- - ft. - ! M - " °):X. " *x X ' y .

DM'!" . m- - 0 (7.9)
x x y

in cure!
= D ' Cp^ = PyCy : - pyeg

x y y <

(C) Ecuatia de stabilitate a grinzilor aolicitate la incovoiere
planS definitS pe modelul fizic al bifurcSrii echilibrului 
(Px=0 ! ^*y=0 * ; e- =0 ; B = 0) :

-Dj^. ^p^)^ = 0 (7.1o)
y

Pentru calculul unghiului **j* eate preferabil aS ae utilizeze 
metoda R-K-G, dar ae pot utilize gi metodele Galerkin aau ititz . Cu 
unghiul^determinat ae poate calcula tensiunea normala C tranaformind 
verificarea de stabilitate prin divergenta echilibrului intr-un cal
cul de reziatentS de ordinul doi limitat la atingerea limitei de 
curgere aau la aparitia unei plaaticizari partiale

M - M 4^ M+K^p&= —* -YJ- y + —X_-- XJ x +CJE-4 '' (7.11)
x y

7.2.4. Forme de inatabilitate gi solutii particulars in
analiza de atabilitate a barelor cu pereti subtiri soli- 
citate la incovoiere cu toraiune.

In tabelul 7.1. /87/ ae prezinti in mod aintetic formele parti
culars ale ecuatiilor de atabilitate obtinute pe tipuri ue aectiani 
gi tipuri de solicitSri, prin particularizarea coreapmizStoare a e- 
cuatiilor (7.8) (7.1o) . Se remarca buna concordant^ cu relatiile
atabilite pe cazurile particulare prezentate de cStre alti autori gi 
cunoacute anterior din literature de apecialitate.
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Din examinarea tabelului (7.1) se poate aprecia ca relatii- 
,le (7.8) 7 (7.1o) ofera o cuprindere globalS a formelor de ins- ' tabilitate cu care sint confruntate barele cu pereti subtiri soli- 
citate la incovoiere cu torsiune gi constitue bazele formularii 
unei teorii generalizate din acest punct de vedere.

In.oeea ce prfvegte interaetiunea dintre flambajul general 
cu voalarea , relatiile prezentate ae pot utiliza dacS se operea- 
za cu caracteristici geometrice echivalente ; acest aspect va fi ) abordat in capitolul E el prezentei lucrari.

7.3. TEORIA NELINIARA A dAiiELOk CU PERETI
) SUBTIRI /72/.

7.3.1. Ipoteze fundamentale . 
j Se accept^ urmStoarele ipoteze :
< (j) Bara eate dreaptS gi cu sectiune constants in starea! initials neincarcatS gi nedeformatS. . .
j (,1j) Bara cu pereti aubtiri se considers cS este o placS
< - curbS lungS cu configuratia geometries determinatS de' suprafata medians.

(jjj) Suprafata medians este de formS cilindricS in starea 
initials neincSrcatS gi nedeformatS.

(jjjj) Deformatiile locale aint mici in orice punct al pla- 
cii, iar sectiunea transversals este nedeformabila in 
planul sSu.

(jjjjj) LunecSrile specifice in suprafata medians se negli- 
jeazS.

Sistemul geometric pe care ae discutS comportarea nelinia- 
rS a. barelor cu pereti subtiri este un sistem spatial (fig.7.3) 
diferit de sistemul plan din 5.7.2. (fig.7.1).

fig. 7.3
7.3.2. Determinarea cimpului de deplasSri.
Comportarea neliniarS a plScilorcurbe subtiri cu deformatii 

gi deplaaari finite a fost examinatS de Koiter in lucrarea sa fun
damentals /124/, in care se deduc ecuatiile neliniare de compati
bilitate. DacS in Aceste ecuatii se introduc simplifiaSrile presu-
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mae de ipotezele (j) J- (jjjjj) ae ob^in ecuatiile de compatibilitate 
aimplificate /161/ ale cSror aolutii, cu notatiile din figura 7.3., 
aint:

=^(x) +P(x).y(a) + y(a) + (a) -f'(x) + r^(a).f^(x)

' Y2 * ^21 " ' - (7.12)

22
*11
*12
*22

tin carecj(a) eate coordonata aectoriala,0<:(x),P(x),y(x) gi f(x) aint 
jfunc^ii arbitrare in x, iar tenaorii , al deforma$iilor specifice, 
igi k^j^al curburilor aint definiti in cadrul relatfilor cunoscute /124/ 
1/131/ ale teoriei neliniare a plKcilor curbe aubtiri.
? Cimpul deplasSrilor ae poate ob^ine ca o aum3 a deplas^rilor co- 
"reapunz^toare unei bare cu deplaaari mari (Bernoulli) cu nigte termeni 

cimp aditional de deplaaSri, cu nota- 
e^L gi e. (i*l,2,3) reprezinta vectorii 
initials

inecunoacuti coreapunzAtori unui tiile din fig.(7.4) , in care 
^uhitari corespunzgtori pozitiei 
formate a barei.

nedeformate gi, respectiv de-

Cimpul deplasSrilor barei se aerie de forma :

Ub (x,8)-r^(x) -r^(x)+ y(a) (tg^^ *Cg) + z(a) ^e^(x)-e^) (7.14)
Cimpul aditional de deolaatri ae definegte in felul 

[ T:(x,a) * q&u(x,a) + —q 6 u(x,a) + ...
(x,a) * q(5CYY(x,s) + —^*q^8^ 6^j(x,a) + ... ' 

^^^(x.a) - q^C^g(x.a) +-^-q^6^kYg(x,s) + ...

urmStor

(7.15)
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in care q eate un parametru de perturbare. '
Variatiile de ordinal intii aint de forma:
q Ju(x,s) * CO(s) .k^(x) -^e^(x)

(7.16)

unde k^(x), ^(x) $i k^(x) sint curburile barei Bernoulli ! 
<5(x) eate deformatia axialS a acesteia.

Pentru variatiile de ordinal doi se obtin armAtoarele

(, iar 

rezul-
tate:

r

2 2
1 (7.17)

maximA iarte - * k va- 
riatia curburii suprafetei medians, 0 (...) filnd mid datorita i- 
potezei (jjjj), iar L eate lungimea de undA a deformatiilor de tor
siune definite de Koiter in 1959. Vlaaov a aratat ca Ih cazuri in- 
tilnite frecvent in practice inginereasca lungimea de undo n defor
matiilor de r^aucire este de acela$i ordin de marime cu deachide- 
rea atructuri!.

Ordinal de m"rime ale primelor variatii ale curburei si depla- 
srrilor aditionale se determine aetfel ca

O(q^k^(^.s))=-b^ "V (7.18)^.
o o

Q (q ISldjuJi)! , e* ,

b fiind dimensiunea cnracteristicS a sectiunii transversale, Dac^ oae neglijeaz^ variatiile de ordinal doi (7.17), mai putin termenii 
Bubliniati, ^n expresiile (7.15) se introduc urm^toarele erori re-

^A(e^) -&*
k b^

^(k.-) - ------- s-L

(7.19)

Raportul L/b are valor! uzuaLe intre lo $i 5o iar ordinal de ° c* -3m'rime al deformat,iei unitare specif ice m,-xime C este de 2.1o ,i,
in consecintA<^(&YY) «^i(]u(x,8))). Totodata, se poate arAta cA 
k^c^ k^ ,1 oA, deci, ordinul de mArime al erorilor^(^^^) ;i ^12^ 
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eate de acelapi rang.
Cimpul deplaaarilor aproximative u(x,s) pi cimpurile defornta- 

tiilor pi curburilor suprafetei mediane rezultA, in final, neglijindu- se yariatiile de ordinal doi pi superioare, exceptind termenii subli- 
niati din (7.17).
"u(x,s)_ = *r^(x)-?(x)+y( s) .(e2(x)-e^)+z(s) (e^(a)-e^) +CJ (s) . ^(x)e^(x)

i (72o)^n(x,a) =&(x)-k^(x)y(s)+k2(x).z(a)+k^(x)dXs)+—k^ (x)r^(s) 
&12(x,s) = o (7.21)
622^',a) = 0
kfi(x,a) =*-k^(x) sin^(s)- kg(x) cos<-f+ k^(x)b(a) -k^(x) h(s)

Igtx.a) ° k^(x) , (7.22)
^22^x,a) = 0

Comparind (7.21) pi (7.22) cu (7.12) pi (7.13) ae remarcA similitudi- 
nea de formX a celor douA seturi de relatii cu toate ca ele s-au ob^i- 
nut pe cai diferite pi, totodatA, aemnificatia fizicS a functiilor 
arbitrare din primele relatii . Se remr-rcA analizind (7.16) c$ teoria 
liniara a lui Vlaaov eate prima aproximatie a unei teorii mai exacte.

7.3.3. Energia potentials de deformatie a barelor cu pereti 
aubtiri.

In baza ipotezelor Kirkhoff-Love energia de deformatie ae obtine 
ca intre energiil^ deformatiilor axiale pi de incovoiere. Conditia 
geometric^ &22* inlocuiepte cu conaitia ataticS (^2^^ care con
duce la o expreaie mai exacts a energiei de deformatie a barelor cp 
pereti aubtiri zvelte. Termenii in k^^ ae neglijeazA, ayind in vedere 
cS nu reprezinta decit o.ol din energia totalA de deformatie. Energia 
de leformatie pe unitatea de arie a suprafetei mediane nedeformate va 
avea prin urmare forma :

Og = 2 + -I- Gt^ k^2 ) (7.23)

Inlocuind (7.21) pi (7.23) in (7.23) pi integrind in raport cu a se 
obtine energia de deformatie pe unitatea de lungime relative la axa nedeformatA a barei. Pentru simplificare functiile de baz-. din (*M1 ) 
ae aleg aatfel incit aS fie ortogonale intre ele (orioe integrals pe 
aectiunea tranaveraalA a produsului dintre douS functli diferite este 
nulA) . Conaecinta imediatA a acestei alegeri eate cA axele Y pi Z 
aint paralele cu axele principale de inertie ale sectiunii tranaveraa- 
le pi cK originea 0 a coordonatei curbilinii coincide cu central de 
tSiere pi cu punctul nul principal.

Coordonatele unui punct oarecare P de pe aectiunea tranaveraalA 
(fig.7.5) ae obtin cu relatiile:

y(a) - y +^.(a)
_ (7.24)

. z(s) - Zg+ <r (a)
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t<nergia de deformatie pe unitetee de lungime relativ* la
axa centrelor de taiere ae atabilepte in functie de termenii curburii k^ pi de defor- 
matia 5^ in centrul de greutate coreapunzS
toare bare! Bernoulli:

*\r^3*^l *^r*2*l ^r^l^ "2**4^1^

+ ^-GI^(k^)^, (7.25) 

p care a-au introdua urmatoarele caracteristici geometrice ale 
wctiunii tranaveraale:
4
j 1-tdS; Ig- j ^tdS; 1^-j^^tdS; I^.^tdS; 1^= j' r^tdS ; 
^3 S 3 3 ^3
? - re ' ( '
^y-\^tdS; I. -^r^tdS; L^-)LJr?tdS; -^-J r^tdS;

f* 1^.- -^- ( t^dS (7-26. r-^j)
s

teformabiile in centrul de 
treutate aint legate intre

tSiere pi deformatiile 
ele prin relatia

in centrul <ie

0 *

7-3.4. Stabilirea functionalei energetice.
Pentru un aiatem conaervativ de forte o( x,a) aplicate pe au- prafata medianS nedeformata a barei (fig.7.6) lucrul meeanic ^e uni- 

tatea de auprafa$A are expreaia
W.(X,S) =p(x,a) [(rg-rg)+y(a).(eg-eg)+z(3)(e^-e^)^(a) k^.e^7.28)

Lucrul mecanio total dat 
de for tele de capKt eete dat de 
rela tia

(7.29)
Snergia potential t Fide 

deformatie a jarei vr ; ri.nii 
urmStoarea formS
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r - r L r( o ( o ( ,j M^(^,ki,k^)dx- \ \ W^(x^s)dS]dx -
Q "0 "5

(7.3o)

ale axei centrelor de taiere ae .pot obtine gi 
/x .+ \ u'(x) dx . (7.33)
0

gi vectorul de pozitie r. al axei centrelor— c *

DeplaaXrile axel centrelor- de tSiere sint descrise de relatia
Ug(x) = r^(x) ; (C=Cq<) (7.31)

Aceate deplaaari sint in general limitate datorita restric^iilor 
geometrice impuae de cohditiile de rezemare. In general ae poate eerie 
cd

(%(X1L) * *^(*21.) CL = 0 (7*32)
in care L eate indicele deachiderii, e^ unui din vectorii bazei 
(e^.e^.e^) iar reprezintd o valoare prescriaH.

DeplaaXrile u^(x) 
cu rela^ia

u„(x) = u (o)c c

DacK deformatia 
de tdiere nedeformate au expresiile

\[ dr dr
- *d7^ -I : = x (7.34 a.b)

rezultS din (7.33) ca
u (x) = *u (o) + ( [(l+Kx)) e.(x) -e. 1 dx (7.35) 

c c ) L 1 1 j
13

Din (7.32) gi (7.35) rezulta forma generals a conditiiloi geometries 
^2 L

*L \ [ d+^) *ei-ei]dx -CL = 0 (7.36)

X1L
Pentru a obtine o form^ mai compacts exnreaiei (7.3o) ae introduce 
urmatorul set de incarcSri ponderate : ,
p(x)'-jp(x,a)dS; Pi(x)=Jy(a)p(x,a)dS; P2(x) = jz(a)p(x,s)dS;

s s - s
p^(x) - \ <*)(a)p(x,a) dS. (7.38)

!Rl(x)^y(a).R(a)dS; Rg(x)= jz(a)R(a)dS; R^(s).U^R^dsJ

S
$i reapectiv, 
R(x)ljR(a)dS;

S
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Expresia energiei potentiale (7.28) ae va mocLifiea In functie de 
conditiile geometrice (7.36) prin adaugarea unui termeh-de forma

( 2L\ [(l+6(x)) "e^(x)
JxlL

-ei] dx -Or, (7.39)

pentru fiecare conditie activa, in care este un multiplicator
Lagrange necunoscut. Tinind seama de (7.37) * (7.39) functionala 
energetic^ modificatrl devine

1-1,2
(R(x)u^(x)+R^(x)(e2(x)-eg)+R2(x)(e^(^)-e^)+R^(x)k^(x)eY(x

m / ,*2L
?^L J [(1+&) e^(x) -e^ Jdx -C^ , (7.4o)

i-1 ^iL
n fiind numarul reatrictiilor geometrice active de tip )(7.36). 

Tinind aeama de relatia dintre eforturile seotionale N(x) gi 
incSrcarea p(x), cunoscutS din statica, se poate serie I '

x
N(x)ej =N^ej -e

in care N^Sj este valoarea lui N(x) ej in punctul initial anterior 
de coordonata x-x^j * Pentru o distributie arbitrarS a incarcarii 
p(x) care aatiaface (7.41) ae obtine daca ae integreazS prin p&rtit

l^o f^oNu (x)l +! Nu^(x) dx,
° ° (7.42)

in care n eate num&rul total al reazemelor.intermediare. Vectorul 
deplaaSrilor u^^ coreapunz&tor reazemului intexmediar i ae poate 
aerie ca o aumS intre deplaaSrile conditionate (blocate) u^ gi 
cele neconditionate (libere) Notind cu P^ forte concentrate 
care aotioneasS in reazemul i gi cu reactiunea, NT , rea- 
peptiv fiind eforturile sectionale de stinga gi dreapta rea
zemului i results urm&toarea ecuatie de echilibru.

-N*+ P^ - 0 (7.43)
!
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DacS pentru o valoare arbitrarS^u^^ ae accepts cn in general S^iu^^-0 
$i daca P^=0 din (7.43) rezulta

(N^ -N-) u^ = 0 (7.44)

iar la capetele barei unde P^ = R

o(R+N)u^ .0,
(R+(-N)(u^ =0, x = Lc * o

Cu aceate ultime obaervatii rezulta forma finala a functionaleiT' 
.L

1'^1 2

(7.46)

7.3.5. Cimpul deplaaSrilor generalizate.
A defini cimpul deplaaarilor generalizate revine la a determine 

componentele vectorului de rotatie (pentru o rotatie spatialS finite) 9i rela^ia dintre componentele aceatuia ^i curburi(fig.7.7). HxiatA 
mai multe tehnici pe baza c&rora ae poate face aceaatS determinare. In 
aceaata lucrare a-a optat pentru rezultatele obtinute de PeJeraen/161/, 
/16?/-

de rotatie q(x) $i deformatiile 8^(x) ale centrului de greutate al aec 
tiunii constitue cimpul de deplaaSri generalizate independente.

7.3.6. Aplicarea criteriului variational.
Conditia de atationaritate impuaS functionale!*^- principiul 

minimului energiei potentiale - conatitue conditia neceaarl ?i aufioien 
tS pentru a aaigura starea de echilibru a barei

iT, - ° (7.5o)
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pentru un set de variatii cinematic admisibile ale deplaaarilor ge- 
neralizate $i valori necunoscute ale multiplicatorilor lui Lagrange.

Daca ae introduc urmatoarele for^e generalizate

(7.51 a^c)

care , tinind eeama de (7.25) gi (7.26), nu expreaiile
* 1 o"1 - 2 Ip4 '

!*2 = E(Ipkp+ -A- I^k^ ) (7.52 a-e)
. *3 * ^^3^3 - -1- )

*^fr^l^2^ ^"r^l^L^^t^l
1 ?, B - E(I(jk3+ *p ^^r^l

flntroducind (7.51) in (7.5o) gi avind in vedere (7.46) rezultS
L

i ^(N3-Ne^)^8Q+(M2+z^(Ne3))5kp+(M3-y^(Ne^)) 5k3 + M^. 6k^ +
0

+ B6k^ -N(l+&) ^Y*Pi^^2*°2^^3*^3^1^ k^+k^^e^) Jdx -
J - ^-^T. je^( ^[(l+D'e^-eJd

i=l,2 x=x^ L.1 J L J

(7.53)

in care a-c avut in vedere cS deforma^ia C= f(k^,kp,k3) gi ca e^ 
aint vebtori constant, iar distribute eforturilor aect°nale de- 
pinde de multiplicatorii Lagrange, in sensul cS aceatea sint in- clugi in termenul N(x)[(l+6(x)) *^^(x)-e3j din (7.46).

Ejcprimind ^k^, o e^ (i^l,2,3) ?i ^k^ in func^ie (7.47) - 
(7.49) ?i integrind prin pSrti (7.53) rezultS ecuatiile de echilibru 
$i condi^iils de margine.

7.3.7. Diacretizarea functonalei in elemente finite.
Pentru diccretizarea expresiei (7.53) se aplicS metoda ele

mentelor finite. Conaiderind c5 bare ae discretizeazS in ele
mente elementului i coreapunzindu-i conexiunile i gi i+1. riecS- 
rui element i ae atageazS o coordonatS adimensionalA.

x - x
(7.54)
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tor
Cimpul deplaaarilor generalizate se aproximeaza in felul urmR-

q(t) -M^(q)q^N^(^) q' q^^ * N,^) q^

& - Hi<T.) . H,(^) (7.55)
in care functiile de interpolare au forma

Ni(q,) - - 3r^ + 1

I^U = +1)L. : L.= x.^ - x^
N^(q.) - 2q^ + 3q^ (7-56 a?f)
N^qT- (^ -r^)
H^(q) - i - H, * * .

Se considers cS vectorul deplasSrilor generalizate coreapunsA- 
tor nodului i eate deficit de

iT(q]i <i2 "3 1 ^.57)

Vectorul generalizat a deplaaarilor elementului eate de forma

(7.58)

Expreaiile (7.55) devin
q<D - <q^ {"'] (7.59)

* *^oN) j -
in care N definegte numSrul gradelor de libertate ale elementului

w-
^1 ^2........

0 0 Ng 0 
0 Ni 0 0 Ng 
0 0 N^O 0

<& - 
0 0
0 0
Np 0

N^O
0 N3
0 0

0 N.0 0
0 0 N„04 N^O 0 N

01

.0

<^oN^" [o 0 0 0 0 0 Hi 000000 Hg

(7.60)

(7.61)

0

Variatiile vectorului de rota^ie ?i a vectorului de deforma^ie aint
(7.62)

Exprimind in continuare ?i variatiile vectorilor de oaz3(A^j, a 
curburilor a Jerivatei curbarii in aceia$i tif.r.l r i
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)ej J'

p care * ^JN
i! DupS efectuarea

J 0'1* ^1N

^1N exprimS in functie
calculelor intermediare (4.53) device :

J
0

1*1N

1*2N*R2*3N*R3<

IL
N

-e
N 0

care sint numerele nodurilor, initial ^i respectiv
pentru fiecare conditie geometric^ de tip (7.36). Pentru e-

* ------- 1   -. . 1 WV t tVWKS V- & M t —

N.G.D.L.

!° 
Inal, pentru fiecare conditie geometric^ de tip (7.3b). rentru e- 
onomia redactSrii in (7.64) a-a aplicat resale de aumare carte
sians in raport cu N (N=l,...N.G.D.L,
L 7.3.8. Ecuatiile de echilibru linearizate.

Bara cu pereti subtiri diecretizatS in elemente .finite se coneidera in stare de echilibru dacS ecuatia (7.64) este eat.siS- 
cutS identic pentru variatii arbitrare^u respecting tota-
datn un set de conditii de margine - geon etrice - prescrise. DacS 
(7.64) este identic satisfScutK in stare de echilibru ae pocte con- cluziona cS derivatele acesteiain raport cu un parametru ccr.enabil 
ales t, care descrie stcrea de echilibru, vor fi deasemeni identic nule in starea de echilibru; Derivatele unei mSrimi oarecare , (curbu- 
rS, vector! de bazS etc) in raport cu parametral t pot fi exnrimate 
in funotie derivatele deplasSrilor general!zate.

gp 9 Q ^**N ' / Q
dt ^u

- "N
Presupunind cS toate fortele aolicate depind de un singur pnrametru de incSrcare ee deriveazS (7.64) in functie de t ?i tinind neama cS

Pi^L aint arbitrare 9i nu depind de t ?i cS vectorul eforturi- 
lor sectionale N deoinde de multiplicatorli Lagrange necunoscu^i.X^,

i*ezu ItX :

(7.65)
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(N^-Ne^) ^+(Mg+z^(Ne^+Ne^) )kg^+(Mg+z^(Ne^) )itg^+

+(M^-y^(Ne^+Ne^))k^+M^-y^(Ne^))k^+Mtk^iM^k^+Bk^ +

+HkiN-(N(l+&).euq+ Ni^e^+N(l+E) c^+p^ ^2N^1 ^2

3N ^P3^1^1N ^I^IN^IN^I^IN^I^J
"N^1^2N^2^3N^3  ̂^I^IN^IN^IN ^1^2N^2^3N^3^1^1N^1^1N *** 

i=l,2
_1 . NA N _ . ,1 .

((l+t)^+te^)drJ^= 0(7.66)

N^s "0
1"1N^1"1N' JJ 

\ - *=?iL

Nxpreaia (7.66) se poate reacrie mai condeneat, punindu-ae in e- 
videntS matricea de rigiditate incremental^ gi vectorul fortelor nodale.

(7.67)

in care k^ k^jeste matricea de rigiditate incremental^ elementa- 
rS (N*M), iar f^ = ^f^j este vectorul fortelor nodale elementare.

Dup% asamblare in siatemul de axe globale rezulta

din care, pentru o variable arbitrarajoU^ise obtine in forma cunoacutK 
(4.82) ecua^ia fundamentals a problemei neliniare a bareloi cu pere^i 
subtiri. , T[K. ] fu] = )?[ ' (7-^x

L A J ( J L J
7.3.8. Influenza imperfectinnilor.
In prezen^a unor mici imperfectiuni de natura geometric^ C* gi k 

variatiile deformatiilor gi curburilor in stare deformatn a barei aini 
de forma :

(7.7o)
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Inlocuind in (7.21) $1 (7.22) rezultS
= (8-6) - y(a) (k^+k^)+z(a) (k^-k^^s) (k^-k^) +

+ *2* r^(a)-(k^ -(k^)^) (7.71)

A *12 = *1**1^

Koiter /124/ atata ca variatia modulelor de elaaticitate E $i G 
datoritS deformatiilor $i curburilor initiate eate neglijabila da- 
cX deforma^ia principala maxima eate micS in comparatie cu unitatea. 
iEn aceate conditii (7.25) devine:

" 2 +l2(kg-kg) +I^(k^-k^) -rl^(k^-(k^) ) +Ip^o*^'o^*

.(k^-(k^)^) - I^(k^-k^)(k^-(k^)^)+ I^(k2-k2)J(k^-(k^)^) + 

+ I<jr(k{-(k^)').(k^ -(k^)^) + -^-I^(k^-(k*)^)+ -I-GI^(k^-k^)^

(7.72)

Ecua^iile constitutive (7.52), la rindul lor, devin :
"1 -3(A<^-Sb' '

I M? = E(I^(k2-k2) + I^(k^ -(k^)^ )
i K3 = E(l3(k3-k3) - Iq/ki -(k^)^ ) (7.72 a-e)

h-t =E(IJk^ -(k{)^)k^+ I^(k2-k2)k^-I^(k3-kpk.+I^.(k^-k^Dk

^*i^^t^*l**P

d = E ^l^j(k^-k^) + —^- Icjy(k^-(k^)

Pentru deformatii inHiale mici termenii (7.37) $i (7.38) nu * 
auferS modific^ri aensibile, $i , deci, i^i pSatreazX forma.

Revenind acum la ecuatia (7.66), daca deforma$iile $i curbu- 
rile initials k^ reapectiv gg, nu depind de parametrul t cu (7.72) 
rezultX

N. = EA^ + EI^k-k.
1 o p 1 1

2 1t "^4'1'1 '"*1
p 1
- El^ki

t 1
*1 *1
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Exprimind in continuare derivatele curburilor in functie de deri- 
vatele deplaaSrilor $i inlocuind (7.73) in (7.66) ae ob$ine in final

y ^^t^lN^lM^cJ^iN^lM *
i=l - 10^

%M^lH^^r^l^2N^lM^2M^lN^*^^r^l^lN^lM^3M^lN^ 

E^j^.k^ w)^(^*I^( 3k^—(k^) )+EI^y(k2*^2^
E^Jr (^-^)-E\/ k^-kp +EIp( tp) k^k^-N( 5^ +

P1^2NM*P2^3NM*P3^ ^IN^IN^^IN^IW)-p^(k^e^+eik^)j dqj-

1=1,2
l^l^2NM^2^3NM^3^1M^lN^l^lNM^lJM^m^lN^l^iNM

(l+^)e^,+

dq. ^1^2N^2^3N^3^1^1N^1^1N (7.74)+*lN*]?j = 0
^^iL

in eare&^ = ^ON*''yo^3N *^o^2N' reprezintR termenii cnnoacu^i
ai vectorului eforturilor aectionale, care a—a deacompua intr-o aiw& 
de termeni cunoacuti $i necunoecu^i, ultimii fiind identic! cu multi- 
plicatorii Lagrange.

Comparind (7.74) cu(7.67) se obaerva c4 primii patru termeni din 
(7.74) conatitue matrices de rigiditate incremental^.

7.3.10. Forma general^ a matricii de rigiditate incrementale.
Siatemul de ecuabii liniarizate (7.67) ae poate atructura in fa-

lui
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tn care Ky eate matricea de rigiditate incremental?! a barei f%rS 
sonsiderarea restrictiilor geometrice de tip (7.36) , aint 
ieplaaarile nodale generalizate iar -A. , r.ultiplicatorii Lagran- 
ge. .Sistemul de ecuatii liniare (7.75) se uoate rezolva utili- 
^md un procedeu de eliminare Gauaa ($.4.4.1). Probleme deosebite 
Stpar in aitua^iile cind Ky este aingulari iar K eate regulate; 
in aceste situatii procedure Gauaa nu poate fi aplicatt in rtaniera 
obignuitS.

7.4. FORME LB ECHILIBRU SOLUTII PARTICULARS
' - -IS ANALIZA-NELIHIARA A BARELOR CU PERETISUBTIRI.

In continuare ae particularizeazS pe citeva ejymple clasice 
elatia (7.53) gi seobtin ecuatiile de echilibru gi conditiile de 
targine oaracteriatice. Problemele gi rezultatele respective sint 
rezentate in mod aintetic in tabelul 7.2 . Din analiza rezultate- 
or ae remarcX c$ ae regiaeac aolutiile obtinute de Koiter-nro- 
lemele 2 gi 3 - respectiv TSO gi Gobahrah - problemele 4 gi 5.
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! ______________ tabr'u! 7J2__
!nr 
Serf

denumirea st schema 
staticd a probtemet

functiona'ri enerqeticapritcr ;,t variQ- 
tiona[,ecucj'''!cde eebthb^u s?con- 
dipiie de n^argtne

3 o J &
qrinda simptu re^emanj 
cu sectiune soviet tatct ta

ir.ej incovoiere
dreapro

X /77777
Ci-eicos'f-e3Sirn?;e3srrf)C3 = e3C03-pt 

+ei sirt'ip
6Tfp x.cos-Nz 5<n-f))5

t(bixsn^tN^ cos^)(i tE.)6'f]dx -

dupa tnteq^are prin pctrtt re?u!ta 
ecuotiiie de echitibru 3t cbndttitiede 
mardine
Ni .Nxcos^-NzStn^

=N t (1 + e.) sin +N ?('+&.) cosf

jg(n-b.)5tn^dx-Ci-o

i J L

N* -Nei ; Nz-.Ne^ 
M, x-o
M . F< X = L
No* N) x *0

i

t

[

st'!)o incq5trqf [a unco 
pdt soticitaf ta com- 
presiune centricc!

N* = -r j -o

t Ft.cos'f-i^d^

Jo
'ncdrcarcci cr't'cdfeeutidci'n

-o
se inteqreaca prtn oarti S' re ^u'ta ir)- 
finaiX

) Per
i
! 3

i

)

st^tp bcastratcu'imper^ecf

Y P

!a Pet ca 'a ctemp'uf nrec^dcnr re- 
cu ftd

*' if.+'f* ' li'Pcr
sau

___________________

1 L _ [_

Nz .1 2'6.10'^ P

"TET
arindo tncasfrafa sc'icita^ 
fa !ors<une cu sectiur.edu- 
b]u si rrte fried '

a______________
3-------- ^—4

{tl{ 0 0 T

<5*jTp * *< z 3X: f
E!3^?K3 + (^^^tE^ K,3+E,p^ <1)6*,+ 
tE'cj KtSK.'jdx
-2kSN)^*^3^-l-O

L ' Jx-L
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7.5. COnCUJZII

Comportarea reala a barelor cu pereti aubtiri este neliniare. Din acest punct de vedere o teorie neliniara care s& poat" ii tranapu- 
aa intr-o formulare numerica eate pe deplin justificata.

Pe baza teoriei prezentate ae pot rezolva nu numai problemele 
apecifice ale barelor cu pereti aubtiri, ci gi acelea cu caracter mai 
larg ale atructurilor cu pereti aubtiri, de genul auprafetelor cilin- 
drice aau priamatice lungi, caracteriatice unor tipuri de stavile.

Elaborarea celor dou5 teorii generalizate, liniara $i neliniarS, 
ale barelor cu pereti aubtiri prezentate in acest capitol are gi o im- 
portant& teoreticS deosebita pentru formularea unitarl a oroblemelor 
atructurilor cu pereti aubtiri.

Elementul finit de barS cu pereti aubtiri cu comportare nelinia- 
^a reprezintS o noutate in maniera in care a foat prezentat, in lu- 
trare. Eate neceaar in etapa urmatoare , pentru a fi pue in valoare, 
iaS fie realizat gi modulul de program coreapunzStor. Din acest punct 
de vedere ae face mentiunea cS^programul ASEF contine procedurile nume- 
)rice generale rezolvarii problemelor neliniare gi ca nu trebuieac e- iaborate decit subrutinele care intervin in determinarea matricei de 
^igiditate incrementale.
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CuFITOLUL VIII

COMPORTAREA CRITICA SI PQSTCRITICA A STRUCTURILOB 
CU PERETI SUBTIRI ALE STAVILELOR METALICE

6.1. GEuERALITATI
Tcndin^a reducere a greutA^ii atrueturilor gi a consumurilor 

de materials se caracterizeazi prin realizerea unor atructuri tot mai 
svelte, la care problemele calculului de staoilitate devin criteriul 
principal al proiectArii. Ca urmare se acorda o importanta snoritA cal
culator de stabilitate ne fondul unei cre^teri insemnate a num^rului de 
studii teoretice gi experimentale dedicate ncestui fenomen.

0 caracteristico t situa^iei actual-^ cnlculului de staoilitate 
eate existence in paralei a doua concen^ii de calcul /lol/ rimul con
cept, cunoscut sub numele de "conceptul eulerinn".ae limiteazi In deter- ^inarea incarcarii critice de bifurcare, f r t sa ee ocupe ue coff.porta— 
rea atructurii dupa pierderea stabilita^ii,gi poate.fi utilizat la 
etructurile din bare. Folosirea aceatui concept la unele atructuri din 
plAci plane sau.cur be - in aceasta categorie intfA, dupS cum sa vlzut 
in capitolul VII gi barele cu pereti aubtiri - este gregiti;s-a dezvol- 
tat de aceea conceptul comportSrii posteriticc, in care a? -.nalizeazA 
ce se mtimplX cu structura dupS nierdema atabilit^tii.

Intrucit stavilele metalice aint atructuri metalice.cu nereti 
aubtiri solicitate la incovoiere cu compresiune, intr-un cnlcul de di- 
mensionare rational gi economic se poate lua in considerar- , rentru a- 
numite combina^ii d^ incarcari, capacitates de lucre a acest .r structu- 
ri dupa producerea unor voalari locale s-m,-altfel spus, co^.^ortarea 
lor in regim postcritic. Intrucit proble;:el- de voalare sint nrobleme 
specifics atrueturilor din plAci sub^in, studierea $i caruoterizarea 
lor prin relatii simple de calcul se cons^iurS. ca fiind utiln 31 nece- 
sar^ pentru proiectantul de stavile.

6.2. CONCEPTUL DE UO..r_liTAl.E POoTCRlTlC^ /1 o2/. '
Primul care a dat o justificare teoretica riguroasA ccrcetArilor 

de stabilitate in domeniul postcritic a foot Koiter care in '^crarea 
sa de doctorat din 1945 oune bazele dezvolturii leoriei inut cilitAtii 
atrueturilor sau Teorie comportArii posterities a structure lor.

Teoria lui Koiter ia in considerare o neliniaritnte 1 -radul doi 
a deformatiilor pi, aatfel^rezulta^energia -otential^ de gr*. !ul natru. 
Scriind potentialul sub forma in care con^inu tu^i ter-

i=l menii de gradul i, noiter a examinat influenza fiecirui ten en ul poten- 
tialului asupra instrbilitatii atrueturilor Z124/. Potentialul eate 
zero pentruc*. structura este in echilibru, din L? se deteit in^ inc^r- 
carea critica de bifurcare; poten*;ialele se vor udLiza pentru
stabilirea tipului de instabilitate a ounctului critic gi a comport^rii 
postcritice initial- in sensul cl, in punctul critic, nu t^ate strua— 
turile se comoortA dupa conceptul eulerian, ele ^rezentmi st tri post— 
critice stabile aau instabile(fig.S.l.a). Examinmd tipuril.^ de inata- 
bilitate ce ae pot nroduceyKoiter a c \ pane tele critic fi
nesimetrice (fig.e.l.b) cind sint stabile, simetrice stabile (fig.8.1.q, 
sau sir.etrice instabilo (fig.l.8.d) Dou^ oos.rvatii sint 1 ortnnte: 
(1) comportarea posterities a structurii este definite de ti-^ul de
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yunct 
Jtipul

critic;. (2) influenza imnerfectiuni 
de inatabilitate a punctului critic

bctre^piaci (o,anejne)e

rcc,Q[-)nz) 
fc^cutare

.pkici curbe 
ptctci p(ane regtdizate

U

r*eome trice

b) 
. f'Q 61 

ata La baza definirii coneeptului com- 
_ _ . pretinde, ca pe ling^.determinarea in-

carcarii critice aS se defineaacS gi tipul de inatabilitate, pentru 
a avea informa$ii privitoare la gradul de inatabilitate la i uer- 
fec$iuni geometrice a atructurii.

Teoria elaborate de Koiter portSrii pbstcritice, care

JI POSTCRI8.3. ASPECTS PRIVIND COKPORTAREA
A BQRDAJELOR STAVILELOR METALICE. KELATII PE^L.J
CALCULUL PhACTIC LA STABILITAIE./2S/./I00/. /I
Z182/, /198/.

8.3.1. Criterii simolificate pentru verificarea plnt-?'H,i.?lor.
Platelajul atavilelor metalice este solicitat la incovoiere 

de o sarcinn pprovenita din preaiunea hiurostatica gi la c );.^resiu- 
ne de forte n ac$ionind in planul sau in suprafata aa medii:;: .Ac- 
tlanea almult&np a celor dou3L forte conduce la epuizarea c?: * citl— 
tii portante a platelajultii fie prin atinrrerba locals a limitei de 
curgere fie prin pierderea atabilitStii. Situarea intr-un aau 
in celalalt depinde de raportul celor douS forte gi de dimenJiuni- le laturilor a si b ale panoului de platelaj (fig. 0.2.a).In i^o— teza cS ae ia in considerare numai efectul d^:ribuyia
neuniformS a tensiunilorG* ae mlocuiegte cu o distrioutie .n^for-inlocuiegte ca o distr!8utie n^for

f'9 6 2
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repartizat^ pe o l%time b^numit" la^ime "eficace" sau"efec- 
tiva" (fig.8.2.b).

Mecanismul fenomenului se poate descrie cu ajutorul teoriei de 
ordinul II.dupS modelul prezentat in tabelul 1.1.(Cap.I).

Pentru calculele practice inginere^ti ae folosesc pentru verifi- 
care dodK criterii simnlificate:

ech^ c '
in care n semnifica

ech 
efectul

(^ +(?" - (<y +(y )(yxn ^*xm *^ym xn ^xm
axial iar m efectul de incovoiere.

ce 
de

in care este tensiunea medie produsu de n 
criticS

o cr '
' este tensiunea

Determinarea mSrimilof care intervin in cele douS cendi^ii se fa- 
diferentiat, in func^ie de tipul $i forma platelajului 5! de modul 
incSroare.

de f lambaj.

6.3.2. Verificarea la stabilitate a platelajelor comprimate
6.3.2.1. Placa dreptunghiularS nlann. 
Coeficien$ii de voalare K pentru determinarea tensiunii criti-sint indicati in figura 8.3.^n functie de moduf de rezemare alce

placii.
Pentru placa izotropa tensiunea critic" 

= K ty xcr v e
data de relatin

care pentru *9=0,3 iR .'alom'eaCg * 
Forta critica pe unitatea de lungime

n = *0 . t sau nxcr xcr xcr

1. vri.io^t/o) ' 
se obtine de forma

b^
in care K este rigiditatea la incoyoiere a placii (tab.1.1)

In figura 8.4. a este prezentata variatia sSge^ii in in domeniul postcritic Rclatia de leg turS intre
w

mijlocul
grinzii
G" ?i xo este de forma

m care 
duo 
mativ cu relatia

2o48(l-^^l
<^E 3^*0

= (a/b+b/a)^. Pentru o singur^ semiund^ de voalare (m=*l)
y tensiunea de membrana posterities se obtine in mod aproxi-

(6.5)

(8.6)^xn= " 8 ( a) t ) b " xo
Latimea efectivS a plScii se definegte nrin bg=yb (fig.8.2. b) , coe- 
ficientul de reduceret^determinindu-se in functie de tensiunea criti- 
c^(y^cr aferenta fi$iei de latime b^^^ Inngimea dupa cmn urmeazS:

2 Txcr xo 
1+ (a/b)4

7.a,b)

xcr xo

o
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Capacitate, portanta limita . plAcii eate atinal cind(^ = 
factorul de cre$tere a sarcinii in report cu sarclna critic^ fiind dat de

a/b^l: -gjL- +i)
^xcr^—[1+ (a/b)^ 1 + 2 (O.e.a.b)

a/b^l : n = -----------------
3+ (a/b)

In domeniul postcritic tensiunea de membrane la mijlocul pl^cii re- 
zultS:

$i aimilar, pentru tensiunea din Incovoiere :
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xm

ym
In cazul

(-^- )8'^ a
,_t_2

placii izotrope tenaiunea critics este dat&

xcr
iar forta critici pe un^tatea de lungime d

n = — x cr
nota^iile fiind date

8.3.2.2. Placa
In flgura 8.4.

- ' * x yb'
in capitolul I.
dreptunghiularA cilindric^.
& eate indicate cu linie intreruptA variatia ton— eiunii postoritice cazul unei plSyi cilindrice cu in-

dicele de curburS b^/rt = 12 gi cu raportul laturilor a/b=l . Valoarea 
inferioara tensiunii critice ae obtine pentru o valoarea a s^getii 
w = l,7t . Conform teoriei de ordinal doi, pentru cazul plKcii izotro- pe, intre gi w ae stabilegte o relatie de forma

;o
E

2046(1-
3lT^c t

(8.13)
Valoarea superioare a tensiunii critice se obtine pentru w = o, Pentru 
placS cilindrica ortotropS se obtine o expresie asemanStoare /127/, 
/167/, dar mult mai complicata.

8.3-3. Verificarea la stabilitate a platelajelor comnrimate pi 
incovoiate.

8.3.3.1. Placa dreptunghiularS planl.
Leg5.tura intre p gi s^geata w in mijlocul pllcii izotrope

este pusa in evidence in figure 8.3. cu linii aubtiri continue, iar 
fenomenul este descris de relatia 8.5 la care ae mai ad?<u** un termen 
care tine deama de efectul incovoierii:

W ' iTT^o *7
In figure 8.5 ae prezintS variatiile momentelor incovoietoare gi my 
in functie de raportul laturilor a/b pentru cazul plXcii izotrone aim- 
plu rezematS pe contur, liniile continue descriind comportarea in cen
tral placii, iar liniile intrerupte reorezentind variatiile momentelor 
incovoietoare maxime. Parametru! curburii este n^^/(4j[ "/b forte 
n fiind supusS cfiteriilor de sigurant$ 1 gi 2 prezentate in ;S.$.
8.3.1. Pentru pl^ci scurte, a/b<l,2 ee obtine, ca in cazul barelor, 
relatia :

-XR K= —** x n 2 j ' *"y '^x (8.15)
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ortotrope eate de.crisA a. figura 8.6 le momentelor mcovoietoare aint 'a fortei de compresiune n 
este renrezentat de n xo

i^prezentate cu linie plin iar cea xo °u linie punctate. Parametral ae eurburA 
raportat la factorul

(4-2X) ^2 /b^ = 3^2

8.3-3.2.  Placa dreptunghiulara cilindrica.
In figura 8.4.a se prezintA, 

relatia intre 0^°, p $i w, cu linie analog cu place dreptut;ghiularA^ 
mtrerupta, conform relatiei

bM- =c+ ) (_b_)2 2o48(l^^) ,_w_.2OE T4. rt^ ^4. < t
_ 192(1-^) (_a^) P.

t^ ^7t

192(1-?^). b w
T^c

(8.16)

Pentru cazul unei singure semiunde de voalare in directiile 
x gi y se bbtin tensiunile la mijlocul plAcii conform relatiilcr (8.9) (B.lo) la care ee adaugA termenul care introduce efectul 
de incovoiere.

(e.i7)

8.3.4. Conceptul de lAtime echivalentl iti annliza post
erities a structurilor de stavile metalice.

Din analiza rela^iilor prezentate in aceat capitol reiose cS 
un element esential in verificarile de stabilitate a atructurilor ou 
nereti aubtiri in domeniul noatcriticeste latimea echivalent1. Mu- 
mai dupa ce eete cunoscutA aceasta ae pot stabili relatiile cal— 
cul pentru verificarea acestor atructuri. Din aceat motiv, in cele 
ce urmeazA ae va proceda la un studiu detaliat, teoretic $i expe
rimental al aceatei probleme. Aceat studiu este dezvoltat oeiitru ba— 
rele cu pereti subtiri, care aga dupA cum a-a aratat in cap*. 1 gi 
cap.VI, conatituie modelul fizic al unor tinuri ie atructuri oe sta
vile, pe de o parte, iar pe de altA parte oferS conditii icnrte bu- 
ne pentru experimentare in vederea verific rii relatiilor cal— 
cul nropuse.

8.4. FOHUE DP .l.oTAdlLITA'L'E ALP Cd FaKE'fl
SUBTIRI.

La o bare cu pereti aubtiri inatebilitat^a ae poate rroiuce prin: (1) voalarea locals a peretilor coitnrimati la inclrcar-'a loca
ls p , (2) prin flambajul general l-i inc"rcarea critiea gene-
rala p , g ; (3) orin flamba.1 general cunlat cu voalarea --ereti- 
lor , la incaroarea . Atingerea inc renrii critice locate 
nu inseamnA cedarea barei deonrece plAcile voalate au capcitatea de a prelua incXrcSri $i in domeniul postcritic, bara cedeaza, in- 
sa, dacA se ajunge la incArcarea critic generalA P^g. Le aceea, 
nonnela de calcul admit ca astfel barele an nereti

subtiri voalati in momentul cedlrii, Dup-^ /an der Heut /lot/, primal

BUPT



cu^pe^eti^s^btirrin^^ comportarea crmca ?i poatcritic* u barelor 
- in sta^e voalat^, pe o bar" cu aectiune te^reticSforraati numai din soul talpi bxt mentinuto la distant, de inlma pr^f inst^biYit^i^f^^ rigiditate axip.la.se defineac trei tinurl^de- 
mstabilitXti (fig.8.7) pentru P__ .= 2*^ Bt^(t/b) K ai P ^BI/7^

41 Pgr - instnoilitatea 
se produce prin fi^inoaj gene
ra L, care poate :1 nr in inco
voiere aau incoveLt re rnauci- r e.

(2) P^y instuL-illtatea ae
produce prin flame general 
cuplat cu voalare.

(3) ? = P pcr cr ,b
- stabilA
- ^.j<t<^:bifurcHre inetabi-

IS.

afectate de imperfection! egale 
deformatia de voalare curba P -4 este continuS pi 

este maxima in zona P _.<^P . In a-
Pentru cazul cind ambele talpi aint 
presupuae afine cu deformati 
influenza imperfectiunilor J&.
ceaata zona bifurc^rile pot fi gi instabile, foarte aenaiblie la imper- 
fectiuni geometrice. In/lcl/ se arata ci In cazul cind imo rfectiunile 
celor doua tSlpi aint diferite comportarea barei nu difer ic cazul 
precedent.V.n der Neut studiazR gi cazul cind ambele ^ipuri de 
inatabilitate sint afectate de imperfection!, iar Maquoi gi .assonnet 

arata c% cea mai outernicS eroziune a lui are It; ilni cele cr
doua tipuri de inatabilitate se cupleazi P ^1P - . Acet ngi autori
au conatatat ca in cazul in care se tine seara de deform. *;iile plasti
cs, reducerea maxima a incorc^rii, ca or are a imperfectiunilor geo
metrice, se mentine in acelagi domeniu co in cazul deformn'*Lilor e- 
laatice.

Ca urmare a acestor reducer!, barele cu pereti aubtiri n; pot 
beneficia de o rezisten$E posterities mare: sclderea rigiiitatii pere- 
tilor ca urmare a prezentei imperfectiunilor geometrice 71 cregterea 
gradului de inatabilitate in urma cuplarii flembajului general cu cel 
local nu poate fi compensate de rezerva posterities a peretilcr ba
rei.

8.5, CAitACT^KlliTICl IN Al.-.^IZA
PObTCRITICA A BAl:ELOA CU ^UBTIRI /59/,/60/,
/65/.

8.5.1. Hecanismul voallrii.
Mecanismul voelarii peretilor berelcr cu pereti subtiri se poa

te studia prin intermediul modelului intuitiv propua de Lubas /49/ ca
re asimileazS comportarea unui perete eomprimat, rezemat re amoelo 
laturip cu comportarea atructurii static nedeterminata din fifi.8.6.** 
Bare B modeleaz^ fibrele centrale ale panoului, aupuse la vulture In 
timp ce bare R mcleleazS conexiunile cu peretli adiacenti.
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. < x*\"*?* actiunii for^ei de compreaiune P, bara B cu rjfidlta-te mica la xncovoiere va flamba auferind o scurtareZit(flg.b.u,b) 
. legea de variable a deforma^iei specifice At/tputindu-ae anroxima 
printr-o smnaoida . Pentru un sistem ideal, fSrS imoerfec^iuni, 
forta P se repartizeaza in domeniul precritic P<P^^, in mod egal pe 
cele doui bare care au aceea?i rigiditate nxiulg. Dupi pierierea 
atabilit&^ii, in domeniul postcritic P , bara 3 va prelua in 
continuare 0 for^a egalS cu P^^_, cre^terile P, peste aceasta li
mits, urmmd a fi preluate de barn R ( fig.B.E.c). Prin ur,mre, 
domeniul postcritic este caracterizat printr-o redistribute mni 
favorabila a eforturilor, inr cedarea atructurii ae vn prod 4cc 
cind bara R va atinge limits de curgere. bara B prezint' im- 
perfectiuni geometHce w for^n critic^ jist?taului nu mai es
te riguros-mSsurabila intrucit deforma^iile w vor apirea din mo- 
mentul aplicKrii for^ei P, for^a de cedare fiind dependents de de- forma^ia totals = w + w^.

Un perete al unei bare cu pereti subtiri aolicitate la com- 
-presiune uniforma se va deforma In zona centralS voalind - asemeni 
barei B - $i auferind o scurtare geometric^, care, din motive de 
compatibilitate cu legSturile - muchiile renrezentind conexiunile 
cu pereti adiacenti trebuie sa rSmlnS drepte - va conduce la o redistribute a eforturilor unitare normale catre margin! (fig. 
8.9.b) intruoit nu se poate opera in caiculele practice cu iistri- 
butia neuniformS a eforturilor exists douS.posibilit&ti pent,ru e- 
valuarea cantitativa a fenomenului :

(1) Considerarea efortului unitar normal m^diu (? . avind
aceea^i rezultantn ca $i diagrama'Oreal

(2) Introducerea conceptului de 1 
Karman , !

ine echivalenfi, nropus 
in 193?, potrivit ciruin diagrams reais se inlode von

At Wo

0,0150,005b) fig 6 8

clastic 

eJasro

9000 ' 500 ' 250

s) 
cuieste cu o distributie echivalentSG"^ (fig.8.,9.b).

Este meritul lui George '.Vinter de a fi introdua In 1'59 mo- 
^1.-1 ,1'r. ficnri f n C. u ulutorul'cSreia ae explica comnortarea posterities a plgcilor ?i a foloairii conceptului de IKtim^ echi- 
valent^ (se mai nume$te "efectiva sau eficace ).

Potrivit aceafui model eforturile din barele tranaveraale care sint de fapt "eforturile de membranS" jn nlnca comprir^t , smt 
cauza rezistentei poster itice ?i a di ferret de comportm.-nt eaen-
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8.5.2. Determinarea caracteriaticil?r geometrice echivalente.
8.5.2.1. Reflectarea problemei in Uteratura tehnicR.

tabetu! 81

Un numar mare de cercet^tori au avut in vedere stnbilirea anor 
rela^ii pentru determinarea iR^imii echivalente, concent cnr^, de alt- 
fel, este prezent in marea majoritate a normelor de calcul pentru ba- 
rele cu pere^i aub^iri. Dintre acestea , cele mai cunoecute relatii 
smt sintetizate in tabelul 8.1.

nr. 
crt

autoru) 
norma tehnki

forma initiata (drrnq tran^formata
^meg /^max - be/t -

Box (1665' 0,725^r/C"ma, 1,36% ^E/Smax Vb/t
2 Schnade) 0,5(J t^cr/Gmax) 0,5(1+3,65 E^max)

3 Seschter O.G^Gcr/Cmax 0.8 2*7 Vb/t E/Cma x
4^ kdrman(l332) OM^Ocr/^nnax l,69V6c.r/Cmax
5 Marquerre VGcr/^max_________ 1,53V% ^E/6"max

6
- J- - ...

Benosfon (1) 0,463+0,517 Gcr/Gmax (p,463 t1A11(t/b)^^nax^
7 Benqston (2) 0.463+0,6 Ger /G* max (O.^a+^nZ^^T^rnax)^
5 FronKtand l.igVGcr/Gc-o^sG'cr/Gc 2 pB'jE/ x(+o,56Vb V
3 Contev 0,9G^Scr/6max -O.ZsNcr/G'nw (16^6 -Q,457%^/^mQx)^/ty'rnox
10 Chitver 0,724^(3 cr/Cmax 1,065^+)*"

11 Heimer) 0,77V^cr/6"mqx (lasVe/Gmai* ) ' '

15 Stowe) (1) 0,44 to, 56 Ocr/Cmax 0,44%(lt4.607(t/b)^E Vmax)

Stove) (2) 0,44+0,047^cr/Cmax 0,44 ^t(1 +0,364 max)
14 Gerard______ 0,624 (%r/<ymQx)0'^5 1,728 max)^'^^

15 Dwigt (^87^Gcr/G'max fl,655 Ve/B*mcn //

16 FoiKner 1,05 VGcr. 2(i-Q5tYbVE/$^*)^76'r^x

17 Winter \l6cr/^ax(iHM^&^n^
Q67^^!nax^W%^/^max;

18 Winter ^78m^^1-U,4l6^VE '^na*)

19 Zorgno 0,5(i+Gcr/6"mgx) Q5(l+3,62(W^mu^^t

2D Zorqno 0,554(1+Q,53C?r/(ymax 0,254(1+10,6l(^^^na^)

21 Zora no (*') 0,5 (1 +^(W+\^^/Gifnax^

22 Zorgno [O,254(it5,93^/(VtW.f^''^maw 0,254(1^,§n-)OX%
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8.5.2.2. Reflectarea in normele de calcul a conceptulU 
de "lat;l.';e echivalent^ ".

fgp^t H

In tabelul 8.2. se prezintS rala^iiie de calcul a lAtimii 
echivalente prezente in cele mai cunoscute norme tehnioe, kemar- 
cabil este faptul ca toate aceste rela^ii au la baza, f&ra excep- 

formulele lui -Vinter.

nr. 
crt

nor mo 
tehnicd

etemente r qidizarc
LA.B) ft) 3 4)

etcmcnie neriaid'care
(c,fig 5^1

1 6.5.44*3 be/t - 1,555^t)^max (23)

2 E.UKOGODE3

3 A!5t 1961 catcutu) cforturibr

catcutu! depormatiitor

din formate tat Wtnler 
-0,Y12 JBEE. 

'Omax Ornax ..
pentru M*O,5 si OL 37 rezulta 
^.49,69 (1-4,3?5^.)

4 NBM 6-5100
1975

sectiuni simptu conexc

sectiunt dubtuconexe

b^; f.Ma';

se catcuteaTO un factor de 
reducereQaa' coeftoen- 
tu'ut de pan-tha w coefi- 
cientu' Qg b. ,0^.) se ca!-
cuteara difearnhat pe h 
pari de profite'

5 f\EGLE5
1564

pereti ntrepereti riqtdt?.(A) 
tG4^<^5oo (M) 

perch ptan rigid) cat) (B^ corniere
w 

tatpi
Hv 1 + niencr (t *35/

6 O!N 46600 on

7 STAS 10 IM/2-K seepuni simpu conexe
bf .59\[22Q
t '§4nc!* /t vfriax

3ectiur« dub!u conexe 
be 53 \ MO (^2a)
t s ^Yfnax

se impunc^]^ ^20 

daca(^^h),^ se ia !n (3:) 

sou ( 32a) sau ' 32a)^DQx '
- mln v __________ ;
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Normele Dlh I8800 3! EUKOCC-DE 3 prev'd relatii difer-o 
coeficientului de voalare K, resoectiv IXtimeR ^iXr-M"Hport tensmmiorsp, o.r.te. In a.

-5^ . ciG^ 3. t.nemnll. 
^max,j max,i > max,j

se introduce efectul compreaiunii excentrice. In relatiile
8.2. s—au introdus expresiile coraspunz^toare comDresiunii 
(centrice)t adica pentru =1.

n^iale pen- 
ochivalen- out fel
Ln muchii,

Gin tabelul
i.*. 11'or me

8.5.2.3. Analize gi sinteza rela^iilcr de calcul pentru deter— 
minareh la^irnii echivalente.

_ Analizind relatiile din tabelele S.l gi 8.2,, reprez^otate grafic 
m figura 8.4.C, se fac urmatoarele consideratid. :

1. Relatiile prezentate in tabelele 8.1 gi 8.2 , prezinta 0 mare 
var-iet&te de forme gi o insemnatS dianersie a rezultatelor. Lac4 ae 
fac notatiile : ______ '

' ' ^med^^max " ' (^*.18) 
in care:

cr (8.19)
notatiile fiind cele consecrate, relatiile din tabel ae pot exprinia de 
o maniera unitara prin ecuatia polinominal^ :

y = a^ + a^x + a2X^ + a^x*** ; Q (8.2o)
Prin particularizarea corespunzTtoar? a coeficientilor a^ se 

obtin relatiile din tabel, care ae pot grupa in trei eatery rii : p(i) y = ao+apX .relatiile 2,6,7,12,13, 19-22 ;
o(ii) y = a^x+a^x , relatiile 8,,, 16-18 ;

(iii) y = a^x*", relatiile 1,3-5, 10,11,14,15 ;
Formulele pentru calculul lA^imii echivalente prezer. to in norme— 

le de calcul (23-32) sint continute in expreaia generala (c) gi ae 
suprapun, pedte una din cele trei forme particulars ; de iY-.pt, la baza majoritatii normelor sta rela^ia lui Winter care este de Urma (ii).

Majoritatea relatiilor au on caracter semiempiric, co^ficientli 
numeric! care intervin in expreaiile acestora fiind atabili*:! pe baza 
unor analize teoretice gi experimentale efectuate pe plSci romprimate 
rezemate pe doua laturi opuee (1—9, 14—16,23) sau pe plSci oomnrimate 
rezemate pe 0 singur^ laturs (12,13); relatiile (lo) gi (11) au foat 
obtinute pentru profile [^, iar relatiile lui . inter au fort stabilite 
pe baza unui numnr mare de incercSri ren-izate la Cornell niversity 
pe plSci comprinate gau pe grinzi dm o^el supuse la mcov lere pure; 
relatiile (19-22) au fost stabilite de Zorgno pe baza un r .nr.lize 
teoretice in cadrul teoriei stabiliti^ii nlacilor.

2. Relatiile prezentate nu tin sea:a in mod explicit ie efectul 
imuerfectiunilor geometrice, important in cazul barelor cu r^reti sub- 
tiri. Exceptie fac relatiile (21) gi (2") stabilite de Zor;no oornind 
de la considerente teoretice similare ej cele ale.teoriei ^ui Kolter. 
^elelalte rela^ii din taoel introduc intr-o mSsurl mai r.nro sau mica 
efectul imperfectiunilor prin coeficien',ii runerici staoi:i-;i pe cale
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experimentala. In literature de apecialitete se cunosc gi nite in- 
c.lculul lltit^i echivalente efectul imp.r- +1 ^35/ Dawson Qi ..'<lkor pronun o rein io cared< rezultate bune m domeniul precritic(^g^ ^^^r^ lucra-

rea /151/ Narayan gi Show defineac "l&timea efectiv^ secant <" tinind 
aeama de imperfectiunile geometrice gi operind cu coeficierti de voa- 
lare diferentiati pe tipuri de conditii de margine.

De remarcat eate faptul normele de calcul, chiar cele de 
data mai recenta^nu tin aeama de imperfectiuni la determinarea l^fti— 
mii echivalente, ceea ce reprezintS o discordanta cu rezultatele gi 
tendin^ele actuale din calculele de stabilitate.

3* Toate relatiile din tabelul B.l se refers numai In cazul 
compresiunii uniforme. Lucr&i de data mai recentS , abordeaza ca— 
zul compresiunii excentrice gi propun relatii de calcul In acest sens 
Din punct de vedere al normelor de calcul, numai EURCODE 3 DIN 
I8800 /2o8/^/214/ reflects in mod corespunzator aceaat& problem^.

4. Relatiile din tabel gi normele de calcul nu reflects in mod 
corespunzKtor cazul elementelor nerigidizate (tipul*C in f^.8.4). 
In norme de regula, se indict criterii de limitare a supletii de 
pere^i pentru aceste elements. Se poate remarca c3, gi din aceat 
punct de. vedere EURCODE 3 gi DIN I8800 sint normele de calcul cele mai evoluate intrucit prev^d relatii clare pentru aprecierea 1&- 
timii echivalente a elementelor nerigidizate. In /163/ PekUz aratA c.S relatia lui Winter care stR la baza normativului americnn /2o9/ 
se poate utiliza cu succes pentru calculul la^imii echivalente oen- tru elententele nerigidizate cu conditia cl in expreaia (b)t lulO^y 
sa se introduca valori corespunzXtoare ale coeficientului voa- 
lare K- sint indicate in acest sens rezultatele obtinute de iOilyanaran 
/12o/, /121/. In /189/ Thomason propune introducerea conce-tului 
de grosime echivalenta pentru evaluarea caracteriaticilor pome
trice echivalente a elementelor nerigidizate . Acest concent, con- 
firtnat de rezultate experimentale, a fost preluat de norrna suedeza 
STBK-NS/216/.

8.5.2.4. Formula pentru determinarea caracteriaticilor geo
metries ale barelor cu pere^i subtiri forttat * la 
rece in starea poetvoalatl a peretilor tinl'ii seama 
de efectul imperfectiunilor /58/.

Plecind de la teoria lui Koiter, in cadrul unei lucmri ou- 
blicate in anul 1976 "/2oo/ Zorgno stabilegte douS relatii cal- 
cul pentru determinarea la$imii echivalente pentru pere^i i ^.gidiza- 
ti gi respectiv nerigidizati in care introduce efectul imp^rfec- 
tiunilor geometries cauzate de voalarea initials a peretilor, w^, 
dupa cum urmeaza:

a) pentru elements rigidizate :

4

(8.21)

in care w rezulta din rezolvarea prin incSrcari a ecuatiei te gra- 
dul trei de mai jos : . *(_!BL-)3+3(_:_)2 [o,733k(k-l)+ 2 (-^ )^]+o,733k^ = 0(8.22)
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b) pentru elerente nerigidizate.

- "t^*= 3793* [1+ 2.93 : ..23)
o '-'max

pentru determinarea lui w fiind neceaar^ rezolvarea ecuatiei : 

t t L^'O75k(k-l)+2(-^)^ J+l,o75k2 = o (M.24)
In relatiile (6.4) - (8.7) s-au avut in vedere nota^iile : 

&<,r = 3-^ <"b"^ (1-25)

k = —GT-^med
Daca luim in considerare 

critic : expreaia general^ a efortului unitar

2" ° 12(1-9^
in care K este cdeficientul de 
luat egal cu 4 
ma:

voalare,
$i introducem un factor care in relatia (8.25) a fost 

al imperfectiunilor a^ de for-

b

c = —---w w+w^
relatiile (8.21) gi (8.23) devin respectiv :

(8.28)

-nai c ___HE—( b/1) ^ ^max t

specifLitate ,
-^=[^54.-^

Aga dupa cum este cunoscut din literature de 
/37/,/43/,/44/,/75/. coeficientul de voalare K variazi neitru elemente 
rigidizate intre valoarea 4, corespunzatoare rezem&rii articulate a 
peretelui subtire pe cele doui laturi gi, respectiv, valonrea 6,67, 
coreapunzatoare rezemarii incaetrate. In mod similar, pentru elemente- 
le nerigidizate valorile limits ale coeiicientului de voaLire corespun 
z&toare celor doua cazuri de rezemare sint o,425 gi 1,277. Winter con-! 
siderS in relatiile sale, care stau la baza majorit^H nirmativelor 
pentru calculul barelor cu pereti subtiri, utilizate in .U.A. gi Eu
ropa, valorile k=4, pentru elementele rigidizate gi. respectiv, k-0,85i pentru elementele nerigidizate. Cu aceste valori, inlocuind in (8.29)j 
gi (8.3o) gi avindin vedere ci, in general, rezulta pentru
OL 37 (C*^= 24ooc

- elemente
daN/cm^) : 
rigidizate:

(8.31)
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elemente nerigidizate :
c ___H— 

(b/t)2 . 3?)
r^ntru evaluarea coeficientului imperfectiunilor geometrice^ 

se execute pro-
-aceate toleran- 
la^i, in confor-

este necesar S3 ae examineze toleran*;ele cu carec w
dip tabla sub^ire. In tabe^.ul 6.3 se prezint^ 

^e, pentru sortimentele de profile executate de I.M. 
mitate cu catalogul TERPO-1973.

Daca,se accepta pentru voalare o deforma^ie w __
de mnrime'cu grosimea t a peretelui, in,con3ens cu literatu 
cialitate, se poate da o reprezentare grafic" factorului c.. 
tie de t (fig.B.lo).

egala ca onin 
a de ape
in func-

tabeiui &3
tMFERFECT'U^ DE F/\BR!CAT)E. L^BARELE-durERETt SUBTtm 

cotatogrERFo 073 tM t^st '

ti[ou) sec hunt i ttpu] tm)ocrFecrtunn Qeomett .e

C Ll.c T-.L If
unghtu! 
de co!t

ondu!a - 
^-icimorg

Carburet rasu^' ca
toca'.a tota!q !cca!a ^orafa

2mm/m ^mm/m 1mm sL o,5mm 0,5mnyL

t
Emm]

CvcWW 1*
1 mm V/ mm

1 0.5 0,33
1,5 0,6 0,428)
2 0,C6 0,5
2,5 0,714 0,55
3 0,75 0,6
A 0.30 0, GC6
5 0,303 0,714

Relatiile ("8.31) $1 (B.32) ee pot reprezentagrafic nentru di- 
ferite valori ale factorului c . In figure 8;11 $i 8.12 ae -rezintK 
aceste diagrame pentru elemente rigidizate $i reapectiv, ner^gidiza— 
te. Pentru comparable s—au reprezentat variatiile date e rela— 
tiile lui Winter ?i Zorgno, precum ?i de normativul american, Aisl 
Specification 1981 Ed. ?i de normativul Comisiei Comunitabii nuro- 
nene EUhOCuDE 3-1984. TotodatH a-au reprezentat rezultatel- cerce- tarilor experimentale proprii realizate in laboratorul Cat^irei de 
Constructii Metalice ne profile cu sectiune L^n_, 
tntele ob^inute d& c"tre K18ppe-L ps nro^ ±le cu sec$iune L L *

Se remarca in zon- de supleti nimise in nracticn ingine- 
reasc" o bunt concordant R relatiilor propuse cu rezultater? ex-
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100tbe/t
o f.v K)rin!-,^'i (n r*VFlO9

pig. 8.11

50

40
.0^

EU^OCODE 3i DiN 16600
O/b UZU

i?y 130

Winter
^tnler (K<0,5)

[ig.
perimentale ?i cu normele de calcul pentru valori ale factorului i^pcr- 
fect;iunilor de o,5 oentru elementele rigidizate ?i resnectiv o,75 
pentru elementele nerigidizate. 
reln*;ii pentru calculul Utimii

- elemente rigidizate:

Cu acest(? valori rezult" cmatoarele 
echivalente.

Q^.— —E— I -& 
(b/t/*^ ^max

(8.33)
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elements nerigidizate :
b e
t J .o + max **

se prate determina In^i-ea echi- 
nr^^nini* efectul imperfectipnilor geometrice i^torate
procesuluide laminare sau mdoire a profilelor cu pereti subtiri 
formate la rece. Pentru coeficientul de voalare K sint cunoscute re- 
/^/ mtr-o aerie de lucr^ri de soecialitate /43/,

: (44{! /12o/, /121/. care introduc efectul gradului de incastrare e- laatica a peretilor subtiri. Se poate aprecia, inaS, cS pentru cal- 
practice se pot utilize valorile oronuae de Winter : de 

I stabili relati de tip (8.33)'gi (8.34) pentru coefi-
! oienti de voalare diferentiati pe tipuri de pereti din relatilie genepale (8.29) $i (8.3o).

8.5.3. Determinarea curbelor de voalare.
La caloctiul International de atabilitate de la Paris, in 1983, /49/ s-a pus cu acuitate problema elaborSrii unor cur be de 

voalare dupS modelul celor utilizate pentru bare. Parametrii care ar 
trebui luat in considerare in definirea acestor curbe, sint mai 
numerogi decit in cazul barelor : aupletea peretilor 
fectiunile geometrice gi de material ; distribute tenaiunilor re- 
ziduale ; legaturile cu peretii adiacen^i; etc. Totodata, aceste 
curbe ar trebui aS cuprinda intr-o manier^ unitary compresiunea 
cettricK, excentrica gi compresiunea cu incovoiere.

Daca relatiile (8.33) 5i (8.34) se transform^ dupS mcdelul 
(8.2o) se pot trasa curbele de voalare din figure 8.8, 
tru peretii subtiri (pl'ci) realizati din OL. 37.

val* uile pen-

Se pune in evident buna alegere a factorului de imoer fee tu
ne,c in relatile (8.33) gi (8.34) prin comparata cu testele ex- periMentale.

Asemenea curbe de voalare, valabile in aceasta formS numai 
pentru cazul compresiunii excentrice, se pot traaa gi pentru alte 
calitati de oteluri. In functie de ordinul de mXrime al intperfec- 
tiunilor initials, stabilit statistic pe loturi de profile, gi de 
calitatea otelului, se intra pe una din cele patru curbe pentru de
terminarea supletii echivalente. b^/t, cu care ae intr^ in rela— 
tiile de interactiune cu flambajul general.

3.6. TENSIUN1 SI PORTE CRITICE PENTRU CALCULUL BARELOR CU 
PERETI SUBTIRI. IN DOMENIUL POST-CRITIC. INTERACTIUNEA 
FLAMBAJuLUI GENERAL CU VOALAREA.' /84/.

ComporteLrea unei bare cu oereti subtiri intr—una din formele 
de instabilitate FI - flambaj prin incovoiere, FIR - flambaj prin 
incovoiere-rasucire sau V- voalare poate fi reprezentatX printr-o 
relatie /189/ de tip Perry :

in care
(1-N) (1-NX^) +q,N = o _ _ (8.35)

eate un factor de imperfectuni, iar N- sauC- ?i X ae
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dau in tabelul 8.3.
1,0

0,9

0,6

o,7

0,6

1,0

0,9

0,6

0,7-

0.6

0.5

0.^

I <- !
[CLEMENTE RtGtQtZATE

te/b

1,00,5

^.0,254

1,5 ?P 3,0
^9-5 13 , ,ra 15) valabila totodatti ;i in cazul formelr.'- ie inata-

AMarmurear)U(corfV!
u e^er.cnfe [6M)(&.Kp 35)

ELEME^TE NE6tG!D!!ATE

O.T)---------
0,254--------- & Narmurecmu(Cornet) UrxvJ 

a E*xpcnentc proont

*/=0,25(^<,*3t)

N (G^ ) la voalare.°r °Pentru voalareu pere^ilor Brahar. /17/ propuna rela^ia
= (X ( Av - o.d)Nv ( -36)
maniera urnJitoare

(1 - Nv) (1-1'yAy) 

se eatim^azt inin care
cN v ,med

_ 2- (< .37 a,b)
v.mei " 2Z°1*1

G"^se obtin ce aemisume a ter. iunilor da

in eMY^u coeficientul dat de .28).
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critica de voalare se deternculat pentru OL 37, K = o,85 ?iC(= c. =0^5'. \cu (8,36)RezultS : oentr j A cal-

""de 5= -I- , = 1,5+1,; ^e.38)

ttpu) de. 
instsbih- tc3te. <3" ) N X

________ tctbc.u! 8^

^brmute si notahi

FJ
f Cc

Nr=-^
t NpE

A =±-

6^ ' i ^^^'Onea(^r!o'- .j}timd

6"c t'rrnta decurQere

s\ettctea baret
L -)

Fl!^ N ly Nr. 1J fr J

, L?x -t Ly + Yc____________________

V
Ge

Nv- —Npt
VOcr

- hrn't-a de cur^erc 

^cr K

^-tensiunea uttimcj de -oafare

Se face remarca cA $i aceastS rela^ie este corfirmatS de t: ^tele ex
perimental e /64/, /85/*

QptEToDA Si AiAwORIThi j^N^LAZA .IhSTA ^iLlTATII

SA-*S1 JR CU PHR^TI ZusOuICITATE . ^CMpRN— 
EIUnE CENTRICA SI ^CZl<rKICA /53/,/64/,'.6/,/68/.

8.6,1. Prezen tar general4 a me to lei,
In general, in normele de calcul stabilitate a bfirr.or cu pereti aubtiri, pentru verificarea la voalare pere^ii se consider# 

c * lucreazS cu nigte placi independen te a 1 late Intr—o an t t situatie 
de rezemare pe cele dou^ laturi opuse cere modeleaz^. conex^ *nile cu 
peretii adiacenti, Sercina critic'! de bifurcure a echrilibi ;lui re— 
zult^ din cea mai mica valoare a tenaiunilor critice core&'.nz^toa- 
re nere$ilor comnonenti. Acest mod de ab^rdare in analiza stribill— 
ta^ii barelor cu* pereti subtiri, la care flairbajul general inter- 
ac tioneaz^ cu voalarea conduce la aubevaluXri a capaci tat ii Dortan
te a acestora.

Intr-o lucrare din 197o Unger /123/ propune o metod.u pentru 
studiul stabilita^ii barelor cu sec^iunc dublu T monoaimetrica so- 
licitate la compresiunc cu incovoiere rrin care problems bidimen-
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sionala este redusT la una cionodLmensionuli ^vitindu-ae lr. ^Itirea
matricelor de rigiditate gi de transfer ; ecuatia de stabiiiLute se 
integreaza.numeric, cu metoda Runge-Kutt^ in^roducind conJi^ii de le- 
gatura care modeleaza conlucrarea dintre ob^inind - in final incdrcarea critic^ gi tensiunile critice de flombaj* me
todei lui Unger, Kldppel gi Bilstein /122/ propun un proc^eu nentru 
analiza stabilitSt^ii bar el or cu pereti sub',! r i solid tat e 1 t c mnre- 
siune centric^ gi excentrica. Pornind do la aceaat? r^etod : , i rmula- 
ta niatricial, s-a pus la punct un algor itr. pe baza c*ruiE elabo- 
rat programul de calcul STA13AS.

8.7,2. Algoritmul de calcul*
Ecuatia diferentiala care caracterizeazo comportarea 

tate a peretilor comnonenti ai sectiunii oarelor cu pereti 
to de forma urmatoare :

DV^ w +(^.t ?— = 0,

Ln stabili- 
rtbtiri ea-

(8.39)
in oare D aste rigidita-tea la inaovoiere a clacilor iar pentru defor- 
ma^ia w se adopta o form^ sinusoidal^

w(x,y) = w (y) sin , 8.4o)
unde m $i reprezinta numarul respectiv, lungimea ser inndelor de. 
voalare. Daca pentru muchiile solicitnt-, intr-o sec^iune - * constant, 
se considers conditii de margine de tin -vier, problema t.^imensiona- 
la se reduce Is um moncdimensionala. j,cua*ia uiferential re—zult" prin inlocuirea exnresiei (8.4o) .2.39) se inte^r^aza cu'aju-
torul metodei Runge-Kutta . In figura S.H este' nusi in evl !en-:a moda- 
litatea in care sint luate in consideraij conri^iile de 1 * tur pe 
muchiile i ale profilului.
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Vectorul de stare caracteriatic naciiiei i eate de for n : 
Jut '- -1 Jy^

in cpre M $i T aint respectiv momental incovoietor gi fortn tan- 
gentiala . Intre doua muchii consecutive trecerea se* face ar in 

-inteymed^ul unei matrici de transfer [?] .

U

Se defineac vectorii
yi.

de atare expanda^i U
I pi, respectiv, final ]Uf 

yn , care caracterizeaz^ forma
barei: T

' o

(8.43)
o ^,x(n+3) yo

2
w

T

in

de

"n "n 
y. 

oere^T. reprezinta salturile de fortS 
peste muchii,

Intre cei doi vectori ae stabilegte 
forma :

t&ietoare

o relate de

U = [ F j
-6x(n+3) (n+3)x(n+3) *(x(n+3)

In components matricei tr] intra vectorii deformatiil^r gi 
eforturile unitare:

[F] = ?w ]F(-^L-) jpM rT 
[L "oJL 5y °

in care, apre exemplu :
-T

(8.46)

[0100..
U(t+3)

IT
0 J

tx( n-^3)

In functie de tinul sec^iunii transversals a barei cu ca
ret! subtiri, simnlK sau dublu-conex^, conditiile de margins 
se introduc adeclrat prin intermediul vectorilorjy Isify

In funcSie de tinul sectiunii

F. "o

n

o

o

T

T
0 0 0 0

n
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In conformitate cu aceste conditii de marline sistemul de couatii (6.45) 
se simplifies printr-o partitionare coresnunzitoare. l-or-^le critice 

se obtin dm ednditia ca sistemul de ecua"ii (8.45) s4 adritl solutii 
distmcte nebanale. Programul STAdAS elaborat pe baza ace: tui algoritm 
eate prezentat in capitolul X , cu exemple numerice si test * exnerlmen- 
tale de comparetie.

8.8. COKCLUZII
Problemele de atabilitate ale structurilor cu nereti aub^iri ale 

stavilelor metalice se incadreaz^ in problemele generale ale comportM- 
rii critice $i postcritice ale plScilor plane gi curbe. derele cu pere- 
ti subtiri, in calculele de atabilitate se trateaza, la rirt:iul lor, ca 
atructuri compuse din placi plane subtiri. Din acest punct de vedere 
rezultatele atudiilor de atabilitate intreprinae pe bare ct; pereti aub
tiri igi vor g5si intotdeauna aplicabilitatea in analiza stabilita
te a stavilelor, cu precXdere in cazul acelora care ae pot jchematita 
fizic cu bare cu pereti subtiri aau ca suprafete-priamatice lungi.

In ultimii ani s-au realizat un numar foartemare de studii ,1 
incercari experimentale, atit pe panouri izolate, rigidizate sau mi, 
cit gi pe bare. Aceste cercetKri experimentale au fost completate cu 
studii teoretice bazate, in general, pe simularea pe calculator a com- 
portSrii elementelor cu pereti subtiri orin intermediul metodei ele- - 
mentelor finite. Aceastl tehnicS permite in prezent introducerea in cal
cul a imperfec$iunilor geometrice gi de material. Pentru calculele 
practice, in proiectare, sint necesare metoae simplificate, justificate 
insX cu rigurozitate prin teorie gi experiment. Din acest react de ve
dere, metoda la$imii echivalente asigur" gradul de simplit? te cerut 
de aplicatiile ingineregti, fapt care face c.4 fie acceptat in aproape 
toate normativele enre ae ocupl de calcul <1 larelor cu per subtiri. 
In aceastn "competitie" a normelor de calcul conceptul de " Id^ime 
ectlivftlent^ " este dmcfundut^ in avnf[L'!.' compara^ic cu ' ncuptul de 
" grosime echivalent" " , amintit anterior, sau cu conceptul de "rigi- 
ditate echivalent" " utilizat cu succes de o serie de aut<e-i in cazur 
rile de interactiune a flambajului general cu voalarea /98/, /177/. In 
/79/ Edlund stabilegte o rela^ie de leg'tur^ intre IStimea chivalentn 
gi rigiditatea axiala relative definite cu e.jutorul modului de elaa- 
ticitate secant Eg, nentru cszul plScilor comnrimate.

Relatiile (8.33) gi (8.34) intrunesc conditiile de sinmlitate 
gi exactitate tehnica cerute de proiectare, iar curbele de voalare 
propuse pe bare lor re rezinta o oremier^ acest domeniu.

Itelatia (8.35) of era posibilitatea abordarii intr-o rannierS uni- 
tara a fenomenelor de instabilitate a barelor cu pereti subtiri, eva- 
luarea imperfectiunilor gi a luiG*^ respectiv conform r.etodologiei 
nr'tute fiind bine confirmata de experimenter

Programul de calcul STAdAS, realizat pe bazuu algoritr.ului pre
zentat, este de asemeni o premiers, fiind un instrument de calcul gi 
investigare teoretica deosebit de util in proiectarea unor structuri 
eficiente din bare cu pereti subtiri.

In final, se face remarc3 c3, tinini seama de rezultatele prezen- tate in acest capitol, se impune revizuirea bTAb lolo8/2-83 , care ea
te deficitar in nrrvinta evaluarii rezistentei postcritice a barelor ; 
cu pereti subtiri.
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CAPITOLUL IX

CERCE±ARI EXPEkIHE.<fjiL,E ASUPitA COL.PCjt&Ai-tII PCbTCklflCE 
bAAELOK CU PERETI oU3TIRI rUKkATE RECE SOEICIlATE 

LA COMPREJIURE CEAl'RICA SI EXCEi.fRlCA. /6o/, /86/,/B8/ 
/E9/.

9.1. 03IECTUL CERCETARILGR
- Barele cu pereti subtiri formate la rece, solicitate It compre- 

siune, igi pot pierde stabilitatea prin flambajnrin inccvoiere sau nrin 
incoyoiere-rasucire, cu sau fare voalarea peretilor component. Lua- 
rca in conaiderare a interactiunii acestor fenomene - vonlrr-^n necons- 
tituind o stare limita ultima - gi cercetarea conlucrarii n',< lurilor in domeniul post-voalat, aspecte mai outm cercetate in pre?. :,t noatc- 
constitui o sursa insemnata de economii. In baza concluziilor din/75/ gi /9o/ , care indica existen^a unui numlr mare de incerciiri pe profi- 
lele inchise, dar un numlr redus pe cele ueschise, cercetarile experi
mentale au fost axate pe orofilele deschise. Obiectul cercet trilor eate determinarea experimental^ a inc^rc^rii ultime, a tenaiunilor maxime 
ultime, a numarului, lungimii gi amplitudinilor semiundelcr i' voalare, 
precum gi a caracterului pierderii stabilit"$ii barelor cororimate. Cu- 
noagterea acestor marimi are drept scop testarea gi fundar:e: t irea unor 
orocedee noi de calcul, in domeniul post-voalat, privind det ri.-inarea 
incarcvrilor ultime, a tensiunilor critice, a l"$imilor ecr.i nlente 
reduse, a rigiditatilor reduse etc. necesare studierii for:.:-rl r de ins- tabilitate- cuplate.

Rezultatele cercetarilor experimentale aucascop, deci, a" vali- 
deze procedeele de calcul propuse in capitolul 7111, pe .e o <arte, gi 
si asigure un fond de dute gi informatii cu cur&cter expert;.-ntal gi 
fenomenologic pentru studiul comoortarii curelor cu pereti cuotiri gi 
a structurilor,ce oot fi tnodelate fizic c*-. bare cu nereti s:o*iri, pe 
de alt" parte.

o,2. STA3IL1REA PAicnJ..SAtj..LLk PROGi,Ai..L^ 1

Pe baza ccnstatarilor exouse, cercet'irile au foat orientate spre 
profile monosit:,etrice , L , fKr 1 reborduri gi spre profile sime- 
trie punctual^,"!- , cu ieborduri, care au indieii gen*?rali . iuin^are 
le rece cupringi in intervalele : l^h/bs= 4,5: 2o&b/t^7 < ?i 
o,28^ i /i O,8o.

Pentru ob$inerea unor rezultate exrerin.entale de Iar, utilize
rs carecteristicile geometrice ale bereior incercate, ext: ,ce din do- 
meniile indicate, nu fest stabilite in o on narametrilor : = o/t
(zveltetea de nerete a t"lpilor); t,(grosimea neretelui J;m = i /i^ ; = A^/s gi = A y/s; -ntru care s-a clutnt incadra-
rea in valorile proouse m tab.9.1. oentru doun categorii * lungimi 
de bare (lun-i gi scurte). Aceste valori asigurl un cimp d? investiga- 
tii exnerimentale suficient de cuprinz"tor. C.u parametrii t ;
k =h/b ; nroougi in ten.9.1 s-au obtinut /' lorile uimensiun-lor prin— 
cioale (b*. h) ele tuturor sectiunilor trnnsversale gi proi^ieleLsi L 
alese. Rezultatele sint redate sintetic in tab.9.2. , din e re au fost

BUPT



-156-

tabeiul 3 1
eem param vqtori propuse

JU s*b/t 20j25,30i35,4O,
Cu o (D

oO

tErrvn] 1,50,2,00;3p0^.00,
k.b/t f,OJ,5,2p,2.5^P,
m-'-y/ix 0,30;0,W,0,55,0,80;

ch 
c

D X)

0^5^pD;1)5O,3,0O^
Ax 30,35j4O,45}60^

ly'Ay/s 2,50; 3/X); 3,50/tWP
Ay 15,90; 105; !40;

JL?
A-Z) 
o10
t- 
B

*9x*^x/s 0,50; 1,00; 1,00;
20; 35j 30 ; 40;
1,50;2PO;2,50;3^,4J
50;C0;7O;50;

excluse nrotilele cu valori m = iy/i.^ '^-Ttctive prea di: rite 
de valorilc proouse in tab. .1. 
In tab.c.3 in baza naramecrilor 
propugi, =^/a; hy =Ay/'; 
s-eu deterninat zvelte$ele ba- 

, A- A , ?i lungimil^ :eJ flambaj am incovoiere i *t-
y atit pentru barele lungi cit $1 

pentru cele scurte. In mod . i.ai- 
lar au excluse lungii.il^ de 
flambaj e -respunzAtoare svelte- 
Selor ?i A.„ diferite d^ -.nlo- x y
rile propuse..In baza lungi .ilor 
de flambaj astfel determinate, s-a ales lungimea barelor lungi *t=18o 
cm, ?i a barelor acurt? t=12o cm 
(bare dublu articulate la e: re- 
mit^ti ) tinizindu-ae totountA 
gi distance dintre aparatele de 
incSrcare , ale presei de ilambaj.

Au rezultat deci ditrensiunile profilelor, lungimile geometries? ale 
barelor gi parametrii efeotivi, reda$i in tab.9.4. Aceate bare au

tabctu! f' ?-
tip
e)e- 
ment

^arametrn propusi Ya'cr' obrinute_____________ 1__________
5- — t

t 
&nm]

t
[rnm]

h*k.b 
(rnm)

feiu! 
sccitunn

Ly 
[cm]

Lx 
(cm]

L y 
Lx

2,0 40,0 2,0 80,0 MO .40.2 1,26 3,19 J. 39 5
o 20 4,o 60,0 80,0 MO ^30- 4 2,60 3,3? C.T76

r r? 50,0 2,0;2,5 100-.125 Cf1px55A2 1.74 4,41 ^.^96
— 25 3,0 75,0 1,5 112,5 (120 X&0.3 2,50 4,95 0.524

<L) 30 2,0 60,0 1.5 00,0 (100x65x2 ?.11 4,13 0 510
O_g 35 1.5 52,5 3,0 131;156 1143.50,70.^ W 5,16 0,273

40 1.5 GQO 150; 150 11O.E0,!0J3 1,64 6,C9 0275

fost incercate la cotunresiune centric?! gi excentricS, tre: te de 
Inc^rcare, pint la nierderea stabilitA^ii. ^-au incercat 39 ? bare,
E siT^rticulate spa^ialla capete pentru ilambajul dm Incovoiere, 

reapectiv incastrpre, ^er.tru cel din r?sucire. Atit pentru1..^^ n^ntru cele scurte $a-au prev zut cite 3 modur^ ue apli-ne
2 cm)

ex^

a-au prev"zut cite 3 moduri excentri
'x "

= 2 cm, e^. = 0) ; 
iner^ie e^ = L -? 

fost stabilite in ianC^ie

lungi. cit si pentru cele scurte *a-au prev zut cite 3 
care a inc^rc"rii : a* centric (e^ = o, e^ *axa minima de inertie a sectiunii oentr i profileleL(e 
reapectiv pe axa maxim" la profilele 1, (< 
centric, pe bisectoarea axelor principale 
e = 2 cm). Llrimile excentricitAtilor n
y
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tobetu! ?

de sensibilitatea profilelor la r^sucire gi voalare, in c :;iormitate 
cu / /, prin incercari preliminare. b-au utilizat doua ca* -orii de

3ectiunea

bare iungt bare scurte
parametrii propu^i

5^

parametni pnopust
nx.ŝ

A,- 
-n, 5 ? 5 *y- -nyS

tfy Ax- 
0x3

-Ay
7 s

Ay- 
ly 5 Ly Ay

[60-40-2 3,00 60,0 191,C 7,00 140p 176,4 w 2,00 4qo 127,5 4,50 50p 43,4 nep

[60-30-4 3,00 60,0 201,6 3,50 70,0 1M,0 180,C 2.00 4o,o 2,50 50,0 ' 50; C 12Q[
[110-55-2 450 37,5 165,4 4,00 cop 174p loop 1,00 25D 110,3 2,30 62? 1C^^ 120c

[120 -60-5 1,50 37,5 1$5,6 3,00 75,0 194.3 W 1,00 25p M3,6 spo 50P 1?9,5
[100 -65 <2 1,50 45,0 135,9 3,00 90p W,! W 400 30,0 123,9 2,00 60,0 126,6 '3H

1140-50^1,5 1,00 35p 202,3 3,00 105,C 165^ 160/: 0 50 17.5 101,2 S,00 70,0 40.6 no,o

1160-60.20,1,5 0,75 30p 200,7 2,50 100p 184P 160,c 0,50 20,0 133.8 1,50 60.0 <!0,4 20P

oteluri , OL 37 gi OL 52. Toate barele incercate au fost c ::fectionate 
din tabla, prin formare la rece. difectul ecruisarii, deter: inat pe ca
le experimentala, in raport cu limita de cur^ere, corebpun:? unui spor

tetbe u! 9.^
caracter'5t)c)[e aeometrice 
ate sectiunii tra^syer^ale

bare !utn^i . bare scurte

sectiunea
)

A. 
h b

St' 
b. t

S L *
b.t

lx 
tan;

i-y 
Rm]

Ly? 
/LA Ax X. Ax Ay 

St Ax A \ Ay 
St

[60-40-2 2.0C 19.0C 38.CC 3,19 1,26 3395 - - - 3^62 95,23

GO

502

[HO *55 *2 2,00 26,50 53pQ 4,41 174 0,336 40,52 103,27 1.54 3,90 27,21 6497 
se, y

2,60
[100-65-2 1,54 31,50 4$0C 4,13 3^ OS'O 43,56 85,5C 1,33 2,71 29.06 f,8!
Cl?0 "60-3 1,50 25p7 3g.0C 4,95 2^59

1 '
qs24 36,37 6947 1.42 2,71 24.24 46^3 0,94 

rag[60-60 -4 1,00 19,00 1600 3,36 2,60 0,776 53.5G 69,18 ?,82 3,64 35,71 4^^5 2,43
1140.50-20.1,5 2,60 31,35 91,40 5,76 1,5% 3,273 31,14 113,92 0,99 3,63 20,76 JS,95 CLG 2,42
7160*60.2045 2,65 38,00 104,50 6,69 1,34 3,275 2691 97,80 0.71 2,57 1334 65,22 0^ 12

maxim de 16,4/*.

tf, cu 
realiza- 
nrin rK-
"rcare:
cm,

area excen-

Incercarile s-au executat ne o presl de flambaj de .. 
dispozitive universale de prindere gi inc rcare, care permit 
rea lungimilor de flambaj prin incovoiere, *Cj, stabilite, n 

rezultate din dimensiunile dispozitivelor de 
t = 18o cm; fj " 12o c^, dublu articulate spatial ; *tj = 1 

= loo cm, dublu in-castrate (la r^sucir^); precum gi ar'Ic r
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'' i H
?O/1.,
ci adezivi

lor

r
i

. L JF

zi- 
i! itl 

, in 

tricita^ilor prev^zute :
Pentru masurarea deforce* 
s-au utilizat traductori 
aectiunile transversale de 1& mijlocul b*r 
punzatori. La barele cu rrosimea t = 1 5 -_rr 
traductori in sectiunea transversal^, la ex
aripilor, ininilor $i la treimile acestora ; la cele cu t-2 
t - 3 nun, cite 6 traductori, la extremiti^il^ aripilor si in? 
la cele cu t - 4 nun, cite 12 traductori, Joi cite doi fatS 1.. 
Suplimentar, s-au montat traductori - In ultlmele bare - gi i 
sec^iunile din vecinatatea reazemelor. Pentru deoistarea ef^-' 
voalarii la profilele C s-au fixat treductori gi'in dreptul 
melor gi minimelor undelor de voalare, ale extremitStilor t 
corespunzStoare semiundelor cu amnlitudinilc cele mai cAri. 1 
$ia semiundelor - la o treapta dat" de inc rears - a foat s'- 
prin incercXri preliminare, iar fixarea traiuctorilor efectu; 1 
pozi^ia descSrcata, a barei cu adezivi rarizi. Masurarea defo:
tiilor specifice&a-a efectuat electrotensometric cu o punte dr 
sura de preoizie, legata la cutii da comutare cu echiiibrare, 114 
montaj electrorezistiv compensator de temperaturi. DenlasArll^ rea
zemelor gi mijloacelor barelor s-au m^surat cu microcomparat are 
[l/loo gi fleximetre l/lo. Deformatiile din vomare s-au m^sur;- cu ^rigle gradate tip gubler gi cu microcomparatoare cu fixare m" 
,'cS pe inimi. Incarcarea barelor, cu forte de cemnresiune cen* 
sau excentricr, s-a f^cut in trepte de incV-care cresc^.toare, 
? =(2,5 ... Io) KN, dupr caz pentru care s-^u stubilit, oe li 
dat^, valorile deformatiilor specifics din '.faj<.ctori, m^.rimi 
deplaaarilor din microcomparatoare gi flexi. -tre, arecurr. gi 
lungimea gi amplitudinea semiundelor de vc^lrre. ^up cedarc- 
lor s-au stabilit marimea inc^rcarilor ulti;.* ; ? max gi car 
ced^rii.

9.4. ANALIZA Fsi!<ZULTAl'4S^-^ .^ -o-A-r*1A
Rezultatele cercet^rilor experirr.entnlc efectuate pe - 

lungi gi scurteC Ilox55x2 ; Cloox65x2 ; C 12ox8ox3 ?i 8ox& 
rele 1 ... 29) sint prezentate sintetic in taoelul 9.5, iar 
tele cercet?!rilor realizate pe barele1^14ox;,x^oxl,5 gi 

. ^L16ox6ox2oxl,5 lungi ?i scurte (barele ;o ... 39) aint p 
in tabelul 9.6. Valorile 6 giG" ob^inute re cele 39 de oare 
tul traductorilor, a-au renrezentat grafic, treote de inc -me, 
pentru fiecare traductor in carte. S-au oo^-nut 5o de tamillt 
diagrame &-P, reanectiv(^-P. S-au reorezentat de asemenea 
mele denlaatrilor u - P, v - P din dreptu'. sectiunilor cu '.r 
tori, precum gi diagramed amplitudinilor semiundelor
bA - P, ale talpilor nerigidizate. b-au ob^nut 32 de famili- .e 
diagrame. Spatiul limits nu permite prezentsr.a acest.r diurrnme. 
Pentru exemplificare se rrezint- diagramei? ^^n r.g. * * * ; 9.3. In tab.9.7. sint indicate conaumurile -edii de o^el rn- t.-t- te la unitatea de for^a respectiv de tensiune ultim , In fi'. . , 
eate ar^tatS vnriatia inc^rc^rilor ultirne, .In functie de sveltetele s^( L) gi a^(D al? peretilor sub .r.,

ba- 
Ita-

:rep-

gra- 
iuc-
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favorabil nl zvelte^elor de bar" al 2onlucr3rii din dcr nijl post 
voalat.

ft put baret 73

tn
ce

rc

excen- 
tricitaie Pmax 

&aN]

semtunde 
de voa'.are ^"DX 

datJ 
(,ctrr

(cr ma 
de n^ta* b ' a te 
b A)e*

(cm)
ey 
[cm] nr a. 4 bA^ 

fam

o

(-

u 
o 
<o

«

3^

(D
-B

[110x55.^
OL 37 1 1 0 0 6500 5 320 1,10 V' K.ntnn

[100-65-2

OL 37

2 1 0 0 6550 12 }133 1.95 1959 -L- -' "'1^
3 1 0 2 5000 1*^ 133 1,$7 2453 V 

' ' ^1 rM
4 1 2 2 1600 14 115 1,40 1717 t.R 'J MV

[120 <30.3

0L52

5 1 0 0 15500 6 267 0,56 LR \i
6 1 0 2 13000 6 267 1,21 3010 LR
7 1 2 2 7300 4 400 0,55 2605 1 R V

[80 *80 -4

0L 37

8,9 2 0 0 20000 5^ 320 1 2436 2^ V

V),11 2 0 2 14900 5* 320 0,45 2233 t R V.NI^

12.13 2 2 2 9400* — — q96 226t V V 
:RVM tM

E 
o 
o CP

L-

E 
(J
CD cO-

JU
C- 
D 
(J tn

O 
O

C30^0*20L37 !4 1 0 0 5500 -r 143 '.10 - i y v
15 1 0 0 7300 5 200 1,15 — vn\rrr t R

[100-65,2

OL37

16 1 0 0 7000 5 200 2p0 2190. V si %rr)^ I
17 1 0 2 5700 6 125 — 2461 v ) R

18 1 0 2 5900 ii — — V R
19 1 2 2 3100 5 200 — 2510 v R!Y t R

[120-80,3

0L52

20 1 0 0 20900 6 167 1,00 3774 LR

2! 1 0 2 14000 5 2.00 2,00 4299 V R

22 1 0 2 11700 — — — — Y rn^.!
23 1 2 2 6000 4 250 — 1635 <?

[60x60.4

0L 37

24,25 2 0 0 20000 9 ' 111* 0,31 2701
26,27 2 0 2 15 500 9* 111* 1,21 2646 V m''
26.3 2 2 2 6100* — — 1,70 2772 V

NOTE. *) va!or< med" d<n doua tncercari
i) numarut maxim a) senniundeior devaloare pe ta)p! . 
zltunaimea medteaserniundetor de vafoare tQatnteaccdarn, 
3')amphtudinea maxima ct 5em<unde'or dewa)oarepe*a!pi. 
4)i-r)co^o<e"e R-toratune :v-va)oare

M^-cedarea are toe !h dreptu! unei maxtmc de va oarei 
m^-cedarea are^oc bdreptut unut mtnimde va^oore,
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fipu) barei
c '8

excentrj 
fortei Pmax 

[daN]

nr de scrrrunde 
de Yaioare o

—5

[mm]
%ax

forma

ins'Qb!'' - 
rate 4)

Z A 
on;

Cy I 
[an'

6) 
Kl

71 
T.

a)
Ti

3]
1

cn 
c D
U t-

1140-50-20 
*1,5

OL52
1 0 0 4000 & 3 7 7 9 *2DC M65 IK V " (T.l'

31 1 2 2 22 50 5 5 5 5 4 320 326C 1 V 7)'*
1160-60. 
.20. 1,5

0L52

32 1 0 0 6750 7 7 6 6 7 2545 LKVrr/(T,i)
35 1 2 c 3000 6 6 6 6 7 265 2165 I.K V^^T.D
34 1 2 2 2500 5 6 6 6 5 260 2690 1R V

12i^-13U (O

1140.50-!0 
- 1,^ 
0L52

35 0 0 4500 — — — — — — 2475
36 1 2 O 3000 6 7 7 7 7 143 2469
37 4 2 2 3000 7 7 7 7 6 143 S36C

1160 *60. 
. 20 *1,5 

0L52
33 1 0 0 7000 6 6 6 6 3 167 2215
35 1 2 0 3500 7 7 7 7 143 2471 Rv 1

NOTE. f) j 2; 4), 1 , K; V; - vez< t*Qtoe! 3-5 ,
5); 6) pe reborduri 7)^ 6) pctQ)pi. pe mima

t!be!u) 7

tipu] 
bare)

Cx-0 , €y -0 jex*O(2)cmjey.2<;o)cm )e* - 2crr) ,?y < 2 cm
^mqx cy 

nw V ^rnan
mot V <na* ) mg* Fman V f*d<licrnj

IN
daN cm* w& &N 

Uft*
[KN daw 

ciin Cm* Cm !
1

[ 0L37
100.6 3.T 65.50 1969 826 12.7 41.7 50 pO 2458 838 ^66

Lapp
CH7 826 46,0 [4&2

CT
C 0152
120-SO. 3 )55,0O 1515 9,75 — 130PO 3010 1515 117 3^4 16,00 2605 1515 19,5

C :
30^0-4 200,00 2436 <730 8 65 712 149,oq 1730 11,6 77,5 3400 1253 !7M 19,4

tu "L a.St"
140.50.TM 40,00 2665 160 19,0 26,5 — — - - 22,50 5^0 T6O 2^4

E t oisi
160.60.30.1.5 67,50 2545 868 12,8 34.1 30,00 2165 866 29.0 40^ 25,00 2690 W .^2 3^3

10,00 2190 552 7,90 25,2. 53.0C 2461 55^ 5,55 2^5 2340 552 178 22.0
t?
t-

ITQ,.^
309,N 5H4 1010 4.64 26,3 12^00 4299 1010 7.85 23,5 aqoc 1633 <010 <3,6 6^8

ID 4J 20Q,0t 2101 1150 5,15 41,4 155/X 2C^ 1150 7,45 43^6 ai.oo 3772 1150 f4*.2 41,5

U
t 0151
140.50.TO. 1.5 45,00 2415 505 11,2 20,4 aqoo 2469 505 16,6 30,4 30,00 4380 505 16^6 llii

t-
10,00 2215 575 8,20 15,6 35,DC !471 575 2L1 23,3 — — - -

Ein anaiiza dianramelorC*- P rezultn c:. variatiilc tr 
lor no grosimile nereSilor sint mici la coHorile yofilelo 
cresc snre marginile talpilor nerigidiza.e, ^u cti. mt.i .u^ 
nunctelo de m^sura sint r.ai aprcpiate a? r.-ximele sau , 
undelor de voalare. DatoritS aceluia?! motiv, nrecum ?i din 
imoerfectiunilor geoir.etricc ?i mecanice, .en^iunile nu sin. 
tizate n caz^

tor - pina la treptele de mc^rcare ... 0,7o) P max,care creeterile aint nrenonderent neliniare. m cazul bar^.

r mr 
t .'4 Clt 
ni aele
c ri aza
ren^r-
1 une 

.clor 
riduc- 
:apa
r foarte
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.C&JaN/cm'] 
2MQ...

715

HOC

900

713

i** ....
rtaMLTM I?)

Tit 'J *1^

1M6

1H3

234

156

'443 
,401

TH 
T20

in 3

Tf4

Tn.TO16.72f
T'5 1W4

EQO

!=* tCdQM]

oub^iri, <unn crepte- 
rilor lininre acade 
mult, lor comoortarea 
t&lpilor lifera eaen- 
tial de comportarea 
inImilor, datoritA a- 
parHiei :;i modificA- 
rii numSr 'lai pi po- zitillor .?emiundelor 
de voalare, la crep- 
terea inclrcSrii. Din 
interpretarea diagra- 
melor U - P, v - P, b^- P, recall" gi o 
mare di t'eren^S de com- 
portare Intre barele 
lungi pi scurte. La 
primele apar incovoie- 
ri aau rSaucire mari, 
de ordinal II, inao- 
tite de ainplitudini 
mai mici ale aemiun- 
delor de voalare, in 
timp ce la barele acai 
te iau najtere inco- 
voieri rlauciri de 
ordinal 1 mici, cu- 
plate cu umplituaini 
mari ale u:idelor de 
voalare. ^tudierea 
diagramslor P - a in
die" o ac idere impor
tant^ a incircSrilor 
ultimo, r rax, la 
crepter-.-.-: /.velte^el 
de perete, reauectiv 
a excentricitS^ilor 
de ino"rcare. Jc"de- 
rea cea rai inaemnatR 
coreapun ie crepterii 
zveltetei ae perete 
a tUpilor nerigidi
zate (L ). L'in anhli 
za conaur. trilor de 
o$el (too.'.7) rezul- 
tS c$ barele C < ai 
groaeesint mni ecnomice in 
raport cu cap';citatea 
de inc"r- - re P max, ii 
timp ce arelr* Lpi T 
fdarte aub.iri au un 
consum r - *lc de ma
terial di: nunctul de 
vedere /' lorii ten- 
aiunilor max.

. . 2
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------- deptosare - v-

9-
6-

7- -

6 -

5

4 -

mtcrocomparator pe minima) unoet de va)oore rretmea supe- v rtoara a barei 
MCi microcomp. pemaxtmu) undei de ' ^d'Qdre tn zona centraia a barei

8,85 own

,^8,oomm

-3

3 -

2 -
1"

4'130 cm 

' 460 cm 
OL 37

[60*30 .4

^5Stmn 
"1?3 
*MC)^C0mmWtnm

-Uj-v

F'gs.j
6,9 [

-iaooa

2) t -160 cm
-12000

-40000 4ZJ3C

- Booa

-6000

- 400&

2000

t-ieocm

3°T*! 33T.

O ^0

g 4600&
E

D---14000

2000

36

4C

o

5.

Cer : rile e- 
fectuute in evi- 
den^a exi.-ienSa unei 
interacSi:ni compli
cate intre fInmbajul 
prin incavoiere-ra- 
sucire vo^larea 
pereSiler 'i demona- 
treaz^ caL.aiexi tatea 
fenomenelor care iau 
nagtere i titipul 
c up11r i i famelor de 
ins tnbilit; creg- 
terea carcitatii de 
incSrcare prin utili- 
zarea doneniului poat- voalat, modificarea 
subatanSiala a legi- 
lor de variatie ale 
tensiunilor pe secSlu- 
ne la cre?terea for- 
telor de con.prealone,' 
form^rea ?i migearea 
undelor de voalare, 
leregterea noir rului 
gi a amnlitadinii lor 
pe m^aora sporirii 
inc^rc^irii, juprapu- 
nerea inccvoierilor 
gi r^aucirilor r.ari 
de ordinal II peste 
voalSr i c r amplitudi- 
ni de and" nici, in^ 
cazul barelor lungi 
gi invera in cazul ce- 
lor acurte, nrecum gi 
miegforarcapacitS- 
Sii de inc care la 
cregterea c/elteSelor 
de perete.

Valurile gi 
observati Lie fenome- 
nologice obtinute 
prin inclrclrile ex
perimental? nrezen- 
tate au s^rvit la ve- 
rificarea f^rmulel3r 
de calcul -roouse in 
cap. VIII ;i a nrogra- 
mului 1*1^ . Totoda-
tS, ele o istitue o 
valorous" y 1 utiH ba
za de date- : entru atu- 
diul comport"rii bare
lor cu pereti aubtiri.
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1* I ? 0 L U L X

CGrcA!-,^ DE CALCUL AUf^^tf

lo.l. GENERALITATI
algoritmilor de calcul nrezentnte in ca- VIII, a-au elaborat prorrame de calcul autcnat cu a- 

plicabilitate general^ in analiza atructurilor (ASEP) sau pentru re
zolvarea unor problems specializate.(DSEi<. si STAdAb).

La elaborarea acestor programe - in mod deosebit la programul 
multifunctional ASEF - s-a avut in vedere resuectarea parar.etrilor ce- 
ruti de ingineria programarii /168/ :portabilitatea, eficienta , sigu- ran^a $i claritatea programelor. In acest sens a—au aplicat in concep— 
tia ,3i redactarea programelor principiile fundamentale ale ingineriei prograinSrii modularizare, abatractizare, aacundere, Xocalizare, uni- 
formitate, completitudine gi veriffcabilitate. Din aceat punct de ve— 
dere ae apreciazS c?l programul ASEF conatitue o concretizare practicS t 
a principiilor ingineriei de programe. *

In acelagi timp, la redactarea programelor in mai multe varian
ts, s-a tinut aeama de dezvoltarea actuals a induatriei romaneati de 
echipamente de calcul, de dotarea cu aceate echipamente a unitAtilor 
de cercetare gi proiectare. Aatfel programul ASEF poate fi implementat pe calculatoare FELIX pe minicalculatoare ILDEPrJtDENT sau CORAL, cu 
posibilitSti de lucru in regim interactiv gi de orelucrKri grafice, iar programul STAHAS poate fi implementat pe FELIX aau pe ricrocalcula- 
rtoare AMIU sau PRAE,

lo.2. PROGRAMUL LULrirUUCTlOAAL Cd Sl'A^UTUKA 
HODULAKA ASEF P ,hTKJ ANALIZA LT..JCTURI-
LoR CU ELERE1. IE FILITE / 61/, / 6 u/, / 7 o/,

10.2.1. Domeniul de aplicabilitate.
Programul ASEF eate deatinat analizei statice llniare $i neli- 

niare gi pentru analiza dinamicS liniar1 a atructurilor . TotcdatS '
nrogramul poate rezolva probleme dependents de timp, in regim tranzi- j 
toriu. In cadrul programului aint impler.tentate, de fapt, tohnicile de ; 
calcul cu elemente finite prezentate in canitolul IV. '

Programul poate opera cu o varietyte de tipuri de 'entente fi- 
nite, putind fi aplicat la analiza atructurilor de orice tip. <

Pentru fiecare tin ' nn' de element finit prin inter::.ediul unei 
subrutine de control SLEMnn se calculeazK matricile gi vectorii ele- f 
mentari apecificielementului finit reapectiv. In varianta actuaH pro-e 
gramul ASEF 01 opereazl cu douS tipuri de elemente finite : ELEL01' gi y 
ELhL.02 . ELEM 01 eate un element finit izoparametric p^tratic pentru , 
rezolvarea problerrelor de cimp guvernate de ecua^ia quesinrmonicS :

In functie de varlabile UDIM '= 1,2,3 ncest element va fi liniar, 
natratic aau heredronal , avind reapectiv 3,^ gi 2o GDL. Elementul 
ELEtH 01 poate fl utilizat in problemele de analiza termic- snu hidro- 
dinatnictl prin intermediul blocului *iE;.P' gi a fost introdus in pro
cram nentru " fi utilizat la analiza efectului hidrodinanic al apei
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ls trecerea peate sau sub stavile.
in izoparer-tric cu 8 noduri i.scria

In perioada imediat urmatoare nrogra-ul ASEF urmeazn sS ?ie 
completatcu elemente finite de bar" incovciata in apatiu, a? bare 
articulate $1 de plac^ incovoiatS.

Variants ASEF este comparabila c^ func^iuni, oentru nro- 
blemele de mecanicS atructurilor, cu progr^.ul NONSAP ' avinf inaS 
performance superioare datorita modulariz-rii gi a poslbilitl*ilor 
de prelucrari grafice. Programul ASEF ol ^re dou^ versiuni, nutind 
fi implementat pe calculatoare FELIX gi r,Q minicalculatoare INDEPENDENT sau CORAL. 'Lc.j.cuuatoare

lo.2.2. Structura programului. -
10.2.2.1. Modularizarea programelor ue calcul /32/, /62/, /76/.
Reducerea complexitatii problemelor mari se poate realiza prin 

aplicarea manierei sistemice in proiectarea gi construirea progra
melor,, respectiv descompunerea ierarhica nrin modularizare gi struc- 
turarea elementelor.

Modularizarea /168/ ca principiu fundamental de controlare a oom- 
plexita$ii, constS in descompunerea unei probleme comolexe, ne nivele ierarhice succesive (ninS la nivel de mocul elementar), in unitnti 
de prelucrare (module) specializate, simple 91 relativ independents, 
care sint controlate de unitati / module coordonatOMe. Un sistem 
este modular dac^ este format din elemente relativ independents. E- 
xista mai multe strategii de modularizare : functionals, structural^, 
procedural^, gi abstractive. Pentru progrmnul ASEF a-a aplicat etra- 
tegia functionalS, in variants descendent" (fig.lo.l).

Programul ASEF este structurat in tlscuri functionale /ol/ in 
cadrul carora subrutinele se asambleaz". conform scaemei de :.odulare din fig.io.l. in conformitate cu tipul problemei :liniarS, n?liniarS, 
static^, dinamicS, de pronagere sau valori proprii etc.

10.2.2.2. Scheme logice functionale ?i structuri de 
segmentare.

In figurile lo.2 - lo.7 se prezinta schema general^ a nro- 
gramului ASEF, schema logicS a unui bloc general de execute, pche- 
mele logice ale' blocurilor 'LINM* (rezolvarea problemelor plane in 
memoric), 'NLIN* (rezolvarea problemelor liniare) ' TEMP ' (rezol
varea oroblemelor nestationare) gi 'VALP' (rezolvarea proble-olor 
dinamice) , precum gi structurile de segntentare pentru versianile 
programului pe calculatoare FELIX gi pe rinicalculatoare. Sursa pro— 
gramului care contine peste 5ooo de linii sure" este data in anexS.

lo.2.3. Performance gi rezultate oferite de nrogram.
Programul ASEF rezclvg probleme de analiz" static^ lininrS gi 

neliniarS a atructurilor furnizind rezultate in deplaalri gi ten- 
siuni, aneliza dinamic" a atructurilor furnizind rezultate entru 
valorile gi vectorii proorii, analiza ciirnurilor termice gi nidro- 
dinamice furnizind rezultate in gradient! de temperature gi viteze.

Programul opereazn cu trei figiere -e discul de mnnevr",lu- 
creaza in dubla preoizie, nermite alogar dinamicS a memorial,ge
nerarea automatS a coordonatelor gi a tooologiei, optimize:ea re— zolvarii aistemului de ecuatii. Problemele ie dimenaiuni mpri sint
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e-xemp)u! nr 1

E.2 10'daH/ctT?

t - 100 cm
2,3 t
U*SE.f*UaAP 

* U*6E*

hmp Astr 1'2* 
timp 3Ar :3'7" 
memone xo

ANAUZA STATtcA: deptaoari u* &i Uy
nr 

punct.
pro
gram

UK 
Lem]

Uy I
Lem] ]

MM I Uw 
) Ccm]

Uy 
Ccm]

difercnfa
SZu 6- 1

" J
1 -0.1144000 0000000 -009201OO ^2DQQ
4 0.0048677 -0 1017300 00047770 -00373000 02Q&
5 -0.0035677 -0.1011600 -00074960 -00804600 12000 20462
6 n 0.CQ73753 - 0.07686^C !O 00079620 -00574300 -0.200 25376

7
tA- -00065684 -00764750 0 -000166 50 00073400 3500Q 25021

5 !0 -00132030 -00721330 L
(0

4)0113300 -0Q5738QC 14200 20432
16 0.0064909 -00054279 00016540 -0002(370 330OQ 59*37
17 000077464 -Q0059161 00007226 -0002130D 6700 63H3
10 -00041166 -0.0066645 -0001997 ^00923390 515QQ 6(903
19 -0.0010661 -00034600 -00007332 30100 67000
2t 0,000000 -00026 27Q 00000000 -00007034 0000 T300C

ANAUZA D)NAM!CA^va,ori proprii sj vectori proprii pt pri- 
mete 3 modur*

nr 
punct

mod 1CJ1'O5612E+O,4 mod 2&)t '0,37888 E.+ 0,5 mod 3-o, me 14E +36
U* Ccm) Uy Ccm] u * Ccm] Uy Ccm) Ux Ccm) Uy Ccm]

1 . < 0,00000 66 37500 000000- -43 5 5 700 000000 -4112800
4^ -1,99300 60 78600 T54780 -3080600 1254700 22 29200
5 4,50510 6049003 -665890 -3QT2800 -652 620 2254 100
6 -4,01170 4814700 1256800 5 03100 174 8 8 00 10 56 3QC*
7
a
16

186120 
785260 

-1.75480
4789000 
4539100 _ 
302400

197330 
-03112Q. 
-126820

-4 30910 689340 1177800
- 0$Q22O . 
2OQ000Q

-335330 14 32400
-751360 - 21 37QO

17 -0.50662 
298600 3 32590

392820
22806Q__ 
776 380

2100000, -104740_ -2130400

16 2364800 13 54400 -1718100
19 -078157 (73010 -023282 '4 09900 -4 16 000 -2163800

pg 10 8
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exemptut nr 2

144

?R

El = 10^ daN/crr^- ? ^o,3, t 'em

SKht'cm60 cm

TO!

X - 2,5cm
y 

Ccoi)
(y x *r,"''

tCOfttlc SAP4 SAP 5 A5EF Iporet. SAP4 SAP5 A3ET* ttor^t SAP4 SAPy

-50 -54O0W5 -53600 -539764 53897 OD 11006 -05X35 -05024 66 649H -0C142 -0.612
A0 -43'330 -43069 -431031 -43092 7*4 11006 29727 '24M5 CW71 5928X

118^30 "83723(Q -323077 -322365 -322902 -31290 52 58748 4 7607 47597 tao HOC 7)5
^0 -2'5165 -21437 -2'5038 -2'497 10.8 10649 115146 "449 15.75 15 505 ^49282 149^

-10 -101533 -!07295 -1074 74 107391 775 17g25 174592 1734* 1$/) 170 '78390 178m
0,0 0.0 4.10'3 0017463 -Q0445 2M 25001 25058 24852 18.75 18495] '79277

1795?

-to 107533 107295 1074 73 107391 32.4 32175 325411 31876 pP It# 178442 nasst 
<4919-2,0 ^5185 21467 2(5034 21493 392. 39349 38 369$ 37'21 15J5 1550f "t9278

-3,0 323077 322365 322902 32MO 448 44 124 45 2404 489*7 1(80" ll 8382 rn-nH
-4,0 431330 43063 4310 35 43052 488 48899 4? 1411 44048 ^75 64972 

C4972
592904 
D '53042

60086! 
0'512]-5,0 5400625 5360 539769 536952 6o.O 48899 50 6575 47822 ^0

x* 32,5 cmy [cm] G*x ______________________ )teoretic 5AP4 SAPS A5EP leorehc 3AP4 SAPS ASEF leorehc SAP 4 SAP5 ]AWF ]

*5?* -38KW -3Wi]1b -362206 -332182 0 1,0956 117173 0,6724 0,0 84786
"Sp* -30S3L30 -3046,70 -304986 -30(9.2 ',oS?6 467584 24559 877!" 84 786

3,0 -2H585 -2878.75 -228149 -228416 5.2 60353 393609 49432 156,0 113133
2.0 -152165 -1519,20 -152(24 -15199 10,6 1097$ 833278 '14& *0475 201,68 LnL'.!.WC?M.!l

1,0 -750325 -758.795 -758865 -758162 It* 16424 187039 774112 2340 220825
0,0 0,0 0^ 16134 -QM92 25/) 25 873 307528 24 6^ TW9 23*97

-1,0 760 325 739685 ^58665 -756791 32/) 32 tW 311134 31098 234.0 M1.14
-20 152', 85 i3Mltr 151763 1519,3 39,2 36 574 39 73 2 37103 *0475 202,31

-3,0 2285775 2276,30 2*84315 2284,2 44.6 436005 462439 4398i! 1560 143/129
^4p 3053,30 3)47,10 3054 26 3046,3 43,6 49687 57G3O* 33996 "Brjs"

W562S ^,3? 3SYW 50,0 49087 60493' 54 an -EtH- 8374a

50(54872)

x.32,5cm 
A5EF 
feoretic

pg (09
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Mt - 0,3 Kb%n 
t * 3 m
E - 7 5^N/rnm*

G 25646 KN/m*

P- 0 3 

heretic 

t * 0,00222
t 2 art

nr. 
punct

' Ux Uy ............ "1
SAFA 3AP5 ASEF SAF4 SAP 5 ASEF SAFA SAF5 ] ASEF]

1 0 24360 009721 01524 1.1556 1,156 1,1552 -1,11556 -1,156 1mein
2 0047573 -0.06155 00232 11556 1156 1 1532 Q.Q 00 q/j___
3 -0.15010 -0,1106 -01293 11556 1,156 11552 1.11556 1J5G 1,1464.
4 0004101 -001622 -001102 00 0.0 0.0 1,11556 1,155 1.14^4
5 015735 007770 01054 -1.1356 -1.156 -1.1552 111556 1156
6 -0047761 005616 -00124 -1,1556 -1J56 . -1.1552 00 JQLO oLoZ—
7 -0.25302 -0(^474 -01362 -11556 -1.156 -11552 -111556 -1,156

6 1 -MM4454 001565 -000013 0.0 0,0 QO J^11556] .1 555 -1,1464

f caret io SAP 4 SAP 5 ASEF

LradJ 0.0154074__ 0,015462 0.0154062 0,0154062
0,00 2 <12 0,00222 0,00222 0.0222
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. - . 10.3. PRCdnA...UL DBR;.,
FlAi-B DE ELASTIClfATE Cu ...BTO^ EL^.-ATElc.,

/71/,/H7/.
10.3.1. Domeniul de aplicabilitate.
Programul rezolva probleme rlr:ne de el&sticitat- * baza 

algoritmului nin capitolul V privind forr. ularea direct" a - t^uei ele
mentelor de contur (Direct doundory Slet.^nt method). Progrn- ui este 
scris in limbaj FQttTnAu pentru calculatorul FELIX, -reprezent.nd o pre- 
lucrare a unui orogram prezentat in lucrarea /8/. Cimoul uc- tension! 
$i deplasari pe frontier" este aproximat -rin functii'de irterpolare 
pntratice, utilizinuu-se pentru aceasta elemente de contur Liniare cu 
cite doua grade de libertate pe nod.

- lo.3.2. Structure programului. r
Schema bloc a programului DBEM este orezentatS in figura lo.ll, 

in figura lo.12 fiind data structure de segmentare a programului, iar 
in figura 10.13 schema logica a programului orincipal. Suraa progra
mului care contine 1254 linii sursS eate data in anexS.

10.3.3. Performance gi rezultate ofcrite de program.
Programul DBEhi face parte (fin prima generatie de progran.e ela

borate pe baza MEC. In prezent au apsrut gi in aceasta metod" progra
ms multifunctionale de tipul celor c'unoscute in MEF. Astfel, este sis
temul BEASY /2o/ care opereazn cu 6 tipuri de elemente dn -? ntur, cu 
un numar important de facilit&ti in ceea ce nriveyte rezoivnrea proble
melor de potential $i a problemelor de an*liza tensiunilor in domenii 
bi - gi tridimensionale.

Programul DB'iM'in rozultntein denlau tri ?i tensiuni pentru pro
bleme plane de elaaticitate definite nrintr-un singur contur in dome- 
niul elastic. Limitele de aplicare a programului sint : 3o cLemente de contur cu maximum 6o de noduri, avind cite doul GDL - te;.jiuni gi/ 
sau deplasari - pe nod.

10.3.4. Example de control.
In figurile lo.l4 gi 10.15 sint prezentate dou^ exem-Le de con

trol. Pentru compararc se prezinta gi rezultatele obtinute cu Se 
remnrca o buna concordanta a rezultatelor.

Q PMQdLtAHUu .^lABAS ANALiE^. 1.^rAdrLliA&Il
BAKELOK Cu PnnETI SUBTIKI SOu.ulfATB LA CCAtPKK-
SIU^E ol iA UOUPKSsIUBB CU l*.C^7o^nKS./53/./b4/,
/66/, /69/.

10.4.1. Domeniul de aplicabilitate.
Pyo^ramul STABAS elaborat pe baza algoritmului prezentat m 

§.8.7. este destinat analizei instabillti^ii barelor cu per<*;i subti- 
yi fomate la rece cu secSiune simplu luolu conex& aolic^ta^e la 
conipresiune $i compresiune cu incovoier^. programul (ine scar.a de con— 
lucrarea dintre pereti ?i de efectul voal^rii.
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1

PROGtMkMUL DBEM

DBEH nr. subrutine 3 numdritnttcursd t?54 
tunaimet! zonei proqram 11136 
tungtmea zonei de dare lOFee

PROGRAMUL 
PRiNOPAL

introduce da-Je . 
initiate tonotoatast 
carac.Hzico-m'ec

MnnfYv ^oordono- INODE1LY e nodU-

* GAU55
catcuieazd functiiie tnterpotdre ,rna-

nsambteozd st re 
zotvd S'sternui de 
ecuatli B'SOLV

B1PT5
calcuteaza deptq 
sdrite si tensiuni- 
!e 'n punctete 
inter ioare

BELN AT
deferm coordon 
punct.de coreiatie 
*de oe contur

pig.iOH

] reoranjeaza 
5iME ; st reduce 

J sisternu) 

mj-rAM fcatc matric
MTA5

inter.

iNTAB

RAD 
5506

51 GAUSS
E96 .

52
HAO

OBUG 
ABO

- OBUG
- G5FWT

!2B6

tNPUT

_ L013K
. -MATCdN 

_ CONTR3
LCD ATA 

' BMAT3
53 

6000
HELM AT 54

2E56
NODEXY RtrT3

.B!30LV
3)ME

INTAB

fig 10 1S
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10

nr 
pot
i*lMEM

3 0.72^

20m

n o n
4 0.756 Q
5 0 364 0
6
7 

A. 
A. 
10

&AB3
0.364 n

numar demenie de contur.4 
numdr nocbri 6 '

nufndr puncle^crioare 4 :

retuMahe ASEF (MEr) neeutaie
(h/ Ux Uy (O*

*S^7S 
n?2m 
aim 
6727S

&Q- go. 
* t
2.0 
ao.2,0
Ae.2.0
20
AA

3A

$ 
n

A"
JL- 
m

3-

A ADA_ fL.A n n

.MEC(DBM1

&
96

t

A§6
AL 
06

14

aJL 16 0
Z3

24
15

20

:931

0,35

12!

a

JQ
[9 ^0 14

n n ^5

^-q^unct 9 10 11 12
exact apooo 1^5440 1{(679e 1%0390
MEFLASEF) 2^03'4 1)55154 1.30872 1,15960
MECCb&M) 384202 1,37226 1,35691 1^7032

15

is

H
10

10 15

13

%M29 
ipMD4^ 
109332

14 15 16 17
1p4056 1p20H C08M
1P5532 ^2742 0,99334 cpWtT
1p576l 1p!824 WM
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1
START

«)

EOF

DATE DE tbATRARE

PRINT.!
eta vzuattzecjra 
>-^ nr. iterat'!'or 

AP S' vaicarea 
^^de^'A''

catheteristict aeomerrice coordpnat co!furi!or sect transY- 
carcy terde .ncarc -.condttt) de, marqtne ' 
incrementut AP^sau Z^M 
nrcteiteratii pt 'nteqr num 
numdr initiat si max.desemtun.^

yi^uojtteaza

vizuottzeaza

coicuteaza ex 
centric) t. e

reduce mom M in raportet axete princl

vtzuattzeaza 
un nnesaj pt 
crest incre - 

mentu^u'

do

x'^xmq

zua'izeaza 
max^L coresp 

U l C r r

da

vzuattceazd

catcu)eazd6L ,i.max' ^med Smed/B'ma'

vnuattzec! za 
rezuttette

N7VN7
nr tn' tia! de se rrn und de tat

determine! pr<n iterat'' 
cu aiui SupruT PARAB, 
DET aj RUNGK Opr 3i Ucr .

da

vizuanzeaz! *^recu'tat

da
vizua!!zeazd 
^cr S' Ger

vizuct'^eazc 
MxcFjM^crs'

t>)

5TABAS SECTION
MAiN 

PR0GRAM

nr de !imi sursa 570 
memone necesana 30^0

a

pg 1016
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10.4.2. Structure programului.
Schema bloc a programului este prezentati in figura 1 ^.16.a. 

tar schema logic^ m figura lo.lo.a. Prcgrnmul lucreaz^l in ! 
^recizie admitind un set nelimitat de seturi de date. Progr ul con 
Une ut numnr de 57o linii smsi aaamblr-t; in programul principal ,ti in 6 subrutine, fiindu-i necesarn o <<rie de Jo KO; Pr ,'rai.tul 
:ste redactat in doue veriapte:

- STABAS ol- versiune in limbaj F^AnAN pentru calculat)ureFELIX ;
- STABAS o2 - versiune 

de calcul.
Sursa programului este

in limbaj 0 pentru microsis terne

continuta in anexl
-10.4.3. Performance $i rezultate oferite de program.
Programul STAdAS furnizeaza tenaiunea criticn gi tensiunile 

naxime pe muchii, for^ele sau mon^entele critice gi num1r.ul. aemi- 
mdelor de voalare. Programul i$i calculeazS caracteristicile geo- 
aet-rice ale aec^iunii barei, pe care le furnizeaz^L ca rezultate 
Lntermediare. * .

In varianta actual^ programul STABAS este conoeput pentru a 
Fi utilizat ca un modul de verificare in cadrul unui aiatem trodu- 
Larizat de programe pentru proiectarea asiutatt /32/ a atr.:c.turilor 
netalice din bare cu pereti aubtiri.

lo.4.4. Exemplu de control. Comparable cu rezultatele expe- 
' rimentale.

In figura lo.l7 se prezint^ liataren rezultatelor pentru un 
3xemplu de control rulnt cu oTABAs, iar in taSelul lo.l coii'-nrutia 
rezultatelor obtinute po calculator cu cel: determinate pe cale ex- TerimentalR, conform nrcgraiaului din capitolul IX (tab.9.5).

CALCULUL SARCIAILOR CalllCE LA FLru..iAJ FnliTKU PhOFILz 
COLPU^B DIB 1-1AI hiUL'fB

1'OA'fE mUCalILB itA^IK DREP'fS
fOATB DIi..ENSlu..ILz CH, KP
COOkDOi^ATEuE PUkCf^LOr^ DE CCLTUr. :

PUuUf A i
0 H.OOOOOZ + 00 .OOCOOE + 00
1 .COCOOz t 00 .00-003 + 00

.000003 + 00 1 .2C0C0E + 01
3 L.000003 + CO 1 .200003 + 01

UA*utClSRioTICIl.B GJO...BfKlCE ALE LECTlu.tll fleAM^VERBALE
LUhiGIi.LEA L = l?o.oooo
i^ATr.<.lL^.

e. ooco
12. ocoo
8. 0000

GROSD..ILE ELiiKEKTdLOR-
.3000 ,
.3000
. 3000
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SVELTETEA ELEMENTELOR

26.6667
CEkTKUL GkKUTAfE : .28572E+00
EY - 6.OOOOOE+OO ;
SUPRAiA p = 8.40000B+00
MOMENTS bl INERTIE : H=?.16000E+ 02
IY = 5.85143E+O1
IXY = .OOOOOE+OO
S0LIC&TA.1E 1.JL-.IMA ADMISA ?^^=2.000E+03
EXCE1.TR1CITATEA FORTEI UX=.CCJ00S+O0 
UY . .CCOOOE+OO
MOMENT ADMIS MX-6.CCcCOE+O3
MY = .Cs-OOOE+OO
COQRDOhATELE NOI ALS PUNCTEbOR DE 
CONTUR :

w

YNOU 
-6.OOOOOE+OO 
-6.OOOOOE+OO
6.OOOOOE+OO
6.OOOOOE+OO

NOI ALE bECTIUNII TRANSVERSALS:

PUNCT XNOU
0 5.71428E+OO
1 - 2.28572E+00
2 - 2.28572E+OO
3 5.71428E+OO

CARACTERISTICILE GEOMETRICE
DIRECTIA AXEI PRINCIPALS: ALFA = .OOOOO1+OO
MOMENTS PRINCIPALS DE INERTIE :

1X1 = 2.16OOOE+O2 
IETA = 5.851433+01

EXCENTRICITATEA UXI = .OOOOOE+OO UETA = .OOOOOE+OO
TEkSIUNEA MAXIMA PE h.UCHIE :
RAPORTUL TEHSIUNILCR DE REFERINTA

PUNCT
0 1.OOOOOE+OO
1 1.OOOOOE+OO
2 1.OOOOOE+OO
3 1.OOOOOE+OO

1NCEPUTUL ITERATIILOR LA SKI = 2.3Bo95S+C2
NUMARUL DE SEN^IUi^DE : NL = 1.00000E+01ITER FACTOR P

1
2
3.
4.
56
78
9 lo

1.OOOOOE+OO 
2.OOOOOE+OO „ 
3.OOOOOE+OO 
4.OOOOOE+OO 
5.OOOOOE+OO 
6.OOOOOE+OO 
7.OOOOOE+OO 
8.00000E+00 
9.00C00E+00
.i.OOCOOE+Ol

DET
1.OOOCOE+OO
7.699113-01 
5.78693E-O1 
4.22230E-O1 
2.96326E-O1 
1.975693-01 
1.22928E-01 
6.948573-02 
3.156coE-02 
9.o3410E-03
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il 1.10000E+01 2.1^744E-O4
1? 1.20000E+01 2.32o24E-04
13 l.lo527E+01 -7.15447E-04 '
14 I.I0II9E+OI -3.5763OE-O4

TENSIUNEA CitlTICA L^ 1LA)<.BAJ blGhj^IKI = 2.62o28E+03
TENSIUNILE PE MUCHII APARTINILD LUI ^IG..^._r.l :

2.62o28E+03
2,62o28E+03
2.62o28E+03
2.62o28E+03

FORTA CRITICA LA FLAj..BAJ PCRI & 2.2olo4S + 04
SIGURANTA CSIG = 1.1OO52E + 01

t)pu{ S! 
secttun&q

!ung 

fem]

inc excentr tesre rezuttate siABAs
e

Cx 
Ccm]

Gy 
[cm]

max !l^max 
^aN]

Per 
[daM] [day; 

sm'J

max.t
EdaA/ 
cm']

0 1 2 3 4 5 6 .7 A
100x65 x 2 120,0 ojoo 0,00 2190 7000 6941 1726 1726
100 x65 *2 120,0 0,00 2,00 2461 5100 5 354 1820 1820
100 x65 x 2 120,0 2p0 2,00- 2510 3100 2721 2251 22^,1
100 xG5 x2 180,0 0,00 0,00 1989 6550 6071 1711 1711
100 x G5 x 2 180,0 0,00 0,00 -25A3 500 5355 1M0 1320
120 x 30 x 3 120,0 0,00 0,00 3174 20900 22000 2620 2620

Se remarcn o bun^ concordant^ a rezultatelor obtinute cu 
LTALAS cu cele experiirentale.

I0.5. CONCLUZII
Programele de calcul automat prezentate in Acest caritol, e- 

laborate pe baza algoritmilor prezen ta{,i in lucraie in ca* it< lele 
IV V gi VIII insumeez^. un namlr de anroximativ 7boo linii surat 
orogram, reprezentind ?i din aceat punct de vedere,o contributie ma- 
jora a lucrarii. La aceatea ae adaugl versiunile pe minicnlculator 
a programului ASEF gi pe minicalculator a programului care
inseamn^ incn 6000 de linii auraa.

Programul ASEF este un orogrem multifunctional de o ^onceptie 
modern^, competitiv cu alte programe cu performante .simil r *, iar 
din unele puncte de vedere superior. Ca structure gi cone- tie pro- 
gran.ul ASEF este succ&ptibil -pentru dezvolttri nelinitatc- .

Este primul orogram in.cadrul Bibliotecii National ie Progra
me (B.N.P) care imnlementeazi pe calculator MEF in formulae re- 
zidualS, care ofer* , Intre alte avnntn.le prezentate m IV , 
posibilitatea ouplarii cu MEC.

Programul DBEX este unprogram preluat din liter^turK 9I 
prelucrat pentru a fi adoptat pe calculatoarele FEIJI; ejte un 
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progrart gcoalS realizat in vederea atuaierii poaibilitn^ilor de apli- 
care a metodei elementelor de contur.

Programul STABAS eate un program deosebit de nerforn<at in ceea 
ce prive^te studiul instabilitS^ii bnrelor cu pereti qubSlri, fiind 
primul program de aceat gen in cadrul B.h.P.
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CAP1T0LUL AI

CONCLUZII FINALE. C0NTKI3UTII.

Procedeele $1 metodele de calcul ale structurilor de reziaten— 
ale stavileloy metalice sau aimilare s-au nerfectionat in mod deo- 

sebit datoritA dezvolt^rii produc^iei de echinamente de calcul auto
mat gi a utilizarii lor pe scan tot mai larga in proiectaren structu— 
rilor pentru constructii.

In acest sens,se contureazl doua direct!! distincte : elabora
rea unor metdde de analizn cu caracter general, cere permit aoordarea 
tuturor aspectelor unui calcul static sau dinamic, liniar sau neliniar 
?i, pe fondul.lor, a unor programe de calcul automat multifunctional*, 
precum gi, respectiv, a unor procedee specifice pentru calculul stavi- 
lelor sau a unor anumite structuri gi ele:.ente structurale ale aces- 
tora concretizate prin algoritmi gi programe de calcul specializate.

Aceste doua direc tii:nse regSaesc gi in prezen^a lucrare.
Astfel, dup& elaborarea teoriei matematice a atructurilor, care 

asigura cadrul de elaborare gi dezvoltare a metodelor de calcul in me- 
canica atructurilor, se prezintM inatrumentul matematia reprezentat 
de teoria reziduurilor ponderate care ^e aplicS la formularea genera- 
lizata a metodei elementelor finite, concretizatX printr-un program 
de calcul automat Multifunctional cu structure modular^. Ca alternative 
se prezinta apoi metoda elementelor de contur punindu-se accentul pe 
posibilitatea de cuolare intr-un algoritm comun cu metoda elementelor 
finite. Si aceast" u-etodn este concretize.tS printr-un progrur. 4e cal
cul destinat rezolvSrii problemelor plene din mecanica structurilor. 
Tn finalul primei parti a luernrii se nrezintn o metod" nuj:;erica ape- 
cializata pentru calculul stavilelor metaLice cu structure oii?sonatA, 
bnzrtt! pe tooria bnrelor cu pereti subtiri 71 a suprafe^elor risma- 
tice. Metoda admite o rezolvare numeric' g^neralizatt or in c o:..binare 
cu metoda elementelor finite, precum gi rezolv"ri particular!zate pe 
tipuri de stavile utilizind metodele matriciale clasice.

Bartea a doua a lucrRrii care se ocupn cu calculul neliniar gi 
de atabilitate a structurilor gi elementelor structurale cu pereti 
subtiri caracteristice stavilelor metalice urmeaza acelagi nlgoritm 
principal, de elaborare, dezvoltare gi parcurgere de 1c general la 
particular a teoriilor gi metodelor de calcul.

Astfel, se formuleazn teoria unitor" generalizatl a barelor cu 
nereti subtiri gi se dezvoltS o teorie neliniarn aplicabil" barelor cu oereti subtiri gi sunrafe^elor prismatice lungi care are la bazS 
teoria generalS elaborate de Koiter . Se nrezintn apoi relaLiile prac
tice pentru verificarea la atabilitate a bordajelor stavilelor meta— 
lice gi se elaboreazi o metodologie de ueterminare a caracteristici- 
lor geometrice echivalente pentru analiza posterities. In final, ae nrezintii un algoritm de calcul pentru analiza instabilitStii bnrelor 
cu nereti aubtiri solicitate la compreaiune gi la compresiune gi in- 
covoiere concretizat orintr-un program de calcul automat . . el&tiil* 
gi metodologiile de calcul propuae sint sus^inute printr-un t:r.plu oro- 
grani experimental.

Performantele programelor de calcul gi valabilitatea c usidera- 
teoretice pe baza cSrora au feat elaborate smt coiitrolate gi 

validate prin analiza comparative a rezultatelor cu ajutorul alter 
t.rograme de calcul omologate de cltre Comisia de automatiz ri in cons- 
tructii aau prin teat ri experimental*.
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' In oonformitate cu conceptia cer** a 
lucrarii?princioalele contributii ale aut^ 
trei clase i (1) contri butii la dezvoltare 
lor generale de calcul (2) contribUtii 1 
tode gi relatii de calcul specializate per 
atructuri gi elemente structurale gi le 
comportarii aceatora ; (3) contributii la 
rme de calcul automat.

Oln prime clasu ae evidentiaza urmato 
autor :

- formularea teoriei matematice a st: 
acesteea, defihirea structurilor 
a legilor de generare a modelelor 
unui criteria de an^lizu a convey/* 
mative ; tei uolutiilor

s-'it l.o baza elabor r 11
rului se pot grupo
? teoriilor gi met. *

elaborarea unor .
tru anumite tinuri .1 *
udiul experimental ' * i
elaborarea unor pr - u-

urele contribu*;ii : e

ructurilor gi, in ? a 4 r u 1
ate;-uitice caracter. . t.ce
1: calcul gi fornul ren

de

- formularea ecuatiilor fundamentals als mecanicii stru^turi-. lor in cadrul teoriei reziiuurilor -onierate gi clasi;\<area 
pe aceaatX. baza a metodelor de calcul numeric* ;

- formularea generalized a metodei elementelor finite pe oaza 
teoriei reziduurilor ponderate, pentru problem*! lini'.r" 
neliniare, statice, dinamice gi de prunaware, iar in cuorul 
aceatela dezvoltarea algoritmilor $i procedurilor nu...erice 
pentru elaborarea unui program de calcul. Este nrima Oncer
care de prezentare, unitar" gi comnlet^, in aceastl icri.S,
a metodei elementelor finite in literatura tehnicX cjr.oucu- 
t$ sau in.circulatie la noi in tar ;

- prezentarea comparetivl cu metoda 
dei elementelor de contur ;

e:?:-entelor finite . etc-

formularea gereralizat^, unitarc s teoriei liniare a bnrelor 
cu pereti subtiri ;

- dezvoltarea teoriei neliniare a.oa-elor cu pereti .uoiri
gi aformulXrii acesteea cu ajutorul metodei elementelor fi- . 
nite ; definirea in acest scop a elerreotului finit <1^ cur" 
cu pereti subtiri .

^In cea de a doua clasa de contributii se subliuiaz'l :
- analiza critics comparative a nrincmalelor metoda d. cal

cul utilizate in proiectarea stavilelor metalice gi etnbi- 
lirea limitelor de aplicare a aceatora ;

I elaborarea unei metode de calcul paznta pe teoria sre- 
fetelor prismatice pentru calculul stavilelor metalrc cu 
st ructuro cheaonat&t

- analiza gi sinteza metodelor gi relatiilor de calcul a ca- 
recteristicilor geometrice echivalente in aneLiza pc. tcri- 
tica a barelor cu pereti subtiri euroscute in literature de 
specialitate gi in normele de cal ul ;

- leterminarea unor formule pentru cvilunren caracteri- icilor 
^eor.etrice echivalente ale barelor cu pereti subtiri n dome- 
niul postcritic tinind seama de cfectul iefnerfectiumior 
geometrice ;

- determinareu curbelor de voalare *-. ? peretilor oarel cu oe- 
reti subtiri ;

- determinarea unei relatii pentru calcululfortei cr^t.ce de 
voalare tinind seama de efectul 1 ortectiumlor ;
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- prezentnrea unui algoritm pentru analiza numeric! < mstabili- 
ta^ii barelor cu uereti aubtiri ;

- realizaree programului experimental centra atadiul comnortArii 
barelor cu nereti subtiri in dor.^nial pjstcritic. nccat 
sens se face sablinierea ci incercarea la compresiune centricA 
$i excentricu a barelor cu sn.etrie punctaalA recrezintAo premier.! absolut!.

In cea de a treia clas! de ccntribu^ii intr! elabornrea celor 
trei programs de calcul automat prezentate in lucrare :

- elaborarea programului de calcul multifunctional cu structurA 
modulara, pentru Analiza Structurilor cu Clemente finite -ASEF- 
veraiunile ne calculatoare FSLiif pi minicalculatonre iitLEPBN- DEUT sau

- elaborarea programului DBRA, in versiunea pe calculatorul 
FELIX, pentru analiza structurilor plane cu metoda elementelor 
de contur in formulare direct! ;

- elaborarea programului STABAS pentru analima instnbilitA^ii 
barelor cu pereti subtiri aolicitate la incovoiere gi incovo- 
iere cu compresiune , versiunile in FORTRAN gi BASIC.

Rezultatele studiilor privind dezvoltarea gi aplicarea metodelor 
de calcul gi a calculului automat in problemele de mecanic! structuri
lor au fost valorificate in cadrul a 7 contracte de cercetare gi cola- 
borare cu productia in perioada 198o-1986. Aceste contracte, unele din- 
tre ele finalizate cu recomandnri de calcul gi proiectare sint conti- 
nute in lista cu bibliografia/75/ de la sfirgitul lucrarii.

Pe nroblematica, abordat! in lucrare au foat publicate an numAr 
de peste 4o de lucr'ri gi studii, multe din ele avlnd con'inutul unor capitole gi subcapitoLc dezvoltnte in lurure. Intre aoeut.a no evi- 
deo'Jn/.! luorurile publicate in cadrul u.or manifestAri irtt-mutionale 
de prestigiu :

- Colocviul International de Stabilitatea Structurilor netalice 
de le Paris, 1983, /84/, /138/.

- Colocviul International de stabilitate de la Timigoara, 1982, 
/83/, /139/.

— Cohgresul de structuri spatiale, IASS-1985, Loacova /52/,
- Colocviul zonal de stabilitate de la Budapeata 1966 /64/, /65/, 

/87/, /8E/.
- Conferinta International! de met-ode numerice si cr-'cedee experimentale de la Porto-Caras, Grecia, 1986 /66/.
- Conferinta de structuri spatiale de la Budva, lugo tlnvia 1986, 

/67/.
La acestea se alaug!, in aceeagi ordine de important!, rapoarte- 

le prezentate in cadrul subcomisiei de " Stabilitatea structurilor din 
otel " a Academiei R.S.R., /60/, /72/ autorul fiind membru al acewteea.

Programele de calcul automat ASEF, ^fAdAS ei DBKm au tost pre— 
zentate in cadrul lucr!rilor fiini imnlementa-
te in biolioteca de orograme a Centrului de calcul electronic al
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