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INTRODUCERE -

" Programul naftional de perxrspectivi, pentru amenajarea bazine-
lor hidrografice din Republica Socialieti Roménia, care fixeazi linii-
le directoare ale dezvoltirii amenajirii bazinelor hidrografice pe o
perioad¥ de Jo de ani, adoptat de Marea Adunare Nationalgrprin Legea
nr.l., din 15 aprilie 1976 prevede realizarea unui numir insemnat de
lacuri de acumulare, galerii gi canale de aductiune pentru deservirea
oblectivelor hidroenergetice, in cadrul Programului de realizare a
indepententel energetice a tdrii, pentru lucririle de alimentare cu
apid a localitdtilor ¢i a obiectivelor industriale ¢gi pentru realiza-
rea luor#rilor de hidroamelioratii ; la acestea se adeugid lucririle de
regularizare gl amenajare a c!ilor de navigayie pe riurile interioa-
re.

- Astfel, pina la sfirgitul ocincinalului 1986-1990 nunﬁrul lacuri-
lor de acumulare in t{are noastr¥ se va ridica la 450,0u un volum de
cca 18,3.109 m.c., iar canalele gi galeriile de adudi{iune vor insume
1430 kn. noopul acestor lucr¥ri fiind de a asigura inatalarea unei
puteri dg 7400 MY in centrale hidroelectrice, realazarea unor debite
de loo m-/s pentru consumul populatiei gi de 400 m’/s pentru indu

trie gl oomplexele agrozootehmnice, irigarea unei suprafete 5.5.10g ha.

In cincinalul urm3tor se va da in folosin}i Canalul Poarta Albi-Midia-
Névgdari g1 8e va realize in cea mai mare parte Canalul Bucuresgti-
Dunéire, ; '

In cadrul acestor lucriri vor fi necesare un numir insemnat de
echipamente hidromecanice, stavile, vane de &4dincime si de suprafati,
porti de ecluze insumind consumuri de zeci de mii de tone de otel.

Din acest punct de vedere, elaborarea unor metodologii de cal-
cul pentru proiectarea rationald, sigurd g¢i economicd & acestor echi-
pamente eate oportuni gi Justificati.

Stavilele metalice sint atructuril complexe aimilare ca alcituis
re cu structurile tablierelor podurilor metalice gi cu structurile u-
tilizate in constructiile navale gi aeronautice. Fa{d de aceat nivel
de complexitate, dezvoltarea metodelor de calcul gi analizi a stiril
de tensiuni gl deformatii a stavilelor metalice se inscrie in efortul
general depus de cercetitori gi proiectan{i In vederea elaboririi unor
metode de calcul care 85 asigure proiectarea sigur% gi economici a
constructiilor.

In acest context, lucrarea de fata are ca obiect ca, plecind de
la enelize criticX a metodelor de calcul utiliszate In prezent in pro-
leotarea stavilelor metalice, 83 contribuie la formularea , dezvolta-~
rea gi elaborarea unor modele matematice gi metode de ocalcul cu apli-
cabllitate generald, concomitent cu elaborarea unor metodologii spe=-
cifice pentru analiza structurilor sau a elementelor structurale ale
stavilelor metalice.

Prolectarea unei structuri de constructil trebule si& asigure
respectarea a trei criterii fundamentale : de registent{i, de rigidita~
te 91 de etabilitate. In acest scop prolectantul trebuie 83 dispunX
de modele gi metode de calcul care s&-1 permitid, pe de o parte, sd
determine starea de tensiuni gi deformatii in structuri, iar pe de al-
t& parte, e% studiese comportarea criticX gi postcriticiA a acesteia
gub diferite inc:rciri. Elaborarea unor metode de calcul practice, u-
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tilizabilé in proiectare, analitice sau numerice, nu se poate rea-
liza, firad precizaree unui cadru matematic riguros pentru modelaree
fenomenului fizic, prin formularea teoremelor gi ipotezelor in baga
ciZrora pot ri eraborate aceste metode de calcul, care trebuieso jus-
tificate prin analiza convergentei solutiilor aproxime citre solutia
exacti gi, care , trebuie s83-gi aibd limitele de aplicabilitate bi-
ne definite. e '

Aceansta este conoeptia principiali cere gti la baza acestei
lucriri, a cirei structfura reapecti dezideratele generale expuse .
mai sus. Lucrarea este structurati iIn 11 capitole grupate in trei
pirtl: Partea I, care se referd la calculul de rezisten{i in domeniul
liniar elastic ; Partea Il-a care ge referi la calculul neliniar gi
la analize instabilititii atructurilor cu pereyi subyiri ; Partea
I1I-a, care ocuprinde, in principal, programele de calcul automat e-
laborate pe baza metodelor de calcul elaborate sau dezvoltate in
primele doui.

Prinoipalele contribufii ale autorulul sint concentrate in ca-
pitolele 2,4,6,7,8,9 3i lo. .

Capitolul 1 prezintd analitic gi sintetic stadiul actual al
dezvoltdrii metodelor de calcul utiligzate in proiectarea stavilelor:
metalice, Pa baze unor exemple de stavile analizate comparativ cu
diferite metode de calcul se stabileso limitele de aplicabilitate,
performdntele ¢l deficientele acestora.

Capitolul 2 se ocupd cu formularea unei teorili matematioce ge-
nerale a structurilor., Se definegte modelul matematic exact gi ase
stabilesc legile de generare ele modelelor aproximative pentru calcuk
structurilor din acesta. Se stabilesc condifiile de unicitate gi con-
vergent¥ a solutiilor gi propune an criteriu de analizi in acest
sens.

prezintd teoria reziduurilor ponderate gi aplica-
rea acesteia la problemele din mecanica structurilor, reslizindu-se
o clasificare a principalelor metode de calcul numeric formulate in
cadrul aceatei teorili. .

prezinti formularea generalizati a metodel elemen-
telor finite, pe baza teoriei reziduurilor ponderate. Se deduce e-
cuatla fundamentalX s metodei gi se dezvoltg procedurile numerice
pentru resolvarea problemelor stadice gi dinamice, liniare gi neli-
niare din mecanica structurilor gi pentru problemele nestationare
din teoria cimpurilor.

Capitolul S trateaz¥ rezolvarea problemelor plane din mecanioca
structurilor cu metoda elementelor de contur. Se determinid ecuatias
fundamental¥ a metodel in formulare directi gi se arati posibilitad-
tile de cuplare cu metoda elementelor finite, procedindu-se totodatid
gl la analiza critic3 comparativi a celor douX metode,

presintd o metodi numerjci pentru calculul stavi-
lelor cu structurX chesonati. Metoda are la bas¥ teoria suprafetelor
prismatice lungl g¢i poate fi rezolvati, in formularea generali, pe
baza unel discretiziri cu elémente finite, sau , in varianta simpli-
ficati, cu procedeele obignuite ale algebrei matriciale.

to se referX la formuhrea umel teorii liniare gene-
raligzate gl a teoriei neliniare a barslor cu pereti subtiri, avind
ca punct de pornire ipotezzle generale ale teoriei lul Vlasov.

se ocup¥ cu analiza critic¥ gi postorilicX a
struoturilor cu peretl subtiri ale atavilelor metalice. Se pregintd
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relatii -practice pentru calculul de stabilitate a bordajelor plane

8i cilindrice ale stavilelor metalice gi se face o analizi a relatii-
lor de calcul a ceracteriaticelor geometrice echivalente utiligzate

in literaturi gi in diferite norme de calcul la analize postcritiod

a barelor cu perefi subfiri. Se propune o formuli de calcul in aceat
sens g1 traseazi curbele de voalare. Se prezintX un algoritm pentrau
analiza instabilitit{ii barelor cu peretfi subtiri comprimate pi inco-
voiate.

Capitolul 9 prezimti programul experimental realizat pentru
verificarea metodologiilor gi relatiilor de calcul propuse in capi-
tolul 8 gl pentru studiul fenomenologic sl comportirii barelor cu pe-~
reti subfiri in domeniul posteritic.

descrie programele de calcul elaborate pe baza
algoritmilor dezvoltati in cepitolele 4,5 gi B. Se arati domeniile
de aplicabilitate gl performantele acestor prdgreme prezentindu-se
exemple de control cu rezultate comparate cu cele obfinute cu alte
metode gl programe de calcul seu cu rezultatele experimentale obf{i-
nute in cadrul cercetirilor descrise in capitolul 9.

contine conclugiile finale, principalele contri-
butii ale autorului gi referiri la modelititile de valorificare a re-
zultatelor,

Rezultatele partiale ale cercetidrilor intreprinse de autor pe
parcursul elavoririi lucririi au fost valorificate prin publicarea
a peate 40 de articole gi studii gtiintifice, cu continutul unor ca-
pitole sau subcepitole din tezi, in reviste de specialitete gi in
publicatiile uror manifestiri gtiintifice din tarZ gi striinitate. In
mod direct seu indirect aceate rezultate s-au aplicat la rezolvarea
unui numiAr de 7 contracte de cercetare gi colaborare cu productia.
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CAPITOLUL I .

METODE DE_CALCUL UTILIZATE IN PRPIECTAREA MODERNA
A STAVILELOR WETALICE /52/, /54/, /S7/.

1.1. GENERALITATI

Stavilele metalice sint echipamente hidromecanice care intri
in alcituirea eamenajirilor hidrotehnice fiind destinate 83 asigure
retentia gi/sau reglarea nivelului de retentie al apei din bieful
amonte.  Stavilele sint oconstruc4ii metalice care pot ajunge la dimen-
siuni importante - deschideri L = 25-35 m gi indlt{imi H = 1o-17m - a-
vind o structurid de rezistentid complexd compusi din platelaj, lonje-
roni, antretoage ¢l grinzi longitudinale care conlucreazid spatial.

Stavilele se clasifici dupi mai multe criterii (£iz.l.1), Dintre
acestea se mentioneazi urmitoarele clasificiri /17oY, /172/.

- (a): Dup¥ formi :

.. 1, Stavile plane ; 2. dtavile segment ; 3, stavile cilindrice ;
4, etavile sector ; 5. stavile clapet® ; 6. stavile ferme hidraulice ;
7. alte tipuri mail putin uzuale. ’

{b) DupZ modul de transmitere a presiumnii apel :

1. stavile care transmit presiumea apei pilelor gi culeelor (pla-
ne, segment, cilindrice, batardouri) ;

2. stavile care transmit presjiunea apei radierului (sector, cla-
pete, ferme hidrauliceg H

3., stavile care transmit presiunea apei pilelor ¢i radierului
(plane, clapete rotative).

(e) DupX sensul migodrii :

1. stavile ridicXitoare (plane, segment, cilindrice) ; 2. stavile
coboritoare (sector, clapete, ferme hidraulioce); 3. atavile mixte, al-
cﬁtu%te din douf elemente mobile (stavile plane duble, stavile cu cla-
pete .

(d) DupX modul de acf{ionare :

l. Cu actionare mecanicd (toate tipurile de stavile) ; cu actio-
nare hidraulic# (seoctor, clapete, ferme hidraulice).

Stabilirea solutiel oonatructive gi a elementelor structurale
ale atavilel depinde de incadrereain aceste oriterii.

1,2. TIPURI DE STRUCTURI UTILIZATE IN .CONSTRUCTIA
- STAVILELOR MiTALICE '

Din punct de vedere al alcXtuirii constructive stavilele se pot
realiza ocu seofiune deschisi, cu sectiune semi-inchisX gi cu sec{iune
chesonaty (fig.1.2). In principiu, toate tipurile de stavile se pot
realiza constructiv in oriocare din cele trei variante, elementele
structurale principale ale structuriil de rezistentid fiind puse in e-
videntd in figura 1.3, pe exemplul unel stavile plane.

1.3, BCUATIILE UIFERENTIALE ALE SORDAJELOR STAVILELOR
METALICK

Bordajul -tavilelor metalice este alcXtuit din platelaj gi ele~
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tabelul 1.1. ECUATIILE DIFERENTIALE ALE BORDAJELOR.
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mente de rigidizare longitudinale, lonjeroni, gi transversale, an-
tretoaze sau diafragme. Ca formd poate fi plan, sau c¢ilindric. Dupi-
valoarea raportului sigeatd maxing / grosime placid, calculele se
pot conduce dupi teoria de ordinul I Woax/t<0,5) sau teoria de

ordinul II(Wnax>no,5) s, 7196/,

ln general in calculul stavilelor metalice se utilizeazi teo-
ria de ordinul I, dar nu este exclus, ca in conditiile reducerii
conaumului de material, bordajul stavilelor sZ se dimensioneze dupi
teoria de ordinul II avind in vedere ciZ deformaf{iile sectiunii trane-
versale nu aduc inpedimente de naturia funct{ionali, '

In tebelul 1.1 se prezinti sistematizat ecuatiile diferentile
ale bardajelor stavilelor metalioe. Ecuatiile sint formulate in
deformatii- sigeata w(x,y) - gl functii de teneiuni -Fix,y) . In
figura 1.4. se pun in evidenta fortele si momentele marginale pro-

. duse de presiunea hidrostatiocd
care apar intre platelaj sgi
gringile margimale. Conditilile
de margine cu,care se intri in
ecuatiile din tabelul 1.1,se
formuleazi in deplaesidri u,v gi
w, Mirimea acester deplasiri
eate funotie de rigiditidtile
la incovoiere, torsiune, for-

* fecare gi axiale ale grinzilor,
Pentru fiecare margine este
pesibilid o gami largi de combina-
tii: (1) margine liberd (rigidi-
tatea = 0); (2) resemare elasti-

cd (riglditatea (o0,o0); (3)
margine incastrati (rigiditatea
= « 1n mod evident cazurile
limiti cu rigiditate o giconu

. aper in realitate, dar deocare-

: fig.14 ce din punot de vedere teoretis
ge trateasi cu uguriny3, se utilizeazi pentru deducerea conditiilor"
de margine. Decli aceste condi{ii de margine ar putea fi evaluate ocu
suficientX preciszie pentru a modela conlucrarea dintre elementele
componente ale structurii de resistenti, modelul matematic presen=-
tat sintetic in tabelul 1 ar da posibilitatea unui celcul exact.

Cum aceat lucru este practic imposibil se recurge la metode analiti-

ce sau. numerice cu caracter aproximativ, . .

1.4, ANALIZA MKETODELOR DE CALCUL UTIL1ZATE LN PROILCTAREA
STAVILELUR WBTALICE /527, /54/.

1.4.1., Clasificarea metodelor de calqul.

Metodele analitice, aplicate in mod curent in proiectare, oca-
re tin seema, intr-o misuri mai mare sau mai mici, de oonlucrarea
spatiald a elementelor structurale utilizate pentru analiza stati-
c¥ gi dimenelonarea stavilelor metalice le incadreas® pe acestesa,
din punot de vedere structural intr-una din urmitoarele ipoteze:
(1) retea de gringi in conlucrare cu platelaiul 3 (2) bare cu pe-
reti subtiri ; (3) suprafete prismatice ; (4) plici seu bordaje
cilindriceortotrope,Fiecare din aceste schematiziri igi are preo-
prie sa teorie gi metodi de calcul, Pe aceste scheme de calcul,
care constitue modele continue echivalente ale structurii reale,
sau pe modele fizice mei apropiate de structura real¥ ese pot a-
plica metodele numerice de calcul bazate pe procedee de discre-

-
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tizare fizicZ sau matemetic®. In figura 1.5. se prezintd o schemi de
clasificere a metodelor de calcul a stevilelor metalice din ecéasta
perspectivi. ’

mpr:metoda diferentelor finite (185) €cuatn SaU sB-
MEF:Metodq elemenitelor finite 193,0301,421,0451(67) | T Gared™
(753017810197 s J
MFF:metoda fisiilor finite (6]
retele deqrin pocgd eurﬁ‘
Zrgpe oMo WGreo© et
bare cu pe- _

CONTINUU | reti subtir: unctil cg:neq
suprafele lizat
prﬁpjghcc

piac roced humer.

orfotr
?T opef . MEF sQuMED
l

STRUCTURA MODELUL FIzIC L‘ modelu]
REALA ECHIVALENT I/ mafematic

I
|
|
h 4

discrelizarc
in clcmente

DISCRET F‘“’H?rrqcrwa e
irute

MEC - meloda elementelor de contur [8],019) [20] (21)
T.E -teoria echivalenrelor (e3,C2)

o
~

TE I

1g. 19
Aplicerea acestor meto?e pune .ins2.intrebarea in. ce mAsuri sche-
ma de calcul utilizati asigura modelarea fizicX corectX a structurii
reale. Din acest punct de vedere,o analizi a metodei utilizate,prin
priema ipotezelor care stau la baza acesteia,este necesari in fiecare
caz de aplicare. ’

1.4.2, Analiza criticéd a megodelor de calcul

Schematizarea structurii de registenti a stavilelor prin retele
de grinzi pune problema conlucririi dintre aceatea gi platelaj. Apre-
cierea 13timii conlucritoare de placi este aproximativid in situatia
in care momentul incovoietor are o lege de variatie neuniformi -
situatia realdd - ceea ce conduce la o nesiguranya a calculelor din
acest punct de vedere. Metoda retelelor de grinzi se preteazd stavile-
lor ocu sectiune deachiasid .

Tratarea stavilelor cu bare cu perefi subtiri sau suprafefe
prismatice are la baz¥ ipoteza nedeformabilitXt{ii formei sectiunii
tranaversale. ln teoria barelor cu pere%i subyiri easte presupusi men-
tinerea nedeformat%X a formel sectiunii tranaversale pe toeti lungimea
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barei. In teoria pl3cilor prismatice se. impune mentinerea formei
sectiunii transversale numai in dreptul diafragmelor (ssu antre- -
toazelor). UVin punct de vedere functfional stavilele nu trebuile e¥
regpecte restrictil prea severe in ceea ce privegte deformaebili-
tatea sectiunii transversale in ansamblul structurii, cu exceptis
capetelor care intrid in nigele pilelor gi,care., trebule séi inde-
plineascd anumite conditili mecanice gi de etangare.

in prectici sectiunea transversali a stavilelor este intot-
deauna deformabil# din urmXZtoarele motive : (1) grosimea pere-
tilor "barei" sau a "prismei" este mici, rigiditatea la incovoie-
re fiind neglijabilX ; (2) distantele dintre elementele de rigidi-
zare transversale, diafragme sau antretoaze, este mare ; (3) dia-
fragmele sau antretomzele au o comportare elastici fiind la rindul
lor deformabilein planul lor. In aceste condi{ii, tenasiunile nor-
male repartizate pe sectiunea transversali se incadreazi intre
acelea obtinute prin aplicarea teoriei de barid cu pereti subtiri
gi cele rezultate din teoria de plac# prismatici.

Censiderarea bordejului stavilei ca fiind e placd ortotro-
pd& /12/, /13/ elimini problema evalu¥rii "1Xt{imii’conlucrétoare”
gl este admisi pentru structurile deachise cu condi{ia ca ele-
mentele de rigidizare, tranaversale gi longitudinale - antretoaze
(diafragme) gl lonjeroni - fie dispuse suficient de des gi la dis-
tante egale, '

Corespunzitor acestor tipuri de scheme de calcul sint cunos-
cute gi metodele de calcul respeotive, analitice sau numerice, ni-
velul de exactitate sl uneia sau al alteea dintre aceste metode
fiind dependent de mZsura in care schema adoptatd modeleazi corect
structuras realé.

In prezent in practica de proiectare sint puse la punct me-
todologii de calcul bazate pe teoria barelor cu peret}l subyiri:
/28/, 7129/ pentru stavile cu sectiune inchisZ gi, respectiv, pe
teoria retelelor de grinzi pentru atavilele cu seafiune deschiead.
Metodele de calcul bazate pe teoria de placiortotropiiseaplica in
general structurilor deschise de tipul porf{ilor de ecluz®, iar me-*
todele de calcul care utilizeazi teorie suprafatelor prismatice,
care se aplicd cu bune rezultate structurilor inchise,fiind mai a-
proape de comportarea reelid a acestora decit modelul de bari cu pe-
reti subtiri, sint incd insuficient elaborate.

Metoda de calcul numeric care permite analiza cea mal comple-
x8, in concordanti cu comportarea realX a structurii de reziptenti
a stavilelor metalice,este metoda elementelor finite. Exist¥ gi al-
te metode de calcul bazate pe discretizarea fizici a structurii,ca-
re se pot utiliza pentru analiza statici gi dinamicX a stavilelor,
cum ar fi metoda figillor finite, care reprezintd de fapt o parti-
cularizare a MEF, teoria echivalentelor gi, apdrutd §in ultimii
ani, metoda elementelor de contur. Nici una.insd , dintre aceste
metode, cu performante in rezolvarea unor anumite tipuri de struo-
turi, nu ofer& posibilititile de modelare , in condifiile uti}i-
z%iril eficiente a tehnicii de calcul automat, pentru ob{inerea u-
nor rezultate cu precisia dorita ca MEF,

O metod® analiticd interesanti cu aplicatii cunoscute in cal-
culul bordajelor echipamentelor hidromecanice./36/, /39/, /4o/, este
metodafunc{iilor generaligzate sau a liniilor de sarcind. AceagtX me-
todAd eate opusi principial metodelor bazate pe discretizare fisiod
sau matematic¥, In sensul c% modeleaz® discontinuul prin modele
matematice formhl continue. Metoda utvilizeaz3 tunctli gencralisate
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eau distributii de tip Heaviaide sl Dirdc.modelind suprafetele rigidi-
zate prin suprafete continue gl_punlnd conditia ca liniile de tensiu-
ni s3 fie dirijate dupi axele nervurilor. Pentru determinaree aces-
tor tensiuni liniare se utilizeas® ecuat{ii integrale Fredholm de spe-
ta a 1I-a degenerate in sume. Prezenta acestor ecuatii in modelul
matematic conduce la ideea unei posibile legituri cu M.E.C, care u-
tilizeazd acelagi aparat matematic. '

In prezent existi tendinya de a combina douX sau trei metode -
de .calcul pentrua rezolvarea aceleagi structuri, De exemplu, se resol-
vi structura luati in ansamblu ca o structuri spatiald din bare, ca-
re modeleazX echivalent rigiditatea atructurii reale gi, apoi, pen-
tru analiza de detaliu a unor subaneamble sau imbinirji se utiliszea-
zi MEF , 8e economisegte in acest mod manopera gi timpul necesar
pentru pregitirea datelor de intrare, precum gi memoris gsi tim -
pul de utilizare a calculatorului. O interesantd metodi pentru rezol-
varea structurilor chesonate ale. podurilor metalice, care cu unele
modificXri poate fi aplicati si pentru calculul stavilelor, este
prezentatd gn lucrarea /146/. Acemsti metodi combinid metoda suprafe-
telor prisematice, derivat¥ din teoria generala a barelor cu pereti
-subtiri-a lui Vlasov, cu MBF, Intr-o alti lucrare /2o/, tot pentru
calculul-tablierelor chesonate ale podurilor, metoda suprafetelor
prismatice se combini cu MEC, Zonele de reazeme ale structurii se
modeleasX cu elemente de.contur quadratice, iar cimpul se trateask
ca o suprafafd prismaticd inchisi. :

'1.4;3,.Exemp1e numerice.

Prin intermediul a ¥ exemplamme de calcul se prezintd compara-
tiv rezultatele obtinute prin aplicares a 4 metode de ocalcul : (1)
metoda re?elelor de grinzl (MRG) ; (2) teoria barelor cu perefi sub-
tiri (TBS) ; (3) Metoda suprafetelor.prismatice in varianta din ca-
pitolul 6 (MSP); (4) MEF,

1.5. CONCLUZII

Analizind comparativ rezultatele obtinute pentru cele 3 exem-
ple prezentate in subcapitolul anterior se desprind urmAtoarele con-
cluzii :

1. Toate metodele analizate i-au in considerare conlucrarea
spatialX dintre elementele componente ale structuril de rezistenta
a stavilelor metalice, ceea ce este de naturi si conduci la o dimen-
sionare mai sigurid gi mai economicd. Solutiile moderne de realizare
a stavilelor merg, in general,pe sectiuni inchise, de tip cheson,
din table sudate. In acest sens, utilizarea pentru proiectare a unor
metode de ocalcul adecvate este absolut necesari, Este de datoria
inginerului proiectant sX aleagX metoda de calcul care s3 satisfacld
in mod optim parametrii de reslizare a proieoctului : solutie tehni-
cX eficient%, siguranti in exploatare, cost minim gi nu in ultimul
rind manoperd gi timp minim pentru realizarea proiectului.

2. Din punct de vedere s capacitif{ii de modelare a structurilor
8l & posibilitXtilor de obitinere a unor rezultate cu un grad de pre-
cizie doritsmetoda care se impune in mod incontestabil este MEF.
Aplicarea MEF pentru analigza comportirii unor structuri de mare com-
plexitate, cum este cazul stavilelor metalice, presupune asigurarea
a8 douX conditii absolut necesare :(a) existenta unul program de
calcul cu elemente finite multifuncyional,cu un numir suficient de
tipuri de elemente ; (b) un calculator de capacitate cel putin medie
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(2512.K.0) |, Pentru rezolvarea exemplelor prezentate s-a folosit
programul SAP o5. Este un program complex, care consumi insX mult¥ -
memorie (180 K.0) ¢i care, prin urmare, nu poate fi inplementat pe
echipamentele de calcul moderne- minicalculatoare INDEPENDENT gi
CORAL = pe care le produce in preaent industria eleotronici romés
neasci. Totodati, manopera pentru pregitirea gi introducerea date-
lor initisle, precum gl pentru prelucrarea rezultatelor este deo-
sebit de laboriomsi. Pentru utilisarea eficlenti a metodel sint
necesare programe cu structurd modulard, utilizabile in regim in-
teractiv, ou pre-gl postprocescare pentru introducerea gi prelu-
crarea graficd a rezultatelor. ‘ -

3. T,B.S. trebule aplicatd cu rezerve intrucit nu se pretea-
z¥ decit la stavilele lungi, cu dimensiunile sectiunii transver-'
sale reduse., Aioi trebuiesc luate in considerare raposrtele l1limiti
impuse de Vlasov /195/ pentru incadrarea structurilor in categoria
barelor cu peretl subt{iri : L/H=21lo; t/H>=lo. Chiar gi in cazul
etavilelor clapetd "burtd de pegte", care respectid in general ,aces-
te oconditii, metoda are neajunsul ck nu {ine seama de efectul dia-
fragmelor. - : . :

4., M.R.G, poate fi plicat® cu rezultate -bune dac3 se aprecias-
z3 in mod carect "lif{imea conlucritoare". In acest sens se recomandi
normele germane DIN 19704 /198/, care a-gu aplicat gi in cagul exem-
plelor considerate. Metoda are avantajul ci poate fi aplicatid prin
intermediul programelor de celcul pentru structuri spatiale din
bare :programul GIPSI, care permite calculul pe subatruoturi, pro-
gramul SPAT 1 cuplat cu programul de prelucriri grafice Y, 'impli-
mentate pe ] loo, i

5. M.5.P, este 0 metodid competitivid pentru calculele ingine-
regti din proilectarea curentd, fiind recomandabild pentru atructuri-
le chesonete. Algoritmul acestel metode se prezintd 1in capitolul b,
Metoda are aventajul c#% poate fi ugor programati de microcalcula-
toare de capacitate meaie (48 K.0) gi, din acest punct de vedere,
la indemina proiectantilor. .

6. Pentru analiza stirii de tensiuni gi deforma{ii in zonele
de concentriri de tensiuni se recomand& utilizarea combinati a
MEF cu MSP gau cu M.Kh.G. O varianti, competitivd din acest punct
de vedere , este cuplarea MEF cu KEC,
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CAPITuULUL II

FORMULAREA TEORIEI MATEMATICE A STRUCTURILUR
/50/, /114/, /115/.

2.1, GENERALITATI

Component® a mecanicii solidului mecanica structurilor contine
modelele fizice pi matematice pentru,s{udiul gtirii de echilibru gi
analize atirii de tensiuni gi deformatii a strugturilor gi elemente-
lor structurele. . - -

‘Considerind aspectul matematic al problemei easte important-si
se studiezé analogiile formale dintre modele gi modul in care medele-
le matematice pot genera unele din eltele., Baza gi argumentele mcestui
studiu sint furnizate de teoremele analizei fuhctionale, Abordetd
din acest punot de vedere, teoria matematici a atsucturilor cuprin-
3e tiei gropuri de legi fundamentale gi teoreme, dupd cum uwrmeazi /50/
114/: - :

1. Modelul matematic elaborat pe baza legilor sistemylui fiszioc.
2, Legile de generare e modelelor aproximative de calcul nume-
rie. ° . ' _ .

3. Teoremele care atabiliesc existenta §i unicitatea acestor
legi, respectiv convergenta gi stabilitatea selutfiilor- obti-
nute prin aplicarea unul anume model de calcul numeriec.

In figura 2.1, se reprezintd schemetic componentele principale
ale teoriel matematice a structurilor prin intermediul metodei ele-
mentelor finite formulate in cadrul teorieil reziduurilor medii ponde-
rate.’ . : -

Formularea unei teorii matematice generalizate pentru un sis-
tem fizic ofer¥ avantaje teoretice gi practice evidente in ceea ce
privegte caracterizarea gi definirea unitari a problemelor, pe de-b
parte, pi stabllirea unor modele de calcul numeric general aplicabi-
le la rezolvarea acestor probleme, pe de alti parte.

2.2, CLASIFICAREA YROBLEMELUK SISTEMELUR FIZICE

Urice sistem fizio poate fi caracterizat printr-e¢ mult{ime de
variabile care sint functii de coordonmate spatiele x(x,y,z)si de timp
t. Sistemul eate stationar eau nestajionar dupd cum t# o. Un numfr
r de variabile pot fi preastabilite: proprietitile fizico-mecanice
ale materialului, dimeneiunile geometrice, fortele aplicate, condi-
tiile de margine, Restul variabilelor , u, sint necunoscutele pro-
blemei : deplasdiri, vitese, temperaturi, tensiuni, eto.

Un model matematic acestui sistem rezulti fn a stabili o rela-
tle intre u gi r in urme aplioérii legilor fizice caracteristice,
Aceste relatii formeazX un sistem de ecuatil de definifie de forma

i(ul.uzjodipun' rl’ ré.ocl’rn) = ° (2.1)
sau '
XLlu) + f, = o, pe domeniul V, (2.2)

1a care se atageasX un set de conditii la limité :
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"G(ulvu29---runt I.'-1' r20°°°'rm) =0 (2.3)

sau
'ﬂ(u) = fﬂ. pe frontiera S a domeniului V, (2.4)

Ecuafiile de definitie Impreun® cu conditiile le limit# for-
meaz3 ecuatiile de guvernare a sistemului ale carui solu{ii vor fi
de forme urmitoare:

N A S (2.5)

In ecuatiile-(2.2)‘ei-(2.4J$€ai'@ 8int operatori diferentia-
1i caracteristici sistemului, u reprezinti necunoscutele problemei
iar f_ gi f£_ 8int functil date. In practicg sistemul de ecuatii
(2.2) e deﬂcompune‘adesea prin eliminarea unui num&r de q variante
intre ecuafille initiale ale sistemului fizic rezultind :

- ;.éié‘djvf 1, = o - ecuatiile.de echi;ioru(2;6)

olaw) = o .- dcuatitle constitutive (2.7)

vOperatoruléﬂ eate in general de ordin superior in raport cu
operatorii J o1 &L, . C

Num#rul gradelor de libertate ale sistemuluil este egal cu nu-
mdrul parametrilor I necesari pentru definirea lui u 14 un moment ¢
dat. Sistemul este discret daci numirul gradelor de libertate eate
finit ; el este continuu dacZ numirul gradelor de libertate este
infinit. )

, Problemele sistemelor oontinue gi discrete be pot diviza 1in
probleme de echilibru, de valori proprii gi de propagare. In ta-
belul 2.1, se exemplifici,pe bazs unei clasificari pe domenii, ce-
le trei categoril de probleme. '

Un sistem dlscret poate fi descris printr-un sistem de ecua-
til elgebrice, in timp ce un sistem continuu este guvernat de e-
cuatii diferentiale, ecuatil cu derivate partimle gi/sau integro-
diferenf{lale c3rora 1i se atageaz® un sistem de condit{ii de margi-
ne spatiale gi/sau temporale {tabelul 2.2).

Sistemul de ecuatii algebrice se poate rezolva direct, prin
metode numerice, in timp ce un sistem continuu trebuie mai intil
discretigat, adicd inlocuit printr-un sistem echivalent de ecuatil
algebrice, -

Procesul de disoretizare implici, de fapt, Snlocuirea mode—
lulul matematic exact, care caracterizeazi sistemul fizic definit
prin ecua{ille de guvernare, printr-un model de calcul aproxima-
tiv ebordabil prin metode numerice. In figura.2.2.  acest proces
este pua in evident{¥ prin intermediul metodel elementelor finite.

2.3, MODELUL MATEMATIC IN MECANICA STRUCTURILOR /114/

Modelul matematic in mecanica structurilor contine trei gru-
pe de ecuatii cunoscute sub numele de ecuafii de echilibru gi mig-
care, ecuatll conatitutive gi ecuatii de compatibilitate. In cele
ce urmeasi se definesc cele trei grupuri de ecuatii pentru cazul
unui material cu comportare liniar elasticid, conditie care, evi-
3;38; nu afecteasi generalitatea problemei puse in discutie /113/,
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fabelul 2.2

tipul ECUATILE DE GUVERNARE
problemei domeniul continuu dormeniul discret ’

ecuatil dlfcrcnnole ccuati qlqgebrice s,,T
ECHILIBRU ordindre sau cb deri-| multane {sistcm
vate parnqle Cu con{ de ecuati)

ditit de rinargine Im- !

puse .
ecuati diferentiale ccuGTii dlgebrice  si-
vaégg:l ordinare sau cu de - mu| an cg squ ecudarfii
rivafe pur“ﬂc:!c cu ﬁ:rcr\rrdeortlmore
conditii cmorgvne ctibile la ecualtil
impuse. Olqebrroc
ecupati diferentiale
) " ecuahi cu derivate oro%b're fgmulranc
FPROPAGARE E\orﬂolﬁ cucondith cu Qc)ndlf(l \nNitidle
fidle sidemanrg.imp. | jmpuse?’ .

2.3:1:" kcuatiile de echilibru
Ecuatiile echilibru dinamic ocare guverneagi o structurid cu com-
portare liniar elasticd supus3 la actiunl dinamice sint :

GiJ.J + F = ?:ui(;' i, = x,y,2, (2.8)

in ca::e(S"i'j reprezinté componentele tensorului tensiumilor, F 1 sint
componentele vectorului F al fortelor masice, iar §>u reprezintif

fortele inerfiale mle lui D Alemhert corespondente unititli de volum;
Q@ este masa specifioi, iar 111 este vectorul acceleratiei. DacX .

structura este supusi la actiunl statice se anulenszi for ele inertia-~
le el rezulti ecuatlile de echilibru static.

613'3 +F =03 1,3 = x,y,% (2.9)
2.3.2. BEcuatiile constitutive

Rela{iile de legiturd intre tensiuni gi deformatiile apecifice
ge exprimi pentru o structur¥ cu comportare elastiod prin ecuayiile
constitutive (legea lui Hooke) :

G'id = cijk‘t Ek{ ’ i,3.k, 1 = xlytz-l . (2.10)

in care C eate tensorul de ordinul patru al coeficientilor elaae-
tiel, k1

Cigug " N0y * A (61kéjk+ O1f Sy’ » t2.11)
in axprelia cﬁruiad1J este sombolul lui Kronecker, ijar A el A sint
conatantele lui Lamé.
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2.3. 3. Relatiile de legituri dintre deformatiile specifice
gi deplas3ri. (ecuatiile lui Cauchy)

In domeniul elastic, In ipoteza deformatiilor inflnite21méle,
existi urmitoarele relatii de legituri® intre componentele tensorului

deformatiilor aspecifice iJ gl componentele vectorului deplaesiarilor,

u 3

€

A

1,5 Y%,5) =85y LI=xy,s (2.12)

2 3.4, BEcuatiile de compatibilitate (ecuatiile luil Saint
Venant)

Eliminind deplasirile u; din ecuatfiile (2.12)~se ob{in ecua-~
tiile de compatibilitate de forma :

6iJ,k{ ¥ ak{.ij - J{.id -—sik"_l_t = 0, 1.4'k'{ =X,¥,2 (2.13)

2.3.5. Ecuatiile in deplasiri (ecuatiile ‘lui Lamé)

DaocX se elimin¥ tensiunile gi deformatiile intre (2.8) gi
(2.12) se obtin aga numitele ecuefii ale lui Lamé.

)Aui + ()\-r/u) Uy 44 + Fi =Q ui i 1,3 = x,7,s, (2,14)

care in casul problemelor statice devine
abuy +A+ wuy 45 + ¥ =03 1,3=1x73,3 (2.15)

vac¥ fortele masice sint neglijate in ecuatla (2.15) gi se
aplicd operatorul lui Laplace se obf{ine ecuatis fundamentalX a pro-
blemelor de elasticitate.

V2V2 u=o0 {2.16)

2.3.6, Condiyiile 1a limitd in tensiuni gi deplaesdri.

Dac3 pe frontiera S care mirginegte domeniul V -~ structura -
se cunosc fortele Py conditiile la limiti in tensiuni se scriu sub

forma : ,

(}1Jn3 'S = py i 1,4 = x,¥,8, o 2.17)
in oare prin n, sau notat cosinugii directori formsti de nornala
la S ocu axele ae coordonate .

Dack se cunosc 'deplasirile h1 pe S se formuleazi conditiile
la 1imitd in deplasiri. : )

uglu,t) ‘8 = hi(u,t) s 1= x,y5,2 (2.18)

Condigiile initiale referitoare la deplasdri se soriu ast-
fel: . ' .

. - A -
ui(t) ltco =u, ai(t) ltao = uy i=x,y,2 (2.19)
Conditiile la 1limit¥ admit gi o formulare mixtd atunci

oind ee cunosc fortele p py e o por tiune S CS gi, respectiv,

deplasirile h, pe 'S (:S astfel incit S +, = S, definiti prin
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relatiile °

Q;

n = p, ;
i3 7} I 17
Sy

{2.20 a g1 5f:

¢

ui(u.tJ \ = hi(u-.t) 5 .i'J = Xy¥r3
- sz

2.4, DEPINIREA CIMPULUI STRUCTURAL -

Un cimp de tenmsiuni gi un oimp de deformatii sau deplasiri cu
relatiile de legituri (2.1o) formeezi un cimp atructural.

Un cimp atructural este numit compatibil in raport cu un sistem
de incompatibilitX¥ti - mul{imea conditiilor la limitd - dacid satisfa-
ce (compatihiliseasd) equatiilem(z,}Z) in pregzenta conditiilor "(2.18).

- Un-ofmp structural este in echilibru (eohilibrat) in raport: cu
un sistem de forte exterioare :- mul{imea aofiuniler gi fortelor de
legitur¥ pe frontiera S - daci satisface ecuatiile (2.8) si (2.10) in
prezenta conditiilor (2.17). ' . _

Un oimp structural care-este in acelagi timp compatibil gi iIn
echilibru satiaface ecuatiile (2.14) gi conditiile (2.20).

DacX se asociazX unei structuri elasiice oarecare o multime X
de cimpuri structurale se poate demonstra c¢i mul{imea X formeazi un
spatiu Banach (epe{iu vectorial normat complet).

Pentru aceasta, se demonstreazi , in priﬁul rind; ci mulfimea
X formeazd un spatiu vectorial prin definirea operatiunilor de aduna-
re x,+x, o1 inmulfire cu scalari Ax; xl,xzex;ﬂ\eﬁ. Schematic proble~

ma de analizX functionalX se prezintd in felul urmitor :
3 corespunde lui(31 X, corespunde lui uy
X, coregpunde lui Gé x, corespunde lui Uy (2.21a 8i b)
X1t X, corespunde 1ui(31+63 x,+ X, corespunde lui uj+u,
X, corespunde lui \G®) 1 Ax, corespunde lui Auy
(x,+x,)coreapunde lui)(Gi+Gé) A(xl+xz)corespunde‘Iui)\(ul+u2)
(k+u)xl.corespunde luil (Atukji (A+‘p)xl corespunde lui 0\+/u)u1

Eate ugor de demonstrat o¥ elementele din spatiul X se supun
cuncscutelor axiome de cemutativitate, asociativitete, distributivi-
tate g1 independent¥ liniarX ¢i c¥ operatla de bazd din acest spatiu
este produsul socalar a doud functii componente. x, gi x, definit
prin integrala pe domeniul V datal produsuluil ace}tora. Existenta
produsului vectorial asiguri existenta normei iIn spatiul X. Un spa-
tiu vectorial ingestrat ou o normi pentru fiecare din elementele sale
formeazd un apatiu vectorial normat, )

Norma unui element al spatiului (respectiv al unei functii com-
ponente) se definegte in forma urmitoare :

lhx 1) -“S x2 av  eau x| =ﬂ§ x, X,dV (2.22 a gi b)
' v v

=\ ] G165

adic¥&

x| =VS uyu,dV (2.22 ¢ g1 Q)
A\ 4

: t

BUPT



-22-

In continuare se poate arita cu ugurintd c3 elementele din
X formeazi ¢iruri Cauchy convergente gi ci, deci, spatiul X este
un spatiu vectorial normat complet, adic3 un spet{iu Banach, In-
trucit, age cum rezulti din relatiile (2.22) norma din X este
generati de un produs scalar,spatiul Banach, definit anterior, es-
te , de fapt , un spatiu Hilbert /143/.

Acegte elemente de analizi functionali sint deosebit de im-
portante in analisa de convergentd gi stabilitate a solu{iilor a-
proximative, deoarece un spatiu Hilbert poate asigura prin insigi
constructia lul convergen{a necesarX problemei. /155/, /156/.

Se demonstreazid /15/, c& spatiul Hilbert definit pe X este
un spatiu energetic Hp - pe care se definegte un produs energetic
gl o norm# energeticd Hg-constitue o extindere a lul X, la ale

cirul elemente se atageazi produsul energetic oorespunzitor. Re-
zultatul este cZ apar o serie de functii nol x€Hp care nu pot s3
satisfacd coridititle la limitd paturale ale problemei. Dacda in
schimb aceste conditii 1a 1imit& sint pringipale sau

(geometrice sau cinematice,) - adici, in cazul mecanicii struc-
turilor, nu qontin derivate, atunci ele pot fi satisfidcute de
citre toate funct{iile spatiului energetic HE. Se spune ci& are

loc o .relaxare & conditiilor la limita. '

0 multime de cimpuri struoturale X care satisface conditiile
de echilibru formeazi o submul{ime ch, care se gzice isocechilibra-

t4{ - metoda dePlasirilor.

0 multime de'cimpuri siructurale X care satisfece conditille
de compatibilitate formeeazi o submultime Xu, care gse sice izocom-

patibil¥ - metoda féxtelor.

Ecuatiile de echilibru gi compatibilitate se pot scrie acum
intr-o form%¥ mult mai generald:

G(x) =Q: xex gifeXy (2.23 a g1 b)
a{x) = u ; x€X i u€X

Dac¥ mult{imee X NX, contine cel putin un elementO'(x) sau

u(x) se poate stabill o corespondentd biunivoci intre elementele
lui X gi cele apartinind produsului cartezian chx I, ={1, Se de-

finegte astfel prin r‘spatiul actiunilor exterioare, X constituind
spatiul rXspuneurilor structurii . Filecdrel perechi (§ ,u) i se
poate asocia o functie continu¥ Yy MK,

astfel ca '

x =N(3,u) . (2.24)

Solutia exmoti s problemei - cimpul structural compatibil
gi/sau echilidrat - se obf{ine impunind conditil de stationaritate
energiel potentiale totale a sistemuluil f| sau energiei potentiale
complementare [|*, reapectiv

dn- S Q' duav (2.25)
v
'6ﬂ"= Sv udCav (2.26)

Distants intre douX cimpuri structurale - intre doui elemente
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X, gl x, apartinind lui X - se definegte ca norm# a diferentei lor
prin relatia ’

X2

d(xl,xa) = min.f ds, (2.27)
X
1

in care de reprezinti distanta dintre doud puncte foarte apropiate
continute in V

d%s = _%_ S SusCav (2.28)
'}

Pentru x,=Jl(G;u) ae demonstreazi ci in acelagi punct existd

dacé )
: 52 jéGéuav | (2.29)
51‘! S Sud§av Lo . (2.30)
egalitatea ' '
AN=5N* (2.31)

In continuare, pe baza relatiei (2.28), pentru un A suficie:
de mio rezultd egalititile

a°(x+ A,x) =Mx+A) -N(x) ;AEQ)O';

a%(x+ O, x) “Mix+A) =N*(x) ; A€ Uy
unde print; gl u  notat elemente nule ale submulyimilor X (3 ¢i, res-
pectiv Xu.

Cu aceste elemente modelul matematic gi solutia problemei, nes-
pectiv cimpul structural, se pot .6ongidera defintte in perimetrul a-
nalizeil functionale.

Se poate elabora gi o achemi mai generali care si dea solufii
pentru orjice problem3i in care existid un principiu de extrem cuncascut.

(2.32 a g1 b.

2.5, LEGILE DE GENERAME -A MUDKLELUR ArROXIMATIVS
" DE CALCUL NUMBRIC

Pentru a evidentia importanta legilor de generare a modelelor
matematice, de la modelul exact la modelul aproximativ, se va face
referire la generarea modelelor disdrete din modelele continue, dis-
cretigarea fizicid gi matematicd constituind procedes tipice analisei
structurilor. Teoria gener&rii modelelor matematice cuprinde descrie-
rea legilor de generare g1 justificarea lor cu ajutorul analizei de
convergenti.

Procedurile pentru senerafea modelelor noi in teoris structuri-
lor se bazeasd pe metodele enargiel potentiale de deformatie totalk
g1 complementari.

Ecuafiile de generare (2.8) ~ san (2.9) - (2.12) ¢i condigiile
la limit# (2,170 ei (2.18) , reapectiv (2.19), se introduc simultan
91 trebuile 8% fie satisfiécute identic in cadrul modelului generator.
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Se realizeaz® o coresponden{i intre cimpurile generate gi cimpul
generator, originar, care ge poate reprezeanta printr-o ecuatie de -
forma :

y=L{x) ; x€X; ye€Y, . (2.33)

in care L1 : X—>Y este un operator liniar, iar ¥ este spa%iul
cimpurilor structurale generate.

Uti1lizind principiul lucrului mecanic virtual sau un alt
principiu variational derivat se pot stabili ecuatiile generale
de echilibru g¢i compatiovilitate in cadrul noului model generat.
Introducind o ipotezd simplificatoare, spre exemplu ipoteza lui
Kirchhoff din teoria plicilor, ipoteza lui Bernoulli din teoria ba-
relor sau definirea cimpului de deplasiri din interiorul elemente-
lor in metoda elementelor finite,se stabilegte o corespondentd in-
tre elémentele definite pe X gl cele definite pe Y. Se poate intro-
duce, astfel, un nou operator liniar L2 : Y —=2X; X°CX:

X = Lz(y) ; x X’ v (2.34)

Metoda energetici pume conditia de invariabilitate a energiedl
potentiale de deformatie totalX% sau complementard, ceea ce revine’
la satisfacerea expresiilor : .

H[Lz(y)] « [T(y) 3 _ﬂ*[La(y)} = l'l*(y) _ (2.35 & gi b)

S¢ definegte, in concordantd cu cele arditate, operatorul 1i-
niar de interpolare L : X—X; astfel ca

L = L1L2 ) (2.. 36)
Elementele x€X gi, respectiv, xc X definite prin intermediul

operatorulul de interpolare se numesc conditionate gl se noteazd

cu z, respectiv z{ .

g'= L(z) ; 3&2°, s€ 2, (2.37)

Se snune ¢4 eubmultimea conditionatX Z°a imaginilor prin L a
elementelor submultimii condit{ionate ZC X corespunde lul 2, Sub-
nmultimea oimpurilor structurale Z se sice izoconditionati dacd die-
pune de un minimizetor & , Mult{imea M a minimizatorilor corespun-
z8toare submultimilor izodonditionate Z din X formeaesd o submul-
time minimisatoare a lui X., Filecirei submul{iwi minimizatoare din
X ii corespunde o functionalX JJE # -, in oare # este o familie de
func{ionale definite pe X. O submult{ime minimisatoare MT X ‘cores-
punde unei.submuly{imi minimizatoare MC X dacldl la ambele corespun -
de aceeagi funotionali e P, :

Operatorul de interpolare L are urm&toerel; proprietdyl :
(1) Imaginea prin L a oricérul element x€X coincide cu e-.

lementul
L(x’) = x, Vx'€X

(i1) Submultimile conditionate gi minimisatoare satiafac a-
celeagi conditii in raport cu aceeagi familie de func~-
tionale P . .

(111) Imaginea prin L a elementelor izocondifionate din X
sint. elemente izoconditionate din X’. .
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Se introduce in continuare un operator secund A, numit de apro-
ximare, care reallzeazi corespondenta dintre intersectia fiecirel ~
submul {imi conditionate cu fiecare submultime minimiszatoare din X cu
intersectia multimilor analoage din X°. :

A: (ZOM)>(Z0M°) ; Z,MCX ; 27, MCX”’ (2,38)

Operatorul de aproximare A are proprietitile :
(j) Bate mirginit gi continuu.

(33) Imeginea prin A a fieclrul element x€X’coincide cu ele-
mentul )
A(x") = x’3 ¥x%ex’

-lmaginea x;EA a elementelor x€X se numegte aproximatia lui

x in X°. Imaginile prin A a elementelor izocondif{ionate din X vor f1
elemente igoconditionate din X°, respectiv imaginile elemeqtelor izo-
minimizatoare din X vor fi elemente izominimizatoare dinm X',

Considerarea operatorilor L gi 4 permite discutarea conveisiei
unei probleme variafjionale date intr-una nouX, eventual mai simplX de-
cit prima, capabill sX prevadi o solutie aproximativd a acesteia,

Dacd operatorul de interpolare este mstfel ales incit XCX s¥
oonstitue un spatiu n-dimensional problema variationali se poate -
rezolva cu ugurinti, Functionsla ¥ devine o functie de n variabile,
iar elementele minimizatoare ale acesteis se resolvi prin rezolvarea
unui sistem de n ecuatil ou n neounocscute, cere result® prin egalarea
cu zero a derivatelor functionalei in raport cu flecare variabilid, E-
cuatiile sistemului vor fi linisre numai dacié functionala’)j] este func-
tie analitiocd a variabilelor. .

Dac¥ L este conform gi Z2<Z, modelul de calcul agroximativ gene-
rat nu este altceva decit cunoscuta metodi Ritz, cas in care functio-
nala Weate energia potentialld totali., .

In figura 2.3 se presint¥ o schemi generali a metodei variatio-~
nale aplicate in teoria liniard a mecanicii. etructurilor, conformé cu
algoritmul funct ional prezentat.

O schemi mai generalX poate fi compusX pe baze teoriei residuu-
rilor medii ponderate, care permite abordareg problemelor gi in situa-
tiile In care nu se poate defini functionala - . Aceastd schemX eete
prezentati in figura 2.4,

2.6, CRITERII DS CONVERGENTA SI UNICITATE A SOLULIILOR
APROXIMATIVE '

Evolutia teoriei moderne a structurilor a fost considerabil
influentat® de metoda elementelor finite . Ulterior a apirut, pe ramu-
ra din dreapta a schemel 2.4. metoda elementelor de contur sau de
frontier%, cum mal este numiti. Practic, in preszent aceste douX meto-
de de calcul numeric dominX analiza structurald. In cele ce urmeas#,
ideile din acest capitol se vor localize pe metoda elementelor fini-
te. Se impune imeX,. in mod evident, obmervatia ci orice model de ocal-
cul aproximativ generat din teoria exacti ridici problema justificdrii
piin analiza convergen%el solutiilor aproximative cidtre solujis exac~
ta,

.
»
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Le modul general, problema convergentei se pune intre ele-
mentele a doud cimpuri structurale : cel al solutiilor aproxime-

SISTEMUL FIZIC CRITERIUL ENERG.
formularea problem] funchionala
nct energia poten-
TE) =) + fy =0 functionaia 1 0ie° fotalg
\ . R X
| mulhiplicatorii lul | werul mecanic
§w)- SV<5 >F€(U)+¥v]dvso Lagrange virtual
e ™ - functionalg cunchionalg Wi
'Il”{u,q,,)\).'i,(u,q)fizima iuq)dv gene ralizatg f My -“Woshizu
. l ——
~ . unctonald Wt
r(uq) sau T: (uq) FUnCI‘OQQ‘Q [ linger- Reissner
mixiQ
T unctionala enerqa porenia
[c Q) Ccfmpl‘cmenford Id complement
?ig. 2.3

tive X “gi al solufiilor exacte X . Condi%ia de convergent{i presu-
pune ci distanta dintre un element x€X care minimizeazi functio-
ngla J pe Z gi corespondentul siu aproximativ xa'e]('aatisface
inegalitatea

a4 (x,x] )<&; ¥E7o (2.39)

Dacd ne referim. spre exemplu, ls metoda elementelor fini-
te cimpul solutiilor necunoscute (cimpul deplasirilor in inte-
riorul elementului) aproximeazi prin funct{ii de forma

n
uy = EE.\?iuik' (ui0=1) POX, = Xy, - (2.40)

in care céonstantelor c, 11 se atribuie semnificatia concreti a
paremetrilor de deformgtie a elementului finit, iar ﬁik sint de-

plasfirile generaligate la nodurile _k ale elementului finit i,

) Pentru ca girul solutiilor aproximative (2.40) , notat cu
x°  a% fie convergent el trebuie ad fie un gir fundamental (sgir
Caﬁchy). adicX trebuie si respecte conditia (2.39),.

Daci orice gir fundamental are o limitX , spatiul X este un
spatiu complet clruis i ee poete aplica criteriul de convergenta
Cauchy. Limita g¢irului fundamental x ' este funct{ia x citre care
aceanta converge. ‘AceastX convergentgneete o convergenta in medie,
adici eate satisYicuti inegalitatea :

v
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r v

J (Jl:--x'_:;n)2 dV(S, ¥d>o (2.41) T
v

Deoareoe integrale este intotdeauna pozitiva, relaﬁia (2.41) se sorie
sub forma

|x - x: |<E, ¥E>0o (2.42)

care eate de fapt distanta d(x, X, ") definiti prin (2.39). In conti~
nuare se aratd cd girul xan este un gir de funct{ii complete in sensul

convergentei in medie. care are asigurati condit{la de ocompletitudine,
conditie care asigurd convergenta 9i, in acelesi timp, conformitatea
gsolufiilor. In cazul formuldril veriafionale a metodei elementelor
finite completitudinea girului de functii’ xan eate in energie, spa-

tiul Hilbert al cimpurilor structurale X gi X'’ fiind un spatiu ener-
getic. v

* Aceapta ar constitui, exgunﬁ in principiu, analige de conveygen~
t34 a solutiilor aproximative x eI cdtre solutie exacti x€ X in peri-

metrul analiszei func{ionale, In cele ge nrmeagﬁ se prezinti un cri-
terin de convergenté simplificat. -

Se afirmi pi se demonstreazi cX relatla de convergenti intre
X, "€EX’gl x€X ente de forma urmitoare:

‘dlx,x]) € d(x,x7) +\]|5 TS LT ' (2.43)
in-caro | —

51’]f=’5r(x’) - (x) : (2.44)

8T =T(x)) T (xy) (2.45)

t

lar x_ este izoconditionat in raport cu x astfel incit

x, = L (xa) (2.46)

~ :
DacXk x minimizeazd functionalall pe Z e poate sorie ci
Tix) <Xx ) : (2.47)

Pe de altX parte ,dacX xa este aproximatia lui x in X’, x minimisea-
1.4 functionalarrpe Z°, adici 3

1

H(x;) éJ(x ) . (2.48)
inlocuind aoum (2.44) g1 (2.45) in relatia precedentd rezulti
(g ~ ny .

WMx,) +8 W -8 ¥ <l(x) (2.49)
Din (2.47) 91 (2.49) se obtine
Pj{(x‘l +$ ;ﬁ' - 5ar175r’7\x)5-r5(x8) (2.50)

de unde resulti oil :
Fix ) T (x)<8_M1+18 1) - (2.51)
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TotodatX, ielatia (2.50) conduce le

2 " N
d (-x,xa) =4 (x ) -lx) , (2.52)
care ae inioéuiaqte in (2.51) regultind

atx,x,) < VI8, TS T \ (2.53)

ceea ce, in final, printr-o inegalitate triunghiularX conduce la 1i-
negalitatea‘de definitie (2.43), ‘

Pentru exemplificare se aplic# oriteriul de convergentid pre-

zentat in oazul metodei Ritzs /., in cazul cireia ZCX, Aceasti inseam~

’

ni ci x gi xafsint izocondifionate in raport cu x gi X, Atunci, de-

cd x;CZ 2, rezult¥ ci X, = x; gif din (2.40) rezultd

- ax,x) <\I5 T~ * _ (2.54)

-Pe de altX garte dacd x este izoconditiomat im raport cu x°
din (2.50) rezultad ci

a? (x,x") =¥ (x") ‘-'JT;xJ = 61’.'?’, (2.55)

astfel Incit-(2.54) devine. )
d (x,x;)gd(x,x‘) . (2.56)

Interpretarea relatiei (2.56) conduce la concluzia ci eroa-
rea de aproximere este mirginita superior de eroarea de interpola-
re. Rezult¥ de aici ci metoda Ritsz, care eate la origlnea metodei
elementelor finite, implici prim inadgi structura ei convergenia.
Acest lucru eate de fapt demonstrat pe baza tegremelor analizei
functionale, reafirmarea ss prin rezultatul obfinut anterior fiind

de naturi si confirme pgi 84 intAreascid criteriul de convergenti o

prezentat.

Pe baza oriteriului de convergenti prezentat problema con-
vergantel solutiilor furnigate de modelul de caloul .aproximativ
citre solufiile exacte se rezolvd in doni etape importante :

(1) Determinarea cimpului solutiilor aproximative x_ izocon-
ditionate in raport cu x §i stabilite pe baszs uflor func-
" tii de interpolare a solutiei exacte ;

{2) Evaluarea ordinului variaefiei 3T a func tionalel asociate
gl a erorii de interpolare, atit pentru modelul de cal-
cul exact cit gi pentru cel aproximativ, .

Svident, cX schema de anelizd a convergentei prezentati in a-
gest paragraf nu epuizeazi nici pe departe aspectele legate de a-
ceastd problem&. Astfel daci se face referire numai la metoda e-
lementelor  finite trebule aritat cé& problema preciziel gi a conver-~
gentei metodei a preccupat gi preocup® un numir mare de cerceti-
tori. .

In prezent se cautd noi cii ae abordare @ acesatel probleme,
care fie 83 inlocuisec¥ criteriul convergentei monotone acceptat
la inceputurile metodei /183/, /1B86/, fie 8% determine erorile
introduase de diversele tipuri de elemente gi, prin urmare, pre-
cisia acestora. Din acest nunct de vedere incadrarea teoriei mate-
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matice a struoturilor in perimetrul analigzei funciionale este de na-
turi s asigure suportul teoretic necesar.

2.7. CLASIFICAREA METODELOR DE CALCUL

In general modelele de calcul aproximative in cadrul cirora au
foat elaborate metodele de calcul ‘din mecanica structurilor sint mo-
dele de calcul discrete - discretizare matematicid sau fizici . Aborda-
rea pe aceasti cale are avantajul cX permite formularea matriceali a
problemelor, conditie absolut necesara atunci cind se elaboreazid al-
goritmele programelor de calcul automat. Sint cunoscute insi gi meto~
de aproximetive continue, un exemplu bine cunoscut in acest sena fiind
rezolvarea problemel incovoierii pl3cilor curbe subtiri in cadrul teo-
rieli de membrani ; evident ¢3 gi in acest caz analiza de convergentd
este necesari., Bxisti gi situat{ii in care modelul discret se mproxi-
meazi printr-un model continuu echivalent, spre exemplu In cazul struc-
turilor reticulate. ‘

Este difficil decli de atabilit un criteriu care sX permitX o cla-
gificare exhauativi a metodelor de calcul din mecanice structurilor.
Acegtea pe vor ImpArtii, in conformitate cu teoria matematica a struc-
turilor formulat® in acest capitol, in metode exacte gi aproximativey
Dintre metodale aproximative se vor mentiona numai acelea care pot fi.
formulate g1 pe cale matriceal#, fntrucit in prezent nu se mai poate
concepe o abordare competitivi a problemelor de analizi a structurilor
astfel decit prin intermediul c¢alculului asutomat.

Metodele exacte se folosesc le calculul structurilor in anumi-
te cazuri particulare .de actiuni gi geometrie a structurii. Numidrul
problemelor care pot fi rezolvate cu metode analitice exacte este re-
dus gi la ora actuali, sint cunosacute., O dezvoltare de dat® mai reocenti
o constitue metoda funci{illor generalizate care permite abordarea
formal continu& a problemelor sistemelor discrete sau disc. - tinuz cu
singularititi nrin int=rmediul teoriei :iztribusiil r.

Dintre metodele aproximative se retin doar trei grupuri de meto-
de: metodele matriciele directe care au la bazi teoremele lucrului )
mecanic virtual, metodele variationale g1 metodele reziduamle.

In figura 2.5 se prezintX scheratic o clasificare de principiu
a acestor metode,

2.8. CONCLUZII

Teoria matematiedi a structurilor constitue un cadru general pen~
tru formularea problemelor din mecanica structurilor, un suport teo-
retic pentru degvolterea modelelor gi metodelor numerice de calcul.
Parte integrant¥ a analizei functionale, domenin al matematicii aflat
in continuX evolutie, teoria matematici a structurilor Sg¢i are direc-
tiile sale proprii de dezvoltare, cu implicat{ii directe gi importante
in rezolvarea problemelor ingineregti din mecanica atructurilor.

Ca ramur¥ a analizei funcfionale, teoria matematiol a structu-
rilor a constituit g¢i constitue preocuparea unor cercetétori de pres-
tigiu, matematicieni gi ingineri, deopotrivi /36/, /47/. Sint cunoa-
cute {n acest gens lucridrile de plonierat ale lui Prager , Synge g¢gi
Mikhlin, iar mai recent, ale lui Washizu, Oden /153/ ¢l Olivetra /157/
?g4ggi $n tarX meritX a fi subliniatd lucrarea lui Mazilu gi Zburlan
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Ca disciplind , in acelagi timp matematicy gi ,inginsreas--
ci, teoria matematici a structarilor este o gtiinti interdisci-
plinari, cu proprietXti intrinseci de desvoltare.
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CAPITOLUL IIL .

PORMULAKKA PROBLEMELOR DIN LECANICA STRUCTURLLOR IN
CADRUL_TEORIZI RSZIDUVRILOR PONUBRATE /56/, /68/.

3.1, GENERALITATI

Jdea aceatul capitol este de a prezenta un model matematic aprc
Ximativ generalizat pe baza ciAruia se pot elabora gi formula unitar
principalele metode de calcul numeric utilizate in mecanica mediilor
continue pi, in particular, in mecenica structurilor . Acest model ms
tematic este furnizet de teorila reziduurilor ponderate (TRP),

Metodele energetice variationale (MEV) foloseso teoremele (prin
cipiile) variationale energetice pi ale lucrului mecanic virtuml care
poate fi interpretat ca o misurd a energiei. Porpind de la aceate tec
reme energetioce - teorema energiei potentiale minime (in funciie de
deplaaarig, teorema energiei complementare minime (in functie de ten-
siuni), teorema Hellinger-Reissmer (formulare mixti ou deplasiri gi
tenaiuni) , teorema luil Hamilton in cazul actiunilor dinamice, etec -
in baza principiulul luerului mecanic virtual se stabilesc functional
de energile (fig.2.3 ) cXrora 1li se determini valoarea stationard ( se
minimizeazd) tolosind legile calculului variational.

Sint situetii cind problemele din fiziod nu pot fi reprezentate
printr-o functionali, ele fiind modelate matematic 1insi prin ecuatii
diferentiale liniare sau neliniare. Frin intermediul metodei reziduu-
rilor ponderate ecuatiile diferentiale sint transformate in forme va
riationale integrale echivalente, Din acesat punct de vedere, metoda
reziduurilor ponderate (MRP) permite extinderea formulirilor de ti
variational, in urma minimizirii reziduului rezultind ecuatii asema-
nitoare sau chiar ideniice cu cele determinate prin teoremele varia-
tionale energetice, -

‘ Metoda reziduurilor ponderate ere avantajul c& permite formula-
rea unitari a principalelor metode numerice utilizate in prezent in
mecanica structurilor; metoda diferentelor finite -(MDF), metoda e-
lementelor finite (MEF) gi metoda elementelor de contur (MEC) gi, cee
ce este mai important, pe aceasti bazX, creaz¥ posibilitatea cuplirii
avantajoase a.acestor metode in rezolvarea problemelor complexe. .

~ In figure 3.1 se prezintX intr-o schem3d de principiu etapele de
baz8 in rezolverea problemelor prin T.R.P.

O'detaliere a acestel scheme s-a prezentat in fig.2.4 din ca-
pitolul II, T

3.2, METODA REZIDUURILOR PONDERATE

3.2.1, Reziduuri ¢i forme integrale /19/, /45/, /46/.

Se constderi un sistem fizic continuu guvernat de un sistem de
ecuatii diferentiale cu derivate partisle de ordinul m - liniare sau
neliniare - de forma (2.2) la care se atageasd conditiile la limitd
(2.4) . Variabilele sistemului sint functii de coordonate. Solutiile
sietemulul trebule sd eatisfacX simultan (2.2) gi (2.4).

BUPT



-32-

ecuati dferen- . .
figle 'cu deri- fformulared probi- | principiul

vate partigle [(XW)tfy=0), Yarigfional
(BsW)efs)sy 5 |~ ——

w(u)‘FU)SQ 3 |

— L
—Y | ¥
construchia for- . | |determinarea fund
mel infegrale | [TRP MEV| | lonalel Tsiimpo-
prin TR.F | | nerea conditiel
w=jvq1(a(u)+;v)dlf=o de stationorilote:
. ] 3 =0
- nfegrare |
prin_odrh —Fr - |
- Smb‘r.'.rcd discretizared sirc |
unchillor o ZOIVArea sistemy; |
ndere 101 : € —
Ck1{Unj ={F] .
] fig.a1
* Punotia reziduu se definegtg prin’relatia
R(u) =L(w) + £, .. (3.1)

Metoda reziduurilor ponderate constid in determinerea functii-
lor u care satisfac urm#itoarea ecnafie integrald

w(w) = [ <olrc) av St 2} v a0, Gl2)
v v ’

in care functille de pondere ‘Y- gse mal numesc funct{ii de corectie
sau de interpolare - apartin unei multimi B ¢l se aleg astfel °
incit ecuatia (3.2) 8% fie verificati simultan cu verificaree con--
ditiilor le limitX¥ (2.4) de citre solutiile aproximative u., Se a-
firm%, in acest caz, c3 solufiile u apartin unei multimi admisibi-
le E care eate izoocompatibild in raport cu sistemul fizic guver-

nat de eouatiile (2.2) ¢i (2.4). Precizia solufiel u depinde de
.alegerea: functiilor de pondere‘Y. Daci, spre exemplu, E este o
mul{ime completX a funct{iilor lui Direc,d (x), pe domeniul V, a-
tunci aolu?ia u a ecuatiei (3.1) va fi solutie gi pentru (2.2) ¢i
reziduul R{u) va fi identi¢ nul in toamte punctele x€V; dacd Ey

este o muliime finitd, funo%ims u care satieface ecuatia (3.1) es-
te, in general, solutie aproximativi pentru (2,2), ceea ce inseam-
ni ci acegsté ecuatie nu va fi satisficuti. in toate punctele do-
meniului V.,

3.2.2. Transformirl integrale.
3.2.2.1., Integrarea prin pirti.

Procedeul integriril prin p&rti se prezintX in continuare,

Pentru problemele uni -, bi- , gi tridimeneionale rclatiile
gelgaz! in integrerea prin pirti sint de forma urmitoare (tabelul
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nobelul O1v)
: relcrn entru infeqrare prin -
domeniul v P bart] ©
1y lniar V=9=x 5*2 d %2 X2
U .
1 1

2 4 X2 X2
| hane-(-dy g o (v 9) (330
4 !

2) bidimensional v=A
, ) g%ﬁydxdp-j@k udxdy -Qwudx <
n
G_d " - L% udxdy +(§6\pumd5 kc:astb)
A =X
] S ) J@H Xd\j=—ngded‘j+§ L{JuﬁdS
f 9 RE X s

LT cone (2% ay. (38 Ponayr oo

oY _

3:——md5 j(qmu vap)-6 @B -ugds  (s5)
)dr\J d jLd?}:ﬂonml -

») rodime o

¢ A LAl mAg,nnk S wg“dxdydz SoxudXd\;dz t

ds dvedxdydz _

- dxd 5&5 S‘vulds (36)

) | Jz ds o 3.3
X y dxdztﬂds E 5§ +55

&,

In urma integririi prin pirti ‘o formi integral¥d dati trece Intr-
o aga numitd form% integrali slabid. DacX este necesar, procesul de in-
tegrare prin p#rtl se poate eplica succeaiv pini se ajunge la forma
integralg doritA. Aceasta are urmitoareie avantaje :

- ordinul derivatelor de ordin superior ale lui u se reduc, fapt
care conduce la relaxerea condifiilor de continuitate necesare
pentru asigurarea convergentei. Acest efect, deosebit de impor
tant, se referi la solutiile u admisibila ale sistemului guver
nat de (2.2) g1 (2.4) ;

- unele condi{ii de margine,cere apar in integrals slab& nn mai
trebuie 83 fie identic. satiaf&cute de u.

Pe de alti parte, integrarea prin pZrtl introduce derivatelefunc
tillor de pondere ¥, pentru care conditiile de continuitate sint mai
drastice deoit pentru u,

Se examineazd in cele oce urmeaszi efectul integrArii prin piAr¢il
asupra ecuatiei lui Poisson :

2
QLu 9w Ly .o pev (3.7)
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cu urmitoarele conditii la 1limitd :
- de tip Dirichlet , in u

uh =u, i b, C s (3.8)
- de tip Cauchy, ingig— :
on
ou
5o +Xu | = f, 5 S,=58. 0 (3.9)

)
1
Dack (= o aceste condit{ii vor fi de tip Neuman.

Se pot rescrie in formulare matriceald ecuatiile de guverna-
re (2,2) 91 condijiile la limitd (2.4).

[i] } i=0.pev r[éa;2+ay%]§u};g'fvg=o

(%1 {a} - {23 = e 5[ +of{u] + {2} - o
Egu] {u} = ifuzzo’ne 52 | [ 1]{“] = iugg J

Forma integrald caracteristioX ecuatiei lui Poisson este
‘az 232
gv q"(x y) (a 2 a 2 + f ) av = 0, {3,10)

in care u este o funct{ie de doud ori diferentiabili ce tr
tisfacd condifiile (3.8) ei (3.9).

Dup? integrare prin pirti. (3. 10) devine
W--j (—-H'ia Q_a_n. ‘Pf)d\'-l» Vauds.,.j dS=0
L Ox Ox 'Oy Oy Y on
51 2 (3.11)
in care functifle u gi ) trébuie s¥ fie o datX diferengiabile,
Tinind seama de (3.8) §i eliminind integrala da contur pe 52
prin mlegerea adeovati a funotiilor de pondere,q4 = 0, rezultis
S
2

'_l
C
[ 4

a -

}a

W= -S g—‘f a-a“; +%”—§—;1- -yt )av +S Y (£,<xu)dS = o (3.12)

54

in care u @iy trebuie aX satiefaci urmitoarele conditii la limita

ql = u. v‘ = 0 (3.13)
. 32 -
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dupd doué-integréri prin pirti (3.lo) devine

Y 92y du _ QY --
5 (( axz +a’2 Ju +‘~P fv)dv + ¢S (\P-':' '—5n— w)ds = o {3.14)
Dacd se aleg functiile de pondere } astfel incit

T2y D2y y

'sz +-aJ’2 = 0, 'V'(x,yjev gi fv = 0

din (3.14) se elimind integrala de volum {sau suprafaté)

W=0 (Lpa Qv u)ds = o (3.15)

- S n On

Acesat ultim proces, de inlécuire a integralei pe ddmeniu cu in-
tegrale pe frontiera domeniului,sta la baza metodei elementelor de
contur (MEC), .

Pontru o problemd descrisd de un sistem de ecuatii cu derivate
partiele (2.2) de ordinul m, cu forme integrald atagati (3.2) func-
tille mgmisibile u trebuie sd fie derivabile de m ori gi si satisfa-
¢cd conditiile la limiti. Dugé integrare prin par$i conditiile de ad-
migibilitate peatru u giy sint urmdtoarele : :

— u trebuie 88 fie de m-s diferentiabile ;

-~ ¥ trebuie sd fle de & ori diferenfiabile ;

- u trebuie 8% satisfaci numal acele conditii la limiti care -
contin derivatele de ordin mai mare deecit m-s-~1;

- Y +trebuie si fie nule pe portiunes de oontur pe care u asa-
tisfac conditiile la limitZd care au mal rédmas.

W =

3.2.2.2., Construirea formelor integrale aditionale.

M.R.P, se aplicid direct ecuatiilor (2.6) ei (2.7) rezultind o
formé integreald aditionala. o

W, = 5<\Pu§ {kfe(q) - 1"} av +j Y qg{;c c(q,u)}.dw =0 (3.16)
v v :

DacX funotiile de pondere Y ei q sint independente (3.16) ee

A4

descompune gl resulti

5v<q»u> {fela) - £ 5aV =0

jv O {d, (a,0)} av = o,

in care u g1 q satisfac condifiile de 1imitd pe S, o1 32.

(3.17 a i
b)

3.2.3. Punctionale

Se poate demonstra c3i MRP este echivalenti cu minimizarea unei °
functionale® in anumite cazuri. In mecanica structurilor aceasti func-
tionald este energia potentiald totall a sistemului mecanic. Aceas-
t%X conduce la o formulare integrald direct din conditia de stationa-
ritate pusi funciionalei. Acest mod de rezolvare este preferabil atun-
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¢ci c¢ind expresia energiei potentiaie totale este usér'de stabilit. .

3e poate, deci, ca pentru unele probleme guvernate de ecuatiiA
le (2.2) gi (2.4) 8% se construiasci o functionalZide forma :

V- T(u,—QL ) (3.18)

ax gese

§T=w = o, ' (3.19)

in care W este o integrala particularid in care func{iile pondera-
te Yse aleg egale cudu . Kezultd :

¥V = S<5u> i'i(u) + 'fv] av = o (3.20)
v

astfel ineit

dacd’ . .
: -iaiﬁ 8int operatori liniari cu toate derivatele de or-
din par ; ) . '
- f; 8t fu sint independente de u.

Dac¥ ecuatiei (3.20) , se atageazd condi{iile (2.2) separa-
te pe Sl o1 5, se obyine:

W(u)‘ =5<‘P>{i(u) + rv)‘dv = o, pentru orice | (3.21)
v .
(u) =238 (a) = f (3 .22
‘gf . ‘ 5, 8 wt Is 4 - gl b?

Alegind functiile de pondereV¥=du gi integrind prin pirti
se poate oonatrul o funotionelX 1/ care este stationari (minimi-
zat%) pentru o solutie u

dT(u) = Wlu) = o X {3.23)
‘@u(u)\ =1, (3.28)
S2

Principiul de stafionaritate (variational) se enunt{i in fe-
lul urm3tor : :

Dintre toate functiile admisibile u, care satisfac conditiile de
derivabilitate gi la 1limitid pe Soy acelea care satisfac ecuatia
(2.2) 9i conditiile (3.22 a) fac“functiomalall stationard.

Prin introducerea unor vsriabile aditionale q, de naturi fi-
zio¥, .ca functii necunoscute ale problemel, concomitent cu relaxa-
rea conditiilor de continuitate pentru funct{iile admiasibile u se
poate oonstruli o nou% functionals generalizati T *ob{inindu-se ast-
fel o problem¥ de extrem cu legituri care se rezolvi prin metodea
multiplicatorilor lui Lagrange.

Viu,q,0) =T (u,q) +Jv (A1 8y (s @) #A 585 0, )+ 4h & (u,q))dV (3.25)

cu oonditiile :
gi(u.q) =opeVi; 1=1,2,.,..,m (3.26)

BUPT



=37~

unde prin)\ s-an notat multiplicatorii lui Lagrange.
Conditiile de stationaritete pentru-y=*includ conditiile (3.26) '

o’ oW oT* '
= 0 3 =0 ; =g, =03 1i=1,2,..,m (3.27)
au Dq _aAi i 4 | Al | 9
Se poate construi o functionala mixts l prin eliminarea multiplica-

torilor 1lui Lagrange. dinq’cu ajutoral condi;illor (3.27) . In me-~
canica structurilor functionala mixta este functlonala Hellinger-
Reissner .

Daci valorile funcf{iilor u sint cunoscute pe S, gi se impun
condi{ii la limit3 numai pe Sl (conditii de tip Neuman) se obfine
functionala complementarH’T » care in mecanica structurilor eate

energia complementari, In figura (2.3) s-a pus in ev1den§a legitura
intre cele patru tipuri de functionale?‘ﬁ“'J|r gi W, o1 interpreta-

rea lor in mecanica struoturilor.

3.2.4. Discretizarea formelor integrale.
3.2.4.1. Solutil eproximative .

Un model matematic a unui sistem fizie implic® determinarea .
unui pumir de variabile gi funetii u__(x) reprezentind deformatii,
temperaturi, viteze, ete., x fiind fﬁﬁctl; de coordonate x(x,y,s)
definite in punctele domeniului, Dacid u(x) este o aproximare a solu-
tiel exacte functia eroare e(x) eate dati de relagia

e(x) = ulx) - u (x) (3.28)

Pentru conatruirea unei solutii aproximative este suficient
83 se sorile o expresie care 8% con{ini n perametrii de aproximare

u(x) = U(x,ﬂlgazgooopan) (3‘29) .

gi 8% se determine acegti parametri pe baza relahiei (3.28) gi a
unui criteriu de convergenta adecvat.

Aproximarea poate fi nodald sau ne-nodeld, respectiv:

u
u (x)= (N (H(x).ee Np(xDha, <N>{ R (3.3e)

°n
8). '
u(x)-(p1 (x) pz(x)... Py (x)) a, = {p) ia} , (3.31)

n

In aceste relatii :
8 sint parametrii generalizati ai aproximdrii, care nu
au o interpretare fiziciX concraeti ;

, &
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.- hi 8int perametrii nodali cu o interpretare fizicid con-
cretd ; .

-~ p{x) reprezinti functille de baz¥ ale aproximirii gi simt
seturi de functii complete in sens matematic ;

~ N(x) reprezint¥ functiile de interpolare.

Solutiile aproximative u{x) pot fi definite pe intreg domeniul
V sau pe subdomenii elementare VEC V. (fig.3.2)

e In MEF, spre exemplu, aproximareg este nodali, pe subdomenii
V" , funetlile aproximative ui(x) = u (xi) = uex(xi) constituind

variabilele nodale ale problemei.

Y
J UlUex AU; Uex
Us . >
Wq wm”’ Z";‘Z"’% p—) e
l ’ | ' |

o e ] L
Lo | | 4o

ﬁ)l( X' X )g )é é [1 12 ,E}- ‘1' N
J1 2 v 3 L" v [ va 4 vy [%e
. - | M

Q)aproxmare nenodala peV Fig 3o O OProximare nodala pev

{
Schematic procedurile de determinare m solutiilor aproxima-
tive sint prezentate In figurs 3.3.

aproximare ne-nodal
Ux) =<P(x)} {al

aproximare pe in- | X€V
treq domeniyl V

Qproximarc nodald
U(X) =< N(x)> {UR]

subdivizare in
subdomenii ve

oproXimare ne-nodalq|
_ U%(x) =< P%x) > {a}

x€e Ve aproximare nodald
UCx) «<NS0)> {Um]

aproximare pe sub-
domenii Ve

enfe

a roxim?rc 'gﬁn ele-
N
Uc(x)-<N°(x)>1U§\;

. fig.3.3
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3.2.4.2. Discretizarea formei integrale.
Tinind seama de (3.29) ecuafia 3.2. devine

W= | Wulay,ay.e. 8 ) 1)) &V = o ¥YEEY (3.32)

DacX se aleg n func}ii de pondere\y independente (3.32) devine
un slstem de n ecuat{ii cu n necunoscute.

W, = J,,<LP1> (3(“‘31'*‘2'""%’ + £0av,] i=1,2,...,0  (3.33)

care dup¥ integrare se transformi intr-un sistem de ecuatii alge-
brice din rezolvarea cdruia se determini parametrii 8.

[K]{a} = (7] (3.34)

Algoritmul M.R.P este redat schematic in figura 2.4.

3.,2.5. Stabilirea funcfiilor de pondere,

Pentru determinarea functiilor '‘de pondere se pot utiliza mai
multe metode, intre care, cele mai cuncacutve gi mai frecvent utili-
zate 8int urmitoarele: metoda colocatiei, metoda Galerkin gi metoda
celor mai mici patrate. In figura 3.4. se prezintd schematic aceste
metode,. '

In metoda colocatiei, precizia solutiei depinde de numdirul gi
pozitia punctelor de colocatie. Metoda conduce la sisteme de ecua-
%11 cu matricea nesimetricd. Pentru obtinerea unei matrici simetri-
ce metoda colocatiei se utilizeazd in combinatie cu metoda celor
mai mici p&trate. Metoda colocatiei di bune rezultate in rezolvarea
unor probleme neliniare.

Dintre metodele prezentate cea mai cunoscuti este,insi, me-
toda Galerkin, ea fiind utilizetd, dupX cum se va vedea, in formy-
larea reziduali a metodei elementelor finite. :

3.2.6. Discretizarea funo}ionalei,

In metoda Ritz functionala N1 se discretizeazi prin aproxima-
rea solutiei u printr-o relatie de tip (3.31).

T(w =?T(u(al,52,...,an)) (3.35)

asupra c3reia se pune condifia de statlionaritate.

~ O o ~
) i (u) =a'Tl 5;1 +a-:2—- <’Sa2 + oaeet %%_-cfang_o('j.'}ﬁ)
’ n

rezultind urmXtorul sistem de ecua}ii

~~
aaaj.‘ = o. i L 1.2....." . (3.37)
Dacd functioﬁale existd, prime sa veriefie este edentick cu
o form& integral® de tip Galerkin (3.24) ei

ST= W = o, (3.19)
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ceea ce conduce la concluzia ¢X solutia eproximativi obfinutd
cu metode Ritz este identicd cu aceea obiinutd cu metoda Ga-
larkin aplicat¥ prin M.R.P. Algoritmul celor doud metode de
discretizare a functionalei eate prezentat in figure 3.5.

LW)+f,=0; EV ‘
5, _ _ _
2y I~ Fy |integrare prin
| Y=38u
Y )
ST- jv( Z,(8u) L, (UIBUF, Vs
%%r?esitrug:o functiol 8.0 +Jv(%(6u)fs+----)d5=o
| .
discretizared discretizared func-
functiei u tei U(qucr Kin)
~ (Ritz) _|discretizarea formei infeqrale;
Ia, gz, ap) am&'ﬁ' =0 Y] (qhqz)..._..‘.qn%o”
Slojite,.a] WiE): § P> falspe)dv-o
dupa nfegrare prin part|
W;lo) - | P<E(P){ajd v
- Pifdu-f_Pifsds-o
fig.35

-~

3.2.7. Proprietitile sistemului de ecuatii

Indiferent de modul de alegere a func}iilor ¥ gi de proce-
deul de discretizare utilizat ee alunge in final la rezolvarea
unui sistem algebric de forma (3.34).

(k] {a}= {7}, (3.34)
‘in care [K] ='[Kij] H {a} = {aia H {PB = {Fiﬁ; i,§ =1,2,...,n

‘In tabelul (3.2) se prezint¥ sintetic forma gi proprietd-
tile termenilor sistemului (3.34) in runct{ie de metods de cal-
cul utilizatX pentru cazul cind pentru aproximarea funciieli u
se folosegte relatia (3.31).

Pentru a aprecia eficacitatea metodelor de calcul prezenta-
te se prezintd rezultatele obtinute pe doui exemple de calcul.

Exemplul nr.l. 2
i(u) + f = 0: —d—LZ ¥ u+4x = ©
v dx

Blw) = 1, _-.{"=° 3 x=0

u=o ; x=1
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tabelul 3.2
forma ter- fconditii foroprie:
nr.| metoda de [forma fermenilor] mentor  flalimita [ alile |
crt.{ calcul Riy din matricea| Fidin vec- |pentru  fmatrice:
_LK] torul §Fy  Ju=<Piall [K]
oo [Sl= St )

t |colocatier JL(Fy) n puncrc -f (X0) nesime!
prin puncte le X =%t pe S2 {rricd
colocgtiel | pe Sy |nesime;

2 |pe subdo- |f £(Ppdv | -ffudv | pess [rich
meni v

pe St 3&”&%@1
. prp (B
> [saterxin [§ perpdv |f Rpyav|pese [Zeste
qunct.
Galer - PiydV+.| pese idem
4 dl; ?clnrs;) S(sei(Pl'.)>gi2(P})}d“ ’év pUF E) ;6’1 L
N |y . Ny =
%dc?m ¢ Pltsds
cele ma pe Sy snmerré—
5 ;nnm pGI’ jvx(Pi]i(P})dV -556(PL)FVdV pe S2. %(!]h?l] ge_
< Finttd
f?rfz ) J’ P CjVﬁ"

6 |daca exis- P VPt sinetriy
et formtmeanl L T ees
nalq) SAh

Exemplul nr.2, . 92 92
£(u)+f D—xz“+a—y!‘-+f=o
'&(u) {‘ = 0, H= (x= ¥ 1; y=1'1)J
Rezultatele ae prennti in tabelele 3.3. gi , respectiv.3.4
fgbelul 3.3
d2 Pa:x2(4-x)= Py X

metoda de calcul

colocattie prin

colocatie pe suof Galerkin s Ritz

sOlufia exacta

puncfte men
X,=025;X2 20,5 [0<x<05,0<x<1 |O< x< 1 U
0.10 0,0190718 0018417 018859 0,018641
0,30 0,052258 0,050123 0,051162 0,05 1194
0,50 0071428 0,68481 0069444 0,062746
0,70 0,06 5806 0,0644 72! 0,065 504 0,065585
0,90 0,032350 . - 0,03073 0031146 0,030901
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tabelul 3.4
U=<P1 P23 {11 = <P a); Pya (DY) P (LY 20) (Y 2)- B (X3 )

Metoda de calcul - (Valori In cenfruldomeniulur V ( ’;,:8)

colocatie priffcolocatie pe | Galerkin st |cele mai solutiq
uncle subdomenii | Ritz micl patrate| exadta

X4 =(0,0) VI (005 XG5 N w-Su-<P>{a] [R-<(F)>ia}+fy| S€rii Fourier
X2 :(05,05) V‘r[x@ﬁ)jfzu.o)]%}) ) tel+fy cu 14 fermeni

0~020T6 |  |01,:02994F Q;-0,2922f {a4-0,2904f
o, <0046 |Q2-00630f |Qz2-00592f |@z.00627f | U=02947f
u=02976f |u-=-02994f u =02922f U =0,2904%

~ L

3.3. CLASIFICAREA METODELOR DE CALCUL SAZATE PE IECRiA
KEZIDUURILUR PORDERATS

—————————————————————— e

In functie de modul in care se satisfac ecuafiile de gu--
vernare (2.2) gi conditiile la limiti (2.4) se evidentiazi trei
formuldri ale mefodei reziduurilor ponderate.

(1) Formulareas direct#, in oadrul cireia solutiile aproxima-
t%vg)q patisfac identic conditiile (2.4) si aproximativ ecuayille

(2) Pormulares intermediari (solutia slab%) in cadrul cireis
conditiile de margine sint partial satisficute, iar ecuatiile de
guvernare in mod aproximativ.

(3) Egzmgl%zgg_jnxg;aﬁ, care presupune setisfacerea identi-
cid a ecua?iilor 2.2) g1 in mod aproximativ a condifiilor la 1li-°
mita (2.4 .

In figura (3.6) se prezintd o clagificaré a metodelor de
calcul care deriva din M.R.P. exemplifiecindu-se cele trei formu-
%iri definite enterior prin formele integrale ale ecuatiei lui

oisson.

Este interesant de remarcat cZ trei metode numerice cu lar-
g3 aplicabilitate in stiintd gi tehnici - MEF, MEC gl MDF - ge
pot formula in mod unitar pe baza teoriei reziduurilor pondera-
te,

Mgtoda diferentelor finite (MDF) opereazi cu functii de
bazX diferite pentru u ¢i ¥ . Majoritatea tehnicilor de calcul
cu diferente finite se dezvoltd pe baze formulirii directe a
KRP, caz {n care pentru func{ille de pondere ¥ se utilizeez¥ for-
me ale functiel & (x) a lui Virac. Yentru tehnicile de calcul ou
diferente finite bazate pe acheme energetice se utilizeszd formu-
larea intermediari.

metoda elementelor finite (MBF). in cadrul formulidrii inter-
mediare, opereazi cu func{il de bpzi similare pentru u ?i VY ceea
ce conduce la obtinerea matricel EK] a sistemului (3.34) de formi

.
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ECUATIA LUl POISSON

v u+b=0
ntegrare prin part: .
N g_%ﬂiw‘v)dv jq,lPdS

cu condifi la limita :
u-0 pe S1(conditii esentialc)
q:9Q, pe S2 c,ond:tn natrale)

2
on

U i I usiy
UOCC|C15| " e

1 _ ) _-. 5 _:b\p
5\({VU b)ydv ch} %)¢ds-g7 u)mdiH

. 4
FORMULAREA INTERMEDIARA

v'b_i g*_ldv +J bydV - \
- {. %¢d5+j q\pdsf‘gm(u U)aieds

A 4
FORMULAREA INVERSA

§ (v ¥)uds - { bydv -

-~ 1¢d5jq¢dsf a“’ds+ og¥as

metoda |
TREPTZ ™

fla 36__
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simetricd, Kate marele avantaj al metodei, intrucit aceasta permite
in continuare transformaree matricei [ K]intr-o matrice banda ceea ce
creazd marl facilititi in rezolvaree sistemului de ecuatii.

Metoda elementelor de contur (MEC), dezvoltati pe baza formuld-
rii inverse a MRP, utilizeazd, la fel ca MDF, func{ii de bazd diferi-
te pentru u gi VY . Functiile ponderate{ se aleg in asemenea manier#
incit 83 reduca integralele pe domeniu la integrale pe frontiera do-
meniului (§ 3.2.2.1). Aceasta se poate obtine, spre exemplu, luind
pentra Y functii & (x) de tip Dirac, definite in puncte particulare
de pe frontiera.

3.4, APLICARBA FORMULAKII REZIDUALE IN MECANLICA

STRUCTURILOR /S56/.

BEcuatiile de guvernare in mecanica structurilor sint ecuatiile
de echilibru (2.9). :

(L(u) + f, = o) : GJiJ,J '+'Fi =03 1,] '= X, ¥, 2.

ocu conditiile la limit% (2.20).
o) = )

L H P1131 = Oijnj [Sl = Bi

6, () =fv) 5 : ui| - g,
-2 S
2
Forma integrald caracteristici problemelor din mecanica struc-
turilor se scrie astfel :

. all - nad - »*
W =S (Cyy 4+, dV:S (py=Pydu; 45 + S (3y-uy)p,™ 45 (3.38)
v N 5, .

in care u.® gi p.,* reprezinti formele ponderate ale deplasirilor u,
: o i
gi ale fo}telor ae suprafata Py- .

*

Inlocuind $n (3.38) in functie de (2.10) gi (2.12) se obtine dupd inm
tegrarea prin p&rti

u * - ( o * *4s .-
W = 'j Cijet Ext 613*5 Pyuj dV = - pyuy 45 - ) Pi“idb*é_ (uy-uy)
v v Y2 51 1 4

(3.40)

Integrind prin pirti incA o datdi primul termen din (3.40) pi
tinind seama de simetria tenasorului cijkﬂ rezulti in final :

' L 4 * - * = * - &
H-S (G;J'J)uidv+5 Fouf dV--‘S (piui-uipi)dS--S (piui-uipi)ds (3.41)
v v 32 51
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Intrucit fortele masice se cunosc in general. cea de a doua
integralX dir membrul sting al ecuatiei (3.41) nu introduce necu-
noscute. Prima integrali din membrul sting introduce ca necunoscu-
te deplasirile u, P® domeniul V,in timp ce integrmlele din membrul
drept introduc c& necunoscute deplasirile u; ¢i fortele de supra-

fatd p; pe frontiera S a domeniului V. Alegind in mod coavenabil

functiile de pondere ™ se obtin rezolviri caracteristice metodelor
de calcul numeric discutate anterior.

3.5. COWCLUZII

Tendintele actuale din mecanica structurilor conduc spre e-
laborarea unor algoritmi de calcul care cupleazd doudi gi chiar trei
metode de calcul diferite in regzolverea problemelor de mere comple-
xitate, coroborind avantajele particulare fiecireim.gi eliminindu-~
le neajunsurile. Teoria reziduurilor ponderate asiguri suportul
matematic nécesdr in acest sens. Fe baza formaliril reziduale se
cunosc urmitoarele scheme de cuplare:’ .

MEF + MyEC
MEC + KDF
MFF + MEC + MDP ‘
Posibilitatea realizirii acestor scheme a foat, de altfel,
demonstratd in §.3.3 i in §. 3.4, .

BUPT



CAPITOLUL IV

FORMULAREA GENERALIZATA A WSTODE] BLEMENTELOR -

FINITE. /68/4

4.1, GENERALITATI - '

Schema generali a MEF apare pentru prima datd intr-o lucrare &
lui Courant in anul 1943 referitoare la solujionarea problemei torsiu-
nii barelor. Dupid furmularea matriceald a calculului structurilor din
bare de citre Argyrisin anul 1952 notiunea de discretigare a continuu-
lul prin elemente finite este introdusi de Turner, Clough, Martin si
Topp care in 1956 solutioneazi ecuatiile stirii plane a teoriei elas-
ticitd}il utilizind elemente finite triunghiulare. Au urmat apoli per-
fectioniri in ceea ce privepte formularea matriceald gi o utilizare
extenaivd a metodei in diferite variante stimulatz.de lucrdrile unor
autari oa Melosh, Tocher, Przemiecki,Zieonkiewicz /20l1/, Oden /153/,
Gallager, Scordelis , Irons /112/, Pian, Cheung, Norrie gi de Vries
/152/, Huebner /llo/, Bathe si Wilson /9/, Brebbia, iar in literatura
romdni lucrdrile lui Beleg /15/, Cuteanu si Marinov /3o0/, Avrem /6/,
Briteanu /18/, Pascariu /159/ gi algii. ’ .

Doud motive stau la baza dezvoltarii actuale IHEF : pe de-o
parte faptul ci aceasti metodi permite abordarea unei largi game de
probleme din domeniul mecanicii mediilor deformabile, a fizicii medli-
lor continue gi a teoriei cimpurilor, chimiei cuantice, etc., iar pe
de alti parte nivelul mereu mai ridicat al tehnicii de calcul, care
oferi posibilitatea ducerii calculelor pin% la nivelul de prascizie
dorit.

MEF cunosgte, pini fn present, pafru procedee de formulere a
ecuatieli fundementale,

1. Formylarea direct? , derivatd din mecanica structurilor pe
baza metodei deplasirilor. ¢

2. Formulerea verjiationald , care consti in minimizarea energlei
potentiale totale a solidului elastic, in baza princlpiului valorii
stationare a anergiel potentiale., Spre deosebire de procedeul direct,
formularea variationalg a extins aplicarea metodei: gl la alte ocatego-
ril de probleme pentru care se poate defini o functionald gi un ori-
teriu de stationaritate, -

U0 y-]- 11 ed:-PN: g G LE ' = =9
care permite abordarea problemelor liniare , neliniare gi de wvalori
proprii intr-o exprimare unitarid, cu caracter generaliszat, gi di po-

sibilitatea rezolvirii unor probleme care nu pot fi caracterizate va-
riational.

4. Formularea pe baza bilantului termoenergetic care, pornind
de la prima lege a termodinamicii, dezvoltid considerabil gama de pro-
bleme ce pot fi investigate cu MEF,

Pornind de la ansamblul de fapte care conatitue in prezent o~
bieotul desvoltiril metodei elementului finit, in acest capitol se
realizeasd o siastematizare gi o formulere generalizeti a hLcF pe baza
T.R,P,
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4,2, METODA ELSMENTELOR FINITE .

4,2.1. Ecuatia fundamentall

Metoda elementelor finite constX in discretizarea formei in-
tegralel W (3.2) utilizind pentru functiile necunoscute u aproxi-
matii cu elemente finite in vederea transformirii sistemului de
ecuatii integrale (3.33) intr-un sistem de ecuatii algebrice de for-

a (3.34) . In 745/, /159/, /189/, /201/, sint prezentate tehnici-
le de construire a functiilor de interpolare N(x) (3. 30) ,caracteris-
ticile gi proprietdtile tipurilor de elemente finite.

‘Pleoind de la varianta Galerkin z formei integrale (fig.3.4
gi teb.3.2) in care integrala pe domeniul V se inlocuiegte cu o su-
n% de integrale pe Subdomenii elementare V€ (elemente finite) rezul-
ta
n

W= Z we = § Seéue ) + 1) av = o (4.1)
ex] e= v

Pentru fiecare termen W€ - numit forﬁﬁ integrali elementa-
r8 - u g1 du se inlocuiesc cu aproximatii in elemente finite pe

ve, :
- <> fu,]
Sue =<N >{§u 5 : (46?%

Matricea functiilor de 1nterpolare <fN:> se definegte ast-
fel incit sX fie nulé in afara subdomeniulul V@ gi si depinda de
valorile nodale € Ve | ceea ce reduce problema la calculul pe
domaeniul elementarn. Caractarul renetitiv al calculului matricei
elementare a fost factorul care a contribuit in midsurf decisivi

la succesul MEP,

® 2a{Su >(S {NH(N) av {u. + S - {n} £, év (4.3)

ve

In continuare, dup¥ integrarea prin pArti, utilizind exnri-
marea matriceali, in cazul unuil sistem sta*ionar (4.3) devine :

w°.5 «8¢du®» [ ] {2u®} - Sus Jay -5 du®e_ds, (4.4)
ve Se =
| -84
in care: . 2 e
CEue>-c¢ye & Ll N
du®>-<u® 53 Ox2 > (4.5 a gi b)

<8COu®)H=Qu®s ( ""“") ...>3(.§E':E ood)

LD] , eate o matrice p!trat! independentX in report cu u
g9i derivatele acestora in cazul in caredf este un
operator liniar. DacX & este un operator neliniar,
D]} este, in general, o matrice care depinde de
functiile u® ¢i derivatele acestora.

£, ot L Y sint, respactiv, fortsle masice gi fortele de supra-
feitd (inm capitolul 2. F, gi Di)



V€ , domeniul elementar

Si Se-Sz. portiunea din frontiers elementar# e domeniului V€ ~

pentru care, in-urma integririi prin piarti rezultd
integraie pe contur.

Procedeul prezentat se exemplifica prin 1ntermed1u1 ecuatiei lui
Poieson (3 .

n , '
. » 2
w.Zweszgéu(g—xg-+§—%+f)dv o (4.6)
e=1 e=1 y '

ve

care dupd integrare prin pArti devine :

w:Z We Z S .<6(Du)>[ D] {au] cguf )av - BS du(fa—O(u)dé .=. o(4.7

e=1 - e= :
in care:

ERHE RS )5< )

a Qu. Ou
() = <a'x a,>

SN

Se consider® subdomeniul rectangular plan V partitionat in sub-
domenii elementare V€ | din figura 4.1

| 52 M I}
Y 1 ‘.
ﬂ 51 @ @ 4[ﬁ/ yqz /Ve t
*
5‘ : S| @ @ @ Sz 51' . ®
3 @ yi
] @ ® |
S2 X _ , l y
r-F'lgA.‘l ) ?"Qﬁ
Tinind seama de (4.2) , (4.4) gi (4.5) rezulti :
€ 2Cdu > ( (k] 1“::5 -Efﬁ). (4.8)"

in cere [k | este matricea elementarX, independentX de u, dacX I, este

un operator liniar ; {f] este vectorul actiunii exterioare pe element;

{ung » vectorul valorilor nodale ale necunoscutelor u eaferente e-

lementului ; {éun} prima variatie a valorilor nodale elementare.
Insumind pe Intreg domeniul se obtine :
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v = Z %e = Z&gu )([k._\ {un} 1fn- o - (4.9)

e=1

v =<du ) ¢ [k1{u_j - {P] )= o0, | " (4.10)

in care [K] eate matricea globald a sistemului ; i?l , Yectorul ac-
o e ale necunoscu-

tiunilor exterioare ; {Un , vectorul vaelcrilor n
telor u ; éUn , 0 variatie arbitrari a lui Un'

DacX (4.10) se anuleazd pentru variatil arbitrare <o Un') .
ge obtine ecua{ia fundamentals a MEF :

kKl{uj- ) (4.11)
4.2.2, Conditii de convergents . .

In scopul asiguririi unei convergente monotone a solutiel a-
proximative functiile aproximative u trebuie s¥i satisfaci douil
conditii

(1) Copditia de completitudipe e dezvoltirii polinomiale a-
doptate pentru functiile de aproximare. Dac§ functiile u din ex-
presia formel integrele W® sint de clasa C™gi funct{iile de inter-
polare N trebule 8% fie polinoame complete de ordin cel putin e-
gal cu m. Astfel, spre exemplu, daci pentru o problemi monodimen-

sjonall ) ,
e
Sé(a—zﬁf) (i.%_) ax (4.12)

functiile de interpolare vor trebui sid fie polinoame complete de
gradu} doi, cel putin, N(1,x,x°) sau in coordonate locale N( 1,
?. § ), dacl elementul este isoparametric.

(2) Conditia de compatibilitate, care reclamf continuitatea
funetiilor, aproximative u la interfante ele-entelor finite, ceea
ce revine la a scrie cid

Y= Z we (4.13)

e=1

Compatibilitatea implicX satisfacerea condit{iilor de con-
tinuitate gl pentru derivatele pini la ordinul =1 ale functiilor
u prin urmare condit{ia de continunitate 1nterelinentar5 a functii-
lor u presupune ca aceotea (11 fie de clesX C®™ % - pentru exemplul

(4.12) functiile u trebuie s% fie de clasi Cl. In mceastX situa-
tie se spune o¢X funci{iile de aproximare - elementele finite -

Dacd conditiile de continuitate nu aint in intregime sa-
tisfdcute, elementele finite aint pop-conforme oi (4.13) devi-
ne :

¥ Z we . wd (4.14)

ex)
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in care wd este un termen datorat discontinuititilog dintre elemente.
Splutia u converge citre Ugy dacd, ¢i numai deca, W tinde la zero

cu cregterea finetei discratizirii.

Este demonstrat in cadrul analizei functionele ci pentru a se
asigure continuitatea functiilor u atit in interiorul, cit gi pe con-
turul elementului finit, condif{ia necesari gi suficienti consti ca
in dezvoltarea polinomiald asdoptati pentru aproximaree funcfiilor u
8% fie cuprins un set complet de functii de interpolare.

Intrucit, evident, acest set trebuie s3d fie finit, se pune pro-
blema care este numirul necesar pentru asigurarea completitudinii po-
linomului in sensul satisfacerii continuitatii. Pentru ca aceaati
cerintd sA fie indeplinitd in interiorul elementelor este suficient
numal primul termen care este o constanti. Pentru a esigurs ins3 gi
conformitatea lor - compatibilitatea functiilor u pe interfetele e-
lementelor ~ mai trebuiesc ad8ugati gi alfi termeni . Oliveira (156),
/157/ a demonstrat ci, in general, pentru a fi complet, polinomul
trebuie 835 aibe un numir de coeficient{l arbitrarl egali cu numirul
parametrilor caracteristici el elementelor. Tt

Se poate afirma c¥, de fapt, completitudinea este suficienti
prin ea ins¥gi pentru esigursrea oonvergenteil, implicind un acelagi
timp gi conformitatea., Aceastd concluzie con{ine cele trei criterii
tehnice propuse de Zienkiewicz, /20l/ gi Bazeley /15/, cu reprezenta-
re in mecanica structurilor, C

(1) Lac3d pentru anumite deplasiri ale nodurilor, deformatiile
specifice sint constante in cuprinsul elementului, aceasti situatie
trebuie 83 se regiseascd gl in aplicarea legli considersate,

{2) Considerindu-se o deplasare de corp rigld dati elementu-
lui finit, din eplicarea legii trebuie si rezulte cid elementul nu se
deformeazd - adici nu 8int introduse deformatii. Acest criteriun eate
de fapt, o consecintd a primului,intrucit deplasarea de corp rigid
poate f£i echivalenti cu o deformatie constanti nuli,

{3) Functiile trebule si asigure continuitatea deplasirilor
pe interfetele elementelor, pentru ca energia de deformare acumulati
de aceatea 88 fie nuld. Uneori acemsti conditie nu este respectati
(4.14), dar se pot obfine, totupi, rezultate corecte deci se respec-
tA prima conditie decerece la limita aceasta implicA 91 continuita-
tea deplasirilor (Wd = o)

rentru cezurile in care conditia (3) nu este satisficuta - o
este masiguratX conformitatea elementelor - se procedeazi la efectua-
rea aga numitelor teste de control a convergentei (Patch tests).
Acestea pot fi numerice sau veriationale, Pentru o form* integrald
de tip OGalerkin (3.33) , testul variational conati in verificarea
relatiei

n

_ e .
W(P_) = ezl ¥&(P ) = o (4.15)
in care Pm(x) eate un nslino:. arbitrar de ordinul m, u=Pm(x).
In aceate conditii expresia integrali elementari we poate fi trans-
formatX, in cele mai multe casuri, intr-o integralj pe contur dup¥

efectuarea integrXrii prin pir¢i.
n

S ;E: 5 (eee) dS = 0o (4.16)

e=l °se - l
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Pentru fiecare element integrala pe contur poate fi priviti ca o
gun¥ de doud integrale.

S (v..)85 = S (ee0) @S + S (e..)ds,(4.17)
e (- §

e
S S¢ Sye

in care S® = Sg + S;c , S, fiind portiunea de contur pe care este

asiguratd conformitatea, iar Sy, portiunea non-conform¥. Duoi a-

eamblare,integralele pe Sg pe anuleazi intre ele gi riémine de

verificat cX :

5 {(...) dS = o (4.18)
e

SNG -

Criteriul de analiz® a convergentei presentat in paragraful
§.2.4. este perfect aplioabil in casul de fatd, cu ebservatia ci
pentru evaluarea ordinului de variat{ie a funct{ionalei gi a erorii
de interpolare esste uneorl necesar ad se apeleze la un tesat de
control a convergentei , care poate fi de forma (4.15)

4.3, DISCRETIZAREA FORMELOR INTEGRALE ELEMENTARE

4.3.1. Bxpresia matriciaii a forﬁelor integrale elementare,
In expresia (4.4) se fac inlocuirile :

u) [ <% |
{Ou] - {80 <l¢SMu = [31fu,)
3 e (4.19)
Su ) [ <
. N ’ .
{5 0w) =5<-§—:—. N hoy] - [‘Bélff‘;nf)

o1 tinfind seama oX in casul unuil operator of autoadjunct

{5(01&)5 zé({bu}.) 3 [3515 (8] . (4.21)
rezulti :
we -<Sun>(g [Bé]T [p] [8] av {un}g i} fvdV-S {n)r as
' 2 1 ve s7
. (4.22)

Comparind termenii din (4.9) cu cei din (4.22) se obtin
relatiile : '
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) T
l- | U8 [0] [o] av O Gen
ve .

-

f£] = S {uf £ + S {n} £_ as (4.24)
ve ge

1 :
4.3.2. Operatori diferentiali neliniari.:

In cazul problemelor neliniare matricea elementari [k ] - de

rigiditate - contine termeni care depind de a5 .

[k(l.ln) ] = [kL]+ [knE;] (4.25)

in care [kQJ este partea liniari din [k (un)] y lar [knsi]partea ne-

liniar¥ . Pentru exemplificare, in cele ce urmeaszX se trateazi pro-
blema barei drepte cu deplasdri transversale mari (fig.4.2) . Bara
se considerX cu secf{iune dreptunghiular# bxh,

2. .2
We = mfd&.&dx + Elja(- 4—5)(-*-}_,’)
ve ve dx ax

dx —g 5‘! fv.dx ’ (4.26)
ve
A=bh;I-= ba?
- ’ - 12
2
- —t T8 C- Ao, '%_ ( ﬂ_g_ )
Xy \4 X2 dx ax '

fig.4.2

Cu aceste expresii rezultad :

2 .
We = B ) (Sl —duo (w2, g de A, 148y gy,

e dx dx dx .dx
2 2
+ EI (—-‘15“ ) ﬂ—g ax - | Sw £ dx (4.27)
ve dx dx ve

Se face observatia , o% in acest caz, wa-reprezintﬁ prima variatle
energiel potentiale totale,

Se descompune expresia (3.27) intr-o sum3 de doui forme
w'&' - linfa¥d - gi ':% - neliniari :
e _ ye e (A 2
We = VIL +Wop s (4.28)

in care :

Wi- S ((6(3u)> {Dljiau}- Sw fv) dx ‘ (4.29)
ve
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cu:

—dy )

dx

{ou) ={ G

Io- [

gi reapeotiv,

ou

0

o

0

ol

j w31 foa} ix

dw 0
dx

[Ppgl-® e L g2 o

- 0

0 0|

DacX pentru u si w se fac aproximirile.
u§<NQ %55
w =<<N'>'{Wn}

Expresiile (3.30) devin

{?u} = 0

{6(5u)} [B]

NADE

(4.30 a,b)

(4.31)

(4.32)

-{4.34 a,b)

(4,35 a,b)

Pinind seama in expresia (4.9) de (4.28) , (4.29) , (4. 32)

g1 (4.35) regultd in fipal :

[kl]=5v[n] [Dg ][ jax

(4.36)
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[k;d= SQ[B]T [Dna]tB Jax (4.37) y

Matricea [kngjnesimetricﬁ in conditiile in care matricea [Dnl]
este de forma (4.33) . Dac¥ se ia pentru [Dne;]o alti expresie

- —

A _dw
0 2 Tax 0
. : 1 4
[Dnt]= _%_ EA —ix —%—( d; )2+ —%_ ix~ © (f‘38)
i 0 0 0]

matricea [knt]devine simetricd, pistrindu-se aceeagi formid pentru
(1. -~ " K )
4.3.3. Exprimarea formelor integrale in sidtemul de axe local.

Intrucit functiile de interpolare sint definite in siatemul de
axe local al elementuluil (?,r1,<g iar functiile u gi derivatele a-

cestora in expresiile anteriocare au ‘fost definite Sn sistemul de
axe global (x,y,8) (fig.4.3). trebule realizatd trecerea lor in sis-
‘temul local (de referintX), '

[ £ ~e

s 2——bX}
’ n 1 V_2 3:D-XK -
(00) 00 ¢ 0 ) X
>y
, {3} “{3}
fig.4.3 fig.4.4

Tranagformarea (fig.4.4) definegte coordonatele fiecirul punct
al elementelor V%, in sistemul de axe global, in func{ie de coordona-

tele abstracte 3 corespunsXtoare nodurilor analoage ale elementulul
definit in sistemul de axe local (de referinti) v,

r~e T

)L gt axt ) =[H ()] {x] o

in care t ) eint coordonatele nodurilor elementului V®(n=i,j,k) iar

N ( f) repreeint® funct{iile geometrice de transformare, care se aleg
oa polinoame in § .

Pe baza transformirii (4.39) rezult® in continuare :

U (%) <N (§D {un]; 5= EL )(4.40)
Ly ] \
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o) |
% O%
VR - 3 | - [ ] fu] (4.01)
Qu ON_
\a% / "bg 'J
{3555[3]{61] g1 {bx} - 3 Hag} . (4.42 a,b)

‘ -1
in care : §=<% MD; x={xyz)>, [§1= (31,
iar[J] eate matricea jacobiani.
Cu relatiile (4.40) gi (4.41) , matricele [B), {k] i {f}de-
vin : : S

.[l-f];ir[né'ff[ Qa] l[D][Q-][B?]_ det fj)-d‘f dn, dg ' (4.43)

] - Srm fv det (J) af an g+ Jr{ﬁ},fs' Lébl ds,  (4.44)

v S
[B5]= [Qg][ Béfl sau [B] =,[Q] [B'§] (4.45)
In aceste relafil , dacid este un operator autcadjunct
[a5]= [a] o2 [55) - [8¢], (4.46 a,b)

in care [Q] este o0 matrice care contine termenii ai matricii [J] ﬂ[JJ-‘I

iar coordonatele curbilinii 8, gi 8, relative 1la S aint, iIn general,

(?,"L). (?,g) sau (M%) ei

Tg = \/(-gf 12 4 (2392 4 (282 (4.47)

Os

cu

X =<N(a){'xn} R =<{N(8)) {yn} 'z =<N(B)> izn}

4.3.4. Bxemple de forme integrele gi matricl elementare.

In general formele integrale w® sint sume de termeni indepen-
den%i ‘de tipul

" we. Ouy Lu, 5. 2u,Lu
W )v‘-" Sig2) SR +o(5H) gy v (4.48)

In tabelul 4.1. se prezinti, fn formX generali, termenii care
se intilnesc in mod uzuel componenta lui W€ gi corespondentii aces-
tora in matricele  ([B] gi [D] .
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OPERATIUNI COMUNE ELEMENTELOR DE

ACELAS! TIP

1. deferminarea factorilor de pondere Wr sia
punctelor de ntegrare gr

2 construirea functitlor de nferpolare N si N
si g derivatelor acestora in raport cu § in

punctele de infegrare (pl-elemeniele tzopqara -
mefrnce N=N)

- ntrari
prER occscdrr‘_%gclggg 5 [%} nodur de
(in coord. ocdle) J "} inferpolare

<N(ED (Sl ReSrare
AN (?r) ; .
: (HOpgape

I

OPERATIUNI NECESARE PENTRU DETERMINA-

P2 REA c K]

[k]: J [Bas] o] [D][G,][B§]dc’r.(3)d§dqd2 (443)

1.consiruirea mGTrICC| Jacobiene [3]

5| 8]

t )

(314 8, +<xyz)- <§TL> [{xn) {yn} {znl]
anc n®x3

2 construirea derivatelor {Uncfulor de inter-
Roldre N in raport cu x(X,Y,2 unctie
de derivatele in rapor! cu %(f; n,g

(- [3]fog)  x-<%y.2>
F-<¥In.2

3.consfruired matricelor (8]-si [D]
4 introducerea in[Kk] a volorilor produselor

(817 (0] (8] det (1) v
punct de 'n'fcgrqréj) r CUICUICHC N FICCC‘:!‘C

fi_q.lo.s
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4.3.5., Determinaree vectorilor gi matricelor elementare,
4.3.5.1. Matricea de rigiditate elementari.

Aléoritmul general pentru determinarea matricei de rigiditate
elementar¥ {k] este prezentat schematic in figura 4.5. .

'4.3.5.2. Matricea masel elementare.

Algoritmul pentru determinarea matricel masei elementare este
prezentat in figura 4.6.

P OPERATIUNI COMUNE ELEMENTELOR DE
ACELASI TIP $4.3.5.1

$

P2 OPERATIUNI NECESARE PENTRU DETERMI-
NAREA MATRICE! [m]

(m]. jve {n]<n) v
(m] - SV, {N}JKND det(I)d% dng

1. calculul matricei Jacobriene (3] sia determi-
nantulul dcesteca det (31

2 introducerea in M1 a valorilor produselor

{NJ<ND det (3) Wy caolculate in fiecare punct de
integrare -

fig.4®
4.3.5.3. Vectorul incirc¥rilor. o
Veotorul {f} a fortelor elementare se determinX in ipoteza ¢l

actioneaz¥ numai fortele masice (de volum) {f } Algoritmul pentru

determinarea vectorului fortelor elementare elte prezentat in figura
4.7. )

P OPERATIUNI COMUNE ELEMENTELOR DE
1 ACELASI TP § 4.3.5.9 -

:

P2 OPERATIUNI! NECESARE PENTKRU DE-
TERMINAREA VECTORULUI if}

m .53:\,;;\, dem)d§dqda+j5§N];5:)bd5, dSa (444)

1.Calculul Mmatricer jacobicne (3] si o determi-
nantulul Jacobian det (3).

2 Introducerea n {f} a valorior {nify, det (3,
calculqfe n fiecare punct de wiegrare g

fig4.7 - L{
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4.‘3.5.4. Vectorul reziduui'ilor elémen'ta'.re'.

Algoritmul pentru determinarea vectorului {r] a reziduuri- .

lor din solutia aproximativi {un3 eate prezentat in figura 4.8.

P OPERATIUNI COMUNE ELEMENTELOR
DE ACELASI TIP $ 4.3.54

1

Y

pol OPERATIUNI NECESARE FPENTRU DETER-
MINAREA VECTORULUI {r]

‘ {ri-1r)-IkJ fun} " (4 50)

-

prin asamblare rceultd functia reziduu
globata (R} =% {r}= fe}-Ix] {Uni (4.51)
1.calculul matricelor (ol [0],13]
eltroducerea in {r] (N (R]-fig 4.5,F2-)q
valorilor produselor(®] (D) [8) {Under (3J)

in vectorul {r} calculatein flecare punct ¢
fig.4.8 -
4.3.5.5. Gradien€u1 deplas¥rilor.

Algoritmul pentru determinarea gradientului deplasirilor
{Oy] in punctele de integrare pentru deplasirile nodale {u jeste

prezentat in figura 4.9.

py | OPERATIUNI COMUNE ELEMENTELOR DE
ACELASI TIP § 4.3.5.1

P2 OPERATIUNI NECESARE PENTRU DETERMINAREA
: GRADIENTULUI {3}

Ul <N ‘
oo {32 B2 - e o) o
f construirea matricei (B8]

2.calculut gradientului {3u) - B1{un} in fiecare
bunct de infegrare g

A

$19.49
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4. 3 5.6. Exemple : determinarea matricelor elementare pentru un_
element finit izoparametric cu 8 noduri pen-"
tru problemele plane de elasticitmate gi pentrt
un element finit de bazi incovoiati in plan,

Forma integrald caracteristicid problemelor plane de elasticitate
rezultd din (3.40) de forma :

Ig

- x
Wes j(&ﬁ)[n]{&]dV-J G T lav- 5(&:) ds (4.52)
ve ve 1 g€ I
Vy b ¢ y
in care:

{w=<u V): deplasirile intr-un punct
{Su) -<6u §y) : variatiile deplssarilor

<6>=<£ t ) = deformafiile specifice
< EL .b_L .
ax a y a y b,x

fvx’ fvy = fortele masioce pe unitatea de volum dupi x gi y

f, , fg = forfele pe unitatea de suprafatd pe Si

X Yy

d d 0 - matricea de elasticitate pentru nedeviale 1zotrope

12 E{1-OV) P d
D=ldy 4y O W4 o gy dp = - 5 dg —E—

o o a4 17 (1) (1Y 72 7 (1 00 3 2(14V)

1
E ,V ¢ modulul de elasticitate gi coeficientul lui
, x Poissaon;

{@’]= [D]{&] = 0 - stare pland de tensiuni ;

& =1 -- stare plani de deformat{ii.

Pentru un element finit izoparametric cu 8 moduri (fig.4.lo)
cu dous grade de libertate pe nod cimpul deplasirilor se scrie :

- {u
du
7 {§u} =L5v = 81 {8a ] (4.54)
v [“1 © N; 0... Ny 0}&4.55)
Nl 0 N2 ess O Ne
1 2 in care functille Nl‘“NB 8int polinoa-
fig 410 —% me de interpolare /45/, /68/, /159/.
UBERCH vy u, Vo eee Ug ved (4.56)
<3U >a (61.11 tSv éuz v, e-- éus 8V8> (4.57)

v achuy (2] {u,} -Coupd{e]
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& J

(16x16) l -1
unde: r ON.. )
HN o SN 0 0
St = o=
. [B] =| 0O aN 0 - bﬂ -0 aN-
3x16 | 5y Fﬁ—l oN g_ﬁz . SN, g;ﬁ 14-99)
1 9N 2 o] Ng
ox Q7 Ox QY E: Oy
cu @ ) - -
OF, oN T YN,
>x 'Tt;i * 3y S'rlf
ON, O N QN )
oy "~ Ja HF *2 T

Veotorul fortelor este de forma

1 4 £V
{f} = S % [n] { x} det (J) d? dn (4.60)
16x1 17-1 Wy | .

iar matricea maselor

1 P
{m] = g ( (n] [¥] det (J) a3 dn (4.61)
16x16 -1 ‘=1 3

Pentru elementul finit de barX incovoiat® in plan (fig.4.11)
forma integrald (4.52) devine

we - 5 <5(§3J2L)> D g—zg-% av - bw £ ) ax | (4.62)
ve X b4

in cere:
zW | {up=<w %—‘-% [¥ifu ]cs.63)
. Wy 12 ty - forta uniform diatri%;é;i
U, o Q!‘ U, sz M= EI i-x— ; £(x,2) dxz
o x OX ax®

(8N = [my B, Ny NGD, (4.64)
\ " ‘unde N, sint func{ii Hermite /45/,
Ve X /159/.

: o)
tig.an ugd= <.1%'J; v, ?;2 (4.65)

Y x
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1
k] = S (B [p][B] 4det (J) d‘f‘ ’ (4.66)
4 x 4 -1
o = EI ; det(J) = %%%' = €=xé-x1

2N N 2N 2N -
[B]=I%— 3e2 %ﬁ "‘035—23 %—24  4.6T)

DacX se fac inlocuirile functiilor Ni rezultid :

- .
iz o) -12 6l
(K Bk cab - 6b 6pd - (4.68)
L3 ). 12, -6 o
glmetric 4Ll

in mod similar se obtine matricea de masi

(156 220 54 130
2 2
[m]a Sl-l[N] [_N] dett{J) d? =942° simetric 156 -2225

4.3,6. Asamblarea formelor integrale elementare.

Dupi discretizere forma integrall elementari W€ este datX de ex-
presia (4.8)., Vectoriijgu } gi uni eint diferiti pentru fiecare e—

s n .
lement. Vectorii{aun]ei {pn?sini vectori globali care contin valorile
nodale din intreg domeniul V,

Forma intregrali globald discretizati W 8sé asorie ca sumi a e
formelor elementare W® (4.9) gi (4.1l0). Se poate insX exprima gi W
in functie de{Un] gi{SUn} . . . ..

we =<3 u X([ke] {“n} - {re}) (4.68)
latricea[&e] este construit¥ prin expandarea' metricelor [k]‘
intr-o matrice nuld avind aceeagi dimensiune cu [K] . In mod similar
{Fe} este conatruit prin expansiuneea vectorilor {f] intr-un veotor

nul de acelagi rang cu {P] .

rYrocesul de expandare a matricelor (k] se desfdgoari in doi pasi:
prima dat¥ post-factorul ju_|se inlocuiegte cu.{Un] » 8poi , pre-

fnotorul{S un} se inlocuiegte cu(dU ) . Pentru ilustrareas procedeului
ae consideri urmitoarea situatie :
k k u
e 11 12 I
W =(Su; Su ) =(Supy (] { uy] (4.69)

21 %22 ) |Y; . v
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Vectorul global al variabilelor nodaie este
<Un>=<ul u2 v e UI UI+1 e s s UJ I.IJ+1 .otun>

pasul I : inlocuirea lui {un] prin {Un} .
Pentru a pistra valoesrea lui W€ neschimbati matricea (k]

2 x 2
se inloculegte printr-o matrice [k“] in care coloana I este
11 "21/7 T
iar colpana J este(fklz k22> , ceilalti termeni fiind nuli
¢ ﬂ?l \
e S . > 0 O ¢ o0 kll -()' . s klz O LI N ) 0 h’lI
v =B vy o o o ol 1T (4.70)
o an e k21 s o0 k22 . ves v ,<: >
u
J
Ure1
u
nl
SN

_;ngpl 11 iniocuirea 1u1<§un> prin<3U£§

In acest caz matricea [K’] se fnlocuiegte prin matricea [xe]
de acelagl rang ou [K] in care linia I este prima linie din [k']
iar linia J éste linia a doua din [kq, ceilaltl termeni fiind nuli,

(8 =Cbuy Quy ooiBUp §ppy weeduySugy we S0y
[0 ... 0., 0.0 0] |
f) 1::11.._ K12° (1)

we=(éun) o o o o {un} «Su (k] fu )
0 vuv Kpjee Kgoeo 0 1(F)
@ &

Pentru a ilustre expandarea lui if} se consideri expreais

.
W e (S upy T pe(Sugy (1) (4.72)
. e
o 2 12: I
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Pentru a pistra W€ neschimbat dupi inlocuirea lui u_ cu Un‘

trebuie substituit vectorul de rangul 2 {f] prin vectorul {Ff} de
rang n in care termenul corespunzitor liniei I este fl’ iar cel co-
respunzitor liniei J este f,, ceilalti termeni fiind nuli.

f'? 3
;1 (1)
w‘f_ -(5u_X %2 p=_<éun>ire] (4.73)
5
Formg %ntegralﬁ globalid se obtine prin aum?re
W Zn ¥® = Z(Sun)( (ke] ¢ul -{ F°})
C=1 e=1
_=(§Un>( (g: [x°]} {v,) -{i {pe} ) (4.74)
=1 =1
“(up( (& fu,] - {¥]
in care:

[K]?i [Ke] i {P] =Zn {Fe} (4.75 a,i:‘)

=1

Se prezintX in continuare urmitorul exemplu de calcul : se di
domeniul V discretizat in douX elemente triunghiulare cu cite un sin-

gur GDL pe nod (fig. 4.12).

A <“n(l)>" ) Us “4>

1 3 Elemen~-
(2) tul(l):(Sufll)>.-<Sul 8112 5u4>
(1)
[ 4 (2)
> Elemen- <un >-<u1 u4 u3>

figate - tul (20 (5ul@)aCuy oy ugd
CU> =<uy wy uy ) ‘(5%)’(5“1 duy, duy u,)
w(1) _(5u(;;x{k(1)] { ul(:1)} _ {r(l)J
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(2 _ (sl [x2] {ul?) _'if(z)}

k
: 11
1
W.( ) =<3u1 Suz 5u4> kyy kpp

ko

k

31 %32

(1) (1)
ki3 uo(fy
k23 u2 - f2
k33 ugl %3

Introducind matricea expandati [K(l)] gi vectorul expandat {F(l)J

W(}) se rescries

Wul(éuléuz 6113 6u4>

In mod identic se obfine pentru

w(2) .=<Su1 5u2 5u35u4> X

(k] = [x‘l)]+ [K(z)}, |

\

iF} ) tp(l)}, {F(z)}‘ )

r 1 () o
k1 Ko O K5 uy
koy kpp O Koy 2
0 0 cC o 3
Ea1 ¥32 . 33 %
~ - J
[K(l)] .
elementul (2)
k. 0 keo kool 2euy (2]
11 13 K12 1 1
o o0 0 o [ uy | |0 L
} &
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4.3.7. Generarea aiateﬁului‘de ecuatli,

4.3.7.1. Pormularea sistemului de ecuatii.
Dup¥ discretizare ¢l asemblare forma integrald devine

v =(Su_X[x] {un} - {P})- 0, (4.76)
la care se atageazi condi{iile de margine
du, = ©

Uiﬁ-Ui

pentru toate ‘gradele de libertate Ui avind valori specificate Ui.
In final trebuie rezolvat sistemul de ecuafii algebrice;

PR ——

(4.77)

(K} {U = {¥] , (4.78)
modificat n prealabil in functie de conditiile (4, 7).

4.3.7.2. Introdulerea conditiilor de margine :
Bxistd trel tehnici de calcul, cunoscute iIn acest sens;
a) iptroducerea unui numir foarte mare fn diagonala principalX,
corespunzXtor conditiei Ui Ui 3
b) anularea termenilor liniei gi coloanei corespunzitoare lui
Uy =T
c¢) eliminarea liniei gi coloanei corespunz&toare lui .U, = Fi

Aeeste metode sint cunoscute din literatura de specialitate/ 9/.
In programul - ASEFP se utiligeazi ultimul procedeu,

4.3.7.3. Transformarea variabdilelor. N

Intre deplasirile nodale U, gi U  (orientate diferit de pri-
mele). exist¥ relatia : :

8Y, = [R] {U“] (4.79)

{un]= [R]{U;!}.
in caré [R] este o matrioe pitratd om elemente constante, numitd ma-
trice de treansformare. Inlocuind (4.79) in (4.76) rezultd

w -(SU')([K']{U']- - {r‘])s o . (4.80)

in caro: -

k1= (8" 1{x][r]
Py (="){r].

v

!
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4.4. PROGSDURI NUMERICK.

4.4.1, Rezol;area sistemelor de ecuafii liniarb.741/; /48/,

Metodele de solufionare a aistemului 4.78 se grupeazi in ge-

neral in doui categorii :

- Metode exacte,cunoscute ca metode directe, bazate in general
pe procedeul de eliminare Gauss.

- Metode iterative, intre care procedeul Gauss-Seidel este cel
mal cunoscut,

Metodele directe sint "exacte" in limitele erorilor de tip
. "roundoff", carscteristice tuturor maginilor de calcul provenind
din surse specifice cum sint: conversiunea constantelor, cumula-
rea efectelor rotunjirilor, utilizarea funct{illor standard prede-
finite, M&rimea erorilor mwroundoffnpoate fi apreciatik numai dupd
rezolvarea sistemului de ecuatii. Solutia gisiti este introdusid
pentru verificare in ecuatiile originale gi se detgrminid reziduu-
rile, Valorile réziduurilor formeaz# un nou vector al fortelor
nodale cu care se reia rezolvarea de la capdt, Be determini astfel
un al doileas vector al deplesirilor nodale care este o mXZsuri a
deteriordrii solutiel exacte din ceyza erorilor roundoff. Pe de
alti parte, suma vectorilor deplasdrilor in cele douX ruliri ale
programului, distincte prin vectorul "fortelor nodale", formeazid
o solutie mai bund a sistemului ecuatiilor originele.

Algoritmii metodelor exacte se bazeazi pe inlocuirea suc-
ceaivdi a ecuatflilor originale prin ecuatii echivalente a ciiror
rezolvare aste mai simpli,

Cea mai cunoscuti sl cu rispindirea cea mai larg% este meto-
da de eliminare .par{iald bazet#® pe numerotarea optim# a noduri-
lor. Ordinea nodurilor este factorulcnh2i? pentru a obtine forma-
tul de matrice bandid cu cee mai redusi lidtime de semibahdi ; or=-
dinea de numerotare a elementelor finite, precum gi ordinea de
formare ¢i asamblare a matricelor elementare, este insi arbitra-
rd. Aceastd metod® de regolvare, numiti gi "metode de rezolvare
cu bandA" este cel mai simplu procedeu utilizat - pentru a se
exploataavantajul rarefieril termenilor matricei sistemului. Nu
este ined unicul procedeu. Un alt procedeu, deosebit de eficace
este cel numit al "matricelor rare" (ekyline matrix) in care
"evidenta" i " contabilizarea " pozitiilor submatricelor nenule.
in schema matricei globale [K] sint tinute prin intermediul u-

nor matrice (tablouri) de identificatori gi de locallzare. Pro-
gramul ASEF utilizeazX o astfel de tehnicd /To/.

O metodi directs, fundamental diferitX, este metoda de re-
zolvare "frontalZ " ale cirel baze-au fost puse de Irons /41/.
In cadrul acestel metode in procesul de eliminare Dartial:i: ° ne-
cunoscutelor esentialid e numerotarea elenentelor finite, inde-
pendentd de numerotarea nodurilor,care poate fi arbitrard. Se
creas¥, astfel, un "front" care traverseazi# nodurile gi proce-
deaz? la eliminarea partial¥ gi succesivd a necunoscutelor. Me-
toda de rezolvare frontal® este indicati pentru aplicarea.in
gpecialyin cazul unor etructuri complexe cu multe grade de 11i-
bertate nodale,ca urmere a foloeirii elementelor finite tridi-
menaionnle, mal sles dacX sint introduse noduri la mijlocul la-
turilor. .

]
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Tot in categoria metodelor directe de triangularlzaresamatrlcei
[K] , In care toti termenii nenuli sint vozitionati dessunra diago-

nelei principale, sint metodele de rezclvare care utilizeaz” matrice-
le ortogonale, in cadrul age numitelor " ractoriziri matriceale "

/45/, Astfel, in procedeul de factorizare Givens se folosegte matri- _
cea ortogonala de rotetie, ier factorizarz=e Householder utilizeaza i
metricea ortogonali de reflexiune, Amuele vprocedee sint indicate In
probleme de valori proprii, cit si in cazul sistemelor de ecuatii

ale ciror solutii sint instabile d4in cauze disproportiei *elatlve
foarte marili intre marimile divergilor cceficienti de rigiditate. Nici
una din aceste metode nu s-e impus, nesvind avantajul eficientei al-
goritmilor de tip. Gsuss.

Tot in cadrul metodelor directe se mentioneazX factorizarea
Choleski. Nici acest procedeu nua Ss-eg impus, insi, in competi%ie cu me
toda Gauss.

hetodele iterative opereaz? cu valori initiale aproximantive,
care se corecteaz® succesiv pentru e se obtfine solugiile sivtemului
de ecuafi In limitele unor erori prestadilite, ketodele iterative
sint mai adecvate la rezolvares sistemului de ecuatii care gjuvernea-
z¥ probleme neliniare (flambaj, vibratii, etc.), 1In care solutiile
gint clutate " pas cu nas ". In domen1u1 oroblemelor liniere metodele
1terat1ve nu gi-au cucerit popularlta ea.

4.4,2, Rezolvarea problemelor neliniare,

4.4.,2.1, Nelinearitate fizic3 gi nelinearitate geometricd /11/,
/153/.

In formularea problemelor sisterelor fizice eprr doud tipuri
de nelineariti¢i :

- proprietitile fizico-mecanice - ale materialului - caracterisa-
tice sistemului fizic depind de valorile vearisbil.lor nodale
U, Aceasti situatie apare, spre exemplu in plasticitate,. in
curgerea nenewtoniani, a lichidelor, in curgerea 1lch1delo§
prin medii poroase nesaturate, etc. Acestea cint nelinearitédi
fizice ;

~ nelinearititile geometrice pot ep¥rea id ecuatiile fundamen-
tale care guverneazq problema, spre exemplu in cazul siste-
melor cu deplesiri finite din elasticitate sau in ecuatlx de
tip Navier- Stokes. Ecuatie matriceeli fundamentel’ a .proble.
melor neliniare este de forma

% =(6un§([x(un),] {un] - {r-}): o, \"c'- (du > (4.81)
| (k(Ifa} = {#) sau {r(w] = {r} -fk(w] {a}z0  (s.82)

Pentru unele probleme, cum sint cele de plasticitate, relatia
(4,.82) tr=ce intr-o form% incrementalX.

(k(a)]{aa]} = {o¥] (4.83)

Determinarea solutiei sistemului neliniar consti in Zisirea

de unde

vectorului {u}.care si fac# residuul {n(u)} cit mai mic nosibil. So-
lutic exact? conduce la anularea reziduului. Ciutarea solutiei sis-
temului se reamalizeaz® iterativ conforr schemei din fig. 4.13.
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Un numir mere de algoritmi de rezolvare 2 problemelor nelinia-

re includ schemele de rezolvere a sistemelor de ecuatii liniare la
fiecare pas al iterafiei.

- , =S¢ schimbg

| dwerqen_ﬁfclqorlrmul
. inthializare corectie -se schimbd
alorrinmiak]  [Gigoritm - -Vaborile inifile
{ U°J de de convergen
_ coreche
| ‘l§oh4k: U

|  fig 43

Alegérea unui algoritm trebuie sd iam in considerare urmitoa-
‘fele aspecte : .
| - tipul nelinearititii ;
~ . = r#spindirea nelinearititii, indiferent daci este localizati
B Sau nu ;
. -~ existenta a mai multe solutii ;
) - ugurinta constructiei algoritmului g9i & 1mplement§r11 in
. program ;
i - precizia cerut® a rezultatelor ; :
] - rapiditatea convergentei gi riscul de dlvergenta ;

Nu sint metode cere si acopere toate tipurile de probleme ne-
liniare. Cele mai multe tehnici de rezolvare & problemelor neli-
Jfnilare au la bazX una din urmitoarele trei metode, luate sevarat sau

in combinatie /45/, /153/, /154/, /199/, /20l/:

r © = metoda subatitu%tiei ; ¢

- metoda iterativ® Newton-Raphson ;

- metoda incrementali.

4.4.,2,2, Algoritmul metodei subsgtitutiei.

Metoda constd in construirea secventiali a solutiilor{Jl
&ﬂa...{U%} undelU }este calculat din valoarea precedenti {b AU

prin rezolverea Bistenului liniar de ecua%ii
[x (ui-1) {u = {¥} 5 1 =1,2,3 (4.84)

uistemul (4.84) se rescrie intr-o formi incrementalX, nai
convenabilA,

. {.Ri} = {(pi-l).} = - [K(Ui_l)] iul-lj
[k(vi- 1}@;‘] J (4.85)
i 1 1
'} = (v el
Algoritmul metodei este prezentat in fig.4.14.
) .In testul de convergent%d se utilizeazid dci vectori normatl.
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Selectarea valorii aproximative initiale {u®}

Construirea vectorului gobal {F] din vecrorii elemeniari {F)
t=1,2, - (pen'ru fiecare iteratie)

bucila pentru fiecare element
extrage {uw] din {UH}
calculeaza [kt )]

calcyleaza rezdul elementar

BRENARS
asambleaza matricele globate ale sistermului
linegrizar . ,

[x] si [R]

rezolva sistermnul [K]{&Ui} iRL}

-1
LUt +W {oU') Q-factor de relaxare
calevleazd normele

Inll pentru {aut} sau

* .

tmit pentru {RY

—executa testul de convergenta cu itn it sau im)l
f19.4.14
- normea animé_
l[n]] = n;x‘ lAUjli saullnll = ng lRJP‘ (4.86)

- norms euclidiand

Nl oot S{But]  san Nnl=CRE>{rY] (4.87)

In mod frecvent in testele de convergenté se utilizeazd normele
valorilor relative /134/, /135/.

1
Av .
i nll = M?x Eﬁ:- \ } (4.88)

care in cazul normei euclidiene pentru Uj suficient de mic, astfel

incit poate fi substituit de U,, devine :

||nl|= 3 tzUi> {i§ (4.89)
] J
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Procesul iterativ se fncheiecind pentru un & suficient de mio,
prestabilit, lnl]l< E . .

Daci §n ecuatia (4.85) matricea [ K] se descompune intr-° ma-
trice constant¥, liniari [Xy]g¢l o matrice neliniaré[ ng ) Tezultd

([Ka] [Kng (v 1)) lAu] { }
Pentru pagl de iterare auficiant de mic1LK ]se poate neglija si
expresia precedentX devine

1
[K"]{w l ) {R} (4.857)
] - [1‘ 3 *{Au
Matriooa (Kg ] f1ind constantX trebuie sX fie msamblati gi
factorizati numal o dati la inceputul procesului . Algoritmul cons-

ruit pe basa (4.85°) constitue aga numita metoda Newton-Raphson
modificatX,

4.4.2.3. Algoritmul metodei Newton-Raphson modlficate.
Schematic algoritmul acestei metode se prezintA in figura 4.15,

Sclccrcoza stca'culeazd o solutie aprommohva iNbia!d
{U®]; poote fi utilizat siun vector nul

asombleard vectorul global {F] dm {f]
asambleazd matricea qloba!é liniara (k] din [k

tactorizeaza [Kg ) |
L= 1,2, (pentru fiecare iferatie)

bucld pe fiecare clement
extrage [u“’} din {
asambleazd {R'} din {r]

(R
-— TSRS CVR Ul IR o)

rezolva (Xy ] i‘QUL]‘iRL]
colculeazd lUl]- [UH] t {Aui}

calculeaza Inll

-executa testul de convergentd
f1q TR Y
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4.4,2.4, Algoritmul metodei Newton-Raphson.

Se presupune ci pentru o gsolutie pi-1 se obtine reziduul )
{ReutD)={r] - [x0*H)] {uiY) £ 7o, (4.91)
ar putea fi iteratia Ui.
{ReuH}={rutH +auh)xo (4.92)

Se .dezvoltd in serie Taylor functia reziduall

& ! cavh}-fr i) +[—D—{}—] faut] + ... = 0 (4.93)
O Youi-2 |
Neglijind termenii de ordin superior rezulti

- [%%']@Ui} - {rast b |
set {[x (wi-H] favt} - {» (Ul‘l)] ’ (4.94)

{Ul} - {Ui'

Matricea tangentd [Kt(Ui"l)] se obtine prin diferentierea eipresiei
(4.82).

[Kt(U)];' %%‘] == [%%‘] + [K(W] + [%{%‘m] iU]] (4.95)

Dac} {F‘este independent de iU] rezult?

[k, (0]=[k(n)] + [‘Q-Lké%l] {u}] (4.96)

sau, exprimind aceastd relatie in termeni individuali

(Kpdyy = Ky + 5 g—g; Uy (4.97)

Expresaia { 4,94) este similar¥ cg fqrmX¥ cu (4.85) , cu observatia ci
matricea Kl ge inlocuiegte cu tK ?r

Matricea tangentd global& (K ] se obtine prin asamblarea matr
cilor tangente elementare [k.]. Penkru obginerea matricei (k] ee

pleacld de la forma integrald.
n n . :
Wiu) = 5 w® =Zl j §(du) R(u)dv = o (4.98)
C=1 =1 e .

Se degvoltX in serie Taylor W(u) in vecinXitatea lui yi-1
w(ui) = W(ui-l) +A(w)=i-1 + see = o’ (4-99)

unde A(W) este prima varistie a lui W, care nu se confund¥ in genera
cu termenii § din 4,98,

Discretinzind in elemente finite se obtine :
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w(ui-1) -(56n>([x(u1‘1)‘]{u;‘1] - {P}= <SuyROUILY. (4.100)

aw(ut=l) =(§u ) [xt(ui‘l)]@ui] v - (4.101)

;unde%ﬁUi} inlocuiegte variatie %AUh} a lui {Un} pe parcursul ,unei
Ateratil . In aceste condit{ii (4.99) devine

uyy ([ x i b]fav)- {rei-h) ) -0 ¥(su) Lisa.102)

.expresie care este identici cu (4.94).
‘ In f1g.4.16 este prezentat achematic algoritmul pe bazn
ciruia se poate construl matricea tangenti _Ktl cu punere in evi-

dentd a celor douX ramuri corespunzXtoare celor dou¥ relatii

1(4.94) g1 (4.102). :

| | definireq func- ¥

l tionalei

I 1 (daca existg)

ff :la

I. prima yarianfaa

f forma inteqrala S formet infcgrale

I VI-C)‘ > éS\v-ésla'
discretizare cy iscretiza-
elemente finife recuele-

i mente finite
i (RW]{u) = {F} O o (ki (W{au}-{RIW)}

,;k}41s

4.4.2.5. Algoritmul metodei inorementale {pas cu pas)

Yaloarea initiali a solutiel {U°] joaci un rol esential in
l metodele iterative. O alegere necorespunzitoare poate 8% conducl

cu usurintd la rezultate eronate.
Metoda incrementalX constX in inlocuirea solutiei ecuatiei

matriceale
(kew)] {u) = A{r ] = {#] (4.103)
prin eolu{ii succesive ale ecuatiei
[K(UJ)] {UJ] = A, (P] + Ay = A)  hpeecild (40208)
Valoarea initield utilisat¥# pentru caleulul lui UJ ente

solutia U -1 obtinut¥ in pasul precedent., Fiecare pas este o
problemd neliniarX care trebule rezolvati arin una sau mal nul-
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te iteratli cu metodele Newton-Raphason sau Newton-Raphson modifica- _
fd. Daci se utilizeazd prima dintre metode in fiecare pas se obtine:

SR (Y01 P R LR I UY) {UJ.-I]

[Kt(uj_l.)] [Auj} = {RU,_)) ¢+ Ay - A ] (4.105)

fusd - {uj_l] +{AUJ} |
DacX se utilizeazX mai mult decit o singur3 iteratie Newton-
Rephson rezulta -

[k, (03t ) foul] - }R(Uj‘l)] + Oy =N {F (4.106)

i) _ {i-1 1 §{ = )
iuj} - {UJ } +{AUJ] " i = 2.3_.._.. .
4.,4.2,6, Algoritm pentru schimbarea variabilelor - independente.
Pentru mai multe probleme existi mai multe solufii {Un] pentru

o anumit® treapti de incircare (fig.4.17).
o f
Metodele presen-—

1} B E tate pot da solutii in
L2 —_— e ——_———— — 5 domeniile OAB g¢i EDC,
’f Pentru a avea solutiil
w in intervalul BC se ale

valorile componentelor

P — = l U, ale vectorului Ui,
! Y urmind si fie determina
0 V . Ua Jdy parametrul (factorul) A

flo.a17 ™ necunoscut, al incirocd-
rii, Se subliniazi® cd intre punctele B gi C existZ o singuri valoare

)\{F] pentru un Uy det. Din (4.106) rezultd
[k, J{au]) = {R} + N (R ) (4.107)

IntroducindANin vectorul necunoscutelor {AU] gl impunind conditie
AUy = O rezultd

- ~ ] K . r?l W
K L BN BN ] LN N ) :
BT g )= {R] (4.108)
. o . ? )
Ktul [ BN J LN N Ktnn 1 l;l +l I
) “lu
n
Y )
gl -
Up = U, . (4.109) h
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Prin fnlocuirea coloanei L din_[Ktj prin vectorul {Poj s-a

‘distrus simetriae maetricei gi s-a schimbat litimea semibenzii. Pen-
tru a se evita acemst? inconvenienti se rezolvd (4.107) de douX
ori pentru vectfri ai incdrcirilor modale diferiti mentinind a-

ceeasi matrice Kt] .
[Kt] {AU‘R} - {R}
[Kt] {AUP} = {Fo]

Solutia ecuatiei (4.107) va fi

) {Au} - {AUR} +ON [AUF} (4.111)
Necunoscuta A rezulti in baze condifiel (4.109)
AU‘& = 0 —=AU? +A)\U1i
AUR .
2 (4.112)

Mhe — - . .
AEL

Algoritmul acestul procedeu este dat in figura (4.18),

(4.110)

o Sy T ——

—alegerea incrementului yal incaredrearii
modificarea componenter £ in Uy-1

Uy-1-Uy

T TR 7. e e
.

: —ileratia t . _
calculeaza reziduul TR}

calculeazd matricea [Kel

rezolvd sistemul [Re] iAUR]- {r]
[xe){auF)~ { Fol

. R
colculenzd AA. - aUg
NI

(ul-fult{au®}+aniau’)
AaA+OA

___—tesrde convergenta

fig.4.18

4.4.2.7. Alegerea metodei de rezolvare.

In figura 4.19 se prezintX imaginea grafici a algoritmelor
prezentate anterior perticularizate pentru o problemX uni-dimen-

sionali,

.
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[ iy

[TVERR T
) proces convergent

1) Metoda substitutiei

yexact”

b) proces divergent

: adlgoritmul (4.35)

A‘L‘l——}l
vt ot ud pexder  g* ut, b2

2\ Metoda Newton- Raphson
modificata :algorifm(491)

rtm
fig.4.19

UJ‘JEK

3) Metoda Newton-
Raphson: algo-

(4 95)

APROXIMARE
aleqereq solutiel
aproximative

$1

CORECT!
(progresiva)

-caleyledza rezd {K')
solutie g ecuatie

[k;]{au‘] f R‘}
- {U'*)- fut)ra faut

fi9.4.20

Fe T

AI oritmul
r pctru metode

4) Metodq incre-
mentalq cuo
iterare N°

dlacrfm (4,105)

cnercl al
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Cele ﬁatru metode 8int conf{inute in algoritmul formel comun din
figura 4.2.a. Pentru oricare metodi expresia reziduului {R) este a- -

ceeagl, ceea ce se schimbi cu metoda este expfesia matricei [Kc} sou
efecte in procesul de convergentX.

(k,] = [X], metoda substitutiei

(%,

[Xc]

Algoritmul general pentru rezolvarea problemelor ‘neliniere es-
te prezentat in-figura 4.21.

[K], me toda Newton-Raphson modificati

[Kt]' metoda Newton-Raphson

alege @ ,AA, IMET
KT =1 _
. A.O .
——treapta de incArcare 3 :A=A+AA
ap roxi medzd:{uy J+{u, ,} sau extrapolarea {ua-,]){s_q]
30 .
——iteratia L=t
clemente : ) _ »
calculeazd si asamblegza reziduul {R(A,Fo, Ut
IKT <1 : colculedzd st asambledzd [k (U], functie de
Hpul metodel IMET

)

IKT-1: descompunerea matricet [Kel

[ke{au}-{R]

corcctiq solutiel U: [ui]. iUL-1}fU{AU}

caleuleozd norma refativa pentru lini jau] sauir]
lesired din ieratia i

stabilired metodei de rezolvare :alegere IKT,IMETW,

AA. :

testde convergenta.
terminareo p%su?m ¥

o

Fk}é&?l

Algoritmul din figura 4.21 intrd in execupie pe baza,irmﬁtoarelor pre-
ciz¥ri; i

- numArul gi ordinul de mirime s incrementului incircirildl;
*" = numXrul maxim de-iterayii pentru o treaptd de incircare @i
criteriul de convergent{d (tipul normei gl precizia doritd) ;

- L
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- tipul matricei se stabilegte in func}{ie de valomrea IMET:
[K;] ain (4.857), [k('™H)] gin (4.85) seu [E (U "1)]din

(4.96) ;
- atabilirea unei relat{ii pentru aprox1marea initiala A S0-
luglei U‘1 , pentru fiecare treapti Jj a incircirii ;

- valoarea factorului de relaxare.

4.4.3. Rezolveree problemelor nestationare /18/, /45/. /152/
/153/, /201/.

4.4.3.1, Probleme de propagare

Problemele dependente de timp- nestefionare -~ se numesc proble-

‘me de propagare. Discretizarea cu elemente finite conduce 1a doud
 tipuri de sisteme de ecuayii diferentiele ordinare care caracteri-
‘:easﬁ problemele de propegare.

(1) Sisteme nestationare de ordinul I

i
', leltul« (&3 {u) = {r}, >t (4.113)
; iu(to)} = {Uo}
(2) Sisteme nestationere de ordinul II
I [eifud+ lel{o)« xiul= im0, £>t,
. ] . (4.114)
fus )y = fu )} s {0Cs )] = {0,
in cere: - )
0= Fg {vrs 0 = (vl 5 {9
Ut .

( (M, = matricea maselor

[C. = matricea de mmortizarc¢ sau de expaneiune

-
-3

[
L]

matricea de rigiditate sau de conductivitaie

vectorul inc3reXirilor

Y S
x
s
]

1U(t)}- vectorul necunoscutelor

Pentru rezolvarea sistemelor (4, 113) 9 (4.114) se vor pre-
zenta in cele ce urmeezi doui metode :

- integrarea directi, seu metoda prs cu pas ;
- metoda suprapunerii nodurilor fundamentale.

Integrarea directi const® in constructia secventiald ¢ va-
lorilor solutiei din valorile inifiale !Uo] la mowmentele t t At
[

t, + 24t; ...t + nAt,...
Ut )] = (B0t +2t)]U(t_+2A¢), fu( ) )
{U(t) ] > {Ule, +20)] U2 s288)) > ... > {U(t #nDL)4.115

« &
4
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Un numir mare de tehnici de integrare directi sint dezvoltate _
pe baza aproximirii cu diferente finite a necunoscutelor {U} gi iﬁj .

Zenkiewicz a propus o metodi de discretizare a domeniului de timp
utilizind pentru aceasta elemente finite.

In metoda suprapunerii nodurilor fundeamentale sistemele cupla-
te (4.113) gi (4.114) se decupleazX in ecuatii modale. Fiecare ecua-
tie modali se rezolvi numeric , lar rezultatul finil se obtine ca
0 combinatie liniari a modurilor fundamentale,

Problemele de dinamica structurilor sint caracterizate de sis-
temul. de ordinul II (4.114), aga cX in cele ce urmeazi se vor pre-
zenta metode de rezolvare aplicate acestul gen de probleme,

4,4.3.2, Metoda integririi directe,

4.4.3.2.1, Ketoda diferentelor finite. -

Dacd se scriu in diferente finite derivatele care intervin in
(4.114) exprimate la momentul t:

{6t]‘i§%?} (fUgape ) - {Ut-At j)

. _ (4.115,a,b) .
%Ut] = j&tﬁ F{ Ut+Ax"2 fueds s ae))
8ae obtine _ |
.[ #1{“ t+At] = {Bti _ (2.116 a)
[}-(] =[I:_i]+—92—t—(C]

unde
{Rt} -at? {Ft] +[“}(2{Ut§ - iut-_m;i.) ¥ A2t [C]{Ut-Atg‘Atz[K]iU%i
sau in formé incrementald

iR ]{AU] = {ﬁt]

{Et‘ -4 | Ft%+IM](\Ut1-{Ut—At}+ & () (- fuf+{u, g J-a6" K3 U

(4.116 b)
{Ut-h&ts = {u, ] +{au |

4.4.3.2.2., Metoda Houbolt.
Derivatele necunoscutelor {Ul se exprimé& in diferente finite
la momentul t+At, in forma urmitoare :

2 (2{Ut+At] - 5§Ut§+ 4; Uy at) "{Ut-ZAt )
i (4.117.a,b)

2bt+at}’ zi: (li’ Upent ) - 280U, ] + 9{Ut-6t}-2{ut- 2at 1) :

¥ﬁ£+Atk = E&:
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Cu aceasate rélatii 4.114 devine
[R] {Ut-rat} = {Rt+At}
&l 2[u] ¥ —A-At [c1+at2 [k]

1Rt+At]=At2 {Ft+At]+_[H] (5{Ut}' 4{Ut-at}*iﬁt-2At}3*A‘[c](3{Ut]
B - ¢ (4.118)
o {Ut-ﬁt] + 31 Ut-zAt])‘ '

sau in functie de {AU]
[i][AU} =" Rt+z_\.t] “V[R"] {Ut] )
v Uppaefs {04} +00) .

Acest algoritm conduce 1ntotdegqné la solutil atabile.
Pentru probleme neliniare in care [M] gi [C] sint constante

dar {K] depinde de {U])corectia {Ut+At} pe parcursul flecirei i~
teratii in cadrul unui intervael (pas) de timp este:

LI I UV S G ARl R el
| (4,119)
{Uimt] - {Utzlxt *{AUIJ

In metoda auystitutiei

[xn&] (K] (4.120)

In metoda Newton- Raphson

i-1

(o] <[] = (1008 [ B0 ] nan

4.4.3.2.3. Metodele Newmark-Wilson

Aceate metode implicite introduc in -ecuatia (4.114) ex-
primati la momentul t+ At urmfitoarele expreaii pentru

[ﬁht }"i {Ut+'t}
Ji t+'c] {u]u((m) ii:'J;}*agG;“Tl
Jupand {Ue) *T’Ptj v (-b) {B,) + b {0, o]

(.4.122,a,b)
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Pentru a = b = —%— aceste aproximaf{ii sint echivalente din punct de

vedere fizic cu a acceptd ci accelerafia este constanti gi egall cu
valoarea sa medie pe parcursul intervalului (¢, t+ 7).

Pentru a-—lz'- eib —]3'—

variatie liniard pe intervalul (t, t+ 7).,
"Ecuatia (4.114) scrisi la momentul (t+7T ) devine :

(K1 {vyan] ={Rear) (4.123)

unde_

(%1 [8] +Ta [o]+ Zobf]
~2 ’ v
{Rh@' ) o) E] . 22 (-0) {U,})

‘ 3
+[e] (T, {u ] + T:: (2a-b) {ﬁt} + LE%— (a-b) {U.}

In metode Newmark U =At, iar in metoda Wh!:lllaonﬁl:= S At cu
©>1. Metoda Newmark este stabili necondif{ionat dacd a>—l- 8i

Z2
b> % (a+ —3-)°

2 3

© = 1,4. In figura 4.22 se prezinti schematic algoritmele celor trel

metode de integrare prezentate.

4,4.,3.3. Metoda suprapunerii modurilor fundamentale.
Sistemul de ordinul II descris de ecuatia (4,114) se scrie cu
ajutorul valorilor pi vectorilor proprii,\gi respectiv {X] in forma

“
N

([K]- A[up {x} = © (4.124)
Introducind transformerea
{u ()} = [(x}{v(e)] (4.125)

§n care matricea de transformaere [X] este constituitd din n veotori

proprii {11] (4.124) devine | |
Veole X1 eIV} « [A (0} ={F (0)] (4.226)
Ecuatia (4.126) se poate decuple in ipotezele
(1) [C] este o matrice nuld
(2) [C] este o combinatie liniar3 intre [N ] i [h]
[cl= o, (M1+ o, (K] (4.127)
gl deci, '
[x el (x1 = eq{z]+ oy (A]

Acegt produs matri¢ial se poate inlocui cu urmitoarea matrice diago-
nala 1

aceleael aproximatii conduc la ] '

, iar metoda Wilson pentru a = e b = — b
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2 _— )
71 001. -

X ’ cllx] = 2§2w2 '
B [ellx] B

i (4.128)

L]
—~

b -

in caré'?i. reprezinti rata (coeficientul) de emortizare pentru
modul 1. Ipoteza (4.127) permite obfinerea m maximum doui valo-
ri nenule pentru.?i.

Daci ecuatia (4.126) este decuplati se obtine

() + 20 €5 V(t) fﬁJf v(t) = F (t) (4.129)

pentru care asolujla generalX se scrie cu ajutoriul integralei lui

Duhqmel la- momentul to = 03 -

i -?iCJi(t-s)

-5, W.t -
Vi(t) ='6‘ i1 (0(1 ainc-itﬂxz coslt) + ("_jll- ge
)
s;nali(tes) Fi(s)dS- (4.130)
-~ 2
Wy =Wy Y 1T
F.-F_ o
Fi(t) =F_+ —;i:?ﬁ = a+ bt pentru oLttt -t

Introducind notae{iile de mai sus soluyia ecuatiei (4.129) ia
forma % ‘
?iQJi

Vi(¢°+§) = a°+a1t+€ (az+c0500t + ag ainwt) (4.131)

¥, b _
- —L ;— . = o, - - - ’-L-
8% T3 " 2753 i Q2 ey = Vi(to)-e iay c,oi_("i("o)+
i :
{

+§,98;5 - 7))

4.4.4, Rezolvarea problemelor de valori proprii ./45/.
/11e/, /112/,/152/, /159/, /201/.
4.4.4,1, Probleme de valori proprii.

Rezolvarea unei probleme matriceale de valori proprii conetd
‘in gisirea solutiilor}\1 - valorile proprii si {Xig - vectorii

-proprii pentru ecuatlia,

i}

(k] §x;} = A, ful {xi] (4.132) :
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cu conditia de normalizare a vectorilor proprii
<Xy {xi}= 1 sauw (X, \[M] {xi} =1
Valorile gi vectorii proprii caracterizeazi trei categorii de pro-

bleme : :

(1) Dinamica structurilor, 3in ctre se pune problera determiniri

modurilor fundementale de vibratii. In acest caz termenii ecuatiel
(4.132) sint :

[K] - matricea de rigiditate a structurii

[(M] - matricea maselor

{Il - vectorul deplasdrilor nodale ale structurii in modul i de

vibratie
Ai =CJ§ AP frecventa-oaqilatiilor proprii in modul i
(2) Siambilitetea structurilor 4In care se pune problema determi-

nirii Sncarcariji critice de flambaj . In acest caz termenii ecuatiel
(4.132) eint:

[K] - metricea de rigiditate a structurii

[M] [KG]- este o matrice geometrici sau matricea tensiunilor .
initiale

{X1} - vectorul deplasirilor nodale pentru modul i de flambaj

Ai - definegte amplitudinea -forfei critice

(3) Probtleme nestationare de ordinul I si II. -

Pentru rezolvarea ecuatlei (4.132) se precizeazd trei metode d
calcul :

~ iterafia inversik .
--rotatla Jrcobi
- iteratia pe subspatii.

4.4.4.2, Carancteristici fundamentale ale problemelor de valori
proprii.

4.4.4.2,1. Formularea simplificatX a problemelor de valori
proprii.

Se conmider’ c# matricile [K] gi [M] s8int matrici reale, sime-
trice pozitiv definite . Ecuatia generald (4,132) se poate reduce

la : -
(k{7 =MX) ' (4.133)
Dac¥ [M]eate pozitiv definit% se poate exprima pe bazm desc
punerii Cholesky - ca in cazul sistemelor liniare- in forma

T N
(M} =« {L)[L] 3 L= \I'STJ‘ (4.134)

© N

Rezulti:. L
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{x} - [I.]T {2}
[R]- [ [xI[k] "

Daci [M] nu este pozitiv definitX (4.132) se modit1CE fn forma ur-

[l {x]- % &1 (x] = A[x] {x) (4.135)

4.4.4,2.2. Valori proprii.
Fie n valori proprii Ai distincte sau nu care satisfac (4.132)
Dac#% cele doul matrice [K] g1 [¥] sint pozitiv definite toate valo-

rile)\i vor fi pozitive
Sy Ao Amy A3 N

el (4.132)‘pe poate scrie in forma
‘ (k] -AMM1) {x}=0 . (4.136)

Becuatie (asistemul (4.136) ere solutii nebanale daci expresia
( [k]-A[M] ) este singular¥, adici

det ( [K]-\[M] ) -P(A) =0

mitoare :

4.4.4,2.3, Vectori proprii,

FlecXrei valorji proprii ii corespunde o solutie a vectorilor
proprii. Pentru a rezolva sistemul singular omogen (4.132) este ne-
cesard o ecuatie suplimentarA pentru definirea unici a vectorului,
ae poate utiliza o conditie de normalizare, spre exemplu

gy [ul {x,] =1 (4.137) .,

Vectoril proprii vor satisface urmitoarele condit{ii de ortogona=
lizare ) '

o, i#}
<xp [K]{XJ] = Ay 81y 3 8y = { '

1, i=j (4.138,a,b)

x> [u]{xy} = &4

DacX aceste conditii sint satisficute [ X | este ortogonalX, iar (m]

or;o o?mala. Vectorii proprii se regrupeazi intr-o matrice mo-
dal X].

(x3ef{xd oo {23 --0] (4.139)

cu care (4.132) devine

(K] (x]= (301 (AL (M) -

-
A

1) 0
to (4.140).
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'!Aaau ngfind i{!i]'é [M]{Xi}

-E]1-

Ecuatiile (4;138) se transformi
[(x]° [x] [x]=A]
[x]T[m] (x1=[1]
gi,in plus, inmultlnd gi 1mpart1nd cu [X] in"(4.141 “b)

(x](x] [k} -

4.4.4.2.4. Deacompunerea spectrala,
Se inmultegte si se imparte (4.140) cu [X] [M]

(4.141,a8,b)

rezultyi dacid

[H]este simetrici :

C (k] = [e){x]AIc (m]{x] )T (4.142)

(k] = Zn Ai {Yi] <5 (4.143 a)

Descompunerea apectralé a matricei [ K] este deflnlta de (4.143 a) da-

ci.[u] s [1] ]
(k] = Z/\ X J<x )= Z RN (4.143 b)

P n o )
(K] =2 Ay {B;] (Px0) (4.134 ©)
i=1 ' ..
Raza spectrald a matricei [K- ] se definegte prin

O(K) = max{A, < [[K g
KN max (1K, |
K = max K )
i (J=1 1
Yatricea [K]P este mirginit¥ (finitd) cind p-—>%0 daci Q(r) <1.

Un vector arbitrar V definit in spatiu poate fi reprezentat luind ca
bazi vectorii proprii.

{vi- ;2; es { X4} (4.146)

‘cu conponeﬁtole
(4.147)

oy =< XM (V]

(4.145)
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4.4.4.2.5. Transformarea matricelor [K] gi [M] . |

()= (Q)® [k}fa)s [®]-[Q)® [¥)[ Q) (4.148 a)

Valofiie ei vectorii proprii vor fi defini{i de expresia transforma-

= (kK1-Au){x}=-o (4.148 b)

sau , echivalenta

[@]" ([k1-A[M]) (Q]{f] =0

lsi deci. o -
det( [Q]T( [K]-)\[H]) [Q] =

! det ({Q]") des( [Q] ,det( [K]-A[u])=0
: BExpresia de mei sus demonstreazi c* valorile propriiA ale
SSistemului transfornat sint identice cu valorile proprii X ale sia-
temului (4.133) dacX det ([ Q) ) # 0.
4.4.4.2.6. Separarea gi schimbarea valorilor proprii.
Fie *1'X N valorile proprii ale sistemului (4.133) gi

2|.-.| n
01s&50eee L,y cele n-1 valori proprii ale sistemului modificat.

(k3 {x} =eu}* {x}, (4.149)

in care[K]l gi [M]l se ob}in prin eliminarea ultimei 1linii gi co-
losne din [K] g1, respectiv (M]. Se mai pot scrie inegalitXyile

Meliehalsiiigh (<8 <A (4.150)

Similar se definesc matricele (K]* ei (¥]T prin eliminarea ultime-~
| lor r coloane gi linii din [K] gi [M] . Daci pr(A) este polinomul ca-
racteristic , ridicinile polinomului p¥~! (L) alterneazi cu cele ale
polinomului p (M)

<
MELEA R el o)

det ( [R]-}[H D)

<4 =, (4.151)

| Descompunind [K]- u [8], u fiind numirul arbitrar diferit de va-
lorile proprii rezulta .

(k] - p [w] ={2J(DILE]T, (4.152)

DacX¥ valorile proprii din (4,133) sint pozitive numirul ter-

menilor negativi din matricea diagonal’ [D) este egal cu numirul

valorilor proprii mai mici decit u, Acest proces de separare, de-
numit gi "secventa Sturm" a polinomului pT()\),servegte la a veri-

fica daci valorile proprii se insoriu intr-un domeniu de valori dat.
Dac* matricea [K] din (4.133) se inloculegte prin

(k]=[K1-a(u! (4.153)

se ob%ine urmitore® sistem de valori proprii modificat,

n-r-1
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(K] {x} =-)’\[ll]{1] aau (K] {X] ={R+a} (4] {7} T (4.,154)

Vectorii proprii ei acestui sistem sint identici cu aceea din (4.133)

dar valorile propril sint schimbate cu cantitatea a

A=A\ -a . .. . [(4.155%)

4.4.4.3_. Metode de calcul a valorilor proprii.

- 4.4.4.3.1, Metoda iteririi inverse.

Iterarea invers% d% cea mai mic2 valoare proprie gi vectorul pro-

priu corespungitor {Xls ale sistemului 4.133, Matricea [K] trebuie a¥

fie pozitiv definiti ; dacX nu este necesari o schimbare de forma (4153

pentru a o face pozltivi, Algoritmul metodei este prezentat iIn figura

4.23.

frianqularizeaza Lx] =l (L) (o](L]
. dlege “un vector initial {v'] care nueste M- ort nra-
porf cu vecforul cdula (é#o) ogonal o ra

calcyleazd {F)- [M1{v1) _
bucla pe ficcc:rc }tcrqfic L= 4,2

rezolvd [L17(010L] (v . (¥
calculeqzd - §Fl=(M11 Vm]
evalyeazg d -<v't'>(F)

calculeaza citul Rayleigh : R({v}) - SIKUM (4156
A AT v T (4158)
.‘ A= R({v })-<V_d>i_"'.]_

calculeaza :
.1 (g
)i 19

verificq convergenta AN <8

calculeaza vectoryl propriv normahizat in rport cu M
1 fyle
{X1] ldl{V J
fig.4.23
» Pentru determinarea celei mal mari valori proprii )\n ge
aplicA iterarea inversd sistemului :

() {x} = =—[k}{x}= X[K]{X] (4.156)

soft (M ] nu este positiv definitX se face o schimbare de tipul (4.153)

u[i]- (M) - a[K}‘
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Vglprilé proprii 1ntermed1axe.Xp cuprinse intre,KI gi,Kn
e obtin prin iterare invers¥ pentru schimbiri a::Kp definite
ide 4,153.

4.4.4.3,2, Rota“ia Jacobi.

Aplicarea acestei metode este reatringi la cazurile cind

j [K] gi [M] sint simetrice gi pozitiv definite. Metoda ‘consti intr-
‘un proces secvenlkbial de diagonalizare a matricelor (K].gi [kilrezul-
Ltinq mat;icele diagonale [Kd] gi [Md]

(k1) = [x]. el] = [m] |
(%] = [e})" KIRY) (%) = (1" pe'][a’] -
[%*1)- [Q*]® [k¥] [a¥] (Y- [o%] [ u¥] [Q¥] (4.157)

Diagonaligarea matricilor [Kk+1] gl [Mk+1] se realizeasl prin cona~
truirea adecvat® a matricei de transformare [Q‘] ’

1 0]
Q = 1 a oo linia 1
! b 1 ee. linia j (4.158)
| KO IJ
col.i col:J
Coeficientii a g1 b se calculeazi pentru Kggl ll;;l = 0
aKii +(1+ab) Ki,j + bKJJ. = o ..
(4.159)
auii +(1+ab) "13 + b MJJ = 0
In cazul general c c
a: —& ;p° -—4 (4.160)
cy = Ky Myy - My Ky

°2 = Kig iy = M3y Py
°3 = KygMyy - Mgy Ky B

T
d = —-;-3 +'sign(c3) \ﬂ.s.} )2 ., CICA

Dacl KM este pozitiv definit¥ ¢, 9i ¢, sint deasemeni pozitivi.
DacX d=o0 @=0o gi b = - KiJ/ ij'_

DupX diasonalizare se obtine:
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STABILIREA RATE! DE CONVERGENTA OORITA.

——bucld pe fiecare ciclu S
definirea foleranfei dinamice &5 10725
—bucld pe fiecare linie L=1,2,..., n
—bucla pe fiecare coloana g -12,
calculeaza factorii de cuplare
]C - 'Ki-Z . FM' IMLI'
® JRtLK}} ) u~1ﬁjﬂ}]

daca fe squfM>6s

calculeazd termenii asib din (@l
transforma matricele (K] si (M]

coloana i = coloana L + b colodna y
coloana 3 - a coloana v+ coloana y

hnia t = linid v+ b liniq
linia 3 -a limd o + hnia g

modificd vectorii proprii {x]

coloana - coloand t +b coloang %

coloana }- @ coloana i +coloana 3

calculeaza valorile proprii
. l)\s ,5‘1l
Ap=Ril si F{.Max 2L -AL

Mii L l)\i.s-1
calculeaza factorn de cuplare
Fi « Max Ki = Max |_]'|_

_.Z’__
43 \'KLL an Ly V UMy

L test de corwerqcnta

Fu<€ si F <t  pentry F\ <€

fig.4.24
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[AF /[Kd][ '] 1 ean Ay = x;‘i / Mﬁi (4.161)

(1= [e?) ... [ [} —Ar

i

Algoritmul metodei rotatiei Jacobi este prezentat succint in fig.
(4.24). Pe baza acestul algoritm s-a elaborat gi subrutina corespun-
zdtoare din programul ASEF,

4.4.4,3.3. Metoda Ritz.

- Pentru sistemele de valorl proprii de mari dimensiuni se aplic#
un procedeu de reducere a rangulul bazat pe metoda Ritz, Sistemul ast-
fel redus se rezolvd apol prin metoda Jacobi. ~ |

Sistemul 4.133 se expr;mﬁ ca 0 combinatie liniard a p vectori 94
independenti (1i=1,2,...p) denumiti vectori Rits. '

{I] = aliql_} + a, {QQ] + seet ap a, - -

{x} = (q1{a} (4.162a,b)
nxl nxp pxl .

Punind conditia de stefionaritate citului Rayleigh, JR=0, ¥<{Jad

rezulti '<ti] _ R(ﬁ]){a] - 0 ' (4.163)

cu [K] gi [¥] definite de (4.148 a)

- Expresia (4.163) definegte o problemd de valori proprii de ran-
gul p ale c¥rei solu%ii se ob{in din expresia. oo

[K1(a] = (u] [a1{A], o (4.164)
)\]}-\2 "0

in care [A] =[{A}{A5} ... fA} 5 KX, = . . ,

Valorile proprii AN constitue sproximafii ale solut;iilor)\1 ale sis-
temului (4.133). _ - _
i )\1 é:;Kl H )\zﬁa_)\ H ooo-)\pgé)&,gé‘xn

4.4.4,.3.4, Metoda iterdiril pe subspafii. -

Aceastl metodid este folosit¥ pentru calcularea primelor p valo-
ri proprii ale unui sistem de marji dimensiuni. Se aplicd o reducere
Ritz cuplatd cu metoda Jacobi pentru a se obt{ine in primas etapi vee-
torii proprii Ritz. DupX aceasta, se mplici iterarea inversi pentru
corectia vestorilor iitz, Procesul se repetX pin¥ cind criteriul de
convergent¥ este satisfX¥cut. Principalele secvente ale metodei sint
redate in scheme din figura 4.25.
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alege p vectori proprii initiali
g IxJC{x){x,}.. .. {xp']] (4.165)

—aplica iterarea inversa pentrua calcula p vector

Ritz{q;
teiq (KHQid-[M) i} - {Fi 112, o
| - [R][E]-M][x] (4166)
aplica mcfgda lacobi
. ((K1- 30 M) {Ad-0; {xi)- [l {ad) (4467)
1 —~test de convergentd pentru A
| fi1g.4.25
- Rezultptéle furnizate de metoda iteririi pe subspa}li converg

pre cele mai mici p yvalori proprii daci vectorul initial [xiinu

bate(ﬂ]-ortogonal in raport cu unul din vectorii cﬁu}ati. Aceasta se
poate verifica aplicind secventa Sturm : matricea [K] - (Ap+{5) [ M)

e descompune 8l se verific¥ dac¥ are p pivoti ('€ se ia de ordinu

:10'2 sau 10'3). '

' . 51 acest procedeu este implementat in progfamul ASEF; inblocul
IIVA P" .

4.5, CONCLUZII

Q Formularea MEF pe baza teorieil reziduurilor ponderate nermite
tratarea intr-o manier& unitari a problemelor liniare gi neliniare,
in regim static ¢l dinamic, s problemelor de propagare ¢§i de valori
proprii. Din acest punct de vedere aceasti formulare poate fi consi-
derat ca "generalizati" Sintrucit este superioari formulirii verie-

ticonele,
MEPF in formulere reziduald se poate combina cu MEC intr-un al-
goritm comun ; subdomeniul modelat prin elemente de contur se tretea-
2% ca un macroelement finit.

Pe bage formulldrii reziduale a MEF i a algoritmilor si proce-

durilor numerice prezentate s-a elaborat programul de calcul multi-
functional modularizat ASEF., Programul este prezentat in capitolul X.

In literatura de specialitate §n, limba roméni, sau in limbi
atrXine sflate in circulatie in Roménia, lucrarea sutorulul /68/,
gi prezentul capitol reprezintd primele te: tative deé formulare u-
. nitarA a MEF pe baza teoriei-reziduurilor cere pune de acord

: fundamentele de ordin teoretic cu procedurile numerice adecva-

te.
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CAPITOLUL V .

METOD4 ELEMENTELOR DE CONTUR - O PREZENTARE COMPARATA
' CU METODA ELEMENTELQR FINITE

5.1. GENERALITATI

Metoda elementelor de contur igi are originea in dezvoltarea
teoriel ecuatiilor integrele, domeniu in care prima lucrare de. amplog
re apare in anul 1905 gi-1 apart{ine lui Fredholm, Ulterior, divergi
cercetitori igl aduc contribut{ii la dezvoltarea acestui domeniu cu
importante aplicatii in fizice matematici gl in teoria cimpurilor. D

referint¥d in acest sens sint lucririle lui Mikhlin gi Kupradsze in pr
ma jum&Etate a deceniului gapte., Aplicarea ecuaiilor integrale de c&
tre Jaswon, Synn gi Hesa la rezolvarea unor probleme din mecanica
fluidelor ‘gl teoria potentimlelor sti la originea formulirii indirea
a MEC, lar utilizarea acestora de citre Rizzc gi Cruse in 1968 la re
zolvarea unor probleme din dinamic¥ constitue punctul de plecare al
formulérii directe a metodel .

Prima monografie dedicat¥ acestei metode, cu titlul "Boundary
Elements" apare sub semnidtura lui C.A. Brebbia in 1978, iar 4in acelas
gi an are loc gi prima conferint{d internaf{ional¥ cu aceasti tematici
la Southampton, Anglia. -

In prezent, MEC ge afld in plini dezvoltare /3/. /20/, /21/, &
competitie gi, concomitent, in cooperare cu metoda elementelor finit
MEF,

Metoda elementelor de contur cunoagte trei formuliri /8/ 3

(1) Formulares directi, caracterizat® prin aceea ci functiile

necunoscute care apar in ecuatiile integrale sint variabilele fizioce
curente ale problemei -

(2) Formulares gemidirectfi, conform c#ireea ecuatiile integrale

care caracterizeaz? problema se exgrimé prin intermediyl unor funoti
necunoscute analoage cu functiile de tensiune Airy din elasticitate

(3) Formularea indirect¥ : ecuatiile integrale se exprimi pe
baza unei solutil unitare singulare a ecueatiilor diferentiale initia
le definite pe frontiera domeniului - aceste solutii unitare singu-~
lare pot fi, apre exemplu, funct{ii Green,

In acest capitol se presintX MEC in formulares directd, cu exe
plificare pentru problemele plane de elasticitdte gi generalisarea
formuldrii directe in cadrul teoriei reziduurilor ponderate in vede-
rea-cuplérii cu metoda elementelor finite. .

5.2, APLLCAREA wETODEI BLEsENLELUR DE CONTUR LA KEZULVAREA
rROSBLEMELUR PLANE DIN TSURIA ELASTICITATII,

5.2.1, Formularea ecuatiilor integrale.

Formularea directd a MEC are la bazd teorema reciprocitdfii I
crului mecanic virtual. Pentru doui stdri distinote de echilibdbru

(Pi'"i'pi) el (F;ﬁ uI}p;), in cadrul modelului matematic descries 11

« ~

\
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]capltolul II, aceasti teoremﬁ se scrie in felul urmitor :

J J

:S Py ¥ (x) ui(x)ds +S F.(z)u (z)dV ‘sp (x)u (x)d5+ F (z)ui(z)dv
S y - S v

(5.1)
in care x este un punct pe S, z este an punct in V, iar Pl,ui,p1

jau fost definite in §.§.2.3, Dac} cele doui stéri L aleg agtfel
"incit si coreapundi unei forte unitare e {z) \fj (z) = *(z))

laotionlnd in infinitul solid., ecuatia l5 2) devine :

{S Didkx,?)ui{x)de) 5ijékz,f)ui(z)dv=s pi(x)Gij(ﬁ;f)dS +
.8 v . .8 |
1; A-S P,(2) Gij(x,§) av (5.2)
| v B
11n care : ' .
: *
F usix) = QIJ(I'?)' j('?) ;. ?1 = DiJ(x!?) S, (§‘) 5.1
; ‘ Yi¥4 )
Gyt =0y (C 8y - T ) Ay
E ’ 13

_53 2Y 4Ty i
Dij(x’g)-z 2 [04 (njyi - niyj) + (C4 51J+ 2 )anJ](5'4)
Yy = X4- ?1 H yJ = xj- ?j; r2 = ¥y¥yi Aid'este un tensor arbi-
trar.

~ : P '
C, =1/8 W M(1=V) ; C= 3-4V ; C,y = -1/41 (1-9) ; c4=1-29
cu notatia

jv §y4 8 (s-5) u (z)av =j\ruj(s) 3(5,8) oV =Bu ()  (5.5)
in care PB=1 inV giP-=0 in exterior, ecuatia (5.4) devine
uJ(ﬁ )-j [pi(x)Gij(x,§)—.Dij(x.§)u1(x)] dS+:ipi(z)Gij(z,?)dV,(S.G)

expresie cunoscutl ca fiind ‘1dent1tatea lui Somigliana" gi care
permite determinarea deplasXrilor uJ(? intr-un punctg €V, pen-

tru o combinetie admisibilX (p,,u,)€S gi o distributie dati a for-

telor masice Pi‘
Pentru determinarea deplaaX¥filor intr-un punct xoe.s ge pune
‘cornditia 1im ?-»x cu u (? ) = J(x ) ecuatia (5.6) devine:.

.£ pJ(x)oij(x,xo)—bij(x,xo)u (x)}dS+J‘ 3 (z)G (z,xo)dV-&iJ J(x )
(5.7) -
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} -an-
in carefxij='- '%T'é&j in interiorul unui dimeniu V cu frontiers nete-

|
* da.

DacX punctul x_ este un punct de aiscontinuitate de speta a doua
' (un col§ al frontier@i) carecterizat printr-un unghit&)termenultxij

' aste de forma :

'qijg-l-cj [(c4+1)QJ+ ﬂigZ__:]’ i=j=1,2 ,:xij- Ji—-sin%;xlij—l.Z (5.8)

Cu XOG.S, S fiind o suprafat{X netedi,(5.6) devine

-%-Uj(xo)-! js[pi(x)cij(x,xo?-Dm(x,xo)ui(x) dS+fV Fi(z)Gij(z.xo)dv(S.g)

Derivind succesiv gi inlocuind (2.12) se obtin deformaflile apecifi-
ca L, .8
T 1

l‘%k’ S [pi(x)B:Jk(I,?) -CiJk(x,§)u1(x) ?S+SVF1( z)BIJl;(x,i)dV 6.10)
. S -

t .
+

S 3@ 06 0D DD .
Bk (x,‘%)= -%_(3—?-:i + —a—%-:'k ; C?jf —]2‘—(—6—{1: +5%ik) (5.11a,b)

13
Inlocuind (5.10) in(2.10) se obtin tensiunileCT;J:

» . .
G'Jk(.?)a S [pi(x)TiJk(x.?)-Eijk(x.?)ui(x):] as+ Sv Fi(Z)Tijk(z'$)dv {(5.12)

s
Q6 oG G '
FEETR PR T
. - 5.13,
D 9D 3D a,b)
I_gidk(x'?)"[)\éjk _O—;;fi Wa (_5‘?:1 v 6}1‘;')] '

$5.2.2. Diecretizarea integralelor.

Domogiul plan V se discretiszeazi M subdomenii elementare triun-
ghiulare V', iar frontiera S in N segmente elementare SS(Fig.5.l.)

DeplasXrile intr-un punct nodal apartinind elemsntului de con~
tur k, in ipotesa oi Pyely si Pi sint constante se sorie in confir-

mitate cu (5.9) astfel™:

N
k . K, .. n n _k ]*
-%— Uj(xb ) = E 1.Lpi(x“)'Sse(.‘v“(x",x‘., )db-ui(x )Sepij(x yX,)dS
n=
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+Z F, (") Gy (2" XK ) av (5.14)

+ expresie care in ipoteza ¢X
valorile cunoscute gi necunos-
cute ale deplasidrilor gi for-
telor de suprafat{i veriazi-li-
niar pe elementele de contur

S® gi in mod identic gi,in
mod similar fortele mrsice pe

" v® (5.14) se poate rescrie in
formulare matricealld :

Fk3.54
N .

%—[1]{11“]-;{[8 ék"Nnas] P, - [Ss'enknnnds] Un} i S k’"m‘“dv]

s® m=1
) (5.15)

TSR IIT e

in cere p, U gl P reprezinti valorile nodale ale tensiunilor,

l

deplaairilor gi fortelor masice, {u } este vectorul deplasidrilor
" intr-un punct reprezentativ al elementului de contuﬁ k - care nu
reprezintX un punct de discontinuitate, iar N gi N™ sint func-
I title de intergolare pentru elementul de contur n ¢1i, respectiv,

gubdomeniul (V©) n®

tum) [Nn]{ } ; {Fm} =[Hm] {Pn"} (5.16,2,b)

Dac¥ domeniul de definitie al problemei prezint® disconti-
" nultiti ecuafla (5,15) se scrie in forma general§ astfel :

,f (5] {uk¥=;§ [Sﬂeck’inhds] pn-[ J en“nnds]un}»fz [ S,ecmumdv] F_

(5.17)

in care{;p]ente o matrice pitrati de rangul 2 ai cirei termeni de-
fineac unghiul de discontinuitate G) al frontierei . Introducind
notatiile matriceale cunoscute (5.15) gi, respeotiv (5.17) se re-

ascrie intr-o formi% mai compacti :

(6] {s) - (9] {u)+ (o) {B} = e (5.1
Pentru evaluarea integralelor de suprafat¥ gi volum din
5.17 sé folomesc diverse tehnici de intezrere numerioc#, cunoscu-

" te din literatura /8/, /19/.

Obtinindu-se soclutiile pentru deplasiri gi tenmsiuni pe con-
turul domeniului valorile corespunsitoare in punotele din interior

86 calculeazi cu relatiile :

[

(5.19)

E uu;)-i{[g.c(,n.jmnds]p'n-[f D(<,§)N7as] qu ats”, e wmav),
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n’ . . d
E($) -Z{[g B*(x",%)nnds] Pp- [S c’fx“,f)nnds}%»fi gsﬁx“,i)mmavlpn
n=1- s° s® »=17V® (5 20)
N . : . C e M
G(§)=;{[§S£ (x“,?)nnds] pn-[LeE’k(xnﬁ)_Nnds]un} +;IUV?T*(z‘:‘.f)I‘“d\ﬂf
5,21

5.2.3. Formularea matriciald a ecuafiilor metodei

Utilizind topologia din fig.(5.1) se genereazi urm¥torul sisféem
de ecuatii care oontine componentele cunoscute gi necunoscute dle ten-
siunilor gi deplasirilor in punctele de pe conturul S.

;[c’°][p5] + [D"H u’} =-[G“;] {FV} . (5.22)

in care prin s gi v s-au desemnat solutiile obfinute cu integrale de su
prafat® gi, respectiv, de volum sl -

{uai; {55} s Qectorii deplaﬂﬁrilér gi tensiunilor in ﬁunctele’noddlg
ale conturului ; '
{¥"]

't veotorul fortelor masice in punotele nodale din interio-
rul domeniului ;

[QBBJ, [D?%: matrici de coeficienti de rangul 2N x 2N ;

[Ggﬂ: matrice de coeficient{l de rangul 2M x 2N ;
Dac% tensiunile sint aspacificate pe contur (5.22) devine :

[F"]{u"} = [c.“] ip"} + [G“] {ps} , ] (5.23)

$n care termenil din partea dreaptX sint cunoscuti. Daci se cunosc de-
plas¥rile ¢9i se determin# tensiunile (5.22) ia forma

[G"] {p"} s [F'“] {u’} - [G"] {ij ' (5.24)

Problema mixtX descrisd de (5.22) se scrie intr-o formX mai generald

T e A [ e

in cardcx este un factor de scarX ocare are rolul de a aduce la acelagi

ordin de mirime termenii din [G’a] cu cei din [P'B] . Reordonind ter-~
menil in (5.25) rezultX in final eocuatia metricield a MEC:

(k]{x} + (2] {r}- [e=v] {p"j (5.26)

in care: [K]

~

matrice de coeficienti de rangul 2N x 2N ;

{X] : vectorul deplasirilor gi tensiunilor nodale necunoscu-
. te pe S5, de rangul 2N x 1;

%L]: matrice de coeficienti de rangul 2N x 2N ;
¥i

} vegtorul deplauﬁrilor gi tensiunilor sunoscute pe 8 de
rangul 2N x 1.

: §
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5.3. FORMULARBA GeNERALIZA'YA A MEYTODRE] ELEMELi'ELOR
DE_CONTUR,

! 5.3.1. BEcuatia fundamentald.

! Epergia potentialé totald a unui sistem elastic descris de
‘modelul matematic §.5.2.3. se scrie astfel :

JG‘” €4y J -J u;h,ds (5.27)

Inlocuind in functie de (2.12), apliclnd teorema divergengel gl
,apol (2.9) , (5.27) devine :

“ "%'S Gid Eijdv - ‘%"SS ugPydS - —%_gr {Fidv  (5.28)
LA , |

l
1

Presupunind aﬁsenta forfelor masice 'Fi-o, rezultd prin in-

Sp

glocuire in (5.27) in functie de (5.28) expresia functionalei ener=-
r getice ' Y
5 - -3 S u,p,as - 5 uyh,ds (5.29)
S
[ sau in exprimare matricenl3
’ Te 3 ((.Qi } ds —S <u>{h] ds (5.30)

Inlocuind printr-un set-de solugii aproximative in (5,30) rezul-

ful = LN] {Un‘ i {p} = [H] {pn} (5.31)
M= - <Un§(g () T[] as) {¢ } (u“)& [¥)" {n] as(5.32)

. _ 2
Se face aici observatia c¢i functiile de interpolare N gi M
nu sint in general aceleagi gi ci la alegerea lor se folosesc teh-
. nici similare cu cele din MEF /8/, /19/.

Fle intergrala de contur direoti
CH (?) =S[ pi(x)GiJ(x,?) - D“(x,?') ui(x)} ds(5.33)
S

care se poete acrie maetricial in forma

(4] Jul [B]{ ) (5. 34)

in care {U] gi{p] , 8int date de (5.31) @i presupunind[m ]

.
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rezulti cg Qatricile [A] gi [B]Bint simetrice . Din (5.34) rezulti
{o2) = (a1 [al{u,} (5.35)

relatie care se poate utiliza pentru eliminaresa {an din (5.32), cu

observatih c3 expresia care se obtine, datoritd erorilor de rotunjire
poate 83 nu fie identic satisfZcuta. Pentru eliminarea aceatul in-
convenient se introduce o ecuaf{ie de echilibru auxiliari

5 pds = Q0 ° - (5036)
S

care prin diecretizare devine .
J([“] as) {Pnl - [a] {Pni'= 0 (5.37)
S

Asamblind (5.37). cu (5.34) se obtine o
[a] {u} - [81fp,} + [al T{X] (5.38)

in care{k}este vectorul multiplicatorilor pseudo-Lagrenge -eni, care

au ca 8co 1ntroducé:ea unei ?erturbagii controlate in fiecare din e-
cuatiile (5.35) aatfel fncit (5.37) sa fie <identic satisficuti.

Bcuatiile (5.37) gi (5.38) me pot pune in forme urmitoare :

' [.-g__]_{un} - [_C!;-E.%f.] {--En} : (5.39)

din care tensiunile (tractiunile) nodale pe S rezultd

tpn) = (21 {u,) (5.40)

Substituind (5.40) in (5.32) rezultid

M= <u K '] {Un} +<u.>{ ¥} _ (5.41)
(k] - - SS (81T (%] as) [E] ; {F} = - S [N] {n} ds  (5.42a,b)
. s .
_ 2
Asupra functionalei'ﬁ se pune conditia de stationaritate.
3= o - (5.43)

de unde pentru variafii.arbitraré{éu"} rezult¥ in final

' (x°] {Un] +{F}= o (5.44) .
)e 2-{( (1" (e ) S[( [T les)s]] | Gsem)

Bcuatia (5.44) reprezint¥ forma simetricl a ecuafiei fundemente-

]
‘.-.
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le a MEC in formulare directX.

Veotorul fortelor noddle {F] corespunzitor tensiunilor de su-

prafatd {p{ pe 5 este dat de

r ' {p] - SS[N]T .{p] as (5.46)

;Tinind seama de relatia dintre t?hsiuni 9i deplasfiri rezulta :
{r} =\I (1% [a] as) [&] {u} - [x7] LR (5.47)
S

| In general matricea [K'] este nesimetrici gi teoreme reocipro-

:citﬁtii lucrului mecanic virtual nu poate fi satisfdcutd. Pentru a
|simetriza sistemul de ecuat{il se face substitutia

[x°) = [ [x]+ [K’]T] R (5.48)

5.3.2. Cuplarea metodei elementelor de contur cu metoda
elementelor finite.

H

!

p Ideea cuplirii celor douX metode este de interes deosebit §n

! problemele definite pe domenii nem¥rginite (ex.: interactiunea din-

:tre teren gi structuri) sau in studiul concentririlor de tensiuni,

{ pentru care modelarea cu elemente de contur este optimald. e de al-
ti parte, MEF se aplic” cu uguringdne '.c21 ror<iunc = don2:inlii ca-

i racterizat® prin anigzotropie sau prin comportare neliniari.

Utilizarea unor elemente de contur liniare sau de ordin supe-
rior permite cuplarea cu elemente finite pe frontiera dimeniulul ¢l

} asigurX pistrares continuitit¢ii. Metoda de lucru constd in trans-

f formarea subdomeniului discretizat in elemente finite,in elemente de
contur, ceea ce este posibll cind se utilizeazd o formulare mixtd
pentru MEF, ¢az in care GDL pe cele doui regiuni se pot pune ugor de
acord. O alt¥ metodii, mal uzuald, presupune transformarea regiunii -
modelate cu BC intr-un element finit echivalent. Aceastd proceduri
conduce la matricl elementare nesimetrice, care insd pot fi simetri-
zate firi deterioriri sensibile a rezultatelor finele. Simetriza-
rea se realizeaz® cu relatii de forma (5.48). Aceaati a doua varian-
t% este preferabili intrucit permite utilizarea algoritmelor MEF
g;istente. realizarea programelor de calcul automat fiind mai como=-

In vederea cupladrii celor doud metode se pleaci de la formu-
larea MEP in  teoria reziduurillor ponderate. (capitolul 3 gi capi-~

tolul 4).

Fie domeniul V din fi-
gura 5.2, discretizat in EP
gi EC.

Sistemul de ecuatii (4.78)
caracterietic MEBF poate fi
pus _in forma urm¥toare:

[k){u,) ={rl+ 2] (5.4
in care {F} represinti for-
tele nodale eohivalente, iar

52
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{Fol este vectorul fortelor masice. Vectorul_{F} se obtine prin pon-

derarea fortelor aplicate pe unitatea de suprafa{id cu ejutorul func- "
tiilor de’'imterpolare utilizate pentru aproximarea c¢impului de depla-
83ri virtuale.

¢} = [l {e} (5.50)

in care iP} conjine valorile curente ale fortelor de suprafetd . Cu
aceasta (5.49) se rescrie ;

[x]{un} = [v] {p} +-{F°J {5.51)

Sigtemul de ecuatii (5.44) corespunsitor MEC se transformi in
aceeagl maniera.

(a){u}) '= [e] {2} + {r°] (5.52)

fn care notajiile utilisate ei aceagi semnificatie ca in (5.51) ei
sint modificate fati de forma initiald pentru a pu se confunda cele
dou¥ metode.

Pentru a se putea realiza cuplarea celor doul regiuni vl el v
din fi? .5.2. 8int necesare indeplinirea urmitoarelor conditii de
b

compatibilitate gi echilibru la interfata dintre acestea :
- compatibilitatea deplaséirilor
e * 1 2 .
- echilibrul fortelor
1 2 )
P; + P = o (5.54)

~ Regiunea ve se tranaformid intr-un element flnit echivalent,
prin asamblare rezultind o matrice globalX a structurii.

Pentru aceasta se tranaformi (5.52) in forma urmitoare : »‘ﬁ
6172 ((udfu,} -{&%) = (2] ' (5.55)
gi in continuare se inmultegte cu [N) din (5.50)."
([] [G] -1 {4)) {u A-((8]1[e"2] [r%] - n]{p} © (5.56)
Se fac in continuare notatiile :
(K]« [w)(c) [u] 3
{'i-°}- (v]kY {r°} . (5.57 a,b,c)
Gl -E
cu.ocare (5.56) revine la forma initiall (5.49).
[%]u,) -7 + {59 L (sum)

-~
Dezavantajul acestul procedeu consti in faptul ci matricea [K]
' este in general nesimetrici cu toate c3 matricea [K] este simetriod.

-
A
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simetria este datorlto procesului de discretizare gi colocatie a
unctiilor ponderate in exprimarea solutiei fundamentale in IEC, -

! Pentru simetrizarea. matricii [Kjlse poate utiliga ega numita

tehnicd a "minimizirij ﬁrorli. /19/. Se definegte o "eroare" in ter-
imenii kij'-igj , din tz prin expresia :

- Gy )+ (K- 11)] (5.59)
al cirei patfgt ge ninumizeazé in raport cu kia
i dte; ;)2 2 e .
ﬁ E)klj = 3?13 - kg - kyy | (5.60)

din care se obtina noul termen kiJ simetrlc
L
' ~ = 1 , P

: Matricea de rigiditate echivalenti a regiunii V2 ae poate'de-
‘o4 scridw

. ¥ - 2 ([x]+ (19"  sem
gl (5.58) devine :
|i kZJ{u,) = {#3] + {#°2] (5.63)
e ) B ) - 3 -

Eouatia (5.63) se poate acum asambla cu ecuat}ie initiald MEF

' pentru regiunea Vl, utilizind o procedurd standard care asigurX com=
patibilitatea ‘g1 echilibrul

[x!] {un] = '{Fl] + {Fol)]_ (5.64) =

5.4. COMPARATIE CU METODA ELEMENTELOR FINITE,

Din éoﬁpdrarea celor doud metode se evident{iazi urmitoarele
ohservatil :

(1) NumXrul elementelor eate mult mai mic prin faptul ci ege
disoretizeazi frontiera gi nu domeniul gi, in consecin-
td, numirul necunoscutelor este mai mic._

(2) Volumul datelor de intrers este considerabil mai redus,
gi deci, necesit¥ o activitate de pregitire mai redusi.

(3) MBC are mai putine etape decit MEF - astfel, spre exem-
plu nu este necesard o subrutinX speociald de asamblare.
In figura 9,.,3. se prezintX schematic organigramele pro-
gramelor pentru cele doul metode,

(4) Regultetele in deplas¥ri ¢i tensiuni se pot calcula in
orice punct al domeniuluil V gi nu numai In anumite puncte,
cara in cazul MBF sint impuse de topologia structurii,

- *
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_ %
(5) Erorile modelulul de calcul aproximativ elaborat in MEC pro-

vin numai din punerea condif{iilor de contur, intrucit solutia
fundamentali satisface ecuatiile teoriei elasticitiyii.

MEF MEC

(DATE INITIALE rDATE INITIALE
Y

evalyarca l’

matricelor elementare | formareaq }
AL sistemului de ecualt
_ 3cncr0rca .
sistemdivi de ecuatn |
l rezolvareq sistemulul
‘ ‘ ccudtii i deplasar sifor-
!hIl‘OdUCC?’CC‘ _ te de supr-qfq ],'Q
conditiilor ge margine .

L

rezojvareq determindred depiasarij
5isrcmulu{‘éic ecuatil lor si fensiunilor ‘nppunc |
: inferioare caracleristice
dererminared 1 |
fern siunilor pe elemenk, EZOLTATE

¥
REZULTATE \__ .

(6) Dezavantajul metodei consti in aceea ci, dupX cum s-a aritat,
matricea 8istemului este o matrice plind care nu poate fi re-
dus® la o matrice bandi simetricd, fapt care reduce partisl
avantajul obtinut prin reducerea numdrului necuncacutelor.

(7) Capacitatea de modelare mai redusi a MEC in cazul structuri-
lor cu forme complexe,in special a celor care prezinti colturi
¢i intrinduri cu muchii interioare pume probleme deosebite!
aceste probleme constitue in prezent obiectul cercetirilor ce
au ca scop perfectionarea metodei. .

(8) In cazul MEF precizia esete mai buni la calculul deplasXirilor,
pentru tensiuni, care rezultX prin derivarea deplas’irilor pot
rezulta erori insemnate. Din acest punct de vedere MEC se pre-
teazA mai bine la etudiul concentririlor de tensiuni.
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5.5. CONCLUZII

Avantajele MEC au fost prezentate in §.5.4. Este dificil de
epreciat care metodd este mai performanti, MEC seu MEF. Aici tre-
buie si se la in considerare experienta acumulati in aplicarea MBPF
g1l numirul mare de programe de calcul aflate in circulatie.

FPiecare metodi igi are avantajele proprii ei optimul rezulti
din utilizarea lor cuplati, conform elgoritmului prezentat.

Pe baza algoritmului prezentat in §.5.2, in conformitate cu
indicatiile din /8/ s-a elaborat programul de calcul DuisM imple-
mentabil pe caloulatoare FELIX, Programul DSEM, care este pregen-
tat §n capitolul lo, opereazX ou elemente de contur liniare pen-
tru oare cimpul de deplasirl gi tensiune se aproximeaz} prin
functil de interpolare quadratice .

Se poate aprecia cXA MEC este performantd pentru rezolva-
rea problemelor definite pe domenii vaste gi cu un numir redus
de discontinuitfgi. T,

Scopul introducerii aﬁeatui capitol in lucrare se defineg-
te prin intermediul a doud obiective, care se apreociazi ci au
fost indeplinite:

(1) Formularea ¢l prezentarea MEC -~ metoda este la inceput
in literatura tehnic# autohtond, iar inceroXArile de a-
plicare sint extrem de reduse. In acest context se si-
tueazi realizarea programului DBEM ca instrument de a-
plicare a metodei, de investigare gi, implicit, de dez-
voltare a acestuia.

(2) Bvidentierea gpi pe aceasti cale a generalititii formu-
14rii MEF in cadrul teoriei reziduurilor ponderate, care
asiguri suportul teoretic necesar cuplérii celor doui
metode, Din acest punct de vedere se mentionemzi cid pro-
gramul ASEF este conceput astfel incit sd poati fi des-
voltat prin implementarea unui macroelement finit echir
valent cu o regiune modelati cu MEC, in conformitate cu
algoritmul prezentat in §§ 5.3.2.
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CAPITOLUL VI

METODA NUMERICA PENTRU CALCULUL STAVILELOR
BETALICE CU SECTIUNE CHuSONATA

6.1, GENERALITATI

. In capitolul II s-au prezentat tipurile de stevile i structu-~
rile constructive caracteristice i s-au anslizat metodele de calcul
utilizate in proiectarea acestora. S-a evidenfiat cu aceesti ocazie
cd stavilele moderne au structura chesonati rigidizatd longitudinal
gi transversal gi ci¥ in proiectarea curenti acestea sint frecvent con-
siderate ca bare cu pereti subtiri /28/, /129/, /147/. S-a aritat,
totodatX¥ c& aplicarea metodeli elementelor finite la aceste structuri
presupune existenta unor programe de celcul complexe gi necesiti cal-
culatoare de mare capacitate. Dezvoltares rapidg a productiei de mi-
crocalculatoare ' in t{ara noastrX cu capacitdti curdnte de 48-64 KO,
accesibile pe masa de lucru a fiecarui inginer proiectant,presupune
elaborarea unor metode de calcul simplificate gi a algori%milor reg-
pectivi la nivelul cepacitidt{ii acestor echipamente,

In acest capitol se prezinti o metod% numericid pentru calculul.
stavilelor metalice care are la bazi metods separirii veriabilelor
aplicat¥d de Vlosov la studiul structurilor cu perefi subtiri. letoda
considerd stavilele ca structuri prismatice cu pere{i subtiri. Proce-
dee de calcul similare au fost dezvoltate de citre Boer, Jdige sgi
Roik, Bezent ¢i Bl Nimeiri /25/, /166/, /167/. Aplicat}il ale acestor
procedee s8int cunoscute, in general, la calculul tablierelor chesona-
te ale podurilor, in acest sens subliniindu-se lucrarea /146/ in care
metoda separ¥ril veriabilelor este combinatd cu metoda elementelor
finite. In lucrarea /7/ se prezintX o metodi de calcul a stavilelor
clapeti de tip "burti de pegte" care sint considerate ca structuri
prismatice rezemate continu pe radier; metoda propus& de autoril lu-
crXrii are la bez3 teoria plicilor prismatice & lui Gruber /lobé/ for-
mulatX matriceal. ‘

ketoda de calcul propusi se poate aplica direct la calculul
stavilelor sau combinat® cu metoda elementelor finite sau cu metoda
elementelor de contur.

6.2. CALCULUL SWRUCTURLLOR PRISWATICE CU VzHETL
SUBTIRL CU SECTIUNE CHESOMNATA,

6.2.1. Definirea componentelor cimpurilor de deplasiri
gi tensiuni.

Metoda propus¥ ie in coneiderare deformatiille dim Incovoiere,
tilere, tensiune @i deplanarea secjiunii tranaversale. Se presupune
bara cu perefl subtiri prismatici din figura 6.1. cu sistemul de axe
local lI,a.n) atagat flecirel fete gi deplas’irile corespunzitoare
u_,u_ 8i u_.

x n

Dup3d Vlesov componentele deplasirilor intr-un punct ourecure
ge gproximeaz® cu o sum® de M produse de forma : :
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M
u (x,9)= ) up (x) ui(s) (6.1)
i=1

in care uz(s) 3int functii cu-~

noacute, convenabil predefini-
‘te pentru fiecare tip de sec~
tiune. In mod uzual se aleg pen-
tru functiile u, deplasirile

de corp rigid ale sectiunii.

In forma matriceald com-
ponentele deplasirilor vor fi:

fig.6.1 .
Lt:lx(x,tai) .-(w){UI : ua(x,s) =<¢>{V] 3 un(x,s) =< v>{VZ+<\PW\_>in

. . (6.2.8,b,c,)
in care , spre exemplu

gy ()W () . dy(e)> 3 {U3=lu () uyta)...uy(e) ]* (6.3)

NumXrul functiilor independente care intervin in expresiile
' deplasXrilor sau, eltfel spus al GDL a sectiunii transversale es-
te M = 2K-I, in care K este numirul nodurilor sectiunii iar I es-
. te num¥irul peretilor. Pentru o sectiune chesonati trapezoidald ca-
re se utilizeazi curent ca solufie constructivi pentru stavilele
Eetalico diagramele funcyiilored, # , ¢, 9iy  sint date in fig.

020 B,-d- °

. Echatiile (6.2) se pot condensa in urmitoarea expresie ma-

‘triceald |
{ul = [a].{x} (6.4)
in care : P K. |
bl}= [ux Ug Y, ] ? {I}= [U VoW (6.5 a,b)
(AY
[A] =]o <8> 81. (6.7)

0(?v}<¢iﬂ

In concordantd cu teoria liniar3d a plicilor, componentele de-
plasirilor intr-un punct oarecare sint date de relayiile :

Qu. (x,a) - )
= —_— . 3}
u (x,8,n)= u (x,8) - n o1
ou_(x,s)
us(x,s.n) = us(x,s) -n ——ig—-—-ﬁ {6.8a,b,c)
X .
un(x,a,n) = un(x,s)

| ,

| sau matrictal {p} 31£A1].{x} N [Az] {X‘} | (6.9)
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(W) . 0 )

| 0 "n<‘~Pv> -n@w>
W o a3 n [l -0 o °  (Gdowm,b)
' 0 0 o

O -y Yw

Se noteaz’ ou (...) =la%5;') gi (...) = :1%5;') : '

Componentele deformatiei intr-un.punct arbitrar din sectiunea
trenaversald sint :

’ Yy . . Y d Vs . - .
= - H -+ - . 2 8 = - n H 6 :.& =E',
Exx"Ug = BUy 3 Egq = Uy + U, = 2000, § O =ug 2né “an® “hs” he™°

(6.11)

|Matriéia1 rezultd :

€)= [8)] {x3 + [3,) {xF + [n]{x3- [81{x)} (622)
(8)e 03,1 [3,] [8,1]s {xp) =[coosxdxe] (6.13)

'¢n care matricile [Bl] , [Bz] . [le se obtin in aceeagi manieri ca
(A Jet [A,] -

Considerindu-se ci pere{li lucreazi in starea planid de tensjiuni
rezulti cli G =Cpg =Opx = © #1 € <6>=<an S 'xs Gss> cu

{0}= [p1{€]} - (6.14) -

6.2.2, Ecuatiile de echilibru,

Ecuatiile de echilibru se ob%{in prin aplicarea principiului lu-
crulul mecanic virtual . Lucrul mecanic interior este

du = { Bed{Gjav =S%§XD> (k] {xp} ax (6.15)
v o _

°v

fn care

: (K]= 3 [B]T [p] (38]as ; (6.16)
5

are o structuri similarX cu matricea de rigiditate din MEF gi eate
compus¥ din submatrici [Kid] de forma

[Ki;j] * [‘&L]T = gs [31]Tf1> ][33 ]dS i - 1,3 = 1,2,3 (6.17)

Lucrul mecanic al fortelor exterioare se ob{ine in forma urmitoa
re: .

{
oV -5v<5u> {r]dv»fS:Sub{P]ds ?'-’(0<61D>{R} dx +
1

fn care 8s-a integrat orin pirtl ei :

Sxp )] (5.28)

BUPT



-102-

S, )

(R] =S[A] TfP] ds (6.19)

In aceste relatii- {Fl gl . {P] 8int vactorii Iortelor masice
gl respetic al forijelor exterioare pe suprafata, iar S 1 5 = S

au foat definite In §§§2.3.6.
Cu (6.15) gi (6.18) principiul lucrului mecanic virtual ae

[}

[A] =[[Al] f_Aé][O]]; {R] =S[A]T{F} ds +S [A}T {P} as (6.18)
_ s

pcrie

AL =Su Bw -5<SxD>( [k1{xp) - {R} )dx+ |<5x > {R =0 (6.20)

0

6.2.3. Efectul temperaturii. )
In prezenta temperaturii (6.15) devine

3466> { KE dV-S(SXD‘)(L[B] {G’t]dSJax =S<61D‘> {Rh& .

S Rl i e S

in care {Rt} = g [8]T {G‘t] dS reprezinti vectorul incXrcirilor
; S

fictive din :

lar ,(Gt) a{ -XBt(x,s8) o 0> . tensiunile termice. In ecua-

tia generald (6.20) efectul temperaturii se introduce prin adXuga-
ea termenului {R la {R} . .

Aplicind un criteriu variational gi conditii de margine ecua-
tiei (6.20) rezultd un sistem de ecuatii diferentimle ordinare ca-
re se rezolvX cu metodele cunoascute ale matematicii seu aplicind un
procedeu de discretizare cu elemente -finite.

6.2.4. Aplicarea metodei elementelor finite,.

Se presupune discretigarea structurii prismatice fn elemen-~
te finite dup¥ o topologie longitudinali, Cimpul deplasirilor ne-

cunoscutes_x}se anroximeazX cu polinoame Hermite cubice 745/, /159/,

/20l/.
X} = [8y] {x,] (6.22)

Vectorul deplasirilor nodale ai 8l derivatelor acestora es-

e de forma {mu)) [{31“ ){,} {%wj] (6.23)

in care, spre exemplu :

, T
{(dyd= [ upfeduftoru; (1) u’(d) ...u (o)ugloluylo)uy(l) ] (6.24)

Matricea functiilor de interpolare N gia derivatelor acesto-
re egte @

l [c‘o}'["u] [ ) "ﬁ'] ] (6.25)
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Cu (6.24) gi (6.25) , expresia (6.13) devine

{Xp} =[] { N} (6.26)

In urme acestui proces de discretlzare {(6.20) ia urmitoarea form¥

' '[51{ih]:={ﬁ} _ (6.27)
7 10T Tl 3 - T ) sl ()

o

care réprezinta, respectiv, matricea de rigiditate i vectorul fncér-
cArilor exterioare ,p’gn‘s fiind vectorul deplasirilor nodale.

cu
(6.28,a,b)

Din punct de vedere numeric ecuatia (6.27) se rezolvi prin eal-
cul automet conform procedurilor numerice prezentate in capitolul IV.

6.3. APLICAREA SIMPLIFICATA A MBTODEI LA CALCULUL
STAVILELOR CLAPETA CU SECTIUNE DUBLU CONEXA .

e e et et e——

6.3.1. Ipoteze simplificatoare.

. Aplicarea metodei expuse fn $.6.2. la calculul stavilelor cla=
petd se face in prezenta urmitoarelor ipoteze simplificatoare.:

(1) Sectiunile pl¥cilor plane componente ale suprafetei prisma
tice r4min plane #i dupX® deformare (unkx,s) = 0)

(1i Alungirile specifice &, , se considerd neglijabile,
(1ii) Lunecfrile aspecifice din planul plXeilor 813 se conaideri

" neglijabile.
(iiil) X¥omentele Incovoietoare distribuite longitudinel m, gi
momentele de torsiune M _ se neglijeazi, ‘.
(iiiii)-Zih:gnsidorﬁ_cﬁ clapelele reazemi continuu pe toatd lu

. Pentru definirea.cimpului de deplasiri se vor lua in conaiderd:
numai deplasirile axiale uix.a) gi deplasirile tangentiale un(x,s).

6.3.2. Beuatiile de echilibru simplificate.

. Bxpresiile lucrului mecanic interior du gi exterior d¥ se sori
in aceastX situatie in solicitiri unitare {fig.6.3).

' Din deplasirile axiale (J, pentru dx=1 rezult#,
6\\‘x --S n;wds + ijCJda (6.29)
SUL n, g € q08 -Snxs ¢ ds (6.30)
81‘: -j nj Wds+ SpIOda —jnxsw de= o (6.31).
Similar rezulti din deplasirile tangentiale 9
3y = { nyy 8 20 Spa ¢ as (6.32)

-~
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i' " fig.6.3

Ls_ Sp(m v Y{)as- n(@fp}{edecoy {v7) {©Yass '

Fau in form& condensati

£ [v][e 5] - [ ey ] {Y<}k2]+

gn mod asemi¥n¥tor din (6.32) rezulta

Pyl ] A (R

3313 =gCJiCJJ dA B)ij = B3Ji ; dA = hdS; 1,J=1,2,..,K

in care

®113 =g01c.33 i Bygy= B
Coyx™ kacbjds; czjkafcak.1 daci J(k;

Rey = (Pxcag98 3 Ry = Spa BpdS 3 1=1,2,0..,K 5 k = 1,2,3
h=1,2,3.

3nk = §%n P B 5 Cope * Copp ¥ K

By) = [6o]" ¢ {u)<[y, “2"'“k]T (Vv V

In aceste relatil :

n, =Bh (9—x Kt);

= Gh ( __EI +

x8

in care (6.32) devine .

+{x) o

JK; kel,2,3,°

—_—8 )
(6.33.a,0)
gau inlocuind in functie de (6.2)

Eh (<W>{U'}-O(t) ;

Gh(¢MG J+ <o) (v 1(5.34 &,0)

4 fo fjos (6350

(6.26)

(6.37)

(6.238)

(6.39) .

{6.40)

.(6.41)
(6.42)

(6.43)

In aceste relatil K este num¥rul de noduri a suprafetei pris-
matice, iar h,k = 1,2,3, eint GDL ale unei saibe in planul siu.

Explicitind { '}din (.6,37) 81 integrind se obtine {V'}care

se inlocuiegte in (6.36) reznltind

NS RUENS ORIl SERUICA [N AR

x
in care iRa}- S {Ra} dx, iar {A} sint constante de integrare.

o)

!
|

' o

(6 44)
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6.3.3. Rezolvarea sistemului de ecuatii,

Solutiile sistemului de ecuatii neomogene (6.44) se compun din
soluyiile generale ele sistemului de ecuatii omogene 3U 351 solugiile

particulare ale ecuatlilor neomogene {Up] . Solutiile sistemulni de
ecuatii omogene se obyin cu metodele cunoscute ale algebrei matricea-

le /202/. X
‘AI ) 91 shklz +!21dvkz -
{U'03= o ] L ={)\}{f‘} (6.45)
» K _ :-fk shk,z +'QKdeKzJ

Matricea vectorilor proprii se determind utilizind procedeele
clasice, impunind condif{ie de ortonormalitate asupra acestora.

(3,1 {2} =1 (6.46)
Coeficientil ki din (6,45) sint r&dicinile polinomului caracteris-

tic: .
[, {) - (2Bl 1M 170 < 0 4 a1z, K64

Solutiile particulare rezulti aplicind metoda varistiei conatan
telor in ipoteza c¥ incircarea exteriomri nu variazd in functie de x

{5} 0,1 -[e,) (e B, 0T [[02][03]“1 C{Rglea) + R]](o 48)

SoXutiile {V} se obtin prin integrare.
{V} [ [Cz] g U} dx= -[C R {R } dx+ {4}x+ {Al§(6.49) ‘

Cunoecind deformatiile se pot determina solicitirile gi reactiunile:
- momentul incovoietor M(x)

{(x)} = B[B,4) {U 1 (6.50)
- reactiunile in articulatii Y(x)

re} = [F1f)+ (11 ¢ = P (6.51)

£i4 ’&31(:)1“ p by = Sﬂk(,:)l dA (6.52 a,b)

Momentele de torsiunne se ob{in prin scrierea ecuatiei de momen-
te in raport cu centrul de torsiune, fortele pi pozitiile lor fiind
cunoscute.

6.3.4. Conditii de margine.
Dup& modul de actionare clapelele pot fi clasificate in trei oca-
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tegorii :
(1) clapete cu 'sctionare la mijlocul
(2) clapete cu actionare la un capit (fig.6.4.b)
(3) clapete cu actionare la embele capete (fig.6.4.c)

deschiderii -(fig.6.4.8)

constanle £a

{2
{ad]

{Rs(O)}ﬁ' {A}-0
{viv--o

tipul aclionari conditia de margine |27
? * (8s]{u'm] =0 Py
[53] {UWQ)}:O Ok

U'©)-{u' 0. lﬁzés,nm} fx
0

0
{Rs(t)}a,{A}:O Qg
{VG{)}:O {al
M (&) -0 {A4]
TURESIRI ] B
0]

{Esmhiﬁx} .0 Ly
{v(t)j-0 S

M¢ (0) =0 {A4]

{19.6.4

In cagul b momentul de torsiune k_ este nul la capitul li-
ber cu valoarea maximi la capitul in ca}e este actlonati clapeta,
In cazul c,ht are la capete Jumdtate din valoares maximX in cazul

precedent, la mij)loc fiind nul.

IncArcarea exterioarX p_ se consideri concentrati pe sec-
tiunea transvereali, fiind unYform distribuitX in lungul stavilei.

6.3.5. Bxemple numerice,.

Pentru a se pune in eviden{i modul de aplicare & procedeului
de calcul prezentat se trateazi 1n continuare doui exemple de cal-
cul. Numirul functiilor necunoscute U(x) este egal cu numirul K al
nodurilor (muchiilor) sectiunii transversale. Pentru functiile
Predefiniteo)le) se.adoptd variatiile: ;=1 ;Q,=X;W,=y . cele-
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121lte elegindu-se =% Tie- crtogonale C)LNE siOJk.

Intrucit nentru sec*lunea transversali se eccepta nunal 2GDLe
o deplasare Vl'duoa axa principald y si o rotasie Vs in jurul axu-

lul articulatiei funciiile vredefinite ¢ vor fi in numir de dou} :
¢1 = y pi 92 = dj, dj fiind distante i= lu axul articuleii=zi ls la-
tura j(fata) sectiunii transversele.

Cu aceste nr001z1r1 ge pot aborde in continuare cels doui exem-
vle, care pentru a avea o imagine asupra calititii requ‘\+nlor aint
rezolvate $i prin metoda clasici care consideri stavila o zsrindX cu
pereti sub{iri rezemat® continuua pe erticula%il, precum si arin me-
toda elementelor finite, :

6.3. 5.1. Stavild- clapetd cu sectiune orismatici, . .

‘Stavila este prezentata in fig.6.5. In figura 6.6 se nrezinzd
diagramelecwy gi # iar in figura 6. T rezy ltateln.comperatlvp obtinute
cu cele trei metode. v

J

. R .
6.3.5.2. Stavilé claneti® ". burt® d= pegte ".

Stavila gi rezultatele obtinute prin aplicarea metod=i sint ore-
zentate In §§% 1,4.3.3. In figura 6.8 sz »rezinti diagrarelecdsi a..

©) o

Sl 0845 gs

@ 1.000

= f315 . 1375
RS % §
,

2000

- ‘

053783

oo BT

rg

053188 é? N
1000 ﬁ 2155 1 p G‘J\

fig 68 Diagramele W si¢ pentru clapeta burta de peste!
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6.4, COBCLiLLI
’

Metoda general® de rezolvare a stavilelor cu sectiunc cheso-
nati prismatici sau care se pot aproxima ~rintr-o suorafat’ orisma-

ticd Inchisi este aplicebil® tuturor tinuril-r de stavile rrin inter=-

mediul calculului asutorat, In forma sim-lificat® prezentat® in §.6,3
metoda poate fi de mgemenea apligatad tuturor tipurilor de atavile

cu sectiune inchisZ, introducind condi*ii de rargine adecvute si de-
finind in mod corespunzitor functiiledwsi @.

Metode nu tine seama de conlucrarea platelajului cu etementele
de rigidizare ale mscestuia (lonJeronl, antretoaze sau diafragme).
Acest neajuns poate fi inlZturat dac? se ldetermin# o grosi:.e echiva-
lentd a nlatelaJulul nrintr-un celcul simnlificat de echivalcre a
rigiditdtilor la ipccvciere gi tor51une, si orin 1Inlocuirea efec-
tului diagramelor prin condlfll de rargine adecvate, De altfel, re~
zultatele comperetive prezentete in exarrlele precedente dovedesc o
precizie tehnicX remarcaebili. e

In orice caz, fati de metoda curenti de calcul a stevilelor
clapet® ca bare cu. pere%i subfiri, 1e care sdesea raportul /
-i%%>10, metoda nronusi are avantajul unei modeliri mai anroape
de realitate a acestor structuri, consicderindu-ie: ca suprafete
prismatice lungi.

Comparativ cu MEF, care poate fi oricit de exact® in runctie
de celitaten 91 fine%tea discretiziirii, metoda propusd ofer: avanta-
jele unui calcul operativ, abordabil prin echipamente de cilcul de
wic’i capacitate, la indemine inginerului sroiectant.
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- CAPITOLVYL VII

FORMULAREA UNBI TRORII NELINTARE A BARELOR
CU PExETI SUBTIRI /72/.

7.1. GENERALITATI

i Aga cum s-& aritat in capitolul 1 gi capitolul 6 stavilele me-
‘talice moderne sint structuri metalice cu pereti subtiri care se pot
incadra fie in categoria barelor cu pereti subtiri, fie in categoria
’suprafefelor prismatice, care, la rindul lor, igi eu teoriile de cal-
cul fundamentate pe ipotezele primelor. Lin acest punct de vedere e-
rxeminarea gl dezvoltarea teoriel de calcul, linierid gi neliniari, a
barelor ocu peretfi subtiri se considerd ca fiind'utila gi Oportuna
pentru desvoltarea unor metode de calcul specifice anumitor tipuri de
stavilae,

Bazele teoriel liniare a barelor cu pereti subgiri au foat puse
de cXtre Vlasov in lucrerea sa fundamentald /195/ publicati in anul
}1940 . Ipotezele de bazi ale acestel teorii sint urmAtoarele :

(1) O bard cu perefi subtiri este un element structural caracte-
rizat prin trei mirimi geometrice - lungime, latlmea, res-
/ pectiv 1naltimea, sectiunii tranaversale pi grosimea pere- !
tilor - aflate intre ele in rapoarte de ordin de mirime di- -
ferite. '
(ii) O bard cu pere}i subtiri poate fi considerati ca o plac}
curb? subtire lungX¥ cu comportare elastici,

(iii)ﬁLunecKrile specifice din suprafaf{a mediand a plécii curbeﬁﬁ“
subtiri se pot neglija.

(i1iidly o sectiune oarecare a barei cu oereti subtirli este nedefor
ma:114 In planul s%u - ipoteza conturului rigid. 3

Proprietatea caracteristici a barei cu pereti aubtiri este aoceea|
cd In timpul risucirii bara se deformeaz’i longitudinal, secfiunile
transversale se deplaneazi rezultind tensiuni normale propor tionale |
cu aceste deforma%ii,

Stabilirea unor criterili cantitative de clasificare a elemente- |
lor de construciie cu pereti subyiri este, practic, imposibili. Vlasov
indic# urm&toarele rapoarte : 1

t, grosimea perejilor
—g—é_- o.lo gi —E—éo.lo + b, una din dimensiunile sec~
tiunii transversale (14t{i-
mea sau ingltimea) ;
£, -lungimea barei. ;

Conditiile mentionate sint destul de largi. Din experientd se
cunoagte ci teoria lui Vlasov concordi bine cu testele experimentale
atuncl cind peretii barei sint foarte subtiri. In cazul profilelor ou
persti subtiri formate la rece conditiile lui Vlasov nu mai au, de
fapt, importan}i deomrece, in mod uzual, peretii plani " tip inimi"
indeplinesc conditiile t/b<o.03 gi b/l < o. 05, ier pentru cei care
pot fi sonsiderati "tdlpi" sau "aripi"” t/b<o.07 gi b/L< 0.05.

Cea mai buni concordantdi a experimentirilor cu teoria lul
Vlasov a-a ob{inut §n prodblemele de stabilitate generalX, care pot fi

K]

1
I
'
|
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zonsiderate ca fiind cele mai importante in cazul barelor cu pere-
i subtiri. Ipoteza conturului rigid trebuie inteleasi practic ast-
fel c3, sub inclircédrile limitX, nu apare o atare de eforturi care
84 provoace pierdereca stabilitX4ii locale a peretilor.

In anii *70 au apirut mai multe -tentative in sensul elabori-
rii gi dezvoltiriil unor teorii neliniare a barelor cu perefi subti-
ri. Unele dintre mcestea vor fi examinate succint in cele ce ur-
meazi.

Teoria neliniari elaborat¥ de Ghobahrah gi Tso /95/ este ope=-
ranti In lpoteza cA deformatiile din incovoiere sint mici, iar cele
din torsiune sint moderate. Bara cu pereti sub%firi este priviti ca
o plac8 curb¥ subtire, lung3, elasticX, cu o singurd curburi, de-
formatlile din plaenul Ssectiunil transversale fiind neglijate. Se ac-
ceptd ci sectiunile transversale prezinti numai deplasiri de corp
Eigid‘in planul lor, Expresiile deplasirilor normale gi tengentia-

e se deduc. Pe baza acestor expresii gi a relatiilor neliniare e-
;xacte se poate determina deplasarea sectiunii transversale impunind
condi{il suplimentare pentru anularea lunecirilor specifice. Func-
i{ionala energlel potentiale este stabilitd pe baza expresiei ener-
glei de deformare a plicilor curbe subtiri in care prima ipotegiiir-
 “hnoff-Love este corelat¥ cu cimpul deplasirilor enterior definit,
¥cuatiile diferentiale neliniare complete gi conditiile de margine
irezultd In urma aplicirii criteriilor variationale. AceastX teorie
ja fost aplicati de cidtre autorii ei la studierea comportirii neli-
'niare a grinzilor in consoli solicitate 1la torsiune purd, Fentru
[Tezolvarea ecuatiilor diferentiale neliniare s-a utilizat metoda
lperturbirii, rezultatele obtinute fiind verificate experimental prin
Iteste realizate pe grinzi console alcituite din profile dublu T.

Teoria neliniar® a barelor cu pereti subtiri formulat® de cde
tre Ghobarah gi H'{sc prezinti® o serie de inconveniente. In primul
irind, lpotezele in baza cirora se stabilegste expresia lucrului me<
‘canic a fortelor exteriocare sint oarecum neclere. In al doilea
rind, 1n expresia energiei potentiale de deformatie se neglijeazid
ternanii de gradul treil gi patru in deplasari ceea ce conduce la ..
‘neconcordante la compararea rezultatelor cu cele obtinute ve baza
teorieil postentice a lui Koiter /126/.

Epstein gi Murrai /80/,/81/ dezvolti o teorie neliniari care
tine seama gl de deformat{liile de forfecare. Teoria eate valabild
pentru deplaséri finite arbitrare 1In cazul barelor cu sectiune cona-
tant® compusi din dreptunghiuri inguste.

FPiecXrui element al sectiunii transversamle i se atageazi un
" tensor de ordinul trei al tensiunilor reduse in linia mediuni gi a-

plicindu-ge principiul lucrului mecanic virtual se stabllesc ecua-
tiile de echilibru gi conditiile de margine. DificultZt{i apar in mo-
mentul cind se fncearci evaluarea variatiei .tensiunilor de forfecare
pe grosimea elementelor cere compun asectiunea transversald. Problema
poate fi depdgiti dac® se accepti cX lucrul mecanic virtual produs
de aceste eforturi este egal cu acela produs de eforturile din teoria
liniar® clasicX a torsiunii Saint-Venmant (valebilX pentru valori mici

ele rXaucirii specifice),

Aceastl teorie-a fost aplicaté.la analiza postcritic:r bare-
lor cu sectiune dublu T care flambeazd lateral, utilizindu-se in a-
ceyt scop metoda elementelor finite, rezultatele fiind binec confir-
mate de gnceroﬁrile experimentale. Intr-o lucrare de dati mni re-
centi/f1/ aceasti tgorie s-a utilizat la studiul flambajului ine-
laatic 1 la analida post-critici a berelor cu pereti subtiri soli-
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\citate la compresiune cu incovoiere. Teoria prezentat¥ trebuie gpli- °

‘cati, 1Ined, cu rezerve in cazul barelor cu pereti subfiri care pre-
'zintX r¥suciri specifice insemnate din cauza ipotezel facute asupra
lucrului mecanic virtual al tensiunilor de forfecare, care in acest
caz riu mai este egal cu cel din teoria Saint-Venant.

r -~ Trahair gi Woolcock /161/ atudiaz® stabilitatea grinzilor cu sec-
"$iuni dublu T aimplu rezemate incircate cu momente egale la capete
formulind ecuatiile neliniare exacte de echilibru in stadiul critic,
Aceste ecua}{ii se liniarizeazi gl se rezolvid tratindu-se ca o proble-
‘'m#t .de valorl proprii tininhdu-se seama gi de deformatiile din stadiunl
iprecritic. Autorii aplicd aceastX teorie cu bune rezultate gi la stue
diul comportirii consolelor cu sectiune dublu T incircate cu forte con-
centrate aplicate transversal la capitul liber gi le mijlocul sectiu~
nii. Teoria lui Traheir gi Woolcock este complet¥ in sensul cA ecua~
tiile diferentimle care guverneazi comportarea gringilor au la bagd i-
goteze bine fundementate, Cu toate acestea, teoria are unele limite .
ntrucitaaplicarea ei este restrinsX la grinzi cu sectiune dubly~ . .
simetrici. '

Grimaldi-gi Pignataro /lo5/ studiazi comportaree critic¥ gi pos-
teriticd a barelor cu pereti subtiri simplu rezemate comprimate cu aeo
tiune deschisX. Funct{ionala energetici este stabjlitX pornindu-pgpe de
la componentele cimpulul deplasirilor definite In teoria liniar}® a lui
Vlasov pe baza relatillor neliniare dintre deplasidri gi componentele
tensorului Lagrange a tensiunilor . Dupi ce se determini expresia
energiel gotengiale - ai c¥%rel termeni de ordinul patru si superiori
in deplasdri sint neglijeti - analiza criticid gi posteritici a bare-
lor cu pereti subtiri se realizeaz® prin aplicarea teoriei generale a
stabllitétii echilibrului elestic a lui Koiter /124/.

Mollmam dezvoltd o teorie neliniar¥® a barelor cu pere{i subyi-
ri pornind de la teoria neliniari a plicilor curbe subtiri le care a-

deugid ipotezele lui Vlasov cu privire la neglijarea tensiunilor de
forfecare gl la modul de deformare a sectiunii transversale 1in planul
s%u., Pe bmzele teoretice ale acestei teorii Pedersen /161/ dezvoltX o

" metodX de analizX numericX,bazati pe tehnica elementului finit,a com-

portirii critice gi post critice.

7.2, FORMULAREA GENERALIZATA A TEORIBEI LINIAhRLE A
SARELOR CU PERBTI SUBYTiIRI /87/,

7.2.1., Reflectarea in normele de calcul a problemei.

Problema pierderii stabilitXt{ii prin incovoiere-rfisucire a ba=-
relor cu pereyl solicitate la incovoiere apare in generael la elemente-
le nerjigidizate leteral. Normele de calcul /93/, /208 = 215) se refer¥
in principal la grinzile cu sec{iune simetrici nerigidizate lateral
sau rigidizate pe portiuni asolicitete la incovoiere in planul de ai-
metrie. Din acest punct de vedere, se consideri ci este util, pentru
a demonstra oportunitatea subiectului acestui capitol, si1 se faci o
trecere in revistii a criteriilor de verificare gi evaluarc a rezisten
teli le etabilitate a grinzilor incovoiate, care-gi plerd stabilitatea
prin incovoiere r<isucire, conf{inute in normele de calcul. In aceat se
se disting 4 clase de relatili.

(1) Formule empirice bazate pe ipoteza ci talpa comprimat¥ gi
o portiune din inim¥ lucreazi ca elemente comprimate axinrl (normele
de poduri gi din JUA si Japonia).
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) (2) Utilizarea unor formule pentru bare comprimate in care
se introduce ca perametru o aveltete echivalenti

A= Mp/ﬂé , in care Hp este momentul plastic al sectiunii trans-
versale iar Me eate momentul critic corespunzitor flambajului e-

1aa§ic-prin incovoiere risucire. (normele din URSS gi estul Zuro-
pel). '

(3) Formule empirice derivate din expresia momentului critie
coregpunzdtor flambajului elastic prin incovoiere-risucire care u-
filizeaz¥ un psrametru idealizat al sectiunii-trensversale gi con-
ditii de margine corespunz¥toare (normele de constructil din SUA).

(4) Formule care utilizeazi solutia analiticX exacti e flam-
bajului elastic prin incovolere-ridsucire, condi}ii de incircare gi
e margine gi unele modificiri emprice pentru a tine seama de
laTbaJul in domeniul inelaatic (norméle Vegt Europene , Canada gi
SUA). e ¥ )

l Criteriile de calcul prezentate mai sus gi lilmitele lor de -
plicabilitate au la bazX teoria.lul Vlasov /40/. Pentru extinde-
ea aceator oriterii la ocazul barelor cu perefi subfliri ou gec-
iune monosimetric#, sau, in cazul general, nesimetricd, sint ne-

cesare inci dezvoltari teoretice fundamentale., Principalele oro-

cedee de calcul bazate pe bifurcarea , sau divergenta echilibru-
lui /1l01/, /92/, nu rezolvd de o manieri unitari aceastX proble-
m¥, solutille fiind,.de reguld, cu caracter particular,

In acest subcapitol se formuleazi o teorie general®, unitard
in cadrul cireea problemele de instabilitate a grinzilor cu pereafl
subtiri cu sectiune deschis® se pot aborda atit prin metoda bifur-
eXrii echilibrului cit 9i printr-un calcul de divergenti sau limi-
tare a echilibrului.

7.2.2, Bcuafiile diferenyiale generale de instebilitate a
barelor cu pereti subyiri.

In cazul cel mai general de solicitare, in cadrul modelului
fizic de bifurcare a echilibrului ecuatiile de instabilitate a u-~
nei bare cu peraefl sub4iri cu sectiune deschisX nesimetrici (fig.
7.1) se scriu sub forma e douid ecuatii diferen%iele de incovoieri
§i o ecuatie diferentiald de toraiune,

i

<l | xt

~L ¢
S
<
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r -~ y Pad ) rwl
Dy u + [N(u'- yG\f')] + (M ) "= 0
T e ’ (7.1-8,1),0)
.{val‘_' -F[N( CARSE ULy I (M )= 0
K~ k .
IV -2 ' . 1 N i A Ll 4
LER IR CAER L) o —JIx G f) = 5 (a9 772 74
Y
-/ "_—-—""-—

+ Nx, v -N§G u’’+ pg (e,'i-xc)‘r - Py (e;-iu)f= 0

] ’

in care s-au folosit notati&le :

Dx =’EIx 3 Dy= EIy i Dw=BIly, D, =GI, ;
ke § 362 50 o ad g - | R Ve - o2,
A 5 A
.15 =,—%—_S (12 +'}2)dArE celelalte notatil sint consacrate,
A

Solutionarea sistemului (1) va da o tripld infinitate de forte
critice de flambaj, care rezulti conditiile de obtinere a unor soluii
diferite de cea banala. Pornind de la aceste ecuatii generale , prin
particularigiri se vor obt{ine relatii care permit soluf{ion3ri analitice
sau numerice.

In cadrul modelului fizic de bifurcarea echilibrului, modelul ma-
tematic al instabilit¥tii prin bifurcarc se definegte ca o problemi de
valori proprii, care rezulti in mod direct prin integrarea ecuafiilor
diferenfiale ale echilibrului indiferent (7.1).

Complexitatea conditiilor la limitA necesare integririi sistesu-
lui de ecuafii diferentiale (7.1) conduca’la un volum de .calcule foar-
te mare, astfel incit prooedeele analitice devin deosebit de laboriea-
se, Metoda de rezolvare ceam mai facilid este integrarea numerici cu a-
Jutorul calculatorului electronic. Dintre metodele de integrare numeri-
ci a ecuatiilor diferentiale, pentru problema pusi in discutie, adeova-
td este metoda Runge-Kutta-Gill /47/ , cu aplica{ii gl rezultate cunos-
cute in studiul barelor cu sectiune monosimetric¥ comprimate care-gi
pierd atabilitatea prin incovoiere risucire /140/.

7.2.3. Ecuatiile generaliéaté ale barelor cu pereti subyiri
solicitate 1la incovolere cu torsiune,

Se considerX¥ situatia pregzentatX in fif.7.l.,cu bare 1incovolatd
g1 toreionat® in raport cu pozitia iniyiall, Becuatiile di“erentiale de
deformatii sint :

p iV uope I
: 3 IV .. ,
DV .Iv =y sau | D,V Iv- - My (7.2. a,b)
LDwf = m LD(,.)‘f -D,=m
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Pentru formularea ecuatiilor de instabilitate generalizate
eforturile gi fortele ge réduc in raport cu centrul de tidiere C,
iar momentele incovoietoare gi momentul de torsiune se determin5
in conformitate cu teorid de ordinul doi /92/. In cursul proce-
sului de reducere se pune in evidentﬁ bimomentul suplimentar (fig.
7.2) 51 momentele 1ncov01etoare gi de tor91une de ordlnul doi,

Bg = N eg (7.3)
Mv =M_ - M
XT _ * yTv* (7.4,a,b)
H}-T- My -fo-
| m\r nng + m\?u m.fe-. (7.5)
- im caze:-! ] '

m\?'P =-Pg (e~+ e«-'r)+ p"(E~-B~-P

“nﬂn.-— Mx"&"+ Myﬁ" -(7,6a,b,¢,)
ky ke |
= 3 G p oty 1 5 [t |

ca kg= S §J(§2 + ?2) dA, ) find coordonatd sectoriald princi-
pali.

DaciA se fac notatiile k}/I = K k~/I = Ky gi kw/I =Ky

ei se fao inlocuirile corespunzitoare exoreslllor (7.3) = (7.6)
sistemul (7.2) devine:

D U Ve (- yf) =0
_ | nxf'i” + (My - §) =0 : - (7.7)
DY - by HOG ) - KOl ) “K[(BeBy ) 4 T
+ }~ (e~ + e~f) - Pv(e -e ﬁ ) =0

Sistemul de acuatii diferentiale rezultat aseninitor ca
form%® cu sistemul gensral (7.1), .obtinut pe modelul fizic de bi-
furcarea echilibrului permite solutionarea problemelor de inatae-
bilitate prin incovolere r¥sucire prin divergenta echilibrului
prin intermediunl anui celcul “de rezisten{X de ordimul} doi, pre-
cum ¢i a problemel-r de instabiljtate prin incoveiere pe bazs anal
calcul de bifurcare, Zliminind u’" gi . din (7.7) se ootin
ecumtiile generalizate pe tipuri de instabilitate;
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(A) Bcuatia de stabilitate a‘barelor cu pereti subtiri solici-
R tate la incovoiere oblicid cu torsiune, definiti pe un model
de divergenta echilibrulul pe baza unuil calcul de reziasten-

"td de ordinul doi :

Duft! Dy P7- k(M) - KF () - K J8+B)9']- (oy=Cp) -C = o,

| (7.8)
in care s-au introdus notatiile
2 2
M- ) ] MM I
. — o = = P. e~ ~ew 3 C 2 2L (1 E)4P.g=P e~
Cy = Dy + Dx i Cp = Py ey + Px ey C Dy (1 —T;)*Pyex Pxey

i (B) Bcuatia de stebilitate a barelor solicitate 1la incovoiere
’ Rlani cu torsiune, definit¥ pe modelul de divergenta echi-
| ibrului (prO ; By = Bux = M _xg ;_My-a'O):

D1 -D, 2K (Mg - Keo(BeBy 1]=(Cy = Cp ) ¢ mz = 0 (7.9)
y TwW gl Kz (M M f! Ny P; TNy ’

" in cure: ue.

c o — s ¢ = p~p~ 3 I~ & Da@a
H~ D ’ P. p o ! ’ P x
X y y Yy o3 Y y ,

(C).Ecuatia de stahilifafe a grinzilor solicitate la incovoiere
¥lan5 definiti pe mocdelul fizic al bifurciriil echilibrului
p

x=0;hy=0;ﬂh=ﬁdx;ei=0';ﬂ=0)=.

DY D77 Kb ) K (B9 Loy -cpy)lfn 0 (7.10)

Pentru calculul unghiului ‘f eate preferabil s¥ ge utilizesge
metoda R-K-G, dar se pot utiliza gi metodele Galerkin sau Hitz . Cu
unghiulf determinat se poate calcule tensiunea normald § transformind
verificarea de stabilitate prin divergenta echilibrului intr-un cal-
cul de 7rezistentAd de ordinul doi limitat la atingerea limitei de
curgere sau la aparitia unei plaaticiziri partiale

N - M ¥+ ﬁ
0. ity S5 Loy (7.11)

) Ix Iy

7.2.4. Forme cde instabilitate gi solutil particulare in
analiza de stabilitate & barelor cu pere{l sub%iri soli-
citate la incovolere cu torsiune,

In tabelul 7.1. /87/ se prezinti in mod eintetic formele parti-
culare ale ecuatiilor de stabilitate obtinute pe tipuri de sectiuni
i tipuril de solicitiri, prin particularizarea corespunzitoare a e-
cuatiilor (7.8) &+ (7.1l0) . Se remarci bune concordanti cu relatiile
stabilite pe cazurile particulare prezentate de cAtre alti eutori gi
cunoscute anterior din literatura de apecialitate. '
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- .Din examinarea tabelului (7.1) se poate aprecia cd relatii-
le (7.8) & (7.10) oferdi o cuprindere globald a formelor de ins-
' tabilitate cu care sint confruntete barele cu peret%i subtiri soli-
citate 1la incovolere cu torsiune gi constitue bazele formulirii
unel teorli generalizate. din acest punct de vedere,

. In_cece ce privegte interactiunea dintre flambajul meneral
cu voalarea , relatiile prezentat: se pot utiliza daci se operea-
1 21 cu caracteristici geometrice echivalente ; acest aspect va fi
ﬁabordat in capitolul £ ~1 prezentei lucriri,

7.3, TEORIA NELINIARA A JANELOR CU PERETI
SUBTIRI /72/,

T7.3.1. Ipoteze fundamentals .
| Se soceptd urmitoarele ipoteze :

(3) Bara este dreagtﬁ gl cu sectiune constanti in starea
initisl¥d neincidrcati gi nedeformati, .

(3j) Bara cu pereti subtiri se consider3 cid este o placd
. curb¥ lung® cu configuratia geometric¥ determinatd de
suprafate mediand.

(j33) ‘Suprafata medianXi este de formi cilindricX in starea
initiald neincArcatX gi nedeformatX.

(3333) Deformatiile locale sint mici in orice punct al nli-
¢ii, lar sectiunea transversali este nedeformabild in

planul siu.

(33333) Lunecirile specifice in suprafata medianad se negli-
jeazi, .

Sistemul geometric pe care se diszcuti comportarea nelinia-
r% a barelor cu pereti subtiri este un sistem spatial (fig.7.3)
diferit de sistemul plan din $.7.2. (fig.7.1). :

Fig.7.3
7.3.2. Determinarea cimpului de deplasiri,

Comportarea neliniard a plidcilor curbe subfiri cy deformafii
gl deplasXri finite a fost examinati de Koiter in lucrarea sa fun-
damental¥ /124/, in care se deduc ecuetiile neliniare de compati-
bilitate. Daci in dceste ecuatil se introduc simplificirile presu-
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>use de ipotezele (3) + (33333) se obtin ecuatiile de compatibilitate
simplificate /161/ ale ciror solutii, cu notatiile din figure 7.3.,

3int: .
611 =%X(x) +P(x).y(8) + y(8) + (8) -f"(x) + —%— rz(s).f2(x)

€15 =€py = 0; . (7.12)
€o0 = 0
kyq =P(x) sin‘f—ﬂ(x) coe¥ + £7(x) b(s) -£2(x) h(a)
ko = kyp - £(x) ' (‘7.13)
kpo = 0

Pin carec)(s) este coordonata sectoriald, o (x), B(x), ¥ (x) gi £(x) eint

'functii arbitrare in x, iar tenaorii"&ij , al deformatiilor specifioe,

\ .
lgpi k 4, a8l ourburilor sint defini{i In cadrul relayiilor cunoscute /124,

4/131/ ale teoriei neliniere a pldcilor curbe subtiri.

) Cimpul deplasirilor se poate obtine ca o sumX a deplasirilor co-

‘respunzitoare unei bare cu deplasiri mari (Bernoulli) cu nigte termeny
'necunoscuti corespunzdtori unui cimp adjitional de deplasiri, cu nota-
‘¢i1le din fig.(7.4) , In care ey gi ei(1=1,2,3) reprezinti vectorii
I: - e -

funitari coreppunzitori pogifiel initiale nedeformate gi, respectiv de-
formate a barel.

Cimpul deplasidrilor barei se

gcrie de forma :

'
J
4
[

by (x, @eF_(x) —r (x)+ y(8) €,(x) —ey)+ 2(8) (E5(x)=ey)  (7.14)
; Cimpul aditional de deplasiri se definegte in felul urmitor
Ulx,s) = qdu(x,s) + "]2‘" q262 ul(x,s) + ...

! &1 (x,8) = qéﬁll(x,_a) + ""%‘qz 82 611(X.8) T oeee
klz(x,s) = q 5C.12(x,a) +-J2'-q262k12(x.s) + ...

(7.15)
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}
in care q eaté un perametru de perturbare.
Variatiile de ordinul intii sint de forma:
q dulx,s) « co(s) g (x) <8, (x)
qt5511(x.s)-8(x) -k3(x) y(s) + kz(x).z(s) +ki(x)uis) {7.16)

\

q6k12(x’8) = k,(x)

unde k;(x), k,(x) g1 k4(x) sint curburile barei Bernoulli! [, far

E(x) este deformatis axiali a acesteia.

| Pentru variatiile de ordinul doi se obtin urmitoarele rezul=-

tate:
o elmal L (&
B . o

¢ - .

I {-a?82&(x,8) = 2 (y2(e) +22(a)) K2 (x) + 0" ((E)D)

: 2 (7.17)

2 g2 * . *
, LQ(q 51:12)-6 k
!in core &7 eate deformatia specificX principald maximX ier k' va-
ristia curburii suprafetel mediane, © (.,..) fiind mici detoritd i-
fpotezel (3333), 1ar L este lungimea de urii a deformatiilor de tor-
siune definiti de Koiter in 1959. Vlasov a aritat c¢i 1h cazuri in-
| t1lnite frecvent in practica inginereasci lungimee de undX « defor-
matiilor de r¥sucire este de acelagi ordin de marime cu deschide~-
reg structurii,

Ordinul de m¥rime sle primelor variatii ale curburei 9i deple~
s*rilor aditionale se determin® aastfel ca

P
| 0 (q 8k p(x,0)) = & = (7.18) -
o] 0

o) (q Jgﬂ%..&)l = £ %

bo fiind dimensiunea ceracteristici a sectiunii transversale, DacX

se neglijeaz’ verim%tiile de ordinul doi (7.17), mai pufin termenii
subliniati, in expresiile (7.15) se introduc urmX¥toasrele erori re-

lative 3
alfi(x,8)]) = = &%
(o]

jale,)) =€~ (7.19)
Lﬁg(kla) = _——ET**-

Raportul L/bo are velori . usuale intre lo gl So iar ordinul de

miirime al deformatiei unitare apecifice m:xime E%este de 2.1077
) in conﬂecintltk(ﬁll) << A{Ju(x,8)]). Totodati, se poate arita ci

! k™~ k, 91 oX, deci, ordinul de mirime al erorilor A(en) ia (klz)

' ¥

i,
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eate de acelagl rang.

CSmpul deplasirilor aproximative u(x,s) si cimpurile deforma-
tiilor gi curburilor suprafetei mediane rezult¥, in final, n:>glijindu-
se variatiile de ordinul doi gi superioare, exceptind termenii subli-
niati din (7.17).

‘E(x,s)_=‘?;(x)J?(x)+y(s).(32(1)-§é)+z(s)(EBCa)-eB)+co(s).xl(x)el(x)

&1 (x,8) =C§x)-k3(x)y(s)+k2(x).z(a)+ki(x)QKs)+ —%- k% (x)r2(s)(7;2o)

Ezz(x}a) =0
kll(x,a) =-k3(x) sinf(s)— kz(x) co§Lf+ ki(x)b(s) -ki(x) h(ga) .
k 12(x,a) = kl(x) T (7.22)

kzz(x,é) =0

Comparind (7.21) o1 (7.22) cu (7.12) 8i (7.13) se remarci similitudi.
nea de form% a celor dou¥ seturi de relastii cu toate c#d ele s-au obii-
nut pe cil diferite gi, totodat3, semnificatia fizicd a functiilor
arbitrare din primele relatil . Se remsarci anmalizind (7.16) ci teoria
linierdi & lui Vlasov este prima aproximatie a unei teorii mai exmcte.

ﬁ.3.3. Energia potentiald de deformatie a barelor cu pereti
subtiri,

In baza ipotezelor Kirkhoff-Love energim de deformatie se obtine
ce intre energiile deformatiilor axiale gi de incovoiere. Conditia
geometricd E,," O se inlocuiegte cu conditia statici GEZzU care con-

duce la o expresie mai exactd a energiei de deformatie a barelor cu
pereti subtirli zvelte. Termenii in ki, ge neglijeazi, avind in vedere

¢l nu reprezinti decit o.o0l din energia totalX de deformatie. Energia
de deformatie pe unitatea de arie a suvrafetel mediane nedeformate va
avea prin urmare forma : T

. CEE
g =27 (Bte  + 26?4, ) (7.23)

Inlocuind (7.21) gi (7.23) in (7.23) .gi integrind in raport cu s se
obtine energia de deformatie pe unitatea de lungime relativ® la axa
nedeformatX a barei. Pentru simplificare functiile de baz: din (722 )
e aleg astfel incit s% fie ortogonale intre ele (orice integral® pe
sectiunea tranaversald a produsului dintre douX func{lil direrite este
nulX) , Consecinta imodiat¥ a mcestel alegeri este ci axele Y gi 2
8int paralele cu axele principale de iner%ie ale sec{iunii transversa-
le gi ci originea O a coordonatei curbilinii ccincide cu centrul de
t¥iere ¢l cu punctul nul principel,

Coordonatele unui punct oarecare P de pe sectiunea transversald
(fig.7.5) se obtin cu relatiile:

Y(8) - y,+N(s)

(7.284)
. z(8) = 2+ %(e)
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Energia de defo:metieI1L pe unitstes de lungime relativ la

axa centrelor de tZi:re se stabilegte in
functie de termenii curburii k1 8l de defor-

matia £ in centrul de greutate corespunzi-
toare barei Hdernoulli: -

n = -l_ 2‘- 42 - 2 e \-2
1= 73 E(Aﬁo +I, (k) +13(k3) 41 :“‘1’--‘--,&‘0 Y
- 2 .; 2 2. "1 + .4
Inekyky +lg ki) +I k)% 5=, ky)s

+ =301, (k))2, (7.25)

fig.7:5
care a-au introdus urmitoarele caracteriaticl geometrice aie
lectiunii trensversale:
)‘5 (-
; (e2 00, 1 o {n2 V2445 2¢as ;
e":- 1tds; I, .53? tdS; I3 j;l, tds; Iwav tdy; Ip:j T°tds ;

|: u S
: = 2 |4 : 2 » S 2 . = -—L-j 4
;‘ S - S S
! I % J t a5 (7-26.623)
. 3 .
‘ S
!
leformatiile in centrul de tHiere gi deformatiile in centrul e
treutate sint legate intre ele prin relatia
EO =€ - kqy ,+k,3, (7.27)
7.3.4. Stabilirea functionalei enerzeticae,
Pentru un sistem conservativ de forte n{ x,s) aplicate pe au;
e uni-

prafata medianX nedoformati a barei (fig.7.5) lucrul mecanic
tatea de suprafati® are expresia

Wo(X,5) =p(x,8) [(F - )+y(8).(3,m0,)42(s) (Eyme ) iXa) k1.3£}7.28)

Laucrul mecanisc total Jdat

P(x,s) de for%tele de capidt este dat de
relatia
i :::
We= D [ K(s)3(x,8)d. | ]
xz2-Le k= 2 o8)du i
i=1,2 '8 =Xy

(7.29)

Energia potentisii{lde
deforratlie a sarei ve ; rimii
uaruitorres form?
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L . L
}r]= [5 ° nL(E5.ki.ki)dx-S 0[.5 We(x.s)dS]dx - Wp (7.30)
0 0 S '

Deplasirile axei centrelor-de tiiere sint descrise de relatia
a (x) = ? (x) 5 (C=Cq) ' (7.31)

Aceste deplasdri sint in general limitate datorita restrict{iilor

gEOmetrice lmpuee de conditiile de rezemare. In general se poate sorie
[ ]

(a,(x;p) - G (x,p) ;- Cp =0 ) (7.32)
| in care L este indicele deschiderii, e unul din vectoril bazei
(01,92,9 ) lar CL reprozint§ 0 valoare preacria§

Deplalﬂrile u (x) ale axei centrelor de tdlere se pot obtine g1
cu relafia - 4% - . _
G, (x) = U (o) +S ‘E;(i) ax . {7.33)

0

Dac# deformatia E'gi vectorul de pozitie r_.al axei centrelor |

de tiiere nedeformate uu expresiile

drc d¥g
E= 5 Tx -l ro=1x e _ (7.34 a.b)
rezultd din 67.33) cid x
Uy(x) = B (o) +£0 (L) 3,0 %, ]ax (7.39)
Din (7.32) g1 (7.35) rezulti forma generali a condit{iilnr geometrice
2L
ey, g [ (l+E)‘;1-el]dx -Cp, = 0 _ . (7.36)
L

Pentru & obtlne o form{i mai compacti exnresiei (7.30) se introduce
urmdtorul set de inciro%ri ponderate :

p(x)’ -=Sp(1.s)d$= P1(1)=jy(8)p(X.s)dS; p,(x) =Sz(a)p(x,s)ds;
. S . S

pa(x) = g(J(s)p(x.s) ds. (7.238) .
)

gl reapectiv,

[R(;);Sa(a)as; Rl(x)=5y(a).fl(a)dS; Ry(x)= Sz(a)R(a)dS; Ry(s) Sqa)masy

S S S -8

. v -
N -
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Expresia energlei potentiale (7.28) se va modifica in functie de
conditiile geometrice (7.36) prin adfugarea unui termen -de forma
x

")‘I. [eL 3 iL[(1+E(x)) el(x) —91] dx "CL] . (7.39)
x

pentru fiecare condifie actlva, -in care A este un multiplicator

Lagrange necunoscut. Tinind seema de (7. 37) (7.39) functionala
energeticX modificatX devine -

L
o(_. - -
ﬁ;=§ [ﬂL(Eb,ki,ki)-[p(x)ﬁc(x)+p1(x)(gé(x)-e2)+p2(x)(e3(x)—83)+
o —

¢ -

+p3(x)fk1(x)5i(x)ljdx

- Z {[(R(x)'ﬁc( x) +R, (x) (32(1);e2)+R2(x) (s'a(x)-ej)i-Rj(x)kl(x)gl(x
1=1,2 :

Zx"i S [(“é)‘:l(") '91]%"" <y . (7.'4‘0) C

i=1 X1

n fiind numirul restrictiilor geometrice dctive de tip )(7.36).

Tinind seama de relatia dintre eforturile sectionale N(x) ai
incércarea p(x), cunoscutd din statici, se poate scrie
x

N(x)e‘.j éﬁoej -e; S p(x)dx , ‘ (7.4})
*13 ‘ -

in care Noej este valoarea lui N(x) e, in punctul init{ial anterior
de coordonata x=x;, . Pentru o distribuyie arbitrar¥ a incirodrii
p(x) care satisface (7.41) se obtine daci se integreazi prin par{itc

L, n L, &
S p(X)Tg(x)dx= Y (N,* N T)uy(x) - [nﬁc(x)] +j W00 ax,
o 1=1 0 70 (7.42)

in care n este¢ numirul total al reazemelor. intermediare. Vectorul
deplas&rilor 1 ol corespunzitor reazemului intewmediar i se poato

scrie ca o aum& intre deplasirile canditionate (blocate) "ci gi
cele neconditionate (libere) ugi. Notind cu P1 forta concentrati
care aotlonoasﬁ in reaszemul iglicu Si reactiunea, N; , reg-
peptiv Ni fiind eforturile sectionale de stinga gl dreapta rea-
zemului 1 rezult¥ urmitoaree ocuatie de echilibru.

- +
-Ni}‘.« N + 5, + P, =0 (7.43)
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Dac# pentru o valocare arbitrarﬁéﬁci ge scceptX cX in general Siéﬁ

=0
ci
‘g1 dacX P;=0 din (7.43) rezultad
+ -y ~f _ -
ier la capetele barei unde P1 = R
~f . - .
(R+N)uc =0, x=o0 (7.45 a,b)

(Re(-N) (B = 0, x= L

Cu aceste ultime observatii rezulti forma finali a functionalei'ﬁ;

0
:WpQL{ﬁL(Eo'kiki)'[N(x)((1+E(x))31(1)"1)+p1(x)(§2(X)°2)+p2(X)(E (x)-s.)

3 3

*Pj(x)kl(xletxﬂ} dx-zz: {[Rl(x)(3é(x)—;2)+ﬂz(33(x5-93)+

| i=]1,2
. m ' .
+R3(x)kl(x)'é’1(x)_|J + > MG (7.46)
X=11L L=1

7.3.5. Cimpul deplasSrilor generalizate,

A defini cimpul deplasirilor generalizate revine-la a determina
componentele vectorului de rotatle (pentru o rota?ie spatiald finiti)
g1 relatia dintre componentele acestuia 3i curburi(fig.7.7). Exist3
mai multe tehnicl pe baza cirora se poate face aceasti determinare. In
aceasti lucrare s-a optat pentru rezultatele obtinute de Pedersen/161/,

/162/.

-
~

qxa + qx(qxa)

1+q.q
qQ°+ 9'x g ,
ke, = 2 — e, (7.48)
l+q.q

q=1e f(§) ; ff) = tg 32- (7.49)
il fig 7.7 - y
In cele ce urmeazi se consider? ci vectorul

de rotatie q(x) gi deformatiile 60(1) ale centrului de greutate al sec-
tiunii constitue c¢impul de deplasiri generslizate independente,

7.3.6. Aplicarea criteriului varia%ional,

Condifia de staf{ionaritate impusi funccionaleiﬁrp— principiul

minimului energiel potentiamle - constitue conditia necesar™ si suficlen-
tX pentru a sseigura starea de echilibru a barei

5'?; =0 (7.50)
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pentru un get de veria%ii cinematic admisibile ale deplasirilor ge-
neralizate gi valori necunoscute ale multiplicetorilor lui Lagrenge.
Dacd se introcduc urmitoaraele forte generalizate

L A =11 AR 115 _ 9y, o9

1 DEO H 2 E’k » 3 ak H Mt = a K-l H B= ﬁ{ (7-51 afC)
care , tinind seama de (7.25) gi (7.26), ou expresiile
N, = E(AE + —l~ I 12 )
. ) '
5 = E(12k2+ I?rk ) (7.52 a-e)
- ,l_. 2
Uy = B(Igky = 5= I,y )

M, =E(I, k +I nEok —Imrk ky + ifrk1k2+ Toop ki Xy )4GT k)
B = E(Igky+ —%— Teo, k )
FIntroducind (7.51) in (7.50) sl avind in vedere (7.46) rezult3
L
S i(Nl—N31)5£°+(M2+zO(N31))5k2+(m3_yo(ﬂel))éikB + My 5k1+
0

+ Békl ~N(1+E) ¢ -p16 €,-t 245 eq= p3(e é k1+k169 )}d*{ -

{[B 108, *R 83 R4 (k 88 +e16k1)” Z‘S)‘L f{e S [(1+&)’é‘1-.1]d

“1=1,2 X=X _ *L

- ¢L3= 0 (7.53)

in care s-c¢ avut in vedere c¥ deforma%in C-= f(kl,ke,RB) gi cid ey

sint vettori constan%i, ier distrlbutie eforturilor sectignale de-
pinde de multiplicatorii La range in sensul c}% acestea sint in-
clugi in termenul N(x)[(1+£ x)) @ (x)-ell din (7.46).

Exprimind 6k c:e (1=1,2, 3) gi 5k in functie (7.47) -. -
(7.49) g1 1ntegr1nd prin pirtl (7.53) rezult5 ecuatiile de echilibru
91 conditiile de margine.

7.3.7. Discretizarea functionalei in elemente finite,

Pentru discretizarea expresiei {7.53) se aplicX metoda ele-
mentelor finite, Considerind c¢& bara ge discretizeazl in Np ele-

mente elementulul i corespunzindu-i conexiunile i gi i+l. rieci-
rui element i1 se atagseazi o coordonat® adimensionald.

X - x
,L=..§__;:.XL1_ 3+ vghg (7.54)
i+
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Cimpul deplasirilor generalizate se aproximeazi in felul urmi-
tor :

a() =N (M) qy+N () qf +8,(7) a3,y + ¥,(N) afyy
M) = By &, + H,(N) € 4.9, (7.55)
in care funcyiile de interpolare au forma

N (D) =20 - 397 + 1

N0 = (2 = 20% L 5 L= x - xy

Njyln) = - 2n’ + 3rL2 - (7-56 a3f)
Ny e (2 -) 1y

Hy(n) = 1'=n, A

Ho() =1

Se coneiderX cX vectorul deplasirilor generalizate corespuns¥-
tor nodului 1 este definit de

T
{u)s =[q1 %2 93 —%‘l %‘2 —%—qg— Eo ] (7.57)

Vectorul generalizat a deplasirilor elementulul este de forra

u® {u , (7.58)
{ S 1 { {ujifl '
Expreaiile (7.55) devin
al) = <oy {u®
E’ (rl-) <‘50N> { j -

in care N definegte numirul gradelor de libertate ale elementului

(7.59)

Q Qg o« « o+ Qe v e o e Gy Ay
NyO ON, O O 0 N;OONO0O -0

. 1 2 3 i :
[a] 0N 00 ¥, 0O ONyOOHNO O (7.60)
‘N

0 O NIO_ 0 > 0 0 O N3O 0 N& 0
<5°N>..[o 0 0 0 0 0 H/000000H,] (7.61)
Variatlile vectorului de rotayle gi a vectorulul de deformatie aint

e e :

dq = <ayd {5u } i 8&= <)t u} (7.62)
Exprimind in continuare gi variat{iile vectorilor de oazﬁf\gj. ;1
curbur110r<5kj 9i a derivatei curbarii ., In aceia9i nusni -7
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. ~ - ! e R ’
ey =<eJN>{6u } ékj-—-(kJN){éue} 5 k= \k{Q{&f} (7.63)
n care ‘EJN " kJN’ei kiN se exprim¥ in funcyie gq, qy of e,-

Dgp? efectuarea calculelor intermediare (4.53) devine :

e

1
e Candi) ¢ ~
. [LiéuN 30{Fﬂl-Ngl)EbN+(H2+zo(hel))k2N+(h3-Y°(Nel))k3u+ﬁtklg
i-l

s +Blig -[N(1+®) Ry *plezn*Pzean*pa‘klgln*zlkln’]}dﬂ?

I N, (F.04)
| el, ~ ~ o I
E {é uN [R102N+R2e3N+R3( elklufklem )J} -é{éﬁ,(ol‘

t 1=1,2 X=X, 1
i: Vo 1
E Ly S [(1+i:) € 'el]d'l]' cL]

N

a1 o

'
rn care le gi Nx2 sint numerele nodurilor, iritial gi respectiv
Pinel, pentru fiecare conditie geometrick de tip (7.36). Pentru e-
lonomie redactirii in (7.64) s-a aplicat reguls de sumare carte-
hian& §n raport cu N (N=1,...N.G.D.L,
. 7.3.8., Ecuatiile de echilibru linearizate.

Bara cu perefi subtiri discretizatX in elemente .finite ue
considerd in satare de echillbru daci ecuatin (7.64) este geg;urﬁ-
cut? identic pentru varia%ii arbitrared u siISAL respectin:i tota-

dat% un set de condi%ii de margine = georetrice - prescripe. cacX
X in stare de echilibru ee porte con-

(7.64) este identic satisficuta
cluziona ¢¥ derivatele acesteiein raport cu un parametru corvenabil
vor fi deasemeni {.e:ntic

ales t, care descrie sterea de echilibru, va
nule in staree de echilibru. Derivatele unei miriml .carecare (curbu-

rd, vectori de bazX ete) In raport cu parametrul t pot fi exnrimate
in funotie derivatele denlasirilor generalizate,.

e )
%) Ouy s 2.\ e :
_%%—z-a;%- 5% sau 3 <au° {U} 17.65)

Presupunind ci toate fort%ele aplicate depind de un singur pnraretru
p nre . 4) Sn funcyie de t @i tinind seama cX

de incircare se deriveazX (7.6
ha® eiﬁxL pint arbitraere 9i nu depind de t 3i cX vectorul eforturie
lor sectionale N deoinde de multiplicator:ii Lagrange necunoscia*i,Ap,

rezulti :
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1
N€
e . v s iy L) -~ e g
E [L15“N S {.(Nl—hel)56N+(M2+z°(Nel+Nel))k2N+(M2+zo(Ne1))k2N+ -

=1 e .

gXInte N ¢

N~ & n. e 5 S
+Bk (N(1+ ). e o+ hCe +N(1+E) elN+p1 e,N*P1 22N+ Py €yt

(k (k +k

Po8ay *p3 (e 8+ E) ) vpy 8RB E))) ) dn-

Z:_gié “N{ 18R % 3y R 5 (F ke m)"“l 2N*R233N 3Bk gy +
1=1,
: - NA - V2 ot -

_ X=X,y . L=1 . _
. ~1ibl le 0 N

Expresia (7.66) se poate rescrie mai condensat, punindu-se §in e-
videntd matricea de rigiditate incrementali gi vectorul fortelor nodals.

N€ N

. 1
TE:: N . 2 :
L=1 i

i=1 N

x1
1
7(5>\Le &T L, 0¢ S (€8, +(148)8 )dqi: o, (7.67)
0 i ) E

in care kNM [ k;;]este matricee de rigiditate ihcrementali elementa-
rd (N=M), iar f§ = {fe este vectorul fortelor nodale elermentarse.
Dup% asamblare in sistemul de axe globale rezultad

8v, 3([“&”"} - {r} = o, : (7.68)

din care, pentru o variayie arbltrariiéd se obtine in forma cunoscutﬁ
(4.82) ecuatia fundementald a problemei neliniare a barelor cu pereji

subtiri. [Y‘A] {u} _ {F} . (7.69),

7.3.8. Influentae imperfectiunilor. x

In prezenta unor micl imperfecfiuni de naturi geometric? &" ) k*
varintiile deformatiilor i curburilor in stare deformats a barei ain

de forma :
Al E_EF |
- Ak = k-k* (7.70) |
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Inlocuind in (7.21) gi {7.22) rezultX

BE, - (€~8) - y(a) (kytky®) +2(8) (kz'k;)@(S) (ep=ky ™)+

+ =3 r2(a)-(2 -1, (7.71)

I:. - *
Akyoy = ky-ky

Koiter /124/ aratd c¢% variatia modulelor de elasticitate & si G
datoritd deformatiilor gi curburilor inifiale este neglijabilid da-
cX deforma}ia principala maximX este mici in comperatie cu unitatea,
In aceste conditil (7.25) devine:

}1. & B £, ieyk3) 21 (k) 2oLy (k) V201 8 .
( -(x*)z) - T (kP OG-(P?)e g, G D IGE-(D?)
+ T (=) )L G =P+ 1, 0= e 261, (k2
\7.72)

Ecuatiile constitutive {(7.52), lz rindal lor, devin :
N =E(A(E,-ED + 5= 1 (k%)
iy = B(T0epmk7) + 5= Te (kg ~(eD°)
iy = B(Iy(ky-k3) -l— In, (kf ~(k})% ) (1.72 a-e).
iy =E(I4(k1 -(kf)z)kl+ I?r(kz-kz)kl-Ilr(k3-k;)kl+IwTiki—kly)k£+

L N a
*Ip(co-zb)xl*“lt(kl-kl)
d = & [Iu(kl-ki‘) + —%— I{Jr(ki—(k;)2

Pentru deformatii initiale mici termenii- (7.37) gi (7.38) nu -
sufer® modific¥ri sensibile, gi , deci, igi pXstreazd forma.

Revenind eacum le ecuatia (7.66), daci deformayiile g§i curbu-
rile initiale k% respectiv ¥, nu depind de parametrul t ca (7.72)

rezultX i
X1k
N = BI 3 x Elqulﬁl {7;32)
tsEI4(ﬁ1(k§-(kI)z)+2k€21)+EI,I(Ezkl+(kz-iz)kl-EITr(i3k1+(RE-RE)E1)+
=p(éok1+(8°-e;)i1+sbe(i'x1+(zl-k;)k1)+oxtk1
= B,k k; ¥]
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Exprimind in continuare derivatele curburilor in functie de deri-
vatele deplasX¥rilor gi inlocuind (7.73) in (7.66) se obtine in final

N ) 1
e
B e .e . - [} Pl B
2 [LiSuN Uy SO{EAEOR Eou+312k2Nk2M+EIjk3Nk3M+ GItklNkw*MCJklNklll +
i=1l - )
. - R . ~. . y .
Bklm+(l2+zo(Nel).)k2m+(h3-yo(n|e1) )k3M+EIp.(1( EoNk1l+

K. |

Coulan) +BTg py Ueopkyyton ) =BTy py Ceyieqy; vegygley ) +
» » @ 2 | 2 »*
_ EIUrkl(kﬁlukm-l-kmklN)-f(uId,(3k1-(k1) )+E1?r(k2-k2) +
- - * 2 - * . - l. _N{a
EX, (ity=ky ) *r:I,“_(k3 k3)+slp(_6o T2V hey kN &  E gy +

-~ - ~ . - - .
elMEbezo(°1Hk2N’°1Hk2H)+yo(°1nk3u+°1nk3m)+(1*E°°1]u)'

P1omuP 2% =P K 1yt By P 3 E g +é'1km)] drl]-

e -8 ~ — . »~ o “ : .
Z i&uu Ugg [Rlezm-rﬁae 3N!l+R3( elllklN"'elklNM"'klNl*kllelN*k191NL1 )] }-
1,2

=

o X=X,
N N 1 N 1
A x2 . ~ s x2 ~
Z_—i[&)\LeL iZ Li"'ﬁ% [(1*“’)"111""14"1] d"l,ﬂ‘[)‘x.el.z R “Iﬂ [1e2r3 e
=1 N 0 N 0
x1 x1
N 1
e
+eN31X dq}]} -Z[Liéuﬁ S {( E;(x)-(ENE'1+(1+5)“ém)+131’é'2N+f:2e3N+f)3(k1"é]:N)+
i=] ) )
H‘INEI)} drl] -Z{Suﬁ [§152N+fi2'63n+ﬁ3(3'1km+kl'é'w) ]} =0 (7.74)
i=1
XL

in care &y = E.Un-ryokJN -2 k,\, iar g(x) reprezintd termenii cunoscuyi

ai vectorului eforturilor sectionale, care s-a descompus intr-o sum¥
de termeni cunoscuti si necunoscuti, ultimii fiind identici cu multi-
plicatorii Lagrange. )

Comparind (7.74) cu(7.67) se observd c% primii patru termeni din
(7.74) constitue matricea de rigiditate incrementald.

7.3.10. Porma generald a matricii de rigiditate incrementale.

Sistemul de ecuatii liniarizate (7.67) se poate structure in fe-
lul urmXtor :

KRS © s )
~ o I n

BT )| (U] < {F) (7.75)
PN aa
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in care Ki; este matricea de rigiditate incremental® a barei fir¥
songiderarea restrictiilor geometrice de tip (7.36) , U, sint
jeplasirile nodale generalizate iar _/\_ , rhltiplicgtcrii Lupran-
g€,

Slstemul de ecua*tii liniare {(7.75) s> poate rezolva utili-

zind un procedeu de eliminare Gauss (5 4.4.1), Probleme devsebite
aper in situatiile cind Kj este slngulari isr K “este regulat¥;

in‘eceste situaf{ii prccedura Gauss nu poate fi eplicety fn rmaniera
obignuit¥.

7.4. FORME DB ECHILIBRU 51 SOLUTII PARTICUiriis

QAT

;o= -Iod ANALIZA-NSELINIARA A SARELOK CU PERSTI
i- SUBTIRI

f In continuare se particularizeazi pe citeva exemple clasice
elafia (7.53) 81 se_obtin ecuatiile de echilibru gi zonditiile de
argine oaracteriatice. Problemele 8l rezultatele reapect1V= sint
rezentate in mod sintetic in tabelul 7.2 . Uin analiza rezultate-
or se remarc¥ cX se regisesc solutiile oovtinute aa Koiter-nro- |

blemele 2- g1 3 - respectiv TSO gl Gobahrah - problemele 4 gi %,

tabe|ul 12 (cortnygre)
2

I 0 1
| {5‘13‘[00 5q.3]T Q€119 3 ) Ka )P () Eo--L IR
| : l
ll So{(c’lt\&“*E‘(’("r’)s_%E_J&Q(\J;.\}_MOST*

Eley P" &¢"{dx -0
ccuatiq de echihibru
Eleo \r"" -Glt‘?'*(‘sggp‘ﬁ‘h’(‘rﬁ"‘r#
conditu de mdrqinc
[t §1']6 -0

%rlrr\c%cl mc.otsrro ta csoclt'J 5L']r.o
ifota la jorsion EAE.+1EIK SE +EIL X2 dK, +EIK
sectivne monosime- M Ao+ 3Elphi) dhEtha 3’6".#

tricH. f(Cltka,fE‘qK?i'E]P20K¢)6K1+F_I1K4'6i("-
: a & | Elnrki s 8K, - LEL (K83 dx -
| L
* Tr 15 2fm} 23cgaa 1.0
1 1+q,q~ Y-L
CT] ¥ K2+C “3:3(1nrkg)/1s
. ccuota de ech:libry
-[my001
{Mi [ 1 Q“'Gl{P+E(1L—*1JQL-]XY
{8} -[0 ~ Sq.]" +M1=b
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denummirea si schema
statica a probteme;

funchona? enerqencc Crirer i varq-
hond! ecuatile de echelibre s con-
ditiile Oe nhargne

1

o

v e

pAt solicital @ com-
presiune ceniricd

FERTCTITN

Ny=—F)Nz=O

rinda simp'u rezemat ? U e X Juvra
d secliune solicitama la Q:-€2193 %2 2th‘ %d’
e, incovorere | ., L
Y.ee dreqpg €,=€4COSY -€ 3 SiNP;EySMYP, € 3-€ 30059y
' px) +ey SNy
=—> [STp~ {N, NxCOS§- stan?)é‘éwM;é'f«r
Xe
] L ZP et f(NxSﬂ‘?f'\lzcos\f)hfe.)é‘f}dx M5Y]°
- €~ Y o
NX -Ne, .)Nz-r\c5 BNO(S (1"’ 0)( S'n\?)dlf(:q =0
M--Rz€,  x=0 dupd infeqgrare F paArt rezu
& x=L ecuotiile echitibru st (‘bhdl?nbdc
M= Rz2e,, X= mardine . |
No=Nz i X=0 Nq = xCOS\P—NZSW?‘f
M5 =Ny (1 +E;)sin Y + Nz (1+Eo)cOSY
M2 M. :0,L
j (1+&,) sin Pdx- ~Cy <0 J
stilp ncastrat ig un: | X

Tp - § (4E1(4)% Pleosy-)dx

™ j(iEl‘ o2om(§- £)d

incarcarca crticd rezui dmn

5y te@r pyt)and -0
se m?cgrcozo pmn parti st rezuna in,

fina

\F(X) +OsrnQL
fTE* N P_-Hl(f—"\—

stilp incastrat cumperfect | o fei co ‘o cxemplyl precacnt re-
o B 40 TO
Nz - Tx .- 2!’Nz N
; l‘ P PS \?L ()P Siﬂ dl 3 r,cr o
=
j!r— L l A, E\fo +\F Pk 4Ne
* O % P
Nz -4.246.10"% F | ‘f’”‘"f e
Nzx X sQu
\T')L (X}« - e (x=-2L] 'JB\P.W.—;‘P—;

%mdq ncastrata sc'icig
lorsiune cu sechunrt du-
blu simetrica !

7 Mu
7 L_,J

A4

M} < M 000

L
(5'pr ajoiEA‘éo +%EIpK4')6€°+EIZK25Kz +
El SKSSKS"'(GIt K1 *E'4 K,sf E'p&’_ ‘(1\6 Kyt
t Ely Ky 8K {dx

G A T Y
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7.5, COCLUZII
Comportarea realZ a barelor cu pere§i subtiri este neliniari.
Din acest punct de vedere o teorie neliniari care sd poat” i transpu-
83 intr-o formulare numerici easte pe deplin justificati.

Pe baza teoriei nrezentate se pot rezolva nu numai nroblemele
specifice ale barelor cu pereti subtiri, ci gi acelea cu carscter mai
lerg ale structurilor cu peretl subtiri, de genul suprafetelor cilin-
drice sau prismatice lungi, caracteristice unor tipuri de stavile.

Elaborarea celor doul teorii generallzate, liniari si neliniari,
ale berelor cu pere%i sub%iri prezentate in acest capitol are gi o im-
portantd teoretici deosebli:'1 pentru forrmularea unitari a oroblemelor
gtructurilor cu pereti subtiri.

Blementul finit de barX cu pereti subtiri cu comportare nelinia-
rd reprezintd o noutate In maniera in care a fost prezentat, in lu-
crare. Este necesar in etapa urmitoare , pentru a fi pus in valoare,

93 fie realizat gi modulul de program corespunzXtor. Din acest punct
de vedere se face meni{iunea c3~programul ASEF conflne procedurile nume-
Yice generale rezolvaril problemelor neliniare gi ci nu trebuiesc e-
laborate decit subrutinele care intervin in determinarea matricei de
rigiditate incrementale. '
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CAaPITOLVUL VIiI

COMPORTA REA CRITICA SI POSTCRITICA A STRUCTURILOR
CU PERETI SUBTIRI ALE STAVILELOR METALICE

€.1. GIiaRALIZATI

Tendin{a de reducere a greutXtii structurilor gi a conaumurilor
de materiale se cerscterizeaz® prin realizeres unor structuri tot mai
svgltg, la care problemele calculului de stapilitate devin criteriul
principal al proiectirii. Ca urmere se acordid o importanti sroritd cal-
culelor de stabilitate ve fondul unei cresteri inaemnate a numirului de
gtudii teoretice g9i experimentale dedicatas ncestui fenomen.

O caracteristic® « situa%iei actual- . calculului de sti>ilitate
este existenta in paralel a douX concepyi: de calcul /lol/  rimul con-
cept, cunoscut sub numele de "conceptul =ulerinn™ se limiteuzi ln deter-
f minarea inciirc#rii critice de bifurcare, firi si se ocupe u: comporta-
rea structurli dupi pierderea stabilititii, gi poate «fi utilizat la_
structurile din bare. Folosirea agastui concept la unele structuri din
glﬁci plane sau.curbe - in aceasti categorie intr&, dup¥ cum »a vizut

n capitolul VII 9i barele cu perefl sub’iri - este gregit:i;s-e dezvol-
tat denaceea conceptul comport3rii postcritice, in care se ura.izeagXk
' ce se Intimpl% cu structurma dupX nierderea stadilitX%ii. '

Intrucit stavilele metalice sint structuri metalice.cu rnerett
gub¥iri solicitate le incovoiere cu compresiune, intr-un celcul de di-
mensionare rafional gi economic se pate lua In considerar., -entru a-
numite combinatii dé Inc%irciri, capmrcitatea de lucru a acest.r gtructu-
ri dupli producerea unor voaliri locale s-un,-altfel spus, coumnorturea
1or in regim postcritic. Intrucit probleux«-l: de voalare sint nrobleme
specifice structurilor din pldci sub%ira, studierea gi carucierizarea
lor prin reletii simple de calcul se consideri ca fiind utill 3i nece-
' sar® pentru proiectantul de stavile.

8.2, CONCEPTUL D& ¢ . PuxTaik POLTCRITICh /lo2/.°

Primul care a dat o justificare tesretici riguroasi corcotirilor
de stabilitate in domeniul postcritic a fost aciter care 1: lucrarea
ga de doctorat din 1945 pune bazele dezvoltirii leoriei ins: . pilitdgid
structurilor sau Teorie comporti¥rii postcritice a atructur:lcor,

Teoria lui XKoiter im in considerare o naliniaritate :~‘wradu1 doi
a deformatiilor si, aztfel,rezulti4enerf1a -oten%ial® de oriiul natra,

Scriind potentialul sup forma VW = > 1 Wi. in care wi con%ine to%i ter-
I =
. o - . - .3 . v.._' 'S : e terl,,?n Hl poten-
menii de gradul i, roiter & examinat influcnia fiecirui terven
tialului asupra iﬁstnbilitatii structurilor 2124/. Poten%inlul », eate
zero pentruc® structura este in echilibru, din W? se deter::inl imecir-
caren critici de bifurcare; notenjialele - 911.4 Be vor utilizu pe:ti:
1 : : ] _— . 1 Sy t r
gtabilirea tipului de ingtabilitate e punctuluil cr}tic 3l n coumpor
postcritice 1£itiale in sensul c%, 1a punctul critic, nu toste atruc-
turile se comporti dupi conceptul eulerian, ele prezentini st rxi post-
eritice stabile sau instabile{fig.S.l.a). sxaminind tipuriis de insta-
ili ot nroduce,Koiter a g7sit ci punctele criticn -ox fi
bilitate ce se n X y L : e Bl
nesimetrice (fig.€.1.b) cipd 8int stabile, Siretrice gtabile (fig.B.1l.¢
sau simetrice instabil: (fig.1.8.d) Dou’ ovsurvajil sint i ortante:
(1) comportarea postcritict a atructurii este definitX de ti-ul de
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punct critic; (2) influanta in ;
' : . (2) uznk raerfeetiuni! - paopet : iy
ipul de instabijilitete = aunctului critie cometrice depiite de

bdre placi plane, ineje

Py ) . A "4
i \\\\i \\\\N-i_"//// |
cr ree,qrinz Peri™ Fer /'P-L\
reFiculale “ 7T AN
X .
\'ib AN PL
\ _-bldci curbe
\ﬁ:pldci plane regidizate u U U
d) 0 by o 4
, fig. 61 :

Teorie elaborati de Koiter at3X lm baza definirii coneeptului com-
gortéri} postcritice, care pretinde, ca pe 1ing¥ .determinares in-
circlrii critice 8% se defineascX gi tipul de instabilitate, nentru
'a avea Informa%iil privitoare la gradul de instabilitate le i:ver-
fectiunl geometrice a structurii.

8.3, ASPECTE_PRIVIND COMPORTAKSA UaiZila UI POSTCRIC.CA
A BORDAJELOR STAVILELOR METALICE, RELATII PE.LT..J
CALCULUL PnACTIC LA STABILILATE,./25/,/le0/, /137,
/1627, /168/.
£.3.1., Criterii simnlificate nentru verificarea plateiajielor,

- Platelajul stavilelor metalice ests solicitat la incov.iere
de o sarcin® p proveniti din presiunea hiirostatica gi la coinresiu-
ne de forte n_ actionini in planul sau in suprafata #s m2dicni.ic-
tiunea aimultgn% a celor doud for%e conduce le epuizarea civ.cliti= o
. %ii portante a platelajului fie prin atinzarta localﬁ a linivei de
! curgere fle prin pierderea stabilitétii. Situarea Intr-un cnz ssu
in cel%lalt depinde de raportul celor dou¥ for%e i de dimenziuni-
le laturilor a gi b ale panoului de platelagoif;§6r0.2.a).xn ino~-

Y i if:ributia
teza cX me ia in considerare numai efectul telor n__ distribut,
neuziformi a tensiunilor(;‘x se inlocujegte cu o dlstrfgutie cnrfor-

12!
3

Gﬁwnn

§53¥61m°d

;GQO T‘*f

il

b

|

ll
| | 1~
—-
Pt
| iT . - - kv.

—- .‘ u -
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mﬁ(}imax repartizat* pe o 1Atime bonumit” 1%4ime "eficace" vau"efec-
tiva" (fig.8.2.0).

. Mecanismgl fenorenului se poate d=2scrie cu ajutorul teoriei de
ordinul II dupX modelul prezentat in tabelul 1.1.(Cap.Il),

Pentru calculela practice ingineresti se folosesc pentru verifi-
care dou criterii simnlificate:

2 2
(1) §en <0 » Cecn = \'l ©n * O ) *Gym = Cxn* G Oym (8.1)

in care n semnifici efectul axial iar m afectul de incovoiere.

(2) C§O<£G;r , 1n care GB este tensiunea medie produsi de n_,lar

GEr este tensiunea critic% de flambaj.

Determinarea mirimilor care intervin in cele dou# cenditii se fa-
ce diferentiat, In functie de tipul si forma platelajului :i de modul

de incircare.
-

8.3.2. Verificarea la stabilitate =& platelajélor comnrimate.

8.3.2.1. Placa dreptunghiular¥ nlani.

Coeficientii de voalare K_ pentru determinarea tensiunii criti-
ce 8int indicati in figura 8.3. in functie de modu? de rezemare al
l&cii. , '
entru placa izotropA tensiunea critic” este dat¥® de relatin

G‘ r = i\ e’ (8.2)
e T2; ) 4 2 2 4350
12(1-\?2) ~

. A v e 5. n
care pentrn ¥V =0,3 % saloar2a Gp = 1,310 (/o)
Forta eritici pe unitatea de lungime s2 ob%ire de forma

: K 52K
vil

.t sau n = — (B.4.8,b;

n_. =G
xcr Xxcr xXcr 0

in care K este rigiditatee la incovoiere a pldcii (tab.1.1)
In figure B.4. a este prezentatt varia%tia sfigefli v 1o mijlocul

grinzii in domeniul posteritic «?xoiﬂyicr)‘ Relatia de les‘turX intre
¢’. gi w este de forma
XOo G’ - _Qg 5 .
_m=c+_224§il—]—~4 ( ¥, (8.5)
GVE 3N e

in care ¢ = (a/b+b/a)2. Pentru o singur® semiundX de voelere (m=1)
dup” x gl y tensiunea de membran3 postcritici se ob%ine ir mod aproxi-
mativ cu relatis

C3’Jcn: - _§E (-g) (—%- )" cos —_EI T xo (8.6)

Litimea efectivi a plicii se definegte nrin b =§b (fig.&.2.b) , coe-

ficientul de reducere l determinindu-se In funciie de tgnsiunea criti-
c*(}’xcr aferent? figiei de ldtime be/2 =i- lungimea dupA cum urmeazi:

e/b 21 : &=
/b 2 8Ty, o, (%.7.8,b)

Xxcr
1+ (a/0)?
a/b <1 ¢ W=
T ala/p)b2C /6

- t
0
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jCepacitatea portantd liriti a pl¥cii este atinsi cind G N0y
xmax c¢°?

g:itgzul de cregtere e sarcinii in raport cu sarcima critici fiind

/b2’l= = -—Q?
@ l —%( GIXOI" +1)

g'—t-—[l.; (a/b)4] 4+ 2 (B.B.a,b)
a/b<l : n= —Xcr

et I

3+ (a/b) 4

[ ORI
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fig.8.3 fgoq
In domeniul posteritic tensw.nea de membrani la M.Jlocul plicii re-

zultX:
G 2 2
S'*""E"J"a) (—!-t)-G-'

X0 (€.% a,b)
('\-'2

: [l t 2 (¥ 2

GJyw= 5 (—-b ) (t )

gl Bihiiar, pentru tensiynea din Sncovolere :
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) 2g t (2 2,.2
Oxn = 57 (& )91+ pa/v°) X
e (£.l0.a,b)
.} ’
m ¢ T (%0 ey - -

In cazul pldcii izotrope tensiunea critici este datf de exrresia
B .

G’xcr = ﬁfjt (€.11)

iar forfa critici pe un&tgtea de lungime d: relatia

| K, THRK
— b2 (£.12)
notatiile fiind date in capitoiul I.

8.3.2.2, Placa dreptunghiulard cilindr icX.

_In figura 8.4. a este indicati cu linie intreruptd varietia ten-
siunii poatoritice-G}o >G;cr pentru.cazul unei pl¥¢i cilindrice cu in-

dicele de curburd b2/rt = 12 gi cu raportul laturilor a/b=1 . Valoarea
inferioara tensiunii critice se obtine pentru o valoarea e sigetil
w= 1,7t . Conform teoriei de ordinul doi, pentru casul pl¥cii izsotro-

pe, Intre G&b 91 w se stabllegste o relatie de forma

@ ' 2 2 2 ‘
o _ 12(1-¥Y°),_t 2. _2048(2- 4%) w y2_ 192(1-9°) b_y_W
-&-E c+ TR (=3)°+ 3T (=) e (r(t s

. 8.13)

Valoarea superioar® a tensiunil critice se obtine pentru v = o, Pentru
placi cilindricd ortotropi se obtine o expresie aseminfitoare /127/,
/167/, dar mult mei complicati.

8.3.3. Verificarea la stabilitate a platelajelor corinrimate g
incovoiate, B

8.3.3.1. Placa dreptunghiulari planit,
LegXtura intre(?io. p 9i sXgeata w in mijlocul plicii izotrope

este pusi in evidentZ in figura 8.3. cu linii subtiri continue, fiar
fenomenul este descris de relatis 8.5 1a care se mai adrus un termen
care tine deama de efectul 1Incovolerii: :

' e 2.2

@, a8(1-22 2 192(1-1<) ,_ab P .

B30 . o4 20480V (w42 { ) 37t (8.14)
G 3T ¢ T S

In figura 8.5 se prezinti varia%iile momenselor incovoietsere m gl ng

§n functie de raportul laturilor &/b pentru cazul plicii izotrope sim-
ply rezematd pe contur, liniile contin:e descriind comportarea in cen-

trul plécii, lar liniile intrerupte reorezentind variaﬁi}le momentelor

incovoletoare maxime. Parametrul curburii este ng (497%:./02 ), forta
n

fiind supusd criteriilor de siguranti 1 gi 2 prezentate in 8.9,
X0 ¢ . ~
8.3.1. Pentru plici scurte, a/b<1,2 see obtine, ca 1n cazul barelor,

relatia : g :
n R
my = ‘ﬁ“’o [1/cos (2= \’—-,zm J=lj, m =9m, (8.15)
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Comportarea plicii ortotroc
le motentelor incovoieto
a fortei de compresiune

pe este descrisi ue fipura 8,6. Vuriafii-
are 51nt_rgprezentate cu linie plin: jar cea
N o 4 linie punctati. Parametrul ce curburk

este reprezentat de N,o révortat le factorul
- 2T 2 2" - 2
(4-2%) 1<\ hxl(y /o = 37 i Kxny /o i X = 0,5

8.3.3.2. Placa dreptunghiulari cilindric4,

In figura 8.4.8 se prezint%
In_ 4.8 1t3, enalog cu placa dreptunghiularX
relatia intre G}o’ P g1 w, cu linie intrerupti, conformprelgfzei ’

D0 12(3-9%) . b .2 02 92(1-T2)

=c+ = = -W_.2 . =2 R

OJE rji-r4c ( I"t) + 3,1.‘\_)40 ( t / T4c ( rt’ —{-— -
- - lgz‘ I_r”v2! a2b2 p ) ' -

- _rﬂesE ( 4 ) “w/t (8.15)

. Pentru cagul unei singure semiunde de voalare in directiile
X giy §a.obtin.tensiunile la mijlocul plicii conform rela*liilcr
(8.9) gi (8.10) la care se adaugX termenul care introduce efectul
de incovoiere.
~ Bt 1 w (6.17)
”r 2+32/b2+b2/a2 _ & ‘

8.3.4. Conceptul de ldtime echivalenti in annliza post-
critici e structurilor de stsvile metallice.

Din anaeliza rela%iilor prezentate in ncest capitol reiose ci
un element esential in verificirile de stuabilitate a structurilor ou
peretl subtiri fn domeniul nostcriticeste 1lAtimea echivalenti, Nu-
mai dup® ce este cunoscutZ aceasta se pot stabili relatiile :» cal-
cul pentru verificarea acestor structuri. Jin acest motiv, 1n cele
ce urmeazi se va proceda la un studiu detnliat, teoretic gi expe-
rimental al acestei probleme. Acest studiu este Jegvoltat oxniru ba-
rele cu pereti subg{iri, care aga dup¥ cum s-a aritat ip cap. i 9i
cap.VI, constituie modelul fizic al unor tinuri le atructuri .< sta-
vile, pe de o parte, iar pe de alti parte oferX condifii t..rte bu-
ne pentru experimentare in vederea verificirii relatitlor te cal-

cul nropuse.
8.4. rONbE Ve hoTASILITATS Aus snasunl Cu PaiksTl
SUBTIRI, -

La o bar% cu pereti subtiri instacilitat:a ae poate ~roluce
prin: (1) voalarea loceld a peretilor connrimati la 1ncﬁrcaraa loca~
13 p P ' (2) prin flambajul general 1+ inc rcareas critici cene-

Cc
rala p__, g ;3 (3) orin flambaj general cunlat cu voalarea “ereti-

cr

. Atingerea inc rcirii critice locale n_ .,{

deonrece pl3cile voaslate Aau cap-citatea
. de a prelua incXrcri gi in domeniul postcritic, bara ce@euzﬁ, in-
sd, dacX se ajunge la incXrcarea-critic reneral’ Pcrﬁ’ Le aceesn,

normele de calcul admit ca P, L < P 21 astfel barele ru neretl

entul cedirii, Dup% van der Heut /lol/, primul

lor , la inciroarea Pcr
‘nu inseanni cedarea barei.

subtiri voalati in mom
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cercetitor care Studiazi comportarea cri:ici 71 postecritic: = barelor

gu pergti subgiri in stare voalati, pe ¢ bar? cu sectiune ie:regica
ormgtq numai dinvuongtalpi bxt mentinute la distanta de nime pr&fi*

lului, considerat’ fri rigiditate axirly.se definesc trei tiougi de

instabilitisi (fig.B,’]) peatru Pcr.": 21 Etz(tlb) K pi Ppr j?"EI/LZ:
. - y i
Fer '
IS Ry L Per y (1) P__ . P _ ¢~ inytnoilitatea
\fl_ .pa.,&_ cr cr,

se produce prin flimba)] gene-
rnl, care poute ;i »rin inco-
voiere pmau incoviiere riauci-

stdbil Tee
- / (2) Pcr> Pcr'%- inpiutilitaten sme
. sroduce prin flaru-.® jeneral
stabil cuplat cu voalare.
(3) p =P p
- L1< e<e£:bifurcare stanpill
- 12<Iﬁ<53:b1furcare instabj-
1

Pentru cazul cind ambele tdlpi sint afectate de imperfectiuni egale
presupuse afine cu deformatia de voalare curba P -4 este continuﬁ_gi

infiluenta imperfectiunilor este maximi In zona Pcrt°’P~r L+ In a-
A X -

ceast? zoni bifurcirile pot fi 3i instevnile, foarte sensiuv.le la imper-
fectiuni geometrice. Inflcl/ se arati ci in cazul cind imn:rfectiunile
celor doui t3lpi simt diferite comportarca barei nu difer” i¢ cazul
vrecedent. Van der Neut studiazd 9i cazul cind ambele tinuri de
instaubilitate sint afectate de imperfec%iuni, iar kaquoi 3i .nssonnet
sratd c¥ cea mai puternici eroziun= a lui Pcr are lo: =ind cele

douii tipuri de instabilitate se cupleazti P ~.P Acecasi autord

“er,g” cr,f ° i
au constatat cad in cazul in care se tine seama de deforma*iile rlasti-
ce, reducerea maxim® a ineire“rii, ca ur nre a imperfectiunilor geo-
metrice, se men%ine in acelagi domeniu ce in cazul deformn*iilor e-
lastice, :

Ce urmare a acestor reduceri, barele cu pere%i subtiri n: pot
beneficia de o rezistentk postcritic¥ mare: aciderea rig: .ditatii pere-
tilor ca urmare a prezentel imperfectignilor reonetrice 9. cregterea
gradulul de instabilitate in urma cuplirii Tlambajului ge:eral cu cel
local nu poate fi compensati de rezerve nsocstcritici a perafilcr ba-

rei.
B.5. CAHACTSRISTICT SoOneTRICS SUidi dauSNTE IN Al LlZA
POSTCRITICA A BAKELO: CU . il SUBTIRI /59/,/60/,
./65/ o

8.5.1. bhiecanismtul voalirii,

mul voelirii pere%ilor ber:ler cu perefl subviri se poa-
te stuﬁigagi?n intermediulpmodelului insuitiv oropus de Lubdas /49/ oca-
re asimileazi comportarea unui perete comprimat, rezemat na ambele
laturi, cu comporturea gtructurii static nedeterminate din fif.8,6.a,
Bare B modeleaz* fibrele centrale ale panoului, supuse ln vsloure in
timp ce bara R mcleleaz? conexiunile cu pere%1i adiacen%i.
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: In urma actiunii fortei de compresiune P, bara B cu rivid -

- te micd la tncoyoiere va flamba auregind 0 scu;tarezsl(rig.nﬁé.;gﬂ

~ legen de variatie a deformatiei specifice &%/tputindu~se m-roxima

» printr-o sinnsoidd . Pentru un sistem ideal, f%rX imperfeciunt
forta P se repartizeazi 1In domeniul precritic P<;Pcr in mod egal'pe

cele dou” bare care au acecasi rigiditntu nxiuld, DupX i
_ . @ o . p3 plericrea
stabilitdgii, in domeniul postcritic P.)?cr, bara 3 va prelua in

“continuare o fortd egalld cu Pcr’ cregterile P, peste aceast’ li-

.mit¥, urmind a fi preluate de baras &k ( fir.8.L.c). Prin urrare,
domeniul postcritic este carescterizat nrintr-o redistribuire mni
favorabild a eforturilor,” inr cedarea utriucturii se ve prodice
cind bere R va atinge limita de curgere, Lac” bara B preziati im-
perfecfiunl geometrice w ° fortn critic™ cistomulal nu noi es-

te riguros mésurabili intrucit deformatiile W vor apXrea din mo-
mentul aplicArii for%ei P, forta de cedare fiind dependenti de de-
formatia totald Wiog = W F W,

« Un perete al unei bare cu peretl subtiri solicitate la com-

- presiune uniformd se va deforma in zona centrali voalind - asemeni
barei B - gi suferind o scurtare geometrici, care, din motive de
compatibilitate cu legiturile - muchiile reprezent§nd conexiunile
cu pereti adiacen%l trebuie s3i r3minA drepte - va conduce ia o
redistribuire e eforturilor unitare nornale c¢itre margini (fig.
8.9.b) intruoit nu se poate opera in caiculele practice cu iistri-
butia neuniformi a eforturilor exiat® dou%.pozibilitd%i pentru e~
valuarea cantitativd a fenomenului :

(1) Considerarea efortului unitar normal mediu C}ﬁed avind

aceeagi rezultantt ca si diagramacyreaIE ; .
(2) Introducerea conceptulul de 13%ime echivalentX, nronus
de von Kdrman , In 1932, potrivit cXruir Jingrame reald se inlo-

AP :
—¢tlashc _
[ —~— - clasfo - plastic

Wo 1+l
T "5000 500 280

/ ./r/ "'—--4r-._.-
J / / S Vfof/t_
o) fig 88 < 0 90K o0is
cuiegte cu o distributie echivalent®Q . (fig.8.9.b).

2gte meritul lui George Winter de a fi introdus in 1:99 mo-
delul ﬁ?ﬁ figura £.0.a <4 ziutorul ‘cirein se explicd comportarea
poatéritic% a pl3cilor gi a foloairii conceptului de liA%ime echi-

velents (ge mal numegte "efectivid" sau "aficace").
t acestui model eforturile din barele transversale ca-

weforturile de membrani" in placa comprirnt-’, 2int
*ei de comnortar-:nt esen-

N
AN

. Potrivi

" re sint de fapt
cauza rezistentei posdtcritice gi 8 diter n
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yiale dintre atilp i nlneX. Eforturile do membran& nu sint numai e for-

turl unitare de intindere sau compresiune, ci ele sint gi tnurentiale

/136/ . Din acest punct de vedere, modelul ar trebui completrnt cu dia-
gonale in toate panourile. '

B8.5.2. Determinarea carecteristicil>r geometrice echivalente.

8.5.2.1. Beflectarea problemel in literatura tehnici,

Un numir mare de cercetX¥tori au avut in vedere gtebilirea unor
reletii pentru determinurea 1Atimii echivalente, concent cnre, Jde alte
fel, este prezent in marea majoritate m normelor de caleul rentru ba-

rele cu perefi subtiri. Dintre acestesn y cele mai cunoscute relatii
sint sintetizate in tabelul 8.1,

tagelul &1

nr| autoru] forma initiala forma transformatd
2 norma fehnid ' meq / “max - be /-

1 |Box (1883] 0,725 %Ecr/f-"mgx 1,38%t V€/6max Yo/t ]
2 |Schnade 0,5(1+8cr/Cmax) 0,5(1+ 362(t/0)* A max
diSeschiler O,GJ\‘J Ocr/C'max 0827 mm

4 | Kdrman(1332)] 089878 max 1,69 Y8%r /Smax

5 IMarquerre V8 /G max 1.53{/5/*- VE/Cmax

6 Berlasfon (1) ]0483+0,517 GVC,-/G'qu (Qﬁos *4&11(*/!))256%0;)"4
7|Benaston @ lo483+058cr/Cmax __ (0483+2,412(%) 2¥6max A
8|F pqﬁg land 149\0cr /G- olass'cr /Sc_|226VE/Tmax(t-036tbVEBman
J{Conley 096\Ber /Gmar 0.230¢r Smad 1226 0,431 /oVERmax) E B ma]
10]chilver 0 124YGCr /B max 1,osswm\3

" JHeimer! 0,77 V8cr/Emax (495VEBmas ) 7’
2[Stowe] (1) Jous 10,56 Ocr/Bmax 0,44 %% (1+4,607(t/6)* E Grmax )
BlStowel  (2)|044+00478cr /C'max  JousPi(1+0,384(t)* E/Cmanr)
#{Gerard 824 (0cr/Bmgx)9925 11,728 (9 )05 (£ max 0423
'5 | Dwigt 0,87 \Gcr/Cmaox 1,655 VE/Bmorx #

16 |Fojkner 1,05VGer. Cmon- 42800 Srad 2(1-0:31oVEBman) VEGmax

17 [Winter K‘O}a o 08T  Bmax(+-0%6a bV E /T max
18 \winter @ \Ger G maxtt 02265 el oy - e i)
13| zorano ]o,54+Ocr /Gma x ) qsbfsgt%)’%muq“’;

20 ZOrEmo (2} 0,&54(1+Q,536cr/0'm0x ‘2‘54(11»4(),616/!:)'l EBnax ) P4
21| Zorgno  (V)os(1 +w/(\u/fWopI/Gml‘hﬂ*ﬁ.SQgT\}.(%)‘ E o P/t
22| Zorgno (2 j0254(1+293 u/(wfvoﬁr/&ulo.%«(mqm%q.(%)‘“@’mx'?ﬂ
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8.5.2.2. KReflectar-z in normele de ~=u
de

In -tebelul B.2.

-14 -

"littime echivalent® ".
se prezint® relatiile

lcul a conceptul:.

de calcul a ladtimii

echivalente prezente in cele mai cunoscut> norme tehnice, kerar- v

cabil este faptul c% toate aceste rela%il nu la bazi, fAri =xcep-
til, formulele 1lui Winter,.

nr. normq clemente rigidizaic | elemente ncr.qad:mfc
crt| tehnica (A,B,{0 B84) (c, fig 84) |
1 1B3.449 De/t « 4 555\7@/t)5/(3"m0x (23)
U 0 |—"19 g.. \VE Q¢
2 |EURQOCODE3 .\L}? (1-0,38% N;‘_ ) (251 X o,sqq"m 0 25"@?&: ()
3 [AISt 1981 | colculul cforrurllor dn farmulg v Winter
.2
e RERRD 0 (ke W@-om@g
max
calculul deformatillor pentru K«0,5 3 OL }7 7 rezulta
m iﬁ@-L.Qt) ('27) bng.GQ(i 4'375 )
4 |NBM§-5100 scchg:g S"“F"U Lonexe se cclculcow un fcctor de
1975 28) reducerc@ coeficien-
2 %_ G( E\r) ( tutur Ftombq& ¥ Coefi-
Scctiuni dublu conext cienty) Qs'Gst \ se ccﬂ-
be . 212 40 2 culeard dnferthrlof pe
T W(L %W (?BG, puri de prof.lt
5 |REGLES pereh intre pereti rigidiz. (A K., . %'g,
1984 _fc 164\}‘5' 164\[;4224.31)( )“ Kys1, b.{. RE50
pereti plan r«gndlzoh (8 cormerc B¢
b{.qeaﬁ, 164\]"49_“0(2% Kv-!i-%&m(b %31)
b‘ (164 -2 46 Goc,b 23b) tailp -
B -B,r€)60¢R 5 Gy -1+ 818 (0. 20)®
6 {ON 1&800|Pe 5ol 1 greet b tE
ry '99[1 (1-0766 ¢ m)}t(ﬂ%t?ﬁ[«-@-qmspmm) ]‘% (31)
T |sTAS 10108/2+9 sb;:cr[um simplu conc;zco ol s¢ 'mpunc(%)hmsﬂ 220
\'z R
T G’?ngcx }55% Grmonx ddco(b) ( )|m e iq n (32)
scchuru dublu conexe (320) 39q) &
bc 53\l 720 _ 683 220 (59_0) Sau (32a, $0u 132a)®max *
@mcx '-"lt_ G' « Min RV _ i
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Normele Dii 18800 9i SURUCCDE 3 nrev 4 L di
_ /ai 1E ia = pra2v 4 rela%ii diferon-inle pen-
tru calculul coeflclentglui‘de voalare %, respect{v 1X¢imer echivagen-
ti In funcyie de distributia tensiunilor 5 pe perete., In e. 25t fel

printr-un raport Oy
*P= "Gyﬂx"-f ; cu Gmu,i >G‘-'n.m[.J tensiuntle 11 muchit,

_ max, 3
se introduce efectul compresiunii excentrice. In relatiile :in tacelul

€.2. s=-au int;ogus expresiile ‘corespunzitisara compresiunii uniforme
(centrice), adic% pentru Y =1.

% 8.5.2.3. Apaliia §i sinteza relatiilcr de calcul pentru deter-
minarea latimii echivalente..

. Analizind rela%iile din tabelele S.1 gi 8.2., repreze.tate grafic
in figura 8.4.c, se fac urmAtoarele considera%ii :

1. Relatiile prezentate in tabelele B.1 gi 8.2 , prezint%i o mare
varietate de forme gi o insemnat% dispersie a rezultatelor. Leci se
fac notatiile : )

' + Gpea’ Cpax = ¥ si\lG'c,/ G .y = X : (£.18)

in care:
K1 °g

. Q7. =
' LT 120192 (22

v

(6.19)

notatiile fiind cele c¢cansacrate, relatiile din tabel se not exnrina de
0 manieri unitarid prin ecuatia polinominalX : ‘

2 )
= + + + ax" ; m€: {n.2
y = 8, +a;x +axx ay ;i m€% { o)
Prin particulaerizarea corespunzitoare a coeficjientil r a, se
obtin relatiile din tabel, care se pot grupa in trei cater.rii :

(1) y = a_+ayx° , relatiile 2,5,7,12,13, 19-22 ;
(i1) y = a1x+3212 , relatiile 8,,, 15-18 ;
(iii)y = ajxm, rela%tiile 1,3-5, 1¢,11,14,15 ;

Formulele pentru calculul l&{imii echivalente preze:.:.» In norme-
le de caleul (23-32) sint continute in ex~resim penerala (c) gi se
suprapun, pedte una din cele trei forms narticulare j de Innt, la bagze
mejoritidtil normelor stX relatia lui- Wintor care este de 1:orma (11).

Majoritatea relatiilor eu un carnctar semiempiric,.cgeficientii
numerici care intervin in expresiile acdestora fiind aetatili®i pe baza
unor analize teoretice 3i experimentale efectuate pe plici ~omprimate
rezemate pe dou# laturi opuse (1-9, 14-13,23) sau pe plAci comprimate
rezemate pe o singur* latur3 (12,13); relatiile (lo) g4 (11) au fost
obtinute pentru vrofile [, iar relatiile lul .inter au fos: stabilite

. pe baze unui numir mare de incerciri ren_izate lna Cornell .niversit
pe plici comprirate gau pe grinzi din o:el supuse le lnccvrxerfﬂpur H
relatiile (19-22) au fost stapilite de Zorgno pe baza un.r '.nc.lze
teoretice in cadrul teoriei stabilit@+ii nlicilor.

2. Kelatiile prezentate nu %in sea:a in mod explici: te eZectul
imperfectiunilor geometrice, important in cazul barelor'cU reretl sub-
tiri. Bxceptie fac relatiile (21) g1 (27) stabilite ce Zox :no porniud
de la considerente teorcetice similare cu cels ale teoriei luil Koi?cr.
Celelalte rela%ii din tavel introduc 1intr-o misurl mai mare sau riicd
efectul imperfectiunilor prin coeficien%ii nauiericl stani:iti ne cale
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experimentald. In lltergtura de specialitste se cunosc gi nlte in-
cercari de a Introduce in calculul 1X%in:i echivalente efectul imper-
fecyiunilor: aetfel, in /35/ Dawson gi wnlkor propun o rela'ic care

d% rezultate bune in domeniul precritic(G"’"Pd < 4 cr)' iar i:n lucra- -

rea /151/ Narayan gi Show definesc "ldyimea ef !

. ectiv® secriit ™ tinind
seama Qe impe;fecgiuni}e geometrice gi operind cu coeficiensi dg voa-
lare diferentiati pe tipuri de condi{ii de margine.

y Dg remarcal este faptul c% normels de calcul, chiar si cele de
deta mai recentiynu {in seama de imperfeciiuni la determinarea 1¥ti-
mii echivalente, ceea ce reprezint3 o discordant3 cu rezultatele gl
tendintele actuale din calculele de stabilitmate. ) '

_ 3. Toate relatiile din tabelul B.1l se refer% nuwuai 1l»n cazul
compresiunii uniforme. Lucradri de dati mai recentX , abordeazi ca-
zul compresiunii excentrice gi propun relatii de calcul §n acest sens,
Din punct de vedere al normelor de calcul, numai EUKCUDE 3 ¢i ULIN
18800 /208/,/214/ - reflectXi in mod coresnunz’itor aceastd prublemk,

. 4. Relatliile din tabel gi normele de calcul nu reflecti in mod
corespunzitor cazul elementelor nerigidizete (tipul+<C in f£.,7.8.4),
In norme de reguli, se indic# criterii de limitere a supletii de
pereti pentru aceste elemente, Se poate remarca cd, gi din aceat
punct de vedere EURCOLE 3 gi DIN 18800 sint normele de calcul cele
mai evoluate intrucit previd relatii clere pentru aprecieres lA-
timii echivalente a elementelor nerigidizate., In /163/ Pekdz arati
¢ relefia luil Winter care sti la baza normativuluil emeric.:n /209/
se poate utiliza cu succes pentru calculul lA%imii echivalente ven-
tru elementele nerigidizate cu condifia c? in expresia (b)r lul O%r

si se introduci valori corespunzdtoare =ale coeficientului - voa-
lare £- eint indicate in acest sens rezultatele obfinute de nalyanaran
/120/, /121/. In /189/ Thomason propune introducerea concentului

de grosime echivalentd pentru evaluarea caracteriaticilor come-
trice echivalente a elementelor nerigidizate . Acest concont, con-
firmet de rezultate experimentale, a fost preluat de norma suedezi
STBK-NS/216/.

8.5.2.4. Formuld pentru déterminares caracteristicilor reo-
metrice ale barelor cu pereti sab%iri formnte 1n
rece in starea postvoalati a peretilor tinini veama
de efectul imperfectiunilor /58&/.

Plecind de 1la teoria lui Koiter, in cadrul unei lucrﬁri N L=
blicate in anul 1976 "/2o00/ Zorgno stabilegte doud relajli de cnl-
cul pentru determinarea ladtimii echivalente pentru pere{i vizidiza-
t1 gi respectiv nerigidizati in care introjuce efectul imperfec—
tiunilor geometrice ceuzate de voalarea initiald e peretilor, w,,

dupd cum urmeazi: :
a) pentru elemente rigidizate : -

b QJQI b .
_i-= o 5 [l + L ] t ’ \ 5 . 21 )
‘ t ) w o+ wo G'max

$n care w rezulti din rezolvarea prin iqcﬁrc%:i a ecuafiei .le gra-
dul trei de mai jos : )

: ’ v b e ¥
()37 0 [0, 733k(k-1)+ 2 (52 12]+0,733k% <2 = u(B.22)
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b) pentru elevente nerigidizate.

b ~
e _ _1 [ w )
= 1+ 2.93 —LL b s
t \(—'12 )
3,93 WHW Ghax ] t 3
p?ntru'determinarea lui w fiind necesar® rezolvarea ecuatiei :
W \3 5 W . W w !
(3 7+ () =32 [1,o7sk(k-1)+2(—;9)2 ] e1,07542 —2 =0 (8.24)
In relatiile (6.4) - (8,7) s-au avut in vedere notatiile : ‘
2 .
‘ Glr = 3,62 E (=) , (£.25)
¢
k = @-Q'r-— - . (55.26)
med

it Daci ludm in considerare expresis generali e efortului unitar
critic : . :

2 .
k1™ E 2

in care K este coeficientul de voalare, care in relatia (£.75) a fost
luat egal cu 4, gi introducem un factor al imnerfectiuniler a, de for-
ma:

- —— (2
Cw = WHW (8.28)

relatiile (8.21) si (B.23) devin reapectiv :

b o
—2 _[o,5 + 042 KE |-k (:4,29)
¢ [ (o/8)2 " Ohaxd ® ;

gi

2o fozse « 47 o, ]2 0

Agn dupd cum este cunoscut din litera®ifa de sveci-litate ,
/37/,/43/,/44/,/75/. coeficientul de voalnre K variazi pe.itru elemente
rigidizate intre valoarea 4, corespunzitoare rezemdrii ar:iculate a
peretelui subyire pe cele douX laturi gi, respectiv, valoy:rea 6,67, i
corespunzitoare rezemidrii fncaatrate. In mod similaer, peniru elemente-—II
le nerigidizate valorile limit% ale coelicientului de voainre corespun:
z&toare celor doud cazuri de rezemare sint 0,425 gl 1,277. Vinter con-
siderX in relatiile sale, care stau la paza majoriti%ii n-rmativelor
pentru calculul barelor cu perefi subtiri, gtilizaye in .. U.A. @l Bu-
ropa, valorile k=4, pentru elementale rigidizate gi, respectiv, k=0,8%:
pentru elementele nerigidizate. Cg aceste valori, {nlocuind in (8.29)]
gi (8.30) gi avind in vedere cji, 1n general,(ymsx =(YE rezultad pentru !

oL 37 (&= 2400 daN/cm?) : !
- elemente rigidizate:

b c b ' |
<= - [o.s + 1575 T t/Z] ? (8.31) 1

-+
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-~ elemente nerigidizate

b
—a

t

| Pentru evaluares coeficientului imoer
L Coyr este necesar si se examineze tolerant‘el

3
-

[o

—11..1‘-_

c
»254 + 501 —Y—

(b/t)°
fectiunilor geometrice,
® cu care se executdl pro-

J

2
t

L

.32)

filele dip tabld subtire. In tabelul 8.3 se prezintX aceste tolieran-
e I.M, Iagi, in confor=-

Dacd se acceptéi pentru voalare o deforma%ie

de mirime'cu grosimee ¢

TEKP0-1973.

" te, pentru sortimentele de profile executate d
+ mitate ¢u catalogul

w egald ca orain
f#n peretelui, in,consens cu literatur: de spe-

cielitate, se poate da o reprezentare grafic’ factorului cw in func-

tie de . t (fig.8.10).

tabtelul &3

MPERFECTIUNI DE FABRICATIE. LA BARELE. CU PERE
cntalOg TERPFO 1973 M |asl

Ti SUBTIRI

tipul sectiunii

tipul M perfzctiunt geomet o

Kelatiile (B8.31) si (8.32

unahiul fondula - curburg rasusred
C kit L ) L iL '-decgcol,f Hamarg lcea!'d | totala {lecakl [ otala
dmm/m  [t{1°-1°30Y) fmm’m [1mm «L[0,5mm {5 mm/L
Cw e 7
0,8 p
£ Jowsw/xrWoywEL | 4y ’
{mm] Iwoe= 1 mmiw 2 mm "
1 0,5 03> | %@ i _
1,5 0.6 0,428 | 05 / \
2 0,66 0,5 04 ‘
2,5 0,114 0,55 '
3 0,15 0,6 03
4 0,80 0,666 0,2 N
5 0,353 0,114 4 4 % 7 %—-—J
fiq. 8.10 A

) se pot reprezenta grafic nentru di-

ferite valori ale factorului c_. In figura €:11 gi 8.12 se ~rezintd

aceste diagrame pentru element :
te., Pentru comparatie s-nu reorezentat 3i
+iile luil Winter gi Zorgno, precunm gl da2
i de normativul

Specification 19€1 Ld.
pene, cUxOCLDE 3-1984.

tirilor experimentale nropril realizate 1n
ne profile cu vectlune
' pe nrofile cu sectiune [

Construcyii Metallce

tatele obtinute de citre L1¥pped

5e remarci in zon- de supleti

o bun% concordanti & rela%iilor pronuse cu reziltai:1l? ax-
\

reasc™

b
t

» U

e

nimise In naractice

rigidizate gi respectiv, neripidiza-
variatille date
normativul american, alol
Comisiei Comunitdfii
notodatii a=-au renraezentat rezultatel- cerce-
laboratorul Cateir2i de
al Lsgi rozul-~
1 L.

ingine=-

rela-

suro-
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A
0ol oe/t
w0 ocxperiente Klopoe! (11 .0);1122,123)
i 8 36834~
3 4, +:0 experlen'[e proprn ("L)C-,_F‘L[ ! e
. - 2
- //;//’;7
— ==
i —— 247
R S
" ROCODE 3Winier (X -4)
Al1s) —-adetormat
40 '
ATSI- CIoFTOr | =
w L ]
20
10 +
|
; | o
25, 4 15 30 100 125 150
fig.8.11
JbQQ
60
) rexperiente proprii ([ (86,887
o o -0
Cw:\r2Z
30 =
- ==t \inter (K -ga5)
W01+—0,5 ——E—== Winfer (X -0,5)
NP et EURQCODE 3; OIN 13800
10“;?,7 - f— -‘y‘
v JzZu
- *Xg
95 15 0 P35 13D
fig. 812

perimentale gi ¢

fectiunilor

pentru elementele
reln%ii pentru ca

- elemente rigidizate:
- b
ta =I})05 +

Cw

——

9.9
(b/t/*

PR+ S

()huax

b (8.
t

33)

a normele de calcul pentru valori ale factorulul imper-
de 0,5 nentru elementele rigidizate gi resnaectiv 0,79

nerigidizate. Cu aceste velori rezult® nrniitoarele
lculul 13timii echivalente.
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—- elemente nerigidizate :

b
e

T = 0,254 + 0,57 B J D 8
¢ [ T b/5/? " Cnax ¢ (+.34)

Cu relatiile (.2.33) gi (8.34) se noate determina 17¢i-e
valenta tinind seams de efectul imperfectipnilor geometricé iq?oﬁzgi
procesului. de laminare sau indoire a profilelor cu pereti subkiri
formate la rece. Pentru coeficientul de voalare K sint éunoscdte re-
latii de calcul date intr-o aserie de lucriri de specialitaie /43/
/44/, /120/, /121/. care introduc efectul zradului de fncastrare e-
lasticd a peretilor subtiri. Se poate anprecia, ins¥%, cX pentru cal-
culele practice se pot utiliza velorile pronuse de Winter : de
altfel, se pot stabili relatii de tip (8.33) si (8.34) pentru coefi-
olentl de voalare diferentiatl pe tapuri de pereti din rela*iile
generale (8.29) i (8.30).

\ .
8.9..3. Determinaree curbelor de voalare.

La calocyiul International de stabilitate de la Paris, in
1983, /49/ s-a pus cu acuitate problema elabor%rii unor curbe de
voalare dupd modelul celor utilizate pentru bare. Parametrii care ar
trebui luati In considerare in definirea acestor curbe, sint mai
numerogl decit in cazul barelor : supletee veretilor ‘%‘ ; imper-

fectiunile geometrice gi de materiaml ; distribu%tia tensiunilor re-
ziduale ; legaturile cu peretii adiacen%i; etc. Totodatd, aceste
curbe ar trebui s% cuprind¥ intr-o manierX unitarX compresiunea
cehtrici, excentrici i compresiunea cu inccvoiere,

Daci relatiile (8.33) gi (8.34) se transform® dupX mcdelul
(8.20) se pot trasa curbele de voalare din figura E.t, val:vile pen~
tru peretii subtiri (pl¥ci) realizati din OL. 37,

Se pune in evidentd buna alegere a factorului de imoerfectiu-
ne,c_ in relatiile (8.33) gi (8.34) prin comparatia cu testcle ex-
periﬁentale. .

Asemenea curbe de voalare, valabile in aceasti formZ numai
pentru cazul compresiunii excentrice, se pot trasa @i pentru alte
calititi de oteluri. In functie de ordinul de mirime -al imperfec-
tiunilor initiale, stabilit statistic pe loturi de profile, gi de
calitatea otelului, se intr# pe una din cele patru curbe peitru de-
terminarea supletii echivalente. b_/t, cu care se intr¥ in rela-

tiile de interactiune cu flambajul general.
8.6, TENSIUN1 SI FORTE CRITICE PzhlxU CALCULUL BARELC:it CU
PERETI SUBTIRI, IN DOMENIUL POST-CKITIC, INTERACTIUNEA
FLAMBAJULUI GENBRAL CU VOALAREA, /84/.

Comportarea unei bare cu perefl subtiri intr-una din formele
de instabiljtate FI - flambaj prin incovoiere, PIR - flambaj prin
fncovoiere-ridsucire sau V- voalare poate fi reprezentatid printr-o

relatie /189/ de tip Perry : ) ..

(1-N) (1-FA%) +n¥ = o S _(8.35) -
in care f este un-factor de imperfectiuni, iar N- sau®- 3i A se
P -
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dau in tabelul 8.3.

1,0 \ - —
0| 1bc/ b \\ \ \#r ELEMENTE RIGIDIZATE
\ \\ \\ h H{o -0l % = 015 {1 i ‘)\Ja
qa “1 \ QL‘\ cw ‘O'TS(A\&IO:%t) b )
0.7 \\ \o g\ wW0,5(w-t) |
' 1 ¥ :0,25( Wo-3Y) ~
Ob ol [~ [~ . .
in ES éi%g ri;};{_ = ===
05+ — O|-o| S A— — +— 1 — — el —— XSS |
é £ El £ a Marmureanu (orne ¢ Jniv) (49
0 : é 2; UthCf‘lcnIe fcm)[&t{?bs)
! -+
e/ LA \ - ‘
0ol W\L — ( ‘ ELEMENTE NE RGIDIZATE]
[
Cw* { Wo- -0
08 , 1\ \\ v 99.0,254 *O.}"!'Cu'/?
‘ \\ w c\z\//l/Cw-o,vs(w.-g—T b
T e
07 R Vcw-o,o(wo ) ]
N\ o —-
O|6 ( M ; \ /‘g W .0|25(w° :31’.‘, ;
) ol A i
ost—— 5 GBS S
OQ"——————-S £ .é E{\ S > h:?\“ 1
R RN AR s S
— < e e
0(2)53(“‘_ _L’(-__ -1 1 —’r — T = ===
! a Marmureanu (Cornett Unat ;
a Experiente propri |
] | | N @
0 05 10 15 2p 25 30 SE

fig.6.13
; i13 8 *i In ¢ 1 formelc~ 12 inata-
Kelntia (8.35) esta velabild totodath 1 1n cazy [te in
bilitate cuplatid (rI + f) gi (FIR + V) lnlocuindth{ (0?{» D

N, .(G},) la voalare.
° Pentru voalares neretilor drahan /17/ propune {eln 1

[ T ) ¢ )R .36
(1 - N, (I, X)) =X CAy - 0.8)N, (+.36)

se estimeazt in maniera urmiitoare

Cc G —ZbitLG'v.i_ (..27 a,b)
NV=AGVV G G"v,n:e.iF > oyt

D

fn care NV

c . o
i i oJx ten.:iunilor de

colturi G? gse obtin cc semisume n t
voalnrzﬁgfiun;139:2tilo; i adiscenti. Coeficientul de irn-rfectiuneX

oo in egaYtdu coeficientul e, dat de (#.28).
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Forta critici de vomlare ge deterrin< cu (8,36) vertr. cal-

culat pentru OL 37, K = 0,85 gix= € =0,%. hezulti :

N, -gN,+P= o, unde 3= =~ = 1,541, 2.0.38)

TlpUIdC — TquU! d4q
Sei Q75N N formute s noratii
) GF , (N{\, ; tCHSIUnCG(R)r?)O“ md
F] _ G KoL A - .
£= _6{:— A - v Gc»(Nge), hmita de curgere
<& s
ﬁr N A< Rf ; vetterea bare:
N -
pt Ae -me
{ .
Necr ‘ﬁ{Nnyr'—V(Nv Nr)g-QKNyN_FJ
FIR [N, .Ner Mef Ny TP 1y, : -
cr Npt Atr '\C NY‘—IF_‘J) NI" "-JET[]%FE.::\J T\:lr}
!-é A Ll¥% ¢ L;' +Yc
gy - g;— G'C - limita de curgere
v PRI 0y . Uie 2
N, - DV N JG’cr “f K‘:’Q-‘U-\')‘) &)
Npt G’V _tensiunea uitimd de woqlare

Se face remaerca cl gi aéeasti relatie est2 corfirmati de t::tele ex~
perimentale /84/, /B85/.

8.6. wETUDA 5I ALGORITW Poifhi_nNALIZA InSTA:ioITALIT
SA.SLJ)R  CU PERATI o321 SOLICITATE .. .CmPhB-
§IUiWE CENTRICA SI sSiCulithICA /53/,/64,,7.5/,/68/.

8.6.1., Frezentaren generali a metolei.

In general, in normele de calcul 1+ stabilitate a barclor cu
pereti subtiri, pentru verificarea la voulare perefii se culbaidera
¢ lucreaz® cu nigte plici independente nflate intr-o enu.it’i situatle
de rezemare ne cele dou® laturl opuse care moieleazi conexlinile cu
peretii adiacenti. Sercina critict de tifurcare a echilibr. ilul re-.
zult® din cea mai mici valoare a tensiunilor critice cor2s- .nziitoa-
re veretlilor componenti. Acest mod de ab.rilare in analiza =tabili-
tdtii barelor cu pereti sub%iri, la care flarbajul genersl inter-
actioneaz® cu voalarea conduce la subevaluiri a capacitidtii -ortan-

te a acegtora.

Intr-o lucrare din 1970 Unger /1z3/ »ropune o metod’ nentru
studiul stabilitd%ii sarelor cu secfiun- dublu T monosimetrici 80—
licitate la compresiube cu incoveiere rrin care probleme bidimen=-
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sionald este redus’ 1ls una monodimensionuii =2vitindu-se i1 ..ltirea
matricelor de rigiditatz 9i de transfer : ecuatia de stauv.l.:ate se
integreazi. numeric, cu metoda Runge-Xutt: introducind conii*ii de le-
gatura care modeleazi conlucrarea dintre werafi, obfinind.--- In fi-
nal incircarea critic% gi tensiunile critice de flembaj. :: ::.za ;e-
todel lui Unger, Kldppel gi Bilstein /122/ propun un procs.c¢u nentru

analiza stabilitdtii barelor cu pereti aub4iri solicitate iy cumnre-
siune centrici gi excentricd. Porning d= la sceast’ retod: , i raula-
t& matricial, s-a pus la punct un algoritm pe baza c’ruier - elabo-

rat nrogramul de calcul STABASG,

8.7.2. Algoritmul de calcul.,

Ecuatie diferen%tiald care carncterizeazi comportares ia 3tabili-
tate a peretilor comnonenti ai sectiunii vmrelor cu nere%i sab%iri es-
te de forma urmatoare :

D2 ‘
DV4 w +®.t —b—'g—- = 0, (6.39)
x .
in care D este rigiditatea la incovolere a vlacilor lar pentru defor-
matia w ge adoptd o formY sinusoidali .
,ﬁ-l
- 2 o
W(I,Y) Sl (y) sin *n&rz; N \ﬂ.QO)
unde m gi 4 reprezinti numArul 9i, respectiv, lungimea ser iundelor de
voalare. Dac® pentru muchiile solicitat:, intr-o sec%iune = - constant,
se congiderd conditii de margine de ti» -~vier, problemq u;tlmensiona-
13 ge reduce la un2 moncdimensionald. .cuavin diferenfial’ cnre re-
zult® prin Inlocuirea exvresiei (8.40) Ir (£.39) se intepr-azi cu'aju-
torul metodei runge-futta . In figura &.1% este’ nusd in av.lenTi moda-
litatea in care sint uate In considerar: coniitiile de 17 -"tur ne

muchiile i ale nrofilului.

fig 814 :
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Vectorul de stare caracteristic nuchiei i este de for s :
O w T
- » w
) —{U'}.Yiv' =[w S M. T ] (8.41)
Yy ' ¥q

:in_cgre M gi T sint respectiv momentul 3incovoietor eiifortn ten-
gentiald , Intre douX muchii consecutive trecerea se face nrin
-inteymediul unei matrici de transfer [ ¥ ) C

G |

= [#] {U] - (B.42)
Se definesc vectorii de stare expandn*i, initial {U]

Yi+
i+l yi .

v

| g1, respectiv, final {ﬁ]& , cAre ceracterizeazi forma 2
n :
bereil:- - ¢ g
. . Qw . :
T {u}y =[w, By Mo T, T AT, AT .. AT +] (8.43)
o
£x(n+3) Yo -
- D W T
1U§ = [wl W2...Wi._..-wn (l ay )r un Tn ] 1] (8..451)
n . . Y,
- Lx(n+3)

in oereA T, reprezinti selturile de forti t¥ietoare la treceri-
le peste muchii.

Intre cei doi vectori se strmbilegte o relafle de legiturd
de forma :

{Tjn] - (7] U, (8.15;
£x(n+3) (n+3)x(n+3) {x(n+3)

In componenta matricei [F] intri vectorii deformatliiler gi
eforturile unitare: -

(F]- [{?woj{i‘(%)y} {I'Mo] {FTO']{FATJ {zTn-I]] ,. (8.46)

Q

]

in cAare, spre exemplu :

T - T
l‘ j=[1 0 0 ...0] {Fm S' [o1 00 .. o] (s.47)
Yo £x(n+3) ° {x(2+3)

T T
11“(5"') - [o 0 1 0...0] R =[o.i0 0 1]
oY Yoj {x(n+3) i AA"-I} £x(n+3)

In functie de tinul gectiunii transve;sg}e a barel ca ne-
reti subtiri, simnl¥ saa dublu-conex3, condi%iile de margine

se introduc adecvat prin intermediul voctorilor{ﬁy;?%Py i . .
n
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In conformitate cu aceste condéi%ii de marsine sistemul de csuabii (8,45)

ge si@plificﬁ printr-o parti%ionare coresnunzitoare. ror-ale critice
ge ob¥in din conditie ce sisterul de ecun*ii (B.45) 9% adriti soluti i
distincte nebanale. Programul STABAS elnborat pe baza ace: Lus algoritm
este prezentat in capitolul X , cu exemple numerice si test: experimen-—
tale de comparetie,

8.8, COLCLULII

Problemele de stobilitate ale structurilor cu nere*i subtiri ale
stavilelor metalice se incadreazX in pr.blemele generale nl: comportX-
rii critice ¢i postcritice ale pl3cilor nlane 3i curbe. Ber:ie cu pere-
t1 subtiri, 1In calculele de stabilitate se trateazi, la ririul lor, ca
structuri compuse din plidcl plene sub%iri. Din acest punct Jc vedere
rezultatele studiilor de stabilitate intreprinse pe bare ci perefi gub-
tiri igi vor gfsi Intotdeauna aplicabilitatea in mneliza d: stabilita-
te a stavilelor, cu precidere in cazul acelora care ge pot schematisza
fizic cu bare cu pereti subtiri sau ca suprafete-prismatice lungi.

In ultimii ani s-au realizat un nurir foartemare de studii gi
incercdri experimentale, atit pe panouri izolate, rigidizate sau nu,
cit gi pe bare., Aceste cercetiri experimentale au fost completate cu
studii teoretice bazete, In general, pe simularea pe calculator a com-
portirii elementelor cu pereti subtiri orin intermediul metodei ele-
mentelor finite. Aceest® tehnic% permite in prezent introducerea in cal.
cul a imperfectiunilor geometrice gi de m~terial. Pentru caniculele
practice, in proiectare, sint necesare mz2toue simplificate, juatificate
ins® cu rigurozitete vrin teorie gi experiment, Din aceat runct de ve-
dere, metoda 1litimii echivalente asigur” sradul de simplit: ie cerut
de maplicatiile ingineregti, fapt care fuce g% fie acceptat 1n aproape
toate normativele cnre use ocupd de calculal oarelor cu per-*i subtiri.
In accasti® "competitie" a normelor de cnicul conceptul de " litime

cchivalent® " aote docrnmdatd in avanta' ‘o comparnkia cu » ncoptul de
" grosime echivalent™ " , amintit anterior, sau cu conceptui de "rigi-
ditate echivalent® " utilizat cu Succes d2 o serie de guturi in casu-

rile de interactiune o flembajJului general cu_voalnrea./QE/, /171/. Ig
/79/ Edlund stabilegte o relatie de legitur® intre lA{imea ~chivalentr
gi rigiditatea axiali relativ’® definit? cu ejut9ru1 modului de elas-
ticitate secant Ey, vpentru cszul pliAcilor comnrimate.

Relatiile (8.33) gi (8.34) intrunesc condifiile de sinnlitate
gi exactitate tehnic#® cerute de proiectare, lar curbele de vonlare
nropuse pe bara lor re-rezintd o oremier: .n acest domeniu.

lelatia (8.35) ofer% posibilitatees mbdordéirii intr-o unnierX uni-

tari a fenomenelor de instabilitate a barelur cu pere%i sub+iri, eva-
luarea imnerfectiunilor gi a lui(}v respectiv hv conform retodologlei

ar ‘tnte fiind bine confirmati de experimente,

Programul de calcul STA3AS, realizat pe bazuo algori:rului pre-
zentat, este de asemeni o premieri, fiind un instrument de calcul gl
investirare teoretici deosebit de util in proiectarea unor atructuri

eficienta din bare cu perefi sub¥%iri.

In final, ese face remarci cf, tinini seama de rezultutele preaen-
tate in acest capitol, se impune revizuirza b>TAS 1lolo8/2-83 , care es-
te deficitar in nraivinti evaludrii reziatentei postcritice n barelor ;

cu pere%i subtiri.
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CAFXrITOLUL IX

CERCETARY EXPii1lis.lalE aSUPiA COLPUiinnil FUSTURITICE
A SARBLOx CU 2ERSTI GUSTIRI rURWATS wn_ 2305 SOLICITATE
- LA_COMPREZSIUNE CEwlRICA SI BACEnLaICA, /60/, /B6/,/B8/
/€9/.
9.1, O3I&CTUL CERCETARILUX

- BQrgle cu pere%i subtiri formate la rece, solicitate 11 compre-
Siune, 1gi pot pierde stebilitatea prin filsmbajrrin inccvoiere susu nrin
1n00201ere—r58ucire, cu sau fAr3i voalarea seretilor component:. Lua-
rea 1n considerare a interac%iunii acestor fenomene - vonlrr->a necuns-—
tituind o stare limitid ultimi - gi cercetarea conlucririi oYclurilor
in domeniul post-voalat, aspecte mai opu%in cercetate in praz:nt naate
constitui o sursi insemnati de economii. In baze concluziilor din/79/
g$i /90/ , care indic* existenfa unui num’r mare de Imcercir: ne profi-
lele inchise, dar un numir redus pe cele leschise, cercetirile experi-
mentale au fost axate pe nrofilele deacnise. Objectul cercet:irilor esate
determinarea experimentald a inc¥rcXrii ultime, a tensiurnilor maxime
ultime, & numirului, lungzimii gi amplitudinilor semiundelcr .i: voalare,
precum gi a caracterului pierderii stabilit?%ii barelor comnrimste. Cu-
noasterea acestor ririri are dreot gcop toestares gi fundanwc::‘:rea unor
nrocedee noi de calcul, in domeniul pnost-voalat, vrivind del-rrminarea
inciirciirilor ultime, a tenaiunilor critic2, a l7i%imilor echi alente
redugse, a rigidit3tilor reduse etc. necesere gtudierii for:.:1.r Jde ins-
tabilitete' cuplate.

tezultatele cercatirilor exnerimentale auch scop, deci, 4% vali-
deze procedeele de calcul propuse in cacitolul VIII, pe <¢ o uarte, gi
a” sesigure un fond de dete gi informatii cu curecter exper.o.ntal gi
fenomenologic pentru studiul comportirii carelor cu pereti suo%iri gl
A structurilor ce »not fi modelate fizic c« bare cu nerekl u:u-iri, pe
de alti parte. . -

a,2, STA3ILIREA Pawa.diaikh PROGoAL L L L
2XPan IlKBENTAL

Pe bazn ccnatatirilor exnuse, cercetirile au foat ori:utate spre
profile monosimetrice ,[ , f%r? reborduri gi spre profile 2w sime=-

trie nunctuali,q., c4 roborduri, care zu ;ndicil generali gurnare
1sn rece cuprinsi in intervalele : 1% h/b <= 4,9; 20<b/tes, i
0,26< i _/i_ & o,80.

Pgntiu obtinerea unor rezultate ex?erigentale le lar, _atiliza-
r=, carecteristicile weometrice gle berelor incercate, cxtrf;e din do-
meniile indicate, nu f.5t stabilite in o~uis varametrilar : & = b/t
(zvelte*ea de rerete a t¥lpilor); t,(grosinea nerftelux {;t:i ?;E;dra
m= i /;x ing = Ax/s si ny = A _/3; rentru care 8g-a ciutatl

=
rea in velorile nronuse in tab.9.1. ventru qouﬁvcateggrii ::'1ungimi
de bere (lun~i gi scurte). Aceste valori asigur® un clmp - investiga-
tii exnerimentale suficient de cuprinz tor. Lu.parumetrl; ff?/t; t ;
kK =h/b ; propugi in tens.9.1 s-au obtinut v:lorile dimensiun.lor prin- .
cipale (b, h) ele tuturor secﬁiunllor'tr?usversale gi p;o-;;ele[ gi |
alese. kezultatele sint redate sintetic in teb.9.2. , dir c¢.re au fost .
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'centric, ne bisectoarna axelor principale
2 em). Lirimile excentricitdtilor cu fosi stabilite 1n :anctie

ey=

~1H%6-

| - fobelu) 9 1
ip. .
eé;]pan:nq. Yalori propuse exclgse‘nro{ilele cu vmliori
| v Py, m = 1y/1x ~fective prem di: 'rite
E '"”g *9/t J20,25, 30;35,40, %e valurils proouse in tav. '.1,
i colt 500- 304 - . n tad.%.3 in baza paramectrilor
58 k[gvn] 150;200;300,4,00 ) o oousi, a, =N/9i ng =A /.
gg '_/t~ 1,0;1,5,20725,30; s-eu determinat zveltefels i> ba-
L0 m'LY/LX 0,30;040:0,55-,0,80, Ity AJ( L )\y, 3i lunmppimile e
flambaj a:n 1 ‘i
- AxAx/s b75,100;450, 3,00, -n aj 4:n incovoiere ‘tfx,l {ry
- c Rm AN LE O, atit peniru barele lungi cit 31
f 2 p A;‘/ 50%5514OIQ§JGOJ pentru cela2 scurte. In mod siii-
! y=NY/S{250:300: 400 lar ou Iost excluse lungiril-.de
' g 30 300350 400;] flambaj corespunzitoare sveite-
S 1 Ay ]15,9,405; 140; telor A, si XA, diferite do valo-
O |Nx*Ax/s . . . rile proouse..In baza lungi-ilor
( al / 0,50; 1,90; 2,00; de flambej astfel determinn.e, &-a
) Ax  |20; 25; 30 ; 40; ales lungimea bafelor lung: {=1Bo
9 h cm, ¢i a oarelor scurte €120 cm
O t)\)/s h,50:200:2,50: 330, (bare dublu articulate le e -.re-
= mititi ) tinizindu-se totountd
B ] Ay [50;60:10;90; gi distanta dintre aparatele de
. inc%rcare , ale presei de 1lambaj.
Au rezultat deci dimensiunile profilelor, lunzinile geometric. ale
barelor gi paremetrii efectivi, redati in tab.9.4., aceste barv au
tabelul & <
H paramelrit propust valcrt obtinufe
ele- t Jo-ot hok.b . T
ment|s. & k,% ' Fe“;"' Y b mesY
t |tnm) {{mm] mm} ] sechenuflem]femi] ix
oo |20 400 | 20 800 |180.40:2 [ 426 [3,19 [2 295
b 40 {apo | 10 1800 Jrao.80-4]260 (3,36 [cr18]
|
c ol o5 20 1500 20,2,5{'00;12 (110 x5542] 1,74 .4'41 0 396
20 30 [15.0 | 1,5 [112,5 [£120 ~80,3] 2.59]4,95 [2524
ol 30 | 20 [e00 | 45 |900 (100 <65+2] 2,11 | 4,13 {0510
[ -
88 35 | 15 |son [15,3.0[13149gU140.50,4 1,58 | 518 |2273
40 | 15 leoo [25;3p |is0;1e0{1e0.60,045 1,84 | 6,69 275} -

fost incercate la compresiune centrici gi sxcentrici,
la pierderes stabiliti%ii, --ru incercat 39
ial)la capete pentru llambajul din incovniere,
mnontru cel din r¥sucire. Atit pentru .:ra2le

fncXrcare, "pint
C giflrrticulate spa}
respectiv incestrare,

lungi, c¢it gi pentru cele scurte

care a incire’rit : _
_axa minimi de inertie a cectlunii”oentr.:

respectiv pe axe maxim” la profilele T, (

a= coantric (e

n» trevte Je
-+ bare,

y8~eu prevzut cite 3 moduri ie apli-

=0, € = 0); b- excentri:, ne
pfofilele E(ex =, ., = 2 cm)
‘= ] = U) ;o= &
ex 2 ¢m, ey v o, ex
i» inertie (ex = L i,



-

de 7en7ib11@tafea,prgfilelor la risucire 3i voalare, in c .uicrmitate
cu y» Prin incerciari nreliminare. bS-nu utilizat douX c¢n:--orii de

t b 23
bare lungi bare scurte
arametrin propus paramelri propus!

E
[
A Ao [OFx M Ay <Yy - Ay s G o P
In,, A% : MAY <Yy A A AyfAy « iy o
s .n,‘.b-tx’\qn’ 5 Fny-S i'f'l)a,ofh S |ne s i’f:)\xn!'?,!h,’,:, iQM_S
20
20

gi@"ﬂ

n
d

sgcpuncc

Y

(00 4022 13,00 60,0{191.d7,00monrme .« 180cd 200|400, 4,501300] 434
[60.6;) =4 13,001600/2018]3,50] 70,0182 0f 180.0] 2.00 | 40,0} 1344[2.50|50.0[130.0
(110552 {150 |37,5/165 44,00 000 171401%00] 1,00 |250|10,34 2 30162 5]1044 g
(120 x80 ~3 1 .50 |37,5[1856] 3,00 15094318008 1,00 1250 |23 8 2.00{50,01129.5
[100 6522 11,50 [45,0{4359|300[000t0 9 t3og] 1,00 |30,0{+23,9 2,00160,0{!26 6} 120
140,50+2819] 1,00 | 3502024 3.00(1054 1659 0,50 [11.5 [1042)%2004100 106 &J
1160 .60,20.480,75 30 e007}2, 50l wogties o oo, 50 20, 0fr3 3.8 50 fev 0] ‘0.4 0

oteiuri , OL 37 si OL S2. Toate barele 1ncercate eu fost c.fectionate

din tabld, prin formare la rece, fectul ecruisirii, deter:.inat ne ca-

le experimentald, in raport cu limita de curpere, coreB®npus:: unul spor
tofloe vl 92

carqgcteristicile %eome’rricc bare lungi |bdre scurte

ale sechiunii transversadle

. k> St‘ Sie 1‘! Ly LY A__i u LY A
sectioned fh-b fb, t fb. t|mYem) /Ut SINIES IR _%{
[20.40.2 ]2.001000380319[1,26P395 - | - |- | - Pr&2523[ 5[s02

(40,552 |200l2e s0ls3p0l4.4 |174 bwekosdioszd 54| 390|272 6397]423 260
(100 <652 1,54 |3150k80004,13| 2,11 lo5t0k3se 8550 1,38] 2. 71 bapef sc 81092 181
(120 <80 =3 11,50 [2567[380004,95| 2591052 |36,3716947[4,42] 2, 1 %244@35 09+)1.8]
(8080 4 [1001900}1800{3,36 |260 b.176] 356 0018]2 82364 35, 1114615 224
140,50 .20,1,502 80|31, 35[91, 4015, 78 1,58 D273 31,16 [113.970,90] 3,63 120,76 7595]C 66 (242
T160:60,2045}26 58 00l 506 691,84 D15 s st 830, 71k, 7] madeszlo -Jt2

maxim de 16,4.,

9.3, wralitUaiza laCzblanisui o
3-nu executat ne o presi de flambaj de - tf, cu

oprindere gi inc rcare, care perr.it realisza-
£j' stabilite, ~i orin ré-

. Incercirile
dispozitive universale dJe e
rea lungimilor de flambaj prin incovoiere,
sucire, £, rezultate din dimensiunile dispozitivelor de S:circere:

£, = 180 cm; fj = 120 ¢, dublu articulnte spatial ; {j= 17 enm,

i . ..
{r = loo em, dublu incastirate (1a r sucir«}; nrecum 9i arlicvarea excen-
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'tricititilor prev¥zute

N ) fx T &, = Ci e = i (2) om, ﬂy:?(o".;
Pentru masurarea deforrs‘ijilor specifice 1:i:lnrs i wm tenai. - .r
g8-au utilizat traductori 2lectrieci reziet..i, 1”0/i. lini: S
;sectéunile transversule 3o 1= mijlocul b :- oz, o QAezi;i 3::»;:
unzitorl. La barele cu rrosimea t = 1,5 rr ~—pu montat oi1te | o
traductori in secfiunen transversal?, la crirenitigile repcr lor,
aripilor, inimilor g¢i la treimile ncestors ; la cele cu t=2 :: i

t ='3 mm, cite 6 traductori, la extremitiy(ils aripilor 31 in. .!.r
la cele cu t = 4 mm, cite 12 traductori, dJei =ite doi fu}X 1. Tugid
Suplimentar,.s—au monteat traductori - la ultirmecle bure - 3§ I
secfiunile din vecinitatee reazemelor. Pertr. lepistarea ef:-21lul
voalarii la profilele [ s-au fixat treductori gi in dreptul i «i-
jmelor gi minimelor undelor de voalare, ale extremititilor t .»ilor,
corespunzitoare semiundelor cu emnlitudinilc cels mai mari. : =i-
tia semiundelor - la o treaptid det® de 3nc rzare - a fost s+ .ilitY
prin Iincereiri preliminare, iar fixarea trauctorilor efectur.. $n
pozitiae descircati, a bereil cu mdezivi rarizi, M3isurarea def:rra-
tiilor specifice& s-a efectuat electrotensozetric cu o punte :: mi-
surd de precizie, legati la cutii de camutare cu echiilibrare, :in
pontaj electrorezistiv compensator de temnperaturi, Denles3ril. res-
zemelor gi mijloacelor barelor s-eu mXsurat cu microcomparat. sre’
1/100 gi fleximetre 1/lo. Deformatiile din von.are s-au misur:.: cu
rigle gradate tiE gubler si cu microcompara:sare cu fixare m,r-ti-
‘c3 pe inimi. Incdrcarea barelor, cu forte de ccmnresiune cer-: .cX
sau excentric®, s-a fXcut in trepte de inci-cnare cresc¥toare,

P =(2,5 ... lo) KN, dup® caz pentru care s-<i stnbilit, ge !ficoure
dat*, valorile deforma%iilor specifice 4in .:raluctori, wm¥rimil.

deplagirilor din microcomparatoare gi flexi: -tre, arecum 31 ...  rul,
lungimea gi emplitudinea semiundelor de vcalire. sup cedarc  care-
lor s-au stabilit mirimee IncXrcirilor ulii.» ; § max 91 ~ar cterul
cedirii.

: 9.4, ANALIZA reoULTalne. .\ zakanibS.elAus

Rezultatele cercetirilor experimentale =2factuate p= > re:»
lungi gi scurte C 11lox55x2 ; Cloox65x2 ; [ 1loxBox3 31 BoxE.s . ba-
rele 1 ... 29) sint prezentate sintetic 1n Eudg;ul 9.5, lar -aalta-
tele cercetirilor realizate pe bareleqa140¥7»1¢511'5 9i v niAt

Fb160x60x20xl 5 langi 3i gcurte (barele 3O s e 39} sint p,?,ﬂﬁta q
Y ’ S s 64 " te n2 ¢cele 39 de orre - .dren-
jin_tabelul 9.6. Valorile € 910" objinute n=2 ce2le J3 e oafe = 7o
tul traductorilor, s-au renrezentat'grafzc._wﬂ trente de n_:.u; .
pentru fiecare traductor in parte. S-au obfyinut 5o de tamilii -

i i - ~au reprezantat Je asemenca . Tra-
diegrame & -P, resvectiv(-P. S

i k tua!l ilor eu .rjuc=
d Xrilor u - I, v — P din dreptu' sec%iun }
?gii, g?igﬂmrei diagrameie emplitudinilor semiundelor de voairre

bA - P, ale tilnilor nerigidizate. 5-au ob%ti1aut 32 de famili. ie
diegrame., Spatiul limitat nu permite prez?nt?;ea ?cestor déuerTe.
‘Pentru exemplificare se vrezint® dlagrameli> ‘1",f*ﬂ'q'1 1 ranorbe
9.3. In tab.9.7. sint indicate consururile —edil de o%tel ra~ .ria-

‘te 1a unitatem de forti respectiv de ten

ciune ultir’, In f1V;-.-,
‘este ar¥tatX variatia incXrcirilor ultime, ® rax, la barele lu-i-i,
$n functie de sveltetele s,

C) sl si(r[) nle peretilor subd'iri,
[componenti. Analizind valorile P max din

trnelul <,5 i 1in 1~ e-
'1ul 9.6 1n aceleagi tinuri de bare 9i excentricititi, se con:tatd
‘c% berele gcurte (cu excep

ia barelor virn t o= mm) pot i in-
tia rel f lhf. _ ‘

- o mei i un datority efeactulul
{cﬁrcate cu lob 3o mei mult decit barele ‘ungi da

t
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favorabil =1 zveltetelor de barY 3i el >onluerXrii din doroniusl post

~1549=

voalet.,
tabelul D S
Jexcen- semiunae | &rena
tioul barei |5  glrctas ;am % oaiare GC';,:&%C RER
pu { T CO[Ex v ] NIT "ola, 1 QAN - TQ
P 3™ e [ch‘n} [c?n : nr [g; .y 4
: 1 ! »
3 0,5311‘37 i 14]0 |0]6500| S i3?_o R el ks
(01004652 | 21 1] 0 0]6550] 2 133,195}989)t %« 1Y
. : : Y
Ew oL 37 SHR 0 |2 5000 12 113 187 2‘05&'{_‘_7( "‘1_1‘3'2_'
b 411 12 [2]1800 t4 |45 j14011117JIR v MY
0.
< [120<80.3| 511 ]0 |0|15500] 6 {267l0s5g] - |1RyM"em)
S 6 |1 10 [2]13000f 6 267[121]3010ir v M%m
5 it AR ERE 7800] 4 j400 055 26051 & v Msm1
Sltso x80.4 }189 | 2] 0 {0 f20000] 57 320, - loaze]t= v MY
Pl guar fon2fo |2 |WI00} 5730045 ?2%_:_&!.:4"
) i3] 21 2 | 2194007 - | - |a98]°% ER‘JM*M%#
(80 '4053:57 4 1 1O O |S500) 7 (3|10 - PRV MM
EEM0S25 3015 1 1 o [o |raoo]| 5 [200{41s] = Jurien’s &
&
5 6] 110 {0 |7000] S [200|200]2090f ¥"em’ !
T ftoowesa2 47} 1 10 |2 Js700] & [25] - f2een)v iminf
. oua7 81 * Jol2fsec0f -{-]-]- mmir]
£ 19 [ 1] 2 [2]3100] 5 [200] - Josgly mmvir
2 20 | 1 | 0 [0 [0900] & !167|100] 3ty mi MR
of(120<80.3 {21 {1 | 0 |2 |14000] 5 |200/200K290fV.nTsm".i &
Q ous> 22| o j2ur00] - |- |- ]~ ym'.IR
5 23] 112 |2 J6000f4 [260] - Jfe35]v % m R
[ 3
o [(80x80x4 (22502 {0 |0 |20000]9 "L e {o3tfartf v ¥ MY
v %21 2 | 0 [ 2 J15500] 9% mi*|121|2sae]v ¥ 4+ m"
9) oL 37 S T-71, T
o 280 2|2 |2 |8100 10§211%) v M
NOTE %) vdlori medii din doud Incercar: _
N numarul maxm g semiundelor de vatoare pc talp:: |
2 lunqimea medie @ semiundelor de valodre inainfeg ccdari.
amplitudinead maximd d semiunde'or devaloare pe iaipt
42 1-Ncovorere, R-torsiune ; v - yaloare |
MY.cedarea ore loc in dreptul uner Mawme de va oare;
‘1 mY - cedarea dre loc ndreptul unur MINIM de va'loagre;

BUPT



' — apet 9
—l€xcentr nr de sem e
. ) . , : rende b
tipul barei _cé | BUOrE |Prax | de valoare o] ferma
< 1CLQEx Ky S o] 1 & 3 Tee) PN
s = £ UhJETn &kJN] Ry|R2 I T[T | ] ﬂﬂ"ﬂ C “\%E?E:1Ji
= 50120 - —
e 201 1 10 1O 4000 |8 |8 | 7| 7| 3[ocpses|ikvm (ryy
5116008L52 O] 7§2]2 Jeeso [ S5is |5{5 |4 ]3o0lnedirymrs
2116080 1321 4 jo Jo |e150 [7]7 [&]s [7]% y
ol 220145 . - _ 2242545l IRy m (T3
3 oLs) 2 3000 | 6|6 |6 |6 |7 266]2165 LRYMYTI
341 11212 12500 15(6 16 |6 |5 |268{206900RY MY(R.]
U'U‘rolfg-w'aa : 0/0 14500 | - | - |- |- |-} - ParsfiRyM" (R,
5 on 5 3l '1210 Jagoo |8 17 |1 |71 |7 |malusalivrRmy, T
o e 371 11212 1300 [1 17 17 {7 [6 fashsagiiy.R MYR,
. 1
5 20 s P} —14910 17000 1 16 [6 |6 |9 Jt67 QQ{SII_V.R.M'(Tf,T;
oLs2 133]1 [2]0 3500 | 7]7 [ 7{6 |7 [maurt]rvi =g
NOTE: 1) ;2; 4),1 RV, MY mY -vezi Tage! 9.5
5)i€) Pe reborduri; 1);’8) oetd'oi , 9) pe NIMA

_lgbe

lu! 27

Ex~0 , €, x*0(2)xm iey"?.im ¢ |Cxs 2C¢M

ic\.l L2Cm

. y*0
tipu G 74
p I pqu mq V VP“J&“ Plhox mox v , ~ pmmwm.

[
P
v ™| mod

barei X .gr%; s w L3 doN ’cmt; 3 N sicm )
N loms 1592 1] kx| SRR |em® (L Il K [E00 | om? B i

VY
—EOO-GS.'Z 6550|1989] 828] 12,7 41,7 [50p0]2¢53] 824116 6| 33,0 18,000 1717{828] 46 0{48,2

120.80.3 (13300 - [1515)9,75] - 1300 3010 15454_1_1_.1 | 504 | 78,00 2605} 1

19,5 582
515195 |52

WaT
80804 [20000 2436 |1730] 8,65] 712 49,00 223317 30] 4,6 | 77.5] 9 00] 2258 17301 19.4 176 2,

i

140,50,2044 40,00 2865 [ 760{100§265] - | - - | - | - 12250 3260 160] 3381234

§ oLs “
160-60.20..561.50 | 2565 | 868]12,8 | 3.1 | 0002165 | 868 |29.0 40,1 12500 2630 868 33732,

1

1 .B?:L{’ 10,00] 2190/ 552 [7.90] 25,2 | .00 2461) 552 |3,55]22,5] 1,00{ 201 532 i75 22,0
K100 3023 J209,0d 3174 J1010 Ju.c4 ] 26,3]129004299] 1010 | 7.8 523 5] 800d 163y 1010] 22 6 J&+ &

20,80 |200,0q 2181 11s0] 5,75 41 155 0 2646 [1150 | 1453 fa36  &1,00] 2172] wsof 1« 2 fat. 8

K oLs2
2,0004340

505116 03,5

bore scyrte  tbare lungl

m.g.n,,j‘ﬁ,oo 2415)505 | 14,2 [ 204 | 30,002469] 505)16,8]20.4
160, 602044 10,00] 2215] 575 }8,200 25. D) B OO 2411|375 ['6 4§23 Y ~ | —

Lin enntiza diaﬁramelorcr- P rezult: ¢ variafiil
lor nc grosimile neretilor aint mici la coljurile orofi
cresc spre marginile tilpilor neri
punctele de m¥surd sint rail aprcoiate de
undelor de voalare.
imperfectiunilor georetrice gi mecanice,
tizate uniform pe seciiune nici m
centricd, chiar 1lem
mri groase, tensiuni’
tor - pini la treptele ie incircare

care cresterile sint orc

e toern..luni-

lelor :ur

gidizate, cu etis mai mulit a1 cit
~~ximele sau de riniazele
Uatoriti aceluiagi motiv, rrecun g¢i din cnuzae
tonsiunile nu sint renar-
“car in caczuri.z de compro.iune
vroovt2 reduve do ineircnre, in cozul booLolor
a cresc liniar- in irertul sceluiagi tr:duc-
(C,39 ... 0,70) P mex, :upa
nonderent nelinier2, Im cazul barzi r {oarte

BUPT



~1lol=-

hGTdQWkﬁP]
2000 T (00 65,2 T 24
Talf‘“‘:‘ Cxr 0;€y-0cm
}1800 £+ 1200m 3 1827
; {r= (NJC"1 & 120
1600 | G oL 37 T51770
Tall St-3N,5 o L
1400 LE WA "/ L
: y r R
1200 / I
Tb!%eé%%
11000 ~ b 7A —
T4 T ‘
}e00 Y 78 A
' Tg ///r 1
Ta [582
400 = //
=
200 ”
Te
g ) pldgh] |
o 8 o o 8 o o o
o o O o O
&8 & 8 ¢ 2 guae
| fig.9 1
G (dan/ent]
2t T — TI1201%6.72
(60 .80 «4 Trs g
c' :O ) Cy ='2('J'n
Y L;-mo cm Ty 1806
T15 13
= Lr-1c0cm |
Fj P oL 37 f
By-20M (X St =99 %T
3 N 1449
| T24 Ty
i Tl T2 130 : _ h’J 720 1407
120 Ty Ju, | AVAL !
, o /fn 13
900! l /
| S/ _Af—T23 840
// o L T 15§
fw | ’AéL_qux |
é /,'/!':0 y/ / i
= LA | T 2%
1 P l(do"_l
e il S } L >
ce5§8::8588¢88;¢
LR

8ubtiri, .ounu cregte-
rilor liuinre acede
nult, iar comoortarea
tdlpilor iiferid esen-
tial de cunportarea
inimilor, Zetorit3 a-
paritiei ;i modifici-
rii numiroluai gi oo~
zi%iilor semiundelor
de voalare, la creg-
terea incircirii. Din
interoretarea diagra-
melcr U - P, v - P,
by~ P, rezul:® 9i o

mare diferent® de com-
portare -ntre barele
lungi gi scurte. La
primele apar incovoie-
ri sau risucire mari,
de ordinul 1I, inso-
tite de umplitudini
mai micl nle semiun-
delor de voalare, in
timp ce lu varele acmx
te iau najtere imco-
voleri 3i r7suciri de
ordinul .1 miei, cu-
plate cu uwmplitadini
wari ale undelor de
voalare. Ltudierea
diagramelvr P - a in-
dic” o scijere impor-
tant* a 1ncireirilor
altime, & rax, la
eregtere: .velte%ed
de perete, rasvectiv
a excentric:tasilor
de §noircare, veide-
rea cea rai insemnati
corespunle cregterii
zveltete: e perete

a tdlpilor nerigidi-
zate (L ). oin anali -
za consur.irilor de
otel (tnd.%.7) rezul-
t% cX burele C aal
groege {%=1.,,4am)
sint mni -conomice in
raport cu cap:citatea
de fne ro-re P max, i1
timp ce .nrele U9l
féarte uub:iri su un
consup ;. ~ic de ma-
terial 4i: »nunctul de
vedere n. /-loril ten-
afunilor 77 max.

BUPT



SECTIUNEA A'-A!

SECTIUNEA B-B

%0 (J0s) (mijioc)
éHCQ F2 Fy
P -93 P
Cy«2CM y.a_cm A
G TFL U ©
MC v £y G U Fa
O
frcyre | OFe
ytv Yav

"MC microcompao

— = = depiasare -

U +v (mm]

=102~

SECTIUNEA C'-¢'
(sus

F7

[

deplosare -V -

{9

Tty

.2
5 k 11Ucrn

rqtgri F-flenmetruy,

MCY microcomparator tNiMmy! e e8smm
> : tNim
8; ?%%?5 dg tvE}%ore h'?reenwwe% St&)pc- fg800mm
1 v FIC -
7 [ MC2 microcomp. pe mQoximul undei de
6 voloare in mna centrald A barei. ‘/ vqFs845
[80x80 .4
i 2 Tx0;€y-2cm i
4 ?'180cm F2 4,60
1 ;=‘|80Cln _ 1
3 oL 37 202 ik
-
2 S’t t’: ; .
11 s MCy ¥2
=t P [dan]
-1+ = e S NUW
R e - Q yMC,y o mm
_a > MCy 153mm
BN q,quzigm
-3 o [« a (= { c’ mn
1289368848888 5% .0m
Y-u;-v Tmm] '
fig93
A
.eoooo_Vapt |
Z
o [-18000— o
5, | @eX'O)c’.Ojt- 180¢cm
<16 000— .- ]
O
o 14000 N 5'[ (B)ex-0(2),ey.2(0); L-180cm
an[ @cx.z',cy=2‘,l-160cm
"‘12000 o : V.
110000 (B) -
1243[ !
|
18000 }t —
c : ‘
1C 2[ | A [2) j
16000— aC |
14000— C @ 3-'30'1 ..351
!
{2000 L+~ an it
4(
| 15 >
0 o 30 o €@ 11 & 30 "0

5 . w\.,.'o'ubU/cll

Cer 2t"'rile e~
,Tectuate ~uu in evi-
dentd exi.ientn unei
interac{iuni compli-
cate intre flambajul
orin incovoiore-ri-
sucire =i vor.larea
nere%iloer 1 denons-
treaz” cu.niexitatea
fenomenelor cnre jan
najters 1. tinpul
cuplirii rurumelor de
inatnbilitnte ; creg-
terea capcitifii de
incircare prin utili-
-zarea domeniului post-
voalat, modificarea
substantiall a legi-
lor de variatie ale
tensiunilor pe sectiu-
ne la crejterea for-
telor de cozpresiune,
formerea 31 miscarea
undelor de voalsare,
tregterea nut rulul
gi a amplitulinii lor
pe misura snoririi
incircirii, <uprapu-
nerea inccvouierilor
gi rAsucirilor nari
de ordinul Il pceste
voaliri c¢1: amplitudi-
ni de und’ nici, in.
cazul bareior lungi
91 invers ¢n cazul ce-
lor acurte, »recum i
micgorare- canacitid-
tii de inc :care la
cregterea cvelte%elor
de perete.

Valorile 31
observatiile fenone-
nologice obhinute
prin incircirile ex-
per imental: nrezen-
tate su scurvit la ve-
rificares forrnulel)r

de calcul -~ropuse in
cap. VII1 ;i & progra-
mulul “taono ., Totoda-
ti, ele o 13titue ©

valorons’ 3i utild ba-
z de date va2ntru stu-
diul comportirii bare-
lor cu pereti subtiri.

BUPT



-163-

v a1 20LU1L 4

lo.l. GENERALITATI

_ Pe baza metodelor gi a algoritmilor de calcul nrezentnte in ca-
piyolele.IV, V, VIII, s-2u elaborat procrra-e de caslcul aut-wnt cu a-
plicabilitate generali in analiza structurilor (ASEF) sawu pentru re~
zolvarea unor probleme specielizate .(USHi. si STAGAS),

La elaborarea acestor programe - in mod deosebit 1la “rogramual
multifunctional ASEF - s-a avut in vedere respectaren pararetrilor ce-
ruti de ingineria programiriil /168/ :portebilitatea, eficien%a , gigu-
ranka gl claritetea programelor. In acest gsens s-au aplicat in concep-
tia $i redactarea programelor primcipiile *undamentale ale ingineriei
programirii ¢ modularizare, abstractizare, ascundere, localizare, uni-
formitate, completitudine gi verificebilitate. Din aceat punct de ve-
dere se apreciaz’® ci programul-ASEF constitue o toncretizare practic%
‘a principiilor inginerieli de programe. ’

In acelagi timp, la redactarea programelor ., in mal multe varian-
te, s-a finut seama de dezvoltarea actuald a industrieil romidneati de
echipamente de calcul, de dotarea cu aceste echipamente a unitaAjilor
de cercetare 3i proiectare. Astfel progremul ASEF poate fi implementat
pe calculatoare FELIX gi pe minicalculatoare LWLEPELLERYT sau CORAL, cu
posibilitifi de lucru 1n regim interactiv i ;qvo;elucrﬁri rrafice,
iar programul STASAS poate fi implementat pe FELIX sau pe r:icrocalcula-
toare AMIU gau PHAE,

10.2. PROGHAMUL hULIIFUNCTIUMAL CU_5iiiuiTURA
WODULAKA ASEr Ponilhd_ANALIZA_ 57, JuTURI-
LUR LU ELEw3l Js #1118 /61/,/6:/,/ 70/,

10.2.1.. Domeniul de avlicabilitate.

Programul ASEF este destinat analizei statice liniare 3i neli-
nisre gi pentru analiza dinamici liniari a structurilor . Totcdath
programul poate rezolva probleme dependente de timp, 1n reg}m_transi-
toriu. In cadrul programului sint implencutate, de fant, tohnicile de
calcul cu elemente finite prezentate in cenitolul IV,

Programul poat¢ opera cu o varietnte de tipuri de ~l!emente fi-
nite, putind fi aplicat la ananliza structurilor de orice tip,

Pentru fiecare tip ® nn’® de element finit prin intermediul unei
subrutine de control Zidikinn ge calculeazX matricile gi voctorii ele-
mentari specificielementului finit res-ectiv. In varianta ac{ggl! pro-
gramul ASEF Ol opereaz® cu dout tipuri e elemente finite : SLEROL gi
2Lib.02 . ELEM O] est2> un element finit izoparametric pitrutic pemtru |

rezolvarea problemelor de cimp zuvernate de ecuatia quesinrinonici :

¢ S 2 o ou
% (dx'S'g)*'ET(dy‘éuE)*S?_(dz >z ) Ty = v (le.l)

In funchie de variabila iiuiM’= 1,2, ncestl element vi fi liniar,
oitratic sau hexedronal , avind respectiv 3,t ¢i 20 GDL. -lementul
ELEW Ol poate f1i utilizat iIn oroblemel~ de analiza termic™ sau hidro-
dinamic¥ prin intermediul bloculuti 'Te.* 39i a fost introdus in pro-
oram pentru A fi utilizat la analiza efectului hidrodinapric al apei
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fla trecerea peste sau sub stavile.

LEM:a esgte Element.ll finit izao = ic ¢
A oo pararr23Iiri 1
in §.%.5. 4.3.5.6. ! U B8 noduri iescria

[ In perioada imediat urmitoare progra~ul ASEP urmeaz™ si :ie
completat“cu.elemente finite de bar“ incovciati in apa%iu, =~ bara
- erticulat? gi de plac? incovoiati. - '

Varianta ASEF ol este comparabili c» func*iuni, pentru oro-
blemele de mecanicd structurilor, cu progranul NOESAP ° avin: insX
performante superioare datoriti modulariz-rii g1 a posibilitisilor
de prelucriri grafice. Programul ASEF ol =rc douX versiuni, -utSnd
- fi implementat pe calculatoare MELIX gji ne minicalculatoare

. INDEPENDENT gan CORAL,

lo.2.2. Structura rrogramului. -
- + lo.2.2.1, Modularizarea programelor ue calcul /32/, /52/, /76/.

- .. Reducerea complexititii problemelor mari se poate realiza prin
aplicarea menierel sistemice in prolectares gi construirea progra-
melor., respectiv descompunerem ierarhic orin modularizare gi struc-
turarea elementelor.

Modularizarea /168/ ca principiu funiamental de controlare a oom-
plexitdtiil, constd in descompunerea unei »roblame complexe, ve nivele
ierarhice succesive (pinX 1la nivel de mocul elementar), in unititt
de prelucrare (module) specializate, sim~le 9i relativ indepe.adente,
care s8int controlate de unititi / module coordonatoare., Un sistem
este modular dac® este format din elemente relativ independente. E-
xist2 mel multe strategii de modularizare : func%ional¥, structurall,
procedurals, gi abstractivi. Pentru progruanmul ASES a-a aplicat stra-
tegia functionall, iIn varianta descendent® (fiz.lo.l),

Programul ASEF este structurat in blscuri functionale 51/ in

- cadrul cirora subrutinele se asambleaz” courform sciemei de :iciulere
din fig.lo.l. in conformitate cu tipul problemei :liniar*, n>liniari,
static®, dinamic#, de prcnagere sau velori pronriil ete, .

lo,2.2.2. Scheme logice functionale gi structuri de
segmentare, ‘

In figurile 1o0.2 - 1l0.7 se prezinti schema generald a rro-
gramulul ASEF, schema logici a unui bdloc general de executiv, sche-
mele logice ale blocurilor *LINM® (rezolvarea problemelor plane in
memorie), °*NLIN' (rezolvarea problemelor liniare) * TEMP ' {rezol=-
varea problemelor nestationare) gi °*VALP' (rezolvarea problerlor
dinamice) , precur gi structurile de segmentare pentru verqiunile
- programulul pe calculatoare FelLIK gi pe ninicalculatoare: Surse pro-

gramului care contine peste 5000 de 1linii surs”™ este dat? in nnexi.,

10.2.3. Performante gi rezultate oferite de orogram.

Programul ASEF rezclvi probleme de analiz® atatic™ lininrX o
neliniar% a structurilor furnizind rezultate §n deplasiri si ten-
siyni, anelize dinanic™ e structurilor furnizind rezultate rentru
valorile gi vectorii proorii, analiza cimnurilor termice gi nidro-
dinamice furnizind rezultate in gradienti Je temperaturX 9. viteze,

Programul opereazi cu trei figiere »o discul de mAnevr <, lu=
creaz3 in dubld precizi-, pormite alogar.~ dinanich a memorici,ne-

nerarea esutomatd: a coordonatelor gi & topclogiei, optimizmrea re-
20lvirii sistemului de ecuetii. Problemele le Jimensiuni meri sint
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- o 10.3. Phodﬂh.-.UL bd&n yﬁ.tﬁlu .'.V;.'.._.dyl'l;.;k.'.h l‘lt'oob;:bu.",& .
PLail U8 BLASTICITATL (U wnTOuLa Sodhwicloio.. '
D2 wwn Ui, /71/,/117/. o |

10,3.1. Domeniul de aplicabilitate. B ;

Programul USEL rezolvi probleme r~l:ne de elugticitat- -+ baza
algoritmului 8in capitolul V privind for:ulerea directl a : -t_dei ele-
mentelor de contur (Direct doundory 3ler.-nt method). Frogru il este
scris In limbaj FUKTRAL pentru calculetcrul £=Ziir, .reprezert._ud o pre-
lucrare a unui program prezentat In lucrorea /&/. Cimsul dc ternsiuni
g1 deplasdri pe frontier¥ eate aproximat -rin func4iil de i:tarpolare
pitratice, utilizinau-se pentru aceesta elemente de contur liniare cu
cite doud grade de libertate pe nod. '

- 10.3;2; Structura programulni. i
) Schema "blqc ‘a programului DBEK este orezentatd in figura lo.ll,
in figurd 10,12 fiind dati structura de segmentare & progranului, iar
in figura lo,13 schema logicd a programului principal. Sursa progra-
mului care contine 1254 linii surs¥ este dati in anexi. ,

J

10.333.-Performante gi rezultate ofcrite de program.

Programul DBEl fece parte din prima generatie de prosrene ela-
borate pe baza KZC. In nrezent au apirut 3i in aceasti metod prcgra-
me multifunctionale de tipul celor cunoscute in USF, Astfel, cate eis-
temul BEASY /20/ care onereazi cu 6 tinuri de elemente do . -ntur, cu
un numir important de facilitd4i in ceea ce nrivegpte rezolvurra proble-
melor de potential 9i a problemelor de an~1izd tensiunilor i domenii
bi - 3i tridimensiona.e.

Programul DBZ.17 rezultntelin denlauiri gi temsiuni pentru nro-
bleme plane de elasticitate definite ~rintr-un singur contur 1in dome-
niul elastic. Limitele de avlicare & procramuiui sint : 3o cileuente
de contur cu maximum 50 de noduri, avind cite doul GDL - te.siuni @i/
seu deplasiri - pe nod.

lo0.3.4. Exemple 42 control. _

In figurile lo.,14 9i lo.15 sint preczentate dou¥ exeri~le de con-
trol. Pentru comparere ge prezintd i recultatele obtinute cu wEF, Se
remarci ¢ bund concordanti a rezultatelor.

l1o.4., PHOGKHAWUL 1 A3A0 Pi::zi:ruU ANALLLa l,.-u'L‘AdiLITIAT_I_J-
BAKELON Cu PLRETI SUBTINL 5Cu.vllATB LA COMPro-
SIUai ol ik COMPHELIULs CU diavuivipka,/53/,/64/,
10.4.1., Lomeniul de aplicabilite:e.

Prorramul 5TAJAs elaborat pe bazg algoritmulul prezentat in
3.8.7. acie destinat analigei instabilit i ii barelor cu pereji sub’i-
ri forrate la rece cu sechiune simplu i :Halu conexi golicvitate la
compresiune gi compresiune cu incovoiere. rogramul tine sex.a de con-
lucrarea dintre nere%i 3i de efectul voal:irii,

BUPT
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lo.4.2, Structure programului.

ochema bloec a prorramului este prezoniati in firurae 19.156.8
lar schema logic*® in ficura 1o0.16.a. Pre-ramul lucreazX in.;tbl% )
recizie adgitind un set nelimitat de setur: Je date. Prorr;fulzcon-
bing u1l numir de 570 linii sursi asembln:: In programul pfiﬁéinnl
21 In 6 subrutine, riindu-i1 necesar? o w.c.urie de o KO: I'r:.rraaul
2ate redactat in dou’ veriente: - o

- STASAS o0l- versiune in limbaj F ..fnak : .
FELIX ; . e § inab nantru calculat.ure

- STABAS 02 - versiune in limbaj -»-.i° nentru microsi:teie
de calcul. :

Sursa programului este continuti in anexX.

-1lo.4.3. Performante gi rezultate oferite de program,

_ Programul STASAS furnizeezi tensiunea critici si tensiunile
naxime pe muchii, for*tele sau momentele critice gi numirul semi-
indelor de voalere. Programul igil calculeazi caracteristicile geo-
retrice ale sectiunii barei, '‘pe care le furnizeaz¥ ca rezultate
intermediare. S -t *

In varianta actual3 programul STASAL este conceput pentru a
Fi utilizat ca un modul de verificare iIn cadrul unui sistenr rrodu-
larizat de programe pentru proiectarea esi.tatX /32/ a atructurilor
netalice din bare cu peret{i subtiri,

1o.4.4. Exemplu de control. Comparazie cu rezultatele ~2xne-
t riwentale.

i " In figura lo.17 ge prezints listare: rezultatelor peniru un
sxemplu de control rulat cu STAdid>, iar In tabelul lo.l connuretia
razultntelor obfinute pr calculator cu cel: Jeterminate ne cnle ex=-
serimentalX, conform orogramulul din capitolul 1X (tab.9.5).

CALCULUL SAKCISILUR C.ITICE Lk FLiwsad PolKU_ rhOrlss
CO0uPUss DIN EAI MULTE sin.l.id ' .

POATE WUCHIILS sthulii UREPLS
TOATS LIwENLIUnlLS CL, KP

COCLDUNATELE PULCLSLOR wE Cualin

pULL D A 1
¢ ¢ ,000C0Z + Q0 LOCCCOE + Q0
1 LCocoos +» 00 JoCeecn + 0O
2 .0000Rz + 00 1 .2C0C0s + 01
3 £,00000:2 + CO - 1 .2C20Cs + 01

CAnnCTURISTICILS UiCialhICs ALS bﬁCT;uJII_rnAthEASALE
LUNGIdsA L = 170.0000
SATILLILE whbhsalaocit
8, ©0CO
12, CCOO
8, 0CQ0

GROSINILS ELSKERTSLOR:

. 3000 .,
. JC08
. 3C00

BUPT
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-

SVELTETEA 2LEwelTELOK 2.285T72B+00

CEilhUL oo GLsSUTAYE ; RY=

26,6667 EY = 6,0G0000E+00 ;
40.0000 B A 30 h I
3o goer o SUPRAFs ¥ = 8.400008+00
MOLENT: L IWSHTIE ; IX=2.16000E+ 02
Y. YNou . =
2o | 4 a1 IY = 5.85143E+01
0o o] 3(84 IXY = .GUOGOB+00
3 SOLICITALE buhIkA ADLISA Prw=2,000B403
XNOY o) {em] BXCBMRICITaTBA FOLTEI Uk=.oLO008+00
- Etcgg grgi’)o UY = .UCODOE+00
x| kA UOMEL?T unil AULLS MX=6,CUC0OE+03
COQKLOLATELE NOI ALE PULCYELOk DB
, CONTUH - -
FM3.10.17 .
PUNCT XNOU YNOU
0 5.71428E+00 -6 .00000E+00
1 - 2,28572E+00 -6 .00000E +00
2 - 2.28572E+00 6. 00000B +00
3 5.714288+00 6 . 00000E+00

CARACTERISTICILE GEOMETKICE NOI AL: SECTIUNII THANSVBRSALD:
DIRECTIA AXEI PRINCIPALE: ALFA = ,00000-+0Q0
MOMENTE PRINCIPALE DE INERTIE :

IXI = 2.16000E+02
IETA = 5.,851432+01

EXCENTRICITATEA UXI = .00000E+00 UBTA = ,00000B+00
TEJSIUNEZA MAXINA P WUCHIE @ ~
RAPORTUL TENSIUNILUK D2 REFERINTA
PUNCT
0 1.000COE+00
1 1, 00000E+00
2 1.00000E +00
3 1.00000E+00
1NCEFUTUL ITERATIILOR LA SKI = 2,380955+02 .
NULARUL D& SEMIUNDE : NL = 1.00000E+01
ITER FAC?OR P DET
1 1.00000B+00 1.000C0OE+00
2 2 ,00000E+00 7.699112«01
4. 4 .000008+00 4.22230E=01
5 5 .00000E +00 2.963268-01
6 6 . 00000E +00 1.97569:-01
T 7 .0GO00E +00 11.229288-~01
8 8,00000E+C0O 3.33@?74-02
9 9,00CO0E +00 3.15050§—02

BUPT
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11 1.10000E+C1 2.197442-04
12 1.20000E+01 2.320243-04
13 1.10527E+01 -7,15447TE-04 *
14 © 1.101198+01 ~3.57630E-04 -

TENSIUNILE PE MUCHII APARTININD LUI oIu....ni :

2.62028E+03
2.,62028E+03
2.62028E+03
2.62028E+03

FCRTA CRITICA LA YLA:BAJ PCRI = 2,20l04: + 04
SIGURANTA CSIG = 1.100528 + 01

TENSIUNEA CaITICA wn FLAMBAd LIGBALIRL = 2, 620282+03

: inc.cxcentr] teste rezultate STABAS

hipul si lung- .
sectiuneq e €x | Cy hqu E;,gqx Per |[Per md%gﬁi
m /
| cm] fcem) (em] g?nm N} [{dan) dg‘!;/} [cm*]
0 1 2 S 1 4 5 1.6 [ .1 B

-

100 x65x2 1200 0,00 | 0,00 ] 2190 | 7000 | 6941} 1726 |1726 ]

100 x65 x2 {1200 | 0,00 | 200 | 2461 | 5700} 535418201820
10065 x2 {1200 | 200 | 200 2510 3100 | 2721]2281] 2281
00«65 x2  1180,0]0,00 | 000 ] 1989|6550 J €871 1711 | 171}

100 x65 x2  }180,0 | 0,00 | 0,00 2543| 500 |5355}4820| {820

120x80 x 3 120,0 0,00 | 0,00 | 3714{20900]22000f 2620} 2620
‘ ..
Se remerc® o bun® concordantd & rezultatelor obfinute cu
LTALAS cu cele experirentale.

lo.5. CONCLUZII

Programele de cnlcul automat prezentate in Aceat caritol, e-
laborate pe baza nlgoritmilor prezentaii in lucrare in cu-itelele
IV, Vv gi VII1 insume&ezX un numir de evroximativ 7boo linii suraX
program, regrezentind 7i din acest punct de vedere,o contributie ma-
jorg a lucrdrii, La acestea se adaug® versiunile pe mip}cn;qulator
a programului ASEF gi pe minicalculator a orogramulul STa.AS, care
inseamn® inci 6ooo de linii sursi. :

Prograrul AVEF este un orogrem multifunctlonal de o roncepiie
modern*, competitiv cu alte programe cu performance:eimllfzJ, iar
din anele puncte de vedere superior. Ca s?ructurﬁ =i, eorc ' tie pro-
granul ASEF este succeptibil -pentru dezvoitiri nelinitate-

“gte primul nrogram in cadrul 3ibliotecii National- te Progra-
me (B.N.P) core irrlementeaz® pe calculator MEF in formulnre re-
zidual¥, care ofer* , intre alte avantnje prezentate in cnn, IV
posibilitatea euplirii cu XEBC. :

Programul D3EL este un-progran preluat din liter=turld sgi
prelucrat pentru e fi adoptat ne calculatoarele FBLIXs ecte un

BUPT



-171-

progran g9coald realizat in vederea studieril posibiliti4ilor de apli-
care a metodel elementelor de contur,

Programul STABAS este un program deosebit de nerforma: in ceea
ce privegte studiul instabilit%til barelosr cu pereti sub%iri, fiind
primul program de acest gen in cadrul 3.k.P,
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CAPLITOLUL il

CONCLUZII FINALE, CONTKIJIUTII,

. Procedeele gi metodele de calcul ele structurilor de recisten-
tAa ale stavilelor metalice sau similare s-nu perfectionat in mod deo-
sebit datoritd dezvolt3rii produc%iei de cchinamente de calcul auto-
mat gi a utilizAirii lor pe scari tot mai largi in proiectercs structu-
rilor pentru constructii. '

. In acest sens,se contureaz® douf directii distincte : =labore-
rea unor metode de ancliz® cu caracter gensral, cere permit noordarea
tuturor aspectelor unui calcul 'static sau dinarie, liniar sa: neliniar
gi,. pe fondul,lor, & unor programe de calcul automat multifu.ctionale,
precum gi, respectiv, a unor procedee specifice pentru calculul stavi-
lelor seu a unor anumite atructuri gi elemente structurale ule aces-
tore concretizate prin algoritmi 9i programe de calcul specializate.

Aceste doud direc{iinse regisesc gi in prezenta lucrare.

Astfel, dupd elaborarea teoriel matematice a structurilor, care
asiguri cadrul de elaborare gi dezvoltare a metodelor de calcul in me-
canica atructurilor, se prezinti instrumentul matematic reprezentat
de teoria reziduurilor ponderate care e aplici la formularea genera-
lizatd a metodei elementelor finite, concretizatX printr-un program

de calcul automat fultifunc%ional cu structurd modularl. Ca nlternativi

se nrezinti apol metoda elementelor de contur punindu-se accentul pe
nosibilitatea de cunlare intr-um algoritm corun cu metoda elenentelor
finite. Si aceast” wetodi® este concretizeti printr-un progrnn de cal-
cul destinat rezolvirii problemelor plene din mecanica structurilor,
In finalul primei pirti a lucr%rii se prezinti o metcd” nuwierici ape-
cializati® pentra calculul gtavilelor metelice cu structuri cih-»gonatl,
bnzntl’ pe tooria bLorelor cu pereti sub%iri 7i a suprafefelor risma-
tice. Metoda admite o rezolvare numeric’ j;:neralizat’t orin coi:binare
cu metoda elementelor finite, precum gi re2zolv'ri particularizate pe
tipuri de stavile utilizind metodele matriciale clesice. .

f

) Partea a doua a lucririi care se ocupi cu calculul neiiniar gl
de stabilitate a structurilor gi elementelor structurale cu pereti
subtiri caracteristice stevilelor metalice urmeazd acelagi -lgoritm
principal, de elaborgore, dezvoltare §i rercurgere de le gen~ral la
particuler a teoriilor gi metodelor de calcul.

Astfel, se formuleaz® teoria unitar? genegalizst% a burelor cu
nereti subtiri gi se dezvolt® o teorie neliniar aplicabil™ ovarelor
cu vereti subtiri si suprafetelor prismatice lungi care are la baz%
teoria generald elaborat’ de Koiter . Se -~rezinti apoi rela‘iile prac-
tice pentru verificares la satebilitate a bordajJelor stavilelor meta-
lice 5i se elaboreaz’i o metodologie de ueterpinare a carectoristici-
lor seometrice echivalente pentru analiza nosteritici, In finnl, se
nrezinti un algoritm de c¢alcul pentru analiza instabilitdii varelor
cu nerctl sub%iri solicitate la compresiune gi la compresiune gsi in-
covoicre concretizat nrintr-un program de calcul automat . ..elatiile
i metodologliile de calcul propuse sint gusyinute printr-un crplu oro-
gruani experimental.

Performantele programelor de calcul i valabilitatea c.uaidera-
+iilor teoretice pe baze cX¥rora au fost elaborate sint controlate gi
vnlidnte prin analiza comparativi a rezultatelor cu ajutorul nltor
nrograme de calcul omoio;jate de citre Cor.isia de sautomatiz .ri in cone-
tructii sau prin test!ri experimentale,
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)
tat 1~ bazsa ¢labor rii

ralul 8e pot grups |
teoriilor gi met. ie-

« L

'lor generale de calcul 5 (2) contributii 1- eladorarea anor

tode gi rela%ii de calcul specializat ter i "

. . “ ! e CrLri Anum tir i
atructuri gi elemente structurale si lepStudsu‘ umite tinuri
comportdrii acestora ; (3) contribusii 1 "
Ime de calcul automat.

A

1
exper imental ' :
& elaborarea unor nroLu-

* D1In prime clasX se evidentiazi urmito.rele contridusii . :iace

|
‘'de autor.:

formularea teoriei matematice a struc4urilor 3i, In ~a.rul
acesteea, definirea structurilor :.:.:teratice caracier. . t.ce,

a legilor de generare a modelelsr !: calcul gi foruul rca
unui criteriu de anclizl a converjzz.%2i solusiilor wr o xi-
mative ; . :

formularea ecuatiilor fundamentale ule recmnicii stro. turi-

. lor in cadrul teoriei reziduurilor -Snierate 3i clasi:.carea

pe aceastd baz’l a metodelor de celcul nurnierice ;

formularea genzralizati a metodei elamentelor finite -2 ouza
teoriei reziduurllor ponderate, pentiria nrobleme lininre i
neliniare, statice, dinamice 91 de oronasznre, iar In cairul
acestela dezvoltarea algoritmilor i procedurilor nu.crice
pentru elaborarea uwunui program de calcul. Eate orimun Incer-
care de prezentare, unitari gi cornolet®, in aceast! :icr. .4,

a8 metodei elementelor finite In literalura tehnicy c.vscu-
td sau in.circula%tie 1a noi in Sur

nrezentarea comparctivi cu metods 2i2mentelor finite . eilo=
dei elementel»or de contur ;

foruularea gersralizat?, uniter? - teorieil liniare a boralor
cu nerekti subtiri ;

dezvoltarea teoriei neliniar2 & na:<lor cu perehi . ud:ivi
i e-formuliirii acesteer cu ajatorul metodel elementa:.r fi-
nite ; definiree iIn acest scop e 2l=restului finit do owur®
cu pereti subtiri .

(\In cea de a dcua clas’ de contribu-ii se sublipiazi!

ent:liza critici comparativ® a princinalelor metode .i: cal-
cul utilizate in proiectarea stavileicr netalice i ciebl-

lirea limitelor Je aplicare a ac2stcra j

elaborarea unei metode de celcul onzsta pe teoria s..re-
fetelor prismatice pentru calculu: stavilelor metali:: cu

at ructur?® chesonati;

ananliza §i sinteze metodelor 3i rglaﬁii}or de ?alcul 6 ca=
recteristicilor ceometrice echiveiente in anellza no.oicri-
ticX a barelor cu nerehi subtiri cunoscute in literaturn de

apecialitate 9i In normele de csl ul ;
ieterminarea unor foroule aentra 2vialunrea carﬁcter;;;icglur
ruonetrice echivelente ale barelu{ cu ge;a:i sgubtir: .: dome=-
niul posteritic %inind seama de efectul immerfeciiun:tor
reometrice 3

determinareu curbelor de voalara «.2 perekilor oarc. - cu e~

reti subtiri ;

. 1 calculul forgel cr.t.ce de
inarea unei rela%ii nentru caicu i

determ 1/ :riec%iunilor

vonlara tinind seama de efectul i - .
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- pgezentnrea unui algoritm pentru analiza numeric: o tnatabili-
tatii barelor cu vereti subtiri ;

~ reallzaree programului experirmerntai osentru studiul comnortérii
barelor cu nere%i subkiri In duronicl poateritic. 'n aceat
sens se faqevsubllnlerea ¢ 1lncercaren la compresiune centrici
$i excentric® a barel>r ", cu siretrie dunctualX ro-rezinti
o premier® absolutX.

~ In cea de a treia clas® de cuntriva%ii intrX elaborrr:a celor
trel programe de calcul automat nrezenitaie In lucrare :

- elaboragea orogramului de calcul rmultifunctional cu structurs
modu}arg. ventru Analize Structurilor cu 3slemente :inite -ASEF-
veraiunile ne calculatoare raiii 3i minicalculatonre libEP8n-
DEUT sau Coiingg

- elaborarea programului DBEM, in versiunea pe calculatorul

FELIX, pentru analizae structurilor olane cu metoda elementelor
de contur in formulare directx ;

- elaborarea programulul STABAS pentru analica inatnbilitigis
barelor cu perefi sub%iri solicitate la fncovolere gi incovo-
iere cu compresiune , versiumnile in FOKRTMAN gi BASIC, -

Rezultatele studiilor privind dezvoltarea gi aplicarea metodelor
de calcul 9i a calculului eutomat in problemele de mecanic? atructuri-
lor au fost valorificate in cadrul a 7 contracte de cercetare 9i cola-
borare cu productia in perioada 1980-19€6, Aceste contracte, unele din-
tre ele finalizate cu recomand’iri de calcil 91 proiectare sint conti-
nute in lista cu bibliografia /75/ de 1la atfirgitul lucrdirii.

Pe problematica, abordati in lucrare au fost publicnte un numidr
de neste 4o de lucrri 3i studii, multe .iin ele avind con'inutul unor
cupltole 1 subcapltule dezvoltrte in [ucrure,. Intre aceut:'n ao evi-
dp”tinzﬁ ]uorﬁrilﬁ pub]icate In cadrul unor munifestiri inLurnutlonale

de prestigiu ¢
- Colocviul International de Stepilitates Structuril r netalice
de 1= Paris, 1983, /84/, /138/. .
- Coloeviul International de stabilitate de la Timigvara, 1982,
/83/s /139/- : )
- Congresul de structuri spatiale, IALS-1985, hoacova /52/,

- Colocviul zonal de stabilitate do la Budapesta 1u9€o /64/, /65/,
/81/, /8t/.
- Conferinta Intcrna%ionalX de itode numerice zi wrocedes ex-~
nerimentale de la Porto-Caras, Grecia, 1986 /66/
- Conferinta de structuri spayiale de la Budva, Iupo:ilavia 1986,
/67/.

La scestea se adaug¥, in aceeagi ordine de importanti, rupoarte-
le nrezentate in cadrul subcomisiel de " stabilitaten structurilor din
otel " a Academiei r.5.R., /60/, /72/ autorul fiind membru al acesteea.

Programele de calcul automat ASEF, OTASAS ei DBsW au tost pre-
zentate ig cadrul lucririlor SNIC/S534A9/,/107 /11 /, fiini innlementa-
te in bisliotecr de nrograwme a Centrului de calcul electronic al

I.p.T.V.T.
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