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INTRODUCERS

Presents tez& de doctorat oglindegte partial activitatea 
autorului din ultimii 15 ani.

Fiind un colaborator, impreuna cu conduc^torul gtiintific 
prof.R.Crstici, al prof. D.S.iAitrinovid, autorul s-e ocupat mult 
de diverse inegalita$i pe linia c&rtii prof.D.S.Mitrinovi6 , "Ana
lytic Inequalities" . Aceste preocupSri se oglinesc in prin
cipal in capitolul I al tezei.

In timpul stagiului de doctorantura autorul a studiat la 
indemnul conducStorului gtiintific seriile Fourier pentru func- 
tii de mai multe variabile. Din acest studiu au rezultat citeva 
inegalitati importante referitoare la polinoamele trigonometries 
de mai multe variabile. Rezultatele obtinute in cadrul aceator preo- 
cupAri sint in principal expuse in capitolul II si lucr^rii de fa- 

care este mar cat gi de colaborarea autorului cu H.Neagtt in do- 
meniul ecuatiilor functionale.

In fine, propunindu-gi aS intreprindA un studiu nprofun- 
dat gi nreluigit al localizSrii zerourilor unor func^ii (in parti
cular func$ii polinomiale) in planul complex, autorul a fKcut aceat 
lucre c^utind aS aplice in acest studiu rezultatele gasite in le- 
g turA cu rafinsrea unor inegalit^ti sau elaborarea unor noi meto- 
de de demonatratie pentru inegaliti$i cunoscute. Dat fiind cS re
zultatele privitoare la localizarea zerourilor ae -yprims prin ine- 
gelitKti, rezulta caracterul unitar al lucrarii, ca fiind o lu- 
crare care trateezK ine^alit^til^ ?i aplica$iile lor.

Ar fi deeigur inutil, dupi celebrele clrti ale lui Hardy- 
Littlewood - Dolya ^47^ , Bellman-Reckenbach , Mitrinovid 
^7?J - ca 3^ anno'^mdosr citeva din cele mai representative -

:ledlm pentru teoria inegalitstilor. Ne voui margin! s* indidSm 
citeva domenii in cere inegalit^tile igi r\3r?c o aplic?bilitate 
de neevitat, ale-erea ncestor domenii fiind, decigur , tr*?roat!t 
de lecturile pi -eocup^rile au^?rului . Astfel ^vem:

I^roblemy de extremum ]*1} , ^37^% [^4^] .^5o],^82j,^lo5j,
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Problem* referitoare la aumabilitataa seriilor [48], 
[133J .

Problem* da interpolare al aproiimarea functiilor [8], 
p4],[13oj.

Problem* de limitara ^9] , [46] , [51] .[52] , [132] .

Dintre matematicienii renumiti cere au demonatrat sau 
aplicat 8stfel de inegalit^ti la diferite problem* citAm:

V.L.Goncarow, C.Hyltdn-Cavalliua, W.W.Rogoainaki,-?^
Tarda, L.Fejdr, B.Sz^ Nagy, R.Askey, J.Fitch, L.Victoria, S.N,
Bernatein, Y.L.Geronimua gi multi al^ii.

De remarcat faptul cA me todel* d* demonatrare a acaator 
inegalitAti stat foarte variata, ceea ce conduce la aitua$ia 
de a putea aduce contribute $i la inegalitAti cunoacuta, da- 
cA ae gA^e^te o metodA unitarA de demonstratie , pentru a cla- 
aS de in*galitA$i, chier dacA prim aceastA nouA metodA nu ae 
imbunAtAteso inegalitatile vizate. Sint inaA gi cazuri in care 
noua metoca d* demonatratie conduce la imbunAtAtirea inegali- 
tStilor considerate ([_67],[137],[13^J15o]).

In capitolul I al acestei lucrAri, aint generalizate 
ecu rafinate o aerie de astfel de inegalitati important*, fo- 
loaiad tn unele cazuri metode diferite de cele utilizate de cA- 
tre autorii reapectivi.

Aatfel, in $2 ae demonatreaaA inegalitatea

kb^^(k+l) k^m, m+l,...m+n-2 .

care geneializeazA ineg&litatea lul Fsjer-Jackson [77j* aceaa-
ta ob$inindu-se nentru m^l, b^l/k.

Paragraful 3$ ccntine 0 rafinare a unei inegalitati
a lui F.Turdn 134 prin inegalitatea

b t?sin <b^( (9) - 1)

e &Jo,]?J, fir V Jo,e[ , Vp - l,2,...,n ,

(2.0)
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by ) b^ * ***, und€

<^(e) = max f + e^r

Inegalitatea lui P.Tur^n se ob^ine pentru = JT, b^=l/k

In $4 este rafinata o inegalitate datoreta lui C.Hylten- 
Cavallius [^51^].

Capitolul II, care confine trei paragrafe, trateazX asu- 
pra unor inegalita$i referitoare la polinoamele trigonometrice 
de mai multe variabile.

Inegalit^ti cunoscute sau nu, dintre care uaele datorate 
matematicienilor L.Vietoris, J.N.Lyness, C.Holer, L.Fej4r s.a., 
sint demonstrate folosind o metoda unitar^ care oermite extin- 
derea unor inegalita^i asupra polinoamelor trigonometrice de o 
variabil^ la inegalitK$i asupra polinoamelor tri^onometrice de 
mai multe variabile.

Pentru aceasta, se demonstreazX o teorema generala por- 
nind de la urmatoarea ecua^ie func^ionala

(3.0) f(z-x,z-y) - f(x,y) " f(z, z-x-y) 

pentru care se iau in considerare solu^iile din clasa func^ii- 
lor local integrabile. !chema de extindere se bazeazS pe citeva 
corolare deduse din teorema resoectivR.

Dintre rezultatele obtinute, amintim doar pe urmntorul:

Daca au loc inegelitltH*:

n sino^.x
(4.0) 2Z. \ ' ? *€ [o,e) , (0 )

1

(5.0) x6

cu oC b^€ )R ,

atunci are loc inegalitatea
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$1 reciproo, (6.0) implioS (4-0) $i (5-0) .

In cazul particular k , 0 , se ob$ine o
teoremS a lui L.Fej4r [^5 J -

Problemele dezvoltate in capitolul III, au ca bazS 
de piecare, unele inegalitSt intilnite in capitolul I.

Obiectul acestui capitol, ca si al capitolului IV 
il constituie un studiu aprofundat asupra localizarii ze- 
rourilor func^iilor analitice.

Probleme localizSrii zerourilor analitice, a fost $i 
este, in aten^ia multor matematicieni, care au studiat di- 
ferite aspecte ale ei,

Dintre matematicieni! care au abordat aceaatS proble
ms, amintim pe urmStorii:

Ch.Lucas, A.M.Legendre, E.Laguerre, Ch.Hermite, 
P.L.Cebi^ev, K.F.Gauss, P.Montel, E.Picard, E.Landau, J. 
Dieudonn^e , K.Harden, G.Szegd , A.F.Timan, D.M.Simenunovic 
?.a.

La ace^tia, se mai adaugS ?i matematicieni romani 
care au adua, prin lucrSrile lor, o contribute insemnatS 
in acest domeniu. Reamintim dear ci^iva: Th.Anghelut^, 0. 
Onicescu, T.Popoviciu, D.Pompeiu.

Dintre multitudinea de rezultate ob^innte, in aceas- 
t^ directie, amintim doar citeva. Astfel sint :

- Probleme referitoare la numarul zerourilor din inte- 
riorul cercului unitate ale polinoamelor algebrice (Teore- 
mele lui Routh, I.Schur, Hurwitz)

- Probleme referitoare la localizarea zerourilor deri
ve telor polinoamelor (Teoremele lui K.F.Gauaa, Gh.Lucaa,
J.Jensen, J.L.Valah, Grace-Heawood)

- Probleme referitoare la numSrul zerourilor reale 
ale polinoamelor (Teoremele lui Sturm, Ch.Fourier, E.Laquer- 
re, I.Newton, Ch.Herraite, A.Cauchy, J.L.Lagrange, J.Hadamand, 
Kakeya q.a.).

0 altS problems se refers la stabilirea unor relatii 
intre zerourile polinoamelor $i cele ale derivatelor acea-
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fora. Printre cei care su ob^inut rezultate in aceasta direc- 
^ie amintim pe G.Peysen, E.Laquerre, R.Godcanu, Julius V.Sz. 
TTagy.

0 contribute insemnata, a avut aici matematicianul ro
man T.Popoviciu, care a stabilit prin citeva teoreiae importan- 
te, o serie de incgalit^t intre zerourile polinoamelor si ce- 
le ale derivatelor acestorg.

0 buna parte din rezultatele de mai sus, aint consemna- 
te in cartea lui Andrej Turowicz[16oJ , "Geometrie zer wielo- 
mianov" (Polish), 1967 , Y'arsawa.

In uiele cercetari a fost luatS in considerare ecua$ia

°2 %
(7.0) 1 + a ^+. X- It =o

1 p

P ntrU prima datS E.Landau a pus problems deteminarii 
unor regiuni ale planului complex, care confine totdeauna ra
dacini ale ecuatiei (7.0) , cind o parte dintre coeficient ra
min ficai, ier ceilalt var^Laza arbitrar.

Singurele regiuni ale planului care se iau in conside
rare aint cercurile cu centrul in origine , cu alte cuvinte, 
se cautK limitele superioare ale modulelor unui anumit numSr 
de r^d^cini.

AceaatS problem^ a f^cut obiectul unei suite de lucrSri 
ale matematicienilor:

E.Landau, Van Vleck, E.Picard, P.Montel, J.DieudonnSe 
?.a.

De exemplu, P.Montel a arKtat cS pentru ecuatia

(8.0) l+"ii

dacS sint dat coeficien^ii a^. ag, ...Sp (a^ o) exists tot
deauna r^dScini ale ecua^iei inferioare in modul unui numSr 
fix ^(a^, ag.a-a.ap.k) care nu deoinde decit de coeficientii 
da^i de numArul termenilor polinomului.

0 completare im^ortantA la aceaatK problems a foat aduaS 
de cAtre Van Vleck.

0 altS directa de cercetare , cuprinde atudiul zenu-
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rilor seriilor de puteri aleatoare.

Un astfel de studio, il face, printre aHii Jakab M., 
in teza sa de doctorat "Zerourile seriilor de puteri in.dis- 
cul unitate", Berlin, 1978.

AceaatR lucrare se^ocupR cu comportarea functiilor 

(9.0) f(z,6J) -
n*o

definite pe discul unitate D si ai caror coeficienti Z^(^j ) 
sint variabile aleatoare. 3copul lucrarii este de a stabili 
propriety! aproape certe pentru familia de func^ii (9.0).

0 problemR analoagR pentru familia de func^ii intregi 

(10.0) + az"
n*o

(unde semnul se ia cu probabilitatea a fost deja cer- 
cetetR de mult timp de cRtre J.E.Littlewood gi A.C.Offord

De aceste probleme s-a ocupat gi A.Zygmind care a arR- 
tat cR, aproape toate func^iile din familia (9.0) (Z^(CJ) 
fiind variabile aleatoare independents supuse legii normale) 
aplicR D intr-o mul^ime F aproape densR in C .

Ceva mai tirziu, J.P.Kahane a demonstrat cR, aproape 
toate functiile din aceaatR familie sint surjective dacR

(11.0) lim ^a^^ /p/n log n * oo

Aceste rezultate le-a completat A.C.Offord 92 care 
a arRtat cR, in anumite condi^ii de netezime pentru func- 
tiile de repartitie ale variabilelor Z^(6u) func^ia (9.0) in 
fiecare sector din D, aproape sigur ia valoarea zero de o 
infinitate de ori.

In incheierea acestei sumare treceri in revistR a u- 
nor rezultate obf;inute in problemele de care ne ocupRm, Bi
Hern sR apreciem in mod deosebit monografia lui D.S.Mitrinovid 
(colaborator P.M.Vasid[7?J, Berlin - Heidelberg - New York,
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197o, cere cuorinde multe problems bine sistematizate, din do- 
meniile aiuintite in aceastS introducere.

In capitolul III al acestei lucf^ri se conridera mul- 
^imea^^^ a tuturor func^iilor de forma

(12.0) f(z) - ^7 a^z" , a^^>o, n^o,l,2,..., [zj^R^ +no 
o

gi a polinoamelor (complete) cu coeficien^i strict pozitivi.

Cu ajutorul umr func^ionale (k=o,l,2) este stu-
diatA problema localizarii zerourilor unor combinatii de fune- 
tii din folosind centra aceasta gi unele dintre ine^alita- 
tile asupra polinoamelor trigonometries intilnite in cuprinsul 
capitolului I.

In §2 sint nrezentate oroprietS^i ale functionalelor 
care sint foloaite in paregrafele urmStoare.

In $3 , sint considerate, printre altele, func^iile de 
forma

m /i .
(13.o) F(z) . ! I fi (z), cu f^6 .

i=l k=l x </n<,

cu cazul particular remsrcabil

d4.o) ?i(z).^°+;\itii(z) + ...+ ;^f,/2(z) ,

In 5 4,5 , sint analizate functiile de forma

(z) 
(15.0) F2(z)

cu^Q*A.Y'***''^p^O' ' k*l,2,...,p.

Sint considerate apoi citeva cazuri speciale in care 
orintre functiile g^(z), f^(z) apar gi oolinoamele 

(16.0) 
o n
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studiato din punct de vedere al zerourilor de cetre D.H. 
Simeunovio in unele din lucrarile sale 117 , 118 $i de cS- 
tre alt^i matematicieni.

Pentru unele familii speciale de func$ii ($5) se sta- 
bilesc limite fixe pentru modulele zerourilor.

In scest capitol, se demonstreaza gi unele teoreme 
prin care se stabilesc condi^ii suficiente de neanulare a 
func^iilor f^^^ sau a derivatelor lor, in domeniul[zj</R.

Pargraful 9, se ocupa pe scurt de limitarea module- 
lor zerourilor func^iilor de forma

(17.0) g(z) - *2n-l^^"

In capitolul IV sint considerate func$iile

(18.0) f(z) - c z**, c €€, n .0,1,2,..., [z)^R 
n-o

In § 1 sint demonstrate unele teoreme generale re
feritoare la distribute zerourilor func^iilor f(z) de for
ma (16.0) gi se dau doua teoreme de aproximare a modulelor 
zerourilor.

In $2 sint considerate func$iile cu seria respective 
de form& lacunare

(19.0) g(z) . c_ + c z [z[<(R
° k.l "k

Si aici, printre problemele de limitare, se dau doua 
teoreme de aproximare a modulelor zerourilor.

In ultimul paragraf, sint considerate $i functiile de 
forma

(20.0) h(z) . c z" , R*<T^z)^R .
n.-eo

Ultimul capitol al acestei lucreri, intitulat "Apli- 
catii" este alcetuit din done paragrafe.
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In §1 sint indicate citeva din domeniile in care func- 
$iile de variabil& complex^ igi gasesc o larga utilizare gi 
unde, exista deci, posibilitatea aplicnrii rezultatelor sta- 
bilite in capitolele III, IV.

In §2 se insista ceva mai mult asupra aplicatiilor in 
hidro-aerodinamicS, uide, func$iile de variabilS complexa joa- 
cS ui rol important in studiul miscarilor plane potentials sta- 
tionare ale fluidelor incompresibile (poten^ialul complex, vi- 
teza complexa) gi in studiul profilelor aerodinamice.

Pentru migc"trile plane irota^ionale, pentru care viteza 
complex^ are una din formele

(21.0) / \ 2 nw^(z) a^+a^z + a^z +...+ az +...1 o J. n

a^^ o, n - o,l,2 ...

2
(22.0) Wg(z) c^ + c^z + CgZ + ... + c^z^ + ...

!z!< R

(23.0) ^2 w^(z)*c^ + C_ z + c_ z j o n^ Hg
n 

z P+ c

%> % € c , p - 1,2,...,
P

tz^R* .
3

se dau teoreme prin care eventualele puncte de stagnare in 
acurgerea fluidelor aint localizate in coroane circulare.
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CAP.1. lir 'ALI- ?21 AJUPRA POLBIU.'CalLlR SI S'rallUN
TIIG-JNOiiFT'HC^ DE 0 V/. tlABILA

1. CeneralitSti

(1.1.1)

He polinomul trigonometric notat
/

___ a
T„(x,a,b) " (a^coskx +b.sinkx),

K*O
^k* ^k^

___ o _
T^(x,a,o) - (J*9 (x,a)

a
- a^ + a., cos )^x ,

^-1

T^(x,o,b) - (x,b) - b^ain?x

a a
' ai iatroducem urm^toarele aota^iit

cn
?(x,b) - b aia^x

^-1 v
(^(x,a) " / a coa^x

Y?-l

(y°(x,a) - a y coa x

Dia literature de npectalitate 
o?nt cunoscute iae^alit^tll^!

o ,
(1.1.2) (x,a)>o , x^jo.^L , a6W , cu conditiile

( A) a^^k a^^(k^l) a^^>o, k - 1.2,...,a-l.

(1-1.3) ^(x.b)^o. x6]o,?[ , w cu conditiil*

(B) kb^^(^^l)^^Y>o, k - l,...,n-l . 
s
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(1.1.4) T^(x,a,b)^o, x€jo,lFL , ag(N , cu coaditiilw

(C)e^-o , (2k-l)b^^._^^(2k+l'b^^^^o, k=l,2,...

Multimilo

Reaaiatia ?i inagalit&tH* cunoacuta

(W.H.Yonag)

(1.1.7) o < ^,(x) - x , x6 Jo,^[ , a6H (P.Tarda)

$2* Gaaaralisaraa inagalit^tii Pejdr- Jackaoa

Vom demonstra ta cala ca uraaasd, o taoromS cara ga- 
neralisaasS iatr-un aaumit aeaa, iaagalitatea (1.1.5).

TEORHtA 1.2.t* DacX aumarala k-a, m+a-1
aatlsfac coadl^iHa

kb^^(k+l) bt+i^o, k-m, m+l,...,m^a-2

atunci, ara loc iaagalitataa

(1.2.1)
a+a-1

b. aiakx >o. x€lc, -- -[ , a6W . 
k-a ' 2m-l*-

Damoaatrekiat ConaidarSa fnactia auxilierS

(1.2.2) P^(x,o() . v oC6 T o.l]

Sa aratX, fSrS dificult^a aS. miaimala faao^iai
?]) ^x,o() ta iatarvalul Jo,g^-^—^alat positive, daoaraca
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volorile func$iei in punctele de minim ale func^iei
Fn(x,6() din acest
interval, sint pozitive.

In acest caz, daca in plus are loc ine^slitatea

d.2.3) 

atunci, rezultA

(1.2.4) F„(x,.<)>., vx6 Jo, .

De aici, tragem concluzia urmatoare:
DacA pentru un numar real ]o,l] §i pentru un numAr 

natural n^ au loc inegalita^ile:

(1.2.5) F„(x,o<.):>o, vx^jo, ^-[^,F„(^,^)S:o, Vn^n^
o

atunci, rezultA

(1.2.6) F.(x,^)>., Vx6]o.

AceastA concluzie ae poate exprima intr-o formA echivalen- 
tA astfel;

A6Daca pentru un numar real ^1, +%><>) $i pentru un num&r
natural n^ exists inegalitatea

(1.2.7)

^i dacA

* 6-J°- -^hrf

Facem in (1.2.7), (1.2.8), (1.2.9) A- m€N* . Lu^m n^ -1
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In acest caz (1.2.7)^ de vine > o care eate ade-
vSratS in intervalul Jo, E -

Conform cu propozitia de mai sue, este suficient aS 
ar^t^m c& (1.2.8) e adevRratS, adic^

(1.2.1o) ain o, pentru orice n>l
x*o

Der verificarea acestei inegalit$$i nu prezinte nici 
o dificultate. Se iau in conf?iderare doua cazuri

1° m+n-1 = 2p(2m-l)+r , r*o ,l,...,2m-2

2^ m+n-1 (2p+l)(2m-l)+r,r^o, l,...,2m-2

In primul caz, ae deduce

deoarece

1 
4m-2-k

ainkM o,)

(1.2.11)

In cazul 2 , este mai ugor de stabilit (1.2.1o).
Agadar, pentru V x&^o, *3^ZrE t are loc inegalitatea 

m^n-1 . .-sr—- sinkx m,n^)N

Inegalitatea (1.2.1) rezultS din (1.2.11), foloaind 
gi identitatea lui Abel:

m n-1 k
(1.2.12) ' 2Z XI

r-1 k-1 i.l

Astfel, teorema 1.2.1 este demonstrate^

Inegalitatea Fej^r - Jackson (1.28) se deduce ca un 
caz particulr din (1.2.11) pentru m*l.
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§ 3. Gtneralizarea si rafinarea inegalitatii lui P.Turan
TEORFMA 1.3*1* Daca 9 6 Jo,TfJ gi ^^(x,b)^ k=l,2,..

atunci, are loc inegalitatea dublS.

(1.3.1) o<^(x,b) <b^(CU^(e)-x), x^Jo, e[^

p=l,2,...,n unde = max -^J^^(9) + &

l&k^n

Eemonstratie: Consid eram func^ia auxiliary

(1.3.2) 5p(x) *^^(^) * * -^(x), n

Pentru punctele de minim ale func^iei ^p(x), 

=(2^+i)3? /p,y- o,i,2,..., cu (2y+i)Jl/p<e, 
P

^ate evident^ urmatoarea egalitate

(1.3.3) SptX^)-Sp.i(^)

Tinind seama cS

^p(o)^o , 8^p(^)^ o, p w 1,2,...,n ?i cS 

S^(x)<> o V x J o, 9 ,

din (3*3) results prin induc$ie c3

(x)^o, x&^o, 0^ , D * 1,2, ..., n .

Foloaind acest rezultat ^i ^inind seama de (1.2.12), 
results inegalitatea (1.3.1) ?i teorema este demonatratS.

RemarcA. In casul particular & * JI , se observS c& 
c4)^(W ) - $i dacS b^ -1/k , se ob$ine din (1.3.1) inegali
tatea (1.1.7 ) iatoratt lui P.Tur^n.

Din aceaatS teoremS deducem cerolarele:

Corolar 1.3.1. DacS ^(x,b) atunci, are lor ine
galitatea dublK
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(1.3.4) ^?(x,b) < ai (^(e) -x) , x6jo, ef ,

unde <^0(O) * aup^^(O) + 9^ , (8^—)

Corolar 1.3.2. DacA numerele b^, b^, ... bg^_j,. ... sa- 
tisfac inegalitAtile (2n-l)b2^_Y^^^^^2n+l^^' n-1,2,... 
atunci, este satisfAcutA inegalitatea dublA

(1.3.5.)
7^

sin(2n-l)x<b^(<^J(e)- ) ^Jo,
Pentru demonstrable, este suficient sA observam cA

b2^ain(2k-l)^

3e aplicA apoi inegalitatea (1.3.1) ?i nrin trecere la 11- 
mitA rezultA (1.3.5).

TEOREMA 1.3.2. DacA^(x,b)6 atunci, pentru V
are loc inegalitatea dublA

Demonstratie: Pentru <3 " — , valoarea lui^ este :

ConsiderAm cazul n>m . Se poate aerie

' (7* / X

unde si.
k-1 k+mfi "

Este evident ca, dacA l<^p^<(m-l , atunci 3^^ nu mai
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aoare, ultimul termen in suma S^+Sg+ ... , fiind S^.

Deoar.ct o, Sg^> o, rezulta c&

^1 ^2 . + ^ o

^i cu aceasta teorema este demonstrate.

Pin acrasta teorema, folosind $i (1.2.12), avem

Corolar 1.3.3. Pentru orice m^!N^ , au loc inegalita$ile:

(1.3.9) .<^(x,b)<b^(^_^(^)t--x), (x.b)^-J,

-
(1.3.10) o< ) '

n*i
X&Jo, , unde (2n-l)b2^^(2n+l)b^^>o, n . 1,2,... .

Demonstra tie
(I.3.I0), avem:

Inegalitatea (1.3.9) este evidentS^pentru

1
n

b2^_Yain(2n-l)x ? C32n-1<'^

3e face apoi a —oc .

Tinind seama de cele demonstrate mai sus, din punct de
vedere grafio chestiunile se prezinta ca in fig.l.

Coordonatele nunct lui R , m^2, siat:Hl

\ 7*"m'S-ym* S *5*

Problems care se uune este dac^ ?irul (y ) este crescS- m
tor, in caz afirnativ, ounctele P se afl^ sub dreapta

y . j slat dt ( . lim y„ )

Folosiad formula
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d.3.11) ^(n) = <^(h+5) +^<:h+5) +^32 J'(^) .

^6 [^h,h+ij 

unde eate o func^ie de douR ori derivabilS pe §+h] , 
se aratS prin citeva mejorari succesive cS

y T*y * ? 1 (-^-)- 1 A+ Sin -^- 7—TYT—TT^o
^m+1 m-1 m+1 m-1 m m m+1 m(m+l) (m+2) 

de la un anumit rang m

Astfel, dupS cum se poate observe pe figurS,problems 
studiata mai sus, constituie o rafinare a inegalita$ii

at) .
o

Incgalitatea
f sinkx

.J'
^3- dt . 1,8519 Jj

o
este datoratS lui D.Jackson ^52^[7?J.
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§ 4. Generalizarea si rafinarea mei inegalitabi a lui 
C.Hylten - Cavallius

In acest paragref vom stabili citeva inegalitabi asupra 
oolinomului trigonometric (7^(x).

TEOREMA 1.4.1. Polinomul<y^(x) satisface inegalitatea du 
bla

(1.4.1) coanx +.(-;!)--------- o/^<6^(x)<min( ^^x),^(x))

V , unde s-a notat

^(x) " — In sin *^n

^M^(x) . - 21n ain
* n

Pentru demonstrable, dam urmatoarele leme:

Lema 1.4.1. ?olinomul(^^(x) verifica inegalita$ile:

(1.4.2) -1^6^(x)-lnsin^ + —"^n*

Demonstreble: Consider&n funebia auxiliary

(1.^.3) 0^(x)-(T.^) + ln.in^-^--^, xgjo.lj'f

In ouictele de maxim al functiei 0^(x) , 

x^ - -^—-3* o,l,2,..., a^a ca o < x" < /T,

are loc egalitatea

(1.^.4) )

care se verified imediat.

Fie funcbla

0^(x) - cosx + In sin * I

In pu^ctul de maxim aven ^ ) <*o

Avem el ^/ ) <^ o, lim . RezultS
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%l(x)<o, V 1-6 Jo,7f .

Din (1.4.4), foloaind metoda induc$iei, rezultS 

%^(x) o, V x6 Jo/yf

Lcma este demonstratS.

Observable. Inegalitatea (1.4.2) constituie o rafi- 
nare a inegalita^ii;

(1.4.5) <^(x)<*-lnain^+^=^ 

datoratg lai C.Hylton - Cavallius^5oJ &*/].

Lema 1.4.2^ Polinomul(T^(x) satisface inegalit3$ile

(1.4.6) *="? <^(x) - x6jA.1fL,

n€W

Demonatratie: Rezulta imediat din idcntitatea (1.4.7) 
T

(1.4.7) 6^(x) * * ? ) cosnx ctg dx - In ain

care ae stebile^te far^ dificultate.

Demonatratia teoremei rezulta din cele doua leme.

In continnare, folosind rezultatele de mai sua, vom 
stabili ^i alte inegalita^i.

TEORBMA 1.4.2. Pentru orice x Jo.TTf , n^N are 

loc inegalitatea dublS

Ma^(&^ (x),G (,))^^Z c°.^2k-l)T
(1.4.8) y 1 Zkl 

min (S^(^).^(k)) ,

"nd* G + in <,o, x
T ° 2(2n-l)

(x) . c..(2.-l)x _ x
! 2(2n-l)

^fn^^ *2 <i" coa - ?^+°^2n-l *

y^(x) - (-In ain - ^2n-l
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Demonstrable:

si din (1.4.2) deducem

(1.4.9) (x)<
n cos(2k-l)x^,,.x

-----*^n

Din (1.4*6) deducem

(1.4.1.) <^(i)<2Z^^<%*)

Teorema e demonstrate.

TEOREMA 1.4.3* Dec3(p^(x,a)6-J^ , etunci au loc inega- 
litetile:

(1.4.11) o^ (j-^(x,a) ^a^(-ln sin + -g" + ^ )

(1.4.12) JL / n JI— 81^—-LI! CO8 cos(2n-l)

7 aY(*ln ain + ^ )

Demonstrable. Din (1.4.2) deducem

(1.4.13) o<^ (x)<-ln sin 

V x^Jo.TfE

x 6 J o.lfE n 6-M

iar de aici rezultR gi:

(1.4.14) (x,a)< a^(-ln ain

Astfel, inegalitatea (1.4.11) eate stabilit&.

In (1.4.11) ae face achimbarea x —M -x , ae inmulbe?- 
te Inegalitatea astfel obbinutR cu -1 9! ae adunK apoi la
(1.4.11).  RezultA (1.4.12).

Teorema este demonstrate.
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CAP.II. INIGALITATI ASUPRA POLINOAMELOR TRIGO- 
HOFFTRICF DE i.IAl MULTE VARIABILE

$ 1. Ecuetii functionale eneratoare de inegalitati asu- 
pra polinoamelor trigonometriee

In ecest paragraf, se prezintg schema general^, de dedu- 
cere a unor inegalitati asupra polinoamelor trigonometriee de 
mai multe varisbile, utilizind inegalitati relative la poliqoa- 
mele trigonometriee de o variabilK*

Pentru o prezentare unitarg, se folosegte o ecua^ie func- 
tionalA $i ae demonstreazS o teorema asupra unei clase de so- 
lutii ale acestei ecua$ii&

Fie ecua^iile functionale

(2.1.1) f(z-x,z-y) - f(x,y) - f(z,z-x-y)

(2*1.2) f(z-x,z-y) + f(x,y) - f(z,z-x-y)

In[^^] , , se demonstreazK eg, solutiile ecua^ii-
lor (2.1.1), (2.1.2), in clasa functiilor local integrabile, 
sint de forma

(2.1.3) f(x,y) (^)(x-y) - ^(x+y) respectiv

f(x,y) w ^)(x-y) + ^(x+y)

in care, (y, este o functie local integrabile para, iar 
eate o func^ie local inte^rabil'l, imparg.

Notam ^(p,q) muHimea solu^iilor ecua^iai (2.1.1) care 

satisfac inegalitatea dublA

(2.1.5) p(x) f(^,x) q(x) , V x^{o,cj

unde p pi q sint doua func^ii definite pe [p,ej .
Notam (J,^) multimea solu^iilor ecua^iei (2.1.1) 

pentru care f(x;x) este derivabilg pe (o,3) $i
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Cu nota^iile urmatoare

fiind douA functii continue pe Fo, 20

t)dt , avem

, atunci
au loc inegalita^ile urmatoare

(2.1.8) x+y)$-f(x,y)4^A(x-y, x+y) , 

(x,y)C ^o,e]^ , x+y^ 0 , x^ y

(2.1.9) ^(y-x, 20-x-y) + p(x+y-8)^f(x,y)

2e-x-y) + q (x+y- 0) ,

(x,y)(^. [o,e)2 , x+y^.e , y x .

Reciproc, dacA f este o soluble a ecua$iei
?i verified (2.1.8) ?i (2.1.9) * atunci j^(p,q)

( 2.1.1
J)

)

Demonstratie: DacS f este soluble a ecua$iei (2.1.1)
atunci

(2.1.1o) f(x,t) * ^>(x-y) -^(x+y) , 

cu , func^ie parA derivabilA pe (o, 20 ) $i

fy (x,o) - - 2 (x)

Se integreazA (2.1.6) pej^( =^o,oj $i fAcind apoi achim 
barile x+y - A , x-y - rezultA (2.1.8).

' n 2Fie acum (x,y)^-^o,0J , x+y^ 8. Punem

- 8 - x, - e - y,

Conform cu (2.1.8), avem

Tinind soama cA f verifioA ecua$ia (2.1.1) avem:

(2.1.12) ?/\(^-{,^^)^f( 6-^, e-^[) - f(e.e-^L^) <
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adic&,

(2.1.13) e -1?)^

C ?/\(^.^) + f(e,e ).

Tinind seama de (2.1.5) avem

p(0-^-^)^f(&,6 q(6 -^-^)

Revenind la 8-x, e-y , din (2.1,13) result^ 
(2.1.9).

Reciproc: DacX in (2.1.9) luXm y*O, se ob^ine (2.1.5) 
$i deci ^^(p,q).

DacA in inegalitatea (2.1.8) imp&r$im in ambii membri 
cu y^o ?i facem aooi y —

^x+y
lim

inegalit&$il*

o , ob^inem:

Corolar 2.1.1

e+x

e-x

x^[o,e]

Q.E.D.

atunci are loc inegalitatea

(2.1.15) ^/\(y-x* x^y)^f(r,y)4.^/\(y-x, x+y) ,

? (x.y) ^o,e] , y x .

Demonstratie : Inegalitatea (2.1^15) coincide on (2^.1 8)

Avem, tinia^ seama de (2.1.14)
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^A(y*x, 2e-x-y) + p(x+y-e)^^/\(y-x,2e-x-y) +

+ ^A(2e-x-y, x+y) ^(x-y, x+y)

De a?emenea,

^/\(y-x,29-x-y) + q(x+y-0)^/\(y-x,2e-x-y) +

+ .^/\(2e-x-y,x+y) ^/\(y-x,x+y)

Se poate arata cS $1 reciproc , adicS inegalitatea
(2.1.15) implies inegalitKtile (2.1.14).

Corolar 2.1.2. Daca estfel incit f(9,x)^0
V x6 [^o, 6^ , atunci exists ine^alita^ile :

(2.1.16) ^^(x-y, x+y)^f(x,y)^^/\(x-y,x+y) 

(x,y)6 [o,e)^ , x+y^e, x>y.

(2.1.17) ^^(y-x,20-x-y) ^f(x,y)^/\(y-x,20-x-y)

(x,y)6[o,e] , x+y^e, y^x

Reciproc, din (2.1.17) rezultS f(e,x) o,x^[o,€)

Demonatratic: In acest caz, ae pot lua 

p(x)=q(x) - o, x€[p,sj, c%ci f(^,x)=o.

Pentru reciproeS, este uficient aS luSm y^O in (2.1.17)
?i avem

^/^(&-x, t^-x) - ^/\(e-x, e-x) * o

Corolar 2.1.3. Deca f eate o soluble a ecua^iei (2.1.1) 
nentru care aint aatiafacute condi^iile

(2.1.18) f(e,x)^o, x^[o,e],

(2.1.19) (x,o)^ o,x6-^,e]

at nci, are loo ineYalitatea
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(2.1.20) f(x,y)^o, (x,y)6^o,e}^

Reciproo. din (2.1.2o) rezultS (2.1.18) $i (2.1.19).

RemarcS. DacS se consider^ ecua$ia functional^ (2.1.2) 
ae poete stabili pentru anumite solutii ale ei, o teoremS a- 
nalogS cu teorema 2.1.1., $i se pot, de asemenea, deduce co- 
rolare coreapunzltoare.

In cele ce urmeazX, vom aplica aceste rezultate la ex-* 
tinderea uner inegalit&^i trigoncmetrice de o variabile, la 
alte inegalitS^i, in mai multe variabile.

Introducem nota$iile:

(2.1.21) T„(x^.................. ) - 3^* -^T-
^*1 1/-1

s inkx,,
(2.1.22) T^(x^,...,x^,^) = ] P S

M i?-l
Facem obser'atia important§ c& polinMUl

n
sinkXi sinkio

(2.1.23) ^(x^.Xg.S) . . g
k^l

eate o aolu$ie a ecuatiei (2.1.1 ) , ceea ce rezultS imediat
din acrierea

n
(2.1.23*) T (x^.Xp,^ ) -zE"

" k-1

b^ cpak^i-Xg) 
TT '* ""'-"t*"' *

a coak(x^X2)
_ J- \ t--------

^1

Mai general, observgm cS urmatoarea func$ie

(2.1.24) 0(x,y) -

este soluble a ecua^iei functionale (2.1.1).

cu <

§ 2. Generalizarea unei inegalitati a lui Fej&r.

TEORI^A 2.2.1. Dac3 sint indeplinite conditiile
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(2.2.2)

atunci, are loc inegalitatea

(2.2.3)

V x^o, ej

ST x^[o, e]

V (x,x)^={p,v]^

Reciproc, inegalitatea (2^.3) implacA inegalita^ile (2.2.1)
(2.2.2).

DeibOnstranie: Eezulta imediat prin aplicarea corolaru-
lui 2.1.3.

InegalitA^ilor (2,2.1), (2.2.2) $i (2.2.3) le coreapund 
inegalita^ile (2.1.18), (2.1.19)? (2.1.22).

Drept cazuri particulare mai importante slnt pentru c^^=k, 
2k-1.

Cazul ^<l^=k t;i b = , este romarcabil ?i el corespunde
urmatoarei teoreme a lui Fejer :

are loc, dacd pi nu:;ai daca are loc in'gaiitatea

_ n_ slakx^ ^2

ibUKhiVA Dac^ , atunci1^ 2 n

(2.2.6) T^(x^,x^,...,x^,b)^>o, V (x^,...,x^)^Jo,y["

De uonstr a tie: Fie l.?ega?.l"atea '2.1.3.)

1'n^i'^ )>o, x^Jo,T^

Din teorema lui lej^r ataintit^ fai sus, rezultA

(2.2.7) T^(x^,x^b)>o, (x^,X2)6-Jo,?[^
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Aplicata aceasta teoremA succesiv inegalita$ii (2.2.7) 
§1 urmatoarelor care se ob^in, rezulta cu usurin^a inegali
tatea (22.6).

In leg turA cu aceasta inegalitate,fAcem In continuare, 
citeva observa^ii:

Observa^ii: 1^ In ^34^ inegalitatea (2.2.6) a mai fost 
demonstrata in cazul b^bg=...^^=l (v. ^i[77j), dar cu con- 
di^ia suplimentara x^+Xg+...+x^<^^/

2^ In condi^iile

(2.2.8) b^ ^-b^^ ... ^b^> o

**2k ^k^2k-l 1 2?

L.Vietoris (v. de ex.[7?J), stabileste inegalita^ile:
n n

(2.2.9) bgSinkx)>o, b^coskx >o, o < x < // .
k=l k=O

In condi^iile (2.2.8), (2.2.8'), acela^i autor stabi
le, te $1 inegalitatea

pentru =

A^a cum rezulta din teurema 2.2.2, inegalitatea (2.2.1o) 
are loc cu singura condi^ic (2.2.8) Y .

§ 3. hxtinderea unei inegalita^i a lui r.Turan

In cele ce urmeazA, ne vom ocupa de inegalitatea 
[133] :

(2.3.1) o<4 sln^ (cig X^rxK?- x ,

x g ]o,Vf.

heamintim ci inegalitatea (1.3.13)

(2.3.2) = A=l,8519...(<^^ +1) x^r R
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TMREMA 2.3.1. num.r.l. Lg.
conditiile b^ , b +^^0^ = 1,2,
au loc ine^alit^ile

G^ satisfac 
n

, n-1, atunci,

(2.3.3) o^T^(x^,...x^,b)<b^min(AX2...x^,(/; - x^)xg...x^)

dacS (xY,Xg...x^)6*

Demongtratie: Din (2.3.1) rezulta $i

(2.3.5) o T^(xjb)b^(?/-x)

Se aplica apoi teorema (2.1.1) succeaiv rezulta

(2.3.6) o T^(x^,...x^,b)<b^(3r- x^) X2...*m

V (x^,...,x^)^]o,lT[^ .

Din (2.3.2) rezultS ?i

(2.3.7) T^(x,b)<;b^A, x6rR.

Aplicind acestei inegalitati teorema 2.1.1, se obtine 
inegalitatea :

(2.3.8) T^(x^,...x^,b)< b^A , (x^,...,x^)6 R"

Din (2.3.6) ?i (2.3.8) rezulta (2*3.3) $i (2.3.4) .Q.E.D.

Corolar 2.3.1. Daca^^^^g^ o, atunci

(2.3.9)

are loc inegalitatea:

sin(2k-l)x
m

Demonatratie: Se considers (2.3.3), pentru n-^2n-l

rr '
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st face achlmbarea x^ —-x^. Adunind (2.3.3) cu inega- 
litatea astfel ob^inutS, rezultS (2.3.9).

Corolar 2.3.2. Dac&
atunci aint verificate inegalita^ilc:

(2.3.10)
T—T ainnx. /

! ) ^o-min(Axy,
n-1 " k-1 n

Demonstratie: InegelitStile (2.3.3), (2.3.4), (2.3.9) 
au loc pentru orice n. acaultX (2.3.I0), (2.3.11), (2.3.12) .
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CAP.III. STUDIU A3UPRA LOCALIZARII ZFROURILOR Fm CTII-
LOR ANALITICE Dlliy^"^

§ 1. Introducere. In acest capitol vor fi utilizate unc
le inegalita$i asupra polinoamelor trigonometrice de o variabi- 
13 intilnite in Cap. I. (cunoacute sau demonstrate), in rezolva- 
rea unor nrobleme relative la localizarea zerourilor func^iilor 
analitice.

^eamintim estfel:

n^JN (,7.H.7oung)

n

k^l 2k-l

m,n m+n o,

Inegalitatile (3.1.1) ^i (3.1.3) sint cuprinae in inega-
litatea 84 :

(3.1.5) ain(2k-l)x
2k-l

ain2kx
!k " >

o<xc^, -1^.^,^1, q*p sau p-1 .

(3.1.6) f(a)

notam claaa func^iilor de forma:

** ^n^ * (*^au 1^) v
n=o

unde

a^^o, n-o,l,2,.., sau a^>o, n-o,l,2,...,m, a^^^= 

(m-arbitrar)

(3.1.7) f(z) - zE* c^z° , C, n- o,l,2,..., ^]^R ,
n*o

introduces urm3toarele nota^ii:
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) . s-i.2

Mai notRmJ^ $i de func^ii 6iny%*
de forma (3.1.6), care nu ae anuleazA in l.zj^R gi reapectiv, 
care no admit zerouri complexe in )z)<(R.

Multimea zerourilor complexe pentru f(z), din (z^R 
o notKm cu , iar multimea tuturor zerourilor, cu

In cele ce urmeazB, ae intreprinde un atndiu aaupra 
unor limite inferioare ale modulelor zerourilor func$iilor din 

gi ale unor combinetii de estfel de func$ii,

Se ob^in citeva rezultate in acest aena, din care ae 
deduc gi condi^ii suficiente pentru care func$iile respective 
nu ae anuleazA in interiorul cercului de convergent al ae- 
riilor pe care le reprezinta.

§ 2. ProprietAti ale functionalelor (aau

Lerna 3.2.1. Functionelela R*°,l,2,
aatisfac urm&toerele proprieta^i:

(3.2.1) v
(3.2.2) -<3o^[r].

(3.2.3) *<)^ri'(z)+^^^)),r^L V^o,

(3.2.4) f,g6^^.

(3.2.5) ---- 1----  ^-2^. - 1 . f .8^. lc-1.2 -

Demonstratie: Proprietatile (3.2.1) , (3.2.2), (2.2.3)
aint evidente. Pentru demonatrarea inegalita$ii (3.2.4) eate
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sufficient aa ae fac^ apel la inegalitatea cunoascuta.
a. p_ u a.

(3.2.6) min ( i-i )^ ( ^_ d.a. )/( d.b.)^max ( )
. -p-r "1 1=1 1=1 1 °ii=l,p 1=1,P

care are loc, oricare ar fi sistemele numerics (0^,82 -** a^),
* * *, ), cu 3^ , 0^ , o , k=l,1,* * *p *

Pentru (3*^^5) folosim de asemenea inegalitrtile (3.2.6).
Fie f(z) a , g(z) = ^b^z^, h(z) = ^(z)q(z) c^z"

00 n
Avem:

cab
min(t )^min(tcj^[fj, (l-tX^g]), V t<r[o,3j

nc_
—-yy------X min( tn+ljc^^^ n+

% 
^n+1

(1-t)

^min (l-t)^2f^J * t6(o,lj.

Deducem de aici

(3.2.7) [f.g]nain(tA\tf], (l-D^gCg]), k =o,l,t&(o,l] 

*?i evident

Punctul t^ t^jOwlJ , nentru cere este atins sup de mai sua 
ente dat de egalitatea

Obtinem astfel inegalitatea 

kPj^zE^
(3.2.9) <^k k w l,o

si (3.^.5) este demonstrate.

Aceaat^ inegalitate, va ;1uca un rol important in problemele 
care urmeaaX.
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Corolar 3.2.1. Pentru V exists inegalitatea

3=0,1

Demonstratie : Results din proprietatea (3.2.5)

P

Corolar 3.2.2. ^entru f-g, 
: are loc inegalitatea.

s

Demonstratie: Rezult$ imediat din (3.2.2) ^i (3.2.4^

Corolar. 3.2.3. DacS fgw
inegalitatea

exists

iar minimal se ia in report cu toate permutSrile (i^) ale nu- 
merelor l,2,...p.

Demonstratie: Inegalitatea (3.2.12) se deduce din 
inegalitatea (3.2.1o) prin asocierea produsului

Corolar 3.2.4. Pentru orice ai p^!N, are loc
inegalitatea

(3.2.13) 1 / I .P-1jrnr * 3 = 0,1.

2 P
Demonstratie: Rezulta din (3.2.12) cu

Lema 3*2.2. Pie sistemele de functii
Are loc inegalitatea

Pm

(3.2.14) 1/0.

in care minimal se ia in report cu toate permutSrile
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( * ^2' ,k ) ale numerelor 1,2,
- i

,P1* i= T7m.

Lena este demonstrata*

§ 3 - Limitarea modulelor zerourilor unor combinatii de 
functii din]^^

Cu preg^tirea din § 2, trecem acum la studiul amintit 
la inceputul acestui capitol.

Lema ?.3.1* Pentru orice , au
loc inegalita^ile

IV Demonstratie: Cu not^^iile z = re ^i
D=1

(3.3.2) K^(r,<^)-*5°(r) +

n °
+ 08.1- (T*n )

(3.3.3) I.(r,^ .-5) . ^,(r) ^ ( f) T + 8.,^( )

unde (r) * a -a.f , S,(r) . Va - (\?+l) *^+Y* * l*^t'**

avem

(T.3.4) Re f(z) m Um K (r,%>,a), Im f(z) lim I (r,^*/a)

Impunem condi^iile ^y/(r)>o ,)?-!,2,... gi tinind seama 
de ine-alit1tile (3.1.1), (3.1.2), rszultA Im f(z)^o, V '?6]oJ?[ 
^i dfci are loc prima ine;alitate (3.3.1).

Pentru un zero reel, se tine seame de expresia lui 
Kg(r,<^,a) si f^cind aceleapi consideratii, rezulta a doua ine- 
:alitate (3.3*1).

Observable: Pentru o func^i^ de forma

f(z) 8^-8^^ + 8pZ^ - a-z*^ + ... , o , n = o,l,2,...

rez Itatul de mai sus ramine valabil (e suficientS schimbarea 
z - z).

Din lema de mai sua, rezulta imediat

Corolar 3.3.1. ieca ?iiul (na-/(n+l)a^^)^^^ este m.d. 
atunci * 0 . DacA in pltw a^/aY R* atunci * 0
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(# - multimea vidS).

TEOREMA 3.3.1* Daca pentru f^X^, exists on numSr 
natural m, a$a incit girul (ka^/(k+l)a^^Y)]g-,m' m.d.,
atunci f(z) o in aomeniul

: ]z^ R , - V /(2m+l) < arg z < 1^/(2m-l)

Demonstratie: pentru f(z), aven:
r^-clnf(,) - e,P -

DacS z€*^^, atunci Imf(z) ^>o. Intr-sdevSr, (6)>o
n "7T r y f(v.(3.1.4)), ^6 jo, o, 1, 2, ... gi cum gi-

rul (ka^/fk+l).^)^^.^ 
pentru V r R, (r 3> o).

eate monoton descrescator,
avem

rezultS

ka^-(k+l)a^^^r> o. k m,m+l,...

adicR
0,1,2,...

Teorema e demonstrata.

Dam mai jos o teorema generala referitoare la zerou- 
rile uaei anomite combina$ii de func^ie din *.

TEOREMA 3.3.2. Fie m aisteme de func$ii din^^ 
(f}. fo , ...,f^ ), ... (f?, f? ....f? ) si fie func$ia

P-m
(3.3.5) F(z) = (z) , o<^^R-^

i=l k.l

Dac& z^6 $i * atunci avem

unde s-a notat

max

Demonstratie: Conform cu lema 3*3*1 functia F(z) nu 
ae anuleaz^ in domeniul TF^^i nu admits zerouri com—
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plexe in domeniul[3[^6J^E^l*

Bin lema 3.2.2, rezultS evident

Cj, W L, , " ' -

Deci, f(z) nu 3 annleszil in dcmeniul s[<^ acmite aerouri
comnlexf in domanial .

Teorema e demonstrate.

TEOREMA 3.3.3. Fie ai numerele naturals
Oriesre er fi constentele positive ... ,

functia

nu se anuleazA in domeniul

(3.3.8) )*) <

gi nu admlte serouri complexe in domeniul

(^.3.9) < - -s-' ? --------

Demonstratie: Conform cu corolarul 3.2.2 , avem

(3.3.10) ^J,[y]^ciin s-1,0

Conform eu corolarul 3.^.^! . eoom

(3.3.H)

(3.3.11) care so mol sori.

r^T E^J
(^-l)^,[fj^jfj

s - 1, o

Se observe oa ^lnLt.ul din (?.3.2) este etine cu k*n.
Avem deci, , - -.

(p,-i)^,&I.^txl
a * 1, o .
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cum P(z) nu ae anuleazR tn ?i nu admite zerourl
complexe in teorema e dw:onstrat8.

Llei general, teorema poate fl enun^nt^ aub forma urmg- 
toare (demonstretia rSmintnd aceeagi):

T?0?3iA 3.3.4. He f2'****fn^%^ ?i Pi<^P2^"^Pn 
Tunctia

(3.3.13) ?1(3) f^(3) + ...

--- + &

no ae anuleazt tn domeniul

(3.3.1^) ) .)< miH - —-------------
k (^-1)^1 M

91 nu admite zerourl complexe tn domwniul

**^)*^***3.3.5. ^ie p funcoil f^^ f^v *

notate
<9o

(*.3.16) f^(?) * o^[a[<(R^ + <$o, k-1,2,...

Deca toate ^irurile (aa^*\'(n+l)a^Y ^n^l* ^*I*^*--*P 

atnt monoton deacr^ocStoaro, atunci, oricnre ar fl constantele 
pozitive A 1*^2' *'*Ap< functiile de forma

(..3.17) 0(z) R#

aoartine multimii %

Dcc^, tn plua k - l,...p, atonal

Dcmonstr^tle! Awem ine^alitatea

"i" ^3 F^i7' * * -1. " -
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(k) (k)Deca girurile (na^ /(n+l)a^Y monoton dea-

cresc^toare, atunci

In scent caz,

(3.3.18) (J^^0]^min

si deci , multimea
i. (k) , (k) plus a^ /a^ ' R^. ,

'Rfp*'" Rf )*R0=*?^oL0J= R0 
12 p

nu contine nici un element . Taca in 
in acest caz

(3.3.15') min

gi deci, multimea

TF0RH4A 3.3.6.

R%=?<^[0j =

este multimea vida.

Fie 7^^, f(z) = a^z^ , )zj ,
Psc3 enista , astfel incit, afl fie satisfacute condi-
tiile

(3.3*19) min 
o^n^p

a

(3...2O) ) este monoton descrescator

atunci, f(z), f'(z) ,...f^\z)67^ .

Demonstratie: Notam = ^k^^k+1* o,l,2,... Awem:

Din cest tablou, in ijoteza conditiilor (*.3.19), (3.3.2< 
ge deduce f'.*ra dificultate c4
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Teorema este demonstrate*

In acest paragraf vom conoiJera functiile de forma
\ \ . ^-(z)

(3.4.1) F(z).\^g^(z)+/(^(z)e +...+ /\,gp(z)e^.

in care g^(z), f^(z) sint functjii de o forma specials, in parti
cular, polinosme de o enumitS structure.

In citeva lucr^ri, matematicianul D.ii.Simeunovid tratea- 
ze problems limitarii modulelor zerourilor unor polinoame parti
cular.

Astfel, in {^116J , se g$sesc limite inferioare supe- 

rioere pentru modulele zerourilor polinoamelpr
^2 n

(3.4.2) L^(z) = l + z + 2pr+... + -3L-

De aceasta problems, se
si C. Szego .

In[Y17j D.H.Simeunovic
rourile functiilor de forma

ocupa ^i matematicienii G.Polya 

se ocuoa, de asemenea, de ze

(3.4.3)

in cele ce rmeazS, se stabilesc limite pentru modulele 
zerourilor unor func$ii de o forma complicate, in care spar, 
printre altele , si polinoamele de forma (3-4.2), (3.4.3) drept 
cazuri particulars.

In paragraful 5, ne ocupam mai mult de aceste cazuri par
ticulars.

Dam in prealsbil ooua teoreme generale. Consideram func^ia

(3.4.4) %(z).^+\^e^ +--+\* , unde

P (z) = a? z + a^ z^+...+ a^ z ,
Pg

3 . — gcu a^ ^o* " 2,p , 8iJ>o, s * I,m.
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TLOREMA 3.4.1

8

Daca sint satisf*cute condi-

s
^1

(cind Pg(z)

^k..s
,.m aau

2a^

atunci are loc inegalitatea

!z t^mint o) 
l^s^m

p -1 I
2 a?

3

S

4
s 

^o a

e

polinoamele p^(z) sint Iscunarc (sau o parte dintre 
in inegalitatea (3.4.6) , se inlocuiegte cu nu-

DacK
ele) atunci 
inRrul t^rmenilor nolinomului

Lema 3.4.1

Pentru denonstratie, dam mai intii

f(z) - a^z^ ^1 funct;ia 
o 

gzP^...+b.zP^"-I^ +...,b -t-b^z^o 1

3int satisf^cute condi^iile

atunci are loc inegalitatea

Dec 3

%
%

b a

1 p bn

Demonstratie: Avem evident^!fie

f(z) (z) w + c^z + c^z^ +...+ c^z" + ... -

a^b^ + a-.bz + ...+ a .b +o o 1 o p-1 o

+ (a b. + a_b )z^ +(a^b^ + a -,b ) z^^^ + ...-*- ... 
01 PO 11 p+jt.O

Deduces ine^alitltile:
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p+^h-1 _ p+2h-l
^p+2h * p+2h

°h-1^2^^2h-l^l %+2h-l

^."3 + ^h"2^^2h"l "%+2h

°h-1^2
-%sr

1 P+2h-l ^h-1 
? p+2h a^ '
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s.a.in.d, leme este demonstrata.

Inainte de a trece la deronstrarea teoremei 3.4.1., dam mai 
jos Inca o ler.i^ necesarS nentru cele ce urmeaza.

Lema 3.4.2 oentru func^iile f 
sus sint satisf^cute conditiile (3.4.7) si

considerate nai

(3.4.9) m f I P-1 ^p-1 1 h-1 ^h-1 .
^2 ? p-------a ' ? -H- )

n n

atunci, are loc inc-alitatee

(3.4.1o) 4^2 [^^^2 b'J

Demonstratie: Jste ^uficient^ urm'rirea oas cu pas a de- 
iot!^tratl^i leniei 3.4.1.

Corolar 3.4,1. ^lie functiile notate f(z) =
- ^n^* I^^ca sint satisfacute conditiile

o ' o
a b

(3.4.11) ^inf
n^o °n+l

atunci, are loc inegalitatea

^,^z). .-I,..

Lemonstratie: Rezulta din lema 3.4.1, pun'nd p * h .

Corolar 3.4.2. i'ir functiile considerate ante
rior. Dsc?' este ?9ti?f^cut& condi ia (3.4.11) si urmatoarea con- 
ci i^ie

(3.4.13)
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atunci, are loc inegalitatea

Demonstratie! Rezulta din lema 3*4.2 luind h*p .
Observatie: Lemele demonstrate mai sus ramin valabile 

si dac& f Qi (respectiv y^) sint polinoame din^'*' (eau 
polinom si serie) cu singura condi^ie

^rad f(z)^ mar (p,h)

Demonstratia teoremei 3.4.1. Fie, deci, functia

0(z) m , unde am notat ^^(z) e

s^l,2,...m, (^>p(z) = l. ^vem inegalitatea

^1

Fie s
2

s Pg 
p = ^9

a? s,2
z z

9)3 ^-z3

"2 2 z
(<^)2
*n?i- 3 TT" Z

P„
TT^-

Consideram produsul primelor doua serii. Conditia
(3.4.11) devine (p*2)

/.s^n , sxn+l
1 ^2 (a^) i—i-—< inf —-4— / —= -1—

de unde rezultS a?>V2a^& ' t-

Aplictud lema 3.4.1 , avem

o s2ai

Mai departs, efectuind produsul 
observSm c3 in serie produs,^:oeficientul lui z 
kg(z^), contine termenul .

primelor trei serii
notat
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Condi^ia (3.4.11) tn acest caz devine

n^o (n+1)! ^3
3!

de unde remits s

In acest caz
^8 .3 2

/2°e *3
e

z z^
e

2^ a?

Continuind acest

s

procedeu, se
K,--------

ob^ine pentru

3 
kmax

s

adicA tocmai condHiile (3.4.5) din teorema.

In acest caz, avem pina la urriA,

Cele demonstrate mai sus, ramjn valabile daca au loc
condi$iile (3.4.5) (cind polinorul p,(z) e complet) deoarece:

-I____ g,____ 1____ <
k^(z^) a^

§i deci ,

Tot astfel se intimpla, ir continuare, cu ceilal^i coefi- 
cien(,i din urmdtoaiele serii picdus.

In cazul cind polinoamele p&(z) sint lacunare, (a^^o , 

a^ o, x = 2, Pg ) , teorema ramine , de asemenea valabile cu 
conai^iile (3.4.5 ) cum r .ulta prir aplicarea lemei 4.3.1. 
Prin Inlocuirea lui p^, (fradul lui Pg(z) cu numarul termenilor 
lui Pg(z), limita stabilitA pentru zewouri, se imbunAtd^e te e* 
vident.

De asemenea, daca are lac ccndi^ia (3.4.9) din lema 4.3.2. 
limita stability se i^bunat^^e te, a a cum vom vedea pe unele ca* 
zuri particulare remarcabile.

SA considerAm acum lunc&iile de forma
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unde p^(*) sint polinoame de forma

k k 2 k ^k
P^(z) — ^2 z

la r , k=o,...,m (p^(z)^l ).

lo=l,2. .m

Keieritor la zerourile lui d(z), avem:

TlMjR&RA 3.4.2.Paca ptpolinoamele p (z) sint satisfa-s
cute ccndHiile (3.4.5) (san (3.4.5 ) cind p^(z) e 
complet), atunci, dacd y are loc inegalita-

Daca Pg(z) este lacunar, p§ din (3.4,16) se inlocuies 
te cu numarul teraienilor lui p^(z).

Demonstrabie: Din (3.4.15) deducem
t Jf J , ' ] )

Pentru f, reainintim inegalitatea
jgj

)

Avem:

Par, din 
inegalitatea:

demonstrable Tecremei 3.4.1., s*a ob^inut

A s s2 a?

$i teorema este demonstrate.

In continuare, vom considera citeva cazuri particu*
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lare , pe care le conaideram mai interesante

§ 5. Studiu asupra localizarii zerourilor unor func* 
^ii de o forma specials.. Familii de func^ii cu 

limite fixe.

IntrcduCem pentru cele ce ur^eaza, urmi.toarele nota^ii

Pi:;
z e

Consideram

cu

pS cu f^ p P

Vom spune ca numarr.l a^ o 
modulele zerourilor func*iilor 

ru

o

pe
sccrt

j^vient, acesi.e li' ite fixe, sirt u-jterrinate in raport 
cu metoda pe care o i'olosim noi.

a = *?y esne o

Fie , de forma:

avcm

o * o

Lac& z

pentru aceasta

s?

este

unde

arat^m

3u.il ^ient

o

%

e " 
m

Condl^iile

caz . Conform cu results

O
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Dar limita l/2m*l , poate 

Pentru aceasta, se aplicA 
<^iLe'* 

k=cl,m p 
z z /2^In produsul e .e ' ..

2 respective uoua cite uoua, e 
etc., se constate ca, co^di 
3.4.2 este indepllnita de

fi inlocuitA cu . 

corolarul 3.4.2 . Av^: 

?T mTj )

m/m!
. e^ se ascciasA seriile

, (^..^/2!,^3/3!,

,ia (3-4.13) din corolarul 
:are data, iar^^H^"^ *

In final, inegalitatea (3-4.14) , ne va da pentru func 
^iile ae ai sus

Deci, pencru tunc^iile de f-.rma (3.5.1) teorema este
adev arata.

Fie acu^ )^ de forma

(3.5.4) %(z; = Ao + A^e ' +...+

Deoarece inegalitatea \3.5.5)are loc pentru V ke(N, 
rezulta §i

H.5.5) &)i .

Si deol j*(s) / o , V .

Teorema e de&onstrata.

Reyultate analoage se ob^in $i pentru func^iile din

L' o
Ij^GREMA 3.5.2. Pentru familia de func^ii nu* 

marul a = - este o limita fix?*.

Demonstra^ia este analcaga cu cea a teorenei 3-5.1.
A$adar, familiile , au o limits fixA co*

muna.
2. Fie acum iaihilia IcrmatA cu Amc^^ile de fcnra 

^.5.6, -A.+ ^ ??*+...

notate .

l-SOKGMA 3-5-3. Pentru farailia de func$ii
numarul a - este o limita fix&.
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unot, *Ao**"An^^'

Pentru demonstreti*, dim urmrtoarea teoren^ mai ^eneralK

3.^.4. lie funrtiile de foma

1 1 91 m Dpi
(2.5.7)

8^ Z + Z+8^2
r. (z) -A + A^ +

\ \ 11 Lt mcu ...^ * Bp ^...3^ * &2

u&cl sint ince-'liiiite dondi^iile

/- - -- —- n / - - t—
('.5.a)

- P- / m /
8y y ^1'^2 *****

o , oaca —-^—
*l<3^m <^1

T Qionstratia: ^ezult^ imediat, prin aplicarea taorchiei
3.4.1.

teorema 2.' .3. e^te un coz particular al acestci ttoa'- .e

?. Me ecun feiilla \ , e functiilor ce lonaa

\ \ . f-(^)
(3.5.9)

lolictnd ine^alitstee ^rodsflui

T^ORUA 3-5.5. ^entru fenilia , aun^rul a * ,
estw 0 limits fial.

Lemonstratie: ?entru V f6 avem 1^
[<]- y , evident

k-1 ,m

Car
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, avem
T LsJ

Teorema e demonstratS.
—, 2

Daca se ccnsideram acum familia a func^iilor de
forma (3.5.9), cu ' ^e poste sta
bili un rezultat analog:

TEORDJA 3*5.6. Pentru familia , numarul a = ,
eate o limita fixa.

4. Fie acum familia a functiilor de forma

(3.5.1o) 0^(z) + \^(l+z)e^ + (l+z+z^)e* + ...

\ z
.. + Av- (1 + Z+... + Z )e' m m

--- Am

TEOREMA 3.5.7. Pentru familia 
este o limita fixa.

1
4numarul a *

Aceasta teoremS este un caz particular al urmatoarei
teoreme:

TEOREMA 3.5.8. Fie func^iile de forma:

m
F^(z) p^(z) + p^(z) e^ + ...+ p^(z) e^ , cu

/\ s s s2 a sPg(z) m ayZ + agZ + ...+ a z " , ^o,...m cu 
^s

coeficienti strict pozitivi. Deca

<.8i , %<a2 ' ^o^°m ' atunci

#3(3) o , daca ^z[<min ( .

Pentru demonstrable, este suficientS aplicarea lemeo
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5. In incheierea acestui naragraf, consideram :?i fami-
4lia a func^iilor de forma:

Pl/Pl'
C.*-.!:) 0^(z) * \ Ei(z) +...

Si pentru aceastR familie avem urm'toarea

TFOPIYIA 3.9.9. Pentru familia de functii Tri numarul y — -------- E 
a =----- , eate o limita fixa.

Pentru de.nonstratie, vezi demonstratiile teoremelor ana- 
loage.

In incheiere, remarcam ca, astfel de faailii de func^ii cu 
limits il^e, se pot obtine $1 in nara^rsful urm^tor, arin diferi- 
te particulcT-iz^ri.

§ 6. Limitarea modulelor zerourilor functiilor de forma

0(''.) 'Ao

+ (^^z) f(z^) ... f(z") .

In acest naragraf ne vom ocuna , agsdar de func^iile
0(z) de forma amintitX mai sus, cu

TEO^n4A 3-6.1. Fie f6^, '
o

Die# constantele pozitive^Y^°^2*'**'^o aatisfac ine- 
inlitx ^ile

S 8 , ^7
(3.6.1. max ( -— sup —- ----- ) , s=L,3,...p

" 2^k^s n^o %

atunoi, functia 0(z), nu se anuleaza in domeuiul

(3.6.2) [z(<*min f* )
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Demonstratie: Avem

,..^^ f(=<pZ)f(z^) ... fCz?)])

SS consider^m produsul

f^g3)f(z^)f(z^)f(z^) ... f(z*) =

, , / .2 2 ,3 3 w 2 4 .e (a+aT^z+a^^ z + a^. z +...)(a^+8iZ + a-z +...)

+* * * )(a^a^z^+a2Z^+...)... (aga^z^+...)

Reanintim propozitia urmatoare: 
Daca pentru seriile

2 n
g(z) = + ^2^ +---+ b^z + ...

este indeplinit^ conditia

(3.6.3)
a^

—- inf
% n

atunci, are loc inegalitatea

(3.6.4) ^^Ef(z) .

Consideram produsul primelor doua serii din produsul
anterior. Conditia (3.6.3) este

Conform cu propozitia amintita, vom area
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Mai denarte, efectulm produaul orimelor doua serii, in 
care, coeficientul lui z^, kn(z^), este o suma ce confine si 
^3 numarul a-a .10 s

Irtpunem condi^ia (3.6.3)
23
O

2
%(3.6.7)

°32 O 9

S n
^n+1

s
a o
a-i 3 Up

n^o

a n n+1

%

1

Conform aceleiasi propozitii, avem (3.6.8)

2
3

Acest procedeu poate continua in acelosi mod. 
Teorema este demonstrata.
Urm^toeree teoremK, atabileste ur caz particular

LOREKA 3.6.2 lie func^ia de forma

o
z+z^ 

e PP

cu rint indenlinite conditiile

s s! 3 * 2,...p etuncl

cu

Deronntratie* Conditiile (".6.1o) corespund condHiilo
(3.6.1) din teorema 3.6.1 . Se aplica deci teorema 3.6.1, cu

BUPT



44

§ 7* Limitarea modulelor zerourilor functiilor de 
forma p

0(z)

+ f (o/ z)f (z'*"')
/'mm m m

In acest paragraf consideram functiile 0(z) de forma 
de mai sus, in care, ?i

f^(z) = 2Za^) z^, k^ l,...m .
o

Avem urm^toarea

1'

TFOREMA 3*7.1.Daca pentru functiile 
^m^ is** "umerele^,^^, .

0(z), avem . 
satisfac conditiile

(3.7.1) sup 
n^o

n+1 k , k^l,2,^..m

atunci , 0(z) o , daca

(3.7.2) (Pi.--P^&-^)

Demonstratie. Avem

Fie produaul

* (a^*) + a["^ <-...)

Aplicind si aici propozitia amintita in paragraful 
precedent, avem:
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—2-—^
,(k)^ Pk
^k k

n>o

4") 
----------  , adica

%+l

supo

"k 4^.
dar atunci,

(3.7.3)

Teorema este demonstrata

Urmntoarea teorema stabileste un caz particular

TEOREMA 3.7.2. DacK numerele pozitive^^, 
satisfac condHiile:

k Pk^ k = 1,2,...m

atunci,func^ia
y Pn P

\ ^^z+z . z+z
(3.7.5) 0(z) + /\i * + - * * ' ^k °

nu se anuleaz& oentru [z[^min ( ) .
k

Demonatra^ia decurge din teorema 3-7.1.

In incheierea acestui cspitol, d?lm ?i urm^torul paregraf.

f 8. Limitarea modulelor zerourilor functiilor de forma:

^(z) z)+^.f(^^z) f(^2 z^) + ...

+ A f(^? z)f(°<P z^) ... f(^P zP ). 
< *p 1 P

In cele ce umeaz^, vort lua In considerere fu)c^iile 0(z) 
de forma de raai sua, unde *** /\ty^ & *

2 *!

TEjRI-HA 3-S-l
Xa z

h
O

R
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DacR sint satisfacute condi^iile

(3.8.1) ? max
3^s

ao 
°k

"n+1 sup --— ) 
n2o n

s. 2,...p

atunci, functin 0(z) nu se anuleaz8 in domeniul

(3.8.2) }z^min (^ [f(^ z^, z)] . ---

Demonstrails. Este suficient sa se urmareasca pas cu 
pas, demonstrable teoremei 3.6.1.

Aceasta teorema, este insa idai generals decit teorema
3.6.1.-

TEOREMA 3.8.2. Daca constanteleo<(^ ' j. ^^2

^<^2 **'*<^p satisfac condibiile

(3.8.3) (<^ k!) , s 2, ...p
2<k<s

atunci funcbia

nu se anuleaza in domeniul

(3.8.5)
O<1

Demonstrable: Se obtine ca un caz particular al teo- 
remei 3.8.1.

In incheierea acestui paragraf dam ^1 urmatoarea teo
rema mai generala.

TEORI-MA 3.8.3. Fie f6%\ f(z) = ,

Deca constantele positive <<-, ...A

...^Y '*^2 ' ***^n * satisfac inegalitabile
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a a
(3.8.6) <k?^max (^^ —sup -^^) , a = 1,2,...m

2^k<Pg ^k n^o %

atunci func$ia

(3.?.7) 0(z) =^0 z)f(^ z^)...f(^^z^) +

+ ... z)f(^^ z2)...f(o(" z""<) ,

cu^\^,...^ m^o* nu 3€ anuleaza in domeniul

(3-8.3) )z^4min ( z)j

Demonstra^ia este snalongn cu cea a tecremei 3-6.1 
Sa considcrsm acum un caz narticular.

cu , . 7 k ,k 2 k ^PkP^(z)=<<^Z+<gZ 1... + ^pZ k=l,...m .

Urm^toaree teorema, stabilectte in anumite conditii o 
limits inferioarS a modulelor zerourilor functiilor cu forma 
(3-6*9). Avem astfel:

TEQIIiUA 3-6.4. Dnca constsntele satinfao condi- 
tiile

1
(3*6<lo) 0^1^ max ( ,k!)^ , S"l,2,...m,

atusci, 0(z) o , pentru

(3-8.11) [z^min (

AceaatA teoremA este un caz particular al teoremei 3.5.3

Foloaind teorema 3.8.3 si ine.;elit%tile pe 
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care le satisfaceo)^fj , cind f se inlocuie^te cu produse de 
functii din^^ , se poate stabili o limita inferioara pen
tru modulele eventualelor zerouri ale functiei mai generale.

(3.8.12) 0(z) = f^(z) + f^(z)e +...+ f^(z)e 

unde f^, , iar nolinoamele p^(z) sint de for
ma amintit^ mai sus f?i satisfac conditiile din teorema 3.8.4. 
Nu mai dam expresia acestei limite.

5 9. Limitarea modulelor zerourilor functiilor de

forma g(z) = a^ ,2n-l

In acest ultim nara^raf, ie^in* nutin din multimea 
Vom considers a^adar , functiile de forma

(3.9.1) g(z) = + ^-agn_i z * , n=l,2...,

O [z t R

Referitor la zerourile lui g(z) din avem

TEORJ\MA 3.9.1. Paca 
ta tea

atunci, are loc^gali-

(3.9.2)

unde s-a notat

(3.9.3) ce ^gj. mf /-pTiTT -g-------
n^l V *2n+l

Demonstratie: Cu z re^^ , avem
Img(z) = lim I^a-i ' unde

sin(.2V^J* *
n-1 p

+ (2n-l) ^2n-l^
2n-l

n
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si (r) = <2*-l)a2;._i - (2p+l)a2g^^r^^

Tinind seama ae inegalitatea (3.1-3)

sin(2 P-1
2P-1

^6- -

Impunind condi^iile

(r)>o, p = 1,2,...

acestea au loc pentru

inf 2n-l
2n+l

2n-l
2n+l

Dar in acest caz, Img^z) > o.

Deci, g(z) nu admite zerouri complexe in

Corolar 3.9.1. Daca §irul

r C -

este monoton descrescator, atunci, func^ia g(z) nu admite 
zerouri complexe in(z^<^ K , V ais u

Demonstra^ie: Rezulta imediat, deoareoe in acest caz, 

6dtO=- Rg-

Remarcam, in incheierea acestui capitul, ca multe din 
rezultatele stabilite in para,jrafele precedente, r^min vala* 
bile $i pentru iunc^iile g(z).

Inainte de a trece la cazul general, men^ionam de aseme* 
nea ca, rezultate analoage se pot ob^ine ri pentru func^iile 
de forma

Cc

,*2,**l,o,1,2.
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CAP. IV. STUDIU ASUFRA LOCALIZARII ZgROURILCR 
FUiyCTIILOR DE F0RL1A f(z) c^z° , 

6 (D , n = o,l ,.?.

$ 1. Stabilirea unor limits inferioare pentru mo* 
dulele zerouilor functiilor f(z) = , cu serie
complete.

Ideea folosirii pozitivita^ii unor polinoame tri* 
gonometrice la st^diul distribu^iei zerourilor unor func* 
^ii, poate ii extinsa ^i la oasul general, cind coeficien* 
$ii a^ (nota^i acum c^ ) sint numere complexe.

In acest caz vom utiliza pozr&iVltatea alter ex* 
presii aseia^na/tuare, p^linca^elor trigonometriee, care, 
in realitate sint combina^ii de astfel de polinoame tri* 
gonometrice.

Fie apdar , func^ia (mul^imea lor o nothin )

(4.1.1) f(z) = ^7c z^, c n^o,l,2,...,c^o, ^z^R

TEOREMA 4.1.1. Fie o serie de termeni pozitivi

(4.1.2) (n) : ^7

Daca z^€ , atunci, are loc inegalitatea

df

Demonstra^, ie: Cu °n
putem serie

Ref(z) lim ^(r.G,?) unde
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k

(Up +

n
+ u^, cos(t?(^+ G^))

gi 6 (r) = 1^-
* "k "k+1

k=o,l,2,...

Von observe c^ , datorite conditiei (3-1.2), toate sume- 
le Up + <^_UyCos(V^+ ) , k=l,2,... sint oozitive.

Imounind conditiile o, k = o,l,2,... se deduce
ca, pentru

y -- n+1 % [
n^l "n t n+lt

avem Re f(z) o, si deci f(z) o pentru )zj .
Remarcam c^, c o, nu restrin^e ^enerelitatea.

Corolar 4.1.1. Fie R^. . Dac^ e^ista o serie
cu termeni pozitivi

(u)

oentru care, sint verificate conditiile

(b)

(a) sirul % h
^n+1)/

U n 
lim -
n-?<x> n

1 , atunci

este inonotm descrecator.

f(z) o, tn .

Let.on s tratie:
- Ry .

Corolar 4.1.2.

In conditiile corolerului, avem evident

ton descre^cltor $i

Acest corolar.

Paca

, atunci f(z) o

este mono-

?n(z(<; R^..

este un caz narticular al corolarului

n A o

^.1.1, considerind ca serie (u) , seria

D"m tai loa o tforemn ;eneral3, care ne va permite sA ob-
tinem, cu ajutorul teoremei 4.1.1, citeva limite oarticulare re-
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marcabile
TEOREMA 4.1.2. Fie f-6^^ 91 seria 

oo
(4.1.4) (c^): zL°<at°^><o(t;), cu ^o,

(?(^(t) este o func$ie marginita pe

n=l,2,..., iar

V . DacS

functia 

lim ^( t)

(4.1.5)'

= o, atunci,

nu are nu.cte de

are

c n
%+l

extrem in (o,/\ ) $i 

loc inegalitatea.

unce t este r'^lcina ecuctiei o

(4.1.6) t inf 
n^l

Demonstratie: In teorema 4.1.1 in local seriei (a) 
con'idernm seria de puteri (d(). Conforin cu teorma 4.1.1, 
avem f(z) o , pentru

t 6 (o, /)

pe care le satisface func-
care

linind seama de cone it
tie ' sste evident ci punctul t^,€- (o,/\), nentru

a vtm
sup inf (—
/o,X^ nil

c o
Cn

% 
%+ln

este dat de ecuq$ia

In continuers, indic^m citeva cezuri particulare remar 
cabile:

Concideram seria

(4.1.7) + --------------------------------- t +... cu t6(o,l), o.
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Avem in acest caz,

t 6(o,l)

Rfzol^ind ecnatia

) c] n
t^n+1

in report cu t, pi notind

h(<<) = inf -Liyl—5- 
nH ^^]^n+l

ae obt^ine urm toarea limitu a zerourilor
1

5731 c

Din (4.1.8) ob^inem urmntoarele limite: (o(-^l,o^-^o, 
o(-^ + so )

(4.1.9)

(4.1.10)

!%l 'MFJ

-.M .< -

, - li.aita raportului

- limita eyoonen^ialS

1, . 6[f]ln (1(4.1.11) " l^ita lo^aritnica,

unde * inf 
"21

Obaeryaj^ii: Coa?ldera^iile de nai ous r^min valabile gi 
acntru nolinoamele cu coeficient;! conplec^i .

4.1.3.

C RcS

Fie f6 . a) DacS airul
este aonoton descreecator, atunci f(z)^ o,
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b) Daca $irul ^^^/(n+l)^c^^j )^^ este monoton des* 

crescator, atunci f(z) / o , pentru

- —)-
< ^-,(R[z[ < R (1 - e i )

Demonstratie: ResultA imediat folosind (4.1.9) res* 
pectiv (4.1.1o), deoarece intr*un caz $i in celalalt 
vom avea J = K , (J pj^f]= R-

< c 
Din urmutoarea teorema, se constata cum factorul — 

t 
influen^eaza in anumite condi^ii, apropierea zerourilor de 
circumferin^a cercului de convergent al seriei respective.

TEOREMA 4.1.4. (de aproximare). Fie , ^z[4.R .
Daca au loc condi ^iHe

(4.1.12)

$irul

atunci, pentru V

, sau

)^1 este monoton descrescator

1 este monoton descrescator

, o R , ^ * mic

, avem w cu o eroare in*
ferioarA lui .

Demorstratie: ResultA imediat din teorema 4.1.3. fo* 
losind respectiv (4.1.1o), deoarece

Dam acum o teoremd, prin care se stabilesc condi$ii 
suiicien^e , astiel ca, f(z), f'(z),... f^\z) sA nu se 
anuleze pentru R .

TEOREMA 4.1.5. Fie , {z[ R . Presupunem ca
exista astfel incit s& avem

(4.1.14) §irul e monoton des*
crescator

(4.1.15) min
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In aces* condi^ii, i(z), i*(z),...f^\z) o m(z[^ R. 

Demonstrable: Am vazut mai Inainte c&, daca z^6^^w atunci

Considerind iunc*iile Hz), ... f'^^(z), avem:

^entru si-^liiicarea demonstra^iei, lu^m = 3.

A^u cum se ^<-ate oLserva din taLelul ue .ai sus, a<^r:sta* 
ur; ;atoarele:

aonutunia ^irului:

ia^rs-tenia irurilor^de aeasupra, incep&nd de 
la i tcrc.en ce CvL,ine ^e ! . i'ei.tru t^rrenii d n

la ace* 
st*rga,

avens ii.c^ulita^lle:
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Tinind seama de aceste observa$ii §1 de condi^iile teo* 
remei , rezulta imediat

^2 M = R

Teorema e demonstrata pentru cazul p = 3.

Cazul general se demonstreaza analog.

Consider^m acum, un sistem p+1 functii,

(4.1.16) i.(z; = ^ ,k=o,l,.

n=o ***k
-P

§i o serie

(4.1.17)

cu terrneni pozitivi

(u) u u11 o
+ ao

Introduces nota^ille

sup 
n^o-k

(k)

Fie iunc^iile de forma

(4.1.18) F(z; =\°f°(3) + A^: ... .

k - o^p,

Asupra zerourilor fur.c^iei F(z), vom da mai jos o teo*
rema de apr^xi);<are.

P
IkCh^A 4.1.6. (de aproximare).

^i ca exista o serie (u) cu proprietatea cA V T f 1=R^
2R*c t* o

Atunci, dac^ atPloc ir.egalita-{eA: ^^^(

mic, atunci , V z^6 t avem ]zj^ , cu o
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eroare inferioara lui .

centra demonstrable, dam mai intii

Lema 4.1.1. Daca este satisficuta condi^ia

atunci , / o pentru V z, cu

P

am vazut cA

ueiaonstratA$i lema e
P

1
y

rezulta sup 
nXo

$1 deci . 1'riTi urmare
o

O

litiitA iiiferioajrA pe^tiru zerourile lui r (z' va fi
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Dar atunci, p

d (R * )^Rp-------- ;------5----------  Ry , Q.E.D.

** 1 * atunci g(z) / o 
nP

§ 2. Limitarea modulelor zerourilor func^iilor de forma

In cele ce urmeaza , vom considera deci, seriile de pu*  
teri sub forma lacunara. Fie

n, np n
(4.2.1) g(z) = c_ + c z + c_ z + ...+ c^ z ** + ... ,o n^ np n^

<?n € ' p=l,2,..., [z^4R .

De^i rezuliatele ver li analoage in unele privin^e, exis*  
ta $i deosebiri, de aceea ne ocupam separat de aceste func^ii.

Dam mai intii o teorema generala, corespunzatoare teo*  
remei 4.1.1.

IhOh^iA 4.2.1. Fie o serie cu termed pozitivi

(4.2.2)

Daca z ô , atunci are loc inegalitatea

°n

°n

p+1 p

Demonstra^ia este analoaga cu a teoremei 4.1.1

Corolar 4.2.1. Daca exista o serie cu termeni pozi-
tivi

ton descrescator si lim

este mono*
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Corolar 4.2.2. Dsca sirul ("k I
^k^ 1 este mono-

ton d€3CT6 3c"tor ai

o, nenatunci

folo3€3te corolarul 4.2.1 ine-

^nlita tea

n^.n
1___
2*"3

In continuare vom considers citeva cazuri particulars care

orezinta interes

a) lie ??eria

deci

n^ n^ n
t + t +...+ t +

Conform cu teor^ria 4.^.1, oentru

% 
^1

avem

k+l'^k)

c o
'1

k_ 
c°k+l

CU

l/(n

ase cum se constata filri dificultate. deduce aatfel urm^toa

i n

%

t o

BUPT



6o
rea limitare:

(4.2.5)

b) Fie acum seria
2 .n

(4.2.6) t+-^-+...+ -L^-+... = -ln(l-t), t (o,l)

Deducem pentru l^nY<in2^i *

n ^2
n^,°1

n 
t P

n P

In ncest caz vom -=vea:

H-3UP inf /- 
k^l \

t 
In(l-t)

1 ) c !
( -S—

I
°k
"k+1

iar supremul de mai sua, este atins in t^ dat de

°"k+]

, in care an notat

. =* inf
k^l

X. 
"k+1

x_ 

°"k+l

^^k+1

Avem, astfel urm^toarea limitsre:

(4.2.7) .

Din (4.2.5) §i (^.2.7) , deducem

TEOREMA 4.2.2. Fie g6y*^,^z(<^R^. Daca atunci,

are loc inegalitatea

(4.2.8) l^ot^ ( ^g* ^g '

Obaerva^ii : Limitele stabilite mai sus, ramin valabi-
le ^i pentru polinoamele lacunare cu cocficienti complecgi.
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y-TFO(ICJA 4.2-3* (de aoroximare). Fie g(z) = c z o

^z[^ R . Pac^ sint satisf^cute condi^iile

a) ^irul este nonoton descrrscator

c o 33U

b) este rionoton descrescator

Rm^) mic

atunci pentru V z 
lui 6 .

e vem R, cu o eroare inferioara

?' ..ionstrEtie. ^ii ul
c 1/ (a, - -n, )k+1 k este mono

ton descrescator, 'itunci de vine

3i in acest caz vom evea .
""k 

^"k+1
"k
n. .K+1

e?te monoton des-

crescator, limita e^ devine

^i in acest cez, avem R -

Teoreme e demonstrate.
0 formA oarticularR mai ces intilnit^, este

(4.2.9) h(z) . +0^3 + C3Z^+...+c2n_iZ^""i+...,z .
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Conform cu cele stabilite anterior, dad z
atunci

(4.2.10)

Fie seria

(4.2.11)

'^2n+l
"2n-l

^2n-l
°2n+l

1/2 
)

oo
t__

1-t^

Vom avea

(4.2.12) t ^2n-l
^2n+l

t (o, 1)

)

)

Punctul tj^(o,l) ciutat, este dat de

c o
°1

2 tV{h^], T?[h%
*- r^.l V l°2n+l

Obtinem astfel, un rezultat dat ae urmatoarea

TroPIl'^A 4.2.4. Deca atunci avem

Obs!?rvatii: Este evident ca, h(z) fiind un caz particu 
lar pentru ^(z) (ca serii), pentru zerourile lui h(z), func- 
tioneaza aceea^i limita (4.2.5). Bar limits (4.2.13) este 
mai buna, deoarece

i°oii°oiv______

vW i cj

TEOREMA 4.2.5. (ce aproximare). Fie func$ia h(z) 
data de (4.2.5), pentru care presupunem setisfacu- 
te conci^iile

/ r^2n-l f\
a) Sirul este monoton descresc&tor
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b) o <1 - mic

Atunci^ d*?cn evera[zJ^R cu o eroare inferioara lui
) c^n—1 f ^<^2Fes on ?trctie. ' nurece oirul (] —-^----- !) eate aonoton
* 2n+l!

deacrezc^tor, rezulta - r*.
\-iiita (d.3.13) ?n ocest cez, devine

' ^ot' [^i!
(^.2.14)

a+ t/R^+4Q%(/ )c^l

Fin conditia b), rezulta imediat, R - .

3. ituciu a^uora distributiei zcrourilor functiilor

de forna f(z) =

Con^ider^m in aceat norn^raf, functiile

(4.3.1) f(z)- D^o,l,2,.., R*<i(zt<R
n^ -

(onjidefhj! tfriile cu terrieni oonitivi

Introducers $i notr.^iile ur. otoare

?i^4A ^.3.1. L'*c" z, 
de (^.?.l), ^tn coroana

e.rte un zrrc cen.ru f(z), dr^tX
!, atu rci are loc tina

din inegalit"tile
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Demonstra&ie: Cu z = re c e

e avem

Ref(g) = i^Lm (k^ (r,G, e) +k^ (r,G, c))

Ref(z) .
Teorema e demonstrata.

5e constat A c3., dac^ exista doua serii ) 
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astfel Incit R* = «^fj, R = w^fj , atunci, f(z) / o pentru

R.

Sa consideram $i aici dou& serii numerice particulare

Fie astfel

J5* -------L. ,, t to.i;
i i-t

In acest caz, pjocedlnd ca in probletnela precedente, 
consideram $irurile:

... )

to
P-2
r-i

P-n-l 
t ^-n j

Problema aeterminarii punctelor t^, t* (o,l) pen* 
tru care avem

sup inf (y (t)' , inf sap (y^ (t)) 
t6(o,l) njo t€(o,l^ n^o

conduce imediat la rezolvarea uruatoarelor ecua^ii:

(1-t; = t inf
!^°1i n^l

°n I V yj

) C-1
(1-t) 2)—- = t aup 

t

Leducem

TL.JLJt.'A 4.3.^. Daca z este un zerv pentru f(z), ———————— o
at^uYci, are loc Ltna uin ine^ulita^ile
. ... —
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(4.3.4)

In InctAciere, nam urmatoarea

IRuRpMA 4.3.3. Daca pentru f(z), ,
sint incep Unite cuiidi^iile

(4.3.5) ^irul , J. )o) n [ n !
A ! o ! ^+ 2 !c [rn+1'

este mcnoton des** 
crescetor

iar ^irul

(4.3.6) (4 n+2 este monoton crese5 
tor

atunci, f(z) / o , pentru R^<i-(z[4 R .

Deinonstratie. Se aleg drept serii (o(^)
seria

1 IL 1
T73" - - -^ n(n.l? .' *' =

In acest caz se observa ca

Din teorema 4.3.1, aven sau

L^o{^ teorema este de "

monstrat^.
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CAPITOLUL V. APLICATII

§ 1. Generality$i

Problemele dezvoltate in capitolele anterioare, atit 
cele reieritoare la polinoamele trigonometrice de una $i mai 
multe variabile, clt i;i cele privitoare la studiul reparti* 
(;iei zerourilor func^irlor analitic^ planul complex , 
l$i gasesc aplica^ii in fizicy, mecanica, electrotehnicy. 
N e vom opri dear la unele aplica^ii din sfera celei de a 
dou/i problematic!.

rosibilitu^ile de aplicare, s^nt in strinsd legatu* 
rd cu utilizarea tot nai larga a fur.c^jgjor ccnplexe de va* 
riabild complexa, in unele capitole din teoria elasticity* 
^ii, electrotei*nica tecrcticd, nidro*aerodinamica ^.a. Ast* 
iel:

1. rroblema antiplana . Studiul micilor deplasari 
micilor deiorr.a^ii ale Larelor cilindrice zvelte, izotrope 
bi omogene cu suprafa^a lateral^ libera, in esen$a, conduce 

la probleraa Dirichlet sau Neuman, entru ecua^ia lui Laplace 
in doud variabile. Dezvoltarea modemd a subiectului, utili* 
zeazd a^uratului teoriei func^iilor de variabild complexd, 
ceea ce a fost prev-zut &aeu de Saint Venant, dar a luat pro* 
pcr^iile actuale gra^ie re: ultatelur lui I.N.Mu^helisvili 
^83^ h.Capildeo ^19J i..a. (Fmc^iile lui Capildeo ei Hilne* 
luOKiaon , lunc^ii^e lui liundtl limashenko).

Problema torsiunii, se reduce la oeterr inarea func^i* 
el ) olomerie intr*un demeniu . Unia prircipa*
IL ue uL^ruuie a proLlea.ei torsiunii, o constitute utilizarea 
mijlcaceJor ^eoriei font filler ccu.pleae, ale caror posibili* 
ta*i practice sint 1^-itate nu^ai de p^s tdlttatea constru * 
irii elective a repr^zentdrii ccnforme ccresjunrabare (exacte 
sau .^roxiiLative) a uumeniului pe discul unitate .
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Pentru transformarea

Z = <^J(z ) i z = 6<j"i(z ))

care reprezintA conform uiscul unitate 21 ( yr ) 
din plaucl {z) pe domeniul ^implu. conex , deri* 
vata ' (z ) nu aumite zereuii in 21- (putind avea, 
in scuimb, seiouri pe

De rem&j at ca ir aceste pr-.bleme un rol important 
il an taetoda seriilor. Daca solu^ia nu poate fl masit& 
.direct, se ^ine seama cu Cd (z) §i CZ^(z) sint olo*

71 *Eiorle in XI :

<2o
(Z) = , y;z) =Xb

o o

In aceasta re^r^entare deci,
nu admite zeruuri m 21

(Cu * cunosc'H?)

2. Problems plana. Problemele la limita fundamen* 
tale ale elastic!ta^ii plane, se reduc la una ^i aceea^i 
problems la limita a teoriei func^iilor de variabila com* 
plexa.

Primul care a dat o repre entare complexe sietema 
tica a depiassrilor $1 tenuio.uilcr in jo o' * aa plana 
a lost G.V.Kolosov (19o9).

Formulele de reprezentare ^i*au g^sit o forma ri** 
gZKOaxa ^i eleganta in opera lui l.N.llusbelisvili , alate 
tizata in

Daca in prouleiaa antiplan-d, 30j.u^ia de^rjide in ul* 
tima instant a de determinarea unei func^ii de variabi^A
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complexa - in oroblema plana avem de a face cu doua astfel 

de functii.

In , se ia ca punct de olecarc rcprezentarea func- 

tiei biarmonice J cu ajutorul a doua functii de variabila 

complex^ ^(Z), y^(Z) , olomorfe pc suportul mediului

elastic

U = Re[z^(Z) -^^(Z)], + i)^ , (X'(Z) = ^(Z)))

reprezentare data prime data de Goursat (Bull.Soc.Math. de 

France , 26 , p.236) in iooteza ca U este analitica si redata 

de Mushelisvili in 1919 in caz general (Izvestija Akad. Nauk 

S9SR , p. 663).

Metodele teoriei functiilor de variabila complex^ cis

tig necontenit teren in studiul tncovoierii pl^cilor, o pre- 

zentsre moderns a subiectului fiino data de catre mai multi 

riotcmaticieni.

Formulele de baza ale problemei plane, contin douS 

functii de variabila complexS, analitice in general, olomorfe 

in particular. Cind ftmctiile nu sint olomorfe (domenii mul- 

tiplu conexe sou infinite), partea lor principals este deter

minate iar din conditiile la limits se determine ?i in acest 

caz donS functii olomorfe.

^TistS, in ;€n^rnl, douS metode de a rrnrezenta aceste 

functii- Metoda cea mai dire ta este de a renrczenta aceate 

functii sub formS de serii Taylor si de a determine coeficien- 

tit din conditiile la limits, doua metodS, consta in a pre- 

lun^l adecvat aceste functii in domeniul compleraentar supor- 

tului elastic si de a defini functii olomorfe in tot planul 

complex exceptind jr (.
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Solatia problemelor fundamentale pentru domenii re- 

prezentabile conform pe discul unitate, prin intermediul unor 

polinomiale, urmnregte determinarea functiilor^(z), ^(z), sub 

forma de serii. Pentru rezolvarea acestor probleme se utilizeaza 

cel mai adesea dezvoltarile in aerie (Taylor sau Laurent). Meto- 

da seriilor ^i a integralelor de tip Cauchy permite rezolvarea 

efectiva sau cel pu^in studiul teoretic al problemelor Dirichlet 

sau Neuman.

3. Ip FLECT30TEHNICA, in studiul proceselor cvasista- 

tionare, este utilizat aparatul func^iilor complexe de variabila 

complex^.

Tratarea problemelor analizei circuitelor electrice: 

regimurile permanente gi procesele tranzitorii (circuite cu re- 

gim tranzitoriu).

- Studiul cimpurilor statice §i stationare, se poate fa

ce cu ajutorul func$iilor complexe, care reprezinta auxiliarul 

cel mai eficace in rezolvarea problemei plane a electrostaticii. 

Sint studiate diferite cimpuri din fizica cu ajutorul poten^ialu- 

lui complex w = f(z) care le descrie.

De asemenea, este utilizatX metoda transformarii con- 

forme pentru studiul electrozilor poligonali.

4. In HIDRO-AERODINAMICA^ func$iile de variabila com- 

plexa igi gaseso o larga utilizare in descrierea migc^rilor pla

ne irotatjionale sta^ionare a fluidelor incompresibile.

In continuare, facem citeva referiri mai concrete in a- 

cest domeniu, care scot in evidenta importanta punctelor din pla- 

nul complex in care se anuleaza unele functii* Aceste puncte, in 

general nu pot fi determinate , dar pot fi, in unele cazuri, lo- 

calizate in anumite coroane circulars.
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Se gtie cA orice mi$care planA irotationala poate fi re- 

prezentatA printr-o func^ie analitica de z

f(z) (x,y) + (x,y) (potential complex)

tf- potentialul de viteze, functia de curent !=ti invers,

orice func^ie analitica de variabil! complex! z , va reprezen- 

ta o miscare plan# irota^ionalA, cu - avind semnifica^ii-

le de mai sus.

In ^necial, cind se utilizeaz! metoda holografic! , se ia 

ca bazS de piecare, vitezg complex! si nu potential complex.

In numeroese orobleme de acurgere a unui fluid, joacS un 

rol important punctele in care viteze complex! w w f'(z) ae a- 

nuleaz! (nuncte de sta^nare) .

Aceste puncte pot fi determinate efectiv in unele probleme 

cum sint;

- surs! in curent paralei (aflarea bordului de atac)

- sistem format din douK surse

- miacarea in jurul unui cilindru oval

- virtej intr-un curent paralei

- sirttri de surse si virtejuri

Miaoarea in jural cercului cu ^i f!r! circulatie.

Este de asemenea important! utilizarea functiilor complexe 

in teoria profilelor uerodinamice, unde tran^formarea conform! 

joacA un rol important.

Viteza intr-un pu<ct de profil f(z) depinde de viteza in 

punctul cirespuna^tor pe cercul renerator W(Z), orin relatia

- 7(Z)/

MUTt
I

M'J!

-H'C
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Deoarece in B, virful profilului (aseu(it)=0, 

implied ^(Zg,) = o pe cercul generator pentru ca w(z) 

sa fie finite.

Ipoteza iacut a asupra impcsibilitA^ii fizice a unei 

viteze infinite la vlrf este ipoteza lui Jukovski (numitA 

adeeea ipoteza Kutta*Jukovski) $i face posibilA determine* 

rea circulariei astfel ca viteza in B* sA fie nula.

Aplicarea reprezentarii conforms la rezolvarea dife* 

ritelor problems , in care de asemenea se cere determina* 

rea punctelor de stagnare, este ilustrata §i de urmAtoa* 

rele example:

* surse sau virtejuri in interiorul unuj diedru

* surse sau virtejuri situate la distance egale 

pe o circumferin^A

* scuigerea de*a lungul pere^ilor plani

* mi:carea in jurul unei placi plane

* scurgerea in jurul 3iste*;ielor de fante sau in 

jurul rebelslor

- mi^.carea in jurul unui contur situat intr*un 

curent paralel

Ca o aplicare a ultirnei mi^cari, este teoria pro* 

filelor aerodinamice (Profile Jukovski, Karoaan*Treffz, 

^ises, Carafoli).

Toate se ob^in folosind transiormarea :

care reprezinta conturul unui cere pe cel al unui profil
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Intre viteze, exista rela$ia:

( = o in vlrful prcfilului, = o \

Pentru pruiilele utilizate la construct la palelor 

de elice sau cniar pentru proiilole de aripa, in anumite 

puncte ale anvergurii aripii, ratiuni de ordin constructiv 

impur. un virf rot^injit. Le aceea aparc necesar sA se anali- 

zeze mai indeaproape caracteristicile scurgerii in jurul 

unui virf rotunjit sa se deduca conditiile de echilibra* 

re pentru a dcteriiina punctul de vite^a nul^ de pe profil 

^i de pe cere i prin accasta inau;! circularia.

Hai multe pruble.'^e din capit^lele 111-V, se ucupA cu 

localizarea zerour.lor co-ibina^ii de imc^i-i olomorfe 

(intre care $i combxna^iile liniare). Aceste probleme pot 

fi puse in leguturA cu priiicipiul aupexpozi^iei.

Deuarece pr^b^ena determin^rii unor mi^c&ri poten(iale 

plane este liniarA (ecua^ia lui Laplace $i condi^iile la 

lifait&) rezulta ca orice combinable liniarA de potential! 

ccmplec^i f^(z) va fi tot un potential complex. AceaetA 

constatare traduce ^ateriatic fa; tnl ca ni carea datoratA 

Ml multor cauze se lace ca si cind fiecare cauzA ar exie* 

ta independent.
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nJ. plane ireionale

Tinind seama de interpretarile din r- 1 $i de rezulta* 

tele ob^inute in cap. 111-iV, dam mai jos eiteva teoreme ca* 

re leaga aceste rezultate de mi^carea plana poten^iala sta* 

{ionara a fluidelor incompresibile.

A 5.2.±.^icarile pentru care viteza complex&

este de forma

(5.2.1) W^(z) = a^ + a-^z + ...+ +..., a^ o ,

n = o,l,2,...,

nu admit puncte de stagnare in doDteniul

(5.2.2)

$i nu ad^it puncte de stangare complexe in aomeniul

(5.2.3) [w^^]

Fie func^iile f\ , f* u 2

turale '

TEOREMA 5.2.2. ^iecarile pentru care viteza complexa

este de forma

(5.2.4) S<2(z) -A. + Al ^1 (Z) <3 ) ---A A

cuA .,\1. ...A.^ ° .)*(< R*2
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nu admit puncte de sta^nare in domeniul

5 )(z[^min
k

nu admit pmicte de s'angnare complexe in domeniul

(5.2.6) [z[^ min
k

Aceste doua teoreme se deduc din rezultatele cb^inute in ca* 

pitolul III. Evident, se pot reduce multe alte teoreme folc* 

sind ;i alte rezultate din acest capitol.

Din capitulul IV, deuucem ^,i urmatoarele$

5.2.3. Fie o serie cu terrneni pozitivi

Mi.carile pentru care viteza complexa este

(5.2.8) w^(z) = ^c^zE , c^*>o, c^6-C ,

n—1,2,...,

nu poseua puncte de sta^nare in domeniul

cn 
c in+1

(5.2.9) H<inf
n^o

Urmatoarea teoremA, d^. eondi^ii de apropiere a even*

tualelor puncte de stajnare de circurjferin^a cercului de con

ver^ei*^ A.

'iEoEc.^A 5.2.4. EacA pentru viteza complexA (5.2.8)
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sint satisfg-cute condi^iile:

.) Sirul ( este x.d. ,

sau

b; sirul este m.d.

la , o R ,
C].l &

atuiici, eventualele puncte de stagnare se ail^ in coroana

o R a .

In continuare, eor-s? deram viteza de forma mai gene

rala

(5.2.1c + a_z O &T 2
z I* nP

P = 1,2,
"4.

Fie notatile din C^p.IV,

1 ** e

rEf] = inf
k^.l ^k+1 *^k+l
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T'.Jl?' 4 ^.2.^. 'u^ctelr de sta^nare a ale r,t^c!ri-** * ..........     o 
lor ^ntrn ere viteza coinlcxS are forma (1G2) n :tis-

f nc inr 'nl it^tee

(5.2.11) )'o]^ ff ' )

in eceest' t^orem^, o^ducem si ur^toarea

.A 5.2.6. Dec! oentrn viteza complex! (".2.1o)

s?nt ?stiTl*cute conditiile:

% este m.d. ai

% 
%

n.

b) °n

(. In ) "I (< 8< .

atunoi, eventualele ouncte de tt'jjnere ole nisc rilor r* nec- 

tive, se tn co )ana

O < t^l <

T^.O?"'JA 5*2,7. Tac* viteza c^nplexA ^re forrta ( .2.12)

^n-1 (^.2.12) w(z) - c^a c^z + ... + c^n-i* ...

atanci tiurcttle dr r'tc^nsre z, , fro ine^slitatea
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2( I"J(5.2.13) jz 1^.----- - L-^L.H
° ^/(W^4( [e.l/je^pZ

unde ^[*w] - inf
n^l

In continuaye dBm ?i urm^toarea teoremS de aproxi- 

mare

TFO^FMA 5.2,8, Dacn pentru viteze (5.2,12) sint 

aatisfncute condi^iile

a) sirul (J este tn.d. si
V< 2n^l)

b)

atunci, dac^ eate nunct de sta;nare, avem z^j R , 

cu o e royima^ie inferioar& lui .

In incheiere, nai dam citeva teoreme prin care ae 

stsbilesc condit;ii juficiente , in care, vitesa comalexS 

renrezenta.a nrintr-o aerie de puteri, nu se nnuleazR in 

intcriorul ccrcului de convergenl;?! al seriei respective. 

Ace.?te teorene sint aplica^ii ale resultstelor stabilite 

in cap. 1-11 $i "V.

TLORl^iA 5.2.9. Fie o vitez^ complex^

(5.2.1^) w(z)
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DacK toate girurile

(na,, /(n^l)an+l ' ° ' ^'--P ,

sint monoton descreacatoare, atunci, miacarea coreapunzStoare

nu poseda puncte de stagnare complexe in ^z]<^R^ .

DacS tn

mipcarea nu

plue a^ /a^ Rf * k * 1,2,.. 

poaedS puncte de ata^nare pentru

., p , atunci,

TEOREMA 5.2.10. Pie viteza complex^

(5.2.15) w(z) * <^— c^z , co, c^, n* 1,2,...^zj

DacA exiatA o serie cu termeni pozitivi

Ac?

(u) u^ , astfel ca:n*l n o

(A) Sirul ( [ —' u ) c 
n 1

eate monoton deacreec^-

tor

(B) lim ^n+1
u_

atunci, mi^carea nu posfdA puncte de stagnare in domeniul
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Corolar 5.2.1. DacR girul 

este monoton deacrescator atunci

mi$carea nu ppseda puncte de stagnare in domeniul

5.2.11. Fie vitcza complexS

(5.2.16) w(a) * c. + % a i + c„ a 2 a a
o n^ ng Up

%>o, % C, p - 1,2,.,,,
P

Daca exiat& o serie cu termeni poaitivi

u astfel oat

(A*) girul r""p+i

tste monoton oeacrescRtor

(B') 8

atunci, mi^carea nu poseda puncte de atagnare pentru [a

Corolar 5.2.2. Dace ?irul

eate monoton descrecStor

atunci migcarea nu poaedA puncte de stagnare in domeniul
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