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INTRODUCERE

Teoria sistemelor liniare cu control reprezintA un capitol 

deoseblt de important in cadrul teoriei generale a siatemelor di- 

namice, ramurA a matematioii izvoritA din necesitA^i practice, la 

a cArei dezvoltare an contriouit in egalA mAsurA atit matematicie- 

nli cit $i inginerii.

DacA principalele no^iuni legate de stabilitate au fost for

mulate, investigate pi.fundamentate solid in.celebra tezA de doc- 

torat sus^inutA la sfir$itul secolului trecut de cAtre A.M.LIAPUNOV 

, primele concepts de controlabilitate apar la inceputul celei 

de a doue jumAtA^i a secolului XX , intr-o formulare algeoricA, in 

legAturA cu teoria conducerii optimale a unui sistem in lucrArile 

grupului de matematicieni condus de L.S.PONTRIAGHIN .

FormulAri precise ale no^iunii de controlaoilitate complete 

?i ale no^iunii duale de oOservaoilitate apar in lucrarile lui

R.E.KAIMAN , prezentate la ConferiD^a de ecua^ii diferen-

^iale ordinare, Mexio, 1959, respectiv primul Congres IFAC, Mosco- 

va, i960, lucrAri de pionierat in teoria siatemelor liniare cu con

trol.

DupA R.E.KAIMAN, sistemol cu control
(x = Ax + Bu

= ^0
unde A $i B aint matrici de dimension! n x n gi respectiv 

n x m, se zice complet oontrolaoil dacA fiecArei stAri x R° ii0 
corespunde un numAr real t^ t^ ^i 0 func^ie continuA pe por- 

Viuni u(t), t 6 , astfel ca soluViA x(t) a sistemului

(A.B;t^,x^) sA indeplineascA condiVia x(t^) = o.

Pantru m = 1, Kalman aratA cA on sistem (A.Bst.t^) este 

complet oontrolaoil dacA $1 numai dacA
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tang Lb,AB, ,A n

rezultat oine cunoacut in teoria sistemelor liniare suo denumi- 

rea de "oondi^ia rangului" pi care a feat generalizat de J.P. 

LA SALLE (SjJ pentru cazul m aroitrar, finit.

Controlabilitatea sistemelor liniare cu ooefioien^i variaoili

' x = A(t)x + b(t)u

= ^0
a foet atudiatA de N.N.KRASOVSKI [K-1,]Kc1, care ob^ine o ?con- 

di^ie asupra rangului" echivalentA cu controlabilitatea completA 

de forme $

(3)1 astfeloa rang[QQ(t),Q^(t*),...,Q^_^(t)J=n

unde Qp(t)* R(t), Qj(t)= A(t)Q^_j(t)—Qj ^(t), j=l,2,...,n—1.

In perioada care urmeazA acestor lucrAri se inmul^esc rela- 

tiv repede studiile referitoare la sistemele liniare cu control, 

apArind noi caracterizAri ale no^iunii de controlaoilitate com- 

pletA. Aatfel, In monografia iqginerului automatist V.M.POPOV 

anexa A, sint prezentate un numar de 16 formulArl echiva- 

lente ale aceatui concept.

Extenaii ale no^iunii de controlaoilitate la cazul siste- 

melor liniare infinit dimenaionale cu operator! mArgini^i ?i ne- 

mArgini^i apar pentru prima datA in lucrArile lui H.O.FATTORINI 

[Fl].[?g].[F^] ^i R.TRIGGIANI care extind la cazul

infinit dlmenaional unele caracterizAri ale sistemelor complet 

oontrolabile, prinzre care pi "condi$ia rangului", reformulatA 

in contextul controlaoilitA^ii aproximative introduaA de H.O. 

FATTORINI.

AlAturi de teoria aiatemelor liniare oontrinue a evoluat in 

permenentA o teorie aaemAnAtoare pcatru cazul sistemelor liniare
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discrete. Matematicieni de mare prestigiu, care au adus contriou- 

tii remarcabile in teoria siatemelor continue, au formulat $i de- 

monstrat o aerie de rezultate similare in teoria aistemelor dis

crete. Bate auficient aA amintim in acest sens lucrarea lui CH.V. 

COFHtANN J,J.SCHIFFER ^C^], sau monografia lui A.HALANAY $i 

n,VEYLMR , in care'aint studiate principalele conexiuni intre

diferitele tipuri de stabilitate pentru aistemele discrete (linia- 

re $1 neliniare), pe modelul rezultatelor corespunzAtoare din ca- 

zul continuu, utilizind tehnici specifice aistemelor discrete. iAj 
aaemenea, meritA amintit aici ca celebra teoremA a lui FERRON [p^J 

relativA la mArginirea solutiilor unei problems Cauchy

(x=A(t)x+f(t)
\x(o) = o

pentru f mArginitA, are un analog diacret, formulat $i demon- 

atrat la court timp dupA apari^ia rezultatului lui Perron de cAtre 

matematicianul TA LI .

0 aitua^ie analoagA as prezintA in teoria aistemelor cu con

trol, teorie dezvoltatA intens in cele trei decenii de existent?!. 

Este auficient aA amintim doar cA formularea "principiului maximu- 

lui" a lui Pontriaghin, metodA fundamentalA de cercetare in contro- 

lul optimal,demonstrat pentru cazul liniar de R.GAHKRELIDZE 

iar pentru cazul neliniar de V.B0L2IANSKI a antrenat o serie 

de cercetAtori in elaoorarea unei variante diacrete a principiului. 

Monografia lui V.BOLTIANSKI pig] prezintA intr-o formA foarte genera- 

11 ai aiatematicA teoria comenzii optimale a aistemelor discrete.

ExiatA la ora actual! monografii care trateazA numai sisteme- 
le diacrete [dgj, dar ?i lucrAri care prezintA in paralei cele dcu^l 

tipuri do pzoblema.Aatfol R.E.KAD1AN in lucrarea ^] amintitA mai 

sue, atudlazA alAturl de aiatemele continue ci sistemele discrete. 

De aaemenea, in monografia lui V.M.POPOV [p^], aint formulate ci 
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cind e cazul demonstrate, alaturi de rezultate din teoriasiste- 

melor continue rezultate similare referitoare la sistemele 

discrete.

Lucrarea de fa$A se inscrie pe linia prezentArii paralele 

a unor rezultate din teoria sistemelor liniare cu control conti

nue $i discrete, rezultate ootinute prin cercetari proprli sau 

in colaborare', publicate sau in curs de puolicare in lucrarile 

^4]- originale pot ii grupate in urmAtoare-

le categorii :

i) Extensii sau generalizari la cadrul spa^iilor Banach 

(Hilbert) infinit dimensionale ale unor rezultate cunoscute in 

teoria sistemelor finit dimensionale ;

ii) Reformularea $i demonstrarea in cadrul teoriei sisteme

lor liniare discrete a unor rezultate similare din teoria siste

melor liniare continue ;

iii) Prezentarea unor oontraexemple care erata ca anumite 

proprietA^i ale sistemelor finit dimensionale nu admit generali- 

zAri la cazul infinit dimensional, sau cA anumite proprietA$i 

ale sistemelor continue nu rAmin adovArate pentru cazul siste

melor discrete.

Deoarece am avut in atentio In special sistemele liniare 

discrete, majoritatee rezultatelor emintite mai sua se referA 

la aceat tip de aiateme. Totut;i, pontru unitetea si independen

ce lucrArii, aau pentru comparable $i paralelism slot prezentate 

pe aourt 9i in general fArA demonstraCie (uneori fiind citate 

numai sursele unde pot fi gAsite), unele rezultate cunoscute in 

literature de apacialitate din teoria sistemelor continue.

Avind in vedere cole precirace anterior, intreaga lucrare 

ee situeazA in cadrul destul de lorg al spatiilor danaoh (sau 

Hilbert) $i al sistemelor liniare cu operator! (coeficienCi) 
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mArginiti ictre,astfel de spoilt. Eate deci natural ca analiza 

functionala $i in special teoria operatorilor sA aibA un rol fosr- 

te important.

Lucrarea este impactite in patru capitole.

Capitolul I are meniree de 8 prezenta notiuni din domenii co- 

nexe cu teoria sistemelor liniare cu control, notiuni frecvent uti 

lizate in capitolele urmatoare. Este o incercare de a sintetiza 

din literature de specialicate acele elements care pun in evider* 

ideea de unitate a mijloacelcr de investigstie in studiul sistezn- 

lor continue gi discrete.

In capitolul al 11-lea se introduce notiunea de numar carac- 

teristio asociat unui $ir de elemente ale unui spatiu Banach aroi- 

trar $i, in particular, oricarei solutii a unui sistem discret. 

Se aratA oA numerele caracteristice introduse aici au proprietat- 

analoage cu numerele lui Liapunov din cazul continuu. In cazul 

atationar se analizeazA rclatia dintre si )G*(A)[ si au

prezintA variante discrete ale unor rezultate cunoscute in teoria 

sistemelor continue, legate de notiunea de numAr caracteristic, 

respectiv spectrul caracteristic. Rezultatele acestui capitol au 

fost comunicate la Simpozionul "Matematici $i aplice-

tii". Timisoara, 1985.

Capitolul al 111-lea reprezinta rezultatele asupra sistemelor 

liniare cu control ootinute -,1 njolicate in [*Tc], , [T-1 , )T-,^1
L 5J L o. L °J L HJ

Notiunile de controlaoilitate sint prezentate initial in codrul 

Mi larg al aiatemelor de evaearc - urmarire din teoria jocurilor 
diforentialo, apoi, prln patticul/.rlzarc, uint introouou cot.u. 

le uzuale de controlaoilitate si sint analizate unele propriet&pi 

H 8i B - stabile, adicA acele proprietAti, cunoscuto in cazul 

finit dimanaional, core rCmin adevarate in cazul apatiilor Hilourt 

9i reapectiv, Banach aroitrare.
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Ultimul paragraf al acestui capital prezintR, urmind idei- 

le lui S.DOLECKI o serie de conexiuni $1 interdependence 

intre diverse tipuri de controlabilitate existente in teoria 

siatemelor liniare discrete cu control.

Capitolul al IV-lea, destinat studiului siatemelor liniare 

cu control inzestrate^cu un criteriu de oalitate, prezint& re- 

zultatele publicate in Rezultatele prezen-

tate in ocest capitol se refer& indeosebi la slatemele discrete 

91, in esenC&, sint generalizSri la cazul infinit dimensional 
ale unor rezultate din [ig]*
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CAPITOLUL I.

SPATH DE FUNCTII SI OP^ITORI LPIIARI

DT TEORIA SISTSHJLOR

In teoria controlului sistemelor liniare, spa^iile de func'/i i 

joacR un rol foarte important. Elementele unor astfel de spat,ii, de 

regula. func^ii cu valori opera tori liniari, margini^i sau nemargi- 

ni^i, sint utilizate drept coeficien^i ; de asemenea, funcl^iile ds 

iotrare (control) sint elemente ale unui spal^iu corespunzator de 

func^ii vectoriale^ Calita^ile coeficien^ilor $i ale func^iilor de 

intrare determine, in ultima instance, calita^ile sistemului linisr 

respectiv.

In literature de specialists exists. o more diversitate us 1 e- 

ceze, mal mult sau mai pu^in restrictive, atit a supra coeficicnyiir 

cit asupra func^iilor de intrare. Sint utilizate fund;ii conLi..ue 

sau continue pe por^iuni [p^] , func^ii masuraoile marginite [1^] , 

func^ii integrabile in sens Riemann sau Lebesgue [c^], etc.

Calitatea de baz& care va fi ceruta in continuare unei func^ii 

operatoriale (vectoriale) pentru a putea fi utilizata drept coefi- 

cion(,i, rospoctiv func^ie de introre, va L'i occca do e i'i t'.ro '.;u- 

rubll?t vi local integrabilil in scnsul lui Bochner ^Y,] .

J'orograful 1.1 alaccstni cerfrol oro menlrco de " pt'.t.J/.n n.,- 

ta^iile pi do a presents, fora d.\Dor'..,tru^ii, principalclo ^roprlota'^] 

ale operatorilor liniari* si margini^i. Toate acestea vor fi utilizers 

freevent pe parcursul intregii lucrari. Celelalte paragrefe ale cop- 

colului au de asemenea un caraoter introductiv, avind scopul de a 

prezenta intr-un mod unicar spetiile de funcyii ^i classic .. o, r - 

tori liniari care intervin in teoria sistemelor liniare continue 

discrete. Intregul material al eccacui oapitol reprezined o incer- 
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care de a sintetiza din lit'eratura de specialitate $i de 3 prezen:- 

intr-un cadru foarte general, ecele elegante care contriouie la cle 

rificarea ideii de unitate a metodelor de investiga^ie in studiul 

celor douA tlpuri de sisteme.

1.1. PR OPR Id TAT I AM OPERATOR lit j LIRIA^I J pti-a

Fie U $i X dona spa^ii Banach peste corpul El (=H sen (C) 

al numerelor reale ssu complexe. Vom note prin sp-jyiul 3c

nach al tuturor operatorilor liniari $i margini^i dcfinici pe U 

cn valori in X. De, esetnenea, vom nota prin j^.(X) algcore Banach 

a tuturor operatorilor liniari \.t margin Hi d- i.i x ?tt 7 . 1 

carel element unitate, adica operacorul identicate pe X, 11 votj no 

ta prin I.

DacA X** dasemncazA spa^iul danech al tuturor func^ionelclor 

liniare $i continue pe X , inzescrat cu norma ooi^ruita din 

j^(X,!K), a tunci pentru fiecare BCj((U,X) vom nota b*€of(X*,Ll*) 

oporatorul adjunct al operatorului B, adica unicul operator din 

$((X*,U*) cu proprietatea ;

BV(u)= x*(Bu) , (V) u€J , (V) x*GX*.

DacA xgX $i x*€X* , bbi!?nuim sa notam in loc

de x*(x), astfel cA egalitatea do mai sus, de caracterizare 3 

odjunotului unui operator, sc ma! pint,; eerie t

<Bu,x*>=<u,B*x*> , (V) u€U*. (V) x*€X^.

1-ontru un operator A€^(X), vom nota prin 

(J^(A) = xgx{ Ax = 0 $i %(A) = AX

nucloul pi regpectiv, mul^imea vslorilor operatorului A.

Prin spectrul punctual al operatorului A vom in^l-jc auJH-
mutt
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Orice nutnar' A &G^(A) ys fi numit^ in -nod uzusl, vuloeru pro*. ' 
a operatorului A ?1 orice vector nenul din c^(A-Al) va fi nu 

mit vector propriu pentru opcrctorul a.

In cazul in care K = <E , vom nota ^?(A) mul^imea rezolvnnt 

a operatorului A, 8dica mul^imee numerelor complexe A pentru cor 

A-Al este inversebil in eljeors 3^(X). Opsrstorul (A-Al)*^i

(A€ ^(A)), va fi numit operatorul rezolvent $i va fi.notat R(Aj 

De asemenea, complementara in C a mul^itnii ^?(A) vu fi numitl 

prin (T (A ).spectral opera torului A va fi nota ta

tjutn&rul real'$i pozitiv

este nutnit raza spectrala. a operatorului A $i poate L'i determine

cu fortnula
= litn n

de unde deducem imedia t ca r 
A oo

Pentru Ac iC , {A! r. , seria A A este cosolut 
n=o

oonvorgontK pi delineate operatorul rezolvent, adic& 
oo -, r—< -n-1 n

R(A,A)=2_^A A , (V)A6.C,)l[>r.
n=o . A

Dec& este o func^ie complexa de variaoila complexa, anali- 

tio& pe o vecinState a specrralui operatorului ier ( T) 

este o curbs jordaniaoS. iochisa situata in V $i care ioconjoara

spectrul^ atunci operatorul (A) se define$te prin 
^(A)=-i— ^(X)R(A,A)dA

25) 1 r

Io particular, pentru fiecare t€K , definim
z _20_----- DiD-I- e 

2Tri r
e

n=o n!

PRCPOZITIA 1.1.1. [cj Fie Jrmato^rele af
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sint adevarate :

a) Daca T este surjectiv atunci exista m > o astfel in

cit ]}T*x*]] m , pentru orice x*6 X* , ]]x*!) = 1.

b) DacA exiata m > o astfel incit ][Tu)) pentru orice

<16 U , ][u]] = 1 , atunci T* este surjectiv.

COMSECINTA 1.1.2? Fie U $1 X spa^ii Banach reflexive 

T6^((U<X). Urmatdorele 8fir?)a^ii sint echivelente :

a) T este surjectiv ;

b) ExistA m > o astfel ca „T*x*M m * oricare ar fi 

x*€ X* , f!x^[ = 1.
CONSBCTMTA 1.1.3. Fie J $i X spa^ii Hilbert si T€<^(u,X

Urmtltonrclo afirma^ii sint echivalente :

e) T este surjectiv ;

b) TT* este uniform pozitiv ;

c) TT* este surjectiv.
PROPOZITIA 1.1.4. Fie .U $i X spa^ii Banach TC</(U.X)

UrmAtoarele afirma^ii slot echivalente :

o) ^(T) = X ;

b) jf(T*) = ^O^ .

CONsECINTA 1.1.5. Fie (J $i X spa^ii Hiloert .';i l'€c/(J,X

Ui'tuacourulo afiroja^ii ^loc

a) ^,(T) = X ;

b) T* este injectiv ;

c) TT* octo injectiv ;

d) TT* este strict pozitiv.

1.2. LPATTI DE FUNCTII CA h-, IN'j'.;!?vrr< T .ORTA ,.1;: J....: .

Fie X an spe $iu Banach si J un Interval a. oi'.r r r l ; - 

midreptei (R* a ^o,oo). Vo;^ note prin Lj(X) spatial

adicA spa^iul lioiar al tuturor functiilor f : J—x
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(identifieste modulo mul^imile de masura nula), tare masureoile ir. 

report cu masura Lebesgue, integrabile in sensul. lui Bochner 

pe fiecare subinterval compact con^inut in J ; in particular vr,.-j 

serie' L(X) tn loc de I& (X). Este bine cunoscut ' [Y^] ca Inza^ 

tret cu operatiile naturale $i familia (suficienta) de seminorme

(p^)g (unde 

iar p^(f) = 

spa^iu local

K parcuTge familia subintervalelor coccpacte din J, 

]tf(t)[] dt , (?) f€Lj(X)), spe^iul Lj(X) esce un 
K

convex, metrizabil, cpmplet, adica un sp^iu Fr^crtj;:

Po lingA acost spat^lu de ooza, vom utilize unclu

spa Hului Lj(X), inzestrate cu topologii proprii de spal^ii Banuc

topologii mai fine decit cea indusa de topologia spa^iului LjCO.
Astfel vom utilize t

I?(J,X)=^f€Lj(X-)l Mf(t)HPdu(t)< ooj, l^p^oo

L°°(J,X)=ff€Lj(X)[ ]]f[)no= ess sup,]fH= inf sup)jf(t){{ < oo]
^U.(?.!)-o t^.M

Pentru 1 p < oo, este un rezultat bine cunoscut in analiza 
funo^ionplA [Y^] cA ^L^(J,X)j^ este izomorf $i izornetrlc cu 

L^(J,X*), unde 1 < q oo ?i -**/p + ***/^ = 1 .

DacA f €I?(J,X) $i g*g L^(J,X*), = 1, a tunci

g*(f)=<f,g*>=^ g*(t)[f(t)]dt = ^<f(t),g*(t)> dt.

J J
DHFINITIA 1.2.1. 0 func^ie f : J—*X se zice ca este primi

tiv& pe J, daca exista g€Lj(X)

f(t) = g(s)dS
*0

Func$ia g€Lj(X) este unic 

mAsurA nulA) de functia f ^i sc

?i t^€ J astfel Incit : 

, (V) t6J.

determinate (modulo zul^imile -uc

not ea
Vom note ^J,X) [R^] multimea functiilor primitive ,i vc 

zice cA func$ia f este continuA daca f g *^(J,X). Este clo 

din defini^ie ca orice funepie este aosolut contir.u '
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orlco ^uointerval coupacc lai J.

PROrOZITLA 1.2.2. [1^]. Fie U,X,Y . spa^ii Banach, A € 
g-^J«^(X,Y)), B€ *^(J,^(LJ,X)) $i f 6 *%fj,X). Atunci AB& 

€ *t%^J,o((U*Y)), $i sint adevarste egalita^ile :

a) D(AB) .= (DA)B + A(DB)

b) D(Af) = (DA)f + .A(Df).

OBSERVATtA 1.2.5. Din egalitatea Df = rezulta u?or ca 

f( t) = e ^^x^ C "& (J.X), x^C X. Deo? roce, cvidf.n t, D : (J,X) —

---- Lj(X) este un operator lini^-r, obl^inem ca O^-(D) = $1* 

in consecin^a, (D) = 0

Daca restringem domeniul de definite al operatorului D 

punind 4k
3(D)=[f€D(J,X)l Df€ I?(J,X) , l^p^ooj

atunci restric^ia e ^^XpC^(D) permite sa. determina:': <J^.(D;, 

care in general nu va mei fl tot ..1-nal complex -C ;;i v . ! - 

de otit de J cit $i de alegerca lui p. De cxemplu, ear -

c (R* :;1 1 p < oo, o tunci a) - A € <C ] )<e A < " J -

Vom tuai nota
*^(J,X) =^f€.Lj(X)j f continua pe J j

-^^-(J,X) ={ Df €^(J,X)j

precizind ca !
^^-(J,X)CI^(J,X)(Z^(J,X)CLj(X).

Spa^iile de func^ii enuoerate in considera^iile precedente 

vor interveni in teoria sistemelor liniare cu control t-continu

Analogul Jiscrct al speti'^-'^ de b?z" Lj(X) vc ?i 

a(X) al tuturor ?irurilor de detente sic spc^iului dcncc;. X , 

adic&
s(X)^/x.(x) [x€X , (V)n€N}.

*- ° n^o a -*
De aseaenea, spa^iile

(X)= xg s(X)) }[x[[ [[x [) ocl, l^p<oo
::-0
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^°°(X) ={xgs(X)l ])x(too = sup < 00}
n

vor inlocui (in cazul discret) spa^iile L^(J,X), p^ 00.

Deoarece atit spatial s(X) cit $i spa^iile ^.P(X) pot fl

considerate [Y^J ca spa^ii de func^ii integrabile pe spe^lul cu

masura

gebra

Lj(X)

(^, ^(N),^),'unde

^((N), adica \^.(n) = 1
este tnasure discreta pe

(V)nGET, proprietapile spa '^iii

$i L^(J,X) se tronsmit in mod corespunzator spa t^iului.

respectiv ^(X). Astfel spc1;iul s(X) va deveni un spji^iu ?ru- 

chet dac& va fi inzestrat cu familia (suficienta) de seminorme,

(x) = ][xj[ , (V) x = (x^) G s(X) ?i (V) kc^,
n 0

iar spatiul ( <t^(X), ([.[[ p) este un spa^iu dunaoh pentru l^p^

De asemenea pentru 1 p <00, dualul topologic al spa^iulu

^(X) va putea fi identificet cu spa^iul -^*^(X^), unde l<q^oc 

?i = 1 . In acest coz, pentru xG-f^(X) ?i -^(X*),

Vom mai men^iona ca daca X este un spe^iu danach reflexiv, 

in particular Hilbert, etunci pentru 1 < p < 00, spa1;iul L^(J,X) 

?i analogul s?lj discret -^P(X) sint spa^ii Janach reflexive, i;. 

particular, L^(J,X) $i -^^(X) sint spa^H Hiloert daca X cat 

un apatiu Hilbert.

In sl'irQit, pentru a inchcie considcrc^lilo rel'crjtocre la ..

tiilo de func^ii utllizote in teoria controlului, trebuie sa pr c 

zHm oK locul oporotorului do d-rivarc va fi luat in teoria

lor discrete de operatorul de translate (la stingo) T dcL'init 

pe s(X) prin

U$or se epnstata ca ?i in acest coz Tx = A,x uuca ?i num i 

dacii x^ = , (V) n€C^ , x^G X ^i, in concluzie, ( )- t
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$i p(T) = F .

De asemenea, daca vom restrinjc dorneniul lui T la

S(T)={x6s(X)lTx€^^(X)}, 14p-^oo

ceea ce in acest caz este echivalent cu
3(T)=^(X) ?i T€<^(^P(X)) . l^p<Too.

otunci
(j^.(T)= <C [ 1 } daca 1^ p< oo

91
G^.(T) = 6 (C ) ) f -3- 1 ] daca p = oo .

1.^. OPDRATORI LTMTAPI .r.-:CTPTCT SPATTILOR DiT FTRICTTT.

Spal^iile de func^ii prczentcte in paregraful precedent cu ur 

rol esen^ial in teoria sistemelor liniare cu control. Un rol la 

fol de important in cadrul tcorii ravine unor or.. tori

liniari continui genera^! ae clumente ale unor sp-i ]?ii de 1'unc- 

ti. operatori lega^i intim acit ce constructs sisccvului cit 

de descrierea func^iilor de stare sau de ie^iru.
Fie U,X spa^ii Banach $i .!(.)€ L?^^.(J,J^(U,X))^ 1^ p<*oo.

DUFINTTIA 1.3.1. Numim operator de mulciplicorc- fo.-n. r<!t de 
A(.), operatorul 4/^: L^^(J,U)---- Lj(X), ^/p + = 1, del'init

prin

^f = A(.)f(.) , (V)f€L^^.(J,U)

adic&
(^%f)(t)= A(t)f(t), aproape pentru orice t€J.

Propozi^iile urm&toare sint extensii u$or de ootDLtt ale unc 

rezultate sitoilare de la cazul func^iilor cu valori scelare [s?].

PROPOZITIA 1.3.2. Fie A(.)6LP^^(J,^(U,X)), l<p<oo ?i 

q conjugatul lui' p. Atuncl operatorul de multiplicare genera 

de func^ia oporcitoricH A(.) ^sce liniar continuu de la 

^lul Frdoh^t L^o<)(J*U) spatial Freenet Lj(X). In particular 

dac3. A(.)€ atanci este liniar $i continuu de 1 
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spa^iul Banach L^(J,J) in spatial Banach I?*(J,X).

unde Cg = Pg(A) este.o constanta care depinde de X 

este seminorma

Demonstrable : Pentru flecare subinterval compact X G J ave 
Pg(F%f) ={][^(t)f(t)[tdt^ ^]]A(t)]].][f(t)[] dt^

- z K , X
dt)^p.( )l!f(t)][q dt)^ = (f)

X X

PK.q

D inlocui

generata de X in L^^,(J,J). 

ca in ipoteza A(.)GL^(J,^(u

$i.oobinem .. 
^llA(t)ll.l[f(t)[]dt^ II^H'p - I

Este clar
Pg(<^f) prin

!l^ll i
q

OBBERVATIA 1.3.3. Daca A(.)€L°°(J,^(J,X)) atunci pentru o 

ce f(.)€LP(J,U) , l^p^oo, vom svea

Millie

Pi -
In concluzie, orice element A(.')€L°°(J,jf(LT,X)) 'gonorcoza 

un operator de multiplicare liniar 31 marglnit de la spatial Bon-u

L^(J,U) in spa^iul Banach

OBSBRVATIA 1.3.4. Fie A(.)€L°°(J,jf(U,X)). Deoarece pentru 

orice f € L^(J, J) L^(c ,1^) cu "7 -r V = 1 , putem scri-:

c.t - *
J J

rczulta cd adjunccul operctorul'.-l (7^ e.;':o un <.j ..ult.'.. Li- 

oare generat de [^(*)]*

Fie A(.)€L\Ei+,j((X)) , f€L^-(J,X), t^€^ . .'c-r.tru fi .o- 

t€J,t^t^, putem def ini

(A xf)(t) = j A(t-s)c(u)du. 
t^

Deoarece .

s t H
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folosind tcorema Fubini-Tone?.ly 
t * ?

]] j A(t-s)f(s)ds[] ) ( )]]^(t-s)]].]!f(s''][ds)dt^

to t^s*
Se poote srata de asezenaa ^GgJ ca d^ca A(.)

f €.L^( J,X) , 1 p oo,atunci a plica tia x if) (t )jc L^( <1 ,

DEFINITIA 1.5.5.

convolu^ie jenerat de

Fie .'i(.)^L^([R^,^(X)). Xumia

A(.) in I<P(J;X), operatorul 

definit prin
u

(<7%^f)(t)=(A x f)(t)=^A(t-z)f(s)ds, (V) f € I?(J,X),(V)t € J.t

Din cele de mai sus rezul^i ca orice funCyie o^r-corid^ 
A(.)€L^(tR^,J^(X)) ^cncrean- j*: ^Djrotor de ccevoluLie

.I?(J,X), llr.^r ^Srglnlc, icr

ll^Jf Id II i -
rPrin calcul direct, utilizind func^ia operatoriald 

:.'i intorvertind ordinea de int-:rarc zc poato er'ita c" .j :Junctul 
operatorului de convol.u^ie .<7^ noate fi definit in

= i . nrm
)(t)= J A'(s —t)j'(.s)Jz j ^ij*s,K,X ), tg*J^

a > t
s <J

undo A*(;j-t) - [A(a-t)]^.

Fie acuo J =[tp,oo) ^i x J,^(X))r)L'(J.;J,of(X)

DSFU^rflA 1.5.5. Kumim opt-r-'ar integral gceerat de d^nc^ie

K(t,s), operatorul lioiar deficit pe Ir(J,X) prin
t

(T^f)(t) = K(t,'s)f(s)ds , t..p.t. t€J.

**o
PROPOZ 1'1*LA 1*3* 6. a ) Per,i a ; r oape f ieccra t € c r d

(T(f)(t)€X ;
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b) Operatorul J(, este liniar $i tnargioit de le in

I?(J,X) ;

c) Adjunctul %* ! L^(J,X^)—**7p + '/ = 1 

exprima prin t
(Tgg*)(s) = $ K\t,s)g\t)dt; .

Demonstra Deoarece ( ^[]x(t,s^[[%s)dt

J . J - . ,
rema lui Fubini, rezulta ca []K(t,s)jj^ds^ oo a.p.t.

oo din

C € J

te

ia

a )

J
func^la c---- ^\[]K(t,3)][^-ds este integrabila pe J. De aceea, put 

serie
c t

][K(t,s)f(s)j[ds^ ][K(t,s)[].]]f(s)jds .$.

( ]]K(t,s)[[^ds) 1 .( ^)f(s)^ds) a.p.t.c 6P
t

In concluzie, pentru aproape fiecare t€J, t t , exists 
c °
^K(t,s)f^)ds= (T^f)(t) ;

b) Fie f^L^(J,X)^ Atunci
K(t,s)f(s)ds[^dt^ S ( S f[K(t,s)f(s)![dr?C^

J t J tO r
da) 3 dt.. (

J t^ t^
(s d.)^ =

deci

p
vom uveo

a tj

o
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00 oo

= i ( < f(s), f K^(t,s)g*(t)dt )ds =

de unde
. (K^)(s)= ^K\t,s)g^(t)dt.

s
03SERVATIA 1.3.7. Daca func^ia K(t,s) este continua pe

J x J, atunci putom d-'Htni oror^tnrul !.tit'h'P'^l p"

cu valpri in 1^ p^ oo.

-In continuare ne vom ocupa de operatorii de multiplicare.

convolu^ie pi sumare pe spe^ii de piruri.
Fie A = (A^) € s(d((U,X)) pi f=(f^) s(J).

°n^.o °n^-o
DEFINITIA 1.3.8. Numim operator de multiplicare -au operator 

diagonal pe s(J), generat de pirul (A ) , opcrutorul iLniur

s(U)—*s(X). dei'init prin

Continuitatea operatorului (7% rezulta imediat din inegclita- 

tea
P,^.')=I[4^JI $ lh.J[.'KH = c„-p,,(r'' . cc .

DacA A = (A ) €. ^°°(j((U,X)) atunci pentru fiecare p,
" n ^o-

1 no, J) induce un operator liniur Qi mor^init. <i< 1..

^P(U) in -^^(X). In psrticuler, daca A^ = Agg((J,X), (d) net , 

atunci = (Af ) definepte un operator de multiolicare li-
° n > o

niar pi m&rginit de la" - ^^(U) in ^^(X), 1 p oo.

Fie acum A €<^(X) pi sa notam prin A^ = (A*^)^^ pirul pu- 

terilor lui. A. Atunci A delineate un operator de culciplicare 

in s(X) definit prin
<7^f=(A°f^) , (V)fcs(X).

In particular, deoarece orice nuzar c<€ <C definepte un op?r^tor
<*I€.<^(X), pucem introduce opera torul

?f = (<X°f-) , (V) fCs(X).
D ^,0
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OBSERVATIA 1.3.9. Oporatorul de translate T t s(X)— 

este similar cu dT , pentru orice o(&(C 0.

Intr-adevar, pentru orice f6s(X)

( T ^)f = <*"1 T((o( °f ) 
D 0

= ( , o( ^n+1* * * * ^ = (o(T)j..

CONSECIMTA 1.3.1Q. i)aca o(^<C , ]o<[ = 1, atunci .;i o(*^

fincsc operator! izometrici pe ^^(X), 1 oc, pi cu rc^'o.

meotul precedent T pi <XT sint izotnetric echivclenti deci G*( 

?i G*(<^T) coincid.
Fie T = (A ) € s(t^(X)).

n ^0
DEFINITIA 1.3.11. Numim operator de convolu^ie fjcnerct de 

s(X) ,, operatorul t s(X)—*-s(X) definit prin
n

(<^ f)(n) = f(=s(X).

Fic
c(X) ={ f = (f_) € s(X) I lim f €X }

n 0 n —.00

Co(X) ={f = c(X)]lim f = 0}
n o n—^00

inzcstrate cu norma din ^,°°(X).
TEOREMA 1.3.12. Dac& T= (A^) ^(^(X))

n >0
este un operator liniar $i mirginit de la la 

u t u n c i

, unde d

semneazS oricare din spatiile c^(X), c(X) sau -^^(X', l^p^oo 

^i ore loo evaluarea

ifAfi . Hf)i^
Demonstrs'ti.e : Vote enaliza pc rind ccr.urile 

re 51 rc^(x). i<p<oo.
re re

a) Fie f€o^(X). Atunci pentru orice f > o, exfut-i 

= k^(^)€tN astfel incit
7[^]^ ' ^0'

' 0
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Deoarece $i ° pentru n---- *oo, rezulta ca. exista

n_ = n_(S) astfel ca 'n n^ sA implice0 0^^ .0

In concluzie

E . Mn

€ c^(X).

Fie f€c(X) $i sa notam lim f -= x^X. ^tunci putem
D--- >0O

(4^f)(o)= E, '
K=0 k=o K-0

adica

b)

serie

lim

f^- x^.c^(X), conform celor demonstrate la punctuJ 

A ^(f^- x) = o ?i, in concluzie,

((<7%f)(D)) =(H A. )x^X 
n—^oo * - k=o

adica ^f6c(X).

c) Fie f C -^°°(X). Atunci

-1.'^!!^ IN! c =
Q k=o k-o

'.g,-ll*JIWil - !!^ll^ -

Deci
l!4.f!l°oC i -!I4I .

In particular, avind in vedcre incluziunile c^(X) C c(X)C 
C -^°^(X), am ob^inut inegalitatea din enun$ $i in cuzurile

f€Co(X) $i f€c(X).
d) DecA f €-f***(X), atunci

do unde
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DO D DO 0
E E t

n=o K=o .n=o k=o
adica

- ((<7^,f )(o)) C ^^(X) .
* n

it^Ji . Mi

e) In sfirgit, daca f G ^.P(X), 1 < p < oo, iur q n.'jtc con-

jugacul lui p , atunci n 1/

iK^xn)t[ = M).
K= 0 1\.= 0

D 1/ I/
(g, H^JI - IKII^-(,E

11?!!^ . - -

Cum ( ))A ]] ) € ^(R) $i ( [[f ]] P) € ^(R), conform
n^o " n^o

punctului (d), avem

Wi - I]fti^

de unde

deci

E li(^,f)(o)ik n?iii. . f[Di^
n=o ,

p = .[}ri;,^T[[ [Ir
n=o

9i afirma^ia ceoremei este cot^pluc demonscreta.

MOrOZITIA 1.3.14. Fie A = (A ) €
7? ° n o

oporacorului de convolu^ie c/c? , ,;cr;<;rac

A-Jjunccul

° n > o

' ^(X*)---- / Ko^oo , ^^p + = 1 de

fioit prin _
(^s')(.l=E , (V) nee: 6

k=n n o
Domonstra^ic : Fio f€ -^P(X), -f^(X*), = 1 .

Atunci oo
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DO OO

de unde ob^lnem ca

n=k

qi estfel aficma^ia este detionstrc ta.
Fie 1 p q oo "**/. -:- / = 1 qi .- E c^(X), (V) n,.' g

'tL J

EtN , cu proprietatea
oo oo
X. X Hx .)! p< co.
n=o j=o

DsFDIITIA 1.3.15. NumiB operator de sumare cu nucleul

(Knj)^j , operatorul : s(X)—s(X) definit prin 

(%f)(n) = K -f. , (V) f = (f ) G s(X).
3^6 3 j >0

PXOPOZITIA 1.3.16. Operatorul % este liniar qi marjinit d-j 

la ^,^(X) in ^.^(X), iar adjunctul sau 3(,^:-f^(X^)—>^(X*) 

este definit prin

(XVXj) -E !$. :: . Me* - (:*) € f"(x').
n=j " n 0

Demonstrable ; In primul rind sa ooservam ca deoarece p 0 

rezulta ca cvem ^i
00 00

Fie f€ ^(X). Atunci

de undo rezult& C ^P(X) ^i

Fie ecutn ^(X*). A*.nci
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n noo DO

on oo

2^
n=o j=o "

no

j=0 n=j j=o n=j

de unde rezulta afiraa^ia relative, la adjunct.
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C.'-PDTOI/JL II.

NH.IERE CARACTERISTIC^ ASOOIATE SISTsHr.LUR

LINIARE DISCRETE. -

Pentru studiul comportarilor asimptotice ale solutiilor ecua- 

tiilor diferen^iale finit 'dimensions le, A.M.LIALUNOV a in),co

das numerele caracteristice ssnciate acescor solutii, nuTite azi 

numere Liapunov [Bg] .

Asociind fiecarei solutii un astfel de numar $i itcpar^ind spa

tial solutiilor in subspatii care contin solutiile cu acela$i numar 

caracteristic, Liapunov a aratat ca toate solutiile dintr-bn astfel 

de subspatiu eu comportament similar de cre^tere la +oo, cotnpar.-j- 

tiv cu o anumita exponentials ; in particular, solutiile cu numar 

caracteristic negativ au proprietat-ea ca tind la zero exponential 

cind t—>- oo.

Pentru cazul ecuatiilor liniare cu operatori constanti intr-u;: 

spatiu D-dimensional

(A) x = Ax

Liapunov a arAtat ca exists nunei un numar finit

k < n do numere caracteristice distincte co sc pot asocia un^l 

astfel de ecuatii. Hai mult, Li-punov a aratat ca este numar cu-

raoteristio pentru o solutie c ocmtiet (A) dec^ ;! -n-n i <!

exlstd o valoare spectrald € C*(A) pentru care = Re A . 

Altfel zis, dec& notam prin ^f(A) multimea numerelor ceracterinci- 

ce asooiote tuturor solutiilor ecuatiei (A) ^i prin RcO*(A) - 
= ^Re^) X€G*(A)} , atunci X(A) = ReC(A).

In paralei cu teoria stabilitatii miscarii, ?i in strinsa le- 

r;atur^ ou ocoosta, numerele ct-racteriutice au Pout Inten.'; ;;tod] t 

tn ultimul timp, 0 generalizare interesantA a numerelor caract^ri^r
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be Liapunov este prezentata de M.MGhl^ [^2J' ^^zind conportarea 

solu^iilor unci ecua^ii diferentiale in rsport cu o func^ia (n^ 

neaparet exponentials). Extens.ii la cazul spa^iilor Banach eroitrc- 

re sint prezentate in [^7] ' " este un

operator liniur ?i marginit in spa^iul Banach X , ST.BALHIT pi 

H.REGHI$ arata ca rela^ia lui Liapunov %(-A) = Re(f(A) trc- 

buie inlocuitA cu rela^ia, nai slabs, X(-A)CRe(r(A). Se cauta 

upol o eland cit moi lcrjd de opcr-j tor 1 A pentru cere ^(A ) -- 

= Re(T(A), introducindu-se close operatorilor real-decoopozabili.

Toate considera^iile asupra nutnerelor cerecteristice in sensuj 

lui Liapunov, omintite mai sus, sint specifics cistemelor iLniurj 

cu timp continuu.

0 teorie analoaga pentru cazul sistemelor discrete nu pure s' 

fie cunoscuta in literature de specialitate, studiul staoilita^ii 

unor estfel de sisteme fiind a'oordat prin netode functiilor Liapu

nov , de altfel bine cunoscuta $i in teoria sistemolor contlu^ 

In cadrul acestui capitol, incepind cu r.?ru'^rurul ,al trcilcc 

introducem no^iunca. de numar coracteristic asociat oricarui elor-i 

din s(X) $i, in particular, oricarei solu^ii a unui siste-n cj..;-- 

cret ; vom arata c& numerele ccrscteristice introduse aici au pro- 

prieta^i analoage numerelor lui Liapunov din cazul continuu.

In cazul sisteaelor nestu';ionare discrctc-von introauce indi- 

cele superior $i cel special, indici analog! cu cei aminti^i in 

au propriecd^i similare.

In cazul stationer von ^uallza rbla^is uintre :;i

)0*(A){ in oadrul paragrafului patru, ier in ultinul pur< ; j! ^1 

oceatui capitol vom prezenta 0 verianta discrcta 0 unei gcneruli- 

zHri date de M.REGHIg [R^ teorenei lui O.PsRRON.

Pritnul paragraf al acestui capitol are rolul de a rece o 

ointA trecere in revista a principelelor no^iuni din teorie sist
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melor Uniate continue $i discrete. In psr-agrcful al aoilca s-a 

reatninte$te no^iunea de outsat caracteristic in sensul utilizec 

in [BjJ , ^2] Qi apoi se determina pe 0 cele dir-cta spectrul 

caracteristic al unui operator diagonal scalar *

2.1. SISTEME LINIARE (DIFERENTIALE) CONTDTJE SI DISCRETE. 
Fie X un spa$iu Banach complex $i A(.)CLj(cf(X)).

DEFINITIA 2.1.1. Hum in sistem diferen^isl liniar omogen ge

nerat de A(.) ^i notum

(A) x = A(t)x

problems determinarii func^iilor primitive x(.)€ "&(J,X) cu 

proprietatea

x(t) =A(t)x(t) c.p.t. in J.

Utilizind DefinHia 1.2.1 rezultS. ca ecua^ia dil'ereni/iala

(A) este echivalenta cu ecua^ir integrals
t

x(t)=x(t^)+ ( A(.,)x(s)ds
" 0

iar pe baza principiului lui Banach de punct fix se erat^ in teo 

ria ecua^iilor dii'eren^iale linicre ^2] ca problems Cauchy

, (x = A(t)x

= x°

are soluble unica.

In particular, pentru riccare s^J , exists 0 soluble unic< 

a problemei Cauchy operetorialc

( X = A(t)X
Lx(s) = I , s€l.

Aceastd soluble notet^ $(t,s), t,s€J , poarta nai^le Je ope^- 

cor de evolu^ie (Cauchy) generat de A Qi sc $tie ca solaria prr 

blemoi Cauchy (A*; acmite reprczcntcreo

x(t) =^(t.tQ)x„ , (V) t€J.

OBSERVATIA 2.1.2. DecA A(t) = A , (V) t€J , etanci $(t,s'
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, lot aolu: .^.J y (-;i.p,XQ7
A(t-t^)

. x(t) = e ° x. , (V) t€ J.

PROPOZITIA 2.1.3. [C^] . Urmatoarele afirma^ii slot adevarate :

(1) ^^(t,s) = A(t;)$(t.s)- In* Lj(^(X))

(2) $(t,5)$(^,s)=$(t,s) (V)t,5,s€J

(3) ^(.,.)€^(J^,x) 1

(4) <&(c,s) este inversabil $i ^(t,s)] =-4^(s,t), (V)t,s^J

(5) $(s,t) = -$(s,t)A(c) in Lj(j((X))
!,^ ][ f. !!A(3)!h3

Fie acum A(.)6Lj(j((X)),f(.)€l,j(X).

D.sFINITIA 2.1.4. Numim sistum difcren^iul liniar neotnojcn ^unj

rat de A $i f $i notam /

(A,f) x = A(t)x + f(t) * '
probloma determinKrii Punctlllor x(.)€ *(^(.T,X) cu j.rnpri-'ttt.r' 

x(t) = A(t)x(t)+ f(t) a.p.t.- in J.

Ca $i in cazul sistemelor ono^cne este clar ca ecuatia (A,f) 

este echivalenta cu ecua^ia intejrcJ.a
t t

x(t)= x(t^)+ A(s)x(s)ds + j f(s)ds.

%
be $tie de asemenea ca unica jolu^ie a proolemei Cauchy

(A,f;t.,x„) x = A(t)x + f(t)

Hute furnizatS de formula
x(t) )x + $(t,s)f(s)ds

"o
numitA formula variable! de ccnstcnta.

Fie A = (A ) € a(^(X)) $i f = (f ) g. s(X).
n^o ° n^'o

DEFINITIA 2.1.5. Numim ecua^ie liniara discrete neomogena aso-

^iac& perechii (A,f) $i not&o
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problems determinarii $irurilor x = (x ) g s(X) pentru cere 
D >0

egalitetea precedents este edevarat.a pestru orice n ^.o.

OBSERVATIA 2.1.6. Daca even in vedere defini^iile operato- 

rului-de trensla^ie T (Def.1.3.9) operatorului de multipli- 

care (Def.1.3.8) in s(X), putem serie
(A,f) Tx = (/^x + f.

DEFINITIA 2.1.7. Lumim operator de evolu^ie (Cauchy) generic 
de $irul A = (A ) g s(c<f(X)) $irul de operator! definit prin 

" D^- 0
r ^n-l^n-2 *' * ^m * n > m o

^(n,m) = /
I , n = m

OBSERVATIA 2.1.8. Daca o^p^m^ n , prin calcul direct, 

so pot verifies egulita^ilc
(1) ^(n,m)<^(m,p) = ^(a,p)

(2) Ao<g)(n,m) = ^(n+l,m)

PiiOPOZITIA 2.1.9. Ecus tie liniera discreta neomogena (A,i) 

are solatia generals data de formula
n-1

XQ =$(n)Xp + ^2<$(n,j+l)fj , n > o ; x^6 X

J—o
numita formula discrete a variable! de constants, unde <^(n) = 

= <P(n , o).

Dcmonstra^ie : Pontru ficc^re n > o au loc ogaHtat^ile

^n^n = ^("^o C =
i—O

= ^)(n+l)x + ^^$(n+l,j+l)f^

j=o
n

OBS^RVATIA 2.1.10. Daca prin analogie cu cazul continuu defi

Dim problems Cauchy 
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atunci se constata simplu ca unica soluble a acestei probleoe este 
n-1

X =<^)(n,i)x° + , D > i
' j=i

$i, in particular, problema Cauchy operatoriala 

are solatia unica
= (^(n,i) , ' n i.

OBSERVATIA 2.1.11. Este clcr ca rayionamentele de mai sus pot 

fi reluate, cu modificari corespunzatoare, pentru operatorul Je 

transla^ie la dreapta T*. Ob^inem astfel ecua^ii liniare discrete 

generate de (A,f) de forma

x_ -) = + f„n—1 n n n

in rezolvarea carora va trebui introdus un operator de evolu^ie co 

ro.'pttnxntor, po euro M von) not ' pr1n of o-T" v-' < } <].

finit pentru orioe n,.i€(N, n i, prin

,, ^n+l^n+2'"^i-l^i *
^*(n,i) = <

L- I , n =,i

Se poate constata ca <^^(n,i) este unica soluble e probleoc;

Cauchy opera toriale

lor (x ) doClntt prin
o< n^ i ,

= <^(D,i)x° + Z2 d)"(D,j-l)f^ , n <i ?i x. = x° 
j=n+l J i

verified, pentru orice x°€X , c jolltotea

"n-l = ^n + fn *

Flo (.^ ) ,(3 ) .(F ) g r.(^(z)).
n o r; t? u

1'robloma Cauchy npurutoriolK uL^crct:1
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sre solatia unica. (X ) * definite prin
n ^.1

X =(&(D,i)x°<p*Ci-i,c-i)+ 2-^T(D,j+i)F. ^(j 
' j=i

Demonstrable : Introduces $irul (C ) € s(j((c
D o

nit prin

dcfi-

C A = A AB n n , (V) n o.n

Este clar, ca sistesul'din enuntul propozibiei devine

Fn

$i conform cu Oos.2.1.9* solupia so poate fi scrisa

X = Q(n,i)X° + Q(n.j+1)F. , n i
j=i

unde am notat prin <^)(n,i) operatorul de evolu^ie jenerat de 

<°n)
n > o
Deoorece^ conform . ivcji. . n '

$(n,i)X°= C iC -...C.X°= A -,A^ -...A.X°3.3. ....3 , =
n-1 n-2 i o-l a-2 i i i+l o-i

= <j>(n,i)X°$*(i-l,n-l)

= ^(n,j+l)F^A^(j,n-l)
Cl

pentru a demonstro afirma^ia nu razinc decit sii inlocuiM pe Q in 

expresia lui X^.

0B8ERVATIA 2.1.13. In cazul cind A^ = A , (V) a o, oot,inem 

imedia t
<^)(n,m) = A°*" , (V) n m o

iar solu^ia general& a ecua^iei liniare discrete devine
n-1

2 ? e C 2 vJIj t iO_ 2. J. - 1 * DTA

rsLi^'+'X)-
DdFINITIA 2.2.1. [dj Nutnim nunar coracteristic al fenc^ici f 
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elemental ^(f)€!R deficit prin

-^(f) = lim sup
t—^OO

Din definite, se poate arata u$or ca
- ^(f) = inf { ?€ [R 1(3)1^ > o . ][f(t)[[ 4 Hy e } 

daca exists cel pu^in un numar ^6 B cu proprietatea de mci su^ 

$i *^)(f) = oo in caz cont rar.
Deca A6<^(X) atunci unica soluble a proolesei Cauchy

( x = Ax
(A'"'*") )

( x(o) = x^

este x(t) = .
Vom nota = ^(e^**x^) $i vom numi cul^imea

X(A) xGX , x/ o}

spectrul caracteristic al operatorului A.

In cele ce urmeaza vom determine pe cale directs spectral 

racteristic al unui operator diagonal scalar.

Fie a = (a ) € ^°°(C).
D 0

diagonal (Def.1.3.8) in -f^('C), 

Sirul a defim^.t-' un O'.

1 p oo prin

= (°n*n)
n X o

) 
n ^.o

, de un

(V) X = (x^) € ^(<c).
D 0

atanci we = a e . Inn n n concljzle

<T( ^). Fii

DacA 0^ = (

adev&rat& $i incluziunea reciproca, deducem ca spectrul unui oper 

tor diagonal scalar coincide cu inchiderea mul^imii fornata cu el 

mentale $irului care genereaz& operatorul.
FROPOZITIA 2.2.1. Fie ^%un operator dij ,onul genorut do .\,ir 

o (a ) $i Ac G*(^%). 0 condi^ie neejs-ri
n ).o -

HoA€ %(^%) este ca pentru ^ricj & > c, e

, unde Re a = fRe a_)
1 n > o

Demonstra^ie t Pentru suficiun^a. onsr^v"-
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un indice k€^T astfel inert Re A. = Re , etunci ^o/Lc 2e^-c^ 

G ?((^)* De aceea, in continuare, presapunen] ca Re^^ReG^-^).

Este clar din condil^ia impusa ca exisca un suo$ir (a^ , ez:- 
o

tras cu propriety t
"k

1 
ic

Fie cu pencru nn o % n n '

/ o pencru n.= n^ 
t

e
o

de unde

P

lim sup kt
deci

o 1 t p.. 1 L ''

tHe^L nr)

t
"n

oo
E (i^
k^l

^k

e daca

a n t
D<- oo supic

tRe^
"n.J

t3e
e oo deca p = OO

Reciproc, s& presupuoeu)

He aD(Re^,-^,^ , cl ^Dtan

I' = [k€tK];?k6o' ] 

a"={a ^{a } [Rec >Rer }

I" = { k€ C? I a^€ e" ) .
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Este clar ca a ' U s " - a Qi 1' U-1" = C' *
Fio Xg^P(C). x/ o. ,:.jca oxi.Gta I" -;a x, / '

atunci exists J*> o astfel ca Re a^_ = ReA+. cT Qi

de unde rezulta

.(x) Re A A .

Deca pentru orice k€tL^ cu x^ 4 o aveta k€l', atunci

de undo
'^(x) Re A Re A

astfel ca
Re A X ( c?%).

CONSECINT^ 2.2.2. Fie .a n

torul diagonal indus pe .a cunci

deca Re

Re inf

Dcmonstra^ie : Fie

Atunci A, cY(^)'

Doc& A, {Re a^

Re (T (

$i se aplicK Propozi^ia

2.3. NUM-JR3 CAR1CTERTLTTOL .XOT.-Tf IT.ri'lRfJTOR LJI s(X).

Fie X un co^plex sa notrljn
s°(X)={x=(x^)^s(X))(3)a^o $iN^o co])xJ!4I'-B°,(V)n^o} 

Rste clar ca dac& exista un nuriir a cu propriccatea din defini^ia 

mul^ioli s°(X), orice bg [a,no) ar<. ccuusta propri' catc.

DEFIMITIA 2.3.1. Numim nurcr ccracccristic usocist Qirului

= (*n)n^t^ s°(x) , numarul

n o n

a n

a n

n
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^c(x) = inf a > o]( 3 )i^ > o ca j)X^[[ , (V) n o j .

Pentru x^s(X)x.s°(X) vom pane prin definipie ^u.(x) = oo.

OBPDRV^TIA 2.3.2. Daca x - (x_) C a^(X) arc orourietutc-^
D^O ' '

c& pentru orice ag(o,oo) existS > o sstfsi ca X ,

X n

etunci In particular, pentru girul nal 0 =(0,O,

o $i aceeagi

deca x^ = o o

,0,

OBbj.RVATIA 2.3*3. Numarul crr^ctcrisric si oric"rui ;ir con

stant nenul este egal cu 1.

Intr-adevar, fie x = (x^) cu x^ = x^ , (V) n 0. .^tun^i, 
n 0

pentru a = 1 avem, in mod evident, ]]x^ = [)x^[) , (V) n 0 gi

oricare srfi o 4 a < 1 , o inogslitate de forma

)!*.)) - CV)r. ^0

este imposibila deca, x^ / 0.

(JrmStoarea propozibie da un sn-log discroc ^1 cuno.. cut L nr - )

le a lui Perron din cazul continuu.

PROPOZITIA D
e los

egalitatea

su

Demonstrable ! Fie lim sup ]jX^.)! 
. n—>00 ' '
atunci 1-im 0, deci pentru orice

exista n^ n

n n^. DacR definite
= oax(l,;!x^;,[jx^]^'^..........}}Xnj!

atunci [{x^}] 4^6° , (V) n 0 , de unde /t(x) = o .

DecK 0 < yt < co, atunci pentru orice E > 0 exista n^ = 

- 0^(6) satfel ca !]xQ[[ I c-^i

S^ulm N cu proprietatea
n n.
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Pe de alta parte, daca atunci exista

fel ca 0 cu proprietate

D

De aici

lim sup [X ]l : 
n—^00 '

$i contrazicem' definibi /J.. .

Daca. DO rezulta ca er exista

a
N^.a

N

unde 00 li'j 
n—.00

absurd

PROPOZITIA 2.3.5. Pentru orice doua $iruri
° n x o

y = (y ) €. s(X), urmatoarelc
n 0

daca a tunci

atunci '

c3 pentru orice

oln^a, putem ^ani

b) Daca X este 0 algebra

Demonstrable

nN' , Nl'

RezulcA
tl^ll n 

cA pentru = N' +\ - -t
-.n

de unde

Sa consider3a a cum 0

cA preaupunem cA

nu ter
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cu propriety tea

atunci pentru

Daca presupuncm ca

(V) n o.

E > o, suficient de sic,

putem gasi N" astfel ca

In concluzie, daca & este deficient de sic, atunci 

"n
n

de unde ar r.ezulta ca

ceea ce

ste

Nt

este

Fie

msabsurd, deci ^4.

X algebra Banach ;;-i dcfinim, in'mod uzucl

L,a presupunem tru rnceput ca,
n o

clar ca pentru orice

NL' astfel ca

de unde

^oo

n

Deoerece oriccre ar fi b > o

de mio

De cd

PROPOZITIA 2.3.6. DacS

1

este o algebra Benec?. cu uni

proprietstea este evident^

ior 9irul x = (x-) are r.rcnrietatea ca x este inverses!! 
n o

orlCere or fi n o, atunci
^t(x').^U.(x*^) 1 . /4.(x) o s-u Z o.

Demonstrable : Intr-adev-ir, conform Obscrv. ioi *.3.5 i '
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ba observam ncuB

:;.i deci^ pentra orice 
ft ff , ,D

Pe
C. * ' "o
de alta parte,'deorrece

1 _ tf.. tf - <f.__ -If' !

de unde

sau
-1.

linj

3re

'o

Deoarece inegalitatee precedents. este edeverat^ pentru nricc

deducem ca

oo lim inf ] 
n—^co

adica exists lian-^oo" ° "
Analog se a

oo ri in

:n

pc n c r u i

sine $iruri liniar independence in

D"tnonuHut,,l.u ; La prc.t : a

00

nu toate nu^c

91 presupunem ca este contra

n . -1

n

o

"0

o
1

n

^0

o

1 n

0 j t ,14

V

m

o

nula, otunoi

m

1 2^

BUPT



tunci

deci

Intr-adevar^ daca

Contradic^ia ob^inuta demonstreeza afirma^ia

a tunci

9 o

Daca oo
:unspa ^luo

ao

o

pr oprie ta-

GD

o

vea y<t(x) o. 
J x° € -^O Q cu

ult, pentru

dimensional atunci exista ;

un $ir finit crescator de nun:

si an :;ir de subs

Demonstra^ie :

= , u tunci

Vom presupune dcci ca

spa

= % 
clar cpi, de asemenea, este 

orice x e (^Q „ *

DacA pencru orice n 

tea o < ^u.(x°)< cr 

de elemence din 0

morale ^LL(x°) 
ar rezulca cA spa^iul ^7

toa te distinctc

nu

ID coDcluzie

orice

tiu i'init

?r: GODtr^-
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care

notam scum

inf { /t(z) I x g -^(3 > o . .

contrar, ca mai su.:

$i contrazicem iyo-

riste u$or de vazut ca J-D C8Z

put cm ,;;.*Lsi un ?ir

^LC(x°) sint distincte 

ditnensianii finite a lu

spa^iu liniar

no t arn prinFie acum o baza a tiului i

n^ = card 1

adicS

n^ dim(-1^ Q *^p) = dim - n°

:;i aiir^o1;i<j

b'i '

Futcm rcpcta ro^ioncTcrtul aunind
^2 = inf ^^l(x)[ x 6 (^p (+) ^ ^)

de unde va rezulta ca $i in plus ca
x € <?6> ( ^6^.^ I^x) = ^2 } ^ { ° }

este suospa^iu liniar.

Rezulta astfel un ?ir ^U.p = 

fl infinit deoarece dim I 
+ dim *^?2 +--* ?

pentru j > 0

care nu poa*

iar

cit procesul se incheie la pssul k , :dica

G ...

/l(x)= 0, (V) x€^p ;i ^t(x)=^^ , (?) x€ <ii , x Z 0,

Din conscruc^i^ efectJLca ooservam cS $irul tc u
i c.
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subspabiile cu proprietabile de mai sus sine

unic determinate.
Fie A* = (.A ) 6 s(o^(X)) $i sistemul cu coei'icienbi vari^-

° n^ o
bill '

"n+1 = ^n*n o o.

Eolubia sistemului (A)' este data de $irul = 4*(n)x^, x^€X , 

unde *^(a) =^(n,o) = ***

La presupunem ca T= € -^°°(o((X)), adieu exists
' n o

astl'el co ^Aj{^ M , (V) n o. In consecin^a,

(V) n o, sau, mai general, )t^(3,k)[{ = ^A^_^A^_^ ... Aj]^

RezultA de aici cA fiecare soluble x = (x ) a sistemului (A)
n o 

are proprietatea

si de aceea
, 1/n

lim sup []x^^ = L(.(x)^ M.

DucA notam prin ?(^(A) culi^imaa numerclor curactcriaticc 1. 

tuturor solu^iilor sistemului (.'), etunci prin analojie cu no^iunl- 
le'similare introduse in [x?] putem defini indicele superior ?i 

indicele special asociat sistemului (.A).

DEFINITIA 2.3.1c. Numim indice superior (respectiv indice spe-

cial) al ecuabiei (A) numarul

(respoct iv a
Prin calcul direct se poate constata 

lor constanbi = r^ .

TEOREMA 2.3.11. Indicele superior al

ca

ca

n-k

in cazul coeficien^i-

sistemului (A) coincide

cu num&rul caracteristic asociat r;irului

Demonstrable : Fie = lim sun

aolubie sistemului (A) ere proprietatea x„

BUPT



deci

' -
Fie acum x = (^(n)x^)

r, o 
(^). Conform defini^iei inaicelal 

deci putem determine N = N(<E-,x^) 
[[(^(n)xjl^ N(^g +&)° 

suu echivalcnt
ll(^

Deoatece {^(^g + 6)*^

tori linlari punctuol margin!.'J!, d[n 

rezulta ca exista o astLel ca

sau
ll$b)H< -

:;i deoarece esto erbitrar rc:ulta

soluble aroitrara a sistemului 

rezulta ca ^Lt(x) + & 

cu proprietatea

este o familie de opera 
o

prlnclf'lul tn.lr.^inir!! tmtiHr;.

, (V) n o

(V) n o

*

2.4. SP^CTHJL CARACTJHT .1..OOIAT JNJI JISMA DIGGR.?;T.

o-. J *n+l (^;o,x ) <
*o

a carei soluble este data de = ^X° , (V) n o. 

para.jraful precedent oci

un

o D
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o von numi spectrul caracteristic discret el operatorului A

spectrul caracteristic asocist sistemului discret (A).

Deoarece

= ""de
pentru orice x°G X 

Daca x° este

este re*za spectrala a operatorului A,, rezulta ca
O' _.— !

veccor or pentru A corespunzator valorii

proprii A , atunci A x = Ax. in consecrn^a, 
. -1/

/l.(x°) = lim sup jj^/xd[ °
/ n—*oo

00 -

o o

n

5inecj
) C^).

PROPOZITIA 2.4.1. Daca X este finit dimensional atunci 
Xd(A) = l(T(A)l .

Demonstra^ie : Sa presupurom ca X este o-dimensionsl pi

fie e^,eg, 

(A°e-) 
n o

^e o baza a so. Atunci solu^iile (A°e^) ,
" n o

,(A°e ) rezrozinta o baza in spa^iul tuturor so- 
n o

lutiilor sistemului (A). Intr-odavHr

Ci(A%i) + C-(A^e.,) o

inseamna
(g.A°e + c^A°e^ A"e mo o

doc i

11 ^2 Z 3
astfel cR Ci = c- =...= c = o .12 co

Fie x*^6 X, erbitrer. Atunci

lu^la problcmoi Coucliy (A;o,x°)

x - (A°Xp) = (X^ x?A°e .) = X2 x^(A"e..)
n^o ^-1 ^n^,o ^-o "n^,o

L Docind prin spa^iul tuturor solu^iilor sistc-jului
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discret (A), rezulta ca (A^e.)

$1, in consecinba, dim =3.

o oaza in1,2,. - * ,io

In virtutea Propozi^iei 2.3-9 exista 0 fatnilie finite de nun . r

reale distincte 0 =

rcctS e lui in subspa^ii

$i 0 descompunere ui-

)CU proprietatea c3. orice tre numarul carccteri.^-

ubspa^iul

este invariant la A

^.(A^(Ax^)) =lc(A^XQ)

deoarece, daca x C J - atunci0 J
= i\estricpia operatorului A la suo-

0 /
n 0 v.lo,rc

priu x^ . De aici
J

0,1,.

Cum pe de alta. parte pentru price

PROPOZITIA 2.4.2. Daca
tnin!G'(A)]='^—

A"***

total 1 unto invcrsuoil, atunci 

r . - muxf(T(A)], pentru orice x € X ,
x / o.

Demonstrable : Intr-adcv ::tru orLcc
1^ ,D.J

0 , j = 1,2

/ o

de unde
1

1JI ' n
n

$i afirmabia rezulta in virtu u

m'irului At .(x^ ..'i *- proprit-tu ,. H or ronei t-.
A)'ia)'X)ZITT.', joptJ.'ur u^te ^u-.v .-

r^Lu incluniunca CZ J .
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concrar am avea

rezulta

priete tea

/ o cu

daca = r, .

Sa presupunem deci ca

iar pentru x€X^

Xg = o

= o
1

proprie ca cea

i

Cl

o

Contredic1;ia ob^inuta :

obn'jrv iu d*'cA e::^

o 'j c

tfiul ji

Deci pentru un X oa

.) = [^LL a

Jeoarece (T.

etunci [cj sp-

X = X, g) Xg , Xi V 
^2

in

(T(.i )xp<ZU € (U

nocan) A-. = ^/X

t r
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Intr-adevar, daca oric^re cr fl x (^/^x^) €
D 0

exista > o astfel inci: [].4"xJ! 4 1\, , (V) n o, pe oa::a

principiului [n<1r-inirii unirc.;.:^ c:l uxisc^ i.i > c cu pr- -

prietatca [}A^^4 * (V) n o. De sccee
O^(x°) tj) = li^ ^°)t ^"4 1/^

113 1.1 ° = 1.
n—^oo

Reciproca acescei cfirscrii nu esce^ in general, acev^rata.Pen- 

jtru a justifies aceasta este suli. elect sa conzidcran X = si

]A = (^ ^). Pe baza Propozl^ia'i. ^.4.1 ; = ]C( . )]- { 1 j C ,

^tnsS. pentru = (o.DeG^, lh^x^[[ = H(n,l)H ---- * oo pentru n—oo.

Astfel solatia (A°x.) si, in ccrsecir.';.!, nu e-j .:.t'! * 1
a.

Astfel ca (A°x.) G
n o

i'sUPU^ITIA 2.4.4. pentru orice operator A € J^(X), r.

pentru fiecare x€X

^deci exista ca

putea "i 31 E>o astfel ca Ms(x^4r.-^ 
/

I) ^^11 4 8). n o.

Deoarece pentru ]A-j > r. este cdevarata dezvolteruc

D=0
' Ou yincaj

*In

^nitd $i

n. =-,^ '1
concluzie^ fc^llic

conforo principiului n.^r^lnlrll u::iforae exists > o ast-

)Tel ca [[R(^,,A)[]^ M pentre or ice Act cu * ceea ce

tcontrazice proprietatea cuncscutl onera t oralui re zclvont

pentru A. tinzind la frontiera spectrului lui 1).

Prin urmaro, exists cel pn'. in un vector x €. X, :-: / o cu ; . - 

prietatca
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CONSECD??^ 2.4.5. ^ultisea il=[x&xl^(z)-=r^] este de 

cotosoria e dou?.

Demon:;tremie : In coz ccntr-T, C!! este de ce .< aoue.

x g.!i jn e contradic^ie

LEXA 2.4.6. Fie '. tunci

pentru orice numar nature! n exista un vectoro

cu oentru care

(i-<T)[;tl -t-

Dcmonstra ^ie ou or:

puntru o

o^k^n j=oM
Atunci

]ii" i]^ I!

nndc rc?*.ult^ c<^
]H.'^ -l^.t"l^

u t cLivjlent
(i- <f) ])^'^ll (i + ^) HJ *

' TJOR^MA 2.4.7. Fie A,3,CCo((X) cu proprietatoc

Atunci ecua^ia operatoriala

odroitc jolu^ia uaica X - - .

De:;onstr^ylc : lin sup ;l 
n—yw

< r..r , < 1

d^ci serie este o^r.'.er
o=o no

DecA :c = -Y^

\ 1 in norm* oporr t nr 11 or .

Presupunlnd ca ecua^ia oper- torisiX er ^sr.lte douX sole
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$i X2 * etunci am avea

A(X^ - X^)B =

r;i notind X = X^ - Xn results. A X B = X . Ca ?i mai sus serie

A^X este convergenta, der egalitstes precedents. erata ca
n^6
A^X B^ = X pentru orice r. Pe de alta parte serie X + X +...+ X -;-... 

este convergenta daca'yi nuoai deca X = 0, adica = X^ .

CONSECItfTA 2.4.8. Ecustidle

AX ** X — C , X 1

X8 - X = C , r.- <. 1

admit soluble unica
no no

X = - A C rospoctiv X = - ^2 C.i".
n=^< n=o

CCNSECINTA 2.4.9. Daca ( 1 atunci ecuabia

:XA = X + c
DO

admite soluble unica X = - ^2 (A^)^CA°
' — o

LdI:!A 2.4.1c. Fie A€c^(X) cu <1. Atunci pentru l^*p<oo

delineate 0 norma pe X , echivalenta cu norma inil^iala.

Demonstrable : Fie r, < a <1. Atunci putem determine IT =

astfel inert ^.1 de ccooa

observam ca daca X ;ste un spa^iu Hilbert atunci

este 0 nonoR hilbertianR pe X , generata de produsul scalar

Pentru ca
H -is" , n 0

.-enecosarco (T(A)C{A€^)[A[^aj?it.ui.tcierte.. G*(.OCI
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(2 { 2-€<C I ]A] < a } .

Democstra^ie : Presupune-r ca ]]^^[)^ (?) n o $1 lie

, )X)^a. Atunci serie: X " este eosolu; conver
n=o

genta.

Deoarece

)iob^inen ca $i deci (T(A)GjA.^c[)A]^a^.

Reciproc, daca vom presupc^c c5 (T(A)C [<^[^ ojotunci

raza spectrala a opcietorului A verifies.

r , = max <a.
A € (T(A) 1/

Pe de alta parte, deosrece r. = lint ]]A&)] 8 , inseamoa
n—*co

ca exista astfel ca per.cru n sa fie satisfacuta iao-

gslitstea [[A"]] < a°. Notinc.

]t,n)[^n ***/o
-^- *'------  = N , 0 n N $i N = max 1.

- a
ob^inem

Rezultetul urmator reprezinta analogul discret al teoreoei

lui Liapunov. *-
T.'.OR-J\:A_ 2.4.12- Fie X un ;jpo^.iu liilbcrt Qi A€o^(/'. Urm.'-

tosrelc afirma^ii slot echivaleote :

ii) existS un operator unlfpozitiv W cu proprietatua ca 

A^WA - W este uniform negativ.

Demonetretie ' (i) —(ii). Fie r^ < 1. DacS H o atunci 

ccua^ia
A^JA - = - H

arc, conforo Consecin^ci 2.4.^, soluble unicJL data de

RKmtne sS aratim cS W o.
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.n=o . n=oco
m(H)22)k°xll 2 = m(H) []x})^ m(H) ],x{j 2 

n=o '
unde

0 < m(H) = inf Hx*x .
f[x[[=l

(li)=^(i) Daca V/ este uniform pozitiv ?i a".7A - W este

uniform negativ putem note -H = A^'.VA - "J de unuc rezulta H » o.

De usemenea avem
^H) [Ixll^ Hxli^<..x.x>4 ll"II.IN!"

de unde ]jxjj^ este o norma echivalenta cu cea initials.
S& not&n prin ^(n) = ])A^x)] - )[A°x[i 2 ,

.Atunci
^(n + l)-^(n)= ( '..A* ' *x , A°******x .VA^x,A°x^, =

= A°x,A°x>- = <(A^.7A-W)A"x,A°x^

4 -"GO []A"x]]2^ -

de unde rezulta
'f(n + l)^(l--^y)'f(n) , (V)n^o.

Dar 00 p
W = A* HA^ de uoue rezulta

o=o
oo oo^

<Wx,x^=^2 <HA°x,A^:^^m(H) Xj^x]]2
0=0 0=0

deci )]w][= sup Wx,x^^r.(?J) (deoerece exista cel pu^in un 

vector x€X , cu ]]x][= 1 ^i ]{Ax]]^> o).

Eoveoind la inejalitacea oo^inuta pentru , scrlsa
l[A°*l*x(t,y4o [[A°x]]..^ , (V) 0^0, uode o<fa = (1- Jj^X 1 

rezultR

l]^°x][,^ 4 []x)]^ a" [[.'[! ]!x{}.

sau
Il^x]] 4 llw'J.llxl]. 0°

de unde
t(A°xt] a^) [[x]] , (V) n o , (V) x €X .
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In concluzie

$1 conform teoremei de localizare a spectrului

(T(A) C {3,6 c I }

de unde r^ a ( 1 , ceea ce .trebuia deoonstrat.

?.5. CCX-irc.RT.^31 pL'ZJ'L'RU -,TLT;'.H4

/ LRI^ABDISCRETE .
DupS. cum s-a vazut in p'reprafele 3—4 ale acsstui capitol, 

numarul caracteristic asociat unui $ir din s(X) ?i, in particu

lar, unei solu^ii a unui sistem discret furnizesza informe^ii cu 

privire la comportarea asimptocica a $irului, prin comparapie cu 

$iruri de puteri de forma (a")„ , a o.

h^tc clur din jjcfini^iu 2.3.1 ca. daca nuraurul curactcrisLic 

cl unei solu^ii (x^) este subunitar, etunci exisca a^(o,l)
" D O

;.i N > o astiel ca ][x^]]^ .;i, in consecin^d, lirt = o.
n—njo

Prin analogic cu cazul continuu vom spune ce. sistemul

"n+1 = ^n< * ° °

este exponential stabil daca. exista a€(o,l)' $i N o astfel 

incit
!l$(n,k)I^Na°-^ , (V)n^h^o.

Fnlnstnd Doflni^la 2.3.10, ::c obncrva c.i H!.:tGi.uY (A) 

"xj^on"nt,.i.ul sc^'Ull i^cu ;,L -<_L' i idLC'.L.. '/U.* ul

acestui sistem este strict suusnitar.

Principalele notiuni de stacilitate pentru sistemele discrete 

(definite in mod natural prin analogic cu cazul sistemelor conti

nue), precum $i conexiunile dintre aceste concepte sint studiate

Reamintim cS sistec-sl (^) setisfece condi^ia lui Perron 

ujo& pentru orice i;tr (f ) € ..oluti: conditii 1:^1
n o

le nule, a sistcnului (4*,f) . - race p- rtc din
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Prin analogic cu cazul cz/iinuu 7u [_u-j arcta c^ ^i in c^zul

UL.jcruto cord! 1^1 iLircj, Jijt-j p-uu.j

(A ) G -^°°(<Z(X)) cu ^tsoilitatea exponential^ solutiei nul 
° n

pentru sistamul omogen (A).

Com pop t arlie asimpto'ice describe m J i sus si n t com pop tar 1 u n 

forme (in report cu*<k) dupa cum se constata din ev^ lucrea^^(r

(-V) n k o.

0 jeneralizsre e coL'i'^ici lui F^rron^ pentru cszul continue 

care conduce la evaluari tip ceuniform (in report cu k) pentr

[]<^(n^k)[] sc ju^cste in [1-;. . In ccle co urmcezd vom pi'czcuts

varianta discrete. a generdizarii date de I'I.Rejhi$.

Fie a > o ?i sa definim spatiile normate ;
nr< p

^P(X)= x =(xp € ^(X) l))xtty o)=D!-'^-^H < J. 1^ r'
n a u-D

^(X)={x=(x) G-(X)[])x[[( )=sup^a^x[] < co}.

Ca ^i in cazul continue po^tc verii'ica u^.or cu

^^*(X) este spstiu Banach^ oricare ar fi a > o $1 l^p^oo

(*^a ' ^(X)—^-fg(X) dcfinit prin -^x = , (V) x =
n o

- (x ) € -^7(X), este un incnorfisa izoaetric intre zno^iul Jo-
n o

nach <^^(X) ?i spati-l t ^?(X)).

Drca ^(n^!c) este opai :torjl de evolutie enerst de $irul

atunci juteo defini ?irul de oparetori liri

(V^) , unde V : este dcfinic prin
n o

I'^CPOZITTA 2-5-1* Daca pentru lie care

^irul (V x) € -tuncl operatorul
n

D 0
v . ^P(X)-^^CX)

uel'inic prin Vx'= (V x) ^te un operator liniar ?i mar irit. 
= ^.o

Detnonscrepie : Pentru liecare a o, restrictia operatorulu
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V Is spa^iul Bansch este operator liniar $i continuu.

Deoerece, conform ipotezei, pentru fiecare x = (x^) C 
n o

?irul (V x) g/?°(X), rezulta ca sup)jb°Vxl[<- oo ?i ip 
n o n o

conzeciBya femilia fb"V^j de operator! liniari ?i margini^i 
°-*n^o

de la ^**(X) in X este punctual narginita. Utilizind princi-

piul narginirii uniforme,' daejcem ca exista id o astfel incit

D 0
$i, in consecin^a, pentru ficcrre x = (x^) € ^(X)

l]p"v^l[ 4 K

astfel ca
[]b°V^[[ = llvxll M []xl[

D O
de unde rezulta afirma^ia.

CONLBCINTA 2.5.2. Daca. pentru fiecare x = (x ) ^^(X)
n o

?irul (V x) 6 -^,^°(X) atunci arc loc evaluarea

k=o n=o '
pentru orice x = (x^) € <^?(X).

n o
Demonstra^ie : RezultS i^edist explicitind evelucrea

(oo,b)^ (o,a)-

Propozi^ia cere urmeazn r j .^zicta ardogul discret pentru 

generelizarea dstS de M.Reghic ^'..1 tcoremei lui Perron.
L

TBORBMA 2.5.3. Daca exista P€^l,oo] cu proprietatea c& pen

tru orice $ir (f^) 6 zolu^ia cu conditii inHiale nule
n 0

9 sistemului discret

"n+1 = .^n^n * "o ° °
Jpar^ine upa tlului e tunci exista M > 0 jl incit

)]$(n,k)][ , (V) n k 0.

Dotuonstra^ie ; Deoarece solatia cu condi^ii ini^ialo nule se 
serie
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;;i (x ) pentru fiecore (f ) € pe
n^o n^o

baza ra^ionamencelor din propozi^ia precedence reznlca ce
n-1 ,, oo 1/

o=i[i2 3(0.^ Jk
j=o n=o

Fie acum f un element arbicrar al spa^iului X. Daca defi
( f . j = ::-l

f-i =
( o .1 / k-1

a tunci C-f ?(X), irr inegalitstea crecedenta devine 
j^b

][<gXn,k)f I) LI )[a^f)] = Ma"-1 j(fjj , (V) f €X,

:;i, in concluzie.
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C'.rlTORj'L III.

SldiT^.. _ I._L.'HR.c< CJ 'JOH^GL.

No^iunile $i conceptele de baza din teoria sistemelor licit' 

cu control i$i'au ori^ioea in lucrarile lui R.E.Kelton 

iar apari^ie $i dezvol^rca ocestora este strinn legate de teori 

conducerii optimele a sistemelor dinsmice.

Conccptul de controls tilt'-to (e::cctn) ront'-u sisttme 'inJ t

I'' '' It:' . ... -j L j * '

^-controlabilitste epare pentru r^imn ocrS in lucrcrec lui H

Antosiewicz H.O.Fattoriri introduce, pentru studiul sister 

lor liniare cu control infinit dinensionale, no^iunea de control 

bilitete aproxinctiva, care coincide in cazul sistemelor Hr in re 

finit dicaension-le cu no^iur.t ...t co'tro^-Jlllt-to cxactl. ^tudi 

sistematice in uotieniul control-jilltayli sistcsulor lini-r- .'nd 

nit diocnsionale $i in dotaenii ccnema cu acesta cu fost efectu-t

de If.O.Futtorini : : 'r.L , J ) :<.... ..

R.F.Curtain $i A.J.Pritchard etc. In ccclc.;i c

text se laseriu $i rezultatele scminarului condus de prof.dr. .1.

Rcjhi? la Jnivecsita cos din I'i^i'ocro

Conyinutul a cestui ccpit 1 rate oc:xt in intre.im pe reaul 

to tele ob Minute In lucrarile J'L j^Lc]*L nJ* *

in curs de publico re, sou co-anlc-- :e la divorce zc-ni-'t.st..ri ntl- 

intifice cu caructer national. '.;tCcl, in ntr-: r *'ul ".1 ri-'t ^-t 

tinse, la cadrul noi general al J-tctielor de urt."rir.. i'ltrLt 1 

mensioncle, no^iunile ^.-CLotrolajillccte, control ^ilitott

exoctA ?i aproxi-nativa pi sint c' te o serie do c^rccterizSri ope

rutorialo t<le conceptelor

Peragraful 3.2 este destirtt eyo-t'-^rii sistemelor liri r
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cu control obtjinute aid, rr;i p^rcicul.rizerco noy' 3' 3.

linlar de urtaiirice. bint pruzentate de am-nee citevu exL^nail . 

cazul infinit dimensional ale unor caracterizari ele controlaoili 

ta^ii-prin incermediul no^iunii de veloere speotrala concroleeilc. 

introdusa in cazul finit dimensional de H.J.L.Hautus , sau pr 

utilizarea proprietatilor rczolventei, extirzind un rezultst simi 

lor din anexa. A a monogr^ftai lai V.I.I.I-opov

In paragraful 3-3. idetie lui S.Dolucki dir

cazul sistemelor liniare continue, sint definite 7.5 cor.ccpte ce 

controlabilitete care pot ar.-! re In teoria centroid billto'vii slot 

melor liniare discrete $i sint prezentate diagrams care stobilesc 

principalele conexiuni Intre aceste concepts, bint prezentate de 

csemenea caracterizari ale uno:a din conoeptele introduse si nine 

construite exemplo pc diverse spa!;ii concrete cure co.jjlut . 

grama de conexiuni, aratind ca anumite iroplica^ii nu pot fi,ln jc 

neral, udevdrute. Diagrams prezenta t& In final educe noi cl.ri.i 

carl in .Jtudiul ccncxiunilor uintic conccpcclc de con:;;. 1...^; Li....

Lntrocusu, i'iind hiult imbunfc.t.Lta in comparaLle cu cu' pr c 

in-lucrurea lui S.Dolecki pencru cazul sistemelor cu tittp co 

tinuu.

3*1* blbiblid IL. .

Fie X, U^, Ug spa^ii oansoh si J = [ C"*^

ce urmc^za X :c X vs fi nu 1: cpj';l.l stirilor, iar 

scle vor fi numite stSri ; cricerui triplet (t, , x, ) € J :: Z x Y

li vom zico f;'zo. Do axemen, a, ^i ii^ vor .1 ..unite ..f.j!,. i; ; 

control ; mat precis, va i numit sps^lul de control al urn.- 

ritorului, iar Ug spatial de control al urciricului. Vom jei 

considcra func^iile operator!.'?
Aj,(.)€L\j,^(X)) , i = 1,2

rtualtc opera c or i Jc c: re , . u - ; r. ?r ;
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operator! de control (3^(.) si urmaritorului, dg(.) -1 

Utului). Spa^iile L^(J,U ), 1 = 1,2 d 1/- + 1/c = 1, vor s -L * *
inite spa^ii ale funcViilor de control $i orice element -1 -anal

t;l de spavin va'fi numit funci;io de control drisioila, mu oar 

iimplu control (pentru urma.ritor dcca 1 = 1 $1 pentru urnarit

i = 2).

De ca u^(*)^L^(J,UY)i 1 — 1,2 dr.c I'int to, vtt: note

[;tp,"io*Ui(.)), sou pe scurt ni.ee sol J vie s prcjlj--_'i

= -^(Oxi + B.(t)u^(t) 

(Xj_(t^) = -x^

Vom nota, de eseaenea prin cistoTul

(A {
+ B.(t )a ( t)

t- <- L_

va 11 numit sistem cu control ac u.-n.'rire.

DsFIi:ITIA 3.1.1. Faza iniViela (^o*-^io*^2o^ star-, i ,L,.i - 

^lo*^2o^ se zice -controlc.^ili<. pe J d-cl tru .j. co..- 

1 ^2^'^ exists, un control UY(.)€L^(J,JY) cstJcl co

* X^(T)[l

PdFIi'ITIA 3.1.2. Voa spune ca l.zc ini^icll (-o'^lo^^o-' 

cea InHiala (xio^p)) este :
)

I) complet cpntroleoilii'(aproxl.-t-v) pe J esca este --on- 

^labil& pe J pentru orice f > c !

II) exact controlc-bila pc J . -t O-c-'v".:.no' si. .<.

D '."n'r;'TA Vom apuno c" :.; s.- nl as i c<- a- : ---

.'^2'^1*^2^ sste -oontrolaoil, cooplet concrol-eil

sou exact controlabil pe J , d-ca oricc teza
^*10^20^^ x X x X (seu orice stare initldX (xY^,::,.)€X x X) 

Proprietatea respective.
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OBSERVATIA 3.1.4. Fie A(.)€L***(J,^(X)) ?i

i = 1,2, ca mat sus. Aturci putem consicera sistemul

/*x = a(t)x + B-j(c)Ui(t)+ B^(t)n^(t)

In acest caz spa^iul X este numit sps^iul starilor, ele'n2r'**:in 

ua le sint numice atari, ier perechile (t,x) € J x X sint

nbnll't-- u '.1.1.- :<<. r) i

cazul sistemului i-.locuiad i'up,Xp^) sau st-

(xip,X2o) prio faza (t^,x^), respectiv stares x^ pi ait'erenl;. 

x^(T)-X2(T) prin x(T).
OJbbRVATIA 3.1.5. Fie <^(.,.) operatorul de evolu^ie'sso- 

clat func^iei operstoriele A^(.), i = 1,2. Daca notaa
z(t) = ^(T,t)x^(t)- <&;('!', G^Ct)

atunci V03 avea
K( t ) -^(T,C)A]( t) ..^( '. )' ^(T, t )[<.^ ( c ) ') < J

SOU

Deoarece z(T) - x^(T)- X2(T), rezulta upor

&- controlobilitetea (complex scu exact controlcblllt te ^ ; : t 

mului (^^,A2:B^,32^ este cuiiLvrlcntJ cu -controla^ilitJtes 

pectiv complet sau exact cm.crolLCilitatea) sistemuiui
(0;3^,B^) ^=?^(tlu^(c)+B2(t)u2(t)

unde
B^(O =^.(T,c)B^(t) i = 1,2.

In mod analog, daca ^(.,.) este operstorul de evolutie .-S'"- 

ciat funcHei operstoriale ^(.)€L^(J,3^(X)) $1 s"'* 2 prin 

= ^('l'.t)x(t), acunet sistsrui (A; J-. ,3^) ... t;. .„.orss 1..- -

siseem de forma

(O;^,^) z = B^(t)u^(t)+ d2(t)u2(t)
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unde
B^(t) = ^(T,t)3^(t) i = 1,2,

iar controlabilitatea sistemului initial ;3.) cctr ecri- 

valenta cu controlaoilicc tec noului sistca (0;.

Bstc astfel justifies c ca in cele ce urmeeza aa cor..,lccr a 

numei sisteme de forma*.(0;3i,d^) care ver fl nct.t:; rin

Vom introduce la CO:.t ea:;mt.C'j:i.L

C. : L^(J,0 . )------i 'i.
defini^i prin

C^^(.) = j B^.(t)u^(t)dt

care vor fi numi^i operator! de controlebilitatc

lui (B^,Bg).

Presupunind ca X,U^,U-
p

zulta ca L (J,LL) este de ?

lot spehii Hilaort pi p = 2 rj-

'or :.- spe yiu Lilcert cu pr ocucul

uin

rczulcu cu cdjunGCJl oterbLOf^l^l e^ce Ge^'init prjr.

C^x = 3^(.)xCL^(J,U^) , (V) x€Z . 1 = 1,2.

<u(.),v(.)>

Nocind prin * cetem serie
*< 7 ,

"^i^ * Ci C^x = ) ^i(L)a^^.t)x de , i = 1,2.
to

'L'L.t>HJ;'A .5.1.6. UraStoarelc LL'irTa^ii .
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Demonstrable : 3) — b' . Sa "resurunea ca faze

com plot controlabila (srrr tiv) pe J , a Sica pe..tru otl;. <E 

?i orice control putem ..rasi an control

gL2(J,J,) astfel ca
1 j? 'J?
]]x(7)!] = 6

% ' '"o '
sltfel spus, pentru ficcar & > c $i pentru fiecare eltjent

Xg € ^(Cg)< exista an clerjert er proori ?*.- tes

ll^o * *2 *

de unde

ca

b)=^a  ). Fresupanen cl x^ + ^(Cg) C Hesel rd cf

care ar' fi Ug(.)€L^(J,U^), x^ + C^Ug(.)6 i-.oi, . - ts

care 0, exista -Un(.)CL"(J,tJ^) astfel ca

adica .--:

6 - G _0 0
31, in conclude, faza (t,,'?,'' este c*"?plet con'.rol^eill (c .-r -: 

mrtiv) pc irt-..r''?lt:l J.

Deoareco pentru orice r'. t<*r li^i-r ..i tn/.r.'i Lt C inc r 

doua spa$11 Hilocrt ? - i f e .e loc, cor/or: 3o':sncin^ei 1.1. 
ejalitatea ^(C) = ^(CC^), ec.ivclercele o)^=&c)6=>d) rezul 

^ioinu cone de deiiniyia op^^^torilor .^.

Odt.nHVAnIA p.1.7* rear--- t.

"cotr.plut cO'itrolcbilti (yproxl .rlv'' ' c- cn.xesic "^.- t. 1 .

Cclol; lCu ut !r:r.yii trcb.ile t
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c) Xp + ^c.^) c ^(W^) + & ;

d) XpC^(^)+^ ?i ^(..^)c:^('.'^)+^ .

CONLECINTA 3*1-8. Urmatojr.t.e af traa hit sint cc'.'

a) faza (tp*Xp) este execc controlcoill pc J ;
b) Xp + ^(C^) c %(C1) ;
c) Xp + C ;
d) Xp€^(-Vi) si C .^).

COFSECINTA 9.1.9. Hulpi- .- tut-ar or ..t\-co- 

bile (a proximo civ) pe J este un sctospe liniar in

Demonstrable : Doc.'l not"- J^(?) .io 1 :,;ic..... st-.r 

controlsbilc (uproxijtativ) pe J, ctunci

T((T) = ^xcxjx + "% ( C j j

Fio x-^,X2&^(T) ^i . Acunci

o(xj_ + ^x- + *^*Cc?7 C

'deoarecc $i ^(0^) si.e ^easpayii lini^rc :

COHSECDJTA 3.1.1Q. Daca J = fo.no)
T o

% este un subspabiu liniar in X.

Denonstrabie : Fie x',x"€% ^,i T',1"'6J asr, 

€ *%(T' ) $i x"€ %T"). Atunci, conform Taorem- t P.i

d),  avctn

x'C ^("'pCi" )) ?i C ( 1 

x"C%('.7i(T")) ?i

S& presupunem, pentru a face o alepcre, cS T' <

Deoarcce x € J^(C(T' )) * n.r c3 exista u(.)

asti'el incic .j,
x = t)u(t)dt =

, o
^unbe

(u( c) c €
u(t) =

o t €

]

0

f *
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, i 1,2.

Prin urmare, x',x"g Jc un^<j pentru eric c

c( € K obtinem

' <^x'+ ^x"g ?i ^(.'^(T")) C
^dica

c^x'+ /^x"C^(T")C U^(T).
< ...

OB^iiRVATTA 3.1.1?. Din i;.-on^cr-hi^ y.-mojJ -.^.: -.. .1L ;

^lia de multimi {^(T)}^^ ?rt^ total or done: a r-nluiv lr r 

'de incluziune.

DocX in particular I'ur c'. iil^ op-^r^ to:, iale ..^( t , i 

sisteTul

B^i

^2^2

(sau cu sc-nfl^i-ar.ti c'n^t.. :r;il

^(c,a) , i - 1,2 , D

astfol ca prin schimbarea
(i'-t)A. ('i'-t)A.

z(t) = c x^(t) -r e X2^^
obtineto

z(t) = b^(c)Uj_(t) +

(T-t)A.
B^(t) = e -** ,- i = 1,2.

= 3^ , i = 1,2 , adica 

^1 = ^1^1 * 

^2 = ^2^2

este invariant in tiap

Deoarece
r? y

w, = \ 3,(t)B1;(t)Jt , i = 1,^
'c 

rozultS c3
,2 (T-t)A. (T-t'A?

= ) e d^3/e de , i - 1,^.

T^O .1.12. Fie , S^(c)
oo

^(w ) = V A?J, J. , 1 = 1,2,
oo n-o

unde prin I<1- ac notat
n=o '

^ul^inile M^C.X.
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Demonstrable ; Fie i

Atunci putem serie

e i

{de unde
'o

rezulta ca

(T-t)A^ °
dt

' x = o

tsau oo

^de unde

/Ceea ce

B?i

(V)

D-0

n=o n I

v °M)

n=o

n-o
Reciproc, daca atunci c V

pentru orice

oo

n=o n!
de unde

O = <WgX,x
adicR

i"I

x€ J^(Cp = J^(W^)

Si astfel 
n^(s^(A?)°)c jPc.7^. 
0=0

Dio cole doua iocluziuni de semoe contra re oobi- 
J^C.7^) - "

<seu echivclent

;;-o

n

n

D

o

n

« (T-t)A^
^i '

i

n n
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CUNLEUINTA 3.1.13. Fie

57 -

A t * L *

toarele efirma^ii sint echivalente :

a) J?UZ8 (C C U i.C t C30v^DlL.ui.l3. (<j^.<^Dxlbj^LlV/ '

co co
0) z° + y U C V ;

0=0 0=0
00 oo ooo) v -?1 V .-^B U c V 11B u .
n=o r;--' c-c *

De osetneoea iolocuind ^(7^) prin *^,G'; 1 In Oar. ;rv . !;j.s .

pi Consecin^e 3.1.3, obtinc^ crrcctezizari corcspunzacosre pentru 

^-controlabilitatea $i respectiv, exact controleoilitrtea unei 

(sau stari) io cazul sta^iooar.

3.2. C0NTR0LA3ILITATEA ^I^TEILELOR LBIIARE CONT DUE

Epre deosebire de sisteoele lioiare de urtoarire care, io .iou 

inexplicabil, s-au bucurat de uai pu^ioa etechie in literature ce 

specialitate, sistemele liniare cu control sint intens inveseijet 

atit in cazul 1'init di=cnsior?l, in co pi nd din jural ^nul-ri 150 c, 

Vi in cuzul ini'init uimeosional, iocepind cu ueceoiul trecut. 1;. 

ria siscemelor lioiare iofinit diLt^nsiooale s-uu im;t... nu,< 

A.V.EALAERISIINAN, H.O.FATTORDU, R.TRIGGIANFI, etc.

Io prima parte a prezcntului puragruf sistezele lini^re cu c 

trol vor fi privite ca ?i cczuri particulare ale unor sisteee d, 

ttarire, apoi votj precizs cit^v. o-r-ccerizari ale oo^iurii de c-.. 

trolaoilitate ootnpletS ale unui _iste-r lioicr infioit di-rar.sior. 1

Daca In cazul unui sister do urodr ire (A^,A^;d^,s,) s/ 
A^(.) = A(.)€L^(J,j((X)), B^(.) = B(.)6L^(J,^(U^,X)\ A-(.)= o 

Si 3g(.) = ° ob^inen ceee ce in r?od szucl se noteaza

(A,J) x = A(c)x + J(c)u(t)

Si pourtl nuacle da sistco l-'l. r -.:u contr* 1.

Definitiile 3.1.1 - 3.1.3 tr-'csl'orry io defiri^ii „le ur.; 

no^iuni bine cunoscute io teoric sistcrrelor cu control.
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Este clar ca in ecest cez -."at iul ru "-.1. :i a

[;1. vom note = U, care vs :i aa .it -to control, iar 12

?i numit spavin de stari.

Do asetnenea, deocrece eca ; .Le aij ra.-r ioli a urzlrlc .1 1 

atice la x = o, rezulta ca sc caul uradritorulul es;-j, i. atl 

tuetie, de a ajunge intr-o vecinitete de rasa a sn^i ^ru-ite ...

fixate (cazul Dei'ini^ie-i 5.-.- ), rcsp.stlv o-fcl t ... . r y. .. 

sau chiar in x^ (uoca tv.cj la veu^rc Lj 11) .7.:. ' .
j.1.2).

iiai precis, ceca avcit xr. sLSt^..;sl v'j

DdFINITIA 3.2.1. Vos spune ca fa za ini^iala (t ,x^^€ J :-. X 

sterea initials x^6 X este :

i) -&-controlabila pe J = dr.ca oricere *r JL ..

?ree x^^X , putem gasi o functic de control u(.;€L^(<l,L)

^tncit
. ]}x(T)-x^)]4&. , undo x(?) = x(T;t^,x^,s''.'' ;

Li) complet controluoil.l ( tlv) ]^-^j '-

^-controlabilu pe J portru orice E > o ;

iii) exact controlaoila pc J, deca* este 0-co-tc&l.sll 

pe J.

Dr.FU'ilTIA 3.2.2. bistemul (s ,3) vc ft nc-ic 6 -coctrcl .^1' 

cooplet controlaoil (upr oxia^ - Lv ) r . - c - c t iv, cx^cc oortr"' oil ... 

d*c6 orice stare x^6 X are pre. : 1- r :. r ' Lv 1.

Vo<u note prin [L.^] '.' - = t- r.si .. -.2-.. .. '.

controlaoile (aproximativ).

In literature de spcciolitate existd foerte TUlc^ c rcct'rir: 

!^Ie sistcoelor liniare cooplet control^He (^proxlnrciv)

^izari sint intim legate de ur.-* .i-l j.-ri-^r

^COlabilitac. c ! L^(J,U)---- *-K , -P- r :-
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C(u(.))= ^^)(T,s)3(s)j(s)ds ,

sau al operatorului W = CC^ (d^ca U 

( V m..) -u^( * J )

?i X sint spapii Hilosr

unde Q(.,.) este, evident, operat'orul de evoluyie generat de d(.).

Demonstra^ia acestora se reduce, in ultira instrnyl, lc ceorerelc 

de "range" pentru operator!! liniari ?! nargini^i prezontete in v.

tolul I (PropozHiile 1.J..1 ?! 1.1.4, Consecin^ele 1.1.2, 1.1.3 , i

1-1*5). ' .

Analogul discret al unor c^tfcl de carccterizari este prezentc *: 

in paragrsful 3 al scestui e.Ltl.

In restul acestui paragraf ven presupune A,B constsnte. .rii- 

tim pentru a utilize in continuare :

- PR020Z1'1'IA 3.2.3 ^Tgj. Urjatocrele efirsayii sine ecdiv-lentj .

a) (A,B)€ ;
00

b) \/ A°3U = X ;D = 0
c) n^oiV)°) = io].

n=o
Jin"condi^ia cc rang" (a), rezulca. ca deca un ^iutdj lini^r

(A,B) cu A $i B constante este controlaoil aproxi aciv re ur, 

interval compact J (cu interior nevid), atunci este cor.trol<.Jil 

pe orice interval J (cu interior uevid).

Duc!i notam ^(A) ctwn'por-^nta concxS nei3r.iir.it.' c i']l';iili

^(A) ?! prin H' oul^imea pun-ctelor de a cupule re pentru o taul .1. .

M C C , atunci putem formula :

'MORRMA 3.2.4. Pie (A,3'- i:; ..! ?inirr 

rale afirme^ii sint echivalentc

a) (A,d) € Eg

O) V R(A ,A)3U = X ;

c) pentru orice taul^i.^c cu propric.t: t?<. .i'H

np.(A) 4 ,
\/ R( X ,A )...<* - ... ;

X€Li
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d) exista omultme-l&GPp(s) cu proprieties / 

4 JO astfel inclt
)JJ = X .

' V' -Demonstrate : a ) — ). Fie (J.,3)€ _ ^i x"€X" carec
se unuloazl pe R(A,A)3J, (V)Ac ^a). In purticul.;r, pcntr^ <.

ce [A[ :^i orice u€u puter? scris
oo -,

0= <R( =< X)
,-D

de unde ^A°Bu,x"> = o, (V) n (V) uC ', c-.lsu as ^nul..

z& pe (V) n ^.o, deci ^1 pe Aplicind "condi
n-o

tie de rung" rezulta x* = o , ior R(A,A)BU = X se oo
A6y°G)

too a cum dintr-o cunoscuta corsscinya a teorepei H- an-Bnnec...

o)=^c). Deca b) este edevc'.rata $i x"€X^ are prooriote 

<* V D(A,A)3U,x^^ = o
ACH

a tunci pentru orice u € J , fsro^iu ana lit ica

^c anulcuz^ pe multmea cu fA' / deci este nul l pc

adica
R(A,A )BU,x*)> - o

iar In virtutea lui o) rezulta o.

c)=>d)=>b) evident

o) =—>a ) Fie b) adevarata ;i presupunem ca pentru

are loc

D=0
Din reprezentarea

( R(X ,A)3u,x^^=
D = 0

rezultS
)R(^,A)BU,x*)>= o deci x" = o.

Reemintim cl spectral cortrectiv el unui

note tnultimea

€o- j r c or

BUPT



- -

6^(4) = {T I B(A-X }

DBFINITIA 5.2-5 [T^J. liuoarul co:: lev A G G^.(A) z! 

vuloure spectral3 controlaoila pentru sistccul (A ,3) suu vulo,-. 

(A',B)-controlaoila daca operatorul

(A-3,I,B) : X x U---- *X

definit prin
(A-Xl^B)(x,u)=(A-Xl)x + Bu , (V) (x,u)€Xx J 

are domeniul valorilor dens in X.

S3. observam ca daca X pi U sint spa^ii de dioensiune j ' 

ta, defini^ia preccdenta se reduce la definite velorilor prosrl 

controlabile introduse in ^1^].

OBSERVATTA 3-2.6. 0 vcloare spectrcla - este

(A,B)-controlabila daca pi nu:asi daca opero-torul

. (A**-Al,B^) , X^—^X" x U"

este injectiv, dupu. cuti re'.ulta ioediet din Fropozitic 1.1.'-;.

PROPOZITIA 3-2-*7- Daca . atunci orice vuloerec
^,€G*.(A) este (A,B)-controlabila.

o valoare spectral3 care nu este (a,s)-contro. . j

adieu opera torul (A^- nu cute injectiv. xez-u Ltd s '

ta o func^ionala nenula x^CX" pentru care ^"x^ - pi

B*x* = o. De aici, ob^iu-^ ca Q 3 x o si cor.t.
n=o

zicem ipoteza (A,B)6.Z^c (caracterizarea (c) a:r PropozHir 

3.2.3).

OBSERVATIA 3.2.8. Reciproca afircu^iei din propoziyic 

denta (adevSratS in cczul finit dirercior.el ectc i.ls ' i 

ebzul spa'Siilor Banach aruitrerc. Pentru a justifies c
suficient sa eleven) A^o^(x' rentru cere ^i *

FROPOZITIA 3-2.9. (.*.,!'€ Cg d^ca si nuoei duel .i" ' :.r 

are subspa^ii invariants in
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in

Demonstrable : Deoarece ) ecte suDsoatlu Hr:. r

-.'ii
DO n

Mi 'daca fl ) este ssospetij Li' i^r

Daca notam X^ = )/ ^c], es
D=O

p& este invariant la A* :;i este ccnL-i-.st

CO'!SaCINTA 3.2.10. Fie.

^teca $i numai daca. (A + BD

nenu^

u.;or

Demonstrabie

(A + BD)*X° = (D^B^ + .r'...^ - A

^i de aceea X^ este invariant Is A* deci ?i suje 1 d ;

patient la (A + BD)*.
CONSECINTA 3.2.11. Fie D gc/(X,'J), Q6of(J) oi.lectiv. Sts:

tA,B)6 Hg daca $i nucai d ( , F 3D,3 ;)€ .

J L

r

Demonstrable t Deoarece =^/^Q"B'^), adir ;j

Imediat din Consecinba 3.2.1o.
CONSECINTA 3.2.12. Daca ( A , 3) ZI - 

este analiticX pe o vecinatate a '.u'vi'iii <T (A ), ?tr-.-?'.

Demonstrable : Din ipoteza rozulta ca suospa ^ij 1 -

D=O 
f= & "S"':

D-0
deci

E-0 *'
He unde rezulcA ca ^(A^)XQCx^ css oj

af irmabia.

OBSERVATIA 3.2.13. 7ic X X se -L js.ijr.e :.l. .. ,

etriclle opera cor ilor A,B p-^ctru soji at-ze fixate In . re.

Hv U. Este clcr ca of ima ^is .' - Z - - - - ' -.*.. 1 r t

* afirmabia o& pentru (V)^6X cu preprie:1
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= o rezulta. =

A 7^ = A^ $1 3 Tr

0 seu, prin trscore 1: ^0 tricilj eujanctu .

"T = -= 0 irr. ?lic5

Deci, Tunj;(A-^I,3) --ft daca ..i r.i- \ <J. c u

ori proprii in

CON EEC BI TA 3.2.14. Fie X $i U spa $ii finit dimensional

Atunci (A,B)^ daca $i numri daca ran^(A-Al.B) -n pentru

orice valoare'proprie '

3.2-9. atunci ^.i numci at^.

DemCnsfratfe : Intr-rede-'r, (A,d^€ ZZ , car.form Fronozi$ir-: 

u'n nuespuGr nenu? X^G 

este finit uittensiouel 

.;.i otc ustr'al cc

;;i, conform Ooservu^lei 3.2.1a. r-nj(A-^.l,s)<^ n.

), invariant la A"', ^eoarede

Reciproc, daca ranR(a-^,I,d)^ n, tot confor"; Casarvo^ici

3.2.13.

dent se

Am

rezulta ca A* are veccori'proprii in c/r (d^), ure evi-
afla in OJ^(B^(A^) ), deci (A.-j)^ Z^r* 

n=o
ob^inut ascfel rezult<- tul lui il.J.L.G.Ji'u^ ue c-rc .-t

rizare a controla'oilita^ii co*:. I'-tu ou rjr.tcrul v-lur '.l*r pro.,rii 

controlebile.

Fic X infinit dimcnsio-...' , U cu cinen.uiur.c 1, .
B€J^(J,X). Identificind J 0:. 1? . exists o€X _ ce 

= u.b , (V)u€<C. In cccst cr -'1 ,; In 1OC J ) .

Pentru cazul cind pi X e Unit, dimensioral 7.X.F0PXV .

preziot& 0 condi^ie echivulent ' cu control-militates complot a de

tipul :

^is t CD0G1 (A,b) € GLcI : , i nJiai GL ua 0

- aX

Xb = u

uru ^olu^ie (V)

AceaacA condltie nu C32 

plata in oazul infinit dlceL^l?n^l,cj^ rei^^c din cxeirpljl cjr^
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urmeaza. ;

hJXdMPLUL 3.2.15. Fie X l/([o, ,1) ( i'j jn t j. L' i.e.. t r; j 17

pe cercul unitate din C), A6<5^(X) oper crorul de in^ulbire cu

variabila, adica

(Af)(z) = zf(z) , (V) f€ X -

$i b€X cu b(z) = 1^ (V) z = o,2Tr] . Dupa cun este cu-

noscut aomutentul.opc;:3:;orului A coincido cu mulbiTua Quo-

ratorilor de multiplicare cu elementc din L^([o,2!)f},ll), deci, 

pentru orice YCJ^(X), egalitotes YA = AY inplica existent 

unei func^ii L^°([^o,2Tr] *1-) cstfel incic

(Yf)(z) = ^{(z)f(z) o.p.t.

A cunei

Yb = d ---- ^f(z) = d(z) a.p.t.
imposibil dac& d€L^(^o,2T] , <C)^L°°(^o,2!n],'C).

Astfel sistemul opera cor icl

(YA = AY

(Yu = d ' '

nu arc soluble pencru orice d€X , desi pcrechcu (A,o) cc;-

plec controlaoila, deosrece

(b,Ao,...,A^o,...) = (l,z,...,z^,...)

furnizeazS o baza Yn X.

SlKbind conditio din jp^J ;o poo to ou^icj o conui '.ie nuccsu ra 

de controlabilicace complete rertru cazul infinit dinucsionul ?i 

anume :

PROPOZITIA 3.2.16. Daou sistemul (A,b) 6 otunci sistriul

oporr torial
( YA = AY

( YD - 0

are numui solu^iu uulu.
Demonstrable t Presupunem (A,u)€.^^ sa adni;.jm ca ^is-

c
cemul operacoricl din eaunb are o zolubie aenula. Yg. -ie
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pentru care Y^x^ o 

ox!.;ica un

0
rT 
( e
'<3

1)1.11

De eici
Tr\ c Yo°
<0-

este arbitrar, oo^inem °

pentru c

ont

geree lui o
03SsRVA'j?IA 3.2 

dentA nu este adevarata in cazul iniinit dimensional duns cuj; so 

poute observe Jin zxecplul ^.2.15. olcgind u(z) -

3.3. SIST3MB L'DIL'.Rl DIc..l'.i'j; Ou C0'T7.;0Y..

Fie X ?i U spa^ii Bannon ?i A = (A ) 6 s(/'(X')). 3 -
n o

= (J ) s(o^(U,X)). Von utilize in continusre aceecsi tersinc-
° n^.o

logie ca $i in cazul,sistemelor-continue.

3istemul linicr

(A,J) x„+i = A^ + 3^^ , r. o

va fi nutnit sistetn liniar discruc ou control.

In virtuteu Fropozi^iei 2.1.9 oi Ouserv^Hei 2.1.10

sistemului (A,B) cu datele initicle i = o, x = x°€X e.^te dur-0 -
nizacA de formula discrete a vJria^iei de const^nta si ancne :

n-1
=<^>(n)x° + ^<^)(B*e + l)3jUj , n o.

Oporutorul de sumare 0^ : n'u)----dul'init prin
n^l

%u = Y_<p(o,j+l)B..u. , (V) u = (u.,) g s( )
u=° ** "

va fi num it operator de control.*:., fittate cl

Cu ajutorul opcratorului C^ , formula liscreti a vericyiui

de oonatantA devine
X" =(^)(n)x° + C^ u
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va fi numita proce.s evolutiv. cu ti'r.p ci.cr?!;.

Rezultatele ecestui para raf se pazeeza ;.e ideile din lucr - 

^rea lui S.UOL&CKI relat^va la sn-Gtatjol? ^t.niare concm-.!e cu 

^control. Note^iile conceptele care vor fi introduce in cele c. 

[(urmeazS slot cele din lucrarea emintita, ad^^t^te sistemelor li- 

niare .discrete.
) Fie x^^x^ douil element"? eroitrere ri , ..';.^'';.'.clui 7, rgt ,

E€<R^ $i u €s(U). Vom note rr:n F(x°,x*^n, ,u) .uruato^i.'^

jf irma ^ie

DEFINITIA 3-3.1. Von zice cd slstemul (?,3) este de tip fd 
^complet controlabil (aproximttiv) cu interv-1 de tiny fix^tj, d.

0 1exists n€(N astfel incit pentru orice x ,x X ;i oric^ 

existS u6s(U) astfel ca
H x**- -$(n)x° - C^uH

Cu nota^ia introdusa -mui sus mistcmul (..,-)) <-.??- ". .. tin .'J 

dacK
v 3 \

& u / ,u)

snune ca siscemul este de tlcul
V

^bsen^a unuia din eleoentcle ::°,x^ s^u f, din expresia car^ 

fdescrie tipul sisteaului va insetiac ca eleaentul respect Lv csto 

LConsidorat nul. Astfel putem introduce

DdFINITIA 3-3.2. Un sist^n uc cipul

Humit sistem exact controlaoil cu lucervci c? tiuy fi;a.t. u 

^e tipul C.

lists clar, din definitie, c" sistc"ul (*,3) ti ul

^ecS exists nutnSrul natural nEL' , ujtfel fre't orl<,:rc ci fi 
^oi

€X , putea gasi un control u€^J) cu ;io ri3t?tac.

/ 3 V V

n 0 X 1 X

In neese ccz vom aa i
/? ' V V
\ D 0 X xl

3 v v 3 \
0 i J n x x a ' /.
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x^ =^?(n)xO + C^u

Daca x° = o (sau x" = o) in definipiile 3.3.1 - 3.3.2 

obtin noi cipuri de controlaoilicate noshes ^.C si 0 (r.sp: 

.A:;i Ci) G'i nu^ite in unuz 1 rul--cce-ioillt^ ta .*ro;;l. 

va), nul-accesioilitate respectiv nul-controlaailitata (tr.roxi: 

vS), nul-controlaoilit\te cu irtervcl Cj r.'-;. .'1^: '..
n U '4

Prin treoerca ciBoolului 3 dupa st'r:e?lurile ?.

?ase noi cipuri de concrolao;.'.;.sc tc cu iDLur*^! de *irp v^rl^ui' 

spe^a I $i care, pentru a 1'i L.eran iit. se ._e tipurll

incepe cu litera 

siscec de cipul 

(aproxiaaciv) cu

L. Fistiel, pentru exeEpJ-iric<-re, I<ACi 

n g, u / -- V"'
interval de verieoil^ de I.

inse^-e

cor:rr ol

i)e '-

LAC va inseonz un sistes de cipul V V 3
„o _1 E u/" va fi nu:

sistca c caplet coocrolaoil (a proximo civ) cu interval ci-.- v 

bil, de spc$a I.

In sfir$ic, crei cipuri net de controlaoilitate p.rrr'xi*^ 

cu tiop variaoil, de speyS c 11-a, se ooyin prin trec-rca ji .cc< 

dupa sicbolul !yi pentru diieren^iere vor incepe cu liter; 

cdica
L'AC\ o 1 r J; L'/C 1; /; L'AJ. o f /\x X Ecu/ 0\X GZU/' l\x C-UU/

nunlte respectiv conplut contr.. J. uil :.ta Cc ^.'royi^ct'v'^, ru' - . 

siullitace (aproxiuctivd) pi - .-1- -o;- olr ^i? 1 cate (. .-r tiv. 

cu interval ue tin;, veri-all, i' a II-<. .

Din defioHiile precedence ^i considereyii pur lopice renuj

IROPOZITIA 3.3.3. ^r=ato------di^rcnl ..c inpii- ^L

y&ra cA :
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Ju pa cum este .cunoscut; din cjnul continue, in CLr: cterr^-:

... o.

v^lorilor opera corilor 

%^(C^ ) aces to uomenii 

^respunztlcoar e ob^incT

n)

de valo

PROPOZITIA 3.3.4 Urmatoaru^ dia^rama de impli

c

t

c ; r

valence este adevarata

LC(X x (n) R (C ^)]) LG/X=U^!<Kn)xeR(Cn)])

C.(3tX-RKn!)^"C(^ Ix-R(Cn)) —C,(^R^M;cR(Cr,)j
_ ) _ _ _ _ _

At.[3IX-RM)^-Ac(^IX-R(Cn)) ^Aq[^lR<tXn))cR(Cn))

{LAC.(X-UR(Cn))^= LAC(XxX=U {(x°,x')t^(n)^R(Cn)])^LAC^X-^Jx.^(n)xeRfCr^J)
I— ! 7. .

^C.OwR(CnLAC(X*X-nu j(^x')u^[x{(n^"cP,(r.'r,;;,
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unde" .^((3 ) este vecinat
C- D

PROPOZITIA 3.3-5. Fie

^tes de rcza

€ s(<^(Xj)

e culticii ^(C^). 

?Gs(</(J,X)) 1U3

operatoriale discrete constente, edica.
7= (A,A,...,A,... ) , A €^(X)

, R6^(U,X)

Urmatoerele afirt^a^ii sint ddevarece :

a) %(C^) C &(C^)
b) (x€xl$(n)x€^C^)] C{^CX[ $(r+L)x G^C^) )

Demonstr3l;ic : a) Fi-: r ^(0 ). ..?'..:t'^ ei cxiutH u g s 

cu proprietatea
n-1 n

- c... E
J=O

Atunci

deci ' xG^(C^).

b) Daca pentru un xGX ^(n)x = u , udicr 

^-^^3 u,
J = o

a tunci 

unde
( u^ . j n - 1 

"-i = } "
\ 0 j n - ?

(!<ic 1
<^(n+l)x = C^^^"u .

COKSECINTA 3.5.o. Un sista*: linicr discret cu cueJioien^i 

constant!

"n+1 = ^n + "n °

este concrolaoil de un anusit tip^ cu interval de tinp v^risoi 

de spe^a I, dac& $i numai area este controlouil de acela^i tir.

dur cu interval de* timp fixut.

Altfel zia, in cazul sis cot: el or cu cocl'icienti ccrj^tuat.f
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gates sitnoolului nu sen

Demonstrable : Din Prora

&rete cu coeficien^i constacti v^rific^ i

&.ROL^wicZ ^R^J pentru existence timpulal

CWSECINTA 3.3.7. a) rij: €

e cl

tc

OBSERV^TLj

^u orice u€s(tJ) vom avee:

0-^o

^^C^u + no n n

vu^

Militate pentru sistemele tu

Fie deci, X r;i U

(.ui de cdncrolsoilitete 
n-1

°°"

constata^ de i*a

pit pc U*3 = 0 x u

ca oper te

U.

Pentru orice

Inzestrind cu r' leer

C

n X j^o

i

j -

oJ jce

n
^dioA

''n
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TEOREMA 3.3.9. Fie a - g - (d <
n 0 '

€ s(c((<J,X)). Urmatoarcle ...'iru., ;il sint iv^lente :

a) bistenul (A,d) este de tip J ;

b) ^isceuul (A,d) ejee de tip d ;

exista un numdr nature! a astfel iaclt unc din ;r.- . ;

care urtneazR este sutrnfucutd

c) este surjectiv ;

a) admite invers 1. :n
e) Wp este surjectiv ;

f) W„ este uniform oozltiv.n
Demonstrable : a —>b )c) rezulta din Froposidiu 3.3.4 

c)<=^e)<=>f) rezulta din .Propozibi^ 1-1.1 $1 cc^.iv^ les el

dcca $i numai daca
, (V) x€X , ()-'!!" 1-

CONSECINTA 3.3.1o. Dcca "1 = (d,A,...,A,...) ,i J =

.,13,.., ) atunci efiroabia c) din teorene precedent: 311-jc..i 

lenta cu
A°"1.BU + A^*^BtJ + ... -:- + Jd = X

sau cu afirmuyia ca opcrc p .
[13,AE,...,—3-

este surjectiv.

TEOREMA 3.3.11. Fie = (.4 - ) X)) -
n^o

€ s(<^(U,X)). Urmatocrele afiria'tit s'nt ec..lvclen:o ;

a) Sistetoul (A,3) este .e t p

b) Sistemul (A,B) este de tip AC ;

cxistR un numar natural . 3 - e. . - 

condibii este s.-ti i'^cutd :

c) = X ;
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S) ;
0-1 ,nf) c/^ii^(i^(n,j+l)' - fo^ ; 
j=0

g) = X ;

h).  Wp este strict, pozirlv.

Demonstrable : Teorema s.r.- n cc* j'ic c i r?'L _o c c" .

implicabii din Propozibia 3.J.-';, -.u ucili --

Consecinta 1.1.3 $1 a foroulci ujntru . cjj:: *

CONSECINTA 3.3.12. Doc'J .7^ este ope^ut r ce

in particular da cd spabiilc X ^i U si nt Unit di .-.* sic.. -

afirmabiile din Teoremele 3-3.9 $i 3-3.11 sint cchivalecte.

Demonstrable : Xfiraabil-'.-- 

din Teorema 3.3.11 dupa cue r..t'i din Propo;:! ^ir 3. *< Ji.

Invers, sa presupunem ? - X , .. L;.

ufir:nubiile Teorc:,)ei 3-3.11-

Dooarece
^(-.7 ) = c c^x Con n n n n n

obbinem
G%(c^)c: '

deci
= %(C^) = X

l^^rorjci .uv.- ...

TEOREMA 3.3.13. Fie A* = 6 s( " 6
--------------- - ;^.O

6 s(dk(J,X)).
blscemul (A,d) este de tip d,c? i r.^'* <ljc J 

nurn^r nuturul n uscfel incY: u..^ .2..

adevarata :
a) %<<5(n)) C^C^) ;

U) exista o cu

c) exist?* nn operator

. . .. i ,

D X, cj -.'j 1 iGc - n 0 ,
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admite factorizarea

Demonstrable : Condibia a.) onto ec'.iv^lencd cu * 1 s'.t

nul (A,B) este de tipul conform cu c-z-cteriz-ril^ <^ir .

,tia 3.3-4, iar condibiilc 0) c) sint .Im-..- c.. ' ...

tea unui rezulta t din teoria oncrotorilor J. core: lui ... 1../.
Fie A €^(X) $i B€ jf(U,X). Perecheu (A,B)

tem liniar continuu

(A,B) x = -Ax + 2j' * G
iji un sistem linijr, discru t

^^^d *n+l = '** n ^o.

OBSERVATIA 3.3.14. DupJ an.: z.;te cuno.-.sat , in c.. 

temelor liniare continue cu co^fioienti constt r.* i *ini^ c? 

tele de nul-cont.rolcoiiit.jce ; ccr.iv I ..t , :

cu conceptele de 'controlnbil it t-= '. ca c :1c de r,ui-.:uG-!.'.;' 

Acecsta echivelen^u nu se pastra.za in c-^ul oiot an-jlor 11*4 r . 

discrete. Intr-adev^r, dec? a c- ...i ... :u nl^.o: . a

nul n atunci sistemul discret este ue ci?.*. .J.

form diagramoi din Propozibi- ?.3-4 este ec orice alt c; .. 

cele 1. Deoarece C = o, V c€ L., ruzu^t^ cl a a-.-st ...n
fi, conform aceleea;;i dia^r^ n*-, de nici an alt tin (, i .. . .. 

Din cele relocate moi sus, ;:_-a ; ' :r? .':c to 

realitate natural, pe base .fi oitiilor ec-er*. corilor - 1

in cazul discret) $i care nu ap.ro in cazul contin...:. l-jr-s. a

A = o, B = o genereaza un sistea liniar ciscret nul-crr.crol... .i.

care se lncadreaz3 in oric.r- din ti*!:rile cu i".d:o * .

OBSERVATIA 3.3.15. Utiliz' nd un russlc. t ruc;:-c d. tor

V.I.KOROBOV Qi R.R1BAH [K^,] ! <^r. c =

ca (A,B)g este nul-accesioil u de tin '^) L

(A,B)^ este do tip Cp. se no *n -. t-rcl : 

celelalte tipuri do control.::! 1: . co "C 1- - 1-.
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tint ecbivalente cu cele cmres'.-'j! 

tiispunsul este in general nc^^i.i 

i.3.14 $i din exemplele care j. 

;ii'icari suplinentare relativ la 

)a din PrCpozi^ia 3.3.4.

EXELIPLUL 3.3.16. Fie J - t 

generat de vectorul o =
oo

Deoarece \/ .
n=o

^istemul este de tip J

^citivulcnt cu AO "1 AC^ j-

L-a considurom .-sisteaul 1 

x^i-l = 0
<tinde

(x^) € s(^^(l!)) -
" n o

Din defini^ia operctoru?.'.:!
n-j-1

c." -

^n-1 '

Deoarece pentru x = (x,/< 

,n6CJ, astfel ca

j[x -

Alegind

rezultR

prin urnarc
][x - c^u[] 4 &

In ra^ionamentcle precedent' 

de $i deci sistczal -

ca nucarul n nu poata fi al.."
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3U este de tip LA, iar ci din Pro o*i,L

sistemul nu este Dici de tio (ru^-crc -. .-a -iv 1-- - o
Observe^ia 3.3.14), nici da tip C . crd'.c-.', 

ral, L'ACp*=7^^LACp chiar ic c^zul si-"3z,2*j lini. ? ; 1-.

coeficien^i constan^i.

Deoarece
H $(n)x + Cpn!) =tknj._;j - ,x^_,... /

uLutumul prucccA;nc nu

L'AG^=^=>L'AC.o' 1

EXEMPLUL 3.3.17.

finit dimensionale $i

nit, de opera tori. Sa

proprietatea A^ = o , (V) n n^. Sa fix?5 de isencnea (e 

...eQ,...) ?i (e^,e^,...,e^,...) Daze nrtaic —:te 'a U 

pectiv X.

c ... ::

F'*

Fie X ; i. J up^ 1 u i r'
A = (F, ) 6 s(o((X)) un $lr cu a

" D^O
not&rn \-rin n, cel *lc n-rz

Definim pentru

^'1
e " ^i

fiecor ' !-6C'
o i L

* i -o

apoi prelungim

Este clar din definite c l op?rc:crul 3^, e^tw ..u re
ft.

De asemenea rezulta u$or ca op--ratoril au rcr_, Jini!.,

orice 06^, io plus ^o*

Fie acum x = X.

orice &>o, exiatAun nu-^ar natural = n.(6),

o-.::!" ta teauluu tual mur^ ca n , ou 
"1

Fie u€s(U) pentru cc
1'n

Atunci
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=H*'^ *13n.°itH!*- ^2 ^11'11^^-

' 1=0 - 1=0

L de a*ici rezultR ca sistemul discrec

(A,B) "n+1 = -A„x„ +n n *j n n o

ste de tip L'AC .0
Dscu ar existe 'fix-):. cu cronri.r: t" c"-

6X $i orice )* 0 .r' C. -J ( ) - x . L C x u

l)x - 0^)1 4 6

tunci, pe baza foptului ca C are re nj "ini:, r -1:: c" .' 

re dimenslune finica $i o'o^ine.u o contradicdie cu ipotczele de 

ucru.

Din acest example rezulta cd, in general, L',',C^=^

o' cazul sistemelor discrete (^u -coef icienti v. r j. oili ) co:. : c

.e controlaoilitate cu interval de timp varicsil pot fi uiferi to 

o concjptele do controlooilicc to corcdpunzuto^ re cu ! .i < . . 

imp fixat.

EXEMPLUL 3.3.13. Fie u = X = A = o ^i 3 torcl

tiagonal generat de $irul (1, l/?,...,l/n,...).
Pentru orice u = (u ) € s( -^^(C)) pucem serie :

° n o

^+1^ = AC^u + 3u^ =

leci, %(Cn+i)=&(3).

Este.clercS. .^B) con^i^c tc.te ?iru.r! c-: . o--: ' ir.it ,

= X
linier discret cerespunz^coi ,cicc^ii (.<,u) :st- <.c

rezult& c& siacemul 3^-^ . -

c&, io general,

Ln consooin^S^

3dic& sistemul

tip

Deoarece
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EXEMPLUL 3-3.19* Fie. U X =

$n operator bijectiv $i B operatorul de

^dic&

.(Bu)x = xu(x)
3

Daca definim $irurile A = (A^) 
t s(^(X)) in modul urmator :

atunci

*n

^n

A
(
1

(V) o€T 
n /

n = n .

o = A °
n -1

A ° B _.U -

i.

J=o
de undo

^($(D.)) = X
-------- '

oontioua ;i cu )o<.ip

Atunci func^ia x—^(x) aocr^ine spa^iulul

Din densitatea func^iilor continue cu suport con-ct in I 

rezulta ca

#(3(1°)) . X = .
0

Pe de altR parte, funcMo x—nu ^.p-ur^i:-" .!< u!

L^[o,l*] ?i, prin urmare, funoti.. constcnta 1 nu er..r';in^ aul1?i 

%(D) = ^(C ), untrol ca
o

0
Din exemplul cnulizat sus razalcl cd llnl^r

crcc (A,B) cate do tip AC^ , Jtr

EXhlUPLUL 3.3.20. Fie U = X =

Este clar c& <3?(o) = T°, C^u

nu c.ro tlrs

^(J), A = 7, d = 0.

= C, (*^) n€C?, u^s(Lf).

Atunci
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Astfel, chiac in cazul siscemelor liniare discrete cu coefi

}ien*H constan^i ,

Din ra^ionarnectelc de 7 tc ., i n 1T

si^ia 3.3.4 peace 1'i ac.jplcL.-'. no!

rom avea :

PROPOZITIA 3.3.21. Urm.\';oerec Gia jrecl adevlr- cd :

LC. <-- . .-. LC LCi
4
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-APLICATII ALE COUTROLA 31* *17111 I.A IT^? r^or-.L. 7 .1

DE OPTB4ALITATE SI POZIjIVILAlL ALE ^'L.^:.ELC.< 1/7 I_\.

Teoria conducerii opticale a sistemelor a spurat din neccsi 

tea rezOlvarii unor prot^leme practice puae in fa^a mecccaticii 

dezvoltarea f&ra precedent .. :;tiint-i -?i tc-...'.icii cert :,pnr no. 

Primele lucrari $i studii pr l ir .' teoria "roc: ^lor o- in^le j.' -. 

legate de lucrarile lui L.S.-:TAGjP^ -i 1? uolaoor: tnrilor - 

care au foruul'-1 L ceaonctr.* " .rl'ci '^1 y-i.ul 

?i B.BEUMAN core a pus be nolo princiniclui pro r^nrii cl

mice, metode fundamentale' de cnrcctare in tuorl- rrcce.eelor opti 

le.
< In cadrul capitolului cere urceaza vor Li present-te'uncle 

proprieta^i ale sistemelor linicre inzestmte cu un criteria de 

litate, proprieta^i legate intr-uu Lei s^u cc.ntrol-^ilr

tea complete a sistemului respeccivl Hezultstele prezentete in c 
drul a cestui cupltol au lose tc L; l..c.-..r :.i-. [ ,J*[

- $i io cea mai mare per to sine le te de t'unc vis t c -1. - r 

c& introdusa do V.L.POPOV E^2^* pentru stud ul unor : " ,r1 t 1 

pozitivitete $i hiperstabilitato a sistemelor liniare 31nl.r-^ 't. 

tice fioit dimensionole.

In primal parsgrsf sint pro/^-ntatc propriety 

cesibile asociote unui sis: -? li. 't : on . ntrrl, . r c

anumlte oondi^ii acestee sir.: cnc^cc c di ' cu/ul ^i*it cr-.er.sio'

Propriet&tHe multimii Bcceuibllc eplicct., urslnu ic 

le lui E.B.LEE $i L.HARKJo [L^J, la prou^cna exista:.-,ci tin;^ 

optimal do control. In par., rn/ul al dotl.-*, furi r.-,

nuu du Uumlllo de uu : *. . . * - '

tormediul olrela esco definiL rr^del ic
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tetistica $i sine precizate. principclele r.ror 

-inparagraful al treilea se ca in cc ji

.cootrol^oile, func^ia caracteri^tica aactr^c:

^iunea de func^ie caracteristics in consul la 

^tnd definirea unitara a acestci;. din urol 

lor continue, cit ?i in cczcl

Controlabilitatea complyr-1 

^rezentarea unor caracterizari - 

'ailare caracterizarilor date : 

dimensional. De mcn^ionat cl rc'.i 
^iind intim legate de dimensiun^

in j'. r.'j .

1

t ! ! ] *o L o n nu !*.t t ] ] u nt., t.

4.1. PROPRIE-j?J!TI r.JLl'L I

Fie U $i X spa^ii Ba neon r.flexivc, J un int .= rw 1 c. n -- 
-.!&act din R* , a(.)€L^(J,^(X))..^.;€I?(J,/(u,X'), 1 < < T.

U -o submul^ime aroitrara, fix^ta cin '.'on _.f-s
tl^(j) ={ u(.)€L^(J,U)[u(r €'J^ c. . .1}

icr olementele sale vor fi nucite coi, cc rcLt.:c, .

DEFINITIA 4.1.1. Starea x^€X se zice ^.ccesiolll (r.l.tlv

$i u(.)€,2t^(J) astfel inc^t

3tY =^(t,t^)x^ + ( -

unde este operatorul d- cvo^c^it- <_r rat <.e .... .

Cel mai mic tiop t^€ J - t.. ^ro.-r e, ' *- '*-

onto num it timp optimal do accu^ u de ''

din faze icr fur-c^l^ d -'r--cl cr.- r- . '. r

este nuoitA control rpti"-X- r.t

de control cu timp optimal i - ** - ...............  

joa.
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DEFICITj.A 4.1.". *

faza (t^,x^) -calti.:-.-

. K(t)=

pjorcziiiA i)... c —, ,. \- : i... ... . -. . .
mea K(c) este a&r.-7ini:S ?r X.

Deaonstr-'^ie : Fie J !' J; < . . €

c & x - z^...., .. . - s - *

deci

114!^ J
t .

dco^recu
!!$:-... !!J' [ ,.t] .tr.

LuJ*. . 1 . - C L<. U

) este o

Du: ;onsti Jyic : P.-ntr .'

[[ c(. )][ = ( SJI u(s\ij
0

Fie J

exista un suo^ir (.^

gent a .p. t. 1^-

i'iecere n€L^, exi^cJ- c r :..

n=o

*
'

cc 'J „ t _

00
cc J:ii * D-' -' - - ' - -- - -

UM',.']) --- - ............ ** -t'o.-J"
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Demonstrable ; Denver 

nita $i incnisa in

este ^s<-cv^nbi^l) Sj.-o s^c-L'

4^1^ p * c a u 

convexa in L^(J,U).

y IL s -L
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CONSECINTA 4 * 1 * . D3c u C3t3 ^5.r ir-iu& ire 

K(t) este (seevential) sl^u umnpeuti in X, punt.ru Ji

PROPOZITIA 4.1.8. Deca nnl^icea ejtc cer.v-.-j 

mulbimea K(t) este convexa.

Demonstrabia ; i'iind convex^. din Lerna 4.1.^

g(J)- este convexa in' L^(J,u) ;;.i rtli lne jL". cc^ervat
K(t) este trahslatata prin vectorul ^(.t,tQ)x^ a i.:. 

mulbimi convexe printr-un orer. tor liniar rrlrjinit.

In continuare, vom con^lderu pe spjyiul -^^ncch X 

Huundo^ff-Pompoju^ odic& p r.t.y t Q J K . f, : ! 

vexe $i marginite in X, definitt

d(K-,K^)= msx( max d(x,K-)^ max d(x,K^)).
' x€K^ ^x€K^

TEOREMA 4.1.9. DacA tJ^ c jto o mul^ine convexa, 

marginita din U , atunci mul^.-i' ca sccesioil'i H(t) d- 

tinuu de t, in sensul metricii J.usdorff-Po-nr.ciu.

Demonstrable : Conform en;rbulul, ve trebui sn de 

pentru orice t^€ J $i orice 6 > o, exista o< 

incTc pontru'oricu t2^J cu uil uv rt d(. (

Fie XY€X(t^), adica e.iJt.d ur. control u(.)€ 

incit
= <&(ti,to)Xp + ) 4^(t*s)d(s)u(s)ds.

Fie u^€. fixat? Delici -a controlul-0 0
^u(t) C€[tp.til

u(t) = < u^ :6
L o t > c^+1

estu clar cA

NotAm t
x^=^(t2.to^o'*'

pi ovem

BUPT
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in

+ (ll$(t^,3)3(G)u(.)lls)+ }^(t.,,^)B(s)uj] 

Co Cl '
Deoarece

!! ^Cc^,ti)-ljj(]]^)(ti,t^)Xp^+ ^^(ti,s^B(s^ 

*''- ** o ,t -
i!^(C-,ti)-l[! mAx f^(c,s)f)

(. C , S ) € , C-]
=H^(C2*C^)-I^.0^.^< -^- , pentru

virtutee continuitabii opemtorului

c

^]^(t^,s)B(s)uJ[±j< -L , pentru [t^ik

ti

In virtutea a&aolut continuitabii Integra lei, obbineca 
[[xg-Xil^S ,. pentru JCg-tJ^J^ainC^', J", ^2^'

De aici
d(xi,K(tp))= inf jjxn-xjj^jjxi-xp]]

x€K(to)

Analog, daca alegem X2 6.K(tp), repetind ra^ionc-entul prece

dent, ob^inem

d(x^,K(ti))<^ , entru jt^-tj[ < & ,

do undo rozultu propriety tea dt.r. crunS-

TEOREMA 4.1.10. Dac& exista. ti^J aatfel ircic faz^ 

este accosibila din faza (^0''0^* ^cunci eximu timp Oj.t.rrjl de 

control al stAril x^.

Demonstrable ; Fie A =^t.€J( Xi€K(t)^ . Este clar ca ti€A 

conform ipotezei.

Fie t* = inf A. Pentru a demonatra a firm Stu e^t*^ . c

s& arAt^m c& Xi6K(t*).

S& presupunem, prin ensure, ca Xi^K(c*). Utilizind ;:?prie- 

tabile mulbiaii K(t*) rezulta cu d(xi,;:(c*)) = G.

conform Teoremel 4.1.9, existA 0, astfel ca ( t-t* j 
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implied d(K(t),K(t*))<&°. ^^ccec, pentru tt-t")<^ , r. .-. 

x^€ K(t) (In caz contrar = d(x^,h(t")) < d(K(t).f(^ , < & i. 

Rezultatul oo$inut contrazice ele^erea lui t*,

adica exista un control optimal u*(.)6?/,^(J), care trcnderc 

^0**0^ f^za (t*,x^), ier t* este cel eci cic ca aca^stc ;,r*- 

prietate.

In teoremd precedents am imp.us sistemului lint^r cu control 

(A,B) un criteria de opti<r^Ti tote (transfer.*r.c ^c-<r j i * ir. 

tea x^ cel mai scurt time posibil). Aceactu proalen' cre 

teoria sistemelor cu control, depumirea de proclcna cinpul:! opti

mal de control, iar solu^ionarea ei prin Teorema 4.1.1c ur3^?z'i 

ideile lui E.B.LEE $i S.MARCJS [L^] din cazul finit dimensiorfl.

In teoria sistemelor liniare cu control exist! Is or; octucll 

o mare diversitate de criterii de calitate, de c<- r e se cere 

determinarea saumacar demonstr<-rea existent-i co-tzolului o-<c!.n-. 1.

Printre criteriile de cclicote mult aoordate in Ijte; c: 

specialitate se numArA $i criteriul patratic (numit ^i funcj.iocald 

de cost pAtratica). Prooleoc trcr.^ierului atari! x^ in t r e 

cu minimizarea func^ionalei de ccst patraticc este csnoscuta suo 

numele de problems liniar-patrcticS.

In muHimea tuturor sistemelor liniare finit dicensionale cu 

control, inzestrate cu criteriul de calitate pAtratic, V.i .POPOV 

^Pgj introduce o rela^ie de echivalen^A $i identificind sLcc aelo 

modulo eohivolenta introdusK, asooiozA fieo^rui alstem o functlo 

motricialA numitA do V.M.Pt)POV functia ccroctcrlsticA c si.,temulu: 

respectiv. AceastA func^ie are implioatii profunde in stuuiui. oozt- 

tivitA^ii, hiperstabilitAti^- 91 optimalitA^ii sistemelor liniare.

4.2. FUNCTIA CARACTERISTICA ABSTRACT^

Tn ccest parajref vom introduce un model aoatrect de ?r;c,Le 

oarecteristicA aaociatA unei ma trici operatoriale (de fept unci
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clase de echivalen^a de astfel de racrici) v or t t a :; o 1 c

putem ob^ine, piin particularize re furic^ie car^cteriatlca icov 

$i principalele sale proprieta^i, acic pentru cazul oi^t^^elcr 

continue, cit Qi pentru cazul- sistemelor discrete. Hczult. t 

prezentate aici au fost puollcete in

Fie U $1 X srctii Hilorrt ?1 sa fix:''? , -ec. e- o c: .

tor^. (A,H), ^(X), l^tca notln Z Qi 3?

Hilbert Z = U x X , respectiv % = X x U x X , putc^ fr.tr

opera torii' C € jf (Z,% ) Q^i deiini'^L

dul urmator ! r 1
J A

' C = 1^ 0

0 Ixj
$i

^f(ZS) = c*& c , (v)
unde ly (1^) notecza operatortl identic in J (resrrctiv 7).

IEHA 4.2.1. Fie

&) A € t^^f) dacK Qi r.u i d;. ur^ato^rcle e^lit'. H ^Ir.t

adevara te
^22 = ' a*An" -4,^ * ^'A^

A23 = * ^*Ai^ -A,^ - a*Ai,

A^2 " ' **Ajj.3 * Aj^ - ^'A-2

A,, = - ^'A^^ -A„. -

Demonstrable rezulta prin calculc ele^untcre Ir.c uc.*'n.

lui ^(A)
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. DEFINITp; 4.2.2. Spunem ca faBilia c.-rcsc-'

(U,X) ace proprietatea de generate .;.u pe scurc ^runrlc t -

tea (G) daca

i) 4 o , (V) o< 6 j
ii) V %(C^ ) = X.

c(g J
LhMA 4.2.?. Dacalatnilia (C^)^^j(^^(J,X) ro:,r! ;- 

tatea (G) tgi exista un pir de indici o( cu ropriecc t^-.

lim C , = o
n —^oo ** n

in topologis nornei operetorilor, atunci.

din
o<€ J

(U,Z) are de asemenea proprietatea (G).

pe

Demonstrspie 
r***u

; Sa presupunem

adica

Din
' o* <c *

oteza. exista un subsir

(u^,Xp)€Z este ortc_on-l

, (V) 6 J , (^) u € J.

) cu propria cat'.a LL? J = 
rs jn^o

= o in norma lui a^(U,X) $i pentru care rela^iJ rr^o c c..te

satisfacut^. Prin trccere la li^ita ob^inem

de unde rezulta ca u^ = o $i

Deoarece

I.

C. c(GJ

i) din Det'ini!Cum conditio

C,
are proprietatea (G). 

c( G j
DSFINITIA 4.2.4. Func^ie operatoriala t

*^(U) dofinitK prin egalicacea 
fl 1 " 

(c( * ^,3) = 

va fl numitK functia caracterijticl 

t& de-familia (cu proprietyt-z (G)')

o& familia

J
0

o

o

r . .'.ult'i
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OBbERVATIA 4.2*5 * Daca D € ( 2') estn un ope rotor

a cunci vom nota

DO cS

]j( in loc de
J—?df(U) ests functia 

11 .- t,,

i voj jp^-

a socia c*acaracteriscica

operatorului D.

P^OPOZITIA 4.2.6. Functia ceracteriatlc 1 :ce urtn i;.^. . .1 :j .-- 

prieta^i :

a )

o)

c)

(V) *(, /3 6 J ;

este tUto-d.;JEc:

pentru orice

d) Daca atunci 
/

K . L.C^ . .

Dcmonstro^ie ; e) Liniurir^^o^ este o cnr.,ccin^^ in.; L .

def'ini^ioi func^iei caracteristice.

Pe baza linieritd^ii/ injeccivitatea va fi dcaonatr^ti-'d 

reu$im sa aratam ca = o D = 3 -O'
duce la

sau

-*-u jf
D

echivalent

C .

Ij

Doocrece, confortn Letnei

D - 0.
Propriet&^ile b) - d) rezulta prin calcul direct 

func^iai caracteristice.
DrIFINITIA 4.2.7. Func^la ceracceri^ticd ^U/(A'-

din d-Hn!

ta ?i vo fi r.uzita f

td operatorului

va fi cot--

BUPT



OBSERVA'MAJ4^8. Identificind 
^iului <3^ (3^) prin coresponuen^a

cu uc suo^ c ,iu

'1 0
0
0

0
K

0

M
'2 -

ovum ^(4^) = D $1, prin ur^cre, L 

o extensie a DefinHiei'4^2.4 de la

OBSERVATIA 4.2.9. Deoarecc daca ci nu-ci
*?(A' -A") = o, ddica A' result?: c: -

racteristica in (3^) se. asociaza fn reelitcte unei cl^se da 

echivalenta $1 nu unui opera cor.

4.3. FUNCTIA CARA OTARIS PIC.' FOrOV

Fie A6J?(X), Bg</(U,X), u(.)€L^^(^^,J). Vom not.r rrin

={z(.)=(u(.),x(.))[u(.)€L^^(tR^/J),:(.)6 

x(t)=Ax(t)+B u(t) a.p.t. ^i x(o)- j
Si fie

%= U 7% .
x,ex

Vom asocia sistcmului (A^J) un criccriu de c^litot- J 

finic prin !
T((z(.))=^Nx(t),x(t)^-^'lx(o),x(o)^+ ((^iu(.'

n

unde N = N"€of(X),M ^M*€c^(X), K = K*€</(tJ) t,i L6^(U,X)

iar z(.) = (u(.),x(.)) , . .

Sistemul (A,B) inzeacrat cu func$ionala de cost va fl no

te t pe ecurt ^A,B;K,L,M,Nj .
Funo1;lonala de cost % mfi poatc fi .scrira t

Cz(s),Cz(s)^ ds (V) z(.)€ ?%

uuu
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*%(z(.))= ^^^(A)z(s),z(s)^ds , (V^ z(.)6 

o 
unde 0 0 N

A = 0 K
II L M

niste destul de clar^ din re^ionarnentelc "r^cad^ntc, <?; ;r

identifier tnuHimea tuturbr i'uoc^ionalelor d^- cost cu un su^. ?H.u 

liniar (real) al spa^iului (3^).

PROPOZITIA 14-3-1. Faz ilia de opera tori
din c^(U,X) are proprietatea (G) daca ?i nunci daca (A,

este cumplet controlabil (apro:;In?3tiv).

Demonatra^ie r Pentru A € ^(A) cu propriety tea

putom aerie oo
R(A ,A) = XI

n=o

-n-1 n
A

$i, in consecin1;& , '
^R(A,A)Bu,x^ .XI

o=o
-n-1

De aceea
x _L R( A,A)BU

atunci $i numai atunci cind 
oo

xi 22
0=0

Afirma^ia propozi^iei rezultu acum din caracterizar^i conrrn-

lubilitd^ii complete precizatX ir rronoziti^ 3.2.3 r;L uin - , a 

ilim R( A ,A )B = o.
A—* oo

OBURRVATIA 4.3-2- Deo& sistemul (A,d) este ooaplet controla

bil (eproximativ), familia [ <5^oereaz5 o func^ie

oaraeteriatieA in j((Z) ^i, prin extensie, in 3^ (3C). Io tot r j

tul aceatui parajraf vom presupune ca sisccnul (A,d) 

controlabil (aproxitnativ).

Deourooo pentru fiooare uc uorja

este coTplcc

No o

L M
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obtinem prin calcul direct, stJ foiosind Let:;: 4.2.1

A)
K (L + 1^)*

L + NB M + A* + NA

K +(L+NB)^3( /L,A)B+B^R^.'^)(L+NB)

+ B*R(i7,A*)(H+A*N+NA)a(A ,A)B

sau, folosind proprieta^i.cunoscute ale o-aratorului razolve nt

forma din care rezulta c3. func^ia caractcr:Jt:^3 intrrd

coincide cu func^ia caracterisctca introduja ^e

tru ulutemul .

TEORrMA 4.3*3* Fie .,:ul*t;ii€6 tuturor ojeratoriloi' di

de forma
0 0 N

L* ;
M

$i z(.),z^(.) arbitrare

N = i;\ !.I = ^(X), d = .J
L €df(U,X).

In 09^ . JrmStoorelc trim;..',LI

rate t 
a)

€ ^(X)
^(A) = 0 dac& 9i cu!ral daca exista un oc< r tn

astfel inoit

unde
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Demoostra^ie t AfirmaVia a) este o co.seeing a 

Pentru a demonstra b) sa observam

psitem serie
^-jntru z^(.)

- 0 0 N Xl(t) Xp( t
=< 0 K * U^(t^ a u, ( t '

N L i<I X^(t). .''2^ J

t.
^2

-L"
M

K L'' H 1 ( t )
* iu

Afirma^ia c)

cent de

este o con^ecinl^A din a), lap d

c), inteo;rind intro limtr^'o 0

e) este o oon.^eein^d

pozi^ia 4.2.6 $i a faptulul

DiiiFINITIA 4.3*4. Vom z i c e 5istemul

este pozitiv daca exists un

cd proprietatea

K

ca."operatoral cutoodjunct 

(L + RB)^
x t U

este pozitiv definit.
TBOREMA 4.3.5- Fie (A,d)cH,,

(V) CJ€-[R $i un operator de cost

M,N. Urm&toarele afirmaVii siot echivalente ;

CU pfO;

genera t de op^r^torii i

ecto pozitiv ;

b) Siatemul operatorial

S^S = K '
RB a TS
A*R + RA = Tl'^

numic aiatemul Lurie are o soluble (R,S,T), R - R

(A), unae
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o

Demonstrable : Pentru a demonstra ca b) sa

adevarata, deci exista R cu proprietatea

(L + RB)*

+ Rd

Notind ou radacina patrata pozitiv^- a

cu , putem construi o izometrie per

inoide cu proicctorul or to^r i
D

''c-

C i <j

DacA notam prin Q = P ! atunci ..c .J.

operatorul Q. admite o scriere ma triciala de forma

in consecinbA

Pe de alt& parte
S
T

(L + EB)

S* T )
TT^* j

Qi b) rezulta acum prin idanL 

trici operatorlale 

b)=^c). Fie

rezulta

Cz

z

3 A e^u

iu °
.0 Ixj A- ^ -4

e

bU - OU +
U

h()Ju

e a
R(A,

deci
0
0
N

e

0
K

N

M
Cz e

de unde

(t),Cz

+ L*R(A,A)BUi.U2^*

e
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(A,A)Bu^,R(^,A)Bu^ .

L^R(^, ,A)B)u^+(AB^R(^,A^)NR( 1,A)B+B^R( 1,^)1, + 

^(^,A^)MR(^.,A)B)u^,u^^. g( ^+I)t =<[i j.7/ , A,

R(^A*)[M+(^ + A)N]R(^A)3 =

)u^,Ug^ +

vident
e^*'R(A,A)Bu^,6^''R(^,,A)u^^ = constant , (V) X€ <jf(x;.

Conform Propozi^iei 4.3-3 b i - c;-, c.-jn

Cz^(t),CZg(c)^ = ^(A + ^)C:^(t),r.^(t^ .

K (L + RB)^*

L + RB M + A^R + RA
z^(t),z^(t)^

d In vedere cele de mai sus, ooyinea

= <(S + T*R(3.,A)B)ui,(S + T"R(-A,/.')J)u^^ =

o)=^d). Deca c) este edevarata A = 1A) , di c)

o

se obHoe dintr-un rezultat

r c " u ] 13

al lui YAKUBOVICH V [Y^ ]

Dio sistemul Lurie 

(L + RB)"

ca

n+r ^'-'o^0 D -*
Imegtr&a sistemul (A^B)^ cu o fucc'^ionalA de cost at
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n

T^(Z)= 0* 0^ 'j = 0
care peace fi scrisR sub forma echivalentR

unde

n

0
T*

M-N

zM J

N
0
0

0
K
L

N
0
0

0
K

o
T*

M-N

Vom nota epoi rri"
(d^) de forma de mai sus in ccncinuare nt; vom rc. ri 

astfel de operator!. Este clar orice opertor d
adjunct

Conform Lemei 4.2.1, in

(A) =
K + B*IIB

L + A*NB

acest caz, vom svea 

L- + d"NA

*<1 — N + A^t^A,

be peace arRta, ca $i in cjzul concinuu, ca fomilic
{R(A ,A)B j 2,c?(A) are proprictatea de generate

sistemul discret (A,B)^ esce couplet coocrolaoil

duct! tmul

(a pro <tiv),dcc.

(in aceastR ipotezR)

^io 4.2.4) o func^ie

familia ^R(^.,A)B 

caracteridtic!' in

)A€f(A)

^(Z), care po t)

d(Definitia 4.2.7) la i-pol particularize ta la

A € d^d.Fie deci. Avind in vodere forza.lui

zatR inainte, ob^incm func^ia crscteristica

K + B**NB + B*R(/Z,A*)(L + A*;3)
-+(L* +B"NA )R(^.,A)B-td^(^I,A*)(LI-N+A^A ^R(A.,A)3

sau, folosind propriet&$ile operatorului rezolvent.
X,(^,/4)= K + L^R(A,A)B + b"R(^,A^)L +

A + +.(y-ir:] R(^,A)d

care este ohier funo^ia oaractcristica Popov asociata unui jut .?

discret (A,B)d inzcscrat cu fu!:udou-ia de cout c '^e

mai sus rezultA c5. pentru or io * A 6 opcrutcrul
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este autoadjunct.

LEMi 4.3.6. Daca pentru flecare notTm prL:^

subspatiile lui s(X), respectiv s(J), definite prin

atunci.
respectiv J

a) Restricbia operatorului 

jectiv ;

T-A la X ectu un O'er., unr i-.-

b) BU^C(T-A)X^, unde T-A 

generat de (T-A, T-A,...,T-A,..

Demonstrable : a) Intr-adevar, pentru fiec re '

(T-3)((^.°x)^,) = o

dac& $i numai daca

-A°Ax = o , (V) n o

de unde, pentru n = o, rezulta ca

( A I - A )x = o

deci x = o.

b) Fie 3,€^GA) $i ^unci

(T-A)((A°R(^,A)Bu)Q ^^)=CA;\Al-A)R(^,A)ju)^^ =

_=(^)n ^.=

CONbbCINTA 4.3.7. (A°RGL.A)du)^^ 6 s(X) este JlD/urt.1 .1-- 

ment din X e edrui imagine prin T-A este B((A°u)„^p)-

CONSECINTA 4.3.8. Pentru fiecare Ag^\A) vl fiec^re u6J, 

Oi*ul
z . z(^,,u) . (A,°u,

Detnooatrebie ; Conform afirmabiei b) din Lerna 4.3.4 

('l'-A)((A"D(^.A)uu)Q^p? - n^.o^

de unde rezultA c&

Qi, tn oonsecints, pentru orice o cro loc egalitct.-e

A°^R(A,A)BU = A(A?R(A,r.^u) b(A^u).
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TECREMA 4.3.9. Pentru orice Ag^(A) ?1 ugU c re
tatea n

J^(z( A ,u)) = ^2 )u,u ] A.)
J-o '

CONSECIWTA 4.3.10. Daca A(=o(A), !A)z. 1, ^tuncL per.

ce u€U are loc egalitatea

TEOREMA 4.3.11. Urm&tonrele aftrma^ii sint adcvlr:

cor

a) ^(4) = 

autoadjuoct

t*i

unde

d)

-R
0
0

esce uo operator definit oa la

L hi
Demonatra^ie t Afirma^ia a) rezulta

J J
) z!=,z?€ 7%

U u

din Lerna 4.2.1, i-

?i c) dio definitiile fuoc^iei coracteristicc, resrcctiv fj 

nalei de coat $i egalitatea (4) =\^(A + 4^^-

Pentru e dcmonstrs d) ej.erv * re- Tncit c<

R

o

R

R

- x
z^z?u J
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C

c

A ' ' 1
"j+1

iu 0 t _ "j
0 lx. X .

- - J - J

J

n
0 0

T."

. t

"j

[

a u "
0 L .. ? x\'* u . u

d'J

I*

T*
z' -

DupA cum rezulta din teore^u precedent^,

9i oul^tmce clusulor

duca $i nurr:l daca ^(A 

^ionulelor de cose 

terminate de rela^ia

= 0) de operator! A exisca poodeDyd ^lucLvocu

permite a& notam
= Ax

DEFr^ITIA 4.3.12.[Pg].

exista un operator autoadjurct r o

i.

L t A HG! M - R + <1

este pozitiv semidefinit

03SERVATIA 4.3.13. Pectru orico operator autoadjunct 2

are loc

o
n K + B*RB

J=° A

care rezultA din Teorema
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N-R

.4, A..
0

K + B^RB

L.+ A*HB

+ B^RA

A^RA
w

0

0

TEOREMA 4.3.14. Daca sistemul liniar discret (A,..:^) e 

pozitiv, atunci funcbia caracteristica asociata are propriety tea

Demonstrable : Sa presupuncm ca sistertul (A,B;A este pc- 

zitiv. Conform Definibici 4.3.12, exista un cpsrator 
6j((X) cu proprietatea

'K + B*RB + A"RB

+ B*RA M - R + A"EA

Pe de alta parte, daca ^S^(A), = 1 pi u€'J, i-

Conaecinbei 4.3*8, sirul
z = (z ) = (%°u, ^R(3 ,A)Bu)e9^

n^ o

C(N-R)Xn+Y,Xp_^^= ^(X-2) ,A't,u,^

= <(N-R)R(%,A)Bu,R(^,A)^u^ .

Astfel,'funcbionala de cost arc expri^sroc- :

n

$i, binind cont de Consecirba

K + B^RB L + j

1. + D^RA U-R + A RA

4.5.1c. obbincn:
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