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INTRODUCERS

o.l.Perturbatii aingulare.

Revolutia gtiintifica gi tehnica contemporana a condus la re- 
conaiderarea atitudinii fata de legile naturii.Pe maeura ce o 
cunoagtem,constatam ca natura refuza sa ae exprime in limbajul pe 
care il preaupun regulile paradigmatice inventate de oameni. Ca 
urmare , achimbarea atitudinii conata in faptul ca "gtiintele 
aint deachiae apre imprevizibil, pe care nu-1 mai considera ca 
aemn al unei cunoagteri imperfecte, al.unuicontrol insuficient. 
Stiintele naturii aint deachiae de acum dialogului cu o natura 
ce nu poate fi dominate printr-o singura privire teoretica.ci 
doar expl^ratR, ou o natur& deachiaa careia ii apartinem gi noi, 
partiqipind la conatruc^ia ei'L($.Prigogine gi I.Stengers [^lob]^ 

Participind la aceat dialog,metodele matematioe devin tot mai 
complexe, un rol tot mai important revenind celor de aproximatie - 
gi dintre acestea celor asimptotice,care se aplica fenomenelcr 
care constitute perturba^ii ale alter fenomcne sau ale modelelor 
elaborate de oameni;

Intuitiv, o problems conatituie o "perturba^ie" a unei alte 
probltme "neperturbata" daca solutia primeia poate fi pusa in 
legatuiR "cu solatia celei de a doua, care are o situatie speciala 
prin faptul ca solutia ei o cunoagtem sau presupunem ca. o putem 
determine.

In general legatura dinte cele doua problems se realizeaza 
prin identificarea in problems perturbata a unui parametru(coefi- 
cient de perturbatie) aetfel incit problems neperturbeta sa se 
obtrna din cea perturbata pentru o anumita valoare fixa a acestui 
paremetru(Il vom note,de exemplu,&gi valoarea fixd vom considera- 
o taro).Putem spune deci o& avem o familie de problems indiciatR 
de paremetrul6 , toate problemele din aceastR familie fiind 

perturbatii ale uneia apeciale dintre ele.
Intuitia ne spune ca daca parametral tinde catre zero 

atunci ar trebui ca solatia problemei perturbate sa tinda catre 
solatia problemei neperturbate.

In realitate aceasta se intimpla neconditionat numai la 
anomite problems - cele regulate, pe cind la cele si. ulare 
intuitia a neputincioasa gi la inginer gi la fiziclan gi la 

matematician ( E. Lomov, E6b]). ,
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Incercind ea le defineaBca,A.H.Tihonov,in introducerea la 

[66^precizeazu(cS perturbatiile regulate sint cele in care perturba- 
are caracter de subordonare fata de operatorul neperturbat, pe 

cind perturba^iile aingulare sint cele in care sc perturba parole 
principale ale acestui operator.

Dar caracterul regulat sau singular este legat $i de dome- 
niul de variable a variabilelor.

Intr-un anumit domeniu perturbatia poate fi regulata in 
timp ce in alt domeniu( de variable a variabilelor independents, 

pentru o aceaagi eoua^ie diferentialS, de exemplu ),perturbatia - 
poate fi singulars. De acaen este difioil de dat o definltie 
general^ a perturbatiilor aingulare. Aproape fiecare cercetator o 
in^elege in felul sau [68]. Totugi cele mai multe probleme de per- 
turbatii aingulare ae incadreaza in definitiile introduse de noi 
in § 1.1. ;

Conaiderind doua multimi X gi Y, un interval inchie Ic R, 
o familie de operator! % :D^<-^Y,Dg ^X^C^lJgi o familie de
Clemente problema determinant! unei familii
^=^z^{z^D^ .^eljastfel incit L^z^ = f^pentru oricegel se 
numegte problema ou parametru gi ae noteaza (^,y); parametruH 
ae numegte parametrul problemei iar familia ae numegte solatia 
problemei()f,y^; daoa 19 0 atunci problema ae zice problema
cu parametru mic; daca =D pentru orice &e I atunci problema 
(Jf,*F) ee zice problema cu perturbatii regulate aau problem 
regulata ; daca exists astfel incit =Dc.D^ pentru 
problema(Jf,7) ae zioe problema cu perturbatii ainguiure.

Definitia prezentata mai eua nu epuizeaza toate situatii- 
le de perturbatii singulare(A ee vedea introducerea la cartea 
lui I.L.Liona [63]gi monografia lui T.hatoE52])dar perturbatii- 
le aingulare aetfel definite con^in gi "ecuatiile cu parametru 
mic lings derivata de ordinal cel mai mare "[122].

Perturbatiile aingulare apar m acele probleme in care au 
loc treceri neunifoxme , ,diacontinu e sau rapide de la unele 
caracteristici fizice la altele gi in probleme de marline (de 
frontier^) [135J.

Domeniile in care au loc aceate perturbatii sint: teoria 
oacilatiilor neliniare, teoria giroscoapelor, teoria reglarii 
automate, fizica cuantica gi in alte domenii ale gtiintei gi 
tehnicii.

o.2. AnalizS asimototica.

Intr-o acceptiune foarte larga putem defini ^naliza 
aaimptotica ca"aproximarea unor obiecte matematice sau ae alta 
naturS prin obiecte mai simple "(o.A.nomov,[6b]). na se poate fAceld 
diferite nivele de rigurozitate.atit din punct de vedere fizic c^t 
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gi matematic.
Din punct de vedere matematic, ea eate o ramura a analizei ma- 

tem^ti*ce ce ee ocupa cu determinarea solu^iilor analitiee aproxima- 
tive ale unor probleme in care on parametru sau o Variabila are o 
valoare mica (sau mare) sau eate in vecinatatea unui punct in care 
solatia'Hu este analitica(C.Iacob,C49J).

Referindu-se numai la perturbatiile datorate prezentei parame- 
trului i , A.B.Vasilieva conaidera urmatoarele definitfi:

Se numegte aproximatie aeimptotica (seu reprezentsre asimptoti 
c& aau formula asimptottca) dupa parametral & pentru solatia 
z(.,^) a unei probleme, o functie Z(. ,E)astfel incit diferen^a 
z(. ,f)-Z(. ,g) e& fie mica(intr-o anumitA norma )intr-un interval 
dat de variable a variabilelor, de indata ce parametrul E este 
auficient de mictl35].

Se numegte metodA aeiaptOTica un procedeu de construire a 
functiei Z(.,E) prin rezolvarea unor probleme mai simple dbcit cea 
initialA.[135].

1.1. noi am definit mai exact aceete notiuni pentru 
problems cu parametru' mio definite in $ o.l.

Valoarea practica a metodelor aaimptotice consta in posibili- 
tatea determinarii efective a functiei Z(.,%) din problems mai 
simple decit cea initials.

in cazul perturbatiilor regulate metodele asimptotice 
constau in determinarea unei serii dupa. parametruH nurnita dezvol- 
tare aeimptotica a solutiei ; ca aproxima^ie aeimptotica se 
conaidera o suma partiala a acestei eerii.

In cazul perturbatiilor singulars aceste metode nu mai sint 
posibile. Au fost elaborate alte metode care constau In determina
rea formala a solutiei fie .sub forma unei eume de doua serii, fie 
a unui produs de doua serii, fie in "regularizarea" perturba^iei, 
etc.

0 parte din aceste metode obtinute de diferiti autori este 
prezentata in capitolul I al acestei lucrari. De altfel $i scopul 
acestei lucrari este prezentarea unor metode asimptotice pentru 
ecuatii cu perturbatii singulars.

Se pune intrebarea daca in conditiile existence! calculatoare- 
lor electronice mai are rost sa ne ocupam de aceste metode asimptot 
ce.

RAapunaul ar putea fi oricare din urmatoarele:
1)"Metodele numerice gi cele asimptotice nu ee exclud ci se 

conpleteaza.De exemplu, in multe cazuri expresia aeimptotica poate 
fi luatA ca aproximatie de ordinul zero intr-o metoda numerica.

Cea mai complete legaturA reciproca -intre metouele ntnaerice 
gi cele asimptotice se manifesto in cazul cind iatr-o nctoda 
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numerica, la un moment Cat, trebuie facut studiulproprigtu^ilor 
asimptotice ale unor ecua^ii ce apar in metoda respectlva(A.B. 
Vasilieva, [135]).

2) "Cu riscul de a simplifica excesiv lucrurile, am putea 
spune ca'analiza numerica incearca sa ob$ina informa^iicantitati- 
ve despre o problema particulars , pe cind analiza a^imptotica 
incearca 6$ ob^ina o vedere asupra comportarii calitative a 
unei familii de probleme gi numai o informa^ie semicantitativa 
despre membrii individual! ai familiei;...Avind scopuri diferite 
cele doua discipline n-ar trebui sa se intersecteze. Daca se inter 
secteaza atunci sint complementers (deci una intregegta pe cealalt 
...metodele asimptotice atunci sint cele mai eficiente (§1) din 
punct de vedere numeric cind metodele numerice generale dau perfor 
Stance slabe sau nu reugesc deloc'.'(L.F.Shampine, L1173 ).

^DatCrita aplica^iilor multiple din. celelalte gtiin^e gi 
tehnicA"teoria analizei asimptotice are important atit pentru 
cercetafea fundamentala cit gi pentru rezolvarea problemelar 
curente ale practicii"(A.N.Tihonov^ in introducerea la [68] ).

o.3* Istoric.
Ca gi prezentarea aspectelor principals als teoriei pertur- 

ba^iilor,referirile de ordin istoric care urmeaza nu vizeaza 
epuizarea subiectului dar credem ca au un caraoter semnificativ.

Vom incape prin a aminti episodal Leverrier-Galle-Adams 
din iatoria gtiin^ei aecolului al XLX-lea in legatura cu desco- 
perirea planetei Neptun pe baza studierii migcarii perturbate a 
planetei Uranus.

(DacA se studiazA migcarea unei planate in jurul soarelui 
pe baza legii atrac^iei universale [5],prin neglijarea inter- 
actiunii cu celelalte planete se ob^ine o problem^ complet inte- 
grabilA -problema celor douA corpuri, a carei soluble este orbita 
keplerianA a planetei ;aceasta soluble este o prima aproxima^ie a 
orbitei reale datorata perturba^iei celorlalte planete-problema 
celor trei corpuri, de exemplu).

Acest episod este o ilustrare elocventa a metouelor din 
teoria perturba^iilor, un adevarat triumf al gtiin^ei secolului 
J^LX gi dupa toate probabilita^ile termenul de "perturbate" 

provine din mecanica cereasca unde accep$iunea lai matematica 
este aga de strins legate de cea fizica.

Tot in mecanica cereasca au luat nagtere gi d.^volturile 
asimptotice ale functiilor care constiuie parte integrant! a 
teoriei perturbatiloi' (a se vedea monografia L23]).ln sprijinul 
acestei afirmati eate suliciant au amintim lucidrile lui

BUPT



H.Poincare (loo), [lol], Dezvoltarile lui H.Poincare au fost 
dezvoltari in serie dupa girul asimptotic[l/z^] z

eate variabila in raport cu care s-au considerat derivatele .
Rezultate analoage cu cele ale lui H.Poincare au fost 

atabilite $i pentru dezvoltarile aaimptotice ale func$iilor - 
aolutii ale unor ecua$ii dieferentiale, dupa $irul asimpnotic

-funcbiei
g-^.+o unde € eate un parametru, diferii de varia*bila 

prin raport cu care e-a derivat. De fapt, dezvoltarile
aaimptotice prin raport cu parametrul au fost cunoscute inainte 
de H.Poincare, fare, inaa sa fie numite in aceat fel.Astfel Liouville 
a stabilit in 183*^(64), ca un sietem fundamental de solutii pentru 
ecuatia : y+(^*r(x)+q(x)^y=o,(r(x)>o^i.-^co),  
eate de forma
y^(x,X) = (y^^(x)+ ^y^^(x)+...+ y^(x)+...)ain (a.j°\/r(T)dx)

y2(^.^) = (y.2^^ y^2^^'*'^ ^n yn2^^"^°°^^ j^Vr(x)dx)

Un alt epiaod celebru din iatoria gtiin^ei legat de teoria 
perturba^iilor ae situeazA la inceputul aecblului XX.

De data aceaata eate vorba de mecanica fluidelor. La afir$i- 
tul aecolului al XLX-lea in aceaata gtiinta aitua^ia era uxmatoa- 
rea:Hidrodinamica teoretica bazata pe ecuabiile lui Euler(D'Alembert 
Euler)date pentru mi$carea fluidelor farA frecare a atins un Inalt 
grad de dezvoltare,inaa rezultatele obbinute in aceasta hidro- 
dinamioa"clasica " nu concordau cu rezultatele experinebclor. 
Neconcordanba ae Aanifeata indeoaebi in problems'pierderii de 
preeiune in $evi ^i in problems rezistenbei pe care o opune flui- 
dul unui corp'ce ae migca in el. In aceate condibii au fost 
atabilite ecua^iile de migcare ale fluidului care bin* cont de 
frecare- ecua$iile Navier-Stokee(M*.Navier L94),S.D.Poissnn(lo2]) 
B.de St.Venan [14J] G.G.Stokes[119]).

Dar aceate ecua$ii nu au putut fi aplicaie la atudiul mi$cA- 
rii fluidelor din cauza dificulta^ilor de'ordin matematic foartemari 
care ae intilneau , cu excepbia citorva cazuri particulaPe.

Pe de altA parte, pentru apa ?i aer - cele mai importante 
fluide, coeficientul de viscozitate eate foarte mic.Ueci pi for$e- 
le de frecare cauzate de viscozitate aint mici-in comparable cu 
celelalte for$e (de gravitabie, de preeiune); mult timp nu s-a 
putut explica de ce for^ele de frecare mici au o influenza apa de 
pare in proceaul de migcare.

In 19o4 (deci la aproape jumat'ate de aecol dupa lucrarea 
lui Stokes [119]),L.?randtl^[lo3], intr-o lucrare prezur.tatu la 

cel de al 111-lea Congres interna^i^nal al matematicienilor ,
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desfapurat la Heidelberg, a indicat calea pe care se poate f Ace * 
studiul teoretic al migcarii fluidului cu frecare. El a aratat' 
ca in curgerea fluidului pe linga un obatacol, migcarea trebuie 
studiata in doua region!: un strat foarte subtire linga obatacol 
(atrat limita)unde freoalea joaca un rol esen^ial $i regiunea 
complementara aceatui str^t unde frecarea poate fi neglijata(a ae 
vedea monografiile C116]^[48^[113]). ' ,

Rolul parametrului mic il joaca ooeficientul de viscozitate. 
Daca aceata ae ia egal cu zero direct in ecua^iile Navier-Stokes 
ee ob^in ecuatiile lui Euler pentru fluide ideale. [)ar solutia 
acestor din urm&_ ecua^ii nu descrie ce ae intimpla la peretele 
obstacolului intilnit ^e fluid.Prandtl a.aratat ca trecerea 1? 
limits (cind ooeficientul de viscozitate tinde la zero) nu trebuie 
efeptuata in ecna$ii(.coefi9ientii ecuatiilor Navier-Stokes) ci in 
soluble aceetor ecua^ii (pentru a vedea ce ee intimpla la peretele 
obstacolului). '''' '*'

^etoda folosita de Prandtl consta in dezvoltarea asimptotica 
a eolutiei ecuatiilor, separat in zona exterioara a Etratului 
limita(dezvoltarea exterioara )$i separat in zona stratului limita 
(dezvoltarea interioara), §i apoi"racordarea" (matching) celor 
doua dezvoltari[lo3];Elo4].

De§i unele idei intuitive despre racordarea locala a solu^ii- 
lor ee pot identifica inca de la Laplace pi Kirchoff(conform [691) 
aplicarea acestei metode la ecua^iile perturbate singular incepe 
cu lucrarea[lo3].

Fundamentarea matematic& a metodei in ceea ce privegte 
ecua^iile diferen^iale ordinare a fbst facuta de L.Schleeinger 
[115Jei G.D. Birkhoff[9j.

Inaintea lor a facut-o J.Horn[44],[45]dar numai pentru 
ecuatiile diferentiale de ordinal II iar dupa ei, o extindere a 
cuzului conniderat de G.D.Birkhoff a filcut-o P.Noaillon[97J.

Rezultatele lui L.Schlesinger pi G.D. Birkhoff se pot gasi 
in [68].Aceste rezultate enun$ate pentru sisteme de ecua^ii dife- 
rentiale se gasesc in [17].)

Dupa P.Noaillon urmeaza o perioada in care problemele cu 
perturbatii singulars nu au stat in aten^ia matematicienilor.ln 
schimb, reprezentan^ii aplica^iilor matematicilor au elaborat o 
serie de metode de analizR asimptoticR privind un cere reutrine 
de probleme. Astfel, de exemplu.gasim in reviste de fizica lucrari 
ca ale lui L.Brillouin[13],H.A.Krameru oi C.Wentzel [147)^are 
au stat la baza a§a numitei metode W.h.ij.

0 reverlire la studii matematice privind problema perturba^ii- 
lor singulars s-a inregistrat Intre cele douA razboaie prin lucr&-
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rile lui i.-W.Tschen(126], li.Nagumo (75]gi E.Rothe[111) in care 
ee abordeaza gi problems neliniare(75J.Aceste lucrari au ramas 
inea fara ecou .In ac^iiqb, F.RellichLloBlintre 1937-1942, a 
fundame^t^t 'din de yedere matematic teoria pertur^abiilor*
propieta^ilor epectrale ale operatorilor liniari autoadjuncbi 
Jata de achimbari mici.(Aceasta teorie a Cost creeata de Rayleigh 
$i Schrbdinger formal gi incomplet fundamantata mat&matic{ulterior 
rezultatele lui F.Rellich au foet extinea de catre k.O.Friedrichs 
.[3J]la spectr.u). continuu gi de catre B.Sz.Nagy ,F.V^olf [149]y 
T.Kato [53]pentru operator! neautoadjuncbi ^n spabii Banach).

In 1946 K.O.Frie.drJLcha gi elevul aau JiV.Wasow, efectuind on 
studio sistematio al problemelor la limita cu perturba^ii air-jla- 
re, au foJLosit pentjn prima oara in.titlulunei lucrari,L3Qj^no^iunea 
de perturbable singulars (ulterior, K.Friedrichsa prezentat in 
[3.2Jfenomenele asin^totice iar W.Wasow a consacrat capitolul al 
X-lea din L148]perturbabiilor singulare ale ecuabiilor diferen- 
biale.

In paralel,o contribute fundamentala la dezvoltarea teoriai 
perturbatiilor eingulare au adus in continuare matematicienii eo- 
vietici.

I.I.Gradstein a Ihceput etudiul aceetor probleme in 1946,(351, 
dar momentele cele mai importante le constituie lucrarile lui A.N. 
Tihonov[12o],[121],[122]in domeniul ecuabiilor gi sistemelor de 
ecuabii diferenbiale neliniare cu parametru mic linga(o parte din) 
derivatele de ordinul cel mai mare.

11 a etabilit condibiile in care solubia acestor sisteme 
converge catre eolubia sietemului redus cind parametrul tinde la 
zero.

Eleva ea,A.B.Vaeilieva,a etabilit condibiile in care derivata 
solubiei acestor sisteme converge catre solubia unui anumit sistem 
de ecuabii diferenbiale(129).

Aceste lucrari au fost continuate de catre elevii lui A.N. 
Tihonov gi albi matematicieni aovie tici aflabi sub ini)menba 
gcolii sale,prin elaborarea unor noi metode asimptotice sau 
extinderea celor anterioare, asupra carora vom reveni.

o.4. domentarii bibliografice.
Dupa 195o cercetarile in domeniile perturbabiilor datorate 

parametrilor a-au dezvoltat cu repeziciune.De aceea nu vom putea 
aiainti aici toate lucrarile care oglindeec aceste cercetari.Totugi, 
dintre lucrarile din aceste domenii consultate de noi gi pe care 
le conaideram reprezentative amintim:

In domenl^^- ecuabiilor cu mai multe scari de tirnp;lucrarile 
lui I.S.Gradstein [35],t36),[37],A.i<.TihonovL121), J.^.uevin ^i
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NLevinson C61J, A.Halanay gi V.Dragan t22),[41J.
Studiul aolutiilor periodice ale sistemelor cu perturba^ii 

singulare B-a faout in lucrarile Lui K.O.Friedrichs gi W.Wasow 
[3o],tL48]yL.Flatto gi N. Levinson L26J, M.I.Imanalievryj!,N.iI. 
Bogoliubov jr.L12]^metoda de "luare a medial", osrednenia" in 1. 
rusa averaging" in l.engleza), A.Halanay(cazul critic)E4olgi 4. 
Halanay gi V.Dragan[22j,[41].

Studiul perturba^iilor singulars ale ecua^iilor cu derivata 
par.^iale s-a facut in cels trei memorii ale lui M.I.Vigik gi L.A. 
Liusternik [142],[143],L144^, teza de doctorat a lui Denise Hueb 
t46j, monografiile lui 44.Van DykeC24^, gi J.L. LionsL63J(a^e^^33'vinj 
paste 3oo de trimiteri bibliografice), partea a doua a car^ilor 
lui S.A.Lomov L68Jgi a lui J.Kevorkian gi J.D. ColeL563.

Din literartura privind perturbatiile operatorilor liniari 
abstrao^i ^mintim lucrarea fundamentalA a lui I.^.Gohberg gi M.G. 
Krein[34]p^ivi^ stabilitatea indexului gi a altor m&rimi carac- 
teristice ale unor operator! fa$a. de perturba^ii mici(h'xtinderi 
ale rezultatelor din aceasta lucrare sint facute de catre T.Kato 
pentru operatori liniari inchigi C53J,L54J, E.Hille gi U.S.Philips 
L42]pentru eemigrupuri de operatori, F.H.Vasilescu[128Jpehtru 
complexe de spa^ii Banach gi subsemnatul L85Jpentru complexe de 
ideale de operatori. 0 parte din aceste rezultate sint prezentate 
in monografiile lui T.Kato 155Jgi M.Schechter[114J iar o sinteza 
a rezultatelor din aceste monografii privind stabilitatea inchide*- 
rii , inversabilitatii marginite, spectrului gi rezolventei fa$a 
de perturba^ii mici este facuta de subsemnatul in Edo). De 
asemenea, dintre lucrarile recente privind extinderea motodelor 
asimtotice de la ecua^ii diferentiale la operator! abstrac^i 
men^ion&m lucrarile lui J.^ika C74J(metoda racordarii seriilor^gi 
i.A.Valiev gi S.A.nomov [127J(metoda regularizarii).

In teoria Btabilita^ii ecua^iilor diferen^iale(problema sta- 
bilita^ii o putem privi tot ca o problems cu perturba$ii(degi in 
acest caz se foloseso alte matode decit cele asimtotice).De exemplu 
daca x(t,xO) gate solatia problemei x=f(t,x), x(o)=x° gi urmarim 
comportarea solu^ilor x(t,A) cind A se afl& intr—o vecinatate a 
lui x°, atunci x(t,x°) are caracterul"special", nepertur^at iar 
x(t, A) aint "perturbatii" ale sale), in tara noastrs al-lturi de 
gcoala profesorului A.Halanay, gcoala matematicR de ecua^ii de la 
Universitatea din Timigoara de sub conducerea profesorului ;<l.Reghig 
a ob^inut rezultate importante .Lucra-ri ale profesorului ^.Reghig 
sint citate in memorii importante cum sint cele ale lui 1.Cesari 
H5J , J.L.Massera gi J.J. Lchafter[7o3 , A.Halanay 2331,iar o tre-
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cere in revista a rezultatelor obtinute de profesorul M.Reghig gi 
elevii eai ee gasegte in [lo7] *

Stabilit^tea solutiilor ecuatiilor perturbate singular a 
fost etudiata in lucrarile lui I.d.Gradstein[37], m.B *iea[6],A.I. 
Mimugev gi N.N.KrasBovski[57)^M. I.Imanaliev[151], A.HElansy gi 
V.Dragan [41] .

In lucrarea de fa^a ne ocupam de metode aaimptotice pentru 
ecua^ii gi ad^eme de ecuatii diferentiale gi integro-dii'eren^iale 
cu parametru mic linga derivata de ordinul cel mai mare.In aceasta 
directie, in ultimii 3o de ani, gcoala sovietica a obTinut rezul- 
tate importante.

A.B.Vasilieva a fundamentat o noua metoda asimptotica-metcda 
func^iilor de atrat limits, sau - dupa unii autori-metoda Vasilieva 
[131] , [132] , [135](aceasta metoda. este prezentata in §.1.4.).

Rezultatele obtinute initial* in lucrarile [13l],[5o] au fost 
obtinute in odnditii deetul de puternice de stabilitate a spectru- 
lui unui anumit operator(partea reala a tuturor valorilor proprii 
sa fie negative). Cercetarile ulterioare au extine aceste rezultate 
la cazul stabilitatii condi$ionate(o parte din valorile proprii au 
partea reala negativa iar restul pozitiva). Acestea sint oglindite 
in lucrarile lui A.B.Vasilieva gi V.F.Butuzov[135]gi V.A.Anikeeva[3

De asemenea metoda lui Vasilieva a fost extinea la teoria etra- 
tului de tranzHie interior [134] , gi la cazul"critic"(cind o parte 
din valorile proprii sint nule) de catre A.B.Vasilieva [136], [137], 
A.A.Siskin[118]gi A.B. Vasilieva gi V.F.Butuzov[14),[135j.M.I. 
lmanaliev[5o],[51Ja extins metoda Vasilieva la ecuatii integro- 
diferentiale iar N.N.Nefedov[96]la o clasa de ecuatii integrals.

S.A.Lomov a elaborat o alta metoda,intr-o eerie de lucrari 
din care citam [65]-[b8]$i anume, metoda regularizarii(pe care o 
prezentam pe scurt in $.1.5.)Ba coneta in extinderea spasiului 
variabilelor gi a operatorului diferential perturbat la alt spatiu, 
respectiv alt operator, astfel incit perturbatia extinsa aa fie 
regulatA.Aceasta are unele avantaje aeupra alter metoue, cum ar fi 
convergenta uniforma-, aplicabilitatea sa generala la probleme 
diferentiale, integro-diferentiale, cu derivate partiale,insu 
numai la cele cu varlatia rapida a functiei necunoacute.

Metoda prezentata de S.P.Fegcenko, N.l.Skil gi L.D.Nikolenko 
-n [27],care constA in determinarea solutiei formale ca produs de 
doua serii este de fapt tot o metoda de regularizare.

Aceatea sint numai o parte din lucrArile din domeniu. 
U trecere in revista completa este facuta in aurvey-urile auccesi— 
ve [133] ,[13^ , ]14o , [15o , J.2]precum gi in monografiile funamen-
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tale [27] ; [138], [139], [68], [Hj.
Aceste cercetari cu caractef fundamental gi-au gasit 

aplicabilitatea in diferite domenii ale gtiin^elor aplicative. 
'Astfel rezultatele ob^inute db A.N.Tihonov gi A.B.Vasilieva au 
fost folositedecatre P.Kokotdvic gi P.Sannuti [56],[59]in 
teoria sensibilita^ii sistemelor dinamice. Ideile lor sint 
prezentate gi in monografiile lui J.B.Cruz jr.L2olgi P.M.^'rank 
[29]. I.K.Bogatirev a folosit teoria stratului de tranzi$ie 
interior la teoria eiatemelor cu impulsuri [11].

A.Halanay gi V.Dr&gan au folosit metode asimptotice origina
le in teoria controlului eiatemelor dinamice [21], a stabilita^ii 
maginilor sincroneL4](impJeuna, cu E.Arie gi D.Martac)[23]gi in 
alte lucr&ri.

.0.5. Continutul tezet.

Teza este structurata in 5 capitole precedate de aceasta 
introducere gi urmate de bibliografie.Primul capitol cuprinde 5 
paragrafe iar urmatoarele capitole cuprind fiecare cite douii 
paragrafe .

Rezultatele originale ale autorului sint expuse in capito- 
lele 11,111,1V gi in paragraful al doilea al capitolului V.

In introducere am prezentat problema generala a perturbatii- 
lor,in special a celor singulara(§.o.l.), acopul metodelor asimpto
tice (§.o.2) gi rezultatele ob^inute in domeniul ecua^iilor 
diferenSiale .cu perturba^di singulare gi in alte domenii als -taori- 
ei perturbatiilor (atit in §.o.3. cit gi in §.0.4.). Am facut acest 
lucru din doua motive: In primul rind pentru a reda 0 imagine mai 
cuprinzatoare a problematic!! perturba^iilor eingulare gi pentru a 
evidence locul pe care-1 ocupa in aceastA problematica teoria 
ecuatiilor diferen^iale gi integro-dilsren^iale cu parametru mic 
linga derivata de ordinul cel mai mare, in care se inoadreaza gi 
rezultatele din aceasta luorare, gi in al doilea rind pentru ca, 
astfel redactata, introducerea reflects lecturile autorului.

La afirgitul fiecarui paragraf sint eonentarii bibliografice 
in care sint indicate lucrArile autorului sau ale alter auteri 
in care au fest publicate rezultatele prezentate in paragraful 
respeotiv.

^n capitolul I sint definite ne$iunile fundanentale gi 
aint prezentate principalele rezultate gi metode asinptetice 
din literature de apecialitate in legdturd cu care se afU rezul— 
tatele eriginale din capitelele urndteare.
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In § 1.1. sint definite notiunile fundamentale, sint date 
definitii originale (definitiile 1.3-1.8) pentru notiunile de 
problema regulata, problema. cu perturoatii aingulare $i solutie 
asimptotica, bazate pe notiunile de problema apropiata iyi solutie 
apropiata. ata^ate unei probleme cu parametru mic in s pa t id 
abstracte.

In S 1.2. este subliniata dependenta continua de parametru a 
solutiilor proolemelor regulate $i este prezentata metoda clasica. 
de determinare a unor solutii asimptotioe pentru aceste prcoleme 
pe exemplul sistemelor de ecuatii d it erent iale neliniare de ordi 
nul I.

In S 1.3. este prezentata teorema fundamentala a lui A.N. 
Tihonov in care sint date conditii suficiente pentru ca solutia 
problemei Cauchy pentru sisteme neliniare de ecuatii d if erent iale 
cu perturbatii singulare, sa depinda continuu de parametru.

In & 1.4. este prezentata metoda functiilor de strat limita 
(metoda Vasilieva) de construire a unor solutii asimptotioe pentru 
problemele dim erentiale neliniare cu perturbatii singulare 
(1.16)-(1.17) :?i pentru problemele integro-d if erent iale neliniare 
cu perturbatii singulare (1.4o)-(1.17).

In 1.5* este prezentata metoda regularizarii a lui S.A.Lomov 
pentru problemele diferentiale (1.45) si integro-diferemtiare 
(1.61), liniare, cu perturbatii singulare.

In capitolul II sint extinse rezultatele obtinute Jc S.A.Lomov 
$i prezentate in L 1.5, considerind acelea$i probleme (1.45), res- 
pectiv (1.61), dar in cazul critic mai general cind toate vilorilo 
proprii ale matricii A(t) pot fi multiple (ou. conditia ca matrices 
A(t) sa fie diagonalizabila).

In t 2.1. se considers problema (1.45); urmind ideea lui 
^.A.Lomov, aceasta problems se extinde la alta problema*(1.4u)^care 
este o problems regulata intr-un anumit spatiu U. Acest spatiu este 
adaptat noului spectru considerat pentru matrices A(t), constructia 
sa i'iind mai fundamentata matematic decit cea facuta de J.A.Lomov 
pentru spatiul analog.

Demonstratda teoremelor 2.1—2.7 se face dupa ideile folosite 
do S.A.Lomov pentru demonstratda teoremelor analoage, urmardnJu-se 
aduptarea lor atit la noua terminologie introdusa cit la noul 
spectru considerat. In plus este rezolvata $i o proolem.i original^ 
^i anume, in ce,conditii aproxima^ia asimptotica ie un .anait ordin 
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(construita prin metoda expusa in acast paragraf) coincide cu 
aolutda exacta (Taorema 2.6).

In S 2.2. sint extinse rezultatele din l.$ $i cele obti- 
nute in 2.1 la problema (1.61) (aceasta problema a fost stu
diata de S.A.Lomov doar in cazul cind valorile proprii ale 
matricii A(t) sint simple $i nenule). Se arata in ce conditii 
este posibila extinderea la cazul cind matricea A(t) are :yi 
valoarea proprie zero $i se arata ca extinderea este intotdeauna 
posibil& la cazul cind matricea A(t) este diagonalizabila $i 
are valori proprii simple sau multiple nenule.

In capitolul III sint studiate unele problems integro- 
diferentiale de tip Fredholm cu perturbatii singulare.*

In § 3.1.,sint considerate ecuatiile integro-^iferentiale 
de ordinal doi cu parametru mic linga derivata de ordinal doi. 
Sint date conditii suficiente de existence. $i unioitate a solu- 
tiei $i este dat un algoritm direct de construire a *unei solutii 
asimptotice pentru aceste ecuatii, bazat pe metoda Vasilieva. 
Este data o demonstratie originala pentru teorema de evaluare 
exponentials a functiilor de strat limits $i este demonstrata 
evaluarea asimptotica a restulud.

In & 3-2, pornind de la o idee data in[27J, pentru ecuatii 
diferentiale, este dath o metoda asimptotica pentru sisteme de 
ecuatii integro-dilerentdale de tip Fredholm cu perturbatii 
singulare. Spre deosebire de celelalte metode, prin aceasta 
metoda nu se simplifioa structura ecuatiilor ci coeficientii 
eouatiilor sint inlocuiti cu polinoamele lor Mac Laurin prin 
raport cu parametrul. Pornindu-se de la o ecuatie, se ajunge la 
sisteme de ecuatii de forme tot mai gonerale (dar in conditii 
tot mai restrictive asupra spectrului unei anumite matrici), 
demonstrindu-se de fiecare data, convergent asimptotica.

In capitolul IV sint considerate sisteme de ecuatai inte- 
gro-diferentiale cu ambele limits de integrare variabile;aceste 
ecuatii nu au lost studiate de alti autori.

In G 4.1. sint considerate sisteme de ecuatii inte^ro-dii'e- 
rentiale neliniare cu perturbatii singulare in care temenul 
integral este de forma (4.1c). Specii'icul aces cor sis Leno este 
c&, aplicind metoda Vasilieva, solutia lor asimptotica se con- 
3truie$te prin rezolvarea unor ecuatii exclusiv dii'erentiaj.e.
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Este demonstrata, evaluarea exponent iala a functiilor de strat li
mits $i evaluarea asimptotica a restului.

In 4.2. se considers sisteme de ecuatii integro-diferen- 
tiale in care ecuatiile cu mi$cari rapide sint cele din H'4.1 iar 
cele cu mi$cari lente sint liniare, cu llmitele de integrare sime- 
trice fata de zero. 0 atentie deosebita este acordata probleraei 
neperturbate. Sint date conditii de existenta $i unicitate a solu- 
tiei acesteia $i este data o metoda numerica cu ajutorul functi- 
ilor spline. Sint construite solutii aaimptotice atit pentru 
problems cu migcari lente cit $i pentru intreaga problama cu per- 
turbatii singulare.

In capitolul V sint aplicate unele rezultate din capitolele 
precedents in teoria sensibilitatii sistemelor dinamice.

In S $.1. sint date unele notiuni de teoria sensibilitatii 
sistemelor dinamice $i sint prezentate principalele rezultate obti- 
nute de P.Kokotovic $i P.Sannuti in aceasta teorie precum $i re
zultatele obtinute de A.B.Vasilieva (priviad derivatele sulutiilor 
sistemelor de ecuatii diferentiale cu perturbatii singulars) pe 
care se oazeaza rezultatele primilor doi dar $i ale autorului 
Jin S 5.2.

In 5-2, de^i acesta este destinat aplica!,iilor, am stabilit 
i;i unele rezultate cu caracter fundamental. Definind in t^od natural 
i'uncsiile de sensibilitate de ord in superior, am stabilit identi- 
taLea dintre acestea t?i coei'icientii seriilor regul te ^lo Jetvol- 
tarilor aaimptotice obtinute atit prin metoda Vasilieva cit ?i 
prin metoda regularizarii, rezulcind astfel $i o metoda de calcul 
a functiilor de sensibilitate.

Aceste rezultate sint ilustrate prin example des melinite 
in tehnica.dar este dat $i un exemplu original prin care se subli- 
niaza necesitntea folosirii dezvoltarilor asimptotice,c<.re con's in 
functiile Je sensibilitate ^i in acela^i timp dau o inl'ormatie 
asupra comportarii solutiilor :;i in zona stratului limit ..

* * x

Cind prezenta lucrare era m linii mari elaoorata a aparut 
cartea profesorului A.Halanay in colauorare cu -Jr.V.Dru an [41]- 
— prima monogrifie in limba rom;inti. privin! dezvoltarile a.Jii.\ptotice 
ale proole^ulot*-cu perturua^.i Jia,,ulare.
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Consultatea ei mi-aintarit unele convingeri dobindite in 
studiul problemelor enuntate chiar in titlul ei, studiu pe care 
1-am efeotuat in perioada 1970-1985-

In incheiere tin sa multumesc tovara$ului profesor
dr.Borislav Crstici pentru staruinta pe care a depus-o in 
conducerea studiilor mele de doctorat ?i pentru ajutorul acordat 
in timpul elaborarii prezentei teze.

De asemenea, multumesc tovara^ului profesor dr.liircea Regni$ 
pentru sugestiile pe care mi le-a acordat in timpul dei'initiva- 
rii acestei teze.
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CAPITOLUL I

METODE ASIMPTOTICE

In acest capitol vom defini notiunile fundamentale gi vom 
prezenta metodele asimptotice din literatura de epecialitate in 
legatura cu care se afla rezultatele originale din capitolele 
urmatoare.

1.1. Notiuni fundamentale.

In acest paragraf vom defini notiunile fundamentale privind 
perturbatiile singulars gi aproximatiile asimptotice.Vom incerca 
sa generalizam definitiile aflate in literatura de epecialitate 
astfel incit aoestea sa cuprinda gi ecua^iile cu parametru mic, 
inclusiv "ecua^iile cu parametru mic linga derivatele de ordinal 
cel mai mare".

Fie U un spa^iu de functii definite pe ' un interval Ic R, cu 
valori intr-un epa^iu normat.

-Pentru a descrie comportarea unei functii' fed in raport cu 
o alta functia g € U atunci cind 6 6 i,<*—* vom foloei definitii-
le gi notatiile lui E.Landau,care sint dee intilnite in literatura 
de epecialitate.

Definitia 1.1, Zicem ca functia feu are acelagi ordin ca 
functia g6U pentrut—^^gi notam f= 0(g) pentru 6 , daca
exista o vecinatate Va lui gi o oonstanta k^o astfel incit:

hf(t-)H k[ig(t)H pentru or ice a e a
Definitia 1^2. Zicem ca. functia f U are un ordin mai mic

decit functia geU pentru gi notam: 
f = o(g) pentru t. ,

dacA pentru orice k >o exista o vecinatate a lui astfel incit 
f(^)!! k))g(&)it pentru orice

Observatia 1.1. Daca exista o vecinatate V a lui astfel
incit g(t) o pentru ^V^atunci:
a) f^O(g) pentru 6 dacA gi numai daca functia

/ t(g(()Heste marginita in
b) f=o(g) pentru daca gi numai daca

lim Jtf(6)U, Ug(t)H = o .
Vom (fefini in cdntinuare notiunea de problema cu parametru

mic astfel incit aceasta sA includA ca un caz particular notiunea
de perturbatie singulars datorata parametrului mic. 

Fie X gi Y douA multimi, I un interval inchia din A,
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Jg={LjL^: D^—^Y,D^cX,&el]o familie de operator! pi 
y = { [ f^6 Y, c^lj o familie de elements din Y-

Definitia 1.3. Fiind date familiile <C gi y, problema 
determinarii unei familii de elements =^z^{z^.^D^ , 6^l) astfsl 
incit:

- L^z^ = , (^)eal .(1.1)

ae numegte problema cu parametru gi se noteaza(<y,?); parametral 
se numegte parametral problemei iar familia & se numegte solatia 
ppoblemei (^f,f); daca I^o atunci problema^,?) ee numegte proble
ma ca parametru mice

Definitia 1.4. Daca D<c =D oricare ar fi I,atunci 
problema C<f,y) se numegte problema cu perturbatii regulate sau 
problem^ regulataa

Definitia 1.5. Dac& exista aetfel incit D^=D^D^ 

oricare ar fi Eel'Hp}atunci problema (<X,T) se numegte problema 
cu perturbatii singularea

Definitia 1.6. Daca (<%,?) este o problema cu parametru 
mic atunci problema

. L. = f. , z°tDo * ?o 6 Y (1.2)
se numegte problema neperturbata(aau redusa sau degenerate)a 
problemei (^,?j gi ae noteaza (L^o)m

In continuare presupunem ca ( Y,tt-n) este npatiu liniar
normat. . .

Definitia 1.7. Fiind dat^ problema cu parametru mic 
(^,T) 91 un numar NeN dat, problema determinarii unei familii 
de elements * L t 1^ astfel inert

= 0( pentru 8 —o , (1.3)

unde create un element din Y, se numegte problema apropiata de 
ordinul N a problemei ( iar familia se numegte soluble 
apropiata de ordinul N a problemei()C,y)^

In continuare prepupunem c^ gi (X,t]'t) ) este spa$iu liniar 
nor mat.

Definitia 1.8. Fiind data problema cu parametru mic(X,r), 
familia se numegte solutie asimptotica de ordinul N a 
prcbleinei (3f,r)sau aproximatie asimptotica de ordinul N a solutiei 
Z a problemei (<Z,f) daca ea este o solutie apropiata de ordinul h 

problemei()f,r'j gi (pe linga conditia (1.3) ) satisface conditia; 
H - Z LiJ* = °^o * Cl*'*'' ) 6^ j pdntru 6-^o, (1.4)

conutantele nedepinzind de g, a
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Definitia 1.9. Se numegte metoda asimptotica orice procedeu

de determinate a unei solutii asimptotioe pentru problema (X,3*)s 
Observatia 1.2. Valoarea practica a metodelor asimptotioe 

consta in determinarea efectivd a. aproxima^iei asimptotioe 2^ 
prin rezolvarea unor probleme mai simple decit problema(l.l) atunci 
cind este dificil sau imposibil de determinat solutia 2 a aa.

In general metodele asimptotioe constau in parcurgerea urmatoa- 
relor etape:

l)Se  inldcuiegte din (1.1) printr-o serie cu coeficienti 
nedeterminal de forma:

z^+6z^4- ...+ 6^ z^+ . (1.5)

2) Se dezvolta func^iile §i f^ dupa formula lui ..lac Laurin 
de ordinal H prin raport cu & , impunindu-se in prealabil conditii 
sufioiente de netezime pentru aceste functii.

3) Se identified coefioientii lui ,i= o,N, obtinindu-se 
astfel probleme mai simple decit problema(l.l),(problema care 
rezult^ din identificarea coeficientilor lui 6^*este chiar

problema (1.2) )
4) Se rezolva

eolutiilor acestor probleme rezulta coefioientii ,i= o,N 
seriei (1.5) rezultind astfel o soma, partiala a sa :

N
" ^o ^1^ *"

5) Se demonstreaza ca familia astfel obtinuta este
N 

aproximatie asimptotica de ordinal N a probleme! (J^,T)a

problemele obtinute la 3) gi prin intermediul 
ai

(1.6)

o

Definitia l.lo. Daca familia.2^ este o aproximatie asimptoti
ca de ordinul N datd de relatiile (1.6) gi (1.2) atunci ea se mai 
numegte gi dezvoltare asimptotica de ordinal N a solutiei proble
ms! (y,?^); Daca pentru orice NtJi familia data de (1.6) gi (1.2) 
este o dezvoltare asimptotica de ordinul N a solutiei problemei 
(3f,!F) atunci zicem cd seria (1.5) este o dezvoltare asimptotica a 
solutiei problemei(J?,y) aau ca seria(1.5) converge asimptotic catre 
aolutia problemei(ltl)*

Comentarii bibliografice.

Degi denumirilede perturbatia regulahd,perturbatie. singulara 
gi solatia asimptotica sint deja clasice in literatura de opecialita 
te.modul in care ele sint definite difera de la autor la autor.

Ideea de a considers oazul D^= D^,i6l pentru perturbatiHe 
regulate gi cazul Dy D , 6cI^{,o^pentru perturbutiilc singula- 
re a fost preluata de autor din [681. In rest, definitiile (1.3)- 
-(1.8), bazate pe notiunea de problema apropiata de ordinul i; 
atagata unei probleme cu parametru mic in spatii abstracte .ipartin 
autor ului a
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1.2. Metode asimptotice pentru probleme regulate.

In acest paragraf vom prezenta problems dependence! 
continue de parametru a eolu^iilor problemelor regulate gi metoda 
clasica de determinare a unor aproximatii asimptotice pentru aceste 
probleme pe exemplul sistemelor de ecuatii diferentiale neliniare 
de ordinal I.

Coneideram problems regulate (If,?) unde
*{ ^! to, }

iar in locul problemei(l.l) consideram sistemul de ecuatii 
diferentiale:

— = f(z,t,^), o^stsa (1.7)
dt

Solatia 2 se cere in clasa func$iilor
{z ) z : to,a] x (0, 6^3 —> C^jcare sint derivabile prin raport cu 
t gi eatiefac condltia initials:

z(o, S) = z° (1.8)
0 aproxima$ie aeimptotica de ordinal zero Be poate ob$ine 

(in condi$ii suficiente de netezime impuse functiei f) direct 
din problems neperturbate:

dz_ .
. f(z^,t,o) , z^(o) = z (1.9)

Mai mult, are loc urmatoarea teorema de dependenta con
tinue a solutiei fata de parametrul S :

Teorema 1.1. L139J Daca f(z,t, c ) este continue prin ra
port cu ansamblul variabilelor(z,t,*-), indeplinegte conditia 
lui Lipschitz prin raport cu z intr-un anumit domeniu de varia- 
tie a variabilelor(z,t, 6 ) atunci eolutia z(t,c) a problemei(1.7)- 

-(1.8) converge uniform pentru teCp.al , cindbtinde la zero.catre 
aolutia problemei reduse(1.9)a

Pentru a obtine o dezvoltare aeimptotica de un ordin N > o, 
metoda eete urmatoarea L135J:

Se cauta solutia apropiata a probleme^. (^,y) sub forma(1.5). 
In acest scop, se inlocuiegte (1.9) in (1.7) gi ee scriu ambii 
membrii ai ecuatiei (1.7) sub forma de serii de puteri ale lui . 
Pentru aceaeta se dezvolta functia f(z,t,t,) din inembrul drept al 
acestei ecuatii dupa formula lui Mac Laurin prin raport cu6 in 
vecinRtatea punctului (z^(t),t,o): 
f(z,t,^)=f(Zp(t)+^z^(t)+ ...,t,E ) =f(z^(t),t,o)+e(f^(t)z^(t) + 
+ f^(t))+...+ E^(f^(t)z^(t)+f^(t)) + ... (l.lo)

unde : f,(t)=f!(z^(t),t,o),f^(t)=f^ (z°(t),t,o),
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L " 2fg(t)=^,(f (z. (t),t,o).z (t) + 2f'' .z (t)+f'*2 (z^(t),t,o))

iar f^(t),k^2 ae exprima determinat in functie de t gi z^(t) 

i= 6,k-l.
Egalind coeficientii aeriei (l.lo)ceai9erizicare ae obtine 

derivind prin report cu t termenii aeriei (1.5) rezulta ecua^iile 
dz

----- O- = f(z^(t),t,o) (1.11)
dt . ° -

—= f (t)z (t)+f.(t) (1.12)
dt ' Z- k .. k,
Prin identificarea coeficientilor, dupa inlocuirea seriei

(1.5) in conditia initials (1.8) rezulta:
?^(o) = z° (.1.13)

g^(o) — o k=l,2 ,... * * < * (1.14)

Se obaerva ca problema (1.11)-1.13) este chiar problema 
redusS (1.9),

Problemele(1.12)-(1.14) fiind liniare, admit aolutii unice 
pentru te^o,a^. Rezolvind aceste probleme ae obtin coeficientii 
aeriei formale (1.5).

In general, aceaata eate divergenta, dar pentrutauficient de 
mic eate convergent^ aaimptotic. Mai precis, are loc.teorema 
urmKtoarq:

Teorema 1.2, (135] Daca functia f(z,t,E. ) are derivate partiale 
continue pinR la ordinal N+l prin report ou toate argumentele 
gi problema redua& (1.9) admite o solutie z^(t) atunci exista 6^ 
aatfel incit pentru o^t^E^are loc evaluarea:

H z(t,E)- Z^ ^(t) U gN+1 pentru tc(p,a]^ (1.15)

unde z(t,6) este aolutia exacta a problemei(1.7)-(1.6) gi

eate soma partiala (1.6) a seriei (1.5) obtin^^a prin 
rezolvarea problemelor (1.9) gi (1.12)-(1.14) pentru k = 1,H, 
iar constanta C^o nu depinde de'te(o,a3gi nici de &e[o, &Jdar 
depinde , in general , de Na

VoaontMil blDllwafice.
Teoremele 1.1. $i 1.2 au devenit clasice in teoria ecuatiilor 

diferentiale.Ele ae guaeac in monografia citata(135]a lui ^.B. 
Vasilieva gi Y.?.Butuzov dar gi in alte monografii.^stfel teorema 
1.1. se gaaeagte In curaurile de ecuatii diferentiale ale lui 
N.P.Erughin(26]gi C.PetrovBkii[9^j„
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'.1.3*Teorema lui Tihonov relative la sisteme de ecuatii 
diferentiale neliniare cu perturbatii singulars.
In aceat paragraf vom considera aistemele de ecuabii 

diferentiale neliniare. cu perturbatii aingulare gi vom prezenta 
condHiile imp use de A.N.Tihonov aceator aiateme pentru na 
aolutiile lor sa depinda continuu de parametru.

Vom conaidera chiar problema cu perturbatii singulare 
etudiata de A.N.Tihonov[12o):

' 2^=F(z,x,t) o<t^a<°" (1.16 a)

= f(z,x,t) (1.16 b)
dt . ,

. . z(o,t) = z°, x(o,f) = x° (1.17^
unde.F,z,z^ $1 f,x,x° sintfunctii-vedto?dQ.4imensiune M, 
reapectiv m ,o$K<l,gi vectorii z° gi x° sint constant!.

Problema redusa este in aceat caz:
0= F(z,x,t)

— = f(z,x,t), x(o) x^

(1.13 a)

(1.18 b)

Scriind aistemul (1.16) sub forma (1.7)/ conditia de 
continuitate (prin report cu & ) nu mai este indeplinita gi 
teorema 1.1 nu mai este,in general, valabila. A.N.Tihonov a 
stabilit conditiile in care solatia problemei (1.16)-(1.17)
eate totugi continua prin report cuE:

Conditia l.l.Functiile F gi f sint continue gi catisfac 
conditia lui Lipachitz in report cu z gi x intr-un domeniu 
deachisGdin. apatidl variabilelor(z,x,t)m

Conditia 1.2. Ecuatia (1.18a) are eolutia z = *^(x,t) 
intr-un domeniu mdrginit gi ihchis D din spatiul variabilelor 
(x,t) astfel incif: '

(i) ^€(ic,t) e6te continua in D **
(ii) dacd (x,t)6D atunci (*f(x,t), x,t)s G
(iii) aolutia z = f(x,t) eate izolata in D(adica exiata °

astfel incit daca o<))z-^(x,t)n<^ ,(x,t)6D atunci F(z,x,t)/o)
Conditia 1.3, Sistemul obtinut din (1.18 b) prin inlocui- 

rea z *^(x,t), are eolutie unicd x(t) pentru te[p,alantfel 
in<?it (x(t),t)€D pentru ttfo,a](D= L) gi f(*^(x,t),x,t2 
eatiaface conuitiile lui Lipschitz prin raport cu x in De

Conditia 1.4. Punctul de repaua z* = ^f(x,t) al sistemului 
asooiat (conform terminologiei lui A.N.Tihonov{122^):
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eete asimptotic etabil ^.n sensul lui Liapunov,uniform in raport 
cu (^,tj<6D (adica pentru orice exists astfel incit
daca!)z(o)- ^(x,t)n^S(/L.)'atunci[)z(t)-^(x,t)'tt^jL^entruy^ o 
gi?(^) tinde catre f(x,t) pentru

^Conditia 1.5* Yaloarea initials z° ^partine dbmeniului de 
influenta(atractie). a punctului de repaua z^<ip(x°,o)(adica solatia 
z*(^) a 8j.etpmuj.u^. . cpr^ obtine din (1.19) pentru x =x°, t?=o, 
satisface conditiile! (z (^),x°, o)^Gpentru^^o gi z(&)—>"<if(x°,o 
pentru a

Pentru prescurtare vom introduce: . .
Definitie. 1.11. Problema (1.16)-X1.1J) este de tipul"T^ daca 

satisface conditiile 1.1. - 1.5 de mai suss ,: ,
Teoremp 1.3 C12o3. Daca problema (1.16)-(1.17) este de tipul 

"TH atunci exists astfel incit pentru 046^<^ solatia 
sa exists , este unicafpentru te[b,a))$i indeplinegte condi$ia la 
limits:
, ^im^x(t,<5.) = x(t) pentru te(o,aT , (1.2o)

lim z(t E) = z(t)^f(x(t),t)pentru t 6 (o,aj* (1.21)
. . . . . ...

Gomentarii bilbiografice.
Teorema 1.3--este fundamental^ in teoria ecuatiilor diferen^iale 

neliniare cu parametru mic. ba se gasegte gi in L122T gi este 
demonstrata gi in [135]

In cazul particular cind M este egal cu 1 sau 2 in [76) este 
data o demonstrable mai directa decit cea data de A.K.Tihonov, 
pentru aceasta teoremae f - -f '

1.4. Metoda functliloi de strat limits (metoda Yasilieva) 
pentru probleme cu perturbatii singulare.

In acest* paragrbf vom prezenta metoda asimptotica elaborata de
A.B,Yasilieva pentru probleme cu perturbatii eingulare neliniare. 

Yom arata cum se aplica aceasta metoda atit in cazul sistemelor
de ecuatii diferentiale cit gi in cazul sistemelor de ecuatii integrc 
diferentiale cu perturbatii singulare. .

Ppntru ppimul caz^om considera din nou problema (1.16)-(1.17) 
studiats de A.h.Tihonov. ... , ...

Pentru const y uireu unei eolutii asimptotice de* ordinal i< pentru 
aceasta problema smt necesare conditii mai puternice decit cele 
impuse tn teorema 1.3. I" locul conditiei 1.1. impuneiu:

Conditia 1.1. Functiile F(z,x^t) gi f(z,xf,t) admit dcrivate 
partiale continue prin raport cu toate argumentele pin. la ordinal 
Ii+2 in domcniul G de variatie a lui (z,x,t)a

u conditic suficienta pentru eatisfacerea oonuitiei 1.4 este:
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Conditia 1.4^ Valorile proprii i = 1,M ale
matricii F (t) = F'( ^(x(t),t), x(t),t) indeplinesc condi^ia 
de stabilitate (dupa prime aproximare):

Re (t) 4. o pentru t eLo.a], i = l.M* (1.22)

Definitia , i.L2,^Problema (1.16)-(1.17) este de tipul 
"^"daca indeplinegte condHiile 1.1', 1.2,1.3,1.4', 1.5 de mai 

sua w
Metoda aeimptotica ce se aplica problemelor regulate 

(indicate in §.1.2) se poate aplica $i probleme! cu perturbatii 
singulars date de (Itl6)-(1.1Y) insa ea este valabila numai 
pentru t (tp,a], *o t^

Pentru a obtine e-aproximare uniform^ pe to,metoda 
enuntatR in titlul acestui paragraf cate urmatoarea: 
Soluble problemei (1.16)-(1.17) se serie formal sub forma unei 
sum? de doua serii:

' y(t,6.)=y(t,E)+'y<t,€),t=t/& < (1.23 a)
__ , _ k *

y(t,E) =y^(t)+6y^(t)+...+ 4: y^(t)+...' (1.23 b)

y(^,^)=y.(^)+iy^(() + ...+ & - y^(^ )+..., (1.23 c)

unde prin y am notat §i vom nota in continuare oricare dintre 
literele x sau z.

Inlocuind expresiile (1.23) in (1.16) $i imul$ind(1.16 b) 
cu rezulti :

** ^^t^-=F(z(t,^)+ z(^,S),x(t,€)+x(^,d),t) (1.24a) 

d*dt' ) =^f(z(t,c )+z(^,t.),x(t,& )+x^ ,E),t)
d C

(1.24b)
Functiile din membrul drept al ecuatiilor (1.24) se 

dezvolta in eerie Mlc Laurin, analog ca in §.1.2;
F(z+^,!+x,t) = F(t,C) + P(^6) (1.25)
F(t^)eF(z,x,t) 5F(Zo(t)+€Zi(t) + ...,^(t)+i-)^(tj + ...,t) = 
=F.(t)^^(t)+...+ ^F^(tj + ...^ . - - (1.2b)

F^(t)=F^^(t),x^(t),t),F^(t) =F^(t)z^(t)+F^(t)^(t), (1.27) 

unde
Fy(t) =F\z^(t),x (t),t),.F^.(t) =F^(t)z^(t)+F^(t)^(t)+F^(t) 

" (1.23)

unde F^(t) ee ex.prima determinat in func^ie de z^(t),x^(t), 

i='b,k-l,
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^)+z() ,x(^^^&)+x( C)E^) ?&^)**

-F(.z(^,6,),i(^,&),^)^ F^(t;+6F^(^)+...+ + ..., (1.29)

F^(C) sF(z^(o)+z^(t),x^(o)+x^(t),o)-F(z^(o),x^(o),o),

F^(^)= F^(^).z^(^) +F^(^)-^(^)+ F^(t),

unde: Fy(t) = F^.(z^(o)+z^(^),x^(o)+x^(2),o);F^(^) s
= (^(^)-F^(o))( z^(o)t + z^(o))+(F^.(&)- F^.(o))(f^(o)? +x^(o))+

+(F^(^)-F^(o))^; F^(t) = F'(z^(o)+ZQ(^),x^(o) +x^(^),0),

F^(t) = F^R)^ (t)+ F^(^) x^(t) +^(^), k = 1,2, ...

unde F^(Z) se expjima determinat in functia de z^(o),x^(o),

i = l,k gi de Zj(C), Xj(^), j = o,k-l.

Inlocuind expneaia (1.25)in (1.24 a) gi expreaia analoaga a 
lui f(z^x,t) in (1.24b) rezulta:'

^dz(t,^ + .^(^.^) = F(t,&) + F(c,&) (1.3o a)
dt d^....-

' dx(t,s) + __dz_ ' (1.3ob)
dt dX - .

!yinind cont de dezvoltarile (1.26) gi (1.29),identific?nd 
coeficientii aceloragi puteri ale lui , qeparat func^iile de 
variabil& t de cele de variabila ae ob$in ecua^iile:

o =F^(t) s F(z°(t), x^(t),t ) (1.31 a)
dx°(tj

----- = f°(t)=f(z°(t), x^(t),t) (1.31 b)

lo(r) a F(z^(o)+z^(!;),x^(o)+x^(^),o) ' (1.32 a)

o'' (1.32 b)

= F^(t)=F^Z^(t)+F^(t) x^(,t)+F^(t) (1.33 a)

f^(t) = f,(t) z^.(t)+f^(t)^(t)+ f^(t) (1.33 b)

F^(t) F^(t) z^(t) +F^)i^(^) +F^(r) (1.34 a)

<*Zo(t;) _ 
dt "

d & 
dz^(t) 

dt
dxjtj^

d\(t)
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r-^k-l  ̂ + f^.^C) (1.34b)

Inlocuind expresiile (1.23) in condHiile (1.17) rezulta:
Zo(o) + Zp(o) = z" (1.35a)
x (o) + x (o) = x° . (1.35 b)
° ° , j

z^(o) + z^(o) = o, k = 1,2, ... (1.36 a)

x^(o) + x^(°) = o^k = 1,2, ... (1.36 b)

Atagind aistemului'. (1.31) conditia initiala x^(o)=x° ae 
obtine problamQ reduaA (1.18).Deci aolu^ia aa va fi^

i°(t) a x(t), z°(t) = ST (x.(t),t)
t -, -T -< ' * "

Rezulta, ^inind cont de.relaljiile (1.35),conditia initials, 
pentru aiatemul liniar (1.32) f x^(o)'^'d, z^(o) = z°-z^(o)^din 
care rezultA x^(%) = o gi z ( T-)I

Din (1.34 b) rezulta : x^(t) = x^(o) +\ f^_^(^) d^,k=l,2,

Impunind condHia : x, (t) —o pentru 9rezulta:

A r°° A
\(o) = - \ fk-i(K) dt, deci: 

Jo

Co
X*(t) = - \ fk_i(E)dt , k=l,2,...

9i x^(o) = ^**fk-l(TJ d&; (1.37)

Din (1.33b) gi (1.37) rezulta x^(t) gi z^(t) iar din (1.34) 
gi (1.36a) rezulta z^Ct), k=l,2,...

'Problemele ae rezolva aucceaiv, eolu^iile problemelor de 
ordinal i, i=o,k foloaindu-ae la determinarea aolutiilor proble
melor de ordinul k+1, ob^inindu-ae astfel o auma par^iala de 
ordinal N a seriei (1.23);

= Zl ^(yk(t) + ;y^(U) , t=t/& 
tc=o * *

(1.38)

Teorema 1.4. (1313 Dac^ problema (1.21)-(1.22) ente de 
tipul' "V " atunci exists ^0 gi exiat& C >0 aatfel rncit0
oricare ar fi <f, o<&3- 89,ea admite o aolutie unioa -
(z(t,6),x(t,&))(pentru t^(o,a3)care aatiefac^ conditia :

!! y(t,i) - Ygg(t)t) Cpentru te[p,a3 * (1.39)

(unde prin y gi Y a-a notat oricare din x aau z,reapectiv X eau Z).

In continuare vom aplica metoda aaimptotica expuaa mai sue 
la aisteme de ecuatii integro-diferentiale cu perturbatii singular.
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Vom considers in locul sietemului de ecuatii diferentiale
(1.16),sieteme de ecuatii integro-diferentiale de format5ol:

= F(z,x,J,t,t) (1*40 a)

dx = f(z,x,J,t^) , (1.4o b)
dt c

cu aceesgi conditie initiala (1.17), conaiderind gi in aceet caz 
ca F,z,z° gi f,x,x° sint de dimension! M^reepectiv m,iar

,o(
j= \ K(t,8,z(a,E),x(B,^.),6)dB (1.4oc)

Jo . . - - ,
unde K este func$ie -vector de dimensiune t iar o( t=. a (sistemul 
(1.4o) este de tip Fredholm) sauc('^=t (sistemul (1.4o) este de 
tip Volterra). ''

Conditiile oorespunzAtoare conditiilor 1.1-1.5 gi 1.1',1.4't 

suficiente pentru existenta aolutiei problemei(1.4o)-(1.17) gi 
pentru conetruirea unei solu^ii aaimptotice a aceetei problems, 
se formuleazA analog,tinind cont de prezenta parametrului <5 care 
ee conpidera =0 in aceste conditii,gi a termenului integral 
asupra caruia se'impune conditia suplimentara ca nucleul K sa 
admita derivate partiale continue prin report cu toate argumente- 
le. Vom.numi problema (1.4o)-(1.17) care eatisface aceste cqnditii, 
problema de tip "1^" *

Metoda asimptotica in aceet caz eete urmatoarea L5o):
Se inlocuiesc expresiile (1.23) in (1.4o c) gi functia J 

ee reprezinta eub forma:

J=J(. t,^) + J(6,&) (1.41)

In acest scop se dezvoltA mai intii K:

K(t,a,z(e,f),x(s,6),^)= K(t,s,C) + K(.-t',<7,E) ; <T^= s/&;

K(t,s,i) s K( t;,s,z(s;g),x(s,6),6)= K^(t,e)+<fK^(t,e)+..., (1.42 a)

K^(t,s)e K(t,e,z^(a),x^(s),o)

K^(t,e)= K^(t,s)z^(s)+K^(t,e)x^(a) + R^(t,s), i=l,2,...

unde Ky(t,s) ee calculeaza in (t,s, z^(s),x^(e)) iar R^(t,e)

j=*o, i-1

R(t,<f,^) — K(t,<j']f,z(<j'^,,^) + z((j',g), x(c*^,^)+ x((j',c.),<^) —

-K(t;^,z(^,e),x(<f&,^),6) =* ^(t.o') +g&i(t.<7' ) + ... (1.42 b)
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K^(t,d)= K(t,o,z^(o)+ z^(y) , iQ(o)+x^(or),o)-K(t,o,z^(o),x^(o),o), 

K^(t,<r)=K^(t,^)z^(C)+K^(t,G-)x^((r)+R^(t,C), i=l,2,...

unde Ky(t,y) se calculeaza in (t,o,z^(o)+z^(c),x^(o)+x^(<?),0)

Daca o( = a , atunci:

J= \ K(t,e,<0 de + ! K(t,<^,^) ds = \ K(t,s,^) ds +Jo .Jp . . Jo -
-+ 6\ K(t,G*,^)d(/=\ K(t,s,6)ds+

Jo - Jo.
K(t,o\6) d<f- 

Jo

-E\ x(t,o*,^)d(r

Deoarece (exponential) pentruC-*-aorezulta ca
ultima integral^. poate fi ndglijata pentru 6 mic. Deci coneideram 

r * - '
J =. j K(t^s,&)ds + Ej K(t,^,6)df^ s j(t,6) (1.43 a)

Dac& cC = t atunci :

J= \ K(t,s,6)ds+6\ K(t,d',E)dO'-t\^ K(n,<^, E)dtr' =
Jo . . J&

3 J(t,&)+ J(^,6), J(^,6) 3 - \ - K(t&,C,^)d^ (1.43 b)

Inlocuind expresiile (1.42) li. (1.43) (^i,in cazul (1.43 b), 
dezvoltind din nou dupaEpe K(^&,C,2.)), obtinem exprimarea terme- 
nului integral sub forma sumei a doua serii in cazuloc = t ^i sub
forma unei serii(prima dintre ele) dac& cC = a, pe care le notam 
astfel: _

J(t,E) = J^(t) +6J^(t)+...+ 6^(t)+... (1.43 c)

+
u_nde _

J (t)^( K (t,s)ds, <L(t) = \ K, (t,s)de + \ K, -](t,d)d(r, 
o. Jo ..Jo
Jo(^) o,JY(^C.; = — ( )d<f ,***

Inlocuind in (1.4o) functiile cu dezvoltlrile respective 
(1.233,(1.43) se obtin problemale pentru determinarea coefi- 
cientilbr eeriilor (1.23).

pentru,(Zo(t), Xo(t))ae obtine problema redusii:
— — —o =Fo(t)aF(Zo(t),Xo(t), \ K(t,s,Zp (s),XQ(B),o)ds,t,o) (1- a)

.^(t)gf(z^(t),x.(t),(^ K(t,8,z.(8),x.(B),o)as,t,o) (1.44 b)
Jo

Xp(o) * x° (1.^^ c)
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Pentru (z^(t),x^(^)) se ob^ine problema axclusiv diferentiala.:

ds
—— " F_(H) = F(z '(o)+ (o)+ x (^), J-,(o},o,o)-

V OO v U

o dacacL = t

Pentru (z^(t), x^(t)), k=l,2,.. 

tip cu (1.44):

ee ob^ine problema de acelagi

^k-l

dt
=F^(t)sF^(t)z^(t)+F^(t)^(t)+Fj(t).(A K^(t,C)d</ +

Jo
* _

+ ( (Kg.(t,s) z^(a)+y^(t,s)x^.(e)+ R^(t,s))da)+F^(t) 

dx^(t) _
dt * j ^k-1^^^

A
iar pentru(z^(t))X^(^))se ob^ine problema diferentiala: 

dz^(^)
F^(^) + GJ^)

------- ?k-i^)i ^_i(^)dr;z^(o)=-z^(o)

Are loc teorema analoagS. teoremei 1.4:

Teorema 1.5 [5ol.Daca problema(1.4o)-(1.17) este de tipul "1^" 

atunci exists ^^>0 $i exieta C>o astfel inci't oricare -ar fiE. , 
o < <f.i dg , ea admite solutia unic3.(z(t,^),x(t,s)) care eatieface 
condi^ia (1.39)^ unde suma partiala Y^(t) data de rela^ia (1.3&) 

este ob$inut& dupa algordtmul deacria mai aua pentru aceaatd 
problemAs

Comentarii bibliografice.
Metoda functiilor de atrat limits,A.B.Yasilieva a elaborat-o 

in lucrarile [.131] pi [132]gi eate prezentata in H35J.
Conditia de atabilitate 1.4' a fost el^bita in lucrarile 

ulterioare ale lui A.B.Yaailieva gi V.F.Butuzov [135)^1
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V.A.Anikeeva[3],oonBiderindu-ee in aceate luorari pi cazul 
cind o parte din valorile proprii ale matrioii F^(t) atagate 
eiatemului (1.16) au partea reala strict negativa iar cealalta 
oarte au partea reala strict pozitiva, dar impunindu-ee ca 
numarul de conditii initiale in t=o sa coincide cu numarul de 
valori proprii cu partea reala strict negativa i^r numarul .de 
conditii initials in t=a sa coincida cu numarul de valori 
proprii cu partea reala strict pozitiva.

In alte lucrari,A.B.Yasilieva( E136] , [137) , [135.])
A.S.Siskin [118] au considerat pentru sistemul (1.16) cazul, 
"tritic " cind o parte din valorile proprii sint identic nule.

Sistemele de ecuatii integro-diferentiale (1.4o) au fost 
studiate doar in cazul stabil (cazul in care e indeplinita 
conditia (1.4'))de catre H.I.Imanaliev [5o).

Teoremala 1.4 $i 1.5 sint demonstrate pi in - (.135) a
1.5. Metoda regularizarii a lui S.A.Lomov pentru

probleme cu perturbatii singulare cu variatie rapida.

In acest paragraf vom prezenta o metoda generala elaborate 
de S.A.Lomov pentru problemele cu variatie rapida.

Yom considera mai intii sistemele de ecuatii diferentiale 
liniare cu variatie rapidA:

L^z= -A(t)z(t,S)=f(t);z(o,^)=z° (1.45)

unde A(t) este matrice patratica de ordinal n,f(t) gi z° sint 
vector! n-dimcneionali, o<E^^,x<l. Presupunem ihdeplinite:

Conditia 1.6. A(t), f(t)€ C°"[o,a], o<a< ooe

Conditia 1.7. Spectrul ^A^(t) }^_y*n *"atricii A(t)

este dimplu: X^(t) / M 

^i(t) / o,i,j = lliie
9i 1/ j.(t) pentru t €[o,a] J

Regularizareaproblemei (1.45) ee face astfel (.68):
Se extinde functia necunascuta z(t,^) la o functie (tot 

necunoscutA ) z(t,C,<5) undeH= ( (g,..., astfel incit
dacA:

ft
*f..(t,6) = T! ^.(o,o)=o,f(t)&) = ('fat,6),...,^(t,t)^

C Jo * - 1 I

atunci z(t,t,t.)( 3 z(t,^)
) f(tit)

iar problema (1.45) se extinde la problema:
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J--L J

- t '

(1.46)

astfel incit L

Problema (1.46) fiind o problema regulata se conaidera solatia 
sa aub forma:* /

z(t,Z,C)'. z^(t,C)+6z^(t,C)+...'+ S*Zk(t,t) + ... (1.47)

unde z^(t,^) este solatia probleme! reduse:
L^z^^t.t) = f(t),L^aD^-A(t),z^o) = z° < (1.48)

iar problemele pentru determinates oelorlalti coeficienti ai 
aeriei (1.47) rezult&prln inloouirea abe^teia in (1.46) gi

, i^lentifiparo: - '

———- . = o, i=l,2,... (1.49)

Problemele(1.4B) gi (1.49) nu sint complete deoarece condi- 
tiiie initiale sint date dear intr—un punct(gi nu pe o curbtl),dar 
in loc sd complet&A^ aceste condi$ii tom conaidera un spavin U de 
functii in care aceste probleme sa fie univoo rezoltabile:

n '
" ' 1^.1 "ijO^ ,"ij "1") = Co,a),C)}(l.

unde este spatiul veotorilor n-dimensionali, depinzind de t oa 
parametru , in care conaideram baza{b^(t) ) i-i*n cu
vectorii proprii ai lui A(t).Spatiul 0 se.numegte spatiul eolutii- 
lor fArS rezonanta.

Un element oarecare ueU se exprima sub forma:

u(t,'E)= u..(t)b.(t)e^+u(t),u(t)a^ (1.51)

i,j=l

Spatiile U, C^, U^j sint .invariants prin raport^uu operatorul L^; 
operatorul- adjunct al dui este L^. = D- - A

j o b^zS pentru Ker eete :

(1.52)

unde este baza adjuncts, ortonormala ba2.ei^-b^j
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Teorema 1.6 r68].Daca A(t)€C^ [o,a] verified conditia 1.7 

gi h(t,^)€U, hlKer atunci-solatia problemei

L°u(t,t) = h(t,^) , u(o,o) = u° (1.53)

existA gi daca satisface canditiile : - -

u(t,C)6U , L* ' (1.54)

atunci.,ea.este unieaw
Teorema 1.6 permite rezolvarea in U a problemelor(1.48) ei 

(1.49). Datorita conditiei(1.54), solatia problemei (1.48) tre- 
bui'e luata in U sub forma:

n -
Zo(t,^) = ^^(t) b^t) e + z^(t) ' (1.55)

Rezultd : L^z^ = -A(t) z^(t), z^(t) = -A^t^f^t),

Din conditia z^(o,o) = z° $i din (1.55) rezulta;u^^(o),i=l,n, 

raminind (deocamdata) nedeterminati. u^^(t)^ ^€(q,a^(, 
. . Trecind la probiepa ur^toare. -(1.49) pentru k ^1;

' z^(o,o) = o ' ' (1.56)

vom cere, conform teoremei 1^6 sa fie indeplinita conditia:

- —r— 1 Ker L . RezultA ecuatiile:o
. o

+ (b^.b* ) u^ = o, i=l,n (1.57)

Rezolvind aceete ecuatii ou conditiile initiale determinate 
anterior,aolutia z^(t,b) va fi univoc determinata.Ceilalti 
ooeficienti ai seriei (1.47) se determine in mod analog,rezultind 
o samA partial^ a. ei:

Z (t,t) = ^_ z-(t,&) (1.58)
&N K^*o

Impunem:
Conditia 1.8. Spectral matricii A(t) se poate ordona astfel 

incit : Re ^(t)^ Re \^(t)^ ... Re X^(t), t €(o,aj,

Considerind in spatial U,care se obtine din U pentru t=^*(t,6)! 
norma unui vector Y(t,E) = (v^(t,6) ,...,v^(t,^)) :

'« Y(t,^)))i =max N Y(t,OH, UV(t,E)H t v^^t.i)) ,t eto.a], 
k=l

t t[o,al
are,loc urmAtoarea teoremA:
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Teprema 1.7 E68 ].DacA sint indeplinite conditiile 1.6-1.8
atuhci eJtista 6,^ astfel incit oricare ar fi<^ , o < 
pi oricare ar fi are loc evaluarea;

N+l N^l
!«z(t,6) - Z,^(t,^(t,6))Ht ( ^ C. e ") (1.59)

i=l
unde z(t,^) este solatia problemei (1.45) $i 2 (t,^f(t,^ )) se

, 61!
ob^ine din soma (1.58) calculata prin metoda descrisa mai sus,

= o, c(.^='max Re ^(t,i.) i=l^n , iar constantele
t^Co,a]

nu depind de a ,
Observatia 1.3* DacA pe linga conditiile 1.6-1.8 impunem:
Conditia 1.9. Re X^(t) o, i=l,n^ 

atunci relatia (1^59) devine mai simplA:
!)]z(t,g)-Z.(t,^(t,d))U C (1.6o)

...

b.A. Lomov a considerat $i cazul "critic" cind spectral 
matricii A(t) eatisface in local Condi^iei H7:

Conditia 1.7^ Matricea A(t) este diagonalizabila, avind 
valori proprii nenule simple o, i= l,p, p<n astfel incit 
^(t)/ ^-(t) oricare ar fi t eLo.aJ pentru i/ j pi valoarea 
proprie zero (simpla sau multiple.)! /L^(t)3o pentr^ teLO.aJpi 
k = p+l,r a '

Regularizarea se face ca in cazul anterior.cu unele deosebiri:

^2'***' ^p^* ^(^,^) "(tY(^.^)'*.*!^(t,E)),

-ji (t),Ker L^ = -[b^ e ; i=l,n; 7.^=o, pentru i=p+l,n

Leterminarea coeficientilor eeriei(1.47) rezulta din:
Teorema 1.8. DacA A(t)eC^ (o,a) verified conditia 1.7' atunci 

conditia neoeearA pi eufic^enta ca problema (1.53) sa fie rezolva- 
bilA in U este : h(t,^) 6 J, hi Ker L*.

o*
DacA aceaetA conditia este indeplinita $i in plus date inde-. 

plinitA conditia 1.8 atunci solatia care mdeplinegte conditia 
(1.54) este anicaa -

* De asemenea ,teorema 1.7 de evaluare asimptotica pi 
observatia 1.3* ramin valabile §i in acest caz, cu enun^ul adaptat 
noului apatiu U. *
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Metoda regularizarii a fost extinsa gi la sisteme de 

ecuatii integro-diferentiale de tip Yolterra. tot de ca.tre S.A. 
Lomov. Fie problema C 68 J:
T, z(t,<5)=<f^ -A(t)z+f K(t,a)z(s,^)ds = f(t) (1.61)

z(o,f)=z°

unde A(t),f(t),z° §i^ au aceeagi semnificatie ca in problema 
(1.45) $i indeplinesc conditiile 1.6-1.9. Impunem gi

Conditia 1.6'. K(t,s)eC*" (Q), =to,a] x Eo,a],
Regularizarea operatorului diferentittl'ae face ca gi in cazul 

probleme! (1.45); extinzindu-1 'la un operator actionind in acelagi 
apa^iu U dat de (1.5o) iar operatorul integral se extinde doar la 
reatrictia U a lui U, considerind extensia problemei (1.61) 
astfel:

z(t,E,&) = _^_z— + ( K(t,a) z(s^(a,E))da =

=c(t); Z(o,o,6) = z^ " (1.62)

Problema mai dificiala care apare in plus este dezvoftarea 
asimptotica a termeiiului integral.

Definitia 1.13. 0 clasa de funcoil este asimptotic 
invariahtjt pentru 6-^o in raport cu un operator T daca 
eatief&ce' conditiile:

a) C f)(T) pentru orice <E fix.
b) Oricare ar fi g(t,^)eM^exlata g^.(t,g)eM^, k4'f." 

astfel incit :
Tg= g.(t,^)<+^(t,i) + ...+ g^(t,6)+... "

c) Seria de la b) converge asimptotic pentru 6—^o*
Teorema 1.9 [68].Spatiul U este asimptotic invariant in 

raport cu operatorul integral din (1.62)a
Considerind solutia problemei (1.62) sub forma (1.47) gi 

coefioientii acestei serii in U sub forma:

z.(t,^) = X z* (t)b^.(t).e + X (1-63)
i k.j^l kJ . k=l k. k

se obtine urmatoarea dezvoltare a termenului integral:

r f** ' 1
\ R(t,a)z.(s,'f(s,^))de = ) \ Ht.sjz*** (s) b^(s)us +
Jo k=l Jo k

* ' d. ' (l.b4)
Ik t J — ± V

Prlma emna din (1*64), notata cu ee reprezinta in baza
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b^(t)ji=l,n sub forma:
n

K(t,e)b.(s)z^(s)ds,b*(t)) . 
k=l Jo *- *. J

A doua suma,notata ^(t,&),se 
parti, obtinindu-se o dezvoltare de forma: 

$1^.0 = E (-1)" (t,;)

dezvolta.integrind euccesiv prin

m=o

Inlocuind termenul integral cu dezvoltarile de mai sus injl.62), 
Be obtin prin identificare problemele :

1^3° =f(t)- ^(t), z^(o,o) = z°

i
Vi = * X (-1)^ (t,^)- ^(t),z.(o,o) = o

. . k=l i"*

Prin rezolvarea Buccesiva a aceetor problema se ob^ine o sum& 
partial^ de forma (1.58) gi are loc:

Teorema l.lo L68].Dac& problema (1.61) indeplinegte conditiile
1.6- 1.9 gi 1.6' atunci exieta. <Lp astfel incit oricare ar fi 6 , 
o <.E<t^.gi oricare ar fi N^lN^a^e loc evaluarea (1.6o) unde soma 
partiala (t,f(t,6)) se obtine prin metoda de mai sue*

Obeeryatia 1.4. Spre dposebire de metoda functiilor de etrat 
limita unde apar factor! de rezonanta de forma (t/E) e 
in cazul metodei regularizarii, functiile exponentials e 
ee inmulteac cu factori marginiti pentru Ee^t^-Acest fapt 
permite ca.in anujnite cazuri,seriile asimptotice sa convearg^ 
gi in sens obignuita

Comentarii biblioArafice.
Metoda regularizarii a lui S.A.Lomov este expuaa pe lang in 

monografia sa C681,unde ae dau gi demonstratiile teoremelor
1.6- I.I0 enuntate in aceat paragraf.

De asemenea in L68]ee atudiaza gi cazul neliniar Ez=F(z,t), 
z(o,E)= z°(in locul problemei (1.45)) in conditiile in care 
spectrul matricii A(t)=F^(^(t),t) (unde z= ^(t) eete o eolutic 
izolatA a ecuatiei reduae F(z,t) =o)Batisface conditiile 1.7-1.9H
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CAPITOLUL II

REGULARIZAREA PERTURBATILLOR SINGULARE ALE UNOR 
SISTEME DE ECUATII IN CAZURI CRITICS

In aceat capLtol vom extinde rezultatele lui S.A.Lomov 
prezentate in § 1.5 la cazul "critic" cind in problemele 

1L.45) §i (1.61) matricea A(t) este diagonalizabila(putind fi 
multiple $i valorile pioprii nenule),

2.1. Regularizarea perturbatiilor aingulare ale sistemelor 
de ecuatii diferentiale liniare cu variatie rapida in 

cazuri "critice". '

In aceat paragraf vom extinde rezultatele obtinute de 3.A. 
Lomov prin metoda regularizArii pentru problema(1.45)conaide- 

rindho in cazul "critic" mai general cind'in locul conditii- 
lor (1.7) eau (1.7*) ae obnaiderA:

Conditia 2 .1. Spa^iul propriu coreapunzator'^iecarei 
valor! propril diatincte A,^(t))i^o^T a matrioii A(t) are 
dimenOAunea n^ egalA cu multiplicitatea sa algebrica .^i: 

2t^(t) *o,2.i^t)^)Lj(t)pentru t^[o,a)pi i - 6,a<

Obaervatia 2.1. Conditia ca multiplicitatea algebrica a 
valorilor proprii aA fie constantA nu eate prea reetrictiva 
deoarece are loc o propietate mai generalA $i anume: Daca T(n) 
eate o familie de operator! mArginiti intr-un apa^iu fir.it 
dimensional, olomorfA intr-un domaniu D^ al^planului complex 
atunci numarul valorilor proprii ale lui T(wt) este constant, 
cu exceptia unor anumite valori ale lui n numite puncte 
exceptionale ;num&rul aceatora eate finit in orice compact din 
Dp} un aubdomeniu aimplu cbnex al lui ae numepte simple dabA 
hu are puncte exceptionale ; in orice domeniu aimplu valorile 
proprii aint functii olomorfe^ avind multiplicitatea algebricA 
conatantA (T.Kato E55J)

Deci conditia 2.1 cere ca pe Lo,a] aA nu existe puncte 
exceptionale $i in plua, multiplicitatea algebrica a lui A(t) 
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sa fie egala cu cea geometries, altfel spus, matrices ^i(t) sa 
fie simpla,diagon41izabilas

In acest caz^pentru fiecare t fixat, matricea A(t) are
n vector! liniar independent! care constituie o baza in C*i .

(t)!A(t)b^(t) = X^(t)b^(t),k=l,n^,i=o,s;^h.=nj(2.1)

In principiu regularizarea probleme! (1.45) este acegagi: 
extinderea acestei probleme la alta care nu mai fie sligulara 
ci regulate. In acest scop, introduced s variabile independents;
(atitea cite valori proprii distincte nenule are matricea A(t)),
extinzind func^ia necunoscuta z(t,^ ) la alta funotie , tot 
necunoscuta, z(t,^,^-), unde^ = '(^^, ^g!***!^ ),astfel incit 
daca (t,&)=( ^( t, & ), t, f)) , unde

o daca t=o atunci z(t,^,&) az(t,6),

iar oper*atorul gi problema (1.45) ae extind la operatorul gi 
problema : a

L, z = &2.z. + L ^=f(t),z(o,o,s) = z°;L = X - -A(i) (2.2)
9 t ° _ ° j=l . .

Obeervatia 2.2. Extinderea probleme! (1.45) se face astfel 
incit dac& z(t,c)^3)(L^) atunci L^z(t,^) = L^z(t,^) gi in acelagi 
timp , astfel incit daEa z(t^)e^(L^) atunci

L^z(t,^,E)! =Lz(t,&)e
'^^^(t,6)

Problema(2.2) fiind regulata, solutia ei se considers tot 
sub forma (1.47), rezultind,prin identificarea ^ormai& a coeficien- 
tilor lui^problemele (1.48) gi (1.49) cu dat de (2.2). 
Deoarece problemele (1.48) gi (1.49) (ca de altfel gi problema 
(2.2)) pu sint univoc rpzolvabile vom considera gi de data aceasta 
un spa^iu U in care problema :

LoU(t,X) *h(t,Y), u(o,o) = u^; h,uaU (2.3)

sa fie univoc rezolvabila. Vom num! spatiul U tot spatiul solutii- 
lor f&r& rezonant^ gi 11 oonatruim astfelg
Pie ^c^f] f : f^C^°(€^)j spatiul functiilor indefinit

derivabile de variabile notate f(() = f( ^g) ;
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Fie func^iile proiec^ie: ^j(^) =* ^^nc^iile
e^: <C°^C, Oj=exp. (^) =e3cp.(^(r)y = exp(^) = e^J )

' sConsidarmd gi notatia pentru fanemia unitate:e^:t <— 
e^(^) = 1, construim spa^iile de func^ii:

*"j = , j = o,s

Interaec^ia lor-fiind spa^iul nul, putem conaidera soma 
direct^ in %

s a
- O "1 = g) d e

j=o * " j^o T ft.

(2.4)

Deoarece dim U.=n,
t - ' 

j=o,e dim U=n(e+l)<.dim%' = oo,

incluziunea U C este stricta. /
Fentru fiecare t fixat, t eLo.a^considerat drept

parametru* putem lua in U baza care rezulta din (2.1):
(

k = ^'^i' i'j (2.5)

Rezulta pentru orice ueU reprezentarea in aceasta baz^:

i,j=o k=l (2.6)

Prin urmare problema (2.3) o rezolvam in clasa i'unc^iilor
de forma:

i,j=o k=l k (t) b^(t) e (2.7)

Obaervatia 2.3* Baza biortogonala. 
baaa ei adjuncta:

bazei(2.i) in Q!^ este

(t^*(t)!^(t)b^*(t)=a.i(t) b^(t) ; k= l,n^, i=o,s ) (2.8) -

(b^tj, bj(t)) . k=lT^i, ^=^j! (2. 9)

IntMdevir, oonsiderind baza ortogonaH bazei(2.1)^ 
determinate unic de rela^iile (2.9),rezult&:
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i).(b^, b^ ) = o,pentru h = l,n^, j=o,s. Rezulta:

. ----- ----- < t
A D - A. b = o, k =l,n^ , i=o,s, deoarece unicul vector k ^k *1

ortogonal pe to^i vectorii bazei este vectorul nula
Cu ajutorul bazelor (2.1) gi (2.8) organizam spa^iul U ca 

spa^iu Hilbert, nu
Daca ue U se

ca in [68J ci astfel:
exprima in baza (2.5) prin (2.6) iar veU

n.

k. J

atunci definim produsul 
vectopul :

scalar astfel: exprimam in prealabil

k^ in baza

j
s

de unde rezulta exprimarea lui v in urmatoarea

i,j = o,s}, astfel:

n.;

"k

baza

s

= 1

i,j=o k=l
a gi definim 

J
produsul

scalar in U in felul urmator:

Iv k K k .

u 
k

w
k

(2.1o)

e
In particular dac& veU

atunci rezulta: 
s

o

u
k

Din (2.2) pi

S
rezulta:

k=l
u . e J

o
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de unde rezulta urmatoarele propietati:

-spa^iile U., j=o,s gi spa^iul U aint invariante fa^a de

-aceate spa^ii ramin invariante gi dac& se considera 
numai func^iile;

ij - CM
(t) C Co,a]-(datorita condHiei(2.1)).

-nucleul operatorului eate acoperirea liniara a bazei
eale,care este :

-operatorul adjunct al lui este operatorul :

o

-o baza pentru Ker este

Teorema 2.1. Daca he U iar 4(t) indeplinegte condHiile 
1.6 gi 2.1 atunci problems (2.3). eate rezqlvabila in U daca gi 
numai daca func$ia h este ortogonala nucleului operatorului L*^: 
hJLKer L*(identic in t a Lo,aj ) (2.14)

Demonstratie. Deoarece aplica spa^iul finit dimensio
nal U in el insugi rezult& (de exemplu,din (34) aau L114))ca 

eate normal rezolvabil gi deci ecau^ia (2.3) este 
rezolvabil& daca gi numai daca are loc (2.14).

Vom arata c& condHia (2.14) eate suficienta gi pentru 
rezilvarea problemei (2.3).

Considerind in baza canonica din C** vectorii bazei(2.8):

(b°*; 
Ik

b 
k b , b^^, 

n°k Ik ' 

gi un vector oarecare

h(t,t)=H(t)e^ k=l,n^; i,j=o,e (2.15)

unde i gi k indict liniile matricii H(t) iar j-coloanele,iar 
e^^(l,e^ ,6^\..,e^ )*,condi$ia (2.14) devine:
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7^' h^^ = o;h = l,n., j=o,8. (2.16) -
r=o k^l k * 4 .
Scriem un element ueU.sub forma

u(t,:)= B(t) e^^^ W(t)+C(t)'e^, (2.17)

unde M^(^) =diag^ o$..*, o. ^,***,7^ (2.18)
n^ori ^n^ori " ^aySri

B(t) este matricea ale carei coloane sint formate cu coordonate- 
le vectorilor bazei(2.5) In baza canonica, in ordine,W(t) este un 
vector nedeterminat din e",C(t) este matrioe ,deocamdata ned$ter- 
minata.de tipul (n ,s+l).

Inloouind h'gi u din (2.15) gi (2.17) in (2.3) rezultd:
M tO ' ' M^(^)

L^(B(t)e"nW(t)=B(t)M^(^(t))e. y<(t)-A(t)B(t)e W(t)=o,

y y *
L^(C(t)e )=C(t)M^, (^(t))e-A(t)C(t)e=H(t)e^, (2.19)

unde M^(^-(t)) se ob^ine inlocuind in (2.18) cu^(t) iar 

Mg(^(t))=diag^ o,i-Y(t), (2.2o)

Inlocuind C(t) cu B(t)D(t) rezulta din (2.19) :

D(t)Mg (Mt))-Mj7L(t)) D(t)= B*^(t)H(t) (2.21)

Notind,analog ca in (2.15) * elementele matricilor D(t) ;;i 
b*^(t)H(t) respectiv cu d^, rezulta din ( 2.21):

° pentru k =l,n^, i= o,s (2.22)

d^( A^)*ck^ pentru k=ljn^, i/ j, i,j=oje (2.23)

Rezulta cd rezolvabilitatea ecuatiei (2.3) este echivalenta cu 
cea a ecuatiei algebrice (2.21), care este echivalenta. cu 
indeplinirea conditiei (2.22),care la rindul ei este chiar conditia 
(2^16),care ^i ea este echivalenta cu (2.14).

Echivalenta conditiilor (2.22) ^i (2.16) rezulta din faptul 
ca dacd coordonatele vectorilor unei baze intr-o baza ortonormald 
(in cazul nostru baza canonica) formeaza coloanele unei matrici 
B,atunci conjugatele coordonatelor bazei duale in aceeapi baza 
ortonormald formeaza liniile matricii B*\ ([145], p.253 ).
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Elementele matricii D(t) eint unic determinate de (2.23) 
pentru i/ j, i,j = o,s gi arbitrare pentru i=j.

Datorita exprimarii unice a lui u(t,^) in baza canonica, 
binind seama de exprimarea (2.17), le vom lua sgale cu ze^o in 
cazul i=j.

-'Conditia inibiala (2,13),datorita-exprimarii(2.17)  ̂
devine : M (o)

B(o)e W(o) + C(o)Eg+j = u^ 

unde Ep este vectorul p-dimenaional cu toate componentele egale 
cu 1. Rezulta unic W(o): '

W(o) = B-l(o)(u°-C(o)Eg+i) . ' (2.24)

Teorema 2.2. Daca A(t) indeplinegte condibiile 1.6 gi 2.1 
gi h^U indeplinegte conditia (2.14) atunci exieta gi este unica 
aolubia u€U a problemei (2.3) care indeplinegte conditia : 

^-^-LKer (identic in t) (2.25)

Demonstratie. Derivlnd pe u(t,t) din (2,17) prin raport 
cu t gi imulbind relabia obbinuta , pe r^nd', cp e).ementele lui 
Ker LQ.(din (2.13)),rezulta din (2.25):

W(t) + k(t) W(t) + S(t) = o (2.26)

unde R(t) = diag{ R^^, R^^,.., , (2.27)

^kh * "kh = ^i . 1= °7s

S(t)={d°\..., ..........0-^.................................^=^^),b^y,

unde C^(t) aint coloanele matricii C(t).

Sistemul liniar de ecuabii diferenbiale (2.26) impreuna cu 
condibia inibialS (2.24) determina unic pe W(t) gi pri^i urmare eo- 
lu^ia problemei (2.3),(2.25) este co'mplet determinate aub forma 
(2.17).

Unicitatea rezulta din faptul ca daca problema (2.3),(2^25) 
ar avea douA eolubii u^91 u^ atunci diferenba lor v=u^-U2 ar 
verifies in U relabiile :

M^(^)
v(t,:)=b(t)e W(t);W(o)=o; W(t)tk(t) W(t)=o

de unde rezultA Y(t.t) A o m
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Din demo'nstratia teoremelor precedents rezulta gi modul de 
construire a unei aolu$ii apropiate pentru problema(jz",{f j ) data _ 

de (2.2),in conditiile 1.6 si 2.1.
Pentru problema neperturbata(1.48) se impune conditia (2.16J; 

dar deoarece matricea H(t) din (2.15) are dear piirna coloana. 

h°(t)^=f(t) diferita de zero, conditia (2.16) ae reduce la :

s ny
Z— (t) b = o;h = l,n , (2.28)
r=o k=l k. kh o 

care exprima conditia ca nucleul operatorului reprezentat de 
matricea A(t)safie ortogonal termenului liber al siatemului redus 
care ae obtine din(1.45) pentru 8 =o :

- A(t) z(t) = f(t). (2.29)
Agadar, conditia (2.28) este de fapt:

Conditia 2.2. Sistemul redua (2.29) eate compatibile
Presupunind indeplinita aceaata conditie, aolutia problemei 

(1.28) ae determina ca in demonstratia teoremei 2.1, raminind 
inaa nedeterminat vectorul W(t) care in cazul problemei(1.48) il 
notam W(t) = W^(t). . ,
Dar , deoarece conditia(2.14) de rezolvabilitate a problemei 
(1.49) pentru i.=l este tocmai:

z . ,
-^IKerL^, (2.3o)

conditiile (1.48) gi (2.3o) asigura.datorita teoremei 2.2, 
determinarea lui Wg gi deci exiatenta, unicitatea gi modul 
de caloul al prime! aproximqtii z^(t,C).

'Se determine in continuare z^(t,^) tot sub forma (2.17):

Z^(t,t) a B(t)eNn(E) ^(t)+B(t)D^(t)e^^

impunindu-i-ae ad verifiae problema(1.49) pentru i =1; rezulta 
aatfel dintr-o conditia analoaga cu (2.23) iar W^(t) famine 
nedeterminat } dar gi aceata se determind trecind la problems 
urmdtoare-(1.49) pentru i =2 gi impunind pentru aceama problema 
conditia de rezolvabilitate (2..14).

In felul aceata ae determina suucesiv ceilalti coeficienti 
ai seriei (1.47), rezultind astfel familia de functii:^^j=

= e[o, data de relatia (1.58J in care insa
fanctirle z^,(t^) se determina prin metoda descrisu de noi 
mai aua.
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Teorema 2.3. Daca problema (1.45) satisface cnnditiile 
1.6, 2.1 pi 2.2 atunci familia Zg- este soluble apropiata 
de ordinul N pentru problema (o^ {fj ) data de (2.2).

Demonstratie. Din (1.48) pi (1.49) rezulta ca functia

data de (1.5B) verified aceeapi condi^ie ini$iala ca pi 
solatia exacta:

Z^(o,o) = z°

Din aceleapi rela$ii rezulta:
N N ,

^6 ^e^r^ = Z? ^o^ ^r^ =
r=o r=o

(2.31)

3
^'.(2.32)

M 3z^ <-5-
D&oarece ———6U rezulta: - = 2- v-(t)e ,v.^C !*o,a],91 o t j=o J J *

LeZ6N"f=O(( ie !)R^), <^=oa (2.33)
j = o no

Rie familia functiilor care sint restrictii ale functii
lor din familia 3^ pentru X* = ^(t,t-).

Teorema 2.4. Dacd problema (1.45-) satisface conditiile 1.6,
2.1 pi 2.2 atunci familia este solutie apropiata de 
prdinul N pentru problema (^, ],fj) datd de (1.45).

* Demonstratie. Din(2.31) rezulta:

Z^^(o,^(o,^)) = Z^(o,o) = z°.

Consideram spatiul U=[z.)z(t,&) s z(t,'f(t,t,)), zeUjal functiilor 
care sint reetrictii ale functiilor din U pentru =^(t,&).
Keprezentind un element oarecare z din U sub forma z(t,() - 

cd z(t,6)-z(t,V(t,6)J =.a.
X- u. t)e 
j = o -

= O' rezulta

^j(t.c)

Definim in spatiul fj norma:

A J A,
[! z H = 2— M u . (t))! , A4=max Re (t ,E).

j=o te[o,a]J' t6(o,a]
(2.34)

Din (2.32) gi (2.33) rezulta evaluarea in norma (2.34):

(X<e ^)R), (2.35)
.1 = 0 " *
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de unde rezulta ca familia este soluble apropiata de ordinal 
N pentru problema (3C,(f] ) data de (1.45) a

In continuare se pane problema daca apeasta soluble 
apropiata de ordinal N este gi soluble asimptotica de ordinal N. 

' Notam termenul rezidual astfel:

z(t,c) = z(,s)- Z^(t,f(t,&)) (2.36)

Kezulta^prin scaderea din (1.45) $i (2.32)^ problema:

(t.O = -

Solatia acestei problema este:

;z(o,6)=o; N=o,l,2,...

—1' ^z^,(e,^(s,^))
z(t,&)=- Z(t,8) \ Z \a,E.) - --r--------- ds

Jo -
(2.37)

unde Z(t,&) este matrioea fundamental^ a ecua$iei omogene: 
6z - A'(t)z=o, adica solatia ecuatiei matriciale:

6 Z - A(t) Z = o - (2.38)
Jolu^ia ecuatiei (2.38) o caatam sub forma unei eerii formale: 

M ( f (t,O) ..
(t,^) = P(t,6) e . - .p^ - T <r*L,P(t,&) - P^tJ (2.39)

unde M^(*f(t,^)) se ob^ine din (2.18) pentru ^(t,S).

Inlocuind pe Z(t,i) din (2.39) in(2.38) rezulta prin identifi- 
care, ecua^iile succesive:

i.M^(Mt))- Af°=.o; P^(A.(t))-AP^= - r=l,2,... (2.4o)

Uonsiderind Bolu^ia prime! ecua^ii(2.4o) sub forma P =BD°,
-1 orezult& dupa imultirea cu B :

D°M^(A(t))-M^(^-(t))D°=,o.

Solatia generala a aceetei ecua$ii matriciale algebrice este:

..........(2.41)

unde blocurile diagonals au elementele arbitrare. 
Procedind analog ou ecuatia (2.4o) pentru r=l rezulta

BD^; D^(^(t))-M^(X(t))D^= -B*^-(B D°+B D°) ' (2.42)

Deoarece blocurile diagonals din membrul sting ale ecuatiei 
(2.42) aflate in aceeagi pozi^ie ca gi blocurile ale 
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matricii D** din (2.41) sint toate identic nule,e necesar ca 
aceeapi propcetate ea alba pi blocurile zSespective din membrul , 
drept al ecuabiei(2.42), de unde rezulta ecua^iile;

D°i = o , i=^s (2.43)

Prin acelapi rabionament ee ob^in matricile P^=Bl/\ r=l,2,... 
ale caror elemente sint unic determinate, cu excepbia blocurilor 
diagonale D^, i= o,s,(analoage blocurilor D?^ ale lui D°.),care 
satisfac ecua^iile :

D^^+(B B^ii D^^ i= o,a, r= 1,2,...

Pentru ca seria formala a lui Z(t,^) din (2.39) care apare 
in (2.37)' sa aib& o inversa formala,este suficient ca matrices 
D°(t) sa fie inversabil3( pH suficient de mic. !{*inind seama de 
exprimarea (2.41), vom impune ecuabiilor (2.43) condibii inibiale 
convenabile ', astfel incit det D?^ (o) o,din care va rezulta 
datoritS ecuabiilor (2.43) ca. D^(t)/ 6 pentru orice t c Eo,a*] 

(a se vedea ,de exemplu,[8))pi deci matricea. P^(t) este inversa- 
bila pi pentru 6 suficient de mic matricile din (2.39) au 
inverse formale.

Considerabiile de mai sue sint suficiente ca, urmind 
aceeapi - demonstrable ca in (.683, (p.68) (pentru valori proprii 
nenule simple), adaptata spabiului U dat de (2.4),sa enunbam 
teorema urmatoare despre evaluarea asimptotica a termenului 
rezidual. Impunem in prealabil:

Conditia 2.3. Pentru orice pereche i,j= o7s are loc una 
din ine^galit^bile:

Re(^(t) -*4j(t))^osauRe(7i^(t)- ?Lj(t))^o,(V)t&(o,a]a

Teorema 2.5. Daca problema (1.45) satisface condibiile 1.6,
2.1-2.3  atunci familia este soluble asimptotica pentru 
problema (o^, {f)) data de (1.45) { mai precis, are loc evaluarea 
asimptotica: s'

Uz - Z^^U E (21 Cje (2.44)
J=o

in norma definite de 
Observatia 2.4. 
Conditia 

din aceasta teorema

(2.34), constantele Cj nedepinzind de& W 
Daca la ipotezele teoremei 2.5 adaugam

Re^-j(t)^o pentru te[o,a*] si i = l ,s.atunci
rezulta:

BUPT



Teorema 2.6. Daca problema (1.45) satisface conditiile 1.6,
2.1-2.4  atunci restric$ia seriei(1.47) pentru t=V(t,&)converge 
asimptotic c&tre solatia acestei problems §i are 16c evaluarea 
asimptotic&4

Hz r ................... (2.45)
in norma definite de (2.34), unde C nu depinde de 6 -

Observatia 2.5. Prima aproximatie a problemei(1.45) este 
Zo(t,^)= Zo( t,^(t,6)) unde 

z^(t,l) = B(t) w^(t)+ B(t)D.(t)e^ (2.46)

este prima aproximatie a problemei (2.2).
Dac& presupunem indeplinita conditia de stabilitate a spectru- 
Ini matricii A(t):

Conditia ^.4*. Re A^(t)< o pentru teEo,a) $i i=l,s.atunci exists 
limita: s
lim z (t,E)= z (t) a /_ *°(t) b°(t)+ XI II d (t)b^(t)

16=1 * * i=l HE=1 * *

uniform pentru o a^<t < a 
ale vectorului W

io °
mai sue iar d^ (t) rezulta

unde sint primele n^
(2.47) 

coinponente 
din (2.46)ydeterminat prin metoda descrisa 

io
din (2.23): d ^(t) = (f(t),b^(t))/7q(t)

Datorita teotemei de exiBtenta pi'unicitat6'pentru sistemele 
de ecuatii diferentiale, conditia 1.6 este euficienta(nu $i 
necesar& ) pentru existenta $i unicitatea solutiei problemei(1.45).

Pe de alta parte, presupunind indeplinita conditia 2.2 , 
problema neperturbatA(2.29) are o infinitate de aolutii de forma

n
' = E°i v*(t) b°(t) + z(t) (2.48)

unde v^(t) sint functii arbitrare iar z(t) este o solutie 
particular^ a sistemului (2.29).

Aceste solutii nu sint izolate intre ele, prin ur^iare nu 
este aplicabila teorema 1.3 a lui A.N.Tihonov in acest caz.

Se pune problema daca solatia problemei (1.45) tinde totupi 
pentru t-*o catre hna din bolutiile (2.48). Raepuneul este afirmatii 
in conditiile teoremei urr-Atoare:

Teorema 2.7 Dac& problema (1.45) satisface conditiile 1.6,
2.1—2.3 pi 2.4 atunci solatia sa converge uniform pentru c. —* +o 
pe segmental a) , o <a^< a catre solutia z^(t) a sistemului 
(2.29)data de (2.47).
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-Demonstratie. Din (2.34) rezulta ca daca veU atunci :

C[a^,a3^^^" CLo,aj''^ "u (2.49)

iar din (2.49) $i (2.45) rezulta ca limn z-z_,tt =o - (2.5o)
unde z.eate solatia problemei(1.45).^'inind cont de (2.4?) $i 
(2.5o) rezuita ca lim z(t,6) = z (t) a-

o . -
Observatia 2.6. 0 alta problema care se pane relativ la 

problema (1.45) este daca e posibil ca solatia aeimptotica de 
un anumit ordin(construita prin metoda expuaa in acest paragraf) 
ea coincida cu solatia exacta a problemei(1.45).

Un raapuna afirmativ este dat de teorema urmatoarea
Teorema 2.8, Daca matrices A(t) = A este constants $i diago- 

nalizabil& atunci condHia necesara §i suficientA ca solatia 
asimptotice Z^(t,^(t,'&)), obtinute prinmetoda'descrisain 
acest paragraf, sa coincida cu solatia exacta a problemei(1.45) 
este ca termenul liber f(t) a& aiba componentele polinoame de grad 
cel mult N.

Demonstratie. Rela^ia (2.17) pentru u(t,^) =z^(t,^) devine. 
M (t) :

Z-(t,*&)=B e n W (t)+BD_(t)e ,unde:D.= (d^) __
r . kr k=l,n^ i=5"3;

j = o7s
^,(t) = (w°^(t),... ,w°^r(^),^j^).........w^j(t) .....w^(t)...........

sau, altfel acris:

J = o k=l
^e 
k

an. s-
Z E d^(t)b^- e 
i,j = o k=l k (2.51)

hezult& ca rela^a(2.25) implica rela$iile: 

^^(^)+d ^=o gi deoarece d^ - o rezulta 
^i-(o),

unde w^,(o) rezulta din (2.24):

W°(o)=B*l- z° -D.(o)E^^, W^(o) = -Dk(o)Eg+i, k=l,2,...

Pe de alta parte, din (2.22) ^i (2.23) rezulta elementele 
matricii D^: d^°, o,k=l,n°; ^=o, k=17n^, i=67a; j = l,a,
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de unde rezulta ca elementele matricii eint polinoame
de gradul cel mult N daca func$ia - vector f(t) este polinom 

de gradul N. *
Deoarece ^(t) e , L^(t,^) = -B D^_^(t). e" ,

din acelea§i rela^ii (2.22) $i (2.23) rezulta succesiv elementele 
matricilor D^(t) :

^kr '°* k=l,n^, i=o,s;j = 1,8; (2.52)

d (t) =+ d (t)/ 7L,, k-1 ,n^, i-1, s, r—1, 2,...
kr. ... k(r-l).

Din-rela^iile ^2.52) rezulta ca dac& f este polinom de 
gradul N atunci elementele matricilor eint polinoame 
de grad cel mult N-r ,deci pentru peN^^ deci

W^+p(o)=o, deci W^(t) e o $i prin urmare Z^+p(t) a o 

pentru p 6 N*
Reciproc, daca Z^j(t^&) = o, rezulta ca d^°(t) sint poliw- 

noame de grad zero, iar d^(t), k=l^n^, i=17e,r<N, sint 

polinoame de gradul cel mult N-r $i deci f(t) este un vector 
cu componentele polinoame de gradul cel mult Na

Exemplul 2.'l,^Siatemul '

6^1+ 2zi = 6t ; z (o) = 2
* - 2

tZg- Zi 3z^- 3z^ = 6t ; Z2(o) = o
* 26z^ —z^+ z2* z^ 2t —2t , z^(o) = 4

care indepline^te conditiile 1.6 , 2.1 - 2,3 fi 2.4*,

are soluble exacta agala cu reetrictia sumei par^lale* t <
de ordinul doi dat& de (1.58 ) pentru t =^(t,<5 ) .

^o*°'^o " ' ^i="2, n^-2
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-2t -2t .RezultS solutia Z(t,f) = z^(t,——)+^z^(t,——)+ Z2("t,—
adicS: -

z^=3t + 2e"^^+S(-

z^= 3t^ +t-te*^^ ^(-3t)+ e*^ ] ,

^2 . -2t/<fz^= t -t+7-3e

Observatia 2.7. Notiunile,propietatile gi teoremele din 
acest paragraf ramin yalabile gi daca matrices A(t) nu are 
yaloarea proprie 2ero ci valoriprnprii simple'sau multiple 
care satiafac^ in locul conditiei 2.1 conditia urmatoare;

Conditia 2.1'. Spatial propriu corespunz&tor fieoarei valqri 
proprii distinct^ /t^(t), i=U,s, are dimensiunea n^ egala cu . 
pultiplicitatea sa alegbricS gi

o, ^i(t) ^.a.j(t) pentru t cLo,a] gi i/ j gi i,j=17s.

In acest caz se considers, peste tot i, j = l,s; conditia (2.28) 
gi conditia 2.2 sint superflue iar in teorema 2.7 solatia 
problemei (1.45) converge catre solatia unica a sistemuiui(2.29).

De -asemenea , metoda descrisa mai sue poate fi'extinsa la 
sisteme mai generale decit (1.45) de exemplu ,1a cazul neliniar 
considerat de S.A.Lomov in C681*

Comentarii bibliognafice
Teoremele 2.1-2.7 fiind o extindere a teoremelor analoage 

din L68J,demonstratia lor se face dupa aceleagi idei,urmarindu- 
se ,bineinteles, adaptarea la cazul studiat de autor gi folosi'ndu- 
ee terminilogia introdusa in paragraful 1.1.

Definitia spatiului U al solutiilor fara rezonanta eate 
diferitS de definitia analoagS din (68] ,mai fundamentata din 
punct de vedere matematic.

De asemenea produsul scalar in spatiul U este definit 
intr-un mod mai natural.

Ideea de a considera teorema 2.0 apartine autorului.
0 parte din rezultatele prezentate in acest paragraf au fost 

publioate in [89] a
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2.2.Regularizarea perturbatiilor singulare ale sistenelor 
de ecuatii integro-diferentlale liniare de tip Volterra* 

cu variatie rapidd in cazuri critice.

In acest paragraf vom extinde rezultatele din paragrafele 
1.5 $i 2.1 la problema cu perturbatii singulars in care se con- 
siderd in locul *problemei(1.45) problema Cauchy integro-diferen- 
tial&i de tip Volterra:

dz(t,6) (t
T z =&—jp----------A(t)z(t,E)+ \ K(t,r)z(r,&)dr=f(t);z(o,&)=z
i Je

(2.53)
in acelea?i cazuri "critice" ca in §2.1.VMtpresupune deci 
indeplinite Conditiile 2.1-2.4.

Vom extinde spa^iul la spatiul U din (2.4),functia 
z(t,C) la func^ia z(t,t,&) iar operatorul T $i problema 
(2.53^ la operatorul pi problema:

ft
+ D,z-A(t)z+ \ K(t,p)z(p,'f(p,E),6)dp=f(t) (2.54)

<- dt A Jo
z(o,o,^)=z*

Solutia acestei probleme o vom considera tot sub forma 
(1.47).

Teorema 2.9. Dacd sint indeplinite Conditiile 1.6,2.1-
2.4, atunci spa^iul U este asimptotic invariant prin report 
cu operatorul integral:

,-t
I z(t,t) = K(t,p)z(p,^(p,^)dp

Jo -
Demonstratie. Ccnsiderind z^U exprimat prin formula 

(2.7) rezultd: t

I Zp(t,()=\ X(t,p)z^(p,f(p,^.))dp =

= V" S* X(t,p)z^(p)b^(p)e J dp; o (2.55) 
ij^o k^l Jo

Pentru j =o in suma tin(2.55)6O eb^ine m element tot din U: 

fl y" - 

t=. J..

h=e q^l i=o k=l
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iar pentru j=l,a se integreazd prin parti termenul integral,eb- 
tinindu-se ca $i in cazul valorilar preprii simple, L68], a aerie
asiapteticd:

o
a=o

m^.l n.t1

-g{^**(t,e)),unde: g{^^(t,p) =D"^(t,p)z^(p)b^(p),

(D**^'^).Rezult^:

= t'i)*

^)(P.O
e dp =

q=l i=o k=l

.),b^*) b^ ))^

a ith

qr q — qr q^
h=e q=l

U^(t)+) (-1)* &*^ V*(t). (2.56)

Pentru deterninarea terneniler aeriei(1.47),aceasta se inlecuie?- 
te tn (2.54), $i cent de relatiile (2.56) ae iuentifict
ceeficientii acelera'pi puteri ale lui<f ,rezultind problemele:

L,z,=^(t) -u*(t); z^(e,e) = z" (2.57)

- -JT---------"i«=) ' (z-W

^.^r * "r(tl- E^(-l)^V^(t);z^(o,e)^o;r=2,3,... (2.59)

t

Pentru rezolvarea problenei integre-diferentiale(2.57), ven 
cenaidera pe U sub ferma general? (2.7). Rezultd
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deoarece ternenul liber 
trebuie luat:

e n.

din (2.57) este din C,rezulta cd

i=o

Innultind(2.52)

^ko

n-

k=l

cu
a

^ke -

reaultd:

t Kt.p)^ bq dp,b^)=(f(t),b^*) (2.61)

s

B

b

h

k= l,n^, i=e,s 

contin $i conditia ca 
fie ortogonal nucleului 

conditie de nermal rezolvabilitate a lui L -In

Observatia 2.6. Relatiile (2.61) 
terenenul liber al aistenului(2.57) sd 
d.r - 
particular

Conditia 2.5. (f(o), b^(o)) =o, Inn

Notind Y^(t)=(z^°, ZgQ,...,z^ , z^° ^lo .so _so x
'Zf)iO

sistenul (2.61) se poate serie natricial sub ferna:

M^(t))Y^(t)+ !((t,p)Y^(p)dp=f(t) (2.62)

unde -f(t).((f,b?*),'..., (f,b**),(f,b^* ),...,(f,b^),...,(f,^))^
*o *1 *

iar natricea K(t,p) se exprind deterninat in

functi&4*d(t,p) $i veotorii bazelor (2,5) ?i (2.8).
Daod toate valorile preprii ale natricii A ar fi nenule 

atunci ecuatia natriclald (2.62) e-ar reduce la o ecuatie 
integrald de tip Volterra de speta a doua.Von ardta cd, 
in anunlto .conditii, aceaeta so intinpld $i in cazul condi
tio! 2.1. . .

Yon considers problena nai generaid! Fie ecuatia natriciald:
A(t)Y(t)+ t I(t,p)Y(p)dp = F(t) (2.63)
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Daca A(t) eate matrice simplA atumci ecua^ia(2.63) este 
echivalemtA cu: '

Y(t) = B(t)Z(t)

M^(l(t))Z(t)+ t B ^(t)A(t,p)B(p)Z(p)dp= B ^(t)F(t) (2.64)
J o

DacA spactrul matricii A(t) combine pe zero cu multiplicitatea 
m^ atumci ecua^ia (2.64) este de forma:

rt
J (A^(t,p)Z^(p)+l^^(t,p)Z^(p))dp =F^(t) (2.65 a)

ft
Z^(t)+ (X^,(t,p)z^(p)^^( p)Z^(p))dpmF^(t) (2.65 b)

umde eate de tipul m^x m^, Z=(z^,...m^f,Z^=(z^^...,z^f.

Lerna 2.1. DacA F^(o)=o ?i det A^^(t,t) a atumci sistemul 
(2.65)* ae reduce la o ecua^ie matricialA Volterra de spe$a a doua.

Demomstratie. Derivind ecua$ia (2.65 s) rezultA :
. t .

A.,(t,t)Z^(t)+A^i(t,t)Zi(t)^ \ (A,.(t,p)Z^(p)+X^(t,p)Z^(p)dp=F^(t

$i tinimd comt de (2.65 b) sistemul (2.65) so serie Sub forma:
— —1
z,(t) A..(t,p) X,i(t,p)

m

z^(p)
dp= !

Z^(t) Jo Kj^(t,p) A^^(t,p) z^(p) '1^'
(2.66)

umde A.i(t,p)=A^(t,t)(A^(t,p)-A^(t,t)K^(t,p)), i=e,l

?.(t) = A^(t,t) (F^(t)-A^(t.t) F^(t)) ,

CoasecimtA: Sistemul(2.62) se exprimA sub forma ( 2.65); dacA 
blocul diagomal al lui K(t,t^omolog lui I**(t,t); este mesingular 
$i este imdeplimitA comditia 2.6 atumci sistemul (2.62) are aolu- 
tie umicA ^i deci fumc^iile z^*(t) Aim (2.6o) simt umic determimate 
prim rezolvarea aistemului(2.61),

Celelalte fumetii simt deocamdatA cumoscute dear im

zero.datoritA rela^iilor (2.57) ?i (2.6o):

(*)=(z*,b^)-z^(o); k. l^j. j= (2.67)
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Observatia 2.9- DatoritA acelora^i relatii(2.57) $i
(2.6o) ae impune:

Cenditia 2.6. z^(o) = (z^,b^* (o)), k = l^n^^

care dateritd rela^iiler (2.62) $i (2.66) devine:

(z°, b?' (.))]

(z°, b^(o))
- C

Ecua^iile pentru determinarea func^iilor z^(t) rezulta din 

conditia ca menbrul drept al sistenului(2.58) sa fie ertogonal 
lui Ker L* :

^ke * * ^*) z^ =e, k= j=I,s (2.68)

h=l
R?in rezolvarea celor a sistene liniare (2.68) cu cendititle 

(2.67), aolutia z^(t,() date complet determinate in U sub forma 
(2.6e).

wPentru determinarea termenului urmdter din (1.4?)- z^(t, 
ae aerie membrul drept al aiatemului(2.58) sub format

:z^=z^+z^+z^. Rezult& t9i ae cautd aolutia sub forma

ss *i . .
^1=^1' z^= 21 - ZI ^kl b^ /(^i-^^)

j=l,i=o,j4i k=l

LgZ^af^, de unde rezultA z^ prin rezelvarea unui aiaten de 
ecuatii integrale amaleg cu (2.61).

I* aoelapi med ae determind celelalte functii z^(t,^).
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Observatia 2.1*. Conditia 2.5 este naturals, ea fiind 
de fapt conditia de conpatibilitate a sistemului redus 
care se obtine din (2.53) pentru I = o pi t^=o.

bonditi* 2.6 se verified dupd ce se rezolvd sistenul 
(2.61) . In nod analog, functia z^(t,z^) existd pi se 
poate determine prin netoda descrisa mai sus nuaai daca 
sint satisfdeute conditii analoage cu conditiile 2.5 pi 
2.6 pentru fiecare r :

f^(e) = *, uj^(n) + "^(*)=*. ^=1, n^, r=l,N (2.69)

In acest caz se obtine e solatia asinptotied 
de ordinal N pi se demonstreazd cd ea verified e evaluare 
asinptotied de ferna (2.44) sau (2.45) ( in conditiile 
1.6 pi 2.1 - 2.6). Din pdcate , acest caz nu este 
intotdeauna posibil pi nici nu poate fi verificat 
aprieric , dupd prime aproximare.

In schimb deed se considerd in locul conditiei 2.1 
conditia 2.1' atunci conditiile 2.5 pi 2.6 sint superfiue 
pi construirea solutiei aaimptotice prin neteda descrisa 
in acest paragraf este posibild in conditiile respective 
intotdeauna pi au lec evaluari asimptotica de forma 
(2.45 ) sau (2.46).

Cementarii bibliografice

Problenele integro - diferentiale de forma (2.53) 
au fost studiate de S.A.Lomov dear in cazul cind sint 
indeplinite conditiile 1.6, 1.6' pi 1.7 . (Dupd cun 
am ardtat in § 1.4 M.I.Inanaliev [5o] a studiat pi 
cazul neliniar ( 1.4o ) dar tot numai in conditia 1.4' 
de stabilitate a spoctrului matricii F ( t ))z

Rezultatele prezentato in acest paragraf sint 
continute in lucrarea E 93) * auterului.

0 altd generalizare decit cea prezentatd in acest 
paragraf este cea publicatd de autor in ^89^,in care
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f dim ( 2.53 ) siAt iAlecuite cu 
depiAd ei de paraAetru ,

1A coAditii aAalcage cu ceAditiile 1.6,1..6
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CAPITOLUL III j
PROBL^E INTEGRO-D IF ER ENT IALE DE TIP FREDHOLM 

CU PERTURBATII SINGULARE

In acest capitol vom prezenta doua metode asimptotice ori- 
ginale pentru unele probleme integro-diferentiale de* tip Fredholm 
liniare, cu perturbatii singulare.

5.1.Ecuatii integro-diferentiale de ordinal doi de tip 
Fredholm cu parametru mic linga derivata de ordi
nal doi. '

In acest paragraf vom conaidera problemele cu perturbatii 
singulare de forma:

+ 3 z+%( H(t,s)z(s, 6 )ds = f(t,6) - (5.1)
J.

z(o,6) = Z° , z(o,6) = zl (3.2)

unde o g^«l, o(> o, pentru care presupunem
indeplinita:

Conditia 3.1. Functiile H(t,s) $i f(t,^) au derivate par
tiale continue pina la ordinul N+l (unde NejM este dat) prin 
raport cu toate argumentele pentru o^t,s^a, o$E,

Ecuatia (3-1) poate fi redusa la un sistem de Joua ecuatii 
de ordinul I cu doua necunoscute, z - cu variatie lenta $i - 
cu variatie rapid&, la care-se poate aplica, de exemplu, meto
da Vasilieva ca in t5o] * Datorita insa liniaritatii ecuatiei 
\5.1) vom aplica ideea acestei metode direct problemei (p.l) - 
(3-2) $i vom da un algoritm de construire a unei solutii asimpto- 
tioe a acestei probleme mai simplu decit cel care ar rezulta re- 
ducind-o la un sistem de doua ecuatii diferentiale de oriinul I 
:ji am aplica apoi metoda din [5oj.

Problema redusa a problemei (3.1)-(3.2) este problema: 
dz ^-a

H(t,s)z^(s)ds=f(t,c);z^(o)^z° (3.5)
^o

Proulema (5-5) este echivalentu cu ecui^ia intei-;rala:
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r & ft
z + — \ ( \ H(s,r)ds)z (r)dr =
° Jo Jo

^t
= z° + * \ f (3,0)0"^^*^^ ds

Jo
Ecuatia (3.4) fiind o ecuatie integrala de tip Fredholm, 

(3.4)

existen-
ta $1 unicitatea solutiei sale o asiguram prin urmatoarele doua 
leme:

Lerna 3.1. Daca / 0 $i este indeplinita conditia 3.1 pen- 
tru N =0 atunci 0 conditio suficienta pentru existenta $i unici- 
uatea solutiei problemelor (3*3) $1 (3*4) in Co,a] este:

ltl<------------- ------------------- (3*5)
aM(l - e )

unde: M = sup [H(t,s)t , Q =[o,a)xCo,a']^
(t,s)6Q

Lerna 3*2. Daca oC> 0 $i = 0 atunci problema redusa: 
a

H(t,s)z^(s)ds = f(t,o) (3.6)
0

este echivalenta cu ecuatia integrala: 
f (* ft

— \ ( \ H(s,r)da)z^(r)dr = — t f(s,o)ds+z°
Jo Jo J o

(3.7)

care are solutie unica in Lo,a^ daca:

of > ) a^M , (3.D)

Observatia 3.1- Daca tinde catre zero, din ecuatia (^.4) se 
obtine eouatia (3*8) iar conditia (3*5) devine la limita conditia 
(3-8). Daca este 0 constanta, oarecare atunci 0 conditie mai pu- 
ternica decit conditia (3-5) dar care implies atit conditia (3.5) 
dacS o cit $i conditia (3.8) dacA = o este conditia:

of > !^[a^M + tpt a (3*9)

De altfel, daoR {3 o problema (3*3) poate fi redusa la 0 proble
ms de forma (3.8).

Intr-alevAr, efe&tuind a.n (3.3) senimbarea de functie L7J:
^0 = =-$yt y(°) = i, (3.io)

rezulta problema:
e^(^*^)^H(t,s)u(s)ds-f(t,o)e^^^=o;u(o)=z° m 

Jo (3-11)

Revenind la problema (3.1) vom considers solutia ei sub 
forma unei some de doua serii:
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z(t,E)= z(t,<5)+ z((,E), ^=t/<f
Lr

z(t,<f)= Z^(t) + ^Z^(t)+...+

Z(^,O= Z^(t) +6 z^(t)+...+

(3.12 a)

z^.(t)+... (3-12 b)

z^(t)+*+* (3-l^)c)

^inind cont de relaHile (3*12), considerajn urmatoarea dez-
voltare a termenului integral din (3*1):

J - (

o 
a

o

r a -
Z^(t,s)da, J^= \ E^(t,s)ds+

H(t,s)z(s,^)ds = J^(t)+^J^(t)+...+ & J^(t)^--^(3.13 a)

Oo
K^(t, (T )d^ (3*13 b) 

o
i

^^(t,a)sH(t,s)z^(s),K^(t,<j')=J^ _o^ 
j=o J

Zi_.j (cr ) (3.13 c)

i— o,l,2,...

Considerind $i dezvoltarea termenului liber din (3.1): 
f(t,6) = fo(t)+ffi(t)+...+ 6*fk(t)+... , (3.14)

dupa inlocuirea relatiilor (3.12)-(3.14) in (3.1) $i idontifica- 
rea formala a coeficientilor acelora$i puteri ale lui <f , sepa- 
rat functiile de variabila 5 de cele de variabila t, rezulta
ecuat iile:

_d '^2 '
d^) _ 

d t
(3.13 a)

dZo(t)
"" 2 ^(t)+ ?J°(t) = f^(t) (3-13 b)

d^z.(C) dz.(t)
 ^5— +<* —  =-3z. .(^), i=l,2,... (3.16a) 

d-------------------d^--------- t 1-1
dz.(t) * j 2* / \

TE *"(? z^(t)+^J^(t)=f^(t)- ----- iml------- , 1=1,2,... (3.I0 b)
d t

Observajia 3.2. Pentru ca functiile de strat limita sa alba 
0 influenza neglijabila. in afara zonei stratului limita sint ne- 
oesare conditiile la limitan

lim z.(t) = o, i = o,l,2,... (3.17)

Vom arata ca aceste couditii implica evaluarea exponent iala 
Atit a functiilor respective cit $i a derivatelor lor-

Teorema 3.1. Daca functiile z^(^) satisiac ecua.iile auccesive 

(3.15 a), (3.1'6 a),conditii]e(3.17) $i conjitiile:
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dz (o) dz.(o) i
—O— = o, _-i-----  = z^- , i = 1,2,... , (3*13)

d t d^
unde z^sint constants date, atunci exista astfel

incit:

z.(^)=o(e ^) , —------  - o(e ) pentru t ^><x>

Demonstratie.Din (3.15 a),(5.17) $i (3.13) rezulta z^(^) g o.
Daca (^ = o atunci solutiile ecuatiilor (3.16 a) sint de 

forma:
Az^(T) = A^+B^e } din (3-17) rezulta A^=o iar din (3.18)

rezulta = z^; deci z^(^) = -(z^/o( )e" , de unde re-
zulta.^val^aiile (3.19) pentru orice

Daca o atunci solatia generala a ecuatiei (3.16 a) este: 

Zi(E)=Ai + * z^t.)

unde z^(t) este 0 solutie particulara a acestei ecuatii.
Se observa ca o astfel de solutie este data de relatia de 

recurenta:
X <

Z (K)=o,z.(E)=- \ z (s)ds+ - e \ e z. . (s)ds (3-2o)
v 1 oC Jo of Jo 1—A

Din (3<2o) rezulta prin inductie completa ca 
z^(^) =D^+Q^_^(z)e , z^(^)=A^+B^e**^^ +C^+^^(t)e

unde sint constante iar Q^(^) sint polinoame determinate de 
variabifa f de gradul cel mult i.

Din (3.17) rezulta A^+C^ = 0 iar din (3.2o) rezulta 
dz^(o) . . . dz^(o)
——  = o $i deci ----------  =-o(B.; prin urmare solutia proolemei

d d t
(3.16 a) cu conditiile (3-17) ?i (3.13) este:

z^O =(Q^(Zt)- )e-°'E (3.21)

unde Q^(.^) este un polinom determinat de gradul cel mult i in va- 
rjabjin 6 . Din (3.21) rezulta ca exJsta c<*g(o,oC) astl'el in-
cit sa aiba loc evaluarile (5-19)*

Observatia 3*3 Evaluarile (^.1J) justified atit convergen- 
ta ultimei integrale din (3.13 b) cit ^i neglijarea,ln cadrul al- 
goritmului propus,a termenului
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J. =- \ K.(t,(/ )dc*

care ar fi trebuit sa apara in expresia lui din (3.13b).
Intr-adevar, din (3-13 c) $i (3-19) rezulta:

= o(e*a"^/^ )=o( pentru i = o,N, N^lNa

Din dezvoltarea oonditiilor initiale (3*2): 

z^(o)+ z^(o)+^z^(o)+<fz^(o)+. .+ z^(o)+ g*^ z^('o)+. z 0

d*z (o) .] dz (o) dz-(o) dz^(6) 

rezulta relatiile:

dz_(o)
—- ----- = o

d t'
z^(o) + z^(o) = z°

dT^(o) dz^(o)

z^(o) + z^(o) =0 i = 1,2,...

dz. ,(o) dz.(o)
-Sr—+ -7—= o i= 2,3,...

(2.22 a)

(3.22 b)

(3-22 c)

(3.23 a)

(3.23 b)

Algoritmul de determinare a functiilor z^(t), z^(<:) este urma- 
torul:

Pasul l.Din demonstratia teoremei 3.1 rezulta:z^(z;)^o. (3.24)
Peaul 2.Din (3.21) ^3-24) rezulta ca treuuia asocjaL^

ecuatiei (3.13 b) conditia initiala ^(o) = z°. Rezulta, dupa cum 
era de n$teptat, ca ^(t) eate solutia problemei reJuse (3.3).

Fresupunind indeplinita conditia (3.9), prin rezolvirea 
problemei reduse, rezultata univoc ?^(t).

Paaul 3. Din (3.16 a), (3.17),(3.22 c) $i (3.24) rezulta;
dz°(o) 
"ST

Paaul 4. Din (3-16 b),(3.13),(3.25a),(3.24) $i (3.25) rezult&:
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a
dz.(t) f _

o(—— + ^z^(t)+y\ H(t,s)z^(s)ds=f^(t)-
d^Z (t)
------, (3.26)
dt^

Problema (3.26) este de acela$i tip cu problema redusa (3*3). 
In acelea$i conditii, prin rezolvarea ei, rezulta z^(t).

Pasul 2i + l , i = 2,3,... Din (3-21) $i (3.23 b) rezulta solu

tia problemei (3.14 a), (3<23 b):
dZi-i(o)
—-------

_ o(
+ Q^(L))e

Pasul 2i+2. i = 2,3,... Din (3.16 b),(3.13) $i (3.23 a) rezulta:

dz.(t) - _
----- +(? z.(t)+ T \

)o

_ d^. - (t)
H(t,s)z^(s)ds=f^(t)------------ ------

d

-ir( 21 z (^)d(T , 5 (o)=-z (o) (3.27)

Jo J! ""J

f ixat H. 
d$ . - (t

Problema (3.2?) este de acela$i tip cu problema redusa. 
Prin rezolvarea ei rezulta z^(t).

In felul acesta se pot determina termenii seriilor (3.12) 
pimi la un ord in oarecare

2_ TENotam V
d t

Teorema 3.2.Daca problema cu perturbatii singulars data de 
relatiile (3.1)-(3.2) indepline^te conditiile 3.1 $i (3.9) 
atunci in orice vecinatate sufic lent de mica d primei aproximatii 
Z^^ aceasta problema are solutie unica; familial-data de (1.6) 
^i algoritmul descris mai sus^este o aproximatie asimptotica de 
ordinul N a acestei solutii,iar V este o aproximatie asimpto-

SN
tica de ordinul N a derivatei prin raport cu t a solutiei proble

mei (3.1)-(3.2).
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Demonstrat ia. Problema (3.1)-(3.2) se serie sub forma echi- 
valentS.:

^a 
dj^+^v+(^z+y\ H(t,^)z(s,&)ds = f(t,^) (3.29 a)

^0

.J^.= V, z(o,&)= z°, v(o,&) = z-*- (3.29 b)

Notind
d*z.(t) dz. - dz. -](t/<i )
-?r- = — = "1^^

rezulta
v (t) = ^^(V.(t)tv (t;)); Din (3.n)-(3.16) Si (1.6)

rezulta.!
dV,w Mi

^'*3T ** 6 N= *^6N *** ^ ^ 3V (3.3o a)

d Z
-ar^ = z°* V°)= (3.30 b)

Notind u(t,<c)=z(t,^)- Z (t), w(t,&)=v(t,E)-VcM(^) (3-31)
&N

rezulta(prin scaderea relatiilor (3-29) (3.3o))problema:

+otw+^u+^( H(t,s)u(s,6)ds = 0( 6^***^) (3.32 a)

-*o

= W- V^,(t/<f), u(o, & )=w(o, 6 ) = o , (3.32 b)

Care se serie sub forma integrals eohivalenta:
i-t .r ,a

u(t,^)=-^ t t e"^^)^(^u(s,^)+^\ 

0 J 0 ^0
ii(s ,e)u(e , <i)d e)dsdr

+ 0(<f N+l)

Condilia (3.9).este sufic ienta pencru ca operatorul definit 
de relatia (3*33) sa fie contractant.

Considerind $irul aproximaHilor suocesive;
(0) (i+1) M

u (t,E) =0, u (t,o) = 0( -

1 ^-(r-s)o^/^ (^ u (s,6)+^ H(s,e) u (e,^)de)ds<3f? 

^0

rezulta ca el este convergent $i veria'ica relr^ia:
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) u C (3.34)

pentru orice t 6 [_o,a] $i orice 6 e ( o ,
Rezult& deci, existenta $i unicitatea solutiei problemei (3-33) 
deci $i a solutiei problemei (3*32) ?i tinind cont de (3-31) re
zulta existenta $i unicitatea solutiei problemei (3.1)-(3.2).

Trecind la limita pentru i -*<*? in (3*34) rezulta:

] z - 4 C-^^***^ (3*33)

?i din (3.3D,(3.33) $i (3.32 a) rezulta:

i — * C - & . (3.36)
3 t

Observatia 3.4. Algoritmul prezentat mai sus implica rezolva- 
rea unor ecuatii liniare pur diferentiale (care se rezolva u$or) 
pentru determinarea functiilor z^(n). In schimb, functiile ?^(t) 
se determina prin rezolvarea unor ecuatii integro-d if erant iale 
de tipul celei reduse, mai simple decit ecuatia initiala (3.1) dar 
care necesita, totu$i, in general^calcule complicate.

Metodele asimptotice presupun in general cunosouta solutia 
problemei reduse $i a celor de acelagi tip cu ea. Totu$i, daca nu 
se cunoa$te solutia-sa exacts, atunci o informatie oalitativa 
asupra oomportarii solutiei problemei perturbate (3.1)-(3-2) ofera 
^i o solutie aproximativ& (asimptotica sau analitica, obtinuta prin 
metode numerice) a problemei reduse.

In cazul problemei (3.1), problema sa redusa este mai oimpla 
dacap = o, adica este de forma (3.6).

Dac&^ o am vazut ca, printr-o schimbare de functie convena- 
bila-(3.1o), problema redusa (3*3) poate fi adusa la forma (3.11) 
care qste tot o problema de forma (3-6))

Comentar ii bibliografice-
Id$ea de a face schimbarea de functie (3.1o) a fost preluata 

din [7].
Rezultatele prezentate in acest paragraf au fost public ate de 

uutor in [77]. Tot in [77]este data si 0 metoda numerics de rezol- 
vure a ecuatiilor de tipul problemei reduse (3-6)M
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3.2. Metoda asimptotica pentru sistemele de ecuatii integro- 
diferentiale de tip Fredholm cu perturbatii singulare

Metodele asimptotica prezentate in paragrafele anterioare 
constau in construirea unei aproximatii asimptotica cu ajutorul so- 
lutiilor unor ecuatii cu o structura mai simpla decit problema 
initials cu perturbatii singulare.

Jn acest paragraf propunem o noua metoda pentru sistemelede 
ecuatii integro-diferentiale, care consta. in determinarea unei apro 
ximatii asimptotice ca solutie a problemei cu perturbatii singulare 
care se obtine din cea initials prin inlocuirea functiilor cunos- 
cute cu polinoamele lor Mac Laurin prin raport cu parametrul.

Vom ilustra aceasta metoda in cazul sistemelor de ecuatii in
tegro-diferentiale de tip Fredholm cu variatie rapida:

' <-a
- A(t,^)z(t,&)- \ K(t,s,&)z(s,&)ds=f(t,&) ,

)o ^3.37)

z(o,i.) = z° ,

unde $i presupunem indeplinita:
Conditia 3.2.Functiile A(t, 6 ),K(t,s, n) ^i i(t,c: ) sint 

matrici respectiv vector de dimension! (M,M) respectiv J, conti
nue, cu derivate prin raport cu 6 pina la ordinul N+l continue,res
pectiv, pe multimile:
'4={(t,t)(o<t.c a,o$64^i} ) S={(t,s,^)) (t,<t)c Q,s & [ o,a)

Metoda pe care o propunem este urmatoarea:
Asociem problemei (5.37) problema, in general, mai simpla:

t ** A^(t,t)z^(t,^)— ( K^(t,s,^)z^(s, )ds =

n° (5-fo)
Z^(o,^) = z

unde A^,K^, f^ sint polinoamele Mac Laurin prin raport cu 2 ale 
functiilor respective.

Consideram mai intii cazul M -=1
Fie co = max ) A(t,t)-A (t)!, k = max !K(t,s,g)) (t-39)

(t.^)-Q ° (t,s,6)^S

(aioi $i in continuare, in acest paragraf, indicele ata:;at 
unei functii care depinde de indica faptul ca in acea fuactie

*o).
Pentru a demonstra ca solutia z^ a problemei (3.^) este o 

aproximatie asimptotica a solutiei proclemei (3.5/) vom iolosi ur

matoarea lema de tip Gronwull:

BUPT



66 -

Lema 3-3 [17J- Daca
(t

r(t)$ c \ r(s)ds + f(t),pentru orice t Co,a],

unde c > o iar f(t) este derivabila pe to,al,atunci: 

r(t) ^f(o) e°^+ ( f'(a)ds,pentru orice t ^Lo,a]a

Jo
Bazindu-ne pe aceasta lema vom demonstra urmatoarea:

Lema 3-4.Daci

r(t)i^( e*^^"^^r(s)ds+^  ̂ Q-G*(t-s)^g^^. Lo,a) (3-4o)

Jo Jo

atunci r(t) (1-e^ * ^^)/(p-^-);(?)t € Lo,a3 (3-41)

Demonstratie.Transoriem ipoteza (3-4o) sub forma: 

r(t)e^^<;^( e(?Sr(s)ds+y^ e*?^ds (3-42)

-Jo Jo
$i observam ca functia r(t)e^^ indepline$te ipoteza lemei 3.3. 

Rezulta:
r(t)ePt<. ^(e^^-e^^)/((3-A) (3*4^)

iar din (3-43) rezulta (3-41)e
Din lema 3-4 rezulta:
Lema 3-5-Daca o functie r(t) indepline^te conditia (3*4o), 

unde o $i p >A^o atunci:

r(t) ^/(p-*)^tt € Co,a] , (3-44)

Teorema 3-3. Daca functiile din (3*37) indeplinesc conditia 
3-2 pentru M =1 ^i in plus:

Re A^(t)< - o( ,o(> (j + ka pentru orice t c(o,a), (3*4p)
atunci solutia z^(t,^) a problemei (3*3d) este o aproxima^ie asim- 
ptoticS. de ordinul N pentru solutia problemei (3-37). Llai precis, 
exista $i exista constanta d(nedepinzind de &)astfel incit pen
tru orice , o < t 3 are loc evaluarea:

t z(t,^)- ^(t.tjt < d/(of-tJ- ka) - Co,a] (3*46)
Demonstratie. Fie u(t,,f )= z(t,<f )- z^(t,^. ) (3*4/)
Prin scMerea ecuatiilor (3*37) ?i (3*36) re:-.ulta ca u(t,^ ) 

este solutia problemei:
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f a
^-A(t,^)u(s,^)-\ K(t,s,^)u(s,6)ds=:6'^^(t,^), (3.48)-

Jo
u(o, S )=o, unde sup- t G^(t, ^ )} = d

(t,^%Q

TransfoTmam ecuatia (3.48) facind scbimbarea de func^le t71: 
u(t,&')=y(t,^ )x(t,E),^y(t,^)=A^(t)y(t,0,y(o,^)=l (3.49)

(aici $i in continuare semnifica derivata functiei respective 
prin raport cu t).

6y^=(A(t,G-Ao(t))x(t,f)+ ( K(t,s,6)u(s,6)ds/y(t,t) +

+ G^(t,^)/y(t,E), x(o,6) = o (3.5o)

Integrind membrii egalitatii (3.3o),apoi inmultind cu 
y(t,&) $i Sinind cont de (3*49) rezulta:

u(t;&) =\ (A(s,^)-A (s))u(s,^) ds +J O - J <=*,C 7
0

/1 .a
+ \ (\ K(a ,(T, 6)u((/ ,8)d(T )y(t,^)/y(s ,&)da +

Jo Jo 

) u(t,6)) <:

%(s ,^)y(t,^)/y(s,^)ds,

\ tu(s,8)f e-(t-s)*"^ds +
J 0

I(k t u(^,t.)^d(T + ^N+ld)e-(t*s)<^ds.

-'o
Aplicind lema 3-5 rezulta din (3.31):

!u(t,;)l ^(k )u(cf,E))d<!' + 6^^d)/( c*/E -^/4!
Jo

de unde rezulta (3.46)a

)

circulare.
Vom considera in continuare proble!na (3.37) 

trdcile A(t,^) K(t,s,^)

2 K(t,s,*)

pentru
cons j J

k^t

2
z 0

L 2'"'

!

1
z

z

Aduniud $i scaziud cele doua ecuaHi 
relatiilor (3*5^) In (3*37) pentru .1 

care se oo^ia prin mlocuirea 
-S^se ob^in douu. Je

aceea^i forma (3.37) cu M =1 unde:
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A(t,t). = a^(t,^)+a^t,6) sau A(t,<c) = a^(t,&)-a^(t,&)

K(t,s,^) =k^(t,s,^)+k^(t,s,^) sau K(t,s,t) =l<^(t,s,&)-k^(t,s,&). 
Aplicind acestor doua ecuatii cu t^-=l teorema 3-2 rezuLta: 
Teorema 3*4. Daca matricile din (3*37) sint date de (3*52) 

pi indeplinesc conditia 3*2 iar valorile proprii ale lui A^(t) 
satisfac cond itia R8 A ^(t) < - ot , i^l,2, + (3*53)

Cu=max(max ]ai(t,t.)-ai.(t)) ,max ia^(t,b)-a^_(t^),
(t,e)^Q -*"° (t,^)€Q

k= max ( max ! k^ (t,s,()t , max t k^ (^,s,^)t ),
(t,s,^)^S *** (t,s,t)^S

atunci exista constantele pi D(nedepinzind de<f) astfel inert: 

z^(t,E)-z^^(t,^) ] $ <f ^'*''*'D/(ot-cj- ka),t e Co,a], (3,54)

pentru i = 1,2a
CAnsideram cazul cind, in conditia 3*2,M<H este oarecare, 

fixat.dar matricea A_(t) 3 A^ este constanta.
Lerna 3*6 L60^61jDaca valorile proprii ale matricii

Ap(t) = A^ satisfac relatia:

i = 1 ,M , (3*35)

atunci exista o constants. C > o astfel incit:

ti e 0 C e pentru orice t o a (3*5&)

Teorema 3*5. Daca matricile din (3*37) satisiac conditia 3*2 
pi Ap(t) s A^ satisface conditia (3*55) unde o< sat'isf-'.co conditia:

<*/C > eu +ka;tu=max t[A(t,f)-A^(t)H, k=taax HK(t,s,&)!),(3,57) 
(t,t)^Q (t,S,^)^b

C fiind data de (3*56) atunci solutia z^(t,&) a problemei (3*38) 
este o aproximatie asimptotica. a solutiei problemei (3.37) pi 
exista constantele pi D(nedepinzlnd de 6,) astfel incit

iiz(t,t)-z^(t,t.)H< D/(o^/C-4i- ka) t[o,a). (3*5d)

Demonstra t ie.Func t ia u(t,6) data de (3.47) este solutia 
problemei: &

- A^u+(A(t,r)-A^)u+ ( K(t,s,s)u(s,^)ds+ ^^G^(t,E.) 

sup '!G^(t,OH-D<oo, u(o,&)=o (^.59)
(t,i)66t

oare,datorita "formulei variatiei constantelor"([41], p.131),este 
echivalenta cu ecuatia:
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1 (t A (t-a)/6
u(t,^)= \ e ° (A(s,&)-A )u(s,^)ds +

Jo (3.60^
- rt A (t-s)/2 (a /t A (t-s)/2

+ — s e ° \ K(s,<f,E)u(G',^)da' da+ 6 \ e ° G^.(s,8)ds
* Jo Jo ^o

Din (3.60) gi (3-56) rezulta:

Hu(t,L)U < *A Ku(s,e)H +
Jo (3.61)

t' (k dC .

J 0 Jo

Aplicind inecuatiei (3.61) lema 3*5 rezulta (3.38)e
Vom conaidera acum cazul general cind MeM este oarecare,fixat, 

iar A^(t) nu este neaparat constanta, imp uni, nd insa 0 conditie mai 
tare decit (3.53):Matricea A^(t) este cu valori uniform Hurwitz:

Re ^(t) - 2 c4. pentru t € Co ,a) , i = 1 (3.62)

gi o( aatisface conditia (3*57) cu notatiile din teorema 3-3*
Vom foloai o lama fundamentals in teoria calitativa a eouati- 

ilor d if erent iale:
Lema 3.7 [28], Fie A^:IcR -^^(R^^)

(in cazul nostru I = to,al) o matrice ale carei valori proprii sa- 
tisfac relatia (3.62). Atunci exists C > 0 astfel incit matrices 
fundamentals C(t,s) a sistemului:

= A^(t)z(t) sa verifice relatia:
. / t—S 0^HC(t,s)t) C e oricare ar fi t,s astfel inc it o^s^t<at

Formula variatiei constantelor este data in cazul general de:
Lema 3-8 (E41],p.9o). Daca functiile A^(t) gi f(t) sint con

tinue pe I c R atunci solutia z(t,t°,z°,^ ) a problemei:

^3T= A.(t)z(t) + f(t), z(t°) = z°

are urmatoarai formula de reprezentare: 
r t

z(t,t°,z°,t)= C(t,t°,f )z° + \ C(t,s,^ )f(s)ds a

Teorema 3.6.Daca functiile d'in (3.37) indeplinesc corzJitiile

3.2,(3.62) gi (3.37) cu notatiile din teorema 3*3 atunci are loc 
concluzia teoremei 3*^

Demonstra tie.Urmind rationamentul teoramelor precedents, pe 
baza lemei 3*8 se obtine din (3-39) 0 ^elatie care general izeaz5. 
relatia (3.6o),cu C(t,s,i) in loc de e ° ^^sidin relatia obtinu- 

t&, pe baza lemei 3*7,rezulta (3.3o)a
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Observatia 3*5. Daca se considera cazul particular al proole- 
mei (3.37):

, /* a
K(t,s,l)z(s,l)ds^f(t,f), z(o,f)=z° (3.63) 

atunci conditia °(/C > <3 -+ka din ipotezele teoremelor 3.2-3.3 
(cu C =1 in cazul teoremelor 3*2 $i 3-3) devine in acest caz con
ditia o</C 3 co + 8ka $i pentru & suficient de mic aceasta condi
tio este intotdeauna indeplinita,in virtutea conditiei 3.2a

Comentar ii bibliografice,
Ideea de a considers aceasta. metoda pentru problem.ele inte

gro-d ii'erentiale cu perturbatii singulars a fost preluata din mo- 
nografia priviiid metodele asimptotice in teoria ecuatiilor dife- 
rentiale liniare a lui S.F.Fe$cenko, N.I.Skil $i L.D.Nikolenko 

[271, unde aceasta idee este doar sugerata pentru ecuatii life
rent iale.

Lemele citato 3-3, 3*6-3.8 sint des folosite. De cxe.cplu, 
lama 3*3 esce demonstrata $i an [27], female 3-6-^.8 se ^.asesc 
$i in monografia lui A.Halanay ^i V.Dragan L41) (res^ecciv la 
gag.13,14,9o)^ lema 3.6 astc in C6oi.

Rezultatele prezentate in acest palagT3.f au fost puolicate 
in lucrarile [83] $i [19] (ultima in colabor are cu tov.praf.dr. 
B .Crst ic i) a
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CAPITOLUL IV

PROBIJME ,INTEGRQ-D CERENT 1ALE NELINIARE CU AMBELB LMITE .
DE JNTE3RARE VAR1ABILE CU PERTURBATII SINGULARS

In acest capitol vom folosi metoda functiilor de' strat li
mits a lui A.B.Vasilieva pentru a studia unele problems integro- 
diferentiale neLiniare cu ambele limits de integrare variaoile, 
cu perturbatii singulare^care nu au lost stud late Inca In lite
rature de specialitate. ' ,

4.1 .Sisteme integro-diferentiale neliniare cu ambele li
mits de integrare var labile cu pertur^tii singulars

- In acest paragraf vom studia problemele cu perturua^ii 
singulars ds forma;

; JT = l-'(z,x,J,t,t) (4.1 a)

= f(^,x,j,t,t) (4.1 b)

cu conditia initials: z(o, <* )= z°(6), x(o,<E)= x°(t,)? (^.2)

considerind pa $i in cazul sistemelor integro-d ii'eren^i ile de tip 
Volterra sau Fredholm (1.4o) ca iunctiile F,s,z° ^i l',x,x° sint

r r, t
de dimensiune M, respectiv m, dar, spre deosebire de sdste.uele da 
forma (1.4o) conditiile initials nu sint-constants, ci depind de 
parametru* ihr termenul integral este:

(t*
J = \ K(t,s,z(s,t,), x(s,g^,t)ds (4.1 c)
' ''t-t, ' '

Impunem confiitiile care sa asigure existenta si unicitatea solu- 
tiei problemei (4.1)-(4.2) $i posibilitatea construdrii unei so- 
lutii asimptotice'de un ordin N, dat,pentru aceasta prouleaa.

Conditia 4.1. Functiile K,z^,x^* i;i F,f au derives partiale 

(derivate) continue pina la ordinal H+l, respectiv n + 2 prin ra- 
port cu toate argumentelsa

Solutia apropiata se considera tot sub forha (1.23), dar,in 
locul dezvolttrilor nucleului K(t,s,u,x,^) din (1.42) ^i m lo- 
cul dezvoltar i lui J din \.1.43) vom considera dsuvolLaride i^ai 
s imple;
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K(t,s,z(s,&),x(s,&),&)=< X(t,s,^)+ K(C,^,k),<? = s/i. ,
X(t,s,i)=K(t,s,z(s,i),x(s,E),&); K(C,j',a)^ (4.3 a)

K(t& , , z(c^^ ,&) + z(^,&), x(o^6,&)+ x(v<f,^),c,) **
-K(?6 , o*^ , X(o*€ ,6), x(o*E ,1),^); J(t,&) = J(t,&)+J(t,&), .

rt P '
T(t,E)s X(t , s , g)ds= i (t)+6 y<](t)+...) (4.b)

t-^e
T^(t) = K(t,t,?Q(t),XQ(t),o)= X^(t),

?k(t) = X^(t)z^(t)+ X^t) x^(t)+ X^(t), k = 1,2,...

J(^,6)s
K(^,<f,&)<3s=^(^ K(t,y,&)d(/=fJ^(t)+^J.(^)+...

^t-1 (4.3 c)

\ - Kt/oDdo*

J^(^) (Kg(o') z^)+K^)x^(C))d<r+ i,^(T)

unda: X (t) este derivata lui K in 
V

(t,t,z^(t),x^(t),o);K^((j') = K(o,o,z^(o)+z^(c), x^(o)+x^(<j'),o), 

Ky(a*) este derivata lui K in (o,o,'z^(o)+z^(a'),XQ(o)+x^(y),o)

iar X^(t) $i L^(Y) se determina in funcMe de y^(t),i=o,k-l

respectiv in func^ie de y^(b), i=o,k $i y/^), o,k-1

Jn mod analog,rezulta dezvoltarile lui F $i f:
X(t,t,)sFCz(t',^),x(t,l),T(t,l),t,&) = F^(t)+^F^(t)+...,(^.4 :J

Fo(t)= F(z^(t),XQ(t),o,t,o),F^(t)=F^(t)::..(t)+F^.(t)x^( 1,2

l(z(tL,c,) + z(t,g),x(Cc,,^)+x(c,^.),7(^<t,<^.)+J((,^),Cc.,^) -

—1 ( z ( (t. ,6^) ,x( tg, c-) ,J ! ^ ) * F^ (Cj+jLJSY^^'^+*''y(4.4

F^(t)=F(zQ(o)+Zo(k;),x^(o)+Xo(t),o,o,o)-B'(Zo(o),Xo(o),o,Q,o), 

^'k^^ = ^z(l)

unde X (t) $i F (t) sint'derivatele prin raport cu y in:
j y

(Zp(t),x^(t),o,t,o), respectiv in (z^(o)+z^(t),x^(o)+x^(^),0,0,0

Inlocuind. dezvoltarile (4.3),(4,4) in (4.1) rezulca .n in 
identiiicare problemele:
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o = F^(t)s F(z^(t), x^(t), o,t,o) 
dx _ .

Fo(t)=f(*ZQ(t),Xo(t;),o,t,o)

d z. _
------ =F^(t)= F(z^(o)+z^(t),x^(o)+x^(r),0,0,0)

d jĉ0
Tt* =

31*^ ^(t)a F,(t)z^(t).T^(t)^(t)+^(t)

3T* *
<^k -

f^(t) S fg(t)z^.(t)+^(t)x^(t)+g^(t)

F^(^) = F^(t-)z^(C)+F^.(t)x^(t)+G^(t)

k-i^)

(4.3 a)

(4.3 b)

(4.tj a)

(4.6 b)

(4.7 a)

(4.7 b)
)

(4.0 a)

(4.6 b)

0

Obseryatia 4.1. Spre deosebire de cazul sistemalor intcgro- 
diferentiale de tip Volterra sau Fredholm (1.4o),ecu-ni_Lle (4.3)- 
(4.b) pentru determinarea coeficientilor seriei (1.23) sint toa- 
te exclusiv diferentiale. Chiar $i sistemul redus, care in cazu- 
rile amintite era un sistem de ecuabii integrals de aceia;;i tip, 
in cazul acesta sistemul redus (4.3) are 0 parte algenricn una 
d if erent ialaa

Dezvoltlnd $i conditiile initials dupa t. rezulta: 
y°(6) = y° + y^+...+ g^y^+...; rezulta:

y^(o) + y^(o) = y^; k = o,l,2,... (4.9)

Vom irnpune $i in acest caz conditii asupra prf:;Ci aproximari:
Conditia 4.2. Sistemul redus (4.3) cu conditia initinl-1 

x^(o) =- x° admite o solutie (*z^(t), x^(t)) pentru t eCo.a] a
Din conditia x^(o)=x° $i (4.9) ;?i (4.6 b) rezulta x^(r)=^ o 

$i sistemul (4.6 a) devine:
dz

. ^-= F(z^(o) + z^(t), x°,0,0,0) (4.1o) .

Acesta se obtine din sistemul asociat (proolenei (4.1)-(4.2)) 
= F(z,x°,o,t,o) ' (4.11)

pentru 2 = z^(o)+z^(t) $i t = o. Impunem conditia de suauilitate:
Conditia 4.3.V&iori)e proprii ^t^(t) a.Je matricii 

F^(t) au partea reala ytrict negativa.
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Conditia 4.4-Solutia z^(t) a sistemului (4.1o) cu conditia 
initiala z^(o) = z°-^(o) satisface conditia:

lim z (X ) = o (4.12)

adica i^aloarea initiaH z^-^z^(o) apartine domeniului de atractie 

a punctului de repaus z^ = oa
Din (4.8 b) rezulta:

x^(t) = x^(o)+ J f^_^(<f)<3a" $i datorita conditiei (4.12) rezulta 

X^(o)=- J fk_i(C)d<7 ;x^(?)=-( fj,._^(C)dc tx^(o)=x^+^ ^k-1^^ 

Z^(Q) = Z^- Z^(o).

Aceste conditii initiale se ata$eaza ecuatiilor (4.5)-(4.8) 
acesue.probleme rezolvindu-se in aceea$i ordine ca oele din $.3.1

Teorema 4.1. Daca aint indeplinite conditiile 4.1-4.4 atunci 
exista C > 0 $i exista K > o astfel incit functiile de strat li
mits y^(() aatisfac relatiile:

U y^(?)t! C e pentru ( ^o , i=l,N (4.13)

Demonstra tie. Deoarece problemele din care se obtin i'uncti- 
ile y^(t) sint diferentiale, demonstratia acestei teorema, este 
in linii mari la fel ca oea a teoremei de evaluare a functiilor 
de strat limits pentru sistemele de ecuatii diferentiale (1.16) 
([135]):

Xp(t) = o; deoarece z^(k) satisface (4.12) rezulta: 

(^)c)>o(^) =to('S) astfel incit t)z^(^)H^S pentru (4.14)

Pentru t ecuatia (4.6 a) se serie sub forma:
dS

= F^(o) z^ + G(z°), (4.13)

G(z^) s F(z^(o)+^(^),x°,-o,o,o)-F^(o)z^;

rezulta: G(o) = F(*z^(o), x°,o,o,o) = o,ti ' (4.16)

7(6) astfel incit4^i,MUjH<^,[^2,Hu2"''^r^**lt^ 

HG(j^)-G(u2)!! 6 Uu^-u^H. (4.1/)

Ultima relatie rezulta din teorema lui La^ran^e: 
G(u^)-G(u2)=G^(u^-U2),unde G^ = F^,-F^.(o) ^idin conJitia 

4.1 rezulta caHG^M este oricit de :ajc pentru i=l,2 sufi-
cient da min 1.
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Ecuatia (4.6 a) este ecuiyalenta cu ecuatia integrals.: 

F(o)(:-k) F (o)((-s)
z^(C)= e z ^(^)+ \ e z G(^(s))ds - (4.1b)

Pentru a obtine evaluarea exponentiala (4.13) pentru =z^ 
vom folosi metoda aproximatiilor succesive:

^(^) =

(k)
z.(^) =

D in

FAoXi-^
e ° z^( ^) (4.19)

iL(o)(E-t r F (o)(z--s) (k-i)
a ° z°,(^)+ \ e G(^ (s))ds. (4.2o)

conditia 4.3 rezulta:

He H c^e pentru *(4.21)
9ideci,datorita (4.14)^rezulta:

(0)
t) z^(^)]] < A-C^e i* ^o^' dau, fixind un numar h:e(o,c<.), 
;/^(C)W^ S.C^e*^^*^o^ ' (4.22)

t?i renotind constantele, rezulta (4.13) pentru i =0.
Fie & suficient de mic astfel inert: q = ^C^/(<k-k) < 1
Acestui <1 ii corespunde = ^(6) astfel incit sa lie mde- 

plipita relatia (4.17); luind suficient^de mic in (2.14) pen
tru ca Jc^/(l-q)<-^ $i = ^(<$), din (4.19) $i (4.15) rezult2: 

(0)
M z^(t))!^. pentru t ' (4.23)

< 'i ^C^eT^^*^o^ds=Sc^E.C^e*^^*^o\-

. (^-^-*3^-3)ds C^/(o(-K)e*^^*^o^ =

= S^q e*^*^o\ (4.24)

(1) (o) (l)(o) r hYy X'
ZQtt^.ZQH-Wtz^-.Zjt<C^l+q)e ^o^^C^/(l-q)e ^"^o'<^(4.2 

Pentru , se demonstreaza. prin inductie compleba:

n Z^H S ^C^(l + q+... + q^) e-^"-^)),

(R) (k—1) . y \
H z^ - z° H^c^q^e

Intr-adevar, pentru k:=l aceste inc
datorita (4.2p) (a doua ine^aliLc&^e^ ^i 
punindu-le adevarate pentru k, din (4.2o ur. cr s
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H %,)^^C^(l+q+...+q^)e*'^^'*^o^< ^C^/(l-q)e*^^*^o^

iar din (4.17) $i (4.27) rezulta:
(k+1) (k) F^(o)(^-s) (k) (k-1)

t) W " G(2 )-G(z ) "0 0 ' 0 0
C Q-^(X-s) (k)(k-l) ( -o((2r-^ ) c k )

')^.^1^ -^-Hz -z Uds^kc.e "b^dg =
= 3°c. S3

<^0^6 C^/^-^q^ = <$ C^q^le"*^"^)) (4.2o) 

de unde rezulta (4.27) pentru (k+1) iar din (4.23) $i (4.26) ra-
zulta (4.26) pentru (k+1): 

(k+1) (k) ' (k+1)
!! )] tt z^ tj + H - 

deci (4^26) $i (4.27) sint adev&rate pentru orice k^C!.
Din (4.27) rezulta convergent $iruluiaproximatiilor succe- 

sive catre z^(^) datorita relatiilor (4.2o) ^i (4.1/) $i prin 
trecere la limita in (4.26) rezulta evaluarea:

Hz^(t)))^ ^C^/(l-q)e*^^"'i)  ̂ (4.2^)

Pentru 04. tst^ , deoarece z^ este solutia ecuatdei (4.1o) 
ea este marginita de,o constants C^. Notind

C = max (C^e"^ , C^/(l-q)e ), rezulta (4.13) pentru

i =0. Pentru i =1* jin expresia lui i'o(tJ rezulta: 

fp(?) = f (*ZQ(o)+z^(t),x°,o,o,o)-f (T^(o) ,x°,o,o,o)=f ^z^(^) iar 

din (4.13) pentru i:=o $i conditia 4.1 rezulta

t) fg(^) !! i- Ce* pentru ? (4.3o)
iar din (4.3o) rezulta convergenta integralei din care se deter
mine x^(^) $i evaluarea:

. )) x^(t)tl °-xs e"^^= Ce* (4.31)

deci evaluarea (4.13) pentru x^.Pentru z^ se serie (4.3 a) sub iorma: 

3^ = F^(t) ^(t) + ^(Y) (4.32)

unde _
Gl(t)=F^Xi+Gi(t),G^(t)=(F^,(t)-E^(o)).(Zo(o)r+^(o)) +

+ (F.^(^)-F^(o))(xQ(o) -x^(o))+(F\j(c)-F^(o))-K(o,o,z^(o) o) +

(o;)^(^)_^0^
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tuturor.diferen^elor in care 
derivatele lui F(t)-F(t),t =o 
din eypresia lui J^(3) din (4.3c

Aplicind formula lui Lagrangq 
intervin, in expresia lui G^(X), 
precum $i dii'eren^ei K^(X)-K^(o) 2

se obtine evaluarea:
HG^(^)H (Ct+C)(Hz^(^)t[+nx^(b)H)< (Ct+C)e*^^

Alegind astfel incit(Ct+C)$ C 6
rezulta, t ini nd cont de (*4.31) in expresia. lui-G^(t):

HG^(t)it $ C^e* t ^-o (4.^3)

Aplicind formula variatiei coiistantelor sistemului (d.32) in 
mod analog cum a fost facuta evaluarea (4.13) pentru y^(t) = z^(^), 
rezulta aceasta evaluare pentru y^(^r) = z^(^r), prin metoda aproxi- 
maMilor succesive, tinind cont de (4.33).

Demonstratia se continua prin indue t-ie:
A

Se constata, aplicind teorema lui Lagrange ca f^_-^('r) este o 

combinaSie liniara de functii continue de y^(^), i = o ,k-l .1) in 
aceasta cauza, presupunind adevarata inegalitate (4.13) pentru

-- , A
i =o,k-l rezulta t;i pentru f^_^(t.):

!! ^41^^ pentru t ' ' (4.34)

qi din (4.8t) $i (4.34) rezulta (4.13) pentru y^(t),= x.(r).

Pentru y.(t) = z.(t) so serie (4.6 a) sue forma:

= F,(X) z„(t)

$i, in mod analog ca pentru z^(t), se demonstreaza evaluarea ex- 
ponentiala a lui G^(t), din care rezulta (4.13) pentru 
Yj(r) =.z^(t)a

Vom demonstra in continuare ca teorema de evaluaro asiupco- 
tica a restului, de tipul teoremelor 1.4 ?i 1.5 are loc ;i in 
cazul problemei (4.1)-(4.2):

Teorema 4.2. Daca SLnt InJepliniLt; condHiile d.1-4.^ atunci 
exista constantele ^i C o astfel incit pentru orice 
solukia (z(t,t), x(t,e)) a proolemei (4.1)-(4.2) exista pentru 
tete,aceste unica $i satisface rela^iile (1.33),(l.^o).

Demonstrat ie. F ie

u(t,6)=z(t,f)-^t,t.), v(t,^)= x(t,t)-Xjt,&) 

qi notam:w(,t,&) oricare dintre fume s i ile u ( t, &.) aau v ( t , 
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J(w,Y^^)=j^K(u+^^,v+J^,^)ds,F(w,^y) — i?(u,^,,v+X^,J(iM,Y2^),t,^y,

F° = F(t,E) = F(z°(t)+ z^(t/6),x°,t,o)

Nota^ii analoage consideram pi pentru f pi derivatele lui 
F pi F^i &le lui f f.

Inlocuind (4.35) in (4.1)-(4.2) obtinem:

(4.36)

u('o,<5) = O( <fN+l), v(o,t) = O( ^N+l) (4.37)

Pentru a demonstra teorema va trebui sa. demonstram,cu nolle 
notatii, ca solutia problemei (4.36)-(4.37) satisi'ace condisia: 
exista Sp astfel incit oricare ar fi 6, are loc:

Uv(t,C)<)4 C^^,Hv(t,6)^^C6^^-'-,te[o,al (4.3b)

Pentru a o demonstra, scriem (4.36) sub forma;

6^ =F°u+F°v+G(u,-v,t,^),j^ =f°u+f°v+g(u,v,t,6) (4.39)

G(u,v,t,&) = F(w,^)-^Z^-F°u - F^v (4.4o a)

g(u,v,t,6) = f(w,?n)- Xjj - f°u - f°v (4.4o b)

.Functiile G $i g indeplinesc conditiile:

'iG(o,o,z,c)H^ C6.^-*-,ftg(o,o,t,^)t^C(6^^^+&^e "^)(4.41)

pi au proprietatea ca pentru orice exista 4 pi
exista ^(^P-) astfel incit pentru orice Ui,Vi,uu^H4^,nv^n$^ 
1=1,2 pi orice 6,, o< au loo inegalitatile;

1tG(u^,v^,t,&)-G(u^,v^,t,6,))^e (uu^-u^n+tiv^-v^n) (4.42 a) 

t!g(u^,v^,t,&)-g(u^,v^,t,t)H^6 (^u^-u^t + nv^-v^U) (4.42 b)

Pentru a le demonstra,vom incepe cu a doua rela^ie (4.41): 

g(o,o,t,o)=f(o,^)-^=[f(o,^ ^(y^( )+y^(^)))-

- f(o,^ y^(te))- ?T-(^ x^(t))1 + (4.43)

r N 1
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f(o,/_ r(x^(T^)+x^(t)))-f(o,X x^(^4 )) =
k=o k=o

N A N N (4.44)
= X 6^(t)+o( &N*l);f(o, X S^(t))= y 6^(t)+0( ^N+b.

k=o k=o k=o
Din (4.d b),(4.7 b),(4.44)^1 (4.43) rezulta:

TJ
it g(o,o,t,6)t! = It g f^(t)+O( 6 )H $i din (4.34) rezulcs a doua

relatie (4.41); prima rezulta in mod analog. 
Pentru (4.42 b) aplicam formula lui Lagrange:

A
g(u^,v^,t,g)-g(u^,V2,t,c)=fg(w' ,^)(Ui-'^2) +

**^z^l*^2^* ^x^l*^2^

.Dedarece pentru ^,u^,v^ suficient de mici diferentele 

fz(w',X^)-f°, ele oricit de mici iar

rt
nii \ K,ds $i \ K ds sint de ordinul 0(t) rezulta 

-*t-6, )t-&
^i in mod analog rezulta (4.42 a).

terme-

(4.42 b) .

Aplicind formula variable! constantelor sistemelor (4.39)
obtinem:

u(t,^)=U(t,o,^)0(6^^)+ U(t,s,tu) L (F°V(s,6)+G)ds (4.45 a)
0 . . c *

v(t,E)=V(t,o,&)O(tN*l)+( V(t,s,L)(f°u(s,^)+g)ds (4.45 b)

Jo

unde U(t,s,i) $i V(t,s,&) sint matricile fundamentals ale siste
melor (4.39) - solutiile problemelor:

(4.46 a)

f^V. V(s.s.^) = E,

° fiind marginita, din (4.46b) 

Li,&) este marginita.

(4.46 u)

rezulta cuMatrices f 
matricea V(t,

Pentru evaluarea lui U(t,s,&) vom apiica lema 3.'/. Jcjarece 
ea nu este aplicabila direct Sistmului (4.46 a), vom serie ucest 
sistem sub forma:
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iar acesta se transform^ in sistemul ecLiivalent de ecuabii inte- 
grale;

U(t,s,g)=C(t,s,t)+ \ C(t,r,s) I- (F°-F^.)U(^,s,^)dr (4.47)

Jo
unde C(t,s,&) este $olutia sistemului omogen:

= F^,C , U(s,s,t) = E^ . (4.46)

Aplicind sistemului (4.40) lema 3*7 rezulta evaluarea (3.61). 
Deoarece diferenta F° - F^ este oricit de mica, pentru 

iar aceasta are Loc pentru , aplicind metoda aproxima-
tiilor succesive sistemului (4.47),in aoela$i mod cum a fost 
apllcata sistemului (4.1d) pentru evaluarea lui z^(t), rezulta 
pentru U(t,s,6 ) evaluarea:

M U(t,s,&)M Ce* o s s t, o 4- 6 -i (4.49)

Inlocuind v(t,o) din (4.45 b) in (4.45 a) ?i folo^ind formula: 
t / S /^t /^t /* t t

\ \ t y(s,p)dsdp = { \ y(p,s)dpds (4.5o)
Jo^O J 0 7p Jo-'S

rezulta sistemul echivalent cu (4.4^):
^t

u(t,&)=U(t,o,i:)0(^^)+ \ K(t,s,<t.)u(s,&)ds+Q^,(u,v,t,^) (4.51 a) 
^o

v(t,L)=V(t,o,^)u(5 *^^)+ S. V(t,s,&)f°u(s,^)Js+Q (u,v^t,&) (4.91 u) 

unde: °
K(t.s^^) — KY(t,s,^.)f^(s,6.){ K^(t,s,^.) =

TU(t,p,6)F°(p,^)V(p,s,^)dp

Je unde, datorita marginirii lui V ^i (4.49) rezulta:

H K^(t ,s ,<s) H $ C pentru o^s^t<a, o<<t

iar operatorii integral!; ^(u,v,t,6) =

3 C ^U(t,s,6)[F^V(s,o,S)0('i^)+G(u,v,s,^)] +

r t ft
* \ Ki(t,s,&)g(u,v,s,^)ds $i \ V(t,s,4)g(u,v,s,g)ds^

^o
^-4i(u,v,t,&), datorita proprietaHlor (4.41) Qi (4.4^) ^lc lui G.
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$i g,au $1 ei propriety*! analoage:
M . 1

!!Q^(o,o,t,E)!)^C6 ^,pentruo^t4a, 0^-64^ ,1=1,2,.. (4.52)

max ptu,(a,&)-u-(s,^)R+^v. (s,&)-v^(s,^)H] ,1=1,2
ogs^t '

(^.53)

Considerind (4.51a) ca o ecuatie integrala de tip Volterra,rezulta: 
N+iu(t,^)=U(t,o,^)0(t, )Qi(u,v,t,6)+( R(t,s,a)Q^(u,v,s,<f)ds =

=S^(u,v,t,^) ° (4.54a)

unde R(t,s,&)=^ K.(t,s,&) este rezolventa nucleului K(t 

r* -j(t,s,C-)=^ Kj_^(t,p,6)K(p,s,<s)dp

Fiind suma unei serii uniform convergente de functii continue, 
rezolventa este continua. Ecuatia (4.51 b) se serie:

vt
v(t,<^ )= k H(t,s,&)u(s,^)ds + S^(u^v,t,&) (-,.54 b)

-'o
undeH(t,s,t)^ V(t,s,E)f°(s,&), 3^(u,v,t,t.) =

= V(t,o,^)0( )

Operatorii S^, i = 1,2, datorita proprieta^ilor (4,px) ^i
(4,53) ale lui au proprietati analoage cu

Deoarece problema (4.5o)-(4.37) esue echivalenta cu sistemul 
de eejuatii integrals (4.54) este suficient sa demonstram ca sola
tia acestui sistem exista, este unica $i satisface (^.3o).
In acest scop i'olosim din nou metoda aproximatiilor succesive: 

Uo(t,E)=o, v^(t,&)= o, u^(t,i)= S^(u^,v^.,t,&), (4.55 a)

v^(t,^)= R(b,s,^)u^^^(s,^)ds+m2(^p_^,^^_^,''^^ ) (4.55 b)
)o

Din proprietatile pentru analoage cu (4.52) ^i (4.53) -,i din 
(4.55) rezulta:
nu^(t,t)t] <C ^^,)tv^(t,E)!!^Cf^^-*-, 0 4it^a, 0<.2^t^ (4.5b)

Y (^,^)—o^(t,t.)H^ *

4 max (nu^(s,t)-u^(s,^))[ + nv^(s,&)-v._^(s,&)))), (a.^/ a)
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HVk+i(tj&)-Vk(tiE)H< oajnax^ (Hu^.(s,^j-u^^(s,t)H +

+ <5max (Hu-(3,^)-u-_,(s,^)[)+[tv^(s,6)-v^_^(s,{.)!() (4.57 b)
O<s<t

pentru , nw^_^(s,e)!t<S- (4.5d)

Notindtj = max (4 ca,l),

D^=mnx (t*u^(t,t)-u^(t,^)H^ +nv^^(t,6)-v^(t,a)h), (4.59)

U. = 'max ())U^(t,6)-u. -,(t,a)H),V.= max (Hv.(t,t)-v' -,(t,a)ii)

$i inmultind (4.57a) cu*J rezulta, adunind-o cu (4.57 b):

°k+l^ ^^+^4) ^k+ Vk?*Uk+ ^^k ca U^_

$1 deoarece D^/v , ca -g<^/4 rezulta:

°k+l (l+v)D^+D^/4^ D^./2 (4.6o)

daca 6 este suficient de mic astfel incit 6 (1+ cj) < 1/4 $i daca 
sint-satisfacute relatiile (4.58).

Mai trebuie demonstrat ca pentru <5 suficlent de mic relaLiile 
(4.5o) au intr-adevar loc: ' '

Presupunind cil (4.58)-(4.6o) au loc pentru k=l,p-l rezulta:

Dk+1^ D^/2s...4D^/2^, da unde:

^p^^^p-iH+'""p_i-"p-2"+-"+^l^ ^p+^p-l+-'+°l^

^(2-p+1^2*P+^+...+i)D^$2D^^^(^) (4.61)

de unde rezulta ca prima relate (4.58) are loc pentru orice pc IN. 
In mod analog are loc $i a doua deci $i (4.6o) pentru p^ IN. 
De aici f?i din (4.56),(4.61) rezulta:

t) u^(t.L))) 0 &^^[v^(t,E)S) C (4.62)

Din (4.62) rezulta convergent $irului aproximatiilor suocesdve 
pentru k , uniform prin raport cu t <=Lo,a] $i GV'ilu .rea(4.5e
Rezult& existent solutiei (u(t,^),v(t,^)) a proolemei (4.56)- 
(4.37) de unde, conform (4.35) rezulta existent solutei

(^(t,e),x(t,^))a probleme! (4.1)-(4.2) iar evaluarea (4.3o) ia- 
plica unicitatea acestei solutiiH

ObservaSia 4.2. Degi soluSia asimptotica (1.58) construita
mai s'us pentru problema (4.1)-(4.2) are evaluarea (l.^j), f;i in 
acest caz introducerea functilor de 1'rontiera a lost : .-ce^ar.i
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doar pentru a obtine o aproximare convenabila in vecinatatea va- 
lorii initials t=o, unde valoarea lor este semnificativa.

Dac*^ solutia in*tereseaz&, nu in zona stratului Limita ci 
pentru o.<t^< t^a, o<6 atunci se poaterenunta la iuncti- 
ile de strat limita, considerindu-se drept aproxinatia asimptoti- 
ca doar suma partiala a seriei regulate,' evaluarea (1.3.) ruminind 

valabila:

'iy(t,&)-Y^^(t,6)H^ o<t^^t<.a, o<g^i. (4.63)

lntr-aderv&r, din (1.39) t?i (4.13) rezulta: ,
- - N .

My(t,&)-Y^(t,&)H^o y(*t,^.)-Y^^(t,&)n+n^ t y^(t))tir 

$i deoarece e*^^ =0*^/^ e*^^o^

e ° .^(Ttto)^*!/ C^/ ^^***\ rezulta (4.63) din aceste relatiia

Uomentarii bibliografice.
Problema (4.1)-(4.2) nu a mai lost studiata in literatura de 

spec ialitate.
Termenul integral de forma (4.1 c) apare in lucrarea L96]a 

Lui N.N.Nefedov in care se constrie^te o solutie asimptotica prin 
metoda Ini A.B.Vasilieva pentru ecuatiile integrals is lorma

/1
,fz,(t)- ! K(t,s,z(s),f)ds =<tf(t,e), ostsa.

J t-6
cu aplicatii importante in biologic.

Demonstratia teoremelor 4.1 ^i 4.^ se face dupa modelul teore- 
melor analoage (Teoremele 3-1 Si 5.1 din [.135]) privinu s .'s 'jemele 
de ecuatii diierentiale (1.16) $i integro-diferentiale (1.4o).

Rezultatele prezentate in ac^-st paragraf constituio u:: cipitol 
al referatului [611 $i au fost publicate in L'/o])

4.2.Sisteme integro-diferentiale semiliniare cu am , jLe limite 
de integrare variabile cu perturoatii sint ui ire

In acest paragraf vom considers problema intagro-ijfe?-entiala 
in care una dintre functiile necunoscute este cu vari t'.J-j le:ita, 
fiind ao.lutia unei ecuatii int egr o- J iler en t la a e lin? care 11-
mitele de inte,,rare sint simetrice lata de origin^ i r cui lue 
iunctii necunoscute sint cu variis.ii r i rj;.;
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f = F(z,x,J,t,f)^o^t&^,o^t.^c.^i,
a + b(t,i.)x + cj^ K(t,s,^)x(s,<t,)ds = f(t,6) 

Z(o,;) = z°(6), x(o,&)= x°(&),

(4.64 a)

(4.64 b)

(4.6^1-c )

o<6sE-o<) t^C-&,&], impunind acelea;;i conditii ca $i pentru 
problema (4'.1) (cu m: = l) $i termenul integral J fiind dac de 
aceea^i relatie (4.1 c).

Vom studia mai intii ecuatia (4.64 b).
Daca a $i b(t,^) sint identic nule, atunci ecuatia inte-

grala care se obtine po'ate prezenta unele aspecte 'functio 
/ D

fel, de exemplu,L331^ ecuatia integrala \ x(-s)ds = f(t), 
J-t

lale .Ast- 
echiva-

lenta (in ipoteza ca f(t) este derivabila, impar& $i nula in ori
gins) cu ecuatia functionala x(t)+x(-t)=f(t), admits o ini'inita-
ts de .solutii mafginite $i intsgrabile de forma: x(t)=f(u)/2+h(t), 
h(t) arbitrara, marginita, integrabila $i impara.

Exista $i ecuatii integro-diferentiale de forma (4.64 b) care 
pot prezenta unele surprize in sensul devierii de la teoremele de 
existenta ^i unicitate cunoscute penuru ecuatii de tip Volterra 
de speta a doua; un asemenea exemplu esue problema:(-;i so vedea 
lucrarea autorului [92]):

a u
+ \ x(s)ds = o, x('nV2/4)=x° (4.63)

J -t
Se verifica imediat oa problei:ia (4.63) are o inf ini-cade de 

solutii de forma x(t)=o6cos\/2t daca X° = 0 $i nu are solutii 
daca X° 0.

Vom vedea, insa, ca daca condi^ia initiala se da penLru t=o, 
atunci ecuatiile de forma (4.6/t b) :iu soluYie unica.

Vom reduce ecuatia (4.b4 b) la un sistem ie doua ecuatii in- 
tegrale de tip Volterra. In prealauil o vom reduce la o countie in 
care coei'icientuf corespunzator lui b(t,g) este nul.

Lema 4.1. Daca problema
d - 6a + b(t)x+C i K(t,a)x(s)ds = f(t),x(o)=x°, a / o (n.^e) 

J -t
admite solutia x(t) atunci problema:

+X t N(t,a)u(s)ds = g(t), u(o) - (4.6/)

y -t
unde: A. =C/a,
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N(t,s)=K(t,3)exp(^-\ b(r)dr),g(t)-i-^^-exp(^- ( b(r)dr), (4.6b)

* ^0
admite solutia u(t) data de relatiile:
x(t)=u(t)v(t), ^=--^^v(t),v(o)= 1 (4.69)

$i reciproc, daca problema (4.6'/) admite solutua u(t) a..unci 
problema (4.66) admite solutia x(t) data de acelea$i relatii.

Demonstratie. Kfectuind in (4.66) substitutia inJicaua de 
(4.6^) outinem (4.6?),(4,68) $i efectuaud aceea$i suc-acitutie 
(4.69) in (4.67) rezulta (4.66),(4.6o)a

Lerna 4.2. Problema (4.6?) este ecaivalenta inC^[_-..,aJ cu 

ecuatia:'
ft /p <-t /p

u(t)+A \ \ N(p,s)u(s)dsdp+i3 \ IJ(p,-s)u(-s)dsdp -
^.^0^0 ^0 ^0

=x°+ ( g(s)ds (4./0)

Jo

Demonstratie.Daca (4.?o) annite o solutie atunci, prin leriva- 
re, rezulta ca ea verifica (4.67) iar conditia initials Jin (4.67) 
se constata prin verificare directa. Jnvers, daca (4.c/) admite 
solutia u(t), atunci ea verifies relatiile succesive^ 

u(t)- \ -y-J dp=x°,u(t)+ t X \ H(p,s)u(s)dsdp=

ft
= x + t g(s)ds, de unde rezulta (4.7o)a

Jo
Pentru a reduce ecuatia (4./o) la ior:aa integral! muntata, 

vom inlocui in (4.7o) t cu -t, apoi vom face scbimbare; Je variaoi- 
lu s in -s in termenii integral! ^i du pa aceea scuimuar Je 
variabila p in -p; vom obsine astfel ecuatia:

r t fp /1 rp
ut-s)+x\ S. K(-p,s)u(s)dsdp +?ct i ii(-p,-s)u(-s;.;.Jp-

Jo Jo Jo Jo
o= \ b(**s)ds \ , c ' )

Jo
N otarn:H( p , s ) = (p ,s ) , J (p , — s ) .- ,([^, s ) ,., ( — p , s ) -; t. t; , - / ,

li(-p,-s) -= i! ^,(p,s),u(s) S U. (s), u(-s) u^(s), (- ./I;
x°+( g(s)ds = f,(t,x°- \ g(-s)Js =f rjj)

Jo ' Jo
Ju aceste notatii.ecuatiile (4./o) .1 (4./o' ) dev::.:
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1

2

t fp

o Jo
t rp

(t fp 
Dli(p,s)u.(s)dsdp+^,\ \ 1-;

ft fp
Ng^(p,s)Un(s)dsdp+?c\ \ is

Jo -fo

(p,s)u^(s)dsdp^i^(L)

(4.72 a)
(p,s)Ug(s)dsdp=fg(t)

' (4.72 b)O . A)

Notind :
Ui(t) *^ll(p,s) N^g(p,s) fl(t)-

U(t)= J. ,M(p,s)= F(t)=
Ug(t) Ng^(p,s) Ngg(p,s) 1!

.1

sistemul (4.72) se poate serie sub forma matriciala:

' ft rp 
U(t)+7s.i t M(p,s)U(s)dsdp = F(t)

Jo Jo

Observatia 4.3. Schimbind ordinea de integrare in (4.74)

(4.74)

obtinem;
ft ft

U(t) +.x\ (t M(p,s)dp) U(s)ds = F(t)
Jo Js

(4.73)

care este 0 ecuatie integrala de tip Volterra,dar construe tia obi$- 
nuita a iteratelor nucleului sau este greoaie in acest caz; de 
ex ^mplu:

f t ' ft fT
\ ( \ ^(P^)^P) (\ M(q,s)dq)dr
Jo Jr Js

Mai mult, eventualele proprietati da simetrie ale lui i.l(p,s) 
nu se transmit asupra nucleului ecuatiei (4.73) $i'nici asupra ite
ratelor sale. Din aceste motive, nu este convenabil ca ecu iia 
(4.74) s& fie tratata sub forma (4.73) cu mijloacele teoriei cla- 
sice a ecuatiilor de tip Volterra; teorema de existenta, undcita- 
te $i de construire a nucleului rezolvant o dam pentru cazul ^cestor 
ecuatii (cu M€1N , nu neap&rat M =2) suboforma mai simplaa

Teorema 4.3, Daca functiile M(t,s; i;i i(t) sint continue pentru 
o - s < t a, respectiv pentru 0 < t < a atunci ecuatia mntric :ala 
(4./4) are solutie unic& in CLo,a] care se exprima sub 1'orm.a:

ft fp
U(t)=F(t)+x t t J/(p,s) * F(a)dsdp, (4.78)

Jo Jo
00

^(p,s)' T= 11 3-1-1 M.(p,s), (',./?)
1=1 fP fT

^(p,s)=h.^p,s),M^(p,s)= \ M(p,r) \ _^(q,s)dgdr (4,,'j)
s J s i=2,3,*'<
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Demonstratie Cautind solutia problemei (4./4) sub iuiu.ia:

U(t)=u°(t)+ 7LU^(t)+...+ C C [ o,aj (4.79) 

prin inlocuirea seriei (4.79) in (4.74) $i identificarea ^uraiala 
a coeficientilor acelora^i puteri ale lui A rezulta:

' ft rp
U^(t)=F(t),U^(t)=^ ( M(p,s)U^(s)dsdp, i=l,2,... (4.oo)

de unde, prin indu8tie°completa, rezulta:

Ui(t)= t \ M(p,s)F(s)dsdp,U2(t)= ( { M(p,s)U^(s)dsdp -
Jo Jo J o J o
/t rp /-S /-q

i M(p,s) t \ M(q,r)F(r)drdqdsdp =
Jo J) Jo Jo
(t rp vs zS

-1 \ M(p,s)b t M(q,r)F(r)dqdrdsdp =
Jo Jo Jo Jr
(t fP fP

] \ M(p,s)F(r) \ M(q,r)dqdsdrdp = (r s)
Jo ^o Jr Jr

(P ' ' (P
-j \ M2(p,s)F(s)dadp, unde H-,(p,s)= \ M(p,r) S ib^(q,3)dqdr, 
Jo ^o "* Js J s

U.(t) = ^ ^M.(p,s.)F(s)dsdp, i=l,2,... (4.bl)

unde M^(p,s) este dat de rela^ia de recurenta (4.7o).
Presupuulnd cattF(t)ii 4 A,^i(p,s)n B, rezulca, ^.rin

indue tie completa, din (4.7o):

HM^(p,s)H< B^(p-s)^^/(2i-2): (^.a2)

U M^p.sJH 4 B (tAt Ba^)^"-*-/(2i-2)! (4.a3)

iar din (4.81) $i (4.83) rezulta:

])A^U^(t)H^ A(!A^a^)^/(2i)! ^.J4)

Din (4.B4) rezulta c&. seria (4.79) este absolut ;;i uniiorm 
convergent&, iar din (4.do) (prima ogalitate) si din (4.bl) 
rezulta ca suma sa este:

U(t)=F(t)+A ( X 2t^-^.(p,s)F(s)dsdp ,

-^0 ^0 1=0
seria care intervine sub semnul itite^ral 1'iinj ea 
uniform convergent  A datorita (4 ,d3), In fel cn f;i can cn .erul
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if*,
general t M(p,s) U^_^(s)ds. Pe de alta parte, din (4.61), 

rezulta^ prin integrare termen cu termen^ca functia continue U(t) 
data de relatiile (4.76),(4.77),(4.76) v'erifica ecuatia (4.74). 
Aceasta fiind echivalenta cu (4.75), solatia sa este unicaa

Observatia 4.4, Daca in teorema 4.3, F(t)&C^ L.o,a*] atunci 
t?iU(t)6i C^[o,aj a

Observatia 4.5. "Rucleele iterate" date de relatia (4.7o) se 
calculeaza mai simplu decit nucleate iterate clasice in cazul 
ecuatiei (4.74). kai mult, are loc o relatie mai generala oeclt 
(4.70), pe care am demonstrat-o in Lb?):

rP rr
M.,(p,s)= \ ^L_-:(p,r) \ M.(q,s)dqds, i.j&N , o<j<i

J3 ?s
De asemenea, daca M(p,s) este simetric, simetric generalizat,sime- 
trizabid. sau simetrizabil generalizat (in aensul definitiilor date 
de Th.AnghelutaL 10,(2], proprietatea respective. se transmits $i 
asupra "iteratelor" sale date de (4-7d).(87J e

Revenind la ejeuatia (4.?o), din cele de mai s.us, rezulta:
Lerna 4.3* Daca functiile g(t) $i d(t,s) sint continue po[-a,aj 

respectiv pe(-a,a] x[r-a,a.J,. atunci ecuatia (4.?o) are o solutie 
unica in U^[-a,a] anume u(t)=u^(t), unde (u^(t),U2(t)) este so
latia din (jl t-a,a] a sistemului (4./2).

Demonstrat ie. Rcuat ia (4.?o) admits solutie daca q.j nut.iti daca 
solutia sistemului (4.72) verifica conditia:

u^,(-t) = u^(t) pentru t 6(-a, i) (d.65)

Intr-adevar, daca (4.7o) are o solutie u(t) atunci,rezulta, 
ti^iind cont de constructia sistemului (4.72), din rela'siile (4.?o), 
(4.7°') $i (4.71) ca solutia acestui sjstem este:

u^(t) = u(t), u^(t) = u(-t) (4.c6)

Invers, daca solutia sist.amului (4./6) verified (d.n?) itunci, 
inlocuind in prima ecuatie a sa u^(t) cu u^(-t), se ooserva ca 
u(t)=u^(t) este solutie a ecuatiei (4.7o).

Pentru a demonstra ca relatia (4.65) este intr-adovar mdepli- 
nita, fie u^(t)=U2(-t); prima ecuatie (4.72) devine:
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Inlocuind in a doua ecuatie (4.72) t cu -t, facind scniiabarile 
da variabile s in -s $i apoi p in -p, din (4.71) results:

rt <-p rp *
u\(t)+7t\ \N(p,s)u.(s)dsdp+?^\ \N(p,-s)u. (-s)dsdp=i\(t) (4.dd)

. . . Jo Jo . Jo Jo ***
Notind u^(t)=u^(t)-u^(t) $i scazind (4.csd) din (4.o7) rezulta:

rt rp^ , rt /*p
u^(t)+?L\ \ N(p,s)u*(s)dsdp-?J ! N(p,-s)u^(-s)dsdp= o (4.U9)

Jo Jo Jo Jo

Unica solutia marginita $i integrabila a ecuatiei (4.o9) este cea 
triviala. Intr-adevar, daca ) u* (t)! -$ D,)N(p,s)^ < D, p^ncru 

t,s &L-a,aJ, rezulta - din (4.89) prin inductie coiaplet&ca 

t u^(t)] D( 2Ba)^/(2n)! pentru orice n elbl , de unJe rezulta 
u*(t) -5 o, deci u^(t) u^(t) $i deci relatia (4.05) este,
intr-adevar satisfacutaw

Din lemele 4.1-4.3 rezulta urmatoarelc doua teorene:
Teorema 4.4. Daca t'unctiile f(t), b(t) $i K(t,s) sint continue 

pe (-a,al, respectiv pe C-a,alx[-a,a) atunci proolena (:.uG) 
ad mite o solutie unica in C^L-n,al $i anume:

' ,t
x(t) = u^(t) exp (- ^ ( b(s)ds)

Jo
unde (u^(t), u^(s)) este solutia sistenului (4.72)a

Teorema 4.5-Daca functiile f(t,t), b(t,c) $i K(t,s,i) sint 
continue pentru t,St:L-a,a]^io^^<iEQ $ia^*o a tunc i ecuat ia 
(4.64 b) cu conditia initiala x(o,b)=x°(&) are solutie ucjca in 
C^Q-a,aj pentru orice 6^ {^o, 6^1, fixate

Ecuatia (4.64 b) fiind independenta de (4.64 a), vox coastrui 
mai intii dezvolturea asitaptotica a solu^iei sale. Ed ro-.rezinca 
o perturbatie regulata prin raport cu parametrulx. . Da '.ceca 
dezvoltarea asimptotica o vom considers ca in §.1.2 sub rorm:

x(t,6)= x^(t) +&x^(t)+...+ ^

Considerind $i dezvoltarile
8(t,t)= ^Q(t)+c^^(t)+...{ f(t,<^)= 7^(t)+6?^(t)+...

R(t,s,e.)= ^(t,s)+<^T^(t,s)+...; x°((s)= x°+&x*''+...

rezulta, inlocuindu-le in (4.64 b) ^i (^.2), prin idei.ta ierre, 
problemele:
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dX_ ) _ — — n
yg—*- F^(t) XQ(t)+Cj ^(t,s)x^(s)ds=f*^(t), Xp(o)=x°

dx-

i-1
-X (b.at)x.(t)^

J=o J

t
(. ?o(t,s)x^(s)ds= ?^(t) 
-^-t

t
^i_j(t,s)Xj(s)ds), 

-t
X i(o)=x* i=l,2,..(4.91)

Teorema 4.6.Daca functiile f(t,f),b(t,f) $i K(t,s,^) sint 
continue $i cu derivate continue pin! la ordinul (N+l) prin raport 
cu pentru t,s 6{^-a,a3, 6*^Lo, ^jatunci exista $i exista 
C >0, nedepinzind de8 , astfel incit:

N
]x(t,E)-^ ^x^(t)) < C pentru t6L-a,e],&<=[.O)^] (4.92) < 

l=o
unde functiile xi(t), i=l,N se determina prin rezolvarea succesi^ 
va a prbblemelor'(4.9o)-(4.91) iar x(t,^.) este solutia ecuatiei 
(4.6 b) cu conditia initials. x(o,f.)=x°(&).'

Demonstr a tie. Notind cu u(t,&) diferenta din (4.93), rezulta 
datorita relatiilor (4.9o),(4.91) ca ea este solutia problemei: 

a^g-+b(t,t)u(t,^.)+c( K(t,s,g-)u(s,e)ds=O (^'*'^),u(o,i-)=0(fi'''*'^) 

J-t

Aceasta se transforms pe baza lemelor 4.1-4.3 intr-un sistem de 
doua ecuatii integro-diferentiale de tip Volterra $i apoi demon- 
stratia se oontinua la fel ca $1 demonstratia teorem^i 1.5 data 
in (5oJ $i in[]35Ja .

Observatia 4.6.Toate problemele (4.90),(4.91) pentru deter
minarea functiilor x^(t), i=o,N se determina prin rezolvarea unor 
problems de tipul studiat-(4.66), diferiud de la un^ la alts doar 
termenul libera ,

Observatia 4.7. Teorema 4.6 ramine valabilS $i daca a=o ^i 
b^^t) / 0, cu deoseoirea cu in acest caz conditia initiala esue 
de prises iar in Iccul r- - , ?-?'elor (4.^o), (4.9I) apar ecuatii 
inte^rale de form a:

x(t) = S H(t,s)x(s)ds + f(t),
j -t

amintite $1 la inoeputul acestui paragraf, care se pot reduce la 
sisteme de dou& ecuatii integrale de tip Voltarra. Atunci cind 
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rezolvarea lor este greoaia sau iaposibila se poate folosi o metodgL 
de rezolvare aproximativa ou ajutorul functiilor spline pe care 
am dat-o inL82]. Vom considers o ecua^ie mai generala,cea pe care 
am considerat-o in L84]:

r t '
x(t) = t K(t,s,x(s))ds + f(t) - (4.93)

J -t
unde K(t,s,x) are derivate partiale pina la ordinul N-l $i satiface 
conditia lui Lipschitz:

t K(t,s,x^)-K(t,s,X2)) L)x^ - x^^ (4.94)

pentru (t,s) € L-a,a]x [^-a,a]iar f(t) are d&rivate pina la ordi
nul N-l. Algoritmul obi$nuit de construire a functiei spline, folo- 
sit in cazul ecuatiilor integrale de tip Volterra (L47],S_71]-[74], 
E125J) nu se poate aplica in acest caz, deoarece limitele de inte- 
grare ale ecuatiei (4.93) nu permit determinarea functiei spline 
pe intervalele succesive, de la stinga la dreapta, ale unei divi- 
ziuni a intervalului de integrare. Vom folosi urmatorul algoritm: 
cons id eram o diviziune uniforma:
A :-a=-nh< -(n-l)h <...<-h<o<rh<...<nh = a 
a intervalului L-a,a)h?i construim functia spline. g(t )corespunza- 
toare lui A astfel:

*j(o) = i'(o); S^\o) = x^\o), r = l,n-l (4.95 a)

S(t)=^ lt^L^s(i')(ph)+(t-ph)^ap)^)t^(ph,(p+l)h] (4.95 b)

r=o
N-l

^(t)=ZI S^\-ph)+(t+ph)^b JH4t ^G-(p+l)h,-ph) (^ .95 c)
r=o

unde x^\o) rezulta din (4.93) prin derivare, iar a^

sint constante nedeterminate. Se observa ca relatiile
:;i bp,p=o,n-l
(4.95) defi-

nesc o functie spline polinomiala de gradul N si de clasa 
N—1C [-a,a] corespunzatoare diviziunii A . Aceasta-este unica.

Mai precis, are loc:

Lgma_4^.Daca!fij(Xj)-fij(Xj)[ < L^j]Xj-Xj), pentru i,j=I^n
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Demonstrat ie. Se aplica teorema 11.2;.3 tll21.
Pe baza aceste! leme rezulta:
Teorema 4.7* Daca h< (N+l)/2 L ' (4*9&)

atunci functia spline care satisi'ace conditiile (4.95) ?i vei*i- 
fica ecuatia (4.93) in punctele diviziunii exista $i este unica.

Demonstrat ie. Functia S(t) este determinate daca se cunosc
constantele a si b , p = o,n-l. Acestea se determine succesiv p p
impunindu-i-selui S(t) sa verifies ecuatia (4.93) simultan in

/ N—1 r
+ \ K((p+l)h,s,^^ S^^(-pti) + (s+ph)^bp)ds +

J-(p+l)h r=o

^(p+L)h N-l p
+ \- K((p+l)h,s,^ 1^*^) ^^\p^) + (s-pn)^ap)da (4.97 a)

Jpti r=°

N-l y
H -^-s(r)(-ph) + (-ti/b =f(-(p+l)h)-
r=o
^-1 . ,(i+l)h

" (L \ K(-(p+l)h,s,S(s))ds -
i=-p )ili

-ph
K(-(p+l)h,s

-(P+I)h

S^\-ph) + (s+ph)^b )ds - 
r=o '

(p+l)h
K(-(p+l)h,s

' ph

l^^D-S^)(ph)+(s-pn)^ap)d

r=o
(4.97 b)

Sistemul (4.97) se serie prescurtat sub forma:

(4.9d a)

(4.9B b)

$i datorita conditiei (4.94) iunctiile 1. . satisfac coiiJi.iilu : 
J

BUPT



- 93 -

Sa aplicAlema 4.4 sistemului (4.98) tiaind cant de conditiile 
(4.96) $i (4.99)a

Revenimd la dozvoltarea esiptoticA a problemei (4.64)-(4.2) 
aceasta ee face ca in paragraful precedent,cu urnAtoarele deosebiri: 
in locul ecuatiilor (4.5b) $1 (4.7b) se considerA ecuatiile.:(4.9o), 
respectiv,(4.91);ecuatiile (4.6 b)pi (4.8 b) eint de prises,oen- 
siderindu-se paste tot x^(^) so; in locul conditiler pentru 
f(z,x,J,t,E.) se cer in conditia 4.1 conditiile din teorema 4.6;in 
aceste conditii conditia 4.2 este intotdeauna Indeplinita.Cu acesto 
precizAri, din ^eorenele 4.2 pi 4.6 rezultAt

Teorena 4.8. In conditiile teorenelor 4.2 pi 4.6 soluble 
problenei (4.64)-(4.2) existA unic pentru te(e,a]pi au loc eva- 
luArile asimptotioe (4.92), respectiv (1.39), (1.38) pentru 
y(t,E)-=z(t,C), ^(t,&): = Zj,(t,6)a

Observatia 4.8. Se poate construi o dezvoltare asiptoticA pentru 
sistenul (4.64) pi in cazul in care termonul integral J din (4.64) 
este de tip Volterra san Fredholm, de forma (1.4o o). In acest caz 
dezvoltarea pentru(4.64 b) ee face ca mai sus, obtimindu-se funotii- 
le x^(t), iar functiile x^(^) se considerA identic nule; cu ajutoru] 
acestora se determinA functiile z^(t),z^(^r) dupa metodaE5*J 
descrisA in S 1.4m

Comentarii bibliografice.
Problemele (4.64) pi(4,66) nu au mai fest studiate de catre 

alti autori.
In schimb,ecuatiile integrale cu Unite simetrice fata de zero 

care so obtin din (4.66)pemtru a =o pi b(t) =1 au fast studiate de 
cAtre V.Velterra pi J.Peres (146)pi M.GhermAnescu [33].Din aceste 
lucrAri a fast preluatA ideea de demonstratie a lenei 4.3.

Denonstratin teoremei 4.3 este clasicA , dupa nodelui t^oremeloj 
de existentA pi unicitate asupra ecuatiilor integrale tip Velterr< 
de spot* a doua.Dar atit teorema 4.3 cit pi observers 4.5 scot 
in evidentA faptul cA toatA teoria clasicA (inclusiv rozultatele 
lui Th.AnghelutA din Llj pi L2)bsupra ecuatiilor integrale da tip 
Velterra de speta a dens poate fi puna sub o altA forna,Bai cen- 
venabilA,in oazul ecuatiilor integrale de forma (4.74).

Lena 4.4 este o comsocintA a teoremei 11.2.3. din nonografia 
lui l.A.Rus [112],

Rezultatele din acest paragraf sint publicate in lucrarile 
[82j , [841 ,[86] , pi [92 J .
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CAPITOLUL__ Y '

APLICATil . FUNCTIILE DE SENSIBILITATE ALE 
SISTEMELOR DINAMICE CU ABATERI PARAMETRICE 
DE TIP (A)

I* acest capitol van aplica unele rezultate din capitele- 
le precedents (privind dezveltdrile asinptotice aJe solutiiler 
sistenelor de ecuatii diferentiale cu perturbatii singulare)la 
calculul functiilor de aensibilitate ale sistenelor dinanice cu 
abater! paranetrice de tip (A).

Ven ilustra aceste aplicatii cu exenplo din tehnica.
5.1. Problena aensibilitdtii aisteneler dinanice.

, In acest paragraf ven prezenta principalele rezultate 
obtinute de P.Xokotovio pi P.Sannuti in teoria.^ sistenelor 
dinanice precun pi rezultatele obtinute anterier da A.B.

t.
Vasilieva pe care se bazeazd rezultatele prinilor dei dar pi 
cele ale auterului din paragraful urmdtor.

Preblena sensibilitatii paranetrice apare in tehnica pi 
in toate doneniile de cercetare in care sint folosite nodele 
natenatice in scepul analizei sau sintezei.

In cazul sistenelor dinanice, intuitiv, prin sensibilita- 
tea unui sisten se intelege efectul abaterilor paranetrice 
asupra indicatoriler care caractorizeaza conportarea diuanicd 
a sistenului cun ar fi: traiectoriile de stare, functia ce 
transfer, indicatori de perfornanta , etc. Cauzele care conduc la 
abateri paranetrice pot fi: tolerante de fabricatie ale uner 
sistene tehnice, inprecizia la ndsurare la identificarea sistene
lor, aproxinatii sau sinplificdri la fornularea nodelului matenatic, 
nodificarea conditiilor de nediu, nedificarea conditiilor de 
functionare,etc.

Abaterile paranetrice ale sistenelor continue pct fi 
inpdrtite in 3 clase (Dupd killer-Murray, conf. [29)):

(ex.) Abateri care nu schinbd structure sistenului(schinba- 
rea atructurii ae poate nanifesta prin nedificarea ordinului 
sistenului , a gradului nunitorului unei functii de transfer,etc.) 
altfel spus, fatd de abaterile de tip (<^) sistenul prezintd c 
stabilitate structurald (notiune introduce in 1937 de Andronov),
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in sensul ca sistemul ramine din punct de vedere calitativ ace- 
la$i la abater! mici ale parametrilor, spre deosebire de staoili- 
tatea in sens Liapunov care cere doar ca sistemul sa revina la 
starea sa de echilibru sau sa se abata foarte putin de la aceasta 
Jupa o perturuatie parametrica mica. Cauzele care proJuc astiel de 
abater! pot fi: tolerante de i'aoricatie, schimbarea conditiilor de 
mediu sau de functionare.

(^) Abater! ale oonditiilor initials de la valoarea Lor no- 
minala. Cauze: impreoizia in masurare., reglarea inexacta.

(^,) Abater! care sctiimba structure sistemului. Gauze: ideali 
zarea mod elului matematic al sistemului (de exemplu, neglijarea 
unor capacitatisau inductance parazite), reducerea ord ir^ului sis
temului, erori de identificare.

Fie ^(E,*) o functie derivabila prin raport cu f care 
caracterizeaza comportarea unui sistem. (In acest paragraf vom 
adopta notatia din $tiintele tetinice: "f" pentru a indica faptul 
ca f este o marime vectoriala).

Definitia 5-1 C 581Func t ia
-^o'* & L=

se nume$te functie de sensibilitate (ausoluta) a siste.rulul pentru 
valoarea nominala a parametrului C a

Ea permite aproximarea auaterii functiei C7<ractcristlce a sis 
temului la o variatie AE a lui prin:

A ( E, - S (I.t-JAE
In cazul sistemelor dinaiaice problama sensibilic.-tii nu este 

o proolema uoua, fiind de fapt, problem! imlueatei coj-ij^antilor 
ecuatiilor diierentiale asupra solutiilor. t..ult tiup 1..:,, .-;censCa 
problema a avut doar un interes pur mateantic. Jupa cu:.. a;, vuzut 
in introducere, pentru sistemele continue perturbaue -.in^nir, 
primul care $i-a pus problema dependence! continue a solut-?i fata 
de parametru a fost A.N.Tihonov, proole;.i:l pe care a rezol.' .z-o 
inch din 195o L121] pentru sistemele de forma (1.16) Jj cipul "T^" 

pe care noi am prezentat-o in 1.3-
In acela^i an A.B.Vasilieva'a rezolvat problena derivarii 

solutiei problemei (1.16)-(1.17) prin raport cu pirax3trul,proble-
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Teorema 5*1 [1291. Daca problema (1.16)-(1.17) este de 
tipul "V-" atunci:

r) x(t,s)
lim - ' = A. (t), o<t^a (5.1)

J 6
unde A(t) este solutia problems! Caucby liniare:

A.=f^(A)A.+ fg(A)^+f^(A);A = (z^(t),x^(t),t) (5?--)
i =(F^(A))"^(Xo(t),t)-(F^(A))"^(A)?. (5-oJ

&(o)= f (f(z(t),x°,o)-f(^(x°,o),x°,o))d^. (p.2c)
-^o

Mai tirziu, in [13°] ,A.B.Vasilieva a rezolvat $i proolema 
derivatelor de ord in superior prin raport cu parametral ale 
solutiei problemei (1.16)-(1.17):

Lema 5-1 L13ol.Daca sistemul (1.16) este de tipul "Vp" 
atunci derivatele de ordinul k prin raport cu : Sle solui,iei 
sisteiiului (1.16), notate (;z. ^,x^ constituie pentru 
solutia problemei:

t i k_i=
.........

x k=^- * x. '*--'3. k'^ k) (5.3b)

Z. k(o, &)=0,x ^.(0, ^ )= 0,k
& 6

iar derivatele de acela$iordin

i-(t)= lim z i,(^' 6 ),

= 1,P (i.4)

la limita:

x .(t)=limx -(t,^) (5.5)
& t-"+o 6^

verii'ica sistemul degenerat al sistemului (5.3)

^F--(z,x,t,z ,x ,..., z ^,x - )-k z . , -K ^.K-l
e

k= ^Jr^ —e * —***** — k*— k^-K & & <6^ 

(5.6a)

(5-6b)

dar in general conditiile initials in t-o pentru accste luactii 
sint diferite de (5-4)a

Pentru a determine "saltul" lui x t=o(daca salt
este determinat,saltul lui ^results ^i^ (5.6a)),so considera 
sistemul auxiliar obtinut din (1.16)-(1.17) prin scbiiji.er t=<:

(5.7a) 
d^

= &(z*x, ^*6)

(5,7b)

z.(o,i ) = Z°,x(o,g ) = x° (^.d)
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Deoarece,prin rapart cu noua variabild, problema (5.7)-(5.8) 
este a perturbable regulatd selubia sa fornald se determind sub,
forma:
y(f,6): = + 6^(0 ... (5.9)

Cooficienbii acestar doua serii se determine prim inlecuirea lui 
y(C,e) dim (5.9.) in(5.7) ?i dezvaltarea funcbiilor din aembrul 
drept dupd^in vecindtatea lui a:

+&2f2^ + ... ' (5.1a a)

f°(E) = f(z,(t), x^(C), a) (5.1o b)

(5.1a c)

Analog se dezvolta F(z,x, (6).
Tearema principald di*.[13o) se fermuleazd astfel:
Tearema 5.2 ^13o].Dacd problema (1.16)-(1.17) este de tipul 

"Vp" 'atunci valorile la linitd (5.5) ale derivatelor de ordinul 
k.otk^p prim rapart cut ale aolubiei problemei (1.16)-(1.17) oxistd 
pi satisfac sistemul degemerat (5.6) cu condibia inibiala:

X ^(o) = x\ =(-l)^ f(^ ( ^ )d^

unde f^_^(^) rezultd din (5.la)a

(5.11)

Aceste prableme au cdpdtat ($i) a impartanbd practice odatd 
u dezvaltarea procedeelor de proiectare in inginerie.

P.dokotovic pi P.Sannuti L58] au aplicat rezultatele obbinute
in teoremele 1.3 pi 5.1 pentru problema (1.16)-(1.17) la sistemele
continue de ferma:
x=f(x,z,t,u,^) x(t^) =
tz=F(x,z,t,u,&) z(t^) = z°
y=g(x,z,t,u,^)

(unde t x=[xi,...,x^T

^=L*<.^1..........

reprezintd starea

(5.12 a)
(5.12 b)
(5.12 c)

siatenului , u - intrarea Pig.l
iar y - iepirea acestuia , te{p,a3),sistene care prezinta abateri 
de tip (A.) da tori ta parametrului mic.(trecerea de la / o la

= 0 este schibatd in fig.l )
Considerimd pentru sistemul (5.12) funcbia ^=(x,z,y) 

sistemul aAu redua (neperturbat):
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?<5= (5.13 a)

) (5.13 b) -

y.= $(?.' ... (5.13 °) 

ae pune problema in ce conditii functie de seasibilitate:

s(&,t)= (5.14)
9 S (7c^

a aistemului ($.12) poate fi aproximatd pemtru &—*+o cu ajutorul 
aistemului redua (5.13),(care are cu p ecuatii diferentiale mai 
putim dedit(5.12)).Pentru aceaata eate suficiemt da pemtru o 
functie u(t),t € Co,ml datd, soluble aistemului (5.12) aa con- 
vearga pentru t.-^+o catre solutia aistemului (5.13) 9i sa 
exiate limitele:
^(t)= lim yu(a, t), ^(t) = lim*5(€,t),^(t)=lim$'(6,t ) (5.15)

^-^. + O <E.-*+O
Deoareoe pemtru u(t) dat aistemului (5.12 a) pi (5.12 b) este 

de fapt urn Bistom de forma (1.16), comdi^iile 1.1-1,5,1,1',1.4' 
so enuntd pi pdmtru sistemul (5.12) in mod analog,tinind cont dd 
prezenta suplimentard a functiilar u pi g(care mu influenteazd 
calitativ problema). Astfel, comditiile 1.1,1.!' se impun pi 
functiei g, in conditio 1-2, z= *^(x,u,t), in oenditia 1.5, 
punctul de repaus eate z=^€(x*,u(o),o).Vom nuni pi sistemele 
de forma (5.12) care indeplinesc comditii analeage cu cenditiile 
1.1.-1.5, reapectiv 1.1', 1.2, 1.3, 1.4', 1.5,(impuae aistemului 
(1.16))siateme de tipul "Tp", reapectiv "Vp" pi teoreuelo 1.3, 
5.1 pi 5.2, rAnim valabile ,in conditiile respective, $i pentru 
sistemul (5.12).'Astfel convorgenta cerutd mai sus este ^siguratd
pentru sistemele de forma (5.12) de tipul "T*" iar limitele (5.15) 
sint precizate in:

Teorema 5.3 [5d].Dacd sistemul (5.12) eate de tipul"V-^"
atunci funotla de senaibilitate la limitd a sa:

d z
)

o

(5.16

i (5.16
- o

(5.16

a)

b)F
(7 t.

c)
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(unde rezultd din sistemul ($.13)), cu conditia initiald i

/iGt.) = J (?(?(%), ?(C), to,u(t°),o)-f(x(tp),z^(t^),u(t.),*J)di 

iar z (%) este solatia problemei
di ' „ .

=F(x(t^), z(^), t°,u(tp), o);z(t^) = z° . (5.10)

Conentarii biblioRrafice.
Primal care a sesizat importance sensibilitdtii parametrice 

in proiectarea circuitelor de reglare a fost H.W.Bede Lio] dar o 
comtributie important^ la elaberarea teoriei sensibilitatii 
aistemeler dinamice a adus-o P.Xokotovic (58), (59]

Aceastd teorie.tratatd pe larg $i in nonografiile lui
J.B.Cruz Jr. L2o] pi a lui P.M.Frank E29J , a gdsit apei aplicatii 
nu nnnai in tehnicd ci pi in^ ptiintele economics*$i socialea *'

§.5.2Functiile de sensibilitate de ordin superior aferente 
sistemelor de ecuatii diferentiale cu perturbatii 
singulare

In acest paragraf vom defini functiile de sensibilitate de 
ordinul k,ktiN pentru preblema(1.16)-(1.17) pi vom stabili legatura 
dintre acostea pi functiile (z^(t), x^(t))din dezvoltarea 
asimptoticd (1.23), rezultind in felul acesta o metodd de calcul 
pentru aceste functii de sensibilitate.Ven extindo aceste rezultate 
la problems (5.12),

In cazul sistemelor de forma (1.45) vom stabili echivalenta 
dimtre functiile de aensibilitate de ordinul k, functiile z^(t) 
din dezvoltarea (1.23) pi pprtea din C* a functiilor z^(t,^(t,t)) 
care rezultd din (1.63).

Vom considers pentru aceste sisteme pi cazul cind conditia 
de atabilitate 1.4* nu este aatisfdcutd.

Este natural ad considerd* pentru functiile de aensibilitate 
do ordin superior urmdtoarea definitie.

Definitia 5.2. Se nunepte functie de sensibilitate de 
ordinul k,k=I,p a sistemului (1.16)-(1.17) functia :

unde (g(t,^),x(t,i-)) este solutia acestui sistema
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Fie functiile do senaibilitate la limitd:

11. ^(t,^) = lin = ^(t), k=l,p (5.2o).

Toorone 5.4- Dacd problena (1.16)-(1.1?) este de tipul 
"Vp" atunci functiile de senaibilitate la limita(5.2o) exists 
pi coincid cu coefioientii de acelapi ordin ai aeriei regulate 
(1.23 b) .Mai precis, au lac egalitdtile:

^(t) = z^(t) , k=l^ (5.21)

unde x^(t), z^_(t) sint functiile din (1.23 
netoda Vaailieva expusd in S 1.4.

b) determinate prin

Denonatratie. Derivind menbru cu menbru relatiilc (1.16) prin 
raport cut*! trecind la linitd pentru 6 -^+o se ebaerva ca.
( /^^(t),§^(t)) este aa (x^(t), z^(t)) selutia siaitenului

- < * *
(1^33) ou k:=l. Rapetind procedeul , va rezulta succesiv ad. 
(^^(t) , ^(t)) verified aisitenul (1.33) pentru k=17? la fel 
ce pi functiile (i^(t); z^(t)).

De altfel la acoeapi concluzie ae ajunge pornind $i de 
la lena 5.1.

Mai trebuie sd denonatrdm od aceste functii verified pi 
aceoapi conditio initiald.In acest scop stabilin nai iiitii 
Jegdtura dintro dezvoltdrile (1.23) pi (5.9).

Rfectuind in (1.23) achinbarea de variabild t=j^ rezultd:

y(c^) = y(^,L) + x(r,^) ' (5.22 a)
y(^t,t) = y.(^) +&y^(c^) + + ..=
= y^(o) y,(e)^6-^ y,(e) <^^/2 + ...+

*^71^*) *F1(*)^ 4jY(o)^^/2 6^ + ...) +

^(yg(o) + yg(o)^+ 6^...) + ... (5.22 b)

Conparind (5.22) au (5.9) rezultd prin inductie

(5.22 c)

conple 15:

?e^) = J*(*)

Ji(t) = y^(t) + y^(o) y.(o)i^

iy^(^) - y^(C) XI y^^ (0)^ / (i!) k=o7p^
i=o -k-i

(5.23 a)

(5.23 b)

(5,23 c)

Prin urnare diforent* dimtre functiile y^(C) pi y^( ) eute 
un pcliaon determinat de gradul k in variabila *.
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Din (1.29) rezulta:

f( E , e. ) = f(z(?&,g,)+ z(^,^.), x(ta,6)+x( ,a),t6) -

**f(z(64,6), x(C6,A),t^ = f(z(?,4),x(5,&),6^ **

-f(z(h,&)-z(^,6) , x(t,&) - x(t,6) ,(4) =

=f^(6) +4,11(6) + + -*+
+ fo(^) +2^(6) + <5^(6) +... (5.24) 

unde functiile f^(^) sint cele din (5.1o) jar din (5.25) rezulta: 

f^(t)=f(^(k) - z°(*), x.(6) - x^((), o) =f(z°,x°,o), 

f^(t)=f^(^(o),x°,o)(z^(^)-^(^))+f^(^(o),x°,o)(x^(^)4^(^ ))+ 

+f^.(z^(o)yX°,o) -=fg(z^(o),x°,o) (z^(o)+z^(o)^)+

celelalte functii f^(6),* k=l,p,sint $i ele polinoame cu 

determinati, constanti, de gradul k in variabilat*.
Din (5.24) $i (5.1o) rezulta:

f^(6) = = o,I,2,...

Si de aici rezulta: ( ^) = (6), k=l,2,...

Din aceasta e^alitate si din (b-LL) rezulta:
, oa

J ^k-1

coefic ient i

o
, (6)dn =** it.—.L

rk-i
=k! \ f. .(^)dt +lim ) 

D=o
. Deoareoe (cf.[.135J, 

k-1 - 1-

k+i
(6)

Ai(</,t)dd )
o

BA^.r)^) x (() (5.27)

unde A^(^,M), B^(<f,t,) sint metrici determinate, ale caror elemente 
sint de ordinal O(t^) pentrut-t.^iar functiile y^(6 ) sntisiac 

evaluarea ([1351, p.57 ):

Hyi(6)'t Ce pentru Eto, (5.xo)

t?t)de C > o si >0 sint constants, rezulta din (5.2)) 
c& functiile ( ^*) tind la r,ero pentru ( — ^.co.
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Mai mult, din (1.34) rezulta ca $i derivatefe functiilor
/S. " f . s .
y.(^) admit evaluari exponentiale de forma (5.2d) $i din (3-27) 
-I A .
rezulta deci ca atit functiile 
pina la ordinul p, inmultite cu polinoame de variabil:! de.

(^) cit si derivatele lor

orice ordin au limita zero pentru
Prin urmare, din (5.26) rezulta:

X k(o)=k! \ ^k-1^^^* , (5.27)
6, Jo

iar din (5.19),(1-37) $1 (5.29) rezulta: ,
x^.(o) =^(o) = ( , (5.3o)

Jo
Obser^atia 5.1*Din (1.31a), (1-33) cu k=l $i (5.'23a) rezul

ta oa'(z^(t), ^(t)) verifies sistemul (5.2a)-(5.2b) iar datori- 
ta relatiei (1.37) cu ks=l rezulta ^(o) = A.(o), de unde rc- 
zulta x^(t) = 7L(t). Prin urmare pentru k?=l, teorema 5..^- oste 
echivalenta cu teorema 5*1^

Observatia 5-2. Punctilio*'de sensibilitate la limit;:, (5.2o) 
rezulta direct din dezvoltarea asinptotica dupa metoda Vasilieva, 
rozultind astfel o metoda de calcul a lor.

De altfel, suma partiala' (1.3B) a acescei dezvoltari ofera o 
ini'ormatie asupra comportarii solutiei problemei (1.16)-(1.17) 
tpi in stratul limita, ceea ce f unc t iile de sensibilitate nu o 1'ac. 
Ele dau o aproximatie asimptotica a solutie! Jar nu in s tr :tul 
limita, prin:

P P
x(t, ^-) - ^ ^n^(t); z(t, c. )n (t); oct^st^a a

k= o k= o
Observatia 5.3, Definitia 5.2, teorema 5.4 $i obscrvaHa 5.2 

se extind in mod natural de la problema (1.16)-(1.17) la problema 
(J.12) care are aplicatii multiple.

Vom llustra atit metoda Vasilieva cit pi metoda Jo calcul a 
functiilor de sensibilitate prin urmatoarele dot^a example cu 
aplicatii in tehnica: 
Exemplul 5.1.
Ge considers sistemul in 
circuit inchis din fig.2 
(in particular qnesta poate fi 
sistemul de re^lare a turatiei 
unui servo-siatem) pjg 2.
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Se cere sA se determine functiile de sensibilitate de 
erdimul 1 pi 2 pi oproxina^ia asiaptoticd de erdimul doi pentru 
variabilele de stare x ?i z in rapert cu constants de tinp 
(considerate ca paranetru nic cu valoarea noninaH T. =o) pentru 
e variable treaptd unitard u(t)=l(t) a ndrimii de intrare.

Solutie: Ecua^iile de stare ale sistemului din Fig.2 j.iind; 

x=z, x(o) = 2 (3.31 a)
T^z = -x-z+1, z(o) =o , (5.31 b)

sistemul (5.31) este de tipul "Tp", p^
Considerdm aproxinarea asinptoticd:

x(T^,t)^x,(t)+T^(t)^Xg(t)+x^(t)+T^(i:)+ ^(t) (5.32 a)

z(T^,t)&z^(t)+T^z^(t)+T^Z2(t)+z^(^)+T^z^(t)+ T^Zg^) (5.32 b) 

unde t/T^: inlocuind (5.32) in (5-31) rezultd: 
x.+T^+T^Xg+l/T^x^ +x^+T^=z^+T^z^+T^Zg+z^+T^z^+T^Z2

-^.'^1^1'^- ^-Tl^l-Ll'2-Tl^r'^2-^

(cu " ' " s-a notat derivata prin raport cu t iar cu " ' "
derivata prin raport cu ^a functiei respective) 

Frin identificare, rezultd

o .= "
Bisitcnele de ecUa^ii:

% z z
co 'a
- -Xi-Z

o o

2=Zg;2
-K- - - /\
z^= - Xg-ZgS ^2 = -^2-^2

Inpunind conditiile:

lie x,C&) =o, lim z.(r) = o,i = o,l,2

?i conditiile initiale respective care rezultd din (5.31),(5.32) 

*o(*) * *o(*) = 2 : z<)(*) + *.(*) = *

*i(°) * *i(*) = * ! Zi(o) + Zi(o) =o,i=l,2, 

rezultd ,in ordinea scrist, solutiil?:
^.Ci)= *,x.(t) = 1-^'^, i.(t)= e*^,z^(^) =e"- 

x^(r) . -e'^ x^(t) = (l-t)e*^, z^(t) = (t-2)e'^,z\^) = 

= (2+:)e*^Xg(^) ^(3+c)e*^ Xg(t).(3-3t +t2/2). . 

*e*^,Z2^)= *(^2/2-4t^6)e*^,Z2(-)=(<^2/2+3;-6)e^",^= t/T^ (5.33)
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de unde, conform teorenei 5-4 rezulta cd functiile do
sensibilitate sintj 

x^(t)

(t)
z^(t)

?i S^(t) =

z^(t)

unde x^,z^, i = 1,2 rezulta din (5.33); tot din (5.33) 
rezultd gi aproxinatia asimptotica. cerutd,inlocuind fu^c^iile
din (5.333 In (5.32)w

Exemplul 5.2*
Se consider^, sistemul 
in circuit deschis din 
Fi%.3(in particular, 
doud elemonteacunula- 
toare de energie de oa- 
pacitdti diferite,inse
riate ).Se cere sd se Fig. 3
deternine functiile de sensibilitate de ordinul 1 gi 2 in 
raport cu constanta de tinp T^(consideratd ca parametru 
nic cu valearea noninalA o) pentru o variatie trepta- 
td U(t)= U l(t) a ndrinii de intrare gi conditii initiale 
arbitrare date.

Solutie. Ecuatiile de stare ale sistenului sint: 
x= -T^x+T^ z;x(o) = x^

T^z = -z+u^; t ^o; z(e) = z°

Prooedind analog ca la exenplul precedent^rezulta 
aproxinatia asinptoticd da ordinul doi:
x: =U*+(x°-U<,) e**/T2+TiT2 \ z °-U* ) ( e*^^^2-e'^^^l 

+ T*^(z°-U^)(e*^^2 -e*^^l) ; z:=U,

de unde rezultd functiile de

s;(t)=

sensibilitate cerute!
) T"2(z°-U )e*t/'^1

J
In cazul sistemelor de ecuatii de forma (1.45) ae poate

(z°-U^) e*^^^2

o

stabili o legdturd directd intre functiile de sensibilitate la 
linitd, functiile obtinute prin netoda Vasilieva gi fuactiilc 
z^(t) din exprinarea sub forna (1.63) a functiilor z^(t,^) 

din dezvoltarea (1.58):
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Teorema 5.5* Daca sistemul (1.45)
1.6-1.8  $i conditia Re R-^(t) < o, i=l ,n 
sibilitate la limita ^_(t) din (5*2o), 
prin metoda Vasilieva aplicata acestui 

indepline$te conditiile 
atunci functiile de sen- 
functiile ?,.(t) obtinute

-ksistem $i functiile z (t)
obtinute prin metoda lui S.A.Lomov sint egale.'Hai mult, ele 
rezulta (fara a fi necesara rezolvarea unor ecuatii diferentiale) 
din relatia de reourenta:

^(t)=-Al(t)f(t), ^^.^=^-4-1^^ D=A*^(t) -

Observatia 5.4. Teoremele 1.3, 5.1-5-5 cer o conditie obli- 
gatorie conditia de stabilitate a spectrului 1.4'. Daca aceasta 
nu este satisfaouta, fiind satisfacuta in locul ei, pentru siste
mele de forma (1.45) conditia mai sla'oa -1.9, metoda pe care am 
dat-o'in $ 2.1 poate fi foloaita pentru a obtine o.aproximare 
asimptotica pentru aceste sis terne a

Exempjul 5*3* SA se determine o aproximare asimptotic;;. in 
raport cu parametru! mictcare afecteaza constantele de timp
T^,T^,T^, pentru sistemul din fig.4, in conditiile e 
sale cu intrarile

"1
p

3t, u^= 2t ,

2t^ - 2t

Zi U3

1
6 s-1

U
3

ncuatiile de stare ale 
sistemului sint:

U2

3

1

& z^-z,= z.-z ^+2t *-2t

Acest sistem fiind echivalent cu cel din oxemplul
o aproximare asimptotica a solutioi salj este:

rpt+2e-^ 
z(t,^)= zJ-Zi(t,-2t/&)=

z . ! . t"'-1'+7 -2e"^
L L.

i;i dupa cum am observat, aproxim.ti'. isd.mptotjc^ jo 
este cLiar solutia exacts a
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Comentarii bibliografice.

Teorema $.4 a fost stabilita pornind do la lucrarile 
[129j-[13Tj poate fi pusa in legatura $i cu un alt
rezultat obtinut de catre A.B.Vasilieva in L132] unde so uonsi- 
dera solutia problemei (1.16)-(1.17) dezvoltata doar in serie 
regulata

y(t,E) = y^(t) +ey^(t) + E 2^(t)+...

$i se demonstreaza ca functiile y^ verifica. acelea^i ecuatii 
dii'erentiale ca $i functiile y^ $i li se impune sa verifies 
$i acelea$i conditii initiale, demonstnndu-se apoi evaiuarea 
asimptotica a restului..

teorema 5*5 atabile$te legatura dintre functiile do 

senaibilitate ale sistemelor de forma (1.45) $i partea 
"regulata" a dezvoltarilor asimptotice de acelagi ordin obtinute 
atit prin metoda Vasilieva cit $i prin metoda Lomov (a regulari- 
zarii) pentru solutiile acestor sisteme.

Exemplele de tipul 5*1 $i 5*2 sint des folosite in uchni- 
ca (a se vedea, de exemplu, (29)), dar asupra lor s-a pus doar 
problema determinarii functiilor de senaibilitate de ordinul I.

Exemplul 5-3 este original. Bl pledeaza pentru iolosirea 
dezvoltarilor asimptotice, (nu numai a functiilor de sensibili- 
tate), mai ales cind nu sint indeplinite conditiile do stabili- 
tate ale spectrului matricii A(t).

Rezultatele obtinute de autor in acest paragraf au fost 
publicate in lucrarile [^9oJ $i [91] (ultiimi in colaborare cu 

ing.dr .T.L.Dragomir )a
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