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Rezumat:  
Scopul principal al tezei este de a propune şi studia metode de 
estimare a frecvenţei instantanee a semnalelor nestaţionare. 
Sunt prezentate principalele metode de estimare a frecvenţei 
instantanee disponibile în prezent. A fost conceput un algoritm 
propriu pentru estimarea frecvenţei instantanee a semnalelor 
nestaţionare, bazat pe detecţia maximelor locale ale 
reprezentărilor timp-frecvenţă.  Simulările prezentate, bazate pe 
acest algoritm propriu au ca ţel testarea metodei de estimare a 
frecvenţei instantanee pentru mai multe tipuri de semnale 
nestaţionare modulate în frecvenţă, la diverse valori ale 
raportului semnal-zgomot. S-au folosit reprezentări timp-
frecvenţă liniare şi biliniare. S-a propus şi utilizarea unei 
reprezentări timp-frecvenţă compusă, obţinută prin produsul 
dintre reprezentările Fourier-scurtă şi Wigner-Ville, cu scopul 
îmbunătăţirii estimării frecvenţei instantanee.  De asemenea se 
urmăreşte compararea acestor metode de estimare cu cele 
convenţionale, a avantajelor şi dezavantajelor lor. Concluziile 
obţinute în lucrare pot fi utilizate în alegerea unui anumit tip de 
reprezentare timp-frecvenţă, în vederea analizării unui semnal 
nestaţionar, cu scopul obţinerii de rezultate cât mai corecte în 
prezenţa zgomotelor perturbatoare 
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parabolică, utilizând maximele transformărilor Fourier-scurtă (STFT), Wigner-Ville 
(WV) şi Choi-Williams (CW)  pentru mai multe valori ale raportului 
semnal-zgomot 
5.33. Reprezentarea de tip Fourier-scurtă a semnalului caracterizat prin modificări 
bruşte de frecvenţă, acoperit de un zgomot Gaussian de medie nulă şi având un 
raport semnal-zgomot de –2dB 
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5.34. Reprezentarea de tip Wigner-Ville a semnalului caracterizat prin modificări 
bruşte de frecvenţă, acoperit de un zgomot Gaussian de medie nulă şi având un 
raport semnal-zgomot de -2dB 
5.35. Reprezentarea de tip Choi-Williams a semnalului caracterizat prin modificări 
bruşte de frecvenţă, acoperit de un zgomot Gaussian de medie nulă şi având un 
raport semnal-zgomot de -2dB 
5.36. Curba de variaţie în timp a erorii ce caracterizează estimarea frecvenţei 
instantanee a semnalului cu SNR -2dB, folosind reprezentarea Fourier-scurtă. Erorile 
sunt mari la momentul apariţiei saltului de frecvenţă 
5.37. Curbele de variaţie în timp a frecvenţei instantanee estimată şi ideală ce 
caracterizează semnalul acoperit de un zgomot Gaussian de medie nulă, obţinute cu 
reprezentarea Fourier-scurtă 
5.38. Reprezentarea de tip Wigner-Ville a semnalului având modificări bruşte de 
frecvenţă. Prezenţa termenilor de interferenţă poate fi observată cu uşurinţă 
5.39. Curbele de variaţie în timp ale frecvenţei instantanee estimată şi ideală ce 
caracterizează semnalul fără zgomot, obţinute cu reprezentarea Wigner-Ville 
5.40. Curba de variaţie în timp a erorii ce caracterizează estimarea frecvenţei 
instantanee a semnalului fără zgomot, obţinută cu reprezentarea Wigner-Ville 
5.41. Curba de variaţie în timp a frecvenţei instantanee a semnalului de test 
5.42. Reprezentarea de tip Fourier-scurtă a semnalului acoperit de un zgomot 
Gaussian de medie nulă, având un raport semnal-zgomot de -2dB 
5.43. Reprezentarea de tip Wigner-Ville a semnalului acoperit de un zgomot 
Gaussian de medie nulă, având un raport semnal-zgomot de -2dB 
5.44. Reprezentarea de tip Choi-Williams a semnalului acoperit de un zgomot 
Gaussian de medie nulă, având un raport semnal-zgomot de -2dB 
5.45. Curbele de variaţie în timp ale frecvenţei instantanee estimată şi ideală ce 
caracterizează semnalul cu SNR-2dB, obţinute cu reprezentarea Fourier-scurtă 
5.46. Curbele de variaţie în timp a frecvenţei instantanee estimată şi ideală ce 
caracterizează semnalul cu SNR-2dB, obţinute cu reprezentarea Choi-Williams 
5.47. Curbele de variaţie în timp a frecvenţei instantanee estimată şi ideală ce 
caracterizează semnalul cu SNR-2dB, obţinute cu reprezentarea Wigner-Ville 
5.48. Reprezentarea de tip Fourier-scurtă a semnalului acoperit de un zgomot 
Gaussian de medie nulă, având un raport semnal-zgomot de -2dB 
5.49. Secţiune prin reprezentarea timp-frecvenţă de tip Fourier scurtă  
din figura 5.48 
5.50. Reprezentarea de tip Wigner-Ville a semnalului acoperit de un zgomot 
Gaussian de medie nulă, având un raport semnal-zgomot de -2dB 
5.51. Secţiune prin reprezentarea timp-frecvenţă de tip Wigner-Ville 
din figura 5.50 
5.52. Reprezentare timp-frecvenţă obţinută prin produsul dintre reprezentările 
Fourier scurtă şi Wigner-Ville a semnalului acoperit de un zgomot Gaussian de 
medie nulă, având un raport semnal-zgomot de -2dB 
5.53. Secţiune prin reprezentarea timp-frecvenţă din figura 5.52 
5.54. Erorile estimării frecvenţei instantanee a semnalului FM modulat liniar, 
utilizând maximele transformărilor Fourier-scurtă (STFT), Wigner-Ville (WV), Choi-
Williams (CW)  şi STFT*WV pentru mai multe valori ale raportului 
semnal-zgomot 
5.55. Reprezentarea de tip Wigner-Ville a semnalului modulat parabolic în frecvenţă 
acoperit de un zgomot Gaussian de medie nulă, având un raport semnal-zgomot de 
-2dB 
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5.56. Reprezentare timp-frecvenţă obţinută prin produsul dintre reprezentările 
Fourier scurtă şi Wigner-Ville a semnalului modulat parabolic în frecvenţă acoperit 
de un zgomot Gaussian de medie nulă, având un raport semnal-zgomot de -2dB. 
5.57. Erorile estimării frecvenţei instantanee a semnalului FM modulat parabolic, 
utilizând maximele transformărilor Fourier-scurtă (STFT), Wigner-Ville (WV) şi 
STFT*WV pentru mai multe valori ale raportului semnal-zgomot 
5.58. Curbele de variaţie în timp a frecvenţei instantanee estimată şi ideală ce 
caracterizează semnalul modulat liniar în frecvenţă cu SNR 15dB, obţinute prin 
diferenţierea fazei semnalului 
5.59. Curbele de variaţie în timp a frecvenţei instantanee estimată şi ideală ce 
caracterizează semnalul modulat liniar în frecvenţă cu SNR 15dB, obţinute prin 
utilizarea unui algoritm autoregresiv 
5.60. Curbele de variaţie în timp a frecvenţei instantanee estimată şi ideală ce 
caracterizează semnalul modulat liniar în frecvenţă cu SNR 15dB, obţinute prin 
folosirea momentului de ordinul întâi al distribuţiei timp-frecvenţă de tip Fourier 
Scurtă 
5.61. Erorile estimării frecvenţei instantanee a semnalului modulat liniar în 
frecvenţă, folosind diferenţierea fazei semnalului, un algoritm autoregresiv în timp şi 
momentul de ordinul întâi a transformării Fourier-scurtă (STFT) 
5.62. Curbele de variaţie în timp a frecvenţei instantanee estimată şi ideală ce 
caracterizează semnalul modulat sinusoidal în frecvenţă cu SNR 15dB, obţinute prin 
diferenţierea fazei semnalului 
5.63. Curbele de variaţie în timp a frecvenţei instantanee estimată şi ideală ce 
caracterizează semnalul modulat sinusoidal în frecvenţă cu SNR 15dB, obţinute prin 
utilizarea unui algoritm autoregresiv 
5.64. Curbele de variaţie în timp a frecvenţei instantanee estimată şi ideală ce 
caracterizează semnalul modulat sinusoidal în frecvenţă cu SNR 15dB, obţinute prin 
folosirea momentului de ordinul întâi al distribuţiei timp-frecvenţă de tip Fourier 
Scurtă 
5.65. Erorile estimării frecvenţei instantanee a semnalului modulat sinusoidal în 
frecvenţă, folosind diferenţierea fazei semnalului, un algoritm autoregresiv în timp şi 
momentul de ordinul întâi a transformării Fourier-scurtă (STFT) 
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1. INTRODUCERE 
 
 

1.1. Noţiuni generale 
 

 Un semnal este suportul fizic al unei informaţii. Ca urmare, el poate fi de 
origine foarte variată (acustică, radioelectrică, optică, mecanică, electrică,... ), dar 
în ciuda acestei diversităţi el reprezintă în general evoluţia temporală a unei mărimi 
necesară unuia sau mai multor utilizatori, care analizează semnalul primit căutând 
să extragă acea informaţie pe care o consideră utilă. Extragerea acestei informaţii 
se numeşte măsurare şi manipularea rezultatului măsurării depinde de “lizibilitatea” 
semnalului analizat. 
 Reprezentarea semnalelor nestaţionare este o problemă majoră în multe 
domenii legate de prelucrarea de semnale. Distribuţiile timp-frecvenţă au fost 
introduse cu scopul de a oferi o soluţie generală acestei probleme, şi pot fi 
considerate ca fiind o extensie a analizei spectrale clasice de tip Fourier. Aceasta din 
urmă este adaptată în special analizei semnalelor staţionare sau cvasi-staţionare, în 
timp ce distribuţiile timp-frecvenţă sunt dedicate semnalelor nestaţionare. Un 
concept important în alegerea practică a distribuţiei timp-frecvenţă care va fi folosită 
la analiza unui semnal este reprezentat de frecvenţa instantanee. Acesta este un 
parametru care corespunde cu frecvenţa unui semnal sinusoidal care se potriveşte 
local cel mai bine cu semnalul supus analizei. Frecvenţa instantanee a unui semnal 
este un parametru utilizat în telecomunicaţii, prelucrări ale semnalelor seismice şi 
ale semnalelor radar precum şi în diverse aplicaţii biomedicale. Importanţa 
frecvenţei instantanee rezultă din faptul că, în multe situaţii, semnalele analizate 
sunt nestaţionare, un exemplu simplu fiind semnalele biomedicale. 
 Lucrarea prezintă o trecere în revistă a unor aspecte legate de analiza 
semnalelor nestaţionare. În capitolul 2 se prezintă conceptul de frecvenţă 
instantanee şi algoritmi de determinare a legii de variaţie a acesteia pentru semnale 
staţionare şi nestaţionare. La începutul capitolului, se realizează un scurt istoric al 
noţiunii de frecvenţă şi generalizarea acestei noţiuni pentru cazul semnalelor 
nestaţionare. Apoi, se introduc definiţiile pentru frecvenţa instantanee, timpul de 
întârziere de grup şi semnalul analitic.  

În capitolul 3 este realizată o trecere în revistă a tehnicilor disponibile în 
prezent pentru estimarea frecvenţei instantanee. Sunt prezentate metode bazate pe 
operaţia de diferenţiere a fazei semnalului analitic, metoda trecerilor prin zero, 
metode de estimare adaptivă bazate pe algoritmul LMS sau RLS, metode care 
folosesc bucle PLL, estimări bazate pe momentele sau vârfurile distribuţiilor timp-
frecvenţă şi metode care folosesc un model polinomial pentru a reprezenta faza 
semnalului. Se va aprofunda doar cazul semnalului modulat în frecvenţă cu o 
singură componentă spectrală, dar se vor sugera soluţii şi pentru cazul semnalelor 
cu mai multe componente. 

Metodele de determinare ale frecvenţei instantanee reprezintă o extindere a 
procedeelor dedicate estimării frecvenţei semnalelor staţionare pentru semnale al 
căror parametrii variază în timp. Diversele metode care au fost dezvoltate pentru  
obţinerea unei estimări performante de frecvenţă sunt descrise pe scurt in capitolul 
al 3-lea. În cazul semnalelor nestaţionare modulate în frecvenţă,  legea de variaţie a 
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frecvenţei poate fi considerată a fi un spaţiu continuu de frecvenţe diferite. În acest 
caz, se consideră că frecvenţele de la un anumit moment de timp sunt descrise 
complet de conceptul de „frecvenţă instantanee”. Semnalele nestaţionare de acest 
fel se întâlnesc foarte des atât în natură cât şi în mediile de procesare ale 
semnalelor. În concluzie există o acută nevoie de tehnici de estimare a frecvenţei 
instantanee. 

În capitolul 4 sunt descrise câteva dintre reprezentările timp-frecvenţă mai 
importante, cum sunt reprezentarea de tip Fourier-scurtă, Wigner-Ville, undişoară şi 
altele. De asemenea sunt prezentate proprietăţile lor mai semnificative. În capitolul 
4 se analizează de asemenea relaţiile de legătură dintre conceptele prezentate în 
capitolele anterioare şi dintre frecvenţa instantanee şi distribuţiile timp-frecvenţă. 
 Simulările prezentate în capitolul 5 au ca ţel testarea metodelor de estimare 
a frecvenţei instantanee folosind detecţia maximelor reprezentărilor timp-frecvenţă, 
compararea acestor metode, a avantajelor şi dezavantajelor lor. 
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2. PREZENTAREA ŞI INTERPRETAREA NOŢIUNII 
DE „FRECVENŢĂ INSTANTANEE” 

 
 
 Acest capitol prezintă o trecere în revistă a teoriei necesare pentru a 
înţelege şi utiliza noţiunea de frecvenţă instantanee (IF). Ca şi alte concepte privind 
semnalele, frecvenţa instantanee a fost, la început, definită în contextul modulaţiei 
de frecvenţă (FM) în domeniul comunicaţiilor.  
 Importanţa conceptului de frecvenţă instantanee provine din faptul că, în 
multe aplicaţii, este necesară prelucrarea unor semnale ale căror caracteristici 
spectrale (în particular frecvenţa la care apare vârful spectral)  variază în timp [1]. 
Adeseori, astfel de semnale sunt numite şi „nestaţionare”, un exemplu fiind 
semnalul chirp, prezentat în figura 2.1. 
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Fig.2.1 Semnalul chirp. Timpul dintre două treceri prin zero este din ce în ce mai mic. 

Un astfel de semnal nu este staţionar 
 

Un astfel de semnal poate fi modelat printr-o sinusoidă a cărei „frecvenţă” 
se schimbă în timp. În prelucrările din domeniul seismic, semnalele nestaţionare se 
utilizează în locul semnalelor produse prin explozii, deoarece prezintă avantajul că 
se pot controla practic caracteristicile lor spectrale în aproape orice privinţă, 
incluzând durata, lăţimea de bandă şi energia. Astfel de semnale se utilizează, în 
mod curent, pentru determinarea modificării frecvenţei produsă de efectul Doppler, 
în cazul reflexiilor RADAR [3] sau al urmăririi unor obiecte prin sistemul SONAR 
pasiv. Ele se mai întâlnesc în lumea vie,  ca în cazul sistemelor de ecolocaţie ale 
liliecilor [4].  

Pentru aceste semnale, frecvenţa instantanee este un parametru important,  
variabil în timp, ce localizează vârful spectral al semnalului pe axa frecvenţei. IF 
poate fi interpretată conceptual ca fiind frecvenţa unei sinusoide care se „potriveşte” 
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local „cel mai bine” cu semnalul supus analizei [1]. Din punct de vedere fizic, o 
astfel de abordare are sens numai pentru semnalele monocomponentă. 
 
 

 2.1. Conceptul de frecvenţă instantanee  
 
 2.1.1 Conceptul de frecvenţă 
  
 În mecanică frecvenţa mişcării oscilatorii este definită ca fiind numărul de 
oscilaţii efectuate în unitatea de timp. Într-o singură oscilaţie, corpul ce efectuează 
oscilaţiile pleacă din punctul de echilibru, ajunge la o extremă, apoi la cealaltă 
extremă şi revine în punctul de echilibru în acelaşi sens de mişcare cu începutul [1].  
 Un tip aparte de mişcare oscilatorie este oscilaţia armonică, în care 
acceleraţia este proporţională cu elongaţia (deplasarea faţă de punctul de echilibru) 
şi este îndreptată întotdeauna, ca sens, spre punctul de echilibru. Atunci când un 
corp greu se mişcă cu viteza unghiulară ω, constantă, pe un cerc,  proiecţia sa pe 
un diametru (oarecare) este o mişcare oscilatorie armonică. 

 
Fig.2.2. Mişcare armonică [1]. Elongaţia este s(t) = a0cos θ(t), unde θ(t) = ωt  

 

Elongaţia ( )ts , viteza proiecţiei ( )ts'  şi acceleraţia proiecţiei ( )ts ''  sunt date 
de relaţiile:  

 
( ) ( )0 0s t a cos t a cos tθ ω= =                                   (2.1) 

( )'
0s t a sin tω ω= −                                        (2.2) 

( ) ( )'' 2 2
0s t a cos t s tω ω ω= − = −                                 (2.3) 
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Frecvenţa f este legată de viteza unghiulară ω prin 2 fω π= . Trebuie făcută 
observaţia că mişcarea oscilatorie armonică poate fi determinată rezolvând ecuaţia 

diferenţială (2.3): ( ) ( )'' 2s t s tω= −  ce are soluţia de forma: 

 

( ) j2 ft j2 fts t e eπ πα β −= +                                     (2.4) 

  
Relaţiile (2.1) ÷ (2.4) leagă conceptul de frecvenţă de un exemplu practic. 
 În multe aplicaţii se folosesc unde ce se propagă prin corpuri (solide, 
atmosferă, ş. a.) în care mişcarea unei particule dintr-un loc fixat poate fi descrisă 
printr-o oscilaţie armonică. Frecvenţa undei se defineşte ca fiind numărul de unde ce 
trece prin punctul fixat într-o unitate de timp. O prezentare a noţiunilor de 
frecvenţă, amplitudine şi fază în contextul teoriei mişcării oscilatorii este prezentată 
în [5].  Frecvenţa unui curent electric într-un circuit poate fi definită într-un mod 
asemănător ca fiind numărul de cicluri efectuate în unitatea de timp. 
 Fie un semnal ce se compune dintr-o sumă ponderată de oscilaţii armonice. 
Descompunerea spectrală a unui astfel de semnal se obţine prin transformarea 
Fourier (FT): 
 

( ) ( ) j2 ftS f s t e dtπ
∞

−

−∞

= ∫                                       (2.5a) 

 
Valorile funcţiei ( )fS  caracterizează (aproape peste tot) semnalul ( )ts , aşa 

că el poate fi reconstituit prin transformarea Fourier inversă (IFT): 
 

( ) ( ) j2 fts t S f e dfπ
∞

−∞

= ∫                                       (2.5b) 

 
Ecuaţiile de analiză (2.5a) şi de sinteză (2.5b) sunt semnificative doar 

pentru semnalele staţionare, adică acelea ale căror spectru ( )fS  este constant în 
timp. Orice semnal staţionar poate fi reprezentat ca o sumă ponderată de 
componente sinusoidale cu o anumită frecvenţă, fază şi amplitudine (la o frecvenţă f 
fixată, amplitudinea şi faza oscilaţiei armonice sunt nişte constante).  
 În mod evident, conceptul de „frecvenţă” este unul neambiguu pentru 
semnalele al căror spectru ( )fS  este constant în timp. Lucrurile stau altfel în cazul 
unor semnale nestaţionare.  
 
 2.1.2 Generalizarea conceptului de frecvenţă la semnalele 
nestaţionare 
 

Deoarece în mod obişnuit frecvenţa defineşte un număr de cicluri sau 
oscilaţii efectuate în unitatea de timp de către un corp aflat în mişcare periodică 
(deci repetitivă în mod identic cu ea însăşi până la infinit), asocierea noţiunilor 
„instantaneu” şi „frecvenţă” este un paradox. De fapt, noţiunea de frecvenţă 
instantanee (IF) este controversată, adaptată unei aplicaţii şi introdusă în mod 
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empiric. În paragrafele următoare se vor trece în revistă anumite abordări 
anterioare ale IF, apărute în decursul timpului, în ideea obţinerii unor clasificări.  
 Carson şi Fry au luat în considerare, încă în 1937, o frecvenţă variabilă în 
contextul studiului circuitelor electrice [6]. Au aplicat conceptul la studiul semnalului 
modulat în frecvenţă (FM). Ei au definit semnalul FM ca fiind: 

 

( )
( )

t
0

0
j t m d

t e
ω λ τ τ

ω

⎡ ⎤
+⎢ ⎥∫

⎢ ⎥⎣ ⎦=                                           (2.6) 

 
unde 0 02 fω π= este frecvenţa (constantă) purtătoarei, λ  indicele de modulaţie, iar 

( )tm  un semnal modulator, având componente de joasă frecvenţă (în banda de 

bază) şi ( ) 1tm ≤ . 

 Cei doi au definit frecvenţa (unghiulară) instantanee ca fiind: 
 

( ) ( )0t m tΩ ω λ= +                                            (2.7) 

iar frecvenţa instantanee ciclică: 
 

( ) ( )i 0f t f m t
2
λ
π

= +                                           (2.8) 

  
Ei au definit astfel o „generalizare” a noţiunii de frecvenţă, considerată ca 

viteză de schimbare a fazei la momentul t considerat. 
 În 1946 Van der Pol a abordat problema definirii frecvenţei instantanee 
analizând o oscilaţie armonică simplă [7]: 
 

( ) ( )s t acos 2 ftπ θ= +                                          (2.9) 

 
unde a este amplitudinea, f frecvenţa de oscilaţie iar θ o constantă de fază, a fazei 
( ) θftπ2t +=Φ . Pentru modulaţia de amplitudine el folosea formula: 

 

( ) ( )0a t a 1 g tμ⎡ ⎤= +⎣ ⎦                                          (2.10) 

 
pe care a extins-o şi la modularea fazei, impunând: 

 

( ) ( )0t 1 g tθ θ μ⎡ ⎤= +⎣ ⎦                                         (2.11) 

 
 Prin urmare faza ( )tΦ  este ( ) ( )tft2t θπΦ += .  

Van der Pol a semnalat faptul că pentru a obţine în relaţia (2.9) o modulaţie 
de frecvenţă nu trebuie să fie valabilă egalitatea: 
 

( ) ( )[ ]tg1ftf 0i μ+=                                         (2.12) 
 
 Punând (2.12) în (2.9) avem: 
 
 ( ) ( )[ ]{ } ( )[ ]θππθμπ ++=++= tgtf2tf2cosattg1f2cosats 000 ,  
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şi deci nu se obţine o formă ca (2.11). 
 Raţionamentul l-a condus la concluzia că expresia (2.9), pentru oscilaţia 
armonică trebuie pusă sub forma: 
 

( ) ( ) ( )tcosadf2cosats
t

0
i Φθττπ =

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+= ∫                             (2.13) 

 
ceea ce conduce la definiţia frecvenţei instantanee: 

 
( )

dt
td

2
1)t(fi

Φ
π

=                                               (2.14)      

Următorul pas a fost făcut de Gabor în 1946 [8]. El a propus ca fiecărui 
semnal real să i se asocieze un semnal complex unic. Metoda propusă de el consta 
în găsirea transformatei Fourier ( )fS  a semnalului, suprimarea componentelor de pe 
axa 0ω < şi dublarea componentelor de pe axa 0ω > . Dacă semnalul complex al lui 
Gabor este ( )tz  atunci: 
 

( ) ( ) ( ){ }tsjHtstz +=                                          (2.15a) 
 
sau  

( ) ( ) ( )tjetatz Φ=                                           (2.15b) 
 
 Transformarea Hilbert, răspunsul transformatorului Hilbert este: 
 

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) τ
πτ

τ
π

dtsts
t

1tsthtsH ∫
∞

∞−

−=∗=∗=                      (2.16) 

 
 Semnalele ( )ts şi ( ){ }tsH sunt ortogonale, ca urmare a defazajului de °90 . 

Urmând ideea lui Gabor, se poate defini un moment de ordinul n al 
frecvenţei [9]: 

 

{ }
( )

( )∫

∫
∞

∞−

∞

∞−==

dffZ

dffZf

fEf
2

2n

nn                                  (2.17) 

 

Cum ( )2fZ nu este o funcţie pară, momentele de ordin impar nu sunt nule. 

În 1948 Ville a unificat abordările lui Carson şi Fry pe de o parte şi Gabor pe 
de altă parte şi a definit IF prin [10]: 
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( ) ( )[ ]tzarg
dt
d

2
1tfi π

=                                   (2.18) 

 
unde ( )tz este semnalul analitic al lui Gabor, dat prin relaţia (2.15). În [11] se 
prezintă modul în care poate fi obţinut un semnal analitic în timp discret, pornind de 
la valorile reale ale semnalului în timp discret.  

Ville a mers şi mai departe. A afirmat că, dacă IF este variabilă în timp, 
trebuie să existe un spectru instantaneu în care valoarea medie a frecvenţelor este 
chiar IF. Folosind medierea (2.17) a lui Gabor, Ville a arătat că frecvenţa medie în 
spectrul semnalului este egală cu media temporală a IF:  
 

iff =                                               (2.19) 

 
unde 

( )

( )∫

∫
∞

∞−

∞

∞−=

dffZ

dffZf

f
2

2

     (mediere în frecvenţă)    (2.20a) 

şi 

( ) ( )

( )∫

∫
∞

∞−

∞

∞−=

dttz

dttztf

f
2

2
i

i      (mediere în timp)      (2.20b) 

 
 Servindu-se de rezultatele expuse, Ville a introdus o distribuţie a semnalului 
în timp şi în frecvenţă, cunoscută acum sub denumirea de distribuţia Wigner-Ville 
(Wigner-Ville Distribution) sau WVD [12]: 

 

( ) ( )f,t
2

tz
2

tzde
2

tz
2

tzf,tW f2j

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ += ∗
∞

∞−

−∗∫ τττττ τπ F      (2.21) 

  
Transformarea WVD poate fi evaluată apelând la algoritmul FFT. 

 Ville a arătat că mediind W(t,f) în frecvenţă se obţine chiar IF, ( )tfi : 
 

( )
( )

( )∫

∫
∞

∞−

∞

∞−=

dff,tW

dff,tfW

tfi                                        (2.22) 
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2.1.3 Interpretarea frecvenţei instantanee 

  
Pentru a obţine o interpretare a noţiunii de frecvenţă instantanee se 

urmăreşte poziţionarea unui semnal ( )ts  în domeniul frecvenţă. Iniţial, se 

construieşte semnalul analitic ( ) ( ) ( )tjetatz Φ=  aplicând relaţia (2.15). Se determină 
apoi spectrul său ( )fZ  cu: 

 

( ) ( )∫
∞

∞−

−= dtetzfZ ft2j π                                   (2.23) 

( ) ( ) ( )[ ]∫
∞

∞−

−= dtetafZ ft2tj πΦ                               (2.24) 

  
Aplicarea principiului fazei staţionare spune că integrala va avea valoarea 

cea mai mare (în modul) la frecvenţa sf  pentru care faza este staţionară, adică sf  
satisface ecuaţia: 

 

( )[ ] 0tf2t
dt
d

s =− πΦ                                 (2.25) 

  
ecuaţie ce conduce la: 

 

 ( )
dt

td
2
1fs

Φ
π

=                                       (2.26) 

 
 Se vede că sf  este o funcţie de timp. ( )tfs  dă o măsură a concentrării 
energiei în domeniul frecvenţă, la momentul t. Această măsură este chiar IF pentru 
semnal. Această proprietate, de concentrare a energiei în domeniul frecvenţă explică 
importanţa IF.  
 Interpretarea IF este uneori subiect de controversă. Unicitatea lui ( )tz  şi 
deci a fazei ( )tΦ  este asigurată numai de semnalul analitic. Dacă există însă o 
corespondenţă cu realitatea fizică este însă o altă chestiune. 
 Mandel [13] a negat interpretarea fizică a IF. El a discutat relaţia dintre 
aceasta şi descompunerea Fourier. El a folosit semnalul: 
 

( )
t

2
j

2
t

2
j

1
00

eaeatz
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
+=

ωΔωωΔω
                          (2.27) 

tj2
tj

22
tj

1 0eeaea ω
ωΔωΔ

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+=

−
                                     . 

( ) ( ) tj
2121 0e

2
tsinaaj

2
tcosaa ωωΔωΔ

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +−++=              (2.28) 
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( )

( )
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

+−
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −++= 2
tcosaa

2
tsinaa

arctgtj

22
21

2
2

2
1

21

21
0

e
2

tsin
2

tcosaa2aa
ωΔ

ωΔ

ω

ωΔωΔ     (2.29) 

 Aplicând relaţia lui Ville: 
 

            ( )
( )

( )

2
f2

2
tcos

1
aa
aa

2
tcosaa

2
tsinaa

1

1
2
1ftf

221
21

22
21

2
21

0i
Δπ

ωΔ

ωΔ

ωΔπ
⋅⋅

+
+−⋅

+

+−
+

+=   

tcosaa2aa

aa

2
ff

21
2
2

2
1

2
2

2
1

0
ωΔ

Δ
++

+−
⋅+=                                              (2.30) 

  

Spectrul ( )fZ constă din două linii, plasate la 
2
ff0

Δ− şi ,
2
ff0

Δ+  de arii a1 şi 

respectiv a2. Ca atare, spectrul său este simetric faţă de 0f , iar ( )tfi  arată devierea 
de la această valoare. 
 Se spune că semnalul lui Mandel nu este monocomponentă, ci 
bicomponentă, şi deci nu se aplică un concept simplu pentru calculul frecvenţei 
instantanee.  
 Mandel a promovat cu energie ideea că IF şi frecvenţele implicate în analiza 
Fourier sunt cantităţi diferite şi că doar numele comun de „frecvenţă” este sursa 
confuziilor. Mandel a pus întrebarea: „care dintre cele două cantităţi este mai legată 
de măsurători?” Şi tot el a dat răspunsul: „depinde foarte mult de natura 
experimentului!”. 
 Priestley [14] a arătat că un proces nestaţionar nu poate fi reprezentat într-
o manieră semnificativă prin dezvoltarea Fourier de tip (2.5b). Se consideră, spre 
exemplu, semnalul nestaţionar cu amplitudinea gaussiană: 

( ) ( )00

t

tf2coseAty
2

2

Φπα +=
−

                              (2.31) 

 Pentru 00 =Φ spectrul său este: 

           ( ) ( ) ( )[ ]00

t
2

2

eF
2
1AY ωωδωωδπ
π

ω α ++−∗

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
−

 

Dar  

 
2222

2

f
t

eeF απα πα −
−

=

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

 

Avem deci: 
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 ( ) ( ) ( )0
22

0
22 ffff e

2
Ae

2
AY +−−− += απαπ παπαω  

 
adică două impulsuri gaussiene centrate pe frecvenţele 0f şi 0f− . Putem interpreta 

semnalul ( )ty  şi ca având doar două componente, una pe 0f şi alta pe 0f− , ambele 

componente având însă amplitudinea variabilă, 
2

2

α

t

Ae
−

. Cele două reprezentări sunt 
ambele adevărate. Ele corespund altor familii de funcţii ortogonale formând o bază 
şi utilizate în reprezentare. În prima situaţie se recurge la funcţiile sin şi cos de 
amplitudine constantă (dar mai multe), iar în al doilea caz la doar câte o frecvenţă, 
dar de amplitudine variabilă. 
 Conform definiţiilor uzuale, termenul „frecvenţă” este asociat cu formele 
oscilante ale lui sin şi cos. Pentru a aplica noţiunea de frecvenţă la analiza 
semnalelor nestaţionare, este necesar să se introducă o nouă familie de funcţii 
formând o bază care să fie ele însele nestaţionare, dar să aibă totuşi un caracter 
oscilant astfel încât noţiunea de frecvenţă să fie aplicabilă. De aceea, Priestley a 
sugerat că un semnal nestaţionar oarecare, ( )ts , poate fi reprezentat sub forma: 

( ) ( ) ( )dffStts t∫
∞

∞−

⋅= γ                                    (2.32) 

unde, 
 

( ) ( ) ft2j
tt efAf πγ ⋅=                                   (2.33) 

  
Abordarea lui Priestley conduce la un model în care semnalele sunt 

reprezentate local de către o frecvenţă şi de către o împrăştiere (distribuţie)în jurul 
acelei frecvenţe. În reprezentarea lui Ville frecvenţa este întotdeauna reprezentată 
ca prima derivată a fazei. Cele două modele sunt înrudite dar în timp ce modelul 
Priestley este aplicabil semnalelor multicomponentă, modelul Ville este aplicabil 
numai semnalului unicomponentă.  
 O altă abordare este cea propusă de Cohen [1],[2]. El a dezvoltat o 
formulare generală privind distribuirea energiei în timp şi în frecvenţă [15]. După el, 
IF poate fi privită ca fiind media frecvenţelor ce există în planul timp-frecvenţă la un 
moment dat [12]. Aceasta se exprimă prin: 
 

 ( )
π

Φ
2

tf
'

ti =                                              (2.34) 

 
 Rihaczek [16] a investigat distribuţia energiei complexe determinând 
punctele din plan unde se produce concentrarea ei [1], [12]. El a arătat 
concentrarea energiei după IF. Ackroyd [17] a extins rezultatele sale arătând că 
momentul de ordinul unu al distribuţiei Rihaczek dă IF, indiferent de viteza de 
variaţie a IF. Problemele asociate cu definiţia IF sunt asemănătoare cu cele asociate 
cu definirea amplitudinii instantanee şi a anvelopei instantanee.  
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Aşa cum s-a arătat în paragrafele anterioare, există multe căi pentru a 
generaliza modelele staţionare şi a le face potrivite pentru cazul nestaţionar. În cele 
ce urmează, analiza se va limita la clasa semnalelor FM, adică semnale ce pot fi 
reprezentate de modelul: 

( ) ( ) ( )∑
=

+=
N

1k
k tntsts                                    (2.35) 

în care ( )tn  este o componentă de zgomot nedorită iar ( )tsk  sunt N componente 

unice nestaţionare, descrise prin anvelopele ( )tak  şi frecvenţele instantanee ( )tfik . 

Semnalul analitic asociat cu ( )tsk  poate fi scris sub forma: 
 

( ) ( ) ( )tj
kk ketatz Φ⋅=                                    (2.36) 

 
în care: 

( ) ( ) ττπΦ df2t
t

ikk ∫
∞−

=                                    (2.37) 

  
Dacă 1k = , ( )ts  se va numi semnal monocomponentă. Dacă însă, 2k ≥  

semnal are mai multe componente (semnal multicomponent [18]). Modelul (2.35), 
(2.36), (2.37) permite modelarea a n legi de variaţie temporală a frecvenţei. 
Modelul lui Priestley este diferit prin aceea că ia în considerare existenţa tuturor 
frecvenţelor şi conferă o amplitudine fiecăreia dintre componente. 

 
2.2 Tehnici de estimare a frecvenţei pentru semnale 

staţionare 
 
În acest subcapitol sunt sintetizate câteva principii care sunt folosite în 

procesul de estimare, pentru a caracteriza un “estimator” bun. De cele mai multe 
ori, scopul este să se utilizeze estimatori consistenţi şi eficienţi în ceea ce priveşte 
calculul statistic. 
 Un estimator este consistent prin definiţie dacă converge asimptotic,  
probabilistic, spre valoarea adevărată. Pentru un asemenea estimator este valabilă 
relaţia: 
 

 0aaPlim ^
r

N
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−
∞→

ε                                          (2.38) 

 
unde â este estimatorul lui a, N este numărul de eşantioane din secvenţa analizată, 
Pr este probabilitatea, iar ε  este un număr pozitiv, arbitrar de mic [19]. 
 Statistic, un estimator eficient are dispersia cea mai mică posibil din punct 
de vedere teoretic, dacă procesul estimării nu este polarizat. Estimatorul este 
nepolarizat în cazul în care dacă secvenţa de intrare aleatoare “a” are valoare medie 
nulă şi estimata “â” are valoare medie nulă. Când valoarea estimată “â” nu are 
valoarea medie nulă estimatorul este polarizat. 
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 Valoarea limită inferioară a dispersiei este cunoscută sub denumirea de 
margine Cramer-Rao (CRB), şi se poate determina folosind expresia [19], [20]: 
 

 
( )

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
≥

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

2

^

a
a;zplnE

1adisp                                   (2.39) 

 
sau, utilizând relaţia echivalentă: 
 

 
( )

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂

∂

−≥
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

2

2

^

a

a;zplnE

1adisp                                  (2.40) 

 
în care z = [z(1) z(2) .......z(n)] este vectorul care conţine eşantioanele analizate, 
( )a;zp  este funcţia densitate de probabilitate (pdf) a lui z în cazul în care 

parametrul “a” este cunoscut, iar E simbolizează operatorul speranţă matematică. 
 Datorită faptului că z este o mărime complexă, cu părţile reală x şi 
imaginară y, funcţia densitate de probabilitate (pdf) a lui z este egală cu densitatea 
comună de probabilitate a lui x şi y. Acesta este motivul pentru care p(z;a) este 
denumit deseori şi funcţie de verosimilitate. 
 În cele mai multe cazuri, estimatorii folosiţi în practică nu ating marginea 
Cramer-Rao (CRB). Estimatorii care se obţin prin folosirea tehnicilor de maximă 
verosimilitate ML se aproprie cel mai mult de CRB [19]. Cu alte cuvinte, estimatorii 
de tip ML sunt cei care realizează o aproximare a eşantioanelor analizate cu cea mai 
mare probabilitate. 
 Deşi estimatorii ML sunt eficienţi din punct de vedere statistic, este cunoscut 
faptul că aceştia sunt problematici din punct de vedere al volumului de calcul. În 
aceste cazuri se utilizează estimatori suboptimali care sunt mai uşor de folosit în 
calcule. 

 
2.2.1. Estimarea parametrilor unui semnal sinusoidal 
 

 Noţiunile prezentate mai sus sunt folosite uzual pentru a estima frecvenţa 
unui semnal sinusoidal, acoperit de un zgomot perturbator de tip Gaussian. 
 Semnalul sinusoidal poate fi reprezentat matematic cu relaţia: 
 

 ( ) ( ) ( )neAneAnz nf2jnj i εε πω +⋅=+⋅=                      (2.41) 
 
în care A reprezintă amplitudinea sinusoidei, f este parametrul frecvenţă, z(n) este 
şirul de eşantioane complexe analizată iar ( )nε  simbolizează secvenţa complexă de 
zgomot Gaussian alb. 

Deseori, este necesară obţinerea amplitudinii A, a frecvenţei f0 şi a fazei φ  
a unui semnal sinusoidal, alterat de un zgomot alb, gaussian, cu medie nulă. 
Modelul numeric al unui semnal de acest tip este dat de relaţia [21]: 

 
( )0x[n] Acos 2 f n w[n];n 0,1,...,N 1= + + = −π φ           (2.42) 
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Necunoscutele din relaţia precedentă sunt amplitudinea 

A 0,> 0
1 1f ,
2 2

⎡ ⎤∈ −⎢ ⎥
⎣ ⎦

(frecvenţa digitală) şi faza iniţială, , .φ π π∈ −⎡ ⎤⎣ ⎦  Zgomotul 

( )2w[n] W 0,σ∼  are eşantioanele necorelate şi dispersia cunoscută. Cei trei 

parametri necunoscuţi se organizează sub forma unui parametru vector: 
 

0

A
f
φ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

θ                                                (2.43) 

 Se admite că pentru f0 situat nu foarte aproape de 0 sau 1
2

avem: 

( )
N 1

i
0i 1

n 0

cos1 n 4 f n 2 0
sinN

π φ
−

+
=

+ ≅∑                         (2.44) 

 Avem [21]: 

( ) ( ) ( )

( )

N 1 N 1
2

0 02 211
n 0 n 0

N 1

02 2
n 0

1 1cos 2 f n 1 cos 4 f n 2
2

N 1 N1 cos 4 f n 2
N2 2

π φ π φ
σ σ

π φ
σ σ

− −

= =
−

=

⎡ ⎤⎡ ⎤ = + = + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎛ ⎞
⎜ ⎟= + + ≅
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑

∑

I θ

(2.45) 

 în care s-a aplicat relaţia (2.44) cu i 0= . 

 

( ) ( ) ( )

( )

N 1

0 0212
n 0

N 12
02 2

n 0

A n2cos 2 f n sin 2 f n

AN 1 nsin 4 f n 2 0
N

Π π φ π φ
σ

Π π φ
σ

−

=
−

=

⎡ ⎤ = − + +⎣ ⎦

= − + ≅

∑

∑

I θ

          (2.46) 

 

( ) ( ) ( )

( )

N 1

0 0213
n 0

N 1

02
n 0

1 cos 2 f n sin 2 f n

AN 1 sin 4 f n 2 0
N2

π φ π φ
σ

π φ
σ

−

=
−

=

⎡ ⎤ = − + +⎣ ⎦

= − + ≅

∑

∑

I θ

            (2.47) 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 N 1
2 2

0222
n 0

2 N 1
2

02
n 0

2 2N 1
2

2 2
n 0

2 A
n sin 2 f n

2 A
1 cos 4 f n 2 n

2

2 A 2 A N N 1 2N 1
n

62 2

π
π φ

σ

π
π φ

σ

π π

σ σ

−

=
−

=
−

=

⎡ ⎤ = +⎣ ⎦
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− −
= =

∑

∑

∑

I θ

        (2.48) 
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( ) ( )

( )

( )

N 12
2

0223
n 0
N 12

02
n 0

2

2

2 A n sin 2 f n

A n 1 cos 4 f n 2

N N 1A
2

π π φ
σ

π π φ
σ

π
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−

=
−

=

⎡ ⎤ = +⎣ ⎦
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−
≅

∑

∑

I θ

                 (2.49) 

( ) ( )

( )

N 12
2

0233
n 0

N 12
02

n 0
2

2

A sin 2 f n

A 1 cos 4 f n 2
2

A N

2

π φ
σ

π φ
σ

σ

−

=
−

=

⎡ ⎤ = +⎣ ⎦

⎡ ⎤= − +⎣ ⎦

≅

∑

∑

I θ

                   (2.50) 

 Este evident că: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 12 31 13 32 23
; ;⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦I θ I θ I θ I θ I θ I θ (2.51) 

 
 În consecinţă, matricea de informaţie Fisher are forma aproximativă: 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2 2
2

2
2

N 0 0
2

N N 1 2N 1 N N 11 0 A A
3 2

N N 1 NA0 A
2 2

π π
σ

π

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− − −⎢ ⎥
= ⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

I θ ,            (2.52) 

  
Iar inversa ei este: 

( )
( ) ( )

( )
( )

( )

1 2
2 2 2 2

2 2 2

2 0 0
N

6 60
A N N 1 A N N 1

4 2N 160
A N N 1 A N N 1

σ
π π

π

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= −
⎢ ⎥− +
⎢ ⎥
⎢ ⎥−

−⎢ ⎥
+ +⎢ ⎥⎣ ⎦

I θ                  (2.53) 

 Puterea semnalului util este 
2A

2
iar puterea zgomotului este 2σ . Ca atare, 

raportul semnal zgomot are forma: 
2

2
A

2
η

σ
=                                               (2.54) 
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Rezultă că avem: 

22Disp A
N
σ∧⎧ ⎫⎪ ⎪ ≥⎨ ⎬

⎪ ⎪⎩ ⎭
                                     (2.55) 

 

( ) ( )
2

0 2 2 2 3
6 3 3Disp f

A N N 1 N N 1 N

σ
π π η πη

∧⎧ ⎫⎪ ⎪ ≥ = →⎨ ⎬
− −⎪ ⎪⎩ ⎭

         (2.56) 

 

( )
( )

( )
( )

2

2
4 2N 1 2 2N 1 4Disp

N N 1 NA N N 1

σ
φ

η η

∧⎧ ⎫ − −⎪ ⎪ ≥ = →⎨ ⎬ ++⎪ ⎪⎩ ⎭
                 (2.57) 

 Se constată că dispersiile estimatelor pentru amplitudine A
∧

 şi fază φ
∧

scad 

asimptotic cu 1
N

 iar dispersia pentru 0f
∧

descreşte asimptotic cu 
3
1

N
. Prin urmare 

precizia de determinare a amplitudinii şi a fazei iniţiale este mai mică decât cea a 
frecvenţei.  
 Pentru un astfel de semnal, estimatul ML al frecvenţei se poate determina 
prin căutarea frecvenţei unde “spectrul” îşi atinge valoarea maximă [1], [2]. Un 
estimator de acest tip atinge la limită marginea Cramer-Rao (CRB) pentru un anumit 
prag al raportului semnal-zgomot. Relaţia (2.56) poate fi folosită pentru a calcula 
marginea Cramer-Rao, unde N reprezintă numărul de eşantioane analizate, A este 
amplitudinea semnalului, iar σ2 simbolizează dispersia zgomotului complex. 
 În cazul în care raportul semnal-zgomot scade sub pragul amintit, rezultatul 
estimării dispersiei va diferi mult de marginea CRB. Acest fenomen poate fi întâlnit  
deseori la estimatorii neliniari. 
 Aşa cum s-a menţionat anterior, metodele ML necesită uneori un timp de 
calcul prea mare. Din acest motiv, de multe ori se preferă pentru problemele de 
estimare a frecvenţei metodele parametrice care modelează semnalul sub forma 
unei funcţii de transfer staţionară, metode care sunt caracterizate printr-un volum 
redus de calcul. Un procedeu avantajos din punct de vedere al eficientizării 
calculelor este să se considere că numărătorul funcţiei de transfer care modelează 
semnalul este o constantă. Aceste metode parametrice se mai numesc şi metode de 
tip auto-regresiv (AR) sau cu predicţie liniară oferă o estimare a frecvenţei 
semnalului prin calcularea rădăcinilor de la numitorul funcţiei. În cazul anumitor 
semnale, cum ar fi o sinusoidă complexă simplă, metodele de acest gen sunt 
eficiente în ceea ce priveşte calculele, însă sunt ineficiente statistic. 
 Tretter a propus pentru o sinusoidă complexă peste care se suprapune un 
zgomot Gaussian alb o nouă metodă de estimare a frecvenţei. El a demonstrat că, în 
cazul unui raport semnal-zgomot de nivel ridicat, faza semnalului poate fi bine 
aproximată sub forma unei funcţii liniar variabilă cu timpul, înecată într-un zgomot 
alb Gaussian. Pentru a estima frecvenţa Tretter a folosit metoda celor mai mici 
pătrate. 
 Metoda celor mai mici pătrate este echivalentă cu o tehnică ML pentru un 
proces Gaussian alb. De aceea,  dacă raportul semnal-zgomot are o valoare ridicată, 
estimatorul lui Tretter face parte tot din clasa celor de tip ML, care se apropie de 
marginea CRB. Un neajuns al algoritmului propus este faptul că extragerea fazei din 
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succesiunea de eşantioane ale semnalul analizat poate conduce la un număr destul 
de însemnat de erori numerice. 
 O altă versiune a acestui estimator, propusă de Kay, se poate obţine prin 
utilizarea unui model pentru estimarea diferenţelor de fază adiacente şi nu a valorii 
fazei în sine. Astfel se poate evita apariţia sursei de erori menţionate mai sus. 
Estimatorul astfel obţinut realizează o netezire (mediere) a frecvenţelor dintre fazele 
adiacente, cu ajutorul unei ferestre pătratice [22]. 

Metodele prezentate mai sus oferă posibilitatea analizei estimării frecvenţei 
semnalelor sinusoidale şi pot reprezenta un fundament pentru înţelegerea şi 
rezolvarea problemei mai complexe a estimării frecvenţelor semnalelor nestaţionare, 
variabile în timp. 
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3. TEHNICI DE ESTIMARE A FRECVENŢEI 
INSTANTANEE 

 
 

 3.1. Estimarea diferenţei de fază a unui semnal analitic 
 
 Ville în 1948 a definit pentru un semnal real oarecare frecvenţa instantanee 
conform relaţiei: 
 

( ) ( )
dt

td
2
1tfi

φ
π
⋅=                                        (3.1) 

 
unde ( )tφ  reprezintă faza semnalului analitic asociat lui ( )ts  definit prin formula: 

                                  

( ) ( ) ( )z t s t jH s t⎡ ⎤= + ⎣ ⎦                                   (3.2) 

 
 Deoarece estimarea frecvenţei instantanee (IF) se realizează în timp discret, 
este întâi necesară rezolvarea problemei implementării operaţiei de diferenţiere în 
timp discret. În acest sens, o soluţie este în utilizarea unui diferenţiator de tip FIR 
discret [23], caz în care IF în timp discret poate fi definită conform relaţiei: 
 

( ) ( ) ( )nd*n
2
1nfi φ
π

=                                      (3.3) 

 
în care d(n) reprezintă răspunsul la impuls al filtrului de diferenţiere FIR.  

Din cauza faptului că acest tip de filtru scoate în evidenţă în mod exagerat 
efectele zgomotului de înaltă frecvenţă, această metodă prezintă dezavantaje 
practice. Din cauza acestor considerente, în cazul operaţiei de diferenţiere în timp 
discret, cele mai bune estimări se obţin printr-o metodă bazată pe diferenţierea 
fazei.  

Această abordare prezintă o eficienţă sporită din punct de vedere al 
calculelor şi, în general, oferă performanţe îmbunătăţite la zgomot faţă de procedeul 
descris de relaţia (3.3). Cele mai folosite relaţii de diferenţiere a fazei, cunoscute 
sub denumirea de diferenţe finite înainte (FFD) şi înapoi (BFD), sunt următoarele: 

 

( ) ( ) ( )( )n1n
2
1nf f

^
φφ

π
−+=                                     (3.4) 

 

( ) ( ) ( )( )1nn
2
1nf b

^
−−= φφ

π
                                    (3.5) 

 
De asemenea, se mai poate utiliza pentru estimarea IF în timp-discret şi 

relaţia de mai jos, numită “diferenţă centrată finită” (CFD): 
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 ( ) ( ) ( )( )1n1n
4
1nf c

^
−−+= φφ

π
                               (3.6) 

 
Estimatorul definit prin relaţia, (3.6), de tip CFD, prezintă o serie de 

avantaje faţă de estimatorii definiţi mai sus prin relaţiile (3.4) şi (3.5): estimatorul 
CFD nu este polarizat, prezintă un timp de întârziere de grup egal cu zero pentru 
semnalele modulate liniar în frecvenţă şi în cazul anumitor distribuţii timp-frecvenţă, 
corespunde momentului de ordin întâi al frecvenţei [24], [25], [58]. 

În acest context, se poate defini o clasă de estimatori de diferenţiere a fazei 
care, pentru faze descrise printr-un polinom de un anumit ordin, nu sunt polarizaţi. 
Dacă faza este descrisă printr-un polinom de tipul: 

 ( ) ∑
=

⋅=
p

1i

i
i nanφ                                            (3.7) 

 
se obţine o estimare a frecvenţei instantanee de forma: 

( ) ∑
=

−⋅⋅=
p

1i

1i
ii

^
nai

2
1nf
π

                                   (3.8) 

 
Un estimator generalizat de ordin q al diferenţei de fază se poate introduce 

prin formula [1], [2]: 

( ) ( )∑
−=

+⋅=
2
q

2
qk

k
^

knb
2
1nf φ
π

                            (3.9) 

unde q este un  număr par. Coeficienţii kb  se pot determina din condiţia 

( ) ( )nfnf i
^^

= , sau: 

( ) ∑∑
=

−

−=

⋅⋅=+⋅
n

1i

1i
i

2
q

2
qk

k naiknb φ                  (3.10) 

 
Ca urmare, estimatorul de ordinul doi al diferenţei de fază este tocmai 

estimatorul CFD. În practică s-a constatat că sunt preferaţi estimatorii de ordin par 
faţă de cei de ordin impar, deoarece nu introduc timpi de întârziere de grup. 
Coeficienţii estimatorilor de acest tip, pentru primele câteva ordine pare, sunt 
prezentaţi în tabelul 3.1. În cazul în care funcţia de fază este polinomială, aceşti 
estimatori sunt nepolarizaţi [2], [26]. 

 

Tabelul 3.1 
Ordin Coeficienţii 

2 
4 
6 

-1/2 
1/12 
-1/60 

0 
-2/3 
2/30 

1/2 
0 

-3/4 

 
2/3 
0 

 
-1/12 
3/4 

 
 

-3/20 

 
 

1/60 
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 De asemenea, este posibilă şi implementarea relaţiei de diferenţiere a fazei 
bazată pe formula clasică în timp continuu a discriminatorilor MF: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

' '
'

2 2
x t y t x t y t

t
x t y t

φ
−

=
+

                                (3.11) 

 
Pornind de la relaţia de mai sus, se obţine următorul estimator  în timp-discret: 
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

' '

i 2 2
x t y t x t y t1f

2 x t y tπ

∧ −
=

+
                                (3.12) 

 
 Pentru a aproxima operaţiile de derivare necesare în vederea evaluării 
numărătorului din relaţia (3.12) se utilizează filtre FIR [2]. 
 
 

3.2. Versiuni netezite ale estimatorilor diferenţei de 
fază 

 
 Estimatorul “diferenţă centrată finită” (CFD), definit prin relaţia (3.6) este 
nepolarizat în cazul semnalelor modulate liniar în frecvenţă, dar prezintă dispersii 
foarte mari pentru semnalele zgomotoase. Pentru îmbunătăţirea performanţelor 
estimatorului este necesară reducerea dispersiei, acest lucru putându-se realiza în 
mai multe feluri. Ca urmare, dacă semnalul este de bandă limitată, atunci este de 
dorit ca în afara acestei benzi el să fie filtrat. 
 În acest context, Kay a definit un estimator netezit propriu numit “diferenţă 
de fază ponderată”, ce atinge marginea Cramer-Rao în cazul unui semnal staţionar. 
Estimatorul lui Kay, descris de formula de mai jos, oferă soluţia pentru valoarea 
optimă sau ML a frecvenţei printr-o procedură de mediere ponderată: 
 

( ) ( ) ( )[ ]∑
−

=

−+=
2N

0n
n

^
n1nh

2
1nf φφ
π

                              (3.13) 

 
În relaţia (3.13) de mai sus, hn reprezintă funcţia de pondere a ferestrei de 

mediere sau de netezire, introdusă sub forma: 
 

⎪
⎪

⎭

⎪
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⎬
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⎩
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⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −−
−

−
=

2

2n

2
N

1
2
Nn

1
1N

N5.1h                            (3.14) 

 
Prin utilizarea relaţiei de mai sus se obţine reducerea dispersiei, conform 

formulei: 
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( )
( ) 6

N
1N6
1NN

fdisp

fdisp

fereastracu

^
fereastrafara

^

≅
−
+=

⎟
⎟

⎠

⎞
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞

⎜
⎜
⎝

⎛

                     (3.15) 

  
În concluzie, estimatorul lui Kay constă în calcularea estimatorului ML al 

unei secvenţe de determinări locale ale frecvenţei, pe baza unor operaţii de 
diferenţiere finită progresivă. 
 Fereastra caracterizată prin funcţia de pondere nh , introdusă prin relaţia 
(3.14), se poate utiliza şi în cazul estimărilor de frecvenţă bazate pe auto-regresie 
(AR), obţinându-se rezultate mai bune decât dacă se foloseşte fereastra 
dreptunghiulară. 
 Estimatorul descris de relaţia (3.13) poate fi uşor implementat sub forma 
unui estimator al frecvenţei instantanee, dacă definiţia (3.13) se descrie sub o formă 
recursivă în timp. În acest caz, pentru evaluarea frecvenţelor locale se poate utiliza 
o fereastră alunecătoare (cu urmărire). Dacă în interiorul ferestrei apar variaţii 
semnificative ale frecvenţei, metoda prezentată mai sus conduce la estimări 
alterate, erorile fiind mai mari dacă variaţiile sunt neliniare. Pentru a se elimina 
acest dezavantaj, se poate utiliza un model de fază polinomial, în locul celui de fază 
liniară. 

 
 

3.3. Estimarea frecvenţei instantanee prin metoda trecerilor 
prin zero 

 
 O modalitate de estimare a frecvenţei locale a unui proces de bandă îngustă, 
situaţie des întâlnită în fenomenele seismice, constă în contorizarea trecerilor prin 
zero. 
 Pentru un semnal sinusoidal sau pentru un semnal care se poate considera 
local staţionar, frecvenţa este inversa perioadei sau jumătate din inversa lungimii 
dintre trecerile prin zero, conform relaţiilor: 
 

zT2
1f =                                                   (3.16) 

sau 

 
2
Zf =                                                   (3.17) 

 
unde zT  este intervalul dintre două treceri prin zero consecutive, zT2  este 
perioada, f este frecvenţa, iar Z este rata trecerilor prin zero. 
 Dacă se analizează semnale discrete în timp având perioada de eşantionare  
unitară, valoarea lui zT  este determinată de numărul de intervale de eşantionare 
“k” dintre două treceri prin zero, motiv pentru care relaţia (3.17) va deveni de 
forma: 
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k2
1f =                                                   (3.18) 

 
ca urmare, într-un interval dintre două treceri consecutive prin zero vor exista 
( )1k +  puncte de eşantionare, dacă se iau în considerare şi trecerile prin zero. 
 În continuare se demonstrează că eşantionarea bazată pe metoda trecerilor 
prin zero, reprezintă de fapt o medie liniară a estimărilor de tip “diferenţă finită 
înainte” (FFD) din interiorul unui interval. 

Deoarece kTz = , estimatorul bazat pe metoda trecerilor prin zero şi descris 
de relaţia (3.16) se poate exprima prin relaţia de mai jos, dacă se presupune că 
prima trecere prin zero are loc la momentul n: 
 

( )
k2
1nf

^
=                                                 (3.19) 

 
Estimatorul de tip “diferenţă finită înainte” uzual se poate scrie sub forma: 
 

( ) ( ) ( )[ ]n1n
2
1nf f

^
φφ

π
−+=                                    (3.20) 

 
Media liniară a celor k estimatori de tip “diferenţă finită înainte” (FFD) 

consecutiv, din interiorul intervalului este: 
 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[

( ) ( )]1knkn

...1n2nn1n
k2
1nf kf

^

−+−++

+++−++−+=

φφ

φφφφ
π                 (3.21) 

care se poate rescrie sub forma: 
 

 ( ) ( ) ( )[ ]nkn
k2
1nf kf

^
φφ

π
−+=                                (3.22) 

 
Deoarece ( ) ( ) πφφ =−+ nkn , relaţia (3.22) se reduce la (3.19), ceea ce trebuia 
demonstrat. 
 În concluzie, expresia estimatorului bazat pe trecerile prin zero reprezintă o 
simplă mediere liniară a k estimări adiacente de tip “diferenţă finită înainte” (FFD). 
Medierea (netezirea) nu se realizează cu o fereastră având funcţia de pondere nh  
descrisă anterior prin relaţia (3.14), motiv pentru care este suboptimală. Ea prezintă 
însă avantajul că este foarte uşor de calculat. 

În acest context este necesar să se menţioneze faptul că dacă intervalul 
dintre două treceri consecutive prin zero nu corespunde unui număr întreg de 
eşantioane, atunci pe lângă medierea liniară realizată de către estimator se 
introduce şi “zgomotul” de cuantizare. În vederea micşorărilor dispersiei ce 
caracterizează estimatorul bazat pe metoda trecerilor prin zero, Rabiner şi Schafer 
[2], [27] au propus calcularea mediei numărului de treceri prin zero în interiorul 
unei ferestre de lungime M. Acest estimator se defineşte prin relaţia: 
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 ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )∑
−=

−⋅−−=
M

Mm

mnh1mssgnmssgnnZ                   (3.23) 

unde 

 ( )[ ]
( )

( )⎪
⎪

⎩

⎪
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⎧
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≥
=
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şi 
 

 ( )
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
−≤≤

=

restin,0

1Mn0pentru,
M2
1

nh                      (3.25) 

 Concluziile de mai sus sunt valabile în cazul proceselor local sinusoidale. 
Pentru semnale modulate în frecvenţă nestaţionare, estimatorul IF bazat pe metoda 
trecerilor prin zero poate fi extins pe baza relaţiei  
 

 ( ) ( )nZ
2
1

nf i
^

=                                             (3.26) 

 
unde ( )nZ  este descris de relaţia (3.23). Deplasând fereastra având funcţia de 
pondere ( )nh , cu n, se obţine o estimare a IF sub forma unei funcţii dependentă de 
variabila n. Dacă lungimea finită M a ferestrei are valori mari şi legea de variaţie a 
IF nu este liniară, în interiorul ferestrei va exista o polarizare a estimatorului. Dacă 
M are valori mici, polarizarea se reduce, dar cu preţul creşterii dispersiei  [21]. 
 
 

3.4. Estimarea adaptivă a frecvenţei instantanee 
 

O altă posibilitate de determinare a IF constă în estimarea adaptivă a 
frecvenţei locale. Această metodă a dat naştere la bucla PLL, care se foloseşte pe 
scară largă în sistemele de comunicaţii. Bucla standard PLL se comportă foarte bine 
la zgomot, dar este incapabilă să urmărească schimbările foarte rapide ale 
frecvenţei instantanee. Pentru a se elimina acest dezavantaj sunt necesare 
modificări în proiectarea buclei PLL. 

Snyder a definit câţiva estimatori adaptivi utili [28]. El a obţinut un astfel de 
estimator pornind da la un criteriu neliniar de minimizare a erorii medii pătratice, 
urmat de o aproximare liniară a estimatorului (filtru Kalman extins). Snyder a 
demonstrat, de asemenea, că în cazul staţionar, filtrul Kalman extins se reduce cu 
bună aproximaţie la o buclă PLL. 

O altă modalitate de eşantionare adaptivă a IF se bazează pe modelarea 
datelor sub forma unui proces predictiv liniar. Două dintre metodele care pot fi 
folosite pentru acest tip de estimatori sunt algoritmii LMS şi RLS [29].  
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3.4.1 Algoritmul LMS 

 
Griffits a propus un algoritm adaptiv de estimare a frecvenţei instantanee 

bazată pe un filtru cu predicţie liniară, care îşi actualizează coeficienţii cu fiecare 
eşantion de date [30]. Metoda lui Griffits constă din extragerea vârfului unei 
estimări spectrale, folosind o predicţie liniară de scurtă durată. Prin actualizarea 
estimărilor spectrale în mod recursiv în fiecare punct, se micşorează mult volumul 
de calcul. 

Algoritmul care rezultă, bazat pe tehnica gradientului descrescător, este 
foarte simplu, dar reprezintă de fapt un proces de urmărire a frecvenţei instantanee 
incapabil să răspundă la modificări foarte rapide ale acesteia. Din acest motiv, 
estimarea este foarte sensibilă la zgomot. 

În continuare, se vor prezenta câteva detalii legate de algoritm. Vectorul 
eşantioanelor de date la momentul n, se notează cu: 
 

( ) ( ) ( )nz z n z n 1 .....z n L 1⎡ ⎤= − − +⎣ ⎦                           (3.27) 

 
unde L este lungimea filtrului cu predicţie liniară. Vectorul corespunzător 
coeficienţilor filtrului liniar este: 
 

( ) ( ) ( ) T
n 1 2 La a n a n .......a n⎡ ⎤= ⎣ ⎦                          (3.28) 

 
 Ideal, pe măsură ce se prelucrează fiecare nou eşantion de date, coeficienţii 
filtrului ar trebui reactualizaţi astfel încât să se minimizeze eroarea de predicţie 
medie pătratică. În cazul semnalelor staţionare eroarea este o funcţie de vectorul 
coeficienţilor filtrului, motiv pentru care metoda descreşterii gradientului se poate 
folosi cu bune rezultate pentru a realiza convergenţa coeficienţilor filtrului către 
valori optimale. 
 În general se utilizează algoritmul LMS al lui Widrow şi Hoff [31], caz în care 
coeficienţii actualizaţi sunt daţi de relaţiile [2], [32], [33]: 
 

 *
n 1 n n 1 na a 2μe z+ += −                                    (3.29) 

 

( ) T
n 1 n ne z n 1 z a+ = + +                                  (3.30) 

 
unde n 1e +  este eroarea liniară de predicţie la momentul (n+1), μ  este constanta 
de adaptare, iar “*” simbolizează conjugata complexă a mărimii respective. 
 Estimarea frecvenţei instantanee se realizează prin detecţia vârfului 
spectrului, obţinut prin predicţie liniară. Adică, se caută acea frecvenţă estimată 

( )i if n f
∧

=  pentru care se maximizează relaţia: 

 

 
2L

1k

)kif2j(
k e)n(a1 ∑

=

−⋅+ π                           (3.31) 
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În cazul în care este necesară estimarea sau “urmărirea” mai multor 
frecvenţe, expresia (3.31) se va modifica în aşa fel încât să fie posibilă extragerea 
diferitelor vârfuri ce corespund componentelor individuale de frecvenţă. Pentru a 
estima frecvenţa instantanee a unei singure sinusoide complexă alterată de zgomot, 
se poate utiliza relaţia: 

 

 ]1a[arg
2
1)n(if̂

∗⋅=
π

                                  (3.32) 

 
Formula de estimare (3.32) este eficientă din punct de vedere al volumului de 
calcul. 
 Coeficientul μ  din relaţia (3.29) controlează viteza de adaptare a 
algoritmului. Dacă μ  se apropie de limita superioară, adaptarea este rapidă dar 
eroarea de staţionare poate fi mare, iar dacă μ  are valori mici, adaptarea este 
lentă. 
 Avantajul principal al acestui algoritm constă în simplitatea de calcul, care 
devine evidentă pe baza relaţiilor (3.29) şi (3.30). 
 
  

3.4.2.Algoritmul RLS 
 
 Folosind algoritmul RLS, datele se modelează sub forma unei secvenţe 
liniară de predicţie, iar coeficienţii de predicţie se reactualizează cu fiecare nou 
eşantion de date. Algoritmul RLS diferă de cel de tip LMS prin faptul că în calitate de 
coeficient de adaptare, în locul unei constante scalare, se preferă utilizarea unei 
aproximări exponenţiale ponderată pentru inversa matricii de covarianţă [2]. 
 Avantajul acestui algoritm faţă de cel de tip LMS constă în viteza lui mărită 
de convergenţă. Cu toate acestea, algoritmul clasic RLS necesită un volum mare de 

calcul, adică 2L  operaţii, spre deosebire de metoda LMS care necesită doar un 
număr de L calcule. În ultima perioadă însă s-au obţinut progrese considerabile în 
acest sens, realizându-se algoritmi RLS rapizi care necesită doar un număr de L 
operaţii. 
 Reactualizarea parametrilor algoritmului la momentul n se efectuează pe 
baza următoarei succesiuni de ecuaţii [33]: 
 

 *
n 1 n n 1 n na a e P z+ += −                                  (3.33) 

 

( ) T
n 1 n ne z n 1 z a+ = + +                                 (3.34) 

 
11 * T

n n 1 n nP αP z z
−−

−
⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦

                               (3.35) 

 
unde nP  este aproximarea exponenţială ponderată a inversei matricei de covarianţă, 
iar α  este un factor de “uitare”. Utilizând teorema de inversare a matricelor, 
ecuaţiile care descriu algoritmul RLS pot fi rescrise sub forma [34]: 
  

n 1 n n 1 na a e c+ += −                                      (3.36) 
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P z
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−
=

+
                                     (3.37) 

 ( )T
n n n n 1

1P I c z P
α −= −                                    (3.38) 

 
unde n 1e + s-a definit cu relaţia (3.30), iar I este matricea unitate. 
 În cazul analizării unei singure sinusoide complexă alterată de zgomot, 
ecuaţiile de mai sus se pot implementa foarte simplu, iar estimatorul obişnuit nu 
este polarizat. Frecvenţa instantanee locală se poate estima cu ajutorul relaţiei 
(3.32). 
 Estimatele frecvenţelor instantanee ale unui semnal cu mai multe 
componente se determină extrăgând vârfurile spectrului semnalului, printr-o metodă 
de predicţie liniară, cu ajutorul relaţiei (3.28). 
 

 
3.5. Estimarea frecvenţei instantanee pe baza momentelor 

distribuţiilor timp-frecvenţă 
 

 Cohen a definit o clasă de funcţii bidimensionale numite distribuţii timp-
frecvenţă, care pot fi utilizate pentru a reprezenta distribuţia energiei unui semnal în 
planele timp şi frecvenţă [12]. Formula generalizată care descrie această clasă de 
funcţii în timp discret este prezentată în [2] sub forma: 

4 kmM M jC NW V
m M n M

TF n,m n,m K n,m e
π

ϕ
−

−
=− =−

= ⋅⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ ∑              (3.39) 

 
unde n,mϕ ⎡ ⎤⎣ ⎦  este o funcţie fereastră bidimensională care permite selectarea unui 

anumit tip de distribuţie timp-frecvenţă, valoarea lui M este 
2

1NM −= , iar 

W VK n,m− ⎡ ⎤⎣ ⎦  este nucleul transformării Wigner-Ville discretă. 

 Anumite distribuţii timp-frecvenţă (cum ar fi de exemplu distribuţia Wigner-
Ville) permit obţinerea frecvenţei instantanee sub forma momentului de ordinul 
întâi, iar alte distribuţii (de exemplu transformata Fourier-scurtă) permit 
aproximarea IF prin intermediul momentelor lor de ordinul întâi [58]. Deci, 
momentul de ordinul întâi al unei distribuţii timp-frecvenţă reprezintă o nouă 
modalitate de estimare a frecvenţei instantanee. 
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Fig.3.1. Legea de variaţie a IF pentru un semnal modulat liniar în frecvenţă, 
obţinută prin utilizarea momentului de ordinul întâi al distribuţiei Wigner-Ville 

 
White şi Boashash [35] au analizat problema estimării frecvenţei 

instantanee pentru un semnal aleator Gaussian, cu ajutorul momentelor de ordinul 
întâi ale distribuţiei Wigner-Ville. Avantajul acestei metode de estimare a IF constă 
în faptul că, pentru reducerea efectelor zgomotului şi pentru estimare separată a 
legilor de variaţie ale IF în cazul semnalelor cu mai multe componente se poate 
folosi fie o operaţie de filtrare, fie o altă modalitate de prelucrare a semnalului în 
planul timp-frecvenţă. Pentru exemplificare se pot analiza figurile 3.1 şi 3.2, în care 
se reprezintă metoda de estimare a unei frecvenţe instantanee liniar variabilă cu sau 
fără o operaţie de filtrare prealabilă. În cazul acestor exemple raportul semnal-
zgomot este de 3dB, iar filtrarea în domeniul timp a determinat o reducere 
semnificativă a dispersiei. 
 Frecvenţa instantanee obţinută pe baza momentului de ordinul întâi al 
dispersiei Wigner-Ville discretă, este definită prin relaţia [32]: 
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unde ]m,n[TF VW
z

−  este distribuţia Wigner-Ville discretă, definită prin 
relaţia[2],[12]: 
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Fig.3.2. Legea de variaţie a IF pentru un semnal modulat liniar în frecvenţă, 
obţinută prin utilizarea momentului de ordinul întâi al distribuţiei 

 Wigner-Ville, urmată de o filtrare în domeniul timp 
 
 
 Deoarece această metodă necesită efectuarea unui volum mare de operaţii 
(din cauza calculării distribuţiei timp-frecvenţă, a filtrării şi a momentelor de ordinul 
întâi) şi pentru că nu este optimă din punct de vedere statistic, în multe situaţii sunt 
preferate alte metode. 
 Totodată, frecvenţa instantanee sau o estimare a ei, se poate obţine prin 
intermediul momentelor distribuţiilor discrete timp-frecvenţă. Aceste momente pot fi 
considerate ca fiind estimări de tip “diferenţă centrată finită” (CFD), de forma: 
 

                   
2
f

mod]1,n[*)n(f)n(m sc
^1 ⋅

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
≅                               (3.42) 

 

În relaţia (3.42) de mai sus, )n(f c
^

 este definită cu formula (3.6), iar ϕ [ n,1 ] este 
funcţia fereastră bidimensională ϕ [ n,m ]  din relaţia (3.39) evaluată pentru 1k = . 
 În practică, această metodă este greoaie din punct de vedere a volumului de 
calcul, deoarece este necesară calcularea unei distribuţii timp-frecvenţă, a unei 
operaţii de filtrare şi a unei proceduri de inversare. 
 Deoarece există echivalenţa dintre aceşti estimatori şi cei de tip “frecvenţă 
centrată finită” (CFD), metoda prezentată mai sus este folosită doar în aplicaţii 
specifice.  
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3.6. Estimarea frecvenţei instantanee pe baza vârfurilor 
distribuţiilor timp-frecvenţă 

 
3.6.1 Vârfurile transformatei Fourier-scurtă 

 
Aşa cum s-a arătat mai sus, în cazul unei sinusoide complexe alterată de un 

zgomot Gaussian alb complex staţionar, estimarea IF cu ajutorul algoritmului ML se 
face prin detectarea vârfurilor (crestelor) spectrului sau periodogramei semnalului. 
[74][78][81]. Această metodă se poate generaliza şi pentru cazul semnalelor 
nestaţionare, când estimarea  IF se construieşte pe baza vârfurilor distribuţiei timp-
frecvenţă ce caracterizează semnalul analizat. Legătura dintre reprezentările timp-
frecvenţă şi frecvenţa instantanee este analizată în [36]. 

Din punct de vedere a metodei prezentate, una dintre cele mai accesibile 
distribuţii timp-frecvenţă este transformata Fourier-scurtă care se comportă foarte 
bine dacă semnalul considerat este cvasistaţionar. În acest context, datorită faptului 
că fereastra optimă ce poate fi utilizată pentru spectrogramă este reciproca rădăcinii 
pătrate a vitezei de variaţie a frecvenţei, în cazul semnalelor modulate în frecvenţă 
care scad rapid se obţin rezultate slabe. 
 

3.6.2. Vârfurile distribuţiei Wigner-Ville 
 

Metoda de estimare a IF pe baza vârfurilor (crestele) distribuţiei Wigner-Ville 
a fost aplicată la determinarea parametrilor de absorbţie şi dispersie în procese 
seismice [1] [2]. Utilizarea acestui tip de distribuţie provine din capacitatea ei de a 
localiza energia unui semnal în jurul legii de variaţie a frecvenţei instantanee a 
acestuia [37].  

Dacă semnalul analizat are o lege liniară de variaţie a frecvenţei şi 
amplitudine constantă, distribuţia Wigner-Ville  se reduce la o succesiune de 
impulsuri Dirac plasate de-a lungul frecvenţei instantanee, situaţie care conduce 
uşor la estimarea IF. 

Dacă în legea de variaţie a IF există o neliniaritate este posibil să apară o 
abatere a vârfului frecvenţei instantanee, motiv pentru care se obişnuieşte să se 
ajusteze fereastra utilizată astfel încât variaţia IF în interiorul ferestrei să fie 
aproximativ liniară. 

Rao şi Taylor [38] au continuat cercetările arătând că estimarea frecvenţei 
instantanee pe baza vârfurilor distribuţiei Wigner-Ville este optimă pentru semnalele 
modulate liniar în frecvenţă, cu raport semnal zgomot de valori medii până la valori 
mari. Wong şi Jin au investigat de asemenea utilizarea acestui tip de estimator şi au 
comparat performanţele lui cu marginea inferioară Cramer-Rao pentru frecvenţe 
care variază continuu în timp [39]. 

În practică se foloseşte de asemenea şi metoda de estimare a frecvenţei 
instantanee bazată pe detecţia vârfurilor unei distribuţii Wigner-Ville de tip auto-
regresiv (AR) [40] şi s-a constatat că permite trasarea unor legi neliniare de variaţie 
a IF la raport semnal zgomot de valori mari. Rezultatele obţinute în acest caz sunt 
mai corecte decât cele determinate cu o distribuţie Wigner-Ville convenţională în 
acelaşi condiţii. Distribuţia Wigner–Ville polinomială prezentată în [41] a fost special 
concepută pentru analiza timp-frecvenţă a semnalelor modulate în frecvenţă după 
legi polinomiale. 

Însă, cu toate că metoda de extragere a vârfurilor distribuţiei Wigner-Ville s-
a dovedit a fi un estimator optimal pentru semnalele cu modulaţie liniară a 
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frecvenţei, în cazul unor rapoarte semnal-zgomot de valori mari, se constată că ea 
se degradează în mod semnificativ la valori mici ale raportului semnal-zgomot. Din 
acest motiv, ca estimator IF a fost propusă distribuţia Wigner-Ville “încrucişată” 
[42]. 
  

3.6.3. Vârfurile distribuţiei Wigner-Ville “încrucişată" 
 
 Distribuţia Wigner-Ville “încrucişată” între un semnal de referinţă s(n) şi 
semnalul analizat r(n) se defineşte prin relaţia următoare [2], [12]: 
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unde ( )sz n şi ( )rz n sunt semnalele analitice corespunzătoare lui s(n) şi r(n). 

În general nu se cunoaşte semnalul de referinţă, dar el poate fi estimat 
pe baza semnalului observat. Estimatorul semnalului de referinţă indică obţinerea 
unei estimări iniţiale a frecvenţei instantanee, notată cu fi(n), şi reconstrucţia unui 
semnal de amplitudine unitară pe baza relaţiei: 
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pentru  n = 0, 1, 2, .....,N-1. 
 

Procedura de estimarea IF pe baza distribuţiei Wigner-Ville “încrucişată” 
constă din următorii paşi: 
 

1. Iniţializare: Pe baza estimării IF se construieşte un semnal de referinţă de 
amplitudine unitară; 
2. Estimare: Se calculează distribuţia Wigner-Ville “încrucişată” între 
semnalul de referinţă şi cel observat; apoi, se estimează IF pe baza 
vârfurilor acestei distribuţii; 
3. Recurenţa: Se repetă pasul 1 până când diferenţa dintre estimările IF 
obţinute prin iteraţii succesive este mai mică decât o anumită limită. 

 
Raţionamentul pe care se bazează această metodă porneşte de la faptul că 

de fiecare dată când este estimată o nouă valoare a distribuţiei Wigner-Ville 
“încrucişată”, concentraţia de energie a semnalului trebuie să crească.  

Dacă se utilizează o estimare a IF bazată pe detecţia vârfurilor transformatei 
Fourier-scurtă, algoritmul devine convergent după câteva iteraţii. Dacă semnalul 
este lung şi pentru analiză se foloseşte o fereastră alunecătoare, astfel încât legea 
de modulaţie în frecvenţă să fie liniară în cadrul ferestrei, atunci metoda va atinge 
marginea Cramer-Rao pentru un prag al raportului semnal-zgomot de valori 
substanţial mai mari decât în cazul distribuţiei Wigner-Ville clasică. 
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3.6.4. Vârfurile distribuţiei Wigner-Ville generalizată 

 
Acest tip de distribuţie furnizează o posibilitate de rezolvare a problemei 

legată de reprezentarea timp-frecvenţă a semnalelor polinomiale modulate liniar în 
frecvenţă. Distribuţia Wigner-Ville generalizată este multiliniară şi permite 
reprezentarea semnalelor polinomiale de ordin superior modulate în frecvenţă, sub 
forma unor impulsuri Dirac în planul timp-frecvenţă. 

Estimarea frecvenţei instantanee pe baza vârfurilor distribuţiei Wigner-Ville 
generalizată este nepolarizată, iar dispersia ce o caracterizează atinge marginea 
inferioară Cramer-Rao pentru valori mari ale raportului semnal-zgomot. 
 
 3.6.5. Alte distribuţii timp-frecvenţă 
 

Alte posibilităţi de estimare a frecvenţei instantanee, pe baza determinării 
vârfurilor distribuţiilor timp-frecvenţă, sunt reprezentate de câteva distribuţii recent 
definite[72][76][85].  

Distribuţia Zhao-Atlas-Marks [43] se caracterizează printr-o bună localizare 
în planul timp-frecvenţă, prin performanţe bune la zgomot şi tinde să suprime 
termenii de interferenţă, fiind utilă şi în cazul analizei semnalelor cu mai multe 
componente armonice. 

Distribuţia timp-frecvenţă Baraniuk-Jones [44] prezintă anumite avantaje, 
putând fi considerată ca tehnică adaptivă de estimare spectrală de înaltă rezoluţie. 
În aceeaşi categorie poate fi inclusă şi distribuţia Fineberg-Mammone [2], [45]. 

În [46] se prezintă distribuţii timp-frecvenţă de argument complex, care 
prezintă avantajul reducerii semnificative a termenilor de interferenţă în cazul 
semnalelor cu o viteză de variaţie mare a frecvenţei şi a timpului de întârziere de 
grup. 
 
 

3.7. Estimarea frecvenţei instantanee pe baza unui 
model auto-regresiv variabil în timp 

 
 Sharman şi Friedlander [47] au propus realizarea unui estimator pentru 
frecvenţa instantanee bazat pe modelarea auto-regresivă, variabilă în timp, a 
semnalului. Autorii au propus o procedură de estimare auto-regresivă care ia în 
considerare nestaţionaritatea semnalului şi au obţinut o soluţie bazată pe rezolvarea 
unor versiuni modificate ale ecuaţiilor Yule-Walker. 

Soluţia determinată în acest mod este un polinom auto-regresiv variabil în 
timp, ale cărui rădăcini permit estimarea IF într-un mod asemănător cu cel utilizat în 
cazul funcţiei de transfer staţionară. Din păcate, precizia de estimare este mult mai 
mică decât în cazul staţionar, din cauza faptului că estimările “instantanee” ale 
covarianţei sunt greu de obţinut. În concluzie, în cazul semnalelor nestaţionare nu 
este posibilă medierea unor secvenţe de date înregistrate de lungimi mici. 
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3.8. Îmbunătăţirea metodelor de estimare a legilor  de 
variaţie a frecvenţei instantanee prin aplicarea algoritmilor de 

urmărire 
 
 Îmbunătăţiri semnificative ale estimărilor frecvenţei instantanee se obţin 
dacă există informaţii “a priori” privind viteza de variaţie a acesteia. Aceste 
informaţii pot caracteriza variaţia lentă sau rapidă a IF şi pot fi utilizate la netezirea 
secvenţei de estimări. Operaţia de netezire a legii de variaţie a IF este cunoscută şi 
sub denumirea de “urmărire”(tracking)[48]. 
 O tehnică de urmărire des utilizată în practică este aceea în care estimarea 
IF se modelează sub forma unei secvenţe de tip lanţ Markov, în care fiecărei 
modificări a IF de la un punct la altul din planul timp-frecvenţă i se asociază o 
distribuţie de probabilitate. În general, modificărilor reduse ce caracterizează 
estimările consecutive ale IF li se asociază probabilităţi de valori mari, iar 
modificărilor importante li se ataşează probabilităţi mici. 
 Legea de variaţie optimală a frecvenţei instantanee sau “urma” (semnătura) 
acesteia este acea curbă din planul timp-frecvenţă pentru care secvenţa de estimări 
ale IF este caracterizată de cea mai mare probabilitate de apariţie. Ea poate fi 
obţinută folosind un algoritm de modelare Hidden-Markov. 

Algoritmii bazaţi pe modelarea Hidden-Markov prezintă dezavantajul că 
legea de variaţie a IF trebuie să fie lent variabilă. 
 Estimarea frecvenţei instantanee de tip “maxim a posteriorii” se aplică la 
estimarea IF pe baza vârfurilor spectrogramei unui semnal cu una sau mai multe 
componente armonice. 

Un alt tip de algoritm de “urmărire” utilizat des în practică se bazează pe 
filtrarea Kalman.  
 
 

3.9. Metode de estimare a frecvenţei instantanee bazate 
pe modelarea polinomială a fazei 

 
 Estimatorii care se bazează pe definiţia frecvenţei instantanee discretă, 
prezentată în subcapitolul 3.1. (relaţia (3.3)), nu fac nici o presupunere implicită 
privind legea de variaţie a frecvenţei instantanee, şi, din acest motiv, prezintă 
dispersie mare. O reducere semnificativă a dispersiei se poate obţine prin includerea 
în procedura de estimare a unor informaţii “a priori”. Acest lucru se poate realiza 
presupunând că legea de variaţie a IF este de tipul unui polinom de ordin finit, caz 
în care pentru variaţia fazei se obţine o lege polinomială [49]. În [50] este calculată 
limita inferioară Cramer-Rao pentru semnale de amplitudine constantă şi fază 
polinomială. 
 Modalitatea care permite încorporarea informaţiilor “a priori” este 
determinată de alegerea ordinului polinomului ce descrie IF: dacă se ştie că IF are o 
variaţie lentă, se aleg ordine de valori mici, în timp ce dacă IF variază rapid se 
preferă ordinele mai mari.   

Ca urmare, în cazul aproximării polinomiale a fazei modelul semnalului are 
următoarea formă generalizată: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )jφ nz n A n e ε n s n jq n ε n= + = + +                   (3.45) 
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unde: 
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iar ( )A n este amplitudinea, ( )nφ este faza, ( )ε n reprezintă un zgomot complex 

având dispersia 2σ2  şi 1N,0n −= . Componentele s(n) şi q(n) sunt descrise de 
formulele: 
 

( ) ( ) ( )2 p
0 1 2 ps n A n cos a a n a n ... a n= + + + +                    (3.47) 

 ( ) ( ) ( )2 p
0 1 2 pq n A n sin a a n a n .... a n= + + + +                   (3.48) 

 

 O posibilitate de estimare a coeficienţilor ( )ka k 0,1= din relaţiile (3.47) şi 

(3.48), constă în determinarea acelor valori pentru care media pătratică dintre 
semnalul estimat şi cel observat este minimă. Tretter [51] a demonstrat faptul că 
această aproximare este valabilă doar pentru rapoarte semnal-zgomot de valori 
mari, deoarece în acest caz pentru calcularea mediei pătratice se pot folosi tehnici 
liniare. 
 O altă posibilitate constă în extinderea metodei de estimare ML a 
parametrilor prin introducerea condiţiei de staţionaritate în cazul polinomial. Dacă 
semnalul analizat se presupune a fi Gaussian, rezultatul obţinut va fi echivalent cu o 
soluţie neliniară a celor mai  mici pătrate. După ce s-a realizat estimarea legii de 

variaţie a fazei )n(φ , frecvenţa instantanee )n(f i
^

 se obţine direct pe baza relaţiei: 

1k
p

1k
k

^
i

^
nak

2
1

dt
)n(d

2
1)n(f −

=

⋅⋅=⋅= ∑π
φ

π
                 (3.49) 

unde cu kâ  s-a notat estimata coeficientului ka . 
 

3.9.1. Algoritmul de estimare a coeficienţilor polinomiali bazat pe 
metoda celor mai mici pătrate 

 
 3.9.1.1. Metoda de estimare a celor mai mici pătrate (LS) 

 
Cei (p+1) parametrii necunoscuţi ( a0, a1, a2,......, ap ), din relaţiile (3.47) şi 

(3.48), se pot obţine prin minimizarea sumei erorilor pătratice conform relaţiei: 
 

( ) ( ) 2
1N

0n

nznẑE −= ∑
−

=

                       (3.50) 

 
 Soluţia pentru parametrii ka  se obţine prin rezolvarea numerică a sistemului 
de ecuaţii format din relaţiile de mai jos [52]: 
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∑∑
−

=

−

=

⋅⋅=⋅⋅⋅
1N

0n

k)n(ˆj22k)n(ˆj
1N

0n

ne)n(Âne)n(Â)n(z ΦΦ     (3.51) 

 

∑∑
−

=

−

=

⋅⋅=⋅⋅
1N

0n

k)n(ˆj2k)n(ˆj
1N

0n

ne)n(Âne)n(z ΦΦ                 (3.52) 

 
unde )n(Â  este estimata legii de variaţie a amplitudinii, obţinută sub forma unui 
polinom de ordin q, similar celui utilizat pentru determinarea fazei, adică: 
 

 ∑
=

⋅=
q

0k

k
k nb̂)n(Â                                          (3.53) 

 
 În aceste condiţii, relaţiile (3.51) şi (3.52) vor reprezenta un sistem format 
din ( )2qp ++  ecuaţii neliniare, care este dificil de rezolvat. Totodată, caracteristicile 
statistice ale estimatorilor care se obţin nu se pot determina analitic. Pentru vectorul 
de parametrii: 

 
T

0 1 2 q 0 1 2 pβ b ,b ,b ,...,b ,a ,a ,a ,...,a⎡ ⎤= ⎣ ⎦                    (3.54) 

 
Se poate determina o soluţie numerică pornind de la relaţia: 
 

β
βββ

d
);z(dpJ 1)k()1k( ⋅−= −+                           (3.55) 

unde )β;z(p  este densitatea de probabilitate a semnalului, ( )kβ  este evaluarea 
iterativă de ordin (k) a lui β  şi J este matricea de informaţie Fisher, ale cărei 
elemente sunt date de relaţia: 
 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂⋅

∂
∂=

ji
j,i

));z(plog());z(plog(EJ
β

β
β

β                          (3.56) 

 
Cu E se notează operatorul speranţă matematică, iar cu iβ  elementul de ordin întâi 
din vectorul parametru β . 
 Însă utilizarea acestei metode este dificilă deoarece pot exista mai multe 
maxime locale către care să conveargă algoritmul, motiv pentru care este necesară 
introducerea anumitor condiţii care să determine eliminarea acestor maxime. 
Totodată, este obligatoriu ca estimarea iniţială să fie corectă. 
 O altă metodă, mai simplă, constă în modelarea funcţiei de fază prin tehnici 
de regresie [19], după care faza instantanee se obţine sub forma relaţiei: 
 

{ }
{ })n(zR

)n(zIarctg)n(
c
m=φ                                      (3.57) 
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 Rezolvarea relaţiei (3.57) este dificilă deoarece funcţia “arctg” este definită 
pe intervalul(0,2π], motiv pentru care apar probleme de calcul în special la valori 
reduse ale raportului semnal-zgomot. Presupunând că amplitudinea este constantă, 
modelul polinomial descris de relaţia (3.49) poate fi exprimat sub formă matricială 
astfel: 

 
                     Φ X a= ⋅                                                 (3.58) 

 
unde Φ  este vectorul corespunzător fazei analizată, “a” este vectorul parametrilor şi 
X este o matrice de constante. Cele trei matrici sunt de forma: 
 

 ( ) ( ) ( ) T
Φ 0 , 1 ,..., N 1φ φ φ⎡ ⎤= −⎣ ⎦                                (3.59) 

 T
0 1 2 0a a ,a ,a ,...,a= ⎡ ⎤⎣ ⎦                                    (3.60) 

 

p

p

1 0 0
1 1 1

X 1 2 2

1 N 1 (N 1)

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

"
"

"
# # #

"

                              (3.61) 

 
 Pentru vectorul parametrilor “a” soluţia, ce corespunde erori medii pătratice 
minime, este dată de ecuaţia: 
 

         ( ) 1T Ta X X X
∧ −
= Φ                                       (3.62) 

 
dacă zgomotul este de tip aditiv cu medie nulă. 
 

 
3.9.1.2. Descrierea algoritmului liniar al celor mai mici pătrate LS 

  
 Operaţia de modelare a fazei este afectată de erori pentru valori mici ale 
raportului semnal-zgomot, iar dacă legea de variaţie a frecvenţei instantanee este 
rapid variabilă, semnalul trebuie segmentat. De exemplu, semnalele sinusoidale 
modulate în frecvenţă se vor aproxima cu segmente corespunzătoare distanţelor 
dintre vârfurile legii de variaţie a IF, aceste segmente fiind mult mai uşor de 
modelat decât semnalul întreg. 
 Algoritmul conţine următoarele etape: 

Iniţializarea: Dacă se cunoaşte forma legii de variaţie a IF (liniară, pătratică, 
etc.) atunci ordinul p al modelului se presupune cunoscut. Dacă această 
formă nu este cunoscută, atunci se încearcă în mod recursiv diferite modele 
având ordinul p de valori crescătoare, începând cu 0p = . Algoritmul se 
încheie atunci când sunt îndeplinite anumite condiţii. 
Iniţial matricea X din relaţia (3.58) este un vector şir conţinând doar 

elemente egale cu unitatea şi deci  ( ) 1T 1X X
N

−
= . 
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Recurenţa : Operaţia de recurenţă necesită calcularea repetată a formulei 
(3.58) de estimare a parametrilor, pentru valori crescătoare ale lui p. 
Pentrua se decide încheierea algoritmului se utilizează o valoare normalizată 
a erorii. 

  
Pe parcursul calculului iterativ al relaţiei (3.58), determinarea inversei 

( ) 1TX X
−

reprezintă cea mai dificilă operaţie. Kitchen [53] a arătat că dacă funcţia de 

fază este modelată ca o sumă de polinoame ortogonale, poate fi evitată calcularea 
inversei de mai sus, rezultând un algoritm simplu. Totodată, coeficienţii polinomului 
fazei se pot obţine uşor pe baza coeficienţilor polinoamelor ortogonale. 
 
 
 

3.9.2. Estimarea frecvenţei instantanee prin atribuirea unui polinom 
estimatelor locale ale IF 

 
 Estimatorul frecvenţei instantanee de tip “diferenţă de fază ponderată”, 
introdus de Kay şi prezentat în subcapitolul 3.2, poate fi extins şi pentru cazul unei 
legi de variaţie a fazei, prin înlocuirea estimatorului “diferenţă finită înainte” cu un 
estimator de tip diferenţă a fazei de ordinul q. Modelul care descrie semnalul 
analizat, în cazul când se presupune că faza este polinomială, este descris de 
relaţiile (3.47) şi  (3.48). 
 Ca  estimator local al frecvenţei instantanee se utilizează unul dintre 
estimatorii diferenţei de fază de ordinul  q, introduşi prin relaţia (3.9). Pentru N 
eşantioane discrete de date, vor fi disponibile qN −  estimări consecutive ale IF care 

se notează cu )n(f q
^

 pentru qN,0n −= .   
 Aceşti estimatori sunt nepolarizaţi, conţin o componentă de zgomot 
Gaussian “colorat” de medie nulă [2] şi sunt de forma: 
 

( ) ( )2 p 1
q 1 2 3 p

1f a 2a n 3a n ... pa n u n
2π

∧ −⎡ ⎤= + + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
          (3.63) 

unde )n(u  este zgomotul Gaussian menţionat mai sus, iar )n(f
^

 se obţine sub 
forma unei combinaţii liniare de faze având distribuţie Gaussiană. 
 În aceste condiţii, estimarea parametrilor p21 a,....,a,a  devine o problemă 

de estimare a unor parametri în zgomot Gaussian “colorat”, iar soluţia ML obţinută 
implică minimizarea expresiei: 
 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅−⋅⋅⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅− − aftaf q

^
1Cq

^
XX                              (3.64) 

 

unde [ ] T
qqqq )1N(f̂,......),2(f̂),1(f̂f̂ −= şi C este matricea de covarianţă de tip     

(N-1)×(N-1) a parametrilor a,qf̂ = [ a0 a1 ..... ap ] T. Mulţimea estimărilor optime ale 

elementelor lui “a” este definită de relaţia : 
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 ( )
1

1T 1 T 1 qa X C X X C f
−∧ ∧−− −⎛ ⎞

⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                             (3.65) 

 
iar dispersia estimatorului este: 
 

( ) 1T 1disp a X C X
∧ −−⎛ ⎞
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                      (3.66) 

 
Matricea de covarianţă C este o matrice diagonală de ordin (q + 1),  având 
elementele: 

( ) ∑
−−

=
−+⋅⋅=

ijq

0k
ijkk22

2
j,i bb

2A
C

π

σ    pentru    qNj,i −≤                 (3.67) 

  
Rezolvând ecuaţia (3.65) se pot obţine estimările coeficienţilor fazei polinomiale şi 
apoi, estimarea ML a legii de variaţie a IF, care vor atinge marginile Cramer-Rao 
pentru valori mari ale raportului semnal-zgomot [1] [2]. 

O metodă de estimare a parametrilor unor semnale cu fază polinomială şi 
amplitudine aleatoare în timp, perturbate de zgomot este prezentată în [54].  
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4. REPREZENTĂRI TIMP-FRECVENŢĂ  
 
 

 4.1. Introducere 
  
 Principalul obiectiv al analizei semnalelor este acela de a extrage anumite 
informaţii care sunt relevante pentru o anumită aplicaţie. Între instrumentele de 
analiză a semnalelor dezvoltate de matematicieni şi fizicieni, analiza Fourier este 
fără îndoială una dintre cele mai importante. Paradoxal însă, cu toate că se bazează 
pe conceptul de frecvenţă, analiza de tip Fourier se arată a fi imperfect adaptată 
prelucrării semnalelor care pot fi întâlnite în mod curent. Motivul acestei 
imperfecţiuni este datorat faptului că analiza de tip Fourier are performanţe optime 
într-un context „staţionar”, adică atunci când semnalul analizat prezintă proprietăţi 
(amplitudine, frecvenţă etc.) invariante în timp. Un exemplu grăitor este cel al 
semnalului care reprezintă o secvenţă muzicală. Urechea umană este capabilă să 
asocieze fiecărei note pe care o aude o frecvenţă fundamentală (pe care o numim 
nota la, si, do, etc.). Cu toate acestea, o notă muzicală este, prin definiţie, de 
durată finită, spre deosebire de funcţiile trigonometrice utilizate în descompunerea 
spectrală de tip Fourier. Semnalul care reprezintă o notă muzicală este din acest 
motiv greu de descris în mod exact utilizând metodele de analiză spectrală uzuale. 
Modul de scriere al notelor muzicale pe portativ, (notaţia muzicală), utilizează în 
mod natural atât noţiunea de timp, cât şi noţiunea de frecvenţă: pe portativ 
variabila temporală corespunde direcţiei orizontale, iar variabilei frecvenţă îi 
corespunde axa verticală. 
 În concluzie, pentru caracterizarea semnalelor nestaţionare este necesară 
utilizarea reprezentărilor timp-frecvenţă ale acestora. Prin reprezentare timp-
frecvenţă se înţelege o corespondenţă între semnal şi o funcţie de două variabile: 
timp şi frecvenţă. Reprezentările timp-frecvenţă (TFR) combină analiza din domeniul 
timp cu cea în domeniul frecvenţă pentru a oferi o imagine mult mai revelatoare 
despre localizarea temporală a caracteristicilor spectrale ale semnalului. 
Reprezentările timp-frecvenţă şi-au găsit aplicaţii în multe domenii cum ar fi de 
exemplu[79][82][83][86]: compresia şi codarea semnalelor, reducerea zgomotului, 
detecţia şi clasificarea semnalelor, radar, sau chiar analiza performanţelor unor 
sisteme hidraulice [55]  etc. 

 
 
4.2. Localizarea semnalelor în timp şi în frecvenţă. 

Principiul incertitudinii Heisenberg-Gabor 
 
 În multe aplicaţii ale prelucrărilor de semnale este necesar să se cunoască 
lungimea suportului temporal al unui semnal sau lungimea suportului transformatei 
sale Fourier. În acest mod pot fi apreciate durata semnalului sau banda sa de 
frecvenţă.  
 De exemplu, banda de frecvenţă a unui semnal sinusoidal este infinit mică, 
dar durata sa este infinită. Aceleaşi concluzii se obţin dacă se analizează un impuls 
având o durată foarte scurtă, a cărui bandă spectrală este deosebit de largă. 
Această „constrângere” este impusă de către dualitatea dintre reprezentările în timp 
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şi frecvenţă ale unul semnal, date de transformările Fourier directă şi inversă ale 
acestuia [12]. 
 În acelaşi timp este firesc să se considere că semnalele întâlnite în practică 
sunt atât de bandă limitată cât şi de durată limitată, motiv pentru care este necesar 
să fie abandonate metodele de estimare a duratei sau benzii bazate pe lungimea 
suporturilor frecvenţial şi temporal al unui semnal. Se preferă aprecierea duratei 
unui semnal pe baza mărimii tσ definită sub forma unui moment inerţial conform 
relaţiei de mai jos: 
 

( )∫
∞

∞−

⋅= dttxt
E
1 22

x

2
tσ                                  (4.1) 

 
şi banda acestuia pe baza mărimii ωσ : 
 

( )∫
∞

∞−

⋅= ωωωσω dX
E
1 22

x

2                                 (4.2) 

 
 În relaţiile de mai sus, semnalul ( )tx se consideră de energie finită, adică: 
 

( )∫
∞

∞−

+∞<= dttxE 2
x                                   (4.3) 

 
 Se observă că cu cât tσ , respectiv ωσ  au valori mai mici, cu atât 

semnalul ( )tx  este mai bine localizat în domeniile timp şi frecvenţă. În acest context, 
se pune întrebarea: „cât de bine poate fi localizat un semnal în timp şi în 
frecvenţă?”. Răspunsul este dat de inegalitatea lui Heisenberg-Gabor , care se 
bazează pe „relaţia de incertitudine” descoperită de Heisenberg în anii douăzeci, şi 
pe o relaţie analogă acesteia, studiată de Gabor în domeniul telecomunicaţiilor [12]. 
Această inegalitate, care poartă şi denumirea de principiul de incertitudine are 
următoarea formă: 
 

π
σσ ω 4

1
t ≥⋅                                                 (4.4) 

 
 Din relaţia (4.4) rezultă faptul că nu se poate realiza o localizare timp-
frecvenţă oricât de bună a unui semnal, produsul său durată-bandă fiind limitat 
inferior. Semnalele cu cea mai bună localizare în planul timp-frecvenţă sunt cele 
pentru care în relaţia (4.4) este satisfăcută egalitatea. Aceste semnale fac parte din 
clasa funcţiilor gaussiene, care au forma generală: 
 

( ) ( ) +
− ∈⋅= RxR,c,eCtx

2t αα                         (4.5) 
 
 S-ar putea crede că aceleaşi rezultate legate de minimizarea produsului 
durată-bandă se obţin şi în cazul semnalelor chirp (modulate în frecvenţă şi în 
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amplitudine). Analizând inegalitatea Heisenberg-Gabor pentru acest caz, se observă 
că pentru o durată temporală dată, banda spectrală a semnalului chirp se măreşte 
cu o cantitate determinată de domeniul frecvenţelor baleiate de modulaţia în 
frecvenţă realizată. În consecinţă, în acest caz produsul durată-bandă va fi mai 
mare decât limita inferioară a inegalităţii Heisenberg-Gabor. În concluzie, dacă un 
semnal are produsul durată-bandă de valoare minimă, atunci el face parte în mod 
obligatoriu din clasa funcţiilor gaussiene. Reciproca nu este adevărată: dacă un 
semnal este gaussian, el nu are în mod obligatoriu un produs durată-bandă minim 
[12]. 
 
 4.3. Reprezentarea timp-frecvenţă de tipul 
transformare Fourier-scurtă 
 
 Majoritatea transformărilor care au fost elaborate pentru analiza semnalelor 
pornesc de la prezumţia că semnalul este staţionar. Cea mai utilizată din acest 
punct de vedere este transformata Fourier: 
 

( ) ( )∫
∞

∞−

−= ftj2etxfX π                                          (4.6) 

 
 Spectrul ( )fX  exprimă distribuţia semnalului în domeniul frecvenţă, pe toată 
durata sa, fără a ne oferi însă informaţii despre momentele de timp când apar 
diversele componente spectrale ale semnalului. În mod evident, transformarea 
Fourier nu este potrivită pentru analiza unor semnale nestaţionare.  
 Metoda uzuală folosită pentru a induce o dependenţă temporală în cazul 
transformatei Fourier constă în introducerea conceptului de „frecvenţă locală”. 
Transformata Fourier este în acest caz folosită la analiza spectrală a unei secţiuni 
din semnal, obţinută prin intermediul unei ferestre. Transformarea Fourier-scurtă 
(STFT) a fost pentru prima dată adaptată de Gabor pentru a defini o reprezentare 
timp-frecvenţă bidimensională. Definiţia matematică a transformării Fourier-scurtă 
este dată de relaţia următoare: 
 

 ∫
+∞

∞−

⋅⋅= τττω ωτd)(x),t(TFSTFT
x

j-et)-(w                       (4.7) 

 
unde x(t)∈L2(R) şi w(t), numită “fereastră temporală”, este un semnal de energie 
unitară, 

 

∫
+∞

∞−

== 1dt)t(w)t(w 22
L2                              (4.8) 

 
La momentul t, TFx

STFT este transformata Fourier a semnalului x(τ) 
multiplicată cu fereastra alunecătoare w(τ-t). Deoarece fereastra elimină toate 
caracteristicile semnalului care se află în afara unei vecinătăţi a lui t, TFx

STFT va 
reprezenta un “spectru local” în jurul momentului de analiză t. Modificând acest 
moment de la -∞ la +∞, fereastra temporală baleiază pe orizontală forma de undă a 
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întregului semnal x(t). Dacă se alege o fereastră temporală de tip “Gaussian” atunci 
transformarea Fourier-scurtă poartă numele de transformare Gabor [52]. 

Transformarea Fourier-scurtă poate fi de asemenea exprimată în funcţie de 
spectrele semnalului X(ω) şi ferestrei W(ω), astfel: 

∫
+∞

∞−

− ⋅−⋅= due)u(W)u(Xe),t(TF juttjSTFT
x ωω ω                  (4.9) 

Cu excepţia factorului de fază e-jωt, această expresie a TFx
STFT exprimată în 

frecvenţă este analogă cu expresia (4.7) din domeniul timp. Ca urmare, expresia 
(4.9) arată că TFx

STFT poate fi interpretată ca transformata Fourier inversă a 
spectrului “ferestruit” dat de X(u)⋅W(u-ω), unde fereastra spectrală W(ω) este simpla 
transformată Fourier a ferestrei temporale w(t) [56]. 

Pe lângă fereastra “gaussiană” se folosesc şi alte ferestre temporale, cum ar 
fi: dreptunghiulară, Hamming, Hanning, Blackmann, etc. Acestea au fost introduse 
în construcţia analizoarelor de spectru care exploatează algoritmul FFT, dar din 
păcate nici una dintre ele nu realizează o bună localizare frecvenţială. 

O proprietate remarcabilă a distribuţiilor timp-frecvenţă de tipul 
transformare Fourier-scurtă este că ele definesc operatori inversabili. Formula de 
transformare TFx

STFT inversă este: 
 

∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

⋅−⋅= τττ
π

dude)t(w)u,(TF
2
1)t(x jutSTFT

x                 (4.10) 

 
  

4.4. Reprezentarea timp-frecvenţă de tipul funcţie de 
incertitudine 

 
Un dezavantaj al reprezentării timp-frecvenţă de tipul transformare Fourier-

scurtă este faptul că fereastra temporală folosită nu se poate adapta 
nestaţionarităţilor semnalului analizat. Pentru a putea obţine această adaptare este 
necesar ca fereastra temporală să depindă de semnalul analizat. Un astfel de 
operator definit pe L2(R) cu valori în L2(R2), care poate caracteriza comportarea unui 
semnal în planul timp-frecvenţă, este funcţia de incertitudine a acestuia TFx

Fi(t,ω), 
definită prin [57], [58]: 

 

∫
+∞

∞−

∗ ⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −⋅⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ += τττω ωτde
2
tx

2
tx),t(TF jFi

x                    (4.11)  

 
 Reprezentarea timp-frecvenţă de tip funcţie de incertitudine poate fi privită 
ca şi o transformare Fourier a unui nucleu. Având în vedere că: 

 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +=− ∗
2
tx

2
txF),t(TFFi

x ττω                          (4.12) 

 
rezultă că nucleul acestei transformări este : 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ += ∗
2
tx

2
tx)t,(KFi τττ                              (4.13) 

 Se poate constata faptul că funcţia de incertitudine poate fi privită ca şi o 
transformare Fourier-scurtă a cărei fereastră temporală w(τ-t) este de forma x∗(τ-
t/2), adică dependentă de semnalul analizat x(t). Pe baza acestei observaţii se 
poate afirma că funcţia de incertitudine este o transformare Fourier-scurtă adaptivă. 
 În concluzie, deoarece lăţimea ferestrei depinde de semnalul analizat rezultă 
că semnalele scurte sunt analizate cu ferestre temporale scurte, iar cele lungi cu 
ferestre temporale lungi. În consecinţă, semnalele scurte vor fi bine localizate în 
timp, iar cele lungi vor avea o localizare bună în frecvenţă. 
 Proprietăţile transformării Fourier-scurtă sunt şi proprietăţi ale funcţiei de 
incertitudine. Această reprezentare  timp-frecvenţă s-a dezvoltat în legătură cu 
cercetările în radiolocaţie. 
 În [59] se prezintă modul de utilizare a reprezentării timp-frecvenţă de tip 
transformare funcţie de incertitudine la rezolvarea problemelor de bază din 
radiolocaţie. Se admite că între semnalul emis x(t) şi cel recepţionat de radiolocator 

( )rx t există o legătură de forma: 

 
          ( ) ( ) ( )0j t t

r 0x t x t t e Ω −= −                                (4.14) 

 
Pe baza măsurării întârzierii t0 se poate determina distanţa dintre 

radiolocator şi ţintă, iar pe baza măsurării deviaţiei de frecvenţă Ω se poate 
determina valoarea momentană a vitezei ţintei. Impreciziile de calcul, care se 
constată la determinarea valorilor funcţiilor de incertitudine pentru semnalele emis 

( )Fi
xTF t ,ω şi recepţionat ( )

r
Fi
xTF t ,ω  conduc la imprecizia de măsurare a mărimilor t0 

şi Ω. Acesta este motivul pentru care aceste reprezentări se numesc funcţii de 
incertitudine. În [60] sunt calculate distribuţiile timp-frecvenţă de tip funcţie de 
incertitudine pentru câteva semnale nestaţionare, cum ar fi semnalul gaussian şi 
dreptunghiular modulat liniar în frecvenţă, semnalul dreptunghiular cu fază 
logaritmică etc. 

 
 

 4.5. Reprezentarea timp-frecvenţă de tipul 
transformare Wigner-Ville 
 

În 1948, printr-un articol J. Ville propune o nouă modalitate de abordare a 
problemei timp-frecvenţă [10]: aceasta corespunde distribuţiilor energetice care, 
spre deosebire de descompunerile liniare ale unui semnal în elemente componente, 
au o structură pătratică [12]. 
 Considerând semnalul de energie finită ( )tx , i se asociază nucleul: 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ += ∗
− 2

tx
2

tx),t(K VW
τττ                             (4.15) 

 
Transformarea Fourier a acestei funcţii, în raport cu variabila τ, poartă 

numele de reprezentare timp-frecvenţă de tipul Wigner-Ville: 
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( ) ∫
∞

∞−

−∗− ⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ += τττω ωτde
2

tx
2

tx,tTF jVW
x                   (4.16) 

Se poate afirma că transformata Wigner-Ville, ( )W V
xTF t ,ω− , nu este altceva 

decât transformata Fourier a unei funcţii ce caracterizează repartiţia de energie: 
 

( ) ( ){ } ( )W V
x w VTF t , K t ,ω τ ω−

−= ℑ                             (4.17) 

  
Trebuie remarcat faptul că metoda propusă de Ville a fost inspirată de 

formalismul operaţional din mecanica cuantică, fără a se baza şi chiar fără a fi 
echivalată în acele momente, cu funcţia propusă de E.P. Wigner în 1932  [12], [61]. 
 Cea mai importantă caracteristică a reprezentării timp-frecvenţă de tip 
Wigner-Ville constă în posibilitatea îmbunătăţirii rezoluţiei în planul timp-frecvenţă. 
Pentru semnale cu o singură componentă timp-frecvenţă (cum ar fi semnalul chirp), 
reprezentarea Wigner-Ville determină o regiune clară şi bine conturată în care este 
concentrată energia semnalului în planul timp-frecvenţă [52]. 
 Comparând nucleele reprezentărilor timp-frecvenţă de tip Wigner-Ville şi 
funcţie de incertitudine se constată că: 
 

)t,(K),t(K FivW ττ =−                            (4.18) 
 
În concluzie, cele două nuclee se pot obţine unul din celălalt prin schimbarea 

de variabilă 
  

t τ↔                                                    (4.19) 
 
De aici rezultă şi asemănarea remarcabilă între cele două transformări ale 

aceluiaşi semnal, motiv pentru care şi reprezentarea Wigner-Ville poate fi privită ca 
şi o transformare Fourier-scurtă adaptivă. 
 Totodată, pe baza relaţiei (4.18) se poate afirma că toate proprietăţile 
reprezentării timp-frecvenţă de tipul funcţie de incertitudine sunt şi proprietăţi ale 
reprezentării timp-frecvenţă de tip Wigner-Ville. Aceasta are însă şi proprietăţi 
suplimentare putându-se concluziona că reprezentarea timp-frecvenţă de tip 
Wigner-Ville are numărul cel mai mare de proprietăţi dintre toate reprezentările 
timp-frecvenţă. 
 Interpretarea distribuţiei Wigner-Ville ca şi densitate de probabilitate se 
caracterizează prin anumite limite determinate de faptul că poate lua şi valori 
negative. Această observaţie şi faptul că aplicarea practică a metodei impune un 
volum foarte mare de muncă reprezintă obstacolele majore care au făcut ca mai 
multe decenii ea să fie mai puţin utilizată. Apariţia calculatoarelor a dus la reluarea 
cercetărilor în această direcţie. S-a observat totodată că această transformare răs-
punde unui principiu de superpoziţie pătratic (neliniar), conform căruia: 
 

              ( ) ( ) ( ) ( ){ }W V W V W V W V
x y x y xyTF t , TF t , TF t , 2Re TF t ,ω ω ω ω− − − −
+ = + +       (4.20) 

 
unde, 
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⎛ += ∫                (4.21) 

 Analizând relaţia (4.20) se observă apariţia unor termeni de interacţiune 
numiţi de interferenţă, care în general micşorează lizibilitatea unei reprezentări 
timp-frecvenţă pentru semnale cu mai multe componente armonice. 
 O posibilitate de generalizare a reprezentării timp-frecvenţă de tip Wigner-
Ville este inspirată de utilizarea în practică a acestei reprezentări. Este vorba despre 
utilizarea unor ferestre bidimensionale în planul timp-frecvenţă. Se obţin în acest 
mod reprezentările timp-frecvenţă care aparţin clasei lui Cohen: 
 

C j ( t ) j
x W VTF (t , ) ( , ) K ( , ) e e d d dν λ ωτω ϕ ν τ λ τ ν λ τ

+∞ +∞ +∞
− −

−
−∞ −∞ −∞

= ⋅ ⋅ ⋅∫ ∫ ∫       (4.22) 

 
Funcţia ϕ(υ,τ) reprezintă fereastra bidimensională amintită mai sus. 

 În ciuda complexităţii lor şi a multitudinii de proprietăţi care le 
caracterizează, reprezentările timp-frecvenţă care aparţin clasei lui Cohen nu 
realizează o localizare foarte bună în planul timp-frecvenţă a componentelor 
semnalului analizat datorită apariţiei termenilor de interferenţă. În timp s-au propus 
o mulţime de variante pentru îmbunătăţirea lizibilităţii reprezentării timp-frecvenţă a 
unui semnal [62]. Una dintre cele mai moderne metode, aplicabilă atât în cazul 
reprezentărilor timp-frecvenţă cât şi în cazul celor de tip timp-scală, cum ar fi 
reprezentarea undişoară, se numeşte metoda "realocării" şi constă în creşterea 
concentraţiei de energie a componentelor semnalului[84]. 
 În [63] se prezintă această metodă prin care se urmăreşte reducerea 
termenilor de interferenţă şi îmbunătăţirea concentrării energiei componentelor unui 
semnal în planul timp-frecvenţă, prin realocarea distribuţiei energetice a semnalului 
în altă regiune a planului. Metoda de realocare analizată creează o versiune 
modificată a unei reprezentări prin deplasarea valorilor acesteia din punctele unde 
sunt calculate, în vederea obţinerii unei localizări mai bune a componentelor 
semnalului. Metoda se poate generaliza pentru orice distribuţie timp-frecvenţă sau 
timp-scală, dar în lucrarea menţionată se prezintă aplicarea ei în cazul distribuţiilor 
Wigner-Ville şi pseudo Wigner-Ville, menţionându-se inclusiv coordonatele de 
realocare şi influenţa asupra atenuării termenilor de interferenţă. Este necesar să se 
sublinieze faptul că aplicarea metodei depinde de semnal şi de tipul reprezentării, 
ducând la pierderea proprietăţii de liniaritate, dar marea majoritate a celorlalte 
proprietăţi ale reprezentării abordate se menţin. 
 În [12] şi [56] se prezintă pe larg o multitudine de proprietăţi ale 
transformatei Wigner-Ville, legate de geometria şi de mecanismul de interferenţă, 
de reducerea termenilor de interferenţă ţinând cont că ei se caracterizează şi prin 
anumite informaţii utile, de metoda de estimare statistică a spectrului de tip Wigner-
Ville, etc. Lucrarea [64] prezintă o metodă de analiză timp-frecvenţă bazată pe 
filtrarea  distribuţiei pseudo-Wigner-Ville, metodă prin care se poate obţine o 
reducere semnificativă a termenilor de interferenţă. 
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4. 6. Reprezentarea de tip timp-factor de scală 

 
 O proprietate fundamentală a transformatei undişoară (wavelet transform - 
WT) este reprezentat de faptul că rezoluţia în domeniul timp şi rezoluţia în domeniul 
frecvenţă pot varia în planul timp-frecvenţă.  

În cazul în care semnalul nestaţionar ( )tx  este descris printr-o succesiune 
de semnale de durată limitată, dintre care primele sunt de durată mare şi cu viteză 
de variaţie redusă, iar ultimele sunt scurte şi cu variaţie rapidă, ar fi util ca acest 
semnal să fie prelucrat cu ajutorul unei reprezentări timp-frecvenţă care să 
folosească o fereastră temporală lungă la începutul analizei şi scurtă la sfârşit. O 
fereastră temporală de acest fel este: 

 
( ) ( )( )tssw −= τψτ                                          (4.23) 

 
unde funcţia ( )τw  se numeşte undişoară analizantă iar s este un parametru numit 

factor de scală care ţine seama de durata semnalului de analizat. Valoarea s  se 
utilizează pentru normalizarea energiei [57], [58], [65]. 

 
Fig.4.1. Exemplu de funcţie undişoară 
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 Transformata undişoară continuă (continuous wavelet transform CWT), care 
foloseşte o astfel de fereastră, permite acoperirea planului timp-frecvenţă cu celule 
de dimensiuni variabile. Relaţia de definire a transformatei este: 

∫
+∞

∞−

−⋅= ττψτ d))t(s()(xs)t,s(CWTx                     (4.24) 

 Analiza bazată pe această transformare determină corelaţia dintre semnal şi 
versiuni translatate în timp şi dilatate sau comprimate ale  funcţiei ( )tψ .  

 Dacă se consideră că parametrul este un raport de pulsaţii, ,
ω
ωs
0

=  

0ω fiind pulsaţia centrală a filtrului trece-bandă cu răspunsul la impuls ( )τψ , atunci 

transformarea undişoară devine o reprezentare timp-frecvenţă adaptivă: 
 

( )∫
+∞

∞−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅= ττ

ω
ωψτ

ω
ωω dt)(x)t,(TF

00

CWT
x                    (4.25) 

 
 Analiza realizată cu ajutorul transformării undişoară poate fi interpretată ca 
proiecţie a semnalului analizat pe celule timp-scală de tipul celor descrise de relaţia 
(4.23). Fiecare dintre aceste celule se obţine printr-o translaţie în timp şi o dilatare 
sau o compresie a funcţiei ( )tψ , transformarea CWTx măsurând "similaritatea" dintre 
semnal şi undişoara-analizantă [66]. 

 
                          a.)                                                               b.) 

Fig. 4.2. Acoperirea planului timp-frecvenţă cu celule de rezoluţie diferită în 
funcţie de tipul transformării.  a) celule de rezoluţie constantă pentru transformata 

Fourier-scurtă; b) celule de rezoluţie variabilă pentru transformata undişoară 
  

În urma analizei undişoarei  rezultă un set de coeficienţi ai acesteia, care 
arată cât de apropiat este semnalul de funcţiile de bază de tip undişoară-analizantă. 
Ca urmare, orice semnal poate fi reprezentat ca o descompunere în undişoare, adică 
reconstruirea semnalului original este posibilă prin adunarea unor blocuri 
elementare, având formă constantă, dar dimensiuni diferite. Cu alte cuvinte se 
presupune că funcţiile undişoară continui ψ(τ) se vor comporta ca o bază ortogonală 
[66]. 
 Superioritatea analizei folosind transformarea undişoară faţă de cea bazată 
pe transformarea Fourier-scurtă, în cazul unui semnal nestaţionar oarecare este 
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prezentată în figura 4.3. Semnalul analizat în acest caz este reprezentat de un 
impuls Dirac.  
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b.) 

Fig.4.3. Reprezentarea transformărilor Fourier-scurtă şi undişoară pentru semnalul reprezentat 
de un impuls Dirac. a) transformarea Fourier-scurtă; b) transformarea undişoară. 
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Din figura 2.3 se poate observa cu uşurinţă faptul că rezoluţia în planul 

timp-frecvenţă al reprezentării transformării Fourier-scurtă este constantă, în timp 
ce rezoluţia transformării undişoară variază în funcţie de frecvenţă. Trebuie subliniat 
faptul că frecvenţa locală 0ω sω= , care depinde de undişoara-analizantă, nu are 
nici o legătură cu frecvenţa de modulaţie ca şi în cazul transformării Fourier-scurtă. 
Acesta este motivul pentru care în cazul CWTx se preferă utilizarea noţiunii de scală 
în loc de frecvenţă, iar cuvântul frecvenţă va fi specific transformării Fourier-scurtă 
[66]. 
 Parametrul scală se presupune în general strict pozitiv, dar există şi 
posibilitatea introducerii unor parametrii de scală negativi, care vor juca un rol 
similar celui determinat de frecvenţele negative în analiza Fourier [12]. 

Transformarea undişoară este inversabilă, formula de inversiune fiind 
conform [52] şi [66] de forma: 
 

∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

⋅−⋅
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
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⎝

⎛
= ττψ

ψ
dds))t(s()t,s(CWT

c
1)t(x x                  (4.26) 

 
 În [52] şi [67] sunt enunţate şi demonstrate mai multe proprietăţi ale 
transformatei undişoară, fiind descrise şi unele aplicaţii de interes. 
 Reprezentarea timp-factor de scală de tip undişoară este o transformare 
foarte modernă, având în prezent un domeniu larg de aplicaţii[71][73][77]: 
prelucrarea imaginilor, prelucrarea semnalelor acustice şi seismice [87], prelucrarea 
vorbirii, prelucrarea semnalelor aleatoare şi analiza semnalelor fractale, analiza 
sistemelor, detecţie. 
 După cum s-a mai arătat, în vederea îmbunătăţirii lizibilităţii unei 
reprezentări timp-frecvenţă se foloseşte de multe ori metoda "realocării". Ea se 
dovedeşte a fi foarte utilă şi în cazul reprezentărilor de tip timp-scală, cum ar fi 
transformarea undişoară. 
 Descrierea modalităţilor de aplicare a metodei în cazul acestei clase de 
funcţii, proprietăţile, calculul noilor coordonate de localizare în planul timp-frecvenţă 
ale reprezentării analizată şi câteva exemple practice de utilizare a ei sunt 
prezentate în [63]. 
  

 
 
4.7. Reprezentări timp-frecvenţă pătratice 

 
 Deşi liniaritatea unei reprezentări timp-frecvenţă este o proprietate utilă, 
uneori este de preferat să se utilizeze pătratul modulului acesteia ca reprezentare 
timp-frecvenţă. Acest procedeu se utilizează în cazurile când se vorbeşte despre 
distribuţii de energie în planul timp-frecvenţă. 
 Se numeşte reprezentare timp-frecvenţă de tip spectrogramă 

funcţia ( ) ( )2STFT
x

S
x ω,tTFω,tTF = şi reprezentare timp-frecvenţă de tip  scalogramă 

funcţia |TFx
CWT(t,ω)|2. 
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 Spectrograma nu prezintă proprietatea de liniaritate. Pentru un semnal de 

forma ( ) ( ) ( )txbtxatx 21 ⋅+⋅= , compus din două semnale ( )tx1  şi ( )tx2  din ( )RL2 , 
se poate scrie relaţia: 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) =+== ++

2STFT
x

STFT
x

2STFT
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2S
x

2
2121

   (4.27) 

 
Proprietatea exprimată de relaţia (4.27) se numeşte biliniaritate. 
O transformare T este numită biliniară dacă satisface relaţia: 
 

{ } { } { } { } { }222122
2

11
2

2121 x,xbTax,xTabx,xTbx,xTabxax,bxaxT ∗∗ +++=++  

(4.28) 
În cazul spectrogramei,  

{ }( ) ( ) ( )
∗
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= ωωω ,tTF,tTF,tx,xT STFT

x
STFT
x21 21

                       (4.29) 

 
adică, 

{ }( ) ( )ωω ,tTF,tx,xT S
x11 1

=                                     (4.30) 

 
Ţinând seama de această observaţie se constată identitatea relaţiilor (4.27) 

şi (4.28). 
Deci spectrograma este o reprezentare timp-frecvenţă biliniară. Cel de-al 

treilea termen din relaţia (4.27) este numit termen de interferenţă. El exprimă 
modul în care se influenţează reprezentările timp-frecvenţă ale componentelor ( )tx1  

şi ( )tx2  în structura reprezentării timp-frecvenţă a semnalului . Evident el 

deranjează "lizibilitatea" spectrogramei semnalului ( ) ( ) ( )txbtxatx 21 ⋅+⋅= . 
 La fel ca şi în cazul reprezentării timp-frecvenţă de tip transformare Fourier 

scurtă şi în cazul reprezentării timp-frecvenţă de tip “wavelet” prin ridicarea 
modulului la pătrat se obţine reprezentarea timp-frecvenţă numită scalogramă: 

 

( ) ( )2CWT
x

Sc
x ,tTF,tTF ωω =                               (4.31) 

 
Şi această reprezentare este biliniară. 
În [66] se analizează o relaţie de legătură interesantă între transformatele 

de tip Wigner-Ville şi undişoară continuă (respectiv, clasa funcţiilor “afine”). În acest 
context scalograma este privită ca şi o corelaţie “afină” bidimensională între 
semnalul analizat  şi transformata Wigner-Ville a funcţiei undişoară de bază: 

 

( ) ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −⋅= ωωτωτ ψ dtd
s

,tsTF,tTFs,CWT WVWV
x

2            (4.32) 

BUPT



56                                   4. Reprezentări timp-frecvenţă 

Această formulă remarcabilă subliniază faptul că între transformatele 
undişoară şi Wigner-Ville există legături puternice. În aceeaşi lucrare se afirmă că 
relaţia de mai sus poate fi generalizată pentru a defini întreaga clasă de distribuţii 
energetice de tip timp-scală. O metodă adaptivă de estimare a frecvenţei 
instantanee a semnalelor nestaţionare cu mai multe multicomponente folosind 
reprezentări timp-frecvenţă pătratice este prezentată în [68]. 

Problema detecţiei optimale a semnalelor nestaţionare folosind transformări 
timp-frecvenţă şi timp-factor de scală biliniare este tratată în [69]. 
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5. Estimarea frecvenţei instantanee a 
semnalelor nestaţionare folosind maximele 

locale ale reprezentărilor timp-frecvenţă  
 
 

 5. 1. Descrierea algoritmului folosit 
  
 Estimarea frecvenţei instantanee a semnalelor nestaţionare poate fi realizată 
folosind mai multe metode: prin utilizarea diferenţei de fază, prin metoda trecerilor 
prin zero prin utilizarea momentelor distribuţiilor timp-frecvenţă etc. În capitolul 
acesta se realizează o prezentare a rezultatelor obţinute la estimarea frecvenţei 
instantanee a unor semnale nestaţionare folosind maximele locale ale 
reprezentărilor timp-frecvenţă. 
 Algoritmul propus în acest capitol a fost elaborat folosind un „toolbox” 
special numit „Time frequency Toolbox” (TFTB), care este o colecţie de aproximativ 
100 de scripturi pentru mediile GNU Octave şi MATLAB, dezvoltat pentru a analiza 
semnalelor nestaţionare cu ajutorul distribuţiilor timp-frecvenţă. Toolbox-ul poate fi 
descărcat gratuit de la adresa web: http://tftb.nongnu.org/. 
 Toolbox-ul conţine o serie de programe care implementează numeroşi 
algoritmi pentru analiza timp-frecvenţă a semnalelor, cu un accent deosebit pe 
distribuţiile de energie pătratice din clasele Cohen şi afine. Sunt prezente şi 
programe pentru obţinerea unor versiuni îmbunătăţite ale reprezentărilor timp-
frecvenţă folosind metoda realocării. Toolbox-ul conţine de asemenea şi un set de 
programe script care se pot folosi la generarea unor semnale de test nestaţionare, 
precum şi programe care se pot folosi la prelucrarea/post-procesarea semnalelor. 
Sunt de asemenea prezente rutine care se pot folosi la afişarea reprezentărilor timp-
frecvenţă, precum şi un set de programe demonstrative. 
 Algoritmul propriu pentru estimarea frecvenţei instantanee a semnalelor 
nestaţionare propus în acest capitol conţine mai mulţi paşi. În primul pas s-au 
generat semnale de test, care au avut o formă de undă astfel aleasă încât să testeze 
funcţionarea algoritmului în diverse condiţii. Semnalele de test care s-au folosit au 
fost semnale modulate în frecvenţă, având o lege de variaţie a frecvenţei 
instantanee de tip liniară, sinusoidală, parabolică, şi cu salturi de frecvenţă. Pentru 
obţinerea acestor semnale s-au folosit programele special concepute din 
componenţa toolbox-ului. Avantajul folosirii toolbox-ului TFTB constă în obţinerea 
directă a unui semnal analitic, dar şi a legii de variaţie ideală a frecvenţei 
instantanee a semnalului. 

Având în vedere faptul că orice metodă de estimare a frecvenţei instantanee 
trebuie să funcţioneze şi pentru semnale reale, care în general sunt mai mult sau 
mai puţin afectate de zgomot, în pasul următor al algoritmului s-a suprapus un 
semnal de zgomot peste semnalul de test generat  anterior. Zgomotul folosit a fost 
de tip gaussian. Funcţionarea algoritmului s-a testat pentru mai multe nivele de 
zgomot perturbator. 

Pasul următor al algoritmului constă în obţinerea unei reprezentări timp-
frecvenţă a semnalului perturbat de zgomot. Parametrii folosiţi la generarea 
reprezentărilor timp-frecvenţă pot fi modificaţi în funcţie de semnalul analizat. În 
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cazul unei reprezentări timp-frecvenţă de tip Fourier-scurtă se pot alege mai multe 
feluri de funcţii fereastră, cum ar fi Hamming, Hanning, Nuttall, Papoulis, Harris, 
dreptunghiulară, triunghiulară, Bartlett, Blackman, Gaussiană etc. De asemenea, în 
cazul acestei reprezentări şi lungimea ferestrei folosite are o influenţă importantă 
asupra reuşitei estimării frecvenţei instantanee. Folosind un algoritm iterativ se 
determină maximele locale pentru toate momentele de timp la care au fost preluate 
eşantioanele semnalului analizat. Aceste maxime locale sunt apoi folosite pentru a 
obţine o estimare a legii de variaţie a frecvenţei instantanee a semnalului. Ţinând 
cont de faptul că la generarea semnalului s-a obţinut şi o lege de variaţie ideală a 
frecvenţei instantanee, s-a putut determina o eroare a estimării, prin comparaţia la 
fiecare moment de pe axa timpului dintre valoarea ideală şi cea estimată. La calculul 
acestei erori primele 200 şi ultimele 200 de eşantioane sunt eliminate  pentru a 
reduce efectul erorii de margine. Prin repetarea măsurătorilor de mai multe ori se 
poate obţine o eroare medie, care poate fi utilizată pentru a evalua calitatea 
estimării. Erorile de estimare prezentate în acest capitol sunt de tip RMSE (root 
mean square error). 

 
 5.2. Generarea semnalelor de test 
 
 Semnalele de test care au fost utilizate pentru a testa funcţionarea 
algoritmului de estimare a frecvenţei instantanee au fost generate prin folosirea 
rutinelor special create pentru acest scop din componenţa toolbox-ului TFTB. 
Semnalele generate au fost semnale modulate în frecvenţă, reprezentate numeric 
sub forma unor eşantioane preluate la momente de timp bine stabilite de frecvenţa 
de eşantionare. În toolbox-ul TFTB semnalele sunt reprezentate în mod implicit 
folosind o frecvenţă de eşantionare normată, adică se consideră că frecvenţa de 
eşantionare este de 1 Hz. Conform teoremei eşantionării, semnalele care se pot 
reprezenta în acest caz trebuie să aibă o frecvenţă cuprinsă între 0 şi 0,5 Hz. 
Semnalele care s-au folosit au avut un număr de 2048 de eşantioane. Acest număr 
de eşantioane a fost ales din mai multe considerente: Un număr prea mic de 
eşantioane ar fi fost insuficient pentru a testa algoritmul de estimare în mod 
corespunzător. Un număr prea mare de eşantioane duce la un calcul mai dificil al 
reprezentărilor timp-frecvenţă datorită faptului că ar creşte cerinţele sistemului de 
calcul pe care se fac procesările, în special volumul de memorie necesar. Prin 
alegerea unui număr de eşantioane care este o putere a lui 2 se poate efectua mai 
uşor calculul reprezentării Fourier scurtă folosind algoritmul FFT (transformata 
Fourier rapidă). Primul semnal de test a fost de tip semnal modulat liniar în 
frecvenţă (denumit uneori şi chirp linear). Un astfel de semnal are o frecvenţă 
instantanee dependentă de timp, de forma:  

 
( ) 0f t f kt= +                                           (5.1) 

 
unde f0 este frecvenţa semnalului la momentul iniţial t = 0, iar k este rata de 
variaţie a frecvenţei semnalului. Semnalul utilizat pentru testarea algoritmului de 
estimare a frecvenţei instantanee a fost un semnal cu o frecvenţă care a variat liniar 
de la 0,1 la 0,4 Hz. Forma de undă şi modul de variaţie în domeniul timp a 
frecvenţei instantanee a acestui semnal sunt prezentate în figura 5.1, cu menţiunea 
că pe abscisă, datorită frecvenţei de eşantionare de 1 Hz, variabila timp indică şi 
numărul eşantionului curent. 
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Fig.5.1. Variaţia în timp a frecvenţei instantanee a semnalului chirp linear 

 
 Un alt semnal care s-a folosit la testarea metodei de estimare a frecvenţei 
instantanee folosind maximele locale ale reprezentărilor timp-frecvenţă a fost 
modulat în frecvenţă folosind un semnal modulator sinusoidal, având perioada egală 
cu durata totală a semnalului modulat. Forma de variaţie in timp a acestui semnal 
este prezentată în figura 5.2.    
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Fig.5.2. Variaţia în timp a semnalului modulat sinusoidal în frecvenţă şi a  
frecvenţei instantanee a acestui semnal 
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Al treilea semnal care a fost utilizat pentru a estima frecvenţa instantanee a 
fost modulat în frecvenţă după o lege parabolică, conform relaţiei: 

         ( ) ( )2 32 j At Bt Ct
x t e

π + +
=                                                        (5.2) 

 
Programul din toolbox-ul TFTB oferă două posibilităţi de alegere a 

parametrilor unui astfel de semnal: se pot preciza direct coeficienţii A, B şi C sau se 
pot alege trei puncte din planul timp-frecvenţă prin care curba de variaţie a 
frecvenţei instantanee a semnalului să treacă. În acest al doilea caz, programul va 
calcula automat coeficienţii A, B şi C ai semnalului. Curba de variaţie în timp a unui 
astfel de semnal şi frecvenţa instantanee a acestuia sunt prezentate în figura 5.3. 
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Fig.5.3. Variaţia în timp a semnalului modulat parabolic în frecvenţă şi a  
frecvenţei instantanee a acestui semnal 

 
O categorie importantă de semnale nestaţionare sunt cele care prezintă 

salturi de frecvenţă. În general estimarea frecvenţei instantanee se poate realiza cu 
rezultate mai bune în cazul unor semnale ale căror frecvenţă variază lent şi mult 
mai dificil în cazul semnalelor la care frecvenţa variază cu o viteză mai mare. Pentru 
a testa funcţionarea algoritmului şi în cazul acestor semnale, au fost generate două 
astfel de semnale de test. Ambele semnale prezintă regiuni în care frecvenţa 
semnalului este constantă, cele două diferind doar prin modul în care frecvenţa 
instantanee variază între aceste „paliere” de frecvenţă.  

Astfel, întâi s-a luat în considerare un semnal care prezintă salturi bruşte de 
frecvenţă, pentru ca apoi să se analizeze alt semnal care se caracterizează printr-o 
variaţie mai lentă între două regiuni unde frecvenţa este constantă. Variaţiile în timp 
ale acestor semnale sunt prezentate în figurile 5.4 şi 5.5.  
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Fig.5.4. Semnal nestaţionar cu variaţie bruscă a frecvenţei instantanee 
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Fig.5.5. Semnal nestaţionar cu variaţie lentă a frecvenţei instantanee 
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 Toate aceste semnale de test au fost însumate cu un semnal de zgomot, de 
tip Gaussian, obţinându-se semnale de test având diverse raporturi semnal/zgomot. 
 
 

5.3. Estimarea frecvenţei instantanee a unui semnal 
sinusoidal modulat liniar în frecvenţă 

 
În acest paragraf se prezintă rezultatele obţinute prin folosirea algoritmului 

de estimare a frecvenţei instantanee, în cazul unui semnal chirp modulat liniar. 
Semnalul, care a fost generat folosind toolbox-ul TFTB, are o frecvenţă instantanee 
iniţială de 0,1 Hz şi o frecvenţă instantanee finală de 0,4 Hz. Între aceste două 
valori, frecvenţa variază liniar. Semnalul are un număr de 2048 de eşantioane.  
Reprezentarea Fourier scurtă a acestui semnal, obţinută prin folosirea unei funcţie 
fereastră de tip Hamming de 511 eşantioane lăţime, este prezentată în figura 5.6.  

 
STFT, Lh=255, Nf=1024, lin. scale, imagesc, Thld=0%
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Fig. 5.6. Reprezentarea de tip Fourier scurtă a semnalului modulat liniar în frecvenţă 

 
 Trebuie menţionat faptul că, dacă semnalul are 2048 de eşantioane, 
reprezentarea lui de tip Fourier scurtă, calculată folosind toolbox-ul TFTB, va fi 
reprezentată sub forma unei matrici cu valori complexe conţinând 2048x2048 valori. 
Folosind o funcţie de vizualizare a acestei matrici s-a obţinut imaginea prezentată în 
figura 5.6. Pentru a determina toate maximele locale din semnătura timp-frecvenţă 
a semnalului, această matrice trebuie parcursă de-a lungul domeniului timp, folosind 
un algoritm iterativ. Practic, reprezentarea timp-frecvenţă este „baleiată” după axa 
timpului într-un număr de paşi egali cu numărul de eşantioane ale semnalului. 
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Pentru fiecare pas s-a determinat o valoare din domeniul frecvenţă, la care era 
situat maximul local.  

Astfel au rezultat 2048 de maxime locale, pentru fiecare din cele 2048 de 
coloane ale matricii, care conţine distribuţia timp-frecvenţă calculată a semnalului. 
În figura 5.7 este reprezentată o secţiune verticală a reprezentării timp-frecvenţă de 
tip Fourier scurtă din figura 5.6, secţiune prelevată la eşantionul cu numărul 1000. 
În secţiunea din figura 5.7, prezenţa maximului local la frecvenţa de aproximativ 
0,25 Hz este evidentă. Prin trasarea curbei ce corespunde celor 2048 de maxime 
locale se poate obţine legea de variaţie estimată a semnalului nestaţionar. Aşa cum 
s-a precizat anterior, prin generarea semnalului folosind toolbox-ul TFTB se poate 
obţine şi legea de variaţie ideală a frecvenţei instantanee a semnalului, fapt care 
oferă posibilitatea calculării calităţii estimării, prin compararea directă a frecvenţei 
instantanee estimată cu cea ideală.  
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Fig.5.7. Secţiune prin reprezentarea timp-frecvenţă de tip Fourier scurtă 

 
 În figura 5.8 este prezentat rezultatul estimării frecvenţei instantanee, 
precum şi, pentru comparaţie, frecvenţa instantanee ideală. Aşa cum se poate 
observa, în cazul semnalului fără zgomot, cele două curbe sunt aproape identice.  
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Fig. 5.8. Curbele de variaţie în timp ale frecvenţelor instantanee ideală şi estimată 

folosind reprezentarea timp-frecvenţă de tip Fourier scurtă 
 

Calcularea unei erori a estimării este posibilă prin compararea eşantion cu 
eşantion ale frecvenţelor instantanee ideală şi estimată. Folosind această metodă se 
poate obţine şi o reprezentare grafică a erorii sau se poate calcula o valoare medie a 
sa, pe întreaga durată a semnalului. De exemplu, în figura 5.9 s-a reprezentat 
eroarea ce caracterizează estimarea frecvenţei instantanee pentru semnalul modulat 
liniar în frecvenţă.  
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Fig.5.9. Curba de variaţie în timp a erorii ce caracterizează estimarea frecvenţei instantanee 

folosind reprezentarea timp-frecvenţă de tip Fourier scurtă 
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Aşa cum se poate remarca, eroarea este mai mare spre marginile 
intervalului de timp considerat, fiind cea mai mică în cazul eşantioanelor semnalului 
aflate în apropierea mijlocului duratei de timp considerată. Erorile obţinute sunt 
mici, de ordinul a 10-3 Hz, fiind în acest caz de fapt erori datorate cuantizării, 
datorate faptului că frecvenţa este reprezentată în mod discret şi nu continuu. 

Desigur eroarea estimării depinde de foarte mulţi factori: de tipul 
reprezentării timp-frecvenţă (Fourier scurtă, Gabor, Wigner-Ville, Choi-Williams 
etc.), de parametrii acesteia (tipul şi lărgimea ferestrei în cazul reprezentării Fourier 
scurtă etc.), de tipul şi nivelul zgomotului perturbator care se suprapune semnalului 
util şi nu în ultimul rând, de numărul de intervale de frecvenţă pe lăţimea cărora se 
calculează reprezentarea considerată.  

Aşa cum s-a precizat mai sus, semnalul de test a avut 2048 de eşantioane, 
iar reprezentarea sa timp-frecvenţă de tip Fourier scurtă a avut 2048x2048 valori. 
Prin mărirea rezoluţiei în frecvenţă, adică prin calculul unei reprezentări având de 
exemplu 2048 de coloane în domeniul timp, dar 4096 linii în domeniul frecvenţă, se 
poate îmbunătăţi estimarea frecvenţei instantanee şi se poate micşora eroarea care 
se datorează faptului că frecvenţa este reprezentată în mod discret şi nu continuu. 
Acest procedeu duce însă la creşterea solicitărilor la care este supus sistemul de 
calcul, în special din punctul de vedere al memoriei necesare.  

O posibilitate simplă prin care se poate evita acest caz nedorit este 
realizarea unei bucle iterative, prin care se repetă estimarea frecvenţei instantanee 
a semnalului având 2048 de eşantioane de 16 ori. Eroarea estimării în acest caz 
este mult mai exact calculată din punct de vedere statistic, în special în cazul 
semnalelor care sunt perturbate de zgomot. Zgomotul fiind prin natura sa un 
semnal aleatoriu, prin mărirea numărului de eşantioane (în acest caz de 16 ori) 
permite o precizie mai bună a determinării erorii estimării. 
 

 
 

5.4. Estimarea frecvenţei instantanee a unui semnal 
sinusoidal modulat liniar în frecvenţă perturbat de un zgomot 
Gaussian, folosind maximele locale ale reprezentării Fourier 

scurtă 
 
 
Testarea metodei de estimare a frecvenţei instantanee folosind maximele 

locale ale reprezentării Fourier scurtă a fost efectuată folosind semnalul modulat în 
frecvenţă liniar [75][80] prezentat în subcapitolul anterior, combinat aditiv cu 
semnale perturbatoare, de tip  zgomot. Semnalul de zgomot Gaussian folosit a fost 
generat folosind o funcţie din cadrul toolbox-ului TFTB şi a avut medie nulă şi 
varianţă 1. Prin alegerea adecvată a raportului semnal - zgomot s-au obţinut mai 
multe semnale de test, folosite pentru testarea estimării frecvenţei instantanee. În 
figura 5.10 este prezentată reprezentarea Fourier scurtă a unui astfel de semnal iar 
în figura 5.11 o secţiune verticală a reprezentării din figura 5.10, secţiune prelevată 
la eşantionul cu numărul 1000. În ambele figuri, prezenţa zgomotului este uşor de 
observat. 

BUPT



66           5. Estimarea frecvenţei instantanee a semnalelor nestaţionare 

STFT, Lh=55, Nf=1024, lin. scale, imagesc, Thld=0%
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Fig.5.10. Reprezentarea de tip Fourier scurtă a semnalului modulat liniar în frecvenţă acoperit 

de un zgomot Gaussian de medie nulă 
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Fig.5.11. Secţiune prin reprezentarea timp-frecvenţă  

de tip Fourier scurtă din figura 5.10 
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Aşa cum s-a menţionat anterior, în cazul folosirii transformatei Fourier-
scurtă o serie de factori pot influenţa estimarea frecvenţei instantanee a semnalului: 
tipul şi mărimea funcţiei fereastră folosită la obţinerea transformatei respectiv tipul 
şi nivelul de semnalului de zgomot. Pentru a testa performanţele metodei de 
estimare a frecvenţei instantanee s-au făcut determinări ale erorilor de estimare în 
mai multe situaţii: folosind ferestre de tip Hamming, Hanning, dreptunghiulară, 
triunghiulară, Gaussiană, de tip Bartlett, Blackman şi Kaiser, având fiecare lărgimi 
de 33, 65, 129, 257, 513 şi 1025 eşantioane. Din punctul de vedere al raportului 
semnal – zgomot (SNR signal to noise ratio), s-au făcut teste pentru diferite nivele 
de zgomot: -15 dB, -10 dB, -5 dB, -2 dB, 0 dB, 2 dB, 5 dB, 10 dB şi 15 dB. Pentru 
fiecare caz s-au făcut 16 determinări ale erorii de estimare a frecvenţei instantanee, 
rezultatul final fiind o medie a celor 16 rezultate obţinute.  

 
 
5.4.1 Influenţa lărgimii funcţiei fereastră folosită la obţinerea 

reprezentării Fourier scurtă asupra estimării frecvenţei instantanee a 
semnalului sinusoidal modulat linear în frecvenţă. 

 
Pentru a determina modul în care lărgimea funcţiei fereastră influenţează 

estimarea frecvenţei instantanee s-a utilizat un semnalul modulat în frecvenţă linear 
prezentat anterior, acoperit de un zgomot Gaussian de medie nulă, având un SNR 
variind de la -15 dB la 15 dB. Pentru generarea reprezentării timp-frecvenţă de tip 
Fourier scurtă s-a folosit o fereastră de tip Hamming. În figura 5.12 este prezentată 
reprezentarea Fourier scurtă a acestui semnal, folosind o fereastră Hamming cu o 
lăţime de 33 eşantioane, iar în figura  5.13 aceeaşi reprezentare folosind o fereastră 
Hamming de 1025 eşantioane. Comparând cele două figuri, influenţa lărgimii 
funcţiei fereastră este evidentă.  

Rezultatele estimării frecvenţei instantanee a semnalului FM modulat liniar, 
folosind transformata Fourier-scurtă obţinută utilizând o funcţie fereastră de tip 
Hamming, pentru diferite nivele ale raportului semnal-zgomot sunt prezentate în 
tabelul 5.1. În figura 5.14 sunt prezentate într-o formă grafică rezultatele din tabelul 
5.1, pe axa ordonatelor fiind utilizată o scală logaritmică, pentru o mai bună 
vizualizare a datelor. Aşa cum se poate observa în această figură, cele mai bune 
rezultate s-au obţinut pentru o fereastră având dimensiunea de 129 eşantioane. 
Pentru acest tip de funcţie fereastră, erorile (RMSE) ale estimării frecvenţei 
instantanee sunt mici, în cazul zgomotului perturbator de până la -5dB. Peste acest 
nivel de zgomot, erorile cresc semnificativ. În figura 5.15 este prezentată eroarea 
estimării frecvenţei instantanee a semnalului, pentru un nivel semnal-zgomot de -5 
dB, folosind o funcţie fereastră de tip Hamming de 129 eşantioane lăţime. În figura 
5.16 sunt prezentate curbele de variaţie în timp a frecvenţei instantanee ideală şi a 
celei estimate. 
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STFT, Lh=16, Nf=1024, lin. scale, imagesc, Thld=0%
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Fig.5.12. Reprezentarea de tip Fourier scurtă a semnalului modulat liniar în frecvenţă acoperit 

de un zgomot Gaussian de medie nulă folosind o funcţie fereastră de 33 de eşantioane 
 

STFT, Lh=512, Nf=1024, lin. scale, imagesc, Thld=0%
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Fig.5.13. Reprezentarea de tip Fourier scurtă a semnalului modulat liniar în frecvenţă 
acoperit de un zgomot Gaussian de medie nulă folosind o funcţie fereastră de 1025 de 

eşantioane 
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Erori 
(Hz) Lărgime fereastră (nr. eşantioane) 

SNR 33 65 129 257 513 1025 
15 dB 0.0005 0.0002 0.0001 0.0003 0.0022 0.0044 

10 dB 0.0009 0.0004 0.0002 0.0004 0.0029 0.0056 

5 dB 0.0016 0.0006 0.0003 0.0009 0.0036 0.0077 

2 dB 0.0028 0.0009 0.0004 0.0013 0.0044 0.0098 

0 dB 0.0041 0.0011 0.0005 0.0018 0.0051 0.0100 

-2 dB 0.0111 0.0016 0.0007 0.0022 0.0057 0.0121 

-5 dB 0.0472 0.0189 0.0037 0.0061 0.0105 0.0207 

-10 dB 0.0965 0.0785 0.0637 0.0627 0.0701 0.0833 

-15 dB 0.1250 0.1170 0.1171 0.1160 0.1132 0.1086 
 

Tabelul 5.1: Erorile estimării frecvenţei instantanee a semnalului FM modulat liniar, 
folosind transformata Fourier-scurtă obţinută utilizând o funcţie fereastră de tip 

Hamming 
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Fig.5.14. Erorile estimării frecvenţei instantanee a semnalului FM modulat liniar, folosind 

transformata Fourier-scurtă obţinută utilizând o funcţie fereastră de tip Hamming de lungimi 
diferite  
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Fig.5.15. Curba de variaţie în timp a erorii ce caracterizează estimarea frecvenţei instantanee a 

semnalului acoperit de un zgomot Gaussian de medie nulă folosind o funcţie fereastră 
Hamming de 129 de eşantioane 
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Fig.5.16. Curbele de variaţie în timp a frecvenţei instantanee estimată şi ideală ce 

caracterizează semnalul acoperit de un zgomot Gaussian de medie nulă folosind o funcţie 
fereastră Hamming de 129 de eşantioane 
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5.4.2 Influenţa tipului de funcţie fereastră folosită la obţinerea 

reprezentării Fourier scurtă asupra estimării frecvenţei instantanee a 
semnalului sinusoidal modulat linear în frecvenţă. 

 
Aşa cum s-a demonstrat în subcapitolul precedent, lărgimea funcţiei 

fereastră are o influenţă deosebită asupra estimării frecvenţei instantanee a 
semnalelor nestaţionare, folosind reprezentarea Fourier scurtă. Pentru a determina 
modul în care tipul funcţiei fereastră afectează erorile estimării, s-a utilizat semnalul 
modulat linear în frecvenţă prezentat anterior, peste care s-a suprapus aditiv un 
zgomot Gaussian de medie nulă şi varianţă 1, astfel încât raportul semnal-zgomot a 
fost de -5dB. Folosind acest semnal s-au făcut determinări ale erorilor de estimare 
ale frecvenţei instantanee, folosind funcţii fereastră de tip Hamming, Hanning, 
dreptunghiulară, triunghiulară, Gaussiană, de tip Bartlett, Blackman şi Kaiser, având 
fiecare lărgimi de 33, 65, 129, 257, 513 şi 1025 eşantioane. Erorile de estimare a 
frecvenţei instantanee obţinute sunt prezentate în tabelul 5.2 şi în figura 5.17. 
 

Erori 
(Hz) Lărgime fereastră (nr. eşantioane) 

Tipul 
ferestrei 33 65 129 257 513 1025 

Hamming 0.0464 0.0221 0.0051 0.0046 0.0106 0.0176 

Hanning, 0.0497 0.0272 0.0035 0.0073 0.0101 0.0178 

Dreptun-
ghiulară 0.0376 0.0094 0.0022 0.0100 0.0222 0.0408 

Triunghiu-
lară 0.0481 0.0154 0.0045 0.0046 0.0117 0.0239 

Gauss 0.0448 0.0150 0.0017 0.0035 0.0047 0.0091 

Bartlett 0.0447 0.0166 0.0043 0.0071 0.0088 0.0165 

Blackman 0.0572 0.0289 0.0045 0.0061 0.0076 0.0158 

Kaiser 0.0570 0.0293 0.0086 0.0052 0.0075 0.0161 

 
Tabelul 5.2: Erorile  estimării frecvenţei instantanee a semnalului FM modulat liniar, 

folosind transformata Fourier-scurtă obţinută utilizând  funcţii fereastră de mai 
multe feluri 
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Fig.5.17. Erorile estimării frecvenţei instantanee a semnalului FM modulat liniar, folosind 

transformata Fourier-scurtă obţinută utilizând o funcţii fereastră de lungimi şi tipuri diferite 

 
După cum se poate observa în tabelul 5.2 şi figura 5.17, rezultatele variază 

în funcţie de dimensiunea şi tipul  ferestrei. Cele mai bune rezultate au fost obţinute 
pentru o funcţie fereastră de tip Gaussian. Analizând aceste rezultate, se poate face 
observaţia că, în cazul  unui semnal nestaţionar, trebuie încercate cât mai multe 
posibilităţi pentru a găsi soluţia optimă pentru fiecare tip de semnal în parte. 

 
 

5.5. Estimarea frecvenţei instantanee a unui semnal 
sinusoidal modulat liniar în frecvenţă perturbat de un zgomot 
Gaussian, folosind maximele locale ale reprezentării Wigner-

Ville 
 
Reprezentarea Wigner-Ville poate fi privită ca şi o transformare Fourier-

scurtă adaptivă. Deşi permite o localizare a semnalului în planul timp-frecvenţă mult 
mai bună, apariţia termenilor de interferenţă îngreunează interpretarea rezultatelor, 
în special în cazul unor semnale nestaţionare cu mai multe componente spectrale. În 
cazul semnalului modulat liniar în frecvenţă, fiind vorba de un semnal 
monocomponentă, transformarea Wigner-Ville poate oferi o alternativă la utilizarea 
transformării Fourier-scurtă. Desigur, un aspect important este determinarea 
modului în care nivelul semnal-zgomot influenţează rezultatul estimării. Folosind 
semnalele generate anterior, având un SNR variind de la -15 dB la 15 dB s-a repetat 
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algoritmul de estimare a frecvenţei instantanee a semnalului. Şi în acest caz, s-au 
efectuat 16 determinări ale erorii pentru fiecare caz în parte, rezultatul final fiind o 
medie a celor 16 măsurători. În figura 5.18 este prezentată reprezentarea Wigner-
Ville a semnalului modulat liniar în frecvenţă având un SNR de -5 dB, în figura 5.19 
este prezentată o secţiune verticală a reprezentării, iar în tabelul 5.3 sunt 
prezentate erorile obţinute la diverse valori ale raportului semnal-zgomot. 

WV, lin. scale, imagesc, Threshold=5%
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Fig.5.18. Reprezentarea de tip Wigner-Ville a semnalului modulat liniar în frecvenţă acoperit de 
un zgomot Gaussian de medie nulă, având un raport semnal-zgomot de -5dB 

 
SNR 
(dB) 15 10 5 2 0 -2 -5 -10 -15 

Eroare 
estimare 

(Hz) 

6.142 
·10-5 

6.149 
·10-5 

6.181
·10-5 

6.296
·10-5 

6.357
·10-5 

6.586
·10-5 0.0022 0.0573 0.0674 

 
Tabelul 5.3: Erorile estimării frecvenţei instantanee a semnalului FM modulat liniar, 
folosind transformata Wigner-Ville pentru mai multe valori ale raportului semnal-

zgomot 
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Fig.5.19. Secţiune prelevată la eşantionul cu numărul 1000 prin reprezentarea de tip Wigner-
Ville a semnalului modulat liniar în frecvenţă acoperit de un zgomot Gaussian de medie nulă, 

având un raport semnal-zgomot de -5dB 

 
 Prin analizarea rezultatelor prezentate în tabelul 5.3, se poate afirma că în 
cazul acestui tip de semnal, erorile obţinute folosind transformarea Wigner-Ville sunt 
mai mici decât cele obţinute prin utilizarea maximelor locale ale transformării 
Fourier-scurtă. Acest fapt se datorează şi simplităţii semnalului analizat, deoarece în 
cazul unui astfel de semnal, posibilitatea apariţiei termenilor de interferenţă este 
mică. În cazul unor semnale de o complexitate sporită, performanţele celor două 
reprezentări timp-frecvenţă pot fi inversate, transformarea Fourier-scurtă putând 
oferi rezultate superioare.  

 
 

5.6. Estimarea frecvenţei instantanee a unui semnal 
sinusoidal modulat liniar în frecvenţă perturbat de un zgomot 

Gaussian, folosind maximele locale ale reprezentării Choi-
Williams 

 
Prezenţa termenilor de interferenţă în cazul reprezentării de tip Wigner-Ville 

îngreunează mult estimarea frecvenţei instantanee, mai ales în cazul semnalelor 
care au mai multe componente. Acest motiv a stat la baza introducerii unor 
reprezentări timp-frecvenţă derivate din reprezentarea Wigner-Ville, cum ar fi de 
exemplu cea de tip Choi-Williams. Pentru a se putea realiza o comparaţie între cele 
două reprezentări s-au folosit semnalele generate anterior, având un SNR variind de 
la -15 dB la 15 dB. Şi în acest caz algoritmul de estimare a frecvenţei instantanee a 
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semnalului a fost repetat de 16 ori şi s-au efectuat 16 determinări ale erorii pentru 
fiecare caz în parte, rezultatul final fiind o medie a celor 16 măsurători. În figura 
5.20 este prezentată reprezentarea Choi-Williams a semnalului modulat liniar în 
frecvenţă având un SNR de -2 dB. 

CW, Lg=16, Lh=256 sigma=1, Nf=2048, lin. scale, imagesc, Threshold=5%

Timp [s]

F
re

cv
en

ta
 [

H
z]

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

 
Fig.5.20. Reprezentarea de tip Choi-Williams a semnalului modulat liniar în frecvenţă acoperit 

de un zgomot Gaussian de medie nulă, având un raport semnal-zgomot de -2dB 
 

Curbele corespunzând frecvenţelor instantanee ideală şi estimată, pentru 
semnalul având un raport semnal-zgomot de -2dB, sunt prezentate în figura 5.21, 
iar în figura 5.22 este prezentată o secţiune transversală a reprezentării din figura 
5.18, prelevată la eşantionul cu numărul 1000.  
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Fig.5.21. Curbele de variaţie în timp a frecvenţei instantanee estimată şi ideală ce 

caracterizează semnalul acoperit de un zgomot Gaussian de medie nulă folosind reprezentarea 
Choi-Williams 

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

200

Frecventa

A
m

pl
itu

di
ne

 
Fig.5.22. Secţiune prelevată la eşantionul cu numărul 1000 prin reprezentarea de tip Choi-
Williams a semnalului modulat liniar în frecvenţă acoperit de un zgomot Gaussian de medie 

nulă, având un raport semnal-zgomot de -2dB 
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În tabelul 5.4 sunt prezentate erorile obţinute la estimarea frecvenţei 
instantanee folosind maximele locale ale reprezentării Choi-Williams, pentru  diverse 
valori ale raportului semnal-zgomot. 

 
SNR (dB) 15 10 5 2 0 -2 -5 -10 -15 
Eroare 

estimare 
(Hz) 

6.182 
·10-5 

6.273 
·10-5 

6.677 
·10-5 

7.372 
·10-5 

7.980 
·10-5 0.0001 0.0144 0.0628 0.0691 

Tabelul 5.4: Erorile estimării frecvenţei instantanee a semnalului FM modulat liniar, 
folosind transformarea Choi-Williams  pentru mai multe valori ale raportului semnal-

zgomot 
 
 Prin compararea tabelelor 5.3 şi 5.4 se poate afirma că, pentru semnalul 
modulat liniar în frecvenţă, rezultatele care au fost obţinute sunt similare. Prin 
ajustarea parametrilor folosiţi la obţinerea reprezentării timp-frecvenţă de tip Choi-
Williams rezultatele care se pot obţine pot fi îmbunătăţite. Toolbox-ul timp-frecvenţă 
TFTB permite în cazul reprezentării de tip Choi-Williams alegerea unor aşa numite 
funcţii de netezire („smoothing functions”), atât în domeniul timp cât şi în domeniul 
frecvenţă, care pot ajusta rezoluţia în planul timp-frecvenţă pentru obţinerea unor 
rezultate optime. De exemplu, rezultatele prezentate în tabelul 5.4 au fost obţinute 
folosind o funcţie de netezire de tip Hamming de 512 eşantioane în domeniile timp şi 
frecvenţă. Prin alegerea unei funcţii de tip Gaussian de 33 eşantioane lungime în 
domeniul timp şi de 512 în domeniul frecvenţă, rezultatele care au fost obţinute la 
nivelele mai mari ale zgomotului au fost mai bune, aşa cum se poate observa în 
tabelul 5.5. 
 

SNR 
(dB) 15 10 5 2 0 -2 -5 -10 -15 

Eroare 
estimare 

(Hz) 

6.285 
·10-5 

6.688 
·10-5 

7.802 
·10-5 

9.435 
·10-5 

1.066 
·10-4 

1.263 
·10-4 

1.971 
·10-4 

3.656 
·10-2 

9.291 
·10-2 

Tabelul 5.5: Erorile estimării frecvenţei instantanee a semnalului FM modulat liniar, 
folosind transformarea Choi-Williams cu rezoluţie modificată în domeniile timp şi 

frecvenţă,  pentru mai multe valori ale raportului semnal-zgomot 
 
 

5.7. Estimarea frecvenţei instantanee a unui semnal 
sinusoidal modulat în frecvenţă după o lege sinusoidală, 

perturbat de un zgomot Gaussian, folosind maximele locale 
ale reprezentărilor Fourier scurtă, Wigner-Ville şi Choi-

Williams 
 
 Testarea unei metode de estimare a frecvenţei instantanee a unui semnal 
nestaţionar trebuie efectuată folosind semnale de test cât mai diverse, pentru a 
putea estima calitatea estimării într-un număr cât mai mare de situaţii. În 
paragrafele anterioare a fost prezentat rezultatul estimării pentru un semnal de test 
modulat liniar în frecvenţă.  

În acest paragraf, semnalul de test este un semnal sinusoidal modulat în 
frecvenţă, obţinut cu un semnal modulator, considerat tot de tip sinusoidal. 
Semnalul modulat are 2048 eşantioane, iar perioada semnalului modulator este 
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egală cu durata totală a semnalului modulat. Acest semnal modulat este combinat 
cu un semnal perturbator de tip zgomot Gaussian, astfel rezultând semnale de test 
cu valori ale raportului semnal-zgomot cuprinse între -15 dB şi 15 dB. Determinarea 
frecvenţei instantanee este realizată folosind cele trei reprezentări timp-frecvenţă 
utilizate în paragrafele precedente, adică  Fourier-scurtă, Wigner-Ville şi Choi-
Williams. În cazul reprezentării timp-frecvenţă de tip Fourier-scurtă, se foloseşte o 
fereastră Gaussiană de 129 eşantioane lungime, deoarece în cazul acestui tip de 
fereastră s-au obţinut cele mai bune rezultate în paragraful 4.2. Pentru obţinerea 
reprezentării de tip Choi-Williams s-a folosit o funcţie de netezire de tip Gaussian de 
33 eşantioane lungime în domeniul timp şi de 512 în domeniul frecvenţă. 
 În figura 5.23 este prezentată reprezentarea Fourier-scurtă a semnalului de 
test, având un SNR de -2 dB, în figura 5.24 reprezentarea Wigner-Ville, iar în figura 
5.25 reprezentarea de tip Choi-Williams. 

În tabelul 5.6 sunt prezentate erorile estimării frecvenţei instantanee a 
semnalului FM modulat sinusoidal, folosind cele trei reprezentări timp-frecvenţă, 
obţinute pentru diferite nivele ale raportului semnal-zgomot, iar figura 5.26 conţine 
o prezentare grafică a acestor rezultate. Aşa cum se poate observa din tabelul 
menţionat, cele mai bune rezultate au fost obţinute la nivele mici ale zgomotului 
prin folosirea maximelor locale ale reprezentării Fourier-scurtă, iar la nivele mari de 
zgomot (sub 0dB) prin folosirea maximelor locale ale reprezentării Choi-Williams. 
Acest fapt se datorează prezenţei termenilor de interferenţă în cazul reprezentării 
Wigner-Ville.  

Pentru a scoate în evidenţă prezenţa termenilor de interferenţă, în figura 
5.27 se prezintă reprezentarea Wigner-Ville a semnalului fără zgomot. Se constată 
faptul că termenii de interferenţă sunt prezenţi chiar şi în acest caz. 

STFT, Lh=64, Nf=1024, lin. scale, imagesc, Thld=0%
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Fig.5.23. Reprezentarea de tip Fourier-scurtă a semnalului modulat sinusoidal în frecvenţă 
acoperit de un zgomot Gaussian de medie nulă, având un raport semnal-zgomot de -2dB 
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WV, lin. scale, imagesc, Threshold=0%
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Fig.5.24. Reprezentarea de tip Wigner-Ville a semnalului modulat sinusoidal în frecvenţă 
acoperit de un zgomot Gaussian de medie nulă, având un raport semnal-zgomot de -2dB 

CW, Lg=16, Lh=256 sigma=1, Nf=2048, lin. scale, imagesc, Threshold=0%
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Fig.5.25. Reprezentarea de tip Choi-Williams a semnalului modulat sinusoidal în frecvenţă 
acoperit de un zgomot Gaussian de medie nulă, având un raport semnal-zgomot de -2dB 
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La nivele mari ale zgomotului, estimarea frecvenţei instantanee devine 
deosebit de dificilă, erorile fiind mari. De asemenea, eroarea estimării variază şi în 
funcţie de momentul de timp ales pentru calculul său. La momentele de timp când 
frecvenţa instantanee variază lent, erorile sunt mai mari, iar când prezintă o variaţie 
rapidă, erorile sunt mai mici. Modul în care variază eroarea de estimare, în cazul 
reprezentării Choi-Williams pentru un semnal având SNR de -2 dB,  este prezentat 
în figura 5.28. 

 
SNR 
(dB) 15 10 5 2 0 -2 -5 -10 -15 

Eroare 
estimare 

STFT 
(Hz) 

2.423 
·10-4 

3.604 
·10-4 

5.497 
·10-4 

7.830 
·10-4 

1.041 
·10-3 

1.869 
·10-3 

1.250 
·10-2 

8.893 
·10-2 0.134 

Eroare 
estimare 

WV 
(Hz) 

1.749 
·10-3 

2.497 
·10-3 

1.500 
·10-2 

3.514 
·10-2 

5.199 
·10-2 

6.839 
·10-2 

8.742 
·10-2 0.104 0.137 

Eroare 
estimare 

CW 
(Hz) 

8.604 
·10-4 

8.654 
·10-4 

8.667 
·10-4 

8.688 
·10-4 

8.927 
·10-4 

9.489 
·10-4 

3.464 
·10-3 

4.886 
·10-2 0.106 

 
Tabelul 5.6: Erorile estimării frecvenţei instantanee a semnalului FM modulat 

sinusoidal, folosind transformările Fourier-scurtă (STFT), Wigner-Ville (WV) şi Choi-
Williams (CW)  pentru mai multe valori ale raportului semnal-zgomot 
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Fig.5.26. Erorile estimării frecvenţei instantanee a semnalului FM modulat sinusoidal, utilizând 

maximele transformărilor Fourier-scurtă (STFT), Wigner-Ville (WV) şi Choi-Williams (CW)  
pentru mai multe valori ale raportului semnal-zgomot 
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WV, lin. scale, imagesc, Threshold=0%
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Fig.5.27. Reprezentarea de tip Wigner-Ville a semnalului modulat sinusoidal în frecvenţă. Se 

pot observa termenii de interferenţă  
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Fig.5.28. Curba de variaţie în timp a erorii ce caracterizează estimarea frecvenţei instantanee a 

semnalului folosind reprezentarea Choi-Williams 
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5.8. Estimarea frecvenţei instantanee a unui semnal 
sinusoidal modulat în frecvenţă după o lege parabolică, 

perturbat de un zgomot Gaussian, folosind maximele locale 
ale reprezentărilor Fourier scurtă, Wigner-Ville şi Choi-

Williams 
 
 

Un alt semnal care a fost utilizat pentru testarea metodei de estimare a 
frecvenţei instantanee propusă a fost modulat în frecvenţă după o lege parabolică, 
conform relaţiei (5.2). Aşa cum s-a precizat în subcapitolul 5.2, programul din 
toolbox-ul TFTB oferă posibilitatea alegerii parametrilor unui astfel de semnal prin 
determinarea a trei puncte din planul timp-frecvenţă prin care curba de variaţie a 
frecvenţei instantanee a semnalului să treacă. Astfel, programul va calcula automat 
coeficienţii A, B şi C ai semnalului. Semnalul de test a fost generat folosind această 
metodă şi a fost astfel ales încât să aibă la momentele de timp iniţial şi final o 
frecvenţă egală cu 0,4Hz, iar la mijlocul intervalului de timp pe care este definit o 
frecvenţă de 0,1 Hz. Între aceste trei puncte din planul timp-frecvenţă frecvenţa 
instantanee a semnalului a variat după o lege parabolică.  

Peste acest semnal modulat a fost apoi suprapus un semnal perturbator de 
tip zgomot Gaussian cu medie nulă, obţinându-se semnale de test având valori ale 
raportului semnal-zgomot cuprinse între -15 dB şi 15 dB. Şi în acest caz au fost 
generate semnale având 2048 eşantioane. Estimarea frecvenţei instantanee a fost 
efectuată folosind cele trei reprezentări timp-frecvenţă utilizate anterior, adică   
Fourier-scurtă, Wigner-Ville şi Choi-Williams. Pentru reprezentările Fourier-scurtă şi 
Choi-Williams s-au folosit aceeaşi parametrii ca şi în cazul estimării frecvenţei 
instantanee a semnalului modulat după o lege sinusoidală din subcapitolul 
precedent. În figura 5.29 este prezentată reprezentarea Fourier-scurtă a semnalului 
de test având un SNR de -2 dB, în figura 5.30 reprezentarea Wigner-Ville, iar în 
figura 5.31 reprezentarea de tip Choi-Williams. 

În tabelul 5.7 sunt prezentate erorile estimării frecvenţei instantanee a 
semnalului modulat parabolic în frecvenţă, folosind cele trei reprezentări timp-
frecvenţă menţionate, obţinute pentru diferite nivele ale raportului semnal-zgomot, 
iar în figura 5.32 este prezentată o reprezentare grafică a acestor erori. Şi în acest 
caz, cele mai bune rezultate au fost obţinute la nivele mici ale zgomotului prin 
folosirea maximelor locale ale reprezentării Fourier-scurtă, iar la nivele mari de 
zgomot (sub 2 dB) prin folosirea maximelor locale ale reprezentării Choi-Williams. 
Performanţele reprezentării Wigner-Ville sunt şi în acest caz afectate de prezenţa 
termenilor de interferenţă. 
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STFT, Lh=64, Nf=1024, lin. scale, imagesc, Thld=0%
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Fig.5.29. Reprezentarea de tip Fourier-scurtă a semnalului modulat parabolic în frecvenţă 
acoperit de un zgomot Gaussian de medie nulă, având un raport semnal-zgomot de -2dB 

 
WV, lin. scale, imagesc, Threshold=0%

Time [s]

F
re

qu
en

cy
 [

H
z]

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

 
Fig.5.30. Reprezentarea de tip Wigner-Ville a semnalului modulat parabolic în frecvenţă 

acoperit de un zgomot Gaussian de medie nulă, având un raport semnal-zgomot de -2dB 
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CW, Lg=16, Lh=256 sigma=1, Nf=2048, lin. scale, imagesc, Threshold=0%
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Fig.5.31. Reprezentarea de tip Choi-Williams a semnalului modulat parabolic  în frecvenţă 
acoperit de un zgomot Gaussian de medie nulă, având un raport semnal-zgomot de -2dB 

 
 
 

 
SNR (dB) 15 10 5 2 0 -2 -5 -10 -15 

Eroare 
estimare 

STFT 
(Hz) 

1.990 
·10-4 

3.180 
·10-4 

5.106
·10-4 

7.124
·10-4 

9.414
·10-4 

1.182
·10-3 

9.345
·10-3 

8.310 
·10-2 0.130 

Eroare 
estimare 

WV 
(Hz) 

1.222 
·10-3 

1.258 
·10-3 

5.882
·10-3 

2.584
·10-2 

4.240
·10-2 

5.884
·10-2 

8.029
·10-2 

8.947 
·10-2 

9.656 
·10-2 

Eroare 
estimare 

CW 
(Hz) 

6.079 
·10-4 

6.093 
·10-4 

6.115
·10-4 

6.118
·10-4 

6.220
·10-4 

6.603
·10-4 

2.082
·10-3 

5.021 
·10-2 0.115 

Tabelul 5.7: Erorile estimării frecvenţei instantanee a semnalului modulat parabolic 
în frecvenţă, folosind transformările Fourier-scurtă (STFT), Wigner-Ville (WV) şi 

Choi-Williams (CW)  pentru mai multe valori ale raportului semnal-zgomot
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Fig.5.32.  Erorile estimării frecvenţei instantanee a semnalului FM modulat după o lege 

parabolică, utilizând maximele transformărilor Fourier-scurtă (STFT), Wigner-Ville (WV) şi 
Choi-Williams (CW)  pentru mai multe valori ale raportului semnal-zgomot 

 

 
5.9. Estimarea frecvenţei instantanee a unui semnal 

sinusoidal cu variaţie bruscă a frecvenţei instantanee, 
perturbat de un zgomot Gaussian, folosind maximele locale 

ale reprezentărilor Fourier-scurtă, Wigner-Ville şi  
Choi-Williams 

 
În cadrul acestui subcapitol se analizează, folosind acelaşi program ca şi în 

cazurile anterioare, estimarea frecvenţei instantanee pentru un semnal conţinând 
salturi de frecvenţă. Semnalul folosit în acest subcapitol a fost compus dintr-o 
secvenţă de patru semnale sinusoidale, „trepte” de frecvenţă, având frecvenţele de 
0,1 0,2 0,3 şi 0,4 Hz. Curbele de variaţie în timp ale semnalului şi ale frecvenţei 
instantanee sunt prezentate în figura 5.4.  

Spre deosebire de semnalele analizate în subcapitolele precedente, ale căror 
frecvenţă varia relativ lent, estimarea frecvenţei instantanee se poate realiza mult 
mai dificil în cazul semnalelor la care frecvenţa variază cu o viteză mai mare. Este 
de aşteptat ca erorile de estimare să fie mai mari în regiunile unde se produce saltul 
de frecvenţă şi mai mici în porţiunile unde frecvenţa este constantă sau variază lent. 
Semnalul a fost şi în acest caz combinat cu un semnal perturbator de tip zgomot 
Gaussian cu medie nulă, rezultând semnale de test cu valori ale raportului semnal-
zgomot cuprinse între -15 dB şi 15 dB. Transformările timp-frecvenţă ale căror 
maxime locale au fost utilizate au fost de tip Fourier-scurtă, Wigner-Ville şi Choi-
Williams, cu parametrii din subcapitolul precedent. În cazul reprezentării timp-
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frecvenţă de tip Fourier-scurtă s-a folosit o fereastră Gaussiană de 129 eşantioane 
lungime, deoarece în cazul acestui tip de fereastră s-au obţinut cele mei bune 
rezultate in paragraful 4.2. Pentru obţinerea reprezentării de tip Choi-Williams s-a 
folosit o funcţie de netezire de tip Gaussian de 33 eşantioane lungime în domeniul 
timp şi de 512 în domeniul frecvenţă. 

În figura 5.33 este prezentată reprezentarea Fourier-scurtă a semnalului de 
test având un SNR de -2 dB, în figura 5.34 reprezentarea Wigner-Ville, iar în figura 
5.35 reprezentarea de tip Choi-Williams. În tabelul 5.8 sunt prezentate rezultatele 
estimării frecvenţei instantanee pentru semnalul analizat, folosind cele trei 
reprezentări timp-frecvenţă, obţinute pentru diferite nivele ale raportului semnal-
zgomot. 
 Şi în acest caz performanţele obţinute au variat în funcţie de nivelul de 
zgomot. La un nivel redus al zgomotului perturbator, cele mai bune rezultate au fost 
obţinute prin utilizarea reprezentării de tip Fourier-scurtă, iar la nivele de zgomot 
mari, reprezentarea de tip Choi-Williams a condus la rezultate superioare. Trebuie 
menţionat faptul că pentru nivelele de zgomot mai mari de -5dB erorile sunt prea 
mari pentru a putea aplica această metodă de estimare a frecvenţei instantanee în 
cazul unor semnale reale.  
 

 
SNR 
(dB) 15 10 5 2 0 -2 -5 -10 -15 

Eroare 
estimare 

STFT 
(Hz) 

3.592 
·10-4 

5.088 
·10-4 

6.839 
·10-4 

1.042 
·10-3 

1.434 
·10-3 

2.012 
·10-3 

1.079 
·10-2 

7.447 
·10-2 0.1224 

Eroare 
estimare 

WV 
(Hz) 

2.526 
·10-2 

2.527 
·10-2 

2.529 
·10-2 

2.528 
·10-2 

2.531 
·10-2 

2.563 
·10-2 

3.508 
·10-2 

8.335 
·10-2 

8.970 
·10-2 

Eroare 
estimare 

CW 
(Hz) 

4.780 
·10-4 

7.572 
·10-3 

9.196 
·10-4 

1.733 
·10-3 

1.874 
·10-3 

3.068 
·10-3 

5.143 
·10-3 

3.392 
·10-2 0.127 

 
Tabelul 5.8: Erorile estimării frecvenţei instantanee a semnalului caracterizat prin 

modificări bruşte de frecvenţă, folosind transformările Fourier-scurtă (STFT), 
Wigner-Ville (WV) şi Choi-Williams (CW),  pentru mai multe valori ale raportului 

semnal-zgomot 
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STFT, Lh=64, Nf=1024, lin. scale, imagesc, Thld=0%
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Fig.5.33. Reprezentarea de tip Fourier-scurtă a semnalului caracterizat prin modificări bruşte 

de frecvenţă, acoperit de un zgomot Gaussian de medie nulă şi având un raport semnal-
zgomot de –2dB 

 

WV, lin. scale, imagesc, Threshold=0%
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Fig.5.34. Reprezentarea de tip Wigner-Ville a semnalului caracterizat prin modificări bruşte de 
frecvenţă, acoperit de un zgomot Gaussian de medie nulă şi având un raport semnal-zgomot 

de -2dB 
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CW, Lg=16, Lh=256 sigma=1, Nf=2048, lin. scale, imagesc, Threshold=0%

Time [s]

Fr
eq

ue
nc

y 
[H

z]

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

 
Fig.5.35. Reprezentarea de tip Choi-Williams a semnalului caracterizat prin modificări bruşte 

de frecvenţă, acoperit de un zgomot Gaussian de medie nulă şi având un raport semnal-
zgomot de -2dB 

 
 Aşa cum s-a menţionat mai sus, nivelul erorii de estimare a frecvenţei 
instantanee nu este constant pe durata semnalului. În momentele de timp când 
semnalul are o frecvenţă constantă, erorile sunt mici, iar în jurul momentelor de 
timp când are loc saltul de frecvenţă erorile cresc. Acest lucru poate fi observat în 
figura 5.36, unde este reprezentat modul în care variază eroarea de estimare a 
frecvenţei instantanee folosind maximele transformării Fourier-scurtă, pentru un 
semnal având raportul semnal-zgomot de -2dB. În figura 5.37 sunt prezentate 
curbele de variaţie în timp ale frecvenţei instantanee estimată şi ideală pentru acest 
caz.  
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Fig.5.36. Curba de variaţie în timp a erorii ce caracterizează estimarea frecvenţei 

instantanee a semnalului cu SNR -2dB, folosind reprezentarea Fourier-scurtă.  
Erorile sunt mari la momentul apariţiei saltului de frecvenţă 
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Fig.5.37. Curbele de variaţie în timp a frecvenţei instantanee estimată şi ideală ce 

caracterizează semnalul acoperit de un zgomot Gaussian de medie nulă, obţinute cu 
reprezentarea Fourier-scurtă. 
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 Analizând tabelul 5.8 se poate observa faptul că erorile de estimare ale 
frecvenţei instantanee a semnalului în cazul transformatei Wigner-Ville sunt foarte 
mari, chiar şi în cazul unui zgomot redus. Acest fapt se datorează prezenţei 
termenilor de interferenţă, care în cazul acestui tip de semnal au amplitudini mari. 
Pentru a evidenţia prezenţa acestor termeni de interferenţă, în figura 5.38 este 
prezentată reprezentarea de tip Wigner-Ville a semnalului caracterizat prin salturi de 
frecvenţă, fără zgomot perturbator. Prezenţa termenilor de interferenţă poate fi 
observată la frecvenţele de 0.15, 0.25 şi 0.35 Hz. Chiar şi în acest caz estimarea 
frecvenţei instantanee, folosind maximele locale ale acestei reprezentări, este 
practic imposibilă, aşa cum se poate observa în figura 5.39, unde sunt prezentate 
curbele de variaţie în timp ale frecvenţei instantanee ideale şi a celei estimate. În 
figura 5.40 este prezentată variaţia în timp a erorii de estimare. 
 

WV, lin. scale, imagesc, Threshold=0%
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Fig.5.38. Reprezentarea de tip Wigner-Ville a semnalului având modificări bruşte de frecvenţă. 

Prezenţa termenilor de interferenţă poate fi observată cu uşurinţă 
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Fig.5.39. Curbele de variaţie în timp ale frecvenţei instantanee estimată şi ideală ce 

caracterizează semnalul fără zgomot, obţinute cu reprezentarea Wigner-Ville. 
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Fig.5.40. Curba de variaţie în timp a erorii ce caracterizează estimarea frecvenţei  
instantanee a semnalului fără zgomot, obţinută cu reprezentarea Wigner-Ville. 
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5.10. Estimarea frecvenţei instantanee a unui semnal 

sinusoidal cu variaţie lentă a frecvenţei instantanee între 
regiuni unde frecvenţa este constantă, perturbat de un 

zgomot Gaussian, folosind maximele locale ale 
reprezentărilor Fourier scurtă, Wigner-Ville şi Choi-Williams 

 
  În acest subcapitol sunt prezentate rezultatele estimării frecvenţei 
instantanee folosind maximele locale ale unor reprezentări timp-frecvenţă, pentru 
cazul când semnalul analizat prezintă porţiuni cu frecvenţă constantă şi regiuni în 
care semnalul prezintă o variaţie liniară a frecvenţei. Se poate considera că acest 
semnal este o combinaţie a celor analizate în subcapitolele 4 şi 9. Semnalul conţine 
2048 eşantioane, dintre care primele 512 corespund unui semnal sinusoidal modulat 
liniar în frecvenţă, având o frecvenţă care variază de la 0 la 0.1 Hz. Următoarele 
512 eşantioane corespund unui semnal sinusoidal cu frecvenţa de 0.1 Hz, iar cele 
cuprinse în intervalul   1025 la 1536 corespund unui semnal sinusoidal modulat 
liniar în frecvenţă, cu o frecvenţă care variază de la 0.1 la 0.4 Hz. În fine, ultimele 
eşantioane ale semnalului reprezintă tot un semnal cu frecvenţa constantă de 0.4 
Hz.  

Forma de variaţie în timp a frecvenţei instantanee ideală a acestui semnal 
este prezentată în figura 5.41. Ca şi în cazurile anterioare, acest semnal a fost 
combinat cu un semnal perturbator de tip zgomot Gaussian, obţinându-se semnale 
de test cu raporturi SNR cuprinse între -15 dB şi 15 dB.  
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Fig.5.41. Curba de variaţie în timp a frecvenţei instantanee a semnalului de test. 
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Fig.5.42. Reprezentarea de tip Fourier-scurtă a semnalului acoperit de un zgomot Gaussian de 

medie nulă, având un raport semnal-zgomot de -2dB 
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Fig.5.43. Reprezentarea de tip Wigner-Ville a semnalului acoperit de un zgomot Gaussian de 

medie nulă, având un raport semnal-zgomot de -2dB 
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CW, Lg=16, Lh=256 sigma=1, Nf=2048, lin. scale, imagesc, Threshold=0%
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Fig.5.44. Reprezentarea de tip Choi-Williams a semnalului acoperit de un zgomot Gaussian de 

medie nulă, având un raport semnal-zgomot de -2dB 
 
În figura 5.42 este prezentată transformata Fourier-scurtă a acestui semnal, 

pentru un raport semnal-zgomot de -2dB, iar în figurile 5.43 şi 5.44 sunt prezentate 
reprezentările Wigner-Ville şi Choi-Williams. Rezultatele obţinute sunt sintetizate în 
tabelul 5.9. Aşa cum se poate observa din tabel şi în cazul acestui semnal cele mai 
bune rezultate au fost obţinute folosind reprezentările Choi-Williams şi Fourier-
scurtă, performanţele reprezentării Wigner-Ville fiind afectate de prezenţa 
termenilor de interferenţă. Pentru a putea fi comparate rezultatele, în figura 5.45 
sunt prezentate curbele de variaţie în timp ale frecvenţei instantanee ideale şi a 
celei estimate folosind maximele locale ale reprezentării Fourier-scurtă în cazul unui 
semnal având un SNR de -2dB. În figura 5.46 şi 5.47 sunt prezentate curbele 
similare obţinute folosind reprezentarea Choi-Williams, respectiv Wigner-Ville.  
 
SNR(dB) 15 10 5 2 0 -2 -5 -10 -15 
Eroare 

estimare 
STFT(Hz) 

3.162 
·10-4 

4.314 
·10-4 

7.162
·10-4 

8.917
·10-4 

1.261
·10-3 

2.763
·10-3 

1.397
·10-2 

8.974 
·10-2 0.143 

Eroare 
estimare 
WV (Hz) 

3.432 
·10-2 

3.492 
·10-2 

3.594
·10-2 

3.700
·10-2 

3.957
·10-2 

4.628
·10-2 

7.955
·10-2 0.121 0.129 

Eroare 
estimare 
CW (Hz) 

5.044 
·10-4 

5.113 
·10-4 

5.291
·10-4 

5.527
·10-4 

6.810
·10-4 

1.134
·10-3 

4.852
·10-3 

4.106 
·10-2 

0.118
8 

Tabelul 5.9: Erorile estimării frecvenţei instantanee a semnalului având modificări 
liniare ale frecvenţei între porţiuni cu frecvenţa constantă, folosind transformările 
Fourier-scurtă (STFT), Wigner-Ville (WV) şi Choi-Williams (CW),  pentru mai multe 

valori ale raportului semnal-zgomot 
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Fig.5.45. Curbele de variaţie în timp ale frecvenţei instantanee estimată şi ideală ce 

caracterizează semnalul cu SNR-2dB, obţinute cu reprezentarea Fourier-scurtă. 
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Fig.5.46. Curbele de variaţie în timp a frecvenţei instantanee estimată şi ideală ce 

caracterizează semnalul cu SNR-2dB, obţinute cu reprezentarea Choi-Williams. 

BUPT



96           5. Estimarea frecvenţei instantanee a semnalelor nestaţionare 

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

Esantioane

F
re

cv
en

ta
FI Ideala
FI Estimata

 
Fig.5.47. Curbele de variaţie în timp a frecvenţei instantanee estimată şi ideală ce 

caracterizează semnalul cu SNR-2dB, obţinute cu reprezentarea Wigner-Ville. 
 

 

5.11 Estimarea frecvenţei instantanee a unui semnal 
sinusoidal modulat în frecvenţă perturbat de un zgomot 
Gaussian, folosind maximele locale ale unei reprezentări 

timp-frecvenţă obţinută prin produsul dintre transformatele 
Fourier-scurtă şi Vigner-Ville 

 
După cum s-a putut observa în paragrafele precedente transformatele 

Fourier scurtă şi Wigner-Ville prezintă anumite proprietăţi care le fac potrivite pentru 
a fi utilizate în estimarea frecvenţei instantanee a semnalelor nestaţionare. De 
exemplu, în cazul reprezentării de tip Fourier scurtă, absenţa termenilor de 
interferenţă şi buna localizare a energiei semnalului în planul timp-frecvenţă sunt 
foarte avantajoase. De asemenea, reprezentarea de tip Wigner-Ville oferă o 
localizare îmbunătăţită a frecvenţei instantanee a semnalului în planul timp-
frecvenţă dar prezintă marele dezavantaj al prezenţei termenilor de interferenţă. 
Obţinerea unei reprezentări timp-frecvenţă care să combine proprietăţile utile ale 
celor două transformări ar fi de dorit. O astfel de transformare se poate obţine prin 
realizarea unui produs între cele două reprezentări timp-frecvenţă. Efectul acestui 
produs este reducerea termenilor de interferenţă produşi de transformarea Wigner-
Ville şi o foarte bună localizare a crestelor în planul timp-frecvenţă[70]. 
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Pentru a putea evalua performanţele acestei reprezentări timp-frecvenţă 
obţinute prin produsul dintre transformatele Fourier-scurtă şi Wigner-Ville s-au 
utilizat semnalele modulat liniar în frecvenţă şi modulat parabolic în frecvenţă 
prezentate în subcapitolul 5.2. 

În cazul semnalului modulat liniar în frecvenţă termenii de interferenţă 
generaţi de reprezentarea Wigner-Ville nu sunt semnificativi şi nu influenţează în 
mod deosebit estimarea frecvenţei instantanee. În figura 5.48 este prezentată 
transformata Fourier-scurtă a semnalului modulat liniar în frecvenţă având un raport 
semnal-zgomot de zero decibeli, iar în figura 5.49 o secţiune transversală prin 
aceasta. Reprezentarea Fourier scurtă în acest caz a fost obţinută prin folosirea unei 
funcţie fereastră de tip gaussian de 129 eşantioane lăţime. În ambele figuri se poate 
observa cu uşurinţă prezenţa zgomotului. 
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Fig.5.48. Reprezentarea de tip Fourier-scurtă a semnalului acoperit de un zgomot Gaussian de 

medie nulă, având un raport semnal-zgomot de -2dB 
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Fig.5.49. Secţiune prin reprezentarea timp-frecvenţă  

de tip Fourier scurtă din figura 5.48 
 
Transformarea Wigner-Ville a acestui semnal, şi secţiunea transversală prin 

aceasta sunt prezentate în figurile 5.50 respectiv 5.51.  , , g ,
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Fig.5.50. Reprezentarea de tip Wigner-Ville a semnalului acoperit de un zgomot Gaussian de 

medie nulă, având un raport semnal-zgomot de -2dB 
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Fig.5.51. Secţiune prin reprezentarea timp-frecvenţă  

de tip Wigner-Ville din figura 5.50 
 
Aşa cum se poate observa în figura 5.51, reprezentarea Wigner-Ville oferă o 

localizare mai bună a semnalului în planul timp-frecvenţă. În cazul semnalului 
modulat liniar în frecvenţă, influenţa termenilor de interferenţă este neglijabilă, însă 
prezenţa unui zgomot perturbator poate îngreuna estimarea frecvenţei instantanee 
a semnalului util.  Pentru a reduce acest zgomot, se poate utiliza o transformare 
timp-frecvenţă nouă, care se obţine prin produsul dintre modulul transformatei 
Fourier scurtă şi Wigner-Ville. Această transformare timp-frecvenţă este prezentată 
în figura 5.52, iar figura 5.53 conţine secţiunea transversală corespunzătoare ei. 
Comparând figurile 5.53 şi 5.51 se poate observa o reducere a zgomotului 
perturbator din planul timp-frecvenţă, în timp ce localizarea semnăturii semnalului 
util păstrează acurateţea transformării Wigner-Ville. 

Folosind algoritmul de estimare a frecvenţei instantanee prezentat în 
subcapitolele anterioare, s-au calculat erorile de estimare la diferite nivele ale 
raportului semnal-zgomot. Aceste erori sunt  prezentate în tabelul 5.10 şi în figura 
5.54, unde pentru comparaţie s-au trecut şi rezultatele obţinute folosind 
transformarea Choi-Williams. 

În cazul semnalului modulat liniar în frecvenţă s-au obţinut performanţe 
bune chiar şi folosind transformarea Wigner-Ville. În cazul acestui tip de semnal, 
termenii de interferenţă generaţi de reprezentarea Wigner-Ville sunt nesemnificativi 
şi nu afectează procesul de estimare a frecvenţei instantanee. În cazul unor semnale 
mai complexe, termenii de interferenţă generaţi de reprezentarea Wigner-Ville vor 
produce erori mult mai mari ale estimării frecvenţei instantanee, decât în cazul altor 
reprezentări. De exemplu, în figura 5.55 este prezentată reprezentarea Wigner-Ville 
a unui semnal modulat parabolic în frecvenţă, acoperit de un zgomot gaussian de 
medie nulă, având un raport semnal-zgomot de -2 dB. 
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Fig.5.52. Reprezentare timp-frecvenţă obţinută prin produsul dintre reprezentările Fourier 

scurtă şi Wigner-Ville a semnalului acoperit de un zgomot Gaussian de medie nulă, având un 
raport semnal-zgomot de -2dB 
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Fig.5.53. Secţiune prin reprezentarea timp-frecvenţă  

din figura 5.52 
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SNR 15 dB 10 dB 5 dB 2 dB 0 dB -2 dB -5 dB -10 dB -15 dB 

Eroare 
estimare 

STFT 
(Hz) 

1.97 
· 10-4 

2.83  
· 10-4 

4.95  
·10-4 

6.48 
 · 10-4 8,3·10-4 0,0014 0.0355 0.1150 0.1534 

Eroare 
estimare 

WV 
(Hz) 

7.08  
· 10-5 

7.11 
· 10-5 

7.18 
· 10-5 

7.25 
· 10-5 

7.64 
· 10-5 

7.98 
· 10-5 0.0135 0.0721 0.0824 

Eroare 
estimare 

CW 
(Hz) 

7.38 
· 10-5 

7.86 
· 10-5 

9.64 
· 10-5 

1.15 
· 10-4 

1.42 
· 10-4 

1.68 
· 10-4 0.0014 0.0787 0.149 

Eroare 
STFT WV 

(Hz) 

7.08 
· 10-5 

7.11 
· 10-5 

7.17 
· 10-5 

7.25 
· 10-5 

7.64 
· 10-5 

7.97 
· 10-5 0.002 0.061 0.093 

Tabelul 5.10: Erorile estimării frecvenţei instantanee a semnalului modulat 
liniar în frecvenţă, folosind transformările Fourier-scurtă (STFT), Wigner-Ville (WV) 
şi Choi-Williams (CW) şi produsul dintre transformările STFT şi WV  pentru mai 
multe valori ale raportului semnal-zgomot 
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Fig.5.54. Erorile estimării frecvenţei instantanee a semnalului FM modulat liniar, utilizând 
maximele transformărilor Fourier-scurtă (STFT), Wigner-Ville (WV), Choi-Williams (CW)  şi 

STFT*WV pentru mai multe valori ale raportului semnal-zgomot 
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Fig.5.55. Reprezentarea de tip Wigner-Ville a semnalului modulat parabolic în frecvenţă 

acoperit de un zgomot Gaussian de medie nulă, având un raport semnal-zgomot de -2dB 
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Fig.5.56. Reprezentare timp-frecvenţă obţinută prin produsul dintre reprezentările Fourier 
scurtă şi Wigner-Ville a semnalului modulat parabolic în frecvenţă acoperit de un zgomot 

Gaussian de medie nulă, având un raport semnal-zgomot de -2dB 
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În acest caz, reprezentarea Wigner-Ville oferă o localizare bună a semnalului 
în planul timp-frecvenţă, dar prezenţa zgomotului şi a termenilor de interferenţă 
face foarte dificilă estimarea frecvenţei instantanee a semnalului modulat parabolic. 
Folosind reprezentarea timp-frecvenţă care rezultă din produsul dintre modulul 
transformatei Fourier scurtă şi Wigner-Ville, se poate obţine o reducere a acestor 
elemente perturbatoare şi implicit se poate obţine o estimare mai bună a frecvenţei 
instantanee. Această transformare timp-frecvenţă a semnalului modulat parabolic 
este prezentată în figura 5.56. Comparând figurile 5.55 şi 5.56 se poate observa o 
reducere a zgomotului perturbator din planul timp-frecvenţă, în timp ce localizarea 
semnăturii semnalului util aproximează acurateţea transformării Wigner-Ville. 

Erorile de estimare a frecvenţei instantanee pentru acest tip de semnal 
obţinute folosind algoritmul de detecţie a maximelor din subcapitolele anterioare 
sunt  prezentate în tabelul 5.11 şi în figura 5.57.  

 
SNR  15 dB 10 dB 5 dB 2 dB 0 dB -2 dB -5 dB -10 dB -15 dB 

Eroare 
estimare 

STFT 
(Hz) 

2.57 
· 10-4 

4.21 
· 10-4 

6.58 
· 10-4 

9.58 
· 10-4 

1.21 
· 10-3 

6.06 
· 10-3 

4.19 
· 10-2 

0.135 0.158 

Eroare 
estimare 

WV 
(Hz) 

1.25 
· 10-3 

1.38 
· 10-3 

1.75 
· 10-2 

4.75 
· 10-2 

6.74 
· 10-2 

8.10 
· 10-2 

9.71 
· 10-2 

0.107 0.108 

Eroare 
STFT*WV

1.23 
· 10-3 

1.23 
· 10-3 

1.40
· 10-3 

1.78
· 10-3 

2.23
· 10-3 

5.51
· 10-3 

3.59
· 10-2 

9.67 
· 10-2 

0.116 

Tabelul 5.11: Erorile estimării frecvenţei instantanee a semnalului modulat 
parabolic în frecvenţă, folosind transformările Fourier-scurtă (STFT), Wigner-Ville 
(WV) şi produsul dintre STFT şi WV  pentru mai multe valori ale raportului semnal-
zgomot 
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Fig. 5.57. Erorile estimării frecvenţei instantanee a semnalului FM modulat parabolic, utilizând 

maximele transformărilor Fourier-scurtă (STFT), Wigner-Ville (WV) şi STFT*WV pentru mai 
multe valori ale raportului semnal-zgomot 
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5.12 Comparaţie cu alte metode de estimare a frecvenţei 
instantanee a unui semnal modulat în frecvenţă perturbat de 

un zgomot Gaussian 
 
 După cum este prezentat în [1] şi în capitolul 3, există mai multe metode de 
estimare a frecvenţei instantanee a unui semna nestaţionar. În acest subcapitol sunt 
prezentate rezultatele obţinute la estimarea frecvenţei instantanee a semnalelor 
modulate linear şi sinusoidal în frecvenţă folosind trei metode de estimare diferite 
[88]. Primul procedeu de estimare a frecvenţei instantanee se bazează pe 
diferenţierea fazei semnalului. Cea de-a doua metodă de estimare a frecvenţei 
instantanee folosită în cazul acestui subcapitol utilizează un algoritm autoregresiv. 
Acest algoritm foloseşte patru eşantioane succesive ale semnalului pentru a obţine o 
estimare a frecvenţei instantanee. Datorită acestui fapt, rezultatul estimării 
frecvenţei instantanee se obţine cu un anumit decalaj în timp. A treia metodă de 
estimare a frecvenţei instantanee se bazează pe utilizarea momentului de ordinul 
întâi al distribuţiei timp-frecvenţă de tip Fourier Scurtă. Semnalele folosite sunt cele 
prezentate în subcapitolul 5.1.  
 În figura 5.58 este prezentat rezultatul estimării frecvenţei instantanee, în 
cazul semnalului modulat liniar în frecvenţă, folosind metoda bazată pe diferenţierea 
fazei semnalului, semnalul fiind acoperit de un zgomot de tip gaussian. În figura 
5.58 semnalul analizat are un raport semnal zgomot de 15 dB. Aşa cum se poate 
observa, chiar şi în cazul unui nivel scăzut al zgomotului, estimarea frecvenţei 
instantanee folosind această metodă este inferioară metodei bazate pe utilizarea 
vârfurilor reprezentărilor timp-frecvenţă.  
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Fig. 5.58. Curbele de variaţie în timp a frecvenţei instantanee estimată şi ideală ce 
caracterizează semnalul modulat liniar în frecvenţă cu SNR 15dB, obţinute prin diferenţierea 

fazei semnalului 
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Fig. 5.59. Curbele de variaţie în timp a frecvenţei instantanee estimată şi ideală ce 

caracterizează semnalul modulat liniar în frecvenţă cu SNR 15dB, obţinute prin utilizarea unui 
algoritm autoregresiv 
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Fig. 5.60. Curbele de variaţie în timp a frecvenţei instantanee estimată şi ideală ce 

caracterizează semnalul modulat liniar în frecvenţă cu SNR 15dB, obţinute prin folosirea 
momentului de ordinul întâi al distribuţiei timp-frecvenţă de tip Fourier Scurtă 
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În figurile 5.59 şi 5.60 sunt prezentate rezultatele estimării frecvenţei 
instantanee, în cazul semnalului modulat liniar în frecvenţă cu un raport semnal 
zgomot de 15 dB, folosind metoda de estimare bazată pe un algoritm autoregresiv, 
respectiv momentul de ordinul întâi al distribuţiei timp-frecvenţă de tip Fourier 
Scurtă.  Şi în cazul acestor metode de estimare, chiar şi în cazul unui nivel scăzut al 
zgomotului, estimarea frecvenţei instantanee este inferioară metodei bazate pe 
utilizarea vârfurilor reprezentărilor timp-frecvenţă. Rezultatele obţinute în cazul 
semnalului modulat liniar în frecvenţă, folosind cele trei metode de estimare, pentru 
mai multe valori ale raportului semnal-zgomot sunt prezentate în tabelul 5.12, şi în 
figura 5.61.  

 
SNR 15 dB 10 dB 5 dB 2 dB 0 dB -2 dB -5 dB -10 dB -15 dB 

Eroare 
dif.faza 

(Hz) 
0.018 0.036 0.101 0.155 0.186 0.206 0.229 0.249 0.254 

Eroare AR2 
(Hz) 0.032 0.055 0.116 0.168 0.188 0.202 0.216 0.228 0.231 

Eroare 
Mom.tfr. 

(Hz) 
0.020 0.038 0.079 0.185 0.214 0.221 0.245 0.264 0.265 

Tabelul 5.12:Erorile estimării frecvenţei instantanee a semnalului modulat liniar în 
frecvenţă, folosind diferenţierea fazei semnalului, un algoritm autoregresiv în timp şi 
momentul de ordinul întâi a transformării Fourier-scurtă (STFT) 
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Fig. 5.61. Erorile estimării frecvenţei instantanee a semnalului modulat liniar în frecvenţă, 

folosind diferenţierea fazei semnalului, un algoritm autoregresiv în timp şi momentul de ordinul 
întâi a transformării Fourier-scurtă (STFT) 
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În cazul semnalului modulat în frecvenţă după o lege sinusoidală s-au 
obţinut rezultate similare. De exemplu, în figura 5.62 sunt prezentate curbele de 
variaţie în timp a frecvenţei instantanee estimată şi ideală ce caracterizează 
semnalul modulat sinusoidal în frecvenţă cu un raport semnal-zgomot de 15dB, 
obţinute prin diferenţierea fazei semnalului. Şi în acest caz, se poate face observaţia 
că această metodă de estimare prezintă dezavantaje practice, deoarece scoate în 
evidenţă în mod exagerat efectele zgomotului de înaltă frecvenţă. În figurile 5.63 şi 
5.64 sunt prezentate curbele de variaţie în timp ale frecvenţei instantanee ideală şi 
estimată folosind algoritmul autoregresiv în timp respectiv momentul de ordinul întâi 
al distribuţiei timp-frecvenţă de tip Fourier-scurtă.  

Comparând tabelele 5.12 şi 5.13 se poate observa faptul că s-au obţinut 
rezultate similare pentru cele două tipuri de semnale. Rezultatele care au fost 
obţinute folosind cele trei metode de estimare din acest subcapitol sunt inferioare 
celor obţinute prin utilizarea maximelor reprezentărilor timp-frecvenţă.  
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Fig. 5.62. Curbele de variaţie în timp a frecvenţei instantanee estimată şi ideală ce 
caracterizează semnalul modulat sinusoidal în frecvenţă cu SNR 15dB, obţinute prin 

diferenţierea fazei semnalului 
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Fig. 5.63. Curbele de variaţie în timp a frecvenţei instantanee estimată şi ideală ce 

caracterizează semnalul modulat sinusoidal în frecvenţă cu SNR 15dB, obţinute prin utilizarea 
unui algoritm autoregresiv 
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Fig. 5.64. Curbele de variaţie în timp a frecvenţei instantanee estimată şi ideală ce 

caracterizează semnalul modulat sinusoidal în frecvenţă cu SNR 15dB, obţinute prin folosirea 
momentului de ordinul întâi al distribuţiei timp-frecvenţă de tip Fourier Scurtă 
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SNR 15 dB 10 dB 5 dB 2 dB 0 dB -2 dB -5 dB -10 dB -15 dB 
Eroare 

estimare 
STFT 
(Hz) 

3.01 
· 10-4 

4.39 
· 10-4 

7.28 
· 10-4 

1.02 
· 10-3 

1.36 
· 10-3 

2.92 
· 10-3 0.0437 0.137 0.170 

Eroare 
estimare 

WV 
(Hz) 

4.00 
· 10-3 

6.71 
· 10-3 0.0384 0.0629 0.0734 0.088 0.103 0.117 0.121 

Eroare 
estimare 

CW 
(Hz) 

9.67 
· 10-3 

9.71 
· 10-3 

9.82 
· 10-3 

9.83 
· 10-3 

1.04 
· 10-3 

1.48 
· 10-3 0.0123 0.099 0.157 

Eroare 
STFT WV 

1.46 
· 10-3 

1.47 
· 10-3 

1.65 
· 10-3 

2.02 
· 10-3 

2.93 
· 10-3 

6.21 
· 10-3 0.035 0.106 0.127 

Eroare 
difaza 0.022 0.060 0.153 0.198 0.218 0.238 0.253 0.265 0.271 

Eroare 
AR2 0.051 0.076 0.172 0.214 0.233 0.249 0.260 0.266 0.270 

Eroare 
momtfr 0.023 0.043 0.099 0.199 0.225 0.229 0.258 0.268 0.273 

Tabelul 5.13:Erorile estimării frecvenţei instantanee a semnalului modulat sinusoidal în 
frecvenţă, folosind diferenţierea fazei semnalului, un algoritm autoregresiv în timp şi momentul 
de ordinul întâi a transformării Fourier-scurtă (STFT) 
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Fig. 5.65. Erorile estimării frecvenţei instantanee a semnalului modulat sinusoidal în frecvenţă, 
folosind diferenţierea fazei semnalului, un algoritm autoregresiv în timp şi momentul de ordinul 

întâi a transformării Fourier-scurtă (STFT) 
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6. Contribuţii şi concluzii 
 
 

Nevoia de a prelucra şi analiza semnalele nestaţionare rezultă din natura 
nestaţionară a majorităţii semnalelor din lumea reală[87][88]. De-a lungul timpului, 
au fost dezvoltate instrumente de prelucrare a semnalelor dintre care unele sunt 
deosebit de performante, dar care pot fi folosite doar pentru semnale staţionare. În 
general aceste metode sunt legate de descrieri în domeniul frecvenţei. Constatarea 
că semnalele întâlnite în situaţii concrete sunt în marea lor majoritate nestaţionare a 
condus la nevoia de a dezvolta “instrumente” specifice, adaptate acestor semnale, 
care ţin cont de faptul că semnalul analizat poate avea o evoluţie temporală a 
conţinutului de frecvenţă. Aceste noi metode de prelucrare permit analiza spectrală 
cu parametru timp variabil. 

Una dintre posibilităţile de analiză a semnalelor nestaţionare constă în 
folosirea reprezentărilor timp-frecvenţă. Transformările timp-frecvenţă de tip 
Fourier-scurtă, Gabor, Wigner-Ville, Choi-Williams, undişoară şi altele, ale unui 
semnal nestaţionar, conţin informaţii deosebit de importante cu privire la 
caracteristicile acestuia. 

Un alt concept deosebit de util în cadrul analizei semnalelor nestaţionare 
este cel al frecvenţei instantanee. În capitolul 2 al lucrării se prezintă conceptul de 
frecvenţă instantanee şi algoritmi de determinare a legii de variaţie a acestuia 
pentru semnale staţionare şi nestaţionare. De asemenea, se realizează un scurt 
istoric al noţiunii de frecvenţă şi generalizarea acestei noţiuni pentru cazul 
semnalelor nestaţionare.  

În capitolul 3 a fost realizată o prezentare a tehnicilor disponibile în prezent 
pentru estimarea frecvenţei instantanee, fiind descrise metode bazate pe operaţia 
de diferenţiere a fazei semnalului analitic, metoda trecerilor prin zero, metode de 
estimare adaptivă bazate pe algoritmul LMS sau RLS, metode care folosesc bucle 
PLL, estimări bazate pe momentele sau vârfurile distribuţiilor timp-frecvenţă şi 
metode care folosesc un model polinomial pentru a reprezenta faza semnalului.  

În capitolul 4 sunt prezentate reprezentările timp-frecvenţă mai importante, 
cum sunt reprezentarea de tip Fourier-scurtă, Wigner-Ville, undişoară şi altele. În 
capitolul 4 se analizează de asemenea relaţiile de legătură dintre conceptele 
prezentate în capitolele anterioare, fiind pus accent în special pe relaţia dintre 
frecvenţa instantanee şi distribuţiile timp-frecvenţă.  

În capitolul 5 se prezintă un algoritm propriu de estimare a frecvenţei 
instantanee a unor semnale nestaţionare, modulate în frecvenţă folosind detecţia 
maximelor reprezentărilor timp-frecvenţă. Utilizând această metodă, au fost 
analizate semnale modulate în frecvenţă, acoperite de un zgomot gaussian de medie 
nulă, pentru diverse valori ale raportului semnal-zgomot. Semnalele folosite au fost 
atât modulate liniar în frecvenţă, cât şi parabolic sau după o lege sinusoidală. De 
asemenea, a fost testată metoda de estimare a frecvenţei instantanee pentru cazul 
semnalelor cu variaţii bruşte sau lente ale frecvenţei.  O parte din rezultatele 
obţinute pe parcursul acestui capitol au fost publicate în lucrări precizate în lista de 
referinţe bibliografice. 

Rezultatele obţinute au demonstrat faptul că, atunci când nivelul zgomotului 
este suficient de mic, adică raportul semnal-zgomot este suficient de mare, legea de 
variaţie a frecvenţei instantanee a semnalelor nestaţionare poate fi determinată cu 
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erori mici folosind maximele locale ale reprezentărilor timp-frecvenţă. Deci 
„crestele” reprezentărilor timp-frecvenţă pot fi folosite pentru a aproxima frecvenţa 
instantanee a semnalului analizat, afirmaţie demonstrată şi de alţi autori în lucrări 
care sunt menţionate în bibliografie. 

În cadrul capitolului 5 au fost obţinute mai multe tipuri de reprezentări timp-
frecvenţă, atât liniare (reprezentarea Fourier-scurtă) cât şi biliniare (de tip Wigner-
Ville şi Choi-Williams). De asemenea, a fost propusă o reprezentare timp-frecvenţă 
complexă, obţinută prin produsul dintre reprezentările timp-frecvenţă de tip Fourier-
scurtă şi Wigner-Ville, reprezentare care s-a calculat cu scopul de a combina 
proprietăţile utile ale celor două transformări iniţiale.  

În cazul semnalelor modulate liniar în frecvenţă, rezultatele obţinute au fost 
bune pentru toate cele patru reprezentări timp-frecvenţă menţionate. Cele mai bune 
performanţe s-au obţinut pentru acest tip de semnale prin utilizarea reprezentării 
Wigner-Ville, şi a reprezentării timp-frecvenţă obţinută prin produsul dintre 
reprezentările timp-frecvenţă de tip Fourier-scurtă şi Wigner-Ville. Acest fapt se 
datorează faptului că, pentru semnalele modulate liniar în frecvenţă, termenii de 
interferenţă generaţi de reprezentarea Wigner-Ville sunt nesemnificativi şi nu 
afectează procesul de estimare a frecvenţei instantanee.  

Aşa cum s-a menţionat anterior, în cazul folosirii transformatei Fourier-
scurtă o serie de factori pot influenţa estimarea frecvenţei instantanee a semnalului: 
tipul şi mărimea funcţiei fereastră folosită la obţinerea transformatei respectiv tipul 
şi nivelul semnalului de zgomot. Pentru a testa performanţele metodei de estimare a 
frecvenţei instantanee s-au făcut determinări ale erorilor de estimare în mai multe 
situaţii: folosind ferestre de tip Hamming, Hanning, dreptunghiulară, triunghiulară, 
Gaussiană, de tip Bartlett, Blackman şi Kaiser, având fiecare lărgimi de 33, 65, 129, 
257, 513 şi 1025 eşantioane. Cele mai bune rezultate au fost obţinute folosind o 
fereastră de tip Gaussian de 129 eşantioane lărgime, adică o reprezentare timp-
frecvenţă de tip Gabor. 

După cum s-a precizat pe parcursul capitolului 5, metoda proprie de 
determinare a frecvenţei instantanee folosind maximele locale are reprezentărilor 
timp-frecvenţă a fost testată şi în cazuri când semnalul analizat era modulat 
sinusoidal sau parabolic în frecvenţă. Cele două tipuri de semnale au produs 
rezultate similare. În acest caz, termenii de interferenţă produşi fac practic 
imposibilă folosirea reprezentării Wigner-Ville, chiar la nivele reduse ale zgomotului 
suprapus peste semnalul util. Rezultate mai bune au fost obţinute prin folosirea 
reprezentării de tip Choi-Williams, dar cele mai mici erori au fost obţinute când 
pentru estimarea frecvenţei instantanee s-a utilizat reprezentarea Fourier-scurtă, 
sau reprezentarea timp-frecvenţă obţinută prin produsul dintre reprezentările timp-
frecvenţă de tip Fourier-scurtă şi Wigner-Ville. 

În continuare, a fost demonstrat faptul că algoritmul propus pentru 
estimarea frecvenţei instantanee poate fi folosit şi pentru cazul semnalelor care 
prezintă salturi de frecvenţă. Folosind reprezentările timp-frecvenţă descrise mai 
sus, s-a constatat că detecţia salturilor de frecvenţă poate fi realizată cu erori 
suficient de mici, doar la nivele mici ale zgomotului. În acest caz, rezultatele 
furnizate de folosirea reprezentărilor timp-frecvenţă de tip Fourier-scurtă au fost 
cele mai bune, în timp ce reprezentarea Wigner-Ville nu poate fi folosită pentru 
acest tip de semnal, erorile de estimare fiind mari chiar şi în absenţa zgomotului 
perturbator. 

La sfârşitul capitolului 5 au fost testate şi alte trei metode de estimare a 
frecvenţei instantanee, cu scopul de a compara rezultatele furnizate de aceste 
metode cu cele obţinute prin folosirea algoritmului propus, bazat pe detecţia 
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maximelor reprezentărilor timp-frecvenţă. Sunt prezentate rezultatele obţinute la 
estimarea frecvenţei instantanee a semnalelor modulate linear şi sinusoidal în 
frecvenţă folosind trei metode de estimare diferite. Primul procedeu de estimare a 
frecvenţei instantanee se bazează pe diferenţierea fazei semnalului. Cea de-a doua 
metodă de estimare a frecvenţei instantanee folosită utilizează un algoritm 
autoregresiv, iar a treia metodă de estimare a frecvenţei instantanee se bazează pe 
utilizarea momentului de ordinul întâi al distribuţiei timp-frecvenţă de tip Fourier 
Scurtă. Semnalele folosite au fost aceleaşi care s-au utilizat pentru a estima 
frecvenţa instantanee prin detecţia maximelor reprezentărilor timp-frecvenţă. 
Folosind aceste metode de estimare au fost obţinute rezultate similare pentru cele 
două tipuri de semnale modulate linear şi sinusoidal în frecvenţă. Rezultatele care 
au fost obţinute folosind cele trei metode de estimare sunt inferioare celor obţinute 
prin utilizarea maximelor reprezentărilor timp-frecvenţă, dovedind utilitatea 
algoritmului de estimare prezentat. Acest fapt se poate datora faptului că o 
reprezentare timp-frecvenţă produce o „împrăştiere” a energiei zgomotului 
perturbator în planul timp-frecvenţă, ducând la posibilitatea detecţiei frecvenţei 
semnalului util chiar şi la nivele de zgomot unde celelalte metode nu mai pot fi 
folosite practic. Trebuie menţionat faptul că dacă zgomotul depăşeşte un anumit 
prag critic, nici algoritmul de estimare a frecvenţei instantanee prin detecţia 
maximelor reprezentărilor timp-frecvenţă nu mai poate fi folosit, erorile fiind în 
acest caz mari. Acest prag critic depinde de tipul semnalului analizat, şi de 
parametrii reprezentării timp-frecvenţă folosite.  

Aşa cum s-a precizat mai sus, analiza semnalelor în planul timp-frecvenţă a 
fost realizată cu ajutorul unor programe proprii realizate în mediul MATLAB, unde 
este foarte util toolbox-ul Timp-frecvenţă. Algoritmul folosit poate fi aplicat unor 
semnale nestaţionare care sunt salvate pe discul fix al calculatorului. În perspectivă, 
dezvoltarea de aplicaţii în timp-real, care să poată fi utilizate la estimarea frecvenţei 
instantanee a unor semnale prelevate direct din placa de sunet a calculatorului, sau 
prin intermediul unei plăci de achiziţii de date sunt de dorit. Un program ce ar 
furniza rezultatul estimării în timp real, ar fi deosebit de util în numeroase domenii, 
şi ar putea fi folosit cu succes pentru obţinerea de rezultate rapide, fără a mai fi 
necesară înregistrarea prealabilă a semnalelor si prelucrarea lor ulterioară. 

Concluziile obţinute în lucrare pot fi utilizate în alegerea unui anumit tip de 
reprezentare timp-frecvenţă, în vederea analizării unui semnal nestaţionar, în 
vederea obţinerii de rezultate cât mai corecte în prezenţa zgomotului. 
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Anexa1 
 

%program generare semnale de test 
nr_semnale_generate=16;          
nivelzgomot=15;     %Alegere raport semnal zgomot 
for m=1:nr_semnale_generate; 
N=2048;             %numar de esantioane 
%alegerea tipului semnalului 
 
%[x iflaw]=fmconst(N,100/N);        %Semnal sinusoidal 
%[x iflaw]=fmlin(N,0.1,0.4);        %Semnal modulat liniar 
%[x iflaw]=fmsin(N,0.1,0.4,N);      %Semnal modulat dupa lege sinusoidala 
[x iflaw]=fmpar(N,[1 0.4],[N/2 0.1],[N 0.4]); %Semnal modulat parabolic 
 
%-------------- Semnal cu salturi de frecventa 
% a=0.1.*ones(1,N/4); 
% b=0.2.*ones(1,N/4); 
% c=0.3.*ones(1,N/4); 
% d=0.4.*ones(1,N/4); 
% e=[a b c d]; 
% [x iflaw]=fmodany(e'); 
%--------------- Semnal cu variatie lenta    
% [aa a]=fmlin(N/4,0,0.1); 
% b=0.1.*ones(1,N/4); 
% [cc c]=fmlin(N/4,0.1,0.4); 
% d=0.4.*ones(1,N/4); 
% e=[a' b c' d]; 
% [x iflaw]=fmodany(e'); 
 
%--------------- Salvarea semnalelor generate si a legii IF ideale  
 
zgomot=noisecg(N); 
xz=sigmerge(x,zgomot,nivelzgomot); 
string1=num2str(m); 
string2=num2str(nivelzgomot); 
if m<10 
    numefis=strcat('semnal_0',string1,'_',string2); 
else 
    numefis=strcat('semnal_',string1,'_',string2); 
end 
save (numefis,'xz','iflaw'); 
end; 
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Anexa2 
 

%Program estimare IF folosind varfurile STFT 
N=2048;   %numar de esantioane 
nr_iteratii=16; 
eroare_a=zeros(nr_iteratii,N); 
eroare_r=eroare_a; 
valmax=zeros(nr_iteratii,N);  
 
% alegere largime fereastra, tipul ferestrei,  
% fereastra poate fi : 
%   'Hamming', 'Hanning', 'Nuttall',  'Papoulis', 'Harris', 
%   'Rect',    'Triang',  'Bartlett', 'BartHann', 'Blackman' 
%   'Gauss',   'Parzen',  'Kaiser',   'Dolph',    'Hanna'. 
%   'Nutbess', 'spline',  'Flattop' 
H = tftb_window(129,'gauss');   
 
nivelzgomot=-15; 
string2=num2str(nivelzgomot); 
eroare_rmse=zeros(nr_iteratii,1); 
eroare_rmse1=zeros(nr_iteratii,1); 
 
for k=1:nr_iteratii; 
    string1=num2str(k); 
    if k<10 
    numefis=strcat('semnal_0',string1,'_',string2); 
    else 
    numefis=strcat('semnal_',string1,'_',string2); 
    end 
    xz1=load(numefis); 
    xz=xz1.xz;          % citire semnal de analizat 
    iflaw=xz1.iflaw;    % citire lege IF ideala 
    N=length(xz); 
        
    plot(real(xz));  % afisarea semnalului de analizat 
    figure; 
            
    T = 1:length(xz); 
    [tfr t f] = tfrstft(xz,T,N,H);   % obtinere reprezentare STFT curenta 
     
    for i = 1:N; 
        tfry=tfr(:,i); % sectiune transversala in planul timp frecventa 
        y=abs(tfry); 

[a b]=max(y);   % determinarea varfului reprezentarii. b e indicele  
%maximului 

        eroare_a(k,i)=abs(f(b)-iflaw(i));   % calcul eroare absoluta curenta 
        eroare_r(k,i)=f(b)/iflaw(i);   %eroare relativa 
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        valmax(k,i)=f(b);            %valoare frecventa la care se afla maximul 
        disp('Frecventa la care se afla maximul este:') 
        f(b) 
        disp('Frecventa ideala este:') 
        iflaw(b) 
    end 
    eroare_rmse(k,1)=rmse(iflaw',valmax(k,:)); 
    %----------------------- 
    j=256; %se poate selecta o sectiune pentru afisare 
    tfry=tfr(:,j); 
    y=abs(tfry); 
    title('Sectiune prin TFR la esantionul: '& num2str(j)) 
    plot(f(1:N/2),y(1:N/2)); 
    xlabel('Frecventa (Hz)') 
    %----------------------- 
end 
figure 
eroare_trunchiata =eroare_a(:,200:(N-200)); %eliminare primele si ultimele 200 
esantioane 
iflaw1=iflaw(200:(N-200)); 
valmax_final1=valmax(:,200:(N-200)); 
for j=1:nr_iteratii; 
    eroare_rmse1(j,1)=rmse(iflaw1',valmax_final1(j,:)); 
end 
eroare_medie_rmse=mean(eroare_rmse1) 
%afisare eroare 
plot(eroare_final,'r') 
xlabel('Samples') 
ylabel('Estimation error(Hz)'); 
figure; 
iflaw = iflaw(200:(N-200)); 
valmax_final= valmax_final(200:(N-200)); 
plot(iflaw,'linewidth',2); 
hold on 
t=1:length(iflaw); 
%afisare IF ideal si estimat 
scatter(t,valmax_final,3,'r'); 
legend('Ideal IF','Estimated IF') 
xlabel('Samples') 
ylabel('Frequency(Hz)'); 
disp('Eroarea aproximarii este:'); 
%eroare_rezultat = rmse(iflaw,valmax_final') 
eroare_rezultat = m 
disp('Eroarea aproximarii in procente este:'); 
eroare_procente = eroare_rezultat*100/0.5 
figure; 
tfrstft_v1(xz,T,N,H); 
string4=num2str(eroare_medie_rmse,'%1.8f') 
string5=num2str(eroare_medie_rmse,'%1.2e') 
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Anexa3 
 

%Program estimare IF folosind varfurile WV 
N=2048; %numar de esantioane 
nr_iteratii=16; 
eroare_a=zeros(nr_iteratii,N); 
eroare_r=eroare_a; 
valmax=zeros(nr_iteratii,N);  
nivelzgomot=-15; 
string2=num2str(nivelzgomot); 
eroare_rmse=zeros(nr_iteratii,1); 
 
for k=1:nr_iteratii; 
    string1=num2str(k); 
    if k<10 
    numefis=strcat('semnal_0',string1,'_',string2); 
    else 
    numefis=strcat('semnal_',string1,'_',string2); 
    end 
    xz1=load(numefis); 
    xz=xz1.xz;          % citire semnal de analizat 
    iflaw=xz1.iflaw;    % citire lege IF ideala 
    N=length(xz); 
    plot(real(xz));     % afisarea semnalului de analizat 
    figure; 
     
    T = 1:length(xz); 
    [tfr t f] = tfrwv(xz,T,N,1);   % obtinere reprezentare WV curenta 
 
    for i = 1:N; 
        tfry=tfr(:,i);  % sectiune transversala in planul timp frecventa 
        y=abs(tfry); 
        [a b]=max(y);   % determinarea varfului reprezentarii. b e indicele 
maximului 
        eroare_a(k,i)=abs(f(b)-iflaw(i));   % calcul eroare absoluta curenta 
        eroare_r(k,i)=f(b)/iflaw(i);   %eroare relativa 
        valmax(k,i)=f(b);            %valoare frecventa la care se afla maximul 
        disp('Frecventa la care se afla maximul este:') 
        f(b) 
        disp('Frecventa ideala este:') 
        iflaw(b) 
        disp('Eroarea pentru esantionul curent este:') 
        eroare(i) 
    end 
    %----------------------- 
    j=N/2; %se poate selecta o anumita sectiune pentru afisare 
    tfry=tfr(:,j); 
    y=abs(tfry); 
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    title('Sectiune prin TFR la esantionul: '& num2str(j)) 
    plot(f(1:N),y(1:N)); 
    xlabel('Frecventa (Hz)') 
    %----------------------- 
end 
 
iflaw1=iflaw(200:(N-200));  %eliminare primele si ultimele 200 esantioane 
valmax_final1=valmax(:,200:(N-200)); 
for j=1:nr_iteratii; 
    eroare_rmse(j,1)=rmse(iflaw1',valmax_final1(j,:)); 
end 
eroare_medie_rmse=mean(eroare_rmse) 
figure 
%plot(eroare) 
eroare_trunchiata =eroare_a(:,200:(N-200)); 
%eroare_trunchiata =eroare_a; 
eroare_final=zeros(1,length(eroare_trunchiata)); 
valmax_final=zeros(1,length(valmax)); 
 
for i=1:length(eroare_trunchiata); 
    eroare_final(i)=mean(eroare_trunchiata(:,i)); 
end 
for i=1:length(valmax); 
    valmax_final(i)=mean(valmax(:,i));   
end 
%afisare eroare 
plot(eroare_final,'r') 
 
figure; 
iflaw = iflaw(200:(N-200)); 
valmax_final= valmax_final(200:(N-200)); 
%afisare IF ideal si estimat 
plot(iflaw,'linewidth',2); 
hold on 
t=1:length(iflaw); 
scatter(t,valmax_final,3,'r'); 
legend('Ideal IF','Estimated IF') 
disp('Eroarea aproximarii este:'); 
%eroare_rezultat = rmse(iflaw,valmax_final') 
eroare_rezultat = m 
disp('Eroarea aproximarii in procente este:'); 
eroare_procente = eroare_rezultat*100/0.5 
string1=num2str(m,'%1.3e'); 
string2=num2str(eroare_procente,'%1.3f'); 
string3=strcat(string1,'/',string2,'%'); 
disp('rezultat pentru tabel') 
disp(string3) 
string4=num2str(eroare_medie_rmse,'%1.8f') 
string5=num2str(eroare_medie_rmse,'%1.2e') 
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Anexa4 
 

%Program estimare IF folosind varfurile reprezentarii Choi-Williams 
N=2048 %numar de esantioane 
nr_iteratii=16; 
nivelzgomot=15; 
string2=num2str(nivelzgomot); 
eroare_rmse=zeros(nr_iteratii,1); 
eroare_a=zeros(nr_iteratii,N); 
eroare_r=eroare_a; 
valmax=zeros(nr_iteratii,N);  
%Alegerea functiilor fereastra 
g=tftb_window(33,'gauss'); h=tftb_window(513,'Gauss');  
for k=1:nr_iteratii; 
    zgomot=noisecg(N); 
    string1=num2str(k); 
    if k<10 
    numefis=strcat('semnal_0',string1,'_',string2); 
    else 
    numefis=strcat('semnal_',string1,'_',string2); 
    end 
    xz1=load(numefis); 
    xz=xz1.xz;          % citire semnal de analizat 
    iflaw=xz1.iflaw;    % citire lege IF ideala 
    T = 1:length(xz); 
    [tfr t f] = tfrcw(xz,T,N,g,h,1,1);   % obtinere reprezentare CW curenta 
     
    for i = 1:N; 
        tfry=tfr(:,i);   % sectiune transversala in planul timp frecventa 
        y=abs(tfry); 
        [a b]=max(y);   % determinarea varfului reprezentarii. b e indicele maximului 
        eroare_a(k,i)=abs(f(b)-iflaw(i));   % calcul eroare absoluta curenta 
        eroare_r(k,i)=f(b)/iflaw(i);   %eroare relativa 
        valmax(k,i)=f(b);            %valoare frecventa la care se afla maximul 
        disp('Frecventa la care se afla maximul este:') 
        f(b) 
        disp('Frecventa ideala este:') 
        iflaw(b) 
    end 
    %----------------------- 
    j=1000; %se poate selecta o sectiune pentru afisare 
    tfry=tfr(:,j); 
    y=abs(tfry); 
    title('Sectiune prin TFR la esantionul: '& num2str(j)) 
    plot(f(1:N),y(1:N)); 
    xlabel('Frecventa (Hz)') 
    %----------------------- 
end 
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iflaw1=iflaw(200:(N-200)); %eliminare primele si ultimele 200 esantioane 
valmax_final1=valmax(:,200:(N-200)); 
for j=1:nr_iteratii; 
    eroare_rmse(j,1)=rmse(iflaw1',valmax_final1(j,:)); 
end 
eroare_medie_rmse=mean(eroare_rmse) 
eroare_trunchiata =eroare_a(:,200:(N-200)); 
eroare_final=zeros(1,length(eroare_trunchiata)); 
valmax_final=zeros(1,length(valmax)); 
 
for i=1:length(eroare_trunchiata); 
    eroare_final(i)=mean(eroare_trunchiata(:,i)); 
end 
for i=1:length(valmax); 
    valmax_final(i)=mean(valmax(:,i));   
end 
 
plot(eroare_final,'r') 
figure; 
iflaw = iflaw(200:(N-200)); 
valmax_final= valmax_final(200:(N-200)); 
plot(iflaw,'linewidth',2); 
hold on 
t=1:length(iflaw); 
scatter(t,valmax_final,3,'r'); 
legend('Ideal IF','Estimated IF','Best') 
disp('Eroarea aproximarii este:'); 
eroare_rezultat = rmse(iflaw,valmax_final') 
disp('Eroarea aproximarii in procente este:'); 
eroare_procente = eroare_rezultat*100/0.5 
string1=num2str(m,'%1.3e'); 
string2=num2str(eroare_procente,'%1.3f');  
string3=strcat(string1,'/',string2,'%'); 
disp('rezultat pentru tabel') 
disp(string3) 
toc 
figure; 
tfrcw(xz,T,N,g,h,1,1); 
string4=num2str(eroare_medie_rmse,'%1.8f') 
string5=num2str(eroare_medie_rmse,'%1.2e') 
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Anexa5 
 

%Program estimare IF folosind varfurile STFT*WV 
N=2048; %numar de esantioane 
nr_iteratii=16; 
eroare_a=zeros(nr_iteratii,N); 
eroare_r=eroare_a; 
valmax=zeros(nr_iteratii,N);  
% alegere largime fereastra, tipul ferestrei pentru STFT  
H = tftb_window(129,'Gauss');  
nivelzgomot=15; 
string2=num2str(nivelzgomot); 
eroare_rmse=zeros(nr_iteratii,1); 
 
for k=1:nr_iteratii; 
    string1=num2str(k); 
    if k<10 
    numefis=strcat('semnal_0',string1,'_',string2); 
    else 
    numefis=strcat('semnal_',string1,'_',string2); 
    end 
    xz1=load(numefis); 
    xz=xz1.xz;          % citire semnal de analizat 
    iflaw=xz1.iflaw;    % citire lege IF ideala 
    T = 1:length(xz); 
    [tfr1 t f] = tfrwv(xz,T,N,1);         %calcul reprezentare WV 
    [tfr2 t f] = tfrstft(xz,T,2*N,H);     % calcul reprezentare STFT  
    tfr2=tfr2(1:N,:); 
    tfr=abs(tfr1).*abs(tfr2);              %calcul produs 
 
    for i = 1:N; 
        tfry=tfr(:,i);  % sectiune transversala in planul timp frecventa 
        y=abs(tfry); 
        [a b]=max(y);   % determinarea varfului reprezentarii in sectiunea curenta, b 
e indicele maximului 
        eroare_a(k,i)=abs(f(b)-iflaw(i));    %calcul eroare absoluta curenta 
        eroare_r(k,i)=f(b)/iflaw(i);         %eroare relativa 
        valmax(k,i)=f(b);                    %valoare frecventa la care se afla maximul 
        disp('Frecventa la care se afla maximul este:') 
        f(b) 
        disp('Frecventa ideala este:') 
        iflaw(b) 
    end 
    %----------------------- 
    j=N/2; %se poate selecta o sectiune pentru afisare 
    tfrw_v=abs(tfr1(:,j)); %sectiune prin wv 
    tfrs_tft=abs(tfr2(:,j)); %sectiune prin stft 
    tfry=tfr(:,j); %sectiune prin produs 
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    y=abs(tfry); 
    title('Sectiune prin TFR la esantionul: '& num2str(j)) 
    plot(f(1:N),y(1:N),'r','linewidth',2); 
    figure; 
    plot(f(1:N),tfrw_v(1:N),'b','linewidth',2); 
    figure; 
    plot(f(1:N),tfrs_tft(1:N),'k','linewidth',2); 
    xlabel('Frecventa (Hz)') 
     
end 
 
plot(f(1:N),y(1:N),'r','linewidth',2); 
xlabel('Frecventa') 
ylabel('Amplitudine') 
figure; 
plot(f(1:N),tfrw_v(1:N),'b','linewidth',2); 
xlabel('Frecventa') 
ylabel('Amplitudine') 
figure; 
plot(f(1:N),tfrs_tft(1:N),'k','linewidth',2);  
xlabel('Frecventa') 
ylabel('Amplitudine') 
 
iflaw1=iflaw(200:(N-200)); 
valmax_final1=valmax(:,200:(N-200)); 
for j=1:nr_iteratii; 
    eroare_rmse(j,1)=rmse(iflaw1',valmax_final1(j,:)); 
end 
eroare_medie_rmse=mean(eroare_rmse) 
eroare_trunchiata =eroare_a(:,200:(N-200)); 
eroare_final=zeros(1,length(eroare_trunchiata)); 
valmax_final=zeros(1,length(valmax)); 
 
for i=1:length(eroare_trunchiata); 
    eroare_final(i)=mean(eroare_trunchiata(:,i)); 
end 
for i=1:length(valmax); 
    valmax_final(i)=mean(valmax(:,i));   
end 
plot(eroare_final,'r') 
figure; 
iflaw = iflaw(200:(N-200)); 
valmax_final= valmax_final(200:(N-200)); 
r=rmse(iflaw,valmax_final') 
plot(iflaw,'linewidth',2); 
hold on 
t=1:length(iflaw); 
scatter(t,valmax_final,3,'r'); 
legend('Ideal IF','Estimated IF') 
disp('Eroarea aproximarii este:'); 
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eroare_rezultat = rmse(iflaw,valmax_final') 
disp('Eroarea aproximarii in procente este:'); 
eroare_procente = eroare_rezultat*100/0.5 
string1=num2str(m,'%1.3e'); 
string2=num2str(eroare_procente,'%1.3f'); 
string3=strcat(string1,'/',string2,'%'); 
disp('rezultat pentru tabel') 
disp(string3) 
figure; 
tfrstft(xz,T,2*N,H); 
figure; 
tfrwv(xz,T,N,1);  
figure; 
tfrqview(tfr,xz,T,'tfrwv'); 
string4=num2str(eroare_medie_rmse,'%1.8f') 
string5=num2str(eroare_medie_rmse,'%1.2e') 
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Anexa 6 
 
%Program estimare IF folosind diferentierea fazei 
N=2048;     %numar de esantioane 
nr_iteratii=16; 
eroare_a=zeros(nr_iteratii,N); 
eroare_r=eroare_a; 
valmax=zeros(nr_iteratii,N);  
nivelzgomot=15; 
string2=num2str(nivelzgomot); 
eroare_rmse=zeros(nr_iteratii,1); 
 
for k=1:nr_iteratii; 
    string1=num2str(k); 
    if k<10 
    numefis=strcat('semnal_0',string1,'_',string2); 
    else 
    numefis=strcat('semnal_',string1,'_',string2); 
    end 
    xz1=load(numefis); 
    xz=xz1.xz;          % citire semnal de analizat 
    iflaw=xz1.iflaw;    % citire lege IF ideala 
    N=length(xz); 
    plot(real(xz));  % afisarea semnalului de analizat 
    figure; 
    T = 1:length(xz); 
    f=angle(xz(2:N).*conj(xz(1:N-1)))/2/pi;        %calculare FI cu dif fazei 
    for i = 1:N-1; 
        eroare_a(k,i)=abs(f(i)-iflaw(i));   %eroare absoluta 
        eroare_r(k,i)=f(i)/iflaw(i);   %eroare relativa 
    end 
    eroare_rmse(k,1)=rmse(f(200:(N-200)),iflaw(201:(N-199))); 
      
end 
     figure 
     plot(f,'Linewidth',2);hold                   
     plot(iflaw,'rx');                              
     legend('FI estimata','FI Ideala') 
     xlabel('Esantioane') 
     ylabel('Frecventa') 
eroare_trunchiata =eroare_a(:,200:(N-200)); 
eroare_final=zeros(1,length(eroare_trunchiata)); 
valmax_final=zeros(1,length(valmax)); 
 
for i=1:length(eroare_trunchiata); 
    eroare_final(i)=mean(eroare_trunchiata(:,i)); 
end 
for i=1:length(valmax); 
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    valmax_final(i)=mean(valmax(:,i));   
end 
figure 
plot(eroare_final,'r') 
m = mean(eroare_final) 
eroare_medie_rmse=mean(eroare_rmse)  
 
eroare_rezultat = m 
 disp('Eroarea aproximarii in procente este:'); 
 eroare_procente = eroare_rezultat*100/0.5 
 
 string1=num2str(m,'%1.3e'); 
 string2=num2str(eroare_procente,'%1.3f'); 
 string3=strcat(string1,'/',string2,'%'); 
 disp('rezultat pentru tabel') 
 disp(string3) 
string4=num2str(eroare_medie_rmse,'%1.8f') 
string5=num2str(eroare_medie_rmse,'%1.2e') 
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Anexa 7 
 

%Program estimare IF folosind un model autoregresiv 
N=2048;             %numar de esantioane 
nr_iteratii=16; 
eroare_a=zeros(nr_iteratii,N); 
eroare_r=eroare_a; 
if_ar2=zeros(nr_iteratii,N);  
nivelzgomot=15; 
string2=num2str(nivelzgomot); 
eroare_rmse=zeros(nr_iteratii,1); 
 
for k=1:nr_iteratii; 
    string1=num2str(k); 
    if k<10 
    numefis=strcat('semnal_0',string1,'_',string2); 
    else 
    numefis=strcat('semnal_',string1,'_',string2); 
    end 
    xz1=load(numefis); 
    xz=xz1.xz;          % citire semnal de analizat 
    iflaw=xz1.iflaw;    % citire lege IF ideala 
    iflaw1=iflaw'; 
    N=length(xz); 
    plot(real(xz));  % afisarea semnalului de analizat 
    figure; 
    T = 1:length(xz); 
    [if2,t]=ifestar2(real(xz));                     %%calculare FI folosind AR2 
    figure 
    for n=1:length(if2); 
        if_ar2(k,n)=if2(n); 
    end 
    eroare_a(k,:)=abs(if_ar2(k,:)-iflaw');   %eroare absoluta 
    eroare_r(k,i)=f(i)/iflaw(i);   %eroare relativa 
    eroare_rmse(k,1)=rmse(if_ar2(k,(200:(N-200))),iflaw1(200:(N-200))); 
end 
 
eroare_trunchiata =eroare_a(:,200:(N-200)); 
eroare_final=zeros(1,length(eroare_trunchiata)); 
for i=1:length(eroare_trunchiata); 
    eroare_final(i)=mean(eroare_trunchiata(:,i)); 
end 
 
figure 
plot(eroare_final,'r') 
m = mean(eroare_final) %//Mean 
eroare_medie_rmse=mean(eroare_rmse) 
eroare_rezultat = m 
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disp('Eroarea estimarii in procente este:'); 
eroare_procente = eroare_rezultat*100/0.5 
 string1=num2str(m,'%1.3e'); 
 string2=num2str(eroare_procente,'%1.3f'); 
 string3=strcat(string1,'/',string2,'%'); 
 disp('copiaza asta') 
 disp(string3) 
string4=num2str(eroare_medie_rmse,'%1.8f') 
string5=num2str(eroare_medie_rmse,'%1.2e') 
figure 
plot(if2,'Linewidth',2);hold                   
plot(iflaw,'rx'); 
legend('FI estimata','FI Ideala') 
xlabel('Esantioane') 
ylabel('Frecventa(Hz)'); 
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Anexa 8 
 

%Program estimare IF folosind momentul de ordinul intai al STFT 
N=2048;     %numar de esantioane 
nr_iteratii=16; 
eroare_a=zeros(nr_iteratii,N); 
eroare_r=eroare_a; 
nivelzgomot=-15; 
string2=num2str(nivelzgomot); 
eroare_rmse=zeros(nr_iteratii,1); 
 
for k=1:nr_iteratii; 
    string1=num2str(k); 
    if k<10 
    numefis=strcat('semnal_0',string1,'_',string2); 
    else 
    numefis=strcat('semnal_',string1,'_',string2); 
    end 
    xz1=load(numefis); 
    xz=xz1.xz;          % citire semnal de analizat 
    iflaw=xz1.iflaw;    % citire lege IF ideala 
    N=length(xz); 
    T = 1:length(xz); 
    figure; 
    plot(real(xz));         % afisarea semnalului de analizat 
    tfr=tfrstft(xz); 
    [fm,B2]=momttfr1(tfr,'tfrstft'); %estimare IF 
    fm1=real(fm); 
    fm2=abs(fm); 
    eroare_a(k,:)=abs(fm2-iflaw);     %eroare absoluta 
    eroare_rmse(k,1)=rmse(fm2(200:(N-200)),iflaw(200:(N-200))); 
 
end 
eroare_trunchiata =eroare_a(:,200:(N-200)); 
eroare_final=zeros(1,length(eroare_trunchiata)); 
for i=1:length(eroare_trunchiata); 
    eroare_final(i)=mean(eroare_trunchiata(:,i)); 
end 
figure 
plot(eroare_final,'r') 
m = mean(eroare_final)  
eroare_medie_rmse=mean(eroare_rmse) 
eroare_rezultat = m 
disp('Eroarea aproximarii in procente este:'); 
eroare_procente = eroare_rezultat*100/0.5 
string1=num2str(m,'%1.3e'); 
string2=num2str(eroare_procente,'%1.3f'); 
string3=strcat(string1,'/',string2,'%'); 
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disp('copiaza asta') 
disp(string3) 
string4=num2str(eroare_medie_rmse,'%1.8f') 
string5=num2str(eroare_medie_rmse,'%1.2e') 
figure; 
plot(fm2,'Linewidth',2);hold                   
plot(iflaw,'rx');                             
legend('FI estimata','FI Ideala') 
xlabel('Esantioane') 
ylabel('Frecventa') 
hold off; 
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