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INTRODUCETE

Aparatele electronice de màsurat reprezinta unni din- 
tre cele mai importante domenii aplicative ale electronicii. 
Neglijînd diferenZierile de ordin tehnologic, eie au cunoscut 
pîna în prezent doua direc^ii evolutive, ce au coexistât în 
timp §i càrora le corespund aparatele analogice respectiv nu
merica.

In momentul de fa^a predomina, în general, aparatele 
analogice, existînd însà o pronunZatà tendinea de implementa
re a tehnicii de màsurat numerico. Aceasta tendinea este ex- 
plicabilà dacà se au în vedere avantajele pe care le prezintà 
aparatele numerica de màsurat §i costui lor în continua scade
re, ca urmare a perfecZionàrii tehnologiei circuitelor integra
te.

Mai mult, asistàm în etapa actuala la o puternicà 
penetrarle a mijloacelor electronice de calcul în domeniul apa
ra turi! numerica, cu preponderanza a dispozitivelor numerica 
de calcul. Fenomenul s-a accentuât dupà ce microprocesoarelor 
§i celelalte circuite integrate pe scarà larga, aferente, au 
devenit disponibile la un cost acceptabil oricarei categorii 
de aplicatii*

Se poate aprecia cà aparatura de màsurà reprezinta, in 
prezent, principalul domeniu de aplicaZii al microprocesoarelor, 
prezenZa ccestora asigurìnd, ìn principia, urmàtoarele doua 
funcZÜ:

- ìnlocuirea logici! bazate pe circuitele integrate 
fixe (a logicii cablate), cu logica programatà;

- posibilitatea prelucràrii pe cale numerica a resul
ta telor masuràrii.

In ce privegte primul aspect, vom menziona doar cà, 
microprocesorul poate ìndeplini toste atribuZiile unui dispo- 
zitiv de comandà sofisticai, capabil sa asigure un ìnalt grad 
de automatisera a aparatului, ìncepìnd cu selectarea automatà 
a interva] ului da misurare $i a regimala! de lucru, autotes— 
tares - cu afi§area codificata a pàrZii componente defecte- 
etc., pìnà la autoetalonare, corecZia derivai nulului, elimi- 
narea erorilor sistematica §i a celor determinate de
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rile factorilor de influenza externà» V-
Cel de al doilea aspect include, de régula, calcule 

num ar fi ìmpàrZiri cu anele constante, determinarea valerli 
maxime, a vaiorii medii sau efective, compararea cu anumite 
valori limita, liniarizarea caracteristicilor unor traductoare 
utilizate«

Au fost elaborate insa si aparate, de fapt sisteme 
complexe, eu posibilitSti de calcul mai dezvoltate, obtinute 
prin utilizarea unui minicalculator , sau a unui calculator mai 
puternic nu neaparat incorporate in aparat. Resultatele misu
rarli se ob$in, in acest caz, pe bazà de calcul asupra funeste! 
semnal, cunoscutà printr-o serie de valori discrete, corespun- 
zatoare unor moraente de timp bine precisate.

Un exempla tipic in acest sens, farà a fi cel mai re
cent, il constitute osciloscopul cu prelucrare numerica a sem- 
nalului elaborai de firma TEKTRONIX, in ’care este utilizat mi- 
nicalculatorul PDP-11 [lo7] •

Sistemai asigurà, printre aitele, efectuarea de ope
rati! aritmetica asupra semnalelor memorate, calculai trans- 
formate! Fourier directe §i inverse, calculul functiei de core- 
latie, a parametrilor semnalelor in impala, etc. Programarea 
minicalculatorului se face intr-un lirabaj adaptat prelucrarii 
numerice de serenale, denumit APD BASIC, o variants a limbaja- 
lui BASIC.

Problemele ce pot fi soluZionate cu un asemenea aj.s- 
tem de mesura, cu prelucrare numerica a semnalelor, pot fi 
chiar mai complexe decit cele menzionate mai sus.

Pentru a ilustra aceasta afirmatie, ne vom referi 
la un exemplu, semnalat freevent in literatura de speclalita- 
te [lo8j [lo9] [ilo] lulllj , de corecZie a semnalului de ieçire 
la aparatele de màsurat.

Asimilînd sistemai de misurat, întro intrare §i ie- 
ou un sistem liniar, dependents dintre serenala! de ie§i- 

re y(t) §1 serenala! de intrare g(t) este data de produsu! con— 
volutiv [16]s

t

g(v)h(t-v)dM3 y(t) (1)

o
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Prin h(t) a fost notata funesta pondere a sistemala!• 
Problema care se' pune consti in a determina funesta 

semnal la intrare, adicá pe g(t), pe baza ráspunsului la le
nire y(t), in ideea ca h(t) este cunoacut. Cu alte caviate, 
se urmáregte corectia pe cale numerica a distorsiunilor li- 
niare introduse de circuitele analogico ale sistemala! de ma
sará. 

Determinares lui g(t) presupune, in principia, rezol- 
varea ecua^xei integro-diferentiale (1), de tip Volterra* Au 
fost elaborati» in acest scop, algoritmi care conduc la un 
rezultat oorect chiar §i in cazul in care functia la lenire 
y(t), este afectatá de erori: datorità preciziei limitate a 
sistemala! de masurat §i a zgomotelor (se demonstreaza ca erori 
mici in cunoa§terea lui y(t), afecteaza conslderabil rezultatul 
obtinut prin calcai, in special in domeniul frecventelor inal- 
te)> Ase-ienea algoritmi au fost implemert'tati deja, experimen
tal, in osciloscoapele cu e^antionare,

Vom sublinia acum citeva trasaturi specifica ale sis- 
temelor de masurat cu prelucrare numerica.

Ne referlm intit la faptul ca, din motive evidente, 
un asemenea sisten tinde sà reuneasca functiile realízate pina 
acam de aparate diferite. Prin urmare, se poete vorbl. de píste
me de màsurat destinate unui anumit gen de eplicatH*

Pe de alta parte, indiferent de 'xstinatia unul ase
menea sistem, problemele ce trebuiesc solutionate in legàtura 
cu conceoerea lui, pot fi rezumate , pe scurt, la urmatoarele 
douà:

a); problema reprezentàrii. sub forma numerica a semna- 
lului. analogie reepectiv problema converslei inverse;

b) elaborarea de algoritmi specifici genului. de masu- 
ràrl ce urmeazà a fi efectúate cu sistemul in cauzá.

Procésale ce trebuiesc analízate, in legáturá cu 
prima problemà, sint e§antlonarea §1 convergía analog—numeri— 
cà a semnalului de másurat, respectlv reconstituirse aemnalu— 
lui continuai, pe baza egantioanelor•

In ce privegte cea de a doua problema, obiectivul 
urmárlt este acela ca pornind de la o anumità informarle pri
mará (egantioanele semnalului), sá se ajunga la rezultatul do- 
rit, prlntr—o strategie care s& asigure erori minime si o
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ti redasà a timpulul de calcili (se au in vedere erorile de 
metodi, erorile de calcai putind fi neglijate la siatemele 
actúale))*

Lucrares de fatasse ìncadreaza. in problematica men- 
tionatà la pct.a, abordìnd chestiunt legate de agantionarea 
§1 reconstituirea semnalelor. Se urmaregte, de fapt, o redu
cere a frecventei de egantionare gl implicit a numàruluft da 
egantioane prelucrate, simultan cu mlcgorarea, la reconsti
tuiré, a erorilor gl a durate! de calcul.

Problemele au fost tratate pe parcursul a cinci ca
pitole care se refera la :

1. Teorema egantionaril semnalelor, cu un accent; 
deosebit pe clasa semnalelor periodica, in scopul elucldirii 
unor aspeóte teoretice insuficient sau incorect tratate in 
literatura de speclalitate.

2. Modificarea spectrului semnalelor periodica prin 
transformares pàtraticà, in ideea determinarli unor clase de 
semnale,oare si peata fi egantionate §i reconstituite in con
diti! mai avantajoase decit cele date de teorema egantionirii.

3# Studiai erorilor la reconstituirea semnalelor 
egantionate, cu referire in special la erorile de tip '’alias".

4« Elaborares unor procedes de reconstituiré carè. si 
comporte erori mai mici decit procedeele cunoscute actualmen
te.

5. Elaborares unui algoritm de reconstituiré a sem
nalelor egantionate, care utilizind TER, asigura, in anumite 
conditi!, o scortare consideratila a durate* calculelor.

Se subliniazi ci preocuparile in dumeniul egantionà- 
rii gl reconstituirii semnalelor nu sint nomai de data recen
té in cadrai Insti tutelai politetele din Timigoara. Primole 
cercetàri au fost initlate de prof.dr.lag.Pop Eugen gi au 
avut drept obiectiv fle abordarea unor problema teoretice. le
gate de teorema egantionàrii [68j fie elaborares de noi ti- 
puri de aparate pentru misurarea mirimilor electrice, bazate 
pe egantionare [1121. Pot il semnalate, de asemenea, únele 
contributi! ale autorului in legàturà cu problematica oscllo- 
scoapelor cu egantionare [113] [114] •

Aceste cercetàri au capatat mai multa consistenti 
in ultimi! ani, pe misuri ce au devenit mal acceslblle circui
tele integrate pe acara larga. Se mentioneazi in acest sene,
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contribuitile aduse la màsurarea numericá a puterii §1 ener
gie! active [115] [116] •

Realizarile recente la nivel mondisi, in domeniul 
eisteaeler de masurat cu prelucrare numerica a aemnalului, 
atit din punctul de vedere al teorie! generale, cit §1 in 
ce privegte aspectele aplicative, au determinai orientares 
eforturilor gl in aceastà direc^ie, extrem de promitàtoare« 

Lucrares de fa$á se aliniaza in cadrul acestor preo- 
cupàri, es un inc’eput« Ea constituie rezultatui unei activi- 
tá^i suetinute din partea autorului, concentrata mai cu eea- 
mà in ultimi! doi ani, sub ìndrumarea competentà §1 plinà de 
intelegere a conducàtorului, prof«dr«ing.Eugen Pop«

Pentru sfaturile §i indrumarile primite pe intrea- 
ga duratà a pregàtirii doctoratului, pentru sprijinul profe
sional §i moral acordat cu prllejul elaborarli tezel, autorul 
li aduce ca2le multumiri §i ii ramine profund inda torat«
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CAPITOLUL 1

TEOREMA ESANTIONARII SI REC Obi STI TUI REA 
SE^iALELOR ESANTI ONATE

1.1. Egantionarea §1 reconstituirea aemnalelor 
aperiodic©

1.1.1. Teorema WKS

Teorema 'e§antionarii i§i are originea in lucrärile 
matematicienilor E.T. §i J«M. Whittaker. Primal a definit func- 
tia cardinals, sub forma [1] Fs] :

+°°
A V sin ~ (t-a-nT)

fit) = ) fJa+nT) -------- ----------------- (1.1)
n = - -F— (t-a-nT)

T

expreaie ce depinde de valori ale func^iei corespunzatoare va- 
Icrilor echidiatante a, a+T, ..., a + nT, ... ale argumentului 
E.T. Whittaker a arátat de asemenea cá o funeste de forma (1.1) 
nu confine componente periodice cu perioada mai rica de 2T.Dez- 
voltind teoria functiilor Cardinale J .bi. Whittaker etabile§te 
legátura dintre func^ia f(t) §i transfórmala Fourier corespun- 
zátoere, trunchiatá [ij [2] .

Rezultatele matematice menciónate au fast puse in va- 
loare, in domeniul transmiterii informatiei, de catre Kotelnikov 
Il][4] , Someya [5] §i mai ales de catre Shannon, care dá marimi- 
lor ce intei^in in rel.(l.l) seanifica^ii fizice Dine precizate. 
In formulares datá de Shannon-cunoscuta in literaturá ca teorema 
lui Shannon, teorema e§antionarii sau teorema WKS (dupa inicia- 
lele fondatorilor Whittaker, Kotelnikov, Shannon) - se afirmá ca 
o funcCie f(t), ce nu confine frecvenCe mai marl ca W, este cou
plet determinate de vglorile ei intr-o serie de puñete distanta- 
te, pe axa tinpului, cu 1/2 W intre ele [6]. Recons tituirea func- 
tiei initial© f(t), pe baza ©gantioanelor, ae fc ?.e ccnfcrm expre- 
siei :

fit) f ¡ . (1<2)
_ \2W/ TT (2Wt-n)
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similari cu expresia (1.1).
Cu privire la teorema WKS se pot face urmatoarele 

observe^it:
a) Reconstituirea farà erori a funcbiei f(t) este 

posibilà çi in situarla cà pasul de egantionare este mai mie 
ca 1/2 W. Aceastà afirmabie, bine cunoscuta, peate fi justifl- 
catà printr-o demonstrable similars ca cea data in F6J pentra 
teorema WKS.

b) Teorema lui Shannon se aplica functiilor care ad
mit transformata Fourier directs §i inversa [6] [7] [8J , adicà 
sparalo clasel (-**, +•*) §i satisfac conditine Dirichlet 
[9j. Rezultà ca sint excluse din aceastà cateizorie funcbiile 
periodice.

c) Funcbia f(t) data de rei.(1.2) este nelimitatà in 
timp, deoarece funcbia spectrala ccrespunzàtoare F/^7) este llmi- 
tatà pe axa pulsabiilor [lo]. In consecinb^, in situabiile prac
tice cìnd se opereaza cu un numàr finit de egantioane, adicà se 
prelucreaza un semnal de durata limitata, reconstituirea farà 
rieri a funcbiei initiale este imposibila.

d) Funcbia egantion definita de relabia:

g it)- a*nTr (2Wt - n)
B IT (2Wt - n) (1.3)

devine egalà cu 1 pentru t = n/2W §1 se anuleazà corespunzator 
lui t c m/2W, a fiind intreg diferit de n. Rezultà cà in púnete
le de egantionare valoerea reconstituítà este egalà cu valoarea 
egantlonatà, incit procesul de reconstituiré in aceste puñete 
nu comporti erori, indiferent de marinea pasului de egantionare.

e) Pe baza proprietàtii de dualitcte a trans formaril 
Fourier [1]} [12][1^5eobtine din rei.(1.2) o formulà de interpolare 
in domenlul frecvenb^» valabilà pentru funeri!le de durati finità 
To M&4] !

C1.4J
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Din rei.(1.4) rezulta ca fúñenla spectralà F(<^), corespunzàtoa- 
re unei funeri! de timp de durata finità T , este determina tí 
dacá se cunóse ordonatele ei in puñete de egantionare distan- 
$ate cu 2TT /To pe axa frecventelor.

f) Egalitatea T = 1/2 W, T reprezentìnd pestìi de e§am- 
tionare, este pernisà numai dacá spectrul F^) nu concine o fune- 
tie pentru iuJl = 2 71 W [7j •

• g) Expresia de reconstituiré (1.2) este stabilá in 
sena Hadamard - adicà erori mici ale vaiorii e§antioanelor de
termina erori redase ale semnalului reconstituit- dacá semnalul 
iniziai, continuai, este de energie finità 'fith’L^-*’, .

1.1.2. Interpretarea fizica a teoremei "iKS §i a 
expresiei de reconstituire

Substratul fizic al teorer.ei WKS rezulta. daca se are 
in vedere spectrul semnalului e§antionat.

Pie s(t) semnslul initial, continual, caruia ii co- 
reepunde spectrul S(<o). In urma e§antionarii uniforme, cu pasul 
T, rezulta semnalul s(t), a carui spectra 5 C-) este dot de re
let ia [16j[17j :

SM * n (1.5)
T 2___ \ T I

n = - v

Adicà spectrul S(uj) se obline 
spectre S(cu), decalete pe axa 
te cu 1/T, ca în fig.1.1.

prin însurr.area anei infinltàçl de 
pulsatiilor cu n.2TT /T çi înaulti-

PiR.ia.
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Bate evident ca semnalul initial nu poate fi reconstituí! nu- 
mai in situarla ca spectrele ìnvecinate nu interiereaza,incit, 
cu notatili« din fig.1.1:

T^n/cuM (1.6)

In scopai reconstituirii se aplica semnalul e§antio- 
nat la intrarea unui filtra trece-jos ideal, avind caracterís
tica atenuare-frecventà H(<^)>= T pentrul^’l^ p = TT/T §1 nulá 
in rest (fig.l) lar característica de faza nula peste tot. La 4M 
le§irea filtrulul se obline un semnal, a carui spectra S (co) 
este dat de rei. [16j :

S*(M = SH.HM = S(M (1.7)

Egalitatea de mai sus evidentiazá faptul ca semnalul ¿toa 
b(t) de 7 ì ie§irea flltrului-semnalul reconstituit-este acela- 
§1 cu semnalul continual s(t). Prin armare, procedurii de re
constituiré ii corespunde o operatie de filtrare a semnalului 
egantionat, cu ajutorul unui filtru trece-jos ideal, avind func- 
tia de transfer H(^’) ca in fig.1.1. Se precizeaza cá valoarea 
tu « =TT /T este impusá de situaría limita cìnd T = TT/u?„, situa- r lu
tia in care spectrul S^)/T devine tangent cu spectrele inveci- 
nate, pentru pulsatille co = + U/T.

Interpretares fizicá prezentatá rezultá mai ciar 
dacá procedura de reconstituiré este analizatá in domeniul tem
poral. Deoarece se are in vedere procesul de egantionare idealá, 
adicá impulsurile de e§antionare sint functia cf(t) periodica 
-teorema WKS fiind stabilità in aceasta ipotezá [7]- semnalul 
egantlonat s(t) este dat de relatía:

s(t) s(nT) <1 ( t-nT) (1.8)

Se va remarca cá suma din aembrul drept al egalitátli de mal 
sus se reduce intotdeauna la un síngur termen.

Produsuiai algebric (1.7), in domeniul frecventa, ii 
corespunde in domeniul timp produsul de convoluti« [8J, incit:
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sx(t) = (t-Z’)d^ (1.9)
cc C

Prin h(t) a fost notata fúñenla pondere a filtrului ideal tre- 
ce-jos. Inlocuind expresia lui s(t), data de rei.(1.8), in 
rei.(1.9), se obline o nouá exprimare a aemnalului reconstituit, 
sub forma:

+ w । 
s*(t) = s(nT)h(t-nT) (1.1o)

n = -ce •

Deoarece funesta pondere a unui filtru trece-jos ideal, cu ca
racterística de transfer H(^) ca in fig.1.1 este funesta e§an- 
tion-adica h(t) = [sin(n t/T^/ín t/T)' - se deduce in final cá :

s*(t) = \ a(nT) (1.11)
(TT/TXt-nT)

Prln urmare semnalul reconstituit are, a§a cum era de a§teptat, 
o expresie similare! cu reí.(1.1),(1.2). Daca este satisfacutá 
condirla (1.6) atunci s*(t) » s(t).

Interpretares fizica poate fi mai mult aprofundata, 
observind cà rei.(1.lo) reflecta urmatoarea realitate: semnalul 
reconstituit rezultá prin insumarea la iegirea filtrului a tutu- 
ror contribuililor s(nT)h(t-nT) corespunzatoara egantioanelor 
s( nT)cf( t-nT) antica te la intrarea aces tuia. Llodul • concret in 
care are loe insumarea rezultá din fig.1.2, care reprezintá gra
fie egalitatea (1.11). Se observa cá in púnetele de egantionare 
valoarea reconstituita rezultá ca urmare a contributiei une! 
."ingure funesti egantion, in timp ce in celelalte puñete i§i 
.»uuc contribuita tóate funestile e§antion.

Expresia (1.11) de§i a fost stabilita considerind 
¡procesal de e§antionare ideala, prezintá interes din punct de 
(vedere aplicativ la reconstltuirea pe cale numerica a valorilor 
|unul semnal e§antionat. Cu scopul reducerii timpalui de calcul 
pe utilizeazá expresia echivalentá [16] :
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Fig.1.2

+ co

s^it) = t/Tl- \ s(nT) - (1.12) 
TT/T " nT

care exclude calculul repetat al functiei sinus, pentru fle
care valoare reconstituita. Se necesita de asemenea evitarea 
In algoritmi! de reconstituiré a calculului valorilor semna- 
lului in púnetele de e§antionare, cind expresia (1.12) devine 
de forma o/o, fapt ce determina la celo mai multe sisteme de 
calcul ìntreruperea prelucrarii datelor.

In legatura cu cele prezentate in cadrul acestui pa- 
ragraf se mai pot face urmatoarele observatii.

Definirea procesului de e§antionare printr-o expre- 
sie de forma (1.8), determinata de considérente de simplifica- «
re a calculelor matematico, nu permite o interpretare fizica 
convenabila. Intradevar, deoarece pentru t « ni, j'(t-nT)=«3 , 
ar rezulta valori infinite ale egantioanelor prelevate.

Totodata, egalitatea (1.8) nu este corespunzatoare 
alci din purot de vedere dimensionai, §tiind ca funesta ó(t)- 
ca derivati a functiei semn sgnt [14] - are dimensiunea • 
Aceasta neconcordanta, sub aspect dimensional, este mai evi
denti in domeniul frecven$à (rei.1.5). Din acest motiv unii 
autori defínese procesul de egantionare ideala prin relatia

CO

é(t) = T > s(nT)à(t-nT) (1.8)’
n » -oc

BUPT



care satisface din punct de vedere dimensionai.
Be'1 ? evident ca in acest caz se impune ca filtrai 

trece-jos ideal sa aibe caracteristica de transfer H(uo)a 1, 
pentru 1^1 91 /T gi nula in rest (caracteristica de faza de
asemenea nula).

0 demonstracie originala a teoremei egantionàrii, 
care evita cel de al doilea neajuns, semnalat mai sus, este 
prezentatà in [17] • Aid se pleaca de la procesul reai de egan- 
tionare, constìnd din modularea, cu semnalul s(t), a unui tren 
de impulsuri cu perioada T gi avind durata tQ gi amplitudinea 
A, constante gi de valori finite. Trecerea la procesul de egan- 
tionare ideala se face inaiate de efectuarea integrale! (1.9), 
presupunind cà impulsatile de egantionare au aria unitara, 
adica AtQ = 1 §i durata nula, t = 0.

Se subliniaza in incheiere faptul cà pe tot parcursul 
lucrarli va fi avuta in vedere teoria afervènta egantionàrii 
ideale, acoperitoare pentru problemele pe ca~e le implica ope
rai iile de prelucrare numerica a semnalelor. De altfel, teoria 
egantionàrii, cu luarea in considerare a durate! finite a im- 
pulsuriloi de egantionare, nu comporta deosebiri de principiu 
fata de egantionarea ideala [18].

1.2. Egantionarea §i reconstituirea semnalelor 
periodica

1.2.1. Generalità^!

Problema egantionàrii gl reconstituid! semnalelor 
periodica a constituit obiectul unor cercetud mai restrinse 
comparativ cu cercetarile intreprinse privind egantionarea gi 
reconstituirea semnalelor aperiodico. Observatia se bazeaza pe 
de o parte pe faptul cà aceastà problema este in extrem de 
mica masurà sbordata in literatura de specialitate, putìnd fi 
citate in acest sens doar tre! orticole [7j [19] [2oj §i únele 
referir! succinte din anumite tratate de specialitate [14] [16] 
[21J ; pe de alta parte gi nu de patine ori, egantionarea gl 
reconstituirea semnalelor periodico este tratatà atit din punct 
de vedere teoretic cit gi sub aspect aplicativ pe baza teoriei 
cunoscute de la funestile aperiodico, ceea ce poate conduce la
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erori•
Un motiv probabil al situatici menzionate il cons

titute cerintele sporite pe care le prezintà teorema egantio- 
narii functiilor periodico (pct.1.2.2), comparativ cu teorema 
WKS , fapt ce ii limiteazà aplicabilitatea practica, cu con- 
secinte evidente asupra investigatiilor teoretico.

Dezvoltarea metodelor §i mijloacelor de prelucrare 
numericà a semnalelor impune insá o reconsiderare a importan
te! acordate teorpmei egantionàrii §i reconstituirii semnale
lor periodice. Pentru cà o operarle frecventl, de prelucrare 
numerica a unor spectre-spre exemplu-cind se opereaza cu spec
tre discrete, echivaleaza de fapt cu prelucrarea unor semnale 
periodic-, spectrele discrete corespunzind acestei clase de 
semnale. In consecinta este mai potrivit ca anumite metode §i 
procedee de prelucrare numerica sa aibe la baza teorema egan- 
tionàrii functiilor periodice §i nu teorema WKS. Vor fi justi
fícate afirmatiile de mai sus pe urmatorul exemplu.

Transformarea Pourier discreta, din care deriva 
transformata Fourier rapida (TFR), de mare interes practic, 
este prezentatá de obice! ca o aproximadle de ordin zero a 
transformarli integrale Fourier £16] • Drept urmare, conditine 
in care semnalul initial continuai peate fi reconstituit farà 
erori pe baza componentelor spectrale, resultate ca urmare a 
aplicar!! transformar!! Fourier discrete setului de egantioa- 
ne ale semnalului, sint date de teorema WKS [16] . Cum numárul 
de egantioane prelucrate este intotdeauna finit, adicà semna
lul continuai aferent acestor egantioane este limi tat in tlmp, 
funedia spectralà corespunzàtoare este nelimitata pe axa pul- 
aatillor. S-ar impune deci, pentru o reconstituiré perfecta, 
un pas de egantionare infinit de mie, irealizabil practic. 
Rezulta ca urmare cà recons tituirea farà erori, pe baza compo- 
nentelor transforma tei Fourier discreteaste imposibilà.

Concluzia de mai sus este eronatà, deoarece pot exis
ta situati! in care semnalul continuai, corespunzàtor egan- 
tioanelor prelucrate, reprezintà o perioadà completa a unui 
semnal periodic de bandà limitata. In aceste cazur!, daca pa- 
sul de egantionare satisface cerinta Impusà de teorema egan- 
tionàrii pentru functiile periodice, este posibilà reconsti-
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tuirea fárá erori.
Datoritá aspectelor meationate §1 aviad, in vedere 

anumite proprietari specifice pe care le prezinta functiile 
periodico la egantionare reconstituiré, in cele ce urmeazà 
teorema egantionarii functiilor periodica va fi tratata mai 
pe larg, evidentiindu-se §i únele contributi! propri!.

1.2.2. Teorema egantionarii functiilor periodica

Se considera in continuare, doar ac^Je funeri! perio
dica fp(t) care satisfac conditine dezvoltarii in serie 
Fourier [9J gl deci pot fi reprezentate sub forma:

+ 00 j kco t\ o
f (t) =) c,e - (1.13)p z___ K v

k =

In expresia (1.13) coeficientul c^

V2 
ck = — ( fp<tv 

K t 1 P o /

are valoarea cunoscuta [8j ;

e dt

iar cv o » 2TT/To reprezinta pulsarla corespunzatoare prime! 
componente armonice (fundamentalei). Prin T este notata pe- 
rioada fundaméntale!•

Teorema egantionarii stipuleazM cà o functie perio
dica, ce contine K componente armonice, poate fi reconstituíta 
farà erori pe baza a N egantioane, prelevate uniform dintr-o 
perioadá, daca este satisfácuta condirla [16];

N> 2K + 1 il.141

Cerintele impuse de teorema egantionarii functiilor periodico 
aint mai difícil de satisfàcut in situatine practice, avind 
in vedere c& :

a) prelevarea uniformà a celor N csantioane. ca in
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fig.1.3, impune sincronizares dispozitivului de egantionare 
cu semnalul ce urmeaza a fi egantionat, fapt care introduce 
in generai complicati! nedorite [16J ;

Fig.1.3

b) In cazul semnalelor periodico pasul de egantio-
nare este dat de relamía:

T
T T /Ko o

N 2^1/K)
(1.15)

adicà este mai mie decìt jumatate din perioada TQ/K a compo
nente! de cea mai mare freeventa din spectrul semnalului. Prin 
armare, pentru o aceiagi,làtime a spectru-lui, semnalul periodic 
trebuie egantionat la limita mai des decìt semnalul aperiodic.*

Pat& de dezavantajele menzionate, egantionarea §i re- 
constituirea semnalelor periodico prezinta • r. avantaj major, 
comparativ cu semnalele aperiodico prin faptul ca este posibi- 
là reconstituirea farà erori chiar in situatine practice, 
cìnd se p^elucreaza un numàr finit do egantioane.

Se prezinta in cele ce urmeaza a justificare matema- 
ticS a conditici (1-14) [22].

Pie o functie periodica fp(t), de forma (1.13), egan- 
tionatá uniform cu pasul T. Valorile egantioanelor se ob^in, 
pe baza rel.il.13)> conferà expresici :
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+ oo_ jkwonT +«_ kn
fp(nT) R 2__ cke = 1__ ckwN , n = o,l,...N-l (1.16)

■ k = - ^ k = - o°

in care wu = 0 
suina :

Indicele intreg k poste fi scria ca o

k ® m+rN, m « o,l,... N-l, r = ... -l,o,l, ... (1.17)

_ N , - kn (m+rN)n mnDeoarece w = 1 incit w = w = w
N N N N”

rezulta in conti

nuare:

(m+rN)n HzL
fp(nT) «2__  2___ cm+rNwN "2 WH 2 “m+rN

m * o r = - » m = o r =

(1.18)

Se definente coeficientul ’’alias” c^ sub forma [22j ;

cm+rN
— 0«

(1.19)

ob^inìndu-se ca urinare:

N-l 
z > K-----  * mnf (ni) = ) c„wM , n = o,l,... N-lP / UN

m = o
(1.2o)

(denumirea ’’alias” provine de la faptul ca acuiti cooficien^i 
eìnt strine legaci -a§a cum va rezulta- de fenomenul ’’alias”, 
prezentat in cap«3).
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Ultima reíanle aratá legátura dintre coeficiente-i ’’alias” 
§i egantioanele functiei periodice.

In cazul general, coeficientii Fourier c K nu pot 
fi determinati functie de coeficientii "alias”, prin utiliza- 
rea reí.(1.19) [22] §i prin urmare nu este posibilá reconstitui
ros semnalului periodic initial pe baza egantioanelor sale. 
Sá presupunem insá cá somhalul continual este un polinom tri
gonometric, adica o serie Fourier cu numár finit de termani:

M__
f (t) = 5 c e 

p ‘ í_____ IB
m = -M

(1.21)

Dacá estu satisfacuta condirla N^2M+1, rezulta atunci din 
(1.19) ca :

0

I m ¡ M

I m| > M
(1.22)

Deoarece coeficiensii cm pot fi determinati din sistemai de 
ecuatii (1.2o), functie de egantioanele fn(nT) iar componente- 
le spectrale cm sint egale, conform ultime! relatii, cu coefi- 
cientii c^, rezulta. posibilitatea reconstituirii exacte a func- 
tiei fp(t). Este evident ca cerintele aràtate mai sus sint 
identico cu conditine impose de teorema egantionarii functii~ 
lor periodico.

Pentru a stabili expresia de reconstituire se are 
in vedere faptul ca in cazul unei functii fp(t), egantionatà 
in concordanti* cu teorema egantionàrii, integrala din expresia 
coefleientilor Fourier poate fi inlocuità cu 0 sumà finita [*22j :

To/2 -jkwt N-l -Jku?nT
fn(t) e dt = ) f (nT)e

m P N ¿----- P
-To/2' n = o

(1.23)

In relatia de mai sus s-a avut in vedere ca T/Tq = 1/N. Utili-
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zind reí.(1.131, ín care |k I^K , se ob^ine expresia de recons
tituiré sub forma:

jk^í t-nT) 
e (1.241

Se mentioneaza ín final ca posibilitatea aproximá- 
rii integrale! dintr-o func^ie de banda limitata printr-o suma, 
í-n care intervin e§antioanele fonetici, ín ccndiÇiile respec- 
tarii teoremei e§antionárii, este valabilá ín cazul func- 
^iilor aperiodice [23] •

1.2.3 . Interpretares fizicá a teoremei e§antionarii 
functiílor periodica

Se prezinta pentru ínceput o interpretare ín domeniul 
timp a cerintelor teoremei e§antionarii semnalelor periodico 
[16] . In acest scop se considera func^ia :

f ( 11 = A sin( 2TT f t + «< ) P (1.25)

Dacá pasul de e§antionare este T, setul de egantionare care 
rezulta este dat de expresia:

íf Ì » f Asin(2TTfnT +cC)\ , n = ... -l,o,l,2,...(1.26) 
I I I

Utilizínd identitatea sin x = sin (x + 2kTT)j, unde k este un 
íntreg oarecare, precum §i notaría k/n = m, din reí.(1.26). se 
obline:

Asin(2TïfnT = j^Asin 21T (f+m/T)nT k (1.27)

Este lesne de observât cà daca se au in vedere numai 
acele valori ale lui k, pentru care raportul k/n = m este în- 
treg, printre acestea se vor gasi unele astfel cà m = et., in- 
diferent de n. Pentru aceste valori m = et., membrul drept al 
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rei.(1.27)j reprezinta seturi de egantioane prelevate din si
nusoide avìnd frecven^a (f + m/T).

CU: aceastà observa^ie, ultima egalitate reflecta 
faptul cà pentru un interval de egantionare T, sinusoidele cu 
frecvan^a f §1 f + m/T, m fiind un ìntreg oarecare, au ace- 
leagi valori in punctele de egantionare §i deci nu pot fi dis
tinse. Aceastà concluzie este reprezentatà grafie in fig.1.4, 
ìn care sint marcate frecven$ele citorva sinusoide ce nu pot 
fi distinse.

Din fig.1.4 rezulta, de asemenea, urmatoarea afir- 
ma^ie ;

Fig.1.4

“Orice si .usoidà de frecven$à |f|>l/2T este echivalentà in punc
tele de egantionare cu o sinusoids a carei freeven^a este cu- 
prinsà in intervalul [-1/2T, 1/2T] .

IIntr-o alta exprimare, doar sinusoidele avìnd freeven^a 
|fl^l/2T slot unic determinate de valorile egantlonate la in
tervale egale cu Tv Legatura dintre ultima formulare gi teorema 
egantionàrii rezulta imediat. Este de asemenea evident cà rezul- 
tatele stabilite mai sus, in cazul particular al unei tensioni 
sinusoidale, pot fi extrapolate pentru semnale periodice oareca
re, ce pot fi dezvoltate ih serie Pourier.

Necesitatea utilizarli unei freeven^e spori te de 
egantionare, ìn cazul semnalelor periodice, comparativ cu sem- 
nalele aperiodica, rezulta mai dar pe baza interpretarli feno- 
menului ìn domeniul freeven^à [243 • Inainte de abordarea
chestiunil vom face ìnsà precizarea cà, in cele ce urmeazà, se 
va utiliza no^iunea de spectru a unui semnal periodic, func^ia 
Sp(u>ù definita de expresla [8] [25j :
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+ iO

P / ». V
k = - ^

(1.28)

In rela^ia de mai sas s-a notât prin d (to) functia delta iar îv» 
reprezintà pulsala fundamentalei.

Exprimarea spectrului unei funesti periodica sub foi'ma
une! distrlbutii, ca în rei. (1.28), apare logica daeà se are 
in vedere cà S(ó>) §i ìn mod asemànàtor §i Sn(‘-,J),sìnt de fapt 
functii de densi tate spectrale ^14j• Ori spectral coeficienti- 
lor Pourier fiind. discret, funesta de densitate spectralà cores- 
punzàtoare este o- distributie [25J .

Utilizarea in calcule, a soectrului continuai S (^)-P 
este extrem de avantajoasa, deoarece acesta se bucurà de toate 
proprietàtile caracteristice spectrelor semnalelor aoeriodice 
[25] [26] .

Din rel.(1.28)' rezultà expresia unei componente spec
trale de rang k :

SpkM = 2 II ckJ(-- k%). (1.29)

Pe baza observatiilor de mai sus se poate scrie pen- 
tru spectral semnalulai periodic e§antionat, o expresie simi- 
larà eu cea data de rel. (1.5) :

+

Pig.1.5.
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Din fig.1.5, îh care este reprezentatà functia S (w), rezultà 
cà pentru ca spectrele alàturate sa nu interfereze §i prin ur- 
mare reconstituirea sa setfacà fàra erori, ae impune ca î

O. 
T

(2K+l)^o (1.31)

Avînd in vedere cà :

ZLÆ ■ = N
üü O

ae obline în final’ condirla cunoscutà :

H> 2K + 1

(1.32)

(1.33>

Din aceiagi figura rezultá totodatà ca necesitataa utilizarli 
unui pas de egantionare mai mie se datoregte faptului ca, spre 
deosebire de cazul semnalelor aperiodica, ’ cît.d spectrele înve- 
cinate puteau fi la limita tangente, în cazul semnalelor perio- 
dice, intervalul minim dintre spectre este egal cu

In fine, din rei.(1.29), (I.30), rezultà, pentru compo
nents de rang k a spectrului 3 (<a) :

Spk(w); - ck-rN
Fr: — ÓO

k%)

avînd în vedere rei.(1.19) 5

5pkM‘ ‘ Sk k%> U-34)

Ultima expresie arata ca ìn spectrul semnalului egantionat inter- 
vin , ìn generai, coeficientii ’’alias" 6. .

In cazul ìn care N> 2K+1 , egalitatea (1.34) devine 
(rei.(1.22)) x

Spk0** * kwo); , ¡kl^K (1.35)

Ì Relamía de mai sus, poate fi interpretata, pe baza fig.1.5, in 
sensul cà, pentru N > 2K+1 fitnd evitata interferenza spectrelor
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S (¿o)) va dappiè de coeficientii Fourier ai semnalului continuai.
La stabilirea rel.(1.24) a fost avut in vedere cazul in

care erau satisfacute cerinotele teoremei egantionàrii. Este util 
de cercetat insà ce reprezintà aceastà expresie §1 in legatura 
cu ea formula (1.23)i, in: situarla cà teorema egantionàrii nu 
este respectatà. {

Semnalul reconstituit va fi evident un serenai perio-
dic, de ferma (1.13)« Ce semnificatie au insà in aceastà si- 
tuatie coeficientii calcolati cu rei. (1.23), ?

0 modalitate de a gasi ràspunsul la aceastà ìntreba- 
re ar consta in exprimarea coeficien$ilor ’'alias” cffli din sis
temai de ecuatii (1.2o)}, functie de valorile egantioanelor
Sp(nT);. Se va proceda insà mai simplu, determinine!, pentru inceput 
expresia coeficientilor dezvoltàrii in sèrie Fourier a semnalu
lui periodic egantionat s (t}, functie de eoe "icien^ii. "alias”
8k-

Avind in vedere cà, in definitiv,rsi S , (<<’) este de pK
forma (1.29»t avere :

Spk^) - 211 cki(u> - kuo) (1.36)

Utilizind apoi egalitatea (1.34)» se obtine dependenta cantata :

ck T k (1.37)

Pe baza expresiei coeficientil°r c^, functie de egantioanele 
eemnalului [8]:

N-l -jk^n?
c « A- J \ s (nT} e (1.38)

k T N L__ p
n» e

rezultà in cele din urna cà :
N-l -jk^nT

8 1 V” sp (nT)' e
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Relamía de mai sus exprima faptul ca marimile calcula-
te cu formula (1.23) reprezintä in cazul general, valorile coe- 
ficientilor "alias". Doar in situatüle in care este satisfäcu- 
tS teorema e§antionarii, respectiv N 2K+1 §i prin uruare

pentru |kl<K (rel.1.22), expresia (1.23) permits calcu- 
lul coeficientilor Fourier func^ie de e^antioanele somnalului. 
Rate de asemenea dar cä utilizarea expreeiei (1.24), in condi- 
tiile in oare nu este satisfacuta teorema e^antionarii, condu
ce la un semnal reconstituit periodic, in a carui dezvoltare 
in serie Fourier intervin coeficientii cL in loc de c. . K K

1.2.4 « Interpretares fizica a expresiei de 
reconstituiré

0 interpretare fizica a expresiei de reconstituiré
(1.24) nu a fost prezentatá inca in literatura. Dificultatile 
aparente ale unei asemenea interpretári sint legato de faptul 
cá in expreeia amintita intervin un minar finit do e^antioane; 
ori in cazul unei reconstituir! prin filtrare s-ar impune pre- 
lucrarea unei infinita^! de e§antioane, semnalul periodic 
fiind prin definible nelimitat in timp. Pe de altii parte, din 
fig.1.5 rezultS ca procesul de reconstituiré trebuie sa fie 
in esen^a acelagi cu reconstituirea in regina aperiodic. Se va 
verifica in cele ce urmeazS valabilitatea acestei tpoteze*

Presupunem cá semnalul periodic a fost e§antionat
conform cerintelor teoremei e§antionarii, fiind prelevate un 
numàr N impar de e§antioane din ficcare perioada. DacS semna
lul egantionat s^(t) este aplicat la intrarea unui filtru tre- 
ce-jos ideal, avind o caracteristica H(w) identica cu cea uti
lizati la reconatituirea in regim aperiodic (fig.1.6), spec-

trul aemnalului reconstituit va avea expresia :

S^) = Sp(-).H(^) = SpM (1.4o)

Egalitatea de mai sus evidenziasi identitatea, in conditine 
amintite, a aemnalului reconstituit cu semnalul continuai.

Cu privine la característica HG^) se va observa cd
in cazul unui nuro&r N impar de e§antioane, frecventele de tole
re ale filtrului trece-jos, +T /T = +G'0N/2 sin! un run ¡r in-
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Fig.1.6

par de Wq/2 §i deci se vor situa ìntotdeauna ìntre 
componente spectrale succesive (fig.l.6).~

Pentru a determina functia de timp s'(t), 
zatoare epectrului a somnalului reconstituit, 
proceda dupa cum urmeaza:

doua

corespun
se poate

- Fio utilizind produsul de convoluti« care cores-
punde in domoniul timp produsului algebric représentât de

- Sau prin aplicarla directa a transfórmate!
inverso fuñe ti«i •

Utilizares produsului de convolutie necesita 
pr«cautü> dat fiindea una dintro functüle de timp ce 
vin in acest produs §i anume semnalul e§antionat Sp(t)

Fourier

únele 
inter
este

o functie periodica, pe cind lunedia pondero corespunzàtoare 
lui H(^) este o func$ie e§antion, aperiodica [14]• Ori in li- 
teraturà produsul de convoluti« oste definit fie intre doua 
functii periodico fio ìntre douS functii aperiodico [14] [27] • 

In ce prive§te eoa de a doua cale se va obeerva 
cS speotrul S^(^) este de forma (1.28) §i prin urmare, dogi 
corespunde unui semnal periodic, permite determinarea func- 
tiei de timp a acestui semnal prin aplicarea transformatei 
Fourier inverse•

In oonformitate ou rel.(1.4o) §i fig.1.6 se poate
serie cS:
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ir/T

™ e du,=^' V"’-"a dtj (ia)
¿ /oe -TÍ/T

evidencia egantioanele s^ínT) in spectrul ^p(tC) 
se face precizarea cá senmalul e§antionat 8^(1) :
Pentru

Sp(t) = (1.42)

este o fúñenle periodica cu perioada T

°k au

este definit de expresia (1*28), 
va loar e a o-^, data de relamía :

0. In consecin^a 
in care coeficien-yii

e dt (1.43)

Inlocuind valoarea cv in expresia (1.28) se obline:

(^ ) *

To/2 ~ . -jk%t
j 2 s (t)á(t-nT)« .dt

" To/2 n= “ " 
(1.44)

Se va observa acum ca integrares fácindu-se pe o singuri pe- 
rioadá [”^o/2* ^0/2]’ vaÍ°area n P°aiQ fi limitata in in- 
tcrvalul [o» N-1J. Cu aoeasta precisare §i intervertind inte
grala cu suma rezultá:

N-l To/2 -jk^t
S (u))= ~ \ 5 ) [ s (t)e cf(t-nT)dt (1.45)

P q» ¿u J P
*0 k« -of n=o í

~tc/2

Aplicind integrale! din (1«45) teorema convolute! cu func^ia 
delta periodici [14] avem in final:
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4-oc N-l -jkojiT.
5 (<O)« S S (nT)e )

P T L__ L__  P °
° k=-» n=o

(1.46)

Substituind acest rezultat in reí.(1,41), adica :

Y? + ~ N-l -jk^nT ~
s*(t)= ~ ) T. ~ S S s (nT)e . ¿(^-kuj)e du’

P OTT / qi ------ ¿------ P ü
¿ -VT °* k=- o° n=o

(1.47) 

se obtine, dupa inversarea integrarii cu sumarea aplica- 
rea din nou a teoremei convolutiei cu func^ia delta periodi- 
cá, expresia cunoscuta (1*24).
Acest rezultat» cara satisface sub aspect global» in ssnaul 
cá permite interpretares fizica a procesului de reconstituiré 
ín deplini concordante cu reí.(1.24), nu dezváluie totu§i me- 
canismul intim de prelucrare a egantioanelor in domeniul timp, 
intr-un mod similar cu cele aratate in cazul semnalelor aperio- 
dice •

Pentru a elucida gi acest aspect se va determina ex- 
presia semnalului reconstituit prin utilizares produsului 
de convolutie. In acest scop, dat fiind cele aratate anterior, 
se impune mai intii stabilirea expresiei de calcul a produsu
lui de convolutie dintre o functie periódica §i una aperiodi- 
cS. Se va demonstra in acest sena urmatoarea teorema, nesamna- 
latS in literaturá.

Teorema 1.1
DacÔ. fp(t) §1 sînt douà func^ii de tinp, prima periodi
ca iar cea de a doua aperiodici, §i avind spectrale FqÎ^) 
respectiv FgCM, atunci produeului algebric in domeniul frec- 
ventS, dintre ¿eie doua spectre, ii corespunde produsul de 
convolutie dintre func^üle de timp, conform relaÇiei:

CO

Fp(u>). P2(->)^=±JfpCJfgitOd'C- 

— CO
Pie pentru demonetratie o funere periodici f^(t), 

de perioadi To, sorisa sub forma :
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+ oo +

fpít) = ^(t-nV = V fln(t) 

n = -<» n = -co
(1.48)’

Prin f^t) s-a notat aici o func$ie aperiódica, astfel deter
mináis, inoit prin insumarea repetarilor periódico 
ale aceetei functii se ob-feine fp(t). Daca fg(i) reprezintá o 
functie aperiódica, cu speotrul corespunzator FgG^) iar 
Fpí^) sint spectrela func^iilor fp(t) respectiv
f^n(t), rezultá pe baza teoremei liniaritá$ii ca [8]:

+ oo
= y~ 

n =

Prin urmare: Z'

+ <»

FpM.FgM =2 Fln(").F2(^>) 
n = - “

(1.49)

(1.5o)

Dsoarece fj-(t) fo($) sint ambels aperiódica se poate 
serie:

FlnC-’).F2(^) ^f^Ct) » f2(t) (1.5D

+ a? + cc
Si deci Fp(^).F2M= J FlnM.F2M^yyfln(t)3rf2(t) 

n = - ^ n= -
(1.52)

Bxplicitínd in ultima expreeie produsul de convolu^ie rezul- 
tá :

FpM.FgM
n=-cc

* 30

(1.53)
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astiai cS dupa intervertirás sumarii ou integrare §i aviad 
in vedere ral.(1*48)» se obline rezultatul final sub forma:

Fp(w).F2(- )^ j fpC^.fgit-^d'i (1.54)

— Qo

Se poate deci afirma cà produsului algabrio in domeniul 
frecven^S, dintre spectrela a doua func$ii una periodica gi 
alta neperiodicà, *ìi corespunde in domeniul timp produsul de 
convolu$ie definii' la fel ca §i in cazul functiilor aperio- 
dice.

Pe baza acestui rezultat §i avind in vedere expre- 
eia semnalului egantionat (1,42) precum gi fureria pondero 
a filtrului trece-jos ideal [14], rel.(1.4o) poate fi pusa 
in domeniul timp, sub forma: «.

+5° + ain — «^
( V T

s*(t) » L f^nT^t-nT-T,)------------------  do =
p J n r-o,? TT „

-a.' ---------- . (S

T

+<^ sin — (t-nT) +
s (nT) ------------------- =5 s (nT)s (t)

n= —(t-nT) n= -
T (1.55)

Sgalitatea obMinuta, idéntica ca form! cu reí» 
(1.11), aratá ca procesul fizic de reconstituiré este acelagi 
indiferent este vorba de reconstituiros unui semnal perio
dic sau aperiodic« Bste de presupus deci ca expresia de re
constituiré (1.24), in care interviú egantioanele prelevate 
dintr-o singurá perioadá, este o forma particulars, valabilá 
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pentru semnale periodioe, a expresiei mai generale (1.11). 
Existenta unei asemenea expresii este posibila dat fiindca 
în cazul semnalelor periodico egantionate uniforra, ca în 
fig.1.3, informarla despre semnal este continutM in totali- 
tate în egantioanele aferente linei singure perioade. E§an- 
tioanele prelevate din toate celelalte perioade vor avea va
lori corespunzator égalé §i prin urmare nu aduc informati® 
suplimentarà.

Pentru a verifica afirmatüle de mai sus se va avea 
în vedere faptul ca în expresia (1.55) eçantioanele Sp(nT), 
care înmultesc functia sn(t) $i sînt distantate pe axa timpu- 
lui la intervale égalé au perioada TQ, au 0 aceia§i valoare 
ce poate fi data factor comunj pe de alta parte, exista N 
asemenea valori corespunzàtoare celor N eçantioane prelevate 
aintr-o perioadS.

C” aoeste preoizari, expresia aemnalului reconsti- 
tuit poate. fi pusa sub forma:

N-l + <~
Bp(t) =£ Bp(nT) J en(t-®T0) (1.56)

n = o m= - ¿x?

Conform formule! lui Poisson [ô]:

sn(t-mTo) = -1 
m® - o

Sn(<*j) reprezentînd , în relatia de mai sus, speotrul cores- 
punzâtor functiei eçantion sn(t). Este însa u§or de obser
vât oÔ rezultS prin deplasarea în timp eu nT a func- 
tiel pondéré h(t), încît se obtins, pe bazi teoremel întîr- 
zierii, cS [sJ :

-j^nT
SnM = H(o) Q (1.53)

Tinînd cont de rei'.(1.56),(1.57), egalitatea (1.55) devine:
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B*(t) -) B (Hi).

P L___ P T n=o o

r— -jk^nT jk^t
/ H(ku0)e e (1.59)
k= — <x>

Pentru a stabili expresia concreta a caracteris-
tlcii de transfer a filtrului ideal trece-jos, utilizat la 
reconstituirá, se are in vedere fig.1.6. Se determina ca;

H(kc^) = T pentru |k| = o,l,... K (1.6o)

Rela^iile (1.59),(1.6o) conduq 
sie de reconstituiré identici cu (1.24).

in fine la o expre-

1.2.5. Observa^!! privind reconstituirea semnale- 
lor periodica *

Se precinta in cele ce unneaza, pe baza teorici ex
puse, douá observa^ii originale,utile din punct de vedere 
aplicativ:

a) In expresia de reconstituirá (1.24) intervine 
mSrimea K, ca rangul colei mai inalte armonici din spectrul 
semnalului continuai. In multe situagli concrete, valoarea 
lui K nu este cunoscuta, existind insa certitudinea ca sem- 
nalul a fost e§antionat suficient de des, incit 2K+1. Bx- 
presia (1.24) poste fi utilizati §i in aceste cazur!, dacá 
valoarea ce se adopta pentru K este corelata cu marimea luí 
N.

Pentru cazul N impar, N avind t> morirne data, din 
inegalitatea N> 2K+1 rezulta oá este acoperitor daca se con
sidera in expresia (1.24) o valoare K* « (N-l)/2. O valoare 
mal micS ar putea eventual lipsi semnalul reconstituit de 
aportul unor componente de frecven^a ridicata. Daca N este 
par, spectrul semnalului egantionat astfel incit sa fie evi
tati la limiti interferenza spectrelor adiacente, se prezin- 
t& ca in fig.1.7. Se va observa ca alci, spre deosebire de 
cazul N impar (fig.1.6), frecvenZele de taiere ale filtrului 
trece-jos +it/T = + ü?qN/2 smt un rmil'tiplu. mtrsg ds Din
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GJ

Fig.1.7.

figura rezultM ca se impune, in scopul unei reconstituiri 
perfects , ca N>2K+2, ob^inindu-se in consecinta K”=(N-2)/2.

Pentru ambele cazuri N impar respectiv par, daca 
rangui K, al celei mai ìnalte armonici din spectrul semnalu- 
lui continual, aste mai mie decìt valorile limita K’, K”, 
coeficien^ii Fourier cv, k = K+l, K+2,•..K*(K"), evaluati 

BL 

conform (1.23), vor fi nuli. Aceastà constatare confirmi 
od at a mai mult posibilitatea utilizarli in rei.(1.24), pen
tru mirimea K, a valorilor limita stabilite mai sus.

b) In aplica^ii practice, de prelucrare numerici 
a asmnalelor, se necesita freovent un numar par de e§antioa- 
ne, putere intreagi a lui 2, pentru a putea utiliza algorit
mi ce au la bazi TFR [28]. In aceste condi$li, faptul ci la 
limiti N = 2K+1 este ìntotdeauna impar, ponte prezenta pen
tru anumite situagli particulars serioase inconveniente.

Pie pentru exemplificare cazul unui semnal perio
dic al cSrui spectru include 64 componente armonica (K=64), 
componente de cea mai inaiti freeven^a avìnd ine a o valoare 
importanti. S-ar impune prin urmare, daca se necessità o re- 
constituire exacts , prelevarea a cel pu^in N = 129 egantioa- 
ne. Pe baza oelor expuss anterior rezulti ci freeven^a de 
e§anttonare tre buie astisi aleasa, incìt sa rezulte 11=256=2 , 
adici o valoare aproape dublà fa^i de cea impusa de teorema
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egantionárii• Este firesc prin armare sá se cerceteze ce se 
tntímplá cu semnalül reconstituit daca .se la N = 128 = 2 » 

Evident, acesta *va prezenta erori le reconstituiré.
Erorile sint determinate de faptul ca vallares coeficientu-

Flg.1,8

V"* = Ì + Sp(-K) H

sau (rel,C1.29), (1.36), (1.37)) : 

8K °K + (1.61)

difera, aga cura a rezultat mai sus, de ct>ef icientul Fourier 
c^ cu acelagi rang. Ultima egalitate s-a ob^inut avind in 
vedere faptul cá, in general, pentru semnale reale, componente- 
le de rang k §i -k sint complex conjúgate [11J. Se precizeazá 
totodatà cà determinares vaiorii corcete cv, 3U ajutorul 
reí.(1.61), in care 6^ se considera cunoscut, este imposibi- 
la,partea imaginará a lui c^ fiind pierdutá.

In cazul particular al semnalelor pare, pentru care 
coeficientil Fourier sint reali gi prln urmare c^ = c k, 
reí.(1.61) devine:

K CK + C-K “ 2 CK (1.62)
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Din aceastá egalitate rezultá marimea c^ = 3&/2. Aga oum s-a 
aratat in cele precedente, palculul coeficien^ilor c^ se face 
cu aceiagi expresie (1.23), stabilita pentru coeficien^ii 
Pourier. In consecintá, in cazul functiüor pare egantionate 
cu N = 2K, expresia de reconstituiré (1.24) capita forma par- 
ticulara :

K-l

f Jt) = i 
p N

N-l

n=o
fp(nT) + c os F a>o(t-aT) (1.63)

u o 
e

1.2.6. Legatura dintre teorema egantionirii func- 
diilor periodice §i teorema WKS [29j

Cerinole apropíate exprímate de teorema egantiona- 
rii pentru funestile periodice respectiv periodice precum 
gi existente unei expresii generale unica de reconstituiré, 
conduc in mode firesc la problema legaturii ce exista intre 
cele doua teoreme. Ne propunem si cercetam, in cele ce urmea- 
za, aceastá chestiune neabordata inca in literatura.

Se va prezenta, pentru inceput, o forma mai genera
li a teoremei egantionarii functiilor periodice.

Teorema 1.2

Un semnal periodic sp(t), ce nu contine armonici 
de rang mai mare ca K, poate fi reconstituit farà erori pe 
baza a N eganticane, culese uniforra pe durata a P perioade, 
dacá freeventa de egantionare este suficiént de ridicati, in- 
cit sa rezulte N>2KP+1.

Demonstradla teoremei de mai sus se poate face 
printr-o metodi similare cu cea utilizati in casul teoremei 
egantionirii funcdiilor periodice (pct.1.2.2). Se ìnloauieg- 
te, ìn acest acop, perioada TQ a fundaméntale! cu PTqJ Bxpre- 
sia de reconstituiré rezultá de asemenea, prin analogie cu 
(1.24), sub forma:
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KP
6

^(t-nT)
(1.64)

k=-KP n = o

Teorema egantionarii, generalizatà , este suscepti- 
bila de o interpretare fizica similare cu cea prezentata la 
pot.1.2.3. Singura deoaebira o constituie faptul ca, in re- 
prezentarea spectrului semnalului e§antionat (fig.1.9), in- 
tervalul dintre dpua componente reapectiv intervalul minim 
dintre repetSrile-periodine ale spectrului semnalului conti
nuai, incit sa fie evitatà interferenza, este ^/P §i nu

Pig.1.9

In consecinZá, pentru o reconstituiré fara erori se impune 
ca:

27/T^ (2KP+1) -O/P (1.65)

sau, dat fiindoá T = PT0/N, rezulta:

H >2KP+1 (1.66)

In oeea ce prive§te interpretares fizicS a expre- 
siei de reconstituiré rSmin valabile afirmatiile fácute la 
pct.1.2.4, cu precizarea cá se va consider’ irept perioadá 
a fundaméntale! márimea PT (P de valoare finita), o *
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Din rei.(1.66) rezulta ca teorema generalízate im- - 
pune prelevarea unui numSr sporit de egantioane, comparativ 
cu teorema negeneralizate (rel.1.14).

Este important sâ se observe de asemenea ca, in 
cazul satisfacer!! la limita a condirle! (1.66), adicà pen- 
tru N = 2KP+1, raportuls

2K + -
TP P

(1.67)

va diferi de un numar ìntreg, Aceasta ìnseamna ca egantioane- 
le coreepunzàtoare oricàrei perioade din cele P avute in ve
dere, nu constituie o repetare a egantioanelor din celelalte 
P-l perioade, considerate. Cu alte cuvinte, informaría des- 
pre semnal este data de egantioanele din tóate cele P pe- •1 
ricade gl nu de egantioanele extrase dintr-o singura perioa- 
dà, àga cum s-a aràtat ìn cazul teoremei; negeneralizate.

Neoesitatea extragerii unui numar mai mare de egan- 
tioane, in cazul teoremei generalízate, este compensata de o 
oarecare reducere a frecventei de egantionare.

Intradevar, deoarece T = PTQ/N gl O 2KP+1, rezul- 
tS cS pasul de egantionare trebuie sa satisface inegalitatea:

—2----- (1.68)
2K+1/P

MSrimea lui T, impusa de condirla (1.68), este mai ridicati 
deoít valoarea pasului de egantionare corespunzatoare teore
mei negeneralizate (rei.(1.15)) :

T^—2----- (1.68)*
2K+1

C.egterea lui T gi scaderea corespunzatoare a 
frecventei de egantionare este neglijabilá ìnsa din punct de 
vedere aplioatlv, fa^a de efortul suplimentar de calcul ce 
trebuie investit in vederea prelucrarjl unui numar sporit de 
egantioane. Pentru K =lo gl F = 2 - spre exemplu- cìnd numa-
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rul de egantioane preluorate create cu cca.loo%, freaventa 
de egantionare scade cu numai 2,38%. Aceste date ilustreaza 
convingitor afirmaría precedenti»

Dacá teorema goneralizata a egantionarii func- 
tiilor periodico nu prezinta interes din punct de vedere 
practic, ea permite in schimb stabilirea unei legatari cu 
teorema WKS»

Se consideri In acest scop ci P-*«*’, adicá sint 
prelevate egantioane distincte dintr-un numar din ce in ce 
mai mare de perioade. La limiti se poate considera ci este 
egantionat gi recónstituit nu un semnal periodic ci unul a- 
periodic. Afirmaría este intarita gi de observadla ca pentru 
P—-co spectrul semnalului ogantionat devine un spectru con- 
tinuu, caracteristic semnalelor aperiodica (in fig.1.9 pen
tru P—-co o).

In aceste conditi!, pasul de egantionare oare asi- 
gurà reoonstituirea fari erori, este dat*tìe expresia (reí. 
(1.68)) :

T < lim --------------
p 2K + 1/P 2K

(1.69)

Deoarece To/K reprezintí perioada componente! de cea mai 
inaiti frecventà din spectrul semnalului continuai, rei.
(1.69) impune extragerea a cel putin doua egantioane pe du
rata aceatei perioade. 0 asemenea condirle, identica cu cea 
impusà de teorema WKS, reflecti faptul ca teorema lui Shannon 
reprezinti un caz particular, limita, al teoromei generalí
zate a egantionarii functiilor periodico» 

In ceea ce privogte oxpresia de reconstituir© a 
semnalelor aperiodico (rei.1.24), aceasta poate fi de aseme
nea ob^inuti prin trecerea la limiti, pornind de la rgl.(1^64).

Avind in vedere periodicitatea fune tisi © Won 
gi a egantioanelor sp(nT) - fig.l.lo-rezulta ca:

-Jk^nT/P
Bp(nT). =sp|(n-N)T

-jku¿(n-N)T/P 
e (1.7o)
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Cu aceastS observa^ie §i consid’e’rìnd cazul N im_ 
•àr, reapectiv N-l par, rei.(1.64) peate fi sorisa sub for
ma:

KP CN-1J/2 _jk^o (t_nT)

B*(t) » - / 2___ sD(nT) e
“ k=-KP n= -(N-l)/2

KP

» / e (nT)
£----- p 2KP+1
n= -KP

KP_ jk ilo (t_nT) 
) e .21
Z------  PT

k= -KP 0
(1.71)

In expresia (1.71) a-a ìnlocuit N = 2KP+1, adica s-a preau- 
pua oà teorema egantionàrii este aatiafacuta la limita. De 
aaemenea, oìnd P—►<*’, ko0/P—►w, 2ir /PTQ —♦ deu §i auma din 
ireapta tinde la o integrali. limitele ìntre care ae va face 
integxarea sint:

+ lim KP -^s+ lim Ku?— p — o
P—►Ou. X P  ►OO

(1.72)

Utilizind acum faptul cà N = PTO/T=2KJ+1 $1 cM
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» 21*/To, se obtins cS:

+ lim K<J = + lim 21r E------  = + — (1.73)
~ p_w ° P_„T(2K+1/P) T

Cu aceste precizari, prin trecere la limita, expresia (1.71) 
devine x

KP KP' T X2K) Ç ( T)
s*(t)=lim s*(t)*lim ) s (nT) ------------------\ e •

p_„ P ,p_2— P 2(1+M2KP))Z
n=-KP k=-KP

+ oo TT/T +&
. 21 . y~B(nT) 1- f e^^d-VoCnT) 212^1^ 

PT0 ¿ 2ñ j ¿ frr/TXt-nT)
n=- oo -tt/T n=-

(1.74)

Se poate deci afirma ca §i din punctul de vedere al 
expresiei de reconstituiré teorema WKS reprezinta un caz limi- 
tá al teoremei generalízate a egantionarii funcbülor perió
dico «

Bste important de observat ca in scrierea reí. 
(1.74)t s-a avut in vedere faptul cá:

(1.75)

T reprezintà aici-aça cum rezulta din egalitatea (1.75)-paeul 
de egantionare minim, care aaigura reconstituirea fárS erori 
a aemnalulul aperiodic rezultat din semnalul periodic, prin 
trecerea la limita« Aceasta observable este in deplina con- 
cordan|á cu ipoteza inibiala N = 2K+1, care conduce de ase- 
menea la valoarea minima a pasului de eçantionare, pentru 
care sînt excluse erorile de reconstituiré ale semnalului pe
riodic«
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1«3* Extensii ale teoremei WKS

1.3.1. Clasificaroa diferitelor extensii §! va
riante ale teoremei WKS

Chestiunile abordate in paragrafale precedente re- 
prezinti doar o mica parte din teoria cuprinzatoare elabora
ta, privind e§antionarea §i reconstituirea func^iilor §i 
avind drept punct de piecare teorema WKS. De fapt, aoeasta 
teorie vizeaza actualmente un domaniu cu mult mai larg decit 
cel al teorici comunicati!lor [1] , unde teorema WKS a fost 
introdusi pentru prima data.

0 prezentare a principalelor variante §i extensii 
ale teoremei WKS, care farà a adopta un criteriu unic de 
clasifioare, ofera 0 imagine de ansamblu asupra oontribu$ii- 
lor aduso, este data in fig.1.11 [1] • Se men^ioneaza de ase- 
menea-fàra ca àcest lucru sa fi fost specificat in fig.1.11- 
teoria elaborata in domeniul eistemelor automate cu e§antio- 
nnre, privind e§antionarea §i reconstituirea semnalelor cu 
considerarea pararnetrilor fizici ai e§antionatorului [18] 
[3o] [31] • Aceasta teorie, extrem de importanta in domeniul 
automation, nu va fi $bordata-a§a cum s-a irantionat- in 
cadrul prezentei lucrari.

1.3*2. Teorema e§antionàrii generalizata (WKSK)

Meritul elaborarli §i prezentarii unei varian
te generalizate a teoremei WKS ii revine lui Kramer [32j 
(de unde ^i iniziala K, la urma, in prezentarea WKSK). Se 
men$ioneazi inai ca ineereari in acest sens au existat inci 
inainte de publicarea lucrarli lui Kramer [33] • 

Generalizarea se refera la nucleul transformer!! 
integrale aeociate funotiei e§antionate. In timp ce teore
ma WKS eate aplicabilà in oazul func^iilor cu transfbrmati 
Fourier directs §i inversi (pct.1.LI), adici o transforma- 
re integrali avind drept nucleu func^ia exponentiali» nu
cleul K(x,t)-in cazul teoremei generalizate-poate fi o 
functie mai generali, de tipul patratle integrabile
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1*1
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(K(x,t) € L«(I) ) • Bnuntùl teoremei consta in urmatoarele [ 1] 
f32l>

" Pie I un interval §i L2(I) class func$iilor ^(x) 
ine it :astisi

dx V 00 
!

(1.76)

Dacà pentru orice t real

f(t) = K(x,t)g(x)dx (1.77)

in care g(x)€L2(I), K(x,tJCLpd) §i exista 0 multime numara- 
bila B s [t^], astfel incìt (K(x,tn)} este o multime comple
ti §i ortogonale pe I, atunci *

f(t) = lim ) f(tn)Sn(t) (1.78)

unde r" _____ _
K(x,t)K(x, t ^dx

Sn(t) =S(t,tn) = i--------------------------
I |K(x,tn)|2 dx 

I

(1.79)

In expreeiile de mai sua K(x,t) §1 K(x,t) sint complex con
jugate.

Teorema WKSK poate capata o formulare §i mai gene- 
ralS prin introducerea in mod explicit, in integrala (1.77)» 
a unei funeri! pondera p(x) [34] [35] •

Trebuie remarcat de asemenea faptul ca din enunt 
nu rezultà, la fel ca sì cazul teoremei WKS, intervalul 

teorema 
de egantionaréyévrden^lind dear posibilitatea reconatituirii, 
in conditi! relativ generale, a unei funeri e§antionate.
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Bete logie sS fie a§a deoarece paaul de egantionare depinde ‘ 
de forma particulara a nuoleului K(x,t), valorile tl tre- 
buind sa fie astfel stabilite, mcit mulZimea de funcZii 

sa fie ortogonali pe I.
In ce prive§te forma nucleului K(x,t), impusà de 

enun^ul teoremei, o serie de luerari au aratat ca aceasta 
corespunde cu unele dintre funcZiile speciale, menzionate 
in matematici §i care define se transf orinari integrale cunos- 
cute: funeZia Bassel JB(x,t) de prima speZ® §i de ordinul m, 
nucleul transformarii Hankel-Bessel [32] , funcZia Laguerre 
s (x) M. polinoamele Legendre [35] , Gegenbauer,Chebyshev 
[37] • S-a aratat de asemenea ca funcZiile f(t), ce pot fi 
dezvoltate in conformitate cu teorema genera?_izata, in care 
nucleul K(x,t) este reprezentat de una dintre funcZiile spe
ciale menzionate anterior, pot fi totodata egantionate gì 
reconstituite conform teoremei WKS [351 [38^ •

Cu privine la utilitatea, din punct de vedere 
aplicativ, a teoremei WKSK se prezinta urmatorul exemplu din 
fisica optici [39] • 

iste cunoscut ca in condiZiile unei simetrii cir- 
culare, traheformarea Hankel de ordin zero este echivalenta 
cu o transformare Fourier bi-dimensionala [40] • In aceste ca- 
zuri, teorema WKS pentru funcZii bi-dimensionale (pct.1.3*3) 
poste fi inclocuita cu teorema generalizata WKSK, avind drept 
nucleu funeZia Bessel JQ(x,t). Ormare este ca valorile func- 
Ziei reconstituite pot fi calculate mai ugor, utilizìnd 0 
singurà serie de forma (1.78), in loc de douà.

Alte aplicaZii ale teoremei WKSK sint cele privind 
analiza eistemelor nestaZionare [41], studiul transferului 
de cSldurK [42] gi mai recent domeniul transformàrilor gene
rale discrete [ij•

1.3*3* Teorema egantionarii pentru funcZii 
n-dimensionale

Teorema WKS este aplicabila gi in cazul funcZülor 
de mai multe variabile §i de banda limitata, in urmatoarea 
formulare [43] [44] :

"Fie ) o fune Zie de n variabile a ca- 

BUPT



-38 -

rei transformata Fourier ri-dimensionala exista §i es$e egala 
ou zero ìnafara unui interval n-dimensional, adica:

g(y1>y2»’«’»yn) = °> jy^b^kl » k =1>2,.».>n d*80)

Atunci:

Aceastá teorema a fost extinsa pentru procese aleatoare sta- 
tionare ou n variabile [45], pentru furiceli e§antionate neu- 

.orm dar periodic [46J , precum §i in cazul in care recons-
tituirea se face 
parziale pini la 
nea o exteneie a

pe baza valorilor funcÇiei §i a derivatelor 
un anumit ordin [47]• Se cunoagte de aseme- 
teoremei WKSK pentru funeri! de n variabile

1.3.4* Teorema egantionarii cu valorile func^iei
§i ale derivatelor sale

Bnuntul ace stei teoreme, importanti din punot de 
vedere aplicativ, consta in urmatoarele [48j :

Daci o funetie f(t) nu contine componente cu frec- 
venta mai mare ca W, ea peate fi complet determinata pe baza 
valorilor primelor R derivate, intr-o serie de puncte distan- 
tate intra eie ou intervaìul de egantionare h= (R+1)/(2W)”.

Bxpresia de reconstituire este de forma [49] x

±00

f(t). ^(kh)+(t-kh)'5'(kh)+...

k=—«•

(t-kh)R
RI

(R\kh)
sin £(t-kh)

- (t-kh)

R+l

(1.82)
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(j)

in care^j^ (kh) reprezintä o combinati« liniara a dariva- 
telor f (kh) de ordinul j [49] •

Avantajul reconstituirii pe baza valorilor func
tiei gi a primelor R derivate consta in posibilitatea utili
zarli unei frecvente de egantionare mai scazute« Daca se 
urmäregte-spre exemplu-determinarea, pe baza egantioanelor, 
a traeeului parcure de un corp mobil, frecventa da egantio
nare poate fi scäzutä la jumätate in cazul ca sint preleva
te simultan egantioane care reprezintä pozitia respectiv 
viteza mobilului«

Teorema egantionärii cu utilizarea primelor R de
rivate a fost extinsa §i in cazul altor transformari inte
grale decit transformarea Fourier [5o] [51] •

1*3»5« Teorema egantionarii ^entru egantionare 
neuniformä

In numeroase situati! practice din domeniul pre- 
lucrarii numerioe a semnalelor està util ca prelevarea 
egantioanelor sa nu se faca periodio, la intervale riguros 
egale oi neuniform. Au fost elaborate in acest sena o se
rie de teoreme care precizeaza conditine in care egantio- 
narea neuniforma conservi intreaga informatie continuta de 
semnal•

0 prima teoremi afirmi ca in cazul unei functii 
de timp, daci timpul este impartii in intervale egale cu T, 
T fiind mai mie sau egal cu jumitate din perioada componen
te! de cea mai inaiti frecventa din spectrul functiei gi 
daci este prelevai -in orice maniera-cite un egantion din 
fiecare interval, cunoagterea valorilor egantioanelor gi 
a momentelor la care acesiea au fost prelevate, face posi- 
bili reconstituirea firi erori a functiei initiale [52]*

Conditine ce rezulta din enuntul de mai bus sint, 
evident,.mai lesne de satisfacut decit cele impose de teo
rema WKS« Se pistreazi insi dezavantajul necesitati! cunoag- 
terii momentelor la care au fost extrase egantioanele• Sub 
acest aspect se dovedegte mai avantajoasa urmitoarea for-
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mulare £53J :
"0 func^ie f(t) poate fi reprezentata de o combina- 

tie liniarà de e§antionare neuniforra prelevate, dacà valoa- 
rea medie a frecventei de egantionare depage^te freoven^a

11
Nyguist, a^ica dacà numàrul de egantionare in unitatea de 
timp oste in medie mai mare decìt dublul celai mai ìnalte 
freoven^e din spectrul func^iei”.

Se arata totodatà ca numai egantioanele care pre- 
ced momentul corespunzàtor vaiorii reconstituite trebuieso 
e§antionate cu o ^frecven$a medie mai mare ca freoven^a Nyguist 

CondiZiile de realizare a egantionàrii neuniforme 
pot càpata §i alte formulàri decìt cele menzionate anteriore 
In a§a numita teorema a egantionàrii “semiunif orn^’|^54j » se 
afirma posibilltatea reoonstituirii farà erori a semnalului 
continuai, dacà raomentele de egantionare tn, satisfac condi- 
tia:

|tn - n/p.7)| < i ln2 = o,22 (1.83)

Prin W a foat notata, mai sus, frecvenZa nuximà din spectrul 
semnalului continuai.

0 procedura 
nàrii i uniforme este 
formà recurenta).

mai complicata de efectuare a egantio- 
prezentata in (egantionare neuni-

Momentele de egantionare sint imparZite in grupe 
de cite N puñete flecare gi grupele se repeta cu o perioada 
de repetidle egalá cu N/2W* a§a cura se aratá in fig.1.12.

♦ ------•--------•--- •-----
ti t2 t3 t

Fig.1.12.
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Teorema afirma cS o funotie f(t), de banda limitata, este unió 
determinata de valorileí sale in púnetele de egantionjare sta
bilite eonform reí.(figi.1.12): p i

i; i • ; i
: : ¡ N

tpn = tp+(nN/2W) p = 1,2......... N ¡ n = ...-1,0,1,... 1(1.84)

V

Expresia de reconstituir« este de forma: 
i

+ °° N___
Ht) = H’ ? ^pn^pn^) (1.85)

n= -«> p = 1

in care:
N

I 1 sm -j"- (t-t ) 
g=l 6

Fl
g=l/p

Se mentioneazà în final existenta unor teoreme de 
e§antionare neuniforma bazate pe functia de interpolare 
Lagrange [56J•

1.3.6 . E§antionarea functülor trece-bandS
Prin definitie, o funcfcie trece-bandâ are spectrul 

F(oj) limitât pe axa pulsatiilor conform uneia dintre urma- 
toarele douà relatif:

P(uj) € 2ttWo, 2TT(W0+W)] (1.87)

sau
PM e[2TTW0,27(W0+W)]U [-2™^ -21T(WO+W)] (1.88)

i ■; 
•»

Ne vom.referi mai ìntìi la functiile caracterízate de reí. 
(1.87)*

Reoonstituirea ace atei olase de funetil este posi- 
bilS pe baza e§antioanelor prelevate dupa procedeul denumit 
”e§antionare de ordinal doi’*[57j*

In general, expresia de reconstituiré a unei fune-
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tü care a suferit o egantionare de ordinul p, este de forma«

(1.89)

In aceastà expresie seria de egantionare de rang i, f^(t), 
este caracterízate de intervalul de egantionare wfaza" 
k^ gi "funetía egantion” S^. De fapt, o egantionare de ordi
nul p reprezinta o suprapunere de p seeven^e de egantioane 
prelevate uniform, flecare cu un anumit pas gi un anumit 
defazaj k^.

Pentru o egantionare de ordinul doi este vaiatila 
urmàtoarea teorema [57j[58][14] :

"Dacá o func^ie f(t) are speotrul limitai in inter
valul (WQ> WQ+W), ea poate 
orice valori ale marimilor 
eia:

fi reconstituita exact, pentru
WQ gi W, in coniormitate cu expre-

in care

(1.9o)

eoe |2n(W +W)t -(r+l)K Wk] - cos [2HrW-Wo)t-(r+l)7T Wkj
S(t) = —■ ■ ' ' ■ —■ ~................   ■... .....  — .......   1 ■■ +

2H Wt sin(r+l)TTWk 

coa[2lT(rW-Wo)t-rlI WkJ - eos [21T Wot-rT[ Wk] 

2TTWt sin rHWk

In rei.(1*91) r este un ìntreg care satisface dubla inegali- 
tate 2 Wo/W< r <2Wo/(W+l) iar k este o constantà, astfel in- 
cìt kWr» kW(r+l) / o,l,... Se poate observa ca teorema de 
mai sus reprezinta o particularizare a rei.(1.89) pentru 
p * 2t Tj • Tg = 1/W» k^ ® o, kgsk / o. Se precizeaza de 
asemenea cà» degl in aparenta freeventa de egantionare este 
egalá cu W(T^=Tg=l/W), valoarea acestei freeven^e este de 
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fapt 2Wt ca urmare a suprapunerii odor doua secvente de 
e ganticane, defazate.

Cu privire la egantionarea gl reconstituirea func- 
tiilor caracterízate de rei.(1.88), se mentioneaza in lite
ratura [ij o variante a teoremei generalízate WKSK. Aceasta 
variantà rezulta prin substituirea domeniului I, din rei« 
(1.76)-(1.79),cu intervalul RBT«[W0~nW,W04^ 
Enun^ul consta in urmatoarele:

” Fie g(M o funetie complexa de \ariabila reala 
co » definita pe domeniul i-00, o*), astfel incìt g(^) € L^, 
adicà:

J| gM| do? < 00 (1.92)

-oo

gì fie K(t,tc) o functie complexa de variabdla timp, care 
satisface condirla: K(t,<u) = K(t,-^). Se considera de aseme- 
nea funcÇia reala f(t), al càrei spectru este limitât.la in
tervalul Rbt = [%-TTW, wo+irw]u[- % -TW,-W0+TTW] o Dacá

f(t) - J g(u?)K(t,ur)d^ (1.93)

RBT

atunci + OO

(1.94)

în care
2 f K(t,u))K .ujìdw

Mt). —L
n f 2J Ik duj

RBT

(1.95)

i A • ' t

¡Teorema dat& mai sub a fost la rìndul ei generalizata pentru 
pazul functiilor de mai multe variabile [1]•
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1.3.7 * Egantionarea proceselor aleatoare

Alte variante ale teoremei WKS au fost elaborate 
pentru reprezentarea, functie de e§antioane, a proceaelor 
aleatoare. Una dintre teoremele in aceasta directie este 
urmàtoarea [59j[14j :

"Eie x(t), , o functie i?eatoare realà
sau o funetie aleatoare complexà de variabile reala, stagio
nare in sene larg §i avind densitatea spectrala nula ìnafara 
intervalului [-2TTi7, 2iTW] . Attuici, pentru orice t, f(t) este 
datS de relatia:

N
V— x sinTT(2Wt-n)

x(t) = 1 .i.m. ) X —1 - (1-96)
. L— '2W/ ir(2Wt-n)

” -N

unde loi.m. este o limiti in sens de inedie patratica." 
Se cunosc alte formulari , similare teoremei de 

mai sue [6o|, precum §i extensii ale acesteia, pentru cazul 
in care prelevarea e§antioanelor se face aleator [61] , pen
tru cazul functiilor de mai multe variabile [62], etc.

1«3«8* E§antionarea impliciti

Teoremele prezentate pini alci permiteau reconstitu- 
irea funetiei initiale f(t) pe baza egantioanelor f(tn), co- 
respunzÔtoare unor moments de timp tQ , care sint indepen
dente de f(t). In cazul egantionarii implicite functia este 
reprezentatá ca o dependente de multimea momentelor [tn^ , 
pentru oare functia are o valoare bine precizata §i cunoscu- 
tà : momentole trecerii prin zero, adicà [tn:f(tn) = oj sau 
mórcentele intersectarii ou.funotia cosinus (t^ífí^)« 
« C cos2TT Wt^-spre exemplu.

0 primà teorema are urmatorul enunt [63] :
"Pie f(t) o funetie cu valori limitate §i care nu 

contine freevente mai mari ca W, ineit exprería:
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f(z)
( 2 TT wz-nTT)
sin (2 TT wì-nT) (1.97)

oonverge uniform pentru w < W, in orice regiune limitata a 
planului s. Fie C > |f (t)| 1 precum §i

= C cos 2 il wt n = • • •, ”2, —1 ,o,l,<¿,.*«
(1.98)

Atunoi produsul :

f(z)=[f(o)-cj + C COS II wz (1.99)

va converge uniform in aoeia§i regiune, daca t corespunde 
zerourilor func^iei f(z)¿ din dreapta respactiv stìnga ori- 
ginii".

Se precizeazá oa f(z) razulta din f(t) prin ìnlo- 
cuirea lui t cu variabila complexa z. Din cele de mai sua se 
poate observa ca funesta f(t) este determinata de valoarea 
in origine f(o) §i multimea momentelor de e§antionare { tn^•

Din punct de vedere aplicativ prezinta mai mare In
teres urmatoarea teoremá, oare asigura reconstituirea pe baza 
zerourilor func^iei f(z) situât íñtr-un interval specificat 
(-To/2, Te/2) [641:

0 func^ie f(t) ce nu concine freeven^e mai mari oa 
W poate fi reprezentata de expresia:

sin(2iTWt-nïï )f(t)

N

(-1)“ An
2KWt-nlT

(l.loo)

in oare A este dépendent de valorile celor 2N zerouri z ale ** m
lui f(z), situate in interiorul intervalului (-T /2 T /2) o. . o. ’
adicà :
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zn = f(o)

(2Wz -n)

N 
p ; (m-n) 
m=-N 
m/ n

(l.lol)

iar N reprezinta cel mai mare întreg co nu depa§e§te WTQ.

1.3.9* Teorema e§antionarii pent ri', semnale cu
spectra §i bandi de trece^c ne stagionare [65]

Se considera clasa de semnale continuale:

2TT W2(t)
X I 3

f(t) = — F(-,t) e d e
27T J

2 TT Wx(t)

(1.102)

avînd spectrul FG-',t) §i limitele acestui spectru 27TW^(t) 
respectiv 21TW2(t) nestationare. Funct-üle W^(t), W2(t) sînt 
continue pe permiani, cu valori limitâtew §i astiai încît 
W2(t) > W^(t), W2(t)> o. Variatine în timp ale lui f(t) sînt 
determinate în acost caz nu numai de un anumit spectru F(^) 
dar gi de modificarne în timp ale acestui spectru gi a limi- 
telor acestuia.

Pentru a evidenzia distinct acost lucru funcÇia 
(l.lo3) va fi specificati sub forma unui semnal ne stagionar 
[65j » adicà:

2TTW2(t)
1 i J''1

f(t,M = i- e d<e
2TT 1

2TT W-fo)
(I0.I03)

ou transformata Fourier ooresounzatoare:
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OQ

• ( -3t
F(^ = \ e dt (I.I04)

— oO 

e

Se arata in [65] cà func^ia f(t), data de rei.
(I.lo2), peate fi exprimata in raport cu e§antioanele func- 
tiei fCt/s) , sub forma:

2W(t) I
Mi) (1.105)

unde :

W(t) = i ! w2(t) - wjt)

^(t) 3inlïl2tW(t)-k j 
[2tW(t)-k]lT

exp 27TiWo(t) t

WQ(t) = I [«!<*)+ W2(t)]

Se va observa ca e§antioanele sînt égalé cu coefi-
cien^ii*f I k/2W(t), t] nwnai pentru soluZiile ale ecua- 
Ziei: 2tW(t) - k = o.

1.3.1o. Alte variante ale teoremei WKS

In cadrul acestui paragraf vor fi prezentate pe 
scurt o serie de variante ale teoremei WKS, care, farà a afec
ta esenta acestei teoreme, comporta elemente de noutate in 
ce priveçte prelevarea egantioanelor sau reconstituirea sem- 
nalului. Vor fi menzionate de asemenea variante ale teoremei 
e§antionàrii, aplicabile unor clase particulare de serenale.

0 prima variants considerata este cea data in [22J 
çi care expriœS o funcÇie f(t), de banda limitata :
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(T

vt

F(^) e dw

-6

(l.loè)

ca o dependería de egantioanele g(nT) ale semanlului:

5
if 3 1

g(t) = — I PRH(w) e dec . (1.107)
2^-6

*

ce se optine la iegirea sistemului H(^)t comandai la intrare 
cu f(t). Seria egantion este de forma:

f(t) = 5 g(nT)y(t-nT) (I0I08)

n = -00 *
i

in care -u 
[ JLV t

y(t) = — —------- (1.109)
2 <5 ) H(lc)

-6

0 altä variants a teoremei luí Shanon permite re
constituiros valorilor unui semnal pe baza egantioanelor pre
cedente [6^3. Fie o functie f (t ) £ I^i-TT »"FT) gl de banda limi- 
tatS in interva lui |cc|^ TT • Daca pasul de egantionare T satis
face condirla o< T k 1/2 , f(t) poate fi aproximata printr-o 
combinarle liniera de egantioanele precedente f(t-kT), con
form relatiel:

lim f(t)
n-*°o

n
I

(l.llo)

In expreeia de mai bug -“vt x 
(pos TT T)k(fk 

\*> !
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0 variants a teoremei WKS esta legits de o noua pro
cedura, mai generala, de reconstituiré a semnalului continuai. 
B.Pop [68] §i A.Popoulie [23] au aratat, independent, ca o 
func^ie f(t) de bandi limitata :

F Co) e dco (1.111)

"ui«
poate fi reconstituita pe baza egantioanelor, utilizind ex- 
preaia :

si ned ( t -nT )
f(t) = ) f(nT) ------ 2---------- * (1.112)

Aici^-ir/T^ §i ->,4" * Bnur‘tul teoremo1 ar0
la bazS concluzia ce se desprinde din fig.1.13 §i anume ca, 
in cazul in care semnalul este e§antionat cu 0 freeven^a mi 
mare ca freeven^a Nyguist, freeven^a de taiere oj a filtrului 
trece-jos ideal poate fi mai mica ca IT/T, in limitele date 
de ultima dubla inegalitate.

0 serie de variante ale teoremei WKS au rezultat 
ca armare a limitarli aplicabilitatii acestei teorema la cla- 
se particulare de func^ii.

Conaiderìnd funcVile i (t) in loc de f(t), expre- 
sia (1.112) capita forma modificata [23]: 

I

o o sinco (t-nT)
fZ(t) = ) fZ(nT) -------- ------------ (1.113)

n = ^(t-nT)

in care IT/T > 210 2 <0 2 1 -2<oj, Se va observa ca
in acest caz, freeven^a minimi de eçantionare este de doua 
ori mai mare decît frecvenÇa Nyguist.

Alte variante ale teoremei WKS sìnt aplicabile sem- 
nalelor de durata finità si nu semnalelor de banda limitata Ci
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Fig.1.13

M •
Deosebit de promitator pare procedevi de reconsti- 

îuire a aemnalelor de durata §i energie finita, eçantionate 
[7oj , bazat pe o serie cu funestile undá elipsoidales Aceste 
func^ii de banda limitata, care alcatuiesc o mulÇime compie
tà §i ortogonala, atít pe un interval finit in domeriiul 
timp cít §1 pe un interval limitât in domeniul frecventa, 
prezintM ino A o calitate remarcabila: aceea de a concentra 
intr-un interval de timp limitât, o energie mai mare decît 
energia, corespunzatoare aceluiagi interval, a oricarei alte 
functii de banda limitata §i avînd acetati energie totala. 
DatoritA aceator proprietari, expresia de reconstituiré a 
unor semnale de durata finita, cu utilizares functülor undá 
elipsoidale, comporta cele mai mici erori [7o¡ |71| . Aplicares 
procedeului este deocamdatA relativ restriñes, dat fiind di- 
ficultStile de calcul pe care le comporta.
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CAPITOMI» 2 * •-

TRANSPORMARBA PATRATICA SI SPBCTRUL 
SEMNALELOR PERIODICB

2.1 , Introducete

In capitolili precedent s-a subliniat importanza pe 
care e prezinta, in generai, teoria funcZiilor periodico pen
titi tehnicile de prelucrare numerica a semnalelor» Au fost 
presentate totodata unele contribuZii propri!, privind inter- 
pretarea flzicà a procesului de reconstituire a semnalelor 
periodice e§antionate precum §i legatura dintre teorema e§an- 
tionarii funcZiilor periodice §i teorema lui Shannnn.

In cadrul acestui capitol va filtratati o problema 
incà neabordata in literatura de specialitate, aceea a modi- 
ficari! apectrului semnalelor periodice prin transformarea 
pattatici»

Apare evident faptul ca o asemenea problema- este 
strina legati de teoria egantionarii §i reconstituirii semna
lelor periodice» Se precizeazà apoi ci au fost avute in ve
dere funestile periodice, dat fiind -aga cum s-a aràtat-im- 
portanza oe care o prezinta teoria acestor funcZii pentru 
alatemele ou prelucrare numerica» Pe de alti parte, proble
ma enunZatM poate fi mai leene soluZionata in cazul funeZii- 
lor periodice decit in. regim aperiodic (pct.2»3)» fapt impor- 
tant la v primi abordare a chestiunilor»

2,2 » Teorema egantionàrii funcZiilor fp(t) 
p

Este cunoscut faptul ci patratul f (t), al unei « 
funcZii f(t), aperiodico §1 de banda liminoti, are apectrul 
de doui ori mai larg decit apectrul F(^), corespunzitor fune- 
Zie! iniziale [23]. 0 consecinZà a acestei 0 iservaZii 0 cons- 
tituie teorema egantionàrli funcZiilor f^(t), presentati la 
pct»l»3«lo» Se va aràta, in cele ce urmeazà, ca observaZia 
menzionaci igl pastreazi valabilitatea gi in cazul funcZiilor 
periodice»
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Se considers in acest scop o func^is f (t), perio-.
dicS §1 de bands limitata:

K jku>ot
f (t) = cka (2.1)

k= -K j

p
Functia patrat f^(t) = f^(t) va fi, evident, tot periodica 
-adio3 de forma (2.1)- in care coeficientii Fourier vor avea 
valorilt corespunzatoare c^. Deoarece produsului algebric in 
domeniul timp ii corespunde produsul de convolu^ie in dome- 
niul frecventa, valoarea unui coeficient c^ este data de ex
preel a [72] i

K

n " °k°n-k 
k—K

(2.2)

Din rei.(2.2) rezultà cà valoarea maxima a lui | n | 
este 2K, adica rangul cele! mai inalte armonici din spectrul 
lui fp(t) eete- de doua ori mai mare ca rangul armonicii supe- 
rioare din spectrul corespunzator lui fp(t). Aceastà conclu-
zie rezultà §i din fig.2.1, in care 
de ob^inere a produsului convolutiv

C2K*

este reprezentat modul .
(2.2), pentru components

Fig.2.1
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Pe baza afirma^iei de mai sus, se peate enun^a o 
2 teorema a e^antionarii pentru func^iile periodice f^Ct), ì 

unnàtoarea formulare :

Teorema 2.1. 
oCaca fp(t) reprezinta patratul unsi func$ii peric

dice f_(t) , al carei spectru nu concine armonici de rang
P 2mai mare oa K, f$(t) poate fi reconstituita direct, pe baza 

a cel pu^in N = 4K+1 egantioane, prelevate uniform dintr-o 
perioadi. Bxpresia de reconstituire este de forma (rei.1.24):

2K

fp(t)

N-l .-v---- 9 jklJo
/__ fp(nT)e 
n=o

(2.3)

Teorema este utila la reprezentarea , func^ie de 
egantioane, a eemnalelor periodici1 care resulta din misura
tori direct sub forma patratica f$ (t).

2.3 « Problema inversa
Pornind de la teorema data la punctul precedent, 

ne propunem, in cele ce urmeaza, si vedem in ce misura este 1 
valabila gi urmatoarea afirmatie: fiind dat un semnal perio- 
die de bandi limitata s’(t) =[sD(*)j , cu 2 K componente
armonie e, gi determinind printr-un procedevi matematic oare- 
care egantioanele lui s^it), este posibila reconstituirea 
fari erori a eemnalului Bp(t), pe baza a numai N = 2K+1 egan- 
tioane prelevate uniform dintr-o perioada? Sau, mai direct, 
pentru orice semnal s^it), spectrul corespunzator lui s^(t) 
este redus la jumatate?

^aci raspunsul este afirmativ inseamna ca func^io- 
nalul A, definii de expresia:

ep(t) = ASp(t) (2.4)

se comporti ca un filtru trece-jcs, care reduce la jumatate 
freeventa maxima din spectrul»eemnalului aplicat la intrarea 
sa. In consecin^i, prin aplicarea renetata a acestui opera- 
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tor, spectrul eemnalului iniziai sHt) poate fi re strine 
oricit de mult, farà pierderi de informarle, decarece s^(t) 
poate fi refàcut prin operarla inversa de ridioe.re succesiva 
lapatrat. Ar rezulta dèci ca un eemnal de bandi limitata,
egantionat, poate fi reconstituit farà erori, chiar daca frea
venta de egantionare sete mai mica decìt freoventa Nyguiet.

Se mentioneaza oS in cazul particular al unsi functü 
a (t), care satisface condirla s (t)> o, pentru orice t din 
domeniul de definirle, determinaren egantioanelor lui s (t), P 
pe baza egantioanelor lui Sp(t), se reduce la o eimpla opera
rle de extragere a radicalului.

Pentru a verifica valabilitatea concluziei privind 
poaibilitatea utilizarii unei freevente de egantionare mai 

scazute decît freeventa Nyguist, este necesara determinarea 
spectrului eemnalului Sp(t), functie de spectrul corespunza- 
tor lui s^(t).

Problème poate fi solutionata in aomeniul timp, re- 
zolvind ecuatia functionala (2.4), prin procedeele cunoscute 
[73j[74] , §i determinind spectrul soluçiei rezultato. 0 cale 
mai directs o constitute insa abordarea problems! in domeniul 
freeventa, prin rezolvarea sistemului de ecuatiij

K
CÀ n = ”2K* “(2K-1),..o,...,2K

in care cbeficientil c^ se presupun cunoscuti#
Bate demn de remarcat fantul ca, in regim aperio

dic, determinarea spectrului S(^), corespunzatcr semnalului 
s(t)-functia SKl°) fiind data-ar implica solutionarea ecua- 
tiei integro-diferen^iale :

co
-i- ( S«).S(“>-5)di = S'p)
2ir J ri

•-co
(2.6)

Bcuatia (2*6), in.domeniul freeventa, corespunde ecuu^iei 
(2.4) din domeniul timp«
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i

. Iste evident cà solutionarea unui siateci de acuatii- al
gebrice comporta , in generai, mai pigine dificulta^! decìt 
rezolvarea unei ecuatii intrego-diferentiale. Aoest fapt a 
constituit unni dintre motívele pentru care au fost prefera- 
te, pentru inceput, in qadrul cercetarii, functiile periodica, 

Pentru a puteà stabili únele observa^ii cu privine 
la sistemai de ecuatii (2.5), acesta va fi scria sub forma 
dezvoltatS • Se obline:

2
% + 2(0^0^+020^+ ... +cKc,K) - c¿

2^°ocl+c-lc2+ +c-(K-l)ck = °ì

2K °oCK+clCK-l+c2°K-2+ •” +cK°o~ CI<
ecuatii ’ • •••••••••••••• o 

°K-1 CK + CKCK-1 = °2K-1 
02 = c ’°K C2K

(2.7)
* 
2(c0°^i+cic_2+ +CK-1C-K^ = C-1

• ••••••••• • • • • o • *

2K coC-K+c-lc-(K-l)+c-2c-(K-2)+*’*+c-Kco=c-K
ecuatii<

MK-1)c-K+c-K0-(K-1)- C-(2K-1)

C-K= -2K

Analiza rei.(2.7) conduce la urmatoarele observatii»
a) Sistemul concine 4K+1 ecuatii in timp ce trebu- 

ieec determinaci 2K+1 coeficienti necunoscuti. Prin urmare 
sistemul nu poate fi rezolvat pentru orice coeficienti 
respectiv pentru orice semnal s^(t). Daca coeficientii Cp 
sint determinati din 2K+1 eouatii, cele 2K ecua^ii neutili- 
zate vor reprezenta tot atitea conditi! pentru semnalul s‘(t)

b) Deoarece coeficientii §i c,^ sint, m generai 
in cazul functiilor reale compie* coniugati, ìncit produsul
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Ck*c^k=lckJ °» din prima ecuatie ca intotdeauna
c^> o. Aceasta condirle trebuie neaparat avuta in vedere 
atunci cind se sintetizeaza Un semnal s^it) §i ss impune, 
printre aitele, valoarea componente! c^.

Se precizeaza ca o alegere incorsata a aemnului 
lui Cq, nu este pusa in evidenza prin imposibilitatea satis- 
facerii, din punct de vedere matematic, a celor 2K conditi!
ce rezulta pentru semnalul Sp(t). Condirla c¿> o se 
prin aceea cS neconditionat Sp(t)> o.

In cazuL func^ülor pare, pentru care c^
§i c. = c . , rezulta din (2.7) o conciaie similara

explica

este real 
pentru

componenta o^, adica c^> o.
o) In cazul unui semnal 

nente spectrale satisfac tóate cele
Sp(t), ale carui

2K conditii, se
compo- 
obtins

o aceiagi 
rent care

P<2K, §i

soluti©, corespunzatoare semnalului s (t), indife- 
ecuatii, din cele 4K+1 disponibile, au fost aleso.
d) Daca semnalul s^(t) satisface numai p conditi!, 

se determina o soluble s -.(t), spectrul
r -i 2

norespunzator lui |_spl^^J * va ^iferi de spectrul SpGv) a 
lui s^(t), prin valorile a 2K-p componente. Vor aparea dife
rente in oazux acelor componente ale lui Sp(t), care intervin 
in ecuatüle rámase drept conditi! §i care nu sint satisfa-
cute. Este posibil deci, ca functie de modul in care sint

pentru determinares lui 
priveçte componentele

alese cele 2K+1 ecuatii 
sS difere de Sp(^’) in ce 

Spl^) >S¿1^°) 
de inalta

freoventa sau componentele de joasa frecventa-spre exemplu.
e) In cazul particular al semnalelor s^(t) pare,dat 

fi inde à p o^, (2.7) va contine doar 2K+1 ecuatii
distincte, Deoarece s (t) va fi in acest caz fie o functieP n
parS fie una impara avind deci K+l componente distincte, re- 
zultà cà se impune satisfacerea a numai K conditi! pentru ca 
solutia obtinutà prin rezolvarea sistemului sa core sounda 
lui Sp(t).

In scopul aprofundàrii observatiilor de mai sus
§i mai ales pentru a gasi semnificatia conditiilor impuse sem
nalului s^(t), se va analiza in continuare, n detaliu, cazul 
simplu al unui semnal s’(t) avind 2K-2 componente armonice• 

Sistemul (2.7) se reduce in acest caz la 4K+1=5 
ecuatii:
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°0 + °1°-1 = 4

2%°i = 4

C1 = c2 (2.8)

2c c i ” c ’. o -1 -1
¿1 = 42

Presupunînd func^ia Sp(t) para-pentru a simplifies §i mai 
mult lucrurile-din (2.8) rezultà urmatoarele ecua^ii dis
tincte :

»0 + 2oi = 4

' 2oo°l = C1 (2-9)

°1 ’ 4

Sgalit^Cile (2.9) stabilesc legatura dintre semnalele ^("0 
§i Sp(t), date de expresiile [s]:

8p(t) = co+2c1coSuJ Qt (2.Io)

Sp(t) = c^+2c-fcos <-cot+2c^ cos2^ot (2.11)

Sistemul (2.9) confine 3 eoua^ii cu 2 necunoscu- 
te, existînd prin urmare 3 modalità^! dd rezolvare.

Cazul I. Coeficien^ii cQ> sìnt determinaci
din ultimale douS ecuatü» rezultìnd urmatoarele soluti!:

(2.12)
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Inlocuind aceste perechi de valori in prima ecuatie, nauti- • 
lizatS, resulta o conditie unica pentru semnalul s^(t), sub 
forma:

2ol + ------  = o’ (2.13)
2 4o£ 0

Se va remarca inai intìi faptul ca s-au obtinut
doua soluti!» care diferS ninnai prin semn §i care, evident, 
satisfac ambele, Conditions!, sistemai. In rezolvare s-au 
presupus coeficientii c|, c£ dati, încît rei.(2.13) reprezinta 
o conditie pentru valoarea componente! continue a semnalului
6p(t). Daca aceasta conditie nu este satisfScuta, 
semnalului avînd drept coeficienti marimile cQ,c^, 

patratul
determina-

te mai sub, va diferi de Sp(t) tocmai in ce prive§te valoarea 
lui c¿. .

Bete evident ca existà o infinitate de semnale Sp(t) 
care satisfao o conditie de forma (2.13)« Kai mult, aceste 
semnale pot fi asociate in perechi, astfel încît componente- 
le spectrale ale senmalelor din aceiaçi pereche sa difere nu- 
mai prin semnul lui c| (rei.(2.12),(2.13))0

Cazul II. Coeficientii oQ, c-^ sìnt determinati din 
prima §i ultima ecuatie a sistemului (2.9). Se obtin valori- 
le:

% - ±Vci-2o2 c1’±/4 (2.14)

care , prin ìnlocuire in ecuatia neutilizatK, conduc la rela- 
tia:

+ 2 yo¿(o¿ - 2op = oj (2.15)

Se poate observa, in primul rìnd, ca valorile
(2.14) reprezinta doua perechi de soluti!:

% “ " ^2 °1 = v°2
(2.16)
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§1
°o “ \Zco~2c2 1 °1 = “ 7C2

% = ~ \ °à~2a2 °1 = J °2
(2.17)

aemnalele coreepunzStoare fiecârei perechi diferind între 
ele numai în ce prive§te eemnul. Fpalml este explicabil prin 
aceea câ solutiile (2.16),(2.17) au fost determinate pe baza 
valorilor oomponentelor o^, c£ care, a§a cum s-a aratat, apar- 
tin spectrelor a d'oua semnule a^Ct), ce difera între ele prin 
seDUZâl lui Cj. De àltfel, rel.(2.15) reprezintM, de asemenea, 
conditü pentru doua semnale s*(t), func^ie de semnul lui c]o
Deoarece radicalul este întotdeauna o 
(2.15) rezultà ca:

cantitate pozitiva, din

2 ^¿(c^ - 2cp = c| ptr.

-2 “ 2c2^ = °1 ptr‘

C1 \°

c| < o
(2.18)

In fine, eliminînd influença semnului lui c|, prin 
ridicarea la patrat a egalitàÇii (2.15), se obÇine-a§a cum 
este de a§teptat-condi^ia unicà (2.13).

Cazul III. Coeficientii cQ, c^ sînt déterminât! 
din primele doua ecuatii ale sistemului (2.9), rezultînd,la 
fel ca §i în cazul precedent, doua perechi de solutii:

o
+ \'co-2oi

2 , 2(0^+,^’--20^-)

(2.19)

/P120!2)
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(2.2o)

Subotitulnd valorile (2.19) sau (2.2o) in ultima ecuaÇie din
(2.9), se obline ca:

2(c¿± ('íp-2c'2) (2.21)

Egalitatea (2.21) exprimí, de fapt. condirli pen- 
tru doua semnale Sp(t), care cifcrá íntre ele prin márimea 
componente! o^® Este firesc in aceasta situadle, ca rozolvind 
sistemul ?unctie de coeficien^ii c^, c| oa ob^inem doua pe- 
rechi de soluti!, cite o pereche pentru ficcare semnal s^(t). 
Se poate verifica totodatà ca reí.(2.21) este identica cu 
condirla (2.13).

Rezumind pe scurt cele presentate pina aici, cu 
privire la sistemul (2.9)» se poate concbide ca:

1. Tóate observatfiile facute referitor la sistemul 
general (2.7) rímin vaiabile, cu particularizarile ce se im- 
pun, §1 in cazul sistemului (2.9).

2. In cazul particular al semnalelor Sp(t) pare §i 
avind o singará componenti armonica sistemul corespunzítor 
poate fi resolvat dacá 8p(t) satisface condirla (2.13), in- 
diferent de alegerea celor doua ecua^ii din care se determini 
©o §i Cj. Se obline in aceastá situadle, pentru flecare s^.(t), 
cite douS soluti! ce diferí intre ele prin semn.

3. In acelea§i condirli particular©, specificate 
la pct.2, dacá semnalul 6p(t) satisface 
poate determina fúñenla coreepunzátoare

condirla (2.13), se
8p(t) numai pe baza

valorilor componenteler c£ §1 cj. Cum frecvcntele acestor coa-
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ponente nu depaçesc jumatate din frecventa maxima a spectru- 
lui lui 8p(t), rezulta ca determinares lui s^Ct), pe baza 
egantioanelor lui s^Ct), se poate face pentr.» o frecventa de 
eçantionare mai mica decìt cea data de teorema eçantionarii.
Asupra acestei observatü, importants din punct de vedere
aplicati", se va reveni pe larg, in cazul generai, la pct.2.5. 

In prezentarea facutà pînà aici au fost avute in
vedere numai functii de banda limitata §i pe baza intuitici
ne-am fi açteptat ca pentru orice semnal s’(t), cu 
limitât, sa putem determina semnalul coresrunzàtor 
fapt doua solutii). Centrar açteptarilor, gasirea

spectrul 
sp(t) (de 

solutiilor
Sp(t) este posibila numai in cazul semnalelor s^(t) care sa- 
tisfac anumite conditi! §i prin urmare este important sa ana-
lizám semnificaria acestor conditi!.

Vom considera pentru inceput cazul particular,
mai simplu, al semnalelor s (t) çi cr.rcetate anterior,

*date de expresiile generale (2.lo),(2.11). In scopul gasirii
semnificatiei conditici (2.13), vor fi studiate valorile mi
nime ale lui s^(t).

Prima derivata a acestei functii: 

ds’(t)
——ar^sinic t(c4 + 4cl cos-v t) (2.22),

dt o ¿

ee anuleazà ìn púnetele:

c • C *
cosuj t.= - —i— , adica t.n -= + cos"^ - —— ' + 2K ïï (2.23)

° A 4c¿ 0 A1’" ~ y 4c‘ ,

§!
siniv^tg = o respectiv *cotg = kh' , k = o,l,2, ...

(2.24)

Derivata a doua a lui sl(t): P

2, ----- E-----
dt c 1

CO8ù‘.t -i 4: t)
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are, pentra^!^, expresia:

2.^ 4o¿ *
4c¿ J (2.2b)

Ultima agalliate a rezultat prin ìnlocuiroa lui §i c¿ cu 
valorile acestor componente, date de sistemai. (2.9).

Se peate observa cá pentru<o este
intotdeauna pozitiva §i prin urmare púnetele respective sint puñe
te de minim. Valoarea minima stinsi;, acciari ir ambe le puñete, 
esto datá de rela^ia: 

8’min " co “ 2c2

Trebuie totodatà observat efi 
preeia (2.27), sint vaiabile

4c;
-i

rei.(2.23) ?! in consecin^á ;¿i ex 
cu condirla ca :

|o°s<o0tA1 C1
4c¿

C ' 

2clP

Vom considera in cele ce

eoe tu _ t A o A
°o

2 C1
(2.29)1

adicS, amplitudinea prime! armonici a seinnalului s (t) osto mai
1

ware deoit valoarea absolute a componente! continue c^. In 
aoeastS situarle Sp(t), avìnd expresia (2.lo), se anuleaza in 
doutt puncte (fig.2.2) §i este leene de verificat ci aceste puni
te corespund valorilor iuot^ 2» dn'te rei.(2.23).

i©ln rei.(2.23) §i fig.2.2 rezulta totodati ca s’(t) are puncte 
de maxim, corespunzitor valorilor .cot

| Comparird acum expresia valerli lui Sp(t), in puncte-
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Fig.2.2

le de minim (rei.(2.27)) cu condirla (2.13), se constata cu 
ugurin^S ca aceasta condirle impune, de fapt, ca in púnetele 
de anulare ale lui s^(t) - aceste puñete corespunzind minime- 
lor-valoarea lui 6p(t) sí fie de asemenea zero.

Sí revenim din nou in domeniul freeven^a, conside-
rind mul^imea semnalelor Sp(t) avind aceleagi valori ale com- 
ponentelpr c|, c£, date de rei.(2.9), pentru un anumit semnal 
8p(t). Semnalele din aceasta mul^ime, cu o aceiagi forma de 
variable in timp dar diferind in ce privegte valorile componen- 
tei continue ar putea constitui patratul unei func^ii 
Sp(t)-definit& de expresia (2.1o)-deoarece c|, c£ satisfac 
sistemul (2.9). Ar fi necesar doar, pentru o asemenea reali- 
zare, o valoare potrivita a componente! continue incit, co-

prin zero ale lui Sp(t)respunzátor momentelor de trecere
funct;ia patrat 6p(t) sa se anuleze

9

(fi^.2.2).
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Avind in vedere ca. in situadla in care c-p Cg au 
valori date (cazul I), conditia (2.13) determina valoarea 
componente! §i ca aceasta valoare satisface-conform celor 
stabilite prin studiul valorilcr minime-toema! cerinta ante
rior exprímate, rezulta ca reí.(2.13) nu reprezinta altceva 
decìt condirla ca s’(t) sa fie patratul lui s (t). 
tratul unei functii de banda limitata.

Pornind de la aceasta constatare se poate 
mula urmatoarea-teorema , generala:

Teorema 2.2
Orice functie f^(t) de banda limitata §i

Adica pa-

acum for-

avind
4K+1 componente armonice, care satisfac 2K conditi!, ce re- 
zultá dintr-un sistem de forma (2.7), reprezinta patratul 
unei alte functü periodico f^(t), cu 2^+1 componente.

Demonstratia afirmatiei de mai sus este imediata,
pe baza celor deja cunoecute. 

Oricarei func^ii cu 
eia un sietem de forma (2.7). 
2K+1 componente ale lui fp(t)
conform ipotezei-conditüle mentionate

4K+1 componente i se poate aso-
Din 2K+1 ecuatii rezulta cele

p 
ecuaZiilc neutilizate

vor fi satisfacute implicit. Avìnd in vedere ca sistemul (2.7) 
reprezinti produsul de convolute in domeniul freeventa, rezul-
ti 3 2

ta

pe

Reciproca acestei teoreme este de asemenea adevara- 
§i poate fi demonstratà in mod similar.

Teorema data mai sus, in aparenta barala §i aproa- 
evidenta, permite insa formulares urmatoarei intrebari, de

maxima importanza:
“Patratul cararfunedii este reprezentat de semnale

le de bandi limitata f^(t) ce nu satisfac cele 2K conditi! men-
lionate? Se au in vedere semnalele de bandi
limitati, cu valori pozitlve sau nule.

Bxistenta unor functii periodica f^(t) ' o, 
dà limitati §1 care nu eatisfac cordi Zòilo cunoscute, 
certa. In cazul semnalelor cu 2K-2 componente - spre

de ban- 
este

functiile ccrespund semnalelor a cìiror componenda con
tinua diferà de valoarea c¿, data de rei.(2.13).
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Ráspunsul la ìntrebarea de m i .u: ct j i ;t
matoarea teorema;

Teorema 2.3.

Dacá f^(t) reprezintá o lune Vie le randa 
care mi satisface condirüle cg resulta óintr-un si:
Torma (2.7) dar este patratul onci fune li i f itt; aìi 
fp.Ct) = » atenei ^ni^^ bàcda n?li

Demonstraría se va face pvin motnda red oc ;-r 
absurd. Se presupone in acest scop contrariai concias
acume ca fp^(^) este de banda limit 
teoremei 2.2, resulta ca f^(t) va 
limitata 9i cà satisface conditi ile

ata. Conform reel 
fi. de asemenea d-¡ 
cunos-' oto. Ac e a .

P-
I

marie contravine ìnsà ipotez-i, putindu-co conchi-’v
presupunerea facuta este falsa si pria tir • ”0 
banda nelimitata.

Bxistenta functiilor fp^(t) a fr:b; justif •' 
verier• In ceea ce prive^te funeviile ip-At-), v : 
ca acestea pot fi lesne determinate in earn I Kiur Un 

continue §1 cu valori strict pozit'" , ’n - r ■/ 
menial de defini lie.

Pentru acsste funevii f’^
zatoare fpj/t) vor fi in general io 
strict pozitive sau.strict ne riti
ri reciproc). Rezolvarea ecuari-i ' 
¿use deci la extragorea radheini i :

"i 3 6 !? G r} (J

'■'ri < "■ 
1 -

f ■ • y .1 r ¡ : ,J

■ * . 11 U L } G

in condiriile menciónate, coniti.'- í.-.', t
reala.

2.4. Teorema c^antionbr? i ; i --' ‘ i

Se considera pentru Ìr?ùìut 
fp(t) = ifp(t)12, fp(t) fünd conti .'’ - 
lar fp(t) > o in dome nial ie ’ufirJsi . 
celo ce urmeazá urmatoarea teor- h:

)i p- í* '.: r 

i. - Ó i 

’ i ; : '

W-ÍHJTk
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i.

Teorema 2«4 t

Daca o funeri© periodica f^(t) cu valori strict 
pozitive §i avînd 2K componente armonice, este patratul unei 
funcZü fp(t) continue §1 de banda limitata, atunci f^(t) 
peate fi reconstituita pe baza a N = 2K+1 egantioane, prele
vate uniform dintr-o perioada, la intervale égalé ou T, ex- 
preeia de reconstituiré fiind de forma:

rezultà imediat egalitatea

Pentru demonstrarea oelor ce«mri sus se are in ve
dere faptul ca, in conditine menzionate, spectrul lui 
fp(t) va concine K componente armoniee ?i ca in punctele 
de e^antionare fp(nT) s^/f^(nl) (pct02.3). Prin urinare fp(t) 
poate fi reccnstituita pe baza a N = 2K+1 e^antioane, con- 
form formule! (1.24). Se obline expresia din parantezele 
(2.3o) §i deoarece 
(2.3o).

Este demn de relevat faptul ca o teoremi simi
lari poate fi formulati §i Qualificata pentru semnalele o 
aperiodico f ’ (t ) = f (t), f(t) fiind continui §i de bandi 
limitati iar f*(t)> o. Frecven^a de e§antionare care asigu- 
r5 reconetituirea farà orori a lui f’(t) este redusa la Ju- 
mitate, ih cazul acestei teoreme, comparativ cu valoarea 
data de teorema prezentata in ¿23]•

In cazul mai generai, al semnalelor ce pot lua 
§i valori nule, adica f^(t)>o, se va rìemonstre urmatoa- 
rea teoremi :

Teorema 2.5

Daca.o funcÇie 
componente armonice este

peri od ic 
patratul

a fp(t ) > o §i
urei funcZii f

limitati, atunci fp(t) poate fi reconstituita pe

avînd 2K
D(t) de bandi 

baza a
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N = 3K+1 egantioane, prelevate uniform dintr-o 
lorile reconìstituite sìnt date de expresia:

perioada. Va-

i
1 2

s(t) =
K j t

EZ_ °ke
k = -K

Coeficien^ii de mai sus, corespunzatori lui 
din sistemul de ecuatii:

K
°i= e °k%-k m k 

k- -K

func^ie de primole K componente armonice 0' :

(2.31)

f (t), rezulta

(2.32)

(2.33)

ale lui f^(t).

Drept punct de piccare pentru demonstrarea teore- 
mei il oonstituie observatia ca coeficien^ii c. ai lui f_(t), i . K P
pot fi determinaci, in rapórt cu coeficienCii c^, din oricare 
2K+1 ecua^ii ale sistemului (2.7) (pct.2c3)* Se presupune in 
continuare cS aceste ecua^ii se aleg’astici ìncìt componente- 
le c^, care intervia in eie, sa corespunda domeniului frecven- 
telor joase din spectrul lui f^(t), adica |m|4K (rel.2.32). 
Calculul acestor coeficienti c^ - func^ie de e§antioanele lui 
fp(t) - aste poaibil §i in situarla ca frecvenCa de e§antiona- 
re eate mai micS decit valoarea impusa de teorema egantionarii.

Pentru justificarea afirmatiei precedente se are in
vedere fig.2.3* Aici s-a reprezentat spectrul semnalului e§an- 
tionat f^(t), in situarla-ca frecven^a de e§antionare are o 
asemenea valoare, ìncìt este evitata la limita modificarea va- 
lorilor prime1or R componente armonice, datorita fenomenului 
de"alias". Pentru aceastà situatie se obtine ca (fig.2.3) :
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— = — (3K+1) (2.34)
T . To

sau T
N « — = 3K+1 (2.35)

T

Prin urmare, daca N>3K+1, este posibila determina
res coefioientilor c¿, oalculul facindu-se cu formula (1.23). 
In caz contrar, aplicarea formulei menciónate da pentru unii 
dintre coefioientii c¿, valorile corespunzatoare ale coefi- 
cienCilor ’’alias" 6’ . QnO]DM ^or,_m , de acela§i rang.

Aplicarea formulei (1.23) conduce la rel.(2.33).
Din sistemul (2.32) este posibilá acum determinarea ooeficien- 
tilor c^ §i pe baza lor rezulta expresia de reconstituiré 
(2.31). ’

Teorema 2.5 impune, in ved crea une! reconsiituiri 
perfecta a aemnalului e§a¿tionat, prelevarea unui numár de 
e§antioane N - 3K+1 mai mic cu cea 25% decit valoarea data de 
teorema claaicS á e§antionárii (N - 4K+1). Aceasta reducere 
se realizeazá pe seama informadle! suplimentare privind semna- 
lul egantionat §i anume faptul ca acest semnal este patratul
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unei funeri! de banda limitata, 
Utilitatea practica a teoremelor 2.4 §i 2.5 in 

únele domenii, cum ar fi apre exemplu studiul anumitor pro
blème de dispersie in cristolografie [75] este evidenta.

. ■ i . ■

; Descompunerea functlilob periódica

Teorema egantionarii functülor periodice, analí
zala pe larg in capitolul precedent, impune o freaventa mi- 
nima de prexevare a egantioanelor. A§a dupa cum s-a arátat 
deja in cadrul acestui capitel, pentru anumita clase parti- 
culare de eemnale, care satisfac anumite condirli, cunoscute, 
freeventa de eçantionare peate fi mai scazuta decît aceasta
valoare minima. In acelaçi sens se va demonstra, 
urmeaza , urmatoarea teorema:

I

Teorema 2.6

nice §i 

cAo> °’

0 func^ie fpA(t) periodica, 
a càrei components continua c

cu 2K componente armo- 
satisface condirla

peate fi descompuse conform rei

r ;2
fPA(t) = +

in cele ce

(2.36)

epectrul func^iilor fpB(t) §1 fpC(t) fünd limitât la K com
ponente armonice.

Teorema 2.6 afirmS, prin urmare, posibilitatea redu
cerii la jumàtate a freeventei minime de egantionare, in ca- 
zul functillor de banda limitata gi avind componenta continui 
pozitiva, comparativ cu valoarea impusa de teorema egantio- 
nàrii. NumSrul total de e^antionare, pe baza cSrora sd face 
reconstituirea, ramine ìnsS acelagi, deoarece trebuiesc e can
nonate dou& semnale in loc de unul.

Pentru demonstra^ie se are in vedere ca f .(t) este
de formai
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" jku? t 3^ t
= / CAk e + /_ cAke +cAo 

ik! = 1 |k{ = K+l (2.37)

§i ca se cautS o descompunera conform rel.(2.36)
Se va remarca mai întîi faptul ca o asemenea des

compunere este, in principiu, posibila, deoarece spectrul 
aemnalului din membrul drept are de asemenea 2 K components

Pentru- a détermina forma concreta a termenilor su-
mei se presupune pentru Inceput ca

jkto t° o
ef cBk (2.38)

k—K

§i prin urmare:

K o 2K
f *rpB [pB ■ cBke cBk° + cBo

k| =K+1
(2.39)

De fapt, functie fpB(t) va fi astfel aleasa

cBk s °Ak pentru k ik = K+l 2K (2.4o)

2K._ 
înoît J , 

Ik|=K+1

jk^t

CBk e +CB

2K

c A1,e
[k!=K+1 Ao

Este important sa se observe ca fpB
déterminât de concilia (2.4o), coeficient^ii

(t) 

cBk

este unie 
putînd fi

calcula^! din 2K+1 ecua^ii ale eistemului (2.7) > in care
k = o çi

Bete neceear doar sa fie respectais condiçia
(pet.2.3).

= K+l,. 

cAoX °

2K

= o

k

o
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Din rei.(2.39), (2.4o) rezulta. ca :

2K jk^t 2 K jk^t
/ cAke + °Ao = fpB^^ ”/__ °Bke
|kj=K+l |kk 1

(2*42)

m§i ìnlocuind acest resultai in (2.37), se obline final:

pA
IM =

jk^ot

K^Ak Bk 
1

(2.43)

K 
1 2

Utilizind notarla:

K 3kwQt
Ak"cBk^0 (2.44)

Pl = 1

rezuitá reí.(2.36), din eiiuntul teoremei.
Deacompunerea lui (2.36)

poate realiza efectiv pe cale matemática, utilizind 
stabilite. Procedura consta in urmatoarele:

- se determina cu formúlele cunoscute [14] 
cientii k «= -2K,.. ,o,•.. ,2K (functia se
data sub formá continúala);

, se
relativi6

coefi- 
presupure

- din 2K+1 ecuatii ale sistemului (2.7), in aare
intervin în membrul drept Bk"°Ak’ k "°
|k|« K+l,...,2K, se calculeaza coeficientii Fourier ai 
functiei fpg(t), considerici ca necunoscute;

- Ìnlocuind valorile astfel obtinute, in membrul 
stìng al ecuatiilor aceluiagi sistam, ràmase neutilizate, se 
stabileso valorile c^k,|k|= 1,..., K.

Procedurii de prelucrare, data mai sus, ìi cores- 
punde o schemà analogica, posibila, reprezentatà in fig.2.4* 
Functionarea circuitului rezultà din analiza elementelor 
scheme! bloc precum ?i a diferitelor eemnale de intrare §i 
de iegire.
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Se evidendiazS-in incheiere posibilítate« aplicar!! 
procedeului de descompunere §1 in cazul in care funedia 
fpA(t) este data prin egantioanele sale. Procedura va include 
aceleagi operadii» cu precizarea ca coeficiendii Fourier

Ak, k = -2K,...,o,...2K, ai funerei f A vor fi calcula- «
ti cu rei.(1.23)* Frecvenda minima 
fp^(t) va fi cea impusa de teorema 
periodica (corespünzatoare lui N =

de egantionare a lui 
e§antionarii funcdiilor 
4K+1 e§antioane dintr-o

Importanza posibilitad!! de scompunerii unui semnal
periodic sub forma (2*36) este, cel pudín deocamdata, de na-
turà teoretica* Din cele 
frecvenda de egantionare

prezentate anterior resulta ca nu 
reprezinta, de fapt, parametrul a

cárui valoare garanteaza evitares pierderii ue informadle, 
ci numarul de egantioane*

Procedeul poste fi aplicat repetat funcdiilor re- 
zultate ?i fpQ(t), deoarece acestea, la rindul lor, au
banda de trecere limitata* Rezulta de fiecare data o reducere 
la jumàtate a spectrului acestor funeri!• Numarul total minim 
de e^antioane, utilizate in descompunere ramine ìnsa Constant, 
deoarece degl frecvenda de egantionare scade la jumatate, la 
fiecare aplicare, se dubléaza de fiecare datà numarul de semna- 
le e§antionate.

Se opiniaza cà teorema 2.6. §i-ar putea gasi o apli-
oa$ie concreta in domeniul 
de bandà limitata*

Expresia (2*36), 
/x^2

aproximar!! funcZiilor periodic«

in fond, aproximeaza funedia
o precizi« ce depinde de fúñenla 
componente armonice, atunci se pot

Xp^trprin [rpBWJ , cu 
f ~(t). Dacà f à(t) are 2K 
determina funedii fpB(t), care sa satisfaca rei.(2*36),
depinzînd de rangul celor^K+l coeficiendi ce intervin in ega- 
litatea (2.4o). In cazul teoremei 2.6, aceasta egalitate s-a 
écris pentru componentele de rang cel mai înalt respectiv com- 
ponenta continua, qu scopul obdinerii unui semnal s r(t) avînd 
spectrul limitât la K componente. Se poata impune însa ca 
fpB(t) s$ ^i® aatfel déterminât, încît semnalul eroare Sp^Ct) 
sà aibe-conform unui anumit criteriu de aproximare-o valoare 
minima.
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0 asemenea apro*imare a lui f (t)
situatine in care, din anumite considercnte 

aste liti 
frac; u

care se face e§antioaarea oste jumàtate dia valoarei. 
ueorema e^antionàrii. Fate de a§teptat ca.in acestc c 
aproximarea lui fpA(t) printr-o funcvie avind frecven 
xima din spectra redusà la jumatato, sa comporto eror 
mici decit erorile determinate de nerespectarea cerio 
teorema! e§anticnàrii.

2.6. Example

Se prezinta, drept ìncheiere la acest capitai, 
dona example care probeaza teorema 2.3»

Un prim exemplu ce se are in vedere il cons ;i 
functia periodica, de banda Delimitata, i sin x | care 
radicare la patrat conduce la fune Via sinS:, de bandi 
m 1 u a t à •

Un al doilea exemplu, la care nc ven refjri 
f anemia periodica, cu perioada 2 ~T :

f p(x) = s 1+ £ COS X , i £ ' •> 1 (c ed

Se constati imediat cà, cu conditili mcr-v-onat 
asinai valori reale. Totodata, prin ridiu-urc la pstiut 
zultà:

f’(x) x 1 + e cos X (2.
tr

adicà o func^ie de banda limitati, ce mi •
Viile specificate. > •

Se va arata, in cele ce ur;.«enz: , ca (x) ? 
spectrul nelimitat po axa pulsa Viilor.

In acest. scop se ceroeteaza «vj resi;: 
conficientilor dezvoltàrii in serie Pouriur a lui f. ' 
FuncVia fiind para, rezultù cà . ¿J :

2T

1 ' ' ' lic f n(x)coskxdx = w_-t- x ’ j * i . . s 2 .. .
0
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Pentru determinarea valori! integrale! se va proceda ? 
compunerea in serie a flinerie! de integra!.

Se aratà in [lo4|, ca o funcZie de forma: 

f(u) = (1 + u)1/2 

peate fi dezvoltata in serie t

f(u) = 1+ u- u2+ + ♦.. (2.4;
«

convergenza fiind asiguratà dacà )u| 1. Considerine^ li
rel.C2.49), cà u = £ cos x, se constata ca este satislc - 
tà condiZia indicata anterior, incit so poste serie:

f_(x) = (1+t cosx)^^""= d cosJ?x ( 2 » > e
r « m v

m- o

CoeficienZii dm, din ultima cgalitate, rosa) . i 
prin identificare cu rei.(2.49). iw. vom da o e’xprosia 
rala a acestora, ca nefiind utilà in continuare» No ve 
margini doar sa observam cà d / o, pentru m - o,!,.^

Seria (2.5o) fiind conver; ,9ntii, fi in;
grata termen cu termen [97i » rezu.lt ; ni :

>o 2~
1 \ I JP

Cfc = *r=r- } d^ cos \.cixdoidx (2..Sì
m=o o

La rindul ei, lunedia cos’1?: ponto fi ìezvtl 
ictr-o serie convergenta, sub forma ; lo^j :

1m

2
^cosìl<+; |!cos(a

(2-5:

ruspectiv
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cosmx - ) gacos(m-2n)x 
n=o

(2.55)

Cu privire la coeficientli gn» ramin vaiatila cela ai ? 
in cazul coeficientilor dm»

Inlocuind expresia (2*53) ìn rei.(2«51) *9’1 'n. 
grind tarmen cu tegmen, se obline ;

217

ck
m=o

dA
n=o

c os(m~2n•coskxò
c

Se poate consta ta. acum cu pantru orice mèri
lui k, exista o parodie de valori m* §i n’, astfol lì 
k = m’-Sn.*» Termenul din suma (2.7Q, corespunzátor r 
indici , va .Ci diferit da sarò, pontrud

27

cospv.cosgx / o pontru p - q (2,.r
J 
o

s?i totodata, açs cura s-a subliniat; :

d / o, / ö > ra, n, ... o » 1} • • •

Min armare, in soma (2*54) exista ìntotdeauna un tei
cìiferit de zero» ìncìt se poata afirma k =c' c k *

Ultima concluzie indica faptul ce f„(t) <r;
■_ I

banda nelimitata.
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CAPITOLUL 3 i

ERORI LA RECONSTITUIREA SEMNALELOR ESANTIONATE

3,1. Introducere. Clasificarea erorilor.

Problema evaluárii erorilor ce apar la reconstitui
ré este, din punct de védére aplicativ, la fel de importante 
poate ca ix^jagi teorema |e§antionarii. Acest lucru se datoreg- 

te faptului ca foarte pufino semnale, §i acestea numai din 
clasa semnalelor periodice, pot satisface cerintele teoremei 
e§antionárii, incit sa fie posibila reconstituiros fara erori 
(pct,l,2.2), Afirmadla este sprijinita, de altfel §i de exis
tente unui numar relativ mare de lucrar! cu privire la erori- 
le de reconstituiré, menciónate in literatura de specialitate

0 clasificare a erorilor specifico reconstituir!! 
semnalelor egantionate, larg acceptata in literatura, include 
urmStoarele categori! de< erori [1] [23J :

a) Erorile de trunchiere, rezultate ca urmare a 
utilizarli, in expresia de reconstituiré, a unui numar finit 
de e§antioane. Se precizeaza ca teorema e§antionarii fiind» * 
aplicabilá semnalelor de.bandi limitati, deci nelimitate in 
timp, s-ar impune, pentru o reconstituiré macta, utilizares 
unui numár infinit de egantioane.

b) Erorile cauzate de utilizares unui pas de e§antio- 
nare prea mare«, Semnalul obCinut in urna reconstituir!! din 
e^antioane prelevate cu O frecvenCa de e'§antionare insuficien
te, constituie un a§a-zis semnal "alias” al semnalului ini
cial, Abaterile semnalului "alias", fata de semnalul inicial, 
continuai, le vom denumi, in cele ce urmeazá, erori "alias" 
(in.l.englezS ele sint désemnate prin termenul de larga cir- 
culaCie "aliasing error”),

c) Erori determinate de extragerea e§antioanelor 
la momento de timp ce difera de presupúsole puñete de egan- 
tionare, Aceste erori le vom denumi erori de instabilitato 
(de la denunirea consacrata in l.engleza "jitter error"),

d) Erorile de amplitudine, rezultate ca urmare a 
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utilizSrii, in expresia semnalului reconstituit, a unor va
lori eronate ale e§antioanelor prelevate.

Bate interesant de observat ca judecind lucrurile 
in domeniul frecventa, erorile de trunchiere apar de fapt ca 
erori de tip ’’alias”.

utilizaren unui numar finit de e§antioane echivalen
za cu preluerarea unei por^iuni, de o anumita durata, din 
semnalul inicial. Dacá acest semnal este de banda limitata 
§i se presupune ca a fost e^antionat corset, erorile ce apar 
la reconstituiré se datoresc, numai trunchierii. Ori aceste 
erori apar ca amare a faptului ca se reconstituís o portiune 
din semnalul initial, deci un seranal da durata finita, a ca- 
rui specóru este nelimitat. Frin urmare erorile introduse 
sint erori ’’alias”.

In situaría cá semnalul iniziai nu este e^antionat 
corect, la erorile "alias”, datorita trunchierii, se mai adau- 
ga erorile ’’alias", propriu zise» •

Un aseraenea punct de vedere , original, este útil 
in aplicatiile in care se necesita evaluarea erorilor globa
le, rezultate ca urmare a trunchierii ?i a fenomenului "alias".

0 asemenea evaluare este posibil ■ prin aplicaren 
procedurii de calcul specifico erorilor "nlias" (pct.3«5),' 
asupra soeotrului semnalului trunchiat §i nu asupra spectru- 
lui semnalului inicial. De altminteri, in majoritatea situa- 
tülor, semnalul inicial» complot, nu este cunoscut, ci numai 
semnalul trunchiat.

Se va remarca totodata ca determinares separata, 
prin procedeele cunoscute, a erorilor de trunchiere §i de tip 
’’alias" , numai pe baza semnalului trunchiat este imposibila 
(pot.3.2, pct.3.1)» Prin urmare, in situatüle ciad se cu- 
noa^te doar semnalul trunchiat, ideen evaluárii globale a aces- 
tor erori este deosebit de utilií, ca fiind singura evaluare 
posibilá.

In cele ce urmeaza se va face, pentru inceput, o 
scurtá trecere in revistá a diferitelor expresii de calcul 
ale categoriilor de erori menzionate mai sus, la nivelul 
cunoscut actualmente in literatura. Vor fi prezentate apoi o
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eerie de contribu^ii»proprii, privind eroarea maxima de tip 
"alias", cu unele observatii specifice semnalelor periodice 
precum §i expresii de evaluare a erorii medii patratice de 
tip "alias".

3.2. Brori de trinchiere §i limitele lor

Pentru un semnal de banda limitata, dat de rei.
(1.2), ero rile de irunchiere sint rezultatul aproximarii sem- 
malului prin suma parziali fjj(t), adica au expresia:

. If

£t = fC4-) - fN(t) = f / —^|- (3,i)
\2W / (2TT Wt- nil )

Se va presupune, in cele oe urmeaza, ca cei 2N+1 termeni co- 
respund egantioanelor din intervalul finit [-TQ, T ]• Prin 
W s-a notat cea mai inulta frecven^a din spectrul lui f(t).

0 prima evaluare a lui este data in [76] » sub 
forma: 

* 4-e sin IT Wt I (3.2)

pentru -TQ4 t * TQ. E reprezinta aici energia .otala, finita, 
a semnalului, adi c a :

2TTW

E « I (3.3)

-2 IT W

Din reprezentarea func^ie de timp a expresiei (3.2) [77] , re- 
zultà cà (t) I atinge valori absolute maxime mai ridicate
la extremitStile intervalului TQ, TQ ì qì ca se anuleaza in 
punctele de agantionare.
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Anularen in púnetelo de esantionare estt? caracte
rística erorilor determinate de o freevon^a de e§antionare 
insuficiente (pct.1.1,1) - adicá erorilor "alias". Aceastá 
observable justifica odata in plus, afirmatia cu privire la 
origines comuna a erorilor de trunchiere §i a e-rorilor "alias".

Aproximarea lui f(t) so poate face §i conform sumei 
finite [78]:

K+N
f„(t) = y f pq _£i»£2TLWtrmL) , 0 < N x ,(3.4) 

w / \ 2W ' (2 IT Wt-n r )
n=K-N

i
K reprezintS alci un intreg, a carui valours este o funcyie 
de timp §1 care satisface condi^ia:

2Wt -1/2 K(t)^2V»t + 1/2 (3.5)

Sroarea L a fost evaluata, in aceste condirli, pentru func- 
biile f(t) avind spectral lirnitat corespunzator vaiorii 
rW < W, cu o<rx.l. S-a obbinut urmatorul rezultat, leene de,, 
utilizat in aplica^iile practice :

4M______  _ 4M
IT^N(l-r) T“iJq - <--o < t < •'° (3.6)

in care q = 1-r iàr M = maxjf(t)| , pentru orice t.
S-au avut in vedere qì alci funcfiile cu banda limitati la rW.

Dacà f(t) este aproximat prin suma par^ialÈi, asime- 
tricS [78]:

k+n2
5 f
nxK-I^

sin(2Ti W-nH )
2 TT H-rx~

(3.7)

egoarea absoluta corespunzàtoare pT(t)s are limita:
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+ ~ » 
n2/

(Î.8)—æ<t < «2 
i

Introducerea aga numitei benzi de garda (l*-r)W,
’ ' • I Jdetermini o reducere a limite! erorii de trunchiere. Aceasta 

reduoere’ este eu atît mai importanti eu cît qW este mai mare 
(rei.(3.6),(3.8)).,

Pentru a, obline o limita a lui |tæ(t)| , ce descreçte
mai rapid ou N decît marimea data de rei«(3*6), se considera 
f(t) sub forma dezvoltàrii in serie "auto-trunchiata” 
(self-trunoating) [78]:

m V 2W H- ( nsinSTWVt “

(3.9)

(m este un întreg pozitiv). Eroarea ce rezulta.prin limitarea 
la N a numirului termenilor însumati in rei»(3.9), este data 
de expresia:

1,48 U(qH - 1 »74 )—( 3» 2 )~ (3-lo)

Pentru aoeleaçi valori ale lui N, M §i qt valoarea maxima a 
lui|tæ(t)| , - data de rel.(31o) - este de aproximativ loo de 
ori mai mici decît valoarea ce rezultS din (3.6)» Se precizea- 
zà ci la obf4nerea limite! (3.1o) s-a considérât pentru m va
loarea optimi, m = NqJ/e [78J •

Aceiaçi autori £78], au analizat erorile de trunchie-
re pentru cazul dezvoltàrii lui f(t) în raport eu valorile 
acestei funo^ü §i valorile primei derivate (pct.1.3.4).

Considerînd în dezvoltare un acelaçi factor de auto-
trunchiere, oa §i cel din rei«(3*9) (paranteza dreapta ridi
cati la putire), rezultà urmitoarea limita a erorii, oa urma- 
re a limitirii la 11 a numarului de tarmeni [78] :
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. -1/2 -2qN
£T(t)| 4 2,1 M(qN - 0,87) .(3,2) (3.H)

Comparativ eu limita data de (3.6), relo(3.H) conduce - c
în aceleagi condirli- la o valoare de cca loJ ori mai mica* 
Prin urmare, reconstituirea în raport eu valorile funcÇiei 
gi valorile prirnei derivate se impune gi în situatine in 
care se urmaregte ob^inerea unor erori de trunchiere reduse.

0 limita mai restringa a erorii de trunchiere, co- 
respunzàtoare dezvcltarii (3.7), fata de valoarea stabilità 
de rei.(3.8), este presentata in i79]:

ì )| M lsin2T Wti / 1 
o~t _ rii N, 2 H cos — \ 1

2

-~<t<eo (3.12)

SemnificaZia notaÇiilor M, r gi «V este cea menzionata ante- 
rior. Limita data de (3.12) a fost apoi extinsa pentru cazul 
functiilor de mai multe variabile, egantionate, precum gi in 
cazul dezvoltarii in raport cu valorile func^iei gi ale pri- 
mei derivate.

A fost stabilità, de asemenea, o limita centrai 
|ÌTg,(t)\ , in situarla cà restric^ia |f(t)j^ii este ìielocuita 
cu conditine : f ( t ) sa fie de energie finita B(adicà f(t)é Lo 
(-oo, +cc)) gi de banda limitata la r.ï ^79j « S-p obÇinut :

i^(t )|< 2 Ì2ErWJ ìsin2T Wt !
2 —

Ml-r)
(3.13)

Pentru cazul functülor f(t) de energie finità, ast- 
fel ìncìt F(w)t L£(-T r,TTr), este stabilita urmatoarea limita 
a erorii de trunchiere, rezultate prin utilizarea aproximarii 
(3.7) [8o]:

^T(t)'^^-^ Ifiinn ti S (tg ^-V/2 ; — + —, t^ (3.14)

T \3/2 ' k ' . < N1 h' 2
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Comparativ cu rei.(3«13)»'expresia (3.14) da valori mai 
strìnse pentru limitele erorii de truncbiere, daca r aste 
apropiat de 1.

Acest lucru rezulta din fig.3.1> in care au fost 
reprezentata variatia, func^ie de r, a raportului R, dintre 
limitele stabilite de rel,(3*14) §i (3*13) ;

Din fig.rezulta ca R<1 pentru o,8 r 4 !• 
Considerìnd oazul semnalelor de energie finità 

gi de bandi limitata la (-TTr,Tr), se stabilente pentru 
eroarea definita de rei.(3.1)» urmàtoarea expresie [81j :

'-T(t)i - Ì7A ; B tg (1 + <2) sin ÌT t<-----
' 1 Ir'* L 2 J L R+m N-m

(3.16)

In expresia de mai sus s-a pr e su pus eà ,t:;N ni ca m re- 
prezintà cel mai apropiat ìntreg fati de t,

Comparativ cu rel.(3.13)» stabilità de asemenea 
pentru cazul eemnalelor de energie finità si de banda limita
ti, expresia (3.16) da limite mai strinse pentru eroarea de 
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trunchiere, daca o,73<r< 1. Aceasta afirmaÇie ramine va- 
labilà §1 in cazul in care se compara limita data de rei. 
(3*16) eu limita ce resulta din*(3.14), pentru toate valori
se lui T, 

Problema erorilor de trunchiere este abordata de 
asemenea într-o serie de lucrar! ale lui A.Popoulis fl]» üe 
vom refe"! in cele ce urmeaza la doua dintre eie.

Pentru eroarea definita de rei.(3.1), este presen
tata in [23], urmatoarea expresie:

 2------- -- £121X1; (3.17) 
1------------------ ------------------- t-nT !

T ¡ni > N

Baca, se limiteaza valoarea lui t, astfel încît j t ! \ ( N ¡i/a)
N^jl, atenei se obtine limita [23j [82J î

(3.13)

In cele de mai sus s-a folosit notarla a = TT/T.
Utilizind unele resultate stabilite ìn [82] ,se 

determina in [83j marimea limitei superioare a erorilor de 
trunchiere, vaiatila pentru semnalele de energie §i de bandi 
limitata. Se conchiàe totodata cà, utilizarea unei freeven^e 
de e §anti*onare mai mare doar cu cìteva procente decìt freeven- 
$a Myguist, determina 0 mic§orare consideratila a erorilor de 
trunchiere•

Se men^ioneaza in incheiere lucrarea [34], in care 
este presentati 0 limiti a erorii de trunchiere pentru teoreme 
e^antionirii, generalizati.

In cele precedente s-au facut referiri numai la 0 
parte din publica^iile care trateaza problema erorilor de trun
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Ghiere o 0 lista bibliografica cuprinzátoare cu ace sta lucra- 
ri este presentata in [!]• Interesul manifestat pentru stu
diai aceetor erori se datereste, probabil, freeven^ei cu care 
apar in aplicatiile practico• Numai semnalele periodico pot 
fi reconstituite practic, farà erori de trunchiere.

Se va remarca in fine valabilitatea afirma^iei facu- 
te la pct.3<>l §i anume cà, evaluaren limitelor erorii de trun_ 
chiere este posibila numai daca sint cunoscuti anumiti para^ 
metri privind intregul semnal, netruchiat (setul de egantioa- 
ne, spectrul eomnalului, energia sau valoarea maxima).

3.3. Erori "alias” gi limitele lor

Aga cum s-a mai aratat, erorile "alias" :

£A(t) = f(t) - f*(t) (3.19)

sint rezultatul dezvoltarii funcÇiei f(t) dupa formula de in
terpolan (1.2), in situaría cá spectrul ac stei funesti aste 
nelimitat sau este limitât la o valoare mai mare ca 277W. Prin 
f*(t) s-a notât -la fel ca gi pina aici-semnalul reconstitu.it 
conform (1.2).

O evaluare a erorilor "alias", caro se prezinta 
pentru ínceput, este cea stabilita ín [85j :

UA(t)l =if (t) -/'(t)!^ d.o (3.2o)
l/T

Inegalitatea (3.2o) a rezultat considerino ca spectrul F(^) 
al semnalului satisface urmatoarcle cor.ditii:

F(‘v ) t L-^( — 00 » 00 )

F(^) / o pentru e M?/T

F(^) . F(-^)
(3.21)

F(<u + o) 4 F(uj -o) = 2F(.“)
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Se precizeaza cà prin FG°) s-a notai, in (3.21), spectrul 
complex conjugat spectrulùi FG^).

0 alta expresie a limitai superioare a erorii 
"alias’' este de forma [23] :

B=

(3.22)

in care:

(3.23)

E^Gf) reprezinta mai sus spectrul seinnalului eroare 
dica :

$GC’) = i Co) - F*^)

Se observa ca licita data de rei. (3.22) depinde 
de variatila timp §i ca poate fi atinsa cel pu^in in púnete
le de e§antionare. Laterita acestui fapt este de preferat in 
aplica^iile practice. A§a cum se va arata la pct.3.5» rei. 
(3.22) este vaiatila doar in cazul unor serenale avind limita-* 
tS lati®ea spectrului, la anumite valori, fapt ce ii reduce 
aplicabilitatea.

0 limita similare cu cea data ce rel.(3»2o) este 
stabilità pentru cazul mai generai, cind sint satisfàcute doar 
primole douS condìtü din rei.(3.21) 861, Se arata ca:

l£A(t) "1“ J ÌF(-)i d- . (3.24)
H'VT

Rezultà imediat ca pentru F(v') = F (- ), rei. (3.24) poate fi 
scrisà sub forma (3.2o). La acelea$i rel.(3.2o) respectiv 
(3.24) se ajunge in ¡_87J » printr-o procedura de calcul di
ferità de oea utilizata in ¡_85j[86] .

Probiema erorilor "alias" a fost abórdate qì in 
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cazul functiilor trece-handa (pct.1.3*6).
Presupunind cà func^ia f(t) està exprimata sub 

forma (1.9o), cu toate cà spectrul corespunzator F(^) nu 
aste nul inafara intervalului trace-banda = (’’o,^o+”),
se obline urmatoarea limita a erorii ¡88] :

C 2 d— (3.25)

■ 'èITB

Se mentioneaza apoi o limita a erorii £^(t) sta
bilità pentru cazul semnalelor de banda limitata ^'0> e§an- 
tionate cu o frecven^à prea mica, incit 5ir/T. Rela^ia 
este de forma [89J :

(3o26)

Expresia (3.26) este mai leene de utilizai in multe cazuri, 
comparativ cu rei.(3*22), stabilità -aga cum s-a aratat-tot 
pentru fincalí de bandà limitata.

Limitele (3.2o) respectiv (3.25) au fost reconsidé
rate pentru cazul teoremei egantionarii, gencralizata.

Se ob^in , corespunzator functiilor de banda limi- 
tatS respectiv pentru funestile trece-banda, drept limite a 
erorii [ijs

(3.27)

’¡^(t)¡^ 2\ | | F(-), d.e (3.28)

Prin I s-a notai intervalul in care fune ville din multimea
’ K(•<-', t^)j eìnt ortogonale (pct.1.3.2),, dupà cum repre-
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zinta banda de trecere definita ca la pct01.3.6. In appre
stile de mai sus s-a considérât = max | K(w, t) , pentru 
orice w reai.

3.4. Brori dé amplitudine §i de instabilitate

Brorile de amplitudine apar ca urmare a imposibili- 
tStii determinarli exacte a valorilor egantioanelor , datori- 
ta cuantizàrii, influente! zgomotelor9 sau a erorilor de 

rotunjire (round-off error). Daca f’(nT) reprezinta valorile 
egantioanelor, asa cum au rezultat din masurari, atunci sem- 
nalul reconstituit este de forma:

+ oo 

f*(t) = V" f » (nT)

n= -

sin ~ (t-nT)

— (t-nT) 
T

(3.29)

Cu rela^ia :

Æ « f(nT) - f’(nT) n (3.3®)

eroarea de amplitudine are expresia [23]:

~ sin i (t-nT) 
f(t)-f*(t) = ) /5n -----—------------ (3.31)

n = -oc — (t-nT) 
T

In cele de mai sus s-a presupus ca func^ia f(t)» de bandii 
limitati, a fost astfel egantionata incìt este satisfacutà cerin 
ta impilai de teorema eganticnarii.

Brorile de instabilitate rezultn ca urmare a prele
varli egantioanelor la momentele :
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= nT - A (3.32)

ce diferá de momentele nT, impuse de ¿teorema e§antionarii.
Ir. aceste condirli semnalul reconstituít are forma:

+ fO sin —(t-nT)
f*(t)=^ f(nT-«n) ---- —2--------

n= —— (t-nT)
T

(3.33)

diferind de f(t), prin eroarea de instabilitate:

c * \ ■ r 8in£I(t)=f(t)-f*(t)= > Í ------ ---------------- (3.34 )x ¿--- n ITn= -oo — (t~nT).,
T

In rel,(3“34) e-a utilizai notarla ln- f(nT)-f(nT-<^)• 
Din comparares rei.(3.31) §i (3.34) rezulta ca 

erorile de amplirudine §i de instabilitate rv expresii simi
lare §i prin urmare pot fi analízate prin aceleagi procedeeo 
Datorità acestui fapt, tratares lor se face in cadn^ acelu- 
iagi paraoraf.

0 limita pentru eroarea de amplitudine, definita 
de rel.(3.31)» ipoteza oa aceasta croare este determinata 
exclusiv de erorile de rotunjire, este stabilita in [23]:

1/2

(3.35)

£n care:

i 2
®R * ÙM dt

— pe

(3o3°)

lar W repreaiata frecvenia maxima din spectrul lui f(t). Bete 
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important de precizat eS «rotile locale, £^(nT), au fost 
considerate drept variabile aleatoare necorelate, avìnd o 
aceiagi valoare medie fiecare §i o aceiagi disperale«

RelaZia (3*35) este, dealtfel, aplicabila pentru 
orice tip de eroare de amplitudine care satisface condiZiile 
menzionate anterior, privind erorile locale £^(nT).

In [89] se prezinta. o limita a erorii medi! patra- 
tice rezultate prin trunchiere gi ca urinare a influenze! zgo_ 
motelor asupra vaiorii egantioanelor•

Se presupune ca f(t) este o funcZie de banda limi
tata, cu valoarea absoluta maxima M gi care este perturbata 
de unzgomot aditiv. Bgantioanele de zgomot, considerate ca 
variabile aleatoare necorelate, au valoarea medie nula gi dis- 

2persia 6 • Daca semnalul f(t) astfel rezultat, este aproximat 
in intervalul [-T/2, T/23» prin seria trischiata :

N _^t) = ; f(nT)«(t-nT) n“-N (3.37)

atunci valoarea medie pattatici B |£(t)| a erorii de re
constituiré, satisface inegalitatea :

2, . ~ Q sin TT t \ .B £(t)|24Li2 --- ■ 4 ,\ T TT ¿

t)+ cos 21 / 
T

(3.38)

pentru orice t astfel ìncit | t l T/2.
In rei.(3.37) ^(t) reprezinta factorul de auto- 

trunchiere, definii in expresia (3.9). SemnificaZia paramc- 
trilor r §i m, ce apar in rel«(3*38) , este cea data la pct. 
3.2. Prin T s-a nctat pasul de cgantionare.
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Bvaluarea erorilor de instabilitate este presentata 
in literatura pentru doua situaZii.

In una din situaZii intìrzierile .u. se presupun cu- 
noecute ^1 se pune problema determinarii lui f(t), pe baza 
c* frantioanelor f(nT- u ) §i a valorilor zun* Se va arata in 
continuare cà evaluares lui f(t), in condiZiile menzionate, 
este afectata de erori care, conform rei.(3*34), sint erori 
de instabilitate.

In acest scop se definente func^ia de banda limi- 
tata [23]: . ,

i '' TT '°° sin — ( S -nT )
<(£) = ) « - -----2--------------- (3-39)

---- 11 irn= - OC --- (e- nT)
T

care satisface condi Zia:

*(nT) = un (3.4o)

- 'in transformarea ncliniara:

t (3.41)

cSreia il corespunde funeZia inversa;

^=/3(t) (3.42)

punctele nT- .u de pe axa t sint transformate in ponetele nT 
d* pe axa <3 (pentru i' «nT rezulta din (3.41) si (3.4o) ca 
t = nT -

Problema este tratata in continuare prin raportare 
la axa & •

De finind fune Zia:

g(G) = f*[&-M£)] = f*(t) (3.43) •

resulta imediat cà :
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sin nT)

— (u- nT) 
T

(3.44)

daca spectrul acestei este limitât la cel multlf/T.
Cu aceaetS condirle se obline in final, pe basa rel.(3*43)> 
expresia càutata:

po_ , sin [/?(t)-nTj
f(t) =g [At>]= f(nT- %) ---------------------------- (3.45)

n= -oo ;p ' ~ pHt) -nT~|
Hi; r

Se arata ìnsa in • 23] ca spectrul lui. g(o) se anu- 
leazM începînd cu II /T + W, u fiind cea mai înalta frecvenÇa 
din spectrul lui f(t). Prin urmare egalitatea (3*44) nu este 
adevaratà, cei doi membri diferind ìntro ei tocmai prin eroa- 
rea “alias”. Observind acum cri o aceiaçi diferenÇa apare 
çi ìntre membri! egalita^ii (3-45), resulta ca eroarea de 
instabilitate, cautatii, este égala cu eroarea "alias” intro- 
dusa de reprezentarea (3*44).

0 creçtere a jfrecventei de e.^antionare, pina la 
valoarea care asigura valabilitatea egalita£.ii (3.44), con
duce la reconetituirea exacte a lui f(t), utilizind rei.(3*45) 

0 a doua situarle ce se are in vedere la evaluarea 
erorilor £j{t) este aceea in care ìntirzierile un sint consi
derate ca variabile aleatonre, necorelate, cu valoare me- 

die nula §i dispersia (j [23J. Daca este o marime astfel 
aleasa, încît inégalitatea :

jiCt^) ~ f ( t; i i ‘(3.46)

este satiafScuta pentru orice t-^, t^, atunci dispersia erorii 
de instabilitate aatiafaìce inegalitatea :

*
8|tj(t)i 0'2 (3.47)

i

In ìncheiere ,se men^ionenza ca o serie de chestiuni 
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privind Glorile de amplitùdine sînt presentate in lucratile 
[9o] [91] [92] [93] , dupa cum erorile de instaUiütate sînt tra
iate §1 în[94] [95j .

3,5« O generalizare a expreaiei limitai 
erorilor ’’alias”

Din prezentarea facuta la pet.3*3 se peate consta
ta ci rei. (3*22) conduce la cea mai scazutà limita pentii; 
valorile absolute ale erorilor ’’alias”, inclusiv valoarea 
zero în ponetele de egantionare• Din acest nunct de vedere 
limita (3*22) este de préférât în aplicatiile practice.

Pe de alti parte însà, aga cum se va arata, rei. 
(3.22) poate fi utilizati rumai în cazul semnalelor a caror 
bandS de treoere nu depïgegte o valoare..bine precizata. Accet 
fapt îi limiteazà aplicabilitatea.

Ne propunem, în cele ce urmeaza, etebilirea unei 
rela(ii similare inégalité(ü (3.22), valabila pentru cazul 
mal general al functülor ce banda limita. a s au nelimitatà. 
Se precizeazÊ ci o asemenea expresie nu a fost prezantatS, 
încS, în literatura de speciali tate•

Se considera în acest scop un semnal s(t), al ci;rui 
spectru SG<') estt? nelimitat pe axa pulsatiilor. Presupunìnd 
cft semnalul este egantionat ou o perioada T gi reconstituit 
oonform expresiei:

sin >^y(t-nT) _
8*(t) « / s(nT)------------------ , % = ~ (3*48)

P T

diferenta:

e(t) » e(t) - e*(t) B(<o) = S(^) - 3*(-) (3.49)

va représenta erorile "alias’’.
Se va determina ìn continuare spectrul B(-<’) al 

•emnalului eroare e(t).
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Pentru aceasta se au in vedere expresiile spectre 
lor S(to) gl S*^)» corespunzatoare semnalului e§antionat 

respectiv aemnalului reconstituit (rei.(1.5) gl (1.7))* Din 
fig*3.2.a, in care sint reprezentate grafie aceete expresii, 
rezultà t pe baza rei.(3.49 ), ca (fig.3.i.b).

Fig.3.2

Svv)t ’CiS
<x?

B(^) = ? v—
- ' - S(--2i^,),i^i li: «1 *

l

(3.5o)
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Bxprimarea limitei erorii ¡e (t) i , funeri« de 
spectrum B (co), sub forma data de rei. (3.22), a fost posibila 
prin utilizarea urmatoarei egalitari 'L12Ì.

Daoà spectral H(^), corespunzator unui semnal h(t), 
are alura dia fig.3*3» aturci este vaiatila egalitatea :

h(t) = 2hx(t)cos cQt + 2hy(t)sin ^t (3*51)

Fig.3.3

Senmalele h^it) 
Hx(-) reopectiv 
pre siile :

§i h (t) corespund componentelor in faza y
în cuadratura da fazS H, G ■), definita de ex-

2
(3.52)

ln relaÇiile de mai sus :

Hdi(-) = H1G. +%)

“dj^’ = H2("' o}
(3.53)
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reprezintM componentele:

Hj^) = H(«).U(w) (3.54)
*

H^) = HGv).U(-w)

deplasate cu respectiv - LU0« Prin U(^') s-a notat funcZia 
treaptá unitale«

Se va remarca cS in fig«3*3, componentele 
§i flint situate numai in domeniul valorilor pozitive
respectiv negative ale lui $i ca :

Hl^ “ ) (3.55)

Prima dintre condili! a impus limitarea spectrului semnalu- 
lui a cárui eroare este data de relo(3«22yv «

Vom demonstra, in cele ce urmeaza, ca rei,(3.51) 
i§i pástreazá valabilitatea §i in situadla ca fiecare din
tre cele douà componente menzionate mai sus, se extind atit 
in domeniul valorilor pozitive cit §i in domeniul valorilor 
negative ale lui<o« 
Aoeaetà vaiabilitate este condlZionatá insa de aatisfacerea 
rei«(3.55). Rezultatul menzionai, stabilii pentru prima datá, 
età la baza elaborarli unei expresii a limi tei erorilor ’’alias',1 
aplioabilà pentru serenale cu orice làZime a spectrului, inclu- 
siv infinità«

Se va avea in vedere, pentru demonstraZie» tocmai 
spectral BGo), incit expresiile obZinu|e sa poatá fi utiliza
te direct, fàrà alte particularizar!•

Subìini cm insS c& acest fapt nu reduce gradui de 
generalltate al rezultatului, care poste fi aplicat ©ricami 
alt speotru oe poste fi descompus in dona componente caracteríza
te de rel«(3«55).

PI eoi nd de la BG*-')» se face decompunerea in oomponen- 
tele E^G^), incit sà fie satiefScute relaZiile (fig«3«2»
b) ;

BM - EjJc) + B2C ) (3.56)

= É2(—) (3.57)
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Se constats Identitäten conditiilor (3.57),(3*55 ) • Pe de 
altS parte« este evident cS B^(ío) §i E£(^')se eitueazS atit 
in domenlul valorilor pozitive cit §i in domeniul valorilor 
negative ale variabile!.

Se introduc acum spectrele deplasate:

(3.53)
Egd^) e

pre cum §i componente le B_(¿<) - in faza §i respeotiv B (to)-
J

in cuadraturS de faza:

V-) - ; L>i4(-’ + W >j

b (-)
V

- - si<r \

(3.59)

(3.6o)

Pe baza relaÇiei» a carei valabilitate se constata imediat- 
avînd in vedere cele de mai sus :

Eld(-M = B^-U’—>p) « B2(“'—p -B2d(^) <3.61)

rezultS oS:

. 1 [Bld(-)+E2d(-^ = 1 Í *2d<‘">+W
2 “ 2 (3.62)

respeotiv :

B— i»2d(—’)-Bld(-W)1“ — ‘ Bld(‘") - ¿2l,( ) =ÊV(-') 
y 2jL 21 ld. J 2J L 11 2d J (3.63)

Se poate afirma deci oÊ B ( ^) §i B ( ') sînt trana-
- 1 y

formate Fourier a doua funeri! reale :L8j :
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. (3.64)
ev(t)^E («0 

4 * *

Rel.(3.59), (3.6o) §i (3.64) permit stabilirea, in continuare, 
a urmMtoarelor corespendente : 

i

•x(t) - j e (t)^Eld(-’) 
(3.65) '

•x(t) + J e (t).^E2d(^)

Utilizing teorema depiagarli avem apoi ca :

;
® J **'y) ~ ’)

e [®x(t) + •> 8yCt)j-^B2d(''+..y)=B2t>’) 

relatii prin a càror adunare se obline rezultatul dorit :

2 «x(t) CDS^t + 2 ey(t) sin^yt E( -) (3.67) 

respeotiTs

e(t) • 2 ex(t) cos 4<'yt + 2 ey(t) sin <Vpt (3.68)

PrecizSm, in final, ca o descompunere de forma re- 
presentati de rel.(3*56), (3*57) este posibili pentru orice 
apeotru coreapunzator unui eemnal reai.

Intradevar, prin adunarea la egalitatea (3»57)» a 
relatiei evidente:

B2G<) = Éyi-u, ) (3.69)
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se obline» in baza expreeiei (3.56), cS està necesar ca :

l(tv) = B(-w ) (3.7o)

Condilia 
reai»

(3*7o) sete astisiScuta de spectrul oricarui semmai

Vom utiliza in continuare rezultatele stabilite
avìnd in vedere ca B(^’) eate definii de expresia (3»5o). Se
obline suooesiv cS

S^-2iiv

o»

I2(^) -’+2ia>p), H

S(“>)

respectiv spectrele deplasate (rei.3.58):

Id

o»

ic'Dìutuì

instane*

SM

o,

F

F

F

F

F

F
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(3.74)

o

Se pot calcula acum ccmponentele BXG<') çi reapectiv B G~ ) 
(rei.(J.59), (3.6o)) : j

Bx *

- S(^+^i), 
2 F

0 \ LV 2 <

(3.75)

-2

i S( V’- ¿<3 ) , 
2 P

Pe baza rei.(3.75)» (3.76) vor fi calculate in con-
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tinuar« samnalele e (t) e (t). x y
Se obline ca :

co
Í d-’t

+ S(" 6
2^

Se va observa acuri ca:

(3.77)

Pi r j[w-2(i-l)^pjt
\ S [ó-(2i-l)^y]e d^ =

-2^

CLvJ i

(3.78)
f

(egalitatea rezul ta efectuìnd schimbarea de variabili
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u? = w’+2(l-l) y) • re baza relo(3*78), primul teraen din pa- 
ranteza reí.(3.77) poate fi descompus intr-o suma de intégra
le, adio& :

\ dw =
— DO

-2(i-l>e
■ * j-’t
| S(--^)e =

-2i^p

(3.79)

In mod aaemánátor se
oo
( j^t
J S^+^y) e

2“,p

poate aráta apoi ca:

(38c)

Utilizind ultímele doua relatü» ex(^) 8e aduce la forma :

reapectlv :

~ I j2(i-l)^yt 
’x(t) *

41 i =2
s[--(2i-l).'F] «
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;) [“-2(1-11^1
•e d<'

o

*(3.82)

Se va justifica in continuare uraatoarea inegali- 
tate utiláx

¡ í; 
¡ 
I ,

S»Go)div

S’(iv') filad o fuñadle obtiplexa de variabila reala.
Se considera ^n acest sccp inegtflitatea lui

Schwarz pentru fuñetil complexa i 12] :

•( I2 2 f. 2
। jf.gdt] pf; dt. pg| dt (3.84)

Pentru cazul particular cind cele douá funo^H sint identice, 
se poate serle:

S, 2 í 2 2
S(“).SC<)dei ^ ¡SMl d“. 1 ¡S(“)! dw 

eau
I ís2(^)d^ ( S(^)¡ 2 d.e
1 J 1 J 1 1

Notind S2(^) = S’( e) §1 avind ín vedare cá SG'-')i 2= * S2^') ’ 
l ! ‘ !

rezultK:

| ys’(^)¡ d-'

adlca toonal inegalitatea (3.83).
Se va observa acum ca esta valabilS egalitatea :
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°C 4 2'f
\ S[i-(2i l>pje " , dv. i S .

-2«p o
-jr^+2(i-i)wpjt

. « ’ d-' (3.85)

Pa baza acestei relaÇii §i a inegalitàçii (3«83), expresia
lui e (t)| capati forma I : J

2>F
— ) ¡ 1-e
2ir Pi — 

(3.86)0

Printr-o proceàura similar” ae óetermina exproaia
lui e (t). Se obline succesiv:

- I

Apoi :
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Pentru a determina limita erorii. e(t) ee are in
vedere rel.(3»68), pe baza cäreia rezulta:

|e(t)| 2 |ex(t) J Í oosu'pti + 2 1 ey(t)< ! sinupt

(3.89)

reepectiv, prin utilizares inegalita|ilor (3.86), (3.88) :

-j2(i-l)^pt v~-
l-e i + | ein ’pt! B±| 1+

-jaíi-D^pt 1
(3.90)

cu notarla :

2?'P
I

Bi " U S[^+(2i-l)u)p} dec
i

O
(3.91)
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Observatii

lo La fel ea’§1 in cazul rei.(3*22), stabilità 
in [23] • eroqrea e(t) se anuleaza in punctele de egantio- 
nare, adioS pentru t = nT (se reaminte§te ca u>y-IT/T).

Integralele care intervin in relo(3«9o)t prin 
intermediul teimenilor B^, reprezinta portiuni din aria mar- 
ginità de ourba | 8(^)1 §i axa absciseloro Aoeste por^iuni 
coreepund unor intqrvale de 2 pe ara absciselor, pentru

Fig.3.4

3« Particuiariaind rel.(3»9o), pentru cazul 1=1, 
se obline :

B1 I "in-’ylt (3.92)

Deoarece inoepind cu Bg termenii sint nuli, spectral S(^) 
este linltat in acest caz, la cel mult + 3(fig.3.4)»Pen- 
tru o ascisene a situarle» reprezentatà in fig«3«5> resulta 
imediat et 1

B. ■ 1 B (3.93)
1 4

B fiind d*efinit de rei.(3*23)« In conaecln^S, rei. (3*92) de- 
1
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vine :

(e(t)|z B|sin0»t|
2 TT 1

(3*220

Fig.3.5.

identioâ ou (3*22).
Se subliniazä în mod deosebit faptul ca in [23] 

nu se fac precizari cu privire la conditüle de valabilita- 
te ale rel»(3*22). Din figura pe baza careia au fost ecrise 
relatiile de calcul, rezultS însa cà au fost avute in vedere 
eemnalele al oäror speotru este nul inaiara limitelor + ‘-y

0 asemenea restricele a fost impusa -a§a cum s-a 
precizat-spre a se putea utiliza egalitatea (3.51)» demonstra 
tä in [12] , pentru cazul spectrelor de forma datä in fig.3.3 

Pe baza ultimelor expresii se poate afirma g&, de 
fapt, rei»(3.22) este valabilä in conditi! mai largì, respec- 
tiv, este aplicabila semnalelor al caror speotru este nul 
inafara limitelor + 3 ^p.

4. Dacá semnalul e(t) nu este de banda nelimitata, 
cum s~a preaupus initial, oi are spectral limitât la + 
în inegalitatea (3.9o) ss va considera drept limita superioa- 
rà a lui i, cea mai mare yaloare I, care satisface inegalita
tea (fig.3*6):
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3*6. Extinòerea limitei generalizate la cazul 
funcZiilor periodica

Din prezentarea bibliografica generala, fMcuta la 
pct.3.3» se poate constata ca studiul erorilor '’alias" a 
feet abordat pina in present doar pentru semnalele aperiodica 
Generalizarea fàoutà in paragrafai precedent a avut de aseme- 
nea, in 'edere, aoeea§i clasa de funcZii®

ConsecvenZi ideii menzionate, privind importanza ‘ 
teorie! semnalelor periodice pentru sistemale cu preldcrare 
numerici a semnalelor, va fi tratatà, in cadrul aoestui pa- 
ragraf, problema neabordati ine3 in literature, a erorilor 
"alias" in cazul semnalelor periodice« 

i§a cum va ree§i din cele.ce urmeazà, un asemenea 
studiu prezintà importanze nu numai prin aceea ca permite 
stabilirea unei limite a erorilor "alias” ci evidential tot- 
odatS o ooncluzie originali, de mare importanza practices §i 
anume faptul cM, in anomite condiZii, spre deosebire de regi
mai aperiodic, in cazul semnalelor periodice erorile "alias"
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nu se anuleazá in púnetele de egantionare.
Se va considera pentru studiu o func^ie periodici 

Sp(t), de banda infiniti:

(3.95)k = -co
egantionatS cu o freeventà mai mica decit valoarea impusn de

1teorema e^antionàrii. Sémnalul reconstituit Sp(t) va comporta, 
in consociata, erori '’alias’*, aparitia erorilor de trunchiere

I :

fiind exclusà (erorile de instabilitstte §i de amplitùdine se i ■
presupun nule)o

Vom nota pria Op(t) erorile aparute, incìt se peate
serie:

ep(t) = Bp(t) - (3.96)

Pentru stabilirea limitelor lui i 6p(t) | pot fi uti
lizate rezultatele ©brinate in paragraful precedent.

Intradevar, fenomenul fizic de r^constituiré a
unui semnal egantionat cete acelasi indiferent cá este vorba 
de o funetie periodica sau de una aperiodici. Diferentele 
ce apar privind limitele freeventei minime de e§antionare pre- 
cum §i expresiile de reconstituiré se datoreso faptului ci 
spectrul functiil°r periodice este discret in timp ce semna- 
lele aperiodico au, in generai, un spectru continuai. Prin
urlare functia spectralà Bp('), corespunzatoare erorii 
este dati de acciari relatie (3.5o), in care S(^) este 
cuit cu S

* - -

Cu aceastà preoizare, ramni vaiabile, pentru

ep(t), 
inlo-

regimul
periodic, tóate relatüle stabilite ulterior, cu exceptia ine- 
galitátü (3.82). Aceastá exceptúe apare aa urmare a forme! 
particulars pe care o au, in regim periodic, factorii B^. Pro
blema se reduce deci la stabilirea expresiei factorilor B . si pi v 
reconsiderares cu aceastá expresie, a reí.(3.82).
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’■ I

Sw precizeazä, iñ fine, öS in tóate expresiile.
spectrul EpC^1) trebuie oonsiderat ca un spectru 
adicà dat de rela^ia (pct.l.2»3) :

’’continua”,

CK?

SD(«) - S  c.-ZT^- k • •) (3.97)
P k= 0

Se mentioneazà, de asemenea, cà vor fi avute in vedere cele 
doufi cazuri, in care sin*! prelevate un numar N de e^antioane 
impar respeetiv par:

¡1 jt
Cazul M impar

Pornind de la rela^ia evidenta.\

T 2‘J ìr
B « _o = —E , _ (3.98)

T .e r To

ae obline o& pulsarla de teiere a filtrului trece-jos ideal,
coreepunzator reconstiruirii :

= NF (3>99)

este un numSr impar 
pe baza oíruia eint

de ^‘0/2. Prin urmare spectrul ^p(^) 
evalúati factorii B ., ce prezintä-in

raport ou valorile + -'y- ca in fig.3«7.
Pentru determinaren limitei erorii = 6p(t)! se va

utiliza, in cele ce urmeazi, o procedura pu$in diferità de
cea presentati,in principiu, anterior. Adicá, plecind de la 
rei.(3*81) >(3.87)> in care SG-') se inlocuiegte cu ,
se oautS sfi ae ajungS la e inegalitate de forma (3»9o). Ex-
presiile factorilor resulti in consecintà.

Se prefera aceaeti cale deoarece evaluarea integra 
lei (3*91)» in care ar interveni modulai urei eume (rei. 
3*97)» conduce in mod inevitabil la o inegalitate. In aceast
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situarle a-ar impune nedefinirea factorilor B .. Un al doi-

Fig.3.7

lea motiv va rezulta pe parcureul presentarli 
In vederea aplioèrii procedurii de

culeazà integrala :

SP
r. e

Pria ìnloouirea lui 
ae obline :

in expreeia (3.1oo)
P

xli ck
2 ù $ [n> -k-o+(2i-lb yi e

pj - 
du> =

» 2 II cke (3.101)

Ultima egalitate 
a fune tic i S G-’)

a rezultat pe baca proprietàri! de filtraj
Limitele K| 36 ob$in din fig«3.7:

i
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(2i-lX^p (2i+l)/p
K a -----------  + o>5 KJ s ------------- - o,5 (3.I02)

(.J X ‘V
o o«

Belati! similare pct fi stabilite pentru integrala: 

o _
Í r j ^’-2(1-1).^] t

*21 = \ Sp “(2i-l)-’p]e d (3.103)

“2° F

Evaluaren acesteia nu eate ìnsa necesara putìndu-se face i
trecerea direct de la la Pe b&zs egalitari! (3.35)•

Frin scrierea unor rela^ii similare cu (3.32), (3*86)
respectiv (3*67)» (3.88), se obline in final-utilizìnd inega- 
litatea (3*89)- ca :

F ,
siniOpti

B . avind expresia :

K

B

pentru K^t K| cu valorile date de 
Bete util sa se observe

rpl.(3 . lo2 ) .
ca factorii B

sume de modulul unor componente spectrale ale lui
Aceste componente corespund unor intervale égalé cu 2¿0p, pe 
axa absclaelor, limita Inferioara a priœulul interval fiind

» tc in fig.3.7 au foet indicate, pentr 
componente!« aferente factor!lor B .;L

ejemplificare
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Cazul N par

Rela^ia (3.99) aratM câ in aoest caz ûjp este un 
num&r intreg de cjqO In consecin^a, spectrul Sp(^) se pozi- 
tioneazà» in raport eu limitele ¿¿Op, dupa cum eate aratat 
in fig»3.8«a» In fig«3.8»b este représentât apectrul Bp(:o) 
al erori • Se subliniazà ca aemnalul reconatituit include 
çi componentele de pulsa^ie + ^p»

a.

Figo 3.8

Trebuie remaroat acum un aspect importante
Spre deosebire de regimai aperiodic respectiv ca- 

zul N impar» nu mai este posibilà deecompunerea lui Sp(co)» 
in eurne parziale de componentele lui (*'-’)» din in- 

tervalul ^p» • -A°ea8tà imposibilitate se datore§te,
pe de o parte» faptului cà apectrul Ep(-') inaumeazu printre 
aitale ©i componentele de pulsarle +^p, adicii cG-'p) §i

Ori aceste componente nu se regaaeac in S (v)t pentru
> ^p (fig.2-9).
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Pe de alta parte se are in vedere armatomi motiv.
In ipoteza cá inegalïtatea (3.9C) ar fi apìicata §i

în cazul H par, la 
coeficientii c. de 
apar in expresiile 
ta particularita te

evaluarea factorilor da^i de rel.(3.1o5), 
rang k = 7¿V%’ “•
a cite doi factor! consecutivi. Aceas-
se datoregte faptului á rangul componente-

lor respective coincide - de aceastâ data - cu limitele K^, 
(fig.3.8).

In consecin^a , nu este desc 'mpus coree", adica
in spectre parziale care prin insumare sa conduca la spectral 
initial •

Ambele aspecte menÇionate conduc la concluzia cà re- 
zaltatela obtinute pentrii regimul aperiodic nu sînt aplicabile 
in cazul N par. Cu toate acestea, problem.?, poate fi solutions- 
ta pe baza teoriei stabilité, proceeded hi descompunerea lui 
S (i^) in doua spectre components

Fig.3*9.
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Unul dintre aces tea, ar urma sa includa tocmai scale
component« care fac inaplicabile concluziile de la regimul 
aperiodic, adica componentele de rang k - uWiOo P1’60'11® 
k “ » • • • §»®«d* (fig.3.9,1. opectrul
SnB^ rezulta apoi conform rel.(3.1o6). e poate deci serie:

0

0

i<’= (2n + l Xo?, n = o,l,2,... X
(3.1o7)

altminteri
4

¿□=»(20+1)^, n = 0,1,2, ...

(3.108)
S (u>) altminteri

Descompunerii (3.I06) ii corespunde, in domeniul tiap, 
egalitatea :

®n(t) = enA^^ +P pA pj (3.109)

epA(^ «pB^’ 
ale semnalelor s

representin'! erorilc ’’alias” de reconati tuire
pA <1 SpA r 03 p e c 11v 3 r B ( ” pii • A ®b °“

le spectre components fiind de la^ime infinite, apari^ia ere-' 
rilor ’’alias” este certà.

Din rel.(3»l°9) résulta ca :

IVoj^pgt)! + iCpB(t)j (3.110)

astfel c* problema se reduce in continuare la Jeterminarea 
limitelor pentru erori le Jep^(t)'; ;enp(->,*

In ce privc^tc eronrea cp-r/1) » «T.^rimea aoesteia 
poate fi evaluatà eu rel.(3.1o4) (3.1(>3 , procédera de cal
cul de la ragimul aperiodic fiind întrutotul oplicaîlli- a^a 
cum rezultâ din cele de mai sus - spectrulul S, ^(«-J . Se ob^ine 
ca :

BUPT



- 116 -

i=2

eB’ 1 + Pi

-¿2(1-1)^
B^l-e j +

-j2(l-l)^pt
(3 .111)

cu notatia :

KBi

k-KBi

Lini "tola se ob^in pe baza fig.3*10, in care este re- 
prezentat spectral Spfi(cv)* Spg(ca) fiind definit de rel.(3.1o8) 
(in figurá au fost reprezentate §1 corrponentele spectrale omise,
cu linie intreruptá). Rezulta imediat cá: ’

I 
, I 
; i

I 
i 
i
I

Fig.3.10.

1,2... (3.113)

Pentru evaluares limitelor erorii ¡e A(t) se va oro- • pA
ceda la un calcul direct*

Pornind de la rel.(3.1o7), ne aerie expresia spectru- 
1^1 spx^» functie de coeficientii ck. are in vedere, in
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acest scop, rei.(3«97)• Se obline (fig.3.9«a) :

i=o i=o

Cu S_À(u>) sub aceastà forma, se determina spectrul pA
al erorll ’’alias" Gp^QO* Bezultà cà (fig.3.9.b):

i=l

- 2TTc( ^F) + wp)-2Tc(-o?) a - Gjp _

E
f 1

2T’ c [-(21+1)^ Fj l
1=1 l u J

^-(214 1^^' (5.115)

Aviud in vad.ze ca :

<

precum

eDA(t) = —PA 2T pA

91 proprietà tea de filtraj a ce

obline dup& calcale i
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> r -3 v - r * +
(21+1 +c [-(21+1 He +) c [(2i+!).■.,je 
: ' 1 1ÍL

' ; (3«117)

respectlv inegalitatea :

«p^^I 4 2+6^- |c L(2i+xy^íí 6.118) 
1=1

Pe baza el.(3.11o), (3.111) §1 (3.113), irzultá in final 
inegalitatea cáutatá:

-j2(i-l)*pt
co3^t||l-e j

(3.119)
in care valoarea lui este data de expreeiile (>.112), 
(3.113).

O comparable intre expreaiile (3.1o4) §1 (3*119) 
evidenciase urmatoarea dif eren^S: in ti ir. p ce pentri cazul 
N impar, la fel ca §1 in regim aperiodic, erorile ’•alias” se 
anuleazá in púnetele de egantionare (rel.^3.104'), o aaamenea 
afirmadle nu ponte fi fácutS cu privire la cazul N par. Este 
adevárat oí pe baza inegalitabii (3.119) nu ae poate afirma 
nici contrariul, adicá cá in púnetele de e^antionnre nu are

BUPT



- 119 -

loo. anulare a erorilor ’’alias", chiar daca membrul drept al 
reí.(3*119) ar diferí de ¿ero»

Chestiunea poate fi lamurita pornlnd de la expresia
exacta aerorii ep(t), pentru cazul N par* Bate utila insa 
§1 urm&toarea observable: componente epB(t) a erorii se anu- 

(rel.p»lll)). Problema se leaza in púnetele de egantionare 
redúoe prin urmare la ceroetarea 

Drept punct de placare
(3*117)> pueá sub, forma. :

componente! ap¿(t)«
se considera expresia

! <’pt ^l^t x
•pA^“le ¿__ o[-(2i+l)“pj e + le -ly .

1=1 ।

~ j-V ~ _ -Ó pt
) o[(21+l)^p]e - oi_(2i+l)^p]e .

i = 1 i=o

1=0
(3.12o)

Pentru t • nT, adicá in púnetele de egantionare, se ob^ine
= TT/T) :

sau, aviad in vedere cM ck = o-k

(3.121)

Prin Rt.| j s-a notat partea reala a coeficientului din pa- 
ranteztt.
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Din rei.(3.121) se desprinde urmatoarea conduzie 
originali gi de mare interes in aplica^iile practice: in 
regim periodic, cu excep^ia unei clase restrinse de sen. na
ie, erorile "alias” nu ee anuleaza in púnetele de egantio- 
nare, dacá numarul de egantioane prelevate este par. Se 
excepteazá de la aceasta regula functiile periodice careca
re, dar care satisfac condirla : 

. i = o

precum gl functiile impare (functiile impare inceplinesc 
condirla (3*122), avind nuli partea reala a coeficientilor

Bxoeptia men^ionatà, de ne anulare a crcrilor ìn 
púnetele de egantionare, daca lì este par/ are urmátoarela 
aplicatii imediete:

1. Prin comparares valorilor semnalului reconsti
tuí t, in púnetele de egantionare, cu vaiolile egantioanclor, 
ee poste stabili daca freeventa de egant^onare coicspunce seu 
nu cerintelor teoremei egantionarii. Irocedeul, nementiobat 
inca i~ literatura de epecialitate, este aplicaòil in cazul. 
unei clase.extrem de largì de segnale periodico.

2. In echipamentele gl sistémele electrónica cu 
prelucrare numerica a semnalelor, din considérentele expuse 
la pct«1.2.3, so prelucreazá un numar par de egantioane.In 
aceastá situarle, dacá teorema egantionarii nu este satisfá- 
cutá, valorile reconstituite in púnetele de egantionare com
porti erori. Se recomandà deci evitares, in algoritmi! de 
reconstituir«, a calculSrii semnalului in púnetele de e.^n- 
tionare, preluindu-se direct valorile egantioanelor-oricum 
disponibile (tendinea de reconstituiré a vaicrilor egar.tio- 
nate est« determinata de o seriere mai timpla a progremului 
de calcul).
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p.7. Evaluarea, valori! medii patratice §1 a 
vaiorii patratice totale a erorilor 
“alias” [96]

Limitele stabilite in paragrafai precedent, pre- 
cum §i cele menzionate in literatura de spccialitate, cu 
privine la erorile “alias”, de§i utile, prczinta serioasc 
neajunsuri din punct de vedere aplicativ.

Jfe referim in primul rìnd la faptul ca eie inter
via, in generai, in relà|ii de inegalitate, atingerea valo- 
rilor limiti avìnd loc dpar pentru anumite f mcZii aemnal, 
particulares(aoeastà constatare rezulta di), analiza proce
duti! de stabilire a telati!lor menzionate). In aceaatà si- 
tuaZie D" sete posibilà bompararea-din punctul de vedere al 
erorilor “alias" maxime * a doua eeninale reconstitu!te, de- 
0arece semnalul cu limiti caloulatS de valoare mai mare, 
poste avea de fapt o ercare maxima mai scàzuta.

Un al doilea motiv, poate cel mai import r.nt ,este 
urmàtorul.

Aprecierea, pe baza criteriului erorii absolute 
maxime, a gradului de apropiere dintre eemnnlul rcconstitiit 
§i semnalul iniziai, este puZin concludenti. ìZult mai adec- > 
vat §i de altfel aproape in exclusivitate utilizai in teoria 
semnalelor, este criteriul celor mai mici pattate [14J [97] • 

Conform acestui criteriu, misura abaterii semna- 
lului reconstituit, faZ& de semnalul iniziai, eere data de 
eroarea pattatici totali respectiv eroarea medie patratict. 
Se impune deci cu necesitate evaluarea acestor mirimi.

Bete momentul sS se obrcrve cti, cu tonte preci- 
zàrile de mai bus, problema evaluarii vaiorii medi! patra
tice a erorilor "alias" aproape cl nu este abordatM in 11- 
teraturà. Sint citate in legatura cu aoeasti chestiune doar 
douà lucriti [1] , cìu-c se referu la cnzul semnalexc-r aloa- 
toare.

Datorità acestui fapt va fi reluata, in cele ce 
uimoazS, problema erorilor "alias", cu scopul stabilirli 
unor relaZii ìntre valoarea patratice totali respectiv valoa- 
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rea medie patratica a acestor erori $i spectrul eemnalului 
inicial. Vom avea.m vedare aemnalele determinista, aperio- 
dice §1 periódico o

3.7.I. Broarea pátratica totnlá •’alian” pentru 
semnale aperiodice

Se considera un semnal s(t) aperiodic, e¡jantionat 
cu o frecven$á maimicá decit frecven^a Nygulet. La reconsti
tuirá apur prin urmare é^bri “alias”, exprímate in domeniul 
timp respectiv frecvent¡áj de reí. (3.49)«

Semnalul reconstituit s*(t) fiind de banda finita, 
deci nelimitat in timp, din rel.(3.49) rezultK cá, in general, 
semnalul eroare e(t) va fi de aaemenea nelimitat in ti^p 
(afirmadla este certa in.cazul unor acanale s(t), de duratí
finità). Sete firesc deci, ca pentru incupii 
eroarea patraticà totalà a lui e(t).

Se va utiliza in acest scop tcorer 
pentru funeri! aperiodice, care afirm^ cìi [ 

oo co - .

f2(t)dt * — \ ¡F(-’)| 2 d- , f(t)^F(
-co 2TT -lX,

1
Se poate perle, prin urmare :

7 

c e2(t)dt « " d-'
•.oc —

Pe baza expresiei lui B(^), data de re 1.(3. 
apoi :

B2 » -i ■ ( ÌS(-')| 2d^J + ( (-1- S( ' 42i-F) 
2Tr[JJ icl

( * C "* i |
+ \ | }__ 8(^+2!^) + j j s< ‘X " ’

J ‘ 1—1

it, s* cai . .ilimi

¡a lui Pf;rc¿¿al 
14 J :

■) ¡3.123)

(3.124 )

5o), ce obline

wd J +

(3.123)
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H
0 primi simplificare a rei»(3*125) resulta dacá 

se are In vedere ca S(tu) » S(—°) §i prin urmare:

oo
F
|s(-^')| 2 dw - [ ¡sp)| 2 d-e (3*120)l |s(u>)| 2 du =

— co

Ultima egalitate a résultat printr-o echimbare de variabili 
u? « — w »1 cunoscind oft | S(^)| = 1 S( ^)! . 0 transformare simi
lari ne conduce la egalitatea :

Utilizînd relatiile de m,pi eus, in expresia (3.125), aven 
în cele din urmi :
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Ultima rela^ie este o inegalitate care comporti, din punct 
de vedere aplicativ, dezavantajul menzionai la inceputul 
acestui paragraf. Cu toate acestea ea a fost scriaa, putind 
fi utilà in anumite situagli, prin faptul cà opereaza doar 
cu modulai funeriei spectrale*

Din compararea rel«(3*9O) §i (3*129) rezulta , in 
fine, cS atìt limita superioarà cìt §i eroarea medie patra- 
ticS depind in cele din urma de | SGv)j , > .v'y, filmi cu atìt
mai reduae cu cìt |<S(*^)| are valori mai mici.

3*7.2. Eroarea inedie patratica '‘alias” pentru 
eenmale periodica

Vom reconsidera cazul unui semnal pericòic o (t), 
definit de rei. (3*95), e§antionat cu o frecy/enià mai ¡aiuti 
deoit limita stabilita de teorema e§antionarii. Eroriie "alias" 
care apar sint reprezentate in domeniul timp da dif«renya 
(3*96), Pentru determinares lor vom utiliza, la fel oa si in 
cazul preoedent, teorema lui Pareevai.

In cazul functiilor periodica accosta teorema e^te 
exprimatà dt egalitatea [22] :

To/2 ~ 2
-i- = / |o(k^’ )\ (3.13o)
m P Í----- u

O k» -oo

-’o/2

c(k<<Jo) reprezehtìnd, in relamía de mai sue, coeficicn^ii 
Fourier ai lui f^Ct). Se va observa ca de aceaotS data cete 
posibilà determinares erorii medii pati atice, o masurìi mai 
realisti a gradului de apropiere intre doua aemnale, decit 
eroarea patratica totali [16].

Vom trata problema siinultan per.tra cczul N im;-ir 
reepectiv oazul N par.

Se porne§te in acest scop de la .¡lectiul semnalu- 
[Lui eroare, care prin analogie cu rei.(3.So), rozulta de for
ila:

BUPT



- 125 -

Bp(W) (3.131)

Sp(co) de mai sus e?ste dat de expresia (3.97) • Aplicares teo- 
remei lui Paroevai conduce la Telarla :

T /2 ocO r 2
B? - — = / e(ku)i (3.132)P To ) p k=~w 0 0

-V2

prin c (kw ) fiind notaci coeficien^ii dezvoltarii in seria 0 Q
Fourier a lui e„(t).P A _ f

are acum m vedere ca o componente co ) a 
epectrului eemnalului eroare, are forma generala (rei.(3.97))ì

»

v ) = o (ku )217 . S kit) (3.133)
t>K c v v

In conetointá, coeficien^ii c (k.¿^ ) ce intervia in rei. 0 o
(3.132), pot fi determinaci din expresiile de definire (3«131) 
ale lui BpfcJ).

Cu aceastà precizare se obline:

K1 — 2

®p “ + / I -U +

k« k*-K2
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limitéis Kj, Kg fiind date de rela^üle :

Kg .= ----- - o,5 pentru N impar
uo

(3.135)

pentru N par

Rela^ia (3.134)- poate fi Eimplificatá cunoscind ca 
o(ku)o) » ó( -§i cá | o (k^Q) | ■ ¡c (k^o) |, Utilizind aceste 
proprietati rezultá imediat cá :

k = -<» k= -<*>

Dupa cum :

(3.137)

Cu rela^idle de mai sus se cbtine :
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respectiva

Se observa.analogía fórmala dintre ral.(3.128) 
(3.138) reepectiv (3*129) §i (3«139) (integralele sínt ín- 
locuite ou sume lar ín ^cul spectrului continuu intervin 
coeficieñ^il Fourier).^ : ! t 1

r Este de asemc|nea evident cá limita erorii medii 
patratice este cu atitjmai coboríta cu cit | c(k^o)í, pentru 
k^K-^ , este mai míe.

3.7.3. Eroarea medie patratica “alias1' pentru 
semnale de durata finita

In aplicaÇiile practice sint prelucrate-din motive 
evidente-semnale de duratS finita. Spectral acestora fiind 
nelimitat pe axa pulsabiilor, prin reconstituirse semnalului 
egantionat ee introduc erori "alias" • Ne propunem sa cerce-, 
tám Ín oele ce urmeaza problema acestor erori, cu scopul eva- 
luárii márimii lor.

In elaborares problemei se impune de la inceput 
urmátoarea observable•

Un semnal sm (t) , limitât in intervalul [~T /o, 
^o/2 ■ ’ P°ate fi reconstituit ín ace st interval pe baza e§an- 
tioanelor sale, ín dou& moduri: considerindu-1 fie oa atare, 
adic& oa semnal aperiodic ori se considera semnalul periodic 
ce rezultft prin repetarea sa :

®p(t) « ) 3^ (t+nTQ) (3,14o)

n= — oo ®

Dacá cele douá procoduri de reconstituiré conduc la rezulta- 
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te diferite , atunci problema erorilor se impune a fi sbordata 
separat» pentru flecare dintre ele. Vom lámuri pentru inceput 
aceastà cheatlune.

Se reconsideré in acest scop procesul de reconstitui
ré (fig.3.11). Prin S(a>Xi §1 S $(—’)/ au fost notate spectrele co- 
reepunzfttoare lui s„, (t)) respeetiv s (t), egantionate.

Fig.3.11

Pasul de egantionare s-a considerai egal cu T gl s-a presupus 
un numàr impar de egantlonare.

Din cele aratate la pct.1.2.3. rezultà cà, componente- 
le lui Sp(^)i diferà prin k-oQ) de vilorile lui S(^),
corespunzàtoare aceloragi freevente. Este dar cà o acetati
diferen^à se va pastra gl intre S fo) §1 s (u^’) respeetiv intre 

4P P
spectrele S §1 ale semnalelor recons ti tuite (fig.

Se desprinde din cele de mai sus concluzic cA semna- 
lul periodic reconatituit s*( i); este dat de repetarea
periodic^» cu perioada a semnalului aperiodic reconstitult 
8*(tDeoarece s*(t) este nelimitat in tlmp (pct.3.7.2 
exista posibilitatea ca in intervalul F- T /2, Tft/2 semnalele 
reconstituite aA difere intre ele» daca contributiile perioade- 
lor invecinate» in intervalul mentionat, nu se compenseaza re
ciproc (fig.3.12).
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Fig.3.12

Vom nota, pentru cele ce unneazS
SK»s « (t) semnalele 

r* o
[-le/2' To/2] • R

ob^inute prin limitares, 
ylui s (t) respectiv s^it)

, prin s* (t) §i 
£o la intervalul

, adica:

Bm (t) = B*(t).pT (t) 
O 0

8Dm (t) ~ 8 (t)*Pq, (t)
F O F "0

(3-141)

M (3.142)

vom demonstra ca ìntotdeauna:

e™ <t) f s*T (t) 
*0 ^xo

(3.143)

In cele de mal sus s-a ¿otat prin pT (t) impuleul unitar 
de duratá TQ. °
Pentru a justifica neegalitatea (3.143) este suficient eá 
se arate cM o aceia^i relamió este valabila pentru spectre- 
le corespunzátoare :

SÍ (M X 5* (u>) 
o 1 o

(3.144)
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in care (t) respectiv S*

0 O , PX0 P1^ '«
Spectrelo oc intervia in r^l.(3.144 ) -ot de ter 

mina pe baza expresiilor (3.141), (3,142) -i glicine tetre 
ma convolutiei in fr ccventn Le]* ‘ r obline:

CO ‘ J -1

s* (W) = -2_ )P ?0-<)à5- -1 \ (--OuC
0 27T I To 27 1 fo

(

9i • co
I • 1s*T (w) . -i- ! ÿ(f)p„ (*-i; .x z .Hc,

pxo 2ir ) ? xo 1-,x? • <

tinut contS-a utilizai notarla (^>) pT (t) ?i s-a 
efi S*(^) este limitât îR'intervalÔl ‘pi* 2e Hre Boum
in vedere oS S^C^), ca spectru limitât pe axa pulaa^iilor,

K
Sjfco) = J 2 H .c(kiùo) i Cj-k^) 

k=-K

(3.147)

cu limita:

K = - o,5 (3.148)

Trebuie precizat ca atìt fig.3.11 cit §i rel.(3.147), corea- 
pund casului analizat, cìnd flint prelevate un numSr H impar 
de epantioane ale eemnalului.

Iadorniind valoarea speotrului S^C ') in rei.(3*146) 
ee obline, dupS invercarea operatici <2e integrare au HUEia- 
rea §i aplicarea teorema! convoluti®! funetin delta, c5:

K
M = S o(k^’).PT (--k. ) (3.149)
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Pe baza relatiei evidente :

8(kw ) = ! (3.150)
u T !> °

O ij

rezultà, in fine:

K
SpTiM “ ^ £2 (3.151)

k.-£ ‘

Din coinparai|ai¡rei*(3*145) ou (3>151) §i!avìnd 
in vedere fig.(3*ll), results ca suma (3*151) reprezinta

1 I '^ ¡

aproximare integrale! (3.145)» pe baza e$antioanelor 
fune ti ei de integrai, prelevate in púnetele co « kiJ0, 
k = -K, -(K-l),•♦♦K-l,।K. Se arata ìnsa in [22] cà valoa- 
rea unei.integrale esté reprezentatá exact de o eumà de ♦
forma (3*151)» dacá functia de sub integrala este de bandS 
limitati gl egantionatà conform teoremei egantionarii•

SS verificara prin urmare dacá fúñenla :

F(j) - S*(í)tTo(v-í). w» et. (3.152)
i

satisfaoe conditine mentionate.
Prima conditic, ca F(<) sà albe spectrul corespun- 

zStor, de lSti®e finità, presupune- in virtutea proprietà- 
tii de dualitate a transformatei Fourier - ca functia de 
timp fiti^FÇ) , sa fie de durati limitatS. Utilizind teo
rema convolute! in domeniul timp [8], din relatia (3*152) 
rezultfi c& :

li
f(t) - b*(1) « px(t) (3.153)

cu notatia : p^tJ^—P^ ^-/ )

Bete evident oS f(t) nu are durata finità, deoa- 
rece n»nì dintre factor!! produsului de convolute gl anume
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0 (t), est 8 de durata Delimitata [8]. Se peate afirrm deci, 
farà a mai verifica §i ce a de a dona condirle, ca cel pu;in 
pentru o vaioare co = et*» are loc:

Sm (W) $TjT 
o F o

neegalitate din care
Rezultatui

decurge valabilitatea rei.(3.143)« 
ob^inut mai sue impune, in conceduta, 

un studiu ai erorilor separat pentru flecare cintre cele 
douS procederi de reconstituiré menzionate« ; 1 • fi :

: Vpm ineepe cu oazul mai simplu al reconstituir!! ■ ; ’ I lì ■
aemnalululf Sp(t), cind po£ fi utilizate relaZiile stabili
te in paragraful preceden!; (rei.(3*138) » (3«139)j« rentru c

In expreell ai intervinà yalorile 
(ca fiind elemental cunoscut), se

« (t) Tospectrului 
A 

are in venera cà ;

o(k£Jo) = ~ S(kw0) 0.154)
To

Ultima relatie este 
c (k^0) reprezintà, 
unuisemnal periodie 
da TQt a lui sT (t)

evidenti dacá se are in vedere c-i 
in aoéet caz, coeficient-ii Fourier ai 
s (t), rezultat piin repetaren, cu perioa-

Se obline :

S(k^-2i-?

respectiv : I

k=-K¿ 1=1
( s 156.

J

j * Í
tSe predzeazà ca limitele Kj, Kg» ^i’1 - - ■ mai suo,
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sîpt daifid e rei,(3.135)i
Jn ce prive§tei evaluares erorii medi! patratice 

la reconstituiréa lui SqJ (t), ca semnal aperiodic, se va ob
serva o& nu este aplicab?lá teoria stabilita la pct.3.7.1,

Teoria respectiva se refe ri la oberile corespunzà- 
toare ìntregului semnal reconstituit gi care, în cazul ce 
fa$£, fiind de durata nelimitatá, ae extinde inaiava ince ’va- 
lului [- T0/2 , To/2] .

PPacà :

♦ (t) = B, (t)!* B*(t) O 0.157)
2

sìntem interesati in evaluares vaiorii med|i patratice B^ a
semnaluluii °

®m (t) - e(t).p(t) 
xo i

(3.150

adicS a eemnalului eroare aferent intervalului ^-To/2, T0/2j. 
Pria PT (t) s-e notai Impulsul uniter de durati TQ (fig.3»12) 

° Fune ti a spectralS (t) rezultà din rei.
(3.141), pe basa teorema! oon?olutiei°in freoventd :

' 1“

Brn (^)=B(w)»P™ (-■) = — B(^)Pt (--Odi , PT ("U-PT (t) 
r0 *0 27T ) o o •

0.159)
i

Sa peata Borie deci (rei.3.123) :

O.I60)
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,1a eoopul adueerii «presici (3.160) la o forma 
mai simpl^, utilà in aplioa^iile practice» se are "n vedere 
inegalitatea lui Schwars pentru funeri! complexe (rei.3.84)» 
Pe basa aoesteia resulti :

. -J^'t
Pentru aceasta se va observa cà Pæ (^-f)^ e .p,p (-t) §i 
avînd învedere teorema lui ParcevSl pentru func^ii °aperio- 
dice (rel.3*123)> se ob^ine :

$o/2

I«21T 1 [e .pT (-t) dt « 2if j

-To/2
i

*"J2^t ainwT
e dt=27 Ta ---------

-’o

(J.163)

In cele de mai sua s-a considérât impuleul unitar pt (t) ca 
în fig.3.12 §i s-a utilisât faptul c& 3 Pt (~tî.

Pe basa rel.(3.161), (3*163), expretda ($.16©) capï- 
t& forma :

„2 , 1 (. 2, (sin.^T
*o44Tr2 d4 Hd"'

•.CQ —<^

t 4

(3aô4)

In inegalitatea de mai sue intervine interrala eu limite in-
finite :

i sin T_
I, = \ --------- -1 )

(3.165)
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a cirei convergenza trebuie doveùiól. 3a are in vedere, in 
acest soopf ci funcyia de sub inte—■!* fiind para, se ¡vate 
serie :

PO

Ix » 2 

o

sin u? o
--------- 2 , _2_

cjT To xo
SIC-) = — 

T
(3.166)

Prin Si(t) a fost potata funeZia sinus integral, a ciré! vo
lcare là infinit este Si(°°) »7T/2[14]. Cu rei.(3.166)» expre- 
sia limitai erorii medii patratice devine: i

1
41 To

(3.167)

respectiv, dupa ìnlocuirea vaiorii spectrului B(^’)(rel,3.5o) 
$i efectuarea calculelor, la fel ca *i in paragrafai 3.7.1, 
se obline inegalitatee finali:

"alias"

1___
2TT0

0.168)

Limitele obtinute pentru eroarea medie Filtratici

J”o
2
To

nudau un rispuns direct la urmàtoarea

intrebare, extrem de importanti din punct ce vedere aplicativ
Oare 2 ero ri le To

corespunzatoare odor deuà proce-

duri de reconstituiré, diferi sau nu intra eie? Dac.t BpT > Br x o o
care dintre proceduri §i in ce conditi! se ’.c vedente mai 
avantajoasí fata de cealalti, din juno tul de vedere al erorii 
medii patratice?

Se precizeezS cS prima ìntrebare are sena oblar 
§i ìn situati» in care este cunoscut cU semnnlaie re:onstltui-
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te pria cele douà proceduri difera, ca funeri! de timp, in
tra eie. :

Vom aborda problema ridicala pornind de la rela^ia 
(3.16o). Pe baza expresiei energie! unui semnal de duratà li
mitata, funerie de valori discrete ale spectrului corespunzi- 
tor, se peate serie ca [1^ :

2i2
' u 0 ’ o

(3.169)

Vom presupune , urmind à verifica apoi in ce màsurà este 
adevàrat, cS este valabllft egalitatea :

co

BCPP? (n^-f)d? 
o

-DO

o?

2|V~ r |2

1 k=-.x- 0 i
(3.17o)

Inlocuind expresiile de mai sub in rel«(3«16o), resulta:

2
S(kw0)PT (m?o-kw) 

o
n= - ¿o k= - ‘X?

(3.171)

Sa are In vedere In continuare efi [b]:

(n-k)k) I 
_ sin ------ a------

Mn-k)%J- To — 
° (n-kX,0T0

2

T pt.n=k o
T sin(n-k)r
° (n-k)K 

o pt. n / k

(3.172)

incit se obline:
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(3.173)

Vom face aoum constat area cä, la fol ca §1 in oazul aemna-
lelor reoonstltuite e*(t) Sp(t), este valabilä egalitatea:

(3.174)

?i prin inviare:

(3.175)

Prin o^C^^q) su foet nomati alci coeficientii 
nalului arcare Op(t). Pe baza ultimei relati! 
(3.173) «

Pourier ai sem
as obline, din

o

(3.176)

So poate trago, deoi ooncluzia cM, in ipoteza men- 
tionatá* oele douá prooedee de reconstituiré conduc la ace- 
leagi erori medii patratioe. R&nine de stabilit in continuare, 
dacá rel.(3*17o) este sau nu adeváratá»

Vom serie in aoest acop cá (reí.(3.172)) :

eO
2 i S - 2 2 .“o i ¿__ B(k.o).P_ ¡(n-kpj -4-rr ¡B(nw )¡

¡ k= —<-<? xo - J 1 i

(3.177)

rolarle valabilá pentruorioa n intreg.
Pe de altS parte, in baza inegalitátii luí Schwarz (reí.(3.84)]
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avem :

ooA
2(01% (bl -Dd?

••oo

oo
i, 12
I iT <n‘JQ-i) <H (3.178)
)' o

Utilizind rel.(3*162), (3*163), se ob^ine:

Bin nuj T i r oo

L oo

2KTq pentru n =o

altminteri1' o

reepectiv :

BCDP- (nw -5)di 4 ZHI 
o

(

|B(i >! pentru n = o
2 2

o

(3.180)

B(f)PT (n^-i)di 
o

in rest

—oo

Sxpresiile co intervin in rel.(3*18o) §i (3*177) 
reprozintfi cei doi uejabri uj. rel. (J.lVo). Bste limpede cS 
egalitatea (3*17o) nu poate fi adevaratS, deoarece in timp 
ce membrul sting se anuleazS pentru orice n / o, valorile 
corespunzStoare ale membrulni drept eint diferite, in general 
de zero* Oazul particular in care |B(nioQ)^ = o pentru orice 
nj* o, coreapunde unui aeimnal eroare al cftrui spectra E(n^)=o 
pentru n / o.

Un asemenea spectra poate avea inoM dear un aeirnal 
de duratS finita orl a§a cum s-a arntat, e(t' e-E(^) este ne- 
limitat tn timp.

Din cele de mai sue se deeprinde concluzia originals 
|c&, nrin e§antionarea §i reconstituirea unui semnal de durata 
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limitais» considérai ca àtare sau periodizat, valorile erorii 
redii pâtre*lee coreepunzatoare celor doua proceâuri de re
constituiré vor diferi întotdeauna între ele.

2 9Mai mult, Bm va fi mai mare eau mai mic ca E“in »
* xo p"oaupa cum :

Avìnd Ìn vedere rei.(3*178), ultima inegaUt ;te capata o forma 
mai nimplM, utilizatila in a]-lic afille practice :

In tóate expresiile scrise, BC*^) eete de ferma datr de 
rei*(3*5o)*
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CAPITOLUL 4 

procedei; DE RECONSTITUIRE cu reducerea 
ERORII "ALIAS”

4»lo Introducer«
In capitolul precedent a fost subliniata ideea ci, 

de cele mal multe orí, reconstituirea semnalelor e§antionate 
comportS £?ori de principia determinate de o frecven|á de 
e$antionar* insuficiente’^L/sau praluerarea unui numir finit 
de ecantisane. Imbele categoriide erori care apar, pot fi 
evaluate gjobal-aga cum s-a arátat-prin eroarea de tip "alias',' 
analízate pe larg la pct*3.5~3.7o Este firesc deci, ca in di- 
rectia elaborarli unor procedee de reconstituiré cu erori cit 
mai mici, sà fie sbordati, in primul rind, problema reducerii 
erorilor Fallas".

Din cele expuse in acelagi capítol se poete observa 
totodatá cS, fie valoarea maxima fie valoarea patraticá tota
li respectiv valoarea medie patratica a erorilor "alias” de- 
pinde, intr-o forma sau alta, de spectrul semnalului conti
nual, inafara limitelor 4ir/T(T reprezentind pasul de egantio- 
nare). Prln urmare, o reducere a erorilor "alias" este posibi- 
1S printr-o modificare potrivitS (mic§orarea modulului §i/sau 
restTingerea limitelor) a spectrului men^ionat anterior.

0 transformare simpla, in domeniul timp, care ar 
putea modifica spectrul unui semnal, in sensul amintit, este 
transformarse patratica reapectiv transformares inversi aces- 
teia, simbolízate prin operatorul A(cap.2). Ne propunem si 
cercetám, in cele ce urmeazi, in ce condirli ’¡ransformárile 
specificate permit reduoerea, la reconstitute, a erorilor 
"alias".

Concluziile stabilite in cap.2 qì oare au sugerat, 
ide altfel, principiul procedurii amintite, de reducere a ero- 
Irilor "alias", se referti apro ape in exclusivitate la func$iile 
Ipei'lodice. Aceste conclusi! pot fi extrapolate insa-cel pu^in 
£n ce privoyte modificarea limitelor spectrelor-ci in cazul 
juior semnalo aperiodice. Se au in vedere acele scemale aperio- 
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dice, care conduc, pria repe tarea lor periodica, la serenale 
periodica oe eatisfac anumite condili (menzionate in cap.2). 
Juste^ea calor afírmate anterior este evidenti, cunoscind 
faptul cS limitele spectrelcr, corespunzatoaro unui semnal 
aperiodic respectiv unui semnal periodic, ce rezulta pria 
repetarea semnalului aperiodic, cint prr.ctic acelea;i.

Vom aborda prin urmare, problema reducerii arorilor 
’’alias", foloaind -acciari procedura, atit in cazul recons“itui- 
rii semnalelor periodice oìt §i la rcconotituirea ^emnalelor 
aperiodic«» de durata limitati (s-a ontat pentiti acuate clase 
de scornale,' ca fiind cele mai utile in aplicntüi« practice).

In ce prívente criteriul de evaluare a ercrii se va 
avea in vedere eroarea medie patratica, dii: considerentoi 
expus la pct.3.7.2,

Tre buie semnalatS íns?, ir logaturí cu eccst fapt, 
urmatoarea dificúltate.

Pentru semnalele period ice respectiv sen?' 1 »• le resul
tate prin periodizarea unui semnal de dui/.tS limi*«; (pci. 
3-7.3), au foet stabilite expreeii eXacte ale erorilor medi! 
patratice "alias" la reconstituiré (rel.(3.1Jd) §1 (3.155))« 
In oazul acanalelor aperiodic« de durati limitati, reconati-> 
tutte ca atare, nu se cunoagte ìnsi decìt limita supericari 
a aoestei erari (inegalitatea (3«16®))«

Vom soluciona problema ridicati in urmitorul sene.
Din cele prezentate la pct.3.7.3 rezulti ci eroa- 

rea medie pattatici la reconstituirea in regim aperiodic, a 
semnalului limitat in timp, se situeazS in Jurul erorli co 
apare prin yeoonstitulrea semnalului periodic, ob^in it prin 
periodizare. Diferente intre cele douí eroi! depinde de gra
dui de aproximare a integralel din membrul oting cu ruma 
din membrul drept al reí.(3.17o) (se va observa cS cuma din 
membrul drept reprezintS aproximares, prin me toda drcptungLiu- 
rilor, a integralei din membrul sting 97 )•

Orioum, este de a^teptat, ca in general, odatá cu 
mioporarea sume! din membrul drept sn ae miegereze -;i valoa- 
rea integrale!•

Vom observa apoi ofi in timp oe membrul drept al 
reí.(3.17o), determini eroarea la reconstituirea semnalului 
obtinut prin periodizare, integrala din ríeme ru t stmg intur-
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vine in expresia erorii la^reconetituirea semnalului aperio
dic* Pe baza color precedents se poate afirma—cu rezerva 
mentionatS-rca o reducere a erorii "alias", la reconetituirea 
semnalului periodic rezultat prin repetarea unui semnal de 
durati limitata, implica totodata o mic^orare a erorii ce 
spare la reconstituirea, oa aemnal aperiodic, a semnalului 
de durati limitat&•

Prin urmare, fie oa este vorba de semnale perio
dice sau semnale aperiodice de durati limitata, problems 
reducerii *rorilor "alias’J eate auficient a fi abordati doar 
in regin periodic* Se posteoonehide, agadar, cS atit din 
punctul de ‘vedere al prop^durii cit §i in ce prive§te metoda 
de tratarSf problems in ^iscu^ie a fost redusa la cazul func- 
tiilor periodice*

Bate, dealtfel, o trfisatura geijerala a aceatei 
lucrSri, oa o serie de probleme, greu sau deloc rezolvabile 
in regim aperiodic, sa fie solu^ionate pe baza teoriei speci- 
fice regimului periodic*|

4,2. Procedeu de reducere a erorii "alias" la 
reconstituiros eemnalelor periodice

Se va avea in vedere, pentru inceput, modificares
speotrului semnalului prin transformarea patraticS. Procedure 
de reconstituiré optimizatS va consta in unnatoarele i

Dacà s (t) reprezinti semnslul ce trebuie egantionat 
$1 reconstituit, vom reconstitui in locul aoestuia pe 
®p(i) ■ dupà care se revine, printr-o metodi potri-
viti (oap.2), la semnalul initial (de fapt la un semnal "aliaa" 
al semnalului initial)*

Bacem precizarea ci eçantioanele lui Sp(t) rezulta 
prin «imp!# ridicare la patrat a eçantioanelor cox*espunzátoa— 
re ale lui Sp(t).

Botind prin e*(t) eroarea "aliaj” la reconetituirea
lui 8p(t), adicá :

••(t) = s¿(t) H Sy(t) (4.1)

results i
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B¿*(t) = B¿(t) - e'(t) = s2(t) - e'(t) (4.2)

2
•*<*)] * • e*(t) = Spít) -2ap(t)ep(t)

reepectiv:

•p(t) - llíLli- (4.6)
2 8p<*>

í
Se determina apoi aemnalul reconstituit conform procedeului 
de ridicare la patrat, ’a*(t), astfel incit:

[8»(t)p - c*(t) (4.3)

fuñetie de oare ae obtiheeroarea metodel:

Sp(t) 3 Sp^) *B*(t)
*

(4.4)

Scriind ultima relatie
i
sub forma :

Bp(t) = ep(t) - ep(t)

rezultá prin ridicare
1i

le pMtrat :

B^(t)]2 - B2(t) - 2 sp(t) e*t) +e2(t) (4.5)

Broarea ep(t) fiind in general reduaá, in ultima 
reíanle poete fi negli^at termenul ep(t) , fa$á de diferen
te celoria!$i doi, Prin um¡are, cu o buná aproximare ae pea- 
te serie (reí.(4.3)» (4.2)) :
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Ultima ©^alitate ©xprimà ©roarea ’’alias” c© arare La recons— 
tituir©a conform procedeului optimizat, funeri© de eroarca 
©’(t), aalculabilao

NotInd arum prin e(t) eroarea "alias” introdusa la
reocnetituirea directs a lui s^(t), 
nite la pct.4.1 ar urna sa cerectam

in virtutea celor conve-
daca gi in ce condirli:

T o - 
i •’

o

1
To

T° 

ì e^(t)dt (4.7)

eau dupS ìnlocuirea

T°

j 
0

To 
l o 

dt < । © (t )dt
o

(4.8)

Ultima inegalitate ponte fi adusa la o forma mai « 
convenabilÌ, pe basa unei proprietari cunoocute a funcVil^^ 
integrabile [97](?8] : dacà f(x)^g(x) pentru orice x e [a,b] 
gl dacà f gi g sint integrabile pe [n»bl> starci :

k b
/ f

I f(x)dx > ( g(x)dx

a n

(4.9)

(proprie-atea de monotonie a integrale!)•
Notind ou m marginea inferioarà a lui s^(t) p~ mtenalui 
1°, Tqj 9 aste evident cà :

e'2(t)

4n2 4e^(t)
(4.lo)

J To

e'2(t;

t

o

T

te >. V
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incìt (rei.(4.9)) :

t c Fo.T 1 (4.11) L Oj

In baza rei.(4*11), inegalitatea (4.8) aste sa- 
tisfiouti; dacá are loo: |

7° %

| e»2(t)dt< e2(t)dt (4.12)
4m > ) i

o o

Condirla de integrabilitate, impusa de proprietatea de mono
tonie, este satisfacuti de cele mai multe semnale utilizata 
in practici.

Se mentioneaza ca o tranci ormare, in senaul de mai 
sub, a inegalitatii (4.8) este posibila §i crin utilizares 
formule! generale a medie! pentru integrale "97] . 0 aeemenea 
cale ar fi introdue inai condirli suplimentare, restringind 
prin aceasts mullimea functiilor e (t) ce pot fi avute in 
vedere«

Inaiate de a stabili poeibilitatea gl oondiliile in 
care inegalitatea (4.12) ar putea avea loe aga cum s-a ari- 
tat mai sus-vom analiza procedeul de reconstituiré bazat 
pe transformares inversi ridicari! la patrat. Deoarece in 
situai.ile practioe, din motive evidente, vom opera ou Beto
nale pentru care aceastft transformare se reduce la operarla 
de extragere a radicalului (cap.2), o vom denumi in cele ce 
urmeazi transformares radicai, e

Metodo consti* de sceseti dati, in reconstituiros 
semnalului s”(t) « Sp(t) gl determinaren in final* prin 
ridicare la patrat, a semnalului s*(t), reconstituit conform 
procedeului. Se precisassi ci transformares radicai se apli- 
ci, de fapt* numai egantioanelor lui sp(t).

Cu notaliile de mai bus se poste serie:
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ô“(t) « s"(t) - a”*(t) s£*(t) = /ap(t) - e"(t)

(4.13)
apoix

_ r 2 ------- o^(t) -sp(t)-2v/Sp(t)e«(t) + e”2(t)(4.14)

reepectiv eroanea metodai :

•»(t) = = 21 yBp(t) a"(t) (4«l5)

Ultima telarle a rezultat neglijînd în expretia (4.14), 
2 pe e" (t)t fata de diferenta oelorlalÇl ferment din suma.

Condirla :

T o o
e2(t)dt j e2(t)dt (4.16)

o o

impune satlsfacerea inegalitàfii :

T T«o o
4sp(t)e"2(t)dt e2(t)dt (4.17)

c o

care, printr-o manieri similari cu cea utilizati la proce- 
deul prin ridicare la patrat, peate fi înlocuiti eu x

T 
© «

4M ( e"2(t)dt I e2(t)dt (4.18)

/ • 
• o

S-a notât alci pria 11« marginea euperioara a lui ep(t) pentru 

BUPT



- 147 -

t e [o, tJ.
Din analiza inegalitSailor (4.12) §i (4.18), simila

re, rezulti dar ca problema ce trebuie rezolvati in conti
nuare eate aceiaçi, atît in cazul procedeului prin ridicare 
la patrat cît §1 in cazul reconstituirii prin transformarea 
radical. Vom aborda deci ohestiunea în cazul primului proce- 
deu, urmînd a face, la momentul potrivit, particularizarile 
ce ee impun pentru reconstituirea prin transformarea radical.

Pe baza erorii medii patratioe ’’alias’’ la reconsti
tuirea aemnalelor periodica (rel.( 3. 13$)X inegalitatea (412) 
devine:

J' j ; K?
-^5 / o’(kvv) + ) c’(kiJ -2i\’p)' I
4m ( k^ k—K2 i=l :

co 2 ^2_  2
5“ |c(ka’)i + 5 (4.19)
/ I o I / o r i
k^ k»-K2 id

Inexpresiile de mai sua, limitele K^, K2 sint date de rei
(3.135). Prin c(k ’̂o) ?1 c*(kM0) au foat notaci coeficien^ii 
Fourier ai semnalelor s^it) respectiv s^(t) « s^t). Celelal- 
ta notagli au semnificajfia cunoscuta.

Inegalitatea (4.19) reprczinta deja o conditie pen
tru semnaìele Sp(t), care flind satisfficuta , ne asigurìi 
de reconstituirea acestor serenale cu erori mai mici, utili- 
aind procedeul prin ridicare la patrat. Dat fiind forma ei 
relativ complicati, prezinta insi o aplicabilitato redusa. 
De aceea, vom ìnoerca si dim o formi mai simpla rela^iei 
nm-int-ita, ohiar daci sintem condugi prin aceaeta la restringe
re» claeei de func^ii, a ciror rcconotitaire prin procedeul 
mentionat are sens.

In acest scop, se va înlccui mci ìnti? rei,(4.19)
cu inegalitatea :
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Ve» restringe apoi. clasa, semnalelor sp(t) la multimea functii- 
ler de bandii ne limitati fi. a càror coeficien|i Pourier slot 
reali iar^k^- 2iwpX, i . 1,2....,«', i kk K2 , au abela?! 
sean» In aoeste conditali Inegalitatea (4»2o) devine:

Ko 
r r— ’ 7 2

) [ I o'ik‘%- 21*^
k=-K2 1=1

ta-o-ZV^I (4.21)

Compararea surne1or din cei doi membri al inegalità£ii 
peate fi acum radusa,la compararea termenilor din aceste sume. 
Se va observa, in aceat scop, cà termenii de forma c(kw^-21^), 
k « -K2>.,K2, 1 ** 1,...,°^, sint de fapt aceiafi cu 
c(k^0)), k » Ky,...,cc. AfirmaZia este valabilà §1 in ce príven
te termenii c♦ (k^0-2iLjp)' fi c’Ck^).

Cu aceste precizàri, inegalitatea (4*21) ente adev&ratà 
dac& >

2
, k « KpK^l (4.22)

Kate util de observât importanza condì»lei ca sp(t) 
s& fle de bandà nelimitatà. Rel.(4.22) implica inegalitatea 
1(4.21) nomai dacá numurul termenilor nn, din mestrui utìng
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respectiv membrul drept al inegalitá^ii eatisfac condi Via .

ss d
Dacá 6p(t) ar fi de bandà limitati, atunci

“b e V1* ndiee consideri cS sp(t) are ce1 pu^in o compo
nenti armonica) . Doar pentru sp(t) de banda nelimitata, con-
fora celor cunoscute de la cap.2, n< n, 7 a

Cu notarla :

°<k%) = Ak - jBk

oondi|iile precisate 
... i fi rezumaie la urmStoarele:

' (4.24)“0 ’

l , •

b) pentru orice1 k aetfel ìncit k ^Kg 

0 0^-21^), 1 = 1,2,..., au acele§i semn (4.25)

d) — !c’(kuj|< io(ku )| , k>K, (4.26)
2|mj 0

Stabilirea condi$iilor in care procedeul prin trans- 
formarea radicai conduce la erori de reconstituir« mai mici, 
decurge in mod aimilar celor de mai sus,

tAnalog rel.(4Ì19), (4.21), (4.24)-(4.26;, se obline, 
cu aceleafi condili! pentru func^iile sp(t) ca :

(4.27)

re apeotiv:
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precum §i > 
a));^. = o, k^K.I (4.29)

? 0'1 1 V;-. A
b) pentru o^icàt k astfel incìt 
t-r Jn

<j(kcj - 2i^’w), 1 » 1,2,.«.. nu acolr.J semn O> H *
' (4. Jo)

d) ¿Ji | c’,(k^0)i|<|c€k%)| » k^i (4.31)

In relatlile de mal sua, c"(k^) reprezintà coeficlentii dezvol- 
tàrli in serie Fourier al lui sj(t)

Se va remarca §1 de acoaatà data cà treceree de xa 
rei.(4.28) la inegalitatea (4.31). impune necesitatea ce ¿«ane
lai s (1) aà fle de bandi selimitatà.

P Caci 8 (t) ar fi de bandi finità» confort cslor didcu- 
tate in cap.2, s"(t) poste sà fle sau nu de bandà limitata. Ar 
exista in sceseti situati® semnale pentru care nn> nd» In cazul 
oàrora nu< se mai peate face compararea termen cu termen a mem- 
brilor inegalltltii (4.28)). Pentru «ceste aerale conditili« 
nu mal pot fi scrise sub forma (4.29)-(4.31)•

Vsm incheia acest paragraf subliniind in md deose» 
bit faptul cà, multimea de semnale, care prin aplicarea uauia 
dintre procedeele mentionate pot fi recomiti'.^iU cu erari mai 
mici, està mai largì deci* multimi fmctiilor ce sntlsfac con
ditine (>».24)-(4.26), (4.29M4.3D (ne referlm la j cesto 
conditi! ca flind mai comode de utilizai in practica). Pe ne 
alta parte , in.calcule all fost negligati tormenii e ~{t/ 
(rei.(4.5)) reapectiv e”^(t) (rei.(fi )•

Aspectele mentionate impun v«
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- in cazul semnà}.elor care nu satlsfac condlZiile 
amiatite,.sà fie testa t&', pria calcul direct, posibilitatea 
aplicàrlü celer doua procédés« Exista ganse ca unele dintre 
aceste s sans le sa poatà fi reconstituite eu erori mai ¡ci ci, 
conform celer aràtate mai sus;

- indiferent de faptul cà semnalele prelucrate 
satiefac sau nu - in mod evident - conditine (4.19), (4.2 
se impune de ficcare data verificarea, prin calcul direct, 
a eficacità|ii prócedeulul aplicat, toemai da tori tèi negli- 
jàrilor menzionate. t L

' 5 ¿ ||| ! ¡
^n concluzie ^¡estimatili© teoretico trebuiesc lu

tiate seconditionat de ^verificare experimentáis , pentru 
flecare tip de functie semnal, prelucratà.

4»3« Procedeu de reducere a erorii ’’alias” 
la reconstituirás semnalelor aperiodica í I

La pct.4.1 s-a arStat cà problema recons ti talrii ¡ p-
timizate 
poate fi

a unui semnal aperiodic sT (t), cu durata finit., 
redusà la problema similara pentru semnalsi résul

tat prin repetarea periodica a lui st0 (t). Ori pentru ser- 
nalele peri odice existá deja teoria elaborará le pct.4.2*
Prim ormare, canditine €4.19)’ respectiv (4.27) pot fi api!-' 
cate gl ìn acest caz, cu precizarea cà s (t) va reprezenta, P
de aceastà data, semnalul obtinut prin perlodiznrea lui

In ce privegte periodizarea lui (t), von observa 
jà este de dorlt ca perioada de repetitie aà fie egalà cu
durata T a semnalului. ¿cesta este cazul ìn care erorile medi! o
patratice, corespunzàtoare lui Oip^it) respectiv semnalului 
a (,t).', resultat pria periodizare, au valori le cele mal apro- 
piate.^e va avea in vedere apoi ca periodizarea fio astfel 
fàcutà, ìncit sà se obtinS sp(t> de bandfi nelimitata, dacá se 
dórente utilizares unor condirli de forra (4.24)-(4.26) res-
pectiv (4.29)-(4.3D • 
ríndele menzionate nu 

Dacá la cele

Pentru anumi te tipuri de semnala, 
pot fi simultan aatlsfacute, 
de mal sus se adr.uga con? tatarea 

ce-
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deja fScutá (pct.4«l), o£ micçorarea erorilor la reconsti
tuiros luí e^Ct), nu detézminá, cu stricte^e, reducerea 
erorilor de reconstituiré ale lui sT (t), rezultá cá ín ca- 
zul semnalelor aperiodioé se impunet°cu mai multS nece
sítate, verificarea prin calcul direct a eficacitátii pro- 
cedeului utilizat«
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; » S » i
• : •; J ..

CAPljPQLUL 5
r fi':

PROCBDEU DE RECONSTITUIRE BAZAT PE TEOREMA 
DEPLASARII, CU UTILIZAREA TPR

5*1* Introducono

Lareconstituiréa semnalelor eçantionate, pe língá 
obbinerea'unor erori oítibiai miel* prezintá un ínteres deo- 
se bit çi^ourtarea durât el de Calcul« De altfel, cele douS 
cerinte aàintite aînt atríns corelate íntre ele, o precizie 
mai ridiçatS a yconstituir!i necesitínd, de regula, un 
timp de calcul mai mare*

Problema men^ionatS nu a fost lipsita de atenÇie
din partea cercetStorilor. La pet.1.3. a fost evidentiatà 
o tehniofi de calcul pen^ru reoonstituirea semnalelor ape- 
riodice (tel•(1.12)), care prin evitarea calculului répé
tât al funebiel einus, scurteazS considerabil durât« opera-
biilor.

In ce priveçte reconatituirea semnalelor periodi- » 
ce e§antionate, rezultate spectaculoase, legate de ecurta- 
rea durâtei de calcul, àu fost ob^inute dupK utllizarea 
çi în aceaatè problemi a TFR. Se va descrie pe ecurt, pro- 
oedeul cunoscut de reconatituire, bnzat pe TFR Ì99Ì, aces- 
ta eervind drept termen de compararle pentru un algoritm 
original élaborât de autor çi prezeutat în cadrul acestui 
capitol.

Inaiate de abordarea problème! se face preoizarea 
cS în general, în literaturê, se face dittinebie între se
ria Fourier discreta (SPD) çi transformata Fourier discre
ta TFD [loo] .

SFD este asocial* un®i aeevenbe periodica de 
cçantionare çi este, la. rîndul ei, o funebie periodici 
[loo] • TFD ^orespund une! seevenbe de durati finiti çi are 
numàrul de componente limitât [looj *

BUPT



- 154 -

Uneori, dist^ncZia menzionata nu aste evidenziati 
[8] [16] . Daoa ea totugi apare, motivul este de ordin for
mai, pentru a pastra o oarecare analogie cu realitatea fi- 
zicà, gtiind ca eemnalelor periodica le corespunde seria 
Fourier, in timp ce eemnalelor aperiodica li ee asociaza 
trasformata Fourier. Analogia are insa un caracter limi-
tat, deoarece atìt functia de timp cìt gi transformata
Fourier oorespunzàtoare pot fi infinite in timp reapectiv 
pe axa pulsaZiilor.

ri In cele ce turmeazì se va avea in vedere distincZia 
specificati §1 se vaj ^.tilizaSFD, cu caracteristicile gene
rale date mai sus. MotivaZia unui asemenea punct de vedere 
este urini t care a.

Proceaul de reconstituire arcala baza teoria spec- 
trului semnalului egantionat. Este posibili o analogie ìn- 
ti'e spectrul unui semnal periodic egantionatt erre estende 
asemenea o funcZie periodici, cu valori discreta, gi SFD.

bili 
te.

Accestì legàturà, care faciliteazi aprofundarea chestiuni- 
pe baza unor resultate deja cunoscute, nu este posi- 
in oazul TFD, care are un numir limitat de componen- 

H * 

i ’

Se reaminte se apoi expresiile ce defineac trans
formarea directa gi inversi corespunzitoare SFD [16] [looì • 

Daci sn » Sp(nT), n = o,l,..., N-l, re 
cele N egantioane prelevate uniform dintr-o pericadi a 
semnalului e^it), periodic, componentele SFD slnt defini
te de expresia:

S» “ / %6 ’ 
n» © n=o

-jmn^T 
s^e ,m=o,1,• • N-l

(5.1)

Revenirse la egantioanele iniziale, pornind de la componen
tele 8L, eete posibilì prin tranci ormarea inversi:

j2TTmn/H
Se 1m

N-l 
1U 
N — m»e

jmnu^T 
S^e ,n«o,l. ,N-1

(5.2)
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Expreeiile luìilSffi §1 s^, definite de obicei for
mai [loo]^ au fost date ^§i in forma in care intervia màri- 
mile uj gl T, cu semnifioa^ia ounoscutS, pentru a eviden
zia legatura cu fenomenul fizic de egantionare.

Vom observa, in fine, ca in dezacord cu denumi- 
rea, m et od a de calcul rapid TER a fost elaborata iniziai 
pentru 8FD [lol] « Prin urinare, aplicarea ei la SFD nu com- 
portà nici o problema»

$•2» Algoritmjda reconstituiré prin adicionare 
de componente de frecvenCà, cu utilizarla 
TPR

Se pleaca de la observaría cá tin semnal perio-
dio eganVnnat poste fi reconetituit fune Zie de componen- 
tele SFDf conform expresiei [16] :

j2iTmt/NT 
s*(t) = iy 8. e 

P N L_ 
m=-M

(5.3)

in cares

Sm ’ SB 9i M = (»-D/2
e

(5.4)

dacá N oste impar, respectiv:

. l“l » N/2

Sl*- '
> >1 < N/2

§i M = N/2 (5.5)

pentru V par.
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Se demonstreazá totodatá ca reconstituirea fàrà 
erori este posibilá numai dacá cele N egantioane ale eemna- 
lului , pe baza càrora sint calcúlate componentele Sm, sint 
prelevate conform cerintelor teoremei e§antionarii functii- 
lor periodico F16J • In aceste condirli insà, componentele 

de rang + N/2 sìnt intotdeauna nule (fig.1.7), ìncit 
rei. (5.3)•(5*4),(5*5) capati o forma mai convenabila :

C* (t) = -
P M

j2irmt/NT

ma-M

(5.6)

in care:

(N-l)/2 t N impar

M » N/2 sau (N/^-l , N par (5.8)
Vom da o just|Ì.!ficare proprie 

ma^ii, pentru a evidencia legatura lor 
Se consideri, in acest scop.

primelor dona afir- 
cu procesul fizic. 
expresia de reconsti

tuire a unui eemnal periodio e§antionat> scrisS sub forma:

■ñ (*) - x 
p ___

k=-K
(5.9)

Egalitatea de mai bus arezultat explicitìnd, in rel»(1.24) 
coeficientii "alias” dati d® rei.(1.39). TotcdatS pe 
baza observatiilor de la pct.1.2.4, valorile lui K sint 
date de expresiile (5.4)>(£5Ì.

Oomparind acum relatiil® ce definesc coeficientii 
6. (rei.1.39) §i componentele S , resulta imediat cS ;

8. = ~ S , pentru m = k (5.lo)
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Pe baza ultime! egalitS^i» identitatea reli(5«3) §1 (5*9) 
este evidente, prima afirmadle fiind astfel demonstraba.

In ce privegte cea de a doua afirmadle vom obser
va cS, rel.(5®9) §i prin urmare §i expresia (5*3)» asigura 
o reconstituiré exactá numai in situa^ia cá este satisfacu- 
tá teorema e§antionarii func^iilor periodice, caz in caro 

= ok (pct.1.2.3).
Proceóeul cunoscut in literatura, bazat pe SFE si 

la care ne vom referi in continuare, ev^ta calculul valori- 
lor semnalului continual, cu reí.(5.3)» deoarece aceasta nu 
se preteaza la utilizares TFR (incluzmd § componente cu 
reng negativ)0 Tehnica jíblositá este urmatoareao

;|-In se tul iái^Ül de N componente aferente une i 
perioa’e: Sm, m « o,lta.*,N-l (fig.5«l.a)» presupuse cunos- 
cute, se introduc intre oomponentele de fang N/2, (N/2)+l-N 
fiind par-componente noi, de valoare nula. Se obl^ine eucce-

Fig.5.1•
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siunea cu N’ componente, 'nótate cu 8^ , reprezentata ín
fig.5.1.b. ' ‘

Aplicínd noalai, set de componente transformares 
inversa (rel.(5«2);) :

ÏÙ? jîirmn/K'
SX«— ) S' e : , n = o,l.........N'-l (5.11)'« jj » L------- m ,

se ob^ie JP egantioane.’Apeste egantioane apartin aceluiagi
semnal cejinclude egaptloanele sQ, 
baza cársica a fost déterminât setul

n = o, x

Vem justifica afirmadla de 
proprie, pe baza dependente! dintre

N-l, pe
inicial de componente

mai sas printr-o metodá 
SFD §i spectrul unui

semnal periodic egantionat. O asemenea legátura cu procesal 
fizic, pe língá cá permite utilizares unor rezultate deja 
stabilite in cap.l, evidéntiazá. gi anumite particularitáti 
ale procedeului (pct.5.3).

Utilizind rel.(5*lo) §i (1.34) resulta cá : 

s_k(w) » — 3k <S>- k.j)
P* NT K 0

; í

(5.12)

Egalitatea de mai sus ne aratá ca orice modificare privind
va loar ea $1/ aau rangul»componentelor 3m, determina modifi- 
cári sialiare in expresia lui Sp(^) •

Se poate afirma, deci, cá introducerea unor compo-
nente S suplimentare este «chivalenta cu cregterea, in spec- 
trul semnalului egantionat, a intervalului dintre douá repe-
tàri suocesive ale speotralui semnalului initial. In fig.5«2.a 
este représentât spectrul , corespunzStor setului ini
tial de componente Sm. Dupé Introducerea de componente supli
mentare, spectrul corespunzàtor S^Ce) se prezintà ca in flg.

! 5-2.b. Se remarca o creçtere a perioadei de repeti;ie de la 
j SuJ0 = 21T/1 la N’^o « 20F/T».
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Fig.5.2.

Din cele douí figuri rezultà cS spectrele 9i
oonduc, prin aplicarea procedeului ounoecut de recono 

tituire» la un aoelagi scannai Sp(t), Datoriti acestui fapt, 
§i saturile de «canticene sn, n = o,l,...,B-l respectiv 
s¿ , n • o,l,... N^l ver apartine ambelesemnalului s^Ct)» 
Intra cele douS succesiuni existí diferente privind rumá- 
rul de egantioane 9! pasul de e§antionare (N’> H^T'< T, 
pericada semnalului fiind una §1 acciari).

Procedeul de scria prezlnti avantajul major c?. ope-
ratia de reconstituiré ©enetá intr-o transformare invsrsá 
pentru SPD ou N* componente» Ori aaeastá operable se poete 
efeotua utilizínd unul dintre algoritmii ounosouti de TFR 
P16J [loo] > rezultind o sourtarea coneiderabilí a timpului 
de oaloul»

Vate semnifioativ in aceasti privintí urmátorul
rationaaent»
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Calcúlele ce le implica reconstfituirea unei valori, 
utilizind reí.(5*3)» sint similare-in ce privegte natura 
operatiilor-cu calculul unei componente la aplicarea TER in
verse [16]• In ambele situagli menzionate, ee impune calcu
lares tumi anumit numàr de produse complexo, ori acestea 
determini, aproape in exolusivitate durata de calcul.

In consecinZS, este posibila o comparare a duratei 
reconstituir!! unii! anumit numar de valori, prin utilizares 
rei.(5*3) respectiv a algoritmului descris, prin comparares 
numàrului de produse oomplexe pe care le necesita flecare 
dintre procedeele amintiìe.

Eresupunìnd cáse impune reconstituiros a V valori, 
numàrul P, de produse ijómplexe calcúlate, rezulta dupà cum 
urmeazK:

- prin utilizarea rei.(5.3)»(5o4), P^ = V(N"D» 
- in ce privante procedeul descris, cu utilizarla I

TER, se are in vedere qS, aplicarea TFR unui set de V com
ponente, necesita calculul doar a [16]:

P9 = - logpV (5.13)

produse oomplexe«
In cele de mai sus N reprezinta numarul iniziai 

de egantioane respectiv componente ale SFD«
Considerìnd pentiti exemplificare N = 16 ;i V =64, 

se obtine :

Px = 16o P2 = 192

RezultS o sourtare la 1/5 a durate! calculelor gl acest 
avantaj oregte substancial cu mSrirea numarului de valori 
reconstituite«

5.3. Algoritm de reconstituiré bazat pe teorema 
deplasìirii

Se considera drept punct de piecare expresia de re
constituiré (5«6), care se serie sub forma :
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M 32Ìrmt7NT j2TTmt/NT]
F sme + Sm0 ! (5*14)

- m=o m=-M
«£(*)- 1 p , H

Avìnd ìn vedere proprietatea de periodicitate a TFD [16]
[loo] > data de re lavila :

S = S u m . n +H (5.15)

■?(*) devine s
P .4 i '

M

—
m=o

j2Tmt/»T 1
Sm+NQ . i 

m=-M J

j2TTBt/NT
S 6 m

Bfectuind o schimbare de variabile m’ = m + N, se obline 
apolt

M ' N-l
F jZTTmt/NT s-— -j21Tt/T jZTTmt/NT ’

- j l v : + L

m=o N-M (5.17)

?

respeotiv:

M N-l 
J2Tmt/NT ----  

sme + /m £___
m=N-M

-jN'^t J2ITmt/HT
Se » e m

(5.18)

Se vor utiliza in continuare notatine :

■ = o,l......... (B-D/2
I

m = (H+D/2,..., 1Í-1

(5.19)
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• n..

dacá 9 oste impar ;

Sm. m - o,l,...,(B/2)-l

Sm-i ■ o, m = K/2 (5.2o)
-JN%t 

Sm.e , ro = (N/2)+l......... N-l

I

pentra jn par* 1 ;
!Cu ajutorul-Ipr §i avind in vedere valorile lui 

M (rel^^*7 ) » ( 5*S ) -i|jehtru K par se consideri M = N/2), 
rezultàwà : ’ ‘

• V

! N—1
w 2 j2Kmt/NT

B^t) = -V Se (5.21)
P n /___ ®

m=o

Problema ce ee pune in continuare consta in a 
stabili modul in care ^expresie de forma (5*21) peate fi 
calculate utilizind TER.

Algoritmul de.càlcul TFR opereazi asupra unui 
set de H componente, ob$inindu-se drept rezultat un ace- 
lagi numàr de egantioane* In consecin^a, utilizarla lui 
impune reconstituirea simultanei a mai multor valori ale 
semnalului iniziai*

Vom presupune cà sint reconstituite simultan N 
valori» ©ite una in fieoare interval dintre dou4 e cantice
ne suo ce si ve §i ìntìrziate cu It fa^S de egantionul pre
cedent* Valorile reconstituite oorespund, deci, unor momen
ts de tiap (nT +ót), n ■ o,l,...N-l §i sint date de ex- 
presia :

JmuUnT+It) 
e*(nl+ót)- i?- S « S e

p N L_  m N L_  m
jmu’oàt j2TTmn/N 

»6

0=0 m=o
(5.22)

BUPT



pentru ñ « o,l, •..
Utilizine!

í • : /\/

N-l §i Sffl dat de reí,(5.19) 
acum notatüle :

(5.2o).

i t

jm¿oAt a/ U
Va m = o,l......... (N-D/2

(5.23)
m = (N+1)/2,...,K-1

pontini N &mpar precum §i j t

jm^t ,
<v o

S_. e , ¡ mm * = 0,1...............(K42)-l

jw At ( N+m ) A/ O
Sffl.6 , N/2,... N-l

(5.24)

pentru J par, rezultá cÉh

s*(nTMt )=

N-l
 j ZITmn/N

N /___ m = o,l N-l (5.25)

m- o

axpresie care, evident , poate fi calcúlate utilizind TIR. 
O compararle intre algoritmul cunoscut (pct.5.2)

9i cel propus ín lucrare, evidentiazá urmátoarele aspeóte,
a) Algoritmul cunoscut permite calculul simaltan 

al tuturor valorilor ce trebúlese reconstituite, oricit 
de multe, in limitele puterii sistemului de calcai« Deca
rece TPR opereazá cu un num&r mare de componente, sourta- 
rea durate! relative a caloulelor este conslderabilà. Ne- 
oesitá ins& disponibilitMti de memorie coreopunzator numa- 
rului de opmponente prelucrate, $i care, in erice caz, 
este mai mare ca numarul inicial de e^antloane N.

b) Din cele presentate la pct.5.2. rezultà ca
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valorile reconstituite ou procedeul cunorcut vor fi distri
buite la intervale egale pe^ durata urei perioade a semna- 
lului Bp(t). AceastS particularitate peate constitui un 
dezavantaj major, in anumite situagli•

Avena in vedere cazul in care se impune reconsti- 
tuirea unor valori ale aemnalului iniziai, neuniform dis
tribuite £n intervalul dintre douà egantioane, dar a càror 
pozitie relativa se pàstreazS de la un interval la altul. 
K’ trebuie astfel alee incit printre valorile reconstitui
te, uniform repartizate, sa se regaseascS gl valorile dori-

Pot exista, in’acest oaz, situagli in care N* sà 
rezultede valoare prea Iridioatft» incit aplicarea proce- 
deului stf devini nejustificati, comparatlv chiar cu utili- 
zarea rei.(5*6)« Vom considera pentru cxemplificore un caz 
simplu» -1

Piind dati suooesiunea de egantioane sn, n « o,l,,»« 
N-l, ne intereseaza redonstituirea a nunini K valori, s^, 
intirziate fiecare cu ó aceiasi durata ^t fa^a de e guitto- 
nul corespunz-iter (fig«5*3)» Betta evident ci intervalul ras- 
ximòt’, dintre valorile reconetituite, care deludi

Fig.5*3.

ocle N mirimi s¿, cSutate, este dut-din punct de vedere 
vai cric«" de cel mai mare divisor común al márimilor ¡ùt gi 
Tq» Funerie de aoeste valori, ùt* poete rezulta mio, ceea 
ce conduce la valori ridiente per.tiu N• (B• «T /At * ).
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Avìnd apoi în vedere oï este necesar ca N* = 2 , valoarca 
sa poatè creçte §1 mai mult.

Pentru situarla din figuri, în care N = 4, 
T/At “16 se obline ât’,“ TQ/64 respectiv N’ = 64« Numarul 
de produse complexe ce trebuiesc calculate este (rei.(5*13)): 
Pg = 192. Reconstituirea prin utilizarea rei.(5.6), necoei- 
tà în sohimb , calculul a numai P^ = 12 pioduse complexe, 
oeea ce este, évident, mult mai avantages.

o) Algoritmul: propus, în forma data anterior, se 
dovedt rte relativ mai lent, fiind préluerate simultan eu 
TFR doar K componente,^în loo de N'CN^IP). Capacitatea ne- 
Cesari a. memorie! este insa corespunzator mai mica §i , 

i oeea oe, cete demn de subliniat, égala cu cantitatea de me
morie utilizati la determinarea componentelor Sm, furerie 
de cele K eçantioane sQ.

d) Valorile reconstituite, în cazul algoritmului 
propua, se pot situa la orice interval ât, acela§i pentru 
toate, fata de e§antionul premergâtor, coreEpurz^tor. Ca- 
racteristica mentionati îl face mai evantajos, comparativ 
ou procedeul dat la pot.5.2, în multe situati! practice, 
cînd valorile reconstituita corespund unox* momento de timp 
impuee.

Reluînd exemplul de la pet.b, se constata ci al
gori tmul propus necesità calculul doar a Pj » 4 produse com
plexe (rei.(5.13))• Acest fapt îl face superior oricarui 
ait prooedeu de reconstituire cuncscut, în cazul concret 
considérât.

In încheierea acestui paragraf §i drept urmare a 
celor de mai sus,se releva faptul ca cei doi algoritmi-cel 
cunoscut respectiv cel propus în lucrare-pot fi aplicati 
în mod combinat, dupi cum urmeazà»

Presupunînd componentele Fm , m = o,l,...,N-l 
determinate, se intercaleazi, aça cum s-a aràtat la pet. 
5.2., un numar de componente nule, corespunzator unor va
lori reconstituite, uniform distribuite. Secven^ei de H* 
componente, astfel obtinûtà, i se aulica algori t:;;ul propus, 
Drept consociala voi fi calculate incil N’ » aloni, întîrzia- 
te ou Ht fiecere, în raport ou valorile uniform distribui
te, corespunzutoare.
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Algoritmul combinat poate fi aplicat în mod répé
tât, ou ecopul ©brinarli numàrului dorit de componente uni
formi distribuite respectiv întîrziate cu diferite valori 
△t* Se impune în acest oaz o repartizare judicioasS a va- 

lorilor reconstituite, pe cele doua categorii amintite §i 
pe di oritele etape de reconstituire•

5*4• Recomand&ri privind aplicarea algoritmului 
propus

Aceste recomandlri sint legate de faptul oi fiind 
utilizati, in cadrul alboritmului, TFR, numàrul de valori 

reconstituite eimultan, egal cu numàrul de componente ale 
TFD, trebuie sa fie o putere ìntreagi a lui 2, ndicS N«2 , 
k>o §i intreg.

- k1« Dacà ninnami componentelor TFD erte / 2 se 
adaugS, inainte de aplicarea procedeului, un ninnar de com- 

k ponente nule, pina la satisfacerea conditici X’ = 2 . Tre
buie avut in vedere cà, in acest fel, cregto numirul de va
lori reconstituite.

Pe de alta parte, intirzierile At nu se vor con
sidera in raport cu cele N eçantioanc initiale cl fata de
valorile rezultete pi-in aplicarea TFR inverse cetului de 
N* componente (acesta include cele N componente iniziai6 
precum 9I componentele nule, suplimentar adìlugatc),

2. La pct.1.2.4 a fost prezentatà o procedura de
reconstituiré a semnalelor periodice pare, egantlonate cu 
N = 2K §1 care eviti erorile ca urinare a frecvefc^ei de
eçantionare insuficiente»

Procedura consta, în esenta, in detenni ratea va-
lorii oorecte a coeficientului c^ fnnjH* àe (rei.
(1.62)) §i reconstituirea, in continuare, a semnalului, con
form oelor cunoscute (rei»63)).

Aplicarea acestei proceduri, utilizìnd algoritmul
propus, presupune modificarea eetului de componente S , 
m « o,l,««. If-1 (fig.5*4.e), conform celor aràtate în 
fig.5.4.b* Vom observa însfi ci numirul de componente 
ce resulti, este = N ♦ 1, deci impar. Pentru ca estui si 
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contini totugi un numir par de valori, se introduce o ccapo
nen tà nuli, ob^inindu-se !sucoesiunea S^, m = o,l, ».«»Ng-l 
(fig.5.4.c).

Accestì succesiline permite aplicares TFR, daca 
leNg® 2 , k>o §1 ìntreg (dacá ¿ 2 se introduo un numàr 

corespunzator de o). .|

Pe baza analogie! cu teoria stabilita la pot.l.2»4# 
se poste afirma cM procedura prezinta avantaj, in aensul ca 
reduce eroarea de reconstituiré, §i in cazul unor funeri! 

periodioe oare car e. Dao^ Be referim la fig»5«4»b, partea rea
li a componentelor de raiig N/2, (N/2)+l, va fi acuii oorectS., 
In schimb partea imaginará va fi ìntotdoauna nula, valoarea 
acesteia fiind pierduti* ca armare a suorapunerii (pct<,1.2.4).

0 N/2 \ Nr-1
W2’-

1 i. X-oJ-l-J. I »-------n 
0 N72 M?-1

Fig.5.4.
Totodati, apiloarea prooedurii in ca^ul functiilor 

impare, pentru care componente Sm, de rang m « N/2 eate nula, 
cu tóate o& nu miegoreazá eroarea, au deranjeaza cu nimio»
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So juetificä deci, includerla procedurii analíza
te, in algoritmul propus.

5*5* Obervatii
Vor fi prezentate, pe baza celor discútate la púne

tele precedente, únele oboervatü cu carácter mal general.
1« Valorile reconetituite e (nT+út), n =o,l..., 

W-l, poti fi interpretate: ca egantioane ale unui nemnal de- 
fazat intinte cu Ai» fnià de ep(t). Ori aerate valori au 
resultatiprin aplicaren JFD inverse, setalui de componente 
S^ , definite de rel.0è23), Se ponte a; Irma,deci,
c8 m = o,l,..., repreziuti PD corespjrzSto^re 
eecventei a (nT+ùt), n » o,l,.,., N-l rel.( : 5.24)
defínese o teorema a deplorarli pertru 7Fb.

Intr~o formulare mai concirà ivom :

Teorema 5.1

Dacá succeeiunea Sm , m = o,l,..., L'-l r •; rezii :a 
TPD a unui set de e§antioane prolevate àinxr-un termal e_(t) r 
reepectind oerin^ele teoremei egantionrirli funeri.lor perio
dica , atunci componentele Sdm» m = o,l,... , N-l , cpreu- 
punzatoare e§antioanelor semnalului defazat s^(t+t), eint 
date de re*.(5.23), (5.24).

Teorema de mai aus a hugerat denumirea aigoritmu- 
lui propus.

Se subliniazä oä este cunoscutá ín literatura o 
teoremi a deplasárii pentru SPD, in situadla cä .» t * rT, 
r fiind un intreg oareoare 16] [lc°j • Teorema Btipuleazfi 
c8 o denlaeare cu rT a seeventei JnnPÜc$ xnnulviren
fieeärei componente Sm, a SFD, cu e •

Bete leene de obeervat cn teorema de •nsi. sue re- 
prezintS un caz particular al teoremii i...

2. Se accentueazS in mod leooeUt fapià. cl iu- 
treaga teorie afenenta oeler doua prccc :o c¿ rocunutituire, 
inclueiv teorema 5*1» sete vaiatili i.r; ni in J'i c ; l .ì-g- 
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face teorema e¡?antionárii. Niel in literatura .;i ni^-i a 
drul prezentei luerari, nu oste abordatu problema em: 
de reconstituiré, ca urinare a unei frùcvon^ insufiede 
de e^antionare.

■^om face, cu tóate acosté«, urí'átoarsa tglì? 
interesanta.

Expíesia de reconstituiré a unni sommi porj 
(rei.5-9), nu permite determinarea-puntru celo m-d miu 
functii periodice-a valorilor ccrocio in ¡une tu lo de i 
tionare, pentru N par §i dacà nu osto satini tic ut á ttcu 
u^antionarii (cap.3)« In scalea?! conditiJ insa, Eli ¿ 
sa (rel»5*2), asigurá calculul valorilor exacto ale se i 
de e?antionare.

3. Prezontarea, justificaron íp jvemr>lific< r 
goritmului propus s-a facut pe mullinoa l uneViilor ¡ u 
ce. Cu tóate acestea el esto aplicabil dirdet si in 
semnalelor aperiodica, de durata li'dtdl, mr».! s-t :? 
siderato drept o singurò perioada ■. r;ad -’jnn-J p;-d 

irom semnala in incheior t «r i s ». . ; d d :
reconstituiré a funcyiilor co-.p'i c/c , . n ¡ s 7 ¡jidu 
cercul unitate ?i care utilizeaza ' isc r h. a s

5*6. Program FfRTHAN fvst" .1 prc. , srl d 
tituire bazat pe too.-rir - ì ir; rii, 
lizarea TFR

Pornind do la algoritmi!! 
la pct.5.3, a fost scrisà, in limi;! 
zio, subrutina PRB’CP. Aceasta subr’; 
rea valorilor unni segnai periodic, 
nelor acestuia.

O organi grama simpli(‘ic’ t 
tinoi DR5CP, està presentata in fi.

Iniziai sint transfer«ti» 
ur;;:;itorli parametri: ».

- cele N=2a G^aatican^ j 
etituirea. ¿ceste e?antioano n' .■ 
diriunsioncl ?i avind 2 olcm?at

- valoaroa lui h ;

: > r-. r ì’?i -ti t. r.d r . < i 

pi //i ’ A!', -dd
' ib } i tc ree • :

••’ ! r-:" ‘ , üu

, ~ < ”ìj un • t (>'! ’• .

■ ; o i” drr- ' 1 ■ :

■ t :: ..c

m: inútil muti
TlS. O ** 

MBt ^TitA rH
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- parametrul M, caro ropruzint- u ai .¡1 
ce urmeaza a fl reconstituite, intro *Cu;. 
le, succesive.

Este damn de retinut deed, 
repetarea automata de M ori a .algori ' Jr.
reconstituite in total N x M valori.

In etapa arma toare sinl caicui-v ;o-,-on 
FFR, FFI ale SFD, utilizind TFR. Ie u 
rii unghiului ALFA (I, J),.care ropmeint ; u•
tiei exponentiale ce intervino in r J . ¿ ¿ u
te componentele FR/ Fl (partile roaK r*'.-; im 
ale componentelor S^). Indicele I tir o ne «mn ran 
o§antionului in raport cu care se conrl‘^ru intirzi.” 
lorii reconstituite dupa cum J, ropvocict : iri a 
intirzieri.

Functüle pa baza cárom -j nt c I cl we n 
ALFA, FR, FI au fost notate, in orc m rice 5 r. ine gì 
Fl, F2, F3.

Este de mentionat ca Fs » i j ’ ’ ’ ¡ -, 
complex conjugate ale componeutelor . in 
In aceste condili!, calculul valori lor . ■ . -J ; 
carea TFR inverse se poate face cc ’-ji c : '.J r 
pontru calculul direct, aplicatà ny ¡’i.:., .r: . ,
terminate ca mai sus (a so veden ro . 
ta astfel valorile nou reconstituí<tó;]‘¡1 
acela§i tablou sint incluse, in iinJt :
lor iniziale, dupa cara aro loe I"; ”
(e^antioane §i valori reconstituí , 
nórmala).

Instructiunilo subru-in 
in fig.5.6.
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CAPITOLUL 6

VERIFIGARI EXPERIMONTALE

Scopul acestui capítol ante fie □ ilustra, ¡ 
pie concrete, valabilitatea principalelor norcluzii ¡ 
stabilite in capitolole precedente, premia a 
propn§i. Au fost álese exemple simple, caro implicl i 
maternatic pu^in laboríos» In ce pri”j?tü tossarea ol.
lor, aceasta s-a fácut pria program rula te pe c ¡imu

6.1. Exemplu care probeazá teorema

Dona example care permit verificares teorom 
au fost prezentate deja in cap.2. In cote ce nrmeazu 
testatá valabilitatea acosté! te orarne, totani in c 
funeri! fp(t) de forma (2.11) (carni an-.;li zat pe larp 
cap.2).

Se are in vedere fuñera: 

f^(t) = 2 + eos ¿v’ ot + cor; 2 (6.1

pentru caret c^ = 2, c£ = c¿ - o,6. fe stabilo.vto im; 
cá:

cí^2*^ = X-125 /

adicà fp(t) nu satisface condita C’.lj), cuno cut i.
verificarea s-a fàcut pria ìoua Mito:o, m, 

direct, cu ajutorul calculatorului iihctronic,
Intr-un prim caz au font aa le ala tu 6 Pilori 

functiei fp(t) = K'f^(t) §i pu baza onesti ra • ; font < 
minaci primi! N coeficionVi ai ìozvoltàrii ¡n serie m 
a lui fp(t) (calculul valorilor lui : t ) s-*' :u. . -
gerea ràdàcinii patrate, deoareco i *(s)r). - • otre < 
narea coeficien^ilor s-a utilizai \ vi-a -at cu <6..: 
ncrea setului de o^antioane [l^j•
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Rezultatele ob^inute, prin rulares pe un calcula
tor FELIX C-256, a unui program seria în llmbàjul FORTRAN, 
sînt prezentate in anexa Al (pag.A1.2.).

Numarul de e§antioane prolevate uniform dintr-o pe- 
rioadà §i prelucrate a foat N = 128, fapt ce permite evalua
res corecta a componentelor spectrale ale unui semnal cu 
K = 63: componente armonice (2K + 1 = 127 < N = 128).

Teorema 2.3 ar fi fost infirmata dacà
doar douà componente : components continua §i 

f (t) ar avea p
fundaméntala. Nu

mai o asemenea furerie, de banda limitata, peate conduce, prin 
ridicare la patrat, la un f^(t) de ferma (6.12). Ori din calcu 
le rezultà cà f^ft), notata cu'S2(T) in anexM, include cel 
pu^in 3b componente armotìice.

'Este adevàrat cà, neglijìnd erorile de calcul, valo- 
rile calculate ale acestor componente ar putea fi eronate, ca 
urmare a unei freevente de egantlouare insuficiente. Pentru 
un fp(t), caracterizat prin K = 1, «ceste erari ar fi excluse 
ìnsà, a§a cum rezultà din cele ar.ltate mai sua.

Se va observa apoi ca f^ft) fiind para, coeficienÇii 
Fourier sînt reali (au partes imaglnarà nul i). Cu toute aces- 
tea au fost tipàrite §i valorile calculât, ale plr^ü imagina- 
re a coeficientilor, spre a servi, orientativ, la aprecieraa 
erorilor de calcul (pg.Àl.3).

Programul a déterminât totodatà çi tiparit - eu sco- 
pul verificàrii corectitudinii acestuia - coefici entii Foiriex- 
ai lui fp(t) (functia S1(T) in anexa Al).

0 a doua metoda de verifioare, cu utilizoreu calcu-
latorului electronic, a constat in urmatoarele:

Func^ia f (t ) , aceiaçi ca §i în 
fost reconstituí ta intr-o serie de pinete 

cazul precedent, a
pe bhz-i unor saturi

de eçantioane. Operaría de reconstituiré a fost repetatá pen
tru mai multe valori, progreeiv crescato-ire, ale ireeven^ei 
de eçantlonare, determinîndu-se de flecare data - pria calcul 
direct- eroarea medie patratica "allas”.

Programul, împreun- cu reza] ta t-le obçinute în una 
rulàrii pe calculator, sînt prezentate îr. anexa A2. MGARE 
MEDIE PATRATICA 1 denemneaza aie! la reem.stituirca
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lui fp(t) , egantionat conform teorexei bastionarli func- 
tiilor periodice (n = 8). Teoretic, aerata trarre sr tj ebui 
sa fie nula. Dacà totugi difera ìe zero, acest fapt se iato- 
regte erorilor de calculator. Se peate arrecin Ijci, ci, «ro- 
rile de calcul sin: de orùinul (pregrunuì a four r in
dublà precizie [le5j )•

Erorile la recons ti luiretì lui fp(t) sin; notate cu 
EROARE MEDIE PAlKATICA 2. Rezultatele indica totndata nt- 
màrul N de egantioane utilizate, corespunzàtor fiecàrei ’rori 
calculate.

Se poate constata dar tendinee de ac&dere a erori
lor ’’alias", pe màsurà oe cregte valoarea lui N (deci frec- 
ven^a de egantionare) ; pe de altà parte, eroarea “alias" de- 
pàgegte substantial eroarea de calcul (lo“ fut^ de lo” *) 
chiar gl pentru N = 64 egantioane prelucrate.

In acord cu teoria erorilor "dias" (cap. 3), se poate 
afirma cà spectral de freeven^e n lui f (t) include col pu;in 
32 componente armoni ce (la care se mai aiaut'4 fundamentala). 
Cum o func^ie f (t), de banda limit ita gi astici incìt 
Tf ( t jì 2.« f’(t) , f’(t) fiind date ie re 1. ( c . l.r ), nu poate 

P J P P r ,concine decit o components continu i gi fundamen *sia, rezultn 
cà de fapt, fp(t) este de banda ne limi tu ti.

In anexà nu a fost inclus i suora tinti ìe reconsti-
tuire DRECP, asupra csreia se revin? Li nct.o.5»

6.2. Neanularea erorilor :a de erantionire

Se considera f anemia r* ri ?d iu, p r<i, d-.-fmi t i 
expresia:

0
IS.5)

Prin ormare spectrul lui f ( t) in:l j;< n •o" pan..:!:co-.tinul 
§i trei componente armoniee reale fi = ?) : - i fi c =

= o»5 । k e 1, 3»
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Se presupune cá.fp(t) este eyantionatu incit 2. - 4 
deci par.91 N < 2K+1 = 7. Spectrul semnalului e§antionat, im- 
preuna cu coeficien^ii Fourier respectiv ’’alias'’, corespunza- 
tori fiecárei coiñponente, este reprczentat in fi<¿.6.2.

; i Fig.6.2.
i >

Se poste constata imediat c ( rel. ’ :. r) ’

i=o

In conditüle de mai sus, confort color aratate la
pct.3.6., erorile de reconstituir«? in púnetele da tiona- 
re trebuie sa difere de zex*o. Vom devedi acesi lucra printr-un 
calcul direct.

Valorile e§antioanclor rezultá dupa cir. urmeaza:

Vo) = 4 fp(r) *0 * fp(?T)"0 fp(3?> = °

In cele de mai sus, prin T a fost notat pasul de c<;antioaare. 
Utilizind reí.(1.24), in care ae in K - ? (fir.6.2), se deter
mina urm&toarele valor! reconstituí te ir púnetele de e^untio- 
nare :

f’(0) = 5 4 rp(0) = - 1 / r / ; ■

f*(2T) = 1 Z fp(2T) f* (;?r - 1 X f (r)

Hezultatelr de mai sus iatar.ac r> afir'^iei 
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privind neanularea - îh .anumite conditi! - a erorilor in 
punctele.de e§antionare.

6.3. Proceden de reconstituí re a func^iilor pare, 
eçantionate cu N = 2K

Vom considera §i de aceastá da';¿í o functia periglici, 
para, simplà :

’ K(t) = 1 + cog^t + cos2wot 
¡ * 
? rr
’ I? :

Rezulta deçi cá : K = 2»?©o = 1 §i cR = c k « 0,5
Dacá e§antionareâ se face astfel încît N »

2K + 1, Teconstituirea conform rei.(1.24) con luce la erori «
de reconstituiré . In conditiile mentionnée esto posibila 
utilizares expresiei de reconstituiré (1a c4r^i aplica
re ar trebui sa excludà erorile mentionsi;. Ge vu arat» prin 
calcul cá aceasta afirmadle este ndeváralu.

Se determini mai întîi valori le eçantí or, re-
zultînd :

f (o) = 3 fp(T) - o fpi<r; - 1 fp<3M - O

Presupunînd cá fp(t) 
tor lui ^Qt = T/ 3» P

este reconstituít î.n ¿unetul
rin aplicaren Uni (1.24)

coraspunza
ie obline

valoarea eronatà f ’ Gr/3w ) = o,5 « Utilizaren expresiei
(1.63) conduce la valoarea conecta fp(^/ 3^'o) ' 1»

Se precizeazá cá, eroarea an»intit:í aparu ca urlare 
a faptului cá valoarea coeficientului ”al i ta" è? - 1 (rei.
(1.23)) diferá de c? = o,5»

6.4. Exemplu de aplicare a proo1.ului reconsti
tuiré prin ridicane la p i tr .t

Aplicaras procedeului ment, lo'.nt cute con j i ;ion¿s ta de
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satisfacerea conditiilor^determinate la pct.4.2. A6este con
dirli nu permit însa - cel pu^in in forma in care au foat 
stabilite - delimitarea concreta a unci clacs du func^ii, ce 
pot fi reconstituite cu noul procedeu.

Se impune, deci, ca o etapa prealabila, obligatorie 
stabilirea - pentru tlpul de funetie avut in vedere - daca 
sìnt satiafàcute sau nu, conditile amintite.

Pentru a 
lui §i avantaje le 
nal aperiodic, de

ilustra procedura de aplicare a algoritmu-
ce resulta, se va considera 
duratK limitata T,, définit

cazul unui sem 
de reinóla:

cos<<t o o
s(t)

o altminteri

Din acest semnal (fig.6.3), sìnt prelevate 12 e^antioane, pe
baza cárora ne propunem reconstitulrea semnalului inicial,
aplicind procedeul prln ridicare la patent.

s(t)

Fig.6.3.

Vom cercete mai întîl daca sìnt satisfncute condi
tine (4.24)-(4.2ó).

Aceste conditi! se refera la noeticien^ii Fourier 
ai functiilor periodica sp(t) §i sjjt) - 3p(t)j *, r«~
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zultînd prin repetarea lui s(t) , eu o perioadà égala eu du-
rata acestuia, adicá (fig.6.3) :

sp(t) = KL + nïP 

n = -00

(G.?)

Pentru a atabili coeficientii c(k^) 51 c’(k^) corespunza- 
tori aemnalelor t) s¿(t) , de puisa tie = 2T/I\ , se
determini la început spectral SG^O^aCt). r

In domeniul timp se poate serie cá : • * ■ I «

a(t) = cO3.<'Qt (6¿)• P»P^( $ )

Pm (t) reprezentînd impulsai dreptunghiuJar de durntá T. gi 
1 • - , 1

amplitudine unitara. Deoarece [25j :

cos^ t 27T. o,5 n)1 v (G.?)

§i avìnd in vedere teorema 1.1, din (6. d) se obline: 
.»•

co

I
A

2TT.O.5 ) -v + /';(< v? )-< } p (V)d$
“< l 11

(6.101
In expresia de mai sus P™ Gv) reprezinta speetrul corespu.nza- 

X1
tor impulaului pT1<t) [8]:

P.n M * Ti
ainfHTyA )

(6.11)

Aplicînd integrale! din (G.lo) teor-jmn convoluti^! cu funesta 
delta, rezulta:
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S(U>) = 0,5 [p„ + P„ (cc-ej )j
L 1 V x 1. u -J

(6.12)

Pe baza rei.(6.12), (6.11), se pot determina acem
coeficientii Fourier c(kwp. aferen^i lui & (t), sub forma:

sin — (ku.+vj ); gin Y
. 2 1 ° 2 1 0

c(ku), ) » —— S(ku). ) « o,5----------------------------- +-------------------------
1 T. 1 T,

Pentru calculai coeficieni,ilor se determina
2 in prealabil spectrul oorespunzator lui cos coQt.

Coeficien^iü dezvoltärii in serie Fourier a lui 
cos rezultä aimplu, pe baza produsului de convolarle (2.2) 
aplicat coeficientilor Fourier a lui coûtât. Se obline coros- 
pondenta t

^ot 2TT i_o,25^(u+ 2<jq)+o, !5c6k') + o,25<^(^-2uo)

6.14)

Procedind in continuare, similar color de mai sus, 
rezultà succesiv:

S*(^)? .o,25 PT 
X1

(<o+ ) + o,5 PT * o,25 PT (J- 2^a)
oi^ X1 °

(6.15

respectiv :
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^^1

T1 sin-U

c'Ck^) = — S’(k^1) = o,25 
T1

r

2 1 <J

+ o,5

. 5 sin —
2

T1 — k^.
2

In rei.(6.15;, S*(^) s’(t) ¿8<t;S
Pentru cele ce urmeaaà ne ¡¡J-ci ; ; 1

c’(kw^), k / 0. Avìnd in vedere :

Ti-±- ku) = kT
2 x

expresia (6.1^) ponte fi adusa la o i r •■

c’(k^)=o,25
T,—i(k-’ +2%)
2

Revenind la sistemai ut 
observa nenia urmàtoarele»

Deoarece atit Spi*1 
coeficientii Fourier corespur-i. >1' 1 ‘

°l = \ Ek -0 tk. 0. .....
,^i---------

-i = A • B * = ok Ak k

I “« de alta parte, a vinci in v-d«
3.135 ) rezulta :
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In stabilirea ultimelor douá expreaii s-a nvut in vele 
=TT/T.

Pe baza reí. (6 .1 ; ), (6^,-) ac ponto afirma cá 
indeplinitá condi^ia (4*23). Totodatá, din fig.6,3 rez 
cá |m|- cosTT/3 = 1/2. Cu aceste precisar!, aplicaren p 
deului este posibilá dacá

a) Pentru orice n dat, astfel incìt ¡n^C’ 

c(nW|- 2V-Jp), i = 1,2,..., au acola^i sema

c'(nid- 2i^ \i = 1,2,..., au acelasi sema
1 r

b) ic*|<|ck|.

In expresiile de mai sus, c£ §1 aint dati de rei.(6 
respectiv (6.18).

Vom cerceta, in continuare, conditia de sema 
a).

Se porne§te , in acest scop, do Lì faptul c i
6.3) :

Hela^ia (6.25) permite scrierea c.<presici (c.j ,, suo

cik^) =0,5
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respectiv:

c(kui) « - 2x0918. , k par ( ,
1 (k<l/9)

c(kw, ) » + ° » # k impar ( -
1 . (k -1/9)

Un mod similar rezulta cà ;

c ’ (ku^); =o,25 sinCkT- » 2ii/3) + 3in(k7? - 2H/J) i 
kTT + 2’73 kTT - 2V3 '

Incìt s

c*(k^) » - o,o918 
2(k2-4/9)’

k par .ni k / o G

c’ik^) = + -----o>.911Q—t k impar t^i k / o (Í
1 2(k¿ - 4/9)

Se constata apoi, imediat, cri dooarece:

2i^’ « 2i —= i.
* • T

- i.12^ CG

•mntru in.^.6 §i i = 1,2, ...,oo, rangul
c( n¿J,-2iu> ) §i c’(ktJ, ) = c’(nuL-2i%) Ir X X •

termeni 1 or c( k<af} 
satisface condi vii

k^- 6 adica k / o

l’otodetá, pentru un anumit n, componen te] e c( 0^-21^.» ), 
n • (nu^-2i^’p), in care i = 1,2,, sint fie de ran;- p 
fie de rang impar, dupá cum n este par r. arcctiv impar. '.
yirtutea celor precedente §i avind in venere re!.(6. /■
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§1 (6.28), C6.29) se poste afirma ca, in cazul :onside 
este satisfàcutà condirla (6.¿2«a) •

In ce prívente ultima condì Vie, (6.?2.b), ea ’ 
indeplinità dacá (rei.(6.25).. .(6.29)) :

2(k2 - 4/9)>(k2-l/9), !k|>y 0 ;

Aceastà inegalitate, scrisà sub forma echivalentà :

9
este evident satisfàcutà pentru orice k, astfel ìncit 

Aventájele pe care le comporta aplicares proc i 
lui la reconstituirea lui s(t), dat de rei.(6.17), rcz t 
din analiza rezultatelor prezentate in atiexa A3«

Siht date aici valorile reconsti tutte prin pi U 
clasic (rei.(1.12)), ìmpreuna cu eroarea medie patrati 
corespunzàtoare, (pg.A3.8), precum $i resultatele siri 
ob^inute prin procedeul ridicàrii la patrat -r ’«A.3.9, 
(inclusiv valorile reconstituido pentru

Se poste constata cà, procedeul propuo acigui 
ducere de cca 3 ori a erorii medii patra ti ce, compara' 
metoda clasica.

Se subliniaza totodatà faptul cri, metodo cunei 
in literatura, de reducere a erorilor ’’alian” pria li;, 
spectrului semnalului iniziai, cu ajutorul unui filtra .. 
jos, asigurà o mic§orare de numai 2 ori è crocii [lob 
aceasta numai in cazul utilizarli unui filtru ideal. ¡ 
punct de vedere, procedeul de reconstituiré prin ricic 
patrat se dovede§te net superior. Acesta prezintà tot» i
avantajul cà implica calcule deosebit de simple.

Nu trebuie uitat ìnsà faptul cà aplicaren lui 
limitata numai in cazul anumitor funeri! ucmnal ;;i c;. .. .;1
de reducere a erorli depinde de forma concreta a semn . .. ,. _ 
supus prelucràrli. Este posibilu, deci, o mineare s - , 
mai substan^ialà decìt cea menzionate mui cus, fiind ; La
ìnsà §i situarla inversa.
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In fine, etapa de verificare a condì ^iilor i 
trebuie sä le satisfacä semnalul ce ürmeazä a fi e sant 
$i reconstitu.it, este relativ complicata.

Aspentele menzionate mai cus au determinas, 
fel, ca prezentarea aplicárii algoritmului prin ridie? 
patrat sä se facä pe un singur caz.

In anexa A3 sint presentate de asemenea pro: 
de calcul al rezultatelor amintito precum :?i subrutin 
reconstituiré utilizatä, RKCS, scrina in limbajul ASS 
(pg.A3.1-A3.7).

5«6. Program ASSIRIS pentru calculul TFR

Subrutina de reconstituire DRh'CP, bazatà pa 
ma deplasarii (pct.5«6), fade apel la esalta subrutin: 
DFF0UR, pentru calculul TFR, de asemenca in dubla pre< 

Asemenea subrutino, scrino îri limbajal F0r.T 
sint larg cunoscute in literaturu j_l_looj , rnotiv c . 
care nu se insista in continuare in legatura ci subru 
elaborata. Precizam totali ca subprogramu) DFI'WR a f 
scris in limbajul ASSIRIS cu scopai mie;?orarii durato 
calcul. InstrucZiil"3 subrutinei sìnt prez^ntau^ in un 
(pg.A4.1-A4.3)*
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CAPITOLUL 7

CONCLUZ1I
4

In lue rare a de fata a fost abordaba o problc f
maxima importants pentru sistemale de mesurât cu prelusi - nu
merica, aceea a eçantionarii §i reconstituirii in condì, i ait 
mai avantajoase a semnalelor. S-a urmarit, in principi! , L?ço- 
rarea freeventei' de eçanbionare simultan cu red acerca Lcr 
§i a durate! de calcul.

In tratare s-a insistât în mod deosebit asup... . nc- 
tülor periodico, avînd în vedere cà;

-.teoria cunóseuta în literatura precinta en . 
lacune, privind procesal de reconstituiré a semnalelor ? -
dice e§antionate, pracum §i ìn problema ,Grorilor pe ca 
comporta acest procos;

- pe de alta parta, a$o curii s-a arùtat lo pc . . 1,
aste mai potrivit ca teoria prelucriirii pe calo numeri a :-
nalelor-in care teorema egantionárii joacu un rol cent 
fie elaborata pentru regimai periodic.

Se mentioneaza aparte, abordarea in cadrai 1 : i,
a unei problema noi, strins legata do teorema e.^antion .’i 
aceea a modificarii spectrului prin transformares patr ;i .

Analiza problemelor menVionato mai su.., ploc ? 
de la stadiul cunoscut din literatura, a pormis stabil .• 
unor conclazii §i rezultate originalo. Principalelt co na
tii adUse de autor, in aceastà lucrara, constan in urn 
lo :

1. Por ni nd de la ipoteza ca procesal fizic 1 *. a is
tituire a unui semnal e§antionat, trobuie sa fio acula. L- 
ferent cà semnalal este aperiodic san periodic, se Jus 
volubilità tea acestei afirmatii. Se orata .d, la feì c -
gira aperiodic, semnalul periodic roconstituit, .t ’j 
(1.24), se obtine la ie§irea unui filtra trace-,jos iu 
intrarea cáruia este aplicaba succosi une a 'o e .7 ntioni

Hezultatul de mai sur. a fi et nbtinub pria k. »
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transfórmate! Fourier inverse, spectrului semnalului perio
di© rezuítat la iegirea filtrului ideal*

2* Interpretares fizicá, menzionata, degl satisface 
sub aspect global, nu dezvaluie mecanismul intim de prelucra
re a egantioanelor in domeniul timp.

IntradevSr, reconstituiré© conform i,el.(1.24) se 
face pe baza unui numar finit de esantioane, cu tóate ca, in 
realitate, semnalul periodic-prin definì Zie nelimitat in timp- 
presupune un numar infinit de egantioane aplícate la intrarea 
filtrului ideal. * ! H

jentru a elucida acest aspect, a fost demonstratá, 
pentru inceput, teorema 1.1. Aceasta afirmá cS produsului 
algebric dintre spectrele a douS functii, una periodica iar 
cealaltS aperiodicS, ii corespunde produsui convolutiv dintre 
functiile de timp, definit ca in regim ^periodic.

Aplicind acest rezultat expresiei spectrului semnalu
lui ob^inut la iegirea filtrului ideal, resulta, pentru semna- 
lul periodi© reoonstituit, o acciari formula de reconstituiré 
ca gi in regim aperiodio (rei.1.11).

Se poate afirma, deci, cS in regim periodi©, expre- 
siile (1.11), (1.24) sint identico. Aceasta identitate a fost, 
apoi, demonstratá direct, pornind de la observadla ca eganti- 
oanele aferente unei perioade se repetá de la o periouda la 
alta a semnalului egantionat* Bxistenta unei expretii de for
ma (1.24) este posibila avind in vedere ca informatia despre 
semnal este continuta, in totalitate, in egantioanele aferen
te unei singure perioade.

3* Pe baza teorie! stabilite se fac recomendar! 
privind alegerea vaiorii minime a rangului K, ce intervine 
in rel.(1.24) §1 pentru care este asigurata reconstituirea 
farà erori (se presupune satisfàcuta teorema egantionarii)• 
Valoarea lui K este datà func^ia de numàrul N de egantioane 
prelevate (par respectiv impar).

Rvcomandàrile sint utile atunci cind se urmaregte 
sourtarea durate! culculelor de reconstituiré.

4. In idee© c£ numárul de ••'gantioane prelucrata 
este, de cele mai multe ori, jar, a fost «laboratá expresia 
de reconstituiré (1.63). Aceasta asigurd reconstituirea farà
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erori a semnalelor pere, pentru cazul in care N - 2 K<2K+1, 
adicS nu este satisfacut^ teorema egantionarii functiilor 
periodica. Rezultatul de mai sua poste fi extrem de util, in 
anumite situati! practice•

ütilizarea rei.(1.63) este recomandabilà, de altfel 
in orice situarle in care numarul de egantioane este par gi 
freoven^a de egantionare este insuficiente. Se ob^in, in 
acest fel, erori de reconstituirá mai mici decit prin aplica- 
rea expresiei (1.24).

5« Teorema egantìonàrii functiilor periodica permi- 
te o formulare mai generali deoìt cea data la pct.1.2.2. In 
variante generalizata, (teorema 1.2), se considera ca egan- 
tioanele sint prelevate uniform dintr-un munir de perioade 
P>1. Tóate cele aràtate cu privine la teorema clasica a egan 
tionàrii, r&min vaiabile gi in acest caz-inclusiv interpre^a- 
rea fizioS-cu precizaroa cà in relatii, pulsarla fundaménta
le! se ia de P ori mai mici, respectiv rampai celei mai insi
te armonici din spectrul semnalului se ia de P ori mai mare.

Dezavantajele legate de prelucrarea, la reconsti
tuiré, a unui numir sporit de e ganti cane, sint compensate de 
o oarecare scadere a freevendei òe egantionare; nesemnificati 
vi insM din punct de vedere nplicativ.

Teorema egantionàrii, generalizata, p?*ezinta inaii 
importanti din punct de vedere teoretico

Se aratà in lucrare cà pornind de la nceuctà teore
mi, prin trecerea la limita pentiu p--~ , are loc, '.e fapt,
trecerea de la regimai periodic la regimai aperiodic. Tot- 
odat&, la limita, atit conditia privine! frecuenta de egantio- 
nare cit §i expresia de reconstituiré nu doma cur.oocuti de 1 
regimul aperiodico

Cele aratale mai sus reflecta faptul ca te orerà 
'OS reprezintS un caz particular, linita, al teoremei genera
lízate a egantionárii functiilor periodico.

6. In strinse legatari cu cerintele privine freeven 
ta minima de e ganti orare, este abordata in lucrare problema 
modificarli spectrului semnalelor periodico prin trace forma
rea patratiefi.

Se arata ca gi in cazul func^iilor periodine de 
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banda limitatà, la fol ca §i în régira aperiodic, làçii .3 ; puc- 
trului functiei rezultate pria ridicarea la patrat cr< t;
douS ori. Pe baza acestei afirmatü 3 font formulais t t crama 
a e§antionàrii functülor fp(t) (toorema 2.1).

7• Pornind de la cele afirmate la punctul p. 3 rat, 
a fost cercetata în continuare probloma spactrului fai 1\or 
periodice fp(t), ce rezulta din funcçülo f^(t) - £p(' ;
bandà limitata, prin transformaroa inversa ridjcàrii ¡rat.

In acest scop, se aratu mai întîi eu (taoronr
din mulÇimea de 'functü periodice f ’/t) avînd 4K+1 co: to
spectrale, mimai functii care satisfac 2K condiÇii pot r 0- 
zenta patratul unor functü fp(t), eu 2K+1 componento. £ 
ciproc •

Afirmatia precedents conduce în mod firesc J
cota spectral functülor fp(t), care prin ridicare la 
conduc la functü fp(t) de banda limitata, ce nu sabir 1 
2K conditü mentionate mai sus (se au în vodero funey? L
fp(t) > 0, pentru t é +,x')). Kozultatul obtinut,
de important prin implicatine teoretico jo caro lo p?
afirmà ca aceste functii fpCt) roprezinta patratul unr
tii fp(t), avìnd spectrul de làVinio im i ni tu 
ta. Existenta functiilor fp(t) osto certa da 
sint continue $i daca fp(t) està strici posi

■ ' cr- 
t

■.lo

i; ì t
1Î

a. s — 
i

daca 1' ( p 
acost'i

Cu alte cuvinte, exista funeri periodico t
nelimitata, care conduc, prin ridicare la pitrit, 1- 
cu spectrul de lacinie finità.

Legatura dintre scout nuiulta 1 .. i tcorum.
nàrii este evidenti.

8. Ili cazul particular al » 'ir. -Çi ? or
pozitive, ?i care roprezintu patritul u:ior fui./ 
continue çi de bandà limitata, . f rdcvt .uVa ; ini!' 

ÇÜ

de
re scade la jumàtate, fata le valonrean d i lo Iuo^ hì 
(teorema 2.4). Afirmatia ente v.-iLdìiii i ?n c zul : r 
lor aperiodico, care satisfac condì, PI 0 r .)nvi c-natc-.

Se demonstreazà apoi cu, ; r c ni. mai pcm. r;
functiilor f^(t) >o, patrat al unnr • un; î i f./n) de t 
limitata, se impune prelevnrea unifie ;u col nubili ìi 
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egantioane dintr-o perioada, pe baza canora f^(t) poate fi 
reoonstituit farà erori (f^(t) contine 2K componente armonice) 
Comparativ cu cerin^ele teoremei clasica a egantionarii 
(N^4K+1), numarul de egantioane este mai redus cu oca 25%. 
Aceastí redueere se realizeaza pe neema informatisi suplimen— 
tare privind semnalul egantionat gi emme faptul cà acest 
semnal reprezinta patratul unei functii de panda limitata.

9. Pe baza teorie! privind modificarec ¿[pcnului 
prin transformarea. patratioà, a fost elaborati teorema 2.é. 
Aceasta p^j^ite descompuneijea unei funeri! periodica avind 
2K componente armqnice gi componente continua pozitivà, intr-c 
aum£ de douM functii» cu sp'ectrul limitai la K componente ar-
monice.

Teorema afirma, prin urmaro, posibilitatea reducerii 
la jumàtate a freeven^ei minime de egantionare, in cazul fune- 
tiilor menzionate, comparativ cu valoarea -impura de teorema 
egantionàrii# Numarul total de egantioane, pe baza carora ee 
face reconsti tuirea, ramine insí acola gl, deoar^ce treLuiei:c 
egantionate doua semnale in loc de unul.

Decompunerea , conform celor ce mai sus, peate fi 
efectiv realizatí pe cale matematica sau cu circuite analogi.- 
ce, fiind prezentata in acest sens o schema ponibila.

Se opiniaza ca, inafara de importanza strici teore
tica, rezultatul de mai sus gi-ar putea gasi o aplicstie con
creti in domeniul aproximírii funestilo** periodica ce bandi 
limitati*

lo. In problema erorilor la reconatituirea ser.nale- 
lor e§antionate a fost reliefaté ideaa ca, eroe-ile de trun- 
chiere sint de fapt gi eie, erori do tip "filias". Un áseme
nos punct de vedere este útil in aplicatiile in care se nece
sité evaluarea erorilor globale, rezultate cu ormare a trun- 
chierii §i a '’cnomenului ’’alias'*. Lo oltfel, in situatine 
in care se cunoagte doar aemnalul trunchiat, evaluarea glo
bali a celor doué categorii de erori amintite este singura 
evaluare posibila.

11. Pe baza celor arétate raai sua gi avind ì;: vedere 
cà celelalte oategorii de £rori, care so nani festa la recons
tituiré, nu tin de esenta procesului de egantionare, au fost 
analizóte in detaliu erorile "alias".
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Pentru aceastà categorie de arori a fost stabilita 
o expresie a limitei vaiorii lor absoluto, aplicabila in cazul 
semnale"or aperiocice, cu orice lacinie.a spectrului. Bxprecia 
cunoscutà in literatura, a limitai erorilor ’’alias”, utiliza- 
bilà pentru semnale cu o anumita lacinie a spectrului, se ob
line ca un caz particular al rezultatului menzionai anterior.•

Bxpresia generalizata a fost extinsa apoi gi in 
oazul semnalelor periodica.

¡ 12. Studiai erorilor ’’alias” a evidenziai o parti-
cularitat« importanti á'fprocesului de reconstituiré in re gira 
periodi© : faptul ci, cu excep^ia unei clase restrinse de il
semnale, eroriie "aliaé^ nu sé anuleaza in púnetele de e^an- 
tionare, daoi numirul de egantioane prelevate este par.

Particular!tatea amintita prezintà interes din 
punct de vedere aplicativ, deoarece permite a se stabili, 
in oazul unei clase extrem de largì de Semnale periodice, 
daci frecvenZa de egantionare corcepunde sau nu cerintelor 
teoremei egantionárii. I *

13. Porninc de la ideea ca o misura mai concluden
ti a abaterii semnalului reconstituit fa$a de segnalai ini
tial, o constitute eroarea patratica totali raspeetiv eroa- 
rea medie patratici ’’alias” au fost stabilite expresii exac
ts reepectiv limite pentru valorile absolute ale acestor 
erori.

In cazul semnalelor aperiodica a fost calculate 
eroarea patratica totali, in timo ce, pentru semnalele perio
dico, a fost avuti in vedere eroarea medie patratica. S-au 
putu constata in ambele situagli, ci eroarea depince de pa- 
tratul modulului spectrului inafara limitelor + F/T.

14. Problema erorii medi! patratic • a fost apoi 
reluati in cazul semnalelor aperiodic«, de durati finita. 
Se constati ©S un astfel de semnal ponte fi reconstituit 
oonsiderìndu-1 fie ca atare, adici ca semnal aperiodic, ori 
se reconstituí« semnalul periodic ce rezultà prin repetarea 
sa (perioada de repetidle fiind again cu durata).

Se demonstreazft in lucrare cà, semnalele reccns- 
tituite conform celor douS procede«, è e mai ous, §i limita
te la intervalul ccrespunzntvr semrnlulul iniziai, vor di-
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feri întotdeauna ìntre ele. Acest fapt a déterminât un stuûiu 
al erorilor medi! patratice separai pentiti flecare dintre ce
le doua procedee.

Din compararea çxpresiilor aatfel obviante a résul
tat concluzia ca erorile medii patratice "alias”, corcspunzà- 
toare reconstituirii ca semnal eperiodic respectiv periodic, 
diferS, de asemenea, între ale. Se presinta tctodatl, condi- 
tii pehtru spectral semnalului croare (acesta, la rindul sàu, 
peate fi exprimât fúñenle ¡de spectral se~.niLu.lui inicial), 
care asigurá erori mai riddi ín ficcare dir.tre cele douS oro- i 11 cedee.

15. le baza teorie! stabilite, privine modificare» 
epeotrului semnalelor prjin transíormare a patraticà gi utili- 
zìnd expresiile deduse p^éntru erenren medie patrnticiì ’’alias”, 
au fost elaborate deuà noi procedee de reconstituiré a sem- 
nalelor egantionate. Aceste procedee, nplicabile atxt in ca- 
zul semnalelor periodico cit gl in cazul s^mulelor aperio
dico, de durata limitati pot conduce, in »numite conditi!, 
la erori de reconstituiré mai mici, comparati'/ cu metodele 
cunoscutv•

Pentru semnalul avut in vedere la verificarea prin 
calcul direct a algoritmului de reconstituiré prin ridicane 
la patrat-spre exemplu-eroarea medie patratica a fost de oca. 
3 ori mai mica» fa^S de iaroarea introduca la recensiituirea 
aceluiagi semnal, conform procedeului clasic. Dépendent de 
forma semnalului, aceastfi reducere ponte fi gi mai substan
ciáis«

16» In scopul reducerii durate! do calcul, la recens- ♦
tituirea semnalelor periodico, a fost elaborai un algoritm de 
reconstituiré » in care este utilizata HR. Algoritatui asigu- 
r5 calcalui unui numar de valori reccnstitriti eg'J : i. rumà- 
rul de egantioane gi decalate ficcare, f C’ e Lor.i.ul co- 
reepunzàtor, cu un acelagi intervr.l At.

In anumite situati! concrete, albori rmul u .us oc 
dovedegte mai avantajos-din punetul de /edere ôuraoei col- 
cul e 1 or—comparât iv cu cricare dirtre rei: lile ce re constitui
ré , cunoscute actualmente*
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17* Teoria stabilità la elaborarea algoritmo ri 
mai sus, a permis formularea unei teorema a deplasàrii s 
zul TFD, valabilà - in condiliile satisfacorìi teorema 
tionàrii - pentru orice decalaj Js t.

Teorema deplasàrii, cunoscuta in literaturà, 
tà ca un caz particular, in situati« cà t este un mi! : 
sreg de interrale de e§antionare.

Drept ìncheiere la presenta lucrerò voli subì: ¡ 
faptul ca resultatele originale mentionatu, ^or servi J 
fundarea $i làrgirea cercetàrilor privind elaborare«, j 
drul Catedrei de electrónica $i misuri, de la Instituti 
tehnic Timiçoara, de aparatará de museràt basata pe es; t 
nare . Se mentioneaza totodata ideen el., únelo di atre gì t; 
burlile adusa, pot fi aplícate ?i ì;;i doverose utilit à . ; 
cazal oricàrui sistem cu prelucraro numerica a semnalil r

In tesa s-a insistât in mod deosebit in legai r 
problema erorilor la reconstituiré. Hotivutia unui asti 
punct de vedere o consti tuie* faptul (ài scopai final al 
tarli, a càrui punct de placare il constituid lucrarci.: 
façà, este de a -elabora sisteme de miisurát cu prelucrur 
mericà, la care procizia reprezint-i unni dietro cgì t.i’j 
portanti parametri carasteristici.
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