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P R E F A T A
Avintul pe care 1-au cunoecut in ul tinnii timp mi tede le numerice basate pe discretisarea structurilor, are la bazà des- voltarea bazei materiale a cercetàrii §tiin£ifice §i proiectà- rii structurilor. Dotarea intensa cu calculatoare electronice a tuturor ramurilor de activitate » a inleenit abordarea calcu- lului structurilor ingineregti prin metode mai exacte, care in plus oferà mai multe informati! despre comportarea structurii, cu acela^i cuantuli de timp alocat.In contestai metodelor numerice sn loc import anteocapà metoda eiementeIcr finite. Prin resultatele fcarte bune care s-au obtinut, aceastà metoda a devenit familiarà inginerilor constructori care lucreazà In domeniul cercetàrii gtiintifice §i prolectarli. Utllizarea ei permite abordarea calculului unor structuri complexe ca alcatuire, §1 care in trecut se puteau calcola donr prin simplificàri importante•In paralel, teoria echivalentelor oferà inginerului prole et ant un instrument de calcai tot atit de exact, iar in anumite situati! mai ugor de aplicat. Teoria echivalentelor utilisea- zà tot o discretizare fizicà a structurii, transformind-o intr- un model echivalent format din bare, model foarte fami!iar inginerilor constructori prin traditie.Lucrarea de fatà a utilizat cele douà metode, bus presentate, la calculul piacilor de beton armat simple §1 complexe, considerindu-le izotrope §i re epeetiv ortotrope.Lucrarea cuprinde un nomar de 6 capitole §i un volum de anexe continind programele de calcai intocmite pentru exemplele de calcai studiate.In capitolul I se prezintà stadiul actual al probleme- lor de plàcl elastica subtiri, un scurt istorie al dezvoltàrii teorie! piacilor piane $i tendiatele actuale in cercetarea §ti- intificà a teorie! plàcilor piane, mentionind totodatà soluti- ile clasice precum §i cele numerice moderne ale ecuatiei funda- mentale Lagrange - Sophie GermaMi.In capitolul II se prezintà problemele fondamentale ale metodei elementelor finite, cu utllizarea sa la calculul plàcilor piane elastico izotrope §i ortotrope.
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Se determina matricele de rigiditate pentru casari de compatibilitate a cìmpurilor deformaiiilor alese» §i matticele de transformare a deplasàrilor nodale in e forturi imitare §i efotturi imitare principale«Se elab oreazà programele corespunzàtoare fiecàrui caz considérât» mentionìndu-se cà programele de calcul pentru ca- sul plàcilor anisotrope sìnt generale acoperind §i cazul plàcilor isotrope•In capitolul III se prezintà teoremele de bazà ale teorie! echivalentelor« In studiul propriu» se folosesc trei modèle echivalente pentru piaci isotrope ni doua modèle pentru piaci ortotrope« Pentru ficcare model» se determinà caracteris- ticile mecanice §i geometrice ale modelului pe basa echivalente i energiilor de deformati! ale celot douà sistemo : reai ni echivalent«Se construisnte matrixea rigiditàtilor modelului echivalent analizîndu-1 cu ajutorul metode! deplasàrilor.Se stabilente relatia deplasàrii nodale - eforturi uni- tare determinìnd matricea de transformare a deplasàrilor nodale in efortutile barelor §i dupà aceea» in efotturile imitare ale piaci!• Se întocmesc pregiamele de calcul corespunzatoare fiecàrui model studiat« De asemenea, se menzioneazà cà programele de calcul pentru modelele ortotrope sìnt generale ni acopera cazu- rile de modèle isotrope•In capitolul IV se prezintà aplicaÇiile de calcul la plàci isotrope utilizìnd programele ìntoemite pentru a calcula 6 tipuri de plàci isotrope cu diverse conditi! de margine precum ni plàci avînd grosimea variabilà respectiv plàci cu goluti«Resultatele obtinute se comparà cu cele ob^inute de alti autori pe cale teoreticà eau experimentalà«In capitolul V se prezintà aplicatüle de calcul la plàci avînd caracter esotropie geometrica sau de material« Se trateazà detaliat o gamà largà de plàci ortotrope : plàci de beton armat» plàci cu nervuri» plàci ondulate» plannee casetate« Utilizìnd pregiamele pioprii, se calculeazà patru exemple de calcul pentiu cele patru tipuri de plàci ortotrope« Se efectueazà o ai . ali a à comparativà a resultatelo! propri! cu cele obtinute de diverbi autori«
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In capitolai VI se prezintà concluziile care se des» prind din analiza comparativa a utilizarli celor doua metode studiate la calculul plàcilor plane izotrope §i ertotrope, cìt a programelor de calcul folosite precum §i observa^ii asupra exactitagli acestora, relativ la modele le utilizate §i la parametri! de calcul foiosi^!.Autorul $ine sà-§i exprime §1 pe aceastà cale profunda recuno§tin$à profesorului emerit ing. Constantin AVRAM, membra corespondent al Academiei R.S.R», pentru ìndrumarea §i grija permanents acordata pe parcursul elaborarli acestei lucrar!• De asemenea, autorul dorec^e sa aducà mulburnir! condu- ceri! Catedrei de Beton armat §1 clàdiri, cadreior didactice din catedrà, tovaràgului dr.ing. Richard FRIEDRICH pentru spri- jinul acordat la elaborarea acestei lue?ari*
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CAPITQLULSTADIUL ACTUAL AL PROBLuKELOR STUDIATE!♦ IntroducetePrin placa plana se in^elege un corp prismatic sau cilin- dric a càrui inal^ime h este mica in raport cu dimensiunile bazei (fig.1.1).

0 placa plana este definita printr-o suprafa^à mediana plana. Cele douà suprafe^e care màrginesc placa sint situate la egalà distanza de suprafa^a medianàeIn cazul generai, piacile piane sint supuse unor incarnati care ac^ioneazà oblic in raport cu suprafa^a medianàe Cazul plàcilor pkane azionate de incàrcàri cuprinse in planul lor me- dian corespunde problemei piane a teorie! elasticità^!!*In prezenta lucrare ne vom limita la piacile piane actio- nate de for$e normale pe planul lor median (piaci de plan§ee, in generai)e In acest caz se pot face unele ipoteze simplificatoaree Trebuie observat cà, in generai, nu avem de-aface numai cu inco- voierea piaci! ci in marea majoritate acazurilor, ìkcovoierea plàcii este insolita de ràsucireeStudiul eforturilor imitare §i a deformatiilor unor astfel de piaci ne conduce la inlocuirea ecuatiilor diferen^iale ale in- covoierii (pentru problema barelor) prin ecuaZii cu derivate parziale, a càror integrare este mult mai dificilà, atit datorità in
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2fluente! ràsucirii cit datorità faptului cà trebuie sa rapor- tàm eforturile imitare §i deformatine nu fata de o singurà linie (axa barei) ci fata de o suprafatà (suprafata mediana).In mod obi§nuit, piacile piane se pot clasifica in urmà- toarele categorii, pe baza efectului lor structural ;a. Piaci rigide care sint piaci subtiri cu rigiditate la incovoiere supuse in generai, momentelor incovoietoare §i fortelor tàietoare in mod similar cu grinzile (fig.l.2a).b* Membrane care sint piaci subtiri farà rigiditate la incovoiere supuse fortelor axiale §i fortelor de lunecare (fig. 1.2b). Deoarece grosimea lor este prea mica, momentele lor de re- zistentà sint neglijabile.c. Piaci flexibile care prezintà combinatia celor douà categorii de plàcirigide §i membrane, supuse actiunilor combinate de momento, forte tàietoare §i forte axiale (fig.l.2c). Aceste plàci sint larg folosite in practicà.d. Plàci groase, ale càror conditi! de e fortori sint ase- menea cu cele ale continuumului tridimensional (fig.l.2d).
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- 3Teoriile de calcai ale plàcilor fac distillerie netà intre piacile avind deformati! mici §i cele avìnd deformati! mari. Pentru primole, legea suprapunerii este, in generai, aplicabilà, in timp ce, pentru ultimile trebuie utilizata teoria de calcul de ordinai al doilea.Teoriile placilor pot fi grupate §i pe baza relatiilor tensioni - deformati!• Teoria placilor elastica este bazatà pe ipoteza legàturii liniare intre eforturi §1 deformati! dupà legea cunoscutà a lui Hooke, in timp ce elasticitatea neliniara, plasti- citatea §i viscoelasticitatea considera relatii mai complete de tensioni - deformati!• Toate aceste teorii, cu exceptia viscoelas- ticitàtii, care considera numai incàrcarea dinamica, pot fi impartite in statice §i dinamico depinzind de natura dinamica sau statica a incàrcàrilor actionate.In cele ce urmeazà se prezintà teoriile vaiabile pentru piacile cu grosime mica numite "piaci piane subtiri” cu deformarle mica.Aceste teorii sint studiate pe baza urmàtoarelor ipoteze : 1» Materialele sint elastico §i omogene dar pot fi izotro- pe sau ortotrope.2* Grosimea plàcii este mica in raport cu celelalte dimensioni • 3* Deplasàrile plàcii sint mici fata de grosimea plàcii.4« Panta suprafetei mediane deformate este micà fata de onitate• 5* Un segment de dreaptà normal pe suprafata medianà inaiate de incovoiere ràmine on segment de dreaptà §i este normal pe suprafata median a plàcii dupà incovoiere (adicà se neglijeazà in- fluenta for|elor tàietoare asupra deformatici sectionii plàcii si- milar ipotezei sectionilor piane in teoria grinzilor).6. Se neglijeazà eforturile imitare paralele cu directia perpendicularà pe planul median al plàcii (6" = 0)• zAceste ipoteze se numesc in literaturà sub numele de ipoteze le Lovo - Kirchhoff.Nevoile practicii au determinai o dezvoltare deosebità a acestei teorii, care s-a dovedit deosebit de eficace. Totugi, in- cà de la inceputul constituirii ei, s-au pus in evidenta anumite contradictii interno, astfel incit s-a dezvoltat in paralel o literaturà deosebit de vastà consacrata eliminàrii acestor contra-
। y » t r à
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4 -dicali propunindu-se noi formulàri. Frinire formulatile noi, men- tionàm pe accea a lui Reissner E. sau Vlasov V., dupà care a ur- mat un mare numàr de alte formulàri mai mult sau mai putin complicate • 2. Scurt istorie al dezvoltàrii teoriilor plàcilor piane.Primele studii §i experimentale ale plàcilor piane au fost dedicate aproape exclusiv problemelor vibratiilor liberePrima aproximare matematica in teoria membrane! a fost formulata de Euler L. (1766), care a rezolvat problema vibratiilor libere ale membrane! elastice de forma dreptunghiularà circulata utilizind analogia cu douà §iruri de fire ortogonale intinse /32/• Studentul lui Bernoulli I., strànepotul matematicianului re- numit cu acela§ nume, a extins analogia lui Euler la plàci, prin introducerea analogici de re te a /13/. Fiindcà a neglijat influenza ràsucirii in ecuatia diferentialà de miçcare a plàcilor, el a gà- sit numai corespondentà ìntre teorie §i expérimente, farà a avea caracter generai.Fizicianul german, Chaladni, a descoperit diferite moduri de vibragli libere /47/• In experimentele lui cu plàci orizontale el a folosit pudre uniform distribuite care au format desene regniate dupà indugia vibratisi. Pidrele s-au acumulat in lungul 1Ô- niilor nodale in care nu s-au produs deplasàrile verticale.Matematiciana franceza Sophie Germain a obtinut o ecuatie diferentialà pentru vibratile plàcilor utilizind calculul varia- tional. Ea a neglijat, insà, in expresia energie! deformatiilor piaci!, lucrul mecanic datorità incovoierii suprafetei mediane.Lagrange I., a coreetat aceastà ecuatie a lui Germain S., adàugind termenul lipsà in expresia energie! deformatiilor astfel, pentru prima data s-a folosit ecuatia diferentialà corectà pentru vibratiile libere ale plàcilor. Aceastà ecuatie fàra deducerea ei, s-a gàsàt postura ìntre notitele lui Lagrange I., (1813).lûarele inginer de poduri, Ravier H. (1785-1836) poate fi considérât creatorul reai al teorie! moderne a elasticitàtii. Nu- meroasele activitàti gtiintifice ale lui includ §i solubile di- feritelor problema de plàci. El a obtinut ecuatia diferentialà corectà a plàcilor dreptunghiulare supuse la incovoiere. Pentru rezolvarea problemelor cu anumite conditi! de margine, Navier H. a introdus o metodà "exactà”, care transforma ecuatia diferentia- 
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5 -la în ecuatü algebrice, beicela lui se bazeatò pe utilizares seri- ilor trigonometrico introduse de Fourier F. în acelagi demeniu.Aceasta me toda a dat relativ u§or solu^iile matemat ice exacte cînd conditiile de margine ale plâcii sînt cele de tip Navier adicà sînt cazuri de piaci dreptunghiulare simplu rezemate.Poisson S., a extins (1829) utilizarea ecua^iei fundaméntale diferencíale a plâcilor derivata de Navier la problema vibratisi laterale a plâcilor circulare. Conditine de margine ale problème lor formulate de Poisson, însà, sînt apllcabile numai la piaci groase.Datorità rezultatelor gtiintifice publícate în cartea lui de fizicà matematica /47/, Kirchhoff G., (1824—1887) este considérât fondatorul teorie! plâcilor care ia în considerare combinaría încovoiere - forte axiale. In analiza plâcilor cu deformati! mari, el a gàsit faptul cà nu se pot negliga toti termenli ne liniari. Alte contributi! importante constitue descoperirea ecuatiei de freeventà a plâcilor §1 introducerea metodei deplasarilor virtuale în rezolvarea problème! plâcilor.Cartea lui Kirchhoff a fost tradusa de Clebsch /25/ ìn limba englezà, aceastà traducere contine humeroase comentari! valorease de Saint - Venant, dintre care este cea mai importanti extinderea ecuatiei diferentiale a lui Kirchhoff la piaci subtiri considerînd ìn mod exact matematic actiunea complexa de ìncovoie- re §1 de ìntindere.Love A. a utilizai lucrarea lui Kirchhoff la problème de piaci groase.La sfìrgitul secolului al XIX-lea constructs navali §i-a schimbat metodele ei de productie prin ìnlocuirea materialelor lemnoase cu otel. Aceasta schimbare a fost extraordinar de rodi- toare ìn dezvoltarea te oriilor plâcilor.Savantii rugi au avut contributi! meritori! la construc- tia navali. Krìlov A. (1863 - 1945) /46/ §1 studentul lui, Bulnov I., au avut contributi! importante la teoria plâcilor subtiri avìnd rigidj|titi la ìncovoiere gi la ìntindere.Timoshenko S. (1878 - 1972) a complétât treptat realiza- rilo ruse in domeniul teorici elasticitàtii. Dintre numeroasele sale contributi! importante sînt solutia plâcilor cu deplasàri mari /87/ §i formularea problèmelor stabilitati! elastico /86/.
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6Fbppl A., in cartea lui de mecánica construc^iilor /37/ publicatá in 1907» a prezeatat teoria neliniará a placilor. Forma finals a ecua$iei diferenciáis a teorici deplasárilor mari» insà, a fost de svoltata de Karman T. /95/» care in lucrarile lui urmà- toare a studiat, de asemenea, problema de deschidere efectiva £96/ §i proprietà^ile postelastice ale placilor /97/.Westergaad H., /99/ §i Schleicher F.» /81/ au studiat pro- blemele placilor pe mediul elastic»Prescott J»» in cartea lui de elasticitate aplicatà /65/ a introdus o teorie mai exacta la incovoierea placilor luind in considerare deformatine in suprafatà mediana.Dezvoltarea constructiei de avioane moderne a indreptat eforturi puternice spre cercetàrile analitico mai riguroase ale problemelor placilor.Savantul polonez Huber a studiat piaci ortotrope /45/§i a rezolvat problemele placilor circulare supuse la forts nssime trice distribuite §i momente marginale /44/.Teoria mai riguBoasá a placilor luind in consideratis deformatine provocate de Cortole taietoare transversale a fost in- trodusà de Reissber E.» /69/•Lucrarile savantilor ru§i Volmir A.» /98/ §i Panov repre- zinta contributi! valoroase la rezolvarea problemelor neliniars a placilor» in timp ce Oniashvili §i Gontkevitsh au devotat problema vibratisi fortats §i libers a placilor.Savantul chinsz» Chisn - Wsi - Zang a introdus metoda psrturbatiilor pentru solatia de deformati! mari.Analiza liniilor de rupere a lui Johansen K. poate fi considerata prima sbaferò importanta fata de teoria clasica de elasticitate a placilor /48/.Hadge PH. /42/ a extins teoria matematica a plasticitatii la analiza placilor rotativ - Bimotrice.Cele mai recente tehnici» ca utilizares calculatoarelor electronice cu vitezà mare $1950) au avert o influentà considerabila asupra analizo! statico §i dinamica a placilor.De^i in anul 1941» Hrennikoff A. /43/ a dezvoltat deja un sistem de bare articulate pentru analiza statica a problemelor complexe de piaci» lucrares lui fundamentals in discretizsres continuumului n-s putut fi din plin utilizata datorita lipasi instrumente lor moderne de elicmitIn 1956, Turner M., Clough R., Martin H., §i Topp L., /93/ au introdus metoda elementelor finite, care permite solubile nu-
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7 -merice ale problemelor plàcilor plane §1 curbe pe o cale economica.Numeroase contribuai! în aceet domeniu apartin lui Argyris /8/, /9/ §i Zienkiewicz O.C., /105/> /107/*Teoria echivalen^elor introdusà de Absi E. /I/, /2/, de asemenea, este aplicaWilà foarte efectiv la analiza statica a plàcilor.In afará de acestea, se folosesc §i tehnicile diferentelor finite dezvoltate de Stiissi F., Collatz L., /26/t Soare M., /80b/ §i al$ii pentru analiza statica §i dinamica a plàcilor supuse la încàrcàri oarecare §i avînd forme geometrice arbitrare.In présent, dezvoltarea teoriilor plàcilor este caracte- rizatà prin folosirea puternicà a calculatoarelor electronice eu vite se mari §i introducerea metodelor mai riguroase de calcul.3. Principalele tendinee în ceree tarea §tiintifica«Studiile clasice cìt §i trátatele cele mai recente recurg la mijloacele oferite de teoria plàcilor piane §i anume la solu- tiile cunoscute ale ecuatiei fundaméntale Lagrange - Sophie Germain în coordonate carteSiene (fig.1.3).

Placa ¡Jar.à (n sistemiti de cao^dmcite

unde : U) (x,y) - sàgeata unui punct curent pe planul médian al plàcii;p(x,y) - încàrcarea normalà la planul médian raportatà la unitatea suprafetei;
Eh^D • "■ a rigiditatea cilindricà a plàcii; 12(1 -V2)in care : E • modulul de elasticitate al materialului plàcii;h - grosimea plàcii, presupusà cpnstantà;V - coeficientul lui Poisson.
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8Prinfcipalele me tods pentru rezolvarea ecuatiei fundamentale (1.1) sint clasifícate in urmátoarele grupe : a» Soluti! rignroase.In limitele determinate de ipotezele de baza ale teoriei plácilor plane, se utilizeazà dezvoltári in serii de functii exponentials sau trigonometries, simple sau dublé, de tip Navier, Love, Timoshenko sau Girvmann, la care se ajunge, in mod obi§nuit, prin exprimarea functiei de incarcári p(x,y) sub forma de serie sau serii de functii trigonometrice §i identificares termenului general care satisface ecuatis diferentialà cu derivate partiale de ordinul de patru (1.1) respectiv prin integrarea acestei ecuatii»In únele cazuri particulars, dezvoltarile in serie s-au putut inlocui prin expresii ’’inchiss” adica suma seriilor respective • b. Soluti! aproximative §i numerico «Aveste categorii de soluti! mai sint impartite in urmátoarele grupe mai mici •1* Soluti! aproximative de tip karcus sau Westergaard.Se obtin aplicìnd metoda diferente lor finite ca proceden aproximativ de integrare a sonatisi (1.1) respectiv inlocuind in relatiile cunoscute operatorii diferentiali prin operatori cu diferente finite» Conditine de margine se exprima farà dificultàti iar prográmele de calcul pot fi ìnlocuite cu ugurintà, fapt care explica ràspindirea actúala a acestei metode»2» Solatii aproximative de tip Reileigh, Galerkin sau Ritz - Timoshenko, sint deduse prin aplicares a§s numitelor metode energetice sau metode variationale, respectiv prin dezvoltari ale principiului variational - energetic : dintre tóate cimpurile de deplasàri posibile ale unei structuri, cel care este produs in mod real de actiunea fortelor exterioare face stationara energia totals IT a sistemului forte - structure, unde :
1T = UtW (1.2)in care : U • energia deformatiilor (interioarà);W - energia potentials a fortelor exterioare.0 particularizare a acestui principine valabila intr-o largá gama de problems de analiza elastica a structurilor o con- stitue teorema minimulul energie! totale :

S(utW)=o (1,3)
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9 -care permite scrierea ecoaZiilor de echilibro, diferencíale sau algebrice, prin operagli variazionale• SoluZiile no sìnt riguroase intrucìt funcZiile alese pentru a descríe tipologie §i reologie fenomenal analizat, de exemplo, deplasarile suprafeZei mediane deformate a placii, no pot fi decìt aproximative in majoritatea ca- zorilor ìntìlnite iar condiZiile de margine sìnt rare ori satisfa- cute integrai.3. SoluZii aproximative.La acestea s-a ajuns recorgìndo-se la analogia cu membrana §i asimilarea membrane! cu o re Zea elastica /55/.Pot fi grupate in aceeagi categorie §i alte soluZii care por- nesc de la asimilarea placii piane cu o reZea de grinzi ortogonale, solidar legate ìntre eie /5/, /54/. RigiditaZile la incovoiere §i la torsione ale grinzilor astfel definite se determina din condiZia ca energia de deformaZie a reZelei sa fíe echivalentá cu aceea a piaci! reale pe care o schematizeazá /104/, /27/.4. SoluZiile aproximative cele mai recente au fost obZi- àute prin me toda elementelor finite, metodà numerica moderna (1955) perfect adaptatá prelocrárii autómata a datelor. Noua metoda permite rezolvári ale problemelor de cimp exprimabile sub forma varia- Zionalà (cimp de eforturi sau cimp de deformaZii) putind fi considerata ca o extindere a metodei lui Rayleigh. In loc sa fie ìnsà aplicatà global, intregului cimp din domeniul studiat, metoda elementelor finite se aplica unor regioni mici dar finite ale acestoi domenio, clemente a carora asamblare reconstitue cìmpol ìntreg. In sobregionile in care a fost ìmparZit domeniol ce se analizeazà pot Ci alese, pentru a aproxima cìmpol cercetat ( cel mai adesea cimpul - deplasarilor), foncZii evident molt mai simple decìt cele care ar servi pentro descrierea introgolo! cimp.Adaptìndo-se relativ u§or unor forme complicate de cimpuri, metoda elementelor finite elimina únele din marile dificultaZi ale metodelor energetico, precum alegrea funcZiei caro aproximeaza cimpul ìntreg §i respectaren condiZiilor de limita.In analiza elastica liniara a structurilor, rezolvarea pro- blemei prin aceasta metoda este redusá la determinarea unbi nomar finit de n parametri o<¿ legaZl printr-on sistem de ecoaZÜ algebrice • Prezenta locrare va prezenta §i otiliza mai detaliat con- Zinutul §i interpretarea fizicà a metodei elementelor finite in
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10problema analizei statica a plàcilor piane elastico subtiri, in urmàtoarele capitole (cap»2, 4 §i 5)»Ca solu^ii ale ecuatiei fondamentale (1.1), toate cate- goriile de solatii canoscute (riguroase sau aproximative) admit implicit ipoteza comportarli liniar - elastico a materialului• 0 atare limitare nu a ìmpiedicat ìnsà larga lor utilizare in practica proiectàrii plàcilor piane (inclusiv a plàcilor din beton armat) §i nu a redus interesui pentru elaborarea de noi soluti! privind analiza staticà a ace stei importante categorii de elomente portante plano»Faptul oste ilustrat §i prin marcio volum de studi! §i lucràri recente, apàrute dupà 1955, care sistematizeazà, dezvol- tà sau particularizeazà solutiile cunoscute, imbogàtind substan- tial teoria plàcilor piane»Pe aceeagi linie a diversificàrii solutiilor devenite clasice se situeazà numeroase studi! moderne, elaborato in ultimi! 10 - 15 ani privind aspecte speciale ale topologici plàcilor piane, cum ar fi plàci piane cu goluri /36/, /35/, /108/, plàci piene de grosime variabilà /18/, /70/, plàci piane cu una sau douà margini libere /63/, /76/, /100/, etc»In aceastà lucrare, se va utiliza metoda eie mentelor finite §i teoria echivalentelor energetico pentru analiza unui numàr de tipuri do plàci piane elastico izotrope sau ortotrope din beton armat, avind diferite conditi! de margine, de ìncàr- càri §i avind goluri sau grosime variabilà»Resultatele obtinute vor fi comparate cu cele calcolate cu metodele clasice sau cu alte metodo numerico cuprinse in li- teraturà privind teoria plàcilor piane elastico, sau cu resultate experimentale•
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CAPITOLUL II»BAZELE METODEI ELEMENTELOR FINITE SI CONTRIBUTI!PERSONALE PRIVIND APLICAREA El2.1. IntroducereMetoda elementelor finite este considerata ca fiind ex- tinderea metodelor variazionale §i a metodei matriceale de de- plasári la analiza structurilor continue. Ea este §i una din cele mai moderne procédés de calcul variaZional.Metoda elementelor finite este un procedeu de discreti- zare prin care sistemai de ecuaZii ale teoriei elasticitàZü, avînd un numár infinit de grade de libértate, foate fi transformat într-un sistem finit de ecuaZii aproxima^ive•Prin ace asta aproximaZie de natura fizicá, se realizea- zà o schimbare cantitativa a problème i, analiza corpului complex reducîndu-se la studiul elementelor componente ale structurii rezultate din discretizarea sa; aceasta, în cuprinsul lor, sînt to tot corpuri continue, dar cu o forma simplà putìnd fi mult mai u§or abordate pe baza unor legi convenzionale la distribuZia de- plasàrilor.Prin discret izare, se realizeazá substituirea unui continuum elastic compus dintr-o infinítate de puñete, printr-o structura formata dintr-un anumit numàr de elemente finite inter- conectate ìntr-un numàr finit de noduri.Datoritá acestei substituir!, in studiul stàrilor de e- forturi §i de deformaZii ale continuumului considérât, vor tre- bui definite §i analízate numai un numàr finit de marimi carac- teristice §i ca atare nu mai este necesarà folosirea funcZiilor pe care le utilizeazà mecánica mediilor continue pentru a putea reprezenta aceste màrimi in tóate púnetele corpului considérât.Me toda elementelor finite are la baza specializàrile a doua principi! variazionale generale :1. Principiul minimului energie! totale de deformaZii*2. Principiul minimului energie! complementare de deformati! • Pe baza acestor douà principi!, se folosesc urmàtoarele modele pentru a idealiza structura realà studiata :1. Modelul deplasàrii pure care are ca mod fundamental
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12un cìmp de deplasari care trebuie sa fie compatibil in interio- rul fiecàrui element §i sa fie conformabil pe frontierele elementelor finite adiacente.2. Ivlodelul tensiunilor pure care are óa mod fundamental un cìmp de tensiuni care trebuie sa satisfaca conditine de echilibru in interiorul fiecàrui element finit §i sa asigure identitatea tensiunilor pe frontiere comune ale elementelor finite adiacente.Un model devine hibrid adicá nu este nici de tipul de- plasarii pure §i nici de tipul tensiunii pure, in cazul cind una dintre conditine menzionate nu este perfect ìndeplinita. Acest model se bazeazá pe principini variational al lui Reissner §i este o combinarle a modelului deplasarii §i cel al tensiunii pure, datorita faptului ca el nu satisface integrai nici conditine de compatibilitate §i nici conditine de echilibru.In tóate cele trei grupe de modele functiile de interpolare ale variabilelor cìmpului in interiorul elementului au fost alese astfel ca sa continuitatea in ficcare punct pe frontiere §i nu numai la noduri. Acest fapt este un avantaj al me- todei elementelor finite fata de modelele variationale traditio- nale (cum ar fi metoda lui Ritz), permitind rezolvarea proble- melor la care marginile geometrico sìnt complexo.Metoda elementelor finite nu trebuie confundatá cu metoda diferentelor finite, cu tóate ca ambele au ca scop rezolvarea unor sistemo integro-diferentiale §i necesita trasarea pe struc- tura a unui caroiaj mai mult sau mai putin complex. In prima me- toda aceasta retea reprezintá frohtierele ìntre elementóle studiate separai §i apoi reasamblate, idealizares efectuìndu-se la nivel structural iar ipotezele §i simplificarile sìnt de resor- tul inginerului. In a doua metoda, reteaua este reprezentatá de li® nii in lungul carora ecuatiile diferentiale vor fi ìnlocuite prin diferente finite §i integrarne efectúate numeric, idealizarea fiind de nivel matematic iar aproximatiile trebuie studiate de specialisti in analiza numerica.In prezenta lucrare vom foiosi metoda elementelor finite - modelul deplasarii páre — pentru analiza plácilor piane elastico izotrope §i ortotrope.
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13 -2• 2• Ecuatia fundaméntala a metodei elemente lor finite * Modelul deplasárii pure•Metoda elementelor finite - modelul deplasárii pure - este dezvoltatá urmind mai multe cài. Una dintre acestea este cea a folosirii principiului lucrului mecanic virtual.Formula matricialà a acestui principia este urmàtoarea : 
=í^}r{¡u}dV,fjf>}^u}d5 (2.1)in care : [e] - vectorul eforturilor imitare;- variarla deformatiilor specif ice ;

[fj " vectorul fortelor imitare de volum;
{fi} - vectorul fortelor unitare de suprafata;

{Su} - variarla deplasàrilor.Folosindu-se relatiile de deformati! - deplasàri, de deformati! - eforturi §i de deplasari ale unui punct curent - deplasari ale nodurilor intr-un element finit, precum §i efectuìnd transformar! intermediare /62/, se obtins ecuatia fundaméntala a metodei elementelor finite :[K]{u] = {FJ (2.2)unde : [k] - matrice rigiditàtilor elementului finit considérât avind forma patratà simétrica de ordinai n (n este suma de grade de libértate considerate a elementului finit). Matricea [K] contine caractère geometrice §i elastice ale elementului finit studi at • Ea este determinata cu formula :[KJ = Í [brixHbUV (2.3)
Jy ' *in care : [b] z [N][A] (2.4)

[n] - matricea derivatelor partiale ale cìmpului deplasàrilor alese ale elementului finit studiat;[A] - matrice a anumitor coordonate ale nodurilor elementului finit considérât in raport cu sistemai de coordonate locai ;[x] - matricea de elasticitate a materialului;juj - vectorul deplasàrilor nodale ale elementului finit, care sint considerate ca necunoscute ale ecuatiei fundaméntale (2.2),
BUPT



14 -iar : • vectorul fortelor nodale echivalent, care este déterminât, de asemenea, eu ajutorul principiului lu- crului mecanic Virtual :
adicâ j lucrul mecanic produs de încàrcàrile reale datorità de-(2.5)
plasàrii punctelor lor de aplicaÇie într-o directie arbitrarà este egal cu lucrul mecanic produs de fertele nodale echivalente datorità deplasàrii nodurilor in aceeagi directie.Notatine folosite in (2.5) sìnt urmàtoarele :- forta nodalà echivalentà din nodul (i) in direc- tia ( △ );- deplasarea nodului (i) in diroccia (△);- deplasarea punctului de aplicatie al forte! reale, masicà sau de suprafata, in directia (△ );- éor^a masicà pe imitate de volum intr-un punct curent dupà diroccia △ §i- fotta distribuità pe imitate de suprafatà.In generai, ecuatia fundamentalà a unui element finit (2.2$ nu se rezolvà direct ci se procedeazà in felul urmàtor ;- se calculeazà matricile rigiditàtii ale tuturor elemen- telor finite §i prin asamblarea lor cu ajutorul unor reguli sim- ple §i precise se obtine matricea rigiditàtilor a structurii;- se calculrazà matricile fortelor nodale e chivalente ale tuturor clementelor finite §i prin asamblarea lor in concordantà cu precedenta, se obtine matricea fortelor nodale echivalente a intregii structuri;- se formeazà matricea deplasàrilor prin asamblarea matrice lor deplasàr^or nobale ale fiecàrui element, in conformitate cu ordinea descrisà mai sus;- se introduce conditia de margine, adicà se eliminà gradele de liberiate impiedicate de conditine de rezemare sau de simetrie.In final, obtinem sistemai de ecuatii fundamentale a intregii structuri : z

s sin care j [K] • matricea rigiditàtilor structurii in care se includ o toate caracteristielle geometrice §i elastica alestructurii globale §i care este cunoscutà;
BUPT



- 15 -- vector al deplasàrilor nodale ale structurii stu- 5 diate, în care confine tóate deplasàrile nodale resultate din discretizarea structurii ìntr-un numàr finit de elemente, ce constitue necunoscutele ecuaZiei (2.6);- matricea forZelor nodale echivalente ale structu- rii alcatuita din fórjele echivalente aplicate in tóate nodurile structurii, care se asemenea este cunoscuta.SoluZia ecuaZiei (2.6) este urmàtoarea :
1“}, = WS’’WS (2.7)Pe baza valorilor deplasàrilor nodale obZinute în (2.7)» se pot determina mai departe deformabile specif ice, eforturile imitare, eforturile imitare principale §i direcZiile lor, cu aju- torul relaZiilor bine cunoscute ìn resistenza materialelor.2.3. Definirea elementelor finite folosite ìn problemele plàcilor piane «Pentru definirea unui tip de element finit proprio unei anumite problème, de exemplu in mecánica plàcilor plane, este ne- cesar sa se résolve doua problème de basa s1. Definirea caracteristicilor geometrice, derivate din forma iniziala«2. Definirea caracteristicilor cinematice, care precizeaza legea de deformaZie a unui element finit.Definirea caracteristicilor geometrico presupune sa. adoptares unui sistem de coordonate generale care pot sa coincida cu coordonatele corteziene ortogonale (x,y);b. adoptare a unui sistem de coordonate locale, definite in interionul elementului finit (in mod curent, în funcZie de caracteristicile topologice ale tipurilor de demente finite). Se adopta în lucrare coordonatele locale corespunzàtoare definite ìn urmàtoarea figura :(Fìc|.2.1) c. definirea unui vector, ale càrui clemente sìnt coordonate (in sistemul locai de referinZà) care permit definirea completa a formei eiementului finit;d. definirea matrice! de interpolare care legga coordonatele locale §i cele generale.
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16

Definirea carácteristici1or cinematice presupone :a* definirea vectoràlui deplasàrilor nodale ale elementu- lui finit;b. adaptarea unui siateci de coordonate locale (problema este aceea§i ca cea ridicatá la punctul b de mai inaiate);c. definirea unui vector, ale cárui elemente caracterizea- zà deplasárile unor puñete caracteristica ale elementu- lui finit (noduri) §i care permite determinares univoca a pozi^iei deformate a punctelor cúrente in elementul finit;d. definirea matrice! de influenza care permite determina- rea vectorului deplasàrilor nodale in etapa **a" prin intermediul telatisi deplasari nodale - deplasari ale punctelor cúrente, in flecare punct interior a elemental ut finit»In dezvoltarea elementelor finite specifico teorie! placi- lor piane exista o carecare corespindentà cu elementele finite spe- cifice teorie! piane a elasticità^!!, dar aceasta corespondenta nu este perfecta, dificultadle fiind considerabil sporite de adopta- rea unor expresi! corespunzátoare pentru matricile de influenza«In cele ce urmeazá, pe baza definirilor menzionate mai sus, se va prezenta forma de element finit folositá in calculul plácilor plañe subZiri supuse la ìncovoiere tratate in aceastá lucrare.2.4. ^eprezentarea ele^entului finit, utilizai, de forma dreptunghiularà liniara.Se folosegte elementul finit dreptunghiular liniar prezen- tat in fig.2.2 pentru analiza plácilor piane subZiri supuse la ìncovoiere•
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Fig.2.2

2.4.1 » Vectorial deplasárilor nodale.In fiecare nod, se atageazà deplasàrilor nodale necunoseu- te cite trei componente : o deplasare verticalà (sàgeatà) §i doua rotiri» Vectorul deplasàrilor nodale necunoscute elementului finit considérât are deci urmàtoarea forma :
iu}T= fa (2.8)2»4»2. Cîmpul deplasàrii álese»Se adopta drept cimp de deplasare o func^ie avindforma generala : (2.9) in cate : a - matrices de influenza a deplasárilor nodale in de- plasári ale punctului curent in interiorul elemen^ tului finit;u - vectorul deplasárilor nodale ale elementului finit avind forma (2.8)»In cele ce urmeazá, vom studia analiza staticá a plácilor, cu cele douá ipoteze de compatibilitate a deplasárilor álese»1» Func^ia deplasárilor satisface numai condi^ia de compa- tibilitate a ságetii*2 » Fuac^ia deplasárilor satisface condi^ia de compatibili- tate a ságe^ii §i a rotirii»Dupá fiecare ipotezá, matricea de influen^á [a] are urmá- toarea formá /67/ :Pentru cazul de compatibilitate a ságe^ü :
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(i- ^)^(i-^)2b
-§0h-V cl

(3-2|)^7 -
-lO-^b

(3-2f )s2(i-»£) +S7(i-7)(i-2^)

(2.10)

Pentru cazul de compatibilitate a sage^ii §i a rotirii :

(d+2t)(<-§;2(i + 2^)(’-'?)2‘
(l+ZSJil-^V’l)2 k

(ozSJd-s^O-^U'i2
-(uzg)(<-Sj2(^7)l2b
.g(i-g)2(3-z>[)^a

(3-zg)52
-a-z^)^(i-i)i2b

(1 - §)j2 (S-Z^^a
-¿S)SZ( 1+^(1-^

2«4«3» Matricea de influenza a deplasarilor nodale - in

def orn-ia^iile specif ice.

Intr-un punct curent al elementului finit, deformatiile 

specifice sint determinate de urmatoarele rela£ii :

D2tL>?(x,y)
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2

c) 0)^,3)
=-2 (2.12)

?xc>£
in care : - este de forma (2.9) §1 dupà caz, matricea deinfluenza [a] are forma (2.10) Bau (2.11).Inlocuindu-se (2.9) in (2.12) §i $inind seama de (2.10) sau (2.11), dupà caz, se mai poi serie relaCiile deplasàri - deformaci! sub forma generala : (2.13) in care [b] - matricea de influenza a deplasàrilor nodale in deformaci! specifico. Dupà caz, matricea [b] are urmàtoarea forma :- pentru cazul de compatibilitate a sàgeCii : (tab.II.l);- pentru cazul de compatibilitate a sàgeCii §i rotirii (tab.II.2).2.4.4* Matricea de rigiditate a elementului finit.Se folose§te formula (2.3) pentru determinarea termenilor matrice! de rigiditate a elementului finit.In cele ce urmeazà se vor determina matricile de rigiditate pentru cele patru cazuri.1. Matricea rigiditàCii pentru elementul finit al piaci! elastico izotrope cìnd funcCia deplasàrii satisface numai condirla do compatibilitate a sàgeCii*2. Matricea rigiditàCii pentru elementul finit al plàcii elastico izotrope cind fune Ci a deplasàrii satisface condita de compatibilitate a sàgeCii §i a rotirii.3. Matricea rigiditàCii pentru elementul finit al plàcii 

anc^otnone.elastico ori'zcxitsale cìnd funcCia deplasàrii satisface numai condi- Cia de compatibilitate a sàgeCii*4. Matricea rigiditàCii pentru elementul finit al plàcii elastico ortotrope cind funcCia deplasàrii satisface de compatibilitate a sàgeCii §i a rotirii.2.4.4 .I. Matricea rigiditàCii elementului filit al plàcii elastico izotrope cìnd funcCia deplasàrii satisface numai condiCia de compatibilitate sàgeCii*Se folosegte, in formula (2.3) matricea de influenCa b
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20de forma (2.14) §i matricea de elasticitate de forma :
Eh5 rv 1 -__________1V V4 0

0LXJ -
1Z(l-V2) 0 0

2.

(2.16)
Dupa rezolvarea opera$iilor matriceale §1 intégrale din formula (2.3) rezultá matricea de rigiditate a elementului finit men^ionat, de ordinul 12 x 12 (vezi tab.II.3)*2.4*4 .2. Matricea rigiditá^ii elementului finit al plácii elastice izotrope cind func^ia deplasárii satisface conditia de compatibilitate a sage^ii §i a rotirii.Se folosesc în formula generalà (2.3) matricea de influença b de forma (2.15) §i matricea de elasticitate izotropà de forma (2.16) «•Dupa efectuarea operaÇiilor matriceale §i intégrale din formula (2.3) résulta matricea de rigiditate a elementului finit considérât, de ordinul 12 x 12 (vezi tab.II.4).2.4.4 *3* Matricea rigiditaÇii elementului finit al plàcii elastice anizotrope cînd funcÇia deplasàrii sa- tisface numai condiÇia de compatibilitate a sà- geÇii*Se folosesc în formula generala (2.3) matricea de influença b de forma (2.14) §i matricea de elasticitate anizotropà avînd urmâtoarea forma :

[X] = (2.19)
în care : - característica rigiditaÇii dupa direcÇia i.Dupa efectuarea operaÇiilor matriceale §i intégrale din formula (2.3) résulta matricea de rigiditate a elementului finit considérât, de ordinul 12 x 12 (vezi tab.II.5).
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Idb. Mabiicea de inpuenja Lb]
(model de déformâtij SatispCje numcú conditio, de compatibiIitate Sagejii )

0 ^-^(2-3^-^

0

Wl

0 ¡’■W

-í2-^7^ 0

0 ^(1-3^)-^-

-^7 ” 0

-ú-2m)-g-

0 -(<-‘"i^1í)~

-(1-3^^)^- 0

Tob. lAlaiMctd infili 
odddû defanrriatd. Satisface cone

-(1^)(1^)^)dÿ-.

(1-2jX5-^)7*-«5- -(itigli

u

-(l-3f)(3-2p^^_

^«-1^

b
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222.4.4 *4. Matricea rigiditátü elementului finit al piaci! elastica ortotrope cìnd functia deplasàrii satisface condirla de compatibili!ate a sàgetii §i a rotirii.
Ça b Se folosesc in formula generala (2.3) matrices de influendo forma (2.15) §i matrices de elasticitate ortotropa deforma ;

X, X2 0

X2 X^. o

O O X6

(2.21)
Dupa efectuarea operatiilor matriceale §i intégrale din formula (2.3) resulta matricea de rigiditate a elementului finit considérât, de ordinul 12 x 12 (vezi tab.II.6).2.4«5. Matricea de transformare a deplasárilor nodale ín eforturi unitare a elementului finit.Se studiazá, ín mod similar cu matricele rigiditátü, cele pentru cazur! sus menciónate.In cele ce urmeazá se vor detergiina matricele de transformare a deplasárilor nodale ín eforturi imitare ín cele patru puñete nodale §i ín centrul elementului finit cu ajutorul relatísi urmá- 

ín care, dupa cazul considérât, matricile [x] §i [ bl au diferite forme, iar {u} este vectorul deplasárilor nodale al elementului finit considérât•Se noteazá : [8D]=[x][b] (2>24)Matricea de transformare a deplasárilor nodale ín eforturi imitare a elementului finit.2.4.5.1. Matricea de transformare a elementului finital plácii elastico izotrope, la care functia depla- sárii satisface numai canditía de compatibilitate a sagetil*Se substitue ín formula (2.24) matricea de influents b de forma (2.14) §i matricea de elasticitate izotropá [X] de forma (2.16).
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26Dupa efectuares opera^iilor matriceale din formula (2.24) rezultá matrices de transformare pentru elementul finit considerai (vezi tab.II.7).2• 4*5•2• Matrices de transformare [BP] a elementului finit al plácii elastico izotrope la care fumeria deplasárilor satisface condirla de compatibilitate a ságe^ü §i a rotirii.Se substitue in formule (2.24) matricea de influenza [b] de forma (2.15) §i matricea de elasticitate izotropà [X] de forma (2.16). Dupa efectuares opera^iilor mstrieesle din formuls (2.24) rezultà matrices de transformare pentru elementul finit studiat (vezi tab.II.8).2.4.5.3. Matricea de transformare [BD1 a elementului finit al plácii anizotrope elastico la care fumeria deplasárilor satisface numai condirla de compatibi- litate a sage^ii.Se substitue in formula (2.24) matricea de influenza [b] de forma (2.14) §i matricea de elasticitate anizotropá [X] de forma (2.19).Dupa efectuarea opera^iilor matriceale din formula (2.24) rezultá matrices de transformare pentru elementul finit studiat (vezi tab.II-9).2.4.5.4. Matricea de transformare [BP] a elementului finit a plácii ortotrope elastico la care fumeria deplasárilor satisface condirla de compatibilitate a sàge^ii §i a rotirii.Se substitue in formula (2.24) matricea de influenti [b] de forma (2.15) §i matricea de elasticitate ortotropà de forma (2.21). Dupà efectuarea opera^iilor matriceale din formula (2.24) rezultá matricea de transformare pentru elementul finit studiat (vezi tab.II.10).2.4.6. Determinarea eforturilor imitare principale in centrul elementului finit.Pe baza eforturilor imitare ob^inute in centrul elementului finit, se pot determina eforturile imitare principale in
BUPT
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acela§i punct cu ajutorul rela^iilor bine cunoscute in &^Hioiaàtamaterialelor«

(2*29)

in care : - sint eforturile imitare normale dupa direc^iax §i respectiv y;- este efortul unitar tangential; o< - este unghiul care arata direcalile principale2 • 4 • 7 • Determinarea vectorului fortelor nodale echivalente a elementului jinit.In general, in fiecare nod sint trei componente ale forteloi nodale echivalente. Aceite forte sint determinate pe basa aproxima# tivà a echilibrului static sau pe baza mai exacta a echivalente i energetica intra incarcerile reale fórjele nodale echivalente.In ace asta lucrare, e-a folosit in examplele de calcul, echilibrul static pentru determinarea firtelor nodale echivalente. Aceasta aproximare aduce erori admisibile in calculul curent.In scopul llmtárii erorilor comise, se poate foiosi principini lucrului mecanic virtual care aste prezentat in relatia (2.5) in acest capítol* se determina forale nodale echivalente.2.5» Determinarea matricei de rigiditate a structurii diseratizate•Dupa ce s-au determinai matricele de rigiditate ale elemental or finite, este necesar a le asambla intr-o matrice globala, pentru structura studiata, prin e cuasia fundaméntala a metode! elementelor finite, la nivelul de structura (2.6).Asamblarea acestor matrici ale elementelor finite poate fi realizatà chiar dupà determinarea flecare! matrice de element finit cu ajutorul unni subprogram de cunoagtere a elementelor finite care se elaboreazà pe baza segemei logice data in flg.2.3.
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32 -¿latri ce a de rigidi tate obtinutà prin asamblare sus|mentio- natà, in generai, este singularà. De aceea, trebuie sa se elimine e Temente le deplasàrilor nodale impiedicate de conditine de margine, prin inmultirea termenilor principali corespunzàtori deplasàrilor nule cu un numàr pozitiv infinit de mare, cum ar fi cu + IO10. Realizìndu-se introducerea conditiilor de margine in ma- tricea rigiditàtilor a structurii, se obline o matrice nesingu- larà care ne permite sa o inversàm penttu a rezolva ecuatia (2.6)2.6. Determinare a deplasàrilor nodale ale structurii discre tizate•Din ecuatia fundamentalà (2.6) rezulta : (-3DEste evident insà cà inversarea efectivà a unei matrice pattate de ordinul n x n, care chiar pentru structuri mici poate ajunge la dimensiuni uria§e (n £ 1000), nu se poate realiza prac- tic decit in baza unor procedee speciale cum ar fi metoda lui Gauss - Jordan.Studiile recente privind inversarea matricilor sau rezol- varea sistemelor de ecuatii prin diversele metode elaborate in decursul timpurilor au pus in evidentà cà in cazul unui sistem de N ecuatii avìnd r cazuri de incàrcàri :- timpul de calcul, cu ajutorul calculatoarelor electro- nice este proporzionai cu numàrul inmulZirilor simple ce trebuie efectuate pentru determinarea necunoscutelor;- in accet sens, procedeul de eliminare directà a lui Gauss are cel mai mie numàr de operaci!
N3 2 N - (2.32)deci este cel mai economicos;- inversarea propriu-zisà este practic neinteresantà deoarece presupune operali;- matricea simetricà, sub formà de bandà, care, in plus, este §i pozitiv definità, poate fi abordatà cu ajutorul procede- ului propus de Cholesky, care este ceva mai simplu §i mai efi- cient necesltind §i mai putine operati! :

M = —t- N3^^) (2.33)
6 2
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elementuÍLU, -finit al M-

fieterminctAea ordinal- al
deplasá^til-oh nodale ale E F al M-lect, 
in oàdinsa. comuna a ìinuctuAu-

Ih, là , ló , IH. IL

Ile l-IA+1 
JI e J1-1

J
RS(I,J) = FtSllj) * KE (11,7)

M=M+1

NU

DA
NU

J UI

II - I-IA+4 
J2 : IS+IA-I-5 
JÍ = IS+1A-I

Ji -

■t 1

II - I-IÛ *T
Ji « Ji-i

I

RS(I, J) = Rail, IM REiihJ)

NU

---- -- I

1 J= J + <
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34 -în care : r este înàlZimea benzii.16 baza acestor considèrente, în cazul utilizarli metodei deplasârilor pentru stabilirea ecuaZiilor metodei elementelor finite, la rezolvarea lor se aplica de recula met oda de eliminare directa a lui Gauss iar daca se reugegte obZinerea unei structuri sub forma de banda a matrice! de rigiditate, se utilizeazà proce- deul lui Choleskÿ care asigurà o bunà stabilitate algoritmului de calcul« In lucrarea de fa^à, se va foiosi metoda de rezolvare a sistemului ecuaZiilor liniare eu o matrice sub forma de semibanda, care da posibilitatea de economie a. timpului de calcul a memo- riilor calculâtorului.In cele ce urmeazà se vor prezenta sumar cele doua metode menzionate•^etoda lui Gauss este un procedeu sistematic, foarte cu- noscut §i Uÿor de programat, care consta într-o prima etapà în eliminarea treptatà a tuturor eie .'.ente lor situate sub diagonala principalà a matricei de rigiditate si obZinerea în aceste condi- Zii a unei matrici triunghiulare superioare §i eu "substituZie înapoi*’ se determina toate necunoscutele {u} •metoda lui Choiesky se mai numegte gi metoda descompune- rii a fiactorizàrii sau a radacinii patrate. .a pornegte de la pre- prietatea matricelor simetrice, pozitiv definite, de a avea o sin- gurà descompunere de forma :
[K] x [TfCT] (2.34)Bn care [ï‘] este o matrice triunghiularà superioarà, iar [ 1]1 transpusa sa inferioarà«¿le: ente le matricei [ï] se determina, în funcZie de cele ale matricei [K] prin identificare, termen eu termen, a rezulta- telor produsului matrlceal [ï]1 [ï]«lermenii de pe diagonela principala rezultà sub forma ra- dàcinii patrate din diferenZa dintre elementele diagonalei, respective Knm §i numa patratelor tuturor elementelor de pe aceeagi colonna calculate anterlor.Termenii secundari se calculeaza fücînd diferenZa între elementul respectiv k^ al matricei iniziale çi suma unor produ- se de cite doi factori reprezentînd eie..ente le coloanelor m çi j, iar totul se imparte la elementul diagonalei principale t :

=

BUPT



- 35
/ „ - /7-L2 ('f =^)

' -e=i
TTl-1 /

= ( ^mj, - ^-^m' ¡^m (2*35)
= 0Be remarcat c¿í descompunerea efectúala nu afecteaza ter- menii liberi {F} çi deci matricea [ï] odata obÇinutà poate fi utilízala si pentru alte situa^ii de încàrcare•In afará de cele doua metode men-çionate mai sus, se triai poate utiliza metoda de rezolvare în blocuri /52/, /66/ care constitue modalitatea de solucionare è^ectiva eu ajutorul,calcula- toarelor electrónico, a sistemelor de ecua^ii. Fa se bazeaza pe proprietatea pe care o prezint- matricele banda ca în curszl eli- minàrii preconízate de metoda Gauss sau a substituÇiilor din cea a lui Cholesky, în fiecare etapa intervine numai un numar limitât de (n-1) linii anterioare aceleia pe care se opereaza. Prin urma- re în memoria céntrala a calculât orului trebuie sa existe întot- deauna doua blocuri concomitente, unul pe care se lucreazá, iar celálalt care cuprinde elemente le cenesare acestei prelucrari.In ultimul timp s-au élaborât o sumedenie de studii çi subrutine de rezolvare a sistemelor de ecua^ii /21/, /91/ sau ecuatü de bailla /14/, /19/, /23/, •••» care stau la baza progra- melor de calcul complexe sau a sistemelor intégrate.In aceastá lucrare, s-a folosit un subprogram propriu pentru rezolvarea sistemului de ecuatü de forma oemibanda.-t-2.7. Prezentarea programelor de calcul în limbajul 1ÜRTRAK IV.Pe baza formulelor de calcul, a matricelor rigiditaÇilor çi a matricelor de transformare stabilité în precedente le para- grafe pentru fiecare categorie de plaça izotropà sau ortotropa, se vor elabora doua programe de calcul, unul pentru cazul de com- patibilitate a sage^ii çi altul pentru cazul de compatibilitate a sage^ii çi a rotirii.Tóate prográmele de calcul sînt scrise în limbajul i’OnTRAn IV çi sînt bazate pe schéma lógica única ptezentata în fig.2.4.
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37 -In programe s-au folosit un numár de notâtii care sînt explicate în continuare :li h’ - numárul ele ment elor finite divizate din structura placii;NL - numarul coloanelor re^elei discretizate dupa direc- Çia avînd numárul mai mie de elemente;NLHJ - numárul gradelor de liberiate ale structurii dis- cretizate;luCL - numárul gradelor de libértate eliminate de legàtu- rile exterioare;15 - làÇiméa benzii matrice! adica numárul cel mai mare posibil de termeni ai unui rînd din matrice;NHJC - numárul ipotezelor de íncárcári;A(HE), TC.W.E) - listele de dimensiuni geometriceale elementelor finite discretizate;NKiih1), NJ(áh’) - listele cu numerele de ordine ale elementelor în reÇeaua discretizatá - dupà Birecti- ile x §i y;U(NLm, bIL’G) - tabelul care confine, la început, terme- nii liberi (matricea forÇelor nodale echivalente) çi dupa aceea resultatele deplasárilor nodale (matricea deplasárilor nodale);Kh’(12, 12) - matricea rigidità^ii elementului finit;RCCIILIN, 15) - matricea bandà de rigiditate a structurii;ICL(LCL) - lista gradelor de libértate eliminate (depla- sàrile nule);BD(15, 12) - matricea ce transformare a deplasárilor nodale in eforturi imitare a elementului finit;UE(12, lŒIC) - tabelul care concine deplasàrile nodale ale elementului finit provocate de tóate ipotezele de íncárcári;5IG(15, Ulñ’C) - tabelul ce concine eforturile imitare ale elementului finit provocate de tóate ipotezele de íncárcári;GlGl(álnC), 5IG2(JINC) - tabele care con^in eforturile imitare principale in centrai elementului finit provocate de toace ipotezele de íncárcári;BETA(NInC) - tabelul cu valorile unghiurilor direzionale ale eforturilor imitare principale;
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38 -Gli - coeficientul lui Poiseon; £ - modulul de elasticitate; D - rigiditatea cilindrica a placii. Capacitaiea de calcul a programelor elaborate, adica nu- márul maxim de elemente finite pe care le pot rezolva prográmele, depinde de modul impartirli resele! discretizate•Relatia dintre modul de impartire a re te lei discretizate §i numarul maxim admisibil este definita cu ajutorul graficului prezentat in fig.2.5* be remarca, in final, cà aceste programe elaborate se pot utiliza atit pentru calculul placilor piine cit §i a celor cu go- luri, cu grcsimea constanta sau variabilà, cu conditia ca forma lor geometrica sá fie dreptunghiulará.Pentru a deosebi intre eie cazurile de piaci considerate, se defínese METE FIN 1, 2, 3, 4 numde programelor de calcul co- re spunzàtoare §i nume :1 - pentru calculul placii izotrope la care func- tia deplasárilor satisface numai conditia de compatibilitate a sagetii.udiLEFUI 2 - pentru calculul placii izotrope la care func- tia deplasárilor satisface conditia de compatibilitate a sagetii §i a rctirii.luh'LEFIN 3 - pentru calculul placii anizotr^pe la care functia deplasárilor satisface numai conditia de compatibilitate a sagetii*
àiELEìLù 4 - pentru calculul placii ortotrope la care functia deplasárilor satisface conditia de compatibilitate a sagetii §i a rotirii.be pot foiosi ultímele douá programe atìt pentru piaci ottotrope cit §i pentru piaci izotrope, cu urraátoarele substituir! :

K1 = D

K¿ = vD

K3 = o (2.36)
= D

K5 = o

2
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21*7 1k7 528 30 158 kO posi bìl

2?x6 162 58Q 21 15ÖJ6 posi bìl

36 X 5 180 666 2k 1598k . posibil
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a 65536 _ ^638^ cuuvnio

Jvici un iaLlou. nu poaie Japàfi aceadd màxime 
aflà inU-un COMMON separat }

(chia\ Jaca. se
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40 -unde K^, Kg» ... Kg sint caracteristicile rigiditàCilor ale ma- tricei de elasticitate anizotropa de forma (2.19)
12 (1-VZ )2.8. Concluzii.wetoda elementelor finite recent dezvoltata s-a dovedit a fi instrumental cel mai puternic gi cel mai universal pentru a analiza varie talea problemelor placilor piane sau curbe supuse incarcurilor statice sau dinamica.Cu tóate cà metoda este inca in stadiul dezvoltárii, ea promite a putea fi utilizata in viitor in multe domenii de struc- turi §i in mecánica continuumului.Cele mai importante avantaje ale metodei elementelor finite sint :1. boluCia este ob^inuta farà utilizaren directa a ecua- Ciilor diferencíale fundaméntale ale teorici placilor.2. ketoda utilizeazà metode familiare pentru inginerii constructori.3. Condili arbitrare de marfine gi de incarcari pot fi luate in acelagi. mod ca probleme simple.4. metoda permite automatizares completa a tuturor pro- cedurilor.5. u.etoda permite combinare a elementelor structurale diferite ca de pildà piaci, grinzi gi piaci curbe.6. metoda poate fi extinsà pentru a acoperi efectiv tóate domeniile mecanicii continuumului.Cu tóate ca aceste avantaje, urmatoarele dezavantaje trebuie sa fie menciónate :1. metoda are nevoie de utilizarea calculatoarelor - electronice cu vitefca mare gi cu o mare capacitate de inma- gazinarc•2. Pregatirea datelor pentru fie care element finit cere mult timp gi este surea cea mai generala a erorilor omenegti in soluCie. 3* Citeva probleme pot avea nevoie de programe speciale de calcul gi deci, de ajutorul specialigtilor in calculatoare•4. h’s«e difícil de a preciza exactitatea rezultatelor obCinute cind sint analízate sistémele structurale.In mare parte , studi ile cúrente in acest domeniu sint 
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41 -indreptate catre dezvoltarea funcCülor perfecciónale aie forma §i a formelor de demente care pot da o convergen^ fide là precum ñi o exactitate perfecciónala.In cele ce urmeazà se prezintu cele trei criteri! ’’tehnice” de convergerà ale problemei rezolvate de metodo ele- mentelor finite, propuse de Zienkiewicz O.C., §i Bazeley G.P. §.a., /109/.1. Dacà pentru anumite deplasuri ale nodurilor, defor- maCiile specifico sint constante in cuprinsul elementului, aceastà situafie trebuie sà se regàseascà gi din aplicares le¿’,ii considerate•2. Considerindu-se o deplasare de corp rigid data, con- form teorie! elasticitàCii trebuie sa rezulte cà elementul finit nu se deformeazà (adicà nu sint induse deformaci!)• Acest criterio este de fapt o consecinCà a primului, intrucit deplasarea corpului rigid poate fi echivalentà cu o deformaCie constantà nula. 3. FuncCiile trebuie sa asigure continuità tea deplasà- rilor pe interfe eie elementelor, pentru ca energia deformati- ilor acumulatu in accosta su fie nula.Uneori ultima condiCie nu este respectatà, in mod invn- luntar sau deliberai, dar totugi se pot obline resultate corcete dacá este respectatà condiCia principalà 1, aceasta impliéand la limita gi continuitatea deplasàrilor.In ultimul timp, problema preciziei si convergente! me- todei elementelor finite a preocupat pe mulCi cercetutori, care au càutat fie su gàseascà noi cui de abordare a problemei, care su ìnlocuiascà criteriul convergenCei monotone acceptat la in- ceputurile metodei, fie su determine erorile introduse de diversele tipuri de clemente gi prin urmare precizia acestora.
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CAPITOLUL III*BAZELE TEORIEI ECHIVALENTELOR SI CONTRIBUTI! PERSONALE' PRIVICI) APLICAREA El3.1. Generalitati•Ideea ìnlocuirii reale cu o structura echivalentà, nu este, desigur, noua. Déjà in secolul al XVIII-lea, Euler L. a propus ìnlocuirea unei membrane printr-un sistem de fire fle- xibile ortogonale /32/. Dupà aceea, in anul 1774 Bernoulli A, a extins analogia lui Euler L. la problème le placilor introdu- cìnd analogia reÇelelor de grinzi ortogonale /13/»In anul 1920, Timoshenko S.P. a prezentat metoda lui pentru calculul barajelor cu modelul format din arce gi console.In anul 1941 Hrennikoff A. /43/ a aproximat un corp elastic printr-o structura articulât à spaziala iar in 1943 Henry ¡¿c. 1-a ìnlocuit printr-o re te a de bare.In anul 1956 Rjanitîn A. /75b^ a modelât medii continui printr-un sistem de bare coplanare gi spaziale gi a gàsit conditile echivalente ìntre corpurile reale gi modelele ìnlocuitoare• In afarà de autori! menzionati mai sus, trebuie sa se mai enumere Marcus /55/, Ewell, Okubo gi Abrams /33/ ^ieghard K. /100b/, Rie del W. /70b/, Spierig S. /85b/ Lightfoot /53/ Yettram gi Husain /101/, /102/ çi altü /83/, /15/» • »., care au contributi! meritorii la calculul placilor piane elastice printr-o nalogie de re te a.^ai tirziu, dupà aproape un deceniu de studiu gi verificare a teorici echivalentelar, ìn anul 1970 Absi E. a publicat rezultatele lui de publicare sub titlul ’’Teoria echivalentelor gi aplicarea ei la diverse problème de elasticitate” /5/. Acea- stà teorie de echivalente constitue o aproximare generala care permite substituirea studiului corpului reai incàrcat prin studiai unui sistem fictiv echivalent, cel mai accesibil la calculul eforturilor §i al deformatiilor.Considerind condita de echivalentà ìntre energia deformatiilor a celor douà sisteme, reai gi fictiv, Absi E. a ob- tinut rezultate bune gi generale.Teoria echivalentelor introdusà de Absi E. a condus la un procedeu de calcul intrìnd in cadrul metoaelor generale gi familiare de rezolvare a problemekor de elasticitate bi gi tridimensionale.
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43 -Aplicares eficienta a analizei retelelor de bare echivalente este foarte sigurá datoritá functülor exacte de depla- sári sau tensiuni ale elementelor de bare ce sint binecunoscute.Principala dificúltate in teoria echivalentelor este da- toratà efectului coeficientului Poisson, care nu influenteazá cu nimic calculul sistemului de bare unidirectionale dar influenteazá considerabil calculul re tele i de bare, ce simuleazá placa studiata* Caracteristicile de incovoiere in tóate directiile trebuind sa fie cuplate•Prima reu§itá a analogici retelelor tinind seama de efectul coeficientului Poisson a fost obtinuta de Yettram A* §i Husain M» /101/, /102/» Pentru prima data ei au folosit o tchni- ca de o aproximare succesivá de luare in considerare efectul coeficientului Poisson utilizìnd o re te a de grinzi ortogonale /101/» Yettsam A* §i alti autori au mai folosit modelul echiva- lent dreptunghiular cu bare diagonale in analogia retelelor /102/ sau au mai introdus un numar de forme de mecanisme §i resorturi /15/, /17/, pentru simularea efectului coeficientului Poisson» Impreuna cu metoda elementelor finite, teoria echivalen- te^or este utilizata efectiv in analiza plàcilor elastice»Echivalenta intre eleaentul de placa §i modelul echiva- lent de bare este studiata pe douá Unii principale :- prin echivalenta directa a deplasarilor corespunzatoare celor douá sisteme;- prin echivalenta energiilor deformatiilor celor douá sisteme •In lucrares de fata, se folose§te linis s dous constru- ità pe teoris echivalentelor introdusa de Absi E»In cele ce urmeazà se va pre enta in mod succint bazele teorie! sus mentionate»3*2. Bazele teorici echivalentelor §i aplicatia sa in analiza plácii elastice subtiri.3*2.1. Expunere generala.Se considera un corp deformabil ìncarcat de potentialul (fig.3.1).Potentialul total H a$ sistemului (adica corp + actiune) presupus conservativ se serie :
TT = U £ (3.1)
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44unde : U - potenbialul deformabilior corpului considerata

Notìnd cu UQ densitatea potenbialului unei unitaci de volum, expresia (3.1) se serie :
'V

(3.2)Presupunìnd cà sorcina este independentà de starea defor-matà a corpului, fumeria poate fi scrisà sub forma :$ -Jp-u¿S - Jy^dV (3.3)unde : P - fórjele concentrate pe suprafaba exterioará a corpului studiat;
—5p - fórjele distribuite pe suprafaba exterioará;y - fórjele pe unitatea de volum;xt cìmpul deplasàrilor considerate ale corpului.Rezolvarea ecuabiei (3.2) revine la determinarea unui cìmp de deformabü compatibile §i a minimului funcbiei TT (adica dn = o) • 

Confai den.<iAcum se aexgora al doilea corp ce ocupa acela§ spabiuV §i este supus aceleiagi incarceri (fig.3.2). Notìnd cu densitatea sa de deformabii, potenbialul total TT’ al sistemului se serie s
ir' = f U^dv + $Jv (3.4)De asemenea, rezolvarea ecuabiei (3.4) revine la determinarea cimpului de deformabii compatibile §i a minimului funcbiei Ti’ (adicà dJT' = o) ale corpului al doilea.Se presupune cà : (3.5)in acest caz, se spune cà cele douá sisteme studiate sìnt echivalente. Eie admit acela§ cìmp de deformabii. Intr-adevàr, solu- biile celor douà ecuabii (3.2) çi (3.4) sìnt identico, avem deci : j
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45 -

^TT = SU':: o (3.6)Condirla (3.6) ne permite sá reducem studiul unui corp real incárcat la studiul unui corp echivalent avìnd legi de comportar! diferite.In general, exista echivalenrà intre cele douá sisteme elastice dacá are loc unul dintre urmatoarele cazuri :1. Cele doua densitàri de energie de deformarle difera cu o anumità cantitate u , adicà :oUe = Uo + 42O (3.7)astfel cà :sau :deci, din nou :
juodv = Con it VS(-aod\/ = o

S’il = Sïï'

(3.8)
% sind 2. Cele doua densitàri de energie de deformarle UQegale, edicà : (3.9)

§1

Teoria echivalenrelor se mal verifica cu condiria : ÍT = oíH (3.10)in care : o( - este un coeficient arbitrar.Intr-adevár, condiria (3.10) asigurá verificaren ecua-riei (3.6).Din cele de mai sus se constata cà echivalenra peate fi reallzatà ìntre :- un corp continuu §i celalalt tot continuu;- un corp discret §i celalalt tot discret;- un corp continuu §i celalalt discret.
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46 -3.2.2. Energia de deformarle elastica.Teoria echivalenrelor energie! deformariilor presupone ìnlocuirea studiului corpului continua (cum ar fi piaci piane, piaci curbe sau corpuri masive), printr-un corp discret (rerea de bare, sistem de grinzi).modele le echivalente alese sìnt presupuse cìt mai mici. Se poate, deci, considera cà cìmpul deformariilor alese sàmine uniform in interiorul modelului de baza.Caracteristicile de rigiditate ale modelului studiat sìnt determinate pe baza identificàrii expresiilor potenrialelor deformariilor ìnmagazinate in cele douà elemente : real §i fic- tiv. De aceea, se vor studia, ih cele ce urmeazà, diferite expre- sii pentru energia deformariilor corpurilor elastico.Pentru cazul cel mai general, corpul tridimensional, den- sitatea energici deformariilor UQ este exprimatá prin relaria stabilità in teoria elasticitàrii :
Uo = (3.11)in care :

& = ± ì*ì , 2^ ì 

« 2 K / (3.12)un de Ui’ Uj
Acegti

- sint componente le deplasàrii u intr-un sistem de referida arbitrai (x., x.» •♦.)>- sint coeficienrii lui Lame.coeficienri sìnt determinar! prin urmàtoareletelarli :
E

2(1 + P) (3.13)in care : E - modulul de elasticitate;V - coeficientul lui Poisson.Particularizìndu-se expresia (3.11) pentru cìteva cazuricurent ìntìlnite, se obrine :1. Problemele de tensiune pìanà :
Uo r— --------  [(¿„A <^2/ + ^22. (3.14)
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47 -2. Problemele de deformarle plana :U, = [(^)2+ ^zz^] +X€H€22 (3.15)
3. Problemele pläcilor piane ìncovoiate :

U =T°p + ( ají, + Sx2 ^xSÿ'J (3-16)

unde : EX3
D =—-—77- 12(1- vx)in care : - sägeata ìn punct curent (x,y) •Limitìnd examinarea la cazul piaci! piane cu deplasäri mici, teoria clasica neglijeazä eforturile de membrana, rezul-

5x2 (3.17)ca atare, relaÇia (3.16) devine : j <3-“>
Diversele calcule efectúate cu : ceastá relatif (3.18) au aràtat cá aproximaria este satisfácátoare•Modele echivalente des folosite sînt alcàtuite din bare articúlate, barp supuse la încovoiere §i la torsiune.Energia de ormarülor modelului echivalent se determina prin suma energiilor deformatlilor barelor componente. De aceea, în cele ce urmeaza, se vor prezenta expresiile energiilor cîtor- va tipuri de bare.1. Bare articúlate.w = (3.19)AB zJab ' *în care : - cosinusurile directoare ale barei AB în raporteu sistenul de referinrà considérât.f = ES-Pab (3.20)no este característica de rigiditate la întindere sau compre- 8lune a barei ABiS - suprafata secriunii transversale a barei;€Ag- lUEgimea barei AB;E - modulul de elasticitate•
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48 -2. Bare ìncovoiate •Pornind de la relaÇia bine cunoscutà ìntre momentele ìn- covoietoare carburile barelor supuse la ìncovoiere ìMt = EI^- (3.21)
ax2- ìn care : I - momentul de inerzie al sec^iunii transversale a barei ;X - axa de referin^à locala a barei raportatà la siste- mul de referin^à generai prin urmàtoarele rela^ii(fig. 3.3) •

Sûü __ 3üü
3-r Seo Su. So) ..

+------------------- = -------------------------Co5o( + —6mo(

ax Sx SX a/ "dx

(3.2Z)
32u> _ 92co Coìrai +
dX2 " Sx1

rezultà energia de ìncovoiere a barei ij s
m 4 e t P - f $ ì4 r &(lrtLl2 (3*23)

_ J_A — eoo2« 1- 2-  ¿mol cosai +——-smot J
" 2J^ L òx2 ay

unde - lungimea barei i j ;- EIÍ1J (3.24)este característica de rigiditate la ìncovoiere a barei ij•

3. Bare supuse la torsiune.ióomentul de torsiune este exprimât prin relamía :
T- u, J-----------

(3.25)
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49 -vom avea :
a2 in

ax ay

dzco _ S^cO 

¿) 112 3x¿

3 co (3.26)Substituindu-se (3*26) in (3.25) rezultà :
_ JLuJM.

t " 2.1 * ax^y

2,
^2lo I2 

— cozzai
(3.27)

d
2

in care : J - momentul de inerzie la torsiune al sectiunii transversale a bare! :
2 0 + y )iar : = (3.28)este característica de rigiditate la torsiune a barei ij. 3*3. Analiza plácilor plane sub^iri elastice izotrope cu ajutorul teoriei e chivalente lor.Pe baza rela^iilor §i formulelor determinate in prece- dentele paragrafe, noi vom studia urmátoarele modele echivalente : 1. biodelul grinzilor ortogonale.2. Lodelul dreptunghiular cu bare diagonale.3. wodelul patrat cu bare diagonale propus de Hrennikoff.3.3.1. Luodelul grinzilor ortogonale.iüodelul este prezentat in fig.3.4.

Fig. 3A
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50 -3»3*1»1* Determinarea caracteristicilor de calcul ale modelului»Pe baza condi^iei de echivalen^á intre energiile defor- matiilor modelului ales §i ale elementului plácii reale, rezultá caracteristicile geometrice corespunzatoare, cu rigiditá^ile la íncovoiere §i la torsiune ale fiecárei b re.Pentru aceasta, la inceput, se determina expresiile ener- giei deformatiilor a modelului §i elementului de placa» a» Energia deforma^iilor elementului plácii reale» ileglijíndu-se efprturile de membrana, se folosegte relaja (3*18) :U= AUO + 2 | (3*29
b• Energia deformafriilor modelului echivalent• Folosindu-se formúlele (3»23) §i (3*27) se poate determina energía deformatülor modelului echivalent cu urmátoarea relamió :

W = £ ( K - W4 £ (3.30)
in cate

■ ÍU.

*£ . (‘A. 
a

unde :
(3.31)

= (w-í)bd

(3.32)
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Substituindu-se (3*31) in (3.30) rezultà :
Identificind tercia ni i c ore sp una ai ori din cei doi membridin dreapta ai ecua^iilor (3*29) §i (3.33) se obline :fi =

K = ±aì>D <3.34)J z 2
+ = abDInlocuindu-se (3*34) in (3*32) §i presupunìnd ca^^ = ^2 se poate determina caracteristicile geometrica ale barelor :

Db bh3 

ze ~

Da. aK3

ZE ’ 2^(1-Vz)
DbDt^) _ b^3

E " 12(1-V)

Da(ity) _

E 1Z(l-y)

(3.35)

3*3* 1.2. uiatricea de rigiditata a modelului echivalent.Pe baza rezultatelor parafragului 3.3.1.1» se va analiza modelul echivalent cu ajutorul metode! deplasàrilor pentru a con- str i matricea rigidità!; il or modelului.Analiza modelului echivalent se arata in fig.3.5 cu va- lorile caracteric ticilor la incovoiere §i la torsiune :
E^ Db 

= - =   
a--- 2a

< - Oa 

2 ’ b 2i

67, . Db

^01 ~ “ -
& 2a

; &TZ ^2. Da 
\)2 -----------  z ----------

5 2(itV)b 2.b

(3.36)
Rezultá matricea rigidità^ilor modelului echivalent de ordinai 12 x 12 (vezi tabelul III-l).
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52 -ihatricea de transformate a deplasarilor in efotturile barelor modelului echivalent.Efortutile în barele modelului se determina cu ajutorul re lati«i urmàtoare :! TJ = LKoJL^Ji“/ (3.38)unde : {t} - vectorul eforturilor, care cuprinde trei componente: ÌMX '= ì (3.39)lin care : [Kq] - matrices evasi-diagonalá asamblata cuprinzínd matti cile de rigiditate ale tuturor barelor modelu- lui echivalent. Aceastà matrice se arata in tabe- lui III.2 avìnd ordinul 12 x 12 • matricea de transformare a deplasarilor imitare ìn deformadme capetelor barelor modelului écrivaient, care este determinata pe baza analizei modelului supus deplasarilor imitare din fig.2.6. Aceastà matrice este reprezentatp în tab.111.3* avìnd ordinul 12 x 12. vectorul deplasarilor nodurilor modelului echiva- lent, care este déterminât cu ajutorul sistemului de ecuatii de conditi! ale metodei deplasarilor.In final, se determina matricea sàrilor in efotturile barelor modelului [BD] = [KjfUjRealizìnd operatia de ìnmultire (3.42) rezultà matricea de transformare tabe lui III-4).

de transformare a depla- echivalent :
matriceala de ordinal (3.42) din formula 12 x 12 (veziPe baza matricilor de rigiditate [k] de forma (3.37) §i de trabsformare [BD] de forma (3.43), se pot analiza piacile men- tionate in mod automat cu ajutorul unui program pentru calculatoa- re electronice care se va prezenta ìn partea finalà a acestui ca-3 • 3 • 2 • luodelul Jaeplunghiular cu bare diagonale biodelul se prezinta în fig.3.7
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Tab. HL-3 Maíricea ¿e ¿eda-sa^ito* noasie. in
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Fíg.3-73,3.2.1. Determinarea caracteristicilor de calculKle modelului echivalent.Se presupone cá rigiditá^ile de torsiune ale barelor dia- gonale sint neglijate, (adicá = 0).Proeedind £n mod similar cu cazul precedent, rezultá ur- mátoarele :!• Ener&ia deforma^iilor elementului de placa ABCD (fgi. 3.7) :
. ( c/u) \i- /Sxu) x1 , ./Su) \2 sio Su)u = 7abD (3 4Z1)

2. Energia deformai¡iilor modelului echivalent ABCD (fig
ac (3*45)in care

tWíy.uwj =_LP(^i
AB CD ¿Jl ' Sx2

= We¡>

«I -.1 , ^to . ,
(W.) _ lp r cco\ - 2 “ -—— S\rt<A

12 (3.46)
4 ré^u) x z "l¿

_ 1 p —__ + 2------------------  cax>( Smo< +------- sin cKBC “ 2J3 L Sx2- ^-2 J

‘^AB = =
2

Wac = W6, =
0
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60InXocuir.du-se relaZüle (3*46) in (3*45) se obline 
. /Ö^l2 Z Ä _ . L 12

P/= Cß + ¿>x2/ + I3y2/ (3.47)
Udentificind termenii coresponzätori din cei doi membrii din partea dreaptä ai expresiilor (3.44) §i (3.47) rezoltä un sistem de ecua^ii :

) t j^ccr^oC = ^abD

fz (3.48)
^j/no/ODof = -^yabD

^Sin^cat^ = abD(l~y)Rezolvindo-se (3.48) - se tb^ine s
^2

f, ^0(1-^)

fz = ^abD^-^J

ß3 .jabov(2^^^) (3-49)
= abD ( i -3PJDin rezultatele (3.49) se pot determina caracteristicile geometrica ale sec^iunilor barelor modelului echivalent :

Db
2E

Da
2E

b1 (3.50)
Da/> b2 

a1iar momentele de inerzie la torsioneca caracteristicile de torsione sint girne a barei, adica : sìnt determinate presupunìnd invers proporzionale cu lan
_L_ 
a-t b

——a/>P (ì- 3^ ) 
a t b

2

l

1

7

'2

BUPT



61De aceea, résulta :
= 2D— (i+ÿ)(^l-3U) 

E(a+b)

J2 = 2Da*

E (cL-tb)

(3*52)
3.3*2.2. matricea rigiditàZilor modelului echivalent.Analiza modelului echivalent se reprezintà în fig.3.9 eu urmàtoarele caracteristici la încovoiere §i la torsiune ;

b

~ a " 2a,
CLZ \ 

y— J bz 7

^±(1-

b 2b

Dab
- _________ •

2(a^b^

■L - -^0/ - =
Dbz (1 -3V)

a <i(a+b)

DcS (1-3P)
b(atb)

(3.33)

Rezultà matricea rigiditàÇilor modelului echivalent K de ordinul 12 x 12 (vezi tabe lui III-5).3.3.2 .3* ulatricea de transformare a deplasàrilor în efotturile barelor modelului echivalent.Se folose§te relaÇia (3.42) pentru a determina matricea de transformare [BD] , în care matricea [Kq3 are forma data în tabelul III-6 eu ordinul 12 x 12 iar matricea [ü ] are forma data în tabelul III-7 eu ordinul 12 x 12, care este determinata prin analiza modelului echivalent supus deplasàrilor unitare din fig.3.9.In final, efectuînd înmultirea celor doua matrice sus menzionate dupa relaÇia (3*42) rezultà matricea de transformare a deplasàrilor în eforfcàtile barelor modelului echivalent eu ordinul 12 x 12 (vezi tabelul III-8).Programul de calcul pentru calculâtoare electronice va fi présentât în ultima parte a acestui capitol.
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68 -3.3.3 . Lodelui ecbivalent patrat cu bare diagonalepropus de Hrennikoff A.

Fiq , 3.10Autorul a presupus urmàtoarele ipoteze :1. Se neglijeazà rigidità^ile la torsiune in toate barele.2. Coeficientul lui Poisson are valoarea 1/3»3* Caracteristicile secÇiunilor au valorile urmàtoare :
qV

24(l+V) 

qV

12VI 0+v )

(3.58)
3.3 .3.1. Latricea rigiditàÇilor modelului e chivalent.Pe baza acestor caracteristici (3*58), se realizeazà in mod similar cu cele douà cazuri precedente analizìnd modelul cu ajutorul metodei deplasàrilor (vezi fig.3*ll)f rezulta matricea rigiditàÇilor modelului [K] de ordinul 12 x 12 (vezi tabelul III-9).In matricea [k] se noteazà :

a 24(i+V) (3*60)EIr ET?t2 ; —- = --------
in care : h - groslmea placii studiate;E - modulai de elasticitate;V - coeficientul lui Poisson presupus égal cu 1/3*
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71 -3»3*3*2» Determinarea matricei de transformare a deplasàrilor in eTorturile barelor modelului echivalent»¡¿atricea de transformare BD pentru modelul patrat cu bare diagonale poate fi determinata direct din matricea BD a modelului dreptunghiular cu bare diagonale pe care le-am studiat in paragrafai 3«3»2, prin introducerea urmàtoarelor condirli : 1» lungimile barelor sìnt acelea§i §i egale cu a; 2» rigiditàrile la torsiune ale tuturor barelor sint neglijate (iQ1 - io2 =0).Cu aceste condili!, se obline matricea de transformare BD pentru acest caz»Erogramul de calcul pentru calculatoare electrcnice va fi prezentat in ultima parte a acestui capito!» Este de remarcat càmmodelul lui Hrennikoff este cazul particular al aplicàrii teorici echivalentelor in problema ìnco- voierii pure a plàcilor piane cu conditile introduse mai sus.3.4 « Analoza plàcilor piane elastico ortotrope cu ajutorul teorie! echivalen^elor.Se utilizeazà douà modale echivalente ortotrope : 1. modelul echivalent dreptunghiular; 2» modelul echivalent dreptunghiular cu bare diagonale» 3» »1» modelul dreptunghiular ortotrop»

a

Fig • 3. 123«^»1»1» Energia deformariilor elementului plàcii ABCD (fig.3.12)»Neglijìnd eforturile de membrana, expresia energici de deformarle a elementului plàcii ABCD este scrisà :
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73 -
(3.61)in care : Dx> D - simt caracteristicile de rigiditate la inco- voiere dupa direc^iile x §i y iar D_„ la torsiune.xj3.4 *1.2. ünergiile deformatiilor barelor modelului echivalent.Folosindu-se formúlele (3.23) §1 (3.27) se poate determina energía deforma^iilor modelului echivalent cu urmatoarea reíanle :

W = (3.62)= ín care : av
i«.).»" .jLtf <^-)2 (3-63)
/ \ / i / A 2

bubstituind rela^iile (3.63) in (3.62) rezultá expresia energiei deforma-tiilor modelului echivalent ortotrop := px(^2+l8'» + Sí)^^‘) (3.64)
in care : p x, j> y sint iere. X sint caracteristicile de rigiditate la incovo- ale barelor paralele cu axa x §i respectiv y caracteristicile de rigiditate la torsiune ale barelor paralele cu axa x §i respectiv y.3.^.1.3. Deterainarea caracteristicilor de rigiditateale barelor modelului echivalent ortotrop.Identificind termenii corespunzátori din cei doi membri din dreapta ai ecua^iBlor (3.61) §i (3.64Í rezulta expresiile caracteristice de rigiditate :
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74 -
(3.65)Â = ^-ab

+ 'iïu — 2<xb ^'CU-Se presupune cà caracteristicile la torsi une sînt invers proporzionale eu lungimile barelor, adicà :
2<ab ^x^.

a + b

2o-b Qxy.
(3.66)

sau se presupune cà :
H r - TÎu - ctb Dxy, (3.67)Pe baza rezultatelor date în (3.65) §i (3*67) se pot deduce caracteristicile geometrice ale secÇiunilor barelor modelu- lui echivalent :

Z

= Eÿ Ij b = -Lab Dÿ (3.68)
= & Jx Ci. -- 61^ b -Din (3*68) rezultà :

(3.69)
Jx

3.4. 1.4. liatricea de rigidi tate a modelului echi valentortotrop.¿atricea de ri/’iditate [K] poste fi determinata directdin matricea de rigiditate a modelului echivalent dreptunghiular izotrop (3.37), înlocuind caracteristicile i1# i2» ijy, i20 eu 4x» iy» 1ox’ ioy respective.
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75 -Caracterial ielle de rigiditate ale barelor modeluluiortotrop sint determinare cu expresiile urmateare
Ex 2

2
0,^

- -Ptf-- Z * b

(3.70)
'ox

«z ? b3.4- .1.5* ¿latricea de transformare a deplasarilor in eforturile batelor modelului echivalent ortotrop.I¿atricea de transformare [BD] poate fi determinata in mod direct din matrice a de transformare a modelului dreptanghiular izotrop (3.43) inlocuind in mod similar cu cazul matrice! de rigiditate menzionai mai sus.3«4.1.6. Et ape de lucru.Analiza plàcii ortotrope cu teoria echivalen^elor utili-zind modelul dreptunghiular ortotrop se poate realiza dupa urmà- toarele etape de lucru :1. Determinares rigidità^ilor D , tul plàcii studiate, dupa caz. D xy pentru elemen-2. Determinarea rigidità^ilor barelor modelului echivalentix» duPá formula (3.70).A Jf VA Vjr 3. Introducerea acestor caracteristici (3.70) la matricelede rigiditate (3*37) §i de transformare (3.43) ale modelului echivalent izotrop.4. Kestul procedurii rámine acelagi ca §i in cazul plá- cilor izotrope.Programul de calcul pentru calcfclatoarele electroniceeste acelayi ca yi in cazul piaci! izotrope.Este de remarcat faptulàca modelul echivalent izotrop este un caz particular al modelului echivalent.ortotrop cu ur- mátoarele substituir! :
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= D = -------------------  

12 ( 1 - V 2 ) (3.71)
Substituind (3.71) in (3.70) se ob^in din nou rela^iile(3.36) ale modelului izotrop.3.4.2. ¡¿odelul dreptunghiular ortotrop cu bare diagonale.

3.4.2.I. Energia deforma$iilor elementului plàcii ABCD.
in care : D^, - sint rigiditacile la incovoiere dupa dire calile x §i respectiv y;D - este rigiditatea la incovoiere datoritii deforma^iilor in planul orizontal;D - este rigiditatea la torsiune.3•2•2. Energiile deformatiilor barelor modeluluiechivalent.Neglijind rigiditá£ile la torsiune ale barelor diagonale §i folosind formúlele (3.23) §i (3.27) se pot determina energiile deforma^iilor modulului echivalent cu urmatoarele rela^ii :

W = ( ) T w, ) t . wt )
“o “C DU ^0 (3.73)
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zin care

CD

1 'AC

At>

Be

a2u?

bx1
- 03 c^S'i-noC t — 
2)^ a (3.74)

wtAB 2^ °x 2>x3^. '

wtAt BP 
wt

\ 2-

- 2 c^^

2

Substituind rela^iile (3.74) in (3*73) rezultá expresia energiei deforma^iilor modelului echivalent ortotrop :
W X (? + P + G> + duú *

A d d C (3-75)
+ ( + ^x + J

in care : p x> p - sint caracteriet icile de Hgiditate la inco- voiere ale bare lor paralele cu axa x §i res- pectivp j - este característica de rigiditate la incovo- iere a barei diagonale;x’y * sint caracteristicile de rigiditate la torsiu- ne ale barelor paralele cu axa x §i respectiv y3.4.2.3. Determinarea caracteristicilor de rigiditate ale barelor modelului echivalent ortotrop.Identificind termenii din dreapta ecuatiilor (3.72) til :
¿ -^-abPx

corespunzátori din cei doi membrii §1 (3.75) rezultá sistemul de ecua-
J¿ Oí'"’'* = -yob Dy

(3.76)
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78 -Rezolvînd acest sistem de ecuaÇii (3.76) se obline :

-f. _ 2ab 3

(3.77)
Se presupone cä rigiditatea la torsione este invers pro porÇional cu lungimea barei, adicá :

yx = ¿»b [o - dJ
¿i+b ?

" "^b 2aì> Dz* ~

(3.78)
Din rela^iile (3.77) §i (3.78) rezultá caracteristicile geometrica ale sec^iunilor barelor modelului studiai :

Jx -

= Eÿ 19 b

°-

- Ct J uj b

(3.79)
Din (3<79) resulta :

cl[> Dy 
a - ----------------r

2£¿ b’ L

3 ¿0 )

' r». - aj 
^tCL

- t>v J
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79 -3.^*2.4. ¡natrice a de rigiditate a modelului e chi valentortotrop cu bare diagonale.In mod similar cu cazul precedent, matricea de rigiditate 
[k] poate fi direct determinata din matricea de rigiditate a modelului echivalent izotrop (3*54) cu urmatoarele caracteristici de rigiditate :

= -IX - D

- 4 IP, - b
b

^d^d (3.81)
-x+- 
b

3*4*2.5. úíatricea de transformare a deplasàrilor in eforturile barelor modelului echivalent ortotrop.hiatricea de transvormare [BD] moate fi determinata in mod direct din matricea de transformare [BD]a modelului dreptunghiular izotrop cu bare diagonale (3.57) substituind (3.81) ìn aceastà matrice (3.57).Proferamul de calcul pentru calcuiatcarele electronice este acelaçi cu cazul modelului izotrop.Este menzionai cà modeluí echivalent dreptunghiular izotrop cu bare diagonale este un caz marticular al acestui model, cu urmatoarele substituir! :
= D (3.82)

Dÿ r v.D

BUPT



80Substituind (3.82) In (3.81) se ob^in din nou pelatile (3.53) p-ntru modelul izotrop.3*5. fragramele de calcai pentru calcolaiparele eleetronice•Pe baza formulelor, matricilor pe care le-am determinai in paragrafale precedente, s-au elaborai programele de calcul in limbajol FORTRAN IV cu ajutorul schemei logice care este prezen- tata in fig. 3.14.In programele de calcul se folosesc urmàtoarele notaci! :NE - numàrol de clemente finite in care este divizatà structora;NV — numàrul coloanelor rendei discretizate dupà direc- tia avind numàrul mai mie de clemente;NLI - numàrul de grade de liberiate ale structurii discretizate ;NNC - numàrul de grade de liberiate eliminate de legàtu- rile exterioare;15 - là$imea benzii giatricei, adicà numàrul cel mai mare poeibil de terpeni ai unui rind din matrice;NIN - numàrul ipotezelor de incàrcare;A(NE), B(NE), H(NE) - listele de dimensioni geometrico ale mode- lului echivaleni;NI(NE), NJ(NE) - listele cu numerele de ordine ale elementelor in re^eaua discretizatà dupà direc^iile x gi y;US(NLI, NIN) - tabelul care concine, la inceput, tercenii liberi (matricea for^elor nodale echivalente) gi apoi re- zultatele ob^inute de deplasàri (matricea deplasà- rilor nodale);AE(12, 12) - matricea rigidità^ilor modelului echivulent;AS(NLI, LS) - matricea bandà de rigiditate a rendei de bare;NC(NNC) - lista gradelor de liberiate eliminate;BD(12, 12) - matricea de transformare a deplasàrilor nodale in efotturile barelor modelului echivalent;UE(12, NIN)- tabelul ce concine deplasàrile nodale ale modelului provocate de toate ipotezele de incàrcare;PO - coeficiv;ntul lui Poiseon;D - rìgiditatea cilindrica a plàcii.Pentru a putea deosebi intre cele cinci cazuri mai ous con— aiderate, s-au numi* TECHIVA L, 2, 3, 4, 5 protraisele de calcul oprespunzàtpare gi anume :
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82TECHIVA 1 - pentru modelul grinzilor ortogonale ale piaci! izotrope$TECHIVA 2 - pentru modelul dreptunghiular cu bare diagonale ale piaci! izotrope;TECHIVA 3 - pentru modelui patrat propus de Hrennikoff A> TECHIVA 4 - pentru modelul grinzilor ortogonale ale plàcii ortotrope;TECHIVA 5 - pentru modelul dreptunghiular cu bare diagonale ale plàcii ortotrope.Este de remarcat cà, aceste programe elaborate pot fi utilizate atît pentru calculai plàcilor pline cît §i al plàcilor eu goluri, avîdd grosimi constante sau variabile, iar fórmele lor geometrico sînt numai dreptunghiulare.3.6« Concluzii.In acest studiu, s-a facut presupunerea cà modelele echivalente se constitue din elemente infinit de mici. Aceastà presu- punere ne permite sá considerara cà, cîmpul deforma^iilor ramine acelaç în interiorul unui aceluiaç model.Aproximaría de calcul depinde esencial de dimensiunile alese ale modelului considérât. Dacà aceste dimenaiuni devin din ce în ce mai mici, se ajunge sigur la soluZia exacta a problème!• Intr-adevàr, la limita se gaseóte integrala (3*4). Se Vade cá convergenza procedeului de calcul este asigurata.In realitate, se gàeeçte un compromis íntre precizia re- zultatelor de calcul §i economia de timp pentru calcul.AplicaZiile diverse c re s-au examinât arata, în mod dar, cá adaptînd o reZea ortogonalá de grinzi se ajunge la o precizie suficient de mare pentru nevoile practicii cúrente. Convergenza procedeului de calcul este eu atît mai rapida cu cît dimensiunile modelului devin mai mici.^elelalte contribuZÜ personale din acest capitol se refera la determinares caracteristicilor de rigiditate pentru trei modele echivalente izotrope §i doua modele echivalente ortotrope, la de- ducerea matricelor rigiditàzilor cît §i a relaZülor deplasàri • eforturi pentru variantele TECHIVA 1, TECHIVA 2, ... TECHIVA 5 §i la prográmele de calcul pentru calculâtoarele electronice.Este de remarcat eu problème le plàcilor ortotrope studiate cu teoria e chi valenze lor, încà nu exista în literatura de specia- litate pìnà acum.
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- 83 -In final, teoria echivalence loi prezintà o identitate în- tre cîmpurile def ormatülor corpurilor reale fictive §i nu détermina direct identitatea între eforturile sau solicitàrile ce1er doua corpuri considerate»De aceea, în general, rezultatele deplasarilor ob^inute sînt mai bune decît cele ale eforturilor.
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CAPITOLUL IV .APLICA'! II LA CALCULUL PLACiLOR ELASTICE IZOTROPEIn acest capitol se vor presenta aplica^üle la calculai plàcilor elastice isotrope.Utilisînd prográmele de calcul MELEFIN 1, 2 §i TECHIVA 1, 2, 3, se calculeasà cele §ase tipuri de plâci plane, efectuîn- du-se o analisá comparativa cu resultatele obÇinute de alÇi au- tori pe cale teorética sau experiméntala.Prográmele elabórate pot calcula plácile plane dreptunghiu- lare avînd orice condi^ii de margine chiar §i în presenta goluri- lor de forma dreptunghiularà. rosimea plàcii poate fi constanta sau variabilà.Prográmele pot rula în acelaçi timp mai multe ipotese de încàrcàri aplicate•In cele ce urmeasà se vor presenta cele §ase exemple de calcul abórdate•4.1. Exemplul de calcul nr.l.Se calculeasà o plaça patratà simplu resematà pe colÇuri, încàrcatà pe margine (vesi fig.4.1)*Placa a fost încercatà de Prof. Bilge U* la Universitatea Tehnica din Istambul (Turcia) /17/.Bátele de calcul sînt urmàtoarele :- latura a = 90 cm;- grosimea h = o,63 cm; 6 2- modulul de elasticitate E = 2,1 x 10 kg/cm ;- coeficientul lui Poisson Ÿ = o,3.Placa a fost încercatà în douà ipotese de încàrcare :1. fórjele distribuite uniform de-alungul marginilor plà- cii P± = 5 kg;2. fórjele concéntrate, aplicate în mijlocul marginilor PM - 10 kg»Calculai este efectuat pe un sfert de plaça, ca urmare a simetriei plàcii studiate.ReÇeaua distretisatà este aleasà eu 25 elemente patrate avînd latura de 9 cm.Resultatele ob^inute sînt preveníate în tabelele IV-1 §i IV-2 §i diagramele din fig.4.2 §i 4.3, inclusiv resultatele experimentale §i teoretice ob'tinute de Bilge u. /17/.
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85 -4*2. Exemplul de calcul nr«2.Se calculeazà o placa dreptunghiularà simplu rezematà pe o laturà scurtà, incastrata pe latura opusà §i liberà pe celelalte douà (vezi fig.4*4).Datele de calcul sìnt urmatoarele :- laturile a * 6 m, b » 4 m;- grò sime a h = o,14 m; 7 2- modulul de elasticitate E = 2 • 10 t/m ;- coeficientul lui Poisson V = o,o §i V = o,15* Ipotezele de ìncàrcare :1. forÇele uniform distribuite, q = 10 t/m ;2. força concentrata in punctul 12, P.^ = 4,5 t.Rete aua discrezizatà este aleasà cu 24 clemente patrate avìnd laturile de 1 m«Rezultatele obÇinute sìnt presentate in tabelul IV-3, IV-4, IV-5, IV-6, IV-7, IV-8 §i diagramele din figurile 4*5» 4*6 §i 4*7, inclusiv rezultatele comparative din lucrarea /2/.4*3* Exemplul de calcul nr.3*Se calculeazà o placa simplu rezematà pe cele douà laturi paralele §i liberà pe celelalte douà (vezi fig.4*8).Datele de calcul sìnt urmatoarele :- laturile a = b = 8 m;- grosimea h = o,14 m; 7 2- modulul de elasticitate E = 2,o5 • 10' t/m ;- coeficientul lui Poisson V = 0.Ipotezele de ìncàrcare : 21. forÇele distribuite uniform q * 10 t/m ;2. força concentrata in centrul plàcii P = looo7.Calculul este efectuat pentru u:i sfert de placa datorità simetriei plàcii studiate.ReÇeaua di sere t i za t à este aleazà din 16 clemente partate avìnd latura de 1 m.Rezultatele obÇinute pentru deplasari §i eforturi sìnt presentate in tabelele IV-9, IV-10, IV-lla, IV-llb, §i diagramele din figurile 4.9 §i 4*10, inclusiv rezultatele comparative extra- se din lucrarea /2/.
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864*4» Exemplul de calcul nr*4*Se calculeazà o plaça eu grosimea variabilà simplu reze- matâ pe trei laturi §i libéra pe a patra (vezi fig.4.H)»Datele de calcul sînt urmâtoarele î- laturile a = b = 10 m;- grosimea h este variabilà dupa o singurà direc^ie; 6 ?- modulul de elasticitate E = 2 • 10 t/m ;- coeficientul lui Poisson V = o,25»Ipoteza de încârcBre se prezintà în fig.4*12.ReÇeaua discretizatà este aleasà eu 16 elemente patrate avînd latura de 2,5 m*Rezultatele ob^inute sînt prezentate în tabelele IV-12, IV-13 §i diagramele din fig*4»13, inclusib rezultatele comparative extrase din lucrarea /2/.4*5* Exemplul de calcul nr.5*Se calculeazà o plaça simplu rezematà pe colÇuri, îmcàr» catà pe margine (vezi fig.4*14)*Datele de calcul sînt urmâtare le :- laturile a = b = 10 m;- grosimea h = o,23 m; 6 2- modulul de elasticitate E = 2,o5 • 10 t/m ;- coeficientul lui Poisson V = o,o §i V = o,2o.Ipotezele de încàrcare :1. for^ele uniform distribuite de-alungul marginilorj plâcii P± = 10 t;2. forÇele aplicate concentrât la mijlocul marginilor plâcii P^ = 100 t.Calculul este realizat pentru un sfert de plaça datoritâ simetriei plâcii studiate.Re^eaua discretizatà este aleasà eu 25 elemente portante avînd laturile de 1 m«Rezultatele ob^inute sînt prezentate în tabelele ZV-14, IV-15, IV-16, IV-17 §i diagramele din figurile 4.15, 4.16, 4*17*4*6» Exemplul de calcul nr.6.Se calculeazà aceiaçi plaça din exemplul nr.2 dar în care este prevâzut un gol dreptunghiular (vezi fig.4.18).
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Tab. IV-1 ReiuHdU o^jintíe üû (mm )

pund MELEF'NI MELEFÎN2 TECH IVA 1 TECHIVAZ 7ECHIVÄ3 ofpinuie.
de. M.

Reiu¿ia.ie¿±

exilai

1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,0}

13 2,19 2,13 2,1¥ 2,26 2,20 2,16 2,09

25 3,56 3M 3,5} 3,6¥ 3,5¥ 3,5¥ 3,55

37 4,24 W ¥,¥5 ¥,¥2 ¥,29 ¥,36 ¥,38

49 4,73 ¥,6} ¥,92 ¥,81 ¥,65 ¥,7} ¥,81

61 4^7 ¥,80 5,06 ¥,92 ¥M ¥.9o ¥,98

60 4,79 ¥,7¥ ¥,99 ¥,8} ¥,71 ¥,89- ¥,90

59 4,64 ¥,5} ¥,79 ¥,}1 ¥,5} ¥,6} 4 73

52 4,42 ¥53 ¥,¥S ¥,50 ¥,3} ¥,¥1 9, S3

5? ¥,19 ¥,0} ¥, io ¥M ¥ij ¥,U ¥,3o

56 ¥,oo 3,85 3,69 9,1 o ¥,oi 3,35 ¥,o8 j

Tab. IV-2 Remítale oß^inute. pl. 5 dip. Ide & (mm) 

^emp.NH - PM-15k£

punct MELEFÍN1 MELEFÍN2 TECH/VA 1 TECH IVA 2 TECHÌ VA 3
ReiuHalei 

c&iruitc

dt M.

|Æe?zï7/a/eZe 
^p&urtfrntciíjL

di n frfj

1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0, 00 0,01

13 0,98 0,95 0,95 1,01 0,98 0,95 0,90

25 1,65 1,61 1t6^ 1,63 1,61 1,5}

37 2.05 2,01 2,o8

______

2.01 2,01 2.03 
_____ __ 1

f 1

2,01
¡ I

¥9 2,2H 2,21 2.31 2.2J 2,19 2,23 2,23 I

61 2.29 2.21 2.38 2,32 2,24 2,29 1
i

2,32 I

60 2.11 2,l¥ 2,34 230 2,22
2.2? ' 2.2^ I

___________________________ I

59 2,20 2,16 2,25 2,23 2.16 2.19 J 2.16 I 
___________________________ I

58 2,10 2.06 2.11 2,13 1 2,01
Î

2,02 2,c8
____________________ I

57 2,01 1,96 1.95 __ :I 1,99 1,9b 2.01 I 

------- ---------------------  _

56 1.91 1.90 L - iÎ 2.01
1 _____ -

1,91l.._ .—J 1.88 ;
___________ -J
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Tab. IV-3 Lú (cm)

pu
ñe

te

MELEFIN1 MELEFÍN2 TECH/VA 1 TECH/VAZ TECHIVA3
Rezvllat¿& 
(rfUnjjte, de 

At¡ú CzJ

Método. 
cü^eT^e&rL 

-faute [2]

3 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0, oo 0,00

8 0,36 0,36 0,36 0,36 0,Z9 0,3] 0,^8

13 1,01 1,00 1,01 1,01 0,6] 1,03 1,Z0

1« 1,96 1,95 1,96 1,96 0,33 1.99
i

23 1,93 1,93 1,3-3 1,93 0,36 W 1,63

28 0,33 0,33 0,33 0,33 0,60 o,3z i 1,01
i

33 0,00 0,00 o,ao 0,00 0,00 o,oo ¡ 0.00

Ta$, IV-9 Repulíate o^jinute pi. ságefyle úJ (cm) 

Exemp. N- Z - ^2 = ^5^ - O ★----- 1------------------

-2
* MELEFÍN1 MELEFÍNZ TECH 1 VA 1 TECH i VAZ TECH/VA 3

3 0,0 00 0,000 0,000 0,000 0,000

6 0,l0k 0,1 oz 0,109- 0,109 0,068

13 0,269 0,265 0,269 0,263 0,1

18 0,333 0,330 0,333 0,333 0,220 !
J

23 0,233 
i

0,281 0,253 0,283 o, 188 ! 
__________________________J

28 ¡ 0,160
1

0,159
I

0,160 0,160 O,1o6 j

f

33 0,000 0,000
i

0,000
[

0,000 0,000 i

L_ . .1
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Tab. IV-5 Rezulbate oblinuíe pt. morneniele My (¿)

Exemp. N'-Z - ~ 0

Púnele ME LE FINI MELEFÍNZ TECHÍVA1 TECH IVAl TECH i VA 3
Retullaieí 
oT^únufe di. 
Aisi E. [27

cAModa.

[feruie Cí]

3 -93,75 -93,91 -93,75 -93,75 -50,99 -^,76 -¥3,15

8 -11,96 -11,52 - 11,96 -11,96 -16,75 - 12,07 -10,96

13 10,83 10,76 10,83 10,83 1333 10,37 11,29

18 23,1 Z 23,06 23,1Z 23,12 29,92 22,76 23,93

23 25,91 25,39 25,¡H 25,91 33,11 25,19 25,60

28 11,71 17,68 1W 17,V 22,59 17,62 17,81

33 0,00 0,08 0,00 0,00 3,92 0,00 0,00

Tab. IV-6 Rezúmale obj.inule pi. momeniele My (^3

Exemp. N-Z ~ P1Z-±,5Í V O

p u ncie MELEFÍN1 MELEFINZ TECH IVA1 TECH ¡VA 2 TECHI VA 3
RemUaieít.

de
A&i E„ [2]

Método,

C2J

3 -1,306 -1,267 - 1,302 -1,302 -1,967 -1,310 -1,235

8
L ]

-0,225
I

- 0,251 - 0,299 -0,299 -0,392 - 0,233 -0,295

13 0,609 0,600 0,617 0,617 0,673 0,625 0,630

18
|-------------------------------

I 13
k----------------------------

I 28

0¿50 0,591 0,596 0,596 0,716 0,515 0,5o 5

0,328 0,335 0,332 0,332 0,950 0,316 i 

|

0,325

O,t63 0,166 0,169 0,169 -0,229
h - ■ -1

0,155 !
1

0,165

33 
L__________

0,000 0,000 0,000 0,000 0,038 C,000 0,000
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Tab. ÌV- 7 ñezuliate pt lû(an)

Eamp. N’. Z- fl.Wb/^- >^«

-S
K 
3

MELEFIN1 MELE FIN2 TECH f VA 1 TECHIVA2
TECHÌ VA 3

o^vruittdt 
A€siE.,V~OV=0,15 V=0,25

3 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

8 0,35 0,35 0,35 0,35 0,28 0,30 0,37

13 0,98 0,98 0,98 0,98 0,?8 0,89 1,03

18 1,91 1,91 1,92 1,91 1,12 1,22 1,99

23 1,39 1,39 1,90 1,39 1,1o 1,21 1^7

28 0,86 0,86 0,81 0,86 0,69 0,75 0,32

33 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
I

0,00
I

0,00
I

1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 i

6 0,36 0,31 0,35 0,36 0,30 0,3Z —

11 1,01 1,03 0,96 1,0Z 0,8J 0,39 i -

16 w 1,99 1,92 1,98 U? 1,38 !
—

21 1,96 1,98 1,90 1,96 1,16 1,31 —

26 0,91 0,92 0,8J 0,91 0,13 0,86 —

31 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 —
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Tab, ir 8 Reiuliate otíinute -pi. momentíé My (i) 

Exemp. N’-Z- loi/^ - W

U 
P MELfFÌNI MELEFINZ MELEFIN2 7ECHI VA 1 7ECHIVAZ 7ECHIVA3 o€ilTUjd^ clz

7 -93,95 -35,29 -33,95 -33,75 -33,69 -53,78 —

6 - 12,95 -12,97 - 12,35 - 11,36 - 12,22 - 22,09

11 10,83 11,20 10,89 10,83 11,15 19,9o —

16 23,63 23,05 23,63 23,12 23,0 3 39,72 —

¿1 26,03 26,53 26,03 25,32 26,36 38,79 —

26 18,16 18,96 18,16 17,71 18,33
iI

27,20 —

31 0,18 3,13 0,18 0,00 0,10 0,69 —

3 - 93,91 - 93,20 - 33,30 -93,75 -99,36 -50,98
I

-39,76
-

¿ - 11,96 -11,35
i

-11,36 -11,96 -11,Io - 16,79 -12,07 J

13 10,68 10,59 10,68 10,83 11,o 6 13,33 10,37

18 22,76 22,80 12J6 23,12 23,69 29.22 J Zi,76

23 25,01 25,11 25,01 25,92 26,03 33,10 25,13

25 W 17.39 17,39 17.71 18,10 22,53 17,6t

33 0,02 0,30 0,01 0,00 0,98 3,72 0,00
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Fig. 4. t
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Tab. IVRezuliale oêjinule penbai, sa^e^-le ü)(cm) 

Exemp. Ni 3- ~ÿ=°
pu

nc
ta

MCLEFIN1 MELEFlNZ TECHIVA1 TECHIVAZ TECH! VA 3 
y = 0,25

Sclu^iile Reiuficdeii 
dt,

AfaE., [2]

1 0,00 o,oo 0,00 0,00 0,00

2 9^ 4 H 4> 9,96 9,99

3 2,19 8,23 8,20 8,2û 8,19 1,684 10,65 10,63 10,66 10,66 10, s J.

5 11,50 11,50 11,51 11,51 11,92 11,32 11,09

21 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

21 9,96 9,96 9,96 9,96 3,36

23 8,19 8,19 8,19 8,19 6,90 1,88

29 10,65 10,65 10,65 10,65 8,98

25 11,51 11,51 11,51 11.51 9,10 11,10 11,01

Tab. IV- Rezultcde objinide pi- momeniele Mx(i) 
-V-0

ayZU
Txd

MELEFÎN1 MELEFiNZ TECH 1 VA 1 TECH IV Al TECH 1 VA 3 
ÿ=0,25

Soluiiik
QÎivrujdz de

Ga&tkine
I

Rtluttaicti
offinuctA cL
A&lE,W

1 0,00 -2,15 0,00 0,00 -933

! 2
I

3991 35,91
... - ----------- 4

3999
}_ ______

3999 56,59 II Ir

3
L.

59,951 60,27
____________ I

59,98
|____ ___ :

. - .- 1

59,98 j
i

9995 j
---- _ . - I

59,38 i' II
: 4
i----------

1993
1

^5,23
r ’

74,9 g
---- ’

1998 119,8o I j

i 5 i 79,93
it-. ■ -

80,23 
___

!
_ __ :

79,98 ! 12 6, Jo
I 79,81

! 21 i 0,00 0,02 j
___ ____ Il_ _______:

!
0,00 ji 1.82, !

—------------ 1
i

i 22 1 3991 3997 ! 39.99
1

3999 i ! ^5.99 1

23
P—-__

1 59,95
i 59,99 53.98 :i

1
59.98 !1

_______________ _

80,39 ¿Cz 16

24
1----------

7913 7992 7^.98 :i 19 98 i 1oo,89 1

; 25 ।
L_____

r 18,93
1_______ J

75, K 79, । j
1o1,1^ K,95 i 80,18 i
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Tab. lV-1la RezuUale objinule pi. sagenite (cm) 

Exernp. 1^3 - P= IQOOi - V-0,15

1 t
MELEFIN1 MELEFINZ TECH 1 VA 1 TECHÌVA2 mcmvAi

/B&uMaiteß 
at^inute. «It. 
AAiE., EH

S<£^u&

Oa&cXvn* 
y= Clio

1 otoo 0,00 0,00 0,00 0,00

z 9,42 9,50 9,29 9,38 8,01

J 17,46 n,7o 17,25 17,41 14,86 16,48 17,40

4 22,88 23,20 22,63 22,84 19,49

5 24,79 25,20 24,54 24,76 21,12 23,40 24,74

21 0,00 0,00 
r

0,00 0,00 o,ao

22 11,15 H,13 11,68 11,17 8,72

25 21,11 H,o4 21,09 21,12 16,49 21,05 20,83

24 28.64 28,45 29,94 28,62 22,32

25 32,02 31,63 33,41 31,36 24,91 31,84 31,20

Tab. IV- 11b Remítale objinute penbvu mámentele MxCt) 

Exemp. K-3 - p^ i°°oi - °*15

(X) anaûÜct attingi». -di N. 5 . Kundin (UASS),1953 (ZJ

1 melefini MELEFÌN2 7EOHVA1 TECH tVAZ TECH IVA 3
Retufíatcí

cíe
SotuiiitL
CLnaßit'cjt

V z 0,10 
Í88)

1 -0,026 0,613 - 2,82 0.36 J

I 64,360 63,950 61,030 63,410

3 122,500 122,400 116,800 121,750 125,800 125,000

4 164,700 167.600 153,650 161,200

5 180,300 185,300 166,800 175,300 164,600 186,600 185,000

21 -0,265 5,950 -8,600 -6,330

22 58,95o 61, 045 57,ffOO 58,610

23 120,65o 123,000 113,400 116,SOO

Z4 180,250 183,500 178,400 182,900

25 43o,3oo 4o5,600 410,400 414,400 474,600 384,500 338,OHO
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25,0

20,0-

15,0 •

10,0 7

5,0'

b) (cm

1. MELEFIN l
2. MELEFIN i »TECHIVA2
5. TECHIVA 1
4. TECHIVA3
» 50LUTHLE ANAUTÌCE ALE 

LUI 6ALERKINÊ B.û f Z J

p-wool 
Ÿ=O,15

2 3 4
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10,0:,

IO-
5,0
2.0

9,0

231813

WliVAZTECMÌVA 1MELEFÍN1RESULTATE DE AÖ5I E

puñete 

»

Fi^. 4 • 13
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Tab. IV-12 Remítale ofyinule jienhu ságe^e (J (

3 
£ melefini MELEFIN2 TECH1VA1 1ECHIVAZ TECH IVA 3 oíjinede 

Á&¿e., IZJ

^fbtbl1u,f¡L 

oCfirojd^- de, 
[Z]

3 9,56 9,55 8,39 9,96 9,63 8,93 9,73

8 8,32 8,12 8,02 8,53 7,88 8,5 2 8,60

13 6,78 6,58 6,82 6,92 6,26 7,20 7,06

16 3,9S 3,96 9,10 9,09 3,68 9-,26 ^,13

23 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0, 00 0,00

2 6,80 6,?7 6,96 7,08 6,86 6,^0 6,66

1 5,90 5,75 5,71 6,07 5,62 6,10 6,10

12 9,65 9,66 9,88 995 9,98 5,3o 5,07

1? 2,87 2,79 2,99 2,99 2,69- 3,20 2,93

21 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

lab. IV-13 Remítale objinule peninu momerdele

Pu
ñe

te

melefíni MELEFINI TECHIVA1 TECHIVA2 7ECH!VA3
R^iuHcdcA 
oCtiTwtl. ¿4

ReiañatcÁ 
CÜ/nu'í cLl 

FcLX^U. ti 
f*)

3 loo, 50 100,50 99,90 195,7oo 156,000

8 110,30 106,01 107.99 135,7oo 198. goo 110,00 107,00

13 129,90 119,9o 129,98 199,1o 159,500 131, 00 120,0 0

18 105,^2 87,91 97,50 122,1o 125,200 106.00 109, <ro

23 3,17 123,00 7^,56 26,20 62,9oo 80,00 77,<rt>

t '/o‘Cuiu&. O^linuit. JVun detvofta'ua sexU 'u&aiatc de Pav-n H. j 
Se ^cAumctnrr , Gll/. Sutsse Romancé f 1955 ii
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Tab. ¡V- Rezúmale oblimele penbiu ságeUle co (cm )

Extm.N-5 - Pi s10± - V = 0,0

Purìcte 7ECHIVA1 TECHIVA2 MELEF1N1 MELEFINZ MELEFIN3
TECHI VA3

v=o^

4 0,00 0,00 0,00 0,0 0 0,00 0,00 0,00

6 1,26 1,26 1,23 1,22 1,23 0,90 1,1?

15 2,10 2,10 2,07 Z.06 2,07 1,35 1,88

ZI 2,62 2,62 2,59 1,76 2,28

Z9 2,89 2,89 2,8? 2,88 2,87 1,91 2,37

36 2,3i 2,98 2,96 2,97 2,95 1,95 2,53

31 2,1? 2,17 2,13 2,09 2,12 1,65 2,1 Ï

3Z 2,31 2,31 2,38 2,36 2,38 1,11 2,22

33 2,63 2,63 2,61 2,60 2,60 1,79 J 2,32

34- 2,82 2,82 2.19 2,80 2,19 1,87 2,33

35 2,93 2,93 2,91 2,92 2,91 1.93 2,50

36 2,38 2,98 2,98 2,9? 2,95- 1.95 2.53
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Tab. IV'15 RezuJlale oblinole penlru momeniele M* (1)

Exemp. N- 5 - Pj = 10 i - o.oo

PùncU, ME LUPINI MELEFÌNZ MELEF/N3 7ECHIVA1 TECH i VA 2 TECH IVA 3

1 - /,9¥ - 14, 80 -1,94 -33,16 -33,16 -34,06

2 23,45 25,02 23,45 28,13 28,13. 39,91

3 30,51 • 31,56 30,56 34,24 34,24 48,45

4 35,25 35,16 35,24 31,98 31,98 56,1Z

5 31,11 38,23 31,11 40,18 4o,18 60,30

6 38,63 39,03 38,63 40,90 4o, 9o 61,66

31 0,05 
1

2,12 0,05 3,54 3,54 -18,22

32 4,30 4,28 4,30 3,61 3,61 - 10,10

33 5,13 3,89 9,14 8,96 8,46 -0,81

3¥ 13,38 14,36 13,39 12,11 12,11 9,14

35 16,25 11,30 16,26 15,61 15,61 15,22,

36 11,25 18,32 11,26 16,68 16,66 11,10
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Tab. //- 16 Rezúmale ominide penbiiL säqetde à) (cm )

Exem^. N2 5 - P¿ = loi - » = 0,2

£
c£

techi VA 1 TECHIVA2 TECH IVA3 ME LEP INI MELEFINZ
R^zuUat^e 
cßtiriutccle

Afa, [Z]
oßiinut» de.
Bifstt M., OU

1 0,00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

d 1,23 1,21 1.13 1,18 1,17 1.17 1,16

15 2,05 1,99 1,81 1,95 1,93 1,99 1,91

ZZ 2,55 295 2,20 2,90 2,39 2,99 2,35

23 2^2 2,68 2,38 2,63 2,63 2,7o 2,58

36 2,36 2,75 2,99 2,7o 2,7o Z, 83 2,68

31 2.12 2,18 2,06 2,13 2,0} 2,0 Z 2,10

32 2,35 2,33 2,13 2,28 2,29 2,29 2,27

33 2,5} 2,98 2,29 2,99 2,92 2,51 2,92

39 2,72 2,61 2,39 2,57 2,5} 2,6} Z,56

35 2,86 2,71 2,91 2,63 2,6} 2,78 2,66

36 2,90 2,75 2,99 2,7o 2,7o 2,83 2,68
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Tab. 17 Re zollale otyiruabe penbuxmomentefe.

Exemp. Ni 5- P^lOt- ^-0,2-

Puñete. techivai 7ECHIVA2 7ECH/VA3 MELEF/N1 MELJEF/NZ

1 -33,15 -31,90 -33,99 -3,oo -25.72

I 28,11 32,89 39,83 22,18 23,333 . 39,22 9o,1O 3-8,32 30,17 30,79

31.37 99,23 55,36 35,33 35,91

5 90,16 96,50 60,10 38,15 38,16

6 9o,88 ^Z/6 61M 39,06 33,06

31 -3,59 0,35 - 18,17- 0,08 -2,31

32 3,6o 2,85 -10, o3 9,63 9,80

33 8,95 5,35 1, 15 3,93 10,56

3^ 12,76 10,25 3,63 13,59 19,36

35 15,55 13,25 15,13 16,21 17,81

36 16,66 13,32 17,01 17,23 18,80
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Tab. lì/- 18 Re zumale Minute penbtu. sa gelile to(c7n)

Exemp. N°6 - p=lol/rn>.- V = 0,15
Pu

nc
te

.

MELEFÌN1 MELEFÌNZ TECH IVA 1 TE CHI VA 23 0,00 0,00 0,00 0,008 3,93 3,52 3,02 3,93

13 9,95 10,03 8,75 9,98

18 19,25 19,66 12,50 19,29

23 13,95 19,99 12,21 13,18

28 8,lo 8,95 7,63 8,69

33 0,00 0,00 0,00 0,00

lab. IV-19 Tèezuìiaie obtinulept- momeniele My (V 

Exemp. N°6 -p = lot/m* - ^ = °'15

MELEFÌN1 MELEFÌN2 7ECHIVA 1 TECH IVA 2

3 -43,12 - 43,13 - 93,32 - 93,89

8 - 1958 - 15,10 - 19,91 - 15,53

13 19,04 1991 13,91 13,59

10 22,83 22,82 23,06 23,75

23 25,06 25,38 25,92 20,91

28 17.49 1?,69 11, n ।
33 0,02 0,0"} 0, 00 0,09 !
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109Esemplili este prezetttat cu scopul conjlrolàrii aplicable! prográmelo! la piacile cu goluri.Resultatele obZinute cu prográmele menzionate sínt comparate între elt, în tabelele IV-18 §i diagramele din fig.4.19.4*7» Concluzii asupra resultatelo! obZinute.Din cele §ase exemple mai sus menzionate, se observa ca formúlele de calcul, matricile elementare §1 prográmele de calcul sìnt bine determinate*Calcúlele de verificare au dat resultate bune atìt pentru deplasari cìt §i pentru eforturi, obZinìndu-se resultate bune atìt calitativ cìt §i cantitativ.Din resultatele obZinute pentru cele cinci tipuri de piaci studiate, se desprind urmàtoarele concluzii :1. Pentru piacile simplu rezemate in colZuri (esemplai 1 §i exemplul 5), rezultatele obZinute pentru deplasari sìnt mult mai bune decìt cele obZinute pentru eforturi. In colZurile placii, valorile eforturilor obZinute nu sìnt in concordanza cu situaZia realà de rezemare (vezi fig.4«16 §i 4.17).2. Pentru placa cu grosimea variabilà, rezultatele obZinute pentru eforturi pot fi ìmbunatàZite dacà se foloseçte o re zea mai deasá de clemente finite, plecìnd de la ipoteza ca in domeniul fiecàrui element finit se considera o valoare constaàtà atìt pentru grosime cìt §i pentru incarnare.3. Pentru alte piaci studiate, valorile obZinute cu ajuto- rul prográmelo! MELEFIN L, 2 §i TECHIVA 1, 2, sìnt bune pentru deplasari §i eforturi, iar cele obZinute cu TECHIVA 3 nu sìnt bune decìt luìnd coeficientul Poisson égal cu 1/3 §1 pentru grosimea prea mica a placii.4. In cazul valorilor nule pentru eoe 1icientul Poisson, prográmele TECHIVA 1, 2 §i LELEFIN 1, dau resultate foarte apropíate între ele.5. In púnetele situate de—alungul marginilo! libere, va— lorile obZinute pent!U efo!turi cu LELEFIN 1, 2, sìnt mai apropíate de realitate decìt cele obZinute cu TECHIVA 1, 2. Acereta arata cà condìZiilo de margine influenZeaza mai mult resultale de calcul in teoria echivalenzelor decìt in metoda elec^ntelor finite •
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1106. Rezultatele ob^inute cu prográmele menciónate (exclu- sib TECHIVA 3)» in majoritatea cazurilor, sint apropíate de cele obCinute de al$i autori pe cale teorética sau experiméntala.Rezultatele obCinute in urma calculului celar §ase exemple, de§i pu^ine la numär, ne permit sä trägem concluzia posibilitaCÜ aplicar!!, cu rezultate bune, a teoriilor prezentate §i a progra- melor de caicul elabórate, §i la alte tipuri de plací elastice izotrope, care se folosesc in practica.

BUPT



CAPIIÜLUL V.APLICA!II LA CALCULUL PLACILOR hLAS!ICE ORTOTROPE5»1* Introduce re.Progresele tehnice remarcabile realízate in ultímele de- cenii in domeniul construc^iilor s-au datorat mai multar cauze : cunoagterea mai aprofundatà a caracteristicilor materialelor, fabricaren unor noi materiale cu proprietàri fizico-mecanice supe- rioare, perfecfcionarea concep^iilor de proiectare §i progresul metodelor de calcul, perfecÇionarea metodelor de execu^ie §i montaj, etc*In privila perfectionàrii concepÇiilor de proiectare §i a metodelor de calcul se men^ioneazà :- folosirea structurilor multiplu static ne de terminate ;- luarea in considerare a comportarli spaziale a structurilor complexe ;- aplicarea principiului cumulàrii funcÇiunilor;- utilizares secÇiunilor cu nervuri dese sau casetate, avanta,'oase din punct de vedere al repartiriei transversale a sarcinilor»Piacile ortotrope, alcàtuite din table §i nervuri de ri- gidizare pe una sau doua direc^ii ortogonale, imbinà in mod avantages lucru de placa al tabei §i cel de grindà al nervurilor, per- mi^ind obrinerea unei mari rigidità^i la ìncovoiere §i la torsiu- ne cu un consum de material minim» iuetodele de calcul sînt extrem de complexe §i in teoria placilor ortotrope se pot distinge mai multe e tape atìt din punct de vedere cronologie cit §i al ipotezelor de baza»Cea mai larg aplicatà metoda pentru calculul placilor cu nervuri de rigidizare consta in netezirea structurii, adicà in distribuirea nervurilor pe suprafaÇa placii, astfel ìncìt ansam- blul sa devina un mediu continuu ortotrop»De aceea, se considera o placa ortotropa cq un continuum elastic avìnd comportarne fizico—mecanice sau geometrico variabile dupà doua direcÇii ortogonale» Vom putea utiliza metoda eie— mentelor finite pentru analiza acestei categorii de piaci»In categoria placilor intra mai multe tipuri de structuri §i anurne :
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112a• Olàci cu ortotropie de mate r i al.- Jlàci din placaj•Piaci din beton armat avind arma re a pe douà Hi tp j i ortogonale•b• Piaci cu ortotropie geometrica»- Piaci ondulate•— Piaci cu nervuri de rigidizare simetrica sau nesime— tricà.- Piaci celulare tip fagure• - Resele de grinzi in casete.Toate aceste tipuri mai sub menzionate de piaci ortotrope pot fi studiate cu ajutorul aceleia§i ecuaZii fundamentale a teorici plàcii subziri elastice ortotrope /64/.
K~^ (5>1)unde : K - rigiditatea la incovoiere a plàcii ortotrope in di- recZia x;Ky - rigiditatea la incovoiere a plàcii ortotrope in di- recZia y;Kv - rigiditatea la incovoiere datorità deformatici transversale a plàcii ortotrope;- rigiditatea la torsiune a plàcii ortotrope.Aceste caracteristici de rigiditate, in generai, se deter-minà pentru unitatea de lungime a secZiunii prin placa, normalà pe axa respectiva. Ale au expresii diferite pentru ficcare tip de plaga considerata.In acest capitol folosind programele kELErlN 3» ìmPLEFIh 4, Ih'CHIVA 4 qì TECHIVa 5 se analizeazà citeva tipuri de piaci ortotrope din cele sus menzionate.5.2. Utillzarea progranelor de calcul elaborate in calculul plàcilor ortotrope.Pentru utilizarea programelor sue menzionate la calculul diferitelor tipuri de piaci ortotrope, la inceput, trebuie cà se deta rmjne caracteristicile de rigiditate ale matricilor de ri — giditate [K] §i matricea de transformare [BD]pentru elementul finit •
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- 113Caracteristicile K$ sìnt egale cu zero datorita ortotropiei.De aceea, in cele ce urmeazá, se vor determina numai patru dintre cele §ase caracteristici pentru fiecare tip de piaci considerate •5.2.1. Placa din beton armat.Caracteristicile de rigidi tate ale elementului finit pe placa din beton armat avìnd armare pe doua direc^ii ortogonale, sìnt determinate de formúlele propuse de Huber ii.T. /45/ :

unde Kt ; 2KX*=

(5.2)

I^x - momentul de inerzie al betonului dinraport cu axa neutra a sec^iunii x = placa luat const•;- momentul de inerzie al armàturii luat axa neutra a sec^iunii x = const*; in raport incu
Tby §i - momentele de inerzie ale betonului §i respectiv ale armàturii luate in raport cu axa neutra a sec^iuniiy « const.;E^ - modulul de elasticitate al betonului;E - modulul de elasticitate al o^elului;n - coeficientul de echivalen^a n « Ea/E^; V - coeficientul lui Poisson.5.2*2. Placa intarita prin nervuri echidistante dupa una din direc^ii. (fig*5»l)»Pentru placa intarita sime trie in raport cu planul sau median a§a cum se arata in fig*5»l, caracteristicile de rigidi- tate flint determinate prin formúlele propuse de Lehnitzki /50/ :

X, = =-------------------
1Z(l - )
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114 -
Eh3

12 (1-

/
E I

/<4 = K*

12(1 )

^6 " ZKx$ “
EE 3

12(1+ V)

(5.3)
unde : E - modulul de elasticitate al materialului placii;E’ - modulul de elasticitate al materialului nervurilor;I - momentul de iner^ie al unei nervuri luat in raport cu axa neutra a sec^iunii placii;a^ - dietan^a dintre doua nervuri;h - grosimea placii;

y - coeficientul lui Poisson.
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115 -5«2.3* Placa ìntàrità cu do uà girmi ortogonale de nervuri echidistante dupa flecare direc^ie.Pentru placa intàrità cu nervurile de rigidizare agezate simetric in raport cu planai sau median, caracteristicile de ri- giditate ale elementului finit sint determinate de formúlele propuse de Lehnitzki /50/ :
I2(i-y2) ax

Eh3 f't
Ku = *y =--------- * ,,

4 I2(i-Vz) (5*4)
'¿Eh3

K, = Kv =----------------------5-
2 12(1-^}

Eh3
K, - 2 =----------- —

in care s - momentul de inerzie al linei nervuri in sectiunea x = const•;I - momentul de inerzie al urei nervuri in sec^iunea y = const•;ax - distanza dintre axele celor douà nervuri paralele cu distanza x;a^ - distanza dintre axele celor douà nervuri paralele cu direc^ia y;E - modulul de elasticitate al materialului piacii; E* - modulul de elasticitate al nervurilor;h - gròsimea piacii;V - coeficientul lui Poisson.5.2.4. Placa intéri tu de un gir de nervuri echidistante agezate pe o gingurà fata a piacii.In acest cm, caracteristicile de rigidltate ale elementului finit aint determinate de formule le propose de Lehnitzki /50/.
Ea.k5

K Kx =---------------------------
12(0, -
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116
E1

(5.5>

onde : I - momentul de inerzie al sec^ionii de forma T avìnd Infimea a^;a^ - distanza dintre axele celor douà nervuri;H §i t - dimensionile sec^iunii transversale ale unei nervuri; h - grosimea plàcii;cX « h/H;Kp - rigiditatea la torsione a plàcii fura nervori; - rigiditatea la torsione a onei nervuri;E - modulul de elasticitate al materialului*

I 
I
I

I

I

I 
I
I
I

I
I
I 
I

I 
I
I
I
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117 -5.2.5. Placa intarita cu doua giruri de nervuri echidis- tante agezate pe o singura fa^a a placii.Tipul general de placa este prezentat in fig.5.3*

Caracteristicile de rigiditate ale element ului finit sint determinate de formulele propuse de Soare /80/, dar pentru a corespunde matricei rigidita^ilor elementului finit introduse in programele de calcul elaborate, este necesar modificarea caracte-risticii de torsiune K< :

- Ky = V (Ko + Ko ) (5.6)
k6 .

in care :
Ek3

--------------------7
12(1 - V2)

rigiditatea la incovoiere a placii (5.7)
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118 -Ko =----------- rigiditatea axialá a placii (5,8)
1 - V 2 K6x + ZI<NX. (5.9)

K6^ --(i-v)[K0^^(fxt^)-~] (5.10)
Gí» Axn rigiditatea la torsiune a nervu-

\ — -------- ---------------- fe I I \Nx 3bx rii paralele cu axa x; 7
. G~tu .---- 2--------- rigiditatea la torsiune a nervu- rii paralele cu axa y; (5.12)t - grosimea nervurii paralele cu axa x;t - grosimea nervurii paralele cu axa y;b - interaxul nervurilor paralele cu axa x;b - interaxul nervurilor paralele cu axa y;- aria sectiunii transversale a nervurii in directia x;A - aria sectiunii transversale a nervurii in directia y; «y I - momentul de inertie al sectiunii nervurii paralele cu axa x in x = const., luat in raport cu axa cen- trului de greutate al sectiunii;- momentul de inertie al sectiunii nervurii paralele cu axa y in y - const., luat in raport cu axa centruluih e. de greutate al sectiunii;- grosimea piacii;- cota centrului de greutate al arici A^ cu planul median al placii;- cota centrului de grutate al arici A planul median al piaci!;

in raportin raport cueE - modulul de elasticitate al materialului;V - coeficientul lui Poisson.5.2.6. Re^eaua ortogonalà de grinzi de se (fig.5.4).Un astfel de sistem consta din doua giruri de grinzi age» zate la distante egale intre ele dupa ficcare directie (x gi y) §i legate rigid in púnetele lor de intersectie*Dacá distanta àj gi b^ intre grinzi sint mici, in comparatie cu dimensiunile placii, caracteristicile de rigiditate se pot determina prin formule propuse de b. Timoshenko /89/.
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=

=

£1

a, (5.13)
Kz = «v = °

iar, Kg poate fi exprimât în funcjie de rigiditâÇile la torsione C^ §i Cg ale grinzilor paralele cu axele x si respectiv y.Pentru aceasta, se considéra rasucirea unui élément, a§a cum se arata în fig* 5»4b §i rezultà urmàtoarele relaÇii dintre momentele de torsiune si curba de torsione —
. . Cf M _ Cz
MKu ~L---------  ’ (5.14)De aceea, caracterul rigiditàÇii la torsiune K$ se determina cu urmatoarea formula :

^6 = £ ) (5.15)în formúlele menzionate mai sus s-au notât :- rigiditatea la încovoiere a fiecárei grinzi paralele cu axa x;Bg - rigiditatea la încovoiere a fie carei grinzi paralele cu axa y;a^ - distança între grinzile paralele cu axa x;b^ - distança între grinzile paralele cu axa y;- rigiditatea la torsiune a fiecárei grinzi paralele cu axa je;Cg - rigiditatea la torsiune a ficarel grinzi paralele cu axa y»Caracteristicile B^, Bg, C^, Cg sînt determinate cu aju- torul b inecunóseutelor rezistenÇe ale materialelor /22/•Tóate formúlele prezentate mai eus se pot utiliza în calculai piangeelor eu reÇele de grinzi casetate.Pentru a obÇine momentele finale de încovoiere §i de torni une a une! grinzi vom avea înca de multiplient momentele vaia— bile pentru unitatea de lâÇime de reçea eu distança dintre grinzi,
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120Variarla momentelor, de exemplu LI sau . noate fi ad- e w xymisa parabolica mire púnetele consecutivet dupä cum se aratali in fig.5.4c.
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1215.2.7. Tabla ondulata.Se considera o tabla ondulata prezentatá în fig.5.5 deforma (5.16)onde : f - amplitudinea maxima a arcului de semionda; £ - pasul ondulei.

^aracteristicile de rigiditate ale ele mentului finit sînt determinate de formúlele propuse de E. Seydel /82/ :
= KZ = E1 (5 IJ)

Kz . o

-i Eh3
k6 = 2
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122in care : s I sînt evalúate aproximativ eu armatoarele formule î

. Í \* + 4Í2 ' (5.18)
2 1+2,5^2 (5.19)

ande : h - grosimea tablei;s - langimea arcului de semiandà;E - modulai de elasticitate;V - coeficientul lui Poisson.5.3. Exemple de calcul.Se prezinta cele patru exemple de calcul efectúate cu aj atoral programelor kELEFIN 3, kELEFÜi 4» TECHIVA 4 gi TECHIVA 5, §i anurne :1. placa de beton armat;2. placa cu nervuri de rigidizare pe o singurà parte;3. placa cu re^ea de grinzi ortogonale;4« placa ondulata.Se efectueazá gi o analiza comparativa a rezultatelor propri! cu cele ob^inate de divergi autori pe cale teoretica sau experiméntala.5. 3«1« Exemplul de calcul nr.l.Se calculeazà o placa patratà din beton armat simplu re- zematà pe toate laturile gi ìncàrcatà cu o for^à concentrata la centrai piaci! P = 25 t.Dimensianile plàcii gi armàturile sale sint prezentate in fig.5.6.^elelalte date de calcai sìnt :E. = 190000 daN/cm2. b PE = 2.100.000 daN/cm • aV = o,2.
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123Calculai este realizat pe un sfert de plaça datorità simetriei piacii»Se presupun, în calculul deplasàrilor gi eforturilor plàcii trei ipoteze de rigiditate ale sectiunii transversale de beton armat• 1. K » E. I. D 02. K = o,6 E. K* DD3* K este évaluât de formulele (5*2)ReÇeaua discretizatà este aleasa eu 25 demente dreptun- ghiulare diferite»Exemplul se extrage din lucrarea /72/ în care placa este încercatâ eu încàrcari statico»Rezultatele ob^inute sînt prezentate în tabelul V-l gi diagrama din fig»5»7, inclusiv rezultatele experimentale extrase din /72/.5»3»2» Exemplul de calcul nr»2»Se calculeazà un plangeu eu re^eaua de grinzi în case te peste o sala 8 x 12 m, prezentatà în fig.5»8»Plangeul este simplu rezemat pe contur»ReÇeaua de grinzi parale là cu laturile piangeului»Distandole între grinzi dupa cele doua direc^ii sînt aceleagi gi égalé eu a = 2 m»Plangeul este încàrcat eu încàrcari permanente gi utile p eu q = o,6 t/m •Deci, sarcina concentrata în noduri revine la :P^ = 2,oo x 2,oo x o,6 = 2,4 t.Dimensiunile secdiunilor grinzilor dupa ambe le direc^ii sînt aceleagi gi égalé eu 40 x 18 cm»Calculul este efectuat cu gi farà luarea în considerati® a torsiu.iii»Rezultatele obÇinute sînt prezentate în tabelul V-2, V-3 gi dirigramele din fig»5»9 gi 5»10 inclusiv rezultatele extrase din /20/ care sînt obÇinute prin calcul, neglijînd torsi une a»5»3.3» Exemplul de calcul nr»3»Se calculeazà o placa ortotropà eu nervuri de rigidizare pe o singurà parte la care rigiditàtile la încovoiere dupa cele
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124doua direcljii sînt muli diferite, (fig.5.11).SecÇiunile transversale prin plaça ne cesare stabilirii tuturor caracteristicilor ue calcul sînt date în fig.5.11.Constantele elastico ale materialului sînt jE = o,21 x 10? daN/cm^;V = o,3G = -S-----o,6 Se presupune cà placa este încarcatà de sarcina liniarà constantà p = 100 daN/cm pe linia de mijloc a plàcii eu axa x. ne^eaua discretizata este aleasà eu 24 elemente dreptun- ghiulare de 145 x 89,5 cm.Resultatele ob^inute sînt prezentate în tabelul V-4, V-5 §i diagramele din fig.5*12, inclusiv resultatele comparative extrase din lucrarea /80/ care se ob-Çin prin desvoltarea seriilor trigonometrica cu un singur termen.5 *3 *4* Exemplul de calcul nr.4*Se calculeazà o tabla ondulata simplu rezematà pe doua laturi scurte (fig.5»13)*Tabla este încarcatà eu sarcina uniform distribuita p q = o,2 t/m .Llodulul de elasticitate E = 2 • 10$ t/m^.Coeficientul lui Poisson V = o,2.Forma §i dimensiunile tablei se arata în fig.5*13* ReÇeaua discretizata este aleasà eu 24 elemente patrate eu laturile de 25 cm.Resultatele obMinute sînt prezentate în tabe le le V-6, V-7 §i diagrama din fig.5»18.5.4« Concluzii asupra rezultatelor ob^inute.Din cele patru exemple se poate trage concluzia ca formúlele de calcul, matricile elementare §1 prográmele elaborate au fost determinate corect. Calcúlele efectúate au dat resultate bune calitativ §i cantitativ atît pentru deplasàri cît §i pentru eforturi.Resultatele obÇinute pe cele patru tipuri de pitici orto- trope permit sa se tragà urmutoarele concluzii :1. "Prográmele ulELEFIW 3, TECHIVA 4 ?i TECHIVA 5 dau resultate apropíate între ele atît pentru deplasari cît çi pentru efotturi.
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Tak. V- / ReiuUaie oityinuiepî. sagole cj (mm)

Exemp. N- 1

Rtiufíaúü cafcufait. cu, 1 j * )

Puncta MELEFIN3
*

TECH IVA 5 
»

^O,tEbl,
HeiuHate& 
cxfttumenialt 

L12] a*

1 0,00 0,00 0,00 0,00

8 0,03 0,03 0,03 0,02

15 0,29 0,2^ 0,2b 0,1 It

22 0,56 0,58 0,59 0,36

29 0,30 0,31 0,91 0,58
I

36 1,08 1,10 1,19 1 0,11 1,20

31 0,00 0,00 0,00 0,00 i 

i

32 4'7 0,18 0,18 o,n
I 

I

33 0,^1 0,^8 0,50 0,30
[ 
!

3^ 0,7^ 0,16 0,81 0,98

35 <M 0,33 1,06 0,63 j

36 1,08 1,11 1,19 0,11 i,to

(*») Retufiairfi oCUnutt, puncitßt. ca'u -jini af¿U^u. ¿ ntxia&
fivientah. a^-st p^ienia cU'tKÍ -ín ¿agrama (fig 5 1)
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Tab. I/-Z Rezúmate objinuie pi- rnamerdele Mx (tm) 

Exemp. N- Z

Flu-rude.
MELEFiN 3 MELE FIN 4 TECH IVA 4 fatuflafeà.

de
(*r

fà^tàiatsiune cutonsíjuno fì^Hc^siune cu i&tsiune fitti ictsiune CU

16 0,000 -0,0^0 -0,860 -0,300 0,000 -0,60

17 7,722 5,6^0 1.060 5,210 7,34o 5,690

13 10,360 1,400 9,1^ 6.640 9,790 1,430 9,130

19 7,722 5,640 1,060 5,220 7,340 5,690 !
1

20 0,000 0,000 - 0,860 - 0,300 0,000 -0,600 \ ¡
1

11 0.000 -0,020 ~ 0,960 - 0,600 0,000 -0,500
1
1 

I

12 6,856 5,020 6,240 4,630 6,500 5,06 o
;

‘ I

;----------------------------------------------1

13 %>86 6.500 8,010 5,850 8,590 6,590 ¡ ! 8,640
1

6,856 5,020 6,Z4o 4,630 6,500 5,060
1

1

15 0,000 -0,020 - 0,96 0 -0,600 ! 0,000 -O,5oc
[ ... Í... __ __________ -

Tal V-3 Rezuliale ob^tnuie pl • mámentele My (Em)

Exemp R- Z

(») Rrtuftaick otimute cu ru^aua ^¡^útd/u <4 Lnsu.ru

Tunde
MELEFIN3 MELE FÌN 4 TECH! VA 4- fìe2ufùù£&. 

daU de
fàìà iùftuunt cu ioti iurte fÌ2à totsiune. cu ^otS8un<

1 i
/Sta imiufu ! cu nunc

3 0,060 -0,010 - 1,800 - 1,14o
Í ' '

0,000 1 -ojoo
■ -- ---.- _ - . - - 1 -__ - -__ _ ________J

i

3 3,310 2,538 3/I9O 2,358
1 Î ’

I 1

3.150 ! 2M0
1 ----------- -----X.- --------- ... «

¡ !

13 3,950 2,813 3,280 2,419
i

T ,

3,110 2,909\ (

1

L_______ ___ —r------------- ----- ♦----- - -------------

18
1

3,810
1 1

2,714 1
___________ J

1
1 3,280 1
p-------------------

: 3,180 i

2,370 ■ 3.610 2.816 3,63ü 1

23 
!

3,950 2,813 2,419 3,110 2.909 1

r------ . - ■* -T -------------- - — ■ - •« - !

28 3,31o 2,538 ( 3 090 2,358 ' 3.150 ; 2.ÍZC

33 0,000 0,000 -1.S0Ù f - Wo
__________ 1____________i--------------- J

C,000 - CJCC 1

_________i. ___ i __________________ Í

BUPT

Lnsu.ru


Mx CT mJ A - A
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ME LE Fl N 3
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TECHIVA4
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Tab, y-^ 6 u) (cm, )

púnele MELE FIN Ì MELEF/M TEOim 5 ReiuLioiele dale 
de M. %a*e [8o]

3 0,00 0,00 0,00 0,00

a 0,55 0,53 0,55 1 0,93
I

13 0,99 0,91 0,99 o.vi !
I

18 1,03 1,09 1,08
1

0,89 '
1

23 0,99 0,91 0,99

1

0,39

28 0,55 0,53 0,55 0,93 !

33 0.00 0,00 0,00
1

0,00

Tab. I/- 5 Remítate oSfinule pi- mámentele My (daN)

punde MELEFÌN3 MELEFIN^ TEOIIYA5

........................... n

Retulialele dale !
M òotattf [SO]

3 413 389
1

839 coo ’

8 19145
1

18330

1

[ 20032 16103 !

13 27695 27115 ZÏ100
1

1
21Ì031________________ L---------------------------Í,--------------- -1

18 30630 31090 31940 '
; ----------------------------———j

' 2+151 :
h—---------------------—t

23 27695 27115 !
r i

iijoo i 22303 ’

28 19145 imo 20032 i 16103

33 413 789 i 339 0,00 
_________ I
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Tab. V-6 Reiuliaie objirtuie pt. Sägefile <j (m)

pUTlcis MELEFÍN3 MELEFÍN i JEOii M 43 0,00 0,00 0,008 0,83 0,81 0,8313 143 139 IM18 164 160 IM23 143 t39 IM2* a« 0,81 0,8333 0,00 0,00 0,00

Tab. V- 7 Rendíale objmule pl. momenlele My

( Exemp.

punctg MELE FIN 3 MELEFIN4 mm i
i3 0,000 - 0.002 0,000 i

_ , ------------ -—4Ô 0,031 0.031 0,031 'Ö ¡ 0,050 0.0^9
I

0,050 ;
;------------------------------- ¡18 0,056 1 0,055 ! CO56 '
I ' i23 0,050 0,0^9

i
0,050 !

i------------------------ u28 0,031 0,031 i

1
0,031 ,

------------------------------- i

33 0.000 - 0,002 ¡ 0,000 i
__ ______  ________ i
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134 -2« T1ELEFIN 3 §i TECHIVA 4 dan cele inai bone resultate in cazul plàcilor ortotrope avind característica de rigiditate D = 0. 3* Exemplul nr»2 arata cà neglijarea rigiditátii la torsione, in cazul releior de grinzi ortogonale legate rigid in noduri, aduce erori considerabile in rezultatele de calcul.4« Difereh^ele dintre rezultatele obtinute pentru exemplul nr»3 §i cele extrase din /80/ presentate in tabelele V-4 §i V-5» -se pot datora urmàtoarelor cauze :- efectuàrii calculelor de catre /80/ cu luarea in considerare a unui singur temen in dezvoltarea seriilor tri- gonometrice ;- considerar!i in studiile propri! a rigiditátii la tor- siune egalà dupà cele douà directii*-Valorile obtinute pentru efotturi §i deplasari prin prográmele propuse, apropíate de vaporile obtinute de alti autori, pe cale teoretica sau experiméntala, ne permit sa tragem conclu- zia cà metodele de calcul presentate §i prográmele elaborate pot fi extinse cu resultate bune §i asupra altor tipuri de piaci elastico avind ortotropie geometrica sau de material, care se foiosese in practica»
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GAPiTOLUL VI.CONCLUZIIResultatele obMinute din studine §i calcúlele din precédantele capitole, ne permit sá tragem urmàtoarele conclusii :1. Folosirea metodei elementelor finite §i a teorie! echi- valente lor in analisa plàcilor elastico ne a^uta sa evitam restringerne din punct de vedere matematic, a rezolvàrii ecuatiilor fundaméntale ale plàcilor isotrope (1.1) §i ortotrope (5.1) cu orice conditii de margine•Fasa cea mai importantá §i dificilà a analizei este cea a evaluàrii caracteristicilor de rigiditate ale elementului finit (sau model de calcul). Dogi ace asta fasa este efectuatà in mod siste matisat §i automatisat cu ajutorul formulelor precedente gi a pro- gramelor la calculatoare electronice.Cìnd aceste caracteristici sint determinate, analisa pièci! urmeazà procedeul familiar al metodelor matriceale utilizate in me canoca construetiilor, pentru aceasta, in generai, programe de calculator sint disponibile•2. In urma folosirii metodei deplasàrilor pentru determinares matricelor de rigiditate a elementului, adicà necunoocutele problemei considerate sint deplasàrile nodurilor, resultatele ob- tinute de deplasàri sint mai bune decit cele de efotturi cores- punsatoare•Conditiile de margine influenzerà mai mult efotturile decit deplasarile plàcilor studiate.3. Prin comparatia resultatelot programe lor LELEF IH 1 gi MELEFIN 2 s-ar pàrea cà discontinuitatea rotirii normale pe latori nu afecteasà deloe elemental dreptunghiular, pe cind Cloug /26b), a aràtat cà pentru elementul triunghiular este o sursà de eroi!.4. Tóate formúlele de calcul au fost determinate in absenta fortelor aplicate in interiorul elementului finit, validi- tatea lor nu este asiguratà decit pentru placa supusà fortelor concentrate in nodurile re te lei di sere tizate.In scopul de a limita aceste erori comise, in cazul in- càrcàrii distribuite, se pot determina fortele nodale echivalente, aplicate la noduri, cu ajutorul principialo! lucrului mecanic vir-
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- 136 -tuai, présentât în formula (2.5)•5. Precizia metodei elementelor finite este influenzata de urmatorii parametri!, care sînt înregistraZi in ordinea importanze! :a. metodele de deplasàri álese pentru elemental finit;b. numárul de elemente;c. tehnica de reprezentare a încàrcàrilor aplicate struc- turii;d. condiZiile de margine ale problèmelor speciale;e. prográmele de calcul.Kxemplul urmâtor arata influenza numárului de elemente, la precizia rezultatelor de calcul :Se calcule azá o placa simplu rezemat à pe doua laturi paralele §i încarcatà pe cele laite doua de o sarcinà uniform distribuita p = 1 (fig.6.1).Placa este calculatá pe rînd eu reZele discretizate 2 x 2, 3 x3, 4 x 4, 5 x 5.Rezultatele deplasarilor maxime sînt urmatoarele : Rezultatzl exact “max ' °’3355
Retea de E-F

—I
% I

<M 
rn

X 
*

C
M 0, 351227

0,3^265^

^,69 '

2.15

4 x 4 0,339726 1,26

5 x 5 0,337776 0,66 ;

y = 0,3

h-. 1 
E ; i

6 1
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6. Precizia te orisi echivalentelor este influenzata de acciagi parametri! sus amintiZi» dar in care ordinul importanze! este modificat datorita ormatoarcior cauze :a« In generai, modelele de deplasàri ale elementelor de baza sint binecunoscute gl destul de exacte*b* CondìZiile de margine ale plàcii, influenZeazà mult rezultatele obZinute in teoria echivalenzelor, in timp ce, acea- stà influenza este mai mica in me toda elementelor finite*De exemplu, modelui de grinzi ortogonale este potrivit ana4i lizei plàcilor incastrate pe contur, pe cind in cel al plàcii sim- plu rezemate pe colZuri resultatele sint mai puZin exacte*Eroarea rezultatelor este mai mare la piacile cu laturi sau colZuri libere*c* In afarà de parametri de influenza menZionaZi» coefi- cientul Poisson este §i el o sursà de erori a rezultatelor teorici echivalenzelor*De exemplu, prográmele TECHIVA 1, TECHIVA 2 dau resultate bune cu V » 0,0 o,15, pe cind TECHIVA 3 numai cu » 1/3»Daca V = 0, resultatele obZinute de ¿ELEFUi 1, LELEFIN 2, TECHIVA 1 §i TECHIVA 2,sint foarte apropíate intre eie.7* Se peate propune modul corectativ pentru cazurile plàcilor avind coeficientul Poisson diferit de zero : la inceput, se calculeazà cu V * 0 §i dupa aceea, se aplica o corecZie :
mí = K , (6.1)

< 91 <unde - sint momentele incovoietoare dupa directiile x §i y corespunzatoare eoeflcientului Poisson diferit de zero;Mx §iMy - corespunzatoare eoeflcientului Poisson egal cuzero;y - coeficientul Poisson*8. Se pare cà, utllizarea teorie! echivalenzelor pentru analiza plàcilor este preferatà de incineri! constructor! gl proiectanZi datorita urmàtoarelor cauze :a* folosirea sistemelor de grinzi ortogonale este mai obig- nuità pentru incineri §1 proiectanZi;
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133b. determinares caracteristicilor de calcai pentru regalia de bare este mai simpla cu ajutorul metodelor statici! constructiilor; legile deformatiilor barelor este binecunoscutá determinata exact;c. analiza resele! ortogonale este potrività cu piacile de beton armat in care, in general; se pan armatati pe doua diteceli ortogonale ;- analiza resele! de bare utilizeazá aceea§i matrice de rigiditate imitará ca cea folosità pentru structura in cadre« Acest fapt este Toarte útil pentru analiza structurii mixte•9» Datoritá folosirii modelului dopiasari i pure, rezaitate le obpinate de efotturi nu satisfa© canditía de echilibru de margine a elemente 1 or finite« Pentru imbur.átapirea rezultatelor de calcul se pot foiosi urmátoarele másuri :- cre§terea nomarului de elemente finite atit cit este admis de capacitatea programului elaborat (vezi gra- ficele din fig.2«5);- folositea rebelei discretÍzate nereggiate, care sint mai dese in jurul fortelor concentrate §i al golurilor sau al rezemarilor;- se inlocuiegte determinares efortorilor imitare in no- durí cu cea in centrul elementului finit.10« Rezultatele obpinate de prográmele elaborate atit pentru metoda ele mentelor finita cit §i pentru teoria echi valente 1or, in general, sint apropíate intre ele, §i cu rezultatele obtinute de alti autori, pe cale teoretica sau experimentalá« Acest fapt ne permite sá tragem concluzia cá metodele de calcul precum §i formúlele, matrice le §i prográmele de calcul prezentate ir. lucrares de fatá, pot fi extinse cu rezultate bune ?i asupra altor tipuri de piaci elastico izotrope §i ortotrope care se folosesc in trac- tica«
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