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������� �� �� ����������� �� �� �������� ���� � ������ ���� ����� ���� ����� ����
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��� ���� �� � ������ ���� �� ������ ���

XSTFT (τ, ω) =

� ∞

−∞
x(t)w(t− τ)e−jωtdt, �����

����� ���� �� ��� ������ �������� ��� X(τ, ω) �� ��� �� �� x(t)w(t− τ)� � ������� �����
���� ������������ ��� ����� ��� ��� ��������� �� ��� ������ ���� ���� ��� ����������

��� ���� ���������� ��� ��������� ���������� �� � ���� ����� ������� �� ����� ��
����� �� ��� ������� ������ ������� ���� ���� ���� ����������� ��� ���� ���������
����������� ���� ������� ���� ���� ��������� ����������� ��� ���� ���� ����������
��� ��� ���� ������� ��� ��������� �� ������������� ��� ������� ����� ��� ���������� ��
��������� ��� ������ �� ��� ��������� �� � ������ ��� ���� ���� �� ��� ����������� ��
��� �������� ������ ��� ��� ����������� ��������� �� ��� ����� ���� ����� ���������� ����
�� ��������� ���� ��������� ���� ��� ����� ��� ��� ������ ������ �� ��������� ������
������� �� ���� ��� ������ ������ ��� ������ �� ��������� ���������� ��� ���� ���
��������� ����������� ���� ������ ��������� �� ��� ������ �������� �� ��� ��������
��������� ����� ��� ����� ����� ����������� ����� ������� �� ��� ������ ���������
� ���������� ���� �� ���� �� ��� ����� ��������� ������ ���� ����� ���� � ��������
�������

����� ������� ���������

��� ���������� ������� ��������� ������ ���������� �� �������� ��� �������
��� ��������� �� �� ����������� �������� �� ��� ����� �� �������� ��� ������� ��
�������� ����������� �� �� ���� �� � ������� ��� �� ��� ����� �� ��� ����� ���� ��� ������
�� ���������� ���� � ��������� ��� �������� ������� �� ��� ������ �������� �� ��� �����
��� ��������� �� �������� ���������� ��� ��������� �������� �� ��� ������������ ����
��������� �� ������� �� ��������� ��� ���� ��� ��������� ����������� ���������������
����� ������ � �������������� �������������� �� ��� �������

� ������� �� ���� �� ������� � ����� �������� �� ��������������� ������ �� � �����
���� ������ ���� �������� ����� ��� ���� �� ��� ������ ���� ��� ���� �� ����� ��� ��
��� � ������ ���������� ���������� �� ��� ��������� ��� ������ �� ��� �� ����� ��
������� ��������� �� ��� ������ �� ����� �� ������ ���� �� ��������� ��� �������� �� ���
���������� ���������� �� ������ ��� ��� ����������� ����� �������� �� ��� ���� �����
������ ��� ���� �������� ��� ��������� ������� ���� �� ����� ����� �������� ������ ���
�������� �� � ������ �� � ��������� ����� �� ������������ ������ ��� ��������� ���������
����� ��������� ��������������� ����� ���� �� ����� �� ��� ��������� ����� �����������
������� ��� ��� ������ � ��������� ����� �� ���� ����� ���������� ���� ��� ��� ����
�� ������� ���� � ���������� ���� ������� ��� ������

������ ���� �������� �� ���� �� � ������� ���� � ����� ������
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���� ��� ������� ��������� ��

������ ���� ���� ������� �� � �������� �������� ��� ��������� �������

�� ������� ������ ���������� �� ���� ��������� ������ �� �� ��������� �� ��� ���������
������ ����� ���� ��������� ���� ��������� � ������ �������������� ��������� ������
����� ��� ������ ���� � ������ �� ��������� ���� ��� ���� ������������ �� ���� ��� ��
���������� ����� ��������� ��� ������ �������������� ����� �����

��� ��� ���������� ������� ���� ������� ��� ���������� ��������� � ������
�������� �� � ��������� ψ ∈ L2(�)� ���� � ���� ��������

� ∞

−∞
ψ(t)dt = 0, �����

���������� �||ψ|| = 1�� ��� �������� �� ��� ������������ �� � � ��
� ������ �� �������������� ����� �������� ���������� ψu,s(t) ��� ��������� ��

����������� ��� �������� ��� ������ ��������� ψ�

ψu,s(t) =
1√
s
ψ

�
t− u

s

�
, �����

���� ��� ���� � ������ ����� ����� ������ ����������� ||ψu,s|| = 1�

����� ������� ��������� ������ ������� ���������

������� ������ ������� ��� ����� �� ��� ����������� ������� ������� ����� ��� ��
�� ������ ��� ��������� ��� �������� ������� �� � ���������� ������ ��� ��� ������������
�������� ���������� ���� ���� ������ ���� �� ��� ������� ���� ������� �� ��� ��� �� ����
��� ��� �������� �� �������������� ������� �� ��� ���� ���� ������������� �� ���� ���� ���
�������� �������������� ��������������� ���� �� ��� ���� �� ��� ���� ��� ��� ��
� �������� �������������� ������ �������� ���� ����� �� �� ���� �� � ���� ������� ��
������������ ��������� ���������� ������ ����������� ���� ������� ����� ������������
������� ������������ ���� ��� ��� �� ��� �� ��� ���� ��������� ������� ���� ��� ����
�� ������ ��� ����� ����� �������� �������������� ������� ��� �� ������� ��� ������
����� �� �������������� �������� ��� ����� ��� ����������� ������� ������� ������ ��
������� ���������

��� �������� ���� ���� ����������� ���� ���� �������������� ������������ ���
����������� ��� ��������� ���� ��������������� ��� �� ����������� ���� ���� ����
���������� ��� ��� ���� ������ ��� �������� ������������ ������ �� ����� ��� �������
�������� �� ������ �������� �� ���� ������� �� �������� ��������� ���� ����� �������������
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��� ��������� ���������� ����� ����� ��������� ����������� �� � ������� ��� ��� ���
��� ���������� ���� ��� ���� ��� ������������ ��������� ���� ���� ��������������� ���
����� ������ ��� ��� ���������� ����������� ��� �������������� ������ ������������
������ �������������� ��������

��� ���� ����������� ������������� ������� ����� ��� ����� �� ���������� �� ����
���������� ������� ��������� ��� ��������� �� ����� ������� ���� ��� ������ ���������
��� ���� ���� ������������ �������� ����� ���� �������� ������������ �� ���������� �����
���� ��������� ��� ��������� ����� �������� �������� ���� ����������� ���� ���
������� ������� ���� ����������� �� ����� ������� �� � ������ �� ������ ������������
���� �� ���� ������������ ��������� �������� �� ������� ��� �������� ����� ����
���� �������

�������������� ��������� ��� ��� �� � ������ �� � ���������� �� ������ ��������
����� ������� ��� ��� �������� ������ ��� � ������ �� ��������� ������ �� ��������
������ ��� ����� �������� ��� ��������� �� ������������ ���� ��� ����� u �� ������ ���
��������� ���� ��� ����� s� �� ��� ������ ��������� ψ � ����� ��� ��� �� � ���������
��������� ������ �� ��������� u ��� s� ��� ����� �� �������� �� ���� ��� ��� ��� �
����� ��� �� �������� ������� ������� ���������� ���� ������� �������� �������� ���
������� ������ �� ����������� ���� ��� �� �������� �� ����� �������������� �������
���� �� ������� ���������

����� ��� ���� ���� ������������ ������� ��� ���������� �������� �� ��� �����������
���� �� ��� ��� ��� ����� ��� �������� ���������� �������� �� ��� �������������� ��
���������� ���������� ��� ��������� �� ��������� ��� ������������ ���������� ��
��� �������� �������� �� ��� �������� ���������� �������� �� ��� �������������� �� ���
��� ��� ���� ��� �������� ��� ������� ��������� ������ ��� ���� ��� ���� �������
��������� ����� ��� ��� �������� �� �� ��� ���������� �� ��� ��������� �� � �������
���� ���������� ��� �� ������ �� � �������� �� ��������� ������ ��� ��� ���� ����
��� ������ �������� ����� ��������� ���� ��� ����� ��� �������� ��� ��� ��� ���� ���
������ �������� ���� ����������� ����� ��������� ������ ��������� �������� �����

��� �������������� ���������������

������� ��������� ������ ������ ���� � ����� �������� �� ���� ��� �� �������������
������ �� ���� �� �� ��������� ���������� ������� ��� �������������� �� � ������ x(t)
������� ��� ���� ������ ��� ��� ��������� ������ ��� �� ���� �� ��������� ���
������� ���������� ������� ��������� �� ������������� �� ���� �������� ���� ��� ����
������� �������� ��� �� �� ���� ���� �������������� ������� ��� ������������ �������
��������� ������� �����������

�������������� ������������ �������������� ���������� �������� ���� ������� ��
���� ��� ������� �� ������������ � ����� �������� �� ���� �� ���� ���� ��� ���������
������ ��������������� ����� ���� �� ��������������� ��� �� �������� ��� ����������
�� � ����� ������� ��� ��������������� �������� ��� ������ �� ��� ������ ��� �������
������� ���������� ��� ������������� ���������� ��� ������������� ��������� �����
��� �����

�� ������ ��� �� ��������� �� ����� �������������� �������������� �� � ����� ������
x(t)� �������� �� ����� ��������������� ��������� ���� ����������� �� ���������� ���
���� ���� ��� ��������� �� ��� ������� ��� �������������� �� ���� �� ����� �����������
����� ������ �� ���������� ��� ����� ��� ��������� ��� ��� ����������

���� �������������� �������������� �������� ��� ������� ������������ �� ���� ���
��������� ���� ������� �� ���� t1 − t6 ��� ��� ����������� f1 − f3 ��� �� ���������
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���� �������������� ��������������� ��

������ ���� �� ����� �������������� �������������� �� ��� ������ x(t)�

��������� �� ��� �������������� �������
��� ���������� �� ��� �������������� �������������� �� ��� ����� �A� t� ����������

��� ����������� �� ��� ������ x(t) ��� ������ ��� �������� �� ���� ������ �� ��� ����
������� ��� ���������� �� ��� �������������� �������������� �� ��� ����� �f� A� ����
������� ��� ����� �������� �� x(t) ��� ������� �� �� ������� ��� ������ x(t) �� ���
��������� ������� ����� ��� ���������� �� ��� ����� �f � t� ���������� ��� ���������
����� ��������� �� x(t) ��� ������ ��� �������� �� x(t) �� ��� ���������� �������

����� ��� ��������� �������� ��� ��������� ���������

�� ���� �� �� ������������ ����� �� ��� ������� �� ��� ������� ���������� ���� �������
��������� ��������� �� ���� ���� �� ��������� ���������� ������� ���� ���� ��� ���
��������� �� ���������� �� ����� ���� ������� ������� ���� �� ������� ��������� ������
����� �� ������� ����� ���������� ��� �������� ��� ����� ��� ��������� ��������� σt�
��� ��� ��������� ��������� ���� σω� � ������� �� ��� �������������� ������������ ��
� ����� ������ ��� �� �������� �� ��� ������� σ2

ω · σ2
t � �����

���������� ����������� ��������� ������ ���� ��� ��������� ���������� �� �����

σ2
t · σ2

ω ≥
π

2
. �����

��� ������� �� ��� ��������� �������� �� � ������� ��� ����� �� ��� ��������� ���������
�����

�� ��� ���� �� ��� ��� ���� ���� ��� ��������� ������������� ������ �� ��� �����
������ �� ����� ��� ��� ��� �� ������ �� � ������ ������� ��� ����� ����� �� ��� �����
������ ��

Wx(s, t) = �x(τ), ψs(τ − t)�, ψs(τ) =
√
sτ · ψ(sτ). �����

�� ψ(τ) ∈ �� �� ���� �����

Wx(u, s) = x(u) ∗ ψ̆s(u), ψ̆s(t) = ψs(−t). �����

���������� ��� ����� ��� ��� ������� ��������� �� � ������ ���� ���������� ���
�������� �� � ������ ���� ��������� ������ �� ����� ������ ��� ������� �������� ψ̆s(t)�
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��� ������ ��� ��� ��������� ���������

�{ψ̆s(t)}(ω) = �{ψs(t)}(−ω) = �{√sψ(−st)}(ω) =
1√
s
�{ψ(t)}

�−ω
s

�
. �����

��� ��� �������� �������� ψs(t) �� ������������� ��� ��� �������� ������������ ��
��� ������ ����� ����� ��� ��������� �������� �{ψs(t)}(−ω

s
) �� ������������� ��� ���

������������ �� ���������� �� ��� ����� ��
��� ��������� �������� ��� ��� ��������� ��������� ����

sσ
2
t =

tσ
2

s2
��� sσ

2
ω = s2 ·ω σ2, ������

����� tσ ��� ωσ ��������� ��� �������� �� ��� �������� ��������� ���������� ���
��������� �� ��� ��������� �������� ���������� �� ��� ������ ��������� ��� ���� ���
���� ����������� ��������

�� �� ������� ���� ��� ���� ������������ �� ������� ����� ���� ��� ���������� �� ���
������ �� ����� ��������� ������������ �������� ���� ��� ���������� �� ��

�����
sσ

2
t · sσ2

ω = tσ
2
ω · σ2. ������

���������� �� ��� ����� �� �� ��� �������������� ������������ ���������� �� ψs(τ)
�� ��������� ���� ��� ��� �������� �� ��� ���������� �������� ψ(t) �

�� ���� �� ������ ���� ��� ���� ��������� ������� �� �������� ������ ��� ������
������ �� ������ ��� �� ���� ���� ���� ������������� ��� ���� ���� �� ������� ���������
���������� ������� ���� ���� ��� ��� ��������� �� ���������� ��������� �������� �����
��������� ���� ���� ��������� ������������� ��� ���� ���� �� ������� ��������� �����
��� �������� ��������� ������� ������ ��� ������� ���� ����� ��� ������ ��������
���� ������� ��� �������� �� ��� ���������� ������� ��� ����� ��� ������� ����� �����
������� ����� ��������� ���� ������ ���� ������������ ���� ���� ��������� ��� ������
��������� ������������ ���� ��� �������� ������ ��� ���� ������� � ������ ���������
������ ������������ ���� ���� �� �������� ����� ���������� ���� ����������� ��� ��
����� ���� ����� ��� ��������� �������� �� ���������� �������� ��������� �� ��������
��������� �� ��� ������ �� ��������� ������� ��� ���� ����� ���� ���� �� �������
����� ���� ����� ��������� ���������� ������� ���� �� ��������� ������������� ����
��� ������ �� ��������� ������� ��� �������� ��������� �� �������� ��� ��� ������
���� ���������� ��� ��� �������������� ������������ �� �������� ���� ��� ����������
������ ������������� ��������� ���� ��� ������ �� ��������� ��������

����� �������������� ���������� ����

�� ���� ������� �� ��� ��������� � ���������� ������� ������� ������ ��� ���
��� �� ����� �� �������������� ���������������� ������� ������� ���� � ���� ����
��������� ������������ ��� ���� ���� ��� � ������������ �� ����� ������ ��� �������� ���
�������������� ������������ �� ������� �������

��� ��� �������� ����������� ����� ���������� �� ��� ��������� �� � �������� ������
��� ��������� ��������� ��� ����� �� �� ���� ������������� ��� ��� ��������� �������
��������� ���� ������� ���������� ��� ���� �� ��� ����� ����� ��� � ���� ���������
������������ ��� ���� ���� ������������ ��� ���������������� ��� ���� ��������� ������
������� ��� ���� ���� ������������ ��� ����������������� �� �� ��� �� ���� �� ������ ����
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������ ���� �������������� ������������ �� ��� ������� �������

������ ���� �������������� ������������ �� ��� ����

��� ����������� ������� �� ������� ���������

����� ��� ��� ���� ����� �� ������� ���������� � ���������� ��� ���������

����� ���������� ������� ���������

��� ����������� �������� ���� ���� ���� ��� �� � ������ �������� ��� �������
��������� �� f ∈ L2(�) �� ���� � ��� ����� �� ������ �� � ����������� �� ��� ������
������� �������� ψ ∈ L2(�) ���� ��� �������� f ∈ L2(�) �

Wf(u, s) =

� ∞

−∞
f(t)

1�
(s)

ψ∗(
t− u

s
)dt = f ∗ ψ̄s(u). ������

�� �������� �������� �������� �� ��� ���� ����� ������ ���

Wf(u, s) =

� ∞

−∞
f(t)ψ∗u,s(t)dt =

1

2π

� ∞

−∞
f̂(ω)ψ̂∗u,s(ω)dω. ������

��� ������� ������������ �� ������ ������ �� ��� ������ ���� ��� ��� �������� f̂(ω)
�� ��� �������������� ������ ����� ��� ������ �� ψ∗u,s ��� ψ̂∗u,s �� ������������� �����
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�� ��� � ���� �������� � ������� ���������� �� ����� �������� ��� ��������� �� � �� ���
������������ �� �� ����� ���� �� ������������ �� ��

��� ������� ��������� ���� � ��� ���� ������������ �� �� ���������� ������� ����
� ���������� �� ����������� ����� ������� ��� ����������� �� ��� �������� �� ��� ������
�� ������� ������ ������ � ������� ���� �������� ������ ���� ������ ��� ����������� ����
�� ���� ��� ������ �� ����� ��� �� ���� ����� ���� ���������� �� �������� ��� ������
�� ��� ����� ������� �� � ������� ������ ������ � ������� �������

��� ����������� ��������� � ������� �� ��� �������� �� ��� ������� �������� �� ��
�� ������� ����� ��� ������� ����� ��� ����� ��������� � �� ������ �� ��� ������� ��
����������

��� ���� ������������ �� ��� ��� �� ���� �� �� �������� ��� � ����� ������ ��
������ ���� ��� ��� ����� ��� ��� ��� ������������ �� �� �� � ���� ��������� ����������
���������� � �������������� �� ��� ����� ��� ����������� ��������� ��� �����������

����� �������� ������� ���������

��� �������� ������� ��������� ����� �� �������� �� ��� �������������� �� ��� ���
�� ��� �������������� ����� ���� ��� �� ���� �� ��������� �������� ���� �������� ���
������ �������� �� ���� ������������� ����� �� �������� �� ��� ����� �� ������������
������������� ����������� ��� ������ ������������ ��� ������������� ����������� ���
�������� �� �������� �������� ��� ����� ��������� �������� �� �������������� ���
������ ����������� ��� �������� �� ��������� �������� ��� ����� �������� �������� ��
�������������� ��� �������� �� ������������� ����������� ����������� ��� ����� ���
��� ���� ���������� ���� ������������� ����� ����������� �� � �������� �����������
��� ���������� ��������� ���� ��� ���������� �� ��� ������ �� ������������� �������
��� ��� �� ����������� ��� ������� �� ����� ������� ��� ������� �� ���� ����������
������ ��� ������������� ��� ��� ������ ��������� ��� ������ ��� ��� ��������������
�� ��� ������������� ������ ���� ��� �������� ���������� ������

��� �������� ������� ��������� ��� ��� ��������� ��� ������� ������ ψ ��� ���
������ �� ������������� ������� �������� �������� ��� �� ������ ��� ���������� ��
�������� ����� ��� � ������� �������������� �� ��� ����������

ψj,n(t) =
1√
2j

ψ

�
t− 2jn

2j

�
, ������

����� � �� ��� ����� ������ ��� � �� ��� ����������� ������
��������� ��� �� ��� ����� ��������� ������� ���� ��� ��� �� � ���������� �������

�� � ������ �� ��� ��� ���� �� ��� ���� ����������� �� ��� ��� �� ��� �������� �������
�� ����� �� ������� ����������������� ������� ������� ���������� ���� ���� ���������
��� �� ���� �� ��������� �� ��� ����������

��� ���������� ������� ��������� ����� ��������� ��� ������� �� �����������
���������� �� ��� ���� ��� ���� ���� ����� �� ��� ����������� �������� �������
��������� ������ �� � �������������� ������� �� ��� �������� ��� �����

������ ��� ��� ����� ������������ ��� ������������� ����������� ��� ������
����������� �� ���� ������������� ����� ����� �� ��� ���� �� ��� �� ������������� ��
���������� ���� ����� ���� ��� ������������� ����������� ��� ��� ������ �����������
�� ���� ����� ���� ��� ���� ������ �� ��� �������� ������� ���� ���������� �� ���������
������ �� ����������� �� ���� ����� ��� ���� �������� ������������ �� ������ ���������
�������� ��� ������ ��� ���������� �� ���� ������
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���� ��������������� �������� ��

��� ��� ��� ��� ����������������������� �� ����������������� ��������� ����� ���
��� ����� ������ ������ �� ����������� ����� ��� ����������� ������ �� ��������
�� ��� ���� ������ ������ �� ����������� �� ���������� ��������� ���� ����������� ���
�������� ��� ���� ��� ��������� ��� ������� ������������ ��� ��������������� ��������
�� ��������� �� ������������������ ������������� ��������� ��� ����������

��� ��� ��� �� ����������� ����� ��� �� ������ ���������� ����� ���� �� ��������
�� � ��������� ��������

��� ��������������� ��������

��� ��������������� �������� ����� ��� ���������� �� ���� �� �������� ������
��� ���� ����� ���� ��� ���� ��� ������� ��������� �� ��������� � ���� ������ �� �
������� ���� ��� �������� ������ �� ��� ������� ����� �������� ��� ������ ����������
������ ��� �� ������� ���� ��� �������� ������� ��� � ���������� ����� ��� ��� ��
� ������ ��� ��������� � ������ x(t)� ���� ����� ���� ������� ��� �������������� ��
�������� ���� ������������

���� ��� �������� ������ x(t) �� ��������� ��� ������� ���������� �� ���������� ����
� ������� �� ��� �������� ������ ���� ������� ��� ������ x(2t)� �� ����� ���� � ������
���������� �� ���������� ��������� ��� �������� �������� �� ��������� ������������ � ���
�� ���������

��� ���������� �� ��� �� �� ��� � �������� �� �������� ��������� �� �����������
L2(�)� �������� ��� ��������� �� � ������ �������� ��� � ������� ����������� ����� ��
��� � ������� ������� �������� ��� ����������

��������������� ��� ���������� � �������� �� ������ ��������� Vj , j ∈ Z �����
����������� L2(�) ��� ������� ��� ��������� ���������� �����

MR1 : ...V−2 ⊂ V−1 ⊂ V0 ⊂ V1 ⊂ V2... ������

MR2 :
�

j∈Z
Vj = L2(�), ������

������� ���� L2(�) ����� �� ��� ������� �� ��� ����� �� ��� ��������� Vj , j ∈ Z�

MR3 :
�

j∈Z
Vj = {0}, ������

���� ��� ��� ������������ �� ��� Vj �������� � ������ �������� ��� �������� �������� �����
���� ��

��� ��������������� �� �������� �� ��� ���������� �������������

MR4 : f ∈ Vj ←→ f(2t) ∈ Vj+1, j ∈ Z, ������

f ∈ V0 ←→ f(t− k) ∈ V0. ������

����� ������ � ��������� φ(t)� ���� ���� ��� ���������� ���� �� ����� ����� ��� V0�
����� ��� ����� ���������� ���������� �� ��� ���� �φ(2t− k)� �� �� ����� ����� ��� V1�

���������� �� �� ����� φjk(t) = 2j/2φ(2jt − k)� ���� φjk(t) ����� � ����� ����� ���
Vj� ��� �������� φ� ����� ��������� ��� ��� ����� ��������� ��� ��� ��� ������ Vj� ��
������ ��� ������� �������� �� ��� ���������������� ��������� ��� ����� ����� ���� ���
�� ����������� ���� �� ����������� ����� ����� ��� ������������ �����������������
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��������� ���� ���������� �� ����������� ������� ��������� ����� ����������� �� ����
������� ��������� ����� ��������� ������

������� ��������� �������� �� ��� �� ����� ����������� ��� �������� Wj� ����
Wj ⊥ Vj�

MR5 : Vj+1 = Vj
�

Wj . ������

��� �������� �� ��� ����� ���� ���� �� �������� ������ ���������� ��� ������ ���
�� ������� ������ ��� ��� �������� �� ������� ������ Wj�

� ������ ����������� �� ���������������� �������� �� ��� ���� �������� ������� ������
���� ��������� ���� �� ��������� ��� ��� ����� ��� ���� �������� ������� ���������
���������� ������� ���� �������� ��� ��������� ���������� ����������� �� �� �����
��� ������� ��������� �������� ��� ��������������� ���� ������ �������� ψ ��� � ����
���������� ������� �������� φ� ��� ��������� Vj ��� ��������� ����� ����� ��������
�� ��� ������������ �� � ������ ������� �� � ������� ��������� ��� ��������� Wj ���
��������� ����� ����� �������� �� ������������ �� � ������ ������� �� ��� �����������
��� ������ ��������� �� ���� ���� ��� ��������� Wj ���� ������ ���� �� ����������
������������� �� L2(�)�

����� ��� ��������� �� ������

���������� ��� ���� ��� ����������� ����� �� ��� ��������� �� ������ ����� ��
����������� �� ��� ����������� �� ��� ���� ����������� �� ������ ����

������ ���� � ����� ����� ������ ������������� �����

��� ������ x[n] �� ������ ������� � ������ �� ���� ���� ������ ���� ��� �������
�������� �gd�� �� ������� ��� ���� ����������� ��� �� �� ������ ������� � ������ ��
��� ���� ������ ���� ��� ������� �������� �hd� �� ������� ��� ��� ������������ ��
���� ������ ��� ��������� ����� �������� ����� ���� ��������� ��� ������ �����������
dk �� � �� �� � �� ���� ��������� ����� ��� �������� ����� ���������� ���� �������
�������� ��������� ����� �������������� ������ ��������������� ak �� � �� �� ���
��� �������� ���������� ��������� ��� �������� ����������� ������� ��� �������� ��
������ ����������� �� ��� ������� ����� ��� ����� �� ���������� �� ����������� ���
������������ �����������

����� �� � �������������� ������� ��� �������� �� ��� ��� ���������� ��������
������ ��������� ������ ��� ��� ������� �������� �� ������ ���� �� x[n] ���������� ���
������������� ����������� �� � ������ x(t) �� ��� ����� V0� ���� ��� �������� a1[n] ����
������� ��� ������������� ����������� �� x(2t) �� V1 ��� ��� �������� d1[n] ����������
��� ������������� ����������� �� W1 ��� �� ���

��� �������������� ��������� �� ��� ������� ������� �� �������������� ��� ���� ��
��� �������� ������ �� �������� �� ������������� ��� ��� ����������� aK ��� dk� k = 1...K�
�������� ���� ��� ���� ����� �� ������������� K� ��� �� ���������� ������������ ��
�� ��� ������ ������ ���� �� � ����� �� �� �� �� ����� � �������� �� ����� �� � ��� ��
���������� ��� ������ �� ������ ���� ��� ������ ��� �� ���������� ����� ��� ���� ��
����������� ���� ��� ��� �� ����������� ��� ����� ������� �������� ����� ������� ���
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�������� �� ������������� ����������� ������������� �� � ������� ������������� �����
�� ������������� �������� ���� ��� ��������� �� ������������� ��� ������ �����������
������������� �� ��� ���� ������������� ������ ����� ������������� ����������� ���
���������� ��� ��� ������ �� ������� ���� � �������� ������ ��� ������ ����������� ���
���������� ��� ��� ������ �� ������� ���� � ��������� ������ ��� ��� ��� ������� ���
���� ������ ��� �������� ��� ��������� ������ ���� �� ��� ���� ��� �� �����������
�������� ���� ��� ������������� ������ ���� ��� ��� �������������� �� ��� ����

��� ������������ �� ��� �������� ��������� �� ���� ��� ������ �� ��� ����������
��������� ��������� ���� ��� ���������� �� ��� ��������� ����� ��� �� ��� ����������
������������ ���� ���� �������� ����������� ��������� ��� ��� ��� �� ��� ����������

����� ��� ��������� �� ������

������� ��� �� ��������� � ��� �� ��� ��� �� ��� ��������� �� ������ �������� ��
������ ���� ����� ����������� �� ��� ����������� �� ��� ���������� ������� ������
���� ������ ��� ������������� ���� �� ����������� �� ������ ����

������ ���� ������ ��� ��� ����������� �� ��� ��� �� ��������

�� ���� ���� ��� ��� �� ���������� �� ������� ��� �� ���� ��������� ��������� ��������
�hd1 � hd2 � ��� hd3� ��� ��������� ������ �gd1 � gd2 ��� gd3� ��� ����� ���� ����� ������
��� ���������� �������� �� ��� �������� �����

�� ��� ����������� ������� ��� ��� ��� ��� ���� ��� ������ �� ����� ���������
����� ����� ��� ������ ��� ���������� �� ���� ����� �� ��� ���� �� ���� ��� ��� �� ��
���������� ��������� ������ �� ���� ��� �� ����������� �������� ��� ���� ������ ��
������� �� ��� ����� � �� ��� � ������������� �� � ������ ����� �� � ���������� �� ���
������� �� ������������� �� ���������� a1 ��� d1 ��� �� ������ � ������� �� ��� ��
�� ��� ��� ����� �� ��� ���� ����� �� ��� ���� a1 �� ����� ���� ��� ����� ������� ������
�������� �� ���������� ����������� ��� ������ ���� ��� �������� ������ ���� �������
�� ��������� ������������ ��� ��� �� ���������� ��� ��� ������� �� ����� ��� �������
��� ������� ��� �������������� �� ��� ���� �������� �� ����� ��� ������� �� ���
���������� ������� ��� ��� �������������� �� ��� ��� �� ������� ������ ��� ��� ��
����������� ��������� ������� ��� ��� ������ ��������� ��� ������ �� ������ ��� ���
������ ���� ��������� ��������

��� ������� ��������

����� ��� ������� ����� �� ������� �������� ����� ��������� ���� ��������� �� ����
���� �������� ���� ��� ��� ������� �� ��� ������ ��������� ��� ��������� ��� ������
�� ��������� �������� ��� ����������� ����� ��� ���������� ���� ��� ���������� ����
����� ���� ��������� ��� ������������ ������� ��� ��������� �� � ������� �������� ���
��� ������������� �� ��� ��������������� �� ��� ��������� ��������� ���� ��� ���� ��
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���������� ���� ����� ���� ��������� ����������� ��� ��������� �� �� �������� �������
����� ��� ���� �� ����������� �� ��� ����������� ���� ���� � �������� ������������� ��
�������� �� ���� ��� �������� ���������� ��� �������������

�� ���� ������� ��������� ���� ��� ��� �� ��������� �������� �� ������������ ���
��������� �� ���������� ������ �������� ����� �� ���������� ����� ��� ���� ��� ���
�� ��������� �������� �� ������������ ��� ��������� �� ������������ ������ ��������
����� � ����� ������ ������� ������� ����� ��� ������������ �������� ���� �� ����� ��
���� ��������

����� �� � ������� �� ������ �������� ���� �� ����������� �������� ���� ��
������� ����� �������� ���������� ������� ������ �� ������� �� ������� ������
�������� ���������� ��������� �� �������� �� ��������� �� ������ ����

������ ���� ������� ��������� ������ ��������� �� �������� ����� �� ������� ���� �� ����� ��
�������

��� ���� ������ �������� �� ���� ��� ��� ����������� �� ��� �������� �������
���������� DiWT � ��� ����� ����� ������ �������� ������ �� ������ ��� ��� ���� ���
��� ����������� �� ��� ����

����� ��� ������ ������� �������� ��� ������� ��������� ���� �� ��� �����������
���� ������� ����������� ��� �������� �� ���������� ��� ��������������� �� ��� ���������
DiWT � ���������� ��� ������� �� ��� ���������� ����������� ������ �� ����� ���� �������
��� ��� ����������� ������ �������� ������ �� ������ �� ����� �� ��� ��� DiWT ���
����������

����� ��������� �������

��� ������ �� ��������� ������� ��� ���� �������� �� ���� �� ������� ���
����� ���������� �� � ������ ����� ��������� �� ���� ��������� ������� ��� � ���������
��������� ��� ��� ���������� �� ��� ������� ���������

� ������� ψ(t) ��� � ��������� ������� ���
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� ∞

−∞
tkψ(t)dt = 0, ������

���� 0 ≤ k < p�

������������ ��� ������ �������� �� ��� �������� ���� ��� ���� ���� ���� �� ��������
������ ���� ��� ����������� ������� ��������� ��� �������� ������� ��� ������ ��
����� k �� ��� ���������� ������ ��������� ��� ��� �������� ������ ��� �� ����
��� ��� ������ �� ����� k �� ��� ������ �������� ��������� ���� �������� ��� p
�� ����� ������ �� ��������� �������� ��� ����� ���������� �� ������ ��������
�� ��������� ������� �� ��� �� ������ ����� ���� ��� ����� ���������� �� ��� ������
��������� ��������� ���� �� �� ������������ ��������� ��� ��� ��������� �� ��������� ��
��� ������ ��������� ����� ��� ���� �������� �� ������ �������� ����� ������ ��
��� ������ �� ��������� ������� �� ��� ������ �� ��� ������� �� ��� ����� ��������� ��
�������������� �������������� ��� ������ �� ��� ������� �� � ������ �������� ���������
���� ��� ���������� �� ��� ������ �� ��������� �������� ��� ���� ������������ ���
��� �������������� ������������ �� � ������ �������� �������� ���� ��� ���������� ��
��� ������ �� ��������� �������� ��� ��������� ������������ �� � ������ ��������
��������� ���� ��� ���������� �� ��� ������ �� ��������� ��������

������� � ���� ���������� ��� ������ �� ��������� ������� �� φ ���� ��� ������
�� ��������� ����������� �� ψ̂(ω) �� ω = 0� ���������� �� ĥd(ω) �� ω = π�

������� �

��� ψ ��� φ �� � ������� ��� ��� ������������� ������� �������� ���� ��������� ��
���������� ������ ������� ���� |ψ(t)| = O((1 + t2)−p/2−1) ��� |φ(t)| = O((1 + t2)−p/2−1)�
��� ��������� ���� ���������� ��� �����������

�� ��� ������� ψ ��� � ��������� ��������

�� ψ̂(ω) ��� ��� ���� ��� ����������� ��� � �� ω = 0�

�� ĥd(ω) ��� ��� ���� ��� ����������� ��� � �� ω = π�

�� ��� ��� 0 ≤ k < p�

qk(t) =

∞�

n=−∞
nkφ(t− n) ������

�� � ���������� �� ������ ��

�� ���� ������� ĥd ���������� ��� ������� ��������� �� ��� ��������� ������ �����
�� ������ ���� ����� ψ̂ ���������� ��� ������� ��������� �� ψ� � ��������� ������ �����
���������� � �������� ����� ���� ������������� ��� ������� ��������� φ�

��� ����� �� ��� ������� �� ��������� �� ����� ��� ������� � ���������� ��� ���
�������� �� ��� ��������� �� ��� ������ �� ��������� ������� �� ������ ���������
��������� � ������ �� ��� ����������� �� ��� ��� �� �������� �� �������� ��������� �����
��� �������� �� ��� ������� ��� ���� ����� ��������� ������ ������� ������ ���� ��
������� �� ������� ��� ����� �������� �������� �� ���� �������� �� ��� ������������ ���
����� ����� ������� ��������� ����� �� ������� ���� ��� ��������� ����� �� ����� ����
�������� �������� ��� �� ������������ ���� ���� ��� ��� �� �������� ������ �� ���������
��� ������ �� ��������� �������� ��������� � �� ������� � ����� ����������� �����

BUPT



�� ������� �� ������� ����������

��� ������������ �� ��� ���������� ������ ����� ���������� ���� ��� ������ ���������
��� ������������ �� ���� ����� �� ������� �� ��� ������ �� ��� ������� �� ������ �����
����� ��� ������ ������� ���� ��� �������� ������� �� ��� ���� ������ ��������� ��
��� ���� ��� ��������� ������� �������� ��������� � �������� ��� ������ �� ��� �����
������ ����� ��� �� ����������� �� ������ ����������� �� ��� ������������� �������
��������� ���� ������ ������� �� ��� ������ �� ��������� ������� �� �����

����� ���������� ������� ��������

�� ��� ���� �� ���������� ��������� ��������� �������� �������� ���������� ���
�������� �� ��� ������� ��� ������� �������� ��� ���������� �� ��� ������� ������ �
������� ����� �� � �������� ����� ������� �������� ����� ����� �� ������ 2N ���� ���
��� �� ����������� �� ��� ������� �������� ����� ���� ��

��� ����������� �� ������� ������ �� ������� ��� ��� ��� ��� ���� �������� ��� ���
���� ��� �� ��� ���� ������ ��� ��� ��� ���������� ��� ��� ������ � ��� � ���� �
������������� ����� ��� ����������� ��� �� ���� ������ ���� ����� �����

g[n] = (−1)nh[M − n], ������

����� � �� �� ��� ��������
��� ����������� ��� ������������� ����� ������������ ������������� ������� ��� ����

���� ��� ��������� ������� ������� �������������� �� �������� ���� ����������� ����
���������� ������� ��������� ��� �������� ����� ���� � ���� ������ �� ���������

�������� ���� �������� �� ������ �� ���� ������ ��� ����� ���������� �������������
���� ���� ������� ��������� ����� ����� �� ���� �������������� ��� �������� ������
��������

�� ���������� ������� ��� � ��������� ������� �� ��� ���� �� ��� ������� ��������
��� �������� ����������� �� ������ ������� ���� �� ����� �� ��

�� �� ����� �� ��������� �� �� ���� ����� ���� ����� �� �� ��������� ���������
��������� ���������� ������ ��������� ������� ��� ������� �� �����

���������� ��������

���������� ������� ������ �� ����� �� ��� ����� �� ��� ��������� ��� ������� ������
���� ��� ������������� ������ ���������� ��� �� ��� �� ��� ���� ������ ���� �������
������� ���� ��������� � ���������� �� ���������� ������ �������� ���� ������� ����
����� ������������� �� � ������� ������ �� ��������� ������� ��� ���� ����� ������
�� ��� �������� ������������� �� ���� ������ �������� ���� ���� ������ ����� �� � �����
��� �������� ����� ������ ������ �������� ����� ��������� �� ���������� ���� ���
���������� ������ �������� ��� ��� ����������

� ��������� �� ���������� �������� ������ ��� ����� ������� ��������� ������� �� ����
������ �� ������ �����

��� �������� �� ��� ����������� ������ ������ ���� �� �������� ��� ��� � �����
��� ����� ������ �� ��� ������ �� ��������� �������� ��� ������ �� ���������
������� �� ����� �� ���� �� ��� ������ �� ��� ������� ������ ������� N� �� ��� ���� ��
���������� ������ �� ������ ��������� ��� �������� ��� ���� ���� �������� ��� ���
��������� ������� ��� ��� ��� ��������� ������� ��� �� ���

���� ������� ����������� ������� �� ����� �� ������������ �� ������ ���� �� ���
��� ���� ������ �������� �������� �� ������ ���� �� ���� ���� ��� ��� ��� ��������
������� ����� ��� ���������� ��������� ��� ���� ������ �������� ���������� ��
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������ ����� � ��������� �� ���������� �������� ������ ��� ����� ������� ��������� �������� ����
��� ��� �����

������������ ��� ���������� ���������� ��������� �� �� ��� ������ ��������� ����������
������ ��������� �� �� ��� ���� ������� ��� ������������� ������ ��������� �������
�� ��� ���� ��� ��������� �������

���� ���� �������� ��� �� �������� ����������� ��� ����� ������ ���������� �����
���� ��� ����������� �� ������� ����������� ��� �������� ��������� ���� ������
������� �������� ψ(t) ��� ��� �����������

ψ(t) =





1, 0 ≤ t < 1/2
−1, 1/2 ≤ t < 1
0, ���������

������

��� ���������� �� ���� ������� ��������� ��� ��� ���������� �� �� ������������
������ ��� ���� ���� ������� �������� �� ��� ���������� ���������� ������ ����� ���
���� ��� ����������� ��� ��� ������ �� ���������� �������� �� ��� �������������� ��
��� ���� ��������� �� �� ��� ����� �� 2N� ����� N ���������� ��� ������ �� ��� ����
���� �� ��� ����� �������� �� �� ������ ��������� ��� �� �� � ���� ������ �� ������ ����
��������� ������������ ������� �� ����� ���������� �� ���� ��� �� ���� ������������ ��
�������� � ��� ��
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��������

���������� �������� ��� ����� ����������� �� ������� �������� ����������
�������� �������� �� � ����������� �� ��� �������� �������� �����

�������� �symN� ����� N �� ��� ������� ���� ����� �� ���������� ����� ��������
��� ������ ��������� ��� ������� ���������� ����������� ����������� ��� ���� ������
��������� ������ ��������� ��� ������� ��� �� ������ �������� ���� ��� ���� ����
��� ���� ������ �� ��������� ������� �� ����������� ��� ���� ���� ������ �����
�������

�������� ���� ��� ������� ������ �� ��������� ������� ��� � ����� �������
������ ����� ������������ �� ���� ������� �� ��� ������������ �� ���������� ���������
��� ��� �������� �� �������� �� �������� ���� ��� �������� �� ���������� ������
��������� �������� ���� N/2 ��������� �������� ������� ������ N − 1 ��� �����
������ N�

���� �������� �� �������� ����� ��� ����� ��� ����� ���������� ������� �����
����� ��� ��������� �� ������ �����

������ ����� �������� ������ ��� ����� ���������� ������� ��������� �������� ���� ��� �����

�������

������� �������� �� ��������� �coifN� ����� N �� ��� ������ ��� �������� �����
���� �������� �� ������ ���������� ���� ��� ����� �� ��� ����� �� ������ �������
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�������� ���������� �� ��� ���� �� �������� �������� ������ ������� ��������� ���
������������ �� � ����������� �������� ������ ���� ��� ���� ������ �� ���������
������� �� ��� ������� ��������� ���� ���� �����

������� ��� ��������� ��������� �������� ��� ���� �������� �� �� ���� �������
����� ���� ���������� ������ �������� �� ���� � ������� �� ���� N−1 ��� ����� ������
N� ��� ������� ��� N/3 ��������� �������� ����� ��� ������� �������� ��� N/3 − 1
��������� �������� ��� ������ ���� �� ��� ��������� ���� ���������� ��� ������
�� ��������� �������� ������� �� ��� ������ �� ������� ������������

��� �������� �� ������� ������ ��� ������ ��� ����� ���������� ������� ���������
��� ����� �� ������ �����

������ ����� ������� ������ ��� ����� ���������� ������� ��������� �������� ������ ������

����� ������������ ��� ������� ������������ ��������

�� ������� ���� ��� ������������ �������� ��� �������� �� ����� ����� ����������
����� �� ���������� ���� ��� ���������� ������� ��������� ����� �������� � ������
���� ��� ������������ ������� ��������� ��� ���������� �� ����� ����� �������� � ����
�� ����� ��� ���� ������� �� ��� ���� �� ������������ ������� ��������� ��������� �
��� ���� ��� ��������� ��� ����� ������ �� ��� ���������� ������� ��� ��� ������
������� ��������� � ��� ���� ��� ��� ��������� ���������� ���� ��� ������� ��� ���
�������� �� ���� ��� ��� ���������� �� ��� �������� �� � ������������� ����������
�������������� ��� ����� ��� ��� ���������� ���������������� ���� ���� � ���������
���� ��������������� ���� ������� ����� ��� ������� �� ��������������� ���� �� �����
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�� ��� ����������
������������ �������� ������� ������������ ��� ������� ������������ ��������� ���

�������� ��� ������������ ������� ��������� ��� �������� ���� ��� ������ �� ������ �����
������ ��� ���� ������� �������� �� � ������ �������� �� ����� ����� ��� ������ ��������
�� ���� ����� �� �������� �� ���������� ��� ������ �������� �� ����� ���� ���� ��� �����
��� nth ����� ������ �������� �� �������� �� ���������� ��� ������ �������� �� ����� n−1
���� ��� ������ �������� �� ����� �� ���� �������� �� ��������� ������������ ��� ���
����� ������������� ��� �������� �� ��������� ��������� �������� ���������� ����
������������ ������ ������� ��������� ����������� ���� ��� ������� ���� ��������
��� ����� �������������� ��� �������� ���� ��� ������� �����

������������ �������� ��� �������� �� ��������� ��������� ��������� ���������
����� ������������ ��� �� ���� ����� �� ������� ������� �� ������� ��������������
������ ����� ������� ��� ������� ���������� φ ��� φ̃ ��� ��� ��������� ψ ��� ψ̃� ���
��� j ∈ Z� φj,n ��� ˜φj,n ���� n ∈ Z� �������� ����� �� Vj ��� Ṽj ��� ��� �������������
�������� ψj,n ��� ˜ψj,n� ���� n ∈ Z� �������� ����� �� ��� ������ ������ Wj ��� W̃j

���� �����
Vj+1 = Vj

�
Wj , Ṽj+1 = Ṽj

�
W̃j . ������

�� ������ ���� �� ����� �� ������� �� ������������ �������� ���� ����� ����������
������� ���������� ��� �������� ��� ����������

������ ����� ������������ ��������� �������� ��� ��������� ������� ��� ����� ���������� �������
��������� �������

��� ������� ������ ���������� ���� ������������ ������ �������� ������� ��� �����
���� �� ������ ����� ����� ������� ��� �������� �� ��� ������ ��������� �������
�� � ������ ���������� �������� �� ��� ���� �� ������������ ������� ���������� ���
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�������� ��� ���� ���� ��� ������������� ��� ��� ����� ��� ���������������� �� �� ���
�� ���� �� ������ ����� ��������� ������������ �������� ������ ���������� ������� ��
������� �� �������� �� ���������� ��������� ��� ������� ��� ����������� �� ����������
��� ��������� ������� ���������� ����� �� ��� ���� �� ��� ������������ ������� �������
��� ��� ���� ��� ��� ���� ���� ������ �� ��� ���� ��� ���� ������� ��� ��� ���� �����
�� ������ ���������� ����� ��� ���� ���� ����� ����� �� ������ ��������� �� �����
������� ��� ����������� �� ��� ������ ��� ������ ���� ������� �� ��������� ��� �������
��������������� ������������ ����� ���� ��� ��� ������ �� ��� ������ �� ���� �������
��� ��� �������� ������ ��� �� ��������� ���� ��� ������ �� ��� ��������� ��� ���
����� ���������� ���� ���� ������� ����� ��� ��� ���� �� �������� ��� ��������� ������
���� �� ����� ��� ������ ����� ������������ ������ ��� ��� ���� ������� ������ ���
���� ����������� �������������

��� ������������ �������� ��� ������� �� biorNr.Nd� ����� Nr �� ��� ����� �� ���
������� �� ��� ������� ��������� ���� ��� �������������� ��� Nd �� ��� ����� �� ���
��������� ���� ��� �������������� ��� �������������� ��� ������������� ���������
���� ��� ������� ����� ����� �� 2Nr + 1 ��� 2Nd + 1� ������������� ��� ������ �� ���
���������� ������ �� max(2Nr, 2Nd) + 2�

������� ������������ �rbioNr.Nd� ����� Nr ��� Nd ��� ��� ������ ��� ��� ������
��������� ��� ������������� ������������� �� �������� ���� ������������ ������� ������
���� ���� �� �������� ��� ��������� ��������� ������������ ������ �������� ��� �����
�������� ��� ����� �������������� ��� �������� ���� ��� ������� � ���������� ���
����� ��� �������������� �� ��� DiWT ����� �� ���������� ��� ������������ �����
���� �� ��������� �� ������ �����

������ ����� � ���������� ������� DiWT ��������������� ����� �� ���������� ������� �����
����� ���� ��� ������������ ������� ���������� ����
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��� ������������ �� ������� ����������

������� ���������� ��� ��� ���� �� ���� ������������� ��������� ��� �����������
������� ���������� �������� ��� ����������� ���� �� ������ ��� ����� ����������
����� �������������� ����� �������� �������� ����� ������� ����� �������� �����
������� ����� ������� ���� ��� ���� ����� ������

�������� ���� ���� ������� �������� �� ��� ��� ����� �� ������� ������� �� ���������
�������� ������������ �� ��� �������� �� ������� �������� �� �� ��������� ����� �����
������������� ���� �������� �� ����������� ������� ����������� ����

������� �������� �� ������� �� �� � ���� �������� ���� ��� �������������� ������������
��������� ���� � ���� ����� �� ���� ������� �����

��� �����������

�� �� ��� ����� �� ������������ ������ ����� ��� ������� ��������� ��� ��������
���� ��� ������� ��������� ��� ������ ����� ��� ��� ��� ����������� ��� �������
���������� ��� ��������� ����� ��� �������� ��� ���������� �� �������������� ��������
��� ������� ��������� ���������� �� �������� ����� ��� �������������� �� ���� �� ��
��� ����� �� ��� ����������� ���� ���� �� �� ��������� ������� ������� �� ������ ���
������������� �� ��� ���� ����������� ���������� ��� ��� �������������� �� � ����� ������
�� � �������� ������������ ��� ������� �� � ������ ����� ���� ��� ����� �������� ������
������ ��� ��� ���������� ����������� ��� �� ��������� �� ��� ����� �� ���� ��������
��� �������������� �� ��� ������������ �� ���� ��� ��� ��� ������� �� ������� �� ���
� ������ ����������� ������������ ����� ��� ��� ���������� ��� ��� �������������� �� �
���� ��� ��������� �� ������ ���������� ���� ��� ���� ��������� �� ����������� �����
��� ��� ��������� �� ������ ���������� ���� ��� ���� ��������� �� ����������� ������
�� ���� ��� ���� ���������� �� ��� ��������� �������� �� ���� ������� ��� ������� ��
����� ������ ����������� �� ������ �� ������� � ���� ��� ��� �� ��� ���� ��� �������
�� ��� ���� ����� ���������� �� ��� ����� ������ ��������� �� ������ �� ������� �
���� ��� ��� �� ���� �� ���� ����� ��� ��� �� �������� �������� ������������ ���
������������ ��� ���� ���� �������� �� ������ �������� ���� ��������� �� �������
���� ��� �� ��� ����� �� ��� ������� ������ �� �� ��� ��� ��� ���� ����������� ������
�������� ��� ������ ����������� ��� ���� ����� ���������� ���������� ���� �������
���� �� �������� �� ����� ����� ������� ���� ������� �� ��� ���������� ��� ���������
���� ������� �������� ��������� �� ������� ��� ���� �� ������ �� ���� ������������ ���
��� ������ �������� ����� ���� �������� ��� ����������� �� ���� ����������� ���� ��
��������� ��� �� ��� ���� ��������� ���������� ��� ��� ��������� �� ������ ��������
�� ��� ������ �� ��������� �������� ���������� �� ����������� ������ ��� ����������
���� �� ����������� �� ��� ������ �������� �� ���� ������ �� �������� ���� ��� �������� ��
���������������� �� � ������ ������� �� ��� ��������� �� ��� ���� ����� ����������
������� �������� ��� ��������� ������� ��������� �� ������� ������ ����������� ���
����� �� ���������� � ������ �� ��� �������������� ������� �� ��� ��������������
������� ��� ������ �� ���� ��� ��������� �������� ���� ��� �������������� �������
��������� ��������� ��� ���� ���������� ������������� �� ��� �������������� ����� ����
������� ���� �� ������������ ����������� ��� ������� ��������� �������� �� �� ���
�������� ���� ��� ����������� ��� �� ��� ���� ���������� ��� ������������ �� � ����� ���
�� ������������� ������� ��� ��������� �� ������� ��������� �� ��� ������� �� �������
��������� ���������� ���� ������ �� �� ������ ��� ���� ����������� ��� ��� ������ �����
��������������

BUPT



���� ����������� ��

������� ��������� �������� ��� ��� ���� ������� �� � ���� ������� �� ������������
��������� ���� ������ ����������� ���������� ��� ���������� �� ���� ���� ��� ��� ��
����������� ������� �� ���� ��� ��� �� ������ ��������� ���� ����� �� ���������� ���
�������� �� ���� ��� ������� �� ��� �������� ������� ���� ���������� �� ����� �� ���
�� ��� �������� �� ��� ���� ����� ��� ���� ��� ������� ����������� ���� ��� ������� ���
�������� �� ��� ������� ����������� ���� ����� ������ ��� ��� �� ��������� �������
������� � ����� ������ �� ������������ �� ���� ����� �� ������� � �� ������� �����
���������� ������ ��� ����� �������

��� ����������� �� ��� ������ ���������� ������ ����� �� �������� ��� �� ���
������ �� ��� ���� ��������� �� ��� ������� ��������� ���� ��� �� ��� ��������� ��� ����
������ �� ���� ����������� �� ������� ��� ��� ������� �� ������ �������� ��������� ���
��� �������� ������ ����������� ���������� ����� �� ��� ���������� ������ �� �������
������ �� ���� ���� ����� �� ������� � �� � ��� ��������� ������ ����� �� ���������
��������� ������� ���������� ��� ���� �� ��� ������������ ���������� �� ������� � ���
������� �� ��� ������� ��� ����� ������� ��� ��������� �� ��� ������������� ���������
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������� �

����������� �����

���� ������� �������� �� ������������ �� ���� ����� �������� �� ���������� ��� ����
������ ��������� ��� ��� �� ���� ������� �� �� ������� ������� ��� ����������� ����� �� ���
����������� ������� ����� ���� �� ���� �� ��� ��������� ��� �������� �� ��� ������� ���
������ ����������� ����������� ����� ���������� ��� ������� �� ������� � �� ����� ��
�� ����� ����� ������� �� ��� �������� ������� ��� ���� ���� �� ��� ������� �������
�� �� ����� ��� ����� ������ �� ���� ��� ����������� �� ���������� ������������ ���
�� ��������� ���� ������� �������� ��� ���� ����������� ��� ���� ����� ����������
�� ��� ������ �� �������� �� ������� � ���� ��� ��� �� ����� ��������� �����������
��� ����������� �� ����� ���������� ���������� ��� ������ ���� �� ��� ������� ��������
����� ������� ��� ��� ��������� ���� ����� �������� �� �����������

��� ������ ����������� ��������

�� ��� ��������� �� ���� ����� ���� ����������� ���������

��������� �� ���� �µ�� ��� ���� �� � ������ �������� � ��� �� ������ ���

µ = E[X], �����

����� � ���������� ��� ����������� ���� ���������

��������� �� �������� �σ2 = V AR(X)�� ��� �������� �� � ������ �������� � �� �����
���

σ2 = V AR(X) = E[(X − µ)2]. �����

��������� �� �������� ��������� �σ�� ��� �������� ��������� �� � ������ �������� ��
��� ������ ���� �� ��� ���������

��������� �� �������������� �γ�� ��� �������������� �� � ����������� Xt ��� ��
������ ���

γ(i, j) = E[(Xi − µ)(Xj − µ)]. �����

��������� �� ��������������� �������� ������ ��� ��������������� �������� �� � ����
������ Xt �� ����� ���

ρ(i, j) =
γ(i, j)

σ2
=

E[(Xi − µ)(Xj − µ)]

σ2
. �����
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���� ������ ����������� �������� ��

��������� �� ������� ��������������� �������� ������� ��� ������� ��������������� �����
���� �� ��� ��� � �� ��� ��������������� ������� Xt ��� Xt−k ���� �� ��� ��������� ��
��� ����������� ���� �� �� ���� �����������

φkk = CORR(Xt − P (Xt|Xt+1 + ... + Xt+k−1), Xt+k − P (Xt+k|Xt+1 + ... + Xt+k−1)). �����

����� P (Xt|Xt+1+...+Xt+k−1) �� ��� ���� ������ ���������� �� Xt ���� Xt+1+...+Xt+k−1�
[��]�

��� ���� ���� ���� ������� �� ��� ��� ���� ������ ���� 1 ���������� ��������
������������ ���� �� � �������� ���� ���� ��� ����� ������������� �� �����������
������������ ����������� ��� ����� � �� �� �� ������ ��� ���� ��� � ����� �� �������
�� k ≤ p ��� ���� ��� k > p� ����

��������� �� ���������� �������� � ���������� ���������� ������� Xt �� � ����������
������� ������������� �� ��� ���� ���� ��� ����������� ������������� ���� ��� ��������
�� ��� ������ ���� ���� �� ���������

�� ������� �� ���������� ������� �� ��� ����� �������� ����� ������ � ��������
������� �� � ���������� ������� ����� ������������ ������� �� ������ ������ ����������
���� ����� ����� �� � ����� �� ���� ���� ���� ���� ������ �������� ��� � ������
�������������

PG(x) =
1√

2πσG
e
− (x−µG)2

2σ2
G , �����

����� ��������� µG �� ��� ���� ��� σ2
G �� ��� ��������� ��� ������������ ���� µG = 0

��� σG = 1 �� ������ �������� �������
� ��� ������� �� � �������� ������� ����� ��� ��� ��������� ���������� ���������

E {WGN(t)WGN(s)} = σ2
Gδ(t− s). �����

�� ������� �� �������������� ������� �� ��� ���������� �������� ������ �����
����� �� �� � ��������������� �������� ������� BH(t) �� ������ ����� ������ �� �����
��� ����������� ���� ��� ��� t ∈ [0, T ] ��� ��� ��� ��������� ���������� ���������

E {BH(t)BH(s)} =
1

2
(|t|2H + |s|2H − |t− s|2H), �����

����� H �� � ���� ������ �� ��� �������� ������ ������ ����� ��������� ����� ���
������ �� H ���������� ���� ���� �� ������� ��� ��� ���

� �� H = 1
2
��� ������� �� �� ���� � �������� �������

� �� H > 1
2
���������� �� ��� ������� ��� ���������� �����������

� �� H < 1
2
���������� �� ��� ������� ��� ���������� �����������

��� ��������� �������� X(t) = BH(t + 1) − BH(t)� �� ����� �� ���������� ��������
����� ������ ��� ��������� ������� �� �����������

BH(t)−BH(s) ∼ BH(t− s). �����

BUPT



�� ������� �� ����������� �����

��� ����� ���������� ����� �� ����������� ��������

�������������� ���� ������� �� ����� �

�� �������������� ����� �� ����� � ������� �� � �������� ������ ��� �� ��� ����
� ������ ���� ��� �� �� ������ �� ��� ��������� ���������

Xt = Zt + φ1Xt−1 + φ2Xt−2 + ... + φpXt−p, ������

����� Xt ��������� ��� ���� ������ ����� ����� ���� �� ������������ φp(.) �� � pth

������ ���������� ��� Zt �� � ����� ����� ���� �������

������ ������� ���� ������� �� ����� �

������ ������� ���� ������� �� ����� � �� � �������� ������ ��� �� ��� ���� �
������ �������

Xt = Zt + θ1Zt−1 + θ2Zt−2 + ... + θqZt−q. ������

����� θq(.) �� � qth ������ ���������� ��� Zt �� � ����� ������ ������� ���� ��������
�������� ��� ���� ���� �����

�������������� ������ ������� ����� ������

����� � ���� ������ �� ���� Xt� ��� �������������� ������ ������� ����� ������
�� � ���� ��� ������������� ��� ���������� ������ ������ �� ���� ������� ��� �����
�������� �� ��� ������ �� �������������� ���� ���� ��� � ������ ������� ���� �����
��� ����� �� ������� ���� �������� �� �� ��� ��������� ����� ����� � �� ��� ����� ��
��� �������������� ���� ��� � �� ��� ����� �� ��� ������ ������� �����

� ���� ������ Xt �� �� ��������� ������� �� Xt �� ���������� ��� ���

φ(B)Xt = θ(B)Zt, ������

����� ��� �� ��������� ���

φ1Xt−1 + φ2Xt−2 + ... + φpXt−p = θ1Zt−1 + θ2Zt−2 + ... + θqZt−q, ������

����� φp(.) ��� θq(.) ��� pth ��� qth ������ ������������ ��� � �� ��� �������� �����
�������� �BjXt = Xt−j� BjZt = Zt−j � � � �� ��������

��� ���� ����� ������ ��������� ������� ��� ���� �� �� ����������� �� ��� ����
������ �������� ���������� ���� ������� ��� ���������� ����������� ���� ����� ��� ����
���� ���������� ���� ����� �� ���� �� ������ ��� ���� ������ ����������� �� �� ���� ���
�� � ��������� ����������� � ���������� ���� ������ �� ��� ����� ����������� ����������
���� �� ����� ��������� ���������������� ���� ��� ��������� �� ����� ���� �����������
����������� ������� ��� ����� �� ��� ���������� ���� ��� ���� ������ ��� �� ��������
������������� ���������� ������ ���������������� ������� ��� ��� �� ������������ ������
����������� � ������������� ������ �� ���������� ���� �� �������� ��� ������ ������� ����
��� ����������� ���������� ���� �� ��� ���� �� ��� ������ �� ���� ���� ���� �� ��� �����
��� ����������� ��� ��� ������������� ������ ��� ���� �� ���������������� �� ���������
�������� ������������ ��������������� ���� ���������� ����� �� ������ �����������
��� ��� �������� ������� ����� ������ ��� �������� �� ��������������� ������ �� ����
��������� � ���� ������ ����� �������� ��������� ����� �� ��� ������ ��� �� �����������
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���� ����� ���������� ����� �� ����������� �������� ��

����������� ������ ��� �� ��� ���������� ����� ��� �� ���� ��� ��� ���������������� ��
� ���� ������ �� ��� ������������ ���������� ��� ���� ���������� �� � ���� ������ �� ���
������ �� ������� ���� ��� ������ �� ��� ����� �� Y (t) ������� ��� ����� �� ��� ����
������ Y �� ������ t� ���� ��� ���� ���������� �� Y �� ������ t �� ����� �� Y (t)−Y (t−1)� ��
��� ���� ���������� �� Y �� ���������� ��� ���� ��� ��������������� ���� Y �� ���������
�� � ������ ���� ������ ���� ����� �� � ������ ���� ���� ���� ��� �������� ������
�� ��� ���� ���������� �� Y �� ���������� ��� ��������������� ���� � ���� �������������
����������� ����� ���� �� ����������� ��������� �� ����� ��� �� ������������

����� �������������� ���������� ������ ������� ����� �������

�������������� ���������� ������ ������� ������� ����� �� � �������������� ��
�� ���� ������ �� ���������� ��� ������ ����������� ����� ������� ��������� ������
����������� ������ ����� ��� ��������� ����������� ����������� ������� ������� ��
�������� ����� ��� ������� ������� ��� ���� ������ �����

����� ������ ��� ����� �� ���� ������ ���� ������ �� ������ ���������� ��� ���� ��
�� ������� ������ ������ �� ��� ������� ���� ��� ������� �� ���� ����� ����� ���� ����
�������� �� ����������������� ���� ���� ������� ������������ ����� ���� �� ������� ��
������ ��� �����������������

��� ����� �� ��������� �������� �� �� �� ������������ ����� ����� �� �� ��� �
��� �������� ������� ���� �� ����� �� ���� ��� ����� �� ��� ����� �� ��� ���������������
����������� ������� �� ������������ ����� ������ �� ������� �������������� ��� ������
������� ����� �� ��� ����� �������������

φ(B)(1−B)dXt = θ(B)Zt. ������

� �������������� �� �������� ������������ ��������� �� ��� ���������� ����� �����
�������� �� �� ������������� ����� ��� ���������� ������� ����� ��� ������ �������
�� ��� ������ �� ������������ d� ����� ��� ������ ������ ����� ���� �������

� ���� ������ Xt �� � ������������� ������� ���

φ(B)(Δ)dXt = θ(B)Zt, ������

��� −0.5 < d < 0.5�

����� ����������� �����������

��� ����������� ����������� ��� ������� �� ���� �� ����� ������ �� ��� ���
���� �� �� � ���� ������ �� ��� ���� ������� �� ����� �� ���� ����������

��� �������� ����������� ���� �� ��������� ����������� �������� ���������

�� ����� ������������� ��� ����� ����������

� ������ ���� ���� ��� ����������� ��� ����������� ������������ ��� �� ���
������ ���� � ��� �������� ����� ��� ��� �������� ���� ������ ���� ����
����� �������� ��� ������ �� ��� ���� �� �������� ���� �� ���������������
����� ������������ ���������������� �� ����� ��������� �� �� ���������������
���� ���� ���� ���� ������

� ����������� ����������� �� ��� ��������� ������� ����������� ��� ������������
��� ������� �� �������� ���� �� ��������������� ����� � �������� ����������
����� �� � �������� �����
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�� ���������� ���������� ���� �� ������ �� ����������� ����� ���� �� ��� ��������
����� ������ ���� ������������ ��� ����������� ���� ���� ���������� ��� ����
���� �� �� �������� ��� ����� ������ ��� � ��� �� �� ��� �������������� ��� ������
������� ������ ��� ������� ����� ��� ����� ���� ��� ��� ��������������� ���� ���
��� ������� ��������������� ����� ��� ������ ��������������� ���� ��� ��� ������
������� ��������������� ���� ��� �������� �� ��� ����������� �������� �� �����
����� ���� ��� ����� �� ������ ������������ ��� �� ����� �������� ��� ������
��������������� �������� ������ ���� �� ������������� ���������� �����������
�������� ������������ �� ��������� ��� ����� � ������� �� ������������� ���
�������� ��� ������ ���������� ����������� ��� ��������������� �������� �� �
����� ������� ������� ���� �� ��� � � � ��� �������� �� �� ������� ��� ������
��������������� �������� �� ��� ����� �� ����������� ������� ����� ��� ������
���� � � � ��� � � �� ��� ��� ��� ���� ��� �������� �� ��������� ��� ���� ����
����� �� ����� ��������� ���� �� ��� ����� ����� � �� � ������ �� ��� ����� �����
����� ��� ����� ��������� �������� ���� ���� �� ��������� �� ��� ���� ���������

�� ����� �������� �� ������� ������� ��� ��������� ����� �������� �� ��� �������
������� �� � ���������� ���������� �������� �� ����������� ��� ��������� ���������
�� ��� ���� ������ ���� ���� �� ������������� ������ �� �� ����� �� �������� ���
������ ��� ������ � ������ �� ��� ���������� �� ����������� �� ���� �� ������ ��
���� ��� ��� ������� �� ����� � ������ ������

���� ��� ����� ��� ���� ��������� ��������� ��� �������� ��� ���� ���� �� ��
������� ����������

��� ��������� ���������� ��� ����� ��������� ��������

��� ������������� �� �� ����������� ������� �� ����� �� ��������� �� ��������
���������� ���� ������ �������� ��� ����� � ��� � ��������� ��� ���������� �� ��� �����
��� ����������� φp ��� θq� ��� ��� ����� ����� �������� σ2�

���� � ��� � ��� ������ ���� ���������� �� φ ��� θ ��� �� ����� �� ���������
��� ���� �� �� ������������ �� � ���������� �������� ���� ������ ��� ���������� ���
���������� ���� ������� �� ��� ���������� φp� θq ��� σ2� ��� ���������� �������� �����
���� ��������� ��� ����� �� ������� ���������� �����������

����� ������� ���������� ���������� �����

������� ���������� ���������� ����� �� ��� ���� ������� ������ ���� ��� ������
���� ���������� �� ����������� ��� ��� �� ���� ������ �� �� ��������� ��� ����������
���� �������� ��� ����������� �� ������������� ��� ���������� �������� �� ���� ��� ����
������� ��� ����������� �� ��������� ���� ���������� ���� ��� ����� ���� ��� �����������
������� �� ������ � �������� ����������� �������� ��������� ��� �� ��������� �� �����

�� ��� ��������� ��� ������� �� ��������� ����������� ������ ��� ��� ������ � ���
� ���� �� ���������� ������� �������� ���� ���� �������� �� ��� ����������� ����� ���
������� �� ����� ��������� ������ ���������� �� ����������� ����

����� ����� ���������� ����� �����

��������� �� ������ �� ����� ��� ��������� �� ���� �� ������ ��� ����������� �����
�� �� �� ������� �� �� �� � ���� ������ X1, ..., Xn� ��� ���� �������� ����� ��� ���
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���� �������� �� �������� ��

�������� ���� ��� ��� ��� �� �� ������� �� ����� � ��� �� ��������� ��������� �� ���
��������� ���������

FPE = σ̂2 · n + p

n− p
. ������

����� � �� ��� ������ �� ��������

����� ������ ����������� ��������� �����

��� �� � ������� �� ��� �������� �� �� �� �� ��������� ����������� ������ ��
����� ��� �� ��� �������������� �� ������� ���������� ���������� ����� ������������
X1, ..., Xn �� �� ���� ������� ��� ��� ��������� �� ������ ���

AIC = −2 · ln(L) + 2(p + q + 1), ������

����� � �� ��� ���������� ���������
��� ���� �� � �������������� ������� �� ��� ���� �������� �� �������� ����� ����

��������� �� ������� �� �������� ������ �� �� φp� ��� θq �� ���������

AICC = −2 · lnL +
2(p + q + 1)n

n− p− q − 2
. ������

����� � �� ��� ������ �� ��������

����� �������� ����������� ��������� �����

�� ��� ���� �� ���� ��� ��� ����������� ��� n→∞� ��� ������� ��� � � � �������������
���������� ��� � � � �� ��� �������������� ����������� ��� �� ������� ��������� ���
����� ���������� ���� �������� �� ������� ��� ���������� ������ �� ��� ���� ����� ���
� ��������� ������ ���������� ������� �� �������� ��� �� ������ �� ��� ���������
���������

BIC = (n− p− q) · ln
�

nσ̂2

n− p− q

�
+n · (1+ ln

√
2π)+ (p+ q) · ln

�
(
�n

t=1 X
2
t − nσ̂2)

p + q

�
, ������

����� σ̂2 �� �� ��� ������� ���������� ��������� �� σ2 ���� ����� ����� �������� �� ���
����� �������

��� �������� �� ��������

��� �������� �� �������� ������� ��������� �� � ����������� ������ ���� �� �����
���� ��� ������ �� ����������� ��������� �� ���� ���� �� � �������� ������ ����������
������ �� ��� �� ���� �� ��� ��������� �� � �������� ������ ���������� ����� ��������
����������� ����� ����� �� ��� �������� ����� ���� ������� ��� ���� ���������� ������
�� ���������

�� ����� ��� ��� ������� ����� ������

SSE =

n�

t=1

e(t)2, ������

����� ���� ���������� ��� ����� �� ��� ������
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�� ������� �� ����������� �����

�� ������ ��� ��������� ��� ���� ������

SSX =

n�

t=1

y(t)2, ������

����� y(t) �� ��� �������� �������� �� ��� ������
��� ����� ��� �� ������� ����� �� ������ �� ��� ����������� ���� ����� �� �������

�� ��� ��� �� ������� ���������� ��������� ������� ��� ����� ������������ ��� ����
��� ����� �� �� �� ������� ���� ����������� �� �� ����� �� ��� ������ ����� ��� ��
������� ��� ���

SST =

n�

t=1

�
y(t)− y(t)

�2

, ������

����� y(t) ���������� ��� ���� �� y(t)�
��� ����� ����������� ������ ���� ����������� ���� ��� ������ ��� ��������� ��

��������� ��� �� ��� ����� ��� �� ����������� �� ��� ��������� �� ����������� ����
������ ���� ��� ���������� ����� �� ���� �� ������� ��� ��������� ��� ���������
��������� �� ��� ����������� ���� ������� ���� ����� ��� ����� �� ����� �� �����
��� ���������� ��� �� �������� ���� �� ��� ���������� ������� ��� ��� ���� ����
���������� ���������� ��� ��� �� ��� ������� ��������� �� ��� �����������

��� �������� �� ��� �������� ���� �� ��������� �� ��� ���������� ���������� ���
�������� �� ��� ���������� ��� �� ������ ��� ���������� �� �������������� R2� ���
���������� �� ������������� ��� �� ��������� �� ��� ��������� ��������

R2 =
SSR

SST
. ������

��� ����� �� ���������� �� �� ������������� ���������� �� �� ��� ������� ��� � �����
�������� �� ��� ����������� �� ��� ��������� ���� ������ ����� ������ ��� R2�

��� ��������� ��� ����������� �� � ����������� �����

��� ����������� �� ��� ����������� ����� ��� �� ������ ���� ��� ���������� �������
�� ����� �� ��� ��������� ���������� ���������� ���������

�� ����������� ���� �������� ���������� ����� ��������

�� ���� �������� ���������� ����� �������

�� ���� �������� ����� ������

����� ���������� ��� ��������� �������� ����� ������� ��� ������� � ��� ���
�������� � ������ ��� ������������ � �� ��� ���� ��� �� ���� ��

SMAPE =
1

n

n�

t=1

|Xt − Ft|
(Xt + Ft)/2

. ������

���� �� ���������� �� ��������

MAPE =
1

T

T�

t=1

|Xt − Ft
Xt

| × ���%. ������
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���� ������ ����� ��� ����������� �������� ��

��� �������� ��� ����� ��������� �� ����������� ��� �� ��� �������� ��������
��� ��� ��� ��������� �����������

MAE =
1

T

T�

t=1

|Ft −Xt|. ������

��� ������ ����� ��� ����������� ��������

��� x(t) �� � ���� ����� ���������� ������ ������� ��� ��� ����������� �� ���
���������� �� � ����� V0 ����

dm[n] = �x(t), ψm,n(t)�. ������

��� ��������������� �� ���� �������� ���

Rdm [k, l] = E {dm[k]d∗m[l]} = E {�x(t), ψm,k(t)�, �x(t), ψm,l(t)�∗} =

= E

�� ∞

−∞
x(t)ψm,k(t)

∗dt

� ∞

−∞
x(u)∗ψm,l(u)du

�

=

� ∞

−∞

� ∞

−∞
E {x(t)x∗(u)}ψ∗m,k(t)ψm,l(u)dtdu.

������

������� x �� �����������

E {x(t)x∗(u)} = Rx(t− u), ������

���

Rdm [k, l] =

� ∞

−∞

� ∞

−∞
Rx(t− u)ψ∗m,k(t)ψm,l(u)dtdu

=

� ∞

−∞
(Rx(t) ∗ ψm,l(t))ψ∗m,k(t)dt,

������

��� ����� �������� ������� �� �������

Rdm [k, l] =
1

2π

� ∞

−∞
F {Rx(t) ∗ ψm,l(t)} (ω)F∗ {ψm,k(t)} (ω)dω. ������

������ ���� ������������� ���� ��� �������� ��� ���� ����������

Rdm [k, l] =
1

2π

� ∞

−∞
F {Rx(t)} (ω)F {ψm,l(t)} (ω)F∗ {ψm,k(t)} (ω)dω. ������

����
F {ψm,l(t)} (ω) = 2

m
2 e−jω2mlF {ψ} (2mω), ������

����

Rdm [k, l] =
1

2π

� ∞

−∞
F {Rx(t)} (ω)2

m
2 e−jω2mlF {ψ} (2mω)2

m
2 e−jω2mkF∗ {ψ} (2mω)dω.

������
���

Rdm [k, l] =
1

2π

� ∞

−∞
F {Rx(t)} (ω)2

m
2 e−jω2m(l−k)|F {ψ} (2mω)|2dω. ������
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�� ������� �� ����������� �����

����� �������� ��� �������� ν = 2mω �� �������

Rdm [k, l] =
1

2π

� ∞

−∞
F {Rx(t)} (2−mν)e−jν(l−k)|F {ψ} (ν)|2dν ������

��� ���� �������� ��� �� ���������� ���� � ������ �� ��������� �� ��������� �� ������
2π�

Rdm [k, l] =
1

2π

∞�

p=−∞

� (2p+1)π

(2p−1)π

F {Rx(t)} (2−mν)e−jν(l−k)|F {ψ} (ν)|2dν. ������

����� �������� ����� ��� �������� w = ν − 2pπ �� �������

Rdm [k, l] =
1

2π

∞�

p=−∞

� π

−π
F {Rx(t)}

�
2−m(w + 2p− π)

�
e−jw(l−k)|F {ψ} (w+2pπ)|2dw. ������

��� m→∞ ��� �������� �������� ��������

Rd∞ [k, l] =
1

2π

∞�

p=−∞

� π

−π
F {Rx(t)} (0)e−jw(l−k)|F {ψ} (w + 2pπ)|2dw =

=
1

2π
F {Rx(t)} (0)

� π

−π

∞�

p=−∞
|F {ψ} (w + 2pπ)|2e−jw(l−k)dw.

������

�� ��� ��� �� �������� ����� ���������� ��������� �����

∞�

p=−∞
|F {ψ} (w + 2pπ)|2 = 1 ������

��� �������� ������ ��������

Rd∞ [k, l] =
1

2π
F {Rx(t)} (0)

� π

−π
e−jw(l−k)dw. ������

��� �������� �� �������� ������ �� ������������ ���� ��� ������� �������� �������
��������� �� ��� �������� �� ����� ������ ��� �������� δ[k − l]� ��� �������� ������
��� �� ��������

Rd∞ [k, l] = F {Rx(t)} (0)δ[k − l]. ������

������ ��� �������� d∞[n] �� ��� ����������� ��� �� ���� ������ ���� ��������������
����� ��� ������ �� ������������� ������ ����� �� ��������� ��� ��� ������������ ���
����� ������ ��������

��� ����� ��� ��� ��������� �� ��� ��� ����������� ��� �������� �� ��� �������
����

E {dm[k]} = E {�x(t), ψm,k(t)�} = E

�� ∞

−∞
x(t)ψ∗m,k(t)dt

�
. ������

����� �������� �������� �������� ��� �������� ������ ��������

E {dm[k]} =

� ∞

−∞
E {x(t)}ψ∗m,k(t)dt =

� ∞

−∞
µxψ

∗
m,k(t)dt = µxF

�
ψ∗m,k

�
(0) ������
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���� ������ ����� ��� ����������� �������� ��

����� ��� �������� ������� ��� ����������� �� ��� ������� ����������� ��������

E {dm[k]} = µx2
−m

2 F {ψ} (0) = 0 ������

������� F {ψ} (0) = 0�
��� ��� ����������� �� ���� ������� ����������� �������� �� ����� ��� �������� ��

��� ������ ������� ����������� ��� �� �������� ���� ��� ��� �� ����� ���������������
�������� �� ������ ������� ���� ���� ���� ������������

E
�
d2
m[k]

�
= Rdm [0] =

1

2π

� ∞

−∞
F {Rx(t)} (2−mν)|F {ψ} (ν)|2dν ������

��� m→∞ ��� �������� �������� ��������

E
�
d2
∞[k]

�
= F {Rx(t)} (0)

1

2π

� ∞

−∞
|F {ψ} (ν)|2dν = F {Rx(t)} (0)Rψ(0) =

= F {Rx(t)} (0)

������

��� ���������� ���������
������ ��������������� ��� ������ ������� ����������� ��������� � ���� ���� �����

����� ���� ��� �������� ����� ���� ��� ����� �� ��� ����� �������� ������� �� ���
����� ������ �������� �� ����� ���� �������� ������� ���� �� ��� ����� ������� �����
����������� �� ��� ������ �������� ���� �� ��� �������������� �� ��� ����

�� ��� ��������� �� �������� �� ����������� ���������� ���� ���� ��� ����� ������� ��
� ���� ���� ����� ����� ���� ��� �������� ����� �� σ2� �� ���� ����� F {Rx(t)} (ω) = σ2

��� ��� �������� ������ ��������

Rdm [k, l] =
1

2π

∞�

p=−∞

� π

−π
σ2e−jw(l−k)|F {ψ} (w + 2pπ)|2dw =

=
σ2

2π

� π

−π

∞�

p=−∞
|F {ψ} (w + 2pπ)|2e−jw(l−k)dω =

=
σ2

2π

� π

−π

∞�

p=−∞
|F {ψ} (w + 2pπ)|2e−jw(l−k)dw.

������

�� ��� ���� �� ���������� �������� ��� �������� �������� ��� �� ��������

Rdm [k, l] =
σ2

2π

� π

−π
e−jw(l−k)dw = σ2δ[k − l]. ������

��� �� ��� ����� ������� �� � ����� ����� ���� ���� ���� ��� �������� σ2� ���� ���
��� ������� ����������� ��� ���� ���� ����� ������ ���� ��� ���� �������� �� ���
����� ��������

��� ��� ���� ��� ��������� ��� ����� ������ ���� ������ ����� ���� � ��������
������ ���� ������������� ��� ���������� ������ ������ ���� ��� ��� �������������� ��
��� ��� ������� ��� ����� ���������� ��� ����� ������ ���� ��� ����� ������ �� ���
��� �� � ����� ������ ���� ��� ��������� �� ������ ����������� ���� ��� �������������
����� �� ��� ��� ��� ����� ������ �� ����� ������ ��� ���� ���������

������� ��������� ���������� ����� ���� ��� ����� ����� ������ ������� ��� ����
����� ����������� ���� �� ������� �� � ��������� �������� �� ���������� ���� ��� �����
��� �� ����� ��������� ����������� �� ���� ������� �� ���� ������� � ��� ������ ���
��� ���������� �� ��� ����� ��������� ��� ���� ����� ��������� ���������� ������
����������
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�� ������� �� ����������� �����

��� ��������������� ��� ���������� ����������

�� ���� ������� �� ���� ��������� ��� �������� �� ��������������� ��� ���� ����� ���
�������� ����� ���� �� ������� �� ��� �������� �� ������������� �������� ������ ��
������� �� ���������������� �� ����������������� �� �� ��������� ������ �� ��� ������
�������� �� ������� ������� ����� � ������� �� ������������ �� ��� ����������� ��������
�� ����������� �� ��� ����������� ������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ���
������� ��� ������ ������� �� ��������� ���� ������� ����� �� ��� ���� ����� �����
���� ���� ���� � ������ �� ��������� ������� �� ������ ������������ ���� �������
������������� ��������� ����� ������� ���� ������ ���� ��� ������ ������ �� �����
�������� ��������� �� ���������� ���������� ����� ����� ����� ����� ����� ���� �����
����� ����� ������� ������ �� ���������� ��������� ��������� ���� ���� �����������
��� ���� ���������� ������ �� ���������� ��������� ��������� ��� ��� ����� ����
��������� ���������������� ��� ������� ����� ����� �� � ������ �� ��������� ����������
��� ���������������� ����������� � ��������������� ������� � � ����� �� ����� ��� �����
����������� �� ��� ����� �� ����� ����������� ��������������

��������� �� ��� ������� ����� t ≥ 0 �� ������������ ���� ��������������� ��������� �
������ ���������� ���

Y (t) = a−HY (at), ∀t ≥ 0, ∀a > 0, 0 < H < 1. ������

��� ������� � ��� ����� �� ���������� ������� ������������ ������� ���� � ������
��� � �� ������� �� ���� ���������� �����������

����������� � �������� ���� ���������� ������� �� ���� ������ ���� ������� ���
������ ������� �������� �� �������� ������ �� ������ ����� ���� t ∈ Z� �� ����� ���
������������ ���������������� ���������� ��� �������������� ������������ ����������������
�����

��������� �� X(t) �� ������� ������������ ������������ ���� ����� ��������� H ����
�� ��� ���

γ(k) =
σ2

2

�
(k + 1)2H − 2k2H + (k − 1)2H

�
, k ≥ 1, ������

����� γ(k) ���������� ��� �������������� �������� �� ��� ������������ ������� X (m)

�� � �� ����������� ����� ��

X(m) �� ������ ���

X(m)(i) =
1

m

mi�

t=m(i−1)+1

X(t). ������

�� � �� ��� ��������� ������� �� � ������������ ������� � ������ �� ������� �X(i) =
Y (i + 1)− Y (i)�� ���� ��� ��� �������� ��

X = m1−HX(m). ������

� �� ������������ ���� �� ��� ��� ���� ��� ρ(k) �� ��� ������ X (m) ��� ��� �� ����� ρ(k)
�� ������ �� ��������

ρ(k) = E [(Xt − µ)(Xt+k − µ)] . ������

� �� ������� ������������ �� ��� �������� ������ �� �������� ��� ����� �� �����
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���� ��������������� ��� ���������� ���������� ��

� ���������� �������� � �� �������������� ������������ �� ��� �������� ������ �� ������
��� ��� m→∞� �����

���� ��������� � ��� � �� ��� ������� ���� � ������ ������� ����� �� ���������
���� �� ������� ������������� ��� ������ �������� ��� ����� ���������������� ������� �
������� ��������� ��� ��� ��������������� �� ��� ������������� ������ ������� ������
�� �������� �������� ���� ���������� ��� �� ���������� ������� �� ��� ����� ���� �� ����
���������������

��������� ���� ��� ��� ����� �������� ���� ������������ ���������� ��� ���� ���
���������� ������� ���� ���� ������������ ��������� ��� ������� ���� ��� ��� ��� ����
������ ������ ��� ��� �������������

��� ���� γ(k) = (k + 1)2H − 2k2H + (k − 1)2H �� �������� ������ ���� ��������� �
�� ������� �� ���� ��� ��������������� �������� �� � ���������� �������� ����� �����
�������� ��� ��������� ��������� �����

ρ(k) = 2γ(k) = [(k + 1)2H − 2k2H + (k − 1)2H ]σ2. ������

��� ��� ��� �������� ������ ���� ���

ρ(0) = [12H + (−1)2H ]σ2 = 2σ2. ������

�� ��� ������� ���� �� ���� ���� ��� ����� �� � �� ��� ��� �� ��� ������ �� ��
��� ��� ��� �������� ������ ���� ���

ρ(k) = 0, ��� k �= 0, ������

������� �����

ρ(k) =

�
2σ2, k = 0
0, k �= 0

������

����� ��������� ��� ��������������� �� � ����� ������
��� � � � ��� ��� ������� � ����� ������ ����� ���� ��� �������� ����
�� ���� ��� �������������� �������� �� ��� ��������������� �� � ��� �� ���������
�� ����� ��������� �� ������� � ��� ����

ρ(k) ∼ H(2H − 1)k2H−2, ������

����� �� ��� �� ��� ��� ��������������� ��� �� �������������� ��������� �����

ρ(k) ∼ cpk
−α, ������

���� 0 < α < 1 ��� cp �� � �������� ��������� �� ��� ������ ������� ��� ��� ���������
������ ��������� ��������� �� ��������� ������ ��� ������ ���� ��� ���� � � � ���� ��
��� ���� �� �������� �������

0 < H < 0.5 ⇐⇒ 0 < 2H < 1 ⇐⇒ −2 < 2H − 2 < −1 ������

k2H−2 =
1

k2−2H
<

1

k
. ������

��� ������ ���� ��� ������� ���� k2H−2 ��������� �� ������ �� ����������� �� ���
���� �� �������

k−α =
1

kα
>

1

k
. ������
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�� ������� �� ����������� �����

�� ���� ����� ��� ������ ���� ��� ������� ���� ��� ��� ρ(k) ���������
∞�

k=−∞
ρ(k) = ∞. ������

��� ��� ����������� �� ��� ������ ���� ��� ������� ���� ��� ��������������� �� ���
����� ������ ������� �� ��� ������ �� ��� ����� ���������� ���� �� ��� ���������
��� ����������� �� ���� ������ �� ��� ������� ��� �������� �� ����� ��� ����� �� H ��
��������� ��� ���� �� ��� ������ �� ���������� ��� ����� �� �� ��� ������ �� ����������

�������� ��� � � �� ��� ��� ������� � ����� ����� ����

ρ(k) = 2σ2δ(k), ��� ������

∞�

k=−∞
ρ(k) = 2σ2

∞�

k=−∞
δ(k) = 2σ2. ������

��� �� ���� ���� ��� ������ ���� ��� ������� ���� ��� ���� ρ(k)� ��������� �� �����
���� ��� ��� ρ(k) ������ ������ ��� ��� �������� ������ �� ��������� �� ���� ���

������������� ���������� ������� ���� ���������� ���������� ����� �� ��� ���������
����������� ���������� �� ������������� �� ������� �������� ������������� ����� ���
������� ��� ��������� �� ��� ���� ������ �� ���� ����� ��� ������ ���� ��� ������� ����
ρ(k) �� ���������� ��� � �� ���� ��� ������ ���� ��� ������� ���� ρ(k) �� �����������

��� ��� �� � ���������� ������� Xt ��� �� ���� ������ �� ����� �� ����� ��������
������� ����� ������ ���� ������� ��� ������������ ��������

��������� ��� � ���������� ������� Xt �������� ��� �� ��� ����� �������� �������
�������� ��� ��������� ���������

f(λ) ∼ cf |λ|−β , ������

���� λ→ 0� β ∈ (0, 1) ��� cf �� � ���������

��� ���� f(λ) ���������� ��� ����� �������� ������� �� ��� ���������� ������� ���
��� �� �������� �������� ��� ������������� ��������

f(λ) =
∞�

k=−∞
ρ(k)e−ikλ. ������

�� ���� ����� ��� �������� ������� ��� ����� ��������� � ��� β �� ��� ����������
H = (1 + β)/2�

��������� ��� � ���������� ������� Xt �������� ��� ��������� ���� ������� ���� �
���� �� λ0 �� ��� ����� �������� ������� �������� ��� ��������� ���������

f(λ) ∼ cf (cosλ− cosλ0)
−β , ������

���� λ→ λ0� λ0 ∈ [0, π]� β ∈ (0, 1) ��� cf �� � ���������

��� ����������� �� ��� ����� �������� ��������� ���� ��������� ������ ��� ������
������ ��� ���������� �� ����� ��������� �� �������� ��������� ��� ����� ��������� ��
���� ���� �� ����� ��������� ���������� ���� �� ��� ���� ���� ����� ����� �������� ����
������ ��� ��������� ������ � ��� ��� �������� ������ ��� ������ λ0 ��� ��� ��������
������� ��� �������� �������� ���������� ����������� ����� �� ������� ���������� ����
��� �� ����� ������������ ��� ���� ��� �� ������������ ����������� �� �������� �������
���� ���������� ����� �� ��������� �� �� ����� ��� �� ��� ��������� �������������
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���� ��� ���������� �� ����� ��������� ��

��� ��� ���������� �� ����� ���������

��� ����� ��������� ��� ������������� � ������� �� ����� �� ��� ������ �� �����
����������� ��� ��� ���� ������ �� ����������� �� ��� ����������� ������������

��� ������ �� ��������������� ��� ��� ��������� �� H → 1� ����� �������������� �
���� �� ������� � ��� �� � ����� ����� �� ��� ��������� ��� ���� �� ���������������
�� ��� �������� �� ����������� ���������� ������ ���� � ����� �� � ������� ����
��� ��������� ���� ������� ��� ������� ����� �� � ��� ���� ��������������� �������� ��
���������� ���������� � ����� ������� ���� ��� ��������� ��� ��������� �� ��� ����
��� �� ��� ���������� ����������

�� �� ���� ��������� �� ���� ���� ����� ��������� ��� ��� �� ����������� �� ���
���� �� ��������� ����� ������� ����� ��� ��� ������������ ������� �� ��������� ���
H �� �������� ������ ��� ����� ��� ������ ���� ��� ������� ���� ��� ��� �� �����������
����� ��� ������� ����������� ���������� �� �������� ����� ��������� ���� �� ����������
��� ��� ���������� �� ������� �� ��� ��������� �������� �� ������� ������������
���������� ���������� ��������������� �� ��� ������� ���� ������� �� ��� ��������� ��
����������� ���� ���� ���������� �� H ��� ��������� ����� �� ��� ���� �� ���������
��� ����� �� � ������ �� �� � ������� �����

��� ����� ��������� ���������� ��� �� ��������� ���� ��� ����������� ��������� ��
��� ���� ������ ��� ��������� �� ��� ��������� �������

� ��� ���������� ��������� �� ��� ���� ������ ����

� �������� �������� ����� ����� �������

� ���������� �������� �������

� �������� ����� �������

� ��� ���������� ��������� �� ��� ��������� ������ ��� ��� ����������

� ������������

� ������� ����������

� ������� ����� ��� �����������

����� ���� ������ ����������

��� ��������� ��������� �� ��� ���������� ��� ������ �������� �� ��� ���� ��
��������� ��� ����� �� � ������ �� �� � ������� �����

�������� �������� ����� ����� ������

�������� �� ����� �� ����� ��� ��� ��������� �� ��� �� ��� ������ ��� ������ �����
������� ��� ���������� ��� ����� ���������� �� �� � ���� ������ ����� �������� ����
��� � ��������� �� ������� �� ��� ���� ������ Ai� �������� �� ti ��� �� ���� ���� ���
��������� �� ������ �� ��������� �� ��� ��������� ���������

R

S
(ti, n) =

R(ti, n)

S(ti, n)
, ������

����� R ���������� ��� �������� ����� �� ��� ���������� ������� Ai� ��� � �� ���
������ �������� �� Ai�
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�� ������� �� ����������� �����

��� �������� ����� R(ti, n) ��� ��� ��������� �������� ��������������� �� �������
��� ���� ������ Ai ���������� ��� ������� �� ����� ��� ���� ���� ������ ���� � ������
����� ������������ ����� ���� ��� �� ��� ��������� ���� � �������� ����� ���� ����
��� ��������� �������� ��� ���� ������ �� ����� �� ��� tthi+n ���� ���� �� �� ��� tthi
���� ����� ���� R(ti, n) �� ��� ������� �������� �� ��� ��������� ���� ���� �� ���� ���
������� �� ��� ������ ti �� ti+n ����������

��� ����������� �� R(ti, n) �������� �� �������� ����� ti ��� �� ��� ��� �����

µ(ti, n) =
1

n + 1

ti+n�

l=ti

Al, ������

��� �������� ��������� ��� �� ��������� �� ��������

S(ti, n) =

���� 1

n + 1

ti+n�

l=ti

(Al − µ(ti, n))2, ������

����� R(ti, n) ���� ���

R(ti, n) = max
0≤l≤n

�
ti+l�

j=ti

Aj − (l + 1)µ(ti, n)

�
− min

0≤l≤n

�
ti+l�

j=ti

Aj − (l + 1)µ(ti, n)

�
. ������

��� �������� �������� ����� �� ���� ���� R(ti, n)/S(ti, n)� � ������ ���� �����������
������� �� ��� ����� �� � ����� �� log10 R(ti, n)/S(ti, n) ������� log10 n� �� ������� ti ���
� �� ������ � ���� �� ���� ��� ���� � �� ������ ���� �� �� ����� ��� �� �� ��� �����
������ ����� �� ����� ���������������������� ����� ������� ��� ����� �� ����� �������
������������ �� ��� ��� ���� ��� ��� ���� � ��� ��������� ti�� ����� ��� �������� �����
ti �� ������ �������� �� ��� ����� � �� ���� �������� ������ ���������� �� ���� �� �� �
�������� ���� �� ��� ��� ����� ��� ����� �� ���� ���� ����� �� �������� �� �� �����

���������� �������� ������

��� ������������� ���� ������ �� ��� �� ��� ������� ������� ���� �� ��������
����� ���������� ����� ����� � ���� ������ Xt ���� t ∈ (1, N)� �� �� ������� ���� ������
�� ������ m ��� ���������� �� ������� �����

X(m)(k) =
1

m

km�

i=(k−1)m+1

Xi, k = 1, 2, ...N/m. ������

��� �������� �� ����� ���

�var(X(m)) =
1

N/m− 1

N/m�

k=1

(X(m)(k)− X̄)2. ������

��� ����� ��� �������� �� ��������� log(var(X (m))) ������� log(m) �������� ��� ��
������ � ������ ����� ������� ���� ������� ��� ��������� ������ �� ��� ������ ��������
��� ����� ������ ��� �� �� ��� �������� β �� ��� ���������� ����� ��� ������ �������
�� ��� � �� ����� ���� ��� �� �������� ��� ��� ������ �� ��� �� ����� �� H = 1+β/2�
�����
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���� ��� ���������� �� ����� ��������� ��

�������� ����� ������

�������� ����� ������ ���� ��������� ����� ����� � ��� ������� �� ����������
������ X(m)� ��� �������� ������ �� � �������� ���� ������ Xt �� ������ ���

AMm =
1

N/m

N/m�

k=1

|X(m)(k)− X̄|, ������

����� X(m)(k) �� ��� ��������� ������ �� ����� m �����
��� ������� ���� �� AMm ������ m� ��� ������� ������ m� ������ ������ �� � ��������

���� ���� ����� �� ���� �� ��� ���� ��� ���� ����� ��� ����� �� �������� ����� � �����
������� ���������� �� ��� �������

����� ��������� ������ ����������

��� ���������� ��� �������� �� � ������� �� ������ �� � ����� ��� ��� ��������
���� ����� �� �� ���������� �� �� ������ �� ����� �� ����� �������� ���������� �� �������
H ����������

�����������

����������� ������ ����� ��� ��������� �� ��� �������� ������� �� � ���� ������
�� ������ ��� ��������� �� ��� ���������� �� ��� ���� �� ����� X �� � ����������
��������� ������ �������� ���� ���� ������� � ����� ��� ����� �������� �� ��������
�� �� ����� ��� ����������� �� ����� ���

I(ν) =
1

2πN
|
N�

j=1

X(j)eijν |2, ������

��� ���������� �� ��������� ��� ��� �������� ������� �� X� ����� ν �� ��� ���������
��� � �� ��� ������ �� ��� ���� ������ ��

��� ����������� �� � �������� ��������� ��� ��� ����� �������� �������� ������
���� ������� ��� ����������� �� ��� ������� ��������� ������� ��������� �� ������� ��
���� ��������� ��� �� �������� �� ������������ ��� ������� ��������� ���� ��� �����
���� ������� ��������� ������� � ��� �������� ��������� �� �������� �� ���������
�������� ������������ �������� ���� ���� �� ��������� ��������� �� �����

E(ω) =
P�

k=1

|x(t− kL) · wL(t)ejωtdt|2, ������

����� P �� ��� ������ �� ���� ������� L ����� ������ ��� wL � ��������� �������
���� ������� �� ���������� ��������� ����� ���� � �������� ��������� ������� �� ��

��������� �� H ����� �� � ������ �� �� � log(ω) ������ logE(ω) ����� ����� �� ��������
������� ���� ������� ������� ��� ������������������ �������� �������� ���������
���� ��� ����� ���� ��� ��������� �� ��� ����� �������� ������� �� � ���������� ���
������� �������� ��� ������� ����� �������� ����������� ����� ���� �� ��������� ��
��� ���������� ������� � �������� �������� ��������� �������� �������� ���� �������
���� ��� ��������� �� ��� ����� �������� ������� �� � ���������� ��������� ��������
����
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�� ������� �� ����������� �����

������� ���������

�� �������� ��� ��������� �� ��� H ��������� ����� �� ����������� ������� ����
������� ������� �������� ��� ������������ �� � ���������� ��������� ����� �� ������� ��
��� ����������� �� ��� ���� ������� �� �������� �� ��� � �������� f(ν; η) ����� ��������
��� �����������

Q(η) =

� ∞

−∞

I(ν)

f(ν; η)
dν +

� ∞

−∞
log f(ν; η)dη, ������

����� η �� ��� ������ �� ������� ���������� ��� I(ν) �� ��� ������������ ��� �����
�������� �� ��������� ��� ��� �������� η� �� ����������� f(ν; η)� ��� ����

�∞
−∞ log f(ν; η)dη

������� ����� �� �� ������� ��� ����� �� η ����� ��������� Q� ��� ������� �������
���� ��� ��� �������� f ��� ���������� ������������ ��� ���������� �� ��� �����������
������ ������� �� H�� �������� ���� ��� �� ��� ������� ������� ���������� �� ���
���� ���� �� ��� ����� ���� ���� �� �������� ������� ��� �������� ������ ���� ������
�� H �� ����� ����� �� �������� ��� ��� ������� ����� �� Q ������ ������� �� H
�� ����� ���� �� ������ ���� �� ��� ������ ��� ��� ������� ��������� ��� �� ���� ��
�������� H� ��� ������� ��������� �� ������ �� ��� ����� �� η ���� �������� �� �����

��� �������� ������� ���������

��� ��� ����� � �������� �������� �� ��������� ������� ����� �� ������� �� ����
������ �� ��������� �������������� �������� ��������� ��� H� �������� �� ������� ��
����� ��� ������� ��������� �������� �� ��� �������� �������������� �� ��� ����� �����
���� ���� �� ����� �� ����� ��� ���� ������������� ���������� �� ��� ����� ����������
����

��� ���� ������������� ��������� �������� ��� ���������� ������ �� �� �������� ��
� �������� �� ��� ��������� ������� ��� ������������� ����������� ������ ����� ����
�������������� � ������ ������������� �� ���������� �� �������� �� ��� ��������������
�� ��� ���������������� ����������� ��������� �� ����� �� ��� ������������ ��������
��� ��� ��� ��������������� ��� ���������������� ����������� ��������� �� ���������

��� ��������� ��������� ������ �� ��� ������������ ���������� ��� ��������� �� ���
������� ��������� ������ ������ �� ��� ����������� �� �� ��� ������� ����� ��� ���
����������� ��� � ��� ������������� ����� �������� � ������������ ��������� ��
��������� ���� ��������� �������� ���� ��������� ������������ ��������� � ������ �������
����� ������������ �������� �� ����������� �� ����� ������ ��� �� ������

��� ��� �� ����������� ����� ��� ��������� ��������� �������������� ��������
����� ���� ���������� ����������� �� ��� ������ ��� � ���� ���������� ����� ����
�� ��������� ������ ��� ���������

������� ����� ��� ����������

���� ��� ������ ��� �������� � ����� ��������� ��������� �� ���� ����� �� ���
������� ������������� �� ��� ������ ������� ����� ���� �� ��������� ��� mth �����
���������� �� �������� ��������� ��� ����������� �� ��� ������ ���������

em =
1

nm

nm�

k=1

|dm[k]|2, ������

����� nm ���������� ��� ������ �� ��� �������� �� ������� ����������� �������� ��
��� mth ������������� ������
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���� ��� ���������� �� ����� ��������� ��

��� ��� ���������� ��� �� �������� ���� ��� ����� ������ ������� �� ���� �����
����������� ��� ���������� ��������� ����� ��� �����

E {em} =
1

nm

nm�

k=1

E
�
d2
m[k]

�
. ������

��� ���������� ����� ������ ���������� ��� ����������� �� ��� ������� �����������
������ ���������� ����� ��������� ����� �� ��������� �������� ���� �������� �� σ2

m� ���
�������� �������� ��������

E {em} =
1

nm
nmσ

2
m = σ2

m =
1

2π

� ∞

−∞
F {Rx(t)} (2−mν)|F {ψ} (ν)|2dν. ������

���� ��� ��� �� �������� �������
��� � ������ ����� �������� ���������� �� ���� ��� ���� ����

F {Rx(τ)} (ν) = cf |ν|1−2H , ������

����� ����������� �� ������ ���� �����

E {em} = σ2
m =

cf
2π

� ∞

−∞
|ν2−m|1−2H |F {ψ} (ν)|2dν =

=
cf
2π

2m(2H−1)

� ∞

−∞
|ν|1−2H |F {ψ} (ν)|2dν.

������

���� ��������� ��� �� ���� �� �������� �� ��� �������� ���� ��� ����� ���� �� �������
�����

�� ��� ������ ������� ���� ψ �� �������� ���� ��� ���������� ������ �� ���� ����
�� ��� � ����� ��������� ��������� ωm�

� ∞

−∞
u2|F {ψ} |2du <∞ ������

������ ��� �������� �� �������� ������ ��� �� ������� ���
�

|u|<ωm

|u|1−2H |F {ψ} (u)|2du. ������

��� ����������� ������� ��� ������ ���� ������ ��� ����� u = 0� ���

lim
u→0

|u|1−2H |F {ψ} (u)|2 = ∞. ������

������������ ���������� ��� ���� � �������� ������ �� ��������� �������� Nν�
����� ����� �����

∀k = 0, 1, ..., Nν − 1,

� ∞

−∞
tkψ(t)dt ≡ 0. ������

������ �� ������������� ��� ���������� �� ��� ��������� ������ �������� �� ���
������� ���������� ��� �������� �������� ��� �� ������� ���

∀k = 0, 1, ..., Nν − 1,
1

jk
dkF {ψ(t)} (ω)

dωk

���
ω=0

= 0. ������

������ ��� ������� ��������� ��� ��� Nν − 1 ����������� ������ �� u = 0�
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�� ������� �� ����������� �����

�� ��� �� ���������� ������ u = 0�

F {ψ(t)} (u) =

∞�

k=Nν

uk

k!

dkF {ψ(t)} (u)

duk

���
u=0

. ������

��������� � ���������� ���� ��� ������ ������ �� ����� �� Nν�
������ ��� ����� �������� ������� �� ��� |F {ψ(t)} (u)|2 ������� ������ ��� �����

ν = 0 �� � ���������� ���� ��� ������ ������ �� ����� �� 2Nν� ��� ��� ��������� ������
�� ��� ������������ ���

2Nν > 2H − 1 ⇐⇒ Nν > H − 1

2
. ������

��� ��� ��������� �������� �����

1

2
< H < 1. ������

��� ��� �������� �� �������� ������ �� ���������� ��� ��� �� ���� ����������
������� ������� ��� ���� �������

min
ν
{Nν} = 2. ������

�� ������ ��� ������������ m→ m− 1 �� �������� ������ �� ��������

E {em−1} = σ2
m−1 =

cf2
m(2H−1)

�∞
−∞ |u|

1−2H |F {ψ} (u)|2du
22H−1

=
σ2
m

22H−1
, ������

���
σ2
m

σ2
m−1

= 22H−1. ������

�������� ��� ��������� �� ��� �������� ��������� �� ��������� �� ��� ����� ������
���� �� ���������

2Ĥ − 1 = log2σ̂
2
m − log2σ̂

2
m−1 ⇐⇒ Ĥ =

1 + log2σ̂
2
m − log2σ̂

2
m−1

2
. ������

���� �� � ���� ������ H ���������� ����� �������� ���� ��� ������� �������������
�� ��� ����� ������� ��� ��� ���������� �� ��� �������� ���������� ��������� �� ���
���������� ������� ��� �������������� ����� ������ ��������� ���� ��������� �� ���
������� ������� ��� ����� �������� �� ������� ����������� �� ��� ������ ��������� ��
���� ����� ��� ������ �������� ���� �������� ������ ���� �� ����� ���� ��� ������
��� �������� ��� ��������� ����������

log2

�
1

nm

nm�

k=1

E
�
d2
m[k]

�
�

= (2 ˆHAV − 1)m + ĉ ������

����� ĉ ��������� ��� �������� log2(cf
�∞
−∞ |ν|

1−2H |F {ψ(t)} (ν)|2dν)�
���������� � �������� ����� ������� �� ������� ��� ������ m1 ��� m2 ������ ���

��������� �������� ��������

ĤAV (m1,m2) =
1

2

��m2
m=m1

smmηm −
�m2

m=m1
smm

�m2
m=m1

smηm�m2
m=m1

sm
�m2

m=m1
smm2 − (

�m2
m=m1

smm)2
+ 1

�
, ������

�����

ηm = log2(
1

nm

nm�

k=1

d2
m[k]), ������
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���� ��� ���������� �� ����� ��������� ��

��� ��� ������ sm = (n·ln22)/2m+1 �� ��� ������� �� ��� ����������� ���������� ��������
�� nm ��� n ���������� ��� ������ �� ��� ������ �������� �� ������� ����������� ����

������������ ���������� ������� �� �������� �� ��� �������� �� ���� ����� ����
��������� ����������� ���������� ����� �� �����

��� ��������� ������ ��� ������� �� ��� ��� �������������� ������ ��������� ����
��� ����� ���� ���������� ���������� �� ��� ��� ���������� ���� ���� �� ��� ����
��������� ������� ���������� �� ��������� ��� ������� �� ��� ������� �� �������� ������
��� ���� ����� �� ���� �� ���� ���� �� ��� ���������� ��� ���� �� ������ �� ��� ������
������������� �� �� ��� ������� ������ ����� ������ ���� �� ��� ����� ����� �� �� ����
������� �� ������ ���� ��� ������� ���������� ����� ������� ���������� ��� ����������
������� ������������ ���� �� � ������� ��� ������ ����������� ��� �������� ������ ��
���������� �� ���� ������ ��� ��� ���������� �� ����� ������� ��� ���� ������ ���� ����
������� ��� ������ m1 ��� m2 �� ��� ������ �� ����������� ���������� �������� ��� �����
������ ������� ����� ���� ������� ������� ����� ������ ��������� ��� ���� ������ ��
���������������� ��� ��� ����� ������ ��������

��� ����������� �� ����������� ��������� �� �������� �� ���� �� �� �� ��������
���������� ������ ��� �������� ����� �������� ���� ������������� ��������� ���� �����
H ����������� ������� �� ���� ��� ��� ����� ��� �� �������� ���� ���� ��������� ��
O(N)�� ��� ������� ������� ��������� ������ �������� ���� ������������� ����������
��� �� ��� ��������� �������� ��� ��������� ����� ���� ��� ���� ���� �� ������� ���
���������� ������

�� ��� ������ �� ��� ����������� ��������� �� ������� ���� � ��������������� ����
��� �������� x(t)� �� ���������� ����� ��� �������� ����� ����� ���� �������� ����
������������ �� ��� ����� ������� ��� ���������� �� ��� ��������� ����� ������������ ����
�� ������� �� x[1], x[2], ..., x[N ]� ��� ��������������� ������ ���������� ��� �������
����������� ��� �������� ����� ��� ���������

dm[k] = �x(t), ψm,k(t)� =

� ∞

−∞
x(t)ψm,k(t)dt. �������

��� �������� ���� ��� �������� �������� ��� ��� �� �������� �� ���� �������� ���
���������� �� ��� ������� x(t) ��� ���������� ��� ���� �������� ���� �� ������������

dx[m, k] =
�

l

x[l]ψm,k[l] =
�

l

x[l]2−
m
2 ψ(2−ml − k) =

= 2−
m
2

�

l

x[l]ψ(
l

2m
− k) =

1√
nm

N�

l=1

x[l]ψ(
l

nm
− k).

�������

���� ��� ������ �� �������� l = nm(p + k)� ��� ���� �������� ��������

dx[m, k] =
1√
nm

Nn−1
m −k�

p=n−1
m −k

x[nm(p + k)]ψ(p) =

Nn−1
m −k�

p=n−1
m −k

am[p]x[nm(p + k)], �������

����� am[p] �� � ���������� �� �������� ������ ����������� ���������� �� ��� �� ����
�����

��� �������� ����������� dm[k] ��� ��� ����������� dx[m, k] ���� ������� �������
����� ��� ��� ������� dm[k] ���� dx[m, k] ��� ��� ��� ����������� ���������� ���� ���
��������� �����������

eN (nm) =
1

Nm

Nm�

l=1

d2
x[n, k], �������
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��� ������ ����������� ���������� ���������� �� ��� ������� x[l] ��� ����� ������������
�� ��� ���������� �� ��� ����������� ��������� ���� � ��� H ���������� ����� ��� ��
������ �������� ����������� ���������� �� ����������� ���������� ���������� ����� ���
������� ��������� ����� �� ��������� ������� ��� �� ��� ���������� �� ��� ������
�������� �������� ��� ��� ��������������� ��� ����������� �� ����� ����� ����������
�� �������� �� ���� ���� ��� ���������� ��� ���� ���������� ���������� ��� ����
������� �� ��� ������������� ���������� �� O(N)� ��� ���� �� ��� ���������� �� ���
����������� ����������

���� ����� �� ���������� �� ������ ������� ����������������� ���� ���� ������ ���
��� ��� ������ ���������� ������ ��������� �� ���� ���� �� ��� ����� �� ����� ���������
���������� ����� ��� ��� ���� ����������� ��� ����� ��� ������� �� ����� ������
����� ��������� ��� ������� �� ������� � �� ���� ������� ����� ������ ����� �����
��������� ��� ������� �� ���� ������� ��� �������� ������������ �� � ���������������
������ �������� ����� �� ��������������� ������� �� ��� ������� ����� �� �� ���� ��
������ �� ������� �� ��� ��� ��� �������� �� ����� ������� ��� ���� ����� �� �����
��������� ���������� ����� �� ��������� ����� �� �� ��� ����������� ����������
���������� ���������� ������

��� �����������

�� ���� ������� �� ����� �� ������� ���� ���������� ���������� ��� �� ����������
���� ����� ����� �� ���� ������ �������� ��� ����������� ���� ���� �� ���� �� ���
��������� ��������� �� ���������� �� ��������� ���������� ������ �� ���������� ����
������� ���� ��������� ����� ��� ���������� ���� �� ��� �������� �� ���� �������
��� �� ����� ���� ����������� � �������������� �� ���� ������ ����� ������������ � ����
����� �� �������������� ������� �� �������� �� ��� ����� ���������� ����� ������
��� ������� ��� ��� �� ������� �� � ���� �������� �� ���� ������ ��������� ���� ���
���� ���� ��������� �������������� �� ������� ���� ��� ���� ���������� ���� �������
������� �� ����������� ����� ������� ��� ����� ��������� ��� ���������� �����������

��� ���������� ������� ��������� �� ���� ������� ������ �� �� ���� ��� �����
������ �� � ��� �� �� ��������� ����� �� �� � ����� ������ �� ����� � ������ ��
��������� ���������� ��� �� �������� �� ���� ������� ��� �������� ����� �� ������ �
������������� ��������� ����������� �� ��� ���� �������

�� ��� ���� ��� ����� ������������ �� ������� ����� �� ������� ������ ������ ����
��� ������ �������� ��� ��� ���������������� � ��� ��������� �������������� ������������
��������� �� ��� ����� ��������� H� ����� �� �������� �� ��� ������ ��� �������
��������� �� ���� ���� ���������� ��������� ���� ���� ��������� �� ���� ��������

��� �� ��� ����������� ������������� �� ���� ������ �� ��� ������ ����� ��� �������
����� �������� ��������� �� ������� ���� �� ��������� ������ �� ������� �� ������� ��
���������� ��� ���� ��� ��������� �� ������� ����������� �������� �� ���������
��� ��� �� � ���� ����� ���������� ������ ������� ���� ����� ��� ����� ��������
��� ��������������� �� ����� ��������� ��� �������� �� ������� ��� ��� ��� ����������
���� �� ����� ����� �������� ������ �� ���������� ��������� ������� ��� �������������
������ �� ��� ��� �� ���� ��������� � ������� �������� ��������� �� ��� ��������������
�� ���� ����������� �������� ��� �������������� ������ ��������

� ���� ������ ����� ����������� ���������� ������� ����� �� ��� ���������� ����
������ ������ ����� ��� ����������� ��������� �� �������� �� �������� ������� ����
���������� ������ ����� ��� ������ ����� ���� ����� ���������� ������ ����������
�� ��� ������ ����������� �� ��� ����������� ����� ����������� ��������� ����� �����
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����� �� ��������� ���� �� ������� ����������� ������������ �� ���� �������

��� ��������� �� ��� ���� ����������� ������ �������� ��� ��� ����������� ��
��� ��� ������� �� ��� ����� ��������� ���������� ������ ���� �� ���� ����� ��
�������� ������� ��� ����������� �� ����� ����������� ���������� ������ ����� ��
�������� ������� ����� ������� ���� �� ������ �� ���������� �� ������� ��
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����������� ����������� �� �� ��������� ���� �� ����������� ����� ��� ���������� ����
��� ��� ��������� ��� �������� �� ����� �� ������� � ����� ���������� ��� �������� ��
��� ������� ����� ��� �������� �� ������������� ������� ����� ��������� ������������
� ������� ������� �� ��� ������ ��������� �� � ������������� �������� �� ������� ���
������ �� �������� ������������� ��������� ��� ��������� �� ��� ������������ ��
������� ����� ��������� �������� �� ��� ���� �� ��������� ������� �� ��� ��������
�� ����� �� ������ ��� ����� ������� � ������� �������� �������� ���� ������ �� �����
��� �������� �������� ��������� ��� ���� ����� �� ���� ��� ������ �������� �� ���
������ ����� ���� �������� ����������� �� ��� ������ ������ ���� ���������� ���������
��� ������������� �������� ��������� ������ ���������� ������ ������� ��� ������
���� ����� ��� ���� ��� �������� ���� �� ���� �� ��� �������� ���� �����������
�� ���� ���� ��������� �� �������� ��������� ����� ��� ����� ������ ������������
��� ��� �������� ��������� ������ ����� ��� ����

��������� ���������������� ��� ��������� ������ ������� �� � �����������������
���������� ����� �� ���� ������ ��������� ������� �� ���������� �������� �� ������
�������� ���� �� ������ ������ ��� ���� ���� ��� ��������� �������� �� �� ����������
��� ������ ������

� ����������� �������� ����� ���� ���������� ��� ��� �� ��� ������������ ����
���� �� ����� �� ������������ ������ ��� ����������� �������� � ������� �������� �� ���
�������� �������� ��� �� ����� �� �������� ��� ������ ����������� ����������� ���
��� ����� ����������� ��� ������ �� ������ ������� � �� ��� ��� �� ������ ����
��� �������� �� ���� ��� �� ��� ������ �� ������ ���������� ��� �������� �� ��� ���
���� ��� �� ��������� ��� � ��� � �������� ��� ����� ��� �� �� ��������� �� ���� ���
�������� �� ��� ���

�� �������� � ���������� �������� ������ ��������� ��������� �� ��� ��� �����
������������ �� ������� ���� ������ ��� ����������� ��������� � �� �� ���� �������� ��
��������� ��� ����� ������ ������ �� � ���

������ ���� ������ ������ ��� ���������� �������� �� ��� ��� ���������� ��� ����
��� ����������� �� ������ ������ �� ������� ������� ��������� ���� ������������ ���
����������� ���������� ��� ����� ������������ ��� ���� ���� �� �� ����� ���� ��������
����� ��������� ����� ��� ��� ��������� ���������� ���������� �� ��� ���� �������� ��
����� �� ��������� ��� ��� �� ��� �������� ���� ��� ������ �� ��� �� �������� �����
������� ����� �� � ���������� �������� �� ��� ���� ��� ���������� ����������������
�������� �� ���� ���������� ��� �������� ���������

��� �� ��� ���� ��������� ���������� �� � ����� ������� �� ��� ������ �������
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��� ���� ��������� ���� � ���� �� ��� ������� ���� ������ ��� ������ ��� ����� ��� ���
������ �� ����� �� ��� � ������ ������ ������� ��� ������ �� ������ �� � �����

��� ������� ����

���� ������ ����������� ��� ������ ���� � ����������� ����� ��� ���� ������������
��������� ���� ���������� ��������� ���� ������ ������ ���� ���� ���� ��� ������
����������� ���� �� ���� ����������� �� ����� �� ������ �������� �����

��� ���� ���� ��� �������� ��� ������� ����� ��������� ��� ���� ������ ����
��� ���� ������ ������������ ���� ����� �� ������ �� ���� �� ����� ��� ���� ������ �����
�� � �������� �� ����� ����� ��� �������� ����� ��� ������� ����� �� ���������
��� ����������� ������ ��� �� ���� �� ��������� ��������� ���� ��� ���������� ��
���������������

�� �� ��� ����� �� ������� �� ����� ��� � ��� �� ��������� ������ ���������� ����
���� ���� ���������� ����� ������ ������� ����� �������������� ������ �������
������ ����� ���� ���� ���������� ������ �� �������������� ���������� ������ �����
��� ������� ����� ����� ���� �������������� ������� ��� ����� ������ ���� �������
���� ��� �������������� ������ ����������� ��� �������� �� ����� ���� ���� ��� ����
����� ������ ��� ���� ��� ������ ����������� �� ���� ��� ������� ������� � �������
���� ��������� ����� �� ��� ��������������� ������ ������� ������ ����� ��� ���
���������������� ������� ������� ������� ���������� ����� ������ ��� ���� �� ����
���� ������ �� ����� ��� ������������� ������ ����������� ����� ���� ��������� �����
�� ��� �������� ��� ������������ �� ��� ��������� ���� �� ������ �� ��� ���������� �� ���
������ ���� ��� �� ��� �������� �� ��� ������ ���� ����� � ����� ���������� �� �� ���
���� ���� � ����� ����� ���������� �� ��������� �� ��� ������ ���� � ���� ����� ����
������� ����� �� �� ���� ������������ ��� ��� ��������� �� ��� ������ ����� ���� ��
���� �� ���������� ���� ��� ������������ ������� �������� ��� ��� ������ ����������� ��
��� ��� �� ������ ���������

��� ������� �� ���� ������� � ������ ������� ���� �������� �� ������� ������ ����
��� ��� ��� ����� �� � �������� �������� ��� ���� ��������� ���� ��� ������ �������
��������� ��� �������� ������� �������� ��� �������� ���� ��� �������� ������
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������� �� ������ ��� �� ��������� � ������ ������������ ��� ������ ��������� ������ ���
���� ��� � ����� �� �������� ���������
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��� � ����� �� �� �������� �� ����������� �� � �������� ��������� �� ��� ���� ���
��� ������� ��������� ��������� �� ��� �������� ����� �������� ��������� ������ ����
�� ��� �������� ���������� ���� ����

��� �������������� �������� ��� ������� ����� ��� ����������� ��������� �� ���
�������������� ������ ���� ������� ���� ����� ��� ��� �������� �� �������� ��� �����
������ �� ������� ���� ��� ��� ��������� �� ��� ������ �������� ������ ����� ����
��� ������������� ������ �� ����� ���� �������� �� �� ������� ������� �� �����
����� ����� �� ������� ��� ������ ������������� �� ��� ����� �������� ������ ����
������ ������ �� ��� ��������� ��� ����� �������� ���� � ������ �� �� ������ �������
���� ����� �� ������ �� ����� ����� ���� ���� ������ ��� ��� ������� �� �������� �����
�������� ���� ��� �� ��� ���� �������� ������� ������ ��� ������ �� ��� �� ����� ����
��� ����� �� ������ ��� ��� ����������� ������� ����� ��� ����� ������ �� ��� ����
���� ��� ����� ��� ����� �������� �� ��������� ����� ������� ����� ������ ���� ���
����� ��������� ��� ������� ��� ����������� ���� ��� ������ �� �� ����� �� ��� �������
�������� ��������� �� ������ ��� ����������� ���� ��� ������ �� �� ����� ��� �� ����
������� ���� �� ��� ������� ��� ���� �� ��� �� � ������ �� ������ ���� ���� �����������
��� ������ ������� ��������� � ������� �� ������� ����������� �� ��� �������� ����
�������� �������� �� �������� �������� �� ��������� ������������ �� ��� ���� �� ����
������� �� ���� ������� ��� ������ �� ��� ����������� ��������� ����� �� ������� �� �
���������� ����� �������������� �� �����
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��� ����� ������� ������� ���������� ������� ������� ����������� �� ���� ��� �����
�� ���� ��������� ��� ������ ��������� �������� �� ������ �� ��������� ��� � ����
������ ����� ������ ��� ����� ��� ������ ���� ��� ���������� ���� ��� ������������
��� ������� ���� ��� ������ �������������� �� ��� �� �������� ���� � ����� ���� ��
��� ������ �� ��������� ������� ��� ����� ��� ����� ������ ��� ��� ���� ��������� ��
���������� �� ��� ������ �� ���� ���������� ��� ����������� �� ���������� �� ��� ������
�������� ����

����� �� ������� � ��������������� ��������� �� ���� ��� ��� �� ���������
��� �������� ������ ���� � ����� �� ��������� ������ ��� ����� �� ������������� ����
������� �� ��� ������ �� ��� �������� ������� ��� � �������� ������� �� ����� �� �� ����
�� ����� ��� ���� �� ��� ������������� �� ����� � �� ������� 2n ���� ������ ������
��� ������ �� ��� ������� ��� �th ����� �� �������������� ����� �� � � � ������� ���
����������� ��� ������������� ������ ������������� �� ��� ������� ����� ��� � ������
��������� ������������� �� ���� �� ��� � ������������� ������� ��� � �������������
��������� ������� � ��������������� �������� ������ ��� ����� �� � ����� ��� �����
��� ������ �� ����������� ����� ��� �� ���� �� ��� ���� �� ����������� �� ��� ������
���� �����������

����� �� ����� ���� ����� ������ �������� ���� ������������� ����� ��� ������
������� �� �� ������ ��� �������� �������� ���� �� ������� �� �� �������� ��� ��
�������� ���������� ���� � ������ �� ���� ����� ���� ������ ��� �� ����������� �� ����
���� �� � �������� ���������� �� ��� ������ ���� ���������� ��� ������� ���� ����������
����� �� ���� �� ��� �������� ���� ������� �� ����� �������� ������ ���� �� �������
�� casd(t)� ��� ������� �������� ������ casd(2

pt) ���� � �������� ���������� �� 2p ∗ 1, 5
������ �� ������� ��� ������� ������ �� ��� ������ ���� ������� ��� ��� �� ��� ��������
������ casd(t) ����� �������� ����������� ������� ��� ��� �� ����� �� �����

�� ���� �������� ��������� ������ ����������� �� ��� ����������� �� ��� ���
���� ��� ������ �� ��������������� �� ���� ���� ��� ����������� �� ���������� ���������
��� ��� ����������� �� ���� �� ������� ��� �� ���� ��������� ��������� �������� ���
��������� ������ ��� ����� ��� ������� ��������� �� ��� ������ ���� ��� ������ ���
������� ��� �������� �� ������������ ��� ������� ��������� �� ��� ������ ���� ���
���� ��������� ��� �� ��� �� ���� �������� ���������� ��� ���������� �� �����������
��� ��������� ������������� ����������� ��� ������ ������������ �� ������ ��� ���
����� ������������� ����������� ��� ��� ����� �� �������������� �� ��� �� ��������
���� ���� ��� ���������� �� ��� ����� �� �������������� ��� �������� �� �������������
����������� ������� ���� ��������� ��� ���� �������� �� ������������� ���������
������ �� �������� ���� ����� ��� ���� ������������� ��� �������� ������������� ��
��� ����� ������������� �� ���� �������� ��� ���� ��� ������� ��� ����� ������������
����������� ����������� ��������� �� � �������� ������� �������� �� � �������� �������
��� �� ��� ���������� ��� �������������� ��������� ����� ���� ��� ������� ����� �� ���
������ ���� ������ �� ������ ����������� �� ��� ������������� ����������� �������� ��
��� ���� ���������� �� �� ����� �������������� �� ��� ����� ������������� ������� c6�
�� ��� ����������� �������� ��� ���������� �� ��� ���� �������� �� ������������� ���
��������� �������� ����� �� � ��� ��� �� �������� �� � ���� ����������� ����������
������� ��� ���� �� ���� �������� �� ����������� ��� �������� ��� ������� �������� ��
��� ������ ���� ��� ��� �� ������ ���������� �������

��� ���� �� ����� ��� ��� �� ��� ���� �� �� ������� ��� ������� ����� �� ��� ����
����� ������ ���� ��������� ��� ������ ����� �������� ���� ��� ��� �� ��� �������������
������������ ��� �� ������� ��� ����������� ������ ��� ������� ����� ���� ��� ��� �� ����
������ ������������

BUPT



���� ������ �� � ���� ������ ������� ��

������ ���� ��� ������������� ������������

��� ��� ������ ����������� �������� ����� ������������� ��� �������� �� ������ ����

������ ���� ��� ������ ������������

BUPT



�� ������� �� ����������� ������� ����������� �� �����������

������� ���� ����������� ��������� ��������� �� ��� ����������� ��������� ����
����� �� ���� ������ �� ������ ����������� ����������� �� ������ ���� ����� ���������
������ ��� ����������� �� ��� ������ ��� ���� ��������� ��������� �� ��� ��������� ���
������ ��������� ������������� �� ���� ����������� ������� ��� ����� ��� �� �����
���� �� ������� �� d1 − d6�

��� �������� ���������� ��� �������� ��������������� �������� ���

casd(t) = c6(t) +

6�

p=1

dp(t). �����

��������� ��� �������� �� ��� ������ ��������� ������������� �� ��� ������� ���
������ ������ ����������� �� d3 ���� ���� ���������� �� �� ������� ��� ���� ������
������ ����� �� ���������� ����� ����������� �� � ���� ���������� �� �� ����� ����
������ d4�� ����� ��� ������ ������������� �� ��� ���� ������ ���� ��������� ��� ������
�� ��� ����������� c6� d3 ��� d4 ���������� � ����� �������� �� ��� ������� ������ ��
��� �������� ���� ������� ��� ����� ������ ��������� �� casd(t) �� ������ ���

E =

� ∞

−∞
|casd(t)|2dt = ||casd(t)||2. �����

������ �� ���� ������� �� ������ ��� ������ ��������� ���� ����� �������� ��
������ ��� ������ �� ����������� ��� �� ���� �� ��� ��������������� �������� ����
��� ������� d3 ��� d4� ����� ������� ��� ��������� �� ��� ���� ������ ������ ��� �������
����� �

casd(t) = c6(t) + βd3(t) + γd4(t). �����

��� ����� �� ����� ���������� ��� ��� ����������� ����� ��� ��� ������ �����������
����� �� ���� �� ��������� �� ������� ��� �������� ������ ���������� ����� �� �����
�� ��� ���������� ����� ��� ������� ����� �� ��� ������ ���������� �� c6� ��� ���
����������� ���������� �� ��� ������ ����������� d3 ��� d4��

�� ����� �� ��� ��� ��� ����������� ������ ��� ������� β ��� γ ���� �� ���������
���� ������ ���� ��� ������ ������ ��� ��� ������������� �� ��� ������ β� ��� ������������
�� ��� ����������� d4 �� ���������� ��� ��� ��� ����������� ����� ���� �� ��������� ���

casd(t) = c6(t) + βd3(t) + e(t), �����

����� e(t) ���������� ��� ����� �� ��� ��� ����������� ������
��� ��������� β ��� �� ����� �� ���������� ��� ���� ������ �� ����� ����

������ ������
βopt = argmin

β
�casd(t)− c6(t)− βd3(t)�2. �����

��� ������� ��������� ������ ��������� ��� �� ���� ���� ��� ��� ����������� ��
γ� ���� ����� ��� ������������ �� ��� ����������� d4 �� ����� ���� �������� ��� ���
����������� ����� ���� �� ��������� ���

casd(t) = c6(t) + βoptd3(t) + γd4(t) + e(t). �����

��� ��������� γ ��� �� ����� �� ���������� ��� ��� ���� ������ �� ����� ����
������ ������

γopt = argmin
γ

�casd(t)− c6(t)− βoptd3(t)�2. �����
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�� ������ ���� �� ��������� ��� �������������� �� ��� �������� ������ ����� �����
����� ��� ���������� �� ��� ������� ����� ��������� ����� c6� ��� ��� ���������� �� ���
����������� ��������� ����� βd3������� ���� ��� βd3 +γd4������ ������ ��� �������������
������ ��� ������ �� ��� ������ ���� ���� �� ��� ����� ����� ���� ������ �������� ���
����������� �� ���� ������� β ��� γ� ��� ������������� �� ��� ������ ���� �� ��������
���� ��� ������������� �� ��� ����� ����� ��� ��� ����������� �� ��� ������ γ ����������
��� ���� ��������� ���������� �� ��� �������

������ ����� ��� �������������� �� ��� �������� ������ ����� ��� ���������� �� ��� ������� �����
��� ��� ���������� �� ��� ������������

��� �������� �������� ��������� ��� ���� ����� �� ���� ��� ������ �������� �� ���
������ ����� ���� �������� ����������� �� ��� ������ ������ ���� ���������� ���������
����� ��� ���� �� ��� �� �������� ��� ����� ������ �� ������ �� � ���������� ��� �� ���
������� �� ��������� ��� ������ �������� ��������� �� ��� ������� �� ��� ����� ������
�������� ������ ���� ����� ���� � ������ ���������� ��� ����������� �� ��� ������
������ ��� ���� ���� ����� ���� ��� �� ��� ������ ���� ���������� �����

����� ���� ��� 6th ������������� ������ �� � ���� ������ ������������� �� ���
�������� ������� �� ��������� ��� ������� ������ ���� ����� ��� ������ � ��� ����
������ ��������� ��� ���� ���� ����� ���� ��� ���� �� ��� ����� ��� ��������� ������
�� ��������� �� ������ ����� �� ���� �� ��� �� �������� ���� ���� ������ ���������� �
���� ������������� �� ��� ������� �������� �� ��� �������

������������� ��� �������� ������ ����� ������ ������� ������ ��� ��� ������� ����
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dt3(t) = βoptd3(t) + γoptd4(t). �����

�� ���� ��� ����������� ����������� ��� �� �� ������ ���� ������ ������� ����
������� ��� ��� ������� ����� ��� ��� ��� ������������ �������� ���� ��� ����������� ��
������ ����� ��� ����������� ����� ������������� ����� ��� ����� �������������
������ ��� ���� ��� �������� ��� ����������� ����� ��� ���������� �������������� ���
����� �� ���� ��� �������� ��� ������� ������ ���� � ��������� �������� ��� ���������
������ ��������� ��� ������ �� ������������ ���������� ������ �� ������ ��� ����
������ ����������� ��������� ��� ������ �� � ��� �� �������� ��� ����������� φ� ��� θ�
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��� ��� ��� ��� ���� �� ������� ��� ������������ �� � ���� ������ ��� �� ��������
��� ������ � ��� �� ��� ��� ��� ��� ����� ��� �������� �� ��� ����������� ��������
�� ����� ����� ���� ��� ����� �� ������ ��� ����� ��������� ��� ������ ��� ������
���� �� ������������� ���������� ���������� ��� ������ ����� ������������ �� ����
������ ����� �� �� ������������ ���� � ��� ���� ������� ���� ��� ����� � �������
�� ������������� ���������� ��� ������ ���������� ����������� ��� ��� �� �� �����
������� ������� ���� �� ��� � � � ��� �������� �� ��� ���� �� ����� ��������� ���
��� ������� ���� �� ��� � � � ��� �������� ����� ��� ������ ��� �������� �� ���������
��� ������� ��� ����������� ��� ����� �� ��� ����� ��������

BUPT



���� ������ �� � ���� ������ ������� ��

�� ��� ��������� �� ���� ���� �� ������� �� ���� ��� �� ������� ��� �����������
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������ ����� ������������

��� ���� ���� �� �� ����� ����� �� ����� ��������� ��� ���������� �� ����� �� ���
������� ��� ����� �� ��� ��������� d ���� ������ �� ������������ ���������� ��������
�� ������ � ���������� ������������ �� ��� ����� ������ ����� ��� ��� ����� ��� �������
��� ���� �� ������������� ������������ �� ����� ������������ �� ��������� �� ���� �����
������� ������ ������������� ��� ���� ���� �� �� ������ �� ��� �������� �� ��������� �� ��
���� ������� ��� ������� ��� ������� ��������� ������� �� ��� �������� ���������� ��
���� �� ��� ����� ���� ������ ��������������� ��� ���� ��� ��� ������ ������������ ����
���� ������� ��������� ������������� �� ��� ���� ����������� ��� ��� ���� ������ ��
��� ������ ���� ��� ���������� ������ �� ���������� �� ��������� ��� ������ ���� �� ��
������ �� ��� ����������� �� ���������� �� ����� �� ���� ���� ���� �� ������������ �� ����
�� ������� ��� �� ������� ��� ������� ����� ������� �� ��� �������� ���������� ��
���� �� ��� ����� ������������ ���� ���� ������� ����� ������������� �� ��� ����
����������� ��� ��� ���� ����� �� ��� ������ ���� ��� ���������� ������ �� ��������
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���� ��� ���� ������ ��� ��� ���������� �� ������ p ��� q�

��������� ������ ����� �� ������ ��� ���� ���������� �� �� ��� ���� �� ������ �����
������ ���� ��� �������� �������� �� ��������� ��� ������ ���������� �� ��� ���
������ �� �������������� �� ���� ���������� ���� ��� �������� �������� �� ����
������ ��� ���� ���������� �� �������������� �� ���� ��� �������� �� ��������������
�������

�������� �� ������� � ���� ���������� ���� �� ���������� ����� �� ��� ����� ���� ���
���� �� ����������� ��� ���� �� ���� ���� �� �� ������ ��� ������������� �� ��� �����������
���������� �� ���� ������� �� ��� ��������� ��� �������������� �� ���� ���� �� ��������
���� ��� ������������ �� ��� �������������� �� ������� �� ��� ����������� ��������
����� �� ����� �� ��� �� ������� �� ����� ��� ����������� ����������� ��� ������

����� �� ����������� �� ������� ����� ���� �� ��������� �� ��� ������ ���� �� ����
������� ��� ������� ����������� ����������� ���� �������� bj.m� ���� ����������� ��
��������� ��� ���� �� �� ������� ���� �� ��� ����� ���������� ��� �������������
c6� ��� ���� ���������� �� ��� ������ ���������� �� ��� ����� ��� ��� �������������� �� ���
����� ���� ������ p ��� q ��� ��� ������� ����������� φ �� ����� p ��� θ �� ����� q��
��� ������� �� ��� �������� bj.m ���� ��� ������� ������ �� ����������� θ ��� φ ������
������ ��� ������������ ����������� �� ��� ������� ��� ������ �� ����� ��� ����� ���
��� ���� ��� ���� �� �� ����� �� ��������� ��� ��� ����� �� ��� ����� ���� �� �� �����
�� ��������� ��� ������ p ��� q �� ��� ����������� φ ��� θ ��� �� ��������� �����
�� �� ����� ����������� ��� ��� ����� �� ��� ��������� d ���� ��� ����� ����� ���
��� �� ��������� ����� ��� �������� bj.m� ��� ���� ������ �� �� ��������� �� ��� ����� ��
������������ ������ �� ���� ������� ��� ����� ��� ���� ����������� ����������� ��
���� �� ��� ����� ��������� ����� ��� ���� �������������� ����� ��� �� ���� ������
������ ��� ������������� �� ���� ���������� ��������� ��� ���������� ������� ���������
��� ������������� �� ��� ����������� ����������� �� ���� ���� ��� ��� �������� ��
������������� c6� �� �� ��� �� ��������� ���� ���� ����������� �� ��� ���������� ���
���� ��� ������������ �� ��� ���� ���������� ���� �� �������

�������� ��� ���� ���� �� ��� ���� ���������� �� ��� �������������� c6� �� ���� ���
������ ���� ��� ������������� �� ��� ����������� ����������� �� ���� ���� ��� ����
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����������� ���������� �� ���� �������� d = 1� �� �� ��� ��������� �� ��� ����� ����
��������� ����� ���������� ��������� �� ����� �� ���� �������� ��� ������� ���������
�� ����� ����
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�� ���� ������ ���� ��� ������ ���� ��� �������� ������ �� ����������� �� ������
��� ������ �� ��� ������� ����� �� ����������� �� ����� ��� ��� ������ �� ��� ����
����� �� ����������� �� ����� �������� ��� ���� ���� �� ��� ������ ���������� �� ���
������������� c6 �� ���� �������� ������� ������ ��� ��� ��������� ���� ��� ���� ��
���������� ������� ���� ��� ������������� �� ����� ������� �� �������� �� ��� �������������
�� ��� ������� �������� ��� ��� �������� ���� ������� ��� �� ��� ��������� �� ���� ���
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y(t) = [B(q)/F (q)]u(t) + [C(q)/D(q)]e(t) �����

�������� ���� ����� ��� ����������� ������������ ��� ���� ����� ������������
�� ������ ���� ��� ��� ������� �������� �� ��������� �� ������ ���� �� ���������
� ���������� �� ��� ���� ���������� �� ��� ������������� c6 ���� ��� ���������� ��
������� �� ��� ����� ����� ����� �� ��� ����������� ������������
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������ ����� ������ ������� �������� ������ ��� ����� ����� ���������

����������� ����� ������ �������� ���� ��� ���� ���������� �� ����� ����������� ��
���������� ���� � ������ �� ����� �p = 0� ���� ��� �� ��� ����� ���� ��� ��� ��
��� ��� ���� ���� � �������� ����� µot� ���� ���������� ���� ��� �������� ����� ���
��� ������� ���������� �����������

� ������� �������� ����� �� ����������� ��� ��� ����� ������� �� ��� ����� �����
���� ������� ��� ������������ �� ��� ������������� ����������� c6 ��� ���� ��� ��� ������
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��� ���� ��� ��� ������������ ��������� �� ��� �� ��� ��� ��������� �� ���� µot
������ ��� ����� �������� ���� ��� ��������� ����� �� ��� �������� ����� ������ �� �
������ ����������� ��������� ���� ������� ��� ���������� ��� ��� ��������� ���������
���� �� � ������� ����� ����� ����� �� ����� �� µot� ������� ���������� ��� �� ����������
��� ��� ����������� �� ��� �������� ����� ������� ��� ������ ���������� ������� ���
��������� ����� ��� ��� ����������� �� ���� ��� ����� �� ��� ����������� �� ���� �������
���� ��� ����� �� ��� ��������� ������ ��� ���������� ��� ��� ����������� �������� �� �
������� ���� �� ���� ��� �� ��� � ���� ������� ������ ��� ��� �� ����� ������� �����
�� � ����� ����� �������� ���� ��� ���������� �� ��� ���� ���� ��������� ����� ����������
��� ���������� �� ��� ������� ��������� ������ ��� ���� �� ���������� �� � �� �� ������
������������ ���� ��� ����� �� ��� ������� ��������� ����� ��� ��������� �� µot ������
��� ������� ������������� �� ��� ���� �� ��� �������� ����� �� ��� �������� ������ ��
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�� ����� ��� �� ��������� � ������������� �� ��� �� ����� �� ��� ���������� ����� ���
���� ��� ����� �� µot ��� ��������� �� ����� �� 2.061016 ����� �� ���� ������ ���� ���
��� ����� ������� �� �� ������� �� ������� �� ���� ��� �������������� ��� ������ ��
��� ���� ������ �� ����� ��� ���� ���� ������ �� µot� ���� ����� ���� ����� ��� ����
� ������ ���� �� ���������� ���� ��� ����� ���� ��� ��� ���� ������ ���� �� ����������
��� ��� ���������� ����� ����� ���� ����� �����
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� ����������� db1� db2� db3� db4� db5�
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� ������������� bior1.1� bior2.2� bior3.1� bior4.4� bior5.5�
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��������������� ��� ������ �� �������� ������ �� ��������� �������� ����� ���������
��� �������������� �������������� ����� ��� ���� �������� �� ��� ����������� ���������
����� ��� �� ��������� �� ��� ������ �������� ��������� ���� ��� ��� ������� �� ���
���� ��� ������ �� ��� ������� β ��� γ ����� �� ��� ����� ��������� �� ��� ��������
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