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INTRODUCGCERE

ABORDAREA TEMATICII SI OPORTUNITATEA LUCRARIT
]

Abordarea tematicil tezei de doctorat a fost determina-
td, in mare misurd, de necesitidtile impuse de practica de proiec-
tare gl incercédri experimentale din Uzina Blectroputere din Cra-
iova, unde gubsemnatul mi-am desfigurat activibatea in periocada
1965«1969. In cadrul acesteil uzine am fost pus in situatia de a
rezolva citeva probleme de cimp electromagnetic mal deosebite.

Astfel, iIn anul 1967 am primit insdrcinarea din partea
conducerii Laborabtorului central al U.E.P.C. de a studia cimpml
eleotromagnetic al unor configuratii de bare colectoare, nace-
pare conectirii generatoarel»hr de mare putere pentru inceroiri
la scurtocircult brusc. O altd problemd care trebula rezolvatid a
fost efectul de refulare al ourentului pentru citeva btipuri de
conductoare masive ecranate feromagnetic, in scopul studierii
posibllitétil asimiléril lor in fabricares unor rotoare de ma~
gini asincrone. De asemanea, mi s-~a sugerat ideea uneil preccu~
pérl de perspectivid privind posibilitatea determinidrii fluxuri-
lor magnetice de dispersie din btransformatoarele 49 putere 35i a
cimpului magnetio in medii neliniare si anizotrope.

Pe lingd studiul ocimpulul electromagnetic cvasistatio=-
nar g% stationar al oonductoarelor, s=a impus detefminarea cimpu-
lul electric btransversal al barelor oolectoare in ipoteza plasi-
riil lor fn rdsini epoxidice (la distante mici una fat¥ de alta),
fn scopul estimiril capacitéyilor parazite ale acestora. Ulti=-
aul deziderat a deours din necesitatea unei corecte evaluidri a
iuwpedantelor barelor pentru schemele de fncercare.

Cerintele problemelor mentionate au condus la necesita-
bea unel atente analize a posibilitiétilor de abordare 51 rezol-
vare a acestora. Am ajuns la conocluzia cd pentru sistemele oonsi-
derate i regimurile electromagnetice in care se cerea studiul
cimpulul electric 1 magnetioc, metoda capabild s dea solutil
cel putin rezonabile ca precizie este metoda modelidrii; s-a
avut in vedere faptul cid la problema barelor colectoare oimpul
trebuie considerat extins pind la infinit g1 od structura geo-
metricld gi fizicl a enssmblului orestdturi - intre fier - con-
duotor, la maginile asincrone vizate nu erau din cele mal simple.
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In adevir, dintr-o succintd trecere in revistd a caracteris-
ticilor mebtodelor de deberminsre a cimpulul electromagentic rezultid
ci aceasti observatle este intemeiati. Cimpurile electrice gi magne-
tics coresnunzitoare regimurilor luate in discufle sint descrise de
ecuatil diferenflale cu derivate partiale de tip Laplace, Poisson,
ﬁelmholbz ai Fourier. Aceste ecuatil sint satisficute de potentia~
lele : electrice sl magnstice (scalare sau vectoriale), san de com=
ponentole spatiale ale vectorilor intensitate de cimp electric san
magnetic si a densititil de curent {1], - [7].

Rcuatia lui Laplace apare in toabe regimurile, in domenii
lipsite de distribufii de sarcini electrice volumetrice gi de cu-
renti, ecuatias lui Polsson caracterizeazid regimurils curentilor sar-
oinilor distribuite cu.conditia ca influenta vitezsel de variatie a
cicpulul magnetic sd fie neglijabila, iar escuatiile de tip Helmholtbz
51 Fourier descriu cimpurile insotite de curenyi bturbionari.

Toate ecuatille enunmerate mai sus precum si ecustiile inte=
grale din care deriva acestea, sdmit solut{li care s8¢ pob obtine
prinoipial cu una din metodele s analibic®, de calcul numeric, de
noedelare sau de aproximare a liniilor de olmp. Precizia ultimel me-
tods depinde in mare masurd de operator gi gama de¢ probleme rezole
vablle cu ea este prea limitatd (doar la oimpuri laplaciene) pentru
discutarea ubtilizirii ei.

a. Yetodele analitice. Solutiile obtinubte cu aceste meto=-
de iasu forma unor exprgsii in care paramstrii definind cimpul pot
fi substituiti, fapt care determini generalitatea solutiei respec-
tive.

Aceste metode implicid de mulbte ori in med esential, de-
terminarea unsi funct{il potentiale care satisface conditiile de
unicitate iIn domeniul irn care se studiazi cimpul. In felul aocesta
functia respectivid este suma mai mulbor pirti (fiecare separat re-
prezintd o solutie); o parte de obicei sub forms unei serii, des~
crie efectul influentei frontierei domeniului, iar oslelalte des=
criu efectul surzelor de cimp cum ar fi curentii sau sarcinile
electrica.

Trebuie remarcat cd functia potential nu poats fi detaer=-
winatd pentru orice problemi datd si asta nu din cauza dificultiaii
de a gisl solutil care sd sabtisfacd ecuatia, ci din csuza dificul-
tdyii Iin elegerea soluyiilor potrivibe pentru structuri fizice si

geomebrica diferits cu conditii resale de unicitate ale cimpului.
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Bxistd un numdr infinit de func{il solutll si oricare combi-
natie liniard a acestora, dar dessori este imposibil de a gi~
si combinatii care séa satisfacd conditiile de frontierd pe
suprafejele limitd de o form& oarecare.

Metoda analiticéd se poabe aplica sub mai multe forme
g1 anume : metoda elementari, metfoda imaginilor, metoda se=-
pardrii variabilelor 5i metoda reprezentarii conforme. Aces-
te metode fiind in general cunoscute din Blectrotehnica teo=-
reticd, vom releva citeva elemente caracteristice ale ulti-
melor doud metode, care sint de interes mai mare pentru re=-
godlvarea problemelor conslderate in lucrare.

- Metoda separdrii variabilelor se aplicd abunci cind
existid un sistem de coordonate in care forma limitei se ax~
prim# printr-o valoare constantd a unel coordonate.

In principiu metoda constd in a incerca solutii sub
forma unul produs de func{ii, fiecare din acestea depinzind
de oibg o variabild independentd : coordonatd spatbiald sau

timp. In acest mod in loocul unel ecuatii cu derivate partiale
se ajunge la trei ecuatil diferentiale ordinare (fn cazul

ofimpuluil bidimensional caracterizat de ecuatia lul PFourisr).
Bouatiile obtinutbe admit ca solutil netriviale functiile lor
proprii, Functiile proprii depind de conditiile de integra-
re ale problemai care in general sint 3 oconditii de limiti,
init¢iale 5i de surse. Determinarea acestor functii proprii
in oonditii de unicitate presorise se loveste adesea de di-
ficultatl foarte mari, asa inoit in general problemele na
sint rezolvabile exaol cu aceastd metodd deoit pentru un nu-
mir relativ restrins de problems [3], [7] .
~ Metoda reprezentirii conforme permite reprezentarsa
conformd a figurllor din plenul z = x + J y ou ajutorul unor
funotil analitice in planul W =« U + jV.
Metoda se aplicd in doud moduri i
- pentru o funotie analitiocd dati se afld sisteamul
oorespunzétor din planul z cdruia ii corespunde
sistemul cunoscut din Wi
- 80 afld funcyia de transformare a Jigurii din pla-
nul 2z cdruia i1 corespunde sistemut cunoscubt din
planul W.
Multimea rezultatelor primniui mod de aplicare a funce
tiilor analitice, de interes in electrotehnici sint cunosoute
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gi tabelabe [7].
Al doilea mod de eplicare a transformirilor conforme uti=-

1izeaz8 beorsma luil Schwarz = Christoffel, Leoremd care se apli-
o simplu in special In urmdbtoarels cazurl : sisbtemul arc o sin-
gurd suprafatd echipotentilald cunoscuti alcibuitd din’linii frin-
to (in seofiunga planului ofmpului); sistemnl are dou# armiituri
la distente frinte intre care se afld cimpul laplacian [2].

Cu crostarea numirului unghiurilor liniilor frints care
arcirese in plamul cinmpului suprafetele echipobtentiale, se accon=-
tuonzd dificultatea efaectuiirii integralelor aferente mstodei si
sub aspectul acasbtei dificultatl se intilnesc trei bipuri de in=
tegrala [7].

- Inbegrale care sa pobt exprima prin funoc{ll simple, inte=
grale care formaazd o solufle exprimablilidl pe de-a~-nbtregul prin
funotii simple si majoritabea acestora sint deja bLabelate.

= Integrales exprimabile prin functii eliptice.

~ Integrals cars c¢es evaluarsa lor numeriod.

Meboda btransformirilor conforme esbte importanta intnucib
parmite rezolvarea unor probleme de ¢imp plan-paralel cu forme
alo fornblerelor mal complicate decit cele din problemele rezole-
vablls analitic cu celelalte metode. Cu boate acesbea numirul
problemelor la care se dau solutii cu aceasti mebodi este limitat
i mediile in cars se aplicd trebuie si fie omogene elechtric res=
p3ctiv magnetic. )

Un alt inconvenicnt care apare la aplicarea transformiri-
lor conforna consbd in fapbtul céd pentru majoritatiea problemslor,
llmibele btrebuis sd fle considerate infirit permeabile (ir pro=-
blemsle da cimp maghstic) sau conducboare (in problemele de cimp
electrio) sau si coincldi ou o linie de cimp (de fapt ou o su-
prafatd do ofmp), sau combina{ia acesbor douf tipuri de limite[7].

b. Moteda de calchl numeric constd fn a aproxima ecuafille
diferentiale ou derivate parfiale sau ecuatlile integrale din ca=-
rea se obin acesboa, sau conditiile de minimiz are ale unor func-
Ylonale printr-un sistem algebric ds ecuatil, sisbtem sabtisfiécut
do valorilo wirimii do cslcul aleasi (de obicei un pobtential) in
citeva puncte convenabile alese in inberiorul domeniului spatiu
sau spatlu=tinp al problemel de cimp. Conditiile de unicitate sinb
adecvate procedeulul de btrunchiare pe core il implici aceastd in-
locuire [38),.....,]16]7.

Ju eceastd mebodd se poabe rezolva o gari foarte largd
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de probleme atit pentru medii neomogene cit 5i pentru medii ocu
neliniarititi si anizotropii idealizate. Precizia lor esbe su~-
fiocient de bund in raport cu necesitidt{lile practice.

Dezavantajele principale ale acestel metode constau in
faptul cé& procesul de obyinere a solutiei trebuie repetat pen-
tru fiecare set de parametri ai‘problemei 81 in imposibillita~-
tea mijloacelor de calcul obignuite de a rezolva sisteme mari
de ecuatil algebrice.

c. Maboda modelﬁrii. Solutia ecuatiilor cimpului cores-
punzitoare acestel metode se obtine indirect din valorile miasura-
te pe un model a miArimii enaloge celei care descrie oimpul[ls],

...,[30].
Metoda modeldrii (in medii rezistive si rezigbive

capacitive continui, pe ref{ele analizoare, probabilisticd) a po~

tentialelor din care derivid cimpul elecbric si cimpul magnebioc
este uneori greol utilizabild gi presupune erori pe care cele~
lalte metode nu le implicd, insd au calitatea de a permibte re=
gzolvarea cimpurilor pentru configurayii din cele mai complica=
te, In medii neomogene, neliniare §i ou anumite tipuri de ani-
zotropii, pentru cimpuri care se extind pind la infinit.

Intruoit modelarea poabte avea la bazi fie ecuatiile
diferentiale ou derivate partviale fie pe ocele algebrioce de la
oalculul numerioc 8l fatd de oricare din celelalte metode poate
rezolva eimplu problemsle de oimpurl care se extind la infinit,
sub aspectul posibilititilor ea are un inalt grad de generali=-
tate fatd de celelalte metode.

Dezavantajul esentlal de ordin principial fatd de
metodele analitioe, conabid in faptul ok procesul de obtinere a

solutiel trebule repetat, ca ai la m& Goda de oalcul nunerio,pen~-

tru fleocare set de parametri ai problemei.
8¢ remarcd din cele prezentate ci metodele caloulu-

lul numeric 91 a modeliriil oferd cele mal largi posibilitdfl
de analizi a cimpurilor electrice si magnetioe.

~ Payd de ocalculul numeric, modelarea prezinti citeva
avantaje de care trebule si se tind seama in alegerea uneia
sau albela, §i anume, ea d& posibilitatea analizel cimpurilor
care se¢ extind in dowmenii mari 81 este decocamdatd mal economi-
coasd. De asemenea, prin modelare se rezolvd ocu mare ugurintd
. -problemele de ocurenti turbioneri, chiar sl pentru sisteme foar~
te compliocate repartizate in domenii intinse gi pentru viteze
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de variatie a ofmpuluil magnetic corespunziéitoare efectului peli-
cular madiu. '

In rezolvarea problemslor propuse se-a impus luarea in
considorsre a posibilititilor gi avantajelor metodei modelérii
gl oa atare s-a optabt pentru ea. v

Feboda modeldrii se aplicid ugor péntru sisteme care in-
deplinasc cibteva conditlis

- Corpurile sistemului electromagnetic sint fize; In aceas-
td situatie expresia legil inductieil electromagnetice se simpli-
fici. Trebuie remarcab ¢d sint situatii cind pentru sisteme de
corpuri mobile snaliza cimpului se poate efectua cu ecuatiilae
cimpului corespunziboare corpurilor fixe dacd slsbtemul de refe-
rintii la care se raporteazé acesbte ecua{ll se fixsazi de corpul
respoectiv, influcnta restului sistemului luindu~se in considera-
r¢ prin conditil de frontlerd adecvate, variabile in timp.

- 80 noglijecazd conbributia curentilor de deplasare in lew~
gea circuibtulul msgnetic, cu albte cuvinbte se limibteazi gama de
problena laz cele corespunzétoare regimurilor statio, stationar
8l cvosistationar. o |

- ‘Cimpurile sint bidimensionals. In general cimpurile sfnt
trldimensionale dar pontru o multime de cazuri de interes prace
tic obiinorea solutiilor implicd calcule prohibitive.

8¢ pot obtine solutil de o exactitabe suficient de mare
folosind o aproxinare bidimsnsionald a acestor cimpuri, adicd o
analizi a cimpului cu neglijarea lui intr-o anumit® directie.

In lucrarea de fatd se va acorda atentis doar problome=-
lor de c¢ircp bidicsnsional i din motive de simplibate gi unita=-
te in prezentare se au in vedere doar cimpurile plan-paralele
" %n condifiile menfionate anberior.

Dinbtre ecuayille care descriu oimpurile electrice si
nagnstice, ecuatiile cimpulul electromagnetic fn conductoare ma-
givi: In rogim cvasistationar sint cele mal generale, asa incit
la tratarea modelirii ess vor avea in vedere in primul rind aces-
tea, mal ales cii aplicatille practice sint rezolviri de astfel
de probleme. Rezultatele pentru celelalte forme ale cimpulul sint
obtinute prin particulariziri, '

Trebule justificabti absenta din lucrars a ecuafillor cu
derivate partlale pe care le satisfac : densitates locald de ou~

renl J, intensitatea cimpului elnctrio"ﬁ. intensitatea cimpulul
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magne tic ﬁ 81 inductia magnetiod B. Motivul principal constd in
faptul od ecuayiile respective sint satisfdcubte de vectori si

rezolvarea lor ar presupune un volum de lucru fn genersl mai ma~ -

re deoit la rezolvarea unel ecuatii diferentiale ou derivate
partiale po care o satisface potentialels. In plus, pentru esua-
t1ile in J‘si B nu se cunosc de obicel conditiile de unicitate

(27].

S8~-a evitat de asemenea tratarea cimpurilor plane din
Pplicutele semiconductoare in care se manifestd efectul Hall,
intruoit lucrarea vizeazd in principal cimpurlle care apar in
problemsle de curenti tari. Pentru informarea in acest sens se
indici lucrarea [28].

Iacrarea nu isi propune analiza modelérii maginilor
g1 aparatelor electrice sub aspecbul comportdrii lor la unda
de impuleie 8i in general in regimul tranzitoriu, dar unul din
soopurile fundamentale a analizei ocimpulul electromagnetic es-
te de a da informafii preticase acestui tip de modelare [29].

CONTINUTUL LUCRARTL

Qpb;roa pentru tipul de model utilizat la rezolvarea

problemelor pnopusd g=a fdcut in urma unei analize atente a
diferitelor ms tode de modelare care s-au impus fn timp.

_ Pe parcursul documentdrii, comstruiril modelelor (in
diverse variante gi de diferite btipuri) i a mZsurdtorilor
efectuate pe ele, au apdrut o seami de probleme de prinoipiu,
de alimentare §i misurare, care pe misura clarifiociirii lor au
fost sistematizate Bl iIn felul acesta au apdrut pirtile A si
B ale prezentei luordri.

Citeva din rezultatele experimentale publicate par-
tial sau comunicate alcidbuleso parbeahc a lucririi.

In afard de INTRGDUCERB gi cele trei piryi luorarea
contine ocfiteva ANEXE de ocalcula.

in prima .parte (A) se prezintéd ecuatiile diferentia-
le cu derivate partiale (Cap.I) 1 sistemele de ecuatii alge=-
brioce 8i diferentiale (Cap.lI) pe care le sabtisfac potentia~-
lele scalar gi cel vectoral, din care derivd intensitiétile
cimpurilor electrice 81 magnetice respectiv inductis magneti=-
ok i se precigeazsd conditiile de unicitate (Cap.III).
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Partea a doua (B) cuprinde btrabarea unitard a modeldrii
cimpurilor pian-paralala inbegrind-o in teorla generald a analo=
giei si modeliiril pe baza analizei criteriale care ubilizeazid
tecremele analoziei (Cap.I). Modelarea in medii rezistive gl ca=
pacitive @ cuprinsd in Cap.IIl, cea pe retele analizoare in Cap.
ITI, iar coa preobabilisticd in Cap.IV al acestel piryl. Fiecare
tip de modelare este analizat critic avindu~se in vedere posibi=-
1itXtile de realizare, ge misurare si de inberpretare a rezulta-

telor obtinuts cu ele. In baza acestei amnalize tratarea probleme=~
lor propuse s-=a efeobtuat cu retele analizoare pasives

tn partea a treia, (C), se rezolvd trei probleme de cimp
glectromagnetice cvasistatlionar in conducbtoare masive : problema
baralor colectoare in laboratorul de mare pubere (Cape.Il), a con-
ductorului cilindric ds sactiune btransversale btrapezcidsala, pla=-
sat intr-o crestiturd efectuata in maberial feromagnetic liniar,
nesaburat (Cap.II),s a .conductorului de seciiune drepbtunghiulard,
ecranat feromagnebié (CapeIll). Rezolvarsa ultimei problems =a
avut drept scop confruntarea posibilitZtilor de modelare cu cele
ale calculului numeric. In CONCIUZIT sint enumerate principalele
contribufii persecnale gi observatiile finale. In linii mari cone
tributiile ss referd la fundamenbtarea sl dezvolbtarea msbodelor
de modelare, precum §i la rezolvarea concratd a unor cazuri de in-
teres deosebit pentru aplicatfiile pracbice;

In ANTYE sint prazentate s discretizaraa cu pas constant
la limitele de separatic a dou# medii magnetice diferite (Anexa 1),
soluyla analiticid aproximabivd (acoperiboare) pentru problema II-C
(inexa 2), solujla exactd pentru problema btratati in ITI-C (Anexa 3)
g1 programul scris ‘in FORTRAN coraspunzibor analizei,ﬁumerice cu
calculatorul a cimpului din problema ITI-C (Anexa 4).

Teza a ‘fost elaborati sub indrumarea de exceptie, competben=
%8 51 deoseblt de atontd a tov.prof.dr.ing. CONSTANTIN SORA, ciruia
1l multuragse $i pe aceastd cale pentru indicatiile si sﬁgesbiile o]
care mi le-a dat Inbtobdeauna cu condescendentie
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ALECUATIILE CIMPULUI
ELECTROMAGNETIC

-

In aceastd parte a lucrdrii se prezintia formele ecua-
tiilor diferentiale gi algebrice pe care le satisfac potentiae
lele scalare gi vectoriale din care derivd vecborii cimpului
electric respectiv magnetlc, ecuat{ii utilizate obignuibt in ana~
liza acestor cimpuri in diferite regimuri electromagnetice si
care stau si la baze analizei prin modelare.

| I. BCUATIILE DIFERENTIALE CU DER}VATE PaRTEALE

b4 ¥ ’

l.l. Cimpul electrostatic
Pentru regimul electrostabic legea induotiel elec-
tromagnetice in formd locald (rot B = = %%) devine

rot Es O (1.1)
Relatia (l.1l) aratd cd intensitatea cimpului elec-
tric B, se poate exprima sub forma

Ew - grad Vv, (1.2)
(forma locald a teoremei potentyialului electrostatioc), unde V
este potentialul electrostatioc.

Pentru dielectrici izotropi, fé&r& polarizatie per=
manenti, (]')' - Ei). legea fluxulul eleotric sub formid localid de-

vine

aiv (£ B) = o, (1.3)

¢ £1iind permitivitatea si oy = densitatea volumetricd de sare
oind electrioi.

Bouatiile (1l.2) ou (1.3) dau

div (¢grad V) = =9, (1.4)

Intr~un sistem de axe cartezian, ecuatia (l.4) va
lua forma i

R N L TR

o X 3y
Pentru cimpul electrostatic plan-paralel Ez- -g—-vz- = 0
g1 deci, ecuatia (1.5) se reduce la
3 oV 3 3V
ax(ﬁax)i-ay(:fﬁ):-?v (1.6)

Dac& sistemul electrostatic considerat nu posedd sar=-
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cini volumelrice (?v = 0), eouatia (1.6) se sorie sub forma

2 (¢ av )+ (é ) . (1.7)
0 X

Penbru medii dielactrice liniare si omogene scuatda (1.7) se
éimplificé, obtinindu~se ecuatia lul Laplace in plan i

S o : (1.8)
'\7 v = 5—;:22 + a..._z =2 0 .
J

Pentru medii anizotrope permitivitatea este un tensor de or=
dinul dox, deci produsul E nu mei d3 un vector colinear cu Ee.

In cazhl anizobtropiel plane cind exisbid o diferentﬁ acocentu=
atd a lui & dupd doud directii ortogonale, x i y, exprimind ine
duotia dupd aceste directii In functie de %, la o reprezentare
simplificatoare a anizotropiei, se obtine [31], [32]

Dy = £, By Dy = E B (1.9)
; 2ty 7%y 5 =
In acesb caz, poentru v == 0 sl =5 = 55 = 0, din div
rezultl
2%y a"'v
Ex 5+ & = O (1.10)
ox J ay .

.1.2. Cimpul maznetic in reeim stationar

Pentiru deducerca scuatieil diferentiale cu derivate partiale
care trebuie rezolvati in scopul determiniril cimpuluil magnetic
stationar (51 a cimpului cvasistationar) se utilizeazid legea cire-
cuitului magnetic (rot B = J) si legea fluxmlui magnebic care su-
gereazié introducerca unei functii veoborale auxiliare. A, nuni t&
vaclor potentlial magnetic, din care si derive B,

Bas prob A, (1.11)

Prin rolatia (1.11) potentialul vector nu este insi univoe
deberainat. I 8e poate adiuga, fiard a infirma relatia (1.11), ori=-
ce vector de bip grad ¢ . Datoritd acestel neunivocititi 1 se poa=-

te irmuno lui A o conditie suplimentari; de exemplu se alege div
E:O.

Cu (1.11) din logea circuitulul magnetic se obtine ;
rot ( —)3: rot &) = 3  (1.12)

Ecuatla (1.12) este valsbild penbru orice medin nsomogen si
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neliniar (cind B(H) este curba de primi magnetizare).

Intr-un mediu liniar si omogen QP = const.), ecuatia (1.12)
ia forma

v A = -).IJ (1.13)

deoarece ; rot (rot A) = grad div A-AA (1.14)
Dacid in domenlul D existd doud sau mal multe medii diferite

in contact, fiecare avind o anumitd permeabilitate magneticd, pen=-
tru fiecare subdomeniu se poate scrie o ecuatie de forma (1l.13),
iar ' la suprafetele de separatle a mediilor trebule sé& fie verifi-
catd conditia de conbinuitabe a componentelor tangentiale ale vece
torului A, [33].

Pentru cimpul magne tio plan=-paralsl, Jek J(x,y) sl A=
s kA (x,¥),{19], k £iind versorul lui z. Se va obtine deci ;

A BA.“

Ba rot 4 = rot (A.IE)a:-(g:&d.&::iz)m‘9y

81 de asemenea, daocd B =/pH gpa —3- - Bcalar),
fot H = rot (vB) = rot (vgrad A x k) o
‘=-(ﬁ(9ﬁ)+ﬁ(¢ﬁ))i.3 (1.16)

in care » este reluotivitatea.
Bouatla pe care o Batisfece A in medii izobtrope, pentru
cimpul magnetic stationar este

a SA o oA ‘
(V-8 y(\:E”,):.--.J (1.17)
Pentru medii omogene si liniare SP = conab,) ecuatia (1.17)
devine ;
aeA +a—2é = -).IJ (1.18)
322 dy

adici o ecuatie este de tip Poisson (0a gi ecuatia (1.6) pentru
€= const.). Pentru subdomeniile in care J = O ea devine ¢ ecua~
tie 4e¢ btip laplaoce.

in tebnicd se utilizeazi deseori tabld electrotehniocd cars
posedd o orientare magnetiod preferentiald in sensul de laminare.
In aceastid tabld, componentele induotiei B, presupunind de exemplu
axa y paraleld cu directia de laminare, sint dupi ocum urmeazi[31]:

By = }ly % 3 Bx =B Hx (1.19)
Corespunzitor cu cele doud permeabilitdtl existi pentru
sceastd tabld doud caracteristici diferite de magnetizare, care
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ou conditia reprezentiril simplificatoam a unei anizotropii
idosle, [32] ,descriu ou suficlentd exactitate proprietétile ta-

blei.
Ecuatiile pentru calculul cimpulul $in medii anizobtrope

lipsibo de ourentl electrici sint 3 .

divB:O;robH O
Penbra cimpul H, din div E = 0, rezulbﬁ 3

()1 H ) + y (}xyﬁy) = 0 (1.20)
2P P
Dack, —5= = 0 i —?;% = 0, cu (1.20), ecuatia (1.21),de-
vine 3 '
221, 2% vy . (1.22)
— — .
Pentru oimpul B, din rot H = 0, rezulba 3
A 9 :
rot H = k (—-— (Qxay ) + (\Jy ax ) = 0 (1.23)

, Dacﬁ‘Q = oonst.pe directia y si Qy = const. pe directia
x, din ecuatla (1.23) sa obtine g '
2 .
A

"ayz Yaxz

1.3, Cimoul nmornotic &n raegim cvasisbaticnar

(e24)

Rezolvarea ecuatiilor cimpului electromagnetic corespunzé-
tor regimului ovasisbationar se face prin introducerea pobtentialu-
lui vector magnetic, A, in aceleasi condi{ii ca si in cazul cimpu=-

lui magnatic stationar.

Bcustiile deduse pentru A sint aceleagi, doar ci densitba-
toa de curent J =J k, care are de data aceasta gi o componentd ce
derivi din L, _sa axprima sub forma :

T =0E = = (r( + k) k; .o (1.25)

unde =K este componenba pobenbialﬁ 8 intensitiétil cimpulul electric,

constantd in plsnul cimpului pe scetiunea flacirui conductoer [19].
Bcuatiile (1.17) si (1.18) devin in acest caz

ax: (v gi)"’ aay (9§;)='{7(—-§§+K) (1.&.‘5)
2
92 A. + 2 A 3 A
SRTSETLIEE R 1.27)
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In lipsa unor curenti impusi, din (1l.21) rezulté ecuatia
2
24 +35-)10- ; (1.28)

-
care esbte de bCip difuzie.

Ecuatia (l.21) este de btip combinat (Fourier).

In ecuatia (1.21) : - 0K reprezintd densitatea de curent
medie pe sectlunea unul conductor alimentat cu curentul i =
= = 8GCK, iar -g 2 A este densitatea locald a curenyilor bturbio-
nari. ot

l.4., O scuatie generald cu derivate partiale

Becuatlile cu derivate parfiale prezenbtate pentru medii
neliniare, neomogene, izobtrope, s$i cimpuri plan-paralele, deriva
prin particularizéri din ecuatia de btip Fourier.

gty & @S p S0, (1.29)

in caretx,,@, e, pot £f1 in caz general funct{ii de punct.

Dacé prin ¢ s=-a notat mérimea A, reprezintd reluctivie
tatea magnetica v, p « conductivitatea electrici 7, iar e are
semnificatia intensititii de cimp electric potential (cu semn
schimbat) adicd a lui K.

Pentru cimpurile elecbtrice potentiale —-E = 0 3i ¢ repre=-
zintd pe V, <X pecé,p = = 1 51 @ are semnificatia densitéatii de
volum de sarcina adevérabé.gv.

Notarea potentialelor prin ¢ se va ubtiliza in conbtinua=-
re acolo unde tratarea cimpurilor enumerate se poate face simule
tan evitindu-se astfel referirile repetate si la un potential
sau altul, la un oimp sau altul.

II. SisTEMSE DE ECUATﬁ CU VaLORY ALE POTENTIALELOR
"IN PUNCTE FINITE

Fie cd este vorba de metoda parabolelor sau de aceesa a
diferentelor finite, de metoda care are la bazé& discretilzarea
tip "oceluld'", sau de metoda elementelor finite, obtinerea sis-
temelor de ecuatii algebrice liniare sau neliniare pe care le
satiasfao valorile potentialelor intre-un numir finit, Ns’ de
puncte interiocare domeniului plan S, are la bazd aproximarea
unel variatii siwmvle a potentlalelor pe anumite segmentea de

dreapta, sau in interiorul unor elemeunte de suprafafa.
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La oricare din metodele numerice de calcul al cimpului, pe
1ingd pozitionarea celor NS puncbte inberioare cidrora 1l se asocia=-
25 valorile finite ale potentialelor, esbe necaesara unirea puncte-
lor vecins cu segmente de dreapbta. Reteaua de segmenbte obtinuta
astfel se numeste retea de discretizare (fige2el.)

Fige2.lse = Un exemplu
de discretizare a
domeniului plan S.

Pentru a obtine valorile solutiei unei probleme de cimp
in punclela Ns alese prin metoda parabolslor, derivatele din ecua~
tiile cu derivabe partiale sint aproximative prin derivatele unor
parabole de gradul "n" care brec ptintr-un numdr de "m" puncte
(mAENS). Atunci cind aceste aproximiri se 'fac prin dgsvolbiri in
serie Taylor rezulbatele sint idenbtice cu cele date de meboda pa=
rabolelor [ 4], obtinindu~se in plus exprosiile in diferente fini-
te centrale, regresive, progresive, ale erorilor de trunchiere.

etoda care are la bazd discretizarea bip "celuld",[18],
utilizeazad legea fluxulul electric si legss circuituluil magretic
[35] ysub foram¥ inbegralid, admitind o variatie liniari a potentia-
lelor pe elcmente de suprafajd cu ‘contur patrulaterice.

Metocda elementelor finite, prezentati aici doar pentru
cimpurilc magnetice, are la bazd minimizarea functionalel corese-
punzétoars (pe unibabtsa de lungime in directia normald planului
cimpulii}, cu condifia aproximirii unei varia}ii liniare a poten=
tialulul ps un element de suprafatd triunghiunlar (elemente fini-
te de ordinul uwnu).

Slstemele de ecuatil ps care le satisfac valorile lui in
celg N, puncte, au forma genarald

(] - L] = [p], 48]+ [e]} + 1] 2.

in care 1
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&z]- este o matrice pitraticd cu N x N_ elemente depinzind
de dispozitia spatiala a celor N puncte si de structu-

ra fizicad a diviziunilor domeniului S

DP]- matricea coloand a valorilor finite ¢, (k¢E (1,2, 3,...NJ)
[F]f- transpusid unei mabtrici-coloanid ai cdror termeni depind

de structura fizicd si geometricd a discfetizdrii dome=-

niului plan;

P?]- matricea coloanéd contyinind derivatele in raport cu btimpul
ale ¢omponenbelor matricii;

[e]- mabtricea colcand continind Ns é¢lemente depinzind de exci=-
tatie (9,0 J); '

[#]- matrice coloand depinzind de conditiile de frontierd.

Pentru cimpurile potentiale matricea[@]nu apare in ecuae
tia (2.1).

In regim sinusoidal [qfl = juJPP] (la reprezentarea com=-
plexd a mérimilor electromagretica),

Datorita identitatill rezultatelor si a modulurilor de
discrebtlzare corespunzétoare metodei parabolelor si acelela uti-
11zind dezvoltédrile in serie Taylor, asupra primel metode nu se va
mai jnsista, iar a doua se va numl "metoda diferentelor finite"
(de fapt ambele utilizeazi diferentele finite).

2.1, Metoda difersntelor finite

Transeformarea uneil ecuatii cu derivate partiale in eoua~
Yia ou diferente finite partiale corespunzitoare,ss obtine dezvol=-
tind in serii Taylor valorile potentialelor in nodurile unei ree
tele geomelrioce, obi{inutd prin intersectia unor familii de curbe
ortogonale (sau neortogonale) care divizeazd domeniul 8 in ele=
mente de suprafati poligonale (triunghiulare, patrulaterioe eto.).
Din dezvoltérile respactive se exprimz derivabele partiale in
functie de valorile potentialelor in citeva "moduri" ale retelei
de discretizare si de derivatele partiale de ordin superior ce=-
lor din ecuatie. Neglijind aceste derivate in expresiile astfel
obtinute rezulbd& un sistem de N ecuatil algebrice pe care le
satisfac valorile potentialului in cele Ns puncte=-nodurl inte=-
riocare domeniulul S,

Brorile de trunchiere incluse prin aproximarea prin di-
ferente finite a derivatelor partiale, provoacd erori de btrun-
ohiere filec#drei mirimi care se calculeazd din solutia numericéd a
sistemului Ns x NS. Punerea in evidentda a unora dintre aceste
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erori a fost motivul pentru care se prezintd aceastd matodi.
Din motive subliniate la sfirgitul paragrafului, se tra=-
teazd diferentels finite doar pentru wedil liniare izotrope si

0C0g6ne. .
Se consideri, pentru simplitate, o discretizare a dome-

ninlui 8 efectuati de doud fawmilii de drepte echidistante in ca-

drul acelsiasi facilii, ortogonale : una paraleld cu directia x,

cealaltid paraleld cu y.
Intersectiile interiocare lui S sint In numir ds Ng gl in-

dexarea lor se face cu indicii (i,j), 1 variind dupd x, iar j du-
P& T

Se considerd de asemenga citeva puncte interiocare repar-
tizate ca in £fige 2e2s

Seriile Taylor ale funcyiel ¢ in cele pabru puncte vecins
loi (4,3) sint 3 C

n? - n
? . =q2 . % 1 o 4 (20&2 a)
1+41,J 71,3 aT ¢ 5= )i,3
n=1
=2 n? n
n 2 2 P
A =y 5 +) (17 57 ( 550 ) 4,4 (2.2 b)
n=1
haid h2 n -
- iy _1l ,2_ ¢
11,5 T3 +Z( DAt (530 4, @2 ¢
n=1
oo . n
= .+ 2 (@i". ) . )
Lf)i.,;j-o-l 1,3 ) o x2 i,3 (2.2 4)
n=1

Bxprimind laplacianul lui « in punctul (i,j), din aceste
expresii rezulti

3% 2% 1 .
— = . . W o
57 "oy 3 T2 g T Byt aa,p) ¢
_JL EEDE £ .
i ng (Flyge1 = 2y, *+ #1500 + e ‘E% (2.3).

v ybili?igd gxprimarea derivetelor prin diferente centrale

S T k k
Wy?itj\-g (-1) “n LPiv{- % - KyJ 3 . (2.4 a)

I—

BUPT



-17 -

o a) (~1)% cF , (2.4D)
LPi.d Z nﬁoi.jq.%-k ’
k=0
cantitatile
oo 2n
h
3 = 2Zm‘ aT— ) i,j ° (2.5)

= =2 E::TZ_T! —;2- ) i J $ (206)

primesc formele ¢

4 6
( %5 . ) P (2.7)
sz = - Iz + % 'YX i,;j 9 .
4 6
S, 4
zy = (- IS + g% - ooo) q&,j ? (2.8)

Fige2e2e

La neglijarea acestor cantitdti (eraorile de trunchiere
ale laplacianulul), expresia in diferente finite a lui (V72<P)i,j
va fi ;

o2 11,5729 2* Pia1,; *¢1.3+1‘2‘P1.g**113-1 (249)
1,3 by b3

Pentru discretizarea cu pas cconstant, (hlaheah),cxpreaia

(249) ia forma : , —

A S
" 30 3

T F
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_1 . . 4 ) (2.10)
(Va‘,f”)i’j bl (Lpi-l,jﬂpi,j-rl lPi-f-l,;i ‘Pi.j-l i,3J

Pentru discretizirile adecvate transcrierii laplaclanu-~
l1ui in coordonate oblice, polare, triunghiunlare sint prezenbtate

dezvoltirl aseminitoars In[34].
Evident aproximirile se fac in oricare punobe - nod in-

terior doneniului plan, obtinindu-se N valori in diferente fini-
te ala laplacianuluiﬂvzq7. Schimbind nobtatiile '(Pi,j ?(?e ;4i’j+1?

= Pgs SeaeMed ePoy (e,e'e:Ns), ecuatiile cimpului electric sau
magnaetic lsplacean, vor avea forma 3

P~ -
e 8.0 : (2.11)
eg!
cu Lee, - distanta dintre ¢ s$i e' sau in forma wmsatricisla :
[x]-[¢] = {£] ‘ ‘ (2.12°)

Mabtricea coloani [f]include conditiile de frontieri ca-
rq apar in ecuatiile corespunzitoare nodurilor- vecine fronbtierei
‘— [ ] .

Bistemul (2.l1ll) esbte diagonal si ca urmare se preteazi
la o rezolvare numsrici iterativa [8],[9],[34] etec..

In cazul cimpurilor poissoniens, la care

- i!; pentru cimpurile electrice (¥= V) ;

Va(fn'-'-' pe (x,57) =
- pJ, pentru cimpurile magnetice (= 4) ;

functiile de excitatie e (x,y), (§, sau J) isu valorile e, ast-

fel ci pentru cele HS puncte se poate scrie sistemnl de ecuatii:
(<)) =[#] [e] + [#] (2.13)

In tehnica curentilor tarl se intilnesc de prea putine
ori cimpuri electrics cu distributie volumetricid de sarcini
electricd, astfel fncit ecuajia (2.12) vizeazi in primul rind
cimpurile magnetice si in scest caz ea ars forma i

[iA] = = a [9] +[a<‘].[zf] (2.74)
Matricaa [Af] confine conditiile de frontisri, de obi-
cel de tip Neumann,
,in condiviile acceptats, ecuatia de tip Pourier se ine-
tilreste la cimpurile magnetice fn care conbributia variatiei
in tizp & inductied magne tica este apreciabili, adicd la proble-
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mele cu efect de refulare, $i in aceste cazuri, pentru medii 1li-

niare, in regim sinusoidal, cu (1.19) sistemul de ecuatii algebri-

ce scris in complex, is forma :

][4] = 2 @ {qws] + [o]] (2:15)

Matriceas e are termenii de forma :

8y = K + A 5y
in care Ay sint btermenl conyinind conditiile de frontierd impu-
se penbtru A.

Bcuatiile deduse se utilizeazd foarte comod in analiza
cimpurilor pe retele analizoare de tip R $i RC.

In cadrul celorlalte mebode se va btrata problema obting=-
rii sistemelor pornindu-~-se de la cazul cimpurilor in medii cu un
anumit tip de neliniaritate, sistemesle de ecuatii algebrice pen=-
tru medii liniare ob{inindu-se prin particularizare.

De asemensa,modul de introducere a conditillor de frone
tierd penbtru diferite tipuri de frontierd, se va discutbta compars-
tiv in ultimul paragraf al capitolului,

2+2¢ Discretizarea tip "celulid" (Metoda lui Galr

Aceastl metodd a fost btrabatd unitar pentru toate oimpu=-
rile fizioce de btip poissonisn in [18] gi particularizatd pentru
cimpuri magnetice in [35] .

Metoda are la basd utilizarea legii fluxului eleotrioc
(pentru cimpurile eleobtrice) gi legea cirocuitului magnetic (pen=-
tru cfmpurile magnetice) in formele lor integrale, peatru: subdo=
menii plane suficient de mici, subdomenii denumite "celule", li-
mitate de contururi poligonalee.

Pentru btratarea metodei e necesard decl, prezentarea
formelor integrale ale acelor legi, pentru cimpurile plan-para=-
lele.

a. Legea fluxulul elactric, PForma integralld a legiil
fluxului electric pentru medii 1zobtrope liniare gl neomogene,

é(s.a;) = Qs (2.16)

ia pe baza explicativel din fig.2.3 urmidtocarele expresii pentru
cimpul plan-paralel

BUPT



- 20 =

((@.d8) = | @.38,) = = .ge ( £ grad V)o(n h,dl) -

' (2.17)

Fig.2.3. Explica-
tivd la relatyiile
(2.17)

ifn care 1 B, este suprafata generatoare a unul volum cilindrio de
indltime b, (in directia z, normald pe planul cimpului); dse -glo~-

mentul de suprafatd pe s_ 3

)
eanhcdl;

n = normala exterioari lui s, ,respectiv curbei (care reprezintid
intersectia lui s, cu planul cimpului);

EEeaﬁds

2 = suprafata inchis# compusd din s_ $i suprafetele-baze s, 5

e
g—g - derivata potentizlului V dupZ normala n.

Mentionind ulbtima egalibate, ponbru medlile neomogene se
poate ccrie

deSTar= |- [pas 10 #0;
r 8
o ;S)v‘.'-’Oa . (2.18)

Pentru medii omogene (¢ = consb.pe /),

§2ta. |

F

5
eh
H
]

- ¢ {oyae 4 (2.19)

Q
o

S
L 0
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Ecuatiile (2.18) si (2.19) se preteazd la o aproximare
a integralelor continute de ele prin valori finife iIn urma disg-
cretizarii planului cimpulul prin elemente tip “celuli",

b.Legea circuitulul magnetic. La neglijarea curentului
de deplasare, legea circultulul magnetic sub formd integrald
are expresia

$(B.31) = §(T.d8) (2.20)
r 8

cu semnificayiile lui [ , EI, 8-y ds prezentate in f£ig.2.4.
Cum B 86 poate exprima ;

AT 3 A
Barob(Ak) ayi axaa(gradAxk)-)xH, (2.21)

prin fnlocuirea lui B in prima parte a egalititii (2.20), aceas~
ta ia forma

é‘;(srad Ajd-;)ogi: = -é\)(grad Ao;.)dl =

$ (E.31)
r - §ﬁg—§ a1 ’ (2.22)
r

Fige3.4. Bxplicativi
la (2.20) si (2.22).

Bcuatia (2.20) pentru cimpurile magnetice plan-parale-
le in medii neomogene se mal poate deocl scrie cu (2.22) :

369%-3 dl = - §J ds (2.23)

Sf'
gtiind ci i

T2Jk si ds = kds (2.24)
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Pontru msdii omogene din.punct de vedere magnetic (v =
s const. pe ) ecuatia (2.24) se rescrie astfel : '

<§>._.-dl=-}; {7 as (2.25)
‘Si axpresiila (2.23) 81 (2 25) se preteazdé la aproximﬁri prin va=-

lori finite la o discretizare tip "celula".
1a

Beuatiile sinb adeviirsbe si pentru neliniaritdtileVcare se
neglijeaji histerezisul, adicd pentru situatille in care B =
=)1_H‘,,).1 £iind un scalar.

Se aleg in domsniul S al problemei de cimp electric sau
megoe tic, un pumAr Né de ¢lemente de suprafatid, suficient de mi=
ci, numite celule sl delimibabe de 1linii poligopale iInchise. Aces~-
te celule nu au nici un punct comun cu frontiera [ si au, fiecare,
cite o laturi comuni cu fiecare din celulele vecine. Se divizeazia
apoi aria rimasi intre curba i celulele trasate in Ni' celule
astfel alese incit fiscare dinbre ele are cite o labura comund cu
cele vecine zvartinind muli{imii N'S $1 mult{imii H" $1 cite o la~
turi aproximind o portiune dintre lungimea lui r'. Se obtin in
modul acesta Ny = N! + N!' celule care cuprind aria suprafefei S.

Ss aleg apoi N} puncte interioare, cite unul de fiecare .
din cele Né celule, astfel incit segmenbele care unesc cite doui
din punctele vecine si intersecteze normal latura comiuni celule=
lor cirora aceste punctes le apartin. Se mai alezgs cibe un punct
interior figcirul elsament din cele N" clemente de arie cars au o
laturi pe (sau aproximind o portiune dinlf)respecblndu-se condi~
tia pentru cele asparyinind mul$imei Hé $1 In plus tinindu-se sea=
ma de urmatoarele conditii

- dacd condi{iile de frontierd pentru problema de cimp
sint de btip Dirichleb cele Ng puncte semnificative se

Plaseazd la 0 anunitd distantd de latura care urmires-
ts fronbtiera;

- dacd condifiile sint de btip Neumann ¢le pobt fi interi-
oare sau pe curba [ .

Raspectares acestor conditii se realizeazi prin modifi-
carea laturilor comune celor doui grupe N' si N" de elemsnte si
a laturilor comune eslemenbslor vecins apartinind multimii N .

In figura 2.5 este prezentati o divizare cu alegerea
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celor Na puncte semnificative, pentru conditii de frontierad de
tip Neumann.

Se va prezeuata spre exemplificare modul de aproximare
pentru ecuatia (2.23), respectiv pentru cimpul magnetic.

Fig.2.5 - Discretizarea tip ce- Fig.2.5' Celula "e"
: luld pentru conditii din fig.2.5 (mi~-
de frontieréd Neumann rica)

Admitind o variatie liniarid pentru A (x,y) pe flecare
slement pabrulateric eme'n gi Vv = constent in inbteriorul aces-
buia, (fig.2.5'), valoarea integralei din prima parbte a egali-
tdtii (2.23) pe conturul celulei ,e" va fi

) Ag1-4g
vl gy 221 (2.26)
/52 on P Lee' mo

in care 1@ F. este perimetrul celulei "e" ,

P = numi#rul patrulaterelor corespunzitboare celulel "e';

A.; A.. - valorile potentialelor fin "e'" respecidlv in
punctul vecin "e! " 3

Lee'; L, - lungimile segmentelor normale ee' si mn

2 2 2

Lop = (g = %07 + (3p-¥p) (2.27)

2 2 2
L get = (Xg1 = X)7 + (Yg1 = ¥,)

A doua parte a egalitdtii (2.23) se poate evalua ast-
fel

-g J ds = '%de S, (2.28)
o]
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nad £1ind valoarea medie a densitit{ii de curent pe un
elemsnt de arie triunghiular S, (aria btriunghiului emn), lar

8, - aria celulei "e.
Cum, in cazul cel mai general Lratat aici, J, are ex-

" presia 3
J-"G"(BA"‘K)’

accepbind si pentru J o variatie liniard pe fiecare triunghi
lm de arie S ,, rezultad

- §7as-= %%G[?QE (8,44 +A D+ K +E +K 1 8, (2.29)

c

care cu (2.26) si (2.29); relatia (2;23) devine t

2 OLQ' ep o1 Z o'[ 33 (A9+Am+An)+I.{e+§n+l%:|.SA

P eg’
(2.30)
fn care @
1 X T . )
1
o1 T . @D
1x, ¥ .

iar T irdexeazé btriunghiurlile lmmn (in numir egal cu patrulate-
relo e'men).

Introcit numidrul de celuls penbru cars pubem gcris
{(pentru S)ecuatii algebrice de btipul (2.30) ests Ng Yvalorile
sennificativae care trebuie s# intervind in (2.30) sint A sl
Agy sau dacd se vrea Al 51 A, 4 esbe necesara eliminarea unei
peraechi de valori, de exemplu a luil A si An, din ecuatia res-

pectbivii.
Punind conditia ca cele pabtru puncte Bor Age » A si

A, s8 ‘fi¢ coplenare in sistemul (4,%,¥), (£ig.2. 65), rezulta :

L

L L
44 Le” + 4, ]’:‘R' = 4 ;‘;—E— + A fﬁ- (2432)

L eq!

Daci chiar dacd g=-ar sxprima A, sau A In functile éde
celolalbe trei valorl cu relatia (2.32), la o aproximatie lini-
arii @ lui J pe triucghiunrile elemsntare lon, sistemal Ns ecuatise
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de tipul (2.30) are mai multe necunoscute decit sint necesare in
caz genseral.

| Ag
Fis.z .60 Explicabi-

vd la relatia (2.32)

S=-ar pérea céa existéhdoué situatii in care se poate elimina a=
ceastd dificultate. In primul rind, in cazul cid e' se confundd
cu p, respectiv Le'p= 0, Ae B=ar exprima ;n functie de Am 31 An
81 luind ca puncte semnificative ale domeniulul S, virfurile
poligoanelor celulelor ar rezulbta un sistem deberminat de ecua=
tii in Ag » Ap 4 A (cu myn,e apartinind mul{imii virfurilor
poligoanalor cuprinse in S). In acaest caz in ecuatiile (2.30)
nu ar mal fi corecte intrucit de-a lungul segmentului mn inten-
sitatea cimpulul magnetic prezintd o discontinuitate de speta

8 I=a. In adevédr, peatru :

A(x.y){-ﬂfl +Qéx +Q3y pe un triunghi emn,

: -'vrot(ji) =V (grad 4 x k) ='9(“3; J*ég) = ounsb;

Deci, la acceptarea variatiei liniare a lui A(x,y) pe un
triunghi se admite automat o repartitie strict superficiald a
densibitil de curent si anume de-a lungul fetelor prismelor de
seotiune transversald B, . Tratarea corectd a acestui caz,ast-
fel incit s# fie respectatd legea circuitului magnetic, se poa-
te face fHArd dificultate cu metoda elementelor finite, fiard a
utilize densitidti superficiasle de curenfi.

Al doilea caz, in care apariyia lul 4 51 4 in ecuatia
(2430) nu deranjeagi, este acela in care :

Ay + Ay = Ay + &y, (2433)
adicd situatia in care paralelogramele e m e'n sint romburi.

Cu aceasts conditie restrictiva pentru cimpurile cu cu-
renti turbionari, ecuatia (2.30) primegte forma :
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A '-A ) a 1 QAa
Z[Lg a -E -é-E (Ae"‘&e)]‘)l‘ee' Lmn“EZ« ‘_‘b_a +
gea! P
K +K + -
+ g 5.“1 Kn ) LGGI' . Lmn (2034)

obsarvind ci_a_Lee. . Lmn = 45,

Penbru P = 4 (£fig.2.7b), ecuatia (2.34) se poate compara
ou eouatis obtinutd prin metoda diferentelor finite la discreti-

zarea din fig.2.7a t

Q (o
3 —g Lmﬁ
€ ' \\\,8{.1" IR [ :
O WL Lee, o € o= ’ ——32 \LrlﬁjliH e
Lee
L |
A
a) b)
Fig.Z.?. l
Prin mebodé diferantelor finite se obtine :
A=A 5 A |
Q e 8
G + K ) (2035)
S e
ea!
iar din (2.34)
> |
i L
5 S - R = 8
P:l‘)Lz 15 55 (4t -”‘e)] =0(5g+
GEN
4
K +K +K
+Z o L D) (2.36)
P-'-'-l 1£ *

"Daecl fatd de metoda diferenyelor finilte, metoda de fatd
dd rezultabte Imbunititibe atit in ce priveste strucbtbura matricil-
lor [P]t sibﬁ](v.sisbemul (2.1) si (2.15)) pentru cimpuri sinusoi=-

dale cit st In ceea ce privegte evaluarsa lui K, respectiv a ma=-
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tricilor de excitatis.
La neglijarea vitezei de variatie a lui A ecuatiile (2.35)
si (2.36) difera doar cind pe interiorul celulei k = f(x,y) dacd

se ia o discretizare cu patrulatere rombice. In acest caz discre~

tizarea tip celuld se poate aplica foarte elastic.
Pentru cimpurile electrice rezultatul se poate scrie di-
rect 1

ZEKE:XQL --lZ( +0 +0) L ,-L (2437)
L , mn - 12 ?e ﬂm fﬁ ee' "mn
P ee
P
Pentru cimpuri laplacisne ecuatia (2.37) se reduce la
V_,=V
e e
T L =0
P
care pentru medii omogene devine
Stefler o

2e3+ Metoda slesmentelor finite

Metoda elementelor finite are la bazd aplicarea unor prin-
cipii varitionale si constd in obtlnerea unor sisteme de ecuatil
algebrice sabtisfacute de un numidr finit de valori ale potentiale=
lor, prin minimizarea unei anumite functionale[36],[57].

Pentru cimpul electric in medii izobtrope, fara polariza=-
tie permanentd, funcfionala are forma

B .

By =§ (g ede -f V)ds (2+39)
s 0
B

P_=§ ({ vab - Ja)ds (2.40)
s 0

Fe si Fm 8int funct{ionale-energise.
Conditia de extremum impusa integranzilor , care este
datd de ecuatia lui Euler :

9 W o 3w ow
ax[_&p ] + ay{af ]'acp =0, (2.41)
(—a ) (8 )
X y

in care ¢ reprezinta pe V, respectiv A, lmpreund cu expresille

BUPT



- 28 =

B = (g%)e + (%)2 i B° = (%%)2 + (?;—A)Z '

3 J
devine .
2. (e 3+ By (eBF = py s e
respectiv .
00 (2

Beuatiile (2.43) si (2.44) reprezintid formele locale in
V, respactiv in 4, a legii fluxului electric, respectiv, a legii
circuibului magnetic.

Se aleg in domeniul S, N_ puncte interiocare “pobrivilt re-
partizate" $i un numir N, de puncte pe frontiera [ (£ige2e8)e

Aflares sisbtomelor de ecua{ii algebrice pe care lg sabis=-
fac potentialele V respectiv A, prin aceastd mebodi, se efectuea-
zi prin minimizarsa functionalelor (2.39) respsctiv (2.40), in a=-
nomite conditii de aproximare a variatiei acesbtor pobentiale in
subdomenii delimitate de linii poligonale obtinube prin unirga
unor puncte vecing. Expresia "pobtrivit repartizabte" se interpre-
teazd prin "eroars de btrunchisre acceptablla™. o

Se vor utiliza in cele ce urmeazd elementele finite de or~
dinul 1, cu albte cuvinbe aproximatii liniare penbtru V gsi A si se
va admiQe constanta lui & gi ¥, in interiorul fieciruia din triuvne
ghiurile elementare in care se divizeazd S (fig.2.8) [36] , [ 37] ,
[38] 3 se pot face $i exprimiri prin polinoame de ordin superior,
insi expresille obtinube astfel, sint mai complicabe.

Fige2.8. Discretizarea do=-
menieluil S (delimitat
de frontieri) pentru
elementale finite de
ordinul 1,

Pentru un triunghi elementar oarecare, emn, in cazul pro=-
blemel de cimp elsctric, sg aproximeazd deci
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‘ V (x,5) =%, +9% +% 5 (2445)
iar pentru problema de c¢imp magnetbic,
A (x,y) = oy + °(A2x +°(A3y : (2.46)

In continuare se deduc relatiile intre valorile finite
doar pentru cimpul magnebic, relatiile pentru problema de cimp
electric obtinindu~se prin inlocuirea marimilor ¢ A cu V,%cu é
siquPv.

Bxpresiile coeficientilor‘*ki(i = 1,2,3) se deduc impu~
nind conditiile ca A sid 1a valorils Ag in punctul 9,4, in o si
A, in n ;

o ol
Ay =y + %o X + %457,

Ay =°(Al + c( X+ °CA33 (2.47)

- of
by =y +%C, X+
Din sisbemul (2.49) rezulta

a( = # [(ym-yn) Ae+(yn-ye)Amf(ye-ymi]An ,
Q{ = %‘ [(“n"‘m) Ag+(xg=X A+ (x =X, )_]An ) (2.48)

D& (X 7,~%,Tp) + (X 7¢~XgT )+ (X7 =% T2

D £iind Aublul ariei triunghiului emn (D= EBA').
In interiorul triunghiulul elementar inductia masnebi-
cd are expresia i

B aX 1 - o

gl deci

2 2

La o distribufie datd & lui J, (in cazul problemelor

in care 2B = 0), se poate echivala pentru orice triunghi ele-

EX
mentar o valcare medie care inmul%itd cu aria ? a triungbiului

respectiv, 44 curentul elementar corespunzitor acestula. Ast-
fel, in oonditiile acceptate (= const. pe btriunghi gi A -

functie liniard de x si y), functionale (2.39) este o functie
de valorile Ae(e G[J42,.-.,NSJ ) si conditia de extremum este

echivalentd ou N8 condiyil
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3SF
-0
ST

a

) Tinind seama de (2.40), (2.46) si (2.50), dupd calcule
-gimple rezulbti din conditiile (2.51) rezulbi N, ecuatii de tipul 3

' (2.51)

AGZOle-l-Z(Am Vot Ay 3 kgn)= %ZJD (2.52)
i T T
unds ¢
10 )2 _ )2]
e 55 | O = Vn) + (4 = Xy
Kyq= é-%- :(ym - 70Ty = T+ (x, =) (xy - xn)] (2.53)

31" = [(Vm - )T = V) + (%, =2y gy - xe)]

Indicele "T" indicd un btriunghi care are unul din virfuri
fn ,6" : insumarea se face deci pentru btoabe triunghinrile cu vir=-
ful comun ,,6" .

Dacd excitatia J esbte o functie de timp, se SImparte dome=-
niul timp, t, In care se studiazi cimpul, in intervale At ., sufi-
cilent de mici si se rezolvd sistemul slcituit din cele Ns ecuatii
de btipul (2.52) la finalul fiaecarui inberval;ﬁtk, utilizind valo=-
rile corespunzitoare pentru v din curba B(H).

" In lipsa densitdt{ii de curent, pentru medii liniare eciug=-
tia (2.52) devine 3

AGZ‘;le +‘/T: (A PpqtA Psn) = O (2.54)

Pentru probleme de cimp electric ecuatia (2.52) se btrans-
crie astfgl :

veZTm:m +Y (W, Ekpn + Ty £z0) = £ 0D (2.55)
T T

Cimpurile electrioce laplaciens in medii neomogene Si omo=
gena, vor i daccrise de cite Ns ecuatli de forma i

Vezﬁl"—m"' Z.(vm‘e Kyp + V) ékm) =0 (2.56)
T T |

\
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resgpectiv
ve%' Xy +ZT(vn kop + V, Kyp) = O (2.57)

Revenind la problema de cimp magnetic i cunoscind impor=-
tanta curentlilor turbionari in tehnicé, se impune precizarea mo=-
dului de obt{inere varitionala a ecuatiilor algebrice gi pentru
acest tip de problemse.

S=-ar pirea cid intrucit in expresia lui J (v.rel.(1.19)
intrd derivata in raport cu btimpul a lui A(x,y,t), problema mini-
mizédrili se complica gtiut fiind c¢d in regim sinuscidal, la trans-
orierea in complex a marimilor electromagnetice, J depinde liniar
de A. Dificultatea este doar aparentd fdcind observatia cd dedu~
cerea formei locale a legii circulibtului msgnetic pentru cimpul
ovasistationar in conductoare masive (1.19) se obtine introducind
pe J dabt de (1.19) dupd procesul de minimizare, asa incit in proe-
cesul de minimizare aceastd miarime poate fi consideratd specifi-
catd. Tinind seama de faptul cd iIn acest caz ea nu mal este cons~
Gantd 56 sectiunea unui conductor, se poate admite ¢ variatie a=-
proximativa, liniard, pentru ea, pe fiecare element triunghiular,
de forma

I (X,¥) =55, +%,% +°35y (2.58)

constantele;, (k = 1,2,3) ob¥inindu-se din valorilo"ik in care se
inlooulesc Ao’“m"n cu Ja' I Jn‘

Introducind expresiile (2.46) si (2.58) in (2.40), din
oconditia (2.51) rezultd ocele NB ecuatii de forma 1

Ay Vgt T (g ippedy ViEsp)s E,}-Z(a.fewmﬂn)n (2459)
T T P
Relatia (1.19) rescrisid aicl

I = -G(%% ) + K) (2.60)

primeste in e,m,n, 6 formele
- ( o
JG = e "-3—5 + Ke) ’

(ahm
Ip = -0 C3E K (2.61)

aAn
Jn.-cn(-;_b*.%)'
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gi daci se nobeazl
2Ke + Km + Kn
4
din ecuafla (2.59) rezulti

1 3
AGZQKIT-#-Z(AIH 9k2T+An \7k§T) = EEZO_—E?E (Ae+Am+An)D -
T

= K

L 4

- "EZ‘T D - g}___}m (2.62)

Pentrn regimul sinusoldal In medii omogene la reprezenta=-
rea in complex & mirimilor electromagnebice, (2.62) ia forma 3

eZ(k1T+a LTD)+ZA (ot AFED) 44, (gt d A7E2D) =
= - j/&%—“’— _AeZD - é—ZKD (2+63)
T T

Ecuatiile care descriu cimpul magnetic penbtru regimul
sbtationar, sau cvasisbtationar cu neglijarea vitezei de variatie
a lui A, pentru medii omogene cu reparbitii de densitati de cu=-
rent constante pe sectiunile conductoarelor, sau functie de punct,
se obtin dln (2.62), prin particularlzari.

2e4e Preciziri referitoare la metodele descrlse

Metodels dascrise au la bazd legile fluxului elsctric si
a circuitului magnetic in formele lor inbegrale si locale, sau
functionale din care se obi{in printr-un proces de minimizare, ecua-
¥iile care exprimi aceste legl,asa Incit e firesc ca in aceleagi
conditii de aproximare pentru potentialele ¥, sistemgle da ecua=-
tii alge?rica care se obtin cu acests mebode, sii £ie idenblce.

In fond evaluarea laplacianului functiei ¢ prin diferen-
tele din expresia (2.9) este identicd cu evaluarea lui in condi-
tiile unor variatii parabolice de gradul doi a lui ¢ intre btrei
puncte consecubive de pe fiecare din directiile de discretizare
sal cu a unor varia%ii lineare inbtre douid puncte vecine (£fig.2.9).

Deci dacid discretizidrile la ultimels douid mebtode se aleg

astfel Incit puncbale semnificative (nodurile N ) sd se suprapund
In mod constant la cele trei metode, rezulbatele obtinubte prin

BUPT



- 35 -

acesbte metods, in conditiile ac=

ceptate pentru potentiale, ar
o trebui si fie identice.
?"LJ§ : Pentru exemplificare se con-
L ifﬁg %fﬁJu siderd discrebtizarea de la di-
o ferentele finite cu hl=h2=h (cu
pas constant) (£fige2.10) iIn ca=-

zul problemei de cimp magnetic
Fig.2.9 sinusoidal.
Becuatia (2.35) referitoare la figura 2.10 a se scrie i

I Lea o
Ay + Ay + Ay + 4 ~ GA= JuOORT(A -4]). (2.64)

| —

K
S=a notabt aici 1 4 = - —
Jw
2 2 2
T )
h | |
! e
3o A e n =l 3o 3 j?
. I ke
4 | !
' 4
- a) b} c)
2 , 2 2 2 !
> T T

»,
—

~
w

e)
d)

Fig.2.10

Ecuatia (2.36) pentru o divizare ca cea din fig.2.10 b
primeste forma :

2
(Ay+hy*hs+h, =44 ) (1-3AEEE Dajpoew n%(a -4 ) (2.65)

Ecuatla (2.62) pentru disoretizarile din fig.2.10 ¢ si
d se reduce la (2.65).

Pentru discretizarile din fig.2.10 ¢ 51 fig.2.10 f,pri-
ma parte a ecuatiei (2.65) se reproduce in ambele cazuril, dar
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partea a doua se iInmultesbte cu %, penbtru primul din aceste douid
cazuri, si cu % pentra al dollea caz. Acesbe doud discrebizéri
nu corespund individual conditiilor cerute pentru comparatia ca-
re se face aici dar pot fi utilizate impreuni penbru acoperires
completd a lul S inbtruclt respectid legea circuitului;magnebic.

Se observd c¢i ecuatiile (2.64) gi (2.65) se deosebesc nu~
nai prin factorul (1-32;%§£3— care intervine in (2.65) si care
se datorsaza aproximirii mai bune a repartitieil densitatii de
curent pe suprafata unul triunghi elementar emn in cadrul mebo-
delor care dau ecuaiyia (2.65). .

Se cuvin cibava precizirl referibtoare la ubtillzarsa re-
zulbabelor obtlnube. In primul rind penbtru cimpurile general va=
riabile, marimea'i%g trebule exprimata la ubilizarea calculabo-

rului si ea prin‘aalori discrete in raport cu timpul, problema
respectivd de c¢imp fiind cu valori la limitd gi initiale. Ca a=-
tare este ubtila aproximarea acesbei cantititl prin diferente pro=-
grcsive sub forma

oa, Ak, Bk,
atk = '2g (2.66)

Notind cu b, pe 4L (pasul de discretizare a domerniului
timp &) rezulta

JA _
cu ¢ Jzt é5t
Elb— (" 6 + 30 ...) Ak’ (2.68)
intre operaboriile o gi dﬁ(de la diferentele centrale) f£iind re-~
latia[34]
2 §°

In astfel de probleme btrebuie rezolvabe succesiv Nb sis~
teme de N gcuatii cu N necunoscube, pentru g debtermina solufii=-
le problemei de c¢imp in fleca:e din cele N, momente finite ale
domeéniului G. Pentru problemele de cimp in medii neliniars,pen-
bru rezolvarea unui sistem de ecuatii se utilizeazi meboda aspro=
ximatillor succesive.

Analog exprimarea velorilor lui 5 sau ﬁ in functie de va-
lorile discrebte ale potentiamlelor, este afectatbi de erori simi-
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lare cu cea datd de (2.68) tinind bineinteles seama C& B si E
depind de derivatele partiale In raporbt cu spatiul.

O altd precizare se referd la elasticibatea discretizé-
rilor pe care ls oferia cele trei mebtode.

Discretizarea corespunzédtoare wmetodel diferenfelor fi-
nite este relativ rigidd, btrecerile de la un pas de discrebizarse
la altul efectuindu-se greoi, urmarirea trontisrei cu segmanbe
paralele cu cele doua directii de discretizare fiind uneori im=-

posibila pentru znumiti pagi de divizare a domenjiului.

Discretizarea btip "“celuli" este extrem de elasticd in pri-~

vinta formelor celulelor insad presupune ¢ atentie deosebita in
fixarea geomatriilor prin lungimi $i unghiuri.

Metoda elementelor finite oferd comoditabe maximd In fixa-

rea geomebriilor triunghiurilor elementare $i, in general, efor-
turi minime iIn alegerea discretizarii potrivite.

in privin{a erorilor de trunchiere se poate aprecia ca
intrucit penbtru discretizirile fundamentale (cu pasi constanti)
relatille intre valorile discrete sint identice cu cels ale me=
todel diferentelor finite, evaluarea acestor erori in. caz gene=
ral poate f1 efectuatd cu expresiile aferenbe acesbtei metode.

Sistemele de ecuatii date de cele trei metode pot fi re-
zolvate cu calculabtorul cifric(39], (40], [18], [36], etec., sau
modelatbe prin retele analizogre : acest ultim mod de rezolvare
se are in vedere in continusre.

III. CavDITII D& UNICITATE
Pgntru uniéitabea solufiilor ecuayiilor lui Laplace,

Poisson sl Fourier si respectliv a sistemelor de ecuatil algebri-
ce la rezolvarea cdrora se reduce anasliza numerica a cimpurilar

electrice si magnetice, e necesar séd se impund una, doud sau
boate trei tipurile de conditiifs4l], (#2] ,[43] , [(44]

a. Conditil de frontierd; -

b. Conditii impuse surselor (Pv, J) 3

¢. Conditii initisle. _

Pentru fiecare problemid concretd, pe lingd geome tria sis-
temului studiat sint necesare gi funcyiile ¢(x,y,T), &£ (x,¥,E),
p(xy,H).

Conductivitatea elactrica este cu bund aproximatie,in
multe probleme de cimp, functie doar de punct $i doar in cazul

conductoarelor masive se pare ¢i e necesari si dependenta el
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de temperaturd, T, [35] (in misura in caré T este o functie de
J, si T este functia de J).

Parpitivitatea & este pentru materialele izolante utili=-
zate in tehnica curentilor tari, o func{le independentd de inten-
sitatea cimpului electric, B, dar variazd functie de punct (izo-
.latia maginilor si aparabelor electrice esbe neomogend).

Pormeabilitatea magnabicé,/u, gste aproximabiv egalid cu
constanta ng pentru foarte multe materiale utilizate in consbtruc=-
tia sistemelor electrotehnice [46] si este func{ie de punct gi
intensitatea c¢impului magnetic doar in miezurile feromagnstice
saturabe. La ubilizarea mabterialelor feromagnatice in domeniul
caracteristicii de.magnetbizare psnbru care us>u si inductia B
-g8 poabe exprima ca o functie liniard de H, iar in unele calcule
se poats inbtroduce valoarsa infiniti pentru n, [3] , [6] ete.

Ca urmare a acestor observatii conditiile de unicitate
vor £i prezentate in general pentru mediile liniare, precizindu=-
se la locul pobtrivit modul de utilizare a acestora pentru medii-
le neliniare la neglijarea hisberezisului, in lipsa magnetizatiel
poermanenbte. _

Conditiile de fronbtiseria 1nbiln1ta in electrotehnicid, psn=-
tru potentiale, sint de urmitoarele tipuri [2]
-1le -Conditii de bip Dirichlel
\'P = fl(xr ] yr ) (301)
undef}-reprezinba potentialele Vs Vg sau Ar'p dupd cum sbtudiul
se referid la cimpul electric sau la cel magnsbic.

Tuentia fl(xr., ¥~ ) este cunoscubtd in fiecare punct
(x-, y~) de ps conturul r,

2. Condifil de¢ tip Neumann.

¢ ‘
(3‘1'1' )/—-= fg(xr » ) (3.2)
cu fa(xr., Yr ) cunoscubi.

Derivata normald J¢ reprezinbi pentru cimpul electric,
20
componeénbta normald a intensiti{ii clmpulul electric la curba!"

penbru cimpul magnetic, componenta normald a intensitbatii cimpului
magne bic sau componenta bangentiald a inductiedi magnsbice (dupa
cum se¢ lucreazi cu mirimea Vy sau 4).

3. Condit{ii de btip omogen (in cazurile in care curba se ex-
tinde la infinit), [46]
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lin [(x®+y°) H) = finita (3.3)
2

x...y —_— OO

1im [(x°+y°) B| = finiti

x2+y2 ——— 0o

gsau referitor la potentiale V si 4,

lim \/x2+y2.V)

2 2

X 4y ——= oo

finita

lim x2+y2.A)
\/x2+y — oo

Conditiile (3.3), (3.4) presupun automat annlarea functii-
lor fl si f2 la infinit,.

Pantru un sistem complet de n conductoare suma curentilor,
ik(b), este nuld s$i de asemenea suma sarcinilor lineice, Q0 gsbe
nuld

finita (344)

n n
E::ik(b) = 0 ; zz:qk(b) = 0. (3.5)
k=1 k=1

in regim cvasistationar, pembtru corpuri liniare, cilindri-
ce, paralele, in repaus, cimpul electric poate f£fi analizat prin
intermediul componentelor sale : longitudinald (in directia gene=~
ratoarelor suprafetelor cilindrioce care delimiteazd corpurile) si
transversald (continuti in planul normal) suprafetelor oilindri=

CO.
Cimpul electric longitudinal este in interdepeandentd cu

cimpul magnetic al sistemului electromagnetic, iar cel transver=-
sal se poate studia independeat, pentru determinarea celui din
urmd £iind valabild urmédtoarea teoremd de unicitgte [44] ,[#61 s
tn dielectricul foarte slab conductor in fiecare moment si in
flecare plan btransversal, potentialul electric transversal este
univoec determingt de repartitia sarcinii in dielectric $i de po=-
tentialele celor n conductoare ale sistemului, prin aceleasi re-
latil ca in problema electrostaticéd corespunzidtoara.

Cum in afara unor probleme speciale nu existé repartitie
de sarcind in dielectric, rezulbtd cd pentru cimpurile electrice
transversale trebuie rezolvatid doar o ecuatie de tip Laplace.

Pentru cimpul magmetic plau-paralel, transversal al sis-
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temului considerat in[44] si [46] este demonstrabti urmitoarea
teoremi de unicitate ¢ cimpul magnetic plan-paralsl, btransversal
al unui sistem complet de ™' conductoare, potentialul magnebic
vector, repsrtitia de curent si cdderile de potential sint uni-
voc determinate in regim cvasisbtationar, pentru ¢t > p, de func=~
-t1ile de btimp i, (t) din n-1 conductoare si de repartiyia iniyia-
13 a curentilor, dacd se adoptd la infinibt conditiile (3.4).

Pentru regimul sinusoidal permanent conditiile se res-
tring 1 se care doar cunoasterea valorilor curentilor din n=1
conductoare E’+6].

_ Ipoteza exisbentel sistemelor complete de conductoare
este intobdeauna realizatd in practici. In cazul unor probleme
idealizate in care aceasbtd condifie nu este sabtisfiécuti, formu=-
larea corectd a conditiilor la infinit trebuie studiatd separat
{47] , de exemplu ca un caz-limitd al sistemului complet, cind
unul dintre conductoare se indeparteazd infinit de mult de cele-
lalte,

Conditiile de unicibtabe prezentabte aicl pentru cimpul
plan~paralel sint adevirate si pentru c¢cimpul plan al sisbemslor
axigl-simetrice E48] .

Cind domgniul spatial al problemei de cimp e¢ste limibat
de curba [~ finitd, (/" nu se extinde la infinit), pe fronbtierad
s impun una din conditiile de fronbtiera : de tip Dirichlet sau
* Neumann (daci 8 cazul si valorilor lor initiale).

3¢1s Conditiile de frontierd pentru cimpul electric
transversal

In problemele de cimp electric plan-paralel (mai gené-
‘ral, bidimensional) conditiile de frontierid sint de obicei de
tip Dirichlet cirora 1i se asociazd pe portiuni condifii Neu=
mann nule [6] .

Conditiile de btip Dirichlet sinbt reprezentbate de poten-
tielele pe care 16 au corpurile incsrcate cu sarcini electricse,
‘iar conditiile Neumann-nule inbervin pe portiunile de frontierd
care coincid cu linii de cimp slectric.

Existd o serie de probleme in care sistemul prezinti
una sau mol nulbe axe de simebtrie, axe care coincid cu o linise
echipofentiall, c¢u o linie de cimp, sau segmenbtati de astfel de
1inii, alternativ. e
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£ (x,y) Vo
Y % /
y ,
- t_i// [r E.
//;
7
L
A
Fige3.1 a. Sisbtem de doua Fige3.1l be. Frontiera gi condi-
conductoare incarcate cu tiile de frontiera penbtru sis-
sarcini electrice, cu o temul din fig.5.l a.

axd (xx) de simetrie.

In fige3+1 a, se preézinbta un astfel de sistem de doud
corpuri care prezinta in planul cimpului o simetrie fatd de o
axd., Datoritd simetriei respective e necesard analiza cimpului
doar inbtr-un semiplan (fig.3.l b).

Uneori pentru un pistem de corpuri cilindrice se cunoag-
te o suprafatd echipotentiald S~ (ou urma in planul cimpului, ™)
oare ouprinde doar o parte din conductoarele sistemului. Forma
acestel suprafefe si valoarea potentialulul corsspunzédtor (cue
nosout) reprezinti oonditia ds separabilitate a celor doud sub=
domenii in care este impartit domeniul spatial al problemei de
cédtre Sr, in baza principiului de echivalenta.

Suprafetele de separatie ale corpurilor c¢ilindrice, me=
talloce sau izolante de permitivititi diferite, reprezintad supra=-
fete de discontinuitate a cimpului si penbtru acestea se utilie

2eazd 3
- baorema conservarii componentelor btangentiale ale 1in-

tensititii cimpului elsctric,

[8 x (B, ~ B )] =0 (3.6)
- beorema saltului componentelcor normale ale inductieil

electrice,

{2 [ (6B g, - (£ )] =9, (3.7)

unde t 0 este normala exterioari a corpului la care se refara
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indicii ex (exterior) si in (inberior);
fg - densitatea superficiald de sarcini electricid (di-
" feritd de zero pe suprafetele conductoarelor).

3,2, Conditiile de frontlerd penbtru cimpul magnetic
plan=-paralel

Conditiile de frontierd pe care btrebuie si le sabisfaci
potentialul magnstic vector sint de btip Neumann gi Dirichlet.

Conditiile de btip Neumann cer cunoagberea repartitiei
pe conturul [ a componentei tangentials Hyp , a intensitatii
c¢impulul magnebtic

Ho = 932 (3.8)

raspectiv a derivabei normale a potentialului magnetic vecbor.

T esbe versorul bangentei la conturul I si deci este orbogonal
cu n. Aceste conditii sint in genseral greu de manipulat in ana-
liza cimpului si inbtroducersa lor se face comod doar In calculul
sau modelarea, care au la bazf ecuatiile obtinute la discretiza=-
rea btip celula.,

Abunci cind sistemul electromagnetbic prezintid simetrii,
linia de simsbtrie inbsrsectind normal liniile de c¢imp magnetic,
gau in cazurile c¢ind in sisbem existid elemenbte confectionate din
matorial feromagnetic nesaturat, in probleme respective intervin
condiyil Neumann omogena.

in cazul simetriilor domeniul plaen al problemei este im=
pé&rtit in atitea subdomenii (in care cimpul se reproduce identic),
cite semiaxe de simetrie existd. In acesbte cazuri esbte economic
88 se analizeze oimpul doar in unul din subdomenii, introducindu-
se asbtfel pe semiaxele de simebtrie conditia H.= O.

O conditie Dirichlet apare in problemele de cimp magnebtic
bidimensional, cind se cunoaste o linie de cimp B {(respsctiv ﬁ).

Observind c& ) _

(B.grad A) = [(grad AxE). grad A]= O (3.9)
rezultéd cd o linie de cimp B reprazinti in cazul cimpurilor bidi-
maﬁsionale 0 linie

A (x,y) = constant (3.10)

) Data fiind iwmportanta acestei conditii in analiza cimpu-
lul negnebic, se va prezenta in debaliu cum sexploabeazi observa-
tia cib gi citeva exemple de probleme la care se ubilizeazd
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aceastd bLeoremi.

Teorema se poabe formula astfel :

Dacd intr-un domsaiu plan S al cimpulul magnetic se cu=-
noaste o linie de c¢cimp magnetic, FB, care inlanfjule un subdome~
niu SP’ cimpul magnetic din acest subdomeniu poate fi studiab
pe un sistem fictiv alcdtuit din conftinutul lui § s$i o pinza
de curent distribuiti pe suprafata cilindricd a cérei intersec-
tie cu planul cimpului este FB. Valoarea curentului este e gald
cu suma algebrica cu semn schimbat a curentilor conductoarselor
inléntuite de linia de cimp cunoscutd.

Teorema ests valabild pentru medii liniare si izotropse,
in regim electromagnetic stationar s$i cvasistationar.

Se va demonstra beorema pentru cimpul electromagnsetic
cvaslisbationar sinusoidal.

Se conslderid psntru simplitate un singur conductor ci-
lindric, parcurs de curenbul i $i avind calea de iIntoarcere pe
la infinit sau divizatd prin alte (n-1) conductoare aflate la
distante finite sau, partial, infinite, de conductorul consi=-
derat, inlédntult de linia de cimp FB( situatad in planul cimpu-
lui) (fig.5{2 a)e

rB(A=const)

a Fig.5.2.

Curba FB imparte planul cimpului in doud subdomenii ;
unul notat cu 2, in care este continut sectiunea transversa-
184 a conductorului considerat si, altul,ilb, complementarul
lui Q. , in care se afla sectiunile celorlalte conductoare ale
sisbtemului. Se considera apoi un sistem cu structura lui Lt
identicé cu a primului sisteam (fig.3.2 b), ilc fiind umplut cu
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un conductor perfect (¢ =o0). |
Tdentitatea solutiiler H(x,y,bt), penbru cele doui sistene,

§n - , presupune ca pe lingd conditia

(1 a1) = | . (3.11)
componanta bangentiala g lul H , ldenbica cu H, sa fle aceiasi pen=
trun btoabs perechile de puncte de pe FB (identice), la aceleasl va-
lori ale lui r si &. )

Cum in & o din sistemul "de calcul® se afld un conductor
perfact, in acest conducbor va apare o reparbibia strict superfi-
cisld de curent, in interiorul lui, E, §, J avind valori nule [46]
(£1ge3:+3) 5 o
Valoarea densitatii de curent va fi:

ES =[;. X (ﬁz-ﬁl)] = -(5. X ﬁl) =

// Q@Q// = - (oxH)= -5 k (3.12)
QM

e S Expresia curentulul superf101al este: |
;;ngfﬁs Hy < .
7 a i = 55[(1{ - B,).d1] =
/,/ s 1
-_é (4 41) = < (3.13)
Fige3.3. Bxplicativd 1a In cazul cind [_inléntuie n, €0 conduc-
relatia (5.12) B

Foare parcurse de Dy curenti de diferi-
te ssnsuri, diferitl de zero sau partial identici nuli,

n
1
1,= =5 4, (3.14)

adicd ceca ce se vrola demonstrat.

Aceasti beoremi se poats utiliza cu succes, la analiza cimpuri-
lor prin modelare, penbtru citeva btipuri de probleme des intilnibte in
tehnici.

De exgmplu, cind FB este o linie de simetrie in spectrul climpu-
lui, Inchizindu-se pe la infinit (fig.3.4), analiza cimpulul se poats
efectua doar pentru un semiplan, considerind c& prin suprafata pland
de simebrie, (a cdrel urmi in planul cimpului este rﬁ), se Intoarce
un curent egal cu suma cu semn schimbab curentilor dintr-o parte sau
alta a acgsbei suprafete.

Sint situatii cind pe portiuni r cunoscute, H ¢ O, iar pe res-
tul curbei FB, H~0, respeckiv problema pentru care toatd tensiunea
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magneé tomotoare este repartizatd pe sagmente Aré cunoscube ; ca=
zul conductoarelor plasate In crestiaturi efectuate in material

feromagnatic nesaturatb gp Fe:>/no)‘

Il

fige3.4+ Exemnplu de simge
trie fata de o suprafata
de cimp magnetbic.

NN
\\ ‘
AN

In astfgl de problame curentul iS circul§ prin benzile
longitudinale cu urmsle rB in planul cimpului. In fig.3.5 sint

prezentate citeva exemple tipice.

Fige3¢5.

Dacd printr-o metodd ocarecare, de exemplu printr~o mode-
lare grosierd, se poate determina o linie de cimp in bobinajul
unul sistem a cirui cimp magnetic poate fi asimilat cu un cimp
plan~paralel (cazul tratirii idealizate a cimpului de disper-
sie a unui transformator de mare putere [49]),analiza find a
cimpului §i a interactiunilor electromagnetice a conductoarelor
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inlintuite de rB (sauAl"B ) se poate face pe un anumit tip de model
utilizindu-se o scard de modelare corespunziboare fine%il de de-
terminare doriti utilizind condifia de fronbtiera A = consbtant pen=-
tru noua frontierd FB (£ige3.6)

Olel nesaturat

7//////,»‘/ S L
Y

"

N\

SOOI O

""/‘l”

Fig.3.6 = Sectiunea
transversaléd a unui
sistem deé conducbtoa-
re drepbe,paralele,
plasate iIntr-o carca=-
si feromagneticid. (Mo~
delul idealizabt a fe=
restrei unui brans=
formator de wmare pu=
tere, pentru calcu=-
lul cimpului magne=-

——— tic de dispersise).
o
Deseoril, in problemele de cimp magnetic inbtervin suprafete
de discontinuibate pentru cimp, suprafste pentru care se utilizea=-

zd bteorcma privind- saltul componentelor tangentiale ale intensiti=-
tii cimpului magnebic

AANNAANNANANNNANNANNN

[2x B - 8] =7, (3.15)

g1 Ueorema conservirii componentelor normale ale inductiel magnebi-

08 1

iﬁ'l:ﬁP Wex = (B H)in]} =0 (3.16)

Pentru o seamd de probleme frontiera domsniului coincide bto-
tal sau par¥lal, cu limita de sepsratie a doud medii dintre cars
unnl este nellniszr (otel saturabil).

in aceste problsme singurele informatii referitoare la frone

bier¥ sint relatiile (3.15), (3.16), valabile pentru B = g H,(» =~
scalar) si tensiunea magnstomoboare de-a lungul conturului frontie-

rei. Se mal cwoaste si caracteristica magnsbica B(H) ale mediunlul
neliniar,

In aceste cazuri, ps baza caracteristicii B(H), se debermind
ou mabtoda aproximatiilor succasive HT'(xr" Y ) si in firal solufia
pontru A din inboriorul domeniulul care contine msdii liniars.

In analiza numericd a cimpurilor conditiile de frontierd se
introduc cu oarscare atentias mal ales atunci cind ele sint de tip
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Neumann.

Conditiile Dirichlet se manipuleazi simplu : iIn ecuatiile
coregpunzitoare nodurilor vecine frontierei, in care apar si va-
lorile potentialelor punctelcr de pe frontierid, se introduc va=
lorile date ¥ = fl(xf., Yr ) in general far& nici-o dificultate.
Dificultatile care pobt aparea privesc metoda diferentelor fini-
te si constau in aproximidrile care se fac din cauza unei impo-
sibilitatl practice de a discretiza corect zona vecinid frontie=-
rei.

Introducersaa conditiilor Neumann la utilizarea metodel
diferentelor finite cers deseori eforfuri considerabile, avind

in vedere céd metoda are la bazid forme locale ale legilor electro-

magng tismului. Dat fiind raptul c¢d metoda lui Galr ubtilizeaza
ecualli integrale in care inbervin direct derivatele normale ale
pobentialelor, ea permite introducerea extrem de usoara a cone
ditiilor Neumann prin simple medieri a derivatelor normale pe
laturile celulelor, aflate pe frontiera. Pentru cimpul magne tic,
de exeuplu, pentru o latura mn, se obtine :

n n

~oT 3 A ~ 3 A =]
g Hedl = = S"D——a dl ® - ()J-—fl- ) Lmnz 'Qmedg'r'il‘mn
o . (3.17).

La metoda elementelor finite introducerea acestor condi-
tii se efeotueazid in general mai greu s$i pe 0 cale mai ocolibd.
Intre doud puncte m gi n

n_ _ B
S(H.dl): g(v'é 31)=9 [y =y P, 5 (=9 )% 5] =
m m

- -*J%—ﬁ L (%.18).

Trebuie remarcat cid in (3.18) circulatia lul H pe Lmn

s-a @fectuat prin interiorul triunghiului vecin frontiereil gi
expresia obtinubti este adeviaratid cu aproximarea (2.46) numai
atunci cind in celulele vecine frontierei (din inbteriorul sau
exteriorul domeniului S), densitatea de curent are valoare nu=-
14, In caz contrar trebule si se tinid seama de echivalarea cu-
rentilor ce striabat aceste celule, cu pinze de curent potrivit
repartizate pe fetele laterale ale prismelor deterwinate de ce~«
lule in directia axel 2z, astfel incit sd se recpecte legea cir-
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cuitului magnetic. }
Revenind la ultima egalitate (3.18), construind expresia

derivatei normale a luil A (datd de aceastd egalibatbe), in (2.54)
“si tinind seama c¢a in celulels, rob B = 0, din ecuatiile (2.54)
" dispar valorile potentialului din punctele de pe frontieri si in
termenii liberi apar valorile derivabei normale.
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B, MODELAREA CIMPURILOR
PLAN - PARALELE

1. GENERALtTEﬁ ASUPRA MODELARII

Utilizarea beoremelor modeldrii in deducerea relatiilor
intre coeficientli de analogie este necesard penbru fundamentarea
integririi teoriel modelidrii cimpurilor electrice si magnetice in
teoria generald a similitudinii, snalogiei si modeldrii. Relatil-
le se pot deduce mal simplu prin substitufia mérimilor unei ecua-
tii cu produsele coeficientilor de analogie cu miarimile analoage
din ecuatia care descrie fenomenul analog celuil descris de prima
[51],[52] .Acest mod, firesc dealtfel, este sustinut mai degrabi
de bunul simt decit de un suport teoreblc adecvab: din acest mo=~
tiv, pentru modelele discubtate relatiile Intre coeficientii de
asemingre s deduc in baza analizei criterials.

De obicei, in ecuat{iile fizicll matematice intrd un nu~
mir apreciabil de mirimi fizice complexe (parametri, consbante
dimensionale eto.) care evident pot fi exprimete prin mirimi
fundamentale. O transformare a unitétilor acestor mirimi nu lae
88 in genere néschimbat sistemul de ecuatii decit in cazul oind
intre coeficientii de transformare existd o serie de conditil
adeovate de compatibilitate.

Conditiile de compatibilitate se ob{in pe baza omogeni=-
tdtil ecuatiilor ale clror termeni trebuie s& fie echidimensio-
nali. Aceste oonditii determini agsa-numitele criterii de simili-
tudine.

In existenta acestbor criteril std deosebirea dintre
similitudinea gaometricid si cea fizici.

O transformare admisd in sistemul de ecuatili Imparte
totalitatea fenomenelor clasel simile corespunzédtoare in grupe
de fenomene simile, caracterizate prin proprietatea o0& oricare
ar fi1 propriletat{ile fenomenslor grupulul se zic asemenea (simi-
le) iar transforuwarea admiséd poartd numele de similitudine.

Analogiile se aplicid la fenomens din domenil diferite
ale fizicii. Leglle asemAnitoare ca form&, dar diferite ca pa=-
rametri care intria in componenta lor, determind clasa de analo-
gle.

Ca 31 la similitudine, In grupa de analogle oricare
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ar £i particularititile fenomenelor cercetate, ele pot £i deber-~
mingte fnbtr-un fenomen cunoscut grupului.

Experimentarea in cazul analogiilor diferd de cea de la
similitudine prin fapbul cd fenomenul ales pentru experimentare,
ai cirui parametri pot fi ugor misurati in conditiile de lucru
ale laboratorului, face parte din alt domeniu al fizicil decit
fenomenul penbtru care se aplicd rezultatul,.

Teoria modelérii indic& cum btrebule ales fenomgnul expe=-
rimentat din grupas de similitudine sau de analogie atunci cind,
in loculcfenomenului dat, iuposibil sau greu de exploral, se a-
nalizeazi un altul apartinind grupului de similitudine sau de
gnalogle din cars fac parbe ambels.

Astfel, ss alege un alb fenomen de aceessl naburd cu pri-

mul sau de naburd diferitd, la care varlatia diferitilor parame-
trl idenbtici sau analogi si fie in limibele rezonabile posibili-
tdtilor de mAsurare sau intentiilor experimentatorului. Pentru
¢d rezultatele cefcebérii fenomenului ales pentru experimentara
ge poate folosl la determinarea btubturor conditiilor in care se
desfigoard cel dintii, este ngcesar ca cele doui fenomene s& ai=-
bd conditii de unicitbate corespunzitoars, criterii de similitu-
dine sau analoglie identice, decl ca fenomenele si facd parte din
acelasl grup de similitudine sau analogie; iIn felul acesta feno=
menul sl doilea constituie modelul primului fenomen care se nuw
meste original,

Condi{iile enumerate mal sus decurg din cele trei teore-
me ale similitudinii [50),[51], [52] s

1, Teorema produsglor (sau teorema 7 ) spune cd o ecua-
Yle poate fi scrisd doar cu n-k btermeni complecsi adimensionali,
n £fiind numirul miErimilor care intrd in ecustia respectivid, iar
k, nurirul de mirimi fundarwentale din aceasti ecuatis.

Pilnd datid deci ecuatia i

£(ay, 85), eovyBys Dy aseeeyb ) = O (1.1)
care contine k mirimi dimensionale primaﬁe 81s859000,8, $1 n-k

mérimi secundare bk+1"“'bn' conform teorsmei 7 aceasta se mai
poabs scrie 3
. <’ v
F(rfl, %’2’..., jtn-k) = 0 (1.2)

fn care
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r k___a_ (1.3)

I (ay)
i=1
sint termeni adimensionall numiti criterii.

Pentru aplicarea teoremei ¥ se impune, in prima instanti,
ca din rindul maArimilor <fizice care determinid fenomenul sid se
aleagé mirimile care pot fi considerate fundamentale.

Trebuie subliniat cd forma in care apare legétura dintre
madrimile fizice depinde in mare mésuri de modul cum s-a ficub
alegarea marimilor fundamentale. Ca marimi fundamentale pot fi
alese fie mé&rimile fundawentale universal admise ale sistemulul
de unititl de misurd in care se lucreazd, (SI, de exemplu), fie
un npumir oasrecard de miarimi fizice care intervin in fenomenul
studiat, alese independent de mﬁrimilaafundamenbale ale siste-
mului de unitidtl in care se lucreazéd. In acest ultim caz ele
trebuie sid indeplineascd urmitoarele conditii :

- 88 fie independente dimensional;
- dimensiunile lor sd permitd exprimarea dimensionalid a tu-
turor midrimilor derivate de care depinde fenomenul.

2. Pornind de la conditiile de simllitudine ale fenomenelor
fizice, 81 anume soriind identitatea farmald a ecustiilor la
similitudine, se poate scrie pentru doud fenomene A gi V cu mi=-
rimile ¢senftiale deduse din legea de conduiti

f(a{, ﬂg.oo-. aﬁ’ b]ﬁ-l-l’...' bé) a 0O (1.4)

f(ag, &g.coo’ ak. bi‘.l,...' v) = 0

in oare f este o funotie necunosocutd, insd unicd, iar a: ,bi si
31' bi’ eint mirimile corespunziitoare din cele doud ecuatii a=
seminitoare.

Utilizind teorema produselor $i introducind in formele
adimensionale relatiile dintre 4 si V, rezulta :

73 -97‘3’ (1.5)

Adicﬁ un gir de fenomene corespunzatoare unui sisbem de
ecuatili formeazid un grup de fenomene asemenea, fiecare dintre
oriteriile respective de similitudine are o valoare unicd pen-
tru btoate fenomenele grupului.

Aceastad teoremd permite extinderea imediatéd a rezulta-
telor unei singure experiente in intregul grup de fenomene sim-
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ple sau analoags, care este determinat prin invaria¥ia (egalita-
tea valorilor) criteriilor de simllitudine.

3, Multimea fenomenslor deberminate din sisteme de ecua-
tii g4 conditil de unicitate dabe, alcdtuieste un grup de fenome-
pe numai dacd mirimile care intrd in conditiile de unicibabe for-
meazd un grup de similitudine gi criteriile de similibudine care
ge deduc din ecuatii, fiind alcdbuibte cu mirimile acestora, au
velori unice.

Necesitatea conditiilor indicate de aceastd teoremi
decurge direct 4in teorema intiia.

Pentru aceastd teoremd nu se poate da o demonstratise
generald, decarece o formulare completd a conditiilor de unicita-
te nu e cunoscuta.,

Teoremeles simiiitudinii se aplici sub aceeagi formi si
la analogle. Astfel, pentru Goate fenomenele grupului de analogis,
criteriile care corsspund au aceeasi valoare. 8int fenomene ana-
loage scelea sle ciror conditii de unicibate sint corespunzitoare
51 ale cAror critsril corespunzdbtoare au aceeasi valoare.

~ La snalogis i mai nmult la similitudine, corespondente~
le biunivoce care se pob, stabili intre diversele marimi figice
ale originalului $i ale modelului se observa imediat. In modelarea
cimpului electromagnetic ele se pun in evidentd prin factorii de
similitudine sau de analogie. Acesti facbtorli sint definitl de ra-
poartele dintre mérimile din original si corespondentele lor din
model. De exemplu, notind o mirime din original ci A si pe cea co-
respunzabtoare din model Vm factorul de analogie al acesbtora va fi;

kA = {‘u; (106)

Cu precizéarile facube, de altfel foarte utile pentru a
putea Incadra corgct sub aspsct bteoretic modelarea cimpurilor
electromagnetice In teoria generald a modeldrii, se pobt deduce fi-
rd pici~o dificultate conditiile de aseminare origingzl-model si
corGSpondentele optimne gi coreote intre diversele mirimi care des=
oriu’cele doud fenomene apartinind aceleiagi grupe de similitudine
san analogia.

Tinind seama de cele doud btipuri de ecuatil care tre-
buie rezolvates (l.29-A §i 2.1-4) se vor ciuta fenomsna caracteri=-
zate prin ecuatii aseminibtoare ca form#, se vor analiza dimensio-
nal reducindu-~se la formele lor criteriale si din conditiile im-

puse de teoremsle a II-z $i g IIT-a se vor obtine relatiile inbre
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coeficientii de corespondente, relatii cu casre apoi, in fiecare
problem# concretd, se prolecteazd modelul optim indicat simulae
rea cimpului.

Trebule remarcate treil tipuri de modelidri care s-au im~-
pus in practica analizei cimpului electric si respectiv magzne-
tic g1 anume : modelarea in medii rezistive gi capacitive (me-
diul rezistiv fiind un electrolit, hirtia elactroconductoare
sau in general un strat electroconductor de rezistivitate mare,
in raport cu cea a metalelor : Cu, Ag etc.), modelare pe retele
analizoare RC si modelarea probabilistici.

II. MODELAREA IN MEDI? REzISTIVE St capacirive

Acest btip de modelare are la bazd ecuafiile cu deriva-
te partisle ps care le satisfac potentialele V gi A,

Se cuvine remarcat faptul ci in electrotehnici se gi=-
sesc rareori probleme de cimp electric cu distributie volume=
tricd de sarcins electricd aga incit problema generald & mo-
deldrii se va prezenta dosr pentru cimpul magnetic, insistindu-
se la locul cuvenit asupra acelul electrio fird surse volumg=
trice de sarcind (in medii dlectrice, omogene, neomogene £i ou
anizotrople idealizatd).

8¢ va oduta decl un fenomen usor determinabil experi-
mental apartinind clasei de analogie descrisi de ecuatia
(1.24-‘)0 '

2.1l. Erincipiul metodei

Se considerd in acest scop un strabt electroconductor
de elecbrolit, hirtie grafitatd etc., avind groalmea h‘ funce~
tie de doudd coordonate e 81 Yu ale unul sistem oartezian or-
togonal (zIn ' Yo zn), una din fetele stratului £1iind conti-
nutd intre-un plan paralel cu planul Z, = O. In aceat strat de
rezistivitate ¢, cu mult mal mare decit rezistivitdtile me-
talelor sau aliajelor obignuite (Al, Cu, Am), se injecteazd
prin una din fetele lui, ourentii eleotriol i .. (k-l,..,.Na;
N, este numirul curenyilor). Injectarea poate fi facutd prin
piese seumioconductoare (fig.2.1 a) de rezistivitdyli ¢ >p ,sau
prin rezistente de valori adeovate (fig.2-1 b) astfel incit
valorile acestar curen}{i si poatd fl fixate independent de
stratul cu care s8int in contact. La alimentarea ansamblului
cu ourenti alternativi, cureatii pot f£1i injectatl prin ocon-
densatoare in numir sl de valori ale capacitatilor potrivite.
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La injectarea distribuitd (prin rezistente sau capacibati) se poate
echivala o reparti}ie medie de densitale de curent Jms pentru fie=-
care zond B  de injectie, Jy, avind directla (nesemnificativi de
altfel) si sensul dorit sl bine determinab. Ansamblul de elemente
do injectie pentru un curent poate fi identificab sub acest aspect
cu o piesd semiconductoare (£ig.2.1 ¢),bineinteles cu conditia ca
glemrontele pasivo de injectie RmS sau cms s fle implantate in me=-
diul electroconductor la distante suficlenbt de mici incit Jms(xh’yh)
- densitatea wsdie de "calcul" corespunzibtoare elementului de su-
prafe}d din jurul puncbului de injectie - sd fle echivalentd cu
densitatea de cuorent medie din acelasl element de suprafafd din
plosa semiccnductoare, ’

?km metal ‘%m

,1,/senﬂconductor N

strat electro I
conductor

- Pig.2.1l. Moduri de injec=-
7iﬂn ; $ie a curentilor in mo=-
' del 3

8e prinbe-o piesa semicon-
ducboare;

b. prin rezistorls;

C. prin condensatoare.

Sistonul se considerd ipotetic (sub aspectul existaentedi
lui J 5) daci injoctia se efectueazd prin elemente distribuite R g
(fig. 2.1 b) sean C.g (fiz.2.1.c).

8¢ mai admibe ca pe cealaltd fatd a stratului elsctroconducw
tor se afla dispus un strat condensator, uniform repartizat pe pro=-
iectla S 4 a bazel piesel semiconductoare, pe aceastid fatd;se crea=-
28 aestfel un sisbom de capacitifi uniform distribuite,una din armi-
turile unul cordonsator £iind comuni, slcdbtulibtd dintr-un elesstrod
wobalic legat la masid, dar celelalte 2o numir infinit de mare fiind
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determinabte de portiunea corespunziabtoare din stratul electrocon-
ductor (fig.2.2).

Din acest ansamblu se detagea=-
zd un element de volum paraleli=-
pipedic a cdrul bazd inferioara

-
; B semicerducror
1 rect sau iporeEn.

se afld continutd in planul elec~
trodului metalic al stratulul
| otrat electroconductor gondensator, iar fetele laterale

_strat Tiel2iinis ce

] - sint normale pe baza inferiocard,

o cermiitate
«e Daza superioard fiind paraleld cu

T eectirol metlL

rezZisti1tate j)mE

cea iuferiocard si la indltime ar-
= ST A P, bitrard prin materialul semicon=~
ductor., Se admite ca direciia
densitéatil de curent J este pa-
(£ige2.2.) us

ralelé cu muchille laterale ale

elementului de volum considerat gi evidenbt, cu aceastid conditie
semiconductorul nu poate £i decit lpotetic.

B

azels au ariile infinit mici dxm dym. Klementul de volum

este prezentat in fig.2.3.

mse<
‘ '/d-‘z
iy | Y dA. semiconductor
- N By ipotenc
= Flg.2.3. Bxplicativd la relatiile
B N Lo g 5
PN TN P RN (2.7), (2.8) i (2.9).
fm mik ,
! .i -— <& — '—‘ 1. B—J"—l ain
//’r- 1 A ml" “\! My Cim
Iy - LT S lomom 7] 2ectred on
— T e PP matercl par
s Lo e
LA, i Lome di ;"“ fe

Densitatea de curent 3m intr-un punct din stratul elec=-

troconductor are treli componente

Jg = mei + mej + szk (2.7)

Tinind sema °§.fms:»’?m’ la aplicarea legii conserviarii
’
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garcinii

dqp Coe |
im == HE;;’ (208)
pentru volumul elemenbar considerat in fig.2.1 (mai putin volumul

electrodului conectat la pamint), neglijind infinitii*mici de or-
din superior lul 2, sa ob¥%ine 3
BJ 2J dav
=a (h a m

X maxm (hm a?i) = Ins= ~ cmo—a'Em (29

cu ¢t Coo = capacibatea corespunzabtoare stratulul dielectric pe
unitatea de suprafatd de glectred ;
?m - potentialul electrocinetic al punctulul de coordonate
(xh, ym) din stratul electroconductar;
Jma - densitatea curenbtului (reali sau de calcul) din pie=sa
gsemiconductoare (reald sau ipotebtici). .
Cu legea lui Ohm in forma locala

J = G (0— = fm ) (2.10)

81 expresia intoensitatii czmpului electric E in func{ie de pobenw
tialul V o

ﬁm = = g.l‘.‘ad vm'. (2011)
h aV av )
m 3Vm 3 my _ D eJ 3 (2.12)
1m (Pm axm)+ (jjm 57, =) = O 3-5; ms

aceasta in ipoteza ci si.vm este o functie de punct.

In lipsa curentului de injectie, din ecuatia (2.12) ar lip-
si Jms lar in absenta sbtratului condensabor din aceastd eocuatie se
suprimd primul termen al membrului doi. Pentru - portiunile din pi-
tura electroconductoare lipsite de injectii de curent si de scur=-
geri de sarcind la piminb, ecuatia sabisficutd de potentialul Vm va
menting din ecuafia (2.12) primul membru, membrul al doiles fiind
identic nul.

EBcuayiile cu derivate partiale pe care le sabisface
Vm (Xm,‘ym) in diferitels zone ale sale vor f£i deci

B

2 (21%my, 2 19

Pu? T(f ) =

Q
<«
B
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Cmo ;:i - Jms y pentru cazul general prezentab; (2e13a)
{ dvm
=3 Coo EE; » pentru zonele lipsite de curenti ims; (2.13b)
- Jgg » benbtru zonele lipsite de strat condensabor;(2.13c)
| 0 , pentru zonele fard curenti im8 gi fira strat

condensator (2.13d)
In ecuatille de mai sus s-a notabt prin 9m’ expresia i
! -Pm 1
= (2.14)
VAR W M

" Bouatiile care descriu cimpul magnebtic fn medii neomogene,se
pot grupa intr-un mod asemiAnibor scuajiilor (2.13) i

1 1 3
2. E 32

675% - JB s Pentru zonsle corespunzéboare sec{iunilor conduo=
toarelor alimentate cu curentii 1k in care nu se

Ja » =0K este densitatea medie de ourent dintr-un conductors

Din compararea ecuatiilor (2.13) ou (2.15) rezulti od feno~
menele descrise de ele spartin aceleiasl clase de anaslogie astfel
inoit prin fenomenul desoris (2.13) se poate analiza cimpul mag-
netic plan~paralel in diversele regimuri electromagnetice.

Fenomenul caracterizat de (2.13), indicat prin litera "V "
apare in "model" 1ar cel desoris de (2.15) se indicd prin litera
"A" gi apare in original, adicd in sistemul eleotrogpagnetic da
studiat sudb aspectul cimpului magnetic (direot) gi a oimpulul
electrio (indireot prin relatiile dintre aceste cimpuri).

Relatiile de esnalogie se vor obtine pentru ecuatiile mail
generale (2.l13a si 2.15a), pentru celelalte, prin particulari-
zéri.

1,0

neglijeazd ocuwrentii bturbionari ; (2415a)
=di0‘§}% ’ in conductoare parcurse doar de curenti turbiona-
ri (1k= 0)s (2415D)
- Ja’ in conductoare alimentate in curent continuu sau
in curent alternativ (cu neglijarea curentilor
turbionari); (2.150)
L =0, in spatiile dintre conductoare (2.154)
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Ecuatiile (2.1%a) si (2.15a) in fomele lor implicite se
pob sorie pe baza aseminiril lor i
4 (JB. 1, &, Gy Ay 4) = 0 (2.15a')

£ (Jm, lﬂl’ bm. GID,O' f;n' Vm) -’- 0 . (2'6'158')

Alegind pe T oo 1 (lungimea), b, ¢ si respectiv pe Jms’l ’

by Cpor ©8 mirimi independente (fundamentale) in cele doud ecua-
yii si pe n, A, si respacbiv.f si V ca miarimi derivate din pri-
mela, ecuatiile (2.15a') si (2.13&') se pot scrie in formele lor
ocriteriale :

r(7t,7%)=0, (2.15a")
1 yd i
F (Tv ,‘}fv ) =0, (2+13a")
1 2 .
in care )
q 3= a , gh= A (2.16)
1. 4 A A A 2 A A A A
¥ 91 M X, V2 2z W
JB.Z .5 .G s t .G
v Y )
271 = m ; 2 - a 9
v Vv vy VvV V Y .
xl Eyl 2y Wy X, Vo 2, W,
Jos “n " %a "~ Ono Jms'em'bm'cmo

sint criteriile celor dous fenomene descrise de A si respsctiv
de V@ '

In urma anzlizel dimongionals se determind necunoscubtele
x‘i’.g ’ J‘j‘_, g y Se8.0.d.p., $1 din egalarea criteriilor corespun-

zdtoare analoglei A ==V

m
—~4A4A <V A Vv
a 1 = ./Ll 3 72 = 972 . (2.17)
2
rezulbi i c . fr 1
2 mo-'m "m
' AL - - , (2.18)
‘ n
v. O
_A___ = 1 mo (2.19)
JBB Jms Em . .

Definind coeficientii ds analogie.
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A 1 8
k, ==, h.l =1 k. = S k =/&-,
A V}I m Js ms -/ 59m
7 G
k = s K= ’ 2.20
2 T (2.20)

relatiile criteriale (2.18) si (2.19) se btransformd, la inlocui=
rea valorilor unui fenomen in functie de cele analoage, in rela-
%#ii intre acestl coeficienti ¢

5 04
v kt =1 (2.181)
k, k
'E_LE'C""' = 1 (2.191)
Ja b
- 86 observd cid relatia (2.18') contine bto{i coeficientii de
analogie in afard de k, care apare in (2.19'). Ca urmare re-

latia (2.18') se considerd relatie de bazd in modelare si dacd

scopul rezolviAril problemei de cimp constd doar in a determina
valori raportate ale miarimilor R si L, nu se mai apeleazi la re-

latia (2.19'). Dacd problema impune deberminarea valorilor abso=
lube ale mirimilor electromagnetice se utilizeazid g1 expresia
(2.19') din cares se determin¥,

kb k1 ku
k‘ - kJB rﬁ-.a F; F{,’ (2.20)
unde k1 = %— este raportul ocuren{llor din originel si a celor co=
m

respunziitori absorbtiei de model. _
Bxprimind pe kb din (2.18'), (2.20) se mai poate sorie

k‘ = %P ki (2,201)
Modelul se prolecteazd astfel : se aleg k,, k-, k@$1 rezul=

ta kb’ respectiv timpul din model. Alegindu-se ‘corespunzitor nece-

sitdtilor impuse de misurare corectd si consuxm minim de energie in
model, valoarea raportulul k,, rezultd valoarea lui k‘ 81 deoi po-
pibilitatea determindrii complete a cimpulul prin mcdelare.
Analog, penbru ecuatii (2.13b) si (2.15b) se obtin
2
%P kc'kg = k
"
kA kC s kb (2.19")

Aceste relatii se pot obyine din (2.13) si (2.19') observind cdi

. (2.18")
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Din (2.18") gi (2.19") rezulti i

X (2.20")

AT P‘ Z
La modelarea cimpurilor descrise de (2.13¢) bimpul nu ine
tervine $n proces chiar daoc® processle sint variabile in btimp si

de assmenea capacibatea Cmo $i (" nu mal apar in expresille crite=-
riilar. Ca urmare

A_ V_ A_ .V _
. zy = zl = z2 = 22 =0

si relatiile (2.18') si (2.19") devin

k}; k? = 1 (2.18")
k
TEdA" =1 . (2.18"*)
JS ,. P4l
din csre rezultia
2 | 1"
kA = k k %P k (2.20 )

Conditiile de analogie se simplificd si mai mulb pentru
cimpurile laplaciens (ec.2.15d), observind ci cele trei mirimi
din figcare grup de analogies (4 si Vo ) pot £1 considerate indepan-
dente dimensiunile lui A si fiind legabe prin unitatea de mésuri a
curenbulul mirime ce nu apare in ecuatia care descrie cimpul. Ca
urnare rezulta i

,A_E = o0 consbantid arbitrara (2.21)
%ﬁk

In £iecare din condi{iile de compabibilitate s-a presupus
constanta coeficientilor de similitudine. Dacd pentru k , k , ki

50 poabe asigura ugor aceastd oconstanbti, pentru coeficienbul ku
es 88 asigurad nmgi dificil. Din

%P = constant , (2.22)
rezultid n PPa
L = —— = constant (2.221)
gm pm ' ‘

Cum mediile electroconductoare sint de obicel omogene sub
espectul rezisbivitajil, (2.22') se reduce la conditia :

hm s consbant ) (2.22%)
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adliod neomogenitatea magnetic# din original se transpune pe mo=-
del prin variere inversproporf{ionald a grosimii stratulul eleo-
troconductor. '

In cazul cimpurilor electrice plan~paralele, descorise
de ecuayii de btipul (A.1.6) sau (A.l.7) se poate scrie

k, = consbant *
adioca

ﬁi = consbant (2.22

vy

adicd grosimea stratulul electroconductor se variaz& proporfio-
nal cu &,

In fig.2.4. sint prezentats modurile de realizare a conw-
ditiel (2.221v) cu electrolit (b) si cu hirtie electroconductoa=-
re (o), pentru structura unui sistem electrostatic prezentatd
in fig.2.4a3 firele conductoare de corectare a oimpului sint im=-
plantate in uaterialelse electroconductoare, pe curbele corespun-
z8toare suprafetelor de disconbinuitate a funo{iei £ (x,y) in
acopul- - echipotentializérii pe vertlicaliZ a puncbelor de pe aceg=
te curbe [53] »

fir de corectare

electrozi a cimpului ac conductor
metal (Vz)
axda de
/sfmeme _ -~
v
A
- Z | 7 Ag
metal |/ coloidal
< Emdol

NN (v. ) 4 _izoknt
— 7 (din sticid )
o 1 ) ) 1zoilant pe care
\ I Vax& ce

se moaqeleaza

SO o
simetrie N ng

2m Stratun de mrhe

electroconductoare C.

 Pig.2.4. Bxemplu de branspuners pe model a functiel
£(x,y) t a. sistemul sriginal; b. modelul
electrolitic; c¢. modelul pe hirtie electro-
conductoare.

Caracteristicile permibilitétii magnetice neliniare
(sau a permitivitdtii dielectrice) pot fi reprezentate intr-o
cuvd electroliticd (un vas izolant cu electrolit) sau pe hir-
tie electroconductoare printre-un proces iterativ [S4] . Se
presupune la inceput o permeabllitats consbdnté..Corespunzi-

~

$7
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tor acestei situatii se consbtrulegte un model cu strabul electro-
conductor va £1 de grosime b consbantd. Pentru cimpul determi=-
nat pe acest model se calculeazd valori noi ale permeabilibitii
$n fiecars punchk iar grosimea stratului electroconductor este
reprofilat coresspunzitor. Apoi distributfia clmoului in noile con=
ditii se debtermind 4in now, s recalculeaza‘P, SeaeMeds In mod
normal doud sau broi etape sint suficiente pertru & se determina
reparti{ia reald a cimpului.

Simularea anizotropiei magnetice sau electrice, pe modsl
gse poate trata pornind de la ecuatiile (2.13) $i In acest scop
se reamintegte ecuatia (A.le31) ecuatie care descrie cimpul mag=
netic S{ntr-un mediu anizotrop idealizat, in lipsa-curentilor e=-
lectrici si de asemenea acuatia (2.13.4): :

o A. o A _
+yV_ —~——==z 0 . (A,1.31)
a av a av
iaxm (hm m.&ixn E’ym (hmﬁrm E?Xm =0 (2.13.4)

Cum n B2 se poate realiza ca functis doribé de punct, se

considerd stratul electroconductor omogen (¢, (x ,y,) = const.)
astfel incib gcuatia (2.13d) se mai poabte scrie i

3 oV, 9 avm '
"a—x—m(maxm)'l- aym(hmﬁ;)=0 (2015&)

Dacd se imagineazi ca la o deplasare dupd Xp? grosimea h,
a strabtului elasctroconductor are o valoare medie constanté hmx
iar la o deplasare dup# Ig © valoare medie congbtanbi hmy’ acuatia
(2.13'd) devine

3%y |
o %2 ya a

gl deci iIn sisbemul imaginab s8¢ pot modela cimpurile din medii
anizobtrope.

Comparind ecuatiile (A.l.31) admit{ind proportionalititile
fnbre 9 sih sl 9 s5i h ou (2.,13"d) tinind seama de indepen-
denta dimansionala a marimilon.a,? » 1 51 respectiv L hoalye cu
notatiiile

=0 . « =+ (2.13"3)
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Yy y
k., = x;k =_l;
yx me Yy hmy

gi conditla rezohabiléd

k9xl kgy = k)) ’

rezultd

ky‘zé'z constantd arbitrara
4

Modul de realizare a valorilor hmx gi b

my
in ﬁ.g.E.So

N/

(2.23)

eabe indicata

2

<
lx\a
3

r my

hmx

strat
electrocon -
ductor

b

OREXIOE I
o.o:.:.o.o:.:.o

SO IOX D

1Zotant

al b}

Fig.2.5. Mod de simulare a anizotropiel

2.2, Posibllitdtl practice. Modelarea conditiilar
de frontierd

Reveind la modelarea ocimpulul magnetio desoris de ecua=-
tia 2.15), se pot face oiteva observatil practice referitoare
la posibilitdtile ofimpurilor magnetice in medii neliniare in

conditiile existent{el in aceste medii a unor curenti electri-
cl.

8tiind cd

. £

CIIO = a; ’ (2.24)

din relatia (2.18) rezulti :

RO ¢ 2.
Em z);’; Ko dm ) (2.25)
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d fiind grosimea dieleotricului (e sbtratului condensator) din an-
samblul-modals

Bxpraosia (3.25) aratd cd dacd neomogenitatea luijp se poate
modela prin 9, nelinlaritatea magnetick poate fi analoagd melinia-
rititii electrice a dielectricului de permitivitate Em din stratul
condensator. Pentru calititile obisnuite de hirtie elecbtroconduc-
toare pentru care ?;n este de ordinul (345 ko), o frecven{d ds ali-
mentare a modelulul (corespunzétoare regimului sinusoidal),fm=2000
Hz, scara timpului k. =40, scara uzuald a lungimilor k, = 5:; gi
permeabilitatea maedie a materialului neliniar}n =~ 1,256, 10 “H/m,
rezulti C__ ~(400 + 500).107°F/u". Asemenea valoare se .poatie abin-
ge utilizind pelicule disleotrice foarte subfiri sau folosind pli-
cute metalice oxidats pe una din fete.

Roproducarea dependentei)p(ﬂ) prin functia Em(Em) prin fo-
losirea peliculelor de seignetbtodieletrici esbte foarte greu de
realizab, practic imposibiléd, din cauza lipsel unor materiale cu

caracteristici adscvabte [54].

Procedeul iterativ descris in §2.1 introduce, in caz ge-
neral, mari complicatii constructive care asdaugabte celorlalte de-
zavantaje de metodd, Il fac de mulbe ori neutilizabil.

Exigtd btotusl probleme ou medii neliniare in care cimpul
8e podte anallza relabtiv ugor utilizind un procedeun iterativ, si
anums acelea in care se cere cimpul in afara mediilor neliniare
(in ger, in cupru etc.), zone pentru care permsabilitatea magne-
ticd se poate identifica cu cea & vidului gp =R, = 1,256-10-63/m)-

Evident, pentru zonsle eu,P’=,Po’ grogsimea sbtratului elec=~
broconductor hy va £1 consbantd iar pelicula de diselsctric va avea
permitivitatsa independentsd de cimpe.

Pes suprafefele unor medii feromagnetico, care vor £i con-
siderate frontiere in astfel de probleme, in regim ainuéoidél,
pentru frecventa industrialid, in fiecare punot de pe suprafati,
intre componentale tangeniiale E sl gifgscrisa in complex) ale
vectorilor intensitate de oimp electric B si inbtensitabe de cimp
magnetic H, existd o legdturd pe deplin determinati care repre=
zint# conditia la limita necesard de realizabt la’ modelare.

Pentru cimpurile magnetice uzuale, (H> 20A/c¢cm),in cazul
semispatiului conductor feromagnetic, relatia dintie E,.si H,.

este [54] f
B, = (1+0,6 3)\/,&‘?“—’ H, (2.26)
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in care u. este modulul permeabilitdtii magnetice complexe pe
suprafate corpuluil feromagnetic g1 este o funct{ie de H, .

) Pentru intuirea modului de utilizare a relatiei (2.26)
la modelarea pe hirtie electroconductoare se considerd un sis-
tem de conductoare alimentate cu curenti sinusoidali, sistem
oare in sectiune transversald are forma din fig.2.6.

r
) JILLLLLL L

/// otel

4—-Ccurent

A(x,y) =const.

F1802.60 @7 / et

S~-au prezentat aiocl trei tipurl de oconductoare : con-
ductorul masiv parcurs de curentul i # 0 (notat cu F), con-
ductorul masiv - mediu de curentl turblionari (13 = O, notat cu
H) 81 un fascicol de conductoare subtiri in care se poate ne=-

glija oomponenta solenoidalid _GJBA a cimpului electrio si
d6

avind ourentul i, prin fiecare conductor k diferit de zero.
8istemul se afld plasat intr-o cavitate efectuatd in
otel eleotrotehnic de grosime $1 cu raze de curburd suficient
de mare péutru a putea fi tratat ca un semispatiu conductor.
. Pentru interiorul cavitidtii, potentialul vector mag-
netio 4 satisface pe portiuni ; ecuatla lui Pourler (in oon-
ductorul ¥), eouatia lui Helmholtz (in conductorul H) gi in
fier ecuatia lui Poisson (in interiorul fascicolului P) si
ecuatia lui Laplace (in spatiul L dintre conductoare).

Se observi o¥ de-a lungul curbei I (urma suprafetei
cilindrice interiocare a ecranulul feromagnetic sint valabile:
o ecuatie Helmholtz pentru ianteriorul otelului gi o ecuatie
Laplace pentru cavitate.

Conditiile de frontierd, de tip nsliniar, sint dabe

de proprietitile de conservare a componentei normale a induc-
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tioi magnetice s$i a componentedl tangentiale a intensititili cimpu-

lul magnetic 3 oA 5 A

Bive = By ser 589 (5T -z)FB (37T dger (2.27)

1 1
EFe=HTaersau)1F ( )Fe)l (5 der
e
T (2.28)
Dupd substituirea in (2.28) a expresiei (2.26), stiind ci:

B==Jwi, (2.29)
indcxind cu "1" spatiul cavitdyll si cu "2" mediul-otel, se obfi-
nse

p oA
A +/-,-11-;— =2 (0,6=3) (22, = 0 - (2.30)

Conditia la limitd corespunzidboare penbtru model se va ohii-
ne inlocuind in (2.30) 3
IV

. . - - - ml
A=kV; do= k,0mpy I = =0 = 5 (2.31)

dupi care rezulbtia :

1\ [Le Js Lans (2.32)
5 = 0,6= -

unde J . este densitatea de curent, normali la fronbieraf”m din
nodel, intr-un punct "g" pe frontiera rm corespunzatboare frontig=~
rel din original.

Se imparte limita F in sectoare Al g1 pentru fiecare
secbor se ob{ine o valoare madie 4 Yoso @ pobentialului Yoo egala
cu ¢

Yos2 * “lug Pn ding Zas = Iuns Zas (2.33)

Din identificarea relatiei (2.32) cu (2.33) rezulbid :

Rm_s"’axm_s (0’6;))\1(1—0.) )loklAl

ms m m
= F’ (0, 6-3) )13

cu‘ﬁ = constant.

Rezultbtd ca Zpg este impsdanta unul circullb serie Rms’cms

avind valorile pasramebtrilor

Rmsv:O,GP '\/).1e ;Omse-——]-'——— (2.35)
“nVpe
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Dacd se potrivesc rezistentjele Rms neliniare sl capaciti-
tile 0 la care dependenta de curent este functie de o* TéBpec-
tiv de Haos atunci se pot crea pe model conditiile la limitd ne~
liniare.

8e poate obYine o precigie mai mare utilizind impedantele
liniare 51 folosind gi metoda aproximatiilor succesive.

Cu;enbul care deviazd in Zpe (cuplatd intre sine s de di-
msnsiuna.dlms g1 masd) este proportional cu valoarea lui g,rs 3

Zon

oA K
E, ’)JO(TD' Mg = kl/‘ocmﬁhmAims 4 2pg =
k I I
A -=ms -8
s - s - (2'56)
5'?1 2> Sl B wl

S-a {inut aici seama de relatiile (2.18") si (2.19%).

Cu aceastd observatie rezultd urmptorul mod de consbtrui=
re a modelului. Mal intli se alege o foale de hirtie electrocon~
duoboaro de grosime hm constantd, pe care se traseasid ourbaf‘ .
In interiorul frontierei se injecteazi acolo unde e nevole ou-
rentil ims (in zonele P si P) si pe portiunile corespunzdtoare
prezentel in original a curentilor bturbionari se lipesc stratu-
i ocondensatoare. Cu mijloace obigsnuite se mésoard valoarea lui
H,, Prin mirimea L admitind iﬁitialzu = u.e Din ourba fundamen-
tald de magnetizare a otelului se afli/pgs(ﬂra). Cu relatiia (2.34)
se calculeazd z_ .. Hirtla se btale dupd conturul /" &§1 pe sinele
de ocupru cu dimsnsiunile AlmB 8e cupleazid Rna si xm‘. Se misoa~
rd I o ocare deviazd in fiecare §ind, se calculeazd H, #i se
oorecteazi Zoa® Midsurile se repebtd de 3+4 ori pind oind coreo-
tarea nu mal este necesard; atunci valoarea misuratd a lui H s
va corespunde luiﬂpe teoretio. Modelul corespunzétor sistemu=-
lui din fig.2.4 este prezentat in fig.2.7.

O datd fixate ultimele valori 7 in uwrma procesului de
iteratie modelul este pregitit pentru mésurdrile necesitate de
analiza problemei de ocimp.

Conditiile de frontierd de tip Dirichlet si Neumann =
nule se transpun pe model extrem de simplu

- pentru conditiile Dirichlet, potentializarea la scara
k‘(kv sau kVH) a punctelor de pe margineal"m a modelului se fa-

ce prin ace metalice suficient de apropiate unul de altul incit
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functia pobtential din original sid fie reprodusé cit mai fidel de
functia Vm(xm, ym); dacd potentialul din original este o consbtan=-
t4 pe un snumilbt segment din fronbtlerd, atuncl segmentul corespun-
zitor din model con{ine o foitd mebtalicd potentializalid corespunzi-
tor (la modelul cu electrolit) sau, se pensuleazd marginea obtinutd
prin debuparea modeluiul pe portiunea respectiva, cu argint cololi~-
dal (pentru modelul din hirtie electroconductoare) [55].

- pentru portiunile de gragitﬁ cu conditil Neumanne-nule
fortarea directieil liniei de cimp B, tangential pe portiunile co=
respunzitoare din model, se face izolind de-a lungul acestor porti-
uni domeniul Dm de exbteriorul siu, cu piese de pertinax, lemn lus=-
truit etc., dacd pdtura conductoare esbte electrolitul; daci mode-
lul se confectioneazd din birtii electroconductoare conditia se
realizeaza simplu prin decuparea hirtiei din exbtsriorul lui D .

Exemplul din £ige248, 29 51 2.10 ilustreazd cele expuse
mal sus.

_ Exist& o mulbtitudine de probleme la care domeniul D esbe
infinit si pentru care oricit de mare ar fi scara lungimilor,pen-
bru a modela cimpul acestor sisteme, ar f£i necesard intinderea
nelimibatd a piturii rezistive :

- de obiceil sisbtemele electromagnetice sinb ,complebe, adi-
cé s8int fndeplinite condltiile (345=-4)3

- sursele clmpurilor sint concentrate in spatii c¢ilindri-

d \/ 2
ce de razdé dﬁfo = :Eo + yo );

- gcuatia lul Laplace, satisfacutid de orice pobential
(4,V,Vg) pentru r3r,, este inveriantid fatd de inversi-

unea [33] )
r02 ) reom
Pt = = rospoctbiv r! = - (2437)
r i I
m m
1 Semicon - ism
=my ductori TJ“ 1 electrod
T T . /me’(GiIC
r = A (o< © m
(: h5m1r ngﬂ ljsm” Nsm- m
Nl et DLl L L ALl LN LS L ”//" 7 //”’l(
h | &1 h
m,/'.___Ji@ m \ mﬂa_lqhm*O
dielectic=—"m .
= Strat  electrolitic )
sau hirtie electro- mk
T conductoare I.ka

Fig.2.7. Modelul sistemului din fig.2.6.
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Aplicini rubdomeninlui Ln2> Lo, inversinsca (2437) se ob-
ine un simulator fn dublu strat [56] , [57] , [53] , in care co
0ato modela ponctul de la infinit (r =oe, ot = 0); priunl strab
I) cuprinds zona interiocari cercului do razi r‘ ~.~i so ob¥ino
in zona I < r sizplu, prin similitudinea geouebrlca dabormmata
(g kE . In ace'-*b ctrat se modeloazzi normal din originsl. In al
loilea strat, de acelecasi dimsnciuni plzme cn primul, 66 nodelaa~
i gona I >r .« Punctels cclor deud margini r, = r_ se echipoton-
;ializeazd ca In figura 2.11 a,b. .

)-.F

dh
(

N
A\
L

N L 4D a
AP I S P

DR
k .

Fig.2.8. Alsgorea domeniulul D dinlr-un
sistom cu mai multo simatrii,

De obicoi, modclele elactrolitice ss oxeoutd intr-un vas
din matorial izolant, plin cu clectrolit, numibt cuva eleclroll-
tHed,

Pitura conductoars eloctroliticd poate £1 o solutia a-
P0asld g unele din sirurile I Cl, KI, 12‘0 y A IIO) oetc., dar <4c¢
%8le mai wulbe ori, zpi do conducta. Cuva pl.‘ priu isit (voould
In caro o pues elaclrolitul si sa plascosd oloctromi, 5a conce
bfuicsts de obicsi din perbinax, cu volnu: paralclipipedie, oblge
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43 o
X < m '
] electrolit ™3 * hirtie e
3% ;93 electroconductoarej
' nt” Fdem 5m |3 | K
1zola ST Lm l \Sm ‘ ot
. Vim margine pensulata cz_é
L >~ -argint coloidal :
metal Vim ‘
2 {

Fig.2.9.Transpunerea pe mo-
dalul electrolitic al domeniu~-
lui D din fig.2.8 (delimitab
de 1,2,3,4,5).

¥

. ¥
Fig.2.10., Hodelul pe hirtig
electroconductoarae,corasp
zibtor domseniului D (fig.E‘.li
din original.

electrozi ;
Vm=100°/o T/ \Q Vm=0°/o
" peretii X stratul 3
cuvel :_—;JZ///L __FZ%_ —r Conductor I i
[{ oaymes 7 : : — G T
@3 e e |
/ \ . \sirotul conduc ~ g
disc izolant punctul f=0 tor I1{sub domenul i
[sticla) {ry=oc0) inversat } 3
a) 4
:
¥
!
B m m |
"
11
b.)
‘ . ¢
Fige2.11l. Simulator in dublu strab. K

a)
tializare a punctelor r

cuva aelecbrolibici; b) modul d¢ schipoben~

‘vom
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nuib de dimensiunile 1x1x0,1 m5.

Penbru domenii infinite se foloseste cuva cu dubiu strat
de electrolit (fig.2.l1ll a) iar pentru fronbtiere de tipul celei
din fig.2,8, se po! construi modele individuale. |

Hirtia electroconductoare cea mai utilizatid este hire
tia grafitatd [55] , avind conductivitate, pe ¢it posibil, inde~-
pendentd de directie, care se fixeazd pe o plansetd de lemn.Va=-
loarea rezistentei superficizle este cuprinsa inbtre 103...10511,
deci mai reduse de cel putin 90 ori decit cea a lsmnului.

2.3, Toehnica misurarii pe modele

a. Determinarea cimpurilor laplaciene prin modelare in
ocuva @lectroliticd sau pe hirtle electroconductoare se poate
face in urma btrasdarii unui spectru de linii echipobentiale,su=-
ficient de dens, intre eleotrozi, cu ajutorul unei scheme de

mésurare in punte confarm fig.2.12.

SO HZ.O———«

220 vo| ﬁja
ﬁl

Fig.2.12, Schema de médsurare in punte.

8=a notab ou ¢ G = generator de audeofrecventi) Rl sl
Hz - rezistente complementare (R1 + 32 = oonst.); IZ-indicatbor
de tensiune zeroj; El 81 E2 - @lectrozii model; C~ cuva electro-~
1iticd (sau simulator din birtie eleciroconductoare); 8 ~ sonda
de detectare a punctelor echipotentiale (la cuva elestrolitiod
- un ac conductor, la hirtia electroconductoare - un oreion
apecial care la echilibrul puntii las& o urmd coldratd pe bir=-
tie).

-~

In cazul cuvel elsctrolitice, avind in vedere efectul
polarizérii electrozilor la o alimentare in curent continuu,se
alege oca tensiune de alimentare o tensiune alternativd sinusoie-
dald de frecventd limitatd superior de condiyla rot 5 = O, s
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f£n cazul misuririlor in punbte avind ca indicabor de zero casca
telaefonici, si de sensibilibabea organului de auz pentru frece
ventele audeo. Limitarsa inferiocard a frecventei este determi-
natd de atenuorea polarizdrii. Precventele optime care- rédspund
acesbor necesibiti pentru cuvele electrolitice cu sbtrat dublu

(cu un diametru de 0,5 m) sint cuprinse intre 1000 = 2000 Hz.

| Modelele din hirtie electroconductoare se pobt alimenta
atit fn curent continuu cit si in curent alternativ.

"Pentru misurdri de precizis in cuva electroliticid, bre-
buie tinutd seama cd punbea din fig.2.12, nu permite. inlidturse
rea influentei capacititilor parazite dintre componenbele scha-
mei de misurare si masi si compensarea btobtald a impedantei echi=-
valente corespunzitoare polarizadrii in cuvid. Penbtru a satisface
aceste deziderate, la fel ca la o punbe obisnuitd de curent al-
ternativ, se conecteazid in dermvatie cu R 51 R2 capacitia{ile
reglabilse Cl si G (£fig.2. 13) si se prevede pamintarea Wagnsr cu
un divizor alcabuib din rezistentels Rwl si sz si capaci tatile
Cal si Coo ( In schemid nu sint firgurate capacitajile a céror
influentd trebuie compensabti) [6].

Cu schema din fig.2.13, punctele de potential egal se
debterminid alegind un anumit raport al rezistentelor Bl si R2 gi
céubind cu scada in cuvd pe hirbtie pozitiile pentru care se obe-
¥ine echilibrarea puntii.

De oblcei, la sistemele de doi elsecbtrozi echipobentyialil,
ge traseszé un spectru Ge 1l linii echipobentiale : doud cores-
punzétoare profilurilor selectrozilor $1 noud linil corespunzie
toare potentislelor obtinubte prin diferentierea liniilaor inve=
cinate cu cite 10% din tensiune Vm de alimentare a electrozilor.
Se vor alege in oconsecintd urmitoarele rapoarte inbre B2 si R1 3

% 100, 20, , 90
see 3
Ry 900 800 100

Fiescare linic echipobentiald se btraseazid inregistrind
la scaré pe o hirtie, punctele detectate in cuvd cu detectorul
8, penbru un anumit raport Eg « Numdrul de puncte inregistrabe
2y
este dsterminat de precizia cn care se doreste si se traseze li-
nia raspoactiva,
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Cu schema din fig.2.1% se lucreazi astfel : cu cursorul
de la divizorul Rl + R pus la pozif{la corespunzidtoare raportu-
lui Ra ales pentru a se ridica o linie echipotentiald doritd,

EN

gl cu comutaborul k in pozitia 1, se deplaseazd sonda pind la
aflarea unul minim relativ la indicatorul de zero IZ se corec-
teazd minimul prin reglarea lui Cl 51 02, se btrece comubastorul
fn pozitia 2 9i se sduce IZ la potentialul péamintuluil prin re-
glarea bratelor de la paminbarea Wagner, se revine la pozitia
1l 81 se perfecteazd echilibrul prin reglarea sondei si capaci-
tdtile Cl s5i 02. Se procedeazad astfel la debterminarea fiecéw
ruil punct al linieil echipotentiale care se determina.

Fig.2.13, Schema in punte cu impamintare Wagner.

Dupd trasarea spectrului liniilor echipotentiale ras-
tul mirimilor de cimp, funotii de punct sau integrale, se de=-
termind usgor cu ajutorul constantelor kA' kv, kVH alese la
proieotare : pentru airimile intensitidtii de cimpuri sau in-
ductii, se fac aproximiri de ordinul I, iar pentru marimile
integrale se utilizeazd regulile de aproximare numericd (re-
gula trapezului, a lui Simphsm ebtc.) [34] ,[39],[40].

b. Determinarea cimpurilor poissoniene prin modéla-
re in ouva electrolitici este dificild. Incercirile modelid~

rii pe hirtie electroconductoare au dat rezultate mulfumie
toare [59. Schema de principiu a instdlatlei de alimentare
g1 m#surare la modelarea pe hirtie electroconductoare are
struoctura celeil din fig. 2.1l%.

In fig.2.14 s6 prezintd o schema bGtipicA de alimenta-
re s8i midsurarea pe modelul din bhirtie electroconductoare pen-

tru cimpuri poissorivne cu conditii de frontierd nelineare [59].
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Fige2.14. Schema de principiu a instalatiei
de alimgnbare Si masurare pentru
un model din hirtie electroconduce
toare.

O foaie de hirbie electroconductoare 1, are dimensiuniw
le ls scaria Ky in concordan}& cu sectiunea btransversald a dome-
ninlui D. Marginile foii corespund marginilor suprafetelor fero=-
magnetice. Hirtia se¢ aseazd pe o suprafatd de geam 2, de grosi-
me de 2-2,5 mm geanul avind rol de dielectric. Pe partea inferi-
oari a geamului sint lipiti electrozi din foile de aluminiu,3.
Dimensiunile electrozilor corespund dimensiunilor sectiunilor
conductoarelor parcurse de curentlii din ariginal. Aducsrea cu=-
renfilor de la sursa se reslizeazé cu cepacitidtile .de alimenta=-
29.4, alese astfel inéit curentii electrozilor sa fie proporf{io=-
nali cu bensiunile magnetomoboare a zonelor respective.

Penbtru verificarea valoril surentilor se utilizeazid
condensatorul de misurare 5, cu capacibate ou mult mai mare de=
cit capacitidfile electrozilor si a celor de alimanbare;'Tensiu-
nea pe condensatorul 5 se misoari cu un volbtmetru electronic,

.Hirtia slectroconductoare btrebule sz adere strins de

sticla, Lipirea hirtlei nu este rationald datoritd neomogeni-

zéirii grosolang a birtiei sub aspesctul conductivibtitii ¢ $n ur-
ma procesului de lipire [56] . 8

Atagarea hirtiei de sbticlid se realizeazi prin intermee
diul unui strab de maberial friabil, neconductor de éxemplu pra=
ful de portelan 6. In cazul modificirilor, praful se indepirtea-
z& ugor cu ajuborul unei pensule moi si sonda de misurare se inge
taleazid in locul necesar. o

Ca sursi de alimontare a modelului se utilizeazi un ge-
nerabor de audeo~frecventf 7, cu intrare simebtrici.
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In schema insbtalatiei intr& blocul de deconectare de 1la
reglarea capacitivéd 8, si voltmetrul electronic 9 de misurare
a tensiunii. Verificarea potentialulul zero pe model se face cu
ajuborul voltmebtrulul 9, sau a osciloscopulul 10; Aceastd tenw
siune se calege de pe model cu sonda 11, nivelul "zero" este
mentinubt cu blocul 8. Masurdtorile pe model se¢ realizeazid cu
milivoltmebtrul 12 i garnitura de sonde l3. Cele trel sonde
8int plasate cite doud in planuri ortogonale.

Din expresiile (l.2~4) 51 (l.15-4) rezultd c& F si B an
expresiile

B \/(av) g—‘;o?z%\/(vl-vz)% (V5-V,)2

Ba\/(28)2 . (24,2 23\ o002 (ayma2

agsa inoilb mésurarea succesiva a dlferentelor (V Vam) si
(v 30" 3m) dd la scara Ky respectiv A ’ componentelo mArimi-
=Y 5}

lor B sau B.
Dacid inaintea voltmetrului 9 se conecteazid un dispozi=-
tiv care ridiodd la patrat tenslunile UBlm’ le insumeazid 81 din

Eczulbib extrage riddicing patraticd, voltmetrul va miaurﬁ di-
reot pe B respectiv pe B. -

2.4, Precizia metodelor de modglare
24,1, Precizia modeldrii in cuvag elecotrolificid

Broarea mebtodsl de midsurare este determinatd de preol-
zia elementelor din schema de mésurare $i de erorile sistema-
tice ouﬁ depind de metoda de mésurarce.

Broarea globald include erorile mecanice, pe cele deter-
minate de tensiunea superfioiald a lichidului electrolit, de
neomogenizarea electrolitului, erarile cauzate de polarizare,
de perturbarea din timpul investigarili 5i efectele de frone
tiers.

Contributie la eroarea totuld a preciziei tensiunii de
alimentare §i a oircultelor de mésurare poabé f£fi fAcubti negli=-
jabild dacd se acordi atentia cuvenitid unui sistem de pédminta-

re a instalatiel mAsurare §i stabillzirii tensiunii de alimen=-
tare.,
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Circultbtul de misurare a gradientului care implici mésu-
rarea unor tensiuni mici Intre doud puncte dintre care nici unul
nu este la potenfial nul cere un mai mare grad de precizie decit
cele pentrn misurarea potentialului gi in acest caz ginb necesa-
"re circuite de urmirire catodici si amplificaboare stabile.

Brorile mecanice includ abtit inexactibadtile constructive
ele analogului cit $i inberpretarea falsd care se datoregte jo-
curilor excesive ale parf{ilor mecanice si a impreciziilor in a=-
proximarea fronbierei.

Erorile care se dabtoresc btensiunii superficliale a elec~
trolitului sint importante in special cind masuridtorile de poten-
tial sint fdcute lingd fronbtierd.

La orice inbterfatd electrod=electrolit trebuie sA existe
un oarecare grad de polarizare. Cu frecvente de ordinul a 1 kHz
sl electrozi de alami grafitaté, polariza}ia este redusa sufi-
cient ca rezulbtatele obtinubte s& f£ie accepbabile.

Reducerea influentel polarizafiei este importantd In spe-
cial cind se folosesc dispuneri mulbtie-eleclbtrozi pentru care se
mdsoard gradientii si in aceste situatil sint indicati electbroe
zi din platind sau platinizati {50] . .

Ima analogia bidimensionald se realizeazid precizii in mi=-
surarea potentialului, de ordinul 0,1=0,2% dar numai dacid se a=
cordd mare griji minimalizirii tuburor erorilor posibile [7] .
Precizia corespunzatoare miasursérilor de gradient gsbe de aproxie-
mativ de 0,53. Penbtru analogii complicate e greu de obtinub pre=-
cizii de wdsurare a potentialului, mai mari decit *.1%. Eroarea
permisa este debterminatid de problema studiabad si de precizia cu
care pot fi stabiliti parametrii cimpului original si in majori=-
tatea aplicatiilor ingineresti o precizie totald de 1~2% in mi=
surarea potentialelor este cu btotul acceptabila [1?] .

244.2, Precizia modelarii cu bhirtie slectroconductoare

Cauzele principale ale erorilor carse apar la modelarea
cimpurilor electrice si magnetice pe hirtie electroconductoare
constau in lmperfectiunga msdiulul rezistiv - hirtie iIn ceea cs
priveste omogonitatea, stabilitatea la temperaturd si umiditabe
si izobropia lui,

Ordinul de mirime al dispersiei intr-un rulou de hirtie
grafibati este de + &%. Pa suprafata limltabtid de un contur
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mal mic decit latimea ruloului ea este net mai slabd (de ordinul
a 2-3%) [55).

Variatia rezistivitdtii hirtiei electroconductoare numai
ou temperatura este foarte mici ea f£iind de ordinul a - 0,2%/°C.

Varia{la cu umiditatea este mai importantd si poate proe
duce modificari fie prin schimbarea condi{iilor atmoaferice,fie
prin uscarea locala a hirtiei datoritd incédlziril iaterne cauza=-
tA de ¢ incdrcare cu curent excesiv. Bfectul din urmi& poabe fi
ugor evitabt avind grijé ca disiparea in hirtie s& nu depidseascd
niciieri aproximativ 100 mW/cm>, echivalentd variatiei potentia=
luluil cu aproximativ 8 V/cm.

Hirtia prezintid o anizobtropie destul de evidentd, rezis~
tivitatea in sensul rulédrii fiind ou aproximativ 10% inferioard
celei in sens transversal pruldrii. Brorile introduse de anizo-
trople sint admise ca atare, construirea unor modele disbtorsio=
nate care sé tind seama de ea fiind dificila.,

Ca i in cazul modelelor electrolitice gi ohiar mai mult,
eroarea totald este greu de aproximat dabtorlitd ocomplexitatil el
B greu de btrecubt de la o disoutie despre tipurile de surse de
erori, la o afirmatie generald a ordinului de mirime a precizi=-
61 ocare e de agteptat la o problemd ocarecare de cimp.

Problemele variazi ca structurd foarte mult dar pot f£i
recunoscute doud marl categorii.

Prima categorie cuprinde problemele la care informatii=-
le cerute se referd la oonfiguratia generald a cimpului, -de
exemplu oapacitatea sau permeanta dintre asnumite frontlere epe-
cificate, In problemele de acest gen o precizie de 1-2% se a=
tinge destul de usor,

Problemele de a doua ocabegorie sint acelea in oare se
oer informatii despre detaliile locale ale modelului de oimp,
de exemplu gradientul de-a lungul unel frontiere specificate
sau intensitatea ocimpuluil electric ling& un colt ascutit, De-
pinzind de geometria problemel precizia poate £1 oricare, de
la nivelul ¥ 1 - 2% pind la I 10-20% sau chiar mai slabi in
cazurl deosebit de dificile si la aplicarea unei tehnici gre-
gite de exeoutie a modelulul. Ultima observatie se referdé la
faptul cd dacd eleotrozil de injectare a curentilor, la mo~-
delarea unel ecuatil Poisson, se lipesc, dabtoritd procesulul
de lipire pot apare erori inadmisibile de 20-30% i chiar mai
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mult, de aceea atasarea acestor electrozi pe hirtie btrebuie ficu-
td ou mare atentie si prin presarea ou un strabt izolator de
stringere (granule de portelan cu diametrele de 2-3 mm) [20].

: Dacd modelarea cimpurilor polssoniene se poate efectua
obtinindu-se in mod obisnuit o precizie de 10% (in debterminarea
-intansibﬁtilor de cimp, a fluxurilor gi a fortelor), [54] posi=
bilibtatea modeldrii cu precizie rezonabild, a cimpurilor magne-
tice variabile in timp, nu se intrevede din mobtive behnologice.

2.4.,%., Procizia modelérii pe modele din tabla

Modelele din btabsd (de ofel de exsmplu) dau rezulbabte cu
mult mai bune decit cele din hirtie grafitabd putindu-se abinge
precizii de deberminare a intensiti{ilor cimpurilor de pind 1la O
0,5% [61] « Aceste modele pobt fi utilizate cu succes la analiza
cimpurilor laplacisne si poiséoniene aproape cu aceleagi preci=-
zii. Trebuie remercat insa, cad pentru precizii ridicate esbtse ne-
voie ca in procesui de fabricare a tablel sa se urmireascid o a=-
batere de la grosimea presorisi foarte micd (sub 1%).

Pentru tabla din fier se impune abentie in privin{a de=-
pendentei de temperaburd a rezistentei electrice si a btensiurnil
termice. La o sarcind de 1 A/mm2 cresterea temperabturii este de
1,7°C. La-valori ale bensiunilor de misurat de 0,5 mV se face
obsgrvatd cdldura miinii operatorului incit trebuie utilizate
“virfuri de misurare' speciale é caror constructie este prebten~
tiocasd.

Exemple de utilizare a unor modele de btabld penbtru de~
terminarea cimpurilor magnetice se gisesc in [62] - [66].

Ubilizarea acestui tip de model.la analiza cimpurilor
in conductoare masive s greu de inbtrevizubt (ca si in cazul celor-
lalte modole cu strat electroconductor) datoritd dificultitilor
de fabricare a strabtuluil condensabtor care implici o grosime foar-
te micid pentru dielectricul dintre foaia electroconductoate gi
electrodul conectat la masd.

III. MODELAREA PR RETELS ANALIZOARE R SI RC
| 2 ]

Acest tip de modelare are la bazi# ecuatiile obt{inute prin
meboda diferentelor finite, elementelor finibte i ubtilizind dis-
crebizarea btip "celula". Referirile se vor facs in principal, la
ultima metodd. Optiunea are la bazd sl fapbul cid operatiile de

BUPT



- 77
fmbunsititire a acestor ecuatii sint extrem de simple in comparatie
ou cele corespunziboare metodei elementelor finite (v.2.2~4).
Din motivele expuse in 3.l-A se prezintd aici numal mode=-
larea cimpuluil magnetic.

3+1e Pipurile d¢ modele

Pentru o celuld "e" (care include nodul "e") (fig.3.l.a)
ecuatia pe care o satisface A, in condif{iile aproximérii unei den-
8itAYl medii de curent pe celuld egale cu cea din nodul “e", este:

A_,-A 24
z:gmn L:ec Lon 9(70(75% + K) (3.1)

miN+1)
mN
FiSosolc Celula de dis=~
cretizare (a) si tipuri-
c) le de model (b i o).

Bxiatd doud btipuri de retele slectrice pe care se poate

modela o astfel de ecuatie (fig.3.l.b gi c).
Teorema I a lul Kirchhoff aplicatd in jurul nodului "e"

al retelei din fig.3.l.b, se poate scrie astfel :

N
Vo,V av
EE:"EE“TES = Cpe EFﬁg - e (.2)

e'sl WO

e — S 4
e

A

(Al
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Pentru nodul "a" al retelei din fig.3.l.06 ea primeste for-
mat N .

V". -V Ve aV,, N+l
me' My 5 @ - C ) . (3.3)
VR me 36,  me ~aL_—
e'_l *
Se observd cd ecuatiile (3.1) si (3.2) se mai pob.scries
L .
“£(b,K, ASG’ GG’)"'G LJE_L y 4) =0 (3.11)
mn
- ]
£(b 100 Che? Rng? svm) = 0 (3.2')

Alegind pe &,K, A8y T respectbiv pe bm’ ima s cme s C8 MmiA=~

rini fundamentale g§i pe m,, Leet , A, respectiv pe R gty Vp Ca ma-
Emn

rimi derivate din primele,ecuatiile (3.1l') si (3.2') se pot scrie

sub formele lor criteriale :

F (%A ’ "IA ) =0 (3.1")
1 2
P@ ,5)=0 (3.2")
1 2
in csre 3 Lee'
/ue' L
g . T 7 - ;
1= A i V'2 = X
I:xi €1, (as o) 1 l::"ig K. (as @ y 2
[ ] [ ] e e o & e a
v 'Rﬁe‘ v 'vm
?Zl STy v v z %2 - v v v
txl N Ji1.. %1 bxa Y2 X2
m *me ~Cme m ° “me*’me

Impunind condif{iile de adimensionalitate criteriilor,prin
egalitidtile : -

A . v A \'}
A= 9. v =q
S TP TP
se obtin conditiile care btrsbule satisficubte la modelarea ecuatiei

(3.1) ps modelul din fig.3.1 b
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L

)1 Iiﬁil « 48 ,G- o] R
r = _—mb— (3.4)
A _ _ Vo' Cng (3+5)
X m T me
Introducind in aceste relatli coeficientii de analogie 3
Lee'

rezulbéa

A
k, = H k = H = - 3
A V; Ia Rme “x Ime
48 G
X = es ., kt - %_’ (3.6)
:me m
k, = kﬁ'ku (3e1)
kg = ky kg (3.5*)

Dintr~-o analizid similard a corespondentelor -ecuatille

(3.1) 81 (3.3) se ob{in oconditiile care trebuise respectate
la modelare intre mirimile fizice din original si model 3

L, b
Pe'!f‘m 48y T g = T, Coe Rue’ (3.7
vm

[ (3.8)
é! biE!N;1

respeotiv relatiile (3.4') si (3.5*') cu observatlia cid de data
aoceasta

ke = - EVK_ (3.9)

m,N+1
I

m
Pentru medii magnetice neliniare Rma trebuie sd fie o

funcfie de curent analoagd lai n (H), lucru practic imposi=-
bil de realizat datorita inexistenfel unor astfel de depen=-
dente penbtru rezistente.

In [67] se indicd simularea neliniaritatii psntru cim-
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puri unidimensionale prin circuite active in punte. Utllizarea
acestel metode psnbtru cimpuri bidimensionale duce la scheme mult
prea complexe. Metoda nu fine seama de pierderile prin histe-
razie .
Se pot utiliza in acest caz modele cu glemente R g1 C
liniare si variabile, problema de cimp rezolvindu-se prin mebto-
da aproximatiilor succesive (V.Cap+III~-A). La fiecare iberatie
valorile rezistentelor R . Se Vvor schimba proportional cu noile
valori recalculabe ale 1ui,P dinp caracbteristica de magnetizare
a maberialului.

Tratarea prin modelare a problemei medillor neliniare

in goneral este iIn orice caz greoaie. B preferabil acestel rezol-

vari, solufionarsa ei cu calculatorul cifric, bineinteles pentru
domenii care reduc problsma la un numdr de ecuatii acceptatbt de
cldtre acesba.

In consecinta discutia se¢ va limita doar 1a nmediile li-
nisre indicindu-se la locul potrivit cum poatse £i modificabt mo=-
delul corespunzabor acestor situatii penbtru a putea fi folosit
pentra condifii de granitd neliniars (in problemele cimpurilor
de dispersie).

Penbru medii liniare $i omogense, cel putin pe zone, la
pasi de discretizare consbtanti $i egali cu h, (£ig.3e248)y

7
no ////l // h
N j //)

h // |

.

a)

C
Lm L{ ISmm c)

Fige3+2+a. Celuld pabraticd corespunzitoars discrati=
zdrii cu pas constanbt (L__, = L__); b) reteaua

RC alimentatid de la surse de curenti i gl b)ana~-

%ogul electric cu alimentare doar prin condensa-
ori.

Ecuatiils (3.1), (3.2), (3.3) vor primi formsle
Ki)’ (3.10)

2
Ajthoehsthy = Bag = pGh(
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dv i :
7 - me m
me E 12

conditiile (3.4) gi (3.7) care sint identice si in caz general,
devin :
2

PCBT = Ry Cky (3.13)
iar conditiile (3.5) si (3.8) se pot scrie in ordine ;
' —k—kA 3-—1'“ (3.14)
K= - .
G m
k av
| 4 Vg (5.15)
- 5

Conditia (3.14) se poate resliza injectind curentil 10 de
la o sursi de curenti sau de la surse obignuite prin rezistente
de injeotie de valori cu mult mal marl decit valoeri Rm.

Conditia (3.15) se realizeazd mai simplu fdcind observa-
tia od pe seostiunea unul conductor componenta longitudinald K
a oimpulul electric, este -0 constantid. Acest lucru sugereazd le=
garea punctelor "m5" din model la acelasi potential.

Rezultd deci doud cele doua modurl de alimentare a ocelor
doud btipuri de modele, prezenbate in fig.3.3.a,b.

Fige3.3. a)= Original cu planul cimpului discretizat;
b)=- Model RC gprimul tip)s

c)~ Model RC (al doilea btip).

Primul tip de model (fig.3.3.b) are posibillitédt{i mal lar-
gl de utilizare putind fi usor modificat in scopul modeldrii
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cimpurilor cu disbtributll poissoniene de curenti (respectiv de
safcini, in cazul cimpurilor electrice), prin simpla deconecta-
re a condensabtoarelor de la nodurile retelei de rezisbente, ri-
minind astfel conectabti doar rezistorii Rma prin care s6 injec-
‘teazd curenfii ime proportional cu densibatea de curent J ==~ K¢
(sau cu densitatea volumetrici de sarcind electricd).

De ascmenea acest model permite seprarea componsnbelor
potentiale si rotationale ale cimpului electric, respectiv a
densibitilor medii de curent de cele turbionares

du
SA _ me _ _ O .
Jb b = - G-?E' = =0 kA E.E;— 4 Cm kA imc (3 1?)

Al doiloa tip de model (fig.3.3.c) permite pentru regi-
mul veriabil insofit de curenyi turbionari, deberminarea directd
a densitatii de curent (J = -(T(é}% + K) k) in domeniu btimp,com-

punerea lui J nemaifiind necesard dupid efectuarea misurdrilor pe
model ca in cazul primuluni btip si de asemenea permibe alimenta-
rea mail simplad, mai putin costisiboare.

Se observda cd daca viteza de variatie a lui A esbte apre=
ciabilad, si la problema de cimp e necesar printre altele si re=-
partitia cimpului in curent continuu, aceastd reparbitie s poa=
te obtine cu o precizie convenabild alimentind modelul din fig.3.
2.Ce cu curenti (sau btensiuni) sinusoidale de frecvente foarte
mici : asa de mici incit cdderile de bensiune pe condensabtori si
fie foarte zpropiate, practic egale.

Dupa necesitifi se poate alege btipul des model adecvatb,

Trebuie remarcat cid pentru determinarea mirimilor glo-
bale R, L, C, al doilea bip ridspunde foarte bine din p.d.v. al
preciziel asa ¢d, din motive de economicitate, de spatiu, referi-
rile se vor face iIn continuare doar la acesta.

Referitor la cimpurile potentiale e util doar de precizat
cd pentru cele care se extind in btobt domeniul (pini la infinit),
s@ poabe utiliza un model iIn dublu strat aseminibor celui pre-
zentab In cap.ITl. Modelul in dublu strabt se poabssutiliza si pen=
tru analiza cimpurilor magnetice rotationale ale sistemelor com=
pleto de conductoare, cu conditia ca aceste conducboare si fie
cenfinube In intariorul cilindrului avind raza egali cu razs in-
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versiune, in conditii la limitd omogene [57] .

Pentru cimpurile electrice in medii neomogene relatiile
de similitudine se deduc usor luind in conslderare ecuatiile
3.37=4 91 (3.2) din analiza cdrora, cu

Vv = kvvm, (3.18)
rezulta 1
;}-— (Gq (3.19)
ee" “na’ Rme' )

adicd proportionalitatea dintre permibivibabea din original si
conducbanta model.
3¢2¢ Bxprimarea miarimilor din original in functie
de cele din modal

Penbtru obtineres unor relatii simple de corespondentd se
admite c# discretizarea cu pas constanbt este efectuatd astfel,
incit sectiunile conductoarelor sint divizate iuntr-un numir ine
treg Na de elemente de suprafatéd Ase= b x he Acest lucru nu é¢s=
te desigur intotdeauna posibil g1 ca atare relatiile obtinute
aloi se modificad potrivit, de la caz la caz.

Indquotia magneticd se exprimd in functie da mirimile m&i-
surabile pe model astfel

- - 247 _24: ., 24
BaB 1+B j=SP1 j —%h—i-rz i =

p 4 X
k - -
m o (Vpp=Vp) 4+ (Vpp=vpy) (3.20)
Densibabtga de ocurent are expresia
SA k a(v,__=V k G
] me m,N+l A e
Tom =Tyt + 1) = pho, —Bepmlall L oy .
m v me
=k, B—;‘Z 1. (3.21)

Curentul electric este una din conditiile date la o pro=-
blemi de cimp magnetic $i se calculeazd simplu in functie de cel
absorbit de model, %tinind seama de (3.21) 3

L R
ie gJ-dsﬁkA 2y (3.22)

/

B

Se
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Impunindu=-se im in functie de posibilitidtile de alimentare
51 misurare, pentru i cunoscubt, se debterminid coseficientul de simi=-

1itudine kA ¢
: . .
X, == o= (3+23)
A Rm 1. ‘ .
Cu aceasbtd valoare, pentru condi{ii de frontisri, initiale-
1ls si structurile geoms trice $i fizice cunoscute, corelatiile orie-

ginal-model sint cunoscute.

Fluxul macnetic prinbr-o suprafafa S~ care se sprijinid pe
curba inchisid [, formatd din doud segmente paralsle, in dirsctia
lui 4 i alte doui normale acestea se obtin

L2 = (B.2s)= § (Audl) =hy (A)-4;) ¥K,b (Vo =V ) (3.24)
s r
-

hc - lungimea segmentelor paralels cu A.

Tensiunea la bornsle originglului se ob{ine din legss ine
duc{iel electromagnetice :

— - a¢
=<§(E.dl) = = —a-E]-a-g (3.25)

e
:J
bare ,
- asive
-— * L m
k

W be

Fige3e4.a. original; b. model (partial).

Cu notatiile din fige3.4.a8, (3.25) devine :

4
W+ h, (El-Ea) - —?EE (3.26)

Pentru model se poate scrie 1

By = Ut (Voo = Vo) + u 4 =0 (3.27)
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Inbroducind expresiile ciuasrilor de btensiune pe conden-
satori in functie de curenf{i. in derivaba expresiei (3.26) in ra-
port cu btimpul din model rezulta :

du k k dg - .
-~ m A E 12
dbm 172 Eb hdLA at

s-a {inub aici seama s$i de relatia :

J i

X
B, = 2= 2 (3.29)
e s EZ me
Comparind (3.28) cu (3.26) se obtine :
k, du
A m
u=h, E;'HE; (3.30)

Bnergla magnebicd se aproximeszi prin sume cu unag din
relatiile :

v = % g(i.ﬁ) av = % g (4.3) dv (3431)

v v

Cu expresia (3.30) puberea instantanes se exprimi

k G du -
A2 .2 9 10
P=ul=nh (=) h i (3.32)
o kgt T Tpe Tm dby
In regim sinusoidal pubterea complexd
8=UI=P+ jQs= ko, (=Qu+d Pp) (3.32)
kp avind valoares ;-
k
A2 ,2 (g
k =0h (""‘) h w (3035
p = Pe (E . “u )
in cars s-a tinut seama de¢ expresia 1lui kb :
b _%Yn fm .
kt ..'E; —»':3* = ir‘ (3054)

Puterea activa disipatd In orizinal este proportionald deci
cu puterea reactivd din model iar cea reactivd cu cea activa din
model. Aceastl observatie simplificd mult determinarss parametri-
lor R, L, C In curent albernativ sinusoidal daci mljloacele de

mésurare sint sensibile la puberi mici. Astfel Ra si I 8e vor
determina din i 3
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P = E'SJ dv = I Ra; Q= ) (BsH) dv = XéI = LaI
v : y v ’

Tlnlnd seama de relatiile (3,21), (3.22) si (5 7),expresia
‘Pactorul realutentsi in albternativ

-(J.E) dv
P v 8
a“ R, "F R_I° }Ef
so
N
S
~ C 2
NE-E-ZJG 480,
g=1L
primeste formele :
I\'&)2
m 2 me
E::I ) EE:(Umecme) 5;- (3.35)

m g=1

-

unde ; N esbe numdrul de celule hxh cuprinse in sectiuneas S a
conductorulul :

N - numdrul de noduri cuprinse in inberilornl lui 8,3
C,~ capacltztea de proiectare (Verel.3.13);

C - capa01batea corespunzaboare nodului "e" (ea poabte fi
dlferlta de C daca discretizarez nu cuprinde un numir
intreg de cvlule cu S6 h x h).
Se cauti ca pe c¢it posibil discretizarea si se facd asbtfel
incit n' = N si C C .

. Bxpresia raporbulul dintre 1nducb1v1batea in c.a., (L ) si
cea In CeC., (Lc)

g(ﬁ;ﬁ)dv
La vc
Laf = E;- = :
( (ﬁoﬁ)dV’
VO

$G aproximeazd,in caz genaral, inlocuind pe Lc cu La deberminati
pe modelul RC la o frecven{id suficient de micd (de 1lHz penbru efec-

tvl d¢ refulare mediu).Prin acest procedsu se evitd utilizarea unor
surse de ¢
urent necesare modelirii cimpuloi magnetlc in C.C.
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Cu aceasté aproximatie, tinind seama de relatia (3.20),

8¢ obtine 2: 2 C i
I, (La)f ='(5 B° ds)p [ (Unogqu* miel)U" £ (3.36)
a” 1z (SB"2 LE) [5;( n2e4* msal) 5 Jim
S
in care @

Um234' este tensiunea masuratd pe model in punctele 2 gi
4, vecine pe o directie punctului "e'";

U - tensiunea intre puacteles 3 si 1 vecine lui "e",pe
m3el o directie ortogonald directiei (2,4).

Forta care actioneazid asupra unui corp din cimpul magne=-
tic poate fi determinaté prin intermediul btensiunii fictive de
auprafata [4] [5]: F = 55 ds (3.37)

8, £iind suprafata conducborului iar M- bensiunea superficialk.
Pentru cimpurile plan~paralels
F a hcggfi a1 (34371)
r
fn care " reprezintd urma lui 8, in planul cfmpului.

Tensiunea superficiald la neglijarea variatiei permea~
bilitdtil ou densitatea de masd are expresiile

T m [H/B - & (B.D)] on = Hu(Bon)= $(B.H).0 (3.38)

unde § reprezinti normala exterivard a suprafeyei 8, (fig.3.5) si
ﬁ/i = produsul diadic al lui H ou B.

)]

// /
4 VoY ////
///anductor// ,

,. ///////// 7

Fig- 5050 E)Cplioabi\fﬁ pell=
tru relaztiile (3.38)
Si (5.41)0

Alegind ultima expresie a lui T Se observi ugor cé O cu
H g1 H cu T formeazd unghiuri egale si in plus unghiul dintre A

si T are de aoud ori valoarea primului (nobtat cu X in fig.3.5)s

veotorii n, H, T sint coplanari, perechile (ﬁ,ﬁ) si (H,T) for-
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mind unghiurl egale. In plus T = 5= = éﬁ (3.39)

Din cele ardbate rezultd un mod simplu de deberminare a
fortel F. Pentru fiecare nod al retelei de discretizare, aflab
pe curba [, se determind B cu expresia (3.20), se afli patratul
modulului el care se inmulteste apoi cu/§ 81 se debtertmingd modul-
ul 1ui T ; dirsctia si sensul tensiunii ¥ se determinid in baza
gxplicativei din fig. 3.5. Se calculeazd forfele elsmentars

hoi ler si apoi se insumeazi de~a lungul lui [ . Blementul de
lungime AIT_esba deseorl egal cu pasul de discretizare h.

Tensiunea maxwelliand T in cazul unei suprafete de dis=-
continuibate penbru/p gp are valorilelpl sinZ pe cele dould fe-
te), cind una din valorile lui p, de exemplu j,, este cu mult
mai mare decit cealaltd, are valoarea [4] , [5]

= n 2
2 =3 M2 By (3.40)

Hb £iind componenba tangentiald la suprafatd a intensi-
td%ii cimpului magnebtic H.

Momenbtul in raport cu un punct se debermind simplu cu

M = (an b af[rxfr] a1 = 3 I;ho ér HB sin g dl, (3.41)

Momentunl are sensul si directia lui k.

S~a opltab-pentru ubilizarea bensiunii maxwelliens la
calcglul fortelor $i momentelor Intrucit fati de mebtoda care ubi-
lizeazi densibatea de volum a fortelor, nu necesitad un numiar asa
de mare de misurdri si nu implicid deberminiri de defazaje, iar
fatd de metoda care are la bazd teoremele fort{elor generalizate
masurdrile necesitate pentru calculul unei forte sint cu mult
mal putine. L |

3¢3. Modelarea la limitele de discontinuitats

' o Conditii de fronbieri

Escte pracbticd imposibil ca pentrun o frontisrd carecare
51 forme ale sectiunii conductoarslor diferite s& se utilizeze
doar discratbtizarea cu pas constanbt, si deci constanta valorilor
rezisbtentelor Rmee = Rm in model.

Urmdrirea geomebriei sistemului, in apropierea conbturu-
rilor de diferite forme, se efectueazd prin schimbiari ale rapoar-
telor Lee’/Lmn’ acest lucru Granspunindu=se pe model prin modi-
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ficare in acelasi raport a valorilor rezistentelor Rme'e' In sce~
lagl scop, structura unei celule se poabe modifica i prin modi=-
ficarea numarulul de elemente patrulatere eme'n, respectiv de
triunghiuri emn astfel incit N % 4. Aceste operatii pot fi foar=-
te usor urmirite prin intermadiul relatiilor (3.6) si (3.7).

Sub aspect fizic, structura domeniulul D se posabte carac-
teriza prin functiile‘y (x,y) siT(x,Y). In mod obisnuit‘pﬁpo
pentra materialele neferomagnetice, in fier valoarea permeabili-
tdtdi fiind mult mal mare decib/no g1, la considerarea nelinig-
risatii, este o functie de punct $i1 de intensitatea cimpululi mag-
natic 3}1 (x,5, H)®

Execubarea modelului corespunzator zonelor neliniare im-
plicd aga cum s~-a mal ardtat, dificultati de ordin consbtructiv
81 un volum mare de misurdri. Bste indicat ca penbtru rezolvarea
acestor probleme sa se apeleze la calculatorul cifric atunci
¢ind numdrul acuatiilor algebrice care intervin in analiza cim=
pului, este suficient de mic pentru o capacitate medie de rezole
vare a unul calculator.

In cazurile pentru care se poabe evita studierea cimpu=
luil in astfel de medii, prin introduceres la suprafetele lor a
unor conditili de frontierd neliniare, se poatbe btranspune inbtr-o
formd adecvabi maboda descrisé in Cap.II al aocestei parti.

In conditiile aproximirii functieiju (x,y) ou o consg=
bantd cel putin pe zone, un sistem care contine miezuri fero-
magne tice de buni calitate sl in rest materiale electrotehnice
obignuite (cupru, aluminiu, izolatie) divizeazd domeniul cimpue
lul plane~paralel in zone care pobt fi csracterizatg prin Pp® oo
(ou otel) si in zone cu p, = 1l gp = ot cupru). In acest caz
pentru discretizarea in apropierea limitelor de separatie, pen=-
tru geometril ale acestor limite compuse din segmente de drep-
te ortogonale ale acesbtor limite ceulele pébtratice pot fi in
mal multe situatil ¢ in functie de raportul dintre dimensiunil-
le zonelor gi mérimea pasulul de discretizare si in functle de
plasarea retelelor de segmente cu care se subdivizeazd aceste
Z0ne.

Se vor considera doar rezultatele peatru trei situatii
tipice in care se afld o celuld din zona de dispersie a cimpulul
magnetic in vecinitatea unei zone ocupabe de ofel electrotshnic
in conditiile inexistentei unel densitati superficiale de curent
(£1g.3.6.8,b,Cc.)s Cale doud masdii : otelul (notat cu II) gi cel
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din zona-de dispersie (notat cu I) au conductivibdti electrice
diferite. Relatiile pe care le sabisface A in cele btrei situa-
tii (deduse in Anexa 1) sint,in ordine ;

.- - - A, -4 > 3 .
Al Ae.+ 92 A A e 4 g G h Ae + K)

f10 M )‘I+PII rr 1 (5%

{

a—

Ap-h,  AymAg A A -A -
1 5 48 = (G' +G' ) (—T + K)(3.42)
P * EPIPII /“II ‘3/“1}111 &

PIPII PP

Al-Ae Ae-ﬁe A3 =4, A=A,

w2 2
P1 F1 E)J‘IPII EPIPII =00 1) 3 (5E + B
5 % o Y o ¥ s

care in baza relatiilor (3.6) si (3.8) se pot analiza pe retiele-
le din fig.3.6 d,6,f} sau, penbru/.lrII > 1 si G“II = 0 (la otelul
@lectrotehnic cu planul btolelor paralel cu cel al cimpului), pe
retelele din fig.%.6, g4 h, i.

K usor de observat ci penbru/urII = oo 911:2[1» 1) condi=-

tiile la liwmita dau conditylii de frontierid de tip Neumann omoge-
ne $i porfiunilor ocupate de otel le corespund in model rezisto=
ri cu conductante nule.

Penbtru comoditabea constructiel unui model RC este ubil
ca pe cit posibil wvalorile Rm si Gm sd aibe aceleasi valori.

Comparind retelele din fig.3.6 g,h,i s@ observid cid degide-
ratul de mal sus .este sabtisficut alegind o discretizare la care
¢elulele vecine fronbtierei si fie de btipul celel din fig.3%.6.a.

De multe orl ps frontieri sint date componentels bangen=-
tiale ale intensibitii cimpului magnetic (conditii Neumsnn pen=
tru A4), diferite de zero si celula interiocard domeniului, vecind
frontisrei, este dreptunghiulari (fige3.7.a). Pontrn lungime L
s8g poabte aproxima

LA g1nedl 24 ‘
S}l on dl (}1 an )a ¢ I‘r’ (3.43)
Ecuatia (5+1) scrisid pentru calula vizaba, va avea forma:

Ay-p Dy Aep L, A-A. T
P el fo Lgn My Lek /1
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Pige3.6. Pozitii tloice ale celulei
pabtratice 81 retelele-model
corespunzatoare.

Pentru analogul din fig.5.7 b se poate scrie :

v

ml "me me "me o4 'me d("'me "m5) _
" i ns (3.45)

+ = C
1 R 5 th ml dbm

Din compararea relafiilor (5.44) si (5.45) rezulta :
k
l 24
ipg = gf (ﬁ 5n’e Lr (3.46)

Curentii 1 ns se obtin de la surse de curent adecvate i
amplificatoare opsrajionale acordate cu reactie pozitiva [68] "
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sau pur si simplu surse obisnuilbe de tensiune inseriate cu rezis=-
tenye (impodante) aditionale suficient de mari pentru a btransfor~

ma aceste surse in surse de curenb.
In rogim sinusoidal, penbtru condifii de frontierd nelinia=-

re, determinarea cimpului pe model se efectueazi utilizind metoda
aproximatiilor succesive (descrisd iIn cap.II al acestei piart{i).

2}0___
r\/
e 1
Q-——= -]—-——=-0—— 1
Lr’ Le1
D
oot

a)

Figo3o7o

Pentru o frontierd de acelasi btip ca aceea prezenbabtid in
paragraful men{ionab la o scrisre in complex a mdrimilor de cimp
sa obtine :

A BA y | A
P n ‘e - K Ir (3.47)

k, I
PG -—MmS (3;48)

de unde Z = g— =r + 3 = (0,6=]) 4EE'E1 (3.49)
t 2o = = fpr d X = »©=) T .

Analogul electric coraspunzitor unei celuls de frontierd
va avea strucbura celui din fig.3.8. - |

Dup# stabilirea lui rpr 51 C, penbtru un po (ds exemplu
Pe= Po) se efoctueazi procesul de iterafie si se debermind mode=
lul final si solutia problemei.

Pentru o fronbtierd curbatd (fig.3.9) saun oblicd; este ne=
cesari deformarea dreptungiuriler -celule (atit pozifis punctelor
"e'' ¢it i a laturdlor) pentru a le acomoda frontisrei curbate.
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2m

1 Fige3+8¢ Analog electric pen-
Vo Om y tru realizarea condi-
] Lom 1§m %iilor de frontiera
rm

Xijzi' neliniare.
N ILm

Isry
Yum
La construirea analogului electric se observa ca anumiti
rezisbori sinbt pozifionati iIn linii diagonale ca de exemplu cel
corespunzdtor punctelor Pﬁ si Pé'

B necesara o anumibéd experientd pentru a alege celula si
punctul pobtrivit penbru fiecare frontierd curbata.

In caz cind A este definit pe I’ printr-o constanti, va-
loarea Vm se impune la scara kA 81 se fixeazd printr-un rezistor
oconecbalbl cu o borna la echipotenglale . 51 cu cealaltd la masi,
valoarea rezistentei fiind cu mult mai mare decibt R

. mee' °*
b
) X
AT
ASo be o Figs3.9. Structuri de caeluls
-1 1 la o frontierda [,
o o o ©
curbaté.
!E o o o ]
l" |
|

34« Tehnica miAsurarii pe modelels

Pentru masurdrile pe retelele analizoare R $1 RC sint
necesare voltmebtre cu consum propriu mic : voltmetre electro-
nice (analogice sau citrice), oscilografe cabtodice elc. La mo-
delele de curent alternabtiv, btrebule mAsurabte $i defazaje. In
acest scop se folosesc fazmetre electrouice, osciloscoape sta=-
bile cu doud spoturl, sau vectormetre magneboglactricae.

a). In fig.3.10 @este praszentatd o scnemid de masurare
pentiu un model RC.

g g
¥1- A
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Fige3.10. = Schemd de misurare cu osciloscop cu
doud spoturi : 1) generator de audio-
frecventd; 2) transformator de izolare
g circuitului de midsurares %) priza de

Amintare tip Wagner; 4) modelul retea;
g) oscilograf cu douid spoburi.

Oscilograful are inbtrarea simetricd. Modelul este conec-
tat la masd prinbr-o pamintare Wagner pentru armonica fundamenta=-
14 a bensiunii de alimentare. )

. In lipsa unui oscilograf cu doud spobturi se poate utili-
za unul cu un spobt si in acest caz defazajele se misogra prin me-
toda elipsedl.

.Schema de lucru cu osciloscop cu un spob esbe prezentata

in fig.3.1l1.
m n
—o jo—
Rt
5

e
o-—
" 220V
S0Hz| !
o—
1 /
11
C

Flge3.1l. Schema de misurare a miarimilor Ph si Qm $

1) generator de audiofrecventd; 2)rezis-
tenta etalon pentru misurarea din i_; 3)

: voltmebru electronici 4) model RC; 5)os~-
ciloscop cu un spotbe.

Puteres actbivd este 3
n

1 (OB ‘ ce A
Pm = ';E;S llm im dbm = §J-[—-S—-y L. . (5'50)
0

unde : A = 7 ab, este aria elipsei descrisi de spot pe ecranul os-

ciloscopulul (a $i b, cele doud semiaxe),iar S si Sy - sensibili-
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tdtile deplasarilor pe orizonbtald respectlv ps verticalid oscilose

copului S = T b ~ deplcsarea spotului pe scran.

Cu conubatorul k in pozitia "n" se mdsoard curenbul im’
(im = % y R - rezisbtenta rezistorului 2), iar in pozi{ia "n",
tensiunea la bornele wodelului. Rezultid

A2 2 _ 2
Qm-.\[UmIm Po

Metoda voltmegbtrulul este mai sinpli <ecit cele descri-

se 51 la utilizarsa unui voltmetru cifric, mai precisd. Ea per=-
mite mAsurarea puberilor $i a valorilor dcnsitdtilor de curent.
Schema de misurare (fig.5.12) este extrem de simpli.

Fig.5.12.

a) generator de audiofrecw
ventd; R rezistor de pre-

cizie ridicabd; 2=-voltme-
tru electronic; 3- model.

[N
3

Se misoard I (k1 in pozitia ¢ si k, iIn pozitia b),
Vm(k, in o si k, in 4), Rgm (rezistenya echivalentd a mediului)
81 K o (reactanta echivalentd a modelului).

Notind Um = Uml g1 cu Um2 tenslunea masurati intre a

gl 4, rezulta i

) 2 U 2

Rp =3 [(gE) - (g2 1] (3.51)
a 3
u, 2 R 2

Xgm = R\\/Q ) - (=) (3.52)

Cu acagste mariui se calculeaza Pm si Qm respectiv Q
si P din original.

Cu K1 in pocitia a si k2 in b se regleazid "zeroul"
aparatulul uv médsurare.

345 Precizia rezultatelor obtiuute prin

modelare pe retgle analizuare

Brorile de debterminare a solutiei problsmei de cimp

pe modele R i RC, su ca surse i imprecizia cunoasterii func-
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tiilor de¢ timp - tensiuni, curenti de alimentare, imprecizia su-
noasterii parametrilor elemsntelor pasive care intrd iIn structu-
ra modglului, imprecizia misurdrilor si fixirii conditiilor de
unicibate pe model 5i btrunchierile ecuayiilor cimpulg} la aproxi-
marea lor prin rela}ii intre valori In puncte finite,

Cu bot numirul mare de surse de erori aferente acsstel
metode. modeglarsa de acest bip asigurd o bund precizie de deber=
minare a cimpurilor si anume sub 5% [35] , iar la o elaborare si
m¥suriri atente sub 3% [19] .-

. a. Imprecizia inerenta cunoagberil valorilor rezistente-
lor si capagitdtilor elemenbelor pasiqe.cara alcidbulesc modelels
deternind, in baza condifiilor de analogie (3.7 si 3.8), un orif
ginal probabil pentru care sint valabile rezultabtele obtinube pe
model si care diferia de'cel penbtru care s-a construit modelul.

Aprecioerea canbtlbtativa a erorilor introduse de abaterile
(J&Rm_si, Acm valorilor rezistenjelor si capacitafilor reale
(Rm, Om) fatd de cele considerate in calcul (Rm si Cm) este difi-
cild si penbru a avea certitudinea diminudrii lor nu réamine alb-
ceva decilb si& se aleagi clase de precizie ridicate pentru elemen=-
tele modelului. In caz cd furnizorul nu poate asigura astfel de
clase de precizie ele se asigurd in urma sorbarii rezistorilor
8l condensaboarelor cu punti precise. |

La re}elele RC, iIn comparatis cu cele de tip R, pe care
se modeleaza ecuafia lui Laplace, apar erori suplimenbare dato=
ritd imperfectiunii condensaboarelor. Din aceastd cauzd refjeaua
RC este mal pu%in precisid decit reteaua R. in consacintd retele~
le RC sinbt construite de obicei cu putini pasi de discrebtizare,
tendintd care creste prin faptul ci eroarea datoribi curentului
rezidual a condensatoarelor crssgbte cu numirul condensaborilor fo-
logifi.

Pentru a nu se influenta negabiv eroarea de btrunchisrae,
care, dupd cum S8 va vedea, creste-essntial cu cregterea pasului
de discrebizare, se caubd limibarsa sc3derii numdrului de conden=-
satoare prin utilizarsea unora cu pierderi foarte mici, si anume
a condensatoarelor cu stiroflex 569].

be In contrast cu cuva electroliticd si hirtia electro-
conductoars (in mai micd misurd) retelels analizoare nu ridici o
regld dificulbate de misurare. Eroarea de misurare poate f£i re-
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dusé la o atenta alegere a schemei $i aparaturii de masurare,sub
10™*+ 1072 din valoarea potentialului maxim (7] .

La modelul RC, alimentat cu marimi alternative, brebuie
compensati& influenta capacitdatilor parazite ale mcdielului fapa
de masd. Acest lucru se poabe efectua in doud moduri ; fie ale-
gind valorile capacitdtilor din model cu mult mai marl decit
cele parazite (care sinbt de ordinul zecilor de picofarazi), fie
compensind influenta ultimilor prin pémintare wWagner [19]

¢c. Pretentia unei bune precizii in cunocasterea semnalelor
de alimentare a modelului este pe deplin satisficuti azi intrue-
cit existd o gamd largd de gensratoare de semnale cu calitati
superioara.

d. Precizia fixarii conditiilor de unicitate depinde de sa=-
tisfacerea cerintelor de la b si c.

8. Brorile sistematice ale caror valori nu se pobt reduce
oricit, sint erorile de trunchiere.

Din expresiile (2.4-4), (2.7=-A), (3.8-4), (2.67-4) si
(2.68~A) rezulti ci eroarems care afecteazi valoarea Ai'-(sau
vi,d) 8@ pDOpagg prin diferenf{ele succesive, cu coeficientii
binomului (e~b) n' in toate directiile planului c¢impului si
ca urmare solubtiile loocale sint afectats de erorile de trun=-
chiere din tot domeniul studiab,

Modul de estimare a acesbtbor erori ¢ sugerab tocmai de
_eipresiilo lor.Dupa determinarea unei solutii introducind va=-
lorile 11'3 in aceste expresll se calculeazi aceste erori,
bineinteles ocu un anumlt grad de aproximafle,

La proisctarea unul model ¢ necesard estimarea acestor
erori pentru cid in func{ie de ele se alege pasul de discretie-
gare al domeniului cimpulul gl oa atare numirul de rezistori

51 de condensatoare. rrin urmare ar fi foarte utile unele ex=-
presii ale acestora, chlar aproximative, care Sad sugereze mi-

rimes pasulul de discretizare.

Se gtie 03 la modelarea souafillor Fourier cels mail
mari erori se pot datora trunchierii [?]) si o parte substan~-
tiald din acestea este determinati de variatia cimpului,res-
pectiv a lui A, in tlmp. Jinind sesma de aceste observatil in
7] 1 [70] s-au dedus expresii ale diferitelor tipuri de ero-

ri de trunchiere pentru cazul particular al cimpului magnetic

unidimensional, adicd pentru QZy = O. Pentru ace.t caz i

€
£pm 28 (3.52)
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Indexind mirimile exacte cu "e" si a celor trunchiabe cu
"yt (pisurate pe model In conditiile in care celelelalte erori.
de modelara ar fi nule), transcriind marimile electromagnetbice
in complex, se ob{in urmitoarele rela%ii intre valorile rapor-

bate ale erorilor de trunchiers : .
(@ A)m @ Hr _Inde _ ., _

h

= (-13)2 sin EL sh §= 1+J (E)a(l-cos = sh 3h-) (3.53)

din care se observd cZ partile reale gi imaginare ale cantita=-

tilor & f si de semn contrar
éppp = = ‘Ejrr
Calculind pe rrs (Eurr)’ Eari (¢ rl) si erorlla de un-

ghi ale densitdtii de curent, in functis da raportul (—) s=au
obfinutbt rezultatele din Gtabelul 3.1.

Din ansliza acesbor rezultate se pobt trage cibeva conclu-
zii foarte importante pentru analiza numericid in general si pen-
tru modelarea cimpului in parbidular.

Tabelul 3.1,
==’==-‘—'==q============::=============;=========:===:=============
;—? "‘:Jrr Eari g%l kPJm L{?Ja
0,1 0,000003 -0, 0018 1, 0000046 - 0,103°
0,2 0,000025 -0, 0067 1,0000474 | =~ 0,383°
0,3 0, 000092 -0,0150 1, 000204 - 0,859°
0,4 0000287 -0,0267 1, 000643 - 1,520°
0,5 0,000695 -0, 0417 1,00156 - 2,386°
0,6 0,001441 -0,0599 1,00323 - 3,423°
0,7 0, 002670 -0,0816 1,00598 - 4,652°
0,8 0,004553 ~-0,1065 1,0l018 - 6,052°
0,9 0,0072%0 -0,1348 1,01629 - - 7,622°
1,0 0,011105 -0,1663 1, 02468 - 9,340°
1,25 0,027076 -0,2589 1,05920 -14,148°
1,5 0,056028 -0, 3704 1,11910 -19,3528
et begnt S S et F S Tt P P P LTt T P St P P F P T P T




- 99 -

8e observd cd incepind de 1la b =0,8 , ercarea in modul a

densitétii de curent este mai mare decit 1%, astfel inoit la

% =1,5 aceastd eroare abtlnge valoarea de 12%.

Atunci cind rezolvarea problemeil de cimp se face doar in
scopul determindrii pisrderilor su~limentare in alternativ sau
fn general a pierderilor Joule, raportul ?
mativ 0,8. '

Dacd pentru a eviba un numér mare de mésuridri pe model,
se determind mirimile globale k si L, din puteri, e necesar
cad-lf &€ 0,5 intrucft pentru h >0,54 eroarea de unghi a lul J
depégesgte 2,5860 .

O alta observatie interesantd se referd Lot la erorilae
de unghi. Brorile de unghi sint negative si penbtru compensarea

s@ poabe lua aproxi=-

lor ar f1 necesard introducerea in model a unor reactante induc=-

tive. Prin utilizarea ecuatiilor (3.70-A) la modelare aceste
erori s-ar micgora esential, insd, asa dupa cum s-a wai remar=
cat, alimentarea modelului. ar ridica probleme suplimenbtare in
utilizarea lui Intrucit ar fi necesara introducerea de inducti=-
vitits (fig.3.13).

Figel.l3. Model Smbundtitit
corespunzibor re-

latiilor (3.70=4).

Bineinteles evaluarea erorilor analizate aici, la proieo~

tarea unui model pentru o problemid de cimp bidimensional, este
aproxiunativd, insd ea poate fi satisfidcdboare dacid se utilizea-
z8 o discretizare de tip celuld la care o perachs de normale
L... st urudreasod linille de ocimp wmagnetio, respeocbiv linille

A(x,y)= constant.

Acest fapt ar presupune cunoasterea spectrulul de cimp,
adicd solutia problemei. Pentru multe probleme e posgibila o
trasare aproximativad a liniilor de cimp inainbtea proiectarii
modelulul aga incit problema evaludarii cu bund precizie a ero~
rii de trunchiere la determinsrile ps un model RC nu este inso-
lubili.
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in concluzie, modelarea pe refaele analizoare pasive per=
mite rezolvarea ecuatiilor cimpului electromagnetic pentru bGoate
regimurile avube aicl in vedere., Schemele de misurare pe astfel
de modele sint extrem de simple gi erorile de orice naturf pob
f£1i diminuabe astfel incib precizia de deberminare a mirimilor
de cimp poate fi datd practic de ercarea de btrunchlere, eroare
conbtrolabild si deci ajustabila.

TV, MODELARE PROBABILIsTicA

0 deduceres a relatiilor de similitudine nu-si are sensul
la acest btip de modslare, cu btotul spscial.

Metoda se bazeazd pe identitatea formald a ecuatiilor in
diferente finite pe care le satisface ¢, (V, Vi 4), cu, ecuafii-
le in diferente pe care le sablsface probabilitatea P, caracte-
risticd mersului. la intimplare. Mersul la intimplare se efectuea=-
zd pa reteaua de discretizare corespunzaboare dezvoltirii in di-
ferente finite a laplacianului [2] . In continuare se dau cibe-
va elemente orientative privind acest bip de modelare [71] .

4,1. Bazele matbodel

Se reconsiderid fig.3.2-4 (fig.4.l) in care se aleg doud
puncte M (ih, jh) s$i L (kh, bth), h fiind pasul de discretizare,
iar i,j,k,t%, numere,. numere intregi pozitive sau negativs.

' Un traseu (sau drum) al refelei este constituib dintr-o
succesiune de puncte vecine din aproape in aproaps, de exemplu
M, Ml, MYy, M", M"', ..., L. inbr-o asemegnga succgsiune parame-
teii 1 i J a doud puncte vecina diferid sau unul sau altul (nu
ambele In acelagi timp) printr-o unitate in plus san In minus;
un pas inainte sau inapol pe una din drepbtele retelei.

Deplasarsa la inbtimplare pe o refea pland este un lany
Markov finit foarte special i reprezintad alcituirea din aproa=-
pe in aproape a unor btrasee conform unei matrici de probabili=-
tati de trecere dintr=-un punct-nod in albul vecin. Starile la
care se referd acest proces (in caz general include btimpul)sint
nodurile retelei. Procesul, caracterizat de o macrostructurd
uniformi gi o microstructurid neregulatd, este dat odabti cu ma=
tricea probabilitiéfilor de btrecere de la un nod la albul,pM’L

sau,pij 1 In procesul de mers la intimplare singurele posibi=-
)
litéfi elemenbtare care nu sint obligator nule sinb cels care

BUPT



- 101 -

corespund unui singur pas sau raminerii pe loc.

Se va presupune de la inceput ci probabilitdtile pasilor
(1,3) —(i+1,3) si (i,)) —(i-1,j) ca si acelea ale pagilor (i,J)
(1,3+#1), (i,3) —(i,j=1) sint respectiv egals.

Cu aceste conventii prealabile se pot introduce nobatii
convenabile penbru posibilitatile elsmentare de btrecere intr-un
singur pas de la o pozifie la alba (de la o stare la alta).

'pM = Py 4 dacd L este M, sau bz

Py =7 Iy = 94,5 dacd L este i, sau M, (4.1)

{ Ty = ri,j dacd L este i1denbtic cu L.

in plus, Py g = O,dacd L nu este K iInsugi sau un punct ve-
. )

cin cu M,
Tinind seamz penbru posibilitdtile elementare ale unui lany
Markov se pot scrie[71] , [39] ,[72]: '

¢ind L parcurge pozitiile posiblle in refea, rezultd in acest caz
wrmdboarele proprietati

Py > 01 qy> 05 ry> 05 2(pm+qm) + o= 1 (4.3)
Daod se noteazid cu Pﬁn% posibilitatea dea btredera de la M la

L in o pasi, relatia lul Ghapman caractaricticid lantului Markov

este

(n+l) .
Py, = ZR_—pm,R Pgn% (k)

unde R parcurge btoats stirile refeleil,si care, in cazul wersului

la intimplare, devine :

1 ( ) (n) ( )
p{a* 3 i (Peia1,9),0% Blicl,$),L ~

(i J (i,J) L= Pi,3
-2 25 1)+ oy, Pk, 1B 5, (4.5
-2 P15 0
Dacg p (Pt . p (D) scuatia (4.5) este idenbicd
(1,3),L (1,3),L'

formal cu ecuntia lui Laplace in diferenfe finite la o discreti-~
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zare cu pasgi diferifi pe directiile x si y.

' L Llkhth)
= o I O N T
[ A I

— N~ T
r |
| ' " "

M, MM 3 B

1 ! !

My| MU (M M Tl
+

0 |

M, . !

|

Fig.4.l. O porfiune din domeniul D, limibtat de curba
cu punctele sernificabive $i un btraseu alea=-
Gor.
. In[71], [73), se arsbd cd daci, abtunci cind M si L se afli
pe frontiera la domeniului (neextinsi pe la infinit), seé admit pen~
bru P(®) conditiile s

K,L .
(n) 1 daci M=L,
PM’L ={O dacid M#L, (4.6)
mersul la Intimplare este un proces subergodic, adici lim Péni =
n oo l,

= By 1 $1 ca urmare relatia (4.5) primeste forma 3

Pi,5Pca41, )0 Bea-1,3),07 2 Pa, 5,00 * (®.7)

94,3, 3+1), 110, 3-1),0 ~ 2 Pa, 5,00 = ©

Dacd probabilititile de btrecers Py
?

si ds 3 sint egale re-
- ’ .
la%ia (4.7) se reduce la

J
P, . al(P . \r+ P e+ PA ‘ +P,, ) (4;8)
(1,9),L "B+, HTT F(1-1,30 T T4, 3+0,07(, §-1), L
Se obsgrvi ci PM I satisface o0 ecuatia Laplace, 1In diferen-
]

ta finits,

In [73] se demonstreazd c¢i In conditiile (4.6) valoarea unei
fanc%ii (x,y) care satisfacs ecuatia lui Laplace, intr-un punct i,
interior domeniului D, cu valorile pe frontieré‘FL s
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poabe esbima cu relafia

N i
2y
Fi = ZKPL Py, 1= Z = (4+9)
1 I=1

unde N este numirul de puncte - noduri arlate pa linia frinti in-
chisd care wproximeazi dupi discretizare, frontiera.
Valoarea lui P, ; se calculeazi simplu cu expresia i
\.’

oy,
PM,L =n (4.10)

unde n egste nuwmirul tobal de trasee realizate pornind din M si
ajungind intr-un punct de pe frontieri, iar Ny @8 numarul da
cite ori, pornind din il (xi,yj) inbersectarea frontierei se face
in L(xksyl)o

O realizare a procesului de msrs la inbtimplare, in cores-
pondentd cu posibilitatile de trecere definite de (4.1), dacd
aceste posibilitiyi sint numere rajlionale, ests urmnibtoarea i
fiecdrui punct Lkl 1 s¢ asociazd o urni care conf{ine ciunci zru-
pe a cite bk (k = Oy veey 4) bile de culori diferite. Cind mo=-
bilul imaginar care sxacubid mersul la iIntimplare ajunge in M,
8¢ extrage din urné, la iIntimplare, © bLild. Dacd se asoclazi
deplasarea elemenbara i Mk culorii grupului bk' posibilitayile

de trecere Pﬂm vor avea valorile
"k

k
P, = T (4.11)

2_ b,

k=0
avind evident satisfacube relatiile (4.2)

: : b, b
Z Phasi, = > = = ‘i’tﬁi" =1

k=0 k=0 Z_-O bk
k=

Grupul bo debtsrinini posibilitabtea raminarii in i,

Asociind extra;erile la intimplarg din cite o urni la
procesele de mers la intimplare, se oune 1n evidentad partea
esentlald aleabozcre a procesului prin intarveajla numerelor
aleatosre lagnte de acesta exbrac{ii. Utilizarga erectivi a
matodei este numail o problemi de practici inediata, care de-
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pinde in primul rind de tabelele de¢ care se dispune in prealabil.
E usor de inchipuit pe baza unor astfel de tabele cu nu,ere alea-
toare,. algoritme si programe de calcul cu calculaborul cifric o-
bisnuit, astfel incit durata de calcunl a pobentialelaq sd fie

éxtrem de scurti.
8inbt calculatoare hibride, specializabe, care evitid ubti-

lizarea unor tabele de numere aleaboare, tob procesul de realizare
a btraseelor aleatoare si de estimare probabilistici, efectulndu-se
de citre un calculator hibrid [73] . Schema bloc a anui astfel de

calculator esbte prezentabtd, In fig. 4.2,

(ﬁwﬂp) . .
9x _x(t)
dt
9Y v
t
Elemente de| . Multivibra] U
cclculecc:lcrde fix,y) D__tor mon o -+F—=—
enereaz ~
TN stabil  p——
comparator
Functii de fortare Xp

aleatoare ce la ge
neratorul de zgomot i

-Yy(t) Flemente de calcdl x )
] y (sau program numeric VXrs e
(REVENIRE [__|care genereaza pe [(dz mediat]

cind U=1) *U V(Xr-Yyr)

y

+100 sau — 100 [MENTINERE cind U=1)

Fige#4.2. Schema bloc al unui calculator hibrid pentru
' razolvare stohasticd a scuatiei lui Laplace:

VE’?: O.
De daba aceastza se rezolvd forma diferentiald a scuatiei
Iui Lsplace.
Se arabia [74] ci traseul aleabor generat de solutiile
x(t) s1 y(&) ale ecuatiilor
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F=x); §=xw, (#.12)

cu valorile initiale x(0) = Xprs y(0) = Yy §% functii de fortare
independente cu zgomot 21b X(t) Y(b), cu medie nuld si densitd-
%1 spectale egalse, va traversa fronbtiera In astfel de puncte
(xL, yL) sd fie satisficubtid conditia ca media pe ansamblu

B {(XL’YL)} = (‘P(xwp yM) (4,13)

Prin urmare maedia e$anbioanelorf?(xL,yL) pentru un numire
convenabil de trases aleatoare este o estimayie doribd @P(x,¥)
in M()’CM!:YM)-

Inbegratoarels 1 si 2 din fig.4.2. rezolvid ecuatiile sto-
hasticd (4.12) iar circuitul basculant actionat de un comparator
esantioneazd pe x(&),y(t) si readuce in sibuatia initiald inbe=-
gratoarele c¢ind M(x,y) traverseazi frontiera.

Fronbtisra poats fi definitd sub forwels i

U=1dacd y = fl(x)aO,
sau y - f2(X)é0, (4.13)
sau £ (x,y)z0.

Funchia de frontierétp(xL,yL) a marimilor de i1asire X7 2Y7,0
ale elementului de extrasere-mentinere, ests calculatad de circui-
be analogice sau numerice 5i este mediabd, de prefearintd numeric,
pentru a produca estimatiile <f(xm,ym); sa regéseste astfel fole
oula (4.9).

Mebtoda stohasticd (probabllisticd,ionte-Carloc) poate fi
extinsi pentru probleme Dirichlet generale (cimpurl irotayionale
fn medii neomorane [75) , [76] si foarte ugor peateu cimpuri tri=-
dimensionale [71] .

De asemgnaa existd posibilititl atrégidtoare de a fl uti=-
lizatd 81 in analiza cimpurilor csre satisfacs celes mal genera=-
le ecuayil diforentiale cu darivate partiale [77} , [78] .

Se intrevede utilizsrea in baza ecuatiilor (4.8) 91 (4.9)
a unui program de calcul cifric utilizind tabele de numers alaa-
toare generate cu un model cu urne. Algoritmul de cui:sul constd
in esentd in varierea indiecilor (i,j) pind la identificarea lor
cu (k,1), varisrea fiind condit{ion::td de numerele aleatoare ata~
gate deplasirilor ¢lamenbare. Identificarea cuplurilor (i,j),
(k,1) reprezintd conditia de reintoarcere 1z valorile initiale

v
-
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ale lui (i,3).
' 4,2, Procizia matodeil sbtorastice
Rezultbtatbaele obtinute cu aceastid mebodi sinbt afechbate
de erorile de trunchiere si de cele provocabe de flucbuat{iile
sbtatistice. Pantru esantioane de 300 == 2000 trases, ulbtimul
tip de erori are valoarea de cibeva procente [73] .

Utilizarea calculaborului specializab introduce si
erorile determinate de ilmprecizia elementslor lor componente.

BUPT



- 107 =-

C. PRUBLGSGINME REZOLVATE

in problemele propuse spre rezolvare se cere deberminarea

cimpulul electromagnetic cvasistationar in citeva sisteme de con=-
ductoare masive. '

~ Dupd cum se observd in Cap.I-A, curenfii variabili nu par-
zurg conducboarels masive cu o distributie uniformiad. Ei tind sa
se concenbreze la psriferia lor $i ca urmare pierderile de puta-
r¢ pe unitatbea de lungime s Ericérui conductor, cresc pgste vam
loarea din curent continuu. In mod similar repartifiils partiale
de curenf{i dau nasbtere la variafii ale distantelor gacuwetrice ale
distributiilor de curent, conducind la vgriatii ale inducbantedl
totale a oricarui conductor din sisbtem. In toate cazurile distri-
butia de curent este guvernatid de ecuatia difuziei.

Prima solutie in intregime analitic& datd unei astfel de
probleme este prozentati in [?9] si utilizeazd o generalizare a
procesuluil iterabtiv penbkru bare de sectiuni btransversale drseptun-
ghiulare. Acezstid mebtodd pare a fi putin cunoscutd i nu a fost
des folositd, poate din cauza convergentel prea lente a iteratiel,
care conduce la o rezolvare laborioasid. Este adevirat cd foarte
multe calcule pot £i preluats de calculabtorul digital, insd inbtre
timp au fost dezvoltabte metoda mai bune.

Tehuice de aproximare numericd propusd si folositd pen=
tru prima datd in [30] s-a dovedit ugor adapbabild pentru o prograe-
mare simpléd a caloulaborului ocifric gi a devenib foarte practicd
81 cu aplicabllitate extinsd datoritd lucririi [81].

Folosind teoria modald a curgerlii curentului in analiza
efectulul pelicular al conductoarelor izolate, paralele, aranjate
arbitrar si excitate de curenti arbitrari, s-au obfyinut rezultate
cu precizii de 0,5% [82]. Procadeul a fost exbtins [85] pentru ca=~
zul multiconductoarelor (conductoare multiple si polifazatbe).
Intrucit deocamdatd nu este suficient de bine iInjeleasi variatia
parametrilor modali cu rapoesrtele labturilor conductoarslor, mebo=
da se~a ubtilizat doar psntru regimuri sinusoidale, extinderea re-
zukfatelor pentru re iuwuri tranzitorii nsputind fi preconizata.

In [19] se prezintd o soluyionsre numericd a acestor pro=-
bleme, prin utilizarea retelelor analizo=re de tip RC, justifica=-

td de acuratefyea de 0,5 =~ 0,3%. In scopul utilizirii modelérii
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discrete pentru o gamd mai largd de probleme de cimp magnetic in
[5@] se sugereazd aplicarea pentru domeniile infinite a unei in-
versiuni care debermini o retea "mabemabticd"™ infinitid. Acest mo=-
del reprezinbti o replicd a cuvel electrolitice iIn dublu strab
[56] . '

Rezolvirile celor btrsi probleme prezentabte zici au la
bazi analiza cimpului prin modelare pe retele analizoare RC, ce-
lelalbe mijloace de modelare (v.Cap.I~B si III~B) fiind incapa-
bile de 2 asigura precizii cit de c¢it rezonabile. Din motive de
comodibata construcktivi s-a ales ca btip fundamental discretizarea
cu pas constant. Cum la problemele de cimp magnetic se dau dese=-
ori conditii de frontierd de tip Neumann (penbtru pobtentialul vec-
tor magnetic) si frontierele sint de forme oarecare, se impune
divizarea domeniului in celule patratice, de la care se poate btre=-
ce fard dificultats la forme adecvate cuprinderii intrsgului do~
meniu delimitat de frontiera.

inbrucit in prezenbarea de principiu s-au dedus relatii-
le de caleul si s-au facub pracizdri asupra schemelor de misurare,
in conbtinuare se va eviba repetarea acesbora. Cu toabte ¢a fieca=-
‘re din problemele rezolvate s-a pretat la solutiondri cu calcula-
torul cifrie, doar pentru una din els s-a alcidbuit si s=a rulab
un program scris in FORTRAN (problems IIX), iIn scopul confruntarii
rezulbabelor.

I. MODELAREA UNUT SISTE DE BARE COLECTOARE TN V‘EDnRLA
DETER INARII PARALIITRILCOR RS L" ox

Se’ prezintd o retea RC pe care se poabe modela cimpul
elactromagnebic a unui sistep de doui bare masive, paralele,par-
ocurse de curenti sinusoidali, in vederea determinirii valorilor
parametrilor linieici R I, C'si a fortelor electrodinamice.Sint
prezentabe de asemgnea unele rezunlbabe sxperimentale ubilizate
in celculul de proiecbare a laboraborului de mare putere din ca-

drul U.E.P.C., si publicate in [69]. "

l1.1. Integratorul RC coresounzabor sistemunlui
_ Se considerd un sistem de doud bare paralele de sec-
¥iune drsptunghinlari (fig.l), asezabta simebtric fatd de o axd me=-
diand (y,y'). |
Datoriti simetrisi barelor fati de axa y v', pentru
orice distantd d existd o linie de cimﬁimagnabic care coincide cu
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direotia yy' (£ig.2), componsnta inductiei magnetioe dupa axa xx*
£4iind pentru toale pnncuole de pe axa yy' egald ou zero s ’

. 2440, .
Bzfay-o 1.1)

albfel spus, 4 = cunst., de-a lungul axei yy'.
Datoritd simebriel sistemniul fati de axm xx', relatia
(1.1) va £i edeviirati de asemenea pentru orice punct de pes aceas-
td exli, xx' £1ind perpendiounlari pe toate liniile de oimp care
o traverseasl, astfel incit unul dintre semiplanele determinate
de ea poate i considerat ca £1ind imaginea asagnetiocd a celuilalt.
Obsarvatille ficute dau posihilitatea modelérii doar a
sfertulul de plan xoy (cedranul 1), spectrele avind aceeagi fore
mi fn cele patru caedrane.

[Y

100

B ANNNNNNNNNON S ASBRNNNSNNS gt

Fig.l.1. Dispunerea barelor oolectoare.

Ou Gtosbte acesbea, numiirul rezistorilor necesari modelu~
1ud ¢ infinit de mare, nsavind nioci o oconditie de margine (dati
de exemplu, de © eoransre feromagneticd &« barelor) oare sk limie
beze fntinderea modelului.

Daod Insl sc apliol epatiulul r>r, © 1nw¢rsinno

rMs ——Q . . (102)

abtunol cad:anul 1l se modeleasd prin doué rejele identice de re-
sistori avind puncbele corespuncitoare arculul r = B schipo=
bentiealisabe comform figarii 1.3,

Resistorii dispusl de-a lungul axei oy au o resistentd
egald ou sero, iar oei de-a lungul axei ox au o resistentd dubli
fatd de cel 4in interiarul combturulul mcdelului (£ig.8).

. Valoarea nullk a resisbentelor resultd 4din conditia ne-
cesard separirii csdranului I de IV.

Modelul s-a oomstruit folosind ua pas de disoretizare

he 5 an o valoare a rezistentel n.do 10005 81 o capacitate
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C, = 27.000 pF la o frecventd a eu#bn&ului éin bare de 50 Hz.
y .
o ‘
i I

B
Y

Figele2.= Punorea in evidentd a simetriilor cimpului
nagnae tic dupd cele doud axe xx', yy'.

oo]]

|

Pig.le5s Modul echipotentis~ Fig.l.4. Valorils rezisten-
. 1izdrii punctelor modelului. - telor la limite de btreceres
' . dintr-un madiu °°,Fg=1 intre
un mediu cu pzoco” T

Fig.l.5. Valorile capacitd=-
tilor caorespunzitoare froa-
tierel conductor-izolant.

8~au utilizat aproximativ 2000 de rezistori a 1000.. fiecare, 500
de rezistori ou valori ale rezistenfei caprinse intre 600 si 2000a
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81 80 de condensatori cu valori agle capacitit{ilor cuprinse SLnbtre

6800 g1 27000 pF. Valorile capacititilor se modifioX doar de-a

luangul conturulul sectiunii, conform figurii 1.5.(v.rel.3.13=B),
Modelul esbe prezentat in fig. l.6.a,b.

Pig.1.6 Model RC penbtru studiul .impului electromagnetis
a unnui sistem de bare colectoare :

a.= dispunerea rezistorilor, b.~- modul de oonectare a
rezistrotrilor g1 a ocondensatoarelor.

1.2, Bezulbate experimentsale

Ponbrﬁ éiéb.mul de bare prezentatbt s-au efeoctbuat o serie
"de milsuridtori pe model in ceea oe priveste pierderile suplimen-
tare ocare apar in conductele masive datoritd efeotulul skin pi
proximitate. Aoesbe pierderl sint puse in evidentd prin faoto-
rul rezistentel in altermativ, care se exprimé in funciie de
miirimile misurabile pe model cu expresia (3.35-B),

In fig.l.7 este representat fasctorul k, in funotie de 4i:
tante 4 dintre fetele interiocare ale barelor in doud casuri'
0ind conductele nu sint divizate (dlu 0) 31 oind fiecare conduo-
td este divizatd longitudinal fn doud pirti egale (&,=20 ).

Din misuritorile efectuate peutru distanta 4 cuprinsi in.
bre 450 g1 600 mm, oind efeotul de proximitate ests neglijadil,
s~a oonstatat o stabilizare a faotorului k_ la valoarea 1,35.
Aceasti vsloare este confirmatd de literaturd [84] , [85].

Figura 1.8 reprezintd o diagramd spatiall a repartitield
densititilor de curent pe seotiunea unei conduote pentru disban:
ta 4 « 10 m=m,

Mal jos sint date ofiteva tabele cu numere proportionale
ou densibtitile de ocurent pentru diverse valori ale lul 4
d » 20,80 .., 160 am, Pentru ugurinta urudriril lor se DURIRO~
teasd nodurile retelel Ade discretiiare ca in f£ig. 1.9
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" Fig.l.7. Factorul

N ] in alternativ al re-

™ ~. f1=0mm zistentel k_,pentru

A sistemul de bare din

135 F=1 L - ”ﬁl_ o - — fig.l-l-funotio de

‘ '_"[“" 1" 1 171777777 distanya 4 dintre ba-
P@e - o

Fig.l.8. Repartitia
spatlald a densitcati-
lor de curent ps sec=
tiunea unui conductor
. pentru 4 a 10 mm.

0 100 200a[mm) , P e
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Figel.9. Bxplicativd la tabele.

Pentru alimentarea modelului s-a ubilizat un generator
de audiofrecventd de 5 W, iar pentra misurdtori un volbmetru
eleotronio cu intrare simetricd. Penbru determinirile fiécute
s-a estimat o aercare totald de citeva procente.

Tabelul 1.1 : d = 20 mm

B R A N T N I R S I S S I e R R N S N NS R S eI S S IR —
1 2 3 4 5 6 7 8 9 lo
BERRE R R S R S N R N S L &l T R I RER I I I R S NSRS ST T SIS

1 1,6 1,28 1,06 0,89 0,72 0,64 0,615 0,6 0,61 0,625
2 1,42 1,1 0,9 0,72 0,59 0,53 0,48 0,465 0,465 0,47
3 1,37 1,075 0,865 0,70 0,58 0,525 0,47 0,46 0,435 0,45

ESEBREENEEERENEAESRESR SR S IR S T E XSS EIATI A INEES S EANS 2DEN

11 12 13 14 15 le 17 18 19 20 2l

AR R R S N R S R A S I R I S S S NS SN R E N T IR IR IR S

0,66 0,7 0,75 0,865 o,015 1,24 1,57 2,07 2,75 3,67 0,435

0,47 0,515 0,57 0,67 0,835 1,05 1,36 1,79 2,375 3,17 4,335

t gt - - ¢+ 1 F$ 214043 % ¢34 - Py F I T3 F 3T P 3333 5322 F 3 F T EIL I 3 3F LIS~ ]
Tabelul l¢2 1 4 = 40 mn

1 2 3 4 5 6 ? 8 9 lo

SRS S RS E RIS EE IS E AR RS EISSSSSESIEEISNESSESSSBOSR SR TSI IES

1 1,77 1,43 1,15 0,965 0,82 0,725 0,68 0,63 0,625 0,67
2 1,57 1,2 0,98 o,8 0,665 0,57 6,53 0,89 0,48 0,48
3 1,551,116 0,95 0,78 0,65 0,565 0,5 0,45 0,45 0,45

2RE mm:usaumu-: - c:an:nﬂuzu-zzu:z:z:z:::a:xuzzuz:::zgm

1l 12 1 20 21
= EARanNEEESE

8828-.8."8338.8288:2:88-‘-L===—3.'-&"-!::!:: SREBREXIOUREIEIE
0,7 0,73 0,8 0,9 0,03 1,25 1,52 1,885 2,41 3,16 4,16
0,5 0,52 0,58 0,65 0,8 1,015 1,275 1,675 2,12 2,8 3,8
0,5 0,52 0,57 0,65 0,83 1l,0 1,27 1,63 2,07 2,7 3,68

BESSSESSESARDE ENENIEESSS S EIEISEBIREIZISEEEINSUSRISCRES NS S S SIS XN O ERED
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Tabglul le% ¢ 4 » 60 mm
=======é=========================u=n====§===========t===:========z
) 2 3 5 6 7 8 9 10
meEmrRe e T e T SN R N S R e T R R R S T R SRR E RSN R I N ISR ESRS

1 1,825 1,46 1,17 0,95 0,8 0,75 0,7 0,66 - 5,64 0,64

2 1,65 1,25 1,0 0,8 0,65 0,58 0,52 0,5 0,48 0,48
3 1,56 1,18 0,97 0,77 0,625 0,575 0,51 0,48 0,45 0,45
=====================B======H==========================" e s T S
;:*ll— -*12——2%2 ===%§===%2====%§====%Z====%§. —=§2===§g====§%—-=

0,08 0,7 0,765 0,85
0,48 0,5 0,55 0,54
0,45 0,48 0,53 0,63

1,01 1,17 1,37 1,71 2,165 2,78 3,625

0,77 1,0 1,15 1,52 1,9 . 2,47 3,3
0,7§ 0,95 1,114 1,47 1,86 2,375 3,175

B R e N S S N N N S T s R TR R SSS RS = Es=as —_—maaas=sTn

=

‘Tabelul 1.4 : d = 80 mm

<

====3=============;=======================ﬂ==ﬂ=========ﬂ====ﬂ==ﬂ=

1 2 3

4 5 6 '8 79 1lo

==--——====::z=======================_============*================

g

2
3

1 52 1'? 1'09
1,45 1,15 o,88
1,38 1 05 0,76

11 12

Qe84 .. 0,725 -0,635. - 0497-04575 0,57 -
0,715 0,6 0,515 0,47 0,44 0,43 0,435

0,7 0,59 . 0,51, 0,46 0,43 Q415 0,42

20 21

======ﬁ==z====%2 #==~~-*—ﬂ-5 ‘—=--—12=========;2====-=_=—==—===

e P st e G i S S T i e e e e e S

4]
0
v

1285 0,625 0,65 0,7
W45 0,47 0,50 0,55

0,785 0,925 1,13 -1,41.1,78 2,33 3,015
0,635 0,75 0,935 1,21 1,56 2,035 2,725

Y44 0,46 0,475 0,535 0,625 0,74 0,930 1,18 1,525 1,95 2,635

R R s S S S S S N N R N R R T S S S oSSR aESRERaaRsSI oS

" Tabelul 1.5 t 4 =

1 ' t t

100 mm

R R N T S R S S T T S S T T S SNSRI RS

1 2 3 4 5 6 7 8 9 lo
S R P T P R ===zz-a--~~====--==-~_=====
1. 1,62 1,28 1,03 0,84 0,72. 0,635.0,6 0,57 0,565. 0,56

2 1 425 1 12 0’885 0’715 0. 0’)15 0,465 0’45 0,42 0'42°
3 1,37 1,07 0,865 0,7 0,59 0,51 0,46 0,42 0,4 0,41
ﬂ—======“-========-======================:=;=====g2:==:==========3

1L- 12 13- 14

-c—u—.
-—— ::::;::::::z“::z:z“-—-"-“-:“::

- 15 16 17 19 - 2o 21

Tt Sy S e —— . - ----—--:--:—- ~——t—y—j -

0,575 0,585 0,625 0,67 0,75 0,87 1,05 1,3 1,66 2,16 2,77
0,435 0,46 0,475 0,54 0,6 ,7:!.5 0,88 1,115 143 1,87 2,53
42 | 0,435 0,47 . 0,525 0,59 0,71 0,875 1,1 1,385 1,8 2,45

R R N S R R R S S N R R R e S S N S T S S S S T N I T S S S S SNESESTEEEEETenS

0,

t t

¢

t
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Pabelul 1.6 : 4 = 120 mm

AR R R RS e S S T e S R N R S R S S S N RS NSRRI ST EEST

1 2 3 4 5 6 4 8 9 lo

BN R T N TR s R S R S S L N N s S S S S S S S S SR SR SR A REE XL NE T
1 1,475 1,17 0,935 0,765 0,65 0,565 0,525 0,5 0,485 0,48
2 1,352 1,0l 0,8 0,65 0,525 0,405 0,415 0,37 0,36 0,36
3 1,265 0,965 0,77 0,635 0,535 0,46 0,4 0,36 0,35 0,35

BN REEEE I e R R S S S R S R S L R S R LIRS S S ST O RE T ES RIS

11 12 13 14 15 16 17 18 13 2o 21

BEESEERE R SR R S S T N R N I S N e R S N E S E SRS AT OE SR IR

0,5 0,52 0,54 0,58 0,65 0,75 0,9 1,13 1,415 1,825 2,37
0,37 0,375 0,41 0,4 0,52 0,615 0,75 0,965 1,23 1,575 2,12
0,36 0,37 9,385 0,435 0,51 0,6 0,75 0,945 1,2° 1,52 2,03

A R R R T R e N S R L N R B S E T E L E RN SR EN S ESEERES

Tabelul 1.7 1 4 = 140 mm

SERESERNEEERETE -SRI EE R R X S A R SR L EE SRS ESASESSSBESION S T R B SN RE

1 2 3 4 5 6 7 8 9 lo

ARG ENE R R I R R eSS E RIS B AR AN IMINEED BRSSO REEE

1 1,48 1,17 0,935 0,765 0,635 0,56 0,517 0,487 0,487 0,485
2 1,32 1,015 0,9 0,64 0,53 0,465 o,4 0,37 0,37 0,36
3 1,27 0,97 0,77 0,63 0,53 0,45 0.39 0,37 0,36 0,345

--l}u—l'mzmaxuunz:uu-au:h 18 =ZEmms ‘2-. 2 0 .ﬁ.‘.
0,49 0,515 0,53 0,57 0,63 0,72 1,865 1,06 1,335 1,715 2,23
0,365 0,37 0,4 0,435 0,49 0,58 0,725 0,92 1,165 1,49 2,0l
0,36 0,36 0,385 0,435 0,48 0,58 0,72 0,9 1,135 1,44 - 1,935

Tabelul 1,8 : d = 160 mn

PEAREEERNEENNSSEEEEENASCASESEEEEERERSANRESEL RS EEES B RS 2N 2SS B EEEEED

1 2 3 4 S 6 4 8 9 - le-

0 TS S S S S 0 S U A - S g A T KA S 5 T A ) M S AT A S AT A 1 A M
1 1, 1,185 0,99 0,77 0,64 0,56 0,525 0,485 0,48 0,48
2 1,3 1,03 0,815 0,655 0,54 0,45 0,4 0,37 0,36 0,36
3 1,315 1,985 0,785 0,65 0,535 0,45 0,4 0,37 0,35 0,35

BRANSEEEASES SINSEESASSERSSS B E AN 2N 0 8 NI AR R S A0 XEE R IRENEN X B IR K 5 NN

il 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

SEERGEEEESNBE SRS SEEEEE SRS IR S S TN S N B SR SIS SR RSk 1 I
0,49 0,50 0,53 0,56 0,617 0,7 0,83 1,02 1,285 1,635 2,127
0,36 0,365 0,4 0,43 0,49 0,565 0,68 0,87 1,12 1,435 1,91
0,355 0,36 0,38 0,423 0,475 0,565 0,68 0,86 -1,087 1,375 1,84
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.3. Observatil

Rezultatele experimentale obtinute pe model pentru sistemul
de bare colectoare (figel.l) indicd o majorare apreciabild a pler=-
derilar suplinantane din bare pentru 4 < 150 mm, aga incit o dispu~
nere a barelor in risini ep0xidice de oxamplu, ar fi sub acest as~
pect dozavanbaaoasﬁ. De 1la disbanta d > 500 mm, factorul k inclu-
de doar orsstersa rezistentei daborabé efectului palicular, efec-
tul de proximitate fiind neglijabil. :

Cu inbegraborul prezenbtat se pot rezolva problemele de oimp
magnahio (sd aleccrio) care prezinbé duble simebrli (faté de doui
axe ortogonale). | |

Dacé conductoarele considerate aint plasabe intr=o carcasi’
feromagneticd, modelul zlimentat cu o frecventd aprospe de zero va
£i in principiu modelul unor infisurdri de transformator gi cu el
se poate deci studia fluxul de dispersie al unui transformator.

II., DETERMINAREA PRIN MODELARE A CTMPUILUI ELECTRCMAGNBTIC
' AL UNUI' CONDUCTOR CILINDRIC, DE SECTIUNE TRANSVERSALA

PRAPCZOIDALA, PLASAT INTR-D CRESTATURA FERCMAGNETICA

86 studiazi pe un model RC cimpul unui conductor cilirndric
de sectiuna transvarsala trapezoidala parcurs de un curenbt alter-
nativ, plasab mbr-o oresbﬁbn.ré. efecbuabﬁ fntrean material fero=
magnabio. Pentru acesb caz se prazinbi modelul $i citava pezulta=

te exparimanbale referitosre la fackoranl in albernativ al rozige
tentei, ka’ la inductivitatea intermai, Li' g1 la forta lineica

specifica fo’ comparindu-se aceste rezulbate cu wvalorile luate
in mod curent in considerare la proiectarea maginilor electrice
51 ou cele obyinubte prin calcul anzlitic exact pentru conducto=
rul cu sactiunea btransversald in formd de sector coroani circu=-
lari. . . : . ' f . ; |
2.1e Descriares sistamulni

Realizares unui model RC pentru sbudinl cimpului elactromag=
netic al unui conductor drept, parcars de un curent i=I V2 sin &,
pPlasat Inbtr-o crestiburi efeotuatd intr-un material feromaguetic,
necesitd precizarea ipotezelor si conditiilor $n care se rezolvd
ecuayille cimpului. ,

Mataorigelul feromagnebic. in care esbe pracbicaba orestitu=
ra, este alcdtult dintr-un pachet de btole izolate una fati de al-

ta (cu hirtie, cu oxizi neconductori ebc.).Acost lucru schiva=
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leazd ou fzptul cd Cpo conductibilitatea eleqbtrici dupi normali
faetelor 1zolabe, ests nuld,

Be consideria tolele sutficiaonty de subfiri si rezistivita-
taa lor electricd suficient de mare gi ca urmare, se poale ng=-
glija efectul curentilor taurbicnarl din tole asupra eimpuiui
magne tic al conductoruluil plasabt in orestibturd.

Datoritd faptului cd in directia curantului, respactiv
in directia lui E; straturile de mabterial ferozagnetic glber=
neazd cu straturile ds izolant care asu o albtd permeabilitata mage
nebticd decit maberialul feromagnetic, cimpul magnetic nu este in
gensral plan-paralel. Pentru a avea un cimp plan-paralel 6 nece=-
sar ca raporbtul dintre grosimea tolel fird izolatia si grosimea
izolatlel dintre doud btole succesive sa fie cu mult mai mare de-
cit unitatca. S6 considerd indeplinitd si aceastd conditic.

Raportul foarte mare intre permeabllitatea magneticid a
ofelului eloctrotehnic gl aceea a aerului, cupruluil, aluminiu=-
lul eto. permite considerarea rasporbulul : Pre

= OO
}laer,Al,Cu :

Oonductorul este dispus ca in figura 2.la si el poate
£l studiat conslderindu~se cié curenbul din el se intoarce prine
ter-un conductor plasat la infinit E@?],[B?ﬂ 3} de asemenca el poa=
te £1 consideratb ea fdoind parte dintr-un sisbtem complet.de con=-
ductoare plasate astfel incit efectul de proximitate al restului
de sonductoare din sistem asupra conductorulul dat sd fie nul,

Problema mai poate fi privitid si altfel. DacXZ pentru con=-
ductorul din sistemul prezentat in figura 2.1, al cidrul curent
i, eate cunoscubt, sd mal gunoaebe 0 linie de cimp magnebiol‘B
care inléntuie numai acest conductor, respectiv o linis A=cons-
tant, determinarea cimpului din interiorul curbeil FB se face
admitind c& curentul i se intoasrce printr-o suprafati c¢cilirndrie-
od; perperdiculard pe planul cizpului, sprijiniti pe conturul
rB g1 de cornductivitate infiniti.

Conform observatillor din 8§ 3.2-~A, pentru sisternl din
figura 2.1la, 0 suficient s34 se cunocascd doar o linie de ciamp
din fntrefierul d. Pentru fntrefierul constant considerat aici
g6 cunos¢ o infinitate de linli de oimp.

Datoriti simetriel sisterului fatd de ara mediani a sec=
tiunil transversale a conductorului gi respectiv a ciupului
eleotromapgnatic, esto suficlentd modelarea unel Jumititi din
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suprafata de modelab.
Penbtru portiunea corespunziatoare materialului feromagnetic

rezistentele din retea au valori infinite si deci acsastd zoni va
ri ™decupatd”™ din model.

}JI’FQ=°°
Fe =0
NN T T HEEL NN N AR
< b | e
WTTQ ] SAMB Y A ARWE
{ N I
\
g YEAR Pre~
s %,=O
3t
! //;
| A (Vo]
| y <
£ &
5 ; /"
1 g
z //
N
4 3 %
& l
v VIIII
c N
N \\Jbz \
bs
Pig.2.1.a - Ansamblul conduo=- Fige2+.1eb= Modelul RO
tor=oreabiituri de modelat. al ansamblului din

figura 2.1. a.

T 242, 0 golutie analitiocd pentru un caz idealizab

Pentru un condustor avind sect{iunea transversald de forma
unui sectope=corcand circulard (fig.2.1-=a) expresiile intensitid{ii
de olmp magnetic gi a densitidtii de ocurent la o reprezentare com~
plexi a nirimilor electromagnetice sint (v.Anexa 2) 1

¢ o) I H](.I)(Eb)'yl(ff)-al(fb) H](.]') @9l (2.1)
- QR Gx o Eena 7, (ca) H;i)(;;b) - Jl(rb)thj(‘é‘&)

1 ' 1
B D b) 3,p) = 3,60) B (2p) (2.2)

g () = :
J ) B ) - 3,00) B, P (ra)

in care Hﬁl)- Jk*d !k este funotia Hankel.

Separind din puterea complexi prin suprafata generatoars a
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conductornlul puterea activi gl reactivd se obtin
" _Ro iJ_(T'a)_{

a 26 J 44 (2.3)
2
L - ) , Lm {J(3 a)] (2.8
la a2-3b2+ - 1n % Jmod
1-@)°
I

in care sy 68te real dacid se alege ca origine

J - —
=med 6m£b2L325

a fazelor fazorul I.
In expresiile de mal sus 9m. a 51 b au valorile obtinute

din echivalirile efectuate crestidturilor din fig.2.la si fig.2.1l=

a : unghiul Gn este 1dentio pentru cele dou#d crestituri,

b,=b
6 = artg Egg-l, (2.5)

oilindrul de raséi a (fig.2.l=a), are exa de simetrie identiocd ou
muchia diedrului format de fetele laterals ale comnduotorului din
£ig.2.1 9i este btangent bazel b, (£ige2.1) la mijloocal ai,

| ..r%él' (2+6)

3
ariile seotiunilor transversale ale celor doud conductoare sint

egale,

b2 B b, (by+by)

b-hs-t-]-'-;? \/1 + -D—SL-F_L S (2.7)
>71 2 uotg(-%ggl)

Polosind tabelele din [86] pentru datele problemei s-au
caloulatb valorile pentru ka i L, . Feprezentate in f£ig.2.2. 91
£1g.2+6 prin curdbele 6 respectiv 3,

2.3+ Modelul RC oor¢spunziitor sistemanlui

Pentru discretizares suprafetei de modelat, elementele
de suprafatl'bse 8e aleg de formA convenabili. Pentru a se uti-
lisa elemente pasive R, -3 0m pe oit poaibil duv valori oconstante
pentru fntreg domeniul modelat gi pentru a avea eroare de trun=-
ohiere micd, s-a ales disoretizarea Iiun elenente pitratice cu
pas mio de discretizare.
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Alegind pe h =107°m, R_ = 9100 , .= 4,7.10"° F, =
. . .
m’
in planul cimpului) K = %T? (8 = sectiunea conductorului) se poa-
te determina ki, in baza relatiilor (3+13-B)
Rl

-1 s -2

a 5,5010° £, P Fo @ 1,256.107° B, stiind cX mirimea (consbanti

Datoriti faptului c& in cele ce urmeazid intereseazd mirimie
le raportate, k. Lia , £] ,valoarea coeficientului de similitu~
zio

dine kA nu trebule cunoscubi.

__Pe baza celor prezentate mai sus, penbtru sistemul din figu-
ra 2.la s-a construit modelul din figura 2.1lb. Alimenbarea mode=
lulul cu un curent de aceeagi formd cu i s-a fécub prin puncbul

comun. gl condensatoarelor retelel gi prin punctul carespunzitor
unui segmeanAFB .

2.4, Rezultate experimentsls

@ Rezistenta in alternativ a conductorului Ba 58 deber=
mind indirsct prin fectorul in glbternativ al rezistenyel kh,dab
de expresia (3.35-B), in functie de mirimile miAsurasbile pe model.

k

a
) 2, f
24 X Fige2+2. Factorul rezisten-
BT T YD tei in alternativ k =2 (%)
12 4 s pentru diverse bemp@raburi
VA7 medii ale conductorului de
o C clprug

Curba:l-0 =20°C; 4-6=175°0;
2-6 =75°C4 5-curba da-

3@ =125°C; t& In[87]
: o=curba co=

respunzatoa=-
re rel.(2.3h

“ NV W N NP0 =

o

1 23 4 5 6 7 %
Rezulbabele.experimenbale4detprmipabe.peﬁmodel.sinu_repnezenbabe
sub forok de diagrame in figura 2.2 gi figurile 2.3.a,b,c,d.
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In figufa.2.2 este reprszentati variatia luil :

' ' f - gl e
k, = ka(‘f ), $= 0,09 hE\f';ﬁ , (f-frecvenia curentului ij; h5 indl-

Fimea conductorului in ma).

hg
15 4 ’
1 ° f
13 13 1)/
12 12 | '
2 T )
1 - 1 1 ' j/AX/
10 10— G
9 [ [} S . A /A s
8 8 4 //,V +
2 |
> ST g//////f> +
L VS SdV-alNSN
| ) N/ /'1//, ' ‘
3 } IO = S G J A S SRS S N
2 ]//__7,{; — ——!— 2 A - / |
1 1 Q’fﬁ_i_g-J._f_UZ“__{,ﬂ 1 ]
| !
| Il ! - b
0"3T 0B B 2530P & 5 2 iH) 0501 20 25 30 35 405 50 f(He)
" b
%a
14 —t-
kﬂ 13"“'—- ——{-—w -1t
12 12 = —
11 1 1
10 10r——'%
9 gT_ﬁ_.
8 8 }+- .;'.._-
7 74— - '*L-
6t——A A~ 6k |
A AN T IR
L /,K*~ - i
' » !
7 /f;’4<f N 71,
3y 28 21 A
a | BEREREE 1 ! - b
s — — Pl ! | i
075730 15 20 25 30 3¢ <0 45 50 i) TR s I OE D

¢ d

Fiz.2.5. = Factorul ka in functis de frecvenga
cimpuluni electromagnetic.
In figura 2.3 sint prezentate patru familii de curbe :
k.(f), (,b,0,d), pentru diferite temperaturi medii ale conduc=
torului + g) ¢ = 20% ¢) © = 1259
b) @ = 75% d) @ = 175%,
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Dimensiunile sectiunii conductorului (fig.2.l1l) pentru care
g-au ficut determinirile dabe de curbele 1 5 6 din fig,2.3, sinb;

l - bl? 6,8 mm; b2 ? 14 mmg hé = 80 mm; ¢
2 = bl =§/?.3,4 mm3 b3 =\/_3-.11+ mms h5 =V 3.40 mm;

3 = by =V2.3,4 mn; by =\/2e14 mm; hg =V2.40 mn;

4 - bl =V1,5.3,4 mmg b3r| =2V1,5.14 mm; ]::l5 =V1,5.40 mm;

5 = by = 3,4 mm; b

1

5 = 14 mmgj h5 = 40 mm;

6 - bl = 1,7 mm; b5 = 7 mn; h5 = 20 mm,

S~a gisit interesantid prezentarea repartitiei demnsibtat{il
de curent J (x,y), (fige2.5 a,b,c,d,e,f,g,h) pentru un conductor
de cupru la temperatura ds 2000, avind baza micad a sectiunii trans-
versale egald cu 3,4 mm, baza mare cu 14 mm si indltimes de 40 mm,
pentru diverse frecvente ale cimpului magnetic. Reprezentarea s=-a
facubt pe baza btabeleil 2.1 care cuprinde valorile relative, ;2_ ,in
c
functie de frecventa,pentru axa mediani a conductorulul studiat.
Nobarea punctelor pentru care s-au dab valorile raporbtului

J
—2_ s-z ficub incepind cu mijlocul bazei mici(care s-a notat cu 1)

Ig si terminind cu mijlocul bazei mari (nobtabt cu 21) din 4 in 4 wmm.

Din figura 2.2 se observa cid variatia factorului ka=f(?3,0)
36 poabe aproxima, penbtru f’>1,5 cu o fam@lie de¢ drepte ¢ .

k, = m‘f-r- n (2.8),
coeficientii m si n determinindu-se din diagramele respective in
functie de btemperatura ©.

Fédcind rapoartele intre pierderile Joule in curent alberna-
tiv si in curent continun, la definirea lui ka' conductivitabea
electric& nu mal apare explicat in expresia facbtorului rezisbentel
in alternativ, considerindu-ss, de obicsi, c& ea are aceeasi vaw-
loare atlt in expresia pierderilor Pa.cib si in expresia lui P,

S~a considerab gi aici cd printr-o metodd oarecare tempe=-
ratura conductorului, abunci ¢ind prin sl circuld un curent con=
tinun sau un curent alternativ de frecventd arbibrarid dar tu va=-
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loare eficace egald ocu valoarea curentului continuu, este aceea-
9i. In. aceste conditil influenya conduobivitétii in varliatia lui
ka intervine prin deformirile provocate de variatia ei'in repgr;
titia oimpului, respectiv a densititii de curent J (x,¥).
Pabelul 2.l1.

A R R R N R S S S S S S S T A S A S ISR E SE AT SRR N IR IR YN X0

Pabotul 15 Hz 25 Hz SO Hz 75 Hz 100 Hz 150 hz 200 Hz

1 3,900 5,330 7,640 9,030 10,000 12,060 14,200
2 3,467 4,640 6,470 7,315 7,660 9,060 . 10,000
3 5,040 4,055 5,36 5,590 5,800 6,670 6,670
4 2,645 3,500 4,25 4,550 4,415 4,470 4,400
5 2,260 2,967 3,43 3,265 3,170 3,070 2,870
6 2,000 2,487 2,715 2,457 2,300 2,067 1,570
7 1,715 2,050 2,110 1,863 1,763 1,435 1,200
8 1,450 1,680 l,e44 1,380 1,268 0,965 0,777
9 1,238 1,357 1,285 1,070 0,866 0,667 0,473
10 1,107 1,143 1,000 0,759 0,600 0,433 0,267
1l 0,986 0,892 0,786 0,517 0,400 0,267 0,153
12 0,857 0,750 0,607 0,418 0,300 0,166 0,067
13 0,786 0,607 0,471 0,290 0,233 0,133 0,020
14 0,700 0,536 0,393 0,221 0,166 0,667 0,005
15 0,643 0,486 0,357 0,172 0,133 0,035 0,000
16 0,615 O,464 0,286 0,138 0,066 0,013 0,000
17 0,600 0,428 0,250 0,114 0,040 0,005 0,000
18 0,600 0,428 0,214 0,089 0,016 0,000 0,000
19 0,600 0,428 0,214 0,076 0,000 0,000 0,000
20 0,600 0,428 0,214 0,076 0,000 0,000 0,000

21 0,600 0,428 0,214 0,076 0,000 0,000 0,000

SR s EeR  EE e  E SEaAECSC RS ESRESSRS RIS ST P 3 —< F 3 3 T F ~- 7 - - ¢ -]
Conductivitatea electricd, G , depinde de temperaburid
prin relatia

-
G2 T (2.9)

———
l+q%9
ca urmare, adincimes echivalentd de pdtrundere a cimpului, va

avea expresia i
o A (2.10)
PGt
gi deci, obiar cind valorile luli din expresiile lui P, g1 P,

sin egale, factorul ka ia valori giferite pentru temperaturi
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diferite : aga se explicid diferentele dintre diagramele din figura
2.2 (1,2,3,4) 1 de asemenga intre fliagramele din fignra 2.3 ayb,
0 d.

bs Inductivitatea interni , Li s & conductorulul se defi-
negbe energetic ' .
¥
11 8 ,
Ly l.= -IT (2.11)
¢ Wﬁi £iind energla masnatidﬁ inmagazingbi in voluaul conduce-
torului. . r ( t | ,
) Ea s=-a determina§ prin raportul Liar = Lia/nio’ respectiv

cu expresia (3¢36=B)e« ( ¢ ( ‘
Mgr ‘ ) Lir t
1,01
4 \% 1,Q N
\ NN
09 B J % i . 09 \%\
- \\
08 7 R‘ 08 \'E:
. \ AN
2 v \NE
06 xg\ : 06 \\ 3
\
05 Pe 2 05 2/\
A 1/\ \
"y A _ oL \ \
h ; ] \\ K‘ / ‘§ ix\
N AN Yy
< 03
a3 < _ ~k - \\: \\‘
02 02 \\E\
—
0] : 01
O 2 3 4 s s 7 3 O 23 4 s 6 7%
Fig.z &4 a. Inducbivibabea inter- Fige2+.4 be Valorile lui
ni raporbaba in functie de‘?(la Ly psnbru @ = 20°C(curba
g = 7201 1)aro = 75°0 (curba 2)
- ourhba obtinutd din model ’ ’
2 = ourba din [87]; ' 6 = 125°G (curba 3), 9 =
3 - curba calculacé ou @Xpre- 175% (curba 4).
* 8ia (2. 4).

In fig.2.4, a este prezentati inductivibatea interni ra-
portatd in funciis de ¥, pe model, la @ = 75 0, din literaburd
(87] 51 calculatiyiar in figura 2.4.b sint date curbele expari=-

i .

i
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mentale in funciie de f pentru diferite temperaturi medii sle cone

dactorului,

6. Forta rezulbtanbi care actloneazd asupra condustorulul
8=g deberminat tinind seama de expresiile (3.37=B)=(3.39-B) si
s8-a calculat numeric cu metoda lui Simpson,

A

LTS T
FT R x=T/2 H
€75
= H
T T
1b| ~
7B ",
T ! !
80%-—»—-4——%—__-1-.?_.[__ -4 -4 -
60 | -
40 ' —f
‘ 20 - bt
| 4o
C™ 020 60 80 10 10 +0 60 10 260 220 4t42)
FPige2.6Bxplicativi la Pige2.7. Variatlia lul f in
repartitia tensiunii functie de freoventid
maxwelliens pe contu- pentru un conductor de oupra
rul seoyiunii transver-~ ou by=3,4 mm, by=l4 um, hg=

sale a oonductorului. =40 mm, la temperatura @ »20°C.

In figura 2.7, #-a prezentat variatia ia functie de frec-
ventd a fortei lineice specifice

o 2.
fo ;;LIE (2413)

Dupi oum rezultd gi dinexplicativa din figura 2,6, forta
* impinge (fixeazd) conductorul in crestituri,

2.5+ Aparate utilizate. Precizia misurdrii

Pentru misurérile pe integrator s-au utilizat un miliam=-
permetru UNIGOR=3 8i un voltmetru electronia.

Modelul s=-a alimentat cu un curent objinut de la un ge=-
nerator de audio-frecventi.

In urma unel analize atente a eroril de determinare a
miirimil or ka’ Liar' f:, ea s-a evaluat la o valoare de citeva
procente, eroarea de trunchiere fiind practic neglijabild,pentru
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pasul de discretizare ales. Condensatorii gi rezisbtorii au fost
gortatl ou o punte cu precizia de 1%. :

Acesbte citeva procente=-eroare au fdcut imposibili cunoage
terea pe aceasti cale a facbtorului kh pentru efacbu% pelicular -
slabe )

2464 Cbsarvatii

Rezultatsle obtinute, in ceea ce priveste factorul ka'
concordd suficient de bine cu acele date in literaturd [87] si sink
nai mici, asga cum de altfel era de agbteptat, fatid de cele cores~
punzitoare conductorului de sectiuns btransversalié sector-coroand
circularid. In csea 00 privegte induoctivitatea internd raportati,
oa este mal mica decit cea datid in literaturd, mai ales penbtm
frecvente mari.

Piacind raporbtul intre pierderile Joule in curent aslterna=
tiv g1 cele in curent continuu in expresia lui kh’ nu mal apare
explicit,influenta 61 intervenind prin deformirile provocate de

varisyia ei, in repartitia cimpului magnetic d=\ /_2 , respece

=
biv a densititii de curent J (x,7). :

In ceea cso privesbe influenta temperaturii asupra forteli
actioneazd asupra conductorulul se poate spune cia ea esbe inver-
si influentei frecventei. -

" Pentru cazul limitd al conductorului de sectiune bransver-
sal¥ trapezoidals, conductorul de sectiune dreptunghiulari, atit
1nfl&enta temperaturii cit si a frecventei asta nulsd pentru fortd,
"mentinindu-se pentru factorul ko 81 inductanta L, ¢
Determinirile s-au efecbuab pentra dp = 1 om 1 dp=2 mm

rezaltabele nedifarind intr-o situafie faté de cealaltd decit
foarbe putin (daboritdi erorilor intimplitoare de misurare).

III. CIHPUL ELECTROMAGNETIC IN CG*IDUCTO‘QUL PARALELIPIPEDIC

FOART"" LUNG, PARCURS DE UN CURENT SINUSOIDAL,FLASAT

INTR=-0 CRESTATURA EFECTUATA IN MATERIAL- FEROMAGNETIC
= Studiul cifmpului sistemului considerat, are ca scop obfl=
nerea unor infornatii asupra eroril de trunchiere, a erorii glo-
bala introdusd de modelarea pe retele pasive RC gl a formulelor
optime de calcul a factorului in altermativ al rezistentel (ka)
g1 a inductivitiyii interne raportate (Iy,,) in cadrul analizei
numerice a oimpului electromagnetic (prin modelare si calcul ci=-
fric).
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Rezulbtatele determinabe prin modelare i cu calculatorul
cifric se compard cu cele obtinube prin calcul analitic exact.

Sistemul electromagnetic considerat se prezintd in fig.
3.1ea, iar in gectiune transversald iIn fig.3.l.b.

ool
-
bo
Z,« Q%,v 3 -
-1,
Cial electrotennic U /-
H
-Cordacier de cuprd - ""7‘,f /,f? .
/ :-Ve y )@;; <4
e, |
[ ﬁ
A ;
% !

Fig.}.lo

Ipotezele admise sint aceleasi penbtru fiecare mod de Lra-

tare a c¢impului

/.I.Feﬂ?).lo; b »b>a ; b > a; G_zFe= 0 (3.1)
Ultima ipoteziA derivd din dispunerea miezului feromagne-
tic sub gorma de tole 1zolate inbtre ele e;ecbric.

3.1, Solutia exactd a problemei

Ca urmare a ipotezelor acceptate oimpul magnetic va fi
plan-paralel i unidirectional (il cu axa x) §i pentru debermina-
rea lui e necesaréd aflarea solutiei uneia din ecuatiile

52

—a—y-% = )JG' (—g—% + K) (3.2)
2 % 22 (3.3)
:;;5 =,FG-?;E P

satiafdcute de componenta sputiald a vectorului potentlial magne-
tic 4,(32), respectiv de unica componenti a intensitdtii cimpului
magnetic H(H = Hi), (2.3). =" = »
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Indiferent care din cele doud ecunatll se utillizeazid, re-
zultatele sint aceleagi, diferenta in rezolvare constind practie
doer in tipul de conditii de frontierd utilizate. Se observi cd
oonditia de frontierid datd este de tip Dirichlet pentru scuatia’
'(3.3) g1 de tip Neuwann penbtru eocuatia (3.2.), intrucit din apli-
carea Gteoremei lui Ampdre pe perimsetrul sectiunil conductorulul
rezultd valoaraa H (o,t) a inbensitatli cimpulul maegnetic i

H(o,b) = i) | (3;4)

a
1(t) = curentul din conductor.
Valorile 1lui ka gt Li

(3) (v.Anexa 3) sint :

nh? «b + gin 2%b
ka§<¥b ch2 b =cog 2 b ¢} (3.5)

an obtinute prin rezolvarea ecuatiei

3 nh2xXb = sin 2%b '
Lian = 34D cho<XDb = ¢08 2D # (3.6)
fn care

« =\/Af = L (3.7)

§ - £1ind adincimea echivalentd de pitrunderea cimpului
in semispatiul conductor 3 )
& = pulsatla electricd a curentuiui i(t) = I V2 sin wt.

Valorile deduse cu expresiile (3.5) si (3.6) sint prezen=-
tatd in coloanele 2 ale babslelor 3.1 si 3.3, in functlie de frec-
ventid, pentru b = 10 a = 40 mm,

Pou® fo = 1,256°10"%8/n, ¢ = 5,6°10°s/m ,w= 27°¢ .

3.2 Modelarea pe o retea RC

Daboriti ortoganelitatii éuprafetelor da separatie ale di-
feritelor medii care intrd in sbructura sistemului, reteaua de dis-
crotizare a planuluil cimpului se alege ortogonald i cu pas cons=-
bant ha(fig.3.2 b) sau cu varierea pasului de discretizare doar la
bazele conductorului (fig.3.2 a) in scopul unei mal bune aproximé-
ri_a.cimpulni la efect pelicular accentuat.

Neluind in seamd variatia densibitil de curent pe un ele=-
ment de suprafatd 48, = khz, (4= %— la baza superioari, 710=-§ la

baza inferioari $i7lk = 1 in restul sectiunii conductorului),ecua-
tiile diferentiale Grunchiate care derivi din 3.2. sinbt
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911
- Ath, = )‘G(ab*x)h 4.)11

Ay = 2h + A f)lG'(Tlé-tK)hz S K= 2,000,9 (3.8)

9410
Ag = 415 = )‘G(TF*K)’“

~ Acestor ecuatll le corespunde modelul din fig.3.2.c. Pentru
parametril modelulul s-au ales valorile : R = 1000 &2, O=i,6 nPF
gl la b= a = 4 mm, B, Ra din relatlia (3.13=-B) rezulti k, -

= 4,1.10’5 respectiv frecventa mirimilor din model £, = 244 £,

Misurile s-au efectuat cu schema din fig.3.12-B, in care s-a
utilizat un voltmetru cifrio BO 302 si un generator de joasé freo-
ventd (BO 501).

Rezultatele misuririi si calculelor sint prezentate In co=-
loanele 3 gl 4 ale btabelelor 3.1 si 3.3.

8. Penbtru calcularea factorilor k, 51 Ligr 5-au ubilizat
expresiile puterilor date de (3.32-B) in functiile de mirimile

misurabile pe modelul RC, rezulti :
2 2
P, =~ kpqn - - kam x“; Q= kP » K IN By (3.9)
in oare nn. si ZI. 8int componentele impedantel echivalente & mo=-
delului.
Din (3.9) ok (3.33«B) 81 (3.34=B) g1 expresiile puberii ao=

tive in 0.0, 31 a energiel msgnetice in funotie puterea aparenti
(s 2 W) resultd :

xna 1
k.h = 10 T ocu I‘ - - u;w—‘ (3.10)
§i R,
Liaria * I% : (3.11)

b. Aproximind 1nbesralele de volum care dau puterile active
si reactive (respectiv a energiei magnetice) prin sume de valori

finite, considerind valorile densititilor de pucori gl energii
oonstante pe cite un elemenb de suprgfatﬁ Ty b

P. = p g.g. dv = IJ dy ~ 0___ Z Ylk k (3.12)
v 0 k=1

-G
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qu = % 1% = 1, pentru k = 24000991 T30 = %_)
1

. hoh b » h2 10 -
'u-?g§.§d78—27 B dy .3):
v
dacd se tine seama de (3.21-3) si (3.20-B), rezulbi $
X on .10( )ka (3.14)
: 9
Lyarom = 0+15 + EU (2;::)2(§{:U£kwl,k-1f U§10,9)' (3,15)
. ka2

in ocare Unk este tensiunsa la bornele condensatorului ,k" iar

Unx+1,k-1 - tensiunea la capetele m,k+l - m,k-1 ale conductoare-

lor ,ke+l" i k-1" .

{
/AZ5}€} T
.2 A
Q
o3 :
.o c a © 0 Qo o i@ Q
o |
D
6
G
.7 |
Fige5.2. Disoretizarea
.8 crestiturii (a) schema
electricd a modelulul
- 9 {b),modelul realizat (o).
B0E
0413 h 0

aj

8+ Folosind evaludri Ifmbuniitéitite ale pubterii acbivn.qi

ale energlel magnetice din (3.12) si (3.13) cu formula‘3 a lul
S8impson se ob{ine '1

b, e

P, = '7“ Z 4. 3J k , cu%, = 1,5, = 4 pentru  (3.16)
K=l
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= 2n, 9k:= ¢ pentru k = 2n 4+ 1, n - numarul natural.

1C
D
h uY“ h
Wm = gP + g E:;SkBi cu (3.10) si (3.17) rezulti
k=2 (3.17)
10, 1 2 2
k3= —3(m) Z‘Sk Uic (3.18)
9
1&1‘5“1 1_6 Eﬁ(—nezﬁk o, k+1 k-l (3-19)
k=2

Penbtru masurdéri s-s utilizabt schewa din fig.3.12-B in care

g=-a utilizabt un voltmebtru cifric s$i rezisten{a R a avut valoarea
de 1 k.,

Rezultatele obtinute utilizind expresiile de calcul (3.10),
(3.11),(3.14),(3.15),(3.18) si (5.19), s=-au prezentat in tabelele
3,1 81 3.3, coloanele 3,4 si 5,

3.3, Rezulbatele obtinute cu calculatorul cifric

Problemel 1 se poate asocia reprezenbarea in complex a ecua=
tiilor (3.8). Dacéd se ia ca miarime de referintd in planul complex
fazorul 1, corespunzitor curentului 1 (t), ecuatiilor (3.8) le co-
respund ecua$iile complexe 3

-~ A +A, ).m"h (jow Ay- a'-E) + pI

‘k-l - 24 + Ak_._l:);a’h (juék 'GEE)‘ k=2,040,9 (3.20)

-3 L ene s I
in care s-a {inut seama cd I = - ¢'abk.
Se nobeazd :
X, = Ry { k} S X 1R I H-k] , k =1,...,10 (5.21)

84 din cele 10 ecuatii complexe (3.20) rezultd 20 ecuatii alge-
brice reale cu 20 de necunoscutbe (xL, L= 1lyees,20)

- X, + X +-l Gwhax—lg I;
1L* X3} 1120 1
1 2 _
..:,5-).10"th Xq= xll+x12-0
P - 1
X, = 2x + xk+1+).10'w h®%y 10 = IZS'

k =2'.o.'9 {:)-22)

PIOBTx 4 Xy g =2X 0% X1
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X

2 I
*g " Fo* g}“‘“’.h Xo0 = A5

-2 2 - _
2}10‘a)hxlo+xlg x20_0

Norma sumi a mabricil sisbtemulul (3.22) ests mai mare
decit unibtatea si deci sistemul nu se preteazi la o rezolvare ite=-
rativi., S-a utllizat mebtoda lui Gauss.

Razolvarea s—a efectuat pentru 10 frecven{e cuprinse in
domeniul (0,50) cu un pas de 5 Hz, la I = 400 A, dupd algoritmul
care rezulti din-schema logicd prezentatid in fig.3.3.

Marea majoritabte a termenilor mabricei A a sisbtemului
(3.13) sint null aga incit se introduc in calculator in zona afec-
tati acesteia, valorile "O",

Coaficientii independenyi.de frecventd sint, unil egali
cu 1, sau =1 si altil cu -2 gi se introduc cu ajuborul instruc-
tiunii de ciclare D @ .

Termenii dependenti de frecven{d se calculeazid dupd ini-
tializarea frecventei £ (£ = 50 Hz) bobt cu ajuborul unei: instruce
tiuni D S.

Dup& introducerea bermenilor liberi si dupd o prealabila

bipﬁrire a celor doud mabrice se cheamid din bibliobeca calculaboru

lui (MATHLIB) subprogramnl de rezolvare a sistemuluil de ecuatilil
denumit RESPL, are la bazad algoritmul lul Gauss.

Din solutia X se calCuledzé valorile factorilor ka g1
Ly, la fel ca si la modelare i

a. Ubilizind expresiile de definire energetice, separind
pubterile, activd si reactiva, din fluxul vectorului Poyting @

_S_:Pa'-i"jQ:S@*Xé)ﬁz-hcl(jwéli-lf):
>

Cabw .
= Pc(l + e xll) - J W hc le (3-25)
din care rezulbid
10 ' 2
ko =1+ T— X 33 § cu & _}th ) (3.24)

Liéélc = iﬁ%ﬁf xl (5025)

b.Inlocuind in (3.12) gi (3.13) pe Jk;especbiv,Bkcu explhi
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sitle s J =08 =0 \/(K-ka+10)2+ (ka)a (3426)
32 2 |
By = pHy = P \/(xk-p-l"xk-l) +(Xy0 011" %ice9) (3.27)

(-TART )

1

Introducerea wlorii "zero*
pertru termeni matricelor
A < B

Atribuirea valorilor
4 =6 constante

t=50 Hz

Formarea coetficienti-
lor a,=0 ,dependent
de fHecven_td

:

Introducerea terme -
nlor b #0

Tiparirea  matricilor
A si B

Rezolvarea sistemulul
AX=B

4
Calcularea tactorilor
ka oI Ligr

!

Tiparireu |
marimimtlor i
fokas Lar

.3.%. Schema logicad de rezolvare
Fig.3-3 a sistemului: AX = B.
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1" Z’?k(l 10% x'1c+10) + ()1 xk)z (3.28)

) | 2

Ly arao™ 73 * £0 ()'1’}')2(2 (1 1)+ (K11 Ta9)° ] +
k=2

+ 3 (g + xg)) (3.29)

o+ Inlocuind fn (3.16) §i (3.17) expresiile (3.27) respsc-
biv (3.28), rezulua ¢ |

= o e [0 9 0+ G Y G0

1

Liar3e™ 10 * Z (Xyep1 %k DO Gng- Xy rg) J
| 40( 1)

) (3.31)

Calculole se repetd pentru cele 10 frecvente.
Programul scris in FORTRAN este prezentabt in Anexa 4 sudb
numele de MASIV 1.

Programul a utilizat citeva instructiuni care su determinal
calcularea expresiilor (3.5) si (3.6).

Din confruntarea rezultatelor ob{inufe pe model si cu cal-
culabtorul cu valori exacte s-au cbtinut abaterile relative pro=-
céntualae, Erorile de dsterminare aferente fiecdrel expresii de cal
oul a rapoartelor ka si Liar sint trecute fn colosnele bGabele=-
lor 3.2 i 3.4, notate corespunzabor.

3¢lde Observatii

Asa cum ests de asbteptatb, erorile de determinare pe model
sint mal mari decilt cele pe care le include calculul numeric. Pe
oind erorile incluse de a doua metodd urmiresc o lege clard de va-
riatie cu frecventa,deberminatd de gradul de aproximare fdcutd la
trunchiere $i la evaluarea midrimilor calculate, primele nu respeo=:
bt aceasti calitate datoribd inberventiei erorilor nesistematice
determinate de impreciziile elementelor care intr& Iin schema de
misurare : voltmetrul cifric utilizal a asigura o precizie de 1%,
elementcle pasive R 51 C_ au fost sortate cu o precizie da 0,2%, ;
rezistenfa R s~a cunoscut cu o precizie de 0,02%, iar generatorul f
RO utilizat pentru aslimentarea modelulul, q precizie in freoventd |
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Tabelul 5.4 3 Reparbitia erorilor de determinare a inductivitatiil

interne raporbtate,in funchie de frecventid
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de 5%. Semnalul generatorului a avubt o bund sinuscidalitate.

56 remarcd faptul cd erorile de midsurare pe model care
apar la determinarea lui k, si Ligp 91in mirimile electromagne-
tice la suprafata conductorului, respectiv din fluxul vectoru-
lui Poyting, (relatiile 3.10 si 3.1ll), sint mai mari decit la
utllizarea expresiilor puterlilor sub forma unor integrale de
volum. Rezultabtele reflectd o "acumulare" mal accentuatd a ero-
rilor la "frontiera" modelului decit in "interiorul" siu (v.com=
parabtiv coloanele 3 si 4 din tabelele 3.2 gi 3.4.).

Pentru elementele din schema de wmdsursre de precizii
obignuite, utilizarea unor formule de evaluare numericid imbuni-
tdtibte (3.18 81 3.19) nu dau rezultate mal precise decit cele
care au la bezd a evaluarii simple (3.14 gi 3.15).Aceasbtd obser-
vatie rezultéd din compararea coloanelor 4 si 5 din tabelele 3.2
8l 3.4.

8e poate constata de asemenea CA& paentru schema aleasid de
alimentare gi mésurare a modelului, rezultatele pe model diferd
cu 32 pentra k. 81 cu 5% pentru Liar' fatd de cele corespunzi-
toare de la calculul cifric. La alegerea sursel, elementelor pa-
8ive i a aparatelor de masurare de precizii ridicate rezulta-
tele vor fi practic cele date de calculul cifric gi in aceastid
sibtuatie se indicH# utilizarea formulelor de evaluare imbundtd-
tib& (formulele ¥ ale lui Simpson).

Abaterile rezultatelor obtinute prin caloul numeric,fatd
de valorile exacte obtinute prin caloul anslitioc aratl clar ol
discretizarea domeniulul sistemului electromagnetic trebule fi-
cub¥ ou un pas h, mai mic decit jumitate din adincimea d ,de pi-
trandere a oimpului in conductor.

¥ interesant de observat cd majoritatea erorilor incluse
de modelare sint negative atit pentru ka cit g1 pentru Liar aga
incit nu se poate afirma ocd generatorul ar fi avut o deplasare
de scalld care ar provoca abateri in ka 91 Liar de pemne OpuUsSe).
Cauza cdutatd initial in precizie de cunocagtere a tensiunil ge-
neratorului, a fost aflatd in preclzia de misurare a volimebtru-
lui numeric, cu mult mal slabd decit o asigura cartea aparatu-
lui, mai ales la limitele inferiocare ale domeniului ue¢ masurare.
Bste indicat ca pentru a nu fi nevoie de o schimbare a domeniu-
lui de médsurare a voltmetrului ls mésurarea tensiunilor Umk+l.k-l
91 U, s& se modifice R, respectiv curentul I , corespunzator

R

N
-
“L'. k-’-ir.z“

—_—

—————
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pentru fiecaro frecventid s semnalului de alimentare.
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CONCLUZTITI

o, In legidburd cu problemsle abordate in lucrare se
pot face urmédtoarele observatii finale :

l, Utilizarea modeldrii in studiul cimpului electro=
magnetio din sisteme cu conductoare masive se impune din cel putin
doud motive

- @eslbe 0 metodd care poate furniza solut{ii cu precizii

 acceptabile din punct de vedere bLehniec, pentru sis=-
teme cu sbtructuri geometrice si fizice gl conditii
de unicitate, dintre cele mal complicate

= @8te un mijloc care permite ansliza simpld a cimpu-

lul 4din sistemele cu conductoare cilindrice de seo-
tiuni arbitrare, cu domenil extinse la infinit.

2. Bub aspectul posibilitadtilor copnstructive gi al con-
trolabilicéitii preciziei de determinare a cimpului, modelele ocare
au la baz#d retelele analizoare pasive (de tip R si RC), sint mai
oonverabile decit celelalte tipuri de modele.

3. Dacll studiul pe model RC a efectulul pelicular slabd
51 net trebule abordat cu circumspeotie (datoritd erorilor de mi-
surare gi, respectiv, erorilor de trunohiere), pantru analiza efec=-
tului pelicular mediu acest model reprezintd un mijloo de tratare
sigur 51 de multe ori de nefinlocuit.

4, Din rezultatele obtinute pe modele RC s=g constatat
cf in analisza efectului pelicular mediun utilizerea unui pas de dis-
orebtiszare mai mic sau egal cu jumitate din adincimea echivalenti
de pétrundere a oimpului, conduos la rezultate aoceptabile. Ca ur=-
mare numiirul oondensatoarelor necesare construirii unul model,ocbiar
pentru oonductoare=-original parcurse de curentl de ordinul kilo~-
amperilor, este suficient de mio inoit influenta rezistentelor lor
de pierderi si& nu devinid supidrétoare. Dacd in unele probleme numi-
.rul acestora este totusl prea mare, difioultatea poate £i depdgitd
alegind rezistori (Rn) cu valori ale rezistentelor suficient de mi-
oi in comparatie cu rezistentele parazite ale condensatoarelor.

Compensarea influentei capacitdfilor parazite dirc ins-
talatia de misurere se efectueazi prin alegerea adecvatid a valorii
Oll 81 utilizind schema de pimintare Wagnar. Cu valori pentru R de
ordinul kiloohamilor gi pentru CII de ordinul nanofarazilor,problema
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elimindrii celor doud influente parazite este practic rezolvati.

S O modelare comodd implica utilizarea unor valori
constante ale rezistenf{elor si capacitidfllor slementelor pasive
sl oa urmare, discretizarea cu pas constant a gubdemeniilor omo-
gene. Ecuatiile care stau la baza acestor modele sint ecuatille
$n difgrente finite sau ocele date de mabtoda lui GaIr. Ultimele
88 folozgsc ponbru obtinerea unor expresii de calcul imbun#tiyite
gl pentru cuprinderea in ref{eaua de discretizare a inbgggului do-
meniu chiar si atunci cind frontierele sint curbate. Utillzarea
ecuatillor date de mstoda elementelor finite este dificili [88].

6., Modelarea discretd a cimpurilor determninate de con=-
ditii de unicitate nesinusoidale, e dilscutabild. Dacd aceste con=
ditli sint periodice si sistemul esbte liniar, iIn lipsa unor surse
adecvabe de alimentare a modelulul, se analizeazia cimpul penbtru
flecare armonicisursid suprapunindu~se spol rezulbtatele. Trebule
avut In vedere faptul ¢z pentru armonicile de ordin superior ce-
leil corespunziatoare efectului pelicular mediu, erorile de btrun-
chiere i influenta capacitatilor parazite, oresc sensibil. Ana-
1liza regimurilor btranzitoril se efectueazid de asemenea cu pria-
denti.

O orienbtare aproximabtivi in aprecierea dacié o anumita
form& in btimp a fenomenului elactromagnsbic poabe £1 tratabtéd prin
nodelare RC sau nu, ¢ pot da constantele dg btimp ale originalului
(891 . Acesba regimuri ar putea fl1 analizabte corespunzitor pe mo-
dele cu piburli electrocconductoare, daci tehnologla de constructie
a acestora ar £i pusa la punct.

7. ¥odaelarea neliniaribﬁtildr magnetice, in general,
esbe difioeili si ca urmare problemele de cimp magnebic In medii
nelinisre sinbt greu sbordabile cu aceastd metodi. In rest, majo=-
ritatea problemelor de interes practic prezinti anizotropii care

88 pobt idealiza saun domenii .cu struchturi neomogene pentru care
permeabilitatea are expresii de punct simple Snr(r) =1 saa>>1).
Ultirele probleme sinbt usor rezolvabile prin modelarg.

8. Dupd cum se¢ obsgrvi din § 2.4~C repartitia cimpului
magnetic este o funciia de temperaturi. In sistemele de conductoa-
re parcurse de curenti mari si ricite fortab, 1la suprafetele con=-
ductoarelor apar de obicel gradienti mari de btemperaturd si
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dacd in plus deformidrile repartitiilor de curent in interiorl
conductoarelor sint accentuate, cimpul electromagnetic nu poa-
te £i anslizat qorecb 1ndependenc de cel termic. Analiza celor
dousd ofmpuri simnlbané ée poate face in principiu prin aproxi-
matil succesive : se determina J la G admis, apoi @ cu J in sur=
8a de c¥ldurid, se recalculeazd ¢, se afld valori noi pentrmu J,
§eaem.d. .

9. Schemele de mAsurare utilizate la modelare si‘.né
extrem de simple gi permit deberminarea aproape diréoca ck pre-
oizii bune, a mirimilor globale (rezistente,inductivitdti) din
puterile absorbite de model. Determindrile scestor mirimi se
pot face folosind formule de aproximare numericd a expresiilar
lor de definire energeticdi. Din mAsurdrile efectuate s-a obser-
vat cd formulele de calcul a puberilor active si reactive din
fluxul vectorulul Poyting dau valorl wmal impreoise pentru impe-
dante decit cele care ubilizeszi expresiile lor sudb forma unor
integrale de volum. La preocizii foarte bune ale elementelor din
schemg de misurare la ubtilizaresa unor formule de¢ caloul ou aproxi=-
niri Smbunktitide & integralelor de volum, rezult¥ precizii de
evaluare & nirimilor k, 8l Lop de 1%. .

10, Pentru probleme cu domenii mici (pentru care se
sorin 100 .= 200 de eocuatii algebrice-intre valorile potentiale=

lor) analiz; cimpulul ou calculatorul cifrio este mal avanta=~
joasd decit cea cu modelul, cel putin sub aspectul preciziei
(V. III=0). . )

fpe. Prinoipalele contributil personale la analiza cimpu-
lui electromagnetic in sistems ou conduoctoare masive, sint :

l. In § 2.2~A se particularizeazi metoda lui Galr de
proieotare utilizindu-se disofetizarea in "celule™ (18] pentru
cimpurile electrostatice (folosind legea fluxului electric) sgi
se generalizeazd pentru cimpul electromagnetio in regim ovasi-
stationar in sisteme ocu medii neomogene (utilizind teorema lui
Azpdre). Aceastd metodd posedd citeva insugiri care o impun :
clisbioibate maxioi in discretizarea planulul cimpului,ugoard
introducere in eouatiile cu valori finite a conditiilor de
frontierdi de tip Neumann. '

2. Tot in § 2.2~A se prezintéd o aproximare imbunidbtl=-
tit& a ecuatiilor corespunzitoare metodei lui Galr luindu-se

BUPT



- 184 -

¢n considorare variatia densitiétli de curent pe elementele ds
arie components ale “celulei" : in § 3.,4~B se prezintd analogul
corespunciétor acestei imbundtitiri (£ige3.13-B).

4, Paragraful 2.4 - A oontine o analizd comparativi
a calor btreli metode de bazidl prezentate in II-A punindu-se in
evidentd identibatea acestora in aoeleasi conditil de‘agrqx;-
mare. ‘

5. Sea demonstreazd o teoremi de echivalentd a cimpn=-
rilor magnctice din doud sisteme : unul real al problemei date
sl unul fictiv format in scopul limitaril domeniului infinit
al problemel de modelat si ugurdrii alimentidrii modelului
(I1I-4)s .
" e Parbea a douna a lucrdrit (B) poate f£i conmnsiderati
complebt originald sub aspectul btratirii unibtare a diferitelor
tipuri uzisle de modelare. Se ubilizeazd penbren prima cara
analize criteriali ca mijloc de obi{inere a relatiilor do ana-
logie fapl care d& o solida fundamenbare beoreticd a modeli=-
rii cfmpurilor, genoralitate relatiilor obtinute i o prezenw
tare conconktratd a modeldriil pentru diferite rogimuri si me=-
dii de Giferite structuri. -De remarcat (de oxzmplu) modul
simplu d¢ obiinere a modelelor corespunzidtoasra mediilor neomo-
.gene gl anizotrope (§ 2.1.~B). Prin introducerea notiunii de
“analog ipobtatio” dilvaersele moduri de injectie & curentilor in
modelele roezisbivecapacitivo continul se pot prezenta unibtar. -

7. In § 3.4=-B se prazintd cea mai simpld scheni de.
nisurare a marimilor globale pe model (schema cu un voltmebtru)
dfndu~-se rslatille de caloul a ocomponentelor impedantel mode-
lului din dabele nisuritorilor. Schema contine o rezistenti

de mi#surare a curentului prin tensiunea la bornole ei, precisid,

reglablli In scopul mentinerii domeniului de misarare a volte
metrului pcnbtru orice freoventi.

8+ Paragraful 3.5-B cuprinde o analiza completd a
dependentei srorilor de btrunchiere de pasul de discretizare
g8l vileza da variatie a ciwpuluil electromagnetic unidimensio-
nal. .

9. Prinma problemi din partea de aplicatii (I-C) are
la bazid ideca luid Sylvester [30] de a ubtiliza psntru cimpuri
din domenii {unfinits analogul in dublu strat, observatille
glmpliticaboars, prolectare, consbtruirea wodelulul,misuririle,
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interpretarea rezultatelor, inclusiv formulele de ocaloul fiind

originale.
10. Problema IT-C este intrutotul originalid.

1l. Rezolvirile problemel III-C sint originsle.

12, Determinarea formelor ecuat{lilor satisfioute de
valorile vectorulul potential magnetio in puncte finite la li=-
mitele de separatie a doud medil difesite, au fost deduse in
mai mulbe lucrdri [19] , [31] s.a., utilizindu-se metoda dife-
rentelor finite. In Anexa 1 se deduc citeva din aceste forme
utilizindu-se discretizarea tip “celula™, teorema lui Ampére
81 beoremele de conservare a componentelar tangentiale ale
intensitétilor de cimp magnetic si electric §i a celor normale
ale induct{iel magnetice : sint prezentati si analogii eleotriol
elementari pentru modelarea RC. Se scoate In evidentd dependen-
ta formei unei ecuatii de repartitie conductivititil electrice.

13, In Anexa 2 se di solutia analiticd exactd pentra
cimpul magnetic al unui sisgbtem apropiat ca formd de sistemul
din problema II-C.

14, Programul de calcul din Anexa 4 a fost intocmit
de autor g1 s-a rulat la un caloulator FELIX-256K.
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ANEBEXTE

Anexa 1 : DISCRETIZ/NEA SI VIODELAREA LA LIVITTLY DS SEPA-

RATIE A DCUA KEDII "AGUFTICE D¥ PURIGABILITATI
DIFERITE

l. Cazul omogenititii magnaebtice si electrics : px,y) =

consb. g1 G (x,y) = const.

2 2m

Q
h I
h

Rm
h 0 h Rm Om Rm
3o -1 3mo—C j—k +—o1m
h h |h 4{31
R
h r m 5m
$
A Lm
Figelsl a ~ Alesgorea elemente- Fig.lsl b - Analogul elactric
lor d¢ lungima la discratiza- al discrebizirii din figura
rea cu pas egal. l.1l.a.

Relatiile (3.1-B) si (3.3=B) corespunziboare discretizi-
rii din fizura l.l.a si analogului electric din figura l.l.b,iau
forma 3

A=A A=A A.-A A, ~A 5 OA
1 0 + 2 0 + 3 0 + 4 (2] = Goha(-é—b_g + K) (101)
AR R 2
Vm1"Vio . Vo2"Vmo . V3" Vmo +.vm4-vmo _ cm(dvmo - dvm5) (1.2)
Pentru aceste relafii se pobt face corespondentele :
C av
%_m = )10' h2; A°= kAVm { K= = n —a%i (1.3)

G

2+ Situatia cind un elemant de suprafat;ﬁ.éso = h2, 50
ia la linita de separatie a doud medli de perneabilitatl dife-
rite 5i conducbtivitiyil electrice diferite (figel.2.a).

Din scuatia (3.1-B) se obtine 3

q

A-A A»""A n A;"'ﬁ |3

1 0, =0 1 cA A0 _ g pl——20 !
+ +5 3 Todls - = 0 b (= + K. (1.4)

M1 M e

Consorvarea componanbtsil noriiale a induciiel macnetice,

«—‘-"_-—_T--.

AO' -AJ.": A "Arn M 't"".:E_ : (L.5)
- G ‘. T 1 AR
o ‘ '-“ s
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si a componantei longitudinale a cimpului electric, la limita
de separatie a mediului I de mediul II,

“%

.

Figele2 a - Flementul de supra=- Fig.l.2 b - Analogul electric
fatd £48p= h<, 1la limiba de se- &l discretizdrii din figura

paratic a doud medii de permea- l1l.2.a.
bilit&yi diferite.

o t a 1] |
S Ky = SR Kpn (Kpr = Epu= K) (2.6)

determini

Agr = Agn = Agh Ap = A = A 5 A= A = 4y (L.D)

Impreuns cu expresis conservaril componentei btangeantiale a in=-
tensitatii cimpului magnetic,

1 3 A 1 2 A

57 B8 1= g G e (1.8)
exprasia (l.8) debernind

]
ql 34 q1 2 A y Aa™4o 1
SE —"'"ﬁ' dl = g)-l' (‘E"E)Idl =P-—£ T h ?F;_(AB-AO). (1‘9)
2

r ot

W argn i
cu , = 5

Ecuatia (1l.4) se scrie acum astfel :
Al-Ao A2-A° AanAo A4-A° oA

2 0
+ = + = 0 _-h"( + K)
P1 P Prftor Pr oI" VBE
.. . 2
Pentru )_I_I__Z_[_

= o> gg obtine 1@
21
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+ = Vot (55 + D). (1.10)
Vg Vit FI

Analogul electric al acestei relatii esye prezentabt in
figura 1.2 b. unde Ryo3 = ©° (adicd un model rezistorul respectiv
lipsaste). .

3. Cazul c¢ind un element de suprafayd Ahso = h2 este im-
pédrtit in doui padrti egale (ca in fig.l.3 a) de linia de separa-
tle a doud medil de permeabilitafil mzgnetice si conductivitiati
olecbrice diferite.

Din relstia (3.1-B) se deduce

Py
A=A A,-A S 2 oA .
1 o 3 7o 1 394 5, k% 0
AL Fr top on =Gt S e B
> : (1.11)
h
y 2
I
ln e
hooth
//c(:‘r”j“':"L'——'f’1
// i)
7 4/?7;% e
Pwiéé%é}uk')ﬁ,ﬁ
L,
WA _ |
Fig.l.3.a - Elementul de supra- Pig.l.3.b. Analozul elec-
fati este injumititit de linia tric al discretizarii din
de ceparatie a doud medii de figeleseae

naburia diferita.
Tinind cont cid
]
A°.=A

=A0; A ,=A2" =A2; A4,=A4u=A4

o" 2
rezulta ¢
P2 Ph
A ~4 : A,=-A
1 3Agy_ -27%0 5 1 A4y . 4%
= ==q4l= - 31 analog = ez dl =
P oo ePrirr p 28 2R1f1
Py Ar*PIT Fs Frifrz
- ~ _ 2PTYrT
cu albe cuvinbe, pentru cgole douldl intuprale n = ~—?;m- si
' 17711

ecuatia (1.11) devine 1

(I )(jiéB + K)
+ + + , == v ._"‘+ - ” -
PLo Fo Fix P = elt Tell” o (1.12)
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Pack JII . . G.__ .o,

fI ~0II
rezultid
Loo0,.2 0, 200G L (x2+K .  (L13)

R
Analogul electric al expresiei (1.13) este prezentat in
figura 1.3 b; se observd cd in acest caz capacitabea are jumi-

tate din valoarea celor din figura l.2.b si figura l.1l.b.

2m
1'!
h
n
3l h h ,O‘h J\‘l
éggay’ A w
09017 U B
7000
Fig.l.4.a - Llomenbtul de supra= Fig.l.4.b=Analogul aelactric
fatd este dispus la frinzerea al discratizédrii din figura
liniecl de separatie a doua me~ le3.a.

aii difgrite cu 909,

4, Atunci ¢ind elemenbul de suprafati este plasabt ca in
figura l.4.a, dacd se tine seama d¢ rezultatsle precedente, re-
latia (3.1-B) se scrie astfel

A;-A A,=A Az=A A,=A 2 QA ‘
170 20 370 .. 4% "o _ T h )
o Y g Y e Y =G41*orr) G + K -(1.14)
Daca /11 = ;G‘-O.II‘= O, se ob}ine i

Pa

A=A, . A=A . {5-Ao . Ay=A
P1 P Y1 epy

Analogul electric al acestel expresii este prezentat in
figura l.4.b.

2,24, '
= § 0 h%(=g2 + K) (1.15)

Angxa 23 STUDIUL CIMPULUI FLSCTROVAGNETIC AL UNUI CONDUC-
TOR CILINDRIC DI SECTIUMNG TAUSVERSALA-SICTOR
CORCLIxA CIRCULARA, JORANAT FLROAGNETIC

Sectiunea Uransversald a sistemulul considerat,
este prezcntat in figura 2.1,

Se presununs G-Cu = const., G, g = 0 51 )ll"e»/uCuﬁ

)
Bhge In ocecte condi(ii ¢ H = = Hug (2.1)
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Ee alituri de Eg si k formind btriedul versorilor sistemului de
referin%d curbiliniu ortogonal cilindric (cu parametrii Lamé h° =
=9;h9=1;hz=1)o -

In sistemul oil;ndric,

OV Lo puy k
193 3 )
T H=S |55 ge sz | ®
C =-H O
=1 2 -
- ‘? 89 (yH-)'I: _ (202)
gi T ug k
rot rot H = ‘-;-'- % 58'6' gz -
0 0 - .].-.?.@H)
$ op
l 21 &
=5 —= |5 (PH)|Pu (2.3)
Fig.2.1l. § 8p [9 3 3 153,
Din{ rotH=Js= CE 2.8
rot i = -)_1 _Q_Ig. (2.5)
rezulba _ % -
rob rot H -)AG'——}EI- (2.6)
81 deci
o1t 8 _ _3H .
'5?'[9 39 (91| = po5y (2.7)

In reprezanbtarea complexﬁ»(pentru regimul sinusoidal), rela=-
tia (2.7) 1ia forma 3

2 i 3 . )
5 (7 o5 §D] = 3ep0E
care se mai poate scrie astfel
9% .1 % 1 CW)H=0 (249)
&2 *s By (gz+ Hpo)E

Solutia acestei ecuatil are forma unei combinatii liniare
a func{iilor Baessel de speta I si a II-a de argument complax 1

H=A) J, (C§) + B Y &) (2.10)

in care : Ay $i By - constante complexe
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1":\/-3)10'&) =—\§:—EG %ﬁrqu(-li‘j)::%i

5- adincimea echivalentd de patrundere a cimpului electromagne-
tic 1In semispafiul conductor din cupru. '
Constantole A, $i B, se debermini din conditiile de uni-
citate a cimpului.
1) H= Opentrn P=Db (a £P<b)j (2.114)
i
Z_Oma

2) H = pentru = a8 .

Din acesbte conditii rezulti :

Y,(£Db) I
A = 1 : = (2.128)
=17 gy (ra)Yy(ro)= 3y (ro) X (ya) 2Zea

J,(z )
B - B
1 5 (Fa)y ()= J,(¥b) Yy(Fa) 2ea

F-

H are decil expresia i
o oa I Y rpdI,(¥e)- 3,(¥b) Y,(¥¢)
= 2%% g (va) Y(rd) - 3(§b) (¥ a)

(1) (2015A)

) H (2 0)3, (g p)=0; (r 0)EY) (5 p)
“n g (2 a)E (2 b) =T (F O ()

unde H{l) = J1 + JYl oste functia Hankel (funcltia Bessel de speta

a III-a).
Densitabtea locald de curent J si cimpul electric E vor

avea expresiile

1 o H 1 achfﬁF)
é[ =0 B ==};(§L*EDE;§") ==3; %‘él [gnl(é”fp)*'f)——?gj;————-] +
3Y,(x )

+ [Il(!”g')q-? 59 ]} =5~[A1Jo(r5))+ on(rf)] =.‘-
r1 BV (w3 ) - 3, 0N ()

Fos 91 (T DED (7o) - 3, (F o) (1 a)
(2.144)
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Vectorul Poynting complex este i

r1” P @ re), (2o g

470,%" 3y (Fa)a{t (1)-3,( 7 0E{T (7'a)
° (2.15)

unde n este versorul normal exterior suprafetel conductoru=-
lui.

xH=1n

{e2])

n .
=)
il

Puterea complexd P, va avea deci forma i

gﬁdﬂ = =5 (=1+3)
2 9,8 Ty (3 a)H, ) (8 b)=d (ZB)E T (¥ a)

| j h I° B8 (2033 (2 8)-7, (2 bYH_ (5~ &)

. 2 oy TO
=P+ jQ-= RaI + JX I

unde

ael
t

puterea activid disipatd in conducbor;
puterea reactivig

=)
O
L |

rezistenta in alternativ a conducboruluij
X =-w Lia - reactanta internid a conducborului;
Lia- Inductivitatea inberna;
h. - lungimea conductorului.

c
Factorul in aglternativ al rezisten{el se calculeazi

in exprasia :

)4 R, 3P
ka =8 . 8 i- (2.17)
P hI
TS,

A fiind aria sectiunii transversale a conductoruluil :

2 2
Sc = © m(b - a) (2.18)

Pgntru detorminarea ingductivititii interne relative,
L. . = Lia .
iar ic

pentru inductivitatea internd in curent continuu, L,., se poale
lua ca valoara aproximativid valoarea luil Lia pentru o frecveutd
micd (f = lHz de exemplu) 5i atunci
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L (Lia)f
lar -a'ia)f:le

’ (2.19)

sau pg cea obtinutd dupi célcul exach 3 v
5 _
L _,Po hc . (a2-5b2+ —&9—5— In %). (2.20)

- ic ~ 2 a8
8 @ (b“-a®) 1w %

Valoarea exacti pentru Lia asts deci

In 325}
h -
)10 g v (32-3b2+
8 Qm(b =8")

o

I

Lyop = - (2.21)

4b b
LZ e
be
Pe baza tabelelor prezentate in [86) , in urma calculu-
lui, s-au obtinub valorile din babelul de mai jos :

o s N T S L S R I N S S S S R S N S S S T N o T S T T e e s T e
R 1 (Lj,)f
f(Hz) k_ = Eﬁ Liap = Iif Liar (L DM,
it e e e S e A P L
1 1,048 0,9975 1
4 1,248 0,9900 0,9925
9 24570 © 00,8500 0,8525
16 3,700 0,7075 0,70%0 ﬂ
25 5,220 0, 5760 0,5776
36 6,650 0,4880 0,4890
49 8,100 0,4300 0,4315
o4 9,930 0,3800 0,3810
—— T ———
Diferentele dintre L, si (Lia)f sint neglijabile.
L-i-?- T o0z

Anexa 5 : CIIIPUL ELECTROKAGHETIGIAL UNUTL CONDUCTOR PARA-
LELIPIPEDIC ECRAWAT FIRCIAGHLTIC

Sistemul considerat esbe prezentat in sectiune btransver-
sald in fig.3.1l. | ! )

Inbruclb‘y?0$>/pCuz¢%y pentru szsteTul din fig:B.l,cimpEl
magns bic va £i monodimensional : are o singuri componentd spatliala
dupi axa X. H =Hi (3.1)
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. In regim sinusoidal, uwtilizind reprezenbarea complexi a mi-
glectromagnetice, legea circuitulul masnetic sub forma lo~

rimilor
cald va avea forra ¢
Q
/ ?
%  x
Z % j
I N
A4 .
N
%\
V.
o é ':/j—'/
A 2
é é—do‘
/ d U\’nn
2 vz
F1803‘10
. 32
- ——;—; I=0rot (Bk) =
ay
Din (1.3) rezulti :
—_ =3 Q)Ei
ayg )1

ordinare (3.4) are forma

P&

rot o

| %ﬂQ) [

J
2.
3y

0

w1

1 4

2.
Sz
0

= ‘IE =G"§}‘E

H -
= -é:: k =
oy

(3.2)

Aplicind incd o dati operatorul
"robt" ecuatiel (3.2), se obtine:

i
3
ax

0o

J
)
2y

0

X
| =
z
b
oy
(3.3)
(3e4)

x4
Notind o =V j)lG'&) s (1+vj) = V2 oL ! T solufia scuatiel

Ty &Y
li = 5;16 + Ehge
Constantele C,
1
By .o =3 =& %8
. b
Ey:b = 0= 916 +
Din (3.5)
I
= sh ¥ (b=y)
=g 80 7D

(3.5)

5L C, se determini din conditiile de frontie-

(3.6)

g1 (3.6) rezultd expresia determinabtd pentru H :

(3.7)

Intensitatea cimpulul electric din conductor esbte 1
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3
9

=1
jae

—
-

p_ EL chf(b-y) -
T av

1
- 0':' Shfb k- (508)

e

Vectorul Poynbting pentru y = O are expresia 3

*

I

5. .ﬁ-k'_ I-]-:chfb = sh¥b - _ v
=2 XZ Q¢ shgsb °"a sby B9 "
. P12 '
= 3 =I— cta¥b (3.9)
¢ a

Fluxul vecborului Poynbting se obtine usor i

¥ 1°

: | 8a% - Tb =
.= _s-,dg = T3 h, ethL'b
z
1211 sh2 X b+sin? ¥b shz °<-’b=-*=in9°<b .
- ( + j g (5010)

G& ‘Ch2xXbweCoscX D ch2xX b=cpos2xXp ?

de unde puberea activi din barid primeste forma

«I%By  gowh 4 sin2h '
Pa = Re {PE} = TG¢a ¢chZXDb = cos2xD0 (3.11)
ia puterea reactivd a conductorului, ezpresia :
I°Dy  ehpolheging <b : '
Q=Im {I_E"J: G & Ch2X D~C0S2«D (3.12)
Puterea activa disipatd in sistem, iIn c.c. esbe :
h
c 2
Py=—pz 1 o (3.13)
Cimpul magnetic in c.c. (-—E = 0) se obtine usor i
I )
H = a 1 - E) (3.14)
$i decl inductivibatea interna in c.c. 8ste ¢
b
Mo 2 ahc}"o IZ ¥ 2 he?‘ ob
Ly, =3 | ave 22 L g(l L)%ay = 3L (3.15)
v 0
Factorul rezistentei in alternativ are expresia i
P .
_ sh2Xb + sin2 b
1‘Ea - P =D ch2x b = cos2X b ? (3.16)

c
iar inducbivitabea internd rgportati
L. sh2b = sin2&b (3.17)
,.,Q(if. b

liar ChoX D = G052 D

l:"l}_t"
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69

37

11l

29

Anexa 4 : PROGRAMUL DX CALCUL AL MARIHILOR_k si Liar
PENTRU CONDUCTORUL PARALTELIPIPEDIC, ECRANAT
FEROMAuNETIC "LIASIV 1 ¢

DIMENSIOY E(10),R(10)

xREAL ALJA.r.LIAR KAPAB,A(20,20), B(20)

L C(400) , KAPAB, 11RE
DATA B/20 X 0./, /400 X 0,/
l.

HH+
— HH

I P ON
»
]
i
N
.

ALFA=0,00707 & F

A(1,11)=0.5 % ALTFA
52 y1) = =0.5 x ALFA
20, 10) -1l.5 x ALFA

%619 %O) = 4+ le5 x ALFA
A (3 % 1,1? = -~ ALFA

A (2 % I-1,T+10) = ALFA
B(l) = 4,?? 2BE-4
DO 37 I=2,9

B (2 = I-1) = =5.024 B=S
B(19)= ~7.536E=5

DO 11 J=1,20

DO 11 I=1,20

K=K+1

C(X)=A(I,J)

BEPS=5.8-5
N=20

CALL “SOL(C B,N,K(D,EPS)
WRITZ(1C3,6)

rownar(///lox REZULTATE?)

KAPAB=1.+140.7 = F x B(1l)

LIAR = =- 59?01 3‘5 B (1)

SUli=0.05 x=(1. +140 7 %x F x B(11)) 30t 2 +0.05 ®= (L40.7xF=B(1) )2
DO 29 1I=2,9

SU..uu_+O lx(l.+l#0 75%xFxB(I+10) )>x2+0.1 % (140,7% F #B(L)) 3=

SU 20U 404015 22(1e414047:0828(20) ):cz2:04 152:(14 0. 7xray(10))£x2
KAFPARB=SUS

SIGI'A=0. l)+lodoa((B(10)-J(9))'YZ(+(B(20)-B(19))£X2)}O 45

DO 56 L=2 ’9
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ldnd

30

72

43

[

SIG*A-SIGLA+O.336£((B(L+l)-B(L-1))x32+(B(L+11)-B(L+9))zzz)
LTARTC=SIGLA
DO 72 1=1,10-
E(L)= (1.+14O.672?”33(L+10))532+§140.6722FIB(L)3122
U=(0.5 =5(1)+2.x2(2)+L(3)+2.%B(4)+E(5)+2.xE(6 +E(7)+2.xB(8))
PABB= (Ui 4E5(9)+2.:5(10))/15.
DO 43 1=2,9
%u) (D\L+l)-B(u—l)i32+(B(L+11)-B(L+9))§32
B o e R o e B3y IRCA) 20, SRR U5)4R(6) 404 528(7)
2=0e145:£523=(R +0.5 = 2)+ +0. + +0, xR +R(8
ARB.u*A+3 96=3=(Te 5 *»B(9)+R£10)) =7 @)
2IT3(108,1)F,KAPAB, LTIAR,KAPAB3, LIARS, PABB, ARB
FC&HAT(20,7FB,4)
DO 12 1=1,20
B(L)=0
:F'So ’
IF(F.G5.5.,)G0 T0O 69
STOP
ED
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