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INTRODUCERS

ABORDAREA TEMATIcii si OPORTUNITATEA LUCRARli

Abordarea tematicii bezel de doctorat a fost determina- 
tA, in mare mAsurA, de necesitA^ile impuse de practiaa de proiec- 
tare $1 incercAri experimentale din Uzina Electroputere din Cra­
iova, unde subsemnatul mi-am desfApurat activitatea in perioada 
1965-1969. In cadrul acestei uzine am fost pus in aitua^ia de a 
rezolva oiteva problems de cimp electromagnetic mai deosebite.

Astfel, in anul 1967 am primit insArcinarea din partea 
conducerii Laboratorului central al U.E.P.C. de a stadia cimpul 
electromagnetic al unor oonfigura$ii de bare colectoare, nece- 
sare conectArii generatoarelor de mare putere pentru inoercAri 
la scurtcirauit brusc. 0 altA problemA care trebuia rezolvatA a 
fost efectul de refulare al curentului pentru oiteva tipuri de 
conduotoare masive ecranate feromagnetic, in scopul studierii 
poaibilitAtii asimilArii lor in fabricarea unor rotoare de ma- 
pini aainorone. De aaemenea, mi a-a augerat ideea unei proocu- 
pAri de perapeotivA privind poaibilitatea determinArii fluxuri- 
lor magnetice de diaperaie din tranaformatoarele de putere pi a 
cimpului magnetic in medii neliniare pi anizotrope.

Pe lingA atudiul cimpului electromagnetic cvaaiata^io- 
nar pi atationar al conduotoarelor, a-a impua de terminarea cimpu­
lui electric tranaveraal al barelor colectoare in ipobeza plaaA- 
rii lor in rApini epoxidice (la distance mici una fatA de alta), 
in acopul eatimArii capacitAbilcr parazite ale aceatora. Ulti- 
mul deziderat a deoura din necesitatea unei coreote evaluAri a 
impedancelor barelor pentru achemele de incercare.

Cerintele problemelcr menbionate au condua la neceaita- 
tea unei atente analize a poaibilitA^ilor de abordare pi rezol- 
vare a aceatora. Am ajuna la conoluzia cA pentru aiatemelo oonai- 
derate pi regimurile electromagnetice in care ae cerea atudiul 
cimpului electric pi magnetic, metoda capabilA aA dea solu^ii 
cel pu^in rezonabile ca precizie este metoda modelArii, a-a 
avut in vedere faptul cA la problema barelor colectoare cimpul 
trebuie considerat extina pinA la infinit pi cA structure goo- 
metrioA pi fizicA a anaamblului oreatAturA - intro fier - con­
ductor, la mapinile asincrone vizate nu erau din cele mai simple.
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In adevAr, dintr-o succintA trecere in revistA a caracteris- 

ticilor metodelor de deberminare a cinrpului electromagentic rezultA 
c& aceastA observatie este intemeiatA. Cimpurile elecbrice 9! magne- 
Eico corespunzAtoare regimurilor luate in disca^ie sinh descries de 
ecua$ii diferentiale cu derivate par^iale de tip Laplace, Poisson, 
Helmholtz 9! Fourier. Aceste ecua$ii sint satisfAcute de poten^ia- 
lele : elecbrice $i magnetice (scalare sau vectoriale), san de com- 
ponentele spa^iale ale veoborilor intensitate de cin^) electric san 
magnetic $i a densita^ii de carent [1], -[7]-

Bcua^ia Ini Laplace apare in toate regimorile, in domenii 
lipsibe de distribu^ii de sarcini electrice volometrice $i de cn- 
ren^i, ecua^ia lai Poisson caractarizeaza regimorile caren^ilor*̂sar-  
oinilor disbriboite cu condi^ia ca influenza vitezei de variable a 
cinpalai magnetic sA fie neglijabila, iar ecua^iile de tip Helmholtz 
$i Foorier descriu ciinpurile inscribe de curen^i torbionari.

Toabe ecaa^iile enumerate mai sos precum §i ecua^iile inte- 
grale din care derive acesbea, admib solu$ii care se pot ob$ine 
principial cu ana din mebodele ; analitica, de calcal numeric, de 
modelare sau de aprotximare a liniilor de ciin). Precizia ultimei me- 
tode depinde in mare masura de operator gi gama de problems rezol- 
vabile cu ea este prea limitatA (dear la oin^uri laplaciene) pentra 
discatarea ubilizarii ei.

a. Hetodele analitice. Solu^iile ob^inute co aceste me bo­
de iau forma unor expresii in care parametrii definind cin^ul pob 
fi substitui^i, fapt care determine generalibatea solu^iei respec­
tive.

Aceste me bode implies de malte ori in mod esen^ial, de- 
terminarea unei functii poten$iale care satisface condHiile de 
unicitabe in domeniul in care se studiazA cineol. In felul acesta 
func^ia respeebiva este suma mai multor par^i (fiecare separat re- 
prezintA 0 solatia); o parte de obicei sub forma unei serii, des- 
crie efectul influence! frontierei domeniului, iar oelelalte des­
criu efecbul surselor de cimp cum ar fi curen^ii sau sarcinile 
elecbrice.

Trebuie remarcab cA func^ia potential nu poabe fi deter- 
ninatA pentru orice problems data 9! asta nu din oauza dificulta^ii 
de a gAsi solu^ii care sa sabisfacA ecua^ia, ci din cauza dificul- 
tAyii in elegerea solu^iilor potrivibe pentra structuri fizice $i 
geometrice diferite cu condi^ii reale de unicitabe ale cimpului.
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ExisbR un numRr infinib de func^ii soluhii $i oricare combi- 
na^ie liniarR a acesbora, dar deseori esbe imposibil de a gA- 
si combinahii care sa sabisfaca condihiile de fronbierR pe 
suprafehale limiba de o formR oarecare.

Meboda analibica se poabe aplica sub mai mulbe forme 
$i anume : meboda elemenbara, meboda imaginilor, meboda se- 
pararii variabilelor §i meboda reprezenbarii conforme. Aoes- 
be me bode fiind In general cunoscube din Elecbrobehnica beo- 
rebioR, vom releva cibeva elemenbe caracberisbice ale ulbi- 
melor douR me bode, care sinb de inheres mai mare penbru re- 
zdlvarea problemelor considerabe in lucrare.

- Meboda separarii variabilelor se aplica abunci cind 
exisbR un sisbem de coordonabe in care forma limibei se ex- 
primR prinbr-o valoare consbanbR a unei coordonabe.

In prinoipiu meboda consba in a incerca soluhii sub 
forma unui produs de funchii, fiecare din acesbea depinzind 
de cibe o variabilR independenbR : coordonabR apahialR san 
bimp. In aoeab mod in looul unei ecuahii cu derivabe parhiald 
ae ajunge la brei ecuahii diferenhiale ordinare (in oazul 
oimpului bidimansional caracberizab de eouahia lui Fourier). 
Eouahiile ob^inube admib ca soluhii nebriviale funchiile lor 
proprii. Funchiile proprii depind de condihiile de inbegra- 
re ale problemei care in general sinb t oondihii de limibR, 
initials §i de surse. De berminarea acesbor funcoil proprii 
in oondihii do unicibabe preaoriso ae love^be adeaea do di- 
ficulbRhi foarbe mari, a$a inoib in general problomele nu 
ainb rozolvabilo exaob ou aceaabR mebodR deoib penbru un nu- 
mRr rolabiv reabrina de probleme [3] , [?] .

- Meboda reprezenbRrii conforme permibe reprezonbarea 
conformR a figurilor din planul z = x + j y ou ajuborul unor 
funohii analibioe in planul W * U + jV.

Meboda ae aplioR in douR moduri :
- penbru o funohie analibioR dabR ae aflR aiabomul 

ooreapunzRbor din planul z cRruia ii ooroapundo 
aiabomul cunoacub din W;

- ae aflR funchia de bransformare a figurii din pla­
nul z,cRruia ii corespunde aiabomul cunoacub din 
planul W.

Mulhimea rozulbabolor primului mod de aplioaro a func- 
hiilor analibioe, de inberea in eleobrobohnicR sinb cunosoubo
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$i tabelate [7]*
Al doilea mod de aplicare a transformdrilor conforms uti- 

lizeazd teorema lui Schwarz - Christoffel, teoremS. care se apli- 
o& sinplu in special in urmaboarele cazuri : sistemul arc o sin- 
gnrd suprafa^d echipoten^iald cunoscutS. alcdtuitd din'linii frin­
ge (in seo^iunea planului oinqpului); sistemul are doud armgturi 
la distance frinte intro care se afl& cimpul laplacian [2].

Ca cregterea numarului unghiurilor liniilor frinte care 
urm&resc in planul cinpului suprafe^ele echipotentiale, se accen- 
taieazd dificultatea efectudrii integralelor aferente metodei gi 
sub aspectul acestei dificulta$i se intilnesc trei tipnri de in­
tegrals [?]*

- Integrals care sa pot exprima prin funo$ii simple, inte­
gral care formeaza o soluble exprimabild pe de-a-ntregul prin 
func^ii simple $i majoritatea acestora sint deja tabelate.

- Integrals exprimabile prin func^ii elipties.
- Integrals care cer evaluarea lor numerica.

Metoda transformdrilor conforme este important^ intrucit 
psrmite rezolvarea on or probleme de oimp plan-paralel cu forme 
ale fornticrelor mai complicate decit cele dinproblemele rezol- 
vabila analitic cu celelalte metode. Cu toate acestea numdrul 
problemelor la care se dau solu^ii cu aceastd metodd este limitat 
gi mediile in care se aplicd trebuie sd fie omogene electric rea­
ps ctiv magnetic.

Un alt inconvenient care apare la aplicarea transformdri- 
lor conforms constd in faptul cd pentru majoritatea problemelor, 
limitele trebuie sd fie considerate infinit permeabile (in pro­
bleme le de cimp magnetic) sau conductoare (in problemele de cimp 
electric) sau sa coincide cu 0 linie de cimp (de fapt cu 0 su- 
prafa^d de cimp), sau combina$ia acestor doud tipuri de limite[7]*

b. Motcda de calcul numeric constd in a aproxima ecua^iile 
difcren^iala cu derivebe par^iale sau ecua^iile integrals din ca­
re se ob^in acestoa, sau conditiile de minimiz.are ale unor func- 
^ionale printr-tm sistem algebric de ecua^ii, sistern satisfdeet 
de valorilo marimii de calcul aleasd (de obicei un potential) in 
oiteva puncta convenabile alese in interiorul domeniului spavin 
sau spa^iu-timp al problcmei de cimp. Condi^iile de unicitate sint 
adeevate precedeului de trunchiars pe care il implied aceastd in— 
locuire [8],.........,[16].

Cu aceastd met odd se poate razolva o gama foarte largd 
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de probleme abib penbru medii neomogene cib $i penbru medii ou 
neliniaribA^i 9! anizobropii idealizabe. Precizia lor esbe au- 
fioienb de bunA in raporb on necesibA^ile pracbice.

Dezavanbajele prinoipale ale acesbei me bode conabau in 
fapbul cA procesul de ob^inere a soluble! brebuie repebab pen­
bru fieoare aeb de paramebri ai problems! 9! in impoaibiliba- 
bea mijloacelor de calcul obi9nuibe de a rezolva sisbeme marl 
de ecua^ii algebrice.

c. Meboda modelArii. Solatia eoua^iilor cinpului oorea- 
punzAboare aoesbei ms bode so ob^ine indirecb din valorile mAsura- 
be.pe un model a mArimii analogs oelei care deacrie cimpul [16], 
...,[30].

Meboda modelArii (in medii reziabivs 9i rezisbiv- 
oapacibive conbinui, pe rebels analizoare, probabilisbicA) a po- 
ben^ialelor din oars derivA cimpul elsebrie 9i cimpul magnebio 
esbe uneori greoi ubilizabilA 9i presupune erori ps care cele- 
lalbe me bode nu Is implied, inaA an calibabea de a permibe re- 
zolvarea cimpurilor penbru configura^ii din aele mai complica- 
be, in medii neomogene, neliniare 9i ou anumibe bipuri de ani­
zobropii, penbru aimpuri care ae exbind pinA la infinib.

Inbruclb modelarea poabe avea la bazA fie ecua^iile 
diferen^iale ou derivabe parbiale fie pe oele algebrice de la 
oalculul numeric 9i fa^A de oricare din celelalbe me bode poabe 
rezolva aimplu problemele de olmpuri care ae exbind la infinib, 
aub aapeobul posibilibA$ilor ea are un inalb grad de generali- 
babe fa^A de oelelalbe mebodo.

Dozavanbajul eeen^ial de ordin prinoipial fa^A do 
mebodole analibioe, conabA fn fapbul oA proceaul de ob^inero a 
aolu^ioi brebuie repebab, ca 9i la mtboda de caioul numeric,pen­
bru fieoare aeb de paramebri ai problemoi.

So remarcA din cele prezenbabe cA mebodele oaloulu- 
lui numeric 9i a modelArii oferA cole mai largi poaibilibA^i 
de analizA a cimpurilor elecbrice 9! magnebioe.

Fa^A de oalculul numeric, modelaroa prezinbA oibova 
avanbaje de care brebuie aA ae binA aeama in alegorea uneia 
eau albeia, 9i anume, ea dA posibilibabea analizei cimpurilor 
care ae oxbind in domenii mari 9i eabo deooamdabA mai ooonomi- 
ooaaA. De aaemenea, prin modelare ae rezolvA cu mare u9urin$A 

, problomele do ourenbi burbioneri, chiar 9i penbru aiabeme foar- 
be oomplioabo roparbizabo in domenii inbinso 9! penbru vibozo 
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de variable a cimpului magnetic corespunz&toare efectului peli- 
cular txidiu.

In rezolvarea problemelor propuse s-a impus luarea in 
oonsidorare a posibili tailor $i avantajelor metodei modeldrii 
9i ca atare s-a optab pentru ea. *

Hetoda modelarii se apliod u$or pentru sisteme care in- 
deplinosc citeva condi$ii:

- Corpurile sistemului electromagnetic sint fixe; in aceas- 
t& situa$ie expresia legii induc^iei electromagnetice se simpli­
fied. Trebuie remarcat cd sint situa^ii cind pentru sisteme de 
corpuri mobile analiza cimpului se poate efectua cu ecua^iile 
cimpului corespunzatoare corpurilor fixe dacd sistemul de refe- 
rinta la care se raporbeaza. aceste ecua^ii se fixeazR de corpul 
reepectiv, influenza restului sistemului luindu-se in considera- 
re prin condi1;ii do frontier^ adeevate, variabile in timp.

- Se naglijeazd contribu^ia curen^ilor de deplasare in le-
gea circuitului magnetic, cu alte cuvinte se limiteazR gama de 
problemo la cele corespunzdtoare regimurilor static, sta^ionar 
gi evasista^ionar. '

-Cimpurile sint bidimensionale. In general cimpurile sint 
tridimensionale dar pentru o mul^ime de cazuri de in teres prac- 
tic ob$inorea solu^iilor implied calcule prohibitive.

Se pot ob^ine solu^ii de o exactitate suficient de mare 
folosind o aproxinare bidimensionald a acestor cimpuri, adied o 
analizd a cimpului cu neglijarea lui inbr-o anumitS. direc^ie.

A

In lucrarea de fat^ se va acorda aten^ie dear probleme­
lor de cimp bidimansional $i din motive de simplitate $i unita- 
te in prezentare se au in vedere dear cimpurile plan-paralele 
in condi^iile men^ionate anterior.

Dintre ecua$iile care descriu cimpurile electrice $1 
magus bice, ecua$iile cimpului electromagnetic in conduotoare ma- 
sivG in regim evasisbationar sint cele mai generale, a$a incit 
la tratarea modelarii se vor avea in vedere in primul rind aces- 
tea, mai ales ca aplicatiile practice sint rezolvari de asbfel 
de problems. Rezulbabele pentru celelalte forme ale cimpului sint 
ob^inute prin partioulariz&ri.

Trebuie justificabS. absents din lucrare a ecua^iilor cu 
derivate partiale pe care le satisfac ! densitabea locals.*  de ou- 
rcut J, inbensitatea cimpului electric E, intensitatea cimpului
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magnetic H si induchia magnoticA B. Motivul principal constA in 
faptul oA eouahiile reapective aint satisfAcute de voctori si 
rezolvarea lor ar presupune un volum de lucre in general mai ma 
re docit la rezolvarea unci ecuahii diferenhiale ou derivate*
parhiale pe care o aatiaface potenhialele. In plua, pentru ecua 
tiile in J si E nu ae cunoac de obicei condihiile de unicitate

S-a evitat de asemenea tratarea cimpurilor plane din 
plAcuhele semioonductoare in care ee manifestA efectul Hall, 
intruoit lucrarea vizeazA in principal cinpurile oare apar in 
problemele de curenhi tari. Pentru informarea in aoest sens se 
indicA lucrarea [28] .

Lucrarea nu isi propune analiza modelArii masinilor 
Si aparatelor electrice sub aspectul comportArii lor la unda 
do impulsie si in general in regimul tranzitoriu, dar unul din 
aoopurile fundamentals a analizei oimpului electromagnetic os- 
te de a da informahii prehioase acestui tip de modelare [29].

CONTtNUTUL LUCRARli

Optarea pentru tipul de model utilizat la rezolvarea 
problemelor propuse a-a fAout in urma unei analize atente a 
diferitelor metode do modelare care a-au impua in timp.

Pe parcursul dooumentArii, conatruirii modololor (in 
diverse variants si de diferite tipuri) si a mAsurAtorilor 
ofeotuato pe ole, au apArut o seamA do probleme do principiu, 
do alimentaro si mAsurare, care pe mAsura clarificArii lor au 
foat aiatematizato si in felul aceata au apArut pArhile A si 
B ale prozentei luorAri.

Citeva din rezultatele experimentale publicate par- 
hial sau comunicate alcAtuieso partoa C a luorArii.

in afarA de INTRCDUCERE si cole trei pArhi lucrarea 
conhino citeva ANEXE de calcule.*

In prime parte (A) se prezintA eouahiile diferonhia- 
lo cu derivate parhiale (Cap.I) si aistemele de ecuahii alge- 
brico si diferenhiale (Cap.II) pe care le satisfac potonhia- 
lolo scalar si col vectoral, din care dorivA intensitAhile 
oimpurilor electrice si magnetice rospectiv induchia magneti- 
cA si ee procizeazA condihiile de unicitate (Cap.III).
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Par to a a dona (B) cuprinde trabarea unibarA a modelArii 
cimpurilor plan-paralele integrind-o in teoria generalA a analo­
gic! 9! modelArii pe baza analizei criteriale care ubilizeazA 
tecremele analogiei (Cap.I). Modelarea in modi! rezistive §1 ca- 
pacibive e cuprinsA in Cap.II, cea pe resale analizoare in Cap. 
IH, iar coa probabilistic^ in Cap.IV al acestei pAr^i. Fiecare 
tip de modelare esbe analizab critic avindu-se in vedere posibi- 
litA^ile de realizare, de mAsurare §i de interpretare a rezulta- 
telor ob^inute cu ele. In baza acestei analize bratarea problema— 
lor propuse s-a efeobuat cu re^ele analizoare pasive.

in partea a treia, (0), se rezolvA trei problems de cimp 
electromagnetice cvasista^ionar in conducboare masive * problema 
barelor colectoare in laboratorul de mare pubere (Oap.I), a cen­
due torului cilindric de sec$iune transversale trapezoidalA, pla- 
sat intr-o crestAtnrA efectuata in material feromagnebic liniar, 
nesaturat (Cap.II),sra.oonducborului de sec^iune drepbunghiulara, )
ecranab feromagnebic (Cap.III). Rezolvarea ultimei probleme a 
avub drept scop confruntarea posibilitA^ilor de modelare cu cele 
ale calculului numeric. In CQNCLUZII sinh enumerabe principalele 
conbribu^ii.personale ?i observa^iile finale. In linii mari con- 
tribu^iilo se referA la fundamentarea $i dezvoltarea metodelor 
de modelare, precum Qi la rezolvarea concreta a unor cazuri de in­
heres deosebit pentru aplica^iile practice.*

In ANEXE sint prezenbate t discretizaraa cu pas constant 
la limibele de separable a douA medii magnetice diferite (Anexa 1), 
solatia analitica aproximabivA (acoperitoare) pentru problema 11-0 
(Anexa 2), solatia exacts pentru problema tratata in 111-0 (Anexa 3) 
$i programul scris in FORTRAN oorespunzAtor analizei.numerice cu 
calculaborul a cimpului din problema 111-C (Anexa 4).

Teza a fost elaborata sub indrumarea de excep$ie, competen-
Qi deosebit de abenta a bov.prof.dr.ing. CONSTANTIN SORA, cAruia 

ii mul^umesc Qi pe aceasba cale pentru indica^iile $i sugestiile pe 
care mi le—a dat intobdeauna cu condesoenden^A.
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A. ECUATIILE CIMPULUI 
BLECTROMAGNETic

In aceastA parte a lucrArii ae prezinta formele ecua- 
^iilor diferen^iale gi algebrioe pe care le satisfac poten^ia- 
lele scalare $i voctoriale din care derivA vector!! cimpului 
electric respectiv magnetic, ecua^ii ntilizate obi$nuit in ana- 
liza aceator cimpuri in diferite regimuri electromagnetics $i 
care atan $i la baza analizei prin modelare.

I. ECUATiiLE DiFERENTiALE CU DERIVATE PARTtALE

1.1. Cimpul electrostatic
Pentru regimul electroatatic legea induc^iei elec- 

tromagnetice in formA localA (rot E = - —) devine !

rot B 0 (1*1)
Rela^ia (1.1) aratA cA intenaitatea cinqpului elec­

tric E, ae poate exprima sub forma

E . - grad V, (1.2)
(forma localA a teoremei potentialului electroatatio), undo V 
oate poten^ialul electroatatio.

Pentru diolectrici izotropi, fArA polariza^ie per- 
manentA, (D w SE), legea fluxului electric sub formA localA de- 
vino

div ( s E) . (1.3)
fiind permitivitatea 9i - densitatea volumetricA do aar- 

oinA electricA.
Eouatiila (1.2) cu (1.3) dau ;
div (<fgrad V) a - (1.4)
Intr-un aiatem de axe cartezian, eoua^ia (1.4) va 

lua forma :

_a_ (y _a_ )+ _±. Cg 3-V) . (1.5)9x 9y ay 3z Sz^ )v
9 V Pentru cimpul electroatatio plan-paralel * 0

§i deci, ecua^ia (1.5) se reduce la

x <?y( 3y^"*̂v
DacA aistemul electrostatic conaiderat nu poaedA aar- 
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cini volume trice (y^. s 0), ecua1?ia (1.6) se serie sub forma t

d x
(1.7)

Pentru medii dielectrice liniare $1 omogene eouatda (1.7) se 
simplifies, ob^inindu-se eouatia lui Laplace in plan :

2 2 2
V V = . 0dx^ r?

(1.8)

Pontru medii anizotrope permitivitatea eate an tensor de or­
dinal doi, deci produsul E nu mai da un vector colinear cu E*

In cazul anizotropiei plane cind exists o diferen^a accentu­
ate a lui t dupe doud directii ortogonale, x §i y, exprimind in- 
duc$ia dupa aceste direc^ii in func^ie de E, la o reprezentare 
simplificatoare a anizotropiei, se ob$ine [31])[32] t

°x

In

razulte

acest caz, pentru = 0 9i "cTx**  "ay * O' div D = 0

'x
1.2. Cimpul tic in regim sta1;ionar

Pentru deducerea ecuatiei diferen^iale cu derivate par^iale 
care trebuie rezolvata in scopul determinarii cimpului magnetic 
sta^ionar ($i a cimpului evasista^ionar) se utilizeaza legea cir- 
cuitului magnetic (rob H s J) $i legea fluxului magnetic care su- 
gereaza introducerea unei func^ii vectorale auxifiare, A, numitS. 
vector potential magnetic, din care sa derive B,

B - rot A , (1.11)
Prin rela^ia (1.11) poten^ialul vector nu eete insa univoc 

deterninat. I se poate adauga, farA a infirma rela^ia (1.11), ori- 
ce vector de tip grad . DaboribA acestei neunivociba^i i se poa- 
be iirpuno lui A o conditio suplimentara; de exemplu se alege div 
A = 0.

Cu (1.11) din logea circuitului magnebic se ob^ine : 

rot ( rot A) = J (1.12)

Ecua^ia (1.12) este valabiie penbru orice mediu neomogen $i
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neliniar (cind B(H) esbe curba de primA magnebizare).

Inbr-un media liniar $i omogen (^i = consb.), ecuabia (1.12) 
ia forma :

7^A . -^iJ (1.13)
deoareoe : rob (rob I) - grad div A - A A (1.14)

DacA in domeniul D exisbA douA saa mai mulbe medii diferibe 
in conbaob, fiecare avind o anumibA permeabilibabe magnebicA, pen- 
bru fieoare aabdomenia se poabe serie o eauabie de forma (1.13), 
iar la suprafebale de separable a mediilor brebaie sA fie verifi- 
oabA condibia de conbinuibabe a componenbelor bangenbiale ale vec- 
boralai A, [33] -

Penbra cimpul magnebio plan-paralel, J c k J(x,y) $i A * 
-kA (x,y),[19], S fiind versorul lui z. Se va obbine deci :

B - rob A - rob (A k) - (grad A x k) - i - j (1.15) 
9i de asemenea, daoA B -^oH (^i- —y- - scalar),

rob H a rob (9B) - rob (9grad A x k) -

in care 3 esbe reluobivibabea.
Ecuabia pe care o sabisface A in medii izobrope, penbru 

oinq)ul magnebic sbabionar esbe

-2— (s) -A ) + ('p ) . - j (1.17)
9x a x dy ay

Penbru medii omogene $i liniare (^i a consb.) ecuabia (1.17) 
devine t

^2 a^Az-4 + - uj (i.i8)
3?

adicA o ecuabia esbe de bip Poisson (ca ?i ecuabia (1.6) penbru 
E*  consb.). Penbru aubdomeniilc in care J a 0 ea devine c eoua- 
bie de bip Laplace.

In behnioA se ubilizeazA deseori bablA eleobrobehnicA care 
pcsedA o orienbare magnebicA preferenbialA in sensul de laminare. 
In aoeasbA bablA, componenbele induebiei B, presupunind de exemplu 
axa y paralelA cu direebia de laminare, sinb dupA cum urmeazAf31]!

(1-19)

CorospunzAbor cu cele douA permeabilibAbi exisbA penbru 
aoeasbA bablA douA caracberisbici diferibe de magnebizare, care
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<Mi conditia reprezentarii simplificaboare a unei anizotropii 
idoale, [32] ,desoriu ou sufioienta exactibabe proprieta^ile ta­
blei.

Ecua^iile penbru oalculul cimpului In medii anizotrope 
lipsite de ouren$i elecbrioi sink : "

div B 3 0 ; rob H = 0
Penbru cimpul H, din div B a 0, rezulbA :

Penbru cimpul B, din rob H a 0, rezult& :
r.t H . (^y (^^ ) ) = o (1.23)

Dac& ? s const.pe direc^ia y $i 9 a consb. pe direc^ia x y
x, din ecuatia (1.23) se ob$ine !

.a^A
? 3x2

= 0

1.3*  Cimnul nngnetic in regim cvasistationar
Rezolvarea ecua^iilor cimpului elecbromagnebic oorespunz&- 

bcr regimului ovasisba^ionar se face prin inbroducerea poben^ialu- 
lui vecbor magnetic, A, in acelea$i condi^ii ca $i in cazul cimpu­
lui magnetic sta^ionar.

Ecua^iile deduse penbru A sinh acelea$i, dear c& densita- 
tea de curenb J a J k, care are de data aceasta $i o componenta oe 
deriv& din A, se exprima sub forma ;

unde^ esbe componenta poben&ial& a inbensiba^ii cimpului electric 
constants in planul cimpului pe sco^iunea fiecarui conductor E19]*  

Ecua^iile (1.17) 9i (1.18) devin in acest caz

^ (^^ ) + -^ (^^: ) =-(T ( ^ + K) (1^$)

9^A 9^A
9 x^ ay"- -H; * K> (1.27)
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(1.28)

In lipsa unor carenyl impu$i, din (1.21) rezulta ecuatia

77
care este de tip difuzie.

Ecuatia (1.21) este de tip combinat (Fourier).
in ecuatia (1.21) ; - G*K  reprezinta densitatea de curent

medie pe sectiunea unui conductor alimentat cu curentul i = 
c - 8C"K, iar - <r-^ A este densitatea localA a curentilor turbio- 
nari.

1.4. 0 ecuatie generala cu derivate partiale
Ecuatiile cu derivate partiale prezentate pentru medii 

neliniare, neomogene, izotrope, $i cimpuri plan-paralele, deriva 
prin particularizari din ecuatia de tip Fourier.

(1.29)

in care <*,  ^3, e, pot fi in caz general functii de punct.
DacA prin s-a notat marimea A,°^reprezintA reluctivi- 

tatea magnetica s), - conductivitatea electrica O', iar e are
aemnifioatia intensitAtii de cimp electric potential (cu semn 
echimbat) adicA a lui K.

Pentru cimpurile electrice potentiale = 0 $i repre 
zintA pe V, pe , /3 = - 1 ?i e are semnificatia densitAtii de 
volum de earoinA adevaratA

Notarea potentialelor prin se va utiliza in continua- 
re acolo unde tratarea cimpurilor enumerate se poate face simul-
tan evitindu-se astfel referirile repetate 9i la un potential 
sau altul, la un cimp sau altul.

II. siSTEME DE ECUATii CU VALORi ALE POTENTiALELOR
IN PUNCTE FtNtTE

Fie cA este vorba de metoda parabolelor sau de aceea a 
diferentelor finite, de metoda care are la bazA discretizarea 
tip "celulA", sau de metoda elementelor finite, obtinerea sis- 
temelor de ecuatii algebrice liniare sau neliniare pe care le 
satisfao valorile potentialelor intr-un numar finit, Ng, de 
puncte interioare domeniului plan S, are la baza aproximarea 
unei variatii simple a potentialelor pe anumite segmente de 
dreapta, sau in interiorul unor elemente de suprafatA.
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La oricare din metodele numerics de calcul al cimpului, pe 
linga. pozi^ionarea cel or puncbe interioare carora li se asocia- 
za valorile finite ale poben^ialelor, este necesara unirea puncte- 
lor vecine cu segments de dreapta. Re1?eaua de segmenbe ob^inuba 
asbfel se nume^be re^ea de discretizare (fig.2.1.)

Fig.2.1. - Un exemplu 
de discrebizare a 
domeniului plan S.

Pentru a obtine valorile soluble! unei probleme de cimp 
in puncbele N alese prin meboda parabolelor, derivabele din ecua- 
^iile cu dcrivabe partials sinb aproximabive prin derivabele unor 
parabole de gradul "n" care brec ptintr-un numar de "m" puncbe 
(mcN ). Abunci cind acesbe aproximari se fac prin desvolbari in 
serie Taylor rezulbabele sinb idanbice cu cele dabe de meboda pa­
rabolelor [34], obtinindu-se in plus exprosiile in diferen^e fini­
te centrals, regresive, progresive, ale erorilor de trunchiere.

Meboda care are la baza discretizarea tip "celula",[18], 
ubilizeaza legea fluxului electric $i legea circuitului magnetic 
[35] ,sub forma integrals, admi^ind 0 variable liniara. a poten^ia- 
lelor pe elcmente de suprafa^a cu conbur patrulateric.

Meboda elemenbelor finite, prezentaba aici dear pentru 
cimpurile magnetice, are la baza, minimizarea functionals! cores- 
punzatoare (pe unitabea de lungime in direc^ia normals planului 
cimpului), cu conditia aproximarii unei varia^ii liniare a poben- 
tialului pe un element de suprafa^a triunghiular (elemente fini­
te de ordinul unu).

Sisbemele de ecuatii pe care le satisfac valorile lui in 
cele Ng puncbe, au forma generala :

M [^] = + (2.1)

in care !
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- este o matrice patratica 
de dispozihia spahialA a 
ra fizicA a diviziunilor

M-
M-

cu Ng x Ng elements depinzind 
color Ng puncte de structu- 
domeniului S;

matricea coloanA a valorilor finite^^ (k^E [l,2,3,.*.Ng])  
transpusA unei matrici-coloana ai cAror termeni depind 
de structure fizica $1 geometricA a discfetizArii dome- 
niului plan;
matricea coloana conhinind derivatele in raport cu timpul 
ale componentelor matricii;
matricea coloana conhinind N^ elements dspinzind ds exci- 
tahie J)!
ma tries coloana depinzind de condihiile de frontierA.
Pentru cimpurile potenhiale matricea[^]nu apare in ecua-

hia (2.1).
In regim sinusoidal [y] = jeu (la rsprezentarea com- 

plexA a marimilor electromagnetics).
Datorita identitahii rezultatelor $i a modulurilor de 

diacretizare corespunzAtoare metodei parabolelor $i aceleia uti- 
lizind dezvoltArile in serie Taylor, asupra primei me tods nu se va 
mai Insista, iar a doua se va numi "metoda diferenhelor finite" 
(de fapt ambele utilizoaza diferenhele finite).

2.1. Metoda diferenhelor finite
Transformarea unei ecuahii cu derivate parhiale in ecua- 

hia du diferenhe finite parhiale corespunzAtoare^se obhinedezvol- 
tind In serii Taylor valorile potenhialelor in nodurile unei re- 
hele geomotrice, obhinutA prin intersechia unor familii de curbs 
ortogonale (sau neortogonale) care divizeazA domeniul S in ele- 
mente de suprafahA poligonale (triunghiulare, patrulaterioe etc.). 
Din dezvoltArile respective se exprima derivatele parhiale in 
funohie de valorile potenhialelor in citeva "noduri" ale rehelei 
de discretizare.$i de derivatele parhiale de ordin superior co­
lor din ecuahie. Neglijind aceste derivate in expresiile astfel 
obhinute rezultA un sistem de N^ ecuahii algebrice pe care le 
satisfac valorile potenhialului in cele Ng puncte-noduri inte- 
rioare domeniului S.

Erorile de trunchiere incluse prin aproximarea prin di­
ferenhe finite a derivatelor parhiale, provoacA erori de trun­
chiere fiecArei mArimi care se calculeazA din soluhia numericA a 
sistemului N^ x Ng. Punerea in evidenhA a unora dintre aceste 
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erori a fost motivul pentru care se prezintR aceasta metoda.
Din motive subliniate la sfir$itul paragrafului, se tra- 

teaza diferen$ele finite dear pentru medii liniare izotrope $i 
onogene.

Se considers, pentru simplitate, o discretizare a dome-
niului S efectuata. de doua familii de drepte echidistante in ca- 
drul aceleia$i familii, ortogonale : una paralela cu direc^ia x, 
cealalta paralela cu y.

Intersec^iile interioare lui S sint in num^r de N& in­
dexarea lor se face cu indicii (i,j), i variind dupa x, iar j du- 
pa y.

Se considers da asemenea citeva puncte interioare repar-
tizate ca in fig. 2.2.

Seriile Taylor ale func^iei in cele patru puncte vecine 
lui (i,j) sint ;

Exprimind laplacianul lui tpin punctul (i,j), din aceste 
expresii rezulta :

ytilizind exprimarea derivatelor prin diferen^e centrale

______ - (2.4a)- _______ 2
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*
k

cantita^ile

of. .2n 2n 
bl , a '

° ' 22-Tzsyt > ±,j *
y?=0 <7^

co .2n 2n
^2- ° ' 2 2_T35yt (g-T5i ) i.j '

n.p y
primeac formele :

Fig.2.2.

(2.4b)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

La neglijarea acastor canbibAti (arorlla da trunohiara
2

ala laplacianulMi), ejpreaia in diferen^e finite a lai f)i,j 
va fi ;

b^

Pentru diacretizarea cu paa conatant, 
(2.9) ia forma ; —
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(2.10)

Penbru discrebizarile adecvabe branscrierii laplacianu- 
lai in coordonabe oblice, polare, briunghiulare sinb prezenbabe 
dezvolbari asemanaboare in[34j.

Evidenb apr oximar ile se fac in oricare puna be - nod in- 
berior domeniului plan, ob^inindu-se Ng valori in diferen$e fini 

be ale laplacianului Scbimbind noba^iile : 

, (O , $.a.m.d.p., (e,e'fN ), ecua^iile cimpnlui elecbric san 
magnebic laplacean, vor avea forma ;

= 0 ; (2.11)
e' ^ee*

cu L , - disban$a dinbre e $i e*  sau in forma mabriciala :

Mabricea coloana [f]include condHiile de fronbiera ca­
re apar in ecua^iile corespunz&boare nodurilor vecine fronbierei 
r.

Sisbeaul (2.11) esbe diagonal $i ca urmare se prebeaz& 
la o rezolvare numerica iberabiva [8],[9],[34] ebc..

In cazul cimpurilor poissoniene, la care

penbru cimpurile 

cii^urile

elecbrice V) ; 

magnebice (q?= A) ;

func^iile de exoiba^ie e (x,y), 
fel ca penbru cele Ng punebe se

sau J) iau valorile e^ asb- 
poabe serie sisbemul de ecua$ii:

In behnica curen^ilcr bari se inbilnesc de pre a purine 
ori cicpuri elecbrice cu disbribu^ie volumebrica de sarcina 
elecbrica, asbfel incib ecuapia (2.12) vizeaza in primal rind 
cimpurile magnebice $i in acesb caz ea are forma :

(2^)
Mabricea [A^l confine condi$iile de frtmbierA, de obi- 

oei de bip Neumann.
In coadi^iile accepbabe, eouapia de bip Fourier se in- 

bilne?be la cimpurile magnebice in care conbribu^ia varia^iei*  
in timp a induebiei magnebice esbe apreciabila., adica la proble— 
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mele cu efect de refulare, $i in aceste cazuri, pentru medii li- 
niare, in regim sinusoidal, cu (1.19) sistemul de ecua$ii algebri- 
ce scris in complex, ia forma :

(T + [a']} (2.15)

Matricea e are termenii de forma :

-k = -k * - fk
in care sint termeni con^inind condi^iile de frontierA impu­
se pentru A.

Ncua^iile deduse se utilizeazA foarte comod in analiza 
cimpurilor pe resale analizoare de tip R ?i RC.

In cadrul celorlalte metode se va trata problema ob^ine- 
rii Bistemelor pbmindu-se de la cazul cimpurilor in medii cu un 
anumit tip de neliniaritate, sistemele de ecuatii algebrice pen­
tru medii liniare ob^inindu-se prin particularizare.

De asemenea.modul de introducere a conditiilor de fron- 
tierA pentru diferite tipuri de frontierA, se va discuta compara- 
tiv in ultimul paragraf al capitolului.

2.2. Discretizarea tip "celulA" (Metoda lui Galr)

AceastA metodA a fost tratatA unitar pentru toate oimpu- 
rile fizioe de tip poiaaonian in [18] pi particularizatA pentru 
oimpuri magnetice in [35] .

Metoda are la bead utilizarea legii fluxului electric 
(pentru cimpurile electrice) 91 legea oircuitului magnetic (pen­
tru cimpurile magnetice) in formele lor integrale, pentru aubdo- 
menii plane sufioient de mioi, aubdomenii denumite "celule", li- 
mitate de contururi poligonale.

Pentru tratarea metodei e necesarA deci, prezentarea 
formelor integrale ale acelor lagi, pentru cimpurile plan-para- 
lele.

a. Legea fluxului electric. Forma integralA a legii 
fluxului electric pentru medii izotrope liniare §i neomogene,

^(D.ds) . q , (2.16)

ia pe baza explicative! din fig.2.3 urmatoarele expreaii pentru 
cimpul plan-paralel :
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(D.ds) = J (D.dSg) ( ^grad V).(n h„ai) =

= - dl = q = J- h„ iy^a. * (2.17)
P V Bp

Fig.2.3* Explica- 
tiva la rela^iile 
(2.17)

in care t s este suprafata generatoare a unui volnm oilinario de 0
inal$ime (in directia z, normala pe planul cimpului); ds^ -ele­
mental de suprafa^a pe s ;8 * *

ds^ = n ds^ = n dl; e e o'
n - normala exter ioarg. lui ,respectiv curbei (care reprezintg. 
intersec^ia lui cu planul cimpului);

Z - suprafata inchisa compusa din $i suprafe^ele-baze )

* derivata potentialului V dup& normala n.

Mcn^ionind ultima egalitate, pentru mediile neomogene se 
poate serie ;

<f^dl =
r

- 0 t

. (2.18)
s

[ 0 - 'v = 0 .

Pentru medii omogene ((f = const.pe r*),

- A (p da
1 Pv (2.19)

r S
0
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Ecua^iile (2.18) $1 (2.19) se preteaza la o aproximare 
a integralelor con^inute de ele prin valor! finite in urma dis­
ore tizArii planului oimpului prin elements tip "celulA",

b.Legea circuitului magnetic. La neglijarea curentului 
de deplasare, legea circuitului magnetic sub formA integrals 
are expresia :

<$(H.dl) = S(J.ds) (2.20)
r s _

cu semnifica^iile lui f*  , dl, 3^, ds prezentate in fig.2.4. 

Cum B se poate exprima ;

B . rot(Ak) = yy i - yy j = (grad A x k) = H , (2.21)

prin inlocuirea lui H in prima parte a egalitA^ii (2.20), aceas- 
ta ia forma t

^(H.dl) c ^9(grad Axk).dl = -^S)(grad A.n)dl =

(2.22)

Fig.3*4. Explicative 
la (2.20) 9i (2.22).

Ecua^ia (2.20) pentru cimpurile magnetice plan-parale-
le in medii neomogene se mai poate deci serie cu (2.22) :

Qtiind cA ;

J = J k $i ds . ds

(2.23)

(2.24)
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Pentru madii omogene din punch de vedere magnetic (? = 

= const. peT) ecuatia (2.24) se rescrie astfel ;

Si expresiile (2.23) $i (2.25) se preteaz& la aproxim&ri prin va­
lor! finite la o discretizare tip "celula".

!a
. Ecna^iilo sint adev&rate $i pentru neliniarita^ile^care 

neglijeaja histerezisul, adica pentru situa^iile in care B = 
= ^i.H , yi fiind un scalar.

Se aleg in domeniul S al problems! de cin^) electric sau 
magnatic, un numar N^ de elements de suprafa1?&, suficient de mi- 
ci, nucite celuls $i delimitate de linii poligonale Inchise. Aces- 
te celule nu au nici un punct comun cu frontiera Fsi au, fiecare, 
cite o latura. comuna cu fiecare din celulels vecine. Se divizeaza 
apoi aria ramasa intre curba $i celulels trasate in N^' celule 
astfel alese incit fiecare dintre ele are cite o latura comuna cu 
cele vecine auar$inind mul^imii N'_ $i mul^imii Nl*  $i cite o la- 
tura aproximind o por^iune dintre lungimea lui C . Se ob^in in 
modul acesta N. = Nj + N*'  celule care cuprind aria suprafetei S.

Se aleg apoi N*  puncte interioare, cite unul de fiecare 
din cele celule, astfel incit segmentele care unesc cite doua 
din punctele vecine sa intersecteze normal latura comuna celule- 
lor carora aceste puncte le apar^in. Se mai alege cite un punct 
interior fiecarui element din cele N" elements de arie care au o

- - slatura pe (sau aproximind o por^iune dinfjrespectindu-se condi- 
tia pentru cele apar^inind mul^imei N*  $i in plus ^inindu-se sea- 
ma de urmatoarele condi^ii ;

- daca condi^iile de frontiera pentru problema de cimp 
sint de tip Dirichlet cele N^ puncte semnificative se 
plaseaz& la o anumita distan^a de latura care urmare$- 
te frontiera;

- daca conditiile sint de tip Neumann cle pot fi interi­
oare sau pe curba C.

Respectarea acestor condi^ii se realizesza prin modifi- 
oarea laturilor comune celor doua grupe N^ ?i N"g de elements $i 
a laturilor comune elementelor vecine apar^inind muHimii Ng.

In figura 2.5 este prezentata o divizare cu alegerea 
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celor puncbe aemnificabive, penbru oonditii de fronbierA de 
tip Neumann.

Se va pre?enba spre exemplificare modul de aproximare
penbru ecua^ia (2.23), respecbiv penbru cimpul magnebic.

Fig.2.5* Celula "e" 
din fig.2.5 (mA- 
riba)

Fig.2.5 - Discrebizarea bip ce- 
lula penbru conditii 
de fronbiera Neumann

AdmitInd o variatie liniara penbru A (x,y) 
pabrulaberic eme'n $i 9 a consbanb in inberiorul acea-

pe fieoare
olemenb
buia, (fig.2.5'), valoarea inbegralei din prima parbe a egali- 
bAtii (2.23) pe conburul oelulei „e" va fi t

3 A
3 n L 

ee'

in care ! eabe perimebrul oelulei "e" ,w

P - numArul pabrulaberelor coreapunzAboare oelulei "e";

A^! A., - valorile poben$ialelor in "e" reapecbiv in 
" punobul veoin "e*  " ;

^ee'' Lpm - lungimile aegmenbelor normale ee' $i mn

L^n = (^ ' + (yn'ym^ (2.27)

2 2 2L ee' = ^e' ' "e^ ^e' ' ?e^

A doua parbe a egalibatii (2.23) se poabe evalua aab- 
fel ,

- f J = -X J^ed S4 (2.28)

S. T
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j , fiind valoarea media a densibA^ii de curenb pe un med
element de arie briunghiular (aria briunghiului emn), iar 
8^ - aria celulei "e".

Cum, in cazul cel mai general bra bat aici, are ex-
presia :

J = t- (T ( + K.),

aocepbind $i penbru J o variable liniara pe fiecare briunghi 
Imn de arie S^, rezulbA

- j J ds = (A,+A^)+ (2.29)
S<, T

care cu (2.26) $i (2.29), rela^ia (2.23) devine t

e' e
L...

1 
'mn*

in care ;

ee
8.

iar T indexeaza briunghiurile Imn (in num&r egal cu pabrulabe- 
rele e'men).

Inbrucib numarul de celule penbru care pubem serie . jgjr
(penbru Sjecua^ii algebrice de bipul (2.30) esbe Ng^Walorile 
semnificabive care brebuie sA inbervina in (2.30) sinb A. $i 
Ag, sau dacA se vrea A& $i A& , esbe necesara eliminarea unei 
perechi de valori, de exemplu a lui A^ $i A^, din ecua^ia res- 
pecbivA. '

Punind condi^ia ca cele pabru puna be A^, A^, , A^ $i 
A& s& fie coplanare in sisbemul (A,x,y), (fig.2.6), rezulbS. ;

(2.32)

Deci chiar daca s-ar exprima A^ sau A^ in func^ie de 
celelalbe brei valori cu relatia (2.32), la o aproxima^ie lini- 
ara a lui J pe triueghiurile elemenbare Imn, sisbemul Ng ecua^ie
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de bipul (2.30) are mai mulbe necunoscube decib sinb necesare in 
caz general.

Fig.2.6. Explicabi- 
vd la relabia (2.32)

S-ar p&rea cd exisbd dona sibuabii in care se poabe elimina a- 
ceasbA dificulbabe. In primal rind, in cazul ca e*  se confundd 
cu p, respecbiv 1^,^*  0, A^ s-ar exprima in funcbia de A^ $i A^ 

luind ca punobe semnificabive ale domeniului S, virfurile 
poligoanelor celulelor ar rezulba un sisbem deberminab de ecua- 
bii in Ag $ A^ , A^ (cu m,n,e aparbinind mulbimii virfurilor 
poligoanelor cuprinse in S). In aoesb caz in eouahiile (2.30) 
nu ar mai fi oorecbe inbruoib de-a lungul segmenbului mn inben- 
albabea cinpului magnebio prezinbA 0 disconbinuibabe de speba

A
a 1-a. In adevAr, penbru :

A(x,y) +^x +<*̂y  pe un briunghi emn,

5*9  rob(Ak) * 9 (grad A x k) * (°^i j) * conab.

Deci, la aooepbarea variable! liniare a lui A(x,y) pe un 
briunghi se admibe aubomab 0 reparbibie sbricb superficialA a 
denaibAbii de curenb $i anume de-a lungul febelor prismelor de 
aconitine branaveraalA . Trabarea corecbA a aoeabui oaz,aab- 
fel incib ad fie reapecbabA legea cirouibului magnebio, ae poa­
be face fArA dificulbabe cu meboda elemenbelor finibe, fArA a 
ubiliza densibAbi superficiale de ourenbi.

Al doilea caz, in care aparibia lui A^ $i A& in ecuabia 
(2.30) nu deranjeazA, esbe acela in care :

A— + A- = A m n a (2.33)

adicA aibuabia in care paralelogramele e m e'n sinb romburi.
Cu aceaabA condibie resbricbivA penbru cioqpurile cu cu- 

renbi burbionari, ecuabia (2.30) prime^be forma :

BUPT



26

rAa,-A(3 j L L = iY?( +
^-L2 12 ab^e' ee' mn 4 a b
pL^ ee*  P

L.e' " ^mn (2.34)

observind ca j . L^ = 4S^

Pentru P s 4 (fig.2.7b), 
cu eoua^ia ob^inuta. prin metoda

ecuatia (2.34) se poate compara 
diferen^elor finite la discreti-

zarea din fig.2.7a t

Fig.2.7.
Prin metoda diferen$elor finite se ob^ine t

(2.35)

(2.36)

Deci fa^& de metoda diferen^elor finite, metoda de fa$& 
da rezultate imbunatatibe abit in ce prive$be structura mabrici- 
lor ?i[^](v.sicbemul (2.1) gi (2.15)) pentru cimpuri sinusoi 
dale cit ?i in ceea ce private evaluarea lui K, respectiv a ma-
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bricilor de excitable-
La neglijarea vibezei de variable a Ini A ecuabiile (2.3$) 

$i (2.36) difera doar cind pe inberiorul oelulei k = f(x,y) daca 
se ia o discrebizare cu pabrulabere rombice. In acesb caz discre- 
bizarea bip celula se poabe aplica foarbe elasbic.

Penbru cimpurile elecbrice rezulbabul se poabe serie di- 
reeb :

Penbru cimpuri laplaciene ecuabia (2.37) so reduce la :

care penbru medii omogsne devine :

Y L , o (2-38)

p 

2.3. Meboda elemenbelor finibe
Meboda elemenbelor finibe are la baza aplicarea unor prin- 

cipii varibionale $i cons ba in obbinerea unor sisbeme de ecuabii 
algebrice sabisfacube de un numar finib de valori ale ppbenbiale- 
lor, prin minimizarea unei anumibe funcbionale[36],[37]<

Penbru cimpul elec brie in medii izobrope, f&r& polariza­
ble permanenba, funcbionala are forma :

E
Eg = ^ ( ^ ede V)ds (2.39)

S 0

B
F =( (( bdb - JA)ds m 7 )

3 0 -
Fg ?i sinb funcbionale-energie.

Condibia de exbremum impusa inbegranzilor 
dabA de ecuabia lui Euler :

(2.40)

care esbe

3 
a x (2.41)

in care cf? reprezinba pe V, respecbiv A, impreuna cu expresiile
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devine

/9Vx2 . ^2 . /°LA)2
<5yJ - ^x^ +

3 rr^-Xl+-^-(^^Y).-P "ax ^ax^9y^9y^ ^v (2.43)

respectiv

Ecuatiile (2.43) $i (2.44) reprezinta formele locale in 
V, respectiv in A, a legii fluxului electric, respectiv, a legii 
circuitului magnetic.

Se aleg in domeniul S, puncte interioare "potrivit; re­
par tizate" $i un numar de puncte pe frontiera C (fig.2.8).

Aflarea sistemelor de ecuatii algebrice pe care le satis- 
fac potentialele V respectiv A, prin aceasta metoda, se efectuea- 
za prin minimizarea functionalelor (2.39) respectiv (2.40), in a- 
numite conditii de aproximare a variatiei acestor potentials in 
subdomenii delimitate de linii poligonale obtinute prin unirea 
unor puncte vecine. Expresia "potrivit repartizate" se interpre- 
teazA prin "eroare de trunchiere acceptabila".

Se vor utilize in cele ce urmeaza elementele finite de or­
dinal 1, cu alte cuvinte aproximatii liniare pentru V $i A $i se 
va admits constants lui gi in interiorul fiecaruia din triun- 
ghiurile elementare in care se divizeaza S (fig.2.8) [36] , [37] , 
[38] ; se pot face $i exprimari prin polinoame de ordin superior, 
ins& expresiile obtinute astfel, sint mai complicate.

Fig.2.8. Discretizarea do- 
meniului S (delimitat 
de frontiera) pentru 
elementale finite de 
ordinul 1.

Pentru un triunghi elementar oarecare, emn, in cazul pro- 
blemei de ctmp electric, se aproximeaza. deci ;
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v (X,y) +^y (2.45)

lar pantrn problama da Gimp magnebic,

A (x,y) +^x + ^y (2.46)

In conbinuare se deduc relatiile inbre valorile finibe
doar penbru cimpul magnebic, relatiile penbru problema de cimp 
elecbric ob^inindu-se prin inlocuirea marimilor ; A cu V,^cu(f 
91 J cu .

Expresiile coeficien^ilor ^^(i = 1,2,3) se deduc impu- 
nind condi^iile ca A sa ia valorile A^ in puncbul e,A^ in m $i 
A^ in n ;

*e "^Al °^A2 ^e * °^A3^e

Am * ^A1 * °^A2 ^m °^A3^^

An =°<^A1 ***^A2  ^n ***^A3^n

(2.4?)

Din 6is.bemul (2.49) rezulba :

*A3 * B A.+<*e'*h)*m+(Xm'Xa)]  ' ^'^)

" - (Vn-v.)"

).
magnebi*

(2.49)

(2.50)

D fiind dublui ariei briunghiului emn (Da 28^ 
In inberiorul briunghiului elemenbar induotia 

o& are e^resia :
= °^A3^ '

91 deci
2 

= A2 A3
La o disbribu^ie daba a lui J, (in cazul problemelor 

in care 9 B =0), se poabe echivala penbru orice briunghi ele- 
9 b

menbar o valoare medie care inmul^ibA cu aria briunghiului 
respecbiv, da curenbul elemenbar corespunzAbor acesbuia. Asb- 
fel, in oondi^iile aocepbabe (9= consb. pe briunghi $i A - 
funo$ie liniarA de x $i y), functionals.(2.39) esbe o func$ie 
de valorile A^(e<*[l,2,...,NgJ  ) $i condibia de exbremum esbe 
echivalenbA cu conditii !
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m
e

o

simple
Tinind 

rezulta
seama de (2.40), (2.46) $i (2.50), dupa calcule 
din condit;iile (2.51) rezulta ecua^ii de tipul ;s

T T T

unde :

*^1T'
2

m

^2T= m

(y„ - 7n> 'e'J

Indicele "T" indica un triunghi care are unul din virfuri
: insumarea se face deci pentru toate triunghiurile cu vir- 

n" -
in „e" 
ful comun

Daca. excita^ia J este o func^ie de timp, se imparte dome- 
niul timp, t, in care se studiaza cimpul, in intervale ^Yt^, sufi- 
cient de mici $i se rezolva sistemul alcatuit din cele N. ecua^ii 
de tipul (2.52) la finalul fiecarui interval ^t^, utilizind valo- 
rile corespunzatoare pentru 9 din curba B(H).

In lipsa densita^ii de curent, pentru medii liniare ectia- 
^ia (2.52) devine :

AeL^lT + X (A^kgy+Aa-Pk^p) = 0

Pentru problems de cimp electric ecua^ia (2.52) se trans- 
crie astfel :

L^lT ^Z-
T T

Cimpurile electrice laplaciene in medii neomogene $i omo- 
gene, vor fi descrise de cite N. ecua^ii de forma :* s

IT*  ^2T
T

3T
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respectiv
V.E ^1T *3?)  = °

T T
(2.57)

Revenind la problems de cimp magnebic $i cunoscind impor- 
tan^a curen^ilor burbionari in behnicA, se impune precizarea mo- 
dului de ob^inere varHionalA a ecua^iilor algebrice $i penbru 
acesb tip de probleme.

S-ar pArea ca inbrucib in expresia lui J (v.rel.(1.19) 
intrA derivaba in raporb cu bimpul a lui A(x,y,b), problema mini- 
mizArii se complies gbiub fiind ca in regim sinusoidal, la brans- 
crierea in complex a mArimilor elecbromagnebice, J depinde liniar 
de A. Dificulbabea esbe doar aparenba facind observa^ia cA dedu- 
cerea formei locale a legii circuibului magnebic penbru cimpul 
evasista^ionar in conducboare masive (1.19) se ob^ine inbroducind 
pe J dab de (1.19) dupa procesul de minimizare, a$a incib in pro- 
cesu). de minimizare aceasba marime poabe fi considerabA specifi- 
caba.*  Tinind seama de fapbul cA in acesb caz ea nu mai esbe cons- 
bantA pe sec^iunea unui conductor,se poabe admibe o variable a- 
proximabivA, liniarA, penbru ca, pe fiecare element triunghiular, 
de forma !

J (x,y) +^2X +<*3?  (2.58)

oonstantele^^(k = 1,2,3) ob^inindu-se din valorile^^ in care se 

inloouieso A^.A^.A^ cu J^, J^, J^.

Introducind expreeiile (2.46) $i (2.58) in (2.40), din 
oonditia (2.51) rezultA oele N eoua^ii de forma t

^-59) 

T T T
Rela^ia (1.19) rescrisA aici ;

J = -C(-^ ) + K) (2.60)

prime?be in e,m,n,formele !
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pi daca. se noteaza ;

2K. * Ku * Kn _ .
4

din ecuabia (2.59) rezulta :

^*^m^^2T^n^^3T^ = 2?Z_^*dT "

T T T

Pentru regimul sinusoidal in medii omogene la reprezenta- 
rea in complex a marimilor electromagnetice, (2.62) ia forma :

^^-D)^A^(k^+j ^^--D)+A^(k^+j ,^^-D) =
T

T

(2.63)

Eouahiile care descriu cimpul magnetic pentru regimul 
sta^ionar, sau cvasista^ionar cu neglijarea vitezei de variable 
a lui A, pentru medii omogene cu reparti$ii de densita^i de cu- 
rent constants pe sectiunile conductoarelor, sau func^ie de punct, 
se ob^in din (2.62), prin particularizari.

2^4. Precizari referitoare la metodele descrise

Metodele descrise au la baza legile fluxului electric $i 
a circuitului magnetic in formele lor intagrale $i locale, sau 
functionale din care se ob$in printr-un proces de minimizare, ecua- 
^iile care exprima aceste legi,a$a incit e firesc ca in aceleapi 
conditii de aproximare pentru poten^ialele sis temple de ecua- 
tii algebrice care se ob$in cu aceste metode, sa fie identice.

In fond evaluarea laplacianului functiei c^prin diferen- 
tele din expresia (2.9) este identica cu evaluarea lui in condi- 
tiile unor variatii parabolice de gradul doi a lui intre trei 
puncte consecutive de pe fiecare din direc^iile de discretizare 
sau cu a unor variatii lineare intre doua puncte vecine (fig.2.9).

Deci daca discretizarile la ultimele doua metode se aleg 
astfel incit punctele semnificative (nodurile N^) sa. se suprapuna 
in mod constant la cele troi metode, rezultatele ob^inute prin

BUPT



- 33 -

Fig.2.9

acesbe meboda, in condibiile ac- 
cepbabe penbru pobenbiale, ar 
brebui sa fie idenbice.

Penbru exemplificare se con­
siders discrebizarea de la di- 
ferenbele finibe cu hysl^il (cu 
pas consbanb) (fig.2.10) in ca- 
zul problemei de cimp magnebic 
sinusoidal.

Ecuabia (2.35) referiboare la figura 2.10 a se serie :

Ai + A2 + + A4 - 4A<= j/iCcjh (A^-Ag).

S-a nobab aici : A = - -=_ 
jeo

(2.64)

d)

Fig.2.10

Ecuabia (2.36) penbru 0 divizare ca cea din fig.2.10 b 
primesbe forma :
(Ai+A2+A3+A4^A.Mi-j7^Y^ )=j/^ h^(A^-Ag) (2.65)

Ecuabia (2.62) penbru disurebizarlle din fig.2.10 c $i 
d se reduce la (2.65).

Penbru discrebizarile din fig.2.10 e $i fig.2.10 f,pri­
me parbe a ecuabiei (2.63) ee reproduce in ambele cazuri, dar 
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2parties a doua se inmulte$te cu pentru primal din aceste doua 
cazuri, ?i cu pentru al doilea caz. Aceste doua discretizari 
nu corespund individual conditiilor cerate pentru comparatia ca­
re se face aici dar pot fi utilizate impreuna pentru acoperirea 
completa a lui S intrucit respects legea circuitului magnetic.

Se observa ca ecuatiile (2.64) $i (2.65) se deosebesc nu- 
mai prin factoral . care intervine in (2.65) $i care
se datoreaza aproximarii mai bune a repartitiei densitatii de 
curent pe suprafata unui triunghi elementar emn in cadrul meto- 
delor care dau ecuatia (2.65).

Se cuvin citeva precizari referitoare la utilizarea re- 
zultatelor obtinute. In primal rind pentru cimpurile general va- 
riabile, marimea trebuie exprimata la utilizarea calculato- 

rului $i ea prin valori discrete in raport cu timpul, problema 
respective de cimp fiind cu valori la limits $i initials. Ca a- 
tare este utila aproximarea acestei cantitati prin diferente pro- 
grcsive sub forma :

^t %
at * At (2.66)

Notind cu 
timp t) rezulta :

It

pe 4t (pasul de discretizare a domeniului

tE

cu :
6

(2.67)

(2.68)

intre operat oriile &L J" (de la diferentele centrale) fiind re- 
latia[34] ;

<*2  = 1+^-. (2.69)

In astfel de probleme trebuie rezolvate succesiv N^. sis­
teme de Ng ecuatii cu Ng necunoscute, pentru a de tormina solutii- 
le problemei de cimp in fiecare din cele N^ momenta finite ale 
domeniului t. Pentru problemele de cimp in medii neliniare,pen­
tru rezolvarea unui sistem de ecuatii se utilizeaza metoda apro- 
ximatiilor.succesive.

Analog exprimarea valorilor lui B sau E in functie de va- 
lorile discrete ale potentialelor, este afectata de erori simi- 
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lare cu cea daba de (2.68) $inind bineinCeles seama ca B $i E 
depind de derivabele par Ciale In raporb cu spaCiul.

0 alba, precizare se refera la elasbicibabea discrebiza- 
rilor pe care le ofera cele brei me bode.

Discrebizarea corespunzaboare mebodei diferenCelor fi- 
nibe esbe relabiv rigida, brecerile de la un pas de discrebizare 
la albul efecbuindu-se greoi, urm&rirea fronbierei cu segmanbe 
paralele cu cele doua direcCii de discrebizare fiind uneori im- 
posibila penbru anumiCi pa$i de divizare a domeaiului.

Discrebizarea bip "celula" esbe exbrem de elasbica in pri- 
vinCa formelor celulelor insa presupune o abenCie deosebiba in 
fixarea geomebriilor prin lungimi $i unghiuri.

Meboda elemenbelor finibe ofera comodibabe maxima in fixa­
rea geomebriilor briunghiurilor elemenbare $i, in general, efor- 
buri minima in alegerea discrebizarii pobrivibe.

In privinCa erorilor de brunchiere se poabe aprecia ca 
inbrucib penbru discrebizarile fundamenbale (cu pa$i consbanCi) 
rela^iile inbre valorile discrebe sinb idenbice cu cele ale me­
bodei diferenCelor finibe, evaluarea acesbor erori in caz gene­
ral poabe fi efecbuaba cu expresiile aferenbe acesbei mebode.

Sisbemele de ecuaCii dabe de cele brei meboda pob fi re- 
zolvabe cu calculaborul cifric[^39],[4O], [18], [36], ebc., sau 
modelabe prin resale analizoare : acesb ulbim mod de rezolvare 
se are in vedere in conbinuare.

III. CQNDiTii DE LTNiaiTATE
Penbru unicibabea soluCiilor ecuaylilor lui Laplace, 

Poisson $i Fourier $i respecbiv a sisbemelor de ecuaCii algebri- 
ce la rezolvarea carora se reduce analiza numerica a cimpurilor 
elecbrice gi magnebice, e necesar sa se impun& una, dou& sau 
boabe brei bipurile de condiCii[41], [42] ,[43] , [44] :

a. CondiCii de fronbierS.;
b. CondiCii impuse surselor (p^., J) ;
c. CondiCii iniCiale.
Penbru fiecare problema concreba, pe linga geomebria sis- 

bemului sbudiab sinb necesare $i funcCiile C(x,y,T), <f (x,y,E), 
(x,y,H).

Conducbivibabea elecbrica esbe cu buna aproximaCie,in 
mulbe probleme de cimp, functie doar de punch $i doar in cazul 
conducboarelor masive se pare ca e necesara $i dependence ei 

BUPT



- 36 -

de temperature, T, [35] (in masura in card T este o functie de 
J, $1 Caste functia de J).

Permitivitatea 6 este pentru materialele izolante utili­
ze te in tehnica curentilor tari, o functie independents de inten- 
sitatea cimpului electric, E, dar variaza functie defunct (izo- 
la^ia ma$inilor $i aparatelor electrice este neomogena).

Permeabilitatea magno tica,^u, este aproximativ egala cu 
constanta pentru fcarte multe materials utilizate in construc­
ts sistemelor electrotehnice [46] $i este functie de punct $i 
intensitatea cimpului magnetic doar in miezurile feromagnetice 
saturate. La utilizarea materialelor feromagnetice in domeniul 
caracteristicii de magnetizare pentru care ^i^>yUp $i inductia B 
se poate exprima ca o functie liniara de H, iar in unele calcule 
se poate introduce valoarea infinita pentru^i, [3] , [6] etc.

Ca urmare a acestor observatii conditiile de unicitate 
vor fi prezentate in general pentru mediile liniare, precizindu- 
se la locul potrivit modul de utilizare a acestora pentru medii­
le neliniare la neglijarea historezisului, in lipsa magnetizable! 
permanente. .

Conditiile de frontiera intilnite in electrotehnica, pen­
tru potentials, sint de urmatoarele tipuri [2] :

1.-Conditii de tip Dirichlet

unde <fp-reprezinta potentialele Vp- , V^p-sau Ap- , dupa cum studiul 
se refers la cimpul electric sau la cel magnetic.

Fucntia f^(x^- , y^- ) este cunoscuta in fiecare punct 
(Xp- , y^ ) de pe conturul r.

2. Conditii de tip Neumann.

cu fg(xp , yp- ) cunoscuta.
Derivata normala reprezinta pentru cimpul*  electric, 

an.
components normala a intensitatii cimpului electric la curba f*,  
pentru cimpul magnetic, components normala a intensitatii cimpului 
magnetic sau components tangentiala a inductiei magnetice (dupa 
cum se lucreaza. cu marimea Vrr sau A).

3*  Conditii de tip omogen (in cazurile in care curba se ex­
tinde la infinit), [46] :
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lim [(x^+y^) H] = finita
*2 2  x +y ——
lim L(x^+y^) E) = finita

sati referitor la potentials V $i A 

lim \/x+y^.V) = finita 

lim Vx +y .A) = finita
2x +y ---- —

(3.3)

(3.4)

Conditiile (3*3),  (3.4) presupun automat anularea functii- 
lor $i f2 la infinit.

Pentru un sistem complet de n conductoare suma curentilor, 
i^(t), este nula $i de asenenea suma sarcinilor lineice, q^, este 
nulA !

^i^(t) = 0 ; ^q^(b) = 0. (3.5)

k=l k=l
in regim cvasistationar, pentru corpuri liniare, cilindri- 

oe, paralele, in repaus, cimpul electric poate fi analizat prin 
intermediul componentelor sale : longitudinals (in directia gene­
ra tear elor suprafetelor cilindrioe care delimiteazA oorpurile) ?i 
transversalA (continuta in planul normal) suprafetelor cilindri- 
ce.

Cimpul electric longitudinal este in interdependent^ cu 
cimpul magnetic al sistemului electromagnetic, iar cel transver­
sal se poate studia independent, pentru de terminarea celui din 
urmA fiind valabilA urmAtoarea teoremA de unicitate [44] ,[46] ! 
tn dielectricul foarte slab conductor in fiecare moment $i in 
fiecare plan transversal, potentialul electric transversal este 
univoc determinat de repartitia sarcinii in dielectric $i de po- 
tentialele celor n conductoare ale sistemului, prin aceleagi re- 
latii ca in problema electrostaticA corespunzAtoare.

Cum in afara unor problems specials nu sxistA rspartitle 
de sarcinA in dielectric, rezultA ca pentru cimpurile electrice 
transversale trebuie rezolvata doar o ecuatie de tip Laplace.

Pentru cimpul magnetic plan-paralel, transversal al sis-
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bemului considerab in [44] [^46] esbe demonsbrab& urmaboarea
beorema de unicibabe : cimpul magnebic plan-paralel, bransversal 
al unui sisbem compleb de "n" conducboare, poben^ialul magnebic 
vecbor, reparbitia de curenb $i caderile de poben^ial sinb uni- 
voc deberminabe in regim cvasisba^ionar, penbru b > p, de func- 
tiile de bimp i^.(b) din n-1 conducboare $i de repar bHia ini^ia- 
la a curen$ilor, daca se adopba la infinib condi^iile (3*4).

Penbru regimul sinusoidal permanenb condi^iile se res- 
bring : se cere dear cunoa$berea valorilor curentilor din n-1 
conducboare [46].

Ipobeza exisben^ei sisbemelor complebe de conducboare 
esbe inbobdeauna realizaba in pracbica. In cazul unor probleme 
idealizabe in care aceasba condi^ie nu esbe sabisfacuba, formu- 
larea corecba a condi^iilor la infinib brebuie sbudiaba. separab 
[47] , de exemplu ca un caz-limiba al sisbemului compleb, cind 
unul dinbre conducboare se indeparbeaza infinib de mulb de cele- 
lalbe.

Conditiile de unicibabe prezenbabe aici penbru cimpul 
plan-paralel sinb adevarabe $i penbru cimpul plan al sisbemelor 
axial-simebrice [48] .

Cind domeniul spatial al problemei de cimp esbe limibab 
de curba Ffiniba, (f*nu  se exbinde la infinib), pe fronbiera 
se impun una din condi^iile de fronbiera : de bip Dirichleb sau 
Neumann (daca e cazul $i valorilor lor ini^iale).

3*1*  Condi^iile de fronbiera penbru cimpul elecbric 
bransversal

In problemele de cimp elecbric plan-paralel (mai gene­
ral, bidimensional) condi^iile de fronbiera sinb de obicei de 
bip Dirichleb carora li se asociaza pe por^iuni condi^ii Neu­
mann nule [^6] .

Condi^iile de bip Dirichleb sinb reprezenbabe de poben- 
^ialele pe care le au corpurile incarcabe cu sarcini elecbrice, 
iar condi^iile Neumann-nule inbervin pe por^iunile de fronbiera 
care coincid cu linii de cimp elecbric.

Exisba 0 serie de probleme in care sisbemul prezinba 
una sau mai mulbe axe de simebrie, axe care coincid cu 0 linie 
echipoben^iala, cu 0 linie de cimp, sau segmenbaba. de asbfel de 
linii, albernabiv. "T*
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E..-0 <v. = 0

Fig.3*1 a. Sistem de doua Fig.3*1 b. Frontiers $i condi-
conductoare incarcate cu $iile de frontiera pentru sis-
sarcini electrice, cu o temul din fig.3*1 a.
axa (xx) de sime trie.

In fig.3*1  a, se prezinta un astfel de sistem de doua 
corpuri care prezinta in planul oimpului o simetrie fata de o 
axa. Datorita simetriei respective e necesara analiza oimpului 
dear intr-un semiplan (fig.3*1  b).

Uneori pentru un sistem de corpuri cilindriae se aunoap- 
te o suprafata echipotentiala Sp-(ou urma in planul oimpului, f) 
care ouprinde dear o parte din conduotoarele aiatemului. Forma 
aceatei suprafete $i valoarea potentialului corespunzator (ou- 
nosout) reprezintu conditia de separabilitate a oelor dou& aub- 
domenii in oare este impartit domeniul spatial al problems! de 
c&tre S^-, in baza principiului de echivalenta.

Suprafetele de separatie ale corpurilor cilindrice, me- 
talioe sau izolante de permitivitati diferite, reprezinta supra­
fete de discontinuitate a oimpului $i pentru acestea se utili- 
zeaz& ;

- teorema conservarii componentelor tangentiale ale in- 
tensitatii cimpului electric,
[n x = 0 (3*6)

- teorema saltului componentelor normale ale inductiei 
electrice,
{n. (3.7)

unde : n este normala exterioara a corpului la care se refera
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indicii ex (exterior) $i in (interior);
p - densitatea sunerficiala de sarcina electrica (di- s

ferita de zero pe suprafeCele conductoarelor).

^.2. CondiCiile de frontiera pentru cimpul magnetic 
plan-paralel

Condi^iile de frontiera pe care trebuie sa. le satisfies 
potenCialul magnetic vector sint de tip Neumann $i Dirichlet.

Conditiile de tip Neumann car cunoa$terea reparti^iei 
pe conturul T a components! tangsnCiale , a intensitaCii 
cimpului magnetic :

(3.8) 
respectiv a derivatei normale a potenCialului magnetic vector.
f este versorul tangentei la conturul 1" $i deci este ortogonal 

cu n. Aceste condiCii sint in general greu de manipulat in ana- 
liza cimpului $i introducerea lor se face comod dear in oalculul 
sau modelarea, care au la baza, ecua^iile ob^inute la discretiza- 
rea tip celula.

Atunci cind sistemul electromagnetic prezinta simetrii, 
linia de simetrie intersectind normal liniile de cimp magnetic, 
sau in cazurile cind in sistem exista elements confec$ionate din 
material feromagnetic nesaturat, in probleme respective intervin 
condiCii Neumann omogene.

In cazul simetriilor domeniul plan al problemei este im- 
par^it in atitea subdomenii (in care cimpul se reproduce identic) 
cite semiaxe de simetrie exista. in aceste cazuri este economic 
sa se analizeze cimpul dear in unul din subdomenii, introducindu- 
se astfel pe semiaxels ds simetrie condiCia H^= 0.

0 condiCie Dirichlet apare in problemele de cimp magnetic 
bidimensional, cind se cunoa$te 0 linie de cimp B (respectiv H).

Observind ca
(B.grad A) = [(grad Axk). grad A]= 0 (3*9)

rezulta c& o linie de cimp B reprezinta in cazul cimpurilor bidi- 
monsionale 0 linie

A (x,y) = constant (3*10)

Data fiind importance acestei condiCii in analiza cimpu­
lui magnetic, se va prezenta in detaliu cu/njcexploabeaza observa- 
tia cit ^i citeva example de probleme la care se utilizeaza
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aceasta teorema.

Teorema se poate formula astfel :
Daca intr-un domeniu plan S al cimpului magnetic se cu- 

noa$te o linie de cimp magnetic, F*g,  care inlantuie un subdome- 
niu Sp,, cimpul magnetic din acest subdomeniu poate fi studiat 
pe un sistem fictiv alcatuit din continutul lui S $i o pinza
de curent distribuita pe suprafata cilindrica a carei intersec- 
tie cu planul cimpului este Valoarea curentului este egala 
cu suma algebrica cu semn schimbat a curentilor conductoarelor 
inlAntuite de linia de cimp cunoscuta.

Teorema este valabila pentru medii liniare $i izotrope, 
in regim electromagnetic stationar $i cvasistationar.

Se va demonstra teorema pentru cimpul electromagnetic
cvasistationar sinusoidal.

Se considers pentru simplitate un singur conductor ci- 
lindric, parcurs de curentul i $i avind calea de intoarcere pe 
la infinit sau divizata prin alte (n-1) conductoare aflate la
distance finite sau, partial, infinite, de conductorul consi­
ders t, inlAntuit de linia de cimp situata in planul cimpu­
lui) (fig.3.2 a).

1

b

Curba imparte planul cimpului in doua subdomenii ; 
unul notat cuJl-, in care este continut sectiunea transversa-
1A a conductorului considerat $i, altul,-fl^, complementarul 
lui-A, in care se afla sectiunile celorlalte conductoare ale
sistemului. Se considers apoi un sistem cu structura lui -fL 
identicA cu a primului sistem (fig.3.2 b), fiind umplut cu 
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un conductor perfect (G*  = <*?).
Identitatea solutiilor H(x,y,t), pentru. cele doua. sisteme, 

In -d. , presupune ca pe linga conditia

^(H dl) = i , _ . (3.11)
oomponenta tangentiala a lui H , identica cu H, sa fie aceia$i pen­
tru toate perechile de puncte de pe I*g  (identice), la acelea$i va­

lor! ale lui r $i
Cum in -O.^, din sistemul "de calcul" se afla un conductor 

perfect, in acest conductor va apare o repartitie strict superfi- 
ciala de curent, in interiorul lui, H, E, J avind valori nule[46] 
(fig.3*3).

Valoarea densitatii de curent va fi:

= - ^ (H dl) = - i - . (3.13)
B

Fig.3*3*  Explicativa la in cazul cind C^inlantuie n^^n conduc- 
relatia (3-1$)

toare parcurse de n^ curenti de diferi­
te sensuri, diferiti de zero sau partial identici nuli,

is (3.14)

adica ceca ce se vroia demonstrat.
Aceasta teorema se poate utiliza cu succes, la analiza cimpuri 

lor prin modelare, pentru citeva tipuri de probleme des intilnite in 
tehnic&.

De exemplu, cind este o linie de simetrie in spectrul cimpu 
lui, inchizindu-se pe la infinit (fig.^.4), analiza cimpului se poate 
efectua doar pentru un semiplan, considerind ca prin suprafata plana 
de simetrie, (a carei urma in planul cimpului este n&), se intoarce 
un curent egal cu suma cu semn schimbat curentilor dintr-o parte sau 
alta a acestei suprafete*

Sint situatii cind pe portiuni cunoscute, 0, iar pe res 
tul curbei H^O, respectiv probleme pentru care toata tensiunea
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magnebomoboare esbe reparbizaba pe segmenbe cunoscube : ca- 
zul conducboarelor plasabe in cresbaburi efecbuabe in maberial 
feromagnebic nesaburab (^i

Fig.3-4. Exemplu de sima­
brie fa$a de o stiprafa^a 
de cimp magnebic.

In asbfel de probleme curenbul i^ circula prin benzile 
longibudinale cu urmele Tg in planul cimpului. In fig.3*5  sinb 
prezenbabe cibeva example bipice.

Fig.3.5.

Daca prinbr-o meboda oarecare, de exemplu prinbr^-o mode­
lare grosiera, se poabe debermina o linie de cimp in bobinajul 
unui sisbem a cdrui cimp magnebic poabe fi asimilab cu un cimp 
plan-paralel (cazul brabarii idealizabe a cimpului de disper- 
sie a unui bransformabor de mare pubere {49]),analiza fina a 
cimpului $i a inberacbiunilor elecbromagnebice a conducboarelor 
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inl&ntuite de (sauAf^ ) se poate face pe un anumit tip de model 
utjilia^ndu-se o scars de modelare corespunzatoare finetii de de—
terminare dorita utilizind conditia de frontiers A = constant pen­
tru noua frontiers fg (fig.3*6)

Otet nesaturat

Fig.3*6 - Sec^iunea 
transversals a unui 
sistem de conductoa­
re drepte.paralele, 
plasate intr-o carca­
ss feromagnetica. (Mo- 
delul idealizat a fe­
re str ei unui trans­
forms tor de mare pu- 
tere, pentru calcu- 
lul cimpului magne­
tic de dispersie).

Deseori, in problemele de cimp magnetic intervin suprafete
de discontinuitate pentru cimp, suprafete pentru care se utilizea- 
za teorema privind saltul componentelor tangentiale ale intensita- 
tii cimpului magnetic

(H.x- "in)] = (3*15)

$i teorema conservarii componentelor normale ale inductiei magneti­
cs ;

[ (ji H)gx * S^in] " 0 (3*16)

Pentru o seams de probleme frontiers domeniului coincide to­
tal sau partial, cu limita de separable a doua medii dintre care 
unui este neliniar (otel saturabil).

In aceste problame singurale informatii referitoare la frcn- 
tierS. sint relatiile (3*15),  (3*16),  valabila pentru B H,(/R - 
scalar) $i tensiunea magnetomotoare de-a lungul conturului frontie- 
rei. Se mai cunoaste $i caracteristica magnotica B(H) ale mediului 
neliniar.

In aceste cazuri, pe baza caracteristicii B(H), se de tormina 
cu matoda aproximatiilor succesive (x^- , y^. ) $i in final solatia 
pentru A din interiors! domeniului care confine medii liniare.

In analiza numerics a cimpurilor conditiile de frontier^ se 
introduo cu oarccare atentie mai ales atunci cind ele sint de tip
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Neumann.
Condi^iile Dirichlet se manipuleaza simplu : in ecua^iile 

corespunzatoare nodurilor vecine frontierei, in care apar $i va- 
lorile poten^ialelor punctelcr de pe fronbiera, se introduc va- 
lorile date = f^(x^_, ) in general fara nici-o dificultate.
Dificulta$ile care pot aparea privesc metoda diferen^elor fini­
te $i constau in aproximarile care se fac din cauza unei impo- 
sibilita$i practice de a discretiza corset zona vecina frontie- 
rei.

Introducerea condi^iilor Neumann la utilizarea metodei 
diferen^elor finite cere deseori eforturi considerabile, avind 
in vedere ca metoda are la baza forme locale ale legilor electro- 
magnetismului. Dat fiind faptul ca metoda lui Gair utilizeaza 
ecua^ii integrale in cire intervin direct derivatele normale ale 
poten^ialelor, ea permite introducerea extrem de u$oara a con- 
di^iilor Neumann prin simple medieri a derivatelor normale pe 
laturile celulelor, aflate pe fronbiera. Pentru cimpul magnetic, 
de exemplu, pentru o latura mn, se ob^ine :

n ____ n
H.dl= - (^ ) L^=

"" (3.17).
La metoda elementelor finite introducerea acestor condi- 

^ii se efectueaz& in general mai greu $i pe o cale mai ocolita. 
Intre doua puncte m $i n

n n

m m
= -^4*77  L (3.18).

Trebuie remarcat ca in (3.18) circula^ia lui H pe 
s-a efectuat prin interiorul triunghiului vecin frontierei $i 
expresia ob^inuta este adevarata cu aproximarea (2.46) numai 
atunci cind in celulele vecine frontierei (din interiorul sau 
exteriorul domeniului S), densitatea de curent are valoare nu- 
1&. in caz contrar trebuie sa se ^ina seama de echivalarea cu- 
ren^ilor ce strabat aceste celule, cu pinze de curent potrivit 
repartizate pe fe(ele laterale ale prismelor determinate de ce­
lule in directia axel z, astfel incit sa se respecte legea cir- 
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cuibului magnebic.
Revenind la ulbima egalibabe (3*18),  consbruind expresia 

derivabei normale a lui A (daba de aceasba egalibabe), in (2.54) 
$i ^inind seama ca in celulele, rob H = 0, din ecua$iile (2.54) 
dispar valorile poben^ialului din puncbele de pe fronbiera $i in 
bermenii liberi apar valorile derivabei normale.
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B. MODELAREA CIMPURiLOR

PLAN - PARALELE

I. GENERALtTATi ASUPRA MODELARii

Ubilizarea beoremelor modelArii in deducerea relatiilor 
inbre coeficien^ii de analogie esbe necesarA penbru fundamenbarea 
inbegrArii beoriei modelArii cimpurilor elecbrice $i magnebioe in 
beoria generalA a similibudinii, analogiei $i modelArii. Relatii- 
le se pob deduce mai simplu prin subsbibu^ia marimilor unei ecua- 
^ii cu produsele coeficien^ilor de analogie cu mArimile analoage 
din ecua^ia care descrie fenomenul analog celui descris de prima 
[53],[52] ^cesb mod, firesc dealbfel, esbe sus^inub mai degrabA 
de bunul sim$ decib de un suporb beorebio adecvab; din acesb mo- 
biv, penbru modelele discubabe relat?iile inbre coeficien^ii de 
asemanare se deduc in baza analizei criberiale.

De obicei, in ecua^iile fizicii mabemabice inbra un nu- 
mAr apreciabil de mArimi fizice complexe (paramebri, consbanbe 
dimensionale ebc.) care evidenb pob fi exprimabe prin mArimi 
fundamenbale. 0 bransformare a unibA$ilor acesbor mArimi nu la- 
aA in genere neechimbab sisbemul de ecuatii decib In cazul cind 
inbre ooeficientii de bransformare exisbA o serie de condi$ii 
adecvabe de conpabibilibabe.

Conditiile de compabibilibabe se ob^in pe baza omogenl- 
bA^ii eoua^iilor ale cAror bermeni brebuie sA fie eohidimensio- 
nali. Aces be condi^ii deberminA aga-numibele criberii de simili- 
budine. A

In exisben^a acesbor ariberii sbA deosebirea dinbre 
similibudinea geomebricA $i cea fizicA.

0 bransformare admisA in sisbemul de ecua^ii imparbe 
bobalibabea fenomenelor clasei simile corespunzAboare in grupe 
de fenomene simile, caracberizabe prin propriebabea cA oricare 
ar fi proprieba^ile fenomenelor grupului se zic asemenea (simi­
le) iar bransformarea admisA poarbA numele de similibudine.

Analogiile se aplicA la fenomene din domenii diferibe 
ale fizicii. Legile asemanAboare ca formA, dar diferibe ca pa­
ramebri care inbrA in componen^a lor, debermina clasa de analo­
gie.

Ca $i la similibudine, in grupa de analogie oricare 
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ar fi parbicularibahile fenomenelor cercebabe, ele pojb fi deber- 
minabe inbr-un fenomen cunoscub grupului.

Experimenbarea in cazul analogiilor difera de oea de la 
similibudine prin fapbul c& fenomenul ales penbru experimenbare, 
ai carui paramebri pob fi u$or masurahi in condihiile de lucru 
ale laboraborului, face parbe din alb domeniu al fizicii decib 
fenomenul penbru care se aplica rezulbabul.

Teoria modelarii indicS. cum brebuie ales fenomenul expe- 
rimenbab din grupa de similibudine sau de analogic abunci cind, 
in locul fenomenului dab, imposibil sau greu de explorab, se a- 
nalizeaza. un albul aparpinind grupului de similibudine sau de 
analogic din care fac parbe ambele*

Asbfel, se alege un alb fenomen de aceeagi nabura cu pri 
mul sau de nabura diferiba, la care variapia diferipilor parame­
bri idenbici sau analogi sa fie in limibele rezonabile posibili- 
bahilor de masurare sau inbenpiilor experimenbaborului. Penbru 
ca rezulbabele cercebarii fenomenului ales penbru experimenbare 
se poaba folosi la deberminarea buburor condipiilor in care se 
desfa?oar& cel dinbii, esbe necesar ca cele doua fenomene sa ai- 
ba oondihii de unicibabe corespunzaboare, criberii de similibu­
dine sau analogic idenblce, deci ca fenomenele s& faca parbe din 
acelagLgrup de similibudine sau analogic; in felul acesba feno­
menul al doilea consbibuie modelul ppimului fenomen care se na­
me $ be original.

Condipiile enumerabe mai sus decurg din cele brei beore- 
me ale similibudinii [50],[51] ,[52] :

1. Teorema produselor (sau becrema ) spune ca 0 ecua- 
hie poaba fi scrisa dear cu n-k bermeni complecgi adimensionali, 
n fiind numarul marimilor care inbra in ecuahia respeebiva, iar 
k, numarul de marimi fundamenbale din aceasbS. ecuahia*

Fiind daba deci ecuahia :
f(a^, 82), b^^,...,b^) — 0 (1.1)

care conhine k marimi dimensionale primare 9i n-k

m&rimi secundare conform beoremei aceasba se mai
poabe serie ;

......... = 0 - (1.2)

in care
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sink termeni adimensionali numiti criterii.
Pentru aplicarea teoremei se impune, in prima instantA 

ca din rindul marimilor fizice care determina fenomenul sa se 
aleaga marimile care pot fi considerate fundamentale.

Trebuie subliniat ca forma in care apare legAtura dintre 
mArimile fizice depinde in mare masura de modul cum s-a fAcut 
alegerea mArimilor fundamentale. Ca marimi fundamentale pot fi 
alese fie mArimile fundamentals universal admise ale sistemului 
de unitati de masurA in care se lucreaza, (SI, de exemplu), fie 
un numar oarecare de marimi fizice care intervin in fenomenul 
studiat, alese independent de marimile fundamentale ale siste- 
mului de unitAti in care se lucreazA. In acest ultim caz ele 
trebuie sa indeplineascA urmAtoarele conditii :

- fie independente dimensional;
- dimensiunile lor sA permits exprimarea dimensionalA a tu 

turor mArimilor derivate de care depinde fenomenul.
2. Pornind de la conditiile de similitudine ale fenomenelor 

fizice, $i anume scriind identitatea formalA a ecuatiilor la 
similitudine, se poate serie pentru douA fenomene A $i V cu mA- 
rimile esentiale deduse din legea de conduitA ;

f(a^, a^, bk+1'***'  (1*4)

f(a^, ag,***f  a^, ^k+l'*"'^n^  "
- A A

in care f este o functie necunoscutA, insA unioA, iar a^ ,b^ ?i 
V Va^, b^, sint mArimile oorespunzAtoare din cele douA eouatii a- 

semAnAtoare.
Utilizind teorema produselor $i introduoind in formele 

adimensionale relatiile dintre A ?i V, rezulta :

AdicA un $ir de fenomene corespunzatoare unui sistem de
eouatii formeazA un grup de fenomene asemenea, fiecare dintre 
oriteriile respective de similitudine are o valoare unicA pen­
tru toate fenomenele grupului.

AceastA teorema permite extinderea imediata a rezulta- 
telor unei singure experiente in incregul gr-up de fenomene aim­
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pie sau analcage, care este detarminat prin invariants (egalita- 
bea valorilor) criteriilor de similitudine.

3. Multimea fenomenelor determinate din sisteme de ecua- 
tii 9i conditii de unicitate date, alcatuie$te un grup de fenome- 
ne numai daca marimile care intra in conditiile de unicitate for- 
meaza un grup de similitudine $i criteriile de similitudine care 
se deduc din .ecuatii, fiind alcatuite cu m&rimile acestora, au 
valori unice.

Necesitatea conditiilor indicate de aceastR teorema 
decurge direct din teorema intiia.

Pentru aceastA teorema nu se poate da o demonstratie 
generala, deoarece o formulare completa a conditiilor de unicita­
te nu e cunoscuta.

Teoremale similitudinii se aplica sub aceeagi forma $i 
la analogie. Astfel, pentru toate fenomenele grupului de analogie, 
criteriile care coraspund au aceea?i valoare. Sint fenomene ana- 
loage acelea ale caror conditii de unicitate sint corespunzatoare 
$i ale cAror criterii corespunzatoare au aceea$i valoare.

La analogie $i mai mult la similitudine, coresponden$e- 
le biunivoce care se pot.stabili intre diversele marimi fiuice 
ale originslului $i ale modelului se observa imediat. In modelarea 
cimpului electromagnetic ele se pun in evidenta prin factorii de 
similitudine sau de analogie. Ace$ti factor! sint defini$i de ra- 
poartele dintre marimile din original $i corespondentele lor din 
model. De exemplu, notind o marime din original cu A $i pe cea co- 
respunzatoare din model factorul de analogie al acestora va fi:

Cu precizarile facute, de altfel foarte utile pentru a 
putea incadra corect sub aspect teoretic modelarea cimpurilor 
electromagnetice in teoria generala a modelarii, se pot deduce fa­
re nici-o dificultate conditiile de asemanare original-model $i 
corespondentele optine $i coreate intre diversele marimi care des- 
oriu'cele doua fenomene apar^inind aceleia$i grupe de similitudine 
sau analogie.

Tinind seama de cele doua tipuri de ecuatii care tre- 
buie rezolvata (1.29-A $i 2.1-A) se vor cauta fenomene caracteri- 
zate prin ecuatii asemanatoare ca forma, se vor analiza dimensio­
nal reducindu-se la formele lor criteriale $i din conditiile im­
puse de teoremele a 11-a $i a 111-a se vor obtine relatHIc intre BUPT



coeficienti de corespondent, relati cn care qpoi, in fiecare 
problemA concrete, se proiecteazA modelul optim indicat simula- 
rea cimpului.

Trebuie remarcate trei tipuri de modelAri care s-au im- 
pus in practice analizei cimpului electric ?i respectiv magne­
tic $i anume : modelarea in medii rezistive ?i capacitive (me­
dial rezistiv fiind un electrolit, hirtia electroconductoare 
sau in general un strat electroconductor de rezistivitate mare, 
in raport cu cea a metalelor : Cu, Ag etc.), modelare pe retie 
analizoare RC $i modelarea probabilistic^.

II. MODELAREA IN MEDlt REZtSTtVE st CAPACiTiVE— - ...... ,
Acest tip de modelare are la bazA ecuatile cu deriva­

te par^iale P^ care le satisfac potentalele V $i Aw
Se cuvine remarcat faptul cA in electrotehnicA se gA- 

seso rareori probleme de cin^p electric cu distribute volume- 
tricA de sarcina electricA a?a incit problema generalA a mo­
de lArii se va prezenta doar pentru cimpul magnetic, insistindu- 
se la locul cuvenit asupra acelui electric fArA surse volume- 
trice de aarcinA (in medii diectrice, omogene, neomogene t cu 
anizotropie idealizetA).

Se va cAuta deci un fenomen u$or determinabil experi­
mental apartinind clasei de analogic descrisA de ecuata 
(1.24-A).

2.1. Principiul metodei
Se oonsiderA in acest scop un strat electroconductor 

de eleotrolit, hirtie grafitatA etc., avind grosimea func- 
tie de douA coordonate x^ 9i y^ ale unui sis tern cartezian or- 
togonal (x^ , y^, z^), una din fetle stratului fiind oonti- 
nutA intr-un plan paralel cu planul z^ w 0. In acest strat de 
rezistivitate cu mult mai mare decit rezietivitAtle me- 
talelor sau aliajelor obi$nuite (Al, Cu, Am), se injecteazA 
prin una din fetele lui, curenti electric! i^^ (kml,...,N^; 
Ng este numArul curen^ilor). Injectarea poate fi fAcutA prin 
pieae semiconductoare (fig.2.1 a) de rezistivitAti p^a^fm'Sau 
prin reziatent de valori adecvate (fig.2-1 b) astfel incit 
valorile aoestor curenti sA poatA fi fixate independent de 
stratul cu care sint in contact. La alimentarea ansamblului 
cu curenti alternativi, curenti pot fi injectat prin ccn- 
densatoare in numAr $i de valori ale capacitAtilor potrivite.
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La injectarea distribuitd (prin rezisten^e san capacita^i) se poate 
echivala o reparti^ie media de densitate de curent pentru fie- 
care zona S^ da injec^ie, avind directia (nesemnificativa. de 
altfel) $i sensul dorit $i bine determinate Ansamblnl de elemente 
de injec^ie pentru un curent poate fi identificat sub acest aspect 
cu o piesd semiconductoare (fig.2.1 c),binein^eles cu condi^ia ca 
elemontele pasivo de injec^ie R^^ sau s& fie implantate in me­
dial electroconductor la distance suficient de mici incit
- densitatea medio de "calcul" corespunzatoare elementului de su- 
prafata din jural punctului de injec^ie - s& fie echi valent a cu 
densitatea de curent medie din aoela$i element de suprafa^d din 
piosa semiconductoare.

Fig.2.1. Moduri de injec- 
1?ie a curentilor in mo­
del ;

a. printr-o piesa semicon­
ductoare;

b. prin rezistori;
c. prin condensatoare.

Sistemul se considers. ipotetic (sub aspectul existen^ei 
lui dacd injoc^ia se efectueaza prin elemente distribuite R^g 
(fig. 2^1'b) sau (fig.2.1.c).

Se mai admits ca pe cealaltd fa$& a stratului electroccnduc 
tor se afla dispus un strat condensator, uniform repartizat pe pro- 
iec^ia S^ a bazei piesei semiconductoare, pe aoeastd fata;se crea- 
z& astfel un sistom de capacita^i uniform distribuite,una din arrnd- 
turilo unui cordonsator fiind comund, alcatuitd dintr-un eleotrod 
motalic legat la masu, iar calelalte in numar inf ini t de mare fiind 
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determinate de ppr^iunea corespunzatoare din stratul electrocon­
ductor (fig.2.2).

Din acest ansamblu se deta§ea-
za un element de volum paraleli- 
pipedic a aarui baza inferioara 
se afla con^inutA in planul elec- 
trodului metalio al stratului 
condensator, iar female laterale 
sint normale pe baza inferioarA, 
baza superioara fiind paralelA cu 
cea inferioara $i la inAHime ar­
bitrary prin materialul semicon­
ductor. Se admits ca direc^ia

(fig.2.2.)
densitatii da curant: J asta pa- niR
ralela cu muchiile laterale ale

elementului de volum considerat $i evident, cu aceastA condi^ie 
semiconductorul nu poate fi declt ipotetic.

Bazele au ariile infinit mici dx^ dy^. Elementul de volum 
sate prezentat in fig.2.3.

.e.ectrGd c:n 
materiC' Dun

ccnajcror

J sem[conductor 
<* pater to

Fig.2.3. ExplicativA la rela^iile 
'5=^'- (2.7), (2.8) 91 (2.9).

, . rti-n

Densitatea de curent J intr-un punct din stratul elec- m 
troconductor are trei components

j. = (2.7)

Tinind sema cA y , la aplicarea legii conservArii
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saroinii

m
(2.8)

m
penbru volumul elemenbar considerab in fig.2.1 (mai pu$in volumul 
elecbrodului conecbab la paminb), neglijind infini^ii'mici de or­
din superior lui 2, se ob^ine :

rs 9 J 9 J dVd /. nix\, iny \ ni
" ms" " mo**?F^ (2.9)

cu ; 0^0 - capacibabea corespunzaboare sbrabului dielecbric pe 
unibabea de suprafa^a de elecbrod ;

- poben^ialul elecbrocinebic al puncbului de coordonabe 
(x^, 7^) sbrabul elecbroconducbor;

J - densibabea curenbului (reais, sau de calcul) din piesa ms
semiconducboare (reala sau ipobebica).. . .

Cu legea lui Ohm in forma locals

* ^m ^m*  ^^m " p (2.10)m _
9i expresia inbensibS^ii cimpului elecbrie E^ func^ie de poben- 
^ialul * - -m

E. = -gradV^,. (2.11)

3Vm\ d - j
3^^ ay. = °"c

aceasba in ipobeza cS $i esbe o func^ie de puneb.
*
In lipsa curenbului de injec^ie, din ecua^ia (2.12) ar lip- 

si J^s iar in absen^a sbrabului condensabor din aceasba ecua1?ie se 
suprima primul bermen al membrului doi. Penbru \ por$iunile din pa- 
bura elecbroconducboare lipsibe de injec^ii de curenb $i de scur- 
geri de sarcina la paminb, ecua^ia sabisfacubS de poben^ialul va 
men^ine din ecuatia (2.12) primul membru, membrul al doilea fiind 
idenbic nul.

Ecua^iile cu derivabe par$iale pe care le sabisface 
Vm y^) diferibele zone ale sale vor fi deci :
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^mo
dV^,m

^mo

m
dV„m

, pentru oazul general prezentat;

pentru zonele lipsite de curen^i i ma

(2.13a)

(2.13b)
m

- J^g , pentru zonele lipaite de strat condensator;(2.13c)

0 , pentru zonele fAr& curen^i i^ $i f&r& etrat 
condensator

In ecuatiile de mai sus s-a notat prin e^qpreaia : 
m 1

? "'4n m m^m

(2.13d)

(2.14)

Ecuatiile care deacriu cimpul magnetic in medii neomogene,se 
pot grupa intr-un mod asemAnAtor eoua^iilor (2.13) :

-3- ( 1 -RA ) * ( I .
a y a y

a A(T-S^ - J , pentru zonele coreapunzAtoare seclyiunilor conduo- 
toarelor alimentate cu curen$ii i^ in care nu ae 
neglijeazA ouren^ii turbionari ; (2.15a)

6*  , in conductoare parourae doar de ouren^i turbiona­
ri (i^. 0); (2.15b)

- J . in conductoare alimentate in curent continue aaua
in curent alternativ (cu neglijarea curen$ilor 
turbionari); (2.15o)

- 0 , in apa^iile dintre conductoare (2.15d)

Jg H eate denaitatea media de curent dintr-un conductor.
Din compararea ecua^iilor (2.13) ou (2.15) rezultA cA feno- 

menele deacriae de ele apar^in aoeleiasi class de analogic aatfel 
incit prin fenomenul descria (2.13) se poate analiza cimpul mag­
netic plan-paralol in diveraele regimuri eleotromagnetice.

Fenomenul oaraotorizat do (2.13), indicat prin litora 
aparo in "model" iar col doacria de (2.15) se indioA prin liters 
"A" si aparo in original, adicA in eiatomul electro!zagnetic de 
atudiat aub aapectul cit^ului magnetic (direct) si a cimpului 
electric (indirect prin relatiile dintre aceste oimpuri).

Relatiile de analogic se vor ob^ine pentru eouatiile mai 
generals (2.13a si 2.15a), pentru celelalte, prin partioulari- 
zAri.
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Ecua^iile (2.13a) $1 (2.15a) in formele lor implicite se 
pot serie pe baza asemAnarii lor !

f (Jg, 1) t, o* , A) a 0 (2.15a')

Alegind pe J^, 1 (lungimea), t, (T $i respectiv pe

h , C , ca marimi independents (fundamentale) in cele douA ecua- m mo .
^ii $i pe^i, A, $i respectiv $i ca marimi derivate din pri- 
mele, ecua^iile (2.15a*)  $i (2.13a*)  se pot serie in formele lor 
criteriale :

F (5f*  .;%A ) = 0 , (2.15a")
1 2

F (^ , ^ ) = 0 , (2.13a")
1 2

=1 /1 '1 "1 *2  ?2 =2 "2
J-c-t-0 J .t .Cms m m mo ms m m mo

sint criteriile color douA fenomene descrise de A $i respectiv 
de V.. *

In urma analizei dimonsionale se determine necunoscntele

^1 *2  * ^1'*  2 * 9-a.m.d.p., $i din egalarea criteriilor corespun- 

zatoare analogiei A m

rezulta ;

V 0 m mo
J t ms m

(2.17)

(2.18)

(2.19)

Definind coeficientii de jnato^ie.
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"t = IT ' = !T*  ' (2*2°)  
m mo

relatiile criberiale (2.18) $i (2.19) se bransformA, la inlocui- 
rea valorilor unui fenomen in func^ie de cele analoage, in rela- 
$ii inbre ace^bi coeficienti :

A G

Se observA cA rela^ia (2.18') confine bo$i coeficien^ii de 
in afarA de care apare in (2.19*).  Ca urmare re- 

la^ia (2.18*)  se considerA rela^ie de bazA in modelare §i dacA 
scopul rezolvArii problemei de cimp consbA doar in a debermina 
Valori rapor ba be ale marimilor R pi L, nu se mai apeleazA la re- 
la$ia (2.19'). DacA problema impune de berminarea valorilor abso- 
lube ale mArimilor elecbromagnebice se ubilizeazA pi expresia 
(2.19*)  din care se deberminA,

k*. ^b
k. - kj (2.20)

unde k^ * v- esbe raporb ul cure nailer din original pi a celor oo- 

respunzAbori absorb^iei de model.
Bxprimind pe k^. din (2.18*),  (2.20) se mai poabe serie

*1'^*1  (2.20*)
Modelul se proiecbeazA asbfel t se aleg k^, kj- , kg91 rezul- 

bA kf., respeebiv bimpul din model. Alegindu-se rorespunzAbor nece- 
aibA^ilor impuse de mAsurare corecbA pi consum minim de energie in 
model, valoarea raporbului k^, rezulbA valoarea lui k^ pi deci po- 
sibilibabea deberminArii complebe a cimpului prin modelare. 
Analog, penbru ecuaCii (2.13b) pi (2.L5b) se ob^in :

k2 = k^ (2.18")

k^ k(_ a k^. (2.19'*)
Acesbe rela^ii se pob ob^ine din (2.18) $i (2.19*)  observind cA;
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Din (2.18") $1 (2.19") rezultS. :

La modelarea cimpurilor descrise de (2.13c) timpul nu in­
tervine in proces chiar dao& procesele sint variabile in timp $i 
de asemenea capacitatea $i C nu mai apar in expresiile crite- 
rillor. Ca urmare :

= zj = O

$i rela^iile (2.18*)  $i (2.19") devin

din care rezulta

(2.18")

(2.18"')

(2.20")

Condil^iile de analogie se simplifica. $i mai mult pentru 
cimpurile laplaciene (ec.2.15d), observind ca cele trei marimi 
din fiecare grup de analogie (A $i V^) pot fi considerate indepen- 
dente dimensiunile lui A $i fiind legate prin unitatea de masura a 
curentului marime ce nu apare in ecuatia care descrie oimpul. Ca 
urmare rezulta :

= o constant a arbitrara.

- In fiecare din condi^iile de compatibilitate s-a presupus 
constanta coeficien^ilor de similitudine. Dac& pentru k k , kjg 

se poate asigura u$or aceasta constants, pentru coeficientul k^ 
ea se asigura mai dificil. Din

rezulta

constant

= constant

(2.22)

(2.22')

Cum mediile electroconductoare sint de obicei omogene sub 
aspectul rezistivita^ii, (2.22') se reduce la con<Ri$ia :

h s constant m (2.22")
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adicA neomogenibabea magnebicA din original se branspune pe mo­
del prin variere inversproportionalA a grosimii sbrabului eleo- 
broconducbor.

A

In cazul cimpurilor elecbrice plan-paralele, descrise
de ecuatii de bipul (A.1.6) sau (A.1.7) se poabe serie

= consbanb
adicA

= consbanb (2.22^)

adicA grpsimea sbrabului elecbroconducbor se variazA proportio­
nal cu 8.

In fig.2.4. sinb prezenbabe modurile de realizare a edn- 
ditiei (2.22^) cu eleebrolib (b) $i cu hirbie elecbroconducboa- 
re (c), penbru sbruebura unui sisbem elecbrosbabic prezenbabA 
in fig.2.4a; f^rele conducboare de corec bare a cimpului sinb im- 
planbabe in maberialele elecbroconducboare, pe curbele corespun- 
zAboare suprafetclor de disconbinuibabe a functiei 6(x,y) in 
scopul echipobentializArii pe verbicalA a puncbelor de pe aces- 
be curbe [53] *

fir de corectare

.Fig.2.4. Exemplu de branspunere pe model a functiei 
^(x,y) : a. sisbemul original; b. modelul 
elecbrolitic; c. modelul pe hirbie elecbro­
conducboare .

Caracberisbicile permibilibAtii magnebice neliniare 
(sau a permibivibAtii dielecbrice) pob fi reprezenbabe inbr-o 
cuvA elecbrolibicA (un vas izolanb cu eleebrolib) sau pe hir­
bie elecbroconducboare prinbr-un proces iberabiv [54] . Se 
presupune la incepub o permeabilibabe consbanba. CorespunzA-
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tor acestei situatii se construiegte an model cu stratul electro­
conductor va fi de grosime constanta. Pentru cimpul detormi­
na t pe acest model se calculeaza valori noi ale permeabilita$ii 
in fiecare punct iar grosimea stratului elec trocondu^c tor este 
reprofilat corespunzator. Apoi distribu^ia cimpului in noile con-*
di$ii se determina din nou, se recalculeazaji, g.a.m.d. In mod 
normal doua sau trei etape sint suficiente pentru a se determina 
reparti^ia reala a cimpului.

Simularea anizotropiei magnetice sau electrice, pe model 
se poate trata pornind de la ecua^iile (2.13) $i in acest scop 
se reamintegte ecuabia (A.1.31) ecua$ie care descrie cimpul mag­
netic intr-un mediu anizotrop idealizat, in lipsa'curen$ilor e- 
lectrici gi de asemenea ecuabia (2.13.d):

ax^ d y„ = ° (2.13.d)

Cum nu se poate realiza ca func$ie dorita de punct, se 
considers stratul clectroconductor omogen ((7*̂(x^,y^)  = const.) 
astfel incit ecuabia (2.13d) se mai poate serie :

* - - (2.13"d)

gi deci in sistemul imaginat se pot modela cimpurile din medii 
anizotrope.

Conparind ecua^iile (A. 1.31) admil^ind propor^ionalitatile 
inbre gi b^ gi $i h,gy ou (2.13"d) tinind seama de indepen- 
den^a dimensionala a marimilor A, , 1 gi respectiv V^, b^,l^, cu 
notatiile :

Daca se imagineaza ca

(2.13'd)

a stratului electroconductor
iar la o deplasare dup& y^ o
(2.13'd) devine :

la o deplasare dupa x^, grosimea 
are o valoare medie constanta h _ mx 
valoare medie constants h__ , ecuabiamy
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k))x ky)y h
my

condi$ia rezohabilA

k. wk. w k^i ,9x ^y '
rezulbA

k.
k^, w cons ban ba arbibrara (2.23)

Modal de realizare a valorilor h pi h , esbe indicabA mx my
in fig.2.5.

izoiant

b)

Pig.2.5. Mod de aimulare a anizobropiei

2.2. PoaibilibAti praobice. Modelarea oonditiilor 
de fronbierA

Reveind la modelarea cimpului magnebio deaoria de eoua 
^ia 2.15), se pob face oibeva observa^ii pracbice referiboare 
la poaibilibAtile cimpurilor magnebioe in medii neliniare in 
oondi^iile exiaben^ei in aoeabe medii a unor carenyl eleobrl- 
ci.

Sblind cA 

^mo

din rola$ia (2.18) rezulbA !

(2.25)
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d fiind grosinea dielecbricului (a sbrabului condensabor) din an­
ti

samblul-model.
Expresia (3*25)  arab& cd dac& neomogenibabea luise poabe 

models prin y^, neliniaribabea magnebicA poabe fi analopga nelinia- 
ribaCii elecbrice a dielecbricului de permibivibabe 6^ din sbrabul 
condensabor. Penbru caliba^ile obi$nuibe de hirbie elecbroconduc- 
boare penbru care esbe de ordinal (3+5 k.n.), o frecvenC& de ali- 
menbare a modelului (corespunzaboare regimului sinusoidal),f^=2000 
Hz, scara bimpului 40, scara uzuala a lungimilor k% = 3+4 $i 
permeabilibabea media a maberialului neliniar1,2$6. 10 ^H/m, 
rezulba C ^(400 + 500).10*̂F/m^.  Asemenea valoare se.poabe abin- 

RO
ge ubilizind pelicule dielecbrice foarbe subCiri sau folosind pld- 
cuCe mebalice oxidabe pe una din fe^e*

Reproducerea dependence! ^i(H) prin funcCia prin fo-
losirea peliculelor de seignebbodielebrici esbe foarbe greu de 
realizab, pracbic imposibila, din cauza lipsei unor maberiale cu 

caracberisbici adecvabe [54].
Procedeul iberabiv descris in <^2.1 inbroduce, in caz ge­

neral, mari complicaCii consbrucbive care adaugabe celorlalbe de- 
zavanbaje de meboda, il fac de mulbe ori neubilizabil.

Exisba bobu^i problems cu medii neliniare in care cimpul 
se pod be analiza relabiv u$or ubilizind un procedeu iberabiv, $i 
anume acelea in care se cere cimpul in afara mediilor neliniare 
(in aer, in cupru ebc.), zone penbru care permeabilibabea magne- 
bica se poabe idenbifica cu cea a vidului (^i = = l,2$6.10*̂H/m).

Evidenb, penbru zonele cu^i = ^, grosimea sbrabului elec- 
broconducbor va fi consbanba iar pelicula de dielecbric va avea 
permibivibabea independenba de cimp.

Pe suprafeCele unor medii feromagnebico, care vor fi con- 
siderabe fronbiere in asbfel de problems, in regim sinusoidal, 
penbru frecven$a indusbriala, in fiecare punab de pe suprafaC&t 
inbre componenbele bangenCiale E $i H^^scrisa in complex) ale 
vecborilor inbensibabe de cimp elec brie E $i inbensibabe de citip 
magnebic H, exisba o legabura pe deplin deberminaba care repre- 
zinba condiCia la limiba necesarA de realizab la modelare.

Penbru cimpurile magnebice uzuale, (H>20A/cm),in cazul 
semispaCiului conducbor feromagnebic, relaCia dinbre E^^i 
esbe [54] 1 _____

B^.= (1+0,6 3)\//^ H^. (2.26)
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in care este modulul permeabilitAtH magnetioe complexe pe 
suprafata corpului feromagnetic pi este o functie de .

Pentra intairea modalui de utilizare a relatiei (2.26) 
la modelarea pe hirtie electrocondactoare se considers, un sis­
tem de conductoare alimentate cu curenti sinusoidal!, sistem 
care in sectiune transversals are forma din fig.2.6.

ductorul masiv parcurs de curentul i. 0 (notat cu F), con- 
ductorul masiv - mediu de curenti turbionari (ig a 0, notat cu 
H) pi un fascicol de conductoare subtiri in care se poate ne- 
glija componenta solenoidal& r a cimpului electric pi 

avind curentul ig^ prin fiecare conductor k diferit de zero.
Sistemul se aflA plasat intr-o cavitate efectuatA in 

otel eleotrotehnic de grosime pi cu raze de curburS suficient 
de mare pentru a putea fi tratat ca un aemispatin conductor.

Pentru interiorul cavitAtii, potentialul vector mag­
netic aatisfaoe pe portion! ; eouatia Ini Fourier (in con- 
ductorul F), eouatia lui Helmholtz (in oonductoral H) pi in 
fier eouatia Ini Poisson (in interiorul fasoicolului P) pi 
eouatia lui Laplace (in spatial L dintre conductoare).

Se observA cA de-a lungul curbei (urma suprafetei 
oilindrice interioare a ecranului feromagnetic sint valabil^! 
o ecuatie Helmholtz pentru interiorul otelului pi o ecuatie 
Laplace pentru cavitate.

Conditiile de frontierA, de tip neliniar, sint dahe 
de proprietAtila de conservare a componentei normale a indue-
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$i<3i magnetice $i a componen^ei tangen^iale a intensit&^ii cimpu- 
lui magnetic t 9A 3A

SiFe " —n aer ^Fe*  ("gTr \er (2*27)

H _ H sau -A- f )E Fe " aer a n^Fe ^n Aer
(2.28)

Dupa substituirea in (2.28) a expresiei (2.26), gtiind ca:

E = - A , (2.29)
indcxind cu "1" spa^iul cavita^ii $i cu "2" mediul-o^el, se ob$i-

^2 4^)1 = °

Condi^ia la limita corespunzatoare pentru model 
ne inlocuind in (2.30) :

m

se va ob$i

dupa care rezulta :
--mns

(0,6-j)

unde J este densitatea de curent, normala la frontiers f* din 
model, intr-un punct "s" pe frontier a corespunzatoare frontie- 
rei din original.

Se imparte limita in sectoare Al^ gi pentru fiecare
sector se ob^ine o valoare medie V^gg a poten^ialului V_^, egalA
cu :

^ms2 * ^ms ^m ^nms -^ms * ^mns ^ms (2.33)

Din identificarea rela^iei (2.32) cu (2.33) rezulta :

= f3(O,6-j)^

cu /3 = constant.
RezultB. ca z__ este inpedan^a unui circuit serie R 

avind valorile parametrilor

" °'6? (2.35)
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DacA se potrivosc rezistentele R^ neliniare capacitA- 

tile C^g la care dependence de curent este functie de respec- 
tiv de atunci se pot crea pe model condihiile la limitA ne­
liniare .

Se poate obtine o precizie mai mare utilizind in^edantele 
z  1iniare pi folosind $i metoda aproximatiilcr succesive.

Curentul care deviazA in z^ (cuplatA intre $ine s de di- 
mensinne ^l^g 91 masA) este proportional cu valoarea lui H^g ;

S-a Cinut aici seama de relaCiile (2.18") $1 (2.19").
Cu aceastA observaCie rezultA urmptcrul mod de oonstrui- 

re a modelului. Mai intii se alege o foaie de hirtio electrooon- 
duotoare de grosime h^ oonstantA, pe care se trasoazA curba n^. 
In interiorul frontierei ae injecteazA acolo unde e nevoie cu- 
renCii i^ (In zonele F $i P) $i pe porCiunile corespunzAtoare 
prezenCei in original a curenCilor turbionari se lipesc stratu- 
ri oondensatoare. Cu mijloace obiQnuite se mAsoarA valoarea lui 

prin mArimea 1^ admiCind initial a Din curba fundamen­
tal de magnetizare a otelului se aflA^igg(H^g). Cu relatia (2.34) 
se calculeazA z^g. Hirtia se taie dupA conturul $i pe ?inele 
de cupru cu dimansiunile se cupleazA R^g $i X^g. Se mAsoa­
rA J^g care deviazA in fiecare $inA, se calculeazA §i se 
oorecteazA z^^. MAsurlle se repetA de 3-^4 ori pinA oind coreo- 
tarea nu mai este neoesarA; atuncl valoarea mAsuratA a lui H _ o 
va corespunde lui ji*  teore tic. Modelui corespunzAtor sistemu- 
lui din fig.2.4 este prezentat in fig.2.7.

0 datA fixate ultimele valori in urma proceaului de 
iteratie modelul este pregAtit pentru mAsurArile neoesitate do 
analiza problemei de citnp.

Conditiile de frontierA de tip Dirichlet $i Neumann - 
nulo se transpun pe model extrem de simple :

- pentru conditiile Dirichlet, potentializarea la scare 
k^(ky sau kyg) a punctelor de pe marginea a modelului se fa­
ce prin ace metalice auficient de apropiate unul de altul incit 
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func^ia poben^ial din original sA fie reprodnsA cib mai fidel de 
func^ia V^(x^, y^); daca poben^ialul din original esbe o consban- 
bA pe on anumib segmenb din fronbiera, abunci segmenbul corespun- 
zAbor din model confine o foUA mebalica poben^ializat^A corespunzA- 
bor (la modelul cu eleebrolib) sau, se pensuleaza marginea ob^inubA 
prin decuparea modelului pe por^iunea respeebiva, cu arginb coloi- 
dal (penbru modelul din hirbie elecbroconducboare) [55]*

- penbru por^iunile de grani^A cu condi^ii Neumann-nule 
for^area directiei liniei de cimp bangen^ial pe por^iunile co- 
respunzaboare din model, se face izolind de-a lungul acesbor por$i- 
uni domeniul de exberiorul sau, cu piese de perbinax, lemn lus- 
bruib ebc., dacA pAbura conducboare esbe elecbrolibul; daca mode­
lul se confec^ioneaza din hirbii elecbroconducboare condi%a se 
realizeaza simplu prin decuparea hirbiei din exberiorul lui D^.

Exemplul din fig.2.8, 2.9 $i 2.10 ilusbreaza cele expuse 
mai sus.

ExisbA o mulbibudine de probleme la care domeniul D esbe 
infinib $i penbru care oricib de mare ar fi saara lungimilor,pen­
bru a models cimpul acesbor sisbeme, ar fi necesara inbinderea 
nelimibaba a paburii repisbive ;

- de obicei sisbemele elecbromagnebice sinb.complebe, adi­
cA sinb indeplinibe condi^iile (3*5-A);

- sursele cimpurilor sinb concenbrabe in spa$ii cilindri-
.e'd. raza * ,2

- ecua^ia lui Laplace, sabisfacuba de orice poben^ial  
(A,V,Vg) penbru r^r^, esbe invarianba fa$A de inversi- 
unea [33] :

*

r 2 r^
r*  = -2- respeebivr' = - (2.37)

sm semicon - 
ductori

^sm

N

dietectric-^^-
fJita—

Strat etectrolitic 
sau hirtie etectro- 
conductoare

Fig.2.7* Modelul sisbemului din fig.2.6.

1 ^smn ^sm-? r*m

n%k
3*Cmk
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Aplicind subdomeniului r^ inversiunca (2.37) se ob- 
;iM un Simulator In dublu strati [56] [5?] , [53] , in care so
,oato models pnnctul de la infinit (r = 0); primul strat
I) cuprinde zona interioara ccrcului do raza $i so obtino 
tin zona^r < r^ sinplu, prin similitudinea goometricu dotorminaba. 
te . In acesb strat so modeloaza normal din original. In al 
ioilca strab, de acelea?i dimansitini plane cu primul, se modeloa- 
za zona r ^r^. Pune tele cclor dcua margin! r^ = r se echipoben**  
Halizeaza ca in figura 2.11 a,b.

Fig.2.8. Alegerea domoniului D dintr-un 
sisbom cu mai multo siinatrii.

De obicoi, modclele eloctrolibico se oxocutu intr-un vas 
din material izolant, plin cu olectrolit, numit cuva clectroli- 
Uca.

Patura conductoara eloctrolibicil poate fi 0 soluble a— 
POasa a unoia din sarurilo : N Cl, KI, I2'0x, A^NO^, etc., dar de 
^ole mai multe ori, epu do conducts. Cuva propriu*'Zisa  (vrsul 

caro so pane electrolitul ?i so plascrza oloctrozli, so conn- 
^uic^to do obicoi din portinax, cu volm^ paralclopipcdic, obi?-
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Fig.2.9.Transpunerea pe mo- 
delul electrolitio al domeniu- 
lui D din fig.2.8 (delimibat; 
da 1,2,5,4,5).

t
Fig a 2.10. Mode lui pe hirH4 
elec t;r o c onduc t; care, c or e spo^ 
zator domeniului D (fig.2^f 
din original. 1

[sticto)

peret'i 
cuvci

disc

etect rozi

tor II [sub domeniu)

strotut 
conductor I

strotut conduc­

inversot)

b)

Fig.2.11. Simulator in dublu stjrab.
a) cuva elecbrolitica; b) modal de echipoben- 
^ializare a punctelor r = ^om'

*
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3nuib de dimensiunile 1x1x0,1 m .

Penbru domenii infinibe se folose$be cuva cu dubiu sbrab 
de elecbrolib (fig.2.11 a) iar penbru fronbiere de bipul celei 
din fig.2,8, se pob consbrui modele individuale.

Hirbia elecbroconducboare cea mai ubilizaba esbe hir- 
bia grafibabA [55] , avind conducbivibabe, pe cib posibil, inde- 
pendenba de direc^ie, care se fixeazA pe o plan^ebA de lemn.Va- 
loarea rezisben^ei superficiale esbe cuprinsa inbre 10^...10^^., 
deci mai reduse de cel pu$in 90 ori decib cea a lemnului.

2.3. Tehnica masurArii pe modele

a. Deberminarea cimpurilor laplaciene prin modelare in 
ouva elecbrolibica sau pe hirbie elecbroconducboare se poabe 
face in urma brasArii unui specbru de linii echipoben^iale,su- 
ficienb de dens, inbre elecbrozi, cu ajuborul unei scheme de 
mAsurare in punbe conform fig.2.12.

Fig.2.12. Schema de mAsurare in punbe.

8-a nobab cu t G - generabor de audeofrecven^A; $i 
Rg - rezisben^e oomplemenbare (R^ + Rg - consb.); IZ-indicabor 
de bensiune zero; 9! Ng - eleobrozii model; 0- ouva elecbro- 
libioA (sau aimulabor din hirbie elecbroconducboare); S - eonda 
de debecbare a puncbelor eohipobentiale (la ouva elecbrolibioA 
- un ao conducbor, la hirbia elecbroconducboare - un creion 
special care la echilibrul pun^ii lasA 0 urmA colbrabA pe hir- 
bie).

In cazul cuvei elecbrolibice, avind in vedere efeobul 
polarizArii elecbrozilor la 0 alimenbare in curenb conbinuu,se 
alege ca bensiune de alimenbare 0 bensiune albernabivA sinusoi- 
dalA de frecventA limibabA superior de aondi$ia rob 0, §i
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in cazul masurdrilor in punbe avind ca indicator de zero casca 
belefonica, $i de sensibilibabea organului de auz penbru frec- 
ven^ele audeo. Limibarea inferioara a frecven^ei esbe debermi- 
naba de abenuarea polarizarii. Frecven^ele qpbime carcrdspund 
acesbor necesiba^i penbru cuvele elecbrolibice cu sbrab dublu 
(cu un diamebru de 0,5 m) sinb cuprinse inbre 1000 2000 Hz.

Modelele din hirbie elecbroconducboare se pob alimenba 
abib in curenb conbinuu cib $i in curenb albernabiv.

Penbru masurari de precizie in cuva elecbrolibica, bre- 
buie ^inuba seama cd punbea din fig.2.12, nu permibe inlabura- 
rea influence! capaciba^ilor parazibe dinbre componenbele sche­
me! de masurare $i masa $i compensarea bobala a impedantei echi- 
valenbe corespunzaboare polarizarii in cuva. Penbru a sabisface 
acesbe deziderabe, la fel ca la o punbe obignuiba de curenb al­
bernabiv, se conecbeaza in deriva^ie cu R^ $i capaciba^ile 
reglabile $i 0^ (fig.2.13) $i se prevede paminbarea Wagner cu 
un divizor alcabuib din rezisben^ele R^^ $i R^g capaciba^ile 
C^i $i 0^2 ( schema nu sinb firgurabe capaciba$ile a caror 
influenza brebuie compensabd) [6].

Cu schema din fig.2.13, puncbele de poben^ial egal se 
debermina alegind un anumib raporb al rezisben^elor R^ $i Rg $i 
caubind cu sonda in cuva pe hirbie pozi^iile penbru care se ob- 
^ine echilibrarea punbii.

De obicei, la sisbemele de doi elecbrozi echipoben^iali, 
se braseaza un specbru de 11 linii echipoben^iale : doua cores- 
punzaboare^ profilurilor elecbrozilor $i noua linii corespunza- 
boare poben^ielelor ob^inube prin diferen^ierea liniilor inve- 
cinabe cu cibe 10% din bensiune V de alimenbare a elecbrozilor. m
Se vor alego in oonsecin^a urmaboarele rapoarbe inbre Rg $i R^ !

^2 _ 100 * $00 . goo
Ri 900 800 ' ico

Fiecare linie echipoben^iala se braseaza inregisbrind 
la scara pe o hirbie, puncbele debecbabe in cuva cu debecborul 
S, penbru un anumib raporb ^2 . Numarul de puncbe inregisbrabe 

Bl
esbe deberminab de precizia cu care se doregbe sa se brascze li- 
nia respocbiva.
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Cu schema din fig.2.13 se lucreazA astfel ; cu cursorul 
de la divizorul R- + R pus la pozi^ia corespunzatoare raportu- 
lui "2 ales pentru a se ridica o linie echipoten^iala doritA,

?i cu comutatorul k in pozi^ia 1, se deplaseazA sonda pinA la 
aflarea unui minim relativ la indicatorul de zero IZ se corec- 
teazA minimul prin reglarea lui ^i C^, se trece comutatorul 
in pozi^ia 2 $i se aduce IZ la poten^ialul pamintului prin re­
glarea bratelor de la pamintarea Wagner, se revine la pozi$ia 
1 se perfecteaza echilibrul prin reglarea sondei $i capaci- 
tA^ile C^ ?i C2*  Se procedeaza astfel la de terminarea fieca- 
rui punct al liniei echipoten^iale care se determine.

Fig.2.13. Schema in punte cu impAmintare Wagner.

DupA trasarea spectrului liniilor echipoten^iale res- 
tul marlmilor de cimp, func^ii de punct sau integrale, se de­
termine u$or cu ajutorul constantelor k^, ky, ky^ alese la 
proieotare : pentru mArimile intensitA^ii de oimpuri sau in- 
duo^ii, se fao aproximAri de ordinul I, iar pentru mArimile 
integrale se utilizeazA regulile de aproximare numericA (re- 
gula trapezului, a lui Simphson etc.) [34] ,[39],[4O].

b. De terminarea cimpurilor poissoniene prin modela­
re in ouva eltctroliticA este dificilA. IncercArile modelA- 
rii pe hirtie electrooonductoare au dat rezultate mul^umi- 
toare [5^. Schema de principiu a instala$iei de alimentare 
$i mAsurare la modelarea pe hirtie electrooonductoare are 
structure celei din fig. 2.14.

In fig.2.14 se prezintA 0 schema tipicA de alimenta­
re §i mAsurarea pe modelul din hirtie electrooonductoare pen­
tru cimpuri poissonione cu condi^ii de frontiers. nelineare[59]*
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Fig.2.14. Schema de principiu a insbalatiei 
de alimenbare masurare penbru, 
un model din hirbie elecbroconduc- 
boare.

0 foaie de hirbie elecbroconducboare 1, are dimensiuni- 
le la scara In concordance cu sectiunea bransversala a dome- 
niului D. Marginile foil corespund marginilor suprafetelor fero- 
magnebice. Hirbia se a$eazd pe o suprafata de geam 2, de grosi- 
me de 2-2,5 mm geamul avind rol de dielec brie. Pe par be a inferi- 
oara a geamului sinb lipiti eleebrozi din foils de aluminiu,3*  
Dimensiunile eleebrozilor corespund dimensiunilor sectiunilor 
conducboarelor parcurse de curentii din original. Aducerea cu- 
rentilor de la sursa se realizeaza cu capacibatile de alimenba- 
re 4, alese asbfel incib curentii eleebrozilor sa fie proportio­
nal! cu bensiunile magnebomoboare a zonelor respeebive.

Penbru verificarea valorii eurentilor se ubilizeazA 
condenseborul de masurare 5^ cu capacibabe cu mulb mai mare de­
cib capacibatile eleebrozilor $i a color de alimenbare. Tensiu- 
nea pe condensaborul 5 se mascara cu un volbmebru elecbronic.

Hirbia elecbroconducboare brebuie sa adere sbrins de 
sbicla. hirbiei nu esbe rationala daboriba neomogeni-

z&rii grosolane a hirbiei sub aspecbul conducbivibatii C in ur- 
ma procesului de lipire .

Aba?area hirbiei de sbicla. se realizeaza prin inberme- 
diul unui sbrab de maberial friabil, neconducbor de exemplu pra- 
ful de portelan 6. In cazul modificarilor, praful se indeparbea- 
zA u$or cu ajuborul unei pensule moi $i sonda de masurare se ins- 
baleaza in locul necesar.

Ca sursa de alimenbare a modelului se ubilizeaza un ge­
nera bor de audeo-freeventd 7, cu inbrare simebrica.
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In schema instala^iel intrA blocal de deccnectare de la 
reglarea capacitivA 8, voltmetrul electronic 9 de mAsurare 
a tensiunii. Verificarea poten^ialului zero pe model se face cn - 
ajutoral voltmetrului 9, san a osciloscopnlni 10; AceastA ten- 
sinne se cnlege de pe model cn sonda 11, nivelnl "zero" este 
men^innt cn blocnl 8. MAsurAtorile pe model se realizeazA cn 
milivoltmetrnl 12 $i gamitnra de sonde 13. Cele trei sonde 
sint plasate cite donA in planuri ortogonale.

Din expreeiile (1.2-A) $i (1.15-A) reznltA cA E $i B an 
expresiile

= (v^_Vg)2

aga inoit mAsnrarea snccesivA a diferen^elor (V^^-V^^) 
(V^-V^^) dA la soara respectiv ^A , componentele mArimi- 

^1 ^1

lor E san B.
DacA inaintea voltmetrului 9 se conecteazA nn dispozi- 

tiv care ridicA la patrat tensinnile le inaomeazA oi din 

reznltat extrage rAdAoina patratioA, voltmetrnl va mAaura di­
rect pa E reapeotiv pe B.

2.4. Precizia metodelor de modolare

2.4.1. Precizia modolArii in cava electrollticA

Eroarea metodei de mAsnrare este determinatA de preci­
zia elementelor din schema de mAsnrare $1 de erorile sistema- 
tioe care depind de metoda de mAsnrare.

Eroarea globalA inclade erorile mecanice, pe cole deter­
minate de tenaionea snperfioialA a lichidaloi eleatrolit, de 
neomogonizarea electrolitulai, erorile aaazate de polerizare, 
de pertnrbarea din timpal investigArii $i efectele de fron- 
tierA.

Contriba^ia la eroarea totulA a preciziei tension!! de 
alimentare ei a circoitelor de mAsnrare poate fi fAcatA negli- 
jabilA daoA se acordA aten^ia cuvenitA unoi sistem de pAminta- 
ro a inatalatiei mAsurare pi stabilizArii tensinnii de alimen- 
taro.
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Circuital de m&surare a gradientului care implies, masti- 

rarea unor tensiuni mici inbre doua puncte dintre care nici unul 
nu este la potential nul cere un mai mare grad de precizie decit 
oele pentru masuraraa poten^ialului $i in acest caz sint necesa- 
re circuite de urmarire catodica $i amplificaboare stabile.

Erorile mecanice includ atit inoxactita^ile constructive 
ale analogului cit $i interpretarea falsS care se datoregte jo- 
curilor excesive ale par^ilor mecanice $i a impreciziilor in a- 
proximarea frontiers!.

Erorile care se datoresc tensiunii superficiale a elec- 
trolitului sint importante in special cind masuratorile de poten 
tial sint facute linga frontiera.

La orice interface electrod-electrolit trebuie sa exists 
un oarecare grad de polarizare. Cu freeven^e de ordinul a 1 kHz 
$i electrozi de alamS grafitatS, polariza^ia este redusa sufi- 
cient ca rozultatele ob^inute sa fie acceptabile.

Reducerea influen^ei polariza^iei este important^ in spe­
cial cind se folosesc dispuneri multi-electrozi pentru care se 
masoarS gradien^ii $i in aceste situa^ii sint indica^i electro­
zi din platina sau platinizati ^60] .

La analogia bidimensionala se realizeaza precizii in ma- 
surarea poten^ialului, de ordinul 0,1-0,2% dar numai dacS se a- 
cordS mare grija minimalizarii tuturor erorilor posibile . 
Precizia corespunzatoare masurarilor de gradient este de aproxi- 
mativ de 0,5%*  Pentru analogii complicate e greu de ob$inut pre­
cizii de masurare a poten$ialului, mai mari decit Eroarea 
permisa este de torminata de problsma studiata $i de precizia cu 
care pot fi stabili^i parametrii cimpului original $i in majori- 
tatea aplica^iilor inginere$ti o precizie totala de 1-2% in ma­
surare a poten^ialelor este cu totul acceptabila [17] .

2.4.2. Precizia modelarii cu hirtie electroconductoare

Cauzele principals ale erorilor care apar la modelarea 
cimpurilor electrice $i magnetice pe hirtie electroconductoare 
constau in imperfec^iunea mediului rezistiv - hirtie in ceea ce 
prive$te omogonitatea, stabilitatea la temperatura $i umiditate 
$i izotropia lui.

Ordinul de marime al dispersiei intr-un rulou de hirtie 
grafitaba este de + 6%. Pe suprafa^a limitata de un contur 
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mai mic decit lAtimea raloalai ea este net mai slaba (de ordinal 
a 2-3%) [55] .

Variatia rezistivitatii hirtiei electrocondactoare namai - 
oa tenq^eratara este foarte micA ea fiind de ordinal a - 0,2%/°C.

Variatia ca umiditatea este mai importanta $i poate pro­
dace modificAri fie prin schimbarea condi^iilor atmosferice.fie 
prin ascarea locala a hirtiei da torita incAlzirii interne caaza- 
tA de o incarcare ca carent excesiv. Efectal din arma poate fi 
a$or evitat avind grija ca disiparea in hirtie sa na depA$easoA 
nicAieri aproximativ 100 mW/cm , eohivalenta variable! potentia- 
lalai oa aproximativ 8 V/cm.

Hirtia prezintA o anizotropie destal de evidenta, rezis- 
tivitatea in sensal ralarii fiind ca aproximativ 1Q% inferioarA 
oelei in sens transversal ralarii. Erorile introdase de anizo­
tropie sint admise ca atare, constrairea anor modele distorsio- 
nate care sA $ina seama de ea fiind dificilA.

Ca in oazal modelelor electrolitice $i chiar mai malt, 
eroarea totalA este grea de aproximat datoritA oomplexitAtii el. 
E grea de trecat de la o disease despre tiparile de sarse de 
erori, la o afirma$ie generalA a ordinalai de marime a precizi- 
ei oare e de a$teptat la o problems oareoare de cimp.

Problemele variazA oa stractarA foarte malt dar pot fi 
reoanosoate doaA mari categorii.

Prima categoric caprinde problemele la care informatii" 
le cerate se referA la oonfigaratia generalA a oimpalai, de 
exempla capacitates aaa permeanta dintre anamite frontiere spa-* 
cificate, In problemele de acest gen o preoizie de 1-2% se a- 
tinge destal de a^or.

Problemele de a doaa categoric sint aoelea in oare se 
cer informal;!! despre detaliile locale ale modelalai de cimp, 
de exempla gradiental de-a langal anei frontiere specificate 
saa intensitatea oimpalai electric lingA an colt ascatit. De- 
pinzind de geometria problemei precizia poate fi oricare, de 
la nivelal t 1 - 2% pinA la - 10-2C% saa chiar mai slabA in 
cazari deosebit de dificile $i la aplicarea anei tehnici gre- 
§ite de execatie a modelalai. Ultima observatie ae referA la 
faptal oA dacA eleotrozii de injectare a carentilor, la mo­
delarea anei ecaatii Poisson, se lipeso, datoritA procesalai 
de lipire pot apare erori inadmisibile de 20-30% $i chiar mai 
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mult;, de aceea ata$area acesbor eleobrozi pe hirbie brebuie f&cu- 
ba cu mare aben^ie $i prin presarea cu un sbrab izolator de 
sbringere (granule de por$alan cu diamebrele de 2-3 mm) [20].

Daca modelarea cimpurilor poissoniene se poabe efecbua 
ob$inindu-se in mod obi$nuib o preoizie de 10% (in de^terminarea 
intensib&^ilor de cimp, a fluxurilor $i a for^elor), [54] posi- 
bilibabea modelarii cu precizie rezonabila, a cimpurilor magne- 
bice variabilo in bimp, nu se inbrevede din mobive behnologice.

2.4.3*  Precizia modelarii pe modele din tabla

Modelele din bab$g. (de o^el de exemplu) dau rezulbabe cu 
mulb mai bune decib cele din hirbie grafibaba pubindu-se abinge 
precizii de deberminare a inbensibabilor cimpurilor de pina la 0 
0,5% [61] , Acesbe modele pob fi ubilizabe cu succes la analiza 
cimpurilor laplaciene ^i poissoniene aproape cu acelea$i preci­
zii. Trebuie remarcab insa, ca penbru precizii ridicabe esbe ne- 
voie ca in procesul de fabricare a bablei sa se urmareasca o a- 
batere de la grosimea prescrisa foarbe mica, (sub 1%).

Pentru tabla din fier se impune aten^ie in privin$a de- 
penden^ei de ten^eratura a rezisten^ei elecbrice $i a tensiunii 
termice. La o sarcina de 1 A/mm cre$terea temperaturii este de 
1,7°C. La valori ale tensiunilor de m^surab de 0,5 mV se face 
observata caldura miinii operatorului incib trebuie utilizabe 
"virfuri de masurare" specials a caror consbruc^ie esbe preben- 
*bioas&.

Example de ubilizare a unor modele de babla penbru de­
terminarea cimpurilor magnetice se gasesc in [62] - [66].

Utilizarea acestui tip de model.la analiza cimpurilor 
in conducboare masive e greu de inbrevRzut (ca $i in cazul celor- 
lalte modele cu sbrab elecbroconducbor) daboriba dificulba^ilor 
de fabricare a strabului condensator care implica o grosime foar- 
te mica pentru dialectricul dinbre foaia elecbroconducboate $i 
elecbrodul conectab la masa.

III. MCDELAREA PE RETELE ANALizOARE R SI RO ----- .—.------ ,------------------------------ ,-------

Acesb tip de modelare are la baza ecua^iile ob^inute prin 
metoda diferen^elor finite, elementelor finite gi utilizind dis- 
crebizarea tip "celula". Referirile se vor face in principal, la 
ultima metoda. Op^iunea are la baza $i faptul ca qpera^iile de 
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imbunAtAbire a acestbr ecuabii sint extrem de simple in comparable 
cu cele corespunzatoare metodei elementelor finite (v.2.2-A).

Din motivele expuse in 3.1-A se prezinta aici numai mode­
larea cimpului magnetic.

3.1. Tipurile de modele

Pentru o celulA "e" (care include nodul "e") (fig.3*l*a)  
eouabia pe care o satisface A, in condibiile aproximarii unei den-
sitAbi medii de curent pe celulA egale cu cea din nodul "e", este;

Fig.3*1*  Celula de dis- 
ore tizare (a) ?i tipuri­
le de model (b $i a).

ExistA douA tipuri de rebele electrioe pe care se poate 
modela o astfel de ecuabie (fig.3*l*b  $i c).

Teorema I a lui Kirchhoff aplicatA in jurul nodului **e"  
al rebels! din fig.3*l*b,  se poate serie astfel :

N
s— V _,-V dV^. ,,
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ma t
Pentru nodal "e" al resale! din fig.3*l*o ea prime$be for-

= °m. ary m.
^m,N+l 

nc m

N , . .
---- TT -V
\ me*  PO2- R"r'"

me*e '=1
Se observa ca ecua^iile (3*1)

f(t,K, As , , A) =
Lmn

mai pob- serie:

m*  ^me*

Alegind pe b,K, z\s^, <r. respectiv pe t 

fundamentale $i pe ^ee*  $

mn
derivate din primely,ecuatiile 

sub formele lor

^meme
A, respeckiv pe R^,,

ca ma-

ca ma-

criberiale :

F (%

in caj^e : _ee*  
L mrt

"I

scrie

Impunind
egalihabile :

V V
^1. ^1 . r me me

condi^iile de

V V V x^ 
t . i ^.C m me me

adimensionalitate criberiilor,prin

V
2

%
1

0

m

'2

. ^.A _ V
2 2 . . ,

se ob^in condi^iile care brebuie satisfacute la modelarea ecua^iei 
(3*1)  pe modelul din fig.3*1  b ;
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E
C R , me me'

m

V .0 m me
m me

Introducind in aceste relabii coeficienbii de analogic :

k

e e i
3------  'me

ee *
Cme

me me

6

rezultA ;

t ^.k v u

Dintr-o analizA similara a corespondentelor ecua^iile 
ob^in condihiile care trebuie respectate 
mArimilela modelare intre fizice din original ?i model t

a *-9— Ae G*e emn
F ^me m

^m dtrn 
respectiv rela^iile 
aoeasta

$i (3*5*)  cu observa^ia oA de data

K (3.9)

Pentru medii magnetice neliniare R^^ trebuie sA fie o 
funohie de ourent analoagA lui (H), lucru practic imposi- 
bil de realizat datorita inexistentei unor astfel de depen­
dence pentru rezistenbe.

In f6?J se indica simularea neliniaritAbii pentru cim-
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puri unidimensionale prin circuits active in punte. Utilizarea 
acestei metode pentru cimpuri bidimensionale duce la scheme mult 
prea complexe. Metoda nu $ine seama de pierderile prin histe- 
rezA. ,

Se pot utiliza in acest caz modele cu elemente R gi C 
liniare gi variabile, problems de cimp rezolvindu-se prin meto­
da aproxima^iilor succesive (V.Cap.III-A). La fiecare iteratie 
valorile rezistentelor R^^, se vor schimba proportional cu noile 
valori recalculate ale lui din caracteristica de magnetizare 
a materialului.

Tratarea prin modelare a problemei mediilor neliniare 
in general este in orice caz greoaie. E preferabil acestei rezol 
vari^ solutionarea ei cu calculatorul cifric, bineinteles pentru 
domenii care reduc problems la un numar de ecuatii acceptat de 
cAtro acesta.

In consecinta discutia se va limita doar la mediile li­
niare indicindu-se la locul potrivit cum poate fi modificat mo- 
delul corespunzator acestor situatii pentru a putea fi folosit 
pentru conditii de granita neliniare (in problemele cimpurilor 
de dispersie).

Pentru medii liniare gi omogene, cel putin pe zone, la 
pagi de discretizare constant! gi egali cu h, (fig.3.2.a)y

Fig*3.2.a.  CelulA patratica corespunzatoare discreti- 
zarii cu pas constant (L , = L ); b) reteaua 
RC alimentata de la surse de curenti i ; b)ana- me
logul electric cu alimentare doar prin condensa- 
tori.

Ecuatiilo (3.1), (3.2), (3*3)  vor primi formele :
o 3 A

- 4Ag = -0 + Ki), (3.10)
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dV dn.
(-^ - gB). (3.11)

dV dV^^
= R^n/aT^ ' 3T^). (3.12)ml m2 m) m4 me m m uu^ c.u^

conditiile (3.4) 9i (3.7) care sint identice $i in caz 
devin ;

- R. *
iar conditiile (3.5) $i (3.8) se pot serie in ordine ; 

k
K a------ E=

general,

(3.13)

me (3.14)

'=--^ 
t

dVm5
m

(3.15)

m

Oonditia (3.14) se poate realize injectind curentii i^ de 
la o sursR de curenti sau de la surse obi$nuite prin rezistente 
de injectie de valori au mult mai mari decit valori R^.

Oonditia (3.15) se realizeaza mai simplu f&cind observa- 
tia c& pe sectiunea unui conductor componenta longitudinals. K 
a cimpului electric, eate o constants. Acest lucru sugereazA le­
garea puna tel or "m3" din model la acelapi potential.

Rezultd deci dou& cele doua moduri de alimentare a oelor 
douA tipuri da modele, prezentate in fig.3.3.a,b.

Fig.3-3. a)- Original cu pPanul cimpului discretizat;
b) - Model RC (primal tip);
c) - Modal RC (al doilea tip).

Primul tip de model (fig.3.3*b)  are posibilitati mai lar- 
gi de utilizare putind fi uQor modificat in scopul model&rii
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cimpurilor cu disbributii poissoniene de curenti (respecbiv de 
sarcini, in cazul cimpurilor elecbrice), prin simple deconeoba- 
re a condensaboarelor de la nodurile retelei de rezisbente, ra- 
minind asbfel conecbati dear rezisborii prin care se injec- 
beaza curentii i proportional cu densibabea de curenb J =- KCC16 X
(sau cu densibabea volumebrica de sarcina.elecbrica).

De asemenea acesb model permibe seprarea componenbelor 
pobentiale $i robationale ale cimpului elecbric, respecbiv a 
densibatilor medii de curenb de cele burbionares

j - = - cK = r^(Ti_. (3.16)
med me

du r"
= C.17)

Al doilea bip de model (fig.3.3*c)  permibe penbru regi- 
mul variabil insotib de curenti burbionari, deberminarea direeba 
a densibatii de curenb (J = *̂(*̂*E*  + in domeniu bimp,com- 
punerea lui J nemaifiind necesara dupa efeebuarea masurarilor pe 
model ca in cazul primului bip $i de asemenea permibe alimenba- 
rea mai simpla, mai putin cosbisiboare.

Se observa ca daca vibeza de variatia a lui A esbe apre- 
ciabila, $i la problema de cimp e necesar prinbre albele $i re­
par bitia cimpului in curenb conbinuu, aceasba reparbitie se poa­
be obtine cu o precizie convenabila alimenbind modelul din fig.3- 
2.c. cu curenti (sau bensiuni) sinusoidale de freevente foarbe 
mici : a$a de mici incib caderile de bensiune pe condensabori sa 
fie foarbe apropiabe, pracbic egale.

Dupa necesibati se poabe alege bipul de model adeevab.
Trebuie remarcab ca penbru de berminarea marimilor glo­

bale R, L, 0, al doilea bip raspunde foarbe bine din p.d.v. al 
preciziei a$a ca, din mobive de economicibabe, de spatiu, referi- 
rile se vor face in conbinuare dear la acesba.

Referibor la cimpurile pobentiale e ubil doar de precizab 
ca. penbru cele care se exbind in bob domeniul (pina la infinib), 
se poabe ubiliza un model in dublu sbrab asemanabor celui pre- 
zenbab in cap.II. Modelul in dublu sbrab se poabeoubiliza $i pen­
bru analiza cimpurilor magnebice robationale ale sisbemelor com- 
plebe de conducboare, cu conditia ca acesbe conducboare sa fie 
con^inube in ijibariorul cilindrului avind raza egala cu raza in—
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versiune, in condi^ii la limits omogene ]^57^ *
Pentru cimpurile electrice in medii neomogene rela^iile 

de similitudine se deduc u$or luind in considerare ecua^iile 
3.37-A §i (3*2)  din analiza carora, cu

V . (3.18)

rezultA !

e' ee'
k G E me (3.19)

adicA propor^ionalitatea dintre permitivitatea din original $i 
conductanta model.

3.2. Exprimarea marimilor din original in functie
de cele din model

Pentru ob^inerea unor rela^ii simple de corespondents se 
admite cA discretizarea cu pas constant este efectuatA astfel, 
incit aec$iunile conductoarelor sint divizate intr-un numAr in- 
treg N de elemente de suprafatA 4s.= h x h. Acest lucru nu es- 
te deaigur intotdeauna posibil 9! ca atare rela^iile ob$inute 
aici se modifies potrivit, de la caz la caz.

Induc^ia magnetics se exprima in func^ie de mArimile mA- 
aurabile pe model astfel t

j -

k
(V, (3.20)

Densitatea de curent are expresia ;
d(V -V,"me m 

snr m . U__ CM)t me

Curentul electric este una din condi^iile date la 0 pro-
blemA de cioq^ magnetic §i se calculeaza simplu in functie de cel
absorbit de model, $in$nd seama de (3.21) :

(3.22)
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Impunindu-se in func^ie de posibiliba^ile de alimenbare 
$i masurare, pentru i cunoscub, se debermina coeficienbul de simi- 
litudine :

k. = /§- (3*23)
AR" "'

Cu aceasba valoare, penbru condi^ii de fronbier&, ini^iale- 
le $1 sbrucburile geons brice $i fizice cunoscube, corela^iile ori­
ginal-model sinb cunoscube.

Fluxul magnebic prinbr-o suprafata care se sprijina pe 
curba inchisa f" , formaba. din doua segmenbe paralele, in direc$ia 
lui A $i albe doua normale acesbea se ob$in * *

1,2 =pB.ds)= (Ldl) =h^ (Ai-A2)^k^h.(V^-V^) (5.24) 

tig - lungimea segmenbelor paralele cu A .

Tensiunea la bornele originalului se ob^ine din legea in-
duc$iei elecbromagnebice :

Fig.3.4.a. original; b. model (partial).

Cu noba^iile din fig.3.4.a, (3.25) devine : 

u + h. (E^-Eg) = -

Penbru model se poabe serie :

"ml * °

(3.26)

(3.27)
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Inbroducind expresiile cauarilor de bensiune.pe conden- 
sabori in func^ie de curenti^in derivaba expresiei (3.26) in ra­
porb cu bimpul

du
+

dt m 
s-a ^inub aici

din model rezulba. :
k.

2^ (3.28)

k.

seama $i de rela^ia :

E = — e e
k. i b me (3.29)

Comparind

du m (3.30)U = h
° ^b '"m

Energia magne bica se aproximeaza prin sume cu una din

W = m 2

Cu expresia (3*30)  puberea insbanbanee se exprima. :

Ho rn b me

In regim sinusoidal puberea

S

avind valoarea :

k = 
P . b me

care s-a

du, m
m

complexa

(3.32)

tinub seama de expresia lui k^. : 
fmmk - A- *b * F" m

Puberea acbiv§.
puberea reacbiva

disipaba in original esbe proportionala deci 
din model iar cea reacbiva cu cea acbiva din 

Aceasba observable simplifica mulb de berminarea paramebri- 
L, C in curenb albernabiv sinusoidal daca mijloacele de

, se vor
a

cu
model
lor R
m&surare sinb sensibile la ouberi mici. Asbfel R si 
debermina din :
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(Pdv = l^R t Q = ( (B.H) dv = X.I^ = L P 
u J a a a

v ' v

Tinind so ama
factorul rezistentei

de rela^iile (3^21), (3*22)  $1 (^3*7),expresia  
in alternativ

(J.E) dv

_^a
^7 Rc

a
c

c 2

N
. -^2 S" s 

^.2 Z— e c 
e=l

prime$te formele :

N
i, N' \ -r2 me _ m 
^a°72 2-.^e 3*

^=1 "" m

unde : N' este numarul de celule 
conductorului :

N
2 C! me

m

hxh cuprinse in sec^iunea a c

N - numarul de noduri cuprinse in interiorul lui S„;o
C^,- capacitates

0 - capacitatesme 
diferita de
intreg de celule cu

de proiectare (v.rel.3-13); 

corespunzatoare nodului "e" (ea poate fi 
C^daca. discretizarea nu cuprinde un numar 

= h x h)w
Se cauta ca pe cit posibil discretizarea sa se faca astfel 

incit n*  = N si C = C *me m
. Expresia raportului dintre inductivitatea in c.a., (L^) 

cea in c.c., (L^)*
(B.H)dv

L a _ 
ar r;

c

(B.H)dv
c

se aproximeaza,in caz general, inlocuind pe cu determinata 
pe modelul RC la o frecven^a suficient de mica (de 1Hz pentru efec- 
tul de refulare mediu).Prin acest procedeu se evita utilizarea unor 
su.ess do curent; necesare modelilrii cimpului magnetic in C.C.
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Ou aceasta aproxima^ie, ^inind seama -de rela^ia (3*20),
se ob^ine t

ar a^LHz
ds)^

+U^m2a4 m3el^^*̂J^

1Hz a

e

s.
in care :

. U p este tensiunea masurate pe model in punctele 2 pi 
4, vecine pe o direc$ie punctului "e";

- tensiunea intre punctele 3 pi 1 vecine lui "e",pe 
^m3el o direc^ie ortogonala direc^iei (2,4).

For^a care ac^ioneaza asupra unui corp din cimpul magne­
tic poate fi determinate prin intermediul tensiunii fictive de 
suprafa$& [4] , F = jT ds (3*37)

8^ fiind suprafa^a conductorului iar T- tensiunea superficial^*
Pentru cinqpurile plan-paralele

F . h-d,T dl (3*37')

tn care reprezinta urma lui 8^ in planul cimpului.
Tensiunea superficiala la neglijarea variablei permea- 

bilit&tii ou densitatea de mas& are expresiile

T - [H/B - (B.H)] .n . H.(B.n)- ^(B.H).n (3*38)

unde n reprezinte normala exterioara a suprafetoi 8^ (fig.3*5)  pi 
H/B - produsul diadic al lui H cu B.

Fig*  3*5*  Explicative pen­
tru reln^iile (3*38)  
Pi (3.41).

Alegind ultima expresie a lui T se observe upor ce n cu 
H pi H cu T formeaze unghiuri agale pi in plus unghiul dintre n 
pi T are de coua ori valoarea primului (notat cu in fig.3.5)! 
veotorii n, H, T sint coplanari, perecbile (n,H) pi (H,T) for-
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T - SB _

" 2 * 2^ (3.39)

Din cele arababe rezulba un mod simplu de deberminare a 
forced F. Penbru fiecare nod al retelei de discrebizare, aflab 
pe curba f, se debermina B cu expresia (3.20), se afla pabrabul 
modulului ei care se inmul^egbe apoi cu^ $i se debertnina modul- 
ul lui T ; direc^ia $i sensul bensiunii se debermina in baza 
explicabivei din fig. 3.5*  Se calculeaza forl^ele elemenbare 

h^T -^lj- ?i apoi se insumeaza de-a lungul lui C . Elemenbul de 
lungime ^lp esbe deseori egal cu pasul de discrebizare h.

Tensiunea maxwelliana T in cazul unei suprafe^e de dis- 
conbinuibabe penbru Qi are valorile $1^ cele doud fe- 
^e), cind una din valorile luiji, de exemplu^ip*  esbe cu mulb 
mai mare decib cealalba, are valoarea [4] , [^5] !

2 
b (3.40)T1,2

H fiind componenba bangen^iala la suprafa^a a inbensi- u
bd^ii cimpului magnebic H.

Momenbul in rap orb cu un punob se debermina simplu cu

M =^rxFj= [rxT] dl = I kh^ ^r H B sin dl, (3.41) 
rMomenbul are sensul $i direc^ia lui k.

S-a opbab-penbru ubilizarea bensiunii maxwelliene la 
calculul for^elor ^i momenbelor inbrucib fa^a de meboda care ubi- 
lizeaza densibabea de volum a for^elor, nu necesiba un numar a$a 
de mare de masurari $i nu implied deberminari de defazaje, iar 
fa^a de meboda care are la baza beoremele for^elor generalizabe 
masurarile necesibabe penbru calculul unei for^e sinb cu mulb 
mai purine.

3.3*  Modelarea la limibele de disconbinuibabe
Condi^ii de fronbiera

Esbe pracbica imposibil ca penbru o fronbiera oarecare 
$i forme ale sec^iunii conducboarelor diferibe sa se ubilizeze 
doar discrebizarea cu pas consbanb, $i deci consban^a valorilor 
rezisben^elor in model.

Urmdrirea geomebriei sisbemului, in apropierea conburu- 
rilor de diferibe forme, se efeebueaza prin schimbari ale rapoar- 
belor Lee'/Lpm, acesb lucru branspunindu-se pe model prin modi-
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ficare In acela$i raport a valorilor rezistenbelor In ace-
la?i scop, structure unei celule se poabe modifica prin modi- 
ficarea numarului de elements patrulatere eme*n,  respectiv de 
triunghiuri emn astfel incit N 4. Aceste operabii pot fi foar- 
te u$or urmArite prin intermediul relabiilor (3*6)  $i (3*7)*

Sub aspect fizic, structure domeniului D se poate carac- 
teriza prin funcbiile^i (x,y) $iC(x,Y). In mod obi$nuit^i=Pp 
pentru materialele neferomagnetice, in fier valoarea permeabili- 
tAbii fiind mult mai mare decit gi, la considerarea nelinia- 
ritAbii, este o funcbie de punct $i de intensitatea cimpului mag­
netic : (x,y, H).

Executarea modelului corespunzator zona lor neliniare im- 
plicA a$a cum s-a mai aratat, dificultabi de ordin constructiv 
9i un volum mare de masurari. Este indicat ca pentru rezolvarea 
acestor probleme sa se apeleze la calculatorul cifrio atunci 
cind numArul ecuabiilor algebrice care intervin in analiza cim­
pului, este suficient de mic pentru o capacitate medie de rezol- 
vare a unui calculator.*

In cazurile pentru care se poate evita studierea cimpu­
lui in astfel de medii, prin introducerea la suprafebele lor a 
unor condi^ii de frontierA neliniare, se poate transpune intr-o 
formA adecvatA metoda descrisA in Cap.II al acestei pArbi*

In oondibiile aproximArii funcbiei (x,y) ou o cons-
bantA cel pubin pe zone, un eiatem care confine miezuri fero- 
magnetice de bunA oalitate 9i in rest materials electrotehnice 
obi^nuibe (cupru, aluminiu, izolabie) dlvizeaza domeniul cimpu­
lui plan*paralel  in zone care pob fi caracterizate prin 
(ou obel) §i in zone cua 1 Qi = ! cupru). In acest caz
pentru discretizarea in apropierea limitelor de separable, pen­
tru geometrii ale acestor limits compuse din segments ds drsp- 
te ortogonale ale acestor limits csulsls pAtratics pot fi in 
mai multe situabii ! In funcbie da raportul dintrs dimensiuni- 
le zonalor $i mArimea paaului da discretizare $i in funcbie de 
plasarea rebelelor de segments cu care se subdivizeazA aceste 
zone.

Se vor considers doar rezultatele pentru trei situabii 
tipice in care se aflA o celula din zona de dispersie a cimpului 
magnetic in vecinAtatea unei zone ocupate de obel electrotelinic 
in oondibiile inexistenbei unei densitabi superficiale de curent 
(fig.3*6.a,b,c.).  Cele douA medii t obelul (notat cu II) $i cel 
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din zona de dispersie (nobat; cu I) au conducbivibati elecbrice 
diferibe. Relatiilc pe care le sabisface A in oele brei sibua- 
$ii (deduse in Anexa 1) sinb,in ordine :

*1-. o + -2__e * 2 c-+ -_4_-JL^=(T h ( + K)

2

*l"*e  *2"*e  __ ^3'^e ^4*̂e  _ (<r.+<r ) (J^e + K)(3.42)

/i WIT
T^i+^ii 7*i"*̂u

Aj-Ap A^-Ag
/l ^1 ^1^11

?I^II

A^-Ag
^1^11
^1^11

= (3(^+ (T^)
9A.
a b + K)

care in baza rela^iilor (3*6)  $i (3*8)  se pob analiza pe re^ele-
le din fig.3.6 d,e,f; sau, penbruI. (la o^elul
elecbrobehnic cu planul bolelor paralel cu cel al cimpului), pe 
re^elele din fig.3*6,  g, h, i.

E u$or de observab ca penbrucondi-

^iile la limiba dau condi^ii de fronbiera de bip Neumann omoge- 
ne $i por^iunilor ocupabe de o^el le corespund in model rezisbo- 
ri cu conducbanbe nule.

Penbru comodibabea consbruc^iei unui model RO esbe ubil 
ca pe cib posibil valorile R^ ?i sa aibe acelea^i valori.

Comparind re^elele din fig.3*6  g,h,i se observa ca detide- 
rabul de mai sus-esbe sabisfacub alegind o discrebizare la care 
celulele vecine fronbierei sa fie de bipul celei din fig.3*6. a.

De mulbe ori pe fronbiera sinb dabe componenbele bangen- 
$ialG ale inbensiba^ii cimpului magnebic (condi^ii Neumann pen­
bru A), diferibe de zero $i celula inberioara domeniului, vecina 
fronbierei, esbe drepbunghiulara (fig.3*7*a).  Penbru lungime Li­
se poabe aproxima :

( dl^f — . r f3.43')
J ju an an 'e
^-r
Ecua^ia (5.1) scrisa penbru celula vizaba, va avea forma:

Aj*Ag  1^ + A^-Ag

/1 Lei ^2 I*e2  ^14
L4 —L =AS
Le4

e^e^
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Fig.3.6. Pozi^ii tipice ale celulei 
patratice 9i re^elele-model 
corespunzAtoare.

Pentru analogul din fig.5*7  b se poate serie :

V -V v -V V -V ,v -Vml me m2 me m4 me d( me m5) i" "XT" ' "3 (3.45)

Din compararaa ralatiilor (5-44) $i (5.45) reznlta ]

(3.^6)
A

Curentii i se ob^in de la surse de curent adeevate : ms 
amplificatoare opera^ionale acordate cu reac^ie pozitlve [^68j ,
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sau pur $i simplu surse obi$nuibe de bensiune inseriate cu rezis- 
ten^e (impedance) aditionale suficient de mari penbru a transfor- 
ma aceste surse in surse de curenb.

In regim sinusoidal, penbru oondihii de fronbiera nelinia- 
re, de terminarea oimpului pe model se efectueaza utilizind meboda 
aproxima^iilor succesive (descrisa in cap.II al acesbei parti)*

Fig.3*7*

Pentru o fronbiera de acela$i bip ca aceea prezenbaba in 
paragraful mentionsb la o scriere in complex a marimilor de cimp 
se obtine :

1 f_9A \ *̂A  -ms
dn L^. (3*47)

6iV^=(0,6-j)\/N^^s, (3.48)

JI ...

de unde : =V
—ms ' '

Analogul electric corespunzator unei celule de frontiers 
va avea structure celui din fig.3.8.

Dupa stabilirea lui r^ $i pentru unji^ (de exemplu
se efectueaza procesul de iteratie $i se debermina mode- 

lul final $i solatia problemei.
Pentru o fronbiera curbata (fig.3*9)  sau oblica; este ne- 

cesara deformarea dreptungiurilor -celule (atit pozitia puncbelor 
"e'^ cib $i a laturilor) penbru a le acomoda frontierei curbate.
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Fig.3*8.  Analog electric pen­
tra realizarea condi- 
Ciilor de frontiera 
neliniare.

La constrairea analogului electric se observa ca anumiCi 
rezistori sint pozitionati in linii diagonals ca de exemplu cel 
corespunzator punctelor P^ $i P^.

E necesara o anumita experience, pentra a alege celala $i 
ponctul potrivit pentra fiecare frontiera curbata.

In caz cind A este definit pe f" printr-o constants, va- 
loarea se impane la scara $i se fixeaza printr-un rezistor 
conectat ca o bornA la echipoten$iala $i ca cealaltA la masa 

decit R .., .mee *

Structuri de celule 
la o frontiera 
curbatA.

3.4. Tehnica mAsorarii pe modelele

Pentra mAsurarile pe reCelele analizoare R $i RC sint 
necesare voltmetre ca consum propria mic : voltmetre electro- 
nice (analogice saa cifrice), oscilografe catodice etc. La mo­
delele de curent alternativ, trebuie mAsurate $i defazaje. In 
acest scop se folosesc fazmetre electronice, osciloscoape sta­
bile cu doua spoturi, saa vectormetre magnetoelactrice.

a). In fig.3.10 este prezentata o schema de masurare
pentiu un model RC.

T ! A
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Fig.3*10. - Schema de masurare cu osciloscop cu 
doua spoturi : 1) generator de audio- 
frecven^a; 2) transformator de izolare 
a circuitului de masurare; 3) priza de 
pamintare tip Wagner; 4) modelul re$ea;
5) oscilograf cu doua. spoturi.

Oscilograful are intrarea simetrica. Modelul este conec- 
tat la masa printr-o pamintare Wagner pentru armonica fundamenta­
ls a tensiunii de alimentare.

, In lipsa unui oscilograf cu doua spoturi se poate utili­
ze unui cu un spot $i in acest caz defazajele se mascara prin me- 
toda elipsei.

.Schema de lucru cu osciloscop cu un spot este prezentata 
in fig.3.11.

Fig.3.11. Schema de masurare a marimilor P& $i :
1) generator de audiofrecven^a; 2)rezis- 
ten$a etalon pentru masurarea din i ; 3)

* voltmetru electronic; 4) model RO; !?)os-
ciloscop cu un spot.

Puterea active este

m TZ \ mm J
0

unde : A = ^ab, este

Of A m
x -

(3.50)

aria elipsei descrisa de spot pe ecranul os- 
cele doua semiaxe),iar S_. $i S - sensibili-X J

m m
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t&^ile deplasarilor pe orizontala respect! v pe verticals oscilos- 
copului (S = ^ ; h - deplasarea spotului pe ecran.

Cu comutatorul k in pozitia "n" se masoara curentul i , 
U m(i^ = R * R * rezisten^a rezistorului 2), iar in pozitia "n", 

tensiunea la bornele modelului. Rezulta :

0 =\/ 1^ - P^
v m m

Metoda voltmetrului este mai simple cecit cele descri- 
se $i la utilizarea unui voltmetru cifric, mai precisa. Ea per­
mits masurarea puterilor $i a valorilor densita(ilor de curent. 
Schema de masurare (fig.5*12)  este extrem de simpla.

Fig.3.12.
a) generator de audiofrec- 
ven^a; R rezistor de pre- 
cizie ridicata; 2-voltme- 

Zm tru electronic; 3- model.

6
(J

Se m&aoara 1^ (k^ in pozitia c $i k^ in pozitia b), 
V^(k, in c $i kg in d), R^^ (rezisten^a echivalenta a mediului) 
si K (reactanta echivalenta a modelului).am

Notind U = $i ou U - tensiunea masurata intre am mi m2
$i d, rezulta ;

(3.5D

(3-52)

Cu aceste mari^i 
$i P din original.

Cu in pozitia 
aparatului ue masurare.

se calculeaza P^ $i respectiv Q

a $i kg in b se regleaza "zeroul"

3.3. Precizia rezultatelor ob^inute prin
modelare pe resale analizuare

Erorile de determinare a solu^iei problemei de cimp 
pe modele R $i RC, au ca surse : imprecizia cunoa?terii func- 
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filler de bimp - bensiuni, curenbi de alimenbare, imprecizia mi- 
noa$berii paramebrilor elemenbelor pasive care inbra. in sbruebu- 
ra modelului, imprecizia masurarilor $1 fixarii condibiilor de 
unicibabe pe model $i brunchierile ecuabiilor cimpului la aproxi- 
marea lor prin relabii inbre valori in punebe finibe.

Ca bob numarul mare de sarse de erori aferenbe acesbei 
me bode, modelarea de acesb bip asigura o buna precizie de deber­
minare a cimparilor $i aname sab 5% [35] , iar la o elaborare $i 
masurari abenbe sab 3% [19] *-

a. Imprecizia inerenba canoa$berii valorilor rezisbenbe- 
lor $i capacibabilor elemenbelor pasive care alcabaiesc modelele 
debermina, in baza condibiilor de analogie (37  $i 38),  an ori­
ginal probabil penbra care sinb valabile rezalbabele obbinube pe 
model $i care difera de cel penbra care s-a consbraib modelal.

* *

Aprecierea canbibabiva a erorilor inbrodase de ababeridLe 
( $i AC^ valorilor rezisbenbelor $i capacibabilor reale 
(R^, C^) faba de cele considerabe in calcal (R^ $i C^) esbe difi- 
cila $1 penbra a avea cerbibadinea diminuarii lor na ramane alb- 
ceva decib sa se aleaga clase de precizie ridicabe penbra elemen- 
bele modelului. In caz ca farnizoral na poabe asigara asbfel de 
clase de precizie ele se asigara in urma sorbarii rezisborilor 
$i condensaboarelor ca punbi precise.

La rebelele RC, in comparable ca cele de bip R, pe care 
se modeleaza ecuabia lui Laplace, apar erori suplimenbare dabo- 
riba imperfeebiunii condensaboarelor. Din aceasba cauza. rebeaaa 
RC esbe mai pabin precisa decib rebeaaa.R. In consecinba rebele- 
le R() sinb consbruibe de obicei cu pubini pa$i de discrebizare, 
bendinba care cre?be prin fapbul ca eroarea daboriba curenbului 
rezidual a condensaboarelor cre$be cu numarul condensaborilor fo- 
losibi*

Penbru a nu se influenba negabiv eroarea de brunebiere, 
care, dupa cum se va vedea, cre$be esenbial cu cregberea pasului 
de discrebizare, se cauba limibarea scaderii'numarului de conden- 
saboare prin utilizarea unora cu pierderi foarbe mici, $i anume 
a condensaboarelor cu sbiroflex [69]*

b. In conbrasb cu cuva elecbrolibica $i hirbia elecbro- 
conducboare (in mai mica m3.sura) rebelde analizoare nu ridica o 
reala dificulbabe de masurare. Eroarea de masurare poabe fi re- 
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dusA la o atenta alegere a scheme! $i aparaturii de masurare,sub 
10*̂+  10*̂  din valoarea poten$ialului maxim [^7j .

La modelul RC, alimentat cu marimi alternative, trebuie 
compensate influenza capacita$ilor parazite ale mcdeTului fa^a 
de masa. Acest lucru se poate efectua in doua moduri : fie ale- 
gind valorile capacita^ilor din model cu mult mai mari decit 
cele parazite (care sint de ordinul zecilor de picofarazi), fie 
compehsind influenza ultimilor prin pamintare Magner [19] .

c. Preten^ia unei bune precizii in cunoa$cerea semnalelor 
de alimentare a modelului este pe deplin satisfacuta azi intru- 
cit exista 0 gama large de generatoare de semnale cu calita^i 
superioare.

d. Precizia fixarii condi$iilor de unicitate depinde de sa- 
tisfacerea cerintelor de la b $i c.

e. Erorile sistematice ale caror valori nu se pot reduce 
orioit, sint erorile de trunchiere.

Din expresiile (2.4-A), (2.7-A), (3.8-A), (2.67-A) 9i 
(2.68-A) rezultA ca eroarea care afecteazA valoarea A^ ^(sau 
V< se propaga prin diferentele succesive, cu coeficien^iiJL J 
binomului (a-b) ", in toate direc^iile planului cimpului $i 
ca urmare solutiile locale sint afectate de erorile de trun- 
chiere din tot domeniul studiat.

Modul de estimare a acestor erori e sugerat tocmai de 
expresiile lor.Dupa determinarea unei solutii introduclnd va- 
lorile A^ j in aceste expresii se calculeazA aceste erori, 
binein^eles ou un anumit grad de aproxima tie.

La proiectarea unui model e neoesarA estimarea acestor 
erori pentru ca in functie de ele se alege pasul de discreti- 
zare al domeniului cimpului 9! oa atare numSLcul de rezistori 
$i de oondensatoare. Prin urmare ar fi foarte utile unele ex­
presii ale acestora, chiar aproximative, care sA sugereze mA- 
rimea paaului de discretizare.

Se 9tie oA la modelarea eouatiilor Fourier cele mai 
mari erori se pot datora trunchierii (?] $i 0 parte substan- 
$iala din acestea este determinate de variatia cimpului,res­
pectiv a lui A, in timp. j?inind seama de aceste observatii In 
[57] 9i ^70] s-au dedus expresii ale diferitelor tipuri de ero­
ri de trunchiere pentru cazul particular al cimpului magnetic 
unidimensional, adica pentru = 0. Pentru ace^t caz t
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Indexind marimile exacbe cu "e" $i a color brunchiabe cu 
"m" (masurabe pe model in condihiile in care celelelalbe erori 
de modelare ar fi nule), branscriind marimile elecbromagnebice 
in complex, se ob$in urmaboarele relahii inbre valorile rapor- 
babe ale erorilor de brunchiere :

= 7 sh y 1+3 

din care se observa ca. parhile 
tilor $i de semn conbrar :

(^)^(l-cos y sh (3.53)

reale $i imaginare ale canbiba-

^nrr * * ^jrr

' ^ri ^.54)

Calculind pe ^ri ^-jri^ erorile de un-
gbi ale densibahii de curenb, in funchie de raporbul (j) s-au 
obhinub rezulbabele din babelul 3*1*

Din analiza ace^bor rezulbabe se pob brage cibeva conclu- 
zii foarbe importanbe penbru analiza numerica in general $i pen­
bru modelarea oimpului in parbicular.

Tabelul 3-1-

h ^jrr . Jm 
yy m e

0,1 0,000003 -0,0018 1,ooooo46 - o,lo3°
0,2 o,oooo25 -0,0067 l,oooo474 - o,383°
0,3 o,oooo92 -o,ol5o I,ooo2o4 - o,859°
0,4 0,ooo287 -o,o267 1,ooo643 - l,52o°
0,5 0,000695 -o,o41? l,ool56 - 2,386°
0,6 o,ool441 -o,o599 l,oo323 - 3,423°
0,7 0,oo267o -0,08I6 l,oo598 - 4,652°
0,8 0,oo4553 -o,lo65 l,olol8 - 6,o52°
0,9 o,oo729o -o,1348 1,01629 - 7,622°
1,0 0,olllo5 -o,1663 1,o2468 - 9,34o°
1,25 o,o27o76 -o,2589 1,o592o -14,148°
1,5 0,o56o28 -o,37o4 l,1191o -19,328°

BUPT



- 99 -

Se observe eg. incepind de la =0,8 , eroarea in modal a 
denaitA^ii de curent este mai mare decit 1%, astfel inoit la 

=1,5 aceasta eroare atinge valoarea de 12%.
Atunci emd rezolvarea problemai de cimp se face doar in 

scopul determinArii pierderilor suplimentare in alternativ sau 
in general a pierderilor Joule, raportul se poate lua aproxi- 
mativ 0,8.

DacA pentru a evita un numAr mare de masurari pe model, 
se de terming marimile globale k $i L „ din puteri, e necesarh a ar *
ca o,5 intrucit pentru h >o,5<^ eroarea de unghi a lui J d 0
depg$e$te 2,386 .

0 alta observatie interesanta sa refers tot la erorile 
de unghi. Erorile de unghi sint negative $i pentru compensarea 
lor ar fi necesara introducerea in model a unor reactance induc­
tive. Prin utilizarea ecua^iilor (3-70-A) la modelare aceste 
erori s-ar miepora esen^ial, insA, a$a dupa cum s-a mai remar- 
aat, alimentarea modelului ar ridica problems suplimentare in 
utilizarea lui intrucit ar fi necesara introducerea de inducti- 
vitgti (fig.3.13).

Fig.3.13*  Model imbunatg^it 
corespunzator re- 
la^iilor (3*7o-A).

Binelntelea evaluarea erorilor analizate aioi, la proieo*-  
tarea unui model pentru o problemA de cimp bidimenaional, este 
aproximativg, inaA ea poate fi aatisfAcAtoare dacA ae utilizea-*  
zA o diaoretizare de tip celulA la care o pereohe de normale 

aA urm&reaaoA liniile de cimp magnetic, reapeotiv liniile 
A(x,y)= constant.

Acest fapt ar presupune cunoa$terea spectrului de cimp, 
adicA solu^ia problemei. Pentru multe problems s posibila o 
trasare aproximativA a liniilor de cimp inaintea proiectarii 
modelului a$a incit problems evaluArii cu bunA precizie a ero- 
rii de trunchiere la determinarile pe un model RC nu este inso- 
lubilA.
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*
In concluzie, modelarea pe resale analizoare pasive per- 

mite rezolvarea ecua^iilor cimpului electromagnetic pentru toate 
regimurile avute aici in vedere. Schemele de masurare pe astfel 
de modele sint extrem de simple $i erorile de orice natura pot 
-fi diminuate astfel incit precizia de determinare a marimilor 
de cimp poate fi data practic de eroarea de trunchiere, eroare 
controlabila. $i deci ajustabila.

IV. MODELARE PROBABiLiSTiCA

0 deducere a rela^iilor de similitudine nu-$i are sensul 
la acest tip de modelare, cu totul special.

Metoda se bazeaza pe identitatea formala a ecua^iilor in 
diferen^e finite pe care le satisface y, (V, Vg, A), cu.ecua^ii- 
le in diferen^e pe care le satisface probabilitatea P, caracte- 
ristica mersului-la intimplare. Mersul la intimplare se efectuea- 
za pe re^eaua de discretizare corespunzatoare dezvoltarii in di- 
feren^e finite a laplacianului (2) . In continuare se dau cite- 
va elemente orientative privind acest tip de modelare [?1] *

4.1. Bazele metodei ' ' *

Se reconsidera fig.3.2-A (fig.4.1) in care se aleg doua 
puncte M (ih, jh) $i L (kh, th), h fiind pasul de discretizare, 
iar i,j,k,t, numere,-numere intregi positive sau negative.

Un traseu (sau drum) al re^elei este constituit dintr-o 
succesiune de puncte vecine din aproape in aproape, de exemplu 
M, M*,  M", M"*,  ..., L. Intr-o asemenea succesiune parame- 
trii i $i j a doua puncte vecine difera sau unui sau altul (nu 
ambele in acela$i timp) printr-o unitate in plus sau in minus; 
un pas inainte sau inapoi pe una din dreptele re^elei.

Deplasarea la intimplare pe o re$ea plana este un lan$ 
Markov finit foarte special $i reprezinta alcatuirea din aproa­
pe in aproape a unor trasee conform unei matrici de probabili- 
ta^i de trecere dintr-un punct-nod in altul vecin. Starile la 
care se refera acest proces (in caz general include timpul)sint 
nodurile re^elei. Procesul, caracterizat de o macrostructura 
uniforma $i o microstructura. neregulata, este dat odata cu ma- 
tricea probabilita^ilor de trecere de la un nod la altul 

sau In procesul de mors la intimplare singurele posibi-
lita^i elementare care nu sint obligator nule sint cele care 
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corespund until singur pas sau raminerii pe loc.
Se va presupune de la incepub ca probabilihabile pa$ilor 

(i,j)—*-(i+l,j)  (i,j)—^(i-l,j) ca $1 acelea ale pa$ilor (i,j)
(i,j+l), *-(i,j-l)  sinb respecbiv egale.

Cu acesbe convenbii prealabile se pob introduce noba^ii 
convenabile penbru posibiliba^ile elemenbare de brecere inbr-un
singur pas de la o pozibie la alba (de la o share la alba).

daca esbe M_ sau M

daca esbe

daca esbe idenbic cu I.

In plus, ^M,L = 0,daca L nu esbe M insult sau un punch ve-

sau M^,

cin cu M.
Tinind seama penbru posibilibabile elemenbare ale unui lanb 

Markov se pob serie[71] , [39] ,[72]:

^M.L^ = 1' (4.2)

cind L parcurge pozibiile posibile in rebea, rezulbA in acesb caz 
urmAboarele propriebabi

PM>O; O' 2(P^+0^) * (4.3)
DacA se nobeazA cu posibilibabea de brecere de la M la 

L in n pa$l, relabia lui Chapman caraoberisbica lanbului Markov
esbe (n+1)

= R PM,R
p(a)^R,L (4.4)

unde R parcurge boabe sbarile rebelei,$i care, in cazul mersului
la inbimplare, devine :
p(n+l) *p(&)  _ rt fp(n) + p(n)P(i,j),L P(i,j),L- ^(i-l,j),L -

- ? + o (P^n) +P^n) . - (4.5)* 2 ^(i,j),L^ ^i,j^(i,j+l),L^(i,j-l),L
p p(c9 \

Dac& P = p (°) acuatia (4.5) esta ident;ic3i
(i,j),L (i,j),L*

formal cu ecuabia lui Laplace in diferenbe finibe la o discrebi-
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zare cu pa$i diferiti pe directiile x $i y.

Fig.4.1. 0 portiune din domeniul D, limibab de curba 
cu puncbele semnificabive $i un braseu alea- 
bor.

. In [?1] , [73] * se araba ca daca, abunci cind M $i L se afla 
pe fronbiera f*  a domeniului (neexbinsa. pe la infinib), se admib pen­
bru conditiile :

(n) [1 daca M=L,
* * p -4

[0 daca M^L, (4.6)
mersul la inbimplare esbe un proces subergodic, adica lim p(&) = 

n —^-^M,L
= 1^,L* ca urmare relatia (4.5) prime$be forma :

. $i q. . sinb egale re-

3i,j(P(i,j+l),L+P(i,j-l),L * = °

Daca probabilibatile de brecere p..
latia (4.7) se reduce la :

P(i.j),L =?^(i+l,j)L^ ^(1-1,j)L * P(i,j+1),L+P(i,j-1),L)

Se observa ca sabisface 0 ecuatia Laplace, in diferen­

te finibe.

In E?3j se demonsbreaza. ca in conditiile (4.6) valoarea unei 
functii (x,y) care sabisface ecuatia lui Laplace, inbr-un puncb M, 
inberior domeniului D, cu valorile pe fronbiera se
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poate estima cu rela$ia

(4.9)

unde N este numarul de puncte - noduri aflate pe linia frinta in- 
chisa care aproximeaza dupa discretizare, frontiera.

Valoarea lui P.,, se calculeazu simplu cu expresia :

) -
M,L * n ' (4.10)

de trasee realizate pornind din M $i 
pe frontiera, iar n^ este numarul de

unde n este numarul total 
ajungind intr-un punct de
cite ori, pornind din 1.1 (x.,y.) intersectarea frontierei se face , i J

0 realizare a procesului de mers la intimplare, in cores­
pondent cu posibilitatilc de trecere definite de (4.1), daca 
aceste posibilitat sint numere rationale, este urmatoarea : 
fieaarui punct M i so asociaza. o urna care confine cinci gru- 
pe a cite b^ (k = 0, ..., 4) bile de culori diferite. Cind mo- 
bilul imaginar care axecuta mersul la intimplare ajunge in M, 
se extrage din urna, la intimplare, o bila. Daca se asociaza 
deplasarea elementara hl culorii grupului b^, posibilita.$ile 
de trecere P-,,. vor avea valorile

(4.11)

avind evident satisfacute rela(iile (4.2) ;

Grupul bp determine posibilitatea raminerii in M.
Asociind extragerile la intimplare din cite o urna. la 

procesele de mers la intimplare, se pane in evident par tea 
esen^iala aleatoare a procesului prin interven$ia numerelor 
aleatoare legate de aceste extract!*  Utilizarea efectiva a 
metodei este numai o problems de practice inediata, care de- 
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pinde in primal rind de babelele de care se dispune in prealabil. 
E u$or de inchipuib pe baza unor asbfel de babele cu nu,ere alea- 
boare,.algoribme $i programe de calcul cu calculaborul cifric o- 
bisnuib, asbfel incib duraba de calcul a pobentialelor sa fie* 
exbrem de scurba.

Sinb calculaboare hibride, specializabe, care eviba ubi- 
lizarea unor babele de numare aleaboare, bob procesul de realizare 
a braseelor aleaboare $i de esbimare probabilisbica, efecbuindu-se 
de cabre un calculabor hibrid [^73] - Schema bloc a unui asbfel de 
calculabor esbe prezenbaba, in fig. 4.2.

+100 sau -100

+ 100 sau - 100 * MENT)NERE ctnd U=1)

Fig.4.2. Schema bloc al unui calculabor hibrid penbru 
rezolvara sbohasbica a ecuatiei lui Laplace: 
V^>= o.

De da ba aceasba se rezolva forma diferen^iala a ecuabiei 
lui Laplace.

Se araba ^74] ca braseul aleabor generab de solu$iile 
x(b) $i y(b) ale ecuabiilor
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= X(t) ; = Y(t) , (4.12)

cu valorile initials x(0) = y(0) = $i func^ii de for^are
independente cu zgomot alb X(t) Y(t), cu medie nulA $i densitA- 

spectale egale, va traverse frontiera in astfel de puncte 
(x^, y^) sA fie satisfacuta conditia ca media pe ansamblu

E =f(x,j, y^) (4.13)

Prin urmare media e$antioanelor ^(x^,y^) pentru un numar 
convenabil de trasee aleatoare este o estimable dorita^(x^,y^) 
in M^.y,,).

Integratoarele 1 $i 2 din fig.4.2. rezolva ecuatiile sbo- 
hasticA (4.12) iar circuital basculant actionat de un comparator 
egantioneaza pe x(t),y(t) $i readuce in situatia initiala inte­
gratoarele cind M(x,y) traverseaza frontiera.

Frontiera poate fi definite sub formele t

U = 1 daca y - f^(x)^0,

sau y - f^(x)&0, (4.13)

sau f (x,y)?0.

Functia de frontiera ^(x^,y^) a marimilor de ie$ire x^,y^, 
ale elementului de extragere-mentinere, este calculate de ciroui- 
be analogice sau numerice $i este mediata, de preferintA numeric, 
pentru a produce estima^iile ^(x^,y^); se regase$be astfel for­
mula (4.9).

Metoda stohasticA (probabilistica,Monte-Carlo) poate fi 
extinsA pentru problema Dirichlet generale (cimpuri irota^ionale 
in medii neomogane [75] , [76] $i foarte u^or pentru cimpuri tri­
dimensionale [71] .

De asemenea exista posibilitati atragAtoare de a fi uti- 
lizabA ?i in analiza cimpurilor care satisface cele mai genera­
le acuatii difaren^iale cu derivabe partiale [77] , [78] .

Se intrevede utilizarea in baza ecuatiilor (4.8) ?i (4.9) 
a unui program de calcul cifric ubilizind tabale de numere alea- 
boare generate cu un model cu urne. Algoritmul de ca? cul constA 
in esentA in varierea indicilor (i,j) pina la identificarea lor 
ou (k,l), varierea fiind conditionata de numerele aleatoare ata- 
$abe deplasarilor elamentare. Identificarea cuplurilor (i,j), 
(k,l) reprezintA conditia de reintoarcere la valorile initials
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ale lui (i,j).
4.2, Precizia mebodei sbocasbice
Rezulbabele ob^inube cu aceasba meboda sinb afecbabe 

de erorile de brunchiere $i de cele provocabe de flucbua^iile 
sbabisbice. Penbru e$anbioane de 300 -r 2000 brasee, ulbimul 
bip de erori are valoarea de cibeva procenbe *

Ubilizarea calculaborului specializab inbroduce $i 
erorile deberminabe de imprecizia elemenbelor lor componenbe.
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C. PROBLEMS REZOLVATE

In problemele propuse spre rezolvare se cere de berminarea 
cimpului elecbromagnebic cvasisbabionar in cibeva sisbeme de con- 
ducboare masive.

Dupa cum se observa in Cap.I-A, curentii variabili nu par- 
curg conducboarele masive cu o disbribu$ie uniforma. Ei bind sa 
se concenbreze la periferia lor $i ca urmare pierderile de pube- 
re pe unibabea de lungime a oricarui conducbor, cresc pesbe va­
loarea din curenb conbinuu. In mod similar reparbi$iile parhiale 
de curen^i dau na^bere la varia^ii ale disban$elor gabaiebrice ale 
disbribu^iilor de curenb, conducind la variaCii ale inducban^eiA
bobale a oricarui conducbor din sisbem. In boabe cazurile disbri- 
buCia de curenb esbe guvernaba de ecuabia difuziei.

Prima soluble in inbregime analibica daba unei asbfel de 
probleme esbe prezenbaba in [79] ?i ubilizeaza o genera^izare a 
procesului ibarabiv penbru bare de secCiuni bransversale drepbun- 
ghiulare. Aceasba meboda pare a fi pu$in cunoscubd $i nu a fosb 
des folosiba, poabe din cauza convergence! prea lenbe a ibera^iei, 
care conduce la o rezolvare laborioasa. Esbe adevArab cA foarbe 
mulbe calcule pob fi preluabe de calculpborul digibal, insa inbre 
bimp au fosb dezvolbabe meboda mai bune.

Tehuica de aproximare numericA propusA ^i folosiba pen­
bru prima dabA in [30] s-a dovedib u?or adapbabilA penbru o progra 
mare simplA a caloulaborului cifric ?i a devenib foarbe pracbicA 
$i cu aplicabilibabe exbinsa daboribA lucrarii [81].

Folosind beoria modalA a curgerii curenbului in analiza 
efeobului pelicular al conducboarelor izolabe, paralele, aranjabe 
arbibrar $i exoibabe de curenCi arbibrari, s-au obCinub rezulbabe 
cu precizii de 0,5% [82]. Procedeul a fosb exbins [83] penbru ca- 
zul mulbiconducboarelor (conducboare mulbiple $i polifazabe).
A

Inbrucib deocamdaba nu esbe suficienb de bine inCeleasA variaCia 
paramebrilor modali cu rapoarbele laburilor conducboarelor, mebo­
da s-a ubilizab dear penbru regimuri sinusoidale, exbinderea re- 
zukBabelor penbru regimuri branziborii nepubind fi preconizabA.

In [19] se prezinbA 0 soluCionare numericA a acesbor pro­
bleme, prin ubilizarea reCelelor analizoare de bip RC, jusbifica- 
ba de acurabeCea de 0,5 0,3%. In scopul ubilizArii modelArii 
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discrete penbru o gama mai larga de probleme de cimp magnebic in 
[^50] se sugereaza. aplicarea penbru domeniile infinibe a unei in- 
versiuni care debermina 0 retea "mabemabica'^ infiniba. Acesb mo­
del reprezinba 0 replica a cuvei elecbrolibice in dublu sbrab

Rezolvarile celor brsi probleme prezenbabe aici au la 
baza analiza cimpului prin modelare pe resale analizoare RC, ce- 
lelalbe mijloace de modelare (v.Cap.I-B $i IU-B) fiind incapa- 
bile de a asigura precizii cib de cib rezonabile. Din mobive de 
comodibabe consbrucbiva s-a ales ca bip fundamenbal discrebizarea 
cu pas consbanb. Cum la problemele de cimp magnebic se dau dese- 
ori condi$ii de fronbiera de bip Neumann (penbru poben^ialul vec- 
bor magnebic) $i fronbierele sinb de forme oarecare, se impune 
divizarea domeniului in celule pabrabice, de la care se poabe bre- 
ce fara dificulbabe la forme adecvabe cuprinderii inbregului do- 
meniu delimibab de fronbiera.

Inbrucib in prezenbarea de principiu s-au dedus relatii- 
le de calcul $i s-au facub precizari asupra schemelor de masurare, 
in conbinuare se va eviba repebarea acesbora. Cu boabe ca fieca­
re din problemele rezolvabe s-a prebab la solutionari cu calcula- 
borul cifric, doar penbru una din ele s-a alcabuib $i s-a rulab 
un program scris in FORTRAN (problems III), in scopul confrunbarii 
rezulbabelor.

I. MODEL AREA UNUI SI STEM DE BARE COLECTOARE IN VEDEREA 
DETERLIINARII PARAI.1ETRILCR R*j  C^

Seprezinba 0 retea RC pe care se poabe modela cimpul 
elscbromagnebic a unui sisbep de doua. bare masive, paralele,par­
curse de curenti sinusoidali, in vederea determinarii valorilor 
paramebrilor linieici R^ 1^ C^*$i  a fortelor elecbrodinamice.Sinb 
prezenbabe de asemenea unele rezulbabe experimenbale ubilizabe 
in calculul de proiecbare a laboraborului de mare pubere din ca- 
drul U.E.P.C., $i publicabe in ^69].

1.1. Inbegraborul RC corespunzabor sisbemului
Se considers un sisbem de doua bare paralele de sec- 

tiune drepbunghiulara (fig.l), a$ezabe simebric fata de 0 axa me- 
diana (y,y*).

Daboriba simebriei barelor fata de axa y y', penbru 
orice disban^a d exisba 0 linie de cimp.magnebic care coincide cu
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direotia yy' (fig.2), cot^onenba inductioi magnobioe dupA axa xx' 
fiind ponbru boa be puncs,ele da pe axa yy' ogalA cu zero !

* 0. (1*1)

albfol epua, A - ocnab. do-a lungul axei yy'.
DaboribA aimobrioi aiabemului fatA de axa xx', relatia 

(1.1) va fi adevArabA de aamenea penbru crice puncb de pe acoaa- 
bA axA, xx' fiind perpend io alar A pe boat*  liniile de cimp care 
o bravoraoazA, aabfel incib unui dmbre aemiplanele deberminabe 
de ea poabe fi ccnaiderab ca fiind inaginea aagnobioA a oeluilalb 

Obaervatiilo fAcube dau poaihilibabea nodelArii doar a 
aferbului de plan xoy (cadranul 1), apecbr+le avlnd aceea^i for- 
mA in cele pabru cadrane.

1^
, ______100
—------------------------------ *n

O'

Pig.1.1. Diapunorea barelor colecboare.

Cu boa bo aooaboa, nuzArul roziaborilor nooeaari modoln*'  
lui o Infinib do mare, noavlnd nici o conditio do nargino (dabA 
do oxoaylu, do o ooranaro foroma^bobioA a barelor) care aA lini- 
bozo inbindorea nodolului.

DaoA InaA ae aplicA apatiului r >r^ o invoraiuno 

r' - —2, (1.2)

abunci cadranul 1 no modoloazA prin douA rotolo idonbioo do re- 
ziobori avlnd puncbolo ooroapunzAboare arcului r - r^, ochipo- 
bentializabo conform flgurii 1.3*

Beziaborii diapugi do-a lungul axei oy au o reziabontA 
ogalA cu zero, iar oei do-a lungul axei ox au o reziabantA dublA 
fatA do oei din inberiorul conburului nodolului (fig.4).

Valoaroa nulA a roziabontelor rozulbA din oonditia no- 
ooaarA aoparArii cadranului I do IV.

Modelui a-a oonabruib foloaind un paa de diaorobizare 
h w 5 an, o valoare a reziabontoi R*de  1000^- gi o oapaoibabe
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0 * 27.000 pF la o frecven^d a corentalai din bnre de 50 Hz. m . . .. .

y'

Fig.1.2.- Ponerea in eviden^d a simatrillor cinpalui 
magnetic dapd cele dona axe xx', yy*.

Fig.1.4. Valorile rezisten- 
^elor la limits de trecere 
dintr-un media on =1 Intr- 
an media ca^^c^

Fig.1.3. Modal echipotentia- 
. lizdrii panetelor modelalai.

Fig.1.5. Valorile capacitd- 
^ilor coresponzatoare fren- 
tierei condactor-izolant.

8-an utilizat aproximativ 2000 de rezistori a 1000.n. fiecare, 500 
de reziotori on valori ale rezisten^ei caprinse intre 600 $i 2000.n.
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80 de condensabori cu valor! ale capacibAbilor cuprinao inbro 
6800 91 27000 pF. Valorile capacibAbilor se modified doer do-a 
lungul oonburului aeebiunii, conform figurii 1.5.(v.rel.3*13**B).  

Modelul esbe prezenbab in fig. 1.6.a,b.

a. b.
Pig.1.6 Model RO penbru sbudiul cimpului elecbromagnebio 
a unui sisbern de bare ooleoboare :
a.- diapunerea rezisborilor^ b.- modul de oonoobare a 

rezisbroiilor 9i a condensaboarelor.

1.2. Rezulbabe experimenbale

Penbru aisbemul de bare prezenbab s-au efeobuab o serie 
do mAsurAbori pe model in oeoa oe prive9be pierderilo auplimon- 
bare care apar in oonduabole masive daboribA ofeobului skin 9! 
proiimibabo. Aceabe pierderi sinb peso in evidenbA prin faobo- 
rul rezisbenzol in albemabiv, care so oxprimA in funebio do 
mArimilo mAsurabil*  po model cu ezpresia (3*35-*B).

In fig. 1.7 oabe reprozenbab facborul k^ in funobio do dit 
banba d dinbro feb^lo inborioare alo barelor in douA oazuri ( 
oind oonduebolo nu sinb dlvizabe (d^" 0) 9I cind fieoare oenduo- 
bA osbe divizabA longibudinal in douA pArbi egalo (d^-20 am).

Din mAaurAborile ofeobuabo penbru disbanta d cuprinaA in*  
bro 450 oi 600 mm, cind ofoobul do proximibabe osbe noglijabil, 
a-a oonebabab o ababilizaro a faoborului k^ la valoarea 1,35*  
AooaabA valoaro oabo oonfirmabA do liberaburA [84] , [8$] .

Figure 1.8 roprozinbA 0 diagramA apabialA a roparbibioi 
donaibAtilnr do ouronb po aoebiunoa unei oenduobo penbru dioban 
ba d - 10 mm.

Mai joa ainb da be oibova babolo ou numore proporbionalo 
ou donaibAbilo do ouronb ponbru divorao valor! ale lui d t 
d - 20,40 ... 160 mm. Ponbru uourinba urmAririi lor ao numero- 
boaaA nodurlie rebolei do discrebiAaro oa in fig. 1*9*
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0 100 200d[mm]

d^ = 0 m m

20 m<Ti*

.W3 1
50

cy

]d-{.5Q]50joJ 50

A

Fig.1.7. Factorul 
in altemativ al re- 
zistentei k^, pentru 
sisbemul de bare din 
fig.l.l-funotie de 
distance d dintre ba­
re.--

Fig^l.8. Reparbitia 
spatiala a densibati- 
lor de curenb pa sec- 
tiunea unui conductor 
pentru d a 10 mm.
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Fig.1.9* ExplioativA la tabale.

Pentru alimentarea modelului a-a utilizat un generator 
de audiofrecven^A de 5 W, iar pentru mAaurAtori un voltmetru 
electronic cu intrare aimstricA. Pentru determinArile fAcute 
a-a eatimat o eroare totalA de citeva procente.

Tabelul 1.1 : d * 20 mm

2

1,28
1,42 1,1
1,37 1,075

12 13

o,865
14

o,89 
o,72
o,7o

o,53o,59
o,58 o,525 o,47

16 17 18

o,615 o,6 o,61
o,465 o,465 o,47
o,46 o,435
steam Mtwmmaas

19 2o

o,625

o,45 
"**21

0,66 o,7 o,75 o,865 o,ol5 1,24 1,57
o,485 o,53 o,58
0,47 o,515 o,57

2,75 3,67 o,435

o,67 o,835

2,07
1,06 1,365 1,815 2,45 3,28 4,48
1,05 1,36 1,79 2,375 3,17 4,335

Tabelul 1.2 t d * 40 mm

1,77 1,43 1,15 o,965 o,82 o,725 0,68 0,63 o,625 o,67
2 1,57 1,2 o,98 0,8 o,665 o,57 o,53 o,49 o,48 o,48
3 1,515 1,16 o,95 o,78 o,65 o,565 o,5 o,45 o,45 o,45

o,7 o,73 0,8 o,9 0,03 1,25 1,52 1,885 2,41 3,16 4,16
o,5 o,52 o,58 0,65 0,8 1,015 1,275 1,675 2,12 2,8 3,8
0,5 o,52 o,57 o,65 o,83 l,o 1,27 1,63 2,o7 2,7 3,68
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Tabelul 1*3  ; d e 60 mm

1 2 3456 78 910
—===3ts=:==55 55 55 s:ss:=:sMis:s:sscs:=BSM:=:5:x5:s:cs:5:s:cc:=:s:ss:ssM5s:s5c=x:=:s:s3SS5:sMKKZS5
1 1,825 1,46 1.17 o,95 0,8 o,75 o,7 0,66 1211V * VT 0,64
2 1,63 1.25 1.0 0,8 o,65 o,58 o,52 o,5 0*48 0,48
3 1,56 1,18 0,97 o,77 o,625 o,575 o,51 0,48 0*45 o,45
am ssssssss:=:3=c:=K===^ :===:m=sM:

o=MR=3=CBa:t:s=^z:c:=:cc==e=:==:=:==3e:=^c=====:===c=c:===^=s=======:=:===c3:

11 :==iL= 14===H,== _16___.12=,,,.18 =,=12—=20____21__=
0,08 o,7 0,765 o,85 1,01 '1^17" 1,37 1^71 2,165 2,78 3,625
0,48 o,5 o,55 o,64 o,77 l,o 1,15 1,52 1,9 . 2,47 3,3
o,45 o,48 o,53 o,63 o,76 o,95 1,114 1.47 1,86 2,375 3,175

Tabalul 1.4 : d c 80 mm
====53CEZs^===:==========:======3=====:=:=:c==c=s:=ma:=^3:=S3e=s=Mt=:=tMS

2
3

1.45

2
1,3 l,o3
1,15 0,88
l,o5 o,76

—:5SMKS

3____ =4______ 5__^_6==_
o,84. o,?25 o,635
o,715 o,6 o,515
o,7 o,59 o,51.

=Z=====§==.=3====l5=; 
o76_",57*o, 575*  o,57*  
o,47 o,44 o,43 o,435 
o,46 o,43 0,415 0,42

11 ' 12 ' 13 14 . 15 16 17' 18 19 2o 21=:==:—=K3a=^===:—==acz:=;=:=i:=^:=:i===:^=:====:==:===n;==:==s=^s:=c:==Y:==:=3sa 
o,585 o,625 o,65 o,7 o,785 0,925 1,13 1,411,78 2,33 3,ol5
0,45 0,47 0,5 0,55 0,635 0,75 0,935 1,21 1,56 2,o35 2,725
0,44 0,46 ; 0,475 0,535 0,625 0,74 0,93,0 1,18 1,525 1,95 2,635

Tabelul 1.5 t d = 100 mm

1 1,62 1,28 l,o3 o,84 o,72 o,635 o,6 o,57 o,565 o,56
2 1,425 1,12 0,885 0,715 o,6 o,515 o,465 o,45 0,42 o,42o
3 1.37 l.o7 o,865 0,7 o,59 o,51 o,46 o,42 o,4 o,41

11 12 __ 13_ 14 15___16__ 17 18 __ 19 2o____ 21 _
o?575" 0^585 o*625'*o^67*'o^75**o'j87*'17o5**173  i766"2^16"2?77 

0,435 0,46 0,475 0,54 o,6 o,715 o,88 1,115 1A3 1,87 2,53 
0,42 0,435 0,47 0,525 o,59 o,71 o,675 1,1 1,385 1,8 2,45 
s:==K==:3:=:K=:s:=:=:^:=:=^==:=^tx==^:===:=:::======:=:===:^=======:=:=:===:==:=:=^==: —c—a:
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Tabelul 1.6 : d = 120 mm

1 23456 ? 89 lo

1 1,475 1,17 o,935 o,765 o,65 o,565 o,525 o,5 o,485 o,48
2 1,352 1,01 o,8 o,65 o,525 o,465 o,415 o,37 o,36 o,36
3 1,265 o,965 o,77 o,635 o,535 o,46 o,4 o,36 o,35 o,35
y .<t<———W^——?=—tt———— — ^-—c?———T!^W^ ———^<——Tr^^t-"^aT—t=w—T-—--!

11 12 13 14 15 16 17 18 19 2o 21
mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmztmmmmmmcmmmmmmmmmmmcmmmmmmmmmmmmemmmmmmmm

o,5 o,52 o,54 o,58 o,65 0,75 o,9 1,13 1,415 1,825 2,37
o,37 o,375 o,41 0,44 o,52 o,615 o,75 o,965 1,23 1,575 2,12
o,36 o,37 o,385 o,435 0,51 o,6 o,75 o,945 1,2 1,52 2,o3
mmmmmmmmmmmm=mmmmmmwmmmmmm=m=mmm=m=:mmm=tmmm=mmmmmmmmm=mmmmmsmammmmm

Tabelul 1.7 ! d - 140 mm
W—T*""*  **——*"**  *̂ ——** nn--*-e,-^n -*inr —TE er W1--wt-THti-!wm<!-.<*if. —-—'—rw——

12 3 456789 10
mmtmwmmmummrtW)iiwnr*mrnnnm*wn"THTnw  tmtawiarwi tr m*mwi  immnimitmwwtmm wmwrrwwiwwm
1 1,48 1,17 0,935 0,765 0,635 0,56 0,517 0,487 0,48? 0,485
2 1,32 l,ol5 0,9 o,64 o,53 o,465 o,4 o,37 o,37 o,36
3 1,27 o,97 o,77 0,63 o,53 0,45 o,39 o,37 o,36 o,345
mmmwmwmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmwmmmmmzmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm

11 12 ____ 13____14 15___ 16 17____ 18 19 2o 21m m mm mm mmm mmmmmmm m mmmm m =tm m mm mm mmmm mmmm mm m mmmmm mmm mt3 Mt mm mmm—mm m mmmm m

o,49 o,515 o,53 o,57 o,63 o,72 1,865 l,o6 1,335 1,715 2,23
o,365 o,37 o,4 o,435 o,49 o,58 o,725 0,92 1,165 1,49 2,ol
0,36 0,36 0,385 0,435 0,48 o,58 0,72 0,9 1,135 1.44 1,935
m mm mmm mmmm mm mmm m m mmmm m mm mm mmmm mmmm w mmm m mm mm mm m m mm m mmmmwmmmm mm mmmmm

Tabalal 1.8 ! dm 160 mm
m mmmm mmm mmm mmmm mmmmmmmm mmm m mmm mmmm m mmmm^; mrmtwmmmnwmmmHumnmmwmmmmmmm

1 2 3 4 5 6 7 8 9 lo
—** ——— ———————— — ———*r***  ** —*—*—————— — ------

1 1,5 1,185 0,94 0,77 0,64 0,56 0,525 0,485 o,48 0,48
2 1,3 l,o3 o,815 o,655 o,54 o,45 o,4 o,37 o,36 o,36
3 1,315 1,985 o,785 0,65 o,535 0,45 0,4 0,37 0,35 o,35
mmtmwmmmmmwmwmwmmmmmmmwmmm  mmmmm rnmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmwmmmmmmmmmmmmmm

11 12 13 14 15 16 17 18 19 2o 21
mm mm mm mm mm mm wmmm mmmmmmmmm mmmmmmmm mmmmm mm mm mmmm —< «-

o,49 o,5o o,53 0,56 o,617 o,7 o,83 1,02 1,285 1,635 2,127
o,36 o,365 o,4 o,43 o,49 o,565 o,68 o,87 1,12 1,435 1,91
o,355 o,36 o,38 o,423 o,475 o,565 o,68 o,86 l,o87 1,375 1,84
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1.3*  Cbservatii
Rezultatele experimentale ob^inute pe model pentru sistemul 

de bare colectoare (fig.1.1) indicA o majorare apreciabilA a pier- 
derilor suplimontare din bare pentru d < 150 mm, aga incit o dispu 
nere a barelor in ragini epoxidice de exenqplu, ar fi sub acest as­
pect dezavantajoasA. De la distan^a d > 500 mm, factors! k& inclu­
de doar cregterea rezistentei datoratA efectului pelicular, efec- 
tul de proximitate fiind neglijabil.

Cu integratorul prezentat se pot rezolva problemele de cimp 
magnetic ($1 electric) care prezintA duble simetrii (fa^A de douA 
axe ortogonale).

DacA conductoarele considerate sint plasate intr-o carcasA 
feromagnetica, modelul alimentat cu o frecven^A aproape de zero va 
fi in principiu modelul unor infAgurari de transformator gi cu el 
se poate deci studia fluxul de dispersie al unui transformator.

*
II. DETERMINAREA PRIN MODEL ARE A CDIPULUI ELECTROgAGNETia 

' AL UNUI*  CONDUCTOR CILINDRIC, DE SECTIUN3 TRANSVERSALA 
TRAPEZOIDALA,'PLASAT*INTR-0  CRESTATURA FEROMAGNETICA

Se studiazA pe un model RO cimpul unui conductor cilindric 
de sec^iune transversals trapezoidala parcurs de un curent alter­
native plasat intr-o crestAtura efectuatA intr-un material fero- 
magnetic. Pentru acest caz se prezintA modelul gi citeva rezulta- 
te experimentale referitoare la factorul in alternativ al rezis- 
ten^ei, k * la induetivitatea interna, L^, gi la for^a lineicA 
specifics f^, comparindu-se aceste rezultate cu valorile luate 
in mod curent in considerare la proiectarea maginilor electrice 
gi cu cele ob^inute prin calcul analitic exact pentru conductb- 
rul cu sactiunea transversalA in forma de sector coroana circu- 
larA. ..................................................

2.1. Descrierea sistemului
Realizarea unui model RC pentru studiul cimpului electromag­

netic al unui conductor drept, parcurs de un curent i=I vTT sin t, 
plasat intr-o crestaturA efectuatA intr-un material feromagnetic, 
neceaitA precizarea ipptezelor gi condi^iilor in care se rezolvA 
ecua^iile cimpului.

Materialul feromagnetic, in care este practicata orestAtu- 
ra, este aloatuit dintr-un pachet de tole izolate una fa$a de al- 
ta (cu hirtie, cu oxizi neconductori etc.).Acest lucru echiva- 
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leazA on faptul cA conductibilitatea eleqtricA dupA normalA 
fetelor izolate, este nulA.

Se considera tolele suficient de subtiri $i rezistivita- 
tea lor electrics suficient de mare $1 ca.urmare, se poate ne- 
glija efcctul curentilor turbicnari din bole asupra cimpului 
magnetic al conductorului plasat in orestaturA.

DatoritA faptului ca in directia ctirantului, respectiv 
in directia lui k, straturile de material feromagnetic alter- 
neaza cu straturile da izolant care au o alta permeabilitata mag 
neticA decit materialul feromagnetic, cimpul magnetic nu este in 
general plan-paralel. Pentru a avea un cimp plan-paralel e nece- 
sar ca raportul dintre grosimea tolei fara izolatie $i grosimea 
izolatiei dintre douA tole succesive sa fie cu mult mai mare de­
cit unitataa. Se consider^ indeplinita $i acsasta conditio.

Raportul foarte mare intre permeabilitatea magnetic^ a 
otelului eloctrotehnic $i aceea a aerului, cuprului, aluminiu- 
lui etc*  permite considerarea raportului ;

— ' - ....... c oo
?^aer,Al,Cu

Conductoral este dispus ca in figura 2.1a §i el poate 
fi studiat considerindu-se cA curentul din el se intoarce prin- 
tr-un conductor plasat la infinit [4?),[57] ; de asemenea el poa 
te fi considerat ca fAcind parte dintr-un sistem complet de ccn- 
duotoare placate astfel incit efectul de proximitate al restului 
de ocnductoare din sistem asupra conductorului dat sa fie nul.

Problema mai poate fi privitA $i altfel. DacA pentru con- 
duo torul din sistemul prezentat in figura 2.1, al cArui curent 
i, este cunoscut, ad mai cunoa$te o linie de cimp magnetic P^ 
care inlAntuie numai acest conductor, respectiv 0 linie A=acons- 
tant, determinarea cimpului din interiorul curbci Pg se face 
admitind cA curentul i se intoarce printr-o suprafatA cilindri- 
oA^ perpendicularA pe planul cimpului, sprijinitA pe conturul 
Pg $i de cenduetivitate infinitA.

Conform observatiilor din $ 3.2-A, pentru sistemul din 
figura 2.1a, e suficient sA se cunoasca dear 0 linie de cimp 
din intrefierul J. Pentru intrefierul constant considerat aid 
se cunosc o infinitate de linii de cimp.

DatoritA simetriei sistemului fatA de axa medians a sec- 
tiunii transversals a conductorului $i respectiv a cimpului 
electromagnetic, esto suficientA modelarea unei jumAtAti din
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auprafata de modelab.
Penbru pcrtiunea coreapunzAboare maberialului feromagnebic 

roziabentele din retea an valori infinite §i deci aoeaabA zonA va 
fi "decupabA" din model.

Fig.2.1.b- Modelul BO 
al anaamblului din 
figure 2.1. a.

Pig.2.1.a - Anaamblul conduo- 
tor-oroabAburA de modelab.

2.2. 0 solatia analibicA pentru un oaz idealizeb

Penbra an conductor avlnd seotiunea braneversalA do forma 
unui socbor-coroanA oircularA (fig.2.1-a) eacpreaiilo intonsitAtii 
do cimp magnetic oi a denaibAtii de curenb la o roprezenbare oom- 
plexA a mArimilor elecbromagnebice ainb (v.Anexa 2) t

i H^)(Tb)j,(rf)^r (fb) (ff) ,, ..
S Gx>) * ss-= —-------rrs----- --------- -wv - -' ** **. J^(fa) H^^(rb) - J^(rb)H^^(Ta)

H/^(yb) J (c?f) - J^b)

- "------ fiF---------*------ Fri—Ji&a) H^^crb) - Jj^(rb)

in car. )*  J^.+j .st. funotia Hanke 1.

Separind din puberea complexA prin suprafata generaboaro a 
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oenduetorului puterea active pi reactivA se obtin ;
 Re jj (T-a)j

(2.3)

(2.4)
med

este real daoS se alege oa origins^(W)

a fazolor fazorul
In ezpreaiile de mai sus 0^, a pi b au valorile ob$inute 

din eohivalArile efectuata crestAturilor din fig.2.la pi fig.2.1 
a t unghinl 9^ este identic pentru cele douA crestAturi, 

b^-b^ 

oilindrul de razA a (fig.2.1-a), are axa de simetrie identiaA cu 
muchia diedrului format de female laterals ale conduotorului din 
fig.2.1 pi este tangent bazei b^ (fig.2.1) la mijlocal ei,

(2.6)

ariile soo^iunilor transversale ale color douA conductoaro sint

Foloaind tabelele din[86] pentru datelo problomei p-au
calpulat valorile pentru pi reprezentate tn fig.2.2. pi 
fig.2.6 prin curbele 6 respectiv3.

2.3. Modelul RC oorespunzAtor sistemnlui
Pentru disoretizaroa suprafe^ei do modelat, elemontelo 

do suprafa^A ds^ so aleg do fcrmA convonabilA. Pentru a so uti­
lise olomonto pasivo R^ pi C_ pe oit poaibil de valori conatanto 
pentru intreg domeniul modelat pi pentru a avea oroaro do trun- 
ohiore micA, a-a ales disoretizaroa in element*  pAtratioe cu 
pas mic de diaorotizaro.
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Alegind pe b =10 ^m, = 910j&- , = 4,7*10  9 y, *

a 5,5.10^ /^Cu^/^o ° 1)256.10*̂  3, $(?iind cA marimea (consbanbA

in planul cimpului) K = (S a seotiunea conducborului) se poa- 
te debermina k^., in baza relabiilor (3+13-B)

k'^= . 6,2.10'^

DaboribA fapbului cA in cele ce nrmeazA inbereseazA mArimi- 
le raporbabe, k^, ^ia , ,valoarea coeficienbului de similibu-

L±c
dine k. nu brebuie cunoscubA.

A
Pe baza color prezenbabe mai sus, penbru sisbemul din figu- 

ra 2.1a s-a consbruib modelul din figura 2.1b. Alimenbarea mode- 
lului cu un curenb de aceea$i formA cu i s-a fAcub prin puncbul 
comun al condensaboarelor re^elei $i prin puncbul corespunzabor 
unui segmenb *

2.4. Rezulbabe experimenbale

a. Rezisbenta in albernabiv a conducborului R^ se deber- 

minA indirecb prin facborul in albernabiv al rezisben^ei k.^dab 

de expresia (3*35-B),  in func^ie de mArimile mAsurabile pe model.

Fig.2.2. Facborul rezisben- 
^ei in albernabiv k =f (T ) 
penbru diverse bemperaburi 
medii ale conducborului de 
cupru: o

Curbatl-0 =20°C; 4-Qt.l75 0;
2- 0 =75°C; 5-ourba da-
3- 0 =125 0; bA in[87];

6-curba co- 
respunzAboa- 
re rel.(2.3X

Rezulbabele experimenbale debcrminabe pe model sinb reprezenbabe 
sub formA de diagrame in figura 2.2 $i figurile 2.3*a,b,c,d.
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In figura 2.2 este reprezentata. varia^ia lui :
ffk = k 0,09 hc\/^3 ' (f-frecvens;a curentului i; mai-

^imea conductorului in rnti).

!

d

Fig.2.3. - Factorul k in func^ie de frecven^a a
cimpului electromagnetic.

In figura 2.3 sint prezentate patru familii de curbe : 
k^(f), (,b,c,d), pentru diferite temperaturi medii ale conduc- 
torului ! a) 0 = 20°C c) Q = 125°C

b) 0 = 75^0 d) = 175°C.
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Dimensiunile sec^iunii conductorului (fig.2.1) pentru care 
s-au facut determinarile date de curbele 1 *y*  6 din fig.2.3, sint:

1 - b-,= 6,8 mm; b^ = 14 mm; hi2 5 = 80 mm;

2 - b^ =\/^.3,4 mm; b^ = \/314  mm; = V3^40 mm;*

3 - b^ =:'\/2^3,4 mm; b^ =\/2.14 mm; = \/^2.40 mm;

4 - b^ = \/l,53,4  mm; b^ = \/l,5.14 mm; = ^1,5.40 mm;*

5 - b^ = 3,4 mm; b^ = 14 mm; h = 40 mm;5

S-a gasit interesanta prezentarea reparti^iei densita^ii 
de curent J (x,y), (fig.2.5 a,b,c,d,e,f,g,h) pentru un conductor 
de cupru la temperatura de 20°C, avind baza mica a sec$iunii trans­
versale egala, cu 3,4 mm, baza mare cu 14 mm $i inal^imea de 40 mm, 
pentru diverse frecven^e ale cimpului magnetic. Reprezentarea s-a 
facut pe baza tabelei 2.1 care cuprinde valorile relative, Ja

Jc 
functie de frecven^a,pentru axa mediana a conductorului studiat.

. Notarea punctelor pentru care s-au dat valorile raportului 

-3- s-a facut incepind cu mijlocul bazei mici(care s-a notat cu 1) 
^c $i terminind cu mijlocul bazei mari (notat cu 21) din 4 in 4 mm.

Din figura 2.2 se observe ca varia^ia factorului k&=f(^ ,0) 
se poate aproxima, pentru y^l,5 cu o familie de drepte :

= m^+ n (2.8),
coeficien^ii m $i n determinindu-se din diagramele respective in 
functie de temperatura 0.

Facind rapoartele intre pierderile Joule in curent alterna- 
tiv $i in curent continuu, la definirea lui k , conductivitatea 
electrica nu mai apare explicat in expresia factorului rezisten^ei 
in alternativ, considerindu-se, de obicei, ca ea are aceea$i va- 
loare atit in expresia pierderilor P . cit $i in expresia lui P .

S-a considerat $i aici ca printr-o metoda oarecare tempe- 
ratura conductorului, atunci cind prin el circula un curent con­
tinuu sau un curent alternativ de frecven^a arbitrara dar bu va-
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loare eficace egalA on valoarea curentului continuu, eate aceea- 
91. In. aceste condi^ii influenza conductivitA^ii In variable lui 

intervine prin deformArile provocate de variatia ei In repar- 
ti^ia oinpului, respectiv a densitA^ii de curent J (x,y).

Tabelul 2.1.
3!================ =33========== -p
Puhotul 15 Hz 25 Hz 50 Hz 75 Hz 100 Hz 150 hz 200 Hz

n=3 —WTC* &=3Z=!=3 s^=m=11* ********

Conductivitatea electrics, (r , depinde de tet^paraturA

1 3,900 5,330 7,640 9,030 10,000 12,060 14,200
2 3,467 4,640 6,470 7,315 7,660 9,060 10,000
3 3,040 4,035 5,36 5,590 5,800 6,670 6,670
4 2,645 3,500 4,25 4,350 4,415 4,470 4,400
5 2,260 2,967 3,43 3,265 3,170 3,070 2,870
6 2,000 2,487 2,715 2,457 2,300 2,067 1,570
7 1,715 2,050 2,110 1,863 1,763 1,435 1,200
8 1,450 1,680 1,644 1,380 1,268 0,965 0,777
9 1,238 1,357 1,285 1,070 0,866 0,667 0,473

10 1,107 1,143 1,000 0,759 0,600 0,433 0,267
11 0,986 0,892 0,786 0,517 0,400 0,267 0,153
12 0,857 0,750 0,607 0,418 0,300 0,166 0,067
13 0,786 0,607 0,471 0,290 0,233 0,133 0,020
14 0,700 0,536 0,393 0,221 0,166 0,667 0,005
15 0,643 0,486 0,357 0,172 0,133 0,033 0,000
16 0,615 0,464 0,286 0,138 0,066 0,013 0,000
17 0,600 0,428 0,250 0,114 0,040 0,005 0,000
18 0,600 0,428 0,214 0,089 0,016 0,000 0,000
19 0,600 0,428 0,214 0,076 0,000 0,000 0,000
20 0,600 0,428 0,214 0,076 0,000 0,000 0,000
21 0,600 0,428 0,214 0,076 0,000 0,000 0,000

prin rela^ia -
(T. -1^- ' i+*e o

(2.9)

ca urmare, adincimea echivalenta de pAtrundere a cinpului, va 
avea expreaia :_______

$i deci, chiar clnd valorile lui din expreaiile lui P^ $i P^

sin egale, factorul k ia valori ^iferite pentru tezperaturl&
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diferibe t 09a se explicR diferen^ele dinbre diagramele din figura 
2.2 (1,2,3^4) de asemenea inbre diagramsle din figura 2.3 a^b, 
o^d.

b^ Induobivibabea inbernd , L^ , a conducboyului se defi- 
ns5be energebio

Li . (2.11)
* 1^

t fiind energia magnebiod 
borului. ,

InmagazinabA in volumul conduc

respecbivEa s-a deberminab prin raporbul L^^ a L^/L^,

Fig.2.4 a. Inducbivibabea inber- 
na. raporbaba in func^ie de 'fda O.75°O)! ?
1 - curba oblyinubd din model;
2 - curba din ^8?J;
3 ** curba calculab& ou expre-

* sia (2.4).

Fig.2.4 b. Valorile lui 
I*iar  = 2OOc(ourba
1), 9 = 75°0 (curba 2), 
0 ts 125°C (curba 3)^ 9 * 
175 0 (curba 4).

In fig.2.4. a esbe prezenbabd indue bi vibabea inbemd ra- 
porbabd in func^ie de ^pe model, la 9 a 75°C, din liberaburA 
[87] gi calculaba.,iar in figure 2.4.b sinb da be curbele experi-
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mentale in functie de pentru diferite temperaturi medii ale con 
ductorului.

o. Forta rezultantA care actionsazA asupra conductorului 
s-a determinat ^inind seama de expresiile (3.37-B)-(3.39-B) 
s-a calculat numeric cu metoda lui Simpson.

Fig.2.7. Variable lui f^ in 
functie de frecventA, 
pentru un conductor de oupru 
cu b^*3,4 mm, b^-14 mm, 

*=40 mm, la temperature 0 -20^0

Pig.2.6.BxplioativA la 
repartitia tensiunii 
maxwelliene pe contu- 
rul seotiunii transver- 
sale a conductorului.

In figure 2.7, s-a prezentat varia^ia in functie de frec-
vontA a fortoi lineice specifice

DupA cum rezultA oi din(ezplicativa din figure 2,6, for$a 
F icpingo (fixoazA) conductorul in crestAturA.

2.5*  Aparate utilizeto. Precizia mAsurArii

Pentru mAsurArile pe integrator s-au utilizat un miliam- 
permetru UNIGOR-3 oi un voltmetru electronic.

Modolul s-a alimentat cu un curent obtinut de la un ge­
nerator de audio-frecven^A.

In urma unei analize atente a erorii de determinare a 
mArimilor k^, f^, ea s-a evaluat la o valoare do citeva
procento, eroarea de trunchiere fiind practic neglijabilA,pentru 
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pasul de discrabizare ales. Condensaborii 9! rezisborii au fosb 
sorba^i on o punbe cu precizia de 1^5.

Acesbe cibeva procenbe-eroare au fAcub imposibil& cunoa?- 
berea pe aoeasba cafe a faoborului k penbru efecbul pelicular 
slab.

2.6. Cbservatii
Rezulbabale ob^inube, in ceea ce prive$be facborul k^, 

concorda suficienb de bine cu acele dabe in liberabura[i37] $i sinb 
mai mici, a$a cum de albfel era de a$bepbab, fa$A de cele cores- 
punz&boare conducborului de sec$iune bransversala secbor-coroana 
circular^. In ceea ce prive$be inducbivibabea inbema raporbaba, 
ea esbe mai mic& decib cea daba. in liberabura, mai ales penbru 
frecven^e mari.

Facind raporbul inbre pierderile Joule in curenb alberna­
biv $i cele in curenb conbinuu in expresia lui k , nu mai apare a 
explicib,influenta ei inbervenind prin deformArile provocabe de 
varia$ia ei, in reparbitia cimpului magnebic cf=\ / 2 . respec-

VuccD
biv a densibd^ii de curenb J (x,y).

In ceea ce privegbe influenza bemperaburii asupra for^ei 
ac^ioneaza asupra conducborului se poabe spune ca ea esbe inver­
se influencei frecvenbei. . .

Penbru cazul limibA al conducborului de sec$iune bransver- 
salA brapezoidalA, conducborul de sec^iune drepbunghiularA, abib 
influenza ben^eraburii cib $i a frecven^ei esbe nuld penbru for$A, 
men^inindu-se penbru facborul k^ ei inducbanta L^.

Deberminarile s-au efecbuab penbru Jg = 1 mm $i 2 mm 

rezulbabale nediferind inbr-o sibua^ie fa^& de cealalba deoib 
foarbe pu$in (daboriba erorilor inbimplAboare de masurare).

III. CIMPUL ELECTROMAGNETIC IN CCNDUCTORUL PARALBLIPIPEDIC 
FOARTE LUNG,PARCURS DE UN CURENT SINUSOIDAL,PLASAT 
INTR-O CRESTATURA EFECTUATA IN MATERIAL*  FEROMAGNETIC 

Sbudiul cimpului sisbemului considerab, are ca ecop ob$i- 
nerea unor informal!! asupra erorii de brunchiere, a erorii glo­
bale inbrodusa de modelarea pe rebels pasive RC $i a formulelor 
opbime de calcul a facborului in albernabiv al rezisben^ei (k^) 
$i a inducbivib&$ii inberne raporbabe (L^^) cadrul analizei 
numerice a cimpului elecbromagnebic (prin modelare $i calcul ci- 
fric).
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Rezultatele determinate prin modelare gi cu calculators!
cifric se compare cu cele obtinute prin calcul analitic exact.

Sistemul electromagnetic considerat se prezinta in fig.
3.1.a, iar in sectiune transversals in fig.3.1.b.

Ipotezele admise sint aceleagi pentru fiecare mod de tra-
tare a cimpului :

i n^>ai <r^= o (3.1)

Ultima ipotezR derivA din dispunerea miezului feromagne-
tic sub forma de tole izolate intro ele electric.

3-1- Solutia exacts a problemei
Ca urmare a ipotezelor acceptate cimpul magnetic va fi 

plan-paralel gi unidirectional (fi cu axa x) gi pentru determina- 
roa lui e necesarR aflarea solutiei uneia din eouatiile !

a H

(3.2)

dy^
satisfAcute de components spatialA a vectorului potential magne­
tic A,(32), reapectiv de unica components a intensitAtii cimpului 
magnetic H(H . Hi), (2.3).
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Indiferent care din cele dou& ecuatil se utilizeazR, re- 
zultatele sint acelea?!, diferenta in rezolvare oonstind practic 
doar in tipul de conditii de frontierR utilizate. Se observR cR 
oondi$ia de frontiera datR este de tip Dirichlet pentru ecuatia 
(3*3)  $i de tip Neumann pentru ecuatia (3*2.),  intrucit din apli- 
carea teoremei lui Ampere pe perimetrul sectiunii conductorului 
rezultR valoarea H (o,t) a intensitRtii cimpului magnetic :

H(o,t)=^n, (3.4)

i(t) - curentul din conductor.
Valorile lui $i ob$inute prin rezolvarea ecuatiei

(3) (v.Anexa 3) sint :

. oh2 <^b + sin 2<<b .
^^*̂552  b - c.s 2' "b' '

T 3 sh2 <=<b - sin 2 << b 
"iar ch2<b - cos 2°(b '

in care

* =V^**  = —

(3.6)

(3.7)

<T- fiind adincimea echivalentR de patrunderea cimpului 
in semispatiul conductor ;

co- pulsa^ia electrica a curentului i(t) = I V2^ sin<Ot.

Valorile deduse cu expresiile (3*5)  $i (3*6)  sint prezen- 
batd in coloanele 2 ale tabelelor 3*1  $i 3*3y  in func^ie de frec- 
venta, pentru b = 10 a = 40 mm,

/cu"/o * 1.256*10*%/m,  5,6*10?S/m  2%*f  .

3*2.  Modelarea pe o retea RO

Datorita ortoganalitRtii suprafetelor de separatie ale di- 
feritelor medii care intra in structura sistemului, reteaua de dis- 
cretizare a.planului cinpului se alege ortogonalR $i cu pas cons­
tant bs(fig.3.2 b) sau cu varierea pasului de discretizare doar la 
bazele conductorului (fig.3*2  a) in scopul unei mai bune aproxima- 
ri a.cimpului la efeat pelicular accentuat.

Neluind in seamR variatia densitatii de curent pe un ele­
ment de suprafata (^^= la baza superioara, la

baza inj.erioara $1^^ a 1 in restul sectiunii conductorului),ecua- 
tiilo diferentiale trunchiate care deriva din 3.2. sint :
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1 9 A^ ?

4-1 * ^4 * 4+1 *y*̂(*a*l;  = 2,...,9 (3.8)

Aoestor ecuahii la coreapunde modelul din fig.3*2. c. Pentru 
paramotrii modelului a-an alaa valorile : R e 1000-0., 0m4,6 nF 
9i la hm a c 4 mm,din relatia (3*13-B)  rezultA k^ - 
- 4,1.10*̂  reapectiv frecventa mArimilor din model f^ - 244 f.

MAsurile a-an efectuat cu schema din fig.3*12 -B, in care a-a 
utilizat un voltmetru cifric BO 302 pi un generator de joaaA froo- 
ventA (BO 501).

Rezultatele mAaurArii pi calculelor aint prezentate in co- 
loanele 3 pi 4 ale tabelelor 3*1  pi 3*3*

a. Pentru calcularea factorilor k pi L. _ a-au utilizet a lar
expreaiile puterilor date de (3*32-B)  in funchiile de mArimile 
mAaurabile pe modelul RO, resultA ;

p. - - - V* '
in care R pi IL. aint compcnentele iapedantei eohivalente a mo- 
delului.

Din (3.9) on (3.33-B) pi (3.34-B) pi exproaiile puterii ac­
tive in o.o. pi a energiei magnetioa in funotie puterea aparantA 
(Q H 2 W^) rezultA j

"-1- ' $
* mm

3
I*iarlm  * To (3.11)

b. Aproximind integralele de volum care dau puterile active 
pi reactive (reapectiv a energiei magnotice) prin sumo de valori 
finite, oonaiderind valorile denaitAtilor de putori pi onergii*̂**<*WW1  

oonatanto pe cite 
P - 1 ( J.jf dv .

2 un element do suprafat A !
h h z**  h_h^ 'r- y p

. -2— jj2 dy -2— 2_ (3*12)
0 k^l
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C?1 ;Tk * I) penbru k . 2,...,9; = ^-)

(3.13)
i

dacd se $ine seama de (3.21-B) 91 (3.20-B), rezulbd !
10

<2. ' XI k

t-1 9

Liar2m * °'15 + °"lo,9^' ^,15)
Ht *

in care U*̂_  esbe bensiunea la bornelc condensaborului wk" in? 

^nk^l k-1 * bensiunea la cape bale m,k+l - m,k-l ale coiducboare-

lor „k+r*  91 wk-1"

. 2

.3

.5

.6

. 8

.7

a) b)

Fig.3*2. Discrebizarea 
cresb&borii (a) schema 
elecbricd a modelului 

{b),modelul realizab (c).

c. Folosind evalu&ri imbundb&^ibe ale puberii acbive 9!
ale energiei magnebice din (3*12)  9i (3.13) cu formula w a lui 
Simpson se ob^ine !

h
^a * \ ^k ' * 1.^^ 4 penbru (3.16)
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k = 2n, = 2 pentru k = 2n + 1, n - numarul natural.

*^m b

2 10
** — H^kBk cu (3*lo)  $i (3*17)  rezulta :

k=2 (3-17)
10

*.3*= X (3-18)

^iar3m * 13

9

+ ' k-1 (3.19)

k=2
Pentru masurari s-a utilizat schema din fig.3.12-B in care 

s-a utilizat un voltmetru cifric $i rezisten^a R a avut valoarea 
de 1 k an. .

Rezultatele ob^inute utilizind expresiile de calcul (3*10),  
(3*11),(3*14),(3*15),(3.18)  $i (3*19),  s-au prezentat in tabelele 
3*1  9i 3*3,  coloanele 3,4 $i 5.

3*3*  Rezultatele obtinute cu calculatorul cifric
Problemei i se poate asocia reprezentarea in complex a ecua 

tiilor (3*8).  Daca se ia ca marine de referin^a in planul complex 
fazorul I, coreapunz&tor curentului i (t), ecua^iilor (3*8)  le co 
reapund ecua^iile complexe :

12 I
- A1+A2 = )"1

Ak-1 ' + ^k+l= -^); k=2,...,9 (3.20)

3 2 I^9'^10= 2 / A10 'yag)'
in care s-a $inu6 seama ca I = - (Tabk.

Se noteaz& :
^k " ^e j-k} ^k+10= ^m {-k] * cl,..., 10 (3*21)

9i din cele 10 ecua^ii complexe (3*20)  rezulta 20 ecua^ii alge- 
brice reale cu 20 de necunosaute (x^, L = l,...,20)

1 2 19- Xi + X2 + ^/G*̂h  x^^= 23/ I :

1 2- x^- x^^ + x^^ = 0

2
^k-1 * Xk+lV^ ^+10 = ' \

k =2
-?*̂^k  "k+9 -2*k+io+  "k^ll = °

9 (3.22)
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3 2 u.I
X9 * ^lo + 2 / h XgQ =

- 2 / "2*1.  + - XgQ = 0

Norma suma a matricii sistemului (3*22)  este mai mare
declt unitatea $i deci sistemul nu se preteaza la o rezolvare ite- 
rativa. S-a utilizat metoda lui Gauss.

Rezolvarea s-a efectuat pentru 10 frecven^e cuprinse in 
domeniul (0,50j cu un pas de 5 Hz, la I = 400 A, dupa algoritmul 
care rezulta din-schema logica prezentata in fig.3*3*

Marea majoritate a termenilor matricei A a sistemului 
(3*13)  sint nuli a$a incit se introduc in calculator in zona afec- (
tata acesteia, valorile "0".

Coaficien^ii independent!.de frecventS. sint, unii egali 
cu 1, sau -1 $i altii cu -2 $i se introduc cu ajutorul instruc- 
tiunii de ciclare D 0 .

Termenii dependent! de frecventa se calculehza dup& ini- 
tializarea frecven^ei f (f = 50 Hz) tot cu ajutorul unei instruc- 
^iuni D 0.

Dupa introducerea termenilor liberi $i dupa o prealabila 
tiparire a color doua matrice se cheama din biblioteca calculatoru 
lui (MATHLIB) subprogramul de rezolvare a sistemului de ecua1?ii 
denumit RES0L, are la baza algoritmul lui Gauss.

Din solatia X se calculeaza valorile factorilor
I*iar  ^1 modelare

a. Utilizind. expresiile de definire energetic^, separind 
puterile, activa $i reactivA, din fluxul vectorului Poyting :

s = Pg + jQ = (H*  x E)^s = - h<_ I (j Al + K) =

= P.(l + x^) - j M hg Ix^ (3.23)

din care rezulta ;
= 1 + -0^- x ; cu^ =^i(?4)h^ (3*24)

L.'' \ = —2— Xiiarlc * lo
b.Inlocuind in (3*12)

(3*25)

$i (3*13)  pe J^respectiv,B^cu exprt
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siile / 2 2J. = (T E. - T \/ (K-

B^ - ^iHx = 2^ V^k+l*̂k-l^^  ^k+ll*̂k+9^

(3.26)

(3.27)

Fig.3.3. Schema logicA de rezolvare 
a aistemului: AX = B.

BUPT



134 -

o* inlocuind in (3*16) $1 (3*17) expresiile (3*27) respec-

tiv (3*28),  rezulta :

*°?= ° 33 5
9

Calculele se repeta pentru cele 10 frecvenlye*  
Programul scris in FORTRAN este prezentat in Anexa 4 sub 

numele do MASTV 1*

Programul a utilizat citeva instrucbiuni care au de terminal 
calcularea expresiilor (3*5)  (3*6)*

Din conf run tarea rezultatelor ob^inute pe model $i cu cal- 
culatorul cu valori exacte s-au obbinut abaterile relative pro- 
centuale. Erorile de determinare aferente fiecarei expresii de cal 
oul a.rapoartelor $i sint trecute in coloanele tabele-
lor 3*2  $i 3*4,  notate corespunzator.

3*4*  Observabii
A$a cum este de aebeptat, erorile de determinare pe model 

sint mai mari decit cele pe care le include calculul numeric. Pe 
cind erorile incluse de a doua metoda urmaresc o lege clara de va­
riable cu frecvenba, de terminate. de gradul de apr oximare f acuta la 
trunchiere $i la evaluarea marimilor calculate, primele nu respec­
ts aceasta calitato datorita intervenbiei erorilor nesistematice 
determinate de impreciziile elementelor care intrS in schema de 
m&suraro : voltmetrul cifric utilizat a asigura o precizie de 1%) 
elementele pasive R^ ?i 0^ au fost sortate cu o precizie da 0,2%,^ 
rezisten^a R s-a cunoscut cu o precizie de 0,02%, iar generatorul 
RO utilizat pentru alimentarea modelului, q precizie in freovent& .
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de 5%. Semnalul generatorului a avut o buna sinusoidalitate.
Se remarcA faptul ca erorile de masurare pe model care 

apar la de terminarea lui k& si din mArimile electromagne- 
tice la snprafaba conductorului, respectiv din fluxul vectoru- 
lui Poyting, (relabiile 3-10 $i 3*11),  sint mai mari decit la 
utilizarea expresiilor puterilor sub forma unor integrals de 
volum. Rezultatele reflects o "acumulare" mai accentuata a ero- 
rilor la "frontiera" modelului decit in "interiorul" sAu (v.com- 
parativ coloanele 3 Si 4 din tabelele 3-2 $i 3-4.).

Pentru elementele din schema de masurare de precizii 
obisnuite, utilizarea unor formula de evaluare numericA imbunA- 
tAbite (3-18 si 3-19) nu dau rezultate mai precise decit cele 
care au la bazA a evaluarii simple (3*14  $i 3-15).Aceasta obser­
vable rezultA din compararea coloanelor 4 $i 5 din tabelele 3.2 
Si 3-4.

Se poate constata de asemenea ca pentru schema aleasA de 
alimentare si mAsurare a modelului, rezultatele pe model diferA 
cu 3% pentru k& si cu 5% pentru fab A de cele corespunzA-
toare de la calculul cifric. La alegerea sursei, elementelor pa- 
sive si a aparatelor de masurare de precizii ridicate rezulta­
tele vor fi practic cele date de calculul cifric si in aceastA 
situabie se indicA utilizarea formulelor de evaluare imbunAtA- 
bitA (formulele j ale lui Simpson).

Abaterile rezultatelor obbinute prin calaul numeric,fabA 
de valorile exacts obbinute prin aalcul analitic aratA clar cA 
diaorotizarea domeniului sistemului electromagnetic trebuie fA- 
outA cu un paa h, mai mic decit jumAtate din adincimea J,de pA- 
trundere a cimpului in conductor.

B intereaant de obaervat cA majoritatea erorilor incluse 
de modolaro aint negative atit pentru k^ oit si pentru ass 
incit nu ae poate afirma cA generatorul ar fi avut o deplasare 
do acalA care ar provoca abater! in k^ si de semne opuao). 
Cauza cAutatA initial in precizia de cunoastere a tenaiunii go- 
neratorului, a fost aflatA in precizia de mAsurare a voltmetru­
lui numeric, cu mult mai slabA decit o asigura oartea aparatu- 
lui, mai ales la limitsle inferioare ale domeniului de mAsurare. 
Este indicat ca pentru a nu fi nevoie de o schimbare a domeniu­
lui de mAsurare a voltmetrului la mAsurarea tensiunilor , ic-1 
Si U^, sA se modifies R, respectiv curentul 1^, corespunzator
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penbrti fiecaro frecven$& a semnalului de alimentare.
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CONCLUZli

* In legAturA cu problemele abordate in lucrare se 
pot face urmAtoarele observaCii finale :

1. Utilizarea modelarii in studiul cimpului electro­
magnetic din sisteme cu conductoare masive se impune din cel puCin 
doua motive :

- este o metodA care poate furniza soluCii cu precizii 
acceptabile din punct de vedere tehnic, pentru sis­
teme cu structuri geometrice pi fizice §i condiCii 
de unicitate, dintre cele mai complicate;

- este un mijloc care permits analiza simpla a cimpu­
lui din sistemele cu conductoare cilindrice de seo- 
Ciuni arbitrare, cu domenii extinse la infinit.

2. Sub aspectul posibilitACilor constructive pi al con- 
trolabilitACii preciziei de determinare a cimpului, modelele care 
au la bazA reCelele analizoare pasive (de tip R pi RC), sint mai 
oonvenabile decit celelalte tipuri de modele.

3. DacA studiul pe model RC a efectului pelicular slab 
pi net trebuie abordat cu circumspecCie (datoritA erorilor de mA- 
aurare pi, respectiv, erorilor de trunohiere), pentru analiza efec- 
tului pelicular mediu acest model reprezintA un mijloc de tratare 
aigur pi de multe ori de neinlocuit.

4. Din rezultatele obCinute pe modele RO a-a oonstatat 
oA in analiza efectului pelicular mediu utilizarea unui paa de dia- 
cretizare mai mic sau egal cu jumAtate din adincimea eohivalentA
de pAtrundere a cimpului, conduce la rezultate acceptabile. Ca ur- 
mare numArul oondenaatoarelor neceaare construirii unui model,ohiar 
pentru conductoare-original parcurse de curenCi de ordinul kilo- 
anperilor, este suficient de mic incit influenza rezistenCelor lor 
de pierderi sA nu devinA supArAtoare. DacA in uncle problems numA- 
rul aoeatora cate totupi prea mare, difioultatea poate fi depApitA 
alegind resistori (R^) cu valor! ale resistancelor suficient de mi- 
oi in oonparaCie cu rezistenCele parazite ale condensatoarelor.

Compensarea influence! capacitACilor parazite din ins- 
talaCia de mAsurare se efeotueazA prin alegerea adecvatA a valorii 
0^ pi utilizind schema de pAmintare Wagnar. Cu valori pentru R^ de 
ordinul kiloohmilor pi pentru C_ de ordinul nanofarazilor,problems 
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eliminArii celor doua influence parazite este practic rezolvatA.

5. 0 modelare comodA implied utilizarea unor valor! 
constants ale rezistentelor $1 capacitatilor elementelor pasive 
$1 oa urmare, discretizarea cu pas constant a subdomeniilor omo- 
gene. Ecua^iile care stau la baza acestor modele sint ecua$iile 
in diferente finite sau cele date de metoda lui Galr. Ultimele
se folosesc pentru ob$inarea unor expresii de calcul imbunAtAtite 
$i pentru cuprinderea in reteaua de discretizare a intregului do- 
meniu chiar $i atunoi cind frontierele sint curbate. Utilizarea 
ecua^iilor date de metoda elementelor finite este dificilA [88].

6. Modelarea discrete a cinpurilor determinate de con- 
ditii de unicitate nesinusoidale, e discutabilA. DacA aceste con- 
di$ii sint periodice ^i sistemul este liniar, in lipsa unor surse 
adeevate de alimentare a modelului, se analizeaza cimpul pentru 
fiecare armonicAsursa suprapunindu-se apoi rezultatele. Trebuie 
avut in vsdere faptul ca pentru armonicile de ordin superior ce- 
lei corespunzatoare efectului pelicular mediu, erorile de trun- 
chiere $i influenza capaoitatilor parazite, creso sensibil. Ana- 
liza regimurilor tranzitorii se efectueazA de asemenea cu pru- 
dent&.

0 orientare aproximativA in aprecierea daoA o anumitA 
formA in timp a fenomenului electromagnetic poate fi tratatA prin 
modelare RC sau nu, 0 pot da constantele de timp ale originalului 
[891 * Aceste regimuri ar putea fi analizate corespunzAtor pe mo­
dele cu paturi electreeonductoare, daca tehnologia de construotie 
a acestora ar fi pusa la punct.

7- Modelarea neliniaritA$ilor magnetice, in general, 
este difioila $i ca urmare problemele de cimp magnetic in medii 
neliniare sint greu abordabile cu aceastA metodA. In rest, majo­
ritatea problemelor de interes practic prezintA anizotrqpii oare 
se pot idealize sau domenii-cu structuri neomogene pentru care 
permeabilitatea are expresii de punct simple ^u^(r) = 1 sau>>l). 
Ultimele probleme sint ugor rezolvabile prin modelare.

8. DupA cum se observa din § 2.4-C repartitia cinpului 
magnetic este o functie de temperaturA. In sisternele de conductoa­
re parcurse de curenti mari $i rAcite format, la suprafetele con- 
ductoarelor apar de obicei gradient! mari de temperaturA $i
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dacA in pins deformArile reparti$iilor de curent in interiorul 
conduotoarelcr sint accentuate, cimpul electromagnetic nu poa— 
te fi analizat corect independent de cel termic. Analiza color 
douA oimpuri simultane se poate face in principiu prin aproxi- 
matii suocesive : se determine J la C*  adniis, apoi Q cu J in sur- 
sa de oAldura, se recalculeazA (T, se aflA valori noi pentru J, 
p.a.m.d. .

9*  Schemele de masurare utilizate la modelare sint 
extram de simple $i permit de terminarea aproape directA cu pre- 
oizii bune, a mArimilor globale (rezistente,induotivitA^i) din 
puterile absorb!te de model. DeterminArile acestor mArimi se 
pot face folosind formula de aproximare numericA a expresiilor 
lor de definire energeticA. Din mAsurArile efeotuate s-a obser- 
vat cA formulele de calcul a puterilor active $i reactive din 
fluxul vectorului Poyting dau valori mai imprecise pentru inpe- 
dan$o deoit cele care utilizeazA expresiile lor sub forma unor 
integrale do volum. La prooizii foarte bune ale elementelor din 
schema do mAsurare la utilizarea unor formula de calcul ou aproxi 
mAri imbunAtA^ibe a integralelor de volum, rezultA precizii do 
ovaluaro a mArimilor k ci L__ do 1%..a ar

10. Pentru problems ou domenii mioi (pentru care so 
aoriu 100 — 200 de eoua^ii algobrioe iatre valorile poten^ialo- o
lor) analiza cimpului cu calculatorul cifrio este mai avanta- 
joasA deoft ooa ou modolul, cel putin sub aspocbul prooizioi 
(V.IH-0).

jS. Prinoipalole oontribu^ii personals la analiza oimpu- 
lui olootromagnotic in sisteme ou conduotoare masive, sint ;

1. In A 2.2-A se partiaularizeazA metoda lui Gair de 
proiootaro utilizindu-so disofotizarea in "otlule" [^18] pentru 
cimpurile olectrostatioo (folosind legea fluxului electric) ei 
so gonoralizoazA pentru oimpul eleotromagnotio in rogim ovasi- 
sta^ionar in sisteme ou medii neomogene (utilizind teoroma lui 
Aapbro). AoeastA metodA posedA oiteva insuciri oars o impun ! 
elastioitato M-rimA in discretizarea planului clnpului,u§oarA 
introduooro in eoua^iile ou valori finite a ccndi^iilor do 
frontiorA do tip Neumann.

2. Tot in $ 2.2-A se prozintA o aproximare imbunAtA- 
bitA a ocuatiilM coroapunzAtoare metodei lui Gair luindu-so 
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in considorare variatia densitACii de curent pe elementele de 
arie components ale "celulei" t in 5 3.4-B se prezintA analogul 
corespunzator acestei imbunatACiri (fig.3*13-B).

4. Paragraful 2.4 - A confine o analizA comparative 
a celor trei metode de bazA prezentate in II-A punindu-se in 
evidence identitatea acestora in aoeleagi condiCii de aproxi- 
mare.

5. Se demonstreazA o teoremA de echivalenCA a cimpu-
rilor magnetics din done sisteme ! unui real al problems! date 
$i unui fictiv format in soopul limitarii domeniului inf init 
al problemei de modelat $i u$urarii alimentArii modelului 
(IH-A). ,

6. Partea a doua a lucrarii (B) poate fi considerate 
complet originalA sub aspectal tratArii unitare a diferitelor 
tipuri uzusle de modelare. Se utilizeazA pentru prima oar A 
analiza criteriala ca mijloc de obCinere a rolaCiilor de ana­
logie fapt care dA o solidA fundamentare teoreticA a modelA- 
rii cimpurilor, genoralitate relatiilor obCinute 9i o prezen- 
tare concentratA a modelArii pentru diferite regimuri $i me­
dii de diferite structuri. Do remarcat (de oxemplu) modul 
simplu de obCinere a modelelor corespunzatoare mediilor neomo- 
gene ei anizotrope (§ 2.1.-B). Prin introducerea no^iunii de 
"analog ipotetio" diversele noduri de injecCie a curenCilor in 
modelele rezistiv-capacitivo continui se pot prezenta unitar.

7*  In $ 3+4-B se prezintA cea mai simplA schema de. 
mAsurare a marimilor globale pe model (schema cu un voltmetru) 
dindu-se relaCiile de calcul a oomponentolor impedance! mode­
lului din datele mAsuratorilor. Schema confine o rezisten$A 
de mAsurare a curentului prin tensiunea la bomole ei, precisA, 
reglabila in scopul menCinerii domeniului de mAsurare a volt- 
metrului pentru or ice frecvenCA.

8. Paragraful 3*5-B  cuprinde o analiza complete a 
dependence! erorilor de trunchiere de pasul de discretizare 
9i viteza de variaCie a cimpului electromagnetic unidimensio­
nal.

9*  Prima problemA din partea de aplicaCii (1-0) are 
la bazA ideaa lui Sylvester ^30J de a utiliza pentru cimpuri 
din domenii infinite analogul in dublu strat, obeervaCiile 
simplificatoare, proiectare, construirea modelului,mAsurArile, 

BUPT



- 145 -

interpretaroa rezultatelor, inclusiv formulele de calcul fiind 
originale.

10. Problema H-C este intrutotul originalA.

11. Rozolvarile problemei HI-C sinb originals.

12. Determinarea formelor ecuatiilor satiafAcute de 
valorile vectorului potential magnetic in puncte finite la li- 
mitele de separate a douA medii difexj.te, au feat deduse in 
mai multe lucrAri [19] $ [31] 9.a., utilizindu-se metoda dife- 
ronCelor finite. In Anexa 1 se deduc citeva din aceate forme 
utilizindu-ae diacretizarea tip "celula", teorema lai Ampere 
9i teoremele de conaervare a compcnentelor tangenCiale ale 
intensitACilor de cimp magnetic 9i electric §i a celor normale 
ale inducCiei magnetice ! aint prezentaCi 9i analogii elec trici 
elomentari pentru modelarea RC. Se acoate in evident dependen­
ce formei unei ecuaCii de repartiCia conductivitACii electrioe.

13. In Anexa 2 ae dA aoluCia analiticA exacts pentru 
cimpul magnetic al unui aistem apropiat ca formA de siatemul 
din problema 11-C.

14. Programul de calcul din Anexa 4 a foat intocmit 
do autor §i a-a rulat la un calculator FBLIX-256K.

BUPT



Anexa 1 : DISCRETIZAR3A SI L: CP EL AREA LA LU.IITELE DE SEPA-
RATIE A DCU?i LEDII I.'AGilETICE DE P3R3EABILITATI
DIFERITE

1. Cazul omogenityii magnetice $i electrice : ^i(x,y) = 
const. $i C(x,y) = const.

2 2m

4 4m
Fig.1.1 a - Alegorea elements- Fig.1.1 b - Analogul electric
lor do lungime la discrctiza- al discretizarii din figura
rea cu pas egal. 1.1.a.

Relabiile (3.1-B) $i (3.3-B) corespunzatoare discretiza- 
rii din figura l.'l.a $i analogului electric din figura l.l.b,iau 
forma :

An -A. A^,-A Ay-A A, -A p 9 A
+ -J—2 + -J-2- + 2 = Ch^—2 + g) (i.i)

o^9t

v -v v -V V -V V -V C dV dV ml mo m2 mo m3 mo . m4 mo m^ mo m5\ p\-------- (1-2)

Pentru aceste rela^ii se pot face coresponden^ele :

= ^<rhL A.= , K = - ^5 (1.3)

t
2

2. Situa^ia cind un element de suprafa^a.ASp = h , se 
ia la limita de separable a doua medii de permeability! dife- 
rite ?i conductivity! electrice diferito (fig.l.2.a).

Din ecua^ia (3*1-B)  se ob^ine :

-1-Ao + + ( 1 dl + h^(-^ + K)
J 30 o at

(1.4)

Consorvarea componontsi noriiale a inductiei nagnetice,
"A_t= A u-A ,, (1.5)
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$i a components! longitudinals a oimpului electric, la limita 
de separable a mediului I de mediul II,

Fig.1.2 a - Flementul de supra­
fat^ -^So= h^, la limita de se­
parable a doua medii de permea- 
bilitabi diferite.

2m

4m

Fig.1.2 b - Analogul electric 
al discretizarii din figura 
1.2.a.

af- + = -a^- + Kp" = ^P"= <i-6)

detormina :

Impreuna cu expresia conservarii componentei tangenbiale a in- 
tensitabii cimpului magnetic,

1 ,9A 1 /^A
*̂yn  -^1 = ^an ^11'

expresia (1*8)  determine t

fl ai fl ai I ° 
)u an = j Ji ^an^r^ h
r r'

(1.8)

(1.9)- - W'

cu
2

Ecuabia acum astfel :(1.4) se serie

Pentru 7^11 - gg obbine
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Al'Ap A^-A.
/I /I /I

2 Af*
= ^01^ ^Tt" K)* (1.10)

Aualogul electric al acestei relabii este prezentat in 
figura 1.2 b. unde = oo (adica un model rezistorul respectiv 
lipse^te). 23. Cazul cmd un element de suprafaba 21 3^ = h este im- 
par^it in doua parbi egale (ca in fig.1.3 a) de linia de separa­
ble a doua medii de permeabilitabi magnetice $i conductivity! 
electrice diferite.

Din relabia (3*1-B) se deduce

Fig.l.3*b. Analogul elec­
tric al discretizarii din 
fig.l.3.a.

Fig.l.3*a  - Elementul de supra­
faba este injumatabit de linia 
de separable a doua medii de 
natura diferita.

Tinind cont ca :

' Ap,=Ao"=Ao! A^w=A2!! =Ap 

rezulta ;

2

cu alte
ecuabia
*1-A()

± -^dl=
A^—A

---2 9! analog

cuvinte, pentru
(1.11) devine t

A3 -Ap

cole douS. integrals

dl ^4^o

^2
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Daca

rezultA :

' %II = °

o Ap-Ap - h2 9A^ n o 
01 2 ^"dT*

Analogul electric al 
figura 1.3 b; se observe cd 
tate din valoarea color din

2m

expresiei (1.13) este prezentat in 
in acest caz 
figura 1.2.b

capacitatea are juma 
Si figura 1.1.b.

3' oO' h

h

dona, me-

- Elemental de supra 
dispus la fringerea 
separatie a

Fig.l.4.a 
fata este 
linioi de 
nil diferite cu. 90^

Fig.l.4.b-Analogul electric 
al discretizarii din figura

figura 1.4.a 
latia

elementul 
tine seama de rezultatele precedente, re- 

(3.1-B) se serie astfel :

Atunci cind
daca se

de suprafat& este plasat ca in

- =(3^-r . ^^ol
2 3A

Daca — = 0, so obtine :

o

o 3^o ^4 o

Analogul
figura 1.4.b.

Anexa 2$

electric al acestei expresii este prezentat in

STUDIUL CINPULUI EImCTRO'*.AG?^TIC  AL UNUI CONDUC-
TOR CILIUDRIC DR SRCTJlDiE TRAN S VERS AM -SECTOR
COROANA CIRCULARA.RCRANAT FEROr.'AGNETIC

Sectiunea transversals a sistemului considerat 
este prezentat in figura 2.1.

S. presoncn. = .const., (7^ = 0
In aceste cbndit,ii t Ha- Hu^ (2.1)

u
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Up alaturi da Uy $1 IE formind triedul versorilor sistemului de 
referinta curbiliniu ortogonal cilindric (cu parametrii Lam6 h 
= y ; by = 1 ; = 1).

Din

In sisbemul cilindric,
"p E

rezulta :

! rot H = J = CE

rot E =

rot rot H -

(2.4)

(2.5)

(2.6)

9i deci :

(2.7)

In reprezentarea complexa (pentru regimul sinusoidal), rela- 
tia (2.7) ia forma :

= j^cs, (2.8)

care se mai poate serie astfel :

Solatia acestei ecuatii are forma unei combinatii liniare
a functiilor Bessel de speta I 9i a 11-a de argument complex i

H = (ry) + Yi (ry) (2.10)

in care : A^ $i B^ - constante complexe
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d- adincimea echivalenba. da pabrundere a cimpului elecbromagne- 
bic in semispa^iul conducbor din cupru.

Consbanbcle A^ $i se debermina din condi^iile de uni- 
cibabe a cimpului.

1) H = 0 penbru = b (a b);
2) H = _i----- penbru = a .

2 0 am
Din acesbe condi^ii rezulbg. :

Y^(rb) I
-1 = J^(y^a)Y^(rb)- Y-^(ra) 25^

(2.11A)

(2.12A)

J^(y-b) I
— - _  ------___ - - - __  - - ....

-1 " J^(ra)Y^(fb)- J^(Tb) Y^(^a) 2e^a

H are deci expresia :

I Y^(Tb)J^(f^)-J^(yb)Y^(r^)

* J^(Ta)Y^(Tb)-J^(rb)Y^(Ta)

(1) (1)
I Hl (rb)Ji(rf)-Ji(r-b)H^-' (yy) 

Jl(ya)H^-*(rb)  -Ji(tb)H^''(ta)

unda Hi^^ = Ji + JYi asta func^ia Hankal (functia Bessel sla spe1;a 

a. 111-a).
Densibabea locals de curenb J ^i cimpul elecbrie E vor

avea expresiile ;

„ aY.(y-f)-,-)+ Bi[Yi(ry)+f-^—]j =y-[AiJ.crf)+BiY.(ry)] = 

Hp\yb)j„(ff) - Ji(rb)n^\ry)_________

2e^a Ji (y a)H^l\^b) - Ji(rb)H^\r a)
(2.14A)

BUPT



Vectorul Poynting complex este ;
s = ExB = n H^i)(rb)^(ry)-j,(rb)HW(rf)

4 cJ^(ra)Hp-*(rb)-J^(  r b)H^\ra)

(2.15) ' 

unde n esbe versorul normal exterior suprafe^ei conductoru- 
lui.

Puberea complexa P^va avea deci forma t

r h
P^= SndA = ^-a(-l+j)

J m Jj(ra)H-j^-*(y-  b)-Jj(rb)H^-'(ra)

= P + jQ = +

unde t

P - puberea acbiva disipata in conductor; 
Q - puberea reacbiva;

- rezisten^a in alternabiv a conducborului;

X - L. - reactan$a interna a la
inductivitatea interna;

h - lungimea o
Factorul

in expresia :

conducborului

in alternabiv al

=
*c

B. n?

a conducborului;

rezisben^ei se calculeaza

A.fiind aria sec^iunii transversale a conducborului :

a

s. = . . .2)

Pentru determinarea inducbivita^ii interne relative 

lar

pentru inductivitatea interna in curent continuu, se poate 
lua ca valoare aproximabivu. valoarea lui pentru o frecvea^a 
mic& (f = 1Hz de exemplu) $i atunci
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^iar

sau pe cea ob^inuta dupa calcul exact :
2_3b2+ JtbL

1- %
b^

Valoarea exacts pentru este deci t

c
8 O^(b^-a^)

b 
a

.3

Liar *
4b b 

aa
b^

Pe baza tabelelor prezentate in [86]
lai, s-ati ob^inut valorile din tabelul de mai

, in urma 
jos !

calculu-

R. 
f (Hz) k = -3.

%

L. 
iar * t

^ia^

la

1 l,o48 o,9975 1
4 1,248 o,99oo o,9925
9 2,37o * o,85oo o,8525

16 3,7oo o,7o75 o,7O9o
25 5,220 o,576o o,5776
36 6,65o o,488O o,4890
49 8,100 o,43OO o,4315
64 9,930 0,3800 o,3810

Diferentele dintre
L, $i ^ia^f
ia 7?—rrnr* sint negli

ic

Anexa 3 : CIMPUL ELECTROMAGNETIC AL UNUI COimUCTOR PARA- 
LELIPIPEDIC ECRANAT FERCMAGNETIC

Sistemul considerat este prezentat in sectiune transver­
sals. in fig.3-1*

Intrucit ^cu^A)*  sistemul din fig.3*1, cimpul
magnetic va fi monodimensional : are o singura components spa^iala 
dtipa axa x. H = H i (3*1)
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. In regim sinusoidal, ubilizind reprezenbarea complexa a ma- 
rimilor elecbromagnebice, 
cala va avea forma t

legea circuitului magnetic sub forma Te­

rob H a 
ay

0

= (TEk

le

0

a^E

Din (1.3) rezulbR ! 
a^H

ordinare (3.4) are forma :

H = C^e-^+

Consbanbele 
r& : T

H
9?

Aplicind Inca o da ba operaborul 
"rob" ecua^iei (3.2) se ob^ine:

rob rob

9H

H
ax

0

C- $i se determina din-2

a a 
a y 9 z

0

solatia ecuatiei

(3*5)

condi$iile de fronbie-

Cao -2

0

Din (3.5)

= C^e-^+ C^o *"

$i (3.6) rezultS. expresia deberminatA penbru H :

- sh t (b-yj
1= a shro
Inbensibabea cimpului elecbric din conductor este !
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de

Vectorul Poynting pentru. y = 0 are expresia :

Fluxul vectorului Poynting se ob^ine u$or :

____ r T2
SdA = -- ' cthjCb = _ (T a c

*** °c ^sh2 b+sin2 °^b . sh2 ^bvsin2^b
C a (*ch2  <^b-cos2 b ch2^b-cos2ocb (3.10)

unde puterea activa din bara prime$te forma :

sh2^b + sin2<*b  
ch2^b - cos2<^b

pbterea reactiva a conductorului, expresia :
T2*.  

)___°c sh2^b-sin2 ^b
ch2^ b-cos2o( b

Puterea activa disipata in sistem, in c.c. este 
n T2

Cimpul magnetic in c.c. (-—r = 0) se ob$ine u$br :

deci inductivitatea interna in c.c. este 
b

1^ (
.2)

0

X.2, h.P.b
= -yr*

Factoral rezisten^ei in altemativ are expresia :

S

—x

a e

H =

k - -c/b sh2°^b + sin2^b
^a ** P^ * cn2o(b - cos2\bG

iar inductivitatea interna raportata : 
L.

L- = _ia - 3 sb2^b - sin2^b
"" , ** 2^b ch^o^b - cos2o(b

(3.16)

(3.17)
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Anexa 4 : PROGRAMUL DE CALCUL AL MARIMILOR k $1 L.
PENTRU CONDUCTORUL PARALELIPIPEDIC,ECRANAT

FERCMAGNETIC "IVASIV 1 "
DIMENSION E(1O),R(1O)

-REAL ALFA.F.LIAR,KAPAB,A(20,20),B(20)
,0(400) ,KAP^B,LIARB
DATA B/20 x O./,A/4OO x 0,/
A(l,l) = -1.
A(l,2) = 1.
A(2,ll)=-1.

A(4,ll)=l.
DO 3 1=2,9
A(2 x I + 1,1) =1*
A(2 x 1-1,1+1) =1.
A(2 K I +2,1 +10)=l.

3 A(2 x I,I+11)=1.
DO 4 1=2,9
A(2 x 1-1,1) = -2. -
A(2 x 1,1+10) = - 2.
A(19,10)= -1.
A(20,20) = - 1.
FMAJ^=50.
F30.

69 ALFA=0,00707 x F 
A(l,ll)=0.5 x ALFA 
A(2,l) = -0.5 x ALFA 
A(20,10) = -1.5 x ALFA 
A(19,20) = + 1.5 x ALFA 
DO 5 I =2.9
A (2 x 1,1) = - ALFA

5 A (2 x 1-1,1+10) = ALFA
B(l) = 4,7728E-4
DO 37 1=2,9

37 B (2 X 1-1) = -5.024 E-5
B(19)= -7.536E-5

DO 11 J=l,20
DO 11 1=1,20
K=K+1

11 C(K)=A(I,J)
EPS=5.E-5
N=20
CALI; RESOL(C,B,N,KCD,EPS)
WRITE(103,6)

6 FORJIAT (///10X, REZULTATE ) 
KAPAB=1.+140^7 x F x B(ll) 
LIAR = - 597.1 x B (1)

*

SUII=0.05 x(l. +140.7 x F x B(ll)) xx 2 +0.05 x (140.7xFxB(l))xx2 
DO 29 L=2,9

29 SU!^3UM+0.1x(l.+140.7xFxB(L+10))^2+0.1 x (140.7x F xBCL)) 3sc 2 
SUI.ASUM +0.15 x(l.+140.7icFxB(20))+-:2x0,15x(140.7xFxB(10))xx2 
KAPABB=SU?A
SIG::A=0.15+l.EbK((B(10)-B(9))Kx2x+(B(20)-B(19))xx2)x0.45
DO 36 L=2,9
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IF (F .G E .5 .)G 0  TO 69
STOP
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