INSTITUTUL POLITEENIE "TRAIAN VUIAY
TIMISOARA
Facultatea de constructii
Catedra de construct{ii hidrotehnice
si fmbundtidtiri funciare

DUMITRU ARSENIE

CONTRIBUTII LA CALCULUL HIDRAULIC AL
CASTELELOR DE ECHILIBRU

= Tezd de doctorat =

Conducdtor gtiintific
Prof.emerit inge. VICTOR GHFORGHIU

BIBLIOTECA CENTRALA
UNIVERSITATEA *POLITEHNICA®
TIMISOARA

TIMISOARA » 1974 { iysTITUTUL POLITEHNIC THISOARA
BIBLIOTECA
CENTRALA

Volurnul Nr. 2&82!1&&% __________
_iy;fe-b Lit.

BUPT



CUVINT INAINTE , }

Volumul de fatd cuprinde cercetdrile teoretice i experimen-
tale efectuate in cadrul tezei de doctorat in periocada 19664497u.

CQntinutul tezel este impirgit in doud par{yl tratind castele~
le de echilibru simple respectiv castele de echilibru de tip special.

Fiecare parte cuprinde trel subdiviziuni gi anume :

Partea intii - A - Inchiderea totald bruscd

B «~ Deschiderea totalid bruscd
C = Manevre partiasle izolate gi manevre
L combinate
Parteg doua « D = Castele de echilibru perfect pneumatice
* E -« Castele de echilibru partial pneumatice
Castele de echilibru cu sectiune expo-
nential variabile
¥ « Verificiri experimentale

0 parte a rezultatelor a fost publicatd intr-un articol in
revista "Studii gi cercetdri de mecanicad aplicatd", in cinei artico-
le in revista "Hidrotehnica™ gi in doull articole in "Buletinul stiin-
tific gi tehnic" al I.P.T.

De asemenea-autorul a pregentat un numdr de cinci comuniciri
la diferite sesiuni de comuniciri gtiintifice tinute la Institutul
de constructii Bucuresti gi la Institutul politehnic "Traisn Vuia"
Timigoara.

Dupd ce a fost dactilografiatd intr-o primi versiune totali-
sind peste 1000 pagini, lucrarea a trebuit restrinsé conforam indica-
tiilor rectoratului I.P,T.,astfel incit in varianta finald s-a redus
la mail puyin de 600 pagini.Au fost eliminate paragrafele conyinind
Pregentarea rezultatelor cunoscute din literaturd, paragrafele de
concluzii care insof{eau fiecare capitol, paragrafele conyinind ter-
minologia §i unele teoreme importante din domenii moderne ale mate-
maticii utilizate in cadrul tesei.

Presentarea resultatelor obtinute s-a ficut aproape exclusiv
prin pistrarea representirilor grafice si eliminarea tabelelor nu~
merice. De asemenea s—au eliminat anumite materiale auxiliare ca
lista notatiilor utilisate In cadrul luoriirii, lista tabelelor,lis-
ta figurilor, etc.
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Autorul £si cere anticipat scuze pentru eventualele necliri-
tétl care ar putea s& apard datoritd acestor eliminidri, pistrind ma-
terislele eliminate la dispozitia celor interesayi in mod special.

De asemenea regretid faptul ¢d la citeva figuri, prin multi-
plicare la dispozitivul "Xerox" au apidrut unele defectiuni in spe~
cial la dhenare, defectiuni care lipsesc la figurile originale,

Extinderea relativ mare a lucrarii se explicd prin aceea ci
studiile au cuprins relativ multe probleme $i in acelagi timp s-a
ciutat sd se meargd de fiecare datdéi in adincime, cu finalizarea re-
gultatelor sub formd de tabele,grafice si formule utilizabile in
proiectare si cu verificdril comparative minutiocase ale rezultatelor
teoretice obtinute in cadrul tezei.

Conyinutul tezei este redactat sub forma unui curs didactic,
cu explicatii gi relayii intermediare care permit urmérirea firid di-
ficultate a metodelor utilizate, ceea ce de asemenea explicd numirul
mare de pagini al tegei,

Autorul nnitumegte pe aceasti cale conducdtorului gtiintific
prof.emerit ing.Victor Gheorghiu pentru sfaturile utile primite pe
parcursul cercetiédrii si in mod special pentru sprijinul périntesc
acordast in faga finald la definitivarea tezei.

De asemenea autorul multumegte intregului colectiv al Cated-
rel de constructii hidrotehnice gi imbunidtitiri funciare pentru a-
Jutorul dat in toate fazele elabordril teszei gi In mod deosebit pro-
fesorulul dr.ing.Mihai B4l#d care a pus la dispozijie standul experi-
mental gi a impulsionat elaborarea tezei.

Autorul )
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CUPRI

Partea intii s Castele de echilibru simple

Cap.l - Problema stabilirii ecuafiei oscilegiilor sub formé

Cap.II

A o« Inchiderea totalé brusca

diferentiald

-

Concluzii la capitolul intii

Problema nivelurilor extreme

Prima integrare a ecuafiei oscilaiilor
Determinarea analiticd a nivelurilor extremne

Metode rapide de determinare a nivelurilor extreme
bazate pe tabele numerice si reprezentari grafice
Rela{ii aproximative

Utilizarea metodei de aproximatie Xrilov-Bogoliubov
lletoda liniarizdrii echivalente (variantd originald)
Utilizarea metodei liniarizarii,varianta Prasil
Utilizarea calculatorului "IRIS"

Cap.III = Problema timpului la cace se realizeazd nivelurile

Cap.IV

extreme

Determinarea intervalului de timp intre douad elon-
gatii extreme prin metoda Simpson

Determinarea limitei cvasi=-semiperioadelor cind
timpul creste nemdrginit (metoda Simpson)
Determinarea semiperioadelor prin metoda integrarii
aproximative a lui Legendre

Determinarea limitei cvasi-semiperioadelor cind
timpul creste nemdrginit (metoda Legendre)

Prima cvasi-semiperioadd (metoda Simpson)
Determinarea primei cvasi-semiperioade .(metoda
Legendre)

Deterainarea celei de a doua $i de a treia cvasi-
seniperioade (metoda Legendre) _

Determinarea primei cvasi-semiperioade cu ajutorul
calculatorului "IRIS" (metoda iriloveBogoliubov)
Formule aproximative pentru deteruinarea cvasie
semiperioadelox

Problema legii de oscilgtie

Utilizarea metodei variationale pentru determinarea
legii de oscilatie in prima cvasi-semiperioadid

12

18

33
22
73
&a
92

lo2
116
120

130
137

143
152
156

159

173
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Legea de oscilatie in prima cvasi-semiperioadd
Verificdri (zscande)
Legea de oscilatie in urmdtoarele cvasi-semipe-
rioade (metoda Ritz)
Legea de oscilatie in urmdtoarele cvasi-semiperioade
Verificari (Escande)
Utilizarea metodei liniarizdrii (varianta Pragil)
Verificiri
Utilizarea metodei Krilov-Bogoliubov.Verificari

3e.- Deschiderea totald brusca

Cap.I = Problema stabilirii ecuatiei difcrentiale

Cepell -

Cap.III - Probleme de stzbilitate a miscarii cvasi-oscilatorii

Deducerea ecuatiei cWasi-oscilatiilor falosind
metode variagionald

Problema nivelului minim (saltul wminim)
Integrafea ecuatiei cvasi-oscilajiilor (metoda
Krilov-Bogoliubov)

Privire ‘critica& asupra formulelor sproximative
existente

Stabilirea unei formule zproxiwative

Testarea formulei aproximetive propuse

Stabilirea sistemului in primd aproximatiee.
Stabilibetiea la mici oscilatii

Deteruminarea funcyiei Liagpunov in cazul micilor
oscilatii gi studiul stabilitatii cu ajutorul ei
Citeva inegalitdti noi si o discutie relativa la
coeficientul de sigurantd la stabilitate
Cercetari privind stabilitatea bazate pe teoria
Poincare-Bendixon(cazul marilor oscilatii)
Asupra unui criteriu care permice delimitarea
domeniului micilor oscilayiuni

Ce.~ ancvre partiale izolate $i maneyre combinate

CapeI = Inchidere partiald rapidd urmatd de o_inchidere
totald rapidd

-~ Concluzii

cap.II -

Deschidere parf{iald rapidd urmatd de 9 doschidere
totald rapida

- Concluzii A L&ﬂNLL\ !

Cous 25—,

astele _de echilibru perfect pneumatice

Cape.l = Inchiderca totald rapidé.Modelul matematic

- Deducerec ecuafiei cvasi-oscilafiilor utilizind

metoda variatyionald LT R

v

' 186

193

200

213

221

234

242

255

257

263

270

276

284

293

%04

311

314
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Cap.II - Inchidereca totald rapidi.Niveluri extremse

O primd@ integrare a ecuatiei oscilafiilor

- Determinarea analiticd a nivelurilor extreme succesive 326_

=~ Calculul nivelelor extreme cu calculatorul "Olivetti
programma lol"

Fe= Castele de echilibru partial pneuxatice
Castele de echilibru cu secjiune exponential
varisbild

Capel = Inchiderea totald bruscd

- Castele par{ial pneumatice.Citeva elemente teoretice

- Castele cu secyiune exponenfial variabild.Stabilirea
modelului matematic

- Castele cu sec{iune exponential variabild.Determie-
narea saltului maxim
Fe= Veriiicari ale rezultatelor teoretice

Cap.l = Castele cilindrice simple.lltilizsrea rezultatelor

Sor cercetari

« Verificdri utilizind rezultate ale ISCIF-Bucuresti

- Verificari utilizind rezultate ale yrof.dr.inge.

N.B3la
~ Utilizarea rezultatelor experimentale ale lui
G.Naber
Cap.Il - Inchiderea-totald bruscd. Utilimerea rezultatelor
proprii

= Descrierea standului &xperimental

- Studiul aductiunii

- Castele de echilibru simple

- Castele de echilibru perfect pncumatice
= Castele de echilibru partyial pneumatice

Bibliografie

322

523

341

347

353

358

389

398

429
433
437
447
470
473
510
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PARTEA INTII A - CASTELE DE ECHILIBRU SIMFLE
INCHIDEREA TOTALA RAPIDA

Capitolul I - PROBLEMA ECUATIEI OSCILATIILOR SUB FORMA
DIFERENTIALA

& 8.~ Concluzii la capitolul intii*'

Acest p;im capitol nu are un caracter unitar, in el fiind
concentrate parégrafe care au servit ca baszs@d unor dezvoltﬁri ulte-
rioare din cuprinsul celorlalte capitole;

Primul paragraf in care se trateazdi deducerea ecuajiei os-
cllatiilor folosind ecuatia lul Bernoulli a fost scris cu scopul
de a preciza ipotezele simplificatoare utilizate cit gi pentru a
precisza anumite notatii;

Avind in Qédere pe de o parte existenta numai in litera-
tura roméneascd de specialitate a unor lucréri ca /2-M/,/1-P/,
/2=P/y/1=-B/,/4~M/, etc., in care sint prezentate sintege destul
de complete ale principalelor cunogtinte din domeniul castelelor
de echilibru simple, iar pe de altd parte volumul oarecum exagerat
al tezel am scos paragrafele care aveau un caracter monografic,
mentinindu~l pe acesta ca strict necesar. Se mal intilnesc pe
parcurs aliniate cu caracter monografic gi in cadrul altor para-
grafe, aliniate strict necesare dezvoltidril logice a capitoleler
respective.

In cadrul paragrafuluiise obtine ecuatia oscilatiilor sub
formd diferentiald dimensionalil.

In cel de al doilea paragraf se cautd a se da o formd ra-

tionald adimensienaldi ecuatiei oscilatiilor, mai corect ecuatiei
* Canﬁnufbf’ ateﬁéh"ﬂymﬁﬁt’ a 7ﬁxﬂzp04n3tqfﬁh‘LévaEiAJ¥[2014]
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cvasi-oscilatiilor.

In literatura de specialitate nu am intilnit o discutie
a infinitétii de moduri in care se poate adimensionaliza aceastd
ecuatie g1 cu atit mai putin nu am intilnit criterii care 83 per-
mitd a se afirma care dintre modurile de adimenaionalisare.este
rational a fi utilizate.

In lucrare se ajunge 1la un sistem de mirimi de referintid,
denumit sistem rational care conduce la forma adimensionald, denu-
mitd rationald a ecuajiel cvasi-oscilatiilor. Acest mod de rela-—
tivizare a mirimilor dimensionale satisface ﬁrnitoa:gle doud cri-
teriixéi este idteresant de mentionat cd este singurﬁl care le sa-
tisface $i snume :

l.- Sistemul mirimilor de referiniéd sé cargcterizezc in-
trinsec amenajarea hidraulicd sl sé nu mai fie legat, in limitele
curgerii turbulent pitratice, de un anumit regim initial permanent
Este de mentionat cd miirimea Tx din sistemul Calame-Gaden satis—
face acest criteriu dar mirimea ./, din acelagi sistem nu {1 sa-
tiaface.

2.~ Forma ecuajiei adimensionale sd fie invariantd cu ca-
racteristicilp amenajdrii hidraulice adicd sid nu se schimbe nici
la trecerea de la o amenajare la alta gi nici in cadrul aceleiasi
amenajéri, la trecerea de la un regim #nitial la alt regim initial.

Satisfacerea acestor douli criterii a permié elaborarea u-
nor metode grafice gi grafo-analitice de rezolvare superioare ce-
lor prezentate in literaturd deocarece permit construirea o singurid
datéd a tabelelor cu suficient de multe linii ssu a graficelor la o
8card convenabild gi utilizarea lor la orive castel de echilibru
simplu gi pentru orice regim initial.

Aceste mirimi de referintd rationale sint :

X Ubterior s-ama aa/é'ajaf un criferiu 1e74n£r {2 lh/oosiéﬂ'zétﬁa ﬂfé/'
Medelormindyitoy de 79,0 %- i %%- ,benfm vaboyi extreme ale vapiabity
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A=I=~8=3
_df _Lr ¥ -
Z* Ae‘r k*:
L7 )

in care @

A = diametrul galeriei de aducfiune dacd aceasta este circu-
lard § la alte sectiunl se va lua de patru ori raza hi-
draulicéd a galeriei

f = aria sectiunii transversale a galeriei ;

Ae= coeficlent de resistentd echivalent de tip Darcy al aduc—
Yiunii, definit de relatia

Z,= cota ;1ve1u1ui initial al nivelului apei in castelul de
echilibru, axa o0z fiind verticald, orientatid ascendent

'gi cu originea la nivelul hidrostatic ;

[ = lungimea galeriei de aductiune 3

U,= viteza init{iald a apei in galeria de aductiumne

g = acceleratia gravitayionald ;

F = aria sectiunii transversale a castelului de echilibru.’

'In cazul in care galeria de aductiune este compusid din
tronsoane de diferite sect{iuni se calculeazid o sectiune echivalen-
td gi acestea se considerd in formulele de mai sus.

Cu ajutorul midrimilor de referint{d de mai sus se introduc
nedeterminatele adimensionale corespunzitoérq cotel nivelului apei
si timpului :

R

»*

kcuatis rayionald adimensionald a cvasi-oscilajiilor devine
atunci s

25, 1|45 15 ¢ -0
Zzt 2 |d8 | d% ,
* M&'ﬁmea Zx aste simifars raramefmfaj S= g—g@é W‘lgjdf de '4/4 Mmgw futu Jeénm'.
haree primelor domd nivelun: ofveme. la inchiderea ool bruseis. C= “"ﬁ«eﬂf lkeé/ af
ai@ﬁmd,ﬁw=nﬁahuhmﬂu:a;d%%i%;ddwﬁMen
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Acest mod de a trata problema pune clar in evidentd o pro-
prietate remsrcabild a castelelar de echilibru simple $i anume fapf
tul cd cele doull condi{ii initiale de tip Caushy, care determind
unicitatea solutiei ecuatieli de mai sus nu sint independente aga
cum se observié din expresiile lor analitice : '

z=%;=#132’3l<°
T

Continutul acestul paragraf a fost inclus in articelul
publicat de autor im revista "Hidrotehniea”™ in anul 1971 /2-A/.

In paragraful-al treilea este tratati problema deducerii
aceleiagi ecuayii diferenjiale a oscilayiilor pe o cale originald
utilizind metodele specifice calculului variavional; In plus se di
si expresia ecpliciti a potentialului cinetic al lui Lagrange ce
apare in integrala de actiune care reprezintid formularea analiticid
a prineipiului lui Hﬁmiltcnl§~A]

Se mentioneazd cd autorul a mai utilizat cu rezultate bune
metodele variationale g1 in alte probleme de mecanica fluidelor si
hidraulicd gi a publicat in revistele "Studii gi cercetéri de me-
canicd aplicati” gi "Buletinul gtiintific gi tehnic al I.P.P." re-
sultatele referitoare la curgerea laminaré unidimensionald in con-
ducte de sectiune circularid sau rectangulard /4-A/,/5~A/,/1l4-A/ gi
referitoare la curgerea turbulentd in conducte sub presiune /6-A/,
/15=A/ »

In cel de al patrulea paragraf se reproduc citeva elemente
de teorie calitativd, care vor fi utilizate ulterior. Zste un pa~
ragraf introductiv in acest capitol al matematicii in care au fost
strinse citeva teoreme importante, avind aplicabilitate la castele
de echilibru. Se dX in acest paragraf o demonstrajie originald fap-
tului ci la inchiderea bruscid a chturatorului nmu se poate ajunge
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la o miscare periodic#i, ceea ce evident ar fi putut sd& fie demon-
strat gi pe alte céi.

In parasgraful cinci au fost adunate citeva definitii si
teareme dintr-um domeniu al matematicli aflat in plin¥ desvoltare
/5=¥/9/8=¥/,/14~H/ §i care incepe si fie aplicat din ce in ce mai
mult desi incd timid in gtiintele tehnice,/16-M/,/7-1/,/3-D/. Este
vorba de analiza functionaldi. Cea mai importantd teoremd din cadrul
acestul paragraf este teorema variationald a lul Laggenbach. Teoris
prezentatdi in cadrul acestul paragraf este aplicatéd in paragraful
al saselea. In cel de al saselea paragraf se determini, utilizind
metodele analizei functiocnale gi fécind abstractie de natura fizicd
a termenilor, functionala pentru care solu{ia ecuafiei cvasi-osci-
latiilor este eitrenali. Se obtine pe aceastd cale o importantid
confirmare a rezultatelor de pind aici gi snume s-a regisit pe a~
ceastd cale func{ionala stabilitd in cadrul utilizirii metodei va-
riationale (principiul lui Hamilton), func{ionald oh{inutd acolo
Pe baza unor considerayii fizice, energetice deci principial prin
alté metodd. Se introduce in acest paragraf operatorul neliniar al
cvasi-oscilayiilar [;O-A]

P -tz v he[Z5)

81 se demonstreazs cid acest operator este diferent¥ial, cu diferen-
t1ald in sens Gateaux (DP)(y)s liniard in s sgi continui cu y

pe multimea /A, functiilor continue de clasi c”  care satis-
fac conditii 1la 1limitd omogene. Se demonstreazd cid,pe aceeagi mul-
time, diferentiala Gateaux a operatorului P este un operator sinp
tric pentru orice pereche de functii pentru care Schwarzianul ra-
portulul este o func{ie continuii. De asemenea se demonstreasd, in
conditiile unor inegalitiditi energetice suplimentare, pozitivitatea
81 mirginirea diferentislel Gateaux. Din cele de mal sus resulti
imediat ci operatorul neliniar al cvasi-oscilajiilor este um ope-

rator potential, iar in final se demonstreazl existemta gi unici-

BUPT



A=I=8-6

tatea problemei variationsle echivalente problemei gisirii scolupiei
ecuafiei diferentiale neliniare a cvasi-oacilayiilor. i

In cel de al saptelem paragraf se face o serie de conside-
ratii privind modelarea hidraulici in general gi privind modelarea
fenomenulul oscilafiilor in masi £n special; Se arat¥d ci tratarea
rationald adimensionaldi a ecuatiei oscilatlilor pune in evidentid
faptul c¥ criteriul determinst este criteriul initial %, = idem,
denumit criteriul pierderii initiale de energie. Batisfacerea aces-
tul criteriu este posibilé fie urming calea clasici a modeldrii hi-
draulice, ajungindu<sé astfel la modelarea Froude fie urmind o cale
specificd castelelor de echilibru pe care in lipsa unei terminolo-
gil consacrate an denumit-o0 modelare féri similitudine geometricé.

In cea dc a doua cale se ajunge fie la legile modelédrii
Durand generalizate in care se considerd trei sc.ri independente
G} v 0, 91 6;° sau chiar se poate ajunge o generaliszare a legilor
modelérii Durand generalizate in care se considerd patru scéri in-
dependente OI ’ 0}3, ()\ff si O\,}((Iva,)

Relatiile din cadrul acestul paragraf au fost publicate
partial in articolul /2-A/.

Cu acest ultim paragraf se incheie primul capitol al tesei
capitol care contine atit unele paragrafe cu caracter monografic
cit g1 unele paragrafe in care sint expuse cercetiri ale autorului.
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Dupd cum s-a arvdtat in __eap;l. in cazul inchiderii totale
rapide, problema care se pune dimn punct de¢ vedere matematic este
integrarea ecuafiei oscilafiiler, ecuajie diferenylald neliniard
de ordinul doi s

d | de (1-1)

cu conditiile initiale de tip Cauchy :
Mo=le —= = =5

o= | - Jes (1-2)

= k2

Studiul wmel ecuatil neliniare, in general, este tratat in
mualte lm:_:ix:l, deosebindu~se urnitoarele metode principisl diferite

8.~ metoda fn care s¢ faece o primi integrare axactii gi ¢ a
doua integrare numericl{aproximativi) ;

be~ metode bazate ps liniarizares-ecuatiei 3

c;- metode variapienale j

d.~ metede topologics ;

oo netoda paramstrulul mic

L.~ metoda variatiei mmﬂ.-;

in prezenta lusrare se vor utilisa doar primele trei metede
desarece metoda topologicl di resultete prea slabe la acest tip de
ssuajie, metoda paramstrulul mic nu se aplicid decarece Iin ecuatie

BUPT



— 8

AwXX w32
nu apare wa paremetru mic, iar metoda variafiei eonstantelew condu~

ee, pentru asemenea sondi{ii initiale, la ealcule foarte .}.usi.mi.
se urmiregte o precizie suficiemtd a solufiei. In plus fafd de aces-

te metode, se va ds si 0 metedd criginall de regelvare a umui
(1-1) cu conditiile inigiale (1-2),

‘ In acest paragref se va face o primii integrare a ecustied
(1-B).

In acest scop este necesar a se face o schimbare a ambeleor
nedeterminate care ppar fn ecuaiia escilajiiler 5i snume in losul
functiel ‘s se 1a éa noui functle S - 9—;% s 1ar in locul va-
riadilef ' © se'eonsideri e noud varisbili = .

In acest cas, resultd el derivata a doua %,1%. care apare
tn ecusyia (1-1) 'va trebul fnlocuitd dupd cum urmeazd ¢

. d(B%)
26 _ads = L =

Ecuatia (i-l) poate fi scrisid atunci sudb forms urmitorului
sistem fnlénfuit dé ecuatii :

d——d(:) 522 42 =o s S o
c;_%_‘) 522 08 ma 1S co (1-4)

Migcarea fncepe de la memsmtul G- gi se deafiigoard pink
1a mementul ‘%4 » S8¥e gorespunde pwimului nivel extrem al epei in
eastelul de echilibru (niwel maxim), cu valori pezitive ale deriva-
ted S , deei In acest ianterval de timp este valabili prims ecus-
tie dia (1-4); Dupd ce a depigit primul nive)l extrem, decli din mo-
mentu}l ¢, 91 pink In mementul '©> gn care este atins al deilea
aivel extrem (nivel minim), migearea se produce cu valeri negative
ale derivates S , dsel fn acest intervel de timp se utiliseasl
eea ds a deus ecuajie a sistemului (l-b); In centinuare, generali-

sind, atunci cind migcerea se desfigoari Intre mementul Gzj , oli-
aula-2
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ruia £1 cerespunds um nivel Sz minim al apei fn cestelul de e-
chilibru, gi mementul ©zj+' , cirule fi corespunds nivelul maxim
%’.f*' o (® migeare la eare mivelul spei urci fn castel gi deci
£30) medelul matematis el migolirii este reprezentat de prima e-
cuatie a sistemului (1-4); Evidoxit, ¢ind migcarea se deaﬁséar&
fntre mementele Czi+1 g1 S2j+2 , adick de la un nivel mexim
Soe1 laun nivel minim*=. +2 , atunci avem o migcare in care
nivelul spei coboard in castel gi decl = <o , medelul matematic
al migcirii este representat de a doua ecustie a sistemului (1-4).
Acsastid folosire suceesivd a celor doui ecuatii care alei-
tuiese sistemul (1-4) Jjustified atributul care 1li s-a dat de ecus-
$ii "inlintuite"; Hai mult, prin integrarea primei ecua{ii apar du
douk constante de integrare; Acestea se determini rezolvind o prob-
lenmid Cauchy, cunoscind condifiile initiale la momentul ‘g . Din
ecuatia integrati, eu eonstantele cunoscute se pot obtine veloriie
=, #1 (S% ){ fn momentul 'G: , moment fn care se produce tre-
cerea de la prima ecuatie a sistemului (1l-4), la a doua ecuayie a
aceluiagi sisten; Aceasta permite ca, dupé integrarea celei de a
doua ecuatii a sistemului {(l1-4), pentru determinarea constantelox
de integrare sd se ia drept cenditii initiale, ceregpumzitoare
momentulul '©{ chisr velorile determinate folosind prima ecuafie a
sistonului; Generalizind, dupi integrarea suecesivd a ecuatiilor
din sistemul (1-4) constantele de integrare se determini suecesiv,
luind drept cenditii initiale pentru e ecuapie valeri finale deter~
ringte gu cealalti ecuatie, rezolvati anterior; In acest fel se
constatd ¢ii problema se resolvid dim apreppe fn aproape; Existd o
ugurare garecare & calculelor, dateriti faptulul ¢i fn punctele de
zacordare a solujiilor celor doul ecuafii diferemtiale, ecare aint
puncte in cave mivelurile apei ocupdl posiyii c::irm iz castelud

de eshilibyu, derivata = - % #e anuleasi#.
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Pentru discuyia facutd a fost necesard scrieres sistemului
sub forma (1-4). .
Be ebservi insd c¢i cele doui ecuafii ale sistemului (4-%)
se pot stringe si intr-o form#i unicd s

. . ' = l‘ )3, ..
d(€?) _ (-\)5%"+2‘% = { - i
J= ‘612 e e g (1-5)

In func{ia necunoscutd => se observi ci ecuayia (1-5)
este 9 ecuatie liniard si neomogend de ordinul intii; Forma gene-
raldi a unel ecuatii liniare gi neomogene, cu functie y i varia-
bila x de erdinul fntfi, este : [o-M] [6-L]

d -
;—;‘— + P 'g Q) (1-6)

Dup& cum este cunoscut, solutia genersls a unci astfel de
ecuatil este :

de [c+ SQ@ Pv;alazjat ] .

Identificind ecuajiile (1-5) 1 (1-6) rezulti i s
P = _(_()5
Q- -2= (1-8)
Solutia generald a ecuajiei (1-5), prin splicarea formulei
(1-7) d@evine 1

. . 5%
s°- c-2)se (1-9)

Integrala care aspare In (1-9) se efectusacd aplicind metoeda
de Mepm prin pirtd
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(1-l0)

. 5 2 sl

: : g s e s

gg-(-«)*%g T (ﬂ‘Se des--(-«)’fse — &
e = X

Introducind (1-l0) $n selutia genersld aeceasta devine i

s .
ge. ce™ S 2G0's 2 (1-11)

Renotind constanta gi extrigind ri#dicina patrati din ambii
pembrii,se obtine forme cautatd a solutiei generale, rezultati din-
tr-0 primd integrare a ecuatiel oscilajiilor @ |

en 4,2,3,..

=_(.)i\['\[cj el %H). wjasl < (1-12)

Se observidl cd pentru rezolvarea problemei niveluriler extre
me este suficientd aceastid primiA integrare a ecuatiel oscilafiilor,
nefiind necesard gi e a doua integrare a acestel ecuatii; Intra-
adeviie, acest lucru se bazeazl pe anulares derivatei = $n punc-
tele In care = este em; De aceea ecuajlia sglujia generald
(1-12) poate servi pentru determinarea din aproape in aproape a
nivelurilor extreme . Acest lucru constituie obiectul paragrafului
urmito:;
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PARTEA INTII A - INCHIDERL:A TOTATA RAPIDA
CAST DE EC U SIMPLE -
CapeIIl.~ Problema nivelurilor extreme

& 2.= Determinarea analiticd a nivelurilor extreme

In paragraful anterior, dintr-o primd integrare a ecua{iei osci-

latiilor s=a obyinut

€ =-0IVZ VG cade ) joaaa,. (2-1)

Folosind aceastid relatie, asa cum s-a ardtat, se pot determina
succesiv nivelurile extreme ?35 « Ordinea calculelor este urmadtoarea:
cu ajutorul conditiilor initiale se determinid constanta Gl. apoi ni-
velul extrem ¥, , constanta C,, nivelul extrem 7% ,..; , constanta
C4.y» nivelul extrem %q » constanta Gj , nivelul extrem§3i+| secces

etc.

Determinarea constantei gl

Constanta C, se determinéd facind in relatia (2-1) j=1,
g-go 9 é- = \’ -28. H

J2s. =V 2 o eSa s (2-2)

Ridicind la patrat se poate determina constanta cl s

go
Ci=¢€ (2‘3)
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|
Introducind valosrea constantei de integrare in colujisz generalz‘i?

(2=1) aceasta devine

= ~J2 VS Es 4t . . <6<ty (2=8)

veterminarca nivelului wmaxia

Tivelul maxdis B¢ se determind $inind coat de faptul cd acestul

nivel 1i corespunde £ =0 , Din ecuaf{ia (2-4),se ob{ine atunci ecuapia

—~e —=+1 = (2-5)

tecuafia (2=5) se poate pune sub urmitoarele doud forme echiva=-

lente care vor fi folosite in viitor :

€ = { — B4 (2-5)

€, = g, + LA (1__*51)

Se observd ci structura ecuayiei nu permite explicitarea in
functiile elenentare cunoscute a necunoscutei = o
Von presupune insd mai departe cd prin rezolvarea ecuatiei (2-5)

sau (2=6) s=a determinat vaioarea niveluvlui uexim S, .

Determinarea constantei c2

Pentru determinarea constantei C, » se pleacd tot de la solutjia
generald (2-1) in care se face Jj =2 , ¥ =% , % =0 :

s,
C:z e 4-‘E§l'* 1 =0 (;2'47)
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Co=-(1-Sye (2-8)

Determinarea nivelului minim

Introducind constanta 02 in ecuafia oscilatiilor, aceasta ca-

pata forms s

§=-J§ ﬁ*gf)e?-§+§+1 ; Z, 2’C <« %82 (2-9)

Pentru determinarea nivelului minim “S2 , in ecuafjia oscilajii-
lor (2-2) se faceg;gz,%z =0 , Se obtine in acest fel ecuafia in

care S, apare ca singura necunoscuti

"‘(/-f-‘g,)e z-gl+£z +f =0 (2-10)

Ecuatia (2—10)- se poate pune sub mrmitoarele doud forme echiva=-

lente care vor fi folosite in viitor :

5 =2
e e

1+ 8y - 1+ B2 (2-11)

€, -Ln(1+8,)=52 —ln(1-52)

Se observd ci nici necunoscuta S- MAu poate fi explicitatid din
ecuafiile de mai sus.

Determinarea constantei 03

Pentru determinarea constantei 03, in solutia generala (2-1) se
face j =3 ,5-55 ,%,=0 3

- (ff gz)egz-gi S;+71 =0 (2-12)

sau g
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=78
Cs =—(1-52) € (2-13)

Deterninarea nivelului naxim

introducind consvanta 03 in ecuatia oscilajiilor, aceasta ca-

pata forma :

Zz < G< ZS (2_14)

° -

€ - /2 \/-//—'gz/egz —8+
Pentru deter:ninarea nivelqlui maxim 3 s in ecuatia oscilafii-

lor (2-14) se face § =85, %3 =0, Se obtine in acest fel o ecuatie cu

necunoscuta £; ¢

<, -< |
—(1-=)e " TLg, +1 =0 (2-15)

l'cuatia (2-15) Se poate pune sub urnitoarele doud forme echiva=-

lente care vor fi folosite :

—gz §§3
€ - =
7-%: - /—‘_33

(2-15)

B, +dn (1-2) =55 +Ln (1-55)

2rocedind agz din aproape in aproape se ajunge la detcrminarea
constanteli C 3

Se pof obineastfel forrule generale de calcul.

Determinarez constantei Ci

Pentru determinarea constantei C j se face in solutia generald
g=§j~l. gj., =ot

fee -
. __(=1)°s;.
Cj e“"S; - (.1)3g3-_, +1=o (2-17)
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§
-64) 4
[‘I + (- 05 i = (2-18)

Deterninarea nivelului extren

Introdueind constanta cd in ecuatia oscilatiilor, aceasta ca=-

pata forma 3

€=- 12 \[[h(.,)é,gj 4 Je™ME-Si0 e g Zj1£T <% (2-19)

Pentru determinarea nivelului extrem ’33‘ oin ecuatia osciia‘gii-
lor (2-19) se face35=§j ,‘:-?:‘- =o-. Se ob{ine in acest fel ecuatia care
prin rezolvare di valoarea necunoscutei Ed H

4
-1)9(84-8j-)
]e iS5

[n(-«) ;- +endg; +1=0 (2-20)

Ecuayia (2=-20) se poate pune si sub urudtoarele doul’ forme echi-

valente, mai convenabile din punct de vedere al calculelor

i,. 1
Mo ol
1+(—1)‘§€j-1 H—“)‘ﬁé‘

| | - . (2-21)
by, - dn [+t ] =0 bt fis enixy]

Relatiile (2-21) se mai pot incd prelucra tinind cont de rela=-
tiile :

(-1)“5"-1 > 0o ("1)‘%-1 = \gi"l
p— (2-22)

-8} <o -ndg; =18
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Tinind cont de aceste relatii si folosind functia modul, rela-
tiile (2-21) pot fi puse sub forma echivalentd

S| el
1+ 18| 1- 154 (2=23)

,(’,,,(1-l§j-,|)—l‘§j-\l ={n (1-1841) +l‘§il

I'czumind rezultatele acestui paragraf :
- solujia cenerald dupd a primé intezrare a ecuatiei oscilatii-

lor 13

= =—(—1)5\/f2—\/Cje(“)s‘s+(_q)1‘g+1 3 '&S'._.s'Zg.’Bj
{=t23,....

- determinarea constantelor de integrare C J H

=%
C¢‘= -

18] .

: 3
_.(.1) i
CJ'—_— [}"'(‘1)83.“ ]e g‘ 1-=-(1+l§1"' \)e )S‘z>§4“‘

= ecuafii care permit determinarea nivelurilor extreme ‘5’1,‘33- t

i_g’, =’g, "‘Lﬂ(l -gf)

Ly (+180) =180 =dnG-1551) +15j1 5 {= 2340
Jav
e[gj‘_., ' - e—\ g&l

- 5 o {=2d4, -
‘+‘gi'_(\ ‘—\%1\
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PARTEA INTII A -~ INCHIDEREA TOTALA RAPIDA

CASTELE DE ECHILIEBRU SIIMPLE
Cap.Il.- Problema nivelurilor extreme

& 3.- Metode rapide de determinare a nivelurilor extreme
bazate pe tabele numerice gi reprezentiri grafice

Pentru ca relatiile stabilite pind acum sd poatd fi utilizate
cu ugurintd in proiectare, se dau in acest paragraf o serie de tabe-
le gi reprezentdri grafice ajutétoare, care sd permitd determinarea
rapidd a nivelurilor extreme.

Unul din marele avantaje ale acestor tabele si reprezentiri
grafice, care le face superioare metodelor utilizate pind in prezent
este acela ci, datoritd sistemului de referint{d rational utilizat,ele
sint unice, aceleagsi pentru orice amenajare hidrotehnicé cu castel de
echilibru simplu. Aceasta permite ca, in special reprezentidrile grafi-
ce sd fie ficute o singurd datd la o scard convenabila gi séd poatid fi

folosite aceleagi reprezentidri grafice pentru calculul tuturor caste-

lelor.

a.- Metodi analiticid rapidi de determinare a primuluil nivel
maxim 2)

Pentru determigarea rapidi a primului nivel maxim %, » seva
da o metodd rapidi de determinare a primulul nivel maxim adimensional
§g‘ » care, odatd cunoscut permite, printr-o simpléd inmultire cu mé-
rimea de referint¥ Zx si determinim valoarea ciutatid sz, .
Metoda se poate aplica atit analitic, prin utilizarea datelor
din tabelul Nr.l, cit gi grafic, folosind graficul Nr.l.
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ietoda se bazeazd pe ecuatia anterior dedusd, care permite cal-

culul nirimli necunoscute g, ,» dacd se cunoaste mirimea initiald s, s

-8B, --5 -In(1-8)) . (3«1)

Pentru rezolvarea rapidd a ecuatiei, in tabelul Fr.l sint trecu-

te in douid coloane valorile &, , respectiv &, care se corespund prin

relatia (3-1). Acest tabel a fost construit alegindu-se um pas conve-

nabil pentru 'fg‘, gi s-a calculat valoarea corespunzatoare 2, prin re-

latia (3~1).

Exemplu de cealcul 3 Se cunocaste S, ==~ 0,100
Se cere 2, = 2
Din tabelul Nr.l se citegte :
=, = =0,009267 ;......?.?7.; &, = 0,38200
S, = «0,100508 scccessesccss B, = 0,38400
Aplicind interpolarea liniard rezultd :
AFSe) ® 04001241 ccecccscscesee AE( = 0,002

0.000733 ®secccceccsoved x:==*z55%i = 0’00118

Deci 5, = 0,38200 + 0,00118 = 0,38318
S8e observd céd prin folosirea tabelului 1, determinarea nivelu-
lui maxim &, comportd doar e operafie de interpolare.

b~ lict rapidid iticd deter e a ul
nivel maxdm ‘l

Aceastd metodd se bazeazd pe reprezentarea graficd a functiel

X, =5, (8) reprezentare bazati pe datele inscrise in tabelul Nr.l.
Preciszia netodsi, ca la orice metodid graficid este legatd in primul
rind de scirile utilizato; Avind in vedere ci graficul este valabil
pentru orice amenajare hidrotehnic# este recomandabil a se realiza
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la o scard 2it mal mare si in orice caz mai mare decit este scara la
care el este reprezentat in lucrare. .
Din motive lesne de inteles el a fost reprezentat in lucrarea
de faté‘de mirimea unei pagini. Avind graficul Nr.l, se intrd cu va=-
loarea cunoscutd pe axa prizontald -¥. , se duce o verticald finﬁ la
intersectia cu curba S =,(-8.) . Din acest punct de intersectie se
duce o orizon$ald care indicd pe axa verticald valoarea adimensionald
S, a saltului maxim.
S&d cercetédm citeva valori particulare pentru curba din graficul
Nr.l .
Din ecuajia (3=1) rezultid cd :

a.) e, — o ====£>'§E; —0

gif%: ———l——— = - Eg' > O
dB, A -5y -8, (3=2)
dsi _ 1 4 e

dtg) B

Deci curba 5,=5¢(-5-) trece prin origine si in acest punct are
tangenta verticali.
b.) _go — OO => g, _— 1

ds 1 -{ —o
dE=) S (3-3)

Deci curba 5,=5; (-S.)are ca asimptotd orizontala care trece
prin punctul ¥, = 1.

Se Jjustificid in acest fel gi interpretarea datd mirimii de re-
ferintd rationale‘zzk o de a fi chiar saltul maxim in castel atunci
cind pierderea init{iali de energie & —-» —ec; .
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Exemplu de calcul

Se cuncaste : S. = - 0,100
Se cere : g, =2

Ixecutind construc{ia grafiecd dupd cum s-a indicat mai sus,
constructie indicatd gi pe grafiecul din fig.lr.l se citegte
%1 = 09383,

Ce— Metodd rapidi grafo—analiticd de determinare a nivelurilor

extreme - zfi o folosind doud curbe

-

Aceastd metodi a fost expusi de autor intr-un articol publicat
in revista "Hidrotehnica™ .l.?"/)‘_l

Ea se bazeazd pe relatia analitica, stabilitid in paragraful an=-
terior, intre doui nivelurl consecutive, in care ni¥elul ‘§A' este .

cunoscut, iar nivelul urmiter ‘5’"“ este necunoscut

\gjl-ﬂn(iﬂggl) ==185u| dn (1-1841) - ieq,z,s,.--. (3-4)

Pentru rezolvarea acestei ecua{ii se reprezinta grafic funct{ii-

le

fq(lgl) = -In (1-181) - 18}
:Fz(l‘gn = -In(ixrel) *1€¢l [ <l (325

Prima functie a fost studiatd si reprezentatd in graficul RNr.l,
ea fiind chiar curba cu care se determina primul nivel extrem &, .

Decarece s-—a aritat cid =<1 s iar celelalte nivele-s mai mici
in modul decit primul maxim, rezulti c¢i a doua curbi se poate trasa
numai pentru un interval de variatie a lui || , cuprins intre C si
1. 84 cercetim valorile particulare la cele doud extremititi ale in-
tervalului s
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a.)

o

|8| —=o =:f‘7:ﬁz((‘;”

Eij;fl = ——lj%iL—' —> 0

doen =l >-)

b)) et = F2 (15— 1-dn 2 =or300883

dfr _ 1.y =& =26°34
dae) 2 (3-7)

Rezumind, rezultéd cd ambele curbe din graficul Nr.2 vor avea in

origine tangenta orlzontalé, curba £; avind pentru valoarea €| =1
o asimptotd verticald iar curba £, avind pentru valoarea ‘el =1
tangenta inclinatid cu 26%341 fat{d de axa orizontald.

Valorile necesare reprezentdrii grafice a curbei f2
au fost calculate in tabela Nr.2, ca un pas suficient de mic pentru
|'=| pentru a pute; fi folosite gi pentru determindri analitice.In-
tr-adevidr metoda grafici rapidid expusi aici se poate transpune ime-

diat analitic, insd in acest caz metoda cistigind in precizie, pierde

din rapiditate.

Bine inf{eles, deoarece aceste doui curbe sint valabile pentru

orice amenajare cu castel de echilibrau simplu este indicat ca pentra

calculele efective, scara de reprezentare a acestor doud curbe si fie

cit mai mare,

Cu graficul Nr.2 deterninarea niveluriler extreme se face in

felul urmitor, care se poate urmdri gi pe grafic unde au fost trecute

punctele respective gi ordinea lor de determinare.

Se cunoagte valoarea S. . Se introduce in grafic punind pe
axa verticaly —%.,ﬁ(: () (punctul A), se duce o orizontald pini
la interseetia cu curbaiﬁ(rg\) (punctul B), iar din punctul de in-
tersectle se duce o verticald care determini pe axa 2| pe |S|='5,
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(punctul C)e In acelagi timp aceasti verticali intersecteazi si curba

#(\fq) (punctul D). Din punctul D se duce o orizontald care inter-

secteazd curba.‘]& (Iel) (punctul E). Verticala din acest punct de inter-

sec{ie determini pe axa orizontali [%2(=-Sa(punctul F), si in ace-

lagl timp intersecteazi curba-ﬁ(lgl) (punctul G), de unde se continui

in mod analog, cit este necesar.

de=~ ldetodd rapidi grafo-angliticid de determinare a niveluriloer

extrenme Ei s folosind o singura curba

) Avind in vedere ci prin folosirea sistemului rational de mirimi
de referinyd, calculele care trebuiesc fiacute sint aceleagi pentru
orice amenajare, se poate dezvolta mai mult partea pregititoare,ast-
fel incit determinarea efectivd a nivelurilior extreme, in diferite
cazuri concrete si se facd gi mai repede. Dupd cum s-a mai aridtat,

ecuatia unicd ce leagd doud extreme consecutive este 3

1] - (141841) = = 1Bl - I (1= 184401) § =423 (5.

Se poate construi un tabel gi ridica o curbid care si dea pe\‘giul
ca functie de lé’s' | pentru o serie de valori l%jl .

In tabelul iir.3 sint trecute un numir de douidzeci de perechi

I‘éjl. ]’s&-...,[ care verificd ecuatia (3—8);

Aceste valori au servit la construirea graficului Nr.3.

Cu acest grafic, care este necesar sid se construiascd la o sca=-
rd cit mai mare, se lucreazi in felul urmitor :

- s@ determinid mai intii nivelul maxim &4 , prin metoda anali-
ticd (a), sau grafo-analitici (b)

= ocu ajutorul lui ) (punctul A), din reprezentarea grafici
Nr.3 in care se ia I!;‘“-}g, se determini 154'4,|=-%,_(ptmctu1 C) ;
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A=lX=3-1l0

—_—24 —

- in continuare se ia 'S/ |--,(punctul C,) §i din graficul

ir,3 va resulta lg3'+l|=‘5s (punctul El)‘

Procedeul se repetd in continuare cit este necesar.

S =Z,+/n(1-5) =7-f,[/~§/)

Tabela Nrel

- %éie EE;I - ?;:0 ?é?q
040000005 090010000 040003440 090260000
00000020 '04 0020000 0,0003712 | 0,0270000
04 0000045 040030000 040003595 0, 0280000
0 0000080 04 0040000 040004288 0, 0290000
040000125 04 0050000 0y 00045902 04 0300000
040000181 04 0060000 09 0004907 0450310000
0.0006246 040070000 040005232 040320000
040000322 0, 0080000 0 00055G8 040330000
04 0000407 04 0050000 04 00059014 040540000
040000503 0, 0100000 090000272 040350000
040000610 040110000 00000640 0, 0360000
050000726 0,0120000 090007019 040370000
040000852 050130000 040007408 0, 0380000
040000989 040140000 0y 0007809 040390000
040001136 040150000 090008220 050400000
040001294 090160000 04 0005042 0, 0410000
050001462 0, 0170000 040002075 04 0420000
04 0001640 00180000 040009519 0¢ 04350000
040001828 040190000 050009974 0, 0440000
Q40002027 09 0200000 040010439 0, 0450000
040002250 093210000 090010916 0, 0460000
09 0002456 0y 0220000 Oy 0011404 0, 0470000
040002686 040230000 0,0011902 Q40480000
00002927 Oy 0240000 Oy 0012412 0y 0490000
040003178 09 0250000 040012930 040500000
09001 3450 040510000 040030430 0, 0760000
040014000 090520000 00031260 040770000
040014560 090530000 050032100 0, 0780000
0p0015150 0y 0540000 0, 0032950 040790000
040015700 090550000 00033320 0, 0500000
00016290 04 0560000 040034690 040810000
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A= Tw3=]l
- % o ?;4 - %«. TS‘
0,001688 0,057000 0,003557 0,082000
0y001750 09 058000 04003665 0, 083000
0,001312 0,059000 0,003739 0, 084000
0,001875 0, 060000 05003831 04085000
0,001939 0,061000 0, 003924 0, 086000
05002005 0, 062000 0, 004019 0, 087000
0002072 0, 063000 0,004115 0, 088000
0,0c2140 0, 064000 045004212 0, 089000
05002209 0, 065000 0,004311 04090000
05002279 04066000 0, 004410 0,091000
0.002356 04667000 0,004511 09092000
0,002422 . 04008000 05004613 0,093%000
04002496 0, 069000 0, 004716 0, 094000
C 002571 04070000 0, 004820 0, 095000
04002647 0,071000 0, 004925 0, 096000
04002724 0, 072000 04005032 09097000
0, 002802 0,073000 0,005141 0,098000
0, 002881 0, 074000 04005250 0,9099000
04002962 04075000 0,005361 05100000
04005588 04102000 0,012875 04152000
0,005815 0, 104000 0,013236 0,154000
0 006050 0y1l06000 04013603 0,156000
04006289 0,108000 0,013975 05158000
09006534 0,110000 0,014353 0,160000
05006784 0,112000 0, 014737 0,162000
04007038 0,114000 0,015127 0, 164000
04007298 0,116000 0y015522 04166000
04007563 0,118000 0,015923 0,168000
0,00783%3 0120000 0,01633%0 0,170000
05008109 Ce122000 0,0l6742 04172000
0, 008389 04124000 0,017161 05174000
0,008675 0,126000 0,017585 0,176000
04008966 0,128000 0,018a15 04178000
04009262 0130000 04018451 04180000
04 000564 04132000 0, 018893 0,182000
0009870 04134000 0,019341 0,184000
04010183 0,136000 04019795 04186000
04010500 04138000 04020255 0,188000

— 25 —
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T
- =S =Y - S, 84
0,010823% 0,140000 04020721 05190000
0,011151 09142000 0,021193 0,192000
0,011485 09144000 04021672 05194000
0,011824 04146000 0,022156 0,196000
0,042169 0,148000 0,022647 05198000
0,012519 0150000 O,023144 09200000
0¢ 023647 0,202000 040583552 04252000
04024156 0, 204000 0,03%03%0 04254000
04024572 04200000 0,03539714 04256000
04025194 0,208000 O, 0404006 0,258000
04025722 05210600 04041105 09 200000
0, 026257 * 04212000 0,041811 05262000
04026798 04214000 0,042525 04204000
0, 027346 " 04216000 0,043246 0, 266000
0027901 0,218000 04043975 0,268000
0,028461 04220000 0, 044711 04270000
04029029 0, 222000 0, 045454 04272000
0, 029603 04224000 0,046205 0,274000
0,0301834 04226000 0, 046964 0,276000
040307707 64228000 04047730 0,278000
040313647 04230000 0,048504 0,280000
040319655 04232000 0,049286 0,282000
05032573 05234000 0,050075 0, 284000
0,06353187 04236000 0,050872 0,286000
@, 03538087 04238000 0,051677 0,288000
0, 034437 0,240000 0,052490 04290000
04035072 04242600 0,0535311 05292000
0,035714 04244000 0,054140 0,294000
04036363 04246000 0,054877 04296000
0,0357019 04248000 0,055822 04298000
0,037682 05250000 040566749 05300000
0,057536 043902000 0,081865 05352000
0y 058406 0y 304000 04082956 04 554000
0,059283 09306000 05084057 045560000
04060169 0, 308000 0,085167 0, 358000
04061064 04310000 04086287 04 360000
0,061966 04312000 0,087417 04 362000
0, 062878 0y 314000 0,088557 04 364000

BUPT



A-II=3-13
-S. =, - S. =
0, 063797 0, 316000 0,089706 0, 366000
0,064726 0, 3518000 0,090866 0, 368000
0, 065662 0, 320000 0,092035 0, 370000
0, 066608 0, 322000 0,093215 0, 372000
0, 067562 0, 324000 0,094405 0, 374000
0,068525 0, 326000 0,095605 04376000
0,069497 04 328000 0,096815 0, 378000
0,070478 0, 330000 0,098036 0, 380000
0, 071467 0, 332000 0,099267 0, 382000
0,072466 0, 334000 0,100508 0, 384000
0,073473 05336000 0,10l1760 0, 386000
0, 074490 0, 338000 0,103%023 0, 388000
0,075515 * 0y 340000 0,104296 04390000
0,076550 0, 342000 0,105580 0, 392000
0, 077594 " 05344000 0,106875 0, 394000
0,078648 0, 346000 0,108185 0, 396000
0,079711 0, 348000 0,109498 0, 398000
0,080783 0, 350000 0,110826 0, 400000
0,112165 0, 402000 0,149480 0,452000
0,113515 0, 404000 0,15113%6 0,454000
0,114876 03406000 0,152806 0,456000
0,116249 0, 408000 0,154489 0,458000
0,117633 0,410000 0,156186 0,460000
0,119028 0,412000 0,157897 0, 462000
0,120435 0,414000 0,159621 0,464000
0,121854 0,416000 0,161359 0, 466000
0,123285 0,418000 0,163112 0,468000
0,124727 0, 420000 0,164878 0,470000
0,126181 0, 4220000 0,166659 0,472000
0,127648 04y 424000 0,168454 0,474000
0,129126 0, 426000 0,170264 0,476000
0,130616 0, 428000 0,172088 0,478000
0,132119 0,430000 0,173926 0, 480000
0,133634 0,432000 0,175780 0,482000
0,135161 0, 434000 0,177649 0,484000
0,136701 0, 436000 0,179532 0, 486000
0,138253 0,438000 0,181431 0, 488000
0,139818 0, 440000 0,183345 0,490000
0,141396 0, 442000 0,185274 0,492000
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0,142987 0, 44000 0,187286 0, 494000
0,144591 0, 446000 0,189179 0,496000
0,146207 04448000 05191155 0,498000
0, 147837 0, 450000 0,193147 0, 500000
0,198198 0y 505000 0, 364252 0,630000
052033550 0, 510000 0, 372858 0,635000
0,208606 04 515000 0, 381651 0,640000
0,213969 04 520000 04390637 - 04645000
04219440 0, 525000 0, 399822 0,650000
05225023 0, 530000 0, 409211 0,655000
0,23%0718 045355000 0,418810 0,660000
0, 236529 . 03540000 0,428625 0,665000
0242458 94 545000 0,438663 0,670000
0,248508 04 550000 0, 448950 0,675000
0, 254681 04 555000 0, 459434 0,680000
0260981 0y 560000 0,470183 0,685000
0,267409 0, 565000 0,481183 0,6%90000
0,273970 04 570000 04492444 0,695000
0,280566 0y 575000 04503973 04 700000
04287501 0, 580000 0, 515780 0, 705000
05294477 0, 585000 0,527874 0,710000
05301598 04590000 0, 540266 0,%15000
0, 508868 04 595000 0,4 552966 0,720000
0, 316291 0,600000 0, 565984 0,725000
09323870 0,605000 0, 579333 0, 730000
0y 531609 0,610000 0, 593025 05735000
0,338512 0,615000 0,607074 0, 740000
04 347584 0,520000 04621492 0,745000
0, 355829 0,625000 0,636294 04750000
0,651497 04755000 1,24e264 0,880000
0,667116 04 760000 1,277833 0,885000
0,683170 9,765000 1,317275 0,890000
0,699676 0y 770000 1,358795 0,895000
©4716655 04775000 1,402585 05900000
04734128 0y 780000 1,448878 0,905000 *
05752117 0, 785000 1,497946 0,910000
05770648 04790000 1,550104 9, 915000
04789745 09795000 1,605729 09920000
0,809438 0, 800000 1,665267 04925000
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- ‘so g Y - go = A
0,829756 0y805000 1,729260 04930000
04850731 04810000 1,798%68 04935000
0,872399 04815000 1,873410 0, 940000
0,894798 0,820000 1,955422 0, 945000
0,917969 04825000 25045732 04950000
04941957 04830000 24146093 04955000
0,9668l0 04835000 2,258876 0,960000
04992581 04 840000 24387407 0,965008
1,0193%e 04845000 21 536558 09970000
1,047120 04 850000 24713879 04975000
1,076022 04855000 24952023 0,980000
1,106113 0, 860000 3:214710 04985000
1,137481 " 0865000 3,615170 04990000
1,170221 05870000 4,303317 05995000
1,204442 0, 875000 . ® 0

L

£.0=0) = =] -fn (1+1'81)

Tabela Nr.2

£, (1=1)

050001267 JI

I's| =1 f.(el)
040010000 090000005 04026000 04000332
040020000 040000020 04027000 05000358
0500350000 050000045 04028000 05000385
04 0040000 04 0000080 0,029000 09000413
040050000 040000125 0,03%0000 09000441
0y 0060000 050000179 04031000 04000471
030070000 040000244 04032000 04000501
040080000 040000318 0, 033000 04000533
050096000 050000403 0,034000 09000565
040160000 0y 0000497 9035000 04000599
0y,0l110060 050000601 0, 036000 0, 000633
050120000 0, 0000714 0, 037000 04000668
050130000 0,000083%8 0,038000 04000704
0,0140000 040000971 0,059000 09000741
030150000 0,0001114 04 020000 0, 000779
030160000 0y 041000 0,000818

— 99 —
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[l 2 (131 Is | L. (12
050170000 0, 0001429 Oy 042000 Oy 000ESE
0, 0130000 0y 0001501 04 043000 04000899
00190000 0s 0001782 09044000 0, 000941
040200000 050001975 0, 045000 0, 000983
050210000 040002175 0, 046000 04001027
0g 0220000 090002385 Oy 047000 09001071
040230000 09 0002605 0048000 09001116
040240000 040002835 0y 045000 0,001163
09 0250000 040003074 04050000 09001210
09055000 04001459 04250000 C, 028888
04060000 0y001731 0¢ 270000 09050985
04065000 _ 09002025 0y 280000 090332140
04 070000 04002341 09 290000 0,0353558
04075000 0002679 04 300000 04037636
04080000 09003059 04 310000 04039973
04085000 09 003420 04320000 09042368
0090000 04003822 05330000 0,084821
09095000 0, 008246 09 340000 04047330
0¢100000 ‘09 004590 04 350000 0,052515
04110000 05005640 0y 360000 05055189
04120000 09006671 09370000 04057917
09130000 04007782 0¢ 380000 0, 060696
09140000 0008972 04 320000 0,003528
05150000 04010238 04 400000 0,066410
04150000 Qe011550 0s 410000 09059543
09170000 0012996 0y 420000 0, 072326
0¢ 180000 0, 014486 04430000 09075357
09190000 09 OLGOA? 09 840000 Ce 078476
09200000 0, 017G78 05450000 0081564
09210000 090l93C0 09 450000 09004738
04220000 09021149 Q9470000 0,097958
04230000 09022966 09480000 0091224
05240000 0024899 09430000 09094535
©9 250000 05026856 09 500000 0 097890
09 510000 000978% 09 760000 C9 104656
0y 520000 o lod290 09 770000 199021
09530000 0el04732 09780000 09203387
©9 540000 0elo8218 09 790000 09207754
Ce 550000 09111785 0y 800000 0212213
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I | {2 (1s1) Il £. (1=
0, 560000 05115314 0,810000 0,216673
04 570000 0,118924 0,820000 04221164
0, 580000 0,122585 0, 830000 04225684
04590000 0,126266 04 840000 04230234
0,600000 0129996 04850000 0,234814
04610000 0,133766 04 860000 04239424
04620000 0,1357574 04870000 04244062
0,630000 0,141420 0,880000 0,248728
0,640000 0,145304 0,890000 0,253423
04650000 0149225 03 300000 0,258146
04660000 0,153%182 05910000 04262897
04670000 * 04157176 04920000 0, 267675
04680000 0,161206 04930000 0,272480
04690000 " 04165072 04940000 04277312
0, 700000 0,169372 04950000 0,282171
0,71c000 04173507 0, 960000 04287056
05720000 0,177676 0,970000 05291967
04730000 0,181879 0,980000 0,296903
04 740000 0,186115 05990000 04301865
04750000 0y190384 1,000000 0, 306853

Tabela Nr.3

5 -An (1+1%4)) = ~18je - n (- 1S

| Ei | “ lgi*‘ |
0,03100 0,035034
0, 04400 0,04273
0, 09700 0,09110
0,13400 0,12300
0,18800 0,16704
0425600 0,217%0
0, 30800 0,25538
0, 34800 0,28224
0, 38400 0, 50540
0,452000 0, 34678
0y 50500 ﬂ 0537700

_3 —
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- 0455000 0,40138
0459000 042212
0562000 0,43712
0,65000 045168
0570000 0447501
0,77000 0450580
0484500 0453655
0495000 0457842
0399500 03591%

— 32 —
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A.~ INCHIDERE TOTALA RAPIDA , CASTELE SIMPLE

II.~ Problema nivelurilor extreme

& 4o Rglagii aproximative

In prezentul paragraf se dau citeva rela{ii aproximative care
si permitd determinarea analiticid rapidd si suficient de exactid a
nivelurilor extrems;nfn;literatura de specialitate se cunosc citeva
astfel de formule privind calculul primului nivel extrem gi a celui
de al doilea nivei extrem,din care se vor cita cele mai cunoscute 3

relatia empiricd lui Vogt :

B _ {+& 28 . s LE an® (4-1)
%o 5+(z+a) 243 €

relatia lui Calame si Gaden

L
& = j—,f[i— L po+3 F2) )21——"‘/3 3",‘.-7?(”27“)(4-2)

In cursul acestui paragraf vor fi comparate rezultatele for-
mulelor aproximative propuse atit cu formulele aproximative Vogt
g1 Calame gi Gaden cit $i cu solupia exactd, calculatéd prin rezol-
varea ecuatiei obt{inutd la paragraful anterior, formulindu-se si
concluziile care se impun din aceastd comparatie. De asemenea se
vor da si relatii noi;

Pentru sistematizarea expunerii, relatiile aproximative vor

fi ob{inute in cadrul unor subpuncte, notate a, b, c, d.

a.) Pentru inceput sd gisim p relatie aproximativid intre
pozitiile a doul niveluri extreme notate §5£ si !gf” (£=k1$r~2
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Decarecé . nu este un nivel extrem, relatia este valabild
cu incepere de la primul nivel extrem =, .

Pentru aceasta vom face apel la relatia exactd intre aceste
doud niveluri, obfinutd la paragraful anterior printr-o prim# in-

tegrare a ecuat;iei' oscilatiilor

lg - .
e i & \Sin

—
=3

s A (4=3)

Pentru a obtine relatia ciutatd, se dezvoltd la inceput in

seris exponentyialele -3 -

=il palg]+

et r=id 12 V&S s
lz,l(l - la‘al +l4:1l ~ =t el (4=4)

_\gj o ISl (Bl 1Sl (el (8l
& rsju o D ?\ Yar sy e

Se inlocuieste (4=4) in (4-=3), efectuindu-se produsul mezilor
g1 al extremilor

=il 1507, =it S0 Sl \Bgel® (il \Sjulé

il g S0 B B Tl e - - O B
2 ' 2 Y

o t (4-5)

Deoarece |Sj|, |Sj+1l<A , rezultd ci seriile (4=4) sint ra-
pid convorgen‘bo; B-D],E‘S—L]

In lucriéirile /84732 se folosegte aceasté metodd a dezvolti-
riil in serie pentru studiul oscilatiilor mecanici, insd deoarece
acolo se pistreazdi forma dimensionald, in care tériabila dimensio=
nald poate lua valori ‘supraunitaro mari, seriile sint mai lent con-
vergente de aceea gi rezultatele sint mai putin precise decit in
cazul de fatli. La castelele de echilibru obignuite se ob{in in ca-
surile usuale valori \Sjl,. I'Sj+1] < 0,4 a

Se observd od pentru |2is| — | , fractia din membrul drept
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al relatiei (4-5)— @, valoarea\S{+1| = A constituind deci o
singularitate pentru membrul drept al ecuatiei (4—5); Evident, in
apropierea acestul punct seria respectivid este destul de slab con-
vergentd, De -aceea este rajional a ciduta sd se ocoleascd aceastd
singularitate, inlocuind seria respectivd cu o alta, avind o con-

vergentd mai rapidd. Pentru aceasta se noteazd fractiile :

To (ggat) = : ey
(- IS + ISiad™ \8j+\ 34_ [84+)* (4-6)
3 12 <o 30 T
f+ 1'%
3 12 éo d¢o

PTrecind la limitéd pentru valorile variabilelor care tind la

zero se obyine :

dem F (/g‘-rl_/) =1
/Sjﬁ/—’O (4-7)

bm Fy (I551) =1
/SJ[ —~o

deci valoarea zero nu conduce la o crestere nemirginitd a gractii-
lor.

Folosind metoda identificdrii coeficient{ilor, adiecd scriind

F(el) = a + blgl +c 112 +d1813+ .- - (4=8)

91 identificind (4-8) succesiv cu cele doud relatii din (4-6) se
obtin valorile coeficien{ilor nedeterminati gi in final

BUPT



A-TI-A~4 — 3% —
F( g = -5 1850 - gl ™ & IS0 2 25 gl
(4-9)
P Cs) “‘1"":;'%“—%\’53'2 A1l clra Leile

Introducind expresiile (4-9) in ecuat{ia (4=5),aceasta din ur-
mé devine ¢

el (4-=10)
\ sil* 15l ®

1+ Isil- ] \*s,\ﬂ%s 15i13 s lg:l‘* -3 ISjul -1 Il - & el AL gl

Se face in propori;ia (4-lo) produsul mezilor si al extremilor.
Dupd reducerea termenilor asemenea $i refinerea doar a termenilor
de grad mai mic ca gapte, se obi{ine ¢
2 2 . . .
l2i1™= 5 ISil*lggnl — & 12 ISP +

5430 I'sjl* s % =

(4-11)
= .o\ 2 ) 2,
\‘314\ 4+ —-a—‘gs-c-l\ \‘S“ + 35 ]gj+ l }‘Q‘P gl,so l‘sw\"l‘s&\"‘
Avind fn vedere c#, in orice caz | %il, \‘zsﬂ\é A  se observid
cd eroarea ficutd este neglijabild, chiar pent:bu probleme gtiint{i-

fice 3 cu atit mai mult erocarea este neglijabild intr-o problemid
tehnicd cum este cea de fati. ¢

In relatia (4-11), trecind tofi termenii in primul membru gi
descompunind in factari 3

(1) [ +18j1) [lgjl Il - 184 118 ] = 2 g1 &('gjl‘lgjﬂl)|(g‘”':§s§]=

Deoarece primul factor nu se poate anula la nici un moment s
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Al
f£init o8 ob{ine urmiitcarea ecuatie intre douli niveluwri succesive
extrene, ecuafie in care |5 se emsiders cunoscut gt [Ss+| se
considerss nocuncecut @

1:4% g I

[g;l1* glul.l

6430’"34“’3 (l’-'»s 6480[‘%’)/ 4*"“ I<$1 =° 64-13)

Intr-0 prini aproximatie, se vor neglija primii doi termeni
in ecuatia de mal sus, care sint in valoare absolutd mult mai mici
decittermenﬁpﬁstraﬁ (sub 1 #)e

mmstfeleeobvmmoamrelamemamdesma
intre doui elongatil extreme succesive i [9-A]

l‘%‘“l = _____4___13-1

14—23- Is;] (4-14)
sau
LYY ) =AY l _2 _ﬁg_l__
__—i———— = - v = 1
I = { 5 5l > 1Zlsil | (a-as)

Po baza relatiei (4=-13) s-a construit tabelul fr.1(4) gi s-a
ridicat graficul liz.d( ). Pe acelagi ¢rafic s-a reprezentat 51 reo-
latia exactd intre [‘5;41 , (-3 8 1‘54'1 o ObLinutd la paragraful an=—
teriar. Se observié o suprapunere aproepe perfecti a celor doult curbe

In tabelul liz.1(5) sint date valorile reportului ]%éf[ 1ar
in graficul Hr.2( ) este redatid representarea graficli a variafiel
acestul raport.

s.wummw;auc. caracterisatd prin
raportul I—gﬁll este mal puternicd la valori mari ale lui
raportul tinsind ls umidk(1lichid perfoot) atuncd eind [;/—0 (re=

gim hidrostatie), ceea ce este in concordenti cu fisica fenomenulud,

* |u teorta osc'latiloy meconice loganhnul acestue raport poarla numele de
deerement {ogarcfmu: —

|
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in regim hidrostatic apa comportindu-se ca un lichid.perfect;

Fatd de relatia (4-14),relatia (4-15) permite 0 reprezentare
grafici avantajoasd deoarece intervalul care variazi ‘g:**\
mai mic decit intervalul in care variazd \‘gsl .

este

0 relatie care si& conducdé la erori gi mai mici se ob{irne dacé
termenii de gradul doi gi trei fn ‘Bgﬂ\ din ecuatia (4=13) se
inlocuiesc cu valorile lor date de (4-14); Se ob{ine atunci fn lo-
cul ecuatiei (4-13) ecuatia :

w_ =l t.-i!—\*s-\) st S L
6480 (4+1_§‘gi\5) ;35 €480 ‘q_\gs\)l - \gs\ (4-16)

e

Explicitind'\‘gjﬂ\ din ecuatia de mai sus se obtine

1Sa1| = _‘E&__, |5il 7% gereslsils 3 5] |
1+ %154\ 3 1)) 32 40 (4-17)

Din relatia (4-17) se vede clar cd influenta termenilor ne-
glijati in relatia (4-14) este in orice caz de sub 0,00l din cei
péstra'gi;

Din aceastd cauzd se poate afirma cd relatia (4-14) este su-
ficient de exactd pentru scopuri tehnice, ea avind gi marele avan—
taj al s:l..mplitétii, cu alte cuvinte sporul de precizie adus de fore
mula (4-17) fati de formula (4-3%) nu justificid forma mai complica-
v

S3 analizdm gi eroarea ficutd prin pistrarea in fractiile

il:_‘_(l'g(\)#i-‘F_(\Bj-H\) numal a unui num#r finit de termeni.

Pentru determinarea acestei erori, se observid cid existd re-

latia 3 <.
e-l +1] 1. |=jr | A

1- 1854\ E N (£ ) (4-18)
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in care in T_(|®{+\) au fost menyinuyi o infinitate Ge terment.,
Din relatia de mai sus se poate explicita T_ (| 2j+11) :

. (+ 2(1-— |84+4] )
T (18jl) = LSl _
2 (e-lg‘ﬂ-l—1 +l'§i+|\) (4-19)

Analog gi relatia

g.
e‘ i)

—S . =i\ A
L+ 18 G (4=20)

in care in T, (\®{\) au fost mentinu{i o infinitate de termeni.
Din relatia de mai sus se poate explicita Tua-(I®j{\)

18 [ (1+ 15 1)

2 (el _1=j0) (4-21)

. (g =

Evident eroarea fiacutd, este cu atit mai mare cu cit valoarea
argumentelor este mai mare. Se va considera cazul unor valori exa-
gerat mari, luindu-se pentru\'sjl , IS4 | valoarea 0,5, respec—
tiv 0,4, Eroarea absolutd fdcutd in cazul lui ¥, (1'2j\) prin con-
siderarea numai a unui numdr finit de termeni este atunci :

\ + ?:- - ii * . —1-1 . = -
£ (s{l=05) =F (a5) -(1+3 05— 025+ g—s ons +AL 0o0e25) =-0,069542

(4=22)

Aceastd eroare introdusd de pistrarea unui numiir finit de termeni,
conduce la urnitoarea eroare absoluti a termenului in care apare
¥i.(‘%¥|)‘

E:=f+ |‘§‘-‘ A [“ \3;4" - A } = 0,005(77 (4239
G- T (s4)
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fn care s=a notat cu '{’;_\_ (\‘gg\) valoarea aproximativd corespunzitoare
unui numir finit de termeni.

Epoarea relativid a termenului introdusd de aceastd aproxima~-
re este de

_]___-\-
+
g, = : = 0,004 71 (4-24)
byt
2 £ 0e)

Pentru eroarea introdusd prin considerarea unui numér finit
de termeni in cazul seriel ¥_ (pgs-ﬂ \) se ob{ine urmidtoarea eva-
luare

2 1 _4 006k +- 0,025¢ =0 2
E_ (85 1 =04) =T (04)- (13 0% — 3¢ 116~ %" "Gago )(4-‘3.50

Eroarea absolutd a termenului in care apare {_ (\ggﬂl) » S€ne-—
ratd de péstrarea unul numér finit de termeni in seria (\gjﬂ\)
este de :

E;(\gjm)=h\s@"ﬂ1 __[1+\Bi+|l A X=_OPMO4

2 T (g 2 wlspan (4-26)

Eroarea relativd a termenului, introdusi de aceastid aproxima-

re este de 3

E = £t — = 00000 34
t I+ \8ial® A (4-27)
2 (\‘siﬂ\\

Se observd cd suma celor doud erori relative, conduce la ur-

nitoarea majorare a erorii totale relative :

Ee =, +E <O5% (4-28)

Aceastd majorare a erorii relative votale este consideratéd

ca foarte bunid pentru relatiile folosite in hidraulicd in general
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gi in domeniul castelelor de echilibru In special.

b.) Acest punct are drept scop obtinerea unei formule care
si permitd calculul direct al extremului de ordinul j , &

i:'
dacd este cunoscut primul extrem <= ; . i

Este cunoscut faptul céd formulele date ih literaturid nu per-—
mit calculul direct al unui hivel extrem & , decit dacd este
cunoscutd valoarea nivelului extrem anterior ?"S" . Aceasta
face ca atunci cind se urmiregte calculul unui nivel extrem %J' ’
sé fie necesar calculul succesiv al tuturor celor Jj=1 nivele ex=-
treme anterioare.

In prezenta lucrare se va da o formuld care s& evite necesi-
tatea calculului tuturer nivelurilor extreme intermediare si sd
permitd calculul direct al nivelului | dacd se cunoagte nivelul
maxim %=, sau eventual un alt nivel extrem,de indice K & §
notat B¢ ‘, anterior nivelului ‘gs pe care dorim a-l1 calcula .

Se va analiza cazul in care se cunoagte nivelul ‘<, , gene-
ralizarea la celidlalt caz este evidenti.

Pentru aceasta, reludm relatia care deagd douid nivele succe-

sive gi o punem sub forma :

=] = 8-l A
8T T = T2 A
A 3154l = bei-1\ (4=29)

In relatia de mai sus se poate fnlocui |Si-\\ in functie de
|'s-2 |51 astfel i

s = " 4 (4=30)
3 +

«
\":‘35-7.\

N
.5-\-
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Continuind in acelagi mod, dupi un numir finit de inlocuiri |
se obtine fractia

|5il =~

| >

+ (4-31)

ol

2 A
5

2 .
3 .Q. A
—S—\-\gi\

Sé demonstrém prin metoda inductiei complete cid relatia (4-28)
poate fi pusd sub forma mai simpld :

R=1) =
S| = = 1 Y
\ il |+ 2(34)\5\\ A+ Q;—i)g‘ (4=32)

Tinind cont de faptul cd S2p <O 5iB2p+170 , relatia.
de mai sus poate fi scrisid gi sub urmdtoarea formd convenabild :

=, - (4=33)
(i > A>fl
{1+ ?__é_)g‘

s = (- 'l)$~1

Prima etapd in aplicarea metodei inductiei complete este etapa
de verificare;

Intr-adevir, fécind in relatia (4-33) se obtine egalita=-
tea banali £,-'2; .« Pentru }=2 , se obyine i

e, = =
vz e, (4=38)

care este chiar relatia (4-29) dintre doui extreme succesive, parti-
cularizatd pentru valoarea J =2 .

Deci relatia (4-33) se verificd pentru valorile initiale J=1
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gi Jj=2 . ;
In continuare urnecazd etapa de inductie propriu zisd. Se pre-
supune relatia satisfécutd pentru J (4=33) gi trebuiegte demon=-
strat ci, in aceastd ipotezd, relatia este valabild gi pentru j+l
adicd 3
giﬂ ¢ 1)%

1+ 7“" 8y (4-35)

Intr-adevar, conform relatiei care leaga doud nivele succesi-

ve -
. <9
. 200
[jeal = 2L A B =
BWIlsl 4,2 S A+ 2, (4-36)
M > 1,,_2.(5;- ’Og >

Tinind cont cd semnele sint astfel incit satisfae relatia 3
(B4l 2 (1)d S50 (4=37)
rezultéd imediat din relatia (4=36),relatia (4=35) care trebuia de-
monstrati.
In literaturd este cunoscutd gl recomandatéd relatia Calame si

4-c], 14-31,T2-M]
Gaden s Telatie de asemenea aproximativid, care di va-

loarea primul_ui minim dupd primul maxim, notat ca i in prezenta

lucrare cu za H]

ko e Vb (1v2p) —anifoF (1vzp) O

in care parametrul adimsnsional Py are expresia ¢
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AwIXwli=l2
f, =_E%_f$_?__ -,_-_._—Ef__
w\/sE 3% -5 (4=39)

Tinind cont de relatiile care existd intre parametrii adimen-
sionali ai lui Calame gi Gaden §i parametri adimensionali utilizati

in prezenta lucrare :

== "2. ge (4-4.0)

8, = o . "—;;o (-1+V-2 §°) (4=41)

In tabelul Nr.3(6) si in reprezentarea grafica Nr;j( ') se
dau date comparative privind determinarea primului nivel minim dupd
primul maxim, atit prin folosirea ecuajiilor exacte de la capitolul
I, cit i utilizind farmulele (4-41) Calame gi Gaden gi (4=34) pro-

pusad de autor.

¢.) In cadrul prezentului punct se pune problema stébil!_t;‘ig

unei formule aproximative de calcul a lui =S¢ in functie de
parametrul pierderii initiale de enmergie S- .
Aceasti problem# a fost pusd in special datoriti urmitoare-
lor dou# considerente :
- formulele stabilite la punctul anterior permit calculul
d.irect'al oricirui nivel extrem, in func{ie de primul nivel extrem
S, . Este deci firese a se da gi o formuld care si permiti cal-
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culul rapid al acestm:. prim nivel maxim E( in functie de para-
metrul initial ©. .

- formula cea mai folositd in literaturd, datoratd lul Calame
si Gaden prezintd uncle Jeficiente care vor fi analizate in cele ce
urmeazé;

Relatia datd de Calame gi Gaden este 3

A 2
Znax =E4 =Wo \/'5—;5 (1-Zpe +g F) 39y

Transcriséd in variabilele adimensionale ale lucririil de fatid
formula lui Calame si Gaden capatd forma ¢

= - 2=l (1-L/2e. -1 <)) (4=40)

Se considerd si relatia exactd care existd intre S. si ot
relatie dedusa la capitolul T :

€°=é4 + (A -=4) (4-41)

S& cercetidm comportarea celor doud relatii la cele doud ex-
tremititi, adicd pentru B.— o si pentru S — -°< ,

Pentru aceasta vom compara limitele pe care le obtinem atit
pentru £, , cit gi pentru primele doud derivate in raport cu ‘'S, .

Pentru aceasta se vor calcula la inceput aceste derivate.

Re1a§ ia exacté

(4-42)
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Relatia Calame si Gaden

de. - L (1= 3/2= -=,)
d 8. J-2=.
(4=43)
d*sy _ A 1+ A
da> J-2s. 1+ g0)
Cercetind acum valorile la limitd se obyine 3
Relaia exactd
= — o .—=> gl - O
de, (4-44)
dS.
d2sy . _ So
d e8>
Ce s s B —— 1
- ds o
de. (8-45)
d?= — O
d=s
Relatia Calame gi Gaden
E —— o == =2y — ©o
d s - — oo (4-46)
d=2.
d2s1

—_—e

a8l
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‘gc_,._oo-—_—;g, —_—— O

d B -

ae. = S= (4=47)
dzs

de> ©

Se observi #% in cazul in care ‘S.— -=<= , formula Calame
gi Gaden d& valori i complet diferite de relafia exactd, deci
eronate, de aceea este de agteptal ca ea sd dea valori cu atit mei
apropiate de cele exacte cu cit =, este mai aproape de zero;

Se propune o relafie aproximativd care sd nu prezinte aceste

dezavantaje ale formulei Calame $i Gaden, de forma :

< V/%ZESQ (1__ x-1 J-28s )
NS AR R PR

(4-48)

o = C»Ons-‘-on-‘o?'

Aceastd relatie, oricare ar fi valoarea constantei nedeter-
minate se satisface toate conditiile la limitd satisficute de re-
latia exacti,

Prelucrind relatia (4-48) se obtine

'x?-‘i—\/ -2 gb

=/-2%=_ (4=49)
St 2= (x+Vy21.)*

Din relatia se mal sus rezultd o ecuatie de gradul doi in x

(4=50)
= (V2e. -=) 2xSiJ2s+ (28.) (1-8) =o
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De aiei Dentru constanta necunoscuti zE
\/"2 gg

e e

(4=51 )_

Cu ajutorul relatiei (4=51) s-a construit tabelul Nr.4(?7),
din care se observid cid valorile lui x nu sint chiar constante,
dar nici nu sint prea impragtiate. S-a considerat pentru x o0 va-

riatie de forna 3

V+ /2=,

Coeficientii a gi b s-au determinat prin metoda celor mai
mici pdtrate a lui Gauss.

Pentru calculul noilor constante a2 s$i b s-a construit
tabelul Nr.5(8) .

Au rezultat valorile :

b=2,968 ¥ 3

a= 2.9709 & 3

Cu aceste valori @

x= 3 (4+ ?J%é__) (4-53)

Pentru a constata calitatea relafiei propuse pentru parame—
thul x s-a calculat ecoeficientul de regresie r , calculele
fiind trecute in tabelul Nr;6(9); S-a obtinut valoarea 0,9652,
ceea ce indicd faptul céd corelafla propusd pentru x este apre-
ciatid sa foarte buné; Coeficientul de corelatie » s-a calculat
cu ajutorul formuleler/3-7/ o /#-P/, {g;y/’ 16-I] :
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A=YI=l4=17
~ = Z(xi.‘ )(EF yo) - ZI{?,’ = MXoYo
4 #
. (4=54)
G o\ [Eizze)* G [z
m-1 > T4 E m—1
Se obf{ine astfel relatia aproximativa i
(2.+’Sc)(3+\£23° (4-55)

3
g{ = 4— 2 . (3+2 -2‘§,—§°}1

Cu ajutorul relatiei (4-55) s-a intocmit tabelul Nr.7(lo) din
care se constatid cid formula dd rezultate destul de apropiate de re-
zultatele .metodei exacte,

Regultate incid mai bune se constatd cid d& formula pufin modi-
ficatd, care se adoptid in final :

_ 1o (7_,1+‘§°)(3+\1-2%°
7 (3+2J'-E. -8.)

= =1 ) W (2.1 +%s) (4-56)

In formula de mai sus se-a utilizat func{ia unitate a lui
Heaveside, frecvent fologita in teoria distributiilor, hotatd cu
M si definitd prin @

i pentru 21+ Ss >o0

"K (24+8.) = (4-57)
O , pentru 2.1+ %e <o

La efectuarea derivatelor, se menjioneazid cid derivata funce
tiei Heaveside este nuléd.

Introducerea acestei funct{ii s-a facut pentru a nu se obyine
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valori €.>1,
Se observi cid formula (4-56) acoperd bine intreg domeniul de
variatie a lui 5. . (tabelul Nr.8(1ll) si graficul Nr.5 (38 ) ).

Calculind coeficientul de corelatie (tabelul Nr.9(12))-al for-

mulei propuse se obtine valoarea r =0,9995 ceea ce indicd o- core-
latie deosebit de buné; Din analiza datelor prezentate in acest
punct rezultd cid formula Calame gi Gaden este excelentd pentru
valori |S.| suficient de mici, insi pentru valori mari |S.| , ai
valori veronate, erorile crescind nemirginit odatd cu cregterea
lui |=-] . -

Formula (4-56) propusd acoperd bine tot domeniul posibil de
variatie al lui €. . Lste adevirat cd valorile uzuale ale lui

e, in cazul castelclor de echilibru utilizate in sistemele hidro-

energetice se situeazd in domeniul in care formula Calame gi Gaden
da valori bune 3 aceasta nu exclude insa posibilitatea ca alte ame=-
najiri cu castele de echilibru folosite in sistemele de irigatiil,
alimenti#ri cu apd, etc s# conduei gi la valori mari| =-| in care
caz formula Calane gi Gaden did valori gresgite,

Avantajele formulei propuse fatd de formula Calame g$i Gaden
sint urmdtoarele 3

- valorile functiei <=, , ca i ale primelor douid derivate
a lui 81 in raport cu S. coincid cu valorile exacte pentru cazu=
rile linitd So—=20 gi S —= o=

- domeniul de valabilitate al formulei este mult mai mare,
extinzindu~se intre B, =0 51 So =-co ;

- in cazurile uzual intilnite la castelele de echilibru for-
mula Propusd di rezultate tot atit de exacte ca gl formula Calame g

- eroarea datad de formulid este de sub 1 % in cazurile uszuale,
in cazurile cu totul exceptionale in care =. <-4 , eroarea maximi

datd de formuld nu depigegte 5 %, ea descrescind rapid odatid cu
sciderea 1ui |'s.| .
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Calculele numerice au fost ficute folosind lucrarea /f&7 d4-H/

d.) Odatd determinatd relajia care permite calculul primului
maxim '={ in funcyie de denivelarea initiald ‘S & nivelului (4~56)
se pot transforma relatiile care permit calculul unui nivel éxbrem
oarecare astfel incit sid se exprime un nivel oarecare nu in func-
tie de nivelul mexim E¢( ¢i in functie de denivelarea initiald'_ .

41 §-1

2 (0,1 2(4-1) ! (4-58)
E) = 3--

- 1— {2 (2'14.39)(3 "V'zg°) .14.%0
7 (3+22= "g")llxe-('z )

e

Relatia (4-=58) se poate incd prelucra, renun{indu-se la iunc-

tia lui Heaveside de la numiter. Se obtine :

e _ e Vs (9+ 2= -8y = 2s])

(4=59)
260 g (9450025, -8 dare Fam =)

sau incd

(4=50)

- (_1)5." s J25 (126 +128 /22, -765. - 75 -28.)
2189 +12¢ (j+V2e. ~2(128]+19)B~4 (13] +2) e 2=, +'7(24'+4)3,2}
sau incd

.~ i“ 3J-25. (126 +128 V-28. -76Ss )
2 (-1) (

2[189 +126 (f+1) V25, -2 (1284'+l9)§°~4(|3§+?_)‘3°\l-7§,]
(4-61)
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Intereseazd in mod special expresia primului minin de dupd
primul maxim (j=2). Dupd calcule elementare, lin(4 - 6°)

©,% +2,1 J—ZS. +38e + S, J 2%
6,3 +12,G\l 2, — .‘i_s.go_ Li_’. <. v"2's., +% «§°7-

<,- -1 (462)

Renuntind la anumiti termeni se obtine relafia aproximativi
mai simpla cautati :

ey " s
5 - 1+% 28,74 S (4-63)

Rezultatele :)b'ginute prin aplicarea relatiei (4=63) si c@pa-
rarea lor cu rezultatele obtinute prin aplicarea relagiilor exacte
g1 a formulei Calame i Gaden sint date in tabelul Nr.lo(1l3) si in
reprezentarea graficid Nr.p( 9 ), erocarea relativd fiind in cazurile
uzuale sub 1 % si nedepésind 5 % pentru valori excepyional de mari
ale parametrului |S-|,

Aceste date cox;firmﬁ aprecierile calitative anterioare privind
superioritatea formulelor date in prezenta lucrare fatid de foruulele
Calame si Gaden;

Pentru calculul unui nivel extrem oarecare aplicarea formulei
generale (4=6l1) estc destul de greoaie, de accea este de recomandat
deverminarea mai intil a nivelulul extrem %=, si apoi aplicarea
relatiel gencrale (4=33) care este mult mai simplii;
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A=1I=-5-1

& 5.~ Utilizarea metodel de aproximatie Krilov-Bogoliubov

Aceastd metodid igi are originea iIn lucrérile lui J ;L;La-
grangc; Ea a fost dezvoltatéd apol pe larg de cidtre van der Pdl
/6-V/; In stadiul ini{ial metoda a fost folositd pe baze intuitive,
fird a avea um suport teoretic. Acest suport il constituie lucri-
rile lui Krilov gi Bogoliubov din anul 1937, care au rezolvat prob
lema domeniului de valabilitate a metodei gi problema aproximatii-
lor de ordin superior. /8-/ .

Metoda de aproximatie Krilov-Bogoeliubov este apli'cabi{lé.
cu bune rezultate chiar in cazul unei amortizéri tari, cu condi-
tia ca elongatia gi viteza initiali a migcirii sid fie suficient
de mici, eroarea ficutd in determinarea a douid elonga{il extreme
consecutive £iind sub 2 %.

Se va expune pe scurt metoda sub formi generald gl apoi
se va utiliza metoda pentru rezolvarea ecuatiei osciiatiilor in
castele de echilibru la Inchiderea totali;

Se considerd ecuatia generald de tipul

x v =-2 [‘f' ) +y C"’] (5-1)
in care este un parametru care caracterizeazd amortizarea,re-
lativ mic.

Se cautd solutia ecuafiei sub formi armonicid :
x =act)cor [w'l: +‘f({:)-l=a.(ﬂ eoA o (+) (5=2)

Se cere in plus ca oscilafiile sd fie astfel incit amplie
tudinea a gi faza ¥ 88 fie funct{ii de timp cu variatie lentd,
proportionale cu parametrul mic & gi definite de ecuatiile cu
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AwII=5-2

varisbile separabile :
da
S g A
a3t =
g4t . = B

dt
Se cautd solutia ecuatiei (5-1) sub forma 3

(5-3)

x = AcoAX + £ a, (a,x) +8?'Mz(a>w)+--- + ETm(a o) (5-4)

in care u;i(a,oc ) sint funct{ii periodice de oC cu perioada 27
iar a gi o ca func{ii de t satisfac ecuafiile diferentiale

cu variabile separabile :

:_'% ~sA(a)+ €Ai@+ ----- + EMAm ()

(5-5)
=3 W + B (e + e (@) +-- +8m5m (=)

-
—_— =

dt

Be determind acum functiile uy(a,<) , A44(a) , By(a),
J = 1,2,00eym astfel incit ecuatia diferentiald (5-1) sid fie sa-
tisficuth cu o aproximatie de ordimul 0( € 1),

Determinarea acestor functii nu comportid dificultati prin-
cipale, dar practic calculele se efectueazd pentru m =1, cel
mult pentru m = 2 , decarece imbunidtifirea preciziei solutiei
prin folosirea aproximatiilor de ordin superior nu este Jjustifi-
catd de ingreunarea care apare la efectuarea calculelor; Aplica-
bilitatea practicd a metodel este determinatd nu atit de conver-
genta dezvoltirii (5-4) cind m <<= , ¢it mal ales de proprie-
titile asimptotice de aproximare a solutieli cind £ —= 0 pen-
tru un m dat;

Conditiile initialep ce ‘8@ presupun cunoscute sint
() =8, 5 K (t) = oC g

Functiile u.:, » ‘3 * Bd se determinid prin efectuarea
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a doud cnadratnri;
Din prima relatie (5-5) rezultéd :

-t‘{jo+§ da

), EA((a)+EFA(a) 4 +ETA M (5+6)
Din aceastid relatie se ebtine a ca functie de timp gi
se inlocuieste in a doua relatie (5«5) care devine :

| (5=7)
ol(t) =Lo +w (t-to) + g..{ab B+ B+ gm B,,,,(Hld{?
k.
Fiind determinate acum func{iile a(t) si oA (t), se in-

locuiesc in (5-4) si se obtine solutia aproximativid ciutatd
X = x(t);

Consideratiile fécute mai sus au presupus cunoscute func-
tiile uj( a,t) , Aj(a) ’ Bj(a) . In alegerea acestor func{il
existd un anumit grad de arbitrarieitate, care poate fi folosit
impunind condifia ca din desvoltarea in serie Fourier a funct{ii-
lor ug(a, o< ) sd lipseascd prima armonici (termenii fn sin x

si cos x ),adicd s&@ avem satisficute relatiile :
o

g u.&' (_a,o()codocdc( =0
o &-_A;z.,,_,”'\ (5—8)

XN
S vy Ca, &) Ain Lok =o
Se mai poate arita cid dacid in dezveltidrile (5-5) negli--
jém termenii de ordinul 0(s ®* 1), atunci imtroducem in expresia
lui x(t) o eroare de ardinul o(= ™) , deci nu are sens si pis-
trém in dezvoltarea lui x(t) termenul ce contine <& B , fiind
suficient a ne opri la termenul ce contine pe am-l .
Se obtin astfel urmitoarele formule pentru calculul solu-

tiei ecuatiei (5-1) :
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Prima aproximatie
Xy = A Cosx
{-(a) =t, +-<—::— K da prin inversare a = a(t)
o, Ada) |

t

t.
. ¢5-9)
Ay(a) = ST oo &:F‘ (~owaninx) aine dec
23"
Bila) =

— qﬁ'(“chsX)Cobocdck
2Jio o &o

4 _doua aproximagie
X = Acos ok + Ey (o, x)

(5~10)

'l:m):{:e*‘équ Ao prin inversare a = a(t)
a. A4CG.) + E A2 C&) N

- €
oL (£) =e +ou (£-~ts) + S,& [B,(q) +€ Bz(cn)]dt-
(:.
My (o) = — C. ) A i Crla)cos ke +