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Rezumat: 
Lucrarea prezintă cât mai structurat principalele metode utilizate în prezent 
pentru identificarea sistemelor cu comportare neliniară. Gruparea metodelor 
de identificare, împreună cu contribuţiile originale s-a făcut în trei mari 
categorii: metode de identificare în domeniul timp (transformata Hilbert, 
metoda parametrului mic, metoda iteraţiei variaţionale, metoda seriilor 
Prony, metoda estimării spectrale cu minimă varianţă), metode bazate pe 
transformata wavelet (metoda seriilor de funcţii wavelet şi utilizarea 
transformatei wavelet continue), metode de identificare în domeniul 
frecvenţă (metoda balanţei armonice şi metoda seriilor Volterra). 
În final s-a construit un montaj experimental care împreună cu una din 
metodele teoretice propuse în lucrare a permis determinarea caracteristicilor 
unor sisteme conţinând spume poliuretanice, materiale cu un accentuat 
comportament neliniar. 
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1. INTRODUCERE 
 
 De o bună perioadă de timp se discută intens în lumea ştiinţifică despre 
multe aspecte ale estimării parametrilor sistemelor. Interesul pentru aceste subiect 
este evident, atât în publicaţii de specialitate (articole ştiinţifice, cărţi), cât şi la 
conferinţe sau cursuri universitare şi se datorează dorinţei inginerilor de a dobândi o 
mai bună cunoaştere a funcţionării instalaţiilor şi proceselor în vederea obţinerii unui 
control mai bun şi în cele din urmă a măririi eficienţei economice. 
 Interesul pentru teoria estimării s-a multiplicat dramatic odată cu creşterea 
posibilităţilor oferite de tehnica de calcul, atât din punct de vedere hardware, cât şi 
software. 
 În centrul ştiinţelor naturale şi tehnice se află noţiunile de observaţie şi 
măsurare. Pornind de la acestea, omul de ştiinţă construieşte o imagine fizică a 
problemei pe care o studiază şi de la care el formulează o teorie prin încercări 
succesive [35]. 
 De o importanţă egală cu experimentele şi observaţiile este construirea 
modelului. Modelul este o reprezentare a aspectelor esenţiale ale unui sistem 
existent (sau care va fi construit), care prezintă cunoştinţele asupra acelui sistem 
sub o formă utilizabilă [35]. 
 Modelele se găsesc în multe domenii de activitate umană : fizică, biologie, 
astronomie, tehnică, economie, sociologie, etc. În lucrarea de faţă ne vom limita la 
studiul modelelor din domeniul ingineriei mecanice. 
 

 1.1. Problematica identificării sistemelor 
 
 Investigaţia ştiinţifică are ca scop găsirea unor legităţi după care guvernează 
manifestarea sistemelor în natură. 
 Aceste legităţi pot fi exprimate în mai multe moduri, dependente de rigoarea 
cu care se poate face investigarea în domeniul respectiv de ştiinţă. Dependenţele 
găsite se pot exprima în mai multe moduri : 
- în mod intuitiv: A depinde de B sau A creşte cu micşorarea lui B; 
- sub forma unor grafice sau tabele de dependenţă; 
- sub forma unor modele fizice şi matematice, care exprimă cu o anumită rigoare 
anumite fenomene. 
 Modelele fizice exprimă structura fizică din care se compune un sistem, 
cărora le corespund anumite legi de interacţiune. Modelele matematice reprezintă 
funcţiile matematice şi ecuaţiile diferenţiale care exprimă fenomenele studiate. 
 Odată cu evoluţia ştiinţei are loc atât rafinarea modelelor matematice cât şi 
a preciziei experimentelor, iar amendarea modelelor matematice trebuie să fie 
făcută cu ajutorul ştiinţei identificării sistemelor. 
 Identificarea sistemelor este o ramură a teoriei sistemelor care are ca 
obiectiv stabilirea unei metodologii de a estima cât mai bine modelele matematice 
care descriu sistemele experimentale pe baza studiului experimental al acestor 
modele. Din această cauză ştiinţa identificării sistemelor este importantă pentru 
toate ramurile ştiinţei care se bazează pe elaborarea de modele matematice ale 
fenomenelor cerecetate. 
 În modelarea matematică a fenomenelor naturii, în primele etape este 
suficientă intuiţia pentru găsirea unui model matematic, respectiv a unor legi care 
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să fie în cât mai bună concordanţă cu fenomenele experimentale studiate. Odată cu 
rafinarea investigaţiilor, fenomenele naturale şi modelele devin tot mai complexe, 
neputând fi descrise simplu. Din această cauză s-a impus punerea la dispoziţia 
investigatorului a unei ştiinţe bine puse la punct pentru a permite un studiu riguros 
şi eficient. 
 În multe cazuri, studiul sistemului se face simplu, căutând experimental 
răspunsul y(t) al sistemului la o perturbaţie x(t), ca în fig. 1.1. 
 

 
Figura 1.1 

 
 În general dintr-un experiment pe un sistem dat, se măsoară o serie de 
semnale de intrare x = {x1(t), x2(t), x3(t), ... , xN(t)} pentru care se stabileşte 
răspunsul sistemului studiat y = {y1(t), y2(t), y3(t), ..., yM(t)}, unde N reprezintă 
numărul de intrări, iar M numărul de ieşiri. 
 Există mai multe tipuri de identificare : 
a) identificare de tip cutie albă, la care se cunosc toate legile fizice care guvernează 
sistemul studiat; 
b) identificare de tip cutie gri, la care se cunosc doar o parte din legile fizice care 
guvernează sistemul studiat; 
c) identificare de tip cutie neagră, la care nu se cunosc legile care guvernează 
sistemul studiat. 
 Pentru fiecare tip particular de descriere, cerinţele ce se pun la 
implementarea problemei de stimare constau în găsirea caracteristicilor procesului: 
- cu precizie, neafectata de zgomot aditiv şi de neliniarităşi posibile nedorite în 
sistem; 
- cu rapiditate, totuşi cu condiţia ca sistemul să rămână stabil; 
economic, folosind o instrumentaţie care este realizabilă şi acceptabilă din punct de 
vedere al costului. 
 Schema de estimare este preferabil să satisfacă următoarele cerinţe: 
- să fie tratabilă matematic; 
- să fie uşor de implementat; 
- să fie în general aplicabilă; 
- să ducă la o estimare optimă; 
- să ofere o viteză de convergenţă acceptabilă. 
 
 

 
 

SISTEM x(t) y(t) 
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 1.2. Cazul modelelor liniare 
 
 Stimulată de teoria mecanicii clasice, o importantă metodă de interpretare a 
comportării proceselor a fost exprimată cu ajutorul ecuaţiilor diferenţiale, în funcţie 
de mărimile de intrare şi de ieşire u = u(t) şi y = y(t), respectiv : 

 cub
dt
dub

dt
udbya

dt
dya

dt
yda nnn

n

nnn

n

+++=+++ −− 1010 ......   (1.1) 

  
 În cazul liniar, coeficienţii ai, bj nu depind de u şi y şi de derivatele lor. 
Dacă, în plus, ei nu depind nici de timp, avem cazul cu coeficienţi constanţi, care 
este cel mai uşor de mânuit. Dacă, însă, coeficienţii depind de timp, ecuaţia se 
numeşte variliniară. În cazul în care oricare din ai sau bj depind de u sau y sau de 
derivatele lor, procesul este neliniar. 
 Este foarte simplu de analizat un sistem presupus liniar. În acest caz este 
suficientă cunoaşterea unei singure funcţii de timp caracteristice a procesului (de 
exemplu răspunsul la impuls) pentru a determina ieşirea procesului pentru semnale 
de intrare arbitrare. Un astfel de procedeu are avantaje reale, pe care ne-am dori să 
le avem şi pentru descrierea proceselor neliniare : 
- există o relaţie explicită intrare-ieşire 
- este facilitată analiza combinaţiilor de sisteme 
- se permite luare în consideraţie a intrărilor aleatoare. 
 

 1.3. Modele neliniare. Stadiul actual al cercetării în  
  domeniu 
 
 În domeniul mecanicii este foarte răspândită utilizarea modelelor liniare, 
datorită simplicităţii lor şi a existenţei unui număr imens de probleme inginereşti 
rezolvate în timp. Totuşi liniarizarea, ca orice formă de simplificare a problemei, 
induce o seamă de erori de modelare care uneori pot deveni importante. 
 De aceea, în actualul subiect de cercetare, ne vom ocupa de evaluarea şi 
implementarea unor algoritmi populari în evaluarea şi identificarea structurilor 
neliniare. 
 Pentru unele clase de sisteme neliniare cerinţele enunţate la 1.2. sunt 
îndeplinite de reprezentările cu serii Volterra [150, 167]. 
 Pentru procese neliniare este foarte mult de dorit să se construiască modelul 
pe baza cunoştinţelor a priorice disponibile. Aceasta implică o mare varietate de 
modele referitoare la anumite procese şi scopuri specifice. 
 Înţelegerea gradului de libertate este o condiţie pentru înţelegerea 
conceptului de analiză modală. 
 Adesea sistemele mecanice au o comportare neliniare, ca rezultat al 
neliniarităţilor din materialul constructiv al componentelor. În plus, componentele 
sunt interconectate prin legături neliniare (bolţuri, suduri). Aceste conexiuni conduc 
la o comportare neliniară a componentelor şi interacţiuni neliniare în cadrul 
sistemului. 
 Caracterizarea sistemelor vibrante neliniare este un domeniu din ce în ce 
mai bine cercetat şi documentat. Unele tehnici se bazează pe modulaţia de 
frecvenţă, cum ar fi deconvoluţia frecvenţei [127], transformata Hilbert [146] şi 
transformatele wavelet [105]. Aceste tehnici utilizează pentru caracterizarea 
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neliniarităţii schimbările în frecvenţele naturale ale sistemului cu schimbarea 
amplitudinii răspunsului. În plus, s-a utilizat corelarea funcţiilor în timp pentru a 
caracteriza neliniarităţile. O altă metodă constă în utilizarea răspunsului în frecvenţă 
de ordin înalt. În [114] se propune metoda forţei de restaurare pentru anumite 
aplicaţii cu siteme neliniare, metoda ce poate fi uneori folosită şi în absenţa 
măsurărilor intrărilor externe. 
 
 În capitolul 2 al acestei teze se prezintă teoria necesară utilizării 
transformatei Hilbert pentru identificarea sistemelor neliniare cu un grad de libertate 
din vibraţii libere, apoi din vibraţii forţate. În continuare se prezintă şi cazul 
identificării sistemelor cu mai multe grade de libertate. 
 Ca parte aplicativ-experimentală sunt prezentate identificarea unui model 
reologic neliniar care descrie relaxarea facilitată de vibraţii, iar apoi se efectuează 
studiul unui pendul de torsiune cu comportare neliniară. 
 Capitolul 3 este dedicat metodelor de identificare bazate pe transformata 
wavelet. Se prezintă teoria necesară : bazele analizei wavelet, analiza wavelet 
multirezoluţie, utilizarea transformatei wavelet la identificarea sistemelor liniare şi 
neliniare cu unul, respectiv mai multe grade de libertate, o metodă de identificare a 
sistemelor descrise cu ecuaţii diferenţiale de ordin fracţionar, precum şi utilizarea 
transformatei wavelet continue. 
 Capitolul 4 oferă descrierea unor soluţii de identificare prin mai multe 
metode în domeniul frecvenţă. 
 Capitolul 5 cuprinde descrierea unui studiu experimental efectuat în 
laboratoarele universităţii asupra unor materiale cu comportare neliniară 
pronunţată. 
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2. METODE DE IDENTIFICARE ÎN DOMENIUL 
TEMPORAL 

 

 2.1. Utilizarea transformatei Hilbert în identificarea  
  sistemelor neliniare 
 
 Transformata Hilbert a fost introdusă de David Hilbert în 1905, în studiul 

funcţiilor analitice, şi aplicata apoi de la funcţiile de clasă )(2 RL  la cele de clasă 

)(RLp . 
 Importante aplicaţii în prelucrarea semnalelor au fost stabilite de Norden 
Huang, începând cu anii 1996, motiv pentru care mai poartă numele şi de 
transformată Hilbert-Huang. 
 În acest moment au fost stabilite aplicaţii în prelucrarea datelor în domenii 
[74, 60] cum ar fi descompunerea empirică a modurilor, studiul undelor neliniare, 
dinamică moleculară, procese nestaţionare, detectarea defecţiunilor maşinilor, 
studiul fenomenelor seismice, meteorologice, identificarea parametrilor sistemelor 
neliniare, analiză spectrală Hilbert şi structurală [10, 146]. 
 

 2.2. Transformata Hilbert 
 
 Pentru un semnal )(tx , unde ),( +∞−∞∈t , descris de o funcţie reală sau 

complexă, cu Rt∈ , de pătrat integrabil (clasă )(2 RL ), transformata Hilbert se 
defineşte ca [74, 60, 10]: 
 

  
τ
ττ

π −∫
∞

∞− t
dxPtxHtx )(1=)}({=)(ˆ     (2.1) 

 
unde cu P  s-a notat valoarea principală a integralei în sens Cauchy. Explicit 

aceasta se scrie, pentru un 0>ε : 
 

 
τ
ττ

πτ
ττ

πτ
ττ

π εε

ε

ε −
+

−− ∫∫∫
∞

+→

−

∞−→

∞

∞− t
dx

t
dx

t
dxP

t

t )(
lim
1)(

lim
1=)(1

00
  (2.2) 

 
 Transformata se mai poate aplica şi funcţiilor reale sau complexe de clasă 

)(RLp , unde ∞≤≤ p0 . 
 Operatorul de transformare Hilbert este liniar: 
 
 )}({)}({=)}()({ 22112211 txHatxHatxatxaH ++    (2.3) 
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12     Metode de identificare în domeniul temporal - 2 

pentru orice Caa ∈21,  şi )(, 21 RLxx P∈ . 

 Această transformare este inversabilă, transformata inversă 1−H  fiind 
definită: 
 

  
τ
ττ

π −
−

∫
∞

∞−

−

t
dxPtxHtx )(ˆ1=)}(ˆ{=)( 1     (2.4) 

 
 Se poate observa uşor că transformata Hilbert directă şi inversă au 
proprietăţile: 
 

   1=,= 21 −−− HHH     (2.5) 
 
adică aplicând de două ori transformata Hilbert asupra unei funcţii oscilante, 

obţinem o oscilaţie în opoziţie de fază cu oscilaţia dată ( )(=)}({2 txtxH − ). 

 Transformata Hilbert a unei funcţii translate cu Ra∈  este: 
 
  )(ˆ=)}({ atxatxH ++      (2.6) 
 
iar la schimbare de scală cu Ra∈  este: 
 
  )(ˆ)(=)}({ atxasignatxH      (2.7) 
 
 Transformata Hilbert a derivatei de ordin Nn∈  a unei funcţii )(tx  este: 
 

  )}({=)(
ˆ

=})({ txH
dt
d

dt
txd

dt
txdH n

n

n

n

n

n

    (2.8) 

 
adică operaţia de derivare comută cu cea de transformare Hilbert (adică, pentru 

orice Nn∈ , comutatorul este 0=],)([ H
dt
txd
n

n

). 

 Transformata Hilbert a produsului: 
 

  τττ
π

dxttxHttxtH kn

R

kn

k

nn )()}({=)}({ 1
1

0=

+−
−

∫∑−    (2.9) 

 
 Transformata Hilbert a unei funcţii impare este: 
 

  22
)(21=)}({
τ
τττ

π −∫
∞

∞− t
dxPtxH     (2.10) 

 
iar a unei funcţii pare: 
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  22
)(21=)}({
τ
ττ

π −∫
∞

∞− t
dtxPtxH     (2.11) 

 
 Transformata Hilbert a produsului de convoluţie a două funcţii )(tx  şi )(ty : 
 

   τττ dytxtyx )()(=))(( −⊗ ∫
∞

∞−
 

 
este: 
 
  )})({(=))(}{(=)})({( tyHxtyxHtyxH ⊗⊗⊗  (2.12) 
 
sau, mai simplu: yxyxtyxH ˆ=ˆ=)})({( ⊗⊗⊗ . 

 Vom nota cu F  şi 1−F  transformata Fourier directă şi inversă a unei funcţii 
)(tx : 

 

   dtetxxFX tiωω −+∞

∞−∫ )(=}{=)(    (2.13) 

 

   ωω
π

ω deXXFtx ti−∞+

∞−

− ∫ )(
2
1=}{=)( 1   (2.14) 

 
 Cu aceasta se poate arăta că transformata Fourier a transformatei Hilbert a 
unei funcţii )(tx  este: 
 
 },{)(=)()(=)}}({{ xFsigniXsignitxHF ωωω −−   (2.15) 
 
relaţie care sugerează o metodă de calcul a transformatei Hilbert a unui semnal 
)(tx , ca transformata Fourier inversă a produsului }{)( xFsigni ω− . 

 Prezentăm în tabelul de mai jos transformatele Hilbert ale câtorva funcţii 
elementare uzuale. O listă cuprinzătoare se poate găsi în lucrările [25, 74]. 
 
 

  Nr.  Funcţia  Transformata Hilbert  
crt.  )(tx   )}({ txH   
1  )(sin βα +t   )(cos)( βαα +− tsign   
2  )(cos βα +t   )(sin)( βαα +tsign   
3  )(exp tiα   )(exp)( tisign αα−   
4  tπ/1   )(tδ  
5  )(tδ   

tπ
1−
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6  1/1 +ntπ   
)(

!
1)( 1

t
dt
d

n n

nn

δ
+−

 

7  

t
ttsinc sin=)(  

t
t

π
πcos1−

 

8  atnettu −)( , 

Nn∈ , 0>a   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−∑−
k

n

k
atn

at
katEiet
)(
1)!()(

=1
π  

     Tabelul 2.1  
  

 În tabelul 2.1 )(tu  reprezintă funcţia Heaviside, iar )(tEi  integrala 
exponenţială. 
 În final dorim să mai spunem că în limbajul de calcul simbolic Maple este 
implementată transformata Hilbert directă şi inversă în pachetul inttrans. 
Deasemenea, numeric, transformata Hilbert directă şi inversă, a unui semnal 
eşantionat se poate calcula în Mathcad v.14 şi în Matlab. 
 

 2.3.  Semnale analitice 
 
 Semnalul analitic asociat unui semnal )(tx  este definit ca suma dintre )(tx  

şi transformata Hilbert a semnalului )(tx  înmulţită cu unitatea imaginară i : 
 
  )},({)(=)(ˆ)(=)( txiHtxtxitxtz ++    (2.16) 
 
şi reprezintă o funcţie complexă dependentă de timp. 
 Introducerea semnalului analitic asociat a reprezentat un câştig important în 
prelucrarea semnalelor, deoarece apare posibilitatea definirii unor mărimi de mare 
importanţă, şi anume a unei înfăşurătoare şi a unei frecvenţe instantanee. 
 Acest lucru este posibil, prin faptul că prin transformare Hilbert, componenta 
imaginară a semnalului analitic conţine componente oscilatorii cu aceleaşi frecvenţe 
şi faze modificate, datorită schimbarii componentelor sinusoidale ca cele 
cosinusoidale (vezi tab. 2.1). 
 Construit ca semnal complex semnalul analitic poate fi pus sub forma: 
 
   ))((exp)(=)( titAtz ϕ     (2.17) 
 
unde )(tA  reprezintă înfăşurătoarea semnalului sau amplitudinea instantanee, iar 

)(tϕ  faza instantanee. 

 Amplitudinea instantanee A  şi faza instantanee ϕ  se calculează: 
 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡+
)(
)(~arctan=)()(~)(=)( 22

tx
txttxtxtA ϕ   (2.18) 
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 Din (2.18) putem defini pulsaţia instantanee: 
 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
)(
)(=

)(
)(~)()(~)(=)(=)( 2 tz

tzIm
tA

txtxtxtxtt ϕω    (2.19) 

 
şi derivata în raport cu timpul a amplitudinii: 
 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡+
)(
)()(=

)(
)(~)(~)()(=)( 2 tz

tzRetA
tA

txtxtxtxtA    (2.20) 

 
 Trebuie să mai prezentăm o relaţie foarte importantă referitoare la 
transformata Hilbert a produselor de funcţii, numită şi teorema lui Bedrosian [6]. 
 Vom considera două funcţii )(),( txtx hl , notând transformatele lor Fourier 

cu ll FxX =)(ω  şi hh FxX =)(ω . 

 Vom presupune că funcţia lx  are componente de joasă frecvenţă, care nu 

depăşesc pulsaţia limită 0ω , (adică )(ωlX  = 0, pentru 0|>| ωω  ), iar hx  cu 

spectru de frecvenţe înalte şi al căror componente spectrale sunt localizate peste 
limita 0ω , (adică 0=)(ωhX , pentru 0|<| ωω ), spectrele fiind disjuncte. 

 Teorema Bedrosian [6] a stabilit că dacă funcţia lx  cu spectru de frecvenţe 

joase, şi funcţia )(txh  cu spectru de frecvenţe înalte, au spectru disjunct: 

 
   ,0,=)()( RXX hl ∈ωωω  

 
transformata Hilbert a produsului funcţiilor este: 
 
  )(~)(=)}({)((=)}()({ txtxtxHtxtxtxH hlhlhl   (2.21) 

 

 2.4. Identificarea sistemelor neliniare cu un grad de 
  libertate din vibraţii libere cu ajutorul   
  transformatei Hilbert 
 
 Vom prezenta o metodă care a fost introdusă de Michael Feldman [41, 42]. 
Feldman a pus de asemenea la punct o metodă de determinare a neliniarităţilor din 
armonici superioare [39]. 
 Metoda a fost extinsă şi pentru sisteme ale căror neliniarităţi au variaţii 
nesimetrice [46] şi a sistemelor de oscilatori slab cuplaţi. 
 Vom considera în acest caz un sistem vibrant cu un grad de libertate, care 
efectuează vibraţii libere amortizate descrise de ecuaţia diferenţială: 
 

  0,=)()(2 2
00 xAxAhx ω++     (2.22) 
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unde mAcAh )/2(=)(0  este un factor de amortizare, )(Ac  este coeficientul de 

amortizare, m  este masa sistemului, mAkA )/(=)(20ω  reprezintă pulsaţia 

naturală, )(Ak  este constanta elastică. Ecuaţia (2.22) descrie un sistem neliniar 

datorită faptului că c  şi k  sunt dependente de deplasarea maximă (amplitudinea 

instantanee) a vibraţiilor. Rezultă de asemenea că )(Ah  şi )(20 Aω  au a variaţii 

temporale lente în raport cu )(tx . 

 Vom considera că )(0 Ah , )(20 Aω , )(Ak  )(Ac  sunt funcţii simetrice de A , 

şi anume )(0 Ah  funcţie impară de A , iar celelalte pare. 

 Dacă se aplică transformata Hilbert ecuaţiei (2.22), datorită proprietăţii 
(2.21) obţinem ecuaţia (2.22) scrisă în semnal analitic xixz ˆ= + : 
 

   0=)()(2 2
00 zAzAhz ω++    (2.23) 

 
 Utilizând (2.16) rezultă: 
 

   ))((=)( ωi
A
Atztz +     (2.24) 

 
 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++− )(

)(
)()(2)(

)(
)()(= 2 ti

tA
ttAit

tA
tAtzz ωωω   (2.25) 

 
Înlocuind în (2.22), ecuaţia devine: 
 

  0=222 00
2
0

2
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++++− ωωωωω h

A
Ai

A
Ah

A
Az  (2.26) 

 
Extrăgând partea reală şi imaginară din (2.13), rezultă: 
 

 
ω
ω

ω
ωωω −−++−

A
Ath

A
A

A
A

A
At =)(,2=)( 02

2
22

0   (2.27) 

 
Pentru sisteme cu amortizare structurală, descrise de ecuaţia 
 

   0=2
0 xxAix ω

π
δ ++     (2.28) 

 
pentru semnalul analitic rezultă ecuaţia : 
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   0=)( 2
0 zAiz

π
δω ++  

 
iar după separare rezultă: 
 

  2
0

2
0

22
0 2=)(,=)(

ω
ωπ

ω
ωπδωω −−− AAt

A
At   (2.29) 

 

0ω  fiind pulsaţia instantanee naturală şi δ  decrementul instantaneu logaritmic. 

 Este important de spus că în scopul identificării k , c  şi δ  din date 
experimentale trebuie reprezentat )(tk , )(tc  ca funcţie de )(ty . Este posibil să se 

exprime )(tA  ca funcţie de πων )/2(= t . 
 

 2.5.  Generalizare 
 
 O analiză conceptuală a metodei de identificare bazată pe transformata 
Hilbert este făcută în lucrarea [71]. 
 Pe de altă parte rezultatele obţinute de M. Feldman în lucrarea [39] pot fi 
aplicate şi la un caz mai general la care coeficientul de amortizare, şi coeficientul 
elastic sunt funcţii de forma )(xh  şi )(xk . 
 Constanta elastică se poate dezvolta în serie Taylor în origine, sub forma: 
 

   mm

mx
m

mm

m
x

mdx
kd

m
xxk

!
=

!
=)(

0=0=0=

κ∑∑
∞∞

 

 
 Considerând că soluţia poate fi aproximată sub forma produsului unei funcţii 
de timp lent variabile )(tA  şi a uneia rapid variabile )(tϕ  
 
    )(cos)(=)( ttAtx ϕ  
 
şi integrând ))(( txk  pe o perioadă T , vor rămâne doar termenii care conţin 

puterile pare ale funcţiei )(cos tϕ : 
 

  =))((1>=))((< dttxk
T

txk
Tt

t∫
+

 

 

  )(
)!(2

1=
2
1)(

)!(2
1= 2

222
0=

222
2

0=
tA

n
CtA

n
n

nn
n

n
n
nn

n

n
κκ ∑∑

∞∞
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unde k
mC  reprezintă combinări din m  luate câte k . 

 Semnalul analitic complex al vitezei x  se poate scrie: 
 

  
x
xtitVtxitxt
ˆ

=tan)),((exp)(=)(ˆ)(=)( ψψζ +  

 
 În mod similar se poate arăta că funcţia de amortizare se poate dezvolta în 
serie: 
 

  mm

mx
m

mm

m
x

mxd
hd

m
xxh

!
=

!
=)(

0=0=0=

χ∑∑
∞∞

 

 
 Considerând viteza )(sin)(=)(sin=)( ttVtAtx max ϕϕω −− , rezultă 

integrând în mod similar pe o perioadă: 
 

 =))((1>=))((< dttxh
T

txh
Tt

t∫
+

 

 

 n
maxn

n
nn

n

n

mTt

t

m
max

mm

m
VC

n
dtt

T
V

m
2

222

2

0=0= 2
1

)!(2
1)(=)(sin

11)(
!

= χϕχ −− ∑∫∑
∞+∞

 

 
rămânând doar termenii cu puteri pare ale lui maxV . 

 Rezultă în final că valorile medii ale coeficientului elastic şi coeficientului de 
amortizare depind de amplitudinea vitezei şi a deplasării: 
 

)(
)!(2

1)(>=)(<),(
)!(2

>=)(< 2
22
2

2

0=

2
22

2

0=
tV

n
xhtA

n
xk n

maxn
n

n

n

n
n

n

n

χκ −∑∑
∞∞

 (2.30) 

 
 Din (2.30) am arătat că metoda lui Feldman este aplicabilă şi în caz general, 
pentru sisteme neliniare cu neliniarităţi )(= xkk  şi )(= xhh  oarecare, deoarece pe 
interval de o perioadă coeficienţii elastici şi de amortizare depinzând de puterile pare 
ale amplitudinii mişcării )(tA  şi ale amplitudinii vitezei )(tVmax . 

 Vom considera că un sistem vibrant a cărui mişcarea liberă amortizată este 
descrisă de ecuaţia neliniară: 
 
   0,=)()( xxkxxhx ++     (2.31) 
 
masa sistemului fiind unitară. 
 Vom considera că parametrii pot fi scrişi sub forma sumei dintre doi termeni, 
unul constant şi unul rapid variabil, depinzând de puterile lui )(tx , respectiv )(tx , 

adică ))((=)( 10 txhhxh +  şi ))((=)( 10 txkkxk + . 
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 Ecuaţia se mai scrie: 
 
  0=))(())(( 1010 xxkkxxhhx ++++  

 
 Transformata Hilbert a ecuaţiei, aplicând teorema lui Bedrosian, şi 
considerând că 1h  şi 1k  sunt cu frecventă mai mare decât x  şi x : 
 

  0=ˆˆˆˆˆ 1100 xkxhxkxhx ++++  

 
 Adunând penultima ecuaţie cu ultima înmulţită cu i , rezultând pentru 
semnalul analitic xixX ˆ= + , ecuaţia de mişcare: 
 

  0,=XXX κλ ++      (2.32) 
 
în care: 
 

  
xxxx

xkxxhxxkxxhh
ˆˆ

ˆˆˆˆ
=

2
1111

0 −
−−++λ    (2.33) 

 
 

  
xxxx

xxkxhxxkxxhk
ˆˆ

ˆ)(ˆˆˆ
= 1

2
111

0 −
++−−+κ    (2.34) 

 
 Rezultă că ecuaţia (2.31) este validă şi pentru semnalul analitic, sub forma 
(2.32) , cu relaţiile de legătură (2.33) şi (2.34). Rezultă că putem aplica metoda de 
identificare Feldman din secţiunea anterioară cu semnalul analitic 

))(()(=ˆ= tiexptAxixX ψ+ . 
 Se poate arăta de asemenea că forţa elastică se poate determina din 
semnalul analitic cu relaţia: 
 

   ),()())((=)( 2
0 ttAtxsigntFel ω    (2.35) 

 
 iar forţa de amortizare cu relaţia: 
 
   ).()())((=)( 0 tVthtxsigntFr    (2.36) 

 
 În final mai trebuie să spunem că măsurând experimental răspunsul liber al 
unui sistem neliniar amortizat putem identifica forţa elastică )(tFel  ca funcţie de 

)(tA , iar forţa de amortizare )(tFam  ca funcţie de )(tV . 

 Se poate reprezenta de asemenea curba schelet (sau coloană vertebrală) 

reprezentând amplitudinea )(tA  ca funcţie de frecvenţă )/(2=)( 2
0 πων t  . Din 
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(2.30) se poate vedea că această curbă, în cazul sistemelor liniare este o linie 
verticală. 
 

 2.6.  Identificarea sistemelor vibrante neliniare cu un 
  grad de libertate din vibraţii forţate cu ajutorul 
  transformatei Hilbert 
 
 În acest caz ecuaţia neliniară de mişcare unidimensională, care exprimă 
vibraţiile forţate cu amortizare vâscoasă are forma [42]: 
 

  mtFxAxAhx )/(=)()(2 2
00 ω++    (2.37) 

 
unde )(tF  este forţa perturbatoare. 
 Ecuaţia poate fi scrisă şi pentru semnalul analitic 
 

  
m

tFitFzAzAhz )(~)(=)()(2 2
00

+++ ω    (2.38) 

 
şi exprimând z  conform (2.21), rezultă după calcule: 
 

m
tFitFh

A
Ai

A
Ah

A
Az )(~)(=222 00

2
0

2 +
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++++− ωωωωω  (2.39) 

 
 După separarea părţii reale şi imaginare a relaţiei (2.39), rezultă: 
 

 
ω
ω

ω
βαωω

A
A

A
A

A
A

mA
A

m
t ++−++ 2

2
22

0 2=)(    (2.40) 

 

  
ω
ω

ω
β −−

A
A

m
Ath

2
=)(0      (2.41) 

 
unde: 
 

   
)(

)(~)(=
tz

tFitFRe +α  

 

   
)(
)(~)(=

tX
tFitFIm +β  

 

iar F~  este transformata Hilbert a forţei de excitaţie. 
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 Rezultă de asemenea că: 
 

 =++ )()(=
)(
)(~)( tit

tX
tFitF βα  

 

 
)(~)(
)(~)()()(~

)(~)(
)(~)(~)()(= 2222 txtx

tFtxtFtxi
txtx
tFtxtFtx

+
−+

+
+

  (2.42) 

 
 În ecuaţiile (2.37)-(2.42) a fost presupus că masa este cunoscută. Masa 
poate fi însă stabilită din (2.41): 
 

  
( )

t

t

A
A

A
A

A
A

AAm

Δ

Δ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+−Δ

−Δ

ω
ωω

ωβα

2

2
2 2

=    (2.43) 

 unde tΔΔ(...)  reprezintă variaţia (...)  în intervalul de timp tΔ . 

 Se preferă să se lucreze cu variaţia în locul derivatelor, datorită faptului că 
derivatele de ordin trei ale datelor experimentale generează erori, datorită împărţirii 
de trei ori. 
 Pentru sisteme neliniare cu amortizare structurală, în cazul vibraţiilor 
forţate, ecuaţia de mişcare este: 
 

  
m
tFzAiz )(=)( 2

0 π
δω ++     (2.44) 

 
unde )(tδ  reprezintă decrementul logaritmic. În mod similar cu cazul (2.37) rezultă 
pulsaţia naturală şi decrementul logaritmic: 
 

   
A
A

mA
A

m
t −++

ω
βαωω 22

0 =)(  

 

   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−− ωω

ω
β

ω
πδ

A
A

m
t 2=)( 2

0

 

 
precum şi masa: 
 

   
( )

( ) t
t

AA
m

Δ

Δ

+−Δ
Δ
2=

ω
α

 

 
 Trebuie subliniat că )(tA , )(tx , )(=)( txtv , )(th , )(tω , )(0 tω , şi forţa 

elastică xxF 2
0=)( ω  sunt cantităţi dependente de timp. 
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 Interdependenţele unei serii de mărimi fizice stabilite aici pot fi exprimate 
într-o formă independentă de timp. De exemplu se poate reprezenta forţa elastică 
F  ca funcţie de deplasarea x , sau de viteza v  , A  ca funcţie de ω , sau 
coeficientul de amortizare h  ca funcţie de amplitudinea A . 
 Practic, pentru un sistem vibrant dat cu comportare neliniară, poziţia 
instantanee )(tx  şi forţa perturbatoare )(tF  (în cazul vibraţiilor forţate) pot fi 
investigate experimental, măsurate cu ajutorul senzorilor, introduse în computer cu 
ajutorul unei interfeţe de achiziţie, iar apoi prelucrate pe computer. 
 Sistemele neliniare cu un grad de libertate pot fi identificate ca în cazul 
sistemelor liniare, din răspunsul liber utilizând modelul neliniar (2.10) sau (2.28). 
Sistemele pot fi identificate de asemenea din răspunsul forţat utilizând modelele 
(2.37) sau (2.44). 
 Metodele bazate pe transformata Hilbert au fost utilizate şi la sisteme cu 
neliniaritate histeretică [118], la vibraţiile induse de vânt [159]. 
 O analiză de fineţe a metodelor de identificare bazate pe transformata 
Hilbert este făcută în lucrările [71, 47]. 
 Metodele bazate pe transformata Hilbert au fost utilizate şi la sisteme cu 
modulaţie de amplitudine şi frecvenţă [113]. O metodă care combină metoda cu cea 
a reţelelor neuronale este dată în [156]. 
 Studiul defecţiunilor maşinilor, bazat pe transformata Hilbert este făcut în 
lucrarea [162], iar a unei structuri de beton armat pretensionat în [49]. 
 Analiza unui sistem varabil în timp este facută în lucrarea [44], iar răspunsul 
unui sistem cu un grad de libertate pentru diferite amplitudini ale excitaţiei este 
dată în [166]. 
 

 2.7. Identificarea sistemelor neliniare cu mai multe  
  grade de libertate cu ajutorul transformatei  
  Hilbert 
 
 Metoda de identificare introdusă de Feldman pentru sisteme cu un grad de 
libertate, din păcate nu poate fi extinsă şi pentru sisteme cu mai multe grade de 
libertate, astfel încât să permită stabilirea în mod analog a forţelor elastice, a 
forţelor de amortizare şi a celor de cuplaj. 
 M. Feldman face astfel de tentative de abordare a sistemelor cuplate [40]. 
Se obţin curbe schelet care se modifică cu modificarea cuplajului între oscilatori, 
care sunt ca valoare doar interesante. 
 Pentru sisteme cu mai multe grade de libertate a fost elaborată însă o 
metodă neparametrică de către Norden E. Huang, numită  metoda descompunerii 
empirice a modurilor [61], care a fost combinată cu transformata Hilbert, care se 
mai numeşte şi transformată Hilbert-Huang. Aplicaţii ale metodei au fost făcute şi în 
lucrările [43, 157]. 
 Trebuie să observăm că frecvenţa instantanee )(tν  introdusă la semnalul 
analitic nu are o interpretare fizică validă, din punct de vedere al analizei Fourier. 
 În continuare vom prezenta pe scurt această metodă. 
 Metoda are la bază descompunerea unui semnal nestaţionar cu ajutorul unor 
funcţii numite  funcţii modale intrinseci. 
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 Determinarea acestor funcţii se face după un algoritm iterativ plecând de la 
un semnal experimental )(tx  eşantionat şi achiziţionat în calculator ca un şir discret 

)(=)( ixtix Δ , unde Ni 1,...,= . Acest semnal are o comportare oscilatorie care 
poate fi complicată. 
 Metoda furnizează modalitatea de stabilire a unui număr M  de funcţii 
modale intrinseci notate (conform [61]) )(iIMFm , unde Mm 1,...,= . 

 Determinarea funcţiilor modale intrinseci se face după următorul algoritm: 
1) Se pleacă de la primul mod, punând 1=m . 
2) Din şirul eşantionat al semnalului )(ix  se extrag valorile maxime şi se 
interpolează aceste puncte cu o curbă spline cubică aceste valori construind o 
înfăşurătoare superioară )(iemax  (unde Ni 1...= ). În mod similar se extrag valorile 

minime şi se interpolează cu o curbă spline cubică aceste valori construind o  
înfăşurătoare inferioară )(iemin  (unde Ni 1...= ). 

3) Din cele două înfăşurătoare se poate obţine o curbă a valorilor medii instantanee: 
 

 Niieieimed minmax
m 1,...,=,

2
)()(=)( −

 

 
şi funcţia modală intrinsecă aferentă: 
 
 NiimedixiIMF mm 1,...,=),()(=)( −  

 
 Se extrage din semnal funcţia modală rămânând semnalul modificat sau o 
funcţie reziduală: 
 
 ,1,...,=),(=)()(=)( NiiriIMFixix mm−  

 
 Dacă valorile funcţiei reziduale )(irm  nu au scăzut sub o anumită limită 

impusă ε , se trece la determinarea funcţiei modale următoare, punând 1= +mm , 
şi se reia calculul de la 2). 
 Când ε|<)(| irm  se opreşte calculul rezultând un număr de M  funcţii 

modale intrinseci. 
 Transformata Hilbert-Huang a unui semnal )(tx  se realizează în următorul 
mod: în primul rând se aplică transformata Hilbert asupra funcţii modale intrinseci, 
după care semnalul analitic asociat semnalului dat )(tx  poate fi exprimat cu 
ajutorul funcţiilor modale intrinseci: 
 

  [ ] )),((exp)(=)}({)(=)(
1=1=

titAtIMFiHtIMFtz mm

M

m
mm

M

m
ϕ∑∑ +  
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unde )(tAm  este amplitudinea instantanee, respectiv )(tmϕ  a modului m . 

Frecvenţa instantanee a modului m  este: 
 

   .)(=)(
dt
tdt m

m
ϕω  

 
 Semnalul )(tx  se poate scrie: 
 

   )},)((exp)({=)(
1=

dttitARetx mm

M

m
ω∫∑  

 
 Dacă reprezentăm amplitudinile )(tAm  în planul timp frecvenţă ))(,( tt mω , 

se obţine spectrul Hilbert-Huang al semnalului: 
 

   ),(=))(,(=),(
1=1=

tAttAtS m

M

m
mm

M

m
∑∑ ωω  

 
reprezentare care poate fi făcută fie ca o reprezentare 3D, fie ca o hartă plană de 
intensitate luminoasă sau culoare în dependenţă biunivocă cu amplitudinea. 
 Rezultate semnificative privind aplicarea analizei Hilbert-Huang la sisteme cu 
mai multe grade de libertate sunt obţinute de J.N. Yang et al în lucrările [160, 161]. 
 O comparare a metodei transformatei Hilbert-Huang cu metoda analizei 
wavelet se găseşte în [45]. 
 

 2.8. Identificarea unui model reologic neliniar care  
  descrie relaxarea facilitată de vibraţii 

  

 2.8.1. Modele reologice neliniare ale relaxării facilitate 
  de vibraţii 
 
 Se ştie că în structurile sudate sau nituite apar tensiuni reziduale care în 
urma proceselor de relaxare naturală, duc la modificarea formei acestor piese. Acest 
proces natural este lent, fiind necesar să se lase un timp lung să se stabilizeze 
dimensional. 
 Este binecunoscut că detensionarea acestor tensiuni reziduale se poate 
accelera aplicând piesei şocuri sau vibraţii. 
 Procesul de relaxare facilitată de vibraţii nu poate fi explicat pe baza unor 
modele reologice liniare, deoarece în cazul modelelor reologice liniare la două 
defomaţii aplicate independent unui material, materialul dă un răspuns independent 
pentru fiecare din aceste deformaţii. 
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 Pentru descrierea relaxării facilitată de vibraţii vom utiliza două modele 
reologice neliniare plecând de la modelul standard de solid anelastic liniar. Unul din 
aceste modele a fost introdus de Drăgănescu în lucrările [30, 31, 32]. 
 Vom considera modelul standard de solid anelastic liniar (Figura 2.1), 
constând din două elemente elastice cu moduli de elasticitate longitudinali rE  şi 

Eδ , şi un element amortizor ideal cu vâscozitate τδη /= E , unde τ  este constanta 

de relaxare. Vom nota cu EEE ru δ+= , modulul de elasticitate nerelaxat. Vom 

considera că asupra elementului se aplică a tensiune )(tσ , iar deformaţia specifică 

longitudinală este de răspuns )(tε . 

 
    Figura 2.1 
 
 Rezultă ecuaţia constitutivă care exprimă dependenţa temporală între 
tensiune şi deformaţie: 
 

  εδεσ
τ

εσ EEE
dt
d

rr =)(1)( −+−    (2.45) 

 
Se observă din (2.45) că acest model este liniar. 
 La solidele policristaline (cum este oţelul) s-a constatat experimental o 
comportare neliniară datorită dependenţei vitezei de relaxare de tensiunea aplicată 
la limita grăunţilor cristalini [109, 30]. 
 Vom nota cu: 
 
  εσ rEtxx −=)(=      (2.46) 
 
partea din tensiune neralaxată din material. 
 Vom construi modelele neliniare considerând că viteza de relaxare este o 
funcţie liniară de σ : 
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0

=)(1
τ

βασσ
τ

+∼v  

 
unde 0τ  este o constantă de relaxare, α  un parametru ales 1<<0 α , iar β  un 

parametru apropiat de unitate ( 1≈β ). 

 Putem construi două ecuaţii neliniare, una considerând că 
τ
1

 este funcţie de 

x , rezultând din (2.45) ecuaţia neliniară: 
 

  εδεσβασ
τ

εσ EEE
dt
d

rr =))((1)(
0

−++−   (2.47) 

 
ecuaţie care urmează a fi studiată în acest capitol. 
 O altă ecuaţie neliniară se poate stabili dacă în (2.45) introducem 
dependenţa lui 0)/)((=1/ τβεσατ +− rE , rezultând ecuaţia constitutivă neliniară: 

 

 εδεσ
τ
βεσ

τ
αεσ EEEE

dt
d

rrr =)()()(
0

2

0

−+−+−   (2.48) 

 
 Vom utiliza ecuaţiile constitutive (2.47) şi (2.48) pentru investigarea 
fenomenelor de relaxare facilitată de vibraţii. 
 Trebuie să mai notăm faptul că prima ecuaţie (2.47) este mai adecvată 
descrierii procesului de relaxare pe baza fenomenelor de lunecare la limita grăunţilor 
cristalini, deoarece în aceasta viteza de relaxare depinde liniar de tensiunea la limita 
grăunţilor cristalini însă practic mai greu de rezolvat, iar în ecuaţia (2.48) viteza de 
relaxare depinde liniar de diferenţa εσ rE−  la limita grăunţilor cristalini, iar tehnic, 
mai uşor de rezolvat. 
  În ambele cazuri vom utiliza condiţia iniţială 0=t : 
 
   ,)(= 00 εδσ EEr +     (2.49) 

 
care corespunde răspunsului instantaneu la deformaţia specifică 0ε . 

 În caz în care se pune 1=β  şi 0=α  ecuaţiile constitutive se transformă în 
ecuaţia constitutivă a modelului anelastic liniar standard. 
 Dacă considerăm că în (2.47) şi (2.48) 1=β , iar α  este un parametru mic 

1)<<0 α , obţinem două modele de solid anelastic cu neliniarităţi slabe. 
 Procesul de relaxare naturală (fără vibraţi) corespunde funcţiilor de 
excitaţie: 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
≥ 0
0<0

=)( 0 t
t

t εε     (2.50) 

 
unde 0ε  este o deformaţie specifică normală reziduală indusă în solid. 

 Pentru a descrie procesele de relaxare facilitate de vibraţii aplicate din 
exterior, vom considera excitaţia reprezentată de deformaţie specifică normală )(tε  
este: 
 

   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
≥+ 0sin

0<0
=)( 0 ttA

t
t ωεε   (2.51) 

unde 0ε  este tensiunea iniţială reziduală, iar A  şi ω  sunt amplitudinea, respectiv 

pulsaţia deformaţiei specifice normale. 
 Vom introduce o nouă variabilă şi condiţia iniţială corespunzătoare: 
 
  .=(0),= 0εδεσ ExEx r−  

 
Cu această notaţie ecuaţia constitutivă (2.48) capătă forma: 
 

  εδ
τ
α

τ
β Exxx =2

00

++     (2.52) 

 
 Deoarece am considerat că α  ia valori mici, ecuaţia (2.52) poate fi 
rezolvată cu ajutorul metodei parmetrului mic. 
 Pentru 0=α  şi condiţia iniţială 00 =(0) εδEx , ecuaţia neperturbată devine: 

 

   ,cos=0
0

0 tAExx ωωδ
τ
β+  

 
cu soluţia: 
 

 +
+

− − 0/
2

0
2

0
00 )

)/(
/(=)( τβ

τβω
τωβεδ teAEtx  

 

 ]cossin[
)/( 0
2

0
2 ttEA ω

τ
βωω

τβω
ωδ +

+
+     (2.53) 
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 tctbae
t

ωωτ
β

cossin= 0 ++
−

 
 
în care s-au introdus notaţiile: 
 

 )
)/(

/(= 2
0

2
0

0 τβω
τωβεδ

+
− AEa      

 2
0

2
0

2
0

2

2

)/(
=

)/(
=

τβω
τ
βωδ

τβω
ωδ

++

EA
cEAb    (2.54) 

 
 Se observă că în cazul procesului liniar de relaxare, care conţine 

componenta ][exp
0

ta
τ
β−  în soluţia (2.53), corespunde unei constante de timp de 

relaxare echivalente egale cu βττ /= 00ech . 

 Deoarece α  este u parametru mic, ecuaţia (2.52) poate fi rezolvată punând 
soluţia )(tx  sub forma unei serii de puteri în α : 
 

  )(...)()()()(=)( 3
3

2
2

10 txtxtxtxtxtx k
kαααα +++++  

 
unde )(txk  reprezintă aproximaţia de ordinul k  a soluţiei )(tx . 

 Introducând soluţia în (2.52), prin separarea termenilor de diferite puteri 
0>k  în α , rezultă: 

 

  )(1= 2
0

0
1

0
1 txxx

ττ
β −+      (2.55) 

 
 

  )()(21= 01
0

2
0

2 txtxxx
ττ

β −+     (2.56) 

 
 

  )]()()([21= 2
102

0
3

0
3 txtxtxxx +−+

ττ
β

   (2.57) 

 
    ... 
 
cu condiţiile iniţiale: 
 
 0.=...=(0)=(0)=(0) 321 xxx  
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 Soluţia aproximativă de ordinul întâi este: 
 

 +⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
−− tt

eeAEx 00

22

2
0

2
0

01 )/(
/= τ

β
τ
β

τβω
τωβε

β
δ

 

 

 ++−+−+
−− tt

etbtcacbke 0

0

220 ]cossin[2)(
2
1 τ

β
τ
β

ωω
ωτβ

 

 +⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

+
+ tbccb ω

τ
βω

τ
β

τβωβ
2cos2)(

2)/(4
1

0

22
2
0

2

2
0

22  

 

 tbccb ω
τ
β

τ
βω

τβωβ
2sin)(

)/(4
1

2
0

2
22

0
2
0

22 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

+
+   (2.58) 

unde k  este o constantă de integrare dată de: 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

+
−++ bccbabcbk

0

22
2
0

2

2
0

22
0

22 2)(
2)/(4

12)(
2
1=

τ
βω

τ
β

τβωβωτβ
 

 
 Rezultă, că soluţia ecuaţiei (2.47) se poate scrie: 
 

 ...)()()()sin(=)( 2
2

100 +++++ txtxtxtAEt r ααωεσ  (2.59) 

 
 Din primul termen al soluţiei 1x  (2.58) rezultă că neliniaritatea va produce 

componente de relaxare conţinând funcţii exponenţiale ][exp]2[exp
00

tt
τ
β

τ
β −−−  

care descresc mai rapid, cu o constantă de relaxare βττ /2= 01ech . Din factorul 

acestui termen rezultă că contribuţia acestui termen creşte cu frecvenţa, pentru 

0/> τβω . 

 Acest termen creşte cu puterea a doua a amplitudinii deformaţiei specifice 
aplicate. 
 Pentru ordinul următor de aproximaţie rezultă similar că 2x  are termeni de 

relaxare conţinând ]3[exp
0

t
τ
β− , 3x  are un termen care conţine ]4[exp

0

t
τ
β−  şi aşa 

mai departe. 
 Prin urmare nenliniaritatea contribuie cu termeni de răspuns ai căror 
constante de relaxare echivalente sunt βττ /3= 02ech , βττ /4= 03ech , etc. 
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 Rezultă de aici că acest model este valid deoarece arată că vibraţiile 
exterioare facilitează relaxarea, reducând timpul de relaxare. Trebuie să notăm ca 
fenomenul este dependent de frecvenţa vibraţiilor exterioare aplicate. 
 Pentru a ilustra fenomenul de relaxare facilitată, ecuaţia s-a rezolvat şi 
numeric cu metoda Runge-Kutta. 
 Parametrii modelului au fost aleşi astfel încât să ilustreze în mod expresiv 
fenomenul investigat. Rezolvarea efectivă a problemei s-a făcut în MathCAD. 

 S-a ales astfel: 2000=rE  2/mmN , 2/1000= mmNEδ , s10=0τ , 

0.2=0ε , 1=β . Intervalul de timp pe care s-a căutat soluţia a fost ][0,Tf ∈ , cu 

sT 20= , soluţia fiind eşantionată în 301=n  puncte cu o perioadă de eşantionare 

1)/(= −Δ nTt . 
 S-au studiat următoarele cazuri: 
I. Cazul modelului liniar cu 0=α , situaţia a) a răspunsului liber, fără vibraţii 0=A  

şi b) a răspunsului facilitat de vibraţii cu /20= 0εA , şi frecvenţ a  Hz19=ν . 

Graficul )(tσ  este reprezentat în Figura 2.2 cu negru pentru 0=A  şi cu roşu 

pentru /20= 0εA . 

II. Cazul modelului neliniar cu 0.03=α , situaţia a) a răspunsului liber, fără vibraţii 

0=A  şi b) a răspunsului facilitat de vibraţii cu /20= 0εA , şi frecvenţa  

Hz19=ν . Graficul )(tσ  este reprezentat  în Figura 2.3 cu negru pentru 0=A  şi 

cu roşu pentru /20= 0εA . 

 

 
    Figura 2.2 
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 Din figura 2.2 se observă că în cazul modelului liniar procesul de relaxare în 
prezenţa vibraţiilor se suprapune perfect peste cel liber. Rezultă astfel că aplicarea 
vibraţiilor nu grăbeşte proceul de relaxare. 
 Din figura 2.3 se observă că în cazul modelului neliniar procesul de relaxare 
în prezenţa vibraţiilor nu se mai suprapune cu cel liber, componenta neoscilantă a 
acestei curbe scăzând mai repede decât răspunsul liber. 
 

 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

      Figura 2.3 
 
 Rezultă astfel că aplicarea vibraţiilor nu grăbeşte procesul de relaxare în 
cazul modelului liniar. 
 În cele ce urmează vom studia modelul descris de ecuaţia (2.47). Utilizând 
funcţia εσ rEx −= , această ecuaţie mai poate fi pusă sub forma: 
 

  ,)(=)(
0

2

0

εδ
τ
βε

τ
α EExEx

dt
dx

rr ++++   (2.60) 

Şi  în acest caz, pentru a descrie procesele de relaxare facilitate de vibraţii aplicate 
din exterior, vom considera excitaţia reprezentată de deformaţie specifică normală 
)(tε  dată de funcţia (2.51). 

 Condiţia iniţială este şi în acest caz: 
 
   .=(0) 0εδEx  
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 Rezolvarea acestui tip de ecuaţii neliniare este mai dificilă. Pentru aceasta 
vom utiliza o metodă de iteraţie variaţională [55, 56, 57]. 
 Metoda se poate aplica unor ecuaţii de forma: 
 
  ),(=)()( tgtNxtLx +      (2.61) 
 
unde L  reprezintă un operator liniar, N  reprezintă un operator neliniar, iar )(tg  o 
funcţie dată cunoscută. 
 Metoda iteraţiei variaţionale este o metodă bazată pe multiplicatori 
Lagrange, care dă posibilitatea de a scrie soluţia cu ajutorul unei funcţionale de 
corecţie de forma: 
 

 ,))()()()(()(=)(
01 τττττλ dgxNLxtxtx nn

t

nn −++ ∫+   (2.62) 

 
unde )(txn  este o aproximaţie iniţială în care pot apare necunoscute, iar )(tλ  este 

un multiplicator Lagrange, iar nx  este conţinut într-un termen căruia i se impune o 

variaţie restrânsă 0=)(txnδ .  Multiplicatorul Lagrange poate fi determinat din 

condiţia de staţionaritate a funcţionalei de corecţie: 
 
    0.=)(1 txn+δ  

 
 Pentru rezolvarea ecuaţiei (2.60) vom pune: 
 

 ),(=,= 2

00

ε
τ
α

τ
β

rExNxx
dt
dxLx ++  εδ )(= EEg r +  

 
şi vom utiliza notaţiile: 
 

   
00

=,=
τ
ββ

τ
αα ττ  

 
 Impunând condiţia de minimizare a funcţionalei de corecţie rezultă: 
 

  0,=)()( τλβτλ τ−  

 
  0.=|)]([1 0=ττλ+  

 
 Din aceste condiţii se poate stabili multiplicatorul Lagrange: 
 
  )]([exp=)( t−− τβτλ  
 
 Vom folosi ca primă aproximaţie a soluţiei: 
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( )( ) ,sin)(cos=)(

2200 ωβ
ωβωωωδ

τ

ττβ

+
+−+− ttAEectx t

 (2.63) 

care reprezintă soluţia părţii liniare a ecuaţiei, unde 0c  este constantă de integrare. 

 Trebuie să subliniem că metoda are o convergenţă extrem de puternică. 
După calcule vom obţine astfel prima iteraţie a soluţiei: 
 

 
( )( ) +

+
+−+−

2201
sin)(cos=)(

ωβ
ωβωωωδ

τ

ττβ ttAEectx t
 

 

 ( )( ) ωβωβωωββ
α

ττττ

τ
224224 422 +++

+  

 

 [ ]{ tecccc τβ
τττ ωβωβωβω 2522

0
342

0
62

0
72

0 181228 −+++×  

 

 [ 4
0

34236225
0 186616 ωβωδββωδβδω ττττ AcEEEAEEAAEc rrr −++−  

 
 

ωβωδβωδβωββω τττττ
62

0
34

0
6

0
2

0
56

0 2204128 cAEcAEccAEcAE rr −−−−−  

 
 

2252
0

727272
0

522
0

342
0 102481812 ττττ βωδβωδωωβωβ AEcAEAEccc r +−+−−−  

 

 ( ) ( ) ( ) 34
0

2
0

5
0

7 cos20cos12cos2 ωωδβωωβωβ τττ tAEctcAEtcAE rr +++  

 
 

( ) ( ) ( )tAcEtAEctAEc r ωωβωωδβωωδβ τττ cos18sin20sin4 4
0

343
0

25
0 +++  

 

 ( ) ( ) ( ) τττ βωωβωδωωβδω tcAEtAEctAEc r cos8sin16cos16 6
0

6
0

25
0 +++  

 

 ( ) ] tetAEc τβ
τ ωωδβ −+ )cos4 6

0  

 
 

( ) ( ) ( )tEEAtEEAtEAE rrr ωωδβωωδβωωδβ τττ 2sin32cos2cos 324225423 ++−  

 

 ( ) ( ) 22562522 2cos22sin3 ωδβωβωδωωδβ τττ EEAtEEAtEEA rrr −−+  

 

 ( ) ( )tAEtAEEEA r ωβωδωβωδωδβ τττ 2sin42cos5 32424232423 ++−  
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 ( ) ( )tAEtAEEEA r ωβωδωβωδβωδ τττ 2sin22cos54 262225262 −−−  

 

 }27222524232 45 AEAEAE ωδβωδβωδ ττ −−−    (2.64) 

 
 În fapt, calculele corespunzătoare pentru stabilirea primei iteraţii s-au făcut 
în Maple. 
 Din această primă iteraţie se observă că soluţia conţine pe lângă 

componente de relaxare exponenţiale de forma )(exp=)(exp
0

tt
τ
ββτ −−  şi 

componente de forma )2(exp=)2(exp
0

tt
τ
ββτ −− . 

 Se mai poate observa că apar termeni armonici şi armonici amortizaţi cu 
pulsaţie ω  şi ω2 . 
 Pentru iteraţia următoare s-au făcut de asemenea calculele, însă expresia 
pentru )(2 tx  este extrem de complicată şi nu va fi prezentată aici. Vom spune doar 
că în ea apar componente de relaxare exponenţiale de forma 

)3(exp=)3(exp
0

tt
τ
ββτ −− . 

 Rezultă de aici că şi acest model este în concordanţă cu realitatea aratând 
că prin aplicarea vibraţiilor exterioare procesul de relaxare este grăbit. 
 Vom studia de asemenea modelul descris de ecuaţia (2.47) obţinând soluţia 
numerică pe baza metodei Runge-Kutta. 
 Şi în acest caz, pentru a descrie procesele de relaxare facilitate de vibraţiile 
aplicate din exterior, vom considera excitaţia reprezentată de deformaţie specifică 
normală )(tε  dată de funcţia (2.51). Şi de această dată vom folosi condiţia iniţială: 
 
    .=(0) 0εδEx  

 
 Vom utiliza următoarele valori ale parametrilor: 
 

  ,/2000=,/2000= 22 mmNEmmNEr δ  
 
  1.=0.02,=,10= 00 βετ s  

 
 Rezolvarea efectivă a problemei s-a făcut în MathCAD. 
 Intervalul de timp pe care s-a căutat soluţia a fost ][0,Tf ∈ , cu sT 20= , 

soluţia fiind eşantionată în 301=n  puncte cu o perioadă de eşantionare 
1)/(= −Δ nTt . 
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      Figura 2.4 

 
 
 S-au studiat următoarele cazuri: 
I. Cazul modelului liniar cu 0=α , situaţia a) a răspunsului liber, fără vibraţii 0=A  

şi b) a răspunsului facilitat de vibraţii cu /8= 0εA , şi frecvenţă Hz2.4=ν . Graficul 

)(tσ  este reprezentat în Figura 2.4 cu negru pentru 0=A  şi cu roşu pentru 

/8= 0εA . 

II. Cazul modelului neliniar cu 0.03=α , situaţia a) a răspunsului liber, fără vibraţii 

0=A  şi b) a răspunsului facilitat de vibraţii cu /8= 0εA , şi frecvenţă Hz2.4=ν . 

Graficul )(tσ  este reprezentat în Figura 2.5 cu negru pentru 0=A  şi cu roşu 

pentru /8= 0εA . 

 Din figura 2.4 se observă că în cazul modelului liniar procesul de relaxare în 
prezenţa vibraţiilor se suprapune perfect peste cel liber. Rezultă astfel că aplicarea 
vibraţiilor nu grăbeşte procesul de relaxare. 
 Din figura 2.5 se observă că în cazul modelului neliniar procesul de relaxare 
în prezenţa vibraţiilor nu se mai suprapune cu cel liber, componenta neoscilantă a 
acestei curbe scăzând mai repede decât răspunsul liber. 
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      Figura 2.5 
 
 Rezultă astfel că aplicarea vibraţiilor nu grăbeşte proceul de relaxare în 
cazul modelului liniar. 
 

 2.9.  Studiul experimental al unui pendul de torsiune 
 
 Sunt şi alte procese de relaxare neliniară la care ecuaţia constitutivă are 
forma (2.47) sau (2.48), cum este cazul proceseror de relaxare care au la bază 
fenomene de natură magnetică. 
 Pentru astfel de sisteme s-au făcut experimente bazate pe vibraţii de 
torsiune. 
 În cazul vibraţiilor de torsiune ecuaţia constitutivă (2.48) poate fi rescrisă 
sub forma: 
 

  ,=)()()(
0

2

0

γδγτβγταγτ GG
t

G
t

G rrr −+−+−  (2.65) 

 
unde )(= tττ  este tensiunea tangenţială, )(= tγγ  este deformaţia specifică 

tangenţială, rG  modulul de elasticitate tangenţial relaxat, GGG ru δ+=  modulul 

de elasticitate tangenţial nerelaxat (cu 0>Gδ ), 0t  constanta de relaxare, α  

parametru mic pozitiv, β  parameteru cu valoare egal sau apropiat de unitate.
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 Ecuaţia de mişcare a unui pendul de torsiune poate fi scrisă: 
 
   0,=tMJ +ϕ      (2.66) 

 
unde ϕ  este unghiul de torsiune, J  este momentul axial de inerţie, iar tM  este 

momentul cuplurilor de torsiune. 
 Elementul elastic al pendulului de torsiune constă dintr-un fir de cupru cu 
raza R , acoperit cu un strat de Ni având grosimea δ . 
 Dacă stratul de Ni al suspensiei are proprietăţi anelastice corespunzătoare 
ecuaţiei (2.65), parameterii 0t , rG , rGδ  şi α  pot fi identificaţi din experiment. 

Vom considera că 1=β . 
 Studiul experimental presupune că la amortizarea oscilaţiilor libere 
contribuie numai procesele anelastice de amortizare. Vor fi neglijate alte procese de 
amortizare, cum ar fi transportul de energie prin suportul pendulului sau disiparea în 
legături. 
 Am stabilit că coeficientul de amortizare este dependent de amplitude 
(Figura 2.7). 
 Momentul de torsiune tM  poate fi scris: 

 

    ,= τϕ
R
I

l
IG

M ppCu
t

′
+  

 
unde CuG  este modulul de torsiune ale firului interior. Putem considera că în stratul 

exterior de nichel tensiunea tangenţială τ  este constantă. pI  este momentul de 

inerţie geometric polar al firului interior, pI ′  este momentul de inerţie geometric 

polar al stratului extern. 
 Dacă considerăm că ecuaţia (2.65) se aplică pentru tensiunea specifică 
maximă şi deformaţia specifică, vom putea scrie: 
 

   .= ϕγ
l
R

     (2.67) 

 
 În cazul experimentului nostru ( 1=β ): 
 

  ,100.5=,0.12=,106.69= 323 mRmlmkgJ −−  
 

  .103.59=,10=/104.4= 24210 NmkmmNGCu
−−δ  

 
 Rezultă că ecuaţia (2.66) devine: 
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  0,=τγγ
l
I

kJ p′++      (2.68) 

 
şi utilizând relaţiile (2.68), (2.67) şi (2.65) rezultă pentru tensiunea maximă din 
ecuaţia diferenţială de mişcare: 
 

 −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

′
+ γγ )(

J
k

Jl
IG

dt
d pu  

 

 0=)()(
0

2

0
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

′
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

′
+

′
− γγβγγα

J
k

Jl
IG

tJ
k

Jl
IG

I
Jl

t
prpu

p

 (2.69) 

 
 Parametrul α  reprezintă un parametru mic. Rezultă că ecuaţia diferenţială 
neperturbată corespunzătoare lui 0=α , poate fi scrisă: 
 

 0=)()(
0

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

′
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

′
+ γγβγγ

J
k

Jl
IG

tJ
k

Jl
IG

dt
d prpu   (2.70) 

 
 Soluţia generală pentru (2.69) are forma: 
 

  )(=)( ψωλγ +−− + titht eAeCet     (2.71) 
 
 Sunt însă mai dificil de stabilit parametrii h , p  şi λ  precum şi parametrii 
ecuaţiei (2.65), din spectrul răspunsului experimental liber. 

  
  

BUPT



                                   2.9 - Studiul experimental al unui pendul de torsiune 39

 
    Figura 2.6 

 

 Vom utiliza răspunsul liber reprezentat în Figura 2.6. Semnalul )(=)( ttx ϕ  
a fost înregistrat în acord cu teorema de eşantionare cu o perioadă de eşantionare: 
 

   st 22.7310= −Δ  
 
adică Hze 36.6=ν , semnalul fiind înregistrat în 1650=N  puncte. 

 Eşantioanele vor fi notate cu )(=)( ixtix Δ , unde Ni 1,2,...,= . 
 Ecuaţia caracteristică asociată ecuaţiei (2.70) este: 
 

  0=
0

2

0

3
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

′
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

′
++

J
k

Jl
IG

t
z

J
k

Jl
IG

z
t

z prpu ββ
 (2.72) 

 
 Putem scrie relaţia dintre soluţiile ),,(=),,( 321 hiizzz −−−+− ωλωλ  (unde 

0<h ) a ecuaţiei (2.72) şi coeficienţi: 
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0

321 =2=
t

hzzz βλ −−−++  

 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

′
++++

J
k

Jl
IG

hzzzzzz pu=2= 22
323121 λωλ  

 

  
0

22
321 =)(=

tJ
k

Jl
IG

hzzz pr βωλ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

′
−+−  

 
unde 1=β . 

 Constantele elastice ale modelului reologic uG , rG , 01/t , pot fi identificate 

din paramaterii răspunsului liber λ , h  şi din kω  pseudopulsaţie: 

 

  
h

t
+λ2
1=0  

 

  
p

u I
klhlJG

′
−++ )2(=

22 λωλ
    (2.73) 

 

  
p

r I
klJlhtG

′
−+− )(=

22
0 ωλ

 

 
unde parametrii λ , ω  pot fi estimaţi din date experimentale pentru mici oscilaţii. 
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    Figura 2.7 

 

 Vom nota cu )(ixmax  şi 1)( +ixmax  (unde 0,1,2,...=i ) două valori maxime 

succesive ale lui x  în cazul oscilaţiilor amortizate. Din decrementul logaritmic al 

oscilaţiilor amortizate 1))()/((ln= +ixix maxmaxδ , vom putea stabili factorul de 

amortizare: 
 

   tt ΔΔ − /6.6810=/= 2δλ  
 
 Putem de asemenea să extragem din răspunsul liber măsurat componenta 

ht
e Cex −=  şi factorul de amortizare h , vom calcula valoare medie a semnalului pe 

o pseudoperioadă. 
 Pentru a k -a perioadă, )(kTxe  reprezintă exact componenta: 

 

   
T

dttx
kTx

T

e

)(
=)( 0∫  

 
 Estimarea cu metoda celor mai mici pătrate a )(kTxe  cu funcţia 

 

   ,= 0
ht

e Aexx −+  
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duce la următoarele valori ale parametrilor: 
 
   )1/(13.6= th Δ  
 
 Variaţiile temporale la momentele tktk Δ=  ale pseudopulsaţiei kω  şi ale 

factorului de amortizare kλ , s-au estimat pe baza interpolării cu polinoame de 

ordinul nd2 . 
 
 Rezultă: 
 

  ttkatkaak ΔΔ+Δ+ )/)()((= 2
210ω  

 

  ,1.0310=,8.4110=1.70,= 6
2

5
10

−− −aaa  

 

  ttkatkaak ΔΔ+Δ+ )/)()((= 2
210λ  

 

  .6.9910=,2.0510=,7.3510= 5
2

3
1

2
0

−−− − aaa  

 
apoi: 
 

  sradssh /6.27=2.44=2.73= 11 ωλ −−  
 
şi în final: 
 
  st 0.126=0  

 

  210210 /108.09=/1012.4= mNGmNG ru  

 
 Din acesată dependenţă de timp a lui kω  şi kλ  rezultă că în soluţia: 

 

  )(sin= ψωγ λ ++ −− tAeCe tht  
 
constantele C , A  şi ψ  pot fi considerate dependente de timp, datorită 
proprietăţilor neliniare ale sistemului. Parametrul α  al modelului reologic poate fi 
estimat din date experimentale prin metoda variaţiei constantelor. Vom considera 
C , A  şi ψ  lent variabile. După derivare în raport cu timpul a γ , putem impune în 

γ  condiţia: 
 

 0=)(cos)(sin )()()( ψωψψω λλ ++++ −−− tAeteAeC ttht  (2.74) 
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 În derivata a doua a lui γ  impunem: 
 

 ))(cos)(sin()()( ψωωψωλλ +++−+− −− tteAeCh tht  
 

 0=))(s)(c()( ψωωψωλψ λ +−+−+ − tintosAe t   (2.75) 
 
 Introducând γ  în ecuaţia (2.69) se obţine: 
 

 ))(cos2)(sin)(( 22)()(2 ψωωλψωωλλ +−+−+ −− tteAeCh tht  
 

 HttosAe t =))(sin2)(c)(( 22)( ψωλωψωωλψ λ +++−+ −  (2.76) 
 
 unde: 
 

  .)(=
2

0
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

′
+

′
− γγα

J
k

Jl
IG

I
Jl

t
H pu

p

 

 
 Soluţiile ecuaţiilor (2.74) - (2.76) sunt: 
 

 He
hh
tthA tλ

λωλω
ψωωψωλ

)2(
)(sin)(cos)(= 222 −++

+−+−
  (2.77) 

 
 

 He
Ahh
tth tλ

λωλω
ψωωψωλψ

)2(
)(cos)(sin)(= 222 −++

+++−−   (2.78) 

 
 

  He
hh

C ht

λωλ 2
1= 222 −++

    (2.79) 

 

 Procesul de relaxare exponenţial 0/
0= ttht exCe −−  este mic şi poate fi 

neglijat. 
 Parameterul α  poate fi estimat cu ajutorul ecuaţiei (2.77) dacă considerăm 
că în jurul momentului iniţial putem aproxima 1=)(cos ψα +  şi 0=)(sin ψα + : 
 

  ( )2
22

0

)()(
))((=

γγλ
ωλωα λ kJJlIG

A
eh

h
Jl
tI

pu
t

p

+′+−
+−′

 

 

unde A  şi γ  pot fi exprimate cu diferenţe finite sub forma: 
 

BUPT



44     Metode de identificare în domeniul temporal - 2 

  2
1

12 )(0)(2)(2==
t

ttt
T
AAA

Δ
Δ+Δ−Δ− γγγγ  

 
 Rezultă în final: 
 

   ./84.7= 2 Nmα  
 

 2.9.1. Identificarea modelelor neliniare cu metoda  
  transformatei Hilbert 
 
 Pentru analiza experimentală a proprietăţiilor reologice ale materialelor 
policristaline se poate realiza un sistem vibrant, format dintr-o bară de lungime l  şi 
secţiune S , de care se ataşează o masă m . Vom considera că masa se mişcă după 
x . Sistemul se poate excita cu o forţă perturbatoare )(tF . 
 Vom considera că la un moment dat în toate punctele barei există aceeaşi 
tensiune )(tσ  şi deformaţie specifică ε , adică în bară nu apar unde elastice. 

Rezultă de asemenea că putem nota deformaţia instantanee cu εltx =)( . Vom nota 

cu )(tΦ  forţa rezultantă care acţionează asupra masei m , aceasta fiind forţa 

compusă din forţa elastică σS  produsă de deformaţia elastică a barei, greutatea 
mg  ataşată şi forţa de perturbaţie exterioară )(tF : 
 
   .)(=)( mgtFSt ++−Φ σ  
 
 Putem scrie legea lui Newton: 
 
   .)()(=)(= mgtFtStxm ++−Φ σ  
 
 Ţinând cont de faptul că εla =  rezultă înlocuind σ  din (2.45) în legea lui 
Newton: 
 

 F
m

F
m

x
ml
SE

dt
dx

ml
SE

dt
xd

dt
xd ru 111=11

0
2

2

3

3

++++
τττ

  (2.80) 

 
 Putem aplica (2.80) sistemelor neliniare considerând că constanta de 

relaxare este dependentă de A , ca în [41] şi [42], adică )(1=1/ A
τ

τ . 

 Ecuaţia (2.80) poate fi scrisă pentru semnalul analitic: 
 

 F
m

F
m

z
ml
SE

dt
dz

ml
SE

dt
zd

dt
zd ru 111=11

0
2

2

3

3

++++
τττ

  (2.81) 
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 Putem calcula derivata de ordinul trei: 
 

 )(=)(3
3

tz
dt
tzd

 

 

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−++−−× 3

23

3

3333 ωωωωωωω
A
A

A
Ai

A
A

A
dt
Ad

  (2.82) 

 
 Introducând (2.24), (2.25) şi (2.82), în (2.81), după separarea părţii reale 
şi imaginare în cazul vibraţiilor libere ( 0=)(tF ), rezultă: 
 

 0=1133 2
23

3

ml
SE

A
A

ml
SE

A
A

A
A

A
dt
Ad

ru

τ
ω

τ
ωωω ++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−−  (2.83) 

 
 

 0=233 3 ωωωωωωω
ml
SE

A
A

A
A

A
A u+++−−+   (2.84) 

 
 Rezultă că se poate identifica rE : 
 

 

ml
S

A
A

A
A

A
A

Eu ω

ωωωωωω ++−−+
−

233
=

3

   (2.85) 

 

şi 
τ
1

: 

 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

+−−
−

2

23

3

33
=1

ωω

ωωω

τ
A
A

ml
SE

A
A

ml
SE

A
A

A
dt
Ad

r

u

    (2.86) 

 
care conţin uE  identificat anterior. 
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 Parametrii uE  şi 
τ
1

 sunt însă dependenţi de timp. De aici rezultă că se 

poate studia dependenţa lui 
τ
1

 de σ  dacă reprezentăm 
τ
1

 ca funcţie de 

Sxmt /=)( −σ . 

 Putem vedea că în (2.86) apare derivata de ordin trei a amplitudinii A . În 
scopul evitării erorilor numerice care apar în calculul derivatei de ordin trei din 
semnale măsurate experimental, această derivată trebuie calculată utilizând 
diferenţele finite ca în (2.43), sau utilizând proprietăţile transformatei Fourier. Vom 
nota cu )(ωA  transformata Fourier a lui )(tA . Derivata de ordin trei va fi: 
 

   )()(=)( 3
3

3

ωω Ai
dt
tAdF ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

 

 Rezultă că 33 )( dttAd  poate fi calculat: 
 

   )],()[(=)( 31
3

3

ωω AiF
dt
tAd −  

 

unde 1−F  este transformata Fourier inversă (2.4) a cantităţii Ai 3)( ω . 

 Practic, având răspunsul )(tx  în formă numerică eşantionată )( itx  (unde 

NTTTti ,...,20,= ), Te 1/=ν  fiind frecvenţa de eşantionare a sistemului de 

achiziţie. Transformatele Fourier directă şi inversă pot fi calculate numeric cu orice 
program de calcul ştiinţific. 
 

 2.10  Studiul parametrilor unui sistem vibrant neliniar 
  din răpunsul liber cu metoda transformatei Hilbert 

 
 Vom arăta cum se pot identifica cu metoda transformatei Hilbert parametrii 
unui sistem vibrant neliniar. 
 Pentru a stabili validitatea metodei vom simula numeric răspunsul liber al 
sistemului vibrant neliniar: 

 

 0=44
3

3
2

2
2

2 xaxaxakxxcxcxm ++++++  

 
unde m  este masa sistemului vibrant, c  constanta de amortizare, 2c  parametrul 
componentei neliniare a amortizării, iar parametrii forţei elastice neliniare sunt 

432 ,,, aaak .
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 Răspunsul liber al sistemului a fost găsit pe cale numerică cu metoda 
Runge-Kutta în MathCAD. 
 Soluţia a fost obţinută în 10000=N  puncte. S-a utilizat frecvenţa de 

eşantionare 5000=eν  Hz, integrarea efectuându-se pentru ][0,=[0,2] Tt∈ . 

 Au fost folosite constantele elastice: 

600=k , N/mm, 35=2a  N/mm 2 , 25=3a  N/mm 3 , 0.15=4a  N/mm 4 . 

Au fost folosite constantele de amortizare: 

1.5=c  N s/mm s i 0.03=2c  N s 2 /m 2 . 

 În Figura 2.8 este prezentată diagrama coordonatei punctului )(tx , în 

Figura 2.9 este prezentată diagrama vitezei punctului )(tv , iar în Figura 2.10 este 

prezentată diagrama aceleraţiei punctului )(ta . 

 Calculul transformatelor Hilbert pentru )(),( ttx  şi )(ta  s-a făcut în Matlab, 

acestea fiind notate cu )(),( tvhtxh  şi )(tah . Anvelopa coordonatei analitice 

)()( txhitx +  şi a vitezei analitice )()( tvhitv +  sunt: 
 

 .)()(=)(,)()(=)( 2222 tvhtvtAvtxhtxtA ++  

 
Diagramele )(),(),( tahtAtxh  şi )(tAv  sunt prezentate în figurile 2.11, 2.12, 2.13 
şi 2.14. 

 
   Figura 2.8. Diagrama )(tx   
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   Figura 2.9 Diagrama )(tv   

  
   Figura 2.10 Diagrama )(ta   
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   Figura 2.11. Diagrama )(txh   

  

 
   Figura 2.12 Diagrama )(tA   
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   Figura 2.13 Diagrama )(tah  

 
   Figura 2.14 Diagrama )(tAv  

BUPT



 2.10 - Studiul parametrilor unui sistem vibrant neliniar cu metoda transformatei Hilbert 51

 
   Figura 2.15 Curba vertebrală ),( Aν .  
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  Figura 2.16 Forţa de rezistenţă ca funcţie de v   
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   Figura 2.17 Forţa elastică ca funcţie de x   

 
 În figura 2.15 este reprezentată curba ),( Aν  numită şi coloană vertebrală. 
În figura 2.15 este reprezentată forţa de amortizare ca funcţie de viteză. Forma 
curbată a coloanei vertebrale este un indicator al neliniarităţii sistemului. Pe această 
curbă se localizează maximul diagramei de rezonanţă. 
 În figura 2.17 s-a reprezentat forţa elastică ca funcţie de x . Ultima curbă s-
a reprezentat cu softul TC2, datorită acestui program de a face şi o estimare a 
parametrilor sistemului prin "fitare". 
 S-au găsit astfel: 
 645.7731=k  N/mm, 

 35.625=2a  N/mm 2 , 

 27.4326=3a  N/mm 3 , 

 0.1208=4a  N/mm 4 , 

 şi un termen liber 0.001= −a , 
adică  bun acord cu datele de intrare. 
 Meritul metodei constă în aceea că stabilindu-se curbele ),( xFel  şi ),( vFrez  

se pot identifica şi sisteme la care nelinaritatea e mai generală de formă 
polinomială. Prin programe bazate pe metode de "fitare" se pot determina şi 
parametrii acestor curbe. 
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 2.11 Determinarea pulsaţiilor proprii din răspunsul liber 
 
 Această metodă de identificare este destinată să se aplice la sisteme liniare. 
Totuşi, poate fi utilă într-o primă investigare a răspunsului sistemului, în cazul 
vibraţiilor mici, când comportamentul sistemului este liniar. 
 Vom considera un sistem vibrant cu amortizare vâscoasă, cu n  grade de 
libertate. 
 Vom considera că acestuia i se aplică un impuls scurt, şi se înregistrează 
răspunsul acestuia ix , la momente discrete de timp tktk Δ= , unde .0,1,2,3,..=k . 

 Înregistrarea se poate face cu un accelerometru, semnalul fiind amplificat, 
integrat de două ori şi introdus în calculator. În acest caz te Δ1/=ν  reprezintă 

frecvenţa de eşantionare. 
 Vom nota valorile experimentale ale răspunsului măsurat cu kx , 

corespunzătoare momentelor de timp kt , unde .0,1,2,3,..=k . 

 Deoarece am considerat că sistemul investigat reprezintă un sistem vibrant 
cu amortizare vâscoasă, având n  grade de libertate, răspunsul liber se poate scrie 
în funcţie de parametrii sistemului, sub forma: 
 

   
tkj

j

n

j
k eAx

Δ
∑

λ2

1=
=     (2.87) 

 
unde jλ  sunt cantităţi complex conjugate, care apar în perechi, partea reală 

reprezentând coeficientul de amortizare, iar partea imaginară reprezentând 
pseudopulsaţia. 
 Se demonstreză [29] că parametrii jλ  se obţin rezolvând întâi sistemul 

liniar de ecuaţii: 
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  (2.88) 

 
 Rezolvând sistemul obţinem },...,,{ 221 nsss , cu care formăm apoi ecuaţia 

algebrică de gradul n2 : 
 

  0=... 2
12

2
12

1
2

n
nnn szszsz ++++ −−    (2.89) 
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ale cărei soluţii vor fi )(== texpez iii Δλ  (unde ni 1,2,...,2= ). Pentru mişcările 

vibratorii, sunt de interes numai soluţiile complexe ale ecuaţiei. 
 Din acestea se obţine imediat kλ , luând logaritmul în complex: 

 

 kkkkkk z
t

ipcImiRe ln1===
Δ

++ λλλ  

 
unde kp  respectiv kc  reprezintă pseudopulsaţiile, respectiv factorii de amortizare. 

Trebuie să observăm că pseudopulsaţiile vor apare în perechi de semn contrar. 
 

 2.12 Estimarea spectrală cu varianţă minimă 
 
 Pentru cazul semnalelor complexe, zgomotoase există metode din care face 
parte metoda pe care o vom prezenta aici. 
 Metodele de estimare spectrală permit să se estimeze conţinutul în frecvenţă 
al semnalelor complexe. Aceste metode pot fi parametrice şi neparametrice. 
Metodele parametrice investighează procesele staţionare care pot fi descrise cu un 
număr redus de parametri, dând estimări ai acestor parametri. Din acestă categorie 
fac parte metodele auto-regresive şi cele auto-regresive cu medie mobilă. 
 Metodele neparametrice permit să se calculeze conţinutul spectral al unui 
semnal fără nici o cunoaşere iniţială a conţinutului semnalului şi a parametrilor 
componentelor acestuia. 
 Metoda de estimare spectrală cu varianţă minimă (ESVM) este o metodă 
neparametrică utilă pentru investigarea semnalelor cu conţinut zgomotos sau 
aleator, sau a semnalelor cu forme neregulate [18, 19, 90, 138]. Acestă metodă se 
mai numeşte metoda Capon. 
 În această metodă se presupune doar că semnalul este compus dintr-un 
număr finit de semnale sinusoidale suprapuse peste zgomot. 
 Pentru a prezenta metoda vom nota cu y= )(tx  un semnal complex în 
reprezentare temporală. Pentru pelucrarea pe computer semnalul va fi convertit 
într-o secvenţă discretă )(=)(=)( kxtkxtx k Δ  (unde 10,1,2,...= −Nk ) 

corespunzător momentelor discrete de timp, unde N  reprezintă numărul de 
eşantioane, iar tΔ  perioada de eşantionare. 

 Vom nota cu {...} vectorii coloană şi cu [...]  matricile. Vom nota cu t(...)  

the transpusa unei matrici sau vector, cu *(...)  complex conjugata unei matrici sau 
vector. 
 Conjugata hermitică este definită ca: 
 

   *† )((...)=(...) t      (2.90) 
 
 Şirul discret de eşantioane ale semnalului de mai sus poate fi scris ca un 
vector }{x  de forma: 
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 Semnalele pot fi exprimate de asemenea în domeniul frecvenţă πων /2= , 
cu ajutorul transformatei Fourier, care se scrie în cazul discret: 
 

   tki
N

k
eky

N
y δωω −

−

∑ )(1=)(ˆ
1

0=
   (2.92) 

 

unde 1−i  0== ωωω mm , 
2

1,0,1,...,,...,
2

= NNm −− , şi cu tδπω /2=0 , tδ  fiind 

perioada de eşantionare. 
 Densitatea spectrală de putere a semnalului poate fi scrisă ca: 
 

   )()(=)( ωωω yyS ∗  
 
 Metoda de estimare spectrală cu varianţă minimă presupune că semnalul 
investigat este o suprapunere de M  semnale armonice cu pulsaţii mω  şi 

amplitudine complexă mA : 

 

   )(=)(
=1

tzeAtx tmi
m

M

m
+∑ ω

 

 
unde )(tz  este un zgomot  a cărui valoare medie se presupune egală cu zero. 

 Metoda de estimare spectrală cu varianţă minimă de ordinul M  stabileşte 
M  funcţii de transfer )(thm , unde Mm 1,...,=  reprezintă răspunsul a M  filtre 

care minimizează varianţa semnalului de ieşire. Aceste filtre dau cea mai bună 
estimare a densităţii spectrale de putere a acestor componente armonice. 
 În variabilă discretă, semnalul de ieşire )(ty  a filtrului m  poate fi scris în 
reprezentare temporală [18, 90]: 
 

   i
t

i

L

k
m hxkhkjxjy =)()(=)(

0=

−∑   (2.93) 

 
unde 1+L  este un întreg NL < , reprezentând numărul de puncte de integratre 
(sumare). 
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 Transformata Fourier a funţiei de transfer mh  poate fi scrisă ca: 

 

   tki
m

N

k
m ekh

N
h δωω −

−

∑ )(1=)(ˆ
1

0=
 

 
 Pe de altă parte, funţia de autocorelaţie a unui semnal )(tx  poate fi scrisă 
ca: 
 

   )()(
1

1==)(
0=

kxmkx
L

rmr
L

k
m +

+ ∑   (2.94) 

 iar matricea de covarianţă: 
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 Varianţa semnalului de ieşire este: 
 

    mmm Rhh†=ρ     (2.96) 

 
 În scopul minimizării varianţei, se introduce funcţionala de cost: 
 

   1)(= †† −− mmmmm ehRhhJ λ    (2.97) 

 
unde λ  este un multiplicator Lagrange iar me  este vectorul: 

 

 t
mmmm iLiie )}(exp...)2(exp)(exp{1=}{ ωωω−  (2.98) 

 
 Prin minimizare rezultă λ  şi mh  [18, 90]: 

 

    
mm eRe 1†

1= −λ  

 
precum şi densitatea spectrală de putere optimală [18, 90] a componentei mω : 
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mm

m eRe
LS 1†
1=)( −

+ω     (2.99) 

 
 Cea mai bună estimare a densităţii spectrale de putere a componentelor mω  

este: 
 

   
mm

mm
m eRe

eReS 2†

1†

=)( −

−

ω     (2.100) 

 
 

   )(=
0=

j

max

j

SE νθ

ν

ν
θ ∑     (2.101) 

 
 Acest parametru reprezintă un parametru de normare, necesar pentru 
normarea tuturor spectrelor obţinute prin minimizare. 
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3. UTILIZAREA TRANSFORMATEI WAVELET 
ÎN IDENTIFICAREA SISTEMELOR NELINIARE 

 
 Primele idei  în domeniul analizei wavelet au apărut  începând cu anul 1909 
prin lucrările lui Haar, apoi după 1930 prin lucrările lui Littlewood şi Paley, iar după 
1960 prin lucrările lui Weiss şi Coifman. Rezultatele au fost dezvoltate apoi de către 
Grossman, Morlet, Daubechies, Mallat şi alţii. Aplicaţiile multiple ale analizei wavelet 
au fost găsite odată cu dezvoltarea şi perfecţionarea calculatoarelor [147, 100, 3]. 
 Traducerea termenului "wavelet" în limba română se face prin cuvântul 
"undină". Deoarece termenul în limba română are o răspândire redusă, majoritatea 
covârşitoare a literaturii de specialitate conţinând forma în limba engleză, în 
prezenta lucrare vom utiliza, pentru evitarea confuziilor, numai termenul wavelet. 
 
 3.1.  Baze ortogonale de funcţii 
 
 Vom considera că semnalele )(tx  sunt funcţii de pătrat sumabil, adică 
integrala care defineşte produsul scalar: 
 

  dttytxtytx )()(>=)(|)(< ∗+∞

∞−∫     (3.1) 

 

unde )(tx∗  reprezintă conjugata complexă a lui )(tx , norma funcţiei fiind definită 

din produsul scalar ||=|| x  1/2>)(|)(< txtx . Funcţiile x  vor fi de pătrat sumabil 
dacă: 
 
   ∞<>=)(|)(< Mtxtx  
 
Observaţie: în produsul scalar definit cu >,)(|)(< tytx  se consideră că funcţia care 

intră pe poziţia |)(< tx  reprezintă complex conjugata funcţiei x(t), iar cea care este 

pe poziţia >)(| ty , este )(ty . 

 Pentru astfel de funcţii, considerăm că am găsit o bază de funcţii ),(1 xe  

),...,(),...,(),( 32 xexexe n  unde Nn∈  natural, cu proprietatea de ortogonalitate 

,>=)(|)(< , jiji tete δ  cu Nji ∈, , iar ji,δ  reprezintă simbolul Kronecker. Cu 

ajutorul acestei baze funcţiile )(tx  se pot dezvolta  în serie: 
 

  )(>)(|)(<==)(
=1=1

tetxteetx nn
n

nn
n

∑∑
∞∞

α    (3.2) 

 
adică coeficienţii na  se calculează cu ajutorul funcţiilor bazei: 
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  dttxtetxte nnn )()(>=)(|)(=< ∗+∞

∞−∫α     (3.3) 

 
 Mai exact, atât )(tx  cât şi funcţiile bazei )(tek  (unde Rt∈  s i Nn∈ ), 

aparţin spaţiului Hilbert )(2 RL  [147, 100, 105, 88]. 
 Există multe baze ortonormale pentru analiza semnalelor. Se poate face de 
exemplu analiza cu ajutorul unei baze construite cu polinoame Hermite nH  [105, 

2]: 
 

  ),()
2

(exp
!2

1=)(
2

tHx

n
te nnn −

π
 

 
 Astfel, pentru semnalele periodice, cu perioada T  este posibil să se 
construiască baze de forma )(exp= tinen ω , unde T/2= πω , pentru Zn∈  

(întreg), sau prin dezvoltare, baze echivalente de forma )(cos tnω , )(sin tnω . 

Aceste funcţii sunt definite pe un interval de timp finit )[0,Tt∈ , astfel ca 
integrarea se face pe intervalul: 
 

  dttxtetxte n

T

nn )()(>=)(|)(=<
0

∗∫α     (3.4) 

 
 Un alt tip de analiză este cel cu transformata Fourier, a unei funcţii de timp 

)(tx , definită: 
 

  =)(exp)(=)( dttitxX ωω −∫
+∞

∞−
 

 

  dtttxidtttx )(sin)()(cos)( ωω ∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−
−     (3.5) 

 
  )()(= ωω IR iXX +  
 
funcţiile bazei sunt dilatări tω  ale unor funcţii sinus şi cosinus (acoperind total 
domeniul timpului Rt∈ ), iar πω 2=  T/2= πυ , υ  reprezentând frecvenţa. 
Transformata Fourier dă reprezentări  în frecvenţă )(υX  ale semnalelor. S-au notat 

aici cu RX  şi IX  transformatele în cosinus şi sinus. 
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     Figura 3.1 
 
 La transformata Fourier scurtă, se produce de asemenea o dilatare in,  însă 
domeniul timpului se obţine prin celulare pe intervale de timp finite, datorită 
integrării pe un interval de timp limitat: 
 

  dttitxTX
Tn

nT
)(exp)(=),(

1)(
ωω −∫

+
 

 

  dtttxidtttx
Tn

nT

Tn

nT
)(sin)()(cos)(=

1)(1)(
ωω ∫∫

++
−    (3.6) 

 
  ),(),(= ωω TiXTX IR +  
 
unde .,0,1,2,3,..=n  ca în fig. 3.1. 

 În acest caz, forma celulelor de acoperire a planului ),( νt  este prezentată în 
Figura 3.2.a. 
 O altă formă de celulare a planului ),( νt , pentru transformarea Fourier 

scurtă, dacă luăm 1=T  şi celulăm spaţiul după frecvenţă cu celule unitare, este 
prezentată în Figura 3.2.b. 
 La acest tip de celulare se poate considera că funcţiile bazei sunt definite pe 
un interval finit şi compact: 
 

   
⎩
⎨
⎧

∉
∈

[0,1),0,
[0,1),),2(exp

=
t
tti

en
πν
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sau o bază formată din două mulţimi de funcţii sinus şi cosinus: 
 

  
⎩
⎨
⎧

∉
∈

[0,1)0,
[0,1),),(2cos

=,1 t
tt

en
πν

 

 
respectiv: 
 

  
⎩
⎨
⎧

∉
∈

[0,1),0,
[0,1),),(2sin

=,2 t
tt

en
πν

 

 
având proprietatea de ortogonalitate: 
 
  ,>=)(|)(< ,,,, nmjijnim tete δδ  

 
unde 1,2=, ji  respectiv Znm ∈, . 
 
   

 
     Figura 3.2 
 
 Pentru transformata wavelet se folosesc diferite translaţii temporale şi 
dilatări ale unei funcţii )(tΨ  numită wavelet mamă  împreună cu o funcţie de 
scalare. Dilatările ambelor mulţimi de funcţii de bază sunt posibile datorită localizării 
lor în frecvenţă, permiţându-ne astfel să obţinem informaţii în frecvenţă, despre 
semnalul analizat. Acest lucru conduce la cea mai mare diferenţă  între cele două 
mulţimi ale funcţiilor de bază, localizate de timp. La transformata wavelet funcţiile 
de bază sunt compacte, pe un interval de timp finit,  în timp ce la transformatele 
Fourier în sinus şi cosinus nu sunt. Această caracteristică permite transformatei 
wavelet să obţină despre un semnal informaţii în plus în timp şi în frecvenţă. 
 Forma translatată în timp cu τ şi scalată cu ν se poate scrie: 
 
    )(= τν −ΨΨ t
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având dimensiune de frecvenţă, ca în cazul transformatei Fourier scurte, dar de 
timp. 
 În figura 3.3 este prezentat cazul  în care scalarea pe axa frecvenţei se face 
prin dublarea intervalului, adică după puterile lui 2. 
 Trebuie să mai notăm faptul că, similar transformării Fourier scurte, 
celularea se va face aici după întregii 2n şi l, primul având sens de frecvenţă sau 
scală, iar cel de-al doilea de întârziere după timp. 

 
       Figura 3.3 
 
 3.2  Analiza wavelet multirezoluţie 
 
 În cele ce urmează vom studia rezultatele obţinute în analiza wavelet 
multirezoluţie [3, 24, 88, 96], introdusă de Mallat şi Meyer [105, 2, 88, 96]. 
 Aplicaţii ale acestei metode în identificarea sistemelor liniare şi neliniare au 
fost făcute într-o serie de lucrări [34, 62, 37, 52, 141, 142]. 
 S-a arătat că wavelet mamă translatate în timp şi scalate în domeniul 
frecvenţă: 
 

   )(2= lte n
nl −Ψ      (3.7) 

 
formează o bază ortonormată: 
 

  llnn
nn ltlt ′′
′ ′−Ψ−Ψ δδ>=)(2|)(2<  

 
δ  fiind simbolul lui Kronecker. 
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 Astfel, rezultă că un semnal )(tx , reprezentând o funcţie de pătrat sumabil 

( )(2 RLx∈ ), se poate dezvolta în serie după baza formată de funcţiile wavelet de 

forma )()(2= 2 RLlte n
nl ∈−Ψ : 

 

  )(2>)(2|)(<=)(
==

ltlttxtx nn

nl

−Ψ−Ψ∑∑
∞

−∞

∞

−∞

 

 

  )(2=
==

ltnnl
nl

−Ψ∑∑
∞

−∞

∞

−∞

α      (3.8) 

 
unde coeficienţii dezvoltării în serie se calculează: 
 

 .)(2)(>=)(2|)(=< * dtlttxlttx nn
nl −Ψ−Ψ ∫

∞

∞−
α    (3.9) 

 
 Dezvoltarea în serie (3.8) este însă rezultatul une analize mai complexe 
numită analiza wavelet multirezoluţie [24, 88, 96] de care ne vom ocupa pe scurt în 
cele ce urmează. 
 Pentru funcţiile din spaţiul )(tx  Hilbert 2L  se poate construi o structură 

multirezoluţie de subspaţii închise de funcţii )(2 RLVn ⊂ , (unde n  este un indice 

întreg Zn∈ ), cu proprietăţile: 
1) Incluziune, de forma: 
 
  ......... 21012 nVVVVVV ⊂⊂⊂⊂⊂⊂⊂ −−  

 
2) Completitudine (separabil şi dens): 
 

   {0}=n
Zn

V∩
∈

 

 

   )(= 2 RLVn
Zn
∪
∈

 

 
3) Scalare, adică pentru orice funcţie )(tf  din spaţiul Hilbert există proprietatea de 

scalare, adică pentru orice funcţie nVtf ∈)( , unde Zn∈  rezultă: 

 
   ,)(2 1+∈ nVtf  

 
4) Existenţă a bazei. Aceasta înseamnă că există o funcţie 0)( Vt ∈Φ , mulţimea de 

funcţii: 
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   )(2
2
1=)( ltt n
nnl −ΦΦ −  

 
unde Zl∈ , cu proprietatea de ortonormare: 
 
   .>=)(|)(< lllnnl tt ′′ΦΦ δ  

 
 O proprietate importantă a funcţiilor de scalare este aceea că dacă avem în 

0V  o funcţie de scalare )(tΨ , în 1V  vom avea o bază )(2 kt −Φ , unde Zk∈ , în 

care putem dezvolta 
 

   )(2=)(
=

ktt k
n

−ΦΦ ∑
∞

−∞

γ  

 
această ecuaţie numindu-se ecuaţie de scalare (dilatare). Coeficienţii kγ  se 

calculează din produsul scalar >)(2|)(=< kttk −ΦΦγ . 

 Ultima relaţie mai arată că funcţia 1)(2 Vkt ∈−Φ  formează o bază în 0V . 

 Din (3.8) şi (3.9) rezultă că dezvoltarea în serie de funcţii wavelet este greu 
de manipulat deoarece sumarea se face după o dublă sumă infinită, adică după 

.1,0,1,2,..2,,...,= −−−∞n  ∞+  şi .1,0,1,2,..2,,...,= −−−∞l  ∞+ . Pe baza analizei 
multirezoluţie [105, 24, 88, 96] dezvoltarea (3.8) poate fi restrânsă sub o formă 
mai simplă, comprimând un mare număr de termeni în termenul care conţine )(tΦ . 
 Relaţia (3.8) se mai poate scrie sub forma: 
 

  )(2)(=)(
2

0=

2

0=
0 ltttx n

ln
n

n

l
−Ψ+Φ

+

∞

∑∑ ββ   (3.10) 

 
unde )(tΦ  este funcţia de scară, iar coeficienţii dezvoltării sunt legaţi de cei din 

(3.9) sub forma: nlln αβ =
2 +

. 

 Dezvoltarea (3.10) se poate aranja ca o serie de produse de vectori (matrice 
linie): 
 
  )()(=)( 10 tttx Ψ+Φ ββ  
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⎤
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⎡
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  ...,)(2...
2

+−Ψ+
+

ltn
lnβ     (3.11) 

 
 sau sub forma unei serii 
 
 ...,...=)( 22100 +Ψ++Ψ+Ψ+Φ nnltx ββββ    (3.12) 

 
 Coeficienţii dezvoltării (3.12) se calculează cu relaţiile: 
 

 ,)(2)(2=,)()(=
20 dtlttxdtttx nn

ln −ΨΦ ∫∫
∞

∞−+

∞

∞−
ββ  (3.13) 

 

ultima relaţie fiind valabilă pentru 0=2 /+ ln . 
 Vom mai nota faptul că funcţia de scalare Φ  se mai numeşte şi funcţie 
wavelet tată. 
 Vom mai nota în final că la rândul ei, funcţia de scalare se poate dezvolta în 
serie: 
 

   )(2=)(
1

0=
ntt n

N

n
−ΦΦ ∑

−

γ  

  
 La rândul său funcţia wavelet tată se poate dezvolta în serie de funcţii 
wavelet mamă, sub forma: 
 

  1)(21)(=)(
1

0=
+−+Φ−Ψ ∑

−

Nntt n
n

N

n
γ    (3.14) 

 
unde coeficienţii nγ  reprezintă nişte coeficienţi care exprimă dezvoltarea în serie a 

funcţiei de transfer a unui filtru. Aici N  se numeşte ordinul filtrului. 
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 Funcţia Φ  trebuie să îndeplinească condiţia de admisibilitate: 
 

   1=)( dtt
R
Φ∫      (3.15) 

 
 Funcţiile wavelet mamă cele mai frecvent folosite sunt cele Haar, 
Daubechies, Coiflet şi Simlet. 
 Astfel, pentru funcţia Haar avem: 
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=)(
t
t
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 3.3.  Utilizarea transformatei wavelet discrete la  
  identificarea sistemelor liniare şi neliniare 
 
 3.3.1.  Cazul cu un grad de libertate 
 
 Transformata wavelet discretă poate fi utilizată cu foarte bune rezultate la 
identificarea sistemelor liniare şi neliniare [38, 165, 132]. 
 Vom considera un sistem vibrant neliniar care descrie oscilaţii forţate, cu un 
grad de libertate de forma: 
 
  )(=),()()()( tFxxNtkxtxctxm +++   (3.16) 
 
unde m  este masa, c  reprezintă constanta de amortizare, k  reprezintă constanta 
elastică, )(tF  reprezintă o forţă perturbatoare de formă cunoscută, iar ),( xxN  

este o funcţie neliniară de poziţia x  şi viteza x . 
 Funcţia neliniară poate fi dezvoltată în serie de puteri după poziţia x  şi 
viteza instantanee x . Dezvoltarea aceasta poate fi făcută de exemplu prin 
dezvoltare în serie Taylor în jurul originii: 
 

  =)()(!!=),( 0=0,=0=0,=
0=0=

xxj

j

xxi

i
ji

ji dx
Nd

dx
NdjxixxxN ∑∑
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  )()()()(
=1=10=0=

txtxtxtx mn
mn

mn

m
m

m

n
n

n
+

∞∞∞∞

∑∑∑∑ ++ γβα  (3.17) 

 
 Ecuaţia de mişcare (3.16) poate fi scrisă în formă dezvoltată, după relaţia 
(3.17). Suplimentar vom mai înlocui: 
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  ,,, 0011 FFcckk →−−→+→+ βαβα  (3.18) 

 
 Astfel din (3.16), (3.17) şi (3.18) rezultă forma dezvoltată după puteri ale 
lui x  şi x  a ecuaţiei de mişcare: 
 

  ++++ ∑
∞

)()()()(
2=

txtkxtxctxm n
n

n
α  

 

  )(=)()()(
=1=12=

tFtxtxtx mn
mn

mn

m
m

m
+

∞∞∞

∑∑∑ ++ γβ   (3.19) 

 
 În cele mai multe cazuri dezvoltările în serie din (3.19) se pot limita la un 
număr redus de termeni. Sunt de asemenea multe cazuri de oscilatori la care apar 
câţiva termeni conţinând puterile lui x  şi x , cum ar fi în cazul binecunoscut al 
ecuaţiilor Duffing sau van der Pol. 
 Problema care o punem în această secţiune este identificarea parametrilor 
unui model descris de ecuaţia de forma generală (3.19). Această problemă revine la 
stabilirea din date experimentale, prin măsurarea lui )(tx , a celor mai potriviţi 

parametri mnkcm βα ,,,,  şi kγ  din ecuaţia (3.19), astfel încât ecuaţia (3.19) să 

descrie cel mai bine sistemul experimental care are ca răspuns )(tx . 
 Pentru aceasta vom utiliza dezvoltarea wavelet discretă dezvoltată în serie 
de funcţii a tuturor termenilor ecuaţiei (3.16), de forma (3.17) sau (3.19). Astfel 
vom putea dezvolta fiecare termen în parte sub forma: 
 

  ,=><=
1=1=

nn
n

nn
n

xxx ΨΨ ∑∑
∞∞

 

 

  ,=><=
1=1=

nn
n

nn
n

xxx ΨΨ ∑∑
∞∞

 

 

  ,=><=
1=1=

nn
n

nn
n

xxx ΨΨ ∑∑
∞∞

 

 

  ,=><= 2

1=

2

1=

2
nn

n
nn

n
xxx ΨΨ ∑∑

∞∞

 

 

  ,=><=
1=1=

n
k
n

n
nn

k

n

k xxx ΨΨ ∑∑
∞∞

   (3.20) 

 
    ... 
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FFtF ΨΨ ∑∑
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 În relaţiile (3.19) s-a notat cu nF >< , sau cu nF  coeficientul dezvoltării în 

serie după nΨ  a funcţiei )(tF . 

 Rezultă că ecuaţia (3.20) poate fi pusă sub forma matricială: 
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 (3.21) 

  
care mai poate fi scrisă formal sub forma: 
 
   }{=}]{[ FqX      (3.22) 
 
unde ][X  este o matrice pătrată infinită, }{q  este un vector coloană, reprezentând 

parametrii modelului, iar }{F  este un vector coloană, reprezentând coeficienţii 
dezvoltării forţei perturbatoare. 
 Trebuie să mai subliniem că de fapt, riguros, ecuaţia (3.18) se poate scrie 
ca o serie de ecuaţii matriciale de forma (3.22), sistemul de ecuaţii fiind 
supradeterminat. 
 În plus, trebuie să mai subliniem că deşi dimensiunea matricii este infinită, 
în cazurile practice dezvoltarea în serie a termenului neliniar ),( xxN  se reduce la 

un număr limitat de termeni, făcând ca matricile să fie finite, matricea ][X  fiind 
pătrată. 
 Sistemul (3.21) fiind supradeterminat, soluţiile }{q  pot fi determinate cu 
metoda celor mai mici pătrate. Aplicând această metodă rezultă: 
 

  }{][])[]([=}{ 1 FXXXq tt −     (3.23) 
 

unde cu 1[...]−  s-a notat matricea inversă, iar cu t[...]  matricea transpusă. 
 Din punct de vedere experimental trebuie să măsurăm şi să achiziţionăm 
semnalul )(tx  reprezentând parametrul de poziţie instantanee a sistemului studiat 

precum şi forţa de excitaţie )(tF . Vom calcula derivatele )(tx  şi )(tx  ale 
semnalului achiziţionat. Urmează apoi o etapă de dezvoltare în serie de wavelet a 
semnalului cu (3.20), rezultând coeficienţii numerici ,..., kk xx  ai matricii ][X  
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precum şi componentele nF  ai vectorului }{F  din (3.21) sau (3.22). Parametrii 

estimaţi ai modelului }{q  rezultă din ecuaţia matricială (3.23). 
 
 3.3.2.  Cazul cu n  grade de libertate 
 
 Vom considera un sistem vibrant neliniar cu n  grade de libertate. Vom nota 
cu )}({ tx  vectorul n -dimensional al variabilelor de poziţie, asupra căruia se aplică 

vectorul forţelor perturbatoare )}({ tF : 
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  (3.24) 

 
 Ecuaţia matriceală de mişcare a vibraţiilor neliniare forţate cu amortizare 
vâscoasă se scrie sub forma: 
 
  )}({=}{}]{[}]{[}]{[ tFNxkxcxm +++   (3.25) 
 
unde ][m  este matricea de inerţie: 
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iar ][c  este matricea de amortizare: 
 

BUPT



    Utilizarea transformatei wavelet în identificarea sistemelor neliniare - 3 72

   

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

nnnnn

n

n

cccc

cccc
cccc

c

...
...............

...

...

=][

321

2232221

1131211

 

 
 În aceste matrice )(txk  este parametrul de poziţie al corpului k , km  este 

masa sau momentul de inerţie al corpului k , ijk  reprezintă constantele elastice ale 

elementelor elastice care compun sistemul, ijc  reprezintă constantele de amortizare 

ale diferitelor elemente amortizoare. 
 Datorită principiului acţiunii şi reacţiunii matricile ][k  şi ][c  sunt simetrice, 

iar ][m  este de obicei diagonală. 

 În cele ce urmează vom nota cu litere greceşti componentele vectorilor }{x  

şi }{x , adică: 
 

  }.,......,{=}{},,......,{=}{ 11 n
t

n
t xxxxxxxx νμ  

 
 În (3.25) termenul }{N  reprezintă un vector coloană n -dimensional, care 

depinde neliniar de vectorul poziţiilor instantanee ale corpurilor sistemului }{x  şi de 

vectorul vitezelor instantanee }{x : 
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 În acest caz, componenta }){},({ xxNl  a vectorului neliniar }{N  poate fi 

dezvoltată în serie Taylor în jurul originii, după puterile vectorilor }{x  şi }{x  sub 
forma: 
 
 +{0})({0},=}){},({ ll NxxN  

 

 {0}=}{{0},=}{
=1=1

{0}=}{{0},=}{
=1=1

|
!

|
! xxj

jj

j

n

xxi

ii

i

n

xNj
x

x
N

i
x

μ

μ

μν

ν

ν ∂
∂+

∂
∂+ ∑∑∑∑

∞∞

 

 

BUPT



3.3 - Utilizarea transformatei wavelet discrete la identificarea sistemelor liniare şi neliniare 73

 ...)(
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pentru nl 1,2,...,= , relaţie în care s-a notat cu {0} vectorul n  dimensional cu 
toate componentele nule. Mai precizăm că următorii termeni ai dezvoltării conţin 

produse de trei factori de forma jik xxx μνρ  şi kji xxx ρμν  ş. a. m. d. 

 Relaţia (3.27) va putea fi scrisă în final pe componente ca o serie de puteri: 
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 În ultima relaţie coeficienţii l
kνα , l

mμβ  şi l
kmνμγ  reprezintă parametrii 

sistemului dinamic, care descriu proprietăţile neliniare ale sistemului dinamic. În 
cazul cel mai general numărul acestor parametrii este foarte mare deoarece indicii 
iau valorile nl 1.2....,= , respectiv n1,2,...,=,νμ  şi ∞2,3,...,=,mk . 

 Termenul sup
lT  reprezintă un termen de ordin superior celor în βα ,  şi γ  

obţinut din alte produse de puteri ale lui νx  şi μx , de forma 

 

  l

jmminnji
mmnn

n

j

nn

i

n
sup
lT ...1...1...21...21

1,...=2,11,...=2,11=1=11=1=1

......= μμμννν
μμνν

ω∑∑∑∑∑∑
∞∞

 

 

  ),()...()(... 2
2

1
1

2
2

1
1

txtxtxxxx jm

j

mmin

i

nn
μμμννν  

 
unde 2>ji +  iar 2>...... 2121 ji mmmnnn ++++++ . Pentru simplificare  în cele 

ce urmează vom omite efectele termenului sup
lT . 

 A fost separat în dezvoltarea (3.28) termenul lin
lT , care conţine termenul 

liber şi termenii având puterea  întâi după poziţiile instantanee )(txν  şi vitezele 

instantanee )(txμ : 
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 Punând şi în acest caz: 
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linia l  din ecuaţia matricială (3.25) se scrie sub forma: 
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unde nl 1,2,...,= . 
 În continuare vom aborda problema identificării parametrilor sistemului 
neliniar cu n  grade de libertate, descris de modelul (3.25), pus pentru aplicaţii sub 
forma (3.31). 
 Din punct de vedere experimental, putem măsura poziţiile instantanee 

)(txν  (unde n1,2,...,=ν ) cu ajutorul unor senzori de poziţie, sub forma unor 

semnale pe care le vom achiziţiona. Din aceste semnale putem calcula vitezele şi 
acceleraţiile instantanee μx  şi λx  (unde n1,2,...,=,λμ ). 

 Aceste semnale se pot dezvolta în serie de funcţii wavelet. Vom nota astfel 
expresiile următoarelor semnale dezvoltate în serie: 
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 Introducând (3.32) în (3.33) putem separa ecuaţia (3.32) într-un sistem de 
ecuaţii liniare în parametrii de determinat ai modelului. Ecuaţia corespunzătoare 
liniei l  şi termenului NΨ  va fi: 
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 unde 1,2,3,...=N  

 Astfel pentru linia l  din sistemul de ecuaţii (3.25) sub formă (3.31) vom 
avea sistemul matricial: 
 
   },{=}]{[ lll FqX     (3.34) 

 
 unde 
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 Pentru cazurile concrete vectorul }{ lq  va avea o dimensiune finită M , 

precum şi vectorul }{ lF , matricea ][ lX  fiind şi ea de tip MM × . 

 Rezultă astfel un sistem de n  ecuaţii matriciale de tip (3.34). Rezolvarea 
acestuia se face similar cu cazul unidimensional. 
 Soluţiile acestora vor fi de forma: 
 

   }{][])[]([=}{ 1
l

t
ll

t
ll FXXXq −   (3.35) 

 

unde cu 1[...]−  s-a notat matricea inversă, iar cu t[...]  matricea transpusă. 

 Din vectorii }{ lq  (unde nl 1,2,..,= ) rezultă parametrii modali ][m , ][c , 

][k  şi l
nνα , l

mμβ , l
kmνμγ , etc. 

 
 3.4. Identificarea sistemelor descrise cu modele  
  diferenţiale de ordin fracţionar 
 
 În ultimii ani în domeniul mecanicii au apărut o serie de modele matematice 
în care apar derivate de ordin fracţionar, cum ar fi în domeniul modelelor reologice, 
al vibraţiilor, precum şi al nanosistemelor [26, 27, 128]. 
 În cele ce urmează vom introduce o nouă metodă de identificare a 
paramatrilor sistemelor de ordin fracţionar, inclusiv a ordinului derivatelor 
fracţionare. 
 Vom căuta o metodă de identificare a unui sistem descris de o ecuaţie 
diferenţială care reprezintă generalizarea ecuaţiei (3.16) având un fracţionar de 
forma: 
 

)(=))(),(()()()()(
2

2

tF
dt
tdxtxNtkx

dt
txdr

dt
tdxc

dt
txdm ++++ α

α

  (3.36) 
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unde α  reprezintă un numar pozitiv ne-întreg, iar r  este un parametru real. S-a 
constatat că există polimeri în care apare o amortizare descrisă de un termen 
fracţionar de forma celui din ecuaţia (3.36). Trebuie să spunem că ecuaţia se poate 
extinde uşor la cazuri cu mai mulţi termeni cu derivate de ordin fracţionar. 
 Într-o scriere mai riguroasă ecuaţia (3.36) poate fi pusă sub forma: 
 

)(=))(),(()()()()(
2

2

tF
dt
tdxtxNtkxtxDr

dt
tdxc

dt
txdm ta ++++ α  (3.37) 

 

unde operatorul de derivare fracţionară α
ta D  depinde de un parametru real a . 

 Trebuie să subliniem că operatorul de derivare fracţionară α
ta D  este un 

operator liniar. 
 Putem scrie derivata fracţionară, sub forma unei ecuaţii cu diferenţe finite, 
pe un interval de timp finit tΔ . Pentru aceasta vom folosi definiţia Grünwald-
Letnikov a derivatei de ordin fracţionar: 
 

   )(1
lim=)(

0
tx

t
tD ta

t
ta

α
α

α
Δ

→Δ
Δ

Δ
   (3.38) 

 

unde operatorul de diferenţă finită α
ta ΔΔ  se scrie: 

 

   )(1)(=)(
0=

tjtx
j

tx j

j
ta Δ−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−Δ ∑Δ

αν
α   (3.39) 

 

unde ν  reprezintă partea întreagă din ,= ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
Δ
−
t
atν  iar ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
j
α

 reprezintă coeficientul 

binomial generalizat, care poate fi scris cu funcţia gamma a lui Euler [1, 33]: 
 

   .
1)(!

1)(=
+−Γ

+Γ
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
jjj α

αα
 

 
 Parametrul α  exprimă originea timpului pe care se defineşte derivata 
fracţionară. Există astfel sisteme fără memorie sau cu  memorie scurtă, la care nu 
este importantă  istoria procesului, ca în cazul proceselor histeretice. În cazul 
sistemelor cu memorie scurtă, limitată la un interval de timp T , derivata fracţionară 
se va putea defini pe un domeniu limitat, care se mişcă o dată cu deplasarea 
momentului de timp t . Rezultă că în acest caz derivata fracţionară se poate scrie 
aproximativ ca: 
 

  )(1)(1)()(
0=

tjtx
jt

txtD j

j
tTt Δ−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

Δ ∑−

αν

α
α   (3.40) 
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în care ]/[= tT Δν . Se poate alege T  astfel încât derivata fracţionară să se 

calculeze pentru un număr redus de puncte, de exemplu 2,3,4,5=ν . 
 Înlocuind (3.40) în (3.37) se obţine: 
 

  +Δ−++ ∑ )()()(
=1

2

2

tjtx
dt
tdxc

dt
txdm j

j
ρ

ν

 

 

  )(=))(),(()( tF
dt
tdxtxNtkx ++    (3.41) 

 
unde coeficienţii jρ  sunt: 

 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

Δ jt
r j

j

α
ρ α 1)(=  

 
 În tabelul următor sunt date valorile primilor coeficienţi jρ : 

 
  j   

jρ  

 0  
αt
r
Δ

 

 1  
ααt

r
Δ

−  

 2  
1)(

2
1 −
Δ

αααt
r

 

 3  
2)1)((

6
1 −−
Δ

− ααααt
r

 

 4  
3)2)(1)((

24
1 −−−
Δ

αααααt
r

 

 5  
4)3)(2)(1)((

120
1 −−−−

Δ
− ααααααt

r
 

 6  
5)4)(3)(2)(1)((

720
1 −−−−−

Δ
αααααααt

r
 

      Tabelul 3.1  
 
 Pentru identificarea parametrilor ecuaţiei (3.41), termenul neliniar poate fi 
dezvoltat ca în (3.19), putând scrie: 
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 ++Δ−++ ∑ )()()()(
=1

tkxtjtxtxctxm j
j
ρ

ν

 

 

 )(=)()()()(
=1=12=2=

tFtxtxtxtx mn
mn

mn

m
m

m

n
n

n
+

∞∞∞∞

∑∑∑∑ +++ γβα  (3.42) 

 
 Şi în acest caz termenii ecuţiei pot fi dezvoltaţi în serie de funcţii wavelet ca 
în relaţie (3.20). În plus funcţiile întârziate )( tjtx Δ−  (unde: ν1,2,...=j ) vor 
putea fi dezvoltate sub forma 
 

  nnj
n

nnj
n

xxtjtx ΨΨΔ− ∑∑
∞∞

1=1=
=><=)(   (3.43) 

 
 Similar ecuaţiei (3.19) vom obţine ecuaţia matricială: 
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      (3.44) 

 
şi similar cazului (3.19) precedent mai poate fi scrisă formal sub forma: 
 
   }{=}]{[ FqX      (3.45) 
 
unde ][X  este o matrice pătrată infinită, }{q  este un vector coloană, reprezenând 

parametrii modelului, iar }{F  este un vector coloană, reprezentând coeficienţii 
dezvoltării foţei perturbatoare. 
 Sistemul (3.44) fiind supradeterminat, soluţiile }{q  pot fi determinate cu 
metoda celor mai mici pătrate. Aplicând această metodă rezultă: 
 

   }{][])[]([=}{ 1 FXXXq tt −    (3.46) 
 

unde cu 1[...]−  s-a notat matricea inversă, iar cu t[...]  matricea transpusă. 
 
 3.5.  Identificarea unui sistem neliniar cu caracteristică 
  polinomială 
 

Identificarea sistemelor se poate face prin prelucrarea semnalelor 
înregistrate de la experimente cu ajutorul funcţiilor de transformare wavelet din 
Matlab, MathCAD sau Mathematica [154, 99]. 

Ne propunem să identificăm prin simulare paramerii modelului vibrant 
neliniar forţat, cu amortizare vâscosă, cu un grad de libertate, descris de ecuaţia: 
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 tFxaxakxxcxm ωsin= 0
4

4
2

2 ++++  (3.47) 

 
unde c  este constanta de amortizare vâscoasă, m  masa corpului, având o forţă 

elastică neliniară de forma 4
4

2
2= xaxakxFel ++ , unde k  este componenta liniară 

a constantei elastice, x  este elongaţia mişcării vibratorii, 0F  este amplitudinea 

forţei perturbatoare, ω  este pulsaţia acesteia. 
Problema s-a rezolvat cu metoda Runge-Kutta în MathCAD, pentru 

constantele fizice: 
 
 ,/6000=,/0.5=,1= mNkmsNckgm  

 

 ,/2=,/28= 4
4

2
2 mNamNa  

 
iar pentru forţa de excitare: 

 
 πνων 2=,20=,55=0 HzNF  

 
 Soluţiile au fost obţinute în 10001=M  puncte, însă pentru aplicarea 
metodei s-au extras doar 1024=N  puncte, extrase din partea de sfârşit a capturii. 
Acest lucru s-a facut pentru a elimina variaţiile mari ale soluţiei cauzate de 
răspunsul tranzitoriu. 

S-a utilizat frecvenţa de eşantionare şi un interval de integrare: 
 
 .1/=],[0,25000= ee tstHz νν Δ∈  

 
 Programul MathCAD furnizează soluţia pentru ix  şi iv , pentru 

10,...,= −Mi . Acceleraţia a fost calculată cu diferenţe finite: 
 

  
t
vva ii

i Δ
− −1=  
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  Figura 3.4 Diagrama )(tx   
 
 

  
  Figura 3.5 Diagrama )(ta   
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S-a calculat de asemenea şi şirul 2
ix , 4

ix  şi ii tFF πν2sin= 0  pentru 

titi Δ=  şi 10,...,= −Ni . Cu aceste şiruri s-au construit matricile ][X  şi }{F  din 

relaţia 3.21 ale căror linii sunt ],,,[=][ 42
iiiii xxxvaX  şi }{=}{ iFF . 

S-au calculat coeficienţii dezvoltării în serie Haar, de ordinul 2 rezultând 
matricile wX ][  şi wF}{  transformate pe linii. Soluţia problemei se poate scrie cu 

ecuaţia 3.23. 
Rezultă după calcule : 
 

  .

2.039390=4
27.82035=2

5993.6742=
.5071721=
1.0100000=

=}{

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

a
a
k
c
m

q  

 
 Se vede că rezultatele sunt în bun acord cu datele de intrare. Atragem 
atenţia că precizia calculului poate fi mărită prin lucru în dublă precizie. 
 
 
 3.6.  Transformata wavelet continuă 
 
 Transformata wavelet continuă, cu toate dificultăţile de interpretare a 
semnificaţiei sale s-a dovedit extrem de utilă în analiza semnalelor, deoarece forma 
funcţiei rezultate din transformarea unui semnal este extrem de sensibilă la slabele 
alterări ale acestuia. Utilizarea transformatei wavelet în prelucrarea semnalelor s-a 
făcut mai târziu, odată cu apariţia calculatoarelor de mare viteză, datorită faptului 
că implică foarte multe calcule, fiind o reprezentare bidimensională a semnalelor 
unidimensionale. Şi în acest caz vom cosidera că semnalul )(tx  este de pătrat 
integrabil: 
 

   .<|)(|>)(|)(< 2 ∞∫
+∞

∞−
dttxtxtx  

 
 Transformata wavelet a unui semnal unidimensional )(tx , este o 

transformare continuă la o funcţie de două variabile ),( τυW , variabilele notându-se 

uneori cu ),(=),( baτυ , Variabila υ  reprezintă factorul de scală, iar τ  întârzierea. 

Transformata wavelet a semnalului )(tx  este definită: 
 

   tdttxW ∗∞

∞−
Ψ∫ τυτυ ,)(=),(    (3.48)
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unde: ∗ -simbolizează operaţia de conjugare complexă, iar )(, tτυΨ  reprezintă 

funcţia wavelet. Funcţia wavelet se construieşte dintr-o funcţie de bază (sau wavelet 
mamă) )(tΨ , de variabilă reală Rt∈  cu valori complexe C∈Ψ  (sau reale), cu 
ajutorul relaţiei: 
 

   )(1=)(, υ
τ

ντυ
−ΨΨ tt    (3.49) 

 
 Funcţia )(tΨ  trebuie să satisfacă următoarele proprietăţi: 
1) Să fie de pătrat sumabil (de energie finită): 
 

   ,<=|)(| 2 ∞Ψ∫
+∞

∞−
Edtt    (3.50) 

 
2) Valoarea medie să fie nulă: 
 

   0.=)( dttΨ∫
+∞

∞−
     (3.51) 

 

 Dacă vom nota cu )(~ ωΨ  transformata Fourier a funcţiei )(tΨ : 
 

  .)(exp)(=)(~ dttit ωω −ΨΨ ∫
+∞

∞−
    (3.52) 

 
proprietatea 2) revine la 
 

   0,=(0)~Ψ  
 
adică la faptul că spectrul nu are componentă continuă. 
 Se poate arăta că transformarea wavelet este inversabilă, în sensul că: 
 

  ,)(),(1=)( 2,2 υ
υτυτ υτ
ddtW

c
tx Ψ∫∫

∞+

∞−

∞+

∞−
Ψ

  (3.53) 

 
unde Ψc  este o constantă de normare, trebuie să fie finită şi definită: 
 

  .<
||

|)(~|2=
2

∞Ψ
∫

∞+

∞−Ψ ω
ω
ωπ dc     (3.54) 

 
 Condiţia (3.54) se numeşte condiţie de admisibilitate, iar Ψc  se numeşte 
constantă de admisibilitate. 
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3) Pentru funcţiile wavelet de bază cu valori complexe, se mai impune o condiţie 
suplimentară, ca atât partea reală cât şi cea imaginară să fie nulă pentru frecvenţe 
negative ( 0=00=)(~0< i+→ ωψω ). 
 Trebuie să mai spunem că utilizarea funcţiilor de bază wavelet complexe 
prezintă avantajul de a putea separa la reprezentarea W  a semnalului o parte de 
fază şi una de amplitudine.  

Funcţia 
wavelet bază  

  Forma analitică a ΨΨΨ ct ),(~),( ω   

Morlet  
)

2
(exp))

2
1(exp)(exp(1=

2
2
004

tti −−−Ψ ωω
π

 

 ))
2
1(exp))(

2
1(exp(=~ 2

0
2

0
4
1

ωωωπ −−−−Ψ
−

 

2
1

2
0

2
0 ))

4
3(exp2)

2
1(exp(1=

−

Ψ −−−+ ωωc  

Pălaria  
mexicană )

2
(exp)(1=

2
2 tt −−Ψ   

)
2
1(exp2=~ 22 ωπω −Ψ  

24= πΨc  
Pălaria  

mexicană *  
complexă 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−−Ψ

−
ititerftt 2

12
24

1

2))(1
2

(exp)(1
3
4=

π
ππ   

)()
2
1(exp

3
22=~ 224

1

ωωωπ u−Ψ
−

 

1=Ψc  

Paul *  de 
ordinul m  
m > 0 

 1)()(1= +−−Ψ mm
m iti   

)(exp)(
!

2=~ ωωωπ −Ψ u
m

m
m  

22
3

)!(2
)(2)(2=

m
mc m

Γ
Ψ π  

Gauss de 
ordinul m  
m > 0 

 )
2

(exp=
2t

dt
d
m

m

m −Ψ   

)
2

(exp)(2=~ 2ωωπ −Ψ mi  

)()(2= 2 mc ΓΨ π  
     Tabelul 3.2 
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 Există o serie de funcţii de bază, o parte din ele fiind prezentate in tabelul 
3.2. 

 În tabelul 3.2 *  - )(ωu  reprezintă funcţia Heaviside (treaptă unitate), iar **  

- mH  este funcţia Hermite de ordinul m , iar sinc  (sau sinus cardinalis) reprezintă 

funcţia ))/((sin=)( tttsinc ππ  [1, 33]. 
 Dintre proprietăţile cele mai importante ale transformatei wavelet amintim: 
PI. Partiţia unităţii:  
 

  >,)(|)(>=<)(|><)(|)(<1
212,,12 txtxtxttxdd

c RR τυτυτ
υ
υ ΨΨ∫∫

Ψ

 

 
Mai precis identitatea integrală: 
 

  1,|=><)(|1
,,2 τυτυτ

υ
υ

′′
Ψ

ΨΨ∫∫ tdd
c RR

 

 
este valabilă numai pentru υυ ′=  şi ττ ′= , adică funcţiile bază wavelet reprezintă 
o bază supercompletă, adică are mai multe funcţii decât ar fi necesar pentru 
reprezentare. Baza ar fi completă dacă în membrul dreapt al egalităţii am avea 

)()( ττδυυδ ′−′− . 
PII. Regularitatea: Funcţiile bază wavelet au în general proprietarea de a avea nule 
valorile medii până la ordinul n : 
 

   0=)(= , dtttm n

Rn τυΨ∫  

 
pentru nn 0,1,2,...,= . 

Transformata wavelet a unui semnal )(tx  dezvoltat în serie Taylor în jurul originii 
este: 
 

   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡∑
∞

!
(0)=,0)(

)(

0= k
xmW
kk

k

k

υυυ  

 
şi va avea termeni nenuli începând de la cel în 1+nm . 

 
 3.7.  Identificarea sistemelor liniare 
 
 Datorită faptului că transformata wavelet continuă reflectă în mod sensibil 
modificările semnalelor, şi datorită faptului că această transformare este  bogată în 
informaţie, au fost făcute o serie de încercări de a o utiliza în identificarea 
parametrilor sistemelor liniare şi neliniare [143, 129, 79, 48, 38, 123, 141, 142]. 
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 Pentru sistemele liniare, se poate face calculul analitic al transformatei 
wavelet continue al răpunsului sistemelor şi compara cu transformata wavelet 
continuă a semnalului cules de la un sistem experimental. Din această comparare se 
pot extrage parametrii sistemelor [165, 132, 80, 107]. 
 Vom calcula analitic transformata wavelet pentru răspunsul liber al unui 
sistem cu amortizare vâscoasă, având amplitudine A , pseudopulsaţie ω  şi factor 
de amortizare c : 
 

  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ ≥−

0<0

0)(exp)(exp
=)(

t

ttictA
tx

ω
  (3.54) 

 
utilizând funcţia de bază Morlet, definită mai sus. Rezultă după calcule: 
 

  
2

=),( νπυτW  

 
 

 )]([exp)
2

)(
2

(exp 0
2

222

0

2
0 νωτωωννωτωνωω ccicc −−−−+−+−×  

 

  ,1))
22

()
22

(( 0
⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −−−−× ωων
ν
τν icerf   (3.56) 

 
unde )(zerf  este funcţia de eroare [1, 33]. 
 

   .)(exp2=)( 2

0
dttzerf

z
−∫π

 

 
 Pentru aplicaţii practice se utilizează modulul transformatei (3.56), adică: 
 

  
2

|=),(| νπυτW  

 

 ,1)()
2

)(
2

(exp 22
222

0

2
0

ee IRcc +−−+−+−× νωτωνωω
 (3.57) 

 
unde eR  şi eI  reprezintă partea reală şi imaginară a funcţiei de eroare: 
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 ),;
2
3,

2
1(

!
2=)}({= 2

11

2

0=
xnF

n
yxiyxerfR
n

n
e −++ℜ ∑

∞

π
  (3.58) 

 

 ),;
2
1,

2
1(

!1)(2
2=)}({= 2

11

12

0=
xnF

nn
yiyxerfI
n

n
e −+

+
+ℑ

+∞

∑π
 (3.59) 

 
exprimate în serii conţinând funcţia hipergeometrică de tip );,(11 zbaF  în variabilă 
reală [1, 33] 
 Funcţia de eroare are proprietăţile: 
 

  ,))((=)(),(=)( ** zerfzerfzerfzerf −−  
 

  ),(exp2=)( 2zzerf
dz
d −

π
    (3.60) 

 

  ),
1

4

(exp1)]([ 2

2

22

az

az
zzerf

+

+
−−≈ π  

 

unde: 
π
xzerf 2=)(  );

2
3,

2
1( 2

11 xF − . 

 Dacă se consideră că răspunsul liber are forma mai simplă 
 
  )(exp)(exp=)( tictAtx ω−  
 
atunci, transformata wavelet va avea forma: 
 

 )
2

)(
2

(exp2=),(
222

0

2
0 νωτωνωωπνυτ −+−+− ccW  

 

  )]([exp 0
2 νωτωων cci −−−×     (3.61) 

 
 Modulul acesteia la pătrat este: 
 

 ))(22(exp2=|),(| 222
0

2
0

2 νωτωνωωπνυτ −+−+− ccW  (3.62) 

 

 Valoarea extremă 0=/|),(| 2 νυτ dWd , este dată de: 
 

   0,=12)2( 0
222 −−− ωνωνω c  
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având ca localizare frecvenţele: 
 

   
)2(

)2(
= 22

2222
00

1,2max c
c

−
−+±

ω
ωωωωω

ν  

 
rezultând că în domeniul pozitiv ( 0>υ ) se situează doar o soluţie. 
 Deoarece transformata wavelet în acest caz este complexă, putem calcula 
faza transformatei wavelet continue: 
 

  ,=
}{
}{arctan= 0

2 νωτωων cc
W
W −−

ℜ
ℑΦ  

 
de unde se poate obţine coeficientul de amortizare. 
 Rezultă că în principiu se pot identifica parametrii oscilaţiei amortizate 
(ω ,c) din localizarea maximumului modulului transformatei wavelet. E simplu de 
determinat ),( cω  pentru două transformări realizate pentru două valori diferite ale 

parametrului 0ω , pentru care vor rezulta două poziţii diferite ale maximului 

modulului: 
 

  
)2(

)2(
=, 22

2222
01,201,2

1max1max c
c

−
−+±

ω
ωωωωω

νν   (3.63) 

 
ecuaţiile (3.62) permiţând determinarea completă a parametrilor ),( cω . 
 Pentru sisteme cu mai multe grade de libertate, datorită faptului că 
transformata wavelet este liniară, rezultă că urmare a transformării unui răspuns cu 
mai multe grade de libertate va rezulta o suprapunere de funcţii d2  de forma 
(3.56), pentru care se pot determina pulsaţiile proprii şi amortizările 
corespunzătoare. 
 Ar fi interesant de aplicat calculul pentru alte funcţii de bază, din tabelul 3.2. 
 
 
 3.8.  Identificarea sistemelor neliniare 

 
Pentru multe sisteme neliniare cu un grad de libertate ecuaţia de mişcare se 

poate pune sub forma: 
 

 0,=))(),(()()( 2 txtxftxtx n λω ++    (3.64) 

 
unde λ  este un parametru mic. 

Soluţia ecuaţiei (3.64) poate fi aproximată, plecând de la soluţia particulară, 
corespunzătoare cazului liniar ( 0=λ ): 

 
  )(cos=)( 00 ψω +tAtx n
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cu metoda variaţiei constantelor, sub forma: 

 
 )(cos)(=))((cos)(=)( ttAtttAtx nn ϕψω +   (3.65) 

 
unde )(tA , )(tnψ  sau )(tϕ  sunt funcţii care se pot determina înlocuind (3.65) în 

(3.64), de unde rezultă ecuaţiile 
 

)),(sin)(),(cos)(()(sin=)( ttAttAfttA n
n

ϕωϕϕ
ω
λ −   (3.66) 

 
 

)),(sin)(),(cos)(()(cos
)(

=)( ttAttAft
tA

t n
n

n ϕωϕϕ
ω
λψ −  (3.67) 

 
care a fost determinată cu condiţia ca: 

 
  )(sin)(=)( ttAtx n ϕω−  

 
 Rezultă în final, cu o foarte bună aproximaţie: 

 

)())(sin)(),(cos)(()(sin
2

=)(
2

0
tdttAttAfttA n

n

ϕϕωϕϕ
πω
λ π

−∫  (3.68) 

 

)())(sin)(),(cos)(()(cos
)(2

=)(
2

0
tdttAttAft

tA
t n

n
n ϕϕωϕϕ

πω
λψ

π
−∫  (3.69) 

 
de unde se poate obţine )(tA  şi )(tϕ , integrând încă o dată după timp. 

Pe de altă parte, transformata wavelet a unei funcţii de forma 
 
 )(exp)(=)( titAtx ω      (3.70) 

 
poate fi scrisă prin dezvoltare în serie Taylor şi eliminând termenii începând de la 
ordinul  întâi: 

 

 dttiAW
R

)()(exp)(
2
1=),(

υ
τψωττυτυ −∗∫  

 
unde )(tΨ  reprezintă o funcţie mamă wavelet. De aici rezultă: 
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 )()(exp)(
2

=),( υωψωττυτυ ∗iAW    (3.71) 

 
Rezultă de aici că pentru un sistem al cărui răspuns liber va fi de 

forma(3.70), transformata wavelet a acelui răspuns (3.71) va conţine informaţii 
despre ω  şi )(tA , adică din ω  şi )(tA  vom putea identifica ω  şi )(tA . 

Pentru cazul mai general în care un semnal are forma generală: 
 
 )),((exp)(=)( titAtx ϕ     (3.72) 

 
transformata wavelet va fi de forma: 

 

 )).(())((exp)(
2

=),( τϕυψτϕτυτυ ∗iAW   (3.73) 

 
De aici mai rezultă că pentru un sistem al cărui răspuns liber va fi de forma 

(3.72), transformata wavelet a acelui răspuns (3.73) va conţine informaţii despre 
)(tϕ  şi )(tA , adică din )(tϕ  şi )(tA  vom putea identifica )(tϕ  şi )(tA . 

De aici rezultă că putem folosi relaţia (3.73) pentru identificarea din 
raspunsul liber a sistemelor neliniare cu un grad de libertate descrise de ecuţia 
diferenţială (3.64) deoarece, soluţia acestui sistem poate fi separată sub forma 
(3.72), după metoda variaţiei constantelor descrisă mai sus, utilizând relaţiile (3.68) 
şi (3.69). 

Trebuie să observăm că din (3.73) se pot extrage mai multe informaţii, 
deoarece ),( τυW  este o funcţie complexă de două variabile ),( τυ , la care putem 
să separăm modulul şi faza transformatei wavelet: 

 

 )).((||)(||
2

=),(|=|),( τϕυψτυτυτυ AWA  

 

 .
}{
}{arctan=),(

W
W

ℜ
ℑΦ τυ  

 
Mai precizăm că în cazul unei funcţii mamă wavelet reale faza Φ  este tocmai: 

 
  ).(=),( τϕτυΦ  

 
Pentru cazul şi mai general al unui sistem cu mai multe grade de libertate, în care 
răspunsul liber este un semnal care are forma generală: 

 

 )),((exp)(=)(
1=

titAtx kk

n

k
ϕ∑     (3.74) 
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transformata wavelet va fi de forma: 
 

 )).(())((exp)(
2

=),(
=1

τϕυψτϕτυτυ kkk

n

k
iAW ∗∑  (3.75) 

 
Şi în acest caz se poate separa amplitudinea şi faza transformatei wavelet. 

 
 3.9.  Transformata wavelet continuă a unui sistem  
  neliniar cu caracteristică polinomială 

 
 Utilizând metoda dezvoltată în secţiunea anterioară ne propunem să 
calculăm reprezentarea wavelet a unui model de sistem vibrant neliniar, cu 
amortizare vâscosă, cu un grad de libertate, descris de ecuaţia: 

 

 0,=5
5

3
3

2 xaxaxxx n ++++ ωλ    (3.76) 

 
unde λ  este constanta de amortizare vâscoasă, nω  este pulsaţia sistemului în 

absenţa neliniarităţii. Sistemul are o forţă elastică neliniară de puteri impare în x , 

de forma 5
5

3
3

2(= xaxaxmF nel ++ω ), unde m  este masa sistemului vibrant 
2= nmk ω  este componenta liniară a constantei elastice, iar componentele neliniare 

au constante 53,mama . Aici x  este elongaţia mişcării vibratorii. 

 Vom stabili forma explicită a transformatei wavelet continue ),( τυW  cu 
relaţia (3.73) a răspunsului sistemului (3.76). Pentru aceasta vom pune soluţia sub 
forma ))((exp)(=)( titAtx ϕ  şi vom determina )(tA  şi ))(tϕ . 

Vom fixa condiţiile iniţiale: 
 

  0.=(0)=(0),=(0) 0 xvAx  

 
 Vom rezolva ecuaţiile (3.68) şi (3.69) pentru sistemul nostru considerând 

53,, aac  parametri mici. 

Rezultă după o serie de calcule: 
 

 ,
2

=)( 0 tcAtA −  

 

 2345

8
3

16
5=)( AcaAcat

nn
n ωω

ψ +      (3.77) 
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 2
02

34
02

5 )
2

(
4

)
2

(
8

=)(=)( tcAcatcAcattt
nn

nn −−−−−
ωω

ωϕψ  

 
Expresiile lui nnA ψφψ ,,,  determinate în (3.77) se pot introduce în expresia lui 

),( τυW , stabilită în secţiunea precedentă: 
 

  )).(())((exp)(
2

=),( τϕυψτϕτυτυ ∗iAW  

 
rezultând: 
 

  )
2

(
2

=),( 0 τυτυ cAW −  

 

  ]))
2

(
4

)
2

(
8

[(exp 2
02

34
02

5 τ
ω

τ
ω

τω cAcacAcai
nn

n −−−−×  

 

  )].)
2

(
8
3)

2
(

16
5([ 2

0
34

0
5 τ

ω
τ

ω
υψ cAcacAca

nn

−+−× ∗  

 
 Această funcţie va avea o componentă de amplitudine de forma: 
 

  |)
2

(|
2

=),( 0 τυτυ cAA −  

 

  )].)
2

(
8
3)2(

16
5([|| 2

0
34

0
5 τ

ω
τ

ω
υψ cAcacAca

nn

−+−×  

unde ψ  este o funcţie mamă wavelet aleasă în funcţie de nevoile de analiză. 
 Dacă alegem ψ  ca funcţie mamă wavelet Gauss de ordinul întâi, vom avea: 
 

  ).
2
1(exp=)( 2

1 zzzGauss −ψ  

 
Rezultă: 

 |)
2

(|
2

=),( 0 τυτυ cAA −  
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2

(
8
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2
(
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5([ 2

0
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0
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ω
τ

ω
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−+−  
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 Vom prezenta în continuare forma modulului ),( τυA  pentru următoarele 
valori ale parametrilor sistemului: 

 Cazul I. 10=0A  m, 0.5=c  N s/m, πω 40=n  rad/s, 20=3a  N / m 3 , 2=5a  N 

/ m 5 . Conturul este reprezentat în figura 3.6. 
 Cazul II. Pentru valorile 10=0A  m, 0.5=c  N s/m, πω 40=n  rad/s, 0.2=3a  N 

/ m 3 , 0.2=5a  N / m 5 , conturul este reprezentat în figura 3.7. 

 Se observă din domeniul de reprezentare ),( τν  că forma modulului se 

modifică sensibil cu variaţia parametrilor neliniari 53,aa  . 
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   Figura 3.6 Profilul ),( τυA ; Cazul I  
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   Figura 3.7 Profilul ),( τυA ; Cazul II  
 
 Rezultă că transformata wavelet continuă este un instrument senzitiv de 
investigare a parametrilor sistemelor neliniare, însă incomod pentru extragerea 
valorilor concrete ale parametrilor sistemelor neliniare. 
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4.  IDENTIFICAREA SISTEMELOR NELINIARE 
ÎN DOMENIUL FRECVENŢĂ 

 
 Metodele de identificare a sistemelor în domeniul frecvenţă au fost 
dezvoltate după punerea la punct a algorimilor de analiză Fourier (FFT) şi de 
densitate spectrală de putere. 
 Aceste metode au fost aplicate pe larg la sistemele liniare [116] constând în 
esenţă în identificarea pe baza răspunsului sistemelor prin excitare armonică cu o 
serie de frecvenţe. Astfel au fost puse la punct metode de analiză modală în 
domeniul frecvenţă[149]. 
 Au fost dezvoltate de asemenea metode de identificare a sistemelor 
neliniare în domeniul frecvenţă. Au fost stabilite atât tehnici de identificare 
parametrică cât şi neparametrică [116, 54]. 
 În investigarea noastră ne vom referi numai la metodele parametrice. 
 Pentru sistemele neliniare problema identificării este mai dificilă [125]. 
 S-au pus la punct astfel metode care au la bază stabilirea funcţiilor de 
răspuns a sistemelor în domeniul frecvenţă. 
 Stabilirea răspunsului în frecvenţă se poate face pentru semnale de intrare 
deterministe sau aleatoare [50, 59]. Analogul funcţiei de transfer a sistemelor liniare 
la sistemele neliniare sunt seriile Volterra. 
 Mai există metode eficiente cum ar fi cea de identificare în frecvenţă a 
sistemelor cu feedback sau prin liniarizare. 
 De asemenea au fost stabilite metode cum ar fi metoda balanţei armonice şi 
metode de analiză spectrală de ordin superior [108, 101]. 
 O prezentare critică a metodelor de identificare în domeniul frecvenţă a 
sistemelor neliniare a fost elaborată de H. Zhang şi S.A. Billings [169]. 
 În cele ce urmează vom studia câteva metode parametrice de identificare 
pentru sistemele neliniare. 
 
 4.1  Identificarea sistemelor neliniare cu metoda  
  balanţei armonice 
 
 Metoda balanţei armonice este o metodă bazată pe dezvoltarea semnalelor 
în serii Fourier şi de stabilire a unor relaţii de legătură între aceşti coeficienţi [76, 8, 
65, 114]. 
 Această metodă a permis punerea în evidenţă a fenomenelor de salt de 
amplitudine, specific fenomenelor neliniare, care apar atunci cînd frecvenţa de 
excitaţie a unui sistem vibrant neliniar se modifică. 
 Metoda dă rezultate bune şi la identificarea unor sisteme cu neliniaritate 
complicată cum ar fi cele histeretice [92]. 
Metoda balanţei armonice permite de asemenea stabilirea unor soluţii periodice ale 
sistemelor neliniare. 
 Vom arăta cum se poate aplica această metodă la un sistem vibrant neliniar, 
amortizat, forţat, cu un grad de libertate. 
 Vom nota cu )(= txx  poziţia instantanee a oscilatorului. Cu aceasta vom 
considera că ecuaţia de mişcare a acestui sistem vibrant este de forma: 
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 )(sin= 0
1=1=2=2=

tFxxrxcxkkxxcxm lk
kl

L

l

K

k

m
m

M

m

n
n

N

n

ω∑∑∑∑ +++++   (4.1) 

 
unde 0F  este amplitudinea forţei perturbatoare, ω  este pulsaţia forţei 

perturbatoare, mn ckkcm ,,,,  şi klr  sunt parametri care se determină din date 

experimentale. 
 Vom considera că am stabilit un regim în care răspunsul sistemului este 

periodic cu o perioadă egală cu a excitaţiei 
ω
π2=T . 

 Semnalul periodic (răspunsul periodic) se poate descompune în serie Fourier 
sub forma: 
 

  ),sincos(=)(
0=

tjEtjDtx jj
j

ωω +∑
+∞

    (4.2) 

 
unde jD  şi jE  reprezintă constante care se determină cu relaţiile: 

 

  dtjtx
T

D
T

j ωcos)(1=
0∫      (4.3) 

 
 

  dttjtx
T

E
T

j ωsin)(1=
0∫      (4.4) 

 
unde j  este un întreg pozitiv ( Nj∈ ). 

 Rezultă că 0=0E , iar 0D  reprezintă componenta de curent continuu a 

semnalului. Dacă 0=0D , semnalul se numeşte centrat. 

 Derivatele lui )(tx  vor fi: 
 

 ),cossin(=)(
0=

tjEjtjDjtx jj
j

ωωωω +−∑
+∞

    (4.5) 

 
 

 ( ),sin)(cos)(=)( 22

0=
tjEjtjDjtx jj

j
ωωωω −−∑

+∞

   (4.6) 

 
 Puterile lui x  şi x  vor fi de asemenea funcţii periodice. În mod similar 
aceste puteri se pot dezvolta în serie Fourier, obţinând: 
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  ),sincos(=))((
0=

tjtjtx n
j

n
j

j

n ωβωα +∑
+∞

   (4.7) 

 

  ),sincos(=))((
0=

tjtjtx m
j

m
j

j

m ωρωγ +∑
+∞

   (4.8) 

 

  ),sincos(=))(())((
0=

tjtjtxtx kl
j

kl
j

j

lk ωηωλ +∑
+∞

   (4.9) 

 

 Coeficienţii dezvoltării în serie Fourier n
j

n
j

n
j γβα ,,  şi n

jδ  precum şi kl
j

kl
j ηλ ,  

se determină similar cu (4.3) şi (4.). 
 Înlocuim (4.2) şi (4.5) - (4.9) în (4.1). Vom separa termenii cu aceiaşi 

ωjsin  şi ωjcos . 

 Rezultă sistemul de ecuaţii pentru termenii în ωjsin  şi ωjcos : 
 

 kEcDjmEj jjj +−− ωω 22  

 

 ,= 10
1=1=2=2=

jkl
kl
j

L

l

K

k
m

m
j

M

m
n
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j
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n
Frck δηρβ ∑∑∑∑ +++    (4.10) 

 
 

 cEjmDj jj ωω −− 22  
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kl
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l

K

k
m

m
j

M

m
n

n
j

N

n
j rckkD λγα ∑∑∑∑ ++++    (4.11) 

 
 În (4.10) s-a notat cu ijδ  simbolul Kronecker, cu proprietatea 

 

   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
/ .=0,
=1,

= ji
ji

ijδ  

 
 Din punct de vedere experimental se măsoară experimental )(tx  obţinându-

se sub formă eşantionată Nxxx ,...,, 21 , în N  puncte. 

 Vom nota cu eT  perioada de eşantionare a semnalului înregistrat. Această 

periodă trebuie aleasă astfel încât să verifice teorema lui Shannon 
( maxee T νν ≥1/= , maxν  fiind frecvenţa maximă din spectru). 
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 Se calculează x  cu diferenţe finite, adică eiii Txxx )/(= 1−− . Se calculează 

sub formă discretă: n
ii xy =  m

ii xz =  l
i

k
ii xxz = . 

 Aplicând orice program care calculează transformatele Fourier ale acestor 
semnale (bazat pe FFT), se obţin pentru diferitele armonici, coeficienţii jj ED , , 

n
j

n
j

n
j γβα ,,  şi n

jδ  precum şi kl
j

kl
j ηλ , , unde 0,1,2,...=j  reprezintă ordinul armonicii. 

0F  şi ω  se consideră cunoscute. 

 Numărul de armonici în care se aproximează semnalele trebuie ales astfel 
încât din (4.10) şi (4.11) să se obţină un sistem de ecuaţii rezolvabil. Dacă masa m  
este cunoscută, putem defini matricile: 
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(4.12) 
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(4.13) 

 
 Vom introduce de asemenea vectorul coloană W  al parametrilor 
necunoscuţi de determinat, precum şi GF ,  vectori coloană cunoscuţi. Dacă avem 

de determinat N  parametri necunoscuţi, atunci matricile BA,  trebuie să fie de tip 

NN × , iar GF ,  şi W  să fie de tip 1×N . 
 Aceştia sunt: 
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 (4.14) 

 
 Cu aceste notaţii ecuaţiile (4.10) şi (4.11) se scriu: 
 
 GBWFAW ==      (4.15) 
 
şi permit identificarea parametrilor prin deteminarea vectorului W  al parametrilor. 
În cazul mai general în care forţa perturbatoare este o funcţie periodică cu pedioada 

πω2=T , adică 
 
  ),(=)( TtFtF +  
 
 Aceasta se poate dezvolta la rândul ei în serie Fourier: 
 

  ),sincos(=)(
0=

tjFtjFtF s
j

c
j

j
ωω +∑

+∞

   (4.16) 

 

unde c
jF  şi s

jF  reprezintă coeficienţii dezvoltării forţei )(tf  în sinus repectiv 

cosinus. Ecuaţia de mişcare se poate scrie în acest caz: 
 

 )(=
1=1=2=2=

tFxxrxcxkkxxcxm lk
kl

L

l

K

k

m
m

M

m

n
n

N

n
∑∑∑∑ +++++  (4.17) 

 
 În mod similar cu cazul (4.1) vom separa termenii cu aceiaşi ωjsin  şi 

BUPT



     Identificarea sistemelor neliniare în domeniul frecvenţă - 4 104 

ωjcos . Rezultă sistemul de ecuaţii pentru termenii în ωjsin  şi ωjcos : 
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 Şi de această dată vom considera că masa m  a sistemului vibrant este 
cunoscută. 
 În acest caz matricile F  şi G  vor deveni: 
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  (4.20) 

 
 Şi în acest caz identificarea parametrilor se face prin deteminarea vectorului 
W  al parametrilor, rezolvând sistemul de ecuaţii (4.15). 
 Vom aplica metoda la un sistem vibrant cu neliniaritate puternică. 
 
 4.2  Identificarea unui sistem vibrant de tip van der Pol 
  modificat 
 
 Ne vom ocupa acum de identificarea cu metoda balanţei armonice a unui 
sistem vibrant forţat de tip van der Pol modificat [9, 15], datorită comportamentului 
său puternic neliniar [89]. Acesta este descris de ecuaţia [89, 98]: 
 

 ,sin=sin1)( 0
2 tFxkxxxxm ωε Δ++−+    (4.21) 
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unde ε  şi Δ  sunt parameteri pozitivi, m  este masa sistemului, k  este constanta 

elastică 0F  este amplitudinea forţei perturbatoare, iar ω  este pulsaţia acestei forţe 

perturbatoare, respectiv perioada ωπ/2=T . 
 Vom introduce coeficienţii Fourier ai dezvoltării unei soluţii periodice şi 
observăm că dezvoltarea în serie a )(tx : 
 

 nkdttktx
T

a
T

k 0,1,2,...,=)(cos)(1=
0

ω∫  

 

 nkdttktx
T

b
T

k 1,2,...,=)(sin)(1=
0

ω∫  

 

 nkdttktxtx
T

c
T

k 0,1,2,...,=)(cos)(1))((1= 2

0
ω−∫  

 

 nkdttktxtx
T

d
T

k 1,2,...,=)(sin)(1))((1= 2

0
ω−∫  (4.22) 

 
 

 nkdttktx
T

e
T

k 0,1,2,...,=)(cos))((sin1=
0

ω∫  

 

 nkdttktx
T

f
T

k 1,2,...,=)(sin))((sin1=
0

ω∫  

 

 [ ],)(sin)(cos=)( 2222

1=
tkbktkaktx kk

k
ωωωω −−∑

∞

 

 

adică coeficienţii dezvoltării )(tx  vor fi kak 22ω−  şi kbk 22ω− , iar termenul 

constant lipseşte. 
 Dezvoltăm în serie Fourier toţi termenii ecuaţiei (4.21) şi separăm ecuaţia 
pentru termeni de acelaşi ordin în )(cos tkω  şi )(sin tkω . Obţinem astfel pentru 
termenul constant: 
 
  0,=000 Δ++ ekac ε      (4.23) 

 
respectiv pentru 1=k  relaţiile pentru termenii în cosinus şi sinus: 
 

  0=1111
2 Δ+++− ekacma εω     (4.24) 
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  ,= 01111
2 Ffkbdmb Δ+++− εω    (4.25) 

 
Pentru 1>k  relaţiile pentru termenii în cosinus şi sinus: 
 

  0=22 Δ+++− kkkk ekacmak εω    (4.26) 

 
 

  0,=22 Δ+++− kkkk fkbdmbk εω    (4.27) 

 
 Putem forma un sistem de ecuaţii introducând matricile coloană 
coeficienţilor de identificat şi matricea 1×n : 
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 precum şi matricea 4×n  
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   (4.29) 

 
 Ecuaţia de identificare este: 
 
    FAX =     (4.30) 
 
dimensional fiind supradereminată. 
 Există două moduri de rezolvare a ecuaţiei: sau construind o matrice A  de 
tip 44× , pentru liniile 1,2,3 şi a unei linii la care componenta în spectru are mărime 
semnificativă. 

 Soluţia în acest caz este FAX 1= − . 
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 Ca sistem supradeterminat, în cazul în care mai multe componente armonice 
sunt semnificative, vom construi matricile cu aceste componente, soluţia fiind în 
acest caz: 
 

  ),()(= 1 FAAAX tt −      (4.31) 
 

unde tA  este matricea transpusă a matricii A . 
 Pentru verificarea acestei metode, în locul răpunsului unui sistem van der 
Pol real, măsurat pe cale experimentală vom rezolva pe cale numerică ecuaţia 
(4.21), pentru valori date ale parametrilor Δ,,, km ε  şi pentru o perturbaţie cu 

amplitudinea forţei 0F  şi pulsaţie cunoscută. Rezolvare s-a făcut în Mathcad 

utilizând metoda Runge-Kutta. 
 Am ales parametrii: 
 

 NmNkmskgm 5=,/40=,/1=,1= 3 Δε  
 
şi de asemenea: 
 

 .6.283=,1=50= 1
0

−sHzNF ων  

 
 Soluţia a fost stabilită în N  puncte în intervalul de timp ][0,Tt∈ , cu o 

frecvenţă de eşantionare eν , unde: 

 

 Hz
T
NsTTtN e 100=1=,100=],[0,10001= −∈ ν  

 
 Cu o astfel de alegere a frecvenţei de eşantionare se pot surprinde 
componente armonice nedistorsionate până la 50 Hz. 
 În figura 4.1 este prezentată diagrama acceleraţiei )(ta , în figura 4.2 

diagrama vitezei )(tv , în figura 4.3 diagrama elongaţiei )(tx , iar în figura 4.4 

diagrama forţei elastice ))((sin tx , şi în figura 4.5 diagrama componentei forţei de 

amortizare )(1))(( 2 tvtx − : 
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  Figura 4.1 Diagrama )(tx  

 
  Figura 4.2 Diagrama )(tv  
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  Figura 4.3 Diagrama )(ta  

 
  Figura 4.4 Diagrama ))((sin tx  
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  Figura 4.5 Diagrama ))(1))(( 2 tvtx −  

 
  Figura 4.6 Partea reală a )(νX  
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  Figura 4.7 Partea imaginară a )(νX  

 
  Figura 4.8 Partea reală a )(νV  
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  Figura 4.9 Partea imaginară a )(νV  

 
  Figura 4.10 Partea reală a )(νA  
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  Figura 4.11 Partea imaginară a )(νA  

 
  Figura 4.12 Partea reală a )(νS  
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  Figura 4.13 Partea imaginară a )(νS  

 
  Figura 4.14 Partea reală a )(νD   
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  Figura 4.15 Partea imaginară a )(νD   
 
 Vom nota transformatele Fourier ale următoarelor semnale: 
 
 )},({=)()},({=)()},({=)( taFAtvFVtxFX ννν  
 

 )},(1))({(=)()},(sin{=)( 2 tvtxFDtxFS −νν  
 
care sunt funcţii complexe. În figura 4.6 şi 4.7 sunt reprezentate partea reală şi 
imaginară a )(νX , în figura 4.8 şi 4.9 sunt reprezentate partea reală şi imaginară a 

)(νV , în figura 4.10 şi 4.11 sunt reprezentate partea reală şi imaginară a )(νA , în 

figura 4.12 şi 4.13 sunt reprezentate partea reală şi imaginară a )(νS , iar în figura 

4.15 şi 4.15 sunt reprezentate partea reală şi imaginară a )(νD . 
 Din spectre se observă că acestea conţin atât componente continue, 
corespunzătoare părţii răspunsului liber a sistemului, cât şi o serie de linii spectrale, 
corespunzătoare răspunsului armonic sau forţat. Mai notăm că forţa de excitaţie a 
sistemului are frecvenţa de 1=ν  Hz, iar în spectre apar linii spectrale 
corespunzătoare armonicilor impare ,...,53 νν  
 Deoarece spectrele conţin şi componente continue pentru rezolvarea 
ecuaţiei de indentificare (4.30) nu s-au luat aceste componente din spectre ci s-au 
calculat coeficienţii Fourier cu relaţiile (4.2) sub forma discretă utilizând din semnale 
ultimele perioade, în care lipsesc componentele neperiodice ale răspunsului liber. 
Acestea sunt prezentate în tabelul 4.1. 
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n 
na  nb  nc  nd  ne  nf  

 0  -0.0003462  0  0.0031465 25.389328 3.814791e-5 0 

 1  -1.8093387  -0.05282246  1.4034119 0 -0.091243 -0.072367 

 3  0.0296120  0.10576129  7.5567196 33.357766 0.379099 -0.0027944 

 5  0.00929345  -0.0051819  9.6587449 -4.6354059 -0.10385 -0.0575653 

      Tabelul 4.1  
 
 Am restrâns sistemul de ecuaţii la forma: 
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   (4.33) 

 
 Ecuaţia de identificare este: 
 
    FAX =     (4.34) 
 
dimensional fiind supradereminată. 
 Utilizând 25=0F , şi valorile numerice din tabelul 4.1 rezultă: 

 
  

m   ε k   Δ   
 0.9990379  0.9990576  39.9788731  4.89893907 

 Tabelul 4.2  
 
rezultat foarte bun cu parametrii iniţiali ai sistemului. Se observă că la primii trei 

parametri eroarea de estimare este de ordinul 43 1010 −− −  % . 
 
 4.3  Identificarea sistemelor neliniare cu metoda  
  seriilor Volterra 
 
 Seriile Voltera au fost introduse Vito Volterra (1860-1940), dar aplicarea 
acestora la studiul sistemelor neliniare s-a facut mai târziu de către Norbert Wiener 
în 1942 într-o suită de cercetări militare [124, 15]. Pe acest motiv metoda de 
identificare se mai numeşte şi Volterra-Wiener [121].
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 Un articol care conţine lista lucrărilor publicate înainte de 1977 în domeniul 
identificării cu metoda seriilor Volterra este lucrarea lui Barret [5]. 
 
 4.4  Funcţia de transfer a unui sistem liniar 
 
 În teoria sistemelor răspunsul la ieşirea unui sistem se exprimă în funcţie de 
excitaţia la intrare şi de caracteristicile interne ale sistemului (Fig. 4.16). 
 Un sistem se numeşte liniar, dacă pentru două semnale de intrare 1i  şi 2i , 

aplicate simultan sistemului, acesta răspunde la ieşire cu suma răspunsurilor 1e  şi 

2e , corespunzătoare răspunsurilor individuale la semnalele 1i  şi 2i : 
 
   ., 21212211 eeiieeei +→+⇒→→  
 
 Această proprietate a sistemelor exprimă principul superpoziţiei. 
 Proprietăţile interne ale sistemului sunt conţinute în  funcţia de transfer a 
sistemului. Se numeşte funcţie de transfer a unui sistem liniar, răspunsul dat la 
ieşire, dacă la intrare se aplică un impuls infinit de scurt, de forma: 
 

  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
≠

∞
00
0=

=)(=)( t
t

ttx δ     (4.35) 

 
adică sub forma unui impuls (funcţii) Dirac. 

 
     Figura 4.16 
 
 Răspunsul sistemului la ieşire va fi în acest caz )(th . Fiind cunoscută funcţia 

de transfer a sistemului, se poate exprima răspunsul la ieşire )(ty , în funcţie de 

semnalul aplicat la intrare )(tx  (Fig. 4.16): 
 

  =)()(=)( τττ dxthty
R

−∫  

 
 

h(t) 
x(t) y(t) 
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  ))((=)()(= txhdtxh
R

⊗−∫ τττ    (4.36) 

 
unde s-a notat cu ⊗   produsul de convoluţie al funcţiilor, exprimat prin integrala 
(4.36). Egalitatea celor două integrale se poate demonstra imediat. 
 Funcţia de transfer a sistemelor fizice reale trebuie să verifice următoarele 
proprietăţi: 
Principiul cauzalităţii: Răspunsul sistemelor fizice reale nu poate să apară înaintea 
semnalului de intrare (efectul nu apare înaintea cauzei), care produce acest 
răspuns. Matematic această proprietate este îndeplinită dacă: 
 
  0,<:0=)( tdacath    (4.37) 
 
Principiul stabilităţii: Răspunsul sistemului trebuie să fie finit. Această condiţie 
este asigurată dacă: 
 

   ,<|)(| +∞∫
+∞

∞−
dtth     (4.38) 

 
 În continuare ne propunem să verificăm validitatea relaţiei (4.36). Vom 
considera că la intrarea sistemului se aplică un semnal de intrare )(tx , definit pe 

intervalul )[0,∞∈t , semnal presupus cunoscut analitic. Acest semnal se poate 

discretiza în intervale egale, de lăţime mică ktΔ=ε  ( 0,1,2,...=k ). Pe aceste 

intervale putem considera că kx  este constant. Dacă 0→ε , aceste trepte în care 

s-a aproximat )(tx , vor fi echivalente cu )()( kk txt ⊗δ . 

 Prin urmare la fiecare din aceste trepte se vor genera răspunsurile (Fig. 
4.17): 
 
   ),...2(),(),( tthtthth Δ−Δ−  
 
 Deoarece semnalul de intrare este aproximat sub forma: 
 
  ...,,)(2)(2,)()(,(0)(0) ttutxttutxtux ttt ΔΔΔΔΔΔΔ ΔΔΔ  

 
la ieşirea sistemului se obţin în fapt răspunsurile: 
 
  ,...,)(2)2(,)()(,(0))( ttxtthttxtthtxth ΔΔΔ−ΔΔΔ−Δ  
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     Figura 4.17 
 
 Principiul superpoziţiei afirmă că la un sistem liniar răspunsul sistemului va fi 
suma răspunsurilor la excitaţiile individuale. Considerând că Rt∈  rezultă: 
 

   .)()(=)(
=

ttkxtkthty
k

ΔΔΔ−∑
∞

−∞

 

 
 Rezultă că la limită ( 0→Δt ), acest răspuns total va deveni: 
 

   .)()(=)( τττ dxthty
R

−∫  (4.39) 

 
 Se poate arăta fără dificultate, că la sistemele la care relaţia între intrare şi 
ieşire este descrisă de o ecuaţie diferenţială liniară cu coeficienţi constanţi, atunci 
pentru acel sistem există şi relaţia (4.36) între intrare şi ieşire. 
 Integrala (4.36) se numeşte integrală Duhamel. 
 
 4.5  Studiul sistemelor neliniare cu metoda seriilor  
  Volterra 
 
 Vom considera un sistem dinamic neliniar cu un grad de libertate descris de 
ecuaţia: 
 
   )(=)}({)}({ tFtxNtxL +    (4.40) 

x 

t t1 t2 t3 
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unde )}({ txL  este un operator liniar, )}({ txN  este un operator neliniar, )(tF  este 

o perturbaţie externă (o forţă perturbatoare), iar )(tx  parametru dinamic 
necunoscut (variabila de poziţie) reprezentând răspunsul sistemului la perturbaţia 

)(tF . Vom considera că se poate obţine soluţia )(0 tx  a părţii liniare (adică 

0=)}({ 0 txL ). 

 Metoda seriilor Volterra are la bază stabilirea unei metode de a exprima 
răspunsul sistemului neliniar ca o serie de integrale care generalizează integrala de 
convoluţie, depinzând de puterile perturbaţiei )(tF : 
 

 1111 )()(=)( τττ dtFhtx −∫
∞

∞−
 

 

 +−−+ ∫∫
∞

∞−

∞

∞− 2121212 )()(),( ττττττ ddtFtFh  

 

 ...)()()(),,( 3213213213 +−−−+ ∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
τττττττττ dddtFtFtFh  

 

 nnnn dddtFtFtFh τττττττττ ...)()...()(),...,,(... 212121 −−−+ ∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
 

 
 ...+         (4.41) 
 
unde ),...,( 21 nnh τττ  este o funcţie formal echivalentă cu funcţia de transfer Volterra 

de ordinul n , numită şi  nucleu. 

 Funcţiile ),...,,( 21 nnh τττ  (unde 1,2,...=n ) trebuie să îndeplinească 

condiţiile: 
Principiul cauzalităţii: 
 
 .1,2,...,=0,<:0=),...,( 21 nkpentruh knn ∀ττττ  (4.42) 

 

Integrabilitate în )(1 RL : Răspunsul sistemului trebuie să fie finit. Această condiţie 
este asigurată dacă: 
 

 ,<...|),...,,(|... 2121 +∞∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞− nnn dddh ττττττ   (4.43) 

 
Condiţia de regularitate: 
 
 .1,2,...,=:0=),...,,(lim 21 nkpentruh nn

k

∀
+∞→

τττ
τ

 (4.44) 
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 Funcţia )(1 th  reprezintă funcţia de transfer corespunzătoare părţii liniare a 
sistemului dinamic (4.40). 
 Transformata Fourier −n dimensională a funcţiei nh  este: 

 

  ),...,,(...=),...,( 211 nnRRnn hH τττωω ∫∫  

 
  ,...)]...([exp 212211 nnn dddi ττττωτωτω +++−×  (4.45) 

 
unde )[0,= ∞+R . ),...,( 1 nnH ωω . nH  se numeşte multispectru de ordinul n  . Pe 

de altă parte )(thn , pentru 1>n  depinde de perturbaţia de intrare )(tF , adică 

)(thn  depinde de funcţia de excitaţie. nH  reprezintă o cantitate complexă. 

 Prin transformată Fourier inversă −n dimensională se obţine: 
 

   nnnh )(2
1=),...,,( 21 π

τττ  

 

 ....]([exp),...,(... 213322111 nnnRR
dddiH ωωωτωτωτωωω +× ∫∫  (4.46) 

 
 Termenul:  
 

,...)()...()(),...,,(...=)( 12121 nnnnn ddtFtFtFhtx ττττττττ −−−∫∫
∞

∞−

∞

∞−
 (4.47) 

 
unde 1,2,...,=n  reprezintă răspunsul de ordinul n  al sistemului neliniar. 

 Prin urmare soluţia )(tx  a ecuaţiei de mişcare se poate scrie: 
 

  ).(=)(
1=

txtx n
n
∑
∞

     (4.48) 

 
Transformata Fourier unidimensională a )(txn  este: 

 

 ),...,,(...
)(2
1=)( 21 nnnn HX ωωω
π

ω ∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
 

 
 ,...)...()()...()( 212121 nnn dddFFF ωωωωωωωδωωω −−−×  (4.49) 

 
şi este cunoscută ca spectrul de ordinul n  a funcţiei de răspuns, iar )(ωF  este 

transformata Fourier a funcţiei de excitaţie )(tF . 
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 Dacă considerăm că excitaţia este tiAetF ω=)( , înlocuind (4.41) în (4.40) 
putem calcula diferitele ordine ale funcţiei de transfer pentru excitaţie armonică de 
tip )(exp tiω . 
 În acest caz răspunsul va fi de forma: 
 

 ,=][exp),....,(=)(
1=1=

tin
n

n
n

n

i

etinHAtx ωξωωωω ∑∑
∞+∞

  (4.50) 

 
reprezentând o suprapunere de armonici. 
 O formă mai generală a seriilor Volterra este: 
 

 1111 )(),(=)( τττ dFthtx ∫
∞

∞−
 

 

 ++ ∫∫
∞

∞−

∞

∞− 2121212 )()(),,( ττττττ ddFFth  

 

 ...)()()(),,,( 3213213213 ++ ∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
τττττττττ dddFFFth  

 

 nnnn dddFFFth τττττττττ ...)()...()(),...,,,(... 212121∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
+  

 
 ...+         (4.51) 

 unde ),...,,( 21 nn th τττ  funcţia de transfer Volterra de ordinul n . 

 Exită diferite metode de determinare a funcţiilor nh , de care ne vom ocupa 

în continuare. 
 
 4.6  Răspunsul la excitaţie armonică de forma cosω0t 
 
 Considerăm excitaţia de forma: 
 

   )(
2

=)(cos=)( 00
0

titi eeAtAtF ωωω −+  

 
unde A  este amplitudinea, iar 0ω  pulsaţia excitaţiei. 

 Cantitatea )()...( 1 ntFtF ττ −−  din relaţia (4.41) poate fi scrisă într-o 

formă de tip exponenţial ca: 
 

 =|))((exp=)()...( 0=...==1
1=

1 nkk

n

k
nn tuDtFtF ααταττ −−− ∑  
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  ,)]([
!
1

0=...==1
1=

n

n
kk

n

k
n tF
n

D
αα

τα −∑    (4.52) 

 
unde nD  reprezintă un operator diferenţial: 

 

   
n

n

nD ααα ∂∂∂
∂
...

=
21

 

 
 Ultima relaţie din (4.52) rezultă dezvoltând exponenţiala în serie Taylor. 
 Răspunsul (4.51) va fi: 
 

  nRR
n

ddtx ττ ∫∫∑
∞

...=)( 1
1=

 

 

  ,)]([),...,(
!
1

0=...==1
1=

1

n

n
kk

n

k
nnn tFDh

n αα

ταττ −× ∑  (4.53) 

 
 Funcţia de transfer nH  va fi: 

 

 nRRnn ddH ττωω ∫∫ ...=),...,( 11  

 

 ,)]([),...,(
!
1

0=...==1
1=

1

n

rn

n

r
nnn ADh

n αα

ωττ ∏×    (4.54) 

unde: 
 

   ).(exp=)(
1=

kk

n

k
n iA ωταω −∑  

 
 Rezultă de aici: 
 

 =)(
1=

kk

n

k
tF τα −∑  

 

 ))()((
2

=)(
2

= 0
0

0
0)(0)(0

1=

ωωα ωωτωτω −++ −−−−∑ n
ti

n
tiktikti

k

n

k

AeAeAeeA
 

 
Obţinem de asemenea, după dezvoltare binomială: 
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 =)]()([
2

=)]([
!
1

0
0

0
0

1=

n
n

ti
n

ti
n

n
kk

n

k

AeAeAtF
n

ωωτα ωω −+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− −∑  

 

 .))]([)]([
)!(!

1
2

= )(
0

0
0

0

0=

kn
n

tik
n

ti
n

k

n

AeAe
knk

A −− −
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∑ ωω ωω

 

 
Obţinem în final răspunsul neliniar: 
 
 =)(tx  
 

 [ ]
0=...==1

0)(2
00

1=1=
)()(

)!(!
1

2
=

n

tnkikn
n

k
nn

n

k

n

n
eAAD

knk
A

αα

ωωω −−
∞

−
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∑∑  

 

 ,)(
)!(!

1
2

= 0)(2
0,

1=1=

tnki
knn

n

k

n

n
eH

knk
A ωω −

−

∞

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∑∑    (4.55) 

 
unde )( 0, ωknnH −  reprezintă ),...,,( 21 nnH ωωω  în care 021 ==...== ωωωω k  şi 

021 ==...== ωωωω −++ nkk . 

 
 4.7  Metoda forţei neliniare 
 
 Metoda a fost introdusă în literatură de J.J. Bussgang şi L. Ehrman [21], şi a 
fost numită şi  metoda curentului neliniar. Noţiunea de curent nu se referă la 
curentul din circuite. 
 Metoda se aplică unor sisteme dinamice neliniare descrise de ecuaţia de 
mişcare la care neliniaritatea se poate exprima polinomial. Ecuaţia (4.40) devine în 
acest caz: 
 

  ),(=...)(...)()()}({ 3
3

2
2 tFtxatxatxatxL n

n +++++  (4.56) 

 
unde na  (unde Nn∈ ) sunt constante reale sau complexe. Vom deforma în (4.56) 

funcţia de perturbaţie )(tF , introducând un parametru z : 
 
  [0,1].)()( ∈→ ztzFtF  
 
astfel încât dacă 1=z  sistemul revine la forma (4.56). 
 Şi funcţiile de răspuns )(txn  se vor deforma, devenind: 

 
 =)(txn  
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),(=...)()...(),...,,(... 1121 tVzddtzFtzFh n
n

nnnn τττττττ −−∫∫
∞

∞−

∞

∞−
 (4.57) 

 
unde, în final, integrala nn xV → , dacă luăm 1→z . 

 Cu aceasta soluţia ecuaţiei se poate scrie ca o serie: 
 

   )(=)(
1=

tVztx n
n

n
∑
∞

    (4.58) 

 
 Ecuaţia (4.56) perturbată se va scrie: 
 

  ),(=)()}({
1=1=1=

tzFtVzatVLz
n

m
m

m
k

k
n

n

n
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+ ∑∑∑
∞∞∞

  (4.59) 

 
 Pentru calculul )(tVn , în vederea separării termenilor de aceeaşi putere în 

z  vom considera un număr finit N  de termeni ai soluţiei (4.58) în (4.59): 
 

  ),(=)()}({
1=1=1=

tzFtVzatVLz
n

m
m

N

m
k

k
n

n
N

n
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+ ∑∑∑
∞

  (4.60) 

 
unde 1,2,3,...=N . 

 Astfel )(1 tV  este soluţie a ecuaţiei: 
 
   ),(=)}({ 1 tFtVL     (4.61) 
 
Pentru 2=N  ecuaţia (4.60) devine: 
 

 ( ) ),(=)()()}({)}({ 2
2

2
122

2
1 tzFtVztzVatVLztVzL +++  (4.62) 

 
 Derivăm de două ori ecuaţia în raport cu z , şi apoi facem 0=z . Rezultă 
prin derivare: 
 

  0=))(12)()(12)((2)}({2 2
2

2
21

2
122 tVztVtzVtVatVL +++  

 
şi făcând 0=z  obţinem ecuaţia: 
 

   ),(=)}({ 2
122 tVatVL −     (4.63) 

 
 Pentru 3=N  ecuaţia (4.60) devine: 
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 ( )22
2

123
3

2
2

1 )()()}({)}({)}({ tVztzVatVLztVLztVzL ++++  

 

 ( ) ),(=)()()( 3
3

3
2

2
13 tzFtVztVztzVa +++  

 
 Derivăm de două ori ecuaţia în raport cu z , şi apoi facem 0=z . Rezultă 
prin derivare: 
 

 +++++ 3
2
2

4
3

2
2

2
132

2
133

22
133 63018072180)}({6 VVzaVzVazVVaVzVatVL  

 
 

3
3

6
3

2
22122

3
1332

3
13

2
32

5
3 504241267201008 VzazVaVVaVaVVzVaVVza ++++++  

 

 0=630120 2
3

4
13

3
2

3
3 VzVaVza ++  

 
şi făcând 0=z  obţinem ecuaţia care furnizează )(3 tV : 

 

 ),()(2)(=)}({ 122
3
133 tVtVatVatVL −−     (4.64) 

 
iar pentru )(4 tV  rezultă o serie de calcule: 
 

 ).()(3)()()()(2=)}({ 2
2
13

4
14

2
223124 tVtVatVatVatVtVatVL −−−− (4.65) 

 
 Pentru alte ordine, calculele sunt laborioase, însă se pot efectua cu uşurinţă 
în Maple sau Mathematica. 
 S-a stabilit că ecuaţia care conţine termenul )(tVn  (unde 2,3,4,...,=n ) se 

poate pune în forma generală 
 
  ),(=)}({ tFtVL nn      (4.66) 

 
unde  forţa neliniară )(tFn  este de forma: 

 

  ,)(=)(
0=

1=2=
z

k

m
m

n

m
n

n

k

n

k
n tVz

dz
datF

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛− ∑∑   (4.67) 

 
iar primul termen se obţine din ecuaţia: )(=)}({ 1 tFtVL . 
 Dăm în final un program Maple de stabilire a forţie neliniare de ordinul n  şi 
am calculat aceste forţe până la 6=n  bazat pe procedura Force(n ): 
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Program de calcul al fortei neliniare de ordin 1>n  
>  restart: 
>  a:=array(1..20): 
>  V:=array(1..20): 

 
>  Force :=proc(n::integer)::undefined: 

 local k,z,S,T,R,H: 
 description "Functie care calculeaza forta neliniara de ordin n"; 

 S:= >−n sum( nkkVzk 1..=],[* ): 

 T:= >−n - sum( nknSka k 2..=,))((*][ ): 

 R:= :)(> nTz−  
 H:=diff(R(z),z  n): 
 H:=expand(H): 
 subs(z=0,H)/n!: 

end proc: 
 
>  F[1]:=F(t) 
>  F[2]:=Force(2); 
>  F[3]:=Force(3); 
>  F[4]:=Force(4); 
>  F[5]:=Force(5); 
>  F[6]:=Force(6); 
 

 
 

)(:=1 tFF  
2
122 := VaF −  

212
3
133 2:= VVaVaF −−  

2
2
13312

4
14

2
224 32:= VVaVVaVaVaF −−−−  

5
15

2
2132

3
143

2
134123225 34322:= VaVVaVVaVVaVVaVVaF −−−−−−  

4
2
135122

4
152313

2
2

2
146 32566:= VVaVVaVVaVVVaVVaF −−−−−  

6
16

3
23

2
324223

3
14 24 VaVaVaVVaVVa −−−−−  
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 4.8  Aplicaţie. Determinarea funcţiei de transfer şi a 
  parametrilor unui sistem cu neliniaritate 
  pătratică şi cubică 
 
 Vom considera un sistem vibrant neliniar neamortizat supus unei forţe 
perturbatoare de forma: 
 

   tFxaxakxxm ωcos= 0
3

3
2

2 +++  

 
unde 0F  este amplitudinea forţei perturbatoare, m  este masa oscilatorului, k  

componenta liniară a constantei elastice, 0>, 32 aa  reprezintă parametrii neliniari ai 

forţei elastice. 
 Utilizând metoda forţei neliniare dezvoltată în sectiunea precedentă se obţin 
după calcule: 
 

 ,)(cos2= 201 ω
ω
mk
tFV

−
 

 

 ,
496
82)(2cos2= 2

036242234
2

2
22

2 F
mkkmmkk
amkatkaV

ωωω
ωω

−+−
+−−

 

 

 )(3cos
))(9)(4(
)4)((2

= 3
04222

2
2

2
33

2

3 tF
mkmkmkk
amakamkk

V ω
ωωω

ωω
−−−

−−−−
 

 

 ),(cos
))(9)(4(

)
3

8)4()(96(
3
04222

2
2

2
2
2

2
33

22

tF
mkmkmkk

amkamaakmk
ω

ωωω

ωωω

−−−

+−−+−
−  

 

 )(2cos
)4)(9()(

)
2
27

2
1916(

=4 4
022252

3
2

4222

tF
mkmkmkk

amkmk
V ω

ωωω

ωω

−−−

+−−
 

 

 )(4cos
)16()4)(9()(

)
2

134(
4
0222242

3
2

2

tF
mkmkmkmk

amk
ω

ωωωω

ω

−−−−

−
−  

 

 4
022523

3
2

6342223

)4()(

)
3
16

3
40

2
13(

12 F
mkmkk

amkmkmk

ωω

ωωω

−−

−+−
−
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 Rezultă că răspunsul sistemului la perturbaţie va conţine şi componete de 
forma: 
 
  ...)()()()(= 4321 ++++ tVtVtVtVxF  

 
 De aici rezultă că parametrul 2a  va putea fi determinat din armonica 

tω2cos  iar 3a  va putea fi determinat apoi din din armonica tω3cos . Aceste 

componente se pot determina din componentele spectrale reale corespunzătoare 
pulsaţiilor ω2  şi ω3 . 

 Vom mai nota în final că determinarea componentelor 21,...,VV  s-a făcut în 
Maple. 
 
 4.9  Determinarea funcţei de transfer neliniare de ordin 
  superior 
 
 Vom prezenta în continuare metoda funcţiilor de transfer de ordin superior 
în frecvenţă (4.45) la un sistem dinamic neliniar descris de ecuaţia de mişcare la 
care neliniaritatea se poate exprima polinomial de forma (4.40): 
 

  ),(=)()}({
2=

tFtxatxL n
n

n
∑
∞

+     (4.68) 

 
unde na  (unde Nn∈ ) sunt constante reale sau complexe, iar L  este un operator 

liniar. 
 În particular vom considera sistemul descris de operatorul liniar: 
 
  ),()()(=)}({ tkxtxctxmtxL ++    (4.69) 
 
căruia  îi corespunde un polinom caracteristic: 
 

  .)()(=)( 2 kicimiP ++ ωωω  
 
 Pentru determinarea )( 11 ωH  utilizăm )(exp=)( 1titF ω  şi înlocuim 

)(exp)(=)( 111 tiHtx ωω  în (4.69), de unde rezultă: 
 

 ),(exp=)](exp)([)}(exp)({ 1111
2=

111 titiHatiHL n
n

n
ωωωωω ∑

∞

+  (4.70) 

 
de unde rezultă separând termenii în )(exp 1tiω : 
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   .
)(

1=)(
1

11 ω
ω

iP
H     (4.71) 

 
 Pentru determinarea ),( 212 ωωH  utilizăm )(exp)(exp=)( 21 tititF ωω +  şi 
înlocuim în (4.68): 
 
 )(exp),()(exp)()(exp)(=)( 21212221111 titiHtiHtiHtx ωωωωωωωω +++  
 
de unde rezultă separând termenii în )(exp 21 titi ωω + : 
 
 0,=)()(2)(),( 2111221212 ωωωωωω HHaiiPH ++   (4.72) 
 
de unde rezultă : 
 

 ,
)]([

)()(2=),(
21

21112
212 ωω

ωωωω
+

−
iP

HHaH     (4.73) 

 
 Pentru determinarea ),,( 3213 ωωωH  utilizăm 

 
 )(exp)(exp)(exp=)( 321 titititF ωωω ++  

 
şi înlocuim în (4.68): 
 
 

),()(exp)()(exp)()(exp)(=)( 212331221111 ωωωωωωωω HtiHtiHtiHtx +++  

 
 

++++++× )(exp),()(exp),()(exp 323223131221 titiHtitiHtiti ωωωωωωωωωω  

 
de unde rezultă, separând termenii în )(exp 321 tititi ωωω ++ : 

 

,
)]([

),,(2)()()(6
=),,(

321

3211,223121113
3213 ωωω

ωωωωωω
ωωω

++
−−

iP
HaHHHa

H (4.74) 

 
unde: 
 
 

),()(),()(),()(=),,( 2123131221322113211,2 ωωωωωωωωωωωω HHHHHHH ++  

 
 Pentru funcţia de transfer de ordinul patru ),,,( 43214 ωωωωH  utilizăm 
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 )(exp)(exp)(exp)(exp=)( 4321 tititititF ωωωω +++  

 
şi înlocuim în (4.68): 
 

)(exp)()(exp)()(exp)()(exp)(=)( 441331221111 tiHtiHtiHtiHtx ωωωωωωωω +++
 

)(exp),()(exp),()(exp),( 414123131221212 titiHtitiHtitiH ωωωωωωωωωωωω ++++++
 

)(exp),()(exp),()(exp),( 434324242232322 titiHtitiHtitiH ωωωωωωωωωωωω ++++++
 

)(exp),,()(exp),,( 42142133213213 tititiHtititiH ωωωωωωωωωωωω ++++++  

 
)(exp),,()(exp),,( 43243234314313 tititiHtititiH ωωωωωωωωωωωω ++++++  

 
)(exp),,,( 432143214 titititiH ωωωωωωωω ++++  

 
 Separând termenii în )(exp 321 tititi ωωω ++  rezultă funcţia de transfer de 

ordinul patru: 
 
 ),,()(),,()([2{=),,,( 431321432311243214 ωωωωωωωωωωωω HHHHaH +−  

 
 ),(),(),,()(),,()( 432212321341421331 ωωωωωωωωωωωω HHHHHH +++  

 
),()()([6)],(),(),(),( 31241213322412422312 ωωωωωωωωωωωω HHHaHHHH −++

 
),()()(),()()(),()()( 212413132241114223111 ωωωωωωωωωωωω HHHHHHHHH +++

 
 )],()()(),()()( 43221114123121 ωωωωωωωω HHHHHH ++  

 
 )]([)}/()()()(24 4321413121114 ωωωωωωωω +++− iPHHHHa (4.75) 

 
 Vom mai spune că efectuarea calculelor s-a facut în Maple. Pentru termenul 
de ordinul patru s-a folosit secvenţa: 

 
>  restart; 

toHzoHyoHxoHf *41*31*21*11:=> +++  

)*(*412)*(*312)*(*212 txooHzxooHyxooH +++  

)*(*432)*(*422)*(*322 tzooHtyooHzyooH +++  

)**(*4213)**(*3213)***(*43214 tyxoooHzyxoooHtzyxooooH +++  
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);**(*4323)**(*4313 tzyoooHtzxoooH ++  

;***:=> 4
4

3
3

2
2 fafafaEC −−−  

);(:=> ECexpandEC  

);,,,,(:=> tzyxECdiffH  

);0},=0,=0,=0,=({> Htzyxsubs  

 
Aici s-a notat: 
 
  ,...).,,(=... ljinHHkoiojol ωωω  

 
 Din punct de vedere experimental, pentru excitarea sistemului cu o 
perturbaţie armonică de pulsaţie ω , din analiza componentei fundamentale din 
răspuns se pot determina parametrii parţii liniare a sistemului kcm ,, , din armonica 

ω2  se poate determina 2a , din armonica ω3  se poate determina 3a , ş.a.m.d. 

 
 4.10  Identificarea unui sistem neliniar cu amortizare 
  fracţionară cu metoda seriilor Volterra 
 
 În această secţiune vom stabili funcţiile de transfer de ordin superior a unui 
sistem vibrant neliniar cu caracteristică pătratică cu un grad de libertate cu 
amortizare vâscoasă şi a unuia cu amortizare fracţionară. 
 Vom considera sistemul vibrant neliniar cu amortizare vâscoasă descris de 
ecuaţia de mişcare: 
 

  tcosFxaxakxxcxm ω0
4

4
2

2 =++++    (4.76) 

 
unde m  este masa sistemului, c  este constanta de amortizare, 42 ,, aak  - 

constante elastice liniare şi neliniare 0F  este amplitudinea forţei perturbatoare, ν  

frecvenţa forţei perturbatoare, πνω 2= . 
 S-a căutat soluţia numerică a sistemului pentru urmatoarele constante 
elastice: 
 

 ,/5=,/600=,/0.5=,1= 2
2 mNamNkmNsckgm  

 

 .2=,50=,/0.2= 0
4

4 HzNFmNa ν  

 
 S-au utilizat condiţiile iniţiale (0)(0),vx  şi un număr de puncte N : 
 
  10000.=0,=(0)10=(0) Nvmmx  
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 S-a utilizat metoda Runge-Kutta în MathCAD. În Fig. 4.18 este prezentată 
diagrama elongaţiei )(tx , în Fig. 4.19 este prezentată diagrama vitezei )(tx , iar în 
Fig. 4.20 este prezentată diagrama acceleraţiei. 
 

 
  Figura 4.18 Diagrama )(tx  
 

 
  Figura 4.19 Diagrama )(tv  
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  Figura 4.20 Diagrama )(ta  
 
 
 Funcţia de transfer de ordinul întâi (liniară) este: 
 

  .1=)(
1

2
1

11 icmk
H

ωω
ω

+−
 

 
 Funcţia de transfer de ordinul doi este: 
 

  
))((

1=),(
2

2
21

2
1

212 icmkicmk
H

ωωωω
ωω

+−+−
 

 

  
icmk

a
)()(

2

21
2

21

2

ωωωω +++−
−

   (4.77) 

 
iar reprezentarea grafică a modulului acesteia este dată în Fig. 4.21. 
 Faza ϕ  a funcţiei de transfer este dată de 
 
 =tanϕ  
 

 
))(())()((
))(())()((

2121
2

2121
2

2121
22

2121

ωωωωωωωω
ωωωωωωωω
ccpcqcmkcpq
cccpqmkpcqc

++−+−−
+−++−+

(4.78) 
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unde: 
 

 2
2

2
1 == ωω mkqmkp −−  

 
 Faza funcţiei de transfer de ordinul al doilea este reprezentată în Fig. 4.22.  
În fig. 4.23 este reprezentată forţa elastică a sistemului, care are o caracteristică 
asimetrică puternică. 
 

 
Figura 4.21 Modulul funcţiei de transfer |),(| 212 ωωH  pentru sistemul 
vibrant (4.76) 
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Figura 4.22 Faza funcţiei de transfer )()/(=tan 12 HH ℜℑϕ  ca funcţie de 

),( 21 ωω  pentru sistemul vibrant (4.76) 
 
 Funcţia de transfer ),,( 3213 ωωωH  este: 

 
 23213 2=),,( aH −ωωω  

 

 ,
)()(

),()(),()(),()(

321
2

321

212313122132211

icmk
HHHHHH

ωωωωωω
ωωωωωωωωω

+++++−
++

× (4.79) 

 
Funcţia de transfer de ordinul patru se poate scrie: 
 
 ),,()(),,()([2{=),,,( 431321432311243214 ωωωωωωωωωωωω HHHHaH +−  
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 ),(),(),,()(),,()( 432212321341421331 ωωωωωωωωωωωω HHHHHH +++  

 
 

)}()()()(24)],(),(),(),( 413121114322412422312 ωωωωωωωωωωωω HHHHaHHHH −++
 
 

 .
)()(

1

4321
2

4321 cimk ωωωωωωωω +++++++−
×  (4.80) 

 
 
 

 
Figura 4.23 Forţa elastică 4

4
22= xaxakxF +++  pentru sistemul (4.76) 

 
 
 Forma explicită a funcţei de transfer de ordinul 4 a fost calculată în Maple, 
însă, datorită formei complicate nu a fost prezentată aici. 
 Vom considera sistemul vibrant neliniar cu amortizare fracţionară descris de 
ecuaţia de mişcare: 
 

  tcosFxaxakxxcDxm t ωμ
0

4
4

2
2 =++++   (4.81) 
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unde m  este masa sistemului, c  -este constanta de amortizare fracţionară, 

42 ,, aak  - constante elastice liniare şi neliniare 0F  este amplitudinea forţei 

perturbatoare, ν  frecvenţa forţei perturbatoare, πνω 2= . S-a notat μμ
tt DD ∞−=  

operatorul de derivare fracţionară de ordinul μ  unde este diferit de întreg 

( N∈/μ ). 
 În acest caz funcţia de transfer de ordinul întâi (liniară) este: 
 

  .

2
sin

2
cos

1=)(
11

2
1

11

μπωμπωω
ω

μμ iccmk
H

++−
 

 
 Funcţia de transfer de ordinul doi este: 
 

=),( 212 ωωH  
 
 

)
2

sin
2

cos)(
2

sin
2

cos(

1

22
2
211

2
1

πμωπμωωπμωπμωω μμμμ iccmkiccmk ++−++−
 

 

2
sin)(

2
cos)()(

2

2121
2

21

2

πμωωπμωωωω μμ +++++−

−
×

iccmk

a
 (4.83) 

 
iar reprezentarea grafică a modulului acesteia este dată în Fig. 4.24. 
 Faza ϕ  a funcţiei de transfer este dată de 
 

)
2

cos)()((

2
sin)(

=tan
21

2
21

21

πμωωωω

πμωω
ϕ

μ

μ

+++−

+

cmk

c
 

 

.
)

2
cos)(

2
cos(

2
sin])

2
cos()

2
cos[(

2
2
21

2
1

12
2
221

2
1

πμωωπμωω

πμωπμωωωπμωω

μμ

μμμμ

cmkcmk

ccmkcmk

+−+−

+−++−
+ (4.83) 

 
 În fig. 4.25 este reprezentată faza ),( 21 ωωϕ  corespunzătoare cazului 
(4.82). 
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Figura 4.24 Modulul funcţiei de transfer |),(| 212 ωωH  pentru sistemul 
vibrant (4.83) 
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Figura 4.25 Faza funcţiei de transfer )()/(=tan 12 HH ℜℑϕ  ca funcţie de 

),( 21 ωω  pentru sistemul vibrant (4.83) 
 
 Vom cauta soluţii numerice pentru difererite valori ale parametrilor 
sistemului. 
 Pentru aceasta vom utiliza definiţia Grünwald-Letnikov a derivatei de ordin 
fracţionar: 
 

   ),(1
lim=)(

0
tx

t
txD ta

t
ta

μ
μ

μ Δ
Δ→Δ

   (4.84) 

 
unde: 
 

  )(1)(=)(
][

0=
tjtx

j
tx j

t
at

j
ta Δ−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−Δ ∑

Δ
−

μμ    (4.85) 
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unde apare coeficientul binomial generalizat: 
 

    
1)(1)(

1)(=
+−Γ+Γ

+Γ
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
jjj μ

μμ
 

 
unde Γ  este funcţia Euler. S-a notat cu ][x  - partea întregă a lui x . 
 Ecuaţia (4.81) se poate scrie cu diferenţe finite. În acest sens vom considera 
pasul de integrare tΔ . Vom lua: 
 

  ,=,=][0,= titi
t
ata i Δ

Δ
−

 

 
unde Ni 0,1,2,...,= , unde N  reprezintă numărul total de puncte în care studiem 
mişcarea. Rezultă relaţia de recurenţă: 
 

 ⎢⎣
⎡ −−−Δ+− −−−−−−

4
1

42
1

2
110

2
21 cos2= iiiiiii x

m
ax

m
ax

m
ktFtxxx ω  

 

 ⎥
⎦

⎤
−−

+−Γ+Γ
+Γ−

Δ
− ∑ 1)(

1)(1)(
1)(1)(1

0=
jix

jjtm
c j

i

j μ
μ

μ   (4.86) 

 
unde Ni 2,3,...,=  
 Pentru rezolvarea problemei se aplică condiţiile iniţiale 
 
 0000 == VvXx  

 
 Pentru aplicarea relaţiei de recurenţă (4.86) se calculează primul pas cu 
relaţiile: 
 

 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−−Δ+ 4

0
42

0
2

00001 cos= x
m
ax

m
ax

m
ktFtvv ω  

 
 tvxx Δ+ 101 =  

 
 Rezolvarea problemei s-a făcut în MathCAD. Prezentăm o soluţie obţinută 
pentru următoarele valori ale constantelor: 
 

 ,/20=,/600=,/0.15=,1= 2
2 mNamNkmNsckgm  

 

 .2=,100=,/0.4= 0
4

4 HzNFmNa ν  
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 S-au utilizat condiţiile iniţiale (0)(0),vx  şi un număr de puncte N  şi o 

durată de integrare T : 
 
 .10=3000,=0,=(0)0=(0) sTNvx  
 
 În figura 4.26 este reprezentată pentru acest caz diagrama elongaţiei 
instantanee )(tx , în figura 4.27 diagrama vitezei )(tv , iar în figura 4.28 diagrama 

acceleraţiei )(ta . 
 
 

 
  Figura 4.26 Diagrama )(tx  
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  Figura 4.27 Diagrama )(tv  
 
 

 
  Figura 4.28 Diagrama )(ta  
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5. IDENTIFICAREA UNUI MATERIAL CU 
CARACTERISTICĂ NELINIARĂ ŞI AMORTIZARE 

FRACŢIONARĂ 
 

 5.1  Proprietăţile mecanice ale spumelor poliuretanice 
 

 Spumele poliuretanice au numerose aplicaţii datorită proprietăţilor lor 
izolatoare mecanice şi termice [27]. Acest lucru se datorează unui comportament 
anelastic puternic neliniar. 
 Datorită modernizării proceselor de producţie, aceste materiale  deosebite îşi 
găsesc în ziua de astăzi o mulţime de  întrebuinţări, cum ar fi la scaunele de 
automobil [128]. 
 Recent s-a constatat şi prezenţa unor proprietăţi de amortizare fracţionară 
[26, 77, 85, 138, 120]. 
 Datorită numeroaselor aplicaţii, este importantă investigarea proprietăţilor 
mecanice ale acestor materiale [119, 128]. 
 Abordarea studiului unui sistem vibrant cu neliniarităţi şi amortizare 
fracţională este mai dificilă şi ne vom ocupa de el în continuare. 
 Ne vom ocupa în continuare de construirea unui model de sistem vibrant cu 
neliniarităţi şi amortizare fracţională şi de identificarea acestuia din date 
experimentale. 
 În cazul sistemelor fracţionale fără neliniarităţi, identificarea parametrilor 
sistemului se face uşor în domeniul frecvenţă [102, 82]. 
 Trebuie să mai spunem că proprietăţile materialelor depind sensibil de 
temperatura şi umiditatea la care sunt supuse. 
 În aceste materiale apar fenomene ca relaxarea tensiunilor, fluaj, precum şi 
atenuarea şi disiparea undelor elastice. Pentru ultima proprietate se pot utiliza cu 
rezultate foarte bune ca material fonoabsorbant. 
 Este de asemenea de remarcat că spumele poliuretanice au un 
comportament cu o caracteristică histeretică la deformaţie. 
 La spumele poliuretanice a fost pus în evidenţă fenomenul de 
electrostricţiune, precum şi de piezoelectricitate. 
 În figura 5.1 este prezentată dependenţa forţei de ţncărcare la compresiune 
( F ) în funcţie de comprimarea specifică ( lx/− ). Curbele caracteristice la prima, a 
doua şi a treia încărcare au fost notate cu 32,1, iii  iar la descărcare cu 32,dd . 
 Aceste curbe caracteristice corespund unor solicitări cuasistatice, la care se 
poate remarca şi un comportament manifest neliniar. 
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Figura 5.1 
 
 La aceste materiale, în aproximaţia liniară, deformaţia specifică la o tensiune 
constantă se poate scrie ca o suprapunere de răspunsuri de solid anelastic ideal: 
 

    
ti

n

N

i
eat αε −∑

1=
=)(  

unde iia α,  sunt constante reale pozitive. 

 Rezultă de aici că răspunsul în tensiune )(tσ  la o perurbaţie )(tε  se poate 
scrie: 
 

   ],)()([=)( )(

1=
0

ττεεσ τα deatEt ti
n

N

i

t −−∑∫−   (5.1) 

E  fiind modulul de elasticitate longitudinal. 
 
 
 
 5.2  Configuraţia experimentală 
 
 Ne-am propus să studiem comportatea dinamică a spumei poliuratanice la 
întindere-compresiune. 
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 Investigarea materialului s-a făcut după o schemă prezentată în figura 5.2. 
Materialul studiat, format de un paralelipiped de spumă poliuretanică (SP) este 
aşezat pe o placă metalică pe piesa mobilă a unui vibrator electrodinamic. Am folosit 
un vibrator de 50 W, produs de RFT. 
 Pentru a evita deplasările laterale şi solicitările compuse piesa de spumă 
poliuretanică a fost fixată pe piesa mobilă a vibratorului prin intermediul unei tije 
fixate cu filet pe platanul vibratorului care străbate proba printr-o gaură cu diametru 
egal cu al tijei. 
 Deoarece excitarea sistemului se face cinematic, pentru măsurarea acesteia 
se foloseşte un accelerometru 2a  de tip KD-35 (produs de MMF) fixat cu un suport 
magnetic, semnalul fiind amplificat cu un amplificator de sarcină 2836 produs de 
Bruel & Kjær. Amplificatorul de sarcină fiind dotat cu circuite integratoare, se poate 
măsura atât acceleraţia, cât şi viteza, sau poziţia instantanee. 

  
Figura 5.2 

 
 Excitarea vibratorului se face cu un amplificator de putere LV102 (produs de 
MMF) de 50 W (AP) căruia i se aplică un semnal de excitare de la un generator de 
semnal de precizie DVM20FGCN produs de Welleman (G). 
 Pe paralelipipedul de material se aşează o masă m , care formează cu blocul 
de spumă un sistem vibrant amortizat. Pe figură s-a notat deplasarea, viteza şi 
acceleraţia masei m . 

 Acceleraţia masei se măsoară cu un accelerometru 1a  de tip KD35 (MMF) 
fixat de masă cu un suport magnetic. Semnalul de la accelerometru a fost amplificat 
cu amplificatorul de sarcină de tip 2836 Bruel & Kjæ r. 
 Pentru a se asigura ca mişcarea masei şi deformarea piesei de studiat să fie 
unidimensională a fost prevăzută o tijă similară celei fixate de platanul vibratorului. 
 Semnalele de acceleraţie au fost introduse în calculator cu ajutorul 
sistemului de achiziţie CAD de USB 1608 FS (Measurement Computing) cu opt 
canale de intrare şi unul de ieşire. Precizia de cuantificare a acestui sistem este de 
16 biţi pe canal, şi o frecvenţă de eşantionare reglabilă până la 250 kHz. 
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 Pentru etalonarea accelerometrelor s-a folosit dispozitivul de etalonare RFT 
11035. 
 Achiziţia semnalului s-a făcut cu ajutrorul programului de achiziţie DasyLab. 
Schema de măsură este prezentată în figura 5.3. 
 
  

    Figura 5.3  
 
 S-au inregistrat într-un fişier de date atât acceleraţiile măsurate de 21,aa  
precum şi viteza şi deplasarea masei m  ca funcţie de timp. Programul permite 
vizualizarea celor două acceleraţii precum şi diagrama Lissajous formată de cele 
două acceleraţii deoarece poate da indicaţii intuitive precum modificarea amortizării 
prin schimbarea ariei delimitate de curbă. 
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Figura 5.4 
 

 
Figura 5.5 
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Figura 5.6 
 

 
Figura 5.7  
 
 În figura 5.4 este prezentată imaginea standului experimental, iar în figura 
5.5 este prezentată poziţionarea accelerometrelor 21,aa . 
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 În figura 5.7 este prezentată imaginea calibratorului, iar în figura 5.6 este 
prezentat afişajul sistemului de achiziţie de date. 
 A fost folosită o masă 2.3=m  kg. Frecvenţa de eşantionare a fost aleasă 

fie 5000=eν  Hz, sau 10000=eν  Hz pentru a putea reda un număr cât mai mare 

de armonici ale semnalului şi a fost utilizat un numar foarte mare de puncte 

( 510>N ) pentru a obţine spectre cu rezoluţie cât mai bună. 
 Materialul a fost investigat în domeniul frecvenţelor joase, domeniu în care 
neliniarităţile se manifestă vizibil. 
 Vom nota cu avx ,,  respectiv ooo avx ,,  deplasarea, viteza şi acceleraţia 

masei m  din poziţia de echilibru, respectiv a excitatorului (vezi figura 5.8). 
 

   
Figura 5.8 
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Figura 5.9 
 

    
Figura 5.10  
 
 În figura 5.9 este prezentată acceleraţia excitaţiei ea  iar figura 5.10 este 

prezentată acceleraţia a  a răspunsului pentru excitaţia cu frecvenţa de 165.7=ν  
Hz. 
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 Se observă că semnalul de răspuns are distorsiuni de liniaritate, alternanţa 
poztivă şi negativă având curburi diferite. 
 În figura 5.11 este prezentat spectrul de amplitudine a acceleraţiei a . 
 

   
Figura 5.11  
 
 Dacă se ia în considerare caracteristica neliniară a materialului, şi se 
consideră în plus că în material se produc şi procese de amortizare fracţionară, 
ecuaţia de mişcare a masei m  este: 
 

 ),(=)()(

1=
0

53 tFdxeaxkxkkxxDxm ti
n

N

i

t
ττκλ ταμ

μ
−−∑∫−′′+′+++  (5.2) 

 
unde m  este masa sistemului vibrant, kkk ′′′,,  şi κ  sunt parametri de determinat, 

reprezentând constante elastice. De asemenea ia  şi iα  (unde Ni 1,2,...,= ) sunt 

parametri de determinat. 

 )(tF  reprezintă forţele de excitare exterioare aplicate masei m , iar μD  

este oparatorul de derivare fracţionară de ordinul μ , unde 0>μ  este un număr 
neîntreg. 
 La frecvenţa de excitaţie de 68.49=ν  Hz răspunsul în acceleraţie este dat 
în Figura 5.12, iar spectrul de amplitudine al acceleraţiei a  este prezentat în Figura 
5.13. 
 În figura 5.13 amplitudinea armonicilor a fost notată pe figură. De 
asemenea trebuie să notăm şi faptul că în acest caz amplitudinea componentei 
fundamentale din spectru este mai mică decât amplitudinea primei armonici. 
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 La frecvenţa de excitaţie de 254.84=ν  Hz răspunsul în acceleraţie este dat 
în Figura 5.14, iar spectrul de amplitudine al acceleraţiei a  este prezentat în Figura 
5.15. 
 

    
Figura 5.12  
 
 

   
Figura 5.13  
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Figura 5.14  
 
 

   
Figura 5.15  
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 Din figura 5.14 şi 5.15 se observă că distorsiunile de la neliniaritate ale 
acceleraţie sunt mici, lucru reflectat şi în spectru, care conţine doar o armonică cu 
amplitudine mică. 
 Trebuie să mai subliniem că înregistrările au fost facute cu mare acurateţe, 
deoarece la experimente de acest tip pot apare şi false neliniarităţi, cum ar fi cele 
legate de defecţiuni în cablurile de legatură ale senzorilor, datorită înclinării de la 
verticală a sistemlui vibrant, când apar deplasări laterale ale bobinei mobile a 
vibratorului, care pot lovi bobina de sistemul magnetic, neliniarităţi produse de 
amplitudini mari ale bobiei mobile a vibratorului, în afara domeniului de liniaritate. 
 Pentru a face să se manifeste neliniarităţile materialului studiat, 
amplitudinea excitării trebuie aleasă suficient de mare ca să se depăşească 
domeniul micilor deformaţii, iar pe de altă parte amplitudinea trebuie aleasă mai 
mică decât cea care produce fenomenele de neliniaritate externă discutate  anterior. 
Trebuie să spunem că am schimbat mereu între ei cei doi accelerometri pentru a 
vedea dacă fenomenul măsurat este acelaşi. S-a avut grijă de asemenea ca să se 
asigure verticalitatea mişcării sistemului, şi s-a asigurat rigiditatea fixării 
accelerometrilor de piese, precum şi a mesei pe care s-a făcut experimentul. 
 Trebuie de asemenea să notăm că măsurătorile s-au făcut pe o plajă mare 
de frecvenţe, până s-a stabilit domeniul de frecvenţe şi amplitudini în care 
neliniarităţile sunt manifeste. 
 În continuare vom prezenta o metodă de identificare a parametrilor 
modelului descris de ecuaţia de mişcare: 
 

 ,cossin=5
5

3
3

2
21 tFtFxkxkxkxkxDxm cs ωωλ μ ++++++   (5.3) 

 
unde m  este masa seismică a sistemului, λ  constanta de amortizare fracţionară, 

,..., 21 kk  sunt componentele forţei elastice neliniare, μ  este ordinul derivatei 

fracţionare, iar πνω 2=  este pulsaţia excitaţiei. 
 Trebuie de asemenea să notăm faptul că am ales forţa de excitaţie cu 
componentă în tωsin  şi tωcos  deoarece prin analiză Fourier declanşarea 
momentului măsurării nu se poate face riguros, apărând în spectrul semnalului de 
excitaţie atât o componentă reală (datorită cosinusului), precum şi una imaginară 
(în sinus). 
 În cele ce urmeaz a  vom considera că derivarea fracţionară se face în sensul 

Riemann-Liouville la care −∞=a  adică μμ
−∞,= tDD , la care sunt valabile: 

 

 2)./(cos=)(cos2)/(sin=)(sin πμωωωπμωωω μμμμ ++ ttDttD  
 
 Pentru identificare vom aplica metoda balanţei armonice. Vom nota 
dezvoltările în serie Fourier ale componentelor din (5.3): 
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Vom dezvolta: 
 

 tnntnntn ωπμωωπμωπμωω μμμμμμ sin
2

coscos
2

sin=2)/(sin ++  

 

 .sin
2

sincos
2

cos=2)/(cos tnntnnt ωπμωωπμωπμωω μμμμμ −+  

 
 Înlocuind aceste dezvoltări în (5.3) şi separând termenii de acelaşi ordin în 

tnωcos  şi tnωsin , rezultă: 
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relaţie valabilă pentru 1,2,3,...=n . S-a notat cu nmδ  simbolul lui Kronecker (unde 

1=11δ  şi 0=1nδ  dacă 1=/n ). 

 În ecuaţiile (5.4) şi (5.5) necunoscutele sunt λ , μ , 1k , 52 ,...,kk . S-a 

vazut că 2.3=m  kg, iar componentele spectrale ir
nA

, , ir
nB

, , ..., ira ,
0  se determină 

din analiză Fourier. 
 Deorece la frecvenţe 200>ν  Hz, neliniarităţile sunt neglijabile, putem 
scrie, pentru 1=n : 
 

 rrrir mAmaAkAA 101
2

11
2)(

1
2)( =1

2
cos

2
sin −−−− −− ωπμλωπμλω μμ  (5.6) 
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Rezultă din cele două relaţii: 
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De unde rezultă: 
 

 
)()(

))(())((=
111111

111011102
1 ririri

iriirirr

AyAAAyAA
AyAAaAyAAamk

−−+
+−−−−ω    (5.8) 

 
În ultima relaţie am notat: 
 

 
2

tan= πμy  

 
 Dacă se aplică relaţia (5.8) pentru două frecvenţe din domeniul la care 

sistemul răspunde armonic se poate determina 
2

tan= πμx , iar apoi 1k . 

 Vom nota pentru cele două armonici: ω , r
rA α=1 , i

iA α=1 , r
ra ε=0 , 

i
ia ε=0 , respectiv: r

rA β=, 1Ω , i
iA β=1 , r

ra ρ=0 , i
ia ρ=0 . Rezultă ecuaţia în y : 
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 Validitatea ultimei relaţii se poate verifica din faptul că x  nu depinde de 
constantele sistemului fizic studiat. 
 Rezultă soluţia )(tx : 
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unde s-a notat: 
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Rezultă în final: 
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 Vom aplica metoda pe măsurătorile experimentale făcute. Pentru 
determinarea lui μ  s-au măsurat acceleraţiile 0a  şi a  la două frecvenţe 1,2ν . S-a 

obţinut prin analiză Fourier: 
 

 
 ν   

0a   ϕ a θ   

 343.350497  2.50066506  1.04811187  2.92698751  4.02522429 
 317.125822  3.52144957  2.43641878  3.08982945  5.39309991  

  
    Tabelul 5.1 
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Rezultă componentele reale şi imaginare: 
 
  

ω  
rε  iε  rα  iα  

2157.334798  2.166781765 1.248351923  -2.262700941  -1.856728396  
Ω  rρ  iρ  rβ  iβ  

1992.560306  2.282484741 -2.681579848  -2.401185240  1.944570768  
  
Tabelul 5.2  
 
Rezultă după calcule: 

26=1.67,= λμ  mNs /μ   1375=1k  N/m 
 
 Trebuie să observăm că valorile obţinute în literatură pentru μ  la spume 

poliuretanice sunt cuprinse între 2<<0.5 μ . Valorile pentru ik  şi λ  sunt 

dependente de dimensiunile geometrice ale probei de material utilizat. 
 Pentru evaluarea celorlalte constante ( ,..., 32 kk ) este necesar să utilizăm 

informaţiile măsurate din armonicile răspunsului a  în acceleraţie la diferite 
frecvenţe pentru care se aplică relaţiile (5.4) şi (5.5). 
 Deoarece frecvenţa fundamentală şi prima armonică au contribuţie 
semnificativă, vom exprima sistemul de ecuaţii pentru determinarea 2k , 43,kk  în 

funcţie de aceste componente spectrale: 
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 Vom aplica relaţiile (5.14) pentru cazul frecvenţei de excitaţie 
68.49105=ν  Hz, pentru care răspunsul în acceleraţie )(ta  şi spectrul acceleraţiei 

au fost prezentate în Fig. 5.12 şi 5.13. 
 
Pentru excitaţie vom avea componentele acceleraţiei: 

  
 ν   ra0   ia0   

 68.49105107 -1.998416960 -1.349909115 
 
Tabelul 5.3 
 
Rezultă pulsaţia de excitaţie: 7430.341965=ω  rad/s. 

 
 Prin integrare numerică dublă din răspunsul corespunzător în acceleraţie 

)(ta  (Fig. 5.12), s-a obţinut deplasarea )(tx . 

 Integrând de două ori )(ta  exprimat ca serie Fourier cu M  armonici se 
obţine: 
 

 ],sin
)(

1cos
)(

1[=)(= 22
=1

n
i
mn

r
m

M

m
nn tmA

m
tmA

m
txx ω

ω
ω

ω
−−∑  

 
unde 1= nttn , iar 0,1,2,...=n  

 Trebuie să subliniem că estimarea unor valori cât mai exacte ale 
componentelor spectrale s-a făcut cu metoda celor mai mici pătrate. 
 Diagrama )(tx  şi spectrul corespunzător sunt prezentate în Fig. 5.16 şi 
5.17. Din spectru se pot obţine componentele reale şi imaginare ale diferitelor 

armonici ir
kA

,  (unde 1,2,3,...=k ). 

 Se pot calcula valorile instantanee ale )(2 tx , )(3 tx , )(4 tx  )(5 tx , şi prin 
transformare Fourier se pot obţine componentele spectrale reale şi imaginare ale 

diferitelor armonici ir
kB

, , ir
kC

, , ir
kD

,  şi ir
kE

,  (unde 1,2,3,...=k ). 

 Pulsaţiile armonicilor sunt mmm 7430.341965== ωω  rad/s, (unde 

1,2,3,...=m ). 

 Diagrama semnalului )(2 tx  este prezentată în Fig. 5.18 iar spectrul 
corespunzător în Fig. 5.19. 

 Diagrama semnalului )(3 tx  este prezentată în Fig. 5.20 iar spectrul 
corespunzător în Fig. 5.21. Trebuie să precizăm că x  este exprimat în mm. 

 Nu am mai reprezentat diagramele semnalelor )(4 tx  şi )(5 tx  şi nici 
spectrele corespunzătoare. Din analiză Fourier s-au găsit componentele spectrale 

ir
nA

, , ir
nB

, , ..., ira ,
0 , pentru 1=n , şi 2=n . 
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Figura 5.16  
 
 

    
Figura 5.17  
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Figura 5.18  
 
 

    
Figura 5.19  
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Figura 5.20  
 
 

    
Figura 5.21  
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 ν   rkm =1,=  ikm =1,=   rkm =2,=  ikm =2,=  

 k
mA   -0.004326  -0.01531  0.004328  -0.002029 

 k
mB   -0.0001022  -2.371e-5  -5.678e-5  -0.000101 

 k
mC   -1.32e-6  -4.687e-6  2.224e-6  -9.691e-7 

 k
mD   -4.357e-8  -2.5e-008  -2.913e-8  -3.922e-8 

 k
mE   -6.131e-10  -1.752e-9  1.048e-9  -3.023e-10 

  
Tabelul 5.4 

 

 Rezultă în final 0.00251=2k  2/mN , 4.42146=3 −k  610−  3/mN , 

84=4 −k  810−  4/mN , 5.142=5k  1110−  2/mN . 

 
 Nu s-a făcut o estimare a erorilor de calcul. Datorită împărţirilor calculul 
numeric este afectat de erori. 
 Pentru a mări precizia calclulului se pot face calcule suplimentare cu metode 
cum ar fi metoda celor mai mici pătrate. 
 Mai trebuie să observăm că valori pozitive pentru coeficienţii ik  sunt 

necesare numai pentru 1k , aceasta fiind partea liniară a constantei elastice. 
 Modelul utilizat aici reprezintă o generalizare a modelului lui Singh Davies, şi 
Bajaj [152] care conţine numai neliniaritate a forţei elastice şi nu are amortizare 
fracţionară. 
 Constantele elastice stabilite aici sunt dependente de secţiunea şi lungimea 
probei de material poliuretanic utilizate în experiment. 
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6. CONTRIBUŢII PERSONALE. CONCLUZII 
 
 Lucrarea prezentă reprezintă  o contribuţie într-un domeniu care a intrat în 
dezvoltare abia în ultimii ani, datorită dificultăţilor de investigare de ordin 
matematic, facând apel la un aparat matematic avansat, experimental, datorită 
faptului că  punerea în evidenţă a fenomenelor neliniare necesită o temeinică 
formare a experimentatorului, pentru a putea discerne manifestările neliniare ale 
sistemelor de erorile de măsură care ar putea trece drept fenomene neliniare, 
precum şi conceptuale, datorită faptului că în domeniul dinamicii sistemelor neliniare 
nu există metode generale de investigare, ci sunt necesare metode specifice unor 
clase de probleme. 
 Identificarea sistemelor neliniare are o deosebită  importanţă datorită 
faptului că furnizează metode prin care din date experimentale să se poată face 
modele matematice şi mecanice corecte ale fenomenelor dinamice experimentale 
investigate. Metoda are o deosebită importanţă şi pentru experimentator, datorită 
faptului că îi dă posibilitatea să-şi organizeze experimentul pentru a putea obţine 
măsurători utilizabile. 
 Problemele investigate prezintă deosebită importanţă practică, datorită 
faptului că s-a deschis perspectiva utilizării a tot mai nulte materiale cu proprietăţi 
mecanice neliniare şi inteligente, precum şi la izolatorii de zgomote şi vibraţii, micro 
şi nanosistemele de tip MEMS (micro-electro-mechanical systems) şi NEMS (nano-
EMS), cu aplicaţii la nanosenzori. Metodele identificării sistemelor neliniare se pot 
însă aplica în toate domeniile ingineriei şi ştiinţei, la fenomene electrice, chimice, 
termice, optice, etc. 
 Şi mai dificile sunt de investigat fenomenele neliniare atunci când apar 
fenomene de amortizare fracţionară, cum apar de exemplu la atenuări de vibraţii şi 
zgomote la spumele poliuretanice. 
 Lucrarea prezentă a efectuat un studiu bibliografic al unor probleme încă 
incomplet studiate şi valorificate, dar are şi următoarele contribuţii ştiinţifice: 
- Capitolul 2 se este dedicat metodelor de identificare în domeniul timp. La început 
se face un studiu al metodei transformatei Hilbert şi se construiesc programe de 
identificare în Matlab bazate pe transformata Hilbert. 
- Am aplicat metoda transformatei Hilbert la un sistem vibrant cu caracteristică 
elastică neliniară polinomială de gradul 4 şi cu amortizare de ordinul întâi şi doi în 
viteză, pentru care am obtinut solutii numerice în MathCAD, pentru diferiti parametri 
ai sistemului. Rezultatele sunt în bună concordanţă cu vibratiile simulate numeric. 
- În teză am introdus două modele reologice neliniare care să descrie fenomenele de 
relaxare facilitată de vibraţii. Am conceput aceste modele prin luarea în considerare 
a faptului că procesele de relaxare din oţel se datorează rearanjării grăunţilor 
cristalini, viteza de relaxare fiind proporţională cu tensiunea σ aplicată la limita 
grăunţilor. 
- Am făcut un studiu al răspunsului modelelor bazat atât pe metode numerice dar şi 
pe metode analitice şi anume pe metoda parametrului mic şi pe metoda iteraţiei 
variaţionale a lui Ji Huan He. Metodele analitice utilizate oferă soluţii care arată 
analitic că constanta de timp de relaxare din cazul liniar se înlocuieşte cu un 
parametru care depinde de tensiunile din materiale. Din studiul acestor modele se 
rezulta că tensunile suplimentare aplicate grăbesc relaxarea. 
- Am elaborat o metodă de identificare a caracteristicilor reologice anelastice 
neliniare din vibraţii libere de torsiune bazat pe transformata Hilbert. Pentru 
identificarea proprietăţilor anelastice am folosit de asemenea o metodă  bazată  pe 
variaţia constantelor. 
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- Am utilizat de asemenea metoda seriilor Prony, care se aplică curent la sisteme 
liniare cu mai multe grade de libertate, pentru identificarea parţială a parametrilor 
sistemului în regim de de semnal mic, când răspunsul este quasiliniar. 
- Am studiat de asemenea metoda estimării spectrale cu varianţă minimă, care se 
poate aplica atât la sisteme liniare, cât şi neliniare. Metoda este extrem de potrivită 
pentru semnale în prezenţa zgomotelor. Am aplicat metoda în analiza distorsiunilor 
de liniaritate ale sunetelor vorbirii, aplicată în stomatologie, publicată într-o revistă 
cotată  ISI. Am introdus aici cativa parametri care exprimă sensibil abaterile de la 
liniaritate. 
- Capitolul 3 este dedicat metodelor de identificare ale sistemelor neliniare bazate pe 
transformata wavelet (undină). Am pus la punct aici o nouă metodă de identificare a 
sistemelor neliniare cu amortizare fracţionară bazată pe metoda seriilor de funcţii 
wavelet. 
- Am construit un program de identificare în Matlab, bazat pe dezvoltarea în serii 
Haar, pentru identificarea sistemelor neliniare aplicabil pentru unul sau mai multe 
grade de libertate. 
- Am generat numeric în Mathcad răspunsul forţat al unui sistem vibrant cu 
caracteristică neliniară cu termeni în x2 şi x4 şi am identificat parametrii sistemului 
din răspunsul simulat al acestuia cu metoda seriilor de funcţii wavelet. Am constatat  
o foarte bună precizie a metodei. 
- Am prezentat de asemenea cum se poate face identificarea sistemelor neliniare 
prin transformare wavelet continuă. Am efectuat aici calculul analitic al formei 
transformatei wavelet ca funcţie de parametrii sistemului vibrant şi am exprimat 
grafic aceste forme. 
- În Capitolul 4 am prezentat două metode de identificare ale sistemelor neliniare în 
domeniul frecvenţă, şi anume o metodă bazată pe metoda balanţei armonice şi una 
pe metoda seriilor Volterra. 
- Am utilizat metoda balanţei armonice pentru identificarea parametrilor unui sistem 
vibrant de tip van der Pol modificat. Am obţinut parametrii cu o foarte bună precizie. 
- Am aplicat metoda forţei neliniare pentru determinarea funcţiilor de răspuns 
(Volterra) de ordin superior ale unui sistem neliniar amortizat. 
- Am enunţat o metodă de stabilire a funcţiilor de răspuns Volterra a sistemelor 
vibrante neliniare cu amortizare fracţionară. 
- Am studit comparativ numeric soluţia unui sistem vibrant neliniar cu forţă elastică 
de forma kx + a2x2 + a4x4  cu amortizare fracţionară cu unul cu amortizare vâscoasă 
şi am stabilit funcţiile de răspuns neliniar pentru cele două sisteme. 
- În Capitolul 5 am făcut investigarea experimentală a unei probe de spumă 
poliuretanică, deoarece s-a constatat că în aceste materiale există atât neliniarităţi 
elastice cât şi amortizare de ordin fracţionar. 
- Pentru aceasta am conceput un experiment bazat pe măsurarea răspunsului la 
excitare armonică a sistemului, sistemul fiind conceput astfel încât, cu ghidaje, să 
efectueze mişcări cu un singur grad de libertate pe verticală. 
- Pentru identificarea parametrilor sistemului am elaborat o metodologie bazată pe 
metoda balanţei armonice. Modelul al cărui parametri i-am identificat conţine o forţă 
elastică polinomială de ordinul 5 şi o forţă de amortizare proporţională cu derivata 
de ordinul μ, unde μ nu este întreg. 
- Un merit al metodei constă în aceea că permite stabilirea ordinului derivatei 
fracţionare. 
- Am făcut determinarea componentelor armonice din datele experimentale cu 
ajutorul analizei Fourier a semnalelor măsurate cu cele două accelerometre. 
- Rezultatele stabilite sunt similare cu cele găsite în literatura mondială. 
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 Ca o concluzie trebuie să spunem că din metodele folosite în cuprinsul 
lucrării se poate aplica pentru sistemele cu mai multe grade de libertate metoda 
bazată pe seriile de funcţii wavelet şi metoda balanţei armonice. 
 Rezultatele din această teză au fost publicaate după cum urmează : 1 
lucrare într-o revistă internaţională cotată ISI, 3 lucrări la conferinţe internaţionale 
cotate ISI, 1 lucrare la conferinţă internaţională, 4 lucrări în reviste din ţară. 
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