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Cuvinte cheie: transmisie armonică dinţată dublă, generator de unde defazat 
cu 2π /  în treapta II faţă de treapta I a transmisiei  

 
Rezumat, Lucrarea de doctorat prezentată, reprezintă o contribuţie la 
cercetarea teoretică şi experimentală a transmisiei armonice dinţate, în 
speţă a transmisiei armonice dinţate duble. 

Obiectivul principal al lucrării este conceperea, proiectarea şi 
realizarea unei transmisii armonice dinţate duble cu generator de unde 
defazat cu 2π /  în treapta a II-a faţă de prima treaptă, având la bază modul 
de deformare a tuburilor cu pereţi subţiri solicitate de două forţe simetrice 
radiale, ce acţionează la unul din capetele tubului. 

De asemenea, se dezvoltă analiza structurală, calculul cinematic, 
cinetostatic şi geometric folosind Visual Basic din programul  EXCEL şi 
simularea prin metoda elementului finit utilizând programul SolidWorks 
Simulation în domeniul elastic pentru varianta concepută, precum şi 
realizarea unui stand de încercare a principiului de funcţionare. 
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Cap. 1 Introducere. Obiective 
 
 

1.1 Elemente conceptuale. Repere istorice 
 
Evoluţia tehnicii de vârf, impune abordarea unor tehnologii din ce în ce mai 

complexe, capabile să îndeplinească pe scară largă condiţii referitoare la creşterea 

productivităţii muncii, a calităţii produselor prin costuri minime şi eficienţă 

economică maximă, prin utilizarea unor sisteme tehnice moderne asistate şi 

coordonate de calculatoare.  

 În categoria acestor sisteme tehnice moderne se încadrează şi transmisiile 

armonice dinţate, transmisii ce au cunoscut o largă utilizare în toate domeniile 

tehnologice prin asigurarea unor parametrii funcţionali şi constructivi ridicaţi. În 

ultimul timp, cercetătorii ştiinţifici acordă o tot mai mare atenţie în găsirea unor noi 

soluţii constructive şi funcţionale atât prin îmbunătăţirea caracteristicilor cinematice, 

energetice şi dinamice ale transmisiilor mecanice clasice cât şi prin apariţia unor noi 

tipuri de transmisii mecanice, care să corespundă cerinţelor sistemelor comandate şi 

coordonate de calculatoare.  

Rezultatele cercetării în domeniul transmisiei armonice dinţate au dus la 

lărgirea domeniului de utilizare precum, construcţia  maşinilor unelte, navelor 

cosmice, instalaţiilor spaţiale, reactoarelor atomice, avioanelor, moto-reductoarelor, 

mecanică fină, robotică, calculatoare, industria chimică şi petrolieră, unde este 

necesară o precizie de poziţionare ridicată.  

Această lărgire a domeniului de utilizare, îşi găseşte justificarea prin 

avantajele pe care le prezintă transmisia armonică dinţată. 

 Apariţia mecatronicii ca ştiinţa maşinilor inteligente a impus necesitatea 

dezvoltării cercetărilor în domeniul transmisiilor armonice dinţate cu scopul găsirii 

unor soluţii constructive şi funcţionale performante, care le încadrează în domeniul 

transmisiilor neconvenţionale. Faţă de transmisiile mecanice clasice, transmisia 

armonică dinţată, datorită elementului flexibil prezintă următoarele caracteristici: 

- este flexibilă pe direcţia radială şi rigidă pe direcţia tangenţială fapt ce 

asigură o capacitate şi o precizie ridicată de transmitere a mişcării de 

rotaţie;
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- în angrenare participă simultan un număr mare de perechi de dinţi ce  

conduce la creşterea momentului de torsiune transmis, implicit creşterea 

momentului de încărcare a transmisiei; 

- mişcarea relativă între dinţii aflaţi în angrenare este redusă, mişcare 

relativă ce apare doar în zona de intrare şi de ieşire a dinţilor aflaţi 

simultan în angrenare, fapt ce determină pierderi mici prin frecare şi 

uzură neînsemnată  a flancurilor dinţilor; 

- datorită modificării formei roţii dinţate flexibile în timpul funcţionării, se 

produce o micşorare a unghiului de presiune în cupla cinematică 

generator de unde-roată dinţată flexibilă, fapt ce micşorează pierderile 

energetice în această cuplă cinematică; 

- se execută din oţeluri cu caracteristici mecanice ridicate şi în ultimul 

timp din materiale compozite asigurând astfel capacitate de încărcare 

ridicată, gabarit şi masă redusă, funcţionare silenţioasă. 

 

Datorită acestor caracteristici, transmisia armonică dinţată prezintă 

următoarele avantaje: 

- raport de transmitere mare pe o singură treaptă (80-360); 

- randament ridicat la rapoarte de transmitere mari; 

- erori cinematice reduse; 

- funcţionare silenţioasă comparativ cu angrenajele clasice; 

- gamă largă de puteri; 

- sistem de forţe autocentrat, zonele de angrenare sunt astfel dispuse 

încât forţele se echilibrează reciproc, iar în lagăre nu apar încărcări 

datorită sarcinii transmise; 

- uzură redusă a dinţilor datorită vitezelor de alunecare mici între profilele 

conjugate aflate în contact; 

- gabarit redus şi simplitate constructivă; 

- insensibilitate la abaterile de profil.  

Dezavantajele transmisiei armonice dinţate sunt: 

- ciclurile de solicitări la care este supusă roata dinţată flexibilă reduce 

rezistenţa la oboseală a acesteia; 

- necesită materiale cu caracteristici mecanice ridicate pentru executarea 

roţii dinţate flexibile, 
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- exigenţe tehnologice la montaj. 

Roata dinţată flexibilă ca tehnologie de fabricaţie se poate obţine prin 

frezare, mortezare, prin rulare la cald sau la rece [32], [125],[126]. Mărcile de oţel 

frecvent utilizate pentru execuţia elementelor componente ale transmisiei armonice 

dinţate sunt [125], [126], [127]: 

- pentru roata dinţată flexibilă: OLC 50, OLC 60, 41 CrNi 12,18 CrNi 20, 

41 MoCrNi 11, 18 MoCrNi 13, 31 MoCrNi 20, 34 MoCrNi 15, 35 MoCrNi 

11 etc; 

- pentru roata dinţată rigidă: OLC 45, OLC 50, OLC 60 etc; 

- pentru discurile generatorului de unde: OLC 45, OLC 50, OLC 60 etc. 

În ultimul timp s-a dezvoltat în mare măsură transmisia armonică dinţată  

cu două unde, cu roată dinţată flexibilă dublă folosind diferite tipuri de generatoare 

de unde în scopul îmbunătăţirii caracteristicilor elementului flexibil. 

Transmisia armonică dinţată se bazează pe principiul transformării 

parametrilor de mişcare de rotaţie cu ajutorul deformaţiei armonice a unei roţi 

flexibile ce este element component a mecanismului. Acest principiu a fost propus 

de A. I. Moskvitin pentru transmisii cu fricţiune [93] ce au generator de unde 

electromagnetic. În anul 1959, C.W.Musser brevetează transmisia armonică dinţată 

[94] ce are în construcţie roata dinţată flexibilă cu generator de unde mecanic. 

Transmisia armonică dinţată a prezentat interes şi în colectivele de cercetare din 

Institutul Politehnic din Timişoara unde s-a realizat un reductor armonic dinţat încă 

din anul 1970. La Institutul Politehnic Cluj-Napoca a fost proiectat şi realizat 

prototipul unui reductor armonic ce are roţi dinţate cu profil evolventic, de 

asemenea s-au executat şi cercetat alte modele de transmisii armonice la 

Universitatea „Politehnica” Bucureşti, Universitatea „Transilvania” Braşov etc. 

Rezultatele cercetărilor s-au concretizat prin elaborarea şi susţinerea unor teze de 

doctorat la Universităţile din Timişoara, Cluj-Napoca, Bucureşti şi Iaşi. După anul 

1975 cercetările s-au dezvoltat şi la Institutul de Subingineri Reşiţa, respectiv 

Universitatea „Eftimie Murgu” din Reşiţa, unde rezultatele s-au concretizat prin 

realizarea unui stand cu circuit mecanic închis şi cu circuit mecanic deschis pentru 

încercarea acestor transmisii armonice. Cercetările s-au materializat prin realizarea 

unui cap divizor, a unui modul flexie-extensie şi pronaţie-supinaţie folosit în 

realizarea unui robot cu scop didactic. 
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Principalele aspecte ce atrag atenţie cercetătorilor în domeniu transmisiilor 

armonice sunt cele de mărire a durabilităţii roţii dinţate flexibile, element puternic 

solicitat al transmisiei, urmărind de asemenea găsirea unor materiale care să aibă 

proprietăţi mecanice ridicate sau conceperea unor roţi dinţate flexibile cu forme 

geometrice care să asigure o fiabilitate ridicată transmisiei armonice dinţate. Un 

astfel de exemplu îl constituie şi transmisia armonică cu roată dinţată dublă cu 

generator de unde defazat cu 2/π  în cele două trepte de angrenare, care elimină 

deformaţia de încovoiere neuniformă în lungul generatoarei roţii dinţate flexibile. 

Acest aspect justifică realizarea unor cercetări teoretice şi experimentale în 

domeniul transmisiilor armonice, având în vedere stadiul actual al cercetării [8], [9], 

[28], [32], [44], [47], [54], [73], [75], [77], [79], [84], [85], [104],[125], [126].   

  Prin prezenta teză de doctorat, se urmăreşte a se aduce contribuţii la 

cercetarea teoretică şi experimentală a transmisiei armonice dinţate duble, 

dezvoltată de-a lungul a 8 capitole.  

Aceste rezultate pot fi folosite în faza de concepţie, proiectare, execuţie şi 

încercare a transmisiilor armonice dinţate. 

În capitolul 1 se prezintă o sinteză a evoluţiei transmisiilor armonice 

dinţate, a problematicii ridicate de aceste transmisii în implementarea lor în 

instalaţiile industriale, avantajele şi dezavantajele pe care le prezintă transmisia 

armonică dinţată în raport cu celelalte transmisii mecanice clasice precum şi modul 

de valorificare a rezultatelor cercetării în domeniu. De asemenea se prezintă 

obiectivele prezentei lucrări şi direcţiile de cercetare.   

În capitolul 2 se prezintă aspecte privind construcţia şi principiul de 

funcţionare al transmisiei armonice dinţate, clasificare şi tipuri constructive de 

transmisii armonice dinţate având în vedere generatorul de unde şi roata dinţată 

flexibilă, aplicaţii ale transmisiei armonice dinţate în diferite instalaţii mecanice, 

precum şi concepţia constructivă şi funcţională a transmisiei armonice dinţate duble 

cu generator de unde defazat cu 2/π . 

În capitolul 3 se prezintă analiza structurală a transmisiei armonice dinţate 

duble cu generator de unde defazat cu 2/π , urmărindu-se determinarea gradului 

de mobilitate şi analiza desmodromiei. Aceasta se realizează îmbinând metoda 

imobilizării tuturor elementelor lanţului cinematic, mai puţin cel cercetat, pentru 

determinarea gradelor de libertate de prisos, cu metoda investigaţiilor mobilităţilor 

BUPT



                                              1.1 - Elemente conceptuale. Repere istorice 

 

11

elementelor şi cuplelor cinematice în vederea determinării gradelor de libertate a 

legăturilor pasive.  

În capitolul 4 se prezintă cinematica transmisiei armonice dinţate duble cu 

generator de unde defazat cu 2/π  , având la baza analiza cinematică a transmisiei 

armonice dinţate într-o treaptă. În acest caz, se determină vitezele unghiulare ale 

elementelor componente ale transmisiei armonice dinţate duble, respectiv raportul 

de transmitere. 

În capitolul 5, se face analiza cinetostatică a transmisiei armonice dinţate 

duble cu generator de unde defazat cu 2/π  determinându-se relaţiile pentru 

calculul forţelor din angrenajul armonic dinţat din treapta I-a, forţele şi reacţiunile 

din cupla cinematică roată dinţată flexibilă-discul generatorului de unde având în 

vedere efectul forţei radiale şi a celei normale din angrenaj, forţa de deformaţie 

elastică a roţii dinţate flexibile necesară realizării angrenării precum reacţiunea şi 

forţele de frecare din cupla cinematică roata dinţată  flexibilă – discul  generatorului 

de unde. Se determină de asemenea forţele ce acţionează în cupla cinematică de 

rotaţie a discului generatorului de unde. În treapta a II-a a transmisiei armonice 

dinţate duble, se determină expresiile aceloraşi forţe şi reacţiuni ca şi în treapta I 

având în vedere faptul că roata dinţată este deformată deja sub influenţa forţei de 

deformaţie elastică din prima treaptă. Generatorul având rolul doar de a mări 

stabilitatea şi rigiditatea angrenajului în treapta a II-a. 

In capitolul 6, se determină lungimea roţii dinţate flexibile cu dublă 

angrenare urmărind eliminarea deformaţiei de încovoiere a generatoarei roţii dinţate 

flexibile şi obţinerea unor deformaţii egale la cele două extremităţi ale roţii dinţate 

flexibile funcţie de elementele geometrice ale roţii şi de forţa de deformaţie elastică 

radială. Pentru determinarea analitică a lungimii roţii dinţate flexibile cu dublă 

angrenare, roata dinţată flexibilă se prezintă sub forma unui tub cu pereţi subţiri 

asupra căruia acţionează forţe radiale. Din expresia deplasării radiale, se determină 

ecuaţia pentru calculul lungimii 2L. Soluţiile ecuaţiei, dau lungimea roţii L1, L2 funcţie 

de modulul de elasticitate, de grosimea peretelui roţii dinţate flexibile, de valoarea 

forţei de deformaţie elastică şi de raza de divizare a roţii dinţate flexibile. 

Rezultatele sunt prezentate tabelar şi grafic.  

În capitolul 7 se prezintă proiectarea, realizarea şi încercarea transmisiei 

armonice dinţate duble cu generator de unde defazat cu 2/π . 
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În capitolul 8 sunt prezentate concluziile şi contribuţiile personale ale 

autorului. 

 

1.2 Obiectivele tezei 

Lucrarea are următoarele obiective:  

- conceperea transmisiei armonice dinţate duble cu generator de unde 

defazat cu 2/π ;     

- analiza structurală a mecanismului transmisiei armonice dinţate duble, 

prin determinarea gradului de mobilitate şi îndeplinirea condiţiei de 

desmodromie; 

-  analiza cinematică, urmărind determinarea expresiilor de calcul a 

vitezelor unghiulare şi a raportului de transmitere; 

- analiza cinetostatică, urmărind determinarea expresiilor de calcul a 

forţelor şi reacţiunilor din elementele şi cuplele cinematice ale 

mecanismului transmisiei armonice dinţate concepute;     

- determinarea ecuaţiei ce defineşte lungimea roţii dinţate flexibile duble 

care să asigure o deformaţie radială egală în cele două trepte de 

angrenare ale transmisiei armonice dinţate;  

- verificarea prin simulare a veridicităţii rădăcinilor ecuaţiei ce defineşte 

lungimea roţii dinţate flexibile duble;  

- proiectarea transmisiei armonice dinţate concepute;  

- realizarea transmisiei armonice dinţate optime proiectată; 

- realizarea unui stand pentru încercarea transmisiei armonice dinţate 

realizate; 

- testarea prototipului realizat din punct de vedere constructiv şi 

funcţional, în vederea confirmării soluţiei originale.   
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Cap. 2  Construcţia şi funcţionarea transmisiei 
armonice dinţate 

 
 

2.1 Principiul de funcţionare al mecanismelor cu elemente 
dinţate elastice 

 
Transmisia armonică dinţată, prezintă o varietate de forme constructive, 

[32], [44], [60], [79], [91], [105], [125], [126], [127], care au la baza construcţiei 

si funcţionării lor principiul transmisiilor planetare cu una sau cu două roţi centrale. 

Astfel, transmisia armonică dinţată (cu generator cu o undă), derivă din transmisia 

planetară cu o roată centrală, aşa cum se vede în fig. 2.1 a: 

 

 
Fig. 2.1 

 

unde s-au notat: (1) – braţ port satelit, (2) – satelit, (3) – roată centrală, (4) – 

arbore condus, (5) – cuplaj. În cazul transmisiei armonice, fig. 2.1e, pe braţul port 

satelit (1), care devine arbore de intrare s-a montat generatorul de unde G care 

deformează elastic roata dinţată flexibilă F, ce provine din satelitul (2) şi care 

angrenează cu roata dinţată rigidă R ce provine din roata centrală (3). Roata dinţată 
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flexibilă (2) este montată pe arborele condus (4). În cazul în care transmisia 

planetară este cu doi sateliţi dispuşi diametral sau cu trei dispuşi la 120 de grade, se 

obţine transmisia armonică dinţată cu două unde fig. 2.1e, respectiv cu trei unde. 

Se constată că nu se recomandă creşterea numărului de unde deoarece scade 

fiabilitatea întregii transmisii. 

Specificitatea transmisiilor armonice dinţate constă în faptul că diferenţa 

între numerele de dinţi ale elementului flexibil (2-F) şi a elementului rigid (3-F) este 

de 1 sau 2 dinţi, ceea ce ne conferă obţinerea unor rapoarte de transmitere mari. 

În varianta transmisiei armonice prezentate în fig. 2.1 e, generatorul de 

unde (1) este element conducător, roata dinţată flexibilă (2) element condus, iar 

roata dinţată rigidă (3) este fixă, funcţionarea acestei transmisii se explică pe 

principiul înfăşurării cercului de rostogolire a roţii dinţate flexibile pe cercul de 

rostogolire a roţii dinţate rigide, în urma rotirii generatorului de unde în interiorul 

roţii dinţate flexibile. 

 
Fig. 2.2 

 

Roata dinţată flexibilă  cu dantură exterioară este deformată sub formă de 

elipsă de către generatorul de unde. Pe direcţia axei mari a „elipsei”, dinţii roţii 

dinţate flexibile şi ai roţii dinţate rigide angrenează complet (fig. 2.2 a), iar pe 

direcţia axei mici a elipsei sunt complet ieşiţi din angrenare (fig. 2.2 c). În poziţiile 

intermediare (între axa mare şi cea mică a elipsei) dinţii angrenează incomplet (fig. 

2.2 b,d). 

Este de remarcat faptul că la intrarea şi ieşirea din angrenare dinţii vin în 

contact pe flancuri diferite, iar la fiecare rotaţie completă a generatorului de unde, 

BUPT



 2.1 - Principiul de funcţionare al mecanismelor cu elemente dinţate elastice 

 

15

roata dinţată flexibilă se roteşte în sens invers cu un unghi la centru corespunzător 

diferenţei dintre lungimile curbelor medii ale celor două danturi. 

 

 
Fig. 2.3 

 

O altă variantă a transmisiei armonice (fig. 2.3 b), derivă din transmisia 

planetară (fig. 2.3 a) cu două roţi centrale (3), (4) şi satelitul dublu (2). Analogia, 

transmisia armonică dinţată – transmisia planetară, este foarte utilă în studiul 

cinematic al primei variante, deoarece rapoartele de transmitere ale transmisiilor 

armonice dinţate sunt aceleaşi cu rapoartele de transmitere ale mecanismelor 

planetare din care au derivat. 

În fig. 2.4 este prezentată schema structurală a transmisiei armonice duble 

cu roată dinţată flexibilă scurtă, cu coroanele dinţate pe feţe opuse [8], [9], cu 

următoarele notaţii: 

 1 este  generator de unde, element conducător; 

 2 – roată flexibilă cu dantură exterioară (cu 2z număr de dinţi) şi 

dantură interioară ( '
2z ); 

 3 – roata rigidă cu dantură interioară ( 3z ), element fix; 

  4 – roată dinţată condusă cu dantură exterioară ( 4z ). 
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Fig. 2.4 

 

Generatorul de unde (1) deformează roata dinţată flexibilă (2) care va avea 

patru zone de angrenare echidistante, două câte două opuse (cu roata dinţată rigidă 

(3) danturată interior şi roată dinţată condusă (4) danturată exterior). 

În cazul unor transmisii armonice, deformaţia se realizează cu generator de 

unde planetar (fig. 2.5). 

 

 
Fig. 2.5 

 

La transmisia armonică cu generator planetar, roata dinţată flexibilă va avea 

pe lângă dinţii exteriori 3z  şi dinţii interiori '
3z , caz în care rolul generatorului de 

unde este preluat de bara port satelit (5) pe care se montează doi sau trei sateliţi 

(2). Astfel, mişcarea se transmite de la pinionul solar (1) prin sateliţii (2) la bara 

port-satelit (5), roţile satelit angrenează cu dinţii interiori ai roţii dinţate flexibile (3) 

deformând în acelaşi timp roata flexibilă asigurând astfel angrenarea dinţilor 

exteriori ai acesteia cu dinţii interiori ai roţii rigide (4) în zonele de deformare. 
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Aceste transmisii prezintă avantajul că pe lângă eliminarea generatorului de 

unde, turaţia barei port-satelit este mai mică decât a generatorului clasic şi 

frecvenţa flexiunilor roţii dinţate flexibile, este scăzută. Această variantă de 

reductoare armonice sunt produse de firma BOSCH din Germania, având roţii 

flexibile din material plastic, obţinute prin injectarea în matriţe. 

O altă variantă de transmisii armonice dinţate derivate, dezvoltate de firma 

BACHMANN [3] din Germania, au la bază acelaşi principiu de funcţionare ca şi 

transmisiile armonice clasice, aceleaşi elemente constructive, deosebirea constând 

prin modul de realizare a roţii flexibile care este materializată printr-o bandă inelară 

prevăzută cu dantură pe una sau pe ambele feţe. Aceste transmisii armonice, vor fi 

denumite transmisii armonice cu element pseudoflexibil pentru cazul în care banda 

este de forma unui element flexibil continuu (fig. 2.6), respectiv transmisii armonice 

cu element articulat când banda este de forma unui lanţ (fig. 2.7). 

Caracteristica de bază a acestor transmisii o constituie banda inelară 

flexibilă fără sfârşit, care joacă rolul elementului flexibil de la transmisiile armonice 

clasice şi transmite sarcina între două roţi dinţate centrale coaxiale dintre care una 

este fixă. Cele două roţi coaxiale pot avea danturile dispuse pe interior (fig. 2.6 a) 

sau pe exterior (fig. 2.6 b). 

 

 
Fig. 2.6 

 

Elementul pseudoflexibil are forma unei curele cu contur închis, prevăzut cu 

zone dinţate (2 sau 3) pe faţa interioară sau pe faţa exterioară, în funcţie de 

varianta de transmisie în componenţa căreia intră. La ambele variante cureaua va fi 

rulată pe roată respectiv pe rolă, pe partea opusă feţei cu dantură.  
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Raportul de transmitere este dependent de diferenţele dintre numerele de 

dinţi ale celor două zone dinţate ale curelei şi anume, cu cât această diferenţă este 

mai mică cu atât raportul de transmitere este mai mare. 

 

 
Fig. 2.7 

 

În fig. 2.7 , este prezentată varianta care utilizează ca element flexibil un 

lanţ, acesta este de tip contur închis, cu elemente articulate. Arborele conducător 

(1) antrenează o roată de lanţ excentrică (2) şi pe el este montată o roată de lanţ 

(3). Concentric cu aceasta se află o altă roată de lanţ (4) care este legată de 

arborele condus (5). Roata de lanţ (3) este fixă şi are acelaşi număr de dinţi ca 

roata excentrică. 

Soluţiile prezentate, au o serie de dezavantaje ca: precizie cinematică mică, 

randamente reduse, zgomote şi vibraţii, raport de transmitere variabil pe un ciclu 

cinematic datorită efectului poligonal.  

Un alt mod de a descrie principiul de funcţionare a transmisiilor armonice 

este prezentat în fig. 2.8 [125], [126], [127] unde se consideră un element rigid fix, 

notat cu (3) având profilul după o curbă oarecare, un element flexibil (2) care este o 

bandă ce se poate deplasa liber în ghidajul elementului (3), din bara (1) care 

execută o mişcare de translaţie pe orizontală, pe care se află montat tachetul (4) 

care se deplasează pe verticală în ghidajul din bara (1) datorită arcului elicoidal 

comprimat (5) şi pe orizontală odată cu elementul (1), aceste elemente formând 

generatorul de unde. 
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Fig. 2.8 

Dacă generatorul de unde se deplasează de la stânga la dreapta cu viteza 

v1, elementul flexibil (2) de lungime L2, este obligat de vârful generatorului să 

înfăşoare treptat elementul rigid (3) de lungime L3 care este mai mare decât 

lungimea L2. Elementul flexibil (2) fiind în intervalul AB mai scurt decât elementul 

rigid, pentru a putea intra în contact cu elementul rigid fără alunecare, banda 

flexibilă este obligată să se deplaseze în ghidaje de la B spre A, considerând că 

frecarea dintre banda flexibilă (2) şi elementul rigid (3) este mult mai mare decât 

frecarea dintre vârful tachetului (4) şi banda flexibilă (2). Astfel, în timp ce 

generatorul de unde parcurge distanţa AB, banda elastică (2) se deplasează în sens 

invers cu o distanţă 23 - LLL =Δ . Aşadar, dacă generatorul de unde s-a deplasat de 

la A la M , arcul de curbă AM este mai mare decât distanţa AM la care tinde banda 

să revină şi astfel datorită diferenţei de lungime este obligată să se deplaseze de la 

B la A. 

Pentru a se evidenţia mai bine modul de transmitere a mişcării la 

transmisiile armonice, se prezintă fenomenul chiar în cazul transmisiei armonice cu 

două unde, (fig. 2.9), [125], [126], [127]. 

 

 

 

 

2 

3 

4 

1 
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Fig. 2.9 

 

Se consideră roata dinţată flexibilă de diametrul 2D (de lungime 22 DL π= ) 

al fibrei medii a roţii dinţate flexibile, ale cărei lungimi rămâne constantă în timpul 

funcţionării şi se va rostogoli fără alunecare pe un diametru 3D  al roţii dinţate (de 

lungime 33 DL π= ). În aceste condiţii, generatorul de unde (1) ce se roteşte cu 

viteza unghiulară 1ω , obligă elementul flexibil (2) să se înfăşoare fără alunecare pe 

interiorul cercului (3). Astfel, la o rotaţie completă a generatorului de unde (1), 

punctul M ce aparţine generatorului va parcurge pe cercul (3) o lungime 3L , iar pe 

elementul elastic (2) o lungime LLL Δ+= 2 . Însă, viteza unghiulară 1ω  fiind 

constantă, iar între elementul (2) şi (3) nu există alunecare LL =3 , rezultă 

LLL Δ+= 23 , deci diferenţa de drum parcursă va fi: 23 - LLL =Δ . 

Această diferenţă de lungime va produce o mişcare relativă de rotaţie a 

elementului elastic (2) faţă de cel rigid (3).  Dacă luăm în calcul  şi fig. 2.9 acest 

fenomen se poate explica astfel: considerăm o poziţie oarecare M a generatorului 

(1), iar pe fibra medie a elementului elastic un număr de puncte ( '' B,A,B,A , 

funcţie de numărul de unde) care se află în poziţia nedeformată a fibrei medii. Dacă 

generatorul de unde are sensul de rotire ca în figură, atunci în zonele 

''BMşiMA elementul elastic este obligat să înfăşoare elementul rigid, fapt ce 

produce o rotire a elementului în sens invers sensului generatorului de unde, iar în
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zonele '' AMşiMB datorită elasticităţii, elementul (2) tinde să revină la poziţia fibrei 

medii nedeformate, producând o mişcare de rotire în sens invers sensului 

generatorului de unde, deoarece arcul 
∩

MB  este mai mare decât lungimea 

segmentului MB. 

 
2.2 Clasificare şi tipuri constructive de transmisii armonice 

dinţate 
 
Ca urmare a cercetărilor intense din ultima vreme în domeniul transmisiilor 

armonice dinţate, s-a obţinut un număr mare de noi variante constructive, [2], [8], 

[9], [15], [21], [45], [47], [72], [80], [81], [103], [125], [126], evoluţie ce a vizat 

atât transmisia armonică în ansamblul ei, forma roţii dinţate flexibile cât şi forma şi 

modul de acţionare al generatorului de unde.  

A. După tipul generatorului de unde, transmisiile armonice dinţate 

pot fi clasificate astfel: 

a)  În funcţie de numărul zonelor de contact: 

- transmisie armonică dinţată cu o zonă de contact (cu o undă); 

- transmisie armonică dinţată cu două zone de contact (cu două unde); 

- transmisie armonică dinţată cu trei zone de contact (cu trei unde). 

Schema de principiu a transmisiei armonice dinţate cu o undă, este 

prezentată în fig. 2.10. 
 

 
Fig. 2.10 
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Această transmisie prezintă avantajul că realizează cel mai mare raport de 

transmitere, astfel pentru 1=un se obţine 2
3
12 zi = (nu – numărul de unde). 

Dezavantajul transmisiei armonice dinţate cu o undă, constă în faptul că 

generatorul de unde nu este echilibrat dinamic. Pentru realizarea unei echilibrări 

dinamice parţiale se poate adăuga o masă în partea opusă zonei de contact pe 

generatorul de unde, (fig. 2.10.a) sau se poate utiliza un generator de unde cu două 

discuri (fig. 2.10.b). 

Discurile se fixează pe generator cu excentricităţi diferite )( 21 ee >  astfel 

încât discul cu excentricitatea 1e va deforma roata dinţată flexibilă şi va asigura 

angrenarea acesteia cu roata dinţată rigidă. Celălalt disc cu excentricitatea 2e va 

deforma foarte puţin roata dinţată flexibilă astfel încât să rămână un joc j între 

vârfurile dinţilor roţilor flexibilă şi rigidă. 

Transmisia armonică dinţată cu două unde (fig. 2.11a)  cunoaşte o largă  

răspândire datorită avantajelor rezultate din considerente dinamice şi din punct de 

vedere al numărului ciclurilor de solicitare. 

 

 
Fig. 2.11 

 

Transmisia armonică dinţată cu trei unde (fig. 2.11b) este mai puţin 

răspândită, fiind utilizată la gabarite mari. Prezintă avantajul unui sistem echilibrat 

deoarece cele trei braţe sunt dispuse la 0120 şi dezavantajul că frecvenţa solicitărilor 
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la oboseală este mai mare, deci prezintă o durabilitate mai scăzută, fiind folosită în 

general la puteri mici. 

b)  După natura acţionării generatorului de unde: 

-  generator cu acţionare mecanică; 

-  generator cu acţionare hidromecanică; 

-  generator cu acţionare pneumomecanică; 

-  generator cu acţionare electromagnetică; 

-  generatoare cu materiale ce posedă memoria formei. 

Generatoarele cu acţionare mecanică sunt uşor de executat şi cele mai des 

utilizate în construcţia reductoarelor armonice. Pot avea diferite forme constructive, 

astfel deosebim: 

-  generator cu un singur braţ (fig. 2.10 a şi b); 

-  generator cu două braţe (fig. 2.11 a); 

-  generator cu trei braţe (fig. 2.11 b). 

În construcţia acestor generatoare, pentru a face legătura între arborele 

generatorului de unde şi  roata dinţată flexibilă se utilizează: rulmenţi radiali cu bile 

sau cu role (fig. 2.11 a), discuri mari montate cu o anumită excentricitate (fig. 2.12) 

şi came. 

 

 
Fig. 2.12 

 

În fig. 2.12 sunt prezentate două variante de generator de unde cu discuri 

excentrice, care asigură transmisiei armonice dinţate un randament mare. Varianta 

a. b.
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prezentată în fig. 2.12 a, prezintă dezavantajul că discurile (1) deformează roata 

dinţată flexibilă (2) în plane diferite şi sistemul nu este echilibrat dinamic. În cazul 

generatorului cu trei discuri, fig. 2.12 b se micşorează dezechilibrul dinamic, dar 

creşte gabaritul axial. 

Generatorul de unde cu role şi discuri poate fi reglabil şi autoreglabil, 

variantele fiind prezentate schematic în fig. 2.13 a şi b.    

 

 
Fig. 2.13 

 

În fig. 2.13 b , pe arborele cotit (5) se montează excentricul (6) în interiorul 

discului (4). Excentricul (6) se roteşte forţat, datorită efectului auto antrenării în 

timpul încărcării. Dezavantajul generatoarelor cu role şi discuri constă în faptul că 

acestea pot asigura numai o deformaţie impusă roţii dinţate flexibile, după un arc de 

cerc.  

Utilizarea generatorului de unde tip camă, oferă transmisiei armonice 

dinţate posibilitatea obţinerii celor mai bune rezultate din punct de vedere al 

randamentului, momentului de torsiune transmis şi a durabilităţii roţii dinţate 

flexibile. 

În fig. 2.14 se prezintă schematic generatoarele de unde tip camă care pot 

avea diferite forme [44],[125], [126], [127]. 

 

a. b. 

BUPT



          2.2 - Clasificare şi tipuri constructive de transmisii armonice dinţate 

 

25

 
Fig. 2.14 

 

În scopul asigurării unei rostogoliri pure între camă şi roata dinţată flexibilă 

se montează un rulment flexibil (fig. 2.14 a), la care inelul exterior este cu pereţi 

subţiri şi adâncimea căilor de rulare este micşorată (deoarece lipsesc forţe axiale), 

iar inelul interior se montează presat pe camă. La acest rulment flexibil special 

separatorul poate fi rigid, iar locaşele  pentru bile sunt mărite în vederea asigurării 

deplasărilor bilelor corespunzător deformaţiei radiale a roţii dinţate flexibile.    

Varianta de generator tip camă (fig. 2.14 b), permite realizarea contactului 

cu roata dinţată flexibilă prin intermediul unui strat de ulei introdus sub presiune. 

Generatorul de unde prezentat în fig. 2.14 c, se caracterizează prin 

dimensiuni mici şi moment de inerţie redus. Cama (1) acţionează pe corpurile 

interioare (2) aşezate în separatorul (3) şi le modifică poziţia . 

În fig. 2.15 sunt prezentate variante constructive de generatoare cu 

acţionare hidrodinamică. (fig. 2.15 a,b), cu acţionare electromagnetică (fig. 2.15 c) 

şi cu elemente de acţionare din materiale cu memoria formei. 

 

a. b. c. 
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Fig. 2.15 

 

Generatorul cu acţionare hidrodinamică deformează roata dinţată flexibilă 

sub acţiunea presiunii fluidului (fig. 2.15 a), sau prin intermediul pistonaşelor (2) 

(fig. 2.15 b) acţionate de agentul fluid aflat sub presiune, ca urmare a rotirii 

distribuitorului (1). Distribuitorul are o construcţie care permite (pe o direcţie) 

trecerea fluidului sub presiune spre elementul flexibil respectiv spre pistonaşe, iar pe 

direcţia perpendiculară permite golirea fluidului. Aceste generatoare prezintă 

avantajul că momentul de inerţie este mic, dar au randamente mai scăzute datorită 

consumului puterii atât pentru acţionarea arborelui de intrare cât şi pentru 

realizarea presiunii de lucru a fluidului. 

Generatoarele cu acţionare pneumomecanică au acelaşi principiu de 

funcţionare ca şi cele hidromecanice cu deosebire că pentru realizarea deformaţiei 

roţii dinţate flexibile este utilizat aerul comprimat. 

Deformarea roţii flexibile se poate realiza şi cu ajutorul unor electromagneţi 

dispuşi radial pe conturul roţii şi fixaţi de batiu (fig. 2.15 c). Electromagneţii sunt 

legaţi în aşa fel încât să funcţioneze simultan doi câte doi situaţi pe acelaşi 

diametru. Prin comutarea la curent a celor doi electromagneţi ai unui diametru roata 

dinţată flexibilă va fi atrasă către miezurile electromagneţilor, iar prin conectarea 

succesivă a bobinelor se produce propagarea deformaţiei pe periferia roţii. 

Generatorul electromagnetic prezintă o construcţie compactă, produce deformaţii 

mici ale roţii dinţate flexibile şi se utilizează la puteri mici. 

a. b. c. 

2 
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c)  După natura frecării în cupla cinematică generator de unde – 

roată dinţată flexibilă: 

- generator cu frecare de rostogolire; 

- generator cu frecare de alunecare; 

- generator cu frecare combinată (alunecare şi rostogolire); 

- generator fără frecare (fig. 2.15 c). 

d)  După tipul deformaţiei: 

- generatoare cu deformaţie continuă a elementului flexibil (de regulă 

cele mecanice); 

- generatoare cu deformaţie pulsatorie (fig. 2.15 c). 

B. În funcţie de roata dinţată flexibilă: 

a) După forma geometrică  a transmisiei armonice dinţate: 

- transmisie armonică dinţată cilindrică (fig. 2.16 a); 

- transmisie armonică dinţată frontală (fig. 2.16 b); 

- transmisie armonică dinţată tronconică (fig. 2.16 c). 

 

 
 

Fig. 2.16 

 

În fig. 2.16 b, se prezintă transmisia armonică frontală care are elementul 

flexibil (2) sub forma unei diafragme circulare subţiri, prevăzută cu dinţi frontali 

aşezaţi spre exteriorul diafragmei. Această formă a roţii dinţate flexibile, determină 

şi forma roţii dinţate rigide (3) care va fi prevăzută de asemenea cu dantură 

frontală. Dinţii elementului flexibil intră în contact cu dinţii elementului rigid datorită 

deformării elementului flexibil cu ajutorul generatorului de unde (1). Generatorul de 
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unde este executat sub forma unui disc prevăzut cu o canelură circulară în care se 

găsesc corpuri de rostogolire. Această transmisie armonică frontală prezintă 

dezavantajul încărcării suplimentare a lagărelor axiale datorită forţelor axiale de 

deformare. 

În fig. 2.16 c este prezentată schema structurală a unei transmisii armonice 

dinţate tronconice, care este o variantă intermediară între transmisia armonică 

dinţată cilindrică şi cea frontală. 

b) După poziţia roţii dinţate flexibile :     

- transmisia armonică dinţată cu roată dinţată flexibilă interioară (fig. 

2.10); 

- transmisia armonică dinţată cu roată dinţată flexibilă exterioară  

(fig.2.17a); 

- transmisia armonică dinţată cu două roţi flexibile (interioară şi 

exterioară), fig. 2.17b. 

 

 
 

Fig. 2.17 

 
În fig. 2.17 b se prezintă schema structurală a unei transmisii cu două roţi 

dinţate flexibile (interioară şi exterioară), care se utilizează la obţinerea unor 

transmisii cu raport de transmitere mai mic decât 75. 

c)  După forma geometrică a roţii dinţate flexibile: 

 c.1- cilindrice, care pot fi: 

- cilindru deschis la ambele capete (fig. 2.18 a,b); 

- cilindru închis la un capăt cu un disc plan (fig. 2.18 c); 

- cilindru închis la un capăt cu semi sfera (fig. 2.18d); 
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- cilindru racordat la alt cilindru concentric, printr-o suprafaţă semi 

toroidală (fig. 2.18 e); 

- cilindru racordat la ambele capete prin suprafeţe toroidale la două 

discuri inelare (fig. 2.18f); 

- cilindru închis la un capăt cu o suprafaţă toroidală, la care s-a racordat 

un disc plan (fig. 2.18 g); 

 c.2 - disc plan (fig. 2.18 h); 

 c.3 - tronconică, închisă la un capăt cu disc plan (fig. 2.18 i). 

 

 
Fig. 2.18 

 

Modul de cuplare a roţii dinţate flexibile cu arborele de ieşire influenţează 

funcţionarea şi parametrii transmisiei. În cazul cuplării rigide a roţii dinţate flexibile 

(fig. 2.18 c,d,g şi h) este limitată deplasarea axială şi radială. Pentru ca această 

limitare să nu influenţeze funcţionarea transmisiei, roata dinţată flexibilă trebuie sa 

aibă o lungime corespunzătoare dL )1,18,0( ÷= ;[125], [126], [127]. 

Îmbinarea rigidă se realizează prin seraj, cu şuruburi, prin sudură sau prin 

cuplaj dinţat (fără joc), (fig. 2.19). 
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Fig. 2.19 

 

Acest mod de cuplare este avantajos din punct de vedere al deformaţiilor, 

stabilităţii şi al randamentului transmisiei. 

Cuplarea mobilă a roţii dinţate flexibile (fig.2.20) permite deplasări radiale şi 

axiale, lungimea roţilor este mai mică [125], [126]: dL )4,03,0( ÷=  şi poate fi de 

diferite tipuri: 

- cuplarea prin folosirea danturii (fig. 2.20 a,b); 

- cuplarea prin ştifturi (fig.2.20d); 

- cuplarea prin lamele (fig.2.20 c). 

Transmisiile armonice dinţate care conţin roţi dinţate flexibile cu îmbinare 

mobilă au randament mai scăzut decât cele cu roţi dinţate flexibile cu îmbinare 

rigidă, dar au avantajul unui gabarit longitudinal mai mic. 

d)  După materialul roţilor dinţate flexibile: 

- roţi armonice din metale; 

- roţi armonice din material plastic. 

e)  După posibilităţi de etanşare: 

- roţi armonice fără etanşare (neetanşe); 

- roţi armonice cu etanşare (etanşe). 
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Fig. 2.20 

 

Transmisia armonică etanşă se deosebeşte de toate celelalte transmisii prin 

faptul că roata dinţată flexibilă prin construcţia ei asigură o etanşare perfectă între 

două medii ermetic separate şi are o lungime dublă faţă de roţile dinţate flexibile cu 

îmbinare rigidă (fig. 2.18 f), [1], [125], [126], [127]. 

 

C. După numărul treptelor ale transmisiilor armonice dinţate: 

- transmisia armonică dinţată cu o singură treaptă (fig. 4.3); 

- transmisia armonică dinţată dublă (cu două trepte), (fig. 2.4.), (2.34); 

- transmisia armonică dinţată cu mai multe trepte. 

În fig. 2.4 se prezintă schema structurală a transmisiei armonice dinţate 

dublă, unde roata dinţată flexibilă (2) în prima treaptă are dantură exterioară iar în 

treapta a II-a dantură interioară ce angrenează cu roata dinţată rigidă mobilă (4). 
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În fig. 2.34 este prezentată schema structurală a transmisiei armonice 

dinţate dublă cu generator de unde defazat cu 2/π . În acest caz, roata dinţată  

flexibilă are dantură exterioară în ambele trepte, roata dinţată rigidă fixă (3) şi roata 

dinţată rigidă mobilă (4) sunt cu dantură interioară. Această variantă constructivă 

este concepută de autorul lucrării de doctorat şi este cercetată din punct de vedere 

constructiv şi funcţional în capitolele ce urmează. Prezintă avantajul creşterii 

capacităţii portante, o încărcare simetrică a roţii dinţate flexibile, reducerea 

tensiunilor în roata flexibilă, fapt ce duce la lungimi de 1,2 – 1,5 ori diametrul roţii 

flexibile mărind gabaritul axial al transmisiei, [125], [126], [127].  

 

 

2.3 Aplicaţii ale Transmisiei Armonice Dinţate 
 

Datorită avantajelor pe care le prezintă transmisia armonică dinţată, a dus 

la dezvoltarea construcţiilor ce au în componenţa lor această transmisie. Soluţiile 

constructive sunt pe larg prezentate în bibliografia de specialitate [125], [126]. 

În fig. 2.21 sunt prezentate schemele constructive ale mecanismelor cu 

transmisii armonice dinţate fabricate în SUA. În fig. 2.21 a şi b sunt prezentate 

schemele troliului mecanic, care are în construcţia sa o transmisie armonică dinţată. 

În fig. 2.21a, motorul electric cu flanşa (1) este fixat de rama fixă (8). Arborele 

motorului este cuplat la arborele camei generatorului de unde (3) prin intermediul 

cuplajului(2). Roata flexibilă (4) se cuplează cu tamburul troliului (6), iar roata 

rigidă (5) cu rama fixă (8), tamburul (6) montându-se în rama fixă (8) prin lagărele 

cu rulmenţi (7) şi (9).  

Troliul prezentat în fig. 2.21b, are aceeaşi construcţie ca şi cel prezentat în 

figura anterioară, cu deosebire ca roata flexibilă (4) se cuplează cu rama fixă (8) , 

iar roata rigidă (5) se fixează în interiorul troliului (6). 
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Fig. 2.21 

 

Mecanismul prezentat în fig. 2.22 se foloseşte pentru transmiterea mişcării 

între pereţi ermetici. Roata flexibilă (4) are o formă simetrică, sub forma unui 

hiperboloid. Cuplarea roţii flexibile simetrice cu corpul exclude dispunerea 

neuniformă a încărcării pe dinţi. Roata flexibilă se execută din două semi-inele 

pentru a se putea realiza montajul. 

  

 
 

Fig. 2.22 

 

Mecanismul prezentat în fig. 2.23 este folosit pentru dispozitivul ajutător al 

acţionării elicei elicopterelor. Între generatorul de unde şi roata flexibilă există o 

a. 
b. 
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frecare de alunecare şi lichidul de ungere pătrunde prin canale speciale existente în 

generatorul de unde. Roata dinţată rigidă (5) este realizată din discuri alăturate, 

care sunt consolidate de arborele de ieşire (10). Modul de consolidare este astfel 

realizat încât permite deplasarea relativă a discurilor pe periferie  corespunzător 

deformaţiei de răsucire a roţii flexibile. La acest montaj se obţine o distribuţie 

uniformă a încărcării pe toata lungimea dinţilor, mecanism folosit la puteri de 370 

kw şi turaţie de 53.000 rot/min la arborele conducător.  

 

 
Fig. 2.23 

 

 

În fig. 2.24 este prezentată schema constructivă a mecanismului cu 

transmisie armonică pentru rotirea căruciorului trailerului. De la motorul (1), 

mişcarea se transmite prin perechile de roţi dinţate conice la generatorul de unde cu 

camă (3). Roata flexibilă (4) este cuplată cu arborele de ieşire, iar roata rigidă (5) 

se fixează de corpul (8). Generatorul de unde (3) se montează pe arborele de ieşire 

(16) prin lagărele de alunecare (15). 

 

BUPT



                                         2.3 - Aplicaţii ale Transmisiei Armonice Dinţate 

 

35

 
Fig. 2.24 

 

În Japonia, transmisia armonică dinţată este folosită în construcţia maşinilor 

unelte şi este prezentată în fig. 2.25, transmisie armonică dinţată folosită la 

mecanismul de avans transversal al unei maşini de frezat. 

 

 
Fig. 2.25 

La punerea în funcţiune a motorului (21), se realizează o rotaţie mai rapidă 

a arborelui condus (10), iar la pornirea motorului (1) şi oprirea motorului (21) se 

obţine la arborele de ieşire o viteză unghiulară mai mică. 

În fig. 2.26, se prezintă construcţia transmisiei mecanice a modulului flexie 

– extensie, care are în componenţa sa angrenajul armonic cu roată dinţată flexibilă 

cilindrică scurtă, concepută şi realizată în laboratorul Facultăţii de Inginerie a 

Universităţii „Eftimie Murgu” din Reşiţa. [125]. 
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Fig. 2.26 

 

Coroana dinţată mobilă (7) de care este fixat dispozitivul de prehensiune 

angrenează cu roata dinţată flexibilă (9), formând angrenajul armonic, iar perechile 

coroană dinţată fixă (8) – roată dinţată flexibilă (9), respectiv coroană dinţată fixă 

(5) – roată dinţată flexibilă (9) formează cuplajul armonic. Astfel, mişcarea de la 

arborele de intrare (2) acţionat de motorul de acţionare este trimisă prin 

generatorul de unde arbore (2), bucşă excentrică (3), disc generator de unde (4) şi 

angrenajul armonic la dispozitivul de prehensiune. 

În fig. 2.27, este prezentată construcţia modulului pronaţie – supinaţie, care 

are în componenţa sa angrenajul armonic cu roată dinţată flexibilă cilindrică scurtă, 

realizată în laboratorul Facultăţii de Inginerie a Universităţii „Eftimie Murgu” din 

Reşiţa. [125]. 
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Fig. 2.27 

 

În această soluţie constructivă, perechea roată dinţată flexibilă (6) şi 

coroana rigidă fixă (5) formează angrenajul armonic, iar perechea roată dinţată 

flexibilă (6) coroană dinţată mobilă în construcţia monobloc cu arborele de ieşire, 

formează cuplajul armonic. Pe arborele de ieşire (2) se montează modulul de 

acţionare a dispozitivului de prehensiune. 

Mişcarea de rotaţie este preluată de la motorul de acţionare prin intermediul 

arborelui (13) şi transmisă la arborele de ieşire (2) prin intermediul angrenajului 

armonic şi a cuplajului armonic. Aceste soluţii constructive prezintă următoarele 

avantaje: gabarit redus, precizie cinematică ridicată, masă redusă, construcţie 

compactă şi raport de transmitere ridicat pe o treaptă (i = 100).        

În fig. 2.28, este prezentată una din primele transmisii experimentale cu 

roată flexibilă (6), cu deformator cu role trizonal, deformator ce asigură o mai bună 

centrare în comparativ cu deformatorul bizonal. 
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Fig. 2.28 

 

Pe arborele conducător (1) este prins cu ajutorul penei, a piuliţelor centrale 

şi bolţurilor amplasate în spaţiile dintre rolele de presare, discul de antrenare, 

format din două fălci (2) şi )2( '  care strâng fusurile (3) ale rolelor de distanţare (4). 

Aceste role (4) sunt montate pe fus cu ajutorul a doi rulmenţi radiali cu bile pe un 

rând. Arborele (1) se sprijină cu capătul din stânga prin intermediul rulmentului 

radial cu bile pe capacul reductorului, iar pe capacul reductorului din partea dreaptă 

prin intermediul lagărului axial cu bile se sprijină arborele de ieşire (5). Arborele (5) 

este montat în corpul reductorului pe doi rulmenţi radiali cu bile, distanţa între 

aceştia fiind mărită deoarece roata flexibilă (6) este aşezată în consolă în raport cu 

suporţi. Roata elastică este formată dintr-o parte cilindrică cu pereţi subţiri (6) care 

este roata propriu zisă şi un butuc (7), fixate între ele cu şuruburi – prezon şi ştifturi 

conice. Roata rigidă este realizată sub formă de coroană dinţată (8), presată în 

carcasa sudată a reductorului. Şuruburile cu cap înecat, înşurubate dinspre partea 

exterioară în planul de separaţie al coroanei (8) şi carcasă, împiedică mişcarea de 

rotaţie a roţii rigide (8). Ungerea se face prin găurile  de ungere din arborele de 

intrare (1) respectiv arborele de ieşire (5). 
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Fig. 2.29 

 

Printr-un angrenaj cilindric, motorul electric (1) roteşte arborele (2) al 

generatorului de unde, pe care sunt fixate bucşele excentrice (3) şi discurile (4) ale 

generatorului de unde prin intermediul unor rulmenţi radiali. Cele două discuri 

exterioare ale generatorului de unde au excentricitatea în acelaşi sens, iar discul 

interior are excentricitatea în sens opus discurilor exterioare, deformând  roata 

dinţată flexibilă (7) cu dantură exterioară sub formă de elipsă realizând angrenarea 

cu roata dinţată rigidă fixată de carcasa reductorului. Pentru a reduce frecările 

dintre discurile excentrice (4) s-au montat inele antifricţiune (5), iar pentru a reduce 

frecările dintre discurile generatorului de unde şi roata dinţată  flexibilă (7) se 

montează prin presare  pe aceasta inelul flexibil (6) care prezintă o duritate ridicată. 

La capătul opus, roata dinţată flexibilă (7) este prevăzută cu dantură exterioară ce 

cuplează cu dantura interioară  a discului (9), fixat pe butucul (8) şi se transmite 

mişcarea prin intermediul arborelui intermediar (10) şi a cuplajului electromagnetic 

cu fricţiune (13) la arborele de ieşire (12) al reductorului. Pentru a limita deplasarea 

roţii flexibile (7) axial, se folosesc limitatoarele speciale (11). 

În fig. 2.30 este prezentată aceeaşi construcţie a generatorului de unde şi a 

roţii dinţate flexibile a transmisiei armonice,  cu deosebirea  modului de lăgăruire al 
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arborelui. Arborele (1) al generatorului de unde este tubular şi este montat cu 

ajutorul a doi rulmenţi în capacul reductorului. 

 

 

 
 

Fig. 2.30 

 

În fig. 2.31 se prezintă transmisia armonică dinţată cu generator de unde tip 

camă, care este formată din arborele (1) al generatorului de unde, camă (2), 

rulmentul flexibil (3), roata dinţată flexibilă (4) şi roata rigidă (5) fixată pe corpul 

reductorului. Roata flexibilă (4) este îmbinată cu arborele de ieşire (7) prin 

intermediul diafragmei (6) care formează partea elastică a paharului roţii flexibile 

(4). Această diafragmă este sudată de flanşa arborelui de ieşire (7). Acest generator 

de unde se caracterizează prin faptul că alezajul camei (2) este mai mare decât 

diametrul exterior al arborelui pe care este montată realizându-se un anumit joc 

radial, care îi permite autocentrarea generatorului de unde asigurându-se solicitări 

simetrice. Mişcarea şi momentul de torsiune de la arborele (1) la cama (2) se 

realizează prin intermediul frecărilor dintre gulerul arborelui (1), inelul elastic (8) şi 

suprafaţa frontală a camei (2). Strângerea axială a şaibei (8) se realizează la 

asamblare. 
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Fig. 2.31 

 

În fig. 2.32 este prezentată o variantă de reductor armonic, unde roata 

rigidă (3) este formată dintr-un set de şaibe care au pe suprafaţa lor interioară  dinţi 

care angrenează cu dinţii roţii flexibile (2), iar pe suprafaţa exterioară canale care 

împiedică roata dinţată (3) să se rotească faţă de consola (4). Momentul de torsiune 

de la fiecare din aceste şaibe, se transmite cu ajutorul acestor canale la consolele 

elastice (4) de pe arborele de ieşire (5). O astfel de variantă constructivă, are ca 

scop asigurarea repartiţiei uniforme pe toată lungimea dintelui, acest lucru fiind 

asigurat de faptul că la transmiterea cuplului motor consolele (4) se deformează şi 

ca urmare şaibele (3) şi dinţii acestora se aşează pe linie elicoidală. În această 

construcţie, generatorul de unde (1) este de tip camă. 
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Fig. 2.32 

 

În fig. 2.33 este prezentată o transmisie armonică cu roată dinţată flexibilă 

scurtă (5). Arborele generatorului de unde (1), se sprijină la un capăt pe rulmenţi 

radiali cu bile montaţi în carcasa reductorului şi în alezajul din capătul arborelui de 

ieşire (8). Pe arborele (1) este montat, generatorul (2) format dintr-un butuc cu 

patru tronsoane excentrice câte două alternative în acelaşi sens, pe care sunt 

montate prin rulmenţi patru discuri excentrice notate cu (3) cele exterioare şi cu (4) 

cele interioare. Discurile generatorului de unde deformează roata dinţată flexibilă 

scurtă (5) care împreună cu roata dinţată rigidă fixă (6) formează angrenajul 

armonic iar cu roata dinţată rigidă mobilă (7) formează cuplajul armonic. Roata 

dinţată rigidă mobilă, este fixată de arborele de ieşire (8). Faţă de generatorul cu 

trei discuri prezintă avantajul unei construcţii simple şi dezavantajul că este 

necesară o echilibrare dinamică. 
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Fig. 2.33 

 

 

2.4  Concepţia constructivă şi funcţională a transmisiei armonice 
dinţate duble cu generator de unde defazat cu 2/π  

 

În urma analizei soluţiilor constructive şi funcţionale prezentate, se propune 

pentru studiu şi cercetare o soluţie constructiv-funcţională originală a autorului, 

prezentată în fig. 2.34: 

 

 
Fig. 2.34 
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Z2II

Z3II

1I

2I 

3I 

1II

2II 3II

ω1I ω3II 
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Pe arborele de intrare (1I) ce se roteşte cu o viteză unghiulară 1ω  se află 

montat generatorul de unde ( I1 ) ce deformează roata dinţată flexibilă ( I2 ) cu 

număr de dinţi Iz2  ce angrenează cu roata dinţată rigidă fixă ( I3 ) cu număr de 

dinţi Iz3 , formând prima treaptă a transmisiei armonice duble. În acest caz, roata 

dinţată flexibilă ( I2 ) va avea viteza unghiulară I2ω . Din teoria tuburilor cu pereţi 

subţiri ştim că dacă aplicăm două forţe diametral opuse, tubul se deformează în 

formă de elipsă iar la capătul opus tubul se deformează sub formă de elipsă rotită cu 

2/π . În acest caz, se propune ca generatorul de unde din treapta a doua a 

transmisiei armonice dinţate duble să fie montat rotit cu 2/π  faţă de generatorul de 

unde din treapta I. În aceste condiţii, se evită deformaţia de încovoiere a roţii 

dinţate flexibilă de-a lungul generatoarei. 

Astfel, pe arborele (1II) se montează generatorul de unde 2I  rotit cu 90 

grade faţă de generatorul de unde din prima treaptă. Acesta menţine deformată 

roata dinţată flexibilă II2 ce are viteză unghiulară III 22 ωω =  şi un număr de dinţi 

IIz2 ce angrenează cu roata dinţată rigidă mobilă II3 cu număr de dinţi IIz3 montată 

pe arborele de ieşire ce va avea viteza unghiulară II3ω , formând a doua treaptă a 

transmisiei armonice duble. 

Această transmisie armonică dinţată dublă cu generator de unde 

defazat cu 2/π  faţă de transmisiile mecanice clasice şi faţă de cele 

armonice prezentate anterior, prezintă următoarele avantaje: 

- se elimină solicitările de încovoiere ale roţii dinţate flexibile pe direcţia 

generatoarei, fapt ce duce la creşterea fiabilităţii; 

- se reduc solicitările într-o treaptă dintre roata dinţată flexibilă şi 

elementele generatorului de unde; 

- creşte durata de funcţionare a roţii dinţate flexibile; 

- raport de transmitere mare ( ,36080 ÷=i pe o treaptă); 

- precizie cinematică ridicată; 

- gabarit şi greutate reduse; 

- funcţionare silenţioasă; 

- sistem de forţe echilibrat în cazul generatoarelor cu două sau trei unde;
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- randament ridicat la acelaşi raport de transmitere; 

- tehnologie de execuţie simplă a danturii roţii dinţate flexibile. 

 Dezavantajele transmisiei sunt: 

- o uşoară creştere a gabaritului axial; 

- o creştere redusă a raportului de transmitere faţă de transmisia 

armonică într-o treaptă; 

- roata dinţată flexibilă necesită materiale cu caracteristici mecanice 

ridicate; 

- durabilitate limitată a roţii dinţate flexibile.   

 Datorită acestor caracteristici, se utilizează în aceleaşi domenii tehnice ca şi 

celelalte variante constructive şi funcţionale ale transmisiilor armonice dinţate. 

 

 

2.5 Concluzii 

În urma analizei comparative şi critice a stadiului actual al cercetării în 

domeniul transmisiilor armonice dinţate privind: principiul de funcţionare, 

clasificarea, tipuri constructive de generatoare de unde şi roţi dinţate 

flexibile, domenii de aplicaţie, având în vedere şi teoria tuburilor cu pereţi subţiri 

solicitate de forţe concentrate la extremităţile tubului, se propune soluţia 

originală de construcţie şi funcţionare a transmisiei armonice dinţate duble 

cu generator de unde defazat cu 2/π  în treapta a doua faţă de cel din prima 

treaptă de angrenare. 
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Cap. 3 Analiza structurală a mecanismului 
transmisiei armonice dinţate duble cu generator 

de unde defazat cu 2/π  
 
 

3.1 Determinarea gradului de mobilitate a transmisiei 
armonice dinţate duble cu generator de  unde defazat cu 2/π , 

analiza desmodromiei. 
 

În vederea alegerii variantei optime a transmisiei armonice dinţate duble, 

este necesar a se face o analiză structurală, [77], [125], [126], [127] folosind o 

îmbinare a metodei imobilizării tuturor elementelor lanţului cinematic, mai puţin cel 

cercetat, pentru determinarea gradelor de libertate de prisos, cu metoda 

investigaţiei mobilităţilor elementelor şi cuplelor cinematice ale lanţului cinematic în 

vederea stabilirii gradelor de libertate a legăturilor pasive. 

In analiza structurală a acestei transmisii, este necesar să o reprezentăm 

simplificat printr-o schemă structurală logică care să ne indice numărul de elemente 

componente, numărul şi clasa cuplelor cinematice având în vedere forma 

constructivă a zonelor de contact, poziţia relativă a elementelor şi cuplelor 

cinematice în condiţii de încărcare a mecanismului transmisiei în vederea stabilirii 

gradului de mobilitate şi a îndeplinirii condiţiei de desmodromie. 

Pentru a înţelege mai uşor analiza structurală a mecanismului transmisiei 

armonice dinţate duble, se consideră mecanismul armonic dinţat cu două unde, 

prezentat în fig. 3.1, compus din 7 elemente legate între ele prin 6 cuple cinematice 

de clasa a V-a [A(0/1) B(1/2) E(3/4) F(4/0) J(1/6) G(5/4)], două cuple cinematice 

de clasa a II-a [D(3/0) H(5/0)] şi două cuple cinematice de clasa a I-a [C(2/3) 

I(6/5)].  

In vederea stabilirii gradelor de libertate de prisos a mecanismului, este 

necesar să se analizeze mobilităţile fiecărui lanţ cinematic component, independent. 

 In [77] şi [125] se precizează că într-un lanţ cinematic independent, este 

necesar să existe câte o mişcare de rotaţie după fiecare axă necesară închiderii 

mişcării lanţului, deci în jurul axei x, rotaţia 1≥xθ , în jurul axei y, rotaţia 1≥yθ , în 
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jurul axei z, rotaţia 1≥zθ . Dacă una dintre aceste mişcări este nulă, atunci în lanţul 

respectiv s-a introdus un grad de libertate al legăturilor pasive. Această condiţie, nu 

se impune şi în cazul mişcărilor de translaţie după cele trei axe, deoarece efectul 

produs de absenţa unei translaţii se poate înlocui cu efectul unei rotaţii 

perpendiculare pe direcţia de translaţie. 

 După [77] şi [125] numărul lanţurilor cinematice independente k se 

calculează cu relaţia:  

)1-(- nck =                                        (3.0)  

unde:  

 c  este numărul cuplelor cinematice; 

 n – numărul elementelor componente ale mecanismului. 

 

Astfel pentru mecanismul din fig. 3.1, ,7,10 == nc obţinem: 

4)1-7(-10 ==k  
 

 

 

Fig. 3.1 

In cazul acestei transmisii, roata dinţată flexibilă are forma unui clopot 

cilindric cu fund rigid.  

Primul lanţ kI A,B,C,E,F, este format din elementul fix (0), elementul 

conducător (1), discul (2) al generatorului de unde, o parte din roata dinţată 

flexibilă (3) şi elementul de ieşire (4), legate între ele prin cuplele cinematice 

A(0/1), B(1/2), C(2/3), E(3/4) şi F(4/0). Contactul dintre discul generatorului de 

unde şi roata dinţată flexibilă este punctiform, formând cupla cinematică C de clasa 
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a 1-a. In zona cilindrică, roata dinţată flexibilă (generatoarea CE) este supusă unor 

deformaţii periodice de încovoiere datorită generatorului de unde producând intrarea 

sau ieşirea dinţilor din angrenaj. Pentru a evita curbarea generatoarei CE respectiv,  

apariţia unor solicitări de încovoiere, considerăm legătura cu elementul de ieşire (4) 

ca fiind o cuplă cinematică de clasa a V-a, notată cu E. 

 Al doilea lanţ cinematic kII D,E,F, format din elementul fix (0) care este 

roata dinţată rigidă, o parte din dintele roţii dinţate flexibile (3) şi elementul de 

ieşire (4), elemente legate prin cuplele cinematice D(3/0), E(3/4) şi F(4/0). Sub 

acţiunea generatorului de unde, roata dinţată flexibilă este deformată radial şi 

contactul cu roata dinţată rigidă este o cuplă cinematica de clasa II-a. 

Al treilea lanţ cinematic kIII (A,J,I,G,F), este format din elementul fix (0), 

elementul conducător (1), discul (6), o parte din roata dinţată flexibilă (5) şi 

elementul de ieşire (4), legate între ele prin cuplele cinematice A(0/1), J(1/6), 

I(6/5), G(5/4) şi F(4/0). 

 Observăm că lanţul cinematic kI este identic cu lanţul cinematic kIII din 

punct de vedere structural. 

 Al patrulea lanţ cinematic independent kIV (H,G,F), este format din 

elementul fix (0), o parte din roata dinţată flexibilă (5) şi elementul de ieşire (4) 

legate între ele prin cuplele cinematice H(5/0), G(5/4) şi F(4/0).  

 Observăm că lanţul cinematic independent kII este identic cu lanţul 

cinematic independent kIV. 

 Formulele structurale folosite în analiza structurală a mecanismelor, dau o 

corelare justă între parametrii structurali ai mecanismelor, dar nu sunt suficiente 

pentru o decizie optimă în alegerea parametrilor mecanismelor. In acest sens, 

pentru o decizie optimă, este necesară o investigaţie a mobilităţilor în lanţurile 

independente ale mecanismului, aşa cum este redată în tabelul 3.1 pentru 

transmisia armonică dinţată din fig. 3.1 anterior analizată: 
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Tabel 3.1 

 

In prima coloană sunt prezentate lanţurile cinematice independente şi 

cuplele cinematice componente a fiecărui lanţ iar în a doua coloană se prezintă 

suma mobilităţilor liniare VX,VY şi VZ după cele trei axe. 

 In coloana a treia, se prezintă cuplele cinematice ce asigură mobilităţile 

liniare din coloana a doua. Coloana a patra prezintă elementul a cărui rotaţie este 

folosită la înlocuirea translaţiei ce nu există. Prima literă din simbolul elementului 

este cupla cinematică a cărei mobilitate unghiulară este folosită pentru înlocuirea 

mobilităţii liniare. Se impune această rotaţie pentru a evita utilizarea unui element 

de două ori cu aceeaşi rotaţie. In coloana cinci, se află notate suma mobilităţilor 

unghiulare θX, θY, θZ în jurul celor trei axe, iar în coloana şase se prezintă cuplele 

cinematice, ce asigură aceste mobilităţi unghiulare pentru fiecare lanţ cinematic. 

 In coloana şapte se află axele de coordonate. 

 Înlocuirea unei mobilităţi liniare cu una unghiulară este indicată prin linie 

zig-zag, de la mobilitatea unghiulară la ceea liniară. Linia indică elementul a cărui 

rotaţie este folosită la înlocuirea translaţiei ce nu există. Având în vedere faptul că 

2idL =∑  

Lanţul 
cinematic 

Translaţiile Cuplele 
cinematice 

Elemente Rotaţiile Cuplele Axele 

KI(A,B,C,E,F)  
 
 
 
 
 
KIII(A,J,I,G,F) 
 
 
KI≡KIII 

 

VX = 2 
 

VY = 2 
 
 
 

Vz = 0 
 
 
                  

C,I 
 
C,I 

 
 
 
 
 
 
EC,GI 

4x =θ  

 
8y =θ  

 
 

2z =θ  

C,E,I,G 
 
A,B,C,F 
 
A,J,I,F, 
 
C,I 

x  
 
y  

 
 
 
z  

KII(D,E,F) 
 
KIV(H,G,F) 
 
KII ≡ KIV 
 

0xV 1 =  

 
2yV =  

 
2zV 1 =  

 
 
D,H 
 
D,H 

DF,HF 2x1 =θ  

 
4y =θ  

 
0z1 =θ  

D,H 
 
D,F;H,F 

1x  

 
y  

 

1z  

∑ = 3pL  
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mecanismul transmisiei armonice cu două unde este format din mai multe lanţuri 

cinematice, legătură dintre ele poate introduce sau elimina grade de libertate ale 

legăturilor pasive. 

 Pentru a determina gradul de mobilitate M a unei transmisii armonice, este 

necesar să determinăm atât suma gradelor de libertate de prisos ∑ idL  cât şi suma 

gradelor de libertate a legăturilor pasive ∑ pL . 

 Suma gradelor de libertate de prisos ∑ idL  se determină folosind metoda 

imobilizării tuturor elementelor mecanismului, mai puţin cel cercetat [75], [125] şi 

se stabileşte numărul gradelor de libertate pe care le mai posedă, astfel elementele 

(3) şi (7) au câte un grad de libertate, rotire în jurul axei sale (θy în cuplele B şi J), 

astfel  ∑ 2=idL , care sunt notate şi în tabelul 3.1 prin linie zig-zag. 

 La determinarea sumei gradelor de libertate a legăturilor pasive ∑ pL  este 

necesar să analizăm destinaţia mobilităţilor unghiulare [77], [125]. Analizând 

rotaţiile θy în lanţul cinematic KI şi KIII , observăm că există o mobilitate pentru 

fiecare lanţ folosită la închiderea lanţului, câte una fiind destinată pentru ∑ idL   şi 

câte una rămâne ca mobilitate a mecanismului. Câte o mobilitate θX este folosită 

pentru închiderea lanţurilor cinematice, iar celelalte pentru înlocuirea lui vz . 

Mobilităţile θZ sunt folosite pentru închiderea lanţurilor cinematice. In lanţul 

cinematic KI şi KIII nu există posibilitatea deplasării după axa z1, fapt ce nu permite 

autocentrarea generatorului de unde faţă de roata dinţată flexibilă, respectiv faţă de 

cea rigidă, realizând un grad de libertate ce introduce o încărcare neuniformă a 

dinţilor în cele două zone de angrenare, pe direcţia de deformaţie maximă a roţilor 

flexibile, asigurată de rolele (2) şi (6).  

 In lanţurile cinematice KII şi KIV câte o rotaţie θXI şi θZI sunt utilizate pentru 

închiderea lanţurilor cinematice, iar câte o rotaţie θY este folosită pentru înlocuirea 

lui VXI. 

 Absenţa rotaţiilor θZ în lanţurile cinematice KII şi KIV introduce câte un grad de 

libertate a legăturilor pasive, fapt ce nu permite o încărcare uniformă a dinţilor în 

lungul lor, astfel ∑ 3=pL . 
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 Observăm că pentru mecanismul din fig. 3.1 avem n = 7; c5 = 6; c2 = 2;       

c1 = 2; ∑ 3=pL . Gradul de mobilitate M va fi: 

∑ ∑ ∑
5

1
--)1-(6

=
+⋅=

i
pidi LLcinM      

                                                                                             (3.1) 

132-21-22-65 - )1-7(6 =+⋅⋅⋅=M      

Se constată astfel că este îndeplinită condiţia de desmodromie a 

mecanismului armonic dinţat cu generator cu două unde, adică numărul elementelor 

conducătoare este egal cu gradul de mobilitate al mecanismului, Mnm = .         

 In analiza structurală a mecanismelor [77], [84], [125], [126], [127] se 

dezvoltă principiul constructiv al mecanismelor fără elemente şi legături pasive, sau 

a reducerii lor, prin eliminarea unor grade de libertate şi înlocuirea unor cuple 

cinematice cu grad mare de multiplicitate prin cuple cinematice cu grad de 

multiplicitate redus sau prin introducerea în lanţul cinematic a unor cuple cinematice 

suplimentare. 

De asemenea, după optimizarea schemei structurale este necesar să se 

verifice poziţia elementelor şi posibilităţile de funcţionare în condiţiile existenţei 

erorilor de execuţie şi a deformaţiei elementelor sub sarcină în timpul funcţionării. 

 In fig. 3.2 se prezintă schema structurală a transmisiei armonice dinţate 

duble cu generator de unde defazat cu 2/π .  
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Fig. 3.2 

 

 

Legătura roţii dinţate flexibile Z2 cu roata dinţată rigidă fixă Z3 formează 

prima treaptă a angrenajului armonic dublu iar legătura roţii dinţate flexibile Z5 cu 

roata dinţată rigidă mobilă Z6 formează a doua treaptă a angrenajului armonic 

dublu. Acest mecanism este compus din 13 elemente legate între ele prin 10 cuple 

cinematice de clasa a V-a (A,B,F,G,P,C,I,H,K,L), 4 cuple cinematice de clasa a IV-a 

(E,R,N,O), 4 cuple cinematice de clasa a I-a (D,S,J,M), astfel numărul lanţurilor 

cinematice independente conform relaţiei (3.1) va fi:  

6)1-13(-18 ==k  

Cele 6 lanţuri independente sunt prezentate în fig. 3.3. a….f. 
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Fig. 3.3 a 

 

- lanţul cinematic KI, (fig. 3.3 a), este format din elementul fix (0), 

elementul conducător notat cu (1), discul generatorului de unde notat cu (2), o 

parte din roata dinţată flexibilă notată cu (3), o altă parte din roata dinţată flexibilă 

notată cu (4), o altă parte din roata dinţată flexibilă notată cu (5) şi roata dinţată 

rigidă mobilă notată cu (6), legate între ele prin cuplele cinematice A, B, D, F, G, N, 

P; 

 

 
Fig. 3.3 b 

 

- lanţul cinematic KIII, (fig. 3.3 b), este format din  elementul fix (0), 

elementul conducător notat cu (1), discul generatorului de unde (7), o parte din 

ω1 
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roată dinţată flexibilă notată cu (8), o altă parte din roata dinţată flexibilă notată cu 

(9), o altă parte din roata dinţată flexibilă notată cu (10) şi roata dinţată rigidă 

mobilă notată cu (6), legate între ele prin cuplele cinematice A, C, S, I, H, O, P; 

 

 
Fig. 3.3 c 

 

- lanţul cinematic KII, (fig. 3.3 c), este format din roata dinţată rigidă fixă 

(11), o parte din roata dinţată flexibilă notată cu (3), o altă parte din roata dinţată 

flexibilă notată cu (4), o altă parte din roata dinţată flexibilă notată cu (5), roata 

dinţată rigidă mobilă notată cu (6) şi elementul fix notat cu (0), legate între ele prin 

cuplele cinematice E, F, G, N, P; 

 

 
 

Fig. 3.3 d 
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- lanţul cinematic KIV, (fig. 3.3 d), este format din roata dinţată rigidă fixă 

notată cu (11), o parte din roata dinţată flexibilă notată cu (8), o altă parte din 

roata dinţată flexibilă notată cu (9), o altă parte din roata dinţată flexibilă notată cu 

(10), roata dinţată rigidă mobilă (6) şi elementul fix (0), legate între ele prin cuplele 

cinematice R, I, H, O, P; 

 

 
Fig. 3.3 e 

 

- lanţul cinematic KV (fig. 3.3 e), este format din elementul fix (0), 

elementul conducător notat cu (1), discul generator de unde notat cu (12), o parte 

din roata dinţată flexibilă notată cu (5) şi roata dinţată rigidă mobilă (6), legate între 

ele prin cuplele cinematice A, K, J, N, P; 

 

 
Fig. 3.3 f 
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- lanţul cinematic KVI, (fig. 3.3 f), este format din elementul fix (0), 

elementul conducător notat cu (1), discul generator de unde notat cu (13), o parte 

din roata dinţată flexibilă notată cu (10) şi roata dinţată rigidă mobilă (6), legate 

între ele prin cuplele cinematice A, L, M, O, P.       

Folosind metoda imobilizării tuturor elementelor lanţului cinematic 

independent, mai puţin cel cercetat, se obţine suma gradelor de libertate de prisos 

∑ 5=idL , rotaţiile în cuplele cinematice B,C,K,L şi translaţia în lungul axei Y notate 

şi în tabelul 3.2 prin linie zig-zag.  

 Pentru determinarea sumei gradelor de libertate a legăturilor pasive ∑ pL  

este necesar să analizăm destinaţia mobilităţilor unghiulare. Analizând rotaţiile θy în 

lanţul cinematic KI şi KIII , observăm că există două mobilităţi folosite la închiderea 

lanţurilor, două pentru ∑ idL  şi şase pentru mobilitatea mecanismului. Cuplele D, 

M, S, şi J permit o translaţie axială ce reprezintă un grad de libertate de prisos. In 

aceste lanţuri cuplele cinematice A, B, C şi P sunt cuple cinematice de clasa a V-a, 

de asemeni cuplele cinematice F, G, H şi I sunt tot cuple cinematice de clasa a V-a. 

Deoarece în zona cilindrică roata dinţată flexibilă este supusă unor deformaţii 

periodice datorită generatorului de unde producând intrarea sau ieşirea dinţilor în 

angrenare fără a supune părţile din roata dinţată flexibilă (3) şi (8) la solicitări 

suplimentare de încovoiere iar contactul între discurile generatorului de unde şi 

roata dinţată flexibilă poate fi punctiform, formează cuplele cinematice D şi S de 

clasa a I-a. Cuplele cinematice N şi O sunt de clasa a IV-a deoarece dantura are o 

lăţime ce nu poate fi neglijată. Rotaţiile θx asigură mobilitatea mecanismului prin 

intermediul cuplelor cinematice D,N,S,O,F,G,I şi H, de asemenea şi rotaţiile θz din 

cuplele cinematice D şi S. In analiza lanţurilor KII şi KIV observăm că rotaţiile θY din 

cuplele cinematice E, R şi P asigură închiderea lanţurilor cinematice, iar cuplele 

cinematice  N şi O asigură mobilitatea mecanismului. Rotaţiile θx1 din cuplele E, N, R 

şi O asigură mobilitatea mecanismului. In lanţurile KII şi KIV elementele cuprinse 

între cuplele cinematice E şi N respectiv, R şi O nu sunt direcţionate după axa X1 

(VX1 = 0), de asemenea în lanţul KI şi KIII nu există posibilitatea asigurării acestei 

deplasări, deci nu se permite autocentrarea generatorului de unde faţă de roata 

dinţată flexibilă, respectiv cea rigidă, realizând câte un grad de libertate a legăturilor 

pasive ce introduce o încărcare neuniformă a dinţilor din cele două zone de 
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angrenare pe direcţia deformaţiei maxime a roţii flexibile produsă de rolele (2), (7), 

(12) şi (13). La fel, absenta rotaţiilor θZ1 în lanţurile KII şi KIV introduce câte un grad 

de libertate a legăturilor pasive ce nu permit o încărcare uniformă a dinţilor în lungul 

lor. In aceste condiţii suma gradelor de libertate a legăturilor pasive ∑ 4=pL . 

Observăm că elementele cuprinse între cuplele cinematice E, N, R, O compensează 

translaţiile Vz din lanţurile KI şi KIII, iar elementele cuprinse între cuplele cinematice 

N, E, O, R compensează translaţiile VZ din lanţurile KV şi KVI. In analiza lanţurilor KV 

şi KVI observăm că există două mobilităţi  folosite la închiderea lanţurilor, două 

pentru ∑ idL  şi patru pentru mobilitatea mecanismului. Cuplele J şi M permit o 

translaţie axială asigurând gradul de libertate de prisos.  In aceste lanţuri, cuplele 

cinematice A, K, L şi P sunt cuple cinematice de rotaţie de clasa a V-a. Contactul 

între discurile generatorului de unde şi roata dinţată flexibilă poate fi punctiform, 

formând cuplele cinematice J şi M de clasa a I-a. Cuplele cinematice N şi O sunt de 

clasa a IV-a deoarece dantura are o lăţime b ce nu poate fi neglijată. Rotaţiile θx 

asigură mobilitatea mecanismului prin intermediul cuplelor cinematice J, N, M şi O, 

de asemenea şi rotaţiile θz din cuplele cinematice J şi M. Rotaţiile  θy din K şi L au 

câte un grad de libertate pasiv. In aceste condiţii, avem: numărul elementelor  

n =13; c5 = 10; c4 = 4; c1= 4; ∑ 5=idL  şi  ∑ 4=pL .  

Conform relaţiei (3.1) gradul de mobilitate va fi: 

145-41-44-105-)1-13(6 =+⋅⋅⋅=M , deci gradul de mobilitate este egal cu 

numărul elementelor motoare (M = nm), fiind îndeplinită condiţia de desmodromie a 

mecanismului. 

 Rezultatele investigative mobilităţilor în lanţurile cinematice independente a 

mecanismului transmisiei armonice dinţate duble cu generator de unde defazat cu 

2/π  sunt prezentate în tabelul  3.2 
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Tabelul 3.2 

 
 

 
3.2 Concluzii  
 
În vederea realizării analizei structurale a mecanismului, a fost necesar să  

determinăm lanţurile cinematice principale, clasa cuplelor cinematice şi numărul lor, 

suma gradelor de libertate a legăturilor pasive şi suma gradelor de libertate de 

prisos. Pentru a evita încovoierea generatoarei roţii dinţate flexibile din zona 

deformaţiei maxime şi transmiterea fluxului energetic din treapta I în treapta a II-a, 

a fost necesar să se introducă în lanţul cinematic conceput câte un element şi două 

cuple cinematice de rotaţie la mijlocul roţii dinţate flexibile. Folosind metoda 

investigaţiei mobilităţii elementelor şi cuplelor cinematice, se constată că translaţiile 

pe direcţiile deformaţiilor maxime ale roţii dinţate flexibile în cele două trepte de 

5idL =∑  

Lanţul cinematic Translaţiile Cuplele 
cinematice 

Elementele Rotaţiile Cuplele 
cinematice 

Axele 

KI(A,B,D,F,G,N,P) 
 
 

KIII(A,C,S,I,H,O,P) 
 
 
 

KI≡KIII 

VX=2 
 
 

VY=4 
 
 
 

Vz=0 
 

D;S; 
 
 

D,N 
S,O 

 
 
 
 
 
 

FD;GN 
IS;HO 

θX=8 
 
 

θy=8 
 
 
 

θz=2 
 

D,F,G,N; 
   S,I,H,O. 
 

A,B,D,P; 
 

A,C,S,P. 
 

D,S 

x 
 
 
y 
 
 
 
z 

KII(E,F,G,N,P) 
 
 

KIV(R,I,H,O,P) 
 
 
 

KII≡KIV 

Vx1=0 
 
 

Vy=4 

 
 
 

Vz1=4 

 
 
 

E,N 
R,O 

 
 

E,N; 
R,O 

EN(RO) 
 

NE(OR) 

θX1=4 
 
 

θy=6 
 
 
 

θz1=0 
 

E,N; 
R,O. 

 
E,N,P; 
R,O,P. 

X1 
 
 
y 
 
 
 

z1 
 

KV(A,K,J,N,P) 
 
 

KVI(A,L,M,O,P) 
 
 
 
 

KV≡KVI 
 

Vx=2 
 
 

Vy=4 

 
 
 
 

Vz=0 

J,M 
 
 

J,N; 
M,O 

 

 θX=4 
 
 

θy=8 
 
 
 
 

θz=2 
 

J,N; 
M,O. 

 
 

A,K,J,P 
 

A,L,M,P 
 

     J,M 

x 
 
 
y 
 
 
 
 
z 

                                             4pL =∑  
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angrenare sunt nule, fapt ce duce la un generator de unde necentrat faţă de roata 

dinţată flexibilă, însă rotaţiile din anumite cuple cinematice elimină acest 

dezavantaj. De asemenea, se constată că există câte două mobilităţi pentru 

închiderea lanţurilor cinematice şi cele pentru asigurarea mobilităţii mecanismului 

transmisiei.   

Din analiza structurală se constată că gradul de mobilitate este egal cu 

numărul elementelor motoare ale transmisiei armonice dinţate duble, fapt ce 

confirmă îndeplinirea condiţiei de desmodromie a transmisiei armonice dinţate duble 

cu generator de unde defazat cu 2/π . 
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Cap. 4 Analiza cinematică a transmisiei 
armonice dinţate duble cu generator de  unde 

defazat cu 2/π  
 

4.1  Cinematica transmisiei armonice dinţate într-o treaptă. 
 

Această transmisie armonică dinţată, poate fi un mecanism diferenţial sau 

ordinar, [44], [47], [77], [125], [126], [127]. În fig. 4.1, se prezintă schema 

structurală a mecanismului diferenţial, format din trei elemente de bază:  

1  este generatorul de unde; 

2- roata dinţată flexibilă, cu numărul de dinţi z2; 

3- roata dinţată rigidă, cu numărul de dinţi z3.  

 

 

                         

 

      Fig. 4.1                                                       Fig. 4.2 

 

Această variantă de transmisie s-a obţinut plecând de la transmisia 

diferenţială cu roţi dinţate rigide, prezentată în fig. 4.2, în care s-a notat:  

1  este elementul conducător; 

2- satelitul, o roată dinţată cilindrică cu dantură cilindrică; 

3- roata dinţată cu dantură exterioară .  
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Pentru determinarea vitezei unghiulare necunoscute, se aplică relaţia lui 

Willis dând întregului ansamblu o mişcare inversă ( )1-ω  aferentă braţului port-

satelit, [77], [125] deci:  

 

 a
z
zi ===
2

3

13

121
23 -

-
ωω
ωω    

a
12

13
-ωωωω +=                                     (4.1) 

unde:   

- ω1 este viteza unghiulară a generatorului de unde, respectiv a arborelui 

de intrare (1); 

- ω2 - viteza unghiulară a roţii dinţate flexibile, respectiv a satelitului (2); 

- ω3 - viteza unghiulară a roţii dinţate rigide, respectiv a roţii dinţate 

cilindrice cu dantură interioară (3). 

Prin fixarea unuia dintre elementele de bază ale transmisiei armonice 

diferenţiale cu două unde fig. 4.3,  se obţin trei variante structurale. 

 
Fig. 4.3 

1) Considerând ω1=0, deci generatorul de unde este fix, rezultă varianta 

structurală prezentată în fig. 4.4. 

 
Fig. 4.4 
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În acest caz există două variante:  

    a) cazul când elementul (2) este conducător, iar elementul (3) este condus: 

2

3

3

21
23 z

zi ==
ω
ω

;                             (4.2) 

    b) cazul când elementul (2) este condus, iar elementul (3) este conducător, 

raportul de transmitere va fi:  

3

2

2

31
32 z

zi ==
ω
ω

;                                      (4.3) 

 2) Considerând ω3=0, se obţine varianta structurală prezentată în fig. 4.5.  

 

 
Fig. 4.5 

 

Şi în acest caz, există două variante: 

    a) cazul în care elementul (2) este conducător, iar elementul (1) este condus,  

raportul de transmitere va fi : 

3

23
21 ω

ω=i                    (4.4) 

Din relaţia (4.1) unde ω3=0, rezultă ω1 care introdus în relaţia (4.4), adică 

2

3

13

12
-
-

z
z=

ωω
ωω

, rezultă 
2

233
12

--
z
zzi = ;                                 (4.5) 

    b) cazul în care elementul (2) este condus şi elementul (1) conducător rezultă: 

23

23
12 -

-
zz
zi = .                             (4.6) 

3) Considerând ω2=0, rezultă varianta cinematică prezentată în fig.4.6.
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Fig. 4.6 

 

a) când elementul (1) este conducător şi elementul (3) condus, raportul de 

transmitere va fi : 

 
23

32
13 - zz

zi = ;                                             (4.7) 

b) când elementul (1) este condus, iar elementul (3) conducător, rezultă: 

3

232
31

-
z
zzi = .                             (4.8) 

În urma studiului efectuat asupra cinematicii transmisiei armonice dinţate cu 

două unde, într-o treaptă, concluzionăm faptul că se pot obţine 6 variante 

constructive, a căror rapoarte de transmitere sunt: 2
13

2
31

3
12

3
21

1
32

1
23 ,,,,, iiiiii , [125]. 

 
4.2 Cinematica transmisiilor armonice dinţate în două trepte 

 
 Prin cuplarea succesivă a câte două mecanisme de acelaşi tip în serie sau în 

paralel, se pot obţine 36 de variante constructive, a căror rapoarte de transmitere 

sunt : ( ) ( ) ( ) ( )II
IIII

I
II

I
IIII

I
II

i;i;i;i 3
12

1
32

1
23

1
32  şi aşa mai departe, unde indicele I şi II indică prima 

treaptă respectiv,  a doua treaptă a transmisiei armonice dinţate duble.    

Pentru cazul transmisiei armonice dinţate duble cu generator de unde 

defazat cu 2π , raportul de transmitere se determină pe baza fig. 4.7, unde se 

prezintă schema structurală a transmisiei armonice dinţate duble cu generator de 

unde defazat cu 2π  în treapta a doua, cu următoarele notaţii: 
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Fig. 4.7 

 

( I1 ) este generatorul de unde în prima treaptă ce are o mişcare de rotaţie 

unghiulară 1ω ; ( I2 ) - roata dinţată flexibilă dublă cu dantură exterioară cu numărul 

de dinţi IZ2 în prima treaptă; ( I3 )- roata dinţată rigidă fixă cu dantură interioară cu 

numărul de dinţi IZ3 , iar în treapta a doua s-a notat: ( II1 ) - este generatorul de 

unde în treapta a doua defazat cu 2π  faţă de generatorul din prima treaptă, cu 

viteza unghiulară 1ω ; ( II2 ) - roata dinţată flexibilă cu dantură exterioară cu 

numărul de dinţi IIZ2 ; ( II3 ) - roata dinţată rigidă mobilă cu dantură interioară cu 

numărul de dinţi IIZ3 . 

 Din analiza schemei structurale prezentate , observăm că în treapta I avem 

o transmisie armonică dinţată cu roata rigidă fixă ( I3 ) cu viteza unghiulară 

03 =Iω , mişcarea de intrare I1ω  în transmisie este a generatorului de unde ( I1 ), 

iar mişcarea de ieşire I2ω  este la roata dinţată flexibilă dublă ( I2 ). În treapta II 

avem o transmisie armonică diferenţială unde mişcările de intrare sunt II1ω  a 

generatorului de unde ( II1 ) şi II2ω a roţi dinţate flexibile ( II2 ), iar mişcarea de 

ieşire este II3ω , la roata dinţată rigidă mobilă ( II3 ).  

Raportul de transmitere i, se calculează în conformitate cu ecuaţia raportului 

vitezelor unghiulare: 

Z2I

Z3I

Z2II

Z3II

1I 
2I 

3I 

1II

2II 3II

ω1 ω3 
0 0

A 

0 

0 

B 

C 
DC 

E
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II

Ii
3

1
ω
ω

=                              (4.9) 

Dar: 03 =
I

ω , 
III 11 ωω =  şi 

III 22 ωω = . 

În prima treaptă a mecanismului, roata dinţată rigidă ( I3 ) este fixă şi raportul de 

transmitere, va fi: 

( )
II

I

I

II
II zz

z
iiI

23

2

2

13
21  -

 -===
ω
ω

                         (4.10) 

de unde rezultă că viteza unghiulară a roţii dinţate flexibile la ieşirea din prima 

treapta, va fi: 

I

II
II z

zz

2

23
12

-
-ωω =                           (4.11) 

În treapta a doua, mecanismul este  diferenţial, vitezele unghiulare de 

intrare sunt 
IIII

şi 21 ωω  putând determina astfel viteza unghiulară 
II3ω . Pentru a 

determina această viteză unghiulară, se dă mecanismului din treapta a doua o 

mişcare inversă ( )
II1ω . În acest caz, viteza unghiulară a generatorului de unde 

,01 =
II

ω roata dinţată flexibilă va avea viteza unghiulară 
IIII 12 -ωω ,  

III 22 ωω = , 

deci:  

II

II

II

IIII
IIII Z

Z
i

2

3

3

21
32 ==

ω

ω
                          (4.12)  

de unde rezultă că viteza unghiulară 
II3ω  va fi: 

     

II

II

I

II
I

II

II
II Z

Z
Z
ZZ

Z
Z

II
3

2

2

23
1

3

2
23

-
 -  ⋅⋅== ωωω                        (4.13) 

 

 In acest caz raportul de transmitere al transmisiei va fi: 

( )
IIII

III

II

I

ZZZ
ZZ

i
232

32

3

1

−

⋅
−==

ω
ω

                         (4.14) 
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Dacă numărul de dinţi 
IIII

zz 23 = , atunci treapta a doua din angrenajul 

armonic diferenţial devine cuplaj armonic iar raportul de transmitere va fi: 

 

II

I

II

I

ZZ
Z

i
23

2

3

1
−

−==
ω
ω

                                     (4.15) 

 
 

 4.3 Concluzii 
 

Se constată că prima treaptă a transmisiei armonice dinţate duble este un 

angrenaj armonic cu elementul de intrare ce are viteza unghiulară 
I1ω şi elementul 

( I3 ) fix ( 03 =
I

ω ), iar treapta II un mecanism armonic diferenţial. Aplicând 

principiul mişcării inverse întregului ansamblu a mecanismului din treapta II, se 

obţine viteza unghiulară la ieşire 
II3ω care permite calculul raportul de transmitere 

al transmisiei armonice dinţate duble cu generator de unde defazat cu 2/π . 
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Cap. 5   Analiza cinetostatică a transmisiei 
armonice dinţate duble cu generator de unde 

defazat cu  2/π  
 

Proiectarea şi realizarea unor transmisii armonice dinţate performante,  

impune necesitatea analizei şi determinării forţelor ce acţionează în elementele şi 

cuplele cinematice ale transmisiei. În acest caz, se constată că acţionează forţe de 

deformaţie elastică a roţii dinţate flexibile, forţe tangenţiale şi radiale ce acţionează 

între dinţii roţilor dinţate aflate în angrenare produse de momentul de torsiune 

transmis, forţe inerţiale şi forţe de frecare. [32], [125]. 

Alegerea unei soluţii constructive optime, presupune forţe şi reacţiuni ce 

produc solicitări minime ale elementelor şi cuplelor cinematice componente, gabarit 

şi masă redusă a transmisiei la moment de încărcare mare. 

 
 

  5.1 Forţele din angrenajul armonic dinţat în treapta I 
 

Pentru determinarea analitică a acestor forţe, se folosesc relaţiile de la 

angrenajul cilindric ordinar cu dantură interioară, pe baza schemei din fig. 5.1: 

 
Fig. 5.1
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unde acţionează forţa normală niF , tangenţială tiF şi radială riF pe dinte. În acest 

caz, între aceste forţe există relaţiile: 

rniti FF αcos= :                  (5.1) 

rtiri tgFF α=                     (5.2) 

unde: rα - este unghiul profilului dintelui. 

 Din analiza acestor forţe se observă că doar forţa radială riF  produce o 

reacţiune între roata dinţată flexibilă şi discul generatorului de unde. Forţele 

tangenţiale pe dinte tiF  dau o forţă rezultantă tangenţială tF : 

11

11

r

t
t D
MF =                    (5.3) 

unde: 11tM  este momentul de torsiune de la roata dinţată rigidă fixă a 

mecanismului; 

          11rD -  diametrul de rostogolire al roţii dinţate rigide fixe. 

 Din figură observăm că în zona de intrare în angrenare a dinţilor, forţa de 

frecare are sensul spre discul generatorului de unde, prin care se măreşte forţa ce 

acţionează asupra acestui disc, iar în zona de ieşire din angrenare a dinţilor, forţele 

de frecare au sens invers reducând valoarea forţei ce solicită discul generatorului de 

unde. Forţa de frecare dintre doi dinţi, va fi: 

 nifi FF μ=                                                                                       (5.4) 

unde: μ - coeficientul de frecare dintre flancurile dinţilor aflaţi în angrenare. 

Această forţă de frecare are  o componentă radială: 

 tirniFf FFF
rfiri

⋅=⋅⋅=⋅= μαμα coscos                                                (5.5)  

care produce o creştere a forţei ce acţionează asupra discului generatorului de unde. 

 Aceste forţe de frecare radiale pe dinţii aflaţi în angrenare în zona intrării în 

angrenare, dau o rezultantă ce poate fi determinată funcţie de forţa tangenţială 

rezultantă determinată cu relaţia: 

 
11

11

r

t
tf D

MFF
r

μμ =⋅=                                                                         (5.6) 
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5.2  Forţele şi reacţiunile din cupla cinematică roată dinţată 
flexibilă – discul generatorului de unde în treapta I 

 

În cazul transmisiei armonice dinţate duble cu generator de unde cu discuri, 

(fig. 3.2), în cupla cinematică roată dinţată flexibilă – disc, acţionează forţe de 

deformaţie elastice a roţii dinţate flexibile ce apar în timpul montării şi funcţionării 

generatorului de unde, forţe de frecare dintre roata dinţată flexibilă şi discul 

generatorului de unde, forţe de inerţie ale generatorului de unde precum şi 

reacţiunile produse de forţa de frecare dintre dinţii roţii dinţate flexibile din zona de 

intrare în angrenare şi ceea datorată forţei radiale din angrenaj produsă de 

momentul de încărcare a transmisiei reductoare.             
 

5.2.1  Reacţiunea dintre roata dinţată flexibilă şi discul 
generatorului de unde produsă de forţa radială şi forţa de frecare 

din angrenaj 
 
 

Din fig. 5.2, observăm că această reacţiune xR32  are două componente: 

 
Fig. 5.2 
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- '
23R  ce reprezintă reacţiunea forţelor radiale riF din cei n dinţi aflaţi în angrenare 

şi corespunde unei forţe tangenţiale rezultante tF , a forţelor tangenţiale tiF pe 

dinte, deci: 

rt tgFR α⋅='
23                              (5.7) 

unde:    

11

11

r

t
t D
MF =                              (5.8) 

deci:  

r
r

t tg
D
MR α⋅=

11

11'
32                             (5.9) 

 Această relaţie ne dă reacţiunea dintre roata dinţată flexibilă şi rola 

generatorului de unde datorată momentului de torsiune 11tM la roata dinţată rigidă 

fixă (11), respectiv la roata dinţată flexibilă (3) din angrenajul armonic în treapta I. 

 Această reacţiune '
32R  are direcţia deplasată în faţă cu un unghi  

00 2515 ÷=nφ (unghi dat pentru forţa normală maximă nQ [21]) faţă de axa 

discurilor generatorului de unde datorită deformaţiei roţii dinţate flexibile sub 

acţiunea momentului 11tM  şi a forţelor de frecare care în zona intrării în angrenare 

a dinţilor au sensul spre discul generatorului de unde ducând la creşterea forţei ce 

acţionează asupra lui, iar în zona de ieşire din angrenare a dinţilor forţele de frecare 

sunt de sens invers realizând o descărcare a discului generatorului de unde, aşa 

cum se vede în fig. 5.2. 

 - ''
32R  ce reprezintă reacţiunea forţelor de frecare 

rfF (5.6) dintre cei n dinţi 

aflaţi în angrenare pentru angrenajul din fig. 5.1, unde, roata dinţată rigidă (11) 

este fixă, iar roata dinţată flexibilă (3) este mobilă.: 

11

11"
32

r

t
tf D

MFFR
r

⋅=⋅== μμ                          (5.10) 

rezultă: 

11

11''
32

r

t
D
MR μ=                                                                         (5.11) 
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 În aceste condiţii, reacţiunea rezultantă xR32  dintre roata dinţată flexibilă şi 

discul generatorului de unde produsă de momentul de torsiune a transmisiei în 

prima treaptă, se determină cu relaţia: 

 
11

11

11

11''
32

'
3232

r

t
r

r

tx
D
Mtg

D
MRRR ⋅+⋅=+= μα                                           (5.12) 

 
5.2.2  Forţa de deformaţie elastică a roţii dinţate flexibile 

 
 Pentru a realiza angrenarea între roata dinţată flexibilă şi roata dinţată 

rigidă fixă, este necesar ca roata dinţată flexibilă să fie supusă unei deformaţii 

elastice radiale, pe direcţia excentricităţii celor două discuri ale generatorului de 

unde. Această deformaţie se va realiza prin montarea generatorului de unde care va 

fi supus solicitării unei forţe  Fe pe un disc al generatorului, ce  produce deformaţia 

radială a roţii dinţate flexibile. 

În vederea determinării forţei de deformaţie elastică eF  este necesar să 

determinăm deplasările elastice u, v şi w ale unui punct de pe suprafaţa mediană a 

roţii dinţate flexibile, având în vedere faptul că ea se prezintă ca un înveliş cilindric 

subţire cu grosimea peretelui constantă, încărcat în zona de angrenare cu roata 

dinţată rigidă cu o forţă constantă radială. Această formă constructivă a roţii dinţate 

flexibile ne permite ca în calcule să considerăm că suprafaţa mediană a ei este 

inextensibilă. 

 
Fig. 5.3 
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În fig. 5.3 se prezintă învelişul cilindric subţire care ne permite să definim 

deformaţiile roţii dinţate flexibile, stabilind ecuaţiile diferenţiale u, v şi w prin 

determinarea ecuaţiilor de echilibru ale unui element decupat din învelişul cilindric 

cu ajutorul a două secţiuni axiale adiacente şi a două secţiuni perpendiculare pe axa 

roţii dinţate flexibile, element ce are laturile dx şi rdθ, unde x şi θ sunt coordonatele 

care stabilesc poziţia elementului ales faţă de sistemul de coordonate stabilit, iar r 

este raza mediană a învelişului subţire. Deformaţiile elementului ales se stabilesc 

prin alungirile specifice, xε şi θε  după axele x, y şi prin deformaţia tangenţială θγ x  

. Pentru roata dinţată flexibilă a transmisiei armonice duble, (fig. 3.2) şi de rază r 

deformaţiile specifice se exprimă cu ajutorul deplasărilor elastice în relaţiile [115]. 
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 Condiţia ca deformaţiile să fie inextensibile, este ca aceste trei componente 

ale deformaţiilor să fie egale cu 0, adică: 
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 Condiţia poate fi satisfăcută dacă deplasările elastice vor fi exprimate sub 

forma:[114], [115], [125]. 
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unde ,...6.4.2=n  pentru generatorul cu două unde, na - constante necesar a fi 

determinate, iar x este poziţia secţiunii faţă de originea sistemului ales.  

Pentru a calcula deformaţiile inextensibile sub secţiunea unui sistem de forţe 

dat, este avantajos să se folosească expresia energiei de deformaţie la încovoiere 

pentru elementul cu laturile dx şi rdθ, cu expresia [114], [125]: 

( ) dAMMMdU xX
xxx ⋅⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ⋅

+⋅+⋅−=
2

2
2
1 θθ

θ
χχχ                              (5.16) 

θdrdxdA ⋅⋅=  

unde:  

- θχ - variaţia curburii circumferinţei; 

- xχ  - variaţia curburii după direcţia generatoarei şi este egală cu zero 

deoarece generatoarele rămân drepte; 

- θχx - variaţia curburii răsucirii şi se prezintă sub forma [114], [125]: 
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                                                                (5.17) 

Mx, Mθ, Mxθ – sunt momentele de încovoiere şi de răsucire corespunzătoare. 

Legătura între momente şi deformaţii este dată de expresia:[114], [125] 
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                                                                   (5.18) 

unde:   ν  - coeficientul lui Poisson, 

( )2

3

112 ν−
⋅= hED  - rigiditatea la încovoiere a fâşiei; 

h – grosimea peretelui roţii dinţate flexibile. 

Având în vedere că 0=xχ , expresiile (6.7) devin: 
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iar expresia energie de deformaţie a elementului ales devine: 

( )[ ] xx ddrDDdU ⋅⋅⋅⋅−+⋅= θθθ χνχ 22 12
2
1

                                          (5.20) 

Energia de deformaţie a roţii dinţate flexibile se obţine integrând expresia 

anterioară, adică: 
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 Se obţine: 
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 În vederea determinării constantei na , se foloseşte ecuaţia lui Lagrange 

[79], [125]: 
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                                                            (5.23) 

 unde: 

- iξ - coordonata generalizată; 

- iξ - viteza generalizată; 

- Qi -  forţa exterioară generalizată. 

 În acest caz, viteza de deplasare a elementului considerat este mică, 

neglijând energia cinetică, expresia (6.12) va deveni: 
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 Vom considera amplitudinea na  ca şi coordonată generală a armonicilor 

suprafeţei medii dezvoltate în serie Fourier. 

 Lucrul mecanic efectuat de forţele eF  pentru o creştere w∂ a deplasărilor 

elastice w va fi: 

 wFL oe ∂⋅= 2                                                                                (5.25) 
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 ncFQ oen ⋅⋅−= 2  

 Forţa exterioară generalizată nQ se determină din expresia lui Lagrange 

pentru un anumit n, iar forţa oeF şi constanta na vor fi sub forma: 
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 Din expresia (6.13), obţinem: 
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 Deplasarea radială este δ=w , deformaţia elastică radială care din condiţii 

geometrice este: 

 
2

unkm ⋅⋅=δ                                                                                   (5.29) 

unde: m – modulul danturii, un - numărul de unde ale generatorului, k = 1,2,3…. 

 Din expresia deplasării radiale w, (5.28) obţinem expresia forţei de 

deformaţie elastice, care are forma: 
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 Pentru generatorul cu două unde, 2=q , Lxc == şi pentru 

1coscos0 ==⇒= θθ nqt , obţinem:  
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unde: L - lungimea roţii flexibile, r - raza medie a roţii flexibile, ν - constanta lui 

Poisson, c - distanţa la care este aplicată forţa elastică, x - secţiunea în care s-a 

considerat deplasarea radială w. 
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  Această forţa elastică îşi deplasează direcţia cu un unghi nϕ faţă de direcţia 

axei discurilor generatorului de unde datorită deformaţiei roţii dinţate flexibile sub 

acţiunea momentului de încărcare 11tM  şi datorită forţelor de frecare dintre dinţii 

aflaţi în angrenare. 

 

5.2.3 Reacţiunea rezultantă şi forţele de frecare din cupla 

cinematică roată dinţată flexibilă şi discul generatorului de unde 

 

În cupla cinematică roată dinţată flexibilă discul generatorului de unde, (fig. 

5.4), acţionează forţa de deformaţie elastică eF , reacţiunea xR32  produsă de 

momentul de torsiune 11tM şi componenta '
iF  a forţei de inerţie iF  defazată cu 

unghiul nϕ . 

 

 

 
Fig. 5.4 

 

Componenta '
iF a forţei de inerţie iF  poate fi calculată cu relaţia: 
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 ndni
'
i cosemcosFF ϕ⋅ω=ϕ= 2

1                                                        (5.32) 

unde: −dm masa discului generatorului de unde, −e excentricitatea, −1ω viteza 

unghiulară a arborelui generatorului de unde. 

 În acest caz reacţiunea 32R dintre roata dinţată flexibilă şi discul 

generatorului de unde, va fi: 

 '
i

x
e FRFR ++= 3232                                                                          

(5.33) 

 Având în vedere relaţiile (5.31), (5.12) şi (5.32), obţinem:    
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Astfel, forţa de frecare din cupla cinematică roata dinţată flexibilă – discul 

generatorului de unde va fi: 

 3232 ⋅μ= RF rf                            (5.35) 

 ( )'3232 i
x

erf FRFF ++= μ                                                                  (5.36) 

unde:  er D
d μμ ⋅≈

2
; rμ  - coeficientul de frecare la rostogolire, eμ  - coeficientul 

de frecare echivalent, d - diametrul căii de rulare a inelului interior al rulmentului, 

2D - diametrul exterior al discului (2) al generatorului de unde.   

  
 

5.3  Forţele ce acţionează în cupla cinematică de rotaţie a 
discului generatorului de unde 

 
În timpul funcţionării transmisiei armonice dinţate, componenta forţei de 

inerţie '
iF  (5.32) a discul generatorului de unde, produce o micşorare a acţiunii 
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reacţiunii xR32  şi a forţei de deformaţie elastică eF astfel încât forţa F  ce acţionează 

în cupla cinematică a discului generatorului de unde, fig. 5.2, va fi: 

 '
32 i
x

e FRFF −+=                           (5.37) 

În această relaţie, dacă introducem expresiile  (5.31), (5.12) şi (5.32), vom 

obţine forţa ce acţionează în cupla cinematică de rotaţie a discului generatorului de 

unde, sub forma: 
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 O altă forţă ce acţionează în această cuplă cinematică este forţa de frecare 

ce produce un moment de frecare, dat de expresia: 

 
221
dFM ef ⋅= μ                  (5.39) 

unde: 008.0........004.0=eμ , d - diametrul căii de rulare a inelului interior al 

rulmentului, (fig. 5.1).   

 
 

5.4  Forţele din angrenajul armonic dinţat diferenţial din 
treapta II 

 

Şi în acest caz, acţionează forţa normală niF , forţa tangenţială tiF  şi forţa 

radială riF pe dinte, aşa cum rezultă din fig. 5.1 şi relaţiile (5.1), (5.2). Forţele 

tangenţiale tiF  pe dinte, dau o forţă rezultantă tangenţială 
IItF , (fig. 5.5), 

determinată cu relaţia: 
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=                  (5.40) 

unde: 6tM  este momentul de torsiune la roata dinţată rigidă mobilă a 

mecanismului; 
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          6rD  - diametrul de rostogolire a roţii dinţate rigide mobile. 

 
Fig. 5.5 

 

Forţele de frecare radiale pe dinţii aflaţi în angrenare în zona intrării în 

angrenare, dau o rezultantă conform relaţiei (5.6) şi (fig. 5.5), determinată cu 

relaţia: 
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MFF
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⋅=⋅= μμ                                                                   (5.41) 

 

 

5.5. Forţele şi reacţiunile din cupla cinematică roată dinţată 
flexibilă – discul generatorului de unde în treapta II 

 

În cazul transmisiei armonice dinţate duble cu generator de unde  cu discuri 

defazat cu 2/π , în treapta  II acţionează aceleaşi forţe şi reacţiuni ca şi în treapta I, 

cu deosebirea că forţa de deformaţie elastică a roţii dinţate flexibile nu mai este 

produsă de discurile generatorului de unde, nu acţionează asupra lui, fiind rezultatul 

acţiunii forţei elastice de deformaţie din treapta I. 
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5.5.1  Reacţiunea dintre roata dinţată flexibilă şi discul 
generatorului de unde produsă de forţa radială şi cea normală din 

angrenaj 
 

Această reacţiune se calculează ca şi în cazul angrenajului armonic din 

treapta I, astfel că relaţia (5.12) v-a deveni: 

66
66''
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6565 Dr

Mtg
Dr
MRRR t

r
tx ⋅+⋅=+= μα                        (5.42) 

unde:  

- xR65  este reacţiunea dintre roata dinţată flexibilă şi discul generatorului de 

unde produsă de forţa radială şi cea normală din angrenaj; 

- '
65R  - reacţiunea forţelor radiale riF din cei n dinţi aflaţi în angrenare; 

- ''
65R - reprezintă reacţiunea forţelor de frecare rfF  dintre cei n dinţi aflaţi în 

angrenare pentru angrenajul din treapta II; 

- 6tM - reprezintă momentul de torsiune la roata dinţată rigidă mobilă (6), 

(fig. 3.2); 

- 6rD - reprezintă diametrul de rostogolire al roţii dinţate rigide mobile (6), 

(fig. 3.2); 

- rα   -  unghiul profilului dintelui; 

- μ    -  coeficientul de frecare dintre flancurile dinţilor aflaţi în angrenare. 

 

5.5.2   Reacţiunea rezultantă şi forţele de frecare din cupla 
cinematică roată dinţată flexibilă şi discul generatorului de unde  

 

În această cuplă cinematică, roată dinţată flexibilă - discul generatorului de 

undă (fig. 5.5), acţionează reacţiunea xR 115  produsă de momentul de torsiune 6tM  

şi componenta '
iF  a forţei de inerţie iF  a discului generatorului de unde, defazată 

cu unghiul nϕ , ( nϕ  este unghiul faţă de direcţia axei discurilor generatorului de 

unde datorat deformaţiei roţii dinţate flexibile sub acţiunea momentului de încărcare 
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şi  forţelor de frecare dintre dinţii aflaţi în angrenare). În acest caz, nu acţionează 

forţa de deformaţie elastică a roţii dinţate flexibile asupra discului generatorului de 

unde, iar reacţiunea din cupla cinematică roată dinţată  flexibilă – discul 

generatorului de unde dată de relaţia (5.33) va deveni: 
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5.6  Forţele ce acţionează în cupla cinematică de rotaţie a 

discului generatorului de unde în treapta II. 
 

În acest caz, în cupla cinematică de rotaţie a discului generatorului de unde, 

acţionează componenta forţei de inerţie '
iF  (5.32) a discul generatorului de unde  

ce produce o micşorare a acţiunii reacţiunii xR 115 , astfel încât forţa din cupla 

cinematică  este dată de relaţia: 

 '
115 i
x FRF −=                  (5.44) 

În această relaţie, dacă introducem expresiile  (5.32) şi (5.42), vom obţine 

forţa ce acţionează în cupla cinematică de rotaţie a discului generatorului de unde, 

sub forma: 

    cos)( 2
1

6

6
nrr

r

t emtg
D
MF ⋅−+⋅= ωμα                                    (5.45) 

O altă forţă ce acţionează în această cuplă cinematică este forţa de frecare 

ce produce un moment de frecare, dat de expresia: 

 
2111

dFM ef ⋅= μ                  (5.46) 

unde: 008.0........004.0=eμ , d - diametrul căii de rulare a inelului interior al 

rulmentului, (fig. 5.5). 
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 5.7 Concluzii 
 
 Cunoaşterea relaţiilor pentru calculul forţelor din angrenajul armonic dinţat 

cu generator de unde defazat cu 2/π , stabilite de autor, vor permite determinarea 

valorilor acestora în vederea dimensionării  elementelor componente. 

 Cunoaşterea relaţiilor pentru calculul momentelor de torsiune, vor permite 

stabilirea momentelor de torsiune la elementele de intrare şi ieşire a transmisiei 

concepută de autor.   
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Cap. 6. Simularea pe calculator a geometriei 
roţii dinţate cilindrice din componenţa 
transmisiilor armonice dinţate duble 

 
 

6.1 Simularea. Generalităţi 
 
6.1.1 Conceptul de simulare 
 
Cuvântul simulare derivă de la latinescul „simulatio” care înseamnă 

capacitatea de a reproduce sau a imita ceva. Există mai multe definiţii formulate de 

diferiţi autori:[90] 

- simularea este procesul prin care se construieşte un model al unui sistem real 

şi se realizează experimente cu acest model în scopul înţelegerii comportamentului 

sistemului şi/sau evaluării diferitelor strategii pentru sistemul analizat; 

- simularea pe calculator este procesul prin care se construieşte un model 

matematico-logic al unui sistem real şi se realizează experimente cu acest model pe 

un calculator; 

- simularea este imitarea modului de lucru al unui proces sau sistem real şi 

include generarea unei istorii artificiale şi observarea acesteia pentru a realiza 

interferenţe privind caracteristicile funcţionale ale sistemului real reprezentat. Ea 

este folosită în analiza comportamentului unui sistem, în analize de tip „Ce se 

întâmplă dacă...?” sau în proiectarea unor sisteme reale; 

- simularea se referă la o colecţie largă de metode şi aplicaţii pentru imitarea 

comportamentului unui sistem real, de obicei cu un calculator şi cu un software adecvat; 

- simularea este o tehnică numerică de realizare a experimentelor cu un 

calculator numeric şi presupune utilizarea unor tipuri de relaţii matematice şi logice 

necesare pentru descrierea comportamentului şi structurii unui sistem real complex 

de-a lungul unei perioade lungi de timp. 

În simulare se utilizează un calculator pentru a evalua din punct de vedere 

numeric un model de-a lungul unei perioade de timp specificate şi se obţin date 

pentru a estima adevăratele caracteristici ale modelului; 

- simularea pe calculator este o metodă care poate fi utilizată pentru 

studierea performanţei unui sistem real; 
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- simularea este arta şi ştiinţa prin care se creează o reprezentare a unui 

proces sau sistem în scopul experimentării şi evaluării; 

- simularea este o tehnică de realizare a experimentelor. 

Din aceste definiţii se pot deduce următoarele ipoteze care stau la baza 

simulării: 

- se poate construi un model matematic şi logic al sistemului 

analizat; 

- sistemul analizat poate fi real sau teoretic. 

De obicei se utilizează un calculator digital pentru realizarea simulării. De 

aceea, se presupune că sistemul poate fi descris în termeni acceptabili pentru un 

sistem de calcul. 

Datele despre funcţionarea sistemului analizat se obţin prin executarea unui 

model, generându-se astfel o istorie artificială. 

Prin analiza istoriei artificiale se pot face inferenţe referitoare la 

caracteristicile de funcţionare ale sistemului real de-a lungul unei perioade de timp. 

Scopul simulării este de a găsi „ceva” despre modul de funcţionare al 

sistemului real. 

Simularea este în special valoroasă pentru problemele care nu pot fi abordate 

prin metode matematice, analitice sau de optimizare. Deşi atât simularea cât şi 

optimizarea sunt metode cantitative care se bazează pe modelele matematice, diferenţa 

fundamentală dintre cele două abordări constă în rolul variabilelor de decizie. 

În cazul optimizării, valorile variabilelor de decizie sunt date de ieşire ale 

modelului. Aceste valori sunt obţinute cu o formulă sau cu un algoritm de optimizare 

astfel încât ele să maximizeze sau minimizeze valoarea unei funcţii obiectiv care 

exprimă criteriul de performanţă al modelului. 

În cazul simulării, valorile variabilelor de decizie sunt date de intrare ale 

modelului. Prin simulare, pe baza modelelor matematice, se evaluează criteriul de 

performanţă pentru anumite valori ale variabilelor decizionale. 

În final, se va alege varianta care conduce la cea mai bună valoare a 

criteriului de performanţă. 

 
6.1.2 Etapele simulării 

 
Simularea poate fi abordată în diferite moduri, în funcţie de: 

a) tipul calculatorului utilizat: analogic, digital, hibrid; 
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b) natura procesului de simulare (în funcţie de domeniul în care se operează): 

proces tehnologic, proces chimic, sistem economic, sistem biologic etc; 

c) desfăşurarea "fluxului" de semnale în procesul de simulare: continuă, 

discretă sau mixtă; 

d) relaţia temporală dintre evenimentele din procesul de simulare: desfăşurare 

în timp real, mai rapid sau mai lent decât această modalitate, desfăşurare în 

timp real cu "monitorizare" prin intermediul frecvenţei de ceas sau a tactului 

propriu al procesului de simulare; posibilitatea de modificare a corelaţiilor 

temporale care este foarte importantă pentru unele sisteme de simulat. 

Cazurile particulare de simulare rezultă din combinarea categoriilor prezentate 

mai sus, precum şi de modelele utilizate; ca exemple se pot da: simularea continuă şi 

analogică, în timp real a unui sistem mecanic sau simularea discretă şi digitală, la modul 

mai rapid decât cel în timp real a unui sistem economic. 

Realizarea unui experiment de simulare este un proces care se desfăşoară 

de obicei în multe etape: 

1)   Formularea problemei. 

2)   Colecţionarea şi prelucrarea primară a datelor. 

3)   Formularea modelului de simulare. 

4)  Estimarea parametrilor caracteristicilor operative din datele reale şi a 

celorlalţi parametri de intrare. 

5)    Evaluarea performanţelor modelului şi testarea parametrilor. 

6)    Construirea programului de calcul (algoritmul simulării). 

7)    Validarea programului. 

8)    Planificarea experienţelor de simulare. 

9)    Analiza datelor simulate. 

 
 

6.2 Lungimea roţii dinţate flexibile cu dublă angrenare funcţie 
de elementele geometrice şi de forţa de deformaţie elastică 

radială. 
 

6.2.1 Determinarea analitică a lungimii roţii dinţate flexibile cu 
dublă angrenare. 

 
Pentru a determina lungimea roţii dinţate flexibile în cazul unei transmisii  

armonice  cu dublă angrenare, este necesar să se determine deplasările elastice ale 
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unui punct de pe suprafaţa mediană a roţii flexibile, care sunt funcţie de lungimea 

roţii flexibile şi de forţa de deformaţie elastică eF , (fig.5.3).  

 În fig. 4.7 se prezintă transmisia armonică dinţată cu dublă angrenare. 

 În acest caz, roata dinţată flexibilă lungă se prezintă ca un înveliş cilindric 

subţire care are grosimea h a peretelui constantă şi asupra căreia acţionează o forţă 

radială elastică Fe în zonele de angrenare.  

Din sistemul de ecuaţii (5.28), considerăm expresia deplasării radiale w:[79]
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              (6.1) 

          Deplasarea radială δ=w , deformaţia elastică radială a roţii dinţate flexibile  

din condiţii geometrice de angrenare este: 
2
unkm=δ    

unde: - m este modulul danturii; 

          - un este numărul de unde al generatorului; 

          - k  = 1,2,3 …….. 

Pentru generatorul cu două unde, [79], [125],  

0,,1coscos,2,2 ======= θθθ Lxcqnqn   
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                                           (6.2) 

de unde rezultă ecuaţia de gradul doi pentru determinarea lungimii L, parte din 

lungimea 2L a roţii dinţate flexibile duble: 

0)1()1(2)(]
3

)1([ 222322
2

22 =−−+⋅−− rnDWLrnFeLnnDW υππ                  (6.3)          

unde: 
2
zmr = ; 

          z = numărul de dinţi ai roţii dinţate flexibile; 

 
2
unkmw == δ şi pentru 2,1 == unk ,  rezultă: mw == δ                     (6.4) 
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6.2.2 Determinarea lungimii roţii dinţate flexibile, folosind soluţiile 

ecuaţiei analitice 
 

Din ecuaţia de gradul doi (6.3), determinăm rădăcinile L1 şi L2 funcţie de 

diferite valori ale modulului de elasticitate longitudinal (E), ale forţei de  deformaţie 

elastică (Fe), ale grosimii (h) a peretelui roţii dinţate flexibile şi funcţie de raza de 

divizare (r).  

Se notează: 

( )
3

1
222 nnDWA −=π ; 

32rnFeB ⋅−= ; 

( ) ( ) 222 112 rnDWC υπ −−= ; 

( ) ( ) ( ) 22
24222322 12

3
14)(4 rrnnwDrnFeACB

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−−⋅=−=Δ υπ                   (6.5) 

unde:  
)1(12 2

3

υ−
= EhD ; 

 h - grosimea peretelui roţii dinţate flexibile; 

 r - raza de divizare a roţii dinţate flexibile; 

 υ - coeficientul lui Poisson. 

 
6.2.2.1 Determinarea lungimii roţii dinţate flexibile cu dublă 

angrenare, funcţie de modulul de elasticitate 
 

Alegerea lungimii roţii dinţate flexibile depinde de modulul de elasticitate (E) 

a cărui valoare este funcţie de materialul din care este executată roata dinţată 

flexibilă. În general modulul de elasticitate (E) pentru oţeluri este cuprins în 

intervalul (2.1 - 2.15) x 105 N/mm2. Tabelul 6.1 prezintă soluţiile L1 şi L2 ce au sens 

fizic ale ecuaţiei (6.3) pentru diferite valori ale modulului de elasticitate (E),  precum 

şi valorile constantelor D, A, B şi C. 

 Pentru determinarea soluţiilor ecuaţiei s-a folosit programul Excel.  

În fig. 6.1, se prezintă grafic variaţia lungimii L funcţie de modulul de 

elasticitate longitudinal pentru diferite valori ale forţei de deformaţie elastică (Fe). În 

acest caz mmhmmm 75.0,3.0 ===δ .  
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Tabelul 6.1 

r H E Fe D A B C L1 L2 Z 
30 0.75 2.1 53 8113 91756 -5724000 86709090 36.47 25.91 200 
30 0.75 2.12 53 8190 92630 -5724000 87534891 34.00 27.79 200 
                      

30 0.75 2.1 54 8113 91756 -5832000 86709090 39.84 23.72 200 
30 0.75 2.12 54 8190 92630 -5832000 87534891 38.26 24.70 200 
30 0.75 2.14 54 8268 93503 -5832000 88360692 36.44 25.94 200 
30 0.75 2.15 54 8306 93940 -5832000 88773592 35.35 26.73 200 
                      

30 0.75 2.1 55 8113 91756 -5940000 86709090 42.50 22.23 200 
30 0.75 2.12 55 8190 92630 -5940000 87534891 41.18 22.95 200 
30 0.75 2.14 55 8268 93503 -5940000 88360692 39.76 23.77 200 
30 0.75 2.15 55 8306 93940 -5940000 88773592 39.00 24.23 200 
                      

30 0.75 2.1 56 8113 91756 -6048000 86709090 44.84 21.08 200 
30 0.75 2.12 56 8190 92630 -6048000 87534891 43.64 21.66 200 
30 0.75 2.14 56 8268 93503 -6048000 88360692 42.39 22.29 200 
30 0.75 2.15 56 8306 93940 -6048000 88773592 41.74 22.64 200 
                      

30 0.75 2.1 57 8113 91756 -6156000 86709090 46.97 20.12 200 
30 0.75 2.12 57 8190 92630 -6156000 87534891 45.85 20.61 200 
30 0.75 2.14 57 8268 93503 -6156000 88360692 44.69 21.14 200 
30 0.75 2.15 57 8306 93940 -6156000 88773592 44.10 21.43 200 
                      

30 0.75 2.1 58 8113 91756 -6264000 86709090 48.97 19.30 200 
30 0.75 2.12 58 8190 92630 -6264000 87534891 47.89 19.73 200 
30 0.75 2.14 58 8268 93503 -6264000 88360692 46.80 20.19 200 
30 0.75 2.15 58 8306 93940 -6264000 88773592 46.25 20.43 200 
                      

30 0.75 2.1 59 8113 91756 -6372000 86709090 50.87 18.58 200 
30 0.75 2.12 59 8190 92630 -6372000 87534891 49.82 18.97 200 
30 0.75 2.14 59 8268 93503 -6372000 88360692 48.77 19.38 200 
30 0.75 2.15 59 8306 93940 -6372000 88773592 48.24 19.59 200 
                      

30 0.75 2.1 60 8113 91756 -6480000 86709090 52.69 17.94 200 
30 0.75 2.12 60 8190 92630 -6480000 87534891 51.67 18.29 200 
30 0.75 2.14 60 8268 93503 -6480000 88360692 50.64 18.66 200 
30 0.75 2.15 60 8306 93940 -6480000 88773592 50.13 18.85 200 
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Fig. 6.1 

 

 

6.2.2.2 Determinarea lungimii roţii dinţate flexibile cu dublă 
angrenare, funcţie de forţa de deformaţie elastică 

 

Din relaţia (6.3) se observă că lungimea roţii dinţate flexibile duble, depinde 

şi de forţa de deformaţiei elastică (Fe) necesară realizării deformaţiei radiale δ în 

vederea unei bune angrenări. În tabelul (6.2) sunt trecute soluţiile L1 şi L2 ce au 

sens fizic ale ecuaţiei (6.3), funcţie de valorile forţei de deformaţie elastică, precum 

şi valorile constantelor D, A, B şi C. În fig. 6.2 este prezentat graficul variaţiei 

lungimii L a roţii dinţate flexibile duble, funcţie de forţa de deformaţie elastică (Fe). 

Pentru acest caz, 25 /101,2;30;3,0 mmNxEmmrmmm ====δ . 
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Tabel 6.2 

M r H E Fe D A B C L1 L2 Z 
0.3 30 0.5 2.1 53 2404 27187 -5724000 25691582.23 205.95 4.59 200 
0.3 30 0.6 2.1 53 4154 46979 -5724000 44395054.09 113.52 8.32 200 
0.3 30 0.7 2.1 53 6596 74601 -5724000 70497701.64 61.32 15.41 200 
0.3 30 0.75 2.1 53 8113 91756 -5724000 86709090.02 36.47 25.91 200 
                

0.3 30 0.5 2.1 54 2404 27187 -5832000 25691582.23 210.02 4.50 200 
0.3 30 0.6 2.1 54 4154 46979 -5832000 44395054.09 115.99 8.15 200 
0.3 30 0.7 2.1 54 6596 74601 -5832000 70497701.64 63.23 14.95 200 
0.3 30 0.75 2.1 54 8113 91756 -5832000 86709090.02 39.84 23.72 200 
                

0.3 30 0.5 2.1 55 2404 27187 -5940000 25691582.23 214.07 4.41 200 
0.3 30 0.6 2.1 55 4154 46979 -5940000 44395054.09 118.46 7.98 200 
0.3 30 0.7 2.1 55 6596 74601 -5940000 70497701.64 65.11 14.51 200 
0.3 30 0.75 2.1 55 8113 91756 -5940000 86709090.02 42.50 22.23 200 
                

0.3 30 0.5 2.1 55 2404 27187 -5940000 25691582.23 214.07 4.41 200 
0.3 30 0.6 2.1 55 4154 46979 -5940000 44395054.09 118.46 7.98 200 
0.3 30 0.7 2.1 55 6596 74601 -5940000 70497701.64 65.11 14.51 200 
0.3 30 0.75 2.1 55 8113 91756 -5940000 86709090.02 42.50 22.23 200 
                

0.3 30 0.5 2.1 56 2404 27187 -6048000 25691582.23 218.13 4.33 200 
0.3 30 0.6 2.1 56 4154 46979 -6048000 44395054.09 120.92 7.81 200 
0.3 30 0.7 2.1 56 6596 74601 -6048000 70497701.64 66.96 14.11 200 
0.3 30 0.75 2.1 56 8113 91756 -6048000 86709090.02 44.84 21.08 200 
                

0.3 30 0.5 2.1 57 2404 27187 -6156000 25691582.23 222.18 4.25 200 
0.3 30 0.6 2.1 57 4154 46979 -6156000 44395054.09 123.38 7.66 200 
0.3 30 0.7 2.1 57 6596 74601 -6156000 70497701.64 68.78 13.74 200 
0.3 30 0.75 2.1 57 8113 91756 -6156000 86709090.02 46.97 20.12 200 
                

0.3 30 0.5 2.1 58 2404 27187 -6264000 25691582.23 226.23 4.18 200 
0.3 30 0.6 2.1 58 4154 46979 -6264000 44395054.09 125.83 7.51 200 
0.3 30 0.7 2.1 58 6596 74601 -6264000 70497701.64 70.58 13.39 200 
0.3 30 0.75 2.1 58 8113 91756 -6264000 86709090.02 48.97 19.30 200 
                

0.3 30 0.5 2.1 59 2404 27187 -6372000 25691582.23 230.27 4.10 200 
0.3 30 0.6 2.1 59 4154 46979 -6372000 44395054.09 128.27 7.37 200 
0.3 30 0.7 2.1 59 6596 74601 -6372000 70497701.64 72.35 13.06 200 
0.3 30 0.75 2.1 59 8113 91756 -6372000 86709090.02 50.87 18.58 200 
                

0.3 30 0.5 2.1 60 2404 27187 -6480000 25691582.23 234.32 4.03 200 
0.3 30 0.6 2.1 60 4154 46979 -6480000 44395054.09 130.70 7.23 200 
0.3 30 0.7 2.1 60 6596 74601 -6480000 70497701.64 74.11 12.75 200 
0.3 30 0.75 2.1 60 8113 91756 -6480000 86709090.02 52.69 17.94 200 
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Fig. 6.2 

 
6.2.2.3 Determinarea lungimii roţii dinţate flexibile cu dublă 

angrenare, funcţie de grosimea peretelui roţii dinţate flexibile. 
 

Din relaţia (6.3), observăm că lungimea roţii dinţate depinde de rigiditatea D 

la încovoiere, respectiv de grosimea (h) a peretelui roţii dinţate flexibile. În tabelul 

(6.3) sunt prezentate soluţiile L1 şi L2 cu sens fizic a ecuaţiei (6.3), funcţie de 

grosimea roţii dinţate flexibile duble precum şi constantele D, A, B şi C. În fig. 6.3 se 

prezintă graficul variaţiei lungimii roţii dinţate flexibile, funcţie de grosimea roţii 

dinţate flexibile duble pentru diferite valori ale forţei de deformaţie elastică. Se 

admite: 25 /101,2;3,0 mmNxEmmm ===δ . 
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Tabel 6.3 

M r H E Fe D A B C L1 L2 Z 
0.3 30 0.5 2.1 53 2404 27186.86 -5724000 25691582 205.95 4.59 200 
0.3 30 0.6 2.1 53 4154 46978.89 -5724000 44395054 113.52 8.32 200 
0.3 30 0.7 2.1 53 6596 74600.74 -5724000 70497702 61.32 15.41 200 
0.3 30 0.75 2.1 53 8113 91755.65 -5724000 86709090 36.47 25.91 200 
                

0.3 30 0.5 2.1 54 2404 27186.86 -5832000 25691582 210.02 4.50 200 
0.3 30 0.6 2.1 54 4154 46978.89 -5832000 44395054 115.99 8.15 200 
0.3 30 0.7 2.1 54 6596 74600.74 -5832000 70497702 63.23 14.95 200 
0.3 30 0.75 2.1 54 8113 91755.65 -5832000 86709090 39.84 23.72 200 
                

0.3 30 0.5 2.1 55 2404 27186.86 -5940000 25691582 214.07 4.41 200 
0.3 30 0.6 2.1 55 4154 46978.89 -5940000 44395054 118.46 7.98 200 
0.3 30 0.7 2.1 55 6596 74600.74 -5940000 70497702 65.11 14.51 200 
0.3 30 0.75 2.1 55 8113 91755.65 -5940000 86709090 42.50 22.23 200 
                

0.3 30 0.5 2.1 55 2404 27186.86 -5940000 25691582 214.07 4.41 200 
0.3 30 0.6 2.1 55 4154 46978.89 -5940000 44395054 118.46 7.98 200 
0.3 30 0.7 2.1 55 6596 74600.74 -5940000 70497702 65.11 14.51 200 
0.3 30 0.75 2.1 55 8113 91755.65 -5940000 86709090 42.50 22.23 200 
                

0.3 30 0.5 2.1 56 2404 27186.86 -6048000 25691582 218.13 4.33 200 
0.3 30 0.6 2.1 56 4154 46978.89 -6048000 44395054 120.92 7.81 200 
0.3 30 0.7 2.1 56 6596 74600.74 -6048000 70497702 66.96 14.11 200 
0.3 30 0.75 2.1 56 8113 91755.65 -6048000 86709090 44.84 21.08 200 
                

0.3 30 0.5 2.1 57 2404 27186.86 -6156000 25691582 222.18 4.25 200 
0.3 30 0.6 2.1 57 4154 46978.89 -6156000 44395054 123.38 7.66 200 
0.3 30 0.7 2.1 57 6596 74600.74 -6156000 70497702 68.78 13.74 200 
0.3 30 0.75 2.1 57 8113 91755.65 -6156000 86709090 46.97 20.12 200 
                

0.3 30 0.5 2.1 58 2404 27186.86 -6264000 25691582 226.23 4.18 200 
0.3 30 0.6 2.1 58 4154 46978.89 -6264000 44395054 125.83 7.51 200 
0.3 30 0.7 2.1 58 6596 74600.74 -6264000 70497702 70.58 13.39 200 
0.3 30 0.75 2.1 58 8113 91755.65 -6264000 86709090 48.97 19.30 200 
                

0.3 30 0.5 2.1 59 2404 27186.86 -6372000 25691582 230.27 4.10 200 
0.3 30 0.6 2.1 59 4154 46978.89 -6372000 44395054 128.27 7.37 200 
0.3 30 0.7 2.1 59 6596 74600.74 -6372000 70497702 72.35 13.06 200 
0.3 30 0.75 2.1 59 8113 91755.65 -6372000 86709090 50.87 18.58 200 
                

0.3 30 0.5 2.1 60 2404 27186.86 -6480000 25691582 234.32 4.03 200 
0.3 30 0.6 2.1 60 4154 46978.89 -6480000 44395054 130.70 7.23 200 
0.3 30 0.7 2.1 60 6596 74600.74 -6480000 70497702 74.11 12.75 200 
0.3 30 0.75 2.1 60 8113 91755.65 -6480000 86709090 52.69 17.94 200 
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Variatie L=f(h)
m = 0.3 mm

E=2.1 x 10^5 N/mm^2
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fig. 6.3 

 
6.2.2.4 Determinarea lungimii roţii dinţate flexibile cu dublă 

angrenare, funcţie de raza de divizare. 
 

Lungimea roţii dinţate flexibile duble, depinde şi de raza fibrei medii a 

tubului cu pereţi subţiri, respectiv de raza de divizare a roţii dinţate flexibile duble. 

Raza de divizare a roţii dinţate duble, se calculează în funcţie de momentul de 

torsiune transmis în vederea asigurării unei bune funcţionări a transmisiei armonice. 

În tabelul (6.4) se prezintă soluţiile L1, L2  cu sens fizic a ecuaţiei (6.3), precum şi 

constantele D, A, B şi C. în fig. 6.4 este prezentat graficul variaţiei lungimii L a roţii 

dinţate flexibile duble funcţie de raza de divizare a acesteia la diferite valori ale 

forţei radiale de deformaţie elastică. Se admite: 

25 /101,2;75,0;3.0 mmNxEmmhmmm ====δ  
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Tabel 6.4 

M r h E Fe D A B C L1 L2 Z 
0.3 30 0.75 2.1 53 8113 91755.65 -5724000 86709090 36.47 25.91 200 
0.3 30.3 0.75 2.1 53 8113 91755.65 -5897443 88451943 40.43 23.84 202 
0.3 30.6 0.75 2.1 53 8113 91755.65 -6074355 90212137 43.71 22.50 204 
              

0.3 29.7 0.75 2.1 54 8113 91755.65 -5658784 84983579 35.80 25.87 198 
0.3 30 0.75 2.1 54 8113 91755.65 -5832000 86709090 39.84 23.72 200 
0.3 30.3 0.75 2.1 54 8113 91755.65 -6008715 88451943 43.14 22.35 202 
0.3 30.6 0.75 2.1 54 8113 91755.65 -6188965 90212137 46.14 21.31 204 
              

0.3 29.4 0.75 2.1 55 8113 91755.65 -5590680 83275410 35.00 25.93 196 
0.3 29.7 0.75 2.1 55 8113 91755.65 -5763576 84983579 39.17 23.65 198 
0.3 30 0.75 2.1 55 8113 91755.65 -5940000 86709090 42.50 22.23 200 
0.3 30.3 0.75 2.1 55 8113 91755.65 -6119988 88451943 45.52 21.18 202 
0.3 30.6 0.75 2.1 55 8113 91755.65 -6303576 90212137 48.38 20.32 204 
              

0.3 29.4 0.75 2.1 56 8113 91755.65 -5692329 83275410 38.41 23.63 196 
0.3 29.7 0.75 2.1 56 8113 91755.65 -5868368 84983579 41.80 22.16 198 
0.3 30 0.75 2.1 56 8113 91755.65 -6048000 86709090 44.84 21.08 200 
0.3 30.3 0.75 2.1 56 8113 91755.65 -6231260 88451943 47.70 20.21 202 
0.3 30.6 0.75 2.1 56 8113 91755.65 -6418186 90212137 50.47 19.48 204 
              

0.3 29.4 0.75 2.1 57 8113 91755.65 -5793978 83275410 41.02 22.12 196 
0.3 29.7 0.75 2.1 57 8113 91755.65 -5973161 84983579 44.09 21.01 198 
0.3 30 0.75 2.1 57 8113 91755.65 -6156000 86709090 46.97 20.12 200 
0.3 30.3 0.75 2.1 57 8113 91755.65 -6342533 88451943 49.75 19.38 202 
0.3 30.6 0.75 2.1 57 8113 91755.65 -6532796 90212137 52.45 18.74 204 
              

0.3 29.4 0.75 2.1 58 8113 91755.65 -5895627 83275410 43.29 20.97 196 
0.3 29.7 0.75 2.1 58 8113 91755.65 -6077953 84983579 46.19 20.05 198 
0.3 30 0.75 2.1 58 8113 91755.65 -6264000 86709090 48.97 19.30 200 
0.3 30.3 0.75 2.1 58 8113 91755.65 -6453805 88451943 51.69 18.65 202 
0.3 30.6 0.75 2.1 58 8113 91755.65 -6647407 90212137 54.36 18.09 204 
              

0.3 29.4 0.75 2.1 59 8113 91755.65 -5997275 83275410 45.35 20.01 196 
0.3 29.7 0.75 2.1 59 8113 91755.65 -6182745 84983579 48.15 19.24 198 
0.3 30 0.75 2.1 59 8113 91755.65 -6372000 86709090 50.87 18.58 200 
0.3 30.3 0.75 2.1 59 8113 91755.65 -6565078 88451943 53.55 18.00 202 
0.3 30.6 0.75 2.1 59 8113 91755.65 -6762017 90212137 56.20 17.49 204 
              

0.3 29.4 0.75 2.1 60 8113 91755.65 -6098924 83275410 47.27 19.20 196 
0.3 29.7 0.75 2.1 60 8113 91755.65 -6287538 84983579 50.00 18.52 198 
0.3 30 0.75 2.1 60 8113 91755.65 -6480000 86709090 52.69 17.94 200 
0.3 30.3 0.75 2.1 60 8113 91755.65 -6676350 88451943 55.34 17.42 202 
0.3 30.6 0.75 2.1 60 8113 91755.65 -6876628 90212137 57.99 16.95 204 

 

BUPT



96  Simularea pe calculator a geometriei roţii dinţate cilindrice din componenţa T.A.D. duble - 6 

 

Fig. 6.4 

 
6.3 Verificarea soluţiilor ecuaţiei lungimii roţii dinţate 

flexibile folosind simularea cu element finit 
 

6.3.1.  Aspecte generale  
 

Pentru verificarea rezultatelor obţinute prin metoda analitică a lungimii roţii 

dinţate flexibile, se realizează  simularea numerică a roţii dinţate flexibile utilizată la 

o transmisie armonică dinţată cu dublă angrenare. În calculul numeric, roata dinţată 

flexibilă se modelează printr-un cilindru, definit prin raza r=30 mm şi grosimea  

peretelui constantă h=0.75 mm, fig. 6.5. Studiul va fi realizat pentru mai multe 

variante de lungimi ale roţii 2L, considerând următoarele valori pentru parametrul L: 

25, 22.5, 20 respectiv 17.5 mm. 

Parametrii care influenţează comportarea elastică a roţii dinţate flexibile 

sunt: modulul angrenajului „m”, modulul de elasticitate longitudinal „E”, grosimea 

peretelui roţii dinţate flexibile „h”, raza de divizare „r” şi forţa de deformaţie elastică 

„Fe”, rezultată din acţiunea discurilor generatorului de unde care acţionează asupra 

roţii dinţate flexibile. Analiza va fi efectuată pentru modulul m = 0.3 [mm] şi 

numărul de dinţi z = 200. 

Pe suprafaţa cilindrului s-au marcat 8 puncte caracteristice, în care vor fi 

măsurate deformaţiile rezultate din simularea numerică, fig. 6.5. Obiectivul studiului 
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este de a calcula deformaţiile la capătul opus al roţii, în zonele 6 şi 8, defazate cu 

90o faţă de zonele 1 şi 3, în care se va impune valoarea iniţială a deplasării radiale. 

De asemenea se va determina forţa de deformaţie elastică prin simulare. 

 

 
Fig. 6.5 Geometria roţii flexibile de lungime totala 2L 

 
6.3.2. Etapele simulării numerice 
 
Simularea numerică a inclus următoarele etape: 

- generarea geometriei 3D a roţii dinţate flexibile şi a discurilor 

generatorului de unde;  

- geometria a fost modelată prin suprafeţe în programul CAD SolidWorks; 

- crearea studiului de analiză; 

- alocarea materialului din biblioteca de materiale; 

- aplicarea restrângerilor; 

- discretizarea în elemente finite; 

- calculul propriu-zis prin modulul SolidWorks Simulation; 

- vizualizarea şi analiza rezultatelor. 

 
6.3.2.1 Tipul de analiză 
 
Calculele au fost efectuate prin metoda elementului finit utilizând programul 

SolidWorks Simulation, în domeniul elastic. 
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Analiza unui model sau ansamblu poate fi efectuată pe mai multe variante 

ce diferă una de alta prin tipurile şi valorile condiţiilor impuse (restrângeri, încărcări, 

materiale, tipuri de discretizare etc.). Pentru o geometrie dată, se pot realiza mai 

multe studii, fiecare dintre acestea fiind identificate printr-un tip de analiză asociată 

studiului şi prin numele acestuia. Conceptul de studiu de analiză constă într-o 

analiză pentru valori fixate ale condiţiilor impuse: 

- tip de analiză şi opţiuni asociate; 

- materiale; 

- un set de încărcări şi restrângeri; 

- un tip de discretizare. 

Modificarea oricăreia din aceste caracteristici se poate realiza, dar noua 

analiză va înlocui rezultatele analizei anterioare. Ca alternativă, se poate crea un 

nou studiu de analiză, în care se preiau caracteristicile studiului anterior şi modifica 

numai caracteristicile necesare; în această a doua variantă, rezultatele noului studiu 

sunt generate în paralel cu cele ale primului studiu şi se poate realiza o analiză 

comparativă a acestora. De exemplu, se pot crea două studii identice, care diferă 

numai prin valoarea încărcării aplicate. Rezultatele fiecărei analize sunt memorate în 

fişiere separate, a căror denumire este generată după următoarea regulă: la numele 

fişierului geometriei se adaugă numele studiului de analiză. 

La aplicarea unor încărcări asupra unui corp, acesta se deformează şi efectul 

forţelor este transmis întregului corp. Astfel, forţele externe vor induce în corp forţe 

interne şi reacţiuni astfel încât starea finală a corpului va fi o stare de echilibru. 

Analiză statică lineară calculează deplasări (displacement), alungiri (strains), 

tensiuni (stress) şi forţe de reacţiune (reaction forces) sub efectul încărcărilor 

aplicate asupra modelului. Analiza statică lineară operează cu următoarele două 

ipoteze: 

- caracterul static al aplicării încărcărilor – toate încărcările sunt aplicate 

încet şi gradual, până la atingerea valorii maximale a acestora, după 

care rămân constante în timp. Această ipoteză permite neglijarea 

efectelor inerţiale şi vibratoare, prin neglijarea micilor acceleraţii şi 

viteze. Încărcări variabile în timp pot induce forţe suplimentare, care pot 

fi analizate numai prin analiză dinamică; 

- ipoteza linearităţii – relaţia dintre încărcări şi răspunsul indus în corp 

este lineară; de exemplu, la dublarea încărcării, răspunsul corpului 
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(deplasări, alungiri, tensiuni) se va dubla de asemenea; această ipoteză 

poate fi utilizată dacă: 

 materialele atribuite modelului respectă legea lui Hook: 

tensiunea este direct proporţională cu alungirea;  

 deplasările rezultate sunt suficient de mici pentru a ignora 

modificările de rigiditate rezultate ca efect al încărcărilor; 

 condiţiile de frontieră nu variază pe durata aplicării 

încărcărilor; forţele trebuie să fie constante ca valoare, 

direcţie şi distribuţie şi nu se pot modifica pe durata 

deformării modelului. 

Activarea modulului SolidWorks Simulation se realizează din meniul activat 

prin icoana Office Products, fig. 6.6. Din trusa de instrumente Simulation se va 

activa icoana New Study pentru a crea un nou studiu de analiză statică, fig. 6.7. Se 

va activa opţiunea Static, iar în câmpul rezervat Name se va introduce numele 

studiului Study 1.  

Structura noul studiu creat este exemplificată în fig. 6.8. Elementele 

acesteia sunt reprezentate prin icoane specifice. În cazul acestei simulări, CILINDRU 

reprezintă  numele fişierului geometriei, Surface Body 1 reprezintă  suprafaţa 

cilindrului, iar Surface Body 2 şi Surface Body 3 reprezintă suprafeţele discurilor 

generatorului de unde. 

 

  

Fig. 6.6 Activare modul 
SolidWorks Simulation 

Fig. 6.7 Creare studiu de 
analiză statică 

Fig. 6.8 Structura 
studiului  
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6.3.2.2 Selecţia materialelor 
 
Materialul utilizat în calcule este oţel, preluat din biblioteca programului  

SolidWorks şi are caracteristicile prezentate în tabelul 6.5. Acest material va fi 

atribuit celor trei elemente ale geometriei: suprafaţa cilindrului şi cele două discuri 

ale generatorului de unde, prin selecţia opţiunii  Apply Material to All Bodies, 

selectată din meniul contextual, activat prin buton dreapta mouse pe intrarea 

CILINDRU, fig. 6.8; din fereastra Material va fi selectat materialul Alloy Steel. 

Comportarea materialului este dictată de următoarele ipoteze: 

- constant – proprietăţile sunt independente de temperatură; 

- omogenitate – proprietăţile sunt identice în tot volumul geometriei; 

- isotropic – proprietăţile materialului sunt identice in toate direcţiile. 

 

Tabel 6.5 

Nume material Alloy Steel 
Modul de elasticitate 2.1e+011 N/m2 
Coeficientul lui Poisson  0.28 - 
Shear Modulus 7.9e+010 N/m2 
Densitate 7700 kg/m3 
Rezistenţa la rupere 723825600 N/m2 
Limita de curgere 620422000 N/m2 

 
 

6.3.2.3 Aplicarea restrângerilor 
 

Asupra unei geometrii trebuie aplicate restrângeri care să prevină mişcarea 

modelului analizat. Aplicarea restrângerilor se declanşează prin intermediul icoanei 

Fixtures din structura studiului, fig. 6.8. Din meniul contextual, activat prin buton 

dreapta mouse pe intrarea Fixtures, se va selecta opţiunea Fixed Geometry. 

Asupra geometriei vor fi aplicate următoarele tipuri de restrângeri: 

- deplasări radiale nule pe cercul median al cilindrului, fig. 6.9; 

deplasări radiale de valoare constantă, la un capăt al roţii dinţate flexibile în zonele 

1 respectiv 3; aceste deplasări radiale trebuie să fie egale cu deformaţia radială δ 

necesară unei  angrenări corecte a dinţilor angrenajului, ceea ce impune pentru un 

generator cu două unde, egalitatea deplasării radiale cu modulul danturii 

m=0.3mm; deplasările vor fi  aplicate pe cele două suprafeţe ale discurilor 
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generatorului de unde; pentru a evita înclinarea acestor suprafeţe se impune 

suplimentar şi deplasare axială nulă; fig. 6.9 exemplifică aplicarea acestor 

restrângeri pe suprafaţa discului superior; acelaşi tip de restrângeri se va aplica şi 

pe discul inferior, diferind doar direcţia deplasării radiale. 
 

 

Fig. 6.9 

 

6.3.2.4 Discretizarea în elemente finite  

 
Metoda elementului finit este o metodă numerică de analiză şi simulare a 

proceselor şi fenomenelor tehnice. Ideea de bază a metodei constă în divizarea 

modelului geometric în elemente finite conectate în punctele comune (noduri). 

Astfel, întregul model este privit în cadrul analizei ca o reţea de elemente discrete 

interconectate. 
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Fig. 6.10 

Metoda se bazează pe ideea comportării variabile a fiecărui element funcţie 

de condiţii particulare şi calculează comportarea întregului model pe baza 

informaţiilor preluate de la elementele finite care compun modelul. În această 

metodă operaţia de discretizare este un pas deosebit de important. SolidWorks 

Simulation realizează automat divizarea modelului geometric în elemente finite, 

operaţia fiind denumită discretizare (mesh). Discretizarea se realizează pornind 

iniţial de la o valoarea globală a mărimii elementelor finite, valoare rezultată din 

volumul, suprafaţa şi alte detalii geometrice ale modelului. 

Rezultatul final al discretizării (numărul de noduri şi de elemente finite 

generate) depind de geometria şi dimensiunile modelului, de calitatea elementului 

impus (draft – grosier sau high - fin), de mărimea elementului, de toleranţe impuse 

pentru discretizare, de condiţii de discretizare locale şi de condiţii de contact 

specificate. Pentru calcule iniţiale se recomandă generarea unor discretizări cu 

mărimi grosiere ale elementului finit pentru obţinerea rapidă a unor soluţii 

incipiente, iar în fazele finale ale analizelor discretizările trebuie realizate cu mărimi 

fine ale elementelor finite, pentru a creşte precizia soluţiilor finale generate prin 

această metodă. 

Teoretic, toate modelele pot fi create şi analizate ca modele solide. În 

practică însă o problemă 3D poate fi mult simplificată prin aproximare cu modele 

shell sau planare, fără concesii majore privind precizia de calcul. Astfel, elementele 
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de tip shell sunt recomandate pentru modele subţiri si de grosime constantă. 

Utilizarea modelelor solide conduce, în aceste cazuri, la un număr foarte mare de 

elemente finite, ceea ce măreşte foarte mult timpul de calcul şi necesită o 

configuraţie hardware puternică. 

Geometria roţii dinţate flexibile impune modelarea prin elemente de tip 

shell, datorită grosimii uniforme şi a pereţilor subţiri. Definirea grosimii se realizează 

prin opţiunea Edit Definition, preluată din meniul contextual activat pe buton 

dreapta mouse pe fiecare dintre cele trei suprafeţe subordonate intrării CILINDRU, 

din structura studiului, fig. 6.8. 

Astfel, pentru Surface Body 1, care reprezintă  suprafaţa cilindrului, se va 

specifica grosimea 0.75 mm, iar pentru suprafeţele discurilor, Surface Body 2 şi 

Surface Body 3, se va specifica grosimea 3 mm. 

Figura 6.11 exemplifică discretizarea geometriei în elemente finite. 

 

Fig. 6.11  

 
6.3.3 Rezultate ale simulării numerice 
 
 
Rezultatele simulării numerice sunt sintetizate valoric în tabelul 6.6, prin 

valorile deformaţiilor rezultate în cele 8 puncte caracteristice ale suprafeţei 

cilindrice, pentru cele 4 variante de lungimi impuse ale cilindrului. 
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Tabel 6.6 

Punct de 
măsură 1 2 3 4 5 6 7 8 

Lungime totală 
2xL 

δradial 1 

[mm] 
δradial 2 

[mm] 
δradial 3 

[mm] 
δradial 4 

[mm] 
δradial 5 

[mm] 
δradial 6 

[mm] 
δradial 7 

[mm] 
δradial 8 

[mm] 
2x25 0.3 -0.252 0.3 -0.252 -0.282 0.252 -0.282 0.254 

2x22.5 0.3 -0.252 0.3 -0.251 -0.284 0.251 -0.284 0.252 
2x20 0.3 -0.250 0.3 -0.250 -0.286 0.248 -0.284 0.250 

2x17.5 0.3 -0.248 0.3 -0.248 -0.288 0.246 -0.288 0.247 
 

Rezultatele sunt prezentate grafic în figurile 6.13....6.16 pentru lungimea 

totala Ltotal=2 x 25 = 50 mm, respectiv figurile 6.16...6.20 pentru lungimile Ltotal=2 x 

22.5, 2x20 respectiv 2x17.5 mm. 

Fig. 6.21 exemplifică deformata roţii cilindrice, evidenţiind zonele de 

întindere: 1, 3, 6, 8 respectiv  compresiune: 2, 4, 5, 7. 

Pentru roata cilindrica cu lungimea totală Ltotal=2 x 25 = 50 mm: 

-  fig. 6.13 prezintă grafic deformaţiile şi reacţiunile rezultate; 

-  fig. 6.14 şi 6.15 prezintă punctele de măsură pe direcţiile 1-5 respectiv 2-6; 

-  fig. 6.16 şi 6.17 prezintă variaţia deformaţiei pe direcţiile 1-5 respectiv 2-6. 

 

  

Fig. 6.13 Deformaţii şi reacţiuni pentru roata cilindrica cu  

Lungime totala Ltotal=2 x 25 = 50 mm 

BUPT



 6.3- Verificarea soluţiilor ecuaţiei lungimii roţii dinţate flexibile folosind simularea cu element finit 

 

105

 

Fig. 6.14 Puncte de măsură deformaţii pe 

direcţia 1-5 pentru roata cilindrica cu 

lungime totala Ltotal=2 x 25 = 50 mm 

 

Fig. 6.15 Puncte de măsură deformaţii pe 

direcţia 2-6 pentru roata cilindrica cu 

lungime totala Ltotal=2 x 25 = 50 mm 

 

 
Fig. 6.16 Evoluţie deformaţii pe direcţia 1-

5 pentru roata cilindrica cu lungime totala 

Ltotal=2 x 25 = 50 mm 

Fig. 6.17 Evoluţie deformaţii pe direcţia 2-6 

pentru roata cilindrica cu lungime totala 

Ltotal=2 x 25 = 50 mm 
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Fig. 6.18 Deformaţii şi reacţiuni pentru roata cilindrică cu  

lungime totală Ltotal=2 x 22.5 = 45 mm 

 
Fig. 6.19 Deformaţii şi reacţiuni pentru roata cilindrică cu  

Lungime totală Ltotal=2 x 20 = 40 mm 
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Fig. 6.20 Deformaţii şi reacţiuni pentru roata cilindrică cu  

lungime totală Ltotal=2 x 17.5 = 35 mm 
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Fig. 6.21 Deformata roţii cilindrice (1, 3, 6, 8 – întindere ; 2, 4, 5, 7 – compresiune) 

 

Tabelul 6.7 prezintă valorile forţei de deformaţie elastică rezultate din 

simulare cu elemente finite (FEM) pentru cele 4 variante de lungimi analizate. Se 

observă că forţele rezultate din calculul FEM sunt puţin superioare numeric faţă de 

cele teoretice. 

 

 

Tabel 6.7

Lungime tub 

2xL 

Calcul 

teoretic 
Calcul FEM 

2x25 53.5 58 

2x22.5 54.9 61.4 

2x20 57.20 66.5 

2x17.5 60.77 73.9 
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6.4. Concluzii 

 
În urma simulării rezultă următoarele concluzii: 

- pentru valorile impuse în analiză ale parametrilor roţii: raza r = 30 mm, modulul 

m = 0.3 mm, grosimea h = 0.75 mm, în domeniul parametrului variabil 

lungimea L = 25…17.5 mm, valoarea 0.3 mm simetrică a deformaţiei radiale 

este aproximativ identică în punctele 6 respectiv 8, deformaţiile tinzând 

asimptotic către această valoare;  

- odată cu scăderea parametrului L a roţii dinţate flexibile, se înregistrează o 

uşoară creştere a deformaţiei defazate cu 90o la capătul opus al roţii dinţate 

flexibile, în zonele 6 şi 8; 

- valorile deformaţiilor radiale pe direcţiile 1-3 şi 5-7 respectiv 2-4 şi 6-8 sunt 

simetrice; 

- deoarece acţiunea rolei generatorului de unde este îndreptată dinspre interior 

spre exteriorul roţii, zonele 1-3 şi 6-8 se întind, iar zonele 2-4 şi 5-7 se 

comprimă, figura 16, ceea ce reproduce deformarea reală a roţii dinţate 

flexibile; 

- valorile forţei de deformaţie elastică rezultate din calculul FEM sunt puţin 

superioare numeric faţă de cele teoretice, datorită faptului că în realitate, 

contactul nu se produce punctiform, ci pe o zonă mai extinsă, definită de dinţii 

intraţi în angrenare. 
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Cap.7 Proiectarea, realizarea şi testarea 
transmisiei armonice dinţate duble cu generator 

de unde defazat cu 2π /  
 
 

7.1 Elemente de proiectare 
 
7.1.1 Stabilirea parametrilor angrenării 
 
Parametrii angrenajului armonic, se stabilesc astfel încât să asigure o 

funcţionare corespunzătoare a angrenajului, referindu-se la diferite aspecte [8], [9], 

[125], [126], [127]. 

Pentru a obţine un contact imobil între dinţii roţii dinţate flexibile şi ai roţii 

dinţate rigide, este necesar a se realiza paşi unghiulari egali a celor două roţi din 

angrenare. Această caracteristică se poate obţine dacă sunt folosite generatoare de 

unde cu came sau generatoare de unde cu discuri, care au arce cu rază fixă. 

 Din condiţia lungimii constante a fibrei medii roţii dinţate flexibile în zona 

contactului roată dinţată flexibilă-roată dinţată rigidă, se obţin: 

 

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
=

D
oδ

ττ
1

1
23                             (7.1) 

unde: 2,3ττ  - pasul unghiular al roţii dinţate rigide, respectiv al roţii dinţate 

flexibile; 

 D  - diametrul fibrei medii a roţii dinţate flexibile nedeformate; 

 oδ  - deformaţia radială calculată a roţii dinţate flexibile. 

 Din relaţia (7.1), pentru 
22

2
22
zzm

m
r
m πππτ ⋅=

⋅
⋅⋅=⋅=  şi 

3
3

2
z
πτ ⋅= , se obţine: 

23

22
zz
zD o

−
⋅⋅= δ

                  (7.2) 

unde: 32, zz  - numărul de dinţi ai roţii dinţate flexibile respectiv ai roţii 

dinţate rigide. 
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 Relaţia (7.2) reprezintă condiţia menţinerii contactului imobil între dinţii 

roţilor din angrenare pe zona angrenării complete, calculată din condiţia egalizării 

pasului unghiular. Diferenţa 23 zz − poate fi un multiplu al numărului de unde al 

transmisiei armonice. Pentru transmisia cu două unde, 223 =− zz  şi din relaţia 

(7.2) rezultă: 

  ozD δ⋅= 2                   (7.3) 

 Pentru a se asigura contactul imobil între dinţii angrenajului, este necesar a 

se respecta relaţia între diametrul de divizare D, numărul de dinţi 2z ai roţii dinţate 

flexibile şi deformaţia radială elastică oδ , deci relaţia (7.3). 

 Raportul de transmitere 12i  pe o treaptă se alege la o valoare apropiată din 

şirul: 100, 125, 160, 200, 250, 315, 400, admiţând o abatere de %5± . 

  Parametrul principal ce caracterizează o transmisie armonică dinţată este 

momentul de torsiune nominal la elementul cu viteză unghiulară redusă (roata 

dinţată flexibilă sau rigidă). 

 În [125], [126], momentul nominal se consideră momentul de torsiune 

maximă, pentru timpul total de funcţionare al transmisiei, în care generatorul de 

unde trece de 50.000 de rotaţii pe întreaga durată de funcţionare a transmisiei. 

 Dantura roţilor dinţate a transmisiilor armonice se recomandă a fi executată 

în clasele de precizie 6, 7 şi 8. 

 
7.1.2 Alegerea materialelor elementelor componente ale transmisiei 

armonice dinţate 
 

Se recomandă ca materialele a două roţi dinţate ce vin în contact direct să 

fie  materiale diferite, ce posedă durităţi diferite. 

  Pentru roata dinţată flexibilă, se recomandă [121], [125], [126]: 

- 19 CrNi 35,16 CrNiW 10, 30 SiMnCrNi 16, 40 CrNi 15,… cu duritatea 

(32-36) HRC; 

- 35 CrMgSi, 41 CrNi 12, 31 CrMgSi 10,…. cu duritatea (32-36) HRC; 

- OLC 50, OLC 60,…. cu duritatea (32-36) HRC.    

În [18] se recomandă:  41 CrNi 12,18 CrNi 20, 41 MoCrNi 11, 18 MoCrNi 13, 

31 MoCrNi 20, 34 MoCrNi 15, 35 MoCrNi 11 etc. 

Pentru roata dinţată rigidă, se recomandă [18], [125 ],[126]: 

BUPT



112  Proiectarea, realizarea şi testarea T.A.D. duble cu generator de unde defazat cu 2π / - 7 

- OLC 45, OLC 50, OLC 60, ….. cu duritatea (28-32) HRC. 

Pentru discurile generatorului de unde, se recomandă [125], [126]: 

- OLC 45, OLC 50, OLC 60, ….. cu duritatea (50-54) HRC. 

 
7.2 Date iniţiale de proiectare 

Din condiţia lungimii constante a fibrei medii a roţii dinţate flexibile 

în zona de contact roată dinţată flexibilă-roată dinţată rigidă (7.1) şi din 

relaţia (7.2), [8], [125], [126], se obţine diametrul de divizare a roţii 

dinţate flexibile: ][60 mmD = . 

Pentru realizarea prototipului se admite: 

- numărul de unde 2=un ; 

- raportul de transmitere 10112 =i ; 

- turaţia la elementul de ieşire [ ]min/10 rotn = ; 

- materialul pentru roata dinţată flexibilă ales este 34 MoCrNi 15; 

- profilul rectiliniu al danturii; 

- clasa de precizie 7 a danturii. 

 
 

7.3 Calculul geometric al elementelor specifice transmisiei 
armonice 

 
7.3.1 Calculul geometric al roţii dinţate flexibile 
 

Modulul danturii va fi: [ ]mm
z
Dm .......
2
== . Se admite [ ]mmm 3,0= , STAS 

822-80. 

 Diametrul de divizare al roţii dinţate flexibile: [ ]mmd 602003,02 =⋅=  

 Deformaţia radială δ  a roţii dinţate flexibile se determină în baza relaţiei 

(6.1) folosind expresia din condiţii de angrenare: 

2
unkm=δ  

pentru 1,2 == knu , se obţine [ ]mmm 3.0==δ . 
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Pasul danturii: [ ]mmmp 9424.0=⋅= π . 

Înălţimea capului dintelui: ][26.0 mmha =  

Înălţimea piciorului dintelui: ][34.0 mmhf =  

Înălţimea dintelui: ][6.0 mmh =  

Diametrul cercului de picior al roţii dinţate flexibile: ][32.592 mmd f =   

Diametrul cercului de cap al roţii dinţate flexibile: ][52.602 mmda =   

Semiunghiul de vârf al profilului dintelui: '''0 313628=α  

Semiunghiul de vârf al golului dintre dinţii roţii dinţate flexibile: 

'''0 513829=Δ+ αα  

Jocul de fund maxim în zona angrenării: ][23.00 mmc =   

Lungimea dinţilor roţii dinţate flexibile [9], [125], [126]: ][122 mmb =    

Având în vedere soluţia constructivă adoptată, se alege lungimea roţii 

dinţate flexibile: ][502 mmL =  

Diametrul interior al roţii dinţate flexibile: ][82.572 mmdg = , unde grosimea 

peretelui roţii dinţate flexibile h va fi [9]: ].[75,0 mmh =   

Lungimea teşiturii ].[5.121 mmha ==  

Forma geometrică şi notaţiile folosite pentru roata dinţată flexibilă, rezultă 

din fig. 7.1. 

 
Fig. 7.1 
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7.3.2 Calculul geometric al roţii dinţate rigide fixe din treapta I 

 
Roata dinţată rigidă este fixă şi are numărul de dinţi 2003 =z . 

Pasul danturii: ][9519.03 mmp =  

Diametrul cercului de picior: ][275.613 mmd f =  

Diametrul cercului de cap: ][075.603 mmda =  

Diametrul de divizare: ][6.603 mmd =  

 
7.3.3 Calculul geometric al roţii dinţate rigide mobile din treapta II 

 
Numărul de dinţi al roţii dinţate rigide mobile: 202'

3 =z  

Diametrul cercului de picior al roţii dinţate rigide mobile: ][275.614 mmd f =  

Diametrul cercului de cap al roţii dinţate rigide mobile: ][075.604 mmda =  

Diametrul de divizare al roţii rigide mobile: ][6.604 mmd =   

Lungimea dinţilor roţii dinţate rigide mobile: ][144 mmb =  

 
7.3.4 Dimensionarea generatorului de unde cu discuri excentrice  

 
Din soluţia constructivă prezentată, rezultă un generator de unde cu patru 

discuri excentrice.  

Excentricitatea generatorului de unde din [121], [125], [126]: ][2.1 mme =  

Diametrul exterior al discului din [121], [125], [126]: 145.56=edd [mm] 

Lăţimea discului generatorului de unde: ]mm[5.8b =  din condiţii constructive. 

În fig. 7.2 se prezintă elementele componente ale transmisiei armonice 

dinţate dublă cu generator de unde defazat cu 2/π  - prototip: 
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Fig. 7.2 

unde  s-a notat: 

1 este generatorul de unde cu discurile din treapta II montate defazat cu 

2/π  faţă de discurile din treapta I ;  

 2 - roata dinţată flexibilă dublă cu dantură exterioară; 

 3 - roata dinţată rigidă fixă cu dantură interioară; 

 4 - roata dinţată rigidă mobilă cu dantură interioară.  

În fig. 7.3 se prezintă transmisia armonică dinţată dublă cu generator de 

unde defazat cu 2/π  prezentată dintr-un alt unghi. 

1 

3 

2
4
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 Fig. 7.3 

 
 

7.4 Testarea experimentală a prototipului realizat 
 

Pentru a vizualiza buna funcţionare a prototipului realizat, a fost necesară 

realizarea unui sistem de asamblare şi fixare a elementelor, fără carcasa 

reductorului  aşa cum se vede în fig. 7.4.  

 

 
Fig. 7.4 

 

3 2

1

4 

2 

1 

4
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Pentru a efectua şi cercetări ale parametrilor de funcţionare a transmisiei 

armonice dinţate cu generator de unde defazat cu 2/π , s-a conceput un stand ce 

este prezentat în fig. 7.5., în care s-a notat: 

 

 
Fig. 7.5 

 

1 sursa de curent continuu, pentru alimentarea motorului de acţionare; 
2- motor electric de curent continuu; 
3- transmisie prin curea; 
4- traductor incremental de poziţie; 
5- transmisia armonică dinţată cu generator de unde defazat cu  în treapta a IIa 
faţă de cel din treapta I; 
6- frână mecanică pentru încărcarea transmisiei cu sistem elastic de citire a 
momentului de torsiune realizat; 
7- senzor de vibraţii; 
8 – senzor de zgomot; 
9- interfaţă de cuplare la calculator de proces  
10- calculator, 
11- placa de bază a standului.  

 
 

1 

2 

3 

4 5 

6

7 9 

10

11

8 
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Cap. 8 Concluzii şi contribuţii personale 
 
 

8.1 Concluzii 
 

Teza de doctorat prezentată este rezultatul unui studiu profund a 

construcţiei şi funcţionării transmisiilor armonice dinţate, a avantajelor şi 

dezavantajelor acestor transmisii precum şi a domeniilor în care această transmisie 

şi-a găsit aplicaţia. Aceste transmisii prezintă interes în utilizarea lor pe o scară tot 

mai largă în diferite domenii în care se solicită construcţii compacte, masă şi gabarit 

redus, rapoarte de transmitere ridicate pe o treaptă, precizie cinematică, fapt ce a 

făcut ca aceste transmisii să fie cercetate, îmbunătăţite şi diversificate constructiv. 

Studiul efectuat a permis conceperea soluţiei constructive şi funcţionale a 

transmisiei armonice dinţate duble cu generator de unde defazat cu 2/π . Astfel, 

obiectivul principal al tezei de doctorat a constat în conceperea şi realizarea acestei 

transmisii, cercetarea funcţionării acestui tip de transmisie, precum şi emiterea unor 

concluzii şi prezentarea unor relaţii de calcul bazate pe cercetarea fundamentală cât 

şi pe cea practică.  

Pentru verificarea unor soluţii obţinute pe cale analitică, s-a folosit 

programul de simulare SOLIDWORKS SIMULATION, care a confirmat rezultatele 

teoretice obţinute. Atât din calculele teoretice cât şi din simulare se constată că 

lungimea 2L a roţii dinţate flexibile ce determină gabaritul axial al transmisiei 

armonice dinţate, depinde de modulul de elasticitate longitudinal al materialului roţii 

dinţate flexibile, de forţa de deformaţie elastică, raza de divizare şi de grosimea 

peretelui roţii dinţate flexibile. Folosirea generatorului de unde din treapta II defazat 

cu 2/π  faţă de cel din treapta I duce la creşterea rigidităţii şi stabilităţii 

angrenajelor, asigurând menţinerea dinţilor în contact în zona de angrenare 

completă. 

Relaţiile prezentate pentru calculul forţelor şi reacţiunilor din elementele şi 

cuplele cinematice a prototipului prezentat vin în sprijinul proiectanţilor în vederea 

efectuării unor calcule de dimensionare şi verificare corecte, care conduc la 

obţinerea unor construcţii fiabile cu performanţe ridicate. Prin testarea funcţionării 
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prototipului prezentat, se constată că acesta răspunde obiectivelor stabilite, având o 

construcţie şi o funcţionare ce va prezenta interes pentru instalaţii din diferite 

domenii.  

 
 
8.2 Contribuţii personale 
 
Din cercetările teoretice şi experimentale prezentate, rezultă următoarele 

contribuţii personale ale autorului: 

- s-a realizat o sinteză bibliografică urmărind: 

 descrierea principiului de funcţionare al transmisie armonice prin 

fricţiune şi dinţate; 

 clasificarea şi tipurile constructive ale transmisiei armonice 

dinţate, având în vedere construcţia generatorului de unde, 

forma geometrică şi modul de cuplare al roţii dinţate flexibile cu 

elementul de ieşire; 

 construcţii de transmisii armonice aplicate în diferite domenii; 

- s-a conceput transmisia armonică dinţată dublă cu generator de unde 

defazat cu 2/π , care permite roţii dinţate flexibile, considerată a fi un 

înveliş cu pereţi subţiri, o deformaţie liberă în treapta II asigurând 

angrenarea. Pentru a creşte stabilitatea şi rigiditatea angrenajului în 

treapta II, soluţia constructivă este prevăzută cu un al doilea generator 

de unde defazat cu 2/π  faţă de cel din treapta I; 

- se face analiza structurală a mecanismului transmisiei armonice 

dinţate duble, determinându-se gradul de mobilitate şi verificând 

îndeplinirea condiţiei de desmodromie. În aceste sens se determină 

suma gradelor de libertate de prisos Lid, folosind metoda imobilizării 

mecanismului mai puţin cel cercetat, stabilind numărul gradelor de 

libertate pe care le mai posedă cât şi determinarea sumei gradelor de 

libertate a legăturilor pasive LP, având în vedere cele şase lanţuri 

cinematice independente, folosind metoda analizei fiecărui lanţ 

cinematic independent. Acest mod de analiză structurală permite 

realizarea unor mecanisme cu o construcţie simplă, rigiditate şi 

parametri funcţionali ridicaţi fără solicitări suplimentare, mecanisme 
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echilibrate precum şi o corelare justă între parametri structurali ai 

mecanismului; 

- se determină relaţia de calcul a raportului de transmitere al transmisiei 

concepute, precum şi vitezele unghiulare a elementelor componente a 

transmisiei armonice dinţate; 

-   se realizează analiza cinetostatică a transmisiei armonice dinţate 

duble cu generator de unde defazat cu 2/π , urmărind determinarea 

relaţiilor: 

 forţelor din angrenajul armonic dinţat din treapta I; 

 forţelor şi reacţiunilor din cupla cinematică roată dinţată 

flexibilă-discul generatorului de unde în treapta I şi anume 

expresia recţiunii dintre roata dinţată flexibilă şi discul 

generatorului de unde produsă de forţa radială şi cea normală 

din angrenaj; expresia forţei de deformaţie elastică a roţii 

dinţate flexibile folosind teoria tuburilor cu pereţi subţiri; 

expresia reacţiunii rezultante şi a forţelor de frecare din cupla 

cinematică roată dinţată flexibile şi discul generatorului de unde; 

 forţelor ce acţionează în cupla cinematică de rotaţie a discului 

generatorului de unde; 

 forţelor din angrenajul armonic dinţat diferenţial din treapta II; 

 forţelor şi reacţiunilor din cupla cinematică roată dinţată 

flexibilă, discul generatorului de unde în treapta II şi anume, 

expresia reacţiunii dintre roata dinţată flexibilă şi discul 

generatorului de unde produsă de forţa radială şi cea normală 

din angrenaj, reacţiunea rezultantă şi forţele de frecare din 

această cuplă cinematică; 

 forţelor ce acţionează în cupla cinematică de rotaţie a discului 

generatorului de unde în treapta II. 

- din teoria tuburilor cu pereţi subţiri, punând condiţia de egalitate între 

deplasarea radială w a unui punct al fibrei medii  sub acţiunea unei forţe 

de deformaţie elastică Fe, cu deplasarea radială δ  necesară realizării 

angrenării între dinţii roţii dinţate flexibile şi cei ai roţii dinţate rigide, se 

determină ecuaţia de gradul doi a cărei soluţii ce au sens fizic definesc 

lungimea 2L a roţii dinţate flexibile (respectiv semilungimea L) care 
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asigură deformaţia radială egală în cele două trepte de angrenare. Din 

această relaţie, se observă că lungimea 2L ce asigură deformaţii egale în 

cele două trepte de angrenare, depinde de modulul de elasticitate, de 

forţa de deformaţie elastică, de raza  medie şi de grosimea peretelui 

roţii dinţate flexibile; 

- folosind programul Excel se determină soluţiile ecuaţiei de gradul doi 

pentru L funcţie de (E), funcţie de (Fe), funcţie de (h), funcţie de (r)  şi 

se ridică graficele de variaţie; 

- se verifică rezultatele ecuaţiei ce definesc lungimea roţii dinţate 

flexibile obţinute teoretic, folosind metoda elementului finit prin 

programul SOLIDWORKS SIMULATION. Rezultatele obţinute diferă foarte 

puţin de cele obţinute prin metoda analitică datorită condiţiilor impuse 

simulării.  

- se proiectează transmisia armonică dinţată dublă având în vedere 

elementele geometrice ale roţii dinţate flexibile, roţii dinţate rigidă fixă şi 

mobilă precum şi discurile  generatorului de unde. Calculul diametrului 

de divizare al roţii dinţate flexibile, se determină din condiţia menţinerii 

contactului imobil între dinţii roţilor din angrenare pe zona angrenării 

complete, calculată din condiţia egalizării pasului unghiular; 

- s-a realizat reductorul armonic dinţat dublu cu generator de unde 

defazat cu 2/π ; 

- s-a verificat funcţionarea prototipului realizat în stare montată fără 

carcasă, permiţând vizualizarea funcţionării, care a dat rezultate 

pozitive. 

 
 
8.3 Direcţii de cercetare 

 
În vederea perfecţionării constructive şi a creşterii parametrilor funcţionali ai 

prototipului realizat, s-a realizat un stand  care permite cercetări pe următoarele 

direcţii: 

- determinări privind creşterea preciziei cinematice de poziţionare, 

necesară modulelor roboţilor industriali sau a altor construcţii mecanice; 

- cercetări privind capacitatea de încărcare a transmisiei armonice dinţate 

realizate şi a factorilor ce duc la creşterea ei; 
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-  determinarea factorilor ce influenţează zgomotul şi vibraţiile, precum şi 

nivelul acestora în cazul prototipului realizat; 

- cercetări privind creşterea durabilităţii transmisiei armonice dinţate 

realizate; 

- cercetări privind creşterea randamentului transmisiei armonice dinţate 

realizate.   
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