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Rezumat: 
Eficientizarea activității de operare a unui sistem de transport de 
gaze naturale, concretizată prin reducerea costurilor de 
exploatare este problema majoră care preocupă atât pe 
operatorul de sistem cât și pe cercetătorii din domeniul gazier. 
În acest context, în cadrul acestei lucrări este realizată o 
investigare amănunţită a tuturor aspectele care ţin atât de 
modelarea matematică şi simularea numerică a procesului de 
curgere a gazelor naturale realizat la nivelul unui sistem de 
transport, cât şi de implementarea unui sistem de reglare 
automată a procesului cu luarea în considerare a restricţiilor 
asupra mărimilor din proces impuse de limitările tehnologice. 
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Notaţii, abrevieri, acronime 
 
 

 
α   unghi de înclinare de la orizontală tronson de conductă 

 idirα / i 1,2,3  cosinuşii directori ai unui segment 

egα   vectorul restricţiilor liniare de tip egalitate 

inegβ   vectorul restricţiilor liniare de tip inegalitate 

stabβ   limită de stabilitate 

γ   multiplicator Lagange asociat restricţiilor liniare de tip egalitate 

gaδ   densitate relativă a gazului faţă de aer 

t   pasul de discretizare temporală 
x   pasul de discretizare spaţială 
 ε φ   eroarea relativă în calculul mărimii φ  

lε   variaţia relativă a lungimii l a corpului 

trε   eroarea de trunchiere 

η   vector perturbaţii aditive 

λ   factor de pierderi hidraulice / factor de frecare 

ctλ   coeficientul de transfer termic prin conducţie 

vpλ   valoare proprie 

 vpλ A   spectrul matricei A  (mulţimea tuturor valorilor proprii) 

 vp max
λ A  raza spectrală a spectrului matricei A  

Fanλ   coeficient Fanning 

μ   coeficient dinamic de viscozitate 

Pμ   coeficientul lui Poisson 

ρ   densitate 

Rρ   densitatea în condiţii de referinţă 

 specρ   raza spectrală a matricei   
  suprafaţă exterioară corp 
τ   coeficient de variaţie cu temperatura a factorului de abatere Z 

kp
τ   constanta de timp a modului „k” de comportament dinamic 

τ̂   tensiune într-un punct 
ω   multiplicator Lagrange asociat restricţiilor liniare de tip inegalitate 
 
a  acceleraţie 

 ijdefa /i,j 1,2,3  coeficienţi de deformare 
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Notaţii, abrevieri, acronime 2 
 
A  secţiune transversală 

defA   matricea tensorului deformărilor 

egA   matricea coeficienţilor restricţiilor liniare de tip egalitate 

ANM  agenţia naţională meteorologică 

 ijvitb /i,j 1,2,3  coeficienţii vitezelor de deformare 

inegB   matricea coeficienţilor restricţiilor liniare de tip inegalitate 

vitB   matricea tensorului vitezelor de deformare 

Btrons  zestre tronson de conductă 
c  viteză sunet 
cp  căldură specifică gaz la presiune constantă 
cv  căldură specifică gaz la volum constant 
cond  numărul de condiţionare numerică 

EulerC   costul de rezolvare al metodei Euler 

Cgaz  constantă specifică de calcul a viscozităţii gazului 
Cp  capacitate termică gaz la presiune constantă 

ponc   vector ponderi a funcţiei criteriu 

RKCC   costul de rezolvare al metodei Runge-Kutta-Chebyshev 

Cv  capacitate termică gaz la volum constant 
Cr  criteriu de încadrare curgere turbulentă 
CF  condiţii finale 
CH4-AH  detector concentraţie metan 
CI  condiţii iniţiale 
dadm  direcţie admisibilă pentru problema de optimizare 
D  diametru interior tronson de conductă 

 finalD L,t  domeniul spaţio-temporal al procesului de curgere 

 ie / i 1,2,3  versorii sistemului de coordonate carteziene Ox1x2x3 

 e y   vectorul erorii de ieşire 

Ecin  energia cinetică 
Eeg  mulţimea indicilor restricţiilor de tip egalitate 
Emet  eroare metodă numerică 
Epot  energia potenţială 
EY  modulul de elasticitate al lui Young 
EV  electroventil de protecţie 
f   vector intensitate câmp forţe 
F   vector forţă 
Fg  filtru gaz 

p cN ,MF   funcţie obiectiv a problemei de control optimal linear cu orizont de 

predicţie fixat 
FQI  debitmetru gaze cu indicare locală 
FT  traductor electronic de debit 
g  acceleraţia gravitaţională 
h  nivel, înălţime corp 
Henp  entalpie 

BUPT



Notaţii, abrevieri, acronime 3 
 

ponH   matrice ponderare a funcţiei criteriu 

 H f ,x   matricea Hessian a funcţiei  f x  

HMI  interfaţă grafic utilizator uman 

nI   matricea unitate cu n linii şi n coloane 

Iineg  mulţimea indicilor restricţiilor de tip inegalitate 
IG  încălzitor tehnologic gaze 

u,xJ   Jacobianul mărimii u  funcţie de x  

ka  rugozitate interioară absolută 
kL  coeficient de transfer termic prin conducţie 
K  calorifer 
Kn  numărul Knudsen 

normK   matrice de normalizare mărimi model matematic 

*
uK   matricea de câştig a legii de comandă optimale 

l  lungime corp 
lpm  lungimea liberului parcurs molecular 
L  lungime tronson de conductă 
Le  lungime echivalentă tronson de conductă 
Ldim  o dimensiune a corpului 
Llagr  funcţia Lagrangean 
Lmec  lucru mecanic al forţelor de presiune 
Lsup  lucrul mecanic al forţelor de suprafaţă 
LCH  dispozitiv mecanic de evacuare lichide din SPG 
LIAH  releu electric de nivel maxim-minim 
LSL  releu de nivel minim 
mmat  masă corp material 

0M   modelul matematic complet al curgerii unidimensionale 

1M , 2M , 3M  modele matematice simplificate a curgerii unidimensionale 

miscM   vector moment de mişcare 

Mact  servomotor de acţionare 
Mc  lungime orizont de control 

kdinM   modul „k” de comportament dinamic 

supn   vectorul normalei la suprafaţa exterioară a unui corp, într-un punct 

 εN x   vecinătate a punctului x  

Ni  nodul „i” tehnologic 
Np  lungime orizont de predicţie 
Ox1x2x3  sistem de coordonate carteziene 
 iOx /i 1,2,3  axă „i” sistem de coordonate cartezian 

p  presiune statică 
pcr  presiune critică gaz 
pred  presiunea redusă 
pR  presiunea stării de referinţă termodinamice 

FP   matrice ponderare stare finală a funcţiei obiectiv 
p cN ,MF  

Prcr  pompă recirculare 
PAH  releu de presiune maximă 
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Notaţii, abrevieri, acronime 4 
 
PC  regulator de presiune 
PDIAH  manometru diferenţial indicator 
PI  manometru indicator 
PLC  automat programabil 
PSH  dispozitiv de siguranţă la suprapresiune 
PSHL  dispozitiv de siguranţă la sub şi suprapresiune 
PT  traductor electronic de temperatură 
PTZ  corector debit în presiune, temperatură şi factor de abatere 
qct  flux termic prin conducţie 
Q  debit masic 
Q   fluxul hidrodinamic al mărimii   

ctQ   căldură (schimbată prin conducţie termică) 

FQ   matrice ponderare eroare de ieşire a funcţiei obiectiv 
p cN ,MF  

Qv  debit volumic 
QvR  debit volumic în condiţii de referinţă 

viscQ   energia mecanică transformată în căldură ca urmare a forţelor de 

viscozitate 
ri  robinet instrumentaţie 
r   vector de poziţie 
rr  rugozitate interioară relativă 

txr   constanta reţelei de discretizare spaţio-temporale 

R  robinet manevră 
Ra  robinet izolare circuit agent termic IG 
Re  numărul Reynolds 

FR   matrice ponderare abatere de comandă a funcţiei obiectiv 
p cN ,MF  

Rg  robinet izolare circuit alimentare cu gaze arzător IG 
Rp  constanta generală specifică a gazului 
RKC  metodă numerică Runge-Kutta-Chebyshev 
RTU  unitate telecomandată de control 

hs   parametru de elevaţie 

sentrp  entropie specifică 
Scon  mulţime convexă pe care se caută minimul unei funcţii 
Sentrp  entropie 

 sign φ   semnul mărimii φ  

SCADA  sistem control supervizat şi achiziţie date de la distanţă 
SCG  staţie comprimare gaze 
SCV  staţie comandă vane 
SPG  separator impurităţi lichide 
SRM  staţie reglare şi măsurare gaze 
STG(i)  sistemul „i” de transport de gaze 
SDG(j)  sistemul „i” de distribuţie de gaze 
t  timp 
tfinal  timp final de simulare numerică 
tprp  timp de propagare a undei de presiune cu viteza sunetului 
tstat  timp de propagare în regim staţionar 
T  temperatură 
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Notaţii, abrevieri, acronime 5 
 

T̂   matricea tensorului tensiunilor într-un punct 
Tcontr  orizontul de control 
Tcr  temperatura critică gaz 

kChT   polinomul Chebyshev de prima speţă şi ordin k 

Tired  temperatura redusă gaze 
Tpred  orizontul de predicţie 
Tred  temperatura inversă redusă gaze 
TR  temperatura stării de referinţe termodinamice 
TC  regulator de temperatură de tip „tot-puţin-nimic” 
TI  termometru indicator 
TSH  element de reglare de tip „tot-nimic” 
TT  traductor electronic de temperatură 
u   vector mărimi de intrare model sistemic liniar / liniarizat 

depu   deplasare 

uint  energie internă specifică 
Uint  energie internă 
v  viteză 
V  volum 

lucW   mulţimea de lucru a restricţiilor active 

x  coordonata direcţională 
x   poziţia unui punct în sistemul de coordonate Ox1x2x3 
X   vector mărimi de stare model 

*X   stare optimă 

y   vector ieşiri model sistemic liniar / liniarizat 

z  elevaţie tronson de conductă 
Z  factorul de abatere de la comportamentul gazelor perfecte al unui 

gaz real / factor de compresibilitate 
ZSL  senzor poziţie minim 
ZSH  senzor poziţie maxim 
w  grosime corp 
 

m n0    matricea nulă cu m linii şi n coloane 

rφ   valoarea reglată a mărimii φ  

ikφ   componenta de pe linia „i” şi coloana „k” a unei matrici 

j ,k

sφ   valoarea mărimii  φ j x ,k t    caracteristice procesului de curgere  

desfăşurat prin tronsonului „s” al sistemului de transport 

iφ   componenta „i” a unui vector 

medieφ   valoarea medie a mărimii φ  calculată printr-o formulă de mediere 

Mφ   valoare medie a mărimii φ  caracteristice unui regim staţionar al 

procesului de curgere 

refφ   valoare de referinţă a mărimii φ  

statφ   valoare de regim staţionar a mărimii φ  
φ   derivata de ordinul 1 a funcţiei φ  
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Notaţii, abrevieri, acronime 6 
 
φ   derivata de ordinul 2 a funcţiei φ  
φ   mărime normalizată 
φ   mărime liniarizată 

φ̂   valoarea estimată a mărimii φ  
   mărime scalară 
   mărime vectorială sau matriceală 

   modulul (norma) mărimii vectoriale   

t   transpusa mărimii vectoriale / matriceale   

prm   matrice parametri model liniar / liniarizat 

aug   matrice augmentată 

com   matrice coeficienţi relaţii liniare scrise sub o formă compactă 

kφ   ridicarea la puterea „k” a mărimii φ  
 sφ   mărimea φ  caracteristică procesului de curgere desfăşurat prin 

tronsonul de conductă de indice „s” 
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Capitolul 1: Problematica automatizării 
sistemelor de transport de gaze naturale 

 
 

1.1. Introducere 
 
În cadrul acestui capitol sunt discutate principalele probleme pe care le pune 

automatizarea sistemelor de transport de gaze naturale din perspectiva conducerii şi 
monitorizării în timp real. 

Astfel, în subcapitolul 1.2 este prezentată, la nivel global, structura unui 
sistem de transport de gaze naturale. Problematica conducerii unui astfel de proces 
face obiectul subcapitolului 1.3, iar modul în care aceasta se soluţionează prin 
automatizarea nodurilor tehnologice ale sistemului de transport este arătat în 
subcapitolul 1.4. 

Detalierea automatizării nodurilor sistemului din punctul de vedere al 
monitorizării instalaţiilor tehnologice existente se face în subcapitolul 1.5, prin 
prezentarea automatizării staţiilor de reglare şi măsurare gaze naturale. 

Subcapitolul 1.6 este destinat prezentării conceptului de sistem SCADA, care 
permite implementarea sistemului de automatizare a instalaţiilor tehnologice 
distribuite pe o arie geografică întinsă din componenţa unui sistem de transport 
gaze naturale. 

Se face observaţia că cele ce se vor prezenta în cadrul subcapitolelor sus-
menţionate constituie un rezumat al activităţii de cercetare aplicativă ([43], [44], 
[46], [47], [48], [49], [50], [55]) desfăşurată de autor în cadrul colectivului 
„Automatizări pentru Transportul Gazelor Naturale” din cadrul Departamentului 
Proiectare şi Cercetare al „Societăţii Naţionale de Transport Gaze Naturale 
TRANSGAZ S.A. Mediaş”. 

Ultimul subcapitol, respectiv 1.7, este dedicat construirii unui referenţial, 
pornind de la referinţe bibliografice considerate relevante privind problematica şi 
obiectul tezei. 

 
 
1.2. Elemente structurale referitoare la sistemele de 

transport 
 
Un sistem de transport de gaze (STG) naturale este rezultatul interconectării 

unui set de tronsoane de conducte de transport de lungimi şi secţiuni de curgere 
diferite, în funcţie de debitul şi presiunea cerute la consumatori de gaze. Nodurile 
prin care se face interconectarea funcţională a tronsoanelor de conductă ale 
sistemului sunt numite generic noduri tehnologice. 

În figura 1.2.1 este prezentată o schemă de principiu a unui astfel de sistem 
de transport de gaze, notat cu STG(1), ale cărui tronsoane de conductă, de lungimi 
Lxy şi diametre Dxy, sunt interconectate, prin intermediul nodurilor tehnologice N1, 
N2 şi N5. Cu x, respectiv y s-au notat numerele de ordine ale nodurilor tehnologice 
amonte şi aval de la capetele conductei. La rândul său, sistemul STG(1) este 
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interconectat prin intermediul nodurilor N0 şi, respectiv, N4 cu sistemele de 
transport învecinate STG(0) şi STG(2). 

Figura 1.2.1 evidenţiază prin intermediul sistemului de transport STG(1) şi a 
sensurilor fluxurilor (debitelor) Q de gaze mai multe tipuri de elemente structurale: 

a). N0 este un nod tehnologic de intrare de tip sursă, caracterizat prin 
presiunea p0 şi debitul de gaz Q01 primit din sistemul de transport STG(0), 
parametri care vor fi denumiţi parametrii sursei de gaz ai sistemului de 
transport STG(1). 

b). N4 este nod tehnologic de ieşire, caracterizat prin presiunea p4 şi debitul 
Q24 introdus în sistemul de transport STG(2). Nodul N4 constituie un nod de 
tip sursă pentru sistemul STG(2). Ca urmare, pentru cele două sisteme de 
transport, nodul N4 va constitui un nod de interconectare. 

 
Fig. 1.2.1. Schema de principiu a unui sistem de transport gaze naturale 

 
c). N3, N6, N7 sunt noduri tehnologice de ieşire de tip consumator prin care 

sunt alimentate la presiunile p3, p6 şi p7, respectiv, cu debitele de gaz Q23, 
Q56 şi Q57, sistemele de distribuţie gaze SDG(3), SDG(6) şi SDG(7). 

d). N1, N2 şi N5 sunt noduri tehnologice interne prin care se controlează 
distribuţia internă de presiune p, respectiv, circulaţia fluxurilor (debitelor) de 
gaze Q la nivelul sistemului STG(1). 
Printr-un nod tehnologic de intrare, de tip sursă, sistemul de transport poate 

fi racordat direct la o sondă de gaze naturale care este o sursă propriu-zisă de gaz. 
Din punct de vedere tehnologic, nodurile de intrare-ieşire din sistem se 

prezintă sub forma staţiilor de reglare şi măsurare, denumite generic SRM-uri, de 
primire sau de predare, unde se poate face reglarea presiunii şi/sau măsurarea 
debitului de gaze transportat spre consumatori. 

Nodurile tehnologice interne din sistem se pot prezenta, la rândul lor, sub 
forma staţiilor de comandă vane, denumite generic SCV şi/sau a staţiilor de 
comprimare gaze, denumite generic SCG. 

Staţiile de comandă vane SCV au, pe de o parte, rolul tehnologic de a realiza 
interconectările tronsoanelor unui sistem de transport prin intermediul robinetelor 
din structura lor, şi pe de altă parte, rolul funcţional de dirijare a fluxurilor de gaze. 

În schimb staţiile de comprimare gaze SCG au rolul tehnologic de a creşte 
presiunea la nivelul nodului unde sunt amplasate în scopul asigurării curgerii gazelor 
pe tronsonul de conductă din aval la debitul cerut de consumatorii racordaţi la 
acesta. 

BUPT



1.2 Elemente structurale referitoare la sistemele de transport 17 
 

 
 
1.3. Problematica conducerii unui sistem de transport 

 
Prezentarea problemei conducerii unui sistem de transport de gaze naturale 

nu se poate face fără o înțelegere prealabilă a principalelor activități desfășurate de 
către administratorul unui astfel de sistem pentru funcționarea în condiții de 
siguranță și de eficiență economică ridicată a sistemului. 

După cum se știe, regimul de funcționare al unui sistem tehnic constituie 
totalitatea mărimilor care caracterizează funcționarea acestuia la un moment dat. 

Asimilând, ca sintagmă, sistemul de transport de gaze cu un sistem tehnic, 
activitatea de operare a unui sistem de transport de gaze naturale reprezintă 
totalitatea acțiunilor exercitate în sistem (închideri / deschideri de robinete sau stații 
de comprimare, etc.) pentru menținerea sau atingerea unui regim de funcționare 
impus de funcționarea în condițiile enumerate mai sus.  

În schimb activitatea de exploatare a unui sistem de transport de gaze 
naturale va reprezenta totalitatea acțiunilor realizate în sistem (verificări / reparații 
periodice de robinete sau de stații de comprimare, etc.) pentru menținerea 
funcționării elementelor componente ala sistemului, în scopul asigurării operării 
acestuia. 

Operarea și exploatarea unui astfel de sistem va presupune integrarea celor 
două activități în cadrul unui sistem de conducere (control și monitorizare) automată 
care va trebui să implementeze funcţiile necesare desfășurării acestor activități. 

Astfel, în primul rând, un sistem de transport de gaze naturale, trebuie să 
asigure furnizarea spre consumatorii conectaţi în nodurile de ieşire, a debitului cerut 
la o valoare minim admisibilă a presiunii. Valoarea presiunii de ieşire a gazului din 
nodurile consumator pentru un anumit domeniu de variaţie al debitului de gaze este 
menţinută prin reglarea presiunii la nivelul nodurilor sursă ale sistemului de 
transport sau prin reglarea presiunii la nivelul nodurilor tehnologice considerate ca 
interfeţe între conductele magistrale şi conductele de alimentare ale sistemelor de 
distribuţie gaze. 

În acest context apare cea mai importantă problemă care trebuie rezolvată 
prin activitatea de operare a sistemului de transport şi anume echilibrarea fizică a 
acestuia [1], adică la stabilirea şi menţinerea unui echilibru între debitele de gaze 
care intră, respectiv, cele care ies din sistemul de transport. 

Din punct de vedere funcţional echilibrarea fizică este rezultatul unui 
ansamblu de acţiuni predictive destinat gestionării debitelor de gaze transportate 
prin sistem având drept obiectiv menţinerea parametrilor sistemului de transport la 
valorile impuse de funcţionarea în condiţii de siguranţă a consumatorilor. În felul 
acesta sunt eliminate efectele principalului factor perturbator al regimului nominal 
de exploatare, şi anume perturbaţia de debit cauzată de cererea variabilă de debit 
din sistem de către consumatorii de gaze racordaţi în nodurile de ieşire ale acestuia. 

Efectele perturbaţiilor de debit, în lipsa luării oricăror acţiuni compensatorii, 
au drept rezultat scăderea presiunilor de alimentare ale consumatorilor sub valorile 
impuse de funcţionarea în condiţii de siguranţă ale acestora. Aceste efecte sunt cu 
atât mai vizibile cu cât sursele de alimentare ale sistemului sunt mai îndepărtate de 
consumatori. Manevrarea surselor, în vederea anulării efectelor perturbaţiilor de 
debit va trebui să se efectueze ţinând seama de amplitudinile, respectiv de 
momentele de timp ale apariţiei acestor perturbaţii. 

Pentru sistemul de transport cu schema de principiu din figura 1.2.1, vom 
avea de a face cu o problemă de reglare automată, de stabilizare a presiunilor de 
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intrare p3, p6 şi, respectiv, p7 în sistemele de distribuţie SDG(3), SDG(6) şi, 
respectiv, SDG(7), în condiţiile variaţiei debitelor de gaze cerute din sistemul de 
transport de acestea. Perturbaţiile de debit vor trebui interpretate ca perturbaţii de 
sarcină ale regimului nominal de exploatare al sistemului de transport. 

Existenţa constantelor de timp relativ mari ale procesului de curgere 
desfăşurat la nivelul sistemului de transport şi cerinţa alimentării consumatorilor de 
gaze la valori ale presiunii peste o valoare minimă de siguranţă (fără a încărca 
nejustificat sistemul) impune un caracter predictiv al algoritmului de reglare 
automată, în sensul luării în considerare, în proiectarea acestuia, a timpilor de 
propagare a acţiunilor compensatoare în sistem. 

Totodată, regimul nominal de funcționare a sistemelor de transport gaze mai 
este afectat şi de o serie de alţi factori perturbatori, printre care: obturarea 
conductelor de transport şi pierderile de gaze. Pe de-o parte, ei impun luarea în 
considerare a unor noi funcţii, de identificare, specifice activității de exploatare, 
pentru determinarea gradului de obturare şi localizarea defectelor tehnologice (fisuri 
sau rupturi de conductă), iar pe de altă parte, susţin necesitatea utilizării unor 
structuri de reglare complexe. 

O altă funcţie de conducere, cu caracter economic, apare la nivelul ierarhic 
superior al întregului sistem de transport: operarea și exploatarea sistemului de 
transport cu costuri financiare minime. 

Pentru a răspunde acestor cerinţe sistemul de conducere trebuie să fie un 
sistem de conducere distribuit, format din bucle de automatizare locale, amplasate 
în nodurile tehnologice şi un nucleu de control şi monitorizare globală (dispecer) 
care va coordona funcţionarea tuturor acestor sisteme locale de automatizare în 
baza unui algoritm care va ţine seama de principalii factori perturbatori ai regimului 
normal de funcţionare. Implementarea acestui algoritm de reglare automată va 
trebui să se facă ţinând seama de optimizarea unor criterii impuse de funcționarea în 
condiţii de siguranţă, cu eficienţă economică maximă, a sistemului de transport de 
gaze naturale. 

Calitatea procesului de conducere va fi asigurată prin monitorizarea bunei 
funcţionării a procesului condus, ceea ce impune existenţa la nivelul local, a unor 
posibilităţi de achiziţie de semnale referitoare la starea de funcţionare a elementelor 
de execuţie ale buclelor de automatizare ale nodurilor tehnologice, iar la nivelul 
central implementarea, de exemplu, a unor estimatori privind parametrii tronsoa-
nelor de conductă sau a unor sisteme de detecţie a pierderilor de gaze, pe baza 
datelor măsurate. 

Cele prezentate anterior vor fi particularizate prin intermediul structurii de 
sistem de transport de gaze naturale din figura 1.3.1, sistem în care fluxul de gaze 
se propagă de la sursa localizată în nodul N0 al sistemului, prin intermediul 
conductelor de transport de gaze, de lungimi L şi diametre D, interconectate prin 
nodurile tehnologice N1..N3, către consumatorii deserviţi de staţiile de reglare 
măsurare SRM01, ..., SRM04 amplasate în nodurile de ieşire din sistemul de 
transport. 

Exercitarea controlului sistemului de transport, cerut de funcţionarea în 
condiţii de siguranţă a consumatorilor de gaze, impune menţinerea presiunilor la 
intrarea în staţiile de reglare şi măsurare SRM01...SRM04 peste o valoare minimă 
pmin care să asigure debitele Q101, Q202, Q303 şi Q304 de gaz necesare la 
consumatorilor alimentaţi prin aceste staţii, la presiunile reglate p01r, p02r, p03r şi 
p04r. În funcţie de presiunea minimă, pmin, care trebuie menţinută la intrarea în 
staţia de reglare-măsurare și de debitele de gaz Q01,…,Q04 cerute de consumatorii 
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deserviți de aceste stații, rezultă valorile minim necesare ale presiunilor, minp1 ,..., 

minp4  la ieşirile din nodurile tehnologice N1,…,N3.  

Dacă aceste noduri tehnologice nu sunt prevăzute cu sisteme de reglare a 
presiunilor, distribuţia reală a presiunilor de ieşire din aceste noduri va avea 
valorile: minp1 p1 , minp2 p2 , min minp3 p4 p3  , valori care vor fi mai mari 

decît cele ale distribuției minime de presiuni necesare furnizării în condiții de 
siguranță a debitelor la consumatori. 

Prin p0 s-a notat presiunea sursei din nodul N0 care asigură distribuţia de 
presiuni p1,…,p3  necesară transportării debitului de gaze spre consumatorii 
racordaţi la sistem. 

În condiţiile apariţiei unei perturbaţii de debit într-un anumit punct 
(consumator) al sistemului, în sensul creşterii debitului de gaze, este evident că 
apare o modificare a distribuţiei presiunilor din sistem, în sensul scăderii acestora. 
În consecinţă, se produce un proces de dezechilibrare a întregului sistem de 
transport ca urmare a scăderii sub valorile pmin a presiunilor la intrarea în staţiile de 
reglare şi măsurare care deservesc consumatorii. Pentru reechilibrarea sistemului 
trebuie crescută valoarea p0 a presiunii sursei din nodul N0. 

 
Fig. 1.3.1. Structură de sistem de sistem de transport 

 
Întrucât sistemul de transport gaze are o structură distribuită, orice 

modificare a unor parametrii ai sistemului (presiune, debit) într-un punct se propagă 
în diverse direcţii în sistem. Viteza de propagare este finită. 

Pentru caracterizarea acestor procese dinamice este necesară determinarea 
timpilor de stabilizare ai regimurilor dinamice ale procesului de curgere realizat prin 
conductele de transport gaze, timpi care vor sta la baza calculării momentelor de 
timp de luare a deciziilor de modificare a presiunii p0 a sursei, în corelaţie cu 
estimarea amplitudinii şi a anticipării momentelor de timp de apariţie a perturbaţiei 
de debit, astfel încât sistemul să fie pregătit să preia perturbaţia, fără ca presiunile 
din sistem să scadă sub valorile minime de funcţionare în siguranţă ale 
consumatorilor. 

În contextul dezvoltării unui algoritm de control predictiv al sistemului de 
transport de gaze naturale apar astfel, ca necesare, pe lângă un model matematic al 
procesului de curgere realizat la nivelul sistemului de transport, care să permită 
calcularea mărimilor de regim staţionar şi dinamic necesare implementării 
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algoritmului de control, şi a unui model pentru estimarea amplitudinii şi a 
momentului apariţiei perturbaţiei de debit. 

Caracteristicile perturbaţiilor de debit care pot dezechilibra fizic un sistem de 
transport sunt generate de diferitele tipuri de consumatori de gaze racordaţi la 
sistem. În principal se deosebesc două tipuri de consumatori şi anume: consumatorii 
casnici şi consumatorii industriali. 

În cazul consumatorilor industriali profilul de debit (curba de evoluţie în timp 
a debitului consumat), cu excepţia situaţiilor de avarie, este cunoscut şi reglementat 
prin contractele încheiate cu operatorul sistemului de gaze naturale. Orice 
modificare importantă a valorii debitului cerut de către consumatorul industrial se 
face cu înştiinţarea în timp util a operatorului sistemului de transport, acest lucru 
fiind stipulat în contractul de furnizare de gaze încheiat între cele două părţi. 

În schimb profilul de debit al consumatorilor casnici nu poate fi reglementat 
în acest fel. Din analiza istoricelor înregistrărilor debitelor consumate sunt cunoscute 
cu certitudine numai valorile minime și maxime ale acestor debite. Și aceste valori 
depind de dinamica (apariția sau dispariția) numărului de consumatori racordați la 
sistem. În lipsa oricăror informaţii suplimentare, operarea în condiţii de siguranţă a 
sistemului de transport se poate face la valoarea maximă a presiunilor surselor de 
gaz, în felul acesta asigurându-se, la orice moment de timp, valorile maxime ale 
debitelor cerute de consumatori la presiunea minimă de siguranță fără a efectua nici 
un fel de manevre în sistem. Această metodă de operare este, însă, ineficientă din 
punct de vedere al costurilor energetice necesare menţinerii încărcării sistemului la 
aceste valori ale presiunilor surselor. 

Pentru a da operatorului sistemului timpul necesar efectuării manevrelor 
trebuie făcută o estimare a profilului de debit pe un interval viitor de timp. Întrucât 
variația debitului consumatorilor casnici este puternic dependentă de variația 
temperaturii mediului ambiant, o astfel de estimare se realizează corelând istoricele 
înregistrărilor privind debitele consumate și temperaturile mediului ambiant, 
(reprezentate la nivelul fiecărei zone rezidențiale sub forma curbelor de sarcină debit 
mediu consumat -  temperatură mediu ambiant) cu prognoza meteorologică pe 
termen scurt privind evoluția viitoare a acestor temperaturi. Rezultă astfel estimări 
privind profilul de debit pe intervale viitoare de timp (la nivelul unei zile sau 
săptămâni). Acest profil va fi menținut prin păstrarea unor valori corespunzătoare 
ale presiunilor în sistem. 

În felul acesta sunt anticipate și momentele de timp la care urmează să se 
producă o modificare (perturbare) importantă în profilul de debit ca urmare a unei 
variații puternice (scădere) a temperaturii mediului ambiant, modificare care poate 
conduce, în lipsa luării unor măsuri compensatorii, la dezechilibrarea fizică a 
sistemului de transport. 

 
 
1.4. Aspecte privind automatizarea nodurilor 

tehnologice ale sistemului de transport 
 
Pentru prezentarea modului de automatizare al nodurilor tehnologice ale 

unui sistem de transport de gaze naturale se consideră tronsonul de conductă de 
lungime L şi diametru D, din figura 1.4.1, delimitat de nodul de intrare N1 şi nodul 
de ieşire N2. 

Ca urmare a cererii variabile de debit gaz cauzată de consumatorul racordat 
în nodul de ieşire N2, care se interpretează ca o acţiune perturbatoare asupra valorii 
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presiunii gazului la consumator care reprezintă presiunea de ieşire din tronson 

 p2 t , se pune problema controlării şi menţinerii acestei valori la nivelul unei valori 

de referinţă care asigură funcţionarea în siguranţă a consumatorului racordat, prin 
modificarea valorii presiunii de intrare  p1 t , ca mărime de comandă. 

 
Fig. 1.4.1. Tronson de conductă 

 
Automatizarea va trebui să rezolve problema implementării unui model de 

conducere în timp real, de tip predictiv, în condiţiile anticipării unei perturbaţii de 
debit în nodul consumator N2. 

Cea mai simplă cale de estimare a cererii variabile de debit de gaz, 
respectiv, momentul de timp la care urmează să se producă modificări substanţiale 
ale valorii debitului de gaz cerut de consumator se poate face pe baza prognozei 
meteorologice pe termen scurt a temperaturii mediului ambiant, respectiv, a 
curbelor de evoluţie a debitului mediu de gaze consumat funcţie de temperatura 
mediului ambiant pentru consumatorul de gaze racordat în nodul de ieşire N2. 

O astfel de curbă de evoluţie a debitului de gaze naturale funcţie de 
temperatura mediului ambiant, obţinută pe baza unor consemnări realizate pe 
durata unui an, este prezentată în figura 1.4.2. 

 
 

 
Fig. 1.4.2. Curbă de evoluţie debit gaz funcţie de temperatura mediului ambiant 

 
Considerăm că această caracteristică este valabilă pentru nodul de ieşire N2 

pe intervalul de temperaturi de la +10OC la -8OC. Evoluţia temperaturii mediului 
ambiant va fi estimată pe baza prognozei meteorologică pe termen scurt. În ipoteza 
scăderii temperaturii mediului ambiant de la +10OC la -8OC, debitul de gaz cerut de 
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consumatorul racordat în nodul de ieşire N2 creşte de la valoarea 330.000Nm / h  la 

valoarea 360.000Nm / h . 
Pentru exemplificare se consideră tronsonul din figura 1.4.1, de lungime 

L 150km , diametru interior D 0,6m , rugozitate interioară de 0,2mm şi elevaţie 
h 0  . În figura 1.4.3, sunt prezentate distribuţiile staţionare de presiune, în 

condiţiile în care p1 şi Q2 iau valorile din tabelul 1.4.1. 
 

Tabelul 1.4.1. Valori numerice ale presiunilor şi debitelor în regim staţionar 
Distribuţie presiune p1 (bar) p2 (bar) Q2 (Nm3/h) 

(1) 7,6 0 60.000 
(2) 7,6 6 30.000 
(3) 11,2 6 60.000 
(4) 11,2 10,3 30.000 

 
Curbele au fost calculate numeric pe baza presiunilor şi debitelor în regim de 

curgere staţionară şi izotermă la 0
MT 7 C . 

Curba (2) din figura 1.4.3 reprezintă distribuţia staţionară de presiune pe 
tronsonul de conductă la transportul pe conducta de gaz a unui debit volumic 

staţionar de    
3

2 2Q1 Q2 30.000Nm / h   atunci când în nodul de ieşire N2 

presiunea este de  2p2 6bar . După cum se constată, în această situaţie, 

presiunea necesară la sursa din nodul N1 este  2p1 7 ,6bar . 

  

 
Fig. 1.4.3. Distribuţii staţionare de presiune 

 
Curba (1), din figura 1.4.3, reprezintă distribuţia staţionară de presiune în 

situaţia în care în N1 avem tot  1p1 7 ,6bar dar debitului de gaz la consumatorul 

racordat în nodul N2 a crescut de la    
3

2 2Q1 Q2 30.000Nm / h   la 

   
3

1 1Q1 Q2 60.000Nm / h  , ca urmare a scăderii temperaturii mediului ambiant 

de la 010 C  la 08 C  (vezi fig. 1.4.2). După cum se constată, funcţionarea 
tronsonului pe conductă de transport pe distribuţia de presiune (1) este 
compromisă, consumatorul din nodul N2 ne mai fiind alimentat datorită descărcării 
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tronsonului de conductă în partea terminală. Se observă că presiunea minimă de 
6bar necesară consumatorului este realizată doar până la distanţa de 40km de 
sursă, la distanţa de 120km presiunea din conductă fiind 0bar. 

Curba (3) din figura 1.4.3 reprezintă distribuţia staţionară de presiune în 

ipoteza unui debit prin nodul N2 de    
3

3 3Q1 Q2 60.000Nm / h   şi la o presiune 

la consumatorul racordat în nodul N2 de  3p2 6bar . Această distribuție indică că, 

pentru acest punct de funcţionare, presiunea necesară la sursă este de 

 3p1 11,2bar . 

În fine, curba (4) sugerează ce se întâmplă, tot în regim staţionar, atunci 

când, la aceeaşi presiune la sursă, debitul scade la    
3

4 4Q1 Q2 30.000Nm / h   

datorită încălzirii mediului ambiant de la 08 C  la 010 C . La consumator presiunea 
se stabilizează la valoarea de  4p1 10,3bar . 

În figura 1.4.4 se prezintă modul în care se modifică în timp presiunea 
 p2 t  în ipoteza că iniţial sistemul funcţionează pe curba (2), iar presiunea  p1 t  

se modifică de  2p1 7,6bar  la  3p1 11,2bar , variaţie în treaptă necesară preluării 

unei perturbaţii de debit de la 30.000Nm3/h la 60.000Nm3/h care urmează să se 
producă și care e evaluată prin corelarea curbei de sarcină 1.4.2 cu prognoza 
meteorologice pe termen scurt. 

Curba de evoluţie în timp a presiunii de ieşire  p2 t  din figura 1.4.4 poate fi 

asociată unui proces dinamic de tranziţie [16] de pe caracteristica staţionară (2) pe 
caracteristica staţionară (4), proces dinamic cauzat de creşterea de tip treaptă a 
presiunii de intrare  p1 t  de la valoarea de  2p1 7 ,6bar  la valoarea de 

 3p1 11,2bar . Noua valoare de regim staţionar a presiunii de ieşire  3p2  va fi 

atinsă după un timp de stabilizare propriu-zisă a procesului dinamic de aproximativ 
8ore, după cum rezultă din curba de evoluție dinamică în timp a presiunii  p2 t  și 

care e reprezentată grafic în figura 1.4.4. 

 
Fig. 1.4.4. Evoluţia în timp a presiunii de ieşire p2 

Existenţa acestor timpi de stabilizare şi necesitatea păstrării valorii presiunii 
de ieşire  p2 t  din tronsonul de conductă peste o valoare de referinţă impusă de 
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alimentarea în condiţii de siguranţă a consumatorului racordat conduce la caracterul 
predictiv al oricărui algoritm de control al presiunii de ieşire  p2 t , control care se 

realizează prin manipularea presiunii de intrare  p1 t  în sensul compensării 

perturbaţiei de debit  Q2 t  la consumator. 

Aspectele descrise privind conducerea predictivă a procesului de transport 
gaze de la o singură sursă la un singur consumator conectat prin tronsonului de 
conductă de transport conform figurii 1.4.1 pot fi implementate, riguros din punct de 
vedere sistemic, pe baza unei infrastructuri informaţionale şi de comandă care 
presupune achiziţia, teletransmiterea, prelucrarea centralizată a datelor şi emiterea 
comenzilor pentru manevrarea elementelor de execuţie specifice proceselor 
tehnologice din cadrul sistemului de transport. 

Pentru studiul de caz prezentat, schema tehnologică de implementare a 
modelului de conducere predictivă este redată în figura 1.4.5. 

 
Fig. 1.4.5. Schema tehnologică de implementare a modelului de conducere predictivă 

 
Avem de a face cu o schemă de conducere ierarhizată, cu sistem de 

automatizare, localizate la nivelul fiecărui nod tehnologice, realizate în jurul unei 
unități telecomandate de control denumite RTU. Coordonarea acestor unități este 
asigurată de către un nucleu de control amplasat la nivelul dispecerului zonal 
(central) al sistemului de transport. 

Fiecare unitate telecomandată de control RTU implementează bucle locale de 
automatizare specifice elementelor de execuţie şi instrumentaţiei de măsurare din 
nodul respectiv, coordonarea fiecărei unităţi RTU fiind asigurată de către dispecerul 
zonal prin stabilirea unor valori de referinţă pentru parametrii controlaţi sau 
monitorizaţi local. 

La nivelul nodului de ieşire N2, unitatea de control RTU2 achiziţionează şi 
transmite spre dispecerul zonal următoarele mărimi: debitul de gaz Q2  cerut de 
consumator, măsurat prin traductorul de debit FT2, presiunea p2 la care este 
furnizat consumatorului debitul de gaz Q2, măsurată prin traductorul PT2, respectiv, 
temperatura mediului ambiant Tamb, măsurată prin traductorul de temperatură 
TTamb. 

La nivelul dispecerului zonal, pe baza istoricului înregistrărilor  ambQ2,T  

sunt trasate curbele de sarcină  stat ambQ T  ale consumatorului racordat în nodul 
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N2 care permit, pe baza prognozei meteorologice pe termen scurt asupra 
temperaturii probabile Tprogn, obţinută de la Agenţia Naţională Meteorologică ANM, 

estimarea valorii debitului de gaze  prognQ2 T  necesar consumatorului racordat 

prin nodul de ieşire N2 pe durata de timp asociată prognozei meteorologice. 
Pentru algoritmul de control implementat la nivelul unităţii de control zonale 

RTU debitul Q2  cerut de consumator, respectiv, variaţia acestuia Q2 , sunt 
interpretate ca şi o perturbaţie de sarcină al cărei mod dominant de variaţie este 
strâns legat [49] de variaţia temperaturii mediului ambiant ambT  din zona de 

consum. Variaţia debitului cerut de consumator Q2  va putea fi compensată prin 
variaţia distribuţiei de presiune p1 p2 , (implicit prin controlul presiunii p1 la 
nivelul nodului de intrare N1) cu restricţia menţinerii presiunii consumatorului p2  
peste valoarea minimă de funcţionare în condiţii de siguranţă a consumatorului.  

Astfel la nivelul nodului de intrare N1 valoarea presiunii p1 de intrare în 
tronson, măsurată cu traductorul de presiune PT1, va fi controlată prin intermediul 
unui regulator pneumatic de presiune PC, prevăzut cu servomotorul Mact, cu 
referinţa de presiune programabilă p1ref. Valoarea presiunii în amonte de regulator 
este monitorizată prin traductorul de presiune PT0. Practic, reglarea presiunii p1 la 
valoarea de referinţă p1ref, este realizată pneumatic, în mod continuu, de către 
regulatorului de presiune PC. Unitatea locală de control RTU1 va fi responsabilă cu 
transmiterea, prin intermediul servomotorului de acţionare Mact a valorii de referinţă 
p1ref pentru presiunea reglată p1, respectiv monitorizarea stării de funcţionare a 
regulatorului. 

Din această prezentare rezultă necesitarea implementării unor sisteme de 
automatizare locale nodurilor tehnologice care permit folosirea unor algoritmi de 
control specifici proceselor tehnologice din acele noduri. La nivelul dispecerului zonal 
valorile parametrilor proceselor tehnologice locale sunt folosite pentru generarea, 
conform modelului de control predictiv prezentat, a semnalelor de referinţă necesare 
coordonării funcţionării sistemelor de automatizare locală în sensul realizării 
algoritmului global de conducere predictivă. Totodată se asigură și monitorizarea 
stării de funcţionare a acestor sisteme de automatizare în sensul respectării 
cerinţelor de siguranţă în funcţionare şi operare cu eficienţă economică ridicată. 

Schema tehnologică din figura 1.4.5 este orientativă pentru problema de 
control descrisă. Ea poate fi completată astfel încât să reflecte şi alte cerinţe 
auxiliare de control şi monitorizare a stării de funcţionare. În principiu schema poate 
soluţiona probleme specifice de operare legate de optimizarea regimului de presiune 
în nodurile tehnologice ale unui sistem de transport de gaze naturale în sensul: 

a) Încărcării optime în presiune a conductelor sistemului, în funcţie de cerinţele 
reale ale consumatorilor şi de exigențele reducerii pierderilor de presiune; 

b) Dirijării eficientă a fluxurilor de gaze prin sistem între surse şi consumatori, 
pentru realizarea echilibrării fizice a sistemului. 
 
 
1.5. Aspecte privind automatizarea staţiilor de reglare 

şi măsurare gaze naturale 
 
Staţiile de reglare şi măsurare gaze naturale, denumite generic SRM-uri, 

reprezintă ansamblul instalaţiilor tehnologice de reglare şi măsurare cu echipa-
mentele anexe, folosite pentru alimentarea în condiţii de siguranţă a consumatorilor 
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de gaze. Într-o figură anterioară, 1.4.5, o astfel de staţie a fost figurată separat, 
racordată la ieşirea din nodul tehnologic N2 din motive care au ţinut de prezentare, 
însă amplasamentele reale pot să comaseze un nod tehnologic de ieşire din sistem şi 
o staţie de reglare şi măsurare gaze. De asemenea pot exista noduri de ieşire din 
sistem la care sunt racordate mai multe staţii de reglare şi măsurare gaze naturale, 
având instalaţiile tehnologice bine delimitate de instalaţiile tehnologice ale nodului. 

În acest context, în general, apare, din punct de vedere practic, problema  
interpretării şi ierarhizării structurii sistemului din punct de vedere al importanţei 
funcţiilor acestuia (conducere globală, control local, monitorizare funcţionare). 
Schema de staţie de reglare şi măsurare din figura 1.5.1 este relevantă din punct de 
vedere al problemelor auxiliare de control local şi monitorizare funcţionare 
echipamente de automatizare existente la nivelul nodurilor tehnologice. Ea este o 
schemă funcţională de principiu a unei staţii de  reglare-măsurare gaze naturale 
automatizată, care evidenţiază următoarele părţi principale: instalaţia de filtrare-
separare gaze, instalaţia de reglare-protecţie presiune gaze, instalaţia de încălzire 
gaze, panoul de măsurare debit volumic gaze, instalaţia de odorizare automată 
gaze, centrala termică. 

Instalaţia de filtrare-separare este prevăzută, pe partea de intrare cu 
termometru indicator TI-01 şi manometrul indicator PI-01, precum şi cu 
traductoarele de temperatură TT-01 şi de presiune PT-01, conectate la RTU. 
Instalaţia de filtrare-separare propriu-zisă este formată din două linii delimitate de 
robinetele de izolare R1, R2, respectiv R3, R4, pe care sunt montate separatoarele 
de impurităţi lichide SPG1 şi SPG2 şi filtrele Fg1, respectiv Fg2. Fiecare separator 
are un colector de impurităţi lichide prevăzut cu câte un dispozitiv mecanic, LCH-01 
şi LCH-02, de evacuare automată la atingerea unui nivel maxim, reglat, în 
rezervorul de impurităţi lichide. Eventuala funcţionare necorespunzătoare a 
sistemului de evacuare lichide este semnalizată unităţii locale de control RTU, prin 
intermediul releelor electrice de nivel maxim-minim LIALH-01, LIALH-02. Totodată 
limitele minim-maxim maxim al impurităţilor lichide din rezervorul de colectare este 
monitorizat de către RTU prin intermediul releului electric de nivel maxim-minim 
LIAH-03. În situaţia defectării accidentale a dispozitivelor de evacuare LCH-01 sau 
LCH-02, ca măsură de protecţie, pentru a preîntâmpina evacuarea necontrolată a 
gazelor spre rezervorul de impurităţi lichide, s-au introdus dispozitivele de protecţie 
la atingerea nivelului minim admis în colectorul de impurităţi, LSL-01, respectiv LSL-
02, acţionate la atingerea acelui nivel (sub nivelul minim atins prin funcţionarea 
dispozitivelor mecanice de evacuare). 

Se menţionează faptul, că majoritatea dispozitivelor de evacuare a 
impurităţilor lichide utilizate curent în instalaţiile de separare, nu au în componenţă 
dispozitivele de protecţie la nivel minim care să asigure protecţia instalaţiei în cazul 
defectării regulatorului de nivel. Se impune, în consecinţă introducerea unor 
dispozitive adecvate sau iniţierea unei cercetări pentru modernizarea dispozitivelor 
de evacuare automată a lichidelor. 

Pentru sesizarea îmbâcsirii filtrului care conduce la creşterea căderii de 
presiune pe filtru-separator, sunt prevăzute manometrele diferenţiale indicatoare cu 
contacte PDIAH-01, respectiv PDIAH-02 conectate electric la RTU. 

Totodată în aceste prezentări pot apărea şi traductoare care nu pot fi 
conectate la un sistem de achiziţie date, având o construcţie pur mecanică. În 
realizarea instalaţiilor tehnologice din industria gazelor până în ultimii ani concepţia 
şi proiectarea lor se făcea pe principiu folosirii exclusive a energiei gazului, astfel 
încât funcţionarea lor să fie cât mai puţin dependentă de lipsa alimentării cu energie 
electrică. 
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Fig. 1.5.1. Schemă de staţie de reglare şi măsurare gaze naturale 
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Practic, în lipsa energiei electrice funcţionarea staţiilor lor este monitorizată 
prin protecţii mecanice. Dacă o astfel de staţie se opreşte din funcţionare, stopând 
alimentarea cu gaze a unui consumator/reţea de distribuţie, chiar dacă avaria este 
remediată destul de repede, staţia nu va fi repusă în funcţiune decât după ce a fost 
anunţat consumatorul sau toţi consumatorii din reţeaua de distribuţie (ca să-şi 
închidă orice aparat pe gaz înainte de a da din nou drumul la gaz). 

Căderea maximă de presiune admisă pe separatoare este de 0,3 bar, iar pe 
filtre este de 0,5 bar, astfel încât la depăşirea valorii presiunii diferenţiale de 0,8 bar 
măsurate pe ansamblul unui grup de separare-filtrare, releul de presiune diferenţială 
corespunzător acelui grup va genera un semnal de avertizare sistemului de 
automatizare. 

Prin intermediul robinetelor ri11, ri14, respectiv a robinetelor ri21, r24 se 
pot efectua manevrele de punere în funcţiune, respectiv scoatere din funcţiune în 
vederea depanării sau înlocuirii manometrelor diferenţiale PDIAH-01, PDIAH-02. 

Instalaţia de reglare-protecţie presiune gaze naturale, prevăzută pe partea 
de intrare cu termometrul indicator TI-02 şi manometrul indicator PI-02, este 
formată din două linii, cu reglarea presiunii într-o singură treaptă de presiune, 
delimitate de robinetele de izolare R5, R6, respectiv R7, R8, pe care sunt montate 
dispozitivele de siguranţă la sub şi suprapresiune PSHL-01, PSHL-02, prevăzute cu 
senzorii de poziţie închis-deschis ZSL7, ZSL11, respectiv ZSH7, ZSH11, 
regulatoarele de presiune PC-01, PC-02 prevăzute cu senzorii de poziţie închis-
deschis ZSL8, ZSL12, respectiv ZSH8, ZSH12, conectaţi electric la RTU. 

Pe colectorul de ieşire din instalaţia de reglare-protecţie presiune s-a mai 
montat supapa de siguranţă la suprapresiune PSH-03, cu evacuare în atmosferă, 
prevăzută cu senzorii de poziţie închis-deschis ZSL19, respectiv ZSH19, conectaţi 
electric la RTU. Presiunea de ieşire din fiecare regulator de presiune poate fi 
vizualizată pe manometrele indicatoare PI-03, respectiv PI-04, montate pe 
tronsoanele de ieşire ale regulatoarelor de presiune. 

Instalaţia de încălzire gaze naturale: asigură încălzirea gazelor naturale prin 
intermediul a două încălzitoare IG1, IG2 montate pe liniile de reglare-protecţie 
presiune gaze, respectiv a incintelor SRM-ului prin caloriferele K1, K2, K3, prevăzute 
cu robinetele de izolare Ra12 şi Ra13, Ra14 şi Ra15, respectiv Ra16 şi Ra17. 
Încălzirea agentului termic de către instalaţie este realizată de cazanul de încălzire 
al centralei termice, prevăzut cu următoarele bucle de automatizare şi protecţie 
locală: 

a) Protecţie la creşterea temperaturii apei din cazan peste valoarea impusă prin 
elementul de reglare de tip “tot-nimic” TSH-01 (bipozițional); 

b) Reglarea temperaturii gazelor la ieşirea din liniile de reglare gaze-naturale, 
măsurată cu traductorul de temperatură TT-02 prin regulatorul de 
temperatură TC-01 de tipul “tot-puţin-nimic” (tripoziţional); 

c) Protecţie la depăşirea presiunii maxim admise în circuitul apei de încălzire, 
atât prin supapa de siguranţă PSH-04 cât şi prin traductorul de presiune cu 
contact PSH-05 conectat electric la RTU, care comandă electroventilul de 
protecţie EV1 montat pe circuitul de alimentare cu gaz al cazanului. 
Protecţia încălzitoarelor IG1 şi IG2 se realizează atât pe circuitele de intrare 

a apei în încălzitoare, prin intermediul dispozitivelor de protecţie la presiune maximă 
PSH-13, PSH-23, şi pe circuitele de ieşire apă din încălzitoare, prin intermediul 
dispozitivelor de protecţie la presiune maximă PSH-14, PSH-24, cât şi prin 
intermediul dispozitivelor de suprapresiune de tipul supapei de siguranţă cu 
evacuare în atmosferă, respectiv supapele PSH-11, PSH-12, PSH-21, PSH-22. 
Sesizarea creşterii presiunii într-unul din încălzitoarele IG1 sau IG2, datorată unei 
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avarii a circuitelor de schimb de căldură, se realizează prin intermediul releelor de 
presiune maximă PAH-01, respectiv PAH-02, conectate electric la RTU. 

Pe circuitul de ieşire al cazanului sunt prevăzute pompele de recirculare 
P1rcr, P2rcr, montate între robinetele Ra5, Ra6, respectiv Ra7, Ra8, coloanele de 
distribuţie apă caldă tur cu robinetele Ra1, Ra3, şi Ra9, respectiv coloanele de 
distribuţie retur cu robinetele Ra2, Ra4, şi Ra11. 

Circuitul de alimentare cu gaze al cazanului este format din robinetele de 
izolare Rg1, Rg2, regulatorul de presiune PC-03, manometrul indicator PI-06, 
contorul FQI-02, robinetele de închidere Rg3, Rg4, electroventilul de protecţie EV1, 
dispozitivul de protecţie lipsă gaz TC-01  şi elementul de reglare de tip “tot-nimic” 
TSH-01 (element de reglare bipoziţională). 

Panoul de măsurare debit volumic gaze naturale vehiculat spre consumatori  
este format din două linii de măsurare a debitului de gaze cu contoarele de gaze 
naturale FQI-01, pentru valorile mari ale debitului de gaze, respectiv FQI-02, pentru 
valorile mici al debitului de gaze. Montajul acestora se face prin intermediul 
robinetele de izolare R9, R10, respectiv R11, R12. În scopul asigurării transferului 
automat de pe o linie de măsurare pe cealaltă, robinetele de izolare R10 şi R12 sunt 
prevăzute cu servomotoarele M1act, M2act acţionate electric de RTU. Poziţia de închis-
deschis a acestora este sesizată prin intermediul senzorilor de poziţie închis–deschis 
ZSL15-ZSH15, respectiv ZSL17-ZSH17. Elementul de execuţie de pe linia de 
măsurare a debitului principal (maxim) care asigură transferul automat de pe o linie 
de măsurare pe alta, se recomandă să fie ales din categoria robinetelor cu sferă, cu 
deschiderea în timp suficient de lentă, astfel încât să fie protejat contorul de gaze la 
şocurile datorate unei deschideri sau închideri prea rapide a robinetului. Totodată 
acest robinet are caracteristica specială care asigură, în cazul lipsei accidentale a 
energiei electrice, revenirea în poziţia iniţială (normal deschis) prin intermediul unui 
arc de revenire într-un timp de aproximativ 10 secunde. Această durată mică de 
revenire nu va afecta integritatea funcţională a contorului de pe linia de măsurare 
debit mare deoarece, în cazul în care acest robinet este funcţional închis, măsurarea 
debitului de gaz are loc prin intermediul contorului de debit mic. Deschiderea rapidă 
a robinetului de pe linia de măsurare debit mare nu va produce un şoc de debit pe 
linia de măsurare de debit mare având în vedere valoarea mică a debitului vehiculat 
prin staţie. S-a introdus acest tip de acţionare pentru a răspunde cerinţelor 
privitoare la exploatarea în condiţii de maximă siguranţă a staţiei, care impun ca în 
cazul căderii accidentale a alimentării cu energie electrică linia principală de debit să 
intre în mod automat în funcţiune chiar dacă pe perioada lipsei energiei electrice 
măsurarea debitului de gaze naturale pe linia principală se realizează cu eroarea 
inerentă funcţionării în afara domeniului de precizie al contorului de pe linia 
principală de măsurare (FQI-01). 

a) Modul de efectuare al transferului măsurării debitului de pe linia de debit 
mare pe linia de debit mic: Pentru efectuarea acestui transfer, la sesizarea 
scăderii debitului măsurat de către FQI-01 la o valoare minimă se comandă 
iniţial servomotorul M2act pentru deschiderea robinetului R12, urmată, după 
sesizarea deschiderii complete, prin intermediul limitatorului de sfârşit de 
cursă, de comanda servomotorului M1act pentru închiderea completă a 
robinetului R10. Pentru a nu fi afectată funcţionarea contoarelor cu turbină 
FQI-01, FQI-02 se impune soluţia de închidere lentă, respectiv deschidere 
lentă a robinetelor R10 şi R12 pe o durată de acţionare la 90O de minimum 
60 secunde. 

b) Modul de efectuare al transferului măsurării debitului de pe linia de debit mic 
pe linia de debit mare: Pentru efectuarea acestui transfer, la sesizarea 
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creşterii debitului măsurat de către FQI-02 la o valoarea maximă se 
comandă iniţial deschiderea robinetului R10 urmată, după sesizarea 
deschiderii complete prin intermediul limitatorului de sfârşit de cursă, de 
închiderea completă a robinetului R12. 

Fiecare contor de gaz este prevăzut cu calculatorul de debit de tip PTZ (corecţia în 
presiune, temperatură, coeficient de neidealitate) care se conectează electric la RTU 
şi care permite achiziţia debitului de gaze naturale, respectiv a presiunii statice şi 
temperaturii gazelor naturale aval de regulatoarele de presiune. Totodată, pe ieşirea 
panoului de măsurare sunt montate termometrul indicator TI-03 şi manometrul 
indicator PI-06 pentru vizualizarea parametrilor gazului la ieşirea din SRM. 

Instalaţia de odorizare automată asigură odorizarea gazelor la ieşirea din 
SRM, prin eşantionarea debitului de gaze naturale (secvenţial, la momente de timp 
generate de trecerea prin contorul de gaze a unui anumit volum de gaz este 
eliberată în conductă doza corespunzătoare de lichid odorizant, procedeul fiind 
numit eşantionarea debitului). Menţinerea şi monitorizarea raţiei de odorizare la 
valoarea prescrisă este realizată automat de către RTU. 

Centrala termică este formată din cazanul de încălzire cu automatizarea 
locală prezentată anterior. Buna funcţionare a acestuia este transmisă RTU prin 
conectarea electrică a dispozitivelor de protecţie ale acesteia. Centrala termică este 
situată în mediu cu atmosferă normală. Circuitul de alimentare cu gaz al centralei 
termice este format din robinetele de gaz Rg1, Rg2 şi Rg3, regulatorul de presiune 
PC-03, manometrul indicator PI-07 şi contorul măsurare debit gaz FQI-02. 
Detectarea pierderilor de gaze în incintele SRM-ului este realizată de către senzorii 
detectori de prezenţă a gazelor naturale CH4-AH-01, CH4-AH-02, CH4-AH-03, 
conectaţi electric la RTU. 
Starea de închis-deschis a robinetelor de pe circuitele principale ale staţiei se 
realizează prin intermediul senzorilor de poziţie de minim ZSL, respectiv ZSH, 
senzori conectaţi electric la RTU. 

Automatizarea prezentată pentru staţia de reglare şi măsurare gaze naturale 
este la un nivel maximal de înzestrare. Structurile concrete vor depinde de cerinţele 
de monitorizare de la distanţă rezultate din analiza fiecărui amplasament de SRM în 
parte. 

 
 
1.6. Conceptul de sistem SCADA 
 
Din prezentarea făcută în paragrafele anterioare structurii de control şi de 

monitorizare a proceselor tehnologice specifice unui sistem de transport de gaze 
naturale, rezultă că administrarea unui astfel de sistem de transport este o sarcină 
destul de greu de realizat din punctul de vedere al furnizării în condiții de siguranță 
și calitate a debitului cerut de consumatorii racordați la sistem. 

La momentul actual de timp acest lucru este realizat prin amplasarea în 
nodurile sistemului (surse, tehnologice sau consumatori) a instrumentaţiei de 
măsură şi a echipamentelor de execuţie, precum şi prin existenţa unor echipe de 
teren menite să citească parametrii funcţionali, să facă măsurători cu aparate de 
măsură portabile, să comunice valorile citite dispeceratelor zonale şi să execute 
manevrele tehnologice cerute de dispecer pentru buna funcţionare a sistemului de 
transport. Comunicarea valorilor citite, precum şi transmiterea comenzilor în sistem 
se face prin telefon sau prin staţii de emisie-recepţie. Procedeul este destul lent din 
punct de vedere al timpilor de reacţie şi necesită personal suplimentar (chiar şi 
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mijloc de transport pentru deplasările mai lungi), dată fiind necesitatea deplasării 
între diferitele puncte de măsură, respectiv elemente de execuţie. 

Monitorizarea şi controlul de la distanţă al aparatelor şi echipamentelor unui 
sistem de transport gaze, de felul celui prezentat în figura 1.3.1, care prezintă 
instalaţii tehnologice distribuite pe o arie geografică întinsă, se poate realiza, la 
nivelul tehnologic actual, prin implementarea unui sistem de tip SCADA, denumirea 
fiind prescurtarea de la "Supervisory Control And Data Acquisition". Structura unui 
astfel de sistem informațional, implementată pentru sistemul de transport gaze 
naturale din figura 1.3.1, este prezentată în figura 1.6.1.. 

Un sistem SCADA este alcătuit din componente, hardware şi software, de 
natură diferită, interconectate între ele, care funcţionează ca un tot unitar. 

 
Fig. 1.6.1. Structură de sistem SCADA 

 
Structura sistemul poate fi înţeleasă prin gruparea componentelor sistemului 

pe niveluri funcţionale, şi anume: 
a) Nivelul instrumentaţiei de câmp: cuprinde totalitatea instrumentaţiei de 

măsurare şi a elementelor de execuţie amplasate în diferite noduri ale 
sistemului de transport gaze naturale. 

b) Nivelul de automatizare locală: format din unităţile terminale de 
teletransmisie RTU care pot avea în componenţa lor automate programabile 
PLC necesare implementării algoritmilor locali de control (PLC). La un RTU 
va fi conectată și instrumentaţia de câmp prin care se realizează 
monitorizarea procesului. Tot prin RTU vor fi transmise comenzile spre 
elementele de execuţie ale proceselor tehnologice specifice nodului 
tehnologic. Astfel vor fi implementate diferite bucle de automatizare şi 
monitorizare a proceselor tehnologice din nodurile sistemului. Aceste unităţi 
RTU sunt prevăzute cu module de comunicaţie la distanţă pentru transmisia 
datelor măsurate şi recepţionarea comenzilor (semnalele de referinţă pentru 
buclele de automatizare locală). 
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c) Nivelul de comunicaţie: grupează toate modulele de comunicaţii care oferă 
mijloacele fizice necesare asigurării canalelor de comunicaţie informaţională 
între componentele sistemului SCADA: linii telefonice, comunicaţii radio, 
comunicaţii mobile, comunicaţii prin satelit, reţele LAN etc. Canalele de 
comunicaţie au un rol esenţial în realizarea prelucrării distribuite a datelor, 
întrucât realizează conectarea nodurilor informaţionale ale sistemului. 

d) Nivelul dispecer: este reprezentat de sistemul central de prelucrare al 
informaţiilor și cuprinde toate componentele hardware şi software care 
asistă operatorul uman în luarea deciziilor privind administrarea sistemului 
de transport de gaze. Operatorul uman interacționează cu sistemul 
informațional prin intermediul interfeţei grafice HMI („Human Machine 
Interface”). 
Ţinând seama de cele prezentate se observă că un sistem de tip SCADA are 

o structură complexă care pentru a putea fi exploatată corespunzător trebuie să 
respecte o serie de cerinţe de bază. 

Dintre acestea cea mai importantă este deschiderea sistemului, adică 
capacitatea de a permite interconectarea unei varietăţi de echipamente. 
Deschiderea trebuie să fie posibilă atât în ceea ce priveşte hardware-ul (platforme 
hardware diferite), software-ul (sisteme de operare diferite şi cod portabil) şi 
comunicaţiile (standarde internaţionale), cât şi în ceea ce priveşte administrarea 
datelor şi a aplicaţiilor (posibilităţi de interfaţare şi suport oferit pentru alte 
programe). Această cerinţă este, de regulă, asigurată prin respectarea standardelor 
tehnice. 

O a doua cerinţă importantă este adaptabilitatea, adică capacitatea de 
configurare a componentelor conform cerinţelor concrete, chiar în cazul în care 
aceste cerinţe se modifică pe parcursul duratei de viaţă a sistemului sau de 
conectarea unor echipamente sau programe noi la sistemul existent. 

Alte cerinţe se referă la diferite aspecte de dependabilitate cum sunt: 
punerea la dispoziţia operatorului uman a datelor necesare în timp util, securitatea 
şi siguranţa datelor, creşterea disponibilităţii sistemelor prin redundanţă la nivelul 
componentelor esenţiale ale sistemului. 

 

 
1.7. Problematica şi obiectivele tezei 
 
Dezvoltarea puternică a industriei gazifere din ultimii ani, combinată cu 

creşterea cerinţelor de calitate privind furnizarea gazelor naturale la consumatori a 
făcut ca reţelele de conducte de transport de gaze să evolueze spre structuri 
complexe de sisteme distribuite pe o arie geografică mare. Aceste structuri cuprind, 
pe lângă miile de kilometri de conducte de transport şi foarte multe echipamente 
tehnologice de tipul staţiilor de comprimare gaze, robinetelor de închidere, 
regulatoarelor de presiune, etc. grupate în nodurile sistemului. Întrucât, aceste 
echipamente pot aparţine unor generaţii tehnologice diferite, ca urmare a continuei 
extinderi a sistemului va rezulta o complexitate tehnică deosebită a acestuia. La 
acestea se mai adaugă existența unor consumatori caracterizați prin variații mari ale 
debitului de gaz cerut din sistemul de transport precum și o serie de limitările 
tehnologice privind parametrii de lucru ai surselor de gaze. Soluții la problemele 
specifice de operare care privesc încărcarea optimă în presiune a conductelor de 
transport sau dirijarea eficientă a fluxurilor de gaze, în aceste condiții de 
funcționare, vor fi și rezultatul modelării matematice și a simulării numerice a 
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proceselor specifice sistemului de transport, precum și a folosirii algoritmilor 
numerici specializați de rezolvare a problemelor de optimizare derivate. 

Scopul principal al modelării şi simulării [74] constă în a determina 
comportamentul actual şi viitor al sistemului sub influenţa anumitor condiţii de 
funcționare cum ar fi închiderea unor robinete, pornirea sau oprirea unor staţii de 
comprimare, variaţia puternică a debitului de gaze într-o anumită zonă de consum, 
etc. În urma efectuării unor simulări numerice repetate se poate găsi un regim de 
funcționare a sistemului care să satisfacă condiţiile impuse. Însă soluţia rezultată nu 
este neapărat o soluţie optimală iar numărul simulărilor numerice necesare poate fi 
destul de mare. Apare, astfel, necesară folosirea unor algoritmi numerici mai 
sofisticaţi, de optimizare. Problema de operare a sistemului se transformă în felul 
acesta într-o problemă de control optimal restricţionată de îndeplinirea unor condiţii 
de funcționare, în soluţionarea căreia, formularea corectă, cu luarea în considerare a 
tuturor aspectelor de modelare matematică şi simulare numerică va juca un rol 
esenţial. 

Iniţial, ca urmare a contractelor de furnizare a debitelor de gaze încheiate pe 
perioade mari de timp, procesul de transport al gazelor realizat la nivelul unei reţele 
de conducte de transport avea loc într-un regim de funcționare cvasistaţionar. 
Variaţiile sezoniere ale debitelor cerute de consumatori erau, în cele mai multe 
dintre cazuri, aproximate prin consumuri constante, raportate la luni sau săptămâni 
de funcţionare, ceea ce permite folosirea relaţiilor de calcul specifice regimurilor 
staţionare de curgere. Problemele de operare se limitau, în aceste condiții de 
funcționare, numai la probleme de optimizare staţionară. Prin soluționarea acestora 
rezultau regimuri de funcţionare optime din perspectiva respectării condiţiilor 
impuse. 

De-a lungul timpului, ca urmare a liberalizării pieţei de gaz, creşterii ponderii 
consumului casnic în totalul debitului transportat prin sistem, apariţia unor 
consumatori industriali mari (de genul centralelor pe gaz pentru producerea energiei 
electrice) caracterizaţi de variaţii mari ale debitului consumat din sistem fără o 
notificare prealabilă, în timp util, către operatorul de sistem, profilul de consum a 
devenit tot mai dinamic în timp, conducând la schimbarea continuă a condiţiilor de 
funcţionare, ceea ce a impus intensificarea dinamicii activității de operare necesare 
funcţionării în condiţii de siguranţă a sistemului. Pe de altă parte, ca urmare a 
condiţiilor economiei de piaţă, funcţionarea în condiţii de eficienţă economică 
ridicată impune funcționarea sistemului de transport la capacitatea maximă sau 
corelarea debitului total transportat prin sistem cu încărcarea în presiune al 
acestuia. 

Problematica operării sistemelor de transport gaze naturale din perspectiva 
implementării conceptelor specifice sistemelor de reglare automată a început să se 
pună, începând cu anii 1960, într-o formă sistematică. 

Se pot preciza în acest sens programele de cercetare susţinute de „The 
Pipeline Research Council International” [2] privind modelarea matematică a 
procesului de curgere al gazului prin conductele de transport gaze. Direcţiile de 
cercetare adoptate în acest sens, au pornit de la premiza investigării fenomenelor 
fizice ale curgerii nestaţionare ale gazelor prin conductele de transport astfel încât 
modelele rezultate să se dovedească a fi folositoare, „inginereşte” vorbind, pentru 
operarea optimală şi eficientizarea activităţii de proiectare a sistemului de transport. 
Totodată în 1969, în scopul facilitării schimbului reciproc de informaţii în domeniul 
modelării, simulării, optimizării, curgerii tranzitorii a fluidelor prin sistemele de 
transport, se înfiinţează „The Pipeline Simulation Interest Group” [3]. 
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Ca referinţă în ceea ce priveşte modelarea matematică a procesului de 
curgere a gazului printr-o conductă de transport, prin utilizarea unui model 
matematic descris de un sistem de ecuaţii parţiale cu derivate parţiale, se pot lua 
studiile de cercetare [22] şi [23] care tratează, pentru prima dată, problema 
modelării comportamentului tranzitoriu al procesului de curgere al gazelor naturale 
prin sistemele de transport, simplificările ce se pot aduce modelului matematic, 
determinarea unor aspecte lineare ale acestui model și, implicit folosirea unor 
modele liniarizate (funcţiilor de transfer) în anumite condiţii de exploatare care 
permit liniarizarea. Din punctul de vedere al modelării unui sistem de transport gaze 
naturale, fiecare element component este modelat prin prisma efectului singular 
introdus în comportamentul global al sistemului, fără a lua în considerare toate 
aspectele fizice de modelare. Modelarea trebuie să asigure un echilibru între 
complexitatea modelului matematic al sistemului şi precizia de modelare cerută de 
exploatarea tehnologică. 

Modelele matematice folosite nu au luat în calcul aspectele energetice ale 
procesului de curgere, considerându-se suficientă, din punct de vedere al preciziei şi 
posibilităţilor de calcul numeric, modelarea procesului de curgere în regim 
termodinamic izoterm al procesului de curgere. Pentru obţinerea unei soluţii s-a 
apelat la o metodă numerică de rezolvare bazată pe diferenţe finite, soluţia fiind 
validată şi experimental. 

Totodată s-a obţinut şi o reprezentare sistemică a procesului de curgere prin 
intermediul unei funcţii de transfer. 

În urma simulărilor efectuate au fost deduse trei reguli de bază privind 
minimizarea pierderilor energetice ale unui sistem de transport, care sunt luate ca 
referinţă până în zilele noastre, şi anume: 

a) Operarea unui sistem să se facă la cea mai mare presiune posibilă 
(pierderile hidraulice de presiune sunt direct proporţionale cu viteza de 
curgere a gazului care scade pe măsură ce presiunea creşte); 

b) Furnizarea debitelor de gaz la consumatori să se facă la valoarea presiunii 
contractate şi nu mai mult (energia potenţială a gazului stocat în conductă 
este direct proporţională cu presiunea); 

c) Regimul de curgere să fie menţinut cât mai aproape de un regim staţionar 
(pierderile medii de energie sunt mai mari în cazul fluctuaţiilor mari ale 
vitezei de curgere). 
Pentru utilizarea acestor modele au fost folosite metode de calcul numeric 

bazate pe diferenţe finite, fără a se analiza detaliat proprietăţile de convergenţă ale 
metodei. Din acest punct de vedere este reprezentativă lucrarea [36], care arată că 
sistemele de ecuaţii diferenţiale rezultate în urma discretizării prin metoda 
diferenţelor finite a modelelor procesului de curgere al gazului printr-un sistem de 
transport se încadrează, începând de la o anumită precizie de calcul cerută, într-o 
clasă specială de sisteme de ecuaţii, respectiv sisteme de ecuaţii inflexibile („stiff 
equations”). 

În [78] este prezentată o metodă numerică robustă, însoţită de un program 
de simulare numerică, pentru rezolvarea sistemului hiperbolic de ecuaţii cu derivate, 
fără a ignora nici unul dintre termenii ecuaţiei de mişcare parţiale care descriu 
curgerea nestaţionară izotermă a gazului printr-un tronson de conductă. Metoda 
este validată pe baza unor studii de caz experimentale. 

Dezvoltarea tehnicilor de calcul numeric a permis reconsiderarea aspectelor 
de modelare matematică a procesului de curgere a gazului în sensul creşterii 
preciziei de modelare concomitent cu creşterea complexităţii modelului. În acest 
sens, în lucrările [62] şi [63] sunt studiate avantajele şi dezavantajele folosirii unor 

BUPT



1.7 Problematica şi obiectul tezei 35 
 
forme matematice simplificate pornind de la modelul cel mai complex al procesului 
de curgere al gazului printr-un tronson de conductă. 

La nivel european, liderul în activitatea de cercetare în domeniu este 
organizaţia „SIMONE Research Group” (www.ercim.org) care, pornind de la un proiect 
de cercetare demarat în anul 1975 axat pe proprietăţile, comportamentul şi 
controlul reţelelor complexe constituite dintr-un mare număr de elemente dinamice 
şi restricţii neliniare, a ajuns să implementeze prin software-ul specializat SIMONE 
algoritmi de simulare numerică pentru soluţionarea unor structuri de reţele descrise 
prin zeci de mii de ecuaţii diferenţiale neliniare cu derivate parţiale condiţionate de 
tipuri diferite de restricţii. 

Prin intermediul modelării matematice a procesului de curgere şi simulării 
numerice a acestuia s-au rezolvat o serie de probleme specifice de operare, în 
anumite condiții de funcționare, a unui sistem de transport gaze naturale. 

Astfel în [41] se prezintă o metodă de control predictiv a procesului 
desfăşurat la nivelul unui sistem de transport de gaze naturale, în cadrul căreia 
optimizarea propriu-zisă are loc pe durata orizontului de predicţie care se întinde de 
la momentul curent de timp până la un moment de timp viitor. Paşii metodei sunt 
următorii: 

a) Obţinerea valorilor de presiune şi debit din sistemul de transport; 
b) Obţinerea unei estimări privind debitul furnizat la consumatori pe perioada 

de timp asociată orizontului de predicţie; 
c) Estimarea stării actuale a sistemului de transport pe baza valorilor 

presiunilor şi debitelor măsurate; 
d) Soluţionarea problemei de optimizare a funcţiei obiectiv, în prezenţa 

restricţiilor tehnologice impuse. Rezultă, astfel, valorile presiunilor de 
refulare ale staţiilor de comprimare gaze pe perioada de timp asociată 
orizontului de predicţie (traiectoria de comandă); 

e) Procesului i se aplică, pe durata pasului de discretizare al timpului, numai 
primul eşantion din această traiectorie de comandă; 

f) La momentul de timp următor metoda continuă din nou de la pasul a). 
Optimizarea este bazată pe o metodă de programare pătratică succesivă. 

Gradientul funcţiei de cost care reprezintă energia consumată de staţiile de 
compresoare, se calculează numeric în cadrul buclei de optimizare. 

Algoritmul de calcul al metodei este structurat pe două niveluri ierarhice. În 
cadrul acestei structuri de calcul, nivelul ierarhic inferior soluţionează problema de 
optimizare de mai multe ori în cursul unei zile generând mărimile de comandă 
pentru staţiile de comprimare gaze amplasate pe tronsoanele de conductă racordate 
direct la nodurile de ieşire din sistem unde se înregistrează fluctuaţii importante ale 
debitului. Nivelul ierarhic superior realizează optimizarea o dată pe zi (pas de control 
de 24 ore) generând mărimile de comandă pentru staţiile de comprimare gaze din 
interiorul sistemului. Sistemul de reglare rezultat este un sistem în buclă închisă cu 
reacţie după presiunile şi debitele din sistem ale căror valori sunt folosite pentru 
actualizarea estimatorului de stare al sistemului. Mărimea orizontului de predicţie 
depinde de dimensiunile conductelor componente ale sistemului de transport şi este 
un parametru important de acord al sistemului de reglare. 

În [73] este abordată problema estimării valorilor debitelor de gaze 
vehiculate în interiorul unui sistem de transport pe baza valorilor presiunii măsurate 
numai la nivelul nodurilor tehnologice ale sistemului, în scopul, fie al determinării 
debitului pe tronsoanele fără instrumentaţie de măsură, fie pentru determinarea 
pierderilor de gaze prin compararea valorilor estimate cu valorile măsurate. 
Problema este rezolvată, într-o manieră sistemică, prin construirea unor structuri de 
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observatori de stare folosind un model matematic simplificat, cu parametrii 
constanţi, liniarizat. 

În [61] se pune problema minimizării, cu restricţii, a costului de operare al 
sistemului de transport, aflat în regim nestaţionar de funcţionare, cost în care 
ponderea cea mai importantă (estimată între 25% şi 50%) o dă costul de 
funcţionare al tuturor staţiilor de comprimare ale sistemului. 
Pentru reducerea complexităţii problemei globale de optimizare cu restricţii se 
procedează la o împărţire a sistemului de transport în subsisteme locale de transport 
interconectate între ele în anumite noduri tehnologice urmată de definirea unor 
costuri locale de operare a acestor subsisteme. 
Rezultă astfel o mulţime de probleme locale de optimizare cu restricţii care se 
transformă în probleme de optimizare fără restricţii ce se rezolvă individual prin 
folosirea unei metode de gradient, ca urmare a neliniarităţii funcţiei criteriu asociate 
problemei locale de optimizare. 
Rezolvarea individuală a tuturor acestor probleme locale de optimizare va fi 
coordonată prin folosirea unor variabile suplimentare care vor avea acelaşi rol ca şi 
multiplicatorii Lagrange în formarea funcţiei Lagrangean globală prin includerea, pe 
lângă funcţiile Lagrangean locale, a restricţiilor globale introduse de interconectările 
subsistemelor. În acest fel, pentru fiecare set de soluţii a problemelor locale de 
optimizare se determină mulțimea valorilor variabilelor de coordonare care asigură 
respectarea şi a restricţiilor globale. 

În [37] este prezentată o aplicaţie de modelare a unui sistem de transport 
gaze naturale folosind programarea orientată pe obiect. Sistemul de transport este 
modelat ca un graf orientat, fiecare arc al grafului reprezentând un tronson de 
conductă având asociat ecuaţia cu derivate parţiale care descrie procesul de curgere 
la nivelul tronsonului respectiv. 

În [20] este prezentată o metodă de determinare a rugozităţii interioare a 
conductelor de transport necesare calculării factorului de pierdere de presiune pe 
baza unor măsurători reale ale de presiune şi debite. 

În [79] este dezvoltată o nouă relaţia analitică de calcul a debitului de gaz 
pentru curgerea staţionară a gazului printr-un tronson înclinat de conductă, fără a 
ignora nici unul dintre termenii ecuaţiei de mişcare. 

În [76] sunt prezentate tehnici de regresie bazate pe funcţii polinomiale de 
mai multe variabile, pentru estimarea cererii de debit de gaz la consumatori folosind 
prognoza meteorologică pe termen scurt şi mediu corelată cu istoricul înregistrărilor 
parametrilor sistemului de transport. 

În [26] este prezentată problema controlului calităţii gazului la nivelul unui 
sistem de transport din perspectiva realizării simulărilor numerice. 

În [13] este prezentat un algoritm nesecvenţial de programare dinamică 
pentru soluţionarea problemelor de optimizare a reţelelor de conducte de transport 
care conţin şi bucle în structura lor. Soluţia problemei de optimizare astfel găsită 
este o soluţie de optim global. 

În [31] este prezentată o metodă de identificare parametrică a factorului de 
pierderi de presiune, respectiv, a factorului de transfer de căldură prin pereţii 
conductei pornind de la măsurători reale ale mărimilor caracteristice procesului de 
curgere şi folosind sistemul complet de ecuaţii cu derivate parţiale asociat regimului 
nestaţionar de curgere neizotermă. Determinarea parametrilor modelului matematic 
se reduce la rezolvarea unor sisteme neliniare de ecuaţii prin folosirea unor metode 
numerice de tip Newton-Raphson. 

BUPT



1.7 Problematica şi obiectul tezei 37 
 

În [12] este utilizat EXCEL-ul pentru simularea numerică a procesului de 
curgere în regim staţionar şi tranzitoriu, folosind o interfaţă creată sub EXCEL prin 
care se apelează funcţii scrise în C++. 

În [38] este prezentată o strategie de control predictiv robust bazată pe 
modelul neliniar multivariabil al procesului de curgere care permite obţinerea 
traiectoriilor optimale de stare pentru transferul procesului de curgere dintr-o stare 
optimală într-alta funcţie de respectarea anumitor condiţii de funcţionare. Problema 
de optimizare se pune din perspectiva minimizării costurilor de funcţionare ale 
staţiilor de comprimare gaze. 

În [65] este descris cum se poate estima necesarul de debit la nivelul unui 
sistem de transport gaze precum şi factorii de care trebuie să se ţină seama în 
realizarea acestei estimări. Sunt prezentate o serie de metode bazate pe tehnici 
statistice clasice, reţele neuronale sau sisteme fuzzy care asigură estimarea 
necesarului de debit pe o durată de 72 de ore în avans. 

În [33] se prezintă optimizarea atât a consumului de combustibil necesar 
funcţionării staţiilor de comprimare gaze cât şi a furnizării debitelor de gaze spre 
consumatorii racordaţi la sistem. Operarea optimă a sistemului de transport pe 
durate mari de timp (1 sau 2 ani) se formulează ca o problemă de optimizare 
neliniară cu variabile continue (presiuni, debite) şi discrete (poziţia de închis sau 
deschis a robinetelor), cu restricţii, care se rezolvă apelând la tehnici de optimizare 
secvenţială. Problema de optimizare dinamică, care apare când se pune problema 
operării sistemului în condiţiile fluctuaţiilor rapide ale debitelor de gaze cerute de 
către consumatori este considerată o extensie a problemei de optimizare staţionară, 
fără complicaţii majore ale tehnicii de soluţionare, exceptând timpul de calcul. 

În [39] este prezentată o aplicaţie a reţelelor neuronale în realizarea unui 
sistem de estimare a necesarului de debit de gaz pentru următoarele 72 de ore, 
bazat pe prognoza meteo corelat cu istoricul înregistrărilor sistemului. 

În [35] se arată că noile tipuri de materiale de construcţie ale conductelor 
de transport precum şi regimurile de funcţionate la valori ridicate ale presiunilor de 
operare şi ale debitelor transportate au necesitat găsirea unor noi relaţii de calcul a 
factorului de pierderi de presiune ca alternativă la relaţia clasică de calcul 
Colebrook-White. 

În [14] se prezintă o strategie de optimizare a zestrei unui sistem de 
transport de gaze naturale în sensul păstrării acesteia la valori care să permită 
preluarea de către sistem a fluctuaţiilor majore, neprevăzute dar posibile ale 
consumului de gaz. 

În [66] se face o prezentare a procesului de estimare a necesarului de debit 
pe perioada imediat următoare de timp din perspectiva factorilor care influenţează 
precizia estimării şi a eficienţei metodelor matematice folosite. 

În [25] se prezintă cum pot fi integrate restricţiile privind valorile admisibile 
ale presiunilor şi debitelor din sistem, cauzate de prezenţa elementelor de execuţie 
în nodurile tehnologice ale unui sistem de transport de gaze, în problemele de 
specifice de operare optimală a sistemului, cum ar fi: furnizarea gazului la 
consumatori la anumiţi parametri cantitativi sau calitativi, reducerea costurilor de 
funcţionare ale staţiilor de comprimare, etc. Găsirea unei soluţii a problemei de 
optimizare se arată că se poate face apelând la tehnici secvenţiale de programare 
liniară. 

În [18] se arată cum se poate rezolva problema de optimizare cu restricţii a 
unui sistem de transport gaze modelat prin ecuaţii cu derivare parţiale prin tehnici 
de optimizare pătratică secvenţială. 
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În [34] se pune problema operării optime a staţiilor de comprimare gaze 
astfel încât să fie asigurat un anumit profil de variaţie în timp a zestrei sistemului. 
Problema se tratează ca o problemă de optimizare dinamică cu restricţii, rezolvabilă 
printr-o tehnică de optimizare secvenţială bazată pe modelul dinamic de regim 
termodinamic neizoterm al procesului de curgere. 

O procedură şi echipamentele necesare determinării controlului optim al 
procesului de curgere al unei conducte de transport gaze a făcut obiectul unui 
brevet de invenţie [68]. 

În [72] este evaluată, din punct de vedere al aplicabilităţii practice şi 
tehnice, o metodă de soluţionare, bazată pe algoritmi genetici, a problemei de 
optimizare multiobiectiv asociată operării unui sistem de transport de gaze. 

În [71] este prezentată problema optimizării, cu restricţii, a costurilor de 
funcţionare ale unui sistem de transport. Descrierea sistemului se face prin ecuaţii 
cu derivate parţiale hiperbolice. Se folosește o reprezentare sub forma unui graf 
orientat. Problema de optimizare astfel pusă este rezolvată printr-o metodă de 
punct interior. 

Din cele prezentate se vede că problema principală care priveşte operarea în 
condiţii de siguranţă şi cu costuri economice minime este tratată în sensul definirii 
unor funcţii de cost care trebuie să fie optimizate acţionând asupra anumitor 
variabile ale procesului de curgere. 

Iniţial, la nivelul anilor 1960, posibilităţile de calcul numeric mai reduse au 
permis formularea şi rezolvarea numai a unor probleme de optimizare de regim 
staţionar referitoare la determinarea costurilor de operare a unui anumit număr de 
staţii de comprimare gaze dispuse de-a lungul unei conducte de transport gaze care 
nu prezenta nici o ramificaţie. Implementarea s-a bazat pe folosirea unor modele 
matematice ale procesului de curgere, cu luarea în considerarea a restricţiilor 
impuse de operarea între nişte valori minimale şi maximale ale presiunii în sistem. 
Începând cu anii 1990, ca urmare a dezvoltării tehnologiilor de calcul şi de 
comunicaţie, problemele de optimizare devin mai complexe întrucât încep să fie 
formulate probleme privind controlul unor sisteme de transport gaze distribuite pe 
arii geografice mai extinse şi care prezintă diferite tipuri de ramificaţii ale 
conductelor de transport componente, precum și restricţii ale valorilor mărimilor 
caracteristice procesului de curgere. 

Actualmente, metodele de control predictiv bazate pe modelul procesului 
condus cunosc un real succes din punct de vedere al numărului de aplicaţii 
industriale implementate. O scurtă introducere a tehnologiilor existente pe piaţa 
produselor software referitoare la implementarea acestor tehnici de control este 
făcută în [67]. Se arată că fundamentele teoretice ale acestei metode de control au 
fost puse începând cu anii 1960 prin lucrările lui Kalman referitoare la controlul 
linear pătratic. Însă aplicabilitatea industrială a acestei metode a rămas oarecum 
limitată, în perioada de apariţie, întrucât nu răspundea unor cerinţe rezultate din 
limitările tehnologice ale procesele industriale şi anume: 

a) Integrarea restricţiilor existente asupra mărimilor procesului industrial; 
b) Neliniarităţile procesului condus; 
c) Existenţa incertitudinilor de modelare; 
d) Existenţa funcţiilor de cost multiobiectiv. 

Prezenţa acestor cerinţe a condus la continuarea cercetărilor în sensul 
dezvoltării unor metode de control optimal care să permită includerea în problema 
de optimizare şi a cerinţelor menţionate. 
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Pentru soluţionarea problemelor de optimizare astfel formulate au rezultat 
algoritmi numerici care necesită, pentru a putea face faţă restricţiilor impuse, 
soluţionarea problemei la fiecare iteraţie de calcul. 

Pentru aceasta mărimile de comandă ale procesului sunt calculate în așa fel 
încât comportamentul procesului să fie optimizat pe durata unui aşa numit orizont 
de predicţie. Funcţia de cost poate avea, în principiu, orice formă. Comportamentul 
dinamic al procesului este descris printr-un model explicit care poate avea, la rândul 
său, orice formă matematică. Restricţiile asupra intrărilor şi ieşirilor procesului sunt 
incluse direct în problema de optimizare astfel încât nerespectarea acestora să fie 
anticipată şi prevenită. 
Numai primul eşantion din traiectoria de comandă determinată pe orizontul de 
predicţie ales este aplicat procesului. Rezolvarea problemei de optimizare se reia la 
momentul de timp următor folosind valorile actualizate, provenite din măsurători, 
ale parametrilor de proces. 

Costurile de implementare ale acestei noi metode de control au fost mult 
reduse prin folosirea unor noi tehnici de identificare a procesului care asigură o 
estimare rapidă a comportamentului dinamic al procesului condus (obţinerea de 
modele) din datele măsurate. 

Astfel de sisteme de control ale proceselor industriale, care au în 
componenţă regulatoare predictive bazate pe model au o structură ierarhizată, 
împărţită pe niveluri, conform figurii 1.7.1. Pentru a putea face și o comparație a 
eficienței implementării, în figură mai este reprezentată, în paralel cu structura de 
control predictiv bazat pe model (în partea stângă) și o structură de control 
convenţional. 

 
Fig. 1.7.1. Structură de control convenţională / structură de control predictiv bazată pe model 

 
La partea superioară a structurii de control avem implementat un bloc de 

optimizare globală a procesului industrial în sensul determinării setărilor 
(referinţelor) componentelor procesului astfel încât acesta să se situeze într-un 
regim staţionar optim. Aceste setări sunt transmise spre nivelul ierarhic inferior, de 
optimizare locală, care le folosește pentru calcularea stării staţionare optime în care 
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trebuie să se situeze fiecare componentă a procesului. Stările staţionare astfel 
calculate sunt trimise următorului nivel ierarhic inferior responsabil cu generarea 
mărimilor de control necesare conducerii procesului dintr-o stare staţionară optimă 
într-altă stare staţionară optimă, cu luarea în considerare a restricţiilor tehnologice. 

Implementarea tuturor cerinţelor de control ale unui proces industrial este, 
după cum se știe, destul de dificil de realizat folosind o structură convenţională. De 
cele mai multe ori este necesar să fie folosită o combinaţie de structuri de reglare 
PID, L/L („lead-lag”) coordonate prin intermediul unor logici de control. 

În schimb, prin folosirea unei structuri de control predictiv bazat pe model 
se asigură implementare algoritmului de reglare propriu-zisă împreună cu restricţiile 
asupra variabilelor procesului într-un singur bloc funcțional. 

Foarte puţini autori din literatura de specialitate, care se referă la modelarea 
matematică, simularea numerică, optimizarea staţionară sau dinamică a procesului 
de transport și, în puţine cazuri, realizează o tratare sistemică a acestor probleme, 
respectiv: să dezvolte o interpretare sistemică a modelului matematic al procesului 
de curgere, să deducă modele sistemice de aproximare luând în considerare ipoteze 
simplificatoare rezultate din funcţionarea în anumite condiţii de exploatare, să 
studieze, să testeze prin simulări și să valideze experimental metode de soluţionare. 

În contextul celor prezentate la nivelul acestui capitol introductiv, lucrarea 
şi-a propus să investigheze toate aspectele care ţin atât de modelarea matematică 
şi simularea numerică a procesului de curgere a gazelor naturale realizat la nivelul 
unui sistem de transport, cât şi de implementarea unui sistem de reglare automată 
a procesului cu luarea în considerare a restricţiilor asupra mărimilor de proces 
impuse de limitările tehnologice. Atingerea obiectivele urmărite se va realiza printr-o 
structurare pe capitole a lucrării prezentată în cele ce urmează. 

Astfel în capitolul 2 se vor prezenta, pe de o parte, fundamentele fizice care 
stau la baza deducerii modelului continuu al procesul de curgere al gazului natural 
prin conductele de transport și care vor permite înţelegerea diferitelor aspecte de 
natură mecanică, cinematică şi termodinamică care diferenţiază diferitele regimuri 
de curgere reală a gazului natural prin conductele de transport, iar pe de altă parte, 
interpretarea sistemică a acestui model, prin înţelegerea procesului de curgere ca un 
proces cu parametrii distribuiţi. Orientarea şi parametrii de intrare – stare - ieşire ai 
modelului vor fi determinaţi din alegerea condiţiilor de frontieră ale sistemului de 
ecuaţii diferenţiale cu derivate parţiale folosit pentru reprezentarea lui. 

În capitolul 3 vor fi prezentate o serie de metode analitice şi numerice care 
permit studiul procesului de curgere descris prin modele continue. Aplicabilitatea 
metodelor analitice de studiu este restrânsă numai în cazul folosirii unor modele 
simplificate ale procesului de curgere rezultate din luarea în considerare a unor 
ipoteze simplificatoare. Dacă nu se ţine seama de nici o ipoteză simplificatoare, 
complexitatea matematică a modelului matematic al curgerii face imposibilă 
rezolvarea lui pe cale analitică. În acest caz este posibilă obţinerea numai a unor 
soluţii aproximative folosind metode numerice de calcul. În acest sens vor fi 
prezentate, în primul rând, o serie de aspecte generale de bază privind 
aplicabilitatea metodelor numerice bazate pe diferențe finite din punct de vedere al 
convergenţei acestora. Se va insista pe o abordare sistemică a problemei 
convergenței. Totodată se vor evidenția acele aspecte care ţin de eficienţa 
implementării metodelor din punctul de vedere al tendinţei sistemelor de ecuaţii 
rezultate în urma discretizării sistemelor de ecuaţii cu derivate parţiale asociate 
reprezentării matematice de a dobândi un caracter dinamic inflexibil. 

Capitolul 4 va fi rezervat prezentării unor modele de aproximare ale 
procesului de curgere a gazului natural prin conductele de transport din perspectiva: 
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folosirii lor în simulările numerice pentru analiza erorilor de modelare, respectiv, 
deducerii unui model liniarizat de aproximare cu parametri constanţi care să permită 
anticiparea comportamentului dinamic al procesului de curgere în vecinătatea unui 
regim staţionar de funcţionare; extinderea modelării la nivelul întregului sistem de 
transport respectând condiţia de stabilitate. Valabilitatea modelelor de aproximare 
ale procesului de curgere va fi verificată prin validarea experimentală, prin corelarea 
unor măsurători efectuate pe diferite tronsoane din cadrul Sistemului Naţional de 
Transport Gaze cu valori determinate prin simulări numerice. 

În capitolul 5 prezentarea se va axa pe problematica proiectării şi 
implementării unui sistem de reglare automată a dinamicii unui sistem de transport 
gaze naturale apelând la tehnici de control predictive bazate pe model. În acest sens 
va fi abordată problema de control optimal linear cu orizont de predicţie fixat care, 
din perspectiva aspectelor matematice specifice problemelor de optimizare, se poate 
reduce la o problemă de optimizare pătratică cu restricţii lineare rezolvabilă prin 
metoda mulţimii restricţiilor active. Prin intermediul unor simulări numerice ale 
sistemului de reglare al procesului de curgere realizat la nivelul unui simplu tronson 
de conductă de transport, respectiv, al unei structuri simplificate de sistem de 
transport de gaze vor fi prezentate cele mai importante aspecte care privesc: 
caracterul anticipativ al sistemului de reglare, alegerea duratei orizontului de 
predicţie, verificarea restricţiilor impuse şi optimizarea propriu-zisă a funcţiei 
obiectiv asociate problemei de control. 

În final, în ultimul capitol, se vor prezenta o serie de concluzii referitoare la 
rezultatele obţinute, evidențiindu-se contribuțiile personale. Totodată vor fi 
prezentate și o serie de direcții viitoare de studiu. 

Lucrarea este însoţită şi de o serie de anexe care aduc o serie de completări 
privind înţelegerea anumitor aspecte matematice sau care privesc implementarea 
programelor de simulare numerică. 
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Capitolul 2: Modelul continuu al procesului de 
curgere al gazului natural prin conductele de 

transport
 

2.1. Generalităţi 
 

Scopul acestui capitol îl constituie, pe de o parte, prezentarea 
fundamentelor fizice care stau la baza deducerii modelului matematic al procesului 
de curgere al gazului natural prin conductele de transport, şi pe de altă parte, 
asimilarea acestui model, exprimat printr-un sistem de ecuaţii diferenţiale cu 
derivate parţiale, cu un model continuu al unui proces cu parametrii distribuiţi, 
model care, din punct de vedere al teoriei sistemelor, va avea orientarea şi 
parametrii de intrare-stare-ieşire determinaţi din alegerea condiţiilor de frontieră ale 
sistemului de ecuaţii diferenţiale în funcţie de modul de utilizare. 

Facilitarea înţelegerii fundamentelor fizice ale modelului matematic al 
procesului de curgere va fi realizată printr-o sistematizare a acestora sub forma 
aspectelor de natură mecanică, cinematică şi termodinamică. 

Într-o primă fază, în subcapitolul 2.2 vor fi prezentate prin intermediul unor 
aspecte mecanice ale curgerii fluidelor, ipotezele de structură ale mediului fluid 
care-l definesc ca mediu continuu şi deformabil. Apoi se evaluează matematic starea 
de deformare (deplasare), respectiv, de tensiune a mediului continuu şi deformabil, 
iar prin introducerea unei ipoteze suplimentare privind natura elastică a mediului 
continuu se va deduce şi relaţia de legătură dintre deformări (deplasări) şi tensiuni. 
Această relaţie va sta la baza înţelegerii ecuaţiei constitutive a unui fluid. 

Aspectele cinematice ale curgerii fluidelor din subcapitolul 2.3, tratează 
matematic curgerea unui fluid ca o transformare continuă a spaţiului euclidian 
tridimensional. Prin intermediul unor operatori şi elemente de geometria curgerii va 
fi descrisă metoda Euler de analiză a curgerii fluidelor. 

Aspectele termodinamice ale curgerii fluidelor, dezvoltate în subcapitolul 
2.4, tratează din punctul de vedere al primelor două legi ale termodinamicii şi al 
mărimilor caracteristice, schimburile de energie şi masă ale procesului de curgere al 
unui fluid, văzut ca un sistem termodinamic deschis. 

Considerentele teoretice prezentate în subcapitolele 2.2, 2.3 şi 2.4 vor 
permite, în cadrul subcapitolului 2.5, scrierea ecuaţiilor curgerii laminare a fluidelor 
vâscoase. 

Gazele reale din categoria cărora face parte şi gazul natural au o serie de 
caracteristici, prezentate în subcapitolul 2.6, determinate teoretic şi experimental 
care permit particularizarea ecuaţiilor curgerii laminare a fluidelor vâscoase în 
condiţii reale de curgere. 

În finalul capitolului, respectiv subcapitolul 2.7, va fi prezentată o ipoteză 
simplificatoare a modelului matematic al procesului de curgere, permisă de 
geometria conductei de transport astfel încât se poate face o reducere a 
complexităţii acestuia. Simplificare este similară cu considerarea unui proces de 
curgere nestaţionară, unidimensională, care, din punct de vedere sistemic, se va 
interpreta ca un proces continuu cu parametrii distribuiţi. 
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În anexa A.1 sunt selectate elementele de teoria câmpurilor care facilitează 
înţelegerea operatorilor matematici care intervin în scrierea ecuaţiilor matematice 
ale procesului de curgere. 
 
 

2.2. Aspecte mecanice ale curgerii fluidelor 
 
În cadrul acestui subcapitol se face o sinteză, pe baza lucrărilor [11], [24], 

[30], [64], a celor mai importante aspecte mecanice ale curgerii fluidelor 
considerate a fi medii continue şi deformabile. Practic se vor prezenta o serie de 
relaţii şi ecuaţii din mecanica mediilor continue care stau la baza modelării 
matematice a procesului de curgere.  

Criteriul fizic de stabilire al continuităţii unui mediu este numărul lui 

Knudsen: pm
n

dim

l
K

L
 , în care pml  este lungimea liberului parcurs molecular 

  5
pml 10 cm  iar dimL  este o dimensiune a corpului. Cercetările experimentale au 

arătat că pentru nK 0,1  un fluid poate fi considerat un mediu continuu. 

Mediul continuu se consideră format dintr-o mulţime de puncte materiale 
interconectate prin forţele de atracţie atomice. Vor fi luate în considerare numai 
aspectele macroscopice care privesc comportamentul materialului sub influenţa 
forţelor exterioare. 

De asemenea, mediul continuu se consideră a fi un mediu elastic, adică un 
mediu pentru care între deformarea materialului şi forţa exterioară există o relaţie 
liniară. Materialul elastic se va considera omogen în ceea ce priveşte structura şi 
izotrop în ceea ce priveşte proprietăţile. 

Pornind de la aceste consideraţii generale, structura mediului fluid va fi 
caracterizată prin următoarele ipoteze: 

a) Fluidul ca mediu material, ca substanţă, se distribuie în mod continuu într-
un domeniu al spaţiului. Între particulele de fluid nu există vid sau intervale 
goale, lipsite de substanţă. Mărimile fizice care caracterizează fluidul 
(presiune, viteză, densitate, temperatură, etc.) se distribuie, la rândul lor, în 
mod continuu, ca funcţii de poziţie şi timp. 

b) Fluidele aflate în mişcare nu respectă condiţia de rigiditate. Un corp fluid în 
mişcare, arbitrar considerat, îşi modifică forma şi dimensiunile, adică se 
deformează. 

c) Fluidul se consideră divizat în particule elementare de formă arbitrară, 
caracterizate de volum şi masă elementară. 
Cele mai importante aspecte mecanice pot fi prezentate, în prima fază, prin 

exemplul din figura 2.2.1 al unei bare de material elastic de lungime l, grosime w şi 
înălţime h, supusă acţiunii forţelor exterioare F. 

Acţiunea rezultatei forţelor exterioare F va avea ca efecte, asupra corpului, 

apariţia unor deformări: 
l
l


, 
w
w


, 
h
h


 şi tensiuni 
F
A

, respectiv, la nivelul punctelor 

materiale componente, deplasări ale acestora cu vitezele v. 
Din punct de vedere al mecanic, se consideră că procesul este caracterizat 

matematic complet (numărul de ecuaţii egal cu numărul de necunoscute) prin două 
relaţii cu caracter de legi locale (punctuale): ecuaţia de mişcare a particulei mate-
riale (sau corpului) şi ecuaţia constitutivă a materialului elastic al corpul considerat. 
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În principiu, cele două ecuaţii au forme binecunoscute din mecanica clasică însă, în 
cazul de faţă, se pune problema adaptării lor pentru cazul general al corpurilor 
constituite dintr-un material continuu şi deformabil cu proprietăţi elastice, corpuri 
care se deformează sub acţiunea combinată a forţelor masice exterioare şi a forţelor 
de tensiune rezultate din contactul suprafeţelor exterioare cu corpurile învecinate. 

 
Fig. 2.2.1. Bară de material elastic supusă acţiunii unei forţe exterioare 

 
Ecuaţia de mişcare a particulei materiale descrie deplasarea punctelor 

materiale ale mediului fluid exprimând faptul că între variaţia vitezei de deplasare 

(acceleraţie) 
v
t




 şi rezultanta forţelor care acţionează asupra particulei materiale 

F  există o relaţie de proporţionalitate Newtoniană stabilită prin intermediul 

masei matm  a particulei materiale: 

mat
v

F m
t




        (2.2.1) 

Ecuaţia constitutivă a materialului redă legătura care există între deformările 
şi tensiunile asociate unui corp material, dependente, după cum s-a precizat 
anterior, de proprietăţile elastice ale materialului. 

În cazul de faţă, această legătură este dată de legea lui Hooke care 

stabileşte pentru deformarea principală, de pe direcţia forţei, 
l
l


, şi forţa exterioară 

unidimensională o relaţie de proporţionalitate, prin intermediul modului de elastici-

tate a lui Young YE , iar între celelalte deformări 
w
w


, 
h
h


 şi deformarea principală 
l
l


 

tot o relaţie de proporţionalitate prin intermediul coeficientului Poisson Pμ : 

Y

P

F l
E

A l
w h l

μ
w h l



  



  
       (2.2.2) 

Funcţie de natura deformărilor vorbim de forţe de tracţiune care provoacă 
alungiri şi forţe de presiune care provoacă contracţii. Semnul minus arată că, dacă 

l
l


 este o alungire, atunci 
w
w


 şi 
h
h


 sunt contracţii şi invers. 

Cazul cel mai general este cel al unui corp material cu densitatea de masă , 
al cărui volum V, delimitat de restul mediului continuu prin suprafaţa exterioară σ , 
este supus acţiunii forţelor exterioare masice de intensitate f  (ca de exemplu 
acceleraţia gravitaţională) şi forţelor de tensiune cauzate de contactul cu corpurile 
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învecinat. Materialul din care este constituit corpul se consideră un material elastic, 
omogen şi izotrop. 

Evaluarea matematică a stării de deformare se va face, în prima fază, prin 
intermediul evaluării matematice a deformării specifice liniare a unei particule 
materiale. Astfel, în figura 2.2.2 se consideră o particulă de mediu continuu, 
poziţionată faţă de un sistem de axe carteziene Ox1x2x3.. Particula care conţine 
punctele  A x,t  şi  B x δx,t  este supusă unei deformări caracterizată de 

deplasarea infinitezimală  depu x,t , care determină trecerea punctelor iniţiale A şi 

B în punctele  A x',t dt  şi  B x' δx',t dt  . 

 
Fig. 2.2.2. Deformarea liniară a particulei de mediu fluid 

 
Deformarea specifică liniară a particulei va fi caracterizată prin variaţia rela-

tivă lε  a lungimii l δx  a segmentului AB: 

   
dep

t
l u ,x

d δxl ' l 1
ε δx J x δx

l δx δx


         (2.2.3) 

Prin  
depu ,xJ x  s-a notat Jacobianul funcţie de vectorul x  al deplasării  depu x,t . 

Dacă lε 0 , deformaţia este o alungire, iar dacă lε 0 , deformaţia este o 

comprimare. 

Introducând coeficienţii de deformare  ijdefa / i , j 1,2,3  prin relaţiile: 

ji
ij

depdep
def

j i

uu1
a

2 x x

 
  
   

      (2.2.4.a) 

şi notând cu  idirα / i 1,2,3  cosinuşii directori ai segmentului AB: 

i
i

dir
δx

α
δx

         (2.2.4.b) 

relaţia deformării specifice liniare (2.2.3) se va putea scrie sub forma: 

 ij i j

3 3

l def dir dir
i 1 j 1

ε a α α
 

         (2.2.5) 
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Starea de deformare a materialului va fi caracterizată global de tensorul 

deformărilor reprezentat prin matricea 
ijdef defA a    

 cu i , j 1,2,3 .  

În cazul fluidelor deformările sunt mai mari. Deplasărilor  u x,t  realizate în 

intervalul de timp infinitezimal dt  li se pot asocia viteze de deplasare  v x,t  

potrivit relaţiei    depu x,t v x,t dt  . Vom vorbi de tensorul vitezelor de 

deformare / deplasare reprezentat de matricea 
ijvit vitB b    

 cu i , j 1,2,3 , având 

componentele: 

ij
ji

vit
j i

vv1
b

2 x x

 
  
   

       (2.2.6) 

Evaluarea matematică a deformării de volum va fi prezentată orientativ prin 
deformarea unei particule materiale paralelipipedice numai în sensul axelor 

carteziene  iOx ,i 1,2,3 , adică  ijdefa 0 / i j / i, j 1,2,3   , conform figurii 2.2.3. 

 
Fig. 2.2.3. Deformarea unei particule paralelipipedice de mediu fluid 

 

Volumul particulei înainte de deformare este: 
3

i
i 1

δV δx


  , iar după defor-

mare devine:    
3

i i
i 1

δV d δV δx d δx


     . Având în vedere relaţia (2.2.5), 

pentru deformarea luată în considerare avem:   iji def id δx a δx / i 1,2,3    şi, ca 

urmare, volumul particulei materiale deformate se va rescrie sub forma 

    i
ij ij

dep
i def i i def

ii ii i i

u
δV d δV δx 1 a δx δx a δV δV

x


         

     

Deformarea specifică de volum va fi: 
   dep dep

d δV
u div u

δV
         (2.2.7) 

Dacă elementul de volum se consideră de masă unitară astfel încât: 
1

δV
ρ

  

relaţia (2.2.7) se rescrie: 
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dep
1

ρ d u
ρ

 
   

 
       (2.2.8) 

În cazul fluidelor incompresibile (lichidelor) pentru care ρ const  vom avea 

1
d 0
ρ

 
 

 
 adică depu 0  . 

Evaluarea stării de tensiune a corpului material considerat are la bază deter-
minarea tensiunii τ̂  dintr-un punct M, raportată la orice plan care conţine punctul, 
prin cunoaşterea distribuţiilor tensiunilor pe trei suprafeţe ortogonale, conform 
figurii 2.2.4. Prin supn  s-a notat normala la plan, în punctul considerat. 

 
Fig. 2.2.4. Evaluarea stării de tensiune dintr-un punct al unui corp material 

 
Între tensiunile (tracţiuni) figurate există următoarea relaţie denumită şi 

legea Cauchy: 
3

t
i i sup

i 1

ˆˆ ˆτ τ n T n


         (2.2.9) 

Prin T̂  s-a notat matricea tensorului tensiunilor având componentele 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

ˆ ˆ ˆτ τ τ
ˆ ˆ ˆ ˆT τ τ τ

ˆ ˆ ˆτ τ τ

 
   
  

, tensor prin care se caracterizează, global, starea de tensiune 

într-un punct. 

Referitor la semnificaţia fizică a componentelor tensorului tensiunilor T̂ , în 
cazul unui mediu de fluid trebuie făcute câteva observaţii. 

Astfel, fluidele reale posedă proprietatea de viscozitate, adică proprietatea 
fluidului de a se opune alunecării unei particule pe altă particulă, a unui strat de 
fluid pe altul vecin. Această împotrivire se manifestă prin forţe tangenţiale de freca-

re, care sunt exprimate prin componentele  ijτ̂ / i j  ale tensorului tensiunilor T̂ . 

Proprietatea de viscozitate se manifestă şi la contactul dintre fluid şi suprafeţele 
solide cu care acesta se află în contact direct. 

Viscozitatea unui fluid este datorată schimbului de cantitate de mişcare între 
straturile de fluid vecine care se deplasează cu viteze diferite, cantitate de mişcare 

exprimată prin componentele  ijdefa / i j  ale tensorului vitezelor de deformaţie 
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defA . Schimbul de cantitate de mişcare conduce la tendinţa de egalare a vitezelor 

straturilor, fapt ce se percepe din afară ca tensiuni în interfaţa straturilor, deci 
viscozitate. 

În stare de echilibru (sau de repaus) forţele tangenţiale de frecare sunt nule 

 ijτ̂ 0 / i j   întrucât existenţa unor astfel de forţe ar produce mişcare. Valoarea 

tensiunii normale în starea de echilibru se numeşte presiune hidrostatică. În cazul 
unui fluid ideal forţele de frecare (de viscozitate) se consideră neglijabile, astfel 

încât  ijτ̂ 0 / i j   iar presiunea hidrostatică va fi 

11 22 33ˆ ˆ ˆp τ τ τ           (2.2.10) 

Semnul minus exprimă caracterul de tracţiuni al tensiunilor. 
În cazul unei particule materiale de volum dV  şi suprafaţă exterioară dσ , 

cu masa matdm ρ dV   concentrată în centrul de greutate M, şi care este supusă 

acţiunii forţelor masice de intensitate f  (acceleraţia gravitaţională) şi tensiunii τ̂  
cauzată de contactul pe suprafaţa exterioară dσ  cu particulele materiale învecinate, 
mişcarea particulei cu viteza v  faţă de un sistem de referinţă este descrisă prin 
ecuaţia de mişcare a lui Newton: 
dv

ˆρ dV f ρ dV τ dσ
dt

             (2.2.11) 

Integrând egalitatea (2.2.11) pe volumul V al corpului delimitat de suprafaţa 
exterioară , conform figurii 2.2.5, obţinem: 

V V σ

dv
ˆρ dV f ρ dV τ dσ

dt
              (2.2.12.a) 

 
Fig. 2.2.5. Corp material de volum V şi suprafaţă exterioară  

 

Termenul 

S

τ̂ dσ  din relaţia (2.2.12.a) reprezintă rezultanta forţelor de 

tensiune ce acţionează asupra volumului V de mediu continuu, cauzată numai de 
tensiunile exterioare care se exercită pe suprafaţa exterioară  de contact cu mediul 
înconjurător. Tensiunile interioare cauzate de contactul particulelor materiale com-
ponente se anulează în urma integrării întrucât ele apar în perechi de câte două, 
egale în modul dar de sens contrar, conform principiului acţiunii şi reacţiunii. 

Exprimând tensiunea τ̂  în baza relaţiei (2.2.9) şi folosind formula Gauss-
Ostrogradski, obţinem următoarea relaţie pentru rezultanta forţelor de tensiune: 
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 
3

t t i
xsup

ii 1σ σ V V

τ̂ˆ ˆτ̂ dσ T n dσ T dV dV
x




       

      (2.12.b) 

Rescriem ecuaţia (2.2.12.a) sub forma: 
3

i

ii 1V

τ̂dv
ρ f ρ dV 0

dt x


       
 
 

      (2.2.12.c) 

Integrala de volum din relaţia (2.2.11.c) se va anula numai dacă va fi 
satisfăcută condiţia: 

3
i

ii 1

τ̂dv 1
f

dt ρ x



  

        (2.2.13) 

Relaţia (2.2.13) poartă numele de ecuaţia Cauchy de mişcare a particulei 
materiale a unui mediu continuu. 

Când fiecare particulă a mediului staţionează, 
dv

0
dt

 , spunem că mediul 

continuu este în echilibru. 
Ecuaţia constitutivă a materialului corpului considerat, care stabileşte relaţii-

le de legătură între deformări şi tensiuni, este dată de legea generalizată a lui Hook: 

ij ii

3

ij YP def YP def ij
i 1

τ̂ 2 G a λ a δ


      , cu i , j 1,2,3    (2.2.14) 

S-au folosit următoarele notaţii: 
 

Y
YP

P

E
G

2 1 μ



, 

   
P Y

YP
P P

μ E
λ

1 μ 1 2μ


 
, ij

1, i j
δ

0,i j


 


. 

În cazul fluidelor, ecuaţia constitutivă (2.2.13) care descrie o relaţie liniară 
între tensiuni şi deformări este valabilă numai pentru fluidele newtoniene. 

Astfel în cel mai simplu caz de al mişcării laminare a unui fluid vâscos între 
două plăci paralele, din figura 2.2.6, care se produce prin deplasarea uneia dintre 
plăci direcţia Ox1, tensiunea de frecare locală   dintre cele două straturi vecine şi 

viteza 1

2

v
x



 sunt legate prin relaţia lui Newton: 

1

2

v
τ̂ μ

x





        (2.2.15) 

 
Fig. 2.2.6. Mişcarea laminară a unui fluid vâscos între două plăci paralele 

 
Coeficientul de proporţionalitate  se numeşte coeficient dinamic de 

viscozitate. 
În cazul fluidelor deformările se vor înlocui cu viteze de deplasare, iar 

ecuaţia constitutivă va fi sub forma: 
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ij

3
i

ij vit ij
ii 1

v2
τ̂ 2 μ b p μ δ

3 x


       
 
 

 , cu i , j 1,2,3    (2.2.16) 

 
 

2.3. Aspecte cinematice ale curgerii fluidelor 
 

Aspectele cinematice ale curgerii fluidelor sunt sintetizate în cele ce 
urmează, în principal, după lucrările [11], [24] şi [30] şi fac referire la metodele de 
observare a curgerii unui fluid care permit obţinerea unei reprezentări matematice a 
acesteia prin raportarea la un sistem de coordonate. Mişcarea unei particule fluide 
va fi caracterizată prin aceleaşi legi de conservare ca şi în cazul particulelor 
materiale solide, însă, după cum s-a arătat în paragraful anterior, o particulă fluidă 
în mişcare interacţionează de o aşa manieră cu mediul înconjurător (deformare, 
tensionare) încât la un moment dat aproape că îşi pierde identitatea iniţială. Din 
acest motiv mişcarea unei particule fluide nu va putea fi înţeleasă, în mod 
individual, fără a înţelege mişcarea fluidului pe întreg domeniul de curgere. 

Din perspectiva mecanicii clasice, vorbim de o reprezentare de tip Lagrange 
a curgerii unui fluid care presupune realizarea unor observaţii ale mişcărilor 
individuale ale particulelor de fluid şi determinarea, în raport cu un sistem de 
coordonate a traiectoriei  0C : r r r ,t  a fiecărei particule de fluid ca o funcţie de 

poziţia iniţială 0r , asociată momentului de timp 0t  începerii observaţiei, şi timpul t. 

În cazul folosirii unui sistem de coordonate cartezian 1 2 3Ox x x , figura 2.3.1, 

curgerea fluidului va putea fi interpretată în spaţiul euclidian ca o transformare 
continuă    00 0r ,t r r ,t , care asociază, în mod unic, punctelor iniţiale  00A r ,t  

punctele  B r ,t  la momentele ulterioare de timp t. Unicitatea transformării trebuie 

înţeleasă ca asocierea unică dintre o poziţie iniţială şi o traiectorie. 

 
Fig. 2.3.1. Reprezentarea curgerii într-un sistem de coordonate cartezian 

 
Din cunoaşterea traiectoriei şi aplicarea legilor de conservare se vor putea 

determina mărimile asociate particulei fluide, respectiv, scrie ecuaţiile matematice 
ale reprezentării. 
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Astfel viteza Lv  determinată din această reprezentare, de-a lungul 

traiectoriei  r t , în condiţiile unei poziţii iniţiale de observare fixate 0r , va fi 

   0
L 0

dr r ,t
v r ,t

dt
        (2.3.1.a) 

Acceleraţia particulei fluide, de-a lungul traiectoriei, se va calcula, la rândul 
ei, prin relaţia cunoscută: 

     2
0 0

0 2

dv r ,t d r r ,t
a r ,t

dt dt
       (2.3.1.b) 

Ecuaţia de mişcare a particulei materiale de volum unitar şi densitate , sub 

acţiunea rezultantei forţelor F  va rezulta din aplicarea legii lui Newton: 

2d r 1
F

dt ρ
          (2.3.2) 

Dacă se pune problema calculării valorilor mărimilor asociate particulei fluide 
în diferite puncte  1 2 3x x ,x ,x  ale corpului de fluid şi diferite momente de timp t 

va fi necesară rezolvarea sistemului de ecuaţii inverse: 
   0 0 0 0r r r ,t x x x,t    astfel încât mărimile respective să poată fi exprimate 

ca funcţii continue de spaţiu x  şi timp t. Existenţa soluţiei sistemului de ecuaţii va fi 

garantată de inversabilitatea transformării    00 0r ,t r r ,t  derivată din unicitatea 

ei. Scrierea în schimb a ecuaţiilor reprezentării cu mărimile specifice particulei 
reprezentate astfel va conduce la forme complexe cauzate de complexitatea soluţiei 
sistemului de ecuaţii inverse. 

Din acest motiv pentru analiza curgerii fluidelor se foloseşte metoda de 
reprezentare a lui Euler care presupune observarea, la momente de timp t, a 
mişcării particulelor fluide în anumite puncte x , fixate. Mărimile specifice particulei 
se vor reprezenta, din punct de vedere matematic, sub forma unor câmpuri 
vectoriale (  p x,t ,  ρ x,t ,  v x,t ,  T x,t ) funcţie de variabilele independente x  

şi t. 
Un exemplu practic ar fi măsurarea vitezei de curgere a unui fluid prin amplasarea 
unui traductor de viteză într-un anumit punct x  al domeniului de curgere. Astfel se 

va măsura, la momentul de timp t, viteza  Ev x,t  şi direcţia de curgere a 

particulelor de fluid care se mişcă prin volumul de control (fixat) al traductorului de 
viteză. Viteza măsurată va depinde de dimensiunile volumului de control considerat 
şi durata dt  de măsurare. Dacă aceşti parametrii sunt suficienţi de mici viteza 
măsurată nu va fi afectată de procesul de măsurare. 

Cele două viteze măsurate astfel:  L 0v r ,t  şi  Ev x,t  sunt reprezentări 

diferite ale aceleaşi viteze unice de curgere a fluidului. Ele sunt egale: 

   L 0 Ev r ,t v x,t  numai dacă  0x r r ,t . 

Aplicarea legilor de conservare este simplă în cazul folosirii unei reprezentări 
de tip Lagrange, ele aplicându-se particulei/corpului de volum material de fluid in 
mişcare. În cazul folosirii unei reprezentări de tip Euler aceste legi se vor aplica unor 
puncte fixate în spaţiu, suprafaţa care le cuprinde delimitând aşa numitul volum de 
control. 
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Într-o reprezentare de tip Euler, derivata parţială funcţie de timp a unei 

mărimi specifice particulei va reprezenta rata de variaţie în timp a acelei mărimi însă 
această rată nu va fi egală cu cea obţinută prin reprezentarea de tip Lagrange a 
mărimii. 
Aceasta a justificat folosirea derivatei totale (materiale sau substanţiale) a unei 
mărimi  specifice particulei de fluid prin formula: 

 d
v

dt t
  

   


       (2.3.3) 

în care 
3

i
ii 1

e
r x



   
  

   reprezintă operatorul „nabla”, iar viteza v  este: 

0

3 3
i

i i i
r fixat i 1 i 1

dxdr dx
v v e e

dt dt dt  

     . 

Termenul 
t



 reprezintă derivata locală în raport cu timpul a mărimii   şi 

reprezintă rata de variaţie în timp a mărimii   din poziţia de observare fixată. O 

curgere staţionară va avea 0
t





 pe întreg domeniul de curgere. 

La termenul  v    ne vom referi ca şi componenta convectivă sau 

advectivă a derivatei care va exprima rata de variaţie în timp a mărimii cauzate de 
variaţia spaţială a câmpului reprezentării mărimii . Acest termen va fi nul daca 
vom avea o variaţie spaţială uniformă a mărimii  sau vectorul viteză este paralel 
cu liniile const   ale câmpului. 

Referitor la semnificaţia fizică a derivatei totale trebuie făcută următoarea 
observaţie prin considerarea unui exemplu particular şi anume: dacă considerăm 
temperatura fluidului T ca mărime de interes, observarea ratei de variaţie locale a 
temperaturii cu timpul nu este suficientă pentru a presupune că aceasta este 
cauzată numai de prezenţa unei surse de căldură fiind necesare informaţii şi despre 
convecţia termică. 

Întrucât aplicarea legilor de conservare este uşor de realizat pentru 
reprezentarea de tip Lagrange, respectiv aplicarea lor asupra unui volum material de 
fluid (care conţine aceleaşi particule de fluid pe toată durata observaţiei) dar 
exprimarea lor este mai facilă pentru reprezentare de tip Euler, este justificată, de 
asemenea, prezentarea unei relaţii de legătură între integrala pe un volum material 
şi integrala pe un volum de control. Această relaţie este dată de aşa numita teoremă 
a transportului a lui Reynolds care, din punct de vedere matematic, reprezintă 
formula de derivare a unei integrale de volum. 

Pentru înţelegerea modului de aplicare trebuie introduse o serie de elemente 
auxiliare care privesc aspecte de ordin geometric ale mişcării particulelor: 

a) Traiectoria, după cum s-a discutat, reprezintă drumul r(t )  parcurs de 
particula fluidă în mişcarea sa. Traiectoria unei particule fluide care se mişcă 

cu viteza v  rezultă din formula de definiţie a vitezei: 
dr

v
dt

 . 

b) Curba fluidă: Considerând viteza ca o funcţie continuă de coordonate, 
rezultă că particulele care la momentul t0 se aflau pe curba C0 se deplasează 
în aşa fel încât rămân întotdeauna în contact şi se regăsesc la fiecare 
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moment pe o curbă C, care se deformează în timp şi care poartă denumirea 
de curbă fluidă. În mod analog se defineşte suprafaţa fluidă, respectiv 
volumul fluid. 

c) Linia de curent, figura 2.3.1, reprezintă o curbă imaginară în fluid, asociată 
unui moment dat de timp t, care prezintă proprietatea de a fi tangentă 
vitezei v  de deplasare a particulelor fluide în fiecare din punctele sale. 

Ecuaţia liniei de curent rezultă din coliniaritatea vectorului viteză v  cu 

elementul de curbă dr  exprimată prin anularea produsului vectorial: 

v dr 0  , care, explicitat, conduce la sistemul de ecuaţii: 31 2

1 2 3

dxdx dx
v v v

   

cu t fixat. Liniile de curent nu coincid cu traiectoriile. În mişcarea staţionară, 
în care parametrii mişcării nu depind explicit de timp, liniile de curent sunt 
fixe şi coincid cu traiectoriile. 

d) Suprafaţa de curent este suprafaţa, la momentul t, formată din linii de 
curent. Suprafeţele de curent sunt variabile cu timpul şi fixe pentru o 
mişcare staţionară. 

e) Tubul de curent este o suprafaţă de curent formată din linii de curent care 
se sprijină pe o curbă închisă care nu este o linie de curent. 

Putem scrie atunci fluxul hidrodinamic Q  al unei mărimi  specifice fluidului 

care curge cu viteza v  prin suprafaţa de curent , conform figurii 2.3.2, prin relaţia: 

sup
σ

Q v n dσ            (2.3.4.a) 

 
Fig. 2.3.2. Tub de curent 

 
Dacă ρ  , vom vorbi despre debitul masic Q. 

Dacă suprafaţa  este închisă şi  V σ  este volumul delimitat de aceasta, pe 

baza teoremei Gauss-Ostrogradski, relaţia (2.3.4.a) se rescrie 

 
 V σ

Q div v dV          (2.3.4.b) 

Fluxul Q  prin suprafaţa închisă   poate fi pozitiv, negativ sau nul. 

Considerăm atunci un volum material  V t , de fluid, delimitat de suprafaţa 

închisă  σ t , volum care se mişcă împreună cu fluidul şi care va fi tot timpul format 

din aceleaşi particule de fluid. Suprafaţa  σ t  considerată „oprită” la momentul ct  
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şi notată cu cσ  poartă numele de suprafaţă de control, iar volumul delimitat de 

aceasta va fi numit volum de control cV . 

Fluxul oricărei mărimi specifice  x,t  a fluidului prin suprafaţa  este nul 

deoarece suprafaţa  se mişcă şi se deformează odată cu fluidul, în timp ce prin 
suprafaţa cσ  fluxul de fluid este nenul. 

Prima formă a teorema Reynolds este exprimată prin relaţia următoare: 

 
 

cV t V

d d
dV div v dV

dt dt
              (2.3.5.a) 

O a doua formă a teoremei transportului, se obţine plecând de la identitatea 
     div v v grad div v       . 

  c cV t V σ

d
dV dV v n dσ

dt t
  

      
       (2.3.5.b) 

 
 

2.4. Aspectele termodinamice ale curgerii fluidelor 
 

Cele mai importante aspecte termodinamice care ne interesează pentru 
caracterizarea din punct de vedere termic a curgerii fluidelor sunt sintetizate, în cele 
de urmează, în principal, din lucrările [11], [24] şi [40] şi se referă la principiul întâi 
şi la principiul al doilea ale termodinamicii. 

Termodinamica clasică tratează din punct de vedere fenomenologic stările 
de echilibru ale sistemelor macroscopice şi stabileşte, pe baza unui set de observaţii 
empirice, sub forma unor relaţii coerente din punct de vedere matematic, o serie de 
principii (sau legi) prin care variaţiile mărimilor necesare descrierii sistemului studiat 
sunt analizate din punctul de vedere al impactului acestora asupra stării de echilibru 
termodinamic. 

Practic, în cadrul acestei lucrări, pe baza acestor principiilor vor putea fi 
descrise matematic observaţiile privind evoluţia unei alte mărimi necesare descrierii 
procesului de curgere şi anume temperatura T. Din punct de vedere termodinamic 
temperatura T este o mărime de stare a cărei variaţie în timpul unei transformări 
depinde numai de starea iniţială şi starea finală între care are loc transformarea 
termodinamică. 

Revenind la conceptul de stare de echilibru termodinamic a sistemului 
termodinamic asociat procesului de curgere al unui fluid, precizăm că starea de 
echilibru se poate caracteriza matematic prin intermediul aşa numitei ecuaţii de 
stare, care exprimă o relaţie de legătură între mărimile folosite pentru descrierea 
procesului. În cazul gazelor ecuaţia se scrie pentru următoarele mărimi: presiunea 
p, densitatea   şi temperatura T, având forma generală: 
 F p,ρ,T 0         (2.4.1.a) 

În particular trebuie reţinută forma ecuaţiei de stare pentru gazele ideale 
(perfecte) care sunt folosite ca referinţă în aprecierea abaterii de la comportamentul 
de gaz ideal al gazelor reale: 

pp ρR T         (2.4.1.b) 
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Prin pR  s-a notat constanta generală a gazului perfect respectiv. 

Observaţiile de natură termică privind procesul de curgere al unui volum 
material de fluid de volum V, de masă unitară, şi densitate  care vor privi modul 
cum se conservă energia şi sensul transformării termodinamice pot fi structurate 
relativ uşor sub forma unor relaţii analitice prin aplicarea primelor două principii ale 
termodinamicii sistemului considerat ca sistem termodinamic închis (sisteme care nu 
prezintă schimb de masă cu mediul exterior) cu considerarea fluidului ca şi fluid 
ideal. 

Primul principiu al termodinamicii afirmă că energia totală a unui sistem 
termodinamic se conservă pe parcursul unei transformări. Acest lucru se exprimă 
matematic prin următoarea relaţie de legătură între variaţia energiei interne a 
sistemului intdU  şi formele schimbului de energie, respectiv, transferul de căldură 

ctδQ  şi lucrul mecanic mecδL , realizate pe durata transformării termodinamice: 

ct int mecδQ dU δL         (2.4.2) 

În relaţia de mai sus numai energia interne a sistemului, a cărei variaţie se 
va exprima ca o diferenţă între energiile celor două stări de echilibru între care are 
loc transformarea, are caracter de mărime de stare. Practic variaţia energiei interne 
se poate calcula prin diferenţiere iar variaţiile căldurii şi lucrului mecanic, în general, 
nu. Relaţia arată, de asemenea, şi convenţia de semne stabilită în cazul în care 
sistemul primeşte căldură şi lucru mecanic din exterior. 

Calcul transferului de căldură se face prin folosirea capacităţilor termice, 
determinate experimental și definite prin relaţiile următoare: 

ct
v

V const

δQ
C

dT 
        (2.4.3.a) 

ct
p

p const

δQ
C

dT 
        (2.4.3.b) 

Relaţiile precizează parcursul de-a lungul căreia are loc transformarea 
termodinamică (volum constant sau presiune constantă) întrucât căldura nu este 
mărime de stare. 

Primirea de căldură de către sistem din mediu exterior va avea drept 
consecinţă efectuarea de lucru mecanic de către forţele de presiune în relaţia cu 
mediului înconjurător. 

Conform reprezentării din figura 2.4.1, lucrul mecanic efectuat de forţa de 
presiune p n  pe suprafaţa σ  care delimitează volumul de fluid V, cu normala exte-

rioară la suprafaţă supn , în condiţiile unei presiuni constante şi al dilataţiei 

volumului: dV V ' V  , este: 

mec sup
σ

dL p n dσ dr p dV           (2.4.4) 

Referitor la obţinerea lucrului mecanic efectuat în cursul transformării, printr-o 
operaţie de integrare pe curba  p p V , trebuie precizat că operaţia se poate face, 

matematic vorbind, numai pentru transformări termodinamice reversibile 
(parcurgerea în sens invers al transformării din punct de vedere al variaţiei 
mărimilor caracteristice conduce la aceeaşi stare iniţială). 
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Întrucât, în baza relaţiei (2.4.2) (ţinând seama de convenţia de semn pentru 

efectuarea de lucru mecanic de sistem asupra mediului), avem: 

ct intδQ dU p dV   , relaţiile (2.4.3) se rescriu: 

int int
v

V const V const

dU p dV U
C

dT T 

  
 


    (2.4.5.a) 

ct int int
p

p constp const p const p const

δQ dU p dV U V
C p

dT dT T T   

   
   

 
 (2.4.5.b) 

 
Fig. 2.4.1. Particulă de fluid de volum V şi suprafaţă exterioară  

 
Pe baza unor observaţii empirice s-a constatat că energia internă a unui 

fluid ideal depinde numai de temperatură  int intU U T , astfel că, în baza relaţiei 

(2.4.5.a), energia internă intU  se poate exprima ca funcţie numai de temperatura T 

prin intermediul capacităţii termice la volum constant vC : 

int vU C T          (2.4.6) 

Nivelul energetic al sistemului considerat se mai obişnuieşte să fie 
caracterizat global printr-o altă mărime energetică de stare numiră entalpie, 
introdusă prin relaţia următoare: 

entp intH U pV         (2.4.7.a) 

În cazul gazelor perfecte, entalpia se calculează în funcţie de capacitatea 
termică la presiune constantă prin relaţia: 

entp pH C T         (2.4.7.b) 

Prin al doilea principiu al termodinamicii se caracterizează sensul 
transformării termodinamice, şi implicit reversibilitatea sau ireversibilitatea 
procesului termodinamic considerat. Acest lucru se exprimă prin intermediul mărimii 
de stare denumită entropie, introdusă prin intermediul variaţiei: 

2 1
ct

entrp entrp entrp
δQ

dS S S
T

        (2.4.8) 

Între variaţia entropiei şi celelalte mărimi folosite pentru caracterizarea 
transformării există următoarea relaţie de legătură: 

entrp int mec int entpT dS dU δL dU p dV dH          (2.4.9) 

Conform relaţiei de definire a entropiei (2.4.8) al doilea principiu al 
termodinamicii arată că într-o transformare reversibilă adiabatică ( ctδQ 0  nu 

există schimb de căldură între sistem şi mediul exterior) variaţia entropiei este nulă: 
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entrpdS 0 , adică entropia sistemului se conservă. Dacă transformarea este 

ireversibilă şi adiabatică atunci entrpdS 0  şi entropia sistemului creşte. 

Relaţiile prezentate în cadrul acestui paragraf sunt o reprezentare de tip 
Lagrange a procesului. Obţinerea unei reprezentări de tip Euler a aspectelor 
termodinamice ale procesului de curgere, conformă cu cele prezentate în capitolul 
anterior, impune realizarea unor observaţii asupra procesului de curgere prin 
folosirea unui volum de control. Din punct de vedere termodinamic sistemul analizat 
va fi un sistem termodinamic deschis care prezintă atât schimburi de energie cât şi 
de masă cu mediul înconjurător, iar modul cum va fi dedusă această reprezentare 
va face parte dintre obiectivele paragrafului următor. 
 
 

2.5. Ecuaţiile curgerii laminare a fluidelor vâscoase 
 

Aspectele mecanice, cinematice şi termodinamice prezentate în paragrafele 
anterioare permit deducerea unei reprezentări matematice riguroase numai a pro-
cesului de curgere laminară a unui fluid vâscos. Ecuaţiile asociate acestei 
reprezentării poartă numele, în literatura de specialitate, de ecuaţiile Navier-Stokes-
Duhem. Despre mişcarea unui fluid vâscos printr-un tub de curent se spune ca este 
laminară dacă traiectoriile particulelor de fluid supuse observaţiilor sunt paralele 
între ele şi paralele cu axa tubului de curent. 

Regimul de curgere laminară este unul dintre regimurile de curgere care se 
poate întâlni în situaţii reale. Însă, în cazul curgerii gazelor naturale prin conductele 
de transport, cel mai adesea, curgerea lor are loc în regim turbulent. Dacă ne 
raportăm la definiţia dată pentru regimul de curgere laminară regimul de curgere 
turbulent este caracterizat şi prin existenţa unor mişcări secundare transversale pe 
axa tubului de curent. O reprezentare matematică riguroasă pentru descrierea 
generală a fenomenelor specifice regimului de curgere turbulentă nu se poate 
realiza din cauza complexităţii fenomenelor. Acest lucru este posibil însă, în diferite 
cazuri particulare de curgere în regim turbulent, cum este şi cazul curgerii gazelor 
reale prin conductele de transport, prin integrarea observaţiilor empirice şi a 
reprezentărilor matematice asociate lor în reprezentarea matematică a procesului de 
curgere laminară. Va rezulta o reprezentare matematică care se va folosi exclusiv 
pentru descrierea cazului particular de curgere turbulentă luat în considerare. 

În continuare se va face o prezentare, în principal după lucrările [11], [24], 
[29], a ecuaţiilor Navier-Stokes-Duhem. La baza deducerii acestor ecuații stă 
reprezentarea de tip Euler a observaţiilor asupra fenomenelor specifice procesului de 
curgere. 
 

2.5.1. Ecuaţia continuităţii 
Ecuaţia continuităţii exprimă principiul de conservare al masei m a corpului 

de volum material  V t  delimitat de mediul înconjurător prin suprafaţa închisă  σ t . 

Întrucât volumul material considerat va conţine tot timpul acelaşi număr de 
particule materiale şi neexistând surse de materie interioare corpului considerat, se 
poate scrie: 

 
mat

V t

m ρdV const        (2.5.1.a) 
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Relaţia (2.5.1.a) care exprimă principiul conservării masei într-o reprezentare 
Lagrange trebuie rescrisă într-o formă care să permită trecerea la reprezentarea de 
tip Euler prin folosirea teoremei Reynolds (2.3.5). Astfel dacă fixăm arbitrar volumul 
de control V considerând volumul material  V t  oprit la momentul de timp t, în baza 

relaţiei (2.3.5.a) putem scrie: 

 
 

V t V

d dρ
ρ dV 0 ρ div v dV 0

dt dt
              (2.5.1.b) 

Întrucât volumul de control V este un volum arbitrar ales la timpul t, 
condiţia de anulare a integralei este satisfăcută numai dacă integrandul din relaţia 
(2.5.1.b) se anulează, rezultând relaţia prin care se exprimă forma diferenţială a 
ecuaţiei de continuitate pentru o particulă de fluid: 

   dρ ρ
ρ div v 0 div ρv 0

dt t


     


     (2.5.2.a) 

Forma integrală a ecuaţiei de continuitate, aplicabilă unui volum de control V 
de particule de fluid de masă oarecare, delimitat prin suprafaţa de control închisă , 
rezultă prin aplicarea, în aceleaşi condiţii, a teoremei Reynolds, (2.3.5.b) 
reprezentării (2.5.1.a), şi are următorul aspect: 

sup
V σ

ρdV ρv n dσ
t


  
         (2.5.2.b) 

Relaţia (2.5.2.a) arată că variaţia locală a masei volumului V al corpului de 

fluid considerat: 

V

ρdV
t

   este cauzată de transferul de masă prin suprafaţa 

exterioară  a corpului reprezentat prin fluxul de masă: sup
σ

ρv n dσ  . 

Dacă mişcarea este staţionară ( mat

V

m
ρdV 0

t t
 

 
   ), fluxul hidrodinamic 

de masă (2.3.4.a) prin suprafaţa de control închisă σ  este nul (se conservă), adică: 

sup
σ

ρv n dσ 0         (2.5.3) 

Utilitatea relaţiei (2.5.3) este imediată în exprimarea conservării debitului 
masic (ca formă a principiului de conservare a masei) în cazul curgerii staţionare a 
unui fluid printr-un tub de curent cu secţiunea de intrare 1A , respectiv de ieşire 2A : 

1 2

sup sup
A A

ρv n dσ ρv n dσ          (2.5.4) 

Trebuie făcută următoarea observaţie legată de posibilitatea deducerii unei 
relaţii de legătură, pe baza ecuaţiei continuităţii (2.5.2) şi a teoremei Reynolds 

(2.3.5), între derivata totală a unei mărimi 

 V t

dV    caracteristice corpului de 

fluid de volum material  V t  oarecare şi derivata totală a mărimii specifice  
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(aceeaşi mărime însă care va caracteriza corpul de volum material cu masa 
unitate): 

 v t V

d d d
ρ dV ρ dV

dt dt dt
          (2.5.5) 

 
2.5.2. Ecuaţia mişcării 
În cazul curgerii laminare a fluidului ecuaţia mişcării este o formă generali-

zată a legii a doua a lui Newton (2.2.1) şi exprimă, practic, principiul conservării 
momentului de mişcare. Conform acestui principiu, variaţia momentului de mişcare 
al corpului de fluid de volum material  V t  delimitat prin suprafaţa închisă  σ t : 

 
misc

v t

M ρv dV   se produce numai sub acţiunea rezultantei forţelor care 

acţionează asupra volumului corpului fluid: 

   V t σ t

ˆF fρdV τdσ     ( f - 

intensitatea câmpului de forţe masice exterioare, τ̂ - tensiunea care acţionează pe 
suprafaţa de separare): 

miscdM
F

dt
          (2.5.6) 

Folosind relaţia (2.5.5) variaţia momentului de mişcare al corpului fluid se 
poate scrie pentru volumul de control arbitrar V, sub forma: 

 

misc

v t V

dM d dv
ρv dV ρ dV

dt dt dt
         (2.5.7.a) 

Exprimarea forţei rezultante F  se va face ţinând seama de relaţia 

(2.12.b) pentru rezultanta forţelor de tensiune exterioare 

σ

τ̂dσ  care acţionează 

asupra corpului de fluid de volum V prin intermediul suprafeţei exterioare : 
3

i

i 1V σ V

τ̂
ˆF fρdV τdσ fρ dV

t


     
 
 

        (2.5.7.b) 

Rezultă relaţia care exprimă principiul de conservare al momentului de 
mişcare în reprezentarea Euler: 

 

3 3
i i

i 1 i 1V V t V

ˆ ˆτ τdv dv
ρ dV fρ dV ρ fρ dV 0

dt t dt t
 

            
    
   

     (2.5.7.c) 

Întrucât volumul de control V este un volum arbitrar ales la momentul t, 
condiţia de anulare a integralei este satisfăcută numai dacă integrandul din relaţia 

(2.5.7.c) se anulează. Exprimând derivata totală 
dv
dt

 pe baza relaţiei (2.3.3.), se 

obţine: 

 
3

i

i 1

τ̂v 1
v v f 0

t ρ t



     

        (2.5.7.d) 
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Relaţia (2.5.7.d) constituie, într-o reprezentare Euler, ecuaţia de mişcare 

pentru o particulă de fluid care se deplasează cu viteza v  sub acţiunea combinată a 

forţelor exterioare masice de intensitate f  şi a tensiunii τ̂  (explicitate conform 
relaţiei (2.2.9)) ce acţionează pe suprafaţa exterioară a particulei. 

Componentele tensorului tensiunilor τ̂  din ecuaţia (2.5.7.d) se vor exprima 
în baza ecuaţiei constitutive (2.2.16) funcţie de componentele vectorului vitezei de 
deplasare v , ceea ce va permite scrierea formei diferenţiale a ecuaţiei de mişcare a 
fluidelor newtoniene pentru o particulă de fluid: 

       v 1 μ μ
v v f p v v 0

t ρ ρ 3ρ


            


   (2.5.8.a) 

Forma integrală a ecuaţiei de mişcare se obţine din ecuaţia (2.5.6) prin apli-

carea relaţiei (2.3.5.b) pentru exprimarea variaţiei momentului de mişcare miscdM

dt
: 

     sup sup
V σ V σ V

μ
ρvdV ρv vn dσ ρfdV pn dσ μ v v dV

t 3
                   (2.5.8.b) 

Relaţia (2.5.8.b) arată că variaţia locală a momentului de mişcare al masei 

volumului V al corpului de fluid considerat: 

V

ρvdV
t

   este cauzată de: 

a) transferul de mişcare prin suprafaţa exterioară  a corpului, reprezentat prin 

fluxul momentului de mişcare:   sup
σ

ρv vn dσ ; 

b) acţiunea forţelor exterioare masice: 

V

ρfdV  asupra masei corpului fluid; 

c) acţiunea forţelor de presiune hidrostatică: sup
σ

pn dσ  pe suprafaţa   de 

separare; 

d) acţiunea forţelor de viscozitate:    
V

μ
μ v v dV

3
        , similară acţiunii 

unor forţe de frecare (vâscoasă). 
 

2.5.3. Ecuaţia energiei 
Ecuaţia energiei exprimă principiul de conservare al energiei totale al unui 

corp de volum material de fluid. Există mai multe forme de scriere ale acestei ecuaţii 
în funcţie de maniera de reprezentare a formele de energie care o compun, respec-
tiv, ca sumă dintre energia externă şi energia internă. 

Energia externă are o interpretare pur mecanică, fiind rezultatul unui proces 
mecanic caracterizat prin producerea de lucru mecanic iar variaţia ei va conduce la 
variaţia mărimilor care descriu din punct de vedere mecanic procesul (în cazul 
corpurilor fluide: presiune, viteză, densitate). 

Energia internă va avea, în schimb, o interpretare pur termodinamică, fiind 
rezultatul unui proces de natură termodinamică, caracterizat prin schimb de căldură 
şi lucru mecanic, iar variaţia ei va conduce la variaţia temperaturii (indirect, în cazul 
gazelor şi la variaţia celorlalţi parametri de care este legată prin ecuaţia de stare). 
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În cazul corpului de fluid a cărui mişcare este descrisă de ecuaţia de mişcare 
(2.5.7), ecuaţia energiei externe se poate scrie pornind de la variaţia totală a 
energiei cinetice cinE  a corpului fluid de volum material  V t  de masă matm : 

2 2
cin

V V V

dE d ρ v d v dv
dV ρ dV ρ v dV

dt dt 2 dt 2 dt

      
 
 

     (2.5.9) 

Ţinând cont de formula (2.3.3) pentru explicitarea derivatei totale 
dv
dt

, în 

ecuaţia de mişcare (2.5.8.a) şi ecuaţia constitutivă (2.2.16), se vor putea detalia 
diferitele forme de transfer energetic specifice procesului de curgere numai din 
punct de vedere mecanic: 

   pot supcin mec viscdE dLdE dL δQ
dt dt dt dt dt

    (2.5.10) 

Semnificaţia termenilor este următoarea: 
a) Energia potenţială potE  care reprezintă lucrul mecanic efectuat la 

deplasarea unui corp de volum V de fluid cu densitatea  într-un câmp de 

forţe de intensitate f : pot

V

dE
ρ v f dV

dt
    ; 

b) Lucrul mecanic al forţelor de suprafaţă supL : 
k

3
sup

supk
k 1σ

dL
τ̂ v n dσ

dt


 
   
 
 
 ; 

c) Lucrul mecanic consumat pentru comprimarea mediului fluid mecL  (lucrul 

mecanic efectuat de forţa de presiune hidrostatică pe suprafaţa ): 

mec

V

dL
p v dV

dt
    ; 

d) Energia mecanică transformată în căldură viscQ  ca urmare a lucrului 

mecanic al forţelor de viscozitate din interiorul fluidului: visc

V

δQ
dV

dt
  . 

În relaţia de exprimare a puterii mecanice transformate în căldură viscδQ
dt

 

trebuie să se ţină seama de forma matematică a termenului care exprimă această 
disipare: 

 ik

3 3
2i

vit
ki 1k 1

v 1
2μ b v

x 3


 

    
 
 
      (2.5.11.a) 

Astfel, dacă se ţine seama de relaţia (2.2.6) de definire a coeficienţilor de 
deformare: 

ikvitb , se observă că: 0  , întrucât: 

       11 22 22 33 33 1111 22 33

2 222 2 2
vit vit vit vit vit vitvit vit vit

2μ
2μ b b b b b b b b b

3


 
         

 
 (2.5.11.b) 

Ecuaţia energiei interne rezultă din aplicarea primului principiu al termodina-
micii curgerii corpului fluid de volum material  V t . Se va lua în considerare numai 

transferul de căldură prin conducţie termică prin suprafaţa de separare  a corpului 
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de fluid cu mediul înconjurător ctδQ
dt

 (care se va putea exprima prin relaţia Fourier 

(2.5.12)), transformare energiei mecanice în căldură viscδQ
dt

 (interpretată ca sursă 

internă de căldură) şi lucrul mecanic efectuat pentru comprimarea mediului fluid 

mecdL
dt

: 

   ct
c ct

σ V

δQ
λ T n dσ λ T dV

dt
            (2.5.12) 

Prin ctλ  s-a notat coeficientul de transfer termic prin conducţie termică. 

Primul principiu al termodinamicii aplicat volumului material  V t  al corpului 

fluid se va exprima, ţinând cont de relaţia (2.4.2), sub forma: 

int mec ct viscdU dL δQ δQ
dt dt dt dt

         (2.5.13) 

Ecuaţia (2.5.13) arată că variaţia totală a energiei interne a corpului 
constituit dintr-un fluid vâscos este determinată de: 

a) Încălzirea gazului datorită comprimării: mecdL
dt

 ; 

b) Conducție termică ( ctλ 0 ): ctδQ
dt

; 

c) Transformarea în căldură al lucrului mecanic al forţelor de viscozitate 

viscδQ
dt

. 

Dacă se consideră un volum de masă unitară, cu folosirea relaţiei (2.2.8), în 
baza relaţiilor de definire a entalpiei (2.4.7.a), respectiv, a entropiei (2.4.9) se 
poate scrie forma diferenţială a ecuaţiei de conservare a energiei interne (2.5.13): 

 entrp
ct

ds
ρ T λ T

dt
              (2.5.14) 

Ecuaţia (2.5.14) arată că variaţia substanţială entrpds

dt
 a entropiei specifice 

entrp
entrp

mat

S
s

m
 , este produsă de disiparea energiei mecanice    şi conductibilitate 

termică  cλ . Entropia fluidului aflat în mişcare se conservă dacă conductibilitatea 

termică şi viscozitatea sunt nule, caz în care regimul de curgere este un regim 
izentropic de curgere. 

Dacă se neglijează conductibilitatea termică ( ctδQ
0

dt
  sau ctλ 0 ), 

situaţie care corespunde unei curgeri adiabatice efectuată fără schimb de căldură cu 
mediul exterior, ecuaţia (2.5.14) devine: 

entrpds
ρ T

dt
          (2.5.15) 
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Întrucât 0  , conform relaţiei de definiţie (2.5.11.b) avem entrpds
0

dt
 . 

Aceasta înseamnă că entropia mişcării adiabatice a fluidului vâscos este crescătoare 
astfel că din principiul al doilea al termodinamicii rezultă că mişcarea fluidului este o 
transformare termodinamică ireversibilă, fiind astfel un proces termodinamic 
neizentropic. 

Dacă se neglijează şi căldura care provine din frecarea vâscoasă, 0  , 

ecuaţia bilanţului energetic se reduce la ecuaţia: entrpds
0

dt
  care corespunde 

mişcării unui fluid ideal. Pentru ca mişcarea fluidului ideal să poată fi considerată 
izentropică, entropia asociată mişcării particulelor de fluid aflate pe diferite linii de 
curent trebuie să aibă aceeaşi valoare 

Ecuaţia de conservare a energiei totale a corpului de fluid se va scrie pe 
baza ecuaţiilor de conservare a energiei externe (2.5.10) şi interne (2.5.13): 

  supct
int cin pot

dLδQd
U E E

dt dt dt
         (2.5.16) 

 
 

2.6. Caracteristicile procesului de curgere 
a gazelor reale 

 
Procesul de curgere al gazelor reale prezintă o serie de caracteristici care nu 

pot fi reprezentate riguros matematic prin aplicarea unor principii sau ecuaţii ale fizi-
cii, reprezentarea matematică fiind rezultatul efectuării unor experimente şi deduce-
rii unor observaţii empirice [17], [30]. 

Astfel, din punct de vedere mecanic gazele reale se încadrează în categoria 
fluidelor vâscoase care opun rezistenţă curgerii iar măsura acestei rezistenţe este 

reprezentată prin coeficientul de viscozitate dinamică  (sau cinematică 
μ

ν
ρ

 ). 

Experimental s-a constatat că viscozitatea unui fluid variază semnificativ numai cu 
temperatura. Influenţa presiunii asupra viscozităţii este foarte mică. De exemplu, 
studiile de specialitate arătând că valoarea viscozităţii la o presiune de 20bar este cu 
4,6%  decât valoarea viscozităţii la presiunea de 1bar. 

Variaţia cu temperatura a coeficientului de viscozitate dinamică se poate 
aproxima cu o precizie suficient de bună prin relaţia lui Sutherland 

 
gaz 3

2N gazN
N N

gaz N N

C
1 T CT T T

μ T μ μ
C T T C T

1
T

    
         

 (2.6.1) 

În relaţia anterioară Nμ  reprezintă viscozitatea dinamică la 00 C  (sau echivalent 

NT 273,15K  care este temperatura stării termodinamice de referinţă normale), 

iar gazC  constantă de calcul. Pentru gazul metan gazC 164K  iar 

6
Nμ 10,29 10 Pa s   . 

Din punct de vedere termodinamic comportamentul gazelor reale (vâscoase) 
diferă de cel al gazelor perfecte (ideale). Acest lucru a necesitat introducerea unui 

BUPT



2. Modelul continuu al procesului de curgere al gazului natural 
    prin conductele de transport 64 

 
factor de abatere  Z p,T  (denumit şi factor de compresibilitate) în scrierea ecuaţiei 

de stare a gazelor reale raportată la ecuaţia de stare a gazelor reale (2.4.1.b): 

pp ZρR T         (2.6.2) 

Calculul factorului de abatere  Z p,T  se poate face cu o precizie destul de 

bună, în funcţie de valorile reduse (raportate) ale presiunii şi temperaturii, 

red
cr

p
p

p
 , respectiv red

cr

T
T

T
 , pe baza unei relaţiei, destul de uzuale, a lui 

Berthelot: 
2

red

red red

p9 1
Z 1 1 6

128 T T

           

     (2.6.3.a) 

Parametrii crp  şi crT  caracterizează starea termodinamică critică a gazului, 

respectiv starea fizică în care faza lichidă şi faza gazoasă se confundă. 
„American Gaz Association” (AGA) recomandă pentru presiuni până la 70 de 

bar folosirea următoarei relaţii de calcul a factorului de abatere: 

red
red

red

p
Z 1 0,257p 0,533

T
        (2.6.3.b) 

Pentru calcularea cu o precizie mai ridicată a factorului de abatere Z se 
foloseşte relaţia Hall-Yarborough: 

   2ired1,2 1 Tred ired0,06125p T
Z p,T e

y
      (2.6.3.c) 

în care: 

a) Temperatura inversă redusă: ired
red

1
T

T
 ; 

b) Parametrul y se determină prin rezolvarea următoarei ecuaţii neliniare: 

 
 

 
 

2
ired

ired

2 3 41,21 T 2 3 2
red ired ired ired ired3

2,18 2,82T2 3
ired ired ired

y y y y
0,06125p T e 14,76T 9,76T 4,58T y

1 y

  90,7T 242,2T 42,4T y 0

 



  
    



   

 (2.6.3.d) 

Din punct de vedere cinematic, curgerea gazului natural prin conductele de 
transport are loc, în cele mai multe din cazurile practice, în regim turbulent. După 
cum s-a mai precizat şi la începutul paragrafului 2.5, curgerea în regim turbulent 
prezintă pe lângă mişcarea principală de curgere de-a lungul axei conductei şi 
mişcări secundare transversale pe această axă. 

Criteriul după care se face discriminarea regimului de curgere este numărul 
Reynolds, adimensional. Pentru o conductă circulară cu diametrul interior D prin 
care curge, cu viteza medie Mv , un fluid cu viscozitatea cinematică , numărul 

Reynolds se calculează cu relaţia: 

Mv D
Re

ν
         (2.6.4) 

Experimental s-au stabilit nişte intervale de variaţie ale numărului Reynolds 
care permit încadrarea regimului curgerii. Astfel dacă crit _ inf eriorRe Re 2.000   

curgerea are loc, exclusiv, în regim laminar. Chiar dacă apare o perturbaţie care 
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scoate curgerea din acest regim, în momentul dispariţiei perturbaţiei curgerea 
revine la regimul laminar. Pentru valori crit _superiorRe Re 100.000   curgerea 

are loc numai în regim turbulent. Pentru crit _ inf erior crit _superiorRe Re Re   orice 

perturbaţie transformă ireversibil în curgere turbulentă orice curgere laminară 
existentă. 

În cazul curgerii turbulente existenţa mişcărilor transversale pe direcţia 
principală de curgere conduce la schimbări bruşte ale traiectoriilor particulelor fluide 
astfel încât vom avea o distribuţie a vitezei mult mai aplatizată decât distribuţia de 
tip parabolic existentă în cazul unui regim laminar de curgere (figura 2.6.1). 
Acest profil al vitezei, specific regimului turbulent de curgere, face ca regimul 
turbulent de curgere să fie mai eficient din punctul de vedere al transferului de 
masă decât regimul laminar. 
Mişcarea haotică a particulelor de fluid va induce un caracter aleatoriu mărimilor 
caracteristice procesului de curgere. 

 
Fig. 2.6.1. Profiluri de curgere viteză 

 
Ca metodă de deducere a unei reprezentări matematice a procesului de cur-

gere în regim turbulent, în mecanica fluidelor [11] se folosește o metodă bazată pe 
descompunerea mărimilor caracteristice procesului de curgere într-o parte medie şi 
o parte pulsatorie (aleatoare), şi înlocuirea lor, sub această formă în ecuaţiile 
asociate reprezentării matematice a curgerii în regim laminar. Pentru ca 
reprezentarea rezultantă să fie completă (sistemul de ecuaţii să fie un sistem închis) 
vor trebui găsite relaţii de legătură între mărimile pulsatorii. 

Însă, în aplicaţiile practice care ţin de curgerea gazului prin conductele de 
transport o astfel de metodă este greu de aplicat. S-a preferat cumularea efectelor 
introduse de mărimile pulsatorii cu efectul viscozităţii gazului sub forma rezistenţei 
mecanice opusă de gazul real la curgere, măsurată experimental prin pierderea de 
presiune de-a lungul tronsonului de conductă considerat. 

Pentru exprimarea acestor pierderi de presiune s-a luat ca punct de pornire 
curgerea în regim laminar printr-un tronson de conductă de lungime L şi diametru 
interior D prin care fluidul vâscos cu densitatea , curge cu viteza medie Mv . Prin 

rezolvarea ecuaţiei de mişcare s-a obţinut următoarea relaţie de calcul a pierderii de 
presiune de-a lungul tronsonului de lungime L: 

2
Mρvλ

p L
D 2

           (2.6.5) 

Semnul minus din relaţia (2.6.5) arată descreşterea presiunii în sensul de curgere al 
fluidului cu viteza Mv . 
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Exprimarea acestor pierderi s-a făcut prin intermediul factorului de pierderi 

hidraulice (care se poate interpreta şi ca un coeficient de frecare)  având 
următoarea formulă de calcul: 

64
λ

Re
          (2.6.6) 

În literatura de specialitate, acest coeficient mai poartă numele şi de coefici-
entul lui Darcy-Weisenbach, sau coeficientul Fanning: 

Fan
1

λ λ
4

         (2.6.7) 

Cercetările experimentale făcute pentru studiul legăturii dintre factorul de 

pierderi hidraulice , numărul Reynolds Re şi rugozitatea interioară relativă a
r

k
r

D
  

a peretelui interior al conductei de transport de rugozitate interioară absolută ak , 

au condus la diagrama prezentată în figura 2.6.2, denumită şi diagrama Moody. 

 
Fig. 2.6.2. Diagrama Moody 

 
Din figură 2.6.2 se pot trage o serie de concluzii, şi anume: 

a) Mişcarea este laminară pentru Re 2.000 ; 
b) Pentru domeniul mişcării laminare, factorul de pierderi hidraulice λ  depinde 

exclusiv de numărul Reynolds; 
c) În domeniul mişcării turbulente există nişte regimuri de curgere pentru care, 

indiferent de rugozitate, factorul de pierderi hidraulice  depinde numai de 
numărul Reynolds (cazul conductelor hidraulice netede); 
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d) De la o anumită valoarea a numărului Reynolds, factorul de pierderi 
hidraulice λ  rămâne constant şi depinde numai de rugozitatea relativă 
(cazul conductelor hidraulice rugoase); 

e) Aceeaşi conductă poate fi hidraulic rugoasă sau hidraulic netedă, în funcţie 
de valoarea numărului Reynolds şi de valoarea rugozităţii relative. 
În cazul conductelor cu diametrul interior: D 60cm , o estimare rapidă a 

coeficientului de rezistenţă hidraulică  a unui tronson de conductă de diametru 
interior  D cm  se poate face prin intermediul formulei Weymouth: 

3
0,04363

λ
D

         (2.6.8) 

Metoda de calcul empiric pentru factorul de pierderi hidraulice λ  la nivelul 
unei secţiuni de curgere presupune că se cunosc: diametrul interior al conductei D, 
rugozitatea absolută ak  (tabelul din figura 2.6.4), viteza medie pe secţiune: Mv  şi 

viscozitatea cinematică : 
  

 
Fig. 2.6.4. Valorile rugozităţii absolute echivalente pentru diferite tipuri de materiale 

 
a) Se alege o rugozitate absolută echivalentă ak ; 

b) Se calculează viscozitatea cinematică ν  a gazului la temperatura de curgere 

MT  pe baza formulei:
μ

ν
ρ

 , în care: μ - viscozitatea dinamică a gazului a 

cărei variaţie cu temperatura, funcţie de viscozitatea dinamică din starea 
termodinamică normală, se va calcula cu relaţia (2.6.1), iar  - densitatea 
gazului calculată pe baza ecuaţiei de stare (2.6.2); 

c) Se calculează numărul Reynolds cu relaţia (2.6.4); 
d) dacă Re 2.000  curgerea are loc în regim laminar, caz în care coeficientul 

de rezistenţă hidraulică , se calculează cu formula Hagen-Poiseuille (2.6.6); 
e) În cazul în care: Re 2.000  curgerea are loc în regim turbulent, caz în care 

coeficientul de rezistenţă hidraulică  se calculează cu formula implicită 
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Colebrook-White, cu reprezentarea grafică din figura 2.6.2, valabilă în 
întregul domeniu al mişcării turbulente: 

ak1 2,51
2 lg

3,71Dλ Re λ

 
   

 
      (2.6.9) 

Iniţializarea calculelor se poate face pornind de la o valoare iniţială 0λ  a 

coeficientului de pierderi hidraulice alegând o valoare din intervalul  0,02...0,04 , o 

valoare mai mică alegându-se pentru conductele cu diametru mai mare. O estimare 
a acestei valori se poate face pentru conductele cu diametrul mai mic de 600mm cu 
formula Weymouth, relaţia (2.6.8). 

Pentru formula implicită Colebrook-White există formule explicite de calcul 
(precizia de calcul sub 2%) cum ar fi:  

a) Formula Techo: 
2

ak1,964 lnRe 3,8215
λ 0,8685 ln

Re 3,71D

   
    

  
   (2.6.10.a) 

b) Formula Haaland: 

2
1.11

a

1
λ

k 6,9
1,8 lg

3,71D Re


            

     (2.6.10.b) 

În domeniul conductelor hidraulic netede, rugozitatea nu are nici o pondere 
şi relaţia (2.6.9) se reduce la relaţia von Karman şi Prandtl: 

 1
2 lg Re λ 0,8

λ
         (2.6.11) 

Pentru relaţia von Karman-Prandtl, există o serie de formule de aproximare şi 
anume: 

a) Formula Blasius verificată experimental pentru 5Re 10 : 

4
1

λ
100 Re

         (2.6.12) 

b) Formula Konakov cu valabilitate extinsă până la 7Re 10 : 

 1
1,8 lg Re 1,5

λ
          (2.6.13) 

În schimb, în cazul conductelor hidraulic rugoase, numărul Reynolds este 
suficient de mare astfel încât în relaţia (2.6.9) ponderea primului termen din 
paranteză să devină foarte mică, relaţia  Colebrook-White (2.20) reducându-se la 
formula Karman-Nikuradse: 

ak1
2 lg 1,14

Dλ
         (2.6.14) 

Încadrarea conductei într-unul din aceste regimuri de curgere turbulentă, 
respectiv hidraulic neted, de tranziţie (semirugos sau prepătratic) sau hidraulic 
rugos (turbulent pătratic) şi folosirea unor formule simplificate de calcul a 
coeficientului de pierderi hidraulice, se face pe baza criteriului: 

a
r

k
C Re λ

D
         (2.6.15) 

Astfel vom avea: 
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a) rC 9,4 , conducta este hidraulic netedă; 

b) r9,4 C 200  , conducta este în regim de tranziţie; 

c) rC 200 , conducta este hidraulic rugoasă. 

Literatura americană [17] indică pentru ţevi cu diametru de peste 250mm o 
rugozitate absolută echivalentă începând cu ka=0,01778, iar pentru ţevi cu diametru 
mai redus: ka=0,01524. Unele fabrici de ţevi din Europa indică pentru ţevi noi trase 
ka=0,02…0,1, iar pentru ţevi sudate ka=0,04…0,1. Aceste valori sunt prevăzute 
pentru ţevi noi, dar dacă se ţine seama de deteriorarea, în timp a ţevilor ca urmare 
a curgerii fluidului, pentru ţevi trase se va adopta ka=0,05 iar pentru ţevi sudate 
ka=0,1. 
 
 

2.7. Modelul continuu al curgerii gazului natural 
printr-o conductă de transport 

 
Reprezentarea matematică a procesului de curgere a gazelor naturale prin 

conductele de transport va ţine seama de simplificările ce se pot opera asupra ecua-
ţiilor prezentate în cadrul paragrafului (2.5) prin integrarea reprezentărilor matema-
tice particulare asociate observaţiilor empirice care ţin de caracteristicile gazelor 
reale detaliate în paragraful (2.6) precum şi luarea în considerare a geometriei con-
ductei de transport. 

Astfel, întrucât aproape toate cazurile de curgere întâlnite în industria gazi-
feră se situează în zona curgerii turbulente toate mărimile prin care se descrie cur-
gerea: densitatea ρ , presiunea p, viteza de curgere v şi temperatura T se consideră 
a fi valori medii temporale raportate la secţiunea conductei de transport. Efectul vis-
cozităţii gazului, respectiv, al turbulenţei se va introduce în ecuaţiile curgerii sub for-
ma unor pierderi de presiune cuantificate prin factorul de pierderi hidraulice . 

Considerarea geometriei conductei de transport şi anume lungimea con-
ductei mult mai mare decât diametrul ei permite a trata curgerea gazului ca o cur-
gere unidimensională caracterizată prin aceea că numai componentele vectorilor 
mărimilor, care descriu procesul, orientate de-a lungul axei conductei 1Ox Ox  sunt 

nenule. Restul componentelor, orientate după celelalte axe de coordonate: 

2Ox Oy  şi 3Ox Oz , se vor considera egale cu zero. Vom avea atunci: 

a)    p x,t p x,t ; 

b)    v x,t v x,t ; 

c)    ρ x,t ρ x,t ; 

d)    T x,t T x,t . 

Pentru scrierea ecuaţiilor procesului de curgere unidimensională pornind de 
la ecuaţiile curgerii laminare a fluidelor vâscoase cu simplificările propuse, se 
consideră tronsonul de conductă de diametru interior D const  şi lungime L, din 
figura 2.7.1. 

Procesul de curgere al gazului realizat cu viteza  v x,t  se va observa prin 

intermediul volumului de control definit ca volumul interior al tronsonului de conduc-

tă: V A L  , cu elementul de volum dV Adx . Prin 
2πD

A
4

  s-a notat secţiunea 
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circulară de curgere, iar  α x  este unghiul de înclinare al tronsonului de conductă 

astfel încât:   dz
sinα x

dx
 . 

 
Fig. 2.7.1. Tronson de conductă 

 
Efectul viscozităţii gazului, respectiv efectele componentelor pulsatorii speci-

fice regimului turbulent de curgere vor fi cuantificate printr-un termen de pierderi de 
presiune având o formă similară celui definit prin relaţia (2.6.5). Pentru elementul 
de volum de control dV din figura 2.7.1 el va avea o formă care va arăta şi orienta-

rea pierderilor de presiune în cazul vitezelor negative: frec ρv vdp λ
dx D 2

  . 

Întrucât curgerea are loc în câmp gravitaţional, pentru înclinaţia conductei 
dată de unghiul  α x , intensitatea câmpului de forţe exterioare se reduce la 

acceleraţia gravitaţională, respectiv:  f g sinα x  . 

În ceea ce priveşte schimburile energetice cu mediul înconjurător se va lua 
în considerare numai transferul de căldură realizat cu solul prin conducţie termică 

prin peretele conductei, definit prin intermediul fluxului termic ct
J

q
kg s

 
  

 astfel 

încât: 
L

ct
ct

0

δQ
ρq Adx

δt
  . 

Energia internă intU  a masei de gaz 
L

mat

0

m ρAdx   se va exprima ca o funcţie 

de temperatura T prin intermediul căldurii specifice la volum constant v
J

c
kg K

 
  

, 

(măsurată experimental) astfel: 
L

int v

0

U ρc TAdx  . 

În aceste condiţii simplificatoarea, forma diferenţială a ecuaţiilor curgerii 
laminare a fluidelor vâscoase (2.5.2.a), (2.5.8.a) şi (2.5.22) aplicate curgerii 
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unidimensionale nestaţionare a gazului prin tronsonul de conductă din figura (2.7.1) 
este: 

 ρvρ
0

t x


 

 
        (2.7.2.a) 

   2ρv ρv vρv p λ
ρg sinα 0

t x x D 2

 
    

  
    (2.7.2.b) 

2 2

v v ct
ρv ρv

ρc T ρgz ρc T ρgz p v ρq
t 2 x 2

                
          

  (2.7.2.c) 

Sistemul de trei ecuaţii (2.7.2) cu funcţiile necunoscute  p,v,T ,ρ  se închi-

de prin adăugarea ecuaţiei de stare (2.6.2): 

p

p
ρ

ZR T
         (2.7.2.d) 

Întrucât, în situaţiile practice, se măsoară debitul Q (masic sau volumic) şi 
nu viteza v de curgere, respectiv, se cunoaşte coeficientului de transfer termic, prin 

pereţii conductei, L
W

k
m K

 
  

 între masa de gaz şi mediul înconjurător (solul cu tem-

peratura solT ), sistemul de ecuaţii (2.7.2) se rescrie, în variabilele  p,Q,T  sub 

forma: 
1 p 1 Q

0
R t ZT A x

       
       (2.7.3.a) 

2

2 2
Q Q ZT1 Q R Q ZT p R λ p

g sinα 0
A t x p x 2D p ZRTA A

        
    

  (2.7.3.b) 

   

2 2
v v

2 2

L
sol

c cp 1 RQ ZT p p 1 RQ ZT p RQZT
gz gz

t R Z 2 p ZRT x R Z 2 p ZRT A pA A

δ QZT kR
     + T T

A δx A

               
          

 

 (2.7.3.c) 

Prin Q s-a notat debitul masic instantaneu (2.3.4) sau fluxul de masă 
transportat cu viteza v prin secţiunea de curgere A: 
Q ρvA         (2.7.4) 

Din punct de vedere sistemic, reprezentarea matematică a procesului de 
curgere nestaţionară unidimensională a gazului printr-un tronson de conductă dată 
prin sistemul de ecuaţii diferenţiale cu derivate parţiale (2.7.2) sau (2.7.3) 
constituie modelul continuu al unui proces cu parametrii distribuiţi având orientarea 
stabilită prin alegerea condiţiilor de frontieră. 

O prezentarea mai detaliată din punct de vedere al aspectelor care ţin de 
teoria sistemelor şi de metodelor de rezolvare se va face în capitolele care urmează. 
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Capitolul 3: Metode analitice şi numerice 
utilizate pentru studiul procesului de curgere 

descris prin modele continue
 
 

3.1. Generalităţi 
 

După cum s-a văzut în capitolul 2 curgerea gazului este descrisă printr-un 
model matematic complex a cărui aplicabilitate practică este strâns legată de 
găsirea unor metode analitice şi numerice de studiu. 

Cercetările experimentale privind curgerea gazelor prin conductele de trans-
port, în diferite condiţii de funcţionare, au arătat valabilitatea unor forme simplifica-
te ale modelului matematic. În acest sens, la nivelul subcapitolului 3.2, va fi prezen-
tat setul de ipoteze, cu caracter semiempiric, rezultat din luarea în considerare nu-
mai a celor mai des întâlnite condiţii în care are loc curgerea gazelor prin conductele 
de transport, şi care permit operarea unor simplificări la nivelul modelului mate-
matic. 

Utilizând o formă simplificată a modelului matematic, curgerea în regim 
staţionar printr-un tronson orizontal de conductă va putea fi complet caracterizată 
prin rezolvarea analitică a modelului considerat. Metoda de soluţionare şi formulele 
rezultate pentru mărimile care descriu regimul staţionar de curgere vor fi prezentate 
în cadrul subcapitolului 3.3. 

Aceeaşi formă simplificată a modelului matematic va fi folosită, în cadrul 
subcapitolului 3.4, pentru analiza modurilor de comportament dinamic asociat 
regimului nestaţionar (tranzitoriu) de curgere. 

Pe de altă parte, dacă nu se ţine seama de nici o ipoteză simplificatoare, 
complexitatea matematică a modelului matematic al curgerii face aproape imposibilă 
rezolvarea lui pe cale analitică. Obţinerea unei soluţii aproximative va avea în 
vedere folosirea unor metode numerice de calcul. În cadrul subcapitolului 3.5, 
pornind de la descrierea problemei de simulare numerică din punct de vedere 
sistemic, se prezintă o serie de aspecte de bază privind aplicarea metodelor de 
rezolvare numerică bazate pe diferenţe finite, finalitatea constituind-o o abordare 
sistemică a problemei convergenţei metodei. 

În subcapitolul 3.6, se discută aplicabilitatea metodelor numerice cu 
diferenţe finite în cazul sistemelor inflexibile („stiff”) de ecuaţii diferenţiale la care se 
ajunge în cazul discretizării spaţiale a sistemelor de ecuaţii cu derivate parţiale 
asociate reprezentării matematice a procesului de curgere al gazelor prin conductele 
de transport. Se va prezenta şi o modalitate de îmbunătăţire a performanţelor 
acestor metode numerice în ceea ce privește aplicarea lor în rezolvarea numerică a 
sistemelor inflexibile de ecuaţii diferenţiale. Subcapitolul este finalizat cu o 
prezentare a algoritmului de calcul al metodei Runge-Kutta-Chebyshev. 

Ultimul subcapitol, 3.7, este rezervat prezentării unor concluzii. 
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3.2. Simplificarea modelului curgerii 
 

După cum s-a arătat şi în cadrul capitolului 2, sistemul de ecuaţii diferenţiale 
asociat modelului matematic al curgerii nestaţionare a gazului prin conductele de 
transport rezultă în urma particularizării şi integrării unor observaţii empirice în 
cadrul sistemului de ecuaţii diferenţiale care descriu curgerea laminară a fluidelor 
vâscoase.  

Pentru tronsonul de conductă din figura 3.2.1, curgerea unidimensională 
nestaţionară este descrisă de sistemul de ecuaţii diferenţiale cu derivate parţiale, 
(3.2.1) în care mărimile care caracterizează procesul de curgere: presiune  p x,t , 

viteza  v x,t , temperatura  T x,t , densitatea  ρ x,t  sunt funcţiile necunoscute. 

Prin x s-a notat coordonata direcţională şi prin t timpul.  

 
Fig. 3.2.1. Tronson de conductă 

 

 ρvρ
0

t x


 

 
        (3.2.1.a) 

   2ρv ρv vρv p λ
ρg sinα 0

t x x D 2

 
    

  
    (3.2.1.b) 

2 2

v v ct
ρv ρv

ρc T ρgz ρc T ρgz p v ρq
t 2 x 2

                
          

  (3.2.1.c) 

Sistemul de ecuaţii devine un sistem complet determinat (numărul de ecua-
ţii este egal cu numărul de necunoscute) prin adăugarea ecuaţiei de stare a gazului: 

p

p
ρ

ZR T
         (3.2.1.d) 

Semnificaţia celorlalte mărimi componente ale sistemului de ecuaţii (3.2.1) este: 
a) int vu c T  - energia internă specifică a gazului, cu vc  - căldura specifică a 

gazului la volum constant; 
b)  Z Z p,T  - factorul de abatere adimensional, care exprimă abaterea 

gazului natural de la comportamentul termodinamic al gazului ideal; 
c) z – elevaţia tronsonului de conductă; 
d) D  – diametrul interior (constant pe toată lungimea L  a tronsonului 

considerat); 
e) A  - secţiunea de curgere; 
f) ctq  – cantitatea de căldură schimbată prin conducţie, prin peretele 

tronsonului de conductă cu mediul înconjurător, de volumul de gaz, 
raportată la unitatea de timp, şi masa de gaz a volumului considerat, 
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caracterizată prin coeficientului L
W

k
m K

 
  

 de transfer termic prin pereţii 

conductei; 
g) solT  - temperatura solului; 

h) pR  – constanta generală specifică a gazului; 

i) 
2

m
g 9,81

s
  - acceleraţia gravitaţională; 

j)  λ λ Re  - factorul de pierderi de presiune, adimensional. 

Din punct de vedere matematic soluţia sistemului de ecuaţii (nedeter-
minabilă pe cale analitică) (3.2.1) va fi unică prin stabilirea condiţiilor limită (inițiale 
și de frontieră). Mai multe despre alegerea condiţiilor de frontieră şi legătura 
acestora cu orientarea sistemului de ecuaţii din punct de vedere al teoriei sistemelor 
se vor prezenta în cadrul subcapitolului 3.5 care priveşte obţinerea unei soluţii 
aproximative pe baza metodelor numerice. 

În cele ce urmează, pe baza lucrărilor [22], [62], [63], sunt prezentate o 
serie de aspecte matematice privind simplificarea structurii modelului şi modul de 
calcul al anumitor mărimi şi parametri ai acestuia, în cazul considerării anumitor 
condiţii de funcţionare. Se pot deduce astfel, fără a avea pretenţia de rigurozitate 
matematică excesivă, forme simplificate ale modelului matematic, care facilitează 
studierea, pe cale analitică sau numerică a procesului de curgere. Cunoaşterea 
modelului matematic al procesului condus, chiar sub o formă simplificată, este 
importantă pentru determinarea algoritmului de control. 

Cea mai importantă observaţie privind condiţiile de funcţionare ale unei 
conducte de transport este de natură termodinamică şi se referă la modul în care 
are loc schimbul de căldură. Există două cazuri şi anume: 

a) Curgerea izotermă care are loc în condiţiile unui schimb complet de căldură 
cu mediul înconjurător (solul în care este îngropată conducta). Ea este 
specifică regimurilor tranzitorii lente cauzate cel mai adesea de variaţia 
debitului la consumatori. Dinamica lentă asigură suficient timp ca sistemul 
să ajungă într-o stare de echilibru termodinamic caracterizată printr-o 
temperatură egală cu cea a mediului înconjurător (solul în care este 
îngropată conducta). Conducta de transport poate fi considerată ca un 
element de stocare de căldură de capacitate infinită aflat la temperatură 
constantă. 

b) Curgere adiabatică (în anumite condiţii chiar izentropică) care are loc fără 
schimb de căldură cu mediul înconjurător. Este specifică regimurilor 
tranzitorii caracterizate prin schimbări bruşte ale valorii presiunii (defecte de 
tipul rupere de conductă sau anumite manevre tehnologice locale) care 
conduc la viteze mari de curgere care nu mai asigură timpul necesar 
atingerii stării de echilibru termodinamic. 
Lungimile mari de conductă îngropată (tronsoane de zeci sau sute de 

kilometri) de diametre relativ mari conduc la volume mari de gaz acumulate în 
interiorul acestora care fac realistă ipoteza unei dinamici suficient de lente pentru a 
situa procesul de curgere în regim termodinamic izoterm cu temperatură gazului 
egală cu cea a solului datorită neizolării termice a pereţilor conductelor. 

O observaţia cu caracter empiric privind influenţa temperaturii asupra celor-
lalte mărimi caracteristice procesului de curgere se poate face pe baza domeniului 
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de variaţie al temperaturii şi anume valoarea minimă dată de temperatura solului 

0
minT 5...7 C , respectiv, maximă, datorată încălzirii în staţii de uscare sau staţii 

de compresoare 0
maxT 30 C . Aceasta conduce la domeniul de temperatură 

exprimat prin diferenţa 0T 25 C   (sau grade K) a temperaturii, care raportată la o 

temperatură medie a solului 0
solT 7 C 280,15K   înseamnă mai puţin de 10% . 

În [63] se arată că ignorarea variației temperaturii în reprezentarea 
matematică a procesului de curgere printr-un tronson de conductă conduce la 
diferenţe de sub 2%  în obţinerea distribuţiei de presiune. Valoarea prezentată este 
orientativă pentru aprecierea ordinului de mărime al erorii de calcul numeric. 

Trebuie reţinută şi observaţia care se face în [22], tot în acest sens, legată 
de dependenţa în regim dinamic a presiunii, densităţii şi vitezei de curgere cu 
rădăcina pătrată a temperaturii. 

Ceea este important de reţinut din aceste observaţii este că, prin 
considerarea unei temperaturii medii constante a gazului stabilizată la valoarea 
temperaturii solului M solT T , se poate renunţa la ecuaţia (3.2.1.c) de conservare a 

energiei, ecuație care exprimă, practic, variaţia temperaturii în cadrul procesului de 
curgere. Astfel se reduce dimensiunea modelului matematic şi, implicit, 
complexitatea lui. 

În ceea ce priveşte ecuaţia de mişcare (3.2.1.b) analiza numerică legată de 

ordinul de mărime al termenilor componenţi au arătat că influenţa termenilor  ρv

t




 

şi  2ρv

x




 asupra comportamentului dinamic este, din punct de vedere valoric, mai 

mică de 1%  din cea a termenului 
2λ ρv

D 2
 asociat pierderilor prin frecare. Această 

valoarea trebuie luată tot cu caracter orientativ. 
Din cele prezentate până acuma se poate concluziona că, în funcționarea 

sistemelor de transport gaze naturale, în cele mai multe situaţii normale de 
funcţionare, procesul de curgere al gazului printr-un tronson de conductă ar putea fi 
bine caracterizat de un model simplificat de forma următoare: 

 ρvρ
0

t x


 

 
        (3.2.2.a) 

ρv vp λ
ρg sinα 0

x D 2


  


      (3.2.2.b) 

p

p
ρ

ZR T
         (3.2.2.c) 

Caracterul neliniar ar sistemului de ecuaţii diferenţiale (3.2.2) poate fi 
atenuat tot pe baza formulării unor observaţii referitoare la anumiţi parametrii ai 
sistemului, respectiv  α x ,  λ Re ,  Z p,T . 

Astfel unghiul de înclinaţia al tronsonului de conductă  este nul în cazul 
unui tronson de conductă orizontal. În caz contrar, cu o bună aproximaţie, se poate 
lua numai înclinarea totală a tronsonului de conductă: 

z
sinα const

L


         (3.2.3) 
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Prin z  s-a notat diferenţa de nivel între capetele tronsonului considerat. 

Pentru factorul de pierderi de presiune , o variaţie a debitului de gaz de la 
3Nm

2.000.000
h

 la 
3Nm

8.000.000
h

 conduce la o variaţie relativă a factorului de 

pierderi de presiune de aproximativ 20% . Această variaţia poate părea mare însă 
ea nu este chiar foarte relevantă în influenţarea comportamentului dinamic întrucât 
experienţa practică a arăta dependenţa în regim dinamic a presiunii, densităţii şi 
vitezei de curgere cu rădăcina pătrată a factorului de pierderi hidraulice . 

În ceea ce priveşte factorul de abatere Z, considerarea curgerii în regim 
termodinamic izoterm la temperatura medie M solT T const  , permite rescrierea 

relaţiei (2.6.3.a) numai funcţie de presiunea p: 
   

MT T
Z p,T Z p 1 τp


         (3.2.4.a) 

Parametrul τ  se poate calcula, ţinând cont de relaţia (2.6.3.a) după formula: 
2

cr red red

9 1 1
τ 1 6

128 p T T

           

     (3.2.4.b) 

În condiţiile de faţă, calculele au arătat că o variaţie a presiunii cu 10bar  
în jurul unei valori medii, variaţia relativă a factorului de abatere Z este sub 3%  
faţă de valoarea calculată cu relaţia Hall-Yarborough (2.6.3.b). 

Dacă se ţine seama şi de aceste observaţii procesul de curgere al gazului s-
ar putea descrie suficient de precis în jurul unei stări staţionare de funcţionare prin 
intermediul modelului simplificat format de sistemul neliniar de ecuaţii diferenţiale 
(3.2.2), cu mărimile necunoscute  p,v ,ρ  şi setul de parametri constanţi  α,λ,Z . 

În acest context simplificator mai trebuie făcută o ultimă observaţie care se 
referă la viteza c de propagare a perturbaţiilor, respectiv unda de presiune asociată 
propagării. După cum se ştie, orice perturbaţie de presiune se propagă în mediul 
gazos cu viteza locală a sunetului [29], [30]. Din punct de vedere termodinamic, în 
imediata vecinătate a perturbaţiei, procesul de consideră adiabatic iar viteza 
sunetului se determină în baza relaţiei: 

entrp

2

s const

p
c

ρ 

 
   

       (3.2.5) 

Prin entrps  s-a notat entropia specifică, iar condiţia s const  va indica un proces 

izentropic. 
În baza relaţiei (3.2.4.a), ecuaţia de stare (3.2.2.c) a unui proces de 

curgere izoterm care are loc la temperatura medie MT const , se poate aduce la 

forma: 

  p M

p
ρ

1 τp R T



       (3.2.6.) 

Întrucât: 
 2 2

p

1 ρ 1
pc 1 τp R T


 
 

, rezultă următoarea relaţie de calcul a 

vitezei sunetului în gaz pentru procesul de curgere izoterm considerat: 

    p Mc p 1 τp R T         (3.2.7) 
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Pentru o temperatură a solului O
M solT T 7 C   la care se presupune că s-a 

stabilizat din punct de vedere termodinamic curgerea şi o presiunea statică de 

20bar, viteza medie a sunetului în gaz are valoarea aproximativă: M
m

c 364
s

 . 

 
 

3.3. Regimul staţionar al procesului de curgere 
printr-un tronson orizontal de conductă 

 
Procesul de curgere staționară a gazului, fără schimbarea sensului, în regim 

termodinamic izoterm, la temperatura medie M solT T const  , prin tronsonul 

orizontal (α 0 ) de conductă din figura 3.3.1, poate fi descris, în baza ipotezelor 
simplificatoare prezentate în cadrul subcapitolului 3.2 prin modelul de regim 

staţionar format din sistemul de ecuaţii (3.2.2) în care se consideră 
ρ

0
t





, în 

condiţiile unei valori medii constante a factorului de abatere ( MZ Z const  ) [17]: 

 d ρv
0

dx
         (3.3.1.a) 

2dp λ ρv
0

dx D 2
         (3.3.1.b) 

M p M
p

Z R T
ρ
         (3.3.1.c) 

De regulă, din considerente tehnologice legate de costurile de amplasare ale 
instrumentaţiei de măsurare, pentru tronsonul de conductă din figura 3.3.1 sunt 
disponibile pentru măsurare numai mărimile care caracterizează procesul de curgere 
staţionară de la capetele tronsonului, adică din secţiunea de intrare 1 şi secţiunea de 
ieşire 2. 

 
Fig. 3.3.1. Tronson orizontal de conductă 

 
Pe baza acestor măsurători, folosind modelului de regim staţionar (3.3.1), 

se pot determina, pe cale analitică, distribuţiile de regim staţionar, respectiv valorile 
medii ale mărimilor care caracterizează procesul de curgere prin tronsonul 
considerat. Se face precizarea că formulele care urmează să fie prezentate 
constituie un prim nivel de aproximare a stării procesului de curgere staţionar. 
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Aceste formule sunt folosite în mod curent în aplicaţiile legate de exploatarea și 
operarea sistemului de transport de gaze naturale. Valabilitatea lor este condiţionată 
de întrunirea condiţiilor tehnologice care permit considerarea curgerii ca un proces 
staţionar. 

Notăm cu 1p  presiunea, respectiv, 1ρ  densitatea gazului în secţiunea 1 de 

intrare a tronsonului, iar cu 2p  şi 2ρ  presiunea şi densitatea în secţiunea 2 de 

ieşire, x L , a tronsonului. De asemenea, notăm cu Rp  şi RT  valorile presiunii, 

respectiv temperaturii, prin care caracterizăm starea termodinamică de referinţă la 
care ne raportăm în calcularea volumului de gaz. Cu ajutorul lor, orice altă stare 
termodinamică caracterizată prin  p,T  va putea fi exprimată prin raportare la 

starea termodinamică de referinţă pe baza „ecuaţiei de stare”: 

R
p

R R R

pp
R

ρZT ρ Z T
         (3.3.2) 

Prin RZ  s-a notat factorul de abatere calculat în baza relaţiei (2.6.3) pentru 

starea termodinamică de referinţă iar prin Z factorul de abatere pentru starea 
termodinamică oarecare. De asemenea, prin Rρ  s-a notat densitatea gazului în 

starea de referinţă, calculată pe baza ecuaţiei de stare (3.3.1.c) prin folosirea 
parametrilor stării termodinamice de referinţă. 

În baza ecuaţiei de stare (3.3.1.c), se poate scrie următoarea egalitate de 
raporturi: 

 
 

1 2
M p M

1 2

p xp p
Z R T

ρ ρ x ρ
         (3.3.3.a) 

Prima ecuaţie a modelului de regim staţionar (3.3.1.a), care reprezintă 
ecuaţia de continuitate, permite deducerea următoarelor egalităţi: 

   1 1 2 2ρ v ρ x v x ρ v        (3.3.3.b) 

Ecuaţia a 2-a a modelului de regim staţionar, respectiv (3.3.1.b), care 
reprezintă ecuaţia de mişcare, se poate aduce la forma 

2

2
1 dp λ v 2 λ

0 dp dx 0
ρ dx D 2 Dρv

          (3.3.3.c) 

care permite efectuarea integrării de-a lungul tronsonului de conductă. Astfel, expli-

citând din relaţiile (3.3.3.a) şi (3.3.3.b) termenul 
2

2
dp

ρv
, ecuaţia (3.3.3.c) devine: 

2
1 1 1

2p λ
dp dx 0

Dρ p v
         (3.3.3.d) 

Separând variabile şi integrând ecuaţia (3.3.3.d) pe lungimea L a 
tronsonului de conductă, de la x 0  şi 1p p , la x L  şi 2p p , rezultă relaţia: 

2 2
12
2

1 1 1

p p λ
L 0

Dρ p v


         (3.3.3.e) 

Rezultatul se poate rescrie sub forma: 
2 2 2
1 1 1 12

λ
p p ρ p v L

D
         (3.3.3.f) 
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Înlocuind din ecuaţia de stare (3.3.1.c) densitatea 1ρ  în secţiunea de intrare 

a tronsonului de conductă, viteza 1v  de intrare în tronsonul de conductă va fi dată 

de relaţia (3.3.3): 
2 2
1 2

1 M p M2
1

p p D
v Z R T

λLp


 ,      (3.3.4) 

Debitul volumic de gaz vQ  prin secţiunea de intrare va fi: 

2 22 5
1 2

v1 1 M p M2
1

p pπD π D
Q v Z R T

4 4 λLp


   .   (3.3.5) 

Debitul volumic calculat prin relaţia (3.3.5), asociat stării termodinamice 
caracterizată prin presiunea 1p  şi temperatura MT , se raportează la starea 

termodinamică de referinţă caracterizată prin presiunea Rp  şi temperatura RT  prin 

folosirea relaţiei de raportare (3.3.2): 

1 R
p

1 M M R R R

p p
R

ρ T Z ρ T Z
        (3.3.6.a) 

În baza formulei de definire a densităţii de masă: 
m

ρ m ρV
V

          (3.3.6.b) 

Şi ţinând cont că m const  în orice stare termodinamică, se poate scrie următoarea 
relaţie de egalitate: 

1 v1 R vRρ Q ρ Q         (3.3.6.c) 

Formula generală de calcul a debitul volumic vQ  în starea termodinamică de 

referinţă printr-un tronson de conductă aflat în regim staţionar de curgere izotermă 
va fi: 

2 2 5
11 R R 1 R R 2

vR 1 M p M2R M M R M M 1

p pp T Z p T Zπ D
Q Q Z R T

p T Z 4 p T Z λLp


  ,  (3.3.7.a) 

Formula poate fi adusă, prin efectuarea unor transformări, la forma, des, 
întâlnită în literatura de specialitate [17]: 

0,52 2
1 2,5R 2

vR
R ga M M

p pT
Q 0,015148 D

p δ Z T λL

  
 
 

    (3.3.7.b) 

Semnificaţia mărimilor şi parametrilor care apar în formulă este următoarea: 

a)  3
vRQ ,  Rm / h  debitul transportat prin conductă raportat la starea de 

referinţă; 
b)  Rp ,  bara  presiunea stării de referinţă; 

c)  RT ,  K  temperatura stării de referinţă; 

d)  1p ,  bara  presiunea în secţiunea de intrare; 

e)  2p ,  bara  presiunea în secţiunea de ieşire; 

f)  D, cm  diametrul interior al conductei; 

g)  L,  km  lungimea tronsonului de conductă; 
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h) gaδ  densitatea relativă a gazului faţă de aer astfel încât ga
aer

ρ
δ

ρ
 ; 

i) λ  factorul de pierderi de presiune (coeficientul de rezistenţă hidraulică); 
j)  MT , K  temperatura medie a gazelor; 

k) MZ  factorul mediu de abatere al gazului. 

În cazul unui tronson de conductă înclinat, având diferenţa de nivel între 

intrare şi ieşire h , formula generală de calcul a debitului volumic exprimată prin 

relaţia (3.3.7.b) se corectează [15] prin intermediul parametrului de elevaţie hs  şi 

a lungimii echivalente a tronsonului de conductă eL  astfel: 

h
0,5s2 2

1 2,5R 2
vR

R ga medie medie e

p e pT
Q 0,015148 D

p δ Z T λL

  
 
 

   (3.3.7.c) 

a) parametrul de elevaţie hs : 

h
M M

h
s 0,0684δ

T Z


       (3.3.7.d) 

b) lungimea echivalentă eL : 

hs

e
e 1

L L
s

 
        (3.3.7.e) 

Se face observaţia că în baza egalităţii (3.3.3.b) debitul masic Q în orice 
secţiune a conductei este constant,    1 1 2 2Q ρ v A ρ x v x A ρ v A   . Ținând cont de 

formula de calcul (3.3.6.b) a densităţii de masă extinsă pentru debitul masic şi 

debitul volumic în condiţii de referinţă, respectiv: vR
R

Q
Q

ρ
 , formula (3.3.7.a) 

reprezintă debitului volumic, raportat la starea termodinamică de referinţă, pentru 
orice secţiune de curgere a tronsonului de conductă considerat. 

Similar relaţiei (3.3.3.e), din (3.3.3.d) se deduce pentru presiunea într-un 
punct oarecare x al tronsonului de conductă formula: 

 22 2
1 1 1 1

λ
p p x ρ p v x

D
  ,      (3.3.8.a) 

Tot din relaţia (3.3.3.f) se poate face următoarea explicitare: 
2 2
12 2

1 1 1
p pλ

ρ p v
D L


 ,       (3.3.8.b) 

Pe baza relaţiilor (3.3.8), variaţia presiunii în regim staţionar de curgere 
izotermă, de-a lungul tronsonului de conductă se poate calcula cu relaţia: 

 
2 2

12 2
1

p p
p x p x

L


        (3.3.9) 

Rezultatele obţinute permit determinarea mai multor valori medii care se 
consideră ca mărimi caracteristice ale curgerii de gaz printr-un tronson orizontal în 
regim staţionar: 
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a) Presiunea medie Mp  de-a lungul tronsonului de conductă rezultă, atunci, ca 

valoare medie a distribuţiei de presiune (3.3.8) calculată de-a lungul 
lungimii L tronsonului prin următoarea relaţie: 

 
L 2

2
M 1

1 2
0

p1 2
p p x dx p

L 3 p p

 
   
 
 

 .    (3.3.10) 

b) Viteza medie Mv  de curgere a gazului pe întreaga lungime a tronsonului 

aflat se poate asocia unei valorii medii vMQ  a debitului volumic la presiunea 

medie Mp : 

M vM2
4

v Q
πD

,       (3.3.11.a) 

Valoarea medie vMQ  a debitului volumic se obţine pe baza debitului volumic 

vRQ  exprimat în condiţiile de referinţă, printr-o relaţie de raportare inversă, 

similară relaţiei (3.3.6): 

R M M
vM vR

M R R

p T Z
Q Q

p T Z
 ,      (3.2.11.b) 

Viteza medie de curgere Mv  a gazului pentru debitul (3.3.6) va fi: 

R M M
M vR2 M R R

p T Z4
v Q

p T ZπD
      (3.3.12) 

c) Pe baza valorii medii a vitezei Mv  calculată cu relaţia (3.3.12) timpul mediu 

de propagare în regim de curgere staţionar 
Mstatt  în care o particulă 

elementară de gaz străbate tronsonul de conductă de la un capăt la altul 
este: 

Mstat
M

L
t

v
 .       (3.3.13) 

d) Volumul mediu de gaz 
MtronsB  conţinut în interiorul tronsonului de conductă 

(denumit şi zestrea conductei), la un moment dat, raportat la starea 
termodinamică de referinţă descrisă prin  R Rp ,T , în cazul regimului 

staţionar de curgere izotermă, se calculează cu formula: 

M

2
M R R

trons
R M M

p T ZπD
B L

4 p T Z
      (3.3.14) 

Formulele prezentate reprezintă un prim pas în aproximarea curgerii gazului 
printr-un tronson de conductă, printr-un model de regim staţionar. Aproximarea 
este într-adevăr utilă dacă se ţine seama că procesul de curgere al gazului prin 
sistemul de transport se menţine pe durate destul de mari de timp în vecinătatea 
unui regim de curgere staţionară, formulele permiţând o caracterizarea rapidă a 
acestuia. De asemenea mai trebuie avută în vedere utilitatea acestor relaţii de calcul 
şi în iniţializarea metodelor de calcul numeric (determinarea condiţiilor iniţiale 
asociate unei stări staţionare de pornire a simulării numerice). 
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3.4. Aspecte de regim tranzitoriu 

ale procesului de curgere 
 

Acelaşi model matematic simplificat, descris prin sistemul de ecuaţii (3.2.2), 
care a constituit punctul de pornire în deducerea, pe cale analitică, a unor aspecte 
de regim staţionar ale procesului de curgere, în cadrul subcapitolului (3.3), va fi 
folosit şi pentru deducerea, tot pe cale analitică, a unor aspecte importante care ţin 
de înţelegerea regimului tranzitoriu al procesului [36], [69]. 

În ipoteza considerării unui proces de curgere izotermă a gazului (fără 
schimbarea sensului), printr-un tronson de conductă, de lungime L, diametru 
interior D şi înclinat cu unghiul  faţă de orizontală, realizat în jurul unei stări 
staţionare caracterizate prin următoarele valori medii ale presiunii Mp , debitului 

masic MQ , respectiv, temperatura MT , prin introducerea debitului masic Q prin 

formula (2.7.4) şi prin folosirea formei (3.2.6) a ecuaţiei de stare pentru explicitarea 
densităţii , procesul de curgere considerat va putea fi descris prin sistemul de 
ecuaţii (3.2.2.a) şi (3.2.2.b) rescris în mărimile necunoscute  p,Q : 

1

2

2 3

p Q
ξ 0

t x

p Q
ξ ξ p 0

x p

     

   

       (3.4.1) 

Se face observaţia că mărimea Q, ca şi mărimea p, sunt mărimi care pot fi 
măsurate direct prin intermediul instrumentaţiei de măsurare existente, spre 
deosebire de mărimile v şi  care, de cele mai multe ori, rezultă în urma efectuării 
unor calcule intermediare. 
Parametrii modelului (3.4.1) sunt: 

 2M p M
1

1 τp R T
ξ

A


        (5.5.2.a) 

 
 M p M

2 2

1 τp λR T
ξ

2DA
       (5.5.2.b) 

 3
M p M

g sinα
ξ

1 τp R T



       (5.5.2.c) 

Prin 
2πD

A
4

  s-a notat secţiunea de curgere. 

Pentru simplificarea analizei, din punct de vedere dimensional, sistemul de 
ecuaţii (3.4.1) se normalizează, prin raportarea la regimul staţionar de curgere, în 
jurul căruia se desfăşoară, folosind variabilele: 

M

Q
Q

Q
         (3.4.3.a) 

M

p
p

p
         (3.4.3.b) 

x
x

L
          (3.4.3.c) 
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 M

t
t

L / c
         (3.4.3.d) 

 M M p Mc 1 τp R T         (3.4.3.e) 

Modelul (3.4.1) se rescrie: 

   
 

 
 

MM
1

M
2 2

M M
2 3 M

M

Q Qp p
ξ 0

LxL
t

c

p p Q Q
ξ ξ p p 0

Lx p p

   
  
  

  



   











     (3.4.4.a) 

Prin calcule simple sistemul (3.4.4.a) se aduce la forma: 

1

2

2 3

p Q
ξ 0

xt

p Q
ξ ξ p 0

x p

 
 



   

 
 

   


,       (3.4.4.b) 

denumită sistem normalizat, în care parametrii sunt: 

M
1 1

M M

Q1
ξ ξ

c p
         (3.4.5.a) 

2
M

2 22
M

Q
ξ L ξ

p
         (3.4.5.b) 

33ξ Lξ         (3.4.5.c) 

Se face liniarizarea termenului 
2Q

p




 în jurul punctului  M Mp 1,Q 1   prin 

descompunere în serie Taylor până la termeni de ordinul I: 

   
2 22
M M M

M M2M MM

Q Q QQ
p p 2 Q Q 1 p 1 2Q 2 p 2Q

p p pp
            
  

      
  

 (3.4.6) 

în care p , respectiv, Q , reprezintă mărimile liniarizate şi normalizate. 
Sistemul de ecuaţii normalizat (3.4.4.b), rezultat în urma liniarizării (3.4.6) 

va fi: 

 

1

2 3 2

p Q
ξ 0

t x
p

ξ ξ p 2ξ Q 0
x

     

    



      (3.4.7) 

Pentru simplitate s-a renunţat la notaţiile de normalizare şi liniarizare astfel 
încât, în forma (3.4.7) avem 0 x 1  . 
Din a doua ecuaţie a sistemului (3.4.7), prin derivare în raport cu x, se obţine: 

 
2

2 3 22
p p Q

ξ ξ 2ξ 0
x xx

  
   

 
      (3.4.8.a) 

Se explicitează din (3.4.8.a) termenul 
Q
x




: 
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2

2 3
22 2

ξ ξQ 1 p 1 p
x 2ξ 2 ξ xx

  
  

 
      (3.4.8.b) 

Se înlocuieşte (3.4.8.b) în prima ecuaţie a sistemului (3.4.7), rezultând o 
ecuaţie diferenţială lineară cu derivate parţiale, de tip parabolic, care descrie 
dinamica presiunii: 

 
2

2
2 32 1

2ξp p p
ξ ξ

ξ t xx

  
  

 
      (3.4.9) 

Introducând o nouă variabila u, definită prin relaţia: 

   
2 3ξ ξ

x
2u x,t p x,t e




 ,      (3.4.10) 

din ecuaţia (3.4.9) rezultă: 

 22
2 32

2 1

ξ ξ2ξu u
u

ξ t 4x

 
 


      (3.4.11) 

Ecuaţia (3.4.11) trebuie completată cu condiţiile iniţiale  u x,0  şi de 

frontieră  u 0,t ,  u 1,t , necesare găsirii unei soluţii unice. 

Pentru analiza care se intenţionează să se facă, se presupun cele mai simple 
condiţii de frontieră şi anume condiţii omogene: 
   u 0,t u 1,t 0  .       (3.4.12) 

Ţinând cont de omogenitatea condiţiilor de frontieră, soluţia ecuaţiei 
(3.4.11) poate fi obţinută prin folosirea metodei separării variabilelor. Soluţia 
ecuaţiei se caută sub forma: 
     u uu x,t X x T t        (3.4.13) 

Avem atunci: 
22

u
u2 2

d Xu
T

x dx





        (3.4.14.a) 

u
u

dTu
X

t dt





        (3.4.14.b) 

Relaţiile (3.4.14) se înlocuiesc în ecuaţia (3.4.11): 

 22
2 3u u2

u u u u2 1

ξ ξd X dT2ξ
T X X T

ξ dt 4dx


      (3.4.15.a) 

Ecuaţia (3.4.15.a) se aduce la forma (3.4.15.b): 

 22 3u u2

u 1 u

ξ ξX T2ξ
X ξ T 4


 

 
      (3.4.15.b) 

Partea dreaptă a ecuaţiei (3.4.15.b) depinde numai de x, iar partea stângă 
numai de t. Întrucât variaţiile lui x şi t sunt independente (necorelate) rezultă că, 
atât membrul stâng cât şi membrul drept au o valoare constantă. 

Notăm această valoare cu vpλ . În consecinţă, vom avea: 

u
vp

u

X
λ const

X
  


       (3.4.16.a) 
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 22 3u2
vp

1 u

ξ ξT2ξ
λ const

ξ T 4


   


     (3.4.16.b) 

Totodată condiţiile de frontieră (3.4.12) devin: 
     u uu 0,t X 0 T t 0        (3.4.17.a) 

     u uu 1,t X 1 T t 0        (3.4.17.b) 

Condiţiile (3.4.17) se observă că vor fi respectate în cazul considerării 
soluţiei triviale (nule):  uT t 0 , întrucât:      u uu x,0 X x T 0 0  . 

Dacă condiţia iniţială este nenulă pentru 0 x 1  , soluţia trivială iese din 
discuţie, condiţiile de frontieră fiind satisfăcute numai dacă: 

   u uX 0 X 1 0         (3.4.18) 

În consecinţă, ecuaţia (3.4.16.a) reprezintă o ecuaţie diferenţială ordinară 
omogenă cu condiţiile inițiale și de frontieră (3.4.18). Ecuația admite soluții numai 

pentru valorile proprii reale nenegative:  mvpλ / m 1,2,3,...  (vezi Anexa A.2). 

Soluţia se reduce la componenta complementară şi este de forma: 

     vpu coef vp coefX x A cos λ x B sin λ x      (3.4.19) 

Impunând condiţiile de frontieră (3.4.18) din (3.4.19) rezultă: 
 u coefX 0 A 0         (3.4.20.a) 

 u coef vp coef vpX 1 A cos λ B sin λ       (3.4.20.b) 

Relaţiile (3.4.20.b) şi (3.4.18) implică: coef vpB sin λ 0 . Cazul coefB 0  

reprezintă o soluţie trivială care conduce la u 0 , adică la o soluţie trivială care nu 

se ia în considerare. Deci: vpsin λ 0 , condiţie care se realizează pentru mulţimea 

valorilor proprii ale ecuaţiei u vp uX λ X 0  : 

 m
2 2

vpλ m π / m 1,2,...        (3.4.21.a) 

Rezultă mulţimea de funcţii proprii: 

    m mu coefX x b sin mπx / m 1,2,...      (3.4.21.b) 

Mulţimea de funcţii proprii (3.4.21.b) se poate interpreta ca o bază de funcţii 
care se foloseşte pentru scrierea oricărei soluţii a ecuaţiei (3.4.16.a) ca o 
descompunere în serie Fourier generalizată de tipul (3.4.20.b). 

Ecuaţia (3.4.16.b) pentru  uT t  trebuie să satisfacă condiţia iniţială 

     u uu x,0 X x T 0        (3.4.22) 

Ecuaţia (3.4.16.b) se pune sub forma (3.4.23): 

 22 31
u vp u

2

ξ ξξ
T λ T

2ξ 4

     
 
 

      (3.4.23) 

Pentru mulţimea de valori proprii (3.4.21.a) soluţia ecuaţiei (3.4.23) va fi: 

pm
m m

t
τ

u coefT k e


        (3.4.24) 

În (3.4.24) mk  sunt constante de integrare iar  
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 m
2

p 2
2 3 2 2

1

2ξ
τ

ξ ξ
ξ m π

4


  
 
 

      (3.4.25) 

au semnificaţia unor constante de timp. 
Pe baza acestor consideraţii, o componentă a soluţiei particulare a ecuaţiei 

(3.4.11) va fi de forma  

    pm
m

t
τ

m coefu x,t d sin mπx e


      (3.4.26) 

şi va satisface condiţiile de frontieră omogene (3.4.12). În relaţia (3.4.26) avem: 

m m mcoef coef coefd k b        (3.4.27) 

Fiecare funcţie  mu x,t  va fi o soluţie particulară a ecuaţiei (3.4.11) şi va 

satisface condiţiile de frontieră omogene:    u 0,t u 1,t 0  , dar nu va satisface, 

în mod individual, condiţia iniţială u(x,0) 0 . 

Întrucât ecuaţia (3.4.11) este o ecuaţie lineară în  u x,t , orice combinaţie 

de soluţii individuale (3.4.26) reprezintă tot o soluţie. Proprietatea de superpoziţie 
se extinde şi în cazul unei sume infinite de forma (3.4.28): 

    pm
m

t
τ

coef
m 1

u x,t d sin mπx e




       (3.4.28) 

Extinderea este valabilă numai dacă seria rezultată este convergentă. 
Soluţia rezultată  u x,t  va satisface şi condiţiile de frontieră întrucât ele sunt 

respectate de fiecare soluţie individuală:    m mu 0,t u 1,t 0  . 

Impunând expresiei (3.4.28) să respecte condiţia iniţială, obţinem: 

     mm coef
m 1 m 1

u x,0 u x,0 d sin mπx
 

 

       (3.4.29) 

Coeficienţii 
mcoefd  trebuie calculaţi astfel încât să fie satisfăcută condiţia 

iniţială (3.4.29). În acest scop se observă să seria din relaţia (3.4.29) reprezintă 
dezvoltarea în serie Fourier sinus a funcţiei  u x,0 . Se ştie că funcţiile proprii 

 sin mπx  au proprietatea de ortogonalitate: 

   
1

0

0,m n
sin mπx sin nπx dx 1

,m n
2


 


      (3.4.30) 

Pe această bază, din egalitatea: 

       m

1 1

coef
m 10 0

u x,0 sin nπx dx d sin mπx sin nπx dx




 
   
  

    (3.4.31) 

rezultă: 
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   m

1

coef

0

d 2 u x,0 sin mπx dx  .     (3.4.32) 

Revenind la soluţia generală (3.4.28) se impune analiza proprietăţii de uniform-
convergenţă a seriei implicate, pentru 0t t 0   şi x 0,1    . Acest lucru se poate 

face prin intermediul următoarelor două teoreme: 

1. Teorema Weirstrass: Fie setul de funcţii:   m m 1
φ x




 definite peste mulţimea 

de numere reale E R . Se presupune că:  m mφ x   pentru x E  şi 

m 1,2,...  Seria de funcţii  m
m 1

φ x



  converge uniform pe E dacă seria de 

numere m
m 1





  converge absolut. 

2. Teorema de convergenţa a unei serii de numere: Seria de numere m
m 1





  

converge absolut dacă: m 1

m
r 1




    oricare ar fi m 1 . 

Se scrie atunci, pentru oricare x 0,1    : 

   
0

p pm m
m m

tt
τ τ

m coef coefu x,t d sin mπx e d e
 

     (3.4.33.a) 

Se calculează, oricare ar fi x 0,1    : 

         m

1 1 1

coef

0 0 0

d 2 u x,0 sin mπx dx 2 u x,0 sin mπx dx 2 u x,0 dx      (3.4.33.b) 

Se deduce atunci că mulţimea de funcţii proprii (3.4.26) este mărginită 
superior de numerele m : 

   
0

pm

t1
τ

m m

0

u x,t 2 u x,0 dx e
 

    
  
      (3.4.33.c) 

Se verifică: 

     
2 20 22 3 2 32 2 21 1 210 0p 0m 1 2 2 2

0

pm

t ξ ξ ξ ξξ ξ ξm π t m 1 π tτ π t2ξ 4 2ξ 4 2ξm 1
tm
τ

e
e e 1

e






               
    


     (3.4.33.d) 
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Relaţia (3.4.33.d) arată, pe baza teoremei (2) că seria de numere m
m 1





  

este absolut convergentă, iar în baza teoremei Weirstrass (1), seria (3.4.28) va 
converge uniform pentru 0t t 0   şi x 0,1    . 

Forma generală a soluţiei(3.4.28) arată că dinamica tranzitorie a procesului 
de curgere al gazului printr-un tronson de conductă este rezultatul combinaţiei 
lineare a unor moduri individuale de comportament dinamic descrise de termeni de 
forma (3.4.34), moduri caracterizate de constantele de timp pm

τ  (3.4.25). 

  pm
m

t
τ

dinM t e , m 1, 2 , ...
 

    
 
  

     (3.4.34) 

Ponderea fiecărui mod dinamic  mdinM t  este dată de termenii 
mcoefd , 

calculaţi funcţie de condiţiile iniţiale şi de frontieră. 
Analiza care s-a făcut poate oferi o serie de informaţii importante atunci 

când se pune problema rezolvării, pe cale numerică, a sistemului de ecuaţii (3.4.1). 
Astfel, apelând la o metodă de rezolvare numerică bazată pe diferenţe finite, 
discretizarea spaţială prin folosirea a m puncte de discretizare spaţială care se va 
face în cadrul metodei va fi echivalentă, din punct de vedere al analizei făcute 
asupra comportamentului dinamic al procesului, cu luarea în considerare numai a 
primelor m moduri de comportament dinamic, descrise prin sistemul de m ecuaţii 
diferenţiale ordinare rezultat. 

Cel mai rapid mod de comportament dinamic va fi determinat de constanta 
de timp (3.4.36.a) iar cel mai lent de constanta de timp (3.4.36.b): 

 m
2

p 2
2 3 2 2

1

2ξ
τ

ξ ξ
ξ m π

4


  
 
 

      (3.4.35.a) 

 1
2

p 2
2 3 2

1

2ξ
τ

ξ ξ
ξ π

4


  
 
 

      (3.4.35.b). 

Intervalul de timp finalt  necesar unei simulări numerice complete (atingerea 

unui regim staţionar) va trebui ales astfel încât: 

1final pt 2τ         (3.4.36) 

Pasul de discretizare t  al timpului trebuie şi el ales astfel încât: 

mpt 2τ          (3.4.37) 

Efortul de calcul numeric poate fi apreciat pe baza numărului de 
condiţionare: 

1

m

p

p

τ
cond

τ
         (3.4.38) 

Dacă cond 1000  sistemul de ecuaţii diferenţiale ordinare rezultat în urma 
discretizării spaţiale este un sistem inflexibil („stiff”) de ecuaţii diferenţiale (există 
moduri de comportament dinamic foarte lente şi moduri de comportament dinamic 
foarte rapide). Rezolvarea numerică a unui sistem inflexibil de ecuaţii diferenţiale 
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este costisitoare din punctul de vedere al resurselor de calcul ce trebuie alocate 
întrucât pasul de discretizare al timpului ales pe baza relaţiei (3.4.37) rezultă foarte 
fie mic iar intervalul de simulare (3.4.36) rezultă foarte de mare. 

Un exemplu de calcul numeric pentru un tronson orizontal de conductă de 
lungime L 100km , diametru interior D 0,5m  şi rugozitate interioară 

ak 0,2mm , aflat într-o stare iniţială caracterizată de presiunea la intrare de 

p1 20bar  şi debitul volumic staţionar 
3

vR
Nm

Q 32.500
h

  calculat pentru starea 

termodinamică de referinţă normală definită prin presiunea Rp 1.01325bar  şi 

temperatura O
RT 0 C , tronson prin care gazul curge în regim izoterm la 

temperatura O
MT 7 C , arată ordinul constantelor de timp şi dependenţa lor de 

numărul nodurilor de discretizare spaţială. 

Pentru debitul masic staţionar: 
3

R vM 3
kg Nm kg

Q ρ Q 0,716 32.500 6,46
h sNm

    va 

rezulta presiunea medie Mp 18,78bar  în baza relaţiilor de calcul din cadrul 

subcapitolului (3.3). În baza relaţiei (3.2.7) viteza izotermă a sunetului este: 

M
m

c 364
s

 . Parametrii (3.4.2) ai modelului curgerii (3.4.1) vor avea valorile: 

2
1ξ 675.043s ; 

3 2
2ξ 59.488m s  ; 

1
3ξ 0m . 

Valorile normalizate (3.4.5) ale parametrilor (3.4.2) sunt: 

1ξ 0,006 ; 

2ξ 0,06 ; 

3ξ 0  

Pentru m 11  noduri de discretizare spaţială, constantele extreme de timp în valori 
normalizate (3.4.36) sunt: 

1pτ 2,058 ; 

11pτ 0,017  

În valori nenormalizate, în baza relaţiei (3.4.3.d) avem: 

1pτ 565,2s  

11pτ 4,7s . 

Pasul de discretizare al timpului (3.4.28) rezultă: 
11pt 2τ 9,4s    

Numărul de condiţionare al problemei este: 1

11

p

p

τ
cond 122

τ
 




. 

Sistemul de ecuaţii diferenţiale nu va fi, în acest caz, inflexibil. 
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3.5. Metode numerice, bazate pe diferenţe finite, 

pentru rezolvarea (simularea) numerică 
a modelului continuu al procesului de curgere 

 
Rezolvarea pe cale analitică a sistemului de ecuaţii diferenţiale (3.2.1) 

pentru obţinerea unei soluţii exacte a modelului matematic al procesului de curgere 
al gazului printr-un tronson de conductă este posibilă, după cum s-a arătat în cadrul 
subcapitolelor 3.3 şi 3.4, numai prin luarea în considerare a unor ipoteze care 
permit operarea unor simplificări ale modelului procesului. 

De cele mai multe ori, în aplicaţiile reale care impun ipoteze specifice de 
lucru nu mai este posibilă obţinerea unei soluţii exacte, fiind nevoie de apelarea la 
metode numerice de soluţionare şi găsirea unei soluţii aproximative. 

De asemenea trebuie luat în considerare şi rolul pe care îl au caracteristicile 
ecuaţiilor cu derivate parţiale asupra selecţiei unei metode de rezolvarea numerice 
(vezi Anexei A.3). 

În cadrul acestui subcapitol se va face o prezentare, cu caracter sistemic, 
plecând de la lucrările [6], [16], [22], [29], [36], [69], a metodelor numerice 
bazate pe diferenţe finite şi a calităţii acestora, luând ca şi referinţă un model 
generic al procesului de curgere, reprezentativ ca şi formă pentru tipurile de modele 
prezentate în cadrul lucrării. 

 
3.5.1. Descrierea problemei de simulare numerică 

din punct de vedere sistemic 
Într-o primă fază este necesar să se analizeze problema alegerii condiţiilor 

limită ale sistemului de ecuaţii diferenţiale asociat modelului procesului de curgere. 
Aceste condiţii asigură, matematic, unicitatea soluţiei. Din punct de vedere sistemic, 
alegerea lor va orienta modelul procesului de curgere, adică vor fi stabilite intrările 
şi ieşirile sistemului. Sistemul împreună cu condiţiile limită, dacă acestea au fost 
bine puse, va putea fi considerat o realizare sistemică care va corespunde unui 
regim de funcționare / proces tehnologic real. 

Există două tipuri de condiţii limită şi anume: 
a) condiţii iniţiale care se referă la distribuţiile iniţiale (momentul iniţial, t 0 ) 

de presiune, debit şi temperatură de-a lungul tronsonului de conductă 
considerat, x 0,L   ; ele sunt de forma: 

  p x,0 ,  Q x,0 ,  T x,0  pentru modelul (3.2.2); 

  p x,0 ,  Q x,0 , pentru modelul simplificat (3.4.1). 

b) condiţii de frontieră care se referă la evoluţiile presiunii, debitului şi 
temperaturii, pe durata simulării numerice finalt 0,t    , la capetele 

tronsonului de conductă; ele pot fi: 
 oricare combinaţie de trei elemente ale mulţimii 

            p 0,t ,p L,t ,Q 0,t ,Q L,t ,T 0,t ,T L,t , pentru (2.7.3); 

 oricare combinaţie de două elemente ale mulţimii 

        p 0,t ,p L,t ,Q 0,t ,Q L,t  pentru (3.4.1). 

În situaţia cunoaşterii tuturor distribuţiilor, selecţia oricărei combinaţii de 
condiţii de frontieră nu este, chiar arbitrară, implicaţiile fiind vizibile la nivelul 
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metodei de calcul numeric şi a corespondentului de regim de funcționare / proces 
tehnologic real. 

Din punct de vedere sistemic precizarea condiţiilor limită înseamnă de fapt 
orientarea modelul matematic în sensul stabilirii mărimilor de intrare, stare şi de 
ieşire [16]. În acest context, în figura 3.5.1 este reprezentată grafic realizarea 
sistemică a modelului matematic (2.7.3), rescris în variabilele  p,Q,T , asociată 

condiţiilor limită: 
     CI : p x,0 ,Q x,0 ,T x,0         (3.5.1.a) 

     CF : p 0,t ,Q L,t ,T 0,t         (3.5.1.b) 

 
Fig. 3.5.1. Realizare sistemică p1Q2T1 

 
Domeniul spaţio-temporal al procesului curgere este: 

 final finalD L,t 0,L 0,t        , în care L este lungimea tronsonului de conductă iar 

finalt  momentul de timp final. 

Pentru realizarea sistemică din figura 3.5.1 avem: 
a) Mărimile de intrare reprezentate prin condiţiile de frontieră impuse:  p 0,t , 

 Q L,t  şi  T 0,t  pentru finalt 0,t    ; 

b) Mărimile de ieşire reprezentate, prin distribuţiile mărimilor caracteristice 
procesului de curgere:  p x,t ,  Q x,t  şi  T x,t  pentru  x,t D , iar, în 

particular, prin valorile de frontieră:  p L,t ,  Q 0,t  şi  T L,t  pentru 

finalt 0,t    . 

Denumirea realizării sistemice se va face cu referire la condiţiile de frontieră 
care s-au considerat în obţinerea ei. Astfel, notând secţiunea de intrare, x 0 , a 
tronsonului de conductă cu , respectiv, secţiunea de ieşire, x L , cu , mărimile 
definite la nivelul acestor secţiuni se vor nota şi acestea în mod corespunzător şi 
anume:    p 0,t p1 t ,    Q L,t Q2 t  sau    T 0,t T1 t .  

Folosind aceste notaţii, la reprezentarea sistemică din figura 3.5.1 ne vom 
referi ca: „realizarea sistemică p1Q2T1”. 

Revenind la modelele curgerii exprimate prin sistemele de ecuaţii (2.7.3) 
sau (3.4.1) acestea pot fi aduse la o formă generică, reprezentativă, care va 
permite expunerea elementelor de bază ale metodelor de rezolvare numerică: 
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,
t x

       
       (3.5.2) 

În modelul (3.5.2)  x,t   este vectorul variabilelor care descriu 

curgerea şi reprezintă vectorul funcţiilor necunoscute, x este coordonata spaţială 
unidimensională, iar t este timpul. De exemplu, daca ne referim la modelul (3.2.1), 
înlocuind densitatea , pe baza relaţiei (3.2.1.d), în primele trei ecuaţii ale 
sistemului (3.2.1), putem, astfel, considera vectorul funcţiilor necunoscute ca fiind 

următorul: tp v T     . În cazul modelului (3.4.1), vectorul funcţiilor 

necunoscute este: tp Q     . Prin funcţia vectorială   se descrie caracterul 

neliniar al modelului matematic al procesului. 
Din punct de vedere sistemic (3.5.2) este un sistem de ecuaţii cu derivate 

parţiale care reprezintă modelul matematic al unui proces cu parametrii distribuiţi. 
În cea ce priveşte condiţiile limită care asigură existenţa şi unicitatea soluţiei 

problemei de rezolvare numerică, ţinând seama de context, acestea vor fi de forma: 
a) CI: Iniţiale:  x,0  cunoscut oricare ar fi x 0,L   ; 

b) CF: De frontieră: stânga:  0,t , dreapta:  L,t , sau combinaţii ale 

acestora scrise pentru componentele vectorului   x 0
x L

x,t 


 cunoscute 

oricare ar fi finalt 0,t    . 

 
3.5.2. Aspecte de bază privind aplicarea metodelor 

de rezolvare numerică bazate pe diferenţe finite 
În cele ce urmează, considerând modelul generic (3.5.2), se vor prezenta 

cele mai importante aspecte care asigură convergenţa metodei numerice şi implicit 
calitatea soluţiei aproximative rezultate. 

Trebuie precizat că, pe lângă metodele numerice bazate pe diferenţe finite, 
există şi alte clase de metode numerice de rezolvare cum ar fi cele bazate pe 
elemente finite, volume finite sau metode spectrale. 

Rezolvarea sistemului de ecuaţii (3.5.2) pe baza unei metode cu diferenţe 
finite presupune aproximarea acestuia cu un sistem neliniar de ecuaţii algebrice, 
obţinut prin discretizarea derivatelor, sistem care trebuie rezolvat la fiecare iteraţie 
de calcul asociată unui moment discret de timp. Evident, la modul general, nu se 
pot face consideraţii teoretice privind modul de alegere ai paşilor de discretizare ai 
coordonatei spaţiale x, respectiv, timpului t, şi influenţa acestor paşi asupra 
complexităţii calculelor numerice care trebuie efectuate. 

O primă etapă în rezolvarea numerică o constituie precizarea intervalului de 
variaţie al coordonatei spaţiale: x 0,L   , respectiv, intervalul de variaţie al 

coordonatei temporale finalt 0,t    , care conduce la domeniul finalD 0,L 0,t         

pe care trebuie evaluată funcţia continuă şi derivabilă  x,t . 

În vederea discretizării derivatelor din componenţa sistemului de ecuaţii al 
modelului, domeniul considerat se divizează prin intermediul unei reţele de puncte 
caracterizată de un pas de discretizare al timpului t  şi un pas de discretizare al 
coordonatei spaţiale x . Trebuie precizat că, în situaţia în care aceşti paşi de 
discretizare au valori constate vorbim de o reţea uniformă de puncte de discretizare. 
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Raportul tx
t

r
x



  se numeşte constanta reţelei de discretizare. În funcţie de 

precizia de calculul numeric impusă şi din considerente de asigurare a convergenţei 
metodei numerice, pasul t , respectiv parametrul txr  pot avea valori diferite de o 

iteraţie de calcul la alta, în ansamblu operându-se cu o reţea de discretizare 
neuniformă [29]. Alegerea valorii parametrului txr  la fiecare iteraţie de calcul este, 

aşadar, direct legată de performanţele metodei numerice folosite. 
În cazul unei reţele de puncte de discretizare uniforme, intervalul 0,L    este 

împărţit în m 1  intervale de discretizare  j j 1x , x / j 1,m 1     , iar pentru orice 

moment kt k t  , în reţea avem m puncte de discretizare spaţială  jx / j 1,m . 

La fiecare dintre momentele de timp  kt k t / k 0,1,2,...   , valorile funcţiei 

 x,t  se vor evalua numai în cele m puncte discrete, respectiv,  j k j ,kx ,t  . 

Pe baza acestei reţele de puncte de discretizare se poate proceda, în 
continuare la discretizarea sistemului de ecuaţii cu derivate parţiale (3.5.2) care 
presupune aproximarea derivatelor după coordonata spaţială x, respectiv, după 
timpul t, prin diferenţe finite. Una din modalităţile cele mai des întâlnite de a realiza 
aceste aproximări constă în folosirea dezvoltării în serie Taylor, putând fi deduse 
mai multe tipuri de formule de discretizare pentru aproximarea aceleaşi derivate 
[6], [69]. 

Un parametru important prin care se poate caracteriza precizia formulei de 
discretizare îl constituie eroarea de trunchiere trε  care este egală cu restul 

dezvoltării în serie Taylor folosite:  k
trε 0 h . Prin h s-a notat pasul de discretizare 

( x  sau t ) iar prin k ordinul dezvoltării în serie Taylor. Ordinul erorii de trunchiere 
este dat de exponentul k. 

Va rezulta un sistem asociat de ecuaţii algebrice scris numai pentru valorile 

nodale  j kj ,k x ,t  , interpretate ca mărimile necunoscute ale sistemului de 

ecuaţii, care trebuie aflate prin rezolvarea sistemului de ecuaţii algebrice, prin orice 
metodă matematică. Soluţia aproximativă a sistemului de ecuaţii (3.5.2) o va 

constitui mulţimea valorilor funcţiei  x,t ,respectiv  j ,k / j 1,m,k 0,n   , 

evaluate în cele m noduri discrete  jx j x / j 1,m   , la fiecare din momentele 

discrete de timp  kt k t / k 0,n   . 

După cum s-a mai precizat, calitatea soluţiei aproximative rezultate prin 
aplicarea metodei numerice este direct legată de convergenţa metodei. 

Spunem despre metoda numerică cu diferenţe finite că este convergentă 
dacă soluţia aproximativă obţinută converge către soluţia exactă atunci când norma 
reţelei tinde la zero ( x 0  , t 0  ). 

Deoarece convergenţa unei metode numerice cu diferenţe finite este destul 
de greu de demonstrat pornind de la această definiţie, se definesc o serie de 
proprietăţi mai slabe ale metodei, care se pot verifica mai uşor, fiecare în parte, iar 
împreună pot asigura convergenţa. Astfel de proprietăţi mai slabe sunt consistenţa 
şi stabilitatea. 
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O metodă numerică cu diferenţe finite este consistentă cu ecuaţia cu 

derivate parţiale pe care se aplică, dacă aproximarea făcută în calculul derivatelor 
parţiale prin operaţia de discretizare tinde spre valoarea exactă a acestora când 
norma reţelei tinde la zero ( x 0  , t 0  ). 

În general, formulele de discretizare ale derivatelor deduse pe baza 
dezvoltărilor în serie Taylor sunt consistente întrucât: 

h 0
trε 0         (3.5.3) 

Metoda este stabilă dacă nu amplifică erorile în decursul aplicării ei. O primă 
sursă a erorilor o constituie erorile de trunchiere sau rotunjire introduse de operaţia 
de discretizare, dar pot apărea şi erori cauzate de nepotriviri (discontinuităţi) din 
condiţiile la limită sau forma de reprezentare a numerelor în calculatoarele 
numerice. 

Modalităţile de amplificare a erorilor sunt foarte variate astfel încât 
stabilitatea poate fi studiată în diverse moduri. În teoria rezolvării pe cale numerică 
a ecuaţiilor cu derivate parţiale se utilizează stabilitatea în sensul lui von Neuman 
[6]. În cazul ecuaţiilor cu derivate parţiale unidimensionale, spaţial, această analiză 
a stabilităţii se face introducând în ecuaţia cu diferenţe, rezultată în urma aplicării 
metodei numerice ecuaţiei cu derivate parţiale, a unei perturbaţii de forma 

  iβxw ψ t e  în care: i 1  ,  ψ t  este amplitudinea perturbaţiei şi β R  este 

numărul de undă al perturbaţiei. Rezultă, astfel, o ecuaţie care descrie evoluţia 
perturbaţiei şi care permite deducerea unor condiţii privind alegerea paşilor de 
discretizare astfel încât amplitudinea perturbaţiei să scadă pe parcursul aplicării 
metodei numerice 
Din punct de vedere sistemic această metodă de analiză este similară metodei de 
analiză a stabilităţii prin folosirea transformatei Fourier în cazul sistemelor liniare. 
În cazul sistemelor de ecuaţii cu derivate parţiale care conduc la sisteme de ecuaţii 
cu diferenţe fiecare componentă a vectorului variabilelor necunoscute va fi 
perturbată, rezultând un sistem de ecuaţii care descrie evoluţia perturbaţiilor 
introduse. Analiza acestui sistem poate să devină extrem de laborioasă din cauza 
complexităţii acestuia. O metodă echivalentă de studiu se va prezenta în paragraful 
următor. 

Importanţa studierii consistenţei şi stabilităţii este dată de teorema lui Lax 
care arată că o metodă numerică cu diferenţe finite consistentă şi stabilă este 
convergentă [6], [69]. 

 
3.5.3. O abordarea sistemică a problemei convergenţei 

metodei numerice bazate pe diferenţe finite 
Studiul convergenţei unei metode numerice pe baza teoremei lui Lax pune 

probleme în ceea ce priveşte demonstrare proprietăţii de stabilitate din cauza 
complexităţii modelului procesului de curgere (sistem neliniar de ecuaţii). 

După cum s-a arătat şi anterior, modelului matematic (3.5.2) i se poate 
asocia o realizare sistemică prin orientarea acestuia, prin precizarea unor valori ale 
componentelor vectorului  x,t  în anumite puncte de pe frontiera domeniului 

spaţio-temporal al curgerii  finalD L,t . Această realizare sistemică va putea fi 

utilizată pentru calcularea răspunsului modelului matematic al procesului de curgere 
(3.5.2), recurgând la discretizarea spaţială şi la diferite tehnici de integrare 
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numerică a sistemelor dinamice cu parametrii concentraţi astfel obţinute. Calitatea 
răspunsului modelului va fi o consecinţă a convergenţei metodei numerice folosite. 

În cele ce urmează se vor folosi o serie de rezultate, deduse în cadrul teoriei 
sistemelor, pentru demonstrarea proprietăţii de convergenţă a metodei numerice cu 
diferenţe finite. 

Ţinând seama de cele prezentate anterior privind aplicarea metodelor de 
rezolvare numerică bazate pe diferenţe finite, într-o prima etapă, se face 
discretizarea spaţială a modelului matematic (3.5.2), după variabila x, prin 

aproximarea derivatelor  jx ,t
x



 cu diferenţele finite  jδ t , x  , j 1,m , cu 

formule deduse având la bază dezvoltări în serie Taylor, cu eroarea de trunchiere 

   q
trε q, x 0 x  . Parametrul q caracterizează ordinul dezvoltării în serie. În 

particular, folosind notaţiile    j jx ,t t  , pentru j 1,m  şi t 0 , se pot utiliza 

următoarele formule de discretizare având eroarea de trunchiere  20 x  [69]: 

 pentru nodul de frontieră j 1 : 

         1 2 3
1 1

3 t 4 t t
x ,t δ t , x

x 2 x

    


  
 

 
   (3.5.4.a) 

 pentru nodurile intermediare j 2,m 1  : 

   
   j 1 j 1

j j
t t

x ,t δ t , x
x 2 x

   


 
 

 
    (3.5.4.b) 

 pentru nodul de frontieră j m : 

         m 2 m 1 m
m m

t 4 t t
x ,t δ t , x

x 2 x

    


  
 

 
  (3.5.4.c) 

Corespunzător celor m noduri de discretizare spaţială, din (3.5.2) rezultă 
sistemul neliniar de ecuaţii diferenţiale: 

      j
j j

d
t δ t , x , t , x

dt


     , j 1,m     (3.5.5) 

În continuare, acest sistem de ecuaţii se restructurează prin eliminarea 
ecuaţiilor care descriu dinamica mărimilor cunoscute prin precizarea condiţiilor de 
frontieră. 

Introducem notaţiile: 
a)  u t - vectorul mărimilor de intrare format din valorile mărimilor cuprinse în 

vectorul  jx ,t , evaluate în nodurile de frontieră  1 mx 0,x L   prin 

impunerea condiţiilor de frontieră; 
b)  X t  - vectorul mărimilor de stare, format din valorile mărimilor 

necunoscute  jj x ,t   evaluate la momentul de timp t numai în 

nodurile reţelei de discretizare spaţială:  jx / j 1,m , mai puţin valorile 

evaluate prin condiţiile de frontieră şi care au fost cuprinse în vectorul 
mărimilor de intrare. 
Cu acestea sistemul (3.5.5) obţine forma matriceală: 
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      dX
t X t ,u t , x

dt
        (3.5.6.a) 

în care   este funcţia vectorială neliniară a modelului matematic al procesului. 

Prin liniarizarea funcţiei neliniare   în jurul punctului     lin linX t ,u t , 

sistemului (3.5.6.a) i se poate asocia forma lineară (3.5.6.b): 

           prm prm prm
dX

t A t , x X t B t , x u t C t , x
dt

       (3.5.6.b) 

Prin prmA , prmB  şi prmC  s-au notat matricele parametrilor formei liniarizate continue. 

Dimensiunea şi modul de formare al vectorului liniarizat de stare X  sunt 

funcţii de condiţiile de frontieră. Valorile proprii ale matricei prmA  a parametrilor 

sistemului de ecuaţii diferenţiale (3.5.6.b), vor depinde de formula de discretizare 
spaţială, respectiv, pasul de discretizare după variabila x. 

Sistemul de ecuaţii diferenţiale ordinare (3.5.6.b) scris pentru nodurile 

reţelei de discretizare  jx / j 1,m  şi care aproximează modelul (3.5.2) va 

permite studiul dinamicii procesului fizic descris de (3.5.4) pentru fiecare moment 
discret de timp din intervalul: finalt 0,t     pe care se caută soluţia aproximativă. 

Valorile proprii ale matricei prmA  permit deducerea unei aproximări a modurilor de 

comportament dinamic ale procesului fizic descris prin modelul (3.5.2). 
Sistemul liniar de ecuaţii diferenţiale (3.5.6.a) reprezintă, formal, modelul 

matematic al unui proces liniar cu parametrii concentraţi. Studiul dinamicii 
procesului descris de forma liniarizată (3.5.6.b), prin intermediul matricei prmA , 

este esenţial pentru determinarea pasului de discretizare al timpului t  
(determinarea limitei de stabilitate). 

A doua etapă, are ca punct de pornire discretizarea, la momentul de timp 

discret kt k t  , a derivatei  k
dX

t
dt

 în raport cu timpul, tot prin intermediul unei 

diferenţe finite, de forma  δX k , t , cu k 0  şi t  pasul de discretizare al 

coordonatei de timp, având la bază dezvoltări în serie Taylor cu eroarea de 

trunchiere egală cu restul dezvoltării    s
trε s, t 0 t  . Şi aici, parametrul s 

caracterizează ordinul dezvoltării în serie. În acest mod sistemul în timp continuu 

(3.5.6) asociat nodurilor de discretizare spaţială j 1,m  se aproximează prin 

sistemul în timp discret (3.5.7) care descrie tranziţia lui X , pe orizontul de timp 
considerat, între momente discrete de timp k k 1  , cu pasul de discretizare al 
timpului variabil t : 

             δX k 1, t θ X k 1 ,u k 1 , x 1 θ X k ,u k , x           (3.5.7.a) 

În mod similar, prin liniarizare în jurul punctului  lin linX ,u  a funcţiei 

nelineare  , sistemului (3.5.7.a) i se poate asocia forma liniarizată (3.5.7.b): 

         
     

1

2

prm prm

prm prm

X k 1 k, x, t X k k, x, t u k 1

                + k, x, t u k k, x, t

     

     

    


   (3.5.7.b) 
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Prin prm , 

1prm , 
2prm  şi prm  s-au notat matricele parametrilor formei liniarizate 

discrete, iar prin  s-a notat un parametru al metodei de discretizare prin 
aproximare, care ia valoarea 1 pentru aşa-numita metodă implicită şi valoarea 0 
pentru aşa-numita metodă explicită. 

Este important de observat că (3.5.7.a) este un sistem algebric recursiv 
care pentru θ 0  necesită, pentru determinarea lui  X k 1 , doar substituţii 

succesive (caracter explicit), pe când pentru θ 0 , necesită rezolvarea, la fiecare 
iteraţie de calcul, a unui sistem neliniar de ecuaţii algebrice (caracter implicit). 

Remarcă: Întrucât, din cauza diversităţii condiţiilor de frontieră şi a 
formulelor de discretizare ce se pot folosi, este destul de greu de descris un algoritm 
general valabil de deducere al vectorilor şi matricelor sistemelor (3.5.6) şi (3.5.7), 
pornind de la sistemul (3.5.4), în capitolul 4 se prezintă câteva exemple concrete de 
simulare numerică care vor ajuta la prezentarea şi lămurirea acestor aspecte. 

Prin sistemul de ecuaţii cu diferenţă (3.5.7) vor fi reprezentate relaţiile 
numerice de calcul prin care se descrie metoda numerică, cu diferenţe finite, de 
găsire a unei soluţii unice a realizării sistemice asociate modelului matematic 
(3.5.2). Aceste relații permit calculul, prin cunoaşterea valorilor discrete 

 j ,k / j 1,m   la momentul de timp kt , a valorilor discrete  j ,k 1 / j 1,m    la 

momentul următor de timp k 1t  . Soluţia  x,t  a problemei va fi reprezentată, pe 

domeniul finalD 0,L m x 0,t n t            , prin setul de valori discrete 

  j kj ,k x ,t / j 1,m,k 1,n    . 

După cum s-a mai precizat, calitatea metodei cu diferenţe finite se apreciază 
prin respectarea condiției de convergenţă. 

Considerăm atunci funcţia  e x,t  ca fiind soluţia exactă a ecuaţiei cu 

derivate parţiale (3.5.2) pentru setul de condiţii limită CI  şi CF  folosit. Vectorului 

liniarizat al stărilor X  asociat modelului discret folosit îi asociem vectorul eX  

obţinut din evaluarea soluţiei exacte în nodurile reţelei de discretizare în care este 
definit vectorul de stare X  al formei liniarizate (3.5.7.b). Din modul de definire, 

vectorul eX  va satisface şi el relaţiile (3.5.7.b) în vecinătatea punctului de 

liniarizare: 
         

     
1

2

e prm e prm

prm prm

X k 1 k, x, t X k k, x, t u k 1

                  k, x, t u k k, x, t

     

     

    

 
   (3.5.8) 

Definim eroarea metodei prin relaţia: 

     met ek 1 X k 1 X k 1           (3.5.9) 

Dacă ţinem seama de relaţiile (3.5.8) vom avea: 

     k 1
met prm met prm metk 1 E k 1 ... E 0           (3.5.10) 

Proprietatea de convergenţă a metodei se va putea exprima prin proprietatea de 
convergenţă a şirului erorilor   metE n : 

  n
metE n 0        (3.5.11) 
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Condiţia (3.5.11) este îndeplinită numai dacă: 
nn

prm 0         (3.5.12) 

Aceasta înseamnă ca raza spectrală specρ a matricei parametrilor formei 

liniarizate discrete prm  să fie subunitară: 

 spec prmρ 1         (3.5.13) 

Singurele erori care se propagă sunt cele datorate alegerii incorecte a 
condiţiilor iniţiale  metE 0 , respectiv, consistenţei formulelor de derivare numerică. 

Întrucât aproximările realizate prin intermediul diferenţelor finite sunt rezultatul 
folosirii unor dezvoltări în serie Taylor a căror eroare de trunchiere tinde să se 
anuleze când norma reţelei de discretizare scade spre zero, respectiv, 

  x 0
trε q, x 0   şi   t 0

trε s, t 0  , se deduce imediat că ele sunt 

consistente. Totodată, întrucât erorile de trunchiere sunt cu atât mai mici cu cât 
ordinele dezvoltărilor în serie Taylor, respectiv q şi s, sunt mai mari, se poate obţine 
o creştere a preciziei formulelor de discretizare, fără a micşora pasul de discretizare, 
prin creşterea ordinului dezvoltării în serie Taylor folosite [69]. 

Din punctul de vedere al teoriei sistemelor condiţia (3.5.13) impune ca 
modelul discret liniarizat (3.5.7.b) să fie un model (asimptotic) stabil (stabilitate în 

sens Lyapunov). Valorile proprii  vp prmλ   ale matricei sistemului vor fi localizate 

în interiorul cercului cu centrul în originea planului complex, de raza unitară: 

 vp prmλ 1         (3.5.14) 

Ţinând seama de dependenţa matricei prm  de paşii de discretizare x  şi 

t , considerând că punctele de discretizare spaţială sunt fixe, ar trebui ca la fiecare 
iteraţie de calcul să alegem valoarea pasului de discretizare al timpului t  astfel 
încât valorile proprii ale matricei prm  să rămână în interiorul cercului unitate.  

În cele de urmează se vor prezenta o serie de particularităţi care permit 
operarea unor simplificări în analiza stabilităţii modelului în timp discret (3.5.7.b). 

Astfel, la folosirea unei metode numerice implicite de rezolvare, când θ 1 , 
modelul (3.5.7.a) devine: 

      δX k 1, t X k 1 ,u k 1 , x          (3.5.15.a) 

având forma liniarizată: 

           imp imp imp
prm prm prmX k 1 k, x, t X k k, x, t u k 1 k, x, t              (3.5.15.b) 

Prin imp
prm , imp

prm  şi imp
prm  s-au notat matricele parametrilor formei. 

Trebuie observat că forma simplificată (3.5.15.a) reprezintă un sistem 
neliniar de ecuaţii algebrice implicite cu necunoscutele grupate, sub forma vectorului 

 X k 1 . Acest sistem va trebui rezolvat la fiecare iteraţie de calcul, printr-o 

metodă numerică adecvată (de exemplu Newton-Raphson [6]). 
În cazul când, pentru discretizarea sistemului de ecuaţii diferenţiale (3.5.6) 

se folosesc diferenţe finite de forma: 
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     X k 1 X k
δX k 1, t

t



 

        (3.5.16) 

corespunzătoare unei metode numerice de tip Euler, cu eroarea de trunchiere  0 t  

[69], între matricea imp
prm  a modelului discret (3.5.15.b) şi matricea prmA  a formei 

liniarizate (3.5.6.b) a modelului continuu, există următoarea relaţie de legătură: 

  1imp
prm prmI t A 


         (3.5.17) 

Prin I  s-a notat matricea unitare având aceeaşi dimensiune ca şi matricea prmA  

Legătura dintre valorile proprii ale matricei prmA  şi valorile proprii ale 

matricei imp
prm  este dată de următoarea teoremă [32]: Dacă 

   1 2 nvp vp vp vpλ A λ ,λ ,...,λ  este spectrul matricei n nA R  , atunci pentru orice 

funcţie φ  definită pe vpλ (A)  avem:          1 2 nvp vp vp vpλ φ A φ λ ,φ λ ,...,φ λ . 

Astfel, considerând funcţia:     10 1
φ y y t y

1 t y





   

 
, matricea imp

prm  

din relaţia (3.5.17) se poate scrie ca şi funcţia matriceală:  imp
prm prmφ A  , iar în 

baza teoremei ajutătoare rezultă relaţia de legătură: 

   
imp

vp prm
vp prm

1
λ

1 t λ A





 
      (3.5.18) 

în care notaţia din membrul stâng semnifică orice element al mulţimii  vp prmλ A  a 

valorilor proprii matricei prmA , iar cea din membrul drept elementul corespunzător 

din mulţimea  imp
vp vpprm prmλ λ (φ(A ))   a valorilor proprii ale matricei 

 imp
prm prmφ A  . Egalitatea (3.5.18) ne permite să afirmăm că indiferent de 

valoarea pasului de discretizare al timpului t , dacă  vp prmRe al λ A 0     atunci 

elementele mulţimii imp
vp prmλ ( )  sunt în modul subunitar, fiind îndeplinită condiţia de 

stabilitate a metodei numerice descrise prin modelul discret (3.5.15.b). În 
consecinţă, convergenţa metodei numerice implicite va fi condiţionată numai de 
structura matricei  prmA t , x  rezultate în urma operaţiei de discretizare spaţială, 

iar valoarea pasului de discretizare t  va influenţa numai precizia calcului numeric. 
Dezavantajul metodei este cauzat de forma implicită a ecuaţiilor modelului 

(3.5.15.a) care, pentru realizarea recurenţei, necesită la fiecare iteraţie calcule 
suplimentare de explicitare (rezolvarea unui sistem neliniar de ecuaţii algebrice). 

În cazul unei metode numerice explicite, când în modelul (3.5.7) avem 
θ 0 , acesta devine: 

      kδX k 1, t X k ,u k , x         (3.5.19.a) 

având forma liniarizată: 
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           expexp exp exp
prm prm prm prmX k 1 k, x, t X k k, x, t u k 1 k, x, t              (3.5.19.b) 

În cazul când se foloseşte tot formula de discretizare (3.5.16), între 

matricea exp
prm  a modelului discret (3.5.19.b) şi matricea prmA  a formei liniarizate 

(3.5.6.b) a modelului continuu există relaţia de legătură: 
exp
prm prmI t A           (3.5.20) 

În mod similar, considerând funcţia   0φ y y t y 1 t y       , rezultă 

următoarea relaţie de legătură între valorile proprii ale celor două matrici: 

   exp
vp vpprm prmλ 1 t λ A          (3.5.21) 

În acest caz stabilitatea metodei numerice explicite este condiţionată atât de 

respectarea condiţiei de stabilitate a modelului continuu  vp prmRe al λ A 0     cât şi 

de alegerea pasului de discretizare al timpului t , întrucât este posibil să avem 

 vp prmReal(1 t λ A ) 1    . În acest caz vorbim de situarea valorilor pasului de 

discretizare t  sub o valoarea maximă numită limită de stabilitate [16], [36] care 
trebuie calculată la fiecare iteraţie de calcul. 

Avantajul metodei numerice explicite de a nu necesita rezolvarea unui 
sistem de ecuaţii algebrice neliniare la fiecare iteraţie de calcul comparativ cu 
metoda implicită este diminuat de dezavantajul necesităţii de alegere a pasului de 
discretizare t  la fiecare iteraţie de calcul. Dificultatea problemei rezultă din 
contextul ce urmează. 

Astfel, potrivit relaţiilor (3.4.34), soluţia generală a modelului procesului de 
curgere prezintă în componenţa sa o combinaţie de moduri exponenţiale de 
comportament dinamic dintre care cel mai rapid mod este caracterizat printr-o 

constantă de timp al cărei ordin de mărime este direct proporţional cu 
2

1

m
. În cazul 

metodelor numerice explicite bazate pe discretizări uzuale ale derivatelor funcţie de 
timp, această constantă de timp va reprezenta practic limita de stabilitate implicată 
în alegerea pasului de discretizare t . Dacă se cere o precizie de calcul mare care 
impune, printre altele un număr m mare de puncte de discretizare spaţială, automat 
domeniul de alegere al pasului de discretizare t  se micşorează practic cu pătratul 
numărului m al punctelor de discretizare spaţială, crescând implicit şi efortul de 
calcul. 

Potrivit relaţiei (3.4.34), în condiţii de simplificare a modelului procesului de 
curgere, în regimurile tranzitorii ale acestuia apar componente modale cu constante 
de timp într-o gamă largă de ordine de mărime. Aspectul este important atât din 
punct de vedere calitativ (gama largă) cât şi din punct de vedere cantitativ (valorile 
propriu-zise ale constantelor de timp). În acest context, modelele de procese cu 
parametrii concentraţi, de aproximare a modelului matematic al procesului de 
curgere, care au fost deduse, vor furniza, în ipoteza unei soluţionări analitice, soluţii 
care vor prezenta simultan atât componente dinamice extrem de lente şi cât şi 
componente dinamice extrem de rapide. Din punct de vedere matematic sistemele 
de ecuații asociate unor astfel de modele intră în categoria sistemelor de ecuaţii 
inflexibile („stiff equations”) [36]. 
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Pentru acest tip de sisteme de ecuaţii diferenţiale au fost dezvoltate o clasă 

specială de metode numerice explicite de rezolvare numite metode Runge-Kutta-
Chebyshev bazate pe principiul relaxării preciziei de calcul numeric în favoarea 
creşterii limitei de stabilitate [75], [77]. Principiul metodelor va fi prezentat în 
subcapitolul care urmează și are la bază utilizarea unor formule pentru explicitarea 
diferenţei finite  δX k 1, t  astfel încât domeniul de stabilitate al sistemului de 

ecuaţii discrete să fie expandat faţă de cercul de rază unitară utilizat în cazul 
recurgerii la formula (3.5.16). 

Din cele prezentate rezultă că mecanismul de selecţie a unei metode 
numerice pentru simularea modelului matematic al procesului de curgere al gazului 
printr-un sistem de transport este destul de dificil de realizat. În diferitele situaţii 
concrete de lucru trebuie să se ţină seama de aspectele prezentate. 

Studiul convergenţei metodei numerice se poate face, într-o primă fază, 
funcție numai de structura matricei prmA  a formei liniarizate (3.5.6.b), a modelului 

continuu. Această structură este determinată de formulele de discretizare folosite 
pentru aproximarea numerică a derivatelor după variabila x. De regulă, această 
matrice va avea elementele dispuse pe o bandă centrată pe diagonala principală. 
Între structura acestei matrice şi valorile ei proprii se pot stabili o serie de corelaţii 
importante pentru studiul convergenței [32], [70]. 
 
 

3.6. Metoda Runge-Kutta-Chebyshev 
 

Folosirea unei metode numerice implicite are atât avantajul convergenţei 
necondiţionată de alegerea paşilor de discretizare cât şi dezavantajul folosirii unui 
sistem de ecuaţii cu diferenţe neliniar pentru găsirea soluţiei aproximative. 

În schimb metodele numerice explicite nu prezintă acest dezavantaj întrucât 
mărimile necunoscute ale sistemului de ecuaţii cu diferenţe apar în mod explicit în 
cadrul sistemului de ecuaţii [6], [69]. Convergenţa metodei va fi condiţionată de 
alegerea paşilor de discretizare şi în cele mai multe din cazuri vor rezulta valori mici 
ale pasului de discretizare al timpului t  ceea ce va conduce la un număr mare de 
iteraţii. Eliminarea acestui dezavantaj a fost realizat prin dezvoltarea metodei 
numerice Runge-Kutta-Chebyshev care are la bază ideea creşterii limitei de 
stabilitate pentru a putea crește valoarea pasului de discretizare al timpului t. 
Prezentarea care urmează să se facă are la bază lucrările [36], [75], [77]. 

 
3.6.1. Aplicabilitatea metodelor numerice cu diferenţe finite 

în cazul sistemelor ecuaţii diferenţiale inflexibile 
După cum s-a arătat în paragrafele anterioare modelul discret al procesului 

de curgere posedă o serie de moduri dinamice extreme, care îngreunează algoritmul 
de calcul. Este vorba despre moduri dinamice similare, ca exemplificare, celor ale 
următorului sistem de ecuaţii diferenţiale ordinare: 

   1 vp 1x t λ x t         (3.6.1.a) 

   2 vp 2x t 1000λ x t         (3.6.1.b) 

     1 2y t x t x t         (3.6.1.c) 

În sistemul de ecuaţii (3.6.1) λ  este o constantă reală pozitivă. 
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Pentru condiţii iniţiale unitare soluţia analitică a sistemului (3.6.1) este: 

  vpλ t
1x t e


         (3.6.2.a) 

  vp1000λ t
2x t e


        (3.6.2.b) 

  vp vpλ t 1000λ t
y t e e

 
        (3.6.2.c) 

Se observă că 
t
lim y(t ) 0


 . 

Una dintre metodele cele mai cunoscute de rezolvare numerică a sistemului 
de ecuaţii (3.6.1) este metoda Euler. Ea constă în discretizarea derivatelor 
dependente de timp din sistemul (3.6.1) cu formula   

     k 1 kx t x t
x t

t
 

        (3.6.3) 

şi asocierea valorii derivatei capătului inferior al intervalului de timp k k 1[t ,t ] . Cu 

k 1 kt t t    s-a notat pasul de discretizare al timpului. 

În urma discretizării la timpul kt după formula (3.6.3), se poate scrie 

sistemul de ecuaţii cu diferenţă, în formă explicită: 
           1 k 1 1 k

vp 1 1 k 1 vp 1k kt
x t x t

λ x x t 1 λ t x t
t








       (3.6.4.a) 

           2 k 1 2 k
vp 2 2 k 1 vp 2k kt

x t x t
1000λ x x t 1 1000λ t x t

t








      (3.6.4.b) 

     k 1 1 k 1 2 k 1y t x t x t          (3.6.4.c) 

Analitic, sistemul de ecuaţii cu diferenţe (3.6.4) are soluţia: 

   k1 k vpx t 1 λ t         (3.6.5.a) 

   k2 k vpx t 1 1000λ t        (3.6.5.b) 

     k k
k vp vpy t 1 λ t 1 1000λ t          (3.6.5.c) 

Analizând soluţia numerică  ky t , dată prin relaţia (3.6.5.c), se observă că, 

dacă pasul de discretizare al timpului t  nu este suficient de mic, atunci soluţia 
discretă  ky t şi soluţia analitică  y t , conform relaţiei (3.6.2.c) diferă calitativ. 

Pentru a nu se întâmpla acest lucru este necesar ca k
t
lim y(t ) 0


 , iar pentru a 

avea o convergentă uniformă este necesar ca    k 1 ky t y t  . Cele două condiţii 

sunt îndeplinite dacă 

vp
vp

2
1 1000λ t 1 t

1000λ
          (3.6.6) 

Condiţia (3.6.6) care se impune în alegerea pasului de discretizare al 

timpului t  poartă numele de condiţia de stabilitate, iar valoarea 
vp

2
1000λ

 

reprezintă limita de stabilitate. Principial, valoarea limitei de stabilitate rezultă din 
asigurarea convergenţei componentei de dinamica cea mai rapidă:  2 kx t , relaţia 
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(3.6.5.b). Implicit, se asigură şi convergenţa componentei cu dinamică mai lentă 

 1 kx t , relaţia (3.6.5.a). În adevăr, pentru aceasta rezultă o limită de stabilitate 

mai mare: 

vp
vp

2
1 λ t 1 t

λ
           (3.6.7) 

Deci pasul de discretizare al timpului t  trebuie astfel ales astfel încât toate 
componentele soluţiei  ky t  să fie convergente, deşi contribuţia (ponderea) fiecărei 

componente în formarea soluţiei finale este diferită. În cazul relaţiei (3.6.5.c) 
componentele sunt  1 kx t  şi  2 kx t . Numeric, pentru 1t 0,2  avem 

  vp vp0,2λ λ
1 1x t e 0,82


  , respectiv,     vpvp

λ1000 0,2λ 38
2 1x t e 10

    . Valoarea 

componentei  2x t  poate fi neglijată, din punct de vedere cantitativ însă, din punct 

de vedere calitativ, nu poate fi neglijată contribuţia pe care o are asupra stabilităţii 
sistemului de ecuaţii discrete, respectiv în alegerea pasul de discretizare al timpului. 

Sistemele de ecuaţii care posedă astfel de caracteristici sunt numite sisteme 
de ecuaţii inflexibile („stiff equations”). Sistemele de ecuaţii diferenţiale ordinare 
care rezultă din discretizarea spaţială a ecuaţiilor cu derivate parţiale care descriu 
curgerea gazelor prin conductele de transport tind să se încadreze în această 
categorie. 

Metoda numerică asociată prin formula de discretizare (3.6.3) pentru rezol-
varea numerică a sistemului de ecuaţii diferenţiale ordinare (3.6.1) face parte din 
categoria metodelor numerice explicite de rezolvare numerică pentru care 
convergenţa este, însă, condiţionată de alegerea pasului de discretizare al timpului. 

Obţinerea unei metode numerice convergente necondiţionat de alegerea 
pasului de discretizare al timpului se face prin discretizarea sistemului (3.6.1) cu 
formula (3.6.3) şi asocierea valorii derivatei capătului superior k 1t   al intervalului 

de timp k k 1[t ,t ] . Rezultă sistemul de ecuaţii cu diferenţe implicite: 

         1 k 1 1 k
vp 1 k 1 1 k 1 1 k

vp

x t x t 1
λ x t x t x t

t 1 λ t 


 


   


  (3.6.8.a) 

         2 k 1 2 k
vp 2 k 1 2 k 1 2 k

vp

x t x t 1
1000λ x t x t x t

t 1 1000λ t 


 


   


 (3.6.8.b) 

     k 1 1 k 1 2 k 1y t x t x t          (3.6.8.c) 

Soluţia analitică a sistemului (3.6.8) este: 

 
 

1 k k
vp

1
x t

1 λ t



       (3.6.9.a) 

 
 

2 k k
vp

1
x t

1 1000λ t



      (3.6.9.b) 

 
   

k k k
vp vp

1 1
y t

1 λ t 1 1000λ t 
 

 
     (3.6.9.c) 

Se observă că şirul de numere  ky t  dat de relaţia (3.6.9.c) este uniform 

convergent necondiţionat întrucât următoarele condiţii de stabilitate: 
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vp

1
1

1 λ t



        (3.6.10.a) 

vp

1
1

1 1000λ t



       (3.6.10.b) 

sunt satisfăcute necondiţionat de alegerea pasului de discretizare al timpului t .  
O astfel de metodă numerică face parte din categoria metodelor numerice 

implicite pentru care alegerea pasul de discretizare al timpului este esenţială numai 
în precizia metodei. Cu cât este mai mic pasul de discretizare al timpului, cu atât 
metoda este mai precisă, dar efortul de calcul devine mai mare. 

În continuare să considerăm sistemul de ecuaţii diferenţiale ordinare, 
nelinear: 
   x t f x t            (3.6.11) 

Dacă se urmăreşte rezolvarea sistemului (3.6.11) printr-o metodă numerică 
explicită, se obţine următorul sistem de ecuaţii cu diferenţe: 
     k 1 k kx t x t t f x t       ,      (3.6.12), 

iar dacă se foloseşte o metodă numerică implicită, se obţine următorul sistemul de 
ecuaţii cu diferenţe: 
     k 1 k k 1x t x t t f x t       .     (3.6.13) 

Caracterul implicit sau explicit al metodei numerice de rezolvare trebuie 
remarcat în mijlocul de realizare a tranziţiei    k k 1x t x t  . 

Astfel sistemul discret de ecuaţii (3.6.12) permite realizarea acestei tranziţii 
printr-o simplă relaţie de calcul, în timp ce sistemul de ecuaţii (3.6.13) necesită 
rezolvarea unui sistem de ecuaţii algebrice neliniare. Din acest motiv metoda care a 
condus la relaţiile explicite (deschise) de calcul (3.6.12) se numeşte metodă 
numerică explicită, spre deosebire de atributul de implicită aplicat metodei numerică 
care a condus la relaţiile implicite (închise) de calcul (3.6.13). 

 
3.6.2. Utilitatea creşterii limitei de stabilitate 

a metodelor numerice cu diferenţe finite 
Fiecare metodă prezintă avantajele si dezavantajele ei în ceea ce priveşte 

asigurarea convergenţei, respectiv a efortului de calcul. 
Prin teorema Dalquist, Hairer şi Wanner, 1991, s-a demonstrat că nu există 

metode numerice explicite, absolut stabile. Însă, dezvoltarea unor metode numerice 
explicite cu o limită de stabilitate îmbunătăţită, poate permite acestora să devină 
mai competitive faţă de metodele numerice implicite, în ceea ce priveşte efortul de 
calcul numeric. 

O astfel de metodă numerică explicită, cu îmbunătăţirea limitei de 
stabilitate, pentru sistemul (3.6.11), este prezentată, calitativ, în cele ce urmează, 
prin relaţiile de calcul (3.6.14) [36], [77]: 

 1 kk f x t            (3.6.14.a) 

 2 k 1 1k f x t α k t           (3.6.14.b) 

     k 1 k 1 1 2 2x t x t β k β k t         (3.6.14.c) 

Proprietăţile metodei numerice (3.6.14) pot fi studiate calitativ prin aplicarea 
acesteia asupra ecuaţiei diferenţiale (3.6.15): 
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   vpx t λ x t         (3.6.15) 

Relaţiile de calcul numeric ale metodei sunt, pentru cazul considerat: 
 1 vp kk λ x t          (3.6.16.a) 

    2 vp k 1 vp kk λ x t α t λ x t           (3.6.16.b) 

      2 2
k 1 k vp 1 2 2 1 vpx t x t 1 t λ β β β α t λ 

        
   (3.6.16.c) 

Ţinând cont de soluţia analitică (3.6.5) a sistemului (3.6.4), tranziţia 
   k k 1x t x t   se poate calcula exact prin intermediul relaţiei: 

     vp
serieTaylorλ t 2 2

k 1 k vp vp k
1

x t e x t 1 λ t λ t ... x t
2

   


       
 

 (3.6.17) 

Pentru ca soluţia numerică (3.6.16.c) să fie cât mai aproape de soluţia 
analitică (3.6.17) se impune să fie satisfăcută egalitatea: 

  2 2 2 2
vp 1 2 2 1 vp vp vp

1
1 t λ β β β α t λ 1 λ t λ t ...

2
              (3.6.18) 

Egalitatea (3.6.18) implică alegerea coeficienţilor metodei numerice (3.6.14) 
astfel încât: 

1 2β β 1          (3.6.19.a) 

1 2
1

α β
2

         (3.6.19.b) 

Întrucât avem numai două ecuaţii (3.6.18) şi sunt 3 necunoscute, 
 1 1 2α ,β ,β , există un număr infinit de combinaţii care satisfac aceste două relaţii. 

Relaţia de egalitate (3.6.19.a) este absolut necesară pentru ca metoda 
numerică să conducă la o soluţie numerică care să aibă un comportament similar cu 
cel al soluţiei analitice. În schimb, satisfacerea relaţiei (3.6.19.b) conduce la o 
metodă numerică mult mai precisă (relaţia de calcul numeric coincide cu dezvoltarea 
în serie Taylor de ordinul 2), decât dacă nu ar fi satisfăcută (dezvoltare în serie 
Taylor până la ordinul 1). 

Analiza convergenţei metodei numerice (3.6.14) se face prin analiza 
inecuaţiei (3.6.20): 

  2 2
vp 1 2 2 1 vp1 t λ β β β α t λ 1            (3.6.20) 

Dacă ambele relaţii (3.6.19) sunt satisfăcute, inecuaţia (3.6.20) devine: 

 22 2
vp vp vp

vp

1 2
1 t λ t λ 1 1 t λ 1 2 t

2 λ
                (3.6.21) 

Dacă condiţia (3.6.19.b) nu este satisfăcută, inecuaţia (3.6.21) se 
transformă: 

2 2
vp 2 1 vp1 t λ β α t λ 1            (3.6.22) 

Coeficienţii 1α  şi 2β  pot fi aleşi astfel încât să fie obţinută cea mai mare limită de 

stabilitate. În cazul de faţă, după efectuarea unor calcule algebrice, cea mai mare 

limită de stabilitate se obţine când: 1 2
1

α β
8

 , adică: 

vp

8
t

λ
          (3.6.23) 
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Analizând relaţiile (3.6.21) şi (3.6.23), pentru exemplul (3.6.15) prezentat, 

se poate trage concluzia că, relaxarea cerinţelor de precizie impuse metodei 
numerice conduce la creşterea de patru ori a limitei de stabilitate. 

 
3.6.3. Algoritmul de calcul al metodei 

Runge-Kutta-Chebyshev 
Principiul relaxării preciziei de calcul numeric în favoarea creşterii limitei de 

stabilitate a fost utilizat pentru crearea unor metode numerice de rezolvare 
cunoscute ca metode numerice de tip Runge-Kutta-Chebyshev, aplicabile unei clase 
de ecuaţii diferenţiale cu valori proprii distribuite într-o bandă îngustă în jurul axei 
reale a planului complex, clasă în care tinde să se încadreze sistemul de ecuaţii 
diferenţiale ordinare rezultate în urma discretizării derivatelor spaţiale ale ecuaţiilor 
cu derivate parţiale care caracterizează curgerea gazului prin conductele de 
transport (valori proprii localizate în jurul axei reale negative). 

Pentru un model matematic de forma (3.6.11), care are localizate valorile 
proprii într-o bandă îngustă în jurul axei reale negative, varianta de metodă 
numerică explicită de rezolvare de tip Runge – Kutta - Chebyshev în s-paşi constă în 
următorul algoritm de calcul: 

 
 

     

 

0 k

1 0 1 0 k 0

j j j 1 j j 2 j j 0 j j 1 k j 1 j 0 k 0

k 1 s

w x t

w w μ t f w ,t c t

...

w μw νw 1 μ ν w μ t f w ,t c t γ t f w ,t c t

...

x t w

 

      





    

           





 
 (3.6.24) 

cu 2 j s  . 
Coeficienţii metodei se calculează după formulele (3.6.25): 

1 1 1μ b ω         (3.6.25.a) 

respectiv, pentru j 2,s , 

j 0
j

j 1

2b ω
μ

b 
         (3.6.25.b) 

j
j

j 2

b
ν

b 
          (3.6.25.c) 

j 1
j

j 1

2b ω
μ

b 
         (3.6.25.d) 

   j j 1 j 1 0 jγ 1 b T ω μ           (3.6.25.e) 

Coeficienţii formulelor (3.6.25) sunt: 

0 2
0

1
b

4ω
         (3.6.26.a) 

1
0

1
b

ω
         (3.6.26.b) 
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 

 

j

j

Ch 0
j 2

Ch 0

T ω
b , j 2,s

T ω

 
 
  




      (3.6.26.c) 

0 2
ε

ω 1
s

          (3.6.26.d) 

 
 

s

s

Ch 0
1

Ch 0

T ω
ω

T ω



         (3.6.26.e) 

În relaţiile (3.6.26) 
kChT  este polinomul Chebyshev de prima speţă şi ordin 

k, iar pentru argumente 0ω 0  are forma: 

   k
2

Ch 0 0 0 0T ω cosh k arccos h ω cosh k ln ω ω 1
              

  (3.6.27) 

În implementarea practică a metodei trebuie să se ţină seama de relaţiile de 
recurenţă pentru calcularea polinomului Chebyshev: 

 
 

     

0

1

j j j

Ch 0

Ch 0 0

Ch 0 0 Ch 1 0 Ch 2 0

T ω 1

T ω ω

...

T ω 2ω T ω T ω , j 2,s 





  

   (3.6.28) 

Incremenţii  jc / j 0,s  sunt daţi de relaţiile (3.6.29): 

0c 0          (3.6.29.a) 

1
1

0

ω
c

ω
         (3.6.29.b) 

   
   

s j

s j

Ch 0 Ch 0
j j j 1 j j 2 j j

Ch 0 Ch 0

T ω T ω
c μ c ν c μ γ , j 2,s

T ω T ω       
 

 
    (3.6.29.c) 

Limita de stabilitate  stabβ s , funcţie de raza spectrala vp max
f

λ
x
 

  
 (cel 

mai mare modul dintre modulele valorilor proprii ale spectrului formei liniare 
f
x



), 

este dată prin relaţia (3.6.30): 

 
2

stab
vp max

4
2 ε s

3t β s
λ



  
         (3.6.30) 

Parametrul ε 0  este liber să fie definit, rolul său fiind acela de a crea o 
oarecare amortizare în comportamentul dinamic al componentelor rapide ale 
soluţiei. Dacă se alege ε 0  metoda lucrează numai dacă valorile proprii ale formei 

f
x



 sunt situate pe axa reală negativă. Însă o perturbaţie imaginară de amplitudine 

mică poate produce instabilitate. Din considerente de robusteţe a metodei 
parametrul ε  trebuie să aibă valori mici pozitive. Efectul va consta într-o regiune de 
stabilitate de forma unei bande înguste în jurul axei reale negative. 

BUPT



3. Metode analitice şi numerice utilizate pentru studiul procesului de curgere 
    descris prin modele continue  108 

 
Pentru situaţii practice în literatura de specialitate se indică ε 0,05 , însă 

aceasta este o valoarea orientativă care conduce la o amortizare de aproximativ 
5%  iar limita de stabilitate (3.6.30) se diminuează cu aproximativ 2% . 

Numărul de paşi s ai metodei numerice este determinat pe baza pasului de 

discretizare al timpului t  şi de raza spectrală vp max
f

λ
x
 

  
. Acest număr trebuie 

setat, pe considerentul eficienței metodei, la cea mai mică valoare care satisface 
inecuaţia (3.6.31): 

 
2

stab
vp max

1,9s
t β s

λ
         (3.6.31) 

O aproximare a razei spectrale a unei matrice A  se poate face apelând la 
teorema Gershgorin care permite determinarea brută a unei zone (discurile 
Gershgorin) unde sunt localizate toate valorile proprii ale matricei A  (vezi Anexa 

A.4). Această teoremă arată că orice valoare proprie vpλ  a matricei A  este 

localizată într-unul din discurile planului complex cu centrul în elementele iia  de pe 

diagonala principală ale matricei A  şi având raza: 

i

n

vp ij
j 1
j i

ρ a



          (3.6.32.a) 

Cu alte cuvinte: oricare ar fi  vp vpλ λ A , cu  vpλ A  spectrul matricei A, 

există indicii întregi i astfel încât: 
n

vp ii ij
j 1
j i

λ a a



          (3.6.32.b) 

Trebuie remarcat faptul că valoarea limitei de stabilitate stabβ  depinde de 

numărul de paşi s ai metodei, după cum arată relaţia (3.6.31). Schimbând valoarea 
s a pasului metodei se poate controla valoarea limitei de stabilitate astfel încât 
pentru orice pas de discretizare al timpului t  este posibil să se selecteze un număr 
s de paşi ai metodei numerice astfel încât metoda să fie stabilă. 

Pentru cazul ecuaţiei diferenţiale (3.6.15), rezolvarea numerică a acesteia 
pe intervalul de timp final0,t   , presupune parcurgerea a: 

 
vp finalfinal max

RKC 2max

λ tt
N

t 0,653 s 1
 


 iteraţii. La fiecare iteraţie trebuie efectuaţi s-paşi, 

astfel încât costul rezolvării numerice al ecuaţiei prin această metodă devine: 

 
vp finalmax

RKC RKC 2

s λ t
C sN

0,653 s 1
 


. 
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Dacă ecuaţia s-ar rezolva printr-o metodă de tip Euler, cu limita de 

stabilitate (3.6.6), numărul necesar de iteraţii ar fi: 
vp finalfinal max

Euler
max

λ tt
N

t 2
  , 

costul de rezolvare fiind, în cazul de faţă unde se face, la fiecare iteraţie, o singură 

evaluare a unei funcţii: 
vp finalmax

Euler Euler

λ t
C N

2
  . 

Eficienţa metodei Runge-Kutta-Chebyshev comparată cu metoda Euler 

rezultă a fi:: RKC

Euler

C 2,2
C s

 . 

În figura 3.6.1 este prezentată organigrama de simulare numerică a unui 

model matematic de forma  X f X ,t  cu nX R  şi nf : R R R  , pentru un 

număr de N iteraţii. 

Raza spectrală a formei matriceale n ndf
A R

dX
   calculată într-un punct 

oarecare aX , se estimează folosind relaţia (3.6.32.b), respectiv, valoarea maximală 

nn
vp ii ijmax i 1

j 1
j i

λ max a a





   , având în vedere localizarea în semiplanul stâng al 

planului complex a valorilor proprii a formei liniarizate a modelului. 
Pentru un număr s de paşi ai metodei RKC va rezulta o valoarea minimală a 

limitei de stabilitate  β s  calculată la fiecare iteraţie k 0,N  pe baza relaţiei 

(3.6.30), astfel încât pasul de discretizare al timpului t  va putea fi considerat 

 t β s   la iteraţia k. 

 
 

3.7. Concluzii 
 

Obiectivul acestui capitol l-a reprezentat stabilirea aspectelor relevante 
privind aplicabilitatea practică a modelului matematic al procesului de curgere din 
perspectiva existenţei unor metode matematice de soluţionare 

Astfel, pentru modelul complex al procesului de curgere, prezentarea unor 
condiţii specifice de funcţionare ale procesului a permis deducerea, fără a avea 
pretenţia de rigurozitate matematică specifică excesivă, a unei forme analitice 
simplificate a acestui model, pe baza căreia s-au putut identifica şi folosi o serie de 
tehnici şi metode analitice specifice teoriei matematice a ecuaţiilor diferenţiale. 

În acest context s-a realizat o expunere sistematizată a modului de 
soluţionare a ecuaţiilor de regim staţionar, finalizată cu prezentarea unor relaţii de 
calcul ale valorilor medii ale unor mărimi care permit stabilirea unui prim nivel de  
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Fig. 3.6.1. Organigrama metodei Runge-Kutta-Chebyshev 
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aproximare a stării procesului de curgere în jurul unui punct staţionar de 
funcţionare. 

Metoda analitică de studiu, folosită în cazul ecuaţiilor de regim dinamic, a 
permis stabilirea modurilor de comportament dinamic şi scrierea unor relaţii de 
calcul aproximativ pentru constantele de timp ale procesului. În felul acesta s-a 
putut face o estimare a nivelului de complexitate al sistemului de ecuaţii diferenţiale 
prin care se descrie procesul de curgere din punct de vedere al rezolvării pe cale 
numerică. 

Întrucât rezolvarea pe baza unui metode analitice a sistemului de ecuaţii 
diferenţiale al modelului procesului de curgere are o valabilitate limitată la forma 
matematică simplificată, obţinerea unei soluţii a modelului matematic al procesului 
de curgere, în orice condiţii de funcţionare, este posibilă numai prin apelarea la 
metode numerice de calcul. 

În cadrul acestei lucrări s-au luat în considerare numai metodele numerice 
bazate pe diferenţe finite iar descrierea şi modul de implementare al acestora s-a 
făcut accentuându-se aspectul sistemic în sensul că, impunerea condiţiilor de 
frontieră sistemului de ecuaţii diferenţial înseamnă a orienta modelul matematic al 
procesului de curgere şi a-l considera ca o realizare sistemică asociată unui proces 
tehnologic real.  

Acest lucru a permis şi propunerea unei interpretări sistemice criteriilor care 
caracterizează calitatea metodei numerice. 

Prezentarea metodelor numerice bazate pe diferenţe finite a fost finalizată 
cu descrierea unei de metode de simulare numerică din clasa metodelor Runge-
Kutta-Chebyshev, care ţine seama de specificul sistemului de ecuaţii diferenţiale al 
modelului procesului de curgere. 

În contextul celor mai sus prezentate se poate considera că obiectivul 
propus iniţial a fost atins. 
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Capitolul 4: Modele de aproximare a procesului 
de curgere a gazului natural prin conductele de 

transport
 
 

4.1. Generalităţi 
 

În cadrul acestui capitol vor fi prezentate și studiate proprietățile unor 
modelele de aproximare a procesului de curgere a gazului natural prin conductele de 
transport, care se vor folosi în soluționarea problemei de conducere a sistemului de 
transport. 

Astfel primul subcapitol, 4.2, tratează problema simulării numerice a 
procesului de curgere al gazului natural printr-un tronson de conductă, prin folosirea 
unor modele de aproximare construite conform cerinţelor de aplicare a metodelor 
numerice cu diferenţe finite. Simulările numerice vor permite emiterea unor 
observaţii referitoare la dinamica procesului de curgere şi erorile de calcul numeric 
rezultate în cazul folosirii unor modele matematice simplificate ale curgerii, 
respectiv, stabilitatea modelor de aproximare folosite. 

În subcapitolul următor, 4.3, se pune problema determinării şi analizei 
valabilităţii unui model sistemic al unui tronson de conductă reprezentat de un 
model de aproximare liniar cu parametri constanţi care va permite analiza dinamicii 
procesului de curgere în vecinătatea unui regim staţionar de funcţionare rezolvarea 
problemei de control a procesului de curgere. 

Problema stabilităţii unui model sistemic discret al procesului de curgere la 
nivelul unui sistem de transport gaze naturale, dedus din agregarea modelelor 
sistemice discrete ale tronsoanelor de conductă interconectate este prezentată în 
cadrul subcapitolului 4.4. 

O problemă deosebit de importantă pe care o pune modelarea matematică a 
unui proces o constituie valabilitatea acestuia, iar acest lucru este realizat în cadrul 
subcapitolului 4.5 prin validarea experimentală, prin corelarea unor măsurători 
efectuate pe diferite tronsoane din cadrul Sistemului Naţional de Transport Gaze cu 
valori determinate prin simulări numerice. 
 
 

4.2. Simularea numerică a procesului de curgere al 
gazului natural printr-un tronson de conductă 
folosind modele de aproximare 

 
4.2.1. Construirea modelelor de aproximare 
După cum s-a arătat în capitolul 2, procesul de curgere nestaţionară, cu 

transfer de căldură a unui gaz real printr-un tronson de conductă este descris printr-
un sistem de ecuaţii cu derivate parţiale, de forma (2.7.3), care, din punct de 
vedere sistemic constituie modelul matematic al unui proces cu parametrii 
distribuiţi. 
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Totodată, după cum s-a arătat în capitolul 3, obţinerea unei soluţii a 

sistemului de ecuaţii diferenţiale asociat acestui model se poate face numai pe cale 
numerică, rezultând o soluţie aproximativă. Din punct de vedere sistemic, prin 
aplicarea metodei numerice cu diferenţe finite pentru rezolvarea sistemului de 
ecuaţii diferenţiale se face o aproximare a modelului matematic al procesului cu 
parametrii distribuiţi cu un model matematic al unui proces cu parametrii 
concentraţi, fapt care permite oferirea unei interpretări sistemice condiţiilor de 
convergenţă ale metodei numerice prin analiza valorilor proprii ale sistemului 
linearizat de ecuaţii diferenţiale. 

În cele ce urmează se va prezenta procedura de lucru privind construirea 
unui model de aproximare al procesului de curgere, fără schimbarea direcţiei de 
curgere, luând drept referinţă modelul matematic  0M  dat prin sistemul de ecuaţii 

cu derivate parţiale (2.7.3): 

 

 

   

 

2 2

0 2 2

v v ct

p

ρvρ
0

t x

ρvρv p λ ρv
ρgsinα 0

t x x D 2
M p,v,T ,ρ :

ρv ρv
ρc T ρgz ρc T ρgz p v ρq

t 2 x 2

p
ρ

Z p,T R T

 
 

 
  

       
                             

 


 (4.2.1) 

Rescrierea sistemului de ecuaţii (4.2.1) numai în variabilele  p,v ,T  şi 

determinarea traiectoriilor caracteristice (vezi Anexa A.3) constituie o problemă 
laborioasă însă ar putea oferi o serie de explicaţii matematice privitor la 
simplificările realizate pe baza unor observaţii, care au fost prezentate în cadrul 
capitolului anterior. 

Notăm cu Q ρvA  debitul masic instantaneu transportat cu viteza v prin 
secţiunea circulară A a tronsonului de conductă. Semnificaţia celorlalte mărimi şi 
parametri ai procesului de curgere al gazului prin conductă se consideră cunoscută, 
fiind prezentată în cadrul capitolelor anterioare. 

Factorul de abatere al gazului  Z p,T  se explicitează prin intermediul 

relaţiei Berthelot (2.6.3), cu o precizie suficientă de bună, sau a celorlalte relaţii de 
calcul prezentate în subcapitolul 2.6. Pentru alte relaţii de calcul, mai precise, se 
poate consulta referinţa bibliografică [42]. 

Se va considera un tronson orizontal de conductă astfel încât elevaţia 
conductei va fi: z 0 . 

Termenul ctρq  asociat fluxului de căldură schimbat de masa de gaz prin 

conductivitate termică cu solul prin pereţii conductei se va rescrie sub forma 

 L
sol

k
T T

A
  în care Lk  este coeficientului de transfer termic prin pereţii conductei. 

Semnificaţia lui a fost prezentată în cadrul capitolului 2. 
Folosind ecuaţia de stare (2.6.2.a), se explicitează densitatea  gazului şi se 

înlocuieşte în ecuaţiile (4.2.1) ale modelului  0M . 
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Notând cu         t
mx,t p x ,t Q x ,t T x ,t      vectorul variabilelor, 

respectiv, cu ξ  vectorul parametrilor procesului de curgere, după efectuarea 

calculelor simbolice, modelul  0M  se va putea scrie sub forma matriceală (mai uşor 

de manipulat în ceea ce priveşte implementarea programului de simulare numerică) 
astfel: 

V W 0
t x
  

  
 

       (4.2.2.a) 

Se face precizarea că  V V ,ξ este o matrice având 3 3  elemente, 

respectiv,  W W ,ξ  vector având 3 1  elemente, fiind funcţie de variabilele şi 

parametrii procesului de curgere. 

Forma de regim staţionar a modelului  0M  se obţine pentru 0
t





: 

d
Y 0

dx


          (4.2.2.b) 

S-a folosit notaţia: 1Y V W . 
Pentru a facilita analiza rezultatelor simulării numerice (aducerea la acelaşi 

ordin de mărime), variabilele p, Q şi T ale sistemul de ecuaţii (4.2.2) se 
normalizează. Acest lucru se realizează prin raportare la nişte constante de 
normalizare, şi anume: Mp  pentru presiune, MQ  pentru debitul masic şi MT  pentru 

temperatură, potrivit relaţiilor: 

Mp p p          (4.2.3.a) 

MQ Q Q          (4.2.3.b) 

MT T T          (4.2.3.c) 

Pentru valorile de bază, la care se face raportarea, se introduce matricea de 
normalizare: 

M

Mnorm

M

p 0 0
K 0 Q 0

0 0 T

 
   
  

      (4.2.4) 

Coordonata spaţială x se normalizează prin raportare la lungimea L a 
tronsonului de conductă, iar coordonata temporală t prin raportare la timpul în care 
unda de presiune străbate cu viteza medie a sunetului în gaz Mc  tronsonul de 

conductă de la un capăt la altul: 
x Lx           (4.2.5.a) 

M

L
t t

c
          (4.2.5.b) 

Prin aceasta se obţine următoarea formă normalizată a modelului  0M : 

V W 0
xt

  
  



 
 

 
       (4.2.6.a) 

Y 0
x


 






        (4.2.6.b) 
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Relaţiile de legătură dintre forma normalizată (4.2.6) şi forma nenormalizată 

(4.2.2) a modelului  0M  sunt următoarele: 

K           (4.2.7.a) 

1
K

x L x
  


 




        (4.2.7.b) 

Mc K
t L t
  


 



         (4.2.7.c) 

   1

M

1
V ,ξ K V ,ξ K

c
          (4.2.7.d) 

   1

M

L
W ,ξ K W ,ξ

c
          (4.2.7.e) 

 1Y LK Y ,ξ         (4.2.7.f) 

Pentru simularea numerică a formei normalizate (4.2.6) a modelului  0M  

trebuie construită o reţea de discretizare şi precizate condiţiile la limită (inițiale și de 
frontieră) pentru variabilele procesului de curgere. 
Reţeaua se construieşte considerând m noduri de discretizare spaţială, uniform 

repartizate de-a lungul axei Ox cu pasul 
1

x
m 1

 


  astfel încât: 

t m
1 2 mx x x ... x R       , cu 1x 0 ,  j 1 jx x x / j 1,m 1        şi mx 1 . 

Timpul este eşantionat cu pasul t  astfel încât 1t 0  şi  k 1 kt t t / k 1      . 

Ca şi condiţii de frontieră, pentru k 0 , se consideră: 
 1,k kp p1 t          (4.2.8.a) 

 m,k kQ Q2 t          (4.2.8.b) 

 1,k kT T1 t          (4.2.8.c) 

care conduc la o realizare p1Q2T1 a modelului matematic al procesului de curgere. 
Pentru simplificarea notării şi facilitarea urmăririi prezentării se va renunţa la 

notaţia de normalizare. 
Pentru vectorul variabilelor procesului de curgere se va folosi următoarea 

notaţie: 
  j ,kj x,k t             (4.2.9) 

Întrucât, pentru simularea numerică se alege drept stare iniţială o stare 
asociată unui regim staţionar de curgere caracterizat prin 

      1,1 1 1,1 m,1 stat 1 1,1 1p p1 t ,Q ... Q Q Q2 t const ,T T1 t       , condiţiile 

iniţiale pentru sistemul de ecuaţii diferenţiale (4.2.6.a), formate din setul de valori 

 j ,1 / j 2,m 1   , se determină prin integrare numerică a formei staţionare 

(4.2.6.b) a modelului  0M . Condiţiile limită inițiale considerate în acest sens sunt: 

 t1,1 stat 1,11,1 p Q T  . 
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Prin discretizarea derivatelor spaţiale ale sistemului normalizat de ecuaţii cu 

derivate parţiale (4.2.6.a), modelul  0M  se aproximează cu un sistem de ecuaţii 

diferenţiale ordinare scris numai în nodurile de discretizare spaţială: 
t

1 2 mx x x ... x    , sistem care se interpretează din punct de vedere sistemic ca 

fiind modelul unui proces cu parametrii concentraţi în cele m noduri de discretizare 
spaţială. 

Astfel se pot folosi următoarele formule de discretizare [6], [69] cu precizia 

 20 x : 

  3,k 2,k 1,k
1 k

4 3
x ,t

x 2 x

    


 
     (4.2.10.a) 

  j 1,k j 1,k
j kx ,t / j 2,m 1

x 2 x

 


      
   

    (4.2.10.b) 

  m 2,k m 1,k m,k
m k

4 3
x ,t

x 2 x
     


 

    (4.2.10.c) 

Rezultă sistemul de 3m  ecuaţii diferenţiale ordinare  

 

 

 

3,k 2,k 1,k
1 k 1,k 1,k

j 1,k j 1,k
j k j ,k j ,k

m 2,k m 1,k m,k
m k m,km,k

4 3d
x ,t V W

dt 2 x

d
x ,t V W / j 2,m 1

2 xdt

4 3d
x ,t V W

2 xdt




 


  


 

 

    
  


        

  
      





  (4.2.11.a) 

În cazul unei metode numerice de rezolvare explicită, derivata  j k
d

x ,t
dt

  

se va utiliza pentru calculul lui j k(x ,t )  conform formulei de aproximare: 

     j k 1 j k
j k

x ,t x ,td
x ,t

tdt

 


 
 . 

Întrucât, în baza relaţiilor (4.2.8), sunt cunoscute condiţiile de frontieră 

1,kp , m,kQ  şi 1,kT , k 0  , vor fi cunoscute, oricare ar fi k 0 , şi derivatele: 

 1 k
dp

x ,t
dt

,  m k
dQ

x ,t
dt

,  1 k
dT

x ,t
dt

. De asemenea, sunt cunoscute și mărimile 

1,kp , m,kQ  şi 1,kT  oricare ar fi k 0 . 

Ca urmare, pentru a calcula celelalte mărimi necunoscute, în număr de 

3(m 1) ,  j ,kp / j 2,m,k 0  ,  j ,kQ / j 1,m 1,k 0    şi 

 j ,kT / j 2,m,k 0  , se va considera un sistem de ecuaţii diferenţiale de ordin 

redus, respectiv,  3 m 3 , obţinut prin neluarea în considerare a ecuaţiilor 1, 3 şi 

 3 m 1 2   ale sistemului de ecuaţii (4.2.11), numerotate astfel: 
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   

   

   

     
     
     

 

1

1 k 1 1 k

1 k 3 1 k

k 2 1 k

j k 1 j k

j k 2 j k

j k 3 j k

dQ
3 0 2 : x ,t x ,t

dt

........................
dp

3 j 1 1 : x ,t x ,t
dt
dQ

3 j 1 2

dp
3 0 1: x ,t x ,t

dt

: x ,t x ,t
dt
dT

3 j 1 3 : x ,t x ,t
dt

........................

dT
3 0 3 : x ,t x

.
dp

3 m 1

t

1:
d

,t
d













  

  

  

  







 

  

   

     

     

m k 2 m k

m k 1 m k

m k 3 m k

x ,t x ,t
t

dT
3 m 1 3 : x ,t x

dQ
3 m 1 2 : x ,t x ,t

dt

,t
dt






























  







   


    (4.2.11.b) 

S-au folosit notaţiile: 

a)            3 k 2 k 1 k
1 k 1 k 1 k

x ,t 4 x ,t 3 x ,t
x ,t V x ,t W x ,t

2 x



    

  


; 

b)          j 1 k j 1 k
j k j k j k

x ,t x ,t
x ,t V x ,t W x ,t / j 2,m 1

2 x

 



 

    


; 

c)            m 2 k m 1 k m k
m k m k m k

x ,t 4 x ,t 3 x ,t
x ,t V x ,t W x ,t

2 x

  



  

  


. 

Sistemul de ecuaţii diferenţiale de ordin redus, respectiv,  3 m 3 , rezultat 

în aceste condiţii, va reprezenta modelul matematic al unui proces cu parametrii 
concentraţi în nodurile de discretizare. El va fi exprimat prin forma neliniară: 

   k k
dX

t X ,u,t
dt

        (4.2.12) 

S-a notat cu 3u R vectorul intrărilor modelului (4.2.11): 

   
1,k

m,k

1,k

p

u t u k t Q

T



 
 

    
 
  

 ,     (4.2.13.a) 

iar cu 3(m 1)X R  vectorul stărilor modelului (4.2.11): 
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   

1,k

2,k

m 1,k

m,k

m,k

Q

...
X t X k t

p

T




 

 
 
 
 
     
 
 
 
  

      (4.2.13.b) 

Soluţia aproximativă se va determina prin integrarea numerică a sistemului 
de ecuaţii (4.2.12). 

După cum s-a mai arătat şi în capitolul 3, caracterul neliniar al sistemului de 
ecuaţii diferenţiale (4.2.12) nu permite să se facă nici o apreciere a modului de 
selectare a pasului de discretizare al timpului t  necesar rezolvării numerice. O 
estimare a pasului se poate, însă, face pe baza formei liniarizate a sistemului de 
ecuaţii (4.2.12). 

Liniarizarea se va face într-o primă fază asupra sistemului complet de ecuaţii 
(4.2.11), ulterior, din cunoaşterea condiţiilor de frontieră, se va putea face o 
reducere a ordinului sistemului după cum s-a precizat anterior. 

Astfel se consideră primul termen neliniar  1 kx ,t  care se rescrie folosind 

notaţiile: 

    3,k 2,k 1,k
1 k 1 1,k 2,k 3,k 1,k 1,k

4 3
x ,t F , , V W

2 x




    
      


 (4.2.14.a) 

Funcţia neliniară  1 1,k 2,k 3,kF , ,    se liniarizează prin descompunere în 

serie Taylor în vecinătatea punctului  a1 a2 a3, ,   : 

       1 i,k

3

1 1 F ,1,k 2,k 3,k a1 a2 a3 a1 a2 a3 i,k ai
i 1

F , F , , J , ,


              (4.2.14.b) 

În mod analog, considerând termenul neliniar  j kx ,t  vom avea funcţia neliniară: 

    j 1,k j 1,k
j k j j,kj 1,k j,k j 1,k j,kx ,t F , , V W / j 2,m 1

2 x



 

 
 

        


 (4.2.15.a) 

care se liniarizează, prin descompunere în serie Taylor, în jurul  aj 1 aj aj, ,   : 

   

   j i 1

j jj 1,k j,k j 1,k aj 1 aj aj 1

j 2

F , a1 a2 a3 i 1,k ai 1
i j

F , , F , ,

    + J , , / j 2,m 1 

   



 


       

      
   (4.2.15.b) 

Ultimul termen neliniar  m kx ,t  conduce la funcţia neliniară: 

    m 2,k m 1,k m,k
m k m m,km 2,k m 1,k m,k m,k

4 3
x ,t F , , V W

2 x



 

 
    

      


 (4.2.16.a) 

care se liniarizează, prin descompunere în serie Taylor, în jurul punctului 

 am 2 am 1 am, ,    : 
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   

   m i ,k

m mm 2,k m 1,k m,k am 2 am 1 am

m

F , ai ai ai i ,k ai
i m 2

F , , F , ,

      + J , ,

   

 

       

     
  (4.2.16.b) 

Sistemul liniarizat asociat sistemului neliniar (4.2.11) va fi:  

 
 
 

 

1,k1 k

2,k2 k

3 k 3,k

m k m,k

x ,t
x ,t

d x ,t
dt

... ...
x ,t




  

 

                          

      (4.2.17) 

Semnificaţia matricelor, de valori constante, ale sistemului (4.2.17) este: 

1,1 1,2 1,2

2,1 2,2 2,3
3m 3m

3,1 3,2

m,m

J J J ... 0

J J J ... 0

R0 J J ... 0

. . . . .
0 0 0 ... J

 

 
 
 
   
 
 
  

    (4.2.18.a) 

 
 
 

 

1 a1 a2 a3a1

2 a1 a2 a3a2
3m 1

a3 3 a2 a3 a4

am m am 2 am 1 am

F , ,

F , ,

RF , ,
... ...

F , ,

  

 

                                   

   (4.2.18.b) 

S-a folosit notaţia:  i j 1i , j F ,J J / i , j 1,m 
  . 

Ţinând cont de variabilele  u k t  şi  X k t  definite conform formulelor 

(4.2.13) şi de condiţiile de frontieră alese (4.2.8), se creează următoarele matrici 

ale parametrilor formei liniarizate:    3m 3 3m 3
prmA R    ,  3m 3 3

prmB R   , 

 3m 3 1
prmC R   , conform următoarei proceduri: 

a) Matricea prmA  se formează din matricea   prin înlăturarea liniilor 

  1,3,3 m 1 2   şi coloanelor   1,3,3 m 1 2  ; 

b) Matricea prmB  se formează înlăturând din matricea   liniile 

  1,3,3 m 1 2   şi extrăgând coloanele   1,3,3 m 1 2  ; 

c) Vectorul prmC  se formează din vectorul   prin înlăturarea elementelor de 

rang   1,3,3 m 1 2  . 

Forma liniarizată a sistemului (4.2.12) va fi:  

     
 


    prm prm prm

dX k t
A X k t B u k t C

dt
   (4.2.19) 
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Valorile proprii ale matricei parametrilor prmA  se vor folosi la fiecare iteraţie 

k pentru estimarea pasului de discretizare al timpului t  conform cu cele 
prezentate în cadrului capitolului 3. 

Trebuie să se facă observaţia că matricele prmA , prmB , respectiv, vectorul 

prmC  sunt funcţie de punctele în care se face discretizarea, fiind constante numai 

între două iteraţii succesive de calcul numeric k k 1  . 
 

4.2.2. Exemplu de simulare numerică a procesului de curgere 
printr-un tronson de conductă prin folosirea unui 
model de aproximare 

Pentru exemplificare se consideră următorul studiu de caz în care se dă un 
tronson de conductă având următorii parametrii constructivi: 

a) Lungime: L 100km ; 
b) Diametru interior: D 0,5m ; 

c) Rugozitatea interioară: ak 0,03cm ; 

d) Diferenţa de nivel între capetele tronsonului: h 0m   (tronson orizontal); 

e) Coeficientul de transfer termic prin pereţii conductei: L
W

k 25
m K




. 

Solul în care este îngropată conducta are temperatura: o
solT 7 C . 

Drept fluid de lucru se consideră gazul metan avînd următorii parametri fizici: 

a) Constanta generală specifică: p
J

R 518
kg K




; 

b) Căldura specifică la volum constant: v
J

c 1760
kg K




; 

c) Presiunea critică: crp 46bara ; 

d) Temperatura critică: crT 191K ; 

e) Viscozitatea dinamică în starea fizică normală: 5
Nμ 1,03 10 Pa s    

Curgerea gazului are loc, la momentul inițial 1t 0 , în regim staţionar, caracterizat 

prin: 
a) Presiunea de intrare: p1 20bar ; 

b) Debitul volumic staţionar: 
3

stationar
Nm

Qv 32.500
h

 ;  

c) Temperatura de intrare: 0T1 30 C . 
Considerând o curgere turbulentă de tranziţie, factorul de frecare calculat la 

nivelul secţiunii de intrare a tronsonului de conductă, respectiv λ 0,0176 , se va 
lua ca valoarea medie pentru întreg tronsonul de conductă, pe toată durata de timp 
a simulării. 

În relaţiile de normalizare (4.2.3) se consideră următoarele valori pentru 
constantele de normalizare: 

a) Mp p1 16,0132bara  ; 
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b) M
kg

Q 6,478
s

 ; 

c) MT T1 303,15K  ; 

d)  M sol p sol
m

c Z p1,T R T 374
s

   astfel încât: c

M

L
266s

c
 . 

Pentru realizarea discretizării spaţiale tronsonului de conductă este împărţit 
în m 11  puncte de discretizare astfel încât pasul de discretizare spaţială va fi: 

1
x 0,1

m 1
  


 . Vor rezulta astfel m 1 10   segmente delimitate de coordonatele 

spaţiale jx  şi j 1x  . 

Distribuţiile de regim staţionar ale mărimilor procesului de curgere, asociate 
momentului iniţial 1t 0 , s-au calculat prin aplicarea unei metode Runge-Kutta 

(vezi Anexa A.5) formei de regim staţionar (4.2.6.b), cu condiţiile iniţiale: 
t

1,1 1 1 1     . Distribuţiile rezultate sunt prezentate în figurile 4.2.1. 

 
Fig. 4.2.1.a. Distribuţie staţionară 

normalizată de presiune 
 

 

 
Fig. 4.2.1.b. Distribuţie staţionară normalizată de 

debit 
 

Pentru valorile alese ale parametrilor de curgere se observă că, pentru 
calcularea cu o precizie mai mare a distribuţiei de regim staţionar a temperaturii din 
figura 4.2.1.c, este necesară creşterea numărului de noduri intermediare. Acest 
lucru s-a făcut pentru distribuţia staţionară (detalierea primilor 10km) de 
temperatură din figura 4.2.2, prin considerarea a m 201  noduri de discretizare 
spaţială. 

Prin liniarizarea modelului (4.2.6.a) în jurul punctelor 

 j,1 j,1 j,1p Qm T / j 1,m   
   în care:  j ,1 j 1p p x ,t  ,  j ,1 j 1Q Q x ,t   şi 

 j ,1 j 1T T x ,t  , după efectuarea calculelor, se obţine forma liniarizată (4.2.19), 

caracterizată prin matricea prmA , de    3m 3 3m 3    de valori reale. Această 

formă liniarizată descrie un proces cu parametri concentraţi şi aproximează 
dinamica procesului de curgere pe perioada primei iteraţii. 

În figura 4.2.3 sunt reprezentate, în planul complex, cele  3m 3  valori 

proprii ale matricei prmA , m 11  puncte de discretizare spațială. 

BUPT



4. Modele de aproximare a procesului de curgere a gazului natural 
    prin conductele de transport 122 

 
 

 
Fig. 4.2.1.c. Distribuţie staţionară 

normalizată de temperatură 
 
 

 

 
Fig. 4.2.2. Distribuţie staţionară normalizată de 

temperatură folosind un număr mai mare de 
puncte de discretizare spaţială 

 
Se observă că toate valorile proprii ale matricei prmA  sunt situate în 

semiplanul stâng al planului complex, ceea ce arată convergenţa metodei numerice 
de discretizare pe durata primei iteraţii de calcul: 

a)  m invpR ea l λ 27 , 245  ; 

b)  m axv pR e a l λ 0 , 0 8 4  . 

 
Fig. 4.2.3. Valorile proprii ale matricei prmA  

 

Pe baza valorii proprii iniţiale celei mai mari:  maxvpReal λ 0,084  , se 

face o estimare a constantei de timp dominantă a procesului, care impune durata 
regimului tranzitoriu: 

maxfinal pt 2,3τ   (se atinge 90%  din valoarea de regim 

staţionar, 

pmax

pmax

2 ,3τ

τ
1 e 0 ,9



 




). Se estimează: 

 max

max
vp

1
τ 11,97

Real λ
  , astfel 

încât: finalt 28  sau final final
M

L
t t 2,07h

c
   în valori reale. Această valoare 
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estimativă, finalt 28 , este folosită pentru stabilirea timpului necesar realizării 

simulării numerice. Informaţia este reactualizată, de o manieră similară, la fiecare 
iteraţie de calcul. 
Constanta de timp cea mai mică a procesului, care impune alegerea pasului de 
discretizare al timpului în cazul folosirii unei metode explicite de calcul, conform 
relației: 

minpt 2τ   , pentru prima iteraţie se estimează folosind relația: 

 min
min

p
vp

1
τ 0,0367

Real λ
  , astfel încât t 0,073   sau 19,56s  în valori reale. 

Această valoare estimativă este folosită pentru alegerea pasului de discretizare din 
prima iteraţie de calcul numeric. Informaţia este reactualizată, de o manieră 
similară, la fiecare iteraţie de calcul. 

Tot pe perioada primei iteraţii de calcul, întrucât numărul de condiţionare al 

sistemului liniarizat: max

min

p

p

τ
cond 326 1.000

τ
  



, sistemul de ecuaţii diferenţiale 

care se rezolvă numeric în prima iteraţie de calcul nu este un sistem inflexibil („non-
stiff”).  

Pentru celelalte iteraţii de calcul, în figurile 4.2.4 sunt prezentate evoluţiile 
extremelor părţilor reale ale valorilor proprii ale matricei prmA  respectiv, numărul 

de condiţionare. 

 
Fig. 4.2.4.a. Dependenţa parţii reale a valorii 
proprii maxime a matricii prmA  pe durata 

simulării numerice 
 

 
Fig. 4.2.4.b. Dependenţa parţii reale a valorii 

proprii minime a matricii prmA  pe durata 

simulării numerice 
 

Se observă că spectrul matricei prmA  se va situa în semiplanul stâng al 

planului complex la fiecare iteraţie de calcul a simulării numerice. 
Totodată, la anumite iteraţii de calcul, sistemul de ecuaţii devine inflexibil, 

ceea ce justifică folosirea unei metode numerice de tip Runge-Kutta-Chebyshev 
pentru realizarea simulării numerice. 

Distribuţiile spatio-temporale ale variabilelor  p x,t  ,  Q x,t   şi  T x,t   ale 

procesului de curgere, rezultate în urma simulării numerice cu modelul matematic 
neliniar (4.2.11), pe domeniul normalizat 0,1 0,60       , în ipoteza condiţiilor iniţiale, 
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reprezentate de distribuţiile spaţiale din figurile 4.2.1 şi condiţiile de frontieră, 
reprezentate prin treapta de presiune în nodul de intrare: P1 0,1   ( P1 1,6bar   
în valoarea reală astfel încât 1,kp 1,1 ), păstrarea constantă a temperaturii de 

intrare a gazului 1,kT 1  respectiv, a debitului prin nodul de ieşire: 1,kQ 1 , sunt 

prezentate în figurile 4.2.5. 
 

  
Fig. 4.2.4.c. Dependenţa numărului de 

condiţionare pe durata simulării numerice 
 

 
Fig. 4.2.5.a. Distribuţia spaţio-temporală a 

presiunii normalizate 
 

 

 
Fig. 4.2.5.b. Distribuţia spaţio-temporală a 

debitului normalizate 
 

 

 
Fig. 4.2.5.c. Distribuţia spaţio-temporală 

temperaturii normalizate 
 

Figura 4.2.5.c pune în evidenţă faptul că prin creşterea de presiune în nodul 
de intrare are loc o creştere, pe durata regimului tranzitoriu, a temperaturii medii a 
tronsonului de conductă, care ajunge la noua valoare de regim staţionar după 
stabilizarea procesului de curgere. 

În figurile 4.2.6 sunt prezentate evoluţiile în timp ale variabilelor procesului 
de curgere din nodurile de frontieră unde nu li se impun condiţii de frontieră. 

Cu privire la figura 4.2.6.a trebuie remarcat faptul că valoarea obţinută în 

urma simulării numerice, pentru durata regimului tranzitoriu, respectiv '
finalt 31 , 

este destul de apropiată faţă de valoarea estimată finalt 28  (eroare relativă sub 

10% ). 
Referitor la figura 4.2.6.a care descrie dinamica presiunii în nodul de ieşire 

se observă întârzierea de aproximativ o iteraţia, sau în valori reale de timp o 
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întârziere de 
M

L
266,515s

c
 , după care „se simte” la ieşire creşterea presiunii de 

intrare. Din punct de vedere fizic este vorba de propagarea unui front de undă de 
presiune, de la intrarea spre ieşirea din tronson, cu viteza sunetului în gaz. 

 

 
Fig. 4.2.6.a. Evoluţia în timp a presiunii normalizate din nodul de ieşire 

 

  

 
Fig. 4.2.6.b. Evoluţia în timp a debitului 

normalizat din nodul de intrare 
 

 

 
Fig. 4.2.6.c. Evoluţia în timp a temperaturii 

normalizate din nodul de ieşire 
 

Vârful care apare în figura 4.2.6.b pentru variaţia debitului se explică prin 
faptul că la apariţia unei discontinuităţi locale de presiune, curgerea gazului, în zona 
de discontinuitate, se face, pe durată foarte mică de timp, cu viteza sunetului în 
gaz. 

În figurile 4.2.7 este prezentată grafic influenţa numărului m de puncte de 
discretizare asupra valorilor estimate ale constantelor de timp extreme ale 
procesului, respectiv, 

minpτ  şi 
maxpτ , pentru prima iteraţie de calcul. Se observă 

că, începând, de la o anumită valoare a numărului de noduri de discretizare, valorile 
constantelor de timp extreme ale procesului tind spre o valoare constantă, 
independentă de numărul m al nodurilor de discretizare. Sistemul de ecuaţii 
diferenţiale tinde, după cum s-a arătat şi în capitolul 3 să devină un sistem inflexibil 
de ecuaţii prin creşterea numărului de noduri de discretizare. 
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Fig. 4.2.7.a. Influenţa numărului de puncte de 
discretizare asupra constantei minime de timp 

 

 
Fig. 4.2.7.b. Influenţa numărului de puncte de 
discretizare asupra constantei maxime de timp 

 
Simulările numerice au mai arătat următoarele aspecte privind dinamica 

procesului de curgere, relevante pentru implementarea algoritmului de control: 
a) durata regimului tranzitoriu este slab influenţată de amplitudinea treptei de 

presiune aplicată la intrarea tronsonului, figura 4.2.8.a; 
b) durata regimului tranzitoriu scade cu creşterea presiunii de intrare în tronson 

asociată stării staţionare anterioare aplicării treptei de presiune, figura 4.2.8.b; 
c) durata regimului tranzitoriu creşte cu creşterea debitului staţionar de la ieşirea 

din tronson asociat stării staţionare de aplicare a treptei de presiune pe intrare, 
figura 4.2.8.c. 

 

Fig. 4.2.8.a. Evoluţiile în timp ale presiunii 
normalizate din nodul de ieşire cauzate de 

creşterea, cu amplitudini diferite, de tip treaptă a 
presiunii normalizate din nodul de intrare iniţiate 

de la aceeaşi valoare a acesteia 
 

 

 
Fig. 4.2.8.b. Evoluţiile în timp ale presiunii 
normalizate din nodul de ieşire cauzate de 

creşterea, cu aceeaşi amplitudine, de tip treaptă 
a presiunii normalizate din nodul de intrare 

iniţiate de la valori diferite ale acesteia 
 

Afirmaţiile de mai sus trebuie trate ca nişte reguli empirice, având în vedere 
că nu sunt rezultatul unor demonstraţii matematice, ci al experienţei în analiza 
proceselor reale de curgere corelate cu simulări numerice. 

Se face observaţia că notaţiile prezente pe figurile 4.2.8 arată numai 
parametrii de simulare care se schimbă faţă de exemplu iniţial. 

În ceea ce priveşte influenţa temperaturii gazului asupra calcului 
distribuţiilor spatio-temporale ale presiunii şi debitului, în figurile 4.2.9 şi 4.2.10 
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sunt prezentate, prin intermediul unor distribuţii spatio-temporale de erori relative 

procentuale  aε p ,  aε Q , respectiv,  bε p ,  bε Q , influenţa temperaturii în 

calcularea numerică a distribuţiilor spatio-temporale ale presiunii şi debitului masic, 
în valori normalizate. 

 

 
Fig. 4.2.8.c. Evoluţiile în timp ale presiunii normalizate din nodul de ieşire cauzate de 

creşterea, cu aceeaşi amplitudine, de tip treaptă a presiunii normalizate din nodul de intrare 
iniţiate de la aceeaşi valoare a acesteia dar pentru valori diferite ale debitului staţionar iniţial 

 
Erorile au fost calculate pentru simularea aceluiaşi proces de curgere, considerând 
stări staţionare de iniţiere a simulării numerice diferite prin temperatura gazului. Ca 
şi stare staţionară pentru calcularea distribuţiilor spatio-temporale de referinţă ale 
presiunii şi debitului s-a considerat starea caracterizată prin temperatura de intrare 

a gazului în tronsonul de conductă egală cu cea a solului: 0
solT1 T 7 C  , având 

distribuţiile spatio-temporale ale presiunii   0

0
sol

T1 7 C
T 7 C

p x,t 


   şi debitului 

  0

0
sol

T1 7 C
T 7 C

Q x,t 


  . Pentru celelalte două cazuri s-au considerat: 

a) 0T1 30 C  şi 0
solT 7 C ,   0

0
sol

T1 30 C
T 7 C

p x,t 


   şi   0

0
sol

T1 30 C
T 7 C

Q x,t 


  ; 

b) 0T1 30 C  şi 0
solT 30 C ,   0

0
sol

T1 30 C
T 30 C

p x,t 


   şi   0

0
sol

T1 30 C
T 30 C

Q x,t 


  . 

Modul de calcul al erorilor, folosind notaţia  u p,Q  , este următorul: 

a)  

   

 

0

0 0
sol

0
sol

0

0
sol

T 1 7 C
T 7 C T 1 30 C

T 7 C
a

T 1 7 C
T 7 C

u x , t u x , t

ε u 100
u x , t


 








 

  



; 
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b) 
 

   

 

0

0 0
s o l

0
s o l

0

0
s o l

T 1 7 C
T 7 C T 1 3 0 C

T 3 0 C
b

T 1 7 C
T 7 C

u x , t u x , t

ε u 1 0 0
u x , t


 








 

  



 

 

 
Fig. 4.2.9.a. Eroarea relativă procentuală a 

calculării distribuţiei spaţio-temporale a presiunii 
normalizate în cazul a) 

 

 

 
Fig. 4.2.9.b. Eroarea relativă procentuală a 

calculării distribuţiei spaţio-temporale a presiunii 
normalizate în cazul b) 

 

 

 
Fig. 4.2.10.a. Eroarea relativă procentuală a 

calculării distribuţiei spaţio-temporale a debitului 
normalizat în cazul a) 

 

 
Fig. 4.2.10.b. Eroarea relativă procentuală a 

calculării distribuţiei spaţio-temporale a debitului 
normalizat în cazul b) 

 
Din analiza figurilor 4.2.9 şi 4.2.10 se observă că cea mai mare eroare 

procentuală în calcularea distribuţiilor spatio-temporale ale variabilelor procesului se 
situează, pentru studiul de caz luat în considerare, sub 4% . Influenţa temperaturii 
este deci neglijabilă, rezultat care a fost prezentat şi în cadrul capitolului 3. 
Complexitatea modelului procesului curgerii nu permite, însă, o generalizare a 
acestui rezultat. O serie de alte studii făcute pe această temă [63], au evidenţiat 
valori maximale ale acestor erori relative tot în jur de 3 4% . 

Semnificative pentru această analiză sunt şi valorile constantelor de timp 
extreme (erorile relative) din prima iteraţie de simulare numerică, prezentate în 
tabelul 4.2.1, în cele trei situaţii analizate din punct de vedere al temperaturilor de 
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lucru. Şi în acest caz influenţa temperaturii în calcularea numerică a valorilor 
constantelor de timp extreme este neglijabilă (sub 5% ). 
 
Tabel 4.2.1: Valorile constantelor de timp pentru cazurile de simulare numerică 

m  0T1 C   0
solT C  

minpτ  
maxpτ  

7 (0%) 7 (0%) 0,0368 (0%) 11,903 (0%) 
30 (8,21%) 7 (0%) 0,0367 (0,27%) 11,967 (0,54%) 11 
30 (8,21%) 30 (8,21%) 0,0349 (5,15%) 12,408 (4,24%) 

 
Un exemplu de program de calcul numeric care a stat la baza obţinerii unora 

dintre rezultatelor prezentate în cadrul acestui subcapitol este prezentat în cadrul 
anexei A.5. 
 

4.2.3. O analiză a erorilor de simulare numerică a procesului 
de curgere folosind reprezentări sistemice p1Q2 ale 
modelelor matematice simplificate 

În cadrul capitolului 2 s-au arătat, că în anumite condiţii de funcţionare, 
procesul de curgere al gazului printr-un tronson de conductă poate fi descris prin 
intermediul unor modele simplificate. 

În acest scop se consideră următoarele două modele simplificate care 
caracterizează un proces de curgere în regim termodinamic izoterm: 

  

 

   

 

2 2

1

M p M

ρvρ
0

t x

ρvρv p λ ρv
M p,v , ρ : ρg sin α 0

t x x D 2
p

ρ
Z p,T R T

 
 

 
  

    
  







  (4.2.20) 

  

 

 

 

2

2

M p M

ρvρ
0

t x

ρv p λ ρv
M p,v,ρ : ρg sinα 0

t x D 2
p

ρ
Z p,T R T

 
 

 
     

 





   (4.2.21) 

Înlocuind densitatea din cea de a 3-a relaţie în primele două relaţii ale 
fiecăruia dintre cele două sisteme, folosind relaţia (3.2.4.a) pentru calculul factorului 
de compresibilitate  MZ p,T , cele două sisteme de ecuaţii cu derivate parţiale se 

rescriu numai în variabilele  p,v : 

  
 

 1 2p M

p p v
v 1 τp p 0

t x x
M p,v :

1 τp R Tv p v λ v
v g sin α 0

t p x x D 2

         
           

  (4.2.22) 
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  
 

 

2 2 22 2p M p M p M

p p v
v 1 τp p 0

t x x
M p,v :

v R T 2R T τp R T τ pv p v λ v
v gsinα 0

t 1 τp p x x D 2

        
             

 (4.2.23) 

Primul sistem de ecuaţii cu derivate parţiale (4.2.22) prezintă două familii 
de traiectorii caracteristice, reale şi distincte, (vezi Anexa A.3) de-a lungul cărora 
avem vitezele fizice de propagare: 

 
1Mu v c p          (4.2.24.a) 

 
1Mu v c p          (4.2.24.b) 

în care  c p  reprezintă viteza izotermă a sunetului definită conform relaţiei (3.2.7). 

Şi în cazul sistemului de ecuaţii cu derivate parţiale (4.2.23) vor rezulta 
două familii de traiectorii caracteristice, reale şi distincte, caracterizate prin vitezele 
de propagare: 

 
2Mu c p          (4.2.25.a) 

 
2Mu c p           (4.2.25.b) 

Aceste caracteristici reale şi distincte ale sistemelor de ecuaţii cu derivate 
parţiale (4.2.22) şi (4.3.23), care descriu modelele M1 şi M2, arată că aceste sisteme 
vor fi de tipul hiperbolic. 

Din punct de vedere al traiectoriilor caracteristice, cele două modele 
matematice vor diferi prin viteza fizică de propagare a informaţiei. 

Se ştie că traiectoriile caracteristice sunt tangente la suprafaţa soluţiei astfel 
încât determinarea mulţimii traiectoriilor soluţiei sistemului care trec prin toate 
punctele domeniului pe care se caută soluţia conduce la o caracterizare completă a 
suprafeţelor integrale ale soluţiei sistemului de ecuaţii cu derivate parţiale [19]. 

Vitezele fizice de propagare definite prin relaţiile (4.2.24) şi (4.2.2.5) 
reprezintă pantele calculate în punctul de tangenţă, astfel încât prin intermediul 
acestora se obține o informație privind diferenţele dintre cele două suprafeţe 
integrale care constituie soluţii ale celor două sisteme considerate. 

Ca ordin de mărime al diferenţelor dintre cele două seturi de viteze de 
propagare se cunoaște că, în cazul proceselor de curgere printr-un sistem de 
transport, viteza izotermă a sunetului se situează de regulă la valoarea medie de 

Mc 367m / s  iar viteza de curgere a gazului poate atinge, în regim normal de 

funcţionare maxim maxv 20m / s . 

Valoric vom avea diferenţele relative: 

a)    
1 2

1

M M

M

u u v
ε u 100 100 5 , 2%

u v c p

 





    


; 

b)    
1 2

1

M M

M

u u v
ε u 1 0 0 1 0 0 5 , 8 %

u v c p

 





    


. 

Pentru procesul de curgere prin tronsonul de conductă considerat, în figurile 
4.2.11 şi 4.2.12 sunt prezentate erorile relative procentuale  1ε p  şi  2ε p , 

respectiv,  1ε Q  şi  2ε Q  care intervin în calculul numeric al distribuţiilor de 

presiune  p x,t   respectiv, de debit masic  Q x,t  , prin folosirea modelelor  1M  şi 
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 2M  de curgere izotermă la temperatura medie 0
M solT T 7 C  , scrise în 

variabilele  p,Q , faţă de calculul numeric bazat pe folosirea modelului  0M . 

Simulările numerice au fost implementate sub forma unor programe similare 
cu programul existent în anexa A.5. 

S-au calculat următoarele erori relative, pentru  u p,Q  : 

a) 
     

 

0 0
so l s o l

1 0
0

so l
0

T 1 T 7 C T 1 T 7 C
M M

1
T 1 T 7 C
M

u u

ε u 1 0 0
u

   

 



 
; 

b) 
     

 

0 0
s o l s o l

2 0
0

s o l
0

T 1 T 7 C T 1 T 7 C
M M

2
T 1 T 7 C
M

u u

ε u 1 0 0
u

   

 



 
 

Din analiza grafică pe figurile 4.2.9 şi 4.2.10 se observă că erorile relative 
procentuale se situează sub 3% .  

Această valoare nu ne oferă decât o informaţie empirică asupra ordinului de 
mărime al erorilor care apar prin folosirea modelelor simplificate. 

 

 
Fig. 4.2.11.a. Eroarea relativă procentuală a 

calculării distribuţiei spaţio-temporale a presiunii 
normalizate în cazul a) 

 

 

 
Fig. 4.2.11.b. Eroarea relativă procentuală a 

calculării distribuţiei spaţio-temporale a debitului 
normalizat în cazul a) 

 

 
Fig. 4.2.12.a. Eroarea relativă procentuală a 

calculării distribuţiei spaţio-temporale a presiunii 
normalizate în cazul b) 

 

Fig. 
4.2.12.b. Eroarea relativă procentuală a 

calculării distribuţiei spaţio-temporale a debitului 
normalizat în cazul b) 
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4.3. Un model sistemic al unui tronson de conductă 

 
4.3.1. Deducerea unui model de aproximare liniar cu 

parametri concentraţi, invariant în timp, prin 
folosirea unei reprezentări sistemice p1Q2 simplificate 

Din perspectiva sintezei unui algoritm de control al procesului de curgere, 
unul dintre dezavantajele modelelor discrete de aproximare prezentate în 
subcapitolul anterior constă în neliniaritatea lui, iar formele liniarizate, aşa cum au 
fost ele deduse, sunt variante în timp (au parametrii variabili). 

În cele ce urmează se prezintă o modalitate de deducere a unui model 
discret, de aproximare, liniar şi cu parametrii concentraţi, constanţi, pornind de la 
realizarea sistemică p1Q2, reprezentată în figura 4.3.1, a modelului matematic 
(3.2.2). 

 
Fig. 4.3.1. Realizare sistemică p1Q2 

 
Acest model discret de aproximate va fi considerat modelul sistemic al unui tronson 
de conductă, în sensul că va permite, pe de o parte, efectuarea unor analize privind 
evaluarea comportamentului dinamic şi stabilitatea procesului de curgere în 
vecinătatea regimului staţionar de funcţionare unde este valabilă liniarizarea, şi, pe 
de altă parte, folosirea lui în implementarea unor algoritmi predictivi de control 
conform strategiei de control descrisă în capitolul I al lucrării. 

Reconsiderăm în acest sens ecuaţiile modelului simplificat (3.2.2) asociate 
unui proces de curgere fără schimbarea direcţiei, rescriind, totodată, şi ecuaţia de 
stare (3.2.2.c) sub forma (3.2.4.a) pe considerentul variaţiei, în regim termodinamic 
izoterm de curgere la temperatura medie MT , a factorului de abatere Z numai cu 

presiunea (relația 3.2.4.a): 

  

 

 

2

3

p M

ρvρ
0

t x

p λ ρv
M p ,v , ρ : ρg sin α 0

x D 2
p

ρ
1 τp R T

 
 

 
    



 

    (4.3.1.a) 

Înlocuind densitatea  din cea de-a 3-a ecuaţie în primele două ecuaţii, 

derivând după x cea de-a doua ecuaţie, exprimând 
v
x



 şi înlocuind în prima ecuaţie 

se obţine o ecuaţie cu derivate parţiale cvasiliniară de ordinul 2, neomogenă. Ținând 
seama de forma generală prezentată în Anexa A.3, această ecuație are următoarele 
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expresii pentru coeficienţii care intervin în calculul traiectoriilor caracteristice: 

coefA 0 , coefB 0 , coef
coef

D
C

λv
  , care conduc la discriminantul 0   şi 

ecuaţia caracteristică:  2D
dt 0 dt 0 t const

λv
       . Avem de a face cu o 

ecuaţie de tip parabolic care prezintă traiectorii caracteristice reale, respectiv, linii 
de timp constant caracterizate prin vitezele fizice de propagare infinite: 

dx dx
u

dt 0    


. Conform acestui model de propagare a informației, valoarea 

presiunii într-un punct oarecare din domeniul procesului de curgere, la momentul de 
timp actual, va depinde de presiunea din toate punctele fizice de la momentele de 
timp anterioare şi actual, şi va influenţa presiunea în toate punctele fizice de la 
momentele de timp actual şi viitoare. 

În variabilele p-presiune şi Q-debit masic, modelul matematic  3M  se 

rescrie: 

  
 

   

1

3 2

2 3

p Q
ξ p 0

t x
M p,Q :

p Q
ξ p ξ p p 0

x p

     

   

    (4.3.1.b) 

cu parametrii: 

   2 p M
1

1 τp R T
ξ p

A


        (4.3.1.c) 

    p M
2 2

1 τp λR T
ξ p

2D A


        (4.3.1.d) 

   3
p M

g sin α
ξ p

1 τp R T



       (4.3.1.e) 

Pentru un regim staţionar de curgere putem considera o presiune medie Mp  

de curgere asociată tronsonului de conductă, calculată prin relaţia (3.3.10) astfel 
încât: M MZ 1 τp const   . Rezultă:  1 M M1ξ p ξ const  ,  2 M M2ξ p ξ const   

şi  3 M M3ξ p ξ const  .În felul acesta modelul matematic  3M  se rescrie sub 

forma unui model matematic cu parametri constanţi: 

M1

2

M 2 M3

p Q
ξ 0

t x

p Q
ξ ξ p 0

x p

     

   

      (4.3.2.a) 

Pentru facilitatea analizei numerice, modelul rezultat se normalizează, 
ţinând seama de cele prezentate în cadrul subcapitolului 4.2: 

M 1

2

M 2 M 3

p Q
ξ 0

xt

p Q
ξ ξ p 0

x p

  
 



    

 
 

   


 ,      (4.3.2.b) 

Parametrii modelului normalizat sunt: 
M M

M 1
M

c Q
ξ const

Ap
         (4.3.3.a) 
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2 2
M M

M 2 2 2
M M

λLc Q
ξ const

2DA Z p
        (4.3.3.b) 

M
M 3 2

M

gLZ sin α
ξ const

c
        (4.3.3.c) 

Pentru a obţine modelul de aproximare al procesului de curgere în jurul unui 
regim staţionar de funcţionare, termenul neliniar din cea de a doua ecuaţie a 
sistemului de ecuaţii cu derivate parţiale (4.3.2) se liniarizează, prin descompunere 
în serie Taylor, în vecinătatea unui punct unic de funcţionare asociat regimului 
staţionar considerat. Din punct de vedere practic prezintă interes punctul de 
coordonate  1,1 , asociat valorilor de presiune Mp  şi debit masic MQ  în raport cu 

care s-a făcut normalizarea. Rezultă: 
2Q

p 2Q
p

  





        (4.3.4) 

Forma liniarizată a modelului (4.3.2.b) va fi: 

M1

M 2 M3

M 2 M 2

p Q
ξ 0

xt

ξ ξ1 p
Q p

x2ξ 2ξ

    



    

 
 

  
 

      (4.3.5.a) 

căreia îi corespunde forma de regim staţionar: 

 M 2 M 3 M 2

Q const

dp
ξ ξ p 2ξ Q

dx

 

   




    


      (4.3.5.b) 

Potrivit acesteia, în regim staţionar avem o distribuţie fixă de presiune în 
lungul tronsonului de conductă. Prin aproximarea discretă a derivatelor spaţiale din 
sistemul de ecuaţii (4.3.5.a), conform unor formule similare cu (4.2.10), rezultă 
următorul sistem de ecuaţii cu diferenţe: 

1 2 31
M1

j j 1 j 2
M1

m m 2 m 1 m
M1

3Q 4Q Qdp
ξ

dt 2 x

dp Q Q
ξ , j 2,m 1

dt 2 x

dp Q 4Q 3Q
ξ

dt 2 x







 

 

     



    


    
 


   


 




   


     (4.3.6.a) 

1 2 3 M 2 M3
1 1

M 2 M 2

j 1 j 1 M 2 M3
j j

M 2 M 2

M 2 M3m 2 m 1 m
m m

M 2 M 2

3p 4p p ξ ξ1
Q p

2 x2ξ 2ξ

p p ξ ξ1
Q p , j 2 ,m 1

2 x2ξ 2ξ

ξ ξp 4p 3p1
Q p

2 x2ξ 2ξ







 

 

    
  




      


      

    
 

  
 

 

     

   (4.3.6.b) 

Matriceal sistemul de egalităţi (4.3.6) devine: 
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11

22

3 3
M1

m 2 m 2

m 1 m 1
m

m

Qp 3 4 1 ... 0 0 0
Qp 1 0 1 ... 0 0 0

p Q0 1 0 ... 0 0 0
ξ

... .... . . . . . .
t 2 x

0 0 0 ... 0 1 0p Q
0 0 0 ... 1 0 1p Q
0 0 0 ... 1 4 3p Q


 

 

                                                   










 

 

 







   (4.3.7.a) 

1 1M
2 2M

3 M 3

M 2
M m 2m 2

M m 1m 1
M

m
m

Q p3 φ 4 1 ... 0 0 0
Q p1 φ 1 ... 0 0 0
Q 0 1 φ ... 0 0 0 p

1
... . . . . . . . ...

4ξ x
0 0 0 ... φ 1 0 pQ
0 0 0 ... 1 φ 1 pQ
0 0 0 ... 1 2 3 φ

pQ






                                                   




 

 

 
 


















 (4.3.7.b) 

unde prin Mφ  s-a notat: 

 M M2 M3φ 2 ξ ξ x           (4.3.7.c) 

Folosind notaţiile, conform realizării sistemice din figura 4.3.1, pentru: 

a) Mărimile de stare:  

2,k

3 ,k

m 1
kp

m 2,k

m 1,k

m,k

p

p

...
X t R

p

p

p







 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
  












,  

1,k

2 ,k

m 13 ,k
kq

m 2,k

m 1,k

Q

Q

Q
X t R

...

Q

Q







 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
  












; 

b) Mărimile de intrare:  q k m,ku t Q R  ,  p k 1,ku t p R  ; 

c) Matricele parametrilor: 

   m 1 m 1M1
1

1 0 1 ... 0 0
0 1 0 ... 0 0
. . . . . .ξ

W R
2 x 0 0 0 . 0 1

0 0 0 . 1 0
0 0 0 . 1 4


  

 
 
 
 

  
 

 
 

  





, m 1M1

1

0
0
...ξ

V R
2 x 0

1
3




 
 
 
 

  
 
 
 
  





, 

   
M

m 1 m 1M
2

M2

M

M

2 2 ... 0 0 0
φ 2 ... 0 0 0
1 φ ... 0 0 01

W R
. . . . . .4ξ x
0 0 ... φ 1 0
0 0 ... 1 φ 1


  

 
  
 

  
 
 
 

  


 

, 

M

m 1
2

M2

3 φ
1
01

V R
...4ξ x
0
0




 
 
 
 

  
 
 
 
  


 

. 

egalităţile (4.3.7) devin: 
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     p
k k q k1 q 1

dX
t W X t V u t

dt
 


    


     (4.3.8.a) 

     k k p kq 2 p 2X t W X t V u t            (4.3.8.b) 

Înlocuind qX  din ecuaţia (4.3.8.b) în ecuaţia (4.3.8.a), introducând vectorul de 

intrare 
t 2

p qu u u R       şi, folosind notaţiile    m 1 m 1
prm 1 2A W W R       , 

 m 1 2
prm 1 2 1B W V V R     

    , se obţine: 

     p
k k kprm p prm

dX
t A X t B u t

dt
 


    


.     (4.3.9) 

Sistemul (4.3.9) reprezintă modelul unui proces liniar de ordinul  m 1 , cu 

parametrii constanţi, asociat reprezentări sistemice p1Q2 din figura 4.3.1 (cu 

orientarea pu X  ). Condiţiile iniţiale asociate sunt reprezentate prin vectorul 

   1
1 1p prmX t A Bu t


      care caracterizează un regim staţionar de curgere determinat 

prin presiunea de intrare 1,1p  şi debitul de regim staţionar stat 1,1 m,1Q Q ... Q     , 

valori care sunt grupate în vectorul intrărilor iniţiale  1u t .  

Intrarea sistemului (4.3.9) este reprezentată de condiţiile de frontieră 

 1,k m,kp ,Q , cu k 0 . Vectorul mărimilor intermediare  kQX t   (vector de stări 

alternative) se obţine cu (4.3.8.b). 
 

4.3.2. Erorile rezultate prin folosirea unui model 
de aproximare sistemic în simulările numerice 

Întrucât modelul (4.3.9) reprezintă tot un model de aproximare al procesului 
de curgere al gazului printr-un tronson de conductă, însă mult mai simplificat şi mai 
potrivit scopului propus (implementarea unui algoritm de control) decât modelul 
complex  0M  dat prin relaţiile (4.2.1), s-a considerat utilă prezentarea, prin 

intermediul unei simulări numerice, folosind acelaşi exemplu de proces de curgere 
ca şi cel din paragraful 4.2.2, a unei analize a erorilor de calcul numeric a 
distribuţiilor de presiune şi debit folosind acest model. Similar cu cele prezentate în 
paragraful 4.2.3, modelul simplificat va descrie tot un proces izoterm de curgere 

realizat la temperatura medie 0
M solT T 7 C  . 

Valorile proprii extreme ale matricei prmA  din (4.3.9) sunt: 

a)  minvpReal λ 5 ,15  ; 

b)  maxvpReal λ 0,091  . 

Astfel, spectrul matricei prmA  fiind situat în semiplanul stâng al planului 

complex este îndeplinită condiţia de stabilitate în sens Lyapunov pentru modelul 
 3M . 
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O corelaţie din punct de vedere a valorilor numerice ale valorilor proprii ale 
modelului  3M  cu cele ale modelului  0M  nu se poate face întrucât diferă vectorii 

de stare ai celor două modele considerate ca şi ordin de mărime şi semnificaţie fizică 
a componentelor. 

Celor două valori proprii extreme ale procesului le sunt asociate constantele 
de timp extreme: 

a) 
minpτ 0,194 ; 

b) 
maxpτ 11,03 . 

În consecinţă, pasul de discretizare al timpului t va trebui ales astfel încât 
să se situeze sub limita de stabilitate 

minpt 2τ 0,39     (103,98s  în valori reale), 

iar durata regimului tranzitoriu va fi: 
maxfinal pt 2,3τ 25 ,37    (1,88h  în valori 

reale). Relativ la valoarea 
0

final M
t 31  vizualizată grafic pe curba din figura 

(4.2.6.a) rezultă o eroare relativă:   0 3

0

final finalM M
final

final M

t t
ε t 100 18%

t


  

 



, 

respectiv, o dinamică ceva mai rapidă a presiunii a presiunii de ieşire, pentru 
m 11  puncte de discretizare spaţiale. 

În figurile 4.3.1 este prezentată grafic influenţa numărului m de puncte de 
discretizare asupra valorilor estimate ale constantelor de timp extreme ale 
procesului, respectiv, 

minpτ  şi 
maxpτ . 

 
Fig. 4.3.1.a. Influenţa numărului de puncte de 
discretizare asupra constantei minime de timp 

 

 
Fig. 4.3.1.b. Influenţa numărului de puncte de 
discretizare asupra constantei maxime de timp 

 
Similar cu cele constatate în subcapitolul anterior, creşterea numărului m de 

puncte de discretizare conduce la micşorarea constantei de timp 
minpτ  (tinde spre 

0) astfel încât sistemul de ecuaţii diferenţiale (4.3.9) devine de la o anumită valoare 
a lui m un sistem de ecuaţii inflexibil („stiff”). 

În figurile 4.3.2 sunt prezentate erorile relative procentuale de calcul 

numeric al distribuţiilor de presiune  p x,t   şi de debit masic  Q x,t  , la 
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temperatura medie 0
M solT T 7 C  , faţă de calculul numeric bazat pe folosirea 

modelului  0M : 

a)      

 

0 0
sol sol

3 0
0

sol
0

T 1 T 7 C T 1 T 7 C
M M

T 1 T 7 C
M

p p

ε p 100
p

   

 



 

 




; 

b)      

 

0 0
sol sol

3 0

0
sol

0

T 1 T 7 C T 1 T 7 C
M M

T 1 T 7 C
M

Q Q

ε Q 100
Q

   

 



 

 




 

Din analiza figurii (4.3.2.a) se observă că modelul  3M  permite, faţă de 

folosirea modelului  0M , calculul distribuţiei de presiune cu erori sub 1,5%  pentru 

tronsonul studiat. 
În schimb, în calculul distribuţiei debitului masic, după cum se vede în figura 

(4.3.2.b), apar erori de aproape 20%  datorate ignorării termenului 
Q
t




 care 

exprimă variaţia în timp a debitului masic. 
Exemplul prezentat ne arată că modelul liniar  3M , de ordin redus, permite 

calcularea cu o precizie destul de bună a distribuţiei de presiune în vecinătatea unui 
punct / regim staţionar de funcţionare, în condiţiile în care nu se ia în considerare 
variaţia în timp de debitului de gaz. Acest rezultat nu se poate demonstra pe cale 
analitică, fiind consecinţa unor observaţii bazate pe simulări numerice. Ordinul de 
mărime al erorilor este orientativ. 
 

 
Fig. 4.3.2.a. Eroarea relativă procentuală a 

calculării distribuţiei spaţio-temporale a 
presiunii normalizate 

 

 

 
Fig. 4.3.2.b. Eroarea relativă procentuală a 

calculării distribuţiei spaţio-temporale a 
debitului normalizat 

 
 
4.3.3. Deducerea unei relaţii estimative de calcul 

a duratei regimului tranzitoriu 
Determinarea unei formule de calcul pentru evaluarea duratei regimului 

tranzitoriu necesită folosirea unor modele de aproximare cu parametri concentraţi ai 
modelului matematic al procesului de curgere, modele de aproximare având cel mai 
redus ordin de mărime posibil [22]. Un astfel de model de aproximare se poate 

BUPT



4.3. Un model sistemic al unui tronson de conductă 139 
 
obţine din reprezentarea sistemică p1Q2 a modelului matematic (4.3.2.a) prin 
efectuarea unei discretizări spaţiale în numai 3 puncte a tronsonului de conductă 
prin care curge gazul, conform figurii 4.3.3. 

 
Fig. 4.3.3. Discretizarea spaţială în 3 puncte a unui tronson de conductă 

 

În baza reprezentării sistemice p1Q2, din figura 4.3.1, asociată modelului 
matematic (4.3.12.a), avem cunoscute presiunea  1p t  din nodul de intrare  al 

tronsonului de conductă din figura 4.4.4, corespunzător punctului de discretizare 
spaţială 1, şi debitul  2Q t  din nodul de ieşire , corespunzător punctului de 

discretizare spaţială 3. Rescriind cea de-a doua ecuaţia a modelului (4.3.1.b) sub 
forma: 

2
2 2

M2 M3
p

2ξ Q 2ξ p 0
x


  


      (4.3.10) 

în urma discretizării spaţiale rezultă următorul model de aproximare format din două 
ecuaţii algebrice (de calculul a debitului  1Q t  şi presiunii  3p t ), respectiv, o 

ecuaţie diferenţială (a presiunii  2p t ): 

       2 2
1 M 3 1 2

M 2

1
Q t 1 ξ L p t p t

ξ L
       (4.3.11.a) 

     2 2
3 M 22 2

M 3

1
p t p t ξ LQ t

1 ξ L
 


     (4.3.11.b) 

   2 M 1
1 2

dp ξ
Q t Q t

d t L
   

      (4.3.11.c) 

Ecuaţia diferenţială a presiunii (4.3.11.c) se rescrie sub forma: 

       2 22 M1
M 3 1 22

M 2

dp ξ 1
1 ξ L p t p t Q t

dt L ξ L

 
    

  
   (4.3.12) 

Se fac notaţiile: 
     1 1 1p t p 0 p t         (4.3.13.a) 

     2 2 2p t p 0 p t         (4.3.13.b) 

     2 2 2Q t Q 0 Q t         (4.3.13.c) 

În urma liniarizării termenului:      2 2
M3 1 21 ξ L p t p t   în jurul punctului 

    1 2p 0 ,p 0  se obţine următoare ecuaţie diferenţială liniară în variabila  2p t : 

         2
M 2 1 1 2 2

d p
t K p t γ p t γ Q t

d t


          (4.3.14.a) 

în care: 
 

     
M 1 2

M 2 23
M 2 M 3 1 2

ξ p 0
K

ξ L 1 ξ L p 0 p 0


 

    (4.3.14.b) 

reprezintă valoarea factorului de câştig. 
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Relaţia (4.3.14.a) poate fi rescrisă sub forma canonică a unui sistem de 

ordinul 1 [16]: 
         M

2 1 2
p 2 1 2

d p γ γ
τ t p t p t Q t

d t K K


         (4.3.15) 

în care: 

 
M

2
1

p 2 2M M M M M

p 01 L λL g sinα
τ 1 1

K Z c 2D c p

 
    
 
 

   (4.3.16) 

reprezintă constanta de timp a procesului dinamic [9]. 
Formula (4.3.16) s-a scris considerând:  2 Mp 0 p . 

Constanta de timp (4.3.16) ne permite să considerăm un mod de 
comportament dinamic al tronsonului de conductă similar cu cel al unui proces de 
ordinul 1 descris printr-o funcţie pondere de forma: 

  pM

t
τ

MM t e


         (4.3.17) 

Pe baza modului de comportament dinamic (4.3.17), durata regimului 
tranzitoriu finalt  [16] poate fi estimată direct din analiza dinamicii funcţiei de timp 

 MM t , respectiv: 

Mfinal pt 2,3τ         (4.3.18) 

Pentru exemplificare se consideră procesul de curgere care are loc printr-un 
tronson de conductă de lungime: L 100km , diametru interior: D 0 , 5 m , 
diferenţă de nivel între capete h 0  şi rugozitate interioară ak 0 , 2mm . Procesul 

are loc, iniţial, într-un regim staţionar de curgere izotermă, la temperatura: 
0

MT 7 C , presiunea de intrare stat _ initialp1 16,5bar , presiunea de ieşire: 

stat _ initialp2 15bar  şi debitul la consumator: 3Q2 32.500Nm / h . În baza 

formulei de calcul (3.3.10), presiunea medie a tronsonului va fi: Mp 15 ,8bar , 

rezultând, conform formulei de calcul (4.3.16) o valoare a constantei de timp de 
aproximativ: 

Mpτ 0,94h , respectiv, o valoare a timpului de stabilizare, conform 

formulei (4.3.17), de: finalt 2 ,16h . 

Prin creşterea treaptă a presiunii de intrare  p1 t  de la valoarea 

stat _ initialp1 16,5bar  la valoarea stat _ finalp1 19,6bar , păstrând constant 

debitul la consumator, Q2 const , se iniţializează un regim tranzitoriu de curgere 
pe durata căruia presiunea de ieşire  p2 t  din tronsonul de conductă va evolua, 

conform curbei „proces” din figura 4.3.4 de la valoarea iniţială de 

stat _ initialp2 15bar  la valoarea stat _ finalp2 18,3bar . 

Pe lângă curba de evoluţie în timp a presiunii de ieşire  p2 t , obţinută prin 

simularea numerică modelului matematic (4.3.1.b) cu m 6  puncte de discretizare 
spaţială s-a figurat, comparativ, şi curba „model” de evoluţie în timp a presiunii de 
ieşire  p2 t  rezultată în urma simulării numerice a modelului de aproximare 

(4.3.11) cu ecuaţia (4.3.11.c) scrisă în varianta liniarizată (4.3.14.a). 
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Fig. 4.3.4. Determinarea timpului de stabilizare a folosind curba de evoluţie dinamică 

în timp a presiunii de ieşire din tronson cauzată de variaţia treaptă a presiunii de intrare 
 

Din analiza curbei „proces” din figura 4.3.4 se observă că noua valoare de 
regim staţionar a presiunii de ieşire stat _ finalp2  va fi atinsă după un timp de 

stabilizare propriu-zisă a procesului dinamic de aproximativ 
realfinalt 2,2h , în care 

trebuie inclus şi timpul necesar propagării de către unda de presiune, cu viteza 
sunetului în gaz Mc , a efectului creşterii, de tip treaptă, a presiunii de intrare la 

ieşirea din tronson. Calculând pentru presiunea medie Mp  valoarea vitezei sunetului 

în gaz, pe baza relaţiei (3.2.7) se obţine valoarea: Mc 367 m / s  care conduce la 

un timp de propagare de aproximativ: 
Mprp

M

L
t 0,08h

c
  . Acest timp reprezintă 

mai puţin de 4% din valoare totală a duratei regimului tranzitoriu de 
realfinalt  citită 

pe curba „proces”. 
 

4.3.4. Modele de aproximare liniare, invariante în timp 
având la bază realizări sistemice p1p2 sau Q1Q2 

Până acuma, modelele de aproximare ale procesului de curgere s-au 
construit în ipoteza unui anumit set de condiţii de frontieră care stabilesc practic 
orientarea modelului discret. 

În cele ce urmează se vor prezenta modelele de aproximare care rezultă din 
luarea în considerare numai a unor condiţii de frontieră de forma  1,k m,kp , p  , 

respectiv,  1,k m,kQ ,Q  , care conduc la reprezentări sistemice p1p2, respectiv, 

Q1Q2. 
Plecând de la forma normalizată (4.3.2.b) a modelul simplificat  3M  dat 

prin sistemul de ecuaţii (4.3.1.b), prin considerarea unor condiţii de frontieră de 
forma  1,k m,kp , p  , şi, implicit, folosirea unei reprezentări sistemice p1p2, s-a 

considerat utilă prezentarea corelaţiile ce se pot stabili între relaţiile deduse analitic 
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în cadrul subcapitolului (3.4) şi rezultatele de calcul numeric, în ceea ce priveşte 
aplicabilitatea relaţiilor analitice. 

Pentru aceste condiţii de frontieră, în baza relaţiilor de discretizare (4.3.6), 
respectiv a ecuaţiilor matriceale (4.3.7), acestei realizării sistemice a modelului 
 3M  i se va asocia un model de aproximare liniar de proces cu parametrii 

concentraţi, similar ca formă cu cel descris de relaţia (4.3.9), dedus pe baza unui 
set similar de egalităţi ca cele exprimate prin relaţiile (4.3.8), care ţine, însă, seama 
de condiţiile de frontieră considerate în cazul de faţă: 

   p
k k1 q

d X
t W X t

dt



  


       (4.3.19.a) 

     k k kq 2 p 2X t W X t V u t       ,      (4.3.19.b) 

În cazul de faţă, notaţiile folosite pentru scrierea modelului sunt: 

a)  

2 ,k

3 ,k
m 2

kp

m 2 ,k

m 1,k

p

p

X t R...

p

p







 
 
 
 
  
 
 
 
  





 





,   

1,k

2 ,k
m

kq

m 1,k

m ,k

Q

Q

X t R...

Q

Q



 
 
 
 
   
 
 
 
  











; 

b)   1,k 2
k

m ,k

p
u t R

p

 
  
  





; 

c)  m 2 mM1
1

1 0 1 ... 0 0 0
0 1 0 ... 0 0 0

ξ
W R. . . ... . . .

2 x
0 0 0 ... 0 1 0
0 0 0 ... 1 0 1


 

 
 
 
  
 

 
  





,  

M

M
m m 2

2
M2

M

M

4 1 ... 0 0
φ 1 ... 0 0
1 φ ... 0 0

1
W R. . ... . .

4ξ x
0 0 ... φ 1
0 0 ... 1 φ
0 0 ... 1 4


 

 
  
 
 

  
 
 
 
  

 
, 

M

m 2
2

M 2

M

3 φ 0
1 0
0 0

1
V R... ...

4ξ x
0 0
0 1
0 3 φ




 
 
 
 
 

  
 
 

 
   

 

, 

unde Mφ  este definit prin relaţia (4.3.7.c). 

Ca şi în paragraful precedent, ecuaţia sistemică de stare, asociată 
reprezentării sistemice p1p2 a modelului  3M , similară ca formă cu (4.3.9) se 

obţine eliminând din (4.3.19) pe qX . Ordinul acestei ecuaţii va fi  m 2  iar: 

   m 2 m 2
prm 1 2A W W R       ,  m 2 2

prm 1 2B W V R      . 

Pentru aplicaţia numerică studiată, în noile condiţii de frontieră, în figurile 
4.3.4 sunt reprezentate grafic evoluţiile constantelor de timp extreme ale procesului 
de curgere funcţie de numărul de puncte interne de discretizare spaţială m, corelate 
cu valorile constantelor de timp extreme calculate analitic prin relaţiile (3.4.35). 
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Fig. 4.3.4.a. Influenţa numărului de puncte de 

discretizare asupra constantei maxime de 
timp 

 

 
Fig. 4.3.4.b. Influenţa numărului de puncte 
de discretizare asupra constantei minime de 

timp 
 

Din figura 4.3.4.a se observă că valoarea numerică calculată pentru 
constanta de timp maximală 

maxpτ  converge spre valoarea calculată 
1p

τ  analitic 

prin relaţia (3.4.35.b). 
Figura 4.3.4.b ne arată convergenţa spre zero a constantei de timp 

minimale 
minpτ  pe măsură ce creşte numărul de punctelor de discretizare spaţială 

m, fapt care rezultă şi din relaţia analitică de calcul (3.4.35.a) pentru 
mp

τ . 

Corelând figurile (4.3.4) cu figurile (4.3.1) se observă diferenţe notabile în 
ceea ce priveşte valorile constantelor de timp extremale ale realizărilor sistemice 
obţinute prin condiţii de frontieră diferite. 

În ceea ce priveşte cazul condiţiilor de frontieră  1,k m,kQ ,Q  , care conduc la 

o realizare sistemică Q1Q2, în mod similar cu cele prezentate mai sus, se va deduce 
ecuaţia sistemică de stare, similară ca formă cu (4.3.9), asociată reprezentării 
sistemice Q1Q2 a modelului  3M . Pentru aceasta înlăturăm din sistemul de ecuaţii 

(4.3.6.b) ecuaţiile care exprimă relaţiile de calcul ale valorilor 1,kQ , respectiv, 

m,kQ . Ecuaţia matriceală (4.3.7.a) se rescrie astfel încât 1,kQ  şi m,kQ  să fie 

individualizate ca variabile de intrare. În aceste condiţii relaţiile (4.3.7) devin: 

     p
k k k1 q 1

dX
t W X t V u t

dt
 


    


     (4.3.20.a) 

   k kq 2 pX t W X t           (4.3.20.b) 

S-au folosit notaţiile: 

a)  

1,k

2 ,k
m

kp

m 1,k

m ,k

p

p

X t R...

p

p



 
 
 
 
  
 
 
 
  





 





 - vectorul de stare,  

m2,k

m3 ,k
m 2

kq

mm 2,k

mm 1,k

Q

Q

X t R...

Q

Q







 
 
 
 
   
 
 
 
  











 - 

vector de stări alternative; 
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b)   1,k
k

m ,k

Q
u t

Q

 
 
 
 





 - vectorul mărimilor de intrare; 

c) Matricele parametrilor: 

 m m 2M1
1

4 1 ... 0 0
0 1 ... 0 0
1 0 ... 0 0

ξ
W R. . ... . .

2 x
0 0 ... 0 1
0 0 ... 1 0
0 0 ... 1 4


 

 
  
 
 

  
 
 
 
  




, m 2M1

1

3 0
1 0
0 0

ξ
V R... ...

2 x
0 0
0 1
0 3




 
 
 
 
 

  
 
 

 
  




, 

 

M

M
m 2 m

2
M2

M

M

1 φ 1 ... 0 0 0
0 1 φ ... 0 0 0

1
W R. . . ... . . .

4ξ x
0 0 0 ... φ 1 0
0 0 0 ... 1 φ 1


 

 
 
 
  
 

 
  

 

 

unde Mφ  este definit prin relaţia (4.3.7.c). 

Ecuaţia sistemică de stare care se obţine eliminând din (4.3.20) vectorul qX , va 

avea ordinul m, iar matricele acesteia vor fi: m m
prm 1 2A W W R     , 

m 2
prm 1B V R    , 2u R . 

Pentru aplicaţia numerică studiată, în noile condiţii de frontieră, pentru 
m 11  noduri de discretizare spaţială, rezultă:  prmdet A 0 , iar  prmrang A 9 . 

Numeric, s-a calculat că, pentru diferite valori ale lui m că:  rang A m 2  , adică 

modelul prezintă întotdeauna două valori proprii egale cu zero. 
Din punct de vedere fizic incertitudinea prezentă în modelul cu parametrii 

concentraţi care aproximează modelul cu parametrii distribuiţi se explică prin aceea 
că în starea de regim staţionar, debitul masic este constant de-a lungul întregului 
tronson de conductă şi, deci, nu poate să existe o stare de regim staţionar 
caracterizată prin stat statQ1 Q2 . 

 
 
 
 

4.4. Problema stabilităţii unui model sistemic discret 
al procesului de curgere printr-un sistem 
de transport 

 
După cum s-a văzut în cadrul capitolului 3, problema stabilităţii modelelor 

de aproximare a procesului de curgere s-a pus din perspectiva asigurării 
convergenţei schemelor numerice folosite pentru simularea procesului de curgere, 
iar metoda folosită se baza pe o analiză individuală a valorilor proprii ale matricei 
formelor linearizate ale modelelor procesului. Întrucât se urmăreşte folosirea acestor 
modele de aproximare pentru implementarea unor algoritmi de reglare automată a 
procesului este util a se prezenta o serie de rezultate matematice, cuantificate sub 

BUPT



4.4. Problema stabilităţii unui model sistemic discret al procesului de curgere 
       printr-un sistem de transport 145 

 
forma unor teoreme, care să arate legătura dintre structura matricelor formelor 
discrete linearizate ale modelului procesului şi amplasarea valorilor proprii ale 
acestora. 

În acest sens, în [73] este analizată stabilitatea unei forme linearizate şi 
discrete a modelului de aproximare al procesului de curgere la nivelul unui sistem de 
transport gaze, în jurul unui regim staţionar de curgere. 

Modelul procesului de curgere al gazului prin sistemul de transport va fi 
obţinut prin agregarea modelelor individuale ale proceselor de curgere prin 
tronsoanele sistemului, interconectate prin noduri de legătură. 

Modelul individual al procesului de curgere printr-un tronson va fi de forma 
(4.3.1.b), cu observaţia că, pentru factorul de abatere Z, se va lua în considerare şi 
dependenţa acestuia cu presiunea gazului, conform relaţiei 3.2.4.a, ca urmare a 
variaţiilor mari ale acesteia între extremităţile sistemului de transport. 

Modelul (4.3.1.b) al procesul de curgere al gazului printr-un tronson 
orizontal de conductă de lungime L, diametru interior D şi elevaţie h , în regim 
termodinamic izoterm la temperatura MT , scris în variabilele p-presiune, Q-debit 

masic se rescrie sub forma: 

 21
p Q

ε 1 τp 0
t x

 
  

 
       (4.4.1.a) 

 
2

2
2

p
2ε 1 τp Q 0

x


  


      (4.4.1.b) 

Parametrii sistemului de ecuaţii diferenţiale (4.4.1), ţinând seama de relaţiile 
(4.3.1.c...d), sunt: 

p M
1

R T
ε

A
         (4.4.2.a) 

p M
2 2

λR T
ε

2DA
         (4.2.2.b) 

Liniarizarea modelului (4.4.1) se va face în cazul mai general şi anume în 
jurul unui regim staţionar de curgere al gazului prin tronsonul considerat, şi nu al 
unui punct unic de funcţionare ca în cazul modelelor sistemice deduse în 
subcapitolul precedent. Regimul staţionar în jurul căruia se va face liniarizarea este 
caracterizat de distribuţia de presiune  statp x  şi debitul  statQ x const , o 

detaliere a modului de calcul al acestor mărimi fiind prezentată în cadrul 
subcapitolului 3.3. 

Notând cu  p x ,t  abaterea mică de presiune, iar cu  Q x,t  abaterea 

mică de debit faţă de valorile de regim stațioanr, avem: 
     statp x ,t p x p x ,t        (4.4.3.a) 

   statQ x ,t Q Q x ,t        (4.4.3.b) 

Prin înlocuirea variabilelor p şi Q, în baza exprimărilor (4.4.4), în sistemul de 

ecuaţii (4.4.2) ş,i ţinând cont că: statp
0

t





, statQ
0

x





, respectiv, că termenii 

2p , p Q  , τ p , 2τ p , 2 2τ p  reprezintă cantităţi neglijabile, se obţine: 

     2
1 stat

p Q
ε 1 τp 0

t x

  
  

 
     (4.4.4.a) 
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   stat 2

2 stat stat 2 stat
p p

2ε 1 τp Q Q ε τ p Q
x


 

 
     


   (4.4.4.b) 

Din ecuaţia (4.4.5.b), folosind notaţiile: 

stat

stat

p
1 τp

 


        (4.4.5) 

3
2 stat

1
ε

ε Q
         (4.4.6) 

obţinem pe baza explicitării debitului staţionar statQ  din ecuaţia (4.4.1.b), scrisă 

pentru regimul staţionar, următoarea relaţie de calcul a abaterii de debit Q : 

 
3

p
Q ε

x

 


 
 


       (4.4.7.a) 

Înlocuind Q  din (4.4.7.a) în ecuaţia (4.4.4.a) rezultă următoarea ecuaţie 
diferenţială care modelează dinamica abaterii de presiune p : 

   2

2
p p

t x

  


  


 
       (4.4.7.b) 

Parametrul acestei ecuaţii este: 

 22 3 statε ε 1 τp          (4.4.8) 

În mod similar cu cele prezentate în subcapitolele anterioare se discretizează 
sistemul de ecuaţii (4.4.7) prin intermediul a m puncte de discretizare spaţială 

 jx / j 1,m  având pasul: cLx
m 1

 


. Timpul este eşantionat cu pasul: 

k k 1t t t   , k 0 , astfel încât constanta reţelei de discretizare este t
α

x



 . 

În continuare se vor folosi notaţiile: 
 j ,kp p j x,k t            (4.4.8.a) 

 j ,kQ Q j x,k t            (4.4.8.b) 

 j j x            (4.4.8.c) 

 j j x            (4.4.8.d) 

Ecuaţia diferenţială (4.4.7.a) se discretizează astfel: 
j 1 j 1,k j 1 j 1,k

j ,k 3
p p

Q ε
2 x

   



   

      (4.4.9.a) 

Ecuaţia diferenţială (4.4.7.b), care descrie dinamica abaterii presiunii, se 
discretizează, prin folosirea factorului de ponderare θ 0,1    , astfel: 

 

 
 

j ,k 1 j ,k j 1 j 1,k 1 j j ,k 1 j 1 j 1,k 1
j 2

j 1 j 1,k j i ,k j 1 j 1,k
j 2

p p p 2 p p
θ

t x

p 2 p p
                          + 1 θ

x

       


 

     




       

   

  
 

 


(4.4.9.b) 

În contextul celor prezentate în cadrul capitolului 3, se observă că pentru θ 0 , 
ecuaţia cu diferenţe (4.4.9.b) este asociată unei metode numerice explicite, iar 
pentru θ 1  ea va fi asociată unei metode numerice implicite. În schimb, pentru 

BUPT



4.4. Problema stabilităţii unui model sistemic discret al procesului de curgere 
       printr-un sistem de transport 147 

 
1

θ
2

  ecuaţia cu diferenţe (4.4.9.b) reprezintă o schemă de discretizare Crank-

Nicholson care, conform cu [6], [69] prezintă cea mai mare precizie numerică. 
Făcând notaţiile: 

 
tx

2
rt

r
xx




  ,       (4.4.10.a) 

ji j iφ r  , j 2,m , i 1,m 1       (4.4.10.b) 

ecuaţia (4.4.9.b) se aduce la forma următoare: 
 

     
j , j 1 j 1,k 1 j , j j ,k 1 j , j 1 j 1,k 1

j , j 1 j 1,k j , j j ,k j , j 1 j 1,k

θφ p 1 2θφ p θφ p

  1 θ φ p 1 2 1 θ φ p 1 θ φ p

  

  

      

   

    

       

 (4.4.11) 

Condiţiile limită care se pun pentru ecuaţia cu diferenţe (4.4.11) sunt: 
a) condiţii iniţiale: j ,0p 0   pentru j 1,m ; 

b) condiţie de frontieră într-unul din nodurile terminale: 
   1,k statp p 0 , t p 0    sau    m,k statp p L, t p L   , pentru k 0 . 

Aceste condiţii limită vor trebui completate cu condiţiile limită pentru 
abaterea de debit. 

Funcţie de condiţiile de frontieră va trebui rescrisă şi ecuaţia cu diferenţe 
pentru nodul terminal corespunzător. 

Astfel în cazul unui set de condiţii de frontieră:   1,k m,kp , Q / k 0   , 

ecuaţia cu diferenţe (4.4.11) se rescrie pentru nodul terminal j m  prin 
explicitarea termenilor m 1 m 1,kp    şi m 1 m 1,k 1p     din ecuaţia (4.4.9.a) scrisă 

pentru j m , la momentele succesive de timp k,k 1 : 

 
     

m,m 1 m 1,k 1 m,m m,k 1 m m,k 1

m,m 1 m 1,k m,m m,k m m,k

2θφ p 1 2θφ p 2θη Q

  2 1 θ φ p 1 2 1 θ φ p 2 1 θ η Q

  

  

    

 

    

       
(4.4.12.a) 

unde prin mη s-a notat: 

j
j

3

r x
η

ε

 
 , j 1,m        (4.4.12.b) 

În mod similar, în cazul unui set de condiţii de frontieră 

  m,k 1,kp , Q / k 0   , se deduce ecuaţia cu diferenţe care exprimă dinamica 

perturbaţiei de presiune în nodul de intrare j 1 : 

 
     

1,1 1,k 1 1,2 1,k 1 1 1,k 1

1,1 1,k 1,2 2,k 1 1,k

1 2θφ p 2θφ p 2θη Q

  1-2 1 θ φ p 2 1 θ φ p 2 1 θ η Q

  

  

     

      
  (4.4.13) 

Ca exemplificare se consideră structura de sistem de transport din figura 
(4.4.1), formată din două tronsoane de conductă, notate cu z , respectiv z 1 , de 

lungimi  zL ,  z 1L  , şi diametre  zD ,  z 1D  , interconectate prin intermediul unui 
nod de tip consumator, astfel încât, în regim staţionar de curgere, între debitele 

staţionare prin cele două tronsoane de conductă      z z z
stat1,0 m,0Q ... Q Q   , respectiv, 
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     z 1 z 1 z 1

stat1,0 m,0Q ... Q Q
  

    şi debitul staţionar pe ieşirea din nodul consumator 

   z / z 1
statQ

  să existe relaţia: 

       z / z 1 z z 1
stat stat statQ Q Q

         (4.4.14) 

 
Fig. 4.4.1. Structură de sistem de transport cu figurarea punctelor de discretizare spaţială 

 
Modul de deducere al modelului procesului de curgere la nivelul întregului 

sistem de transport prin agregarea modelelor proceselor de curgere prin tronsoanele 
componente precum şi consideraţiile legate de stabilitatea acestuia rămân valabile 
pentru orice structură de sistem de transport. 

Pentru sistemul de transport din figura 4.4.1 dinamica presiunii, asociată 
unui proces cu parametrii concentraţi, va putea fi descrisă prin următorul sistem 
liniarizat de ecuaţii diferenţiale, scrise sub forma matriceală: 

       0 0 0 0 01 000 0E X k 1 A X k B u k 1 B u k        (4.4.15) 

Semnificaţia mărimilor modelului (4.4.15) va fi descrisă în cele ce urmează 
plecând de la modul de aplicare al ecuaţiilor discrete (4.4.11), (4.4.12), (4.4.13). 

Astfel, în nodul  z1  se consideră cunoscută mărimea  z
1,kp ,  k 0  . 

Pentru procesul descris prin sistemul de ecuaţii (4.4.15), ea va fi considerată 
mărime de intrare.  

Pentru nodurile    z z2 ,...,m 1 , respectiv,    z 1 z 12 ,...,m 1  , sunt necunoscute, 

 k 0  , mărimile    z z
2,k m 1,kp ,..., p   , respectiv,    z 1 z 1

2,k m 1,kp ,..., p  
 . Ele vor fi 

considerate mărimi de stare. Nodurilor le vor fi asociate ecuaţii de forma (4.4.12) 
scrise corespunzător cu notaţiile folosite. 

În nodul  z 1m   se va considera cunoscută,  k 0  , mărimea  z
m,kQ  

tratată ca mărime de intrare şi necunoscută mărimea  z 1
m,kp   care se va alătura 

setului mărimilor de stare, pentru procesul descris prin sistemul de ecuaţii (4.4.15). 
Nodului îi va fi asociată o ecuaţie de forma (4.4.12) scrisă corespunzător cu notaţiile 
folosite. 

În schimb, pentru interconectarea prezentă în figura 4.4.1, la nivelul nodului 
   z z 1m / 1   va trebui determinată ecuaţia cu diferenţe care modelează dinamica 

presiunii, mărime necunoscută, care va completa setul mărimilor de stare ale 
procesului considerat: 

       z z 1 z / z 1
m,k 1,k kp p p   

        (4.4.16.a) 
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Se notează cu    z / z 1
kQ   perturbaţia de debit datorată variaţiei consumului, 

cunoscută  k 0  , care va completa, la rândul ei, setul de mărimi de intrare ale 

procesului considerat. Cu această notaţie, debitul variabil cerut de consumator la 
ieşirea din nodul de interconectare va fi: 
           z / z 1 z / z 1 z / z 1

statk kQ Q Q  
       (4.4.16.b) 

În aceste condiţii, cu mărimea    z / z 1
kQ   cunoscută,  k 0  , nodului 

terminal    z z 1m / 1   al tronsonului de conductă z i se va asocia ecuaţia cu 

diferenţe (4.4.12), iar nodului iniţial    z z 1m / 1   al tronsonului de conductă z 1 , 
în mod corespunzător, ecuaţia cu diferenţe (4.4.13). Prin combinarea celor două 
ecuaţii, ţinând cont de (4.4.16) şi de următoarele observaţii: 

a) valoarea comună a presiunii în nodul de interconectare (4.4.16.a) face ca: 
       z z 1 z / z 1
m 1     ; 

b) continuitatea debitului masic în nodul de interconectare, atât în regimul 

staţionar de bază        z z 1 z / z 1
stat stat statQ Q Q

 
  , cât şi în regim tranzitoriu: 

       z z 1 z / z 1
m,k 1,k kQ Q Q

 
  , impune,  k 0  , ca:        z z 1 z / z 1

m,k 1,k kQ Q Q   
  ; 

c) folosirea notaţiei:    
 

     

 

     

1z z 1
z / z 1 3 3

z z 1z z z 1 z 1
m 1

ε ε

2r x 2r x


   




 

 
   
 
 

. 

rezultă ecuaţia cu diferenţe asociată nodului de interconectare: 
           

       

                 

           

z z z / z 1z z 1
m 1 m 1,k 1 k 1

z 1 z 1 z / z 1
2 2 ,k 1 k 1

z z z / z 1z z 1
m 1 m 1,k k

z 1 z 1 z / z 1
2 2 ,k k

θμ p 1 θν θν p

  θμ p θκ Q

  1 θ μ p 1 1 θ ν 1 θ ν p

  1 θ μ p 1 θ κ Q

 

 

 

 


   

  
 


 

  

      
 

  

         

   

 (4.4.17.a) 

   z / z 1κ           (4.4.17.b) 

 
       

 

s sz / z 1
s j3
j s

ε
μ

x

 





 , j 1,m , s z,z 1     (4.4.17.c) 

 
         

 

sz / z 1 z / z 1
s 3

s

ε
ν

x

 



 

 , s z,z 1      (4.4.17.d) 

Pe baza acestor consideraţii, pentru modelul (4.4.15) al procesului de 
curgere al gazului prin sistemul de transport considerat avem: 

a) vectorul mărimilor de stare, având    z z 1n m m 2    elemente:  

                    t
z z z z / z 1 z 1 z 1 z 1 z 1

0 2,k 3,k m 1,k k 2,k 3,k m 1,k m,kX k p p ... p p p p ... p p           
 

    
 

b) vectorul mărimilor de intrare, având 3 elemente: 
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          tz z / z 1 z 1
0 1,k k m,ku k p Q Q       

 

c) matricele parametrilor modelului 0E  şi 0A , având n n  elemente, respectiv 

01B , 00B  cu n 3  elemente: 
   

   

   

       

     

   

z z
2,2 2,3

z z
3,2 3,3

z z
m 1,m 1 m 1,m

z z 1z z 1
m 1 2

0 z 1 z 1 z 1
2,1 2,2 2,3

z 1 z 1
3,2 3,3

1 2θφ θφ . 0 0 0 0 . 0 0

θφ 1 2θφ . 0 0 0 0 . 0 0

. . . . . . . . . .

0 0 . 1 2θφ θφ 0 0 . 0 0

0 0 . θμ 1 θν θν θμ 0 . 0 0
E

0 0 . 0 θφ 1 2θφ θφ . 0 0

0 0 . 0 0 θφ 1 2θφ . 0 0

. . . . . . . . . .

0 0 .

  




  

 

 

 

 

   


  

 

   

 

z 1 z 1
m 1,m 1 m 1,m

z 1 z 1
m,mm,m 1

0 0 0 0 . 1 2θφ θφ

0 0 . 0 0 0 0 . 2θφ 1 2θφ

 
  

 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
   

 

       

       

       

               

           

     

z z
2,2 2,3

z z
3,2 3,3

z z
m 1,m 2 m 2,m 1

z z 1z z 1
m 2

0 z 1 z 1 z 1
2,1 2,2 2,3

z 1
3,2

1 2 1 θ φ 1 θ φ . 0 0 0 0 . 0 0

1 θ φ 1 2 1 θ φ . 0 0 0 0 . 0 0

. . . . . . . . . .

0 0 . 1 2 1 θ φ 1 θ φ 0 0 . 0 0

0 0 . 1 θ μ 1 1 θ ν 1 θ ν 1 θ μ 0 . 0 0
A

0 0 . 0 1 θ φ 1 2 1 θ φ 1 θ φ . 0 0

0 0 . 0 0 1 θ φ 1 2 1 θ φ

   



  



  

  

  

     


   

    

       

       

z 1
3,3

z 1 z 1
m 1,m 1 m 1,m

z 1 z 1
m,mm,m 1

. 0 0

. . . . . . . . . .

0 0 . 0 0 0 0 . 1 2 1 θ φ 1 θ φ

0 0 . 0 0 0 0 . 2 1 θ φ 1 2 1 θ φ



 
  

 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    
 
    

 

 

 

z
2,1

01

z 1
m

θφ 0 0

0 0 0
. . .
0 0 0
0 θκ 0B
0 0 0
0 0 0
. . .
0 0 0

0 0 2θη


 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
 
 
 

  

, 

   

 

   

z
2,1

00

z 1
m 1

1 θ φ 0 0

0 0 0
. . .
0 0 0
0 1 θ κ 0

B
0 0 0
0 0 0
. . .
0 0 0

0 0 2 1 θ η



  
 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
 
 
 

   

, 

cu notaţiile: 
       s s ss
j ,1 j iφ r  , j 2,m , i 1,m 1  , s z,z 1     (4.4.17.e) 
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 
     

 

s s s
s j
j s

3

r x
η

ε

 
 , j 1,m , s z,z 1      (4.4.17.f) 

Determinarea condiţiilor care asigură stabilitatea modelului procesului se va 
face prin luarea în considerare a unor ipoteze ajutătoare. 

Astfel, între matricele modelului procesului se pot obţine următoarele relaţii 
de legătură, consecință a modului lor de definire: 

 0 0
1

A I 1 θ E
θ
            (4.4.18.a) 

00 01
1 θ

B B
θ


         (4.4.18.b) 

Pe de altă parte se introduc următoarele matrici ajutătoare: 
 

 

 

   

 

 

 

 

z
2

z
3

z
m 1

1 / 2

0 z 1
2

z 1
3

z 1
m 1

z 1
m

0 . 0 0 0 0 . 0 0

0 . 0 0 0 0 . 0 0

. . . . . . . . . .

0 0 . 0 0 0 . 0 0

0 0 . 0 0 0 . 0 0
D

0 0 . 0 0 0 . 0 0

0 0 . 0 0 0 . 0 0

. . . . . . . . . .

0 0 . 0 0 0 0 . 0

0 0 . 0 0 0 0 . 0




























 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 (4.4.19.a) 

 0 0
1

M I E
θ

   .       (4.4.18.b) 

1
0 00G M D         (4.4.18.c) 

Referitor la matricele introduse se fac următoarele observaţii (Anexa A.4): 
a) Matricea 0D  este o matrice nesingulară (de rang maxim) întrucât 

componentele de pe diagonala principală sunt nenule: j
i 0   (din modul de 

definiţie); 
b) Matricea 0A  se va rescrie funcţie de matricea 0M  astfel: 

 0 0A I 1 θ M         (4.4.18.d) 

Pentru sistemul de transport considerat în figura 4.4.1, structura matricelor 

0M  şi 0G  va fi următoarea: 
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cu notaţiile: 
     s s s
j jπ r , j 2,m , s z,z 1       (4.4.19.a) 

 
     

 

sz / z 1
s 3

s

ε
σ

x







 , s z,z 1       (4.4.19.b) 

Analiza elementelor matricei 0M , astfel definite, arată că 0M  este o matrice 

reală tridiagonală (Anexa A.4) care are toate elementele de pe diagonala principală 
strict pozitive, iar toate elementele de pe diagonalele secundare, de indice i j 1   

strict negative astfel încât valorile proprii ale acestei matrice sunt toate reale. 
Matricea 0G  va fi o matrice nesingulară întrucât toate elementele de pe 

diagonala principală sunt nenule. 
Următoarele teoreme ne vor permite analiza matricei modelului discret, din 

punct de vedere al asigurării stabilităţii acestuia. 
Teoremă (4.4.1): Dacă θ 0 , matricea 0E  este o matrice nesingulară. 

Teorema se demonstrează introducând matricea: 

 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0F E D I θM D D θM D D θG            

care va fi tot o matrice strict diagonal dominantă, nesingulară. 
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Atunci matricea: 0 0 0E F D  trebuie să fie, de asemenea, nesingulară. 

Teoremă (4.4.2): Dacă θ 0  valorile proprii ale modelului discret sunt toate 
reale. 

Valorile proprii ale modelului discret (4.4.15)  sunt valorile proprii ale 
matricei 1

0 0E A , care se găsesc prin rezolvarea ecuaţiei: 

 1
vp0 0det E A λ I 0   ,       (4.4.20.a) 

ecuaţie care se rescrie sub forma: 

    1
vp0 0det I θM I 1 θ M λ I 0       

    (4.4.20.b) 

Se fac următoarele notaţii pentru valorile proprii: 

   1 1
vp vp0 0 0 0i
λ E A λ E A        (4.4.21.a) 

   v p v p0 0i
λ M λ M        (4.4.22.b) 

Atunci, în baza teoremei care face legătura între valorile proprii ale 
matricelor şi valorile proprii ale funcţiilor de matrice ([32]), avem: 

     
 
vp 01 i

vp 0 0
i vp 0 i

1 1 θ λ M
λ E A

1 θλ M
  




.     (4.4.23) 

Întrucât  vp 0 i
λ M  reprezintă valori reale, rezultă că şi  1

vp 0 0 i
λ E A  sunt valori 

reale. 
Concluzia care ne interesează în finalul acestui subcapitol referitoarea la 

modelul linear al unui sistem de transport obţinut prin agregarea modelelor 
individuale ale tronsoanelor interconectate este dată prin următoarea teoremă: 

Teoremă (4.4.2): Dacă 1
θ 1

2
   modelul discret al procesului dat de 

sistemul de ecuaţii cu diferenţe (4.4.15) are valorile proprii situate în interiorul 
cercului unitate şi deci este asimptotic stabil. 
S-a demonstrat prin teorema (4.4.1) că 0det E 0 . Se poate scrie atunci că: 

          
           
       

1
vp vp vp0 0 0 0 0 0 0

vp vp vp vp0 00

1
vp vp0 00

det E det E A λ I det A λ E det I 1 θ M λ I θM

  =det 1-λ I 1 λ θ 1 M det 1-λ I 1 λ θ 1 G D

  =det 1-λ D 1 λ θ 1 G det D





        

       

  

 (4.4.24) 

Pentru a arăta că:  vp0 0det A λ E 0  , pentru vpλ 1  şi 1
θ 1

2
  , trebuie 

să se studieze      1
vp vp0 0det 1-λ D 1 λ θ 1 G    , întrucât  0det D 0 . 

Dacă vpλ 1  atunci vp1 λ 0   şi, deci,  vp1 λ θ 1 1    . De asemenea, 

dacă vpλ 1  atunci vp1 λ 2   şi, deci,  vp1 λ θ 1 0   . 

Avem deci, următoarele două cazuri: 
i. Dacă:  vp1 λ θ 1 0    atunci: vp1 λ 2   şi       1 1

vp vp vp0 001-λ D 1 λ θ 1 G 1-λ D      

care este o matrice nesingulară. 
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ii. Dacă:  vp1 λ θ 1 0   , atunci, ca urmare a proprietăţilor matricelor 0D  şi 

0G , matricea:     1
vp vp0 01-λ D 1 λ θ 1 G     va fi nesingulară întrucât are 

următoarele proprietăţi: 
a) tridiagonală; 
b) strict diagonal dominantă pentru i 1 ; 
c) elementele de pe diagonalele secundare cu indicii i j 1   sunt nenule 

şi de semn contrar elementelor de pe diagonala principală. 

Rezultă atunci că, pentru 1
θ 1

2
  , valorile proprii ale matricei modelului 

(4.4.15) trebuie să aibă modulul subunitar pentru ca:  vp0 0det A λ E 0  , şi, implicit: 

 1
vp0 0det E A λ I 0   , rezultat care conduce la stabilitatea asimptotică a modelului 

considerat. 
 
 

4.5. Validarea experimentală a modelului curgerii 
 

Validarea experimentală a modelului numeric s-a făcut pe baza unor 
determinări experimentale ale mărimilor caracteristice procesului de curgere 
(presiuni şi debite) pe diferite subsisteme de transport pentru care au fost 
disponibile măsurători reale de presiuni şi debite [49], şi corelarea valorilor acestor 
mărimi cu valorile calculate. 

Practic pe fiecare subsistem de transport analizat s-a căutat să se identifice 
un tronson de conductă, cum este cel reprezentat în figura 4.5.1, delimitat de un  

 
Fig. 4.5.1. Tronson de conductă folosit pentru determinări experimentale 

 
nod de intrare  şi un nod de ieşire , având diametrul interior D, lungimea L şi 
diferenţa de nivel între intrare şi ieşire h  (pozitivă ca valoarea pentru sensul de 
curgere al gazului prin tronsonul din figura 4.5.1). 

Pentru acest tronson se presupune că avem măsurători ale valorilor presiunii 
de intrare 1p  şi de ieşire 2p , respectiv ale debitului de ieşire 2Q . Temperatura 

medie de curgere a gazului MT , care caracterizează regimul izoterm de curgere se 

consideră cea de la nivelul punctului de măsurare a debitului de gaze. 
Calculele numerice s-au făcut în ipoteza gazului natural (gaz metan) cu 

următorii parametrii fizico-chimici de referinţă: 
a) Densitatea în condiţii normale de referinţă ( Np 1,01325  bar , 

NT 273 ,15  K ): 3
Nρ 0,7175 kg / m ; 

b) Densitatea relativă faţă de aer în condiţii normale: gaδ 0,5549  
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( 3
Naerρ 1,293 kg / m ); 

c) Viscozitatea dinamică în condiţii normale: 6
Nμ 10,35 10  Pa s   , cu 

constanta de calcul gazC 164  pentru relaţia Sutherland; 

d) Parametrii critici: crp 45 ,99 bara , crT 190 ,55  K . 

 

4.5.1. Studiul de caz 1 
Se consideră subsistemul de transport gaze din figura 4.5.1.a, cu 

consumatorii localizaţi la nivelul nodurilor A, B, C. Totodată sunt figurate, orientativ 
şi valorile presiunii şi debitului în diferite puncte intermediare pentru o stare de 
regim staţionar premergătoare realizării experimentului. 

 
Fig. 4.5.1.a. Subsistemul de transport pentru studiul de caz 1 

 
Întrucât lungimile tronsoanelor de conductă care alimentează consumatorii 

intermediari B şi C sunt nesemnificative în comparaţie cu lungimea tronsonului 
principal de conductă, între robinetul de manevră Rm, considerat nodul de intrare 
, şi consumatorul A, considerat nodul de ieşire , se identifică un tronson de 
conductă, similar celui prezentat în figura 4.5.1, având următoarele caracteristici: 

a) Lungime: L 30km ; 
b) Diferenţa de nivel: h 100m  ; 
c) Diametrul interior: D 200mm ; 

Curgerea gazului se presupune că are loc în regim termodinamic izoterm la 

temperatura medie: 0
MT 7 C . 

Pornind de la un regim staţionar de curgere, studiul de caz a constat în 
creşterea presiunii în nodul de intrare (robinetul Rm), de la valoarea de 

 1 initialp t 9bar  la valoarea de  1 finalp t 12,5bar , figura 4.5.1.b, în condiţiile 

păstrării constante a debitului la consumatori şi măsurarea variaţiei în timp a 
presiunii  2p t  în nodul de ieşire (A) pe durata de timp final initialt t  necesară 

stabilizării procesului de curgere. Pentru cele două stări staţionare între care are loc 
regimul nestaţionar (tranzitoriu) de curgere, presiunile măsurate la consumatorul A 
au fost  2 initialp t 8,9bar , respectiv,  2 finalp t 12,4bar . 

Pentru realizarea simulării numerice este necesară determinarea factorului 
de pierderi hidraulice  pe baza caracteristicilor constructive ale tronsonului de 
conductă şi ale valorilor variabilelor caracteristice ale procesului de curgere 
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(presiune şi debit). Se alege o rugozitatea absolută a conductei de ak 0 ,03cm  

(rugozitate relativă rr 0 ,0015 ), care, conform normelor tehnice corespunde unei 

conducte de transport veche curată. 
Pentru cele două regimuri staţionare considerate, la nivelul fiecărui nod, de 

intrare , respectiv, de ieşire  se calculează un factor de frecare  pe baza 
formulei de calcul Colebrook-White (2.6.9). Valorile obţinute sunt prezentate în 
tabelul 4.5.1. 
 
Tab. 4.5.1. Valori calculate pentru studiul de caz 1 

Nod intrare (robinet Rm) Nod ieşire (consumator A) 
p1 Q1 Re Cr  p2 Q2 Re Cr  
bar Nm3/h 106 - - bar Nm3/h 106 - - 
9 8,9 

12,5 
930 0,114 26,2 0,024 

12,4 
230 0,03 6,9 0,027 

 
Valorile obţinute pentru numărul Reynolds Re (2.6.4), respectiv, criteriul Cr 

(2.6.15), în baza consideraţiilor din cadrul subcapitolului 2.6 ne arată că tronsonul 
de conductă se comportă, pentru cele două regimuri staţionare de curgere între care 
are loc regimul tranzitoriu de curgere, ca un tronson de conductă netedă. 

Pe de altă parte, regimul tranzitoriu de curgere declanşat prin realizarea 
saltului de presiune în nodul de intrare  este asociat cu o creştere substanţială a 
debitului de gaz prin nodul de intrare, pe durata regimului tranzitoriu, reflectată şi 
de-a lungul tronsonului de conductă. 

Valori mari ale debitului conduc la valori mari ale numărului Reynolds iar 
acestea denotă o scădere a valorii factorului de frecare  (vezi diagrama Moody din 
figura 2.6.2) respectiv un comportament al tronsonului de conductă apropiat de 
comportamentul unui tronson hidraulic rugos. (de exemplu o valoarea a debitului 

prin secţiunea de intrare 3
1Q 5.000Nm / h  conduce la un 6Re 0,6 10   şi factor 

de pierderi λ 0,022 ). 
La momentul de timp iniţial initialt  căderea de presiune    1 initial 2 initialp t p t  o 

putem asocia, în baza formulei (3.3.7.c), cu un debit staţionar 

    3
stat initial 2 initialQ t Q t 400Nm / h   transportat la nivelul tronsonului de conductă cu 

un factor mediu de pierderi hidraulice  initialλ t 0,026 , ceea ce ne permite, prin 

integrare numerică, calcularea unei distribuţii de presiune   initialp x ,t / x 0,L     

necesare iniţializării simulării dinamice. 
Simularea numerică, prin folosirea unei metode numerice implicite (vezi 

capitolul 3), făcută prin considerarea a m 11noduri  de discretizare spaţială şi a 
unui factor de pierderi hidraulice     initial finalλ t 0,022 / t t ,t   a condus la 

variaţia calculată a presiunii     2 initial finalp t / t t ,t  din figura 4.5.1.b. 

Eroarea relativă procentuală între valoarea măsurată şi valoarea calculată, 

conform formulei:  
   

 


 masurat calculat

masurat

p2 t p2 t
ε t 100

p2 t
 este reprezentată grafic în 

figura 4.5.1.c. 
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Fig. 4.5.1.b. Evoluţia dinamică a presiunii de 
ieşire măsurate comparativ cu cea calculată 

numeric pentru studiul de caz 1 
 

 
Fig. 4.5.1.c. Eroarea de modelare în calculul 

presiunii de ieşire pentru studiul de caz 1 
 
 

Analizând figura 4.5.1.b se observă o corelaţie destul de bună între curba 
presiunii de ieşire măsurate  masuratp2 t  şi curba presiunii de ieşire calculate 

 calculatap2 t , cu o eroarea relativă de maxim 2%, în valoarea absolută, conform 

figurii 4.5.1.c. 
 

4.5.2. Studiul de caz 2 
În figura 4.5.2.a este prezentată structura unei reţele de consumatori de 

gaze cu A consumatorul principal şi B, C şi D consumatori secundari cu debite de 
consum precizate. 

 
Fig. 4.5.2.a. Subsistemul de transport pentru studiul de caz 2 

Dacă se consideră că lungimile tronsoanelor de conductă care alimentează 
consumatorii B, C, D sunt nesemnificative în comparaţie cu lungimea conductei de 
alimentare a consumatorului principal A respectiv, debitele de gaz ale 
consumatorilor secundari sunt şi ele nesemnificative faţă de debitul consumatorului 
principal se poate identifica, conform figurii 4.5.1, un tronson de conductă delimitat 
de robinetul de manevră Rm, considerat nodul de intrare , şi consumatorul A 
considerat nodul de ieşire , având următoarele caracteristici: 

a) Lungime: L 31,4km ; 
b) Diametru interior: D 500mm ; 
c) Diferenţa de nivel: h 250m   . 

Curgerea gazului se presupune că are loc în regim termodinamic izoterm la 

temperatura medie: 0
MT 5 C . 
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Prima fază a studiului de caz a constat în creşterea rampă, pe durata a 

3min, a presiunii de intrare în punctul de racord al tronsonului de conductă la 
conducta magistrală, prin intermediul robinetului de manevră Rm, de la valoarea de 
aproximativ  1 1 _ initialp t 3bar  la valoarea de aproximativ  1 1 _ finalp t 5bar , 

urmată de menţinerea constantă a acesteia, iar în cea de a doua fază, după 
stabilizarea presiunii de ieşire, creşterea rampă, tot pe durata a 3min, a presiunii de 
intrare de la valoarea de aproximativ  1 2 _ initialp t 5bar  la valoarea de 

aproximativ  1 2 _ finalp t 7bar , urmată de menţinerea constantă a acesteia, în 

condiţiile păstrării debitului la consumatorul A din nodul de ieşire 2 la valoarea de 

aproximativ   3
2 1_initial 1_final 2 _initial 2 _finalQ t 8.100Nm / h / t t ,t ,t t ,t         . 

În mod similar cu cele prezentate în cadrul primului studiu de caz, pentru 
calcularea unui factor de pierderi hidraulice , se alege o rugozitate absolută a 
conductei de ak 0 ,03cm  (rugozitate relativă rr 0 ,0006 ), care, conform 

normelor tehnice pentru conductele de transport este rugozitatea luată în calcul 
pentru o conductă de transport veche curată. 

La momentele de timp 1 _ initialt , 1 _ final 2 _ initialt / t , respectiv, 2 _ finalt  

avem 3 stări staţionare ale procesului de curgere asociate regimurilor staţionare de 
curgere caracterizate de căderile de presiune 1 2p p  necesare transportării 

debitului staţionar 1 stat 2Q Q Q  . Pentru aceste valori de regimuri staţionare, 

rezultatele calculelor factorului de frecare , pe baza formulei de calcul Colebrook-
White (2.6.9) sunt prezentate în tabelul 4.5.2: 
 
Tab. 4.5.2. Valori calculate pentru studiul de caz 2 

Nod intrare (robinet Rm) Nod ieşire (consumator A) 
p1 Q1 Re Cr  p2 Q2 Re Cr  
bar Nm3/h 106 - - bar Nm3/h 106 - - 
2,9 2,7 
4,95 4,85 

7 
8.100 0,4 32 0,018 

6,9 
8.100 0,4 32 0,018 

 
Valorile obţinute pentru numărul Reynolds Re, respectiv, criteriul Cr, în baza 
consideraţiilor din cadrul subcapitolului 2.6 ne arată un tronson cu conducta în regim 
hidraulic de tranziţie, iar valoarea obţinută pentru factorul de pierderi hidraulice nu 
va mai varia semnificativ pe durata regimurilor tranzitorii caracterizate prin creşteri 
ale valorilor debitelor şi implicit valori mari ale numărului Reynolds, putând fi 
folosită cu o bună precizie şi pentru simulările de regimuri tranzitorii. 

Variaţiile în timp ale presiunii în nodul de ieşire, rezultate în urma simulării 
numerice:

 
  2 1_initial 1_final 2 _initial 2 _finalp t / t t ,t ,t t ,t        , prin folosirea unei 

metode numerice implicite (vezi capitolul 3), pentru cele două faze ale 
experimentului, au fost reprezentate grafic în figurile 4.5.2.b şi 4.5.2.d. Pentru 
comparaţie sunt reprezentate şi curbele de variaţie ale presiunii măsurate 

  2 1_initial 1_final 2_initial 2_finalmasuratp t / t t ,t ,t t ,t        . 
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Fig. 4.5.2.b. Evoluţia dinamică a presiunii de 
ieşire măsurate comparativ cu cea calculată 

numeric pentru prima fază a studiului de caz 2 
 

 
Fig. 4.5.2.c. Eroarea de modelare în calculul 

presiunii de ieşire pentru prima fază a 
studiului de caz 2 

 
Analiza erorilor relative procentuale din figurile 4.5.2.c şi 4.5.2.d arată o corelaţie 
destul de bună dintre curba presiunii măsurate şi curba presiunii calculate (maxim 
4% abatere în valoare absolută) dacă se ţine seama de erorile introduse de citirea 
vizuală a aparatelor de măsurare folosite. 

A treia fază a studiului de caz a constat în aplicarea unei rampe de presiune 
de amplitudine dublă, respectiv creşterea rampă a presiunii, pe durata a 3min, de la 
valoarea  1 3 _ initialp t 4bar  la valoarea de  1 3 _ finalp t 8bar , în condiţiile 

păstrării debitului la consumatorul A din nodul de ieşire 2 la aceiaşi valoare, 

respectiv   3
2 3 _initial 3 _finalQ t 8.100Nm / h / t t ,t     . 

Curba obţinută în urma simulării numerice pentru variaţia în timp a presiunii 
din nodul de ieşire 2,   2 3_initial 3_finalcalculatap t /t t ,t ,    este reprezentată grafic în 

figura 4.5.2.f, alături de curba presiunii măsurate   2 3_initial 3_finalmasuratap t /t t ,t ,   , 

cele două curbe fiind corelate cu o eroarea relativă de maxim 6%, în valoarea 
absolută, conform figurii 4.5.2.g. 

 
Fig. 4.5.2.d. Evoluţia dinamică a presiunii de 
ieşire măsurate comparativ cu cea calculată 

numeric pentru faza a doua a studiului de caz 2 
 

 
Fig. 4.5.2.e. Eroarea de modelare în calculul 

presiunii de ieşire pentru faza a doua a 
studiului de caz 2 
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Fig. 4.5.2.f. Evoluţia dinamică a presiunii de 
ieşire măsurate comparativ cu cea calculată 

numeric pentru faza a treia a studiului de caz 2 
 

 
Fig. 4.5.2.g. Eroarea de modelare în calculul 

presiunii de ieşire pentru faza a treia a 
studiului de caz 2 

 
Experimentul acesta a mai urmărit şi verificarea unor concluzii privind dina-

mica procesului de curgere, rezultate în urma simulărilor numerice, care au fost 
prezentate în cadrul subcapitolului 4.2.2, figurile 4.2.8. 

Astfel curba presiunii de ieşire din figura 4.5.2.b indică o durată a regimului 
tranzitoriu mai mare decât durata regimului tranzitoriu asociată curbei presiunii din 
figura 4.5.2.d, explicabilă prin aceea că, în cel de-al doilea caz presiunea de iniţiere 
a regimului tranzitoriu a fost mai mare. 

În schimb valorile pentru durata celor două regimuri tranzitorii asociate 
curbelor presiunilor din figurile 4.5.2.b şi 4.5.2.f sunt destul de apropiate în ciuda 
valorilor diferite ale saltului de presiune de intrare care le-au iniţiat. 
 

4.5.3. Studiul de caz 3 
Se consideră tronsonul de conductă din figura 4.5.3.a delimitat de robinetul 

de manevră Rm, considerat a fi nodul de intrare , şi consumatorul A, considerat a 
fi nodul de ieşire , având următoarele caracteristici: 

a) Lungime: L 33km ; 
b) Diametrul interior: D 400mm ; 
c) Diferenţa de nivel: h 0m  . 

Curgerea gazului se presupune că are loc în regim termodinamic izoterm la 

temperatura medie: 0
MT 7 C . 

 

 
Fig. 4.5.3.a. Tronsonul de conductă pentru studiul de caz 3 

 
Studiul de caz a constat în realizarea unui salt de presiune, prin manevrarea 

robinetului Rm, de la valoarea de aproximativ  1 initialp t 5 ,6bar  la valoarea de 
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aproximativ  1 finalp t 9,6bar  în condiţiile păstrării constante a debitului la 

consumatorul A din nodul de ieşire 2 la valoarea de aproximativ 

  3
2 initial finalQ t 9.500Nm / h / t t ,t     . 

Procedând într-o manieră similară cu cele prezentate, în cazul celorlalte 
studii de caz, se alege o rugozitatea absolută a conductei de ak 0 ,02cm  

(rugozitate relativă rr 0 ,0005 ), care, conform normelor tehnice pentru conductele 

de transport este rugozitatea luată în calcul pentru o conductă de transport relativ 
nouă, curată, şi se calculează factorul de pierderi hidraulice , pentru cele două stări 
staţionare între care are loc regimul tranzitoriu de curgere. Rezultatele calculelor 
sunt prezentate în tabelul 4.5.3.a: 
 
Tab. 4.5.3. Valori calculate pentru studiul de caz 3 

Nod intrare (robinet Rm) Nod ieşire (consumator A) 
p1 Q1 Re Cr  p2 Q2 Re Cr  
bar Nm3/h 106 - - bar Nm3/h 106 - - 
5,6 5,18 
9,6 

9.500 0,6 39 0,017 
9,45 

9.500 0,6 39 0,017 

 
Valorile obţinute pentru numărul Reynolds Re şi criteriul Cr indică un tronson 

cu conducta în regim hidraulic de tranziţie astfel încât valoarea calculată pentru 
factorul de pierderi  nu va mai varia semnificativ pe durata regimului tranzitoriu. 

Curba obţinută în urma simulării numerice, prin folosirea unei metode 
numerice implicite (vezi capitolul 3), pentru presiunea din nodul de ieşire 

  2 initial finalcalculatap t / t t ,t ,    este reprezentată grafic în figura 4.5.3.b alături de 

curba presiunii măsurate   2 initial finalmasuratap t /t t ,t ,   , cele două curbe fiind corelate 

cu o eroarea relativă de maxim 2,5% în valoarea absolută conform figurii 4.5.3.c. 

 
Fig. 4.5.3.b. Evoluţia dinamică a presiunii de 
ieşire măsurate comparativ cu cea calculată 

numeric pentru studiul de caz 3 

 
Fig. 4.5.3.c. Eroarea de modelare în calculul 

presiunii de ieşire pentru studiul de caz 3 
 

 
4.5.4. Studiul de caz 4 
Se consideră tronsonul de conductă din figura 4.5.4.a, având următoarele 

caracteristici: 
a) Diametrul interior: D 1.200mm ; 
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b) Lungimea: L 183km ; 
c) Diferenţa de nivel: h 0m  . 

 

 
Fig. 4.5.4.a. Tronsonul de conductă pentru studiul de caz 4 

 
Curgerea gazului de-a lungul acestui tronson de conductă se consideră că se 

realizează în regim termodinamic izoterm la o temperatura medie de: o
MT 9 C . 

Pentru acest tronson de conductă au fost realizate măsurători, la intervale 
de timp orare, pe durata t 0 ,1.929h  ale presiunii de intrare  1 masuratp t , 

presiunii de ieşire  2 masuratp t  şi debitului volumic de ieşire  2 masuratQ t . Curbele 

de variaţie cu timpul obţinute pentru aceste mărimi sunt reprezentate grafic în 
figurile 4.5.4.b şi 4.5.4.c. 

Se observă că, pe intervalul orar [530, 700], ore regimul de curgere se 
poate interpreta ca un regim cvasistaţionar caracterizat prin variaţii mici ale valorilor 
presiunilor şi debitelor. Acest regim se va lua de referinţă pentru determinarea unui 
factor de pierderi de presiune , astfel încât să fie verificată relaţia de calcul 
(3.3.7.a) a debitului transportat, în regim staţionar, funcţie de diferenţa de presiune 
înregistrată de-a lungul tronsonului de conductă. 

În prealabil, pe baza relaţiei (3.3.10), la fiecare moment de timp t, 
cunoscând presiunile la capetele tronsonului de conductă:  p1 t  şi  p2 t  se 

calculează presiunea medie  Mp t  a tronsonului de conductă pe intervalul orar 

considerat, reprezentată grafic în figura 4.5.4.d, cu valoarea medie 

  
700

medie M
t 530h

p M p t 41,04bar


  . 

 
Fig. 4.5.4.b. Evoluţiile dinamice ale presiunilor 
măsurate experimental la capetele tronsonului 

de conductă pentru studiul de caz 4 
 

 
Fig. 4.5.4.c. Evoluţia dinamică a debitului 

măsurat experimental la ieşirea tronsonului de 
conductă pentru studiul de caz 4 
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În figura (4.5.4.e) este reprezentat debitul volumic de ieşire pe 
 masuratQ2 t  pe intervalul de timp considerat, cu valoarea medie: 

  
700

3
medie masuratt 530h

Q M Q2 t 1.189.500Nm / h


  . 

 
Fig. 4.5.4.d. Presiunea medie a tronsonului de 

conductă pe intervalul de timp asociat 
regimului cvasistaţionar 

 

 
Fig. 4 5 4 .e. Debitul măsurat la ieşirea 

tronsonului de conductă pe intervalul de timp 
asociat regimului cvasistaţionar 

 
Apoi, pe baza relaţiei (2.6.3.a), pentru presiunile medii  Mp t  se calculează 

un factor de abatere mediu  MZ t , a cărei variaţie cu timpul, în jurul valorii medii: 

  
700

medie M
t 530h

Z M Z t 0,926


   este reprezentată în figura 4.5.4.f. 

În baza formulei de calcul Colebrook-White (2.6.9), rezultă un set de valori 
ale factorului de pierderi de presiune  Mλ t , a cărui variaţie, în jurul valorii medii: 

  
700

medie M
t 530h

λ M λ t 0,0113


  , pe intervalul de timp considerat, este reprezentată în 

figura 4.5.4.g. 

 
Fig. 4.5.4.f. Factorul de abatere mediu pentru 
tronsonului de conductă pe intervalul de timp 

asociat regimului cvasistaţionar 
 
 

 
Fig. 4.5.4.g. Factorul de pierderi de presiune 

mediu pentru tronsonului de conductă pe 
intervalul de timp asociat regimului 

cvasistaţionar 
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Pentru debitul de gaze  masuratQ2 t  considerat a fi la presiunea medie 

 Mp t  de regim staţionar, se calculează numărul Reynolds  MRe t  a cărui variaţie, 

în jurul valorii medii:   
700

6
medie M

t 530h
Re M Re t 24,3 10


   , pe intervalul de timp 

considerat, este reprezentată în figura 4.5.4.h. Valoarea medie obţinută pentru 
numărul Reynolds situează curgerea în regim turbulent de tranziţie când nu se mai 
înregistrează variaţii mari ale factorului de pierderi de presiune, conform cu cele 
prezentate în capitolul 2. 

În baza relaţiei Colebrook-White (2.6.9) rugozitatea absolută ka rezultă dacă 
se cunoaşte numărul Reynolds Re şi factorul de pierderi de presiune  pentru un 
tronson de conductă de diametru interior D, conform relaţiei: 

1
2 λ

a
2,51

k 3,71D 10
Re λ

 
   
 
 

      (4.5.4.a) 

Pentru valorile medii considerate rezultă o rugozitate absolută  Ma
k t  a 

cărei variaţie, pe intervalul de timp considerat, este reprezentată în figura 4.5.4.i, în 

jurul unei valori medii   medie M

700
a a

t 530h
k M k t 0,0087cm


  . 

Folosind aceste valori medii ale parametrilor şi variabilelor procesului 
cvasistaţionar de curgere pentru determinarea factorului de pierderi de presiune, cu 
relaţia Colebrook-White (2.6.9), se obţine: λ 0,0114 , o valoare foarte apropiată 
de valoarea medieλ 0 ,0113 , calculată iniţial şi care mediază valorile calculate 

individual pentru fiecare set de măsurători. 

 
Fig. 4.5.4.h. Numărul Reynolds mediu pentru 
tronsonului de conductă pe intervalul de timp 

asociat regimului cvasistaţionar 
 

 
Fig.4.5.4.i. Rugozitatea absolută medie pentru 
tronsonului de conductă pe intervalul de timp 

asociat regimului cvasistaţionar 
 

În cele ce urmează se va formula o observaţie importantă, care poate sta la 
baza implementării unor algoritmi de estimare a parametrilor unui tronson de 
conductă (factorul de pierderi de presiune , rugozitatea absolută k). 

Se consideră cea de a doua ecuaţie a sistemului de ecuaţii diferenţiale 
(4.3.1.b), scrisă pentru un tronson orizontal de conductă, cu considerarea unei 
valori medii a factorului de abatere: 
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2 M p M 2
2

λZ R Tp
Q 0

x DA


 


      (4.5.4.2) 

Dacă se face aproximarea: 
2 2

12p pp
x L





 se obţine: 

2 2 2
1 M p M2 2

L
p p λ Z R T Q

DA
        (4.5.4.3) 

Se fac notaţiile: 

   2Qa t Q t         (4.5.4.4.a) 

     2 2
p 1 2b t p t p t         (4.5.4.4.b) 

 pQ M p M2
L

c λ λ Z R T
DA

       (4.5.4.4.c) 

Ecuaţia (4.5.4.3) se rescrie atunci: 
     p pQ Qb t c λ a t         (4.5.4.5) 

În figura 4.5.4.j sunt reprezentate grafic, pe intervalul de timp 
t [0, 1929] ore , punctele rezultate experimental corespunzătoare dependenţei 

parametrice (parametrul timp)     Q pa t ,b t , respectiv dreapta de pantă 

 mediepQ pQ mediec c λ  . 

Putem spune că reprezentarea din figura 4.5.4.j furnizează, pe baza setului 
de valori experimentale     Q pa t ,b t  de pe intervalul de timp t [0, 1929] ore , 

caracteristica de funcţionare a regimurilor staţionare:    mediep pQ Qb t c a t  . 

Dispersia punctelor     Q pa t ,b t  în jurul acesteia reflectă direct caracterul 

nestaţionar al curgerii gazului prin tronsonul de conductă. Cu cât această dispersie 
este mai mică cu atât curgerea se situează mai aproape de un regim staţionar, iar 
valorile măsurate ale presiunilor şi debitului verifică cu precizie mai mare ecuaţiile 
de regim staţionar pe baza cărora se pot determina parametrii conductei (rugozitate 
interioară, factor de pierderi de presiune). 

 
Fig. 4.5.4.j. Variaţia diferenţei pătratelor presiunilor de la capetele tronsonului de conductă cu 

pătratul debitului transportat prin tronsonul de conductă 
 

Caracterul de „aparentă liniaritate” a acestei caracteristici se păstrează 
pentru valori ale presiunilor şi ale debitului care situează conducta în regim hidraulic 
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de tranziţie, pentru care factorul de pierderi de presiune  nu mai variază 
semnificativ pe măsură ce creşte numărul Reynolds Re (figura 2.6.2). 

Pentru simulare numerică, prin folosirea unei metode numerice implicite 
(vezi capitolul 3), s-a considerat un pas de discretizare al timpului t 10 min  , şi 
m 11  punctelor de discretizare spaţială ceea ce conduce la un pas de discretizare 
spaţială x 18,3km  . Din valorile  1 masuratp t ,  2 masuratp t  şi  2 masuratQ t  

măsurate la intervale de timp de o oră, s-au construit prin interpolare liniară valorile 
corespunzătoare pasului de discretizare al timpului de t 10 min  . 

În urma simulării numerice, pe baza presiunii de intrare  1 masuratp t  şi a 

debitului de ieşire  2 masuratQ t  s-a calculat presiunea de ieşire  2 calculatp t , 

reprezentată grafic în figura 4.5.4.k, alături de curba presiunii măsurate 
 2 masuratp t . 

În figura 4.5.4.l este reprezentată eroarea relativă cu care s-a calculat 
presiunea de ieşire faţă de valoarea reală măsurată. 

Din analiza grafică a figurilor 4.5.4.k şi 4.5.4.l se observă o corelare destul 
de bună între valoarea calculată numeric  2 calculatp t  şi valoarea măsurată 

 2 masuratp t  a presiunii de ieşire, cu situarea erorii relative, în cea mai mare parte, 

în plaja de variaţie 5% . Totodată valoarea medie a acestei erori relative pe 
intervalul de timp considerat pe care s-au făcut măsurători este de aproximativ: 

    
1929h

medie
t 0

ε M ε p2 t 0,5%


  . 

 
Fig. 4.5.4.k. Evoluţia dinamică a presiunii de 
ieşire măsurate comparativ cu cea calculată 

numeric pentru studiul de caz 4 
 

 
Fig.4.5.4.l. Eroarea de modelare în calculul 
presiunii de ieşire pentru studiul de caz 4 

 
 

 
4.5.5. Studiul de caz 5 
Se consideră tronsonul de conductă din figura 4.5.5.a, având următoarele 

caracteristici: 
a) Diametrul interior: D 700mm ; 
b) Lungimea: L 123,9km ; 
c) Diferenţa de nivel: h 170m  . 
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Fig. 4.5.5.a. Tronsonul de conductă pentru studiul de caz 5 

 
Curgerea gazului de-a lungul acestui tronson de conductă se consideră a se 

realiza în regim termodinamic izoterm la o temperatura medie de: o
MT 5,5 C . 

Pentru acest tronson de conductă au fost realizate măsurători, la intervale 

de timp orare, pe două durate de timp, respectiv, at 0,93h  şi bt 0,145h  ale 

presiunii de intrare  1 masuratp t , presiunii de ieşire  2 masuratp t  şi debitului 

volumic de ieşire  2 masuratQ t . Curbele de variaţie cu timpul, obţinute pentru 

aceste mărimi sunt reprezentate grafic în figurile 4.5.5.b, 4.5.5.c pentru intervalul 
orar ta, respectiv,  figurile 4.5.5.d, 4.5.5.e pentru intervalul orar tb. 

Pentru o valoarea medie a factorului de pierderi de presiune de: 

medieλ 0 ,013 , simularea numerică, prin folosirea unei metode numerice implicite 

(vezi capitolul 3), cu pasul de discretizare al timpului t 10 min  , m 11  puncte de 
discretizare şi un pas de discretizare spaţială x 12,39km   a condus la presiunile 

de ieşire calculate numeric  2 calculatp t , reprezentate grafic în figurile 4.5.5.f şi 

4.5.5.h, alături de curbele presiunii măsurate  2 masuratp t , pentru cele două 

intervale de timp considerate. 

 
Fig. 4.5.5.b. Evoluţiile dinamice ale presiunilor 
măsurate experimental la capetele tronsonului 
de conductă pe primul interval de timp, pentru 

studiul de caz 5 
 

 
Fig. 4.5.5.c. Evoluţia dinamică a debitului 

măsurat experimental la ieşirea tronsonului de 
conductă pe primul interval de timp, pentru 

studiul de caz 5 
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Fig. 4.5.5.d. Evoluţiile dinamice ale presiunilor 
măsurate experimental la capetele tronsonului 

de conductă pe al doilea interval de timp, 
pentru studiul de caz 5 

 

 
Fig. 4.5.5.e. Evoluţia dinamică a debitului 

măsurat experimental la ieşirea tronsonului de 
conductă pe al doilea interval de timp, pentru 

studiul de caz 5 
 

În figurile 4.5.5.g şi 4.5.5.i sunt reprezentate erorile relative de calcul 

       
 

masurat calculat

masurat

p2 t p2 t
ε p2 t

p2 t


  ale valorilor presiunilor de ieşire faţă de valorile 

reale măsurate. 
Valorile medii rezultate pe cele două intervale de timp pe care s-au realizat 

măsurători, respectiv,     
93h

medie
t 0

ε M ε p2 t 0,7%


    şi   
145h

medie
t 0

ε M ε t 1,2%


  , arată o 

corelare destul de bună a valorilor calculate cu valorile măsurate ale presiunii din 
nodul de ieşire. 

 
Fig. 4.5.5.h. Evoluţia dinamică a presiunii de 
ieşire măsurate comparativ cu cea calculată 
numeric pe primul interval de timp, pentru 

studiul de caz 5 
 

 
Fig. 4.5.5.i. Eroarea de modelare în calculul 
presiunii de ieşire pe primul interval de timp, 

pentru studiul de caz 5 
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Fig. 4.5.5.f. Evoluţia dinamică a presiunii de 
ieşire măsurate comparativ cu cea calculată 
numeric pe al doilea interval de timp, pentru 

studiul de caz 5 
 

 
Fig. 4.5.5.g. Eroarea de modelare în calculul 

presiunii de ieşire pe al doilea interval de timp, 
pentru studiul de caz 5 

 
 

 
 

4.6. Concluzii 
 

Obiectivul acestui capitol l-a constituit prezentarea şi analiza unor modele de 
aproximare a procesului de curgere al gazului natural prin conductele de transport, 
din perspectiva folosirii acestora în rezolvarea problemei de conducere (reglare) aşa 
cum a fost ea formulată în primul capitol al acestei lucrări. 

Prin construirea unor modele de aproximare, conform cerinţelor de aplicare 
ale metodelor numerice cu diferenţe finite formulate în capitolul anterior, şi simulări 
numerice a unor procese de curgere s-a arătat că modelele matematice simplificate, 
menţionate în capitolului anterior, caracterizează, cu o precizie de calcul 
satisfăcătoare pentru obiectivul urmărit, comportamentul dinamic al procesului de 
curgere. 

Simplificările operate în structura modelelor discrete de aproximare au 
permis reducerea efortului de calcul numeric, obţinerea unei relaţii estimative de 
calcul a duratei regimului tranzitoriu şi, în cazul unui model de aproximare cu 
parametri concentraţi constanţi, formularea unor teoreme care permit analiza 
stabilităţii pe baza proprietăţilor structurale ale matricelor unui model discret de 
aproximare. Valabilitatea acestor teoreme se păstrează pentru orice model global de 
sistem complex de transport gaze naturale construit prin agregarea modelelor 
tronsoanelor componente. 

Dacă simulările numerice s-au concentrat asupra ordinului de mărime al 
erorilor de calcul numeric, existenţa unor seturi de date experimentale sau măsurate 
privind valorile variabilelor şi parametrilor unor procese de curgere reale au permis 
o analiză a erorilor de modelare. 

Valorile, relativ mici, obţinute pentru aceste erori, dacă se ţine seama de 
condiţiile reale de măsurare, validează experimental modelul matematic al 
procesului de curgere şi, implicit, modelele de aproximare. 

Totodată, cele prezentate în cadrul analizei experimentale legate de 
procedura de determinare a valorilor parametrilor modelului procesului, permit 
realizarea corelaţiilor necesare implementării metodelor sistemice de estimare a 
parametrilor modelului. 
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În contextul celor mai sus prezentate se poate considera că obiectivul 

propus iniţial a fost atins. Modelele de aproximare pot fi folosite în rezolvarea 
problemei de reglare a comportamentului dinamic al unui sistem de transport gaze 
naturale. Acest lucru se va realiza în capitolul următor, prin realizarea unor simulări 
numerice care să permită studiere algoritmilor de reglare care asigură echilibrarea 
fizică a sistemului de transport de gaze. 
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Capitolul 5: Problematica implementării unui 
algoritm de reglare automată a dinamicii unui 

sistem de transport de gaze naturale
 
 

5.1. Generalităţi 
 

Tehnicile de optimizare joacă un rol extrem de important în proiectarea 
sistemelor de control ale proceselor dinamice industriale. În multe cazuri problema 
de control optimal este rezolvată off-line folosind un model fixat şi invariant în timp 
al procesului condus. Legea de control rezultată poate avea o aplicabilitate limitată 
întrucât modelele matematice ale procesului nu reflectă întru totul realitatea fizică. 
În plus, de cele mai multe ori proiectarea nu surprinde în mod corect influenţa 
dinamicii perturbaţiilor de sarcină care acţionează asupra procesului condus şi 
afectează funcţionarea sistemului de reglare. Întrucât, în faza de proiectare a 
sistemului de reglare nu se pot lua în calcul, în mod complet, toate aceste 
incertitudini (erorile de modelare şi perturbaţiile de sarcină), sunt realiste doar 
soluţiile bazate pe o rezolvare on-line a problemei de optimizare [37]. 

În acest sens, în practica proiectării sistemelor de control optimal a 
proceselor industriale s-a impus, în ultimii ani, ca metodă de rezolvare, controlul 
predictiv bazat pe model („Model Predictive Control”). 

Ideea de bază în dezvoltarea tehnicilor de control predictiv bazate pe model, 
o constituie determinarea legii de comandă  0 0u u t  la momentul de timp 0t , prin 

rezolvarea unei probleme de control optimal pe orizontul de predicţie 

0 0 predt ,t T   . În acest fel se determină o secvenţă de comenzi optimale 

0 0 pred[t ,t T ]u  , având la bază istoricul valorilor măsurate ale ieşirilor procesului 

0t ty  , respectiv, al valorilor anterior calculate ale comenzilor 
0t tu  . Primul eșantion 

din secvența de comandă astfel determinată se aplică procesului condus pe o durată 
de timp scurtă, de regulă egală cu pasul de discretizare al timpului t . 

Ideea este ilustrată în figura 5.1. La momentul de timp următor 0t t  se 

va rezolva o nouă problemă de control optimal pe orizontul de predicţie 

0 0 predt t ,t t T       translatat faţă de 0 0 predt ,t T    cu un pas t  înainte, iar 

comanda optimală rezultată  0u t t  va fi aplicată, în mod similar, procesului 

industrial pe următoarea durată de timp egală cu valoarea pasului t . 
În felul acesta problema de control predictiv bazat pe model se transformă 

într-o secvenţă de probleme de optimizare care se rezolvă on-line, la momente de 
timp discrete, consecutive. 

Se face observaţia că, în lipsa perturbaţiilor şi a incertitudinilor de modelare, 
atunci când problema de optimizare poate fi rezolvată pe un orizont infinit de timp, 
comanda optimală determinată începând cu momentul de timp 0t 0  va reprezenta 

o lege de control optimală a procesului, nemaifiind necesară o recalculare a acesteia 
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la momentele de timp ulterioare t 0 . Problema de control predictiv bazată pe 
model se va reduce la o problemă de control optimal clasică [37]. 

 
Fig. 5.1.1. Principiul tehnicilor de control predictiv bazate pe model 

 
În prezenţa perturbaţiilor şi a incertitudinilor de modelare tratarea problemei 

necesită alegerea unui orizont de predicţie (Tpred). 
 
 
5.2. Aspecte matematice ale 

problemelor de optimizare 
 

La baza tehnicilor de optimizare stau elemente de analiză matematică 
referitoare la găsirea punctelor de extrem ale funcţiilor reale. 

Existenţa punctelor de extrem ale unei funcţii reale este garantată prin 
teorema Weierstrass care arată că: Orice funcţie care este continuă pe un domeniu 
închis va avea puncte de extrem, de maxim sau de minim, fie în interiorul fie pe 
frontiera domeniului considerat. 

Localizarea punctelor de extrem ale unei funcţii în interiorul unui domeniu pe 
care funcţia este continuă este dată de următoarea teoremă: Punctele de extrem ale 
unei funcţii continue se găsesc printre punctele staţionare ale funcţiei, adică acele 
puncte în care gradientul funcţiei se anulează. 

Cele mai simple probleme de optimizare fac parte din categoria problemelor 
de optimizare fără restricţii, care, din punctul de vedere al analizei matematice, 
presupun determinarea punctelor de extrem fără legături ale unei funcţii reale şi 

continue, de n-variabile: nf : R R , pe întreaga mulţime a numerelor reale nR . 
În baza teoremei anterioare, punctele de extrem ale funcţiei  f x  trebuie 

căutate printre punctele staţionare rezultate în urma rezolvării ecuaţiei: 
 f x 0          (5.2.1) 

Deducerea unor condiţii de suficienţă care să permită caracterizarea ca 

punct de extrem a unui punct staţionar nx R   are la bază dezvoltarea în serie 
Taylor a funcţiei  f x  în jurul punctului staţionar considerat: 

               t t 21
f x f x f , x x x x x H f , x x x 0 x x

2
                (5.2.2) 

în care    2H f , x f , x    este matricea Hessian. 
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Întrucât nx R   este un punct staţionar determinat în baza condiţiei 

(5.2.1), se consideră că pentru x  situat într-o vecinătate  εN x  restul dezvoltării 

 20 x x  este suficient de mic astfel încât să se poată face aproximarea: 

         t1
f x f x x x H f , x x x

2
           (5.2.3) 

Dacă:        f x f x 0 f x f x      pentru oricare  εx N x , punctul 

staţionar x  va fi un punct de minimum (strict) local al vecinătăţii considerate, 

respectiv de maximum, în cazul    f x f x 0   pentru oricare  εx N x . După 

cum se observă, semnul diferenţei    f x f x  este dat de semnul formei 

diferenţiale pătratice: 

       t
pat

1
Q H , x x x x H f , x x x

2
           (5.2.4) 

Forma pătratică  patQ H , x x  este pozitivă numai dacă  H f , x >0, adică 

matricea Hessian este pozitiv definită (are toate valorile proprii strict pozitive), 

respectiv negativă, numai dacă  H f , x 0  . 

În baza celor prezentate rezultă că, un punct nx R   este punct de 

minimum pe vecinătatea   n
εN x R   pe care funcţia este continuă şi netedă dacă 

sunt îndeplinite următoarele condiţii de optimalitate: 

a) Condiţia de necesitate:  f x 0  ;    (5.2.5.a) 

b) Condiţia de suficienţă:  H f , x 0  .    (5.2.5.b) 

Un punct de minimum nx R   astfel determinat este un punct de minimum 
local al funcţiei  f x . O funcţie reală poate să admită mai multe puncte de minimum 

(maximum) local. 
Determinarea punctului de minimum global al funcţiei pe mulţimea de 

definiţie nR  se face prin compararea valorilor funcţiei în toate punctele de minimum 
local determinate în baza condiţiilor de optimalitate (5.2.5). 

Dacă, în schimb, se pune problema determinării punctelor de maximum, 
acestea vor coincide cu punctele de minimum ale funcţiei  f x , iar condiţiile de 

optimalitate (5.2.5) se rescriu corespunzător. 
Totodată, în determinarea punctelor de extrem local şi global ale funcţiei 

reale  f x  pe domeniul real de definiţie nR  trebuie să se ţină seama că un punct 

staţionar nx R   determinat prin condiţia de necesitate (5.2.5.a) poate să fie şi 

punct de inflexiune al funcţiei  f x , caz în care  H f , x  nu este nici pozitiv definită 

nici negativ definită, iar condiţia de suficienţă (5.2.5.b) trebuie rescrisă prin luarea 
în calcul a celorlalte derivate parţiale de ordin superior. 
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În baza unor teoreme, care presupun îndeplinirea anumitor ipoteze de 

convexitate avem următorul rezultat [10], [21]: Dacă funcţia care trebuie 

minimizată este convexă, iar mulţimea n
conS R  pe care se caută minimumul este 

o mulţime convexă, atunci există un unic punct de minimum al funcţiei 
n

conx S R    care este minimumul global pe domeniul considerat. Consecinţa este 

imediată în cazul funcţiilor reale convexe nf : R R , care vor admite un unic punct 

de minimum pe nR , întrucât mulţimea numerelor reale este o mulţime convexă. 
Problema de determinare a punctelor staţionare ale unei funcţii, respectiv, 

de analiză a caracterului de extrem al acestor puncte (minimum sau maximum), 
devine mai complexă atunci când se impun restricţii asupra variabilelor funcţiei. În 
acest caz vorbim de o problemă de optimizare cu restricţii. 

Trebuie reţinut că, adeseori, metodele de rezolvare a problemelor de 
optimizare cu restricţii le reduc la probleme de optimizare fără restricţii. 

Cele mai „simplu de rezolvat” sunt problemele de optimizare cu restricţii de 
tip egalitate. Problema se formulează în felul următor, pentru m restricţii scalare: 

 
nx R

min f x


        (5.2.6) 

cu restricţiile: 

  jg x 0 /, j 1,m  , cu  n
jg : R R, j 1,m  ,   (5.2.7) 

Una din metodele de rezolvare analitice, des folosite în aplicaţiile practice, 
este metoda multiplicatorilor lui Lagrange, prin care problema de optimizare cu 
restricţii este transformată într-o problemă de optimizare fără restricţii a funcţiei 

Lagrangean n mL : R R R  , create prin folosirea multiplicatorilor Lagrange mγ R  

[10] [21]: 

     
m

lagr j j
j 1

L x ,γ f x γ g x


         (5.2.8) 

În cazul în care, pe lângă restricţiile de tip egalitate apar şi l restricţii de tip 
inegalitate de forma: 

  jh x 0 / j 1, l 


 cu  n
jh : R R, j 1, l  ,    (5.2.9) 

rezolvarea problemei de optimizare devine şi mai complexă. 
Aplicarea metodei multiplicatorilor lui Lagrange în acest caz necesită 

introducerea unor variabile suplimentare lπ R   şi transformarea restricţiilor 

inegalitate (5.2.9) în restricţii de tip egalitate  
j

2
jh x π 0 / j 1, l

    
 


. 

Funcţia Lagrangean (5.2.8) se rescrie prin introducerea unui nou set de 

multiplicatori Lagrange lω R , n m l lL : R R R R R    : 

       
j

m l
2

lag r j j m j j
j 1 j 1

L x ,γ ,ω , π f x γ g x ω h x π 
 

          (5.2.10) 

Pentru aceste tipuri de probleme, localizarea punctului de minimum local x  
al problemei de minimizare (2.5.6) cu restricţiile (5.2.7) şi / sau (5.2.9) se face pe 
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baza condiţiilor de necesitate Karush-Kuhn-Tucker, deduse prin aplicarea condiţiei 
de necesitate (5.2.5.a) problemei de minimizare fără restricţii [21]: 

 
 

n m 2 l lag r
x ,γ ,ω ,π R

m in L x ,γ ,ω , π
 






: 

     
j

m m
j j 2

j j
i i ij 1 j 1

g hf
x γ x ω x π 0 , i 1 , n

x x x
  


 

  
     

    
 

  (5.2.11.a) 

 jg x 0 , j 1 , m          (5.2.11.b) 

 jh x 0 , j 1 , l          (5.2.11.c) 

 j jω h x 0 , j 1, l          (5.2.11.d) 

jω 0, j 1, l          (5.2.11.e) 

jγ , j 1,m  nerestricţionată în semn     (5.2.11.f) 

Caracterul de minimum al punctelor rezultate prin impunerea condiţiilor 
Karush-Kuhn-Tucker (5.2.11) trebuie verificat prin completarea condiţiilor de 
necesitate cu condiţii de suficienţă, deduse prin studierea semnului formei 
diferenţiale pătratice rezultate prin dezvoltarea în serie Taylor până la termeni de 

ordinul 2, în vecinătatea punctului staţionar x , al funcţiei Lagrangean (5.2.10). 
O ultimă observaţie care trebuie făcută se referă la numărul restricţiilor unei 

probleme de optimizare. El trebuie să fie mai mic decât numărul variabilelor funcţiei 
care trebuie minimizate. Dacă numărul restricţiilor de tip egalitate este egal cu 
numărul variabilelor funcţiei, soluţia problemei de optimizare este determinată 
potenţial din rezolvarea sistemul de ecuaţii asociat restricţiilor de tip egalitate. Dacă 
numărul restricţiilor de tip egalitate este mai mare decât numărul variabilelor 
funcţiei de minimizat, problema de optimizare este supradeterminată, putând să nu 
admită soluţie. 

 
 
5.3. Problema de optimizare pătratică 

cu restricţii lineare 
 

Problema de optimizare pătratică cu restricţii lineare face parte dintr-o clasă 
de probleme de optimizare neliniare care au funcţia obiectiv ce trebuie optimizată 
(minimizată) pătratică iar restricţiile liniare. Forma problemei de optimizare 
pătratică este: 

 
n

t t
pon pon

x R

1
min f X X H X X c

2

   
 

     (5.3.1.a) 

cu restricţiile: t
eg egA X α      (5.3.1.b) 

  t
ineg ineg

B X β      (5.3.1.c) 
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în care: nX R , n n
ponH R   matrice simetrică, 

1

n

pon
n

pon

pon

c

c ... R
c

 
 

  
 
  

, 
1

m

t
eg

m n
eg

t
eg

a

A ... R

a



 
 
   
 
  

 

cu  j
n

egega R / j E  , 
1

m

eg
m

eg

eg

α

α ... R
α

 
 

  
 
  

, 
1

l

t
ineg

l n
ineg

t
ineg

b

B ... R

b



 
 
   
 
  

 cu 

 j
n

ineginegb R / j I  , respectiv, 
1

l

ineg
l

ineg
ineg

β

β ... R
β

 
 

  
 
  

, iar m l n  . 

Prin  egE 1,2,...,m , respectiv,  inegI 1,2,...,l  se notează mulţimea 

indicilor restricţiilor de tip egalitate, respectiv inegalitate. 
Rezolvarea problemei de optimizare astfel definite este simplificată de 

îndeplinirea unor ipoteze de convexitate. Astfel, mulţimea pe care se caută 

minimumul funcţiei:  t tn
con eg inegeg inegS X R / A X α ,B X β     este o mulţime 

convexă întrucât restricţiile care o delimitează sunt lineare. 

În plus, dacă funcţia care trebuie minimizată   t t
pon pon

1
f X X H X X c

2
   

este convexă, adică matricea ponH  este pozitiv definită, problema de programare 

linear-pătratică devine o problemă de optimizare convexă. 

Pentru această problemă de optimizare unicul punct de minimum local, *X , 
va fi determinat de condiţiile de necesitate Karush-Kuhn-Tucker (5.2.11), care se 
rescriu astfel: 

pon eg inegponH X c A γ B ω 0          (5.3.2.a) 

t
eg egA X α          (5.3.2.b) 

t
ineg ineg

B X β         (5.3.2.c) 

 t t
ineg inegω B X β 0        (5.3.2.d) 

ω 0          (5.3.2.e) 
γ  nerestricţionat în semn      (5.3.2.f) 

În ceea ce priveşte rezolvarea problemei de optimizare pătratice convexe, 
trebuie reţinute următoarele două observaţii: 

a) Problema astfel formulată poate să nu fie fezabilă întrucât unicul punct de 
minimum global al funcţiei obiectiv  f X  s-ar putea să nu fie un punct 

admisibil, situându-se în afara mulţimii Scon. Condiţia de convexitate se 
poate relaxa în sensul considerării unei matrice ponH  pozitiv semidefinite 

astfel încât problema de optimizare să poată admite mai multe puncte de 
minim local şi să se poată determina un punct de minimum global pe 
mulţimea Scon considerată. 
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b) Pentru abordarea unei aplicaţii este importantă dimensiunea problemei. Ea 

se reflectă în alegerea metodelor de operare care trebuie să fie potrivite 
dimensiunilor matricelor folosite de metodele de rezolvare. Orientativ, o 
problemă este dimensional: mică dacă   2min n,m l 10  , mare dacă 

  3min n,m l 10   şi uriaşă dacă   5min n,m l 10  .  

Una dintre metodele de rezolvare a problemei convexe de optimizare linear 
pătratice (5.3.1) care conduce la o soluţie, care respectă condiţiile de optimalitate 
(5.3.1) este aşa numita metodă a mulţimii restricţiilor active („Active Set Method”) 
[21]. Această metodă presupune partiţionarea restricţiilor de tip inegalitate în două 
mulţimi şi anume, o mulţime alcătuită din restricţiile de tip inegalitate care se 
verifică ca şi egalităţi şi care va forma împreună cu restricţiile de tip egalitate 
mulţimea restricţiilor active şi o mulţime a restricţiilor inactive în care se includ 
restul de restricţii de tip inegalitate care nu se verifică ca şi egalităţi (se verifică 
numai ca inegalităţi stricte) şi care sunt ignorate.  

Metoda în sine presupune rezolvarea iterativă a unei probleme de optimizare 
pentru mulţimea restricţiilor active, mulţime care se va ajusta corespunzător din 
punctul de vedere al restricţiilor de tip inegalitate conţinute astfel încât să fie 
identificată acea mulţime a restricţiilor active care verifică soluţia problemei de 
optimizare.  

La iteraţia de calcul k se presupune existent punctul admisibil kX  pentru 

care se defineşte mulţimea restricţiilor active 
kinegI  ca fiind mulţimea indicilor 

restricţiilor de tip inegalitate (5.3.1.c) care sunt verificate de punctul admisibil 

considerat chiar ca egalităţi, respectiv:  k jj
t

ineg ineg inegkinegI j I / b X β   . 

Se defineşte apoi mulţimea de lucru 
klucW  ca fiind mulţimea indicilor tuturor 

restricţiilor egalitate respectate la iteraţia de calcul k, de punctul admisibil kX , 

respectiv: 
k kluc eg inegW E I  . 

Conform celor menţionate anterior, folosind notaţiile adoptate, la iteraţia de 
calcul k, metoda va căuta să obţină un punct de minimum k 1X   al funcţiei obiectiv 

 f x  numai pe domeniul definit prin restricţiile de tip egalitate ale căror indici se 

găsesc în mulţimea de lucru 
klucW . 

Ţinând seama de condiţiile de optimalitate (5.3.2), pentru ca punctul 
admisibil k 1X   să fie punctul de minimum căutat, trebuie să existe multiplicatorii 

Lagrange (numere reale)  j egγ / j E  şi  kj inegω 0 / j I   astfel încât să fie 

satisfăcută şi condiţia: 

j j
eg inegk

j jpon k 1 pon eg ineg
j E j I

H X c γ a ω b 0
 

       (5.3.3) 

Dacă punctul k 1X   găsit de metodă nu îndeplineşte condiţia (5.3.3) 

mulţimea de lucru 
klucW  se ajustează, folosind la noua iteraţie de calcul k 1 , 

pentru căutarea punctului de minimum, o nouă mulţimea de lucru 
k 1lucW


. 

Căutarea punctului k 1X  , respectiv, ajustarea mulţimii de lucru 
klucW  decurg astfel: 
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i. Întrucât la iteraţia de calcul k metoda caută punctele de minimum numai 

printre puncte admisibile din domeniul delimitat de restricţiile cu indicii 
conţinuţi în mulţimea de lucru curentă 

klucW , vor fi satisfăcute condiţiile: 

jj

j kj

t
eg egkeg

t
ineg inegkineg

a X α , j E

b X β , j I

  

  


     (5.3.4.a) 

jj

j kj

t
eg egk 1eg

t
ineg inegk 1ineg

a X α , j E

b X β , j I





  

  


    (5.3.4.b) 

ii. Parametrizând pe k 1x   prin 
k

n
admd R , sub forma: 

kk 1 k admX X d         (5.3.5.a) 

şi efectuând calculele, ţinând cont că ponH  este simetrică, rezultă: 

     k k k k
t t

k k pon pon kadm adm adm adm pon
1

f X d f X d H d d c H X
2

      (5.3.5.b) 

iii. În felul acesta, problema găsirii punctului de minim k 1X   este transformată 

într-o problemă de găsire a direcţiei 
kadmd  optime (descreşterea maximă a 

funcţiei criteriu  kk admf X d  de-a lungul direcţiei alese): 

 k k kn
k

t t
pon pon kadm adm adm pon

d R

1
min d H d d c H X

2

   
 

  (5.3.6.a) 

cu restricţiile: 

j k
t

egeg adma d 0, j E        (5.3.6.b) 

kj k
t

inegineg admb d 0, j I       (5.3.6.c) 

iv. Pentru ca direcţia admisibilă 
kadmd  selectată pentru această problemă de 

optimizare să fie direcţia optimă, trebuie îndeplinită condiţia de optimalitate 
(5.3.3), rescrisă corespunzător: 

k j j
eg inegk

j jpon pon kadm pon eg ineg
j E j I

H d c H X γ a ω b 0
 

       (5.3.7) 

v. Avem următoarele două cazuri: 
a) Cazul 

kadmd 0 : 

 Relaţia (5.3.7) se rescrie sub forma: 

j j
eg inegk

j jpon kpon eg ineg
j E j I

c H X γ a ω b 0
 

     , ceea ce, 

conform condiţiei (5.3.3), pentru  kj inegω 0 / j I   arată că 

punctul admisibil kX  pentru problema originală (5.3.1) este punct 

de minim al problemei iar căutarea se opreşte; 
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 Presupunem, pe de altă parte, că există un indice 

kinegs I  astfel 

încât sω 0 . Atunci, din mulţimea restricţiilor active 
kinegI  se 

înlătură restricţia cu indicele s care devine o restricţie inactivă, 
astfel încât  k 1 kineg inegI I s


  , iar noua mulţime de lucru va fi: 

k 1 k 1luc eg inegW E I
 

  . Dacă sunt mai mulţi indici 
kinegs I  

astfel încât sω 0 , se selectează acel indice s  care verifică 

condiţia:  ks j inegω min ω / j I   . 

b) Cazul 
kadmd 0 : 

 Dacă: 
kk 1 k admX X d    este un punct admisibil pentru problema 

de optimizare (5.3.1), atunci 
kadmd  este un segment de 

descreştere admisibilă, astfel încât:    k 1 kf X f X  . Pentru 

următoarea iteraţie de calcul, k 1 , se păstrează mulţimea de 
lucru: 

k 1 kluc lucW W


 , iar căutarea se face luând drept referinţă 

noul punct admisibil k 1X  . 

 Dacă: 
kk 1 k admX X d    nu este un punct admisibil pentru 

problema de optimizare (5.3.1), atunci trebuie realizată o căutare 
de-a lungul direcţiei 

kadmd  pentru a găsi cel mai bun punct 

admisibil pentru mulţimea de lucru curentă 
klucW . Punctul 

kk 1 k admX X d    nu mai este punct admisibil, nu prin încălcarea 

restricţiilor cu indicii 
klucj W  (

kadmd  este o direcţie admisibilă 

pentru problema de optimizare 5.3.6), ci prin încălcarea unor 
restricţii inactive astfel încât pentru unul sau mai mulţi 

kinegj I  

vom avea: 
j j j k

t t t
k 1 kineg ineg ineg admb X 0 b X b d 0     . Cum 

kX  este un punct admisibil, respectiv 
j

t
kinegb X 0 , vom avea: 

j k
t
ine admb d 0 . Pentru a menţine fezabilitatea punctului 

kk 1 k admX X d    trebuie parcursă doar o cotă parte a 

segmentului 
kadmd : 

kkk 1 k admX X θ d   , kθ 0,1   , astfel încât 

punctul să fie în continuare un punct admisibil: 

 j k j

t
kkineg adm inegb X θ d β   pentru 

kinegj I , chiar dacă: 

j k
t
ineg admb d 0 . Rezultă: 

jj

j k

t
kinegineg

k t
ineg adm

β b X
θ

b d


  iar pasul kθ  va 

trebui astfel selectat încât: 
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j sj s

t
j k s kineg adminegk kj

t t
defkineg kinegineg ineg

k t t
ineg adm ineg admj I /b d 0

β b X β b X
θ min

b d b d   
 

 
  (5.3.8) 

În felul acesta restricţia inegalitate inactivă cu indicele s, care a 
cauzat invalidarea punctului 

kk admX d , devine restricţie activă 

pentru punctul admisibil 
kkk admx θ d . Indicele s va fi adăugat 

mulţimii indicilor restricţiilor active astfel încât, la iteraţia de calcul 
următoare k 1 , se va rezolva din nou problema (5.3.6), luând 
drept referinţă în calcule noul punct admisibil: 

kkk 1 k admX X θ d   , 

şi actualizând mulţimile:  k 1 kineg inegI I s


  , 
k 1 k 1luc eg inegW E I
 

   şi 

kkk 1 k admX X θ d   . 

În ceea ce priveşte problemele care apar la implementarea practică a 
metodei avem: calcularea unui punct iniţial admisibil, rezolvarea sistemului format 
din ecuaţiile (5.3.6.b), (5.3.6.c) şi (5.3.7) asociat condiţiilor de optimalitate ale 
problemei de optimizare (5.2.6) şi actualizarea eficientă a mulţimilor restricţiilor 
active şi de lucru la iteraţiile de calcul. 
 
 

5.4. Problema controlului optimal linear 
cu orizont de predicţie fixat 

 
În cele ce urmează se va arăta că problema de control optimal cu orizont de 

predicţie fixat, cu restricţii lineare, se poate aduce la forma unei probleme de 
optimizare pătratice cu restricţii lineare [21] a cărei metodă de rezolvare a fost 
prezentată în subcapitolul anterior. 

Se consideră procesul în timp discret descris de modelul linear, invariant în 
timp: 

k 1 prm k prm k

kprmk k

X A X B u

y C X η
  


 

      (5.4.1) 

în care: n
kX R -vectorul de stare, m

ku R -vectorul intrărilor, m
k

y R -vectorul 

ieşirilor, m
k
η R -vectorul perturbaţiilor (se consideră că acţionează de o manieră 

aditivă la ieşire). Se presupune că tripletul  prm prm prmA ,B ,C  este stabilizabil şi 

detectabil, iar matricea prmA  nu are nici o valoare proprie unitară. 

Se pune problema urmăririi de către ieşirea k
y  a unei traiectorii y const   

în prezenţa perturbaţiilor kv , ceea ce presupune anularea erorii de ieşire: 

  kprmk kk
e y y y C X η y           (5.4.2) 

Notăm cu stat
η  valoarea de regim staţionar a perturbaţiei k

η : 

k statk
lim η η


         (5.4.3) 
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respectiv, cu su , statX , stat

y  şi  stat
e y  valorile de regim staţionar prescrise 

(„setpoints”) pentru ku , kX , k
y  şi  ke y . Avem atunci: 

statprmstat stat
y y C X η         (5.4.4) 

 stat
e y 0         (5.4.5) 

astfel încât, ţinând cont că şi valorile de regim staţionar trebuie să verifice ecuaţiile 
sistemului (5.4.1), avem: 

   
11

prm prmstat prm statu C I A B y η
  

   
 

    (5.4.6) 

  1
stat prm prm statx I A B u


        (5.4.7) 

Pentru simplificarea prezentării se consideră momentul de timp curent 
asociat iteraţiei de calcul k ca momentul de timp de referinţă zero, adică k 0 . 

Mai presupunem că există informaţii suficiente pentru caracterizarea 
perturbaţiei k

η  la momentele de timp ulterioare momentului de timp zero, 

respectiv, pentru pk 0 ,N 1  , unde prin pN  s-a notat lungimea orizontului de 

predicţie. 
Totodată se cunoaşte (prin măsurători) starea iniţială: 0X X . 

Ţinând seama de cele prezentate, problema de control optimal linear pe 
orizont fix se defineşte ca problema determinării secvenţei de comandă 

 cku / k 0,M 1   şi a secvenţelor asociate de stare  pkX / k 0,N , respectiv, de 

eroare   pk
e y / k 0,N 1  , care fac ca eroarea de ieșire (5.4.2) a sistemului 

(5.4.1) să se anuleze în sensul minimizării funcţiei obiectiv: 

               

   

p

p c p p

c

N 1
t t

N ,M k N stat F N statk Fk k k
k 0

M 1
t

Fk s k s
k 0

1 1
F X , u , e y X X P X X e y Q e y

2 2

1
                               u u R u u

2








   

  





(5.4.8) 

în care: FP 0 , FQ 0 , FR 0 , pN -orizont de predicţie, iar c pM N -orizontul de 

control, corespunzător atingerii de către semnalul de comandă ku , după cM  iteraţii, 

a regimului staţionar statu :  ck statu u / k M  . 

Ţinând seama de cele prezentate în primul subcapitol, problema de 
minimizare a funcţiei obiectiv (5.4.8) va trebui rezolvată la fiecare moment de timp 
discret kt  având disponibile măsurători ale stării actuale kX , respectiv, ale pertur-

baţiilor k
η . Primul eşantion 0u  din secvenţa determinată de eşantioane de comandă 

va fi utilizată pentru efectuarea tranziţiei procesului la momentul de timp următor 

k 1t  , moment de timp discret la care procedura se repetă. 

Impunerea unor restricţii lineare asupra intrărilor şi ieşirilor sistemului 
(5.4.1) permite transformarea şi rezolvarea problemei de control optimal, definită 
prin minimizarea funcţiei obiectiv (5.4.8), ca o problemă de optimizare pătratică cu 
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restricţii lineare. Pentru aceasta, pe orizontul de predicţie Np, folosind (5.4.1) se 
scriu următoarele ecuaţii: 

1 prm prm 0X A X B u   

2
2 prm prm prm prm0 1X A x A B u B u    

... 
c c

c
M M 1

M prm prm prm prm0 M 1X A X A B u ... B u
        (5.4.9) 

c c
c c

M 1 M
M 1 prm prm prm prm prm prm0 M 1 statX A X A B u ... A B u B u

       

... 
p c

p cc
p c

N M 1
N MN 1N i

N prm prm prm prm prm prm prm0 M 1 stat
i 0

X A X A B u ... A B u A B u

 





       

Întrucât stat prm stat prm statX A x B u  , se scrie un set similare de ecuaţii 

pentru valoarea de regim staţionar a stării: 

stat prm stat prm statX A x B u   

stat prm stat prm prm prmstat statX A X A B u B u    

... 
c cM 1 M 1

stat prm stat prm prm prmstat statX A X A B u ... B u        (5.4.10) 

c cM 1 M
stat prm stat prm prm prm prm prmstat stat statX A X A B u ... A B u B u      

... 
p c

p p p c
N M 1

N N 1 N M i
prmstat prm stat prm prm prm prm prmstat stat stat

i 0

X A X A B u ... A B u A B u

 
 



       

Scăzând (5.4.10) din (5.4.9) rezultă următorul set de relaţii: 

   
stat stataug aug aug aug stataug augX X U U X X        (5.4.11) 

în care: 

1

nN2
ug

N

X
X

X R
...
X

 
 
   
 
  

, 
stat

stat

nNstat
aug

stat

X
X

X R
...

X

 
 
   
 
  

, 

c

0

1 mM
aug

M 1

u
u

U R...
u 

 
 
   
 
  

, 
stat

stat

mMstat
aug

stat

u
u

U R
...

u

 
 
   
 
  

(5.4.12.a) 

respectiv, matricele: 

c c

c c

p p p c p c

prm

prm prm prm

M 1 M 2
prm prm prm prm prm prm prmaug

M M 1 2
prm prm prm prm prm prm

N 1 N 2 N M 1 N M
prm prm prm prm prm prm prm prm

B 0 . 0 0

A B B . 0 0

. . . . .

A B A B . A B B

A B A B . A B A B

. . . . .

A B A B . A B A B


 



    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

, 

p

prm

2
prm

aug

N
prm

A

A

...

A



 
 
 
 
 
 
 
 

(5.4.12.b) 
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Se defineşte, de asemenea, şi vectorul perturbaţiilor: 

1 stat

2 stat

aug

1 stat

mx1

π π
π π

π ...
π π

0

 
  
 
 

 
  

       (5.4.13) 

Fie matricele diagonale: 

 t t
aug Fprm prm prm prmF Fdiag C Q C ... C Q C P     (5.4.14.a) 

 aug F Fdiag R ... R        (5.4.14.b) 

 t t t
aug prm prm prmF F Fdiag C Q C Q ... C Q      (5.4.14.c) 

 aug F F F
diag Q Q ... Q        (5.4.14.d) 

Adunând termenul kprm k
C X η y 0     din (5.4.4) la relaţia (5.4.2), eroarea de 

ieşire se rescrie: 
     k stat k statprmk

e y C X X π π        (5.4.15) 

Folosind mărimile definite prin relaţiile (5.4.11.a), (5.4.13) şi (5.4.14), respectiv 
eroarea de ieşire rescrisă sub forma(5.4.12), funcţia obiectiv (5.4.8) se rescrie: 

       
   

 

p c stat stat

stat stat

stat

tt
N ,M aug aug aug aug augF0 0

t
augaug aug aug aug

t t
aug aug aug augaug aug aug

1 1
F e y Q e y X X X X

2 2
1

            + U U U U
2

1
            + X X η η η

2





 

    

  

 

(5.4.16) 

Substituind în (5.4.16) termenul 
stataug augX X  conform relaţiei (5.4.11), rezultă: 

   

 
 

p c

stat

t t t t
N ,M stat aug aug aug aug aug aug aug stataug aug aug

t t t t
aug aug aug aug aug augaug aug aug aug

t t
stat aug aug stat augaug aug aug augs aug aug

1
F F U U U X X

2

       U U U η

1
    F U H U U F X X H U G η

2

      

     

    

  

        

(5.4.17) 

în care: 

     

   

   

stat stat

stat

stat stat

t t t
stat aug aug aug aug stataug augF0 0

t t
stat aug aug stat aug aug aug

tt t t
aug aug aug stat aug augaug aug aug aug

1 1
F e y Q e y U U X X

2 2
1

          X X X X U
2

          U U η X X η

  

   

   

    

      

       

    

t
augaug aug

1
         η η

2


 (5.4.18.a) 

este independent de augU  iar: 

t
aug aug aug aug augH            (5.4.18.b) 

t
aug aug aug augF          (5.4.18.c) 

t
aug augaugG          (5.4.18.d) 
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Matricea augH  a funcţiei obiectiv (5.4.17) este pozitiv definită întrucât 

matricea FR  a funcţiei obiectiv (5.4.8) s-a ales pozitiv definită [21]. 

Dacă nu există restricţii impuse asupra problemei de optimizare definite prin 
funcţia obiectiv (5.4.17), ţinând cont că matricea augH  este pozitiv definită, 

comanda optimă mai trebuie să verifice numai condiţia de necesitate (5.2.5.a), 
respectiv: 

 p cN ,M *
aug

aug

F
U 0

U





       (5.4.19.a) 

a cărei soluţie este: 

 

 
stat

stat

* 1
aug aug stat augaug aug aug aug

1 1
aug aug stat augaug aug aug

U H F X X H U G η

        = H F X X U H G η



 

        

   
 (5.4.19.b) 

Comanda care se aplică procesului descris prin sistemul de ecuaţii (5.4.1), 
pentru a efectua tranziţia de la momentul de timp actual kt , la momentul de timp 

discret următor k 1t   va avea forma: 

 
η

* *
u stat augk 0 stat aug

u u K X X u K η          (5.4.20) 

Definim matricele * m n
uK R  , respectiv, p

η

m N*
augK R


  ca primele m-linii 

ale matricelor 1
aug augH F , respectiv, 1

aug augH G . 

În urma aplicării comenzii (5.4.20) ecuaţiei de stare a sistemului de ecuaţii 
(5.4.1), cu kX X , rezultă ecuaţia: 

  η
* *

k 1 prm prm u k prm prm augstat augX A B K X B u B K η       (5.4.21) 

Printr-o alegere corespunzătoare a ponderilor cuprinse în matricele funcţiei 

obiectiv (5.4.8), va rezulta o matrice *
uK , astfel încât matricea *

prm prm uA B K  a 

ecuaţiei de stare (5.4.21) va avea toate valorile proprii subunitare în modul, fiind 
îndeplinită condiţia de stabilitate asimptotică (în sens Lyapunov) a sistemului 
dinamic descris de ecuaţia (5.4.21). 

Dacă în rezolvarea problemei de optimizare (5.4.8) se impune şi un set de 
restricţii, asupra intrărilor şi ieşirilor, de forma: 

cmin k maxu u u ,k 0,M 1          (5.4.22.a) 

pmin k maxy y y ,k 1,N 1          (5.4.22.b) 

cmin k k 1 maxδu u u δu ,k 0,M 1         (5.4.22.c) 

cu observaţia că 1 k 1u u   reprezintă comanda calculată şi aplicată procesului 

reglat la momentul de timp discret k 1 1   , anterior momentului de timp actual 
considerat k 0  (conform convenţiei de notare făcute la începutul capitolului). 

Pentru stare vor exista restricţiile: 

 k kk
n

con inegk inegX S X R / b X β        (5.4.22.d) 
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Restricţiile impuse (5.4.22) pot fi scrise compact, folosind notaţiile 

(5.4.12.a) şi ecuaţiile (5.4.1) ale modelului procesului, sub forma matriceală a unei 
restricţii lineare a semnalului de control augU , de forma: 

com comaugL U W        (5.4.23) 

în care: 

cM m

aug

Mmcom

aug

aug

aug

I

Eaug
IL

E

L





 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
  

, 

max

max

max

min

min

min

aug

aug

aug

augcom

aug

aug

aug

U

Y

δU

UW

Y

δU

W

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

     (5.4.24) 

În (5.4.24): 
c c

c
M m M m

M mI R   reprezintă matricea unitate,  

c c

c c

p p

prmprm

prm prm prmprm prm

M 1 M 2
prm prm prm prm prm prm prmprm prm prm prmaug
M M 1 2
prm prm prm prm prm prm prm prmprm prm prm prm

N 1 N 2
prm prm prm prm prmprm prm prm

C B 0 . 0 0

C A B C B . 0 0

. . . . .

C A B C A B . C A B C B

C A B C A B . C A B C A B

. . . . .

C A B C A B . C A


 



 

  p c

p c p c

N 1 m M m

N M 1 N M
prm prm prmprm

R

B C A B

 

  

 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
 
  

 

c c

m

M m M mm m
aug

m m

I 0 . 0 0
I I . 0 0

E R
. . . . .
0 0 . I I



 
    
 

  

, 
1 2 Np

t t t
aug augineg ineg inegL diag b b ... b 

 
  

 
, 

cu m m
mI R   matrice unitate, respectiv, aug  dată în relaţia (5.4.12.b). 

Vectorii care formează vectorul comW  au următoarea formă: 

max

max

aug

max

u
U ...

u

 
   
  

, 
min

min

aug

min

u
U ...

u

 
   
  

, 
max

1 max

max
aug

max

u δu
δu

δU
...

δu

  
 
   
 
  

, 
min

1 min

min
aug

min

u δu
δu

δU
...

δu

  
 
   
 
  

, 
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c
c

c
max c

p c
p

p

prmprmmax 1

M
prmprmmax M

M 1
aug prm prmprm prm statmax M 1

N M 2
N 1 i
prm prm prmprm prm statmax N 1

i 0

y C A X η

...

y C A X η

Y y C A X η C B u

...

y C A X η C A B u




 





  
 
 
 
   
 
 

    
 
 
 
 
   
 
 



, 

c

c
min c

p c
p

p

prmprmmin 1

M
prmprmmin M

M 1
prm prmprm prm stataug min M 1

N M 2
N 1 i
prm prmprm prm statmin N 1

i 0

y C A X η

...

y C A X η

y C A X η C B uY

...

y C A X η C A B u




 





   
 
 
 

   
 
      
 
 
 
 
    
  



, 

c

1
c

2
1 2 Np c

Np

p c
p

prm

M
prm ineg

M 1
inegprm prm statt t t

aug ineg ineg ineg M 2
prm prm prm stat

ineg

N M 1
N i
prm prm prm stat

i 0

A X

...

A X β

A X B u β
W diag b b ... b

...A X A B u
β

...

A X A B u





 



 
 
 
 
                        
 
 

 
  










. 

În prezenţa restricţiilor se impune ca şi valorile de regim staţionar 
s

y y , 

statu  şi statX  să fie valori admisibile (adică să satisfacă restricţiile). 

Pe baza celor prezentate, problema de optimizare a funcţiei obiectiv (5.4.8) 
cu restricţiile impuse (5.4.23) se poate echivala cu o problemă de optimizare 
pătratică cu restricţii lineare de felul celei descrise în subcapitolul 5.3: 

   
statmMc

aug

t t
aug aug stat augaug aug aug aug aug aug aug

U R

1
min f U U H U U F X X H U G η

2

          
(5.4.25.a) 

cu restricţiile: com comaugL U W     (5.4.25.b) 

Întrucât termenul statF , relaţia (5.4.18.a), este independent de U , nu a mai fost 

inclus în problema de optimizare (5.4.25). 
În urma rezolvării problemei de optimizare pătratică lineară la momentul de 

timp discret kt , ţinând seama de cele prezentate în subcapitolul 5.3, din soluţia 

optimală  *
augU X  se vor reţine primele m-componente care vor forma legea de 

comandă: 
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 lege kk stat augu X ,η ,y ,η        (5.4.26) 

Această lege va conduce procesul, descris prin modelul (5.4.1), la momentul de 
timp discret k 1t   următor, moment de timp la care se va relua rezolvarea problemei 

de optimizare pentru determinarea unui nou semnal de comandă. 
Potrivit acestui rezultat, metoda prezentată pentru rezolvarea problemei de 

control optimal linear cu orizont de predicţie fixat se bazează pe ipoteza că mărimile 
de stare ale procesului condus, inclusiv perturbaţiile, sunt măsurabile. Acest lucru 
este redat în schema din Fig. 5.4.1. Legea de comandă (5.4.26) este implementată 
prin reacţie după stare, devenind astfel o lege de reglare. 

 
Fig. 5.4.1. Regulator predictiv bazat pe model cu reacţie după starea procesului 

 
Când starea şi perturbaţia nu sunt măsurabile este necesară folosirea unui 

observator de stare care va furniza o estimare combinată a stării şi perturbaţiei, 
urmând ca valorile estimate ale acestora să fie folosite la implementarea 
algoritmului de control ca şi cum ar fi cele adevărate, din proces. Acest lucru este 
ilustrat în Fig. 5.4.2, în care algoritmul de control (5.4.26) este utilizat prin folosirea 
valorilor estimate ale stării kx

 , respectiv, ale perturbaţiei k
η


 ca şi valori adevărate. 

În [21] se arată că această abordare, cu ignorarea unor aspecte 
suplimentare de optimalitate, conduce la o soluţie suboptimală, apropriată ca 
performanţe de cea optimală, suboptimalitatea admiţându-se datorită reducerii 
efortului de calcul numeric. 

Tot în [42] se arată că pentru problemele practice de implementare care 
necesită prezenţa şi a unui observator de stare, în anumite ipoteze, bucla de reacţie 
a sistemului de reglare obţinut trebuie să aibă un caracter integrator pentru a 
asigura anularea erorii de ieşire staţionare. Aceste ipoteze presupun ca sistemul de 
reglare în buclă închisă să atingă o stare staţionară în care nici o restricţie să nu fie 
activă astfel încât comanda staţionară să verifice o relaţie similară cu (5.4.20). Dacă 

matricea *
prm prm uA B K  (5.4.21) are toate valorile proprii subunitare, valoarea de 

regim staţionar pe care o atinge ieşirea procesului reglat corespunde traiectoriei 
prescrise y const  . 
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Fig. 5.4.2. Regulator predictiv bazat pe model cu observator de stare şi perturbaţie 

 
 
 

5.5. Implementarea algoritmului de control optimal 
cu orizont de predicţie fixat a dinamicii presiunii 
de ieşire a unui tronson de conductă alimentat de 
la o sursă de gaze 

 
Într-o primă fază, algoritmul de control predictiv bazat pe model, prezentat 

în subcapitolul precedent, va fi implementat şi simulat la nivelul unui tronson de 
conductă. 

Pentru aceasta, în figura 5.5.1.a, se consideră tronsonul de conductă de 

lungime L şi diametru interior D, având secţiunea de curgere: 
2πD

A
4

 . Între cele 

două capete ale tronsonului există diferenţa de nivel h . Înclinaţia conductei faţă de 

orizontală este h
α arcsin

L


 . 

 
Fig. 5.5.1.a. Tronson de conductă 

 
În nodul de intrare, notat cu , este conectată sursa de presiune iar în 

nodul de ieşire, notat cu , este conectat consumatorul. Se notează cu  p1 t - 

presiunea din nodul de intrare în tronson (presiunea sursei de gaz) şi cu  Q1 t  - 

debitul de intrare în tronson, respectiv,  p2 t  - presiunea de ieşire din tronson şi 

 Q2 t  - debitul de gaz de ieşire din tronson (debitul de gaz cerut de consumator). 
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Ţinând seama de cele expuse în cadrul capitolului 1 referitoare la 

automatizarea nodurilor tehnologice, în figura 5.5.1.b se prezintă o schemă 
tehnologică minimală, pentru implementare algoritmului de control predictiv, 
schemă care prezintă o structură ierarhizată, împărţită pe 3 niveluri funcţionale cu 
scopul reducerii complexităţii acesteia, respectiv: nivelul proces, nivelul comunicaţie 
şi nivelul dispecer. 

 
Fig. 5.5.1.b. Schemă tehnologică minimală, pentru implementare algoritmului de control 

predictiv bazat pe model a dinamicii presiunii de ieşire dintr-un tronson de conductă 
 

La nivelul proces este localizat practic procesul condus împreună cu toată 
instrumentaţia de măsurare, elementele de execuţie şi unităţile locale de control în 
care sunt implementate buclele de automatizare locale a celor două noduri 
tehnologice N1 şi N2. În felul acesta avem un control supervizat, de la distanţă, a 
funcţionării nodurilor tehnologice, prin achiziţia, respectiv, transmiterea spre proces 
numai a unor valori de parametri de proces şi anume cei necesari monitorizării 
acestuia, respectiv, de referinţă pentru cei care trebuie controlaţi. Menţinerea 
parametrilor controlaţi la aceste valori de referinţă, transmise de la dispecer rămân 
în sarcina buclelor de automatizare locală. 

Astfel, în nodul de intrare N1, prin intermediul traductoarele de presiune 
statică PT0 şi PT1 şi regulatorul de presiune PC1 cu prescrierea referinţei prin 
motorul electric de acţionare M1 este implementat, în unitatea de control local 
RTU1, un sistem de reglare a presiunii de ieşire p1 din nod, de la valoarea presiunii 
p0 a sursei de gaz (conducta magistrală) la valoarea de referinţă p1ref transmisă de 
către dispecerul sistemului de transport. 

În schimb, automatizarea nodului de ieşire N2 se reduce numai la un sistem 
de achiziţie parametrii şi anume: presiune p2, temperatură mediu ambiant T2 şi 
debit Q2 consumator (staţie de reglare măsurare a unui consumator sau o zonă de 
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consum). Acest sistem este format din traductoarele: de presiune statică PT2, de 
temperatură TT2 şi de debit gaz FQ2, împreună cu unitatea locală de control RTU2. 

Legătura informaţională dintre nivelul proces şi nivelul dispecer este 
asigurată prin intermediul nivelului comunicaţie care cuprinde, practic, mediul de 
comunicaţie care poate asigura transportul informaţiei pe distanţe geografice mari 
(unde radio, reţea GPRS, satelit, fibră optică, etc.). Fiecare unitate de control locală 
sau calculatoarele dispecerului transmite informaţia prin conectare la un modem de 
interfaţă. 

Implementarea practică a algoritmului de control predictiv, cu luarea în 
considerare şi a aspectelor auxiliare referitoare la estimarea momentului apariţiei de  
timp al perturbaţiei de debit descrise în capitolul 1 al lucrării se realizează la nivelul 
dispecerului. Practic pe baza unei prognoze meteorologice pe termen scurt (1-3zile), 
se poate obţine o evoluţie probabilă a temperaturii mediului ambiant prognT2  al 

consumatorului (sau a zonei de consum) deservit de tronsonul de conductă de 
transport. Această prognoză, pe baza caracteristicii de sarcină a consumatorului, 
reprezentată de curba de dependenţă a debitului de gaz Q2 funcţie cu temperatura 
mediului ambiant ambT 2 , actualizată permanent pe baza măsurătorilor reale, 

permite estimarea unei evoluţii a debitului de gaz consumat prognQ2  pe durata 

luată în calcul în întocmirea ei. Folosind această estimare de debit consumat precum 
şi măsurătorile valorii presiunii p2 la consumator, o structură de reglare predictivă 
implementată la nivelul calculatorului dispecerului va calcula valoarea presiunii 

RTU1p1  care trebuie menţinută în nodul de intrare N1 astfel încât presiunea la 

consumatorul din nodul N2 să se menţină la valoarea de referinţă refp2  impusă de 

operatorul uman în condiţiile existenței perturbaţiei de sarcină reprezentate de 
variaţia debitului consumat Q2 conform estimării realizate. 

În cele ce urmează se va prezenta o modalitate de implementare a 
algoritmului de control predictiv dezvoltat în cadrul subcapitolului precedent. 

Proces de curgere al gazului prin tronsonul de conductă se consideră că are 
loc în regim termodinamic izoterm la temperatura medie MT , descris de modelul 

matematic simplificat (5.5.1): 

 1
p Q

ξ p 0
t x

 
 

 
       (5.5.1.a) 

   2 3
Q Qp

ξ p ξ p p 0
x p


  


      (5.5.1.b) 

cu parametrii: 

 
 2 p M

1
1 τp R T

ξ p
A


        (5.5.2.a) 

    p M
2 2

1 τ p λ R T
ξ p

2 D A


        (5.5.2.b) 

   3
p M

g s in α
ξ p

1 τp R T





       (5.5.2.c) 

Semnificaţiile mărimilor care intervin în scrierea parametrilor  ξ p  sunt cele 

cunoscute din capitolul 4. 
Mărimile caracteristice procesului de curgere sunt: presiunea  p x ,t  şi 

debitul masic  Q x,t  definite ca funcţii continue pe domeniul continuu: 

finalD 0,L 0,t        . 
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Prin orientarea sistemului de ecuaţii diferenţiale (5.5.1), potrivit condiţiilor 

limită: 
a) iniţiale:  p x ,0 ,  Q x,0  pentru x 0,L   ; 

b) de frontieră:    p 0,t p1 t ,    Q L,t Q2 t  pentru finalt 0 ,t    . 

se obţine reprezentarea sistemică p1Q2 a modelului matematic simplificat al 
procesului de curgere din figura 5.5.2. 

 
Fig. 5.5.2. Reprezentare sistemică p1Q2 asociată modelului 

procesului de curgere realizat la nivelul tronsonului de conductă 
 

Pe baza acestei reprezentări sistemice şi prin considerarea unei reţele de 
discretizare spaţială uniformă a traseului tronsonului caracterizată prin împărţirea 
acestuia în m-puncte  1 2 mx 0, x x ,..., x L    cu pasul de discretizare 

L
x

m 1
 


, şi, prin discretizarea derivatelor spaţiale, procesul cu parametrii 

distribuiţi descris de reprezentarea sistemică aleasă se aproximează cu un proces cu 
parametrii concentraţi în punctele de discretizare spaţială alese. 

În acest context, pentru discretizarea derivatelor spaţiale în nodul de intrare 
asociat primului punct de discretizare spaţială, j 1 , în punctele intermediare de 

discretizare spaţială j 2,m 1  , respectiv, în nodul de ieşire, asociat ultimului 
punct de discretizare spaţială j m  se vor folosi următoarele formule de 
discretizare: 

             1 2 3 1 2 3
1

3f x ,t 4f x ,t f x ,t 3f t 4f t f tf
x ,t

x 2 x 2 x 
     

 
  

 (5.5.3.a) 

     j 1 j 1
j

f t f tf
x ,t

x 2 x
 


 

, j 2,m 1      (5.5.3.b) 

       m 2 m 1 m
m

f t 4f t 3f tf
x ,t

x 2 x
  


 

    (5.5.3.c) 

Facem următoarele notaţii: 

a) t
2 3 4 m 1 mpX p p p ... p p     - vectorul de stare asociat distribuţiei de 

presiune; 

b) t
1 2 3 m 2 m 1QX Q Q Q ... Q Q      - vectorul de stare asociat distribuţiei 

de debit; 

c) t
1 mu p Q     - vectorul intrărilor astfel încât:    1p t p1 t , respectiv, 

   mQ t Q2 t . 
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Prin discretizarea spaţială a ecuaţiei presiunii (5.5.1.a) se obţine un sistem 

de ecuaţii diferenţiale ordinare având următoarea reprezentare matriceală: 

    2p p p Q p p
d

X A X X B X u
dt

       (5.5.4.a) 

în care: 

 

12 12

13

14
p p

1m 1

1m 1m

ξ 0 ξ ... 0 0
0 ξ 0 ... 0 0
0 0 ξ ... 0 01

A X
. . . . . .2 x
0 0 0 ... ξ 0
0 0 0 ... ξ 4ξ





 
 
 
 

  
  

 
 

  

   (5.5.4.b) 

 p p

1m 1

1m

0
0
01

B X
...2 x
ξ
3ξ





 
 
 
 

  
  

 
 
  

      (5.5.5.c) 

S-a folosit notaţia:  1j 1 jξ ξ p , j 2,m . 

Referitor la ecuaţia (5.5.1.b) a debitului se observă că: 

   2
3

ξ p p
sign Q Q sign ξ p p

p x

           
    (5.5.6.a) 

astfel că: 

   3
p

sign Q sign ξ p p
x
     

      (5.5.6.b) 

Introducând pentru căderea de presiune notaţia: 

 3
p

p ξ p p
x

 
  


,       (5.5.7) 

se obţine următoarea formulă pentru calcularea debitului la nivelul unui punct de 
discretizare spaţială j 1,m : 

   
j

j j j
2 j

p
Q sign p p

ξ p
        (5.5.8) 

Calcularea căderii de presiune jp  se va face ţinând seama de formulele de 

discretizare (5.5.3). 
În felul acesta, rezultă un sistem de relaţii algebrice de calcul a vectorul de 

stare asociat distribuţiei de debit QX , funcţie de vectorul de stare asociat 

distribuţiei de presiune pX , reprezentate vectorial prin intermediul funcţiei neliniare 

m m 1
Q : R R  : 

     1Q Q pX t X t ,u t           (5.5.9) 
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Prin înlocuirea distribuţiei de debit QX , din relaţia (5.5.9) în relaţia (5.5.4.a) 

rezultă următorul model matematic neliniar de aproximare a dinamicii presiunii ca 
un proces cu parametrii concentraţi în punctele de discretizare: 

               1 2p p p Q p p p p p
d

X t A X t X t ,u t B X t u t X t ,u t
dt

                     (5.5.10) 

în care m m 1
p : R R   este o funcţie neliniară asociată procesului. 

Simularea numerică a procesului de curgere prin intermediul unui model de 
aproximare neliniar asociat unui proces cu parametrii concentraţi în punctele de 
discretizare se va face astfel: 

a) Iniţializarea: La momentul iniţial de timp 1t 0  se procedează astfel: se 

alege un regim staţionar de curgere caracterizat prin presiunea de intrare: 
   1,1 1 1p p x ,t p1 0   şi debitul staţionar:  1,1 m,1Q ... Q Q2 0    pentru 

care trebuie calculată distribuţia de presiune  j ,1p  în punctele de 

discretizare j 2,m  prin integrarea numerică a ecuaţiei debitului (5.5.1.b) 
scrisă pentru regimul staţionar: 

   j 1,1 j 1,1j ,1
2 j 1,1 3 j 1,1 j 1,1

j 1,1

Q Qdp
ξ p ξ p p

dx p
 

  


     (5.5.11) 

Se formează, apoi, vectorii de stare asociaţii distribuţiei de presiune şi de 
debit:, respectiv intrărilor: 

  t
1 2,1 3,1 4,1 m 1,1 m,1pX t p p p ... p p    ,

  t
1 1,1 2,1 3,1 m 2,1 m 1,1QX t Q Q Q ... Q Q     ,   t

1 1,1 m,1u t p Q    . 

b) Tranziţia k k 1  : La iteraţia de calcul k asociată momentului de timp kt , 

având cunoscute mărimile:  kpX t ,  kQX t ,  ku t , matricele: 

   k kp p pA t A X t    ,    k kp p pB t B X t    , respectiv funcţia neliniară de 

debit:    k 1 kQ pX t ,u t  
  , din (5.5.9), se integrează numeric ecuaţia 

(5.5.10), rescrisă sub forma: 

     k k kp p p
d

X t X t ,u t
dt

         (5.5.12) 

pe intervalul de timp k k 1t ,t     de lungime: k 1 kt t t   , obţinându-se 

vectorul de stare asociat distribuţiei de presiune de la momentul de timp 
următor k 1t  :  k 1pX t  . Pe baza noii distribuţii de presiune, cuprinsă în 

vectorul  k 1pX t   se calculează vectorul de stare asociat distribuţiei de 

debit  k 1QX t  , folosind relaţiile (5.5.8) rescrise sub forma: 

   
j ,k 1

j ,k 1 j ,k 1 j ,k 1
2 j ,k 1

p
Q sign p p

ξ p
 

  


    (5.5.13) 

Revenind la modul în care a fost formulată problema de control prezentată 
în subcapitolul 5.4 precizăm că este necesară liniarizarea [27] modelului neliniar 
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(5.5.10) al procesului cu parametrii concentraţi pentru a obţine un model discret 
liniar al procesului care să poată fi folosit conform cerinţelor algoritmului. 

În modelul matematic (5.5.10), neliniaritatea este introdusă de termenul 
Q Q

p
. Dacă impunem condiţia ca sursa de alimentare cu gaz din nodul de intrare 1 

să fie doar o sursă care injectează gaz, înseamnă că nu va mai fi posibilă o 
schimbare a sensului de curgere al gazului prin tronson (adică Q<0) astfel încât 

termenul neliniar devine 
2Q

p
. Acest termen, liniarizat prin descompunere în serie 

Taylor până la termenii de ordinul 1, în jurul valorilor discrete iniţiale 

 j ,1 j ,1p ,Q / j 1,m 1  , devine: 

2 2
j ,k j ,1 j ,1

j ,k j ,k2j ,k j ,1j ,1

Q Q 2Q
p Q

p pp
          (5.5.14) 

Revenind la ecuaţia (5.5.1), aproximarea derivatei parţiale p
x



 prin folosirea 

formulelor de discretizare (5.5.3), respectiv, înlocuirea termenului 
2Q

p
, folosind 

relaţia (5.5.14) conduce la un sistem algebric de ecuaţii liniare de forma: 

1,k 2,k 3,k
1,1 1.k 2,1 1,k

j 1,k j 1,k
1, j j ,k 2, j j ,k

3p 4p p
α p α Q 0

2 x
p p

α p α Q 0, j 2,m 1
2 x




 

  
   

       

  


 


   (5.5.15.a) 

în care: 
2
j ,k

1j 3 j 2 j2
j ,k

Q
α ξ ξ

p
         (5.5.15.b) 

j ,1
2 j 2 j

j ,1

2Q
α ξ

p
        (5.5.15.c) 

iar:   ij i j ,1ξ ξ p / i 1,2,3 , j 1,m 1    . 

Sistemul liniar de ecuaţii algebrice (5.5.15.a) va permite calcularea, prin 
intermediul unei relaţii liniare, a unei distribuţii a debitului, notată cu  kQX t , de 

forma: 

         k 1 k 1 1 kQ Q p p Q pX t A X t X t B X t u t           (5.5.16.a) 

în care: 
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 

11 21

12

2,2 22

13

2,3 23 231Q p

2m 2

1m 1

2m 1 2m 1

4 1
0 ... 0 0

α α

2 x α 1
0 ... 0 0

α α

2 x α1 1
... 0 01

α α αA X t const
2 x

. . . . . .
1

0 0 0 ... 0
α

2 x α 1
0 0 0 ...

α α












 

  
 
 
  
 
   

       
 
 
 
 
 

    

 (5.5.16.b) 

 

11

21 21

22
1Q p

2 x α3
α α

1
α1

B X t const
2 x 0

...
0
0





 
 

 
 
 
       
 
 
 
 
  

    (5.5.16.c) 

În aceste condiţii, înlocuind din relaţia liniară (5.5.16.a) vectorul de stare 
asociat distribuţiei debitului  kQX t , calculat la momentul de timp kt , în ecuaţia 

presiunii (5.5.4.a), rezultă următorul sistem liniar de ecuaţii diferenţiale ordinare, 
care descrie dinamica presiunii în vecinătatea setului de puncte de liniarizare 

 j ,1 j ,1p ,Q / j 1,m , având următoarea reprezentare matriceală: 

     k k kp prm p prm
d

X t A X t B u t
dt

       (5.5.17) 

în care: 

p rm p QA A A co n s t         (5.5.18.a) 

p rm p Q pB A B B co n s t   
      (5.5.18.b) 

Ţinând seama de cele prezentate în cadrul capitolelor 3 şi 4, matricea prmA  

a modelului continuu (5.5.17) are toate valorile proprii amplasate în semiplanul 
stâng al planului complex astfel încât procesul caracterizat prin modelul considerat 
este un proces asimptotic stabil (în sens Lyapunov). 

Prin scăderea valorii pasului de discretizare al spațiului x , sistemul de 
ecuaţii (5.5.17) tinde spre un sistem inflexibil de ecuaţii diferenţiale („stiff”) 
caracterizat prin valorile proprii extremale de ordine de mărime diferite ceea ce 
pune probleme în alegerea pasului de discretizare al timpului t . 

Printr-o discretizare implicită în timp a ecuaţiei (5.5.17) de forma: 
   

   k 1 kp p
k 1 k 1p

X t X t
A X t Bu t

t


 


      (5.5.19) 

se obţine sistemul de ecuaţii în timp discret: 
     p prm p prmX k 1 X k u k 1     ,    (5.5.20) 

asimptotic stabil, indiferent de valoarea pasului de discretizare al timpului t  (vezi 
capitolul 3). 

Matricele sistemului de ecuaţii discrete (5.5.20) au următoarea formă: 
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  1
m 1prm prmI t A 


         (5.5.21.a) 

prm prm prmt B           (5.5.21.b) 

La rândul ei, matricea prm  a sistemului de ecuaţii discrete (5.5.20) va fi o 

matrice care va avea toate valorile proprii subunitare (vezi subcapitolul 4.4). 
Simularea numerică a procesului de curgere prin intermediul unui model de 

aproximare liniar asociat unui proces cu parametrii concentraţi în punctele de 
discretizare, de forma (5.5.20) se va face astfel: 

a) Iniţializarea: La momentului iniţial de timp 1t 0  se alege un regim 

staţionar de curgere caracterizat prin presiunea de intrare: 

   1,1 1,1 1 1p p p x ,t p1 0    şi debitul staţionar:  1,1 m,1 m,1Q ... Q Q Q2 0    . 

Se calculează distribuţia de presiune  j ,1p  în punctele de discretizare 

j 2,m  prin integrarea numerică a ecuaţiei debitului (5.5.1.b), liniarizate în 
baza formulei (5.5.14), scrisă pentru regimul staţionar: 

j ,1
1j j ,1 2 j j ,1

dp
α p α Q

dx
         (5.5.22) 

Cea mai simplă metodă de integrare numerică rezultă din folosirea următoa-

rei formule de discretizare a derivatei: j ,1 j 1,1 j ,1dp p p

dx x
 

  care conduce la 

următoarea ecuaţie discretă de calcul a distribuţiei de presiune: 

 j 1,1 1j j ,1 2 j j ,1p 1 xα p xα Q     , j 2,m   (5.5.23) 

Se formează, apoi, vectorii de stare asociaţii distribuţiei de presiune şi de 
debit, calculaţi în baza unor relaţii liniare, respectiv, ai intrărilor: 

  t
1 2,1 3,1 4,1 m 1,1 m,1pX t p p p ... p p    , 

  t
1 1,1 2,1 3,1 m 2,1 m 1,1QX t Q Q Q ... Q Q     ,   t

1 1,1 m,1u t p Q    , 

precum şi matricele procesului discret (5.5.17)   şi  . 
b) Tranziţia k k 1  : La iteraţia de calcul k, asociată momentului de timp kt , 

având cunoscuţi vectorii de stare:  kpX t ,  kQX t , se calculează vectorii 

de stare  k 1pX t  , respectiv,  k 1QX t  , la momentul de timp următor 

k 1 kt t t   , folosind ecuaţiile discrete (5.5.17), respectiv, (5.5.16.a), 

având drept mărime de intrare  ku t . 

Simulările numerice ale unui proces de curgere printr-un tronson de conduc-
tă de lungime: L 100km , diametru interior: D 0,5m , diferenţă de nivel: 

h 0m   între capete, proces iniţializat din starea staţionară caracterizată prin pre-

siunea de intrare:  p1 0 20bar  şi debitul staţionar:     3Q1 0 Q2 0 32.500Nm / h  , 

în condiţiile aplicării unor semnale de tip treaptă pentru presiunea de intrare în 
tronson  p1 t , respectiv de debit  Q2 t cu t 0  au condus la evoluţiile dinamice ale 

presiunii de ieşire din tronson  p2 t , reprezentate în figurile următoare. S-a 

considerat o temperatură medie de curgere: o
MT 10 C . 
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Pentru modelul neliniar al procesului s-au luat: m 9  puncte de discretizare 

spaţială, iar pentru modelul liniar discret: m 5  puncte. Pasul de discretizare a 
timpului s-a ales la valoarea de: t 240s  . 

Din punct de vedere teoretic [28], după cum s-a arătat şi în cadrul 
capitolului 3, folosirea metodei implicite de discretizare în timp, definite prin relaţia 
(5.5.19), în scopul determinării modelului discret de aproximare (5.5.20) al 
procesului de curgere nu impune nici un fel de restricţie în alegerea pasului de 
discretizare al timpului t  pentru ca soluţia numerică să fie stabilă (model discret 
asimptotic stabil). Singura restricţie teoretică care apare se referă la creşterea erorii 
de trunchiere (vezi capitol 3) pe măsura creşterii pasului de discretizare t . 

Analiza numerică care urmează, cu rezultatele prezentate grafic în figurile 
5.5.3, arată o eroare de trunchiere acceptabilă în imediata vecinătate a regimului 
staţionar în jurul căruia s-a făcut liniarizare. În schimb, ca urmare a distribuţiei 
geografice relativ mari a procesului, achiziţia datelor de la instrumentaţia locală şi 
trimiterea semnalelor de comandă elementelor de execuţie locale se poate face 
numai prin folosirea unui mediu de comunicaţie (radio, GPRS, satelit, fibră optică, 
etc.). Costurile de folosire ale acestui mediu vor putea impune o restricţie 
tehnologică privind valoarea minimă a pasului de discretizare al timpului t . 

Astfel, în figura 5.5.3.a sunt prezentate 3 cazuri de simulare numerică a 
evoluţiei în timp a presiunii de ieşire:  p2 t  a modelului neliniar şi a modelului 

liniar:  p2 t  (răspunsul indicial) obţinute prin aplicarea a 3 semnale treaptă de 

presiune de intrare:  p1 t p1 , având amplitudinile: p1 2bar / 5bar / 10bar  , în 

condiţiile menţinerii constante la ieşire a debitului:   3Q2 t 32.500Nm / h . 

Pentru cele 3 cazuri de simulare numerică, în figura 5.5.3.b, avem erorile 
relative procentuale date prin relaţia: 

      
 

p2 t p2 t
ε p2 t 100

p2 t


        (5.5.24) 

Din analiza curbelor de evoluţie în timp a presiunii de ieşire, figura 5.5.3.a, cauzate 
de variaţia presiunii de intrare, se remarcă faptul că modelul liniarizat are o 
dinamică mai rapidă decât cea a modelului neliniar, care se va concretiza printr-o 
creştere accentuată a valorilor erorilor de modelare pe perioada regimurilor 
tranzitorii urmată de o scădere a acestora pe măsura stabilizării regimului dinamic al 
regimul procesului în sensul apropierii şi încadrării într-un regim staţionar de 
curgere. 
În mod similar, în figura 5.5.4.a sunt prezentate 3 cazuri de simulare numerică a 
evoluţiei presiunii de ieşire:  p2 t  a modelului neliniar şi a modelului liniar:  p2 t  

(răspunsul indicial), obținute prin aplicarea a 3 semnale treaptă de debit de ieşire: 

 Q2 t Q2 , având amplitudinile: 3 3 3Q2 5.000Nm /h/10.000Nm /h/15.000Nm /h  , în 

condiţiile menţinerii constante, la intrare, a presiunii:  p1 t 20bar . În figura 5.5.4.b 

sunt reprezentate erorile relative procentuale calculate conform relaţiei (5.5.24). 
De data aceasta, evoluţia în timp a presiunii de ieşire ca urmare a variaţiei numai a 
debitului de ieşire, ca semnal de intrare, se remarcă aceeaşi dinamică mai rapidă a 
modelului liniarizat caracterizată prin creşterea asimptotică a erorilor de modelare 
spre o valoare limită de regim staţionar. 
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Fig. 5.5.3.a. Evoluţiile în timp ale presiunilor 

de ieşire cauzate de variaţia treaptă, cu 
amplitudini diferite, a presiunii de intrare, 

obţinute prin simularea numerică cu un model 
neliniar / liniarizat 

 

 
Fig. 5.5.3.b. Erorile relative procentuale în 

calculul presiunii de ieşire folosind un model 
liniarizat relativ la modelul neliniar 

 
 
 

 
Fig. 5.5.4.a. Evoluţiile în timp ale presiunilor 

de ieşire cauzate de variaţia treaptă, cu 
amplitudini diferite, a debitului de ieşire, 

obţinute prin simularea numerică cu un model 
neliniar / liniarizat 

 

 
Fig. 5.5.4.b. Erorile relative procentuale în 

calculul presiunii de ieşire folosind un model 
liniarizat relativ la modelul neliniar 

 
 
 

În concluzie, analiza valorilor erorilor din figurile 5.5.3.b şi 5.5.4.b rezultate 
din folosirea unui model liniar, arată o creştere a acestora pe măsură ce starea 
procesului se „îndepărtează” de starea staţionară ale cărei valori de presiune şi debit 
au stat la baza liniarizării, ceea ce necesită o actualizare a modelului liniar în sensul 
reconsiderării unor noi stări staţionare apropiate de stare curentă. 

Implementarea algoritmului de control al dinamicii presiunii de ieşire din 
tronson se va face folosind pachetul de programe “Model Predictive Control” din 
mediul de lucru MATLAB [5]. Comanda se determină în sensul minimizării 
următoarei funcţii obiectiv: 

               
N 1 M 1 M 1

t tt
N,M k u uk k k k s k sek k k

k 0 k 0 k 0

F x , u , e y e y Q e y u R u u u R u u 
  

  

        (5.5.25) 
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funcţie obiectiv, care spre deosebire de funcţia (5.4.8) ia în considerare şi variaţia 
comenzii, respectiv, nu impune o stare finală fixată. 

Controlul dinamicii procesului de curgere constă în manipularea presiunii de 
intrare  p1 t , în scopul menţinerii presiunii  p2 t , de ieşire din tronson, la valoarea 

presiunii de referinţă  refp2 t  care permite respectarea condiţiilor de funcţionare în 

siguranţă a consumatorului racordat la nodul  de ieşire al tronsonului de conductă 
în condiţiile variaţiei (perturbaţiei) debitului  Q2 t  cerut de consumator. 

Procesul condus va fi modelat prin intermediul modelului liniarizat de forma 
(5.5.20). 

Ţinând seama de modul de implementare al algoritmului de control cu model 
predictiv în MATLAB, intrarea      1 1u k p1 k p k   a modelului (5.5.20) se consideră 

variabila de comandă manipulată, intrarea      2 mu k Q2 k Q k   se consideră 

perturbaţia măsurabilă, iar ca ieşire a modelului se consideră:      my k p2 k p k  . 

Se impun restricţii privind: 
a) valoarea maximă, respectiv, minimă a presiunii sursei: min maxp1 p1 p1  ; 

b) rata de variaţie a presiunii la sursa de presiune:   maxmin p1 t p1p1
t t t

 
  

  ; 

c) o valoare minimă, de siguranţă, a presiunii de ieşire din tronson: 
  minp2 t p2 . 

Simulările numerice se vor face pentru procesul de curgere prezentat 
anterior, aflat la momentul de timp iniţial t 0  în starea staţionară caracterizată 

prin presiunea de intrare:  p1 0 20bar , debitul staţionar:   3Q2 0 32.500Nm / h . 

Acestui proces i se impune, la momentul t 3h , o creştere a presiunii de ieşire de 
tip treaptă cu amplitudinea de: p2 2bar   în condiţiile păstrării neperturbate a 

debitului la consumator la valoarea de:   3Q2 t 32.500Nm / h . 

Pentru aceasta se consideră un sistem de control predictiv având următorii 
parametrii: 

a) pasul de discretizare al timpului: t 240s  ; 
b) orizontul de predicţie: pN 20 ; 

c) orizontul de control: cM 2 ; 

d) ponderile funcţiei obiectiv (5.5.25): uR 0 , uR 5  , eQ 1 ; 

e) restricţiile asupra valorii presiunii de intrare:  18bar p1 t 22bar  ; 

f) restricţiile asupra ratei de variaţie a presiunii de intrare: 
 p1 t0,15bar 2bar

t t t


  


  . 

Funcţia obiectiv (5.5.25) se va evalua conform formulei de calcul: 
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     

    

   

p

p c

2k N 1

N ,M e ref
i k

2k M 1

u
i k

2k M 1

u ref
i k

F k t Q p2 i t p2 i t

                       +R p1 i t p1 i 1 t

                       +R p1 i t p1 i t



  

 

 

 



 



 



       

     

    







    (5.5.26) 

cu: i 0,n  astfel încât  finalt n 1 t   . Pentru i 0  şi i n  se consideră că 

procesul se situează în regim staţionar de funcţionare astfel încât: 

    φ i 1 t φ 0  , respectiv,     φ i n t φ n t     unde  refφ p1, p2, p2 . 

Evoluţiile în timp ale presiunii de intrare  p1 t  generate de sistemul de control, 

respectiv, a presiunii de ieşire  p2 t  sunt reprezentate în figura 5.5.5.a. În figura 

5.5.5.b este reprezentată grafic evoluţia în timp a funcţiei obiectiv  p cN ,MF k t . 

Se observă că presiunea de intrare este limitată superior la valoarea impusă: 

maxp1 22bar , iar valoarea funcţiei obiectiv  N ,MF k t  creşte, în prima fază, de 

iniţiere a regimului tranzitoriu, de la valoarea minimă zero, asociată regimului 
staţionar iniţial, după care, în ultima fază a regimului tranzitoriu, de stabilizare, 
descreşte iarăşi la valoarea minimă egală cu zero, asociată regimului staţionar final. 

 
Fig. 5.5.5.a. Evoluţia în timp a presiunii de 
comandă, respectiv, a presiunii de ieşire 
reglate comparativ cu cea de referinţă 

 

 
Fig.5.5.5.b. Evoluţia în timp a funcţiei obiectiv 

 
 
 

Dacă se admite în schimb o valoarea maximală a presiunii de intrare de 

maxp1 23bar , această valoarea va fi suficient de mare pentru ca presiunea de 

intrare să evolueze nerestricţionat. Acest lucru se observă în figura 5.5.6.a. Funcţia 
obiectiv  p cN ,MF k t  va avea o evoluţie asemănătoare, conform figurii 5.5.6.b. 

Analiza curbelor de evoluţie în timp a presiunii de intrare  p1 t , care 

reprezintă mărimea de comandă, şi, respectiv, a presiunii de ieşire  p2 t , care 

reprezintă mărimea reglată, reprezentate grafic în figurile 4.4.4.a şi 5.5.6.a, indică 
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variaţia acestor mărimi înainte de momentul de timp: t 3h  la care survine 
modificarea în treaptă a valorii de referinţă  refp2 t  care trebuie urmărită de către 

presiunea reglată  p2 t . Acest lucru se datorează orizontului de predicţie în timp a 

algoritmului de control care permite luarea cu anticipaţia dată de această durată de 
timp a măsurilor compensatorii. Pentru cazul numeric prezentat durata în timp a 
orizontului de predicţie este de: pred pT N t 1,33h   , iar creşterea presiunii 

intrare  p1 t  are loc înainte cu predT 1,33h  faţă de momentul de timp t 3h  la 

care se produce modificarea tip treaptă a valorii de referinţă  refp2 t  a presiunii 

reglate, respectiv, începând cu momentul de timp t 1,67h . 

 
Fig. 5.5.6.a. Evoluţia în timp a presiunii de 
comandă, respectiv, a presiunii de ieşire 
reglate comparativ cu cea de referinţă 

 

 
Fig.5.5.6.b. Evoluţia în timp a funcţiei obiectiv 

 
 
 

Pentru comparaţie, în figura 5.5.7.a sunt prezentate curbele de evoluţie în 
timp a presiunii de intrare, respectiv, a presiunii de ieşire în situaţia unui orizont de 
predicţie de: pN 3 , respectiv, având o durată în timp de: predT 0,2h , iar în 

figura 5.5.7.b evoluţia în timp a funcţiei obiectiv  p cN ,MF k t . Creşterea presiunii 

de intrare cu anticipaţia de timp dată de durata orizontului de predicţie de numai: 

predT 0,2h , faţă de momentul de timp al apariţiei perturbaţiei (schimbarea valorii 

de referinţă a presiunii reglate) nu va mai fi suficientă pentru compensarea în timp 
util a perturbaţiei, rezultând, conform simulării numerice, creşterea perioadei de 
timp necesare reglării, şi implicit creşterea constantelor de timp ale sistemului în 
buclă închisă. 

În aceste condiţii apare deosebit de importantă relaţia de calcul (4.3.18) a 
duratei regimului tranzitoriu în estimarea valorii orizontului de predicţie. În cazul de 
faţă această durată a regimului tranzitoriu este de aproximativ: finalt 1,68h . 

În condiţiile impunerii unei trepte de presiune negative cu amplitudinea de 
p2 5bar   , corelată cu o valoarea minimală minp1 10bar , la momentul de timp 

t 3h , în condiţiile păstrării neperturbate a debitului la consumator la valoarea de: 

  3Q2 t 32.500Nm / h , limitarea inferioară impusă ratei de variaţie a presiunii de 

BUPT



5. Problematica implementării unui algoritm de reglare automată 
    a dinamicii unui sistem de transport de gaze naturale 202 

 

intrare: infp1 0,15bar
t t


 


  nu va permite o scădere suficient de rapidă a presiunii 

de intrare  p1 t  care să conducă la o schimbare de a sensului de curgere al gazului, 

după cum se observă din figurile 5.5.8. 

 
Fig. 5.5.7.a. Evoluţia în timp a presiunii de 
comandă, respectiv, a presiunii de ieşire 
reglate comparativ cu cea de referinţă 

 

 
Fig. 5.5.7.b. Evoluţia în timp a funcţiei 

obiectiv 
 
 

 
Fig. 5.5.8.a. Evoluţia în timp a presiunii de 
comandă, respectiv, a presiunii de ieşire 
reglate comparativ cu cea de referinţă 

 

 
Fig. 5.5.8.b. Evoluţiile în timp ale debitelor de 

la capetele tronsonului de conductă 
 
 

Evoluţia în timp a funcţiei obiectiv  p cN ,MF k t  este prezentată în figura 5.5.8.d. 

Dacă în schimb se impune menţinerea unei valori de referinţă constante 
pentru presiunea de ieşire  p2 t  de aproximativ 18,8bar, în condiţiile anticipării 

apariţiei unei perturbaţii de debit de tip treaptă cu amplitudinea 
3Q2 5.000Nm / h  , la momentul de timp t 4h , în urma simulării numerice 

rezultă curbele din figura 5.5.9.a. Şi în acest caz se observă, pentru sistemul de 
control, anticiparea în luarea unor măsuri compensatorii, prin iniţierea creşterii 
presiunii de intrare la momentul de timp la un moment de timp anterior momentului 
de timp apariţiei perturbaţiei de debit. 
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Corespunzător creşterii presiunii de intrare  p1 t  are loc o injecţie de debit 

în conductă  Q1 t , conform curbei din figura (5.5.9.b) urmată de o stabilizare a 

acestuia la noua valoare Q2 Q2  necesară menţinerii noului regim staţionar. 

 
Fig. 5.5.8.c. Evoluţia în timp a ratei de 

variaţie a presiunii de comandă 
 

 
Fig. 5.5.8.d. Evoluţia în timp a funcţiei 

obiectiv 
 

 
Fig. 5.5.9.a. Evoluţia în timp a presiunii de 
comandă, respectiv, a presiunii de ieşire 
reglate comparativ cu cea de referinţă 

 

 
Fig. 5.5.9.b. Evoluţiile în timp ale debitelor de 

la capetele tronsonului de conductă 
 
 

Evoluţia în timp a funcţiei obiectiv  p cN ,MF k t  este reprezentată, în acest 

caz în figura 5.5.9.c. 
Dacă se impune creşterea în treaptă, cu amplitudinea p2 10bar  , a presiu-

nii de ieşire la momentul t 3h , în condiţiile reconsiderării valorii maximale a 
presiunii de intrare la noua valoare maxp1 30bar , simularea numerică conduce la 

evoluţiile dinamice ale presiunii de intrare, respectiv, de ieşire din tronson din figura 
5.5.10.a. Evoluţia funcţiei obiectiv  p cN ,MF k t  este reprezentată în figura 5.5.10.b. 

Dacă se anticipează o creştere treaptă, cu amplitudinea 
3Q2 15.000Nm / h  , a debitului de ieşire la momentul t 4h , în condiţiile 

reconsiderării valorii maximale a presiunii de intrare la noua valoare maxp1 30bar , 

simularea numerică conduce la evoluţiile dinamice ale debitului de intrare, presiunii 
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de intrare, respectiv, de ieşire din tronson din figurile 5.5.11 a şi 5.5.11.b. Funcţia 
obiectiv  N,MF k t  va evolua în timp conform figurii 5.5.11.c. 

 
Fig. 5.5.9.c. Evoluţia în timp a funcţiei 

obiectiv 
 

 
Fig. 5.5.10.a. Evoluţia în timp a presiunii de 

comandă, respectiv, a presiunii de ieşire 
reglate comparativ cu cea de referinţă 

 
Fig. 5.5.10.b. Evoluţia în timp a funcţiei 

obiectiv 
 

 
Fig. 5.5.11.a. Evoluţia în timp a presiunii de 

comandă, respectiv, a presiunii de ieşire 
reglate comparativ cu cea de referinţă 

 
Fig. 5.5.11.b. Evoluţiile în timp ale debitelor 

de la capetele tronsonului de conductă 

 
Fig. 5.5.11.c. Evoluţia în timp a funcţiei 

obiectiv 
Rezultatele de simulare numerică sunt prezentate grafic în figurile 5.5.11 şi 

arată o creştere a duratei de timp necesare anulării erorii de reglare cauzată de 
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creşterea erorii de modelare, prin folosirea în algoritmul de control a modelului 
liniarizat pentru aproximarea procesului aflat într-un regim de funcţionare prea 
îndepărtat de regimul staţionar de funcţionare folosit pentru liniarizare (perturbaţia 
de tip treaptă de debit Q2  cu amplitudinea de aproximativ 50% din valoarea 
debitului staţionar Q2 ). 

Scăderea acestora este posibilă prin actualizarea modelului liniarizat al 
procesului, ceea ce e similar cu adăugarea unei bucle suplimentare de adaptare 
sistemului de control. 

În schimb, în cazul unei perturbaţii de tip treaptă de presiune p1  de 
aproximativ 50% din valoarea iniţială p1 de regim staţionar, sistemul de reglare nu 
are nevoie de timpi suplimentari pentru anularea erorii de reglare, după cum rezultă 
din figura 5.5.5.10.a. Vom avea o influenţă mai scăzută a erorii de modelare asupra 
performanţelor sistemului de reglare, în cazul operării la valori ale presiunii la fel de 
îndepărtate, relativ vorbind, comparativ cu valorile de debit din situaţia precedentă, 
faţă de valoarea presiunii în jurul căreia s-a făcut liniarizarea. 

În toate cazurile de simulare numerică studiate, algoritmul de control 
predictiv realizează aducerea valorii funcţiei obiectiv (pătratice) (5.5.25) la valoarea 
minimă (zero) pe măsură ce compensează perturbaţia (deşi nu întotdeauna în timp 
util). 
 
 

5.6. Problematica controlului dinamicii presiunilor 
de ieşire ale unui sistem de transport 
de gaze naturale 

 
Se consideră sistemul de transport de gaze naturale din figura 5.6.1.a care 

alimentează consumatorii racordaţi în nodurile de ieşire N2 şi N4 care din sursa 
localizată în nodul de intrare N1 sunt alimentaţi. 

 
Fig. 5.6.1.a. Sistem de transport cu o singură sursă de gaz şi doi consumatori 

 
Tronsoanele orizontale de conductă ale sistemului de transport, numerotate cu (1), 
(2) şi (3), de rugozitate interioară ak 0 , 2mm , sunt interconectate prin intermediul 

nodului tehnologic N3. Curgerea gazului se consideră că are loc în regim 

termodinamic izoterm la temperatura medie: 0
MT 10 C . 

Pentru consumatorii deserviţi de sistemul de transport prezentat trebuie respectate 
următoarele cerinţe şi anume: consumatorului principal, alimentat din nodul de 
ieşire N2 trebuie să i se asigure presiunea de alimentare de minim minp2 9bar  în 

condiţiile variaţiei debitului de gaze cerut de consumator în limitele: 
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3 315.000Nm / h Q2 60.000Nm  /h (anotimp cald-anotimp rece), respectiv, 

consumatorului secundar, alimentat din nodul de ieşire N4 presiunea minimă de 

minp4 6bar  pentru 3 37.500Nm / h Q4 30.000Nm  /h. 

O schemă tehnologică minimală care permite implementarea unui algoritm 
de control predictiv al procesului de curgere desfăşurat la nivelul sistemului de 
transport considerat în figura 5.6.1.a este prezentată în figura 5.6.1.b. 

 
Fig. 5.6.1.b. Schemă tehnologică minimală, pentru implementare algoritmului de control 

predictiv bazat pe model a dinamicii presiunilor de ieşire din sistemul de transport cu o sursă 
de gaz şi doi consumatori 

 
Ca şi structură, funcţionalitate şi elemente de automatizare amplasate la 

nivelul nodurilor tehnologice schema tehnologică este similară cu cea prezentată în 
figura 5.5.1.a pentru controlul procesului de transport la nivelul unui singur tronson. 
Logica de amplasare a sistemului de reglare locală a presiunii din nodul tehnologic 
de interconectare N3 pe direcţia de ieşire spre tronsonul de conductă (3) este 
prezentată în cele ce urmează. 

Regimul de funcţionare al unui sistem de transport gaze naturale se poate 
situa între două limite asociate unor de regimuri de funcţionale extremale din punct 
de vedere al încărcării sistemului, respectiv, al valorilor debitelor de gaz de gaz 
cerute de consumatori şi al presiunilor medii necesare vehiculării acestor debite. 

Distingem în acest sens regimul de funcţionare al sistemului la capacitatea 
nominală (încărcare nominală) la care a fost proiectat şi care corespunde, de regulă, 
funcţionării pe perioada anotimpului rece, respectiv, regimul de funcţionare la 
capacitate minimală care corespunde funcţionării pe perioada anotimpului cald. 
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În figurile 5.6.2, pentru cele două tipuri de regimuri de funcţionare sunt 

prezentate, pe schema simplificată a sistemului de transport, valorile debitelor şi ale 
presiunilor în nodurile tehnologice. 

 
Fig. 5.6.2.a. Distribuţia de presiune pe sistemul de transport 

în perioada de consum maxim 
 

 
Fig. 5.6.2.b. Distribuţia de presiune pe sistemul de transport 

în perioada de consum minim 
 

Valorile figurate au fost obţinute în ipoteza că nodul tehnologic N3 este un 
simplu nod de interconectare fără a avea amplasate elemente de reglare a presiunii 
pe vreuna din cele două ieşiri din nod, pe direcţiile de consum reprezentate de 
tronsoanele de ieşire (2) şi (3).  
Analizând distribuţiile de presiune de-a lungul tronsoanelor de conductă ale 
sistemului considerat, pentru cele două valori extremale ale debitului total furnizat 
la consumatorii racordaţi la sistem se observă că, reglarea presiunii la consumatorul 
racordat în nodul N2, în condiţiile variaţiei debitului cerut de acesta se poate face 
numai prin comanda presiunii sursei de gaz racordata în nodul de intrare N1. 

În schimb, reglarea presiunii consumatorului racordat în nodul de ieşire N4 
necesită, pe lângă comanda presiunii sursei de gaz din nodul N1 şi comanda, la 
nivelul nodului tehnologic N3, a presiunii gazului furnizate tronsonului (2). 

Acest lucru impune amplasarea la nivelului nodului tehnologic N3 a 
sistemului de reglare locală a presiunii gazului pe direcţia de consum alimentată prin 
tronsonul (2), care modifică valoarea de ieşire a presiunii din nodul tehnologic N3 în 
direcţia tronsonului (3) la valorile figurate în paranteze, eliminându-se o încărcare 
suplimentară în presiune a acestui tronson. 

Ţinând seama de cele prezentate în paragraful anterior, procesul de curgere 
izotermă a gazului prin sistemul de transport din figura (5.6.1) va putea fi simulat 
numeric de un model de proces cu parametrii concentraţi format din modelele 
individuale ale tronsoanelor de conductă componente, date de ecuaţiile matriceale 
(5.5.4.a) şi (5.5.9) scrise pentru fiecare din tronsoanele de conductă  i 1,2,3 : 

             i i i i i i i
p p p p pQ 2

d
X A X X B X u

dt
       
   

     (5.6.1.a) 
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             i i i i

p 1Q QX t X t ,u t     
      (5.6.1.b) 

modele care sunt interconectate folosind relaţiilor de legătură care descriu 
interconectarea tehnologică a tronsoanelor de conductă în nodul N2: 
       1 1 2 3

m 1 12u Q Q Q         (5.6.1.c) 

     2 2 1
m1 1u p p         (5.6.1.d) 

Notă: Pentru a nu încărca excesiv reprezentarea mărimilor asociate punctelor reţelei 
de discretizare spaţială ale sistemului de transport, mărimile  z p,Q  din punctul 

 jm  al reţelei de discretizare a tronsonului j 1,2,3 , care apar în relaţiile (5.6.1), 

s-au notat cu  j
mz . Regula se păstrează pentru orice altă mărime care intervine în 

relaţii sau ca notaţie în reprezentările grafice din cadrul prezentării. 
Din punct de vedere al interconectării, modelul sistemului de transport va 

avea reprezentarea schematică din figura 5.6.3. 

 
Fig. 5.6.3. Reprezentarea sistemică asociată modelului  

procesului de curgere realizat la nivelul sistemului de transport 
 

Reprezentarea va permite obţinerea şi a modelului liniarizat al sistemului de 
transport din figura (5.6.1.a), necesar implementării algoritmului de control 
predictiv. Acest lucru se realizează prin interconectarea modelelor liniarizate ale 
fiecărui tronson component. Aceste modele sunt descrise prin ecuaţii de stare de 
forma (5.5.17) care trebuie completate cu ecuaţii necesare calculării semnalului de 
ieşire, respectiv: 
               11 1 1 1

k k km p prmprmp t C X t D u t       (6.6.2.a) 

 

             
j

jj jm
k k kp prmprmj

1

p
t C X t D u t , j 2,3

Q

 
     
  

   (5.6.2.b) 

În aceste relații  1
prmC  este un vector linie având acelaşi număr de componente ca şi 

vectorul  1
pX  şi  1

prmD 0 0  , 
 j
prmC  este o matrice având două linii și numărul de 

coloane egal cu numărul componentelor vectorului  j
pX  iar  j

prm
0 0

D
0 0
 

 
 

, pentru j 2,3 . 
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Ţinând seama de semnalele de intrare:        1 3 2 3
m m1 1p ,p ,Q ,Q 

 
 

, respectiv, de 

ieşire:    2 3
m mp ,p 

 
 

 în urma interconectării modelelor de intrare-stare-ieşire asociate 

fiecărui tronson al sistemului va rezulta un model continuu liniarizat, de forma: 

     

     
k k kSIS SIS SIS SIS SIS

k k kSIS SISSIS SISSIS

d
X t A X t B u t

dt
y t C X t D u t

  

  

    (5.6.3) 

în care: 

        t1 3 2 3 4
m mSIS 1 1u p p Q Q R    

- vectorul intrărilor; 

           1 2 3t1 2 3 m m m 3
SIS p p pX X X X R       

 - vectorul de stare; 

    t2 3 2
m mSIS

y p p R    
 - vectorul ieşirilor 

           1 2 3 1 2 3m m m 3 m m m 3

SISA R
            
    , 

     1 2 3m m m 3 4

SISB R
     
  , 

     1 2 3m m m 3 2

SISC R
     
  , 

     1 2 3m m m 3 4
SISD 0

     
   matricele modelului. 

Modelul descris prin ecuaţiile (5.6.3) va fi un model asimptotic stabil întrucât 
fiecare dintre modele componente are această proprietate iar interconectarea s-a 
realizat în buclă deschisă prin relaţii liniare. 

Modelul discret al sistemului de transport va rezulta, în mod similar, în urma 
unei discretizări implicite a modelului continuu (5.6.3) printr-o relaţie de forma 
(5.5.19). Matricele sistemului discret vor avea forma dată prin relaţiile (5.5.21). 

În vederea simulării numerice se construieşte o reţea de discretizare 

spaţială, pentru fiecare tronson, formată din:  1m 5 ,  2m 7 , respectiv,  3m 4 , 
puncte de discretizare. Sistemul de transport se consideră, iniţial, în starea 

staţionară caracterizată de presiunile de intrare:  1
1p 12,51bar ,  3

1p 6,72bar , 

debitele de ieşire:  2 3
mQ 35.00Nm /h ,  3 3

mQ 15.000Nm /h , respectiv, presiunile de 

ieşire:  2
mp 9bar ,  3

mp 6bar . 

În figurile 5.6.4-5.6.7 sunt prezentate răspunsuri la semnal treaptă ale 
modelului neliniar al procesului de curgere al gazului prin sistemul de transport 
considerat, considerat iniţial în starea staţionară menţionată mai sus. 

Astfel, o creştere treaptă a presiunii    1
1p t  în nodul de intrare N1 de 

 1
1p 1,48bar  conduce, după cum se observă în figura 5.6.4 a, la o modificare a 
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Fig. 5.6.4.a. Evoluţiile în timp ale presiunilor 
din nodurile sistemului de transport cauzate 

de variaţia treaptă a presiunii de comandă din 
nodul N1 cu menţinerea constantă a debitelor 

din nodurile de ieşire N2 şi N4 
 

 
Fig. 5.6.4.b. Evoluţiile în timp ale debitelor din 
nodurile sistemului de transport ca urmare a 

variaţiei treaptă a presiunii din nodul N1 
 
 
 

presiunilor de-a lungul tronsoanelor de conductă (1) şi (2), presiunea la nivelul 
tronsonului (3) rămânând neschimbată ca urmare a condiţiei de reglare a presiunii 
impuse la nivelul ieşirii din nodul N2, pe direcţia tronsonului (3). Această creştere a 
presiunilor la nivelul celor două tronsoane de conducte menţionate mai sus are loc 
ca urmare a injectării unui volum suplimentare de gaze în cele două tronsoane. 
Această injecţie este caracterizată prin variaţia debitelor de intrare în cele două 

tronsoane    1
1Q t  şi    1

2Q t  în condiţiile în care debitele cerute de consumatori 

racordaţi la sistemul de transport,    2
mQ t  şi    3

mQ t , rămân constante. 

În schimb, după cum rezultă din caracteristicile dinamice ale presiunii şi 
debitului reprezentate în figurile 5.6.5, o creştere treaptă cu amplitudinea 

 3
1p 1,28bar   a presiunii de intrare    3

1p t  în tronsonul (3) va conduce la 

creşterea presiunii de-a lungul tronsonului de conductă menţionat, însă va 
dezechilibra, în prima parte, echilibrul presiunilor la nivelul celorlalte două tronsoane 
componente ale sistemului de transport ca urmare a vârfului de debit de intrare 
   3
1Q t  cerut de realizarea creşterii treaptă a presiunii. 

În această prima parte, ca urmare a redirecţionării debitului de gaze la 
nivelul nodului N2 în direcţia tronsonului (3), va avea loc o scădere a debitului de 

gaze    2
1Q t  furnizat tronsonului (2) iar debitul de gaze    2

mQ t  furnizat 

consumatorului va fi asigurat, în prima parte, prin consumarea zestrei tronsonului 

(2) de transport, fapt care poate fi constatat şi de scăderea presiunii    2
mp t  de 

ieşire din tronson. 
Întrucât noua presiune de intrare a tronsonului (3) se situează sub valoarea 

presiunii de intrare    2
1p t  în tronsonul (2), necesară susţinerii debitului    2

mQ t  

cerut de consumatorul racordat la ieşirea tronsonului, presiunea de-a lungul celor 
două tronsoane de conductă (1) şi (2) se va reface după un timp dictat de dinamica 
procesului de transport. 
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Creşterea treaptă  2 3
mQ 7.500Nm / h   a debitului de ieşire    2

mQ t , cu 

menţinerea constantă a presiunii de intrare    1
1p t  va conduce, conform curbelor de 

evoluţie dinamică ale presiunilor şi debitelor reprezentate grafic în figurile (5.6.6), la 

scăderea presiunii de ieşire    2
mp t  de furnizare a noului debit      2 2

m mQ t Q . 

Distribuţia presiunilor la nivelul sistemului de transport se va modifica numai de-a 
lungul tronsoanelor (1) şi (2), rămânând neschimbată de-a lungul tronsonului de 
conductă (3) din cauza impunerii reglării presiunii la ieşirea din nodul N2 pe direcţia 

tronsonului (3) şi a menţinerii presiunii    1
mp t  la o valoarea suficient de mare 

realizării corespunzătoare reglajului de presiune (        1 3
m 1p t p t ). 

 
Fig. 5.6.5.a. Evoluţiile în timp ale presiunilor 
din nodurile sistemului de transport cauzate 

de variaţia treaptă a presiunii de comandă din 
nodul N3 cu menţinerea constantă a debitelor 

din nodurile de ieşire N2 şi N4 
 

 
Fig. 5.6.5.b. Evoluţiile în timp ale debitelor din 
nodurile sistemului de transport ca urmare a 

variaţiei treaptă a presiunii din nodul N1 
 
 
 

În schimb, creşterea treaptă, cu valoarea de  3 3
mQ 5.000Nm / h  , a debitului 

de ieşire    3
mQ t  va conduce, conform curbelor de evoluţie dinamică ale presiunilor 

şi debitelor reprezentate grafic în figurile 5.6.7, la o scădere a presiunii    3
mp t  de 

furnizare a noului debit      3 3
m mQ t Q  consumatorului racordat, perturbând însă şi 

presiunea    2
mp t  de furnizare a debitului    2

mQ t  ca urmare a scăderii valorilor 

presiunilor de-a lungul tronsonului (1) cauzate de adaptarea distribuţiei de presiune 

la noua valoare, mai mare, a debitului transportat:      1 3
m1Q t Q . 

Implementarea în mediul de lucru MATLAB a unui algoritm de control 
predictiv a dinamicii procesului de curgere desfăşurat la nivelul sistemului de 
transport din figura 5.6.1 va urmări menţinerea presiunilor de ieşire din tronsoanele 

(2) şi (3), respectiv,    2
mp t  şi    3

mp t , la valorile presiunilor de referinţă    2
m rp t  

şi    3
m rp t , necesare funcţionării în condiţii de siguranţă a consumatorilor racordaţi 
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la sistemul de transport, prin manipularea presiunilor de intrare    1
1p t  şi    3

1p t , 

în condiţiile variaţiilor (perturbaţiilor) debitelor    2
mQ t  şi    3

mQ t  cerute de 

consumatori. 

 
Fig. 5.6.6.a. Evoluţiile în timp ale presiunilor 
din nodurile sistemului de transport cauzate 
de variaţia treaptă a debitului din nodul de 

ieşire N2 cu menţinerea constantă a 
presiunilor de comandă din nodurile N1 şi N3 

 

 
Fig. 5.6.6.b. Evoluţiile în timp ale debitelor din 
nodurile sistemului de transport ca urmare a 

variaţiei treaptă a debitului din nodul N2 
 
 
 

 
Fig. 5.6.7.a. Evoluţiile în timp ale presiunilor 
din nodurile sistemului de transport cauzate 
de variaţia treaptă a debitului din nodul de 

ieşire N4 cu menţinerea constantă a 
presiunilor de comandă din nodurile N1 şi N3 

 

 
Fig. 5.6.7.b. Evoluţiile în timp ale debitelor din 
nodurile sistemului de transport ca urmare a 

variaţiei treaptă a debitului din nodul N4 
 
 
 

Ţinând seama de implementarea realizată în subcapitolul precedent, s-au 
considerat următoarele valori de proiectare ale algoritmului: 

a) t 240s  ; b) uR 0 0    ; c) UR 5 5     ; d) eQ 1 1    ; e) cM 2 . 
respectiv restricţiile în care trebuie respectate de mărimile de comandă şi anume: 

f)    1
19,5bar p t 20bar  ; 

g)    3
16bar p t 9,5bar  ; 
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h) 
   1
1p t0,15bar 2bar

t t t


  


  ; 

i) 
   3
1p t0 ,15bar 2bar

t t t


  


  . 

În figurile 5.6.8 şi 5.6.9 este prezentat cazul impunerii, la momentul de timp 

t 3h , a unei variaţii de tip treaptă cu amplitudinea de  2
refmp 1,8bar   a 

referinţei    2
m refp t  a presiunii de ieşire    2

mp t . 

 
Fig. 5. 6. 8.a. Evoluţia în timp a presiunii 
reglate din nodul de ieşire N2 pentru o 

variaţie de tip treaptă a presiunii de referinţă 
 

 

 
Fig. 5. 6. 8.b. Evoluţiile în timp ale presiunilor 

de comandă, respectiv, ale presiunilor de 
ieşire reglate comparativ cu cele de referinţă 

 

 
Fig. 5. 6. 9.a. Evoluţia în timp a presiunii 
reglate din nodul de ieşire N2 pentru o 

variaţie de tip treaptă a presiunii de referinţă 

 

 
Fig. 5. 6. 9.b. Evoluţiile în timp ale presiunilor 

de comandă, respectiv, ale presiunilor de 
ieşire reglate comparativ cu cele de referinţă 

Cele două simulări numerice diferă prin alegerea orizontului de predicţie a 
mărimii de comandă, respectiv, pentru simularea numerică care a condus la 
dinamica presiunilor din figurile 5.6.8, un orizont de predicţie mai mic de 

 p predN 20 T 1,33h   în calcularea mărimii de comandă    1
1p t  conduce la o 

dinamică mai rapidă a presiunii    2
mp t  caracterizată de un uşor suprareglaj, spre 
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deosebire de cazul de simulare numerică asociat figurilor 5.6.9, unde s-a ales un 

orizont de predicţie mai mare de  p predN 30 T 2h   care conduce la o anticipare 

mai bună în calcularea mărimii de comandă. 

Valoarea presiunii reglate    3
mp t  va rămâne neafectată de modificarea 

distribuţiilor de presiune de-a lungul tronsoanelor de conductă (1) şi (2) ca urmare a 
elementului de reglare existent la nivelul nodului de interconectare N2 şi care 

funcţionează normal atâta timp cât presiunea amonte regulator    1
mp t  rămâne mai 

mare decât presiunea reglată    3
1p t  necesară furnizării, cu presiunea    3

mp t , a 

debitului    3
mQ t  la consumatorul racordat în nodul de ieşire N4. 

În figurile 5.6.10.a, respectiv, 5.6.10.b sunt prezentate curbele de evoluţie 
în timp, pe durata regimului tranzitoriu a funcţiei obiectiv  p cN ,MF k t  pentru cele 

două exemple de simulare numerică cu rezultatele reprezentate grafic în figurile 
5.6.8, respectiv, 5.6.9. 

 
Fig. 5. 6. 10.a. Evoluţia în timp a funcţiei 

obiectiv 

 
Fig. 5. 6. 10.b. Evoluţia în timp a funcţiei 

obiectiv 
În ambele exemple de simulare numerică se remarcă o readucere a funcţiei 

obiectiv la valoare minimă după încheierea regimului tranzitoriu, respectiv, zero. 
Impunerea, la momentul de timp t 3h , a unei variaţii de tip treaptă, cu 

amplitudinea de  3
refmp 1,4bar  , a referinţei    3

m refp t  a presiunii de ieşire    3
mp t , 

conduce la curbele de evoluţie dinamică ale presiunilor din figurile 5.6.11, respectiv, 
5.6.12, care diferă între ele prin orizontul de predicţie. Astfel pentru rezultatele de 
simulare numerică reprezentate grafic în figurile 5.6.11 s-a ales un orizont de 
predicţie de  p predN 10 T 0 ,67h   având în vedere dinamica mai rapidă (un timp 

de stabilizare de 0,41h conform relaţiei (4.3.18)) a procesului de curgere desfăşurat 
prin tronsonul (3) cu o lungime de conductă de numai 30km, durată a orizontului de 
predicţie care însă nu este suficient de mare ca să prevină, prin modificarea cu 

anticipaţie a valorii mărimii de comandă    1
1p t , a perturbării valorii presiunii 

   2
mp t  reglate la cealaltă ieşire a sistemului de transport. Creşterea orizontului de 

predicţie de  p predN 30 T 2h   va permite compensarea acestor perturbaţii a valorii 

presiunii    2
mp t , prin creşterea, la un moment de timp mai anterior a presiunii de 

comandă    1
1p t , după cum se observă în curbele din figurile 5.6.12. 
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Valoarea orizontului de predicţie de  p predN 30 T 2h   ar părea, ţinând 

seama de simulările realizate, cea mai potrivită pentru diminuarea perturbării 
reciproce a celor două canale de ieşire asociate celor două presiuni reglate. 

 
Fig. 5. 6. 11.a. Evoluţia în timp a presiunii 

reglate din nodul de ieşire N4 pentru o 
variaţie de tip treaptă a presiunii de referinţă 

 

 

 
Fig. 5. 6. 11.b. Evoluţiile în timp ale presiunilor 
de comandă, respectiv, ale presiunilor de ieşire 

reglate comparativ cu cele de referinţă 
 

În figurile 5.6.13.a, respectiv, 5.6.13.b sunt prezentate curbele de evoluţie în timp, 
pe durata regimului tranzitoriu a funcţiei obiectiv  p cN ,MF k t  pentru cele două 

exemple de simulare numerică cu rezultatele reprezentate grafic în figurile 5.6.11, 
respectiv, 5.6.12. Şi pentru aceste două exemple de simulare numerică funcţia 
obiectiv este readusă la valoarea minimă după încheierea regimului tranzitoriu. 

Impunerea, simultană, la momentul de timp t 3h , a unor variaţii de tip 

treaptă cu amplitudinea de  2
refmp 1,8bar  , respectiv,  3

refmp 1,4bar   a 

referinţelor    2
m refp t , respectiv,    3

m refp t  care trebuie urmărite de către 

presiunile de ieşire    2
mp t , respectiv,    3

mp t  conduce la curbele de evoluţie 

dinamică din figura 5.6.14.a. Vom avea valori diferite ale timpilor de stabilizare ale 
presiunilor reglate cauzate de timpii de reacţie diferiţi ai tronsoanelor componente. 
Funcţia obiectiv  p cN ,MF k t  va evolua pe durata regimului tranzitoriu după curba 

reprezentată în figura 5.6.14.b, valoarea acesteia fiind readusă la zero, valoarea 
minimă după terminarea regimului tranzitoriu. 
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Fig. 5. 6. 12..a. Evoluţia în timp a presiunii 

reglate din nodul de ieşire N4 pentru o 
variaţie de tip treaptă a presiunii de referinţă 

 

 

 
Fig. 5. 6. 12.b. Evoluţiile în timp ale presiunilor 
de comandă, respectiv, ale presiunilor de ieşire 

reglate comparativ cu cele de referinţă 
 

 
Fig. 5. 6. 13.a. Evoluţia în timp a funcţiei 

obiectiv 
 

 
Fig. 5. 6. 13.b. Evoluţia în timp a funcţiei 

obiectiv 
 

 

 
Fig. 5.6.14.a. Evoluţia în timp a presiunilor 

din nodurile de ieşire N2 şi N4 pentru variaţii 
de tip treaptă a presiunilor de referinţă 

 
Fig. 5.6.14.b. Evoluţia în timp a funcţiei obiectiv 
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Apariţia unei perturbaţii de debit la momentul de timp t 3h  cauzată de creşterea 

de tip treaptă cu amplitudinea  2 3
mQ 7.500Nm / h   a debitului cerut de 

consumatorul racordat în nodul de ieşire N3, respectiv, de  3 3
mQ 5.000Nm / h   

pentru consumatorul racordat în nodul de ieşire N4 conduce la curbele de evoluţie 
dinamică a presiunilor din figurile 5.6.15, respectiv, 5.6.16. 

 
Fig. 5. 6. 15.a. Evoluţia în timp a presiunii 

reglare din nodul N2 cauzată de o perturbaţie 
de tip treaptă a debitului din nodul N2 

 

 
Fig. 5. 6. 15.b. Evoluţiile în timp ale 
presiunilor din nodurile sistemului de 

transport cauzate de o perturbaţie de tip 
treaptă a debitului din nodul N2 

 
Fig. 5. 6. 16.a. Evoluţia în timp a presiunii 

reglare din nodul N4 cauzată de o perturbaţie 
de tip treaptă a debitului din nodul N4 

 
 

 
Fig. 5. 6. 16.b. Evoluţiile în timp ale 
presiunilor din nodurile sistemului de 

transport cauzate de o perturbaţie de tip 
treaptă a debitului din nodul N4 

 
Similar cu cazul controlului predictiv al presiunii de ieşire dintr-un singur 

tronson de conductă, prezentat în subcapitolul anterior, sistemul de control 

reacţionează anticipativ în sensul creşterii presiunii de ieşire (    2
mp t , respectiv, 

   3
mp t ) până la o valoare suficient de mare astfel încât, în momentul apariţiei 

perturbaţiei de debit, presiunea de ieşire să nu scadă sub valoarea reglată. 
În figurile 5.6.17.a, respectiv, 5.6.17.b sunt prezentate curbele de evoluţie în timp, 
pe durata regimului tranzitoriu, a funcţiei obiectiv  p cN ,MF k t  pentru cele două 
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exemple de simulare numerică cu rezultatele reprezentate grafic în figurile 5.6.15, 
respectiv, 5.6.16. Se remarcă că readucerea la valoarea minimă zero a funcţiei 
obiectiv nu se mai realizează în acelaşi timp ca şi pentru exemplele de simulare 
numerică prezentate anterior, ca urmare a erorilor de modelare cauzate de folosirea 
unui model liniarizat pentru aproximarea unui regim de funcţionare al procesului, 
prea îndepărtat de regimul de funcţionare luat în considerare pentru realizarea 
operaţiei de liniarizare (amplitudinea prea mare a perturbaţiei de debit). Tendinţa de 
variaţie a funcţiei obiectiv  p cN ,MF k t  este descrescătoare, iar atingerea valorii 

de minim necesită un timp ceva mai îndelungat. 

 
Fig. 5 6 17.a. Evoluţia în timp a funcţiei 

obiectiv 
 

 
Fig. 5 6 17.b. Evoluţia în timp a funcţiei 

obiectiv 
 

Perturbarea simultană, la momentul de timp t 3h , a debitelor de ieşire din 

sistem cu valorile  2 3
mQ 7.500Nm / h  , respectiv,  3 3

mQ 5.000Nm / h   conduce 

la curbele de evoluţie dinamică ale presiunii din figura 5.6.18.a. 
Funcţia obiectiv  p cN ,MF k t  va evolua, pe durata regimului tranzitoriu, 

după curba reprezentată în figura 5.6.18.b. Valoarea acesteia nu va fi readusă la 
valoarea minimă în timpul alocat simulării numerice ca urmare tot a erorilor de 
modelare cauzate de folosirea unui model liniarizat al procesului aflat într-un regim 
de funcţionare prea îndepărtat de regimul staţionar luat în considerare la obţinerea 
modelului liniarizat. 

Impunerea unor perturbaţii de tip treaptă, cu amplitudini negative asupra 

presiunilor de ieşire din sistem de:  2
mp 1,8bar    şi  3

mp 1,4bar    (însoţită de 

micşorarea valorii minime a presiunii  3
1p  la valoarea de 5bar pentru a putea 

permite atingerea de către presiunea de ieşire  3
mp  a valorii de 4,6bar), respectiv, 

asupra debitelor de ieşire, cu amplitudinile  2 3
mQ 7.500Nm / h   , 

 3 3
mQ 5.000Nm / h    conduce la curbele de evoluţie dinamică ale presiunii din 

figurile 5.6.19.a, respectiv, 5.6.20.a. 
În figurile 5.6.19.b, respectiv, 5.6.20.b sunt prezentate curbele de evoluţie 

în timp, pe durata regimului tranzitoriu a funcţiei obiectiv  N,MF k t  asociate celor 
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cele două exemple de simulare numerică cu rezultatele reprezentate grafic în figurile 
5.6.19.a, respectiv, 5.6.20.a. 

 
Fig. 5.6.18.a. Evoluţiile în timp ale presiunilor 
din nodurile sistemului de transport cauzate 
de perturbaţii de tip treaptă a debitelor din 

nodurile N2 şi N4 
 

 
Fig. 5.6.18.b. Evoluţia în timp a funcţiei 

obiectiv 
 
 

Din analiza curbei reprezentată în figura 5.6.19.b se remarcă că funcţia 
obiectiv  p cN ,MF k t  este readusă la valoarea minimă zero întrucât valoarea 

amplitudinii perturbaţiei de presiune nu este suficient de mare ca să scoată regimul 
de funcţionare al procesului din vecinătatea regimului staţionar luat în considerare la 
obţinerea modelului liniarizat. În schimb, analiza curbei din figura 5.6.20.b arată că 
funcţia obiectiv  p pN ,MF k t  nu este readusă la valoarea minimă zero în timpul 

alocat simulării numerice ca urmare a erorii de modelare cauzate de folosirea unui 
model liniarizat al procesului aflat într-un regim de funcţionare prea îndepărtat de 
regimul staţionar luat în considerare la obţinerea modelului liniarizat. 

 
Fig. 5.6.19.a. Evoluţia în timp a presiunilor 

din nodurile de ieşire N2 şi N4 pentru variaţii 
de tip treaptă negativă a presiunilor de 

referinţă 

 
Fig. 5.6.19.b. Evoluţia în timp a funcţiei 

obiectiv 
 
 

Simulările numerice pentru ambele studii de caz au fost realizate prin intermediul 
unor scheme SIMULINK implementate sub mediul de lucru MATLAB. Modul de 
realizare al acestor schema este prezentat în Anexa A.6. 
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Fig. 5.6.20.a. Evoluţiile în timp ale presiunilor 
din nodurile sistemului de transport cauzate 

de perturbaţii de tip treaptă negativă a 
debitelor din nodurile N2 şi N4 

 

 
Fig. 5.6.20.b. Evoluţia în timp a funcţiei 

obiectiv 
 
 
 

 
 

5.7. Concluzii 
 

Obiectivul acestui capitol l-a constituit prezentarea aspectelor esenţiale care 
trebuie luate în considerare în implementare unui sistem de reglare automată a 
dinamicii unui sistem de transport gaze naturale. 

Astfel, întrucât incertitudinile privind modelarea procesului condus, 
respectiv, a dinamicii perturbaţiilor de sarcină nu pot fi luate în calcul, în mod 
complet, în faza de proiectare a algoritmului de reglare, ca metodă de proiectare a 
unui astfel de sistem de reglare automată s-a luat în considerare metoda controlului 
predictiv bazat pe model ce conduce la sisteme de reglare optimală care pot face 
faţă atât incertitudinilor menţionate cât şi restricţiilor asupra mărimilor procesului ce 
apar ca urmare a limitărilor tehnologice. 

Pentru înţelegerea şi aprofundarea aspectelor matematice şi sistemice ale 
acestei metode de proiectare s-a procedat la o abordare graduală pornind de la 
principiul de bază care stă la baza acesteia, respectiv, tratarea problemei de control 
predictiv ca o secvenţă de probleme de optimizare care se rezolvă „on-line” la 
momente de timp discrete, consecutive. 

Din punctul de vedere al teoriei optimalităţi avem de a face cu o problemă 
de optimizare cu restricţii. S-a considerat necesară o prezentarea sumară a 
aspectelor matematice ale acestui tip de problemă din perspectiva formulării 
condiţiilor de optimalitate. 

Tratarea problemei de control predictiv ca o problemă de optimizare, a cărei 
soluţie să respecte condiţiile de optimalitate enunţate este posibilă prin formularea 
problemei de control ca problemă de optimizare convexă și pătratică, cu restricţii 
liniare, rezolvabilă pe un orizont de predicţie fixat, prin metoda mulţimii restricţiilor 
active. 

În acest sens, s-a arătat cum se poate face această transformare a 
problemei de control predictiv, pornind de la descrierea procesului reglat printr-un 
model discret liniar, invariant în timp şi scrierea funcţiei obiectiv asociată problemei 
de obţinere a unei comenzi (sub)optimale care asigură urmărirea unei referinţe 
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impuse de către ieşirea procesului reglat cu respectarea unor restricţii lineare asupra 
intrărilor şi ieşirilor acestuia. 

În ipoteza că mărimile de stare ale procesului condus sunt măsurabile legea 
de comandă astfel obţinută se poate implementa prin reacţie după stare. Î în caz 
contrar, este nevoie de folosirea suplimentară a unui observator de stare care să 
furnizeze starea estimată necesară implementării algoritmului. 

Prin simularea numerică a algoritmilor de control predictiv a proceselor de 
curgere care au loc la nivelul unui tronson de conductă care asigură alimentarea cu 
gaz dintr-o singur sursă a unui consumator, respectiv, la nivelul unui sistem de 
transport format din 3 tronsoane de conductă care asigură alimentarea cu gaze a 
doi consumatori dintr-o sursă unică de gaz, s-a verificat caracterul anticipativ al 
algoritmului în generarea mărimilor de control, funcţie de durata orizontului de 
predicţie. Selecţia duratei orizontului de predicţie a fost corelată cu timpul de 
stabilizare al procesului de curgere. Simulările numerice au mai urmărit şi 
verificarea restricţiilor impuse, respectiv: limitarea inferioară şi superioară a 
amplitudinii şi a vitezei de variaţie a semnalului de comandă. 

Pentru cele două studii de caz s-au prezentat şi schemele tehnologice care 
permit implementarea algoritmului de control predictiv prin integrarea într-o 
structură informaţională de tip SCADA. Această structură va asigura achiziţia şi 
transmisia la distanţă a valorilor parametrilor de proces folosiţi în implementarea 
algoritmului. 

Din analiza curbelor de evoluţie ale funcţiei obiectiv asociate problemei de 
optimizare se constată valabilitatea algoritmului de control predictiv folosit în 
minimizarea valorii acestei funcţii în condiţiile păstrării regimului de funcţionare al 
procesului în vecinătatea regimului staţionar de funcţionare luat în considerare 
pentru obţinerea modelului liniarizat de aproximare al procesului folosit în 
implementarea algoritmului. 
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Capitolul 6: Concluzii, contribuţii şi direcţii de 
studiu 

 
 

Modelarea matematică şi simularea numerică a procesului de curgere a 
gazelor naturale realizată la nivelul unui sistem de transport, precum şi conducerea 
în timp real a sistemului alcătuiesc un domeniu deschis cercetării ştiinţifice, atât ca 
urmare a necesităţii resoluţionării unor probleme existente, cât şi ca urmare a 
formulării unora noi, într-un context tehnologic în continuă schimbare şi care trebuie 
să facă faţă cerinţelor de calitate, în creştere, ale activităţii de operare a sistemului. 

O eficientizare a acestei activităţi, în privinţa încărcării optime în presiune a 
conductelor de transport în funcţie de cerinţele reale ale consumatorilor de gaze în 
scopul reducerii pierderilor de gaze direct proporţionale cu presiunea din sistem sau 
dirijarea optimală a fluxurilor de gaze între surse şi consumatori de-a lungul 
conductelor componente ale sistemului cu timpii de răspuns cei mai mici pentru 
realizarea echilibrării fizice a sistemului, concretizată prin diminuarea costurilor 
totale de exploatare ale sistemului cu numai câteva procente se traduce, în termeni 
financiari, la nivelul unei ţări ca România, în sume care pot începe de la câteva 
milioane şi pot ajunge până la zeci de milioane de euro, sume care pot amortiza 
costurile iniţiale ale unor investiţii tehnologice importante. Pentru a justifica astfel de 
investiţii în sistem, calculele economice trebuie să fie însoţite în mod obligatoriu şi 
de o fundamentare tehnică corespunzătoare. 

În acest context, obiectivul principal al acestei lucrări l-a constituit realizarea 
unei investigări amănunţite a tuturor aspectele care ţin atât de modelarea 
matematică şi simularea numerică a procesului de curgere a gazelor naturale 
realizat la nivelul unui sistem de transport, cât şi de implementarea unui sistem de 
reglare automată a procesului cu luarea în considerare a restricţiilor asupra 
mărimilor din proces impuse de limitările tehnologice. Această investigare 
amănunţită cu caracter ştiinţific interdisciplinar cauzat de complexitatea tehnologică 
a oricărui sistem de transport de gaze naturale a avut ca punct de plecare 
experienţa autorului dobândită pe parcursul derulării activităţii de cercetare 
aplicativă desfăşurate în cadrul Departamentului Proiectare şi Cercetare al „Societăţii 
Naţionale de Transport Gaze Naturale TRANSGAZ S.A. Mediaş” şi a fost finalizată pe 
durata colaborării cu Departamentului de Automatică şi Informatică Aplicată al 
Universităţii „Politehnica” din Timişoara. 

În paragraful 6.1 se prezintă maniera în care autorul a îndeplinit obiectivul 
propus, pe capitole. Paragraful 6.2. sintetizează cele mai importante contribuţii ale 
autorului la tema studiată. În fine, paragraful 6.3. enumără câteva direcţii de 
cercetare, în continuarea tezei, pe tematica abordată. 
 
 

6.1. Concluzii finale 
 

Investigarea tematicii tezei de doctorat a fost eşalonată pe parcursul a 5 
capitole principale. 
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Capitolul 1, de racordare la problematica automatizării sistemelor de 
transport de gaze naturale creează, pe baza literaturii de specialitate, referenţialul în 
care sunt formulate obiectivele tezei şi maniera de lucru. 

Problema conducerii unui sistem de transport de gaze naturale s-a formulat, 
pornind de la definirea elementelor structurale ale sistemelor de transport, ca o 
problemă ierarhizată de reglare şi monitorizare automată. Detalierea problemei de 
conducere la nivelul unor elemente structurale ale sistemului de transport, cum sunt 
nodurile tehnologice şi staţiile de reglare măsurare, a avut atât rolul de a introduce 
o serie de instrumente matematice necesare soluţionării problemei cât şi de a 
contura nivelurile ierarhice ale problemei de implementare a soluţiei de 
automatizare prin scheme tehnologice, a căror structură trebuie să fie compatibilă 
cu structura tehnologică de tip SCADA folosită în mod curent în administrarea 
informaţiei sistemului de transport. 

Capitolul 2, orientat pe deducerea modelului continuu al procesului de 
curgere a gazului natural prin conductele de transport realizează, prin sistematiza-
rea unor aspecte teoretice de natură mecanică, cinematică şi termodinamică ale 
curgerii, combinată cu o serie de observaţii empirice care ţin de caracteristicile 
gazelor reale, familiarizarea cu ecuaţiile curgerii fluidelor utilizate în modelare. Este 
vorba despre ecuaţii diferenţiale cu derivate parţiale care corespund unui sistem cu 
parametrii distribuiţi. 

Folosirea acestor ecuaţii pentru deducerea modelului matematic al 
procesului de curgere a gazului la nivelul unei conducte de transport, potrivit unei 
orientări alese a modelului (alegerea mărimilor de intrare şi de ieşire), reprezintă 
una dintre cele două modalităţile de obţinere a unui model al procesului condus. 
Rezultatul obţinut este un model explicit din punctul de vedere al structurii, 
mărimilor şi parametrilor sistemului. 

Natura complexă a procesului de curgere necesită o bună cunoaştere a 
tuturor aspectelor menţionate pentru a selecta numai acelea care, în diferitele 
condiţii de funcţionare a procesului de curgere desfăşurat la nivelul sistemului de 
transport, generează comportamentul dominant al acestuia. 

Pe această bază se pot obţine modele matematice mai mult sau mai puţin 
simplificate, cu diverse grade de aproximare, eficiente din punct de vedere al 
implementării în algoritmii de rezolvare a problemelor specifice activităţilor de 
exploatare şi operare a sistemului de transport. 

Capitolul 3, prezintă metode analitice şi numerice utilizate pentru studiul 
procesului de curgere descris prin modele continue, având rolul de stabili aspectele 
relevante privind aplicabilitatea practică a acestor modele din perspectiva existenţei 
unor metode matematice de soluţionare. 

Întrucât o structură completă a modelului procesului necesită metode 
matematice de soluţionare complexe şi laborioase, a fost necesară identificarea 
aspectele de comportament relevante pentru studierea procesului de curgere prin 
reţinerea cărora modelele exacte pot fi simplificate, permiţând soluţionarea 
problemei de control propusă ca obiectiv. În acest sens au fost prezentate o serie de 
ipoteze care au condus la modele ale procesului cu structuri simplificate. Unele 
dintre formele simplificate ale modelului matematic au fost utilizate pentru studierea 
comportamentului staţionar şi dinamic al procesului de curgere, folosind metode 
analitice, specifice teoriei matematice a ecuaţiilor diferenţiale. Soluţia analitică astfel 
determinată evidenţiază modurile de comportament dinamic ale procesului de 
curgere şi face posibilă obţinerea unor relaţii de calcul aproximativ a constantelor de 
timp ale procesului. Totodată, s-a putut face o estimare a efortului de calcul 
numeric. 
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Pentru celelalte forme de modele matematice, nesimplificate sau doar parţial 
simplificate, s-au putut obţine numai soluţii numerice prin utilizarea unor metode 
numerice de soluţionare bazate pe diferenţe finite. Utilizarea diferenţelor finite a 
avut la bază atât instrumentele care au stat la dispoziţia autorului cât şi experienţa 
acestuia în folosirea lor. În acest scop, ecuaţiile curgerii folosite în construirea 
modelelor matematice ale procesului de curgere au fost exprimate într-o formă 
diferenţiabilă care permite efectuarea aproximărilor bazate pe diferenţe finite. 

Lipsa unei soluţii exacte pentru toate formele modelului matematic al 
procesului nu a permis realizarea unei analize comparative directe privind calitatea 
soluţiei aproximative. Indirect, aceasta a putut fi apreciată prin respectarea 
criteriilor de convergenţă ale metodei numerice, oferindu-se o interpretare sistemică 
în acest sens. S-a făcut şi o analiză a avantajelor şi dezavantajelor, cunoscute din 
literatura de specialitate, pentru celor două tipuri de metode numerice, implicite şi 
explicite. Din această analiză a rezultat o creştere drastică a efortului de calcul 
numeric ca urmare a unor caracteristici matematice speciale ale sistemului de 
ecuaţii rezultat prin discretizarea ecuaţiilor diferenţiale cu derivate parţiale ale 
procesului de curgere. Acest dezavantaj este compensat de metodele numerice 
implicite, prin natura metodei, iar de cele explicite, prin creşterea limitei de 
stabilitate. În acest sens s-a prezentat algoritmul metodei Runge-Kutta-Chebyshev. 

Capitolul 4, studiază proprietăţile modelelor matematice de aproximare 
obţinute prin discretizarea modelelor, mai mult sau mai puţin simplificate, bazate pe 
ecuaţii diferenţiale cu derivate parţiale, pentru abordarea problemei de conducere a 
sistemului de transport. Modelele de aproximare studiate şi dezvoltate reprezintă 
sisteme cu parametrii concentraţi Prin simulări numerice s-a arătat că aceste 
modele caracterizează, cu o precizie satisfăcătoare, comportamentul dinamic al 
procesului de curgere. Cunoaşterea dinamicii procesului de curgere din perspectiva 
cerinţelor de implementare a algoritmului de control predictiv a fost completată prin 
prezentarea unei relaţii de calcul aproximativ a timpului de răspuns al procesului. 

S-au prezentat o serie de teoreme care permit analiza stabilităţii pe baza 
proprietăţilor structurale ale unui model liniarizat de aproximare al procesului de 
curgere desfăşurat la nivelul unui sistem de transport. 

Modelele de aproximare au fost validate în baza unor analize comparative 
între rezultatele obţinute prin simulare numerică şi cele obţinute prin măsurători 
experimentale. Experimentările au condus la identificarea unor corelaţii între 
mărimile măsurabile ale procesului de curgere care pot fi folosite la implementarea 
unor metode sistemice de estimare a parametrilor modelului. 

Capitolul 5, tratează problematica implementării unui algoritm de reglare 
automată a dinamicii unui sistem de transport gaze naturale, folosind, pentru 
proiectarea sistemului de reglare automată, o variantă de metodă de control 
predictiv bazată pe model. Această variantă ia în considerare incertitudinile de 
modelare, perturbaţiilor de sarcină şi restricţiilor asupra mărimilor procesului 
condus. 

Prezentarea metodei de sinteză a regulatorului predictiv s-a realizat gradual 
pornind de la principiului metodei şi continuând cu dezvoltarea aspectelor 
matematice ale problemei de optimizare pătratică cu orizont de predicţie fixat şi 
restricţii lineare care trebuie rezolvată în final. Pentru aplicarea acesteia sunt 
necesare transformări şi particularizări, specifice problemei de transport abordate. 

Legea de comandă obţinută se poate implementa prin reacţie după stare. 
Algoritmul de control predictiv rezultat a fost studiat, din punctul de vedere 

al îndeplinirii cerinţelor şi a performanţelor de reglare, prin intermediul a două 
exemple de simulare numerică privind controlul dinamicii procesului de curgere 
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desfăşurat la nivelul unui tronson de conductă, respectiv a unui sistem simplificat de 
transport. Prin cele două studii de caz, de complexitate diferită, din punctul de 
vedere al structurii sistemului de transport s-a verificat caracterul anticipativ al 
algoritmului în generarea mărimilor de control funcţie de durata orizontului de 
predicţie, s-a corelat timpul de răspuns al procesului cu durata orizontului de 
predicţie şi s-a analizat maniera în care, pe parcursul aplicării algoritmului se 
minimizează funcţia obiectiv şi se respectă restricţiile impuse asupra mărimilor 
procesului. 

Implementarea, la nivel de simulare numerică a fost realizată prin 
intermediul unor schemele tehnologice care se pot integra într-o structură 
informaţională de tip SCADA care poate asigura achiziţia şi transmisia la distanţă a 
valorilor parametrilor de proces folosiţi în implementarea algoritmului. 

Teza se bazează pe 79 de referinţe bibliografice, citate în întregime pe 
parcursul lucrării. Orizontul de timp pe care se aşează aceste lucrări arată că 
tematica studiată în cadrul tezei, deşi deschisă de mult timp, este de actualitate, cu 
numeroase ramificaţii în prezent şi cu importante perspective de viitor. 

Lucrarea este însoţită de anexe care aduc o serie de completări privind 
înţelegerea anumitor aspecte matematice sau care privesc implementarea 
programelor de simulare numerică folosite în studiile de caz. 
 
 

6.2. Contribuţii personale 
 

Problematica prezentată în cadrul acestei teze de doctorat se poate constitui 
într-un punct de plecare pentru fundamentarea strategiei de integrare a metodelor 
de conducere sistemică ca şi componente ale sistemelor informatice de tip SCADA, 
destinate managementului conducerii sistemelor de transport de gaze naturale în 
conformitate cu exigenţele specifice de automatizarea a sistemelor de transport. 

O primă contribuţie a autorului apare în capitolul 1, în contextul rezolvării 
acestor exigenţe, prin formularea problemei de conducere a unui sistem de 
transport de gaze naturale ca problemă de reglare a presiunilor de ieşire din sistem, 
în condiţiile acţiunii unor perturbaţii de sarcină cauzate de variaţia debitelor 
consumatorilor racordaţi la ieşirile sistemului şi a respectării unor restricţii 
tehnologice impuse mărimilor procesului reglat.  

Abordarea s-a făcut, în primul rând, din perspectiva asigurării continue a 
alimentării cu gaze naturale, reflectată în echilibrarea fizică a sistemului, în condiţii 
de siguranţă a consumatorilor deserviţi de sistem. Spre deosebire de abordările din 
[4], [61] care se bazează prioritar pe aspecte economice, abordarea de faţă ţine 
seamă, în primul rând, de specificul sistemului analizat. Introducerea unor criterii de 
optimizare de natură economică devine fezabilă numai după rezolvarea problemei 
echilibrării fizice automate a sistemului. 

În al doilea rând, au fost identificate o multitudine de aspecte teoretice şi 
practice care au condus la o variantă de soluţionare a problemei de reglare 
automată. Prin schema tehnologică propusă, care respectă cerinţele de 
implementare ale unei arhitecturi de sistem de tip SCADA, s-a evidenţiat că se poate 
asigura, în mod automat, echilibrarea fizică a sistemului de transport. 

Totodată s-a propus şi o schemă complexă de înzestrare cu elemente de 
automatizare (senzori, traductoare, elemente de execuţie) a unei staţii de reglare şi 
măsurare gaze care este prezentă, de regulă, în nodurile tehnologice consumator 
ale unui sistem de transport. Schema ţine seama de nivelul tehnic existent de 
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dotare cu aparatură de reglare şi protecţie al staţiilor existente şi de cerinţele de 
integrare a structurii de automatizare rezultate într-o arhitectură de sistem de tip 
SCADA. 

În capitolul 2 contribuţia autorului a constat în: stabilirea de o manieră 
sistematică a ecuaţiilor utilizabile pentru sintetizarea modelelor matematice ale 
procesului de curgere a fluidelor reale, particularizarea acestora pentru cazul 
sistemelor de transport şi analiza celor mai importante aspecte ale procesului de 
curgere unidimensională a gazelor naturale prin astfel de conducte. Totodată, s-a 
ilustrat modul în care formă canonică generală a modelului de curgere, de tip sistem 
cu parametrii distribuiţi, furnizează prin diverse orientări, interpretări sistemice 
pentru procesul de curgere unidimensională a gazului, în funcţie de contextul 
aplicativ, exprimat prin alegerea condiţiilor de frontieră ale sistemului de ecuaţii cu 
derivate parţiale. 

În capitolul 3, o primă contribuţie a autorului o reprezintă utilizarea unei 
soluţii analitice a unui model matematic simplificat a dinamicii presiunii dintr-un 
tronson înclinat de conductă, bazată pe o descompunere modală, pentru sintetizarea 
unor informaţii de bază privind natura comportamentului dinamic al procesului de 
curgere. În felul acesta a putut fi evidenţiată posibilitatea apariţiei, în urma 
discretizării spaţiale, cu precizie ridicată, a sistemului de ecuaţii cu derivate parţiale 
asociat modelului matematic al procesului de curgere, , a unor sisteme inflexibile de 
ecuaţii diferenţiale cu derivate ordinare care impun condiţii suplimentare pentru 
implementarea eficientă a metodelor numerice explicite, din punctul de vedere al 
efortului de calcul numeric. 

O a doua contribuţie a autorului o reprezintă realizarea unei abordări 
sistemice a problemei analizei convergenţei metodelor numerice cu diferenţe finite 
folosite pentru obţinerea unor soluţii numerice a modelului matematic al procesului 
de curgere, prin tratarea acesteia ca o problemă de analiză a limitei de stabilitate a 
sistemului cu parametrii concentraţi obţinut în urma aplicării unor formulelor 
consistente de derivare numerică. 

În capitolul 4 contribuţia autorului a constat, în primul rând, în construirea 
unor modele de aproximare ale procesului de curgere prin aplicarea tehnicilor de 
discretizare specifice metodelor numerice cu diferenţe finite, iar în al doilea rând, în 
utilizarea acestor modele pentru demonstrarea, prin simulări numerice, a valabilităţii 
ipotezelor simplificatoare prezentate în capitolul 2. În acest sens au fost scrise 
programe de simulare numerică în MABLAB, structurate pentru o dezvoltare 
ulterioară, conform listing-ului prezentat în Anexa A.5. Validarea modelelor s-a făcut 
pe baza diferenţelor dintre simulările pe modelul nesimplificat şi simulările pe 
modelele simplificate. Totodată au fost validate şi experimental modelele de 
aproximare pe baza unor valori de presiuni şi debite măsurate în condiţii reale de 
funcţionare a procesului de curgere. Şi în acest caz criteriul de validare l-a constituit 
eroarea de modelare. Rezultatele obţinute sunt similare celor furnizate de studii de 
specialitate de referinţă. 

În capitolul 5 contribuţia autorului a constat în verificarea performanţelor 
algoritmului de control predictiv prin simularea numerică a două scheme tehnologice 
de complexitate diferită (din punctul de vedere al structurii sistemului de transport 
considerat). Simulările numerice au evidenţiat, totodată, posibilitatea corelării, în 
scopul eficientizării calculelor numerice, a duratei orizontului de predicţie al 
algoritmului de control, ales empiric în alte studii de specialitate, cu valoarea 
timpului de răspuns al procesului de curgere. 

Pentru realizarea programelor de simulare numerică a proceselor de curgere 
desfăşurate la nivelul unor structuri de sisteme de transport au fost realizate blocuri 
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SIMULINK pentru simularea numerică a procesului de curgere printr-un tronson de 
conductă care au fost apoi conectate funcţional, respectându-se sistemului de 
transport supus analizei. Modul de construire al acestor blocuri, respectiv al 
modelelor virtuale ale sistemelor de transport este prezentate în Anexa A.6. 
Recurgerea la această posibilitate de simulare reprezintă o altă contribuţie adusă 
prin teză. 

Cercetarea la care se referă teza de doctorat este strâns legată de 
activitatea de cercetare aplicativă desfăşurată de autor în cadrul Departamentului 
Proiectare şi Cercetare al „Societăţii Naţionale de Transport Gaze Naturale 
TRANSGAZ S.A. Mediaş”, prin participarea la elaborarea şi finalizarea unor studii de 
cercetare referitoare la dezvoltarea şi implementarea unui model de control predictiv 
la nivelul sistemului naţional de transport de gaze naturale, cu luarea în considerare 
a aspectelor specifice de exploatare şi operare ale acestuia, respectiv referitoare la 
problematica automatizării staţiilor de reglare şi măsurare gaze naturale din 
perspectiva integrării acestora într-un sistem de achiziţie şi monitorizare parametrii 
de tip SCADA. Studiile au fost finalizate prin avizarea rapoartele interne de cercetare 
[43], [44], [49], [50], [55], respectiv, [46], [47], [48]. O parte dintre rezultatele 
obţinute pe această cale au fost diseminate prin publicarea a 8 articole informative 
în revista de Automatizări şi Instrumentaţie, [45], [51], [52], [53], [56], [57], [58], 
[59], susţinerea unor comunicări pe tematica controlului predictiv în cadrul unor 
conferinţe de specialitate desfăşurate în România [54], [60]. 

Aspectele referitoare la modelarea şi simularea sistemelor de transport de 
gaze naturale,  dezvoltate în capitolele 3 şi 4 ale tezei, au făcut obiectul unui articol 
în două părţi publicat în revista CEAI ([7], [8]). Rezultatele referitoare la 
determinarea duratei regimului tranzitoriu al proceselor de curgere desfăşurate prin 
conductele unui sistem de transport şi rolul acesteia în implementarea unui algoritm 
de control predictiv au fost prezentate în lucrarea [9] apărută în Proceeding-ul CSCS 
17.  
 
 

6.3. Direcţii viitoare de studiu 
 

Cercetarea la care se referă prezenta teză se pretează, ca urmare a amplorii 
tematicii investigate, la noi dezvoltări. Ele sunt enumerate mai jos şi vizează, pe de-
o parte, aprofundări ale unor situaţii tratate în această lucrare, iar pe de altă parte, 
o serie de probleme care nu au fost abordate. În opinia autorului trebuie luate în 
considerare următoarele aspecte: 

a) Dezvoltarea modelelor matematice ale altor componente tehnologice ale 
sistemului de transport (de exemplu: robinete, regulatoare, staţii de 
comprimare gaze, etc.) şi extinderea schemelor de simulare numerică 
SIMULINK pentru analiza şi a altor aspecte ale problemei exploatării şi 
operării unui sistem de transport gaze naturale; 

b) Extinderea problemei de optimizare asociate problemei de conducere a 
sistemului de transport prin includerea şi a unor obiective de ordin economic 
(de exemplu: costurile de exploatare ale staţiilor de comprimare gaze); 

c) Reformularea problemei de conducere a sistemului de transport ca problemă 
de asigurare a calităţii gazului furnizat consumatorilor din surse de gaze de 
calitate diferită; 

d) Studierea şi a altor metode de rezolvare a problemei de optimizare (de 
exemplu: metoda punctului interior pentru soluţionarea problemei de 
optimizare pătratică cu restricţii lineare); 
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e) Studierea metodelor de control neliniar predictiv; 
f) Implementarea unor estimatori ai parametrilor conductelor de transport 

pornind de la corelaţiile prezentate între mărimile măsurabile ale procesului; 
g) Construirea unor estimatori ai stării sistemului de transport necesari 

implementării ca reacţie după stare a algoritmului de control, pornind de la  
structura modelelor de aproximare dezvoltate; 

h) Studierea unor forme eficiente de implementare practică a algoritmului de 
control predictiv în condiţiile modernizării infrastructurii tehnologice şi 
informatice a sistemului naţional de transport gaze naturale. 
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Anexe 
 
 

A.1. Elemente de teoria câmpurilor 
 

Fie nU R  un deschis fixat şi  1 2 nx x , x ,..., x  punctul curent în nR . O 

formă diferenţială de gradul I în U este o expresie de tipul: 

   1 1 n 1 n 1 n nω P x ,..., x dx ... P x ,..., x dx    unde  iP / i 1,n  sunt coeficienţii 

formei ω . 
Forma diferenţială de ordinul I ω  se numeşte exactă dacă există o funcţie 

derivabilă pe U astfel încât ω df , adică    i
i

f
P x x / i 1,n

x

    
  

 

    n
1 2 nx x , x ,.., x U R    . 

Forma diferenţială de ordinul I ω  se numeşte închisă dacă este derivabilă şi 

în plus    ji

j i

PP
x x

x x




 
     n

1 2 nx x , x ,.., x U R    , cu  i , j 1,n . 

Fie câmpul vectorial        v x ,y , z P x ,y , z i Q x ,y , z j R x ,y , z k    

definit pe deschisul 3U R . 
Forma diferenţială asociată ω Pdx Qdy Rdz    este exactă dacă şi numai 

dacă există o funcţie f derivabilă pe deschisul 3U R  astfel încât f
P

x





, 
f

Q
y





, 

f
R

z





. În acest caz 
f f f

v i j k
x y z
  

  
  

 adică  v grad f , caz în care se spune 

că v  este un câmp de gradienţi în U. 
Forma diferenţială ω  este închisă dacă şi numai dacă P, Q, R sunt derivabile 

pe U şi dacă 

i j k

0
x y z
P Q R

  


  
, caz în care câmpul v  este un câmp conservativ în U. 

Orice formă diferenţială exactă ω df  este închisă. 
Orice câmp de gradienţi este conservativ. 
Fie forma diferenţială continuă    1 1 n 1 n 1 n nω P x ,..., x dx ... P x ,..., x dx    

definită pe deschisul nU R . Atunci sunt echivalente următoarele afirmaţii: 
a) ω  este exactă; 

b) pentru orice drum închis  având urma conţinută în U, 

γ

ω 0 ; 

c) dacă A şi B sunt două puncte oarecare din U, atunci pentru orice două 
drumuri parametrizate 1 2γ ,γ  având urmele situate în U , având aceleaşi 
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capete A şi B, are loc relaţia: 

1 2γ γ

ω ω  . Integrala formei ω  este 

independentă de drumul de integrare, depinzând numai de capetele 
drumului. 

Fie câmpul vectorial v  definit pe deschisul 3U R . Atunci sunt echivalente 
afirmaţiile: 

a) v  este un câmp de gradienţi în U; 

b) integrala 

γ

v dr  de-a lungul drumului închis γ , având urma conţinută în U 

este nulă; 

c) integrala 

γ

v dr  pe orice două drumuri având urmele conţinute în U, având 

aceleaşi capete este aceeaşi. 
Un câmp vectorial v  având componentele funcţii derivabile peste un deschis 

3U R , se numeşte irotaţional în U dacă  arot v 0  pentru orice punct a U . 

Câmpul v  este irotaţional dacă şi numai dacă este conservativ, adică forma 
diferenţială ω Pdx Qdy Rdz    este închisă în U. 

Un câmp vectorial v  având componentele funcţii derivabile peste un deschis 
3U R , se numeşte solenoidal în U dacă adiv v 0  pentru orice punct a U . 

Fie 3U R  un deschis fixat. Prin câmp scalar definit pe U se înţelege orice funcţie 
 x,y , z , : U R  , iar un câmp vectorial de componente P, Q, R este o asociere 

de forma        v x ,y , z P x ,y , z i Q x ,y , z j R x ,y , z k   , unde  i , j ,k  este baza 

de versori a spaţiului vectorial definit peste mulţimea numerelor reale 3R . 
Câmpurile vectoriale se identifică prin triplete de câmpuri scalare componente. 

Pentru orice  0 0 0a x ,y , z U   gradientul câmpului scalar  x,y , z  în 

punctul a este vectorul:      agrad f a i a j a k
x y z
    

  
  

. Vectorul agrad   

reprezintă câmpul de gradienţi asociat câmpului scalar  . 
Fie vectorul de poziţie r x i yj zk    al punctului curent şi 

1 2 3a a i a j a k    un vector constant. Atunci produsul scalar a r    are 

gradientul    grad grad a r a    . 

În mod similar se poate arăta:   r
grad r

r
  unde 2 2 2r x y z   . 

Dacă   este o funcţie derivabilă pe deschisul nU R , a U  şi s  este un 

versor fixat, atunci:   a
d

a s grad
ds
   . 

Fie        v x ,y , z P x ,y , z i Q x ,y , z j R x ,y , z k    un câmp vectorial, 

având componentele funcţii derivabile definite pe deschisul 3U R . Pentru orice 
punct a U  se defineşte: 
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a) scalarul        a
P Q R

div v a a a
x y z
  

  
  

 numit divergenţa lui v  în a; 

b) vectorul  a

i j k

rot v
x y z
P Q R

  


  
 numit rotorul lui v  în a. 

Prin introducerea operatorului simbolic i j k
x y z
  

   
  

 numit 

operatorul nabla, operatorii diferenţiali de ordinul I se exprimă astfel: 
a)  grad     - produs între câmpul scalar  şi vectorul nabla; 

b)  div v v    - produs scalar între vectorul nabla şi vectorul v ; 

c)  rot      - produs vectorial între vectorul nabla şi vectorul v . 

Derivata după un versor s α i β j γk    se exprimă cu ajutorul operatorului 

nabla    d
s s

ds
        . 

Reguli de calcul cu nabla: 
a) c 0   dacă c este o constantă scalară; 
b) c 0   , c 0    dacă c  este un vector constant; 
c)      v v v          ; 

d)      v v v          ; 

e)      v w w v w v           ; 

f)    div rot v v 0         ; 

g)    rot grad 0         ; 

h)    
2 2 2

2 2 2
div grad

x y z

                 
  

; 

Fluxul unui câmp vectorial printr-o porţiune de suprafaţă se defineşte 
pornind de la relaţie de definire a integralei de suprafaţă astfel: 

Fie 2R   un deschis şi 3s : R   o suprafaţă parametrizată prin ecuaţiile: 
 x x u,v ,  y y u,v ,  z z u,v  unde  u,v  . Pentru submulţimea M   se 

consideră porţiunea de suprafaţă  s M   şi fie  F x ,y , z  o funcţie continuă 

definită pe deschisul 3U R  care conţine porţiunea de suprafaţă  . 
Integrala de suprafaţă a funcţiei F pe porţiunea de suprafaţă   este numărul real: 

        u v

M

F x ,y , z dσ F x u,v ,y u,v , z u,v r r dudv



      . 

în care expresia diferenţială: u vdσ r r dudv   reprezintă elementul de suprafaţă. 

Integrala de suprafaţă este independentă de parametrizarea suprafeţei  , în sensul 
că, pentru două parametrizări echivalente valoarea integralei este aceeaşi. 
Vectorii ur , vr  au următoarea semnificaţie: Fixăm  0 0u ,v   şi fie  0 0 0Q x ,y , z  

punctul  0 0s x ,y  de pe urma  s   a suprafeţei s. Notăm cu 0u u , respectiv 

0v v  curbele parametrice care trec prin Q şi sunt situate pe  . Vectorii tangenţi în 

BUPT



Anexe  232 

 
Q la aceste curbe sunt u

r x y z
r i j k

u u u u
   

   
   

, respectiv 

v
r x y z

r i j k
v v v v
   

   
   

, vectori care generează planul tangent în Q la suprafaţa s. 

Există doi versori normali la suprafaţa   în punctul Q, şi anume: u v

u v

r r
n

r r


 


. 

Considerând câmpul vectorial        v x ,y , z P x ,y , z i Q x ,y , z j R x ,y , z k   , 

având componentele funcţii continue pe un deschis 3U R  care conţine suprafaţa 
 , pe baza normalei la suprafaţa   fluxul câmpului vectorial v  prin suprafaţa  se 

va definit astfel:    v v n dσ


   . 

Formula Gauss-Ostrogradski stabileşte legătura dintre integrala de suprafaţă 

şi integrala de volum:    v n dσ div v dxdydz

 

       în care 3R   o mulţime 

compactă având frontiera suprafaţa închisă  ,  v x ,y , z P i Qj Rk    un câmp 

vectorial definit pe un deschis are conţine  . 
Formula lui Stokes: stabileşte legătura dintre integrala curbilinie şi integrala 

de suprafaţă:  
C S

v dr rot v ndσ    , în care 3S R  o porţiune de suprafaţă 

elementară delimitată de curba închisă C. 
 
 

A.2. Ecuaţii diferenţiale ordinare 
cu condiţii limită iniţiale şi finale 

 
Problema găsirii unei soluţii y(x) a ecuaţiei diferenţiale de forma: 

     d dy
p x q x λr x y 0

dx dx
         

 pe intervalul: x a,b    cu respectarea condiţiilor 

de frontieră: 
   
   

1 2

1 2

a y a a y ' a 0

b y b b y ' b 0

  


 
 se numeşte problemă de tip Sturm-Liouville [19]. 

Sunt cunoscute, funcţiile  p x 0 ,  q x , respectiv funcţia pondere,  r x  şi 

constantele 1a , 2a , 1b , 2b . Parametrul λ  nu este specificat. 

Soluţiile netriviale (nenule)   n x / x a,b ,n 1,2,3...      ale problemei 

există numai pentru anumite valori reale nenegative  nλ / n 1,2,3,... , care se 

numesc valori proprii, iar funcţiile soluţie asociate, funcţii proprii. 
Funcţiile proprii   n x / x a,b ,n 1,2,3...      ale problemei sunt 

ortogonale două câte două astfel:      
b

m n

a

r x x x dx 0    dacă m n  şi 

m , n 1, 2 , 3 , ... . 

BUPT



A.2 Ecuaţii diferenţiale ordinare cu condiţii limită iniţiale şi finale 233 

 
O mulţime completă de funcţii proprii   / , , 1,2,3...n x x a b n      

formează o mulţime ortogonală completă astfel încât o funcţie continuă pe porţiuni 
 f x  definită pe intervalul a,b   poate fi exprimată funcţie de elementele mulţimii 

prin următoarea serie infinită: 

 
 

   n n
n 1

f x ,  dacă x este punct de continuitate

c x f x f x
,  dacă x este punct de discotinuitate

2




 




  



 . 

Coeficienţii seriei se calculează după relaţia: 

     

     

b

n

a
n b

n n

a

r x f x x dx

c

r x x x dx



 





. 

Proprietatea de a fi completă a mulţimii funcţiilor proprii face ca fiecare 
funcţie continuă pe porţiuni să poată să fie exprimată ca o serie de funcţii proprii, 
elemente ale mulţimii. Ortogonalitatea elementelor mulţimii asigură unicitatea şi 
compactitatea seriei respective (neexistenţa unor termeni redundanţi). 
Aceste proprietăţi generalizează conceptul de serie Fourier convenţională de forma 

nsin λ x  sau ncos λ x , seriile cu termeni de forma  n x , cu proprietăţile menţionate 

fiind numite serii Fourier generalizate. Metoda de formare a unei soluţii pe baza unei 
serii Fourier generalizate poartă numele de metoda seriilor de funcţii proprii şi este 
una din metodele care permit rezolvarea analitică a ecuaţiilor diferenţiale cu 
derivate parţiale. 
 
 

A.3. Caracteristicile ecuaţiilor diferenţiale cu 
derivate parţiale cvasiliniare şi neomogene 

 
Există o varietate largă de ecuaţii diferenţiale cu derivate parţiale. Fiecare 

problemă fizică este caracterizată de propria ecuaţie sau sistem de ecuaţii cu 
derivate parţiale ce prezintă propriile sale particularităţi care impun o tratare 
individuală. 

În cazul ecuaţiilor diferenţiale cu derivate parţiale cvasiliniare şi neomogene, 
clasificarea acestora este strâns legată de caracteristicile lor. 

În spaţiul bidimensional 2R  caracteristicile sunt curbe în domeniul soluţiei 
2D R  de-a lungul cărora se propagă informaţia [28], [19]. Dacă ecuaţia cu 

derivate parţiale posedă caracteristici reale informaţia se va propaga de-a lungul 
acestora. Dacă nu posedă caracteristici reale nu vor exista traiectorii preferate de 
propagare a informaţiei. 

Pentru a înţelege mai bine conceptul de propagare a informaţiei să 
considerăm fenomenul de convecţie a unei proprietăţi fizice a unei substanţe 
fenomen care reprezintă procesul de propagare, în spaţiu, a proprietăţii fizice ca 
urmare a deplasării, în spaţiu, a mediului de substanţă. Un astfel de proces are loc 
în cazul mişcării fluidelor. Convecţia proprietăţii f a unei particule de fluid care se 
deplasează cu viteza u, într-o singură dimensiune, este descrisă matematic de o 
ecuaţie cu derivate parţiale de forma: 
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t xf uf 0          (A.3.1) 

Proprietatea transportată poate fi masa, momentul de mişcare sau energia 
particulei. 

Localizarea  x t  a particulei de fluid este dată prin ecuaţia de mişcare: 

dx
u

dt
          (A.3.2) 

Prin rezolvarea ecuaţiei de mişcare (A.3.2) obţinem traiectoria particulei de 
fluid: 

     
0

t

0

t

x t x t u τ dτ          (A.3.3) 

De-a lungul acestei traiectorii ecuaţia cu derivate parţiale (A.3.1) se poate 
rescrie: 

t x t x
dx df

f uf f f 0
dt dt

           (A.3.4) 

expresie în urma integrării căreia rezultă: f const . 
Practic proprietatea f a fluidului este transportată de-a lungul traiectoriei 
caracteristice (A.3.3) având ecuaţia caracteristică (A.3.2). 

Curbele caracteristice pentru o ecuaţie cu derivate parţiale cvasiliniară se 
definesc ca fiind curbele de-a lungul cărora derivatele parţiale de ordinul cel mai 
mare al ecuaţiei considerate nu sunt definite [19] (multivalori sau discontinue). 

Pentru ecuaţia cvasiliniară de ordinul 2, neomogenă de forma: 

tt tx xx t xAf Bf Cf Df Ef Ff G           (A.3.5) 

ecuaţia caracteristică rezultă din impunerea condiţiei de nedeterminare sistemului 
de ecuaţii algebrice format din ecuaţia diferenţială (A.3.5) şi relaţiile de determinare 
a diferenţialelor totale  xd f  şi  td f : 

 t tt txd f f dt f dx         (A.3.6.a) 

 x xt xxd f f dt f dx         (A.3.6.b) 

În formă matriceală, sistemul de ecuaţii liniare şi algebrice în necunoscutele xxf , 

xtf  şi ttf  este: 

 
 

tt t x

tx t

xx x

A B C f Df Ef Ff G
dt dx 0 f d f
0 dt dx f d f

       
          
         

    (A.3.7) 

Sistemul este nedeterminat, dacă: 
A B C
dt dx 0 0
0 dt dx

        (A.3.8) 

Rezultă atunci ecuaţia diferenţială: 

       2 2A dx B dx dt C dt 0        (A.3.9) 

din care se deduce ecuaţia caracteristică: 
2dx B B 4AC

dt 2A
 

        (A.3.10) 
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Ecuaţia caracteristică (A.3.10) reprezintă ecuaţia diferenţială a două familii 

de curbe în planul xt asociate semnului  . De-a lungul acestor curbe derivatele de 
ordinul al 2-lea a funcţiei  f x ,t  sunt nedefinite (nederminate, au multivalori sau 

sunt discontinue). 

Ţinând seama de semnul discriminantului 2B 4AC    ecuaţiile de forma 
(A.3.5) pot avea: 

a) caracteristici reale dacă 0  , caz în care ecuaţiile poartă numele de ecuaţii 
hiperbolice; 

b) caracteristici reale şi confundate dacă 0  , caz în care ecuaţiile poartă 
numele de ecuaţii parabolice; 

c) caracteristici complexe dacă 0  , caz în care ecuaţiile poartă numele de 
ecuaţii eliptice. 
În cazul unui sistem cvasiliniar de ecuaţii cu derivate parţiale de ordinul 1, 

neomogene, de forma: 

t x t x

t x t x

af bf cg df f

Af Bf Cg Df F

   


   
      (A.3.11) 

traiectoriile caracteristice sunt acele curbe din domeniul   2D x ,t R  de-a lungul 

cărora derivatele tf , xf , tg  şi xg  sunt nedeterminate. Ecuaţiile diferenţiale ale 

traiectoriilor caracteristice rezultă impunând ca următorul sistem de ecuaţii algebrice 
să fie nedeterminat: 

t

x

t

x

fa b c d e
fA B C D E
gdt dx 0 0 df
g0 0 dt dx dg

    
    
    
    
    
     

      (A.3.12) 

adică: 
a b c d
A B C D

0
dt dx 0 0
0 0 dt dx

        (A.3.13) 

care conduce la ecuaţia diferenţială: 

       2 2A dx B dx dt C dt 0        (A.3.14) 

cu: 
A aC Ac          (A.3.15.a) 
B aD Ad bC Bc           (A.3.15.b) 
C bD Bd          (A.3.15.c) 

Rezultă ecuaţia caracteristică: 
2dx B B 4AC

dt 2A
 

        (A.4.16) 

similară ca formă cu ecuaţia (A.3.10) rezultând şi aceeaşi clasificare a sistemului de 
ecuaţii după caracteristicile sistemului. 

În cazul general al unui un sistem de ecuații cu derivate parțiale de forma: 

         t xu A x,t u B x,t u x,t F x,t      (A.4.17) 
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spunem despre acest sistem că este hiperbolic dacă există matricea funcție  P x,t  

astfel încât:        
 

 


 
 

   
 
  

1
1

n

λ x,t ... 0

P x,t A x,t P x,t x,t . . .
0 ... λ x,t

 este o matrice 

diagonală de valori:   iλ R / i 1,n , pur reale, iar normele matricelor  P x,t  și 

 1P x,t  sunt mărginite pentru x R  și t 0 . Notând cu: v Pu , sistemul A.4.17 

se aduce la forma canonică (decuplată): 
  t xv v PF Gv        (A.4.18) 

în care:      1
t xG P P PB P . 

Ecuațiile caracteristice ale sistemului (A.4.17) vor avea forma: 

  i
dx

λ x,t
dt

, i 1,n        (A.4.19) 

Caracteristicile ecuațiilor / sistemelor de ecuații cu derivate parțiale joacă un 
rol important în buna alegere condițiilor de frontieră. De exemplu, în cazul unui 
sistem de ecuații cu derivate parțiale hiperbolic de forma (A.4.17), prezența unor 
valori proprii reale ale matricei A  strict pozitive indică viteze de deplasare pozitive 
ale informației, de-a lungul traiectoriilor caracteristice, de la stânga la dreapta 
domeniului pe care se caută soluția, corespunzător sensului pozitiv al axei reale. În 
acest caz toate condițiile de frontieră, ca să fie bine puse trebuie specificate numai 
în partea stângă a domeniului pe care se caută soluția. 

Prezenţa traiectoriilor caracteristice în domeniul   2D x ,t R  de definire al 

soluţiei conduce la conceptele de domeniu de dependenţă şi rază de influenţă. 
Pentru prezentarea acestor concepte se consideră un punct P din domeniul D. 
Domeniul de dependenţă al punctului P este definit ca mulţimea punctelor din 
domeniul soluţiei de care depinde soluţia ecuaţiei exprimată în acel punct:  P Pf x ,t . 

În schimb raza de influenţă a punctului P se referă la mulţimea punctelor din 
domeniul soluţiei care sunt influenţate de soluţia  P Pf x ,t  din punctul P. 

Traiectoriile caracteristice vor determina domeniul de dependenţă şi raza de 
influenţă pentru cele trei tipuri de ecuaţii cu derivate parţiale cvasiliniare, conform 
figurilor A.3.1 [28]. 

Cazul de domeniul de dependenţă şi rază de influenţă reprezentat în figura 
A.3.1.c va fi exemplificat prin ecuaţia undelor care se întâlneşte în mişcarea 
fluidelor: 

2
tt xxp u p         (A.3.20) 

Ţinând seama de cele prezentate anterior avem următoarea ecuaţie 
caracteristică: 

0
dx

u
dt

          (A.3.21) 
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Fig. A.3.1.a. Domeniul de 

dependenţă şi raza de 
influenţă a ecuaţiilor cu 
derivate parţiale eliptice 

 

 
Fig. A.3.1.b. Fig. A.3.1.a. 

Domeniul de dependenţă şi 
raza de influenţă a ecuaţiilor 

cu derivate parţiale parabolice 
 

 
Fig. A.3.1.c. Fig. A.3.1.a. 

Domeniul de dependenţă şi 
raza de influenţă a ecuaţiilor cu 

derivate parţiale hiperbolice 
 

Vom avea cele două traiectorii caracteristice reprezentate în figura (A.3.1.c), 
descrise prin relaţiile: 
   0 0x t x t u t         (A.3.22) 

De-a lungul acestor două traiectorii caracteristice propagarea (convecţia) presiunii p 
va avea loc cu viteza: 

0
dx

c u
dt

           (A.3.23) 

Conform figurii A.3.1.c presiunea p în punctul P depinde numai de presiunile 
din punctele fizice ale domeniului de dependenţă şi influenţează numai presiunile din 
punctele fizice din raza de influenţă. 

Rezolvarea unei ecuaţii cu derivate parţiale printr-o metodă numerică bazată 
pe diferenţe finite necesită construirea unei reţele de discretizare spaţio-temporale 
şi selectarea unei metodei de discretizare, faze ale metodei în care trebuie să se ţină 
seama de domeniul de dependenţă şi de raza de influenţă a ecuaţiei considerate 
[28].  

Astfel, din punct de vedere al modului de calcul al soluţiei numerice 
metodele explicite cu diferenţe finite sunt acele metode în care soluţia din punctul P 
la momentul de timp n 1t   depinde numai de soluţia din punctele vecine momentului 

de timp nt , fiind caracterizate de viteze numerice de propagare a informaţiei finite: 

x
c

t



  în care x , t  sunt paşii de discretizare ai spaţiului, respectiv, ai timpului. 

În schimb în cazul metodelor implicite cu diferenţe finite, soluţia din punctul P, la 
momentul de timp n 1t   depinde şi de soluţiile la momentele de timp n 1t  . Metoda 

implicită va fi caracterizată de viteze numerice infinite de propagare a informaţiei. 
Din punct de vedere al sensului de executare al calculelor, ambele metode 

se caracterizează prin aceea că soluţionarea se face înainte în timp de la nivelul de 
timp actual la cel următor, însă diferă prin viteza numerică de propagare: finită în 
cazul metodelor explicite şi infinită în cazul celor implicite. 

O schemă de discretizare cu viteză finită de propagare, asociată unei 
metode explicite, nu va modela corespunzător viteza fizică de propagare a 
informaţiei asociată unei ecuaţii parabolice. 

Ar rezulta că metodele implicite par a fi cele mai potrivite pentru rezolvarea 
numerică a ecuaţiilor parabolice pe când, cele explicite, pentru rezolvarea numerică 
a ecuaţiilor hiperbolice. 
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În realitate numai o mică parte din informaţia fizică se propagă cu viteză 

fizică infinită, grosul informaţiei propagându-se cu viteză finită. 
Experienţa în rezolvarea numerică celor două tipuri de ecuaţii a arătat că 

ambele tipuri de metode s-au putut aplica cu succes în cazul ambelor tipuri de 
ecuaţii [28]. 

 
 
A.4. Tipuri de matrici şi teoreme importante 

referitoarea la structura matricilor 
sistemelor de ecuaţii inflexibile 

 
Matrice diagonale dominante: O matrice pătratică A  de tipul n x n este: 

a) (slab) diagonal dominantă dacă: 
n

jj ij
i 1,
j i

a a



   pentru j 1,n ; 

b) strict diagonal dominantă dacă: n

jj ij
i 1,
j i

a a



   pentru j 1,n ; 

c) ireductibil diagonal dominantă dacă A  este ireductibilă şi inegalitatea 
n

jj ij
i 1,
j i

a a



   este strict satisfăcută, cel puţin, pentru un indice j. 

Observaţie: Matricea A  este reductibilă dacă poate fi adusă, printr-o serie de 
operaţii de permutare simetrice, la forma triunghiulară superioară: 

1 1 1 2 1p

2 2 2 p

p p

A A .. . A

0 A .. . A

. . . . . . . . . . . .
0 0 .. . A

 
 
 
 
 
 
 

, astfel încât rezolvarea sistemului de ecuaţii descris prin 

intermediul matricei A  se transformă într-o secvenţă de rezolvări de subsisteme 

descrise de matricele  ppA , i p, p 1,...,1  . (simplificări de calcule). 

O matrice A  este o matrice tridiagonală dacă toate elementele ale căror indici 

satisfac relaţia: i j 1   sunt nule, adică ija 0 . 

Conceptul de diagonalitate dominantă este strâns legat de un rezultat 
important în algebra lineară numerică şi anume teorema Gershgorin. Teorema 
permite determinarea brută a unei zone (discurile Gershgorin) unde sunt localizate 
toate valorile proprii ale matricei A . 

Teorema Gershgorin: Orice valoare proprie λ  a matricei A  este localizată 

într-unul din discurile planului complex cu centrul în iia  şi având raza 
n

i ij
j 1
j i

ρ a



  . 

Cu alte cuvinte, notând cu  σ A  spectrul matricei A:    λ σ A  ,    i 1,...,n   

astfel încât: n

ii ij
j 1
j i

λ a a



   . 
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Corolar la teorema Gershgorin: Dacă o matrice A  este strict diagonal 

dominantă sau ireductibil diagonal dominantă, atunci ea este o matrice nesingulară 
(de rang maxim). 

Teoremă: O matrice tridiagonală M  care are următoarele proprietăţi: 
a) diagonal dominantă cu o inegalitate strictă pentru o linie i s ; 
b) elementele de pe diagonalele secundare ijm  cu i j 1   nenule şi de semn 

opus cu elementele de pe diagonala principală; este o matrice nesingulară 
(de rang maxim). 
Teoremă: O matrice A  strict diagonal dominantă este nesingulară. 
Teoremă: O matrice tridiagonală reală A  care are elementele de pe 

diagonalele secundare ija  cu i j 1   nenule şi toate pozitive sau toate 

negative, este o matrice care are toate valorile proprii reale. 
 
 
A.5. Simularea numerică a modelelor de aproximare 

ale procesului de curgere folosind 
mediul de lucru MATLAB 

 
Programul de simulare numerică pentru modelul de aproximare asociat 

realizării sistemice p1Q2 a modelului matematic (4.3.1.b) al procesului de curgere 
printr-un tronson de conductă este cuprins în fişierul MATLAB 
„simulare_model_p1Q2_01.m” şi este format dintr-o funcţie principală, având 
acelaşi nume ca şi fişierul care o conţine şi o colecţie de funcţii auxiliare structurate 
conform reprezentării grafice din figura A.5.1, respectiv, detaliată în listingul care 
urmează. 

Datele de iniţializare ale simulării numerice şi anume: caracteristicile fizice 
ale tronsonului, parametrii fizici ai gazului, parametrii reţelei de discretizare spaţio-
temporale se introduc prin folosirea editorului de text al mediului de lucru MATLAB 
în corpul funcţiei principale a programului. Prin intermediul funcţiilor auxiliare sunt 
calculate o serie de mărimi necesare iniţializării simulării numerice, respectiv: 
factorul de frecare hidraulică  care rămâne constant pe durata simulării numerice, 
distribuţia iniţială de presiune. 

Programul afişează curbele de evoluţie dinamică în timp ale presiunii de 
ieşire p2, respectiv, ale debitului de intrare Q1 cauzate de variaţia presiunii de 
intrare p1 şi a debitului de ieşire Q2. Sunt afişate, comparativ, atât curbele de 
evoluţie dinamică folosind atât un model neliniar de aproximare cât şi un model 
liniarizat de aproximare. Pentru efectuarea unor comparaţii numerice se mai 
afişează de asemenea eroarea relativă procentuală dintre valorile presiunii de ieşire 
calculate prin folosirea modelului neliniarizat şi a modelului liniarizat. 
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Fig. A.5.1. Structura programului de simulare numerică 

 
Listing program de simulare numerică: 

%========================================================= 
function simulare_model_p1Q2_01 
clc,close all, 
%unitati de masura diferite de SI 
inch=0.025; %inchi rotunjiti 
mm=1e-3; %milimetri 
cm=1e-2; %centimetri 
bar=1e5; %Pascal 
km=10^3; %kilometrimetri 
ora=3600; %ora 
Rug=8310; %constanta universala a gazelor perfecte J/(kmol.K) 
SN.T0=273.15; %Stare Normala.temperatura absoluta K 
SN.p0=1.01325*bar; %%Stare Normala.presiunea atmosferica Pa 
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p1=20*bar+SN.p0;    %(Pa) 
Qv_stat=50000/ora;      %(Nm3/s) 
Tmed=10+SN.T0;          %(K) 
  
SR.pR=SN.p0; %Stare Termodinamica.presiune referinta 
SR.TR=SN.T0; %Stare Termodinamica.temperatura de referinta 
  
GAZ.Mg=16; %masa molara a gazului 
GAZ.Rg=Rug/GAZ.Mg; %constanta specifica a gazului 
GAZ.pcr=45.99*bar+SN.p0; %Presiunea critica 
GAZ.Tcr=190.55; %Temperatura critica 
GAZ.miu0=1.035*1e-5; %viscozitatea dinamica la 273.15 
GAZ.C=164; %constanta de calcul in relatia variatiei viscozitatii cu temperatura 
GAZ.ZR=ZHY(SR.pR,SR.TR,GAZ); 
GAZ.tau=tauHY(p1,Tmed,GAZ); 
GAZ.roR=densitate(SR.pR,SR.TR,GAZ); 
  
Qm_stat=Qv_stat*GAZ.roR; %debitul masic stationar 
  
TRONS.L=100*km; %lungime tronson de conducta 
TRONS.D=0.5; %diametrul interioar 
TRONS.A=pi*TRONS.D^2/4; %sectiunea de curgere 
TRONS.k=0.2*mm; %rugozitatea relativa interioara 
TRONS.dh=0; %diferenta de nivel intre capete 
TRONS.alfa=asin(TRONS.dh/TRONS.L); %unghiul mediu de inclinatie cu orizontala 
TRONS.m=7; 
TRONS.dx=TRONS.L/(TRONS.m-1); 
TRONS.X=(0:TRONS.dx:TRONS.L)'; 
  
dt=240; 
n=5*ora/dt; 
t=(0:n-1)'*dt; 
dp=2*bar; 
p1t=p1*ones(n,1); for k=1:n p1t(k)=p1t(k)+dp; end 
    
dQ=15000/ora*GAZ.roR; 
Q2t=Qm_stat*ones(n,1); %for k=2:n Q2t(k)=Q2t(k)+dQ;end 
  
Xi_PRO=fun_PROCES_stationar(p1,Qm_stat,Tmed,GAZ,TRONS,SR,SN); %stare stationara 
initiala proces curgere 
X_PRO.Xp=Xi_PRO.px(2:TRONS.m); %vector stare presiune 
X_PRO.XQ=ones(TRONS.m-1,1)*Xi_PRO.Qmed; %vector stare debit 
X_PRO.csi=fun_PROCES_csi(Xi_PRO.px,Tmed,Xi_PRO.lammed,GAZ,TRONS);%parametri 
  
%constanta de timp proces 
taup_PRO=fun_const_timp(Xi_PRO,Tmed,GAZ,TRONS); 
  
%constante model matematic sistemic 
const_MOD.L=TRONS.L; 
const_MOD.D=TRONS.D; 
const_MOD.A=TRONS.A; 
const_MOD.alfa=TRONS.alfa; 
const_MOD.m=5; 
const_MOD.dx=const_MOD.L/(const_MOD.m-1); 
const_MOD.X=(0:const_MOD.dx:const_MOD.L)'; 
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const_MOD.lam=Xi_PRO.lammed; 
  
X_MOD=fun_MODEL_stationar(p1,Qm_stat,Tmed,GAZ,const_MOD); 
MATR_MOD=fun_MODEL_matrici(dt,X_MOD.csi,X_MOD.alfa,const_MOD); 
  
p2t_PRO=zeros(n,1); 
Q1t_PRO=zeros(n,1); 
p2t_PRO(1)=X_PRO.Xp(TRONS.m-1); 
Q1t_PRO(1)=X_PRO.XQ(1); 
  
p2t_MOD=zeros(n,1); 
Q1t_MOD=zeros(n,1); 
p2t_MOD(1)=X_MOD.Xp(const_MOD.m-1); 
Q1t_MOD(1)=X_MOD.XQ(1); 
  
C=zeros(1,const_MOD.m-1); 
C(const_MOD.m-1)=1; 
D=0; 
  
for k=1:n-1 
    %=====tranzitie proces 
    
X_PRO(k+1)=fun_PROCES_dinamic(dt,p1t(k+1),Q2t(k+1),Tmed,X_PRO(k),Xi_PRO,GAZ,TRON
S); 
    p2t_PRO(k+1)=X_PRO(k+1).Xp(TRONS.m-1); %marime de iesire proces 
    Q1t_PRO(k+1)=X_PRO(k+1).XQ(1); %marime de iesire proces 
    %=====tranzitie model 
    
[X_MOD(k+1),MATR_MOD]=fun_MODEL_dinamic(dt,p1t(k+1),Q2t(k+1),X_MOD(k),p1t(k),Q2t
(k),MATR_MOD,Tmed,GAZ,const_MOD); 
    p2t_MOD(k+1)=X_MOD(k+1).Xp(const_MOD.m-1); %marime de iesire model 
    Q1t_MOD(k+1)=X_MOD(k+1).XQ(1); %marime de iesire model 
    n-1-k, 
end 
  
figure(1),plot(t/ora,p1t/bar-SN.p0/bar,t/ora,p2t_PRO/bar-SN.p0/bar,t/ora,p2t_MOD/bar-
SN.p0/bar),grid, 
title('p1(t)-blue, p2Proces(t)-green, p2Model(t)-red'),xlabel('t(ore)'),ylabel('p(bar)'); 
figure(2),plot(t/ora,Q2t/GAZ.roR*ora/1000,t/ora,Q1t_PRO/GAZ.roR*ora/1000,t/ora,Q1t_MOD/
GAZ.roR*ora/1000),grid, 
title('Q2(t)-blue, Q1Proces(t)-green, Q1Model(t)-red'),xlabel('t(ore)'),ylabel('Qv(mii Nm3/h)'); 
errp=(p2t_PRO-p2t_MOD)./p2t_PRO*100; 
figure(3),plot(t/ora,errp),grid, 
title('(p2Proces(t)-P2Model(t))/p2Proces(t)*100'),xlabel('t(ore)'),ylabel('%'); 
  
%durata regim tranzitoriu 98% 
timp_PRO_formula=2.3*taup_PRO/ora 
taup_vp=1/min(abs(real(eig(MATR_MOD.A)))); 
timp_PRO_vp=2.3*taup_vp/ora 
  
dp2=p2t_PRO(n)-p2t_PRO(1); 
p2stab1=(p2t_PRO(1)+0.9*dp2)*ones(n,1); 
p2stab2=p2t_PRO(n)*ones(n,1); 
figure(4),plot(t/ora,p1t/bar-SN.p0/bar,t/ora,p2t_PRO/bar-SN.p0/bar,t/ora,p2stab1/bar-
SN.p0/bar,t/ora,p2stab2/bar-SN.p0/bar,t/ora,p2t_MOD/bar-SN.p0/bar),grid, 
xlabel('t(ore)'),ylabel('p(bar)'); 
keyboard 
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return 
  
%FUNCTII FOLOSITE IN CADRUL PROGRAMULUI DE SIMULARE NUMARICA 
%=========================================================
================= 
%FUNCTII GENERALE---------------------------------------------------------- 
%================================compresibilitate 
function fHY=funHY(y,pr,Tir) 
fHY=-0.06125*pr*Tir*exp(-1.2*(1-Tir)^2)+(y+y^2+y^3-y^4)/(1-y)^3-... 
    (14.76*Tir-9.76*Tir^2+4.58*Tir^3)*y^2+(90.7*Tir-242.2*Tir^2+... 
    42.4*Tir^3)*y^(2.18+2.82*Tir); 
return 
%====================== 
function Z=ZHY(p,T,GAZ) 
pr=p/GAZ.pcr; 
Tir=GAZ.Tcr/T; 
y0=[0;0.1]; 
y=fzero(@(y) funHY(y,pr,Tir),y0); 
Z=0.06125*pr*Tir/y*exp(-1.2*(1-Tir)^2); 
return 
%====================== 
function tau=tauHY(p,T,GAZ) 
p1=p-p/2; 
p2=p+p/2; 
Z1=ZHY(p1,T,GAZ); 
Z2=ZHY(p2,T,GAZ); 
tau=(Z1-Z2)/(p2-p1); 
return 
%====================== 
function Z=ZL(p,GAZ) 
Z=1-GAZ.tau*p; 
return 
%==============================viteza de curgere 
function v=viteza(p,Qm,ro,TR) 
v=Qm./(ro*TR.A); 
return 
%==============================viscozitate functie temperatura 
function miu=viscozitate(T,GAZ,SN) 
miu=GAZ.miu0*(SN.T0+GAZ.C)./(T+GAZ.C).*(T./SN.T0).^(2/3); 
return 
%==============================numarul Reynolds 
function Re=reynolds(v,ro,miu,D) 
Re=D*abs(v).*ro./miu; 
return 
%================================rezistenta hidraulica 
function lam=lamH(p,Qm,T,GAZ,TR,SN) 
miu=viscozitate(T,GAZ,SN); 
ro=densitate(p,T,GAZ); 
v=viteza(p,Qm,ro,TR); 
Re=reynolds(abs(v),ro,miu,TR.D); 
lam=( 1.8*log10( (TR.k/(3.71*TR.D))^1.11+6.9/Re ))^(-2); 
return 
%================================densitatea 
function ro=densitate(p,T,GAZ) 
Z=ZHY(p,T,GAZ); 
ro=p./(Z.*GAZ.Rg.*T); 
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return 
%================================calcul derivata 
function dudx=derivata(u,dx) 
m=length(u); 
dudx=zeros(m,1); 
dudx(1)=(-u(3)+4*u(2)-3*u(1))/(2*dx); 
dudx(2:m-1)=(u(3:m)-u(1:m-2))/(2*dx); 
dudx(m)=(u(m-2)-4*u(m-1)+3*u(m))/(2*dx); 
return 
%=========================================================
================= 
%FUNCTII ASOCIATE SIMULARII PROCESULUI DE CURGERE------------------------- 
%=========================starea stationara 
function SS=fun_PROCES_stationar(p,Q,T,GAZ,TR,SR,SN) 
SS.Qmed=Q; 
SS.px=zeros(TR.m,1); 
SS.px(1)=p; 
for j=1:TR.m-1 
    lam=lamH(SS.px(j),SS.Qmed,T,GAZ,TR,SN); 
    csi=fun_PROCES_csi(SS.px(j),T,lam,GAZ,TR); 
    [x,Ubuf]=ode15s(@fun_PROCES_dpdx,TR.X(j:j+1),SS.px(j),[],... 
        SS.Qmed,T,lam,csi'); 
    n=length(Ubuf); 
    SS.px(j+1)=Ubuf(n); 
end    
SS.pmed=2/3*(SS.px(1)+SS.px(TR.m)^2/(SS.px(1)+SS.px(TR.m))); 
SS.Zmed=ZL(SS.pmed,GAZ); 
SS.romed=densitate(SS.pmed,T,GAZ); 
SS.vmed=viteza(SS.pmed,SS.Qmed,SS.romed,TR); 
SS.Bmed=TR.A*TR.L*SS.romed/GAZ.roR; 
SS.tmed=TR.L/SS.vmed; 
SS.cmed=SS.Zmed*sqrt(GAZ.Rg*T); 
SS.lammed=lamH(SS.pmed,Q,T,GAZ,TR,SN); 
return 
%==========================parametrii proces curgere 
function csi=fun_PROCES_csi(px,Tmed,lam,GAZ,TR) 
csi(:,1)=((1-GAZ.tau.*px).^2.*GAZ.Rg.*Tmed/TR.A); 
csi(:,2)=((1-GAZ.tau.*px).*lam.*GAZ.Rg.*Tmed/(2*TR.D*TR.A^2)); 
csi(:,3)=(9.81*sin(TR.alfa)./((1-GAZ.tau.*px)*GAZ.Rg*Tmed)); 
return 
%===========================variatia presiunii in regim stationar 
function dpdx=fun_PROCES_dpdx(x,p,Qm,Tmed,lam,csi) 
dpdx=-csi(2,:)'*abs(Qm)*Qm/p-csi(3,:).*p; 
return 
%===========================procesul neliniar dinamic 
function prof=fun_PROCES_dinamic(dt,p1i,Q2i,T,proi,SSi,GAZ,TR) 
prof=proi; 
Ap=diag(proi.csi(2:TR.m,1),0)-diag(proi.csi(2:TR.m-2,1),2); 
Ap(TR.m-1,TR.m-1)=4*Ap(TR.m-1,TR.m-1); 
Ap(TR.m-1,TR.m-2)=-proi.csi(TR.m,1); 
Ap=Ap/(2*TR.dx); 
Bp=zeros(TR.m-1,1); 
    Bp(TR.m-2)=-proi.csi(TR.m-1,1)/(2*TR.dx); 
    Bp(TR.m-1)=-3*proi.csi(TR.m,1)/(2*TR.dx); 
[t,XPbuf]=ode15s(@fun_PROCES_dpdxt,[0;dt],proi.Xp,[],p1i,Q2i,proi.csi,TR.dx,TR.m,Ap,Bp); 
XPbuf=XPbuf'; 
n=length(XPbuf(1,:)); 
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prof.Xp=XPbuf(:,n); 
pxf=[p1i;prof.Xp]; 
prof.csi=fun_PROCES_csi(pxf,T,SSi.lammed,GAZ,TR); 
dpxf=derivata(pxf,TR.dx); 
buf=-pxf./prof.csi(:,2).*(dpxf+prof.csi(:,3).*pxf); 
XQbuf=sqrt(abs(buf)).*sign(buf); 
prof.XQ=XQbuf(1:TR.m-1); 
return 
%=========================variatia presiunii in regim nestationar 
function dpx_dt=fun_PROCES_dpdxt(t,Xpi,p1f,Q2f,csi,dx,m,Ap,Bp) 
px=[p1f;Xpi]; 
dpx=derivata(px,dx); 
buf=-px./csi(:,2).*(dpx+csi(:,3).*px); 
XQ=sqrt(abs(buf)).*sign(buf); 
XQ(m)=[]; 
dpx_dt=Ap*XQ+Bp*Q2f; 
return 
%=========================================================
================= 
%FUNCTII ASOCIATE MODELULUI SISTEMIC------------------------- 
%==================stare stationara model sistemic 
function X=fun_MODEL_stationar(p,Q,Tmed,GAZ,const_model) 
X.Xp=zeros(const_model.m-1,1); 
X.XQ=ones(const_model.m-1,1)*Q; 
X.csi=zeros(const_model.m,3); 
X.alfa=zeros(const_model.m,2); 
px=zeros(const_model.m,1); 
px(1)=p; 
[X.csi(1,:),X.alfa(1,:)]=fun_MODEL_csi_alfa(px(1),px(1),Q,Tmed,GAZ,const_model); 
for j=1:const_model.m-1 
    px(j+1)=px(j)*(1-const_model.dx*X.alfa(j,1))-const_model.dx*X.alfa(j,2)*Q; 
    [X.csi(j+1,:),X.alfa(j+1,:)]=fun_MODEL_csi_alfa(px(j+1),px(j),Q,Tmed,GAZ,const_model); 
    X.Xp(j)=px(j+1); 
end 
return 
%==================parametrii model sistemic 
function [csi,alfa]=fun_MODEL_csi_alfa(px,px0,Qx0,Tmed,GAZ,const_model) 
csi(:,1)=((1-GAZ.tau.*px).^2.*GAZ.Rg.*Tmed/const_model.A); 
csi(:,2)=((1-
GAZ.tau.*px).*const_model.lam.*GAZ.Rg.*Tmed/(2*const_model.D*const_model.A^2)); 
csi(:,3)=(9.81*sin(const_model.alfa)./((1-GAZ.tau.*px)*GAZ.Rg*Tmed)); 
alfa(:,1)=csi(:,3)-csi(:,2).*Qx0.^2./px0.^2; 
alfa(:,2)=csi(:,2).*2.*Qx0./px0; 
return 
%==================matrici model sistemic 
function MATR=fun_MODEL_matrici(dt,csi,alfa,const_model) 
m=const_model.m; 
dx=const_model.dx; 
Ap=diag(csi(2:m,1),0)-diag(csi(2:m-2,1),2); 
Ap(m-1,m-1)=4*Ap(m-1,m-1); 
Ap(m-1,m-2)=-csi(m,1); 
Ap=Ap/(2*dx); 
Bp=zeros(m-1,1); 
    Bp(m-2)=-csi(m-1,1)/(2*dx); 
    Bp(m-1)=-3*csi(m,1)/(2*dx); 
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AQ=diag(-1./(2*alfa(1:m-1,2)*dx),0)+diag(-alfa(2:m-1,1)./alfa(2:m-1,2),-
1)+diag(1./(2*alfa(3:m-1,2)*dx),-2); 
AQ(1,1)=4*AQ(1,1); AQ(1,2)=1/(2*alfa(1,2)*dx); 
BQ=zeros(m-1,1); 
BQ(1)=3/(2*alfa(1,2)*dx)-alfa(1,1)/alfa(1,2); 
BQ(2)=1/(2*alfa(2,2)*dx); 
MATR.A=Ap*AQ; 
MATR.B=[Ap*BQ Bp]; 
MATR.AQ=AQ; 
MATR.BQ=BQ; 
MATR.fi=inv(eye(m-1,m-1)-dt*MATR.A); 
MATR.gama=MATR.fi*dt*MATR.B; 
return 
%==================tranzitie model dinamic 
function 
[Xf,MATRf]=fun_MODEL_dinamic(dt,p1f,Q2f,Xi,p1i,Q2i,MATRi,Tmed,GAZ,const_model) 
m=const_model.m; 
Xf.Xp=zeros(m-1,1); 
Xf.XQ=ones(m-1,1); 
Xf.csi=zeros(m,3); 
Xf.alfa=zeros(m,2); 
px0=[p1i;Xi.Xp]; 
Qx0=[Xi.XQ;Q2i]; 
Xf.Xp=MATRi.fi*Xi.Xp+MATRi.gama*[p1f;Q2f]; 
pxf=[p1f;Xf.Xp]; 
[Xf.csi,Xf.alfa]=fun_MODEL_csi_alfa(pxf,px0,Qx0,Tmed,GAZ,const_model); 
MATRf=fun_MODEL_matrici(dt,Xf.csi,Xf.alfa,const_model); 
Xf.XQ=MATRf.AQ*Xf.Xp+MATRf.BQ*p1f; 
MATRf=MATRi; 
return 
%==================constanta de timp 
function taup=fun_const_timp(SS,Tmed,GAZ,TR) 
csi=fun_PROCES_csi(SS.pmed,Tmed,SS.lammed,GAZ,TR); 
taup=sqrt(csi(2)*TR.L^3)*sqrt((1-csi(3)*TR.L)*SS.px(1)^2-SS.pmed^2)/csi(1)/SS.pmed; 
return 
%========================================================= 

Integrarea numerică a sistemului de ecuaţii diferenţiale asociat modelului de 
aproximare neliniar se face folosind funcţia MATLAB ode15s aplicabilă sistemelor de 
ecuaţii cu grad redus de inflexibilitate. 

Modelul liniarizat de aproximare este un model discret rezultat în urma unei 
metode numerice implicite de discretizare. 

O astfel de implementare a simulării numerice a oricărei realizări sistemice a 
modelelor matematice folosite în cadrul lucrării a permis efectuarea tuturor 
analizelor numerice menţionate în cadrul lucrării. 

Întrucât se pune şi problema simulării numerice a unor procese de curgere 
desfăşurate la nivelul unor sisteme de transport formate din interconectarea 
tehnologică a mai multor tronsoane de conductă s-a realizat şi o implementare în 
SIMULINK sub forma unor blocuri funcţionale care să permită crearea unor modele 
virtuale de sisteme de transport gaze care să permită studiul dinamicii acestora. În 
felul acesta complexitatea implementării trece în sarcina SIMULINK-ului, utilizatorul 
trebuind să realizeze numai legăturile funcţionale corecte între blocurile de simulare 
ale tronsoanelor. 

Un astfel de bloc funcţional, notat cu „Tronson 6m/5dx” care permite 
simularea modelului de aproximare neliniar asociat realizării sistemice p1Q2 a 
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modelului matematic simplificat (4.3.1.b) este prezentat în figura A.5.2 într-o 
schema de simulare „SimulareTronsonSimplificat.mdl” care permite analiza dinamicii 
unui tronson de conductă discretizat spaţial prin m 6  puncte. 

 
Fig. A.5.2. Schema SIMULINK simulare proces de curgere realizat 

la nivelului unui tronson de conductă 
 

Parametrii necesari simulării sunt introduşi prin intermediul controalelor 
grafice existente în masca blocului funcţional (figura A.5.3) 

Iniţializarea simulării numerice este realizată prin apelarea unei funcţie de 
iniţializare cuprinsă în fişierul „fun_initializare_ModelSimplificat.m” care foloseşte o 
parte din liniile de program de iniţializare ale funcţiei „simulare_model_p1Q2_01.m”, 
având drept argumente parametrii care se introduc de către utilizator după cum s-a 
precizat anterior (figura A.5.4). 

 
Fig. A.5.3. Controale grafice de introducere 

parametrii de simulare numerică 
 

Implementarea ecuaţiilor modelului de aproximare se face prin schema de 
simulare din figura A.5.5 obţinută prin multiplicarea unor blocuri funcţionare 
asociate schemelor de simulare ale ecuaţiilor modelului din nodul de intrare j 1 , 
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figura A.5.6, punctelor intermediare de discretizare j 2,3,4,5 , figura A.5.7, şi 
nodul de ieşire j 6 , figura A.5.8. 

 
Fig. A.5.4. Parametri iniţializare simulare numerică 

 
Fiecare dintre cele 3 scheme de simulare din figurile A.5.5, A.5.6, A.5.6 este 
formată prin multiplicarea, cu realizarea legăturilor ale unor blocuri funcţionale 
asociate schemelor de simulare ale ecuaţiei debitului, figura A.5.9, presiunii, figura 
A.5.10, respectiv, coeficienţilor modelului  1 2 3ξ ,ξ ,ξ , figurile A.5.11, 12, 13. 

 
Fig. A.5.5. Schema SIMULINK modelare proces de curgere 

 

 
Fig. A.5.6. Schema SIMULINK 

modelare nod de intrare 
 

 
Fig. A.5.7. Schema SIMULINK 
modelare punct intermediar 

 

 
Fig. A.5.8. Schema SIMULINK 

modelare nod de ieşire 
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Fig. A.5.9. Schemelor SIMULINK de modelare a ecuaţiei debitului 

 

 
Fig. A.5.10. Schemelor SIMULINK de modelare al ecuaţiei presiunii 

 

 
Fig. A.5.11. Schema SIMULINK de modelare a coeficientului 1ξ  

Pentru cele două tipuri de implementări a simulării numerice în figurile 
următoare se prezintă o analiză numerică comparativ referitoare la diferenţele 
relative procentuale între curbele de variaţie dinamică ale presiunii de ieşire p2  
cauzată numai de variaţia treaptă cu amplitudinea p 2bar   a presiunii de intrare 
p1  dintr-un tronson de lungime L 100km , diametru interior D 0,5m , elevaţie 
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totală h 0  , rugozitate interioară k 0,2mm , iniţial aflat în regimul staţionar 
caracterizat prin presiunea de intrare p1 20bar , debitul staţionar la consumator 

 
Fig. A.5.12. Schema SIMULINK de modelare a coeficientului 2ξ  

 

 
Fig. A.5.13. Schema SIMULINK de modelare a coeficientului 3ξ  

 
3Q2 50.000Nm / h  şi temperatura medie 0

MT 10 C , curbe generate pentru 

simularea numerică folosind: 
a) programul „simulare_model_p1Q2_01.m” pentru m 60  puncte de 

discretizare spaţială; 
b) programul „simulare_model_p1Q2_01.m” pentru m 6  puncte de 

discretizare spaţială; 
c) schema de simulare SIMULINK „SimulareTronsonSimplificat.mdl” formată 

pentru m 6  puncte de discretizare spaţială. 
Au fost reprezentate grafic următoarele diferenţe relative: 

a) 

   

 

PROGRAM SCHEMĂ
m 6 m 6

1
PROGRAM
m 6

p2 t p2 t

ε 100
p2 t
 





   în figura A.5.14; 

b) 

   

 

PROGRAM SCHEMĂ
m 60 m 6

2
PROGRAM
m 60

p2 t p2 t

ε 100
p2 t
 





   în figura A.5.15; 
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c) 
   

 

PROGRAM PROGRAM
m 60 m 6

3
PROGRAM
m 60

p2 t p2 t

ε 100
p2 t

 





   în figura A.5.16. 

Simularea numerică realizată cu schema de simulare numerică 
generează rezultate numerice cu o eroare relativă sub ε 0,045%  (figura 

A.5.14) faţă de cele rezultate în urma folosirii programului de simulare. 

 
Fig. A.5.14. Eroarea de modelare a schemei SIMULINK cu  
m 6  puncte de discretizare spaţială relativ la programul 

MATLAB cu m 6  puncte de discretizare spaţială 
 

 
Fig. A.5.15. Eroarea de modelare a 

schemei SIMULINK cu  
m 6  puncte de discretizare 

spaţială relativ la programul 
MATLAB cu m 60  puncte de 
discretizare spaţială 

 

 
Fig. A.5.16. Eroarea de modelare a 
programului MATLAB cu  

m 6  puncte de discretizare 
spaţială relativ la programul 

MATLAB cu m 60  puncte de 
discretizare spaţială 

 
Eroarea de trunchiere introdusă de numărul cele m 6  puncte de 

discretizare spaţială ale schemei de simulare comparativ cu un program de simulare 
ce foloseşte m 60  puncte de discretizare spaţială nu este aproape aceeaşi cu cea 
a programului de simulare numerică ce foloseşte acelaşi număr de puncte de 
discretizare spaţială ca şi schema de simulare, respectiv, se situează, în valoarea 
absolută sub 0,25%. 

A.6. Simularea numerică a algoritmului de control 
predictiv bazat pe model folosind 
mediul de lucru MATLAB 
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Simularea numerică a algoritmului de control predictiv bazat pe model s-a 

realizat prin intermediul schemei SIMULINK, reprezentată grafic în figura A.6.1.: 
„Control_SistemTransport_ModelSimplificat.mdl”. 

 

 
Fig. A.6.1. Schema SIMULINK de modelare a algoritmului de control predictiv bazat pe model a 

presiunilor de ieşire dintr-un sistem de transport 
 
Schema SIMULINK conţine, în principal, blocurile funcţionale care 

implementează: 
a) schema de simulare numerică a procesului de curgere realizat la nivelul unui 

sistem de transport, figura A.6.2, schema care este formată prin 
interconectarea blocurilor funcţionale care implementează schemele de 
simulare numerică a proceselor de curgere prin tronsoanele de conductă 
componente ale sistemului de transport; 

b) schema de simulare numerică a modelului liniarizat al procesului de curgere, 
figura A.6.3; 

c) schema de simulare predefinită în SIMULINK care implementează un 
regulator predictiv, care este integrată în schema de simulare prin realizarea 
legăturilor funcţionale şi introducerea parametrilor regulatorului prin masca 
blocului funcţional care-l implementează, figura A.6.4; 

d) schema de simulare numerică de calcul a erorii relative între diferitele 
mărimi supuse analizei, figura A.6.5. 
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Schema de simulare a fiecărui tronson de conductă component al sistemului 

de transport este iniţializat prin funcţia „fun_initializare_SimulareSistem.m” similară 
cu cea prezentată în subcapitolul anterior. 

Algoritmul de control predictiv va fi iniţializat în secţiunea de apelare funcţii, 
conform figurii A.6.6., prin funcţia „fun_initializare_ControlSistem.m”, cu listingul 
prezentat în continuare. 

La nivelul acestei funcţii de iniţializare vor trebui introduse, folosind editorul 
de funcţii, traiectoriile anticipative ale perturbaţiei de sarcină, respectiv, ale 
referinţei care vor fi preluate prin blocuri corespunzătoare în schema de simulare din 
figura A.6.1. 
Prin comutatoarele existente în cadrul schemei din figura A.6.1 se poate studia atât 
dinamica procesului de curgere, cât si a sistemului de reglare predictiv bazat pe 
model. 

 
Fig. A.6.2. Schema SIMULINK de modelare procesului de 

curgere realizat la nivelul unui sistem de transport 

 
Fig. A 6.3. Schema SIMULINK a modelului liniarizat al procesului 

de curgererealizat la nivelul unui sistem de transport 
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Fig. A.6.4. Mască bloc SIMULINK 

regulator predictiv bazat pe model 
 

 
Fig. A.6.5. Schemă SIMULINK pentru calcularea erorii de reglare 

 

 
Fig. A.6.6. Secţiunea de apelare funcţie iniţializare schemă SIMULINK modelare 

algoritm de control predictiv bazat pe model 
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function [Xp0_SIS,MODEL_SIS_DIS,MPC_MODEL_SIS,ndt,REF_p2,PER_Qm,p0,roR]= 
fun_initializare_ControlSistem(L,D,ki,dh,p1,Q12v,Tmed,m,dt,nORE) 
%unitati de masura diferite de SI 
mm=1e-3; %milimetru 
cm=1e-2; %centimetri 
bar=1e5; %Pascal 
km=10^3; %kilometru 
ora=3600; %ora 
SN.T0=273.15; %Stare Normala.temperatura absoluta K 
SN.p0=1.01325*bar; %%Stare Normala.presiunea atmosferica Pa 
  
p1=p1*bar+SN.p0;    %(Pa) 
Qv_stat=Q12v/ora; %(Nm3/s) 
Tmed=Tmed+SN.T0; %(K) 
  
SR.pR=SN.p0; %Stare Termodinamica.presiune referinta 
SR.TR=SN.T0; %Stare Termodinamica.temperatura de referinta 
  
GAZ.Rg=518.35; %constanta specifica a gazului 
GAZ.pcr=47.01*bar; %Presiunea critica 
GAZ.Tcr=190.56; %Temperatura critica 
GAZ.miu0=1.035*1e-5; %viscozitatea dinamica la 273.15 
GAZ.C=164; %constanta de calcul in relatia variatiei viscozitatii cu temperatura 
GAZ.ZR=Zaga(SR.pR,SR.TR,GAZ); 
GAZ.tau=tauaga(Tmed,GAZ); 
GAZ.roR=densitate(SR.pR,SR.TR,GAZ); 
  
Qm_stat=Qv_stat*GAZ.roR; %debitul masic stationar 
  
for i=1:3 
    TRONS(i).L=L(i)*km; %lungime tronson de conducta 
    TRONS(i).D=D(i); %diametrul interioar 
    TRONS(i).A=pi*TRONS(i).D^2/4; %sectiunea de curgere 
    TRONS(i).ki=ki(i)*mm; %rugozitatea relativa interioara 
    TRONS(i).dh=dh(i); %diferenta de nivel intre capete 
    TRONS(i).alfa=asin(TRONS(i).dh/TRONS(i).L); %unghiul mediu de inclinatie cu orizontala 
    TRONS(i).m=m(i); %numarul punctelor de discretizare spatiala 
    TRONS(i).dx=TRONS(i).L/(TRONS(i).m-1); %pasul de discretizare spatial 
    TRONS(i).X=(0:TRONS(i).dx:TRONS(i).L)'; %coordonata x 
    TRONS(i).g=9.81; 
end 
  
%TRONSON I 
Xi_PRO(1)=fun_PROCES_stationar(p1(1),Qm_stat(1)+Qm_stat(2),Tmed,GAZ,TRONS(1),SR,S
N); 
TRONS(1).lam=Xi_PRO(1).lammed; 
Xp0_SIS(1).Xp0=Xi_PRO.px(2:TRONS(1).m); 
%TRONSON II 
interm_p1=Xi_PRO.px(TRONS(1).m); 
Xi_PRO(2)=fun_PROCES_stationar(interm_p1,Qm_stat(1),Tmed,GAZ,TRONS(2),SR,SN); 
TRONS(2).lam=Xi_PRO(2).lammed; 
Xp0_SIS(2).Xp0=Xi_PRO(2).px(2:TRONS(2).m); 
%TRONSON III 
Xi_PRO(3)=fun_PROCES_stationar(p1(2),Qm_stat(2),Tmed,GAZ,TRONS(3),SR,SN); 
TRONS(3).lam=Xi_PRO(3).lammed; 
Xp0_SIS(3).Xp0=Xi_PRO(3).px(2:TRONS(3).m); 
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%matrici MODEL liniarizat 
  
%TRONSON I: (p1,Qm)->Xp->pm 
[csi,alfa]=fun_MODEL_csi_alfa(Xi_PRO(1).px,Xi_PRO(1).px,Qm_stat(1)+Qm_stat(2),Tmed,GA
Z,TRONS(1)); 
MATR_MOD=fun_MODEL_matrici(dt,csi,alfa,TRONS(1)); 
C_MOD=zeros(1,TRONS(1).m-1); C_MOD(TRONS(1).m-1)=1; 
D_MOD=zeros(1,2); 
%MODEL_TRONS(1).MODEL=ss(MATR_MOD.fi,MATR_MOD.gama,C_MOD,D_MOD,dt); 
MODEL_TRONS(1).MODEL=ss(MATR_MOD.A,MATR_MOD.B,C_MOD,D_MOD); %generare 
model continuu 
  
%TRONSON II, III: (p1,Qm)->Xp->(pm,Q1) forma necesara realizarii cuplajului 
for i=1:2 
    
[csi,alfa]=fun_MODEL_csi_alfa(Xi_PRO(i+1).px,Xi_PRO(i+1).px,Qm_stat(i),Tmed,GAZ,TRONS(
i+1)); 
    MATR_MOD=fun_MODEL_matrici(dt,csi,alfa,TRONS(i+1)); 
    C_MOD=zeros(2,TRONS(i+1).m-1); C_MOD(1,TRONS(i+1).m-1)=1; 
    C_MOD(2,1)=-2/TRONS(i+1).dx/alfa(1,2); 
    C_MOD(2,2)=1/2/TRONS(i+1).dx/alfa(1,2); 
    D_MOD=zeros(2,2); 
    D_MOD(2,1)=-1/alfa(1,2)*(-3/2/TRONS(i+1).dx+alfa(1,1)); 
    %MODEL_TRONS(i+1).MODEL=ss(MATR_MOD.fi,MATR_MOD.gama,C_MOD,D_MOD,dt); 
    MODEL_TRONS(i+1).MODEL=ss(MATR_MOD.A,MATR_MOD.B,C_MOD,D_MOD); 
end 
p0=SN.p0; 
roR=GAZ.roR; 
  
buf_SIS=append(MODEL_TRONS(1).MODEL,MODEL_TRONS(2).MODEL,MODEL_TRONS(3).MO
DEL); 
Qconexiuni=[2 3 5;3 1 0]; 
inputs=[1 5 4 6]; 
outputs=[2 4]; 
MODEL_SIS=connect(buf_SIS,Qconexiuni,inputs,outputs); 
fi=inv(eye(size(MODEL_SIS.a))-dt*MODEL_SIS.a); 
gama=fi*dt*MODEL_SIS.B; 
MODEL_SIS_DIS=ss(fi,gama,MODEL_SIS.c,MODEL_SIS.d,dt); 
  
MODEL_SIS_DIS.InputName={'p1_I','p1_III','Qm_II','Qm_III'}; 
MODEL_SIS_DIS.OutputName={'pm_II','pm_III'}; 
MODEL_SIS_DIS=setmpcsignals(MODEL_SIS_DIS,'MV',[1 2],'MD',[3 4]); 
  
%initializare controller MPC_MODEL 
Nominal.X=[Xp0_SIS(1).Xp0;Xp0_SIS(2).Xp0;Xp0_SIS(3).Xp0]; 
Nominal.DX=zeros(size(Nominal.X)); 
Nominal.U=[p1;Qm_stat]; 
Nominal.Y=[Xp0_SIS(2).Xp0(TRONS(2).m-1);Xp0_SIS(3).Xp0(TRONS(3).m-1)]; 
pred=30;%orizontul de predictie 
manip=2;%orizontul de control 
weigs=struct('MV',[0 0],'MVRate',[5 5],'OV',[1 1]); %setare ponderi variabila manipulata si 
variabila de iesire 
MV(1)=struct('Min',9.5*bar+SN.p0,'Max',20*bar+SN.p0,'RateMin',-
0.15*bar,'RateMax',0.15*bar); 
MV(2)=struct('Min',6*bar+SN.p0,'Max',9.2*bar+SN.p0,'RateMin',-
0.15*bar,'RateMax',0.15*bar); 
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MPC_MODEL_SIS=mpc(MODEL_SIS_DIS,dt,pred,manip,weigs,MV); 
MPC_MODEL_SIS.Model.Nominal=Nominal; 
MPC_MODEL_SIS.Model.Noise=[0.1;0.1]; 
  
ndt=nORE*ora/dt; 
t=((0:ndt+pred)')*dt; 
  
%>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>> 
%CREARE semnale anticipative 
%presiunea de iesire reglata 
dp=[-1.8 -1.4]*bar; 
p2t_REGL(:,1)=Xp0_SIS(2).Xp0(TRONS(2).m-1)*ones(size(t)); 
p2t_REGL(:,2)=Xp0_SIS(3).Xp0(TRONS(3).m-1)*ones(size(t)); 
%for k=45:ndt+pred+1 p2t_REGL(k,1)=p2t_REGL(k,1)+dp(1);end 
%for k=45:ndt+pred+1 p2t_REGL(k,2)=p2t_REGL(k,2)+dp(2);end 
  
%perturbatia de debit 
dQ=[-7500 -5000]/ora*GAZ.roR; 
Qmt_PER(:,1)=Qm_stat(1)*ones(size(t)); 
Qmt_PER(:,2)=Qm_stat(2)*ones(size(t)); 
for k=45:ndt+pred+1 Qmt_PER(k,1)=Qmt_PER(k,1)+dQ(1);end 
for k=45:ndt+pred+1 Qmt_PER(k,2)=Qmt_PER(k,2)+dQ(2);end 
%<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<
< 
  
%format semnale cerut de blocul MPC 
REF_p2.time=t; 
REF_p2.signals.values=p2t_REGL; 
  
PER_Qm.time=t; 
PER_Qm.signals.values=Qmt_PER; 
  
return 
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