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studiul unor funcjiun! periodicc carc admit o formulă de 
adiţiune raţională în raport cu ele însăşi 

In paginile ce urmeaza voesc a studia două funcţiuni perio-
•dice, care de şi se aseamănă prin definiţia lor geometrică, cu func-
ţiunile trigonometrice, sinus şi cosinus, se deosebesc prin proprie-
tăţile lor, se deosebesc prin aceia că pe când sinusul şi Gonsinusul 
sunt funcţiuni continue împreună cu derivatele lor, funcţiunile ce 
le studiez sunt numai ele continue, derivatele lor fiind segmentar 
continue. Curba lor representativă prezintă din această cauză puncte 
anguloase şi puncte de inflexiune artificiale. 

Aceste funcţiuni admit o formulă de adiţiune raţională în ra-
port cu ele înscişi. 

Mă ocup şi de funcţiunile inverse celor ce Ie consider la în-
-ceput, presintând şi ele destul interes pentru a fi studiate. 

Sinusul şi consinusul patraiic. 

I. Fie patratul A B A'B', a cărui semidiagonală o luăm egală 
cu unitatea ( O A = i). 

\'om numi sinusul patratic al unghiului A O C sau al arcului 
a de pe cercul de rază O A = i corespunzător, perpendiculara din 
C pc O A şi vom seri : 

5/)a = C D * ) , 

iar consinusul patratic al arcului a, vom numi distanţa de la centru 
pană la piciorul sinusului, şi vom seri : 

r/) .a = O D . 
Sinusul şi consinusul patratic, vor fi 
măsurate respectiv pe diagonalele B B' 
şi A A', păstrându-se convenţiunea ca 

Ua sinusul şi cfeslmisul obicinuit. 
^ Aceste două funcţiuni sunt conti-

nue dupa cum se vede pe figură şi 
periodice, admiţând perioada 2 

Variaţia acestor două funcţiani e uşor 
de urmărit, ea e rezumată în tabloul 

Fig. 1. următor. 
•) spa c/)a se citesc : sinusul patratic de a şi cosinul patratic de OL. 
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Se pot stabili pentru sinusul şi consinusul patratic a arcelor 
egale şi de semne contrare, a arcelor suplimentare sau care diferi cu 

aceleaşi teoreme care se stabilesc pentru sinusul şi cosinusul o-
bicinuit. Se pot apoi reduce arcele la primul cadran Dar, nu mâ 
opresc asupra acestora. 

Formule fundamentale. 

2. Triunghiul A C D fiind isoscel avem A D = C D şi deci 
de pe figură putem seri imediat: 

(i) 

Această formulă e valabilă atât cât o < a < y . 

Pentru celelalte cadrane, ea trebue înlocuită c u : 

spâ, -cpa=i pentru ^ < « < 

s p a ' ^ c p a = I <c 

SpOL '-CpOL=—I « 

Toate aceste formule pot B cuprinse in una singură : 

(r) \sp% +\cpa = I, 

sau în formula: 

spa + {~ ly^^cpoL^i-lf^l 

unde n înseamnă cadranul în care e cuprins arcul iar 

trebue înţeles numărul î n t r ^ cel mai mare cuprins. 
In ceiace urmează şi intr un prim studiu, vom utiiizâ mai 

mult formula ( i ) , adică vom presupune rămânând a mo-

difică formulele ce le vom stabili mai depane şi pentru cazul când 

c trece în diferite cadrane. 
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Observăm apoi că dacă ducem perpendiculara A E pe O A, 
triunghiurile A O E şi C O D sunt asemenea, putem deci seri : 

E A _ O A 
C D ~ O D ' 

Dai E A este tangenta trigonometrică a arcului a : 

CD = sp.a, O D = rp.a, O A = i . 

înlocuind în relaţia de mai sus aceste valori, găsim : 

SpOL 
(2) tga = 

cp a 

Formulele ( i ) şi (2) le vom numi formule fundamentale şi le vom 
utiliza în cele ce urmează. 

Formule de adiţiune, 

3. Să luăm formula bine cunoscută din trigonometrie: 

^^ -rt^J i - t g a . t g p 

Să înlocuim în această formulă, tangenta trigonometrică, prin func-
ţiunile noastre periodice. 

In adevăr (2) se poate seri ţinând seamă de ( i ) . 

^ I -spa ^ ^ 2 

Scr\-indu-ne de această formulă, relaţia de mai sus devine : 

spa. 

i - i—spa— sp^ 

I — ^ i-spa-spP 
sp ( a + P ) sp a.-{-sp P — 2 a.sp ̂  ' 

I I —2i/)a.î/)p 

~ spa-i-sp^ --2sp<xsp§' 
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Dacă în (3) înlocuim spa=i — cpoiy şi facem reducerile, 
avem : 

Dacă am porni de la formula : 

şi am face calcule analoage cu cele de mai sus, găsim : 

(5) 

Relaţiunile (3), (4), ( 5 ) şi (6) sunt formulele de adiţiune a sinu-
sului şi cosinusului patratic; se obser\ ă că ele sunt exprimate ra-
ţional in raport cu ele însăşi. 

Dacă facem în formulele ( 5 ) şi (4) ? = a , obţinem formulele 
de multiplicare. 

/ rx 2 spoiii —sp a) 
(3 ) Sp.2 0L= ^ ' ^ / ^, 

( 4 ) Ct2 0Lz=: ^ 

Putem merge şi mai departe, adică putem găsi formule pentru si-
nusul şi cosinusul a 3, 4 ctc. arce, ast-fcl: 

Dacă tăcem g — y — a , avem formula : 

Dacă pornim dela formula cunoscuţi : 
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tg m a = 
C;̂ . tg g — C L tg' g + C f n tg' « - . . . 

/->2 2 1 4 I — C m t g a + C „ , t g a - . . . 

şi ne servim de relaţiunea, tg a = , avem : 
cp a 

sp.ma. ... 

• • SpJH ot 2— o Q Q i ' 

. .CpJ)lOL=^ J :: o 5 . 

Aceste formule sunt valabile, atât cât ^ ^ - • Ele se modifică în 

în celelalte cadrane, dar se stabilesc în mod analog. 
4. Ca aplicaţie a formulelor de mai sus, să ne propunem a 

calculă sp şi cp a arcelor de 15», 30®, 60® şi 75®. 
Dacă în formula: 

3 sp OL—6 sp^d 
Sp.2 a = ;;—/ , ' — y 

luam a =15®, atunci 5/) 3 a 45® = ^ , obţine aducând 
la formă întreagă şi reducând termenii asemenea : 

6i/)3i50—6 j/) i 5 ® + i = o , 

soluţia cu plus înaintea radicalului, nu convine. 
Dacă în formula : 

2 sp a(i—spa) 
sp,2 a = ^ ^ , 
^ l - 2 Sp^OL 

1 2 
lu.im a = i)» şi ţinem seamâ câ sp i'y" = , vom avea făcând 

calculele : 
3 1 3 2 / 3 — u y 
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Dacă în formula (3), luăm a = 45®, / 3 = i 5 ® , ţinând seamă 
de valorile: 

vom avea: 

Dacă în formula ( 3 ) luăm a = 45®, fi = ^o^ şi ţinem seama 
de valorile lui şi 30®, avem : 

Ser\ indu-ne de formula r/) a = i — sp.oL, obţinem : 

Derivata sinusului ţi cosinusului patratic. 

5. înainte de a trece la aflarea derivatei, sâ demonstrăm c ă : 
raportul dintre sinusul patratic şi arcul corespunzător, când arcul 
tinde către zero, este egal cu unu. 

De pe figură putem seri imediat : 

5/).a<Carc tg a. 

Divizând cu sp.oL̂  avem : 
. arc a ^ i I . . 

sp.oL 

La limită când arcul a tinde spre zero, — , tinde la unu^ 
ipOL 

deci putem seri: 

(7) = ^ 

Aceasu demonstrat, să aflăm acum derix-au funcţiunii : 

(8) y = sp.x. 

Dâm arcului .r o creştere ^ şi fie i creşterea corespunzătoare 
pentru y , vom aveâ : 
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k z=sp{x-\- /;) — sp X, 

Dezvoltând după formula (3), avem : 

i—2spx.sph ^ 

k sph 1—2 sp X-^2 sp^. X 
h h l—2sp.x.sph 

Trecând la limită pentru h=o şi ţinând seamă de relaţia (7), 
vom avea : 

(9) y = I - 2 Sp.X-{-2 Sp^X= \—2Sp X.Cp.\ = ->p^X'\'Cp^X. 

Această formulă e valabilă numai pentru o C ^ a : ^ ^ , 

sau : 

Derivata funcţiunei (8), când arcul trece în alte cadrane, tre. 
bue calculată aparte, căci dezvoltarea lui sp care intră în 
expresiunea derivatei este alta în fiecare cadran. Ast-fel avem : 

K . IN st) X—sph ^ ^ , , ^ ^ ^ ^ 
' ^ i -2spl)+2spxsph 2 ^ ^ ' 2 ^ ' 

^^ ' ^ l 2 sph —2 Sp.X.^pb 2 ' ' ^ ' 2 

Dacă ţinem seamă de aceste dezvoltări, derivata funcţiunii (8) 
in diferite cadrane este. 

v ' = ( 1 - 2 sp.X'\-2 spyx) ^ < ^ < 71, 

(10) v ' = ~{i '\-2spx '\-2sp^x) 

v ' = I + 2 sp X-\-2 SpKv < AT < 2 7:, 

Derivata funcţiunii, y = ' p x , uşor de scris, dacă ţinem seamă 
de relaţia liniară (i) sau ( T ) , dintre spx, şi cpx^ avem: 
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ÎC 
y = i H - 2 sp X-f-2 « < a: < ^ 

2 

y = I - f - 2 sp X'\'2 Sp^x ^^ 

Din cele de mai sus, vedem câ funcţiunea continuă şi perio-
dică (8), are derivata sa segmentar contmuă, căci expresiunca sa se 

ÎT îîC 

schimbă în diferite cadrane, în punctele ^ > ^ , ea are două va-

lori diferite. 

In adevăr, dacă în (9) facem ca arcul x să crească până la 

găsim în acest punct ca valoare + 1 , iar dacă în expresiunea 

derivatei din cadranul al doilea (10), facem ca arcul x să descreasca 7C 

tinzând la — , găsim în acest punct ca valoare — i . Punctul co-

respunzător lui = y , a curbei ce reprezintă funcţiuuea (8) este 

un punct angulos, căci în acest punct avem două tangente diferite. 
Asemenea toate punctele corespunzătoare absciselor: 

sunt puncte anguloase pentru funcţiunea (8). 
Acelaşi lucru putem spune şi despre funcţiunea y = cpx. 

Studiul funcţiunii y = 8p.x. 

6. Această funcţiune fiind periodică, având perioada 2 » , va 
fi suficient a construi numai porţiunea coprinsă in inter\alul (0,2 r ) 
pentru a o avea toată. Ea este definită in toate cadranele, derivata 
sa este segmenur continuă după cum am văzut. Va trebui deci să 
construim funcţiunea separat când arcul variază succesiv in cele 
patru cadrane, ansanmblul lor dându-ne funcţiunea noastră in inter-
valul (0,2 «). 
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Pentru aceasta vom seri mai întâi expresiunea primelor două 
derivate a funcţiunii date respectiv în cele patru cadrane şi vom 
întocmi în urmă tabloul de variaţie. 

cadranul ! / y 

I 1 — 2 SpX-\-2 Sp^X 8 spKv—i2 sp^x-{-8 sp X— 2 

II — l-\-2 SpX—2 SP'X 8 sp^x— 1 2 sp^x-^% sp X— 2 

III - 1 - 2 SpX - 2Sp^X 8 Sp^X-\-l2 sp X-\-2 

IV I - j - 2 SpX-\-2 Sp^^X 8 Sp^X-\-l2 sp X-\-2 

Variaţiunile lui y sunt rezumate în tabloul alăturat, pentru 
he-care cadran în parte. 

cadranul I 1 1 i 
1 II i III IV 

.V 0 
7: 

4 

ÎT i 
2 i 

n 

2 4 
7: 7Z 

4 2 
ŞK 

2 
77c 

4 
2'Z 

v " ' — 0 + ' + 0 2 + 2 0 — 

1 

i 
0 + 

y ' I 
1 
2 I — I -

" 2 I I 
I 

~~ 2 
I I 

1 

2 I 

V 1 0 
1 

2 I I 
1 

2 0 0 
1 

2 
— I j I 

1 

2 0 

Rezulta din acest tablou că curba care reprezintă mersul func-
ţiunii, porneşte din O tangentă la prima bisectoare, se ridică având 
concavitatea către O v', în punctul E ea are un punct de inflexiune, 
coeficientul unghiular al tangentei în acest punct fiind îşi în-
toarce mai departe concavitatea către O ş i ajunge în punctul A 
tangentă la o dreaptă paralelă cu prima bisectoare, acest punct A 
fiind un punct angulos pentru funcţiune, curba se coboară tangentă 
în punctul A la o paralelă cu a doua bisectoare, trece prin F unde 
arc al doilea punct de inflexiune, trece prin C unde are iarăşi un 
punct de inflexiune, tangenta în acest punct e paralelă cu a doua 
bisectoare, ajunge în G unde are un alt punct de inflexiune, se co-

BUPT



boară în fine până în B care este un al doilea punct angulos; dc 
aici se ridică având în H un punct de inflexiune, până în punctul 
D unde e tangentă la o dreaptă paralelă cu prima bisectoare. 

Punctul C corespunzător abscizei x = 7:, este un punct de in-

X' 0 71 E 3ir 
^ 2 -r 

cV Io'-

3' 

Fig. 2. 

flexiune artificial, căci raza de curbură în acest punct are două va-
lori egale, Hnite. In adevăr dacă în expresiunea razei de curburi : 

R - — 

introducem valorile lui v' şi y' corespunzătoare în tablou punctului 
X = 1:, avem : 

= = 

Toate punctele corespunzătoare absciselor x = ki: sunt punctc dc 
inflexiune anificiale. 

Dezvoltarea in serie a sinusului şi cosinusului patratic. 

7. Să luăm întâi funcţiunea cpx. 
Am putea să ne ser\'im de dezvoltarea în seria lui Mac-Laurin, 

aflând derivatele succesive, dar voi întrebuinţa o metodă mai simpli. 
In adevăr relaţia (2) se poate scrie: 

r/u-

cţ>x = 

0 < . v < - , 

i - h t g ^ " 

Ser\'indu-ne de dezvoltarea cunoscută a lui tg.r. 

BUPT



i2X = X-\ h - . . . 

valabilă în intervalul o ^ x ^ ^ , vom avea: 

cpx=i — x + x^ — h . 
1.3 1.3 1.3.5 

Utilizând formula ( i ) , putem seri şi dezvoltarea funcţiunii sţ^.x. 

sp.x = x- ^ .... 
^ ^ 1-3 1-3 I-3-S 

Aceste dezvoltări sunt segmentar valabile, pentru intervalele: 

2 w / / ( ; / = i , 2, . . .) 

Funcţiunile arc spx şi arc. cpx. Derivatele lor. 

8. Voi considera aici funcţiunile inverse celor studiate până, 
acum, adică funcţiunile Oixcspx, şi arc.cpx, care sunt şi ele con-
tinue după cum se constată pe figură. 

Să considerăm funcţiunea : 

(11) y^zrc.spx, 

î să-i calculăm derivata. 

Din ( 1 1 ) deducem : 

x = spy, 

î derivând în raport cu x ambii membri, avem : 

deci : 
(12) ' I — i x - ^ - i x ^ ' 

arcul V fiind în primul cadran. 
Când înţelegem prin ( 1 1 ) arcul din celelalte cadrane, derivata 

ia respectiv următoarele forme : -
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Să considerăm şi funcţiunea: 

y arc cp x. 

Intre funcţiunile arcf/>x, şi zxccpx, se observă pe figuri că 
există relaţia: 

arc i/) a: + arc . t:/). AT = — • 

Derivând ambii membrii, găsim derivata lui arc.^px: 

/ = i o — > 

, 1 , 1 I 
y = 7 — T Z - T - : ^ . ^ y 2 X 2 x^ i 2 x-{-2 x^ i - f -2;r- f -2;r® 

Se obser\'ă că şi derivatele acestor funcţiuni sunt segmentar 
continue, căci expresiunea lor se schimbă în diferite cadrane şi nu 

se racordează în punctele * , ... unde au ca valoare ± i . 

Dezvoltarea in serie a funcţiilor arcspx 91 arc.cpx. 

9. Am găsit că dezvoltarea funcţiunei y — zrcspx este: 

Multiplicând ambii membri cu dx, şi int^rând de la c? la x, avem : 

arc j : = arc tg (2 x — i ) — arctg( — i ) , 

arc 

ş i : 
X 2 x 1 (2x—iy 2 ( 2 x 1 ) * 

a r c . r p x = - ; — - T f s 

Aceste serii sunt valabile atât cât: 
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2 X I < I, 

condiţie îndeplinită în cazul nostru: 

Câte-va integrale definite, 

10. Am găsit că derivata funcţtunei y = spx este: 

y = I ' 2 SpX-\- 2 Sp-X = I 2 Sp XXp X O ^ X ^ - y 

Şl : 

y= 1'\'2 Spx—2 Sp^X= - I -2 Spx.cpx 

Multiplicând cu dx şi integrând prima de la O la ^ şi a doua dela< 

^ la TT, vom aveă : 
Jt 71 
2 a 

A' x — 2 

0 0 

sp x.cp X dxy 

spx sp x.cp X dx. 

2 , Z I 
spx.cpxdx=— -

o 4 2 

Adunând aceste două integrale avem : 

spx.cpx dx = o. 

I I . Să calculăm : 
•n 

sp.tnxdx. 

Să facem schimbarea de variabilă. 

sp.mx = ty 

dl 
dx = 

I 
O ^nix, 

IZ 

sau : 
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dx = 
-dt 

PI ' I 2 

Vom seri întâi integrala dată ast-fel: 

^mx^Tt. 

sp mx dx = 

n n 
* 

Sp mx dx'\' sp.mx dx. 

şi introducând noua variabilă vom avea : 

I tdt . I -tdt 
sp.mx dx— , ^ , 

o , o I —2/4-2/® m 

Cn 2 
Sp mx dx = 

m 

2/-f 2/« ' 
' ' ' ' -

o I — 2 / - | - 2 / ® 2/ / /J0 I — w j o l 
tdt I 

2m L ( I - 2 / + 2 / 0 ] ^ + [arc tg - O J . 

spfhxdx= -
o 2 m 

In cazul panicular w/ = i , vom avea: 

sp .xdx = 
o ^ 2 

Avem asemenea : 

cp mx dx= (I —sp mx) dx + 
o J o 

{spthx i)dx. 

cp.mxdx = o. 
• o 

12. Să calculăm : sp^x dx. 

Am găsit că derivata funcţiunii — este: 

y = I — + 
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Multiplificând cu </.v, integrând în domeniu de existenţă a for-
mulelor şi adunând cele două integrale, vom avea : 

71 71 71 71 

sp^xdx=-\spx—x\ -}- spxi^x f-îp-^ + ^l -}- spxdx, 
o 2 L J o . o ^ L J ^ . ^ 

2 2 

sp^xdx—i. 

sp^x dx, atunci derivăm funcţiunea 
Dacă voim să calculăm 

vom avea: 
. o 

y=2Spx(^l- 2 sp X 2 Sp^x) O^X 

y = 2 sp X ( — I -{- 2 A- - 2 SpKx) ^ ^ A- ^ TU. 

Multiplicând cu d\, integrând în domeniu de existeăţă a for-
mulelor şi adunând cele două integrale, vom avea: 

t ;r 
î l " ~1 ̂  I 2 ^ 

spKx dx = - spKx I sp X dx -f- sp^x dx. 
o 4 L J o 2 J o 

I r • I 

I I 
Sp^x dx = 

O 2 2 

Sp X dx 

sp X dx 

sp^x dXy 

sp^x dx. 

Introducând valorile cunoscute a integralelor din membrul al doilea 
avem : 

I 3 ^ sp^xdx = ^-
^ 2 4 

Putem calcula apoi sp^' x dx, dacă plecăm dc la funcţiunea 

v = şi o derivăm, vom avea: 

y=(m- i)sp'''-^X ~ 2 spX2 sp^x) o^x^^^ 

y = ( / ; / I ) ( - - I 2 5/) X—2 Sp^x) ^ ^ X^Z. 
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Multiplicând cu dx. integrând in domeniu de existenţa a for-
mulelor şi adunând, cele două integrale, vom avea : 

o 2 ( m - i ) . 

sp^"^ X 

Sp*^-^ X 
2 I 

n 2 
sp'^-^xdx-^ 

2 ( m - i ) 2 
2 

n 7t 
2 

sp'''xdx = , ^ m—l 
sp'^-^xdx^ sp'^'-^xdx. 

Dacă notăm Im = 

recurenţă. 

sp^^xdx, atunci avem uimătoarca formulă dc 

Schimbând pe vi succesiv cu m—r şi ;;/— 2 şi adunând refaţiile 

obţinute după ce am multiplicat ultima cu - , găsim următoarea 

formulă de recurenţă. 

I 

m- 2 2 ( w - 3 ) 4 
I. 

Schimbând şi aici m cu m 4 şi înlocuind valoarea lui Im-i, 
vom obţine înca : 

j 1 \ ^ i r _ J L J - _ J L - . - I 4 . i l 
"" w — l ' m — 2 2 ( m - 3) — 5 ' m 2 ( f f r — 7 ) 1 * 4 

Aceste formule ne conduc din aproape în aproape ca ,s.î ţ̂ ă-
sim în membrul al doilea, una din integralele cunoscute : 

I 1 * 1 f * 

Ast-fel avem încă: 

I I » I 

Dacă am avea de calculat o integrală de f o n i ă : 
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. o 

făcând schimbarea de variabilă : 

dt 
Spx = clx = -j r , 
^ ' I — 2 / + 2 ' 

O reducem la urmatoarea integrală algebrică, raţională : 
M ( i — lydt 

I — 2 / + 2 /2 ' 

13. Să calculăm: 
' 2 dx 

Facem schimbarea de variabilă : 

spx = /, dx — 
dl 

1 - 2 / + 1 / 2 ' 

Şl vom avea : 
n 1 
'•^dx • 

„spx 

dx 

i 

dt 

1 ( 1 - 2 / + 2 / a > - 2 / + 2/2 
2 

dj 

it ' 

l i - 2 / + 2 
dt 

^ I - 2 / - f - 2 / 

= - ^ - [ l ( I - 2 / + 2 / « ] ' + [ a r c tgC2/ - o ] ] + [ l / ] \ 

14. Să calculăm : 

dx :: , _ ^ 

\ 
n 
2 

i^.sp^xdx. 

Pentru aceasta să derivăm funcţiunea: 

y = c^spx, 
vom avea : 
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/ = ! + 2 Sp' X. 

Multiplicând cu dx, integrând de la zero la ^ şi scoţând intcjţrala 

noastră vom avea: 

spx 
r - j 

C^dx, 

n 
2 

o 4 

15. Să calculam : ' V î X sp X^ . Cpx^ ii\ . 

Derivând funcţiunea y = spx^y vom avea : 

y' =2 x{\ —2 spx^.cpA*). 

Multiplicând cu dx şi integrând de la zero la ^ ^ , avem : 

. I xspxKcp.x^dx = x^ 
n n 

v» N2 L 
o 4 

spx* 
H 

V i 

^ ^ x sp. AT». Cp X^ dx = ^ o ' • 
O 

o 

i6. Să calculăm: arc.spxdxy arcul variind in primul cadran, 

n avea: 

.sp x.dx = ^x arc sp a: J 

Integrând prin părţi, vom avea: 

arc 
o 

xdx 
I 2 X - { - 2 X^ ' 

dar: 
n xdx 

I - 2 Ar-|-2 Jf* 4 I - 2 X-\-2 X* 2 
dx 

I 2 X - \ - 2 X * ' 

= [ u I - 2 A - + 2 Vi)J^ - h ^ a r c ts ( 2 .V 1 ) ] ] . 
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arc sp X ax = — . 
. 0 4 

Se pot propune încă diferite probleme relativ la funcţiile ce 
le-am studiat până acum. 

Iată câte-va : 
17. Să se rezolve ecuaţia: 

2 sp^x 
2 sp 2 X—sp X = ; 

7C 
O ^x ^ — 

~ 2 1 — 2 Sp^X 

Să înlocuim sp.2x cu valoarea sa dată de (3'), vom avea: 

4Spx(i—spx) 
— spx-

2 Sp^X 
I — 2 Sp'^X " I 2 Sp^X 

Sp X (2 Sp^x 6 ip A - f 3 ) = 0 / 

spx = o şi 2sp^x—6spx-{- ^=0. 

Prima ne dă x = o ^ , a doua ne dă: 

Semnul -f" convine, căci deci avem: 

Dar în (§4) am găsit că această valoare corespunde arcului 
de 60®, deci: 

.V = 60®. 

18, Să se rezolve sistemul: 

spx-cpy=——, 
2 . n 

_ O ^ . Y + y ^ " . 

Sistemul dat se poate seri înlocuind cpy în funcţie de spy şi 
dezvoltând ecuaţia doua, ast-tel: 

Sp X -^-spy—zspx.spy v 3 r i 
I —2sp.x.spy V 2 
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^ - 2 sp X. - ( V 3 + i ) sp X. sp y. 

Făcând calculele obţinem următorul sistem: 

spxspy^^-::^!, 
4 

Soluţiile acestui sistem sunt radadnele ecuaţii: 

4—yfî 3—V3 
2 ' 4 

şi 
2 ^ 2 

Avem deci: 
. I 

s p x = ' — ^ Şl 5 p y = - , 

sau invers, deci: 

= şi y=4S®> 

sau: •̂ ' = 45° şi 3̂  = 60®. 

19. Sa se afle adevărata valoare a expresiunii: 

spx{x -
pentru •v = 45®. 

. o 
Pentru = obţinem forma nederminată 

Sa utilizam deci regula lui LHdpitaU vom aveâ: 

1 
2 I -2 spKx-A^^) 

20. Să se afle pentiu x = 0 adevirata valoare a expresiunii 

gţut 

BUPT



Această expresiune reducându-se la forma nedeterminată o®, 
vom lua logaritmul : 

, Lspx 
L V = — ^ , 

spx 

şi obser\'ând că se reduce la forma ^ , vom aplica regula lui 

UHopiîaî: 
I 2 s p x S p ^ x 

spx 

x=0 

I—2 SpX'\-2Sp^X 
Spx 

deci : y = i . 

21. Să se afle maximum şi minimum expresiunii: 

y = Sp'"" Xcp"^ X o^x^^' 

Luând derivata şi anulând'o vom avea: 

( i — 2 spx-{-2 sp^x) {sp^'-^ X —cp^^'-'^x) = o , 

I —2 sp x-\'2 sp^x=o şi sp'''"^ X—cp"'-"^ X = o. 

Prima ccu::ţie are rădăcini imaginare. 

A doua se poate scrie: 

sţ A- - ( i —sp at)^-^ = o, 

\spx / 

Această ecuaţie binoamă are o singură rădăcină reală şi posi-
tivă, anume pe i , deci: 

spx — , 
^ 2 

Dacă în expresia derivatei fac x = o^ am ca vatbare i , iar 
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iţix-^spy 

zspx. .pjy. 

Făcând calculele obţinem următorul sistem: 

spxspy^^-^, 
4 

Soluţiile acestui sistem sunt răddcinele ecuaţii: 

a 4—^/3 , 3 — V 3 

şi „ ' = 1 . 
2 2 

Avem deci: 

sau invers, deci: 

sau: 

3 — ^ ^ Şl spy=-. 

x = 6o^ şi y = 4 5 " > 

or = 450 şi ^ = 60®. 

19. Sa. se afle adevărata valoare a expresiunii: 

pentru = 45». 

, o 
Pentru a: = 45® obţinem forma nederminatâ 

V/ 

Sâ utilizam deci regula lui LHdpitaU vom aveâ: 

i-ispx^-isţj^x ' = ji^ 
2 

20. Să se afle pentiu x = 0 adevirata valoare a expresiunii 
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Această expresiune reducându-se la forma nedeterminată o®, 
vom lua logaritmul : 

spx 
oo 

şi obser\'ând că se reduce la forma — , vom aplică regula lui 

UHopiîal: 
oo 

I 2 Spx-{-2 Sp^x 
Spx 

07=0 

I — 2 SpX-^-lSp^X 
Spx 

deci : y = i . 

21. Să se afle maximum şi minimum expresiunii: 

y = sp*"^ X c p " ^ X O ^ X ^ ^ ' 

Luând derivata şi anulând o vom avea: 

( i — 2 spx-\-2 sp^x) {sp"'-^ X = o, 

I —2 sp x-^2 sp^x=o şi Sp'''-"^ X—rp"'"^ x = o. 

Prima ecuaţie are rădăcini imaginare. 

A doua se poate scrie : 

Sţ'"-^ A ' - (l —Sp X)""-^ = O, 

C - r . - ' ) " • - • = < > • 

Această ecuaţie binoamă are o singură rădăcină reală şi posi-
tivă, anume pe i , deci: 

spx 
— 2 = 0, 

spx = — , 
^ 2 

^ = 450. 

Dacă în expresia derivatei fac x = Oy am ca valoare i , iar 

BUPT



dacă fac .v - - - am ca valoare -l- — , deci derivata trecând de la 
2 ' 2 

negativ la pozitiv, vom avea un minim pentru funcţiunea data în 

punctul x = ^ y care este : 

Voi termina aceste probleme tratând încă una cu caracter geo-
metric, anume : 

22. In ori-ce triunghiu dreptunghic, catetele sunt proporţio-
nale cu sinusurile patratice a jumătăţilor unghiurilor opuse. 

Fie a ipotenuza, h şi c catetele unui triunghiu dreptunghic 
A B C . Din trigonometrie cunoaştem următoarea relaţiune : 

V i + c o s B - V f l + f « + 

Utilizând acum următoarea relaţiune cunoscută : 

B 
B 

( i ) devine : 

2 B ' 

B 

B fl-hr 
i-sp^ 

B 

In mod analog vom deduce : 

(3) ' P l ^ T p ' = + 

Din relaţiile ( 2 ) şi ( ? ) , deducem : 

_ = = 2/., 

şi enunţul e xst-fel justificat. 

BUPT


