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Nous nous proposons de trouver directeTen;‘ e reste~ et le quotient de
la division du polynome : e

fx)—ao+a1x+a2xz+ +aﬁx[’
par (a— x)?, o1 p et g sont des entiers posmfs, gLp.
Nous employons pour le développement du polyndéme f(x), la formule
de Taylor et en divisant en méme temps par (¢ — x)?, nous obtenons:

(1)

o—11a f fla)
fog A= le—nt S la—sp— . (— 1) ey

(@—x9 (@ — x)7

(9) 'q+1' 2!
(— [f(a f (a) a—x)-l—...—}—(—1)"9{:—?(0—&’_"]

le—x)p—!

4+

gq! (g+1)!

En désignant par R(x) et Qix) le reste et le quotient cherchés, nous
avons:
1! (g—1)
1) R =fia =L o —n 4 Bl — o — g e L g
(9) (q+l) )
2 Qu=i— m[/“” e 1 qﬂa) - ]

Mais si nous développons R (x) et Qlx) suivant les puissances de x
nous avons encore d’apres la formule de Maclaurin:

1 7 "l "
4) Qx!=Q(0+ Q’(O Q" 0) oy QO Q‘P(og) e
2! p—q!

ou 'on doit déterminer les coefficients. BUPT
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L’expression du reste.

(k)

Pour calculer un coefficient quelconquel;(,o) , (B=0,1,2,...,(g—1))

de Pexpression (3), nous prenons la dérivée d’ordre % de la relation (1), puis
en posant x=0, nous obtenons:

k) *) %+ 1) (k +2)
R(0) f(a) 1 fa@ ., _
(5) VYN pk+l(k+1)| +Pk (k-—|—2)'az
E—1 f(q(—)”
—qg-k—1 - a —k—1_—
"+( 1)‘7 Fk+ (q_]}laq

1 2 2 p -k p-k 1
(ak+Fk+1ak+1a+Fk+1ak+za +.. 4+ Thyia,a )—I’k-}-l(ak+la+

1 p—k -1 2 2 1 3
Pk+2ak+203+...+Fk+2 a,,a"—‘)—l—]’k+,(ak+2a —I—]’k+3ak+3a +...

k-1 g—k-—1

p—k-2 p—k , — &
...+Fk+3 a,a )—...+\'—-1)q Fk+1 (aq_la +
41 — k& p—qg+1 p—k
]qaqaq +'~+rf/ ! r@ )s

ol en général:
" _mim41)...im4n—1)

n!

En ordonnant P’expression (5) selon les puissances croissantes de a, nous
avons :

k g—k-—1
-1 -1 o1
6] =a, + Z ( Iz+1—1k+111e+2'+ -l—‘—]' Pepr Trgr+
i=1
T i I re g — k47 g-k+i—1
(— 1) T% 1)y e -I—E( ORI A b +...
-k -1 A+t L)
SR T I VA PR

Nous allons calculer d’abord le coefficient numérique de a’, qu'on peut
écrire successivement:

‘l' 7l ,l'—l i—1 Yi—l ;l . [
Pegr— T oot (=1 Thgi Dagi =1 g =

(z—l) i

]k+1[1——+ ..—}—(—1)”{*-{4—1)']:

1

7‘Z+1(1—cf-+c?—...+(—1)"‘ ¢ —1c))
Mais, si dans ’identité évidente :

l—x=1—Cix+C¥—...+(—1cC,
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nous faisons xr =1, nous en déduisons :
1—Ci4+Ci—...+(—1)Ci =0,

ainsi que "on obtient :

-3 1 F-1 i-1 i1 1 [

Pyyrv—Logpr Dot .4 (— 1) Fyjr g i +H(—1) I'h 41 =0
pour :

i=1,2,..., (g—k—1).

Il en résulte ainsi que les coefficients de a, a?, ..., a7~ % -1 de 'expres-

sion (6) sont égales a zéro et nous pouvons écrire:

(k)

— k4 —k4+i-1
) R‘O’ a+2(r;’+," D Ak

R—-1_g-—k—-1_4g+1 qg—k+i

-+(—]Jq_ Leyr T )aq+ia

Maintenant nous allons calculer le coefficient numérique de a7 - %+
qu’on peut s’écrire:

k4 E4i-1 k- E—1_i41
EIJD VAP S v SV SR B LS PR
— ki —ki —kti (g—kti—1
I‘Z+1k ll— 7 ‘+z+(q +4 ((2]1 t -
k-t lg—k+idlg—k+4i—1)... (42 |
a— ki 1 k- E—1
Ty (0= Coongit Comppim e+ (=17 7 C 20T

Mais le coefficient de la paranthése peut se calculer, en considérant
Pidentité évidente :
=1 =8 (1l —xf - kyi-n =1 —Iv-x—}—x’—l—...—}—x‘l—k—‘) (1 —x)'q—k+"

et en posant que les coeff.cients du terme en x? - * -1 de deux membres sont
égaux. Nous obtenons ainsi:

=1 = = Gy i A G — =1 T T O
En vertu de cette relation, ’expression (8) peut s’écrire :
I‘Z;:+' l,.+11“11§+'_'+...+(—1}"—k Fk+:—lri+l=
(—l)q - I"+f+'Cq—..:-+l.—|—('—l —h Fk+:+‘F?+_-1h_l=
=1 I

Il en résulte que la relation (7) devient:

BUPT



k4 - k47
(9) k_!=ak+(—1 Zrk+ q—kaq+"aq ’

i=0
relation® vraie pour: £=0,1, 2,..., (g—1).

En vertu de cette relation les coefficients du reste R (x), sont ainsi
déterminés.

On peut donc écrire V’expression (3) sous la forme définitive :

p—-q .
(10) R(x)=[ao+<—1f’"2P; a.,+,.a"+'J+ .
=0

—9q
- Fi-1 +i—
[al+(—1)q 221,; qu—laq-i-iaq l]x"—

=0

[ (__ 1) ZP7+' z]—Qaqviaq+i_2‘,x2+--.

Py
Jdr2 +2 -2 i-1 it1 -1
+[a—21r ] +[ D Y ]
3 =0
Cell-ci est Pexpression intéressante du reste de la division du polynéme :

ay+a, x4+ ...+ a,x,
par (a— x)9, et ce reste est exprimé directement en fonction des coefficients
du dividende et du diviseur.

Remarque. Pour que le reste de la division du polynéme :
fl)=e,+a, x4 ...+ a,x?,

par (@ — x)9 soit identiquement nul, on, doit satisfaire aux conditions sui-
vantes qu’on déduit avec facilité de Pexpression (10) du reste R (x), c’est-a-dire:

e .
a,=(— 1‘)‘121‘; ¢ia
i=0

g, =(—1)" qu . ,,_,aqh.aﬁi_1

aa=(—'1) qu“—? q—2aq+iaq+f_2

it2

?r—q e
[N
”q—'l:ZPq—lP? ;i@
=0

—q

it1 i+1
aq_l=—zrq aq+'.a
=0

BUPT
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Ces relations expriment les premiers ¢ coefficients du polyndme f(x)
en fonction de ceux qui suivent,

Cas particuliers.

1. Pour g =2, ’expression (10) du reste se réduit a
la relation suivante:

p—2 p—2
11) Rix)=a,— Z(i+ 1)a2+i027i+[‘11 + Z(i+2)a2+;a‘+‘]x=
=0 =0

p—2

a,+a,x— Z[(i+1)a—(i+2)x]a2+;a"“
=0
2. Pour ¢ =3, lexpression (10) du reste devient:

p—3 ., . 7—3
(12) R(x) = a0+z (‘i})zii’_z)ap ,.aa+.,'+g[al — D (1) (i +2) a5+ .-a"“"]x

=0

[a»-l—z p+2m+3) +ia,+,.]x,_

[ao+a,x+a2x +§3"—+‘ﬂﬂ (i1t 2ax+

L e

Applications. 1. Trouver directement le reste de la division de x* par
(I —x)9, ot p et q sont des entiers positifs, p> q.
Nous employons la formule (10), en remarquant que dans ce cas:

a,=a,=ay,=...—ma,_1=0a,=1, a=1,
on obtient:

R=—1)" [0 =0 ' 0 T e —
g-2_ 42

(—1 I‘,,_,l‘g qxq—2+(—])q_le—"+1xq_l]

9
Remarques. Dans le cas particulier p =5, ¢ =3, on obtient:

Rut=T5 — I3 Ty x4+ T30t =6 —15x 410 x*
En tenant compte de la relation:

rP=1 —x17 Qx4 Rix),
on obtient pour x =1, l'identite :

- - -2 - - '
VAR VAR VARR IS (SRS VA ST 1A IS VAT
{_1iq—1r:—q+l=(_”q-l

2. Trouver directement le reste de la division du polynéme;

BUPT
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ayta, x+xt4-2x34. .. 4 (p—1)x?,
par (1 — x)2.
En appliquant la formule {10} et en remarquant que dans ce cas:
a4+, =i-+1, pour i=0,1,2..., p—2, et a=1,

on obtient:

Rii=a,— L1222 =0y [, 4 2221 4

3. Trouver directement le reste de la division du polynéme :
a,+a, x+a,x, + x3Fxt4. .4 x?,
par (1 — x)s.

En employant la formule (12) et en remarquant que dans ce cas:

as;4,;=1, pour i=0,1,2,...,(p—3i; et a=1,
on obtient:
(p—2)(p—1 ' (p—2)ip—1)i2 3
Rix)—=a, -+ -2 g p+1m_p )P . P+ P+_

L’expression du quotient.

Pour avoir lexpression du quotient, on doit calculer un coefficient
*®)

quelconque Q—k((:—) y k=0,1,2,...,(p —q) de Pexpression (4).

En conséquence, nous prenons la dérivée d’ordre %, de D’expression (2),

nous posons ensuite x =0 et nous obtenons:

(k) (g + %) g +k4+1) g+4+2
m=(_1-.q[_f”(_a>_p1 AT A M
k! T TR R e T A VS R L

(P)
...—-|-(—-])/’_‘1_"Pi;z—l%}aﬁ—q—k]

En développant les dérivées du deuxiéme membre, nous avons:

(k)

() 7| Vi p-a=—k  p—g-k
k!—(—l) IR 2 VO SR £ SIRPE 3 M Sy ) —
1 W1 . P -qg-k-1 p—g—rk
PegilogtrgradTypnyoaprntoa®+...Fltst2 g0 I+

P—qg—h p-qg—k p-q-*k
+(—l,‘ I‘k_*.] aa ]

BUPT
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En ordonnant suivant les puissances de &, nous pouvons écrire:

(k) P—q—k

13! Q(O) — b {aq?k+ Z [Pq k- I_Pk qu Iz 2+Flz+qu+k-r2 -

i 1“_ FZ: Pq+km+ (— 1)arka+1] Qy-pra aa}
Nous allons calculer maintenant le coefficient numérique de a=

En tenant compte de la relation:

"

”"
I‘mzcmrn—l y

nous pouvons écrire:

4 1 «—1 2 «— 2 a—1 __a—1 1
“4) qukv.—l_Flz—ll‘q‘kvz‘*_rlzvqu—kr'i—---+(_” Fk+qu+k«-(¢+

« «—2

« «
— I Fk~1=Cq-k»u—I‘k qu /z-a-I—I'k 1Cg et —

« — «—1

oot i—1j Fklcha—l'- —1) Plzl
Pour calculer le deuxiéme membre de cette égalité, nous considérons
’identité évidente :
grkra

1 are—1__ ‘l—x)
(19 (1 —x T T —xft

. 1
En supposant — 1 <x <{1, nous pouvons developperw dans

une série absolument convergente, d’apres la formule de Maclaurin, et
I’identité {15) devient :

. Ta k1
M—x == T D e T D)
En rendant identiques les coefficients de x“ de deux membres, nous
obtenons :

Corer=Conra—Tar Cooneat oo i—= 1T T T G i — 1T
En vertu de cette égalité la relation (14; devient:
Fq bl — Ilz qu k- 2+ +(—ll F:-—lqu{k*a"*“
(— 1) The1=Cqoe 1=T4

En tenant compte de cette relation, ’expression (13} peut s’écrire :

00 &
(16) k') l—l»"[a,, ¢+ Z F a,. h,,a]
«=1

Si nous prenons successivement :

k=0,1,2,...,ip—gql,

BUPT
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nous obtenons respectivement tous les coefficients du quotient cherché Q (x,
de Pexpression (4), qui devient ainsi:

Q% P—q .
Q( )_Z () 1)”Z(dq+k+rqaq+k+1a—|—
k=0

p—a—k  p—q—#k
Fq aq+k¢2a +..._|_I‘q apa )xk

En ordonnant selon les puissances décroissantes de x, nous avons:

— —q — 1
17) Qo) =l—1"[a, " “+a, 1+ Ty apals” "~ Flap_2+Tya,_1a+
\
— pu— 2 p— —_—
I‘?,a,,az)xp ! 2-|—...+(aq+1‘;aqqa+l‘§ama —}—...—I—I‘s qapap q)]

Celle-ci est lexpression intéressante du quotient de la division du

polynome :
Fil=ay+ax+...+a,x,
par (@ — x)? et ce quotient est exprimé directiment en fonctions des coeffi-
cients du dividende et du diviseur.
Nous remarquons que Vexpression du quotient de la relation (17) dépend
seulement des p — ¢ 4 1 derniers coefficients de f ().

Cas particulier. Pour p =g -2, le quotient donné par la relation (17)
devient :

(18 Qlx)=(—1)"[a, X+ a1+ Tyapjx+a, ,+Tha, 1at+T5a,d ]
Applications. 1. Trouver directement le quotient de le division du
polynome :
x4+ bx+tc

par (1 — x)%, p et q étant des entiers positifs, p>q.
En employant la formule (17), et en remarquant que dans ce cas:

a,=1, a,_1=a,_,=...—=a,=0, a,=b, a,=c et a=1,
nous trouvons:
QUe)=(— 1P (" T Do T T ™ T T T e T
2. Trouver directement le quotient de la division du polyndome :
a,+a x+a, '+ x3Fxi4 . Fxt
par (1 —x)%, p et q étant des entiers positifs, p > g > 3.
Nous employons la formule (17}, et en remarquant que dans ce cas:
ayip=1, pour k=0,1,2,...,(p—=3) et a=1,
nous trouvons avec facilité :
Q)= (=1 14Ty 7 4T TP 72 .
T+ o4 177 T e (T4 4T 7]

BUPT
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Mais, en vertu de l’identité connue :

T R s
nous pouvons encore écrire:
Qu=(—1)7x* "I T i x®  T 2 T T T T
Cl’est le quotient cherché.

Rutre méthode.

Voici maintenant une autre méthode plus simple et plus rapide pour
établir directement les expressions du reste et du quotient de la division du
polynéme :

a,+a,x+.. .4+ a, 2,

par (a — x)?, p et ¢ étant des entiers positifs, g < p.
Considérons en effet Ja relation évidente :

1]9’ a|)+a1x+"‘+aﬁxp =(—1‘q a0+a1x+...+apxp
(@ — x)t xq[]——liy
x
En supposant:
20 [x|>a,

nous pouvons considérer le développement ci-aprés en série absolument
convergente :

1 1 a

ey T
-]

oit T',, sont les combinaisons avec repétitions de m objets pris n a n.
La relation (19), dans I’hypothése (20) devient:

a,+a,x+4... 4 a,x’

la—xj?

ad
+I‘$—x_g+ coe ey

=(—19 (@, +a,x+ a,x? (x "+ Toax" 7"+

a2 T %% )

En effectuant les inultiplications du deuxiéme membre et en ordonnant
selon les puissances de x, nous obtenons:

21 a,+ax+4...+ a,x*

‘ {a — x

={—1"{a, ¥’ "Fla, 1+ Tha,ax* """+

@p 2+ Ty a0 a4Ta,a’ X " .. F(a,+Tgag-1a4...4T5 %, a4
ag_1+Thaga+...+T57 " 1g,a 7!

X

+

BUPT
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Mais, en vertu de l’identité conaue :

14 Tg4To4 ...+ =T,
nous pouvons encore écrire:
Qu=(—1)7? " T T T2 T T T T
Cl’est le quotient cherché.

RAutre méthode.

Voici maintenant une autre méthode plus simple et plus rapide pour
établir directement les expressions du reste et du quotient de la division du
polynome :

ay+a,x+...+ a,x,

par (a — x)?, p et g étant des entiers positifs, g < p.
Considérons en effet la relation évidente:

10, a,+‘ax+...4a,x" 1w a,+ax+...4+a,x*
! (a_x)q ' xq(]—_a_J'/
x
En supposant :
{20) lx|>a,

nous pouvons considérer le développement ci-aprés en série absolument
convergente :

1 1 @ 2 a®
[1 an=1+F"7+F"?+""
X

oit I';, sont les combinaisons avec repétitions de m objets pris n a n.
La relation (19), dams I’hypothése (20} devient:

a a, x e a, x’? o i
o2 fa+ x‘q+ £ =(—1)0 (@, + a,x+ a, x*) \x ’l_{_r'llax WTU+
@ =4

| LRI A B e R S

En effectuant les inultiplications du deuxiéme membre et en ordonnant
selon les puissances de x, nous obtenons:

211 a,+a x4 ...+ a, x?

a —x9

=(—1Y[a,¢* " "dlap_ 1+ Tha,ax* "7

i@y 24 Tyapy a4Tia,a") X "7 . (a4 ag-1a4... 4T %2, a4
ag-1+Teaqa+...+05""""a,a" """

X

+

BUPT
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1 — —
8+ Toa, a4 ... 41777 " 2q, 0" "+2+

xz

4 a,+Tha,at.. +T2a,a +
.. =

o0 i 241 +2
Z e, 4T a,a+ ...+ 15"%a,a"
A=1 X2 ¢

Nous notons par Q(r) et R (x) le quotient et le reste de la division du
polynoéme :
a,+a,x+...+a,xt,
par (@ — x)?.
Comme le quotient doit étre du degré p —g¢, il s’ensuit que le déve-
loppement du deuxiéme membre de la relation (21}, arrété au terme libre de

x, exprime la quotient cherché Q(x} et autre partie — qui suit et est une
série absolument convergente — représente le développement de I’expression
R (x) . ..
rETE ainsi que nous pouvons écrire.
(22) Qxj=(—1 g, x" " "Fiag, -1+ Thapaix® " " fia, _,+
I‘},ap_,a—{—I‘za,,azjx” R S .+ (a, +I‘qaq+1a+. .. -}—I‘f—"a,,ap'(’)]
23] R(x) _——1p [aq e a4 F T Pt +
g — x)t X
aq_g—{—l‘,',a,,_la + - .—I-I‘Z—"”n,,a"—q*z
x? +
a,+1Tha,a+...+T%a,a’
-'F 7™ = =P 4_
00 2 A+t pia ?
ZI‘,,aO—I—I‘q a,at...4+T% "apa a‘]
x9+2

A=1
Pour abréger les notation nous exprimerons les coefficients des numé-
rateurs des fractions du deuxiéme membre respectivement par A,, A,, A,,...
.
La relation (23) peut donc s’écrire:

=[x —Clx¥ 'at...F (=17 CE ke !
q

el (e A Rty A )
A=1

En effectuant les multiplications du deuxiéme membre et en ordonnant
selon les puissances décroissantes de x, nous avons:

(24) Ri=A,x" "+ (A, —CoA,a x" "+ {A, — CoA,a+CiA, a)x" 7 +

BUPT
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v A —CoA =1 CE A, )+

o0 .
Do [Ar—1es = ChAg2-zat . (=1 Ch A et ()
=1 p

Comme le premier membre R (x} est un polynéme en général du degré
g—1, il en résulte que le développement du deuxiéme membre de la relation
(24) doit étre arrété au terme libre de x, et que les autres coefficients des
autres termes doivent étre nuls.

Ainsi que nous pouvons écrire:
25) Rix'=A,x" '} (A,—CiA a v* (A, —CLA,a+C2A, ") " >+
oA i —Co A a- = 1TTICE T AT
Il en résulte encore les identités suivantes en nombre infini:
26 Ag.ic1—ChAg-sinat...+(—17CiA;_1a" '=0,

pour A=1,2,3,....
Il nous reste a calculer les coefficients de R (xi de I’expression (25!, que

nous notons respectivement par Ry, R;,... Rs, ... Ro—1.
L’expression générale d’un de ces coefficients, est:
Ri=A.—ClAs_1a+C A, @ —...+1—1}A,d".

En remplagant ici A, A,,..., Az pir leurs valeurs qui sont les
numérateurs des fractions du deuxiéme membre de la relation {23), nous
pouvons écrire :

Ri=1ay_s—1+Tha, vat .. . FT277 g o "5 Y4 Cla,_sa+
Toag_srd+ .. 4T 7 a0 " )~ Clag—p+1a°+Thag—r . 20+
oD E T g Ty - 15 C (g, d F T, d T
“.+F$—qr1apa/>-<q~k »1)

En ordonnant selon les puissances croissantes de @, nous pouvons écrire :

k
(27 Re=ay &1+ 2 (T —CT ™ ' =1 7 e Iy +
=1

r-9-1

(— 1CiYay . ind + (T O = 1FCETY gy iy a*
=1

Mais, nous pouvons démontrer que le coefficient de a‘ est nul. En
effet, en considérant les développements évidents:

M—x"=1—-Cix+...4+ (=1 'CI7 " " i—1) ¢

BUPT
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_1
(1 —x2

=14Txt...FTox +..., ot |x|<1,

et en les multipliant, nous avons tout en rendant identiques les coefficients de
x' de deux membres:

0=T;—C Ty '+ ...+ i—1 "' ¢ ' Ty (—1)C

La relation (27) peut étre réduite ainsi a la suivante:

p—g+1

28) Re=0a,_rs14+ O (TF —CiTii-'qpcirt =2 — ...
=1
o (=1 CiT e, it \
Ainsi Pexpression du reste cherché, est:

(29) R(x)=Rox? 'R x=24...+Rex? *-1}...+R,—244+R;—1,
oit les coefficients R, sont donnés successivement par la relation (28), pour:
E=0,1,2, ..., (¢g—1)

Il résulte de ce qui précede que Vexpression du quotient de la division

du polynome.

g+ a,x4...+ a,xt,
par (@ —x)? est donnée par la relation (22), et que ’expression du reste est
donnée par la relation (29) ou les coefficients ont la forme (28).

La restriction | x| > a, que nous avoans, faite au cours de la démonstra-
tion peut étre écartée maintenant parce que les formules trouvées pour le
quotient et le reste, étant valables pour un intervalle (dans notre cas, pour
| x| > a), sont ainsi valables pour n’importe quelle valeur de x.

Remarque. Comme R, de la relation (29) est le coefficient de x9—*% !
de Pexpression du reste R (x), il en résulte que ce coefficient est identique au
coefficient de x7—*-1! du développement (3) employé dans la premiére

g—k—1
méthode, c’est-a-dire ( R k‘“’ > ainsi que nous avons:
qg-—r—-1)!
g—4k-1
R (0
3 _— Y
(30) Re 7 —E—1)1

Mais nous avons établi dans la formule (9) que:

R(0) '
— g-k-1 g=t4ini g—k+ 1
£ —ak+(_1) '§Pk+1 I‘q—kaq‘}‘fa

En substituant ici £ par g— £ —1 et { par ({— 1), nous trouvons:
{(/—k—” p_q+1
R (o

(g—k—1)! =aq st 1F Y TgFiliTia 4ird

=1

+i
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En vertu de la relation (30}, nous pouvons donc écrire:

r—q+1
(31) Ri=o,_ i1 !— 14 2 I‘:f};I‘fa,,+,-_1ak+'

=1
En comparant ceite valeur de R, avec sa valeur dans la relation (28),
il en résulte les identités intéressantes ci-aprés:

ot et T — 4 =) O, = (— 1) T T,

pour :
i=1,2,...,p—qg4+1].

Le cas général.

Nous allons traiter maintenant le cas plus général qui suit:
Trouver directement le quotient et le reste de la division du polynéme :

ay+a, x+ ...+ a,xt
par le produit :
e, — x 9 i@, —xP .. e, — 97,

ot les nombres p, q,, ¢y, ..., g, Sont des entiers positifs, q,~+ g, +
ot gan L p.
En notant:
hT gt ot ea=9q,

nous remarquons qu’on peut écrire:

32) g,+a,x+...4a,x* .
@, — x9N e, — xh .. ia, — x)7"

a,+a, x+...+a,x

(1= (-2

a,<eg<...<4,,

nous pouvons considérer le développement ci aprés en série absolument con-
vergente, dans 1I’hypothése :

(— 17

a, \9In
)

En supposant :

x| > a,:
‘ =( g )

N s

(1—}—[". a,+ 3]‘ + ) (1__}_1‘1” I\ au+ )

q-x
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=14 Sy ey

ol nous avons noté:

A1=Zr‘i a;
=1

(34 Ay= D). [1";‘, a; +Tq r;j a; aj] , (i % j)
2,

Av= 2 (Vg @t + 15,15 o) a - Ty Ty Ty o, 0,0)), ((FisA)

i, J, k=1

En vertu du développement (33), la relation (32} peut s’écrire:

(35 G tart.. . 4ax =(—17 {g,+a,x+...Fa,x?) (x4

(@, —x) 7@y — x)Tr ... (@, — x)9n
A1x~‘q+”+A2x_w ’ 2)—}—,..+A,,_(,x_l’+ Ap-(/—lx_(p+1)+---)=
(— 1) [a,x" " "4 (a, -1 + A, ap)x"—"—‘{a},_g—l—Al ap 1+ A, ay) P A S

oo Flag + A, a,,+1+...+Ap_qap)+aq_1+Alaq+).c..+Ap_q+,,,p n

a,—2+Aja_ .. A a,,_l_ +ao+A, a+...+A,a, 4
p”

xz

- Alao+Al+lal+--~+Al+ﬁaﬁ]
x7t+4
A=1
En désignant par Q (x) et R(x) le quotient et le reste cherchés, et en
regardant la relation (35), nous en déduisons que le dernier membre arrété
au terme libre, exprime le quotient Q(x) et Pautre partie qui suit — étant
une série absolument convergente — représente le développement de
P’expression :
R (x)

(@, — x)7t (@, — x)7 ... (2, — x)9"

Nous pouvons donc écrire :
(360) Qu)=(—1/layx® " "4(ap_1+ A2y * " flay_2tAa_1+
Agay) o 7T e, A g . A a)]
R lx) ___(_”,,[a —s1+ A, a(,—};...—l— Apgrr 8,

(@, — x)7 (ag—x) . .. (@), — x9"

(37)
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aq—2+A|aq—l+---+Ap—v+2’p_+_ .+a0+Alal+"'+ApaP+

x3 vt x7

§A1a0+A;+1al+...—|—A;+ﬁa,,]

xi+4
2=1

Mais nous remarquons que:
(38! (¢, — 1) (@ —- 0)% ... (@ — x)7" =(—1)" [x?" —Cf x9 Va4 ...
e (=1 Cg: a,"t] [xqt — C:i. x@la, 4 ...
— 1Y% C9 a9 gn _ C! xqn—1 — 1) CI9" @, 97
oo (= 1)% Cha, ][x C,. % @ +...+(=1)"Ci" a, ]
=(—1)7[x9—B,x9" 14+ B, 2972 ..+ (—1)7Bg} ,

oll nous avons noté:

39)  B.= ) (C«+Cq Cq i),  (GF))
=1
By= (C?I.' a? + Cf/.’ C:l: a? a1'+ C:I.‘ C:IJ-CZM @ a; ak) » (¢ :':j #k)
T, 7, k=1 ’
Bg=alicd ... on

En vertu de la relation (38), I’expression (37) ou pous notons encore
par C,, C,,...C,, C,41,... les numérateurs des fractions du deuxiéme
membre, devient:

(40 R(x):[x‘?—-B,xq“-{—ng“—?—...—}—(—])4841(%+%+...

C,  —C
. +TZ+Z x::j):cl xr/—l+ (Cl_BlCl)xq_2+
A=1

(C,—B,C,+B,C))x*+...4+[C,—B, Co1 ... (—1)"'B,-; C,}]+

o0

D Ce-a—B,Coi—at .. .+ (—=1)B,C;
)
A=1 X

Comme le reste est un polyndme en général du dégré (g4—1), il en
résulte que le développement (40) arrété au terme libre exprime le reste R (x)
et que les autres coefficients sont nuls.

Ainsi nous pouvons donc écrire:
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(41) R()=C,x—'+4(C,—B,;C) x=?+ (C;—B,C, + B, C,)) x»*—3 4
...+[C,,—BIC¢,_1+...+(—- 1)"—‘B,,_1C1]
(42) Co+2— B, Cq’+’-—l+---+(_1)quC2=0 ’
pour A=1,23 ...

De tout ce qui précéde, il en résulte que le quotient Q (x) de la di-
vision du polynome :

ayt+a,x+...+a,x?
par le produit:
(a;— )7 (2qg — x)D . .. (@,, — x)7"

est exprimé par Uexpression (36), ou les coefficients A; (i=1,2,...,(p—q)]
sont donnés par les relations (34), et le reste R (x) de la méme division
est exprimé par la relation (41) o les coefficients B;, (i=1,2,..., q)
sont donnés par les relations (39), et les coefficients C;, (i=1,2..., q)
sont les numérateurs des fractions du deuxiéme membre de la relation (37).

La restriction, | x| > @, que nous avons faite au cours de la démonstra-
tion, peut étre écartée maintenant, parce que les formules trouvées pour le
quotient et le reste, étant valables pour un intervalle, (dars notre cas, pour
|x| > @,), sont ainsi valables pour n’importe quelle valeur de x.
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