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Quotient et reste de la division
de deux polynémes.

Par
V. ALACI

Nous nous proposons dans ce qui suit — tout en complétant et géné-
ralisant ce qui a été énoncé et traité dans larticle ,Les expressions du reste
et du quotient de la division de deux polynémes“"V — de trouver directe-
ment la loi de formation du quotient et du reste de la division de deux
polynémes quelconques, en fonction de leurs coefficients.

Soit a trouver ainsi directement le quotient et le reste de la division

du polyrome:
g, +a, 001 g,

byx?+b,x3-14...48,,

oi1 p et g sont des entiers positifs, ¢ <L p.
1. En premier lieu recherchons le développement en série absolument

par le polynéme :

\ . 1 .
convergente d’aprés les puissances de < de l’expression:

1 1
byxt by 21 =14 ... 4 b, x‘l[bo+%+-~-+£_?

X7

Soit @ la racine de plus grand module de 1’équation:
byrd+ b, x1=14 ...+ b,=0.
En supposant que:
(1) x>,
nous pouvons exprimer le développement suivant, en série absolument con-
vergente :
Cx I

et ou il faut déterminer les coefficients A,, A,, Ay,--+, A,,---
Pour cela, nous remarquons que la relation (2) peut s’écrire:

ot Bt ) [ A e )

1) Bulletin scientifique de I’Ecole Polytechnique de Timisoara, Tome 4, fasc. 3—4,
1932 pages 135—150.
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En identifiant les coefficients des mémes puissances deT dans les deux
membres, nous en déduisons :

[ b, A, =1
b A, +b,A, =0
3) by Ao+ by A, + by A, =0 *

by Ayt b, 1A -t b A, =0

En résolvant ce systeme par récurrence ou mievx par la régle de
Cramer, nous obtenons :

b, O 0...... 0 1
b, b, 0...... 0 0
b, b, {70 ..... 0 . o 0....... 0
: | . D by 0
b, b,y be_a...b 0 —1r :
A= = -
by
o O 0...... 0 0
/R 0...... 0 ; ; : :
b, b, b,. ...0 0 b, Oy by_o ... .. b,
.b, [.),-] br 2 .. 1). bO
o r=1, 2,.... Nous avons ainsi successivement :
b, b,
1 b b, b
A, =—, A= — ’ A2 == - ' ’
" b, ' b} b
b, b, 0 0
4) 1 | b b b 0
A, = ——bor—rl— . . . : ,

by by byy...b,

b, b, 0 ... 0
by b by..... 0
Ar - .

b, by byo... b BUPT
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nous avons alors en observant les relations (4):
(—1)
b0r+1

Si dans la derniére équation écrite en (3), nous remplacons les valeurs
de A,, A,, A,,..., A,,... données par (5), en prenant Ao= 1, on obtient:

b, b,y = (—1/ 15, y
LA — A A, — ——A,_ , =0
bo 0 bo + + bo 1+

(5) A, = a,, (r=0,1,2...)

Nous déduisons de cette derniére expression la formule de récurrence
suivante :

r—1

(6) A, =20 (=11 b8 bugrd _ s
k=0
Remarque. Dans cette formule, pour r> ¢, il est évident que nous
remplacerons par zéro les coefficients &, 1, b,42...

3. Il résulte de ce qui vient d’étre expasé que la condition (1) étant
satisfaite, nous obtenons le développement suivant en série absolument con-
vergente :

1 A,

A
7 = 1 2 r
i) boxq+b|xq_l+"'+bq X9 +.‘q4,|+xq+2+ +x‘7+'+ ’

out les coefficients A,, A;, A;,..., A,,... ont les valeurs données par les
relations (5) qui comprennent A, calculés a ’aide des relations (6).
Cas perticuliers : 1°. Soit:

[ @]
1 _ A,
ax*+bx+4c  Satvr
En comparant cette relation a (7), il en résulte que;
g=2, b,=a, b,=20b, . = C
ainsi que (5) devient:
(— 1
A' = a’ t! A’ !

ou en vertu de la relation (6):
|81 A, =bA 1 —acy .
Comme, A, =1, A, = b, il résulte de I’expression (8) successivement :
=0t —ac, A=0b—2abc, A =0b'—3abic+ac,-..-

Nous déduisons ainsi le développement:

1 1 b b*—ac b3—2abc
9 ax*+br+4c  ax* a0 + asxt  a'x® +
b*—3abic+ a'
as x* T
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valable pour:
x>leal,

a étant la racine de plus grand module de ’équation :
ax*+bx+c=0.
Remarque : Si nous avons:
a=b=c=1,
la relation i8) devient:

L\,:A,_x—Ar_g M alors: Ar=(—‘1)r (Ar—l_‘Ar-—2)
et par conséquent :
A,=1, Ai=—1, A,=0,
et en général:
k=0, 1, 2
10 A r=Ar, our: v
(10 B3 * P r=0, 1, 2, 3,

Il en résﬁlte ainsi le développement:

1 ad 1 1 11— 1
) x—zm=z[xz+3r ”xaum]=[‘—‘;J§—x2+sr

r=0

valable pour:
x>1.
20, Soit :

1 _i A,
axs+bxrtcx4+d 2 Ot
En comparant cette expression a (7), il en résulte:
g=3, by,=a, b,=2b, by=c, by=a,

ainsi que (5) devient:

(—1)
Ar=——74,
oit en vertu de la relation (6):
(12) A, =0bA, _1—achd _,+a*d4d, _,.

Comme :
Ay=1, A=0b, Ay=0b*—ac,

il résulte de (12) successivement :

A, =bs—2abc+ a2 d, A, =0bt—3abc+ta2c*+2abd,

Nous avons ainsi le développement :

1 1 b b*—ac b*—2abc-tad

ax3-+bxt+4cx+4d T e aix + asxs at x8

o« = e

+..
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Remarque. Si nous avons:

la relation (12) devient:

Ar=‘-\r—]_Ar —2+Ar-—3 ’
et par conséquent:

et en général:

k=0,1 2,3
By, =2, our: T
P P r=0,1,2 3
Nous avons ainsi le développemem:
oo
1 1 1
(14) ’+x _{_J\_'_l_rZ_(:) x3+4r _xs(l+r)]=(l—7]§ yItar

valable pour:

x>1.

Expressions du quotient et du reste.

4. Apreés ce qui vient d’étre exposé, nous pouvons chercher maintenant
a établir la loi de formation du quotient et du reste consécutifs a la division
de deux polynomes entiers, en fonction de leurs coefficients:

Soit a trouver ainsi directement le quotient Q (x) et le reste R \x) de
la division du polynome :

ayxtt+ax?-'+...+4a,,

byx? + by x4t b,
ot p et g sont des entiers positifs, g < p.
Nous faisons en premier lieu hypothése :
(15) x>|eal,
a étant la racine de module maximum de I’équation :
byx? + b, x99V 4..-.+b,=0,
hypothése que nous écarterons ensuite.

Dans cette hypothése, nous avons établi au § 3, le développement (7),
c’est-a-dire :

par le polynome :

1 __ A, A,
10 byx?+ b, x9= V..o b, xe +,‘q+1 Aq-{-z
ol les coefficients A,, A,, A,,..., A,,... se calculent a ’aide des relations
(5) et (6).

En multipliant les deux membres de (16), par: a, x* + a, ##~'4-.. +4-a,

on obtient:
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ax*+a x?—14+ ...+ a,
byxI+b, x93 14...+ b,

A:z Ar
xq—”+"'+xv+r+"'J’

=(aoxp+a,.rp—1+..,_|_ap)( :qo + x;\:m""

ou encore:

agx?+a,x? - '+...4a,

(17) boxt F by TF B, =a,Agx? 14 (a, A+ a, A)xP -9
gy Ay +a, A Fa A x?-9-2+. . tla, At ap g1 A+
+aoAp—-q)+zBP_qu \
oll nous avons noté pour étre bref:
(18) B,=a, Ay +a, 1A, +-.-Fa,A,, r=0,1,2,...)

et en prenant évidemment pour r >/ :
ap‘:1=ap+2="'=0-

Comme le quotiznt cherché Q (x) est un polynéme en x du dégré p—yg,
il s’ensuit que le développement du deuxiéme membre dans la relation (17)
arrété au terme libre de x, représente Q (rx) tandis que la partie suivante,
qui est une série absolument convergente, représente le développement de
I’expression :
R (x)
by X7 + by, X1 -+ b,

ainsi que nous pouvons écrire:
(19) Qx)=a,Agxt=94(a, Aj+a, A))x—9- 1+
(@s A+ a, A+ a, A x?— 9= 24 ...t g, g Agta, g 1At a, A )

R ix] Bp—q+k By-g+1, Bp-gi2,
o AT e e T h, ‘“Z o tT e T
oo
Bp Bp+k
2

L’expression du quotient cherché Q|(x) est donnée par la relation (19)
oi les coefficients Ay, A,,...A,_, secalculent d 'aide des relations (5) et (6).

Il reste a trouver ’expression du reste, R (x).

Dans ce but, remarquons que de (20) nous déduisons:

R(X):(bﬂxq+blxq—1+_._+bq, [Bp—xq+l+B,_q+2+”

x?

B, + s
% g )
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En effectuant le produit du deuxi¢éme membre, nous obtenons:
(21) Rix)=0,Bp-g 129 '+ (6,Bp— g+ 1+ b,Bp— gy 972+
(&5 Bﬁ—q+l+bpr—q+2+boBP—¢+3\'xq_3+"’+(bq—pr—q+l+
by—2Bp_ g2+ by Byl +
%qu,_“k-{—bq_]B,_q”H—I—---—{—boB,+k

xk

k=1
Comme le premier membre R (x) est un polyndme en général du dégré
g —1, il en résulte que le développement du deuxieme membre dans la
relation (21) arrété au terme libre de x, représente R (x), et que les coeffi-
cients des autres termes doivent étre nuls.
Il en résulte que:

(22) R(x)=bon—q + lxq_l+(b1 Bp—q+ 1 +boBP—q+2) xq—2+
(bsBp—g+1+6,Bp—g 20y Bpgpsdx? 34
oty -1Bp—g 1489 -2Bp_g 12+~ 5B},

de méme que les identités suivantes en nombre infini:

(23) b4Bp—g+r+bg—1Bpgiri1+- 46,8, 4 ,=0,

k=1, 2,3,...),

ou B, [r=0,1,2,...) est donné par la relation (18).

L’expression du reste cherché R (x) est donnée par la relation (22) oa
les coefficients B,_, 41, Bp—g +2,...B, se calculent d l'aide des relations
(18], 15) et .6;.

Il reste maintenant 4 écarter la restriction x> || que nous avons faite
au début du § 4 et qui nous a permis d’établir les relations (19), (22), (23).

En fait ces relations (19), (2), (23) étant valables pour un intervalle (dans
notre cas pour x> |a|), sont évidemment valables pour toute valeur de x.

Applications. 1. Soit a trouver direclement le quotient et le reste de
la division du polynome :
x3 n41___ xJ »” + 1
par x2 - x -1, n entier positif.
En comparant ce dernier cas au cas général traité au § 4, nous avons ici:
p=3n+1, =2
ao_—_], a,——‘—], aQ=a3="'=aJn=O) ajnvl:‘l
by=056,=b,=1.
En nous servant des formules (19) ¢t (22) qui donnent les expressions
du quotient ct du reste, nous avons dans notre cas;

Qixf=A, X"~V [—A AP O" =2 (— A A )03 L

...+(-— Agn_2+A3n-l)
BUPT
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R(¥x) =Bs,x+Bs,+ B3, +1)
La relation (18) appliquée a notre cas, donne:
Bsn= - Asn_1+ A3,
Binis1=A;—Asu+ Aspta

Il nous reste a calculer les coefficients A,, A,,... A3, 41 a l'aide des
relations (5) et (6); mais ces coefficients sont déja calculés quand le diviseur
est x4+ x4 1 au § 3, formules (10), oli nous avons trouvé:

A,=1, A=—1, A,=0.

k=0, 1, 2
Artsr=As, potr: r=0,1,2%,...
Ainsi pour r=n—1 et k=0,1,2, nous avons:
A;,—y=1, Ay 2=A =-1, Aj,_1=A;=0,
ensuite pour r=n, k==0, 1, nous avons:
A3n=1,' Asypr1=A =—1,.

Ayant en vue ces valeurs des coefficients A,, A,,..., A3z, +1, les
expressions cherchées du quotient et du reste deviennent:

Q(x):(x“"‘—2x3”‘2+x3"")+(.r3""4—2x3”’5+x3"‘“6,'—|—---
n—1

e =2 ) =(x — 10 Zxa(n—k—l)

k=0
Rix)=x.
2. Soit d trouver directement le quotient et le reste de la division
de x? par (x —1)7, oa p et q sont des entiers positifs, q < p.
En comparant ce cas au cas général traité au § 4 et en remarquant que:
=1 =x"—Cou" " CJ & — - (—17C],

nous avons ici:

a, =1, a,=a,
by=1, by=—C,, by=C.,...b,=(—17C/

En utilisant les formules (19) et (22) qui donnent les expressions du
quotient et du reste, nous obtenons dans notre cas:

(24) Q)=A, x? 14 A xp =1L A, =924 ... A,

(25! Rix)=Ap g1~ (—CoApg i1+ As g2 2 *+
(ClAp-ge1—CiApygriatApyeax® 4.

v { =1 ICT Apmg i1 —CF T Ay — gt = 1AL

"'=aP=O
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oil nous avons posé:
B, =A,,
conformément a la relation (18) appliquée dans ce cas.

Il nous reste a calculer les coefficients A,, A,,...A, a l'aide des rela-
tions (5) et (6). Dans le cas qui nous occupe, ces coefficients sont:

—C, 1 0....0
C’ —C, 1 ....0

(260 A,=(—1A,={—1) -—(_:.,3 q: —(;; .. 0,
(—1ycy =1t =Tt —G

r=0,1,2,...,p
Les relations (24) et (25) nous donnent le quotient et le reste cherchés,
les coefficients A,, A,,..., A,, étant donnés par la relation (26).

Remargue: Dans Varticle ,Les expressions du reste et du quotient de
la division de deux polynomes” publié dans le précédent numéro de ce
bulletin, je me suis occupé du cas particulier de la division d’un polynéme
de forme:

a,+a x4 ..a,x,
par (@ —x7, et j’ai établi que I’expression du quotient est donnée par la
relation (17) exprimée dans cet article, c’est-a-dire:
(27) Qix)=(—11la?x* " 4la, 1 +T,a,ax" "' Fla, ,+

Tya, 1a+4Tlaparx* " f...h(a,+ T ags1a+4---+T5 7 7a,ar9]
Dans le cas oit nous avons a diviser x? par {x — 1)7, le quotient donné
par (27) devient:

(28} Q(x)zxp—q_*_rqlxp-—q-—l_I_I‘q2xp—q—2+'“+lwpl’—q’

olt T, signifie des combinaisons a répétions des m objets pris a n.
Comme ce quotient doit étre identique & celui de (24), il résulte de la
comparaison des coefficients, I’identité suivante qui est a remarquer :

—-c,; 1 0 . ...... 0
c/ —C, PR 0
I, =i—1| —-c¢; c; S o o |,
R T o R oA e (I Sy oy

valable pour i=1, 2,3,...,p—q¢q.
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