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Quotient et reste de la division 
de deux polynomes. 

Par 

V. ALACI 

Nous nous proposons dans ce qui suit — tout en completant et gene-
ralisant ce qui a ete enonce et trăite dans Tarticle „LfS expressions du reste 
et du quotient de la division de deux polynotnes^^ — de trouver directe-
ment la loi de formation du quotient et du reste de la division de deux 
polynomes quelconques, en fonction de kurs coefficients. 

Soit â trouver ainsi directement le quotient et le reste de la division 
du polyrome: 

flo xP-{-a, + + 
par le polynome: 

b, + 
o\x p ti q sont des entiers positifs, q ^ p. 

1. En premier lieu recherchons le developpement en serie absolument 

convergente d'apres Ies puissances de de Texpression: 

1 1 

Soit a la racine de plus grand module de Tequation: 

b, + = 
En supposant que: 

(1) 

nous pouvons exprimer le developpement suivant, en serie absolument con-
vergente : 

î = A + l A : I . . . 

et oii il faut determiner Ies coefficients A^, A, , A , , . - . , Ar, --
Pour cela, nous reraarquons que la relation (2) peut s'ecrire: 

1 = / I I I ^ v + + ̂  + + 
Bulletin scientifique de P^cole Polytechnique de Timişoara, Tome 4, fasc. 3—4, 

1932 pages 135-150. 

BUPT



En identifiant Ies coefficients des memes puissances de — dans Ies deux 
membres, nous en deduisons: 

Ao = 1 

(3) 
A» + A, + Aj = O 

brK-\-br .. lA, = 0 

En resolvant ce systeme par recurrence ou mieux par la regie de 
Cramer, nous obtenons: 

b. 0 0 0 1 

b. b. 0 . . , . , . 0 0 

b^ b, . . . 0 0 

A.= 
br br~l 6 , - 2 b̂  O 

b, O 

b, b, 

b, b, 

O 

O 

O O 

O O 

b „ . . . . t) o 

( - i r 

bo 

b, 
b. b. 

O 

b. 

br b,.\ br 2 •• b^ ba 

oîi /•= 1, 2 , . . , . Nous avons ainsi successivement: 

b, b„ 
b, , b, b, 

Ao = 
1 

(4) 

Ar 

A ' " bo 1 — 
bV bl 

> 

b, bo 0 . . . . 0 

b. b. . 0 

A + 1 Oo • 

br br-l br-2 . . . 'b, 

2. Une formule de recurrence. Si nous notons pour etre bref; 
b, b, O O 

O b, 

br br-l br-2 . • . 

O 

O 

br br-\ br-2 
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nous avons alors en observant Ies relations (4): 

15) = , (r = 0, 1, 2 . . , ) 
Oo 

Si dans la derniere equation ecrite en (3), nous rempbţons Ies valeurs 
de Ao, Al, Ag, . . . , Ar , . . . donnees par (5), en prenant Â  = 1, on obtient: 

Oq OQ Oo OQ 

Nous deduisons de cette derniere expression la formule de recurrence 
suivante: 

r- l 

(6) = S + 
k=0 

Remarque. Dans cette formule, pour r^q, il est evident que nous 
remplacerons par zero Ies coefficients bg^x, + 2 

3. II resulte de ce qui vient d'etre expose que la condition (1) etant 
satisfaite, nous obtenons le developpement suivant en serie absolument con-
vergente : 

/7i ^ I \ L ^^ J 

oii Ies coefficients Aq , A i , A g , . . . , A r , . . . ont Ies valeurs donnees par Ies 
relations (5) qui comprennent Â  calcules â Paide des relations (6). 

Cas particuliers: 1®. Soit : 
1 A. 

En comparant cette relation ă (7), il en resulte que; 

<7 = 2 , = b^ = b, b. = c 
ainsi que (5) devient: 

- ^r + I > 

oii en vertu de la relation (6 ) : 

(81 = — a c X - 2 -

Comnie, = A, = 6 , il resulte de i'expression (8) successivement: 

\ = b'- - ac , Aj=b* — 2abc, = b* — 3 a b'-ca* , 
Nous deduisons ainsi le developpement: 

1 _ _ l b b'- — ac b^ — 2abc. 
a x^b X c ~~ ax^ ' "oT^ ' 

ai X* • ' 
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valable pour: 

a etant la racine de plus grand module de Tequation : 

Remarque: Si nous avons: 

a = b = c= \ , 
la relation (8) devient: 

= A , _ 2 ; alors: A. = ( - i r ( A . - i - A.^ 2) 

et par consequent: 

Ao = 1 , Al = — 1 , A, = O , 

et en general: 
A « A = O, 1, 2 

(10) + AA . pour: _ ' / ^ r — U, 1, 2, J , . . . . 

II en resulte ainsi le developpement: 

valable pour: 
x>\ . 20. So i t : 1 A. 

Z j „3 + r a x^b x''c X d ~~ x^ 

En comparant cette expression â (7), il en resulte: 

<7 = 3 , = a , = b , b^—c, bz = a , 

ainsi que (5) devient: 

' - l ' ' A A, , 

ou en vertu de la relation (6 ) : 

(12) ^r = b ^ r - ^ — a c ^ r - 2 ^ - a • ' d â r - : i . 

Comme: 
A, = 1 , Al = 6 , Aj = — a c , 

il resulte de (12) successivement: 

As = — 2 a 6 c + a^ flf, = b' — 2 a b^ c a'- c'' 2 a'' b d , 

Nous avons ainsi le developpement: 

1 _ 1 ^ b'^ — ac b^—1abc^-a''d 
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OO r o o 
^ y . r _ i L _ l = ri L l v _ l _ 

Remarque: Si nous avons: 

a = b = c = d=1 , 

la relation (12) devient: 
A^ = A,._ , — A,. _ 2 + 3 , 

et par consequent: 

A, = Al = 1 , J , = A, = O , . . . 
et en general: 

A V k = 0, 1, 2, 3 AA + 4 r = A 4 , pour: „ , „ ^ 
r = 0 , 1, 2, 3 , . . . 

Nous avons ainsi le developpement: 
d o 

+ + 
valable pour: 

a : > 1 . 

Expressions du quotient et du reste. 

4. Apres ce qui vient d'etre expose, nous pouvons chercher maintenant 
â etablir la loi de formation du quotient et du reste consecutifs â la division 
de deux polynomes entiers, en fonction de leurs coefficients: 

Soit â trouver ainsi directement le quotient Q (jr) et le teste R [x] de 
la division du polynome: 

a.xP-^a.xP-^ h^P^ 
par le polynome: 

oii p et q sont des entiers positifs, q ^ p. 

Nous faisons en premier lieu Thypothese: 

(15) 

a etant la racine de module maximum de Tequation: 
+ + = 

hypothese que nous ecarterons ensuite. 
Dans cette hypothese, nous avons etabli au § 3, le developpement (7), 

c'est-ă-dire: 

(16) î ^ , Aj A. , L I ... 

oîi Ies coefficients Ao, A^, A», . . . , A r , . . . se calculent â Faide des relations 
(5) et (6). 

En multipliant Ies deux membres de (16), par : a^x^ â  JC -̂̂ -I P̂ , 
on obtient: 
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A 2 1 1 Ar I 
7 1 H 

• M 4 -- r + 1 ^ 

ou encore: 

<•̂1 ::::+::::: i: a.+A,I - ̂  - + 
!ff2 Ao + «1 A l + flo A , ' x/» - » - 2 H + _ y A „ 4 - fl;, _ , _ 1 A l + • • • 

00 

k=\ 
ou nous avons note pour etre b r e f : 

(18) B . = Ao + «r - 1 A1 H h «o A . , = 0 , 1 , 2 , . . . ) 

et en prenant evidemment p o u r / - > / / : 

i 1 = + 2 = • • • = O . 

Comme le quot ient cherche Q (JC) est un po lynome en x du degre p — q, 
i l s'ensuit que le developpement du deuxieme membre dans la re la t ion (17) 
arrete au terme l i b re de x, represente Q (JC) tandis que la pârt ie suivante, 
qu i est une serie absolument convergente, represente le developpement de 
Texpression : 

R_(£| 

b, + + 

ainsi que nous pouvons ec r i re : 

(19) = + + 

[a^ K + a, + XP-^-^ + f-^o ^P-g) 

(20) 
Rix] 

00 

+ + + B/> - y + Ă _ Bp - y + 1 • ^p-q + 2 I 

k=l 
00 

I ^p I y B/> H- ^ 

Uexpression du quotient cherche Q(Ar) est donnee par la relation [19] 
ou Ies coefficients A^ , A ^ , . . . A/, . ^ se calculent â l'aide des relations (5) et {6}. 

I I reste â t r ouve r l 'expression du reste, R (jt). 
Dans ce bu t , remarquons que de (20) nous deduisons: 

- g 4-1 _j_ B^ - , + 2 
JĈ  

00 
I V ^ p - ^ ^ 

BUPT



En effectuant le produit du deuxieme membre, nous obtenons: 

+ 2 + + ^ + 

bq^p - q r bq ^p — q ţA+lH 
Z j yk k = \ 

Comme le premier membre R (x) esi un polynome en general du degre 
^ — 1, il en resulte que le devtloppement du deuxieme membre dans la 
relation (21) arrete au terme libre de jc, represente R W , et que Ies coeffi-
cients des autres termes doivent etre nuls. 

II en resulte que: 

hl^^ - 1 + bq - 2Bp-q b^Bp] , 
de meme que Ies identites suivantes en nombre infini: 

(23) b q B p - q ^ k - \ - b q ^ x B p - q , k r x - \ + , = 

[k = \, 2, 3 , . . . ) , 

ou Br {r = 0, 1 , 2 , . . . ) est donne par la relation (18). 
Uexpression du reste cherche R [x) est donnee par la relation (22) ou 

Ies coefficients Bp-q 12, . •. B^ se calculent ă l'aide des relations 
(18), (5) et ;6). 

II reste maintenant ă ecarter la restriction que nous avons faite 
au debut du § 4 et qui nous a permis d'etablir Ies relations (19), (22), (23). 
En fdit ces relations (IQ), (2;*), (23) etant valables pour un intervalle (dans 
notre cas pour j c > | a | ) , sont evidemment valables pour toute valeur de x. 

Applications, 1 . Soit â trouver directement le quotient et le reste de 
la division du polynome: 

« + 1 _ « ^ 1 

par x ^ - j - j c - f 1, n entier positif, 

En comparant ce dernier cas au cas genăral trăite au § 4, nous avons ici: 

p = 2n-\-\, q = 2 
flo = 1 , J , = — 1 , flj = flg = . . . = „ = o , flj M - 1 = 1 

En nous servant des foimules (19) et (22) qui donnent Ies expressions 
du quotient et du reste, nous avons dans notre cas; 

h l " A 3 « - 2 + Aj„ - 1 ) 
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La relation (18) appliquee ă notre cas, donne: 

Ba « = - A3 H — 1 4 " « 

B3 « + 1 = Aq — A3 M -f" A3 M 4-1 

II nous reste â calculer Ies coefficients Aq , A j , . . . A3« +1 â Taide des 
relations (5) et (6) ; mais ces coefficients sont deja calcules quand le diviseur 
est 1 au § 3, formules (10), oîi nous avons trouve: 

A o = - l , Ai = — 1 , A2 = 0 . 

Ă = 0 , 1, 2 
A k ^ 3 r = Ak, pour: 

r = 0, 1, 2 , . . . 

Ainsi pour r = n — \ et A = 0 , 1 , 2 , nous avons: 
A 3 « - 3 = 1 , A 3 « - 2 = A I = — 1 , A3«-1==A2 = 0 , 

ensuite pour r = n , ^ = 0, 1, nous avons: 0 
A3 „ = 1 , A3« +1 = Aj = — 1 . 

Ayant en vue ces valeurs des coefficients Aq , A ^ , . . . , A3« + 1, Ies 
expressions cherchees du quotient et du reste deviennent: 

Q (x) = (JC3 - 1 — 2 - 2 4 - Jt3 « - 1 , ^ « ~ 4 _ 2 ^ - 5 ^ H - 6 . ^ . . . 

n-\ 

k=0 
Rlx)=x. 

2. Soit â trouver directement le quotient et le reste de la division 
de xP par (x — l)"^, ou p et q sont des entlers positifs, q ^p. 

En comparant ce cas au cas general trăite au § 4 et en remarquant que: 

nous avons ici : 
0̂ = 1 , a, = = = = 0 

En utilisant Ies formules (19) et (22) qui donnent Ies expressions du 
quotient et du reste, nous obtenons dans notre cas : 

(24) = + + + 

(251 R(J»:) = A ^ _ , + , + + + + 

[Cq — — ^ . . . 
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oîi nous avons pose : 
BR = AR, 

conforrnement â la relation (18) appliquee dans ce cas. 
II nous reste â calculer Ies coefficienls Aq, A i , . . . A p â Taide des rela-

tions (5) ct (6). Dans le cas qui nous occupe, ces coefficients sont: 

— C^ 

(26) A . = ( - i r A r = ( - i r 

M ) " c ; 

1 

- C ; 

0 . . . . 0 

1 . . . . 0 

. 0 

•2 f̂ r—2 . - c 

Les relations (24) et (25) nous donnent le quotient et le reste cherches, 
Ies coefficients A o , A , , . . . , A ,̂ etant donnes par la relation (26). 

Remarque\ Dans Partide expressions du reste et da quotient de 
la division de deux polynomes^^ publie dans le precedent numero de ce 
bulletin, je rae suis occupe du cas particulier de la division d'un polynome 
de forme: 

par [a—Xj'f, et j'ai etabli que Texpression du quotient est donnee par la 
relation (17) exprimee dans cet article, c'cst-â-dire: 

(27) Q.;a:) = ( — + + 2 + 

" ^ + . . . + (a, + + 1 ^ + • • • + " ' ^ 

Dans le cas ou nous avons Â diviser x^ par (JC— , le quotient donne 
par (27) devient: 

(28) 1 ./> - - 1 + r, 2 ̂ p-q- 2 + . . . + r f>-g 

OÎI TZ signifie des combinaisons â repetions des m objets pris â n. 
Comme ce quotient doit etre identique a celui de (24), il resulte de la 

comparaison des coefficients, Tidentite suivante qui est â remarquer: 

r ; = i - i r 

- C ; 

- l ; ' c ; 

— c ' 

( - I R - ' C R ' 

0 . 

1 . 

- C ; 

o 

o 

o 

I - 2 ^ i - 2 ( - I R ' C , ^ c ' 

valable pour / = 1, 2, 3 , p —g. 
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