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UNE CLASSE OF FONCTIONS DISCONTIAUES DE PREMIERE ESPECE

VALERIU ALACI

§ L

1. Je me propose de présenter dans les pages suivantes, une classe im-

portante de fonctions de 1-ére espece en partant d’une remarque tres simple
faite sur une intégrale classique.

2. On sait que la fonction:

() S“’smxa

ne peut avoir que les valeurs

7, 0, Z, selon que x est négatif, égal a
zéro ou positif et que son graphique est, fig. 1

] 8
T
T S 0 T X
I
b
A A,
7'
Fig. 1.

formé des semi-droites A A,, B, B et du point O qui remplace les extrémxtes
de méme abscisse.

i
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3. La fonction (1) est connue en Analyse comme une fonction discon-
tinue de premiére espéce et représentée par une intégrale. Cette particularité
que présente la fonction (1), m’a suggeré I'idée d’une généralisation et d’une
extension 2 des branches diverses et m’a permis de découvrir une classe
importante de fonctions discontinues de 1-ére espéce digne d’étre relevée.

Nous avons la premiére généralisation immédiate en considérant Ia
fonction :

@) y=§:° sin P (x) @ de,

a

olt P(x) est un polynome du degré ». Nous supposons que le polynome
P(x) a p racines réelles simples a,, a,,...a,, rangées en ordre de grandeur

et que n est pair.
Faisons varier v entre — oo et -4 oo et remarquons qu’en passant par

une racine, la fonction y est discontinue, comme nous pouvons le lire faci-
lement sur le tableau ci-dessous:

x — o0 a, a, a, . ... .. a, — 0
P(v) + 0 - 0 + 0 —....0 +

T T T T T

— Q0 —= - —_— _
d 2 7 V20 =50 5

Dans ce cas, le graphique de la fonction est, fig. 2:

Y
A A, A A, Ap B
——y 7 : 2 l
x . Ay 1 .
T ] ?
I ol 0 1Ca 1€y EC.n X
-F 5 E-
8= 2, —
v
Fig. 2.
formé des semi-droites A A,, A, B, des segments B, B,, A, A;, ... des points
Ci(i=1, 2,... p) qui remplacent les extrémités de méme abscisse.

Remarques. 1°. St n était impair, les signes de P (x) et de y du tableau
changeraient, et le graphique correspondant serait symétrique par rapport a
Paxe x'«x, au graphique ci-dessus.

20, Si P(x) présentait aussi des racines réelles multiples d’ordre impair,
la fonction y, pour une telle raciné, sauterait de -+

versement.

JT . b4 .
a ——, ou -
2 2 n
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Pour une racine réelle paire de P (x), y garde a gauche et a droite la

T a . . .
méme valeur —}—7 ou — —, mais ayant la valeur zéro pour cette racine.

2 )
Cas particuliers. 1°. La fonction :
O g ° __
y=§ sin (x 4)ada

0 « ’

présente le tableau de variations:

x | —o0 —2 -0 + o
T T T
vy oz 0 -3 03

et par conséquent, le graphique est, fig. 3.

i
!

R A, Fy Y
- 4
o :
T | |
X ' 1
! | | i
X ' C., 0 12 X
—_— h — = Y
:__-2 ——fe— D - - i
' \
' X i
. S |
! 5 |
[
B, 3,

Fig. 3.

formé des semi-droites A A,, A, B, du segment B, B,, des points C,, C, qui
remplacent les extrémités de méme abscisse.
3o, La fonction :

y = SN sinx (x*— %) «

da,
0 o
présente le tableau de variations:
¥ 1 — o0 —n 0 b4 + o
T Py (4 M
y \ —7 0 570 =35 03
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et par conséquent le graphique est, fig. 4:
v

L e L) 8 B

fa = pafiv —o

(L e
1]

A

~

Bl
b

Fig. 4.

formé des semi-droites A A,, B, B, des segments B, B,, A,A;, des points C,
C,, C, qui remplacent les extrémités de méme abscisse.

30, La fonction:
y= SN sin[(sinn)a]
0 a

présente le tableau de variations:

x {—-x.... —2 — 0 7T 2n... +

g ,ﬂ T T 14

et par conséquent, le graphique est, fig. 5:

7

Fig. 5.

formé d’une infinité de segments égaux situés de part et d’autre de I’axe x'x,
les extrémités des segments étant remplacés par les points de Paxe x'x qui
correspondent aux mémes abscisses.

On voit que nous sommes en présence d’une fonction périodique discon-

tinue de premicre espéce et nous savons qu’elle peut étre aussi représentée
par la série trigonométrique:

sin x sin 3 x sin (2k+1)
2[5+ Tt TegFr T |
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4. Nous avons une autre généralisalion de la fonction (1), en considé-
rant la fonction :

(3) y=gx sinP(xacosQe

0 a

b}

ot P(x) et Q(x) sont deux polynomes. Elle peut se réduire 3 la somme de
deux intégrales de forme (2).
En effet, nous pouvons écrire:

1 (P sin[P()+Q(N]e 1(C sinlP(x)—Q(x)]«
y—?[) a da_l_?SO a d

a

Afin de préciser le tableau de variations, supposons que a,, a,,...4a,;
by, by, ... b, soient toutes les racines réelles simples ou multiples, d’ordre
impair, des polynomes:

p(x) =P (x)+ Q) g (x)=P(x) - Q).
supposés pairs et que leur ordre de grandeur soit:
a, b, a, by,...a, b,,..

Nous remarquons facilement que la tableau de variations est:

x| —oo a, b, a, by...ap...by... +
T T M T 7T T T T
y P I S S

et par conséquent le graphique est, fig. 6:

Y
a, {’A
A R, Re B
: . ey
7€, G
_x L By, 0 B, B, ; X
8 : b ;=
e, rCy
R, A,
vl
Fig. 6.

formé des semi-droites A A,, A,B, des segments B,B., A; A;, B;B,,... des
points C;(i=1, 2, 3,...49) qui remplacent les extrémités de méme abscisse.

Il serait tout aussi facile de traiter les cas présentant des polynomes
p (x), g (x)impairs ou de parités différentes et méme s’ils présentaient des
racines réelles d’ordre pair.
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Remarque. Nous pourrions traiter de méme la fonction plus générale:

1) ' :Sx sinP (x) @ cos Q, (x)acos Q. (x) @...cosQ,(x) a da
0 a
Cette fonction peut se réduire 2 une somme de 2 sommes de forme (2),

en transformant le produit du numérateur en une somme de sinus.
Cas particuliers. 1°. Soit @ construire le graphique de la fonction :

da

_SN sinx*acosxa
y= o p

Nous pouvons écrire:

1{° sinx(x*41)a 1 S°° sinx(x2— 1) a
} == —i— so P da + '—2“ o p d a
et en faisant varier x, nous obtenons le tableau:
l -
X || — 20 —1 0 1 + o
l 4 a T a
' _—— —_—— —_ —_
Vi 2 g 000 7 35
et par conséquent le graphique est, fig. 7:
y
Ry B
. 1[ I
| ~ ~-1 I‘
_ _ X _ Y4 N X
; —_
1 ~4~0 Ba
-%‘ :Cq
A R
Y
Fig. 7.

formé de semi-droites A A,, A, B, du segment B,B,, des points C,, C, qui
tiennent lieu des extrémités de méme abscisse.
20, Soit d représenter graphiquement la fonction:

dc,

sx’ sin (¥} — 5) @ cos 4 @
y=
0 a
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Nous pouvons écrire :

1 (¥ sin(xr—1)a 1 go" sin(x*— 9 a

a

et ea faisant varier x, nous obtenons le tableau:

x} — o — 3 —1 1 3 + oo
T T T T T JT b1
y 5 2%~ 7 —3 —7 %7 3

A Q Ly B
- 1 ¥
f— -3 3 -
] 1
?C4 ch
N L B, Bs ! X
A - _B T |
4 | i B4
C,+ +C
ettt = 2
L_____iﬂ
Ry 3
t
)/
Fig. 8

formé des semi-droites A A,, B; B, des segments B, B;, A; A;, B; B,, des points
C,, G, C,, C, qui remplacent les extrémités de méme abscisse.

Remarque. Si on voulait que le graphique restit en entier au-dessus
de I’axe x’x, nous pourrions considérer la fonction ;

y=a+sw sin (x2 — 5) @ cos 4 « da, a2
0 4 2

5. Nous pouvons encore généraliser la fonction (1) de la maniere suivante.
Considérons la fonction :

oo sin()c—"—l)azsinﬂ
() y= da,
o @ sin —

dont on demande d’établir le graphique.
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En observant que:

s'n(x ”———_]) « sinﬁf
: )

2 =sinxa4sin(x—1)at...4sin(x—n41)e,
sin%

il en résulte que la fonction (5), devient:

n-1 1 J—
y="y | sinGc—He ,
k=070 «a
c’est-a-dire qu’'elle est une somme de n fonctions de forme (1).
En faisant varier x nous obtenons le tableau:

.vl-wm 0 1 2...n—1 4o
v[ _nx _(a=lx (=% _(n=3)x _(a—@)x _ (a—5)x (n—)x n=x
" 2 2 2 2 T2 2 2 2

Nous avons par conséquent le graphique échelle, fig. 9:

N

A B
: L
Y cw:_
I ‘ nl

) L

1]
P
-

{ ol
A ’11
)

Fig. 9
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formé des semi-droites A A,, A, B, des segments B, B,, A, A;,..., des points
C:(i=1, 2,...n) qui remplacent les extrémités de méme abscisse.
Remarque. Si n est pair, un des segments se trouve sur Paxe x'ux.

6. Nous pouvons considérer de méme la fonction :

0 sin [xa 4 (n — ])2(7[_ “) ] sin———nmz_ 9
(6) y= pe d a,
o a COS '—2—
donl on veut obtenir le graphigque.
Nous observons ici que:

sin [x a4 n—Dr—a) 1)2(n— a)J sin —n(.vz— “)

a
@ COS
2

sinxe—sin(v—1ae+4...4+(— )" 'sin(x—n-t1)a.

D’oul il résulte que:

n-~1 o0 1 .-
=3 (— ,)ks sinx—hea .
= 0 o
Faisons varier x, en supposant n pair, nous obtenons le tableau suivant:
x! — oo 0 1 2....n—1 +
0 = 2 Z o Z = 0
d 2 2 2 2

y
B. - £,
‘ .H.—!Bx. B{a__.lbﬁ 5[,.__—1"
) i i !
1 1 I
1 ¢ 'Cx e, "c~ . :C“
0 1
‘l p R ‘3, LR ‘A X
A ol . 3
IO S
, [
Y
Fig. 10.

formé des semi-droites A A,, A, B, des segments B,B,, A,A,, B,B,,....

B.—-1B. et des points C; (=1, 2,...n) qui remplacent les extrémités de
méme abscisse.
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Remarque. Si n était impair, nous aurions le méme graphique avec les

ordonnées diminuées de 5 ainsi que les points C,, C,,...C, tomberaient

sur 'axe x/x.

7. Et voici encore une généralisation intéressante de 1’équation (1).
Soit la fonction :

(7) y= 2 I;(x) S::D sin q;(x) L

oir f(x) et ¢(x) sont deux fonctions quelconques, et dont on demande de
construire le graphique.
Remarquons que l’intégrale qui entre dans la fonction (7) prend seule-

ment les valeurs — i;—, 0, + %, selon que @ (x) est négatif, zéro, ou positif.
Il résulte de ceci, qu’en faisant varier x, nous avons:

y= f (),

dans les intervalles, ou @ (x) >0:

) y= —f(.l‘),
dans les intervalles, ot ¢ (x) <0, et:
= O’
pour n’importe quelle racine de ¢ (x).
Nous en déduisons facilement la régle pratique suivante qui nous per-
mettra de construire le graphique de la fonction (7).
Construisons d’abord la fonction:

yl =f (X),
dans son domaine d’existence. Nous trouvons ensuite les racines réelles de
@ (x), qui tombent dans Uintervalle d’existence de f (x). Dans les intervalles
pour lesquels nous avons @ (x) <0, nous remplagons f(x) par sa symétrique
par rapport a x'x, en tenant compte de plus que les racines réelles de
¢ (x) sont aussi les racines de y. ‘

Nous obterons ainsi, d’une maniére trés simple, le graphique de la
Jonction (7).
Applications. 1°. Soit a etablir le graphique de la fonction:

2x 5‘” sin x a
y:: da
Tt Jo a

Conformément a la régle énoncée, nous construisons d’abord la fonction :
h=x
et comme ici:
¢ (x) =x,
a la racine x=0, et que dans lintervalle (— oo, 0) nous avons ¢ (x) <0,
remplacons dans le graphique de y,, la partie de Pintervalle (— oo, 0) par
sa symétrique par rapport a x'x.
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Le graphique a établir est ainsi I’angle A OB, fig, 11.

Y

Fig. 11.

20, Soit d établir le graphique de la fonction :

J— QO {
(x I)S simxa o

y=
12 o «

Construisons d’abord la fonction :

x—1
yl= 2

id

en remplagant la partie de Vintervalle (— oo, 0) pour lequel @ (x) =x<<O0,
par sa symétrique par rapport a x' x. Nous obtenons ainsi le graphique, fig. 12:

Fig. 12
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formé des semi-droites AA,, B,B et du point O qui remplace les

mités A,, B,.

30, Soit @ construire les graphiques des fonctions :

da, y=x’r————sm(x,_1)ada,
0

OC

v |

* sin(1— 1)
- r? _
y==|

24

D_._ .
construisons d’abord la
parabole :

T X3

—
Remarquons que la fonc-
tion @ (x) correspondante
aux fonctions données est
négative, pour la premiére
fonction, dans l’intervalle
(—o0, —1); pour la
deuxiéme, dans P’intervalle
(—1, 1); pour la troi-
siéme, dans les intervalles
(— oo, —])) (11 °°)’ et
enfin pour la quatrieme,
dans les intervalles (— oo,
—1) et (0, 1).

Conformément a la re-
gle précédemment énon-
cée, remplacons — dans
les intervalles out ¢ (x)
correspondant est néga-

Y=

tif — la partie de la pa-

rabole :

T x*?
y1= 2

par sa symétrique par rap-
port a x'x.

sin(x— 1) a
0 a

©sinx(xt—1)a

a

da, y=x’§

0

Fig. 13

a

d a.

extré-

Nous obtenons ainsi les graphiques qui correspondent aux fonctions

données, fig. 13, 14, 15, 16:

BUPT



Fig. 15
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~c

Fig. 16.

4°. Soit a construire le graphique de la fonction :

1 sinx
y—x'-—lsow « da

Construisons d’abord la fonction :

Jr

AT Y Py

et comme ¢ (x) = x est négatif dans Pintervalle (— oo, 0) remplagons, dans
cet intervalle, la fonction y,, par sa symétrique par rapport a I’axe x’x; nous
obtenons ainsi lejgraphique de la fonction donnée fig. 17:



—_ 17 —=

formé par les branches AA,, B, B,, A;A;, B;B et du point O qui tient lien
des extrémités A,, B,.

P

A o e e e

|
1
|
l
i
;
|

Fig. 17.
52. Soit @ établir les graphiques des fonctions :

y—er)_da y= 2(a+bx) sao sin (a sin x)
0 ! -

24 T 0 14

dc.

Construisons d’abord les droites:

X

.VI=Ts Bn=a-+bux
Remarquons que, dans les deux cas, nous avons:
@ (x) =sinx,
avec les racines:
x=0, 4+, +2a7a,...

Dans les intervalles, (7, 2n), (3n, 47), (57, 67),... et dans ceux qui
sont symétriques par rapport a Porigine, ¢ (r) est négatif ; nous allons donc

2
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remplacer dans ces intervalles les parties correspondantes de y, et de y, par
leurs symétriques par rapport a I’axe x'x.
Nous obtenons ainsi les graphiques des fonctions données, fig. 18 et 19:

Ao
|
|
|
|
:
|
Y As !
i :
) ]
! |
' j
i
|
i
|
|
1
|

PALS ~ ! .
, T, :

l

Fig. 1s.

formés d’une infinité de segments A, A,, A A,, A, A,,... des points C,, C,,
Cy ... qui remplacent les extrémités des segments de méme abscisse; de
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méme, nous obtenons a gauche, les segments et les points symétriques de
ceux de droite par rapport a Paxe yy'.

Fig. 19.

6°. Soit a établir le graphique de la fonction :

x2 (™ sin (e sinx)
y= d«
4 0 a
Construisons d’abord la parabole:
x!
n=g
Remarquons que nous avons:
¢ (x) = sin x,
avec les racines:
r=0, +x, +27,,

Dans les intervalles... (— 37, —2na), (—=x, 0), (7,2x), 3n, 4:1),...
¢ (x) est négatif; nous allons donc dans ces intervalles remplacer les parties
de y,, par leurs symétriques par rapport a I’axe i’ x.
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Nous obtenons ainsi le graphique demandé, fig. 20

f HS

R4

Bs

, Fig. 20.

formé d’arcs en nombre infini,... B,B,, B;B; B,B,, A, A,;, A, A;,... et des
points... C_,, C_y, C,, C;,... qui remplacent les extrémités des segments
de méme abscisse.

70. Soit da établir les graphiques des fonctions :

= 2sinx smsin(acosx)da’ y___2cosx§°° sin (a sin x) da.
T 0 a T 0 a

Construisons d’abord les fonctions trigonométriques :
Y, =sinx, Y3 == COS X.

Remarquons. ensuite que la fonction ¢ (x) correspondante aux fonctions
données est négative pour la premiere fonction, dans les intervalles,

7n Sn) ( 3n ”t) (n 3n 57 T
A7 =) B -9 & ) (G s
de méme pour la deuxieme, dans les intervalles, ... (— 37, —27), (—=, 0),
(n, 2m), 3nx, 5n),...

Dans ces intervalles remplagons respectivement les parties de y,, et de
y; par leurs symétriques par rapport a x'x.
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Nous obtenons ainsi les graphiques des fonctions données, fig. 21 et 22:

Fig. 21.

formés d’une infinité d’arcs,... B; B,, B, A,, A, A,, ... et des points sur Paxe
x'x qui ont la méme abscisse que les extrémités des arcs qu’ils remplacent.

Fig. 22.

§ IL. Fonctions élémentaires et générales discontinues.

8. Nous allons montrer dans ce paragraphe, comment il est possible de
construire a ’aide des intégrales de forme (1) § I, une fonction qui, dans
des intervalles différents, représente différentes fonctions a notre choix.

En particulier nous passerons au cas des fonctions périodiques, dans un
intervalle fini ou infini. Formulons d’abord quelques définitions.

9. Définition. Nous disons qu’une fonction :

(1 y=Ff(x).
est élémentaire disconti- 'y
nue quand elle est repré- '

sentée dans un intervalle ! '
(a, b) par la fonction ' }
(1) elle méme, mais qui q i

est égale a zéro en de- , i
hors de Ulntervalle et ' ; 'IL
prend respectivement les | '€, !
valeurs : . ) )
A o _ X
G I0Y ", 3
2 2

aux extrémités de l’inter-
valle : y

Le graphique d’une telle
fonction est, fig. 23: .
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formé des semi-droites 1’ A,, B, x, de 'arc AB et des points C,, C;, qui rem-
placent les extrémités A,, A, B, B,.

Il est intéressant de noter expression analytique de la fonction dont le
graphique vient d’étre donné.

Cette expression est la suivante:

y= ff((*‘) g? sin(x—gu—sin(x—ba

«

04

Et voici comment nous démontrons que la fonction (2) correspond au
graphique ci-dessus,
Remarquons les valeurs des deux intégrales dans le deuxiéme membre:

l}___r sin (x — a) @ da, la=§w sin(x — b) da,
0 a 0

a

quand x varie, en tenant compte de.ce qui a été dit au point 1, § 1.
Nous pouvons construire ainsi trés facilement le tableau de variations
suivant :

{

X — 0o a b -+ oo

T T
I, — 3 0 5

a T
l2 - _2— O _Q—
f@ £ )

y 0 = I () " 0

qui justifie le graphique ci-dessus.
10. Si nous notons :
b—a=12/I,
nous pouvons encore écrire:

(3) y=2fn(x) s:\' sinlacos(z—a—l)a da

11. Définition Nous disons qu’ane fonction :

y=Ffw
est générale discontinue dans un intervalle (a,, a,4,), quand dans les in-
tervalles partiels (a,, a;), (a3, @y),...(@n, @uy1), elle peut représenter res-
pectivement des fonctions données [, (x), fy(x),...f.(x), mais est écale &

zéro, en dehors de Uintervalle (8,, an1.1), et prend respectivement aux points
a,, Q... 8y an41, les valeurs:

fl (al) fl (al\)+f’ (al) f"_‘(a")_l_fn(an) f(a,,+1)
2 2 o 2 T
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Le graphique d’une telle fonction est, fig. 24:

: . ned
iC, ) ; ! i
. ' ! ' i
X' 0 Q.4 1I°~1. iax (oY 4Qmes A
A, L,

Fig. 24.

formé des semi-droites x’A,, L, x, des arcs AB, CD....KL et des points
Ci(i=1,2,...n41), qui tiennent lieu des extrémités de méme abscisse.

En tenant compte de 'expression (2) d’une fonction élémentaire dis-
continue, il résulte facilement que:

0

da

O R R L

est expression analytique de la fonction générale discontinue, dans linter-
valle (a,, a,4.), fonction que nous avons déja définie et dont le graphique
est celui indiqué plus haut, et qu’ainsi elle est la somme de n fonctions élé-
mentaires discontinues.

N\

Fonctions périodiques dans un intervalle (a,, a,+1).

12. On doit qu’une fonction;
y=Ff ),

est périodique dans un intervalle (a,, a,4.), quand en divisant Uintervalle

en n parties égales, (a,, a,), (a,, a,),...(an any41), elle se reproduit dans
chacune d’elles, ¢’est-g-dire :

f=Fflx—2@G@—1)1, (k=1, 2,...n)

8,+1 — 4a . , s . )
-"Jr,% =21, mais est égale d zéro en dehors de Uintervalle (a,, @, +1)

et prend en a,, a,4, respectivement les valeuars:

f(al) f(an-{-l) s
2’ 2

BUPT



— 24 —

mais en a,, a,,...a, prend la valeur:

f(a)+F (a) .
2

Comme on le voit, ces fonctions sont un cas particulier des fonctions
générales discontinues qui ont été déja définies.

Il en résulte que ’expression analytique de ces fonctions périodiques
dans Uintervalle (a,, a., +,), se déduit aussi facilement de (4), o 'on remplace :

fik)=Fflx—20G—1)1], (i=1, 2,...n).
a;i=a,+2({—1)¢;
nous obtenons ainsi :

S flx—2G—1) z]rs"‘ [x—a,—2(—-1)ja—sin(x—a, —2i)e

2/

T =1

ou bien:

&)

2:‘§' Fle—2i [)§°° sinlacos[x—a;—(2i—|—1)l]a 4

Le graphique de ces fonctions est, fig. 25:

!

b

A AR L Ay

. ) ’

SN Y / - :
: ' B ol (9 '
, . |
' s : ' . Cae

3 . t: L2 ;clx. 18 'ae.. x

7 A K Ay (8 Tarn

Fig. 25.

formé des semi-droites x’ A'l, A',,+,x, des arcs égaux A, A,, B, A,,...B, Ao

et des points C;(i=1, 2,...n-41) qui tiennent lieu des extrémités de méme
abscisse. '

Pour a, =0, I’expression (5) devient:

(6) y=2"% fa—2i :)S sinla coslx —(2i+1) ] a

a

Remargue. Sl nous prenons, n=co et si nous gardons /=0 et déter-
miné, Vintervalle (@,, a,4+1) dont nous avons déja parlé dans la définition
No. 12, se transforme alors en intervalle (0, o), et Pexpression devient:

) 2 2. Fle— 21 I)S sinlacos(x —(2i+1)!]a

a

da,

T i=o0
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qui est expression d’une fonction périodique a droite de [origine, liuter-
valle fondamental étant (0, 2 1).

Il est évident que nous pouvons aussi polonger cette fonction a gauche
de Dlorigine.

13. Applications. 1°. Sot & établir la fonction dont le graphique est,
fig. 26:

Y
R —B
¢,
x’ ht ‘21[ k3
i !
o)
y’ CL lD
Fig. 26.
ou dont le tableau des variations est le suivant:
X, — oo 0 7 2n + o
T T T T
y 07 70 —5 —3 0

L’expression analytique de cette fonction, en vertu de I’expression (4),
peut s’écrire successivement :

y=lgw sinxa—sin(x—n)ada_lsmsin(x—n)a—sin(.t——2.7)ada
2 Jo @ 2 ) a

sin (x — 77)

1 SN sinx « 4 sin (x —27) «

=7 , p da — Y: p do=—
OO .
§‘ sin (x — 1) (costa — 1) da
0 a
La fonction demandée est par conséquent
®) = 2537 sin‘ixrasinj (1t—x)a da.
0
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22, Soit a établir la fonction dont le graphique est, fig. 27.

SL— e B ez Raaey

\(, l1 ‘F ;!" ! E 'E l
N ! [ M

° N 51 . I : Cin

i —— — —
9 R Ay Rin Azn

M

¥

Fig. 27.

formé des semi-droites x'O, Bx, des segments égaux A A,, A} A, A A,
Azn—1 Az, et des points C,(i=0, 1,...2 #) qui remplacent les extrémités de
méme abscisse.

Comme on peut le voir aisément, ce graphique s’obtient du précédent,
si nous lui adjoignons dans (7 — 1) intervalles successifs égaux a 2=z, la
méme configuration.

Et voici le procédé pour trouver l’expression analytique. Si dans lex-
pression (8), nous remplagons x par (x — 2 /:1), nous obtenons:

) y=2§:°sin‘-'nasin2[(2ai—|—l)7t—x}a

da,

dont le graphique est analoque a celui qui correspond a (8), mais dans I’in-
tervalle {2ix, 2(i+1) 7).

Si en (9) nous donnons successivement a / les valeurs 0 1, 2,...n—1,
nous obtenons n fonctions dont chacune représente le graphique de I’intervalle
correspondant et qui étant nulles en dehors, leur somme nous donne aussi
la fonction :

y=2n£‘1§:\) sintarasin2|{ Qi+ 1) —x}e da,
i=0 J0 a
dont le graphique est celui indiqué plus haut.
Nous pouvons encore écrire:
o -1
sintaa ¥ sin2{Q2i+1)r—xja

(10) y=2) = da,

et comme:

21sin2[(2i-|—l)n—x1a=sin2(n——x)a+sin2(3n—x)a_}-.,,

i=0

o 4sin2[@ad-1)m—xja= 2T —Hasin2ana
sin2nza

b
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Pexpression (10) devient:

(11)

§°° sin2naatgrasin2(nt—x)a da,

0 «Q
et représente sous cette derniére forme, la forme définitive de la fonction
a établir.
30, Soit a établir la fonction dont le graphique est, fig. 28.

y
B A
| z
X - s 2T x

; Ca} Y Csi
4;(:4 : E ‘;C"
: ! H :

] ] .
B, B y A, )

Fig. 28.

c’est-a-dire qui présente le tableau de variations suivant:

X| — oo —2xa —_n 7T 2 —+ o
a T It A 7T
) O =3 -3 0 5 0 =5 =70

L’expression analytique de cette fonction en vertu de l’expression (4)
peut encore s’écrire successivement :

o0 . . )
y=__1_s sin(x+22)a¢—sin(x+ )« dadt
2 0 a
lgwiin(x-{—n)a—sin(x—n)ada__l_Soosin(x——ﬂ)a—sin(x—2n)ada__
2 0 (71 0 a -
(Nsin(x—{-:r)a—sin(x——n)ada _l_swsin(x+2:t)a—sin(x—2n)'ada_
!0 a 2 0 o -
o aa
sinTacosxc (1 - cos.1a) sin4asin‘-‘Tcosxa
2§<\7 . BT =4 da.
0 a 0 «
La fonction demandée est donc:
» .
(12) }’_:SS snn:*.vacos:a cos2xa da
0
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1o, Soit a établir les fonctions dont les graphiques sont, fig 29 et 30:

Y
R B E F
Py :-——\‘l
4-C1 "E’CL '%'C_) ‘E'Cl‘
X c! DI ¢! X
- K3 1T
o % 5 2
f
Y
- Fig. 29.
Y
|
I
154 Gy
%/ o C: D X
| 3 R
! -Cs Gy
1 , ‘
\ :—————'J :
' E F
4 Fig. 30.

formés des semi-droites £’ O, Gx, des segments AB, CD, EF et des points
C, C,, C;, C, qui remplacent les extrémités de méme abscisse. Les expres-
sions analytiques de ces fonctions, en vertu de ’expression (4) peuvent toutes
deux s’écrire :

o] oo
1 sin x ¢ — sin (x—l)a sin (x—s—n)a—sin(x—Qn)a
y=-—= 2 2
2 da +

0 a

da
0 a

- 'na[cos(x——l)aicos(x 7n)
sin— 2 )¢

0 1/

a.

En changeant ¢« en 4a et en séparant les deux fonctions, nous ob-
tenons :
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2O e

(13) y=2s sinr @ cos 4 (x n)acoanada
0 a

() }'22500 sm:tasm4(xa—n)asm3na Ja
0

Nous avons ainsi les fonctions demandées.

Calcul de quelques intégrales.

14. Les expressions analytiques établies pour les différents graphiques
ci-dessus, nous permettent de calculer quelques intégrales intéressantes de Ila
théorie des séries trigonométriques.

Ainsi, si dans I’expression (8), nous rendons x= 5 et si nous obser-

. 7T ‘g .o
vons dans le graphique correspondant que y= - nous en déduisons aussitot,
tout en substituant encore 7 « par a« que:

- sind a _
(13) Ef p” da—-4

a . . J .
De méme, si dans Dl’expression 12), nous prenons x=- et si nous

observons dans le graphique correspondant qu’aussi yz%, nous obtenons,
en substituant T« par « par:
sin? « cos? a 7T
16 YD =
(16) . p de=—¢
En retranchant (16) de (15), nous obtenons :
sin® a 3x
(17) S:D p da= 16
De méme, si dans Pexpression (11) nous rendons =2 et si nous

2,

remarquons dans le graphique correspondant que y = —, en substituant en-

T
2 b
suite 7« par «, nous obtenons:

0 - .
(18) y sin2natgasin(2n—1)a 1
0

p da::ir

ou nous pouvons développer sin2na, sin (2 n— 1)« en fonction de sina et
cosa et en faisant ensuite n =1, 2,... nous obtenons d’autres intégrales.

15. Dans les applications du No. 13, on donnait les graphiques et il
s’agisait de trouver les fonctions correspondantes. Il va s’agir maintenant de
Pinverse.
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Applications. 10, Soit @ construire le graphique de la fonction :

o0 .
(19) }'___45 sin3x « cos (.1 x)ada

0 «
Ftant donné que:
3sinnta—sin3na

sinsTa= ,
4

nous pouvons écrire:

V=3S sinst @ cos (- x)ada—sm sin3zacos(z—ne
i 0 a 0 a
a0 - . o0 - o — 4
_3_5 smxa—sm(x—2:r)ada__LS sin (x 4 27) @ — sin (x 41)ada,
2 J a 2 ) a
ou encore :
yzlsoo sin{(x+2a)e —sinxc« da—|—§°o sinxae—sin(x—2a)«a da—
2 ) « 0 a

da,

LSN sin(x —27)a —sin(x—4n)a
2 0 a

En vertu de Pexpression (2) § lI, la premi¢re partie de y représente

——721, dans Pintervalle (—2:, 0); la deuxiéme partie représente 7 dans I’in-

tervalle (0, 2n) et la 3-e partie représente — g—, dans Pintervalle (21, 4 7).

Ainsi le graphique de la fonction, est, fig. 31:

- D
X‘ - ) b :L"»“ . . F« \
B b) ' .
C,l ' [, 2,TC£ AT[;CH

R 5 £ 3
{
Y

Fig. 31.

formé des semi-droites x’A,, F, x, des segments AB, CD, EF et des points
C:(i=1, 2, 3, 4) qui remplacent les extrémités de méme abscisse.
Remarque. Si en (19) nous rendons x =0, nous obtenons :

0 Smsimacosa Ja— "
(20) 0 « 16
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20, Soit @ construire le graphique de la fonction :

0 ‘e . T
(21) y= SS sint 7 « sin (1 — ) « d «.
0 «
Etant donné que:
.- cosdma —4 cos2ma—+3
sintrae= -—

8
nous pouvons écrire:

. o0 .
y___r sm(:z—x)ucos4nada_4y sm(rt—x)acos2:tba
0 0

p- po da-t
3§x sin(m — x) a __lro sin(57—x)e—sin(3a+x)« da—
o ) —2) «
2SN sin(3.1 — x) e —sin (7 4+ x) @ a’a—}—3§® sin (Tt — x) « de
0 (74 0 a
Nous pouvons écrire encore :
y=___!_§msin(x+3:z)a—sin(x+:r)a dadt-
2 0 a
N - . - _ 0 . _ —ct -—3;
ES sin(x+ ) @ —sin (x :r)ada._is sin (x — 1) ¢ —sin (x 37)ada
2 ) « 0 4

+%§m sin(x —3a)e —sin(x—57) « da.
0

a

En vertu de Pexpression (2) §1I, la premiére partie de y représente

—%, dans Vintervalle (— 37, — 1) ; la deuxiéme partie représente 3—27—1, dans
Pintervalle (— n, n); la troisiéme partie représente ——321, dans Dintervalle
(7, 2.1) et la 4-e partie représente %, dans Pintervalle (3, 57).
Ainsi le graphique de la fonction (21) est; fig. 32:
< . -0
e, | G, M
' A, % o T e . b\
‘:kv | . :kl E §
q —B . f e,
| E
E: €
Fig. 32,
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formé des demi-droites x’ A,, H, x, des segments AB, CD, EF, GH et des
points C;(i=1, 2, 3, 4, 5) qui tiennent lieu des extrémités de méme abscisse

Remargue. Si en (21), nous rendons x =0, ensuite x=—g et si nous
observons dans le graphique les valeurs de y, nous obtenons:

sin® a 3a ™ sin® @ cost @ 3n
2 = —— =
(22) S:\j p da 6" (23) So p da 256"

De quelques autres graphiques.

16. Voici une maniére de procéder pour exprimer graphiquement, les
fonctions de forme:

(24) y= 2 fn(x) f P (sin a,acos £ 4

oit P(sina, cosx«) est un polynome de forme:

(25) P(sina, cosxa) =Y A,y sin2#+1 ¢ cos?*+! v
h, k pouvant étre 0, 1, 2,...n—1.
Nous pouvons réduire la fonction (24) en une somme d’expressions de
forme (2) § Il en utilisant les formules:
=1
4h

cos*t! x o =Zl—h-[cos(2k+1)xa+C},,+l cos(2k —1)xa ...+ Cheq cos x ]

sin?+1 g =

[sin(2h—4-1)a — Chps sin2h— 1)@ ...+ (—1)" Chrpy sine]

Ces valeurs introduites en (25) donnent pour P (sin e, cos x ¢), la forme:
P(sine, cosxa) =X Barsin(2h4+ 1) cos (22 +1)xa=

1 .
?XBM[sm[(Zk—{-l)x—l—2h—|—1]a——sin[(2k—|—1)x—(2h—|—1)]a]-
Il en résulte que la fonction (24) est de forme :

(26) y=Z%XB“S:’Si"[(2k+1)x+2h+”a—5inl(2k+1)x—2/l—l]ada.

[2/

Chaque terme de cette dernicre fonction, en vertu de Vexpression (2)

§ I, présente comme graphique B, f(x), dans Pintervalle symétrique :
( 2h+1 2h+4+1
 2kF1° 2k 1/

Mais pour obtenir le giaphique de la fonction (24), il est nécessaire de
réunir d’abord dans un seul et méme graphique, la somme algébrique des
graghiques partiels.

Applications. 10, Soit a établir le graphique de la fonction :

in3 3
27) y= 8x S:’ siwa cosixa

T «
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Nous avons:

. 3sina —sin3 « 3cosxa-}cos3xe
sind ¢ = costxa=

4 ’ 4

donc :
sinda cosdx ¢ =

9sinc cosxa+3sincecos3xae —3sin3aecosxa —sin3aecos3xa
16 '

Il en résulte que:

QxS sin(x—+1) ¢ —sin (x — l)ad + S sm(3x—|—1)a——sm(3x—1)a

4 « «

3;5"‘s1n(x—|—3)a-—sm(x—3)a ___x__Smsin3(x+1)a—sin3(x—1)ad
0

4 a 4 a

L0 o o
(28) y=_2;§ sin (x 4-3) ¢ asm(3x+1)ada+

2).5 sm(x-{—l)a—sm(x—l)ada__3_x§°°sin(3x—l)a—sin(x—3)a
T Jo « 4 J

0

d «.

«

En vertu de 'expression (2) § I, la premiére partie de y représente

1

3 . N . .
_Tx dans l’intervalle (——3, ——3—); la deuxieme partie représente 2.,

dans lintervalle (— 1, 1), et la troisiéme partie représente —% dans l'in-
1
tervalle (?, 3)-

On devrait donc construire ces graphiques et comme ils préseatent des
parties communes dans les intervalles, nous devrions construire dans un méme
graphique, la somme de ces graphiques partiels.

Mais on peut procéder encore de la fagon suivante: on décompose les
intervalles ci-dessus en d’autres intervalles de fagon a faire disparaitre les
parties communes, ainsi:

L’intervalle JI lntervalles partxels

R T e

En applicant cette décomposition a Pintégrale du (28) et en additionnant
les parties communes des inttervalles, nous trouvons:
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29) y=_3;\;§:” sm(.r+3)a—a—sm(x+1)ada_}_
[a V] oS

5x\ sin(x41)e—sin (x—f—l)u sin(x-{-l)a—sin(x—l)u

— 3 2x 3 3

da day — da+
0 a T dJo .. «

X0 1 o
:)xg sm(x——B—) a—sin(x—1)a 3xg sin(x — 1) e—sin(x—3) «

Fes da—4na
0 (44

da.

0 «
Le graphique de cette fonction peut maintenant se construire facilement ;
en vertu de Pexpression (4) il est, fig, 33:

&
)

Fig. 33.

formé des semi-droites x’A, L, des segments BC, DE, FG, HI, JK et

des points C;(i=1, 2,...6) qui remplacent les extrémités de méme abscisse.
29, Soit a construire le graphique de la fonction :

8 sinta cos3xa
(30) y—fn—f——a————da.

En procédant comme dans le cas précédant, nous trouvons :

3 S‘“ sin(x+3) ¢ —sin(x4 1)«

Y="iz) p da-+
* : 1 . 1 : 1
sin(x4+1)a—sinlx4 ) e sm(x—l——)a—sm(x—-——)a
5 3 2 3 3
i da+ — da
471Jo « T Jo «
oo 1 (e8]
n 5 S sm(x—~?)a—sm(x—1)ada __38 sin(.r——l)a—sin(x—3)ad
d414o a 471 Jo (44 o
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Le graphique de cette fonction est, fig. 34:

D | H—1

\ﬂrg—_.
I

R U U Y

!
KN
I~

[ T

' C,
X q . PA % . X
3 -2 ' L K 2 ]
%-C-. : : fCG
f | H !
3 R %
|
r
7
Fig. 34.

formé des semi-droites x’ A, L x, des segments BC, DE, F G, HI, JK et des
points C;(i=1, 2,...6) qui tiennent lieu des extrémités de méme abscisse.

Remarque. Si en (30) nous rendons x=2 et si nous observons le gra-
phique correspondant, nous trouvons:

da=—

(31) 0 « 32

Sw sin® @ cos32 a 3n

17. Avant de terminer ce paragraphe, proposons-nous encore de trouver
la fonction cortrespondant a des graphiques polygonaux qui peuvent étre con-
sidérés comme des fonctions continues.

10, Soit a trouver la fonction dont le graphique est, fig. 35:

Fig. 35.
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formé du contour x’ ABCyx, c’est-a-dire qui présente le tableau de variations
suivant :

x| — —1 0 1 -+ oo

y 0 0 r+41 1 1—x 0 O

En vertu de l’expression (4) § II, on peut établir facilemant la fonction
demandée qui est:

y da =

0

R N - L3 . . I N . _ e _
=x~l-r-1§ sm(.x—f—])(u smxadu+1 : x§ sinxae—sin(xr— 1)«
J [4 .

0 «

Nsin “ cos(x+ ] )u Ns'n ¢ cos (x l')
- - n — —— )«
20 4-1) 2 2/ e 20 =0\ T2 2"

a Jo a a 0 a

En arangeant par rapport a x et en remplacant « par 2¢, on peut
encore écrire:

(32) y= 2 SN sin2c¢ cos2xa—2xsintasin2yva i

)y a

20, Soit a trouver la fonction dont le graphique est, fig, 36 :

Fig. 36.

formé des semi-droites 1’ A, Cx et du contour du carré ABCD.
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En vertu de I’expression (4) § II, on remarque que [’expression:

ye=(x—|—1)2S°°sin(x+l)aa—sinxada+(x—l1)2§°°sinxa——s;n(x—1)ada
0

M 0

présente le graphique demandé. Cette derni¢re expression peut encore s’écrire :

. 2(7 (»+1)sin2ccos2xa—4xsintasin2xa
yt=— p da.
0

(33) p.
Remarque. Si dans le deuxieme membre de l'expression (32), nous pre-
nons le signe +, nous obtenons le méme graphique que celui qui correspond
a lexpression (33).
3o. Soit a trouver la fonction dont le graphique est, fig. 37 :

Fig. 37.

formé du contour W ABCDyx; ABCD représentant la moitié de [’he-
xagone.
En vertu de Vexpression (4) § II, la fonction demandée est:

o 1
= sin(v+1)e—sin{rxr+ - )ea
y= V3 (x7+1)g ( 2) dat

0 a

/3 (w sin (.v—}— —;—) @ — sin (x— —!2—) «

2.7 o «

V3a - x) S sin(x———;—)a —sin(x— 1)ea
P g

) (4]

da—+

da.
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En transformant les différences de sinus en produits et en substituant
ensuite 4 @ 2 a, nous obtenons:

(34) y_____2x§f5i"aU*“H)COS(4I+3)a—(x—l)cos(4x—3)a+cosaco§4xa]da

a

40, Soit a trouver la fonction dont le graphique est, fig. 38:

Fig. 38.

formé des semi-droites x’ A, Dx et du contour de I’hexagone ABCDEF.
En vertu de Pexpression (4) § II, ’équation du graphique demandé est :

e 3 (x4 1) g sin(x+1)a—sin(x—|—%)a
p

(35) - da+
m‘
3 sin (x+ —;—.)a—sin (x——Lz)a
4x de-
a a
(o ]
. 1
. sm(x—— a—sin(x—1)a
3(1—x)? S . 2 ) de.
T 0 a
En effet, si — 1 éxé—%, nous pouvons en déduire que:

y=1V3 @&+,

c’est-a-dire les cOtés AB,AF; si — —!2— L x é]?, il en résulte que y=+4 ﬁ

2
C’est-a-dire les cotés BC, FE; si %éxél, il en résulte que y=+

V/3 (1 — x). C’est-a-dire les cotés CD, DE et si x est en dehors de Pinter-
valle (— 1, 1), alors y=0.
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L’expression (35) peut encore s’écrire:
(36) yi=

3 SN sinc|2(x41)2cos(dx+3)a—2(x—1)2cos(dx —3)a+} cosacos 4 xa
14 0 a

da

Remarques. 1°. Si dans Pexpression (34) nous placons le signe -+ de-
vant le deuxiéme membre, nous obtenons la fonction dont le graphique est
le méme que celui qui correspond a ’expression (36).

2", Les équations (33) et (34) pourraient étre considérées comme les
équations du carré et de I'hexagone régulier, quand — 1 <L x £ 1; mais nous
reviendrons dans un autre exposé sur les équations des polygones convexes
pour aboutir a des résultats beaucoup plus simples.

§ Ill. Fonctions discontinues de premiére espéce dans les
coordonnées polaires.

18. Soient ¢ et 0 les coordonnées polaires d’un point et proposons-nous
de construire les graphiques d’une classe de forictions discontinues de pre-
mic¢re espece, de forme:

(1) "=”‘”’[1+ijw]-

Nous remarquons que, pour toute racine réelle de ¢ (6), I'intégrale de
(1) est égale a zéro, donc ¢ = ¢ (0); mais si ¢ (6) passe par zéro, en passant
par exemple du positif- au négatif, alors la grande paranthése passe par les va-

leurs oL 1, —;— et nous obtenons ainsi:
3

5 f 6,

<

dans les intervalles ou, ¢(#)>0;

0
~

1
—f (P
2 f( )!
dans les intervalles oli, ¢ (x) <0, et:

0= 0,

pour toute racine de ¢ ().

Il en résulte la regle pratique suivante pour obtenir le graphique de
la fonction (1).
On construit d’abord la fonction :

o = ':;_f ("

et dans les intervalles ot ¢ (6) <O, on remplace les arcs correspondants
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A 1
par des arcs dont les rayons polaires se réduisent au 3 de ceux qut sont

remplacés, car dans ces intervalles, la fonction est:

1
Py = 7}: (9).

Les extrémités des arcs sur le méme rayon se remplacent, par le point
équidistant de ces extrémités.
Applications. 19, Soit d établir le graphique de la fonction:

. ot L[ Sl 00l

Nous avons ici:

F =1, ¢ (0) =sin4 6.

Conformément 4 la régle ci-dessus pour obtenir le graphique de la
fonction (2), on construit d’abord le cercle:

3
91=7’

et comme sin4 6 est négatif dans les intervalles:

b ¢ (37T n) (5n 3n (77r 2n)
4 2 k] 4) b 4, 2 ] 4) b L

b

Pon remplace les arcs correspondants a ces intervalles par ceux qui corres-

. . 1 .. .
pondent aux rayons polaires égaux au 3 des rayons supprimés. Les extré-
mités des arcs sur le méme rayon, se remplacent par le point équidistant. On

obtient ainsi le graphique de la fonction (2), fig. 39:

7
qt 4
4
7/
\\ R‘/,
a

~
Y
N
N
N
N

v\c\‘i Ay
N BL_\/B

x' Ay C [ ~lo A C4 A X
By O /
Bs.,” AN

s, B

5
I’/ N\, C
., 8
v N
R4 f‘C. \q
ﬂ; . \\)\
’ q‘ \\\
\'I

Fig. 39.

3\ 'Cs /
Ve
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formés des arcs AA,, B,B,, A, A;, ByB,, A, A,, B.B,, A;A,, B.B et des
points C;(i=1, 2,,..) qui tiennent lieu des extrémités des arcs sur les
mémes rayons.

2°. Soit a établir le graphique de la fonction :

3) 9=9[1+%f sin [(sin 4 6) a] da].

«

Nous avons ici:
f(H) =6, @ (#) = sin 1 0.

Conformément a la régle enoncée plus haut, pour obtenir le graphique
de la fonction (3), construisons d’abord /a spirale d’Archiméde :

et comme le sin4 6 est négatif dans les intervalles:

(n _z) (3n' n) (5n 33) (7n 27)
4’2’ 4! ) 4727 4) Uy e

remplacons les arcs correspondants a ces intervalles par ceux qui corres-

. . 1 P .
pondent aux rayons polaires égaux au 3 des rayons supprimés. Les extré-

mités des arcs de méme rayon se remplacent par le point qui indique leur
milieu. ’
On obtient ainsi le graphique de la fonction (3), fig. 40:

N ’/
\4/—\
ﬂ . B\a ;7
20, c . 7
A 7/
3
\\ C‘V ’
~ ~ //
B, ’

ﬂ} 'CA / \\\ B/.,:

/‘Cs \\\
M HL( \\\
N
r 1% \
\\\ Ré
N
N
455\____—/
Fig. 40.
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formé des arcs OA, BB,, A, A,, B;B;, A;A,, B,B;, A, A;, B;B;,... et des

points C;(i=1, 2, 3,...) qui remplacent les extrémités des arcs de méme
rayon.

Dérivation et intégration des fonctions discontinues de
premiére espéce

19. Si nous avons la fonction:

() y=f(x)sgo

il est évident que sa dérivée est donnée par la relation:

sin ¢ (x) a

da,
0 a

o) .
. — sin @ (x) «
(3) y=Ff(x) So — da
car Pintégrale qui entre en (4) est une constante.
De méme, Pintégrale de la fonction (4) est donnée par la relation :

> sing (x)a
(6) Sydx=[$f(x)dx]so —th(l—-da“FC-
F .. s g g
y Application. Soit a établir les
graphiques des dérivées de la
fonction :
~ 1 b
o yzxgrwda,
0 a
Nous avons:
S ?
y’=2x§ sin—lea ,
0 a
‘l X
- qui prend la valeur — nx dans

Pintervalle (— 1, 1) et 7x en de-
hors. Nous avons donc le gra-
phique de la dérivée de (7), fig. 41,
formé des semi-droites AB, EF,
du segment CD et des points C,,
C; qui remplacent les extrémités
de méme abscisse.

De méme nous avons :

jo SRR .
y,,___zs sin(x*— 1) a da,
0

Fig. 1.
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dont le graphique est, fig. 42.
formé des semi-droites AB, l),
EF, du segment CD et des ‘

points C,, C, qui remplacent A |
les extrémités de méme ab-
scisse. Les autres dérivées
sont nulles,

L

§ IV. Fonctions impli-
cites discontinues de
premiére espece.

x—i
I
£
o]

Ca A

A

Nous nous proposons de
montrer par des exemples
différents et variés la maniére
d’étudier et d’établir les gra-
phiques de ce genre de fonc-
tions.

1. Soit a construire le ;
graphique de la fonction y, ’
définie par la relation : Fig. 42.

_2_s°a sm(2x+c}:)acosyada‘

T Jo

AL S

(1) x=
Nous pouvons écrire:

1 sin(x+y) a +sinxe
—f da

(2) x=

T a

Envisageons maintenant 'une aprés ’autre, les hypotheéses suivantes.
10, Si x <0, il en résulte:

x=_1_S® sin (x;}-y)a da—l-

T Jo 2

En tenant compte que l'intégrale a les valeurs —%, 0, ?7 selon que
x4y est positif, égal a zéro ou négatif, il résulte que:
Si L1l en résulte
r+y<o0 r=—1 )
r+y=0| x=— 1
) ' 2
x4y>0 x=0
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Les deux premiers systémes de conditions sont équivalents aux relations :

{x=—]
yr<i

Le troisitme systéme de conditions ne peut étre satisfait car nous som-

mes dans I’hypothése x <CO.
20, Si x=20, il en résulte:

0= SN siny
1]
équation satisfaite seulement pour y =0,
3% Si x>0, il résulte de (2):

_ 1 * sin(x+y)a 1
'“‘?So T ety

et par conséquent:

y

Sl 1 7l‘l;en résulte
x—}—y<0W x=
1
x+y=0 x=-
X+y>0 x=1

Y
C
8
\\+§‘
%' -1 ~0 1
.
(SN
C
A A
Fig. 43.

Le premier cas dans ce tableau de con-
ditions ne peut étre satisfait car nous som-
mes dans Phypothese x>>0. Les deux
derniers sont équivalents aux relations:

1

) =1
_l_ )’>—1,

y=-—=

X

En traduisant par un graphique les con-
clusions des points 1¢, 20, 3% nous obte-
nons le graphique de la fonction demandée,
(fig. 43): formée des semi-droites A B,
CD et des points C,, O, C, qui tiennent
lieu des extrémités B et C.
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Remarque. Remplacons en (1), y par y?; nous trouvons ainsi le gra-
phique de la fonction y définie par la relation :

20 - 9
3) x=—2—§ sin(2x+ y?)acosya da
0

T a

En suivant pas a pas la discussion précédente, nous concluons que
I’expression (3) est équivalente aux relations:

1
{ x=—1 =2 (=0 {x=l
—1<y<1 y=+—1—-' ly=0 y<0, ou y>0.
T3
Il en résulte que le graphique de la fonction (3) est, fig. 44:
formé du segment A B, excepté
les extrémités A, B, ensuite de la
droite CD et des points C,, C,, O.
2. Soit a construire le graphi-
que de la fonction y, définie par
la relation : B

£

1) r 2Stsin_yacos(?.\'—l—y)ada_
0 (13

L]
i~
[»}

L. A
Nous pouvons écrire: X -1 +4

1 (Csin(x+y)a—sinxa

(D) y=;0 p da

R bt §

N

Considérons 'une apres l'autre A
les hypotheéses suivantes : c

10, Si x <0, il résulte de (5): Y

O .

Nous en déduisons:

Si 'i ll en resulte
t+v<Ol
1
ctyp=0| y=+
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Pour satisfaire a ces conditions, nous devons prendre:

1
{x<0 l*__"z’ {—1<x<0
y=0 _i y=1.
ly_z
20 Si x=0, il résulte de (5):
o SI]
y=_1_S siny « da,
T Jo a

¢quation satisfaite seulement pour y =0.
39 Si x>0, il résulte de (5):

(¢ o] : ,
y=ls sin(x4y) a da—zl-
0

Nous en déduisons :

14 a

Si l Il en résulte

r4+yL0| y=—1

1
x+y=0| y=—75

x4y>0| y=0

En tenant compte que x>0, nous pouvons satisfaire 2 ces conditions
si nous prenons:

N | 0<x <1
| y=-1
1
A B x=-
— 1
o<, }————E?
< o X { r>0
=0,
o Qz En traduisant dans un
graphique les conclusions
o qui découlent des points
D 10, 20, 3o, nous obtenons
' le graphique de la fonc-
J tion demandée, fig. 45:
Fig. 45,

formé de ’axe entier x'x, des segments AB, CD en exceptant leurs extre-
mités, et des points C,, O, C,.
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3». Soit a établir le graphique de la fonction y définie par la relation :

20 . . y
(6) vy = ES sinyacos(2x+ )« da

T Jo [24
Remarquons la légeére modification apportée a la fonction (3). Voyons
en quoi cela modifie le graphique.
L’expression (6) peut s’écrire:
igm sin(x+4y)e - sinxa
0 a

da

(M Y=g
Considérons une apres l'autre les hypotheses:
12 Si x <0, il résulte de (7):

Ls‘ SnEENE yop L

xy=n 2

0
Nous en déduisons :

Si Il en résulte

x4y<0| xy=0

1

x4+y>0] xy=1

Les conditions de la premiére et de la derniére rangée nous conduisent
aux relations:

x <0 Ix<0
e

Les conditions de la deuxiéme rangée ne peuvent étre satisfaites.
20, Si x =0, de méme alors y =0.
30, Si x>0, il résulte de ’expression (7).

0 H ’
Ls iﬂ(i;ﬂ)ida_L

xy=— .
Nous en déduisons :
Si ! 1l en résulte
!
ety <0 | vy=—1
l
| o
r+y= | vy=--75
o | =
X fr>0 xy=20

BUPT



8 —

Ces conditions sont équivalentes aux relations :

_ V2
x>0 : =T {x>0
Xy—— —_
yy<—1 y=- vz y=0

Le graphique qui résulte des conclusions exprimées en 1°, 27, 3% est, fig. 46;

)
S

>

Y

Fig. 40.
formé de Vaxe x'x, des branches de ’hyperbole AB, CD en exceptant les
extremités B, D, et des points O, C,.
4. Soit a établir le graphique de la fonction y, définie par la relation :

2 (™ sin(x e cos(x—y)a
x+y=7§o (ktyacosc—ye,

(21

(8)

Nous pouvons écrire :

9

1 (® sinya-tsinra
x+}’=}—50 J —L- da.

En_visageons les divers cas l'un aprés l’autre:
10 Si v <0, il résulte:

. 1 (P sinyea 1
.x—l—y-—;s o da—?-
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Nous en déduisons:

Si I Il en résulte

y<o jxty=-—1

Ces conditions et I’hypothése x <0 sont équivalentes aux relations :

lx<0 1 [x<0
r—=——
] y<0 2 l y>0
x+y=—1 y=0 x4y =0,
20, Si x=0, Pexpression (9) devient:
1 (*®sinya
y::;;su cf da,
satisfaite par les valeurs:
1 1
y=—5, y=06 y==

39, Si x =0, Pexpression (9) devient:

Csinya

1 1
x—}—y=?50 p” da—}—?-

Nous en déduisons :

Ces conditions sont ¢quivalentes aux relations:

x>0 I 1 lx>0
[y<0 ! L y>0
l.\'—}—y=0 l y=2~0 l v4y=1.
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Le graghique qui résulte des conclusions exprimées en 19, 29, 30,
est, fig. 47.

£ 7 formé de la droite EF. e —gm '
o AB, CD leurs extrémités exceptées

et des points C;(i=1, 2, 3, 4).

Remarque. En considérant Pexpres-
sion (8) nous en déduisons qu’elle est
x R o ) Asymétrique par rapport a lorigine,
" car si 'on remplace x et y par —x

et — y elle ne change pas de valeur.
1Cs Cette remarque rend superflue la dis-
cussion du point 3°.

01
&)
&

8 { 5. Soit d constraire le graphique
de la fonction y définie par la re-
A lation :
Fig. 47.
(10) y—x _?_S“ sin\/fxcos(2x+2y+\/2—)ad
x+y+yz ) a
On peut encore écrire :
(1) y—xr 1 S“’ sin(x+y+y2)a—sinx+ye
xty+yz wh @ '
Il en résulte la discution suivante résumée dans le tableau ct-dessous :
i Si | 1l en résulte
0<:x+1u<V§ y—ur=20
.v+y=—\/2— y—r=0
T <xty<o | =5
x4 y4/2
X+y=0 y— r=le
x+y>0 y—x=0

Ces conditions sont respectivement équivalentes aux relations :

_ _ __ Ve
v V2 V2 =TT
27 T2
\/2< <\/2
V= — )= \/%, x=y>0

BUPT



En représentant graphiquement ces relations nous obtenons le graphi-
que, fig. 48:
formé des semi-droites AB, OD, du

segment BC et du point C,, en excep-
tant les extremités C et O.

6. Soit a établir le graphique de la y
fonction y, définie par la relation :

ax+by-+c 2§wsinxa
— L1 == T="da.
(12) 2,x+b,y+c, T

0 a “+C

10. Si x<C0, le deuxieme membre X X
est —1, et il en résulte que: 0 '

(¢+a)x+0O+b)y+c+c,=0.

20, Si x=0, il en résulte que:

ou y =+ oo, avec la condition:
Fig. 48.

b c
5T
30, Si x>0, il résulte que :
(a_al)x+(b_bl))'+c-"1=0-

Le graphique de la fonctlon est, fig. 49:

y D
! E formé des semi-droites A B, CD en exceptant
les points B, C; du point E et des points
+ oo situés sur Paxe yy'.
X' c x Remarque. Dans le cas particulier de la
- o fonction :
(13) L=£r’ sinxa
X T o «
B
7’1
Fig. 40.
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le graphique est, fig. 50:

formé de Vangle AOB,

R 7. So't a éab’r le graphique
B de la fonction y définie par la
relation :
2 (Csinya
3 2 — = .
(14) 4y=— So L —da
x! % En faisant varier y, nous avons :
o
Si Il s’ensuit
yr<<o| xx4yr=-—1
y=0 x==0.
7!
y>0 X fyr=1
Fig. 50.
Le graphique est, fig. 51:
formé du semi-cercle ABC en y
exceptant les extrémités A, C; et
du point O. 5
8. Soit d construire le graphique
de la fonction y, définie par la
relation :
(15) x4yt = xR O C X
0 . 3 ol
_2_5 a*sinxa+bsinya da,
T Jo a
ot b>a. )’
10, Si x<C0, il en résulte:
., 26 (Csinya
vt yr= p So . da-— a2, Fig. 51.
oll:
Si ! Il en résulte
y<<0| xt+4yr=—(at} 5
y=0 Xi= — g?
y>01 xiyr=b—a

BUPT



Les conditions expriinées dans les deux premiéres rangées ne peuvent
étre satisfaites.
20, Si x=0, il résulte de V’équation (15):

7 a ’

3 0 gj
s 20 s sinye .
0

qui ne peut étre satisfaite qu’en posant y =0, ou bien y=2b.
39 Si x>0, il résulte de (15):

\ .
T 2b rsmyada+az’
0

T (21

Si | Il en résulte

y<0| x24ys=—bi+a

y=0 x? =g’

y>04 x*Afyr=at4 b2

Les premieres conditions ne peuvent étre satisfaites.
Le graphique qui réstulte des conclusions exprimées en 1°, 2° 39,
est, fig. 52:

form“{*~s q--t- ue e 1"
AB, CD en exceptant
leurs extrémités, et des
points C,, O, C,.

De quelques autres
graphiques.

1. Soit a éteblir le gra-
phique de la fonction y, !

3 x x
définie par la relation : A
(16) 1 =yp1=
Q0 e 2
2 sin(1 — x) « da y:
T Jo a

Fig. 52.

On peut résumer la discussion, facile a suivre, dans les systémes de re-
lations suivantes :

Lie L

l

—1 —1<r <1 {x:l {x>1
+1 y=0 y==1 y==+\V2.
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Le graphique est, fig. 53:

|7 formé des semi-droites A B,
: CD, GH, IK, du segment EF,
et des points C;(i=1, 2, 3, 4)
qui remplacent les extrémités
de méme abscisse.

D
xRN
10
I

ﬁ ‘
e p—-——
R
—t—
(@)
»

l . '

A o o i A 2. Soit a établir le graphique
g ! de la fonction y, définie par
t ¢, :. c, la relation :

C D I ¥ an 2 —yr—=
5 _2_S°°sm(l—x-)ada.
I Jo a
Fig. 53.

On peut résumer la discussion dans les systémes de relations suivants:

{x<——1_ {x=—1 —1<<x L1 x=1 {x>1
y=4y3 y=+4y2 y=+1 {y=-_H/5 y=+V3.

Le graphique est, fig. 54:

Y
A B I :&
l q% A :CL
ER T
x! J ! 0] ' %
= -+
! :
Gt
Gt 1%
C o L M
'
Fig. 54.

formé des semi-droites AB, CD, I K, LM, des segments EF, GH et des
points C;(i=1, 2, 3, 4) qui remplacent les extrémités de méme abscisse.
3. Soit a établir le graphique de la fonction y, définie par la relation :

0 1 2 2 J—
(18) xﬂ—l-,v‘l—1=—1”—§ sin@+yr—he

- J0 «
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La discussion peut se résumer ainsi:

[x5+y3—1<0 [x2+y3—1>0
1 2 t —1=0,
lx!_'_yg_?: "‘+y lx?_l_y?—%:o’
Le _ aphq e e f, fig. 55.
formé de trois cercles concentriques et
. V2 V3 .
des rayons respecti s, R 1, 5 7
4. Soit a établir le graphique de la
fonction y, définie par la relation: N
4 (P sin a /1 2 x [1//‘_0 \\ I X
(19) 1—y’=7§m£—a—_f—da. \ \Lﬂ -
7 0 \\ /
Cette expression est satisfaite si nous -
prenons : .
[xr=—1 fr=1 4
ly=+1 ly=+1. Fig. 55.

Le graphique est formé de quatre points isolés.
5. Soit d établir le graphique de la fonction y, définie par la relation -

sin(1 —x* — )?)a 14
(20) f ( : y?) da=Z
Cette équation est satisfaite, pour:
| x4 ys—1<0,
c’est-a-dire pour les points tombant a linterieur du cercle:
xt+y:—1=0.
6. Soit d représenter graphiquement la fonction y, définie par la relation :
(21) i.{_SmSi_"qil_%_‘i da=0,
2 0 2/
ou:
7

P, =x+y*— a,

¢, =x* 4 y?— b
L’égquation (21) ne peut étre satis-

faite que si nous prenons:

¢l ([I <0)

N\

/ c’est-a-dire seulement pour les points
// qui tombent a Pintérieur de la cou-

ronne formée par les cercles.

S

¢, =0, ¢,=0, fig. 56.
Fig. 56.
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7. Soit a représenter graphiquement la fonction y, définie par la
relation :

(22) s: sin a\/l_—_x_z—;sina\/l_——_y2 da—o.
La discussion peut se résumer ainsi :
x=—1 [ —1T<x<1 y=1
{y=il | —1<y <t y==%x1

Le graphique est, fig. 57:

formé ‘es pons s ués i I nté-
rieur du carré ABCD et de ses
sommets.

§ V. Fonctions disconti-
nues de premiére espéce
a plusieurs variables.

Nous nous proposons de traiter
! seulement quelques exemples de
l

ce genre de fonctions.
Fig. 57.

1. Soit a representer graphiquement la fonction :

(1) z:igw sin(x+y—Ve ,

T Jo a

Z

Fig. 58.
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Remarquons que si x+y—1<C0, alors z=—1; si x+y—1=0,
alors z=0 et si x4y —1>0, alors z=1.

On obtient le graphique en menant les plans z= 41 et dans ces plans,
comme aussi en xOy, en menant les droites x4y —1=0. Le graphique
de la fonction demandée est, (fig. 58): formé de la droite A B, de toute la
partie_du plan z= —1, du c6té de A,B, qui contient O,, et de toute la
partie du plan z=1, du c6té de A, B, qui ne contient pas O,:

2. Soit d représenter graphiquement la fonction :

* sin (22— 1)« da
0 a .

(2) ZZ_S

La discussion et le graphique s’obtiennent de la méme maniere que
ci-dessus, en remplagant les droites par les cercles, x24 y2— 1=0.
Nous avons ainsi le graphi-
ue, fi . 59: formé de lan Z
entier z=1, a l’exception des
poit. __ Vitlilu t _u __-
cle O, ensuite des points du = =

cercle O du plan xO y et en- =

fin des points a Pintérieur du ,9.4-—"—'

cercle O, du plan z=—1. e

C’est comme si ’on avait fait =
dans le plan z="1 une ouver-

ture circulaire O,, comme si
'on avait déplacé ensuite ce o ) x

cercle parallélement a lui méme, -~
en laissant son contour dans
le plan z=0, mais Pintérieur
dans le plan z= —1. 3%

3. Soit a construire le gra- /
phique de la fonction :

N .
@) 2= 2 [ IOty
T Jo a
on ¢,=0, ¢,=0 sont des Fig. 59.
coniques.

Pour plus de précision supposons que nous ayions des ellypses et que
pour les points situés a I’intérieur de ces ellypses nous ayions respectivement

<0, ¢, <0
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Nous remarquons alors que si ¢, ¢, <<0, alors z=—1; que si ¢, ¢,=0,
alors z=0 et que si ¢, ¢, >0 alors z=1. Pour avoir le graphique demandé,
construisons dans le plan x Oy et dans les plans z= — 1, z==1, les €llypses
¢ =0, ¢,=0.

1°. Si les ellypses sont extérieures le graphique est, fig. 60:

Z

Fig. 60.

formé des contours des ellypses du plan z=0, ensuite des points a Vintérieur
des ellypses du plan z= — 1 et enfin des points du plan z=1 exceptés ceux
qui tombent a Pintérieur et sur les contours des ellypses.

20, Si les ellpyses sont intérieures, le graphique est, fig. 61:
formé des contours des ellypses du plans z=20, ensuite des points du plan

z=—1 compris entre les deux ellypses, et enfin des points du plan z=1
tombant a Dintérieur de la petite ellypse et a Pextérieur de la grande
ellypse.

3v. Si les ellypses sont sécantes le graphique est, fig. 62:
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formé des contours des ellypses du plan z=0, ensuite des;points¥ du plan
z=—1 a Ulintérieur des ellypses exceptés ceux qui tombent dans la partie
commune, et enfin des points du plan z=1 communs et extérieurs aux
deux ellypses.

4. Soit a représenter graphiquement la fonction :

) Zzlsm sing, (p, —Nacosg, (p+ e
T Jo «
o ¢,=20, ¢, =0 sont des coniques.
Pour plus de précision supposons des ellypses sécantes et que pour
les points tombant a Vintérieur de ces ellypses nous ayions respectivement
<0, ¢ <<0.

La fonction (4) peut encore s’écrire:

Z=_1_S® sing, g, & —sing, ¢
T Jo (74

Soit M (x, y) un point du plan x Oy, point que nous déplacons dans
tout le plan. ‘

Considerons 'une aprés ’autre les hypotheses suivantes:

10. Si ¢, <0, et encore:

20, Si ¢, =0, alors z=0 quelle que soit la valeur de ¢,.
30. Si ¢,>0, et encore:

Si | Il en résulte

P, 0| z=—1

P, =0 2=

p, >0 z=0

Pour obtenir le graphique demandé I’on procede ainsi.

AP SPWARSS LS e O

ol
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On construit dans les plaas:
1 1
z=—1, z—-——é—, z=0, Z—-2—, z=1

les ellypses sécantes ¢, =0, ¢, =0, fig. 63:

Fig .63

De la discussion ci-dessus, il résulte que le graphique se compose:

10, Des points du plan z=0, intérieurs a Pellypse ¢, =0, mais exté-
rieurs a celle ¢, =0 ; ensuite du contour de ¢, =0 et enfin des points du
plan z =0 extérieurs aux ellypses.

2°. Des points du plan z=—1 2a Dintérieur de Vellypse ¢,=0 a
I’exception de ceux qui tombent sur le contour et a lintérieur de ¢, =0.
3°, Des points du plan z=—% appartiennent a lellypse ¢, =0 a

Pexception de ceux qui tombent a P’intérieur et sur le contour de ¢, =0.

40, Des points du plan z=% appartenant a ¢, =0, mais a Vintérieur

de ¢,=0.
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50, Des points du plan z=1 appartenant a la partie commune des

deux ellypses.
5. Soit a établir le graphique détini par Iéquation :

(5)

Sw sin(1 —x*—y:—2%)a da—".
0 a 2

Cette équation est satisfaite pour les points oli nous avons:
x4yt 2t —1<0,

c’est-a-dire pour les points a Pintérieur de la spheére :

(©) ety b—1=0

Remarque. 1’équation des points a Pextérieur de la sphére (6) est:

© cin (x2 2 T __ P
7) S sin(x24y:+22—1)ea dae .
0 a 2
6. Soit a établir le graphique défini par la relation:
e 1 e 27 sinl—2%)a
(8) X -}—y-_;so —a—da.
Cette équation est équivalente aux relations:
, z=+1 —1<z<1
xt 4 y2=0 224 yr=1.
Le graphique qui en résulte est, fig. 64:
!
Z
)
s
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— 63 —

formés des points situées sur la surface du cylindre comprise entre les deux
bases, et de centres O, et O, de ces derniéres bases.

7. Un genre intéressant de problémes serait celui qui découle de
’exemple suivant.

Soit a résoudre I’équation :

o .
) g sinP(x)acos[2 -3P(x)]« daz,
¢ « 1
ot :
Py=xt}x—1.
L’équation (9) peut encore s’écrire:
§°° sin [P (x) —1]a+sin(l —2P()]e _ a
0 « - 2

Cette équation ne peut étre satisfaite que si nous prenons:
P(x)=1, ou 2P (x) =1,
c’est-a-dire :
24 x—2=0, ou 2x*}+2x—3=0,
dont les racines sont:

X, =—2 —1
X2=1 ou X3 4 =

V7

™|

ces sont les raciaes de Péquation (9).

8. Les applications nombreuses et trés variées qui découlent du présent
exposé ont éclairé une classe ou, pour mieux dire, des classes importantes
de fonctions discontinues de premiéres espece a une ou plusieurs variables,
comme elles ont éclairé aussi d’autres questions avoisinantes. Toutefois je me
propose, dans un prochain exposé de m’occuper de questions a mon avis
encore plus importantes, celles qui consistent a établir les équations des po-
lygones et des polyedres convexes, questions apparentées a celles traitées
dans le présent exposé.
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