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uiiE [ i m D[ n m m dutiiides de pxemieiie m 
PAR 

VALERIU ftLRCI 

§ I. 

1. Je me propose de presenter dans Ies pages suivantes, une classe im-
portante de fonctions de l-ere espece en partant d'une remarque tres simple 
faite sur une integrale classique. 

2. On sait que la fonction: 

C^ sinxa , 

7T 7T 

ne peut avoir que Ies valeurs — y » O» Y ' ^^^ ^ ^̂ ^ negatif, egal â 

zero ou positif et que son graphique est, fig. 1 : 

I 
^ I 

6 . 

a ' 

5 
6 . 

a ' 

I 
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R 
1 

1 
Fig. 1. 

forme des semi-droites AAi, Bi B et du point O qui remplace Ies extr^mites' 
de meme abscisse. 
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3. La fonction (1) est connue en Analyse comme une fonction discon-
tinue de premiere espece et representee par une integrale. Cette particularite 
que presente la fonction (1), m'a suggere Pidee d'une generalisation et d'une 
extension â des branches diverses et m'a permis de decouvrir une classe 
importante de fonctions discontinues de l-ere espke digne d^etre relevee. 

Nous avons la premiere generalisation immediate en considerant la 
fonction: 

^ sin P (a:) a 
(2) 

= r a d a, 

ou P(jt) est un polynome du degre n. Nous supposons que le polynome 
P (.t) a p racines reelles simples a^, . . . ap^ rangees en ordre de grandeur 
et que n est pair. 

Faisons varier .v entre — oo et -f" ^ remarquons qu'en passant par 
une racine, la fonction y est discontinue, comme nous pouvons le lire faci-
lement sur le tableau ci-dessous: 

X — oo fll a , . . . . . . ap — oo 

P(.v) + 0 — 0 4- 0 - . . . . 0 + 
71 
T 0 - f 0 n 

T 0 - f . . . 0 n 
~2 

Dans ce cas, le graphique de la fonction est, fig. 2 : 
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Fig. 2. 

forme des semi-droites A A ,̂ A^ B, des segments B^ B ,̂ Â  A g , . . . des points 
C , ( / = l , qui remplacent Ies extremites de meme abscisse. 

Remarques, Si n etait impair, Ies signes de P (x) et de y du tableau 
changeraient, et le graphique correspondant serait symetrique par rapport â 
Paxe x'X, au graphique ci-dessus. 

2\ Si P (x) presentait aussi des racines reelles multiples d'ordre impair, 

la fonction y, pour une telle racine, sauterait de - f ^ â — — , ou in-
2 2 

versement. 
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Pour une racine reelle pai re de P{x), y garde ă gauche et â droite la 

meme valeur + y ou — n^ îs ayant la valeur zero pour cette racine. 

Cas particuliers. P . La fonction : 

presente le tableau de variations: 

X — oo — 2 0 

71 
0 

71 
0 

71 
y T 

0 0 

et par consequent, le graphique est, fig. 3. 

a Pt 
t 1 
i 
1 c . 0 ^ 

^ — ^ — . 

- 1 

/ 1 a 

1 \i 

Fig. 3. 

forme des semi-droites A A, B, du segment Bj Bj, des points Ĉ  qui 
remplacent Ies extremites de meme abscisse. 

La fonction : 

y = ( — a 
Jo 

sin X (x- — a 
JO a 

presente le tableau de variations: 

X — OO 71 0 71 -)- oo 

y 
JT 

— y 
0 

.7 

Y 
0 

« T 
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et par consequent le graphique est, fig. 4 : 

—T" Cs' 

Fig. 4. 

forme des semi-droites A A„ Bj B, des segments B̂  Ba, A. Ag, des points C, 
C., Cs qui remplacent Ies extremites de meme abscisse. 

La fonction : 

rsin [ (sin x) a] , \ ' ' da. 

presente le tableau de variations: 
1 

X ! 
1 
I 
! — c« . . .. — 2 rr 
1 

— JT 0 71 271.. 

y . . . - f 0 
Jl 
T 0 - 1 0 71 

~~2 0 . . . 

et par consequent, le graphique est, fig. 5 : 

7 

-z 
-IX 

— Z -
2.x 

Fig. 5. 

forme d'une infinite de segments egaux situes de part et d'autre de Faxe jc' .r. 
Ies extremites des segments etant remplaces par Ies points de Paxe x' x qui 
correspondent aux memes abscisses. 

On voit que nous sommes en presence d'une fonction periodique discon-
tinue de premiere espfece et nous savons qu'elle peut etre aussi representee 
par la serie trigonometrique: 

sin x , sin3jr , , sin (2/f + 1) 
H n T • • • n L 1 2k + 
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4. Nous avons une autre generalisalion de la fonction (1), en conside-
rant la fonction : 

(3) 
Jo « 

oîi P(j(r) et Q(a:) sont deux polynomes. Elle peut se reduire â la somme de 
deux integrales de forme (2). 

En effet, nous pouvons ecrire: 

1 f ^ sin[P(^) + Q W ] « ^̂ ^ , 1 r s i n [ P ( : c ) - Q ( j t ) J « ^ ^ 
^ 2 Jo CC 2 Jo a 

Afin de preciser le tableau de variations, supposons que aj , 
bl, ^2,,. . .bq soient toutes Ies racines reelles simples ou multiples, d'ordre 
impair, des polynomes: 

p{x) = P{x) + Q{x), g{x) = P{x)- Q{x). 

supposes pairs et que leur ordre de grandeur soit : 

bl, aj 62 , . . . fl,;, b,,,.. . 

Nous remarquons facilement que la tableau de variations est : 

X — c» «I a. •OP-'bg ... 

Y 
71 

y 
71 

~T 
71 71 

» f -
71 

T 
71 

y 

et par consequent le graphique est, fig. 6 

Fig. 6. 

forme des semi-droites AAi, A^B, des segments B jBs , Aa A,, BgB^, . . . des 
points C , ( / = l , 2, 3 , . . . ^ ) qui remplacent Ies extremites de meme abscisse. 

II serait tout aussi facile de traiter Ies cas presentant des polynomes 
p{x), (.r) impairs ou de parites differentes et meme sMls presentaient des 
racines reelles d'ordre pair. 
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Remarque. Nous pourrions traiter de meme la fonction plus generale: 

f"̂ " sin P (x) a cos Q, {x) a cos Q, (A:) a . . . cos Q« {x) a 
(4) ^ da. 

Cette fonction peut se reduire â une somme de 2" sommes de forme (2), 
en transforinant le produit du numerateur en une somme de sinus. 

Cas particuliers. 1". Soit â construire le graphiqae de la fonction: 

sin a cos A-a . 
y=\ da 

Jo « 

Nous pouvons ecrire: 

V = — \ — - — rf a 4 - - T T \ ^ — d a 
^ 2 io a 2 Jo a 

et en faisant varier x, nous obtenons le tableau: 

1 
A- ! 

1 
— DO — 1 0 1 

y 
N 

" T 
JT 

T 
0 0 0 

71 

4 
7X 

y 

et par consequent le graphique est, fig. 7 : 

> i 

j — 
i 

0 

t 
H 

y y 

T 
JL 

Fig. 7. 

forme de semi-droites A A ,̂ Aj B, du segment B^Ba, des points Cj , Co qui 
tiennent lieu des extremites de mâme abscisse. 

Soit â representer graphiquement la fonction: 

sin (a:* — 5) a cos 4 a 
o « 

da. 
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Nous pouvons ecrire: 

2 Jo « ^ 2 Jo a 

et en faisant varier x, nous obtenons le tableau: 

X — oo - 3 — 1 1 3 + C« 

y ~2 T » 
71 

~ T 
71 

~ T 
71 

° T 
JÎ 
y 

et ainsi Ie graphique est, fig. 8 : 

1 

3 
1, r 

1 1 1 x. 
A 

1 

\ > 
Fig. 8. 

forme des semi-droites A A,, B̂  B, des segments B̂  B.̂ , As Ag, Bg B ,̂ des points 
Ci, Q , Cg, C^ qui remplacent Ies extremites de meme abscisse. 

Remarque. Si Ton voulait que le graphique restât en entier au-dessus 
de l'axe x' x, nous pourrions considerer la fonction ; 

, sin (a'2 — 5) a cos 4 a , 
" > f 

5. Nous pouvons encore generaliser la fonction (1) de la maniere suivante. 
Considerons la fonction: 

I C O 

( 5 ) 

. / n —1\ . na 
sin^A- — 

a a s m y 
da. 

dont on demande d'etablir le graphique. 
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En observant que: 

. / n —1\ .na 
sinyx 

. a 
s i n y 

= sin j c « - f sin ( jc— 1) a + • • • + sin {x — n'\-\)a, 

il en resulte que la fonction (5), devient: 

sin 
k=0 Jo « 

c'est-ă-dire qu'elle est une somme de n fonctions de forme (1). 
En faisant varier x nous obtenons Ie tableau: 

— co 2 . . . n — l +00 

rtK (// —1)7C 
2 2 

{n—5) K nn 
2 2 2 

Nous avons par consequent le graphique echelle, fig. 9 : 

i 

jE i - jn j 

•(•c. 

f 
Fig. 9 

3 
'' ţ 

(U 

1 
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forme des semi-droites A Ai, A„ B, des segments Bi 82, Ag A g , . . d e s points 
C , ( / = l , 2, .../O qui remplacent Ies extremites de meme abscisse. 

Remarque, Si n est pair, un des segments se trouve sur Paxe x' x. 

(6) 

6. Nous pouvons considerer de meme la fonction: 

^ . f , {n-\){7i—a) N(7I — A) 
sm 

y= a 
a c o s y 

da, 

. n(ji — a) 
sin — — ^ 

donl on veut obtenir le graphique. 
Nous observons ici que: 

. r I {n-\){n-a) sin yxa + ' ^ 

a 
«cos -

sin — sin (.v — 1) a + • • • + (— sin (jc — + 1) a. 

D'ou il resulte que: 

k=0 Jo y- d a. 
Jo Ci 

Faisons varier x, en supposant n pair, nous obtenons le tableau suivant: 

— 00 0 1 2 . . . , « — 1 

y 0 f . 
71 N 

T • • 
71 

• • T 
0 

et par consequent le graphique, est, fig. 1 0 : 

! j I 

! 
3 

-f-.-1 • 

Fig. 10, 

forme des semi-droites A A,, A„ B, des segments BiB j , A jAj , B3 B „ 
B „ _ , B „ et des points C, ( / = 1 , 2,...n) qui remplacent Ies extremites de 
meme abscisse. 
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Remarque. Si n etait impair, nous aurions le meme graphique avec Ies 
JX 

ordonnees diminuees de ainsi que Ies points Ci, C j , . . . C„ tomberaient 

sur Taxe .v'jc. 
7. Et voici encore une generalisation interessante de l'equation (I). 
Soit la fonction: 

,7) ^ ^ 
' ^ ^ 71 Jo a 
ou f {x) et (p (x) sont deux fonctions quelconques, et dont on demande de 
construire le graphique. 

Remarquons que Tintegrale qui entre dans la fonction (7) prend seule-

ment Ies valeurs — O, + ^ ^ ^ ^^^ ^̂ ^ negatif, zero, ou positif. 

II resulte de ceci, qu^en faisant varier x, nous avons: 

dans Its intervalles, oii qp (jr) > O : 

dans Ies intervalles, oii ţp ( v) < 0 , e t : 

pour n'importe quelle racine de (f{x). 

Nous en deduisons facilement la regie pratique suivante qui nous per-
mettra de construire le graphique de la fonction (7). 

Construisons d'abord la fonction: 

dans son domaine d'existence. Nous trouvons ensuite Ies racines reelles de 
(p {x), qui tombent dans Vintervalle d'existence de f (x). Dans Ies intervalles 
pour lesquels nous avons nous remplaqons f(x) par sa symetrique 
par rapport â x! x^ en tenant compte de plus que Ies racines reelles de 
(p (x) sont aussi Ies racines de y. 

Nous obtenons ainsi, d'une maniere trhs simple, le graphique de la 
fonction (7). 

Applications. Soit â etablir le graphique de la fonction: 

2 JC f ^ sin jc a . 
y= 1 da. 7T h a 

Conformement â la regie enoncee, nous construisons d'abord la fonction : 
y , = .V 

et comme ici : 
(p (x) = X, 

a la racine et que dans Tintervalle (—oo, 0) nous avons ?>(a : )<0 , 
remplagons dans le graphique de y ,̂ la pârtie de Fintervalle (— oo, 0) par 
sa symetrique par rapport ă x' x. 
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Le graphique â etablir est ainsi l'angle A O B , fig, 11, 

Fig. II. 

2®. Soit â etablir le graphique de la fonction: 

{x — 1) fc® sin j: a . 
' a a. 

_ (.r — 1 ) f*^ sinx 

~ Jo « 
Construisons d'abord la fonction: 

— 1 
Vx = 

en remplaţant la pârtie de l'intervalle (—oo, 0) pour lequel (p{x)=x<.0, 
par sa symetrique par rapport a x' x. Nous obtenons ainsi le graphique, fig. 12 : 

Fig. 12 
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forme des semi droites A A „ B, B et du point O qui remplace Ies extr^-
mites Al, B,. 

3«. Soit â construire Ies graphiques des fonctions: 

^ = îo — 

^ io a 

Dans tous Ies cas, nous 
construisons d'abord la 
parabole: 

71 x^ 

Remarquons que la fonc-
tion (p{x) correspondante 
aux fonctions donnees est 
negative, pour la premiere 
fonction, dans Tintervalle 
(— oo, — 1 ) ; pour la 
deuxi^me, dans l'intervalle 
( — 1 , 1) ; pour la troi-
sieme, dans Ies intervalles x 
( _ o o . - 1 ) , (1, oo) ; et 
enfin pour la quatrieme, 
dans Ies intervalles (— cx>, 
- l ) e t ( 0 , 1). 

Conformement â la r^-
gle precedemment enon-
căe, remplaţons — dans 
Ies intervalles oîi cp (x) 
correspondant est nega-
tif — la pârtie de la pa-
rabole 

71 x^ 

par sa symetrique par rap-
port â x'X, 

y = x^\ ^ — d a, 
Jo Cf 

f^ s\nx{x^ — \)a ^ ' = jcM ^^ — d a 
Jo a 

Nous obtenons ainsi Ies graphiques qui correspondent aux fonctions 
donnees, fig. 13, 14, 15, 1 6 : 
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34 

CA 

Fig. 15 
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Fig, 16. 

4". Soit â construire le graphique de la fonction. 

1 s i n ^ a ^ 
y = —;; i - \ d a. 

jr* — 1 Jo « 

Construisons d'abord la fonction: 
71 

et comme (p(x)=x est negatif dans Tintervalle (—oo, 0) remplaţons, dans 
cet intervalle, la fonction y ,̂ par sa symetrique par rapport â Taxe x̂  x ; nous 
obtenons ainsi le^graphique de la fonction donnee fig. 1 7 : 
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forme par Ies branches A A,, 6 , 6 2 , AoAg, B3B et du point O qui tient lieu 
des extremites A ,̂ B^. 

FI. 

da. 

Fig. 17. 

Soit â etablir Ies graphiques des fonctions: 

r sin (a s i n - 2{a-\-bx) f ^ sin (a sin jc) 

^^ da, y = ——' ^ 1 a ' ^ 71 a Construisons d'abord Ies droites: 

^ ^ \ u y^ = = fl + 6 

Remarquons que, dans Ies deux cas, nous avons: 

(pix) = s\nx, 

avec Ies racines: 

x = Oy + vT, + 2 . . . 

Dans Ies intervalles, (jt, 2n\ (3/r, 4/r), (5:rr, 6 et dans ceux qui 
sont symetriques par rapport ă Porigine, {x) est negatif; nous allons donc 
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remplacer dans ces intervalles Ies parties correspondantes de ŷ  et de ŷ  par 
leurs symetriques par rapport â Paxe x'x. 

Nous obtenons ainsi Ies graphiques des fonctions donnees, fig. 18 et 1 9 : 

Fig. 18. 

formes d^une infinite de segments Â  A„ A3 A„ A ^ A , , . . . des points Cg, 
C a , . . . qui remplacent Ies extrcmites des segments de meme abscisse; de 
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meme, nous obtenons â gauche, Ies segments et Ies points symetriques de 
ceux de droite par rapport â Taxe yy^. 

Fig. 19. 

6®. Soit ă etablir le graphique de la fonction: 

f ^ sin (« sin x) , 
y = -— \ ^^ d ct. 

4N Jo CI 

Construisons d'abord la parabole: 

yi = 8 

Remarquons que nous avons: 

(f {x) = sin a:, 

avec ies racines: 

A = 0 , ±7T, + 2 . T , . . . 

Dans Ies intervalles . . . ( — — 2 / 1 ) , (—.t , 0), ( t , 2 .t) , (3 ti, 4-t), . . . 
(f (v) est negatif; nous allons donc dans ces intervalles remplacer Ies parties 
de ŷ y par leurs symetriques par rapport â Taxe x^ x. 
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Nous obtenons ainsi le graphique demande, fig. 20 

Fig. 20. 

forme d'arcs en nombre infini , . . . B;. B^, B3 B̂  B^ B^, A. A3, A4 A5,. . . et des 
points . . . C-2 , C_i , Ci, Q , . . . qui remplacent Ies extremites des segments 
de meme abscisse. 

7®. Soit â etablir Ies graphiques des fonctions: 

2 sin jc ^ sin {a cos x) d a, 2 cos a: 
71 rsln {a si 

a 
sin x) d a. 71 ;o a 

Construisons d'abord Ies fonctions trigonometriques: 

= sin X, ŷ  = cos x, 

Remarquons ensuite que la fonction q) (x) correspondante aux fonctions 
donnees est negative pour la premiere fonction, dans Ies intervalles, 

/ 7 71 57I\ / (IL hL\ (llL 
2 ' 2 /' \ 2 • 2 / ' V 2 ' 2 \ 2 ' 

de meme pour la deuxieme, dans Ies intervalles, . . . (—S^r, — 2 7r), (—TI, 0), 
(71, 271), (37r, 5 7 / ) , . . . 

Dans ces intervalles remplaţons respectivement Ies parties de y^, et de 
ŷ  par leurs symetriques par rapport ă x' x. 
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Nous obtenons ainsi Ies graphiques des fonctions donnees, fig. 21 et 2 2 : 

Bs &I. a. fli 

i Z I 
— y 1 î 0 

Fig. 21. 

formes d'une infinite d'arcs^ •. Bg Bg, B, A,, A, Ag , . . . et des points sur Paxe 
x' X qui ont la meme abscisse que Ies extremites des arcs qu^ils remplacent. 

Fig. 22. 

§ II. Fonctions elementaires et generales discontinues. 
8. Nous allons montrer dans ce paragraphe, comment il est possible de 

construire â Taide des integrales de forme (1) § I, une fonction qui, dans 
des intervalles differents, represente differentes fonctions â notre choix. 

En particulier nous passerons au cas des fonctions periodiques, dans un 
intervalle fini ou infini. Formulons d'abord quelques definitions. 

9. Definition. Nous disons qu'une fonction: 

0) 
est elementaire disconti-
nue quand el le est repre-
sentee dans un intervalle 
(a, b) par la fonction 
(1) elle meme^ mais qui 
est egale â zero en de-
fiors de l'lntervalle et 
prend respectivement Ies 
valeurs: 

y=f{x). 

fia) f(b) 

aux extremites de l'inter-
valle: 

Le graphique d'une telle 
fonction est, fig. 23 : 

Fig. 23. 
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forme des semi-droites .v'A,, B, a:, de Tare A B et des points C», Ca, qui rem-
placent Ies extremites A,, A, B, B,. 

II est interessant de noter Texpression analytique de la fonction dont le 
graphique vient d'etre donne. 

Cette expression est la suivante: 

(2) 
/ (a) P sinix— a)a—sm(x — b)a ^^ 

Et voici comment nous demontrons que la fonction (2) correspond au 
graphique ci-dessus. 

Remarquons Ies valeurs des deux integrales dans le deuxieme membre: 

a Jo a 

quand x varie, en tenant compte de ce qui a ete dit au point 1, § 1. 
Nous pouvons construire ainsi tres facilement le tableau de variations 

suivant: 

1 
X — oo a b oo 

1. 
.T 

0 
Ji 

1. 0 
'2 

h 
71 

- y 

y 0 
fia) 

2 fix) m 0 

qui justifie le graphique ci dessus. 
10. 5/ nous notons: 

b — a = 2l, 
nous pouvons encore ecrire: 

( 3 ) 
2/Ct) sin/acos(A: —(2 — / ) « ^ 

y=—-—\ da. 
^ Jo a 

11. Definition Nous disons qu'une fonction: 

est generale discontinue dans un intervalle (a,, fl^ + i), quand dans Ies in-
tervailes partiels {a^, a,), (a^, Ag), ...(^H, + elle peut representer res-
pectivement des fonctions donnees / , (x), A (a:), . . . ( j c ) , mais est egale ă 
zero, en dehors de l'intervalle et prend respectivement aux points 
a,, art^-u Ies valeurs: 

A {a.) A + A K ) f j a n ^ x ) 
2 ' 2 " ' 2 ' 2 
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Le graphique d'une telle fonction est, fig. 24 

y c 

u-

f 1 
lOft Ctfl-r̂  

y' 

Fig. 24. 

forme des semi-droites AT'AJ, LJ A:, des arcs AB, C D K L et des points 
C,(/ = l , 2 , . . . rt + 1), qui tiennent lieu des extremites de meme abscisse. 

En tenant compte de Texpression (2) d'une fonction elementaire dis-
continue, il resulte facilement que: 

(5) n , = 1 Jo « 

est Texpression analytique de la fonction generale discontinue, dans L'inter-
valle (flj, an-ir\)f fonction que nous avons deja definie et dont le graphique 
est celui indique plus haut, et qu'ainsi elle est la somme de n fonctions ele-
mentaires discontinues. 

> 

Fonctions periodiques dans un intervalle + 

12. On doit qu'une fonction; 

est periodique dans un intervalle (a,, ^Tw + i), quand en divisant Vintervalle 
en n parties egales, (a,, a^, + elle se reproduit dans 
chacune d'elles, c'est-â-dire: 

— = mais est egale â zero en dehors de l'intervalle (a^, a,,^^) 
et prend en a,, respectivement Ies valeurs: 

/ ( ^ i ) / K - f i ) 
2 ' 2 ' 
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rnais en a^, prend la valeur: 

2 

Comme on le voit, ces fonctions sont un cas particulier des fonctio^s 
generalei discontinues qui ont ete deja definies. 

II en resulte que Texpression analytique de ces fonctions periodiqaes 
dans l'interval le (fl,, fl^-f i), se deduit aussi facilement de (4), oii Ton remplace: 

ai=a, + 2{i-\)l; 

nous obtenons ainsi: 

71 i = \ Jo ® 

ou bien: 

iz=Q JO ^ 

Le graphique de ces fonctions est, fig. 2 5 : 

I 

'7 

fik 

Fig. 25. 

forme des semi-droites x 'Au A^+t ,̂ des arcs egaux Â  A ,̂ B^ Ag, A^+i 
et des points C ( / = l , 2, . . ./z + l ) qui tiennent lieu des extremites de meme 
abscisse. 

Pour fl, = 0 , Pexpression (5) devient: 

1=0 Jo CC 
Remarqae. Si nous prenons, n = Qo et si nous gardons / o et deter-

mine, Pintervalle j„ + i) dont nous avons deja parle dans la definition 
No. 12, se transforme alors en intervalle (O, cx)), et Texpression devient: 

(7) , = A ^ ^ _ 2O r ^ - ' + ' l i i ^ , 
71 , = 0 CC 
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qui est l'expression d'une fonction periodique â droite de l'origine, Vinter-
valle fondamental etant (O, 2 /). 

II est evident que nous pouvons aussi polonger cette fonction â gauche 
de Torigine. 

13. Applications. Sot â etablir la fonction dont le graphique est, 
fig. 26 : 

R 

X' 
S 

5 

TI 21 ae 

y 

1 1 

i ^fj 

Fig. 26. 

OU dont le tableau des variations est le suivant: 

— co 0 71 271 - f cy 

y » T 
71 

y 0 71 

~~2 

L'expression analytique de cette fonction, en vertu de rexpression (4), 
peut s'ecrire successivement: 

- 2 .t) a 1 ^ sin jr g — sin (a: — n) a ^ 1 ^ s i n (jc — a — sin (.v 
2 jo « y j o ^ 

_ J_ f ^ sin X g 4 - sin (x — 2 JT) a ^ ̂  ^ sin (x — 7i)a ^ ^ __ 

da 

sin (x — 77)(cosiră — 1) 
a 

da. 

La fonction demandee est par consequent • 

(8) ; > = 2 r d a , 
Jo « 
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Soit â etablir la fonction dont le graphique est, fig. 27. 

'•t-̂  R. îl " 'T I 

iit Uit ;B * 
o ' 1 

i 
i < li «îa 

> 

Fig. 27. 

forme des semi-droites jc'O, Bjc, des segments egaux AqAi, Ai A2, A2A3,... 
Aom-iAo^ et des points C, ( / = O, 1 , . . . 2/î) qui remplacent Ies extremites de 
meme abscisse. 

Comme on peut le voir aisement, ce graphique s'obtient du precedent, 
si nous lui adjoignons dans {n — \) intervalles successifs egaux â 2 jr , la 
meme configuration. 

Et voici le procede pour trouver Texpression analytique. Si dans Tex-
pression (8), nous remplaţons x par {x — 2/^rr), nous obtenons: 

(9) 
~ 3o « 

dont le graphique est analoque ă celui qui correspond ă (8), tnais dans l'in-
tervalle \2iii, 2 ( / + l ) 7 r ) . 

Si en (9) nous donnons successivement â i Ies valeurs O 1, 2,...n—1, 
nous obtenons n fonctions dont chacune represente le graphique de l'intervalle 
correspondant et qui etant nulles en dehors, leur somme nous donne aussi 
la fonction: 

s i n ^ f t sin 2 [ (2 / + 1) .t — x] a 
Jo a 

dont le graphique est celui indique plus haut. 
Nous pouvons encore ecrire: 

> co „ . , 
s in»7r« X s i n 2 [ ( 2 / + 1 ) : t — . v j a 

« - 1 f 
= 2 i : 

1 = 0 Jo 
d a, 

(10) 

et comme: 

r=o d a, 

« - 1 

2 s in2[ (2/-|-l).^ —Jcla = s in2( ;r —A:)a + s i n 2 ( 3 ^ — A:)a + . . . 

sm2 na 
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I'expression (10) devient: 

r®̂  sin2 « . T a tg/rasi 
3o « (11) 

s\n2{nn — x)a 
d a, 

et represente sous cette deraiere forme, la forme definitive de la fonction 
â etablir. 

Soit â etablir la fonction dont le graphique est, fig. 28. 

B R 

f X ir 1t 21t X 

1 

0 

Fig. 28. 

c'est-â-dire qui presente le tableau de variations suivant: 

X — 00 — 2 :T — JL 71 2 7T + 0 0 

y 0 - f 

71 

~~2 
0 

71 

~ ~2 - T » 

L'expression analytique de cette fonction en vertu de Texpression (4) 
peut encore s'ecrire successivement: 

i'= ^ t"^ sin{X'{-2JT)a — sin{x + 7T)a ^^ 
^ 2 io Ci 

J _ f ^ sin (x-\-Ji) a — sin {x—.7) a . ^ _ 1 sin(jc — — s i n ( j t ' — ^ ^ _ 
2 Jo ă " ~ Y Jo « " ~ 

—sin(jc — t t ) a ^ 1 f^s in( jc + 2-T)a — s i n ( x — 2rr) a 
I a a - I a a = 
Jo CC 2 Jo ct 

ICO 

2 sin T ct cos xct (1 - cos .t a) ^ ̂^ _ ^ V 
3o ct ~ Jo 

. 4 ' o ^ ct sin 4 a sin- cos x a 

a 
da. 

La fonction demandee est donc: 
rco „ sin'-T a cos.T « 

y — S\ 
Jo a 

COS 24: a . 
a a. 
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4". Soit ă ctablir Ies fonctions dont Ies graphiques sont, fig 29 et 30 

y 

f? 3 E P 

1 
X c ; 

1 

j>î 

1 

1 

0 

y ' 

• î 
31c 
T 

^ ZTC 

. Fig. 29. 

Fig. 30. 

formes des semi droites x'O, Qjc, des segments A B , C D , E F et des points 
Cp Cg, C3, C4 qui remplacent Ies extremites de meme abscisse. Les expres-
sions analytiques de ces fonctions, en vertu de l'expression (4) peuvent toutes 
deux s'ecrire: 

_ 1 r sinxa — f sin ^ ^ a —sin (jc—2:^) a 

a 
da + 

a da 

[ s i n ^ [ cos { x - « ± cos { x - l f ) a 
= \ da. 

Jo « 

En changeant a en 4 a et en separant les deux fonctions, nous ob-
tenons: 
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^ _ ^ r^ sin 71 a cos4 (x — 7i) a cos3 a ^ ^ 
Jo o 

^ sin .T a sin 4 (x — n) a sin 3 t̂ a . 
(14) >' = 2 ^ da. 

Jo ^ 
Nous avons ainsi Ies fonctions demandees. 

Calcul de quelques intâgrales. 

14. Les expressions analytiques etablies pour Ies differents graphiques 
ci-dessus, nous permettent de calculer quelques integrales interessantes de la 
theorie des series trigonometriques. 

71 
Ainsi, si dans i'expression (8), nous rendons x = — et si nous obser-

vons dans le graphique correspondant que y = nous en deduisons aussitot, 

tout en substituant encore TI A par A que: 

7T 
De meme, si dans Texpression 12), nous prenons ^̂  şi nous 

observons dans le graphique correspondant qu'aussi y = nous obtenons, 

en substituant TX A par A par: 

.... f^s in^ a c o s t a . 7I 
(16) \ d a = — ' 

Jo a 1 6 

En retranchant (16) de (15), nous obtenons: 

r ^ s i n ^ a . 3 71 
(17) l DA = - — ' 

Jo « 1 6 

De meme, si dans Texpression (11) nous rendons ^ = si nous 

remarquons dans le graphique correspondant que = y » en substituant en-

suite 71 a par a, nous obtenons: 

(18) ^ sin 2 // a t g a sin {2N — 1) « ^̂ ^ TI 

Jo a 

oii nous pouvons developper sin 2//a, sin (2// — \)a en fonction de sin a et 
cosa et en faisant ensuite /î = 1, 2 , . . . nous obtenons d'autres integrales. 

15. Dans Ies applications du No. 13, on donnait les graphiques et il 
s'agisait de trouver les fonctions correspondantes. II va s'agir maintenant de 
Tinverse. 
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Applications. 1®. Soit â construire le graphique de la fonction: 

, f ^ sin^.T a cos(-t — x)ct (19) v = 4 \ ' — d a , 

Jo « 

ftant donne que: 
3 sin na — s\n3 na sm^ na = ^ > 4 

nous pouvons ecrire: 

f^sin^'T a cos ^^ ^^ sin 3 jt g cos (/r — g ^^ _ 
3o a 3o « 

3 sin JC ff — sin (x — 2 n) a ^^ 1 f ^ sin (A: + « — sin {x — 4n)a^ ^^ 
T 3 o ^ " ' 2 Jo « 

ou encore: 

_ 1 f ^ s i n ( j c + 2 ; r ) a —sin ^ ^ . f ^ sin jt: a — sin (jc — 2 n ) a ^ ^ 

2 3o 
sin (A: — 2n)a — sin (A: — 4 JT) A 

a d a, 

En vertu de Texpression (2) § II, la premiere pârtie de y represente 
n 

— d a n s Fintervalle {—2n, 0 ) ; la deuxieme pârtie represente n dans Tin-

n 
tervalle (O, 2 n) et la 3-e pârtie represente — y , dans Tintervalle (2 n, 4 n). 

Ainsi le graphique de la fonction, est, fig. 31 : 

D 

-Z-t 
0 

fl ^ f 

y' 
Fig. 31. 

F 

forme des serai-droites jc'A,, des segments AB, C D , E F et des points 
C,(/ = l , 2, 3, 4) qui remplacent Ies extremites de meme abscisse. 

Remarque. Si en (19) nous rendons a: = 0, nous obtenons : 

(20) 
f ^ sin^a cos a . \ da = 
Jo « 

71 
16 
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2». Soit â construire le graphique de la fonction: 

(21) j ^ ^ g f 
Jo 

£tant donne q u e : 

. , cos 4 TT a — 4 cos 2 « 4 - 3 
sin^ 71 a = 

nous pouvons ecrire: 
8 

cos 2 71 a r s\n{7i — x ) u c Q s A 7 i a , T sin (rr — jc) a v̂,̂  ̂ ^ , , 

^ —4\ ^^ dctA-
a Jo a ' 2 f ^ sin — x) a 1 ^ sin (5 — x) ce — sin (3 7i-\-x) a ^ ̂  

Jo ce ~ 2 Jo « 

2 p sin(3rr — — s i n G T + ,v)« ^ ^̂  . sin^T — ^ ^̂  
Jo a Jo « ' 

Nous pouvons ecrire encore: 

2 Jo « 

3 P s i n ( A' - [ - .T) A — s i n (x — 7T) a ^^^ 3 ^ s i n (A: — RR) ce — s î n (x ~ ^ " ^ ^ 

2 3o « " ~ T Jo « " 

, 1 f ^ sin {x — 3 7i) a — sin {x — 5 TT) ce da. 

En vertu de Texpression (2) §11, la premiere pârtie de y represente 

— Y » dans Tintervalle ( — 3 TI, — TI) ; la deuxieme pârtie represente dans 

3 71 
Tintervalle (— TT, TT) ; la troisieme pârtie represente dans Pintervalle 

71 
(tt, 2 71) et la 4-e pârtie represente —, dans l'intervalle (3-t, 5 7r). 

Ainsi le graphique de la fonction (21) est ; fig. 3 2 : 

c 

x' R, oiî 

i 

' l 

C, i ' G , H 

- t Tt N 

R' 
1 ! 

B i • '-C^ 

Fig. 32. 
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forme des demi-droites Jc'A,, H^x, des segoients AB, C D , E F , G H et des 
points C , ( / = l , 2, 3, 4, 5) qui tiennent lieu des extremites de meme abscisse 

Remarque. Si en (21), nous rendons x = 0, ensuite = y si nous 

observons dans le graphique Ies valeurs de y, nous obtenons: 

De quelques autres graphiques. 

16. Voici une maniere de proceder pour exprimer graphiquement. Ies 
fonctions de forme: 

_ 2f{x) p P ( s ina , cosjca) 
n Jo 

(24) • 

ou P (sin a, cos x a) est un polynome de forme : 

(25) P(s ina, cos;c a) = 2 + ̂  a cos^^^^ x a, 

A, k pouvant etre O, 1, 2, .../z — 1 . 
Nous pouvons reduire la fonction (24) en une somme d'expressions de 

forme (2) § II en utilisant Ies formules: 

sin^'' + i a = = = t l ^ [ s i n ( 2 A + l ) a - C L - h i s i n 2 A - l ) a + . . . + ( -1)^ 'C2V1 ş ina] 

[cos{2k + \)xa^ c L + i cos (2 ^ - 1) X « + . . . + €2^+1 cos A: a]. 

Ces valeurs introduites en (25) donnent pour P(s ina , cosjtra), la forme: 

P (sin a, cos^ or) = 2 B^k sin (2 /z - f 1) cos (2 A 1) .v a = 

Y 2 B A 4 s i n [ ( 2 A - f l).v + 2A + l ] a —sin[(2A + l ) A : - ( 2 A + l ) ] a • 

II en resulte que la fonction (24) est de forme: 

(26) + 

Chaque terme de cette derniere fonction, en vertu de Texpression (2) 
§ II, presente comme graphique B}.kf{x), dans Tintervalle symetrique: 

( 2 A + 1 2 Ă + 1 \ 
\ 2 A + 1 ' 2A + 1 / 2A + 1' 2k + 

Mais pour obtenir le g/aphique de la fonction (24), il est necessaire de 
reunir d^abord dans un seul et meme graphique, la somme algebrique des 
graghiques partiels. 

Applications. 1®. Soit â etablir le graphique de la fonction: 

(27) >•= ^ 
8x sin^a cos^jt« 

a da, 

BUPT



Nous avons: 

3 sin a — sin 3 a 
sin3 a = cos' xa = 3 cos jc a + cos 2 x a 

donc: 
sin^a cos^^ a = 

9 sin a cos A: a -f- 3 sin a cos 3 A: a — 3 sin 3 « cos .r « — sin 3 a cos 3 x a 
1 6 

II en resulte que: 

_ ^ psin(A: + l ) « - s i n ( A : — 1 ) « ^^ , p s l n ( 3 j t : - f 1)«—sin(3jc— 1)« da 

4 

(28) 

3 A' sin (A: + 3)g~-sin(A: — 3 ) « 

Jo 
rco^ ^ - . ^ ^ AT psin3 (AR + l ) « - s i n 3 ( A — 

-TJo a 4 j i J o a 

3.r f ^ si 
^ = - 4 7 7 ) 0 -

sin (jc + 3) a — sin {3x + 1) a 
a 

00, l_x p s i n + —sin(A: — _ 3 x p s i n ( 3 a: — l ) a —sin(A: —3) « ^̂ ^ 
-T Jo a " 4 3o « 

En vertu de Texpression (2) § II, la premiere pârtie de y represente 

— ^ dans rintervalle ( — 3 , ^^ ; la deuxieme pârtie represente 2.v, 

dans rintervalle ( — 1 , 1), et la troisieme pârtie represente ~ dans l'in-

tervalle ( y , 3 ) . 

On devrait donc construire ces graphiques et comme ils pre^Ciitent des 
parties communes dins Ies intervalles, nojs devrions construire dans un meme 
graphique, la somme de ces graphiques partiels. 

Mais on peut proceder encore de la fagon suivante: on decompose Ies 
intervalles ci-dessus en d'autres intervalles de faţon â faire disparaître Ies 
parties communes, ainsi ; 

LMntervalle 

( - r - i ) 

Intervalles partiels 

( - 3 , - 1 ) . ( - l ' - ^ - j 

( - 1 , 1 ) ( - • • - l ) ' ( - T T ) ' ( T > ) 

(1, 1). (1, 3) 

En applicant cette decomposition â Pintegrale du (28) et en additionnant 
Ies parties communes des inttervalles, nous trouvons: 
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(29) 

5 jcf + sin + 

_ 3x ^ sin(.v + 3 ) a —sin(jt: + l ) « ^̂ ^ , 

a 
3 / ^ 2 A' 

sin y ) « — sin y ) a 
daA-

^ Jo a 

DX\ S jn f j : ;r-) « — sin ( jr—1) a 3^:1 . . . . . , 
- — \ V 3 / , — \ sin(x —l )a~s in ( j i r—3)« , 
47i\ da—4ji\ —^ ^^ — da, 

Jo « Jo « 
Le graphique de cette fonction peut maintenant se construire facilement; 

en vertu de l'expression (4) il est, fig, 33 : 

Fig . 33. 

forme des semi-droites x 'A, L.v, des segmenls B C, D E, F Q, HI, J K et 
des points C/(/= 1, 2 , . . . 6 ) qui rempiacent Ies extremiies de meme abscisse. 

2». SoU â construire le graphique de la fonction: 

(30) y = — \ d a , 
^ ^ Jo a 

En procedant comme dans Ie cas precedant, nous trouvons: 

y = — — \ ^^—!— ^—^—^—rfa-p 
4nJo CC ' 

LOO 

s i n ( J R + 1 ) A — sin ( A : + Y ) A ^ C s i n ( X + Y ) « — s i n ( x — Y ^ A 

4nJo a ^^ Jo a 
da 

+ 
sin^jc—sin(A'—1) a 

I O D 

4/r. a dci—Y'] —^ ^ —da, 4/rJo a 
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Le graphique de cette fonction est, fig. 3 4 : 

y 

- 3 ' -2 . 

TC, ic. 
D H 

I 
\ 

" T r -
i e . 

B 

y 
Fig. 34. 

forme des semi-droites Jt'A, L jc, des segments B C , D E , F Q, HI, J K et des 
points C i ( / = 1 , 2, . . . 6 ) qui tiennent lieu des extremites de meme abscisse. 

Remarque. Si en (30) nous rendons x=2 et si nous observons le gra-
phique correspondant, nous trouvons: 

(31) f ^ sins a C( 

3o a 

C0S3 2 a , 3 /r — da — — 
32 

17. Avânt de terminer ce paragraphe> proposons-nous encore de trouver 
la fonction correspondant ă des graphiques polygonaux qui peuvent etre con-
sideres comme des fonctions continues. 

l^ Soit â trouver la fonction dont le graphique est, fig. 35: 
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forme du contour A ' A B C A:, c'est-â-dire qui presente le tableau de variations 
suivant: 

co — 1 o 1 + c» 

o X + 1 1 \—x O O 

En vertu de Pexpression (4) § II, on peut etablir facilemant la fonction 
demandee qui est: 

— sin (x— \ ) a 
da=-A' + 1 f ' sin (.V -F - 1) « — sin ^ « ^ , ] — xC sin x a — sir y=—^—l ^̂ —!—^̂  dic-^ \ 

JO fc -l Jo 

2(x-]-\)[ s i n f 20 - Ă ^i" | cos » ^ ^̂  

-7 Jo « Jo « 

En arangeant par rapport â A: et en remplaţant ce par 2 a, on peut 
encore ecrire: 

(32) 
Jo 

sin 2 rt cos2 J:« — 2.V sin* « sin 2xa , 
y = — \ d a. 

;o a 

2». Soit â trouver la fonction dont le graphique est, fig. 3 6 : 

Fig. 36. 

forme des semi-droites x' A, C v et du contour du carre A B C D. 
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En vertu de Texpression (4) § II, on remarque que Texpression : 

2 — ^ z h i l ! sin(A: + l ) « —sinA-g ^ ^ (x—1)^ ^ s\n xa—s\n(x—\)ci ^^ 
^ ~ Jo « " 1 Jo CC " 

presente le graphique demande. Cette derniere expression peut encore s'ecrire : 

(33) = — \ î—i d a. 
n 3o cz 

Remarque. Si dans le deuxieme membre de l'expression (32), nous pre-
nons le signe i , nous obtenons le meme graphique que celui qui correspond 
ă l'expression (33). 

3^ Soit â trouver La fonction dont le graphique est, fig. 37 : 

B 

y 

c. 

.. / \ 
0 \ c > « 

y ' 

Fig. 37. 

forme du contour A' A B C D ; A B C D representant la moitie de The-
xagone. 

En vertu de Texpression (4) § II, la fonction demandee est : 

^ .T Jo a 
da-\-

C sin (a + a - sin (a- — y ) « 
\ da 
^n « 2 .7 wo 

v/3 (1 - X) 

•1 

+ 

sin .̂v — a — sin (x — 1) a 
da. 
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En transformant Ies differences de sinus en produits et en substituant 
ensuite 4 a â a, nous obtenons: 

2 v/3 f ^ sin a [U-+1) cos (4 X + 3 ) a—(jc—1) cos (4 Jf—3) a + c o s a c o s ^ a] 
(34) ^ 

4". SoU â trouver la fonction dont le graphlque est, fig. 38 : 

'y 

forme des semi-droites ^'A, DJT et du contour de l'hexagone A B C D E F . 
En vertu de l'expression (4) § II, i'equation du graphique demande est : 

(35) 3(A + 1) 
7X 

• CC 

4 \ sin(A: + l ) a - s i n ( . v + y ) a 

a da-\-

3 _ r s i n ( A - + ' l ) a — s i n ( j f — 
4.T 

3 ( 1 - A : ) » 
71 

da-\-

roo 
sin (̂ x — Y ) ^ ~ — 1) " 

a da. 

En effet, si — \ ^ x ^ — n o u s pouvons en deduire que : 

y=±\/3 (jc + 1), 

c'est-â-dire Ies cotes A B , A F ; si ^ ^ x \l tn resulte que + ^ 

c'est-â-dire Ies cotes B C F E ; si y ii en resulte que y = ± 

\J3 (1 — x). c'est-ă-dire Ies cotes C D, D E et si x est en dehors de Tinter-
valle ( — 1, 1), alors y = 0. 
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L'expression (35) peut encore s'ecrire : 

(36) y ^ = 

3 f ^ s i n « | 2 (A - f l)'-cos(4A:4-3)a —2(A : — 1 )2COS ( 4A : — 3 ) a + cos«cos4A:A 
Jn a 

a. 

Remarqiies. P . Si dans Texpression (34) nous plagons le signe + de-
vant le deuxieme membre, nous obtenons la fonction dont le graphique est 
le meme que celui qui correspond ă Texpression (36). 

Les equations (33) et (34) pourraient etre considerees comme Ies 
equations du carre et de Thexagone regulier, quand — \ ; mais nous 
reviendrons dans un autre expose sur les equations des polygones convexes 
pour aboutir â des resultats beaucoup plus simples. 

§ III. Fonctions discontinues de premiere espece dans les 
coordonnees polaires. 

18. Soient q ti 6 les coordonnees polaires d'un point et proposons-nous 
de construire les graphiques d'une classe de fonctions discontinues de pre-
miere espece, de forme: 

(1) , + l f 
^̂  Jo « 

Nous remarquons que, pour toute racine reelle de (f{6), Tintegrale de 
(1) est egale â zero, donc o= cp (6); mais si (p{d) passe par zero, en passant 
par exemple du positif au negatif, alors la grande paranthese passe par les va-

3 1 

leurs ^ ^̂  obtenons ainsi: 

dans les intervalles oii, y ( ^ ) > 0 ; 
dans les intervalles oii, r / ( x ) < 0 , et : 

pour toute racine de (f 
II en resulte la regie pratique suivante pour obtenir le graphique de 

la fonction (1). 
On construit d'abord la fonction: 

et dans Ies intervalles oii (f {6)<iO, on remplace les arcs correspondants 
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par des arcs dont Ies rayons polaires se reduisent au — de ceux qui sunt 

remplaces, car dans ces intervalles^ la fonction est: 

Les extremites des arcs sur le meme rayon se remplacent, par le point 
equidistant de ces extremites. 

Applications, l®. Soit â etablir le graphique de la fonction: 

_ 1 sin [(sin 4 g) «] ^ ^ 
(2) 

Nous avons ici : 
/ ( 0 ) = 1, 9 ) ( 0 ) = s i n 4 â . 

Conformement â la regie ci-dessus pour obtenir le graphique de la 
fonction (2), on construit d'abord le cercle: 

3 

et comme sin 4 6 est negatif dans les intervalles: 

/ N 71 \ / 3 71 \ / 5 71 3 71 \ ( 1 7T ^ \ 

Ton remplace les arcs correspondants ă ces intervalles par ceux qui corres-
pondent aux rayons polaires egaux au y des rayons supprimes. Les extre-
mites des arcs sur le meme rayon, se remplacent par le point equidistant. On 
obtient ainsi le graphique de la fonction (2), fig. 3 9 : 

Fig. 39. 
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formes des arcs AA„ 8 ,62 , A, A3, Bg B ,̂ Â  A-,, B-, Bp„ AgA ,̂ B̂  B et des 
points Ci ( / = 1 , 2 , , . . ) qui tiennent lieu des extremites des arcs sur Ies 
memes rayons. 

Soit â etablir le graphique de La fonction: 
r 1 
L ÎT Jo 

sin [(sin 4 6) a] -da (3) 
Nous avons ici: 

/ (6) = 6, cp (6) = sin 4 6, 
Conformement â la regie enoncee plus haut, pour obtenir le graphique 

de la fonction (3), construisons d'abord la spirale d'Archimede: 

et comme le sin 4 6 est negatif dans Ies intervalles: 

( f f ) . 4 
remplagons Ies arcs correspondants â ces intervalles par ceux qui corres-
pondent aux rayons polaires egaux au y des rayons supprimes. Les extre-
mites des arcs de meme rayon se remplacent par le point qui indique leur 
milieu. 

On obtient ainsi le graphique de la fonction (3), fig. 4 0 : 

fl3 

C, « / 

A 
B> 

\ 

R5_ 

FiL'. 40. 
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forme des arcs O A, B B , , A, Ao, B̂  B3, A3 A,, B , B „ A, Ag, B« B „ . . . et des 
points C , ( / = l , 2, 3 , . . . ) qui remplacent Ies extremites des arcs de meme 
rayon. 

Derivation et integration des fonctions discontinues de 
premiere espece 

19. Si nous avons la fonction : 
<4, , = 

ii est evident que sa derivee est donnee par la relation: 

(5) 
sin (f (x) a da, 

;o a 
car rintegrale qui entre en (4) est une constante. 

De meme, Tintegrale de la fonction (4) est donnee par la relation : 

^^ sin (f (x) a 
Jo ^ 

(6) 

Application. Soit â etablir Ies 
grapJîiques des derivees de la 
fonction: 

(/) y = x'A '—da. 
Jo « 

Nous avons: 

^^ s\n{x^ — \)a y'= 2 x\ 
Jo a da, 

qui prend la valeur — T I X dans 
Pintervalle (— 1, 1) et JT en de-
hors. Nous avons donc le gra-
phique de la derivee de (7), fig. 41, 
forme des semi-droites A B , E F , 
du segment C D et des points Ci, 
Ca qui remplacent Ies extremites 
de meme abscisse. 

De meme nous avons: 

Jo 
sin(A-2— \)a 

a d a, 
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dont le graphique est, fig, 42. 
forme des semi-droites AB, 
E F, du segment C D et des 
points C,, C2 qui remplacent 
Ies extremites de meme ab-
scisse. Les autres derivees 
sont nulles. 

§ IV. Fonctions impli-
cites discontinues de 

premiere espece. 
Nous nous proposons de 

montrer par des exemples 
differents et varies la maniere 
d'etudier et d'etablir les gra-
phiques de ce genre de fonc-
tions. 

1. Soit ă construire le 
graphique de la fonction y, 
definie par la relation: 

C. 

D 

Fig. 42. 

2 ^ s\n(2x + y)cccosya ^^ 

Nous pouvons ecrire: 

( 2 ) + ^ ^ 
^ ' i i Jo « 

Envisageons maintenant l'une apres l'autre, les hypotheses suivantes. 
1». Si J c < 0 , il en resulte: 

71 io a 2 

En tenant compte que Tintegrale a les valeurs — y 

x-^-y est positif, egal â zero ou negatif, il resulte que: 

Si li en resulte 

x-\-y = 0 1 

x-hy>o Ar = 0 
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Les deux premiers systemes de conditions sont equivalents aux relations; 

1 

^ < 1 1 

Le troisieme systeme de conditions ne peut etre satisfait car nous som-
nies dans Thypothese j t ' < 0 . 

Si x = 0, il en resulte: 

Jo « 

equation satisfaite seulement pour y = O, 
3". Si A; > O, il resulte de (2) : 

sin (.V + y) a 1 
- a 

et par consequent: 

Si 

x-]-y<0 

11 en resulte Si 

x-]-y<0 x = 0 

.r + j/ = 0 
1 

x-hy>0 x=\ 

-1 O 

Le premier cas dans ce tableau de con-
ditions ne peut etre satisfait car nous som-
mes dans Thypothese JC>0. Les deux 
derniers sont equivalents aux relations : 

x=\ 
y>-h 

Fig. 43. 

En traduisant par un graphique les con-
clusions des points 3®, nous obte-
nons le graphique de la fonction demandee, 
(fig. 4 3 ) : formee des semi-droites A B, 
C D et des points Ci, O, C3 qui tiennent 
lieu des extremites B et C. 
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Remarque, Remplagons en (1), y par y-\ nous trouvons aiusi le gra-
phique de la fonction y de finie par la reiat ion: 

(3) 
^ Jo 

sin (2 jc- f j - ) « cos>'« 
a - da. 

En suivant pas â pas Ia discussion precedente, nous concluons que 
I'expression (3) est equivalente aux relations: 

1 

I - 1 < J ' < 1 1 
> ' = ± — v/2 

j x = 0 
i J' = 0 ou y > 0 . 

11 en resulte que le graphique de la fonction (3) est, fig. 44 : 
forme du segment A B, excepte 
Ies extremites A, B, ensuite de la 
droite CD et des points C,, Cj, O. 

2. Soit â construire le gr ap hi-
que de la fonction y, definie par 
la relation: B 

2 p s i n r r . c o s ( ? A - + v ) ^ .. • 

- O o « 

I 
Nous pouvons ecrire : 25 : 

(5) ^ ^ 
^ Jo a 

Considerons Tune apres l'autre 
Ies hypotheses suivantes: 

Si A < 0 , il resulte de (5 ) ; 

.7 Jo « 2 

Nous en deduisons: 

-.4 

y 

1 
Fig. 44. 

Si 

x-\-y<0 

j 11 en resulte 

>̂  = 0 

1 

. « • + > • > 0 i l ' = l 1 
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Pour satisfaire â ces conditions, nous devons prendre: 
1 

A - < 0 

y = 0 1 î -
- 1 < J C < 0 

2«. Si jr = 0, il resulte de (5 ) : 

1 f ^ sinj/a . 
^ n)o a 

cqualion satisfaite seulement pour ^ = 0. 
3". Si .t > O, il resulte de ( 5 ) : 

roo 

.T Jo a 2 
Nous en deduisons : 

Si 11 en resulte 

y = - \ 

x+y=0 1 

^ = 0 

En tenant compte que ^ > 0 , nous pouvons satisfaire ă ces conditions 
si nous prenons: 

I 0 < . r < l 

R 

y 

B 

O A 

oC. 

y 

B 

O A 

C C D 
1 

1 

v > 0 

En traduisant dans un 
graphique Ies conclusions 
qui decoulent des points 

2^ 3°, nous obtenons 
le graphique de la fonc-
tion demandee, fig. 4 5 : 

Fig. 45. 

forme de Taxe entier x' x, des segments AB, C D en exceptant leurs extre-
mites, et des points Cj, O, Cg. 
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Soit â etablir le graphiqae de la fonction y definie par la relation : 

2 f -

Jo 
sin y a cos (2 A* + y) a 

a da. 

Reoiarquons la legere modification apportee â la fonction (5). Voyons 
en quoi cela modifie le graphique. 

L'expression (6) peut s'ecrire: 

1 f ^ s i n ( . v + j / ) « - sin a: a , ( / ) xy=—I ^̂ — da. 
N Jo CI 

Considerons l'une apres l'autre Ies hypotheses: 
Si Ar<0, il resulte de (7) : 

roo 

Nous en deduisons: 

Si 11 en resulte 

xi-y<0 x y = 0 

x+y = o 
1 

x+y>0 X y=\ 

x<:0 
y = 0 

Les conditions de la premiere et de la derniere rangee nous conduisent 
aux relations: 

^ < 0 

x y = 1.. 

Les conditions de la deuxieme rangee ne peuvent etre satisfaites. 
2 ». Si A' = 0, de meme alors y = 0. 

Si il resulte de Texpression (7). 

^ Jo 
Nous en deduisons: 

a 

Si 

x-hy<o 

1 II en resulte 

1 
xy = -\ 

1 
•v;- = - y 

.1- | - . r > o 
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Ces conditions sont equivalentes aux relations: 

. v > 0 

.V = — 1 

y < - \ 

2 

\ /2 
• > ' = - T " 

j:>0 

>' = 0. 

Le graphique qui resulte des conclusions exprimees en P , 2", 3® est, fig. 4 6 ; 

iV 

Fig. 4b. 

forme de Taxe JC'JC, des branches de i^hyperbole A B, C D en exceptant Ies 
extremites B, D, et des points O, C,. 

4. Soit â etablir le graphique de la fonction y, definie par la relation: 

(8) + >' - - r ^^ ' ' ' ' ~ d 

' ' Jo a 

Nous pouvons ecrire: 
, 1 f ^ 

^ Jo 
s i n y sin x a 

a da. 

En^visageons Ies divers cas Pun aprăs l^autre: 
\ \ Si . v < 0 , il resulte: 

rco 
^ . I , 1 f ^ sinya ^ 1 
X + — \ ^— DA — —' 

n JQ a 2 
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Nous en deduisons: 

Si II en resulte 

x-\-y=-\ 

y = 0 X— ^ 

y>0 x-\-y = 0 

Ces conditions et l'hypothese j f < 0 sont equivalentes aux relations 

x < 0 

> ' < 0 

x + y=-\ 

1 

>̂  = 0 

a:<0 

2». Si x = 0, l'expression (9) devient: 

1 sin V a , 
y = — \ — - — d « , 

TT Jo a 

satisfaite par Ies valeurs: 

J' = — y , >' = 0, 

3®. Si = Texpression (9) devient: 

, \ sin y a 1 

Nous en deduisons: 

Si 11 eii resulte 

y<o 

11 eii resulte 

y = 0 1 

> ' > 0 
1 

x+y=\ 

Ces conditions sont equivalentes aux relations: 

A > 0 

V < 0 

1 

r = o 

x > 0 

y>o 
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Le graghique qui resulte des conclusions exprimees en 1®, 2®, 
est, fig. 47. 

forme de la droite E F. des segments 
AB, C D leurs extremites exceptees 
et des points C , ( / = l , 2, 3, 4). 

Remarque, En considerant l'expres-
sion (8) nous en deduisons qu elle est 

^ symetrique par rapport â Torigine, 
car si Ton remplace x ti y par —x 
et —y elle ne change pas de valeur. 
Cette remarque rend superflue la dis-
cussion du point 3®. 

5. Soit â construire le graphique 
de la fonction y definie par la re-
lat ion: 

(10) 

(11) 

X-^-Y-^-S/I -JI jo 

On peut encore ecrlre: 

Y - X 

sin \ / 2 A: cos ( 2 A: + 2 + \ / 2 ) « ^ ^ 

2~ \ a 

_ _ 1 p SM{X^Y^SJ2)CT-SM{X^Y)A ^^ 

• ^ + > ' + 1/2 Jo A 

11 en resulte la discution suivante resumee dans le tableau ct-dessous: 

Si II en resulte 

0 < . v + j / < \ / 2 y — .1 = 0 

x+y = — \j2 J — A- = 0 

- v / 2 < A - j - ) ' < 0 
x + y+\l2 

.v-|-j' = 0 J ' - v - f 

— .r = 0 

Ces conditions sont respectivement equivalentes aux relations: 

^ v/2 v/2 
x— 

2 2 

Î L 
4 ' 

x=y>0. 
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En representant graphiquement ces relations nous obtenons le graphi-
que, fig. 48 : 

forme des semi-droites A B, O D, du 
segment B C et du point C,, en excep-
tant Ies extremites C et O. 

6. Soit â etablir le graphiqae de la 
fonction y, defitiie par la relation: 

0 2 ) = 
a^x-^-bj-^-Cy^ TTJO a 

P . Si le deuxieme membre 
est — 1, et il en resulte que: 

2\ Si x — O, il en resulte que: 

y = - T 

ou y = + co, avec la condition : 
Fig. 48. 

Si x > 0 , il resulte que : 

Le graphique de la fonction est, fig. 49 : 

forme des semi-droites A B, C D en exceptant 
Ies points B, C ; du point E et des points 
4 : oo situes sur Taxe yy^. 

Remarque. Dans le cas particulier de la 
fonction : 

y 2 C^ smxa , 
^ = — \ d «, 
x Jo « 
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le graphique est, fig. 5 0 : 

y 

Fig. 50. 

Le graphique est, fig. 51 : 

forme du semi-cercle A B C en 
exceptant Ies extremites A, C ; et 
du point O. 

8. Soit â construire le graphique 
de la fonction y, definie par la 
relation: 
(15) = 

2 f ^ flasinjc sin v a ^ — l da, 
n Jo a 

ou b^ a. 
1®. Si J t < 0 , il en resulte: 

. , 2 62 r ^ s i n j / a ^ 4- v2 = \ da — a\ 
' • JT Jo Ct 

oii : 

forme de Pangle A O B , 

7, Soit â etablir le graphique 
de la fonction y definie par la 
relation: 

En faisant varier y, nous avons: 

Si 11 s'ensuit 

^ < 0 = — 1 

y = 0 jc = 0 

J ' > 0 

y 

5 

x' J O \C ^ 

/ 

1 

Fig. 51. 

Si 11 en resulte 

J ' < 0 

= — 

y>0 = — a^ 

BUPT



Les conditions exprimees dans Ies deux premieres rangees ne peuvent 
etre satisfaites. 

20. Si x = Q, il resulte de l'equation (15) : 

f^ smy a . y'- = \ i— d a, 71 io a 

qui ne peut etre satisfaite qu'en posant ^ = 0, ou bien y = b. 
3«. Si Ar>0 , il resulte de (15) : 

sinya , , 

OU : 

Si 11 en resulte 

/ < 0 

y = 0 = 

y>o x^ + yi = 

Les premieres conditions ne peuvent etre satisfaites. 
Le gra'phique qui restulte des conclusions exprimees en 1», 2®, 

est, fig. 5 2 : 

formejdes quarts de cercle 
AB, C D en exceptant 
leurs extremites, et des 
points Ci, O, Cj. 

De quelques autres 
graphiques. 

1. Soit â Hcblir le gra-
phique de la fonction y, 
definie par la relation: 

(16) = 

Jo a 

On peut resumer la discussion, facile â suivre, dans Ies systemes de re-
lations suivantes: 
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Le graphique est, fig. 53 : 
y 

8 

Vz 

_L -1 

forme des semi-droites A B, 
C D, G H, IK, du segment E F , 
et des points C, (/ = 1, 2, 3, 4) 
qui remplacent Ies extremites 
de meme abscisse. 

2. Soit â etablir le graphique 
de la fonction y^ definie par 
la relation: 

r 
Fig. 53. 

(17) 2 — r - = 

sin(l — jc-)a A p i i i 
n Jo a 

da. 

On peut resumer la discussion dans Ies systemes de relations suivants: 

I A < - 1 _ — 1 

I y = ± l \y=±\/2 

Le graphique est, fig. 5 4 : 

o 

h 

U M 

y ' 

Fig. 54. 

forme des semi-droites AB, C D , I K, L M, des segments E F , Q H et des 
points C , ( / = l , 2, 3, 4) qui remplacent Ies extremites de meme abscisse. 

3. Soit â Hablir le graphique de la fonction y, definie par la relation: 

Jo « 
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La discussion peut se resumer ainsi: 

— 1 < 0 

Le graphique est, fig. 55. 

forme de trois cercles concentriques et 

des rayons respectifs, 

—1 > 0 

v/2 v/3 
2 ' 2 

4. Soit â etablir le graphique de la 
fonction y, definie par ta relation: 

(19) 
4 f ^ s i n a v/l — AfS . \ — yi = —\ 1 d a. 
^Jo a 

Cette expression est satisfaite si nous 
prenons: 

l y = ± i 

i x = l 

Le graphique est forme de quatre points isoles. 
5. Soit â etablir le graphique de la fonction y, definie par la relation 

(20) 
\ a 2 

Cette equation est satisfaite, pour: 

c'est-â-dire pour ies points tombant â i'interieur du cercle: 
— 1 = 0 . 

6. Soit â representer graphiquement la fonction y, definie par la relation: 

(21) 
2 ^ J o a 

ou : 

(f , = - j - y ^ — bK 

L'equation (21) ne peut etre satis-
faite que si nous prenons: 

<Pi f f i < O, 

c'est-â-dire seulement pour Ies points 
qui tombent â i'interieur de la cou-
ronne formee par Ies cercles. 

<fx = 0. Tî = O, fig 56. 
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7. Soit â reprcsenter graphiquement la fonction y, definie par la 
reiat ion : 

fs^ . ./. —jr2 — sin a\/l — 
(22) 

f ^ sin g 1 — x̂  — sin a \ 
Jo « 

La discussion peut se resumer ainsi: 

= - 1 f - 1 < ^ < 1 

= ± 1 I - 1 < J' < 1 

Le graphique est, fig. 5 7 : 

da = 0. 

A- = L 

>' = ± 1 . 

Fig. 57. 

1. SoU â representer graphiquement la fonction: 

( I ) 
n Jo a 

forme des points situes â Tinte-
rieur du carre A B C D et de ses 
sommets. 

§ V. Fonctions disconti-
nues de premiere espece 

ă plusieurs variables. 
Nous nous proposons de traiter 

seulement quelques exemples de 
ce genre de fonctions. 

Fig. 58. 
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Remarquons que si x -{-y — 1 < O, alors 2 = — 1 ; si x y — \ = 0, 
alors 2 = 0 et si x -{-y — l^O, alors 2 = 1. 

On obtient Ie graphique en menant Ies plâns + \ et dans ces plâns, 
comme aussi en x O y , en menant Ies droites x + y — 1 = 0 . Le graphique 
de la fonctlon demandee est, (fig. 581: forme de la droite A B, de toute la 
partie^du plan 2 = — 1 , du cote de A^Bo qui contient O2, et de toute la 
pârtie du plan 2 = 1 , du cote de Aj Bj qui ne contient pas O , : 

2. Soit â representer graphiquement la fonction: 

(2) n Jo 
sin + _ ! ) « da. 

La discussion et le graphique s'obtiennent de la meme maniere que 
ci-dessus, en remplaţant Ies droites par Ies cercles, jc^-j-J'^ — 1 = 0. 

Nous avons ainsi le graphi-
que, fig. 5 9 : forme de plan > 
entier 2 = 1 , â l'exception des 
points de Finterieur et du cer-
cle O, ensuite des points du 
cercle O du plan xO y et en-
fin des points â Pinterieur du 
cercle O. du plan 2 = — 1 . 

Cest comme si Fon avait fait 
dans le plan 2 = 1 une ouver-
ture circulaire Oi, comme si 
Ton avait deplace ensuite ce 
cercle parallelement â lui meme, 
en laissant son contour dans 
le plan 2 = 0 , mais Finterieur 
dans le plan 2 = — 1. 

3. Soit â construire ie gra-
phique de la fonction: 

(3) 2 
T̂ Jo 

sin ţ r ^ , a 
a 

Fig. 59. ou (jTi = O, (pi = 0 sont des 
coniques. 

Pour plus de precision supposons que nous ayions des ellypses et que 
pour Ies points situes â Finterieur de ces ellypses nous ayions respectivement 
T , < 0 , ( ) r , < 0 . 
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Nous remarquons alors que si (p^ ţp2<0, alors z = — \; que si q)^ 7̂ 2 = 0, 
alors 2 = 0 et que si (piCfz^^ alors 2 = 1. Pour avoir le graphique demande, 
construisons dans le plan j cO; ' et dans Ies plâns 2 = — 1, 2 = 1, Ies ^lypses 
(Fi = Oy (jr2 = 0. 

1®. Si Ies ellypses sont exterieures le graphique est, fig. 6 0 : 

Fig. 60. 

forme des contours des ellypses du plan 2 = 0 , ensuite des points â Tinterieur 
des ellypses du plan 2 = — 1 et enfin des points du plan 2 = 1 exceptes ceux 
qui tombent ă Pinterieur et sur Ies contours des ellypses. 

Si Ies ellpyses sont interieures. Ie graphique est, fig. 61 : 
forme des contours des ellypses du plâns 2 = 0, ensuite des points du plan 
2 = — 1 compris entre Ies deux ellypses, et enfin des points du plan 2 = 1 
tombant â Tinterieur de la petite ellypse et â Pexterieur de la grande 
ellypse. 

Si Ies ellypses sont secantes le graphique est, fig. 6 2 : 
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Fig. 61. 

Fig. 62. 

BUPT



forme des contours des ellypses du plan z = 0, ensuite des^pointsj du plan 
z= — \ â Pinterieur des ellypses exceptes ceux qui tombent dans Ia pârtie 
commune, et enfin des points du plan z=\ communs et exterieurs aux 
deux ellypses. 

4. Soit ă representer graphiqaement la fonction: 

(4) 
^ p siny, ( y 2 - - l ) « c o s y , ^ ^ 

T̂ Jo a 

ou (fy=0, (p2=0 sont des coniques. 
Pour plus de precision supposons des ellypses secantes et que pour 

Ies points tombant â l'interieur de ces ellypses nous ayions respectivement 

La fonction (4) peut encore s'ecrire: 

n Jo 

sin ţPi ţp2 « — sin qr, a 
a da. 

Soit M(jc, y) un point du plan xOy, point que nous deplagons dans 
tout le plan. 

Considerons Tune apres Tautre Ies hypotheses suivantes: 

1 S i ţPi < O, et encore : 

Si 1 1 1 en resulte 

2 = 1 

<iP, = 0 
1 

< P , > 0 2 = 0 

2«. Si (f̂  = O, alors 2 = 0 quelle que soit la valeur de (f̂ . 
30. Si <iPi>0, et encore: 

Si 11 en resulte 

<P2<0 2 = — 1 

9̂ 2 > 0 2 = 0 

Pour obtenir le graphique demande Ton procede ainsi. BUPT



On construit dans Ies plâns: 

1 

Ies ellypses secantes (p̂  = 0 , qPj = O, fig. 63 : 

Fig ,63 

De la discussîon ci-dessus, il resulte que le graphique se compose: 
1®. Des points du plan 2 = 0, interieurs â Tellypse ţ P i = 0 , mais exte-

rieurs â celle ţr, = O; ensuite du contour de ( p i = 0 et enfin des points du 
plan 2 = 0 exterieurs aux ellypses. 

2®. Des points du plan 2 = — 1 ă Pinterieur de Tellypse ffi = 0 â 
Texception de ceux qui torabent sur le contour et ă Tinterieur de (f ̂  = 0. 

3®. Des points du plan 2 = — y appartiennent â Tellypse ( p i = 0 â 
l'exception de ceux qui tombent ă Finterieur et sur le contour de qr, = 0. 

4®. Des points du plan 2 = y appartenant â ( f t = 0 , mais â Tinterieur 

de (ir, = 0. 
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Des points du plan z=\ appartenant â la pârtie commune des 
deux ellypses. 

5. Soit â etablir le graphique defini par Vequation: 

(5) 
^ ' Jo « 2 

Cette equation est satisfaite pour Ies points ou nous avons: 

c'est-â-dire pour Ies points â l'interieur de la sphere : 
(6) ^ ' - - f 2» — 1 = 0 

Remarqae. L'equation des points â l'exterieur de la sphere (6) est : 

(8) 

da = 
7T 

a 2 
6. Soii ă Hablir le graphique defini par la relation: 

roo . , . 2 f ^ sin(l — 2S)a ^ .fî -^j^î = — \ i — d a. 
' TT Jo a 

Cette equation est equivalente aux relations: 
Z=±\ j _ l < 2 < l 
xt-\-yi=o j = 

Le graphique qui en resulte est, fig. 6 4 : 

Fig. 64. 
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formes des points situees sur la surface du cylindre comprise entre Ies deux 
bases, et de centres Oj et Oo de ces dernieres bases. 

7. Un genre interess3nt de problemes serait celui qui dccoule de 
Texemple suivant. 

Soit â resoudre l'vquation: 

(9) r 
Jo 

sin P (.t) a cos (2 - 3 P (x) ]a , JT aa = —» 
a 4 

ou 

P(A) = A:2+.V—1. 

L'equation (9) peut encore s'ecrire : 

P sin [P — 1] « + sin [1 — 2 P (x) 1« ^ .t 
Jo « ~ 2 ' 

Cette equation ne peut etre satisfaite que si nous prenons: 

P{x) = \, ou 2P(jc) = l , 

c'est-â-dire: 

AT̂  + jt: — 2 = 0, ou + — 3 = 0, 

dont Ies racines sont: 

\x, = - 2 — l + V / 7 
ou 1= 

ces sont Ies racines de Tequation (9). 
8. Les applications nombreuses et tres variees qui decoulent du present 

expose ont eclaire une classe ou, pour mieux dire, des classes importantes 
de fonctions discontinues de premieres espece â une ou plusieurs variables, 
comme elles ont eclaire aussi d'autres questions avoisinantes. Toutefois je me 
propose, dans un prochain expose de m'occuper de questions â mon avis 
encore plus importantes, celles qui consistent â etablir les equations des po-
lygones et des polyedres convexes, questions apparentees â celles traitees 
dans le present expose. 
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