
y_NE CLASSE DE FONCTIONS 
SIMPLE-DISCONTINUES A DEUX 

VARIABLES 
PAR 

VALERIU ALACI 
PROFESSEUR k L ' i C O L E POLYTECHNIQUE CE TIMIŞOARA 

EXTRflIT DU „BULLETIN SCIENTIFIQUE DE L'ECOLE POLYTECHNIQUE DE TIMIŞOARA" 
TOME 4. FflSC. 1 - 2 . 

I 
TIMIŞORRA 

IMPRIMERIE ..TiPOGRftFia ROMANÊ tiĈ  
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DNE m DE FOnaiOIIS IPIE-DISITIIIIIESII DE»K nSlES 
P R R 

V. ALflCI 

Je me propose de presenter dans Ies pages suivantes une classe de 
fonctions simple-discontinues qui soient exprimees par des integrales definies, 
en traitant premierement des diverses cas particuliers, leurs proprietes et Ies 
applications qu' elles comportent. 

§ 1 . 
La fonction de deux variables: 

-

est simple-discontinue, 
Pour etablir que la foncţion (1) est simple-discontinue nous trouverons 

Ies valeurs qu'elle prend pour n'importe quel point du plan. 
Premierement, on sait que ^integrale definie: 

ôo sin A a 

ID u[x,y] = ~\ ^ £ ^ r f a , 

£ d a, 

prend Ies valeurs " " ^ ' ^ selon que A est negatif, egal ă zero ou 

positif. 
Maintenant nous pouvons construire facilement le tableau suivant de 

variation pour la fonction (1) : 

y — x . . . 0 71 2JT 3n 4 n ... 
u[x,y] . . . 0 1 0 — 1 0 1 0 — 1 0 . . . 

En construisant Ies droites: 

i2i y — x = k7i, ik = 0, + 1 , + 2 , . . . ) 

qui deux â deux consecutives donnent une'serie de bandes, on peut inter-
preter Ies resultats compris dans le tableau ci-dessus, en remarquant la 
figure 1, de la faţon suivante. 

BUPT



l®. Pour n'importe quel point M(jr,y) â Tinterieur d'une bande ha-
churee, nous avons: 

u(x,y) = \ 

Fig. 1. 

2». Pour n'importe quel point â Tinterieur d'une bande qui n'est pas 
hachuree, nous avons: 

« = — 1 

30. Pour un point quelconque d'une des droites (2), nous avons: 

u{x,y} = 0 

En passant ainsi d'un point d'une bande hachuree â un point d̂ une bande 
non hachuree, on voit que Ia fonction u{x,y) passe brusquement de la valeur 
1 â la valeur — 1 . Cela signifie que la fonction (1) est simpte-discontinue, 
Ies droites (2) etant pour elle des lignes de discontinuites: 

Proprietes. 1®. La fonction u(Xyy) est anti-symetrique, parce que nous 
remarquons que nous avons: 

u(x,y) = — u {y,x\ 

2®. La fonction simple-discontinue u{x,y) est periodique parce que 
nous avons: 
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Applications. 1. Soit â resoudre le systime: 

+ j/3 = a% 

ou u{x,y) est donne par l'expression (1). 

La fonction u{x,y) etant e^ale â zero seulement aux points situes sur 
Ies lignes de discontinuites: 

(4) y-x = kn, (Ă = 0 , + l , + 2 , . . . 

il resulte que seulemeut Ies points d'intersections des droites (2) avec le 
cercle nous donneat Ies systemes de solutions pour le systeme 
(3), figure 2. 

Remarque. Comme la distance entre deux droites consecutives de (4) 
n 

est il en resulte que le nombre de syst^mes de solutions pour le sys-

tfeme (3), est: 

4/J, ou 2(2/1+1) 
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selon que — — est Tentier n, ou le plus grand entier n qui est compris 71 
a\J~2 dans n 
2. Soit â resoudre Ies systemes: 

(5) f u{x,y]=±\ 

En regardant la figure 2, nous pouvons dire que seulement Ies coor-
donnees de chaque point des arcs du cercle O situees dans Tinterieur des 
bandes hachurees, nous donnent un systeme de solutions pour le systeme: 

I u{x,y) = l 

et Ies coordonnees de chaque point des arcs du cercle O situees dans Tin-
terieur des bandes qui ne sont pas hachurees, nous donnent un systeme de 
solutions pour le systeme: 

\ = flî 

Remarque. II est evident qu'on peut changer le cercle O par n'importe 
quelle autre courbe continue et si nous suivons continuellement Ies valeurs 
de la fonction u{x,y) pour chaque point d'une telle courbe nous trouvons 
la serie de valeurs 1, O, — 1 , ou — 1 , O, 1, le passage d'une valeur ă Tautre 
etant brusque. Nous pouvons dire ainsi que la fonction u{x,y) est discon-
tinue sur une telle courbe continue. 

§ 2. 
La fonction: 

(6) 
, , 2 C^ sin[sin(A:»+y«)]a . 

est simple-descontinue, 
En regardant la fonction (6), nous pouvons construire facilement le 

present tableau de variation; 

71 271 371 471 
0 1 0 — 1 0 1 o —1 o . . . 

Nous construisons maintenant Ies cercles; 

(7) = = 0 , 1 . 2 , 3 , . . . ) 

et en regardant la figure 3 et le tableau de variation, nous en deduisons 
sans difficulte Ies resultats suivants. 
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1». Pour n împorte quel poînt ă IMnterieur du premier cercle en excep-
tant Torigine et pour n'importe quel point d'une couronne quelconque 
hachuree, nous avons: 

2®. Pour n'importe quel point d'une couronne qui n'est pas hachuree, 
nous avons: 

3». Pour Torigine et pour n'importe quel point des cercles (7), nous 
avons: 

v{x,y] = 0 

La fonction est donc simple-discontinue, le passage par Ies 
valeurs 1, O, — 1 etant brusque. 

Applications. Si nous trouvions Tintersection des cercles de la figure 
3, avec une courbe continue (f (x, y) = 0, nous en deduirons Ies resultats: 
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1®. Les coordbnn&s deY pointe^ d'ihtersedlcrtis^ dte'cercles (7) avec la 
cx)urbe = sont des systemes de solutions pour le systeiile d'equa-
tions: 

(p{x,y] = 0 

Les coordonnees de n'importe quel point situe sur Ies arcs de la 
courbe qp (x, >') = O compris dans les regions hachurees, sont des systemes 
de solutions pour le systeme: 

(p{x,y)=0 

Les coordonnees de n'importe quel prinţ situe sur les arcs de la 
courbe g)(x,y) = 0 compris dans les regions qui ne sont pas hachurees, 
sont des systemes de solutions pour le systeme: 

v{x,y)——\ 
- (p{x,y) = 0 

- § 3. 
La fonction â deux variables: 

/ \ 2 f ^ sin (sin JC) a 4-sin (sin v) a . (8) w(x,y] = — \ i ' ^—— da. 
^ Jo ® 

est simple discontinue. 
Nous construisons premierement les droites: 

(10) y = kn 

qui deux â deux consecutives donnent une serie de bandes, les unes paralle-
les â Ojc, les autres â O; ' . 

Si nous notons: 

, , 2 foo sin (sin *) a , 

Jo 

sin (sin y] a da. a 

alors: 

(11) w[x,y] = w^ [x, y) + {x,y) 

Chaqae fonction (x,y), Wi(x,y) ne peut avoir que les valeurs 
1, O, — 1 ; elles prennent respectivenîent la valeur 1 pour les points situes 
â rinterieur d'une bande hachuree paralizie â Ojc ou â O j / ; etles prennent 
la valeor zero pour les points situes sur les droites (9) ou (10); elles prennent BUPT



la valeur —1 pour Ies points situes â Tinterieur d'une bande non hachuree 
parall^e a Ox ou a Oy. 

Nous remarquons encore sur la relation (8) quc la fonction w{x,y) est 
periodique, c'est ă-dire: 

il en resulte ainsi qu'il faut etudier la fonction w{x,y) seulement â 
Tinterieur et sur Ies cotes du carre O ABC. 

En regardant la figure 4, et en tenant compte des resultats que nous 
avons etabli,, nous en deduisons Ies conclusions suivantes: 

Pour n'importe quel point d'une region commune d'une bande ha-
churee parallele â Oa: et d'une bande hachuree paralele â Oy, nous avons: 

w{x,y) = 2 
Seulement Ies points de Tinterieur du carre O Â  D D̂  qui est situe ă 

Tinterieur du carre periode O ABC, satisfont cette relation. 
Pour n'importe quel point d'une region commune ă deux bandes 

non hachurees, Tune paralizie â O j t , l'autre parallele â Oy, nous avons: 

w[x,y] = — 2 
Seulement Ies points de l'interieur du carre DB^BC^, qui est situ^ ă 

Tinterieur du carre periode O ABC, satisfont cette relation. 
Pour n'importe quel point d'une region commune ă une bande ha-

churee parallele â Tun des axes et â une bande non hachur^ paralizie â 
Tautre axe, nous avons: 

w\x,y) = 0 BUPT



Ainsi, Ies points â Finterieur des carre A j A B i D , D i D C i C et encore 
Ies points O, A, B, C, Aj, B ,̂ Cj, D ,̂ D satisfont cette relation. 

Pour n'importe quel point situe sur Ies cotes du carre O Â  D Di 
et sur Ies segments AB^, CCi en exceptant Ies extremites, nous avons: 

50. Pour nMmporte quel point situe sur Ies cotes du carre D Bj B Cj et 
sur Ies segments Ai A, DiC en exceptant Ies extremites, nous avons: 

La fonction w{x,y) reţoit ainsi dans tout le plan, seulement cinq va-
leurs, c'est-â-dire: 2, 1, O, — 1 , — 2 et parce qu'elle passe brusquement 
d'une valeur â Tautre, il en resulte que cette fonction w{x,y) est simple-
discoDtinue. 

§ 4 . 
Les fonctions u(x,y), v{x,y), w(x,y) que nous avons etudie ci-dessus 

sont des cas particuliers d'une fonction plus generale, c'est-ă-dire: 

(.2) 
»=1 Jo 

ou: 
(Pt{x,y) = kn, (A = 0 , ± l , i : 2 , . . . 

represente des familles de courbes continues. 
La fonction (12) signifie ainsi une classe importante de fonctions 

periodique simple-discontinue ă deux variables. 
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