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UNE CLASSE DE FONCTIONS SIMPLE-DISCONTRNUES A DEUX VARIABLES

PAR
V. ALACI

Je me propose de présenter dans les pages suivantes une classe de
fonctions simple-discontinues qui soient exprimées par des intégrales définies,
en traitant premiérement des diverses cas particuliérs, leurs propriétés et les
applications qu’ elles comportent.

§ 1.

La fonction de deux variables :

2 SOO sin [sin (y — x}] @

(1) ulxy)=—- p

113

da,

est simple-discontinue.
Pour établir que la foncfion (1) est simple-discontinue nous trouverons
les valeurs qu’elle prend pour n’importe quel point M (x, y) du plan.
Premierement, on sait que l’intégrale définie:

o o
S sinAa da,
o @
prend les valeurs —% , 0, % selon que A est négatif, égal a zéro ou
positif.

Maintenant nous pouvons construire facilement le tableau suivant de
variation pour la fonction (1):

y—x ... 0 b/ 2 3n 4
uix,y) ... 0 1 0 —1 O 1 o —1 0

En construisant les droites:
(21 y—x=hka, k=10, +1, +2,...)

qui deux a deux consécutives donnent une”série de bandes, on peut inter-
préter les résultats compris dans le tableau ci-dessus, en remarquant la
figure 1, de la fagon suivante.
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1°. Pour n’importe quel point M (x,y) a Pintérieur d’une bande ha-
churée, nous avons:

ulx,y)=1

il

’ TIT-/ U/ ﬁ/l KA
1 Vo
11/%
. |
l

Fig. 1.

20, Pour n’importe quel point a Pintérieur d’une bande qui n’est pas
hachurée, nous avons: h

ulx,y)=—1
39, Pour un point quelconque d’une des droites (2), nous avons:
ulx,y)=0

En passant ainsi d’un point d’une bande hachurée a un point d’'une hande
non hachurée, on voit que la fonction «(x,y) passe brusquement de la valeur
1 4 la valeur — 1. Cela signifie que la fonction (1) est simple-discontinue,
les droites (2) étant pour elle des lignes de discontinuités :

Propriétés. 1°. La fonction u(x,y) est anti-symétrique, parce que nous
remarquons que nous avons:

ulx,y)=—ulyx
2°. La fonction simple-discontinue u#(x,y) est périodique parce que
nous avons: |

i+ 2kn, y+24 7)=uixy), b # =0,+1,42,...
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Applications. 1. Soit a résoudre le systéme:
ulx,y)=0
3) { (£, y)
x2 _I_yi = q®

ou u(x,y) est donné par I’expression (1).

La fonction #(x,y) étant égale a zéro seulement aux points situés sur
les lignes de discontinuités :
(4 y—x=km, k=0,+1,4+2,...

il résulte que seulement les points d’intersections des droites (2) avec le
cercle x4 y*=ga?, npous donnent les systémes de solutions pour le systéme
(3), figure 2.

Fig. 2.

Remarque. Comme la distance entre deux droites consécutives de (4)

est ‘77%, il en résulte que le nombre de systetmes de solutions pour le sys-

teme (3), est:
4n, ou 212r+41)
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selon que a‘/f est ’entier n, ou le plus grand entier » qui est compris
dans ay/ 2 .
n
2. Soit d résoudre les systémes :
g [(wlnr=11
| e24yr=a

En regardant la figure 2, nous pouvons dire que seulement les coor-
données de chaque point des arcs du cercle O situées dans Vintérieur des
bandes hachurées, nous donnent un systeme de solutions pour le systéme:

{ ulx,y)=1
x2 +y2 /1]
et les coordonnées de chaque point des arcs du cercle O situées dans lin-

térieur des bandes qui ne sont pas hachurées, nous donnent un systeme de
solutions pour le systéme :

#(x,y)=—1
x“-—l—y2=a’

Remarque. 11 est évident qu’on peut changer le cercle O par n’importe
quelle autre courbe continue et si nous suivons continuellement les valeurs
de la fonction #(x,y) pour chaque point d’une telle courbe nous trouvons
la série de valeurs 1, 0, — 1, ou —1, 0, 1, le passage d’une valeur a l'autre
étant brusque. Nous pouvons dire ainsi que la fonction u(x,y) est discon-
tinue sur une telle courbe continue.

§ 2.

La fonction :

) v = |

o gin[sin (x2 4 py?)}
a

da,
6
est simple-descontinue.
En regardant la fonction (6), nous pouvons construire facilement le
présent tableau de variation:

v4-yr| 0 7 2 3n 4
vi,y)| 0 1 0 —1 O 1 0 —1 O

Nous construisons maintenant les cercles :
(7) x4 yr=kn, k=0,1.2,3,...)

et en regardant la figure 3 et le tableau de variation, nous en déduisons

sans difficulté les résultats suivaants.
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1°. Pour n’importe quel point a Pintérieur du premier cercle en excep-
tant lorigine et pour n’importe quel point d’use couronne quelconque
hachurée, nous avons:

vigy) =1

-

Fig. 3.

29. Pour n’importe quel point d’une couronne qui n’est pas hachurée,
nous avons:

vir,y)=—1

39, Pour Vorigine et pour n’importe quel point des cercles (7), nous
avons:

viny)=0

La fonction v(xr,y) est donc simple-discontinue, le passage par les
valeurs 1, 0, — 1 étant brusque.

Applications. Si nous trouvions VPintersection des cercles de la figure
3, avec une courbe continue ¢ (x, y)=0, nous en déduirons les résultats:
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10, Les coordbnnées' des points' d’intersections: des' cercles (7) avec la
courbe @(x,y)=0, sont des systémes de solutions pour le systéme d’équa-
tions :

, vity)=0
q)(x) y)=0
27, Les coordonnées de n’importe quel point situé sur les arcs de la

courbe @ (x,y)=0 compris dans les régions hachurées, sont des systémes
de solutions pour le systéme:

vix.y)=1
Plxyj=0

30, Les coordonnées de n’importe quel pcint situé sur les arcs de la
courbe @(x,y)=0 compris dans les régions qui ne sont pas hachurées,
sont des systémes de solutions pour le systéme:

| Vi y)=—1
L ¢l5y)=0
E § 3.
La fonction d deux variables:
2 S°° sin (sin x) @ - sin (sin y) @

(8) wnﬂ=;-o - da.

est simple discontinue.

Nous construisons premierement les droites:
(9) x=knm
(10) y=kkm
qui deux 3 deux comsécutives donnent une série de bandes, les unes parallé-

les 2 Ox, les autres a Oy.
Si nous notons:

k=0, +1, +2,...)

_1 0 sin{sin x) «
v =2 LLILENP P
wg(x,w—%gm Sinfsinye g,
0
alors :
(11) wlx,y)=w, (x,y] + w; (x,y)

Chaque fonction w, (x,y), ws(x,y) ne peut avoir que les valeurs
1, 0, —1; elles prennent respectivement la valeur 1 pour les points situés
a Vintérieur d’'une bande hachurée paralléle 3 Ox ou 2 Oy; elles prennent
la valear zéro pour les points situés sur:les droites (9) ou (10); elles prennent
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la valeur — 1 pour les points situés a Vintérieur d’une bande non hachurée
paralléle 3 Ox ou a Oy.

I, Yoo

N

Dl ’D -1

Fig. 4.

Nous remarquons encore sur la relation (8) que la fonction w(x,y) est
périodique, c’est-a-dire :

wix+2kn, y+2k 7) =w,y), (kB =0,4+1,42,...)

Il en résulte ainsi qu’il faut étudier la fonction w(x,y) seulement a
Pintérieur et sur les c6tés du carré O ABC.

En regardant la figure 4, et en tenant compte des résultats que nous
avons établi,, nous en déduisons les conclusions suivantes :

1% Pour n’importe quel point d’une région commune d’une bande ha-
churée paralléle 2 O x et d’une bande hachurée paraléle a Oy, nous avons:

Wwix,y)=2

Seulement les points de ’intérieur du carré O A, D D, qui est situé a
Pintérieur du carré période O A B C, satisfont cette relation.

2% Pour n’importe quel point d’une région commune a deux bandes
non hachurées, 'une paralléle a O x, Pautre paralléele 2 Oy, nous avons:

Wix, p)=—2

Seulement les points de V’intérieur du carré DB,BC,, qui est situé a
Pintérieur du carré période O ABC, satisfont cette relation.

3°. Pour n’importe quel point d’une région commune a une bande ha-
churée parallele 2 'un des axes et a une bande non hachurée parallele a

P’autre axe, nous avons:
wix,y) =0
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Ainsi, les points a Pintérieur des carré A;AB, D, D,DC, C et encore
les points O, A, B, C, A,, B,, C,, D,, D satisfont cette relation.

4°. Pour n’importe quel point situé sur les c6tés du carré O A, D D,
et sur les segments AB,, CC, en exceptant les extrémités, nous avons:

wix,y)=1

5°. Pour n’importe quel point situé sur les c6tés du carré DB, BC, et

sur les segments A, A, D, C en exceptant les extrémités, nous avons:
w (x9 y) =—1

La fonction w(x,y) recoit ainsi dans tout le plan, seulement cinq va-
leurs, c’est-a-dire: 2, 1, 0, —1, — 2 et parce qu’elle passe brusquement
d’une .valeur a Pautre, il en résulte que cette fonction w(x,y) est simple-
discontinue.

§ 4.

Les fonctions u (x,y), v(x,y), w(x,y) que nous avons étudié ci-dessus
sont des cas particuliers d’une fonction plus générale, c’est-a-dire:

“2) '([)(x,y) =%ng sin [qu:;(x,ﬂ]_‘i da,
]

i=1

ou:
@ilx,y)=kn, (k=0,41,42,...
représente des familles de courbes continues.
La fonction (12) signifie ainsi une classe importante de fonctions
périodique simple-discontinue a deux variables.
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