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Einleitung.

Ein eisenloser Induktionsofen besteht im wesentlichen aus einer zylindri-
schen, unter der Spannung einer Wechselstromquelle stehenden Spule und
einem Schmelzgut in einem isolierenden, mit der Spule konaxialen Tiegel.
Infolge des wechselnden magnetischen Feldes der Spule werden im Schmelz-
gut Strome induziert, die, wegen des Hauteffektes, einen grossen ohmschen
Widerstand iiberwinden miissen. Bei geniigend hoher Frequenz wird auch
ohiie Eisenkern — gute Wirmeisolierung vorausgesetzt — ein wirtschaftlich
zulassiger mittlerer Wirkungsgrad erreicht, d. h. ein wirtschaftlich zuldssi-
ges Verhiltnis der zum Schmelzen des Gutes nétigen zu der dem Ofen zu-
gefithrten Energie. Auf den selteneren Fall des isolirenden Schmelzgutes und
des leitenden Tiegels gehe ich in dieser Arbeit nicht ein.

Die Theorie der eisenlosen Induktionscfen ersetzt, aus spater niher zu
begriindenden Ursachen, das Schmelzgut durch zylindrische Leiter und hat
die im Schmelzgut in der Zeiteinheit entiwickelte Joulesche Warme, den Wir-
kungsgrad, den Leistungsfaktor und die Abkiihlungsverhiltnisse in Funktion
der Dimensionen, der elektrischen und magnetischen Konstanten des Ofens
zu bestimmen und sodann Formeln fiir die Vorausberechnung aufzustellen.
Ihre Hauptschwierigkeiten sind die Ermittlung der Jouleschen Leistung im
Schmelzgut, des Leistungsfaktors und des elektrischen Wirkungsgrades der
Anlage, d. h. des Verhiltnisses der im Schmelzgut in Wirme verwandelten
zu der dem Ofen zugefithrten Leistung. Der elektrische Wirkungsgrad be-
riicksichtigt die durch Warmeleitung und Strahlung abgefiihrte Leistung nicht
und wird noch mit dem thermischen Wirkungsgrad multipliziert — d. h.
mit dem Verhiltois der zum Steigen der Temperatur verwendeten zu der im
Schmelzgut als Joulesche Wiarme auftretenden Leistung — um den Wir-
kungsgrad der Anlage zu ergeben. Da dieser wihrend des Schmelzvorganges
in weiten Grenzen schwankt, hingt er mit dem oben erwihnten mittleren
Wirkungsgrad in einer unten naher zu bestimmenden Weise zusammen.

Das Problem der Bestimmung des elektrischen Wirkungsgrades wird
im allgemeinen unter gewissen vereinfachenden Annahmen gelést, die oft un-
zulassig sind. Es wird namlich vorausgesetzt, dass die Induktionsspule und
das Schmelzgut uncndlich lang sind und unter diesen Bedingungen werden
die Verhiltnisse in der Spule so weit vereinfacht, dass eine exakte L&sung
der Maxwellschen Gleichungen méglich wird, die es gestattet, den Leistungs-
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faktor und den elektrischen Wirkungsgrad fiir einen gegebenen Ofen zu
bestimmen ; dann nimmt man an, dass im endlich langen Ofen die Verhilt-
nisse ungefihr so sind, wie in einem Teile von gleicher Hohe des zugehé-
rigen unendlichen langen Ofens. Solange die Hohe des Ofens gross ist im
Vergleich mit dem Durchmesser des Schmelzgutes, gibt dieses Verfahren
Resultate die mit den experimentellen gut {ibereinstimmen. Betriebstechnische
Griinde sprechen aber fiir nicht zu hohe Ofen, wenn diese einigermassen
gross sind ; denn die durch die Wechselwirkung zwischen den Wirbelstromen
des Schmelzgutes und dem magnetischen Felde hervorgerufenen Krifte werden
so gross, dass sie unzuldssig hohe ,Springbrunnen® des fliissigen Schmelz-
gutes erzeugen, und die hydrostatischen Driicke iiberschreiten auch die zu-
lissige Grosse. Man ist also gezwungen nicht zu hohe Ofen zu verwenden
und unter diesen Umstinden stimmen die Ergebnisse der oben .erwihnten
Berechnungen nicht mehr mit den experimentellen iiberein. Die Losung der
Maxwellschen Gleichungen fiir den Fall eines Zylinders von endlicher Linge
ist aber auch fiir den Fall eines homogenen zur Zylinderachse paralellen
dusseren Feldes nicht bekannt, und ist eine ausserordentlich schwierige ma-
thematische Aufgabe. Es bleibt daher nur die Moglichkeit, der endlichen
Linge des Ofens durch einen Formfaktor Rechnung zu tragen. Meines
Wissens sind aber theoretische und systematische experimentelle Untersuchun-
gen zur Ermittlung eines derartigen Formfaktors nicht angestellt worden
(bis auf eine Arbeit von Burch und Davis ,An Introduction to the Theory
of Eddy-Current Heating®“, die mir erst kurz vor Abschluss meiner Arbeit
bekannt geworden ist, und die den ersten wichtigen Schritt in dieser Hin-
sicht darstellt).

Ich werde angeniherte Formeln fiir den Fall einer endlichen Lénge des
Schmelzgutes aufstellen und die Resultate mit den Versuchsergebnissen
vergleichen. Dabei wird sich eine geniigende Ubereinstimmung von Rechnung
und Messung ergeben. Ich mo6chte das fiir einen praktischen Fortschritt hal-
ten, obwohl das theoretische Bediirfnis nach einer exakten Losung nicht be-
friedigt wird. Dann werde ich den mittleren Wirkungsgrad berechnen und die
Formeln fiir die Vorausberechnung aufstellen.

Fiir die Behandlung des kurzen Ofens benétige ich die Losung il den
Fall der unendlichen Linge und erdtéere deshalb auch diesen Fall, in einer
meinen spiteren Rechnungen angemessenen Weise.

Zur Vorausberechnung und des besseren Uberblicks wegen werden fiir
stark ausgeprigten Hauteffekt Niherungsdarstellungen der in der Losung vor-
kommenden Funktionen benutzi, auf die ich aber erst in dem der Voraus-
berechnung reservierten Kapitel eingehen werde.
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Die Differentialgleichungen des Problems und
Literaturiibersicht.

Um das elektrische Verhalten eines Ofens im Betriebe zu bestimmen,
ist es zweckmissig aus den Differentialgleichungen des Problems die raum-
liche Verteilung und den zeitlichen Verlauf der Stromdichte und des magne-
tischen Feldes zu ermitteln und aus ihren Ausdriicken die in den Ofenteilen
(Schmelzgut oder Spule) in der Zeiteinheit entwickelte Wirme und schwan-
kende magnetische Energie zu berechnen.

Ich fiihre folgende Bezeichnungen ein :

# — Magnetische Feldstarke.

& = Elektrische Feldstirke.

8 = Magnetische Induktion.

#) = Elektrische Verschiebung.

@ — Leitungsstromdichte.

P = Poyntingscher Vektor.

o =2 af =Kreisfrequenz der Vorginge.

u = Magnetische Permeabilitit.

¢ = Dielektrizitiatskonstante.

o = Spezifischer elektrischer Widerstand.

Q, 2 ® Q,. = Joulesche und magnetische Leistung.

R = Ohmscher Widerstand.

X = w L = Reaktanz.

Z = \/R: ++ X* = Impedanz.
Ich benutze das elektromagnetische Massystem und schreibe die Haupt-
gleichungen der Elektrodynamik in ruhenden Koérpern an:

" ro:g=4n[@+%—?]
(In rot@z-g—?

(I D=:G

vy B=u®

In Leitern ist:
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(V) C=06
und, bei u = konst:
(VI) divlh=0

Der Poyntingsche Vektor hat den Ausdruck.

1 __e
——16,8)=——(6.9)

(VI P=

wo die Klammer das Vektorprodukt andeutet und der letzte Ausdruck nur
in Leitern giiltig ist.

Ich beschrinke mich auf den Fall u =konst und auf Frequenzen, fiir die
die Wellenlinge der sich ausbreitenden elektromagnetischen Voiginge gross
ist im Vergleich mit den Abmessungen des Ofens, behandle also das Problem
quasistationdr. Indem ich also in Gleichung (I} die Anderungsgeschwindigkeit
der elektrischen Verschiebung vernachlassige, die Rotation dieser Gleichung
bilde, Gleichung (II) nach der Zeit differentiere und aus den so entstandenen
Gleichungen und (I, (IV), (V), (V1) die Grossen @&, @, @, 8 eliminiere, erhalte
ich die quasistationir ausgeartete Wellengleichung in Leitern:

(VI V=

In den Isolatoren ist ¢ = co und es ist bei quasistationdren Vorgédngen :
(IX) v:H=0

Hier ist y?* der Laplacesche Operator.

Um den Sinn der auf den Vektor # angewendeten Laplaceschen Opera-
tion zu prézisieren, seien die drei Komponentengleichungen von (VIII) in
kartesischen Koordinaten angegeben. Die lauten:

0*H, , 0*H, 0*H, 4wu OH,
oe Top To2 = 5 ot
0’H, |, 0*H, , 0*H, 4=nu O0H,
0w Top T o = o ot
0%H, 0*H, 0*H, 4nu OH,
o T dy 5= 0 0f

Sind 1, { und K die drei Einheitsvektoren in den Richtungen der drei
Koordinatenachsen, multipliziert man die drei Komponentengleichungen respek-
tiv mit §, § und k und addiert sie, so erhilt man die Vektorgleichung (VIII).

Analog ist (IX) folgenden drei Komponentengleichungen in kartesischen

Koordinaten Zquivalent :

0:H. 0*H, 02 H,
3 T Py +—5,—=0
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»H, |, OH, | OH, _,
e T ap TTan
o H, O#H., . OtH,

=0

0 x3 + 0 y? + 0z

Herrscht in einem elektromagnetischen System axiale Symmetrie und
wihlt man die Symmetrieachse zur Achse eines Zylinderkoordinatensystems,
ist ferner in dem betreffenden Felde die tangentiale Komponente der mag-
netischen Feldstirke Null, so kann man statt VIII, mit (z,7, ¢) als Koordina-
ten und H,, H, als Komponenten von # nach z und 7, schreiben:

0*H, 1 0H, , 0*H, 4mu JH,
_— ort +7 or + dz: = ¢ Ot
VI 0*H, 1 0H. + 0*H, 4z7u OH.
0r +7 or 0z o ot

N

Im Dielektrikum bestehen in diesem Falle die mit (IX) 4quivalenten Glei-
chungen :

0*H, 1 OH, 0*H,

X or: +7 or + 0 z2 =0
‘ 02 H, 1 0H, 0*H., _
ore +_r— or + 0z =0

Legt man die Achse eines eisenlosen Induktionsofens in die Achse des
Zylinderkoordinatensystems und vernachlidssigt man die Ganghohe der Spulen-
windungen, so hat wegen der axialen Symmetrie, (bei symmetrischem Schmelz-
gut) das magnetische Feld keine tangentiale Komponente, wohl aber eine
axiale — und eine radiale wenn der Ofen nicht als unendlich lang voraus-
gesetzt wird.

Es wdéren also die Gleichungen (VIII') und (IX’) mit den entsprechenden
Grenzbedingungen fiir die magnetische Feldstirke zu integrieren.

Bei unendlich langer Spule und Kernhohe hidngen die Vorginge im
Ofen nicht mehr von der z-Koordinate ab und die radiale Komponente der
mag netischen Feldstirke verschwindet. Die ersten der Gleichungen (VIII') und
(IX!) werden identisch erfiillt und die zweiten vereinfachen sich zu:

o*H 1 oH 4nu OH
" 3 8 s __
VI Trﬂ_+r or o or =0
und :
- 0*H, , 1 0H,
X o 7 e =0

von denen die erste in den Leitern und die zweite im Dielektrikum gilt.
Diese Gleichungen koénnen streng integriert werden, wenn man die
Spule durch einen mit entsprechendem spezifischen Widerstande behafteten
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Hohlzylinder gleicher Dicke ersetzt, und die Vorgénge durch eine ein-.

fache harmonische Funktion von der Zeit abhingen.

Beriicksichtigt man die Einschaltvorginge nicht und setzt zeitlich
nach einer einfachen harmonischen Funktion verlaufende Vorgéange voraus, so
ist es zweckmissig die Methode der komplexen Grossen anzuwenden und
sich auf die Realteile der Losungen zu beschrinken. Man kann also schreiben :

H,=H.,e'! und H/, =H, ef«! i=y—1
wo der Strich andeuten soll, dass die betreffende Grdsse den Faktor & ¢’
enthdlt, wihrend H, und H, komplexe, von der Zeit unabhingige Grossen
bedeuten. Da ich von nun an nur mit komplexen Grossen rechne, kann diese
Bezeichnung mit lateinischen Buchstaben zu keinen Verwechslungen Anlass

geben,
Setzt man in (VIIIY) und (IX') H, und H’, fiir die reellen von der Zeit
abhingigen Komponenten H, und H,, und beriicksichtigt noch, dass:
[ !
a;:' =iwH, und a;‘t’
ist, so erhdlt man, nach Streichen des gemeinsamen Faktors ¢ ¢‘:

o*H, 1 0H,

. !
=iwH,

,dntpw

der
or YT Toa T H, =0
Vi #H, 1 OH, . #H,  4m
s 1 s s _4mpo .
or: + r or + 0z g 0 H,=0
0*H, , 1 0H, |, 0*H,
X" ore +7 or + 0 z? =0
o:H, , 1 0H, | o0*H,
or +7 or + 0z =0
und statt der Gleichungen (VIIl”) und (IX"):
0*H. 1 oH druw
X) ey 200 27 -
A ar T 7 er T H.=0
, 0*H, , 1 0H
X1 NI AL R
( ore + r or =0

wo die komplexen Grossen H, von der Zeit unabhingig sind.

Um nun die mittlere Joulesche oder die mittlere schwankende magne-
tische Leistung®) eines Ofenteiles zu berechnen, ist es zweckmaissig den kom-
plexen Poyntingschen Vektor einzufithren. Er kann im allgemeinen folgender-
massen definiert werden: Es sei ein elektromagnetisches Feld @, # gegeben,
wo & und § gewdohnliche, von der Zeit nach einer leinfachen harmonischen

Fuoktion abhingige Vektoren sind. Es seien @” und %" ihre Amplituden-
vektoren, @, und a, ihre Phasen, ferner :

6: G” e'm 5 — g” el

*) Es wird hier das Mittel wihrend einer Halbperiode gemeint.
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und §*die zu § konjugiert komplexe Grosse : H* =%" e ‘=, dann ist der
komplexe Poyntingtsche Vektor definiert durch die Gleichung :

1

(X1 VP=+5-16.51]

Er hat die Eigenschaft, dass sein iiber die Oberfliche eines Korpers
erstrecktes Integral durch ihren Realteil die mittlere Joulesche Leistung im
Ko6rper und durch ihren imagindren Teil die Differenz der Mittelwerte der
magnetischen und der elektrischen Energie in dem umschlossenen Gebiet
(Qm — Q.) multipliziert mit der doppelten Kreisfrequenz gibt:

(X1 (PdfF=Q+i20(Qx— Q.

(Abraham-Foppl : Theorie der Elektrizitit Bd 1. Seite 317).

Bei quasistationdren Vorgingen kann man die mittlere elektrische Leistung
vernachlissigen. Ist I der Effektivwert des Stromes, auf den man diese
Leistungen bezieht, so wird der auf den Strom I bezogene Widerstand des
von der oben genannten Fliche umschlossenen Korpers:

Q
I2

X1V} R=

und die ,innere“ Selbstinduktion des umschlossenen Gebietes :
L=t Xm= 220 _ 20

o T wlr T I

(XV)

Zu der ,inneren“ wird noch die ,dussere“ Selbstinduktion L, addiert,
die sich in der gleichen Weise aus der mittleren magnetischen Leistung des
Aussenraumes berechnet, um die totale, in der Elektrotechnik gebrauchliche,
auf den Strom I bezogene Selbstinduktion zu erhalten :

(XVII L =L:+L,

Wird bei dem Berechnen von L, L, nur das vom Koérper im Inneren
der oben genannten, geschlossenen Flache herrithrende magnetische Feld be-
riicksichtigt, so stellt L die iiblich als , wahre“ Selbstinduktion genannte
Grdsse dar (die also der Korper besisse, wenn er allein Strom fiihrte). Wird
aber dabei das von allen Strémen des Systems herriihrende magnetische Feld
beriicksichtigt, so stellt L die iiblich als ,scheinbare Selbstinduktion be-
zeichnete Grosse dar, die auch den Einfluss der gegenseitigen Induktionen
implizit enthalt.

Ist fiir einen gegebenen Fall # bekannt, so kann mit (V) und (I} @& be-
stimmt werden. Gelten die speziellen Gleichungen (X) und (XI), so hat die
elektrische Feldstirke nur eine tangentiale Komponente E,, wenn man die

von den Ladungen hervorgerufene Feldstirke nicht beriicksichtigt, und kann
aus der Gleichung :
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1 —1 O0H,
(XVH) 7E1=O:— a% or

N

berechnet werden. Der Poyntingsche Vektor hat in diesem Falle folgende
komplexe Form:

(XVII; P, E,. H,*) =% (Gy. H.%

8
wo die letzte Gleichung nur in Leitern gilt.

Die Gleichungen (X} und (XI) wurden fiir den Fall eines unendlich langen
in einem homogenen dusseren Wechselfelde # befindlichen leitenden Zylin-
ders von Lamb?) gelost. Fiir den Fall eines hohlen leitenden Zylinders fin-
det man eine Losung bei J. J. Thomson?). Allgemein behandelt wird eine
von Wechselstrom durchflossene (durch einen Hohlzylinder ersetzte) unend-
lich lange Spule von Sommerfelds); auch nimmt er, auf einer Vorarbeit von
d. Picciati*) fussend, den Einfluss der Querschnitsform des Spulendrahtes
und der Ganghohe auf die Stromverdringung zu ermitteln, in Angriffe). Mit
der gleichen Aufgabe beschiftigt sich Coffins), dessen Formeln spiter von
Esau’) korrigiert werden. Den genauen Ausdruck fiir den Selbstinduktions-
koeffizienten einer endlich langen (durch ein unendlich diinnes Solenoid ersetz-
ten) Spule gibt Nagaokas). Zwei schone Untersuchungen iiber die Jouleschen
Verluste in von Wechselstrom durchflossenen Spulen und Leitern veroffent-
licht S. Butterwortho).

Die meisten Untersuchungen iiber die eisenlosen Induktionsofen schliessen
sich in ihrem theoretischen Teile entweder den oben genannten Arbeiten an,
oder benutzen einfache Erwidgungen um zu Niherungsdarstellungen zu ge-
langen.

Die ersten Versuche, die induktive Heizung praktisch zu verwerten,
gehen bis in das Jahr 1905 zuriick (Soc. Schneider, Creuzot und O. Zander)
Es beginnen dann folgende Versuche: Hdrden (1906), Debuch (1912), North-
rup (1916), Ribaud (1920), Kaiser-Wilhelm-Institut fiir Eisenforschung (1924).
Mit dem Jahre 1925 werden die Versuche zahlreicher.

Eine Naherung fiir die Theorie der induktiven Heizung gibt Ribaud),

1) H. Lamb . Proc. Lond. Math. Soc. 15. (1884) S. 133

%) J. J. Thomson.: Recent Researches S. 324,

) A. Sommerfeld : Ann. d. Physik. Bd. 17. (1904) S. 673.

1) G. Picciati: Nuovo Cimento Bd. 5. (1904).

8) A. Sommerfeld: Ann. d. Physik Bd. 24 (1907) S. 609.

s} Coffin: Proc. Am. Acad. 41 (1906) S. 794.

) Esau: Ann. d, Physik Bd 34. (1911) S. 76.

%) Siehe: Rosa u. Grover: Bull, of the bureau of Standards Bd. 8 (1912) S. 1-230
Nagaoka: Coll. Sci. Tokyo 27 (1909).

®) S. Butterworth: Proc. Roy. Soc. Bd. 107 Ser. A. (1925) S, 693 — Phil. Trans.
Bd. 222 Ser A (1922) S. 57.

1y M. G. Ribaud : Techn. Mod. 15 (1923) S. 225. — J. d. Phys. et le Radium 4
{1923) S. 185 und S. 214. — 6. (1925) S. 205 — auch in Lebeau: Fours é'ectriques et
chimie (1924) S, 325.
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durch einfache Erwigungen geleitet; auch hat er durch eingehende experi-
mentelle Untersuchungen das allgemeine Verhalten der eisenlosen Induktions-
ofen besimmt. Wever und Fischer't) veroffentlichen eine Arbeit, in der die
Ribaudschen Formeln diskutiert und die Lambsche Losung fiir den Zylinder
abgeleitet wird; es werden Niherungsdarstellungen gegeben und an Hand
experimenteller Ergebnisse ihre Brauchbarkeit gepriift und auf ihre Ein-
schrinkungen hingewiesen. Burch und Davis1?) geben in einer ersten Unter-
suchung eine vollstindige Theorie der ,unendlich langen“ Ofen, ohne von der
iiblicheren Integration der Differentialgleichungen auszugehen, in einer zweiten,
eine Korrektur die die endliche Linge beriicksichtigen soll und veréffentlichen
ein Buch in dem eine Vervollstindigung und Erweiterung ihrer vorherigen
Resultate in Bezug auf das schwierige Problem der Beriicksichtigung der
endlichen Liange des Ofens zu finden ist; auch wird die Querschnittsform
des Spulenkupfers bertizksichtigt auf die in ihrer ersten Arbeit nicht eingegangen
worden war. M. [. O. Struft1s) stellt in einer ersten Untersuchung die Theorie
des ,,unendlich langen“ Ofens auf, indem er auf den Resultaten von Lamb
und Coffin fusst, in einer zweiten gibt er ihre technischen Anwendungen
(ohne den Einfluss der endlichen Linge zu beriicksichtigen, was dort auch
hervorgehoben wird).

Ich leite im ersten Abschnitt die Formeln fiir den ,unendlich langen*
Ofen ab, im zweiten, dritten und vierten Abschnitt entwickle ich eine Theorie
des kurzen Ofens, gebe im fiinften einen Uberblick iiber seine allgemeinen
Eigenschaften und im letzten einen Vergleich der Rechnung mit dem Ver-
suche.

1) F. Wever u. W, Fischer: Mitteilg. a. d. Kaiser-W.lhelm-Inst. f. Eisenf. Bd 8
(1926) S. 149.

) C. R. Burch u, N. R. Davis: Phil. Mag. (1926) S. 768 — A. f. Elektrot. Bd 20
(1928) S. 211 — und: An Introduction to the Theory of Eddy-Current Heating (1923)

)y M. 1. O. Strutt: Ann. d. Phys. Bd 82 (1927) S. 605, — A. f. Elektrot Bd 19
(1928) S, 424.
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I. Kapitel.

Der unendlich lange Ofen.

Der Zweck dieses Kapitels ist, fur ein die wesentlichen Ziige eines
Ofens wiedergebendes Modell die Differentialgleichung der elektromagneti-
schen Vorginge zu integrieren und die Ausdriicke fiir die Jouleschen ,Ver-
luste“ in der Spule und im Schmelzgut sowie fiir ihre auf den Spulenstrom
bezogenen Widerstinde und Reaktanzen aufzustellen um sie zur Ermittlung
einer Naherungslosung fiir den kurzen Ofen zu beniitzen.

Ich ersetze den Ofen durch einen gleich langen Teil eines Modells, das
aus einem die Spule ersetzenden unendlich langen Hohlzylinder besteht und
aus einem konaxialen Vollzylinder, — beide aus gleichem Material wie die
Spule und der Kern; auch sollen sie die entsprechenden Durchmesser haben.
Ich setze ferner voraus, dass die Spulenwindungen unendlich dicht aneinan-

derliegen und nehme an, dass im Hohlzylinder tangential eine von der Zeit*

nach einer einfachen harmonischer Funktion abhidngige aufgedriickte elektro-
motorische Kraft wirkt, die der Windungsspannung der Spule gleich ist. Ich
3 ~rhalt~ ~in M-uell es Of--s, wi~ ~~ -
& Fig. 1 wiedergibt, das das wesentlichste des
1 Ofens enthilt und 10se fiir diese Bedingun-
gen die entsprechenden Differentialgleichun-
gen, um die oben erwidhnten Gréssen zu er-
halten.

Lidsst man die z-Achse eines Zylinder-
koordinatensystems mit der Achse des Mo-
r dells zusammenfallen, so hingen die Vor-
ginge aus Symmetriegriinden von der z-
und ¢ - Koordinate nicht ab, und die z-
und @ - Komponente des magnetischen Fel-
des ist null. Die Differentialgleichung des
: magnetischen Feldes ist, in komplexer Form,
| fiir das Innere der Leiter durch (X) und fiir

i Fig, 1. )
Magnetisches Feld im Ofenmodell. das Aussere durch (XI) gegeben:

L

i

AT

(]
]
——
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0*H. 1 BHS__i4nuw

or + r or 0 H. =0
aﬂ H: 1 a HS
5 T or 0
Schreibt man, zur Abkiirzung :
, e dnuo
i gi= [—

N

und streicht den Index 2z, da keine Missverstindnisse entstehen koénnen, so
erhilt man fiir die Leiter:

0*H 1 oH i
2 or T o, THA=0
und fiir das Dielekirikum ;
02H 1 oH
3 dr2 +_r— or =0

Da das magnetische Feld bei quasistationiren Vorgingen im Dielektri-
kam wirbelfrei ist, wird in diesem Falle (H=H.; H, =0H,=0)

oH

or =0

ausserhalb der Leiter und das Integral von (3) wird H = Const.
Da das Feld fiir r= 0o verschwinden muss (H=0), ist im Ausseren
der Spule das Feld Null:

(4) H=0 r>a,

wo a, der Aussenhalbmesser der Spule ist.
Um den Wert der konstanten H fiir den Raum zwischen dem Schmelz-

(7
gut und der Spule zu berechnen, sei der Strom in der Spule zu I=VJ—_2
Einheiten angenommen. Ist w die Windungszahl pro cm, so ist der Strombe-
lag des Ersatzhohlzylinders (pro 1 ¢m Linge) gleich wl=\7—g wo J der

maximale Wert des Stromes ist. Ist also H, der Maximalwert des Feldes
fir a <<r<Ca, so wird: nach dem Gesetze des magnetischen Kreises:

(5) H=H,=4awd a<lr<a,

Damit ist das Feld im Dielektrikum in Funktion des Spulenstromes und
der Windungszahl pro cm Spulenlinge bestimmt und somit auch die Grenz-
bedingungen, denen die Losungen von (2) firr das Innere der Leiter geniigen
sollen.

Die Gleichung (2) ist eine Differentialgleichung der Besselschen Art
und ihre aligemeine LGsung kann mit Hilfe der Hankelschen, oder der Zylin-
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derfunktion dritter Art konstruiert werden. Es sei nadmlich J,(x) die Zylin-
derfunktion erster Art und der Ordnung Null, Y, (x) diejenige zweiter Art;
dann sind die erste und zweite Hankelsche Funktion nullter Ordnung ge-
geben durch die Beziehungen :?)

(6) Holx) =Jo (x) 4+ i Yo (x) 3 Holx)=Jo () =i Y, ()
und die allgemeine Losung der Gleichung (2) ist:
(7 H=A,Ho 8+ A, Ho (87

wo A, und A, noch zu bestimmende Integrationskonstanten sind und deren
Wert nun fiir das ,,Schmelzgut“ und die ,,Spule® ermittelt werden soll.

A. Das Schmelzgut. Die Konstanten A, und A, sollen so bestimmt
werden, dass die fiitr den Kern giiltigen Grenzbedingungen erfilllt werden,

fiir r=a: H=H,

und
fir r=0 : oH =0
or

wo H, der in (5) gegebene Wert ist, und die zweite Bedingung wegen Sym-
metriegriinden gilt. Statt (7) kann man mit (6) schreiben:
H=(A+A)J,Bri4ilA, — A,) Y, (87)
Leitet man nach r ab, und bemerkt dass gilt:
lim oY, (87 £0
or
r=20
so folgt:
A=A,

und wenn ihr gemeinsamer Wert mit %A bezeichnet wird, wird die Losung :

H=AJ,i37

die noch die erste Grenzbedingung erfiillen soll :
H=H, =A.Joi3a)

also: T
H
A==—Vb

Jo(3 al
und das magnetische Feld verteilt sich riumlich nach der Funktion:

J,i8r)
8 H=H 2o
) AT

Man konnte nun fir die Leitungsstromdichte G eine Differentialglei-
chung aufstellen um durch deren Losung zu einem Ausdruck fiir G zu ge-

') Jahnke-Ende : Funktionentafeln. S. 94 u. S. 166.
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langen. Einfacher ist es, die Stromdichte mit Gl. (XVII} aus (8) zu berechnen :
Es ist niamlich :?)

0J,i8r)
22l g8

wo J, (3r) die Besselsche Funktion der Ordnung eins ist, und nach (XVII}:

—10H __ 8Ho J,(87)
47 or 4z ' J,|Ba)

G=

Es soll nun der in (XVIIl) definierte Poyntingsche Vektor berechnet
werden :

__0 .9 ﬂHS[J,(ﬂr)JA(ﬁri]
P,= 87 (GH* = 82 3 ./”ﬁa)]ﬁ(ﬂa)
Schreibt man .
(9) ﬂ:\/—iazzaV—[, also : a2=—in£§l+w

N

so bestehen folgende Beziehungen :2)
JoBri=J,ley—i.ry=Dberardibeiar

wo berar und beiars den reellen und imaginiren Teil von J,(a\/=ir) dar-
stellen. Durch Ableitung nach r erhilt man:

—BJ,\Bri=4ae{—y=iJ,lay=iri} =a{ber’ar+4 ibei'ar}
wo der Strich die Ableitung nach 7 bezeichnet.
Die zu J, (3 r) konjugiert komplexe Funktion: Jg (37) ist:

JoBri=Jyiay/=ir)=berar—ibeiar

Fithrt man diese Beziehungen in den Ausdruck des komplexen Poyn-
tingschen Vektors ein, so erhidlt man, nach Ausfiihrung der Multiplikation :

. Hj berarber’ ar-}+beiurbei’ ar
(10) —_ } — 0o
(= P4l 33 bercr-}beitar +
_l_l.gHg “ berarbei’ar —beiarber’ ar
327t ber2ar + beiz«r

Das ist die r-Komponente des komplexen Poyntingschen Vektors und
ihr iiber die Oberfliche des Schmelzgutes von der Linge L erstrecktes Inte-
gral wird: —2nalLP,. (r=oa)

Die im Schmelzgut in Wirme verwandelte Leistung ist, nach (XIII) gleich
dem reellen Teil dieses Ausdruckes, also:

2

(11) Qsu=nL 1':;,  a)

bercaber’ ¢a-} beiaabei’ ¢ a
bera a4 beitaa

1y Janke-Emde : Funktionentafeln S. 165.
) Jankc-Emde : Funktionentafein S. 144,
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und die mittlere schwankende magnetische Leistung berechnet sich nach (XIII)
aus der Gleichung :

: [ beraabei’aa —beicaber aa
a

0
(¢ a -
1672 ber?aza-}bei2aa

(12) 20Qu=aLg

Wire das Schmelzgut stromlos, so hitte die mittlere magnetische
Leistung 2 @ QQ',, aus der folgenden Gleichung ermittelt werden miissen :
2

“’Hg 2w=4na’L w 0 u
287 ° ] 32 2

(127 2wQ,, =na*l

und die Anderung der mittleren magnetischen Leistung wegen des Schmelz-
gutes kann aus der folgenden Beziehung berechnet werden:

(13) 2w szu=2w (Q’m—Qm) =
H2 2 beraabei’aa—beiaaber’ aa
——udata’l ¢ 0 -z
nan aL”{32nﬂ]zl aa bera a-}beitaa

Mit Hilfe der Gleichungen (5), {XIV), (XV)und (XVI) kann man aus (11)
und (13) den Widerstand und die ,Selbstinduktion® des Schmelzgutes, be-
zogen auf den Spulenstrom berechnen, wie es weiter unten geschehen wird.

B. Die Spule: Da die Spule im allgemeinen ein anderes ¢ und u als
das Schmelzgut hat, die mit ¢, und u, =1 bezeichnet werden sollen, sei, um
nicht zu Verwechslungen zu kommen :

(14) (52=—ii'7(’)£’ (5:’)/\/____‘\/7; /);2=_2L{‘l)'_l_.(i mit‘lll —
N1 0

gesetzt. Die Gleichung (7) nimmt fiir die Spule folgende Form an:
H=A, Hé((5f)+A-zH3((5f)

wo A, und A, so zu bestimmen sind, dass die Bedingungan (4) und (5) er-
fiallt sein sollen:

H=H, fir r=a,;

H=0 fir r=a,

also:
A Hylda, 4 A, H5 6 a,) =H,
A, Hyida,)+A,H3da,) =0
Daraus folgen fiir die Konstanten A, und A, folgende Werte :
A —=H, Hfﬁl:::ag) A= H, Hé(ga?)
wo:

N =Hu{da,) Hi10 a,) — H (0 a,) H3 (6 a,)
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und die Loésung wird:

Ho (6 @) Ho (0 7) — Ho (d @, Ho (0 1]

Ho (0 @,) H5 (6 @) — Hg [0 @) Hg (0 @)

Nach (XVII) ist die Stromdichte -

—10H__—H, Hida,)Hy (0 r)— Hi(d a,)H {0 r)
47 O0r 47 Hy(da,)H; (0 ay) — Ho(d a) Hj (da,)

In den praktisch vorkommenden Fillen eines Innendurchmessers von
mindestens einigen Zentimetern und einer Frequenz von mindestens 50 Per/sec
sind die Argumente der in (15) und (16) vorkommenden Funktionen so gross,
dass man ihre Darstellungen fiir grosses Argument benutzen kann. Beriick-

sichtigt man die ersten zwei Glieder aus ihren halbkonvergenten Reihen, so
erhdlt man bei komplexem Argument :3

H =y e U [1-55);

(15) H = H,

16 G=

({17) .
i - 2 l
H?ﬂx):\/?zx—e ( 4)(1_‘_8—1']
und :
l',x:-—a—n 3
H}(x)_—_\/nzxe( 4)[1-'—8_:}‘
(18)

=y 2o 1= 2)

ax

Fithrt man diese Werte in (15) ein, urd schreibt in den Klammern, die

in den Niherungsausdriicken fiir H} (r) und Hj (rx) vorkommen, iiberall a,
statt: a,,7 oder 4; (da @, und a, nicht viel von einander abweichen) so wird:

e~ d(ag— r) __ e"d(ﬂe—')

g 16(a:—ay)__ prdla:—a))

19) H=H, \/Z
r

Fiihrt man nun (17) und (18) in (16) ein, schreibt in den Klammern
der Naherungsdarstellungen iiberall a, statt: a,, @, und 7, beriicksichtigt

man ferner nicht die Glieder mit dem Faktor und schreibt also im

1
(0 ay)?
Zihler (nach Einsetzen von a, fiir a, und 7):

B e N e B e (e S (e

so erhdlt man folgenden Ausdruck fiir die Stromdichte, wenn man beachtet,
dass die Beziehungen :

3) Jahnke-Emde : Funktionentafeln S. 100.
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HY (67)= —0H}(67); HZ (§r)= — 6H2 (6 7)
bestehen :
4i , 4
—id(ay - 7) idaz—7) ] ———
@ ioH, P+®d@]+e [ SOaJ
(20} G= — /&0, ' ' _
, 4 4n e~ ! 6(az—ay) __ eld(a,——all
io Ho e_"é(”l_’)—-{—e"d(as—f) i e—i0@~—r) etdla— 1) —a—l‘
- — 17 (e_ id(ag—ay) . e,-a(a,— a;) 20 a, e i0(a;—ay) eid(a‘!—al) —;—

Man erhilt also fiir denm in (XVIUI) definierten Poyntingschen Vektor,
beir=a,, also fir H=H, und mit: ¢, —a,=5:

___Qg_ t_QIHo
(21) Pk—SnGH =35 G=
0 H? 5 (€=700 | gidb) (o= idb _ gidb F }
- 32 12 ‘ (e'—"db__el'db”e—idb_ eiéb,t 20 a,

Beachtet man noch (14) und also die Gleichungen :
e~ 04 ¢0b=2(Cosybcosyb-+ iSinybsinyb)
e~ 86 pidb—=_ 2(Sinybcosyb -+ iCosybsinyb)
[~ ¥0b — gidbpe — 2 (Sinybcosyb — iCos y bsinyb)
so erhilt man fiir P, folgenden Ausdruck:

Py =

X (Cosybcosyb + iSinybsinyb)'Sinybcosyb —iCosybsinyb) . i
(Sinybcosyb—+-iCosybsiny b (Sinybcosyb—iCosybsinyb) (1 —iya,

Nach Ausmultiplizieren und Zerlegen in den reellen und imaginiren
Teil wird:

2 Sin2yb-+sin2vyb 1 (Sin2yb—sin2yd
(22) Pk=———Q‘H0y[[ vb+ Y + ]"l‘l[ 4 4 J]

39 1t Cos2yb—cos2yb ' ya, Cos2yb—cos2ydb

Wird dieser Ausdruck mit 27 a, L, multipliziert, so stellt, nach (XIII)
sein reeller Teil die Joulesche Leistung in der Spule dar:

\ _ HS]. ($n2yb+1m2yb 1 ]
(23 Qu=27L,e, [W v a,) (?osZyb—cos2yb+ ya,

und sein imagindrer Teil die mit 2 multiplizierte magnetische Energie.
Rechnet man dazu noch die Leistung im &usseren Felde, wenn die Spule
leer wire, also:

2

2(‘)Q'msu=nafl- Fo 2(0"——47'[2(1?[_ (L)—l-lg—
'2x8 a1 1 324

so erhdlt man die gesamte magnetische Leistung der leeren Spule :
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(24) 2mesu=2w(Q,msu+Qm.‘=

— g2 H} 1 Sin2yb—sin2yb
—4mail, [327) w[]+ya1Cos27b——cos2yb]

Aus den Gleichungen (5), (23) und (24) kann man nun mit Hilfe von
(XIV), (XV) die Reaktanz und den Widerstand der Spule, bezogen auf den
Strom I berechnen. Die Rechnung wiirde die Grossen R und X bei leerer
Spule ergeben. Ist noch das Schmelzgut in der Spule, so kann zuerst die
Frage aufgeworfen werden, ob die Kernstréme nicht auf die rdumliche Ver-
teilung der Spulenstrome einen Einfluss haben und die aufgestellten Gleichun-
gen fiir R und X verdndern. Diese Frage kann wie folgt beantwortet werden :
Bei unendlich langem Schmelzgut und Spule haben die Kernstréme einen Ein-
fluss nur auf die Grosse des von der Spule unter einer gewissen Spannung auf-
genommenen Stromes. (Im Falle einer endlichen Lidnge gilt das aber nicht
mehr genau). Die oben aufgestellten Gleichungen kdénnen also beibehalten
werden, nur braucht man die dem Schmelzgut zugefiihrte Leistung zu be-
riicksichtigen.

Die dem Ofen zugefiihrte Leistung ist durch den Ausdruck: E,I ge-
geben, wenn E, die (komplex gg§'g};;i¢beue)\51,gmmenspannung~_d'er"Spule-ist.
Sie ist gleich™der Jouleschen Leistung des Ofens: Q..+ Qs. plus der mit i
multiplizierten schwankenden magnetischen Leistung, die die Spule hitte,
wenn sie leer wire, minus der mit / multiplizierten Leistung um die das
Schmelzgut nach (13) die magnetische Leistung der Spule, wegen der Schwi-
chung des Spulenfeldes vermindert, also :*)

k25' Ekl=Q:u+qu+i2(’)(Qmsu_Qm:u)

Setzt man nun:
Ex =(Rox + foL, =R, + i Xoull

so wird:

2w (Qm su T chu)
I2

‘26) R0u+ Z. X()“: talj;Qall + l

Nennt man R.., X:u, Rsw Xsn die ,Widerstinde“ und ,Reaktanzen“
des Kerns und der Spule bei unendlicher Linge des Ofens (daher der Index
u) bezogen auf den Spulenstrom 1 und die Linge L =L,, und definiert sie
durch, die Gleichungen :

20 Qm zu
T

I R\“= qu; X:“= _2—(')Qmw4

(27)

l2
so wird:

4) Der Index u soll bedeuten, dass sich die Formeln auf den unendlich langen
Ofen beziehen.
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(28) R(\u:R.su+ Rzu; xOu—:‘Xsu — Xau
wo nach (5), also:
He _ 1 o e
30 = 2 (wagr=(wl)

und nach (11), (13), (23) und (24) folgende Formeln gelten :7)
bera aber’ e a -+ beicabei’ aa

(29) Riw=2nLowica ber2aa -} beitaa
ﬂ . Sin2yb+sin2yb !
(30) Rsu—'z'[ LI Qlw (‘}’ al) COS2}’b—C052'yb yal

. 2 beraabei’aa—beicaber ca |
(31) Xew=4nta*Lwou {l—a—a berfaz T beiraa
1 Sin2yb—sin2yd
ya, Cos2yb—cos2yb

(32) Xaw=4a2aL, wo ;l—l—

Mit Hilfe der Formeln (25) — (32) kann man das elektrische Verhalten
des Ofens in jeder Hinsicht bestimmen.
Es ist z. B. die Impedanz des Ofens:
(331 Zouw=+V R}, +Xi.
der Leistungsfaktor :
ROu — ROM
Zow Y REut Xbu
und der elektrische Wirkungsgrad des Ofens:

QS u RS u _-— ]

Q514+str R:u+Rsu 1+%

(34) cos ¢ =

(35) I,

i

Fiir die Theorie der Induktionséfen ist nun der Fall ausgeprigter Haut-
wirkung, d. h. grossen Argumentes in (29) von Bedeutung. Die Funktion von
(z a), die in dieser Formel auftritt, wichst mit (za) und strebt dem Grenz-
werte

aa
V2

zu, so dass der Ausdruck (29) fiir grosses (@ a) kii:zer geschrieben werden

kann:

aa
V2

5) Ich wihle diese Definition fiir Xs4, um einen positiven Wert zu erhalten:

(29,) R:u =2nL ng
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Man ersieht aus (35) dass R., gross sein muss, um einen guten Wir-
kungsgrad zu erreichen. Bei R.., =R, ist der elektrische Wirkungsgrad
1. = 509/,.

Es ist wichtig sich von der relativen Grosse nicht nur der Wider-
stinde, sondern auch der Reaktanzen des Kerns und der Spule Rechen-
schaft zu geben. Da der Wirkungsgrad 7, nur dann iiber 500/, steigt, wenn
der Schmelzgutwiderstand den Spulenwiderstand iibertrifft, gibt ein relativ
geringer Fehler beim Berechnen des Kernwiderstandes einen bemerkbaren
Fehler in dem Ausdrucke des Wirkungsgrades. Die Reaktanz des Schmelz-
gutes ist aber im allgemeinen klein, vergleichen mit der Spulenreaktanz, und wird
in ungiinstigen Fillen etwa ein Drittel der letzten betragen. Ein Fehler von
derselben Grossenordnung wie bei dem Kernwiderstande wird sich also weit
weniger auswirkep. Soweit er auftritt, hat er auf den Leistungsfaktor Ein-
fluss. Eine Niaherungslosung soll folglich einen moglichst genauen Ausdruck
fiir den Schmelzgutwiderstand aufstellen, da die Schmelzgutreaktanz die Vor-
ginge in dem Ofen weniger als der Widerstand beeinflusst.

Bei strark ausgeprdgter Hautwirkung nimmt die Stromdichte und das
magnetische Feld rasch ab, wenn man von der Oberfliche des Kerns gegen
die Achse schreitet. Diese Grossen konzentrieren sich hauptsichlich in einer
diinnen Oberflachenschicht und es kann die Frage aufgeworfen werden, wie
weit sie in das Innere des Schmelzgutes eindringen, d. h. wie dick eine die
Oberflachenstromdichte fiihrende ,Haut“ sein miisste, um die gleiche Joulesche
Wirme zu entwickeln wie der Kern. Ist ¢ die Dicke, so ist der Widerstand

bei w Windungen pro cm, d. h. lwcm Windungshéhe :
1

1
w £

R=9¢2na(wL)

=2nt,1Lw29l
&

Ein Vergleich mit (29’) ergibt:

136) e=Y2
a

Das ist die Eindringtiefe des Stromes und man kann sagen, dass diese
Oberflachenschicht der Stromdichte praktisch die tiefer liegenden Teile des
Schmelzgutes gegen die Einwirkung des von der Spule erzeugten magneti-
schen Feldes schiitzt.

Bei dem wirklichen Ofen ist noch der ,Kupferfiillfaktor* in Betracht
zu nehmen, d. h. der Quotient der von dem Kupfer der Spulenwindungen
eingenommenen, zu der ganzen Linge der Spule. Er sei mit £, bezeichnet.
Man kann ihn folgendermassen beriicksichtigen :

Die totale ,Kupferlinge® der Spule ist £.L,, wenn L, die Linge de
Spule ist. Um von den durch die Abstinde der Windungen bedingten Un-
regelmissigkeiten frei zu werden, ersetze man das Spulenkupfer durch einen
Hohlzylinder von der Lange L, und der gleichen Dicke wie die Spulenwin-
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dungen. Wire dieser Hohlzylinder aus Kupfer, d. h. hitte er den gleichen
spezifischen Widerstand wie die Spule, so wiirde, bei gleicher Windungs-

1
spannung, der Strombelag im Hohlzylinder W mal grosser als in der Spule

. 1
sein. Daher soll der spezifische Widerstand ¢/, des Hohlzylinders 5 mal
grosser sein als derjenige der Spule: ¢,. Der Einfluss des Kupferfiillfaktors

wird also beriicksichtigt, wenn man in den Gleichungen dieses Kapitels:

. ¥y 2nu, W
= y?= ——— und
0 / 04 o
ersetzt durch:
37) PR S LU pr=p, 2O g O
Ql Ql kc

Dann gelten z. B. die Gleichungen (30) und (32) mit dem Wert (37)

O

fiir y. Man kann iibrigens das Ersetzen von ¢, durch ¢/, = = auch dadurch

begriinden, dass man das Differentialgeseiz des magnetischen Kreises aus der

Integralform ableitet, in der der Weg der Kraftlinien % mal linger ist als
die von der Stromdichte eingenommene Strecke. Dadurch kommt der Kupfer-
fiilifaktor in die Differentialgleichung, genau so, als ob man mit dem spezifischen
Widerstande ¢/, = —(-)kl und mit dem Kupferfiillfaktor eins rechnen wiirde.
Dieser zweite Weg ist in der Theorie der zusitzlichen Verluste in dem Nu-
tenkupfer der Wechselstrommaschinen iiblich.
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Il. Kapitel.

Die Impedanz des kurzen Schmelzgutes im homogenen
magnetischen Wechselfelde.

A) Methode zur Behandlung hochfrequenter Strome.

Lord Kelvin!) hat eine Methode zur Behandlung von Wechselstrom-
aufgaben bei sehr hoher Frequenz angedeutet, die ich fiir meinen Zweck
ausarbeiten werde.

In erster Linie ist es wichtig sich ein Bild iiber den Verlauf der mag-
netischen Kraftlinien zu machen. Um die Verhiltnisse im Schmelzgut zu iiber-
blicken kann man die Spule durch einen Hohlzylinder mit konstantem Strom-
belag ersetzen und diesen als unendlich lang ansehen. Es wird dann noch
eine Korrektur wegen der endlichen Linge der Spule nétig sein. Das Schmelz-
gut kann also in diesem Kapitel als in einem homogenen, zur z-Achse pa-
rallelen, magnetischen Wechselfelde einer unendlich langen Spule befindlich
angesehen werden.

Es gelten im Schmelzgut die Gleichungen (VIIV). Bemerkt man, dass in
den Gleichungen (Vlll’):

ot H, 1 O0H, .dnpw

0 z? + t)r- +T or ° 0 f, =0
0*H, OH- 1 OH: dapow .
rr +55 or: 7 or ° 0 H.=0

die Grossen w und ¢ nur durch ihren Quotienten LZ— auftreten, so kann

N
man schliessen, dass die Losungen H, und H. von @ und ¢ nur durch ihren

Quotienten% abhingen. Man kann daraus den Schluss ziehen, dass eine sehr

N

hohe Frequenz fiir die Vorginge gleichbedeutend ist mit einem sehr hohen
Leitwerte, soweit es auf die Grosse der elektromagnetischen Feldgrossen
ankommt — und dass in dieser Beziehung eine ,unendlich“ hohe Frequenz
einem ,vollkommenen® Leiter gleich kommt. Da in diesem Falle das elek-

') Lord Kelvin: Math. and. Phys. Papers Bd V. S, 489,
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trische — und, wegen der Maxwellschen Gleichungen auch das magnetische
.— Feld null ist im Inneren des Leiters, folgt dass der Strom nur ein ,Ober-
flichenstrom* sein kann, da die magnetische Feldstirke nur einen Flichen-
wirbel an der Oberfliche des Schmelzgutes hat. Da die Normalkomponente
der Induktion jede Fliche stetig durchsetzt und im Inneren de Kerns ver-
schwindet, ist sie — und folglich auch die Normalkomponente des magne-
tischen Feldes — null auf der Oberfliche des Kerns.*)

Die magnetische Feldstirke verlduft also tangential zur Oberfliache eines
Leiters, der sich in einem mit sehr hoher (theoretisch mit unendlicher)
Frequenz schwingenden magnetischen Felde befindet. Da ferner im Dielektri-
kum, bei quasistationirer Behandlung, die Gleichung :

7H=0

gilt, ist das Feld wirbelfrei, es ldsst ein Potential zu und man kann es be-
stimmen aus dieser Bedingung, der Grenzbedingung an der Oberfliche des
Kerns und im unendlichen lings der z-Achse, wo es parallel zu Oz und
gleich H, e" ist. Durch diese Methode ist das Problem der Magnetfeldver-
teilung langs der Oberfliche des Schmelzgutes bei sehr hoher Frequenz
zuriickgefithrt auf die Ermittlung eines divergenzlosen Potentialfeldes. Der
Vorteil der Methode ist nun, dass das potentialtheorische Problem einfacher
gelost werden kann als die Integration der Maxwellschen Differentialglei-
chungen.

Es sei bemerkt, das in diesem Falle der ,sehr hohen“ Frequenz die
Kenntnis der Verteilung des magnetischen Feldes lings der Kernoberfliche
wichtige Angaben iiber den komplexen Poyntingschen Vektor zu machen ge-
stattet, und dieser ist fiir die Joulesche und die mittlere magnetische Leistung
im Leiter massgebend. Wendet man niamlich das Gesetz des magnetischen
Kreises :

rotf =42 @
auf die Flichenstromdichte g an der Kernoberfliche an, und verwendet den
bekannten Ausdruck des ,Flichenrotors“, so wird:

1
() J— ,
(37) g,-——4 Hg

wo ¢; und Hy in der Oberfliche liegen und senkrecht auf einander sind.

Man kann damit den Wert des Poyntingschen Vektors noch nicht an-
geben, da sich der spezifische Widerstand des Leiters ¢ auf rdumliche Strom-
verteilung bezieht, wihrend g, eine Flichenstromdichte ist. Man kann ihn
bis auf einen Faktor angeben, denn, fiir eine gegebene Frequenz wird er
proportional dem Vektorprodukte aus ¢ und # sein, also:

(38) P,=p'g/Hi = pH}
oder in Worten: Der Poyntingsche Vektor ist, fiir eine gegebene hohe

*) Wegen der quasistaiioniren Behandlung gil: das nur niheruagsweise,
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Frequenz, auf der Kernoberfliche, proportional dem Quadrate der tangen-
tialen Komponente des magnetischen Feldes.

Da die Joulesche und magnetische Leistung durch das Oberflichenin-
tegral des komplexen Poyntingschen Vektors gegeben sind, und da man die
komplexe Grosse p:

(39) p=p,+ipi

schreiben kann, folgt: Bei ,unendlich“ hoher Frequenz ist die mittlere
Joulesche und magnetische Leistung proportional dem Integrale des Quadra-

tes der Tangentialkomponente des magnetischen Feldes iiber die Leiterober-
fliche :

(40} Q=p, /HI dF; 20Q,, = p;fHi dF.

Der Satz kann auch fiir hohe Frequenzen als giiltig angesehen weiden,
da die Vorginge deren bei ,unendlich“ hoher Frequenz sehr nahe liegen.
Das gibt ein Mittel ab die noch unbestimmt gebliebenen Faktoren p, und p; zu
berechnen. Man wendet nur die gleiche Methode fiir sehr hohe Frequenzen
auf einen unendlich langen Zylinder an, und erhdlt, da langs seiner Ober-
flaiche Hy =Hy ist:

(407) quzp,.thaLHg 2wQ,~msu—_-p,~,27za[_Hg
Ein Vergleich mit (11) usd (12) ergibt, wenn man fiir die Funktionen
von (e 4) ihre Niherungsdarstellungen flir grosses Argument : (a—;)benﬁtzt:
\ —_—p=_2 &
41 Pr=Pi=T3m 3

Will man diese Methode der Niherungslésung auch dann anwenden,
wenn die Niherungsdarstellung der («a)- Funktionen durch den Wert

\(-;—; nicht genau genug ist, so hat man, durch Vergleich mit den Beziehun-

gen (11) und (12):

beraaber' ca-}-beicabei’ ca

42 =9

2 é 32w ¢ ber:aa 4 beitaa

und :

(43) __©  beraagbei’aa —beizaber aa
=% ber*ca -} beitaa

In diesem Falle sind aber die Betrachtungen nicht mehr streng richtig
und das erklirt auch die in (42) und (43) vorhandene Abhingigkeit der
Grossen p, und p; von der Form des Leiters (¢ = Halbmesser des Zylinders)
die in (41) nicht vorhanden ist, da jene als unabhingig von der Leiterform
giiltig angesehen werden muss.

In einer etwas anderen Ausdruchsweise kana man sagen, dass der
Quotient der Jouleschen oder magnetischen Leistung im kurzen Schmelzgut
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durch die entsprechende Joulesche oder magnetische Leistung eines gleichlangen
Teils aus einem unendlich Jangen Zylinder gleichen Halbmessers gegeben ist
durch den Bruch:

Q,, Qimzt 1 S 9
43’ kp= = = '
( ) 4 Q:u Qimsu 2naLH(2) Hy dF
wo das Integral iiber die ganze Oberfliche des kurzen Kerns erstreckt ist.

Ich nenne ks den Formfaktor des Schmelzgutes und Schreibe :

45) Qso=k_/ Qzu ) 2inmse=kf2w-Qim'u

Damit sind die Formeln gewonnen, die das Problem des kurzen Kerns
18sen, wenn das zugehorige potentialtheoretische Problem bekannt ist. (Die
Indizes ¢ und « weisen auf die endliche oder unendliche Linge hin).

Das Schmelzgut hat scharfe Kanten, an denen im Grenzfalle unendlich
hoher Frequenz, d. h. verschwindenden Innenfeldes, die Feldstirke unendlich
wird. Doch beeinflusst dieser Umstand den Formfaktor nicht wesentlich, wenn
die Frequenz einigermassen hoch und die Hautwirkung ausgeprigt ist, denn
die unendliche Feldstirke herrscht nur an den Kanten. Man konnte der
Meinung sein, folgendermassen genauere Resultate zu erhalten :

Man wendet die Vorstellung der Eindringtiefe der elektromagnetischen
Vorginge in das Schmelzgut an und bedenkt, dass im mittleren Teile des
Schmelzgutes der Einfluss der Enden so klein ist, dass
i _ der in VP
‘ berechnete Wert s als genau genug gélten kann. Der
divergenzlose Ubergang der magnetischen Induktion
aus dem im Schmelzgut verdringten in den hautwir-
| kungslosen Zustand im Isolator bedingt eine Kriim-
| mung der magnetischen Kraftlinien gegen die z-Achse,
an den Enden des Kerns, wie sie gefithlsmissig in Fig.
2 gezeichnet wurde. Das bedeutet, dass die tangentiale
Kdmponente der magnetischen Feldstirke, und also
, auch die Stromdichte in der Nahe der Enden sehr

Fig. 2 Feldverteilung gross sind, und die in dem Kern in Wairme verwan-
im Schmelzgut  gelte Leistung ist grosser als in einem gleich langen
Teil des zugehoérigen unendlich langen Zylinders: der Formfaktor %2, wird
grOsser als eins sein. Die Feldstirke hat auch auf den Endflichen eine tan-
gentiale Komponente, die radial gerichtet ist, doch wird sie im allgemeinen
so klein sein, dass ihr Einfluss zu vernachldssigen ist. Es ist also wichtig,
einen ,Ersatzkorper” des Schmelzgutes angeben zu kénnen, der es uns er-
moglichen soll, die Feldverteilung lings der Mantelfliche zu bestimmen. Es
gibt aber keine Kriterien fiir die Abgrenzung des Ersatzkorpers gegen die
Enden, wie sie gefithlsmissig in Fig. 3 eingezeichnet wurde. Die Vorstellung
der Eindringtiefe der elektromagnetischen Vorginge in das Schmelzgut gibt
uns also kein Mittel ab, fiir die Berechnung des Formfaktors bei niedrigen
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Frequenzen durch die Losung eines Problems iiber divergenzlose Potential-
felder.

Man kann das potentialtheoretische Problem mit
dem zylindrischen Schmelzgut als undurchdringlicher
Korper, das die Lésung unseres Problems fiir ,,unend-
lich hohe“ Frequenz gibt, nicht exakt 16sen, aber man
erhilt eine gute Niherung fiir die Verteilung des mag-
netischen Feldes lings der Mantelfliche, wenn man
den Kern durch eine parallelebene Anordnung wie in
Fig. 4 ersetzt und nach der Ermittlung der Feldver-
teilung, die ebenen Platten ins unendliche riickt, d. h.
d = oo schreibt. Die Feldverteilun_ lin_s der Mantel-
fliche wird namlich wenig von der Kriimmung des
Fig. 3 Ersatzkérper des zylindrischen Schmelzgutes beeinflusst, wenn diese

Schmelzgutes einigermassen klein ist.
Uiw SCuWivirge R chnune n zu vermei.en, s
. . 7
die das Resultat nur unwesentlich verbessern V///;
wiirden, soll die Anordnung in der Fig. 4 durch 7
7

diejenige der Fig. 5 ersetzt werden und das Ober-
flichenintegral (43’) iiber die dort eingetragene

AiANN

Linge %und die Breite 7 a (halber Umfang des

Schmelzgutes) erstreckt werden. Da die Anord-
nung eine Symmetrieebene hat, kann man nur
de T.l Luks vo.. deo. Symm tri eb ne be-
tyachten und ﬁb'er die Breite 214 integrieren. Fig. 4. Die parallelebene
Das Doppelte dieses Integrals kommt in dem Anordnung.
Fuimfakto, vor. I» den Rechuug o udbe sicn ua
Fa tor ¢“f i era ort; er soll deshalb von
vornherein ausgeschaltet werden.

B. Der Anteil der Mantelfliche an der
komplexen Leistung.

-

TN

N

Ich bestimme die Feldstirke lings der Seite

g
Mrmrs,a*r -

A

/” A B in Fig. 5. Die Bestimmung des parallelebe-
/// = nen divergenziosen Potentialfeldes zwischen zwei
Z _oly onalen Linien (Niveau-, oder Feldlinien)

Fig. 5. geschieht gewdhnlich mittels der konformen Abbil-
Die vereinfachte Anordnung dung und eines Theorems von Schwarz. Ich habe
die zwei Schritte, die dabei nétig sind, in einen zusammengefasst, die Anwen-
dung konformer Abbildungen vermieden und folgenden Satz bewiesen :2)

_ ') R. B. Radulef: Aplicatiunea functiunilor analitice la studiul cimpurilor lapia-
ciene plane. Bull. scient. de ’Ecole Polytechn. de Timigoara. Tome 3, Fasc. 3-4 p. 257.
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Satz iiber parallelebene Laplacesche Felder: Die analytische Funktion
w==u -+ (v der Variablen z=x-4iy, die implizit definiert wird durch die
Gleichung :

Tw

. V.
dz Cet@e™

(54) - aw 2 aw pa Tw
14 ( ’\‘I—‘ )-( '—v— )...( ‘—‘7— )pn
o o 0
e ' —a, e " —a, e "—a,

besitzt einen imagindren Teil, der in der x,y-Ebene das Potential des
parallelebenen Laplaceschen Feldes zwischen zwei unendlichen, polygonalen

[ JY-

Fig. 6.

Potentiallinien mit (n-}- 1) Seiten beschreibt (Fig. 6); die erste Potentiallinie
soll m Seiten und das Potential v ==V, haben, die zweite (2 -+ 1 — m) Seiten
und das Potential v=0; werden die Seiten so numeriert wie sie beim Durch-
laufen der Potentiallinien in positivem mathematischen Sinne (Feld zur
linken Hand) angetroffen werden, wenn man mit der ersten Potentisllinie
beginnt, so ist a,.<ay,< ... - A -1y< 038, =0; 0 @ent1y<...<<a, und
eine dieser reellen Zahlen kann in diesen Grenzen beliebig gewihlt werden;

BUPT



- 929 —

ist ferner @; der Winkel um den die k-te Seite gedreht werden muss, um sich

mit der (£ 1)-ten zu decken so wird p,=

oder A= Pr; Qo ist

T

der Winkel den die (- 1) Seite mit O x einschliesst; die Konstanten
a; und C sind durch die Dimensionen und Lage zum Koordinatensystem
bestimmt. Die Feldstirke H ist, in komplexer Schreibweise, durch den Aus-
druck gegeben:

, . dw)*
wo der Stern die konjugiert komplexe Urosse angibt. — Sind die polygo-

nalen Linien Feldlinien, so ist der reelle Teil von w die Potentialfunktion;
bei gleicher v-Differenz (Feldlinienfunktiondifferenz) zwischen den zwei poly-
gonalen Feldlinien hat H dieselbe absolute Grdsse wie in (55) und kann aus
folgender Gleichung berechnet werden:

v dw *
(56) H—[ dzJ

Mit Hilfe dieses Satzes soll das Feld der Anordnung in Fig. 5 be-
stimmt werden, wenn die Feldstirke bei iy =+ i/ o gleich H, ist, also die
Feldlinienfunktiondifferenz zwischen den zwei Polygonlinien :

Vo =(d4}-a).H,
In unserem Falle ist (n-+1)=4 also =3 und man liest aus der
Fig. 5 folgende Werte 4, (Es wird rur der linke Teil der Anordnung beriick-
sichtigt) :

1 1
p=1; P=— 5 ps =+ o

Die Funktion (54) wird in diesem Falle:

dz P2 derw
::Ce

57: 2\ ———
' dw \/e‘”"——a3

wo a==€— gesetzt wurde (Der Wert ¢, =41 wurde so gewihlt, weil
0

man eine der reeilen Konstanten a; beliebig wihlen kann, wenn man nur
auf das Vorzeichen achtet.) Um noch die Konstanten C und 2, zu bestimmen,
fordern wir, dass fiir

lime** = oo d h y=+4 o
und also:
dZ l‘jl .
dw =Ce2=iC
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gegeben sein soll durch (56):

das homogene Feld /H,=i

oV, (dw Yy (1Y i
’H°-’d+a‘[ dz]_[ zc)—c

Q
+
Q

woraus folgt:

. 1 d-+a
C=q ="V,
Ferner soll fir
limer* =0, d. h, y=— oo
und also:
dz i
dw  H,/e,
das homogene Feld:
.V ..., d+a
LH,=zF°=zH0 1_

gegeben sein durch (56):

] . d d * Hy/a, )* ; _
lHI’_—lHo —:a';[dl:J 2{—\/ia—aJ=lHo\/ﬂs

(5]

Der Ausdruck (54) wird also:
dz i et — 1
(57) = \/*—,
dw H. eaw__(‘l+;)'

wWo: a=

woraus folgt:

Hld+a

Das Schmelzgut ist im homogenen Felde, die V = 0-Potentiallinie soll
also ins unendliche geriickt werden, d. h. der Grenzwert des Ausdrucks (57’)
fiir d = co ermittelt werden.

Fiir grosses d entwickelt man e*® = ¢ H(d+a) in eine Reihe und bricht
beim zweiten Gliede ab. Dann ist:

dz _ lim \/ (14 %) —1
T H 1+ Tw a—'.)=
4w =~ R, T+ Hara _(H_?)

H . 2a a*
_ lim [ 14 —a T
d=m ]‘l0 STw 2a a?

F, (@ + @) d a

BUPT



woraus folgt:
dz

(58) dw _Ho\/ Za H,

L
1— ==
Ist H* der zu H konjugiert komplexe Ausdruck, so folgt aus (56)

und (58):
2aH,

(59) H*=[ ‘fi‘: ] = — iH, \/1—

Im folgenden wird z und das in dem Formfaktor vorkommende Ober-
flichenintegral iiber H?, iiber die ,,Mantelfiche“ berechnet.

aw

7T .
Es folgt aus (58), wenn man 2aHo—b schreibt :
i Vow |
z== ———dibw)
bH, S Vow—1
Setzt man:
bw=at und also: dibwi=2cadea
so wird:

1 2a2da i
“Ton, S\/a*—l =<q;leve — 1+ nle+ye —1]4C

oder:

z= b;{ [orw:—bw+In(Yow4ybw —1)]+C
0
Die Konstante C soll so bestimmt werden, dass die Kante B (Fig. 5)
mit dem Ursprung des Koordinatensystems zusammenfillt; d. h. es soll sein:

z=0 fiir w=20

Das ergibt:
C=—

i -
P Iny—1
und man erhélt:

, ____20 ir aw \? aw | T W ' Tw
100 z—ln[\/(QaHu) 2aH0+]n[\/1_2aH0+\/—2aHUJ]

Man kann sich leicht iiberzeugen, dass in (60) fiir v=0; d. h. w=u
z die gebrochene Linie ABCD (Fig. 6) beschreibt — und nidmlich, fiir
u >0 die Seiten BCD und fiir #<C0 die Seite A B, wobei in dem letzten
Falle fiir den Wurzelausdruck das Vorzeichen Minus gewihlt wird, was im
folgenden wichtig sein wird.

Das Integral in dem Formfaktor wird:

2naJ’Hf,dz=2naS[gg] [%]dz:2na$[3—t) dw=2majHdw
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Der Integrationsweg geht fiir x =0 iiber d z=d(iy]. Damit wird auch
w==u reell und man erhalt:

2naifo:dy=27zaS[—iHo\/1 ——2;:?"] du=

_ A Vobu—1 1
—27[0“0.‘8_-‘7;:77_—— d(bll) A

WO :

gesetzt wurde.
Schreibt man:
bu—1=a2,; dbuy=2ada

so ist:

2naHOS 2a2da=4a‘3H§[a\/a’—|—1—In(a+\/a2—|—1 N

s py2
2nafHidy="7 a1

Die Grenzen des Integrals sind y=0 und y= — /. Fiir y=0 hat
man u=0. Es sei noch #; der gemiss (60) y= — ! entsprechende Wert
von u. Es ist:

27ra_|'Hf.a’y=

! 2
4 g (mt; _(nu, . [\/ U, \/_ nu,]
4a*Ho [\/ ZaHO) ZaHo> V= 52/ TV 241,
Es ist ein Minuszeichen vor die Klammer gesetzt, in der Klammer die
Vorzeichen geindert, und der Logarithmus der unteren Grenze mit dem der
oberen in einen Ausdruck gebracht worden.

Man kann diesen Ausdruck vereinfachen, wenn man bemerkt, dass man
fiir (60) bei z= —i/ hat:

., .2af 0T \? T
(61] — L V(2aH0) - 2aHo)+

4a Tu 7T
’+7'“(\/1 2aH, +\/ ZaHo)

Tu;

+in (\/]_ 2aH,

Es wird:

2nafHidy=2maH;

oder, wenn man:

e _ T — _l_._
61/ ( 2aH0) P undl_2
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schreibt :

0
162) 271a SHf,dy=naLH§[1+i—“L1n(V1+p,+vp,)
—1 J

Das doppelte dieses Integrals stellt den Zihler des Formfaktors dar.

Es ist umstindlich, mit dem Ausdruck (62) zu operieren, weil p; nicht
explizit in Funktion von den Abmessungen des Heizkorpers angegeben wer-
den kann, da die Gleichung (61) in bezug auf p; nicht losbar ist. Es ist
daher zweckmissig, nach einem Wert von p; zu suchen, der z. B. niemals
unterschritten werden kann. Ich werde eine untere Grenze fiir die p; angeben.

Setzt man in Gleichung (58) v =0, oder w =« und z=1{y, betrachtet
man also die Seite AB der Anordnung, die uns in der LOsung interessiert,
so kann man schreiben:

dy 1

163) P

2aH
Hoy / —st0
v ! T
Da fiir die Seite AB (x =0) « negativ ist, folgt aus (63):
|du|>Ho|dy]

Ist man weit von B auf der Seite AB (Fig. 6), so strebt du gegen H,d y’
wird aber niemals kleiner als dieser. Daraus folgt auch die Beziehung:
|2i>1y].Ho
Ist also |u|>H,|y| und beachtet man, dass

_ aur \__
2dHo =#
gesetzt wurde, so kann man fiir p, folgende Ungleichung schreiben :
al al

r(-l’ — =
: /)'>211 4a

Man kann nun p, = ;’la' als eine erste Naherungslésung betrachten,

und diesen Wert in den Logarithmus der Gleichung:

.. 2o ——
653} [ = __—[a[\/ pi - pi --/ﬂ(\/ 1+p+V m )]

einfithren, dann nach p; auflésen, um eine zweite Niherung zu erhalten u.
s. w. Diese Methode der sukzessiven Approximation habe ich angewendet —

und die Wurzelwerte p; in Funktion von m=g{ in die Tabelle Seite 56 und

graphisch in die Figur 10 eingetragen.

C). Der Formfaktor.
Der Formfaktor war gegeben durch (44);
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(66) b Qo _Quee  (HidF
‘ ‘/—qu—Qﬂl:H— 2:raLH0

Das Integral im Zihler ist das doppelte des Integrals (62), das im
vorigen Abschnitt berechnet wurde und man erhilt:

(67) =1+t (T +V 7r)

Die Grosse p; bestimmt sich in Funktion der Abmessungen des Heiz-
korpers aus der Gleichung:
al e —_— ——
i TV WVt m+V p)| =0

Der kleinste Wert, den die LoOsung p; dieser Gleichung annehmen
kann, ist:

{68)

(69) 7N

Wird die J- ulesche und die magnetische Leistung fiir einen Teil L des
unendlich langen Zylinders nach den Formeln desersten Kapitels berechnet,
so gelten, fiir das kurze Schmelzgut folgende Gleichungen :

(70) Qzezka:u 2(1)Qmsri=kf~2me:ui

wo der Index / andeutet, dass es sich nur um die innere magnetische Energie
handelt.

Der Widerstand wird, bei endlicher Lange:

'.7]) R:czk/R:u
und die ,innere“ Reaktanz:
‘72) Xizfzkf-xl':u

wo der Index i wieder andeutet, dass es sich nur um die die innere be-
treffende Grosse handelt.

Statt der Gleichungen (29) und (31) erhdlt man bei kurzem Kern und
ausgepragter Hautwirkung :

beraaber’ ca4 bhciaabei’ wa

{73} R..=2alLowiaa - ;
‘ 0 ber2c a |- beit aa 4
- y 2k, bercadabei’aa —beicaaber’ aa
(73 Xee=4d4a2a*Lwronll — / .
ca ber2« a4 beitca

wo der Formfaktor k, durch (67) gegeben ist.
Diese Gleichungen gelten unter der Voraussetzung, dass das urspiiing-
liche, aussere magnetische Feld homogen, d. h. die Spule unendlich lang ist-
Zum Wert (67) des Formfaktors wire noch der Anteil der Endflichen
hinzuzuzdhlen. Es ist zu bemerken, dsss das magnetische Feld beim kurzen
Schmelzgut und endlicher Frequenz nicht tangential zu den Endflichen ist,
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sondern diese unter einem mit dem Abstande von der Achse variablen Win-
kel schneiden. Den Anteil der Endflichen an der komplexen Leistung vernach-
lassige ich. Ich sehe keinen Weg, dem Einfluss der Endflichen Rechnung zu
tragen, Es scheint aber einleuchtend, dass er klein sein wird.

Der Anteil der Mantelfliche an der komplexen Leistung, wie er in B)
berechnet wurde, sollte sich aber fiir alle praktischen Fille mit dem ge-
messenen decken.

D) Die Vergrosserung der dusseren Kernreaktanz wegen der
Felddeformation.

An den Enden des kurzen Schmelzgutes wird auch im Aussenraume das
urspriinglich homogene magnetische Feld deformiert. Es soll nun die hie-
durch bedingte Aaderung der Husseren Kernreaktanz ermittelt werden. Nimmt
man ausgepriagte Hautwirkung an, so gelten fiir das Feld um das Schmelz-
gut die in diesem Kapitel entwickelten Gleichungen (51’) und (59). Daraus
kann man die ,Flachenstromdichte® nach Formel (37):

1
=gz

berechnen. Bildet man fiir alle Stromlinien das Produkt
ju Dy

wo jr der Strom und @, der Fluss der unendlich langea Spule durch die
Stromlinie ist und summiert iiber alle Stromlinien, so erhilt man:

Yk Qe
Dividiert man diesen Wert durch 2, da in ibm Maximalwerte auftreten,
so erhilt man die mit 2 » multiplizierte magnetische Energie, die man bekannt-
lich durch I? zu dividieren hat, um die auf den Strom I bezogene Induktanz
zu erhalten. Multipliziert man noch mit « so erhidlt man die auf [ bezogene
Reaktanz :

- Yjr
114) X:ga—-2—l:‘

«
die die Deformation des Feldes mit beriichsichtigt und statt des ersten Glie-
des in Gleichung (73') treten soll.

Um schwierige Rechnungen zu vermeiden, die das Resultat nur wenig
verbessern wiirden, vernachlissige ich die mit den Stromdichten der End-
flichen verketteten Fliisse, da sowohl die Stromdichten, als auch die Fliisse
(wegen der im Mittel kleinen von den Stromlinien gebildeten Flachen) klein
sind im Vergleich mit den entsprechenden Gréssen auf der Mantelfliche.

Fiir diese ist aber die Summe:

Y i s
leicht auszurechnen. Nach Formel (59) ist der Absolutwert von H (gleich Hy)
fiir die Mantelflache, d. h. w=u gegeben durch:
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2aHn
H,I=Ho\/1— Py
und :
1 __Ho | 2aH,
143 EIHI’—Z; 1——nu

Der Strom auf der Hohe dy ist gleich g,dy, und, da nach (58) fir
w=u und x=0

dy=
Ho\/l 2aH,

du
T Tau
ist, folgt:

du
g:dy=4—n

Dieser Strom ist mit dem von der Spule herrithrenden Flusse ma2H pu
verkettet und es ist:

2
g Pdy=u LAl :l" du
Um die Summe in (74) zu erhalten, integriert man nach du von
= — i/ bis y=0 und multipliziert mit 2. Es ist also die Summe gleich:

aH, a>Ho 2aH, gvH3
m u=2n E— pr=n pe <P

2irPpe=—2u

wenn man die Gleichungen (61’) beriicksichtigt.
Man erhilt fir X,., mit:

H(2)=(47IW9)2=(4JTW\/_2_|)2=32712 we |2
den Wert:

(75) Xeca=4dnta2lL w2 ou l—4—£ p,]
L

In (73') soll also statt 1 in der Klammer der Ausdruck in der eckigen
Klammer aus (75) treten und damit ist der Einfluss der Felddeformation
wegen des kurzen Kerns beriicksichtigt. Da, gemiss (63), p; grosser ist als

. 4
der reziproke Wert von ni’ ist der Klammerausdruck in (75) immer grosser

als die Einheit, wenn das Schmelzgut kurz ist, d. h. man hat eine Vergrosse-
rung der auf den Strom I bezogenen Reaktanz des Kerns.

Die Endflichen bedingen noch eine Vergrosserung dieser Reaktanz;
doch ist sie geringfiigig und die entsprechende Formel nicht einfach.
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lll. Kapitel.

Die Impedanz der kurzen Spule.
In der kurzen Spule ist, bei einem Strome I das magnetische Feld kleiner als :

H,=4awyg

und deshalb ist die Reaktanz X, der kurzen Spule kleiner als X,
eines gleich langen Teils der unendlichen Spule. Da die Joulesche
und die magnetische Leistung proportionsl H2 oder (w9)* sind, scheint
es im ersten Augenblick, als ob die Korrektur des Widerstandes und
der inneren Reaktanz einfach so vorzunehmen ist, dass man die Werte fiir die

unendliche Spule multipliziert mit dem Verhiltnis h=%’ des quadratischen
0

Mittelwertes H,, der Feldstirke lings der inneren Oberfliche der Spule zur
Feldstirke in der unendlich langen. Diese Korrektur wiirde fiir X,, und R;, zu
kleine Werte liefern, wie man folgendermassen einsieht:

Bei einer kurzen Spule sinkt die Feldstirke gegen die Enden. Bildet man
aber das Linienintegral der magnetischen Feldstirke um eine Windung, so findet
man sie gleich:

<S> Bdsl =43
Sie hat den gleichen Wert wie in der unendlich langen Spule und, da die axiale

Feldstirke sinkt, muss das Linienintegral lings der Seiten BCD A (Fig. 7)
! gleich der Differenz zwischen der magnetischen

. o Spannung auf A B in der unendlichen und in der kur-
/" zen Spule sein. Schreitet man also in der kurzen Spule
‘Ir\\/ von der Mitte gegen die Enden, so wichst dabei die

radiale Komponente der magaetischen Feldstarke, wih-
rend ihre axiale Komponente sinkt. Wir werden aber
] die von den radialen Komponenten erzeugten Wirkun-
J gen vernachlissigen, wenn y &' klein ist, wo &' die
axiale Dicke des Spulenkupfers ist.

Richtet man das Augenmerk auf die axiale Kom-

- ) ponente, so kann man den Fluss, der mit einer Win-
dung verkettet ist, in zwei Teile zerlegen, von denen

\ s ./ einer von dem Eigenstrome der Windung herriihrt,
~ der zweite von den iibrigen. (Mit der Einfiihrung des

von dem Eigenstrome erzeugten Flusses fiihrt man
allerdings einen Teil der Radialkomponentenwirkung
wieder ein, so dass diese nicht ganz, sondern fiir jede

1T
T
UL

1 0
e

Fig 7. Feldverteilung in
der kurzen Spule.
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Windung nur die von den Fremdwindungen herriihrende vernachldssigt wird.)
Nun ist offenbar die Wirkung des vom Eigenstrome erzeugten Flusses auf die
Windung die gleiche wie wenn die Windung einer unendlich langen Spule
angehoren wiirde, da sie nur vou der Windung abhdngt; diese Wirkung ist
also sicher nicht mit dem oben erwidhnten Faktor %, (sondern mit der Einheit)
zu multiplizieren. Zieht man das Eigenfeld von dem Gesamtfelde ab, so erhalt
man das ,fremde“ Feld. Seine Wirkung soll aus den Formeln fiir die unend-
liche Lange berechnet werdtn, indem man H2 durch H} ersetzt, wo Hf die von den
iibrigen Windungen herrithrende, an der ins Auge gefassten Windung herr-
schende mittlere Feldst8rke ist. Die durch das fremde Feld bedingten Anteile
an den Widerstand und die Reaktanz der Windung sollen also:

2 2

RS 13 ﬂg und XS“ l_‘_l_g

wL, H3 wL, H
sein. Zieht man aber von den Grossen u—,ll—— R, und J;]T X« die von der
- 1 2
Eigenwirkung herrithrenden Anteile R, und X, ab, und multipliziert mit i

HZ

0
wo H die mittlere Feldstirke an der Windung ist, so soll das auch ein Mass
fir die Fremdwirkung sein, also soll statt

R.. H? (R.w )H2
{76 - : —R, | —
) wL, H wL, ! H2
und statt
X.. H? X cr H®
! - . — —_—
o ()i

geschrieben werden, und der gesamte Widerstand und die gesamte innere
Reaktanz einer Windung wird:

Rs . H:? . H:
(WL,—RI)ES—FRI ’ (m—xl)g‘%+xl
Summiert man iiber alle Windungen und schreibt:

H? H,,
2 =Wh R,

wo also H., und Ho die quadratischen Mittelwerte von H und H, lings der
kurzen Spule (auf der Innenseite) sind, so erhdlt man fiir den Widerstand R,,
und die innere Reaktanz X,, der kurzen Spule den Wert:

(77) Rse=(Rsu"—'WL1R1)::l’l’r+WL1 Rl
1]

(78) X.-:.=(X.-s..—wLIXl):;:l'—{—wL.IXl
0

In diesem Kapitel wird nun %‘ nach einer Tabelle von Butterworth
0
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angegeben und der Widerstand R, und die innere Reaktanz X, einer Win-
dung im Eigenfelde berechnet.
Das Verhiltnis %’ hidngt nur von fl—‘—,‘ ab, wo L, die Linge und a/,
0 1
der effektive Halbmesser der Spule ist und kann der folgenden Tabclle ent-
rommen werden :1)

L,/o', {0l 04| 08 ] 1,2] 1,6 2 | 4 | 8 | 12| 16] 20 |

(79 =

5 —Hu100,051 0,125

0,340(0,556{0,734|0,819

0,866|0,886/ 1

0,202(0,275

Ich habe empirisch gefunden, dass diese Abhingigkeit in dem Variabi-
Litatsbereiche 1,2 < %’,—‘ < 1,6 mit einer Genauigkeit von < 3.4°/, und in dem
1

Bereiche 1,6 << :Tl <20 mit einer Genauigkeit von < 1,829/, dargestellt wer-
1
den kann durch die Funktion:

H,. 1

180) =h= 7 \s5
e 144,62 [‘E] /s
1

Um noch den Widerstand R, und die innere Reaktanz X, einer Win-
dung zu berechnen, kann sie als geradlinig betrachtet werden. In dieser
Hypothese sind die Formeln fiir den runden Draht leicht zu entwickeln und
seit lange bekannt. Aus ihnen soll auch eine Niherungsformel fiir den
rechteckigen Draht gewonnen werden, der bei den Induktionséfen haufiger

beniitzt wird.
Es sei also ein gerader, mit Wechselstrom beschickter Draht mit Kreis-

querschnitt und dem Radius ¢ gegeben. Das magnetische Feld hat in diesem
Falle nur eine Tangentialkomponente in einem Zylinderkoordinatensystem,
dessen Achse mit der Drahtachse zusammenfillt. Ist H diese Komponente, so
nimmt (VIII), in komplexer Schreibweise, folgende Form an :%)

d*H 1 dH 1
{81 e . —
81) dr2+r dr +([ rz)H 0
wo gesetzt wurde:
(82) e 2O o= AT =1
0, &,

Die Losung von (81) ist:
H=AJ,(tr,

Y} Butterworth: Pro:. Roy. Soc. Ser, A. Vol. 107. No. A. 741, (1925)
') Jahnke-Ende : Funktionentafeln Seite 143.
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da sie iiber den Querschnitt endlich bleiben und wegen Symmetriegriin-
den die Gleichung :

oH
or

erfiilllt sein muss. Die Stromdichte G (axiale Komponente) wird, nach dem
Biot-Savartschen Gesetze :

11 0/H _ A 9 _7A
=4z r or  4nr a—;[r.ll(rr)]__ 4

=0 fir r =0

Jolz7)

und man erhilt fir den Ausdruck des Stromes:

fr.lo(rr)dr= zitglzrljo ('rr)d('tr;=gc.l, {rec)
0 0

rA
2

.‘7=§G.2nrdr=
d

woraus folgt:

29
A—CJ,(1L‘J
und :
29 J,lrr)
183) A= J, (T
(84) G="T  Joltr)

T 2xc’ J,(zc)

Nun kann man schreiben fiir r=c:

. . 1 a_cotIJ )GV 01 I Jyra
Q+i20Qm=2mcg [EH|=% (__]

42nctyre)l ¢ | dnc’ J e
Es bestehen aber die auf S. 14 beniitzten Beziehungen :
Jolrc)=Dberxc 4 ibeixc
—1J,(tc)==x(bet’ x c + ibei’ x ¢

Fithrt man dies in den Ausdruck der komplexen Leistung ein und mul-
tipliziert im Zihler und Nenner mit der konjugiert komplexen Grosse des
Nenners, so erhalt man:

Q+i20Qu=

0, Jix (berxcber' xc—beixcbei’ xci+ i(ber’ «x cbeixc—bei’ xcberxc
T 4mc ber’t x ¢ -} bei’® % ¢

Daraus erhdlt man, nach (XIV) und (XV)

R, ¢, % berxcbei’xc —beixcber’ z¢
1= -
27ec ber’* x ¢ + bei’? x ¢
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X' ¢, # berxcber' xc-4 beixcbei’xzc
T 2nc ber’s x ¢ 4 bei' ¢

Diese Gleichungen gelten fiir runden Drahtquerschnitt und die Lingen-
einheit, weil in dem Ausdruck fiir die komplexe Leistung die Oberfliche
F =2xac gesetzt wurde. Ist 2z a, die Linge der Windung, so wird ihr
Wechselstromwiderstand R, und ihre innere Reaktanz X,:

85 R —o 1% (%€ ber xcbei’ xc —beizcber’ x ¢
. T ¢t (2 ber'?xc-+4bei'* x ¢
86 X, =0 Q181 (%€ ber z cber’ z ¢+ bei zcbei’ z ¢
= T ber’*x ¢ bei’*x ¢

Ist der Drahtquerschnitt rechteckig, so wird man eine Korrektur an-
bringen miissen. Ich transformiere R, und X, indem ich sie in diesem Falle
mit dem umgekehrten Verhiltnis der Drahtquerschnitte multipliziere, da R,
und X,, bei festgehaltener Basis eines recheckigen Querschnittes in umge-
kehrtem Verhiltnis zur Hohe variieren, wenn man die Wirkungen der Kanten
vernachlassigt. Hat also das Rechteck die gleiche Grundlinie wie der Kreis-
durchmesser, so sollen die Werte (85) und (86) mit dem reziproken Werte
des Querschnittsverhdlinisses multipliziert werden. Sind &' und & die Seiten
des Rechtecks und 6=2c so ist der Korrektionsfaktor :

1 b2 b

T el 4 b
Ist w die Windungszahl pro cm und k. der Kupferfiillfaktor so wird:

k.
w

b =

und de: Korrektionsfaktor :

abw
4k,

Setzt man in (85) und (86) c=—b—, so wird fir rechteckige Windun-

gen:

berngei’z 2 — bei = ﬁber’zi

i87) Ri=21a,w kglb (/Zl—)) 2 20 2b 2
€ bel”zg-{—bei”z?

b b b. b
, ’, i I,
berAQberzz—}—beuzbcn P

0 zb 2
{88 X,=2aa,w /z(‘b (T)

17}
ber’2 % + bei2 7
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Die Gleichungen (87) und (88) ergeben fiir rechteckige Windungen,
zusammmen mit (77) und (78) den Widerstand und die innere Reaktanz der
%’ bekannt ist (Tabelle 79).

0

Es sei noch bemerkt, dass die Korrektur fiir rechteckigen Draht durch
multiplizieren mit dem oben abgeleiteten Faktor nur aus den Formeln fiir
rundem Draht von demselben Durchmesser wie die radiale Seite des Quer-
schnitts vorgenommen wird. Diese Einschrinkung, die in der Ableitung der
Formeln (87) und (88) implizit enthalten ist, soll ungefihr gleich stark aus-

geprigte Hautwirkungen sichern. Auch sind die Formeln (87) und (88) nicht

Spule, wenn das Verhiltnis

k.
anwendbar, wenn &’ sehr klein ist im Vergleich mit &, also: —W—<<b.

Die Formel (87) stimmt, — bis auf einen, von der Frequenz unabhin-
gigen Summanden — mit der entsprechenden Formel von Burch und Davis
(Eddy-current heating S. 39), wo R, noch mit wL, multipliziert vorkommt3),

iiberein.
Es bleibt noch iibrig, ‘die dussere Reaktanz der Spule zu korrigieren.

Solange man die Verschiebungsstrome vernachlissigt, ist die dussere Reaktanz
durch dieselbe Formel gegeben, ob die Frequenz hoch ist oder nicht.
Sie kann aus bekannten Handbiichern abgelesen werden.

Mann kann die Verhiltnisse auch so darstellen, dass man den fiir die
unendlich lange Spule giiltigen Wert:

)
Xasu=4.7. a0/ L, v’ o

der in der Formel (32) vorkommt mit einem Faktor multipliziert, der kleiner
oder gleich der Einheit ist (fiir L, = o0) und in Funktion des Verhiltnisses
des Durchmessers (oder auch des Halbmessers) zur Ldnge der Spule ange-
geben werden kann. Nennt man diesen Faktor: £,, so kann man mit Naga-
oka*) folgende Formel schreiben:

(89) Xase=k,.47waiL,. Wt o

Den Wert des Nagaokaschen Faktors findet man in seiner Arbeit ta-
belliert, oder auch in einer Zusammenstellung der Formeln und Tafeln fiir
die Berechnung von Selbstinduktanzen, von Rosa und Grover.?)

Die Reihenentwicklung des Faktors von Nagaoka lautet ;)

- 4d < (— 1 2n(]2n+2) LR
(90) k,,—l—_3n_L+”§ VETE SV ()

L

1) Aus (87) folgt fiir f=0, d. h. bei Gleichstrom der Widerstand glcich dem
Gleichstromwiderstand, wie es sein soll, wihrend der bei Burch und Davis hinzutretende
Summand einen grosseren Wert fiir /=0 ergibt. Da ich von ihrem Buche erst dicht
vor dem Abschlusse meiner Arbeit Kenntnis erhielt, konnte ich nicht feststellen woher
dieser Summand stagamt

) Nagaoka: Coll. Sci. Tokyo 27 (1909).

) Rosa and Grover: Bull. of the Bureau of Standards Bd 8. (S.1—230).

) Den Hinweis auf diesen Faktor verdanke ich einer brieflichen Mitteilung des
H. Ryland Davis.
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wo d =2 a, der effektive Durchmesser der Spule ist. d. h. der innere Durch-
messer, vergrissert um die Halfte der Eindringtiefe der elektromagnetischen
Vorginge in das Spulenkupfer.

Die in diesem Abschnitt gegebene Korrektion der Impedanz der Spule
ist, soweit sie sich auf die ,inneren® Grossen bezieht, unter dem Einfluss der
unter!) zitierten Arbeit Butterworths berechuet. Die Resultate weichen
nicht wesentlich von denjenigen von Burch und Davis ab.
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IV. Kapitel.

Der kurze Ofen.

Das Problem des kurzen Ofens ist mit der Bestimmung der Impedanzen
des Schmelzgites im homogenen Wechselfelde und der Spule noch nicht gelost

Es treten noch zwei Schwierigkeiten auf:

1. Das kurze Schmelzgut, auch wenn es im homogenen Wechselfelde
einer unendlich langen Spule ist, d¢formiert die urspriinglich geradlinigen
Kraftlinien, wie maa es in Fig. 2 sieht. Wird also die Reaktanz des kurzen
Kerns vou der Reaktanz der Spule subtrahiert, so erhidlt man nicht die schein-
bare Reaktanz der Spule, wie das im ersten Kapitel der Fall war, weil die
Reaktanz der Spule fiir dss vom Schmelzgut undeformierte Spulenfeld berechnet
wurde, Es muss also noch die Deformation der Kraftlinien beriicksichtigt wer-
den, uad ich werde das tun, durch Multiphkation der im Kapitel 1. berech-
peten Zusseren Reaktanz des kurzen Kerns mit einem Faktor £; der in (75)
berechnet wurde :

2. Die Korrektur wegen der Deformation der Kraftlinien kann nur in der
Hypothese eines homogenen Fremdfeldes H, berechnet werden. In der kurzen
Spule ist das Feld nicht mehr homogen; es sinkt von der Mitte gegen die
Enden und es wichst, wenn man im Innern der Spule von der Achse gegen
die Windungen radial fortschreitet. Deshalb braucht man noch eine Korrektur
sowoh! ffir die Reaktanz, als auch fiir den Widerstand des Kerns wegen der
Ungleichférmigkeit des Spulenfeldes.

3. Es tritt noch eine andere Schwierigkeit auf, weil das kurze Schmelz-
gnt im Aussenraume nicht mehr ein konstantes elektrisches Feld erzeugt, wie
das unendlich lange. Streng genommen, wird also auch die Verteilung der
Stromdichte in der Spule verglichen mit ihrer Verteilung beim Fehlen des
Schmelzgutes, verdndert. Diese Verinderung soll, wie die Verluste der
Radialkomponente des magnetischen Feldes, vernachldssigt werden.

A) Korrektion der Kernimpedanz wegen der Ungleichformigkeit
des Spulenfeldes.
Die bisherigen Formeln sind in der Hypothese eines homogenen dusseren
(urspriinglichen) Feldes H, abgcleitet worden. Es soll nun eine Korrektur
wegen der Ungleichférmigkeit des Spulenfeldes angegeben werden.
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Die dussere Reaktanz des Kerns soll korrigiert werden durch Multipli-
kation mit dem Quotienten /%, des mittleren (von der Spule in Abwesenheit
des Kerns erzeugten) quadratischen Wertes von H iiber das Volumen des
Schmelzgutes durch HJ, das vom gleichen Strome in der unendlich langen
Spule erzeugte Feld, denn die mittlere magnetische Energie des Kerninneren
ist dem Volumenintegral iiber H? proportional. Da H, klein ist, kann man
auch mit dem quadratischen Mitt¢lwert von H; rechnen, ohne merkliche Fehler
zu erhalten.

Unsicherer ist die Korrektion des Widerstandes und der inneren Reaktanz
des Kerns. Seine Scheiben lings der Achse werden sich efwa so verhalten,
als ob der Kern in einem homogenen Felde, von der Grosse der Tangential-
komponente der Feldstirke am Umfange der Scheiben (bei abwesendem Kern),
wiare. Bringt man also die Korrektion wegen der Ungleichformigkeit des Spulen-
feldes so an, dass man den Widerstand und die innere Reaktanz multipliziert
mit dem Quotienten 4, des quadratischen Mittelwertes der Axialkomponente
des Spulenfeldes iiber die Kernoberfliche durch die konstante Feldstirke H2 in
der unendlich langen Spule bei gleicher Windungszahl pro Lingeneingeit und
gleichem Strom wie in der kurzen — so sollte man zu grosse Werte erhalten,
da die grosser Stromdichten, an den Kernenden mit einem Korrektionsfaktor mul-
tipliziert werden, dessen Wurzel grosser ist als der Quotient der Axialkomponente
der Feldstirke ar den Enden durch H,. Bringt man die Korrektion so an,
dass man nur den Widerstand R,, und die Reaktanz X, des unendlich langen
Kerns auf gleicher Linge L mit 4, multipliziert, wihrend man die Zuwichse
H:.
Hy
multipliziert — wo H,, die Axialkomponente des Feides der kurzen Spule an
den Kanten des Kerns ist — so solite man zu kleine Werte erhalten, denn
die Korrektion ist der Hypothese gleich, dass sich der ganze Stromdichtezu-
wachs im kurzen Kern in dem ,kleinen Felde H.. befindet.;‘ Die wirklichen
Werte von R., und X,, sollten dazwischen liegen. Die erste dieser Korrektionen
wurde von Burch und Davis in Anschluss an Butterworth vorgeschlagen. Der
experimentelle Teil dieser Arbeit entscheidet eher zugunsten der zweiten.

Es gibt analytische Darstellungen oder Niherungsdarstellungen fiir das
magnetische Feld einer kurzen Spule. Die Formeln sind aber so kompliziert,
diss ihre Anwendung eine scharfe Geduldprobe werden kann. Deshalb ist es
praktisch vorteilhaft, mit Burch und Davis zum Berechnen der Korrektions-
faktoren folgende graphische Darstellung zu beniitzen (Fig. 8):

!

(kr - 1) R, und (k- 1) X., wegen der Kiirze mit dem Quotienten h =

In den Abszissen ist l,ﬁ eingetragen, wo a’/ und L’ Halbmesser und Linge

der Spule sind. In den Ordinaten hat man den Quotienten der z-Komponente
des Feldes: H: in der Endfliche der Spule durch das Feld H, in der unendlich
langen Spule, bei gleichem Halbmesser und Strombelag. Die Kurven enthalten

die Werte :} fiir variable Abstinde von der Spulenachse, nimlich :
0
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r,=00a; r,=025a"; r,=044a; r,=0,52;
r,=06a; r,.=07a; r,=08a"; r,=09a

H.

H.
05.r

o f//;’dw;//

' ERENE ) =
W T
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Fig. 8. Axialkomponente des magnetischen Feldes am Ende der kurzen Spule.

Will man den Wert fiir einen Punkt P kennen, der nicht im Endquer-
schnitt der Spule liegt, so teilt man diese durch eine durch P gehende, auf
der Achse senkrecht stehende Ebene entzwei, wendet auf beide Spulenteile die
obige Methode an, und summiert oder subtrahiert von einander die Resultate,
je nachdem P innerhalb oder ausserhalb der Spulenldnge ist.

Um iiber die Giiltigkeit von %, und ks unabhingig von der Korrektion
wegen der Ungleichformigkeit des Spulenfeldes experimentell entscheiden zu
koénnen, habe ich auch sehr kurze Kerne beniitzt, fiir die die zwei oben an-
gegebenen Grenzwerte der Korrektion nahezu zusammenfallen, da in diesem

Falle d.s Spulenfeld im Kern merklich homogen ist.

B) Der thermische Wirkungsgrad des Ofens.

Es sei Qd¢ die in der Zeit d¢ dem Schmelzgut zugefithrte Wirme-
energie. Ein Teil vo ihr erhdht die Temperatur des Schmelzgutes und ein
anderer wird an den Tiegel abgegeben. Der erste ist:

c3dT

wenn d T der Temperaturzuwachs des Schmelzgutes in der Zeit d ¢ ist, ¢ und
G seine spezifische Wiarme und sein Gewicht. Der zweite Teil kann zu
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»yF(T —To)d¢

angesetzt werden, wenn F_die Oberfliche des Schmelzgutes, T seine Tempera-
tur und » eine Konstante ist die von der Beschaffenheit des Tiegels abhingt
und angibt, wieviel Watt das Schmelzgut pro cm® verliert, wenn es 1°C
Ubertemperatur iiber die Luft hat. T ist die Temperatur der Luft. Ich setze
voraus, d-ss man ein mittleres, wihrend des Schmelzvorganges als konstant
anzusehendes » Jefinieren kann, uad ferner, dass die Temperatur im Schmelzgut
gleichférmig ist, eine Hypothese, die bei gut leitendem Schmelzgut erfiillt ist.
Es besteht also die Gleichung :

Qdt=cGdT+rFTd!¢
wenn man die Lufttemperatur als Nullpunkt betrachtet, oder:

cGdT Q

Ty rae  oF

Ist T, die Endtemperatur des Schmelzgutes, d. h. die h6chste Temperatur
die es erreichen kann, wenn ihm in der Zeiteinheit die Wirmeenergie Q zuge-
fithrt wird, so wird in diesem Zustande die ganze zugefiihrte Wirmeener-
gie abgegeben :

Q=7FT,
und die Differentialgleichung wird:
cGdT
Schreibt man
03] A
93} = o F

und nennt sie Wiarmezeitkonstante, so ist die den Grenzbedingungen angepasste
Losung von (92):

194) T=1,(1—c 7

Nach einer Zeitkonstante erreicht also das Schmelzgut (/=¢) ¢ine Tem-
peratur :
T,=T,(1 —¢~1=0,632T,
die 63,2/, der Hochsttemperatur betrigt. Nach einer Zeit die zwei Zei'kon-

stanten betrigt wird die Temperatur 86,5°, und nach drei Zeitkonstanten
957, der Endtemperatur.

Die bei der Temperatur T, also der entsprechenden Zeit ¢ durch Warme-
abgabe verlorene Leistung ist:

v=7'FT=z'FT0[1 —e_UL]

und die zugefiihrte, nach einer oben angeschriebenen Gleichung :
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Q=»FT,
Der thermische Wirkungsgrad ist demnach :
—vFT 4 T,—T
(95) m=3~é —e ="

In Worten: Der thermische Wirkungsgrad ist in jedem Moment gleich
der prozentualen Differenz zwischen der hdchsten erreichbaren und der gegen-
wirtigen Temperatur.

Nach drei Zeitkonstanten betrigt er also nur noch 59/,

Der Wirkungsgrad des Ofens 7 ist gleich dem Produkt des elektrischen
und des thermischen Wirkungsgrades:

3
196) N=mn.q=1,6 °

Ist die Zeit, in der der Kern schmilzt von derselben Gréssenordnung wie die
Zeitkonstante 6, wie das bei allen praktisch vorkommenden Ofen der Fall ist,
so schwankt der Wirkungsgrad in sehr weiten Grenzen. Es ist daher noétig, fiir
jede Zeit einen Ausdruck fiir den mittleren Wirkungsgrad zu haben, das heisst
fir den Quotienten der bis zur Zeit £ zum heizen des Kerns aufgewandten
zu der in derselben Zeit £ dem Ofen zugefithrten Energie. Rechn-t man mit
einem mittleren spezifischen Widerstande des Kerns, so kann der elektrische
Wirkungsgrad als konstant angesehen werden und der mittlere Wirkungsgrad
bis zur Zeit ¢, ist:

14 _¢ 6 A
(07) m=ng {e vdt=n.7 (177

In Worten: Der mittlere Wirkungsgrad des Ofens iiber eine Zeitspanne
£, vom Beginn der Heizung ist gleich dem Produkte aus dem elektrischen
Wirkungsgrad, d:r Zeitkonstante und der Temperatur zur Zeit /,, ausgedriickt
in Prozenten der hochsten erreichbaren Temperatur, dividiert durch die Zeit-
spanne f,.

Nach einer Zeit vom Beginn der Heizung, die gleich der Zeitkonstante
ist, betragt der mittlere Wirkungsgrad des Ofens nur noch 63,29/, des elek-
trischen, nach zwei Zeitkonstanten 43,259/, und nach drei 31,66°/, des elek-
trischen Wirkungsgrades. Beim Beginn der Heizung ist der mittlere Wirkungs-
grad gleich dem elektrischen.

Diese Naherungsrechnungen sollen die Bedeutung des thermischen Ver-
haltens des Ofens fiir den mittleren erreichbaren Wirkungsgrad hervorheben.
Nach ihnen diifte ein Ofen fiir ein Schmelzgut das bei einer Temperatur
schmilzt, die hoher liegt als 95°/, der Hochstemperatur die es erreichen
kann, m. a. W. dessen Schmelztemperatur nicht in drei Zeitkonstanten erreich-
bar ist, keinen wirtschaftlich zuldssigen Wirkungsgrad haben: Ofen die bei
Normalstrom das Schmelzgut kaum zum Schmelzen bringen sind wirtschaftlich
nicht vorteilhaft (fiir das betreffende Schmelzmetall).
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Die Zeitkonstante eines Ofens hingt vom Schmelzmetall ab, wie man
aus (93) ersieht. Das bedeutet folgendes: Wird einem Kern eine gewisse
Wirmemenge je Zeiteinheit zugefithrt, so erreicht er in einer vom Ofen und
Schmelzgut, nicht aber von der zugefiihrten Wirmemenge abhdngigen Zeit
einen gegebenen Prozentsatz der bei dieser Warmezufuhr héchsten, erreich-
baren Temperatur. Nur die hochste erreichbare Temperatur hingt von der
Warmezufuhr ab.

Um sich einen Begriff zu machen von der Grossenordnung der Zeit-
konstante, sei sie fiir ein Schmelzgut aus Kupfer: ¢=20 Joule/g °C von
Zylinderform, mit L =09 cm und a=3,3 cm bei einer Wirnteabgabekonstante
von =6 10—3 ¥att/ . °C berechnet.

Dias Volumen des Gutes ist : V2340 cm3, das Gewicht G =y V=8,9X340 ¢
und die Oberflache F =294 cm?. Die Zeitkonstante ist:

__eyV_0,39X8,9 X 340
— PF 6% 103X 294

= 670 sek = 11 Minuten

Wird es in drei Zeitkonstanten = 3 XX 11 =33 Minuten geschmolzen, so
hat dabei der Ofen einen mittleren Wirkungsgrad, der 31,669/, seines elek-
trischen Wirkungsgrades betragt. Die Grosse » hiangt vom Tiegelmaterial und
seiner Dicke ab.
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V. Kapitel.

Aligemeines Verhalten und Vorausberechnung eisenloser
Induktionséfen.

Um das elektromagnetische und das thermische Veihalten eines Ofens
zu iberblicken, schreibe ich die abgeleiteten Formeln zusammen.

Ich habe folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

Es sind R;.und R,. die auf den Spulenstrom bezogenen Widerstinde
des kurzen Kerns und Spule, R;, und R, die gleichen Grossen bei unendlich
langem Ofen. Der Widerstand R.. enthdlt implizit auch den Kopplungsfaktor.

X e Xsw und Xi., X, sind die auf den Spulensirom bezogenen Reaktan-
zen des Kerns und der Spule bei endlicher und unendlicher Linge, wobei X.,
implizit den Kopplungskoeffizienten und den Einfluss der Felddeformation (in
magnetischer Hinsicht) wegen der Kiirze des Heizkorpers enthalt.

Ist R, und X, der auf den Spulenstrom bezogene Widerstand und Re-
aktanz des Ofens, so gilt einfach:

(97) R0=Rs+ R- N Xo =X5—X;

wo noch die Indizes ¢ oder # hinzukommen, je nachdem ob e€s sich um den
kurzen oder unendlich langen Ofen handelt.

R’; und X', bedeuten den Widerstand und die innere Reaktanz die der
Spulendraht besiisse, wenn er in seiner ganzen Linge geradlinig ausgestreckt
ware,

Es ist k¢ der in (67) angeschriebene Formfaktor des kurzen Heizkor-
pers im homogenen Felde der Spule, %4, der aus (91) folgende Faktor der
Felddeformation und £,, der Nagaokasche Faktor der Reaktanz der kurzen Spule.

Ferner sind vier A-Faktoren eingefiihrt worden, die mathematisch nicht
fassbar sind und mit Hilfe von graphischen Darstellungen zu ermitteln sind —
nimlich &, und 4, von denen der erste das Verhdltnis des quadratischen
Mittelwertes der axialen, von der leeren, kurzen Spule erzeugten magnetischen
Feldstirke, genommen iber die Kernoberflache, zur gleichen Grésse in der
vom gleichen Strome durchflossencn unendlich langen Spule darstellt und der
zweite denselben Ausdruck fiir die Spulenoberfliche beim effc ktiven Halbmesser
wihrend /4, dasselbe quadratische Mittelwertverhiltnis, genommen iiber das
Volumen des Heizkorpers, angibt. 4, ist dasselbe Verhiltnis an der Kernkante.
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Ich rechne nun im technischen Massystem.
Mit diesen Bezeichnungen erhilt man folgende Formeln:

h.
,‘ U+l — 1)
‘98’ k/ Il/ Rsu> Rz e> kfthau fk
;
(99) Ree=~h.Rout11 — )R, bei 75! < < 1
(100) Xz,=ka'-,zVXasu—kf-/lf-XiJu
(’10]) XSe=kansu+/lesu+(1_}l)X,l

wo die Indizes @ und i die dussere und innere Reaktanz bezeichnen. Dabei
wurde die obere Grenze fiir die innere Reaktanz beniitzt. Da sie klein ist,
verglichen mit X,,,, kommt es auf diese Ungenauigkeit nicht an. Ist der
Ofen unendlich lang, so wird:

byn=ki=ki=h=h=h,=h.=1.
die Grossen R/, und X', fallen aus den Formeln heraus, und man erhilt die
im ersten Kapitel abgeleiteten Formeln. Fiir den kurzen Ofen sind die Grossen

kny, h, ks und k, kleiner, 2, und k,; grosser als eins.
In den Formeln (98), (99), (100) und (101) ist:

beraaber’aa—+beiczabei’ aa

‘]02) R;,,—_—27TLQW"(ZG ber‘laa-f—beﬂaa Ohm
. .. Sin2yb+sin2yb 1 1
(103) R..=2aL,o,w /a‘[Cosz-/b-—cos2'/b+ R . Ohm.

104) Xazsw =412a°Lw?. 0. 0. 10—°% Ohm.

2 bereabe/aa— beicaber’ ¢a

(105) — 2 g2 20y 2 -
(103) X,,n=wudn?*a®lL.w 0 — bera s Fbei aa .10~ ° Ohm.
(106 Xasu=472a?L,.w*».10~° Ohm.
- 1 Sin2yb—sin2y0
107) isu=4a%a;. L, .w?. d -9 .
(107) X 4a%a;.L,.w*. 0 [7111 Cos2yb - cos2 70 ]IO Ohm
| ber x 2 beir x 2 — bei » Zber’ 22
, ' 2na,L,w2o ;xb 2 2 2 2
(108 R,:—*—(—-) 2 Ohm.
kel § ber's x 2. beitr 2 2
2 T2
b b b b
ber x — ber’ » —-} bei »x —bei’ »—
' 21a, L, wo 20 2 2 2 2
logi X =—-—l“‘ —_ 9 .
m 1 " (4) 10 ° Ohm

b b
/. i1
bei’? ) ~+ bei’2 5

Die Formeln (108) und (109) gelten fiir rechteckigen Draht. Ist er
rund, so sind die rechten Seiten mit dem Faktor:
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(110) S=

zu multiplizieren und & als Durchmesser zu betrachten.
Bei ausgeprigter Hautwirkung hat der Formfaktor den Wert:

8a
(110) k,=1+—n—L—ln<p
und der Faktor der Felddeformation durch den kurzen Kern:
4a
(111) kd—E.p,.
Ferner ist, nach Nagaoka:
' — 1k [2k. 284+ 2 !

112) k=1 — 4 3 (— 1) 2.2k + 2 (2_"1)““

3aL, | £ . [k+2 (k4 1)2 0443 L,

k=1
und A, ks, h, sind die erwidhnten, hier nicht mathematisch gefassten Mittel-
wertfaktoren.
In den Formeln (102) = (111) wurden folgende Bezeichoungen und Ab-
kiirzungen beniitzt.

(113) o — \/i’z‘ﬂ 10~ ° lo: Ohm. cm.]
(114) y= 2;”" k.10~ 9 (0, : Ohm. cm.)
1
(115; x = VI Ar . 0o (¢, : Ohm. cm.)
o

In dem Formfaktor (110) ist die Bezeichnung:

(115) p=V1+p +Vp

beniitzt worden, wo p, die positive Losung der folgenden Gleichung ist :
L —_ — —

(116) T2 =V tr—inWi+p+vVp)

die Wurzelausdriicke positiv gerechnet.
Es wurde noch der mittlere Halbmesser der Spule mit a,, bezeichnet:

: a,+ a,
117 m=_l_~
(117) a 2
und ihr effektiver Halbmesser mit a:

' 1
(118) 01=a1+751

WO

BUPT



(119) & —=—

die Eindringtiefe der elektromagnetischen Vorginge in das Innere des Spulen-
kupfers ist.

Die Ausdriicke fiir den Leistungsfaktor cos@, den elektrischen, thermi-
schen und mittlerenWirkungsgrad iiber die Zeitspanne £, vom Beginn der
Heizung sind :

R,
(120) COS P == — >

Y RZ 4 X2

1
(121) Ne= "R
g,

-t

(122) n=e °

und, bei ungefdhr konstantem elektrischen Wirkungsgrad :
f

6 0[1—57]

{123] r;,,,:r;,—[ ——'L]=
t 1 - e o Rs e
l tl [1 + RB IJ
wo die mittlere Zeitkonstante des Ofens mit :
‘ cG c¢o V
(124 C=VFTVCF

bezeichnet wurde.
Ferner sind:

(125): ¢; (126): 0; (127): »; (128j: V; (129): F.

die spezifische Wirme, das spezifische Gewicht, die Konstante der Warme-
abfiihrung, das Volumen und die Oberfliche des Heizkdrpers. Die Gleichun-
gen fiir #, und %,, sind einfache Nidherungen.

A.) Aligemeines Verhalten des Ofens. Um die Vorginge im Ofen
iiberblicken zu konnen, beniitzt man fiir grosse Argumente die asymptotischen
Werte und fiir kleine Argumente die ersten Glieder der Reihenentwicklungen
der in den Formeln auftretenden Funktionen.

Den Widerstand des Kerns kann maa schreiben (es soll die obere Grenze
beniitzt werden).

(130} Ree=Fkshs2nLl ow?.F,,(za) Ohm,

wo F,, (aa) durch Vergleich mit (98) und (102) folgt. Ihr asymptotischer
Wert ist:

(131) F,, (¢d) o "_5‘5

und fiir kleines Argument kann man schreiben (¢a <<1):
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(132) F,, (za)2

wie man sich leicht durch beniitzen der bekannten Darstellungen (Z. B. Jahnke-
Emde) iiberzeugen kann. Will man fiir £, in (130) den von mir abgeleiteten
Formfaktor beniitzen, so muss man sich auf grosse Werte des Argumentes
(« @) beschrinken, und man erhilt:

(1307) Rie=kr. by dntL we.ay pof10-° Ohm.

Diese Darstellung ist fir ¢a==5 mit 14°/, und fir ee==8 mit ¢/,
Zu gross.

Fiir das unendlich lange Schmelzgut ist %;./2,=1 und die Joulesche
Leistung ist proportional der Lange, dem Durchmesser, dem Quadrat der
Windungszahl pro Lingeneinheit und der Quadratwurzel der Frequenz, dem
spezifischen Widerstand und der Permeabilitit.,Wird z. B. die Frequenz ver-
doppelt, so wichst die Warme mit 41°/,, Wird ein schlechterer Leiter als
Finsatz gewihlt, so wichst die Joule Leistung im Schmelzgut, wenn die Be-
dingung ausgeprigter Hautwirkung noch erfiillt ist. Bei mittleren Frequenzen
ist die Formel (130’) ungenau. Man kann die Werte der Funktion:

\/_iber aaber’ aat+beicabei’ ca

' =\/§ =
(130 F. (2 a) (—z—aFlf(“a) ber*aa-+beitaa

aus der Kurve I. der Fig. 9. durch Beniitzen des linken Masstabs fiir die Or-

L 0
o — 1 | B [ B S
08 1 P
' Ly B G
/ 1A
y /’
06 /
f /r 04,
04, 11/
/ T QG.
/AN
/ AN
0‘2' 4 \"\ il
Al / \‘\\\~\> 8.
” |
/
0. d ] wal 1y
Q 2. 4, 6. 8 {0 12,

Fig. 9. Widerstand und Reaktanz des Kerns.
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dinaten ablesen. Die Joulesche Leistung im Schmelzgut sinkt also schneller,
als die Quadratwurzel aus der Frequepz, wenn man diese herabsetzt.

Nehmen wir das Schmelzgut als kurz, die Spule vorldufig noch als lang
an, so ist in (130) #;>1 und ks> 1. Es soll der Einfluss der Kiirze auf die
aufgenommene Joulesche Leistung untersucht werden.

Der Formfaktor %, setzt sich aus zwei Summanden zusammen. Das erste
Glied gibt die Verhiltnisse im unendlich langen Schmelzgut wieder. Das
zweite beriicksichtigt die endliche Linge, und es ist proportional mit:

Ineg=In(/1+2 + Vo)
Um nicht jedesmal bei den Vorausberechnungen die Gleichung (121)
16sen zu miissen, habe ich die Lésungen p; in Funktion von:

m_.‘_{_l_ﬂ[_
T 2a 4a

— fiir die in der Praxis vorkommenden Verhiltnisse von;zL—— ermittelt und
in eine Tabelle eingetragen.
Ferner habe ich die Grossen

8a
L

da
gL

8
Ing ; kf=l+ﬂ—zlﬂ¢ und ks=—p;
in die Tabelle aufgenommen.

Der Gang d:r Rechnung war der folgende: Der kleinste Wert der
Wurzel p; der Gleichung:
L __
da

=Vprtp—Inl/1+p+yp)

ist nach der Ungleichung (63) grosser als:

__ =L
"= i
Setzt man diesen Wert in das Argument des Logarithmus ein, so erhilt
man eine Gleichung zweiten Grades in p, deren Losung

2,1 1
p=d(m+ln<p) +—2——?

lautet.

Man erhilt damit eine zweite Niherung fiir den Wert der Wurzel.
Wiederholt man einige Male das Verfahren, so wichst bei den sukzessiven
Ermittlungen der Wert von p kaum noch und kann als endgiiltige Lésung
der transzendenten Gleichung betrachtet werden.

Auf der nichsten Seite findet man die Tabelle der Losungen und der
Ausdriicke :

/

_L_
a 2a

2 2
; Ing ; —n @ 5 und ky=14_Ing

|
3
~
S
|
|

BUPT



— 56 —

In Fig. 10 sind diese Grossen graphisch dargestellt worden :
Die Abszissen stellen die Werte:

L
" 4a

dar. Die Kurve I. mit den links eingetragenen Ordinatenwerten von 07
stellt die Grosse p; dar; die Kurve II. mit den linken Ordinatenwerten von
0,5+ 1,9 die Grosse:

Ingp,

die Kurve III mit den rechts eingetragenen Ordinatenwerten, in einer leicht
zu lesenden Weise den Formfaktor :

Sa 2
kf=1—|—n—Lln(p=l+Eln(p

und die Kurve IV. mit den rechten Ordinatenwerten 1 - 2,4 den Faktor, der
den Einfluss der Deformation des Feldes auf die Reaktanz des Schmelzgutes

beriicksichtigt :
4a pi
kd__[ﬁflpl]_—;;'

Formfaktor %, u. Felddeformationsfaktor %, fiir den kurzen Heizkorper.

L 2
mo| 5| P ing —,;ltz(p kf=1+—781—ilmp kd-:;:—:(p,
0,25 10,1595 0,5077] _ 0,6035 5578 6,578 - 2.244
0,50 | 0,3189/0,0500{  0,8635 3,453 4,454 1,000
0,75 | 0,478 [1,2724]  0,9601 2,578 3,578 1,696
1,00 10,637 | 1,619 1,0613 2,1226 3,1226 1,619
1,25 [0,706 11,033 1,1324 18112 2,8112 1,546
1,50 | 0,955 | 2,234 1,1015 1,5812 2,5847 1,488
1,75 | 1,115 | 2,550 1,2473 1,4234 2,4234 1457
2,00 | 1,274 | 2,83 1,2010 1,2910 2,201 1,425
2,25 | 1,433 |3,115 1,3330 1,1850 2,185 1,384
2,50 | 1,595 | 3,400 13714 1,0070 2,007 1,360
2,75 | 1,750 | 3,680 14110 1,026 2,026 1341
3,00 {1,910 {3,965 1,4303 0,958 1,958 1,3236
3,25 2,075 | 4,246 1,4708 0,906 1,906 1,306
3,50 2,230 | 4.52 1,4905 0.857 1,858 1,290
3,75 | 2,390 | 4,80 1,5256 0,8146 1,8146 1,280
4,00 | 2,548 | 5,072 1,550 0,775 1,775 1,268
4,25 | 2,71 |5,364 1,5749 0,742 1,742 1,257
450 | 2,87 |5,618 1,5977 ©,7095 1,7095 1,248
4,75 13,03 |58 | 1,6108 0,682 1,682 1,240
500 | 3,18 |6,158 1,6401 0,656 1,656 1,232
5,50 3,50 | 6,688 1,6787 0,611 1,611 1,216
6,00 |3,82 | 7,231 1,7152 05717 1,572 1,205
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Die Figur ist iibersichtlicher als die Tabelle. Die ,Wurzel“ p wichst
ungefahr linear mit:

Es

-
T 4a

ist aber nicht moglich, diese Abhingigkeit durch eine lineare

Gleichung auszudriicken und fiir ein geniigend grosses Intervall von m zu

genauen
absehen.

¢

e
7 6.
15, 5,
R4
i3
0.2
o 1.

qs. o.

Ergebnissen zu gelangen. Ich werde deshalb von dieser Moglichkeit

7 24.
/
\\ L/
\ /7‘/ el 2’2
par= i
\ 2\ 4
N &
IND%
A S
A
\ A /] N 18
A N
\ // //I. D L
Vi /
J/ . 1,6. 6.
\ /
4
/ //A N bt 4
ANARS T .
v =412, 2.
/
mi 14, o,
0. 1. 2. 3. 4. S. G.
Fig. 10. Formfaktor und Felddeformationsfaktor des Kerns. s

Da p weniger als proportienal mit m wichst, wird /n ¢ eine nach ob:n
konvexe Kurve II sein; der Formfaktor k£, sinkt mit wachsendem Verhiltnis
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L . .
— wie es von vornherein zu ersehen war.
>

In der Praxis iibertrifft die Linge des Schmelzgutes bei Grossoéfen kaum
seinen Durchmesser. Es sei deshalb der Wert des Formfaktors fiir diese Ver-
haltnisse hervorgehoben.

- Setzt man
- L=2a
so wird die QGrosse m :
al 7w
= — = 7
m 12-3 1,5

Den zugehorigen Wert von 4, kann man aus der Fig. 10 ablesen, oder
aus der Tabelle Seite 61 berechnen.
Wenn man die Interpolation zwischen den Werten
m=15 m=1,75

und
ky=2,5847 kr=12,4234

ausfiithrt, wird der Formfaktor
kr=2,53.

Die Abweichung von dem Widerstand eines gleichlangen Teils des un-
endlich langen Zylinder betragt 1539/, ! Die Berechnung der Jouleschen Leistung
mit Hilfe der Formeln fiir das unendlich lange Schmelzgut ist unzulissig.
Rechnet man mit dem oberen Grenzwert fiir den Widerstand, so wird die
Kiirze der Spule durch Multiplikation mit dem quadratischen Mittelwertfaktor
hy beriicksichtigt. Die Wérme ist also kleiner als fiir das Schmelzgut in der
unendlich langen Spule, da /1 < 1. (Es konnte der Fall eintreten, dass die
Beziehung besteht %, 4, =1 und die Formeln fiir das unendlich lange Schmelz-
gut wiirden etwa richtige Werte liefern; doch wire das ein Zufall.) Um die
Streuung zu verringern ist man bestrebt, einen moglichst grossen Teil des
Inneren der Spule mit dem Schmelzgut auszufiillen, d. h. einen mdglichst
grossen Faktor &, zu erhalten, denn 4, ist fiir zylindrische Fiichen mit grossem
Durchmesser grosscr als fiir solche mit kleinem. Es wird also bei guten Ofen
im allgemeinen ks /iy > 1 sein; auch im Schmelzgut in der kurzen Spule wird
man eine grossere Wirmeentwicklung haben als in einem gleichlangen Teil
des unendlichen Kerns — wenn der Halbmesser des Kerns nicht klein ist im
Vergleich mit demjenigen der Spule. Man erhdlt das gleiche Resultat, wenn
man mit dem unteren Grenzwert von R,, rechnet, wenn der Kern nicht all-
zulang ist.

Es soll nun der Widerstand der Spule betrachtet werden. Ist sie un-
endlich lang, so hat man fiir die Linge L:

(134) Rsu=2nL,0,w2. I, (ya,)kthm.

wo I, (y a,) durch Vergleich mit (103) bestimmt werden kann. Fiir grosses
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Argument kann man fiir I', (ya,) ihren asymtotischen Wert beniitzen:
I (ya)Sya, +1
oder, wenn man 1 im Vergleich mit ya vernachlassigt:
I (ya)=ya,

und man erhialt eine einfachere Formel fi_ir den Wechselstromwiderstand
der Spule bei ausgeprdgter Hautwirkung :

(134/) Riu=4mnL, wa, V 1, 0.f. 7:—‘10‘9 Ohm.

Der Vergleich mit (130’) lehrt, dass die Abhingigkeit des Spulenwider-
standes von den Abmessungen, der Windungszahl je Léangeneinheit, der
Frequenz und ¢, die gleiche ist wie bei dem Schmelzgut; es tritt der Innen-
durchmesser der Spule statt des Aussendurchmessers des Kerns und die Wurzel
des Kupferfiillfaktors hinzu. Die Formeln (134) und (134’) gelten fiir recht-
eckiges Spulenkupfer. (Ist es rund, wie das bei wassergekiihlten Spulen vor-
kommen kann, so tritt, nach einer Bemerkung von Sommeifeld, noch der
Faktor 0,58 hinzu.)

Den Einfluss der Kiirze auf den Spulenwiderstand gibt die Formel (99)
fiir y &' << 1. Der Widerstand bei unendlicher Lange wird mit einem Faktor 4
multipliziert, der kleiner als die Einheit ist; es wird dazu das Produkt aus
(1—4) und dem Wechselstromwiderstand bei ausgestrecktem Spulenkupfer
addiert. Da dieses zweite Glied nicht die Differenz (1—4#4) R., kompensiert,
wird man bei kurzer Spule einen kleineren Widerstand erwarten als bei dem
gleichlangen Teil einer unendlichen Spule, falls y &/ << <C1 ist.

Die Reaktanz des Schmelzgutes kann man schreiben:

(135 X.e=udnta?Lwr o ks h, —ks by F}(a )10 ° Ohm.
Die Funktion F;(« a) kann durch Vergleich mit (100), (104) und (105)

bestimmt werden. Fiir das unendlich lange Schmelzgut sind die £- und #4-
Faktoren eins und man erhilt:

(1357) Xowu=pudn*a*L w2l — F;lea)] 10—°Ohm,

Liest man die rechts eingetragenen Ordinatenwerte, so stellt die Kurve
IL. in Fig 9 die Funktion

F-(aa)—i bercabei’aa —beiaaber’ aa
! T aa ber2ea +beitaa

dar; liest man die links eingetragenen Ordinatenwerte, so stellt dieselbe
Kurve die Funktion
[1 — F;{a a)

dar, die in der Reaktanz (135’) vorkommt.
Fiir ausgeprigte Hautwirkung lann man mit einer Genauigkeit, die aus
Fig. 9 zu ermitteln ist, die Funktion F;(aa) durch ihren asymptotischen
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Ausdruck ersetzen: S

i
Fi(a)e
T
Man kann nimlich den asymptotischen Ausdruck fiir F;(za) in Fig. 9.
eintragen und die Differenzen ablesen. Fiir (¢ a)>> 3 sind sie vernachlissigbar

und man erhilt
Xso==4masLwrop [kd hy —kahy ‘!{—2—0—]10“ 2 Ohm.

Der Einfluss der inneren Reaktanz sinkt mit wachsendem Argument @ a.

Um die Abhingigkeit der dusseren Reaktanz von der Form des Schmelz-
gutes, bei unendlich langer Spule, zu untersuchen, braucht man den Verlauf
des Faktors %, der Deformation des Feldes in Funktion von m:

4a
ha=r?
wo p; die Losung der Gleichung (121) ist.
Die Werte %, sind in der Tabelle Seite 56 eingetragen und in Fig. 10,
Kurve 1V, bezogen auf dic rechten Ordinatenwerte (1 -+ 2,4) graphisch dar-
gestellt. Die zugelhidrigen Abszissenwerte sind :

- al
Yy
Der Reaktanzfaktor £; sinkt mit wachsendemhm. E£ vhat z.B. fiirL=2a

also m=1,57 den Wert:
ks =1,479.

Er ist kleiner als der entsprechende Formfaktor fiir den Widerstand,
und das gilt fiir jeden Wert von m. Fiir grosses Argument m strebt %,
gegen eins.

Bei kurzer Spule tritt noch der Faktor 4, hinzu und es kénnen Fille
eintreten, in denen k; 4, <<1 ist. Die scheinbare Reaktanz des Heizkérpers
ist nicht kleiner als diejenige eines gleich langen Teils aus dem unendlich
langen Zylinder, aber £, ist fiir gewohnliche Verhdltnisse eine kleine Grosse.

Fir L ==24 schwankt 4, bei einer Spule, die etwas linger ist als ihr
Durchmesser und gut mit Schmelzmetall ausgefiillt ist (d. h. fiir einen nitht
zu dicken Tiegel) um den Wert:

hy =10,6

Fiir grosses Argument 2y & kann man den Klammerausdruck in (107)
durch
1

Y a,

approximieren und man erhilt fiir die Reaktanz:
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' A1
(136) Xse=rkndntalL, w’w[l—l—k—"y—z—l

+1T——/1X’1]10‘9Ohm.

Die innere Reaktanz und die Reaktanz des ausgestreckten Spulenkupfers
sind klein im Vergleich zur Ausseren. Das erste Glied in (101) oder (136)
wird ausschlaggebend und es folgt, dass die kurze Spule einen kleineren
Blindwiderstand besitzt als ein gleichlanger Teil der unendlichen Spule, denn
k, ist kleiner als eins.

(Die in (108) und (109) auftretenden Funktionen sind z. B. in Jahnke-
Ende : Funktionentafeln S. 146—147 tabelliert.)

B) Der Wirkungsgrad und der Leistungsfaktor. Das allgemeine,
in diesem Abschnitt gewonnene Resultat, das iiber den Wirkungsgrad und den
Leistungsfaktor Aufschluss gibt ist folgendes : Bei kurzem Ofen ist der Widerstand
und die Reaktanz der Spule kleiner als fiir einen gleichlangen Teil der unendlichen
falls y&' << <{1 ist — der Widerstand des Heizkorpers ist grosser als der
eines gleichlangen Teils des unendlichen und seine Reaktanz schwankt um
den Wert den sie beim gleichlangen Teil des unendlichea Schmelzgutes hitte ;
sie wird in vielen Fillen etwas kleiner. Man kann daraus folgenden Schluss
ziehen, der fiir hohe Frequenzen gilt falls y &' << <{1:

Der kurze Ofen hat bei gut mit Metall ausgefiillter Spule einen grdsseren
elektrischen Wirkungsgrad als der lange ; sein Leistungsfaktor ist grisser als
derjenige des langen Ofens bei 7, gross, kleiner, bei kleinem Wirkungs-
grad 7.

Man kann das auch aus den Gleichungen sehen.

Es ist bei ausgeprdgter Hautwirkung :

1

1+h.4n=L,w2al\/10‘°91 flk. 41— AR,
krhy . dmLwia\10-%uof.
Fiir den unendlich langen Ofen ist A=/hA;=4%,=1 und man erhilt
1
]+ﬂl".‘. 9 1

al EZ; "k
Da i <ks ks ist, wenn das Schmelzgut einen hinreichend grossen Durch-
messer hat, und das Glied (1—#4) R’, keinen wesentlichen Einfluss hat, folgt,
dass der Wirkungsgrad beim kurzem Ofen grosser ist als beim langen, wenn
man nur die elektrischen Vorginge beriicksichtigt und y &6 <<<1 voraussetzt.

Den Leistungsfaktor kann man bei ausgepragter Hautwirkung schreiben :
(138) cos ¢ =
1

Vor o [ v S e )

S qT0-9,
Lakf/l/\/,uglo"’-[—lz‘Llal.V—I—O—k——g—‘—

(137) Te =

(137') Ye
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Der Wirkungsgrad und der Leistungsfaktor schwanken in weiten
Grenzen wenn man statt der Naherungsdarstellungen auf die genauen
Ausdriicke  zuriickgreift (oder die graphischen Darstellungen beniitzt).
Der Widerstand des Schmelzgutes ist Null fiir f= 0, derjenige der Spule ist
gleich ihrem Gleichstromwiderstand: Der Wirkungsgrad ist null. — Steigt
die Frequenz so steigt auch der Widerstand R,. sehr rasch; der Wirkungsgrad
nimmt zu. Fiir sehr hohe Frequenzen strebt er einem Grenzwerte zu, der in
(137’) angegeben ist. Der Leistungsfaktor ist cos ¢ =1 fiir f=0 und
cos¢p =0 fiir f= oo. Der Wirkungsgrad hat die Form einer Magnetisierungs-
kurve, der Leistungsfaktor die einer umgeklappten Magnetisierungskurve,
die bei der Ordinate 1 beginnt und die Abszissenachse zur Asymptote
hat: Es ist nicht moglich, gleichzeitig mit hohem Wirkungsgrad und hohem
Leistungsfaktor zu arbeiten.

Will man einen hohen Woirkungsgrad errcichen, so muss man einen
kleinen Leistungsfaktor in Kauf nehmen, den man fiir den Generator mit
Kondensatoren, in Strom- oder Spannungsresonanz mit dem Ofen, verbessert.
Die erforderliche Kapazitat ist:

1
o X,

(139) C=

Es wird in der Literatur die Frage aufgeworfen, wie der Wirkungs-
grad mit dem spezifischen Widerstand des Schmelzgutes, oder seiner Unter-
teilung in kleinere Zylinder, mit der Hohe des Ofens und dem Querschnitt
des Spulenkupfers variiert. Ich mochte hier auf diese Fragen nur insoweit
eingehen, als es fiir die Vorausberechrung notig ist und um den Einfluss der
Kiirze zu untersuchen.

Sucht man einen Schmelzkérper (also ein ¢) fiir welchen, bei gegebenen
Abmessungen, der Wirkungsgrad am grossten wird, so ist es zweckmiis:ig
die Gleichungen (98) und (102) so umzuformen, dass ¢ nur durch « in ihnen
auftritt, Man hat zu setzen
dnpnow

24

-

10-°

g:

und erhilt den oberen Grenzwert:

1 bercaber’ca-beicabei’ aa
140) R, , =k, /i, .8 2 uwal —
(140 rhy .82 Lw luua[aa berfaa +beitaa ]Ohm.

Die in Klammern stehende Funktion von aa ist in Fig. 9 Kurve I,
mit den links angeschriebenen Ordinatenwerten eingetragen. Da R,. von ¢
nur noch mittels dieser Funktion abhingt, fillt das Maximum von R., bei
variablem ¢ mit dem Maximum dieser Funktion zusammen. Jhr Maximum
liegt bei

«a=2/514

und es folgt:
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8ntufa

(141) Qopt=— 2,514°

10—°= 1,253 1 f a2 . 10~ 2Ohm. cm.

Das giinstigste Schmelzmetall ist also von der Hohe des Ofens unab-
hingig.

Mit Hilfe der Darstellung (140) kann man auch die Frage beantwor-
ten, in wieviele Zylinder mit kleinerem Durchmesser man das Schmelzgut
zerlegen kann, ohne den Gesamtwiderstand zu indern. Nimmt man an, dass
man nicht sehr nahe an dem giinstigsten Punkte auf der Kurve III Fig. 9
arbeitet, so wird man das Schmelzgut in mehrere Zylinder zerlegen konnen,
ohne den Widerstand zu &4ndern. Die Kurve III in Fig. 9 hat fiir je zwei
Werte («a) die gleichen Ordinaten. Die Funktion in der Klammer (104) an-
dert sich also nicht, wenn man bei gegebenem a, mit einem der entspre-
chenden a arbeitet. Ist der Ofen unendlich lang und fillt man den gleichen

"\2
Querschnitt mit Zylindern von kleinerem Durchmesser, so wird er (:—,,) -mal
so viele als mit dem grossen Durchmesser enthalten, wenn a&” der kleine,

!
a’ der grosse Halbmesser ist. Andererseits sinkt der Ausdruck (140) (a )2- mal

2"
1A
da ausserhalb der Klammer o’¢ durch a”® ersetzt wird. Da es aber (%)2- mal

so viel Zylinder gibt, ist ihr Gesamtwiderstand unveriandert geblieben. Bei unend-
lich langem Ofen ist das Problem durch das Zeichnen einer Horizontalen in
Fig. 9 gelost. Diese Konstruktion gilt aber nicht mehr, wenn der Ofen
kurz ist. Dann ist nimlich der Formfaktor des Schmelzgutes mit grossem
Durchmesser viel grésser als derjenige der diinnen Zylinder. Sieht man von
der Verkleinerung #,, der als ein Mittel fiir die diinnen Zylinder durch 4,
zu ersetzen wire, ab, so kann man die Konstruktion folgendermassen ab-
indern: Man nimmt den Formfaktor der diinnen Zylinder in erster Nahe-
rung zu 1 an, multipliziert also den Funktionswert der Klammer in (140) mit
ks, zieht in diesem Abstande in Fig. 9 die Horizontale und erhélt den
Durchmesser der kleinen Zylinder. Dabei ist £, der Formfaktor des Schmelz-
gutes mit dem grossen Durchmesser. Die Durchmesser der diinnen Zylinder
mit gleichem Widerstand sind beim kurzen Ofen grdsser als beim langen.
Das gilt auch wenn man mit dem unteren Grenwert fiir R, . rechnet.

Fir «a'=28,5 hat die Kurve Il. in Fig. 9 die Ordinate 1,5. Dieselbe

Ordinate hat sie bei ¢ ¢” =1,3. Man kann also ein langes Schmelzgut, fiir
!

Z:,, )2= %)2; 43 Zylinder mit gleicher
Liange zerlegen, ohne den Widerstand des Kerns zu indern. Hat dasselbe
Schmelzgut die HBhe so gross wie der Durchmesser, so ist sein Widerstand
etwa 2,53 mal so gross als der des langen. Man soll daher in Fig. 9 die
Horizontale im Abstande 2,53)<1,5=3,8 von der Abzissenachse ziehen, um

den Halbmesser der gesuchten Zylinder zu erhalten. Sie geht durch das

welches man « o’ = 8,5 hat, in(
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Maximum der Kurve und das betreffende « a ist: aa=2.51. Die Zahl der
Zylinder ist also auf (—;’351—)2;3 12 gesunken. Die neuen Zylinder haben

einen etwa

8,5
—5,5—1 3,5 mal

kleineren Durchmesser als der urspriingliche. lhr ELTZ ist3,5, und sie haben

noch den Formfaktor 1,61 wie die Tabelle Seite 56 zeigt. Ihr Widerstand ist
zu gross und man muss eine entsprechende Korrektur vornehmen. Nun scheint
es, dass das Problem zwei Losungen zuldsst, nimlich eine, bei der der Durch-
messer der Zylinder kleiner und eine, bei der er grisser ist als der eben ermittelte.
Der letzte Durchmesser fallt aber notwendig mit dem urspriinglichen iiberein.
Denkt man sich nimlich die Kurve III. fitr jedes (¢ a) mit dem entsprechenden,
dem zu l6senden Problem gehdrigen Formfaktor %2, multipliziert, so erhilt man
eine Kurve, in der das Teilungsproblem wieder durch ziehen von Horizontalen
gelost wird. Da aber der Formfaktor bei gegebenem L eine monotone
Funktion von a ist, wird die neve Kurve von einer Horizontalen wieder nur
in zwei Punkten geschnitten. Es ist aber mdglich, durch geeignete Wahl der
Lingen der Heizkorper die Kurve III. fiir einen breiteren Bereich ihres
sinkenden Teils merklich horizontal nach der Multiplikalion mit 2; zu brin-
gen, und es wiirden dann mehrere Ndherungslosungen moglich sein.

Den Einfluss der Hohe des Schmelzgutes auf den Wirkungsgrad kann
man aus (137) bestimmen. Vernachlissigt man das Glied: (1 — /4R, wund
rechnet mit dem oberen Grenzwert fiir R, ,, so wird:

1
a,L h
1 L &
+ aL k_/ /lf V‘u k. 0
Ist der Ofen lang, so hat man A =Fk;=h;=1. Wird L vergréssert und
alle anderen GroGssen beibehalten, so wichst der elektrische Wirkungsgrad.

Ist der Ofen kurz, so variieren auch die Grossen %, und %y mit L, und zwar
sinkt £, mit wachsendem L (bei festgehaltenem a). Das Produkt (ks L) wachst

aber mit wachsendem L, denn es ist (L +87;ln (p) mal den Ordinaten der

(137") e =

Kurve 1. in Fig. 10 gleich. Die Grosse 4 sinkt mit wachsendem L, und zwar
langsam, solange das Schmelzgut im Inneren der Spule ist (L <<L,) und sehr
schnell, wenn es linger wird als die Spule. Das Produkt %, 4; L wird also
mit L wachsen, solange das Schmelzgut kiirzer ist als die Spule. Wird es
linger, so gibt es ein von L, abhingiges L (in engen Grenzen auch von a,
und a), fiir welches das Produkt (ks 4,L) ein Maximum aufweist und dann
mit wachsendem L sinkt. Dieses L fiic den giinstigsten Wirkungsgrad kann
nur fiir jeden einzelnen Fall durch Beniitzen der obigen Kurven ermittelt
werden, solange die Faktoren /%, 4, ks nicht durch einfache Formeln appro-
ximiert werden konnen.
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Ein von diesem verschiedenes Problem hat Ribaud experimenteil unter-
sucht). Es wird die Linge des Schmelzgutes konstant gehalten, und die
Hohe der Spule variiert bis der elektrische Wirkungsgrad das Maximum
erreicht. Dieses Problem ist so zu fassen, dass man in (137") die Grosse

AL,
hy

als Variable betrachtet und alle anderen konstant hilt. Die Grosse L, wichst mit
L,, wie man aus Tabelle (79) ersieht. Die Grosse #y, die sich auf das festgehaltene
Schmelzgut bezieht, wichst auch mit L, und nidmlich sehr schnell, solange
L, <<L ist. Fir L, <<<<L wachst #; schneller als proportional mit L, und
iibertrifft auch 2L, im prozentualen Wachsen, wie man sich das an der Fig. 7 klar-
L,

hy

mit wachsendem L, und der Wirkungsgrad wachst. Fiir L, >>> L ist &, prak-

machen kann. Ist also die Spule kurz: L, <<<{L, so sinkt die Grosse

1
h
kungsgrad sinkt. Dazwischen r{wss ein Maximum liegen, das fiir ein kdrzeres
Schmelzgut als die Spule eintritt. Nach diesen Betrachtungen hdngt die giin-
stigste Linge der Spule bei ausgeprigtem Hauteffekt nur von den geometri-
schen Verhiltnissen ab. Nun gibt Ribaud eine Abhidngigkeit vom Schmelz-
metall an, ein Umstand, der bei weniger ausgeprigtem Hauteffekt auftritt
und mit der Verteilung der Stromdichte lings des Schmelzgutes znsammen-
héngt. (Siehe Seite 81.)

Die Breite & des Spulenkupfers wird praktisch etwas grosser sein,
als die Grosse von der angefangen der Spulenwiderstand unabhingig
von & ist.

Bei unendlich langer Spule hat der Spulenwiderstand ein Minimum bei :

(142) 2yb=n

und steigt, fiirr grossere Werte des Arguments nur wenig an, ist also prak-
tisch unabhingig von b. Fiir den Wirkungsgrad ist es giinstig

tisch konstant, die Grosse

wichst mit L, und der elektrische Wir-

JT ] 0
{142/ l__v_; 9
) O 5y 3 % 109 cm.

zu wahlen. Fiir die kurze Spuleliegt das Minimum des Spulenwiderstandes bei
einem b, das grosser ist, als aus Gleichung (142) folgt.

C) Die Vorausberechnung der eisenlosen Induktionséfen. Die
in der Einleitung erwihnte Literatur enthilt die Grundlagen fir die Voraus-
berechnung der eisenlosen Induktionséfen; meine Untersuchung bringt hieriiber
einige quantitative Erkenntnisse.

Das allgemeine Problem ist, fiir eine Menge Materisl, das auf eine ge-
gebene Temperatur geheizt werden soll, den Ofcn so vorauszuberechnen,
dass die Summe der Anschaffungskosten der dazu nétigen Anlagen und der

' Lebeau: Fours électriques et chim e, Art. von Ribaud, S. 365—367.
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kapitalisierten lavfenden Kosten ein Minimum wird; darin ist implizit auch
der Wirkungsgrad enthalten. Fiir Laboratoriumszwecke spielt der wirtschaft-
liche Gesichtspunkt eine untergeordnete Rolle.

Ich setze sinusformige Wechselspannung voraus.

Ist der Einsatz nicht fliissig, sondern aus Stiicken festen Materials, wie
das in allen Fillen des reinen Schmelzens vorkommt, so sind die Vorgange
nicht wihrend des ganzen Verlaufs der Heizung mathematisch fassbar. Der
Ubergang von den Einsatzstiicken zum fliissigen Bad wird sich nach einer
mit III. Fig. 9 dhnlichen Kurve abspielen. Es liegen keine Untersuchungen
vor, — auch nicht bei Einsatzstiicken mit einer regelmissigen geometrischen
Form, z. B. Schrott, — iiber den gegenseitigen Einfluss der Einsatzstiicke,
der das Ausbilden der Wirbelstrome in den nahezu wagerechten Teilen ihrer
Oberflichen verhindert und eine Verminderung der aufgenommenen Jouleschen
Leistung bedingten im Vergleich mit der Summe der Leistungen, die auftreten
wiirden, wenn sich jedes Einsatzstiick allein im magnetischen Spulenfelde
befinde. Der Wert der Theorie des zylindrischen Schmelzgutes liegt darin,
dass sie die Vorginge im fliissigen Bade, also bei hohen Temperaturen, fiir
welche der Gesamtwirkungsgrad sehr klein ist, vorauszusagen gestattet, und
dass man fir die Einsatzstiicke einen Halbmesser o’ angeben kann, bei dem
sich die Vorginge in erster Naherung durch die Formeln fiir den Zylinder
beschreiben lassen; denn die iibereinanderliegenden Teile verhindern das
Auftreten sehr grosser Stromdichten an den Kanten zwischen wagercchten
und senkrechten Flichen der Einsatizstiicke und bedingen dadurch eine erste
Ahnlichkeit der Vorginge mit denen im zylindrischen Schmelzgut vom Halb-
messer &' ; ferner lasst die Theorie des Formfaktors erkennen, dass die Jou-
lesche Leistung im kurzen Kernzylinder aus derjenigen in dem gleichlangen
Teile eines unendlichen Zylinders, bei hohen Frequenzen, durch Multiplikation
mit einem von der Frequenz unabhingigen Faktor k&, erhalten wird und
man kann beweisen, dass das auch fiir beliebige Formen der Stiicke gllt,
wenn die Hautwirkung ausgeprigt ist; das wird im wesentlichen in den
Formeln (40) und (41) ausgesprochen.

Um nicht einen zu kleinen elcktrischen und thermischen Wirkungsgrad
zu erhalten, werden die Einsatzstiicke vom Ersatzhalbmesser a’ der Bedingung
geniigen miissen

(143) (za’) > (2,514 + 3)

Der Wert 2,514 von («¢a’) gibt das Maximum der Kurve IIl. in Fig. 9
und er soll nicht unterschritten werden, denn der Gesamiwirkungsgrad wiirde,
wegen einer erheblichen damit verbundenen Vergrosserung der Schmelzzeit,
sinken.

Die Zeit der Heizung soll nicht mehr als drei Zeitkonsianten betragen.

coV
vF

(144) H<=36=3
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(Die Zahl der Wirmeabgabe soll dabei aus den Verlusten des Tiegels
bei der hochsten Heiztemperatur bestimmt werden.)

Da das Schmelzgut drei Zeitkonstanten nmach dem Beginn der Heizung
059/, der hochsten erreichbaren Temperatur hat, soll die dem Schmelzgut
zugefithrte Leistung Q mindestens so gross sein, um den Kern auf 1059/,
der Heiztemperatur T, bringen zu konnen :

(145) Q=n.»FT, (n > 1,05)
Aus betriebstechnischen Griinden und um den thermischen Wirkungs-
grad — mit dem Verhiltnis %— zu vergrossern wird man eine Hohe

des HeizkBrpers wihlen, die um weniges ihren Durchmesser iibertrifft und
legt dadurch das Verhiltnis:

. L
(146) 9=

fest. Gleichung (145) kann wie folgt geschrieben werden :
(145%) Q=rnvT,[27a*(1-44)] (n > 1,05)

Ist das Volumen V des Einsatzes gegeben, so berechnet man aus
3
147) 2=y
nq
den Halbmesser und aus (146) die Hohe des Heizkorpers.

Nun wiéhlt man den Tiegel mit der geringsten Wandstirke, der bei
diesem Einsatz noch brauchbar ist, da die Wandstirke, die durch das Opti-
mum der thermischen Verluste des Kerns und der Joule chen Verluste der
Spule bei den fiir die grossen Ofen verwendeten Tiegelb-ustoffen bestimmt
wird, unter dieser durch die metallurgischen Bedingungen geforderten un-
teren Grenze liegt,?) Das gibt das grosste erreichbare 7, und den cos ¢.

Damit ist » gegeben und man berechnet aus (145’) die zum Heizen
notige Joulesche Leistung Q.

Ist die Leistung Q vorgeschrieben, so berechnet man a aus (145') mit
einem versuchsweise gewihlten » und das heizbare Volumen aus (147). Man
wihlt dann den Tiegel, korrigiert » und wiederholt die Rechnung.

Bei gegebener Grosse der Einsatzstiicke ist die untere Grenze der
Frequenz durch (143) gegeben, Hat man hier freie Wahl, oder sollte diese
untere Grenze nicht die giinstigste sein, so ermittelt man die Frequenz aus
Betrachtungen iiber die Variation des Preises der Generatoren und der zur
Abstimmung des Ofens auf die Generatorfrequenz nach (139) nétigen Kon-
densatoren. Aus (139) bestimmt man die kleinste Grosse der Einsatzstiicke.
Um diese Wah! vornehmen zu kdnnen, rechnet man mit einem versuchsweise
angesetzten Wert der Ofenreaktanz der nachtriaglich korrigiert wird.

') Wever und Fischer: 1. ¢. S. 161,
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, Der innere Durchmesser der Spule ist durch die Ausseren Abmessungen
des Tiegels und seine Isolierung festgelegt. Ihren #usseren Durchmesser er-
hilt man, wenn & die Dicke des Spulenkupfers nach (142’) gewihlt wird:

1 f9

148) 1
(148 b N7

wo ¢, der spezifische Widerstand des Kupfers bei der Betriebstemperatur
der Spule ist. Der Kupferfiillfaktor wird so gross wie moglich gewéhlt.

Es wurde in B erwdhnt, dass der Wirkungsgrad fiir eine Spulenlinge
ein Maximum aufweist, die etwas grésser ist als die Kernhéhe. Aus den
Kurven von Ribaud?) kann man aber lesen, dass die Maxima des elektrischen
Wirkungsgrades in Funktion von der Spulenlinge immer flacher werden,
wenn sich die Hohe des Kerns dem Durchmesser ndhert, und also auch die
Hohe der Spule ihren Durchmesser nur wenig iibertrifft; das gibt einen
Spielraum. Mit der Wahl der Spulenlinge kann man die /A-Faktoren bestim-
men. Da man ferner die k-Faktoren ermitteln, oder aus der Figur 10 und
der Tabelle von Nagaoka ablesen kann, ist es mdglich, mit Hilfe der Glei-
chungen: (130), (131”), und (XIV) den Strombelag oder die Ampérewindungen
der Spule pro cm Léinge zu berechoen:

10¢ cm. ' ‘(‘/l

2 n2 . P2 Th?‘

NI EY, AW .
(149) wl—-7l;f<\/( ; )gf.F,(aaj' /cm' ; (¢ in Ohm. cm.)

Sie sind unabhingig von der Grosse des Schmelzgutes, wenn nur aa
gross ist.

Hat man ¢inen ungefihren Wert der Spannung an den Ofenklemmen
und Kondensatoren, so bestimmt man die Zahl w der Windungen pro cm.
Spulenlinge, indem man aus den Formeln (97’) und (98) =+ (112) die Ot(n-
impedanz Z, in Funktion von w berechnet:

Zy=2z. w?
und in die Gleichung (reell geschrieben) :
Er=Z,1=z.w?l

fur w1 den Wert (149) einsetzt. Bei Wasserkithlung soll w <3 sein.

') Lebeau: Fours é€lectriques et chimie S. 366—367.
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VI. Kapitel.

Experimenteller Teil.

Ich habe in der Werkstatt des Elektrotechnischen Instituts der Eidge-
nossischen Technischen Hochschule einen Ofen fiir Laboratoriumszwecke her-
gestellt, um die Brauchbarkeit des Form- und des Felddeformationsfaktors
experimentell zu priifen.

Als Stromquelle stand mir ein Lorentz-Hochfrequepzgenerator zur Ver-
fiigung, mit folgenden Daten:

Scheinleistung : 1200 V A.

Klemmenspannung 45+ 80 V.

Nennstrom : 8 + 14,5 A.

Frequenz bis 2500 Per/sec.

Wicklung : Dreiphasig.

Der Ofen sollte hauptsichlich die Form der in der Industrie vorkom-
menden Ofen haben, d. h. eine nicht zu lange Spule, um auch iber die
Brauchbarkeit der Korrektion wegen der Ungleichformigke:t des Spulenfeldes
entscheiden zu konnen. .

Ich habe angenommen, dass man den Wirkungsgrad des Ofens mindestens
so hoch bringen kann, um in dem Schmelzgut, fiir Kupfer:

Q =650 Watt
in Wirme verwandeln zu konaoen.

Der spezifische Widerstand des Spulenkupfersist: ¢, = 1,7 X 10~ °*Ohm.cm.
und derjenige des Kernkupfers bei der Schmelztemperatur T,=1183°C.
ist: 0=2X10-3% Ohm. cm.

Soll in dem Ofen Kupfer geschmolzen werden, so wihlt man c¢inen
Tiegel der gut wirmeisolierend ist.

Ich rechne mit einer Wiarmeabgabekonstante von :

r=—2X10-3 wa"/grad cme
wiahle

= 2,85

L
7= a

erhalte aus (145'):
a=3,34 cm.
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und
L=¢ga=29,5 cm.

Der Tiegel, der mir zur Verfiigung stand war tronkonisch, hatte einen
mittleren Durchmesser :

2¢a=6,3 cm ; a=3,15 cm.
und eine Tiefe von:
L'=9,7 cm.
Ich konnte mit:
L=9 cm.
rechnen. Der grosste Aussenhalbmesser des Tiegels war sehr gross:
o' =4,75 cm.

und ich war genétigt fiir den Innenhalbmesser der Spule:
a,=4,8 cm.
zu wibhlen.
Die Lange der Spule: L,=11,2 cm.
Rechnet man mit der Frequenz:

/= 2200 Per/sec
so erhalt man:

a=2945 cm~! ; aa=29,3.
y=06,22 cm~! ya,= 30
und aus der Figur ?,..
WF, (¢a, =0,92 F;(a a)=0,85.

Nimmt man an, dass die axiale Dicke des Spulenkupfers etwa 0,25 cm.
ist, so wird sein Produkt durch y grosser als die Einheit und die Formel
(99) ist nicht anwendbar. Ich werde deshalb nur R, ausrechnen. Man erhil
mit 2, =0,76 und &#=0,4 cm. ’

R..=Fkshs.6,84 w2.10- 3 Ohm.
Xeo=[kaly—0,15 ks hs] 4,86 w2 .10 2 Ohm.
Rsy=5,73.w2.10- 3 Ohm.

X:.=10,67.w2.10- 27 Ohm.

Rsw soll als Anndherungswert fiir R;, angesehen werden. R., wird wegen
der Hautwirkung an den Kanten des Spulenkupfers grdsser als R,. sein.
Man erhilt mit: 4, 20,55 ,; 4,20,5¢ ; kr=2,185 ; k;1,384 (Siehe
S. 56).

R, = (8,245,73) w* X 10~ * = 1,393 w#. 10~ ? Ohm.

X, = (10,67 — 3,55)w.10-2=7,12w?.10-2 Ohm.

Z,=17,25.10- 2wt Ohm.
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Die Ampérewindungen pro cm. Spulenlinge berechnet man aus (149)

mit n=1,05:
wl=290 AW/cm,

Es ist, infolgedessen :
E,2X65=Z7,1=7,25.10-2 . w(w1)=290.7,25.10" 2. w

und :
65

— o~ -1
=200.7,25. 10-2 = »03 em-

w

Der Spulenstrom ist:
200

= :—3-’—0—3= 95,7 Amp.
Die zum Abstimmen auf die Frequenz 2200 Per/sec. nétige Kapazitit ist :
1 1

C=

oX, ~ 6:wX X0 X712 — [02¢F.

Die totale Windungszahl der Spule ist:
wL =34 Windungen

und die axiale Dicke des rechteckigen Spulenkupfers:
k

b= 7‘——— 0,25 cm.
Mit diesem Ofen (Siehe Fig. 11) habe ich 30 Metallzylinder in bezug
auf ihren Widerstand und Reaktanz untersucht, um die Formeln fiir den
Formfaktor und den Faktor der Feldd:formaticn zu priifen.

A) Die Versuchsanordnung.
Der Ofen wurde mit einem Kondensator von:
C=105uF

parallel geschaltet und vom Hochfrequenzgenerator gespeist. Da der Kon-
densator keine Abstufungen hatte, um die jeweilige Ofenrcaktanz auf eine
gegebene, konst:-nte Frequenz abzustimmen, entschloss ich mich, die Frequenz
bei jeder Messung so einzustellen, dass der Ofen mit der Kapazitit 105 u F

in Resonanz kam. Das Diampfungsmass des Ofens% war so klein, dass man

mit dem Regulierwiderstand des die Hochfrequenzm;schine antreibenden Mo-
tors die Frequenz mit etwa 0,49/, Genauigkeit einstellen konnte. Man be-
obachtete nimlich den Generatorstrom und variierte den Regulierwiderstard
bis er das Minimum erreichte. Abweichungen der Tourenzahl von 0,4/, in
der Nihe der Resonanzfrequenz ergaben eine deutlich bemerkbare Anderung
des Generatorstromes.

Der Strom der Hochfrequenzmaschine wurde mit einem Hitzdraht-
instrument, derjenige des Ofens mit einem Hochfrequenzhitzdrahtinstrument
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und die Spannung an den Ofenklemmen mit einem statischen Voltmeter
gemessen.

Die Versuche sind fiir je 15 Kupfer- und Aluminiumzylinder ausgefiihrt
worden, und es hat sich ergeben, dass die Resonanzfrequenzen des Ofens,
wenn er mit einem Kupfer- oder mit einem gleichen Aluminiumzylinder be-
lastet war, um weniger als 0,6°/, von einander abwichen. Ich habe deshalb
die Versuche fiir gleiche Kupfer- und Aluminiumkerne mit der gleichen Fre-
quenz ausgefithrt. Nach der Einstellung der Frequenz wurde die Tourenzahl
der Maschiene mit einem Tourenzihler gemessen; dann wurde die Maschine
entlastet, der Ofen und der Kern abgekiihlt und auf die Lufttemperatur ge-
bracht. Nach beendetem Versuche wurde wieder die Tourenzahl gemessen
(bei belastetem Generator) und es haben keine merklichen Unterschiede zwischen
der Tourenzahl beim Einstellen der Frequenz und nach den Messungen be-
obachtet werden konnen; ausserdem befand sich unter den Apparaten der
Frequenzmesser der Hochfrequenzmaschine, zur stindigen Kontrolle der
Tourenzahl.

Die dem Ofen zugefiihrte Leistung wurde durch Multiplikation des Ge-
neratorstromes mit der Klemmenspannung des Ofens berechnet. Das vereinfachte
wesentlich die Arbeit im Vergleich z. B. mit einer elektrometrischen Methode,
und dadurch gewann ich Zeit, um stindig das Ansteigen der Temperatur des
Schmelzgutes zu beobachten.

Es ist iiblich, die im Schmelzgut in Wirme umgesetzte Energie durch
kalorimetrische Methoden zu messen. Fiir kleine Kerne steigt aber die Tem-
peratur einer 7zum Versuche noétigen minimalen Wassermenge sehr langsam
an; auch sind die kleinen Temperaturdifferenzen im Wasser nicht zu ver-
nachldssigen, wenn man in jeder Minute etwa zwei Ablesungen haben will
um den Widerstand auf ein genau bekanntes ¢ zu beziehen. Ich habe deshalb
nur die Hilfte der Versuche nach dieser Methode ausgefiihrt, und habe sie
spater alle folgendermassen vorgenommen :

In das Innere des in Figur 11 zu sehenden, mit Asbestpapier isolierten
Glassgefasses wurde ein kleineres Glasgefiss gebracht, das ebenfalls isoliert
und mit einem Asbestdeckel versehen war. In das Innere dieses Gefisses
wurde der Metallkern entweder an einem durch den Asbestdeckel und den
Ofendeckel gehenden Faden aufgehingt, oder einfach auf eine zweckmissig be-
messene Asbestunterlage gelegt, so dass er moglichst genau in die Mitte der
Spule kam. (Fiir die 10 cm. langen Zylinder wurde das dussere Gefiss ent-
fernt, da sie nicht genau in die Mitte gebracht werden konnten. Jeder Zylinder
hatte in der Achse an einem Ende ein feines Loch, 1,5+ 2,5 cm, tief, in dem
sich die eine Lotstelle eines zum Messen der Temperatur bestimmten Thermo-
elementes befand. Spiter wurde auch die Temperaturmessung an exzentrisch
gelegenen Stellen vorgenommen und es konnte kein Unterschied bemerkt
werden. Die Thermokraft wurde mit einem aperiodisch schwingenden Galvano-
meter gemessen, das das Bild eines mit vertikalem Faden versehenen Licht-
spaltes auf eine durchsichtige Skala warf. Man konnte deutlich Differenzen
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von 0,5 mm. ablesen, und der Ausschlag pro Grad war ungefihr 1,2 «m
Der Temperaturzuwachs pro Minute war im Minimum 8 und im Maximum
25 QGrad Celsius.

B) Die Versuchsergebnisse.
Die untersuchten Zylinder hatten folgende Abmessungen :

Die Lingen: L=10cm ; 75ecm ; 5cm ; 35cm ; 25cm.
und fiir jede Linge hatten sie drei Durchmesser:
2a=5cm ; 4cm ; 3 cm,

Ich habe je einen Kupfer- und einen Aluminiumzylinder fiir jede Grosse
hergestellt. Ein Kupferzylinder haite die Abmessungen 2¢=5 cm; L=3
cm. statt L =23,5 cm. Die mit ihm erhaltenen Resultate sind mit Hilfe der
Formfaktoren auf L =3,5 cm. umgerechnet und in den Tabellen mit einem
Stern versehen.

Um die Resultate auf sinusférmige Spannung beziehen zu kénnen, hat
man ein Oszillogramm der Spannungskurve notig. In Fig. 12 gebe ich oben
die Leerlaufspannung der Maschine bei 65 Volt (Effektivwert) und unten
die Spannungkurve an den
Klemmen des Ofens, bei der
kleinsten Belastung und einer
Frequenz von

[ = 1852 Per/sec

Sie weicht nur wenig von
der Sinuskurve ab; die im
Leerlauf vorhandene fiinfte
Harmonische ist an den
Klemmen des Ofens kaum
noch zu bemerken. Der
Ofen war mit dem Konden-
sator auf Resonanz abge-
stimmt und es wurde ihm
eine Spannung von 65 Volt
(Effektivwert) aufgedriickt.
Die Hailfte der eingetrage-
nen Ordinatenstrecke stelit

also 65/ 2 Volt dar.

Aus dem Temperaturzu-
wachs des Schmelzgutes habe
ich die pro 1 sec im Schmelz-
gut in Wirme verwandelte
Energie berechnet und durch
S-bt--kti~~ as u°r d°m
Fig. 12. Spannungskurven der Hochfrequenzmaschine Ofen zugefiihrten Leistung
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die in der Spule entwickelte Joulesche Leistung. Die Verluste durch Strah-
lung und Wirmeabgabe an Luft machen sich in den ersten Minuten nicht
bemerkbar ; bei den grosseren Zylindern, deren Temperatur wegen des klei-
neren Formfaktors langsamer ansteigt, macht sich eine Abweichung der Tem-
peraturerhShung von der linearen erst nach etwa drei Minuten bemerkbar.

Aus den Jouleschen Verlusten habe ich durch Division mit dem Quad-
rate des Ofenstromes den Widerstand R, . und R, . des Schmelzgutes und
der Spule berechnet.

Die Reaktanz X,, des Ofens ist aus der Resonanzfrequenz und der
Kondensatorkapazitit berechnet worden.

Diese Grossen erlauben uns, die Vorginge im Ofen zu iiberblicken.
Will man auch die Reaktanz des Schmelzgutes haben, so braucht man X,,
nur auf die Resonanzfrequenz im Leerlauf zu transformieren von der Leer-
laufreaktanz zu subtrahieren und auf die gegenwdrtige Frequenz zuriickzu-
gehen. Solange die Frequenzen nicht viel von ecinander abweichen, gibt diese
Methode keine merklichen Fehler. Die Reaktanz des Schmelzgutes ist kiein
im Vergleich mit derjenigen der Spule und ein kleiner Fehler in der Messung
der Resonanzfrequenz hat grossen Einfluss auf die so ermittelte Kernreak-
tanz. Man kann sie aus den Tabellen leicht berechnen.

Um die Grossen R:., R<., X.. und X,. zu berechnen, sind in erster
Linie die /#-Faktoren fiir jedes Schmelzgut zu berechnen. Ich habe das vom
grossten Schmelzgut auf seiner Meridianebene bedeckte Rechteck in vier
,Quadranten® eingeteilt, eines von ihnen durch ein Netz von 36, mit geeigne-
ten Lingen und Breiten versehenen Rechtecken zerlegt, fiir jedes von ihnen
Hs
H,
Durch Summation habe ich das jedem Zylinder entsprechende 4, und 4. er-
mittelt.

Den zugehérigen Form- oder Felddeformationsfaktor entnimmt man
leicht der Tabelle Seite (56) oder der Figur 10. Die Grossen F, (¢ a) und
F.(x ¢) entnimmt man der Figur 9, oder man berechnet sie mit Hilfe der
Naherungsdarstellungen.

Damit kénnen Rs., Xs. und X,, berechnet werden, denn der Nagaoka-
sche Faktor ist fiir die Spule des Ofens:

k,—=0,718033

und die Funktionen die sonst in X,, auftreten sind allgemein bekannt. Da
die innere Reaktanz der Spule klein ist im Vergleich mit der dusseren, und
da die Frequenz nicht viel variiert, ist es zweckmassig sie fiir eine mittlere
Frequenz zu berechnen, zur 3usseren zu addieren uod die Summe propor-
tional der Frequenz anzusetzen; das ist die Variationsweise der Ausseren
Reaktanz. Man begeht so einen Fehler der unter einigen Promille liegt.

So erhdlt man fiir die Spule folgende Formel:

(110) X, .=4.45 X 10~*. f Ohm.

die in Fig. 8 eingetragene Grosse k ) bestimmt und ihr Quadrat berechnet.
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Mit :
0=0,=1,7X 1074 Ohmcm=1700E. M .E. und p=p,=1

(weil die Messungen fiir Kupfer bei Lufttemperatur durchgefiihrt worden sind)
und mit ¢=12,7 X 10-90Ohmcm ==2700E. M. E. fiir Aluminium, erhilt man
fiir Kupfer:

(151) R..=0,04. % .hs.(@aL)F,{aa).10~5 Ohm
fiir Aluminium

(152) Re.=11%kshs(@al)F, (aa).10=5 Ohm
und die Reaktanz fiir Aluminium oder Kupfer:

(153) X, =2,276 (@*L f)[ka ks — ks by F,(za)].10-¢ Ohm

Fiir die Spule sind die im III. Kapitel mitgeteilten Formeln nicht an-
wendbar, soweit sie sich auf den Widerstand beziehen, denn y 4’ ist zu gross.
Ich habe deshalb den Widerstand bestimmt und transformiere ihn mit der
Wurzel aus der Frequenz. Der Versuch ergab :

(154) R. .= 1,565 \/L 10 Ohm
100

Damit sind die Formeln aufgestellt, die gepriift werden sollen.

Die Formel (150) fiir die Reaktanz der Spule gibt Werte, die von den
experimentellen sehr wenig abweichen.

Der Hauptzweck war aber die Formeln (151), (152), (153) mit den im
Il und IV Kapitel berechneten und im V Kapitel numerisch angegebenen
Werten von k&, und k. experimentell zu priifen.

Es scheint auf den ersten Blick, dass das nicht moglich ist, ohne auch
die Korrekturen 4; und %, zu beniitzen und dass es nicht entscheidbar ist,
ob die Abweichungen von den Versuchsergebnissen wegen der Faktoren %
und £, oder wegen /s und 4, entstehen. Dem ist nicht so.

In dem mittleren Teil der Spule variiert nimlich das magnetische Feld
ortlich sehr wenig. Dort sind also die H.-werte fast iiberall gleich und das
Schmelzgut befindet sich in einem nahezu homogenen Felde. In diesem Falle
sinkt #; und %, zu einem einfachen Proportionalititsfaktor herab und die
mit ihnen und %, ks berechneten Grossen miissen merklich mit den experi-
mentell ermittelten zusammenfallen, falls k£, und k, annehmbare Werte haben.
Sollte diese Ubereinstimmung stattfinden, so ist das um so beachtenswerter,
als die Faktoren %, und %, fiir kurzes Schmelzgut grosse Werte haben, also
die Abweichungen von dem nach der Theorie des unendlich langen Zylinders
berechneten Wert sehr gross sind. Fiir diesen Fall riicken die zwei Grenz-
werte in (98) dicht aneinander, wie das aus den weiter unten angegebenen
Tabellen zu ersehen ist. Es wird auch eine bessere Ubereinstimmung zwischen
Rechnung und E> periment, als nach der Theorie des unendlich langen Schmelz-
gutes, erzielt.
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In den nachstehenden zwei Tabellen sind die &iquivalenten Reaktanzen
des Ofens, die experimentell ermittelt wurden, mit den berechneten Werten
fast iibereinstimmend.

Fiir die innere Kernreaktanz ist der Vergleich mit der Erfahrung unter-
blieben, da schon 1¢/, Fehler in der Messung der Gesamtreaktanz Fehler von
der Grossenordnung von 10°/ in der inneren Reaktanz ergibt.

In bezug auf den Spulenwiderstand sei bemerkt, dass der Efekt der
Konduktanz einen mit dem Quadrate der Wellenldnge umgekehrt proportio-
nalen Faktor zu dem mit der Wurzel aus der Wellenlinge umgekehrt pro-
portionalen Widerstande wegen der Hautwirkung hinzuaddiert. Ich habe die
Frequenzen nicht in so weiten Grenzen variiert, um den Gesamtwert des
Spulenwiderstandes in diese zwei Summanden aufteilen zu konnen.

Der experimentell ermittelte Wert des dquivalenten Kernwiderstandes
soll sich nach den Uberlegungen im V. Kapitel fiir kurze Kerne mit dem
nach den zwei Korrektionsmethoden wegen der Ungleichformigkeit des
Spulenfeldes resultierenden Werte decken. Fiir lange Kerne soll der experi-
mentell ermittelte Wert zwischen den zwei anderen liegen.

Aus den Versuchsresultaten und der Rechnung ist nun festzustellen, dass
fiir kurze Kerne, bei grossem Durchmesser, die berechneten Widerstandswerte
grosser sind als die experimentell ermittelten. Es ist anzunehmen, dass dieser
Unterschied von der Approximation durch eine parallelebene Anordnung
herriihrt, denn in diesem Falle ist der iiber eine gegebene Umfangslinge ver-
drangte Fluss grosser als in der axialsymmetrischen Anordnung. Die Unter-
schiede sind aber in bezug auf die iltere Berechnungsweise betrachlich ge-
sunken. Aus den Resultaten ist es auch zu ersehen, dass fiir grossere Lingen
des Kerns, also bei weit auseinanderstehenden Werten, die nach den zwei
Methoden fiir die Beriicksichtigung der Ungleichformigkeit des Feldes erhalten
werden, der nach der zweiten Methode erhaltene, untere Widerstandswert
dem experimentell ermittelten ndher liegt.

Die Methode, in der der Widerstand bei unendlicher Linge mit dem
quadratischen Mittelwerte des magnetischen Feldes iiber die Kernoberfliche
durch H,, und (%4~ 1) mal dieses Widerstandes mit dem Werte des magne-
tischen Feldes am Rande des Kerns durch H, multipliziert wird, ergibt in-
folgedessen die besten Resultate und ist als die genauere anzusehen. Sie ergibt,
wenigstens fiir nicht zu kurze Zylinder, befriedigende Widerstandswerte.

Die Theorie des unendlich langen Ofens ergibt Widerstandswerte, die
nicht brauchbar sind.

Die Korrektionsfaktoren ., und %, konnen auf ein sich, parallel zur
Achse, im Felde einer wechselstrombeschickten Spule befindliches kurzes Blech
angewandt werden.

Um die Brauchbarkeit der in dieser Untersuchung erhaltenen Formeln
nach allen Seiten zu priifen, wiaren Versuche mit noch kiirzeren Zylindern,
als die vor mir beniitzten vorzunchmen. Eine sehr lange Induktorspule konnte
auch mit grosserer Sicherheit die Frage nach der Genauigkeit des Formfaktors
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Ergebnisse der Versuche und der

h. v | HRsu R,.

c; C;. P/i faal b b | b Ak '*ﬁ_,;kf'” f Berechnet | Bejechnet
f Ohm. Ohm,
25 [10 | 2022 [ 24,2 | 0,473] 0,209 1,93 | 0,913] 0,823 |0,98 | 7,78.10~+| 15,0.10—=
25 | 75| 1085 | 240 | 0523| 0,416| 213 | 1,115| 0,892 10,03 | 6,38.10—| 13,6.10—
2,5 | 50| 1956 {238 | 0,568 | 0,530| 2,53 | 1,422 0,960 [0,98 | 45.10— 11,4.10—*
25| 35| 1943 |238 | 0578] 0,570/ 3,00 | 1,730! 0,990 [0,98 | 3,26.10~! 9,78.10—>
25| 25| 1920 (23,6 | 0,585 | 0,584 3514 2,050 1,00 |0,98 | 2,34.10-2| 8,21.10—
2,0 [10. | 1953 |19,00] 0,462] 0,201 ] 1,787] 0,825 0837 |0,97 | 5,93.10-2] 10,6.10—*
2,0 | 7,5 | 1932 [18,90] 0,507 | 0,307 | 1,973 1,000 0,893 |0,97 | 4,83.10—¢ 9,54 10—*
2,0 | 50| 1914 | 18,82| 0,548 0,513 | 2,310| 1,265| 0,965 |0,07 | 3,49.10-¢| 8,07.10-*
2,0 | 35| 1896 {18,76| 0,565 0,545 | 2,730} 1,542 0,981 [0,97 | 2,50.10—1] 6,82.10—*
2,0 | 2,5 { 1887 {18,70| 0,576 | 0,573 3,160| 1,820 1,00 0,97 | 1,81.10-5| 5,72.10—*
15 [10. | 1899 | 14,05] 0,450 | 0,284 1,633] 0,735| 0,856 |0,9554,18.10—7| 6,83.10—*
1,5 | 7,5 | 1891 |14,00! 0,505 | 0,388 | 1,787| 0,902| 0,898 |0,955 3,50.10—3! 6,25.10—3
1,5 | 5,0 | 1882 |13,98| 0,544 | 0,497 | 2,067 | 1,122| 0,955 |0,955|2,50.10—2| 5,16.10—>
1,51 35 | 1876 113.95 0,556 | 0,539| 2,377| 1,316 0,980 |0,955! 1,79.10—*{ 4,25.10—*
1,5 | 2,5 |1873,5/13,92| 0570 0,569 2,760 1,571| 1,00 |0,955 1,31.10—{ 3,61.10-*
Ergebnisse der Versuche und der

a L f I+&(kf'|j E hf Ry B R’h'
cm. | cem. | ?/. aa| By | b\ ke kel B W | e s 651
ks Ohm, Ohm.

2,5 [10. | 2022 |19,20] 0,473] 0,290] 1,03 | 0,913 0,823 | 0,97 0,67.10--%] 1,68.10—2
25 | 7,51 1985 [ 19,00 0,523| 0,416 2,13 | 1,115 0,892 | 0,07!7,93.10—s| 16,9.16—
2,5 | 5,0 | 1956 | 18,82 0,568 | 0,530| 2,53 | 1,422| 0,960 | 0,97|5,61.10-2( 14,2,10-*
25 | 35 | 1943 {18,80] 0,578 0,570 3,00 | 1,730 | 0,990 | 0,97 | 4,03.10—| 12,1.10—°
2,5 | 2,5 | 1920 | 18,73| 0,585 | 0,584 | 3,514 | 2,050 1,0 0,97| 29.10-2| 10,2.10—
2,0 [10. [ 1953 [15,05] 0,462 0,201 1,787 0,825| 0,837 |0,955] 7,33.10—2] 13,1.10-*
20| 7,5 | 1932 !14,08| 0,507 | 0,307 1,973| 1,000| 0,893 10,955! 5,08.10~2 11,8.10~*
2,0 | 50 | 1912 | 14,92 0548 0,513| 2,310 1,265| 0,65 0,955] 4,28.10~+f 9,9.10~
2,0 | 35 | 1896 |14,80] 0,565 | 0,545| 2,730| 1,542| 0,981 [0,9:5] 3,08.10—| 8,42.10~>
2,0 | 2,5 | 1887 |14,83] 0,576 | 0,573 | 3,160| 1,820 1,0  |0,955/2,245.10-3 7,1.10—>
1,5 [10, | 1899 [11,14] 0,450] 0,284] 1,633] 0,735| 0,856 |0,937] 5,17.10—3] 8,44.10—
1,5 | 7,5 | 1801 {11,12| 0,505 0,388 | 1,787 | 0,902| 0,898 |0,937| 4.34.10~( 7,76.10—
1,5 | 50 | 1882 | 11,10 0,544| 0,497 | 2,067] 1,122| 0,955 |0,937| 3,02.10~| 6,24.10~
15| 3,5 | 1876 [10,07] 0,556 | 0,530{ 2,377 1,316 0,080 |0,9372,20.10-- 5,24.10~2
1,5 | 25 | 187351006 0,570} 0,569| 2,760 | 1,571 1,0  |0937] 1,52.10~+| 4,21.10—
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Rechnung fiir 15 Kupferzylinder.

Rs.
Gemessen

Ohm,

R,

Berechnet
nach (98)2

Ohm.

RS [
nach
(154)
Ohm.

R;,

Ge-
messen

Ohm.

hy

ka

’lv kd

Fi{aa)

hv kd -
IhrksF: (e @)}

x:e

Berech-
net

Ohm.

Xee

Berech-

net

Ohm,

X,
Berech-
net

Ohm.

X,
Qe-
messen

Ohm.

12,4.10—2

12,35.10-3

0,703

0,703

0,481

1,311

0.633

0,06

0,578

0,166

0,900

0,734

0,75

12,2,10

3112,13.10 ¢

0,697

0,70

0,526

1,371

0,721

0,06

0,654

0,138

0,884

0,746

0,752

10,10-®

10,94.10- 2

0,691

0,69

0,562

1,479

0,332

0,747

0,103

0,871

0,768

0,766

8,5.10—

9.68.10—

0,600

0.688

0,575

1,584

0,912

0.06

0,508

0,078

0,865

0,787

0,78

7,5.10—2

3,21.10—2

0,685

0,680

0,580

1,685

0,978

0,06

0,854

0,058

0,855

0,797

0,79

8,6.10—

8,88.10- 2

0,691

0,69

0,467

1,272

0,595

0,075

0,533

0,0945

0,870

0,7755

0,78

8,4.10—

8,52.10-2

0,688

0,69

0,510

1,327

0,676

0,075

0,601

0,0795

0,860

0,7805

0,785)

7,0.10—

7,79.10-3

0,685

0,68

0,544

1,430

0,778

0,075

0,683

0,062

0,852

0,790

0,792

59.10-2

6,69.10-»

0,6805

0,68

0,556

1,517

0,844

0,075

0,728

0,044

0,844

0,800 | 0,801

5,0.10—:

5,72.10-3

0,68(

0,68

0,560

1,625

0,910

0,075

0,774

0,033

0,840

0,807 | 0,805

6,1.10 °

5,85.10—3

0,6805

0,685

0,461

1,224

0,565

0,10

0,4915

0,0478

0,845

0,7972

0,800|

6,010-*

5,61.10—2

0,680

0,676,

0,505

1,272

0,641

0,10

0,551

0,0400

0,842

0,802

5,3.10-

4,93.10-2

0,679

o,o72|

0,541

1,351

0,730

0,10

0618

0,0303

0,838

0,8077

0,802
0,806

4,5.10-2

4,17.10-

0,677

0,672

0,546

1,446

0,790

0,10

0,656

0,0221

0,835

0,813

0,810}

3,7.10

3,61.10—2

0,677

0,665

0,551

1,533

0,845

0,10

0,680

0,0164

0,835

0,818

0,811
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ka

h.ka
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X: .
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net
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net

Ohm.

X,

Berech-
net

Ohm.

X,

Qe-
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Ohm.

15.10 =

15,38.10- ¢

0,703

0,703

0,481

1,311

0,633

0,073

0,566

0,1628

0,900

0,737

0,75

| 14,5.10—3

15,08.10- 2

0,697

0,700

0,526

1,371

0,721

0,074

0,6385

0,1340

0,884

0,750

0,754

12,1.10—-3

13,68.10-*

0,691

0,685

0,562

1,479

0,832

0,075

0,725

0,1000

0,870

0,770

10,5.10-2

11,99.10-2

0,690

0,685

0,575

1,584

0,912

0,075

0,782

0,0755

0,865

0,7895

9,3.10—2

10,2.10-2

0,685

0,685

0,580

1,685

0,97¢

0,0755

0,823

0,05¢€0

0,855

0,701

10,6.10-»

10,97.10-*

0,691

0,700

0,467

1,272

0,595

0,094

0,5175

0,0920

0,870

0,778

10,5.10—2

10,53 10-3

0,688

0,700

0,510

1,327

0,676

0,094

0,582

0.0768

0,860

0,708

8,6.10—

9,55.10—:

0,685

0,680

0,544

1,430

0,778

0,095

0,658

0,0598

0,852

0,794

7,3.10-3

8,25,10-3

0,680

0,681

0,556

1,517

0,844

0,095

0,6975

0,0421

0,844

0,802

6,2.10~*

7,1.10—2

0,680

0,670

0,560

1,625

0,910

0,095

0,737

0,0316

0,840

0,8084

7.25.]0—" 7,22.10-*

0,68(5

0,680

0,461

1,224

0,565

0,127

0,4715

0,0459

0,845

0,799

7,1.10—si 6,98.10—*

0,680

0,675

0,505

1,272

0,641

0,127

0,526

0,0381

0,842

0,804

6,1.10—

5,96.10—:

0,679

0.670

0,541

1,351

0,730

0,127

0,587

0,0288

0,838

0,809

5,2.10-2

5,14.10—°

0,677

0,670

0,546

1,446

0,790

0,1275

0,623

0,0210

0,835

0,814

4,210~

4,21.10-»

0,677

0,665

0,351

1,533

0,845

0,1275

0,645

0,0155

0,835

0,8195
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Fig. 13. Kernwiderstinde bei Resonanzfrequenz.

Gemessen

----- Berechnet mach (98)1

— — Berechnet nach (98)2
—.— Nach der alten Berechnung

Legende:

BUPT



— 81 —

beantworten. Die Versuche mit sehr kurzen Zylindern hitten keinen grossen
praktischen Wert; sie wiirden aber erlauben, festzustellen, ob sich der Ein-
fluss der von mir vernachldssigten Strome auf den Endflichen bei sehr kurzen
Kernen bemerkbar macht.

Ferner ist es von Interesse festzustellen, ob bei wenig ausgepragter
Hautwirkung die Vorginge wesentlich von denen im unendlich langen Ofen
abweichen. Ich meine damit den Bereich des ansteigenden Teils der Kurve
L in Fig. 9.

Eine derartige experimentelle Untersuchung wiirde auch den Grund
erkliren, warum bei festgehaltener Kernlinge die den grossten Wirkungsgrad
ergebende Spulenldnge vom Material des Schmelzgutes abhidngt. Es ist nimlich
zu erwarten, dass filir schlechter leitende Substanzen, wie z. B. Kohle, die
Vorginge bei nicht allzu hoher Frequenz sich nahezu so wie im unendlich
langen Kern abspielen, d. h. dass der Formfaktor &, bei kleinem (@ a) nicht
viel von der Einheit abweicht. Der Strombelag nimmt unter diesen Umstinden
nur sehr wenig gegen die Zylinderenden zu. Man kann das etwa so einsehen,
dass fiir schlechte Leiter nur das ,erste“ von dem urspriiglichen Spulenfelde
erzeugte elektrische Feld massgebend ist, da die von ihm getriebenen Strome
zu schwach sind, um das urspriingliche Feld stark zu deformieren ; das elek-
trische Feld hat aber in diesen Fillen keinen Zusammenhang mit der Kern-
linge. Die oben erwihnte Abhingigkeit (S. 65) ist, dann so zu erkliren,
dass fiir schlechte Leiter, bei gleichem Verhiltnis der Spulen zur Heizkorper-
linge prozentual weniger Strom in dem schwicheren Spulenfelde an den
Zylinderenden sich befindet als bei guten Leitern mit stark ausgepragter
Hautwirkung, mit grossem Strombelag an den Enden des Kerns. Kerne mit
ausgepragter Hautwirkung sind empfindlicher gegen das schwache Feld an
ihren Enden als solche mit weniger ausgeprigter Hautwirkung und die den
hochsten Wirkungsgrad ergebende Spulenlinge wéchst mit der Ausprigung
des Hauteffektes, in Ubereinstimmung mit den Versuchsergebnissen von
Ribaud. Dieser Umstand zeugt auch davom, dass die Beriicksichtigung der
Ungleichférmigkeit des Spulenfeldes durch eine einfache Multiplikation mit
dem quadratischen Mittelwerte des magnetischen Feldes iiber die Kernober-
fliche, fiir den Kernwiderstand nicht richtig ist.
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Schluss.

Ich habe in dieser Arbeit die Theorie des ,unendlich“ langen Ofens
aufgestellt und eine Ndherung fiir den Einfluss der Kiirze auf die Vorginge
gegeben. Der Kern wurde durch eine parallelebene Anordnung ersetzt und
die Verteilung der magnetischen Feldstirke lings der Mantelfldche, bei aus-
geprigter Hautwirkung, aus der laplaceschen Feldverteilung bei dieser Anord-
nung ermittelt. Es wurde eine Methode angegebea, die daraus die Berech-
nung des Kernwiderstandes und der inneren Kernreaktanz gestattet. Die Un-
gleichformigkeit des Spulenfeldes wurde nach zwei, auf Seite 45 angegebenen
Methoden beriicksichtigt. Es wurde eine, unter gewissen einschrinkenden
Bedingungen anwendbare, Naherung fiir die Berechnung des Spulenwider-
standes und der inneren Spulenreaktanz gegeben. Die dussere Spulenreaktanz
wurde durch Multiplikation des Reaktanzwertes der gleichen Linge aus einer
unendlich langen Spule mit dem Nagaokaschen Faktor berechnet.

Darauf fussend, wurde das allgemeine Verhalten der eisenlosen Induk-
tionséfen untersucht. Die Einsichten, die dabei gewonnen worden sind, und
der Ausdruck fiir den thermischen Wirkungsgrad wurden fiir die Vorausbe-
rechnung der Ofen verwertet.

Die theoretischen Ergebnisse wurden in Bezug auf den Kerpwiderstand
und auf die Ofenreaktanz mit dem Versuche verglichen, und die 30 Resultate
weisen eine wesentliche Verbesserung, im Vergleich mit der alten Berech-
nung, auf.
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