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LA HAUTEUR OPTIMA DES BARRES DANS LES
RAINURES DES MACHINES A COURANT ALTERNATIF

PAR

REMUS BASILIU RADULET

DOCTEUR INGENIEUR

La densité du courant de conduction ne se répartit pas uniformément
sur la section des conducteurs massifs si la tension aux bornes est alternative ;
elle est trés grande dans des parties périphériques et a peu prés nulle dans
le reste de la section. Les phénoménes se passent a peu prés comme si le
courant traversait seulement une pellicule a la surface du conducteur si, a sec-
tion et courant donnés, la fréquence est suffisamment haute: on dit que I’on
a de leffet pelliculaire.

Dans le cas d’un conducteur rectiligne a section circulaire, les phéno-
menes se passent 2 peu prés comme si le courant alternatif total était répar-
tisé seulement sur la conduite hachurée (fig. 1). La section ,fictive“ hachurée
ect donc plue petite que la section tnta.e du cylindre
et le conducteur dégage en courant alternatif par unité
de temps, a une valeur efficace du courant total donnée,
plus de chaleur qu’en courant continu. Comme P’épais-
ceayr d= 1= pellicule dlor~it avee = crois ~ment d= '»
‘réquence, ‘a ¢ aeur égagée par unté e temps crot
avec la fréquence si la valeur efficace du courant reste
la méme. Si l'on apelle ,résistance effective” le rapport de la chaleur dégagée
par unité de temps, au carré de lintensité du courant qui traverse le con-
ducteur, on en déduit que la résistance effective croit avec la fréquence.

La dépendance de la résistance effective des dimensions du conducteur
n’est pas la méme que celle de la résistance en courant continu et il arrive
parfois qu’en augmentant la section afin de dimineur la résistance effective,
c’est a dire les pertes par effet Joule, ces pertes croissent. Il arrive donc que
’on ait une grandeur optima de la section, au dela de laquelle croissent les
pertes. Tel est le cas des barres des rainures des machines a courant alter-
natif, que nos allons examiner dans l’article présent.

On obtient la solution exacte du probléme, en intégrant une équation
différentielle linéaire du deuxieme ordre, obtenue par Vélimination d’une
grandeur d’un systéme de deux équations différentielles linéaires et du pre-
mier ordre. Mais beaucoup d’ingénieurs ne trouveut point le temps nécessaire
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a saisir le sens physique de cette opération d’élimination et, comme Ia
déduction de la hauteur optima des barres n’est conditionnée que de I’expres-
sion, pour petit argument, de la solution, je m’e suis proposé de résoudre le
probleme sans faire appel a des solutions d’équations différentielles. Je crois,
de la sorte, approcher la solution des méthodes habituelles de 1’électrotech-
nique.

1. Les équations du probléme

On résout les problemes tels que le présent a I’aide des lois fondamen-
tales de I’éctrotechnique, écrites sous leur forme différentielle.

La loi du champ magnétique des courants écrit qu’un courant électrique
est accompagné d’un champ magnétique, (on dit parfois qu’il le produit) dont
la circulation (lintégrale de ligne) autour d’une courbe quelquonque est
égale, dans le systeme électrotechnique, au produit de 41—75 par le flux de la
densité de courant a travers une des surfaces contournées par la courbe con-

siderée.
Soit H le champ magnétique, g la densité de courant, d's élément Ili-

néaire de la courbe et dS I'élément de surface d’une des surfaces contournées
par la courbe considerée. On a:

(.) cgaﬁd§=4—£ §S§(1§
c 105
En divisant les deux termes de cette équation par l’aire de la surface
S, en passant a la limite pour une aire infiniment petite et en variant la po-
sition de l’aire jusqu’ a ce que 'on obfient la valeur maxima du quotient,

on obtient 2 gauche une grandeur vectorielle, le rotationnel de H et a droite

47 —
10 g. On a donc:

M

— 4
(I.a.) rotH = 108
Si Pon se réfere a un systeme dextrogyre de coordonnées cartésiennes,
o peut €crire:
0H, oH, 47—

oy o0z _ 108¢

et deux équations analogues pour les axes y et z.
Si H. =0, on en déduit:

(I.b.)

__A4n

(d.c) H, =5 S g.dz+C.

ot C est une constante d’intégration, qu’on détermine des conditions a la
limite. La relation (I.c) est Pune des équations du probléme.
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Comme nons nous bornerons au régime quasistationnaire, nous identi-
fions la densité de courant avec la densité du coursnt de conduction.

La loi de Pinduction écrit qu’un champ magnétique variable produit
un champ électrique E, dont la circulation autour d’une courbe est égale et
de signe contraire a la dérivée, par rapport au temps, du flux magnétique
qui traverse une surface quelconque, contourné par la courbe considérée. Dan$
le systéeme électrotechnique, on doit introduire un facteur de proportionnalité
et Pon obtient:

_ - 40 d SS— _
cd — — -8 — -8 __ J
(i) cs Eds 10 T, 10 dts Bds

On en déduit la forme différentielle par la méthode appliquée a la loi
précédente :

— dB
= — -8 —
(1. a.) rot E 10 77
ou, dans un systeme de coordonnées cartésiennes, pour la coordonée y:
0E, OE, _.dB,
(Irb.) EER F T3
et, si E; =0, dans les corps immobiles:
(L. ¢ E,— — 10—SS aoB;' dz4-C

Cest la deuxieme équation du probleme.
La troisieme équation dont nous avons besoin est ’expression différen-
tielle de la loi d’Ohm: La densité du courant de conduction est proportion-

nelle au champ électrique E, le facteur de proportionnalité étant la valeur
réciproque de la résistivité ¢:

(I11.) ¢g=-E ou E=gg

I.’équation qui donne la chaleur dégagée par Vunité de volume dans
Punité de temps est I'expression différentielle de la loi de Joule: la chaleur
dégagée dans 'unité de temps par Punité de volume de conducteur est égale
au produit de la résistivité par le carré de la densité du courant de con-
duction :

(V) w=og’

2. La solution du probléme

Nons allons étudier, a Vaide des quatre relations: (I. c¢.), (il c.), (IlI) et
(V) DPeffet pelliculaire non prononcé, dans les barres rectangulaires d’une
rainure également rectangulaire, ouverte a la périphérie, d’une machine a

~

courant alternatif, disposées en m ccuches a n barres (fig. 2). Les barres 2
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la section 44 cm? sont connectées en série ou en paralléle et chacune d’elles
est parcourue par le courant:
(1) i=Vsinwt

Nous étudions les phénoménes dans ’hypothése que la tension électro-
motrice imprimée moyenne est la méme sur chaque barre et choisissons le
systéme de coordonées comme on le voit sur la figure 2.
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On peut démontrer facilement que le champ magnétique est constant

sur les portions ¢, occupées par l’isolement — si 1’on admet que H ne dé-
pend pas de la coordonée y et si I'on néglige la chute de tension magnét que
dans le fer. Nous ne faisons donc pas d’erreur en substituant la figure 3 a
la figure 2. Pour résoudre le probléme, admettons provisoirement que le
courant total de la rainure:

(2) I=mnV

soit uniformément réparti sur la section des barres, comme en courant con-
tinu. Observons également qu’il est impossible que H soit indépendant de y,
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pour la disposition de la figure 2 ou 3 des barres. En effet, la loi (I) nous donne
la méme circulation de H pour les deux courbes C, et C,, ce qui prouve que

H a aussi une composante z sur les faces latérales des conducteurs. Comme
cette composante est zéro sur la ligne verticale de symmétrie de la rainure,

il en resulte que H dépend de y. Nous élargissouns les barres dans le rapport

a T a
5 et augmentons leur résistivé dans la méme mesure, pour compenser la

diminution de résistance produite par 1’agrandissement de la section; de la
sorte, nous éliminions le desavantage du calcul avec un H dépendant de y.
Nous calculons avec la résistité:

3) o' =70
La densité constante du courant de conduction est:

) mnl'sinwt nl ;
g = Sll"l )
s amh ah

Le champ prodult par cette densnte de courant peut étre calculé de (l.c.):

< rnl! _ 479 z
(3) H,= Sg”dz—FC W)—/—zsmut IOamlzsnwt
parce que H,, =0 pour z=0 si 'on admet que H; =0.

Le champ électrique E,, et la densité correspondante de courant g, . pro-
duite par H,, pcuvent étre calculées a ’aide des relations (Ilc) et (IlI). S
n=1, on a B,,=H,, et:

E..  10=(0H,, _
(©) == | datc=
103479 o ( 10~ 419 o 2
T ¢ 10am ICOS(')tSZdZ+ c=- o 10amh mtk?-*_t

On détermine la constante C de la condition que la valeur du courant
correspondant a la densité supplémentaire de courant: g,, soit zéro pour
chaque barre (On peut s’imaginer que chaque barre se continue a extérieur
de la rainure par un conducteur filiforme, dans lequel il n’y pas de Peffet
pélliculaire) Nous calculons la valeur de C pour la couche s de barres, de
la condition que le flux de g,. soit zéro entre z=(s — 1)/ et z=sh:

Ny

10-3449 o T (s — s—112h3
ndS dz—nd[ o 10amh OSMti‘[ 3 ]+

(~ DA .
C[slz— s-—l‘/z}l=0

d’ol résulte :
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10~ q4fr.9 w oS 0 £ /1" 3sr—3s4-1
T 10am mht 2 3
Introduisons la valeur éfficace du courant par rainure:
=7
V2

Nous obtenons :

10— t’4"1]\/.2 0]
/ 4
) =70 102a mh

()

cbs wt.(A2h— 2Y)
~

oi:

(7) l=3s'—-§s\+l \

La densité résultante du courant est la somme:

_ 1V2 10-3471y2 o
"_°“+°“"am sin t+( T 10mh2a

)(i;—’ h* — zt)cosw ¢

Les densités g, . et g,, sont en quadrature et le carré de la valeur
éfficace de g, est égal a la somme des carrés des valeurs éfficaces de g, . et gy :

2 s
®) g§=g&+gi=[ ' J+[‘° dz 1 w]("/z‘—z;

mah o 10mh2a

Si Pon n’avait pas de l’effet pelliculaire, on aurait, 2 un courant total
I, 1a densité (4) du courant et la chaleur dégagée par la chouche s de con-
duites serait, par unité de temps:

sh sh
I 2
QrszlagQ’g%xedz_“:.[aé)lg[m—ah\] d2=

(s—1)A (s—1)A

lol:
mrbh

Comme on a de Peffet pelliculaire, la densité du courant ne se répartit
pas uniformément sur la section, mais d’aprés la loi (8) et la chaleur dégagée
par Punité de temp par la s-ieme couche de barres est:

sh

@) Q"“Z“’S g+ g2y d 2= Q.+
(s - 1)A
0 s sh
10=5%4ax 1 w( . .
. e 2 H8 . 313
4o ( - 10mh2a]§‘”‘ 2pdz

(s—=1)h

Posons

107847 | w)}?
ky = lb{ 0 10m112—1—1]’
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intégrons et introduisons la valeur (7) de 4. Nous obtenons:

sh

(9" Que=Qcs+k, [k —20t 22 4 24d 2= Q..+

s—Dh

. . a1 L[st—s 4
ok B [2— 222 45— (s — 19] = Q. &, & [T+5—6J

Le rapport des pertes par effet Joule de la s-iemme couche de barres,
en courant alternatif et en courant continu est, 3 un méme courant efficace:

10-847 b w2 st—s 4
(10) ko= 1+(‘,+__][ : ]0;5) /14_1+[ . 45]a‘lz‘

oll nous avons posé :

F10— “4/10) l)
102 a

(10" a—V

Calculons maintenant le rapport £ des pertes par effet Joule dans toutes
les couches de barres de la rainure, en courant alternatif et en courant con-
tinu. Nous avons évidemment :

Y N ! Zk

pos =

s=1

Mais :

Ss= R

2 . mim—4-1)2m-41)
§= =
a==1 6
”n i——mi
457 45

et, par conséquent:

et nous obtenons:

mt—1

(11) k=]+[ 9 +45Ja‘ll‘

\ Les pertes par rainure étant en courant continu Q.=mQ,,, on a les
pertes en courant alternatif sinusoidal :

oll m!—l 10-%41r0mn
(12) Q"=kQ‘:mnd/1[ + +45M 0 T(Q)fﬂad] ]

N
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Les pertes en courant alternatif sont données par cette formule en
fonction des dimensions de la rainure et des barres, en fonction du conduc-
teur des barres, de la fréquence et du courant.

Le probléeme pratique difféere un peu du probléme résolu. On détermine,
en géneral, le courant par barre, le nombre de barres, la largeur a de la
rainure et ’on établit le nombre n de barres par couche et le nombre m de
chouches. Puis, on determine la dimension d des barres, en tenant compte de
I’épaisseur de I’isolement — et I"on cherche la hauteur / des barres, a laquelle
les pertes par bobine sont minimes.

On ne peut pas obtenir toujors ce résultat par une augmentation de la
hauteur /4 des barres. La formule (12) nous enseigne que Q, est la somme
de deux termes, dont 'un décroit a 2 croissant et dont le deuxieme croit
avec h. Si la croissance du second surpasse la décroissance du premier, Q,
croit avec /. La décroissance du premier terme de (12) surpasse la croissance
du second terme pour de petites valeurs de /4. Il y a donc un % qui corres-
pond a des pertes minimes.

Mais nous devons tenir compte aussi des pertes dans les tétes des
bobines. Leur champ magnétique étant plus faible que celui des rainures, a
cause des distances plus longues sur lesquelles est répartie la tension magné-
tique du courant total des tétes, égal a celui des rainures, on peut calculer,
au moins pour les machines pas trop grandes, avec leur résistance en courant,
continu. Si Q., est la chaleur dégagée par 'unité de temps par 'unité de
longueur des tétes de bobine moyennes et des rainures, on a pour les pertes
d’une bobine en courant alternatif I’expression :

2012 mr — 1 1
J— | R h . H ]
Qab_QQ"(/c1'+/"ﬂ//zizdlz[l'+l’[ 9 +45]a h ]

Si 'on varie /, les autres grandeurs restant coostantes, Q., passe par
un minimum, que 'on obtient en annulant la dérivée de Qa, par rapport a /:

0Qar 2012 1,41 m*—1 4 |
0/ —rn/zd[_72—+/"[ 9 +“TJ(¢‘3/I]=O

43

d’ou :

4
. {y
— - 13\1+ -f
1.3 ! ! =N Ly
(13) /Iop/':-l—__—:\/1+—l-{—= TELV O, 1
oo ’ “34ua b w ] .
£4 \f m*—0,2 \/ 0 102 2 \/ m*— 0,2

Si m>3; on peut négliger 0,2 par rapport a m? et la formule devient:

1, 0
1,3 V] + —
13/ flopr = L
( ) Iopl e
;1078 b ow
\/ mn _——
o 10a 2
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C’est la formule que I’on emploie dans le calcul de la hauteur optima
des barres dans les rainures des machines A courant alternatif. Il convient de
Pemployer méme si m =1.

La formule fut établie en 1904 par R. Riidenberg et communiquée & la
société Siemens-Schuckert. Elle ne fut pas publiée a cause de raisons éco-
nomiques jusqu’a ce que Field et Rogowski la retrouvérent en 1911 et 1913.
Les travaux de ces trois auteurs emploient les solutions exactes du probleme,
dont Papproximation pour de petites valeurs de Pargument est employée i la
dé juction de la formule (13/; pour /,=0 et puis, par une considération
analogue a celle employée ci dessus, pour /,= 0.

Si ’on introduit la valeur optima de /4 dans P’expression (11), on ob-
tient les valeurs suivantes de %, pour des valeurs différentes de m, si /;=0:

m=| 11 2] 3|4
kope | 1,13]1,31]1,33 1,33

La résistance en courant alternatif des barres des rainures d’une machine
a courant alternatif bien dimensionée ne peut surpasser leur résistance en
courant continu de plus de 339/,.

On peut résoudre, par un artifice trés simple, le méme probléeme pour
les rainures non ouvertes a la périphérie du stator ou du rotor de la ma-
chine si le nombre M des couches de barres est pair. On s’imagine la rai-
nure découpée transversalement par le milieu, en sorte qu’elle soit divisée en
deux rainures ouvertes, dont chacune se comporte de la méme maniére que
la rainure étudiée, parce que les lignes du champ magnétique de chaque
moitié de rainure a la forme des lignes du champ de la rainure ouverte. La
formule de la hauteur optima est donnée donc aussi par la formule (13) ou

(13"), mais on doit calculer avec m=—I;i.

On ne peut plus employer cette considération si le nombre de couches
de barres d’une rainure est impair, car, en découpant la rainure, on coupe
la couche moyenne ce qui ne donne pas dans les rainures ouvertes des
chouches de barres de méme hauteur. La méthode a employer 4 ce cas peut
étre lue dans l’article de Rogowski (AFE 1913).

Exemple : Considérons une rainure: ¢==1,5 cm a 8 barres en cuivre
(¢=17,86,10-7 ohms cm.): m=2,n=4, d’épaisseur de J=0,25 cm. et
de hauteur 2#=1,7 cm. et calculons le facteur £ des pertes par effet Joule
en courant alternativ a f=25 p/s. en négligeant le rapport %

Nos obtenons: b =nd=4X0,25=1 cm. et de la formule (10’):

"10- 84 b 10- 3 1.3,14 2.3,14.
o 4 4 425 1 \/0373 =061

= \ . . —_
a 17,86.10—7 10 2 1,5
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21 4

4
-— 1 = —1'0,61.1,7)* = 1,47
-+ 45] bl 1 —}—[ 5 —}—45) 61.1,7] 1,476

m? — 1

/e=1+(

Le facteur %2 étant plus grand que 1,33, la hauteur des barres ne coincide
pas avec la hauteur optima, que l’on obtient de la formule (13’), dans
notre cas, en négligéant le rapport /i, ;

13 1.3

Moy = — = —=1,51cm.
" aVm 0,61y2
Si 'on avait fait une économie de
1,7 — 1,51 N
7 1.5 0,19 —011

1,7 L7

c’est a dire de 119/, de cuivre, on avait eu une diminution de

1,476 — 1,33 _ 0,146

1,476 ~ 1,176 =01,

c’est a dire de 10°/, des pertes par effet Joule.
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