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Cuvânt înainte 
Teza de doctorat cu tema „SIMULĂRI NUMERICE PENTRU MIŞCĂRI CU 

CONSTRÂNGERI MECANICE ŞI CIOCNIRI", a fost elaborată pe parcursul activităţii 
mele în cadrul Facultăţii de Mecanică, catedra de Mecanică şi Vibraţii, a Universităţii 
„Politehnica" din Timişoara. 

Lucrarea constituie o metodă completă de investigare şi analiză a mişcărilor 
corpurilor elastice începând din momentul proiectării acestora, continuând cu 
simularea folosind calculatorul electronic şi terminând cu încercările exi^erimentale. 

Fenomenele dinamice ultrarapide, cum ar fi cele legate de impact sau 
penetrare, precum şi cele de natură tehnologică (cum sunt cele ce acompaniază 
procesele dê  ambutisare, forjare) pun inginerii faţă în faţă cu probleme dintre cele 
mai dificile. în întâmpinarea acestora vine programul ANSYS LS-DYNA, rezultat prin 
fuzionarea tehnologiei încorporate de solverul specializat în analiza dinamică 
explicită, produs al LSTC, şi pre/post pocesorul suitei de programe ANSYS. 
Programul ANSYS LS-DYNA foloseşte un solver explicit ce oferă soluţii la problemele 
legate de fenomenele de dinamică rapidă ce presupun deformaţii mari, la 
problemele quasi-statice cu neliniarităţi multiple precum şi la problemele complexe 
de contact/impact. 

Aceste avantaje au făcut-o pe autoare să recurgă la folosirea codului Ansys 
pentru simulările făcute pentru ducerea la bun sfârşit a acestei teze. 
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în încheiere aş dori şi pe această cale să aduc cele mai 
calde mulţumiri conducătorului ştiinţific PROF.DR.ING.TITUS CIOARĂ 
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interesul constant manifestat în timpul pregătirii mele. Totodată aş vrea să 
îl amintesc şi pe regretatul PROF.DR.ING. LIVIU BRÎNDEU primul meu 
conducător ştiinţific. 

De asemenea, mulţumesc distinşilor profesori, 
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Rezumat, 
Lucrarea constituie o metodă completă de investigare şi 

analiză a corpurilor elastice prin simulare folosind calculatorul şi 
terminând cu încercările experimentale. 

Rezultatele experimentale obţinute au fost în concordanţă 
cu cele teoretice simulate numeric pe baza unor programe şi clar 
expuse şi scoase în evidenţă în capitolul dedicat contribuţiilor 
personale 

S-a folosit ca program de prelucrare a datelor programul 
MATCHAD si pentru simulare s-a folosit codul ANSYS 
WORKBENCH şi ANSYS LS-DYNA 
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Capitolul 1 
INTRODUCERE 

1.1.Introducere în problematica tezei 

Modelele matematice care descriu diverse fenomene fizice se prezintă, în 
general, sub forma unor ecuaţii sau sisteme de ecuaţii diferenţiale, cel mai adesea, 
cu derivate parţiale, ecuaţii integrale sau integro-diferenţiale. Problem^e concrete 
conduc la necesitatea determinării unei soluţii particulare care să verifice anumite 
condiţii iniţiale şi la limită, date astfel încât să asigure existenţa şi unicitatea soluţiei 
căutate. Integrarea problemelor la limită prin metode analitice este aplicabilă unor 
probleme simple; ca urmare, la probleme complexe, se impune cu necesitate 
alternativa modelării numerice. In esenţă, modelul matematic care descrie 
fenomenul studiat este discretizat şi, în locul soluţiei exacte, se determină 
parametrii modelului în anumite puncte prestabilite. Problema contactului este un 
domeniu de cercetare foarte important. Ca urmare, teza îşi propune să realizeze o 
sinteză privind conceptele teoretice, tehnicile şi metodele utilizate în rezolvarea 
problemelor contactului şi să aducă noi contribuţii în acest domeniu. 

în introducerea acestei tezei, cu tema „SIMULĂRI NUMERICE PENTRU 
MIŞCĂRI CU CONSTRÂNGERI MECANICE ŞI CIOCNIRI", autoarea consideră că este 
necesar să fie prezentate câteva noţiuni fundamentale, indispensabile parcurgerii 
tezei şi obţineri rezultatelor. Aceste noţiuni fiind prezentate în continuare. 

Modelarea desemnează reprezentarea unui sistem sau proces printr-un alt 
sistem, denumit model, mai uşor de studiat, dar care păstrează în mod obligatoriu 
caracteristicile relevante ale originalului. Studierea modelului poate fi realizat pe 
două căi: analitic şi experimental. Studierea experimentală a unui model mai este 
denumită şl simulare şi este preferată în situaţiile în care studierea pe cale analitică 
este imposibilă sau prea laborioasă. Modelul studiat este denumit model de simulare 
şi este, în cel mai fericit caz, un model matematic. Deci simularea oferă întotdeauna 
posibilitatea studierii unui model, atunci când studierea sa analitică nu este 
aplicabilă. 

Utilizarea calculatorului în cele mai diverse domenii^ de activitate a încetat de 
mult să mai fie o modă, devenind practic o necesitate. încă din primele faze ale 
concepţiei şi până la execuţia finală a unui anumit produs, calculatorul a înlocuit 
uneltele clasice, punând la dispoziţie metode eficiente şi elegante de lucru. Se poate 
afirma fără teama de a greşi că paşii uriaşi pe care omenirea i-a parcurs în ultimele 
decenii se datorează în cea mai mare parte asistării de către calculator a întregii 
activităţii economico - sociale. 

în domeniul proiectării şi simulării sistemelor mecanice, o multitudine de 
programe, începând cu ,,popularele" limbaje de programe (FORTRAN, BASIC, 
PASCAL, C ş .a . ) , continuând cu programele de proiectare asistată (AUTOCAD, 
CATIA, EUCLID, PROENGINEER, SOUD WORKS ş .a . ) şi ajungând la softurile 
performante de analiză şi simulare (ADAMS, PLEXUS, DYMES, SDEXACT ş .a . ) , 
respectiv de analiză cu element finit (NASTRAN, PATRAN, COSMOS, ANSYS, NISA 
ş .a . ) , sunt utilizate în prezent pe scară largă. Adevărate prototipuri virtuale sunt 
create cu ajutorul calculatorului, având în vedere obţinerea unor produse care să 
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1.1.Introducere în problematica tezei 7 

corespundă funcţional cerinţelor. Aceasta înseamnă că simularea sistemelor 
mecanice merge până la modelarea fidelă atât a componentelor sistemului cât şi a 
condiţiilor de funcţionare ale acestuia, ceea ce permite testarea rapidă a numeroase 
variante geometrico-constructive, în vederea optimizării sistemului mecanic. 

Metoda elementului finit a devenit un instrument de lucru de largă utilizare 
în toate domeniile. Principalul avantaj al acestei metode este acela de a fi înlăturat 
bariera legată de nivelul de complexitate al problemei studiate. Matematicienii din 
Grecia Antică au fost deschizători de drumuri. Totuşi, prima referinţă concretă la 
metoda elementului finit este doar din anii'60. Din acest moment, dezvoltarea 
metodei elementelor finite a fost în pas cu acest sfârşit de mileniu, un ritm 
debordant, direcţionat către utilizatorul primar - proiectantul. La baza dezvoltării 
metodei elementelor finite stau pe de-o parte posibilităţile de abordare a unei game 
largi de probleme din domeniul mecanicii mediului deformabil, al fizicii mediilor 
continue şi a teoriei câmpurilor, a chimiei cuantice etc., iar pe de altă parte, nivelul 
tot mai ridicat al performanţelor tehnicii de calcul, care dă posibilitatea dezvoltării 
calculelor până la nivelul de precizie dorit. 

Analiza cu elemente finite este o tehnică numerică bazată pe computer. 
Calculatorul este necesar deoarece este nevoie de un număr astronomic de calcule 
necesare pentru a analiza o structură relativ mare. 

Metoda elementului finit este o metodă aproximativă şi, în general, 
acurateţea soluţiei creşte cu numărul de elemente utilizate. Numărul de elemente 
necesare pentru un model corect depinde de problemă şi de rezultatele specifice pe 
care le dorim de la acesta. Astfel, în scopul de a analiza acurateţea rezultatelor 
pentru o singură rulare a metodei elementului finit, este necesar să se crească 
numărul de elemente dintr-un obiect sau zonă a obiectului şi să se vadă modificarea 
de rezultate. Este o metodă foarte versatilă şi totodată puternică şi poate fi utilă 
proiectanţilor pentru a obţine informaţii privind comportarea structurilor complicate 
cu cele mai arbitrare solicitări. în scopul obţinerii unor avantaje semnificative, care 
au fost făcute posibile prin dezvoltarea metodei, rezultatele trebuie examinate cu 
mare atenţie înainte de a fi utilizate. Pentru a putea generaliza o astfel de metodă, 
pe lângă modelatorul cu elemente finite, în programele de analiză structurală au 
apărut modelatoarele geometrice, oarecum asemănătoare cu cele de CAD. Aceste 
facilităţi, împreună cu dezvoltarea PC-urilor au creat o nouă clasă de utilizatori, mult 
mai largă, din zona industrială. Lărgirea acestei clase de utilizatori a fost realizată şi 
prin abordarea unei problematici deosebit de complexe: 
• Analiza statică; 
• Analiza dinamică; 
• Analiza neliniară oferă posibilitatea de a determina starea de tensiuni şi 

deformaţii în următoarele situaţii: 
o probleme cu materiale neliniare, 
o probleme cu deplasări mari, 
o probleme de contact; 

• Analiza termică; 
• Analiza la oboseală a structurilor; 
• Analiza curgerilor de fluide; 
• Analiza electromagnetică 

Aceste avantaje au făcut-o pe autoare să recurgă la folosirea metodei 
elementului finit, metodă implementată şi în codul Ansys, pentru simulările făcute 
pentru ducerea la bun sfârşit a acestei teze. 
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8 Introducere-1 

1.2.Scopul şi obiectivele tezei 

Lucrarea constituie o nnetodă completă de investigare şi analiză a corpurilor 
elastice prin simulare folosind calculatorul şi terminând cu încercările experimentale. 

Actualitatea şi importanţa temei tratate se regăsesc pe parcursul tezei. 
Astfel trebuie evidenţiate următoarele aspecte care sunt tratate: 
• folosirea metodelor moderne de calcul şi utilizarea calculatoarelor; 
• utilizarea Metodei Elementelor Finite în problemele de contact/impact; 
• prezentarea şi implementarea mijloacelor moderne de experimentare, achiziţie 

şi prelucrare a datelor; 
în această teză sunt vizate următoarete direcţii de cercetare: 

> Prezentarea cadrului teoretic general în care au sens şi pot fi rezolvate, pe cale 
analitică sau/şi numerică, probleme de contact; • 

> Rezolvarea problemelor de contact elastic tridimensional cu punerea în evidenţă 
a „cod-ului calculator" de implementare-aplicarea codului Ansys, în studiul 
vibraţiilor prin şoc; 

> Validarea modelării numerice pe baza datelor experimentale. 
Motive pentru care s-au folosit simulări pe calculator: 

o Simulările pe calculator au avantajul că au costuri reduse; 
o Obţinerea rezultatelor practice sunt mai dezavantajoase decât cele simulate, 

deoarece necesita aparatură scumpă; 
c Simulările pe calculator sunt în general o modalitate relativ simplă de cercetare 

primară a unor fenomene fizice. în multe situaţii modelările numerice permit o 
studiere mai profundă a fenomenelor. 

1.3.Organizarea tezei 

Lucrarea este structurată pe 5 capitole şi cuprinde elementele teoretice, 
problematica atât a simulării numerice şi validări experimentale a rezultatelor cât şi 
a prelucrării şi interpretării datelor. 

Capitolul 1 realizează introducerea în problematica temei tratate. Pe 
parcursul acestui capitol este justificată importanţa şi mai ales actualitatea acestei 
teme. Totodată sunt stabilite obiectivele urmărite de autoare de-a lungul tezei şi 
este prezentată organizarea tezei. 

în capitolul 2 sunt prezentate câteva modele de studiu ale sistemelor cu 
constrângeri mecanice şi ciocniri. Sunt analizate efectele locale în cazul contactului 
hertzian dintre unu corp elasto-plastic şi un element percutant, punându-se în 
evidenţă coeficientul de ciocnire prin interpretarea sa. Sunt de asemenea prezentate 
efectele energetice în cazul sistemelor de corpuri elastice şi ecuaţiile generale ale 
ciocnirii corpurilor deformabile. 

Capitolul 3 conţine metode numerice pentru simularea dinamicii sistemelor 
elastice cu constrângeri mecanice şi ciocniri. S-au studiat metode numerice hibride 
analitico-numerice şi integrarea ecuaţiilor diferenţiale particularizându-se la sisteme 
dinamice cu ciocniri. De asemenea este prezentată metoda elementelor finite la 
sisteme mecanice în contact, realizându-se o simulare în codul ANYS LS-DYNA a 
unei aplkaţii numerice. 

In capitolul 4 sunt prezentate simularea vibraţiilor unor structuri cu 
discontinuităţi geometrice cu aplicaţii pe un inel, secţionat şi nesecţionat, de 
asemenea s-au realizat şi cercetări experimentale. 
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1.3.Organizarea tezei 9 

în capitolul 5 se face o evaluare globală asupra subiectului dezvoltat pe 
parcursul tezei, subliniindu-se utilitatea şi noutatea abordării, indicându-se 
posibilităţile de dezvoltare ulterioară. Autoarea se opreşte asupra contribuţiilor 
proprii în ceea ce priveşte abordarea subiectului şi implementării unor noi aspecte, 
direcţiile de dezvoltare ulterioară rămânând deschise. 

Anexele prezente în finalul tezei, conţin programele de calcul. 

Lucrarea se extinde pe 121 pagini şi conţine: 

> 191 ecuaţii matematice; 
> 53 figuri ilustrative şi grafice; 
> 3 tabele; 
> 5 anexe; 
> 113 titluri bibliografice. 
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Capitolul 2 
MODELE DE STUDIU ALE SISTEMELOR CU 
CONSTRÂNGERI MECANICE Ş I C IOCNIRI 

Majoritatea soluţiilor tehnice pentru maşini, utilaje, construcţii industriale 
innplică, pentru realizarea unor operaţii tehnologice, cuple cinematice între piesele 
maşinii. Cuplele cinematice pot fi de translaţie, de rotaţie plană sau sferică, de tip 
camă culegător, transmisii prin angrenaje, cuplaje, rulmenţi şi multe altele. Toate 
acestea ridică o problemă esenţială cea a contactului între piesele în mişcarea 
relativă impuse de cupla cinematică. Fiind vorba de mişcare, contactul între piesele 
cuplei cinematice se face prin forţe de legătură ce au atât componente statice cât şi 
dinamice, componentele dinamice fiind de natură impulsivă. 

Caracterizarea forţei de contact ca impulsivă depinde de raportul dintre 
timpul de contact a celor două corpuri elastice în contact şi perioada modului natural 
de vibraţii având frecvenţa proprie cea mai înaltă în domeniul de frecvenţă ce 
prezintă interes. Dacă perioada acestui mod este mult mai mare decât durata 
contactului atunci forţa de contact poate fi considerată de tip impulsiv sau 
percutantă. 

2.1.Efecte locale în cazul ciocnirii a două corpuri 

Astfel, pentru un sistem vibrant clasic cu un singur grad de libertate (Fig.2-
1) compus dintr-un corp rigid de masă m, suspendată de un resort de constantă 
elastică k, la sistem adăugându-i-se un amortizor, cu frecare vâscoasă de constantă 
c, îi va corespunde o pulsaţie proprie 

m 
iar mişcarea armonică rezultată, în urma unei perturbaţii a sistemului considerat 
neamortizat (c=0), în cazul de faţă printr-o lansare, la momentul t=0, dintr-o 
poziţie comprimată a arcului cu x(t=0)=A, are forma 

x(t) = Acos(cDnt) (2.2) 

vibrograma acestei legi fiind reprezentată prin curba 3 (Fig.2-1 b şi c). 

(2 .3) 
cOn 

Dacă la cota x=6, oarecare, în domeniu de oscilaţie al masei ±A (în cazul de 
faţă 8=0) se plasează o structură plană rigidă S2, între aceasta şi o structură S i 
fixată de masa m, ia naştere un contact şi se dezvoltă o forţă Fp(t), de tip impulsiv, 
care durează atât cât există contact între cele două structuri. 
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2.1.Efecte locale în cazul ciocnirii a două corpuri 11 
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Fig.2-1 Ilustrarea contactului 

Această forţă numită percutantă, de legătură unilaterala între cele două 
suprafeţe, este echilibrată în timpul contactului de: 

• forţele de i n e r ţ i e , 
• forţele elastice -kx , 
• forţele de disipaţie-cx . 

Ultimele două forţe, elastică şi de disipaţie cumulate, sunt neglijabile în 
comparaţie cu cea percutantă, astfel că 

mx(t) = Fp(t), 

^iO <f/2/' i =1,2,3,... 
Prin integrare în intervalul ciocnirii se obţine 

(2.4) 
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12 Modele de studiu ale sistemelor cu constrângeri mecanice şi ciocniri-2 

ti 2 
m(Vio -Vi2) - Fp(t)dt 

tio 
unde integrala 

ti 2 
Pj = Fp(t)dt =Fprr,(ti2-tio) 

(2.5) 

(2.6) 

tio 
este numită percuţie, Vio şi Vj2 fiind Vitezele la începutul şi sfârşitul intervalului de 
contact. Raportul celor două viteze exprimă coeficientul de restituire 

Vi2 ^ tgoi2 
Vio ^90n 

Coeficientul de restituire poate fi considerat ca un indice 
efectul percutant definind: 

global 

(2.7) 

privind 

> > pentru CRj=l, o ciocnire elastică, 
pentru CR,=0, O ciocnire plastică, 
o ciocnire naturală când 0<CRi <1, caz des întâlnit în practică. 
Energia cedată în timpul unei percuţii este dată de relaţia 

AEr = 
m 

^iO 'i2 
m 

'iO (2.8) 

Această energie este disipată prin deformaţii locale ale celor două structuri 
care, la rândul lor, o pot radia prin unde elastice mediului înconjurător sau prin 
transfer termic. La un contact perfect elastic, pentru care CR=1, rezultă, normal, 
aEc=0, energia fiind restituită complet sistemului vibrant. 

Contactul dintre cele două structuri elastice se face prin penetrare, sunt 
multe astfel de motive care fac ca rezolvarea problemelor de contact să preocupe 
încă un număr mare de cercetători. Prima teorie dezvoltată de Hertz (1881) 
consideră contactul elastic între două sfere de raze Ri şi R2 comprimate la forţa de 
contact Fp, acesta având o pată circulară de rază 

a (2.9) 

unde 

ki -
nEi (2.10) 

/ 1.2 
Vi şi V2 fiind coeficienţii lui Poisson corespunzători materialelor celor două structuri în 
contact. Pentru o structură S? plană R? distribuţia presiunii p(r) pe suprafaţa 
petei de contact, de-a lungul unei raze vectoare r (Flg.2-le) se presupune a fi după 
o lege eliptică 

?(>•) P o j l ~ 

O r < a 
unde pentru r=0, atinge valoarea maximă p„ având expresia 

(2.11) 
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2.1.Efecte locale în cazul ciocnirii a două corpuri 13 

PO = 
3Fp 

(2.12) 

Pentru un contact între doi cilindrii pe o linie de contact de lungime b legea 
de distribuţie rămâne de forma (2.11) presiunea maximă având forma 

Po 

şi lăţimea petei de contact 

a = 

Ep. 
nab 

4Fjki+k2} 

( 2 . 1 2 ) 

1 1 
+ 

(2.13) 

în procesul de dezvoltare a contactului o mărime importantă este 
întrepătrunderea w, care exprimă apropierea celor două corpuri pe direcţia normală 
la contact, forţa de contact fiind exprimată prin relaţia 

Fn = — (2 .14) 

unde E este modulul de elasticitate echivalent 

Şi 
1_ R 1 1 

• + • 

l-v. 

Rl R2 

întrepătrunderea w se poate exprimă prin relaţia 

\N = 
f npo 
2E\ 

(2.15) 

( 2 . 1 6 ) 

(2.17) 

care are o valoare critică, Wc la intrarea în zona plastică, pentru care îndepărtând 
sarcina se formează amprente pe cele două suprafeţe în contact. 

Forţa de contact în domeniul plastic poate fi aproximată prin relaţia 
F p c ^ A p H (2.18) 

unde Ap este aria suprafeţei petei de contact plastic, iar H este duritatea 
materialelor 

Ap=2nRw ( 2 . 1 9 ) 

Chang W.R., Estion I. şi Bogz D. B în lucrarea. An Elastic- Plastic Model for 
the Contact of Rough Surfaces, ASME J Tribology 109, pp.257-263, consideră 
întrepătrunderea critică de forma 

x2 
w r= 

nKH 

{2E* 
(2.20) 

unde K este un factor de duritate dat de relaţia K=0.454+0.41v, H=2.8onis şi a ŝ 
fiind tensiunea von Mises 

'ms - {ai -azf +[o2 -osf +{03 -oif (2.21) 
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14 Modele de studiu ale sistemelor cu constrângeri mecanice şi ciocniri-2 

La fel, trecerea de la deformaţia elastică la cea plastică se face prin sarcina 
critică 

•jnams (2.22) 

unde C = 1.295 
în mod similar se defineşte o arie critică a contactului 

Ape 
Ca ms (2.23) 

l 2E ; 
Durata contactului este extrem de greu de aproximat, chiar şi pentru 

structuri cu suprafeţe simple de contact, cum ar fi la contactul dintre o placă 
circulară^ pe o suprafaţă plană [83]. 

în multe lucrări se presupune că forţa percutantă de contact poate fi 
aproximată printr-un sfert de sinusoidă având perioada 

Tp = 4At (2.24) 
unde At e durata contactului (Fig.2-2). 

Se consideră că pe acest interval de timp legea de pătrundere 5(t) a 
percutorului de masă m se face respectând ecuaţia 

m5(t) + Kc5(t) =0 (2.25) 
unde Kc este constanta elastică echivalentă de deformare elastică a zonei de 
contact. Ecuaţia diferenţială (2.25) admite soluţia 

(2.26) 

O <t <At 

rezultând pentru începutul impactului, la t=0, 6(0)=0 şi 6(0) = Vjo , iar la sfârşitul 

intervalului, la t = At = unde 

Tp =2n (2.27) 

rezultând 6(At)=0 şi 6(At) = vi2 = -v̂ /o cea ce impune un coeficient de restituire 
Cr=l, deci, corespunzător la o ciocnire perfect elastică, energia pierdută prin 
ciocnire AEc, conform relaţiei (2.8) , fiind nulă. 
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2.1.Efecte locale în cazul ciocnirii a două corpuri 15 

200 300 
O 10 20 30 trrfB 

Fig.2-2 Ilustrarea forţei percutante de contact 
Pentru ciocnirea naturală 0< Cr<l, se impune o modelare aparte pe 

perioada de timp tjo < t < tji, considerată de comprimare, forţa de contact se 
desfăşoară după o pătrime a perioadei Tpi a unei legi de pătrundere 

5 i ( 0 = VIO 
m sin I Kcl^ 

m Kcl 
0<t< tii Ati =tii-tio 

(2.26) 

unde Kcl este constanta elastică echivalentă de deformare elastică a zonei de 
contact în faza de comprimare şi legea 

\Kc2 
tii < t <ti2; At2 -ti2-tii 

în faza de decomprimare. 
Condiţiile pe care trebuie să le îndeplinească cele două funcţii sunt 

6i{0)=0; 52{ti2)=0; 5i{tii)=d2{tii) 
la care se adaugă condiţiile de periodicitate 

rezultând din (2.26). . . (2.29) 

Tpi=4Ati=2n^ 

Tp2 =4At2 =2n 

\vi2 

m 
CI 

m 
\KC2 

At2 

(2.27) 

(2.28) 

(2.29) 

(2.30) 

Determinarea coeficientului de restituire se poate face cel mai bine pe cale 
experimentală. Astfel în cadrul Laboratorului pentru testări şi cercetări pentru 
vibraţii mecanice al catedrei de Mecanică şi Vibraţii s-a conceput şi realizat un 
dispozitiv de excitare prin impact a structurilor mecanice în vederea determinării 
modurilor naturale de vibraţii, deviaţiile valorice, în timp, ale frecvenţelor proprii ale 
structurii unui pod fiind corelate cu degradările structurale, cum ar fi fisurările 
grinzilor de susţinere [36]. 
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16 Modele de studiu ale sistemelor cu constrângeri mecanice şi ciocniri-2 

Fp(t) i 

0 5 , 0 5 
V: 

1 2 13 1 4 
t sec bc 

a) b) 

Fig.2-3 a)Dispozitiv de excitare prin impact a structurilor mecanice în vederea determinării 
modurilor naturale de vibraţii; b)Diagrama forţei percutante Fp(t) 

Dispozitivul se compune dintr-un grup de greutăţi de formă inelară, fixate 
între ele printr-o bucşă, care permite grupului o alunecarea liberă pe verticală, 
ghidată pe un ax vertical 2. Cu ajutorul unui dispozitiv de ridicare 3, acţionat 
manual, grupul de greutăţi de masă totală m este ridicat la o înălţime iniţială Ho 
poziţia grupului la această înălţime fiind blocată prin dispozitivul, 4 care permite şi 
declanşarea grupului masic 1. Acesta cade, liber, de la înălţimea Hq după legea 
uniform accelerată 

h(t) =Ho-g 

La h(tio)=0, pentru care 

tio 

(2.31) 

(2.32) 

grupul întâlneşte un limitator defornnabll 5, din cauciuc sau plută. Acesta se 
deformează după legea de pătrundere 5(t) , corespunzătoare celor două faze ale 
contactului. Viteza în prima fază a ciocnirii va fi 

Vio = - p g H o (2.33) 
iar după ciocnire 

^12 = C r p g H o (2.34) 
mişcarea ascendentă continuând după legea 

devenind maximă pentru 

h(t) =vj2t-g (2.35) 

(2.36) 

Considerând că revenirea grupului masic în cădere liberă se face cu forţe de 
legătură prin frecare neglijabile, durata căderii până la următorul contact va fi tot t i , 
iar durata dintre primele două ciocniri fiind Ti=2ti. Ea poate fi determinată cu 
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2.1.Efecte locale în cazul ciocnirii a două corpuri 17 

precizie bună din diagrama forţei percutante Fp(t), (Fig.2-3b), înregistrată în timp 
prin intermediul senzorului de forţă 6. 

Astfel din (2.36) şi (2.35) se obţin două relaţii importante 
Ti 

vi2 =9-j 

cu care se poate determina viteza după prima ciocnire şi 

h(ti) = Hi=g-^ 

Pentru percuţia i vor rezulta 

Şi 

iar, în final, coeficientul de restituire 

Vi2 = g 
Ti 

h(ti)=Hi =g I I 
8 

Cn • ^i + 1,2 Tj+i 

(2.37) 

(2.38) 

(2.39) 

(2.40) 

(2.41) 

Cu datele din diagrama forţei percutante se obţine valorile din tabelul 2-1. 
La prima vedere se observă că pentru coeficientul de restituire valorile obţinute sunt 
foarte apropiate cu tendinţă de uşoară scădere funcţie de viteza de ciocnire, 
valoarea medie fiind Cr=0.696 

Tabel 2-1 
Nr. şoc 1 2 3 4 5 Obs. 
Tifs] 0 . 5 5 6 0 . 3 9 3 0 . 2 7 2 0 . 1 8 7 

CRI 0 . 7 0 7 0 . 6 9 2 0 . 6 8 8 - medie 0 . 6 9 6 
Hifm] 0 . 7 8 2 0 . 3 7 9 0 . 1 8 9 0 . 0 9 1 0 . 0 4 3 

Vio [m/s] 3 . 8 5 9 2 . 7 2 8 1 . 9 2 8 1 . 3 3 4 0 . 9 1 7 
VI2[M/S] 2 . 7 2 8 1 . 9 2 8 1 . 3 3 4 0 . 9 1 7 0 . 6 3 1 

m ( V i o - V i 2 ) 
[Ns] 2 2 . 6 1 2 1 6 . 0 1 1 1 . 8 7 8 . 3 3 9 5 . 3 7 5 m ( V j o - V j 2 ) = 

ti2 
= J Fp(t)clt = P 

tio ^ P[Ns] 2 3 . 2 1 9 1 6 . 5 5 8 1 1 . 2 7 . 8 5 8 4 . 7 0 9 

m ( V j o - V j 2 ) = 

ti2 
= J Fp(t)clt = P 

tio ^ 
O analiză mai detaliată a forţei percutante se poate face examinând formele 

impulsive corespunzătoare celor cinci şocuri înregistrate, forme suprapuse şi extinse 
pe un interval de 25 milisecunde (Fig.2-4). 

O primă constatare este aceea că, în acest caz, durata contactului este 
aproximativ egală pentru toate cele cinci şocuri de magnitudine diferită, având 
valoarea At=22 ms, sumă a perioadei, de compresie, Ati=9 ms şi a celei de 
destindere At2=13 ms cea ce duce la o valoare a coeficientului de restituire, după 
relaţia (2.30), de Cr=0.692, valoric foarte apropiat de cea medie calculată cu relaţia 
(2.39). 
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18 Modele de studiu ale sistemelor cu constrângeri mecanice şi ciocniri-2 

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 

t ms 
Fig.2-4 Ilustrarea formei Impulsive a forţei percutante Fp(t) pentru cele 5 şocuri înregistrate 

în ceea ce priveşte aproximarea formei impulsive a forţei percutante Fp(t) 
prin două sferturi de sinusoide, de perioade diferite racordate la vârf, se constată că 
aproximarea este mai clară pentru şocurile Sc2/ Sc3/ şi Sc4 dar slabă pentru primul 
ŞOC; Sci Aceasta se explică prin relaţia neliniară dintre forţa percutantă şi 
deplasarea relativă sau penetrarea 6 pentru care o serie de lucrări dau forma 

F P = / C 5 ^ ( 2 . 4 2 ) 

unde k şi n depind de o serie de factori de material şi geometrici. Astfel, pentru 
ciocnirea sferelor Simon, [97] propune o formă hibridă 

F P ( 2 . 4 3 ) 

unde rigiditatea este 

k ( 2 . 4 4 ) 

Altă forma interesantă a fost introdusă de Hunt and Crossiey [100], luând în 
considerare modelul neliniar cu disipare 

m5 -^(Ăd^)6 =0 ( 2 . 4 5 ) 
cu o formă particulară pentru contact cu bilă 

= 0 ( 2 . 4 6 ) 

In cazul de faţă al ciocnirii plane am introdus următoarea ecuaţie 
diferenţială neliniară 

5 ^ A — d"" =0 
m 

( 2 . 4 7 ) 

BUPT



2.1.Efecte locale în cazul ciocnirii a două corpuri 19 

unde parametrii: k, constanta elastică echivalentă şi coeficienţii şi n s-au 
determinat prin identificarea lor după diagrama forţei percutante, Fp(t) determinată 
experimental, impusă de forma 

F p ( t ) = Ăk5'' (2.48) 
Pentru identificare s-a luat primul şoc a cărui diagramă a forţei percutante 

Fp(t) este reprezentată în Fig.2-5a. Rezolvarea ecuaţiei diferenţiale s-a făcut pe cale 
numerică utilizând metoda Runge Kutta de ordinul 4 implementată ca subrutină în 
programul Mathcad. Pentru intervalul de timp Ati=9.2ms, al fazei de compresie se 
apelează la subrutina 

S I r k f i x e d 

unde 
1000 

ic i 
O 

2.88 este vectorul condiţiilor iniţiale conţinând, pentru t=0 
6(0)=0 şi viteza iniţială 6(0) =2.88 m/s 
Funcţia de intrare în subrutină Fi, este o matrice funcţională 

F l ( A t l , X l ) := 

iar funcţia d 

-i(xio) 

X l i 

ni k i n 

m 

S l = 

ieşire S I este matricea < irului de valori 
i t 6(t) d8(t)/dt 

279 5.1336 lO"̂  0.01388 2.1949 
280 5.15210-3 0.01392 2.18795 
081 5.170410"^ 0.01396 2.18095 

ale timpului t, pătrunderii 6(t) şi ale vitezei de pătrundere 6(t) 
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2500 r 20 

15 

m 

10 

A 

\s;(t) 

/ • \ 

/ Atl At2 \ 
1 j J— 

10 15 

b) 
20 

tms 
25 

Fig.2-5 a)Ilustrarea forţei percutante Fp(t), b)Ilustrarea funcţiei de pătrundere 6(t) (pentru cele 
două faze de pătrundere şi respectiv de destindere) 

Forţa percutantă se determină cu relaţia 

ni kl 

m 

Printr-o succesiune de iteraţii s-au identificat parametrii n l=2.01 şi Ăl = 70 
cu ajutorul cărora s-au trasat ramurile funcţiilor 6(t) şi Fp(t), identificate pe baza 
diagramei experimentale a forţei percutante. Pentru faza de destindere parametrii 
identificaţi au valorile n2=2.02 şi Ăl = 70 

Ca o concluzie importantă a celor demonstrate mai sus este aceea că 
diagrama forţei percutante fiind cunoscută permite determinarea tuturor 
parametrilor legaţi de efectul percutant local. 

Efectul percuţiei este mult mai complex când axa vitezei relative 
Vr = Vi + V2 (Fig.2-6a) nu este normală comună la cele doua suprafeţe în contact, 
apărând ciocnirea oblică, între cele două corpuri intervenind atât forţe de legătură 
normale Fni cât şi tangenţiale Ftj, în zone de contact Pai distribuite aleatoriu în zona 
de interfaţă a celor două corpuri. 

V. 
a) b) 

Fig. 2-6 Contact cu microasperităţi 
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2.2.Efecte energetice în cazul sistemelor de corpuri elastice 21 

Modelarea microasperităţilor suprafeţelor în contact prezintă mare interes 
pentru mecanica contactului cu frecării şi în studiul uzurii. Pentru aceasta sunt 
aplicate metode statistice, luându-se în considerare atât distribuţia în înălţime a 
asperităţilor cât şi spectrul asperităţilor de-a lungul petei de contact, utilizând 
transformata bidimensională Fourier[100]. Suprafeţele de contact sunt considerate 
formate din sfere (Fig.2-6), de acelaşi diametru d, distribuite Gausian, atât în 
înălţime cât şi în amplasament de-a lungul zonei de contact. Pe acest model se 
aplică metoda elementului finit. Metoda de calcul e mult mai puţin costisitoare decât 
aplicarea modelului deterministic real, după profilograma asperităţilor. Metoda este 
aplicată pentru studiul elementelor de contact electric. Alte metode folosesc metode 
fractale de modelare a rugozităţilor suprafeţelor în contact. 

2.2.Efecte energetice în cazul sistemelor de corpuri 
elastice 

Efectul percutant local produce un transfer de energie care, în cazul 
sistemelor de corpuri în coliziune, supuse la legături ideale, rezultă, conform 
teoremei lui Carnot 

AEr "io -
1 \ 

(2.49) 
/ / 

energie care este preluată de sistemul de corpuri şi trecută într-o formă de energie 
de deformaţie a celor două corpuri. 

Astfel dacă o sferă Sf de masă m, considerată rigidă, (Fig.2-7) percutează 
un corp elastic Ce, într-un punct Pj al corpului elastic, de masă mc, mult mai mare 
decât m atunci energia cinetică transferată corpului elastic va fi de forma (2.8) 

iO i2 2 ^Ri 

a) b) 
Fig. 2-7 Ilustrarea transferului energetic 

Prin forţa percutantă ce acţionează într-un interval scurt de timp At, în 
punctul Pi de contact şi în cele învecinate Pj şi Pg iau naştere deformaţii locale ale 
structurii, creându-se deplasări relative 5(p/p/(t)), 5(P/Ps(f))/ 

Datorită legăturilor elastice între aceste puncte materiale se înmagazinează, 
în zonă de contact, pe durata contactului, o energia de deformaţie 

Ed {t) = I kij (s^J^f j kis (dfpi^f + 1 kjs (dirJ^f + .. . + (2.50) 

egală cu energia cinetică cedată AEc, kjj fiind constanta elastică a legăturii elastice 
dintre punctul PjŞi Pj. 
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Transferut energetic este asociat undelor elastice ce sunt iniţiate în zona de 
contact, ele propagându-se de-a lungul corpului. La interfaţa corpului cu mediul 
înconjurător Mex, considerat tot elastic, o parte din energie Ere se întoarce, prin 
reflexia undei elastice în interiorul corpului creându-se mişcări oscilatorii alea 
acestuia, mişcări oscilatorii după modurile naturale de vibraţii ale structuri, iar 
diferenţa de energie este cedată (AEc-Ere=Erf ) acestui mediu prin refracţie, energia 
Erf fiind radiată de suprafaţa corpului în mediul elastic, prin unde elastice, după 
legile de propagare în acest mediu. 

Undele acustice refractate în mediu elastic gazos conţin componente ce au 
aceleaşi frecvenţe ca şi modurile naturale ale corpului radiant, păstrând spectrul 
iniţial de şoc al undei de presiune care ajunge la un observator plasat la o distanţă 
oarecare în mediu respectiv cu spectru modificat doar în magnitudine, datorită 
procesului de atenuare. , 

Astfel, la ciocnirea unei sfere cu un corp elastic plasat în aer, suprafaţa 
acestuia radiază unde de presiune care sunt înregistrate de urechea unui observator 
s-au pot fi captate de un microfon plasat în apropierea obiectului ciocnit. 

Dacă corpul elastic este plasat în vid efectul de refracţie nu se produce, iar 
dacă corpul percutat este perfect elastic energia AEc rămâne în interiorul corpului şi 
la orice moment t echilibrul energetic este exprimat prin relaţia 

aEc=Yec Ep {t)=ct. (2.51) 
^ ij ^ ij 

din care rezultă că, variaţia uneia sau a mai multora dintre componentele energetice 
este compensată energetic prin variaţiile în sens invers ale celorlalte componente, 
dezvoltându-se unde elastice, ce se propagă de-a lungul corpului rezultând prin 
reflexia undelor mişcări oscilatorii periodice după modurile naturale de vibraţii ale 
corpului. 

J ( x - C t ) . ; f(x+ct) C 

-c.t c.t ^ 
X _ d x ^ 

I m u(x+dx,t) 

Fig.2-8 Ilustrarea undelor elastice longitudinale la o bară de lungime infinită 
Astfel, mişcările longitudinale elastice ale unei bare (Fig.2-8) se realizează 

respectând ecuaţia diferenţială 

= 0 (2.52) 

unde u(x,t) este deplasarea axială în secţiunea x la timpul t, iar 

(2.53) 

este viteza de propagare a undei elastice longitudinală, E modulul de elasticitate şi p 
masa pe unitatea de lungime. 

Din punct de vedere matematic, ecuaţia diferenţială (2.52) admite o largă 
familie de soluţii u(x,t) reprezentând legea de mişcarea longitudinală a punctelor din 
secţiunea de la cota x la momentul t. Soluţiile depind de condiţiile iniţiale la 
momentul t=0, impuse deplasărilor şi vitezelor 
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u(x,0) = f ( x ) 
u(x,0)=g(x) 

Soluţia generală are forma explicită pentru bara de secţiune constantă 

(2.52) 

u(x,t) =j 

1 
+ — 2 

unde 

jca 

(2.53) 

— OC 

00 (2.54) 

g (a) = 

sunt două funcţii imagine, care, pentru bara de lungime infinită, sunt de forma 
QO 

=f(x±ct) (2.55) 
- O C 

şi considerând, în phnnă instanţă, condiţii iniţiale de viteze nule, g(x) = u(x ,0) = O 
se va obţine soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale care este de forma 

u(x,t) = — [f(x+ct) + f ( x - c t ) (2.56) 

Astfel, dacă într-o regiune mărginită de cotele Xqi şi X02 se creează o stare 
constrânsă care produce deplasări statice, după legea de repartiţie f(x) , (Fig.2-8) 
atunci la eliberarea constrângerii iau naştere două unde având legile 

u^(x,t)=-f(x-ct) 

U_(X,t)=jf(X^Ct) 
(2.57) 

şi care se mişcă în sens contrar păstrându-şi nemodificată forma. 
în cazul real al barei limitată la o lungime L (Fig.2-9) legea de mişcare u(x,t) 

poate fi formulată ca o sumă modală 

u(t,x) = Y,qi(nUi(x) 
i=l 

unde Qi este o funcţie armonică de timp 
qi{t) = qoi cos{a)it) 

i =1,2,3,...cx^ 
unde a)j este pulsaţia celui de al i-lea mod natural de vibraţii ale barei. 

(2.58) 

(2.59) 
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Fp(t) 
(u(xO,At)) 

mpl 

'r* 
XO 

Ax 
r 

Fig.2-9 Ilustrarea iniţierii unei unde elastice longitudinală la o bară de lungime finită 
Amplitudinea qoi şi funcţia de formă U|(x) ale modului i sunt determinate din 

condiţiile iniţiale şi de margine. Astfel, în cazul barei blocată la ambele capete la 
orice moment 

u(0,t)=u(L,t)=0 
u(0,t)=u(L,t)=0 

(2.60) 

Condiţii suplimentare pe care trebuie să le îndeplinească funcţiile de formă se obţin 
din condiţii energetice. 

Astfel considerând bara ca un sistem conservativ, energia AEc introdusă la 
momentul t=0 printr-o percuţie aplicată axial la un moment dat într-o secţiune de-a 
lungul barei aceasta rămâne tot timpul în interiorul sistemului astfel că 

Ec^Ep =AEc=ct (2.61) 
unde în cazul barei energia cinetică Ec şi energia potenţială (de deformaţie) Ep au 
formele 

Şi 

} 

.7 U x J 

A^dx 

Axdx 

care, ţinând cont de (2.58) şi (2.59) , devin 
N 

^c = jsin (o}it)sin (wjt))r Ui(x)Uj(x)Aydx 

N 

unde 
' fj 

sin {a)it)sin (o) jt) = j [cos (o),- - W; )f - cos (o), + coj )t 

cos {(oit)cos {cojt) = - J [cos {(Oj - CDj V + cos {(Oi + COj)f 

(2.62) 

(2.63) 

(2.64) 

(2.65) 

(2.66) 

Condiţia (2.61) ca energia introdusă într-un sistem conservativ să rămână în 
sistem impune ca toţi factorii termenilor variabili cos((0|-(0j) şi cos(a)i+a)j) să fie zero 
la orice moment t, rezultând, pentru cunoscutele relaţii de ortogonalitate ale 
modurilor naturale de vibraţii 
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2.2.Efecte energetice în cazul sistemelor de corpuri elastice 25 

Ui(x)Uj(x)A^dx =0 

cUi(x) cUj(x) 
(2.67) 

cx CX 

Şi pentru i=j 
fcUi(x)\ 

J [ cx J 

AydX = O 

Aydx 

p f {Ui(x)fA^dx • / 
(2.68) 

relaţia lui Rayleigh. 
Copdiţiile de margine pentru bara de secţiune constantă Ax=Ao fixată la 

ambele capete conduc la ecuaţia 
X 

u(X , t ) = ̂  [C, sin (o), t)+ Dj cos (co,t) 
i=l 

îndeplinind condiţiile de margine 

la t=0 rezultă din (2.69) 

sin inx 

v^ r^ inx u(x,0) = 2^Dj sin — 
1=1 

X 

u(x,0) = 2^coiCj sm — 

(2.69) 

(2.70) 

(2.71) 
inx 

i=l 

înmulţind cele două relaţii cu sin şi aplicare operatorului de integrare ( )dx 
L JJ 

se obţin constantele 
inx 

i = 1 , 2 , 3 , . , . . C C 

Funcţia formei modale a modului i este 

U j ( x ) = sin inx 

cu ajutorul căreia se poate determina, din (2.68), pulsaţia proprie a modului i 
in [e in 

unde 

C = 

(2.72) 

(2.73) 

(2.74) 

(2.75) 

este viteza de propagare a undei elastice de-a lungul barei. 
Iniţierea unei unde elastice, poate fi realizată prin, aplicarea unei forţe 

impulsive aplicată printr-un inel de masă mp, (Fig.2-9), care percutează, la 
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momentul t=0, cu viteza Vo un guler al barei, forţa percutantă Fp(t) având o durată 
scurtă de timp, At, în care se produce o deformaţie locală Au(x,0) , iniţiatoarea 
undei. 

Astfel, dacă în imediata apropiere a capătului barei (Fig.2-10), la cota 0.2 
m, se aplică un şoc, se va produce o deformaţie locală pe o porţiune de 0.6 m de 
unde se iniţiază unda elastică. 

Pentru a ilustra modul de propagare a undei au fost alese cinci secţiuni Si, . . . . 
Ss, având cotele 0.2, 10, 20, 30, 39.8 m, pentru care s-au calculat, conform relaţiei 
(2.69), legile de mişcare 

u(xs.t) = ^Dic0s{c0it)sin^' 
i=l (2.69') 

coeficienţii D„ (i = 1,2,3,...50) pentru primele 50 de moduri naturale fiind calculate cu 
ajutorul integralei (2.72) 

i -1,2,3 50 
Reprezentarea grafică (Fig.2-10) pune în evidenţă, cu claritate, propagarea 

cu viteză constantă a undei elastice iniţiată în secţiunea S i la cota 0.2 m (pentru 

oţel - c = 
\P V 7 

10 11 m = 5.172 — ) . Astfel, pornind de la această cotă în 
7850 s 

imediată vecinătate a capătului de sus, fix, al barei, punctul 1, ea ajunge în punctul 
2 la capătul celălalt al barei, secţiunea Ss după Tb=7.734 ms, corespunzătoare unei 
viteze de propagare constantă c=l7Tb=5.173 m/s. 

E' o; 
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> 

10 12 14 16 18 20 22 

tms 
24 

Fig.2-10 Ilustrarea propagării undei elastice de-a lungul barei de lungime finită, excitată 
innpulsiv la un capăt 

Din secţiunea de capăt S , (punctul 2) unda se reîntoarce, prin reflexie, la 
capătul din care a pornit, (punct 3), cu aceeaşi viteză constantă c, urmând acelaşi 
ciclu la infinit energia Iniţială Introdusă în sistemul elastic, considerat conservativ, 
fiind nedisipată. 

Analizând unda Incipientă u(0.2,t) (F lg .2- l la ) , formată la momentul t=0, se 
constată că aceasta corespunde unei forme amortizate, Justificată prin transferul 
energetic ce însoţeşte unda. Spectrul în frecvenţă (F lg .2- l lb ) relevă o componentă 
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2.2.Efecte energetice în cazul sistemelor de corpuri elastice 27 

spectrală dominantă la frecvenţa de 3233 Hz, egală cu frecvenţa celui de al 50-lea 
mod natural de vibraţii al barei. 

Unda u(10,t), (F ig .2- l lc ) care trece prin secţiunea de la cota lOm 
acumulează energie care este maximă la momentul t=1.933ms, corespunzătoare 
duratei de propagare a undei dintre secţiunile S i şi S2. 

în secţiunea de capăt, S5, la cota 39.8 m, unda u(39.8,t) relevă prin forma 
ei (cu două vârfuri pozitive) efectul de reflexie (Fig.2-1 Id) . 

;u{o.2.t) 

1 

/ 
1 

y 
y y 

CJ 

\ 
/ 

y c 

0 0 5 1 1 5 2 2 5 3 3 5 4 4 5 5 O 1000 2000 3000 4000 5000 

t ms h\ f Hz a) b) 

u(10.t) A 

0 5 1 1.5 

l i ! j 
1 ' 

..jJ 
2 2.5 3.5 5.5 6 6 5 7 7.5 8 8 5 9 9 5 10 10 5 11 11 5 

t ms 

4.5 5 
t ms 

C) d) 

Fig.2-11 Detalii ale propagării undei prin trei secţiuni ale barei 
La cotele:a) 0.2 m; b) spectrul semnalului de la a); c)10 m; d)39.8 m 

Dacă excitaţia se aplică în zona de mijloc (Fig.2-12) a barei atunci unda 
incipientă formată în secţiunea S3, se desparte şi aici în două componente simetrice 
care se propagă în sens contrar, cu aceeaşi viteză c, ajungând în acelaşi timp 
(punctele 2 şi 3) la extremităţile fixe ale barei, de unde se reflectă simultan, 
ajungând în secţiunea S3 (punctul 4) unde se recombină pentru un moment, şi se 
desprind continuându-şi deplasarea spre capetele barei, urmând un nou ciclu, ce se 
repetă la infinit. 

Excitarea primelor moduri naturale de vibraţii se face dacă funcţia iniţială 
este extinsă pe întreaga lungime a barei. Astfel, pentru o funcţie iniţială sinusoidală 

Au(x,0)=sin ^ (2.76) 

se obţin mişcări armonice vibratorii longitudinale, (Fig.2-13) amplitudinile mişcărilor 
vibratorii fiind modulate în magnitudine de această funcţie. 
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tms 
Fig.2-12 Ilustrarea propagării undei elastice de-a lungul barei de lungime finita, excitată 

impulsiv la mijlocul barei 
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^ Fig.2-13 Ilustrarea excitării primului mod de vibraţii longitudinale al barei 
In mod practic, excitarea modurilor joase la o structură se poate face prin 

aplicarea unei forţe treaptă. Astfel dacă la mijlocul barei în secţiunea S3 se aplică o 
forţă statică Fq, prin intermediul unui guler plasat în această secţiune, şi la 
momentul t=0 se eliberează brusc atunci stare iniţială de deformare este de forma 

£ = S 
2EA 

(2.77) s=l=>0<x<L/2 
s =-l ^L/2<x<L 

fiind constantă în modul, dar pozitivă (întindere) pe porţiunea O—172 şi negativă (de 
compresiune) pe porţiunea 172 — L. 

Deplasarea axială a unei secţiuni situată la cota x pe prima porţiune va fi 
X 

AU(X,0) = . Fo 
2EA ""-HĂ^ 

I 

o <x <L/2 

(2.78) 

Şi 
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Au(x,0) = Fo 
2 EA 

_ Fo 
2 EA 

dx 
L/2 

L/2 <x <L 

(L-x) (2.79) 

pentru a două porţiune, rezultând o funcţie triunghiulară (Fig.2-14). 

S2 10 

20 

-30-

' l,! : i; 
\ 

39,8 

20 24 

t ms 
Fig.2-14 Ilustrarea excitării primelor moduri naturale de vibraţii longitudinale ale unei bare prin 

excitare de tip treaptă 
Forţa treaptă Fo se realizează prin ruperea unei legături aplicată în secţiunea 

S3 care în mod practic nu se poate realiza brusc, deoarece legătura e tot elastică. 
Astfel pentru determinarea frecvenţelor proprii ale unei structuri uriaşe, aşa cum 
este o platformă marină, se leagă un cablu de un vas care introduce o forţă de 
tracţiune în cablu care se eliberează brusc prin detonarea unui exploziv amplasat pe 
cablu. 

2.3.Ecuaţiile fundamentale ale ciocnirii corpurilor 
deformabile 

Ciocnirile corpurilor solide reprezintă un fenomen complex, studiat de mulţi 
autori, începând cu Galileo Galilei. La dezvoltarea teoriei ciocnirii corpurilor, 
contribuţii importante sunt, aşa cum s-a arătat, datorate lui H. Hertz, care a studiat 
deformaţiile de contact ale corpurilor elastice. Apoi, I.I .Staerman rezolvă problema 
statică generalizată a contactului strâns dintre corpuri. Pe de alta parte Saint-Venant 
şi Boussinescq au soluţionat problema ciocnirii longitudinale a grinzii, ceea ce a 
permis examinarea propagării undelor de deformaţie de-a lungul ei. în plus Saint-
Venant a dezvoltat şi teoria ciocnirii la încovoiere, ţinând seama numai de 
deformaţiile generale ale grinzii. 

Majoritatea acestor studii s-au mărginit la studiul deformaţiilor de contact, 
care constituie condiţiile de iniţiere a undelor elastice ce se transmit în masa 
corpului elastic. Deci, există două faze în studiul ciocnirii corpurilor deformabile. 
Prima fază este cea a contactului dintre corpuri, de exemplu al ciocnirii dintre corpul 
C (Fig.2-15) percutat de corpul Cp, în timpul contactului luând naştere o zonă de 
contact Zp în care se înmagazinează energia cedată prin ciocnire. 

Studiul ciocniri corpurilor rigide se bazează pe ipotezele simplificatoare 
privind existenţa forţelor percutante de intensitate foarte mare însă numai pe 
durata scurtă a ciocnirii. Astfel se pot calcula salturile de viteză necesare 
determinării mişcării ulterioare, poziţia corpului fiind considerată nemodificată pe 
durata ciocnirii. 
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Fig.2-15 Ilustrarea ciocnirii corpurilor deformabile 
în timpul ciocniri se fac aceleaşi ipoteze simplificatorii ca la ciocnirea 

corpurilor rigide la care se adaugă ipoteza propagării instantanee a impulsurilor de 
ciocnire[90]. 

Sistemul complet de ecuaţii al elastodinamicii care se utilizează la studiul 
corpului deformabil supus ciocnirilor conţine 15 funcţii necunoscute (6 tensiuni, 6 
deformaţii specifice şi 3 deplasări) şi este alcătuit din: 
> 3 ecuaţii de mişcare, 
> 6 relaţii între deformaţii specifice şi deplasări (ecuaţiile lui Cauchy), 
> 6 relaţii ale lui Hooke, 
la care trebuie adăugate condiţiile la limită (condiţiile pe contur şi condiţiile iniţiale). 

într-un punct P al corpului C deformabil vitezele sale Vx, Vy şi Vz, faţă de un 
sistem de axe fixe OXYZ se supun cunoscutului sistemului de ecuaţii diferenţiale 

dvx _ ^xx 1 ^yy 1 ^xz 
dt dx dy dz 

dVy dTyx ^d(Jyy 
dt dx dy dz 

dv. _ STZX ̂ dTzy 
dt dx dy dz 

+ F (2.80) 

unde p este masa specifică pe unitatea de volum, Fx, Fy şi F̂  sunt componentele 
forţelor masice, iar Oxx/ ŷy/ ş' ẑz» sunt tensiunile normale, Xxy, ixz, ş\ "̂ yz/ fiind 
tensiunile tangenţial (tăietoare), tensiuni ce se dezvoltă pe suprafeţele 
paralelipipedului elementar, cu laturile dx, dy şi dz, şi centrul în punctul P. 

în intervalul foarte scurt al ciocnirii [to, t j , apare variaţia bruscă a vitezei v 
a punctului P, de componente ^Yx/^y/^z)» de forma 

Av = v x - v o (2.81) 
în care vq şi v^ sunt vitezele punctului la începutul, respectiv, la sfârşitul ciocnirii. 
Formele impulsive ale tensiunilor impune calculul impulsurilor acestora 
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Pxx = 'c^xx{t)dt 
to 

ti 
Pyy = j(Tyy{t)dt 

to 
ti 

Pxy = 

to 
ti 

Pyz = 'xz {t)dt (2.82) 

to 
ti 

Pzz = (^zz{t)dt Pzx = Tyx{t)dt 
to to 

care sub o formă compactă li se asociază tensorul 
Pxx Pxy Pxz 

Pyx Pyy Pyz 

Pzx Pzy Pzz 

Deoarece modificarea poziţiei fiecărui punct în timpul ciocnirii se presupune 
neglijabilă, impulsurile tensiunilor satisfac egalităţile 

(2.83) 

dx 
to to 

'\SCryyit) ^^ ^ B '' 
'ayy{t)dt = SPyy 

dy dy dy 
to to 

to 
ti 

(2.84a) 

to 
dz 8z dz 

dTzyit) 

to 
ti 

to 
ti 

to 

dy 
dt = 

dy 
Tzy{t)dt = 

to 
ti 

^Pxy 
dy 

dz dz 

dx dx 

to 
ti 

to 

dz 
(2.84b) 

Tyx{t)dt = dp. xz 
dx 
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ti 
X[t)dt = P^ 

to 
ti 

Y{t)dt = Py (2.84c) 

to 
ti 

Z{t)dt = P, 

to 
in în care P{Px,Py^Pz) ^ste o percuţie introdusă de forţa elementară masică 

punctul P. 
Cu aceste notaţii, prin integrarea ecuaţiilor diferenţiale (2.80) pe durata [to, 

t i ] , a fenomenului de ciocnire, se deduce 

(2.85) 

în care se poate neglija, percuţia P{PxfPyfPz) forţele masice neavând caracter de 
forţe percutante. 

Ecuaţiile (2.85) sunt fundamentale pentru studiul ciocnirii corpului 
deformabil ce poate fi considerat sub acţiunea unui câmp de impulsuri presupuse 
transmise instantaneu în întregul corp. 

Efectul ciocnirii influenţează şi starea de deformare a corpului astfel că 
vitezele acestora 

_ ^Pxx 
dx 

^dPxy 

dy 
, dPxz 

dz + Px 

pAVy 
SPyx 

dx 
^dPyy 

dy 
^dPyz 

dz 
^Py 

pAVz _ SPzx 
dx 

^dPzy 

dy 
^SPzz 

dz 

^xx -

şi mai departe, în aceeaşi manieră 

d^xx d d _ SVx 
dt ~ dt ax ; ~ dx dt dx 

(2.86) 

-yy 

restul vitezelor de deformare fiind 

e ^ / u , Gzz 
cy dz 

^xy -

eyz = 

CV. 

'zx 

dy 
• H ^ 

dx 
dVy 

dz dy 
_dVz dVy + — 

(2.87) 

dx dz 
Variaţia vitezei specifice de deformaţie 
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Ae 

Ae 

zle. 

Svix dVOx 
'xx - =xx ^XX - dx dx dx • dx 

fo -
dVly dVOy S{viy-V0y) d(AVy) 

'yy - eyy eyy -
dy dy dy dy 

p i oVjz dvoz S{viz-Voz) d{AVz) 
'zz - ^zz «=ZZ - dz dz dz dz 

„J p o Svix dVQx d^Oy^ 
'xy - ^xy -^xy - dy dx , dy dx 1 

\ ' / 

(2.88a) 

\ ' / \ ' 

AByz = e^z eJJz = 

dy 

dz 
Sviz 
dy 

dy 

Svpy 
dz 

= Ae, yx 

dy 

-^Oy) , d{viz~v0z) 
(2.88b) 

dz dy 
= Ae zy 

(SVlz ^ dvix^ dVoz 1 dVox 
dx dz ^ dx dz j ^ZX - ®ZX ~ 6zx -

_ ^{viz-'^Oz) . Sjvix-VQx) _ — 1 — ZAtZy^ 
dx dx 

Ecuaţiile constitutive sunt modele matematice ale corpurilor reale, definind 
relaţiile între tensorul tensiune şi tensorul deformaţie [85]. 

După ce sunt precizate principalele consideraţii privind echilibrul dinamic al 
corpului, trebuie să fie analizate şi proprietăţile fizice specifice fenomenului de 
ciocnire. 

Pe lângă aspecte geometrice şi mecanice în formularea modelului, pentru 
corpul deformabil supus ciocnirii, mai trebuie adăugate consideraţii de natură fizică. 
Se impune introducerea caracteristicilor fizice prin legi constitutive simple dar în 
concordanţă cu proprietăţile fizice şi în limitele ipotezelor admise asupra corpului 
deformabil. 

în teoria elasticităţii se admit ca valabile legile lui Hooke exprimate prin 
relaţii liniare între tensiuni şi deformaţii, este însă evident că există deosebiri 
fundamentale privind compararea materialului în cazul ciocnirii. Drept urmare, la 
ciocniri trebuie considerate alte legi constitutive care se vor adopta în continuare tot 
liniare, dar 

^^xx = 4 [Pxx -1^0 ipyy + Pzz)" E 

Aeyy=^ Pyy - O {Pzz +Pxx). 

^ezz = - (2.89) ^[Pzz - l^oipxx ^ Pyy] 

^^xy = ^ Pxy ; ^^yz = ^ Pyz 

^^zx = ^Pzx 

Pentru cazul unidimensional (corp bară) ecuaţia (2.85) se simplifică la forma 
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p A V y = ^ (2.90) 

iar din (2.88) şi (2.89) rezultă relaţiile 

(2-91) 

(2.92) 
iar mai departe, ţinând cont si de expresia (2.75) a vitezei c de propagare a undei 
elastice, se obţine ecuaţia diferenţială 

^ { a v x ) - ^ A V X = 0 (2.93) 

care admite soluţia 

obţinând-se ecuaţia algebrica 
AVy = VqS^ (2.94) 

(2.95) 

astfel încât soluţia generală are forma 
^ X 

AVx = e c (2.96) 
unde Ci, C2 sunt constante de integrare ce depind de condiţiile concrete de realizare 
a ciocnirii. 

Pentru o bară de lungime L libera la capătul x=0, iar la x=L fixată cu o 
percuţie aplicată barei (Fig.2-16) condiţiile la limită vor fi date de percuţia care s-a 
presupus aplicată la extremitatea A a barei, deci la x=0. în această situaţie pentru 
extremitatea se poate scrie condiţia 

(2 .95) 

Ţinând cont de relaţiile (2.91), (2.92) şi (2.93) se obţine 

_ P 
x=0 E^x dx 

iar din (2.96), prin derivare în raport cu x 
X X 

1 
dx c 

Ci-ec -C2 e c 

(2.96) 

(2.97) 

care pentru x=0 dă relaţia 
djAVx) 

dx = 4 ( C i - C 2 ) (2.98) 
x = 0 ^^x C 

La capătul celălalt nu este aplicată percuţia, la x=L, percuţia e considerată nulă, 
rezultând 

= O (2.99) 
Cu aceste condiţii legea de distribuţie a salturilor de viteze de-a lungul barei devine 
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2L-X 

Av^ = Vo • 
2-L 

(e ^ + j ; 
unde s-a notat 

Vo = 
cP 

EA^ 

(2.100) 

(2.101) 

Reprezentarea grafică a raportului AV̂  /VQ, (Fig.2-16), relevă o distribuţie 
practic, lineară de-a lungul barei de lungime L=40 m, a acestui raport 

: ^ l=40m •p 

P(t) Ax 
• i 

. J- -

0 .008 -

0.006 

AVx 
Vo 0.004 

0.002 

^ 0 10 20 30 X 40 
Fig.2-16 Distribuţia salturilor de viteze Avxde-a lungul barei după aplicarea unei percuţii 

Cunoscând legea forţei percutante Fp(t); înregistrată experimental, se poate 
determina percuţia 

At 

P = Fp(t)dt = Fprr,'At = mV^^O (2.102) 

Masa barei de masă fiind calculabilă, m=AxLp, şi admiţând o tensiune a va rezulta 
din (2.101) şi (2.102) 

= ^ (2.103) 
EA, 

Vx=0=- = 

P 
o At (2.104) 

m Lp 

relaţii cu ajutorul cărora se poate determina parametrii undei incipiente. 
Cele prezentate în acest capitol demonstrează marile dificultăţile pe care le 

întâmpină exprimarea analitică a efectelor de contact şi în special cele de contact 
dinamic, care implică şi modelarea undelor elastice care urmează aplicării şocului 
asupra unui corp elastic. 

2.4.Contribuţii originale 

> Prezentarea unui model al contactului Hertz dintre un corp elastoplastic şi un 
element percutant 

> Evidenţierea coeficientului de ciocnire prin interpretarea sa ca amortizare la 
vibroimpact 
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> Studiul forţei vibropercutante în funcţie de pătrundere pentru cele doua faze 
ale ciocnirii 

> Studiul transferului energetic în zona de contact şi pe durata contactului 
> Punerea în evidenţa a metodei undelor progresive în cazul unei bare de 

lungime finită 
> Studiul propagării undei elastice în lungul barei de lungime finită excitată 

impulsiv la un capăt 
> Punerea în evidenţa privind excitarea primului mod de vibraţi longitudinale a 

barei de lungime finită 
> Aplicarea metodei Saint-Venant pentru cazul barei de lungime finită căreia i 

s-a aplicat o percuţie la un capat 
> Distribuţia salturilor de viteze în lungimea barei după aplicarea percuţiei 
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Capitolul 3 
METODE NUMERICE PENTRU SIMULAREA 

DINAMICII SISTEMELOR ELASTICE CU 
CONSTRÂNGERI MECANICE Ş I CIOCNIRI 

Metodele numerice se bazează pe rezolvarea ecuaţiilor diferenţiale 
constitutive ale sistemelor dinamice, ecuaţii ale căror soluţii analitice sunt greu sau 
chiar imposibil de realizat. Apariţia sistemelor de calcul puternice a permis 
dezvoltarea a numeroşi algoritmi numerici de aproximare a soluţiilor ecuaţiilor 
diferenţiale. Un astfel de algoritm transpune ecuaţia diferenţială într-un sistem de 
ecuaţii algebrice care pot fi lineare sau neliniare. 

Acestea din urmă ridică probleme de convergenţă, deoarece un pas de 
integrare necorespunzător ales de analist poate să cauzeze trecerea aleatorie de la o 
soluţie la alta, obţinându-se rezultate false, cu interpretări eronate chiar utilizând 
coduri profesionale de calcul, cum sunt multe dedicate rezolvării problemelor prin 
elemente finite, de exemplu, codul Ansys, folosit în cadrul prezentei lucrări. Codul te 
avertizează asupra erorilor ce intervin pe parcursul procesării, dar numai cele de 
natură strict matematică, cele de natură fenomenologică nu pot fi sesizate şi ele 
rămân în sarcina analistului, care dacă nu are o bună pregătire profesională în 
domeniul fenomenului simulat, nu e capabil să sesizeze greşeala pe care o poate 
comite, uneori cu rezultate nefaste. 

Este bine ca analistul, în paralel cu rezolvarea în detaliu a unei probleme 
utilizând un cod profesional, cu posibilităţi multiple de setare a problemei, să aplice 
şi o metodă mult mai aproximativă, care să-l dea o informaţie suplimentară asupra 
domeniului în care să se regăsească rezultatele procesate de cod, dar mult mal bine 
localizate valoric. 

Din acest motiv, primul paragraf al acestui capitol va fi dedicat unor metode 
hibride, analltico-numerice. 

3.1.Metode hibride anaiitico-numerice 

Cel mai simplu model utilizat în studiul dinamicii sistemelor dinamice cu 
legături mecanice şl ciocniri este modelul cu un singur grad de libertate (Fig.3-1), 
compus dintr-o masă m un arc de constantă elastică k şi un amortizor cu frecare 
vâscoasă, de constantă c. 
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Fig.3-1 Modelul vibropercutant cu un grad de libertate 
Dându-i-se condiţii iniţiale (perturbaţie), de viteze Vq şi de clepl3sare Xq, 

masa m se mişcă după legea x(t ) , fiind o soluţie a ecuaţiei diferenţiale 
rT)x + cx + kx = 0 ( 3 . 1 ) 

x(t) având forma 
x(t) = e-'î̂ -̂̂ ofe cos(p{t - to))+ C2 sin{p{t - to))] ( 3 . 2 ) 

unde 

P = 0)2-
2m 

2 k 
^ - m ' m 

n = 2m 
( 3 . 3 ) 

iar Ci şi C j constante de integrare, to fiind timpul la care se consideră începută 
mişcarea, rezultând legea de mişcare 

x(t) = e-'î^f-^ofxo cos{p{t - to)) + ^sin(p{t - to))l ( 3 . 4 ) 
P J 

Prin derivare în raport cu timpul a legii de mişcare se obţine legea vitezei 

x(t) = -qe-'l^'-'o)\xo cos{p{t -toh^s/n(p(t - to))] 

+ e-nit-to)[_ sin(p(t - to)) + vq cos(p(t - to )l 
( 3 . 5 ) 

Dacă la cota x=6 se introduce o legătură rigidă, percutorul solidar de masa 
m ciocneşte legătura, la tî  ' determinat prin ecuaţia 

5 = e xo - fo ) j + - to]' ( 3 . 6 ) 
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3.1.Metode hibride analitico-numerice 39 

în acest moment conform legilor ciocnirii, viteza masei de început a ciocnirii 
este 

= x(t[~h = -
-n 

ne 

+ e xqP sin sfpftj"^ + cosfpff}"' " 
\ ^ ^ / V ^ ^ / 

se schimbă brusc, după intervalul scurt al ciocnirii Ati= ti'^'-ti^"' devenind 

Cr fiind ^eficientul de restituire. 
în continuare, mişcarea masei se va face după legea 

-n{t-t[*'iy ^ 
x(t) = e 5cos{p(t-tm.^sin 

V \ ^ / 

care se desfăşoară până la următoarea ciocnire unde 

6 COS 
P \ \ J J 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

în mod similar, între ciocnirile i şi i+1, marcate în diagrama în timp a legii 
de mişcare prin punctele P, şi P|+i, va fi valabilă legea 

x(t) = e ^ ' ^ âcos fp f t - t^nV^s/nfp f t - fHl l 
V V ' JJ p V V ' Jj 

(3.11) 

care este valabilă până la timpul t j j ^ , unde începe următoarea ciocnire (punctul 

Pi+i), timp care se determină din ecuaţia 

x(ti-;\) = 5 = 5 COS ^^sln (3.12) 

Rezolvarea ecuaţiei (3.12) în f , este greu de realizat pe cale analitică şi 

de aceea se aplică metode numerice, subrutine implementate în coduri inginereşti. 

O metodă simplă pentru găsirea valorii tH^ pe cale numerică este 

următoarea. Se calculează şirul de valori numerice 

x'j = e-Jn^ 5 cos(jpAt) + ^ sin(jpAt) 
P (3.13) 

j = 0,1,2,3,...n 

unde Xj reprezintă valoarea numerică a legii de mişcare la momentul 

t j - ti*> = jAt; n > ' (3.14) At 
j = 0,1,2,3,...n 

Se compară, pe urmă, valorile şirului cu valoarea lui 6 astfel ca se va găsi 
un număr q pentru care sunt îndeplinite condiţiile 

j = q; Xq>5; Xq + j < 5; j = 0,1,2,3,...n (3.15) 
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astfel încât rezultă, prin aproximare, că la indicele j=q urmează percuţia în punctul 
Pj^i, după care se reia ciclul percutant spre percuţia din Pi+2 etc. 

Algoritmul de mai sus poate fi pusă într-o linie de programare, care în 
Mathcad are forma 
q - for j eO.. n 

q j if Xj > 5 AXj+i < 6 

Ca exemplu numeric s-a considerat sistemul format din: m = lkg , k=4N/m şi 
c=0.1Ns/m rezultând, conform relaţiilor (3.3) p=1.9994s"^ şi n=0.05s"^ Masa este 
lansată de la poziţia iniţială x (0 )= lm, faţă de poziţia de echilibru la x=0, (Fig.3-2), 
şi se ciocneşte de limitator. S-au luat în considerare patru poziţii ale limitatorului 
rigid: 6=0; 0.2; 0.4; 0.6m; considerându-se pentru toate ciocnirile un coeficient de 
restituire CR=0.8 

8 10 

t S 
Fig.3-2 Legea de mişcare a sistemului vibropercutant, 

pentru patru poziţii ale limitatorului rigid: 6=0; 0.2; 0 .4 ; 0.6 m 
Pentru poziţia limitatorului la 5=0, primul contact are loc la ti=0.798s după 

lansare după care următoarele contacte se fac la intervale egale la Ati=1.571s 
(i=2,3,. . .6,7), (Tabel 3-1). Această valoare se corelează cu pseudoperioada 
vibraţiilor libere T = 2^1/p = 3.161 s fiind de 4 ori mai mare decât durata între 
lansare to=0, şi prima ciocnire la ti=0.798s. Este firesc, deoarece, pe această 
porţiune, mişcarea este vibratorie liber amortizată având pseudoperioada T. 

Tabel 3-1 
6 

fm] 
Intervalele de timp între două ciocniri consecutive Atj=ti+i - t 6 

fm] M l At2 At3 ăU Ats Ate At7 
0.0 0.798 1.571 1.571 1.571 1.571 1.571 1.571 
0.2 0.693 1.305 1.227 1.132 1.022 0.901 0.775 
0.4 0.585 1.051 0.933 0.808 0.683 0.567 0.465 
0.6 0.467 0.801 0.677 0.562 0.46 0.372 0.3 
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3.1.Metode hibride analitico-numerice 41 

După prima ciocnire viteza va deveni v^^ unde viteza imediat 
înainte de prima ciocnire, conform ecuaţiei din (3.7), este 

-ne XQ COS M 
r ) + e 

-n 
- XQP sin p = -1.920m/s 

iar pierderea de energie corespunzătoare ciocniri fiind 

1 - C^i = 0.664 J 

care se scade din energia iniţială introdusă în sistem 

E = ̂ kxl= 23-

Rezerva de energie rămasă în sistem permite ridicarea masei de pe li|jriitatorul rigid 
şi realizarea următoarei ciocniri la t2, rezultând un interval de timp între cele două 
ciocniri Ati=t2-ti=1.571s. Rezerva de energie se micşorează şi datorită amortizării 
în sistem, şi în continuare la următoarele ciocniri. Când energia s-a terminat, masa 
rămâne în poziţie statică pe limitator. 

Toate celelalte ciocniri se realizează la intervale de timp 
^tj =t j+i-t i =1.571 egal cu jumătatea pseudoperioadei T. Aceasta se explică prin 
faptul că axa 5=0 este axa de echilibru static, în sensul pozitiv al mişcării masa 
nefiind blocată. Când limitatorul e plasată în sensul pozitiv al mişcării la cotele 6=0; 
0.2; 0.4; 0.6 m; intervalele de timp Atj=ti+i-ti se micşorează aşa cum se vede în 
Fig.3-3, cu datele din Tabelul 3-1. 

2 r s 

1.5 

At. 

0.5 

5 6 7 
Număr percuţie 1 

Fig.3-3 Intervalele de timp At între două ciocniri, 
pentru patru poziţii ale limitatorului rigid: 6=0; 0.2; 0.4; 0.6 m 

Aceasta se explică prin faptul că sistemul rămâne încărcat energetic, după 
terminarea ultimei percuţii acesta rămâne cu o energie potenţială 
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în concluzie, metodele hibride sunt foarte utile prin faptul că permit 
analistului să rezolve o anumită parte a soluţiei care ar necesita complicate 
dezvoltări analitice. Singura necesitate este cea a găsirii formei analitice a soluţiei. 

în majoritatea cazurilor soluţii analitice nu pot fi găsite, chiar si pentru 
modele dinamice discrete, dar cu legături elastice neliniare, fiind necesare metode 
numerice de integrare a soluţiilor. 
Metode numerice 

Metodele numerice se aplică direct sistemului de ecuaţii diferenţiale ale 
modelului dinamic discret, sau ecuaţiei diferenţiale constitutive, valabilă pe întregul 
sistem continuu. Ambele sunt metode de aproximare şi necesită, din partea 
analistului, atenţie în alegerea parametrilor modelului. 

în multe cazuri rezultatele simulării necesită verificări experimentale pe 
modelul fizic care permite corectarea parametrilor modelului, procedeu întâlnit în 
literatura de specialitate ca „updating". 
Modele discrete 

Modelul discret permite aproximarea sistemului fizic prin intermediul unor 
mase concentrate sau corpuri geometrice simple cărora li se atribuie masă sau/şi 
moment de inerţie, între acestea introducându-se legături elastice şi de frecare. 

l ; 

b) Ks3 

O c . 

Fig.3-4. Ilustrarea modelului dinamic discret echivalent pentru o supapă 
Un exemplu edificator este cel din (Fig.3-4a), în care se prezintă o secţiune 

printr-un bloc motor conţinând mecanismul de distribuţie, constituit din cama 1 
solidară cu axa sa 2, cama transmiţând mişcarea la culegătorul tachet 3 al supapei, 
menţinerea contactului dintre acestea făcându-se prin intermediul forţei de 
prestrângere din arcul 4. Corpul supapei considerat ca o masă 2 ce se deplasează 
de-a lungul axei supapei după legea x(t) . Contactul dintre camă şi tachetul valvei 
este un contact elastic cu deformaţia ambelor suprafeţe în contact astfel că legea de 
mişcare ar trebui să aibă forma 

X i ( t )^s ( (p ( t ) )^Xs to (3.16) 
unde s(cp) legea camei, iar Xsto este o constantă care exprimă cursa de comprimare 
a arcului 4, de constantă k; comprimarea arcului 4 asigură o componentă statică 
Fcst=!<Xsto, de menţinere a contactului. 
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Dacă sunt luate în considerare şi deformaţiile (}e contact, cu introducerea 
constantelor elastice, kd a camei şi ksi a suprafeţei de contact a supapei, constanta 
echivalentă fiind de forma 

= — (3 17) 
keci kci ^ ksi 

forţa de contact ce se transmite camei şi tachetului fiind ±kec(xi-x), ecuaţia de 
echilibru dinamic a supapei fiind 

mx(t) + (c + Ceci)x(t) ^ ( k ^ kec i ) x ( t ) = kec iX i ( t ) ^CeciXi(t) (3.18) 
căruia i se cuplează ecuaţia de echilibru dinamic al camei 

f + kcp + cecid{cp\x2(t) - x(t))^kecid{(plxi(t) - x(t))) = O (3.19) 
unde d((p) este braţul variabil al forţei de contact în raport cu axa de rotaţie al 
camei iaj Kp, constanta elastică la torsiune a axului cu came. 

în faza de închidere, ciuperca supapei luând contact cu scaunul creează un 
al doilea contact elastic unilateral (L2), echivalat în model, prin introducerea 
cuplajului vâscoelastic, de parametrii ks2, ks3 şi Cs2 şi Cs3, ecuaţia (3.18) devenind 

mx(t) + (c + C e c i + 5 x Cec2)x(t) + (k + k^ci + 5 x kec2)x(t) = keciXi(t) -^CeciXi(t) 
(3.18') 

6=0 în afara contactului, 6=1 pe faza de contact si 
1 1 1 

= -l-

Sistemul de ecuaţii (3.18'), (3.19), este un sistem de ecuaţii diferenţiale 
neliniare ale căror soluţii nu pot fi formulate analitic, cu multe condiţii impuse pe 
parcursul procesării soluţiilor, şi de aceea rezolvarea lor se poate face numai pe cale 
numerică. Constantele elastice echivalente de contact se pot aproxima prin modelele 
statice, prin formele aproximative existente s-au prin modelarea cu elemente finite 
a suprafeţelor în contact. 

3.2.Integrarea numerică a ecuaţiilor diferenţiale. 
Particularizare la sisteme dinamice cu ciocniri 

Forma generală a unui sistem de ecuaţii diferenţiale ce guvernează mişcările 
unui sistem dinamic discretizat este de forma 

[M]{x(t)]^ {f(tAx(t)h{x(t)})]={F(t)] (3.21) 
unde este vectorul coloană al celor n legi de mişcare ce definesc la 
momentul t mişcarea sistemului, [M]nxn fiind matricea de inerţie, iar 
vectorul de excitaţie, conţinând forţele şi momentele acţiunilor externe sistemului. 

Pentru un sistem linear cu amortizare vâscoasă funcţia vectorială 
{f({x(t)},{x(t)},t)] are forma particulară 

{ f ( t A x ( t ) h { x ( t ) } ) } = [c]{xrf;}+[/cKxrf;} (3.22) 
unde [c]nx ŷ  sunt matricele de rigiditate, respectiv de amortizare. 
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Metodele numerice se bazează pe faptul că sistemul de n ecuaţii diferenţiale 
de ordinul doi (3.22) poate fi transformat într-un sistem de 2n ecuaţii diferenţiale de 
ordinul întâi 

{/a;} = {g({t. x(t)h {y(t)})} .3 23^ 
{y(t)} - {x(t)} 

unde 

{g(t. {x(t)h {y(t)})} = [MY^{{F(t)} - {f(t, {x(t)h {y(t)})]) (3.24) 

Integrarea sistemului (3.23) se face pornind de la condiţiile iniţiale, la 
momentul t=0, \y(0)] = {vq}, de viteze şi {x(0)] = [xq], de deplasări. 

Integrarea numerică a sistemului impune alegerea unui pas de timp h=At, 
pentru care la timpul ti-,i=(i+l)h se poate aproxima o soluţie * 

cunoscând valorile determinate la pasul anterior 
{x(ti)} = {xi} 

s-au dezvoltat mai multe metode, printre cele mai utilizate fiind metoda 
Euler, Runge Kutta şi Adams. 
I^etoda Euler da următoarele relaţii de recurentă 

\yi^i]=\yi]+h{g(tiXi,yi)} 

Metoda Runae Kutta este cea mai populară, având relaţiile de recurenţă 

{// . i }= { / / } + {{kl} + 2{k2} + } + {k4}) 
j (3.28) 

{ x / . l } = + 2 | L 2 } + 2 { L 3 } + { L , } ) 

unde vectorii coloană ^ j ] şi ( j= l , 2 ,3 ,4 ) au formele 

{ki] = h>0(ti{xi},{yi})) 

{L2}=h({yi}^l{ki} 
V ^ ) 

{L3} = h(^{yi\U{k2} 

{k4} = h.{g(ti + {/fjUx,}+ {L3}} 
{L3]-h({yi\.{k3}) 

Aceşti algoritm se găsesc implementaţi în subrutinele tuturor codurilor 
inginereşti de calcul numeric (Mathematica, Maple, Matlab, Mathcad,etc), şi pot fi 
accesaţi uşor prin comenzi funcţionale atribuite operaţiei. 

(3.27) 

(3.29a) 

(3.29b) 
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Sistem vibropercutant cu un grad de libertate 

Astfel pentru sistemul cu un singur grad de libertate, analizat mai sus, cu 
parametrii, m = lkg, k=4N/m şi c=0.1Ns/m, sistemul echivalent (3.23) are forma 

x(t) = y(t) 

y(t) = - - y ( t ) - - x ( t ) 
m m 

Cu ajutorul acestuia se formează în Mathcad vectorul coloană 

D(t ,y) 

yi 

1̂ -c yi -k yo j 

care împreună cu vectorul condiţiilor Iniţiale 

yjnit := 
xO 

vo; 
în cazul de faţă xO=lm şi v0=0, cu numărul de valori procesate np=200 şi timpii de 
start, ti=0 şi final tf=20s, se introduc în funcţionala subrutinei 

u := rkf ixed(yjnit , ti, tf, np , D) 

obţinându-se matricea de valorilor de ieşire u, ale cărei coloane conţin valorile: 
prima Uj.o/ timpul, Uj.i, deplasarea şi Ui.2 viteza 

9 P m: m/s 

Fig.3-5. Vibrograma vibraţiilor libere la sistemul cu un singur grad de libertate(m = l kg, 
k=4N/m, c=0.1 Ns/m; condiţii iniţiale xO=lm, v0=0) 

Subrutina 

u := rkf ixed(yJni t , t i , t f ,np ,D) 
nu poate fi utilizată în cazul percuţiei cu un limitator plasat în câmpul de mişcare al 
masei, deoarece subrutina este una executabilă neputându-se interveni cu o 
condiţie de ciocnire de tipul: 

dacă Xi+i<6 atunci Vi+i=-CR.Vj 
în timpul procesării. 
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Pentru a putea efectua această intervenţie am conceput în BASIC o 
subrutină a algoritmului Runge Kutta în care după fiecare ciclu 

se pot schimba parametrii în funcţie de condiţia impusă 
x l =X (1 ) : y l = y ( l ) 
IF x l < delta THEN v ( l ) = -Cr * y l 
CALL kutta(d(), c l ( ) , k l ( ) , X() , y( ) , fpt(), n, h) 
x2 = X ( l ) 
LINE (i - 1, x l ) - ( i , x2) , 14 
w l = X ( l ) 
PRINŢ #1, w l 

SUB kutta (d() , a() , b(), X() , y ( ) , ft() , n, h) 
DIM k l (n ) , k2(n), k3(n), k4(n), l l (n ) , I2(n), I3(n), I4(n) 
FOR i = 1 TO n 
k l ( i ) = O 
FOR j = 1TO n 
k l ( i ) = k l ( i ) - h (a(i, j ) y ( j ) + b(i, j ) * x a ) ) 
k l ( i ) = k l ( i ) + h * d(i, j ) * ft( j , 1) 
NEXTj 
l l ( i ) = h =^y(i) 
NEXT i 
FOR i = 1TO n 
k2(i) = O 
FOR j = 1TO n 
k2(i)= k2(i) - h * (a(i, j ) * ( y ( j ) + k l ( j ) / 2) + b(i, j ) * (X ( j ) + l l ( j ) / 2)) 
k2(i) = k2(i) + h d(i, j ) * f ta , 2) 
NEXT j 
I2(i) = h * (y(i) + k l ( i ) / 2 ) 
NEXTi 
FOR i = 1 TO n 
k3(i) = O 
FOR j = 1 TO n 
k3(i)=k3(i) - h * (a(i, j ) * (y ( j ) + k2a) / 2) + b(i, j ) * (XO) + 120) / 2)) 
k3(i) = k3(i) + h d(i, j ) * f t a 2) 
NEXT j 
I3(i) = h * (y(i) + k2(i) / 2) 
NEXT i 
FOR i = 1TO n 
k4(i) = O 
FOR j = 1TO n 
k4(i) = k4(i) - h * (a(i , j ) ( y ( j ) + k3a) ) + b(i, j ) ( Xa ) + 130))) 
k4(i) = k4(i) + h * d(i, j ) ftO, 3) 
NEXT j 
I4(i) = h » (y(i) + k3(i)) 
NEXT i 
FOR i = 1 TO n 
y(i) = y(i) + ( k l ( i ) + 2 * k2(i) + 2 * k3(i) + k4(i)) / 6 
X(i) = X(i) + ( l l ( i ) + 2 * I2(i) + 2 * I3(i) + I4(i)) / 6 
NEXT i 
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END SUB 
După cum se poate observa subrutina poate fi aplicată şi la sisteme cu n 

grade de libertate, la care se pot impune condiţii de ciocnire. 
Utilizând această subrutină şi punând condiţia de ciocnire pentru acelaşi 

sistem, la un număr de 6 poziţii ale limitatorului rigid în Fig.3-6 sunt prezentate 
vibrogramele corespunzătoare. 

Faţă de metoda hibridă analitico numerică utilizată mai sus, unde după 
fiecare percuţie se impunea schimbarea condiţiilor iniţiale, aici totul merge automat 
sub controlul condiţiei din program: 
IF x l < delta THEN y ( l ) = -Cr - y l 

De asemenea, acestei condiţii i se poate alătura o condiţie suplimentară, de 
schimbare a pasului h de integrare care în apropierea punctului de contact să fie 
micşorat în vederea localizări mai exactă a punctului de contact. 

= (S-0.4 

[(S- 0( j 

6—0.2 

Punct de contact 

0 1 2 3 4 5 6 7 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

t sec 
Fig.3-6 Vibrogramele vibraţiilor la diverse poziţii ale limitatorului rigid: 

6=-0.6;-0.4: ;-0,2; 0.0; 0.2; 0.4; 0.6 m 
în plus, subrutina poate fi utilizată, fără restricţii la sisteme cu legături 

având caracteristici nelineare. Ea este concepută sub o forma generală care permite 
integrarea sistemele cu n de grade de libertate. 
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Sistem vibropercutant cu n grade de libertate 
a)contact exterior sistemului 

Pentru exemplificare se va studia un sistem vibropercutant având 4 grade 
de libertate (Fig.3-7), compus din patru mase mi=0.3, m2=0.5, m3=l şi m4=lkg, 
înlănţuite cu patru arcuri având constantele elastice ki=k2=k3=k4=10N/m. 
Amortizarea sistemului este asigurata- de patru amortizoare având constantele 
Ci=0.01, C2=0.01; C3=0.02 şi C4=0.02Ns/m. 

X3(t) X2(t) X i ( t ) 

: ; / r : — ^ 

1 

ki k2 

iiiliYii i'lMlf i i iMI 
C4 

l i 

(114 

T JB 

ftYfftfiiYlfi 
I 

t 
Fig.3-7 Model vibropercutant cu patru grade de libertate cu limitator percutant la prima masă 

Vibraţiile libere amortizate sunt guvernate de sistemul de ecuaţii diferenţiale 
lineare 

[Mpct ; } + [cKxcu} + [/^Ixct;} = {o} (3.30) 
unde 

M 

0.3 
O 
O 
O 

O 
0.1 
O 
O 

O 
-0.1 
0.03 

-0.02 

O 
O 

-0.02 

0.04 

0.01 -0.01 
-0.01 0.02 

O -0.01 
O O 

-10 O O 
20 0 - 1 0 

-10 20 -10 
O -10 20 

Pentru determinarea valorilor proprii complexe se transformă sistemul de ordinul doi 
în unul de ordinul 1 (ANEXA 3-1) 

m]{i}+[/f]{z}= {0} 
unde 

K 

10 
-10 

O 
O 

I ) [m 
"[Af [0] 

1 
iar CU subrutina 

X -genvals (k , m) 
se obţine vectorul coloană al valorilor proprii complex conjugate 
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- 0.033-8.088i 
- 0.033 + S.OSSi 
- 0.026 - 5.519i 
-0.026 + 5.519 

- 2.083 • ~1.48i 
-2.083 10'^ +1.48i 

- 0.011 - 3908i 
- 0.011+ 3.908i 

i := 1.. 8 

Pi := |lm(>ti)| pseudopulsaţiile modale 

CTj := Re(Xj) coeficienţii de amortizare modali 

^ t frecvenţele proprii ale modurilor naturale de vibraţii 
în final vor rezulta şirul valorilor frecvenţelor proprii 

f i=0.236; f2=0.622; f3=0.878; f4=1.287 Hz 
Vibraţiile libere amortizate sunt determinate prin suma modală 

{x(t)} = + {x/je-^^'O; ( j = ^ l ) 
IT'i ^ ^ 

{Xi}jŞ\ {X/} fiind vectorii proprii modali, complex conjugaţi 

(3.31) 

k xCil-m'il 
(3.32) 

Suma modală devenind 

{xrt ; } = - ^( ' i l s ipp i t ) (3.33) 
i = l 

Componentele, reală jx'̂ '"/ şi imaginară X^'i , se determină ţinând cont de 
condiţiile iniţiale 

(3.34) 

{ x W } = ! ; ( ( - a,- + (a,- + pip'i}) 

care reprezintă un sistem de 8 ecuaţii cu 8 necunoscute elementele vectorilor 

şi Considerând condiţii iniţiale 

{x(0)}={l O O OF 

{x(0)}={0 O O of 
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deci, o deplasare a masei mi, din poziţie de echilibru static, în direcţie pozitivă cu un 
metru, celelalte mase rămânând în poziţie de echilibru static, la momentul t=0 este 
eliberată legătura care reţine masa mi, urmând, în conformitate cu legile (3.33) 
mişcările tuturor celorlalte mase. 

în Fig.3-8 sunt reprezentate vibrogramele mişcărilor maselor sistemului. 

I ) 'li lA I 
A . AaA 

li 

lA 
V 1 I V 

W 
h ; V ; 

v ^ W " ' 

o 10 15 20 35 25 30 

tsec 
Fig.3-8 Vibrogramele mişcărilor sistemului cu patru grade de libertate; Condiţii iniţiale: 

{x(0)}={l O O 0}^; ^(0)} = {0 O O of ^ \ 1— 
! f-0.236 f,^622 frO.878 f=1.2B7Hz 

i i I I 

S(x.) 

0.5 fHz 

f.=0.236 f=0.622 f,=0.878 
T -

f,=1 287 Hz 

-

p' 

i 

! 
' S i x . ) )., 

H 

!' 

r ,—̂ -\ - - -»— 
0 0 5 1 1 5 f H z : 

=̂0.236 t. =0.622 I r O m f.=1.287H2 

-(TJ- -tr f H z : O 0.5 1 1.5 f H z 2 
Fig.3-9 Spectrele în frecvenţă ale mişcărilor vibratorii Xi (t ) , X2(t), X3(t) şi X4(t) 
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Făcând o analiză armonica a celor patru mişcări vibratorii Xi(t), X2(t), X3(t) şi 
X4(t) prin folosirea transformatei Fourier s-au obţinut spectrele din Fig.3-9, pe care 
sunt marcate prin bare verticale valorile frecvenţelor modurilor naturale de vibraţii: 
f i=0.236; f2=0.622; f3=0.878; f4=1.287Hz. Cum e şi normal, vârfurile din spectre 
sunt axate după aceste bare, denotând comportamentul linear al sistemului. 

în cazul unui sistem real, spectrele semnalelor înregistrate pe sistem 
(structură) sunt utilizate pentru obţinerea unui model dinamic cât mai aproape de 
realitate. Procedeul se numeşte identificarea sistemului. De multe ori sistemului 
mecanic printr-un model linear nu e satisfăcător astfel că este necesar un model 
neliniar. Când sistemul mecanic prezintă jocuri între piesele care compun ansamblul 
structurii sau apar fisuri ale unor piese solicitate intens, se introduc legături locale 
unilatere, care produc efecte nelineare şi ciocniri. în aceste situaţii modelarea 
devine extrem de dificilă deoarece soluţiile analitice sunt imposibil de formulat şi de 
aceea se apelează la metode numerice. O dificultate la fel de dificilă este şi 
idendificarea parametrilor modelului dinamic, deoarece răspunsul sistemului real cu 
comportament nelinear este deosebit de complex. 

Pentru exemplificare am introdus la cota 6, (Fig.3-7) de la poziţia statică Xis 
a masei mi un limitator rigid Lr, în câmpul de mişcare al masei. Se consideră că 
între masă şi limitatorul rigid contactul este impulsiv, cu un coeficient de restituire 
Cr=0.8.^ 

în Fig.3-10_la. . .3-10_7a sunt prezentate vibrogramele mişcărilor libere 
amortizate Xi(t), X2(t), X3(t) şi X4(t) ale celor patru mase, pentru 7 poziţii ale 
limitatorului rigid 6=-0.6, -0.4, -0.2, 0.0, 0.2, 0.4, 0.7 m. 

Pentru prima poziţie a limitatorului rigid U/ 6=-0.6, reprezentat în 
vibrogramă (Fig.3-10_la) prin linia groasă întreruptă, contactul, cu percuţie însoţit 
de cedare de energie, se produce doar la şase momente, punctate pe vibrograme. 

fiO A 

Fii '̂t^ i: ^̂  . \f . V V 
m ; ' s ' 

i 

x:(î) 

o 10 20 30 40 
Fig.3-10_la Vibrogramele legilor de mişcare Xi(t), X2(t), XaCt) şi X4(t); Limitator la 6=-0.6 m 

50 60 70 

BUPT



52 Metode numerice pentru simularea dinamicii sistemelor elastice cu 
constrângeri mecanice şi ciocniri-3 

f=3 236 ^.=0,622 f .^.878 287 Hz 

o 0.5 

f, =0.236 f;=0,622 ţ=0,878 i, ,=1.287^2 

Six ; 

I 1.5 f Hz 

f =0,236 f:=0.622 î,=0,878 f,=1.237 Hz 

1-5 f H z -

S\ 
1 

Fig.3-10_lb Spectrele vibraţiilor Xi(t), X2(t), X3(t) şi X4(t); Limitatorul rigid la 6=-0.6 m 
Pentru acest caz, spectrele în frecvenţă, S (x i ) , S(X2), S(X3), şi S(X4), (Fig.3-

10_ lb) corespunzătoare mişcărilor Xi(t) , X2(t), X3(t) şi X4(t), relevă patru vârfuri 
distincte, axate după frecvenţele modurilor f i=0.236; f2=0.622; f3=0.878; f4=1.287 
Hz, cea ce denotă o influenţă discretă a efectului nelinear introdus de contactul cu 
limitatorul rigid. Totuşi, faţă de spectrele, curate, corespunzătoare vibraţiilor libere 
amortizate a sistemului fără limitator, (Fig.3-9), se constată uşoare perturbaţii ale 
vârfurilor modale, prin apariţia unor perceptibili lobi laterali. Efectul de distorsiune în 
spectre creşte o dată cu mărirea valorii 6, explicabil prin sporirea numărului 
contactelor. 

La poziţia 6=-0.4 m, pentru care în vibrogramă au loc multiple contacte pe 
durată a 75 secunde procesate, (Fiş.3-10_2a), spectrele, (Fig.3-10_2b), sunt 
evident mai afectate de distorsiuni. încep să apară şi deplasări faţă de liniile 
modale, (corespunzătoare frecvenţelor f i=0.236; f2=0.622; f3=0.878; f4=1.287Hz), 
de exemplu, la poziţia 5=-0.2 m, unde aceste deplasări sunt mai evidente la primul 
vârf (Fig. 3-10_2b), cu o uşoară creştere a frecvenţei primului vârf faţă de frecvenţa 
primului mod (fi=0.236 Hz). 

De la 5=0.2 la 0.6 m distorsiunile în spectre sunt din ce în ce mai puternice, 
vârfurile se lăţesc sau chiar dispar în forme neregulate ale spectrului. Pentru aceste 
valori pozitive ale poziţiei 6 se constată şi deplasări statice ale poziţiilor celor 4 
mase. Efectul este normal, deoarece când masa mi se opreşte la un moment dat pe 
limitator, sistemul rămâne încărcat cu o forţă Fst=kech6, unde constanta elastică 
echivalentă este 

1 1 1 1 1 
kech 

— + — 

ks k4 
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rezultând pentru cazul studiat (ki=k2=k3=k4=l N/m) k=0.025 m şi forţa statică 
Fst=0.256 N, egală cu forţa de legătură din fiecare secţiune a arcului, astfel că 
deplasarea statică a masei m4 va fi X4.st=Fst/k4=0.256 m. 

Următoarea masă m3 va avea deplasare statică X3.st=0.56 m, iar pentru m2 
şi mi rezultând X2-st=0.755 m şi Xi-st=1.05 m, valori ce se regăsesc în vibrograme. 

II 
'-0 klii'l'Ai^Jl. htî r «r" fv̂ , A Â  "l / A 

jS' ^ i I i r > i ' ' i r l ^̂  V . r V ^ ^ ' 

fi . . . 

O 10 2 0 3 0 4 0 5 0 t S e C ^^ 

Fig.3-10_2a Vibrogramele legilor de mişcare Xi(t); X2(t), X3(t) şi X4(t); Limitator la 5=-0.4 m 

0.5 I 

Fig.3-10_2b Spectrele vibraţiilor Xi(t), X2(t), X3(t) şi X4(t); Limitatorul rigid la 6=-0.4 m 
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=3 •'l-il'A/j^H k A ^ A n ^ A r^ l\ / 

A 

' V ' ^ t ^ 

10 20 30 40 50 

Fig.3-10_3a Vibrogramele legilor de mişcare Xi(ţ), X2(t), X3(t) şi X4(t); Umitator la 5=-0.2 m 
f,=0^36 f!=0.622 f,=0,^78 f,=1,287lHz ^ ^ ^ ^ 

S(X) 

0.5 1.5 f H z 2 O 

f.=a236 f,=b.622 f^0,878 f,=1,287 hz 

kd 
0.5 1.5 f Hz 2 O f Hz Fig.3-10_3b Spectrele vibraţiilor Xi(t), X2(t), X3(t) şi X4(t); Limitatorul rigid la 6=-0.2 m 
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6=0-

j n 

CxJiiwrx-ii—.o. 

VL̂ '̂ . A rV • , /N. • 
V 

X : ( t ) 

x.(t) 

1.5 f H z 2 O 

Fig.3-10_4b Spectrele vibraţiilor Xi(t), X2(t), X3(t) şi X4(t); Limitatorul rigid la 6=0 m 
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x,(t) 

' H z - o 0 . 5 1 1 .5 
Fig.3-10_5b Spectrele vibraţiilor Xi(t), X2(t), X s C t ) şi X4(t); Limitatorul rigid la 5=0.2 m 
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8 = 0 , 4 

r ! n ^ l 
• ^ V 

' X i t ) 

. x,{t) 

10 20 3 0 4 0 5 0 6 0 , 7 0 tsec 
Fig.3-10_6a Vibrogramele legilor de mişcare x 

" f =0,236 ^̂ =0,622 f3=0.878 f,=1,287 Hz 

(t), X2(t), X3(t) Şi X4(t); Limitator la 5=0.4 m 
f =0,236 =0,622 ^=0.878 f.=1,287Hz 

O 0 .5 1 1.5 f Hz 2 O 0.5 1 1.5 f Hz ^ 

Fig.3-10_6b Spectrele vibraţiilor Xi(t), X2(t), X3(t) şi X4(t); Limitatorul rigid la 6=0.4 m 
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i 

1 

j ^ ^ 

] 6 = 0 . 4 

i ij WAr^^' 
M M ' ' ' 

1 

x , ( t ) 

\ - i c t «̂ t ' V 

1 

10 20 30 40 50 60 tsec^o 
Fig.3-10_7a Vibrogramele legilor de mişcare Xi(t), X2(t), X3(t) şi x^(t); Limitator la 6=0.6 

' f =0.236 f=0 .622 f. =0.878 f,=1.287'Hz f r = p i 3 6 ^ = 0 . 6 2 2 f:=o!878 f7=1.287'Hz 

0.5 

Sixj 

0.5 1.5 

s:x ; 

I 

i> 5 15 O Oo 1 p r 
Fig.3-10_7b Spectrele vibraţiilor Xi(t), X2(t), XaCt) şi X4(t); Limitatorul rigid la 6=0.6 m 

b) contact interior sistemului 

în foarte multe situaţii, ca la ansambluri mecanice cu jocuri, contactul între 
componentele sistemului sunt interioare acestuia. Astfel, la modelul din Fig.3-11 
condiţia de limitare a mişcărilor poate fi impusă mişcările maselor mi şi m2 
definindu-se o funcţie de deplasare relativă 

6( t )=Xi ( t ) -X2(t ) + 5o (3.36) 
unde la 6(t)=0 este impus contactul între cele două mase mi şi m2. 
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M L X3(t) X2(t) X l ( t ) 

k4 k3 k2 
«lilIHI IITililf mimi 

C4 

l i -

m4 
C3 
i i 

' ms C2 
i - H 

m2 

t 

U cS(t)=Xl{t)-X2(l)+6o 

Fig.3-11 Model vibropercutant cu 4 grade de libertate; 
Limitator percutant între masele mi şi mj 

Deci, la 
^ l ( 0 = X2 ( t ) -do (3.37) 

are loc ciocnirea, 6o fiind distanţa dintre cele două limitatoare U rigidizate de masele 
mi şi m2 la momentul intial. Cunoscând vitezele v^j şi V21 = ) 

ale celor două mase în momentul de prim contact şi aplicând legea ciocnirii se 
obţin expresiile vitezelor după desprindere la momentul t̂ '̂, şi 

V22 = rezultând 
{vii-V2IIi + CR) V12= Vil 

1 + 
mi V22 = V21 

1 + 
m2 

(3.38) 

(3.39) 

(3.40) 

m2 mi 
Fiind vorba de integrarea numerică condiţia (3.37) impusă de existenţa 

contactului se impune a fi scrisă sub forma 
Xl(i)-X2(ij\ <6O+£ 
xi(i) - X2(ij\ <5o-e 

unde E este un parametru mic cu o valoare 
£ < mini\xi(i) - xi(i - l)\,\x2(i) - X2(i - 1)\); (i = 1,2,3,...np) 

Acestei condiţie i se asociază următoarele linii de programare Anexa 3-2 
FOR i = 1 TO np 
x l l = x ( l ) : x21 = x(2) : y l = y ( l ) : y2 = y(2) 
IF A B S ( x l l - x21) <= delta + e AND ABS(x l l -x21) >= delta -e THEN 1 
GOTO 10 
1 y ( l ) = y l - ( y l - y2) * (1 + R) / (1 + m l / m2): 
y(2) = y2 + ( y l - y2) * (1 + R) / (1 + m2 / m l ) 
10 CALL kutta(d(), c l ( ) , k l ( ) , x ( ) , y() , fpt(), n, h) 
NEXT 

Se prezintă în continuare spectrele în frecvenţă, S (x i ) , S(X2), S(X3) şi S(X4), 
corespunzătoare mişcărilor Xi(t), X2(t), X3(t) şi X4(t) pentru patru distanţe; 5o=0.2 
(Fig.3-12_l) ; 0.4 (Fig.3-12_2); 0.6 (Fig. 12_3) şi 0.8 (Fig.3-12_4). Condiţiile 
iniţiale impuse sunt 
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X i ( 0 ) = - 0 , 5 ; X 2 ( 0 ) = - 0 . 5 ; X 3 ( 0 ) = O ; X 4 ( 0 ) = O 
X I ( 0 ) = 0 ; X 2 ( 0 ) = 0 ; X 3 ( 0 ) = O ; X 4 ( 0 ) = O 

Pe flecare spectru sunt marcate, ca şi pe precedentele spectre, cu linii 
verticale frecvenţele proprii ale sistemului linear fără lirnitatqrj)ercuţant 

f.=0.236 f:=0 622 t" =0.878 '.=1 287 Hz 

s.;x 1 

0.5 1.5 

f =0.236 f:=0,622 f.=0.878 287 Hz 

' S ( x j 

o 0 5 I 1 5 

Fig.3-12_l Spectrele vibraţiilor Xi(t), X2(t), X3(t) şi X4(t) 
Umitatorul rigid la 5=0.2 m, între masele mi şi ma (Fig.3-11) 

• 5 fHz 

f =0236 f.=0622 f,=0878 f = U 8 7 Hz 
( =0.236 f =0,622 r=0.878 f,=1.287 Hz 

^iir I 

0 5 15 JL 
S ( x j 

u 
(Hz - o 0.5 15 fHz 

Fig.3-12_2 Spectrele vibraţiilor Xi(t), X2(t), X3(t) şi X4(t) 
Umitatorul rigid ta 6=0.4 m, între masele mi şi m2 (Fig.3-11) 
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f =0,236 f:=0.622 f,=0.878 f.=1.287 Hz f =0.236 f. =0.622 f.=0.878 1,-1,287 Hz 

Six.i 

A i rx 
fHz 0 5 fHz 

f,=0.236 r=0,622 r=0,878 f.=1,287 Hz 

IV 
\ 

' f =0,236 f..=0.622 f,=0,878 f.= 1.287 Hz 

0.5 fHz 

I î.x ) 

jLJ 
0 5 15 

fHz 
Fig.3-12_3 Spectrele vibraţiilor Xi(t), X2(t), XaCt) şi X4(t) 

Limitatorul rigid la 5=0.6 rTi; între masele mi şi nriz (Fig.3-11) 
f,=0 236 f =0 622 f =0.878 f.=i1.287 Hz 

9 ' • • 

L 
2 O 0.5 1.5 fHz 

! r=0,236 f,=0,622 f,=0,878 f =1.287 Hz 

J 
fHz ^ 

f =0,236 ' f,=0.622 f3=0.878 f,=1,287 Hz 

TY fHz 
Fig.3-12_4 Spectrele vibraţiilor Xi(t), X2(t), X3(t) şi X4(t) 

Limitatorul rigid la 6=0.8 m, între masele mi şi m2 (Fig.3-11) 
Din spectrograme reiese faptul că pentru valori cât mai mici ale lui 5 efectul 

de nelinearitate a sistemului este tot mai pregnant apărând lobi laterali vârfurilor 
modale. Deci neliniarităţile locale la o structură sau la un sistem cu jocuri sau 
crăpături pot fi puse în evidenţă prin analiza vibraţiilor libere amortizate excitate 
prin ciocnirea structurii. 
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3.3.Metoda elementelor finite la sisteme mecanice în 
contact 

Structurile reale sunt medii elastice continue, cu diferite forme geometrice 
ce sunt supuse unor legături cu alte structuri într-un ansamblu de maşină sau utilaj. 
Dacă unele permit mişcări cinematice relative între ele, ce impun jocuri, atunci apar 
iminente forţe de contact impulsive. 

Deoarece, în aceste cazuri, integrarea analitică a ecuaţiilor constitutive, pe 
întregul ansamblu al sistemului este imposibil de a fi realizată s-au dezvoltat metode 
numerice bazate pe o echivalenţă energetică între model şi sistemul (structura) real 
continuu. 

Astfel, la ciocnirea a două corpuri, Fig.3-13a, în afara timpului de contact 
ecuaţiile constitutive care guvernează mişcarea unui punct, Pc de pe corpul 
contactor şl P j de pe corpul ţintă, sunt 

Ps .. 9 = — — ^ —— —— ^^x s 
dt' dx 

= — + ^ 

dy 
- — + = — 

dz 

d'vs dTyx _ -S 1 ^yy _ s 1 ^yz_s 
dt dx dy dz 

^zx .5 , s , SOzz s 

= (S = C,T) (3 .41) 

^ dt dx dy dz ^ - ^ 
în care intervin tensiuni normale Oxx/ o yy, o zz; tensiuni tangenţiale Txy=Tyx Tyz=Tzy, 
Txz=Tzx, componentele forţei masice F, densitatea materialului p şi componentele 
vectorului acceleraţiei. 

Pe durata contactului cele două interfeţe se unesc întrepătrundu-se, jocul d 

devenind negativ dj < O. O primă aproximare în modelarea contactului se poate face 

prin introducerea unui arc neliniar a cărui caracteristică se poate determina pe baza 
teoriei lui Hertz, analiza contactului fiind statică, pe baza elementelor finite cu o 
discretizare fină, în cele două zone Ic şi h , de interfaţare între cele două corpuri C şi 
T. Aceasta permite şi determinarea, distribuţiei presiunii p(5) de-a lungul petei de 
contact şi a distribuţiei tensiunilor a (6) din zonele de influenţă (Fig.3-13c) 

Pe baza unor echivalări energetice se poate trece la un sistem discret de 
ecuaţii diferenţiale, considerând că, în domeniul de frecvenţă unde cele două corpuri 
sunt excitate, poziţiile deformate ale structurilor lor pot fi determinate prin nc şi n j 
puncte independente cărora li se ataşează vectorii ^ j ( j=l ,2,3, . . .nc/nT), 

Ujy ujz (Pjy (pjy (pj^Y (3 .42) 
ale căror elemente Ujx, Ujy şi Uĵ  fiind translaţii, iar cpĵ , cpjy şi cpjy rotaţii, raportate la 
un sistem de axe fixe Oxyz, sau la axe locale ale elementului. 

Cu aceste aproximări, la momentul t, poziţia unui punct P de coordonate 
geometrice x, y şi z, punct curent de pe elementul Ej^j+u+jj+a j+ne/.- delimitat de 
volumul ce uneşte punctele j , j + l , j + 2 , j+3, . . . .ne poate fi 'aproximată prin vectorul 
de poziţie 

ne 
K U } = [Ai (x , z ) l u i ( t ) } (3 .43) 

i = l 
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unde ne este numărul de noduri ale elementului ales. Elementele matricelor 
Aj(x,y,z)\ sunt funcţii analitice de coordonatele geometrice x ,y ,z ale punctului 

curent al elementului delimitat de respectivele noduri. 

(T) 

a ) x -

(C) 

J / '-i 

' -W—V—̂  ' • 

b) 

Fig.3-13 Ilustrarea ciocnirii a două corpuri: C contactor şi T ţintă; 

a) modelul continuu b) modelul discret c) distribuţia presiunii de-a lungul petei de contact şi 

distribuţia tensiunilor din zonele de influenţă 

Domeniile de existenţă ale funcţionalelor [ A k ( x , y , z ) \ pot fi extinse pe 
întregul volum al corpului (metodele Razleigh-Ritz şi Galerkin), sau numai pe 
anumite zone, delimitate geometric de elemente finite, prin aşa numita operaţie de 
mesh-uire (Fig.3-13b). 

Energia cinetică a elementului are forma integrală 

^cE-4 {{r(t)f{r(t))dm^ 2 
VE 

ne / 1 ( f P lAr 
= 4 y {uiV \Ai(x,y,z)YlAj(x,y,z)pm]lfjj(t) 

. n e 

=1 £ (HfKit'/f^lj 
unde matricele 

M ' 4 6x6) Ai (X, y, z)YlAj(x,y, z)\jm 

conţin elemente de masă şi momente de inerţie. 
Energia de deformaţie pe un element al corpului are forma 

VE 
unde, între vectorii de deformaţie 

(3 .44) 

(3 .45) 

(3 .46) 
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{s} = ̂ x ^z Yxy Yxz Yyz 

şi tensiune 

{a}=jcT X ^y ^z '^xy ^xz ^/z 

(3 .47) 

(3 .48) 

există relaţia de legătură, sub forma integralei de convoluţie 
t 

{a} = f[zl{t - r f e j d T (3 .47) 

O 
fiind o matrice ale cărei elemente sunt funcţii de relaxare ce depind 

de modelul reologic ales. 
Pentru modelul reologic vâscoelastic, care are aplicabilitatea cea mai uzuală, 

energia de deformaţie e constituită din două componente: 
una 

E d e E = ^ l {^V[Ble}dv (3 .48) 
VE 

de elasticitate şi alta 

^ddE = -j 
VE 

de disipaţie, [B] şi [D] fiind matrice (6x6) . 
Vectorul matrice coloană al deformaţiilor 

^yy ^zz ^xy ^xz ^yzY 
se exprimă prin aplicarea operatorului diferenţial 

dx 
O 

O 

0 0 

d 0 
dy 

0 d 
dz 

1 c 
0 0 

2 dx 
0 

1 d 1 8 
2 dz 2 dy 

0 1 d 
2 dx. 

V Uz 
'T 

O 4 — -

I A . 
2 dz 

\-[ooh} 
care ţinând cont de aproximarea(3.43) devine 

I ne ^ 

V i = l 
iar din (3 .48) rezultă expresiile energiei de deformaţie elastică 

(3 .49) 

(3 .50) 

(3 .51) 

(3 .52) 

(3 .53) 
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ne 
EdeE=j £ [{ui(t)}^[Kijljj(t)fj 

şi a energiei de disipaţie 
ne 

(3.54) 

(3.55) 

Prin însumarea energiilor pe întregul volum al corpului se obţin energiile 

Ec = I E,, = j {ur[c]{u}; E^e = j {umu} (3.56) 

cinetică, de disipaţie şi respectiv de deformaţie elastică, ale întregului corp. 
Vectorul {u} cumulează legile de mişcare ale tuturor nodurilor prin care a 

fost discretizat corpul elastic 

{^2}" ^np-2 f K - l f k p 7 f (3-57) 
Considerând cele două corpuri, contactor C şi ţintă T ca un sistem, atunci 

formele energetice (3.56) se scriu 

(3.58) Ecs=^{usy[Ms¥s}; Edes-^{us}^[Kslus 

unde 
V e l 
{ut\ 

M, Mc 
O 

p 
.Mt 

Cc 
O 

o 
Ct 

KC 
O 

O 
Kt 

indicii C şi T corespund corpurilor contactor şi respectiv corpul ţintă. 
Aplicând metoda ecuaţiilor lui Lagrange 

dt 
dE. cs ^^cs ^ ^^dds ^^des ̂  fg] 

(3.59) 

(3.60) 

rezultând sistemul de ecuaţii diferenţiale lineare 
(3.61) 

ce se decuplează, în cazul lipsei contactului în două sisteme independente. 
în momentul contactului cele două sisteme se cuplează datorită legăturii 

unilaterale ce se creează prin contact, energia de deformaţie elastică sporind cu un 
termen {g}^{/\},corespunzător zonei de contact 

Edes=j{usnKslush{g}'{A} (3.62) 

{g} fiind un vector al jocului dintre cele două corpuri, elementele lui fiind funcţie de 
vectorul deplasărilor {ujc} punctelor din zona de contact de pe ambele corpuri şi {x} 
fiind vectorul multiplicatorilor lui Lagrange. 

Dacă asupra celor două corpuri acţionează forţe exterioare şi se consideră 
vectorul {go} corespunzător începutului contactului şi dezvoltând vectorul {g} în 
serie Taylor, şi oprind primii doi termeni vom avea 

(g} = {go}-
dg 

k } (3.63) 

de unde 

BUPT



66 Metode numerice pentru simularea dinamicii sistemelor elastice cu 
constrângeri mecanice şi ciocniri-3 

{90] • 
dg 

k } 

Variaţia energiei în raport cu deplasarea {uj } este 

dg 
d{Us w {90V 

dg 
du. 

pentru echilibru dE^es = O , ceea ce impune 

.KsK 

' dg ' 

dg 

de unde 

WH ^ ag .Kslus} 

expresia energiei de deformaţie (3 .62) , în faza de contact, devine 
l-T 

dg 

sistemul de ecuaţii diferenţiale (3 .61) trecând sub forma 

KsK} 
O 

MsIi/s}+[Cs]{t>s} + 
dg 

-T 

(3 .64) 

6{Ă} (3 .65) 

(3 .66) 

(3 .67) 

(3 .68) 

{us }={0} (3 .69) 

(3 .70) 

căruia i se adaugă sistemul ecuaţii de legătură 

Algoritmul de rezolvare a celor două sisteme este implementate în coduri 
avansate de element finite cum este codul Ansys LS Dyna utilizat pentru modelare 
în cadrul acestei lucrări. 

Aplicaţie 

Se consideră un paralelipiped (Fig.3-14) de masă mi , care este lăsat să 
cadă liber, de la înălţimea h, sub acţiunea forţei gravitaţionale mig pe o platformă 
de masă m2, care e silită de un ghidaj să execute numai mişcări de-a lungul axei 
verticale Ox. De platformă este prins, la un capăt, un arc de constantă elastică k, 
celălalt capăt al arcului fiind fix. 

Cele două corpuri fiind deformabile s-a realizat programul Impact 2C (Anexa 
3-3) ca date de intrare fiind luate în considerare: mi=30kg; m2=10kg; h=0.1m. 

Ambele corpuri fiind elastice s-a realizat o mesh-uire cu elemente tip shell 
163-deoarece este un element folosit în analiza explicit dinamică; sunt permise mai 
multe tipuri de formulări 

pentru elementul de tip „shell 163", dintre acestea s-a 
folosit componenta „co-rotation" a formulării Hugles-Liu pentru a evita complicaţiile 
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mecanicii neliniare prin includerea unui sistem de coordonate în element; şi s-a 
definit un contact tip nod pe suprafaţă, tip folosit pentru contactul general între 
două suprafeţe, fiind eficient când o suprafaţă mica vine în contact cu o suprafaţă 
mai mare. 

7 

• 6 

€ f 5 
4 f > ...f niî  } 

IJu(t) 

1 

m2 

Fig.3-14 Ilustrarea ciocnirii elastice dintre un paralelipiped elastic de m a s ă m i şi o platformă de 

m a s ă m 2 

în Fig.3-15 sunt prezentate digramele mişcărilor în timp: w(t) ale platformei 
şi Uix(t), U2x(t), U3x(t) U8x(t) ale mişcărilor pe verticală ale celor opt colţuri ale 
paralelipipedului. 

Lansarea paralelipipedului se face de la înălţimea h=0.1 m (punct Co Fig.3-
15) la t=0, la timpul 

t = 2h 
V 

2.0,1 = 0,143 s 
9.81 

având loc primul contact (punct C I Fig.3-15) şi imediat desprinderea, cele două 
corpuri executând mişcări independente, cu multiple contacte pe durata de timp 
0.143 -f 0.9 s (punct C u ) când paralelipipedul se aşează pe platforma executând 
împreună o mişcare armonica cu frecvenţa 

1 \ml^m2 1 r 
~ 2n\ k ~ 2n\: 

40 = 3.559 Hz 
k 2n\ 20000 

regăsită prin analiza uneia din legile de deplasare începând de la secunda 1 până la 
secunda 6 (Fig.3-16). Fig.3-16a) reprezintă legea de mişcare a platformei w(t) , 
comună celorlalte opt puncte al paralelipipedului, iar Fig.3-16b) reprezintă spectrul 
acestei mişcări, unde se observă o suprapunere perfectă a liniei spectrale de 
frecvenţă f=3.559Hz, peste vârful din spectru. 
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o 0.1 0 .2 0 .3 0 .4 0 .5 0 .6 0 .7 0 .8 0 .9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 
t s e c 

Fig.3-15 Ilustrarea ciocnirii elastice dintre un paralelipiped elastic de m a s ă nrii şi o platformă de 

m a s ă m 2 

Energia pe care o are iniţial sistemul, înainte de lansare este 
Esi = mig[h + ulst) = 45,0 J 

unde ulst=0.0147m este deplasarea statică comună după aşezarea masei 
paralelipipedice pe platformă. 

Energia rămasă în sistem după t = l s , când cele două corpuri sunt unite şi 
execută o mişcare armonica de amplitudine A, este 

E2 = (mi + m2) g ulst-^^kA^ = 8.966 J 

cea ce înseamnă că restul de 36.048 J s-au pierdut prin multiplele contacte dinamice 
petrecute pe durata unei secunde. 
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o o:' rn 

c! 
w(t) 

-o 
-o C14 

0,02; 

-O 04^ 

'' r=3,559 Hz 

3 3 5 45 3 55 6 
t s e c 

o 0.5 1 l .S 2 2,5 3 3 . 5 4 4 5 

f H z 
a) b) 

Fig.3-16 Analiza mişcărilor armonice după aşezarea masei m l pe platforma de m a s ă 

m2;a)legea de mişcare a platformei w(t), c o m u n ă celorlalte opt puncte al paralelipipedului 
b)spectrul acestei mişcări 

> > 

> > 

3.4.Contribuţii originale 

Studiul prin metode numerice Hibride privind simularea prin metoda 
elementului finit folosind codul Ansys 
Introducerea algoritmului Matchad pentru determinarea timpului şi legii de 
mişcare în cazul ciocnirii 
Evidenţierea modelelor discrete pentru contactul corpurilor unei maşini cu 
aprindere prin scânteie 
Aplicarea metodei Runge-Kutta pentru integrarea numerică a sistemelor de 
ecuaţii diferenţiale ce guvernează mişcările unui sistem dinamic discretizat 
Studiul metodei pentru un sistem vibropercutant cu un grad şi două grade 
de libertate 
Generalizarea metodelor de mai sus pentru sisteme cu n grade de libertate 
Evidenţierea spectrelor în frecvenţă ale mişcărilor vibratorii analizate prin 
metode numerice 
Studiul unor modele vibropercutante cu patru grade de libertate cu 
limitatoare rigide 
Studiul spectrelor de vibraţiilor în cazul limitatoarelor rigide 
Aplicarea metodei elementelor finite în cazul sistemelor mecanice neliniare 
cu contact Hertzian 
Aplicarea metodei elementului finit pentru modelul reologic vâscoelastic 
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Capitolul 4 
SIMULĂRI Ş I VERIF ICĂRI EXPERIMENTALE 

4.1.Simularea vibraţiilor unor structuri cu 
discontinuităţi geometrice 

Majoritatea structurilor mecanice prin construcţia şi utilitatea lor prezintă 
forme cu discontinuităţi geometrice. Montate într-un ansamblu de maşiraă sau utilaj 
ce efectuează operaţii tehnologice acestea sunt supuse unor solicitări dinamice ce 
trebuie să fie evaluate în vederea calculului de rezistenţă. Modelul de calcul al unei 
asemenea structuri poate fi numai unul discret. Chiar şi structuri cu geometrii 
simple, cu forme simetrice pot ridica probleme, cum sunt cele ce prezintă fisuri, 
unde apar probleme de contact între suprafeţele adiacente ale fisurii. 

în fig. 4-1 este ilustrat efectul local pe care îl introduce o fisură Q pe o 
structură S în timpul solicitării dinamice. 

Fig. 4-1 Ilustrarea contactului la o fisură pe o structură elastică 

în timpul deformării structurii, sub acţiunea forţelor externe, a celor de 
legătură prin contact cu alte structuri adiacente şi a forţelor de inerţie, iau naştere 
forţe interne de contact între cele două suprafeţe ale fisurii, Fn normale şi 
tangenţiale Ft, 

Aceste forţe, de natură elastică şi de disipaţie sunt funcţii neliniare ce depind 
de deschiderea rostului g al fisurii, având caracteristicile ca cea din Fig.4-2, 
asimetrică datorită contactului unilateral, a cărei deschidere g este funcţie de 
deformarea dinamică a structurii [36]. 
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i 'F(g) 

/ 

/ • 

0 g' 

Fig.4-2 Ilustrarea caracteristicii elastice a forţei de contact la o fisură în funcţie de 

deschiderea g 

Pe partea pozitivă a deschiderii g caracteristica poate fi liniară dar pe partea 
negativă caracteristica este tare neliniară. 

Un model dinamic aproximativ al celui de al r-lea mod natural de vibraţii al 
structurii poate fi pus sub forma 

m r Q r + Cr[qr + fd[Qr))^ ^riQr + f k M = O (4.1) 

unde caracteristica elastică are forma neliniară de tip Duffing 
q>0 ^ fk(q) = 0 q <0 ^ fk(q) = Orq^ 

iar cea de disipaţie 

£7 > O fcj(q) = 0 q <0 f^Cq) = 
coeficienţii ar şi Pr dând caracterul neliniar al modului r afectat de fisură. 

Prin simulare numerică, utilizând subrutina Mathcad 

(4 .2) 

(4 .3) 

q := Odesolve ( t , T ) 
pentru datele mr=0.1kg; kr=569400N/m; Cr=0. N.s.m"^; ar=0.3; Pr=0.5, cu datele 
iniţiale q(0)=2 şi q(0) = 0 , s-au obţinut vibraţiile libere amortizate pe o perioadă de 
timp 2.5 s. 

Vibrograma, (Fig.4-3), reprezentată pe o perioadă de timp T=2.5s , are şi ea 
o alură asimetrică, anvelopa (înfăşurătoarea) superioară As a legii de mişcare qr(t) 
fiind diferită de cea inferioară Aj, As ( t)>|Ai ( t ) | (Fig.4-4), această nesimetrie fiind 
caracteristică efectului neliniar. 

2 ^ 2.5 
t s e c 

Fig.4-3 Vibrograma vibraţiilor libere amortizate 
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tsec 
Fig.4-4 Anvelopele vibraţiilor libere amortizate ale sistemului neliniar 

O altă trăsătură a caracterului neliniar al sistennului (4 .1 ) se obţine aplicând 
transformata Fourier (FT) aplicată pe un interval T finit de timp 

T 

S(f) = - (4 .4 ) 

Forma spectrului este influenţată de nivelul elongaţiei mişcării vibratorii. 
Astfel, dacă de-a lungul secvenţei de timp de 2.5s se iau trei intervale de lungime 
1=0.983 s, (1 ) , (2) şi (3 ) , deplasate între ele se obţin trei spectre (Fig. 4-5) notate 
cu aceleaşi numere, evident, mult diferite între ele. 

Dacă pentru ultima secvenţă analizată, (3) are forma spectrului unei vibraţii 
libere amortizate ale unui sistem liniar cu un singur grad de libertate, prezentând un 
singur vârf de rezonanţă P31, celelalte două spectre (2) şi mai ales (1) prezintă 
evidente distorsiuni. 

Astfel la spectrul (1) vârful de rezonanţă se dublează prezentând două 
vârfuri distincte Pn şi P12 şi de asemenea, o serie de loburi laterale cu vârfurile în 
punctele Pi 

10 100 ^Hz 
Fig.4-5 Ilustrarea efectului de neliniaritate în spectrul Fourier 

1000 
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Evident, efectul de neliniaritate, introdus de fisură, va perturba şi răspunsul 
modal al modelului discret al structurii reale, cu abateri de la suma modală 

{q(t)}- + (4.5) 

unde {q(t)} fiind vectorul coordonatelor nodale ale structurii discretizată, Ăr, Ăr 
valorile proprii complex conjugate iar {Xr},\Xr\ vectorii proprii complex conjugaţi. 

Valorile proprii şi vectorii proprii au formele 
^r - -^r + jPr; \ ^ - JPr 

{^r} - [XrR} + i{XrI}/ {^r 1 = {^rR} " A^rl } ( î - f T ) 
unde OrŞî Dr sunt factorul de amortizare şi respectiv pseudopisaţia modului natural 
de vibraţii r al structurii. Cu aceste notaţii vectorul legilor de mişcare devine 

n 
{qr(t)} = cos(prt (Pr) (4.7) 

(4.6) 

r = l 
fazele cpr şi amplitudinile Ar având formele 

Ar-l q>r = tan 
XrR ^rR + Xrl (4.8) 

Aplicând transformate Fourier asupra formei (4.7) se obţine expresia 
spectrului 

" ^ fel 1 
r = l jco - Ăr jo) - \ 

(4.9) 

formă din punct de vedere matematic similară cu răspunsul modal la o excitaţie 
armonică staţionară de pulsaţie co. 

în general, aşa cum se va vedea în cadrul experienţelor efectuate în cadrul 
acestei lucrări modurile naturale pot fi separate, astfel că răspunsul la o excitaţie 
armonică staţionară de pulsaţie ox̂ P̂r, într-un nod oarecare al structurii , după o 
anumită direcţie, poate fi aproximat prin forma 

qr(o^) - ^ ^ ' V . / ^ n ) ^ ^̂  ̂  ^ r̂ (4.10) 
Cr J(0)- Pr) 

unde Ar+jBr este o constantă complexă care înglobează influenţa modurilor 
învecinate. 

în planul complex OReIm (Fig.4-6) reprezentarea funcţiei qr(a) ) este un cerc 
Cr. Pe baza algoritmului prezentat în lucrarea [4], pot fi estimaţi parametrii modali Pr 
şi Gr folosind sistemul de ecuaţii lineare 

Pricos - O)/) + Griicos - cokYks - {(Of, - l̂ /̂c] = (Ok{(Os - O)/) 
Pr{(Os - 0)k)^CJr[{(^s - (^ifis " (̂ /c " = " (^k) 

unde coj, cok şi cos sunt valorile pentru trei frecvenţe corespunzătoare a trei puncte 
reprezentative P(coi), P((i)k) şi P(cos) situate pe curba Cr, (Fig.4-6) şi 

Pik fiind unghiul la centru al arcului între punctele reprezentative P(coi) şi P(cok) 

(4.11) 
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Im 

O 

Cr P(f'- î) 

R e 

Fig. 4-6 Diagrama polară a modului r 

Sistemul (4 .11) este un sistem supraabundent având mai multe ecuaţii 
decât necunoscute, parametrii Qr şi Pr, deoarece pe diagrama polară se pot lua mai 
mult de trei puncte cu ajutorul cărora se poate construi cercul de aproximare. în 
consecinţă sistemul se determină cu metoda celor mai mici pătrate. 

în final, se determină frecvenţele proprii şi factorii de amortizare modali 

Pr = 
^Pr + cri 

(4 .13) 

Prelucrând acum datele simulate pentru sistemul neliniar prin algoritmul de 
estimare a parametrilor modali se obţin, prin diagramele polare (Fig.4-6) , valorile 
din tabelul 4.1 

Pentru prima secvenţa procesată, corespunzătoare deplasării temporară O, 
rezultă pentru vârfurile Pu , Pi2, Pi3/ rezultate din spectru corespunzător diagramei 1 
Fig.4-5 şl curbei C u din Fig.4-7, valorile frecvenţelor proprii, 120.4206, 121.5847 şi 
248.6648Hz, mai mari decât valoarea frecvenţei proprii de 119.8833 Hz, 
corespunzătoare secvenţei deplasate temporar cu 1.3799s, secvenţă pentru care 
efectul neliniar este mult redus, cea ce se poate vedea din alura diagramei (3) , 
Fig.4-5, apărând un singur vârf P31 

O altă caracteristică a efectului neliniar este aceea că aplicând algoritmul de 
mai sus pot să apară matematic amortizări negative cea ce din punct de vedere fizic 
nu poate exista. Ca exemplu prelucrând datele din jurul lobului lateral cu vârful în 
P31 se obţine din sistemul de ecuaţii (4 .11) şi formele (4 .13) raportul de amortizare 
modal pr=-3.6777% 
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f l m ( ( t ) ) 

R e ( ( . ) ) 

ao-

•15 -tO -S 5 'O 15 
Fjg.4-7Diagramele polare coresponzătoare celor trei spectre din Fig.4-5 

Deplasare 
temporară Vârful fr Hz % % Ror 

0 

P i l 120.4206 1.2596 11.5688 

0 P12 121.5847 6.6032 11.9873 0 
P13 246.6810 -3.6777 0.11600 

0 

P14 248.6648 8.7119 0.19940 
0.1199 P21 120.9121 3.0131 11.5767 
1.3799 P31 119.8833 0.1751 2.53360 

In consecinţă, determinarea existenţei unei fisuri pe o structură se poate 
face prin analiza măsurătorilor experimentale privind răspunsul structurii la forţe 
impulsive. Abaterile, prin analiza modală secvenţială cu deplasarea ferestrei (T) de 
analiză în timp, pot să indice existenţa efectului neliniar, şi deci, o presupusă fisură 
în structură dacă parametrii modali îşi modifică valorile funcţie de deplasarea 
temporară. 

Coroborare acestor date cu efectul neliniar introdus de fisură şi dimensiunile 
ei se poate face numai pe baza unor încercări experimentale de durată. încercările 
experimentale sunt costisitoare datorită realizării unui număr mare de eşantioane şi 
de aceea o aplicaţie importantă a studiilor dezvoltate în cadrul prezentei teze este 
simularea structurii cu diverse forme şi mărimi de fisuri, structurii aplicându-i-se 
forţe impulsive. Răspunsul dinamic procesat al structurii, prin vibraţiile libere 
rezultate, se analizează prin diverse metode de prelucrare. 

Un prim caz de analiză este o structură simplă, constituită dintr-un inel. 

• Simularea vibraţiilor unui inel 

Se consideră o bară curbă circulară de secţiune constantă A, care are raza 
cercului, ce uneşte centrele de greutate ale secţiunilor transversale, notată cu R. Se 
alege un sistem de axe intrinsec (Fig.4-8a) şi se notează deplasările 
corespunzătoare astfel 
> u{e,t) după tangenta cu versorul f 
> v{e,t) după normala principală cu versorul u 
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> w(0 , t ) după binormala cu versorul p 
în cazul vibraţiilor în planul inelului este evident ca w{G,t) = O. 

a) b) c) 
Fig.4-8 Modelul barei curbe circulare de secţiune constantă 

Se consideră un element infinitezimal de inel de lungime AB=ds=Rde, forţele 
ce acţionează asupra inelului fiind prezentate în Fig.4-8b. S-a considerat că asupra 
inelului acţionează şi forţe distribuite pe direcţia razei, rezultanta lor pentru 
elementul AB fiind qRdG şi forţe distribuite pe direcţia tangenţială, rezultanta lor 
pentru AB fiind pRdG. 

Ecuaţiile de proiecţie pe tangenta în C la cerc, pe direcţia razei ce trece prin 
punctul C şi ecuaţia de moment conduc la următoare relaţii 

dN 
de 
ar 
de 

ee 

+ T + R = 0 

-N-qR = o 

+ TR = 0 

(4 .14) 

La ecuaţiile (4 .14) se adaugă relaţiile 
expresia momentului încovoietor într-o secţiune 

R ee 
unde <p este unghiul de rotaţie al secţiunii considerate 

unghiul de rotaţie al secţiunii considerate 
a»/ 1 

yee 
+ u 

condiţia ca axa inelului (barei curbe) să se alungească 
du 1 
de 

- V = 0 

V = 
de 

(4 .15) 

(4 .16) 

(4 .17) 

Din ecuaţiile (4 .14) , (4 .15) , (4 .16) şi (4 .17) se pot elimina mărimile 
necunoscut N, T , M, cp, v | i se obţine o ecuaţie diferenţială în care rămâne numai 
deplasarea tangenţială u. într-adevăr din relaţia (4 .15) , ţinând seama de relaţiile 
(4 .16) şi (4 .17) rezultă 
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M = = + = + (4.18) EI 8(p EI ? ^ 8^v 8u EI h'u du^ 
R 86 R^ 86^ 

\ 
86 

/ 

Din ultima relaţie a sistemului de ecuaţii (4.14) se determină 

T = 
R 86 

din a doua relaţie se determină 

dT 

EI du B^u' 
86^ 

N = 
86 

qR = EI 8^u d^u 
86^ 86-

qR 

şi înlocuindu-le în prima ecuaţie vom obţine 
c^U -^4 -2 T 8 U c'^U + 2 — ^ + — ^ 

8q 
86 -P 

(4.19) 

(4.20) 

(4. 21) 
86° 86^* 86^ EI , 

în cazul vibraţiilor libere forţele distribuite sunt componentele normală şi 
tangenţială ale forţelor de inerţie. Rezultantele acestor forţe pentru elementul AB 
sunt (Fig.4-8c) 

dF/n = dm 

8^ 

8^u 

= pARd6 

=pARd6 

8^ 

8^u 
(4.22) 

8t^ 8t^ 
unde p- densitatea materialului, A-aria secţiunii inelului. 

Rezultă, ţinând seama şi de sensul forţelor de inerţie faţă de sensurile 
pozitive considerate pentru q şi p 

q = Rd6 pA , 

P = Rd6 pA 2 

(4.23) 

înlocuind în ecuaţia (4.21) se obţine 

86^ 
+ 2 d^U pAR'^ 

86"^ 86^ EI 
u - 8^ 

86 
sau, ţinând cont de relaţia (4.16) 

d^u ^ d^u + 2 8^u pAR'^ 
86^ 86'* 86^ EI et^ 

8^ 
86^ 

- u = 0 (4.24) 

Pentru ecuaţia (4.24) se caută soluţii de forma 
u{6,t) = Ui{6)cos(ot (4.25) 

După ce se înlocuieşte soluţia în ecuaţia (4.24), se efectuează calcule şi se 
simplifică cu cos(ot se va obţine 

8% ^ ^ 
•6 0) 2 pAR' 

86^ 
-Ui = 0 (4.26) 

86" 86'* 86^ EI 
Ecuaţia diferenţială (4.26) are ca necunoscute funcţia uj(0) care trebuie să 

satisfacă condiţiile la limită şi pulsaţia w a vibraţiilor libere considerate. Funcţia ui{e) 
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trebuie să fie o funcţie periodică deoarece într-o secţiune a inelului deplasările, 
forţele etc. trebuie să aibă aceeaşi valoare. Acesta este motivul pentru care se va 
căuta soluţia pentru ui{e) de forma 

Ui{d) = cosne (4 .27) 
înlocuind soluţia (4 .27) în ecuaţia (4 .26) se obţine 

= 0 

de unde va rezulta 

cOn 
yl^l ipAR"^ 

(4 .28) 

care reprezintă pulsaţiile proprii ale vibraţiilor inelului în planul său. 
Pentru un inel din oţel având dimensiunile: R=54; h=3.4 b=15.2mm, cu 

modulul de elasticitate E=2.0xl0^^Pa şi densitatea p=7850kg/m^ rezultă din această 
formulă, pentru primele 7 moduri naturale de vibraţii, valorile frecvenţele proprii 
(fn=(On/27i) care sunt date în rândul 1 al tabelului 4 .2 

în rândul (2) sunt datele valorile frecvenţele proprii ale inelului calculate pe 
baza unui model cu elemente finite apelând la codul Modal Analysis din Workbench 
Ansys. 

Nr. mod 1 2 3 4 5 6 7 
fn calculate 

cu forma 
analitică 

(4 .28) [Hz] 

792 2242 4298 6951 10200' 

fn 
determinate 

prin MEF 
[Hzl 

797.89 
797.95 

1727.5 
1727.6 

2251.1 
2252.1 

4301.1 
4303. 

5530.2 
5530.3 

6922.4 
6926.3 

10090 
10103 

Formele modurilor naturale determinate prin metoda elementului finit sunt 
prezentate în Fig.4-9. 

Modul n r . l la 797.89 Hz Modul n r . l la 797.89 Hz 
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Modul nr.2 la 1727.5 Hz Modul nr.2 la 1727.6 Hz 

Modul nr.3 la 2251.1 Hz 

Modul nr.4 la 4301.1 Hz 

Modul nr.3 la 2252.1 Hz 

Modul nr.4 la 4303. Hz 

Modul nr.5 la 5530.2 Hz Modul nr.5 la 5530.3 Hz 
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80 Simulări şi verificări experimentale-4 

Modul nr.6 la 6922.4 Hz Modul nr.6 la 6926.3 Hz 

Modul nr.7 la 10090 Hz Modul nr.7 la 10103 Hz 
Fig.4-9 Ilustrarea formelor modale pentru inelul nesecţionat 

Se poate constata că modelarea prin MEF permite determinarea tuturor 
modurilor naturale, pe când prin forma analitică (4 .28) se obţin numai modurile ale 
căror forme se desfăşoară numai în planul inelului. Astfel, modurile 2 şi 5 sunt 
moduri ale căror forme sunt spaţiale, frecvenţele lor, de valori 1727 şi 4302 nefiind' 
calculabile prin formula (4 .28) . Frecvenţele duble ale modurilor de vibraţii apar 
normal, fiind caracteristice structurilor simetrice, uşoarele diferenţe datorându-se 
efectului^ de mesh, care produce mici desimetrizări. 

în cazul inelului secţionat forma analitică a frecvenţelor proprii nu mai poate 
fi obţinută uşor ca în cazul inelului nesecţionat şi de aceea metoda elementului finit 
este mai comodă, mai ales că se pot obţine şi formele modale. Pentru un inel 
secţionat cu un rost al tăieturii g=0.24mm (Fig.4-8) valorile frecvenţelor modurilor 
naturale de vibraţii, rezultate prin MEF fiind date în tabelul 4 .3 iar formele modurilor 
naturale fiind reprezentate în Fig.4-10. 

Număr mod 1-2 3-4 5-6 7-8 9-10 11-12 13-14 

Valori ale 
frecvenţelor 
proprii Hz, 

determinate 
prin MEF 

131.88 288.8 800.6 1881.4 2802.9 3835.6 5156. 
Valori ale 

frecvenţelor 
proprii Hz, 

determinate 
prin MEF 231.99 648.39 1200.9 1922.5 3390.8 5018 6343.1 

BUPT



4.1.Simularea vibraţiilor unor structuri cu discontinuităţi geometrice 81 

Modul n r . l la 131.88 Hz Modul n r . l la 231.99 Hz 

Modul nr.3 ia 288.8 Hz Modul nr.4 la 648.39 Hz 

Modul nr.5 la 800.6 Hz Modul nr.6 la 1200.9 Hz 

Modul nr.7 la 1881.4 Hz Modul nr.8 la 1922.5 Hz 
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Modul nr.9 la 3835.6 Hz Modul nr . lO la 3390.8 Hz 

Modul n r . l l la 3835.6 Hz Modul n r . l 2 la 5018 Hz 

Modul n r . l 3 la 5156. Hz Modul n r . l 4 la 6343.1 Hz 
Fig.4-10 Ilustrarea formelor modale pentru inelul secţionat 

Se poate observa, din valorile frecvenţelor proprii şi din formele modale, că 
secţionarea inelului desimetrizează atât geometric cât şi ca forme modale. De 
asemenea, densitatea modurilor în acelaşi domeniu de frecvenţă, O la 10000 Hz, s-a 
mărit, iar frecvenţele proprii modale au coborât mult valoric. Astfel frecvenţa 
primului mod natural a coborât de la 797 la 131.88 Hz. Este şi normal deoarece s-a 
trecut de la o structură închisă a inelului nesecţionat la una deschisă a inelului 
secţionat. De aici a venit şi ideea corelării modificărilor structurale, fisurarea fiind o 
asemenea modificare, cu variaţii ale parametrilor modali. Pentru asemenea 
modificări succesive s-a apelat la experiment. 
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4.2.Cercetări experimentale 

în scopul determinării frecvenţelor proprii ale modurilor naturale ale inelului 

s-a c o n c e p u t montajul din Fig.4-11. Inelul, 1, este s u s p e n d a t d e u n stativ prin 

intermediul unui fir 3, prin aceasta structura inelului fiind izolată din punct d e vedere 

dinamic d e stativ. 

Fig.4-11 Montajul experimental 

Excitarea modurilor naturale se face prin aplicarea unui şoc m e c a n i c radial 

pe suprafaţa exterioară a inelului, utilizând u n ciocan d e 1 0 0 gr. Modurile d e vibraţii 

ale inelului a v â n d frecvenţele cuprinse în d o m e n i u l audio, s-a ales ca s e m n a l d e 

prelucrare s e m n a l u l acustic radiat în m e d i u l înconjurător d e suprafaţa în mişcare 

vibratorie a inelului. U n punct al suprafeţei va a v e a o lege d e mişcare d e f o r m a 

s u m e i m o d a l e (4.7). Prin radiaţia suprafeţei inelului se p r o p a g ă în mediul 

înconjurător u n d e sonore. Presiunea acustică înregistrată d e u n microfon 

c o n d e n s a t o r 4 va a v e a o f o r m ă a s e m ă n ă t o a r e cu (4.7) 

n 
p(t) ^ zY^e ^r^Ap^ cosiprt ^ r) (4.29) 

r = l 
conţinând nemodificaţi parametrii modali ai inelului ar şi Pr. S e modifică n u m a i 

coeficienţii Apr care, în acest caz depind d e distanţa faţă d e sursă. 

Microfonul c o n d e n s a t o r este conectat la u n amplificator d e m ă s u r ă 5, şi d e 

aici s e m n a l u l d e ieşire, proporţional cu presiunea acustică este digitalizat prin 

convertorul analog digital A / D şi trecut s u b f o r m a unui fişier în m e m o r i a 

calculatorului. 
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Urmează analiza modală a semnalului fişier după algoritmul prezentat mai 
sus, şi alte metode. De menţionat că semnalul presiunii sonore captat de microfonul 
condensator conţine şi componente ale distorsiunilor create de efecte neliniare, 
efecte ce pot fi scoase în evidenţă prin analize speciale, ca analiza modală. 

• Analiza răspunsului simulat la impact al inelului cu o bilă 
rigidă 

» 
In Fig.4-12 este prezentat modelul discretizat al inelului susţinut de două 

arcuri moi (de constantă elestică 100 N/m) în aşa fel încât frecvenţele proprii ale 
celor 6 moduri naturale de corp rigid ale sistemului inel-arcuri este sub 15 Hz. în 
acest caz inelul pentru modurile de corp elastic, care au valori începând de la 
lOOOHz în sus, poate fi considerat ca un corp fără legături astfel că o parte din 
energia transmisă de bila care percutează radial inelul în punctul Pc, cu viteza iniţială 
v„ se disipează numai în procesul de percuţie şi prin frecare internă de deformaţie a 
inelului prin unde elastice ce iau naştere după realizarea percuţiei. 

Ca modul de calcul dinamic s-a folosit ANSYS LS-DYNA cu un mesh automat, 
pentru ambele structuri inel şi bilă considerate ambele din oţel carbon. 

l.Inel nesecţionat 

Se consideră mai întâi inelul nesecţionat având diametrul exterior 
D=108mm, grosimea h=3.4mm şi lăţimea b=15.2mm şi o bilă cu diametrul de 
20mm. Considerând inelul ţintă şi bila contactor şi punând condiţia de contact 
suprafaţă pe suprafaţă s-a realizat programul din Anexa 4 .1 . Pentru analiza 
rezultatelor s-a luat în considerare patru puncte (Fig.4-12) 0 ,1 ,2 ,3 , de-a lungul 
inelului, punctul O fiind punctul de contact dintre bilă şi inel. 

Fig.4-12 Ilustrarea ciocnirii unui inel elastic cu o bilă rigidă 
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Pentru început sa analizat perioada de contact prin diagramele vitezelor 
(Fig.4-13.a) şi ale acceleraţiilor (Fig.4-13.b). Viteza iniţială a bilei, la deplasarea în 
sens invers pe axa OX, este de vbo=lm/s. La momentul t0=0.25ms se produce 
contactul, inelul deplasându-se în sensul aplicării percuţiei. Diagramele vitezelor 
celor patru puncte după axa OX, se suprapun şi sunt mult mai mici decât valorile de 
pe diagrama vitezei bilei, astfel că scala vitezelor a fost amplificată de 10 ori. La fel 
s-a procedat şi pentru diagrama acceleraţiei punctelor inelului. 

a) viteze b) acceleraţii 

Fig.4-13 Diagramele vitezelor si acceleraţiilor bilei şi inelului pe perioada contactului 

Contactul se termină la t i=1.94 ms unde vitezele bilei şi inelului au valori 
constante, Vbi=0.949m/s bila şi Vini=0.051m/s inelul. Sfârşitul contactului la 
t i=1.94ms este indicat mai clar din diagramele acceleraţiilor, la desprindere forţele 
de legătură de contact devenind zero şi în consecinţă acceleraţiile lor se anulează. 
Forţele de contact devin maxime la valorile maxime ale acceleraţiilor, care, din 
diagrama acceleraţiilor, se petrece la toi = 1.06ms, unde cele două corpuri au vitezele 
egale de -0.022ms (în realitate punctele E i şi E2 trebuie să se suprapună, pe 
diagrama vitezelor ele fiind distanţate datorită scalelor diferite de reprezentare). 

Rezultă că pe intervalul Ati=tio-to= 1.06-0.25=0.81ms, are loc 
întrepătrunderea iar pe perioada At2=ti-t lo=l .94-1.06=0.BSms are loc destindere, 
cea ce corespunde unui coeficient de restituire echivalent CR=At2/Ati=0.932 valoare 
ce se regăseşte aproximativ şi dacă se calculează coeficientul de restituire prin 
raportul dintre viteza bilei după desprindere Vbi=0.949 m/s şi viteza bilei în 
momentul primului contact Vbo=l m/s. Diferenţa se datorează neglijării vitezelor 
inelului, de valori mult mai mici. Energia transmisă, prin percuţie, inelului este 
disipată în structura inelului prin frecare internă care este programata prin datele 
iniţiale, în modulul de preprocesare. 

2.1nel secţionat 

Se consideră o tăietură a inelului de-a lungul generatoarei şi s-au luat în 
considerare două mărimi ale rostului g=2.4 şi 0.3 mm ca date iniţiale pentru 
simulare (Fig.4-14). Aceleaşi dimensiuni ale rostului s-au realizat şi practic, pe inelul 
pe care s-au efectuat verificările experimentale 
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Fig.4-14 Ilustrarea ciocnirii unui inel elastic cu o bilă rigidă 

Inel secţionat cu rostul g = 2.4 şi 0.3 m m 

După simulare sau analizat mişcările a două puncte 1 şi 2 situate pe 
marginile celor două suprafeţe transversale ale tăieturii. în Fig.4-15 sunt 
reprezentate vitezele mişcărilor absolute Vi(t) şi V2(t) care cumulează atât mişcările 
de corp rigid Vir(t) şi V2r(t) cât şi cele de corp elastic, Vie(t) şi V2e(t). 

2000 r ^ ^ / ^ -

1000 

1 0 0 0 

- 2 0 0 0 

^000 
0.9 1 

t sec 
Fig.4-15 Vibrogramele mişcărilor absolute după axa O x ale nodurilor 1 şi 2; Vi(t), V2(t) vitezele 

mişcărilor absolute, Vu(t), V2r(t) c o m p o n e n t e ale vitezelor mişcărilor de corp rigid 

Separarea componentelor de corp rigid, care sunt ale sistemului compus din 
inelul considerat rigid şl din arcurile de legătură, se poate face printr-o filtrate de 
mediere 
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^ 2m 
m (4 .30) 

m fiind lăţimea benzii de filtrare (numărul de eşantioane din stânga şi dreapta 
eşantionului j , vizat). Pentru o lăţime a benzii m=50 eşantioane se obţine o bună 
filtrare a acestor componente (Fig.4-15). 

Componentele de corp elastic vor rezulta prin scădere 
vUeCj) = v U ( j ) - vl2r(j) = ...n - m (4 .31) 

ale căror vibrograme sunt date în Fig.4-16, iar în Fig.4-17 se prezintă vibrogramele 
vitezelor de corp rigid Vir(t) şi V2r(t) (Fig.4-17a) şi spectrele acestora Sir(f) şi S2r(f) 
(Fig.4-17b), din care reiese că frecvenţa componentei de corp rigid este de 10 Hz, 
componentă ce nu poate influenţa modurile de corp elastic, ale căror frecvenţe au 
valori peste 100 Hz. 

2000 r ^ ^ / S " 

1000 

0 . 1 0 . 2 0 . 3 0 . 4 0 . 5 0 . 6 0 . 7 0 . 8 0 . 9 

t sec 
F i g . 4 - 1 6 V i b r o g r a m e l e m i ş c ă r i l o r d e V i e ( t ) , V 2 e ( t ) , d e c o r p e l a s t i c 

d u p ă a x a O x , a l e n o d u r i l o r 1 ş i 2 

O 

-1000 

-2000 

f̂  1 
• : '̂A / i 1 

U^H ii V 
V2e(t) 

Si(f) ! 
li 

K 1 [i ; 1 ; i 
' 1 
i \ 1 j 

1 

J 

\ 

0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 1 
t sec 

a) 

10 20 

b) 

3 0 4 0 

f Hz 

5 0 

F i g . 4 - 1 7 V i b r o g r a m e l e m i ş c ă r i l o r d e V i e ( t ) , VzeCt) , d e c o r p e l a s t i c d u p ă a x a O x , 

a l e n o d u r i l o r 1 ş l 2 

Revenind la modurile de corp rigid să reprezentăm vibrograma mişcării 
relative, de-a lungul axei Ox, dintre nodurile 1 şi 2 
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A V i _ 2 ( t ) = V i e ( t ) - V 2 e ( t ) (4 .32) 
a cărei vibrogramă este trasată grafic în Fig.4-18. 

Spectrul acestei mişcări este reprezentat în Fig.4-19 împreună cu liniile 
spectrale ale frecvenţelor proprii ale modurilor naturale de vibraţii ale inelului 
secţionat, frecvenţe proprii determinate cu modulul de analiză modală. 

1500 r nnm/s-

1000 

--1500 ' 
O 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 

F i g . 4 - 1 8 V i b r o g r a m a m i ş c ă r i r e l a t i v e d e c o r p e l a s t i c A v i _ 2 î n t r e p u n c t e l e 1 ş i 2 

O j 5 0 0 j 1 0 0 0 : 1 5 0 0 2 0 0 0 2 5 0 0 i 3 0 0 0 3 5 0 0 4 0 0 0 4 5 0 0 50100 5 ^ 0 ^ 0 0 1 ^ 5 0 0 7 0 0 0 

o 
O CC o Hz 

CO 

vD ^ 
F i . 4 - 1 9 S p e c t r u l m i ş c ă r i r e l a t i v e d e c o r p e l a s t i c A V i 2 î n t r e p u n c t e l e 1 ş i 2, 

c o m p a r a t i v c u l i n i i l e s p e c t r a l e a l e m o d u r i l o r n a t u r a l e d e v i b r a ţ i i 

Spectrul mişcării relative, excitată de forţa impulsivă creată de impactul cu 
bila este perturbat de efectul neliniar creat de contactul ce ia naştere între cele două 
suprafeţe ale tăieturii. Apar vârfuri spectrale ale căror frecvenţe nu coincid cu liniile 
spectrale modale. Contactul în timpul mişcării simulată este ilustrată de clipurile avi 
ataşate tezei. 
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4.3.Rezultate experimentale 

Pentru a corela influenţa modificării structurale asupra variaţiei frecvenţelor 
proprii ale unei structuri s-a secţionat inelul progresiv la diverse lăţimi c (Fig. 4-20) 
şi s-a înregistrat după schema din Fig.4-11, presiunea undei acustice emisă de 
suprafaţa inelului la şocului produs prin lovire. 

Aşa cum s-a mai arătat mai sus, presiunea undei acustice conţine 
componente de frecvenţe egale cu ale modurilor naturale de vibraţii ale structurii 
inelului. 

Prin analiza modală a semnalului măsurat al presiunii undei acustice la 
diverse secţiuni c ale inelului s-a întocmit tabielul 4.4 în care pentru variaţiile 
procentuale ale frecvenţelor proprii ale structurii s-a reprezentat şi grafic prin 
deviaţia procentuală a frecvenţei definită prin relaţia 

fi(d)-fi(c) dfi% = 
fi(d) 

100; i = 'm (4 .33) 

fi(d) fiind frecvenţa modului i pentru inelul nesecţionat, la c=d, iar f,(c) fiind 
frecvenţa aceluiaşi mod când secţiunea inelului tăiat este c. 

F i g . 4 - 2 0 S e c ţ i o n a r e a p a r ţ i a l ă a i n e l u l u i 

F i g . 4 - 2 1 V a r i a ţ i i p r o c e n t u a l e a l e f r e c v e n ţ e l o r p r o p r i i a l e i n e l u l u i f u n c ţ i e d e s e c ţ i u n e a c n e t ă i a t ă 
a i n e l u l u i p e n t r u m o d u r i l e 1 , 3 , 5 ş i 9 . 
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Tabel 4 .4 
Nr. Mod 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

0 C m m V a l o a r e a f r e c v e n t e i m o d u l u i Hz 
1 1 5 . 2 8 0 0 . 0 2 2 7 5 4 3 4 0 4 3 6 3 5 6 4 7 7 0 1 1 

7 0 1 4 
2 1 2 . 4 7 9 9 . 5 9 2 2 6 9 

2 2 7 9 
4 3 3 6 4 3 5 2 5 6 0 6 5 6 3 2 6 9 9 0 

3 1 0 4 7 9 7 . 2 2 2 5 7 
2 2 7 8 

4 3 2 0 4 3 4 2 5 5 6 5 5 6 0 2 6 9 8 5 

4 7 . 6 7 9 8 . 4 8 2 2 3 2 
2 2 7 5 

4 2 5 8 4 3 2 7 5 4 0 6 5 5 2 6 6 8 8 1 6 9 5 4 

5 5 . 0 7 9 7 . 6 1 6 9 6 2 1 9 4 
2 2 6 8 

4 2 1 1 4 2 9 6 5 4 0 2 5 4 0 4 6 7 8 5 6 8 9 5 

6 2 . 9 7 9 5 2 1 4 9 2 2 5 8 . 3 4 1 5 7 . 7 
4 2 4 3 . 9 

5 2 4 8 
5 2 4 9 . 6 

6 6 7 3 . 7 6 8 0 8 . 4 

7 1.1 7 8 9 . 5 2 0 8 3 2 2 4 0 3 1 0 5 4 0 4 1 
4 0 5 1 
4 0 6 9 
4 0 7 1 

4 0 9 2 5 0 0 8 6 6 4 3 . 1 
6 6 4 5 % 

8 0 . 4 7 8 4 . 5 2 0 5 1 . 8 
2 0 5 3 . 2 

2 2 3 0 . 3 2 9 9 6 . 4 3 9 9 4 . 5 
4 0 0 0 . 5 
4 0 0 9 . 

4 9 1 9 . 8 
4 9 2 1 . 8 

6 5 6 3 
6 5 6 7 . 1 
6 5 7 1 . 8 

9 0 . 2 7 7 7 . 4 1 9 6 9 . 7 2 2 1 1 . 5 2 8 9 5 . 4 3 8 5 2 . 4 
3 9 0 5 . 7 

6 3 8 5 . 2 
6 3 9 8 . 2 
6 4 0 9 . 7 

10 0 . 0 3 0 3 1 2 2 3 1 9 3 7 2 8 1 2 3 8 5 4 5 0 1 7 5 0 3 0 6 3 0 8 6 3 4 4 6 3 5 2 

Din graficele prezentate în Fig.4-21 se poate observa că variaţiile 
procentuale de scădere a frecvenţelor proprii au valori semnificative numai în 
apropierea limitei de tăiere completă a inelului când c-> O, deci la tăiere completă 
când inelul trece de la o structură închisă la una deschisă cea ce duce la o schimbare 
bruscă a rigidităţilor. 

Rămâne ca problema depistării unei fisuri să fie focalizată pe studiul 
distorsiunilor modurilor naturale provocate de efectele neliniare locale provocate de 
fisură, care pot fi excitate cu forţe impulsive. 

Pentru evitarea unor costuri importante studiile se pot face prin simulare, 
aşa cum s-a demonstrat în prezenta teză, pe inelul secţionat. Pentru structuri mai 
complexe este necesar o putere de calcul mai puternică faţă de cea pe care am 
avut-o la dispoziţie. 

4.4.Contribuţii originale 

> 

> 
> 

Simularea prin metode numerice a vibraţiilor unor structuri cu discontinuităţi 
Studiul contactului pentru o structura elastică cu evidenţierea discontinuităţii 
intr-o fisura 
Modelarea caracteristicii elastice a forţei de contact în funcţie de deschiderea 
fisurii 
înregistrarea vibrogramei vibraţiilor libere amortizate ale unui inel cu 
caracteristici cunoscute după aplicarea şocului 
Studiul efectului de neliniarităţi introdus de fisură atât în spectrul Fourier cât 
şi la răspunsul modal 
Aplicarea algoritmului numeric prezentat în [33] pentru estimarea 
parametrilor modali ai modelului discretizat a unui inel 
Studiul diagramelor polare corespunzătoare spectrelor modelului dinamic 
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discretizat a inelului. 
> Studiul experimental al formelor proprii de vibraţii în cazul structurilor cu 

discontinuităţi, aplicaţii în cazul modelului discretizat al unui inel 
> Simularea vibraţiilor modelului dinamic a unui inel secţionat. 
> Aplicarea codului Ansys, în studiul vibraţiilor prin şoc a inelului cu 

discontinuitate controlată 
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Capitolul 5 
CONCLUZII. CONTRIBUŢII ORIGINALE 

Acest capitol conţine contribuţiile autoarei tezei care sunt trecute în cadrul 
fiecărui capitol. 

Teza de doctorat cu titlul ..SIMULĂRI NUMERICE PENTRU MIŞCĂRI CU 
CONSTRÂNGERI MECANICE ŞI CIOCNIRI" constitue un studiu atât teoretic dar mai 
ales experimental ce se va continua pentru evidenţierea fenomenelor de 
contact/impact şi pentru alte structuri mecanice cu alte caracteristici vâscoelastice. 

Metodele cu ajutorul cărora s-a studiat acest proces de contact/impact 
pentru modelul particular al uni inel cu caracteristici geometrice diferite pot fi 
extinse şi în cazul materialelor compozite ce se întâlnesc la lagărele de alunecare ale 
giroscoapelor folosite in construcţia de maşini fine. 

In continuare listez contribuţiile originale ale tezei: 
> Prezentarea unui model al contactului Hertz dintre un corp elasto-plastic şi 

un element percutant 
> Evidenţierea coeficientului de ciocnire prin interpretarea sa ca amortizare la 

vibroimpact 
> Studiul forţei vibropercutante în funcţie de pătrundere pentru cele doua faze 

ale ciocnirii 
> Studiul transferului energetic în zona de contact şi pe durata contactului 
> Punerea în evidenţa a metodei undelor progresive în cazul unei bare de 

lungime finită 
> Studiul propagării undei elastice în lungul barei de lungime finită excitată 

impulsiv la un capăt 
> Punerea în evidenţa privind excitarea primului mod de vibraţi longitudinale a 

barei de lungime finită 
> Aplicarea metodei Saint-Venant pentru cazul barei de lungime finită căreia i 

s-a aplicat o percuţie la un capăt 
> Distribuţia salturilor de viteze în lungimea barei după aplicarea percuţiei 
> Studiul prin metode numerice Hibride privind simularea prin metoda 

elementului finit folosind codul Ansys 
> Introducerea algoritmului Matchad pentru determinarea timpului şi legii de 

mişcare în cazul ciocnirii 
> Evidenţierea modelelor discrete pentru contactul corpurilor unei maşini cu 

aprindere prin scânteie 
> Aplicarea metodei Runge-Kutta pentru integrarea numerică a sistemelor de 

ecuaţii diferenţiale ce guvernează mişcările unui sistem dinamic discretizat 
> Studiul metodei pentru un sistem vibropercutant cu un grad şi două grade 

de libertate 
> Generalizarea metodelor de mai sus pentru sisteme cu n grade de libertate 
> Evidenţierea spectrelor în frecvenţă ale mişcărilor vibratorii analizate prin 

metode numerice 
> Studiul unor modele vibropercutante cu patru grade de libertate cu 

limitatoare rigide 
> Studiul spectrelor de vibraţiilor în cazul limitatoarelor rigide 
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> Aplicarea metodei elementelor finite în cazul sistemelor mecanice neliniare 
cu contact Hertzian 

> Aplicarea metodei elementului finit pentru modelul reologic vâscoelastic 
> Simularea prin metode numerice a vibraţiilor unor structuri cu discontinuităţi 
> Studiul contactului pentru o structura elastică cu evidenţierea discontinuitătii 

intr-o fisura 
> Modelarea caracteristicii elastice a forţei de contact în funcţie de deschiderea 

fisurii 
> înregistrarea vibrogramei vibraţiilor libere amortizate ale unui inel cu 

caracteristici cunoscute după aplicarea şocului 
> Studiul efectului de neliniarităţi introdus de fisură atât în spectrul Fourier cât 

şi la răspunsul modal 
> Aplicarea algoritmului numeric prezentat în [33] pentru estimarea 

parametrilor modali ai modelului discretizat a unui inel 
> Studiul diagramelor polare corespunzătoare spectrelor modelului dinamic 

discretizat a inelului. 
> Studiul experimental al formelor proprii de vibraţii în cazul structurilor cu 

discontinuităţi, aplicaţii în cazul modelului discretizat al unui inel 
> Simularea vibraţiilor modelului dinamic a unui inel secţionat 
> Aplicarea codului Ansys, în studiul vibraţiilor prin şoc a modelului unui inel 

cu discontinuitate controlată 
Majoritatea soluţiilor tehnice pentru maşini, utilaje, construcţii industriale 

implică, pentru realizarea unor operaţii tehnologice, cuple cinematice între piesele 
maşinii unde apar jocuri care dezvoltă forţe de legătură de tip percutant generatoare 
de unde elastice ce se propagă de-a lungul piesele în contact. Toate acestea ridică o 
problemă esenţială cea a contactului între piesele în mişcarea relativă impuse de 
cupla cinematică. Din acest motiv tematica abordată în teză este foarte importantă 
din punct de vedere al aplicaţiilor. 

Rezultatele experimentale obţinute au fost în concordanţă cu cele teoretice 
simulate numeric pe baza unor programe prezentate în anexa tezei şi clar expuse şi 
scoase în evidenţă în acest capitol dedicat contribuţiilor personale, pe care acestea 
le aduc în domeniu tratat. 

Sper că în cercetările ştiinţifice ulterioare să aplic şi să generalizez aceste 
cercetări pentru o serie de structuri mecanice legate de dezvoltarea tehnică şi 
tehnologica ce va urma. 
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ANEXA 3-1 

DETERMINAREA FRECVENŢELOR PROPRII S I A COEFICIENŢILOR DE 
AMORTIZARE MODALI ALE UNUI SISTEM CU 4 GRADE DE LIBERTATE 

[Mlx(t)}+ [c]{xct;}+ [Kh(t)} = {0} 

PROGRAM MATCHAD 

ORJGIN = 1 
0 0 0^ 

mO := 

kO 

O .5 O O 

0 0 1 0 

vO O O 1 
10 - 1 0 O O 

- 1 0 20 - 1 0 O 

O - 1 0 20 - 1 0 

O O - 1 0 20 y 
m l := stack(mO,zer) 
m2 stack(zer, -kO) 
k l := stack(cO - l ,kO) 
k2 := stack(kO,zer) 

m l = 

0.3 0 0 0 

0 0.5 0 0 

0 0 1 0 

0 0 0 1 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

cO := 

zer := 

m2 = 

• 

.01 - . 0 1 0 0 

- . 01 .02 - . 0 1 0 

0 - . 0 1 .03 - . 0 2 

0 0 - . 0 2 .04 

1 0 0 0 ^ 

1 0 0 0 

1 0 0 0 

1 0 0 Oy 

0 0 0 0 ^ 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

- 1 0 10 0 0 

10 - 2 0 10 0 

0 10 - 2 0 10 

0 0 10 - 2 0 , 
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k l = 

^ 0.01 -0 .01 0 0 ^ ^ 10 - 1 0 0 0 

-0 .01 0.02 -0 .01 0 - 1 0 20 - 1 0 0 

0 -0 .01 0.03 -0 .02 0 - 1 0 20 - 1 0 

0 0 -0 .02 0.04 0 0 - 1 0 20 
k2 = 

10 - 1 0 0 0 0 0 0 0 

- 1 0 20 - 1 0 0 0 0 0 0 

0 - 1 0 20 - 1 0 0 0 0 0 

V 0 0 - 1 0 20 , V 0 0 0 0 
m := augmentml,m2) 
k := augmenţkl ,k2) 

m = 

fo.3 0 0 0 0 0 0 0 

0 0.5 0 0 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 0 0 

0 0 0 1 0 0 0 0 

0 0 0 0 - 1 0 10 0 0 

0 0 0 0 10 - 2 0 10 0 

0 0 0 0 0 10 - 2 0 10 

O 0 0 0 0 O 1 0 - 2 0 

k = 

0.01 -0 .01 0 0 10 - 1 0 0 0 

-0 .01 0.02 -0 .01 0 - 1 0 20 - 1 0 0 

0 -0 .01 0.03 - 0 . 0 2 0 - 1 0 20 - 1 0 

0 0 - 0 . 0 2 0.04 0 0 - 1 0 20 

10 - 1 0 0 0 0 0 0 0 

- 1 0 20 - 1 0 0 0 0 0 0 

0 - 1 0 20 - 1 0 0 0 0 0 

0 0 - 1 0 20 0 0 0 0 

X := - g e n v a l < k , m ) 

i : = 1 . . 8 
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Pi := 

X = 

Oi •= 

Z • 71 

-0 .033 - 8.088i 

-0 .033 + S.OSSi 

- 0 . 0 2 6 - 5 . 5 1 9 i 

- 0 . 0 2 6 + 5.519i 

-2 .083 X 1 0 " ^ - 1.48i 

-2 .083 X 1.48i 

-0 .011 - 3 . 9 0 8 i 

-0 .011 + 3.908i 
-0 .033 

-0 .033 

-0.026 

-0.026 
a = 

-2 .083 X 10 - 3 

P = 

^8.088^ 

8.088 

5.519 

5.519 

1.48 

1.48 

3.908 

3 . 9 0 8 ; 

-2 .083 X 

-0.011 

-0.011 

= ( 1.287 1.287 0.878 0.878 0.236 0.236 0.622 0 .622) 

Rezultă şirul valorilor frecvenţelor proprii: 
f i=0 .236 ; f2=0.622; f3=0.878; f4=1.287 Hz 
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PROGRAM DE INTEGRARE A SISTEMELOR DE ECUAŢII 
DIFERENŢIALE PRIN METODA RUNGE -KUTTA 

DECLARE SUB inv (a#( ) , b#() , n!) 
DECLARE SUB prod (a#( ) , b#() , dc#() , n l ! , n!) 
DECLARE SyB kutta (d#() , a#( ) , b#() , X#( ) , y#( ) , fpt#() , n!, h) 
CLS 
OPTION BASE 1 
DEFDBL A-I, K-M, 0-Z 
DEFSNG H-J, N, Q, W 
delta = O! 'poziţie limitator 
R = .8 'coeficient de restituire 
np = 1500 
KILL "4d_00.txt" 
OPEN "a", #1, "4d_00.txt" 
n = 4' ordin sistem 
pi = 4 * ATN( l ) 
li = .005'pasul de integrare in secunde 
DIM nn(n, n), k(n, n), c(n, n), d(n, n), c l (n , n), l<l(n, n), st(3, 1), fg(3, 1) 
DIM X(n), y(n) , fpt(n, 3), w(np) 
GOSUB mat.mcl< 
CALL inv(m(), d() , n) 

FOR i = 1 TO n: FOR j = 1 TO n: PRINŢ d(i, j ) , : NEXT: PRINŢ : NEXT 
CALL prod(d(), c( ) , c l ( ) , n, n) 

CALL prod(d(), k() , k l ( ) , n, n) 
SCREEN 12 
COLOR 14 
SC = 2 
WINDOW (O, -sc)-(np, sc) 
LINE (O, delta)-(np, delta), 14 
' FOR i = 1 TO np / 10: j = 10 * i: LINE ( j , 0)-( j , -.03 * sc): NEXT 
X ( l ) = 1 
FOR i = 1 TO np 
x l = X ( l ) : y l = y ( l ) 
IF x l <= delta AND y l < O THEN y ( l ) = -R * y l 
CALL kutta(d(), c l ( ) , k l ( ) , X( ) , y ( ) , fpt(), n, h) 
x2 = X ( l ) 
LINE (i - 1, x l ) - ( i , x2) , 14 
w l = X ( l ) : w2 = X(2) : w3 = X(3) : w4 = X(4) 
PRINŢ #1, w l , w2, w3, w4 
NEXT 
END 
mat.mck: FOR i = 1 TO 4: FOR j = 1 TO 4 'formare matrice M,C şi K 
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m(i, j ) = 0 : k(i , j ) = 0: c(i, j ) = 0 : NEXT: NEXT 
n n ( l , 1) = .3 : m(2, 2) = .5 : m(3, 3) = 1: m(4, 4) = 1 
k ( l , 1) = 10: k(2, 2) = 20: k(3, 3) = 20: k(4, 4) = 20 
c ( l , 1) = .01: c(2 , 2) = .02: c(3 , 3) = .03: c (4 , 4) = .04 
k ( l , 2) = -10: k(2, 1) = -10: k(2 , 3) = -10: k(3 , 2) = -10 : k(3 , 4) = -10 : k(4, 3) = 
-10 
c ( l , 2) = - .01 : c(2, 1) = - .01 : c(2, 3) = - .01 : c(3 , 2) = - .01 : c(3, 4) = - .02 : c(4, 3) 
= - .02 
RETURN 
DEFSNG A-G, K-M, 0-P , R-V, X-Z ' inversare matrice 
SUB inv ( a# ( ) , b# ( ) , n!) 
DEFDBL A-H, L-M, 0 -Z 
DEFSNG I-K , N 
DII^ a l ( n , n) 
FOR i = I T O n: F O R j = 1 TO n: a l ( i , j ) = a(i , j ) : b(i , j ) = 0: N E X T j : b(i, i) = 1: 
NEXT i 
det# = 1# 
FOR i = 1 T O n 
max = a(i , i) 
FOR k = i TO n 
s = 1 
absol = ABS(a(k , i )) 
IF max < absol THEN max = absol 
NEXT k 
IF max = O THEN PRINŢ "matricea este singulara ": END 
IF max < .000000001# THEN PRINŢ "matricea este rau condiţionata" 
IF ABS(a( i , i )) < max THEN GOTO 100 
200 X = a( i , i) 
IF X = O THEN PRINŢ "matricea este singulara" 
det = det * X * s 
FOR k = 1 TO n 
a(i , k) = a(i , k ) / X 
b(i, k) = b(i, k) / X 
NEXT k 
FOR k = 1 TO n 
IF k = i THEN 2 
X = a(k , i) 
IF X = 0# THEN 2 
FOR j = 1 TO n 
a(k , j ) = a(k , j ) - a(i , j ) * X 
b(k, j ) = b(k, j ) - b(i, j ) * X 
N E X T j 
2 NEXT k 
NEXT i 
GOTO 300 
100 s = -1# 
FOR L = i + 1 TO n 
absol = ABS(a(L , i ) ) 
IF absol = max THEN 3 
NEXT L 
3 FOR j = 1 T O n 
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SWAP b(i, j ) , b(L, j ) 
SWAP a(i , j ) , a(L, j ) 
N E X T j 
IF i = n + 1 THEN 300 
GOTO 200 
300 FOR i = 1 TO n: FOR j = 1 TO n: a(i , j ) = a l ( i , j ) : NEXT j : NEXT i 
FOR i = 1 TO n l 
FOR j = 1 TO n l 
a l ( i , j ) = O 
FOR k = 1 TO n l 
a l ( i , j ) = a l ( i , j ) + a(i , k) * b(k, i) 
NEXTk : N E X T j : NEXT i 
END SUB 
DEFSNG HT 0-Q ' subrutină Runge - Kutta 
DEFDBL K 
SUB kutta (d( ) , a ( ) , b() , X ( ) , y ( ) , ft ( ) , n, h) 
DIM k l ( n ) , k2(n) , k3(n) , k4(n) , l l ( n ) , I2(n), I3(n), I4(n) 
FOR i = 1 T O n 
k l ( i ) = O 
FOR j = 1 T O n 
kl ( i ) = k l ( i ) - h * (a( i , j ) * yU) + b(i, j ) * X ( j ) ) 
kl ( i ) = k l ( i ) + tr^ d(i, j ) f t ( j , 1) 
N E X T j 
l l ( i ) = h * y( i ) 
NEXT i 
FOR i = 1 TO n 
k2(i) = O 
FOR j = 1 TO n 
k2(i) = k2(i) - h * (a( i , j ) * { y ( j ) + k l ( j ) / 2) + b(i, j ) * (X ( j ) + l l ( j ) / 2)) 
k2(i) = k2(i) + h d(i, j ) * ftO, 2) 
N E X T j 
l2(i) = h * ( y ( i ) + k l ( i ) / 2 ) 
NEXTi 
FOR i = 1 T O n 
k3(i) = O 
FOR j = 1 T O n 
k3(i) = k3(i) - h * (a( i , j ) * ( y ( j ) + k2( j ) / 2) + b(i, j ) * (X ( j ) + I2( j ) / 2)) 
k3(i) = k3(i) + h * d(i, j ) * f t ( j , 2) 
N E X T j 
I3(i) = h * (y( i ) + k2(i) / 2) 
NEXTi 
FOR i = 1 T O n 
k4(i) = O 
FOR j = 1 T O n 
k4(i) = k4(i) - h * (a( i , j ) * ( y ( j ) + kSO)) + b(i, j ) * (XO) + I3( j ) ) ) 
k4(i) = k4(i) + h * d(i, j ) * f t ( j , 3) 
N E X T j 
I4(i) = h * (y( i ) + k3( i ) ) 
NEXTi 
FOR i = 1 T O n 
y( i ) = y( i ) + ( k l ( i ) + 2 * k2(i) + 2 * k3(i) + k4(i)) / 6 
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X(i ) = X(i) + ( l l ( i ) + 2 * I2(i) + 2 * I3(i) + I4(i)) / 6 
NEXT i 
END SUB 
DEFSNG A-G, K-M, R-Z 'subrutina produs matrice 
SUB prod ( a # ( ) , b# ( ) , dc#( ) , n l ! , n!) 
DEFDBL A-E 
DEFSNG I-K 
FOR i = 1 TO n l : FOR j = 1 TO n: dc(i, j ) = O 
FOR k = 1 TO n l 
dc#( i , j ) = dc(i, j ) + a(i , k) * b(k, j ) 
N E X T k : N E X T j : NEXT! 
END SUB 
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PROGRAM IMPACT 2C 

ICONFIGURARE NUMĂRULUI DE PAŞI DE TIMP PENTRU OBŢINEREA REZULTATELOR 
/CONFIG,NRES, 10000 

LALEGEREA PREFERINŢELOR 
!* 
/NOPR 1, 
/PMETH,OFF,0 
KEYW,PR_SET,1 
KEYW,PR_STRUC,1 
KEYW,PR_THERM,0 
KEYW,PR_FLUID,0 
KEYW,PR_MULTI,0 
KEYW,LSDYNA,1 
/GO 
!* 
/COM, 
/COM,PREFERENCES FOR GUI FILTERING HAVE BEEN SET TO DISPU\Y: 
/COM, STRUCTURAL WITH LS-DYNA EXPLICIT 

IPREPROCESAREA 
/PREP7 
LALEGEREA TIPULUI ELEMENTULUI, CONSTANTEI REALE SI MATERIALUL MASEI DE 
SUS 

I * 

ET,1,164 
R,1 
MP,EX,1,207E9 
MP,NUXY,1,.29 
MP,DENS,1,60 

! DESENAREA MASEI 
BLOCK,-.5, .5,6.35,6.85,- .5, .5, 

IMESH-UL 
VMESH,1 

ICREAREA CMPONENTEI "BLOCK" 
CM,BLOCK,NODE 
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LALEGEREA TIPULUI ELEMENTULUI, CONSTANTEI REALE S I MATERIALUL MASEI DE 
JOS 

ET,2 ,164 
R,2 
MP,EX,2,207E9 
MP,NUXY,2,.29 
MP,DENS,2,10 
EDMP,RIGID,2,6,7 
TYPE,2 
REAL,2 
MAT, 2 

! DESENAREA MASEI 
BL0CK,-1 ,1 ,6 ,6 .25 , -1 ,1 , 

IMESH-UL 
VMESH,2 

LALEGEREA TIPULUI ELEMENTULUI, CONSTANTEI REALE S I MATERIALUL ARCULUI 
ET ,3 ,165 
R,3 
MP,EX,3,207E9 
MP,NUXY,3,.29 
MP,DENS,3,10 
T B , D I S C , 3 „ , 0 
TBDATA, 1,20000 

!DESENAREA ARCULUI 
TYPE,3 
REAL, 3 
MAT, 3 
N,1000 
E ,143,1000 
NSEL,S ,NODE„1000 

ICONSTRANGEREA NODULUI 
D,ALL,ALL 
ALLS 

ICREAREA COMPONENTELOR NECESARE PENTRU DEFINIREA CONTACTULUI 
NSEL,S ,LOC,Y,6 .25 
CM,N1,N0DE 
NSEL,S ,LOC,Y,6 .35 
CM,N2,N0DE 

!DEFINIREA CONTACTULUI 
EDCGEN,NTS,N2,N1 
ALLS 

IDEFINIREA PARAMETRILOR T-TIMP SI ACCELERAŢIA GRAVITAŢIONALA G=9.81M/S 
*DIM,TIME,ARRAY,2 
*DIM,ACCL,ARRAY,2 
*SET ,T IME(1) ,0 
*SET ,T IME(2) ,10 
*SET ,ACCL(1) ,9 .81 
*SET ,ACCL(2) ,9 .81 

LAPLICAREA ACCELERAŢIE GRAVITAŢIONALE MASEI DE SUS 
EDL0AD,ADD,ACLY„BL0CK,TIME(1) ,ACCL(1) 
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FINISH 
! SOLUŢIONAREA 
/SOLU 

EDENERGY,1,1,1,1 
TIME,6, 
EDRST,1000, 
EDHTIME,1000, 
EDDUMP,!, 
!* 
/STATUS,SOLU 
SOLVE 

FINISH 
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PROGRAM INEL SECŢIONAT 

ICONFIGURARE NUMĂRULUI DE PAJI DE TIMP PENTRU OBŢINEREA REZULTATELOR 
/CONFIG,NRES,30000 

iALEGEREA PREFERINŢELOR 
!* 
/NOPR 
/PMETH,OFF,0 
KEYW,PR_SET,1 
KEYW,PR_STRUC,1 
KEYW,PR_THERM,0 
KEYW,PR_FLUID,0 
KEYW,PR_MULTI,0 
KEYW,LSDYNA,1 
/GO 
!* 
/COM, 
/COM,PREFERENCES FOR GUI FILTERING HAVE BEEN S E T T O DISPLAY: 
/COM, STRUCTURAL WITH LS-DYNA EXPLICIT 

IPREPROCESAREA 
/PREP7 
IALEGEREA TIPULUI ELEMENTULUI, CONSTANTEI REALE SI MATERIALUL PENTRU 
INEL SECŢIONAT 

!* 
ET,1,SHELL163 
!* 
KEYOPT,1,1,7 
KEYOPT, 1,2,0 
KEYOPT, 1,3,0 
KEYOPT, 1,4,0, 
!* 
*SET , _RC_SET ,1 , 
R,1 
RM0DIF,1,1, , ,0.1 
RM0DIF,1,7, O 
!* 
!* 
MP,DENS,l ,7850E-9 
MP,EX,1,2E8 
MP,NUXY,1,0.3 
T B , B I S 0 , 1 „ „ 
TBDAT,1,300E3 
TBDAT,2,80000E3 
MP,DAMP,1,0.02 
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IGEOMETRIA INELULUI 
CYLIND,54,50.50,-7.6,7.6,90.12,449.88, 

IMESH-UL 
MSHAPE,0,2D 
MSHKEY,! 
!* 
FLST,5,6,5,ORDE,2 
FITEM,5,1 
FITEM,5,-6 
CM,_Y,AREA 
ASEL, , , ,P51X 
CM,_Y1,AREA 
CHKMSH,'AREA' 
CMSEL,S,_Y 
!* 
AMESH,_Y1 
!* 
CMDELE,_Y 
CMDELE,_Y1 
CMDELE,_Y2 
I* 
/UI,MESH,OFF 

ICREAREA CMPONENTEI "INEL" 
ESEL,S,MAT„1 
NSLE,S 
CM,INEL,NODE 
NPLOT 
ALLSEL,ALL 
EPLOT 

LALEGEREA TIPULUI ELEMENTULUI, CONSTANTEI REALE SI MATERIALUL 
!* 
ET,2,SOLID164 
!* 
R,2 
!* 
EDMP,RIGI,2,0,0 
MP,DENS,2,7850E-9 
MP,EX,2,2E8 
MP,NUXY,2,0.3 

IDESENAREA SFEREI 
SPH4,64.1,0,10 

ÎMESH-UL 
PR'PE, 2 
MAT, 2 
REAL, 2 
ESYS, O 
SECNUM, 
!* 
MSHAPE,1,3D 
MSHKEY,0 
I * 
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CM,_Y,VOLU 
VSEL 2 
CM,_Y1,V0LU 
CHKMSH,'VOLU' 
CMSEL ,S ,_Y 
!* 
VMESH,_Y1 
!* 
CMDELE,_Y 
CMDELE,_Y1 
CMDELE,_Y2 
!* 
/UI,MESH,OFF 

ICREAREA CMPONENTEI "SFERA" 
ESEL ,S ,MAT„2 
NSLE,S 
CM,SFERA,NODE 
NPLOT 
ALLSEL,ALL 
EPLOT 

LALEGEREA TIPULUI ELEMENTULUI, CONSTANTEI REALE S I MATERIALUL 
ARCURILOR 

!* 
ET,3,COMBI165 
!* 
R,3 , , , , , , , 
!* 
!* 
T B , D I S C , 3 „ „ 
TBDAT, 1,100 

!DESENAREA ARCURILOR 
FLST,3 ,1 ,8 
FITEM,3,-11.220,-55,-2.5333 
N, ,P51X 
FLST,3 ,1 ,8 
FITEM,3,-55,16.622,-2.5333 
N, ,P51X 
TYPE, 3 
MAT, 3 
REAL, 3 
ESYS, O 
SECNUM, 
!* 
/V IEW,1 , „1 
/ANG,1 
/REP,FAST 
FLST,2 ,2 ,1 
FITEM,2,145 
FITEM,2,583 
E,P51X 
FLST,2 ,2 ,1 
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FITEM,2,137 
FITEM,2,584 
E,P51X 

ICREAREA CMPONENTEI "K" 
ESEL ,S ,MAT„3 
NSLE,S 
CM,K,NODE 
NPLOT 
ALLSEL,ALL 
EPLOT 

ICREAREA GRUPULUI "TOT" FORMAT DIN INEL SI ARCURI 
CMGRP,TOT,INEL,K 

ICONSTRANGERILE 
FLST ,2 ,2 ,1 ,0RDE,2 
FITEM,2,583 
FITEM,2,-584 
!* 
/GO 
D,P51X, , , , , ,UX,UY,UZ,ROTX,ROTY,ROTZ 

!DEFINIREA VITEZEI INIŢIALE PENTRU SFERA 
!* 
EDVE,VELO,SFERA,-1000,0,0 ,0 ,0 ,0 , , , , , , 

IDEFINIREA CONTACTULUI 
!* 
EDCGEN,ASTS, INEL, INEL,0,0 ,0 ,0 ,0 , , , , ,0,10000000 
!* 
EDCGEN,ASTS,SFERA,INEL,0,0 ,0 ,0 ,0 , , , , ,0,10000000 

FINISH 

! SOLUŢIONAREA 

/SOL 
EDENERGY,1,1,1,1 
TIME,1, 
EDRST,20000, 
EDHTIME,20000, 
EDDUMP,1, 
!* 
/STATUS,SOLU 
SOLVE 

FINISH 
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PROGRAM INEL NESECŢIONAT 

ICONFIGURARE NUMĂRULUI DE PĂŢI DE TIMP PENTRU OBŢINEREA REZULTATELOR 
/CONFIG,NRES,30000 

lALEGEREA PREFERINŢELOR 
!* 
/NOPR 
/PMETH,OFF,0 
KEYW,PR_SET,1 
KEYW,PR_STRUC,1 
KEYW,PR_THERM,0 
KEYW,PR_FLUID,0 
KEYW,PR_MULTI,0 
KEYW,LSDYNA,1 
/GO 
!* 
/COM, 
/COM,PREFERENCES FOR GUI FILTERING HAVE BEEN SET TO DISPLAY: 
/COM, STRUCTURAL WITH LS-DYNA EXPLICIT 

IPREPROCESAREA 
/PREP7 
lALEGEREA TIPULUI ELEMENTULUI, CONSTANTEI REALE SI MATERIALUL PENTRU 
INEL NESECŢIONAT 

!* 
ET,1,SHELL163 
!* 
KEY0PT,1,1,7 
KEYOPT, 1,2,0 
KEYOPT, 1,3,0 
KEYOPT, 1,4,0, 
!* 
*SET , _RC_SET ,1 , 
R,1 
RM0DIF,1,1, , ,0.1, , , , 
RM0DIF,1,7, O 
!* 
!* 
MP,DENS,l ,7850E-9 
MP,EX,1,2E8 
MP,NUXY,1,0.3 
T B , B I S 0 , 1 „ „ 
TBDAT,1,300E3 
TBDAT,2,80000E3 
MP,DAMP,1,0.02 
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IGEOMETRIA INELULUI 
CYLIND,54,50,-7.6,7.6,0,360, 

IMESH-UL 
MSHAPE,1,2D 
MSHKEY,0 
!* 
FLST,5,6,5,ORDE,2 
FITEM,5,1 
FITEM,5,-6 
CM,_Y,AREA 
ASEL, , , ,P51X 
CM,_Y1,AREA 
CHKMSH,'AREA' 
CMSEL,S,_Y 
!* 
AMESH,_Y1 
!* 
CMDELE,_Y 
CMDELE,_Y1 
CMDELE,_Y2 
!* 
/VIEW,1,1,2,3 
/ANG,1 
/REP,FAST 
/UI,MESH,0FF 

ICREAREA CMPONENTEI "INEL" 
ESEL,S,MAT„1 
NSLE,S 
CM,INEL,NODE 
NPLOT 
ALLSEL,ALL 
EPLOT 

LALEGEREA TIPULUI ELEMENTULUI, CONSTANTEI REALE SI MATERIALUL 
I* 
ET,2,SOLID164 
!* 
R,2 
!* 
EDMP,RIGI,2,0,0 
MP,DENS,2,7850E-9 
MP,EX,2,2E8 
MP,NUXY,2,0.3 

! DESENAREA SFEREI 
SPH4,64.1,0,10 

IMESH-UL 
TYPE, 2 
MAT, 2 
REAL, 2 
ESYS, O 
SECNUM, 
I * 
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MSHAPE,1,3D 
MSHKEY,0 
!* 
CM,_Y,VOLU 
VSEL , , , , 2 
CM,_Y1,V0LU 
CHKMSH/VOLU" 
CMSEL ,S ,_Y 
I* » 
VMESH,_Y1 
!* 
CMDELE,_Y 
CMDELE,_Y1 
CMDELE,_Y2 
!* 
/UI ,MESH,OFF 

ICREAREA CMPONENTEI "SFERA" 
ESEL ,S ,MAT„2 
NSLE,S 
CM,SFERA,NODE 
NPLOT 
ALLSEL,ALL 
EPLOT 

LALEGEREA TIPULUI ELEMENTULUI, CONSTANTEI REALE S I MATERIALUL 
ARCURILOR 

!* 
ET,3,COMBI165 
!* 
R,3, , , , , , , 
!* 
!* 
T B , D I S C , 3 „ „ 
TBDAT, 1,100 

!DESENAREA ARCURILOR 
FLST,3 ,1 ,8 
FITEM,3,-30.843,50,-0.90934E-04 
N, ,P51X 
FLST,3 ,1 ,8 
FITEM,3,30.843,-50,-0.90934E-04 
N, ,P51X 
TYPE, 3 
MAT, 3 
REAL, 3 
ESYS, O 
SECNUM, 
!* 
FLST,2 ,2 ,1 
RTEM,2 ,174 
FITEM,2,633 
E,P51X 
FLST,2,2 ,1 
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FITEM,2,198 
FITEM,2,634 
E,P51X 

ICREAREA CMPONENTEI "K" 
ESEL ,S ,MAT„3 
NSLE,S 
CM,K,NODE 
NPLOT 
ALLSEUALL 
EPLOT 

ICREAREA GRUPULUI "TOT" FORMAT DIN INEL SI ARCURI 
CMGRP,TOT,INEL,K 

ICONSTRANGERILE 
FLST,2 ,2 ,L ,ORDE,2 
FITEM,2,633 
FITEM,2,-634 

/GO 
D,P51X, , , , , ,UX,UY,UZ,ROTX,ROTY,ROTZ 

!DEFINIREA VITEZEI INIŢIALE PENTRU SFERA 
1* 
EDVE,VELO,SFERA,-1000,0,0 ,0 ,0 ,0 , , , , , , 

! DEFINIREA CONTACTULUI 
!* 
EDCGEN,ASTS, INEL, INEL,0,0,0 ,0 ,0 , , , , ,0,10000000 
!* 
EDCGEN,ASTS,SFERA,INEL,0,0 ,0 ,0 ,0 , , , , ,0,10000000 

FINISH 
! SOLUŢIONAREA 
/SOL 

EDENERGY,1,1,1,1 
TIME,1, 
EDRST,20000, 
EDHTIME,20000, 
EDDUMP,1, 
!* 
/STATUS,SOLU 
SOLVE 

FINISH 
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