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Rezumat: 
Această teză prezintă analiza teoretică şi experimentală a 
modelelor fizice specifice echipamentelor cu vibropercuţii 
generate pentru satisfacerea unor procese tehnologice. In acest 
scop s-au studiat mişcările periodice ale unui sistem 
vibropercutant cu limitator, cu ciocniri în domeniul plastic şi 
elastic. S-au determinat condiţiile de apariţie a ciocnirilor 
suplimentare într-o perioadă şi s-a trasat legea de mişcare a 
vibratorului pe limitator. Pentru validarea rezultatelor s-a 
proiectat un vibrator mecanic de tip bielă-manivelă care s-a 
realizat practic şi s-a suspus încercărilor, rezultatele obţinute 
validând metoda. 
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Importanţa cercetărilor privind comportarea 
neliniară a unor sisteme mecanice cu 

discontinuităţi datorate ciocnirii 

Vibraţiile şi vibropercuţiile reprezintă fenomene frecvent întâlnite în toate 
domeniile tehnice şi a căror investigare cunoaşte o amplificare deosebită în zilele 
noastre, mai ales datorită introducerii pe scară largă în industrie a unor utilaje 
complexe şi de mare eficienţă. 

Studiul ciocnirii dintre două corpuri presupune o dificultate ridicată în modelarea 
fenomenelor fizice care apar. Aceasta este un fenomen foarte studiat de inginerii şi 
oamenii de ştiinţă din diferite domenii, scopul comun fiind dezvoltarea unor teorii 
care pot prevedea comportarea obiectelor care se ciocnesc. Interesul inginerilor 
mecanici în problemele de ciocnire este motivat de dorinţa de a dezvolta modele 
valide pentru sistemele mecanice în care ciocnirea este inerentă procesului de 
funcţionare (concasoare, prese, întrerupătoare, ciocane vibropercutante, etc.). în 
studiul ciocnirii o importantă deosebită îi revine înţelegerii jocurilor din lagăre sau a 
defectelor care apar datorită unei ciocniri accidentale sau funcţionale. 

în funcţie de caracteristicile ciocnirii (viteză, material), ipotezele iniţiale 
acceptate şi rezultatele obţinute există patru aspecte distincte care tratează 
ciocnirea, din diferite puncte de vedere [1]: 

• Mecanica clasică 
n Propagarea undei tensiunii elastice 
n Mecanica contactului 
n Deformarea plastică. 

Mecanica clasică 
Această abordare presupune aplicarea legilor fundamentale ale mecanicii pentru 

a cunoaşte vitezele corpurilor după ciocnire. Teoremele impulsului constituie esenţa 
acestei abordări [2], [3]. Natura algebrică a acestei metode face ca dezvoltările 
matematice să fie uşoare şi accesibile inginerilor. Pierderea de energie, inerentă 
oricărui proces de ciocnire real, este luată în considerare prin intermediul 
coeficientului de restituire. Această abordare nu are posibilitatea de a calcula forţele 
de contact dintre cele două corpuri sau tensiunile din ele. 
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8 Importanţa cercetărilor privind studiul comportării neliniare a unor sisteme 
mecanice cu discontinuităţi datorate ciocnirii 

Propagarea undelor elastice 

Această abordare presupune că ciocnirea este însoţită de o undă de tensiune 
care se propagă în corpurile ciocnite, la o distanţă faţă de regiunea de contact. Dacă 
energia transformată astfel în vibraţie devine o parte importantă a energiei totale, 
abordarea clasică devine insuficientă pentru tratarea problemei ciocnirii. Această 
abordare se poate utiliza la rezolvarea problemelor legate de ciocnirea longitudinală 
a două bare, ciocnirea între o masă şi o bară, ruperea unei bare şi efectul vâsco-
elasticităţii în timpul ciocnirii. 

Mecanica contactului 

Inginerii mecanici sunt interesaţi şi de tensiunile de contact rezultate prin 
ciocnirea a două corpuri, astfel s-a dezvoltat această abordare. Convenţional, 
contactul mecanic studiază de obicei contactul static, însă s-au dezvoltat şi soluţii 
aproximative în cazul ciocnirii. Pentru suprafeţe sferice este folosită teoria lui Hertz 
pentru a obţine forţa, folosită în calcularea duratei ciocnirii şi a deformării maxime. 
Această abordare a fost extinsă la cazurile în care apar deformaţii plastice, cu 
presupunerea că materialele prezintă fenomenul de curgere. Modelele numerice ale 
zonei de contact sunt folosite când teoria lui Hertz nu este aplicabilă. Relaţia forţă-
deformaţie este completată cu un termen de amortizare care reflectă disipaţia 
energiei din suprafaţa de contact şi care permite modelarea efectivă a suprafeţei de 
contact ca un sistem arc-amortizor. 

Deformarea plastică 

Când deformaţia plastică devine mai mare decât deformaţia maximă admisă, 
modelul propagării undei elastice nu mai poate fi aplicat în analiza ciocnirii. Acesta 
este domeniul ciocnirilor cu viteză mare, în general asociate cu proiectilele şi 
explozibilii. Se pot utiliza două abordări [2]: teoria hidrodinamică a comportării 
corpurilor solide şi teoria propagării undelor plastice. în teoria hidrodinamică se 
consideră că deformaţia permanentă este rezultatul unei modificări a densităţii 
corpului. împreună cu legile de conservare a impulsului, energiei şi masei este 
folosită o ecuaţie de stare pentru material, care leagă presiunea de modificarea 
densităţii şi temperatură sau entropie. în teoria propagării deformaţiei plastice 
materialul este considerat ca fiind incompresibil în domeniul plastic. De asemenea 
relaţia între te^nsiune, deformaţie şi elongaţie este presupusă ca fiind dependentă de 
temperatură. în cazul folosirii materialelor ductile [4], [5], când sarcina este aplicată 
un timp îndelungat, apar temperaturi înalte sau deformaţii mari, nu poate fi ignorată 
dependenţa coeficienţilor în descrierea comportării plastice a materialelor. 

Pe parcursul acestei lucrări autoarea îşi propune să abordeze teoria ciocnirilor pe 
baza unor modele matematice care descriu comportarea neliniară a unor sisteme 
mecanice cu discontinuităţi datorate ciocnirii. 
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1. STADIUL ACTUAL PRIVIND STUDIUL 
COMPORTĂRII NELINIARE A UNOR SISTEME 
MECANICE CU DISCONTINUITĂŢI DATORATE 

CIOCNIRI I 

1.1. Sisteme vibropercutante reprezentative 

Aplicaţiile sistemelor cu mişcări vibropercutante se întâlnesc în aproape toate 
domeniile tehnicii, numărul acestora crescând foarte repede în ultimul timp [6]. în 
industrie există ma|ini şi mecanisme în care interacţiunile percutante stau la baza 
funcţionării lor [7]. în acelaşi timp, există şi maşini la care interacţiunile percutante 
apar ca efecte secundare ale funcţionării acestora. 

1.1.1. Maşini şi mecanisme vibropercutante propriu-zise 

Toate maşinile şi mecanismele vibropercutante cuprinse în această categorie au 
la baza procesului de funcţionare interacţiuni percutante. Această categorie de 
maşini vibropercutante au o largă răspândire: 

a) pe şantierele de construcţii pentru înfige rea piloţilor şi pal planşelor pentru 
compactori de suprafaţă; 

înfigerea piloţilor şi palplanşelor cu ajutorul vibraţiilor prezintă avantaje mari 
mai ales în cazul solurilor cu grad de îndesare mai mică sau în cazul solurilor 
nisipoase. în general, mecanismul vibropercutant se mişcă sub acţiunea unei forţe 
perturbatoare produsă de un generator de vibraţii electromecanic cu două mase 
excentrice în mişcare de rotaţie, antrenat de un motor electric [8]. între masa 
vibropercutantă şi capătul pilotului apar ciocniri care măresc eficienţa înfigerii 
acestuia în pământ. 

S-au studiat teoretic si experimental mai multe scheme constructive care diferă 
prin poziţia maselor şi a legăturilor dintre ele [9] (fig. 1.1.1.1) unde s-au folosit 
notaţiile: 

1 - pilot; 
2 - generator electromagnetic de vibraţii; 
3 - capătul pilotului; 
4, 6 - arcuri elicoidale; 
5 - greutăţi suplimentare. 

în figura 1.1.1.1.a. este prezentat cazul mecanismului vibropercutant la care 
generatorul de vibraţii este aşezat liber pe capul pilotului. Sub acţiunea celor două 
mase excentrice montate în opoziţie de fază [8] care produc o forţă rezultantă 
armonică pe direcţia verticală, generatorul de vibraţii execută salturi de pe capătul 
pilotului urmate de ciocniri, astfel încât pilotul pătrunde în pământ. Masa percutantă 
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10 Stadiul actual privind studiul comportării neliniare a unor sisteme mecanice cu 
discontinuităţi datorate ciocnirii - 1 

este formată din generatorul de vibraţii (cu motor cu tot). Din cauza condiţiilor de 
funcţionare anormale a motoarelor acestea se defectează relativ uşor şi mecanismul 
are durata limitată de funcţionare. 

Y 
Fig. l.l.l.l.a 

Y 
Fig. l.l.l.l.c 

Y 
Fig. l.l.l.l.e 

1 

Y 

Fig. l.l.l.l.b 

Fig. 1.1.1.1 Mecanisme percutante 
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1.1. - Sisteme vibropercutante reprezentative 11 

Pentru a elimina acest dezavantaj, între masa percutantă şi capătul pilotului se 
introduc arcuri elicoidale (fig. l . l . l . l . b ) . Se micşorează astfel greutatea masei 
percutante ceea ce este avantajos în cazul unor rezistenţe mari la înaintare [10]. 

în fig. l . l . l . l . c . , d., sunt prezentate două scheme constructive, care, spre 
deosebire de 1.1.1.1.a., b., prezintă o greutate suplimentară legată de capătul 
pilotului prin elemente elastice. în acest caz, nu se modifică intensitatea acţiunii 
masei percutante asupra pilotului, acesta având aceeaşi structură, ceea ce constituie 
un dezavantaj [11]. 

în fig. l . l . l . l . e . , generatorul de vibraţii (cu motorul electric) este separat 
elastic de masa percutantă (greutatea suplimentară în acest caz) ceea ce duce la o 
protejare a funcţionării motorului electric. Datorită însă legăturilor elastice în serie, 
efectul vibropercuţiilor asupra procesului de înfigere scade. 

Este recomandabil deci ca generatorul de vibraţii să joace rol de masă 
percutantă (fig. l . l . l . l . f ) iar motorul electric să fie plasat pe o placă metalică cu rol 
de greutate suplimentară, prin intermediul unor elemente elastice, astfel încât să nu 
preia vibropercuţiile. Transmiterea mişcării de la motor la generatorul de vibraţii se 
realizează printr-o curea elastică. Se asigură în acest caz atât sporirea eficienţei 
înfigerii pilotului cât şi protejarea funcţionării motorului electric [12]. 

F\g. 1.1.1.2. Compactor 

Compactarea suprafeţelor în construcţii se realizează cu ajutorul maşinilor 
vibratoare montate pe plăci compactoare (fig. 1.1.1.2). Aceste maşini vibratoare 
sunt formate dintr-un generator de vibraţii cu două mase excentrice în mişcare de 
rotaţie, antrenat de un motor cu ardere internă. Mişcarea compactorului se 
realizează cu salturi urmate de ciocniri cu terenul. Se realizează astfel tasarea 
pământului după acelaşi principiu ca şi în cazul înfigerii piloţilor [10], [13]. 

Prin folosirea vibropercuţiilor se mai pot rezolva şi alte probleme precum 
dislocarea terenurilor îngheţate, forările geotehnice, etc. [14], [15]. 

b) in turnătoriile moderne pentru dezbaterea formelor de turnare; 

în acest caz se folosesc grătare mecanice cu excentric. Formele de turnare 
supuse dezbaterii sunt aruncate deasupra grătarului, căderea şi ciocnirea ulterioară 
cu grătarul asigurând procesul tehnologic dorit [16] datorită forţelor de inerţie care 
apar în acest moment. Grătarele mecanice cu excentric cu acţionare inerţială sunt 
antrenate prin intermediul unui generator de vibraţii electromecanic cu o masă 
excentrică în mişcare de rotaţie [8] (fig. 1.1.1.3.). 
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12 Stadiul actual privind studiul comportării neliniare a unor sisteme mecanice cu 
discontinuităţi datorate ciocnirii - 1 

T 
m m m w . 

/ m 
? 
m 

Fig. 1.1.1.3.a Fig. 1.1.1.3.b 

Fig. 1.1.1.3. Grătar cu excentric 

în timpul funcţionării grătarului din fig. 1.1.1.3.a, rama de formare 3 execută o 
mişcare oscilatorie pe verticală, de desprindere de grătarul^ 1 care cuprinde şi 
generatorul de vibraţii şi apoi se ciocneşte periodic de acesta. în fig. 1.1.1.3.b este 
prezentată o altă construcţie de grătar inerţial, la care rama de formare este 
rezemată pe suporţi rigizi, iar grătarul, aşezat sub acesta, execută oscilaţii pe 
verticală aplicând acesteia percuţii periodice. Elementele elastice 2 preiau şocurile 
care sunt transmise atenuat fundaţiei. 

în unele cazuri, în turnătorii, pentru îndesarea amestecului de formare, se 
folosesc generatoare de vibraţii pneumatice [8] care creează forţe percutante mai 
mici asigurând o îndesare uniformă a acestuia. 

c) la anumite maşini de forjat si ştanţat; 

în cazul acestor maşini (ciocane cu arc, cu fricţiune, pneumatice, etc.) principiul 
funcţionării lor este cel vibropercutant. 

Fig. 1.1.1.4. Ciocan cu arc 
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1.1. - Sisteme vibropercutante reprezentative 13 

La ciocanul cu arc (fig. 1.1.1.4.) mişcarea se transmite, de la motorul de 
acţionare electric, prin manivela 1, biela 2, arcul 3, barele articulate 4, la ciocanul 5 
care acţionează asupra piesei de fon'at. Se pot regla dimensiunile elementelor care 
formează lanţul cinematic precum şi turaţia motorului de acţionare, astfel încât, în 
funcţie de caracteristicile materialului piesei forjate, mişcarea ciocanului să fie 
aproape periodică [17]. 

d) la prelucrarea materialelor pietroase dure si casante, în cazul forării rocilor 
dure sau în abatajele minelor; 

în acest caz se folosesc ciocane vibropercutante cu acţiune manuală [18], [19], 
[20]. în fig. 1.1.1.5. este prezentat un model de ciocan vibropercutant cu mecanism 
bielă - manivelă [21]. Mişcarea de rotaţie a manivelei 1 se transmite prin biela 2 la 
culisa 3, iar de la aceasta, prin arcurile 4 la masa percutantă 7, legată elastic, prin 
arcurile 6 de corpul 5. 

! 
i 

f m ^ 

Fig. 1.1.1.5. Ciocan vibropercutant 

în fig. 1.1.1.6. este prezentată schema de funcţionare a unui ciocan 
vibropercutant electromagnetic. Prin alimentarea cu curent electric a bobinei 1, 
miezul percutor 4 este atras în interior, ajunge în poziţia limită unde acţionează 
întrerupătorul 2 ce opreşte alimentarea bobinei. Arcul 5 readuce percutorul în poziţia 
iniţială realizându-se astfel mişcarea oscilatorie [18]. 

în cazul multor ciocane vibropercutante acţionare este pneumatică astfel încât 
să poată fi utilizate şi în zone în care nu există sursă de curent electric [22]. 
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14 Stadiul actual privind studiul comportării neliniare a unor sisteme mecanice cu 
discontinuităţi datorate ciocnirii - 1 

I i ? 0 

Fig. 1.1.1.6. Ciocan electromagnetic 

e) la cernerea şi transportarea anumitor materiale la cariere; 

în fig. 1.1.1.7 este prezentat un transportor vibrant la care direcţia vibraţiilor 
generate de electromagnetul 2 formează unghiul jS cu jgheabul 1 care este fixat prin 
elementele elastice 3 de suportul mecanismului. Datorită vibraţiilor produse, 
particulele de material se deplasează în jgheab cu viteze care depind de forma şi 
dimensiunile lor asigurându-se atât deplasarea cât şi sortarea acestora, mai ales în 
cazul mişcării cu desprindere. Această deplasare are astfel un caracter 
vibropercutant, mecanismul folosindu-se atât la deplasarea cât şi la cernerea 
materialului [23], [24], [25]. 

Fig. 1.1.1.7. Vibrator pentru separarea seminţelor 
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1.1. - Sisteme vibropercutante reprezentative 15 

Pentru antrenarea transportoarelor vibrante tubulare se mai folosesc maşini 
electromecanice cu excentric (bielă manivelă) cu antenare rigidă, semirigidă sau cu 
arcuri [26], [27], [28]. 

f) la încercări şi verificări ale aparatelor şi utilajelor de vibropercuţii; 

Fig. 1.1.1.8 Fig. 1.1.1.9 

Stand pentru încercări şi verificări de aparate de vibropercuţii 

în fig. 1.1.1.8 şi 1.1.1.9 sunt prezentate schemele unor standuri folosite la 
încercarea şi verificarea aparatelor şi utilajelor la solicitări vibropercutante [17]. în 
cazul prezentat în fig. 1.1.1.8 antrenarea este cinematică, mişcarea transmiţându-se 
de la manivela 5 prin cursorul 4, culisa 3, masa 2 la piesa 1. Masa 2 execută în 
acest caz o mişcare armonică, transmisă, cu ciocniri (dacă au loc desprinderi) piesei 
1. La dispozitivul din fig. 1.1.1.9, acţionarea se face dinamic, cu ajutorul 
generatorului de vibraţii electromecanic cu două mase excentrice în mişcare de 
rotaţie 4, mişcarea transmiţându-se la masa 2 prin arcurile 3. 

In ambele situaţii piesa de încercat 1 execută salturi periodice, cu ciocniri, pe 
masa 2. 

g) la realizarea unor mori cu bile sau ciocane; 

în cazul morilor cu bile, în carcasa cilindrică mobilă se introduce încărcătura 
împreună cu bilele metalice ale morii. La viteze mici de rotaţie, încărcătura se 
deplasează odată cu carcasa. Dacă se ajunge la o anumită viteză de rotaţie, 
încărcătura se deplasează independent de carcasă realizându-se măcinarea. 

Morile cu ciocane se folosesc în special la măcinarea nutreţurilor [29]. 
Mărunţirea se produce datorită ciocnirii (lovirii) particulelor de nutreţ 1 cu ciocane 
metalice 2 montate articulat sau rigid pe un disc 3 ce se roteşte cu viteza unghiulară 
constantă în interiorul unei carcase (fig. 1.1.1.10). Viteza periferică a ciocanelor 
poate atinge valori de 60-150 m/s. Mărunţirea este influenţată de viteza periferică a 
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a unor sisteme mecanice cu 

ciocanelor, momentul de inerţie al discului cu ciocane, percuţiile aplicate particulelor 
de nutreţ de către ciocane, etc. [30]. 

Fig. 1.1.1.10. Moară cu ciocane 

h) la domeniul construcţiilor de aparate, unde principiul vibropercuţiilor este 
folosit la multe dispozitive mecanice si electromagnetice. 

Pentru măsurarea amplitudinilor unei membrane telefonice se foloseşte aparatul 
din fig. 1.1.1.11. Membrana 1 execută mişcări vibratorii de amplitudini puse în 
evidenţă prin intermediul microfonului 3. Când amplitudinile vibraţiilor membranei 
ajung la o anumită valoare, ciocănaşul 2 execută salturi periodice, lovind 
membrana, deci apar mişcări vibropercutante. 

zii: -ttt: 

Fig. 1.1.1.11. Dispozitiv pentru măsurarea amplitudinii unei membrane telefonice 

Alte aparate care au ca principiu de funcţionare vibropercuţiile sunt: soneria 
electrică, întrerupătoarele electromagnetice, releele, contactoarele, etc. [31] 

1.1.2. Maşini şi mecanisme ia care mişcările vibropercutante apar ca 
efecte secundare ale funcţionării 

Efectul vibrociocnirilor care apar în aceste situaţii este dăunător dar inevitabil în 
timpul funcţionării. Cauza principală a ciocnirilor o constituie existenţa jocurilor din 
cuplele cinematice, jocuri prevăzute prin însăşi proiectarea acestor mecanisme sau 
jocuri care apar datorită condiţiilor de exploatare, datorită erorilor de execuţie [32]. 
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în lipsa unor percuţii aplicate din exterior, ciocnirile sunt produse de jocurile 
existente între elementele cuplelor cinematice. Aceste interacţiuni percutante se 
manifestă mai pregnant în cazul mecanismelor cu cuple interioare [33]. Mişcările 
vibropercutante mai des întâlnite ce apar ca efecte secundare ale funcţionării 
mecanismelor se întâlnesc la: 

a. Mecanisme cu roţi dinţate. Angrenarea dinţilor se face de obicei cu ciocniri 
[34], fapt sesizat şi datorită zgomotului care se manifestă la funcţionarea acestor 
angrenaje. în contact se află una sau două perechi de dinţi, iar ciocnirea are loc în 
momentul intrării primei perechi în angrenare. 

b. Arbori montaţi pe rulmenţi. Apariţia vibraţiilor unor arbori orizontali montaţi în 
lagăre cu rulmenţi pot apărea în cazul existenţei unor mase excentrice, dar şi în 
cazul lipsei acestora [35]. Dacă arborele se roteşte în rulment, în cazul în care apare 
un joc între inelul interior 1 şi bilele 3 (fig. 1.1.2.1.) , în timpul mişcării se poate 
desprinde de pe bile, având loc ciocniri mai mult sau mai puţin periodice între acesta 
şi bilele inferioare respectiv superioare. Mişcări asemănătoare apar şi în cazul 
lagărelor de alunecare când există joc radial (fig. 1.1.2.2.) . 

3 

Fig. 1.1.2.1. Arbore orizontal aşezat pe 
rulmenţi 

Fig. 1.1.2.2. Arbore orizontal aşezat pe lagăr 
de alunecare 

c. Mecanisme cu came. în cazul mecanismelor cu came cu mi|care rapidă, 
funcţionarea se realizează cu desprinderi ale camei de pe tachet [36]. In fig. 1.1.2.3 
este prezentată schema de acţionare a supapei unui motor cu ardere internă printr-
un mecanism cu camă. Dacă asupra tijei 2 acţionează porţiunea camei cu rază mai 
mare, culbutorul 3 comandă coborârea supapei 4 şi comprimarea arcului 5. Când 
cama acţionează asupra capătului tijei 2 cu raza mai mică, arcul 5 readuce sistemul 
în poziţia iniţială, supapa aşezându-se în scaunul ei. în prezenţa unor jocuri care 
apar şi se compensează periodic, elementele mecanismului sunt supuse unor 
interacţiuni percutante. 

l ' N I V . ^ T O L I T F J I M C A 

TIMIŞOARA 
BIBLIOTECA CENTRMLA 
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Fig. 1.1.2.3 Schema de acţionare a supapei unui motor cu ardere internă 

d. Ambreiaje cu discuri. Acestea se folosesc pentru transmiterea mişcării între doi 
arbori coaxiali. Şi în acest caz transmiterea mişcării realizată prin discuri de fricţiune 
este însoţită de ciocniri. Mişcări vibropercutante care apar ca efecte secundare ale 
funcţionării unor maşini şi instalaţii se mai întâlnesc la: unele sisteme mecanice de 
comandă automată [37] [38], sisteme mecanice de amortizare a vibraţiilor paletelor 
de turbină [39], [40], precum şi a vibraţiilor aripilor avioanelor [17] sau a cuţitelor 
de strung, etc. 

Reducerea vibraţiilor este posibilă prin utilizarea amortizoarelor sau a izolatorilor 
de vibraţii [41], [42], [43]. Acestea sunt utilizate în special în izolarea vibraţiilor 
echipamentelor prin construirea unor dispozitive care să reducă nivelul de vibraţii 
prin mijloace pasive, semi-active [44], [45] sau chiar active sau prin proiectarea 
adecvată a fundaţiei echipamentului. 

1.2. Modele folosite în studiul sistemelor vibropercutante 

1.2.1. Cuple vibropercutante 

în cadrul mişcării sistemelor vibropercutante, un rol deosebit revine maselor 
care se ciocnesc, acestea reprezentând o componentă de bază pentru aceste 
sisteme. Prin cuplă percutantă se defineşte ansamblul format din două elemente ale 
unui sistem vibropercutant care se ciocnesc între ele în timpul mişcării [46]. în 
construcţia modelului unul sistem vibropercutant trebuie să se identifice toate 
cuplele percutante componente. 

Se poate întâmpla ca unele mase să intre în componenţa mai multor cuple 
percutante. De asemenea, se poate întâmpla ca în anumite cuple percutante, în 
funcţie de modul de funcţionare a sistemului vibropercutant, să nu aibă loc ciocniri. 
Acestea reprezintă aşa zisele cuple percutante fictive. Dacă se identifică în 
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configuraţia sistemului aceste cuple percutante fictive, studiul acestuia se simplifică, 
anaNzându-se un număr mai mic de cuple percutante. 

în anumite cuple percutante pot să nu apară ciocniri, chiar dacă, din condiţiile 
geometrice, acestea ar fi posibile. Aceste cuple percutante nu sunt considerate 
fictive de la început, fiind necesară efectuarea unui studiu dinamic. 

1.2.2. Modele dinamice 

Pentru a se studia mişcarea sistemelor vibropercutante este necesar să se 
precizeze, de la început, modelul dinamic al acestuia [47]. Este de remarcat faptul 
că, în multe situaţii, pentru sisteme vibropercutante diferite ca structură şi 
funcţionare, se pot concepe modele dinamice identice, astfel încât rezultatele 
teoretice obţinute se pot folosi în toate cazurile ce corespund aceluiaşi model. 

în construcţia modelului dinamic corespunzător unui anumit sistem real, trebuie 
evidenţiate caracteristicile mai importante ale sistemului şi neglijate elementele care 
influenţează în mică măsură comportarea dinamică a sistemului simplificat astfel 
încât modelul şi sistemul simplificat să fie cât mai apropiate. 

Pentru studiul experimental al comportării dinamice a sistemelor mecanice pot fi 
luate în considerare următoarele tipuri de modele experimentale [48]: 

• Modele mecanice construite la scară geometrică exactă, cele construite 
la scară geometrică unitară constituind prototipuri pentru sistemele 
mecanice; 

• Modele mecanice construite în condiţii speciale de modelare, fără a 
presupune o scară geometrică exactă, numite modele mecanice 
distorsionate; 

• Modele experimentale de altă natură fizică, dintre care cele mai 
răspândite sunt modelele electrice, construite pe baza analogiilor 
dinamice; 

• Modele experimentale realizate pe sisteme tip calculator [49], [50]; 
• Diferite combinaţii ale tipurilor precedente 
Toate aceste tipuri de modele experimentale se realizează în două faze: 

1. Modelarea calitativă, în care se stabilesc conexiunile dintre 
elementele componente ale modelului; 

2. Modelarea cantitativă, în care se stabilesc valorile numerice ale 
parametrilor modelului în funcţie de factorii de scară aleşi cât mai 
convenabili, pentru o bună funcţionare a modelului. 

1.2.3. Ipoteze simplificatoare în realizarea modelelor mecanice 

Pentru stabilirea modelelor mecanice pentru sistemele vibropercutante se 
folosesc ipoteze simplificatoare care se verifică prin încercări experimentale. Pentru 
studiul mişcărilor periodice a[e sistemelor vibropercutante prezintă o importanţă 
deosebită caracterul ciocnirii. în general, intervalul de timp în care au loc ciocnirile 
este mult mai mic decât intervalul de timp dintre două ciocniri consecutive, 
respectiv decât perioada mişcării. Dacă acest interval de timp în care au loc 
ciocnirile poate fi neglijat, ciocnirile pot fi considerate ca fiind instantanee, în caz 
contrar ciocnirile sunt neinstantanee. 
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Pentru studiul ciocnirilor este necesar să se ţină seama de caracterul ciocnirilor 
şi, implicit, de caracteristicile geometrice, dinamice şi vâsco-elasto-plastice aje 
corpurilor care participă la o ciocnire, corespunzătoare unei cuple percutante. în 
cazul unei cuple percutante, corpurile care participă la ciocnire sunt cele două 
corpuri care ajung în contact nemijlocit şi corpurile legate prin legături rigide de 
acestea. 

Pentru studiul ciocnirilor se vor lua în considerare următoarele ipoteze 
simplificatoare: 

1. Toate ciocnirile se consideră centrice. 

2. Toate ciocnirile instantanee se consideră ca fenomene locale, 
adică în timpul acestor ciocniri nu se schimbă poziţia sistemului 
vibrant. 

3. Singura forţă percutantă în timpul ciocnirilor instantanee se 
consideră forţa de interacţiune dintre cele două corpuri aflate în 
contact nemijlocit, numită forţă locală de contact. 

Pentru intervalul de timp dintre două ciocniri consecutive, ca şi pentru studiul 
ciocnirilor neinstantanee se mai consideră următoarele ipoteze de calcul: 

4. Se neglijează acţiunea unor forţe rezistente, .care au valori mici 
în comparaţie cu valorile forţelor conservative ce acţionează 
asupra sistemului vibropercutant. Astfel, se pot neglija forţele de 
frecare uscată şi, pentru studiul într-o primă aproximaţie a 
sistemelor vibropercutante, chiar şi forţele de amortizare 
vâscoasă. 

5. Caracteristicile elastice şi de amortizare, care sunt neliniare 
pentru vibraţiile mari ale sistemelor vibropercutante, se 
consideră liniare sau se liniarizează pe porţiuni. 

1.2.4. Caracterizarea sistemelor vibropercutante 

Clasificarea sistemelor vibropercutante trebuie să ţină seama de numărul 
gradelor de libertate, numărul cuplelor percutante active, precum şi de modul cum 
intră masele sistemului în diferite cuple percutante [9]. Pe baza acestor caracteristici 
se poate construi modelul corespunzător care, pe lângă principalele componente: 
mase, arcuri, amortizoare, întâlnite în mod obişnuit, mai conţine şi cuple percutante, 
în fig. 1.2.4.1 sunt prezentate câteva modele de sisteme vibropercutante. 
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Fig. 1.2.4.1.f 

Fig. 1.2.4.1 Modele de sisteme vibropercutante 

BUPT



22 Stadiul actual privind studiul comportării neliniare a unor sisteme mecanice cu 
discontinuităţi datorate ciocnirii - 1 

Modelele din fig. 1.2.4.1.a şi b au un singur grad de libertate, cu una, respectiv 
două cuple percutante, iar cele din figura 1.2.4.1.C, d şi e au două grade de libertate 
cu una, două respectiv trei cuple percutante. în aceste modele, una dintre mase 
poate face parte din maximum două cuple percutante. Aceste modele se numesc 
deschise deoarece pot apărea ciocniri în toate cuplele percutante. în fig. 1.2.4.1.f 
este prezentat un model cu două grade de liberate şi şase cuple percutante, fiecare 
masă fiind cuprinsă în patru cuple percutante. Există posibilitatea ca unele cuple să 
fie fictive, modelul fiind închis. Natura cuplelor percutante se poate stabili în funcţie 
de dimensiunile geometrice ale jocurilor din cuple [46]. 

Dacă masa unei cuple percutante devine nulă, aceasta degenerează (fig. 1.2.4.2 
- modelul este format dintr-o masă ce cade pe un limitator elastic) 

m 

'TTTT^TTTTTTT^TTTT: 
Fig. 1.2.4.2 

Această cuplă degenerată se mai numeşte şi semicuplă percutantă. Pentru 
studiul mişcării se folosesc aceleaşi metode ca în cazul cuplelor percutante normale, 
ţinându-se seama de faptul că, în cazul semicuplelor percutante, contactul dintre 
cele două elemente nu este instantaneu. Mişcări de acest fel sunt posibile numai în 
anumite condiţii particulare şi în cazul cuplelor percutante. Modelul acesta poate fi 
tratat ca un sistem vibropercutant cu două grade de libertate şi o singură semicuplă 
percutantă. 

1.3. Ecuaţiile diferenţiale ale mişcării sistemelor 
vibropercutante între ciocniri 

Se consideră cazul general al unui sistem vibropercutant cu mai multe grade de 
libertate, a cărui poziţie este determinată cu ajutorul a n parametrii de poziţie 
independenţi qj ( j=l ,2 , . . .n) şi care este supus la ( {t<n) legături neolonome 
scleronome. Pentru stabilirea ecuaţiilor diferenţiale ale mişcării sistemului 
vibropercutant între două ciocniri consecutive, se aplică ecuaţiile lui Lagrange cu 
multiplicatori, pentru care se utilizează un operator matriceal de derivare parţială a 
unei funcţii scalare F, de n variabile, definit prin: 

dx 
dF dF dF 

(1.3.1) dx^ 3X2 ^^n 

Ecuaţiile legăturilor neolonome se exprimă matriceal prin: 

a-^ + ăo = 0 (1.3.2) 

unde q = \\qj\\, a = \\aij\\ este o matrice dreptunghiulară cu dimensiunile «xn , 
do = ||a,oll/ iar elementele â j şl a,o depind de coordonatele generalizate qj. 
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Ecuaţiile lui Lagrange cu multiplicatori se pot exprima matriceal sub forma: 

(dEA 

{dq / 

în care Ec = -q q este energia cinetică a sistemului; 

Ea -c-q este funcţia de disipare a energiei; 
2 

i - r p̂ = 2 ^ ' ̂ ' ^ ̂ ^̂ ^ energia potenţială; 

Q* = IIqjII este matricea coloană a forţelor generalizate; 

Ă=||AJ este matricea coloană cuprinzând multiplicatorii lui Lagrange, 
proporţionali cu valorile momentane ale reacţiunilor legăturilor neolonome. 

Pentru sistemul considerat, matricea de inerţie h este simetrică, având 
elementele constante sau funcţie de coordonatele generalizate, matricea de 
amortizare c este simetrică, cu elementele constante sau depinzând de coordonatele 
generalizate şi de vitezele generalizate, matricea de rigiditate d este simetrică şi are 
elementele constante sau funcţii de coordonatele generalizate, iar forţele 
generalizate perturbatoare Q] depind explicit de timp, fiind funcţii periodice de timp, 
cu aceeaşi perioadă. 

Se folosesc notaţiile: 

V {db idbj idcj 

i v ddj 

7 = 1 

unde bj, Cj şi dj reprezintă coloanele cu indicele J ale nnatricelor b, c respectiv d. 
Rezultă: 

bq + C^ + Dq = Q'-X (1-3.4) 

Neglijând frecările dintre sistem şi legăturile neolonome, multiplicatorii lui 
Lagrange se pot elimina între ecuaţiile diferenţiale (1.3.4). 

Dacă se folosesc notaţiile: 

b = 
b j \ ' - ; D = 

Dl 
Qjn ; Q' = 

Q'i 

Q'm 

matricea a, fiind pătrată şi nesingulară, din primele I ecuaţii (1.3.4) se determină 
elementele matricei Â, astfel încât, după înlocuirea lor în următoarele m ecuaţii 
(1.3.4), rezultă: 

{^n- A-k}'q + {C,n - A - Ci}ţ + {D^- A- ^ Q'^ - A - Q; (1.3.5) 

unde A=gJn- (a[) ^ are dimensiunile mxl. 

Ecuaţiile (1.3.5) împreună cu ecuaţiile (1.3.2) ale legăturilor neolonome 
formează un sistem de n ecuaţii diferenţiale neliniare, cu care se studiază mişcarea 
sistemului vibropercutant între două ciocniri consecutive. 
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Daca sistemul vibropercutant nu este supus la legături neolonome, ecuaţiile 
diferenţiale ale mişcării între ciocniri sunt tot neliniare, dată de relaţia: 

bq + Cq-\-D^ = Q* (1.3.6) 

Dacă sistemul vibropercutant nu este supus la legături neolonome şi toate 
elementele matricelor b , c ş \ d sunt constante, ecuaţiile diferenţiale ale mişcărilor 
între ciocniri sunt liniare. Un astfel de sistem vibropercutant liniar între ciocniri poate 
fi asimilat unui model mecanic de sistem supus la legături olonome scleronome 
ideale, cu caracteristici elastice şi de amortizare liniare. Sunt frecvente cazurile în 
care un astfel de sistem se poate reduce la un model de translaţie, constituit din 
mase concentrate aflate în mişcare de translaţie rectilinie după aceeaşi direcţie, 
legate între ele prin elemente elastice şi de amortizare cu caracteristici liniare. în 
asemenea cazuri, considerând pentru fiecare masă m̂  ca parametru de poziţie 
coordonata măsurată după direcţia comună de translaţie din poziţia de echilibru 
static a sistemului, ecuaţiile diferenţiale ale mişcării între ciocniri se exprimă sub 
forma: 

mx + £x + = F(t) (1.3.7) 

Dacă se pot neglija şi forţele de amortizare vâscoasă, ecuaţiile diferenţiale ale 
mişcării între ciocniri devin: 

rnx-\-kx = F( t ) (1.3.8) 

1.4. Modelarea matematică a ciocnirilor 

1.4.1. Modelarea matematică a ciocnirilor instantanee 

Se consideră cupla percutantă dintre corpurile cu masele m, si mj dintr-un model 
mecanic de translaţie al unui sistem vibropercutant (fîg. 1.4.1.1). 

m.\ 

-V, Sn 

V; 

Fig. 1.4.1.1 

în cazul ciocnirilor instantanee corpurile se consideră rigide şi se ţine seama de 
deformaţiile din zona locală de contact în timpul ciocnirii prin coeficientul de 
restituire la ciocnire R, Pentru orice cuplă sau semicuplă percutantă se poate stabili 
o relaţie între parametrii de poziţie ai corpurilor ce participă la ciocnire pe baza unei 
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funcţii corespunzătoare unei legături unilaterale. Pentru cupla percutantă din fig. 
1.4.1.1 această relaţie se exprimă astfel: 

(1.4.1.1) 

în care este verificată inegalitatea în timpul mişcării sistemului între ciocniri şi 
egaMtatea în momentul ciocniri. 

în cazul cel mai general, legătura unilaterală corespunzătoare unei cuple 
percutante se exprimă printr-o relaţie de forma: 

n q y = f(iqi.q2r-qn)>0 (1.4.1.2) 

Pentru a avea loc ciocnirea de ordin k, în momentul t̂  la începutul ciocnirii trebuie 
verificată relaţia: 

(1.4.1.3) 

unde indicele „0" se referă la începutul ciocnirii iar (q);, reprezintă matricea coloană 
cu vitezele generalizate de la începutul ciocnirii. La sfârşitul ciocnirii, în momentul 
trebuie verificată relaţia: 

(1.4.1.4) 

unde matricea (q)^ conţine vitezele generalizate de la sfârşitul ciocnirii. 
La momentul intermediar t̂ ', care separă cele două faze ale ciocnirii, trebuie să 

fie îndeplinită condiţia: 

(1.4.1.5) 

unde matricea coloană (q)̂ ' are ca elemente vitezele generalizate corespunzătoare 
momentului t̂ '. 

Pentru studiul ciocnirii, în interiorul neglijabil de timp în care are loc ciocnirea, 
se neglijează forţele nepercutante şi se aplică ecuaţiile lui Lagrange cu 
multiplicatorul A al legăturii: 

d 
dt / 

care se mai poate scrie: 

n 

U=1 

(db\ 
\dq 2\dqj\\dt ^\dq) 

dq) 
(1.4.1.6) 

j/o dq). 
(1.4.1.7) 

înmulţind ecuaţia nnatriceală (1.4.1.7) cu dt şi integrând de la momentul t^ la 
un moment t din intervalul de timp al ciocnirii, deoarece dq = O, rezultă: 

[ H ^ i 
(1.4.1.8) 
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Notând multiplicatorii de impuls 

I Ă'dt = ^i02, J Ă'dt = fl21 (1.4.1.9) 

şi aplicând (1.4.1.8) pentru cele două faze ale ciocnirii, deoarece matricea b̂  este 
nesingulară, se obţine: 

<dqj 

(1.4.1.10) 

Din relaţiile (1.4.1.10), ţinând seama de (1.4.1.3), (1.4.1.4), (1.4.1.5) există 
expresia coeficientului de restituire la ciocnire: 

" f l ' c K 

• • " - s - I T 

care se determină experimental şi, cu acesta, se obţin vitezele generalizate de la 
sfârşitul ciocnirii în funcţie de vitezele generalizate de la începutul ciocnirii: 

(Q)ic = (̂ )k - (1 + R) 

An = 

Ao 

(1.4.1.12) 

( A 

Se constată că, pentru modelarea matematică a ciocnirilor instantanee, pe lângă 
matricea de inerţie b, este necesar să se cunoască funcţia legăturilor unilaterale fş\ 
coeficientul restituire la ciocnire R, 

Pentru sistemele vibropercutante liniare între ciocniri, care se pot reduce la un 
model în translaţie, pentru care funcţia legăturii unilaterale este dată de (1.4.1.1), 
matricele coloană .4 şi ^ nu depind de coordonatele generalizate, fiind constante, 
astfel încât nu mai este necesar sa se pună indicele „O", BUPT
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1.4.2. Modelarea matematică a ciocnirilor neinstantanee 

Pentru modelarea matematică a ciocnirilor neinstantanee este necesar ca în 
ecuaţiile diferenţiale ale mişcării sistemului între ciocniri, corespunzător celor două 
corpuri care ajung în contact nemijlocit în timpul ciocnirii să fie introduse forţele 
percutante suplimentare, care se datoresc interacţiunilor din zona locală de contact 
din timpul ciocnirii. Ca urmare, pentru a putea integra ecuaţiile diferenţiale ale 
ciocnirii sistemului în intervalul de timp al unei ciocniri, este necesar să se delimiteze 
momentele în care începe, respectiv se termină ciocnirea şi să se cunoască expresia 
forţei locale de contact ca funcţie de timp, de coordonatele şi de vitezele 
generalizate corespunzătoare corpurilor care participă la ciocnire. Rezolvarea acestei 
probleme prin metode matematice exacte este imposibilă, datorită complexităţii 
fenomenului real de ciocnire şi datorită dependenţei forţei locale de contact de forţe 
multi-parametri. Astfel, fenomenul real de ciocnire are un caracter profund neliniar 
şi depinde de forma şi dimensiunile geometrice ale corpurilor care participă la 
ciocnire, de proprietăţile vâsco-elasto-plastice ale materialelor din care sunt 
confecţionate, de anumite caracteristici cinematice şi dinamice, etc. De asemenea 
fenomenul real de ciocnire este însoţit de procesul de propagare, în volumele 
corpurilor care participă la ciocnire, a undelor generate de ciocnire, care modifică 
starea de tensiune şi de deformaţii în volumele acestor corpuri. 

Datorită oscilaţiilor păturilor exterioare ale suprafeţelor de contact şi datorită 
proprietăţilor plastice ale materialelor, care conduc la deformaţii remanente după 
fiecare ciocnire, funcţia legăturii unilaterale se poate modifica de la o ciocnire la alta. 
Rezultă că, pentru a putea studia ciocnirile neinstantanee, este necesar să se 
considere unele ipoteze simplificatoare, care să fie verificate experimental. Astfel, 
ţinând seama că în cele mai frecvente cazuri corpurile care se ciocnesc au 
dimensiuni longitudinale mici, se pot neglija procesele oscilatorii, care se 
amortizează de la o ciocnire la alta. De asemenea, având în vedere că în marea 
majoritate corpurile care se ciocnesc sunt confecţionate din oţel, se pot neglija 
deformaţiile remanente în urma ciocnirilor, care pentru corpurile din oţel sunt foarte 
mici. în aceste condiţii, momentele de început, respectiv de sfârşit ale ciocnirilor se 
delimitează din condiţia de a fi verificată egalitatea în relaţia (1.4.1.2), 
corespunzătoare legăturii unilaterale, iar forţa locală de contact are o expresie 
generală de forma: 

= (1.4.2.1) 

care se determină experimental. 
Pentru un sistem vibropercutant liniar între ciocniri, care se reduce la un model 

de translaţie, se consideră cupla percutantă din fig. 1.4.1.1. Notând cu Xij = X i -
{xj-\-Sij) apropierea relativă a centrelor de greutate a celor două corpuri aflate în 
contact în timpul ciocnirii, egală cu suma deformaţiilor acestora în zona de contact, 
din numeroasele încercări experimentale consemnate în literatura de specialitate [9] 
rezultă că o bună aproximare a fenomenului complex de ciocnire este reflectată de o 
expresie a forţei locale de contact de forma: 

= (1.4.2.2) 

în care semnul corespunde fazei de comprimare, până la apropierea maximă a 
centrelor de greutate (când xij = 0), iar semnul corespunde fazei de relaxare. în 
(1.4.2.2) m=l,2,"- este un număr întreg ce depinde de densitatea păturilor 
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exterioare ale suprafeţelor corpurilor din zona de contact astfel încât m creşte cu 
densitatea, iar coeficienţii d̂  şi b-̂  depind de caracteristicile geometrice şi mecanice 
ale corpurilor. 

Primul termen din (1.4.2.2) exprimă influenţa deformaţiilor elastice, în timp ce 
al doilea termen se datoreşte deformaţiilor plastice, dublul semn imprimând forţei 
locale de contact un caracter histerezic. 

în cazul particular în care deformaţiile plastice pot fi neglijate, pentru m=l se 
obţine formula lui Hertz: 

2 E 
3 1 - v 2 o 

(1-4.2.3) 
+ TS 

unde E este modulul de elasticitate longitudinal [N/m^]; 

l/este coeficientul lui Poisson; 

n şi r2 sunt razele de curbură ale suprafeţelor de contact în punctul teoretic de 
contact la începutul ciocnirii [m]. 

1.5. Stabilirea condiţiilor de existenţă ale mişcărilor periodice 
ale sistemelor vibropercutante 

Se consideră, în primul rând, un sistem vibropercutant liniar între ciocniri [51], 
care se poate reduce la un model de translaţie, având o cuplă percutantă şi la care 
forţele de amortizare vâscoasă pot fi neglijate. Ecuaţia diferenţială matriceală a 
mişcării sistemului între ciocniri este: 

+ •3c = F(t) (1.5.1) 

Se presupun cunoscute pulsaţiile proprii pi,p2-pn din ecuaţia pulsaţiilor proprii: 

= = 0 (1.5.2) 

şi vectorii proprii normaţi din ecuaţiile matriceale: 

[!L-Ps-rn}ll, = 0, s = l,2r"n (1.5.3) 

care verifică relaţiile de ortogonalitate: 

/̂ r = = r ^ s (1.5.4) 

şi relaţiile 

= = 1 (1.5.5) 

Efectuând transformările de variabile 

(1.5.6) 
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ecuaţiile diferenţiale din (1.5.1) se decuplează, obţinându-se ecuaţia diferenţială 
matriceală în coordonate normale: 

unde matricele: 

M_ = yJ 'm.' ţi 

sunt diagonale. 

înlocuind operatorii matriceali: 

COSCPIO O 

coş(pt) = 

(1.5.7) 

O COSCPZO 

O O 

O 
O 

cosCp t̂) 

(1.5.8) 

şm(pt) = 

sinCpiO O O 
O sin(p2t) ••• O 

O O ••• sin(p„t) 

care au proprietăţi asemănătoare cu funcţiile trigonometrice obişnuite, cospt, sinpf, 
ţinând seama de transformarea (1.5.7), soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale 
(1.5.1) se poate exprima sub formă matriceală: 

t 
X = M{coş[p(t - tfc)]. Ci + şin[p(t - • C2} + ^ • p-^ • M-^ I şin[p(t - t)] • ţJ • F(t) • dr 

o 
(1.5.9) 

unde matricele coloană Cj şi C2 conţin constantele arbitrare, care se determină din 
condiţiile iniţiale corespunzând sfârşitului ciocnirii de ordinul k: 

(1.5.10) 

Condiţiile ca mişcarea sistemului vibropercutant să fie periodică, având o 
singură ciocnire într-o perioadă a mişcării, cu perioada egală cu un multiplu întreg r 
al perioadei T a forţelor perturbatoare, sunt: 

tk+i =tk + rT 

(x)k*i = (^k=xc (1.5.11) 

Determinând constantele de integrare din (1.5.9) cu condiţiile (1.5.10), 
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exprimând parametrii ciocnirii următoare (3F)k+i/ 'a momentul t̂ +i în funcţie 
de parametrii ciocnirii de ordinul k şi impunând condiţiile de periodicitate (1.5.11), 
rezultă: 

23c,-( ! + /?) 

fprT 

- l . „ - l (iJl sm 

2p şin^ 'if^ •Xc = M'^ • 52 - şm(prT) • if^ • 

(1.5.12) 

(1.5.13) 

în care s-au exprimat vitezele de la sfârşitul ciocnirii de ordinul k\n funcţie de cele la 
începutul ciocnirii pe baza relaţiei matriceale (1.4.1.12) şi s-au notat: 

ti^+rT 

5, = J şin 

tfc+rr 

S2= f şinlp(r-t,)W-F(T)'dT 

Deoarece 5a şi 52 depind de t̂ , din (1.5.12) se determină x̂  în funcţie de tf,, iar 
din (1.5.13), după înlocuirea matricii rezultă x̂  în funcţie de t .̂ Momentele tj, în 
care au loc ciocnirile se determină din condiţia ca elementele matricei x̂  să verifice 
egalitatea din relaţia (1.4.1.3) , corespunzătoare legăturii unilaterale (1.4.1.2) are 
expresia: 

x j c - x , , < 0 (1.5.14) 

Considerând, în al doilea rând, un sistem vibropercutant liniar între ciocniri, cu 
amortizare vâscoasă uniformă, care se poate reduce la un model de translaţie şi 
având o cuplă percutantă, ecuaţia diferenţială matriceală a mişcării între ciocniri 
este (1.3.7) în care: 

£ = 2ak -l- 2/?m (1.5.15) 

La fel ca şi în cazul precedent, cu transformarea (1.5.6) , ecuaţiile diferenţiale 
din (1.3.7) se decuplează: 

unde 
^ P̂  P ' L este matricea diagonală cu elementele e^ = ap^ + p• 

Dacă se introduce operatorul matriceal: 

(1.5.16) 

e î' 0 • •• 0 
exp(ct) = 0 ê '̂ • •• 0 (1.5.17) 

0 0 • 

care are proprietăţile asemănătoare cu funcţia exponenţială ê ^ şi se mai efectuează 
o transformare de coordonate: 

f = exp(-fO . /i (1.5.18) 
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astfel încât ecuaţia (1.5.16) devine: 

î i + //2. u = exp(ft) • M"̂  • /î - F(t) (1.5.19) 

unde este matricea diagonală, iar H are elementele hs = VpI - în 
general reale. 

Ţinând seama de transformările (1.5.6) şi (1.5.19), soluţia generală a ecuaţiei 
diferenţiale (1.3.7) între ciocnirile de ordinul k şi /c+l se poate scrie sub forma: 

3c = /i. exp[-f(t - h)] {coş[/i(t - tfc)]. Ci + şm[h(t - t^)] • C2} + 

unde 

(1.5.20) 
L 

+M • W"' •M.~'-f exp[-e(t - r ) ] • şin[h(t - r ) ] • ^ • F ( t ) • dr 

coş[h(t - tk)] = 

cos[/ii(t-tfc)] O 
O C0s[/l2(t - tfc)] 

O 

O 
O 

cos[/i„(t - tk)] 

şin[ft(t - tfc)] = 

sin[/ii(t-tfc)] O 

O O 

O 
O 

sin[/i„(t - tfc)] 

Determinând constantele de integrare din (1.5.20), cu condiţiile (1.5.10), 
exprimând parametrii ciocnirii următoare la momentul t̂ +i în funcţie 
de parametrii ciocnirii de ordinul k şi impunând condiţiile de periodicitate (1.5.11), 
rezultă: 

2H • {chiert) - coş(/irt)} • -t + (1 + R) (ăf) 
(1.5.21) 

Li • ^ ^ 'Xc = şm(hrt) • /i ^ • x - exp(-frt) • 54 (1.5.22) 

în care s-au folosit notaţiile: 

chiirt) = -[exp(crt) + exp(-£rt)] 

Ll=!L' [cos(hrt) - exp(-frt)] - E • şin(hrt) 

H' Şin(/îrt) + E • [coş{hrt) - exp(-frO] (1.5.23) 
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ffc+rt 

= M"' • / exp[f(T - h)] ' COs[/i(T - t^)] • ţJ • F(T) . dT 
tk 
tfc-f-rt 

= M-^ • j exp[s(T ~ tk)] • - h)] • ţJ • F(T) • dr 
tk 

Determinarea parametrilor ciocnirilor pentru mişcările vibropercutante periodice 
de tipul considerat, din ecuaţiile (1.5.21), (1.5.22) şi din egalitatea din relaţia 
(1.4.1.1), ca şi exprimarea condiţiilor de existenţă ale mişcărilor vibropercutante 
periodice, se efectuează ca şi în cazul precedent. 

1.6. Optimizarea sistemelor vibropercutante 

Pentru sinteza sistemelor mecanice cu acţiune vibropercutantă, criteriul de 
optimizare cel mai frecvent utilizat este eficienţa maximă, pentru care pierderea de 
energie cinetică în timpul ciocnirilor trebuie să fie maximă [52]. După cum 
mecanismele de acţionare ale sistemelor vibropercutante pot fi schimbate sau nu, se 
pot formula două probleme pentru optimizarea acestora: 

• Fiind cunoscute forţele perturbatoare periodice,, să se determine 
valorile optime ale parametrilor dinamici reglabili pentru care 
pierderile de energie cinetică în timpul ciocnirilor sunt maxime. 

• Să se determine forţele perturbatoare periodice optime, pentru care 
pierderile de energie cinetică în timpul ciocnirilor sunt maxime. 
Desigur, şi în acest caz, parametrii dinamici reglabili ai sistemului 
vibropercutant vor avea anumite valori optime, care trebuie să fie 
determinate. 

Pentru rezolvarea primei probleme, după determinarea parametrilor ciocnirilor 
corespunzători mişcărilor vibropercutante periodice stabile ce prezintă interes pentru 
sinteza sistemului vibropercutant considerat, se calculează pierderea de energie 
cinetică în timpul unei ciocniri, care va depinde de parametrii dinamici reglabili ai 
sistemului vibropercutant. Rezolvarea problemei considerate se reduce la o 
problemă de maxim a pierderii de energie cinetică în raport cu aceşti parametrii 
dinamici reglabili. 

în cazul unui sistem vibropercutant oarecare, cu ciocniri instantanee, având 
funcţia legăturii unilaterale corespunzătoare cuplei percutante de forma generală, 
pierderea de energie cinetică în timpul ciocnirii de ordinul k se exprimă prin: 

(1.6.1) 

Se arată că pierderea de energie cinetică în timpul unei ciocniri depinde de 
expresia: 
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care conform relaţiei (1 .4 .1 .3 ) , trebuie să fie negativă. Ca urmare, problema 
optimizării sistemului vibropercutant se reduce la o problemă de minim a expresiei 
date în raport cu parametrii dinamici reglabili. Pentru cupla percutantă din fig. 
1.4.1.1 având funcţia legăturii unilaterale dată de (1 .4 .1 .1 ) , expresia considerată 
este de forma (1 .5 .4) . 

Pentru rezolvarea celei de-a doua probleme de optimizare, se aplică teorema 
energiei cinetice sub formă diferenţială într-un moment dintre două ciocniri 
consecutive şi se integrează de la momentul t̂  corespunzător sfârşitului ciocnirii de 
ordinul k până la momentul t̂ +i de la începutul ciocnirii următoare. Pentru un sistem 
vibropercutant liniar între ciocniri, care se reduce la un model de translaţie, cu 
ciocniri instantanee şi având mişcări periodice, pierderea de energie cinetică în 
timpul unei ciocniri devine: 

tic+rt tk-^rt 

( A £ , ) , = I F \ t ) ' t ' d t - 2 I E a ' d t (1.6.3) 

tic tic 

unde primul termen din membrul drept reprezintă lucrul mecanic pozitiv, efectuat de 
forţele perturbatoare într-o perioadă a mişcării, iar cel de-al doilea termen este 
lucrul mecanic negativ efectuat de forţele de amortizare vâscoasă. Pentru a avea 
pierderi de energie cinetică maxime în timpul ciocnirii, lucrul mecanic efectuat de 
forţele perturbatoare într-o perioadă a mişcării trebuie să aibă valori maxime. Dintre 
toate forţele perturbatoare periodice, având aceeaşi perioadă T şi cu valori extreme 
date de Fq şi -Fq , cele care dau lucru mecanic maxim într-o perioadă rT a mişcării 
sunt forţele perturbatoare optime, având o variaţie dreptunghiulară în timp, de 
forma: 

^ ( 0 = ' sign(sinajt) (1 .6 .4) 

unde 
2n 
T 

în cazul unui sistem vibropercutant fără amortizare vâscoasă, la care se caută 
mişcări vibropercutante periodice cu perioada egală cu perioada forţelor 
perturbatoare optime şi la care ciocnirile au loc în prima semiperioadă de variaţie a 
acestora, pe baza soluţiei (1.5.12) se determină expresia 

de care depinde pierderea de energie cinetică (1.6.1) sub forma: 

unde T E 0,- determină momentul ciocnirii. 
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1.7. Concluzii 

în urma studiului bibliografic s-a observat că nu este încă studiat îndeajuns 
domeniul apariţiei ciocnirilor suplimentare într-o perioadă, precum şi condiţiile care 
conduc la funcţionarea defectuoasă a vibratoarelor. Din acest motiv această lucrare 
se doreşte să fie o cercetare amănunţită a posibilităţii apariţiei ciocnirilor 
suplimentare, determinarea parametrilor care influenţează apariţia acestora precum 
şi determinarea parametrilor cinematici ai vibratorului. 
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2. CONTRIBUŢII TEORETICE PRIVIND 
COMPORTAREA NELINIARĂ A UNOR SISTEME 
MECANICE CU DISCONTINUITĂŢI DATORATE 

CIOCNIRI I 

2.1. Domeniile de cuprindere a regimurilor vibropercutante 
periodice în raport cu mişcările posibile. 

2.1.1. Introducere. 

Regimurile periodice ale sistemelor vibropercutante sunt bine cunoscute mai 
ales în anumite cazuri particulare. Nu se poate considera suficientă doar precizarea 
condiţiilor de realizare, fiind necesar să se analizeze şi gradul de cuprindere a 
regimurilor periodice în raport cu alte mişcări posibile [53], [54]. 

O analiză concretă amănunţită permite precizarea condiţiilor în care se obţin 
regimuri simple periodice fără ciocniri suplimentare într-o perioadă a mişcării. O 
astfel de analiză va permite evaluarea situaţiilor în care apar regimuri periodice cu 
precizarea concretă a legilor de mişcare şi încadrarea printre mulţimea regimurilor 
posibile. Trebuie subliniat că există şi altfel de mişcări periodice mult mai complexe 
pentru care determinarea regimurilor periodice vibropercutante este mai dificilă. 

2.1.2. Principalele regimuri vibropercutante periodice. 

în general regimurile periodice de mişcare ale sistemelor vibropercutante se 
realizează pentru anumiţi parametri caracteristici. Neîndeplinirea acestor condiţii, 
care sunt suficient de restrictive, conduce la necesitatea studiului unor regimuri 
complexe, chiar dacă sunt tot periodice [55]. 

Acesta este motivul pentru care s-a considerat necesară abordarea concretă şi 
amănunţită a domeniilor restrânse ale parametrilor pentru care apar mişcări 
periodice simple. 

în continuare se vor nota momentele în care apar ciocnirile care delimitează un 
ciclu al mişcării prin t = , (̂ =̂1/ 2 ...), ceea ce înseamnă că în intervalul [ti^.tf^^^ 

mişcarea se presupune că nu mai are ciocniri suplimentare, şi deci este o mişcare 
liberă. 

Ţinând seama că ecuaţia diferenţială a mişcării cuprinde funcţii periodice date. 
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regimurile periodice de mişcare vor apare numai în situaţia în care intervalul dintre 
cele 2 ciocniri este un multiplu al perioadei forţei perturbatoare [56], [57] adică 

(r=l, 2,...) şi T = 

Alte situaţii apar în cazurile în care intervin ciocniri suplimentare în fiecare 
perioadă (f/c/f/c+i). Existenţa acestora completează gama regimurilor periodice 
pentru care determinările şi calculele efective sunt mai dificile. Drept exemplificare 
este tratat cazul apariţiei unei singure ciocniri suplimentare în fiecare perioadă a 
mişcării cu particularizare la cazul ciocnirilor plastice. 

2.1.3. Sistemul vibropercutant 

Studiul se referă la totalitatea regimurilor periodice vibropercutante. Datorită 
dificultăţilor de calcul se va lua în considerare cazul simplificat al vibratorului simplu 
rezemat pe un plan rigid, ce execută mişcări cu desprindere de plan [58]. Astfel, în 
timpul mişcării vibratorul saltă de pe plan şi apoi în cădere se ciocneşte şi ricoşează 
în conformitate cu legile cunoscute ale ciocnirilor (fig. 2.1.3.1). 

4 Qq cos cot 

7 7 7 7 7 7 7 Z 
Fig. 2.1.3.1 

Vibratorul se presupune de masă m, forţa perturbatoare datorită generatorului 
de vibraţii va fi de forma Ogcoscot [59], [60]. Asupra masei m mai acţionează 
greutatea proprie mg, astfel încât rezultanta forţelor va fi -mg+ Qocos(ot, iar 
ecuaţia diferenţială a mişcării va fi 

q = P(t) (2.1.3.1) 

unde P(t) ^ g(6cosa}t - 1) 

,-Qo 

adică 

6 = 
mg 

q = g(5cos(ot-l) (2.1.3.2) 

Dacă se consideră ciocnirea masei cu planul rigid de natură elastico-plastică 
cu coeficientul de restituire R {0<R<1), atunci viteza la sfârşitul unei ciocniri, 
adică începutul mişcării următoare, este q'̂  = -Rcjc, unde q̂  este viteza de cădere a 
masei, deci de la începutul ciocnirii. 

Drept urmare, studiul mişcării se va efectua pe un ciclu al mişcării cuprins între 
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ciocnirile de la momentele t — t̂^ şi / = ^̂ ^̂  trebuie să satisfacă condiţia de 

periodicitate (r=l ,2. . . ) . Presupunând legea de mişcare de forma 

q = q{t), condiţiile iniţiale vor fi 

= q{t ,^0) = q, (2.1.3.3) 

iar condiţiile finale 

= = (2.1.3.4) 

Legile de mişcare obţinute pentru condiţiile iniţiale (2.1.3.3) introduse în 
condiţiile finale (2.1.3.4) conduc la determinarea parametrilor regimurilor periodice. 

Datorită unor perturbaţii mici ce apar în momentul ciocnirilor, regimul de 
mişcare poate reveni la mişcarea de bază periodică, care este stabilă, spre 
deosebire de situaţia contrară când devine instabilă. Studiul stabilităţii revine la a 
considera perturbaţii mici ale parametrilor mişcării [61]. Astfel se vor presupune 
principalii parametrii ai mişcării momentele ciocnirilor + Atĵ  şi vitezele q̂  + Aqţ̂  
(k=l ,2 , . . . ) cu perturbaţiile Atj^ şi Aqi^ care în virtutea condiţiilor de realizare a 
ciocnirilor trebuie verificat dacă tind către zero pentru a fi stabil regimul. 

2.1.4. Regimuri periodice simple 

Regimurile periodice vibropercutante care nu prezintă ciocniri suplimentare 
într-un ciclu de mişcare se consideră simple [62]. Pentru a putea analiza gradul de 
acoperire cu regimuri simple vibropercutante a mulţimii mişcărilor periodice posibile, 
în continuare se prezintă un studiu amănunţit al acestora. 

Legea mişcării şi a vitezei obţinute prin integrarea ecuaţiei diferenţiale a 
mişcării (2.1.3.2) în condiţiile iniţiale (2.1.3.3) sunt: 

Q(t) = - ^ d(cos cot - cos (otf^ ) + 5co(t -tf^) sin cotj^ + t -tf^)^ 

q(t) = ^\_d(sina)t - sincotf^ )-o)(t -tf^)']- Rq^ 

-Rqc(t-ti,) 

(2.1.4.1) 

Dacă în legea (2.1.4.1) se introduc condiţiile finale (2.1.3.4) se obţin pentru 
determinarea parametrilor regimurilor ecuaţiile: 

5(coscoti^^2 -coso)ti^) + 6a)(ti^^^ -tj^Jsincoti^ -^k)^ 

(2.1.4.2) 

-0) = ^[d(sina)tf,^i - sincoti,) - - ti,)] - Rq^ = qc 

Datorită faptului că totul se întâmplă intr-o perioadă, există relaţiile: 
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Rezultă: 

coso)ti(^x = cosa)(ti^ + rT) = cos(coti^ + 2nr) = coscoti^ 

sincDti^^l = sina)(ti^ ^ rT) = sin(ojti^ + 2nr) = sin cot 

dcorT sin cot^^ + -j co^CrT- Rq^rT = O 

(2.1.4.3) 

co"' J' 
-^corT - Rq^ = q^ 

de unde se pot deduce parametrii 

Qc = - g^^r 
1 + R~ (0(1 +R) 

şi 

(1 + R)5 

Notând u) ( t - t^) = T , rezultă: 

cos (Ot = COS( T + OJtjif ) = COST COS (Ot/^ - siP T sin coti^ 

(2.1.4.4) 

(2.1.4.5) 

(2.1.4.6) 

sin cot = sin(t + cot/^) = sin r cos (ot/^ + cos t sin (otjf 
(2.1.4.7) 

Notând ^ ^ q ^k+T. —Q\tk+—] = Q(T) şi ţinând seama de ecuaţiile 
(oj g { (Ol 

(2.1.4.5) şi (2.1.4.6) , legile mişcării şi vitezei (2.1.4.1) devin: 

QCt) ^-6(cost cos (otf( - sin t sin (ot^ - cos (ot/^ )-6t sin (otif-^i^ + t 

(2.1.4.8) 

q(t) = 6(sin r cos (ot/ţ + cost sin (otf^ - sin (ot/^ ) - t + 2nr 
1 + R 

Şi dacă înlocuim relaţiile (2.1.4.6) în (2.4.1.8) , rezultă: 

2 g2 fnr(l-R 
1 I j 

qCT) = +nrr + 2^ nr(l-R) . 

(2.1.4.9) 

nr(l-R) 
(1 + R) J sinT-T + 2nrR 

1 + R 
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Sunt uşor de verificat identităţile evidente q(0) = —q(tu) = O şi 
9 

q(2nr) = ^q(ti,^rT) = 0 

Stabilitatea regimurilor determinate poate fi studiată cu ajutorul metodei 
perturbaţiei parametrilor [47]. Astfel, condiţiile iniţiale vor fi: 

q(t„ = q(t„ + Atf, ^0) = -R(qc ^ Aq„) (2.1.4.10) 

iar cele finale: 

(2.1.4.11) 

Folosind metoda liniarizării perturbaţiilor rezultă un sistem liniar şi condiţia de 
stabilitate: 

OkcoscoU ^ i i h ^ l (2.1.4.12) 

Considerând relaţia (2.1.4.5) şi condiţia de stabilitate (2.1.4.11) rezultă 
următoarea inegalitate 

nr(l - - . 4(1. / g 7 (2 1 4 13) 

care este esenţială în caracterizarea posibilelor regimuri periodice ale mişcării. 

2.1.5. Delimitarea regimurilor periodice 

în general regimurile vibropercutante sunt limitate la inegalitatea (2.1.4.13), 
fără a se studia legea de mişcare [63]. De aceea este reprezentată legea de mişcare 
(2.1.4.9) presupunând că parametrul 5 satisface inegalitatea (2.1.4.13). 

în figura 2.1.5.1 sunt reprezentate legile de mişcare (2.1.4.9) pentru diferite 
valori ale lui r şi a coeficientului de restituire R. Se observă că pentru ciocnirea 
perfect elastică curba pe care o descrie este o parabolă cu maximul la TT r. 
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Qir) q(T) 

Fig. 2.1.5.1. a. Legea de mişcare 
a vibratorului pentru r=l şi R=0 

Fig. 2.1.5.1.b. Legea de mişcare 
a vibratorului pentru r=l şi R=0,3 

( î ( r ) . 

Fig. 2.I.5.I.C. Legea de mişcare 
a vibratorului pentru şi R=1 

Fig. 2.1.5.1.d. Legea de mişcare 
a vibratorului pentru r=2 şi R=0 

Fig. 2.1.5.l.e. Legea de mişcare 
a vibratorului pentru r=2 şi R=0,3 

Fig. 2.1.5.1.f. Legea de mişcare 
a vibratorului pentru r=2 şi R=1 
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Fig. 2.1.5.1.g. Legea de mişcare 
a vibratorului pentru r=3 şi R=0 

Fig. 2.1.5.1.h. Legea de mişcare 
a vibratorului pentru r=3 şi R=0,3 

3̂ .5 

qir) 

12.5 

Fig. 2.1.5.1.1. Legea de mişcare 
a vibratorului pentru r=3 şi R=1 

7.85 15.71 23.56 31.42 39.27 47.12 54.98 62.83 

T 

Fig. 2.1.5.1.]. Legea de mişcare 
a vibratorului pentru r=10 şi R=1 

Fig. 2.1.5.1.a-j Legile de mişcare pentru diferite perioade şi coeficienţi de restituire 

Pentru o ciocnire plastică legea de mişcare este o curbă la care maximul este 
situat după TT r, adică vibratorul se ''lipeşte" de limitator (pământ, nisip sau alt 
material care urmează a fi compactat) mişcarea vibratorului fiind astfel îngreunată, 
coborârea fiind mult mai rapidă şi datorită acţiunii greutăţii acestuia. între cele două 
curbe mişcarea este stabilă. 

Variaţia vitezei în timpul mişcării într-o perioadă este reprezentată în figura 
2.1.5.2, fiind negativă în sensul că masa îşi schimbă direcţia de deplasare. 
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1 1 
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Fig. 2.1.5.2.3. Viteza vibratorului 
pentru r=l şi 

Fig. 2.1.5.2. c. Viteza vibratorului 
pentru r^l şi R=1 

q(r) 

i 
i i k. 1 ! 

max 

T Ar 

1 vV ' 
0 3 X/^ 9I4X 1: 

1 ! \ 

i i 

57 

Fig. 2.1.5.2. e. Viteza vibratorului 
pentru r=2 şi R=0,3 

q(r) 

max 
mm 

0 I 57 3 M \ \ 4 71 6 

1 1 
V i s 

-10 

0 • • -

Fig. 2.1.5.2.b. Viteza vibratorului 
pentru r=l şi R=0,3 

•>. 
1 

— max 
m m 

) y P ^ 

0 3 14 6 28 9 4 2 ^ 1 : : 

Fig. 2.1.5.2.d. Viteza vibratorului 
pentru r=2 şi R=0 

m a Y 

m m 

0 3 14 6 9 42 1: 

Fig. 2.1.5.2.f. Viteza vibratorului 
pentru r=2 şi R=1 
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Fig. 2.1.5.2.g. Viteza vibratorului 
pentru r=3 şi R=0 

:3 35 

Fig. 2.1.5.2.h. Viteza vibratorului 
pentru r=3 şi R=0,3 

•40 

Fig. 2.1.5.2.i. Viteza vibratorului 
pentru r=3 şi R=1 

- 2 0 

j — n ^ j i 

j — mm 1 ! 

1 

1 ' 

1 ; 
1 , 

I o i ; 71 3 1 47^ 47112 63 83 
i j 

1 1 T 

Fig. 2.1.5.2.j. Viteza vibratorului 
pentru r=10 şi R=1 

Fig. 2.1.5.2.a-j Vitezele pentru diferite perioade şi coeficienţi de restituire 

Se observă din figura 2.1.5.2 că pentru ciocnirile perfect elastice viteza porneşte 
de la valoarea ei dinainte de ciocnire, ajunge nulă la jumătatea perioadei ca apoi să-
şi schimbe semnul (îşi schimbă vibratorul sensul de deplasare), ajungând să aibă la 
sfârşit aceeaşi valoare absolută ca şi la început. Aceasta se întâmplă deoarece s-au 
neglijat rezistenţa la înaintare datorită frecării cu aerul şi amortizarea. Viteza înainte 
de ciocnire creşte o dată cu creşterea coeficientului de restituire, pentru R=0 
aceasta fiind nulă. 

Funcţia delta, raportul dintre amplitudinea forţei perturbatoare şi greutatea 
vibratorului, este stabilă în domeniul delimitat de cele două curbe din figura 2.1.5.3. 
Altfel spus, pentru ca mişcarea să fie stabilă şi să aibă repetabilitate este necesar ca 
delta să se afle, pentru un coeficient de restituire la ciocnire cunoscut, între o 
valoare minimă şi una maximă, după cum se arată în figură. 
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S 1 

Ftg. 2.1.5.3.a. Cazul r=l 
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Fig. 2.1.5.3.b. Cazul r=2 
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Flg. 2.1.5.3. c. Cazul r=3 Fig. 2.1.5.3. d. Cazul r=10 

Fig. 2.1.5.3.a-d Stabilitatea funcţiei Sîn funcţie de coeficientul de restituire 

în conformitate cu reprezentarea grafică din figura 2.1.5.3 se observă că în 
cazul ciocnirii perfect elastice d^gx = ̂  / ceea ce presupune să fie satisfăcută 
relaţia: QQ--mg, adică amplitudinea forţei percutante să fie cel mult egală cu 
greutatea vibratorului. Pentru ciocnirea plastică această amplitudine trebuie să fie 
minim de nr ori mai mare. 

2.2. Regimuri de mişcare vibropercutante cu ciocniri 
suplimentare 

2.2.1. Introducere 

în mod obişnuit regimurile de mişcare periodice ale sistemelor vibropercutante 
sunt tratate numai pentru situaţii particulare care conduc la ecuaţii simple şi uşor de 
interpretat. Astfel este fundamentată metodologia de tratare a mişcărilor 
vibropercutante ce este aplicabilă şi sistemelor ce prezintă anumite particularităţi 
speciale. 
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Drept exemplificare, metodologia va fi concretizată şi pentru situaţiile în care 
apar ciocniri suplimentare în fiecare ciclu de mişcare. Prezentarea unui sistem 
simplu vibropercutant conduce la evidenţierea unor particularităţi specifice şi la 
diferenţierea dificultăţilor ce apar în asemenea cazuri. Deşi schema de tratare este 
valabilă pentru sisteme mai complexe în continuare se va delimita studiul numai la 
cazul simplu al mişcării cu desprinderi a unui vibrator aşezat pe un reper fix. 

2.2.2. Regimuri vibropercutante periodice 

Regimurile periodice de mişcare ale sistemelor vibropercutante se realizează 
numai pentru anumiţi parametrii caracteristici care trebuie să fie satisfăcuţi. 
Nerealizarea acestor parametrii, care au valori suficient de restrictive, conduce la 
necesitatea studiului unor fenomene complexe. Acesta este motivul pentru care s-a 
considerat necesară abordarea completă şi amănunţită a sistemului vibropercutant 
cu mişcări periodice simple, însă având ciocniri suplimentare în fiecare ciclu de 
mişcare. în continuare se notează momentele în care apar ciocnirile de bază care 
delimitează un ciclu al mişcării prin t = tî  ( k= l , 2...) ceea ce înseamnă că în 

intervalul [f/c^^/c+i] n^işcare se presupune că este liberă dar apare şi o ciocnire 
suplimentară. 

Ţinând seama că în ecuaţia diferenţială a mişcării apare forţa perturbatoare 
periodică, regimurile periodice de mişcare sunt posibile numai în situaţia în care 
intervalul dintre cele două ciocniri de bază este un multiplu al perioadei forţei 
perturbatoare, adică tj^^i -tj^ = rT ( r= l , 2, ...).. Alte situaţii apar în cazurile în care 
intervin mai multe ciocniri suplimentare în fiecare perioadă a mişcării, ceea ce 
completează gama regimurilor periodice posibile, însă pentru care determinările şi 
calculele efective sunt mult mai dificile. 

Pentru exemplificare în lucrare este luat în considerare cazul apariţiei unei 
singure ciocniri suplimentare în fiecare ciclu de mişcare, cu particularizare la cazul 
ciocnirii plastice. 

2.2.3. Sisteme vibropercutante 

Studiul prezentat are ca obiectiv precizarea modului de tratare a tuturor 
situaţiilor în care apar regimuri periodice vibropercutante. Datorită dificultăţilor 
întâlnite s-a luat în considerare cazul simplificat al vibratorului rezemat pe un plan 
rigid, ce execută mişcări cu desprindere de plan. Astfel, în timpul mişcării vibratorul 
saltă de pe plan şi apoi în cădere se ciocneşte şi ricoşează în conformitate cu legile 
cunoscute ale ciocnirilor (fig. 2.2.3.1). 

4 QQ COS cot 

^7777777 
Fig. 2.2.3.1 
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Vibratorul este de masă m iar forţa perturbatoare datorită generatorului de 
vibraţii va fi de forma Ogcoscot. Asupra masei m mai acţionează greutatea proprie 
mg, astfel încât rezultanta forţelor va fi -mg + QQ cos cot, iar ecuaţia diferenţială a 
mişcării este de forma: 

q-P(t) (2.2.3.1) 

unde 

P(t) = g(5coscot-l), 

(2.2.3.2) 

mg 

Dacă se consideră ciocnirea masei cu planul rigid de natură elasto-plastică cu 
coeficientul de restituire R (Re [0,l]) atunci viteza la sfârşitul unei ciocniri, adică la 
începutul ciocnirii următoare [64], [65] este: 

Qc = -f̂ Qc (2.2.3.3) 

unde Qc este viteza de cădere a masei, deci de la începutul mişcării, 
ctc este viteza la sfârşitul ciocnirii. 

Ţinând seama că în intervalul dintre ciocnirile de bază considerate t s [t/c/^/c+J 

mai apare o ciocnire suplimentară în momentul = ^ [t/ct/f+i] rezultă că fiecare 
ciclu de mişcare va cuprinde două faze: 

• faza 1 anterioară ciocnirii suplimentare 
• faza 2 posterioară ciocnirii suplimentare 

In prima fază legile mişcării şi vitezei obţinute prin integrarea ecuaţiei (2.2.3.1) 
sunt: 

5(cos(ot - cos(oti() + 6co(t -t^)sin(otif +—(o^(t- -Rq^a-tf,) 

(2.2.3.4) 

= ^ [5 {sin (Ot - sin ojtjf )-CD(t- tj^;] - Rq^ 

Analog în cea de a doua fază a ciclului legile mişcării şi vitezei sunt: 

q2(t) - - 4 
O)' 

5 (cos 03t - cos cot') + dioCt - t'J sin cot' + la}^(t- t'f 

'^2(0 = {sin cot - sin cot') - co(t -1';] - R^q^ Q 

-RiQio(t-t') 

(2.2.3.5) 

BUPT



2.3. - Cazul ciocnirilor plastice 47 

Deoarece condiţiile iniţiale de mişcare pe cele două faze au fost luate în 
considerare la stabilirea legilor (2.2.3.4) şi (2.2.3.5) mai trebuie precizate condiţiile 
limită de la finalul fiecărei faze. Astfel la finalul primei faze, adică pentru t = t' 
trebuie să fie satisfăcute condiţiile limită: 

qi(t')-0 

(2.2.3.6) 

qi(t') = qio 

unde q̂ Q este viteza de la începutul ciocnirii suplimentare. 

în mod asemănător la sfârşitul celei de-a doua faze a ciclului se pot scrie 
condiţiile: 

(2.2.3.7) 

Introducând legile mişcării şi vitezei (2.2.3.4) în condiţiile limită (2.2.3.6) 
rezultă: 

5 (cos cot' - cos cotf^) + 5co(t' -tj^) sin cotj^ + ^ - tj^ 

-Rq^(t'-t„) = 0 

Ql(t') = - ^^k -^k)]- ^Qc =QlO 

(2.2.3.8) 

în acelaşi mod se introduc legile de mişcare (2.2.3.5) în condiţiile limită 
(2.2.3.7) şi rezultă: 

O)" 
5{coscoti^^2 + -t'Jsincot' + -V) ' \2 

(2.2.3.9) 

= - sin cot') - co(ti,^i -1)] - R^q^o = q^ co 

2.3. Cazul ciocnirilor plastice 

în aplicaţiile tehnice obişnuit apar cazuri în care ciocnirile sunt de natură 
plastică. De altfel într-o astfel de situaţie şi posibilităţile de tratare completă a 
problemei sunt mai la îndemână. Deci se vor considera coeficienţii de restituire 
R = R^=0. Astfel ecuaţiile (2.2.3.4) şi (2.2.3.5) devin: 
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6(coscot' - cos(jjtf^) + 5o)(t' -tf^)sincotf^ + 
(O'^l 

g/r; - ^ [5 {sin a)t - sin (otf^) - a)(t' - tf^) 

(2.3,1) 

în vederea uşurării calculelor se va introduce notaţia: 

a)(t-ti,) = u (2.3.2) 

astfel încât se mai poate scrie: 

- = - tk) - (o(t' - ti,) = 2nr-u (2.3.20 

Primele din condiţiile limită (2.2.3.6) şi (2.2.3.7) , cu notaţiile introduse se pot 
pune sub forma: 

6(cos cot' - cos cotf^ ) + 5u sin (Diţ^ = O 

5(cos cotf^+2 - cos cot') + 5(2nr -u) sin cot' + (2nr -u)^ = O 

(2.3.3) 
9_ 
co ^ 

5[sin cot' - sin cotf^= 

[6 (s/n cotf^ - sin cot') - (2nr = 

Pentru eliminarea momentului necunoscut t = t din ecuaţiile (2.3.3) se folosesc 
identităţile evidente: 

cos cot' = cos(u + coti^ ) = cos u cos cotf^ - sin u sin cotf^ 
sin cot' = sin(u + cotj^ ) = sin u cos cotj^ + cos u sin cotf^ (2.3.4) 

Relaţia (2.3.3) devine: 

5(cosucoscoti^ - sinusincotf^ - coscotj^) + dusincotf^ " ^ 

5(cos cot cos u cos cotţ^ + sin u sin cotf^) + 

+ 5(2nr - u)(sinucoscotj^ + cosusincoti^) + ^(2nr -u)^ = O 
2 

Qio-Qc =-2nrg 

După transformări simple ecuaţiile (2.3.5) se pot aduce la forma: 

(2.3.5) 
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5(cosu - l)cos(oti^ +5(u-sinu)sincoti^ ^^^^ ^ O 

5 [ i - cos (i + 2nr -u) sin i/] cos cotf^ + 5 [sin u 2nr -u) cos a ] sin cDtj^ + (2.3.6) 

Pentru simplificarea calculelor in locul celei de-a doua ecuaţii (2.3.6) se va 
considera suma lor, adică: 

5(2nr-u)sinucos(joti^ + 5[u + (2nr - u)cosu]sina)ti^ = O 

(2.3.7) 

astfel sistemul de ecuaţii (2.3.6) devine: 

5(u - sinu)sincoti^ -5(l-cosu)coscoti^ ^^^^ ^ 

5[u + (2nr -u)cosu~\sin(i)ti^ -\-5(2nr-ujsinucoscotf^ +-^(2nr -u)^ = O 
(2.3.8) 

Acest sistem de ecuaţii algebrice se va scrie sub forma: 

A5 sin (jotf^ + B5 cos (otj^ + E = O 
CdsincDtf^ + D5cosci)ti^ + F = O 

unde s-au folosit următoarele notaţii: 

A = u-sinu, B = -l-\-cosu, C = u + (2nr - u)cosu , 

(2.3.9) 

(2.3.10) 

D = (2nr - u)sinu , E = ^u^ ,F = u^- 2nru + 

2.3.1. Determinarea regimurilor de mişcare 

O dată stabilite ecuaţiile (2.3.9) care reprezintă legile de bază pentru 
delimitarea ciclului de mişcare se pot obţine condiţiile de existenţă ale regimurilor 
vibropercutante cu o singură ciocnire suplimentară într-un ciclu. în acest sens 
sistemul (2.3.9) se presupune cu necunoscutele sincotî  şi coscotĵ  care introduse 
în ecuaţia fundamentală trigonometrică conduce la stabilirea parametrului de 
realizare a regimului considerat. Astfel din sistemul (2.3.9) se obţine: 

BF - DE sm (otu = 

-WDTbc) 
Conform celor precizate rezultă ecuaţia 

(BF -DEf + (CE -AFf ^ 6^(AD - BC 
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din care se obţine 

SJ(BF-DE)^.(CE-AF)' (2.3.1.2) 
AD-BC 

O dată determinată relaţia (2.3.1.2) este posibilă discutarea diverselor situaţii 
posibile de realizare a regimurilor vibropercutante cu o ciocnire suplimentară. Pe 
această linie se trasează în figura 2.3.1.1. diagrama de variaţie a lui 5 în funcţie de 
parametrul u ce defineşte momentul ciocnirii suplimentare, pentru diferite valori ale 
multiplului perioadei forţei perturbatoare r. Se verifică uşor că pentru u = 0 , 5 
este nedeterminat d e o a r e c e B = 0 , C=27ir, D=0, E=0, 

Pentru u = 2nr de asemenea 5 este nedeterminat deoarece A^Znr, 8=0, 

5 

r=2 
25 

20 

15 

10 

1.57 3.14 4.71 6.28 O 

Fig. 2.3.1.l.a ^ 

I 1 1 

1 1 

— — 
1 

1 
1 

O 2.09 4.19 6.28 8.38 10.47 12.57 

ng. 2.3.1.l.b u 

o 3.14 6.28 9.42 12.57 15.71 18.85 

Fig. 2.3.1.l.c U 

Fig. 2.3.1.1.a-c Diagrama de variaţie a lui S în funcţie de parametrul u ce defineşte momentul 
ciocnirii suplimentare 

BUPT



2.3. - Cazul ciocnirilor plastice 51 

Din figura 2.3.1.1.a-c se determină valoarea minimă a lui 5 astfel încât 
mişcarea să fie stabilă şi ca funcţiile sincotf̂  şi coscotî  să fie subunitare. Adică să 
existe un timp real f/̂  care să corespundă începutului ciocnirii. 

2.3.2. Stabilitatea mişcărilor vibropercutante 

Se porneşte de la ecuaţiile de mişcare anterior găsite: 

O)" 
5[coscot' - coscotf^) + 5co(t' -tţ^)sin(otf^ ^ -tţ^)^ 

(2.3.2.1) 

La momentul iniţial se poate scrie că: 

5(coscot' - cosa)ti^) + 5co(t' -tf^)sin cotj^ + -ti^)^ = O 

5(coscoti^^2 -cosa)t')-h5aj(ti^^l -t')sino)t' + -t')^ = O 
(2.3.2.2) 

Se consideră micile perturbaţii t' + zlf', tţ̂  + At̂ ^ şi tf̂ î astfel încât sistemul 
de mai sus devine: 

5 [cos (o(t' + At') - cos a)(tf^ + Atf^;] + 5co(t' + At' -ti^- Atf^ ) sin a)(ti^ + t̂/c >) + 

+ At' - t j , - At,, f 

(2.3.2.3) 

5 [cos(oCtţ^^i + Atf^^i)- cos co(t' + At')] + + - + 

care se mai poate scrie: 

6(cos cot' cos coAt' - sin cot' sin coAt' - cos cot,, cos coAt,, + sin cot,, sin coAt,, ) + 
+6co(t' + At' -tf^-Atf, )(sin cotj, cos coAtj, + cos cot,, sin coAt,,) + 

+ At'-t,,- At,,= o 

(2.3.2.4) 
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d{cos (ot/^^j cos - sin (otj^^j sin - cos (ot cos coAt' + sin cot sin coAt') + 

-f zif/^ ̂ ^ - f' - At')(sin cot' cos coAt' + cos cot' sin coAt') + 

Datorită faptului că perturbaţiile sunt mici, adică tind spre zero, se poate scrie: 

COSCOAt' = COSCOAtf^ = 1 , 

sincoAt = coAt, 

(2.3.2.5) 

sincoAtţ^ = coAtţ^, 

înlocuind aceste expresii în sistemul de mai sus avem: 

6(cos cot' - coAt' sin cot' - cos cot;^ + coAtj^ sin cotj^ ) + 

-^co(t -^At'-ti^- Ati^Xsincoti^ + COAJLi^ coscotf^) -^^co^Ct' + At'-tţ^- At/^)^ = O 

(2.3.2.6) 

6(cos cotf^^x - 0JAti^^2 Sin cotf^^^- cos cot' + coAt' sin cot') + 

+^co(tf^^j + - - ^')(sin cot' + coAt' cos cot') + ^ + ^k^i = O 

Dacă se elimină ecuaţia iniţială, pentru a putea studia stabilitatea mişcării se poate 
scrie: 

5(-wAt' sin cot' + coAtf^ sin cotf^)-^6co(At' - Atţ^) sin cot^ + 5co(t' - tf^ )coAti^ cos cot^ + 

^CO^(t'-ti,)(At'-At,,) = 0 

(2.3.2.7) 

5(^Atf^^jSincoti^^2^coAt'sincot) + 6co(Atf^^2-At')sincot'^5co(ti^^2-^^ 

Trecând la variabila u pentru a uşura calculele rezultă: 

5(-<oAt' sin cot' + coAtf^ sin cotf^) + 5co(At' -At^) sin cotf^ + ducoAtj^ cos cotf^ + 

-hcou(At' -Ati^) = 0 

(2.3.2.8) 
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5(-wAt^^^i sin cotj^ + (oAt sin cot') + 5co( At') sin cot' + 5(2nr - u)o)At' cos cot' + 
+(i)(2nr - At') - O 

Prin desfacerea parantezelor se poate scrie: 

-dcoAt' sin cot' + dcoAtf^ sin cotf^ + dwAt' sin cotţ^ - dcoAtf^ sin cotj^ + ducoAtj^ cos cotf^ + 

-\-couAt' - couAti^ = O 

(2.3.2.9) 

sin cotf^ + dcoAt' sin cot' + dcoAtf^^^ sin cot' - 5coAt' sin cot' + 5(2nr - u)coAt' cos cot' + 
-Ho(2nr - co(2nr - u)At' = O 

Relaţiile (2.3.2.9) se pot scrie sub forma: 

Atţ^i5u cos cjtf^ -u) = At'(6 sin cot' - 6 sin cotf^ -u) 

(2.3.2.10) 

^k+1 ^^k ^ + (^^^ = [(-u)-5(2nr -u) cos cot' 

Rezultă: 

^k+l (^^ ̂ ^^ ̂ ^k -u)-5( 2nr -u) cos cot' 
Atf^ (5 sin cot'-6 sin cot -u)[-5sincotf^ -\-6sincot' -\-(2nr -u) 

relaţie ce se mai poate scrie sub forma: 

(2.3.2.11) 

^^/c+l ^^^^^k 2nr -u)-5(2nr - u)(cosucoscotf^ - sinusincotf^) 
Atf^ (5sinucoscoti^ + 5(cosu - l)sincoti^ -u) 

1 
[5(cos u-1) sin cotf^ + 5 sin u cos cotj^ + (2nr -u) 

(2.3.2.12) 

Se observă din relaţia (2.3.1.1) şi (2.3.2.12) că stabilitatea acestei mişcări nu 
depinde de parametrul 5 . Această funcţie se compară cu valoarea 1 pentru a se 
determina stabilitatea mişcării: 

• dacă O < < 1 mişcarea este stabilă, 
Atk 

• dacă > i , nu se poate decide dacă mişcarea este stabilă sau nu. 
Atk 

în figura 2.3.2.1 s-a reprezentat ca funcţie de u pentru diferiţi multiplii ai 
Atf, 

perioadei forţei perturbatoare. 
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Ati Atk o 

1J7 

u 
• .71 31* 9 . « 

u 
Fig. 2.3.2.1. a. Stabilitatea mişcării 

pentru r=l 
Fig. 2.3.2.l.b. Stabilitatea mişcării 

pentru r=2 

AU c 

• 71 ISJ^ 

Fig. 2.3.2.l.c. Stabilitatea mişcării 
pentru r=3 

Fig. 2.3.2.1. a-c Stabilitatea mişcării 

Se observă din fig. 2 .3 .2 . l .a-c că, o dată cu mărirea perioadei, domeniul de 
stabilitate al ecuaţiei este mult mai mic. 

Pentru a se putea reprezenta grafic mişcarea vibratorului este necesar să se 
găsească o valoare a parametrului u pentru care mişcarea este stabilă, adică 

< 1. Pentru acest u se determină din diagrama stabilită. Se reprezintă 

grafic ecuaţiile de mişcare pentru o perioadă cu notaţiile O)̂  
O) 

= Q(T), 

f ' t^ + — = q(r)ş\ rezultă pentru r=l domeniul de variaţie a iui u: 

(O) 

Uj e [0; 0.25133' 

aj e [6.0281;6.282727' 
în figura 2.3.2.2.a este prezentată legea de mişcare a vibratorului într-o 

perioadă pentru r = i şi u=0.1, iar în figura 2.3.2.2.b viteza pentru această mişcare. 
In prima perioadă de timp se observă că vibratorul nu se dezlipeşte de iimitator, 
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prin urmare nu există decât o mişcare în timpul unei perioade, care însă nu acoperă 
toată perioada. 

^T) 

Fig. 2.3.2.2.3 Legea de mişcare a vibratorului într-o perioadă pentru r=l şi u=0.1 

Q(r) 

Fig. 2.3.2.2.b Viteza vibratorului într-o perioadă pentru r=l şi u=0.1 

în figura 2.3.2.3 sunt reprezentate legea de mişcare (fig. 2.3.2.3.a) respectiv 
viteza (fig. 2.3.2.3.b) pentru prima ciocnire. 
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Q(r) 

Fig. 2.3.2.3. a Legea de mişcare 

Q(T) 

Fig. 2.3.2.3.b Viteza 

Fig. 2.3.2.3 Legea de mişcare şi legea de variaţie a vitezei vibratorului în cazul primei ciocniri 

Din figura 2.3.2.3.a se observă că mişcarea vibratorului pe limitator este 
negativă. De asemenea deplasările sunt foarte mici în comparaţie cu cele de la 
ciocnirea suplimentară, de 10^ ori mai mici. Acest fenomen apare doar dacă se 
deplasează şi limitatorul, acesta fiind cazul funcţionării compactoarelor. în realitate 
însă vibratorul se reazemă pe limitator tot acest timp deoarece forţa perturbatoare 
(cu greutatea vibratorului luată în calcul) are sensul opus deplasării vibratorului. 

Din figura 2.3.2.3.b se observă că viteza vibratorului la începutul mişcării este 
nulă, explicabilă prin ciocnirea plastică anterioară, iar la sfârşitul mişcării aceasta 
devine 9^^=0.005, urmând ciocnirea suplimentară. La sfârşitul ciocnirii 
suplimentare vibratorul are viteza q^ = -6.288 . Pentru ca această mişcare să se 
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producă în acest mod este necesar ca 5 = 3.272 . 
Pentru acelaşi parametru 5 = 3.272 se poate întâmpla să mai apară o mişcare 

stabilă într-o perioadă, a cărei lege de mişcare este reprezentată în figura 2.3.2.4. 
Acesta este cazul în care ciocnirea suplimentară apare cu puţin înainte de a se 
termina perioada. 

q(T) 5 

Fig. 2.3.2A.a Legea de mişcare a vibratorului într-o perioadă pentru r=l şi u=6.183 

Q(r) 

Fig. 2.3.2.4.b Viteza vibratorului într-o perioadă pentru r=l şi u=6.183 

Aşa cum era de aşteptat, se observă din figurile 2.3.2.4.a şi 2.3.2.2.a următorul 
fenomen: cele două mişcări pentru acelaşi 5 sunt defazate cu intervalul ciocnirii 
suplimentare, mişcarea generală fiind aceeaşi. 

în figura 2.3.2.4.b se reprezintă viteza vibratorului în timpul celor două perioade 
ale mişcării: prima ciocnire şi cea suplimentară. 

în figura 2.3.2.5 sunt reprezentate deplasarea (fig. 2.3.2.5.a) respectiv viteza 
(fig. 2.3.2.5.b) pentru ciocnirea suplimentară a vibratorului cu limitatorul. 
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^r) 

X 

•:. 1 j :•• 

Fig. 2.3.2.5. a Legea de mişcare Fig. 2.3,2.5.b Viteza 

Fig. 2.3.2.5 Ciocnirea suplimentară a vibratorului cu limita torul 

Din figurile 2.3.2.5 şi 2.3.2.3 se observă că atât legea de mişcare cât şi viteza 
pentru ciocnirea suplimentară pentru acelaşi 5 sunt defazate cu intervalul unei 
ciocniri, timpul în care vibratorul se reazemă pe limitator fiind acelaşi. 

Pentru r=2 se schimbă domeniile de stabilitate şi legea de mişcare a 
vibratorului. Domeniile în care pot apărea ciocniri suplimentare cu mişcare stabilă 
sunt: 

u, e [0.000001;0.1210001 

U2 e [5.679771;6.276728 

uj e [6.278728; 6279727' 

U4 e [6.283727;6.886683' 

Us e [12.4454; 12.56545 
Legea de mişcare respectiv viteza vibratorului pentru multiplicatorul perioadei 

forţei perturbatoare r=2, pentru (7=6.2 se trasează în figura 2.3.2.6. Pentru ca 
ciocnire suplimentară să apară în acest moment (7=6.2 trebuiesc îndeplinite 
următoarele condiţii: 

5=3.727 

viteza de la sfârşitul primei ciocniri este (7jo=-6.366, iar viteza de la sfârşitul ciocnirii 
suplimentare este qc=-6.2 . 
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11.25 

q(T) 7.5 

Fig. 2.3,2.6.a Legea de mişcare a vibratorului într-o perioadă pentru r=2 şi u=6.2 

q(T) 

Fig. 2.3.2.6.b Viteza vibratorului într-o perioadă pentru r=2 şi u=6.2 

După cum se observă din figurile 2.3.2.6.a şi b, mişcarea vibratorului pe 
limitator în acest caz în care intervalul între două ciocniri de bază este 4n este 
format din două mişcări de perioade aproximativ egale cu cea a forţei perturbatoare 
egală cu 2n. 

Se reprezintă legea de mişcare a vibratorului pe limitator (fig. 2.3.2.7.a) 
respectiv viteza acestuia (fig. 2.3.2.7.b) pentru r=2, u=0.1. Pentru această mişcare 
este necesar 5=6.343, iar vitezele sunt: qio=0.01, C7c=-12.577 
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Fig. 2.3.2.7.a Legea de mişcare a vibratorului într-o perioadă pentru r=2 şi u-0.1 

Q(r) 

Fig. 2.3.2.7.b Viteza vibratorului într-o perioadă pentru r=2 şi u=0.1 

Datorită faptului că intervalul este mult prea mic, este necesară trasarea legii de 
mişcare respectiv a vitezei vibratorului pe intervalul [0,u] în figura 2.3.2.8 

^TJ ^r) 

Fig. 2.3.2.8.a. Legea de mişcare Fig. 2.3.2.8.b. Viteza 

Fig. 2.3.2.8 Mişcarea în prima ciocnire a vibratorului 
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Aşa cum se vede şi în figura 2.3.2.5, în figura 2.3.2.8 apare o deplasare 
negativă, de ordinul 10^ ori mai mică în prima ciocnire faţă de ciocnirea 
suplimentară, care de fapt este o staţionare a vibratorului pe limitator. Astfel se 
poate concluziona că, dacă ciocnirea suplimentară apare imediat în vecinătatea lui tk 
sau a lui t̂ +i apare o staţionare a vibratorului pe limitator. Pentru a verifica 
validitatea acestei concluzii este suficient să se traseze legea de mişcare pentru r=3 
(figura 2.3.2.9). 

Q(r)2o 

Fig. 2.3.2.9.a. Legea de mişcare pentru r=3 şi u=0.08 

-3.75-iO ^ 

q(T) 

Fig. 2.3.2.9.b. Legea de mişcare pentru prima ciocnire şi r=3, u=0.08 

Pentru a se vedea cât mai exact legea de mişcare a vibratorului pe limitator, 
aceasta se determină în funcţie de viteza unghiulară co şi multiplicatorul perioadei 
forţei perturbatoare r. 

în continuare se va studia apariţia ciocnirii suplimentare într-o perioadă pentru 
mişcarea unui vibrator pe un limitator care acţionează cu o forţă perturbatoare de 
pulsaţie 100 rad/s, pentru diferiţi multiplicatori ai perioadei. Se vor trasa diagramele 
deplasării, a vitezei vibratorului precum şi cea a forţei care acţionează asupra 
vibratorului (forţa totală care acţionează asupra vibratorului, incluzând efectul 
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greutăţii, considerând vibratorul de masă=lkg). 
Astfel se reprezintă legea de mişcare (fig. 2.3.2.10.a) respectiv viteza (fig. 

2.3.2.10.b) pentru o ciocnire plastică, cu viteza unghiulară de 100 rad/s. Pentru o 
mai bună înţelegere a fenomenului şi pentru a se arăta periodicitatea mişcării s-a 
reprezentat legea de mişcare şi viteza vibratorului pe parcursul a două perioade. 

Fig. 2.3.2.lO.a Legea de mişcare a vibratorului pentru r=l, u=0,002 şi o)=100 rad/s 

Fig. 2.3.2.lO.b Viteza vibratorului pentru r=l, u=0,002 şi (a=100 rad/s 

Pentru ca această mişcare să aibă loc trebuie îndeplinită următoarea condiţie: 

5 = = 3.259 
mg 

Astfel, viteza înaintea ciocnirii suplimentare va fi q̂ ^ = 2 , 0 0 3 ^ iar viteza de 

la sfârşitul mişcării esteC7c = -681.384 mm 

Aceste viteze devin nule la începutul mişcării următoare datorită ciocnirilor 
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plastice. Deplasarea pe ce-a de a doua curbă este datorită doar forţei perturbatoare 
care acţionează asupra vibratorului. 

După cum se observă din figura 2.3.2.10.a în prima parte a mişcării vibratorul 
se reazemă pe limitator, ceea ce la prima vedere nu se poate explica, deoarece se 
ştie din condiţiile iniţiale că are loc o ciocnire suplimentară. Pentru a înţelege 
fenomenul este necesar să se reprezinte grafic variaţia forţei care acţionează asupra 
vibratorul pe parcursul mişcării acesteia, precum se vede în figura 2.3.2.11. 

Din figura 2.3.2.10.b se observă atât periodicitatea mişcării cât şi faptul că se 
păstrează valorile vitezelor atât înainte de ciocnire cât şi după ciocnire. 

Us] 
Fig. 2.3.2.11 Forţa care acţionează asupra vibratorului considerat de masă 1 kg. 

Din figura 2.3.2.11 se observă că la prima ciocnire, care apare foarte aproape 
de începutul perioadei are loc o variaţie foarte mică a forţei perturbatoare. Aceasta 
este iniţial negativă -2.038 N şi creşte la 3.969 N; aceasta creşte şi prin mărirea 
masei vibratorului. în faza de desprindere de pe limitator forţa este negativă, prin 
urmare în urma ciocnirii plastice vibratorul nu se poate desprinde de limitator. 

Pentru o mai bună înţelegere a fenomenului este necesar să se reprezinte grafic 
(fig. 2.3.2.12) legea de mişcare, viteza respectiv forţa care acţionează asupra 
vibratorului în intervalul de timp [0,u]. 

CC. 
tis] 

Fig. 2.3.2.12.a. Deplasarea Fig. 2.3.2.12. b Viteza 
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tlij 

Fig. 2.3.2.12.C Forţa 

Fig. 2.3.2.12 Detalii ale mişcării pe intervalul [0,u] 

După cum se observă din figura 2.3.2.12 legea de mişcare este negativă, ceea 
ce fizic s-ar explica prin deplasarea limitatorului, care însă din modelul iniţial nu este 
posibil. Aceasta pe explică şi prin faptul că forţa este la început negativă, în faza de 
ridicare a vibratorului ea tinde să-l coboare, ceea ce face ca vibratorul să fie în 
contact cu limitatorul. Când vibratorul s-a ciocnit plastic la capătul perioadei forţa 
era în creştere, însă pe direcţia şi sensul greutăţii. 

2.4. Cazul ciocnirilor reale 

în aplicaţiile tehnice obişnuit apar cazuri în care ciocnirile sunt de natură reală. 
Deci se vor considera coeficienţii de restituire R = R^ e{0,l). Astfel din ecuaţiile 
(2.2.3.4) şi (2.2.3.5) cu condiţiile iniţiale (2.2.3.6) şi (2.2.3.7) se pot determina 
vitezele iniţiale şi respectiv legile de mişcare: 

Ql = - - ^^k ) ^ -tf^) sin cotf^ + ~ co^(t' -tf^)^]-

-Rqc(t'-t„) = 0 

Ql(t') = ^[5(slna)t' - sincotf^) - co(t' -1,,)] - Rq^ = q^o 

(2.4.1) 

= - sincDt) - -1')] - R^q^Q = q^ 

Din a doua ecuaţie din sistemele (2.4.1) se pot determina q^, adică viteza de 

cădere a masei, deci de la începutul mişcării şi q^Q, viteza de la începutul ciocnirii 
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suplimentare vor fi: 

^ [5( 1 + R) sin cot' - 6 sin (otf^ - R5 sin (Otj^^i -a)(t' -t/^) + R ( o ( j - t')] 

1-RRl 

(2.4.2) 

— [5 sin(oti(+i -5(1 + Ri) sin cjt + R]5 sin wt/f - (o(ti^+i -1) + Ri(jj(t -tf^)] 

Legile de mişcare şi vitezele se mai pot scrie: 

q^(t') = —i-[5(coso)t' - coscoti^) + 5a)(t' - ti^)sina)ti^ + - f / ^ -

— ^ — - — [ d s i n c o t f ^ ^ i Ri)sina)t' Rxdsincotf^ -^(^k^l -
0)^1- RRi 

-^Rico(t'-ti,)]a)(t'-ti,) = 0 

q^(t') = ^ [5(sincot' - sin cotf^) - co(t' -tj^)]-

sincoti^^i -5(1^ R^)sincot' - R^5sincot,, - o^^/c+j - + -1^)] = q^o 
(Ol - KK j 

(2.4.3) 

= —^[6(cos(otk^i - cos(of) + 5co(tk^i - f)sin(ot' + -1)^] -

-Ar—^—[5(l + R)sincot' -dsincoti^ -R5sina}t^^i-(i)(t'+R(o(tk^l-t')] 
l-RR^ 

QzC^k^i) = ^[^(sincDtk^i - sin cot') - co(tk^i - t')J -

-— ^^ [5(1 + R)sin(ot'-5sincoti( - R5 sincatf^^i - co(t' -tf^) + Ra)(tif+j -t')J = qc 
(0 1 — RR^ 

în vederea simplificării calculelor se va introduce notaţia: 

(o(t'-t„) = u (2.4.4) 
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astfel încât se mai poate scrie: 

^(^k^l - fV = - ^k) - co(t' - = 2nr-u (2.4.5) 

Primele din condiţiile limită (2.4.3), cu notaţiile introduse se pot pune sub 
forma: 

r j 

î 6(cos (of - cos (jjtj^) -hdu sin cotf^ + — ty^ + 

i f̂ u I + - — [ 6 sin(jJti^^j -6(1^ Ri)sincot - R^dsincot;^ - (2nr -u)-\- R^u] = 0 

5(cos (Dtj^^i - cos cot') + 6(2nr -u) sin cot + ^ (2nr -u)^ + 

+ , oD ^^^^ - ^ ^^k - S'n - ^ + -u)](2nr -u) = O 1 - KKj 

(2.4.6) 

^[6(sin cot - sin cotj^ )-u] -

'Îj 1-^RRj ^^/c+i - + Ri)sincot + R^5sincot^ - (2nr -u) + Rju] = q^o 

^ [5(sin coti^^j- sin cot) - (2nr -u)] -

- ^ J T ^ - 5 ^^k -R5sincoti^^j-u + R(2nr -u)] = qc 

Pentru eliminarea momentului necunoscut t = t din ecuaţiile (2.4.6) se folosesc 
identităţile: 

cos cot = cos{u cot= cosucoscotf^ - sinusincotj^ 

(2.4.7) 

sin cot = sin {u -^cotf^) = sin u cos cotj^ + cos u sin coti^ 

Relaţiile (2.4.6) devin: 
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5(cos u cos cotf^ - sin u sin cotf^ - cos coti^) + 5u sin cjti^ + + 

+/• <5 sin -5(l-\-Rx )(sin u cos CDtţ^ + cos u sin (otf^) + R^d sin coti^ - (2nr 
Ru 

= 0 
l-RR^ 

5(cos (oti^ - cos u cos (jotf^ + sin u sin coti^ ) + 5(2nr - u)(sin u cos o)ti^ + cos u sin cotf^ ) + 
+/• 5(1 + R)(sinucoscotf^ + cosusincotf^)-5sincoti^ - R5sin(i)tf^ -u -^R(2nr -u)] • 

(2.4.8) 

9_ 
0) L 

5 [sin u cos cotj^ + cos u sin (oti^ - sin coti^) - u 

5 sin cotf^ -5[l-\- R]^) [sin u cos (otf^ + cos u sin ) + sin coti^ - [2nr - l/) + R^u 

g R 
co 1- RR^ = QlO 

0) ^ 
5 [sin cotf^ - sin u cos (Dtf^ - cos u sin cotj^) - [2nr - u) 

6[l-\-R)[sin u cos coti^ + cos u sin cotf^) - 6 sin catf^ - R6 sin coti^ -u -hR [2nr - u) 

Qc 
9 f^l ^ 
0)1- RR^ 

După transformări simple ecuaţiile se pot aduce la forma: 

5 

+5 

u -sinu + • Ru 
1 - RRi L 

cosu 

1 2 f^U 

- l / nn ^^ 1-RRL 

1 + Rl -[1 + R]^)cosu 

cos cot + 

sinotf^ + 

+ — U + 
2 1-RR^ 

[R^u - 2nr u) = O 

sinu + [2nr - u)cosu + ^^ ^ ^^^ ^-[cosu-1) 

(2.4.9) 

+5 1 - cos u + 
l-RRj^ 

SI nu 

sin cot + 

cos cot + 

+1 (2nr - u)^ + f^l(2nr-u) r^ (2nr - u) - u i = O 
2 1 - RR^ ^ 
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Pentru simplificare sistemul de ecuaţii algebrice (2.4.9) se va scrie sub forma: 

Adsincoti^ -f Bdcos(i)tf( + E = O 

C6sin(i)ti^ + Ddcoscoti^ + F = O 
(2.4.10) 

unde s-au folosit următoarele notaţii: 

A = u ~ sin u Ru 
l-RR^^ 

Rx -{1-^-R2)cosu 

B = cosw -14- ^ s i smu 

C = sin u + 

l- 1 2 R^ i r. \ 

/-, \ RAZnr - u)(l + R) 
(2nr - u) cos u + ii L (cos u-l) 

(2.4.11) 

D = 1-cosu 
l-RR^ 

sinu 

2.4.1. Determinarea regimurilor de mişcare 

Şi în acest caz, pentru 5 se obţine o relaţie identică cu (2.3.1.2), dar cu 
expresiile lui A, B, C, D, E, F date de relaţiile 2.4.11. 

în figura 2.4.1.1 se trasează variaţia lui 5 în funcţie de parametrul u pentru 
cazul ciocnirilor cu coeficient de restituire R=Ri=0.9999 pentru diferite valori ale lui 
r. 
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12566 

Fig. 2.4.1.1.a 5 în funcţie de u pentru 
R=Rj=0.9999 şir=l 

Fig. 2.4.1.1. b 5 în funcţie de u pentru 
=0.9999 şi r=2 

lOr-

j 

4r -

ot-

1 0 -

4712 9 425 
U 

14137 18 85 15 708 31416 
U 

47124 62832 

Fig. 2.4.1.1. c 5 în funcţie de u pentru 
R=R^=0.9999 şi r=3 

Fig. 2.4.1.1. d 5 în funcţie de u pentru 
R=R^=0.9999 şi r=4 

Conform figurii 2.4.1.1. se observă că funcţia 5 este simetrică, linia de simetrie 
fiind la jumătatea perioadei. Din ecuaţiile (2.4.11) si (2.3.1.2) se poate determina 5 
pentru 0=70-, la jumătatea intervalului prin determinarea coeficienţilor din sistemul 
de ecuaţii (2.4.10): 

A = nr + Rnr 
1-RRl 

Rn^r^ 

C = nr{-1)'' + 

1-RRl 

R^nr{l + R) 
1-RRl 

D = l - { - i r 

( « i - J ) 

i - l f - 1 

(2.4.1.1) 
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1 2 2 
2 1-RRx^ 

R-1 

în cazul în care r este par ir=2k), 5 pentru u=/ir se poate scrie: 

R A = nr 

5 = 0 

Rn^r^ 
i'^l-l) 2 l-RRi 

D = 0 

(2.4.1.2) 

în acest caz, din ecuaţiile (2.3.1.2) şi (2.4.1.2) rezultă că S-^co, ceea ce nu se 
poate întâmpla în practică. în acest mod s-a demonstrat că pentru un multiplu par 
pentru perioada forţei percutante nu pot apărea ciocniri suplimentare la mijlocul 
perioadei. 

în cazul în care r=2k+l coeficienţii din sistemul (2.4.10) devin: 

R A = nr 1 + 
1-RRl 

B = -2 

Rn^ 

1-RRL ( « i - J ) 

C = -nr 
1-RRI 

J (2.4.1.3) 
D = 2 

Din ecuaţiile (2.3.1.2) şi (2.4.1.3) se trasează graficul din fig. 2.4.1.2, 
reprezentând raportul dintre amplitudinea forţei percutante şi greutatea vibratorului 
în funcţie de coeficientul de restituire, atunci când Ri=R: 
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Fig. 2.4.1.2 Variaţia lui S în funcţie coeficientul de restituire pentru r impar 

în figura 2.4.1.2 se observă că nu poate apărea o ciocnire suplimentară la 
mijlocul perioadei pentru o ciocnire elastică deoarece Qo/nrig<l, ceea ce nu este 
posibil datorită faptului că amplitudinea forţei perturbatoare trebuie să fie mai mare 
decât greutatea vibratorului, pentru a putea să-l ridice. 

2.4.2. Stabilitatea mişcărilor vibropercutante 

Se porneşte de la primele ecuaţii din sistemul de ecuaţii (2.4.3): 

q^(t') = —^ [5(cos cot' - cos cot,^) + 6a)(t' -ti^) sin cot^ (t - t/c -

-[6 sin - 5(1 + sin cot' + Ri5 sin cotf^ - co(ti^^i -1') + R^coCt -tf^)] • 
g R 

co .2 1- RR 
-CO(t'-ti^) = 0 

(2.4.2.1) 

= —^[5(coscoti,^2 - coscot') + 6co(t,,^^ - t')sincot' + -1')^] -

-[5(1 + R) sin cot' - 5 sin cotţ^ - R5 sin cotf^^i - co(t' -tj^) Rco(tj^^^ -t')] -

care după simplificări se mai poate scrie: 

BUPT



72 Contribuţii teoretice privind comportarea neliniară a unor sisteme mecanice cu 
discontinuităţi datorate ciocnirii - 2 

[5(cos cot - cos cotf^) + 6a)(t' -tf^) sin cotf^ + co^(t - tţ^ + 

•¥[5 sin cotf^^x -dCl-^-Rj) sin cot + sin coti^ - coCtj^^x -1) + RjO}(t -tj^)]-

(2.4.2.2) 

+[5( 1 + R)sina)t' -dsincatf^ - R6sin(otf(^2 - co(t' - + «o^Ct/f+j -1')] • 

l-RRj 

Se consideră micile perturbaţii t + At', t,̂  + At^ şi t^+i + ^k+ i ' astfel încât 
sistemul de mai sus devine 

[5(cos ci}( f + At') - cos <o(ti( + + 5o)(t' + At'-tk-Atif) sin (oCt^ + ^/c; + 

-6(1 + Rj)sin(o(f + At) + R]5sin(o(t^ + Atf^) -
-^(tk+1 + ^k+l - f - ^t-) + RjCoCt' + At'-ti(- Atk)Mf + Atk) = O 

(2.4.2.3) 

[5(C0S0i(t,,^l + - COSO)(t' + Af)) + + Atf^^j^ -f - Af)sino)(f + Af) + 

+ At'f] + J ^ ^ [5(1 + R) sin 0)(t' + At') - 5 sin (o(t,, +Atk)-

-R5sinQ)(t^^2 + - (o(t' + At' -t^- Ati() + 

+ - f - + At^^j - f - At') = o 

Datorită faptului că perturbaţiile sunt mici, adică tind spre zero, se poate scrie 

COSCOAt' = COSa)Ati( = COS(OAtif_^_2 = ^ i 

sinoiAt' = coAt', 

(2.4.2.4) 

sina)Ati( = coAt/f, 

sin(oAti(^.2 = (^^k+l 

Datorită faptului că perturbaţiile sunt mici se poate scrie: 

cos o)(t' + At'J = cos cot' cos coAt' - sin cjt' sin (oAt' = cos cot' - coAf sin cot' 

cosco(tf( +Atif) = cos cotcoscoAt/^ - sin cotsincoAt/^ = cos cot- coAt/^ sin cot 
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= cosa)tk^l - ^^k^l sincoti^^i 

(2.4.2.5) 

sin a)(t + At') = sin (of cos cjAt + cos cot sin coAt' = sin cot' + coAt' cos cot' 

sin co(tf^ +Ati^) = sin coti^ cos coAtf^ + cos coti^ sin coAtf^ = sin coti^ + coAtf^ cos cjti^ 

sinco(ti^^j^ Atf^^j^) = sincoti^^^coscoAtf^^j^ ̂ coscoti^^j^sincoAti^^j^ = 

înlocuind relaţia (2.4.2.5) în (2.4.2.3) rezultă: 

[5(cos cot' - coAt' sin cot' - cos cotf^ + cjAtf^ sin cot^^) + 
+5(o(t At' -tf^ - Atj^ )(sin (oti^ + (oAtf^ cos ojti^) + 

+ + At'-ti^- Ati^+ 

+/"6(sin (otj^^i + ^^k+l ^^^ ̂ ^k+l+ )(sin cot + coAt' cos cot') + 
+R]^5(sin cotf^ + coAtf^ cos cotf^) - o^f f/^+i + +j -1' - At') + RiO)(t' At' -ti^ - Atţ^)] • 

(2.4.2.6) 

[5(coscoti^^^ -(oAti^^2Sincoti^^2 - coscot' + c o A t ' s i n c o t ' ) + Atj^^2 -t' - At')^ 

+ Atţ^^l -t' - At')(sin cot' + coAt' cos cot')] + 

+ -—i— [5(1+ R)(sin cot' + coAt' cos cot') - 5(sin cotf^ + coAtf^ cos cotf^) -
1 — RRj^ 

-R5(sincoti^_^.2 + coAtj^^j^ coscotf^^^) - co(t' + At' -tj^ - Atf^)-^ 

+ -1' - At')]co(tk^i ^ ^^k^l - - = O 

Pentru a putea studia stabilitatea mişcării se elimină ecuaţiile iniţiale şi rezultă: 

1 
• — ( 

2 
t' + At' -tf^ - Atf^ )(sin cotf^ + coAtf^ cos cotf^ )] 

+/• d(sin coti^coAtf^ ^ ̂  cos cotj^^x)-5(1 + R2)(sincot' + coAt' cos cot') + 

+Rx5(sin cotf^ + COAtf^ cos cotţ^ ) + Atj^^i-t' - At') + RiCO( t' + At' -tf^ - Atf^)] -

• f^^(^'^^^'-^k-^^k) _ [Qfc^s cot' - cos cot,, ) + 5co(t' - tf,) sin cot^ + 4 -^k)^]-
1 - RR^ 2 

- ^^^^ [5 sin cotf^^i- 5(1 + /^j; sin cot + Rx5 sin cotf, - co(ti,^i-t')-^- RiCo(t' -tj,)] = O 
1 — RRj^ 

(2.4.2.7) 

[5(cos cot'- wAt' sin cjt' - cos coti^ + coAti^ sin cotf^) +—co^(t' + At -ti^ - Atf^ + 
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[5(cos(i)tf^^2 -(oAti^^^sincotf^^j -coscjf + coAt'sin cot)+ 2 + -t' -At')^ + 

+ -t'- At')(sin(jot' + coAt'coscot')] 

+ )(s,n cot + (DAt cos cot') - 5(sin coti, + coAt^ cos cotj, ) -
1 — RRi 

-R6(sincoti,^2 + coAti^^lCOSCoti^^l) - co(t' ^ At' -t^,- Ati,)^ RcoCtţ^^i + ^^k^l -t' -At')] -

-[5(coscoti,^2 -coscot')-i^5co(ti,^2 - t')sincot' + -t')^] -

- ^ [6(l + R)sincot-dsincoti,-Rdsincoti^ = O 
1 — RR^ 

Dând factori comuni micile perturbaţii din relaţiile (2.4.2.7) şi neglijând puteriile 
acestora, se poate scrie: 

'(1^ R)(cos u -1)-(1 + R2 )RU sin u] 5 sin cotţ, + 

R)sinu ^ (1-^ Rj)Rucosu]5coscotf, + 2nrR - [(2 + + i]l/ 

R2)(l-cosu)5sincoti, -[u ^ R(l + R2)sinu']5coscoti, -

-2nrR + [(l^ R2)R + r\u 

Ru(l-5coscoti,)Ati,^2 = O 

At'-^ 

Ati,^ 

(2.4.2.8) 

[n + R2)(2nr - u)sinu + R2(l + R)(cosu - l)]dsincotj, + +2nr[(R + 1)R2+1 

1 ̂  R2)(u - 2nr) cos u ^ R2(1-^R) sin cos coti, - [(2 + R)R2^ l]u 

R2(2nr-u)(5 cos coti, - l)Ati, + 

(1 + R2)(1-COS U)5 sin coti, + [RR2(2nr-u)-(l + R2) sin u] 5 cos coti, + 

+ [(1 + R)R2 + 1]u- 2nr(l + RR2) 

Sistemul (2.4.2.8) se poate scrie sub forma: 

Ati,^2 = 0 

unde: 

lAAt + BATI, + CATI,^2 = O 

[A2^'^B2Ati,^C2At„^2=0 

A = [(1R)(cosu - 1)-(1-\-R2)Ru Sin u]dsin coti, + 

+ + R)sinu-^(1-^ R2)Ru cos u]5 cos coti, + 2nrR - [(2 + R2)R +1 

(2.4.2.9) 

u 

B = R(1^ R2)(1- COS U)5 Sin coti, - [ty + R(1 + R2) sin u]5 cos coti, - 2nrR + [(1 + R2)R + 

C = Ru(l -5 cos coti,) 

(2.4.2.10) 
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A^ = [(l-\- R2)(2nr-u)sinu R2(1-\- R)(cosu -1)]6sincot;^ ^ 

•h[(l'^R^)(u-2nr)cosu + R2(l-hR)sinu]5coso)ti^ 2nr[(R + l)Rj + l]-[(2-^R)R2 l]u 

= f^i(2nr - u)(5 cos coti^ -1) 

R^ )(1 - cos u )6 sin coti^ + [RR2(2nr-u)-(l + R^) sin u] 5 cos (Dtf^ - 2nr(l + RR^ ) + 

u 

Sistemul de ecuaţii (2.4.2.9) se poate scrie: 

Prin egalarea celor două relaţii din sistemul (2.4.2.11) rezultă: 

A A 'IJ 

Mişcarea vibratorului pe llmitator este stabilă atâta timp cât: 

B 

At„ 

A A 'D 

AI C-A CI 

(2.4.2.11) 

(2.4.2.12) 

(2.4.2.13) 

Din relaţia (2.4.1.1) se observă că stabilitatea mişcării nu depinde de 5. 

în figura 2.4.2.1 se reprezintă + în funcţie de u pentru diferiţi coeficienţi de 
Ati^ 

restituire R, Ri respectiv pentru diferiţi coeficienţi de multiplicare r. 
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Atic.I 

i 371 3,142 4 712 1 571 3 :42 4.712 

Fig. 2.4.2,1.a. Stabilitatea mişcării 
pentru Ri=R=0 şi r=l 

Fig. 2.4.2.1.a. Stabilitatea mişcării 
pentru Ri-R^0,33 şi r=l 

2 142 4 712 6 283 

Hg. 2.4.2.l.c. Stabilitatea mişcării 
pentru Rj=R=0,5 şi r=l 

Fig. 2.4.2.1.d. Stabilitatea mişcării 
pentru Ri=R=0,99 şi r=l 

3 142 6.283 9.423 12.5&6 

Fig. 2.4.2.1.e. Stabilitatea mişcării 
pentru Ri=R=0 şi r=2 

\ L 
C 3.142 6,283 9.425 12-566 U 

Hg. 2.4.2.l.f. Stabilitatea mişcării 
pentru Ri-R=0,33 şi r=2 
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3.142 S.233 9.425 12 566 3.142 S.2B3 9.425 12 566 

Fig. 2.4.2.l.g. Stabilitatea mişcării 
pentru Ri=R=0,5 şi r=2 

Fig. 2.4.2.î.h. Stabilitatea mişcării 
pentru Ri=R=0,99 şi r-2 

Attc>i 

At, 

4.712 9.425 J4.137 

Atk.l 

M J 
4 7 i : 9.425 14.137 ie.83 

Fig. 2.4.2.1.1. Stabilitatea mişcării 
pentru Ri=R=0 şi r=3 

Fig. 2.4.2.I.J. Stabilitatea mişcării 
pentru Ri=R=^0,33 şi r=3 

Att 

2| 

1 • • ' -

— : 
• 

4.712 9.425 14.137 18.85 4.712 9.423 14.137 18.85 

ng. 2.4.2.l.k. Stabilitatea mişcării 
pentru Ri=R=^0,5 şi r=3 

Fig. 2.4.2.1.1. Stabilitatea mişcării 
pentru Ri=^R=0,99 şi r=3 

Fig. 2.4.2.1.a-l Stabilitatea mişcării 

BUPT



78 Contribuţii teoretice privind comportarea neliniară a unor sisteme mecanice cu 
discontinuităţi datorate ciocnirii - 2 

Din figurile 2.4.2.1.a, e, i şi 2.3.2.1.a, b, c se observă că în cazul ciocnirilor 
reale, pentru coeficienţi de restituire nuli, graficele sunt identice cu cele realizate în 
cazul ciocnirilor plastice, ceea ce constituie o verificare a acestui caz. 

Astfel, legea de mişcare şi viteza vibratorului pot fi cunoscute în fiecare moment 
al mişcării. Pentru r = l şi coeficient de restituire 0.3 se trasează legea de mişcare în 
figura 2.4.2.2.a iar viteza în figura 2.4.2.2.b: 

Fig. 2.4.2.2.a Legea de mişcare a vibratorului într-o perioadă cu r=l, R=0,3 şi u=l,3 

Q(T) 

Fig. 2.4.2.2.b.Viteza vibratorului într-o perioadă cu r=l, R=0.3 şi u=1.3 

Pentru r=2 şi coeficient de restituire 0.3 se trasează legea de mişcare în figura 
2.4.2.3.a în care detaliile primei ciocniri sunt in fig. 2.4.2.3.b respectiv ciocnirea 
suplimentară în fig. 2.4.2.3.C. 
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Fig. 2.4.2.3.a Legea de mişcare a vibratorului într-o perioadă cu r=2, R-0,3 şi u=l,22 

Fig. 2.4.2.3.b Viteza vibratorului într-o perioadă cu r-2, R-0,3 şi u=l,22 

Pentru r=3 şi coeficient de restituire 0.3 se trasează legea de mişcare în figura 
2.4.2.4.a în care detaliile prinnei ciocniri sunt in fig. 2.4.2.4.b respectiv ciocnirea 
suplimentară în fig. 2.4.2.4.c: 
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q(r) 

9.425 14.137 18.85 

T 

Fig. 2.4.2.4.a Legea de mişcare a vibratorului într-o perioadă cu r=3, R-0,3 şi u=l,1945 

q(T) 

18.85 

Fig. 2.4.2.4.b Viteza vibratorului într-o perioadă cu r=10, R=0,3 şi u=l,1945 

Pentru a se vedea legea de mişcare a vibratorului pe limitator cât mai exact, 
aceasta se determină în funcţie de viteza unghiulară co şi multiplicatorul perioadei 
forţei perturbatoare r respectiv de coeficienţii de restituire R şi R j . Astfel în figura 
2.4.2.5.a şi fig. 2.4.2.5.b se reprezintă legea de mişcare respectiv viteza pentru o 
ciocnire plastică, cu viteza unghiulară de 100 rad/s. S-au arătat legea de mişcare şi 
viteza vibratorului pe parcursul a două perioade pentru o mai bună înţelegere a 
fenomenului şi pentru a se arăta periodicitatea funcţionării vibratorului. 
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Fig. 2.4.2.5.a Legea de mişcare a vibratorului pentru r=l, R=Ri=0,3, u=0,013, co^lOO rad/s 

= - 2 0 0 

ng. 2.4.2.5.b Viteza vibratorului pentru r=l, R=Ri=0,3, u=0,013, co= 100 rad/s 

Pentru apariţia acestui caz este necesar ca 5 = 1,949, viteza de la începutul 

mişcării să fie q̂  = - 4 0 2 , 8 4 1 ^ ^ , viteza la începutul ciocnirii suplimentare 

q,o = - 7 1 , 2 9 8 ^ , viteza de la sfârşitul mişcării q̂ ' = - R q̂  = 1 2 0 , 8 5 2 ^ iar 

viteza de la sfârşitul ciocnirii suplimentare să fie qio = -R q^o = 21,389^^ . 

Pentru acelaşi 5 = 1,949, nu apare o ciocnire suplimentară stabilă într-o 
perioadă pentru un alt coeficient de restituire. Pentru un coeficient de restituire 

se trasează legea de mişcare (fig. 2.4.2.6.a) respectiv viteza (fig. 

BUPT



82 Contribuţii teoretice privind comportarea neliniară a unor sisteme mecanice cu 
discontinuităţi datorate ciocnirii - 2 

2.4.2.6.b), pentru 5 = 1,485. 

Fig. 2.4.2.6.a Legea de mişcare a vibratorului pentru r=l, R=Ri=0,5, u=0,01655, o}=100 rad/s 

Fig. 2.4.2.6.b Viteza vibratorului pentru r=l, R=Ri=0,5, u=0,01655, o)=100 rad/s 

Pentru u=0,040917 mişcarea este defazată cu prima ciocnire a vibratorului cu 
limitatorul. 

Pentru un coeficient de restituire R=Ri=0,99 mişcarea este stabilă doar atunci 
când 6 < 1, ceea ce nu convine deoarece forţa perturbatoare nu este suficient de 
mare pentru a ridica vibratorul (nu este suficientă pentru a înfrânge greutatea 
vibratorului), adică nu poate apărea o ciocnire suplimentară în cazul ciocnirii elastice 
între vibrator şi limitator. 
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2.5. Concluzii 

Din analiza comportării neliniare a unor sisteme mecanice cu discontinuităţi 
datorate ciocnirii rezultă: 

> Realizarea metodologiei de calcul pentru determinarea parametrilor ce 
influenţează funcţionarea unui vibrator simplu rezemat pe un plan rigid care 
execută mişcări cu desprinderi de plan şi s-au reprezentat grafic legea de 
mişcare şi viteza acestuia. 

> S-a realizat un program de calcul care reprezintă grafic mişcarea stabilă a unui 
vibrator faţă de limitator în cazul în care apare o ciocnire reală suplimentară în 
timpul unei perioade. 

Parametrii de intrare ai programului sunt: 

• multiplicatorul perioadei forţei perturbatoare r 
• coeficientul de restituire pentru ciocnire R 
• coeficientul de restituire pentru ciocnirea suplimentară R̂  
• pulsaţia forţei perturbatoare co 

Parametrii de ieşire a programului: 

• domeniile de apariţie a ciocnirilor suplimentare stabile 
• raportul între amplitudinea forţei perturbatoare şi greutatea 

vibratorului S 
• legea de mişcare a vibratorului pentru prima ciocnire 
• legea de mişcare a vibratorului pentru ciocnirea suplimentară 
• legea de mişcare a vibratorului în timpul unei perioade 
• viteza vibratorului în timpul unei perioade 

Programul calculează iniţial raportul între amplitudinea forţei perturbatoare şi 
greutatea proprie a vibratorului în funcţie de posibilitatea de apariţie a ciocnirii 
suplimentare în intervalul unei perioade, S(u) . Următoarea etapă este verificarea 
stabilităţii mişcării vibratorului pe limitator în funcţie de momentul apariţiei ciocnirii 
suplimentare, condiţia de stabilitate fiind ca raportul între perturbaţia la sfârşitul 
perioadei şi cea de la începutul perioadei să fie subunitar. După ce s-a stabilit 
domeniul de stabilitate a mişcării se alege momentul în care se doreşte să apară 
ciocnirea suplimentară şi se determină ^̂  necesar, apoi se trasează legea de mişcare 
şi viteza pe cele două curbe: 

• prima ciocnire 
• ciocnirea suplimentară. 

> S-a analizat fenomenul ciocnirii în două ipostaze: 

1) Nu se doresc ciocniri suplimentare într-o perioadă: 

Dacă nu se doresc ciocniri suplimentare într-o perioadă se realizează 
următoarele etape în proiectarea vibratorului: 

a) Se alege multiplicatorul perioadei forţei perturbatoare r 
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b) Se stabilesc coeficienţii de restituire R şi Ri ai ciocnirilor (în cazul 
general, fiind acelaşi limitator pentru ambele ciocniri se poate 
considera R=Ri) 

c) Se calculează greutatea vibratorului prin determinarea maselor 
părţilor componente ale acestuia 

d) Se determină forţa perturbatoare în regim optim de lucru, în funcţie 
de soluţia constructivă aleasă 

e) Se calculează S, raportul între amplitudinea forţei perturbatoare şi 
greutatea proprie a vibratorului 

f) Se verifică dacă S se află în intervalul de stabilitate a mişcării 
(2 .1 .4 .13 ) 

în cazul în care S nu se găseşte în domeniul de stabilitate se reia calculul prin 
optimizarea unor parametrii funcţionali (de exemplu se modifică amplitudinea forţei 
perturbatoare) 

2) Se doresc ciocniri suplimentare într-un anumit moment bine 
definit al perioadei: 

Dacă se doreşte proiectarea unui vibrator care să funcţioneze cu o ciocnire 
suplimentară în timpul unei perioade, care să apară într-un anumit moment al 
mişcării se au în vedere următorii paşi: 

a) Se alege multiplicatorul perioadei forţei perturbatoare r 
b) Se stabilesc coeficienţii de restituire R şi Ri ai ciocnirilor 
c) Se determină greutatea vibratorului 
d) Se determină intervalul în care poate fi pentru momentul respectiv 

e) în cazul stabilităţii mişcării se determină amplitudinea forţei 
percutante necesare Q, g • m g , • mg) 
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3. SIMULĂRI Ş I EXPERIMENTE 

3.1. Modelul cinematic al mecanismului bielă manivelă 

Pentru a verifica experimental modelul matematic al ciocnirii unui vibrator cu un 
limitator s-a considerat un vibrator mecanic de tip bielă manivelă, la care se pot 
determina parametrii cinematici atât din punct de vedere teoretic cât şi prin 
simulare [66], [67]. O dată determinată mişcarea vibratorului se poate determina 
forţa perturbatoare pentru următorul element legat de vibrator. 

Se consideră un vibrator de tip bielă manivelă, la care se studiază vibraţiile pe 
direcţia verticală. Modelul mecanic simplificat al vibratorului este prezentat în figura 
3.1.1.a , iar cel echivalent din punct de vedere cinematic este arătat în figura 
3.1.1.b. 

Fig. 3.1.1. a Modelul mecanic al 
vibratorului tip bielă manivelă 

Fig. J.l.l.b Modelul cinematic echivalent 

Modelul cinematic este compus din următoarele componente: 
• Manivela OA care are lungimea r=25 mm 
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• Biela AB de lungime 1=85 mm 
Manivela OA se roteşte cu viteza unghiulară o)=const în jurul unei axe 

perpendiculare în O pe planul mecanismului, iar culisa B a bielei AB se deplasează 
tot timpul mişcării pe axa Ox. 

Pentru determinarea parametrilor cinematici se impune o condiţie ^geometrică: 
proiecţia punctului A pe axa Oy este aceeaşi pentru cele două bare. în acest caz 
rezultă relaţia: 

r ' sincDt = l • sin{ABO) (3.1.1) 

Astfel se poate scrie legea de mişcarea a punctului B faţă de sistemul de 
referinţă: 

X = r • cos(ji)t + V/2 - r2 • sin^(i)t ( 3 . 1 . 2 ) 

Pentru o frecvenţă de 10 Hz se reprezintă în fig. 3.1.2 legea de mişcare a 
punctului B. Se observă că aceasta este aproape periodică, plecând de la punctul cel 
mai îndepărtat de sistemul de axe ajunge la distanţa minimă de 60 mm. 

012 

Fig. 3.0.2 Legea de mişcare pentru o frecvenţă de 10 Hz 

Deoarece punctul B execută mişcare de translaţie pe axa Ox, viteza acestui 
punct, considerând viteza unghiulară constantă co = const, devine prin derivarea 
relaţiei (3.1.2) : 

(i) 'T^ ' sin2(i)t 
V - -O) • r • sincjt = = = = = (3.1.3) 

2 V/2 - r2 . sin^cjt 
Care se mai poate scrie: 

V = —O) ' r • sincjjt 
( V/2 - r2 . siv?(jjt + r • cosoit) 

V/2 - r2 . siv?(ot 
(3.1.30 

Din ecuaţia (3.1.3') se poate determina momentul în care viteza este nulă, adică 
momentul în care punctul B îşi schimbă direcţia de deplasare, ajungând la 
extremităţi. Aceasta se întâmplă atunci când incot = O , adică cj^k-n, unde k = 
0, l . . .n . în figura 3.1.3 se trasează diagrama vitezei punctului B pentru o frecvenţă 
constantă de 10 Hz. 
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t 's" 

Fig. 3.0.3 Viteza pentru o frecvenţă de 10 Hz 

Acceleraţia punctului B se obţine prin derivarea relaţiei (3.1.3) şi are forma: 
4 • . r2 . cos2a)t • - r^ • sin^CDt) + . r^ • sin^lcot 

a - -0)^ • r • cos(j)t (3.1.4) 
4 • ( V/2 - r2 . siv?a)t) 

Care mai poate fi scrisă: 

^ 4 • (r • coslcot + coscjt • V/̂  - r̂  • sin^ojt) • (/^ - r̂  • sin^wt) + r̂  • sin^lojt , , ̂  
a = -a)^'r—^^ . (3.1.40 

sin^cjt) 

în figura 3.1.4 se reprezintă grafic acceleraţia punctului B pentru o frecvenţă de 
10 Hz. 

Fig. 3.0.4 Acceleraţia pentru o frecvenţă de 10 Hz 

Se observă că atunci când punctul B se apropie de originea sistemului O 
acceleraţia rămâne aproximativ constantă, fiind mai mică la valoare decât atunci 
când punctul B se găseşte la cealaltă extremitate. 
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3.2. Simularea mişcării mecanismului bielă manivelă 

Pentru simularea mişcării mecanismului de tip bielă manivelă s-a realizat în 
SolidWORKS [68] un model constituit din următoarele componente în mişcare 
realizate din polimetilmetacrilat: 

1. manivelă (fig. 3.2.1) echivalentă barei OA, A fiind locul în care se 
introduce un ştift care trece şi prin manivelă. 

2. bielă (fig. 3.2.2) corespunzătoare barei AB 
3. bară de ghidaj (fig. 3.2.3) , cu scopul de a menţine capătul B al 

manivelei în mişcare rectilinie pe axa Oz (corespunzătoare axei Ox din 
modelul cinematic) 

Pe lângă elementele mobile mecanismul mai conţine şi elemente fixe, rigide, 
care asigură funcţionarea mecanismului: 

• ghidaj care permite pentru bara de ghidaj doar mişcare de translaţie 
• suportul pentru susţinerea motorului 
• limitatorul care nu este folosit decât în cazul modelului fizic, simularea 

fiind făcută fără ciocnire în scopul de a determina dacă forţa 
perturbatoare este armonică, sau se poate aproxima ca o armonică. 

ff bia-» «-n-• ^ - sacrii J «ap M « < • * 
^ i A 4- • 

Fig. 3,2.1 Manivelă 

Elementul motor al mecanismului, biela, are următoarele caracteristici fizice: 
Masa = 25 g 
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Volum = 18805,57 mm^ 

Suprafaţa = 7877,15 mm^ 

Axele de inerţie respectiv momentele de inerţie în raport cu centrul de greutate 
sunt: 

J x = 4 3 7 9 , 3 8 g m m ^ 

J y = 4 4 4 3 , 4 4 g - m m ^ 

Ix = (1,00, 0,00, -0,01) 

ly = (-0,01, 0,00, -1,00) 

Iz = (0,00, 1,00, 0,00) Jz = 7781,69 g-mm^ 

Astfel momentul de inerţie faţă de centrul de greutate al manivelei va fi [69]: 

Jo = 
I x + J y + I 1-= 8302,255 gmm2 

Pentru ca mecanismul realizat în SolidWorks să funcţioneze la fel ca şi cel 
studiat teoretic s-a considerat un capăt al bielei cu o suprafaţă cilindrică, astfel încât 
tot timpul mişcării un punct al ei să fie în contact cu bara de ghidaj, care execută 
mişcare de translaţie, care în punctele de contact are de asemenea o suprafaţă 
cilindrică. Astfel, tot timpul mişcării se pot determina parametrii cinematici ai 
mişcării punctului B care rezultă din simulare. Punctul B va fi considerat situat pe 
axa Oz a mecanismului tot timpul mişcării. în mişcare segmentul AB se va modifica 
foarte puţin, prin mutarea punctului B pe axa Oz, pe curba de contact a bielei cu 
bara de ghidaj. 

JQ ̂  4 «9' cy - - ̂  ĵ fe > w - a • ^ - A st Q̂  ̂  ̂  ̂  a v m^^ 

Fig. 3,2.2 Bielă 
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Fig. 3.2.3 Bară de ghidaj 

Mecanismul din fig. 3.2.4 s-a realizat cu constrângeri geometrice pentru a se 
putea efectua simularea lui în diferite regimuri de funcţionare. Astfel tot timpul 
mişcării biela şi bara de ghidaj rămân în contact, bara de ghidaj execută doar 
mişcare de translaţie, biela şi manivela sunt în contact printr-un ştift care are un joc 
mic. S-au impus condiţii de paralelism, concentricitate, tangenţă sau coincidenţă 
pentru fiecare parte componentă a mecanismului. Acestuia i s-au calculat 
următoarele caracteristici: 

masa = 383,83 g 

Suprafaţa = 162939,07 mm^ 

Volum = 294529,95 mm^ 

Axele principale de inerţie şi momentele de inerţie mecanice faţă de centru de 
greutate: 

Ix = (-0,00, 0,20, 0,98) Jx = 946783,21 g mm^ 

ly = (-0,01, -0,98, 0,20) Jy = 3532176,32 g-mm^ 

Iz = (1,00, -0,01, 0,00) Jz = 3540494,85 g-mm^ 
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6* w X,* ea» Jtii 

. . ^ ^ 5 ^ ± i r ^ ^ J t njL . 

Fig. 3.2.4 Mecanismul realizat în SolidWORKS 

Simularea în CosmosMotion s-a realizat considerând sistemul internaţional 
pentru unităţile de măsură (fig. 3.2.5.a) şi s-a ţinut cont de greutatea proprie a 
mecanismului prin introducerea acceleraţiei gravitaţionale pe direcţia verticală (fig. 
3.2.5.b) 

UA PATE I AII, I SPĂL»! 

Voacanadeet 

I I J 

Fig. 3.2.5.a 

««EflAbdkniouMEaHi mCh* 

mcm .ĵ eio 
i _ Oişclpn-
i i.X v:(r 

Jll J J ^ ^ ^ -Li 

J OM 

Fig. 3.2.5.b 

Următoarea etapă în simularea mişcării a constat în definirea părţilor în mişcare 
si a celor care nu execută mişcare. Aceasta s-a realizat conform datelor din fig. 
3.2.6. 
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Fig. 3.2.6. Componentele mecanismului care sunt în mişcare 

Datorită constrângerilor date mecanismului în SolidWorks nu a fost necesar să 
se adauge alte constrângeri sau arcuri, următoarea etapă fiind definirea mişcării 
(fig. 3.2.7). Aceasta este o rotaţie după o axă dată bielei (denumită flanşă în 
simulare), cu viteză unghiulară constantă, celelalte elemente ale mecanismului 
urmând mişcarea în funcţie de legături. 

lEdit Motion IlEdit Motion 
1 f^ 1 ^ V Se " 1 Appiy 1 
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d 
d 
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Mobon On: jRotate Z 
Mobon Type. |Vdocrty 

d 
d 

1 ̂  câfcdsal -1 InihalDisplacement: 1° 
Sdect Locaboa IrAialVeiodty: 
( • HansaM/DDMFace53 -

SeleciZAxis I Fmcbon: |ConstarV 1 ] X ^ 
1 "<r̂ Mânsan/DDMFâce53 
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1 "<r̂ Mânsan/DDMFâce53 
SetectXAxis AngiiaiVdociy: K̂OO deg/sec 
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1 

1 
1 . . — . .. . 

Fig. 3.2.7. Definirea mişcării elementului motor 

Pentru determinarea parametrilor cinematici ai capătului bielei s-au declarat 
următoarele: 
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pentru determinarea deplasării (fig. 3.2.8.a) s-a ales sistemul de 
referinţă („baza de ciocnire" printr-o muchie faţă de care se execută 
mişcarea) respectiv elementul motor (o muchie a barei de ghidaj 
denumită în program ,,bielă"); 
pentru determinarea vitezei s-a considerat faţa barei de ghidaj care 
este situată în planul xOy (fig. 3.2.8.b) 
pentru determinarea acceleraţia s-a ales faţa barei de ghidaj situată 
în planul xOy (fig. 3.2.8.C). 
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Fig. 3.2.8, Declararea componentelor sistemului de mişcare 

în fig. 3.2.9. se arată modelul simulat în CosmosMotion, care conţine atât 
legăturile cât şi contactele respectiv mişcările fiecărui element component al 
mecanismului. Astfel biela execută mişcare de rotaţie, manivela are o mişcare plan 
paralelă cu un capăt al ei executând translaţie datorită legăturii cu bara de ghidaj. 
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Fig. 3.2.9. Simularea mecanismului în CosmosMotion 

în figura 3.2.10 se arata rezultatele care apar în urma simulării. S-a considerat 
necesar să se reprezinte doar deplasarea, viteza şi acceleraţia unei suprafeţe de pe 
bara de ghidaj pe direcţia verticală (axa Oz), mişcarea pe celelalte direcţii fiind o 
mişcare parazită datorită legăturilor, respectiv inerţiei. 

S-a simulat în SolidWorks, modulul CosmosMotion mişcarea sistemului bielă 
manivelă în două cazuri: 

• fără adaosuri de greutate care să influenţeze mişcarea mecanismului; 

• faţă de mecanismul iniţial s-a adăugat o masă de 300g pentru a se observa 
dacă apar modificări în legile de mişcare respectiv viteză şi acceleraţie. 
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Fig. 3.2.10. Rezultatele simulării 

Pentru determinarea cât mai exactă a influenţei greutăţii asupra parametrilor 
cinematici ai mecanismului s-a considerat o masă suplimentară de 300 g ataşată 
barei de ghidare. Astfel s-au putut compara rezultatele simulării cu cele calculate 
teoretic. In fig. 3.2.11 se arată mecanismul cu masa suplimentară, care are 
următoarele caracteristici: 

masa = 683,83 g 

Suprafaţa = 166491,07 mm^ 

Volum= 306049,95 mm^ 

Centrul de greutate: 

x= -37,94 mm 

y= -343,20 mm 

z= -593,95 mm 
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Fig. 3.2.11. Mecanismul simulat cu o masă suplimentară de 300 g 

3.2.1. Rezultatele simulării mecanismului 

în urma simulării mecanismului în CosmosMotion s-au obţinut grafice a căror 
date s-au exportat în fişiere * .csv, compatibile cu Microsoft Office Excel. Acestea au 
fost apoi prelucrate pentru a se determina deplasarea, viteza respectiv acceleraţia 
punctului de contact faţă de sistemul de referinţă ales, asemănător celui din modelul 
teoretic. 

Pentru o cât mai mare acurateţe a rezultatelor s-a realizat studiul pentru diferite 
frecvenţe ale motorului care angrenează mecanismul. Aceste frecvenţe au fost de 5 
Hz, 10 Hz respectiv 20 Hz. Studiul s-a realizat pentru a determina efectul greutăţii 
asupra mişcării mecanismului prin diferenţele între parametrii cinematici ai celor 
două mişcări: simulată şi determinată din punct de vedere cinematic. 

în figura 3.2.1 se reprezintă grafic deplasarea punctului de contact B al bielei. 
Se observă că deplasarea determinată teoretic are aceeaşi alură cu cea rezultată 
prin simulare de aceea s-a considerat necesar să se determine diferenţa între cele 
două mişcări, reprezentate în fig. 3.2.2. 
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Fig. 3.2.1 Legea de mişcare a mecanismului simulat la frecvenţă de 10 Hz 
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Fig. 3.2.2 Diferenţa între legea de mişcare a mecanismului simulat şi cea teoretică la o 
frecvenţă de 10 Hz 

După cum se observă din fig. 3.2.2 diferenţele între simulare şi calculul teoretic 
sunt foarte mici, de nivelul zecimilor de milimetrii, ceea ce nu este esenţial pentru 
ingineri. De asemenea se observă că diferenţa este periodică, perioada fiind egală 
cu cea a motorului. în simulare s-a considerat că în moment iniţial biela şi manivela 
sunt pe aceeaşi axă. Se observă că în ambele cazuri ajunge în poziţiile extreme în 
acelaşi interval timp De asemenea se observă că se poate aproxima foarte bine 
diferenţa cu o armonică de amplitudine 0,284 mm. 

în figura 3.2.3 se trasează viteza simulată a punctului B faţă de sistemul de axe 
considerat. Se observă că, la fel ca şi în cazul deplasării, este aproape suprapusă 
peste cea calculată teoretic. Astfel, în figura 3.2.4 se arată diferenţele între viteza 
simulată şi cea calculată teoretic. 
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Fig. 3.2.3 Viteza mecanismului simulat la frecvenţă de 10 Hz 
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Fig. 3.2.4 Diferenţa între viteza mecanismului simulat şi cea teoretică la o frecvenţă de 10 Hz 

Din fig. 3.2.4 se observă că diferenţa de viteză este sub 3 mm/s, ceea ce se 
poate neglija. De asemenea se poate vedea faptul că în urcare viteza mecanismului 
obţinută prin simulare este mai mică, explicabilă prin faptul că mecanismul tinde să-
şi păstreze starea de repaus, începând să se mişte mai încet decât în modelul 
teoretic, apoi ajunge la o viteză maximă în coborâre, atunci când pe lângă mişcarea 
motorului mai este angrenat şi de greutatea proprie. 

în figura 3.2.5 este reprezentată acceleraţia mecanismului simulat pentru o 
frecvenţă de 10 Hz. Se observă că atât pentru simulare cât şi pentru calculul 
teoretic este o armonică turtită în partea de sus. Această turtire a graficului apare în 
momentul în care biela ajunge la un unghi ±At . în acele puncte se poate scrie: 

cos(2n ± At) = O , sin{2n ± At) = At, cos(n ± At) = O, si7i(n ± At) = At 

Astfel relaţia (3.1.4) în acest domeniu devine 
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Neglijând infinitezimalii de ordin superior se ajunge la valoarea acceleraţiei în zona 
respectivă: 

a = 
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Fig. 3.2.5 Acceleraţia mecanismului simulat la frecvenţă de 10 Hz 

Datorită faptului că sunt foarte apropiate ca valoare graficele acceleraţiilor 
pentru modelul simulat şi cel teoretic s-a considerat necesară reprezentarea 
diferenţelor de acceleraţie în figura 3.2.6. Aşa cum se observă, aceasta este foarte 
mică, sub 0.3 m/s^, faţă de valorile corespunzătoare aceluiaşi punct acestea fiind 
sub 7%, din care se poate concluziona că modelul simulat ,în care s-a considerat şi 
influenţa greutăţii proprii a mecanismului, se apropie foarte mult de cel teoretic, 
calculat din punct de vedere cinematic. 

as/ ; - ar 
[m/s2] 

- 0 1 

-02 

- 0 3 

Fig. 3.2.6 Diferenţa între acceleraţia mecanismului simulat şi cea teoretică la o frecvenţă de 10 
Hz 

BUPT



100 Simulări şi experimente - 3 

Pentru o aproximare cât mai bună a mişcării s-a determinat prin simulare legea 
de mişcare, viteza respectiv acceleraţia pentru mecanism, cu masa suplimentară de 
300g. Graficele parametrilor cinematici pentru cazul teoretic, respectiv simularea cu 
sau fără masă suplimentară sunt suprapuse datorită scalei respectiv diferenţelor 
foarte mici între ele. De aceea se reprezintă diferenţa între parametrii simulaţi cu 
masa suplimentară şi cei calculaţi din punct de vedere cinematic. 

în figura 3.2.7 se reprezintă diferenţa între deplasarea capătului B al bielei 
obţinută prin simularea mecanismului cu masa suplimentară şi cea teoretic calculată 
pentru o frecvenţă de 10 Hz. 
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- 0 08 

Fig. 3.2.7 Diferenţa între deplasarea mecanismului cu masă suplimentară simulat şi cea 
teoretică la o frecvenţă de 10 Hz 

După cum se observă din figura 3.2.7 la începutul urcării mecanismului acesta 
urca mai încet în cazul simulării datorită faptului că forţa de ridicare trebuie să 
învingă şi greutatea mecanismului, acesta încearcă să-şi păstreze starea de repaus, 
în acest caz, când greutatea suplimentară este poziţionată excentric se observă că 
diferenţele nu mai sunt periodice. 

în figura 3.2.8 se reprezintă diferenţa între viteza mecanismului cu greutate 
suplimentară şi cea obţinută din punct de vedere teoretic. Ca şi în cazul deplasării se 
observă că această diferenţă nu este periodică, prin urmare nu poate fi prevăzută 
comportarea exactă a mecanismului în această situaţie. 
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Fig. 3.2.8 Diferenţa între viteza mecanismului cu masă suplimentară simulat şi cea teoretică la 
o frecvenţă de 10 Hz 

t '.s; 

Fig. 3.2.9. Diferenţa între acceleraţia mecanismului cu masă suplimentară simulat şi cea 
teoretică la o frecvenţă de 10 Hz 

Din figurile 3.2.7, 3.2.8 şi 3.2.9 se observă clar că diferenţele majore sunt la 
pornirea mecanismului, deoarece forţele de inerţie respectiv momentele forţelor de 
inerţie cresc brusc de la zero în momentul iniţial. 

3.3. încercări experimentale 

standul experimental este realizat conform dispozitivului realizat în SolidWORKS 
şi simulat în CosmosMotion şi conţine următoarele componente: 

• motor de curent continuu pentru angrenarea mecanismului 
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• flanşă (manivelă), acţionată de axul motorului, 
• ştift situat excentric faţă de flanşă, la distanţa de 25 mm care antrenează 

biela 
• bielă, care se leagă de bara de ghidaj printr-o legătură cu joc pentru a 

elimina atât uzura mecanismului cât şi pentru a permite ciocnirea 
vibratorului cu limitatorul 

• bara de ghidaj, care trece printr-o cuplă cinematică de translaţie, 
• ghidaj, care constituie cupla cinematică de translaţie 
• limitator, parte a carcasei care prezintă o gaură pentru a se putea măsura 

deplasarea, viteza sau acceleraţia manivelei cu orice tip de instrumentaţie. 
Simularea mecanismului precum şi calculul cinematic al acestuia s-a efectuat în 

scopul de a verifica dacă forţa percutantă se poate considera armonică. Din graficele 
trasate rezultă că se poate considera de formă armonică FQ COS cot, cu amplitudinea 

unde m^ êste masa tijei de ghidare, 

m 
O) este viteza unghiulară de rotaţie a axului motorului, CO — — , 

J v/ 
n este turaţia motorului 
3max este acceleraţia maximă obţinută prin calcul teoretic şi simulare. 

Masa vibratorului rămâne constantă, fiind modificată doar prin adăugarea unor 
mase suplimentare, singurul parametru care se poate modifica fiind turaţia 

F 
motorului. O dată cu ea se modifică forţa percutantă respectiv S = ——, care poate 

mg 

duce la apariţia unei ciocniri suplimentare, m fiind masa vibratorului. în proiectare, 
fără a ţine seama de jocurile sau de frecările care apar datorită prelucrărilor sau la 
montaj, se va determina prin cunoaşterea parametrului S valoarea u = cof -cot 
adică momentul în care apare ciocnirea suplimentară, şi se verifică stabilitatea 

f 
acesteia. Este evidentă condiţia 5 - —— > 1 deoarece în caz contrar nu se va ridica 

mg 

vibratorul de pe limitator. în calculul teoretic nu s-a ţinut cont de amortizarea care 
apare în realitate. 

Pentru experimente s-a utilizat standul proiectat şi realizat de autoare precum şi 
următoarele echipamente aflate în dotarea catedrei de Mecanică şi Vibraţii din 
Universitatea Politehnica Timişoara: 

• PULSE Bruel&Kjaeer cu 5 canale 
• accelerometru triaxial miniaturalizat Bruel&Kjaeer 4506B 
• vibrometru laser industrial OMETRON VQ-400-A 
• tahometru Bruel&Kjaeer MM0024 Bruel&Kjaeer 
S-a utilizat şi softul caracteristic de achiziţionare de date specific PULSE-ului 

care permite atât transformata Fourier cât şi CPB a semnalului, PULSE LabShop. 
Schema de funcţionare a sistemului de achiziţie considerat este reprezentată în 

fig. 3.3.1. 
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Fig. 3.3.1. Schema de achiziţie a semnalelor 

în figura 3.3.2 se reprezintă standul experimental în timpul măsurărilor, cu 
evidenţierea componentelor principale. 

Fig. 3.3.2. Standul experimental în timpul măsurătorilor 

Standul din fig. 3.3.2 cuprinde următoarele elemente: 
1. Sistem de achiziţie PULSE cu 5 canale 
2. Laptop pentru stocarea datelor şi programarea sistemului de achiziţie 
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3. Sursă de curent continuu cu posibilitate de reglare a tensiunii şi a intensităţii 
4. Standul experimental special creat pentru măsurarea vibraţiilor şi a ciocnirilor 

care apar în funcţionarea unui vibrator respectiv apariţia ciocnirilor 
suplimentare. 

5 ^ ^ 
5. Vibrometru Laser OMETRON VQ-400-A cu factorul de scară — ^ ^ pentru 

mm 

acceleraţii mai mici decât 3 2 0 0 ^ şi factor de scară — ^ ^ ^ pentru acceleraţii 

mai mici decât 1 6 0 0 0 ^ , Pentru ca acesta să poată măsura parametrii 

cinematici ai unei regiuni foarte mici a standului experimental s-a aplicat o 
bandă reflectorizantă pe locul care prezintă interes în măsurare. 

6. Tahometru Photoelectric Tachometer Probe - MM0024 cu transmiţător/receptor 
infraroşu, domeniu de operare până la 800 mm şi 20000 rotaţii/minut, care nu 
are contact fizic cu elementul testat. 
Pentru a observa vibraţiile care apar la motor s-a montat un accelerometru 

triaxial miniaturalizat Bruel&Kjaeer prin intermediul unui magnet (fig. 3.3.3). 

Fig, 3.3.3 Montarea accelerometrului triaxial 

în momentul aplicării magnetului s-a observat modificarea turaţiei motorului, o 
concluzie imediată fiind: Câmpul magnetic influenţează funcţionarea motorului, deci 
poate conduce la apariţia unui regim diferit de cel optim proiectat. De asemenea 
forţa percutantă la regimul de lucru scade în cazul dispozitivelor datorită scăderii 
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turaţiei, la aceiaşi parametrii electrici (tensiune, intensitate). De aceea se 
recomandă în proiectarea vibratoarelor să se ţină seama atât de forţa percutantă 
necesară, cât şi de mediul în care se lucrează, deoarece pot apărea ciocniri 
suplimentare aleatoare într-o perioadă, care pot conduce la instabilitatea utilajului, 
deci la distrugerea părţilor componente. 

în figura 3.3.4 se arată poziţionarea vibrometrului laser în timpul măsurătorilor. 

Fig. 3.3.4 Poziţionarea vibrometrului laser 

în figurile 3.3.5.a-c se arată deplasarea, viteza respectiv acceleraţia unei regiuni 
foarte mici a standului experimental măsurate cu vibrometrul laser. Aceste măsurări 
s-au realizat la o turaţie constantă a motorului, frecvenţa acestuia fiind de 3,67 Hz. 
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Fig. 3.3.5.b Viteza măsurată cu vibrometru laser 

BUPT



3.3. - încercări experimentale 107 

" HE E* HecMersert Corl̂ aoon F>!CvrT 'oct 

B d: W m ii ^ Ol H 
£«P<ROEO "IR-»R CIY II 4 L-Ţ,'"OTC 

F/g. 3.3.5.c Acceleraţia măsurată cu vibrometru laser 

în figura 3.3.6 se arată datele experimentale obţinute pentru măsurarea 
amplitudinii acceleraţiei regiunii măsurate prin intermediul vibrometrului laser. 
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FIg. 3.3.6 Amplitudinea acceleraţiei măsurată cu vibrometru laser 

Se observă că în anumite perioade de timp apare o distorsiune a funcţionării 
vibratorului care poate conduce la deteriorarea rapidă a unor piese din ansamblu. 
Aceasta a apărut atât datorită magnetului permanent care susţinea accelerometrul 
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cât şi datorită imperfecţiunilor de asamblare a mecanismului şi sunt periodice. în 
proiectare nu se poate ţine seama de influenţa unor factori perturbatori externi 
precum magneţii sau existenţa unui câmp magnetic puternic, sau chiar de jocurile 
sau strângerile care apar la asamblarea pieselor din mecanism. Fiecare piesă are 
toleranţa ei, SolidWORKS a considerat piesele „perfecte", fără abateri de la cotă, 
ceea ce nu se poate realiza în practică. Piesele prelucrate la cotele date prin tăjere 
laser, electroeroziune sau alte procese tehnologice controlate de calculator au şi ele 
de asemenea unele toleranţe foarte mici. 

Pentru a vedea mai bine vibraţiile motorului s-a folosit atât filtrul FFT (Fast 
Fourier Transform) cât şi cel CPB (Constant Percentage Bandwidth) pentru analiza 
timp-frecvenţă. Astfel în figura 3.3.7 se reprezintă acceleraţia înregistrată pe motor 
pentru direcţia verticală. Se poate observa în stânga partea de analiză CPB, iar în 
partea din dreapta semnalul FFT. 

Fig. 3.3.7 Acceleraţiile înregistrate pe direcţia verticală 

Din fig. 3.3.7 se observă că vibraţiile sunt mici, acceleraţiile maxime sunt de 
ordinul 479 mm/s^ şi banda de frecvenţă pe care vibrează motorul mecanismului 
este de joasă frecvenţă, cu acceleraţiile maxime în domeniul 0-500 Hz. Acceleraţia 
maximă este în jurul frecvenţei de 400 Hz. 
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4. CONCLUZII Ş I CONTRIBUŢII 

4.1. Concluzii 

în urma cercetărilor efectuate se pot sintetiza următoarele concluzii: 

1. S-a efectuat un studiu bibliografic amplu pe baza analizei unui număr de 69 
lucrări ştiinţifice, sistematizându-se stadiul actual privind comportarea neliniară 
a unor sisteme mecanice cu discontinuităţi datorate ciocnirii. 

2. S-a studiat legea de mişcare a unui vibrator care se ciocneşte de un limitator în 
funcţie de viteza unghiulară constantă a forţei perturbatoare, element de 
noutate în domeniu, neexistând în literatura de specialitate decât trasarea 
intuitivă a acestora. S-a efectuat atât pentru o ciocnire plastică (cel mai uşor 
caz), cât şi pentru o ciocnire reală. 

3. Se evidenţiază că nu poate exista o ciocnire perfect elastică suplimentară în 
timpul unei perioade deoarece mişcarea este stabilă pentru o forţă 
perturbatoare mai mică decât greutatea vibratorului, ceea ce presupune că nu 
este suficientă pentru a mişca vibratorul 

4. Se demonstrează că nu poate apărea o ciocnire suplimentară în timpul unei 
perioade exact la jumătatea perioadei. 

5. S-a elaborat o metodologie pentru proiectarea vibratoarelor astfel încât să nu 
apară ciocniri suplimentare într-o perioadă, sau, la nevoie să apară în momentul 
în care este esenţial, singurele modificări necesare fiind la masa vibratorului 
respectiv la amplitudinea forţei percutante. 

6. Pentru a verifica apariţia unei ciocniri suplimentare într-o perioadă s-a construit 
un stand experimental constând dintr-un mecanism tip bielă-manivelă. Acesta a 
fost proiectat, executat şi s-au determinat parametrii cinematici atât din punct 
de vedere teoretic, prin simulare şi practic. Din punct de vedere cinematic şi din 
simulare s-a urmărit acceleraţia mecanismului la capătul bielei pentru a se 
observa dacă se poate aproxima cu o funcţie armonică. S-au executat încercările 
pe mecanism şi s-a observat că apar ciocniri suplimentare în timpul unei 
perioade, însă acestea provin din jocurile care există între subansamblurile 
standului. Ca o direcţie următoare este verificarea modelului matematic prin 
utilizarea unui vibrator electromecanic. 

7. O contribuţie esenţială de asemenea este realizarea unui program de calculator 
care reprezintă grafic legea de mişcare a vibratorului pentru orice coeficient de 
restituire. Acesta determină iniţial raportul între forţa perturbatoare şi greutatea 
vibratorului (5) apoi stabilitatea mişcării în funcţie de momentul de apariţie a 
ciocnirii suplimentare. în funcţie de stabilitate se alege momentul în care apare 
ciocnirea suplimentară, astfel se determină 5 care va fi folosit în trasarea legii de 
mişcare respectiv a vitezei vibratorului. Acest program a fost realizat doar 
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pentru trasarea legii de mişcare şi a vitezei pentru diferite valori ale vitezei 
unghiulare. 

8. S-a proiectat şi realizat un stand experimental în vederea măsurării parametrilor 
cinematici. Acesta stand a fost proiectat în SolidWorks şi simulat în 
CosmosMotion pentru a vedea dacă modelul teoretic rezolvat din punct de 
vedere cinematic este mult diferit faţă de cel simulat din punct de vedere 
dinamic. S-a observat că erorile sunt mici şi deci, se poate folosi modelul 
cinematic în studiul unor mecanisme de tip bielă manivelă. 

9. S-au efectuat măsurări în care am evidenţiat apariţia unei ciocniri suplimentare 
în timpul unei perioade, ciocniri care sunt datorate jocurilor între piesele 
standului experimentat. 

4.2. Contribuţii originale 

Contribuţiile originale cele mai importante ale autoarei constau în: 
1. Studiul teoretic al comportării sistemelor vibropercutante cu discontinuităţi 

datorate ciocnirilor periodice şi al ciocnirilor suplimentare; 
2. Modelarea matematică şi fizică a sistemelor vibropercutante ce prezintă 

neliniarităţi de funcţionare în regim dinamic staţionar stabil; 
3. Studiul mişcărilor periodice ale unui sistem vibropercutant cu limitator, de tip 

bielă manivelă, cu ciocniri în domeniul elastic - plastic; 
4. Utilizarea programelor de calcul automat cu softuri spedafizate şi adaptarea 

acestora în vederea realizării de cercetări parametrice complete privind 
sistemele vibropercutante de tip bielă-manivelă; 

5. Stabilirea condiţiilor analitice şi numerice în care se realizează parametrizarea 
funcţionării sistemelor vibropercutante; 

6. Determinarea parametrilor analitici şi funcţionali în vederea asigurării 
regimurilor staţionare şi stabile de mişcare a sistemelor vibropercutante cu 
ciocniri suplimentare; 

7. Realizarea unui model de laborator pentru încercări experimentale în cazul 
sistemelor vibropercutante cu ciocniri periodice, validându-se astfel rezultatele 
obţinute prin studiile teoretice şi prin modelarea numerică a mişcărilor 
vibropercutante. 
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