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Rezumat,

Lucrarea de fatda are ca obiect studiul unor probleme neliniare din
Mecanica Mediilor Continue cu ajutorul metodei homotopice asimptotice
optimale. Problemele abordate sunt: un model neliniar ce descrie
vibratiile unei particule de fluid MR in amortizoarele neliniare MR de tip
Bingham, curgerea unui fluid Newtonian sub actiunea unui gradient de
presiune (ecuatia neliniara Falkner-Skan), curgerea unui fluid vascos pe o
suprafata intinsa cu alunecare partiala, transferul de caldura si curgerea
unui fluid vascos pe o suprafata intinsa instabila, curgerea unui fluid
Maxwell superior-convectiv pe o placa poroasa, curgerea unei pelicule de
fluid Oldroyd pe o banda in miscare, transferul de caldura prin radiatie si
curgerea stabila a unui fluid MHD, curgerea vascoasa instabila printr-un
cilindru contractat a unui nanofluid. Sunt stabilite solutii analitice
aproximative de mare precizie. Pentru prima data sunt stabilite solutii
duale. Rezultate comparative intre solutiile analitice aproximative si
solutiile numerice sunt prezentate in tabele si grafice. Pentru prima data
acuratetea metodei este aratata prin reprezentarea restului de
aproximare si prin efectuarea a doua teste statistice (testul Barlett,
respectiv testul Durbin-Wattson) asupra abaterilor dintre solutiile
numerice si solutiile aproximative. Aceste studii scot in evidenta
convergenta solutiilor analitice aproximative obtinute cu metoda MHAO
folosind o singura iteratie.
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Introducere

De la atomi la galaxii, totul este intr-o continua miscare. Sangele circula prin
corpul nostru, plantele se leagana-n vant; chiar si continentele se deplaseaza. Se
poate afirma, astfel, cd miscarea este o componenta inerenta a lumii micro- sau
macroscopice. Pentru a descrie varietatea de forme de miscare existente se
apeleaza la o multitudine de termeni: curgere, vibratie, alunecare, alergare, tasnire,
scurgere, prelingere, infiltrare etc. Fiecare termen are semnificatia sa specifica si ne
sugereaza imediat tipul de miscare la care se refera. Curgerea sau miscarea tuturor
tipurilor de materiale poate fi, de asemenea, descrisd cu ajutorul unor ecuatii
specifice care au fost dezvoltate de-a lungul timpului. Atat gazele, cat si solidele
curg, dar in mod obisnuit cand auzim termenul curgere ne gandim la produsele in
stare lichida. Din aceastd cauzad termenul reologie este, cel mai adesea, legat de
curgerea lichidelor. Aceasta nu exclude si existenta unei reologii a starii gazoase si a
unei reologii a starii solide. Cel mai elocvent exemplu de reologie a starii solide sunt
proprietatile mecanice ale corpurilor, care reprezinta raspunsul acestora la diferite
solicitari la care sunt supuse. Curgerea multifazica (multicomponenta) apare
frecvent in procesele chimice ce presupun reactii chimice sau procese de separare.
De-a lungul timpului au aparut numeroase studii referitoare la acest tip de curgere,
referitoare fie la amestecuri de fluide newtoniene (ex. emulsii de apa in ulei),
suspensii de particule solide in fluide newtoniene (exemple: fluidele magneto- sau
electro-reologice), fie la miscarea bulelor de gaz in fluide newtoniene. Totusi relativ
putine lucrari se refera la studiul cazurilor ce implica fluide ne-Newtoniene.
Sistemele multifazice ce implica cel putin un lichid ne-Newtonian vascoelastic apar in
multe operatii de prelucrare a polimerilor, cum ar fi: prelucrarea sistemelor
compozite, a produselor expandate sau a poliblendurilor si copolimerilor. Datorita
comportarii reologice complexe a lichidelor polimerice si comportarea reologica a
sistemelor polimerice multifazice devine foarte complicata in comparatie cu cea a
sistemelor multifazice ce contin lichide newtoniene.

Teoria clasica a dinamicii fluidelor s-a dezvoltat prin cercetarile teoretice
asupra unui fluid ideal sau perfect, incompresibil si lipsit de vascozitate si
elasticitate, denumit fluidul lui Pascal. Pana la introducerea conceptului de strat
limita de catre Prandtl rezultatele acestor cercetdri au avut aplicabilitate limitata.
Teoria stratului limita considera ca efectele de frecare sunt concentrate intr-un film
subtire de fluid situat in imediata vecinatate a frontierei solide. Limitarile teoriei
curgerii fluidelor lipsite de vascozitate au contribuit la dezvoltarea teoriei
hidrodinamice a celor mai simple fluide reale numite fluide Newtoniene.
Dezvoltarea a numeroase ramuri industriale ce prelucreaza materiale a caror
comportare in curgere nu este newtoniana (materiale plastice, fibre sintetice,
cauciuc, etc.) a dus la o noud etapa in evolutia dinamicii fluidelor si a impus
constituirea reologiei ca stiinta. Reologia poate fi considerata ca o ramura a fizicii
ce se ocupd cu comportarea corpurilor deformabile care posedd cel putin una din
urmatoarele proprietati: elasticitate, plasticitate sau véscozitate. In anul 1929
Societatea Americand de Reologie a acceptat definitia data de E.C. Bingham
"reologia este studiul deformadrii si curgerii materiei". Dar acest obiect de studiu
apartine si altor stiinte care deriva din ramura de baza a fizicii: mecanica. De
asemena, poate fi remarcat cad si curgerea este un tip de deformare. Reiner,
remarcand tautologia, defineste reologia ca stiinta ce se ocupa cu studiul deformarii
materialelor, incluzand si curgerea. Nici aceasta definitie nu este insa completd.
Analizdnd obiectul reologiei, interferenta ei cu stiintele adiacente si precizdndu-se
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8 Introducere

locul ei In asamblul stiintelor ce studiaza curgerea si deformarea corpurilor s-a
propus urmatoarea definitie: "Reologia este stiinta ce studiaza interdependenta intre
solicitarile mecanice, raspunsul corpurilor si proprietatile acestora". Aceasta stiinta
stabileste modelele matematice care formeaza functia raspuns a unui corp supus la
solicitari. O forta sau un sistem de forte aplicat unui corp conduce la miscarea
acestuia. Miscarea corpului poate consta in deplasari sau/ si deformari. In general,
deplasarea nu modifica pozitia relativa a elementelor ce formeaza corpul, dar
modificd pozitia acestuia, in raport cu un sistem de referinta exterior. Ea consta din
translatia sau/ si rotatia corpului. In alte conditii, prin aplicarea unei forte sau a unui
sistem de forte, corpul poate fi deformat, ceea ce determind modificarea pozitiei
relative a elementelor constituiente. Un corp este deformat atunci cand sub actiunea
solicitarilor se modifica forma sau/ si volumul. Deformarea, in cazul solidelor are loc
pana la atingerea echilibrului intre fortele interne si externe, in timp ce fluidele, prin
aplicarea unei forte anizotrope si neomogene, nu ajung la o deformatie de echilibru.
Gradul de deformare se schimba continuu in timp. Deformatia a carei valoare creste
continuu si nu se mai recupereaza dupa indepartarea fortei se numeste curgere.
Fluidele opun rezistente mici la deformare, iar fortele de frecare internd, ce iau
nastere in timpul curgerii, diminueaza viteza de deformare. Sub actiunea unei forte
viteza de deformare a fluidelor creste pana ce se stabileste echilibrul cu forta de
frecare, dupa care viteza de deformare ramane constanta. Raspunsul corpurilor la
solicitari mecanice este functie de proprietatile lor si poate fi:

- neelastic (rigid) - deformatia este egala cu zero;

- perfect elastic - deformatie temporara recuperabila;

- pur vascos - deformatie permanenta nerecuperabild;

- simultan elastic si vascos - deformatie partial temporara, partial
permanenta;

- succesiv elastic si vascos - deformatie temporara sau/ si permanenta;

- nevascos - deformatie permanenta pentru solicitare egala cu zero.

Curgerea este un proces cheie in majoritatea operatiilor specifice
tehnologiilor de sinteza si prelucrare a compusilor macromoleculari.

Astfel, reologia stabileste relatiile matematice intre diverse solicitari si
raspunsul corpurilor supuse acestora. Aceste relatii se numesc in mod uzual relatii
(legi) constitutive si sunt stabilite pe baza masuratorilor experimentale. Ele depind
de un numar de coeficienti constitutivi care caracterizeaza proprietatile lor mecanice
sau/si termice. In baza principiilor mecanicii si termodinamicii se stabilesc ecuatiile
de miscare ale corpurilor supuse la solicitari. Ecuatiile de miscare sunt descrise prin
ecuatii diferentiale sau cu derivate partiale care, in general, sunt neliniare.

Consideratii generale

Prezenta lucrare fisi propune sa abordeze un domeniu de larg interes in
lumea stiintificd: Mecanica Mediilor Continue. in cele cdteva exemple practice, cu
ajutorul unor transformari de similaritate, ecuatiile Navier-Stokes corespunzatoare
se transforma in ecuatii diferentiale cu conditii initiale si la limitd. Pana in acest
moment sunt cunoscute cateva metode de rezolvare a acestor ecuatii, dar numai
partial: existenta parametrului mic sau a unor conditii initiale ce contin parametru
mic. Sunt foarte rare situatiile cand solutia este prezentata efectiv. in general,
rezultatele sunt cunoscute grafic sau tabular, fiind dificila verificarea corectitudinii
calculelor. Metoda aplicata in prezenta lucrare nu presupune nici un fel de ipoteza
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Introducere 9

simplificatoare si permite determinarea solutiilor dupa numai o iteratie, lucru
neintalnit in literatura de specialitate.

In literatura exista o singura metoda care, aparent, da rezultate bune, dar
presupune existenta unui calculator ultraperformant, dar la care solutia este
prezentatd pe cateva pagini, dupa un numar mare de iteratii (20 - 120 iteratii).
Exista si alte metode, dar nu regleaza convergenta solutiilor si acestea nu se pot
aplica oricarui tip de fluid in miscare. Astfel se cunosc metodele: metoda
parametrului mic, metoda Lindstedt-Poncaré, metoda dezvoltarii 6, metoda
iterativa variationald, metoda descompunerii Adomian, s.a.m.d.

Capitolul I are un caracter introductiv si de sinteza avand ca scop o
fundamentare teoreticd a mecanicii mediilor continue. Prima sectiune este dedicata
solidelor elastice deformabile, amintindu-se conceptul matematic de corp continuu,
semnificatia mecanicd a componentelor deformarii, ecuatia constitutiva a mediior
elastice omogene, principiile mecanicii si termodinamicii. A doua sectiune, de
asemenea, cu caracter monografic este dedicatd fluidelor vascoelastice si se
constituie intr-o mica prezentare a modelelor de fluide Newtoniene si ne-
Newtoniene, cum sunt: fluide de gradul II, fluide Maxwell si fluide Oldroyd [175]. La
majoritatea modelelor de curgeri ale fluidelor reale un parametru mecanic joaca un
rol foarte important, si anume coeficientul superficial la limita.

In capitolul II, de asemenea cu caracter de sinteza, sunt descrise doua
variante ale metodei MHAO care vor fi aplicate in capitolele urmatoare. Constructiile
homotopiilor sunt originale. Pentru prima data in literatura de specialitate s-a folosit
o singura iteratie pentru a obtine rezultate de o deosebita acuratete. Am introdus
notiunea de operator liniar, functii auxiliare si parametrii de control al convergentei
solutiilor. Am considerat metode riguros demonstrate de determinare optimala a
parametrilor de control al convergentei solutiilor. Orice ecuatie diferentiala neliniara
este transformata in numai doud ecuatii diferentiale liniare, usor de rezolvat. Pentru
fiecare ecuatie diferentiald sunt respectate conditile la limita / initiale
corespunzatoare cazului studiat. Se explica modul de alegere al functiilor auxiliare.
Se aratd cd abaterile obtinute sunt mai bune, odata cu cresterea numarului de
parametrii optimali. Intr-un exemplu se arata ca metoda MHAO poate fi aplicata cu
succes la ecuatii diferentiale neliniare cu singularitati, in comparatie cu metodele
traditionale [121]. Intr-un alt exemplu se aplica metoda MHAQO pentru a rezolva
aproximativ o ecuatie cu derivate partiale neliniara, anume ecuatia de propagare a
undei elastice neomogene.

Fluidele magnetoreologice (MR) au atras un interes considerabil datorita
gamei largi de utilizare in amortizoare de vibratii pentru sistemele de vehicule cu
suspensie. Capacitatile pot fi ajustate foarte repede, prin aplicarea unui camp
electric sau magnetic adecvat [103], [16], [99], [27]. In capitolul III propunem un
model neliniar pentru amortizoare fluide de tip Bingham. Modelul propus este o
generalizare a modelului clasic de tip Bingham. Aplicarea cu succes a metodei MHAO
a condus la solutii aproximative de o mare acuratete.

Studiul stratului limita de curgere véascoasa pe o suprafatd intinsa este
important, datorita mai multor aplicatii ale sale in inginerie sau procese industriale,
cum sunt: materiale fabricate prin extrudare din foi de polimer, productia de hértie,
fibra de sticla, cresteri de cristale, tratamente termice ale materialelor care ruleaza
intre o rold de alimentare si rola de vant sau o banda transportoare, dar si in
medicina: modelarea curgerii sangelui, etc. Importanta acestor aplicatii face
necesara rezolvarea cu metoda MHAO a problemelor neliniare, oferind solutii
aproximative de mare precizie. Astfel, fluidele Newtoniene fac obiectul capitolului
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10 Introducere

IV. Am abordat urmatoarele probleme: 1) curgerea bi-dimensionalda la nivelul
stratului-limitd vascos a unui fluid Newtonian incompresibil sub actiunea unui
gradient de presiune constant (ecuatia neliniara Falkner-Skan - folosita si la
modelarea curgerii sangelui prin vasele capilare); am discutat influenta gradientului
de presiune, caracterizat de coeficientul B, asupra functiei de curent si a derivatei

acesteia, cu ajutorul metodei MHAO, folosind patru functii auxiliare de control al
convergentei solutiilor analitice aproximative; din comparatia solutiilor aproximative
cu rezultatele numerice (prin tabele si grafice), se observa ca acuratetea rezultatelor
obtinute cu MHAO este mai mare atunci cand creste numarul de parametri optimali
din expresia functiilor auxi- liare; rezultatele adimensionale se completeaza prin
grafice tri-dimensionale (ale componentelor vitezei), dar si a campului de vectori
(u, v), aratand importanta solutiilor aproximative; 2) curgerea unui fluid vascos pe
o suprafata intinsa cu alunecare partiala; am studiat doua tipuri de curgeri:
curgerea plana (m=1) si curgerea asimetrica (m=2), la fiecare dintre acestea
avand in vedere doua tipuri de fintindere a suprafetei: intindere cu panza
impermeabild (a=0) si intindere cu panza de aspiratie (a=3>0); in toate cele
doisprezece cazuri am discutat influenta coeficienului de alunecare (A > 0) asupra
deplasarii si a vitezei de curgere a fluidului; validitatea solutiilor analitice
aproximative construite cu MHAO (in toate cazurile studiate) este motivata prin
comparatia lor cu rezultatele integrarii numerice (le-am prezentat in tabele si
grafice); pentru doua tipuri de curgeri (curgerea plana cu panza impermeabild si
curgerea asimetricd cu panza impermeabild), prin grafice tri-dimensionale (ale
componentelor vitezei), dar si a campului de vectori (u, w), se arata importanta
solutiilor aproximative obtinute cu MHAQ; aceste reprezentari grafice completeaza
rezultatele adimensionale din sectiunea de fatd; 3) curgerea bidimensionald a unui
fluid vascos Newtonian cu transfer de caldurda pe o suprafata intinsa instabild; am
prezentat o abordare cu metoda MHAO folosind doud tipuri de aproximari:
aproximarea cu functii exponentiale si aproximarea cu functii rationale; am discutat
influenta conditiei initiale (f, ) asupra deplasarii, vitezei si temperaturii, in cele trei

cazuri posibile: imersie (f, <0), impermeabilitate (f, =0), respectiv aspiratie
(fy > 0); de asemenea, am studiat varatiile temperaturii fluidului datorate variatiei

numarului lui Prandtl, in fiecare dintre cele trei cazuri amintite mai sus; si pentru
aceasta problema din mecanica mediilor continue, metoda MHAO a condus la solutii
aproximative de mare precizie pe intreg domeniul de definitie; solutiile aproximative
le-am comparat cu solutiile numerice (in tabele si grafice), verificAnd astfel
acuratetea metodei MHAO.

Capitolul V are ca obiect aplicarea metodei MHAO la fluide ne-Newtoniene.
Printre problemele abordate amintim: 1) curgerea unui fluid Maxwell superior-
convectiv pe o placd poroasd intinsa; am construit doisprezece clase de solutii
aproximative cu metoda MHAO, care s-au dovedit a fi performante atat in cazul
curgerii cu viteza de imersie (R <0), cat si in cazul curgerii cu viteza de aspiratie
(R > 0); aceste solutii aproximative le-am comparat cu solutiile numerice, obtinand
abateri foarte mici (a se vedea tabelele si graficele acestei sectiuni); mai mult decat
atat, acuratetea solutiilor aproximative am demonstrat-o comparand coeficientul
superficial la limita (f”(0)) si valoarea limitd (f(x)) obtinute cu MHAO cu valorile
integrarii numerice; pentru prima datd s-au folosit doua teste statistice pentru
studiul abaterilor: testul Durbin-Wattson (pentru autocorelatii) si testul Barlett
(pentru variantd constantd); pentru toate cele doisprezece solutii aproximative
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valorile ambelor teste statistice se incadreaza intre limitele admise; la ambele tipuri
de curgeri (curgerea cu viteza de aspiratie si curgerea cu viteza de imersie), se
arata importanta solutiilor aproximative; se prezinta grafice tri-dimensionale (ale
componentelor vitezei), dar si a campului de vectori (u,v), care completeaza
rezultatele adimensionale stabilite cu MHAO, ara tand importanta solutiilor
aproximative; 2) curgerea unei pelicule subtiri de fluid Oldroyd cu 6-constante pe o
banda in miscare; cu ajutorul unei transformari de similaritate am redus problema
neliniara la o ecuatie diferentiala neliniara cu conditie initiala omogena si conditie la
limita neliniard; analiza atenta a coditiei la limita neliniara a condus la doud posibile
conditii la limita: una omogena, iar alta neomogena; cu ajutorul metodei MHAO am
construit solutii aproximative de mare precizie pentru ambele cazuri, folosind functii
exponentiale si functii polinomiale; am discutat variatia profilului vitezei in raport cu
variatia coeficientului de inertie adimensional ( m), respectiv a variatiei constantelor
materiale adimensionale (a; si ay); comparatiile dintre solutiile aproximative si

rezultatele integrarii numerice le-am prezentat in tabele si grafice; aceste
comparatii scot in evidenta acuratetea metodei MHAO; 3) curgerea stabila la nivelul
stratului limitd vascos a unui fluid magneto-hidro-dinamic (MHD) si transferul de
caldura prin radiatie; am aplicat metoda MHAO pentru a construi solutii
aproximative de mare precizie pentru noua cazuri ale coeficientilor fizici: coeficientul
de aspiratie (S > 0) sau de imersie (S < 0), coeficientul magnetic (M ), coeficientul
de radiatie (R), coeficientul vitezei de alunecare (A), coeficientul termic de
alunecare (0 ); acuratetea rezultatelor aproximative am abordat-o prin comparatia
dintre solutiile aproximative si rezultatele integrarii numerice (prezentate in tabele si
grafice), atat pentru functia de curent (ce descrie transportul de masa), cat si in
cazul temperaturii; mai mult, precizia solutiilor am fintarit-o prin comparatia
rezultatelor obtinute cu MHAO si a rezultatelor numerice, pentru coeficientul
superficial la limita (f"(0)) si a valorii limite (f(x)), dar si prin reprezentarea
restului de aproximare (pentru functia de curent, respectiv pentru temperatura), in
doua din cele noud cazuri abordate; am discutat variatia deplasarii si a vitezei
orizontale Tn raport cu variatia coeficientului de aspiratie (S >0) sau de imersie
(S <0), precum si in raport cu variatia coeficientului magnetic (M ); de asemenea,
am discutat variatia temperaturii in raport cu variatia coeficientului de aspiratie
(5>0) sau de imersie (S <0), a variatiei coeficientului magnetic (M), precum si
in raport cu variatia coeficientului termic de alunecare (0 ); 4) curgerea vascoasa
instabila printr-un cilindru contractiv a unui fluid incompresibil; problema studiata
admite solutii duale; cu ajutorul metodei MHAO am stabilit solutii aproximative ale
solutiilor duale, in patru cazuri; pentru ambele solutii duale, am prezentat variatia
deplasarii si a vitezei in raport cu variatia coeficientului de aspiratie (y >0), si a
variatiei coeficientului de instabilitate (S); precizia rezultatelor analitice
aproximative am motivat-o prin comparatia dintre rezultatele aproximative cu cele
numerice, pentru deplasare si viteza, dar si pentru coeficientul superficial la limita
(f"(0)) si a valorii limita (f(x)); toate aceste comparatii le-am prezentat in tabele
si grafice; importanta solutiilor aproximative este prezentata pentru doua cazuri
(cand coeficientul de instabilitate are valoarea =-2) prin graficele tri-
dimensionale (ale componentelor vitezei fluidului), dar si graficul campului de
vectori (u, w), in cele doua cazuri de instabilitate.

Toate solutiile analitice aproximative obtinute cu metoda MHAO sunt intr-un
bun acord cu solutiile numerice, spre deosebire de rezultatele unor studii si cercetari
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din literatura de specialitate obtinute cu ajutorul metodelor traditionale de catre alti
cercetatori, unde abaterile sunt mult mai mari decéat in studiile noastre.

Actualitatea temei

Prezenta teza isi propune sa determine efectiv solutiile ecuatiilor diferentiale
de miscare, sa compare rezultatele obtinute cu rezultatele obtinute numeric cu
metoda Runge-Kutta de ordin patru in combinatie cu metoda shooting. De
asemenea, se calculeaza coeficientii superficiali la limita, precum si alte carateristici.
in lucrare se vor folosi notiuni ca operatori liniari, operatori neliniari, functii
auxiliare, parametri de control ai convergentei si se dau metode riguroase de
determinare optimald a acestor parametri, in sensul ca restul obtinut prin inlocuirea
solutiei in ecuatia diferentiald sa fie minim. Metoda MHAO consta in definitiv in
transformarea unei ecuatii diferentiale neliniare intr-o singura ecuatie diferentiala
liniara, lucru neabordat in literatura. Metoda MHAO consta in definitiv in
transformarea unei ecuatii diferentiale neliniare intr-o singura ecuatie diferentiala
liniard, lucru neabordat in literatura. Ceea ce este caracteristic primei variante a
metodei MHAO este ca ecuatia diferentialda (2.2.9) este rezolvata prin metode de
cuadratura, spre deosebire de a doua varianta in care ecuatia diferentiala (2.3.12)
nu este rezolvata efectiv si se propun solutii de o anumita forma in functie de
functiile care apar in operatorul neliniar. Prima variantd se aplica problemelor de
dificultate medie si mare, iar cea de-a doua varianta se aplica acelor probleme de
dificultate maxima care nu dau rezultate eficiente cu prima variantda. Avantajul
variantei a doua este ca simplifica rezolvarea unor ecuatii complicate cu un numar
foarte mare de parametri. A doua varianta nu este cunoscutd ca o metoda de sine
statatoare in teoria ecuatiilor diferentiale. A doua variantda permite determinarea
solutiilor exacte in unele cazuri, dar si a solutiilor multiple, rezultate care nu sunt
cunoscute in literatura. Exista putine metode de a determina solutiile exacte, dar
acestea nu tin seama de conditiile initiale si la limita.

in ultimul deceniu s-au dezvoltat metode analitice optimale, cum ar fi:
metoda homotopicd perturbatoare optimala (OHPM) [94], [127], [59], metoda
variationala optimala (OVM) [128] si metoda homotopica asimptotica optimala
(MHAQ) [126]. Aceste metode nu se bazeaza pe ipoteza simplificatoare de existenta
a parametrilor mici sau mari in ecuatia diferentiala sau in conditiile initiale / la
limita. Principalul avantaj al acestei abordari este controlul convergentei solutiilor
aproximative intr-un mod foarte riguros.

Obiectivele tezei

Obictivele prezentei teze sunt abordarile corecte ale ecuatiilor diferentiale
neliniare, ce corespund unor situatii practice, folosind metoda MHAO. Aceste
obiective sunt concretizate in:

1. Studiul amortizoarelor de vibratii pentru suspensiile sistemelor de masini.

2. Ecuatia neliniara Falkner-Skan, ce corespunde curgerii vascoase pe o
pana.

3. Alunecarea partiald pe o suprafata intinsa.

4. Curgerea unui fluid Newtonian vascos pe o suprafata intinsa instabila si
transferul de caldura intr-un fluid vascos.
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5. Curgerea unui fluid Maxwell superior-convectiv pe o placa poroasa
intinsa.

6. Curgerea peliculei subtiri de fluid Oldroyd cu 6-constante pe o banda in
miscare.

7. Curgerea stabila la nivelul stratului-limitd a unui fluid MHD véscos si
transferul de caldura prin radiatie.

Astfel de curgeri corespund unor aplicatii practice, precum:

- studiul amortizoarelor de vibratii pentru suspensiile sistemelor de masini;
- curgerea vascoasa pe o pana;

- productia de hartie, fibra de sticla, fibre sintetice;

- cultivarea cristalelor;

- materiale fabricate prin extrudare din foi de polimeri;

- tratamente termice ale materialelor care ruleaza intre o rola transportoare;
- transferul de caldura intr-un fluid vascos;

- noroaie de foraj;

- prelucrarea produselor alimentare;

- polimeri plastici;

- procesul de racire a placilor metalice;

- alunecarea partiald pe un plan intins.

Rezultatele obtinute in prezenta lucrare pot fi folosite in practica
inginereasca.

Rezultatele obtinute cu eroare foarte buna demonstreaza deosebita eficienta
a metodei MHAO in comparatie cu rezultatele obtinute numeric. in situatiile
prezentate nu exista alte solutii efective.

Prin compararea solutiilor si a coeficientilor superficiali la limita obtinuti prin
metoda MHAO cu solutiile numerice corespunzatoare, dar si prin graficul restului,
sau prin aplicarea testelor statistice Durbin-Wattson si Barlett, se poate spune cu
certitudine ca metoda MHAO este foarte eficientda in practica si de o acuratete
deosebita.
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1 Fundamentare teoretica

1.1 Medii elastice continue

Este cunoscut ca un corp material din spatiul fizic poate exista intr-una din
cele trei stari: lichida, solida sau gazoasa.

La randul lui, un corp material solid poate avea o structura de corp rigid (i.e.
in timpul miscarii distanta dintre doua particule arbitrare din corp ramane
constantd) sau o structura elastica. Corpurile materiale ce au o structura elastica se
numesc in mod uzual medii solide deformabile.

Miscarea, fata de un reper fix, a unui mediu deformabil contine atat un
proces de deplasare a corpului in ansamblu ca un rigid, cat si un proces de
deformare. Aceste procese sunt rezultatele actiunii asupra corpului a unor forte
masice (de volum) sau / si tensiuni (forte de suprafata). Procesul de deformare a
corpului se poate datora si actiunii campului termic, produs de sursele termice aflate
in apropierea corpului.

In aceastda subsectiune se prezinta intr-o sinteza succintd conceptele de
baza ce intervin in probleme ce descriu starea de deformare si tensiune a unui
mediu continuu deformabil, cum sunt: modelul matematic de corp continuu,
componentele deformatiei, componentele tensiunii, cAmpul de forte masice.

Starea de tensiune si deformare a unui mediu continuu deformabil este
guvernata de un sistem de ecuatii cu derivate partiale, la care se adauga o serie de
ecuatii constitutive. Aceste ecuatii sunt: ecuatiile de miscare, ecuatia de continuitate
si, eventual ecuatia conductiei termice (in unele probleme aceasta ecuatie este
inlocuita cu ecuatia energiei). Aceste ecuatii au fost deduse din principiile mecanicii
si termodinamicii si sunt sintetizate in subsectiunea 1.1.3. Aceste principii sunt:
principiul conservarii masei, principiul impulsului, principiul momentului cinetic,
principiul energiei si principiul entropiei. Pentru determinarea miscarii, ecuatiile de
baza sunt completate cu legi de structura specifice, ce vor genera ecuatii de
structura, numite in mod uzual ecuatii constitutive. Prima lege constitutiva a fost
formulata de Hooke in 1678. Ecuatiile constitutive au in componenta lor coeficienti
constitutivi. Ecuatiile constitutive trebuie sa respecte urmatoarele principii: principiul
obiectivitatii si principiul invariantei materiale. Exista medii continue care prezinta
anumite simetrii in ceeace priveste proprietdtile lor fizice. Proprietdtile de simetrie
sunt caracterizate de un grup de transformari ortogonale. In functie de grupul de
transformari ortogonale se disting doua categorii de medii: mediii hemitrope si medii
izotrope.

1.1.1 Proprietdti mecanice
Modelul matematic de corp continuu. Miscarea corpului continuu

Un corp material la un moment dat ocupa o portiune din spatiul fizic.
Ansamblului de pozitii din aceastd portiune fii corespunde o submultime din spatiul
Euclidian afin E3z (modelul matematic al spatiului fizic). Aceastd submultime
caracterizeaza locul unde se afla corpul si forma lui la momentul considerat. Daca se
face abstractie de structura moleculara a corpului si se presupune ca particulele in
corp sunt distribuite continuu, atunci aceastd submultime din E3 este in general
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inchiderea unui domeniu marginit si se numeste model de corp continuu. Modul de
repartitie al materiei in corp se modeleaza cu o functie pozitiva si continua definita
pe aceasta multime si care se numeste functie de densitate.

Forte masice

Acele forte care actioneaza in toatd masa corpului continuu se numesc
forte masice [17]. In fiecare punct din spatiul ocupat de corp s-a aplicat un vector
al carui directie, marime si sens depind de punct. Un exemplu de fortd masica este
greutatea.

Tensiuni

Se considera un corp cu suprafata A asupra caruia actioneaza o forta F,
uniform distribuitd. Raportul F/A defineste efortul unitar. Limita raportului cand

suprafata tinde catre zero, reprezinta efortul unitar intr-un punct si poarta
denumirea de tensiune. A cunoaste starea de tensiune in vecinatatea unui punct
fnseamna a cunoaste tensiunile ce actioneaza pe toate elementele de suprafata ce
trec prin acel punct.

Componentele deformatiei

Sub actiunea unei tensiuni un corp se deformeaza. Deformatia poate
modifica volumul sau forma corpului. De asemenea, deformatia poate fi elastica si
se recupereaza la descarcarea corpului, sau poate fi curgere si ramane
nerecuperatd. Cand asupra unui corp actioneaza numai tensiunile normale dupa cele
trei directii va avea loc o deformare care va modifica volumul si va ldsa forma
neschimbata (compresie - tensiunile normale sunt orientate spre interiorul corpului
si volumul se micsoreaza si dilatare - tensiuni orientate in sens invers si volumul se
mareste). Compresia si dilatarea formeaza o clasa de deformatii numite deformatii
volumice. Existda o a doua clasa de deformatii care se caracterizeaza prin
modificarea formei corpului si mentinerea neschimbata a volumului. Acestea au loc
sub actiunea tensiunilor tangentiale (forfecare simpla, forfecare pura si rotatie).

Miscarea unui corp continuu, descrisd printr-o functie @ =@(t,&1,85,83)

contine atat un proces de deplasare a corpului in ansamblu ca un rigid, cat si un
proces de deformare in care se modifica distantele reciproce intre punctele corpului
si variaza unghiurile intre elementele de linie [17]. Este importantd separarea
deplasarii de corp rigid de procesul de deformare. Acest lucru se face introducand
elemente prin care putem caracteriza deformarea.

Fie in acest scop Q o particuld a corpului continuu. Notdm cu (&7,&5,&3)
coordonatele particulei la momentul initial £t =0 si cu (xj,x>,x3) coordonatele
sale la momentul t, adica:

Xi =@(t,&1,82,83) =1,2,3. (1.1.1)

Functiile vk =vjk(t,&1,82,&3) definite prin

3
1 oPpj  op; ;

Vik== D (LD _54) jk=1,23 (1.1.2)

Ik 2; cg; o5 K
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se numesc componentele deformatiei in punctul Py la momentul t ( Py corespunde
particulei Q la momentul initial t =0).

Componenta yj; caracterizeazd alungirea specificd a elementului de linie
QQ' care la momentul initial este paralel cu axa O&;. Analog, componentele y>5,
respectiv y33 caracterizeaza alungirile specifice ale elementelor de linie QQ
paralele cu axa O&>, respectiv cu axa O&3 .

Componenta yj» caracterizeaza variatia unghiului drept (r/2) dintre

elementele de linie QQ' si QQ" care la momentul initial erau paralele cu axele Ofl
respectiv. O&, [17]. La fel se justificd, cd yj3 caracterizeaza variatia unghiului
drept dintre doua elemente de linie care la momentul initial sunt paralele cu O&;
respectiv O3, iar yy3 caracterizeaza variatia unghiului drept dintre doua elemente
de linie care la momentul initial sunt paralele cu O&, respectiv O3 .

Vectorul u definit prin [17]:

u=x-§=(xg-8§1)e1+(xz2-82)e2+(x3-§3)e3 (1.1.3)
se numeste vectorul deplasare al particulei Q la momentul t.
Starea de tensiune si deformare poate fi caracterizatd cu ajutorul
invariantilor stérii de deformatie, care nu depind de alegerea reperului.
Un invariant al starii de deformare este deformatia specifica de volum:
0= “ -V
Vo
Viteza de deformare Sub actiunea unor solicitari externe corpurile
deformabile se pot deforma cu viteze diferite. Deformarea poate fi instantanee sau
are loc intr-un interval finit de timp. In timpul curgerii fluidelor in mod obligatoriu
trebuie sa se tina cont de factorul timp, care trebuie luat in considerare si in cazul
solidelor numai pentru starile de echilibru de dinainte si de dupa incarcare.

=€11 +£22+833=divt_1. (1.1.4)

1.1.2 Ecuatii constitutive

Principiile generale, relative la miscarea unui corp continuu (principiul
conservarii masei, principiul impulsului) si traduse in ecuatii (ecuatia de continuitate,
ecuatia de miscare) sunt valabile pentru orice corp continuu (solid sau fluid).
Ecuatiile care rezultd nu sunt suficiente pentru determinarea miscarii. Este natural
sa fie asa deoarece aceste principii ale mecanicii newtoniene se refera la
proprietatea mediilor de a fi sisteme materiale continue deformabile.

Modul cum se misca un mediu continuu in prezenta actiunilor exterioare
depinde insa si de structura lui: intr-un fel raspunde un solid la solicitari si in alt fel
un fluid.

Va trebui deci sa se completeze principiile generale cu legi de structura
specifice. Aceste legi de structurd specifice vor genera ecuatii de structurd specifice
ce completeaza ecuatiile rezultate din principii generale. Aceste ecuatii specifice vor
face ca modelele matematice sa aiba aspecte diferite in medii cu structuri diferite.

Doua corpuri de aceeasi forma si aceeasi masa pot avea comportari diferite
atunci cand sunt supuse la aceleasi solicitari. Se spune ca cele doua corpuri sunt
alcatuite din materiale diferite.
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Relatiile care definesc diverse clase de medii continue, corespunzatoare
diverselor comportari ale acestora se numesc, in literaturd, relatii constitutive sau
ecuatii constitutive ([95], [17]). Exemple de medii continue ideale: elastice, fluide,
vasco-elastice.

Relatiile constitutive ce definesc un material, trebuie sa respecte
urmatoarele principii: principiul obiectivitatii si principiul invariantei materiale ([70],
[136], [166], [167]).

Principiul obiectivitatii afirma ca ecuatiile constitutive trebuie sa fie
independente de observator.

Existd medii continue care prezintd anumite simetrii In ceeace priveste
proprietatile lor fizice. Principiul invariantei materiale se aplica in cazul cand exista
astfel de proprietati de simetrie. Acest principiu se enuntd astfel: ecuatiile
constitutive ale unui material trebuie sa fie invariante n raport cu grupul
transformarilor ce caracterizeaza proprietatile de simetrie ale materialului.

Este cunoscut ca un corp este incompresibil daca in timpul oricarei deformari
densitatea ramane neschimbatd: p = pp(§).

Legea lui Hooke. [17] Prima lege constitutiva a fost formulata de Hooke in
1678, a carei sens este ca "intinderea este proportionalda cu forta" (legea era
sugerata de experiente referitoare la intinderea barelor).

De la Hooke si Euler incoace, creatorii mecanicii mediilor continue au cautat
sa formuleze principii din care sa obtind aceste legi pe cale matematica. Cea mai
completa formulare de acest gen se datoreaza lui W. Noll de la Carnegie-Mellon
University (Pitsburg, publicata in 1972 in "Archiv for Rational Mechanics and
Analysis 48", pg 1-50 sub titlul "A New Mathematical Theory of Simple Materials").

Legea constitutiva a lui Hooke se refera la un corp omogen si izotrop si se
exprima prin urmatoarea ecuatie constitutiva:

ojj = A-divu - 8jj + 2 - €. (1.1.5)
in aceastd relatie ojj sunt componentele tensiunii intr-un punct (xy,x2,x3), Ejj

sunt componentele deformatiilor mici in acelasi punct, div1_1=511 + &2y + £33 este
deformatia specificd de volum in punctul (x;z,x2,x3), 0jj este simbolul lui

Kronecker, iar A si y sunt constante numite constantele lui Lamé.

Ecuatiile (1.1.5) pot fi rezolvate in raport cu componentele deformatiei si se
obtine:

1+v v
Eij=?'aij_g'9'5ij/ (1.1.6)
unde s-a notat
EobBA+2u) A (1.1.7)

Avpy T 2(A+p)’

®=0371+022+033. (1.1.8)
Constanta E se numeste modulul lui Young, iar v este coeficientul lui Poisson.
Proprietdtile elastice ale corpului sunt descrise de constantele lui Lamé A si
U sau de constantele elastice E si v.
Semnificatia mecanica a coeficientilor elastici £ si v este:
e modulul lui Young, E, este raportul dintre tensiunea de intindere
longitudinald si alungirea specifica longitudinala determinata de ea;
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o coeficientul lui Poisson, v, este raportul dintre contractia specifica
transversala si alungirea specifica longitudinala.

Constanta p a lui Lame este raportul dintre tensiunea de alunecare si
deformatia longitudinala pe care o provoaca, si poartd numele de modul de
forfecare.

Constanta A a Iui Lame nu are o semnificatie simpla, Thsa o anume
combinatie dintre aceasta constantda si modulul de forfecare p are. Constanta k

data de

Kki= s 2H (1.1.9)
3
se numeste modul de compresiune hidrostatica si satisface k = — dfo_ . Prin urmare,
ivu

constanta de compresiune hidrostaticd este raportul dintre presiunea hidrostatica si
deformatia specifica de volum pe care o provoaca.
Constantele E, v, y, k se numesc constante elastice fundamentale si au

un sens fizic bine determinat.
1.1.3 Ecuatii statice si dinamice

in baza principiilor mecanicii si termodinamicii [95] se stabilesc: ecuatiile de
miscare, ecuatia de continuitate si, dupd caz, ecuatia energiei (sau conductiei
termice).

Pentru un corp continuu, omogen si izotrop, ecuatiile pe care le satisfac
componentele tensiunii, ale micilor deformatii si ale vectorului de deplasare in
conditii statice / conditii dinamice sunt [17]:

3
Zoij,j +pfi =0 (ecuatii statice)
j=1
3
Zoij,j + pf; = pl;  (ecuatii dinamice)
= (1.1.10)

ojj = Adivu - &5 + 2ugj;.

&y = %(Ui,j vuj,i)

Alte probleme din mecanica mediilor elastice abordate de autor pot fi gasite
in articolele [25], [44]-[55], [58].

1.2 Fluide vascoelastice

Convectia caldurii are loc Tn procesele naturale si industriale datorita
prezentei gradientilor de temperatura, care pot apdrea in orice directie in raport cu
verticala, care este determinata de directia greutatii.

Descrierea teoreticd a convectiei naturale nu a fost facut mai inainte de
1916, atunci cand Rayleigh [145] a facut calcule in apropierea peretilor de frecare.
Jeffrey [98] a fost primul care a studiat cazul ce include frecare in pereti. Teoria
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1.2 - Fluide vascoelastice 19

liniara poate fi gasita in monografia lui Chandrasekhar [29]. Efectele neliniaritatii in
convectia fluidelor Newtoniene au fost luate in considerare de catre Malkus si
Veronis [115] si Veronis [174] folosind asa-numita aproximare slab-neliniara, care
este: numarul Rayleigh este mai mare, dar aproape de numarul critic Rayleigh.

1.2.1 Fluide Newtoniene
Tensorul tensiune de forfecare la fluide Newtoniene are o relatie constitutiva

liniard in raport cu tensorul rata de forfecare. Ecuatia constitutiva a acestei relatii
are ca si constanta de proportionalitate vascozitatea dinamica a fluidului, adica

Tjj = 2Npejj (1.2.1)
unde tensorul rata de forfecare este
. OV
ey =2\ i 2T (1.2.2)
2\ oxj  oXj

Motivatia fizica poate fi explicatd prin structura internd a fluidelor. Ele pot fi
realizate din topituri de polimeri sau solutii polimerice in unele lichide. Céand
forfecarea este aplicata la topitura sau solutie, lanturile polimerice se deformeaza
odata cu curgerea si apoi acestea sunt extinse sau deformate in functie de energia
transferata de tensiunea de forfecare.

1.2.2 Fluide incompresibile de ordinul al doilea

Un model simplu de fluid vascoelastic este cel al fluidului incompresibil de
ordinul al doilea [33], [39], [130]. Presupunand Tjj ca tensor tensiune de forfecare,

ecuatia constitutiva este:

Tjj = 2r70e,~j + 4Be,-kekj + 2y Dt’j] (1.2.3)
in care
DP; DP;
Yo gy Yk Nk (1.2.4)
Dt Dt O0Xj  OXj

pentru un tensor P; si unde

b_2,,2 (1.2.5)
Dt ot Xk
este derivata materiala sau Lagrange in raport cu timpul. Derivata in raport cu
timpul din relatia (1.2.4) este numitd derivata inferior-convectiva (in raport cu
timpul), prin contrast cu derivata superior-convectiva (in raport cu timpul) data de
relatia
DFj _ DRy, ovic vk

Dt Dt Kax; o
si cu derivata corotationala de timp

Pyj (1.2.6)

DPU B DBJ
D_t_D_f+a)ikij_Pikwkj (1.2.7)
unde tensorul viteza de rotatie instantanee (vectorul rata de rotatie) este
1,0v; 0vj
Wi = = _J 1.2.8
b2 (axj ax,-) ( )
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Aceste derivate de timp sunt invariante la o schimbare a reperului de
referinta.

in ecuatiile (1.2.1) si (1.2.3) np este vascozitatea si in ecuatia (1.2.3) B si
y sunt constante de material.

Al doilea model pentru ecuatia (1.2.3) are limitari in ceea ce priveste

miscarea fluidului. Este o aproximare pentru o miscare slaba cu viteze de forfecare
mici [23].

1.2.3 Fluide Maxwell

Modelul Maxwell [23] este utilizat pentru a descrie miscarea acolo unde este
posibil sa existe relaxarea tensiunilor de forfecare.
Ecuatia constitutiva a acestui model este de forma:

DT
Tjj +A—DZ{ = 2npejj (1.2.9)

unde A este timpul de relaxare. O caracteristica a acestei ecuatii este ca pentru
valori ale lui A mici fluidul se comporta aproape ca un fluid Newtonian. Pentru A
mare tinde sa se comporte ca un solid elastic. In cazul limita pentru A foarte mare,
ecuatia aproximativa se integreaza in timp si se obtine legea Iui Hooke, care este:
"tensiunea este proportionala cu deformarea".

Aceastd ecuatie constitutiva are trei versiuni: model Maxwell superior-
convectiv, model Maxwell inferior-convectiv si model Maxwell corotational, in functie
de derivata de timp selectata pentru a descrie comportamentul fluidului.

1.2.4 Fluide Oldroyd

Modelul Oldroyd de fluid [23], [137] include, pe langa timpul de relaxare, un
timp de intarziere.

Versiunea liniara a acestui model este numit modelul Jeffreys (dar modelul
neliniar este uneori numit cu acest nume). Ecuatia constitutiva este

A2 opo e+ A D50 (1.2.10)
Tii + = ii + L
§r Ay T <Motey + A1y

unde A; este timpul de intarziere.

1.2.5 Ecuatiile de baza: ecuatia de moment, ecuatia conservarii
masei, ecuatia energiei

in forma adimensionald, ecuatiile de baza sunt
ecuatia de miscare(ecuatia de moment) :

= a—qu(U-V)u =—Vp+V-T+R9/2 (1.2.11)
Pr\ ot
ecuatia conservari masei (ecuatia de continuitde) : (1.2.12)
V-u=0 -
ecuatia conservari energiei :
06 (1.2.13)

E+(u-v)e—u-/2=v29
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la acestea adaugandu-se
ecuatia conductiei termicela nivelul peretilor :

_k_ a6y =V29W (1.2.14)

ky ot
unde coeficientii au semnificatia: u=(u, v,w) - viteza, p - presiunea, T - tensorul
tensiune de forfecare, 6 - temperatura fluidului, Pr=£ - numarul Prandtl,
gaTATd3 v . : " v -
R=Z—"——— - numarul Rayleigh, AT - diferenta de temperatura reprezentativa,

vk
ky - coeficientul de difuzivitate termica al unuia dintre pereti (k; pentru peretele

inferior, ky pentru peretele superior), 6y - temperatura unuia ditre pereti (6,
temperatura peretelui inferior, 6;; temperatura peretelui superior).

Observatii: 1) in toate aceste modele de fluide vascoelastice vascozitatea
este presupusa constanta.

2) O clasa importantd de fluide ne-Newtoniene a cdror vascozitate se
modifica sub actiunea unui camp magnetic sau electric, este cea a fluidelor
magneto-, respectiv electro-reologice. Acestea fac obiectul Capitolului 3 al
prezentei lucrari.

Un parametru mecanic care apare in studiul problemei curgerii unui fluid
este coeficientul superficial la limitd, notat simbolic cu @"(0), unde w este functia

de curent.
1.2.6 Coeficientul superficial la limita

Cénd ecuatiile stratului-limita sunt integrate, se poate deduce distributia
vitezei, si pozitia punctului de separare poate fi determinata. Aceasta, la randul sau,
permite sa se calculeze coeficientul superficial la limitd [157] in jurul suprafetei
printr-un simplu proces de integrare a tensiunii de forfecare la nivelul peretelui de
pe suprafata corpului. Tensiunea de forfecare la nivelul peretelui este

70 =u(a—”] . (1.2.15)
),
y:

Pentru cazul curgerii bi-dimensionale coeficientul superficial la limita este
/
Dr = bIOTO cos @ ds, (1.2.16)
unde b reprezinta inaltimea corpului cilindric; ¢ este unghiul dintre vectorul

tangentei la suprafata si viteza de curent-liber U, , iar s este coordonata masurata

de-a lungul suprafetei. Presupunand ca nu exista nici o separare, integrarea se face
pe toata suprafata. Deoarece cos¢® ds=dx, unde x este masurata paralel cu

viteza de curent-liber, putem scrie

! ou
D =b_[ o dx. 1.2.17
i ”o[ayJ ( )
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Pentru a calcula coeficientul superficial la limitd, este necesar sa se
cunoascd gradientul vitezei la nivelul peretelui, care poate fi realizat doar prin
integrarea ecuatiilor diferentiale ale stratului limita.

O ilustrare a calcularii coeficientului superficial la limita
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2 Metoda MHAO - o prezentare generala

2.1 Elemente de dinamica neliniara

in tehnicd unele sisteme a cdror evolutie poate fi studiatd pe baza unor
ecuatii diferentiale au caracter liniar, insa majoritatea sistemelor fizice nu conduc la
ecuatii diferentiale liniare ci la ecuatii nelinare. O ecuatie diferentiala se numete
neliniara daca variabilele independente sau derivatele lor nu apar la puterea unu. In
general sistemele mecanice neliniare capata denumirea coeficientului neliniar din
ecuatia diferentiald respectiva. Astfel, se deosebesc sistemele de masa neliniara, cu
amortizare neliniara, cu elasticitate neliniara, etc.

Problemele care le pune tehnica sunt in general neliniare si liniarizarea lor
nu are decat o valoare de prima aproximare, corespunzatoare unei schematizari mai
mult sau mai putin satisfacatoare a legilor naturale, schematizare impusa de
insuficienta mijloacelor de analiza si experimentare. stiintele ingineresti moderne cu
instrumentarea lor rafinata si mijloace de calcul avansate, au pus in evidenta faptul
ca formularea legilor de miscare care neglijeaza termenii neliniari conduce la
rezultate inadecvate sau chiar false. Tratarea liniara nu numai ca duce la mari erori
cantitative, dar deformeaza de multe ori caracterul calitativ al fenomenului.

Din fericire, premisa liniaritatii domind Tnca domenii considerabile ale
tehnicii. Sunt numeroase exemple in tehnica cand apar fenomene liniare, cum ar fi:
in teoria elasticitatii, legea Iui Hooke are o valabilitate limitata, proportionalitatea
dintre forte si deformatii dispare (cazul arcurilor conice, fortele elastice sau de
readucere depind de viteza sau timp, etc.), in domeniul vibratiilor: fortele
perturbatoare depind de pozitie si chiar de viteza, amortizarile pot fi neliniare (cazul
automobilelor), miscarea pamantului sau a astrelor au miscari periodice si aproape
periodice - domeniu de care se ocupa astronomia, oscilatiile scoartei pamantului
(seismologia). Oscilatiile se gasesc la baza fenomenelor optice, a proceselor din
nucleul atomic, cuprind in general toata fizica, acustica, electrotehnica, electronica.
Cladirile si constructia de masini se intalnesc, in proiectarea lor, cu vibratii iar
constructiile navale cu tangajul si ruliul vaselor. Fenomene neliniare apar in fluide,
biologie, vehicule spatiale, poduri suspendate, consolidarea barajelor, reologie, etc.

In prezent, activitatea de cercetare a inginerului in domeniul mecanicii
neliniare s-a extins considerabil. Prin introducerea deliberatda a neliniaritatii in
diferite sisteme se obtin performante deosebite si o stabilizare remarcabila. A
inceput sa fie investigat si cAmpul ecuatiilor cu derivate partiale neliniare, deoarece
multe probleme din domeniul mediilor continue, mecanica fluidelor compresibile,
termotehnicd sau masini electrice, seismologie, plasma, chimie si alte domenii ale
tehnicii conduc la astfel de ecuatii.

Initial, teoria sistemelor neliniare s-a bazat pe rezultatele obtinute de N.
Poincaré (1878-1900), Liapunov (1893), Birkhoff (1908-1944) apoi Koenig,
Hadamard, Andronov, Krilov-Bogoliubov, etc. Elementele neliniare din sistemele
fizice au fost observate si studiate in special in astronomie: J. Homer Lane in anul
1870, apoi Lord Kelvin au studiat probleme neliniare legate de miscarea stelelor.
Poincaré a analizat multe probleme neliniare din mecanica cereasca si a elaborat
metoda perturbatiilor, dezvoltata ulterior de A. Lindstedt. Lord Rayleigh s-a ocupat
indeosebi de teoria sunetelor. In teoria elasticitatii problemele neliniare au atras
atentia fratilor Bernoulli, precum si a lui Euler si Lagrange. Deformatiile finite
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neliniare ale solidului au fost studiate analitic de M. Biot, J. Boussinesq, G. Kirchhoff,
D. Murnagham. Multe probleme de hidrodinamica si aerodinamica care conduc la
ecuatii diferentiale neliniare au fost studiate de L.Prandtl, D. Reynolds, G. Taylor.
Miscarile oscilatorii cu amplitudini finite au fost analizate de Lord Reyleigh, G.
Stokes, Levi-Civita. Riemann a elaborat metoda de analiza a propagadrii impulsului in
gaze. In secolul XX, problemele neliniare au inceput sa fie studiate in mai toate
domeniile tehnice. Astfel, Van der Pol a obtinut rezultate fructuoase in studiul
sistemelor diferentiale neliniare din electrotehnica. De stabilirea solutiilor periodice
ale ecuatiilor diferentiale neliniare s-a ocupat A. Liapunov, Malkin, Andronov,
Pontriaghin, Mandelstham, Papaleski, Witt.

Oscilatiile neliniare ce apar la circuitele electrice au fost studiate de Hayashi,
Kawakami, Ueda. Metode generale de aproximare au fost date de Krilov, Mitropolski,
Duffing.

Solutii exacte pentru sisteme neliniare sunt foarte putine si in general nu tin
seama de conditiile impuse. De o deosebitd importanta in acest domeniu sunt
solutiile aproximative. Din nefericire, in cazul ecuatiilor diferentiale neliniare nu este
valabil principiul suprapunerii. Determinarea solutiei generale a unei ecuatii
diferentiale neliniara este o problema deosebit de dificila si adesea imposibila. Sunt
foarte putine cazurile cand solutia se poate exprima cu ajutorul functiilor
elementare. In multe cazuri practice, ecuatia diferentiala este foarte complicata,
astfel ca nu se poate determina o solutie intr-un timp acceptabil si cu mijloace
obisnuite.

Cele mai cunoscute metode aproximative sunt tehnicile perturbatoare. Un
aspect deosebit al acestor metode a fost descoperirea celei de a noua planete a
sistemului solar. Aceste tehnici sunt considerate printre primele zece realizari de
exceptie ale secolului XX. Tehnicile perturbatoare au un rol important in stiinta si
inginerie. Dar aceste tehnici sunt bazate pe existenta unui parametru mic sau mare
sau pe variatia mica a variabilei necunoscute. Aceste restrictii fac imposibila
rezolvarea unor ecuatii diferentiale ce nu contin astfel de parametri.

Metodele perturbatoare au fost aplicate pentru a determina solutii
aproximative la pro- blemele slab neliniare de catre Nayfeh [134] in 1985. Dar
utilizarea teoriei perturbatiilor in multe probleme este invalida pentru valori ale
parametrilor dincolo de un anumit interval specificat. Alte proceduri au fost propuse,
cum ar fi: metoda de descompunere Adomian [7], metode de liniarizare [19], [143],
diverse metode modificate de tip Lindsedt-Poincaré [91], si altele.

Pentru studiul fenomenelor neliniare s-au elaborat si se elaboreaza si in
prezent o multime de metode, printre care amintim: metoda balantei armonice,
metoda Lindstedt-Poincaré, metoda de medie, metoda scarilor multiple, metoda
functiilor eliptice, metoda elementelor de frontiera, metoda liniarizarii ponderate,
metoda parametrului artificial, metode homotopice, metode iterative, metode
variationale, etc.

Dar aceste metode se aplicd in special daca in ecuatiile diferentiale de
miscare apare un parametru mic, ceea ce face ca anumite probleme (puternic
neliniare) sa nu poata fi rezolvate. Un alt aspect care trebuie avut in vedere este
eroarea solutiei aproximative in comparatie cu solutia numerica.

In ultimii ani, s-au obtinut rezultate remarcabile in probleme tari neliniare,
in special facand apel la programe specifice pe calculator prin asa-numitele metode
optimale.
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2.2 Prima varianta a metodei MHAO
2.2.1 Descriere

In acest capitol se propune s& se obtind o solutie aproximativd cu ajutorul
metodei homotopice asimptotice optimale (MHAO) (in limba engleza: optimal
homotopy asymptotic method (OHAM) [122], [123], [124], [125], [126], [127],
[128], [129]), pentru ecuatia diferentiald neliniara

Llu(x)]+g(x)+N[u(x)] =0 (2.2.1)
supusa conditiilor initiale / la limita
B{u(x), d“(x)} =0 (2.2.2)
dx

dupa numai o singura iteratie, rezolvand o ecuatie diferentiala liniard, unde L este
un operator liniar si N este un operator neliniar. Operatorul liniar L nu este unic.
Daca ¢(x,p,C;j) este o functie necunoscutad scrisa in forma
@(x,p;Ci) = up(x)+pus(x,C;) (2.2.3)
unde p e [0, 1] este un parametru, iar up(x) este o aproximare initiald a functiei
necunoscute u(x) care are proprietatile

L(up(x))+9(x) = 0, B[uo(x), %J -0 (2.2.4)
atunci solutia aproximativa de ordinul intai a ecuatiei (2.1) este data de
U(X,C,‘)=(p(X,l,'Ci)=U0(X)+U1(X,C,'), (2.2.5)

unde C; sunt parametri necunoscuti la acest moment, iar prima aproximare
uy(x,C;j) va fi determinatd conform descrierii de mai jos.

Cu ajutorul operatorului liniar L si a operatorului neliniar N din ecuatia
(2.2.1), se construieste familia de ecuatii diferentiale

H[L(p(x,p;Ci)), H(x,C;), N(p(x,p; Cj))] = L(up(x)) + g(x) +

+p[L(uz(x,C;)) — H(x,Ci )N(up(x))], (2.2.6)

care satisface urmatoarele proprietati
H[L(p(x,0;C;)), H(x,C;), N(p(x,0;Cj))] =
+L(@p(x,0;C;))+g(x) = L(up(x))+g(x)=0
H[L(p(x,1;C;)), H(x,Cj),N(p(x,1;C;))] =
=H(x,C)[L(u(x,Cj))+9g(x)-N(u(x))]
unde H(x,Cj) = 0 este o functie arbitrara de control a convergentei, depinzand de
variabilele x si de un numar arbitrar de parametri C;, C», ..., Cs care vor fi

determinati ulterior.

(2.2.7)

(2.2.8)

Identificand numai coeficientii puterilor po si pl in relatia (2.2.6), se obtine
ecuatia de guvernare a aproximarii initiale ug(x) din ecuatia (2.2.4) si ecuatia de
guvernare a functiei uy(x,C;) i.e.

L(uz(x,Cj)) = H(x,Cj)N(upg(x)), (2.2.9)
cu conditiile initiale / la limita
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B(@l(x,C;),%) -0,i=1,2,..,5. (2.2.10)
Este natural s& se aleagd functia arbitrard auxiliara H(x,C;) astfel incat

produsul
H(x,Cj)N(ug(x)) si N(ug(x)) sa fie de aceeasi forma. Parametrii C;, C>,

..., Cg care apar in expresia solutiei aproximative de ordinul intdi data de relatia

(2.2.5) pot fi identificati optimal prin diverse metode de optimizare, cum ar fi:
metoda celor mai mici patrate, Metoda Galerkin, metoda colocatiei, metoda Ritz,
metoda reziduului ponderat, metoda Kantorowich, metoda minimizarii patratului
restului de aproximare si altele.

Astfel, substituind relatia (2.2.5) in ecuatia (2.2.1) rezultd expresia restului
de aproximare

R(x,Cj) = N(u(x,C;)). (2.2.11)
Minimizarea patratului restului de aproximare
b
J(Cy,Cz,..., Cs) =I R2(x,Cy,Cz,..., Cs) dx (2.2.12)
a

unde a si b sunt doua valori depinzadnd de problema data, permite sa se identifice
parameterii necunoscuti C;, C», ..., Cg din conditiile
ad_d_ I (2.2.13)

Cu acesti parametri cunoscuti (numiti parametri de control ai convergentei),
solutia aproximativa de ordinul intai (2.2.5) este bine-determinata.

2.2.2 Exemplu: Ecuatia neliniara de propagare a undei elastice
longitudinale - cazul vibratiilor periodice

Prima varianta a metodei MHAO se aplica pentru a gasi solutii aproximative
pentru ecuatia neliniara de propagare a undei elastice longitudinale [60], [61]

62u ou azu

U_fl_cz(_+_._)=0, t>0,. (2214)
ax?  ox ox?
cu conditiile initiale / la limita
u(x,0)=vp(x) = %cos(4nx), 2—;’(x,0) =vy(x)=0. (2.2.15)
Yoot)=Y1,t)=0. (2.2.16)
[0)¢ ox

supusa actiunii fortei volumice
fi(x,t) = 2nc12(sir(4nx) cos(4ncyt) +sin(8rx)) (2.2.17)
pentru x e [0,1], te[0,1] (a=0,b=1,T=1,c71=0.02).
In vederea aplicarii primei variante a metodei MHAO, se alege operatorul
liniar L in forma
L(u(x,t))=1u(x,t). (2.2.18)
Atunci operatorul neliniar N definit in relatia (2.2.1) se obtine din ecuatia (2.2.14):

2 2
N(u(x,t)) = —2nc12(sir(4nx)cos(4nc2t) +sin8nx)) - clz(a—g + . a—g). (2.2.19)
X< X px
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Aproximarea initiald up(x,t), obtinutd din ecuatia (2.2.4) cu operatorul
liniar definit in relatia (2.2.18) si conditiile initiale / la limita (2.2.15)-(2.2.16) are
solutia

up(x,t) = %cos(4nx). (2.2.20)

Folosind relatiile (2.2.20) si (2.2.19), prima aproximare U,(X,t) se obtine
din ecuatia (2.2.9), care devine:
L'il(x,t)+H1(x,t,C,-)[L'io(x,t)—2nc12(sir(4nx)cos(4nc2t)+sir(8nx))—
2 ?u ou o%u (2.2.21)
_ Cl (_2 4+ —. _2
ox< X ox
si verifica conditiile initiale / la limita
uz(x,0) = Uy(x,0) = us(0,t) = uj(1,t) =0, (2.2.22)
unde Hjy(x,t,C;) este o functie auxiliaréd arbitrard de control a convergentei
depinzand de un numar finit de parametri de control C;.
Pentru integrarea ecuatiei (2.2.21) se alege functia auxiliara Hi(x,t,C;) in

form
Iell()?, t,C;) = 2Cysin2nx + 4Cy sin2nx cos 2rcyt + 4C3 sin2rx cos 6ncyt + (2.2.23)
+4C4 sin2nx cos 8ncyt
unde C;, Cy, C3 si C4 sunt parametri necunoscuti la acest moment.
Pe aceasta cale, solutia ecuatiei (2.2.21) pentru prima aproximare ujz(x,t)
este

ui(x,t,Ci)= 2nc§C1(cos(6nx) —cos(10nx)) - 2+ (1-cos(2ncyt)) - [(Co +

+C3z)cos(2nx)+(Cy —C3)cos(6rx) - 2Co cos(lOnx)]+%(C1 +Cyq)-(1-
—cos(4ncyt)) - (cos(6rix ) — cos(10rx)) +é(1 —cos(6éricot)) - [Corcos(2nx) + (2C3 -
—Cy)cos(6rix)—2C3 cos(lOnx)]+éC4 -(1-cos(8ncyt))-(cos(6rix)—cos(10rx)) +

+3—16C4 -(1-cos(12ncyt))-(cos(2nx)— cos(6rix)) (2.2.24)

Solutia aproximativa de ordinul intai este acum obtinuta din relatia (2.2.5):
u(x,t,Ci)=up(x,t)+ui(x,t,Ci) (2.2.25)
unde up(x,t) este datd de relatia (2.2.20), iar ujy(x,t,C;) este data de relatia

(2.2.24).
Acuratetea metodei poate fi motivata prin comparatia solutiei aproximative
(2.2.25) cu rezultatele numerice pentru cateva valori ale variabilei t. Valorile

parametrilor de control a convergentei C;, i =1,...,4 sunt determinate optimal cu
ajutorul metodei celor mai mici patrate folosind soft-ul Wolfram Mathematika 6.0.
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Tabelul 2.1. Comparatia solutiei aproximative de ordinul intai (2.2.25) cu
rezultatele numerice, pentru diferite valori ale variabilei t, ¢c; =0.02, ¢ =0.1

(5u =| UMHAO — Unumeric |)

t=0.15, c;=0.02, c» =0.1 t=0.45, c;=0.02, c2 =0.1
x| UmHAO Unumeric €, UMHAO Unumeric €,
0 | 0.0795775| 0.0794589|0.000118563| 0.0795775| 0.0785134| 0.0010641
0.1] 0.0245908| 0.0247573]|0.000166524] 0.0245907| 0.0260891| 0.00149846
0.2/ -0.0643795| -0.0642142) 0.000165284] -0.0643794| -0.0628998 0.00147962
0.3 -0.0643795| -0.0642547/ 0.000124816| -0.0643796| -0.0632847| 0.00109499
0.4) 0.0245908| 0.0243142|0.000276648 0.0245909| 0.0221275| 0.00246336
0.5 0.0795775| 0.0793993|0.000178205] 0.0795775| 0.0779691| 0.00160841
0.6| 0.0245908| 0.0247573|0.000166508| 0.0245909| 0.026089 | 0.00149812
0.7/ -0.0643795| -0.0642142) 0.000165308| -0.0643796 -0.0628998 0.00147987
0.8/ -0.0643795| -0.0642547/ 0.000124792| -0.0643794| -0.0632847| 0.00109475
0.9 0.0245908| 0.0243141|0.000276635] 0.0245907| 0.0221274| 0.00246329
1] 0.0795775| 0.0793385|0.000238988 0.0795775| 0.0774005| 0.00217697
u(x,0.15)
0.05 \
02 p4 08 08] 10"
~0.05
Fig. 2.1: Comparatia solutiilor pentru t; = 0.15: — solutia numerica; ...... solutia
aproximativa
u(x,0.45)
0.05 \ Y ;
\ / \ ‘ X
\02 p4 06 08/ 10
—00s \ /
Fig. 2.2: Comparatia solutiilor pentru t> = 0.45: — solutia numerica; ...... solutia

aproximativa

in Tabelul 2.1, ca si in Figurile 1 si 2 sunt prezentate comparatii intre solutia
aproximativa de ordinul intai data de relatia (2.2.25) si rezultatele numerice, pentru
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2.3 - A doua variantd a metodei MHAO 29

cateva valori fixate ale variabilei timp t, respectiv cateva valori ale variabilei
xe[0,1].

2.3 A doua varianta a metodei MHAO
2.3.1 Descriere

Fie ecuatia diferentiala scrisa in forma generala:
Lfu(x)]+g(x)+N[u(x)] =0 (2.3.1)
unde L este un operator liniar si N este un operator neliniar. Conditiile la limita se
presupun scrise sub forma:

B{u(x), d“(x)} =0 (2.3.2)
dx
Fie up(x) o aproximare initiala a functiei u(x) astfel incat
Llug(x)] +9(x) =0, B{uo(x), %} -0 (2.3.3)

Se subliniaza ca operatorul liniar L din relatiile (2.3.1) si (2.3.3) nu este
unic.
Se considera functia @(x, p,C;) in forma
o(x,p,Ci) = up(x) + pus(x,C;) (2.3.4)
unde p e [0, 1] este un parametru. Rezulta ca solutia aproximativa de ordinul intai
poate fi scrisa astfel
u(x,Ci) = up(x) +uy(x,C;) (2.3.5)
unde Cj, C», ..., Cs sunt parametri necunoscuti, care se vor determina la sfarsit.
Conditiile la limita sunt
du(x,C;)
dx

Conform cu [122], [123], [124], [125], [126], [127], [128], [129], se
construieste familia de ecuatii:

H[L(o(x,p,Ci))+9(x),H(x,Cj),N(o(x,p,Ci))] =

Blu(x,C;i), =0 (2.3.6)

= LIup(x)] + 9(x) + PIL(Ux(X, C )~ H(x,C N(up(x D] = 0. &7
cu proprietatile
HIL(®(X,0,C1)) + 9(x), H(x, C;), N(#(x,0,C;))] = (2.3.8)
=L(o(x,0,Cj))+9g(x) = L[ug(x)] +g(x) =0.
HIL(®(x,1,C;)) + g(x), H(x, 1), N(¥(x,1,C;))] = (2.3.9)
=H(x,Ci)[L(u(x,Cj))+g(x)+N(u(x,C;))] = 0.
unde H(n,C;) este o functie auxiliara arbitrara de control a convergentei.
Din relatiile (2.3.4) si (2.3.5) se gaseste
@(x,0,Ci) =up(x) (2.3.10)
o(x,1,C) = u(x,Cj) (2.3.11)
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Acum, egaland numai coeficientii puterilor pO Si p1 in relatia (2.3.7), se

obtine ecuatia diferentiala pentru functia up(x) datad de ecuatia (2.3.3) si ecuatia
diferentiald pentru prima aproximare u;(x,C;), i.e.
L(ui(x,Cj)) = H(x,Cj)N(up(x)),

; 2.3.12
B[UI(X,C,), M} -0, i=12..,5 ( )
dx
in general, operatorul neliniar din relatia (2.3.12) poate avea forma
n
N(up(x)) =D hi(x)gi(x) (2.3.13)

i=1

unde functiile hj(x) si gj(x) sunt cunoscute si depind de functia ug(x) si de
operatorul neliniar, n fiind un numar intreg cunoscut. Este cunoscut ca solutia
generala a ecuatiei diferentiale neomogene (2.3.12) este egala cu suma dintre
solutia generala a ecuatiei omogene corespunzatoare si cateva solutii particulare a
ecuatiei neomogene. In cele ce urmeaza, nu se va rezolva ecuatia (2.3.12), dar din
teoria ecuatiilor diferentiale este mai convenabil a considera functia necunoscuta
ui(x,Cj) in forma:

m
ug(x,Cj) = D Hi(x,hj(x),Cj)gi(x), j=1,2,.... (2.3.14)
i=1
sau
m
us(x,Cj) = Y Hi(x,95(x),C)fi(x), j=1,2,.., (2.3.15)
i=1
d ,Ci
B[ul(x,cj), M} -0 (2.3.16)
dn

unde Tn cadrul expresiei functiei Hi(x,hj(x),C;) din relatia (2.3.14) apar combinatii
liniare ale functiilor hj, cativa termeni care sunt dati de ecuatia omogena
corespunzatoare si un numar de parametri necunoscuti Cj , j=1,2,..., s, m fiind
un numar intreg arbitrar. De exemplu, daca h; este o functie trigonometrica, atunci

H; este o combinatie de functii trigonometrice, dacd h; = sinax, atunci putem
alege Hj(x,hy,Cj)=Cysinax +Cycosax +Czsin2ax +.... Analog, daca hy =x3,
atunci putem alege Hl(x,hl,Cj)=C1x+C2x3+C3x7+C4x8+.... In cazul cand
h; =Inx, putem alege H1(x,h1,Cj)=C1/nx+C2/n2x+C3xInx+... sau
Hi(x,h1,Cj) = CyInx +CaxInx + C3x% Inx + C4xIn2x +.... Existd o mare libertate
de a alege valoarea lui m si functiile auxiliare H;. Nu se poate cere ca uj;(x,C;) sa

fie solutie a ecuatiei (2.3.12), dar U(X,C;) dat de relatia (2.3.5) cu u;(x,C;) dat
de relatia (2.3.14), este solutie a ecuatiei (2.3.1). Aceasta este ideea care sta la
baza acestei variante a metodei MHAO. Convergenta solutiei aproximative u(x,Cj)
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data de relatia (2.3.5) depinde de functiile auxiliare H;(x,h;,C;) , j=1,..., s. Se
alege H;, astfel ca in relatia (2.3.14) termenii Zlei(x,hj(x),Cj)g,-(x) sa fie de

aceeasi forma cu termenii din expresia Z?_lh,-(x)g,-(x) data de relatia (2.3.13).

Aceleasi consideratii pot fi facute pentru expresia din relatia (2.3.15) unde f; si g;

sunt inversate intre ele.

Metoda MHAO consta in definitiv in transformarea unei ecuatii diferentiale
neliniare intr-o singura ecuatie diferentiala liniard, lucru neabordat in literatura.
Ceea ce este caracteristic primei variante a metodei MHAO este ca ecuatia
diferentiala (2.2.9) este rezolvata prin metode de cuadraturd, spre deosebire de a
doua varianta in care ecuatia diferentialda (2.3.12) nu este rezolvata efectivsi se
propun solutii de o anumitd forma in functie de functiile care apar in operatorul
neliniar. Prima varianta se aplica problemelor de dificultate medie si mare, iar cea
de-a doua varianta se aplica acelor probleme de dificultate maxima care nu dau
rezultate eficiente cu prima varianta.

Avantajul variantei a doua este ca simplifica rezolvarea unor ecuatii
complicate cu un numar foarte mare de parametri. A doua varianta nu este
cunoscutd ca o metoda de sine statatoare in teoria ecuatiilor diferentiale. A doua
varianta permite determinarea solutiilor exacte in unele cazuri, dar si a solutiilor
multiple, rezultate care nu sunt cunoscute in literatura. Exista putine metode de a
determina solutiile exacte, dar acestea nu tin seama de conditiile initiale si la limita.

Un relativ dezavantaj al metodei MHAO este folosirea unui numar mare de
parametri de control ai convergentei, dar pe de alta parte, acesti parametri conduc
la o abatere foarte buna.

Convergenta solutiei aproximative (2.3.5)

Convergenta solutiei aproximative U(x,C,-) data de relatia (2.3.5) depinde
de functiile auxiliare H;j(x,h;j(x),Cj), j=1,.., s care apar in relatia (2.3.14).

Exista multe posibilitati de a alege aceste functii H;. Se alege o astfel de functie H;

astfel incat in cadrul relatiei (2.3.14) termenii Zle;(n,hj(n),Cj)g,-(n) sa fie de

aceeasi forma cu termenii din expresia 27_1h,~(x)g,-(x) data de relatia (2.3.13)

[64], [122]-[129]. Solutia aproximativd de ordinul intai L_I(X,C,') depinde, de
asemenea, de parametrii Cj, j=1,..,s. Valorile acestor parametrii pot fi
determinate optimal cu ajutorul metodelor cunoscute, cum sunt: metoda celor mai
mici patrate, metoda reziduului ponderat, metoda Galerkin, metoda colocatiei,
metoda Ritz, etc. Pe aceasta cale, este clar ca solutiile aproximative de ordinul intai
date de ralatia (2.3.5) sunt bine-determinate. Pentru cd functiile auxiliare H; nu
sunt unice, exista libertatea de a determina mai multe solutii aproximative pentru
ecuatia diferentiald neliniara (2.3.1) - (2.3.2). Trebuie subliniat cd toata procedura
contine functiile auxiliare Hj(x, h;(x),Cj), i=1,..,m, j=1,..,s care ofera o

modalitate simpla de a ajusta si de a controla convergenta solutiilor aproximative.
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2.3.2 Exemplul 1: Ecuatia neliniara Thomas-Fermi

Se considera ecuatia diferentialda Thomas-Fermi [121]:

3
yr =Y (2.3.17)
X

cu conditia initiala / la limita:
y(0)=1, y(x)=0, (2.3.18)
unde simbolul prim noteaza derivarea in raport cu x.

Ecuatia (2.3.17) descrie schimbarea densitatii in atomii cu numar atomic
foarte mare. Solutia numerica a problemei (2.3.17) si (2.3.18) poate fi gasitd cu
mare dificultate [20] deoarece ecuatia diferentiala neliniara are o singularitate in
x=0.

Cu transformarea

Jx =t (2.3.19)
se gasesc
y " ty—y
Ry =Y"7 2.3.20
TR e ( )
unde simbolul dot noteaza derivarea in raport cu t. Pe aceasta cale, ecuatiile
(2.3.17) si (2.3.18) devin

y' =

ty—y-4t’y¥2 =0

y(0)=1, y(x)=0. (2.3.21)
Opertorul liniar este definit prin
Lly(t)=y - Ky (2.3.22)

unde A >0 este un parametru arbitrar necunoscut la acest moment. Operatorul
neliniar este

N(y(t)) =ty —y —4t2y¥/2, (2.3.23)
Aplicand aceasta varianta a metodei MHAO se obtine:
Y(x) = (1+2.8440462072\x + 2.8385227B1x + 408.2504889408x/x +

+2684.0147299659x2 — 2058.310695493x%\x + 694.4558078037x> —
—136.4738073947x3\x + 16.6503077715x% - 1.2030880433x%\/x +
1 0.0407110884x5 ) . e=2.8440462072x
+(~0.6666986241x — 186.2530445276x\x + 2044.6317622248x2 —

_ 2284.2358172213x2x )e~3-9157652153X | 10 584403241 1x -
~221.6578865121x\x — 5243.254494816x2 —
_ 590.9937887039x2/x e~ % 2660693108\/x (2.3.24)

in Figura 2.3 este prezentatda o comparatie intre solutia aproximativa de
ordinul intai date de relatia (2.3.24) si rezultatele numerice.

Cateva valori ale solutiilor aproximative obtinute cu metoda HAM [110],
MHAO - relatia (2.3.24) si rezultatele numerice pentru diferite valori ale variabilei
X, sunt date in Tabelul 2.2.
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Fig. 2.3: Rezultate comparative intre solutia aproximativa data de relatia (2.3.24) si

rezultatele numerice: solutia numerica; ......... solutia aproximativa

Tabelul

y(x)
1.0

0.8
0.6
04

0.2] \

00—

20

30 40

56

2.2. Solutiile aproximative obtinute cu metodele HAM [110],

MHAO-relatia (2.3.24) si rezultatele numerice pentru diferite valori ale variabilei x

X

Y pam (X) - [110]

V(x) (2.3.24)

y (x)

numeric

1

1

1

0

0.5 0.606987 0.606986083 0.606986374
1 0.424008 0.424007644 0.424008039
1.5 0.314778 0.314776923 0.314777447
2 0.243009 0.243008140 0.243008484
2.5 0.192795 0.192983819 0.192984090
3 0.156633 0.156632277 0.156632627
3.5 0.129370 0.129369080 0.129369533
4 0.108404 0.108403678 0.108404170
4.5 0.0919482 0.091947558 0.091948019
5 0.0788078 0.078807234 0.078807630
10 0.0243143 0.024310868 0.024313241
15 0.0108054 0.010798763 0.010801392
20 0.00578494 0.005775234 0.005773988
25 0.00347375 0.003449790 0.003448745
30 0.002202137 0.002205639
35 0.001458654 0.001459192
40 0.000983936 0.000957785
45 0.000012900 0.000655659
50 0.000632255 0.000454954 0.000441049
100 0.000100243 8.98417 -107° 7.36651 -107°

in Tabelul 2.3, se compara abaterile € MHAO =| )_/(x)—ynumen-c(x)l cu HAM
[110], MHAO (relatia (2.3.24)) pentru 20 de valori din intervalul 0 < x <100.
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Tabelul 2.3. Rezultate comparative intre abaterile obtinute cu HAM [110] si
MHAO-relatia (2.3.24) pentru diferite valori ale variabilei x

N Eham = . EMH,
=Y a0 =Y pumeric (X0 | =ly( X)(; ¢ nymerc ()|
[110] el
0 0 0
0.5 6.25177 -1077 2.91 .107
1 3.9715 -10°8 3.95 .10~
1.5 5.52454 .10 5.23 .10
2 5.15483 .10 3.43 .10
2.5 1.890909 -107* 2.71 .10
3 3.7291 -1077 3.49 .10
3.5 4.66894 1077 4.52 .10
4 1.7057 -10~7 4.92 .107
4.5 1.80459 1077 4.61-107
> 1.69127 1077 3.96 -10~7
10 1.058496 -10°° 2.37 -10°°
15 2.62 .10
20 1.095139 - 10> 1.24 .10
25 2.500488 1072 1.04 .10°°
30 3.50 -10°°
35 5.37 1077
40 2.61 .10
45 1.29 .10
50 1.912002 -10~% 1.39 .10
100 9.287648 .10 1.61 .10

in altd ordine de idei, din relatia (2.3.24) aproximarea pantei initiale )_/(0)

este

y(0) = —1.588071992608454
Kobayashi [102] da un rezultat numeric pentru aceeasi problema ca fiind

y'k (0) = -1.588071

(2.3.25)

(2.3.26)
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Tabelul 2.4. Rezultate comparative intre diferite aproximatii ale pantei

initiale y(0) (€00 =Y yam (O =Y pumeric (O Eppao =1 Y0 =Y numeric (O01)
Ordinul Liao [102] / (2.3.24) /
aproximarii abaterea Epam abaterea € MHAO

10 -1.50014 8.7 «107

20 -1.54093 4.7 ¢107?

30 -1.55595 3.2 «107

40 -1.56373 2.4 102 |-1.5880719992/
50 -1.56848 1.9 ¢107 9.9¢10°

60 -1.57168 1.6 107

70 -1.57399 1.4 «107

80 -1.57572 1.2 «107

90 -1.57708 1.09 #1072

100 -1.57816 8.7 #1072

O comparatie intre diferite aproximatii ale pantei initiale y(0) este
prezentatd in Tabelul 2.4.

Este clar ca rezultatele prezentate pentru panta initiala sunt mai bune decat
cele obtinute de Liao [110] cu metoda HAM.

2.3.3 Exemplul 2: Curgerea unui fluid vascos la nivelul stratului-
limita intr-un domeniu nemarginit

in cele ce urmeazs, se considerd curgerea la nivelul stratului limitd vascos,
guvernata de ecuatiile:

2
g M, oY (2.3.27)
ox oy ay?
M,V _p (2.3.28)
ox oy
supusa conditiilor initiale / la limita:
n
u=u5=uo(%J,v=0, lay=0, 0<n<l1 (2.3.29)
u—0, pentruy — o (2.3.30)

unde u si v sunt componentele vitezei in directiile axelor Ox si respectiv Oy .
Daca ¥ este functia de curent definita prin relatiile
oY oY
= —_—, V=———
oy ox
atunci ecuatia (2.3.28) este automat satisfacuta. Cu ajutorul transformarilor de
similaritate

(2.3.31)

¥ = F(n)J2vus | X1, n=y|—S (2.3.32)
2v | x|
ecuatia (2.3.27) se reduce la
F(n)+(n—-1)F(n)F'(n)-2n[F(n)]? =0 (2.3.33)
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cu conditiile initiale / la limita
F(0)=0, F(0)=1, F(x)=0 (2.3.34)
unde simbolul prim noteaza derivarea in raport cu variabila n.

Solutii aproximative ale problemei curgerii la nivelul stratului vascos
cu ajutorul metodei MHAO

in continuare se aplicd a doua variantd a metodei MHAO pentru a obtine
solutii aproximative ale ecuatiilor (2.3.33) si (2.3.34). Pentru aceasta, se alege
operatorul liniar in forma [122]-[129]:

L(F(n))=F"(n)+
si prin urmare, operatorul neliniar are expresia

3K " " r
N(F(n)) = - Kn+ 1 F'(n)+(n-1)F(n)F"(n)-2n[F'(n)]?, (2.3.36)
unde K este un parametru necunoscut (K > 0).
Din ecuatia (2.3.3) si relatia (2.3.35) se gaseste

3K
Kn+1

F"(n) (2.3.35)

1 1
F == -—, 2.3.37
o(n) K K(Kn+1) ( )
Substituind relatia (2.3.37) in relatia (2.3.36) se obtine
2
6K*“ -2 2(n-1
N(Fp(n)) = 7 ( )3 (2.3.38)
(Kn+1)" (Kn+1)
Din relatiile (2.3.13) si (2.3.38) se deduce ca
2
6K~< -2 2(n-1
h(m =1, gi(n) =K"= hyn)=-1, ga(n)= 2L (2.3.39)
(Kn+1) (Kn+1)
in fine, prima aproximare Fi(n) poate fi scrisa cu ajutorul relatiei (2.3.14)
prin
2 2 2
Fi(n) = —S11 Can Csi (2.3.40)

> + 3 + ...+ 7
(Kn+1)° (Kn+1) (Kn+1)°*
unde Cy;, Cy, ..., Cs sunt parametri necunoscuti.
Din relatiile (2.3.37), (2.3.40) si (2.3.5) se obtine solutia aproximativa de
ordinul intai, folosind a doua alternativa a metodei MHAOQ, in forma:
_ 2 2
F(r),C,-)=i— 1 + Cin >+ Can 3+...+C5—r]1
K K(Kn+1) (Kkn+1)* (Kn+1) (Kn+1)°*
unde s este un numar arbitrar intreg pozitiv.

2

(2.3.41)

Exemple numerice

Acuratetea celei de-a doua variante a metodei MHAO, este ilustratda prin
comparatia solutiilor aproximative cu rezultatele integrarii numerice obtinute cu
ajutorul metodei Runge-Kutta de ordin 4 in combinatie cu metoda shooting, folosind
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soft-ul Wolfram Mathematica 6.0. Pentru n = %, s =13, folosind metoda celor mai
mici patrate, parametri optimali de control a convergentei sunt
C;=1.3157126545,C> = -9.6351399667, C3 = 46.749153979,
C4q4 =-148.7412141919,Cs = 305.7835542914,Cg = -375.3183121831,
C7 =187.8905875969,Cg = 131.0927130265,Cg = -196.624968/866,
Ci0 = -54.3893541176,Cy1 = 237.0668998568, C1» = —-163.4060230684,
Ci13 =38.3356375909, K = 0.39997129532
F(n) = 2.5001794299 - _2:500179429 1.31571265450°
1+0.3999712932n  (1+0.3999712932n)?
_ 9.6351399667n° , _46.7491 539790°  148.7412141919n°
(1+0.3999712932n)3  (1+0.3999712932n)* (1+0.3999712932n)°
305.7835542914n° __375.3183121831n° 187.8905875969°
(1+0.3999712932n)° (1+0.3999712932n)  (1+0.3999712932n)8

131.0927130265n°  196.6249687866n°  54.3893541176n°
(1+0.3999712932n)° (1+0.3999712932n)10  (1+0.3999712932n)11
237.0668998568n°  163.4060230684n° . 38.3356375909n7
(1+0.3999712932n)12  (1+0.3999712932n)13  (1+0.3999712932n)1%
(2.3.42)

in Figurile 4, 6 si 8 sunt reprezentate comparatii intre solutia aproximativa de
ordinul intdi F(n), derivata de ordinul intai F'(n), respectiv derivata de ordinul 2 a

acesteia F” (n) si rezultatele numerice. In Figurile 5, 7 si 9 sunt reprezentate abaterile

pentru functiile F, F' si respectiv F”. Restul aproximarii este prezentat in Figura 10.

De asemenea, in Tabelele 2.5, 2.6 si 2.7 sunt prezentate compararatii intre
solutia aproximativa de ordinul intéi, derivata acesteia, respectiv derivata de ordinul
2 a acesteia si rezultatele numerice.

in Tabelul 2.8 se prezintd o comparatie intre coeficientul superficial la limita
F"(0) si valoa- rea limitd F(«x) cu ajutorul metodei MHAO si rezultatele integrarii

numerice. Toate aceste compararatii sunt gasite a fi intr-un acord foarte bun pentru
solutia aproximativa obtinuta cu metoda MHAO.

Tabelul 2.5. Valori ale functiei F(n) pentru cateva valori ale variabilei n, precum
si abaterea €. =| Foumeric ~FMHAO |, pentru n=1/3

n f numeric /?MHAO € F

0 -3.149 1072 0. 3.149 -107%
1/2 0.4412993635| 0.4413003207| ¢ 575 .10~/
1 0.7976199044 | 0.7976206608| - cc3 . 10-7
3/2 1.0990502963 | 1.0990511577| g ¢13 .10-7

BUPT
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2 1.3622700319] 1.3622678675| 5 164 . 106
5/2 1.5973912528 15973920037 7 509 .10~/
3 1.8109710253| 1.8109730278| 5 502 . 706
7/2 2.0074895225 2.0074899151| 5 g5 . 7097
4 2.1901384401 2.1901370085| { 431 . 106
9/2 2.3612702824 2.3612682405| 5 ga1 . 106
5 2.5226684628| 2.5226669778| 1 4g4 . 106
11/2 2.6757167752 2.6757163380| 4375 107
6 2.8215088684 | 2.8215094008| 5 354 71097
13/2 2.9609215014 2.9609226308| { 159 . 106
7 3.0946653189| 3.0946666154| 1 596 . 106
15/2 3.2233214215| 3.2233225326| {1 111 .106
8 3.3473686147| 3.3473693150| 5 003 .70~/
17/2 3.4672042675| 3.4672044570| 1 gos5 . 107
9 3.5831605862| 3.5831602640| 3 551 .10
19/2 3.6955174648 3.6955166970| 7 c77 107
10 3.8045127040| 3.8045115943| { 109 . 106

Tabelul 2.6. Valori ale functiei F'(n) pentru cateva valori ale variabilei n, precum

si abaterea Ep, =| Fhumeric —I?'MHAol, pentru n=1/3

n Frumeric F'MHAO Ep
0 1 1 0
1/2 0.7841904593 | 0.7841677296| 5 575 . 105
1 0.6506166368 | 0.6506332151| ; gcy . 705
3/2 0.5604633813| 0.5604518423| 4 153 .79°>
2 0.4956948049 | 0.4956969458| 5 140 .10-6
5/2 0.4469299313| 0.4469359638 6.032 .10°°
3 0.4088577453| 0.4088566045| | 140 .10-6
7/2 0.3782658548 | 0.3782616139| 4 540 . 106
4 0.3531053248| 0.3531027266 2.508 .10°°
9/2 0.3320110442| 0.3320111555 1.113 .10~
5 0.3140393884 | 0.3140412657| ; g77 106
11/2 0.2985159879 | 0.2985181519| 5 164 7106
6 0.2849429823] 0.2849446011| ; g18 .10-6
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13/2 0.2729432345] 0.2729439885| 5 540 . 107
7 0.2622248408| 0.2622247837| 5 709 . 108
15/2 0.2525584842| 0.2525578436| ¢ 406 . 107
8 0.2437622075| 0.2437612477| g 595 . 107
17/2 0.2356907144 0.2356896641| 1 o509 .106
9 0.2282275203| 0.2282265460| g 743 . 107
19/2 0.2212789912] 0.2212781955| 5 g57 . 10-7
10 0.2147697036| 0.2147691360| 5 676 . 107

Tabelul 2.7. Valori ale functiei F’(n) pentru cateva valori ale variabilei 77, precum

si abaterea Epn =| Fhumeric — 'E'MHAO |, pentru n=1/3

n Fhumeric F""MHAO Epn
0 -0.5614491952( -0.5614491852 g gg4 . 109
1/2 -0.3307410936| -0.3308147079| 7 361 .10-5
1 -0.2154862331| -0.2155239425| 3 550 .10~
3/2 -0.1507975709| -0.1508029547| 5 3g3 . 106
2 -0.1112691041| -0.1112394475 5 g5 . 10-5
5/2 -0.0855012591| -0.0855116898| { 943 .10~
3 -0.0678295241| -0.0678420558| 1 553 . 70-5
7/2 -0.0552060685| -0.0552062277| { 59> .10~/
4 -0.0458828405| -0.0458774707| 5 369 . 106
9/2 -0.0388040137| -0.0387991295| 4 gg4 . 106
5 -0.0333043582( -0.0333024018| § g5¢ . 106
11/2 -0.0289535368| -0.0289539535| 4 157 .10~/
6 -0.0254630778| -0.0254646488| 1 571 .196
13/2 -0.0226324814( -0.0226342453| § 563 . 106
7 -0.0203170378| -0.0203184628| 1 454 . 106
15/2 -0.0184086917| -0.0184095909| g 991 .70~/
8 -0.0168245899| -0.0168249809| 3 909 .10~
17/2 -0.0155000146| -0.0155000069| 5 ceq . 10-9
9 -0.0143838198| -0.0143835454| 5 543 . 19-7
19/2 -0.0134353166| -0.0134348945| 4 551  19-7
10 -0.0126220300| -0.0126215525| 4 574 . 10-7
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Fm)
6
5 L
4| e
3 -
2
1 /
5 10 15 20 25 7
Fig. 2.4: Comparatie intre solutia aproximatd F(n) datd de relatia (2.3.42) si
rezultatele numerice ale ecuatiei (2.3.33) pentru n = 1/3: — solutia numerica;
...... solutia aproximativa
abaterea
25%x107®
2.x107®
1.5x107®
1.x10°8
5.x1077

5 10 15 20 25"

Fig. 2.5: Variatia abaterii € pentru F incazul n=1/3, € =| FMHAO —It'numen-c

F{;(n)
0.8 ‘,
0.6
0.4
0.2

5 10 15 20 25
Fig. 2.6: Comparatie intre derivata solutiei aproximative obtinuta din relatia
(2.3.42) si rezultatele numerice pentru n = 1/3: — solutia numerica;

...... solutia aproximativa
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abaterea
0.00003

0.000025
0.00002
0.000015
0.00001
5.x107®

5 10 15 20 25"

Fig. 2.7: Variatia abaterii € pentru F' in cazul n=1/3, € =| FMHAO—F numeric

F ()

-0.1
-0.2
-0.3|}
-0.4ff
e

Fig. 2.8: Comparatie intre derivata secunda a solutiei aproximative obtinuta din
relatia (2.3.42) si rezultatele numerice pentru n = 1/3: — solutia numerica;

...... solutia aproximativa
abaterea

0.0030,
0.0025
0.0020
0.0015
0.0010
0.0005

I 5 10 15 20 257

Fig. 2.9: Variatia abaterii € pentru F" incazul n=1/3, € =| FMHAO_F numericl

Tabelul 2.8. Rezultate comparative intre valorile coeficientului superficial
la limita F"(0), respectiv a valorii limite F(x) cu rezultatele numerice, pentru
n=1/3

n 1/3

Frumeric (0)

-0.5614491952886338

F"'MHao (0)

-0.5614491852939238

Fnumeric ()

10.72456395448771

FMHAO()

10.72456395447381
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R
0.01

20 40 60 80 1007
~0.01

-0.02
-0.03
-0.04

Fig. 2.10: Restul aproximarii in cazul n=1/3, R = It""+(n—1)I7'I7"’—2n.‘_:'2

BUPT



3 Fluide magneto- si electro-reologice

3.1 Amortizoare fluide neliniare de tip Bingham

in ultimul deceniu, o mare atentie a fost acordatd la amortizoarele
magnetoreologice (MR) pentru caracteristicile sale atractive in aplicatii ale
structurilor de inginerie civilda, inclusiv atenuarea pericolului cutremurelor de
pamant, sau de rezistenta inalta, precum si necesarul de putere mica. De asemenea
fluidele MR au atras un interes considerabil datorita gamei largi de utilizare n
amortizoare de vibratii pentru suspensiile sistemelor de vehicule sau masini,
rigiditatea lor, capacitati care pot fi ajustate foarte repede, prin aplicarea unui cdmp
electric sau magnetic adecvat [103], [16], [99], [27]. Raspunsul magnetoreologic
ale fluidelor MR rezultd din polarizarea indusa in particulele suspendate prin
aplicarea unui camp extern. Interactiunea dintre dipolii indusi rezultanti cauzeaza
particulele de forma structurilor columnare, paralele cu cédmpul aplicat. Aceste
structuri in lant restrictioneaza miscarea fluidului, crescand astfel caracteristicile
vascoase ale suspensiei. Energia mecanicd necesara pentru a produce aceste
structuri-lant creste odata cu cresterea campului aplicat intr-un camp dependent de
tensiunea produsa [99]. Relatia constitutiva dinamica a fluidelor MR este foarte
complicata si forta de amortizare este intrinsec neliniard, deci nu este un model
mecanic consistent, recunoscut pentru amortizoare MR. Modelul mecanic pentru un
amortizor MR este adesea stabilit prin metode de optimizare conform datelor
experimentale [163], [28], [162], [108]. In prezent, exista o mare varietate de
modele dinamice pentru amortizoare MR. Unele modele care sunt simple nu pot
simula Tn mod eficient caracteristicile dinamice neliniare ale amortizoarelor MR. Degi
existd unele modele care pot simula caracteristicile dinamice neliniare, ele sunt
stabilite prin ecuatii neliniare puternice avand o multime de parametri care sunt
determinati printr-un calcul numeric complicat.

In inginerie, modelul Bingham este adesea folosit pentru descrierea
comportamentului dinamic al amortizoarelor MR. Acest model este unul dintre cele
mai populare modele si a fost folosit pe scara larga cu o precizie si costuri de calcul
rezonabile. Asa-numitul model Bingham include un element rigid perfect plastic
conectat in paralel la un element de vascozitate newtoniana. Acest model presupune
ca tensiunea de forfecare a fluidului este proportionald cu rata de forfecare in
regiunea post-fluaj si poate fi exprimat ca [27], [28], [162], [182]:

T=Ty(H) sgnly)+ny (3.1.1)
unde T este tensiunea de forfecare in fluid, Ty este tensiunea de forfecare produsa

controlat prin campul aplicat H, n este vascozitatea post-fluaj independenta de
campul magnetic aplicat, y este rata de forfecare-deformare si sgn(-) este functia
signum. Lichidul este intr-o stare de repaus si se comporta vascoelastic pana cand
tensiunea de forfecare este mai mare decat valoarea critica Ty, in rest miscarea

este, ca a unui fluid newtonian, cand o astfel de valoare critica este mai mare.

Pe baza acestui model a comportarii reologice a fluidelor electroreologice,
Stanway si altii [163] au propus un sistem mecanic idealizat care consta dintr-un
element de frecare Coulomb plasat in paralel cu un amortizor vascos. In acest
model, pentru viteza nenuld a pistonului x, forta generata de dispozitiv este data
de fluid dupa cum urmeaza:

F(t)=fc-sgnx)+cox+fp (3.1.2)
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44  Fluide magneto- si electro-reologice -3

unde f. este coeficientul fortei de frecare, care este legat de curgerea fluidului, cp
este coeficientul de amortizare, fy denota o abatere a fortei ce rezulta tindnd cont

de prezenta acumulatorului. Remarcam ca dacad in orice moment viteza pistonului
este zero, forta generatda in elementul de frecare este egala cu forta aplicata.
Modelul Bingham reprezintd comportamentul fluidelor electro- si magneto-reologic
dincolo de punctul produs, adica pentru fluxul de lichid pe deplin dezvoltate sau rate
de forfecare suficient de mari. Cu toate acestea, se presupune ca fluidul raméane
rigid in regiunea ante-fluaj [27]. Acest model Bingham nu descrie proprietatile
elastice ale fluidului la deformatii mici si viteze de forfecare mici, care este necesar
pentru aplicatii dinamice. Lee si Wereley [107] si Wang si Gordaninejad [180] au
utilizat modelul Herschel-Bulkley pentru a studia lichidul post-fluaj, precum si
subtierea forfecarii si ingrosarea forfecarii. In acest model, véascozitatea plastica
post-fluaj constanta in modelul Bingham este inlocuita cu un model de lege de
putere dependent de rata de forfecare-deformare. Cu toate acestea, datorita
simplitatii sale, modelul Bingham este inca foarte eficient, in special in faza de
amortizare [182]. Modelul Herschel-Bulkley poate fi exprimat prin

1
T=|1,(H) sgn(y)+k(y)m sgn(y) (3.1.3)

unde k este un parametru de consistentd si m este indicele de comportament al
fluidului magnetoreologic. Pentru m > 1, ecuatia (3.1.3) reprezinta o tensiune de
subtiere a fluidului (de fluidificare) la forfecare, in timp ce tensiunea de ingrosare a
fluidului la forfecare este descrisa pentru m< 1. Pentru m =1, modelul Herschel-
Bulkley se reduce la modelul Bingham [135]. Zubieta si colab. [191] au propus
modele de plasticitate dependente de camp, pentru fluide magnetoreologice bazate
pe modelul original de plasticitate Bingham si modele de plasticitate Herschel-
Bulkley. In functie de modelele Bingham si Herschel-Bulkley dependente de camp,
proprietatile reologice ale fluidelor magnetoreologice depind de campul magnetic
aplicat si pot fi estimate prin urmatoarea ecuatie [135]:

-Ba -2Ba
Y=Yw+(Y0—Yw)[2e YS _e YS] (3.1.4)

in care Y reprezintda un parametru reologic al fluidului magnetoreologic, cum ar fi
tensiunea produsa, vascozitatea post-fluaj, consistenta fluidului si indexul de
comportament al curgerii. Valoarea parametrului Y tinde de la valoarea Yy a

campului aplicat la valoarea de saturatie Y., dys este indicele momentului de

saturatie a parametrului Y, B este densitatea campului magnetic aplicat. Valorile

Yo, Yo, Ays sunt determinate din rezultatele experimentale, folosind metoda

curbei de tip fitting.

Co L X

— | —'fg
fe

Fig. 3.1: Modelul Bingham
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3.1 - Amortizoare fluide neliniare de tip Bingham 45

Modelul Bingham al corpului, prezentat in Figura 3.2 difera de modelul
Bingham (Figura 3.1) prin introducerea unui arc de constanta k . Modelul Bingham
al corpului contine in paralel cele trei elemente care se conecteaza elementelor Sf.
Venant, Newton si elementul Hooke. Pentru o anumita valoare a fortei aplicate f. -
forta de frecare statica a elementului Sf. Venant, numai arcul se va deforma, similar
cu corpul elastic Hooke.

X1 X2
AT
g — k Ff
/ —l\/\/\{\| =
e f.
g e
s

Fig. 3.2: Modelul Bingham al corpului

In cazul in care aceastd fortd este mai mare decat f. corpul Bingham se

va alungi. Rata de deformare va fi proportionala cu diferenta dintre forta aplicata si
forta de frecare a elementului Sf. Venant [156]. In acest caz forta de amortizare F

poate fi exprimata prin
fesgn(xy) +coxy + f entru | F |>f,
Ft) =1 gnixi)+coxg+fp p | F|>fe (3.1.5)
k(xp —x1)+fp pentru | F < f
unde k este rigiditatea corpului elastic (modelul Hooke), iar ceilalti parametri au
aceeasi semnificatie ca in ecuatia (3.1.2). O extensie a modelului Bingham este
formulata de Gamota si Filisko [75]. Aceasta extensie descrie comportamentul
fluidului electroreologic in regiunea ante- si post-fluaj precum si limita de curgere.
Acest model vascoelastic-plastic depinde de conexiunea modelelor de tip corp
Bingham, Kelvin-Voight si Hooke (Figura 3.3).

X1 X2 X3
A a
ey 1
o 1] 1] ka -
/ —\WW
- f
— AN
/ k
pd 1

Fig. 3.3: Modelul Bingham extins pentru modelul Gamota-Filisko

Forta de amortizare in modelul Gamota-Filisko este data de

ki(x2 = x1)+C1(x2 - X1) +fo = Cox1 +fesgn(xy) + fp =
F(t)= =ky(x3-Xx2)+fgp pentrul| F|>f, (3.1.6)
k(xz —x1)+cixo+fg =ko(xz-x2)+fgp pentru|F|<f,
unde cg, fp si fe sunt cunoscute din modelul Bingham (3.1.2) iar parametrii cy,
ky si k> sunt asociati cu proprietatile elastice ale fluidului in regiunea ante-fluaj.
Remarcam ca, daca | F < fo atunci xj; =0, ceea ce inseamnad cd, atunci cand forta
de frecare f. produsad de o noud presiune in fluid este mai mare decat forta de
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amortizare F, pistonul rémane nemiscat. Un alt punct de vedere al proprietatilor
vasco-elasto-plastice a comportamentului amortizorarelor MR este propus de catre
Li si altii [109].

In esenta forta de amortizare este egala cu forta vasco-plastica, la care, pe
langa forta de frecare conectatd cu tensiunea de forfecare a fluidului f., mai
contribuie forta vascoasa si forta inertiald, care poate fi scrisa sub forma [156]

F(t)=fc -sgn’x)+cox +mx (3.1.7)
unde cp este un co-factor de frecare vascos si m este masa fluidului MR inlocuit
dependent de amplitudinea si frecventa excitatiei cinematice aplicate pistonului.

Un model de element discret cu componente similare, mentionat ca modelul

BingMax, este studiat de catre Makris si altii [114]. Acesta consta dintr-un element
Maxwell in paralel cu un element de frecare Coulomb cum este descris in Figura 3.4.

k=|JC[] C_ — X
VVV —
fe

— F(t) - fo

Fig. 3.4: Modelul BingMax
Forta F(t) este data de
t
F(t)=c- Iaue‘“(t_T)X(T) ar +fesgnix(t)) (3.1.8)

unde u este un parametru care inseamna efectul de amortizare non-vascos (sau
parametrul de relaxare [6]). Modelul pentru forta de amortizare se exprima prin

fy(t) = C-J.;ue’“(t’T))'((T) dr (3.1.9)

si a fost propus initial de Biot [22] si mai tarziu a fost folosit de mai multi autori in
contextul dinamicii sistemelor vascoelastice. Fizic ecuatia (3.1.9) implica ca istoriile
de timp anterioare ale vitezei x contribuie la forta de amortizare actuala si cele mai
recente cazuri de viteza au cea mai mare influenta. In cazul limita, atunci cand
U — o, nucleul functiei exponentiala se apropie de functia Dirac d(t). Pentru acest

caz special, forta de amortizare data de (3.1.9) se reduce la cazul de amortizare
vascoasa. Pentru sistemele vascoelastice, o ecuatie similara cu ecuatia (3.1.9) este
adesea asociatd cu parametrul de rigiditate. Pe baza consideratiilor de mai sus, in
cele ce urmeaza vom considera comportamentul unui amortizor magnetoreologic
dupa modelul Bingham, care, in plus, contine un termen neliniar [65].
Ecuatia de miscare este constituita sub forma:
25 (F E - = _ _
mdxfg)+E-joﬁe‘“(t‘T)X(?)dF+kx(t)+akx3(t)+
dt
+kBsgrn(x(t)) +kfg =0 (3.1.10)
unde m, ¢, up, k, ak, Bk and kfp sunt masa, coeficientul de amortizare,

rigiditatea liniara, rigiditate neliniara, coeficientul fortei de frecare si de compensare
a fortei, respectiv; x, x si x sunt raspunsurile dinamice ale structurii (deplasare,
viteza si acceleratie).
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Conditiile initiale sunt:

x(0)= A, )'((0)=v0-\/% (3.1.11)

Obiectivul prezentei sectiuni este de a propune o procedura corecta de a
rezolva analitic aproximativ ecuatia diferentiala neliniara a modelului neliniar
Bingham dat de ecuatia (3.1.10), folosind MHAO. A doua variantd a MHAO este
aplicatd n acest studiu pentru a obtine expresii analitice de mare precizie ale
solutiilor cu o singura iteratie si un numar mic de pasi. Procedura noastra este
independenta de prezenta unor parametri mici sau mari, contrazicand alte metode
cunoscute in literatura de specialitate. Principalul avantaj al acestei abordari este
controlul convergentei solutiilor aproximative intr-un mod foarte riguros. Un acord
foarte bun a fost gasit intre solutiile noastre aproximative si rezultatele numerice,
ceea ce dovedeste ca metoda noastra este foarte eficienta si precisa [65].

3.1.1 Rezolvarea problemei amortizoarelor fluide neliniare de tip
Bingham

in cele ce urmeazsd, vom aplica a doua variant a metodei MHAO pentru a
obtine solutii aproximative ale problemei (3.1.10) si (3.1.11). Pentru aceasta, se
introc variabilele adimensionale

t=f\/E, T=f\/E (3.1.12)
k k

astfel incat ecuatia (3.1.10) poate fi exprimata prin

X(t)+2c- J.;ue’“(t’T)X(T) dr+ x(t) +ax3(t) + Bsgn(x(t)) +fp =0  (3.1.13)

unde c= 2\/(;<_m , M= \/g_, iar simbolul punct denota derivarea in raport cu
variabila adimensionala timp. Conditiile initiale (3.1.11) devin
x(0)=A, x(0)=vp (3.1.14)
Cu ajutorul transformarii
x(t) = Ae Mz (t) (3.1.15)

unde A este un parametru pozitiv necunoscut la acest moment, ecuatia (3.1.13)
poate fi scrisa sub forma

t
52Xz + (R +2uc+1)z - 2cu? - J'Oe( A=k)ET) 707 )dr +

At
+ aA2e2At ;3 %e)\tsgr{z' “Az)+ f‘?% ~2cue(AH)t = ¢ (3.1.16)

Conditiile initiale (3.1.14) devin
2(0)=1, z'(0)=/\+"70 (3.1.17)

Pentru ecuatia diferentiala neliniard (3.1.16), se alege operatorul liniar de
forma:
L(z(t)) = Z(t) + w?z(t) (3.1.18)
unde w este un parametru pozitiv necunoscut.
Operatorul neliniar corespunzator relatiilor (3.1.16) si (3.1.18) este
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t
N(z(t)) = ~2A2 + (R + 2uc + 1-w? )z — 2cu? - J'Oe( A=k)E-T) 700 )ar +

+ gAZe2At ;3 +§e“sgr{z’—/\2)+%e)\t _ 2cue(A-Ht (3.1.19)
Aproximarea initiala zp(t) poate fi obtinutd din ecuatia (2.3.3) cu conditiile
initiale:
. w?
zo(0)=1, zp(0 = (3.1.20)

Acum, ecuatia (2.3.3) cu operatorul liniar (3.1.8) si cu conditiile initiale
(3.1.20) are solutia

zo(t) = cosa)t—%sina)t (3.1.21)
Operatorul neliniar corespunzator ecuatiei (2.3.13) va avea forma
Nizo(t)) = N1+ K+ w? +2;21c)—2u2c2(a)2 S R)
Mw® +(u-A)7)
. WK +@2 ~2puc—1)(F + w2 + R - 2uA) + 2ucw(p - 2A)
Maw? +(u-A)?)

cos wt +

sinwt +

2 2 2 2 2
+2u c(w® — X ) -2ucA(w* + A _ZAu)e(’\‘“)t+f7?eM+

Mw? + (1 —-A)?)
2 2 42 2 42 2 2
+ aA e‘ZMF(w + A )cosa)t+ So(w + A )sina)t+ﬂcos3wt+

2 2
+Msin3wt —ﬁeM cos wt —lcos 3wt + lcoszt -
pe A 3 5
1 1
—7cos7wt+§c059a)t—... (3.1.22)

Din relatiile (3.1.22), (3.1.17) si (2.3.14) se alege prima aproximare de
forma:

zy(t) = C1t2 cos wt + (C2t2 + Cst)sinwt +
2 2
+ [[C4t2 +(vo + % A+ 3AC7 )tj cos 3wt +
+(Cst? + Cgt)sin3wt + C7}e‘2M —Cre’ cos wt (3.1.23)

Solutia aproximativa de ordinul intai a ecuatiilor (3.1.13) si (3.1.14) data de
relatia (2.3.5) este obtinuta din relaiile (3.1.21), (3.1.23) si (3.1.15):

x(t) = {(Cltz + A)coswt+(C2t2 +C3t—%A)sinwt}e‘M +

2 2
+ {C;;t‘z + [(vo + %)A + 3AC7Jt] cos 3wt +
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+(Cst? +c6t)sin3a>t+c7}e*3“ —C7 cos wt (3.1.24)
3.1.2 Rezultate numerice

Acuratetea solutiei aproximative, este ilustratd pentru urmatoarele valori
ale parametrilor: ¢=0.1, y=20, a=1, =0.1, fp=0.1 A=5, vp=0.1.

Parametrii optimali de control a convergentei sunt determinati cu ajutorul metodei
celor mai mici patrate in trei etape astfel:
Pentru t € [0, 7/2] se obtine

C; =-8.3835528314, C5; = 0.4059363155, C3 = 9.8101433224,
C4q4 =12.730095524,Cg5 = -8.3640772984,Cg = -14.6926248164,
C; =-15.2775231617, A = 0.4221369200, w = 1.1700000000.

Pentru aceasta prima etapa, solutia aproximativa de ordinul intdi data de relatia
(3.1.24) devine:

X(t) = [(78.3835528344t2 +5)coswt + (0.4059363155t2 +9.8101433224t —
- 13.858062%41)sinwt |e~0-4221369200t [(1 2.7300955924t2 -

—1.02300149%9¢t ) cos 3wt + (—8.3640772%4[‘2 —14.692624846t)sin3wt —

- 15.2775231617)1-2664107600t , 15 2775231617 cos wt (3.1.25)
Pentru a doua etapa, cand t € [7/2, 7] se obtine

X(t) = [(—1 8.715929870t2 + 1.3931962652)cos wt + (2.580932524 12 —
- 12.330733@74t - 7.2827523763) s inwt Je~0-3726878374t [(1 6.1687136688t2 -

—76.6284415838t)cos 3wt + (1 .8324463202t° — 15.48432201 43t)sin3wt —

— 68.765582044)~1-1180636924t | g8 7655820044coswt  (3.1.26)
unde w =1.9481775386, A =0.3726878%74 .

-2

-4

Fig. 3.5: Comparatie intre solutia aproximativa (3.1.25), (3.1.26) si (3.1.27) si
solutia numerica: = ——- solutia numerica; ......... solutia aproximativa
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in ultima etapd, cand t < [7, 10], solutia aproximativd de ordinul intai este

X(t) = [(0.1521 5948492 + 2.642557494)cos wt + (-1.4223903 7512 +
+13.8451447750t — 10.3560770110)s inwt e~ 0- 1870115667t [(—7. 9954565850t2 +

+12.365707@13t) cos 3wt + (1.5073646864t2 —-0.3337501284t ) sin3wt +

+1.10371843 1)™0-°610347000t _ 1 103718432 1cos wt (3.1.27)

unde w =0.7328908403, A =0.1870115667.
In Figura 3.5 este prezentata o comparatie intre solutia aproximativa de
ordinul intai si rezultatele numerice (obtinute cu metoda Runge-Kutta de ordinul 4).
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4 Fluide Newtoniene

4.1 Ecuatia neliniara Falkner-Skan

in 1931, Falkner si Skan [71] au folosit unele proceduri aproximative pentru
a rezolva ecuatiile de strat limita. Hartree [81] gaseste solutia numerica folosind
metoda shooting, considerand F”(0) (a se vedea ecuatia (4.1.8)) ca parametru liber

(independent, arbitrar). Conditiile la limita (4.1.9) apar in studiul curgerii vascoase
pe o pana de unghi Bnn, B> 0 corespunde curgerii pe pana si B <0 corespunde

scurgerii de pe pana. Cazul special B =0 se numeste ecuatia Blasius, pana fiind

redusa la o placa plana.
In [164] si [82] este demonstrat ca daca 0 < B <1 atunci ecuatia Falkner-

Skan (4.1.8), cu conditiile initiale / la limita (4.1.9), admite o unica solutie neteda.
Pentru —0.1988 < B <0 exista doua solutii, una corespunde la F”(0)> 0 si alta la

F"(0) <0. Botta si al. [26] au aratat ca solutia ecuatiei Falkner-Skan este unica
pentru B > 1, fiind supusa restrictiei 0 < F'(0) < 1. Curgerea la stratul limitd de tip

convectie fortata pe o pand, cu aspiratie sau imersie uniforma este analizata de Yih
[183]. Asaithambi [15] a studiat ecuatia Falkner-Skan folosind schema diferentelor
finite. In [187], Zaturska si Banks prezinta o noua ramura de solutii in functie de
parametrul B. Tehnica transformarilor diferentiale este adoptata in [104] pentru a

investiga viteza si cdmpurile forfecare-tensiune, asociate cu problema Falkner-Skan
de strat limita. Metoda grupurilor de transformari este folosita pentru a reduce
problema la limita intr-o pereche de probleme cu valori initiale, care apoi sunt
rezolvate cu ajutorul metodei transformarilor diferentiale. Ecuatia diferentiala
ordinara neliniara este rezolvata, prin metoda descompunerii Adomian (ADM), de
catre Elgazery [41], astfel incat conditia la infinit a fost aplicata unei aproximari
Padé aferente si transformatei Laplace la solutia obtinuta. De asemenea, metoda
ADM este folosita in [11] de Alizadeh si al., pentru gasirea unei solutii analitice sub
forma de serie de puteri. Efectele megnetohidrodinamice ale curgerii, descrise prin
ecuatiile Falkner-Skan pe o pand, au fost studiate de Abbasbandy si Hayat in [3].
Aceiasi autori au folosit metoda Hankel-Padé si metoda analizei homotopice la
studiul derivatei solutiilor [4]. Un model de curgere la stratul limita pentru calculul
pierderii de presiune si a debitului de separare este prezentat in [21].

Pirkhedri s.a. [138] dezvolta o tehnicd numerica transformand problema
neliniard cu derivate partiale intr-o problema la limitd neliniara de ordinul trei, pe
care o rezolva cu metoda colocatiei folosind functii rationale Legendre. In [8] este
investigata solutia problemei de echilibru pentru fluide micropolare. Ecuatiile
diferentiale neliniare sunt rezolvate numeric cu ajutorul schemei diferentelor finite
implicite, numita n literatura ca metoda Keller-box. In [106] Lakestani, trunchiaza
domeniul fizic semi-infinit al problemei la un domeniu finit si dezvolta solutia
aproximativa ca elemente ale functiilor cardinale de tip Chebyshev. In [184] Yun
propune o metoda alternativd pentru rezolvarea ecuatiei Falkner-Skan sub forma
unei serii de polinoame. In [93] Hendi si Hussian studiaza curgerea de tip Falkner-
Skan pe o suprafata poroasa. Este luat in considerare cazul aspiratiei / suflarii.
Introducerea functiei de curent si a transformarilor corespunzatoare reduce
problema neliniara de tip Falkner-Skan la o problema neliniara, descrisa de o ecuatie
diferentiala ordinara care este rezolvata cu metoda analizei homotopice.
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4.1.1 Ecuatiile de miscare

Ecuatiile stratului limita in cazul curgerii laminare bi-dimensionale a unui
fluid incompresibil, supuse unui gradient de presiune sunt [71], [81], [187], [11]:

2
ua—u+va—u=—ip’+va—g (4.1.1)
ox oy p oy
v (4.1.2)
ox oy

unde p' este gradientul de presiune, p' = —pUZ—U, U este viteza de curent (flux) in
X

directia curgerii fluidului, v este viteza in directia normald la u, v este vascozitatea
cinematica constanta, U(x) este viteza la marginea stratului limita care este supusa

relatiei legii-putere U(x) =ax™, (x >0), unde a este viteza de curent medie si m
este o constanta. Conditiile la limita relevante pentru placa fixa, sunt

y=0: u=0,v=0;, u—a pentru y — o, (4.1.3)
Functia de curent w(x,y) este introdusa astfel incat
u=¥ - ¥ (4.1.4)
oy ox

Ecuatia de continuitate (4.1.2) este identic satisfacuta. Ecuatia de moment
(4.1.1) devine:

— VvV —. 4.1.5
oy xdy OX gy? ox ay> ( )

Se integreaza ecuatia (4.1.5) si se folosesc variabilele de similaritate:

w = x(1+m)/2 /%Fm ) (4.1.6)

_ y (1+m)a
n_x(l—m)/2/ SV (4.1.7)

Substituirea relatiilor (4.1.6) si (4.1.7) in ecuatia (4.1.5) ne conduc la
ecuatia Falkner-Skan in forma:

F"(n)+F(n)F"(n)+B(1-F(n)?) =0 (4.1.8)
cu conditiile initiale / la limita
F(0)=0,F(0)=0,F(x)=0 (4.1.9)

unde B = nfml
+

]

este o masura a gradientului de presiune, si ' =

a
dn’
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]
AR AR R AR

Curgerea in jurul unui unghi Curgerea spre pana
(difuzie) -2<B<0 0<p<2
X
A
i, (x)

Cresterea vitezei de curgere Modelul fizic pentru

nevascoasa de la punctul de B=-0.19884,i.e. Bn=18°
stagnare la x =-0

4.1.2 Rezolvarea ecuatiei Falkner-Skan

Pentru a aplica ideile de baza ale metodei propuse, se alege operatorul
liniar [118]:

3 2
o°F(n, o°F(n,
L(F(n, p)) = TELP)  y TFP) (4.1.10)
on on
unde K este un parametru necunoscut in acest moment. Operatorul neliniar N este
2 2
o“F(n, 0°F(n, oF(n,
N(F(n, p) = F(n, p) SELR)_ ( CFOUP) gy (SRR Y2; (4,011
an on on
Conditiile la limita sunt
Fo,p) =0, FOP) _ o F(=P) _ 4 (4.1.12)
on on
Ecuatia (2.2.4) poate fi scrisa in forma
Fg(n) + KF5(n) =0, Fp(0) = 0, Fp(0) = 0, Fp(») = 1 (4.1.13)
si are solutia
e Kn_j
FO(’7)='7+T- (4.1.14)
Din relatiile (2.2.1), (4.1.10) si (4.1.11) se obtine expresia
No(n) = -KF§(n) + Fo(n)F(n) + B[1-Fo(n)?]. (4.1.15)

Substituind relatia (4.1.14) in relatia (4.1.15), se obtine
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No(n) = (Kn+2B—-1-K)e KN 1 (1-p)e2Kn, (4.1.16)
Dacd se considera numai aproximarea de ordinul intai (m=1), relatia
(2.2.5) devine

F(n) = Fo(n) + Fy(n) (4.1.17)
unde Fj(n) este obtinutad din ecuatia (2.2.9):
Filn) + KF{(n) - (F§(n) + KFG(n)) = H1(n, C; )No(n). (4.1.18)

Substituind relatiile (4.1.14) si (4.1.16) in ecuatia (4.1.18) se obtine
ecuatia:

F{(n) + KF{(n) = Hy(n,Ci)[(Kn + 2B - 1- K )e ™K + (1- B)e~2KN]
F1(0) =0, F;(0) =0, Fi(») = 0. (4.1.19)
Existda multe posibilitdti in a alege functia auxiliaré Hy(n,C;) care apare in
ecuatia (4.1.19). Convergenta solutiei Fy(n) si, in consecintd, convergenta solutiei
aproximative It'(n) data de relatia (4.1.17) depind de functia auxiliarda Hy(n,C;).
Practic, forma functiei Hj(n,C;) ar trebui sa fie de forma termenilor ce apar in

relatia (4.1.16) care sunt produse de functii polinomiale sau exponentiale. In
general, se fincearcd sa se aleaga functia Hy(n,C;j) astfel ca produsul

Hi(n,Cij)Ng(n) din relatia (4.1.18) si Np(n) sa aiba aceeasi forma. in tot acest
paragraf, se pot considera, de exemplu, numai posibilitatile:
Hy(n,C;) = Cy+Can+C3n? +...+ Cqnd ™1
H1(n,C;) = Cq +Con + C3e KM 4 C4e2KN
Hi1(n,Ci) = Cy +Caon+C3n? +(Cq +Csn)e <N

si asa mai departe, unde C;, Cy, ... sunt parametri necunoscuti. in cele ce

urmeaza se au in vedere patru cazuri.
Cazul 1. Dacd functia auxiliara Hj;(n,C;) de control a convergentei are

forma
Hi(n,C;) = Cq+Caon+C3n? +Can’ +(Cs + Cgn + Cn? )e KN 1+ cge2KN  (4.1.20)
atunci ecuatia (4.1.19) devine
Fi(n) + KF{(n) ={(2B-1-K?)Cy + [(2B - 1- K?)Cz + KC1]n +
+[(2B-1-K?)C3 +KC2]n? + [(2B-1-KZ)Cq+KC3]n> +
+KCan? e KN 1 1(1-B)C1+(2B-1-K?)Cs + [(1-B)Ca + KCs +
+(2B-1-K?)Cgln+[(1-B)C3 +KCg + (2B - 1-K?)C7]n? +
+[(1-B)Cq +KC7]n> 3e2KN 1 {(1-B)C5 + (2 -1-K?)Cg +
+[(1-B)Cg +KCg]n+(1-B)Crn?3e3KN 4 (1-B)Cge#KN,  (4.1.21)

in fine, folosind relatia (4.1.14) si rezolvand ecuatia (4.1.21), se determin
solutia aproximativa de ordinul intai data de relatia (4.1.17) in forma

BUPT



4.1 - Ecuatia neliniara Falkner-Skan 55

1 4K?2-7B-5 8KZ2 - 15817 48KZ - 938 - 147

F(n)=n--+ Ci+ Co+ Cz+
K aK3 ak? 8K>
96/<2 1898 - 387 9KZ2 — 148 -4 54K2 — 928 - 43
3 C4 3 C5 2 C6+
aK 36K 216K
2 2
, 81K 14655 97 ¢, . 48K 6935’ 11,
216K 432K
Cs 5 ,C3 2B+7-K? 4 ,Co 2B+5-2K?
=4 . =3,/ "R ). =2 ([ ZPT2 4R ¢
g n® (G Ca) it (G S STy
2 2 2
+4/3+103_2/< C4).n3+(&+2[3+32—K C2+4B+73_2K Cs
K 2K K
2 2 2
18[3+I3<’3 oK? o) (ZB+1 K C1+45+Z3_2K C2+1ZB+/1<Z—6K Cs s
a2 2 o2
+48B+965 2SS 3B+332K c1+133+194 8K .
K 2K aK
k2 2
+41,B+79524K Cs e 3393+8136 192k% |
aK 8K
L 10B+5- 6K2 498 + 41— 27K? 718B + 875 - 378K?
3 C5 2 C6 5 C7+
12K 36K 216K
9B +2-6K? % B-1 1 3 B-1 38-3 1
+2PTE7PR gl e KN (B2 Cy-—5Cr) 0 +( Cz+ Cy- Co +
36K3 aK3 aK? aK3 2Kk? aK?
2 2
LK _53_ZBC7)-I72+(B_31C2+B_41C3+33B_533C4— 12c5 K 223 3 e
K K 8K 4K K
2
, 8K 16f 25 )., Bl I B; 115‘511c3+393‘63gc4+
8K 4K 2K 8K 8K
2 2
LK 25 1o, K _84[3_7(:6+
aK 8K
2
(AP 2228 ) o, (B2 (Bole 787
8K 18K 18K 54K
2
B R e =Y I
18K 18K 108K 108K 108K
L B- 3c ge~ KN (4.1.22)
48K

Cazul 2. Functia auxiliara Hy(n,C;) are forma

Hi(n,C;) = Cq+Can+C3n? +Cqn’ + Csn? + (Cg +Con +Cgn?)e K. (4.1.23)
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Ecuatia (4.1.19) devine
Filn) + KF{(n) = {(2B - 1- K% )Cq + [(2B - 1- K? )C2 + KC1]n +
+[(2B-1-K?)C3+KCa]n? + [(2B-1-K?)Cq+KC3]n> +
+[(2B-1-K?)Cs +KCq]n? + KCsn® e KN 1 £(1- B)Cy +
+(2B-1-K?)Cg +[(1-B)Co +KCg +(2B-1-K?)Cr]n+
+[(1-B)C3 +KC7 + (2B - 1-K?)Cg]n? + [(1- B)C4 + KCg ] +
+(1-B)Csn” 372K 4 [(1- B)Cq + (1~ B)C7n +(1-B)Cgn?].  (4.1.24)

In acest caz, solutia aproximativd de ordinul intéi (4.1.17) este obtinuta din
relatia (4.1.14), iar ecuatia (4.1.24) poate fi scrisa sub forma

_ 2 _ 2 B 2
Fn)y=n-2L1, 3K -7B-5.  8K"-15B-17 .  48K" -93B-147
3 1 4 2+ 5
K K aK 8K
96K2 1893 - 387 c, 960K2 19358 - 4785 o+ 9KZ2 —14B -4
54K2 92843 - Crs 81K2 — 1468 - 97
216Kk% 216K°

2
C5 C4 2B+9-K (o) 2B+7 -K
“lee (i ’397“””3[347

2 o2
C5)~/74+(2+2ﬁ+5 K C3+4B+10 2K o
3K 3K? K3

3 ,C1 2B+3-K? 4B+ 7 - 2K?
Cs)-n +(ﬁ+ K2 Cyr+ PE; Cz+
2 2
, 18B+39-9K C4+96ﬁ+252—48K Co)on? +
K* K>

Cz+

Ce +

8+

C4+

. 4B+13—2K2
K3

24B + 68 - 12K?
+ K4

2 2 2
L(2Br1-K2 4B +d4-2K? . 12B+18-6K? .
2 1 3 2 pz 3

_ 2 B 2 o2
+48[3+965 24K C4+240,8+60(6) 120K C5)-n+i+33+3 32K
K K 2K
138+ 19 - 8K? 418 + 79 - 24K2 3398 + 813 -192K?
+ 7 Cr+ z Cz+ 3
4K 4K 8K
10538 + 2307 — 480K*? 108 + 5 - 6K2
+ Va C5 3 6 +
K 12K
2
L 49B+41 427K c, , 7188+875 5378K Cel- e‘K’7+[‘8 C5r7 .
36K 216K

Ci+

Cq+

BUPT



4.1 - Ecuatia neliniara Falkner-Skan 57

L 3B —43 C4+333 —533C
2K 4K
B- 1C3+33ﬁ—33 ,39-398 -
K4 8K> 2K®
2 2
1 L KP-2B-3 8K2 —16B8 - 25 B-1 B-
Cr+ Cg)-n+E=%

aK? aK3 8K K3 2k
1186-11 398-39 1718 -171 K2 _-28-1

+ B T Cz+ B 3 Cq+ B > Cs + f

8K 8K 8K 4K

2 2 _ 2 _
LK 233 1C6+4K 84B 7C7+11K Ziﬁ 28

4K 8K 8K

(B 13C +7B_47C8)/7 B- éC6+7ﬁ_ZC7 115 - 151C8].e*3’<'7 (4.1.25)
18K 54K 18K 108K 108K

1.
2C8) ?+ (B2
4K aK3

C)n +(B C2+

Ci+ C2+

Ce +

Cgl- e 2Kn +[ﬁ Cgr] +
K

Cazul 3. Daca functia auxiliard Hy(n,C;) are forma

H1(n,Cj) = C1 +Can+C3n? + Can® +(Cs +Cen + C7n? + Con® Je KN + Cge=2K
(4.1.26)
atunci solutia aproximativa de ordinul intai (4.1.17) este

= — 6804K? + 793+ 9088 1215K? + 3872+ 2365
F(n)=F(n)+Col- 3+ 9088, 5 Bekn
648K 216K
14, K2 _-7-28 3, 6KZ 27 -12B 2,
+(~——=n 51 7 n
4K 4K 4K
33K2 123-668 39k? ~132- 788 )& 2Kn
8K> 8K®

1 78-7 118-11_ 1318-131

(B 3,.’3 B > 2 B = n+ B 5 ) 3Kf]] (4127)
8K 36K 36K 648K

unde It'(n) este data de relatia (4.1.22).

Cazul 4. In ultimul caz, se considera

H1(n,Ci) = C1+Can+C3n? + Can® +Csn? +(Cg + C7n + Cgn? + Con e K1 (4.1.28)
astfel incat solutia aproximativa de ordinul intdi (4.1.17) devine

= = 6804K2 + 793 + 908 1

F(1) = F(1)+ Col - Bo-—Lont

n +
648K° K2
, 121 5k2 + 3872+ 23658 Kkn , K2 -7-2B 3
216K® aK3
2 2 2
, 6K _274_125 2, 33K -123-668 | 39K 1362 788 )o-2Kn ,
aK 8K> 8K
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o(B-L,3 7B-7 > 11B-11 1315131

Je3Kn (4.1.29)
18K3 36K* 36K° 648K°

unde It'(n) este data de relatia (4.1.25).

4.1.3 Exemple numerice

In vederea demonstrarii acuratetei rezultatelor obtinute, se determini
parametrii de control ai convergentei C; care apar in relatiile (4.1.22), (4.1.25),

(4.1.27) si (4.1.29) cu ajutorul metodei Galerkin. Fie R(n,C;) restul aproximarii

solutiei aproximative /?(/7) (sau F(r))) date de relatiile (4.1.22), (4.1.25), (4.1.27)
si (4.1.29) care satisface relatia (4.1.8):

R(n,Ci)=F"(n,C;)+F(n,Ci)F"(n,C;)+B(1-F2(n,Cp)). (4.1.30)
Deoarece R(n,C;) contine parameterii C;, i=1,2,..., acestia pot fi
determinati din conditiile

00
H(Cp) = [ ROC(ndn=0, i=1,2,..,0,j=1,2,..,q.  (4.131)
unde f; sunt functii liniar independente, luate in sensul de functii pondere. Relatiile
(4.1.22) si (4.1.25) contin noua parametri necunoscuti: K si Cj, i=1,2,...,8 si
prin urmare se vor considera noua functii pondere (g=9)
fr=eKN, fy =ne KN, f3 = n?e KN, £y = e N, fs = nfe N,
fo =nPe KN, £, = ne2KN £y = n2e72KN | £y = n3e=2KN, (4.1.32)
Pentru relatiile (4.1.27) si (4.1.29) care contin parametrii necunoscuti: K,
asiCj,i=1,2,..,9 se considera functiile pondere (g =11)
fi=e"1,f=ne™, 3 = %N, fy = PN, 5 = %7,
fo = n%e 2K +ane N, £, = ne™?KN, fg = n?e N, fg = nPe 27,
f10 =nPe K1+ ne3KN £, = n3e KN | n7e=2KN, (4.1.33)
Pe aceasta cale, parametrii de control ai convergentei C;, i=1,2,... sunt

determinati optimal si solutiile aproximative de ordinul ntdi sunt cunoscute pentru
diferite valori ale parametrului cunoscut S.

in cele ce urmeaza, acuratetea metodei MHAO se ilustreazd prin comparatia
dintre solutiile aproximative obtinute cu MHAO, cu solutiile humerice calculate cu
ajutorul metodei shooting in combinatie cu metoda Runge-Kutta de ordin 4 folosind
soft-ul Wolfram Mathematica 6.0. De asemenea, se aratd ca abaterile solutiilor
aproximative descresc atunci cand numarul de parametri de control ai convergentei
din expresia functiei auxiliare Hy creste. Pentru cateva valori ale parametrului 8, se

vor determina solutiile aproximative date de relatiile (4.1.22), (4.1.25), (4.1.27) si
(4.1.29) si cu parametrii necunoscuti a, K, C; obtinuti din sistemul de ecuatii dat

de (4.1.31).
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Exemplul 4.1.3.1 in primul caz se considerd B = %

e a) Pentru relatia (4.1.22), din sistemul (4.1.31), urmand procedurile
descrise mai sus, se obtin parametrii de control ai convergentei:
C; =-0.09746335/6, C> = 0.3334342895, C3 = -0.0846971328,

C4 = 0.0054445300, C5 = 10.8640621331,Cg = -8.9072774(43,
C7,=0.7917175772,Cg = 0.4377125759, K = 0.9345058664

si, In consecinta solutia aproximativa de ordinul intai (4.1.22) poate fi scrisa in
forma:

F(n)=-0.8095502989 + n + (-2.2237146 L7 + 0.285229325n + 0.078538955n2 +
+0.0216006979n° +0.0115505513n% + 0.001165221 1n° )e~0-9345058664n
+(3.0954492754 + 2.0345244657n + 0.8905286 29012 -
~0.1261379297n3 )e~1-8690117328n | ¢ 0 0565973734 + 0.2080470361n —
~0.026947691n? )e—2-8035175992n _ 9 0055869102 . ¢3- 738023465710 (4.1 34)

Tabelul 4.1. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (4.1.34),
respectiv a vitezei F'(n) obtinuta din relatia (4.1.34) si rezultatele numerice,

pentru S =1/2 (5,_- =| Fnumen'c(ﬂ)—lEMHAO(n”, €p =| Ff;umeﬁc(’?)—’_:'MHAO (nl)

M\ Fhumeric(n) FmHAO(N) oy Frumeric(n) F'mHa0 (n) =
(4.1.34) din(4.1.34)
4/5 0.58330481|0.583314951(/0.00001013
0.25434807(0.254314942|0.00003313 77 4 37
64 2 41
8/5 0.87609756|0.875965145|0.00013242
0.85502678(0.855062131|0.00003534 97 4 43
40 4 73
12/ 0.97606875(0.975951958({0.00011679
5 11.60452739|1.604358832(0.00016856 61 2 79
96 2 73
16/ 2.396240432 0.99719207|0.997376897/0.00018482
5 12.39631337 0 0.00007294 50 8 28
88 67
4 3.195378161|0.00012209|0.99980819|0.999469307(0.00033889
3.19550025 6 81 86 9 07
98
24/13.99545297(3.994961090|0.00049188|0.99999257(0.999522297|0.00047027
5 46 5 40 69 5 94
28/4.79545139(4.794697237|0.00075416|0.99999983(0.999833158|0.00016668
5 76 0 05 98 9 08
32/|5.59545136|5.594652622|0.00079874|0.99999999 (1.000005026 5.02 .10°°
5 76 6 50 78 8
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36/

6.39545136
70

6.394624200
0

0.00082716
70

0.99999999
95

0.999883264
8

0.00011673
46

7.19545136
67

7.194427470
97

0.00102389
57

0.99999999
95

0.999617494
9

0.00038250
46

rezultatele

in Tabelul 4.1 se prezintd o comparatie intre solutia aproximativd de ordinul
intai data de relatia (4.1.34), si respectiv viteza obtinuta din relatia (4.1.34), cu

corespunzatoare.

numerice,

pentru

cateva

valori

ale variabilei n

si abaterile

e b) Din relatia (4.1.25), obtinuta cu ajutorul functiei auxiliare de control a
convergentei Hy, data de relatia (4.1.23), se obtin urmatoarele rezultate pentru

parametrii de control:
C;=15.3365053132,C> = -20.7743165892, C3 = 9.3076203€06,

C4 = -2.094128542, C5 = 0.2277189607, Cg = —5.25840965D7,

C7 = -45.5148999%46, Cg = 8.3240015R7, K = 2.1171968259
Solutia aproximativa de ordinul intai (4.1.25) devine
F(n)=-0.8071635483 + n + (2.8068611339 — 3.4953295790n + 4.430381297n° —
~ 2.5930631506n> +0.8330363534n% - 0.1666768365n° +

+0.0179261368n° )e=2- 11719682591 | ¢ > 0785335331+ 0.0310432086n +

+0.2175675516n° — 0.4253321356n° — 0.0029993386n% )e~+2343936518n
+(0.078835%75 + 0.1063683100n — 0.024363851 712 )e 0-3°15904777n

(4.1.35)

Tabelul 4.2. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (4.1.35),
respectiv a vitezei F'(n) obtinuta din relatia (4.1.35) si rezultatele numerice,

pentru B=1/2 (5,_- =| Fnumeric('?)—'EMHAO(ﬂ) [ €p =| Fhumeric('?)—':_'MHAO (n)1)

n

Frumeric(n)

FMHAO(N)
(4.1.35)

€F

Fhumeric(n)

F'Mao (n)
din (4.1.35)

EF,

-5.77
10722

-1.33
10710

1.33 .1071°

1.85 .10721

2.55 .10°1°

2.55 .10 12

4/5

0.25434807
64

0.25433337
46

0.00001470
17

0.58330481
77

0.583198184
9

0.00010663
27

8/5

0.85502678
40

0.85495612
91

0.00007065
49

0.87609756
97

0.876076942
8

0.00002062
68

12/

1.60452739
96

1.60427147
79

0.00025592
16

0.97606875
61

0.975721975
3

0.00034678
08

16/

2.39631337
88

2.39589021
42

0.00042316
45

0.99719207
50

0.997087692
0

0.00010438
29

3.19550025
98

3.19488436
75

0.00061589
22

0.99980819
86

0.999345622
2

0.00046257
64

24/

3.99545297
46

3.99430629
91

0.00114667
54

0.99999257
69

0.999202573
7

0.00079000
32

28/

4.79545139

4.79369445

0.00175694

0.99999983

0.999319191

0.00068064
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5 76 32 44 98 9 79

32/|5.59545136|5.59325627|0.00219508|0.99999999 (0.999586820|0.00041317

5 76 78 98 78 0 78

36/|6.39545136|6.39301634|0.00243502|0.99999999 (0.999797059|0.00020293

5 70 52 18 95 6 98

8 |7.19545136|7.19290609|0.00254527|0.99999999 |0.999913648|0.00008635
67 45 21 95 1 14

in Tabelul 4.2 sunt date cateva valori ale functiei de curent (4.1.35), si
respectiv viteza obtinuta din relatia (4.1.35) pentru cateva valori ale variabilei n si

abaterile corespunzatoare.
e C) Pentru relatia (4.1.27), care depinde de functia auxiliaréa H; data prin

relatia (4.1.26), se obtin:

C;=17.1086190380, C, = -6.1886479153, C3 = 0.76268998/8, C4 = -0.0317286(051,
C5 =-63.886769459,Cg = 0.7750251(41,C7 = -7.494547694, Cg = -9.8195426 109,

F(n) = -2.4537934149 + 1) + (—18.92291 76282 + 1.0563974@2n + 3.6621 79560517 —

Cg =-0.4164447206, K = 1.1269038309, a = 0.8746910670
Prin urmare, solutia aproximativa de ordinul intai pentru functia de curent este

~1.0933800148n° +0.1271627184n% + 0.0056311114n° )e~1-1269038309n
+(19.9100776837 + 25.8158411889n + 9.3137451 7661 +
+1.9358858129n7 )e2-25380766196n | 1.3951574877 +0.7157493617n +

+0.1454729886n7° )e~3-3807114929N , 0.0714758716 e+ 20761532391

(4.1.36)

Tabelul 4.3. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (4.1.36),

respectiv a vitezei I?’(n) obtinuta din relatia (4.1.36) si rezultatele numerice,

pentru B =1/2 (&, =| Foumeric(1) - FMHAO(M) |, €. =| Fhumeric(1) - Fmriao (1) 1)

N \Faumeric(n FMHAO(’?) € Frumeric(n) :—’MHAO (n) Ep
(4.1.36) din(4.1.36)
0| -7.58 1.222.70716| 2.22 .10716 -2.96 0 2.96 .10720
4/5(0.2543480(0.2543410815) ¢ g9 . ;06 |0.58330481|0.583237275(0.000067541
764 75 6 9
8/5/0.8550267(0.8550382932/0.0000115092|0.87609756/0.876176316/0.000078746
840 95 1 6
12//1.6045273(1.6045272608] | 35 . ;07 |0-97606875|0.976015346(0.000053409
5 993 57 3 4
16//2.3963133[2.3963351657/0.0000217876/0.99719207/0.997285593/0.000093519
5 781 44 9 4
4 |3.1955002[3.1955812100|0.0000809514]0.99980819]0.999842126/0.000033928
585 78 7 9
24/3.9954529[3.9955457399/0.0000927671|0.99999257|1.000008774|0.000016198
5 727 59 9 9
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28/
5

4.7954513

949

4.7955738251

0.0001224302

87

0.99999983

7

1.000055791|0.000055952

9

32/
5

5.5954513|5.5956241393

640

0.0001727753

65

0.99999999

7

1.000065074(0.000065078

1

36/
5

6.3954513(6.3956765240

623

0.0002251617

80

0.99999999

3

1.000068295(0.000068297

3

8

7.1954513

606

7.1957387803

0.0002874196

78

0.99999999

7

1.000090194|0.000090196

8

C; =28.8801485140,Co = -30.7469629234,C3 = 10.1656115824, C4 = -1.30587368/6,
C5 =0.0629713196, Cg = -11.2295919004, C7 = 62.3525565579, Cg = -18.6274524032,

In Tabelul 4.3 se prezintd cateva valori ale functiei de curent (4.1.36), si
respectiv viteza obtinuta din relatia (4.1.36) pentru cateva valori ale variabilei n si
abaterile corespunzatoare.
e d) Daca se considera relatia (4.1.29), depinzand de functia auxiliara Hj

datd prin relatia (4.1.28), atunci din sistemul (4.1.31) se obtin urmatoarele
rezultate:

Cg =13.7997786872,K = 1.9932224781,a = 2.7977542979
Solutia aproximativa de ordinul intai pentru functia de curent (4.1.29) devine

F(n) = -0.8042841228 + 1 + (5.055972832 - 7.4607384673n + 7.698873954912 —
~3.9526112515n° +1.0002001924n* —0.1204170249n° +
+0.0052654533n° )e~1-9932224781n
+(~4.1262931% — 0.2733114331n - 0.15160934n? — 0.55766991121° —
~0.8693555337n% )e~3-9864449562n | 0 0807202735 — 0.2092400883n —
—0.0196584681n2 — 0.0484063456n7 )e > 97966743431

(4.1.37)

Tabelul 4.4. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (4.1.37),

respectiv a vitezei It"(n) obtinuta din relatia (4.1.37) si rezultatele numerice,

pentru B =1/2 (&, =| Foumeric(1) - FMHAO(M) |, €. =| Fhumeric(1) - Fmriao (1) 1)

n

Fnumeric(n)

FMHAO(’])
(4.1.37)

€F

Fhumeric (1)

F'mrao (1)
din(4.1.37)

EF,

8.88 .10°16

8.88 .1071°

1.85 .1074!

-5.32 .10°1%

5.32 .10°1°

4/5

0.25434807
64

0.25436110
93

0.00001303
28

0.583304817
5

0.583347583
8

0.00004276
62

8/5

0.85502678
40

0.85504759
45

0.00002081
05

0.876097569
5

0.876107196
8

9.62 -10°°

12/

1.60452739
93

1.60457510
46

0.00004770
53

0.976068755
7

0.976089867
9

0.00002111
21

16/

2.39631337

81

2.39636852
95

0.00005515
14

0.997192074
46

0.997207473

5

0.00001539

90
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3.19550025
85

3.19557906
15

0.00007880
29

0.999808197
8

0.999848584
8

0.00004038
69

24/

3.99545297
27

3.99557156
67

0.00011859
39

0.999992575
99

1.000052033
5

0.00005945
75

28/

4.79545139
49

4.79562179
08

0.00017039
59

0.999999838
73

1.000065359
2

0.00006552
05

32/

5.59545136
40

5.59566795
50

0.00021659
10

0.999999996
55

1.000047290
7

0.00004729
41

36/

6.39545136
23

6.39569632
94

0.00024496
71

0.999999998
03

1.000024471
0

0.00002447
30

7.19545136
06

7.19570941
47

0.00025805
40

0.999999997
80

1.000009827
0

9.82 .10°°

rezultatele

in Tabelul 4.4 se prezint3 comparatii intre solutia aproximativa de ordinul
intai data de relatia (4.1.37), si respectiv viteza obtinuta din relatia (4.1.37), cu

numerice

corespunzatoare.
Dacd se compara rezultatele prezentate in Tabelele 4.1, 4.2, 4.3 si 4.4, se
poate ajunge la concluzia ca rezultatele analitice obtinute cu MHAO sunt mai bune,
atunci cand creste numarul de parametrii de control a convergentei din expresia
functiei auxiliare Hj.

pentru

cateva

valori

ale

variabilei n

si abaterile

Este important sa se stabileasca valoarea coeficientului superficial la limita
F"(0). In Tabelul 4.5 este prezentatd o comparatie intre valorile F”(0) obtinute cu
MHAO din relatiile (4.1.34), (4.1.35), (4.1.36) si (4.1.37) si rezultatele numerice,

1
entru =—,
p B >

Astfel,

rezultatele numerice.
Tabelul 4.5. Rezultate comparative intre valoarea F"”(0) obtinuta cu MHAO si
rezultatele numerice pentru g =1/2

rezultatele noastre sunt

intr-un acord foarte bun cu

Tipul (4.1.34) (4.1.35) (4.1.36) (4.1.37) Numeric
relatiei
_'MHAO (0) 0.92767733/0.92763760{ 0.92760923| 0.92779335| 0.92768004

Exemplul 4.1.3.2 in cel de-al doilea caz se considerd g =1.

e a) Pentru relatia (4.1.22), din sistemul (4.1.31) se obtin valorile
parametrilor de control:
C;=5.9913279914,Cy = -6.682841343,C3 = 2.0729320850,

C4=-0.1950415110,C5 = 18.0871429890, Cg = -84.4868066/67,
C;,=17.677518(H49,Cg = -0.3871636300, K = 2.0064973399

Cu aceste valori ale parametrilor, din relatia (4.1.22) se obtine solutia
aproximativa de ordinul intai in forma:

F(n) =-0.6476658539 + n + (1.1858804994 — 1.0205705493n + 1.1912223638n7 —

~0.7433934009n° +0.1980363504n* -
—0.0194409937n° )e~2-0064973399n | 0 53326389%4 +

+0.2249079388n + 0.3083821306n2 + 0.0240412638n7 )e~4-0129946798n
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+(~0.004950749 + 0.0053425041n )e~0-0194920197n

(4.1.38)

In Tabelul 4.6 se prezintd cateva valori ale functiei de curent (4.1.38), si
respectiv viteza obtinutd din relatia (4.1.38) pentru cateva valori ale variabilei n.

De asemenea sunt date si abaterile corespunzatoare in acest caz.
Tabelul 4.6. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (4.1.38),

respectiv a vitezei It"(n) obtinuta din relatia (4.1.38) si rezultatele numerice,

pentru B =1 (5,_— =| Fnumen'c(n)—’?MHAO(ﬂ) [ Er =| Fhumeﬁc(ﬂ)—F'MHAO (n)1)

n

Frumeric(n)

FMHAO(N)
(4.1.38)

€F

Fhumeric(n)

F'mHao (1)
din(4.1.38)

EF,

2.22 .107%°

-1.11

1.11 .10716

-4.59

4.44 .10716

4.44 .10716

4/5

0.31242303
32

0.31242189
93

1.13 .10°©

0.68593746
77

0.685934771
1

2.69 .10°°

8/5

0.97977953
27

0.97978131
57

1.78 .10°°

0.93234825
29

0.932346881
6

1.37 .10°°

12/

1.75525394
94

1.75525731
34

3.36 .10°©

0.99054939
83

0.990568335
2

0.00001893

16/

2.55232546
90

2.55234664
84

0.00002117
94

0.99918603
73

0.999196764
1

0.00001072

3.35210935
90

3.35213082
23

0.00002146
32

0.99995843
04

0.999962113
5

3.68 -10°©

24/

4.15209983
58

4.15214440
24

0.00004456
65

0.99999877
92

1.000054790
5

0.00005601
12

28/

4.95209959
46

4.95220185
32

0.00010225
86

0.99999998
36

1.000079522
5

0.00007953
89

32/

5.75209959
55

5.75226019
00

0.00016059
45

1.00000000
61

1.000062195
1

0.00006218
90

36/

6.55209960
12

6.55229912
12

0.00019951
99

1.00000000
81

1.000035681
3

0.00003567
31

7.35209960
86

7.35231948
36

0.00021987
50

1.00000001
01

1.000016892
0

0.00001688
18

e b) Pentru relatia (4.1.25), sistemul (4.1.31) are solutiile

C;1 =25.6413506662,Cy = -27.725752(H45,C3 = 10.2440262047,
C4q4=-1.6311566772,C5 =0.1133872279, Cg = -37.8620215531,
C; =4.5810479839, Cg = -9.7143709526, K = 2.0340821793

Solutia aproximativa de ordinul intai poate fi scrisa astfel:
I_-'(n) =-0.6482098275 +n+(1.7192094539 - 4.590737589n + 5.333387691 4/72 -

~3.0101935973n° + 0.8973516349n% — 0.139486358n° +
+0.0092906134n% )e=2-0340821793n | 1 0709996263 +
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+2.7307483905n + 2.3599924 74612 + 0.5869724289n°> )e~+0681643586n (4 1 39)

In Tabelul 4.7 se prezintd cateva valori ale functiei de curent (4.1.39), si
respectiv viteza obtinuta din relatia (4.1.39) pentru diferite valori ale variabilei n si

abaterile corespunzatoare.
Tabelul 4.7. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (4.1.39),

respectiv a vitezei It"(n) obtinuta din relatia (4.1.39) si rezultatele numerice,

pentru B =1 (5,_— =| Fnumen'c(n)—’?MHAO(ﬂ) [ Er =| Fhumeﬁc(ﬂ)—F'MHAO (n)1)

n

Frumeric(n)

FmHAO(N)
(4.1.39)

€F

Fhumeric(n)

F'mHao (1)
din(4.1.39)

EF,

2.22 .107%°

-2.22
10716

2.22 .10°16

-4.59

1.77 -1071°

1.77 -1071°

4/5

0.31242303
32

0.31242509
05

2.05 .10°°

0.68593746
77

0.685933452
5

4.01 -10°°

8/5

0.97977953
27

0.97978166
32

2.13 .10°©

0.93234825
29

0.932359258
6

0.00001100
57

12/

1.75525394
94

1.75524588
57

8.06 -10°°

0.99054939
83

0.990521279
9

0.00002811
83

16/

2.55232546
90

2.55230686
56

0.00001860
33

0.99918603
73

0.999186780
7

7.43 .10

3.35210935
90

3.35208444
63

0.00002491
27

0.99995843
04

0.999931794
3

0.00002663
61

24/

4.15209983
58

4.15203363
80

0.00006619
77

0.99999877
92

0.999924839
3

0.00007393
98

28/

4.95209959
46

4.95196491
31

0.00013468
14

0.99999998
36

0.999909022
9

0.00009096
06

32/

5.75209959
55

5.75189654
04

0.00020305
50

1.00000000
61

0.999923861
7

0.00007614
43

36/

6.55209960
12

6.55184621
01

0.00025339
11

1.00000000
81

0.999950614
1

0.00004939
40

7.35209960
86

7.35181634
33

0.00028326
52

1.00000001
01

0.999973368
7

0.00002664
14

e C) Pentru relatia (4.1.27), cu functia auxiliaréa H; data de relatia (4.1.26),
se obtine:

C;=15.1069993#72,C> =-6.111689280, C3 = 0.8419581636,
C4q =-0.0391594463,C5 = -348.1410130441,Cg = 354.6124244346,
C; =-78.2878044901, Cg = -3.8910409852,
Cg =-4.3179402181, K = 1.3940527605, a = 1.2080121437
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Solutia aproximativa de ordinul intadi pentru functia de curent (4.1.27) devine:

F(n) = -0.6477776 1+ + (-18.001344737 + 2.2989361198n + 2.4130328127n2 —
~0.8773035418n° +0.1154431274n% — 0.0056180723n° )e~1-3940527605n

+(18.631306321+ 23.515563B1n +

+(0.0178160913 + 0.1112333145n )=+ 18215828171

+12.357602161n% + 3.3122912%1n° + 0.5554669357n% )e~2-7881055211n

(4.1.40)

in Tabelul 4.8 se prezinta cateva valori ale functiei de curent (4.1.40), si
respectiv viteza obtinuta din relatia (4.1.40) pentru diferite valori ale variabilei n si
abaterile corespunzatoare.

Tabelul 4.8. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (4.1.40),

respectiv a vitezei It"(n) obtinuta din relatia (4.1.40) si rezultatele numerice,

pentru B =1 (5,_— =| Fnumeric(f'l)—lEMHAO(U) [, Ep =| Fﬁumeric(n)—’?'MHAO (n)1)

n

Fnumeric(n)

&

Fhumeric(n)

FMHAO(N) F F'mHao (1) €p
(4.1.40) din(4.1.40)
0 469 .102°6.21 -1071°|6.21 .1071° '9-332 -4.08 -1071%|4.08 . 10714
10”
4/5(0.31242303[0.31242560 | 5 57 . ;96 |0.68593746 |0.685936684 |7 g5 . 107
32 50 76 9
8/5(0.97977953(0.97978707 |7 54 . ;0-6 |0.932348250.932349034| g5 . 107
26 84 27 9
12/[1.755253941.75525844 | 4 49 . 106 |0.99054939]0.990553306] 3 9o . 10-6
5 91 40 79 8
16/|2.552325462.55233692 [0.00001145|0.99918603]0.999190590] 4 55 . ;-6
5 82 80 97 66 3
4 3.35210935|3.35211935| g gg . 796 |0-99995842[0.999955731 |5 ¢g . ;10-6
76 33 93 6
24/(4.15209983 [4.15211255|0.00001272 |0.99999877|1.000007461 | g ¢g . 106
5 32 74 41 75 1
28/(4.95209959|4.95211928|0.00001969 [0.999999981.000006785| ¢ gq . 106
5 03 59 55 12 6
32/[5.75209958|5.75212330|0.00002372 | 1.00000000| 1.000004808 | 4 g . 196
5 89 93 03 29 4
36/]6.55209959 [6.55212965 | 0.00003006 | 1.00000000 |1.000012172[0.00001216
5 17 38 20 39 5 85
8 [7.35209959|7.35214313|0.00004353 | 1.00000000|1.000020960]0.00002095
53 39 85 49 4 54

Cy;=2.575559745,Cy =-0.5965183787,C3 = -0.0172692&1, C4 = 0.0136562%1,

e d) Daca se are in vedere relatia (4.1.29), cu functia auxiliaréa H; data de
relatia (4.1.28), atunci se obtine:

C5 =-0.0010079176, Cg = -5.9530458601, C; = -1.993004547,
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Cg =-1.9931630292,Cg = 0.074345582,K = 1.1143724%2,a = 0.2855970(02

si prin urmare, solutia aproximativa de ordinul intdi (4.1.29) este data prin:
F(n) =-0.6475361002 +n + (~7.0772773%1+ 1.5599095672n + 0.3833481 08n° —

~0.1418671%n° + 0.0068820136n* + 0.0015709234n° —

~0.0001507451° )e~1-1143724942n | (7 7248135031+ 6.7700065534n +
+2.2685016445n0% +0.2970574871n° — 0.014966987n* )e=2-2287449884n (4 1 41)

in Tabelul 4.9 se prezint3 comparatii intre solutia aproximativa de ordinul
intai data de relatia (4.1.41), si respectiv viteza obtinuta din relatia (4.1.41), cu
rezultatele numerice, si abaterile corespunzatoare.

Tabelul 4.9. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (4.1.41),

respectiv a vitezei It"(n) obtinuta din relatia (4.1.41) si rezultatele numerice,

pentru B=1 (e, =| Frumeric(n) - FMHAO(M) |, €7, =| Fhumeric(1) - Fmpsao (M) 1)

n

Fnumeric(n)

£

Fhumeric ()

£

FMHAO(N) F F'mHao (1) F
(4.1.41) din(4.1.41)
0 l4.69 .102° 0 4.69 .102°| 9-39 0 9.39 .1072!
4/5/0.31242303[0.31241745 | 5 57 . ;-6 |0.68593746[0.685953989(0.00001652
32 80 76 7 20
8/5(0.97977953(0.97977401 | 5 51 . ;96 |0.932348250.932309225|0.00003902
26 64 27 6 71
12/|1.75525394(1.75525342 5 5¢ ;07 |0.99054939(0.9906138610.00006446
5 91 23 79 7 37
16/|2.552325462.552361140.00003567 | 0.99918603[0.999177929| g 10 . 10-6
5 82 25 42 66 2
4 [3.35210935[3.35211057 | 1 51 . 796 |0.99995842(0.9999145870.00004384
76 70 93 2 20
24/]4.15209983[4.15210055| 5 1g . 79-7 |0.99999877(1.000041410|0.00004263
5 32 19 75 8 33
28/]4.95209959 [4.95214621 [0.00004662 |0.99999998|1.000053993 | 0.00005401
5 03 23 19 12 6 24
32/]5.75209958 5.75216845(0.00006886 | 1.00000000(0.999998917 | 1 o5 . 196
5 89 24 34 29 6
36/]6.55209959 [6.55215101 [0.00005141 | 1.00000000|0.999965518|0.00003448
5 17 10 92 39 3 56
8 |7.352099597.352126380.000026791.00000000 |0.999979586|0.00002041
53 93 40 49 5 84

Daca se compara rezultatele prezentate in Tabelele 4.6 si 4.8, se deduce ca
rezultatele analitice obtinute cu MHAO sunt mai bune, atunci cand creste numarul
parametrilor de control ai convergentei din expresia functiei auxiliare Hj. Aceleasi
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concluzii se deduc daca se compara rezultatele prezentate in Tabelele 4.7 si
respectiv 4.9.

Tabelul 4.10. Rezultate comparative intre valoarea F" (0) obtinuta cu MHAO si
rezultatele numerice pentru g =1

Tipul (4.1.38) (4.1.39) (4.1.40) (4.1.41)

relatiei

F'Mhao (0) 1.23258247|1.23257895| 1.23262084| 1.23257391| 1.232558769

Numeric

in Tabelul 4.10 se prezintd o comparatie intre valorile ,E"(O) obtinute cu

MHAO din relatiile (4.1.38), (4.1.39), (4.1.40), respectiv (4.1.41) si rezultatele
numerice, pentru B=1. Se poate deduce c3d rezultatele noastre sunt intr-o

concordanta foarte buna cu rezultatele numerice.

Exemplul 4.1.3.3 In ultimul caz se considerd B =1.6.

e a) Pentru relatia (4.1.22) valorile parametrilor de control se obtin din
sistemul (4.1.31):
Cy1 =-4.4749746430, Co = 2.66489594/8, C3 = -0.527744947,

C4=0.0344313836, C5 = 0.9084258281, Cg = 11.1816458907,
C; =-0.54926497°96, Cg = 1.5695573134, K = 1.7389825314

Solutia aproximativa de ordinul intai pentru functia de curent (4.1.22) poate
fi scrisa astfel:

F(n) = -0.5440478033 + n + (1.6577374986 — 0.417513856n — 0.4722933401n° +
+0.2774993818n° — 0.05544381588n% + 0.0039599458n° )e~1-7389625314n
+(-1.1629370587 — 1.5183251610n - 0.7578665325n2 -
~0.1287736808n° )e~3-4779650629n | 10 0455165672 + 0.0373698159n —

~0.0034815689n2 )e~>-21694759441 | 0 00373079%62e0-9°59301258n (4 1 42)

in Tabelul 4.11 se prezintd cateva valori ale functiei de curent (4.1.42), si
respectiv viteza obtinuta din relatia (4.1.42) pentru diferite valori ale variabilei n.

De asemenea, sunt date si abaterile corespunzatoare in acest caz.

Tabelul 4.11. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (4.1.42),
respectiv a vitezei F'(n) obtinutd din relatia (4.1.42) si rezultatele numerice,

pentru B=1.6 (5,_- =| Fnumen'c(f])—/_:MHAO(n) [ €p =| Fhumeric(n) —f_'_'MHAO (nl)

n

Frumeric(n)

FmHAO(N)
(4.1.42)

€F

Fhumeric(n)

F'mHao (1)
din(4.1.42)

EF,

-1.69
.1072°

-1.11
10716

1.11 10716

4.07 10720

9.99 .10716

9.99 .10716

4/5

0.35997849
56

0.35997827
96

2.16 .10

0.76092253
81

0.760924024
7

1.48 .10°°
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8/5

1.06961476
41

1.06961567
34

9.09 -

0.96197803
39

0.961970681
3

7.35 -

12/

1.85716232
64

1.85716332
42

9.97 .

0.99605671
87

0.996065737
2

9.01 -

16/

2.65604349
64

2.65604637
45

2.87 -

0.99974392
84

0.999736515
1

7.41 -

3.45598042
11

3.45597698
48

3.43 -

0.99998997
25

0.999987248
2

2.72 -

24/

4.25597827
14

4.25597826
10

1.03 -

0.99999978
37

1.000008144
4

8.36 -

28/

5.05597824
27

5.05598292
83

4.68 -

1.00000002
06

1.000001359
1

1.33 .10°°

32/

5.85597826
60

5.85597984
84

1.58 -

1.00000003
68

0.999991812
9

8.22 .10°©

36/

6.65597830
23

6.65597178
63

6.51 .10°©

1.00000005
41

0.999989190
5

0.00001086
35

7.45597835
45

7.45596385
00

0.00001450
44

1.00000007
64

0.999991410
6

8.66 -10°°

e b) Pentru relatia (4.1.25), parametrii de control a convergentei obtinuti din
sistemul (4.1.31) au valorile:

C;1=12.139731H77,Cy =-14.7300094090, C3 = 6.0298078722,
Cy4=-1.0787489067,C5 = 0.0852147302, Cg = -14.8695758423,
C; =-7.8344847253, Cg = -2.404406809, K = 2.0881719331

Solutia aproximativa de ordinul intdi pentru functia de curent (4.1.25)

devine

+0.0068013871° )e=2-088171933n | (0. 2197705 + 1.364996288n + 1.02554609n2 +

F(n)=-0.5442412% + n + (0.398631080 — 1.040810138n + 1.6994976 ? —
~1.24894062n° + 0.460677086n% - 0.086297165n° +

+0.1147035%n° +0.001403806n™ )=+ 1763935661 1. (-0.0741598535 -
—0.03851 62%,7 _ 0.00880213/]2)6_6'264515799,7

(4.1.43)

In Tabelul 4.12 sunt date cateva valori ale functiei de curent (4.1.43), si
respectiv viteza obtinuta din relatia (4.1.43) pentru diferite valori ale variabilei n si

abaterile corespunzatoare, in comparatie cu rezultatele numerice.
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Tabelul 4.12. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (4.1.43),
respectiv a vitezei F'(n) obtinuta din relatia (4.1.43) si rezultatele numerice,

pentru B=1.6 (&, = Foumeric(n) - FMHAO(M) |, €4 =| Fhumeric(n) = F'mrao (1) 1)

n

Fnumeric(n)

FMHAO(N)
(4.1.43)

EF

Fhumeric ()

F'mHao (1)
din(4.1.43)

EF,

-1.69
.10—25

1.33 .1071°

1.33 .10°1°

4.07 10720

-3.55 .10°1°

3.55 .10°1°

4/5

0.35997849
56

0.35997984
14

1.34 -10°°

0.76092253
81

0.760919020
1

3.51 -10°°

8/5

1.06961476
41

1.06961681
99

2.05 .10°°

0.96197803
39

0.961987272
5

9.23 .10°°

12/

1.85716232
64

1.85715957
18

2.75 .10°®

0.99605671
87

0.996039783
3

0.00001693
54

16/

2.65604349
64

2.65603606
29

7.43 .10°°

0.99974392
84

0.999751337
3

7.40 -10°®

3.45598042
11

3.45597698
53

3.43 .10°°

0.99998997
25

0.999981772
3

8.20 -10°©

24/

4.25597827
14

4.25594864
88

0.00002962
26

0.99999978
37

0.999943397
9

0.00005638
57

28/

5.05597824
27

5.05589295
43

0.00008528
84

1.00000002
06

0.999924231
7

0.00007578
89

32/

5.85597826
60

5.85583665
05

0.00014161
54

1.00000003
68

0.999938697
7

0.00006133
91

36/

6.65597830
23

6.65579733
27

0.00018096
96

1.00000005
41

0.999962861
4

0.00003719
26

7.45597835
45

7.45577561
53

0.00020273
91

1.00000007
64

0.999981432
8

0.00001864
36

e C) Pentru relatia (4.1.27), cu functia auxiliaré H; data de relatia (4.1.26),
sistemul (4.1.31) are solutia:

C; =3.7343092835,C> = -1.6919201004, C3 = 0.2585003215, C4 = -0.01319476/8,
C5 = 26.9486507241,Cg = -47.5028568351, C; = 5.3389432018, Cg = -8.7586264382,
Cg =0.29240087,K = 1.4882721635, a = 1974.2364175690

So_lutia aproximativa de ordinul intai pentru functia de curent (4.1.27) poate fi scrisa
prin:

F(n) = -0.544001931 + n + (~4.354906951 + 1.3261535371 + 0.3072449473n2 —
~0.1940259496n° +0.0315309032n% — 0.0017731659n° )e~1-48682721635n
+(4.8182102767 + +6.0137273891n + 2.4451256&1n° + 0.8109067414n° —

~0.0330030433n% )e=2-9765443271 | (0.1139109044 - 0.168675728n + 0.060940104n? +
+0.002956721 1> )e~+4648164905n _ 0 033212299 2-9530886541n (4 1 44)
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in Tabelul 4.13 se prezint§ cateva valori ale functiei de curent (4.1.44), si
respectiv viteza obtinuta din relatia (4.1.44) pentru diferite valori ale variabilei n si

abaterile corespunzatoare.

Tabelul 4.13. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (4.1.44),
respectiv a vitezei F’ (n) obtinuta din relatia (4.144) si rezultatele numerice, pentru

B=1.6 (5,: =| Fnumen’c(fl)—f_:MHAO(n) [ oy =| Fflumeﬂ'c(fl)—'E'MHAO n)l)

Frumeric(n)

Fhumeric(n)

FMHAO(N) F F'mHao (1) Ep
(4.1.44) din(4.1.44)

0 |-1.69 .102°|-1.69 .10°15| 1.69 |.283.7021| 2.66 .1071> | 2:66
.10715 .10715

4/5]0.3599784956/0.3599790235] 5.27 |0.7609225380|0.7609232141| 6.76
107 1077

8/5[1.0696147640/1.0696154385 6.74 |0.9619780338/0.9619796540| 1.62
107 .10°°

12/5[1.8571623261]1.8571642418] 1.91 |0.9960567183/0.9960575197| 8.01
10°° 1077

16/572.656043495572.6560445435 1.04 |0.9997439274]/0.9997418375| 2.08
107 .107°

4 [3.4559804190[3.4559816246] 1.20 |0.9999899704|0.9999929170| 2.94
.10°° .10°°

24/5/4.25597826714.2559820737 3.80 |0.99999977991.0000016372| 1.85
.107° .107°

28/5/5.05597823445.0559813610, 3.12 |[1.00000001450.9999969829| 3.03
.107° .107°

32/5/5.85597825155.8559788900] 6.38 |[1.0000000272/0.9999978766| 2.15
1077 .107°

36/56.6559782783/6.6559788961] 6.17 [1.0000000399 1.0000022282| 2.18
1077 .107°

8 |7.45597831757.4559820586/ 3.74 |1.0000000667|1.0000052427| 5.17
107 107

e d) Daca se are in vedere relatia (4.1.29), cu functia auxiliaréa H; data de
relatia (4.1.28), atunci parametrii de control a convergentei obtinuti din sistemul

(4.1.31) sunt:

C; =-9.9309813061, Co> = 6.8914081433, C3 = -1.7496966452, C4 = 0.2003197512,
C5 =-0.0103677381,Cg =10.1134115449,C, =7.0897290367, Cg = 1.9899138244,
C9 =0.0159776712, K = 1.5329158534, a = -0.9799303286.
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in acest caz, solutia aproximativd de ordinul intdi pentru functia de curent
(4.1.29) devine

F(n)=-0.5439219913 + n + (4.650996 506 — 2.0398248856/ — 0.4858446135n° +

+0.5503628%n° - 0.1603616877n% +0.0213068753n° -

+(-4.26511139%8 — 4.2739140037n — 1.660992309n — 0.2098183934n° —

~0.0021316125n% )e=3-0658317069n , 0. 158036881+ 0.0939831378n +
+0.0187520087n% + 0.0001478554n> )e~4 29874756031

(4.1.45)

in Tabelul 4.14 se prezintd cateva valori ale functiei de curent (4.1.25), si
respectiv viteza obtinuta din relatia (4.1.25) pentru diferite valori ale variabilei n.

De asemenea, sunt date abaterile corespunzatoare in acest caz.

Tabelul 4.14. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (4.1.45),

respectiv a vitezei I?’(n) obtinuta din relatia (4.1.45) si rezultatele numerice,

pentru B=1.6 (5,_- =| Fnumen’c(’])*f_'_MHAO(U) [ g =| Frumeric(1n) *’_:'MHAO )

n

Frumeric(n)

FmHAO(N)

Fhumeric(n)

F'mHao (1)

&

F F
(4.1.45) din(4.1.45)
0 _1-69 _2.33 2.33 .10715 _2.83 3.55 .10715 3.55 .10715
102° 10715 10741
4/5(0.35997849[0.35997840 | g 19 . 198 |0.76092253[0.760923291 |5 53 . 197
37 80 9
8/5|1.06961476(1.06961443 |3 55 ;-7 |0.96197803|0.961976148| 1 gg . 1096
85 38 8
12/|1.85716232(1.85716343 | 1 1 . 19-6 |0.99605671]0.996059435| 5 71 . 10-6
5 46 83 3
16/|2.65604349(2.65604302 | 4 gg . ;07 |0.99974392[0.999739834| 4 99 . 10-6
5 60 74 2
4 |3.45598041(3.45598103 g 1 . ;07 |0.99998997[0.999997175]5 ¢ . 106
9 82 04 1
24/]4.255978264.25598452 g 5¢ . 10-6 |0.99999977(1.000003284 3 55 . 196
5 99 99 3
28/[5.055978235.05598322 4 gg . 10-6 |1.00000001]0.999995198| 4 g1 . 196
5 66 45 6
32/]5.855978255.85598129 3 93 . 10-6 |1.00000002]1.000002452 5 45 . 196
5 15 72 5
36/|6.655978276.65598906 [0.00001078 | 1.00000003 | 1.000016829|0.00001678
5 26 42 99 6 96
8 |7.45597831(7.45600655 |0.00002823 |1.00000006 | 1.000025383]0.00002531
75 54 78 67 2 65
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4.1 - Ecuatia neliniara Falkner-Skan 73

in Tabelul 4.15 se prezintd o comparatie intre valorile I?"(O) obtinute cu

MHAO din relatiile (4.1.42), (4.1.43), (4.1.44) si (4.1.45) si rezultatele numerice,
pentru B =1.6. Se poate observa ca rezultatele aproximative sunt in concordanta

foarte buna cu rezultatele numerice.

Tabelul 4.15. Rezultate comparative intre valoarea F"(0) obtinutd cu MHAO si
rezultatele numerice pentru g =1.6

Tipul (4.1.42) (4.1.43) (4.1.44) (4.1.45) Numeric
relatiei

F'Mtao (0)

1.521515891.52151820] 1.52151245| 1.52151403| 1.52151402

Acuratetea rezultatelor obtinute cu metoda MHAO se deduce din Figurile
4.1-4.8. Solutiile aproximative obtinute cu metoda MHAO, folosind functia auxiliara
H;, date de relatiile (4.1.20), (4.1.23), (4.1.26) si (4.1.28) sunt comparate cu
rezultatele numerice, pentru diferite valori ale parametrului B in Figurile 4.1, 4.3,

4.5 si 4.7 respectiv. Pe de alta parte, profilul vitezelor obtinute din solutiile
aproximative corespunzétoare,Asunt comparate cu rezultatele numerice in Figurile
4.2, 4.4, 4.6 si respectiv 4.8. In toate cazurile prezentate in Figurile 4.1-4.8, este
aratat ca solutiile aproximative de ordinul intéi si vitezele cresc odata cu cresterea
parametrului S.

La fel ca si In cazurile mentionate mai sus, prin comparatia rezultatelor
prezentate in Tabelele 4.11 si 4.13, se poate afirma ca rezultatele obtinute cu MHAO
sunt mai precise, odata cu cresterea numarului de termeni in functia auxiliaré H; de

control a convergentei. Acum, comparatia rezultatelor din Tabelele 4.12 si 4.14 ne
conduc la aceleasi concluzii.
Pentru a da o semnificatie solutiilor analitice aproximative date de relatiile

(4.1.37) (in cazul B=é), respectiv (4.1.45) (in cazul B=1.6), se considera

curgerea laminara bi-dimensionald a unui fluid vascos Newtonian, caracterizat prin
v=2.10"° [m2/s] - vascozitatea cinematica si a =0.3625[m/s] - viteza medie

de curent. Din relatiile (4.1.4), (4.1.6), (4.1.7) si (4.1.37) (in cazul B=é),

respectiv (4.1.45) (in cazul B =1.6), se obtin expresiile componentelor vitezei: u -
in directia axei Ox, respectiv v - in directia axei Oy . Graficele componentelor

vitezei sunt prezentate in Figurile 4.9 si 4.10 (in cazul ,B=é), respectiv Figurile
4.11 si 4.12 (in cazul B =1.6). De asemenea, profilul campurilor de vectori (u,v)

este prezentat in Figurile 4.13 si 4.14, pentru B8 = é, respectiv g =1.6. Din aceste

) < n 1 . g o a
grafice, se observa in cazul B ==, curgerea este mai lenta, iar in cazul S=1.6
2

(valoare apropiata de limita maxima admisa B = 2) apare fenomenul de dispersie a
fluidului.
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3.5
3.0
2.5
2.0
1.5
1.0
0.5

1 2 3 4" 1 2 3 g
Fig. 4.1 Rezultate comparative intre Fig 4.2 Rezultate comparative intre
solutiile aproximative (4.1.34), profilul vitezelor obtinut din relatiile
(4.1.38) si (4.1.42) si rezultatele (4.1.34), (4.1.38) si (4.1.42) si

numerice cu functia auxiliara (4.1.20) rezultatele numerice cu functia
in cazul B=1/2, 1, si respectiv 1.6: auxiliara (4.1.20) in cazul B=1/2, 1,

--- solutia numerica;.... solutia MHAO si respectiv 1.6:
--- solutia numerica;.... solutia MHAO

Discutii

In aceastd sectiune au fost prezentate rezultate foarte bune obtinute cu
MHAO pentru diferite valori reprezentative ale coeficientului B pentru coeficientul
superficial la limita I?”(O) ale ecuatiei Falkner-Skan in comparatie cu rezultatele

numerice. B
F F
3.5 P 1.0 meeeares
3.0 prd L
v 0.8

2 Z 7 stz 1, 16
2.0 oel s V2
1.5 16 04 ;3
1.0
05 0.2 :.:"-

4" 1 2 3 4"

Fig. 4.3 Rezultate comparative intre Fig 4.4 Rezultate comparative intre

solutiile aproximative (4.1.35), (4.1.39) profilul vitezelor obtinut din relatiile

si (4.1.43) si rezultatele (4.1.35), (4.1.39) si (4.1.43) si
numerice cu functia auxiliara (4.1.23), rezultatele numerice cu functia auxiliara
B=1/2, 1, si respectiv 1.6: (4.1.23), B=1/2, 1, si respectiv 1.6:

--- solutia numerica;.... solutia MHAO --- solutia numerica;.... solutia MHAO
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35 P
3.0 -
25
20
15
1.0
05

--llg"{':‘
1 2 3 4

Fig. 4.5 Rezultate comparative intre
solutiile aproximative (4.1.36), (4.1.40)

(4.1.44) si rezultatele numerice
cu functia auxiliara (4.1.26),
B=1/2, 1, si respectiv 1.6:
-- solutia numericg;.... solutia MHAO

F
3.5 S
30 o
2.5
2.0
1.5
1.0
0.5 ;53‘,.',’:.:,.

il

1 2 3 4
Fig. 4.7 Rezultate comparative intre
solutiile aproximative (4.1.37), (4.1.41)
(4.1.45) si rezultatele numerice

cu functia auxiliara (4.1.28),
B=1/2, 1, si respectiv 1.6:

-- solutia numerica;.... solutia MHAO

ulmg]

Fig. 4.9 Profilul vitezei u in directia
axei Ox in cazul B=1/2

_______

1 2 3 4"
Fig 4.6 Rezultate comparative intre
profilul vitezelor obtinut din relatiile si

(4.1.36), (4.1.40) si (4.1.44) si
rezultatele numerice cu functia auxiliara

(4.1.26), B=1/2, 1, si respectiv 1.6:

--- solutia numerica;.... solutia MHAO

’?1

0.8

0.6

0.4 /7
1

0.2

1 2 3 4"
Fig 4.8 Rezultate comparative intre
profilul vitezelor obtinut din relatiile si

(4.1.37), (4.1.41) si (4.1.45) si
rezultatele numerice cu functia auxiliara

(4.1.28), B=1/2, 1, si respectiv 1.6:

--- solutia numerica;.... solutia MHAO

i T
T o
A e
y oy A
T R
0 g .;‘;_-44' 4,‘:-.‘,-?
B "'"""" 1

Fig. 4.10 Profilul vitezei v in directia
axei Oy in cazul B=1/2
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Fig. 4.11 Profilul vitezei u in directia

LN

Fig. 4.13 Campul de vectori (u, v),
asociat cazului g =1/2

Y ¥ P+ o+ s bk hdddaaaa—
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YYY XXV FRFFFFF
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axei Ox in cazul B=1.6

E N N
ENE e e
B N e i o N
E N N e e
W i e e i e e
L e
N e e
e =
LN N e e e
o o N s e e
o s o e
o o N s s e
e e
L o o o i o
L i o b o o i

Fig. 4.12 Profilul vitezei v in directia
axei Oy in cazul B=1.6

Fig. 4.14 Campul de vectori (u, v),
asociat cazului g =1.6

Este interesant de remarcat faptul cd un numar mare de parametri C; in

functiile auxiliare H; de control a convergentei conduce la o precizie mai bund a

rezultatelor (pentru functia de curent si pentru vitezad). Pe de alta parte, rezultatele
obtinute cu MHAO sunt mai precise, pentru valori crescute ale parametrului .
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4.2 Curgerea vascoasa a unui fluid Newtonian pe o
suprafata intinsa cu alunecare partiala

Este bine cunoscut faptul ca studiul stratului limita de curgere vascoasa ca
urmare a unei suprafete intinse este foarte important, datorita mai multor aplicatii
ale sale in inginerie sau procese industriale, cum sunt: materiale fabricate prin
extrudare din foi de polimer, productia de hartie, desene pe pelicule elastice , fibra
de sticld, cultivarea cristalelor, tratamente termice ale materialelor care ruleaza
intre o rola de alimentare si rola de vant sau o banda transportoare ce prezinta
caracteristicile unei suprafete in continud miscare. De asemenea, existd unele
situatii Tn care ar putea exista o alunecare partialda intre fluid si frontiera, de
exemplu, lichidul ar putea fi un gaz rarefiat. Conditia limitd non-alunecare este
cunoscuta ca un principiu important al teoriei Navier-Stokes. Sakiadis [153], [154] a
studiat mai intai fluxul stratului limita pe o suprafata intinsa continua. In urma
acestor lucrari, mai multe studii au fost efectuate. Crane [35] a gasit o solutie
exponentiala sub forma exactd pentru fluxul vascos plan a unui caz liniar de
intindere. Sparrow si colaboratorii sai [160], [161] au analizat o serie de probleme
de flux ludnd in considerare viteza de alunecare. Ackroyd [5] a dat un algoritm
pentru limitele in miscare si pentru fluxul unui fluid trecut peste un disc rotativ, care
elimina conditia pe frontifra la infinit. Rajagopal si colab. [141] au obtinut solutia
numerica pentru curgerea unui fluid vascoelastic de gradul al doilea trecut pe o foaie
intinsa. Ariel [14] si Anderson [12] au raportat solutii analitice sub forma exacta
pentru ecuatiile diferentiale neliniare care descriu curgerea unui fluid MHD de gradul
al doilea si respectiv de gradul al patrulea.

Mai recent, Wang [178] a luat in considerare cazurile bidimensional si
asimetric pentru curgerea vascoasa pe o foaie intinsa cu alunecare si aspiratie.
Pentru cazul bidimensional, este gasita o solutie exacta si unicitatea sa este
dovedita. Pentru curgerea asimetrica pe o foaie intinsa, atat existenta cat si
unicitatea sunt prezentate, cu toate ca nu exista nici o solutie sub forma exacta. Un
numar de fluxuri ale stratului limita induse asimetric de o foaie intinsa sunt studiate
in [132]. Foaia este intinsa cu o viteza proportionala cu distanta de la axa verticala.
Curgerea asimetrica instabila si transferul de caldura a unui fluid vascos a fost
considerat de Sajid si colab. [149]. Solutia analitica pentru curgerea asimetrica a
unui fluid vascos pe o foaie intinsa a fost considerat in [148]. Sahoo in [147] a
investigat efectele alunecarii partiale privind transferul de debit si de caldura a unui
fluid MHD de gradul doi conductor electric pe o foaie intinsa asimetrica. Miklavdi¢ si
Wang [131] au studiat in primul rand proprietati ale fluxului de la o foaie subtire cu
absorbtie. Absorbtia se produce atunci cand lichidul condenseaza pe suprafata. O
atentie considerabila a fost acordata in alt domeniu, inclusiv cel al fluxurilor
magnetice [140], diferite conditii la limita termale si de curgere in [169], nanofluide
si fluide ne-Newtoniene [105], fluxul de alunecare pe cilindru alungit [179], sau
curgerilor punctelor de stagnare asimetrice a unui fluid vascos pe o suprafata
gresata [152] si altele.

In general, in mecanica fluidelor vascoase, ecuatiile care guverneaza
miscarea sunt ecuatii cu derivate partiale puternic neliniare in cele doud sau trei
componente ale vitezei. Prin intermediul unor transformari de similaritate, un set de
ecuatii cu derivate partiale sunt reduse la cel al ecuatiilor diferentiale ordinare. In
ultimii ani atentia mai multor cercetadtori a fost concentrata in obtinerea de solutii
analitice pentru problemele neliniare sub forma unei serii. Aspectele cheie ale
metodelor aproximative a fost intotdeauna precizia solutiilor. Dar, in afara de cateva
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exceptii, problemele neliniare nu pot fi rezolvate analitic prin utilizarea metodelor
traditionale.

Rezultatul sectiunii are ca scop atat studiul curgerii plane vascoase cu
alunecare partiala [62], cat si studiul curgerii asimetrice vascoase, in general [66].

4.2.1 Ecuatiile de miscare

Se considerda curgerea 3-dimensionalda a unui fluid vascos limitat de o
suprafata intinsa. Daca (u,v,w) sunt componentele vitezei in sistemul Cartezian

(x,y,z), atunci ecuatia de continuitate si ecuatiile Navier-Stokes proprii curgerii
stabile constante sunt [141], [178], [148]:

Uy +Vy +Wz; =0 (4.2.1)
UUy +VUy + WUy = _,D?x +ww2u (4.2.2)
UVy +VVy +WVz =—p—y+vV2v (4.2.3)
p
uw, + vy, +wiw, = —PZ w2y (4.2.4)
X y 7z P 2.

unde p este densitatea, p este presiunea si v este vascozitatea cinematicd. Daca
a este constanta de intindere, a>0, W este viteza de aspiratie si m este un
parametru ce descrie tipul de intindere, atunci componentele vitezei pe suprafata
intinsa sunt:
u=ax, v=a(m-1)y, w=-W (4.2.5)
Pentru m =1, avem cazul intinderii plane, in timp ce pentru m=2 avem
cazul intinderii asimetrice. In vederea simplificarii ecuatiilor de guvernare folosim
transformarile de similaritate:

u=axad'(n), v=alm-1)yd'(n), w=-mJava(n) (4.2.6)
unde n = z\/g si cu simbolul se noteaza derivarea in raport cu n.

Ecuatia (4.2.1) este automat satisfacuta si ecuatia (4.2.4) poate fi scrisa in
forma

p=vaz—%pW2+C (4.2.7)

unde C este o constanta. Ecuatiile (4.2.2) si (4.2.3) se reduc la ecuatia diferentiala
ordinara

@"(n)+ma(n)@'(n)-'(n)? =0 (4.2.8)

Daca N este constanta de alunecare, atunci pe suprafata foii intinse, viteza
de alunecare este presupusa a fi proportionald cu tensiunea de forfecare locala

u-ax =pvNu, <0, v—-a(m-1)y = pvNv, <0 (4.2.9)
Din transformarile de similaritate (4.2.6) se obtine

@'(0) =1+ Ad"(0) (4.2.10)
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cu A=pNyav >0 un parametru adimensional indicdnd importanta relativa a
alunecarii partiale. Daca A =0 nu exista alunecare. Datd o viteza de aspiratie -W
pe suprafata de intindere, avem conditiile la limita

o(0)=a (4.2.11)

unde a =

este o constanta adimensionala care determina rata de transpiratie
miav

la suprafatd si a <0 daca are loc injectarea pe suprafatd, a > 0 pentru aspiratie si
a =0 pentru foaie impermeabild. De asemenea, deoarece nu existd nicio viteza

laterala la infinit, avem conditia
D'(0)=0 (4.2.12)

4.2.2 Rezolvarea problemei fluidelor vascoase cu alunecare partiala

Se introduc ideile de baza ale metodei MHAO prin considerarea ecuatiei
(4.2.8) cu conditiile la limitd date de ecuatiile (4.2.10), (4.2.11) si (4.2.12). Se
alege operatorul liniar L sub forma

L(d(n)) =D" + KD". (4.2.13)

O alta posibilitate de a alege operatorul liniar este L(tD(n))=cD’”+K2cD’, unde
K > 0 este un parametru necunoscut.

Ecuatia (2.2.4) devine:

@g'(n)+Kag(n) =0, @(0)=a, dp(0) =1+ A@y(0), @p(=) =0  (4.2.14)
care are urmatoarea solutie

o 1-e 4.2.15
0(”)—U+m (4.2.15)
Operatorul neliniar N(®@(n)) se ob'tine din ecuatia (4.2.8)

N(®(n)) = -K@"(n) + ma(n)@"(n) - @'(n)? (4.2.16)

astfel incat substitutind relatia (4.2.15) in (4.2.16), se obtine

-Kn —-2Kn
e m-1)e
N(ap(n)) = EE— ("~ 1) (42.17)
(1+ AK)
unde

B=K(K-ma)(1+AK)-m. (4.2.18)

Avand in vedere relatia (2.2.9), functia auxiliara H(n,C;) trebuie sa fie de
forma termenilor ce apar in relatia (4.2.17), astfel incat se poate alege functia

H(n,C;) in urmatoarea forma:
1 _ _
H(n,C;) = m[q +Con+(C3 +Can)e™ M+ (Cs5 + Cen)e™2KN]  (4.2.19)

sau

H*(n,Cj) = —=(Cy+Con+ C3n? + Cae KN 1 C5e2KN) (4.2.20)
(1+AK)

sau inca
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H™(n,C;) = m[cl +(Cp +C3n)e N 1 (Cq + C5n)e 2KN 1+ Cge™3KN] (4.2.21)
+

si asa mai departe, unde C;, Cy, ... sunt parametri necunoscuti la acest moment.
Daca se alege numai expresia (4.2.19) pentru H(n,C;), atunci prin
utilizarea relatiilor (4.2.17), (4.2.19) si (2.2.9) se obtine ecuatia pentru @;(n,C;)

@f + Koy = (BCon + BC1)e XM + [(mC; ~ Co + BCqIn + (m - 1)Cy + BC3]e 2K +
+[(mCq —Cy4+BCs)n+(m—1)C3 + BCsJe>KN 1 [(m—1)Cn + (m - 1)Cs Je#KN
®1(0) =0, @y(0) = Ady(0), @y(x) =0 (4.2.22)

Este interesant a remarca cd daca se considera m=1, a=0 si B=0
(cazul intinderii plane cu foaie impermeabild), in ecuatia (4.2.22), atunci

DY + K&y =0, ®1(0)=0, dy(0)= Ady(0), Py(x) =0 (4.2.23)
astfel incat @;(n) =0, si prin urmare se poate obtine solutia exactd a ecuatiei
D"+ @' — D2 =0, d(0) =0, D'(0) =1+ Ad"(0), D'(0) =0 (4.2.24)
in forma data de relatia (4.2.15):
_eKn
o(n)=1-¢ (4.2.25)
K(1+AK)

unde K este obtinut din conditia B =0 in relatia (4.2.18)

M3 v KkZ2-1=0. (4.2.26)

Dincolo de acest caz remarcabil, rezolvdnd ecuatia (4.2.22) si apoi
substitutind acest rezultat si relatia (4.2.15) in ecuatia (2.2.5), se obtine solutia
aproximativa de ordinul intai in forma:

> 1 BCo 2 BC1 23C2 1 -Kn
o(n,Ci)=A+a S —
(nCi)=Ava+r o+ LK YO T 3 M B k) *
{(1 m)Cz - ACs 1_?C1+1_TC2— Bcy- ,34C4}e—2Kn+
4K aK 2K aK 2K
{(1 m)c43 BCe y, 1= My 7(1- n;) Cam B3C5_ 7B4C6}e—3Kr]+
18K 18K 108K 18K 108K
{1_”; c6n+1_rgc 5(1- ”;) 6}e_4K’7 (4.2.27)
48K 48K 288K
unde
1-m-4B+MK(3-3m-8B) .  1-m-8B+AK(2-2m-12B)
A= 3 C; y, Co+
4K3(1+ AK) aK*(1+ AK)
, 4-4m+ AK(16-16m-27B) . 8-8m-27B+AK(20-20m-54B) -
36K3(1+ AK) 108K%(1+ AK)
L 9-9m—16B+AK(45 - 45m—64p) _ 27 —27m—-64B+ AK(81-81m—160B) -
144K3(1+ AK) 864K%(1+ AK)

(4.2.28)
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_(B+m-1)(1+2)K) . 8B+3m-3+4MK(m-1+3B) -

2K3(1+ AK) oK*(1+ AK)
s 3B+m—-1+3AK(m+ 2B - 1)C 27B+5m—-5+9AK(m - 1+4ﬁ’)C .
6K3(1+ AK) 36K%(1+ AK)
2,B+m 1+ AK(6B +4m— 4) 20ﬁ+7m 7 +AK(36B +16m— 16)
12K3(1+ AK) 144K*(1+ AK)

4.2.3 Exemple numerice

in continuare, acuratetea metodei MHAO este ilustratd prin comparatia
solutiilor aproximative obtinute cu rezultatele integrdrii numerice obtinute cu
ajutorul metodei Runge-Kutta de ordin patru in combinatie cu metoda shooting. In
toate cazurile, parametrii necunoscuti sunt identificati optimal cu metoda Galerkin.
Pentru aceasta, se vor folosi urmatoarele functii pondere f;

f1(n) = ye 3K + n2e2Kn , ane KN, £5(n) = ne KN, £3(n) = n?e KN
fa(n)=1+yne X, fs(n) = e2KN, f5(n) =N, £5(n) = ne=#n
fa(n) = e N, fo(n) = one=2KN 4 p3e2Kn, (4.2.29)
unde y si 0 sunt parametri necunoscuti.

Parametrii de control a convergentei K, y, 0, Cz, ..., Cg sunt determinati
din ecuatiile:

00
JJ = J.O R(U/C/)fj(fl) dl'] = 0/ i= 1/"'/6/ .] = 1/"'/9 (4230)
unde restul aproximarii R(n,C;) este dat de relatia:
R(n,Cj) ="' (n)+mad(n)d" (n)- &' (n)?. (4.2.31)

si @(n) este dats de relatia (4.2.27).

Exemplul 4.2.3.1 Se considerd cazul alugirii plane cu panza impermeabild,
m=1, a=0 and A= 1. In acest caz, din ecuatiile (4.2.30) si (4.2.31) se obtin
K = 0.4631238249, y = 0.6858214854, 5 = —-0.1052314539,

C;=-0.0119658357,C, = 0.0007396®@4, C3 = -0.0936132872,
C4 =-0.04758375/79, C5 = -0.0772995%5, Cg = -0.0149226174.

Solutia aproximativa de ordinul intai data prin relatia (4.2.27) poate fi scrisa
in forma

@(n) = 0.7549045180 + (-0.0011830813n2 +
+0.0280632559n — 0.1942637382 ) 0-4631238249n _
—(0.0821765397n + 0.516548291 1 )e~0-9262476499n _

(4.2.32)
— 0.0440924$6e—1.3893714748[‘].

Este usor a verifica acuratetea solutiei obtinute daca se compara solutia
analiticd aproximativa (4.2.32) cu solutia numerica. Se poate observa din Tabelul
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4.16 c3 solutiile aproximative de ordinul intdi @ dat3 de relatia (4.2.32) si respectiv
@'(n) obtinuta din relatia (4.2.32) sunt foarte precise.

Tabelul 4.16. Valori numerice ale solutiei aproximative de ordinul intdi @ dat3 de
relatia (4.2.32), respectiv a derivatei @'(n) obtinuta din relatia (4.2.32), in

comparatie cu solutia numerica, pentru cazul m=1, a=0, A=1,

(g, =| Pnumeric — PMHAO |, €y =| Phumeric — @'mMHAO )

n Dnumeric DMHAO €p Phumeric D' MHAO € p
(4.2.32) din(4.2.32)

0 -1.469 3330 .70-16| 3.330 |0.5698402909|0.5698404419| 1.509
10721 10716 1077
4/5 0.3422055158| 6.412 |0.3115170361]/0.3115171244| 8.831
0.3422054517 10°8 108
8/5 (0.5292803844/0.5292802974 8.696 0.1702976402| 7.19
108 0.1702983601 107
12/5|0.6315494379|0.6315484434| 9.945 1.237
107 [0.0930977404|0.0930965030| ;-6
16/5 1.445 0.0508945198| 3.920
0.6874573050(0.6874558597| ;-6 |0.0508941277 107
4 3.008 |0.0278225054 2.319
0.7180206952(0.7180203943| ;-7 0.0278248245| ;-6
24/5 1.775 |0.0152098506 2.484
0.7347289032(0.7347306790 ;-6 0.0152123356| ;-6
28/5 3.140 6.638
0.74386285550.7438659956 ;-6 |0.0083148326|0.0083154964| ;-7
32/5 2.595 [0.0045455059 2.057
0.7488561521(0.7488587475| _ ;-6 0.0045434479| ;-6
36/5 4.305 |0.0024849112(0.0024805243| 4.386
0.7515858591(0.7515858161| ,-8 06

10 10
8 4.102 5.532
0.7530781197/0.7530740167| ;56 |0.0013584343|0.0013529018| ;-6

Exemplul 4.2.3.2 In al doilea caz pentru acelas tip de curgere (alungire
pland cu panza impermeabild) m=1, a=0 dar A=5, din ecuatiile (4.2.30)
valorile parametrilor sunt

K = 0.5252370049, y = 4.8796805607, 5 = —1.2890550305,
C;=-0.0279185716,Cy = —-1.9918945423-107°, C3 = 1.6897196188-10°8,
C4 = -1.0550664807 1078, C5 = -2.601365111-10°8, Cg = -6.4375057414-10°.
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Solutia aproximativa (4.2.27) devine:
@(n) =0.5251657155 + (-1.3352013705 - 10 °n? - 0.0000374387n —

- 0.5251657155)e™0-5252370049n | (6.7324779815.1071%n +
+1.4853703052 - 1011 )g=1.0504740099n
+(9.1285170601-10 13 + 5.7164338355 - 10712 )e~1.5757110148n

numerice.

Tabelul 4.17. Valori numerice ale solutiei aproximative de ordinul intdi @ data de

(4.2.33)

Solutiile analitice aproximative @ datd de relatia (4.2.33) si respectiv
cz_?'(n) obtinuta din relatia (4.2.33) sunt comparate in Tabelul 4.17 cu rezultatele

relatia (4.2.33), respectiv a derivatei 5’(/7) obtinuta din relatia (4.2.33), in

comparatie cu solutia numerica pentru cazul m=1, a=0, A=5,

(€, =| Prumeric = PMHAO |, €, =| Phumeric = ?'MHAO)

n Dnumeric DMHAO €p Pnumeric 'MHAO Epr
(4.2.33) din(4.2.33)

0 -3.699 1.110 .10-16 | 1.110 2.220
1021 .10-16 [0.2757990287|0.2757990287| ;16
4/5/0.1801529748(0.1801529944| 1.956 0.1811888525| 8.594
10-8 [0.1811889384 10-8
8/5/0.2985062397/0.2985062551| 1.531 [0.1190337497|0.1190337776| 2.788
1078 1078
12/5/0.3762595705 9.478 3.268
0.3762595800| ;59 [0.0782004298(0.0782003971| ;o8
16/5/0.4273403785|0.4273403825| 3.999 0.0513745109| 2.133
10-9 [0.0513745131 109
4 |0.4608984141 1.941 0.0337509843| 3.600
0.4608984122 ;59 [0.0337509879 109
24/500.4829446930[0.4829446859| 7.085 [0.0221730406/0.0221730371| 3.513
.107° 1079
28/5/0.4974282071|0.4974281997| 7.399 5.860
10-9 [0.0145667928|0.0145667922| ;510
32/5(0.5069432900/0.5069432849| 5.118 [0.0095697621|0.0095697957| 3.360
107 1078
36/5(0.5131943125/0.5131943126| 1.071 2.482
10-10 [0.0062869728/0.0062869703| ;-9
8 [0.5173009861 1.022 1.824
0.5173009860| . ;5-10 (0.0041302880/0.0041302862| ;59
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Exemplul 4.2.3.3 In al treilea caz pentru acelas tip de curgere (alungire
planad cu panza impermeabild) m=1, a=0 si cu parametru de alunecare A=10,

din ecuatiile (4.2.30) se obtin
K =0.4331821853,y = 3.063934095, 0 = -0.5722383481,

C; =-0.0125089730, C5 = -9.6275057188 - 107, C3 = 1.3219663971-10°5,

C4 =-6.7307907487 -10°, C5 = -2.0218988%84 - 108, C5 = -4.1394827886-10~°.

Solutia aproximativa de ordinul intai (4.2.27) este
@(n) =0.4331053011+ (-1.28096799%5 - 10~°n? — 0.0000332989n —

~0.4331053011)e 0-433182185n | 1 0336892501107 11n +
+2.7423124117 - 10711 )e=0.8663643706n
+(1.4127245039-10121 +1.0705161& - 10711 )e~1.2995465559n

rezultatele numerice.

Tabelul 4.18. Valori numerice ale solutiei aproximative de ordinul intdi @ datd de

(4.2.34)

In Tabelul 4.18 se prezinti cateva valori ale functiei @ datd de relatia
(4.2.34) si respectiv @'(n) obtinuta din relatia (4.2.34), in comparatie cu

relatia (4.2.34), respectiv a derivatei 5’(/7) obtinuta din relatia (4.2.34), in

comparatie cu solutia numerica pentru cazul m=1, a=0, A=10,
(€¢ =| Ppumeric — PMHAO |, €

=| Phumeric = @'MHAO )

@
n Pnumeric 5MHAO Ed) Phumeric E'MHAO 5@:
(4.2.34) din(4.2.34)
0 |1.502 L1021 0 1.502 1.110
10-21 [0.1875802018|0.1875802018| ;16
4/510.1268262363 4,720 |0.1326509468|0.1326510845| 1.377
0.1268262411 10°° L1077
8/5(0.2165139331 1.628 |0.0938068684/0.0938068626| 5.887
0.2165139494| ;58 .10
12/5/0.2799383807 2.205 8.247
0.2799384028 108 |0.0663374780|0.0663373956| ;08
16/5/0.3247902719 7.518 5.295
0.3247902712| ;o510 0.0469118131/{0.0469118136 .10°10
4 10.3565081685 3.148 0.0331746255| 2.410
0.3565081653) ;-9 [0.0331746279 109
24/5|0.3789381153 7.870 |0.0234601074|0.0234600987| 8.697
0.3789381074| ;-9 100
28/5/0.3947998981 9.438 5.954
0.3947998887 109 |0.0165902831|0.0165902771| ;09
32/5/0.4060168733 9.342 9.209
0.4060168640 109 |0.0117321466|0.0117321456| ;510
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36/50.4139491814 9.425 |0.0082966254(0.0082966210| 4.450
0.4139491720| ;09 .10°°

8 (0.4195586644 2.446 |0.0058671110|0.0058671212| 1.015
0.4195586620| . ;09 .10°8

Tabelul 4.19. Valori numerice pentru @”(0) si @(«) in cazul intinderii plane cu
panza impermeabila m=1, a=0
A 1 5 10
Dpumeric(0) | -0.4301597090) -0.1448401942 -0.0812419798

Pirpo(0) | -0-4301595580| -0.1448401942(-0.0812419798
Drumeric()| 0.7548776662| 0.5251657154| 0.4331053011
Pmppo(») | 0-7549045180| 0.5251657155| 0.4331053011

Valorile @"(0) si @(x), calculate cu ajutorul metodei MHAO, si rezultatele

de integrare numerica, sunt comparate in Tabelul 4.19 pentru acelasi caz al
intinderii plane cu foaie impermeabila.
Din Tabelele 4.16-4.19, se poate observa ca solutia aproximativa de ordinul

intdi @ si respectiv @' obtinute cu MHAO in comparatie cu rezultatele numerice
sunt foarte precise. .

Exemplul 4.2.3.4 In acest caz, se considera cazul alungirii plane cu panza
de aspiratie, m=1, a =3 si cu parametrul de alunecare A= 1. Parametrii obtinuti

cu ajutorul ecuatiilor (4.2.30) sunt:
K =1.0265261151,y =3.011278740, 0 = -0.9721507438,

C;=2.70919207%1-10 11, C; = -4.3645109%6- 10712, C3 =9.1196480013- 10710,
C4 =-3.3227889086-10719, C5 = 1.3649192(89, Cg = -0.0000235838
si solutia aproximativa de ordinul intéi (4.2.27) devine
@(n) = 3.0795956234 + (-2.35146693%61-10 1212 +

+2.0029806302 1011 - 4.9211079655 - 10711 )e~1:0265261151n ,
+(8.7197902556- 107115 — 6.9432003042 - 10711 )e=2-0530522302n

+(1.3753249143-10"%n - 0.0795956233 )~ 307957834 54n

In Tabelul 4.20 sunt date valori ale functiei 5([7) si respectiv c_D’(n), din
relatia (4.2.35) in comparatie cu rezultatele numerice.

(4.2.35)

Tabelul 4.20. Valori numerice ale solutiei aproximative de ordinul intdi @ dat3 de
relatia (4.2.35), respectiv a derivatei @'(n) obtinuta din relatia (4.2.35), in
comparatie cu solutia numericad pentru cazul m=1, a=3, A=1,

(€, = Pnumeric —~PMHAO |, €, =| Phumeric — P'mMHAO|)

n Pnumeric 5MHAO gqj Phumeric EIMHAO E(D’
(4.2.35) din(4.2.35)
0 3 3 0 3.330
0.2451223337|0.2451223337| 1516
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4/513.0728203311|3.0728203305| 6.548 0.0208651626| 1.062
.10-10 |0.0208651636 .10°°

8/5|3.0790189008(3.0790189008| 7.097 |0.0017760720|0.0017760724| 3.183
10711 10710

12/5]3.0795465321 6.988 |0.0001511816 2.060
3.0795465320| ;11 0.0001511818| ;,-10
16/5/3.0795914447 1.960 |0.0000128678|0.0000128688| 9.511
3.0795914447| ;511 1010

3.0795952677|  ;10-13 .10712
24/53.0795955932[3.0795955932] 7.611 | g 304 .10 | 9.324 -10° | 2-002
10712 10710

28/5[3.0795956209)3.0795956209] 1.132 | g 353 .10° | 7.936 .10° | 4160
32/5[3.0795956232 8.887 |g 755 .10 | 6.756 .101° | 7-306
3.0795956232| ;12 10-14

3.0795956234| ;13 1011

8 [3.07959562353.0795956234] 1.596 | 3 225 .10-"| 4.901 .10-2| 3-715
_10—11 _10—11

Exemplul 4.2.3.5 Pentru cazul alungirii plane cu panza de aspiratie,

m=1, a =23 si parametrul de alunecare A =5, se obtin:
K =1.00161125%5,y = 2.9079023283, 0 = -0.9038557714,

C; = 1.3658235079-10°°, C; = -2.16535089%2 107, C3 = 0.0000445395,
C4 = -0.0000160260, C5 = 0.0752835577, Cg = ~0.0012155499
si prin urmare, solutia aproximativa de ordinul intai (4.2.27) are forma
@(n) = 3.020559484 + (-5.4255801019 107 n? + 4.6777709040 - 101 -
~0.000011825)e~1:0016112565n0 | (9.0000200454n -
~0.0000156837)e~%0032225131n

+(0.0003378695n — 0.020531971 )e—=-0048337696n

In Tabelul 4.21 se prezintd cateva valori ale functiei
(4.2.36) si respectiv @'(n) obtinuta din relatia (4.2.36),
rezultatele numerice.

(4.2.36)

o datd de relatia
in comparatie cu
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Tabelul 4.21. Valori numerice ale solutiei aproximative de ordinul intdi @ dat3 de
relatia (4.2.36), respectiv a derivatei @'(n) obtinuta din relatia (4.2.36), in

comparatie cu solutia numerica pentru cazul m=1, a=3, A=5,

(€, =| Prumeric = PMHAO |, €, =| Phumeric = ?'MHAO)

Ppumeric DMHAO €4 Pnumeric @' MHAO Epr
(4.2.36) din(4.2.36)

0 3 8.881 1.587
3.0000000000| . ;16 |0.0621010118(0.0621010277| ;-8
4/5[3.0187247563[3.0187247676| 1.124 0.0055417870| 1.357
10-8 |0.0055417735 10°8

8/5[3.0203957172/3.0203957372| 2.004 |0.0004945360|0.0004945468| 1.088
1078 1078

12/53.0205448301|3.0205448573| 2.721 |0.0000441313 6.752
108 0.0000441381| ;-9

16/5[3.0205581365/3.0205581673] 3.072 | 3 938 . 106 | 3.940 . 106 | 2.017
1078 .107°

4 [3.0205593241[3.0205593556] 3.151 | 3518 .707 | 3.520 .107 | 1-809
1078 10710

24/5(3.0205594299[3.0205594622] 3.231 | 3 125 .70-8 | 3.266 . 108 | 1.414
1078 107°

28/5/3.0205594395[3.0205594731| 3.365 | 5 704 .10 | 5.014 .10° | 2-309
1078 .107°

32/53.0205594403[3.0205594759| 3.561 |5 sgg .1010| 2 729 .710°9 | 2.470
1078 .107°

36/5[3.0205594404/3.0205594779 3.747 |4 082 .10-10| 2.212 .10-9 | 2.104
1078 107°

8 [3.0205594404/3.0205594794| 3.905 -3.958 1673 .109 | 1.712
1078 10711 107°

a = 3, dar parametrul de alunecare A =10, din ecuatiile (4.2.30) se obtin:

Exemplul 4.2.3.6 In cazul alungirii plane cu panzd de aspiratie, m=1,

K =1.13952973%67,y = 2.965019682, 5 = —0.9588570845,

C; = 0.0000646(91, C5 = -0.000011372, C3 = 0.0031645975,

C4 =-0.0010792973, C5 = 0.0087672199, Cg = 0.0022371918

si solutia aproximativa de ordinul intai (4.2.27) poate fi scrisa prin

@(n) = 3.0106792212 + (-0.0000661253n2 + 0.0005189796n —
~0.0011722736)e1-13952973671 | (0.0027526798n -

~0.0032398505)e2-2790594735n

+(~0.0012679%2n - 0.00626 70970 )~ 41858921031

(4.2.37)
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in Tabelul 4.22, pentru m=1, a=3, A=10 sunt comparate solutia
numericd cu solutia aproximativa de ordinul intdi @ si respectiv @'(n), obtinutd din

relatia (4.2.37).

Tabelul 4.22. Valori numerice ale solutiei aproximative de ordinul intdi @ dat3 de

relatia (4.2.37), respectiv a derivatei 5'(/7) obtinuta din relatia (4.2.37), In

comparatie cu solutia numerica pentru cazul m=1, a=3, A=10,

(€, =| Prumeric = PMHAO |, €, =| Phumeric = ?'MHAO)

Dnumeric PMHAO €p Phumeric 5’MHAO Ep
(4.2.37) din(4.2.37)

0 3 4.440 6.484
2.9999999999| _;,-16 |0.0321473348(0.0321479832| ;57
4/5[3.0097173475 4.395 3.799
3.0097177871| ;o7 |0.0028915342(0.0028919142| ;-7
8/5 7.040 0.0002604166| 3.347
3.0105913868(3.0105920909| ;-7 [0.0002600819 107
12/5 8.895 6.916
3.0106700032)3.0106708927| _;,-7 |0.0000233938|0.0000234630| ;-8
16/3 8.312 1 2104 .106 | 1.947 -107° | 1.565
3.0106770744(3.0106779056| _ ;-7 107
4 7-334 | 1891 .1077 | 1.384 -107" | >-068
3.0106777105[3.0106784439| ;57 10-8
24/5 7673 1 1,755 .108 | 1.432-107 | 1.257
3.0106777676(3.0106785350 ;-7 107
28/3 2.082 | 1335 .10 | 2.086 -107 | 2:073
3.0106777728(3.0106786810 ;-7 107
3.0106777732)3.0106788473 ;-6 107
36/5 1.213 -6.148 | 1 479 .10~ | 1.480
3.0106777733(3.0106789863| ;-6 10-11 107
8 1.310 2113 | 9709 .10 | 9-712
3.0106777733[3.0106790838) ;-6 1011 10-8

Tabelul 4.23. Valori numerice pentru @"(0) si @(~) in cazul intinderii plane cu
panza de aspiratie m=1, a=3

A

1

5 10

djﬁumeric (0)

-0.7548776662

-0.1875797976| -0.0967852665

DMHA0(0)

-0.7548776662

-0.1875797944| -0.0967852016

Dnumeric ()

3.0795956235

3.0205594824

3.0106792212

DmHAO ()

3.0795956235

3.0205594404

3.0106777733
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in Tabelul 4.23, se prezint3 valorile pentru @"(0) si @(») in cazul alungirii

plane cu panza de aspiratie.
Rezultatele prezentate in Tabelele 4.20-4.23 indicd o concordanta foarte
buna intre rezultatele numerice si rezultatele obtinute cu ajutorul metodei MHAO.

Exemplul 4.2.3.7 Acum, se considera cazul curgerii asimetrice cu panza
impermeabila, m=2, a=0 si cu parametru de alunecare A=1. Din ecuatiile

(4.2.30) se obtin urmatoarele valori ale parametrilor
K =1.228486185,y =-1.2107679850, 0 = 5.9462560050,

C;=-0.0272717347,C5 = -0.0098884303, C3 = -0.0096082 725,
C4 = -0.1430856756, C5 = —0.0461779063, Cg = 0.001380691 3.
in acest caz, solutia aproximativé de ordinul intai (4.2.27) este
@(n) = 0.5509446955 + (-0.0077420177n% — 0.0679124177n —
~0.6421304231)e 122848618551 , 10 04692896241 +

+0.0831404603)e~2-4569723711n | 1000418981460 +
+0.0075368933)e3-68545855671 | (0.0000155147n +
+0.0005083739)e™ 491394474231
In Tabelul 4.24 se prezintd o comparatie intre solutia aproximativd de
ordinul intdi @ datd de relatia (4.2.38) si respectiv @'(n) obtinutd din relatia
(4.2.38), si solutia numerica in cazul m=2, a=0, A=1.

(4.2.38)

Tabelul 4.24. Valori numerice ale solutiei aproximative de ordinul intdi @ dat3 de
relatia (4.2.38), respectiv a derivatei @'(n) obtinuta din relatia (4.2.38), in
comparatie cu solutia numerica pentru cazul m=2, a=0, A=1,

(g, =| Pnumeric — PMHAO |, €y =| Phumeric — @'mMHAO )

N1 @numeric DMHAO €, Dhumeric D'MHAO €
(4.2.38) din(4.2.38)

0 4532 . 1021 0 4.532 5.591
10-21 |0.5374903499(0.5374903555 ;-9
4/5 2.024 0.2555503452| 2.785
0.3059142785/0.3059142583| ;-8 |0.2555506238 107
8/5 1.910 0.1127828241| 3.533
0.4461452851/0.4461454761| ;-7 (0.1127824708 107
12/5 1.629 0.0480144420| 8.845
0.5069389666(0.5069388037| ;-7 |0.0480153265 107
16/5 3.599 0.0201193276| 6.213
0.5326162622/0.5326159023| ;o7 |0.0201187063 107
4 5.398 |0.0083728499 1.239
0.5433388098(0.5433393496 107 0.0083740894 106
24/5 1.114 1.988
0.5477949007|0.5477960148| _;,-6 |0.0034746602(0.0034746801| ;-8
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28/5 5.587 1.318
0.5496430435|0.5496436022| ;57 |0.0014402426|0.0014389244| ;96
32/5 7.765 1.878
0.5504089078|0.5504081313| _ ;5~7 |0.0005966811/0.0005948028| ;o6
36/5 2.266 0.0002453854| 1.764
0.5507261667|0.5507239003) ;56 |0.0002471495 .10°6

8 3.519 |0.0001023595 1.347
0.5508575704(0.5508540509, . ;96 0.0001010119| ;096

Exemplul 4.2.3.8 Pentru cazul curgerii asimetrice cu panza impermeabila,
m=2, a=0 sicuparametru de alunecare A =5, din ecuatiile (4.2.30) se obtin:
K =0.8408529662,y = -2.5936764722,0 = 12.6879512489,

C; = -0.0053548851, C5 = —0.0012448162, C3 = —0.0048905544,
C4q4 =-0.0180483421, C5 = -0.006496122, C5 = 0.0010523763
si prin urmare, solutia aproximativa de ordinul intai (4.2.27) devine
@(n)=0.3780173693 + (-0.0023588678n2 — 0.0315158198n —
~0.4396463038 )~ 0-8408529662n , 19 0208604015 +
+0.0573797361)e~1:6817059324n | 10.001423055078n +
+0.0040581045)e~2-2225588986n | 0 0000368781n +
+0.0001910937)e3-3634118648n
In Tabelul 4.25 este comparatd solutia numericd pentru m=2, a=0,
A=5 cu solutia aproximativd de ordinul intdi @ si respectiv @'(n), obtinutd din
relatia (4.2.39).

(4.2.39)

Tabelul 4.25. Valori numerice ale solutiei aproximative de ordinul intai @ dat3 de
relatia (4.2.39), respectiv a derivatei 5'(/7) obtinuta din relatia (4.2.39), in
comparatie cu solutia numerica pentru cazul m=2, a=0, A=5,

(€, =| Prumeric = PMHAO |, €, =| Phumeric = ?'MHAO)

n Dnumeric PMHAO £p Phumeric EIMHAO €y
(4.2.39) din(4.2.39)

0 -5.657 5.551 5.551 6.295
.1021 10717 10-17 |0.2530332735|0.2530332797| . 199
4/5 3.910 0.1535171106| 5.239
0.1600040676/0.1600041067| . ;58 [0.1535171630 1078
8/5 1.567 9.579
0.2550767447|0.2550767290| . ;-8 |0.0892746569/0.0892747527| {58
12/5 1.485 1.207
0.3096381374|0.3096382859| . ;57 [0.0505489758/0.0505490965| . ;o7
16/5 2.968 0.0281729632| 3.740
0.3402900384|0.3402900681| ;5,8 [0.0281733373 10”7
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4 2.480 |0.0155613273 1.934
0.3572971242|0.3572968761 ;1097 0.0155611338| ;97
24/5] 1.838 3.472
0.3666672040|0.3666670201)  ;,-7 |0.0085518839|0.0085522312| ;-7
28/5 2.206 5.810
0.3718094321|0.3718096527| ;57 [0.0046866399|0.0046872209| ;o7
32/5 6.172 |0.0025644425 3.533
0.3746253326|0.3746259498 ;97 0.0025647958| ;197
36/5 7.273 9.055
0.3761654885|0.3761662159, ;o7 (0.0014020278/0.0014019372| ;-8

8 4.813 4.955
0.3770073263|0.3770078077| ;097 |0.0007661537/0.0007656582| ;-7

(4.2.

Exemplul 4.2.3.9 In acest caz se considerd curgerea asimetricd cu panzi
impermeabilda, m=2, a=0 si cu parametrul de alunecare A=10. Din ecuatiile

30) se obtin:

K =0.523972422,y = 1.6648535124, 5 = —1.8794890289,

C;=0.0112870602, C5 = -0.0004699006, C3 =-0.1276778030,

C4 = 0.0206177280, C5 = 0.1080628083, Cg = 0.0284411967
Solutia aproximativa de ordinul intai poate fi scrisa in forma
o(n) =0.3106373A48 + (-0.0006102510n? + 0.0246579539 —
~0.317017530)e™0-5239724222n 0. 024734194n +
+0.0442009306)e™1-0479448445n  r_0.0157948648n —
~0.0156201575)e 157191726681 | 0 0041189012n -

~0.0222005938)e 20958896891

(4.2.40)

In Tabelul 4.26 se prezintd o comparatie intre solutia aproximativd de
ordinul intdi @ data de relatia (4.2.40) si respectiv @'(n) obtinuta din relatia
(4.2.40), cu rezultatele numerice in cazul m=2, a=0, A=10.

Tabelul 4.26. Valori numerice ale solutiei aproximative de ordinul intdi @ dati de
relatia (4.2.40), respectiv a derivatei @'(n) obtinuta din relatia (4.2.40), in

comparatie cu solutia numericad pentru cazul m=2, a=0, A=10,

(S(D =| @numeric — PMHAO |, €y =| @humeric — P'MHAO|)

n DPnumeric DPMHAO €, Ppumeric D' MHAO € 4
(4.2.40) din(4.2.40)
0 -6.465 -2.775 2.775 1.745
.1021 .10°16 .10°16 0.1708836323/0.1708818873 .10°6
4/5 1.311 0.1137428294| 1.240
0.1126417938(0.1126404827 .1076 0.1137440701 .1076
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8/5 2.306 1.350
0.1864912649|0.1864889581| ;56 |0.0734177895|0.0734164390| ;56
12/5 2.974 1.563
0.2336569168|0.2336539425| ;56 |0.0463876465|0.0463876308| ;o8
16/5 2.255 0.0289001166| 1.592
0.2632492851|0.2632470296| ;56 |0.0288985239 106

4 8.952 |0.0178411952 1.504
0.2816018688|0.2816009735| ;97 0.0178426995| ;106
24/5 1.973 |0.0109523552 1.237
0.2929002361|0.2929000387| ;97 0.0109524790| 197
28/5] 7.444 1.453
0.2998238959|0.2998231514| ;-7 |0.0066998042|0.0066983503| ;56
32/5 2.401 2.595
0.3040546698|0.3040522683| ;56 |0.0040895458|0.0040869503| . ;56
36/5 4.739 0.0024897729| 3.159
0.3066354098|0.3066306698| ;56 |0.0024929328 .10°°

8 7.327 3.237
0.3082079556|0.3082006277| ;56 |0.0015184181/0.0015151809| ;56

Tabelul 4.27. Valori numerice pentru @"(0) si @(») in cazul curgerii asimetrice
cu panza impermeabila m=2, a=0

A

1

5

10

‘pﬁumeric (0)

-0.4625096500

-0.1493933452

-0.0829116367

DmHa0(0)

-0.4625096444

-0.1493933440

-0.0829118112

Pnumeric(*)

0.5509502913

0.37801840311

0.31065126857

DMHAO ()

0.5509446955

0.3780173693

0.31063735488

in Tabelul 4.27 se prezintd valorile pentru @"(0) si @(x) in cazul curgerii

asimetrice cu panza impermeabila.

Exemplul 4.2.3.10 Pentru cazul curgerii asimetrice cu panza de aspiratie
m=2, a=3 si cu parametrul de alunecare A=1 se obtin urmatoarele valori ale

parametrilor:
K =1.5574274146,y = -0.7860056759, 6 = 3.6690514687,

C;=0.0107133300,C> = -0.0024557002, C3 = 0.4688574884,

C4 =-0.2507161&20,C5 =0.1381947406, Cg = -1.1772137282

cu solutia aproximativa de ordinul intai obtinuta din relatia (4.2.27):
@(n) = 3.0235364880 + (0.0026339287n° + 0.0162169332n -
~0.0279371463)e™1-2°74274146n (0 08649478921 —

- 0.0510827083)e~3- 11485482921 | (0.0937682076n +
+0.0527717186)e~ 467228224380 | 19 0064921812n +

+0.0027116480)e”6-2297096585n

(4.2.41)
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In Tabelul 4.28 se prezintd o comparatie intre solutia aproximativd de
ordinul intdi @ si respectiv @'(n), obtinuta din relatia (4.2.41), cu solutia numerica

incazul m=2,a=3, A=1.

Tabelul 4.28. Valori numerice ale solutiei aproximative de ordinul intdi @ dat3 de

relatia (4.2.41), respectiv a derivatei 5'(/7) obtinuta din relatia (4.2.41), In

comparatie cu solutia numerica pentru cazul m=2, a=3, A=1,

(€, =| Prumeric = PMHAO |, €, =| Phumeric = ?'MHAO)

n Dnumeric PMHAO £p Phumeric EIMHAO €y
(4.2.41) din(4.2.41)

0 3 4.440 3.066
3.0000000000| . ;516 |0.1421402629|0.1421402659| . ;-9
4/5 2.041 0.0011270165| 1.719
3.0233419039(3.0233421081| ;57 |0.0011287363 .10°6
8/5 1.757 | g8.946 .10°© 3.657
3.0235270847(3.0235272605| ;197 0.0000126036| . ;96
12/5 6.861 | 7.061 .108 | -3.176 .10°6| 3-247
3.0235285524(3.0235292386| . ;97 .10°©
16/5 2.020 | 4844 .10710| -1.647 .10°6| 1.648
3.0235285641(3.0235265431| ;56 .10°®
4 1.196 -4.961 3.184 .10°6 | 3-184
3.0235285642(3.0235273675| 196 .10711 .10°®
24/5 1.930 -1.529 4.039 .10 | 4.039
3.0235285642(3.0235304949| ;56 10712 106
28/5] 4.720 -8.255 2.808 .10°6 | 2-808
3.0235285642(3.0235332843| ;56 10713 .10°6
3.0235285642(3.0235349868| ;56 .10°6
36/5 7.280 |3.445 .1071%| 7.094 .10°7 | 7-094
3.0235285642(3.0235358443| ;56 10”7
8 7.664 -2.562 3.029 .107 | 3-029
3.0235285642(3.0235362289| ;56 10714 107

Exemplul 4.2.3.11 Pentru cazul curgerii asimetrice cu panza de aspiratie

m =2, a=23 si parametrul de alunecare A =15, parametrii sunt
K =1.778016941,y =-0.5957717503, 6 = 2.8222930255,

C; =0.0000862400, C, = -0.0000222658, C3 = 0.0046073879,
C4 =-0.0026158399, C5 = 0.021477295, Cg = -0.0217910850
si prin urmare, solutia aproximativa de ordinul intéi (4.2.27) are forma
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@(n) = 3.0053612258 + (—0.0001065840n2 + 0.00058586011 —
~0.0008994531 )e~1-7780169491n | (9 00352224931 -

~0.0022439786 )~ 356033898290 | 10 0065444365n —
~0.0021760449)e™>-3340508474n | (0. 0000807662 —

—0.0000417491 )e~7-1120677965n

in Tabelul 4.29, este comparatd solutia numericd pentru cazul m=2,
a=3, A=5 cu solutia aproximativd de ordinul intdi @ si respectiv @'(n),

obtinuta din relatia (4.2.42).

Tabelul 4.29. Valori numerice ale solutiei aproximative de ordinul intdi @ dat3 de

(4.2.42)

relatia (4.2.42), respectiv a derivatei @'(n) obtinutd din relatia (4.2.42), in

comparatie cu solutia numerica pentru cazul m=2, a=3, A=5,

(€, = Pnumeric —PMHAO |, €, =| Phumeric = P'mMHAO|)

n Pnumeric EMHAO gqj Phumeric EIMHAO gdi'
(4.2.42) din(4.2.42)

0 3 4.440 [0.0322162764 3.591
2.9999999999| ;16 0.0322162764| ;11
4/5 6.174 [0.0002629857|0.0002629038| 8.184
3.0053172442(3.0053172436| _;-10 108

10 10
8/5 2:405 | 2145 .1076 | 2.237 .10 | 9:116
3.0053606396/3.0053606637| ;-8 10-8
12/5 1.457 | 1731 .108 | -1.127 .10-7| 1.300
3.0053609937/3.0053609790| ;-8 107
16/5 5.948 |1 513 .10-10| 4.025 .70-8 | 4210
3.0053609960(3.0053609371| ;-8 10-8
4 2:398 13453 10711 1.356 .107 | 1353
3.0053609966/3.0053610206| ;-8 107
24/5 1.229 6.394 | 1019 .10-7 | 1.019
3.0053609966/3.0053611190 ;-7 10-12 107
28/5 1.836 -1.775 | 5.205 .10-8 | 5-205
3.0053609966/3.0053611803 ;-7 1012 10-8
32/5 2.118 -3.148 | 5189 .70-8 | 2-189
3.0053609966/3.0053612080| _ ;-7 10-13 10-8
36/5 2.230 -2.767 | g.196 .10-9 | 8.196
3.0053609960(3.0053612197| ;-7 10-14 10-2
8 2.271 -1.188 | 5840 .10-9 | 2.840
3.0053609966/3.0053612238| ;-7 10-16 10-9

Exemplul 4.2.3.12 In ultimul caz se considerd curgerea asimetricd cu
panza de aspiratie m=2, a=3 si parametrul de alunecare A =10, astfel incat
parametrii sunt
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K=1.8412120648,y = -0.554362126, 6 = 2.6330245292,
C;=9.58314549%6 - 10_6, Cy =-2.5525898638 - 10_6, C3 =0.0005454355,
C4 =-0.000313222,Cs = 0.0056651734, Cg = —-0.0035106130.
Solutia aproximativa de ordinul intai (4.2.27) poate fi scrisa sub forma
@(n) = 3.0027282856 + (-0.000024391n? + 0.0001301957n -
~0.00019397%8)e 184121206480 | 19 0008131418n - (4.2.43)

care este comparatd cu solutia aproximativa de ordinul intdi @ si respectiv @'(n),

~0.0005329181)e3-6824241297n | (0 .0020278091n -
~0.0019877853)e">-2236361946n | 10 0000117173n -

—0.00001 36053)6,—7.3648482595/7

in Tabelul 4.30 se prezint3 solutia numerica pentru m=2, a=3, A=10

obtinuta din relatia (4.2.43).

Tabelul 4.30. Valori numerice ale solutiei aproximative de ordinul intai @ data de

relatia (4.2.43), respectiv a derivatei @'(n) obtinutd din relatia (4.2.43), in

comparatie cu solutia numerica pentru cazul m=2, a=3, A=10,
(€, = Pnumeric —PMHAO |, €

=| Phumeric — @'mMHAO|)

o
n Pnumeric DMHAO €p Phumeric D' MHAO € p
(4.2.43) din(4.2.43)
0 3 3 0 5.792
0.0163824516|0.0163824515| ;12
4/5 6.211 0.0001342487| 1.717
3.0027058802[3.0027058796| _;,-10 |0.0001342659 10-8
8/5 >-873 11,1003 -107°| 1.116 -1076 | 1.393
3.0027280544(3.0027280603| ;-9 10-8
12/5 5.146 | 9229 109 | -1.784 .10-8| 2-707
3.0027282361(3.0027282309| ;-9 10-8
3.0027282376[3.0027282263| ;-8 10-8
3.0027282376[3.0027282464| ;-9 10-8
24/5 2.903 4152 | 1971 .108 | 1.971
3.0027282376(3.0027282666 ;-8 10-12 10-8
28/5 4.035 1203 | 9316 .70-9 | 9-317
3.0027282376[3.0027282779| ;-8 10-12 10-9
32/5 4.525 2523 | 3667 .109 | 3.667
3.0027282376[3.0027282828| ;-8 1013 109
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36/5 4.709 -2.765 | {291 .709 | 1.291
3.0027282376|3.0027282847| ;-8 1014 109
3.0027282376|3.0027282853| ;-8 1010

in Tabelul 4.31 se prezintd valorile pentru @"(0) si ®(x) pentru cazul
curgerii asimetrice cu panza de aspiratie.

Din Tabelele 4.28-4.31 rezultd ca exista o concordanta foarte buna intre
rezultatele numerice si rezultatele obtinute cu ajutorul metodei MHAO.

Tabelul 4.31. Valori numerice pentru @"(0) si @(x) in cazul intinderii asimetrice
cu panza de aspiratie m=2, a=3
A 1 5 10

Dhumeric(0) | -0.8578597370| -0.1935567447|0.0163824516
Diao(0) |-0.8578597340| -0.1935567447) 0.0163824515
Dpumeric ()| 3:0235285642| 3.005309966 |3.0027282376

DmHa0 ()

3.0235364880

3.0053612258

3.0027282856

in altd ordine de idei, in Figurile 4.15 - 4.22 este prezentat efectul
parametrului de alunecare A asupra deplasarii 5(/7) si asupra vitezei 5’(/7) n
ambele tipuri de curgeri. In Figurile 4.15 si 4.16 este prezentatd variatia functiilor
@ si respectiv @' pentru cazul curgerii plane cu panza impermeabila. in Figurile
4.17 si 4.18 au fost trasate variatiile functiilor @ si respectiv @' pentru cazul
curgerii plane cu panza de aspiratie.

(I) 6I
T T— ‘
07 o oo
06
0.5 R 04\
04 T 0.3 A=1, 5, 10
03 /S T =10 0dl X
0g /
0.1 /2 0.1 -
';r,' ‘ﬂ-“‘____‘__\_“_‘.“
ff —_
o2 3 45 6 T 2 3 4 5 6

Fig. 4.16 Variatia lui @' prin cresterea
parametrului de alunecare A in cazul

Fig. 4.15 Variatia lui @ prin cresterea
parametrului de alunecare A in cazul
intinderii plane cu panza impermeabila intinderii plane cu panza impermeabila
(m=1,a=0): ---- solutia numericj; (m=1,a=0): ---- solutia numericj;
...... solutia MHAO ...... solutia MHAO

In Figurile 4.19 si 4.20 este prezentat3 variatia functiilor o si respectiv @'
pentru cazul curgerii asimetrice cu panza impermeabild. In Figurile 4.21 si 4.22 au
fost prezentate variatiile functiilor @ si respectiv @' pentru cazul curgerii asimetrice
cu panza de aspiratie. Din aceste comparatii este clara afirmatia: componentele
vitezei descresc odata cu cresterea parametrului de alunecare pentru toate cazurile.

BUPT



4.2 - Curgerea vascoasa a unui fluid Newtonian

97
o 02?
3.08 :
0.20f;
3.06 -.
0.15[}
3.04 "'
0.10{ \
.02 0.05)\ \ 1=1, 5, 10
‘.:::-_‘:;.‘
1 2 3 4 5 6

Fig. 4.17 Variatia lui @ prin cresterea
parametrului de alunecare A in cazul
intinderii plane cu panza de aspiratie

(m=1, a=23): ---- solutia numeric§;
...... solutia MHAO
)
A=A
0.5 T
0.4 / A=5 e
K I A —
Jo T T 1=10
02 /
01 "‘:"’:,"",.

1T 2 3 4 5 6

Fig. 4.19 Variatia lui @ prin cresterea

parametrului de alunecare A in cazul
intinderii asimetrice cu panza
impermeabild (m=2,a=0):

1 2 3 4 5 6
Fig. 4.18 Variatia lui @' prin cresterea
parametrului de alunecare A in cazul
intinderii plane cu panza de aspiratie

(m=1,a=3): ---- solutia numeric;
...... solutia MHAO

T
0.5\.
04
0.3
0 N\
01 P

1T 2 3 4 5 6

Fig. 4.20 Variatia lui @' prin cresterea

parametrului de alunecare A in cazul
intinderii asimetrice cu panza

impermeabild (m =2, a=0):
---- solutia numericag;...... solutia MHAO  ---- solutia numerica;...... solutia MHAO
T @
3028 A=1_ 0.14
0.12
3.020| ;
," 0.10}
3.015 0.08l}
3.010)] 0.064
' 1=5 0.04] |
3.005 y S A=10__ . 0.02f\ A=1, 5, 10
T 2 3 4 5 8 T

Fig. 4.21 Variatia lui @ prin cresterea
parametrului de alunecare A in cazul
intinderii asimetrice cu panza
de aspiratie (m=2,a=3):

---- solutia numericg;...... solutia MHAO

i 2 3 4 5 &'

Fig. 4.22 Variatia lui @' prin cresterea
parametrului de alunecare A in cazul

intinderii asimetrice cu panza
de aspiratie (m=2,a=3):
solutia numerica;...... solutia MHAO
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i
30" T=3

2.5
2.0
1.5
1.0
0.5

1 2 3 4 5 6

Fig. 4.23 Variatia lui @ prin cresterea
coeficientului a in cazul intinderii

plane (m=1, A=1):
---- solutia numericg; ...... solutia MHAO

0]
8.0 a3

2.5
2.0
1.5

1.0
0.5 a=0_____________

1 2 3 4 5 6

Fig. 4.25 Variatia lui @ prin cresterea
coeficientului @ 1n cazul intinderii

plane (m =1, A= 5):
---- solutia numericg; ...... solutia MHAO
i

R a=3 T
2.5
2.0
1.5
1.0
0.5 a=0

Fig. 4.27 Variatia lui @ prin cresterea
coeficientului a in cazul intinderii

plane (m=1, A=10):
---- solutia numericg; ...... solutia MHAO

5
0.5.\‘
04 \
03 \
0.2}
0.1 “‘\ “"'-.__wzo
\.o=3 e

Fig. 4.24 Variatia lui @' prin cresterea
coeficientului a in cazul intinderii
plane (m=1, A=1):
---- solutia numerica; ...... solutia MHAO

5
0.25[\
0.20
0.15
0.10

0.05/ =0

“*.\(Y:S _________________

1 2 3 4 5 6"
Fig. 4.26 Variatia lui @' prin cresterea
coeficientului g n cazul intinderii

plane (m=1, A=5):

---- solutia numerica; ...... solutia MHAO
&

0.15

0.10 i

0.05 a0
"-,‘f_lffS T

1 2 3 4 5 6
Fig. 4.28 Variatia lui @' prin cresterea
coeficientului @ in cazul intinderii
plane (m=1, A=10):
---- solutia numericg; ...... solutia MHAO
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3
2.5
2.0
15
1.0
05 e

1 2 3 4 5 6

Fig. 4.29 Variatia lui @ prin cresterea
coeficientului a in cazul intinderii

asimetrice (m=2, A= 1):
---- solutia numericg; ...... solutia MHAO

[
3] .

2.5
2.0
1.5
1.0
0.5 a=0

Fig. 4.31 Variatia lui @ prin cresterea
coeficientului @ 1n cazul intinderii

asimetrice (m=2, A=5):
---- solutia numericg; ...... solutia MHAO
6

3.0p——— e
2.5
2.0
1.5
1.0
0.5 a=0

Fig. 4.33 Variatia lui @ prin cresterea
coeficientului a in cazul intinderii

asimetrice (m=2, A=10):
---- solutia numericg; ...... solutia MHAO

6‘
0.5)\

0.4 \
03 \

0.2
0.1}

1T 2 3 4 5 &
Fig. 4.30 Variatia lui @' prin cresterea
coeficientului @ in cazul intinderii
asimetrice (m=2, A =1):
---- solutia numerica; ...... solutia MHAO

$l
0.25),

0.20f \

015 N\
0.10
0.05 e=0

1 2 3 4 5 &'

Fig. 4.32 Variatia lui @' prin cresterea
coeficientului @ in cazul intinderii
asimetrice (m=2, A=5):

---- solutia numerica; ...... solutia MHAO
$l
0.15/\,
0.10] N\
0.05
____Q‘_‘p
=3 T

1 2 3 4 5 6
Fig. 4.34 Variatia lui @' prin cresterea
coeficientului @ in cazul intinderii
asimetrice (m=2, A=10):
---- solutia numericg; ...... solutia MHAO

BUPT



Fluide Newtoniene - 4

o
LT
T

e

i

e,

p e e -

e Ly -

S R s -

?;-.%.Mﬁ 0 -4.x10

T,

- T

? yim

Fig. 4.35 Profilul vitezei u in directia Fig. 4.36 Profilul vitezei w in directia
axei Ox,incazul m=1, a=0, axei Oz ,incazul m=1, a=0,
A =1 asociat curgerii plane A = 1 asociat curgerii plane
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Fig. 4.37 Campul de vectori (u, w), in cazul m=1, a=0, A=1 asociat
St
o 4::.0.# 0

Fig. 4.38 Profilul vitezei v in directia Fig. 4.39 Profilul vitezei w in directia
axei Ox,incazul m=2, a=0, axei Oz,incazul m=2, a=0,
A =1 asociat curgerii asimetrice A =1 asociat curgerii asimetrice
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Fig. 4.40 Profilul vitezei w in directia Fig. 4.41 Campul de vectori (u, w),
axei Oz, incazul m=2, a=0, incazul m=2,a=0, A=1
A =1 asociat curgerii asimetrice asociat curgerii asimetrice
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in Figurile 4.23-4.28 au fost prezentate traiectoriile in cazul intinderii plane
pentru fiecare valoare a parametrului de alunecare A, iar in Figurile 4.29-4.34 au
fost prezentate traiectoriile pentru cazul intinderii asimetrice pentru diferite valori
ale lui A. Este evident, din aceste grafice, ca viteza este mai mica in cazul intinderii
asimetrice decat in cazul intinderii plane.

In cazul fluidelor Newtoniene, este cunoscut faptul cd vascozitatea

cinematic3 este de marime de ordin intre 107° Si 107 (aceste fluide curg fara sa

actioneze asupra lor vreo forta, nu sunt supuse unor tensiuni externe). Pentru a da
o semnificatie solutiilor analitice aproximative, determinate cu MHAO, se considera
curgerea laminara tri-dimensionalua cu alunecare partiala a unui fluid vascos

Newtonian caracterizat prin vascozitatea cinematica v=2.10" [mz/s] Si

constanta de intindere a=75.2.107° [1/s] . Cu ajutorul relatiilor (4.2.6) se obtin
expresiile componentelor vitezei (u,v,w). Pentru Exemplele 4.2.3.1 si 4.2.3.7,
aceste componente sunt reprezentate grafic in Figurile 4.35 si 4.36, in cazul curgerii
plane cu panza impermeabild, respectiv Figurile 4.38-4.40, in cazul curgerii
asimetrice cu panza impermeabild. In alta ordine de idei, in Figurile 4.37 si 4.41
este prezentat cdmpul de vectori (u, w) pentru cele doua cazuri amintite. Din
aceste grafice se observa ca fluidul curge mai repede in cazul curgerii plane decét in
cazul curgerii asimetrice.
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4.3 Curgerea unui fluid Newtonian vascos pe o
suprafata intinsa instabila si transferul de caldura

Transferul de caldura si curgerea unui fluid vascos, pe o suprafata intinsa
este o problema relevanta in multe procese industriale si inginerie. Exemple sunt
fabricarea si desenenarea foilor de plastic si cauciuc, foi de extrudare polimerica,
productia de fibra de sticla si hartie, cultivari de cristale, turnare continua, si asa
mai departe. Racirea suprafetei intinse necesitd un control destinat temperaturii si,
in consecinta, cunoasterea debitului si transferului de caldura intr-un fluid vascos.
Sakiadis [153], [154], a studiat fluxul la nivelul stratului limita pe o suprafata
continua si solida in miscare cu viteza constanta. Crane [35] a analizat problema
intinderii avand in vedere fluxul de fluid pe o suprafata liniara intinsa. Tsou si altii
[168] au studiat viteza superficiala constanta si temperatura. Gupta si Gupta [79] si
Maneschy si altii [116] au extins activitatea lui Crane, a problemei intinderii cu o
temperatura constanta de suprafata, inclusiv de aspiratie sau suflare si la fluide care
prezinta un comportament ne-newtonian. Grubka si Bobba [77] au studiat problema
curgerii pe o suprafata intinsa in miscare, cu o viteza liniara si cu o temperatura de
suprafata variabila. Wang [177] a introdus o transformare de similaritate care
reduce ecuatia impuls, in functie de timp, la o ecuatie diferentiala neliniara de
ordinul trei. El a analizat comportamentul hidrodinamic al unui corp fluid finit condus
de o suprafata intinsa instabila. Aceeasi problema a fost considerata de catre Usha
si Rukamani [172] pentru cazul asimetric. Anderson si altii [13] au analizat
transferul de caldura pe o pelicula de lichid ce se deplaseaza pe o suprafata intinsa
instabila. Ali [9] si Magyari si ceilalti [111] au considerat suprafete permeabile si
diferite distributii ale temperaturii de suprafata. Vajravelu [173] a studiat curgerea
si transferul de caldura intr-un fluid vascos pe o foaie plana neliniara intinsa.
Magyari si Keller [112] au aplicat metoda de transformare Merkin la problemele de
transfer de caldura la nivelul stratului limita de echilibru a fluxurilor induse de
suprafete intinse. Elbashbeshy si Bazid [40] au studiat solutie ecuatiilor de strat
laminar de frontiera corespunzatoare unei suprafete intinse instabile. Dandapat si
altii [36] au considerat efectul de inertie al lichidului. Caldura nestationara si fluxul
de fluid au fost investigate de catre Ali si Magyari [10]. Liu si Anderson [32] au
explorat caracteristicile termice ale unei pelicule vascoase pe o suprafata intinsa
instabila. Chen [30] a analizat problema curgerii convective mixte a unui fluid MHD
si transferul de caldura a unui fluid conductor electric de putere-joasa pe o suprafata
intinsa in prezenta caldurii generate / absorbite si radiatia termica. Dandapat si altii
[37] au studiat curgerea unei pelicule subtiri de lichid vascos pe o foaie intinsa
supusa diferitelor viteze neliniare de intindere in prezenta unui cdmp magnetic
uniform transversal. Cortell [34] a prezentat momentul si transferul de caldura
pentru curgerea unui fluid in stare de repaus pe o foaie neliniara intinsa permeabila
cu o distributie prescrisa a temperaturii de putere joasa.

4.3.1 Ecuatiile de miscare

Se considera curgerea bi-dimensionald instabild, pe o suprafata continua
intinsa a unui fluid incompresibil, cu ecuatiile de continuitate, de moment si energiei
termice [177], [13], [112], [10], [32]:

LA (4.3.1)
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6_u+u6_u+vav=V_ (4.3.2)
ot ox oy oy?

2
o T 8T T (4.3.3)
ot ox oy oy?
unde u si v sunt componentele vitezei in directiile x si respectiv y, T este

temperatura si k este conductivitatea termica a fluidului incompresibil. Conditiile la
limita sunt:

up —
u=—2>L y=o0 T=T,+_—T0 (X lay=0  (4.3.4)
1+yt (1+yt) |
u—>0, T->T, lay — o (4.3.5)

unde up, Tp, T,, Y sunt constante pozitive, ¢ si n sunt arbitrare si |/ este

lungimea de referinta.
Daca Re = Yol si Pr =£ sunt numarul lui Reynolds si respectiv numarul lui
v
Prandtl si daca se alege functia curent ¥(x,y) astfel incat
oY o¥
u= —_—y V=———
oy ox
atunci ecuatia de continuitate (4.3.1) este satisfacuta si analiza matematica a

problemelor (4.3.2) si (4.3.3) este simplificatda prin introducerea urmatoarei
transformari de similaritate:

(4.3.6)

X f(n)
v =__ (4.3.7)
I JRe(1+yt)/2
n=«/Re+1/2 (4.3.8)
I(1+yt)
T=T,+To(>)" _om) (4.3.9)
I (1+yt)°
Tp fiind o temperaturd de referintd. Pe aceastd cale relatiile (4.3.6) pot fi scrise in
forma:
up X ,
u(x,y,t)=—">=- f 4.3.10
(x,y,t) I (vt (n) ( )
Uo
v(x,y,t)=——Y __1f(n) (4.3.11)
JRe(1+yt)/?

unde simbolul prim noteaza derivarea in raport cu n.

Substituind relatiile (4.3.7), (4.3.8), (4.3.9), (4.3.10) si (4.3.11) in ecuatiile
(4.3.2) si (4.3.3), se obtine

f'”+ff”7f’2 +A(f!+énf”) =0 (4312)
Lo fo—nfo+aco+Lne)=o. (4.3.13)
Pr 2

Aici A = v este 0 masura adimensionald a instabilitatii.
Uo
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Conditiile la limita in forma dimensionala (4.3.4) si (4.3.5) devin
_ b X

— f'(o lay =0 4.3.14
I (1vt) (0) y ( )
to
v=-——0 0 __f0) lay=0 (4.3.15)
JRe(1+yt)/?
T=T,+Tp( X200 a,-0 (4.3.16)
1™ (1+yt)°
astfel incat pentru functiile adimensionale f si 6, conditiile initiale / la limita devin
f(o)="»*,, f(©0)=1, f(x)=0 (4.3.17)
6(0)=1, 6(x)=0. (4.3.18)
In plus, pe 1anga conditiile (4.3.17) si (4.3.18), conditiile
f'(n)>0, 6(n)=0, vn=0 (4.3.19)

trebuie, de asemenea, satisfacute [10].

4.3.2 Solutii analitice aproximative pentru curgerea fluidului vascos
Newtonian si a transferul de caldura

Se vor folosi ideile de baza ale metodei MHAO considerand ecuatia (4.3.12)
cu conditiile initiale/ la limita date de relatia (4.3.17). Se poate alege operatorul
liniar in doua forme [67].

Cazul 4.3.2.1. Daca K>0 -este un parametru necunoscut la acest
moment, atunci se presupune ca operatorul liniar are expresia:
Le(d(n)) = " - K20 (4.3.20)
Ecuatia (2.2.4) devine
@p"—K2@p'= 0, @o(0) =Ty, @'(0)=1, @p'(x)=0.
care are urmatoarea solutie
1-eKn
¢’0('7)=fw+T- (4.3.21)
Operatorul neliniar Ng(@(n)) este obtinut din ecuatia (4.3.12):

Ne(0(n)) = KZ@' (n) + &(n)@" (n) - @' (n)? + A(2'(n) +éf7¢”(f7)) =0 (4.3.22)

astfel incat substituind relatia (4.3.21) in relatia (4.3.22), se obtine

Ne(@o(n)) = (an+ B)e KN (4.3.23)
unde
=_éKA" 5=K2_1_wa+/1, (4.3.24)

Avand in vedere ca in relatia (4.3.23) apare o functie exponentiala si ca
functia auxiliard Hg(n,C;) trebuie sd fie de forma termenilor ce apar in relatia

(4.3.23), atunci se poate alege functia Hg(n,C;) In urmatoarea forma:

He(n,Cj) = Cq+Con+C3n? +(Cyq +Csn+Cen? e K1 +

ok (4.3.25)

+(C7 +Cgn+Con? e
sau
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Hr (n,C;) = C1+(Cz + C3n + Cqn? Je N (4.3.26)
sau inca
HF*(n,C;) = Cy+Can+C3n? +(Cq +Csn)e K + (Cg + Con + Cgn? )e2KN (4.3.27)
si asa mai departe, unde C;, Cy, ... sunt parametri necunoscuti la acest moment.
Dacd se alege numai expresia (4.3.25) pentru Hg(n,C;), atunci prin
utilizarea relatiilor (4.3.23), (4.3.25) si (2.2.9), se poate obtine ecuatia pentru
@1(n,Cj):
®1"-K2®y'= [BCy + (aCq + BC2)n + (aCz + BC3)n? +aCzn® Je ™K +
+[BC4 +(aC4 + BCs)n +(aCs + BCg )n? +aCen” Je 2K + [BC; + (aC7 + BCg)n +

+(aCg + BCo ) + aCon®Je 3K, @4(0) = @' (0) = @' (%) = 0. (4.3.28)
Solutia ecuatiei (4.3.28) poate fi scrisa sub forma
7acC 3aC 3BC (o) 45aC
i) = My + [Ny + (2952 . 39C1 3BC2  PC1 450G ), ,
4K 4K 4K 2K 8K
. 3aC32 . aCé N ,BCg . 210(;3)02 N aC§ N 3aC33 N BCg)n3 N
4K 4K 4K 8K 6K 4K 6K
aCz 4, -Kn 85aCs; 11aC4 11BCs BCy4 575aCs 85BCq
t o2 mieT - 5 o4 4 o3 6 5~
108K 36K 36K 6K 216K 108K
11aCs aC; PCs 85aCg 11BCe aCs 11aCg
- 7 3t 3t 5 " 2 /M- (=737 4
18K 6K 6K 36K 18K 6K 12K
C acC, _ 115aC 13aC 13BC, C
+Bg),72_ gn3]e2K’7+[— g_ Z;_ 32_373_
6K 6K 1728K 288K 288K 24K
865aCg9 115BCq aCy 13aCg BCs 115aCq
B 6~ 5~ 3+ 4" o 3" 5t
6912K 1278K 24K 144K 24K 576K

N 13BCZ a OC83 N 13C7C;9 N BC93 172 3 GC93 I’]3]ei3Kn (4.3.29)
144K 24K 96K 24K 24K
unde
3a + 2K] 7a+ 3K] 45a 5a + 6K] 19a + 15K,
M;=- 4ﬁC1— 5'BC2— 6C3— 4BC4— 4ﬁC -
4K 4K 8K 36K 108K
650 + 38KB o 79+ 1253 ¢, 37a+42Kp e 1759+ 148KB
216K° 144K 864K°> 3456K°
Ny = 3a+iKBC1 N 7G+.iK[§’C2+ 45(; Cs + 4a+.3;KBC4+ 26a+152KBC5 N
4K 4K 8K 9K 27K
L 800+ 26KB . 30+4KB . 7a+6KB .  45a+28KB (4.3.30)

6 7 8
27K® 32k4 64K> 256K®

Solutia aproximativd de ordinul intai (2.2.5) pentru ecuatiile (4.3.12) si
(4.3.17) este obtinuta din relatiile (4.3.21) si (4.3.30):

f(n)=&(n)=ap(n)+@1(n). (4.3.31)

in cele ce urmeaza, se considerd ecuatiile (4.3.13) si (4.3.18). In acest caz,

se alege operatorul liniar in forma
Lo(e(n)) = ¢"+Kg' (4.3.32)
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unde parametrul K este definit in ecuatia (4.3.20).
Ecuatia (2.2.4) devine

@0 +Kpp =0, @p(0)=1, @p(»)=0. (4.3.33)
Ecuatia (4.3.33) are solutia

@o(n) =e KN, (4.3.34)
Operatorul neliniar Ng(¢(n)) este obtinut din ecuatia (4.3.12):
-K , 1
Ne(®(n)) = F¢'+ ¢¢'—n¢<p+A(cco+5/7<D ). (4.3.35)
Substituind relatia (4.3.34) in relatia (4.3.35), se obtine
No(Po(11)) = (myn +my)e ™81 + mze2KN (4.3.36)
unde
1 K2
m1=—§KA,' m2=F—KfW—1+cA; mz=1-n. (4.3.37)

Functia auxiliaréd Hg(n,D;) poate fi aleasd intr-una din formele:

Hg(n,D;) = Dy + Don + D3n? + (D4 + Dsn + Dgn? )e ™M + (D, + Dgn)e K" (4.3.38)
Ssau

Hg(n,D;) = Dy + Dan + D3n? + (D4 + Dsn)e KN + Dge=2KN (4.3.39)
sau inca
k% — —,
Hg (n,D;) = Dy + (D2 + D3n)e X1 + (D4 + Dsn)e—2KN (4.3.40)
si asa mai departe, unde D;j, Dy, ... sunt parametri necunoscuti.

Daca se alege relatia (4.3.38) pentru Hg, atunci din relatiile (4.3.36),
(4.3.38) si (2.2.9) se obtine ecuatia in ¢,(n,D;) astfel

@1 + Ky = [moDy + (myDg + maD2)n + (MyDz + myD3)n? + myD3n> Je K1 +
+ [MpDg4 + m3Dy + (miDg + myDs + m3D> )n + (mMDs + myDg + m3D3)r)2 +
+ m;Dgn> Je~2KN

+(miDg + m3Dg )n? Je 7K + (m3D; + m3Dgn)e KN, 1(0) = @y(w)=0. (4.3.41)

+ [m3D4 + myD7 + (m3Ds5 + miD7 + m>Dg)n +

Rezolvarea ecuatiei (4.3.41), conduce la solutia
2miD> N m;Dq N myD> N myDy 3 2miD3 3 6myD3

=[Py — _
@u(n)=[P1—( 3 Pz e % 3 Pz n
miDy  miD;  mpDy  mpDz  3miD3, 2 ,mDp mpD3z  miD3 3
- + + - - - + + -
oz Tk Tk k2 w3 T T T !
_myD3 n4]e,Kn . [45m15D6 . 7m24Ds N 7m34D3 N 7m1L35 N 3m1L3?4 . 3m2?5 N
4K 8K 4K 4K 4K 4K 4K
+3m3?2 +m2024 +m3021 +(21”71406 +3m2?6 +3m3é73 +3m1?2 +m1024 N
4K 2K 2K 4K 2K 2K 2K 2K
N m2025 N m3922 n+ (9’771?6 . szzs N m3D23 . m1D25 2 + m1D26 3 je=2Kn .
2K 2K 4K 2K 2K 2K
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+ 19m3Dg . 5(m3Ds5 + miD7 + myDg ) N 6mzD4 + myD; N (m3D5 + miD7 + myDg N

108k* 36K3 36K? 6K?
L 2(miDg + ;773D6) n+ (m;Dg + 573D6) 2 je~3Kn (m3DZ L7 m3D§ N m3D§ n)e-4Kn.
18K 6K 12K 144K> 12K
(4.3.42)
unde

3 m3Dy 3 3m3Dy 3 7m3D3 3 9my + 6Kmy + 2Kmsz

Py =
2K?2 aK3 ak? 12K3

D4 -
36K?

1215my + 378Kmy + 38Km3 5my; + Kmy 20my +7mz3
- z Dg — 3 D7 - 3 Dg.
216K 36K 144K

Pe aceasta cale, solutia aproximativa de ordinul intadi (2.2.5) pentru ecuatiile
(4.3.13) si (4.3.18) devine

(4.3.43)

8(n)=o(n)= @o(n)+e(n,D;). (4.3.44)

Cazul 4.3.2.2 A doua varianta pentru alegerea operatorului liniar este

3K
Le(@ ="+ ———". 4.3.45
F(@(n)) + Kn+ 1 ( )
Aproximarea initiald @p poate fi obtinutd din ecuatia
@'+ Kr3}K1 @p"=0; d9(0)=Fy, @p'(0)=1, @p'(»)=0 (4.3.46)
+

Si prin urmare:

1 1
10 == 4fy-—
0(n) K W K(Kn+1)

Operatorul neliniar Nf pentru expresia data de ecuatia (4.3.47) poate fi
scris prin

(4.3.47)

A KAn+ 2+ 2Kf,,  1+6K?
Ne(@g(n)) = -2 W . (4.3.48)
(Kn+1) (Kn+1) (Kn+1)
astfel incat se poate alege functia auxiliara Hr in forma
HenG)=—2 o2 G, G,
(Kn+1) (Kn+1) (Kn+1) (Kn+1)
Cs Ce 4 (4.3.49)

+ + + .
(Kn+1)° (Kn+1Y (Kn+1)8
Ecuatia (2.2.9) devine

@+ 3K @ = ACq - KAC1I75 N ACy — (2 + 2Kty )Cq 3
Kn+1 (Kn+1)* (Kn+1) (Kn+1)°
__KACpn  (1+ 6K?)Cy — (2 + 2Kfy )Cz + AC3
(Kn+1)° (Kn+1)°
__KACsn_ (1+ 6K2)Co — (2 + 2Kfy )C3 + AC4
(Kn+1) (Kn+1)

63my + 27Kmy + 5Km3 D
5 —
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KACqn  (1+6K?)C3 (2 +2Kfy)Cq + AC5 _

(Kn+1)8 (Kn+1)8
__KACsn_ (1+6K?)Cq —(2-+ 2Kfyy )Cs + AC _
(Kn +1)° (Kn+1)°
__KACgn _ (1+6K?)Cs —(2+ 2Kfy )Cs + AC7 _
(Kn + 1)10 (Kn +1)10
__KAGsn (1+6K2)Cg — (2 + 2Kf,y )C .
(Kn + 1)1 (Kn+ 1)1
2
LK w10y = 0 (0) = 0 (=) = 0. (4.3.50)
(Kn+1)

Solutia ecuatiei (4.3.50) are forma
i) =My + N2 (2= A+ 2KRy)Cr _
Kn+1 12Kk3(Kn+1)?
(1+6K2)Cy+(2—- A+2KFy)Co (1+6K2)Cy+ (2~ A+ 2KFy,)C3
B 36Kk3(Kn+1)3 B 80K3(Kn+1)* B
(1+6K2)C3+(2-A+2Kfy)Cq (1+6K2)Cq+(2- A+ 2KF, )Cs
B 150Kk3 (Kn+1)° - 252k3 (Kn +1)° -
(1+6K2)C5 +(2 - A+ 2KF, )Cs (1+6KZ)Cq +(2 - A+ 2Kf,, )Cy
B 392k3(Kn+1) - 576k3 (Kn+1)8 -
(1+6K2)C,
810k3(kn+1)°"

(4.3.51)

unde

2- A+ 2Kfy 1+6K?
12K3 18Kk3

3(2-A+2Kfy) | 2+ 12K2
80K3 75K3

2- A+ 2Kfy 3+ 18K?
18k3 80K3
2(2- A+ 2Kfy,) | 5+ 30K2
75k3 252K3
_(5(2—A+2wa)+3+18K2 3(2—A+2wa)+7+42K2
252k3 196K3 196K3 576K3
_(Z(2- A 2KEy) | 4+ 24K?
576K3 405K3

My =—( )C1-( )C2 -

—( )Cq -

)C3—(

)Cs5 —( )Ce -

)Cr
(4.3.52)
2 2
_ 2—A+2M@+1+6K Xa+(2—A+2MW+1+6K
6K3 12K3 12K3 20K3
2—A+2wa+1+6K2 2—A+2wa+1+6K2
20K3 30K3 30Kk3 42K3

N>

)Co +

+( )C3+( )Cq +
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2—A+2wa+1+6K2 2—A+2wa+1+6K2

+( )Cs + )Cé +
42K3 56Kk3 56K3 72k3 78
2- A+ 2KFf, 1+6K?
o (22K 1EOKE) ),
72K 90K

Solutia aproximativa de ordinul intdi (2.2.5) pentru a doua varianta a
ecuatiilor (4.3.12) si (4.3.17) este obtinuta din relatiile (4.3.47) si (4.3.51):
f(n)=&(n)=ap(n)+@1(n). (4.3.53)
Pentru ecuatiile (4.3.13) si (4.3.18), operatorul liniar in aceasta a doua
varianta, poate fi ales in forma:

2K
=" B 4.3.54
Lo( (n)) P 1? ( )
Ecuatia (2.2.4) poate fi scrisa in forma
0 0=0, 0)=1, =0 4.3.55
<P0+Kn+1<Po ®o(0) Po(*) ( )
si are solutia
= : 4.3.56
®o(n) Kn i1 ( )
Pentru expresia (4.3.56), operatorul neliniar devine
LS
cA K 1+ Kf, -
No(po(n)) = - — AL 2* 8w\ _ Pr (4.3.57)
Kn+1 2(Kn+1)* (Kn+1) (Kn+1)
Tinand cont de relatia (4.3.57), se alege functia auxiliard Hg prin
He(n,D;) = D12+ D23+ D34+ D45+ D56+ D67+
(n+1)> (n+1)° (n+1)" (n+1)> (n+1)° (n+1)
D7 Ds Do D10 D11 D12 (4.3.58)

+ + + + + +
(n+1® (n+1° (n+1)1° (n+ )M (n+ )2 (n+ 1)
astfel incat ecuatia (2.2.9) poate fi scrisa in forma:

QD]'_I N 2K C_ cADy B KADin + cADy — (1+ Kf,, )D; B
Kn +1 (Kn+1)> 2(kn+1)* (Kn+1)*
2K?
+1-n|D;—-(1+Kfy)Dy +cAD3
Kabpn _ \ P
2(Kn+1)° (Kn+1)°
2k?
+1-n|Dy —(1+Kfy)D3 +cAD4
__Kapsn L P
2(Kn+1)° (Kn+1)°
2K?
+1-n|D3 - (1+Kfy)Dg+cADg
KADgn pPr

C2(kn+1) (Kn+1)”
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2K?
+1-n|Dg - (1+Kfy )D5 +cADg
__kapsn  \Fr
2(Kn+1)8 (Kn+1)

2K?
+1-n|Ds - (1+Kfy )Dg +cAD;
__kapgn L Fr
2(Kn+1)° (Kn+1)°

2K?
+1-n|Dg —(1+Kfy)D7 +cADg
KAD7n Pr

- +
2(Kn +1)10 (Kn +1)10
2K?
5 +1-n|D; - (1+Kfy )Dg +cADg
KADgn r
- 11" 11 -
2(Kn+1) (Kn+1)

2K?
+1-n|Dg —(1+Kfy)Dg +cADjg

_ KADgn Pr
2(Kn +1)12

(Kn+1)1?

+
2k?
+

B KADion
2(Kn + 1)13 (Kn+1)13

2k?
B +1-n|Dig - (1+Kfy)D11+cAD;1>
a KAD11n . r
2(Kn +1)1* (Kn+1)14

2
2K +1—nJD11—(1+KfW)D12

[ Pr
KADjon N N

C2(Kn+1)1° (Kn+1)1°
2
(2K+1—n]D12
Pr
(K +1)1° , @,(0) =@, () =0. (4.3.59)

Solutia ecuatiei (4.3.59) cu solutia data prin relatiile (4.3.57), conduc la
solutia aproximativa de ordinul intai a ecuatiilor (4.3.13) si (4.3.18) in forma:
= — 1+P m3D m>D7 + m3D
6(n) = @(n) = o(n) + @u(n) = %+ — 3 TZLTT5-2
Kn+1 2(Kn+1) 6(Kn+1)

N mD; + myDy + m3D3 N miDy + myD3 + m3D4 N m;D3 + myD4 + m3Ds N

12(Kn+1)* 20(Kn+1)° 30(Kn +1)°
N miD4 + myD5 + m3Dg N m;Ds + m>Dg + m3D;5 N miDg + myD7 + m3Dg N
42(Kkn+1) 56(Kn +1)8 72(Kn +1)°
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N mD7 + myDg + m3Dg N m;Dg + myDg + m3Dj . myDg + myDy9 + Mm3Dg 1 N

90(Kn + 1)10 110(Kn + 1)1 132(Kn + 1)12
L MiD10 +MaDy1 + M3Dyp  mMyDyg+mpDyp  miDyo (4.3.60)
156(Kn + 1)13 182(kn+1)1%  210(kn+ 1)1°
unde
moo 2 1-n. A 1 fw,m_A(C 1)_
1__ _/ 2__7_7_/ - T 5 7_/
Pr k2 2k? K3 K2 K2 2
_ my mp m3 my mp m3 my mp ms3
py=—(ML, M2 M3y, M1 M2 M3y, M1 M2 M3,
2=A(5+g v PGyt P2 (5t 55t /3
my mp m3 my mp mg3 my mp mg3
LU L S LL< Y LU L SNLL< Y WAL NNLL- L B, Y
(32730 " 20704 o6 * 22 * 30775 ~ (55 56 T 22706
(ML M2 M3n My mp M3 mi mp  ms o
90 72 56 110 ' 90 ' 72 132 110 " 90
my mp m3 my mp m3 my mp ms3
- Dy - Dyq— D;5. (4.3.61
(756 * 132 " 110°°10 ~ (785 " 156 " 13211 (370 * 182 " 156012 ( )

4.3.3 Exemple numerice

in vederea ardtdrii acuratetii rezultatelor obtinute, se vor determina
parametrii de control ai convergentei K si C; care apar in relatiile (4.3.31),

(4.3.44), (4.3.53) si (4.3.60) cu ajutorul metodei celor mai mici patrate. Pe aceasta
cale, parametrii de control ai convergentei sunt determinati optimal si solutiile
aproximative de ordinul intai sunt determinate pentru diferite valori ale coeficientilor
cunoscuti fy, A, Pr, n si c. in cele ce urmeaz, se ilustreazd acuratetea metodei

MHAO comparand solutiile aproximative obtinute cu rezultatele integrarii numerice
calculate cu ajutorul metodei shooting combinata cu meota Runge-Kutta de ordin 4
folosind soft-ul Wolfram Mathematica 6.0.

Exemplul 4.3.3.1 Pentru prima varianta datd in subsectiunea 4.1, se
considera f, =-1, A=1, c= % , h=1, Pr=0.7. Pentru ecuatia (4.3.31), urmand

procedura descrisa mai sus sunt obtinuti parameterii de control ai convergentei:

Cy = 9.6452968755, C5 = 0.10974229%6, C3 = —0.1193121348,C4 = ~20.9241100889,

C5 =94.9807962191, Cg = -69.742216093,C; = 10.6458650144,
Cg =-93.7824327712,Cg = -78.52214605679,K = 1.2635440003

si in consecintd, solutia aproximativa de ordinul intai (4.3.31) poate fi scrisd in
forma:
f(n)=0.492144142 + (-13.003253581 1+ 6.5746416 764n —

~0.8531916063n% - 0.0148365254n° + 0.0059016610n* )e~1-263>440003n
+(5.3801670145 + 6.3720335263n + 5.5919507063n° —
—3.6402713785n7 )e2-52708800071 | (6 1309424223 + 8.4594437971n +
+0.7793533209n2 — 1.0246373515n> )e—3-7906320011n (4.3.62)
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Acum, pentru ecuatia (4.3.44), parametrii de control ai convergentei sunt:

D; =-6.692131048, Dy = 1.5495404722, D3 = -0.05853975/74,D4 = -2.8927190000,
D5 =16.5956433751, Dg = -1.8970024371,D7 = 90.5668746055, Dg = 22.387551(963

si prin urmare, solutia aproximativa de ordinul intai (4.3.44) devine:

0(n) =(-12.1849128512 + 11.4017666446n — 2.9831783642n2 +
+0.2821061030n° - 0.0073174606n* )e1-2635440003n | 7 6348206753 +
+13.8411701476n — 3.755453848n% + 0.3753336719n° ) 2-5270880007n
+(5.5500921758 — 0.8058065356n — 1.4765051 77002 )e~3-7906320011n (4 3 3)
in Tabelele 4.32 si 4.33 se prezinta o comparatie intre solutiile aproximative

de ordinul intai date de relatiile (4.3.62) si respectiv (4.3.63), cu rezultatele
numerice pentru cateva valori ale variabilei n, precum si abaterile corespunzatoare.

Tabelul 4.32. Rezultate comparative intre rezultatele MHAO date de relatia
(4.3.62) si rezultatele numerice, pentru f, =-1, A=1 (sf =| frumeric — fMHAO |)

n frumeric fMHAO, (4.3.62) Ef
0 -1 -1.00 3.55 .1071°
1 -0.1497942276 -0.1498344102 4.01 .10~°
2 0.3108643384 0.3109544567 9.01 .10°5
3 0.4604991620 0.4604195294 7.96 .10°5
4 0.4887865463 0.4888639524 7.74 .10-5
5 0.4919308455 0.4919139907 1.68 .10~5
6 0.4921388939 0.4920918624 4.70 .10~
7 0.4921471111 0.4921672825 201 .105
8 0.4921472622 0.4922055552 582 .10°5
9 0.4921472290 0.4922010303 5.38 .10°5
10 0.4921472001 0.4921818790 3.46 .10°5

1

Exemplul 4.3.3.2 in acest caz, se considera f, =-1, A=1, c=3,
n=1, Pr=_2. Solutia F(r]) este data de relatia (4.3.62). Parametrii de control ai
convergentei pentru ecuatia (4.3.44) sunt:

D; =30.0451241235, D, = -9.3295076070, D3 = 0.7087908262,D4 = -56.8560242711,
D5 =14.9052101750, Dg = -35.7551934615,D, = 202.9733744147, Dg = 73.8738456424,

astfel incat solutia aproximativa de ordinul intai (4.3.44) devine:
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0(n) = (7.5223382835 — 21.9218912323n + 9.6128365232n7 —
~1.5664765389n° + 0.0885988532n% )e~1-263>440003n | (11 1527575799 +
+27.9256280939n + 4.7569854384n% + 7.0743863P1n° e 2->270880007n
+(4.6304192964 — 7.7685639802n — 4.872132511 1n? )e - 72063200110 (4 3 ga4)
in Tabelul 4.34 se prezintd o comparatie intre solutiile aproximative de

ordinul intédi date de relatiile (4.3.64) cu rezultatele numerice, precum si abaterile
corespunzatoare.

Tabelul 4.33. Rezultate comparative intre rezultatele MHAO date de relatiile

(4.3.63), respectiv (4.3.64) si rezultatele numerice, pentru f, =-1, A=1, c= % ,
n=1, (£, =l 6pumeric - OMHAO |)
Pr=0.7 Pr=2
M numeric éMHAO , £g Onumeric éMHAO , €g
n (4.3.63) (4.3.64)

1 1 1.00 4.4

0 1.0000000000s 35 ;-15 10715
5.86

1 0.5326742751(0.5326094013 6.48.10~° 0.3342437188(0.3336572672 1074
4.15

2 10.2137126209(0.2136635578 4.90.10° 0.0347397038(0.0346981189 1075
1.83

3 ]0.0624455901/0.0624695312}, 39. 195> [0.0011292869/0.0011292869 1074
4.98

4 10.0129760976[0.0130451746( gg. ;9-5 [0.0000127051(0.0005111089 | ;-4
-7.03.1078 - 2.89

5 [0.0019028731(0.0017825465|; 50. 194 0.0002892869 | ;o4
-1.05-1077 - 2.72

6 [0.0001964797(0.0001536740)4 5g. ;0-5 0.0002730640 | ;4
-9.14.10°8 1.34

7 |0.0000141245[0.0000939655; gg. 19-5 0.0001343804 | ;4
s 56.70-7 |0.0001048851 8.15.10-8 3.42

8 1.04.10- 0.0003422905| ;4
133.70-7 [0-0000741555 254.108 3.25

9 > 42.10-5 0.0003254867 | ;4
143707 [0-0000405093 6.89.108 2.25

10 4.06.10-5 0.0002249729 | ;o4
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Exemplul 4.3.3.3 Pentru f, =0, A=1, c=%, n=1, Pr=0.7,

parametrii de control ai convergentei pentru ecuatia (4.3.31) sunt:

C;=-25.0117201741,C5 =6.6137319587,C3 =-19.6198516695,
C4=10.2458750670,C5 = -14.5125817256, Cg = 110.2766434456,
C; =16.4700689255,Cg = 98.4254858353,

Cg =175.2340779848,K = 2.7429608601

si prin urmare, solutia aproximativa de ordinul intai (4.3.31) poate fi scrisa in
forma:

f(n)=0.9662741803 + (3.6114466434 — 8.7564860471 +
+3.7113826615n% — 2.4930207584n° + 0.4470500279n% )e—2-7429608601n
+(-3.3184342100 - 5.876812101 In — 4.4122265@5n2 +
+1.2214145001n3 )e~>-4829217203n | (1 2592866137 — 3.0278370@8n —
~1.8144246850n? + 0.4852193471n° )e~8-2288825805n (4.3.65)

Pentru ecuatia (4.3.44), parametrii de control ai convergentei sunt:
Dy =-162.5504084166, Dy = 85.2172492101, D3 = -46.4287699B27,

D4 =508.1703952920,D5 = -354.5685124251, Dg = 786.5035291 540,
D, =-2220.5827908553,Dg = -577.6054765061,

si solutia aproximativa de ordinul intai (4.3.44) este:

8(n) = (-309.4860987610 + 433.58330405261 — 238.2844781153n% +
+63.562482%13n° — 5.8035962478n* )e=2-7429608601n | (413 8470916973 +
+189.5182352991n + 450.3689197225n2 — 71.683808%606n° ) >-4859217203n

+(~103.3609929363 - 53.0020202602n + 17.5481139404n7? )e~5-22888258051
(4.3.66)

in Tabelele 4.35 si 4.36 se prezint& o comparatie intre solutiile aproximative
de ordinul intdi date de relatiile (4.3.65) si respectiv (4.3.66), cu rezultatele
numerice, precum si abaterile corespunzatoare.
Tabelul 4.34. Rezultate comparative intre rezultatele MHAO date de relatia

(4.3.65) si rezultatele numerice, pentru f, =0, A=1 (&, =|fpumeric —FMHAO |)

n fnumeric fFMHAO, (4.3.65) E¢

0 -2.72 .10721 -2.22 .10716 2.22 10716
1 0.6894348681 0.6894237664 111 .10°5
2 0.9167697025 0.9167686777 102 106
3 0.9608822313 0.9608821622 691 108
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4 0.9659198252 0.9659240893 4.26 . 106
5 0.9662621701 0.9662467814 153 .10°5
6 0.9662761187 0.9662763785 259 .10~
7 0.9662764567 0.9662882274 117 .10°5
8 0.9662764581 0.9662872359 1.07 .10°5
9 0.9662764551 0.9662825969 6.14 . 106
10 0.9662764527 0.9662790666 261 .10°6

1

Exemplul 4.3.3.4 Pentru f, =0, A=1, c= S5 n=1, Pr=_2 solutia

aproximativa de ordinul intdi (4.3.31) este datd de relatia (4.3.65). Parametrii de
control ai convergentei pentru ecuatia (4.3.44) sunt determinati prin:

Dy =-6.1397789751, Dy = 4.50560759%5, D3 = -0.5220736728,
D4 =-35.586873M308, D5 = 113.2854944599,
Dg =-114.1037778967,D; = 350.9820431138,Dg = 162.9773924832,
astfel incat solutia aproximativa de ordinul intéi (4.3.44) poate fi scrisa prin:
0(n) = (-0.4134528457 + 4.7385301362n — 3.5149237889n° +

+0.8627177660n° - 0.0652592091n% )e=2- 7429608601 | r_3 1515927315 +
+14.8125629408n — 17.998296%680n7 + 10.3996906730n° )e~>-48°9217203n
+(4.5650455772 — 1.8953267703n — 4.9513828544n7? )e~8-2288825805n (4 3 67)

in Tabelul 4.37 se compard solutia aproximativd de ordinul intai datd de
relatia (4.3.67) cu rezultatele numeric. De asemenea, sunt prezentate si abaterile
corespunzatoare.
Tabelul 4.35 Rezultate comparative intre rezultatele MHAO date de relatiile

(4.3.66), respectiv (4.367) si rezultatele numerice, pentru f, =0, A=1, c= 1 ,

2
n=1, (59 =| Ghumeric *éMHAO 1
Pr=0.7 Pr=2
n Onumeric éMHAO , €g Onumeric EMHAO , €
(4.3.66) (4.3.67)
0 1 1.0000000000| 2.84 1 0.9999999999| 8.88
1 0.4003247620/0.4004484539| 1.23 |0.1197331463|0.1197256799| 7.46
1074 .1076
2 0.1184316476|0.1183669267| 6.47 |0.0042245165|0.0042165993| 7.91
1070 1076
3 0.0250381505/0.0249827647| 5.53 |0.0000508826|0.0000581491| 7.26
1072 1076
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4 0.0037388119[0.0033436318] 3.95 | 5 g5 .77 [0-0000140335 1.38
.107? .10
5 0.0003936490/0.0002426294] 1.51 | 1 409 .108 | 2.72 .10-6 | 2-73
1074 .1076
6 0.0000293256) 5 5g . 106 | 348 | 195 .108 | 2.31 .107 | 2-44
.107° 1077
7 1.64 .10 |-4.96 .100 | 661 | _110.108 |-1.14 .109 | 9-88
1076 .107°
8 1.66 .10 |-9.79 -107 | 114 | 101 .108 |-3.85 .109 | 6:32
.10 1079
9 1.01 -107 |-1.41 -107 | 242 | 972 .10°° |-7.92 .10710| 8.93
107 1079
10 9.12 .108 |-1.74 .108 | 1.08 | 923 .10 |-1.15 .10710| 912
1077 .107°

1

Exemplul 4.3.3.5 Se considera f, =1, A=1, c= > n=1, Pr=0.7.

Parametrii de control ai convergentei pentru ecuatia (4.3.31) sunt dati prin:

C; =0.0896409781, Co = -6.7409754539, C3 = -8.2094550260,
C4 =-0.4938997135, Cy = -2.55078479%6, Cg = -17.8757706647,

C7 =-0.0794196188, Cg = -3.2167864R7,Cg = 4.3212597652,K = 3.2735461689.

Solutia aproximativa de ordinul intai (4.3.31) se poate scrie astfel:
f(n)=1.6119227643 + (-0.8884126339 - 0.6754353143n —

—0.6308104346n° — 0.4913885608n° + 0.1567385680n% )e~3-2735461689n

+(0.2723347361+ 0.5883664238n + 0.3787001472n2 —

~0.1390101 74 1n°3 )e~6-2470923379n | (0.0041551334 + 0.0026158441n —
~0.0361134342n7 + 0.0084010234n3 )e~2-8206385068n (4.3.68)

Parametrii de control ai convergentei pentru ecuatia (4.3.44) sunt:
D; =-109.3048316983,D, = 67.7129511272, D3 = —-41.6850053604,

D4 = 381.1698243654, D5 = -360.4698971005, Dg = 816.0658192188,
D, =-1741.3618639076, Dg = -524.9835767955,

si solutia aproximativa de ordinul intéi (4.3.44) devine:
0(n) = (-169.6126739547 + 278.049078824n — 175.32191416017° +

+53.8811240663n° — 5.210625600n% )e=3-2735461689n | 1535 3726180577 +
+113.5920524435n + 381.0769578373n° — 62.322766840n3 ) 0-°470923379n

+(~64.7599441030 — 43.0516620812n + 13.3642933814n? )e—2-8206385068n
(4.3.69)
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in Tabelele 4.38 si 4.39 se prezintd o comparatie intre solutiile aproximative
de ordinul intai date de relatiile (4.3.68) si respectiv (4.3.69), cu rezultatele
numerice, precum si abaterile corespunzatoare.

Tabelul 4.36. Rezultate comparative intre rezultatele MHAO date de relatia
(4.3.68) si rezultatele numerice, pentru f, =1, A=1 (af =| faumeric — fMHAO |)

n fnumeric fMHAO, (4.3.68) E¢

0 1 1 0

1 1.5177074192 1.5177102108 279 106
2 1.6030516967 1.6030543811 5 68 106
3 16114161917 1.6114250084 8.81 106
4 1.6119056438 1.6119124642 6.82 106
5 1.6119228465 1.6119240499 120 106
6 1.6119232066 1.6119229689 2.37 .10
7 1.6119232084 1.6119227834 425 107
8 1.6119232063 1.6119227657 440 107
9 1.6119232045 1.6119227644 440 107
10 1.6119232031 1.6119227643 438 107

Exemplul 4.3.3.6 Pentru f, =1, A=1, c==,

1
2

Pr =2 solutia

aproximativa de ordinul intdi pentru f(n) este dats de relatia (4.3.68).
Pentru ecuatia (4.3.44) parametrii de control ai convergentei sunt dati prin:
Dy =-2.8367036538, D, = 1.6885612832, D3 = -0.2429637732,

D4 =1.0483056239, D5 = 66.7794092539,

Dg =-107.0774020659, D, = 116.591692691, Dg = 87.5482503888.
Solutia aproximativa de ordinul intai (4.3.44) poate fi scrisa in forma:
8(n) = (0.0531334758 + 0.8465102419n — 0.8618419294n2 + 0.2835175722n° —

—0.0303704722n* )e=3-2735461689n | 10 6743212346 + 5.4965670108n —
—1.7750564463n7 + 8.1774776144n3 ) 6-°470923379n | 10 2725452894 —

~1.9452075278n — 2.2286802005n72 )e2-8206385068n (4.3.70)

In Tabelul 4.40 se prezintd o comparatie intre solutia aproximativd de
ordinul intai data de relatia (4.3.70) cu rezultatele numerice. De asemenea, se
prezinta si abaterile corespunzatoare.

in Figurile 4.42 si 4.43 sunt reprezentate profilul functiei f(n) si respectiv profilul

vitezei ' (n) pentru diferite valori ale coeficientului f,, . Este clar ca solutia I_‘( n) creste

odatd cu cresterea coeficientului f,, , iar viteza descreste odata cu cresterea lui f,, .

In Figurile 4.44 - 4.48 sunt reprezentate profilele teperaturii date pentru
doua valori ale numarului Prandtl Pr =0.7 respectiv Pr =2 si diferite valori ale
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coeficientului f, . Din Figurile 4.44 si 4.45 se observa cd& temperatura 5(/7)

descreste odatd cu cresterea lui f,, pentru orice valoare a numarului Pr .

Tabelul 4.37. Rezultate comparative intre rezultatele MHAO date de relatiile

(4.3.69), respectiv (4.3.70) si rezultatele numerice, pentru f, =1, A=1, c=

1

EI
n=1, (&, =l 6numeric ~OMHAO |)
Pr=0.7 Pr=2
n Bnumeric OMHAO , €g Bnumeric OMHAO , €g
(4.3.69) (4.3.70)

0 1 1 0 1 1.00 2.22
1 |0.2625846355/0.2627285301| 1.43 |0.0288438340/0.0288405127| 3.32
1074 10°°

2 |0.0500297082/0.0502158852] 1.86 |0.0002626174/0.0002601131| 2.50
1074 107
3 |0.0067456382(0.0064907372| 2.54 | g 78 .10-7 | 2.34 .10-6 1.466
1074 10"

4 |0.0006411974/0.0005182199 1.22 | 1 ¢g . 108 | 4.33 .10-8 | 2.6%
1074 1078

5  |0.0000429733(0.0000246256) 1.83 | 1 35 .708 | -6.24 .108 | 7-63
107 1078

6 2.05.10° | 2.13 .107 | 183 | 123 .108 |-1.18 .108 | 2:42
10°° 1078

U 8.85.108 | -9.42 .108 | 182 | 112 .108 |-1.33 .109 | 1.25
107 1078

8 2.04 .108 |-1.23 .108 | 328 | 1.06 .10 |-1.16 -10°10| 1.07
1078 1078

9 1.72 .10°8 | -1.08 .109 | 183 | 1,02 .108 |-8.76 .10712| 1.02
1078 1078

10 1.58 .10°8 |-7.97 .10711| 1.59 | 9.70 .10° |-5.93 .10713| 9:70
1078 107°
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F i
fo=1 1.0h
9 0.8\
10/ e =0 AR
0.6 4\ \
05f / = e IRYAY
fu= -1 04 L\ N\
72 4 6 8 10 ,, fw=-1, 0, 1
_0-5 "" . - ‘\ “‘- "u
—1.0f 2 4 6 8 10"

Fig. 4.42 Solutiile FMHAO(’?) date de

relatiile (4.3.62), (4.3.65) si (4.3.68)
pentru diferite valori ale lui f, :

————— solutia numerica;

Fig. 4.43 Solutiile f,(,,HAO(n) obtinute din

relatiile (4.3.62), (4.3.65) si (4.3.68)
pentru diferite valori ale lui f, :
...... solutia MHAO  -----

solutia numerica; ...... solutia MHAO
] 7
1.0, 1.0
0.8/ 088
0.6 \ 061
0.4f \\\
0. 1 f=-1, 0, 1

0.2 N

> 4 6 8 70" =2 Z 6 8 70"

Fig. 4.44 Solutiile éMHAO(ﬂ) date de Fig. 4.45 Solutiile éMHAO(ﬂ) date de
relatiile (4.3.63), (4.3.66) si (4.3.69)

relatiile (4.3.63), (4.3.66) si (4.3.69)
pentru A=1, c=1/2,n=1, Pr=0.7 pentru A=1,c=1/2,n=1, Pr=2

si trei valori ale lui f :
solutia numerica; ...... solutia MHAO

si trei valori ale lui f,:
----- solutia numerica; ......solutia MHAO -——--

Din Figurile 4.46 - 4.48 se poate concluziona cd temperatura descreste
odatd cu cresterea numarului Prandtl si pentru diferite valori ale Iui £, .
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A 7

10, 10}

0.8/ % 0.8}

og| \\ 06 ""-,""-.

04 \\ Pr=07 2 04 |
02 02 Pr=07, 2

I 8 10 ST 6

Fig. 4.46 Solutiile 6myao(n) date de

relatiile (4.3.63) si (4.3.64) pentru
A=1,¢c=1/2,n=1, f =-1

si doua valori ale numarului Pr:
————— solutia numerica;

solutia MHAO

8 107
Fig. 4.47 Solutiile Bypyao(n) date de
relatiile (4.3.66) si (4.3.67) pentru

A=1,¢c=1/2,n=1, f, =0

si doua valori ale numarului Pr:
solutia numerica;

solutia MHAO

Pentru a doua varianta data in Subsectiunea 4.2, se prezintad numai solutiile
aproximative de ordinul intai ?(n) Si 5(17) date prin ecuatiile (4.3.53) si respectiv
(4.3.60). Se mentioneazd ca valorile coeficientilor din Exemplul 4.3.3.8 sunt
aceeasi cu coeficientii din Exemplul 4.3.3.

0
1.0

0.8

0.6
0.4

0.2 Pr=07, 2

> -

B,B=12..,6.

4

6 8 10"

Fig. 4.48 Solutiile §MHAO('7) date de relatiile (4.3.69) si (4.3.70) pentru

A=1,¢c=1/2,n=1, f, =1 sidoud valori ale numarului Pr:

solutia numerica;
Exemplul 4.3.3.1'

f(n)=0.4835407781—

solutia MHAO

160.6727530823

633.1433635563

892.4875001383

+ —
(1+0.746921180n)° (1+0.746921180n)8

426.4144218646

235.797289%388

- s 159.3296084991
(1+0.746921180n)” (1+0.746921180n)° (1+0.746921180n)°
78.4024369095

 10.3553564922
(1+0.7469211860n)% (1+0.746921180n)° (1+0.7469211850n)?
0.5395276438

1+0.7469211

4.3.71
&0n ( )
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5776.481227607 _31369.2664427790  _ 71958.8814604830
(1+0.746921180n)12 (1+0.746921180n)'1 (1+0.746921180n)9

o(n) =

_89923.1448725742  65355.5376310228 _ 26746.1538968436
(1+0.746921180n)° (1+0.746921180n)% (1+0.746921180n)”

4965.4696216472 132.5980830091 _ _ 164.5468864556
(1+0.746921180n)° (1+0.746921180n)° (1+0.746921180n)%

,_ 15163196345  0.0191466148
(1+0.7469211860n)3 1+0.746921180n

(4.3.72)

Exemplul 4.3.3.2'
é(fl) ___ 2774.0167245485 14175.2434254252

+ J—
(1+0.746921180n)12  (1+0.746921180n)!1
__29579.9446633193 31500.0785269703 _ 16564.3693045166
(1+0.746921180n)10  (1+0.746921180n)° (1+0.746921180n)8
1958.3672090004 _ _ 2217.7863%2347 _ _ 1125.5665403671
(1+0.746921180n)” (1+0.746921180n)° (1+0.746921180n)°
207.3901565820 __ 13.9840036775 _ _ 0.0155202164
(1+0.746921180n)% (1+0.746921180n)° 1+0.746921180n

(4.3.73)

Tabelul 4.38. Rezultate comparative intre rezultatele MHAO date de relatia
(4.3.71) si rezultatele numerice, pentru fy = -1, A=1 (&, =|foumeric —fMHAO |)

n frumeric fMHAO, (4.3.71) Ef

0 1 “1.00 2.19 -10712
1 -0.1497942044 -0.1529007368 3.10 103
2 0.3108644420 0.3104344026 430 -10°%
3 0.4604993765 0.4538634998 6.63 -103
4 0.4887868562 0.4892067993 4.19 .10°4
5 0.4919312215 0.4954735834 3.54 .103
6 0.4921393144 0.4948271475 2.68 .103
7 0.4921475634 0.4931440674 9.96 .10°%
8 0.4921477384 0.4918139645 3.33 .10°%
9 0.4921477238 0.4910192311 112 .10°3
10 0.4921477099 0.4906553086 1.49 .10-3
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Tabelul 4.39. Rezultate comparative intre rezultatele MHAO date de
relatiile (4.3.72), respectiv (4.3.73) si rezultatele numerice, pentru f, =-1, A=1,

1

c=3, n=1,(&y = 6pumeric ~OMHA0 |

)

Pr=0.7 Pr=2
n Bnumeric OMHAO , €g Gnumeric OMHAO , €g
(4.3.72) (4.3.73)

0 1 1.00 6.36 1 1.00 8.41
.10712 .10712
1 0.5330730009/0.5322232473| 8.49 [0.3347045498/0.3345263562| 1.78
1074 107%
2 0.2146584465/0.2129729862| 1.68 [0.0348756972/0.0363459695| 1.47
1073 10°3
3 0.0628614705/0.0636111016| 7.49 |0.0011477450 - 1.58
1074 0.0004370307| . ;o3
4 0.0130346763|0.0147892863| 1.75 [0.0000128032 - 3.32
10-3 0.0003197189 ;4
5 0.0019066843/0.00161303012.93 -1.70 ,10*7 0.0007745297| 7.74
107% 107%
6  [0.0001967000 - 1.14 | 1 9o .10~ [0.0007470530] 7.47
0.0009503492 ;-3 104

7 0.0000142565 - 7.81 -1.66 -10~7 [0-0003234150/3.23
0.0007669977|. 194 1074

8 6.74 .10~ - 1.15 | {46 .10~ - .55
0.0001148534 ;4 0.0000957322 ;95
104 0.0003953363 ;4
104 0.0005724549 ;-4

66.653918472

Exemplul 4.3.3.3'
f(n)=0.9621568509 —

40.4435319395

116.0406685825

157.2214635275

(1+0.2350916817n)° (1+0.2350916817n)%
101.0600483755

p— p— + p—
(1+0.2350916817n) (1+0.2350916817n)° (1+0.2350916817n)°

86.2725049816

23.1122830793

3.0970790202

(1+0.2350916817n)* " (1+0.2350916817n)> (1+0.2350916817n)? "
. 0.1905109238

1+0.2350916817n
278.4205849661

o(n) =

8.6480822639

(4.3.74)

- +
(1+0.2350916817n)12  (1+0.2350916817n)"1
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960.0799007261 1139.8489050253 157.1027538440
(1+0.2350916817n)19 (1+0.2350916817n)° (1+0.2350916817n)8

802.5519134898 _ 758.3086510430 _ _ 302.9379777076
(1+0.2350916817n)” (1+0.2350916817n)° (1+0.2350916817n)°
58.3046748949  _ 4.5726605819  __ 0.0104716840

(1+0.2350916817n)% (1+0.2350916817n)3 1+0.2350916817n

(4.3.75)

Exemplul 4.3.3.4’
é(f)) - 15.3585464656 1324.9629387994

+ —
(1+0.2350916817n)12  (1+0.2350916817n)!1

__ 6224.7965%5045 12551,984904292 _ 13938.7342183360
(1+0.2350916817n)19  (1+0.2350916817n)° (1+0.2350916817n)8

9296.1388%0946 __ 3815.8964759625  945.6792910964 _ _
(1+0.2350916817n)” (1+0.2350916817n)° (1+0.2350916817n)°

131.0527100223  8.0860093938 0.0136205223
(1+0.2350916817n)% (1+0.2350916817n)3 1+0.2350916817n

(4.3.76)

Tabelul 4.40. Rezultate comparative intre rezultatele MHAO date de relatia
(4.3.74) si rezultatele numerice, pentru f, =0, A=1 (&, =|faumeric —~fMHAO |)

n frumeric FMHAO, (4.3.74) Ef

0 -5.50 - 10721 -1.27 -10712 1.27 -10712
1 0.6894348341 0.6920308645 259 .10°3
2 0.9167696529 0.9143867087 238 .10°3
3 0.9608821303 0.9621083391 1.22 .10-3
2 0.9659196704 0.9679260271 2.00 .10-3
5 0.9662619960 0.9668394760 577 .10~4
6 0.9662759513 0.9658454054 430 .10~4
7 0.9662762950 0.9656226339 6.53 .10~4
8 0.9662763018 0.9658253914 451 .10°4
9 0.9662763032 0.9661465828 1.29 .10
10 0.9662763043 0.9664313764 1.55 .10~4
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Tabelul 4.41. Rezultate comparative intre rezultatele MHAO date de relatiile

1

(4.3.75), respectiv (4.3.76) si rezultatele numerice, pentru f, =0, A=1, c ==,

2

n=1, (59 =|9numeric—éMHAO 1)
Pr=0.7 Pr=2
n Bnumeric éMHAO , €g 6numeric éMHAO , €g
(4.3.75) (4.3.76)
0 1 1.00 1.13 1 0.9999999999 1.36
1 0.40044390|0.4010649748|6.21 0.1193941521/0.1195658111|1.71
2 0.11855988|0.1184236150({1.36 0.0042304240/0.0036984294| 5.31
39 1074 1074
3 0.02502499|0.0257450396| 7.20 0.0000508647/0.0003939409| 3.43
64 1077 1074
4 0.00373257|0.0033592672(3.73 2.04 .10~ 0.0001801267|1.79
49 1077 1074
5 [0.00039272 - 557 |.1.41.108 - 2.16
40 0.0001646366| 1074 0.0002168337|. 10~4
6  [0.00002906 - 6.56 | .15 108 - 1.87
73 0.0000366134| ;-5 0.0001880096| ; o4
7 |1.45 .70-6 [0-00026476682.63 | 1 11 108 | 1.94 .106 |1.95
1074 107
8  |-4.85.70-9/0-0002800726(2.80 | _; 0o .70-8 0-0001329460] 1.32
1074 1074
9  |.5.37.708[0-00012780411.27 | g g3 .70-9 [0.0001566250| 1.56
1074 1074
10 |503.708 - 578 | _9.25 709 [0.0001038247/1.03
0.0000578886|. ;-5 104

Exemplul 4.3.3.5’

f(n)=1.6105433181—

29.8301473184

11.7580011934

(1+0.3223046368n)°

1.6143096%1

59.397625H03

+ - - +
(1+0.32230463%68n)%  (1+0.3223046368n)” (1+0.3223046368n)°

. 69.0721922017 343372361715 _ _ 8.628526528
(1+0.3223046368n)° (1+0.3223046368n)* (1+0.322304638n)>

__1.099258594 ___ 0.0650222@37
(1+0.3223046368n)2 1+0.3223046368n

- 3.5244772845 82.4835925018

o(n)=- 2" 11~

(1+0.3223046368n)12  (1+0.322304638n)

(4.3.77)
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560.0298081734

1639.7057028600

2528.2754012320

(1+0.3223046368n)10 ' (1+0.3223046368n)° (1+0.322304638n)°

2222.6091071034

1135.2615273237

331.351212608

- + -
(1+ 0.3223046368/7)7 (1+ 0.3223046368/7)6 (1+ 0.3223046%8/7)5

51.444223&255

3.3913372651

0.0055123518

— + —
(1+0.3223046368n)%  (1+0.3223046368n)> 1+0.32230463

Exemplul 4.3.3.6’

2284.5038236813

10.3673796978

482.8585838577

p— + p—
(1+0.3223046368n)12  (1+0.3223046368n)!1
4704.3920875677

(4.3.78)

5322.4805989766

- + - +
(1+0.3223046368n)10  (1+0.3223046368n)° (1+0.3223046368n)8

3596.4529013927

1485.3963216692

367.2429052041

— + —
(1+0.3223046368n)” (1+0.3223046368n)° (1+0.3223046368n)°

50.2000243720

3.005503886

0.0038335076

 (1+0.3223046368n)*  (1+0.3223046368n)3 1+0.3223046368n

(4.3.79)

Tabelul 4.42. Rezultate comparative intre rezultatele MHAO date de relatia
(4.3.77) si rezultatele numerice, pentru f, =1, A=1 (af =| faumeric — fMHAO |)

n fhumeric I_CMHAO, (4.3.77) E¢

0 1 1.00 7.10 - 10714
1 1.5177074192 1.5178179504 110 104
2 1.6030516967 1.6030704647 1.87 .10°°
3 1.6114161917 1.6119936425 577 .10°%
4 1.6119056438 1.6119213150 1.56 .10-5
5 1.6119228465 1.6116417023 281 .10°%
6 1.6119232066 1.6116883119 234 .10°%
7 1.6119232084 1.6118378302 853 105
8 1.6119232063 1.6119648304 4.16 -10°°
9 1.6119232045 1.6120377026 1.14 .10°4
10 1.6119232031 1.6120627833 1.39 .10°4
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Tabelul 4.43. Rezultate comparative intre rezultatele MHAO date de relatiile

1

(4.3.78), respectiv (4.3.79) si rezultatele numerice, pentru f, =1, A=1, c==,

2
n=1, (&, =l Bpumeric —~6MHAO |)
Pr=0.7 Pr=2
n 6numeric éMHAO , €g Gnumeric éMHAO , €g
(4.3.78) (4.3.79)
0 1 1.00 [7.95 1 1.00 [1.81
10713 10712
1 |0.2626142132  [0.2625812869 [3.29 |0.0292003919|0.0292096747| 9.28
107° 107
2 [0.0500241709 [0.0503057086 |2.81 [0.0005730502/0.0007562468| 1.83
1074 1074
3 [0.0067427056  [0.0067065432 [3.61 [0.0002597282/0.0002271428]| 3.25
1072 1072
4 [0.0006409254  |0.0003360891 [3.04 [0.0002214295|0.0000566272| 1.64
1074 1074
5 0.0000429288  |0.0000198651 |2.30 |0.0001935582/0.0001758501| 1.77
107° 1072
6 201 .106 |0.0001596003 [1.57 [0.0001720066/0.0002527193|8.07
1074 1072
7 578 .70-8 [0.0001312550 [1.31 [0.0001548229/0.0002317234| 7.69
1074 10°
8 726 .10°9 2.24 [0.0001407890 2.31
0.0000224552 | ;-5 0.0001639037|. ;-5
9 8.05 .10°9 - 7.80 [0.0001291050 3.49
0.0000781005 |. ;9-5 0.0000941465| ;55
10 | 746 .109 - 1.39 [0.0001192225/0.0000427725| 7.64
0.0001393169 | ;4 105

Din Tablele 4.32-4.43 pentru ambele variante se poate concluziona ca
rezultatele obtinute cu ajutorul metodei MHAO sunt foarte precise in comparatie cu
rezultatele numerice.

Mai mult, dac3 se reprezintd grafic f si 6 din a doua variants, rezultatele
obtinute sunt nemodificate in comparatie cu rezultatele din Figurile 4.29-4.35.
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5 Fluide ne-Newtoniene

5.1 Solutii multiple pentru curgerea unui fluid Maxwell
superior-convectiv pe o placa poroasa intinsa

Curgerea fluidelor ne-Newtoniene a fost analizatd de numerosi cercetatori,
deoarece in aplicatii practice fluidele ne-Newtoniene sunt mai adecvate decét
fluidele newtoniene. Pentru astfel de fluide teoria Navier-Stokes devine inadecvata
si, evident, existda mai multe ecuatii constitutive care au fost propuse pentru diferite
tipuri de fluide ne-newtoniene. Exemple de curgeri ale fluidelor ne-newtoniene apar
intr-o mare varietate de aplicatii: fibre sintetice, noroaie de foraj, prelucrarea
produselor alimentare, polimeri plastici si altele. Un tip de fluide, in care se
considera fenomene de tip relaxare, este cunoscut ca modelul Maxwell. Unele
investigatii in acest domeniu sunt realizate de catre matematicieni, ingineri, medici
si informaticieni. Sakiadis [153], [154] este primul care a studiat diferite aspecte ale
problemei de intindere: fluxul datorita unui perete semi - infinit deplasat pe
orizontala intr-un mediu fluid. Phan-Thien [139] si Zheng si altii [190] au considerat
curgerea stagnara planara si asimetrica pentru un fluid Maxwell utilizand metoda
shooting si metoda elementului de frontierda. Sadeghy si altii [146] au considerat
problema fluxului hidrodinamic Sakiadis a unui fluid Maxwell superior convectiv,
peste o placa rigida ce se misca constant intr-un fluid stationar. Metoda Homotopy
Analysis Method este utilizata de Hayat si altii [83] pentru a rezolva ecuatia
diferentiald neliniara a fluidului Maxwell superior convectiv. De asemenea, aceiasi
metoda este considerata de catre Hayat si Sajid [89], Abbas si altii [1], [2], Hayat si
altii [84]. Solutiile duale, In problema curgerii convective mixte in apropierea
punctului de stagnare pe o placa poroasa verticald, au fost prezentate de Ishak si
altii [96]. Sahoo [147] a investigat efectele alunecarii partiale pe curgerea MHD si
transferul de masa in conducerea electrica a unui fluid de gradul doi.

Luand in considerare aceste studii si analize, obiectivul prezentei sectiuni
este a propune o procedura corecta pentru ecuatia diferentiald neliniara a problemei
de flux magnetohidrodinamic a unui fluid Maxwell superior convectiv pe o placa
poroasa intinsa folosind MHAO.

5.1.1 Ecuatiile de miscare
Daca se ia in considerare curgerea stabila, incompresibila, bidimensionala a

unui fluid Maxwell superior-convectiv pe o placa poroasa intinsa, atunci ecuatiile
constitutive pentru tensorul tensiune Cauchy T sunt

=—pI+S (5.1.1)
astfel incat extra-tensorul S satisface conditia
S+A(§—LS—SLT)=;JA1 (5.1.2)

unde p este vascozitatea, A este timpul de relaxare, iar tensorul Rivlin-Ericksen de
speta I, A; este definit prin:

A; =(gradV)+(gradVv)’. (5.1.3)

in care % este derivata materiala n raport cu timpul, iar V este viteza.
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Pentru curgerea de tip Sakiadis a unui fluid MHD, prin impunerea unui camp
magnetic uniform Bp de-a lungul axei Oy si neglijdnd campul magnetic indus,

ecuatiile care guverneaza curgerea stabila pot fi scrise prin
ou ov _
+

5.1.4
ax ay ( )
os
p(ua_u_f_va_u):_a_p_'_asi-ki—aBgu (515)
ox oy ox ox oy
oS oS
p(ua—v+va—v)=—a—p+i+i (5.1.6)
ox oy oy ox oy

unde u, v sunt componentele vitezei, p este presiunea, p este densitatea, § este
conductivitatea electricd si Sy, Sxy: Syx, Syy sunt componentele extra-

tensorului S.
Folosind aproximarile stratului limita [146], [157]
u=0(1), v=0(8), x=0(1), y =0(5) (5.1.7)
T
Doc - o1, 2L = o(0), ;y = 0(52) (5.1.8)

in absenta gradientului de presiune, curgerea este guvernata de ecuatia (5.1.4) si

2 2 2 2, &B2
ua—u+va—v+)\(u26u 2au+2uvau)=v8u— 0y (5.1.9)
ox  ox ax2 ay? oxoy oy P

unde v este vascozitatea cinematica a fluidului.
Conditiile initiale / la limita relevante pentru problema curgerii sunt
u=Cx, v=-Vp, lay=0
u—0, pentruy — «
in care C este rata de alungire, iar Vp > 0 este viteza de aspiratie si Vp <0 este

(5.1.10)

viteza de imersie.
Introducand functia de curent ¥ astfel incat
_ov ,_ o¥

—_— (5.1.11)
6y ox
atunci ecuatia (5.1.4) este identic satisfacuta, iar ecuatia (5.1.9) devine
o v ow ’w 2697 2837 L% 0¥ Ex'd
=2 [(—) H(EP T ==
oy oxdy  ox gy? oy 5)’ OX  axoy
5 (5.1.12)
_ V&_%a_ﬁv
ay> p oy
Introducand transformarile de similaritate
n=\/§ , ¥ =JvCxf(n) (5.1.13)
relatiile (5.1.11) devin
u=Cxfi(n), v=-Ixf(n). (5.1.14)

Substituind relatiile (5.1.14) in ecuatia (5.1.12), se obtine ecuatia de
guvernare in forma

F" — M2f' — F2 & ff" + B(2FFF" — F2F") = 0 (5.1.15)
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582
unde M2 =_"0 si g=AC.
pC

Acum, conditiile initiale / la limita (5.1.10) sunt

f(0)=R, f(0)=1, f(o)=0 (5.1.16)

cu R= Yo , unde R >0 corespunde la viteza de aspiratie si R <0 pentru viteza
JvC
de imersie.

In cele ce urmeazd, ecuatia diferentiald neliniard (5.1.15) cu conditiile
initiale / la limita (5.1.16) poate fi rezolvata analitic cu ajutorul metodei MHAO.

5.1.2 Solutii multiple pentru curgerea unui fluid Maxwell superior-
convectiv

in cele ce urmeaz3, se va aplica intreaga procedura pentru a obtine solutii
aproximative ale ecuatiilor (5.1.15)-(5.1.16). Pentru aceasta, se alege opratorul
liniar in forma [120], [63]

Llf(n)]=f"(n) - K3f(n). (5.1.17)
Operatorul liniar nu este unic. De asemenea, se mai pot alege:
Lifem)]=F(n) + KF (). (5.1.18)
—_ " 3K "
L] = F(n)+ == (). (5.1.19)
2
)= Fren) -5 rn). (5.1.20)
(Kn+1)

unde K este un parametru pozitiv necunoscut si va fi determinat mai tarziu.
Aproximarea initiala fp(n) poate fi obtinuta din ecuatia (2.3.3) cu conditiile initiale /
la limita

fo(0)=R, f4(0)=1, fp(x)=0. (5.1.21)
Ecuatia (2.3.3) cu operatorii liniari (5.1.17) si (5.1.18) admite solutia:
fo(n) = R+%(l—e_K’7) (5.1.22)

in timp ce ecuatia (2.3.3) cu operatorii liniari (5.1.19) si (5.1.20) are solutia:
fo(n) = R+ In(Kn + 1) (5.123)

In cele ce urmeazd se considerd numai operatorul liniar dat de relatia
(5.1.17) si aproximarea initiala data de relatia (5.1.22).
Operatorul neliniar corespunzator ecuatiei diferentiale neliniare (5.1.15) este
definit prin
N[F(n)] =" —M?f —F2 + ff" + B(2fFF" — F2F"). (5.1.24)
Prin substituirea relatiei (5.1.22) in relatia (5.1.24) are loc
N[fp(n)] = [KZ —M? —1-KR - B(1+KR)%]e KN 1 pe=3Kn (5.1.25)

Pentru B=0 si K =é(R+\/R2 +4M? +4), MHAO permite gisirea solutiei

exacte a ecuatiei (5.1.15) data de relatia (5.1.22).
Comparand relatiile (2.3.13) si (5.1.25), se poate gasi
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hy(n) =K? -M? —1-KR-B(1+KR)?, gy(n)=e 1,
ha(n) =B, ga2(n)=e 3K
Functia f;(n) data de relatia (2.3.14) devine

f1(n,C;) = Hy(n, Ci)e ™M + Ha(n, C; Je3Kn (5.1.27)
unde se pot alege o multime de posibilitati pentru functiile auxiliare necunoscute H;,
i=1,..., j dupa cum urmeaza:

C;+C3+C
Hy(n,Cj)=-—12=3"=5

(5.1.26)

+C3n+Cqn? )e KN,

+C1r7+C2r72 +(—C1 +CK3 +Cs

Ha(n,C;) = Csn + Cgn? (5.1.28)

Substituind relatiile (5.1.28) in relatia (5.1.27) se obtine
) __C1+C3+C5 2\.-Kn C;1+C3+Csq
+C3n+Can? )e=2KN + (Csn + Cgn? Je=3KN
Solutia aproximativa de ordinul intai data de relatia (2.3.5) este obtinuta din
relatiile (5.1.22) si (5.1.29)

= 1 1+C;+C3+C _
(A1) F(n,Cp) =R+ (~——L=r37=5 4 Cn + Con? )e <7 +
Ci4+CasC 2K 5 36 (5.1.30)
(== S+ (Csn + Con? e KN
in aceastd directie, se pot gasi si alte solutii:
(A2) F(n,C;)=%+(2R-TEELTEITES L cin s Con?)ekn

+C3n+Cqn? e

C;+C3+C 2, 2K 21,-3K (5.1.31)
+(%—R+C3n+c4n )e "M+ (Csn+ Cen*® Je=>"1
(A3) F(n,C)=R+-L 4(-C13C3+C5 [ K=3 , conicon?)en .
K2 2K 2K?
1-K Cj+C3+C (5.1.32)
+(C3/7+C4r)2)e_2K’7 (5 + 1723725 +C5/7+C5/72)e_3K'7
2K 2K
- 1 1 2 3 44,—Kn
f(n,Ci)=R+=+(-=+Cin“ +C +C e +
(As) (n,Ci) P (K n 20N 3n7) (5.1.33)
+(C4n? +Csn’ + Cgn )e=2KN
- yep. 1., 1 2 3 4ye—Kn
(As) F(n,Ci) =R+ o+ (= o+ Can+Con” +C3m” +Cqn’)e 0 + (5.1.34)
+(~C1n +Csn? + Cen Je=2KN
- 1 1 1 2 3 4,.-Kn
f(n,Ci)=R+—=+(-——~5+(1-=)n+Cin° +C +C e +
(As) f(n,Ci) 2 ez Ao G Com” + C3n7) (5.1.35)
+(Cqn? + Csn’ + cgn? )e=2KN
— l_efKr] _
(A7) f(I7,C,')=R+—K +(C1/72+C2r73+C3r]4)e 2K . (5.1.36)

+(C4n? + Csn? + Cgn* )e—3KN
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_ NS 1. _Kn 2 31a.—2Kn
(Ag) F(n,Cj) =R+ (1-e 1)+ (3Cm+Con” +C3n” )e = + (5.1.37)

+(~2Cqn + C4n? + Csn° + Cgn? )e=3KN

- 1 _Ki 1 2 3 4 5.-2K
f(n,Ci)=R+—(1-e X1 1-=)n+C C C e <Rn
(A9) f(n,C;) +K2( )+ [ In+Cn” +Con” +C3n7 ] *(5.1.38)

+(Cqn? +Csn’ + Cen? )e=3KN

- 1 1 _
(A10) F(N,Ci)=Rtct(—c+ cin? +Can’ + C3n? )e KN +

(5.1.39)
+(C4qn? + Csn” + Cgn* )e=3KN
- N i _i 24,—-Kn 24y,—2Kn
(Arz) F(0,Ci) =Rt ot (=5 + Can+ Con®)e ™ +(Can + Cqn®)e™ "+ oy 49
+(Csn +Cgn?)e KN 1 [(-C; ~C5 - C5)n + C7n? Je KN
- yep. 1., 1 2y.—Kn 2 3,-2Kn
(A12) F(n,C) =Rt ot (= o+ Cn?)e™™ 4 (Con® + Can”)e™ M+ oy 41y

+(Cqn? +Csn® + Con? )e3KN
Este clar ca pe aceasta cale, se pot obtine multe alte solutii.

5.1.3 Rezultate numerice

Se ilustreaza acuratetea procedurii pentru diferite valori ale coeficientilor
R, B si M. De asemenea, reprezentam grafic comportarea functiilor f si f' si se

compara rezultatele obtinute prin procedura prezentata cu rezultatele numerice.
Parametrii optimali de control a convergentei C; sunt determinati cu ajutorul

metodei celor mai mici patrate, folosind soft-ul Matematica 6.0.
Exemplul 5.1.3.1 Pentru inceput, se considera B=0.5, M=0.75, si

R =0.25 care corespunde la viteza de aspiratie. Parametrii optimali de control a

convergentei au valorile:
(A1) K =1.72239993#8, C; = 0.0203632630, Cy = -0.0003551855,

C3 = -0.0046442857,C4 = 0.0021151819,
Cs = -0.0040337933, Cg = -0.0030441083
(As) K = 1.2039668671, C; = 0.0484595533, C; = -0.0035879577,
C3 =-0.1933189832, C4 = -0.0613273780,
Cs = -0.0321447762, Cg = -0.0048370121

(5.1.42)

(5.1.43)

si asa mai departe.
Solutiile aproximative de ordinul intai obtinute cu ajutorul metodei MHAO,
pentru cazurile de mai sus ( A7 )-( Az ) devin:

(A1) f(n)=0.8305852518 + (-0.5873694973 + 0.02036326301 —
—0.0003551855n? )e~1-7223999348n | 100067842454 - 0.0046442857n +
+0.0021151819n2 )e~3-4447998696n | 0 0040337933n -
— 0.0030441083n2 )e~5-1671998044n
(As) f(n) =0.8305876410 + (-0.1835701350 + 0.0484595533) —

(5.1.44)
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~0.0035879577n2 )e~1-2039668671n | 0 3970175060 — 0.1933189832n —
~0.0613273780n72 )e=2-4079337342n | 0.0321447762n -

(5.1.45)

(A3) f(n) = 0.8305880207 + (-0.342049354 + 0.0892570980n —
~0.0066950727n2 )e~1:3123992230n 0 2899683613 —
~0.0166914996n? )e~2-6247984460n
+(~0.2385386662 — 0.1873679245n — 0.0454910833n72 )e—3-9371976690n (5 1 46)

(Ag) f(n) = 0.8305846668 + (~0.5805846668 + 0.0113141332n7 —
—0.0026254854n° +0.0002157&23n% )e~1-7224016705n | 19 019455144972 +
+0.005588406n° +0.0021434013n% )e=3-4448033410n (5.1.47)

(As) f(n) = 0.8305850786 + (-0.5805850786 + 0.0129138333n +
+0.0029826874n% — 0.0007022807n° + 0.0000575450n7 )e~1-7224004488n

+(~0.0129138333n + 0.0055128320n° — 0.0009540905n° )3 44480089761
(5.1.48)
(As) f(n) = 0.8305896186 + (-0.5805896186 + 0.23803568411 —

~0.045801083n? +0.0050361161n° — 0.0002634636n* )e~1-3123974169n

+(0.0276184306n? — 0.0042554588n° + 0.0040951218n7 )e=2-6247948339n
(5.1.49)

(A7) f(n)=0.25+0.5805981&21(1- e 1:7223616352n ) | (3 7465003467n% -
~ 2.5918747904n° + 0.5688873710n% )e~3-4447232705n0 | (3 721639747012 -
~3.7194132780n° - 1.77437457%2n% )e 216708490571 (5.1.50)

(Ag) f(n)=0.25+0.5806004947(1— e 1-7223547156n ) | (28 6559933963 —
_17.1574454736n7 + 3.0755892307n° )e~>-4447094313n | >8 65599339631 -

~32.1751588943n7 — 15.8637665758° — 4.4540759880n% )e~>- 16706414691
(5.1.51)

(Ag) f(n)=0.25+0.5807600837(1— e 1-3122047950n ) , 10.2379238333n +
+14.3490983671n° — 7.4936309401n° + 1.334658985n7 )e=2-6244095900n

+(~14.080369755502 — 10.6121821644n° — 3.7974679259n% )e~3-9366143850n
(5.1.52)
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(A10) f(n) = 0.8305805R5 + (—0.580580525 + 0.0163027398n% —
~0.0053622456n° + 0.0006113&24n? )e~1-7224138763n | (0.0153758771n% +
+0.0170806180n°> +0.0369073209n% )e=>-1672416289n (5 1 53)

(A11) f(n) = 0.8305850069 + (-0.5805850069 + 0.0167016213n +
+0.0001742425n72 )e~1-7224006615n | 0 01158845310 -
~0.0052672814n? )e~3-4448013230n
+(~0.0193966267n + 0.0114385136n7 )e~>-1672019845n | 10 0142834585 +
+0.0114385136n2 )e~6-8896026460n (5.1.54)

(A;>) f(n)=0.8305751642 + (-0.5805751642 + 0.0012101182n7 )e~1.7224298620n
+(~0.4645923536n° +0.271814653n3 )e~3-4448597240n | (5 1 55)
+(0.4983783090n2 + 0.5722116290n7 + 0.4013983403n% )e—>-1672895860n

Exemplul 5.1.3.2 In ultimul caz, se considerd B=0.5, M=0.75, si
R = -2 pentru viteza de imersie. Parametrii optimali de control a convergentei vor
fi:
(A1) K =3.4039784470, C; = -0.0073489093, C> = -0.0000300879,
C3 =0.0019346837,C4 = —-0.0028434644,

(5.1.56)
Cs = 0.0004870868, Cg = 0.0008838343

(As) K =0.3235777833,C; = 193.0767116481,C, = -9.2315115218,
C3 = 269.5805006985,C4 = 10.4423160474,

(5.1.57)
Cs = -36.4073561981, Cg = —8.0939438081

si asa mai departe.
Solutiile aproximative de ordinul intai scrise numai pentru trei cazuri, au
forma:

(A1) F(n) =-1.7062261070 + (—-0.2923264282 — 0.0073489093n —
~0.0000300879n? )e~3-4039784470n | (_0.0014474647 + 0.00193468371 —
—0.0028434644n?2 )e~0-8079568940n , (9 0004870868 +

(5.1.58)
i 0.0008838343[’)2)6_10'2119353411,7

(Ayg) f(n) =-1.7062260%7 + (-0.2937739042 — 0.0079483534n° +
+0.0033559204n% — 0.0005109100n% )e—3-4039783163n (5.1.59)
+(~0.0123589233n2 — 0.009129257n° — 0.0057558384n* )e~6-8079566326n
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(A11)

f(n) =-1.7062260%9 + (-0.2937739040 — 0.005850631 51 —

~0.0004400135n2 )e—3-4039783189n 19 0043294258n +
+0.0042247893n7? )e~6-8079566378n | 19 00724649531 -

+(~0.005725285n — 0.0092559326n7 )e~13-6159132756n

(5.1.60)

In Figurile 5.1 si 5.2 sunt reprezentate grafic solutiile aproximative de
ordinul ntai f(r)), precum si F’(n) in comparatie cu rezultatele numerice obtinute
cu metoda Runge-Kutta de ordin patru in combinatie cu metoda shooting, pentru
viteza de aspiratie in cazul ( A7), in timp ce in Figurile 5.3 si 5.4 sunt reprezentate

f(n)
0.8 T

0.6
0.4|/

0.2

Fig. 5.1 Rezultate comparative intre

solutia aproximativa data de relatia

(5.1.44) si solutia numerica in cazul
B=05,M=0.75, R=0.25:

2 4 6 g

----- solutia numerica; ......solutia MHAO

0.4
0.2

2 4 6 8"
Fig. 5.2 Rezultate comparative intre
derivata solutiei aproximative data de
relatia (5.1.44) si solutia numerica in

cazul: B=0.5, M=0.75, R=0.25:
----- solutia numerica; ......solutia MHAO

grafic solutiile aproximative de ordinul intdi f(n), precum si f'(n) in comparatie cu
rezultatele numerice, pentru viteza de imersie in cazul ( A;).

f(n)

-0.5

-1.0

-1.5

20
Fig. 5.3 Rezultate comparative intre
solutia aproximativa data de relatia

g’

(5.1.58) si solutia numerica in cazul:

B=0.5,M=0.75, R=-2:

————— solutia numericg; ......solutia MHAO

't
1.0

0.8}
0.6(}
0.4}
0.2

2 4 6 gl
Fig. 5.4 Rezultate comparative intre
derivata solutiei aproximative data de

relatia (5.1.58) si solutia numerica in
cazul: B=0.5, M=0.75,R=-2:
————— solutia numerica; ......solutia MHAO
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in Tabelele 5.1-5.5 se prezintd o comparatie intre solutiile aproximative de
ordinul intéi f date de relatiile (5.1.44)-(5.1.60), si rezultatele numerice pentru

cateva valori ale variabilei n.

Tabelul 5.1. Rezultate comparative intre solutiile aproximative de ordinul intai

(5.1.44)-(5.1.46) obtinute cu MHAO si rezultatele numerice

n fMHAO(N) fFMHAO(N) fMHAO(N) frumeric(n)
(5.1.44) (5.1.45) (5.1.46)

0 0.25 0.25 0.25 0.25
4/5 0.6867557456 | 0.6867558261 | 0.6867555458 | 0.6867557531
8/5 0.7952831540 | 0.7952832405| 0.7952835769 | 0.7952831536
12/5 0.8219262765| 0.8219262098 | 0.8219258666 | 0.8219262711
16/5 0.8284614196 | 0.8284613427 | 0.8284615570 | 0.8284614131

4 0.8300643020 | 0.8300645259 | 0.8300647355 | 0.8300642946
24/5 0.8304574558 | 0.8304574869 | 0.8304573214 | 0.8304574344
28/5 0.8305538969 | 0.8305537376 | 0.8305535912 | 0.8305538603
32/5 0.8305775573 | 0.8305776155| 0.8305777588 | 0.8305775112
36/5 0.8305833631 | 0.8305839424 | 0.8305843430 | 0.8305833139

8 0.8305847881 | 0.8305859411 | 0.8305864617 | 0.8305847388

Tabelul 5.2. Rezultate comparative intre solutiile aproximative de ordinul intai f
date de relatiile (5.1.47)-(5.1.49) obtinute cu MHAO si rezultatele numerice

n fMHAO(N) fMHAO(N) fMHAO(N) frumeric(n)
(5.1.47) (5.1.48) (5.1.49)

0 0.25 0.25 0.25 0.25
4/5 0.6867559559 | 0.6867558676 | 0.6867559421 | 0.6867557531
8/5 0.7952829566 | 0.7952830577 | 0.7952832693 | 0.7952831536
12/5 0.8219264714 | 0.8219263597 | 0.8219262460 | 0.8219262711
16/5 0.8284612774 | 0.8284613647 | 0.8284612078 | 0.8284614131

4 0.8300641916 | 0.8300642631 | 0.8300646204 | 0.8300642946
24/5 0.8304575489 | 0.8304574866 | 0.8304575594 | 0.8304574344
28/5 0.8305539626 | 0.8305539177 | 0.8305536600 | 0.8305538603
32/5 0.8305774335| 0.8305775190 | 0.8305775904 | 0.8305775112
36/5 0.8305830455| 0.8305832668 | 0.8305842233 | 0.8305833139

8 0.8305843381 | 0.8305846532 | 0.8305866484 | 0.8305847388

Tabelul 5.3. Rezultate comparative intre solutiile aproximative de ordinul intai f
date de relatiile (5.1.50)-(5.1.52) obtinute cu MHAO si rezultatele numerice

n FMHAO(N) fMHAO(N) fMHAO(N) frumeric (1)
(5.1.50) (5.1.51) (5.1.52)

0 0.25 0.25 0.25 0.25
4/5 0.6867604947 | 0.6867642071 | 0.6866887026 | 0.6867557531
8/5 0.7952711920 | 0.7952698391 | 0.7952830603 | 0.7952831536
12/5 0.8219400081 | 0.8219414386 | 0.8219258072 | 0.8219262711
16/5 0.8284434011 | 0.8284360789 | 0.8285164738 | 0.8284614131

4 0.8300472216 | 0.8300445299 | 0.8299931937 | 0.8300642946
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24/5 0.8304557614 | 0.8304567567 | 0.8303854806 | 0.8304574344
28/5 0.8305615064 | 0.8305635876 | 0.8305702204 | 0.8305538603
32/5 0.8305888008 | 0.8305910952 | 0.8306729872 | 0.8305775112
36/5 0.8305957861 | 0.8305981136 | 0.8307238267 | 0.8305833139

8 0.8305975612 | 0.8305998931 | 0.8307459962 | 0.8305847388

Tabelul 5.4. Rezultate comparative intre solutiile aproximative de ordinul intai f
date de relatiile (5.1.53)-(5.1.55) obtinute cu MHAO si rezultatele numerice

n fMHAO(N) fMHAO(N) fMHAO(N) frumeric (1)
(5.1.53) (5.1.54) (5.1.55)

0 0.25 0.25 0.25 0.25
4/5 0.6867577703 | 0.6867556858 | 0.6867565108 | 0.6867557531
8/5 0.7952835590 | 0.7952833690 | 0.7952904892 | 0.7952831536
12/5 0.8219267050 | 0.8219260684 | 0.8219182801 | 0.8219262711
16/5 0.8284593204 | 0.8284614530 | 0.8284624519 | 0.8284614131

4 0.8300649028 | 0.8300645204 | 0.8300733641 | 0.8300642946
24/5 0.8304590162 | 0.8304575585 | 0.8304617717 | 0.8304574344
28/5 0.8305540337 | 0.8305538374 | 0.8305514864 | 0.8305538603
32/5 0.8305757755| 0.8305773944 | 0.8305708821 | 0.8305775112
36/5 0.8305801662 | 0.8305831505 | 0.8305746354 | 0.8305833139

8 0.8305807821 | 0.8305845549 | 0.8305752047 | 0.8305847388

Tabelul 5.5. Rezultate comparative intre solutiile aproximative de ordinul intai f
date de relatiile (5.1.58)-(5.1.60) obtinute cu MHAO si rezultatele numerice

n fMHAO(N) fMHAO(N) fMHAO(N) frumeric (1)
(5.1.58) (5.1.59) (5.1.60)

0 2 2 2 0

4/5 -1.7258163099] -1.7258162625| -1.7258163629| -1.7258163121
8/5 -1.7075377409] -1.7075377235| -1.7075377264] -1.7075377364
12/5 -1.7063139221] -1.7063139346] -1.7063139675| -1.7063139251
16/5 -1.7062319851] -1.7062320229] -1.7062319899| -1.7062319847

4 -1.7062265004] -1.7062265071| -1.7062264918| -1.7062264984
24/5 -1.7062261333] -1.7062261259| -1.7062261225| -1.7062261309
28/5 -1.7062261087| -1.7062260981| -1.7062260977| -1.7062261063
32/5 -1.7062261071] -1.7062260959] -1.7062260960] -1.7062261046
36/5 -1.7062261070] -1.7062260957| -1.7062260959| -1.7062261044

8 -1.7062261070] -1.7062260957| -1.7062260959| -1.7062261044

Tabelele 5.6-5.8 prezinta abaterile dintre solutiile aproximative de ordinul

intdi date de relatile (5.1.44)-(5.1.60) i rezultatele  numerice,
€ =| FMHAO(’?)—fnumeric(n) | pentru cateva valori ale variabilei n.
Tabelul 5.6. Comparatia abaterilor € =| FMHAO(/])—fnumeriC(r])l
n £ £ £ € €
(5.1.44) (5.1.45) (5.1.46) (5.1.47) (5.1.48)
0 1.1 .10716 | 1.1 .10716 0 0 0
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4/5 78.10° | 7.2.108 | 20.1207 | 2.0 .1207 | 1.1 .10
8/5 9.0 .12010 | 85.108 | 42.107 | 1.9 .107 | 9.7 -10°8
12/5 1.9.10° | 6.4 .108 | 40.107 | 1.9.107 | 85 .10°8
16/5 4.0.1019| 7.7 .108 | 1.4 107 | 1.4 .107 | 5.5 .108
4 47 .10° | 21 .107 | 44 107 | 1.1 -107 | 4.3 108
24/5 1.2-10° | 3.2.1208 | 1.1.107 | 9.4 .108 | 3.1 .10°8
28/5 45.10° | 1.5.107 | 2.6 .1207 | 7.0 .108 | 2.5.10°8
32/5 35.10° | 54.108 | 24.107 | 1.2 107 | 4.1 .10°8
36/5 2.6 108 | 55.107 | 1.0 .120° | 3.4 .107 | 1.2 .107

8 6.4.108 | 1.0.10° | 1.7 .120% | 5.1 .107 | 1.9 .107

Tabelul 5.7. Comparatia abaterilor € =| t_‘MHAo(n)—fnume,fC(n) |

n € 5 € £ £
(5.1.49) (5.1.50) (5.1.51) (5.1.52) (5.1.53)
0 0 0 0 0 0
4/5 1.8 107 | 47 -10° | 8.4 .10° | 6.7 .10 | 2.0 -10°
8/5 11107 | 1.1-10° | 1.3.10° | 9.4 .108 | 4.0 .10
12/5 28.108 | 1.3.10° | 1.5.10° | 4.6 -107 | 4.3 .10
16/5 2.1.107 | 1.8-10° | 2.5.10° | 55.10° | 2.0 -.10°°
4 31.107 | 1.7-102 | 1.9 .10° | 7.1 .10 | 5.9 -107
24/5 1.0-107 | 1.6 -10° | 69 .107 | 7.1 -10° | 1.5 .10°°
28/5 23.107 | 7.6 .10 | 96-.10° | 1.6 -10° | 1.4 .10
32/5 29.108 | 1.1-10° | 1.3 .10° | 9.5.10° | 1.7 -10°°
36/5 83.107 | 1.2-10° | 1.4.10° | 1.4 .10° | 3.2 .10°
8 1.7 .120° | 1.2.10° | 1.5.10° | 1.6 -10° | 4.0 -10°°
Tabelul 5.8. Comparatia abaterilor € =| fMHAO(N) — Frumeric(1) |
n € 5 € € €
(5.1.54) (5.1.55) (5.1.58) (5.1.59) (5.1.60)
0 0 0 0 0 0
4/5 6.7-108 | 75.107 | 2.4 .10° | 49 .108 | 5.0 -10°8
8/5 21-107 | 73-10° | 3.8 .120° | 1.3.108 | 9.9 .10°
12/5 2.0-107 | 7.9-.10° | 40.10° | 85.10° | 4.2 .10°8
16/5 3.2.108 | 1.0.10° | 88 1019 | 36.108 | 5.1 .10°
4 21-107 | 9.0-10° | 49 12010 | 7.2 .10° | 6.6 -107°
24/5 1.0-107 | 43.10° | 7.2 1019 | 66 -10° | 8.3 .10°
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28/5 54.108 | 2.4.10° | 6.8 .10 | 99.10° | 8.5 .10°°
32/5 1.6 -107 | 6.6 -10° | 6.3.2019| 1.0.108 | 8.5 .10°
36/5 23.107 | 87-10° | 6.0 1019 | 1.0 .108 | 85 .10°

8 29.107 | 9.6 .10° | 5.8 .1019| 1.0 .108 | 8.4 .10°°

in Tabelele 5.9 si 5.10 se prezintdi o comparatie intre coeficientul
superficial la limitd F”(0), valoarea limita F(«x) cu ajutorul metodei MHAO si
rezultatele integrarii numerice. Se observa ca toate aceste comparatii sunt gasite a
fi in concordanta foarte buna pentru solutiile aproximative de ordinul intai obtinute
cu MHAO.
Tabelul 5.9. Valorile F’(0) si F(x) pentru B=0.5, M=0.75, R=0.25

Relatia (5.1.44) (5.1.47) (5.1.53)
Fumeric(0) ~1.6610234543 | -1.6610234543 | -1.6610234543
Fviiao (0) ~1.6610517418 | -1.6608631140 | —-1.6608887452
Frumeric() 0.830585296 0.830585296 0.830585296
FMbao () 0.8305852518 0.8305846658 0.8305850069

Tabelul 5.10. Valorile F"(0) si F(») pentru 3=0.5, M=0.75, R=-2

Relatia (5.1.58) (5.1.59) (5.1.60)
Fumeric(0) ~3.4445300998 | -3.44453004998 | -3.4445300498
Fhuiino (0) ~3.4445331B5 | -3.444592809 | -3.4446421233
Frumeric(=) ~1.7062261065 | -1.7062261065 | -1.7062261065
FMiao(=) ~1.7062261070 | -1.7062260%7 | -1.7062260%9

Din Tabelele de mai sus se poate observa ca solutiile aproximative de
ordinul intai obtinute prin procedura propusa sunt aproape identice cu rezultatele
numerice obtinute cu ajutorul metodei Runge-Kutta de ordinul 4 in combinatie cu
metoda shooting.

In cazul fluidelor ne-Newtoniene, este cunoscut faptul ca vascozitatea
cinematica este mult mai mare decét la fluidele Newtoniene (fluidele ne-Newtoniene
curg numai daca sunt supuse unor tensiuni externe, in unele cazuri chiar supuse
actiunii cdmpului termic). Pentru a da o semnificatie solutiilor analitice aproximative
(5.1.44) - pentru curgerea cu viteza de aspiratie (R>0), respectiv (5.1.58) -
pentru curgerea cu viteza de imersie (R<0), se considera un fluid Maxwell

superior-convectiv caracterizat prin vascozitatea cinematica v =5 [mz/s] si
constanta de intindere C =0.75 [1/s]. Din relatiile (5.1.11), (5.1.13) si (5.1.14) se
obtin expresiile componentelor vitezei de curgere u, respectiv v, a caror grafice
sunt reprezentate in Figurile 5.5 si 5.6 (cazul curgerii cu vitezd de aspiratie),
respectiv Figurile 5.7 si 5.8 (cazul curgerii cu viteza de imersie). In alta ordine de
idei, In Figurile 5.9 si 5.10 se prezinta campul de vectori (u,v) asociat curgerii cu
viteza de aspiratie, respectiv curgerii cu viteza de imersie. Aceste grafice
completeaza lista de rezultate adimensionale obtinute cu MHAO .
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Fig. 5.5 Profilul vitezei u in cazul
B=0.5, R=0.25, M=0.75, asociat
curgerii cu viteza de aspiratie
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Fig. 5.7 Profilul vitezei u in cazul
B=0.5, R=-2, M=0.75, asociat
curgerii cu viteza de imersie
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Fig. 5.9 Campul de vectori (u, v), in
cazul B=0.5, R=0.25,M=0.75,
asociat curgerii cu viteza de aspiratie

Fig. 5.6 Profilul vitezei v in cazul
B=0.5, R=0.25, M=0.75, asociat
curgerii cu viteza de aspiratie

Fig. 5.8 Profilul vitezei v in cazul
B=0.5, R=-2, M=0.75, asociat
curgerii cu viteza de imersie

iy

Fig. 5.10 Campul de vectori (u, v), in
cazul B=0.5, R=-2, M=0.75,
asociat curgerii cu viteza de imersie

De asemenea, notam ca se pot determina multe alte solutii aproximative cu
ajutorul metodei MHAO folosind aproximarea initiald data de relatia (5.1.23).

Cateva teste statistice sunt necesare a sustine cateva proprietati
asimptotice. Doud teste statistice sunt mai importante: testul homoscedasticitatii
(variantd constanta) si testul autocorelatiilor (legatura intre valori consecutive).
Asadar, calculam testul Durbin-Wattson pentru autocorelatii si testul Barlett pentru
homoscedasticitate:
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n/2 n
Fealc = D &2/ >, & (testulBarlett)
i=1 i=[n/2]+1
2n n
d= Z( E —€j_1 )2 / zglz (testul Durbin— Wattson)
i=1 i=1

Limitele  reprezentative  pentru  testul Barlett sunt Finr = 0.000162,

Fsup = 8.6831168141 (abaterile g; =’_CMHAO(’7I)—fnumen'c(’7i)r i=1,2,..., n trec
testul Barlett dacd Fjnr <F <Fgyp). Acest test statistic asigura ca abaterile au

varianta constanta, dar in acelasi timp un control al solutiilor analitice aproximative
pentru orice interval real.
Limitele reprezentative pentru testul Durbin-Wattson sunt djr = 1.36,

dsyp = 2.92 (analog, abaterile ¢; = FMHAO(UI)—fnumeric("Ii)f i=1,2,...,n trec
testul Durbin-Wattson daca djpr < d < dsyp ). Acest test statistic asigurd ca abaterile

nu sunt corelate, iar aceasta inseamna ca se obtine cea mai buna solutie analitica
aproximativa.

Pentru toate cele 12 solutii aproximative date de relatiile (5.1.44)-(5.1.55)
si pentru n=30 puncte, toate abaterile au trecut ambele teste (mai exact am
obtinut valorile {1.87448, 1.87448, 5.86776, 2.13935, 1.48597, 1.68839}
pentru testul Barlett, respectiv {1.81622, 1.81622, 1.92555, 2.64548, 1.83306,
1.96373} pentru testul Durbin-Wattson).
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5.2 Curgerea peliculei subtiri a unui fluid Oldroyd cu 6-
constante pe o banda in miscare

Este cunoscut faptul ca in aplicatiile practice comportamentul fluidelor
vascoelastice nu poate fi reprezentat de cel al fluidelor newtoniene. Caracterul
inadecvat al modelului clasic Navier-Stokes pentru a descrie fluidele care nu se
supun postulatului newtonian "ca tensorul tensiune este multiplu de tensiunea de
forfecare", a condus la dezvoltarea mai multor modele de fluide ne-newtoniene. Pe
parcursul ultimelor decenii, au fost propuse diferite ecuatii constitutive pentru aceste
fluide ne-newtoniene. Ecuatiile diferentiale ce descriu fluide non-newtoniene sunt in
general neliniare si extrem de complicate, dar nu existd o singura ecuatie
constitutiva disponibila in literatura de specialitate prin care se poate studia
comportamentul de curgere a fluidelor vascoelastice. Curgerile peliculelor subtiri au
atras atentia a numerosi cercetatori, ca urmare a cererilor lor largi in inginerie si
stiinta. Astfel de aplicatii includ productia de microcipuri, fluxul de materiale active
de suprqfaté sau generatoare MHD, acceleratoare, pompe si debitmetre.

In ultimii ani, multi cercetatori au avut in vedere diferite probleme legate de
astfel de fluide ne-newtoniene. Fluidul Oldroyd a dobandit un statut special in randul
mai multor fluide de tip Newtonian clasic si Maxwell [137]. Acest tip de fluid ia in
considerare proprietatile tensiunii de relaxare si intarziere. Curgerea bidimensionala
stabilda a unui fluid incompresibil Maxwell intr-o zona formata din doua plane, dintre
care unul este trecut glisant de celalalt la un anumit unghi, a fost investigata pentru
prima data de catre Strauss [165]. Hancock si colaboratorii au investigat efectele
fortelor de inertie prin construirea seriei de perturbare regulatd pentru functia de
curent in [80]. Rajagopal si Bhatnagar [142] au prezentat douad solutii pentru
curgerea fluidelor de tip Oldroyd-B: curgerea pe o placa poroasa infinita si oscilatiile
longitudinale si de torsiune pe o tija infinit lunga de raza finita. Echilibrul bi-
dimensional si curgerea lenta bidimensionala a unui fluid de tip Oldroyd cu 6-
constante intre plane care se intersecteaza, dintre care unul este fix si celalalt in
miscare, a fost analizat de Baris [18]. Efectele parametrului ne-newtonian in
modelul de curgere sunt atent delimitate. Exista, spre deosebire de cazul fluidelor
newtoniene, un curent secundar pe langa axa comuna a celor doua plane. O astfel
de curgere este de mare interes, asa cum apare la nivel local intr-un cilindru cu un
piston in miscare, sau la marginea unei lame folosite pentru a indeparta lichidul de
pe o suprafata.

Foarte recent, Hayat si altii [86] au studiat curgerea unidimensionala stabila
a unui fluid Oldroyd MHD cu 8-constante intr-un domeniu marginit. Solutiile MHD
pentru un fluid Newtonian, precum si cele corespunzatoare fluidelor de tip Oldroyd
cu 3 si 6-constante, a unui fluid Maxwell si al unui fluid de gradul al doilea, apar ca
si cazuri limita a solutiilor obtinute. Hayat si altii [88] si Wang si altii [181] au
considerat curgeri Couette si Poiseuille ale unui fluid Oldroyd cu 6-constante cu
camp magnetic. Khan si altii [100] au discutat curgerea unui fluid MHD Oldroyd cu
8-constante, dar intre cilindri coaxiali supusi la alunecare partiala pe frontira. Trei
probleme la limitd neliniare pentru fluide Oldroyd cu 6-constante si pentru fluide cu
alunecare sunt studiate de catre Hayat si altii in [87]. Ellahi si altii [42] au investigat
un fluid Oldroyd cu 8-constante pe o placa ce se deplaseaza, iar Sajid si Hayat [151]
au obtinut o solutie exactd pentru curgerea peliculei subtiri a unui fluid Oldroyd cu
8-constante. Folosind transformata Laplace si transformata Fourier prin functia
sinus, Vieru si altii [176], au stabilit solutii exacte pentru curgerea instabila a unui
fluid incompresibil generalizat Oldroyd-B pe o placa infinita accelerata in mod
constant. Hayat si altii [85] au obtinut solutia exacta a curgerii unei pelicule subtiri a
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unui fluid Oldroyd cu 6-constante si Ellahi si altii [43] pentru curgerile unui fluid
Oldroyd cu 8-constante cu conditii de alunecare neliniare. Echilibrul energetic,
pentru miscarea unui fluid Oldroyd-B pe o placa actionata impulsiv, este prezentat
de Fetecau si altii in [74]. Curgerea 3D a unui fluid generalizat Oldroyd-B, ca urmare
a unui gradient de presiune constanta intre doi pereti laterali perpendiculari pe o
placa, este prezentat de Zheng si altii in [189]. Shah si altii [158] au folosit metoda
MHAO in studiul fluidului Oldroyd cu 8-constante cu gradient de presiune. In [90],
efectul alunecarii asupra curgerilor rotative a unui fluid Oldroyd-B intr-un spatiu
poros este examinat de Hayat si altii. Fluidul este actionat de un camp magnetic
transversal. Ecuatiile care guverneaza curgerea includ legea Darcy modificatd pentru
un fluid Oldroyd-B.

In aceasta sectiune se ia In considerare curgerea unui fluid Oldroyd cu 6-
constante pe o banda in miscare. A doua versiune a metodei MHAO este aplicata, in
acest studiu, pentru a obtine expresii analitice de mare precizie pentru solutii.

5.2.1 Ecuatiile de miscare

Tensorul tensiune Cauchy T este:
T=-pI+S, (5.2.1)
unde —-pI - partea nedeterminata a tensiunii datorita tensiunilor superficiale de
incompresibilitate si extra-tensorul tensiune S este definit prin

S+A1g—f+A73(SA1+A1$)+A75(trS)A1+%[tr(SA1)]I=

DA A
=u[A1+A2D—l_1+A4A12+77(tr(A1)2)I], (5.2.2)

unde Ay, A>, A3, Aq, A5, Ag, A7, p sunt constante materiale, A; - este primul
tensor Rivlin-Ericksen definit prin
A =L+L, (5.2.3)
unde L este gradientul vitezei spatiale, L=gradV, V fiind vectorul viteza.
Derivata contravarianta D/Dt in termeni de derivatd materiala d/dt este definita
prin
DS_dS s siT (5.2.4)
Dt dt
Se noteazd cd daca A =0, i=1,...7 , modelul se reduce la modelul clasic
liniar a unui fluid Newtonian vascos. Cand A3 = A4 = A5 = Ag = A =0 modelul se
reduce la un model cu 3-constante a unui fluid de tip Oldroyd-B, in timp ce pentru
A =A3=MA=A5 =)l =A, =0 modelul se reduce la un model pentru un fluid
Maxwell. Pentru A; = A3 = A5 = As = Ay =0 modelul descrie un fluid de gradul doi si
pentru A5 = A = A7 =0 modelul se reduce la un model pentru un fluid de tip
Johnson-Seagalman. Pentru As = Ay =0 modelul se reduce la un model pentru un

fluid de tip Oldroyd cu 6-constante.
Neglijand efectele termice si fortele masice, ecuatiile de miscare a unui fluid
incompresibil sunt:
divw =0 (5.2.5)

p%—‘t/+p[V~gradV]=divT (5.2.6)
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unde p este densitatea si t este timpul.
Daca extra-tensorul si respectiv viteza sunt:

Sxx Sxy Sxz 0
S(X): SyX Syy Syz , V(x): V(X) , (527)
Szx Szy Sz 0

Din relatiile (5.2.7), ecuatia de continuitate (5.2.5) este identic satisfacuta,
iar ecuatia de moment (5.2.6) devine:
@b _ d

=— 5.2.8
dy ~dx XY ( )
unde
1 dv dv .3
Syy =—[U— — 5.2.9
Xy M[udx+u01(dx) ] ( )
dv o
M=1 — 5.2.10
+a2( ) (5.2.10)
a; = MM — (A3 + A5 )(Aqg = A2) (5.2.11)
az = AAz = (A3 + A5 )(A3 — A7) (5.2.12)
si presiunea modificatd p devine
B = p1— = [u(Ag - )DL + u(rgaz - aps ) (2% ] (5.2.13)
M 378 dx 3ax” & -
Din relatiile (5.2.9) si (5.2.8) dupa adimensionalizare se obtine:
d?v dv 2 d?v dv 4 d?v av.z2.2 _

unde ay si ay sunt dati in termeni de constante materiale adimensionale si m este
un parametru adimensional al gravitatii. Conditiile initiala si la limita sunt

v(0)=1, [%ml(%ﬁjxﬂ =0. (5.2.15)

5.2.2 Solutii analitice aproximative pentru curgerea peliculei subtiri
a unui fluid Oldroyd cu 6-constante

In cele ce urmeaza se va aplica procedura cunoscuta la obtinerea solutiilor
aproximative ale ecuatiilor (5.2.14)-(5.2.15). Pentru aceasta propunem sa se
aleaga, operatorul liniar in doua moduri [68].

Cazul 5.2.2.1. In primul caz se presupune c8 operatorul liniar are forma
L(v)=vVv" (5.2.16)

unde simbolul ' semnificd derivarea in raport cu x, si @(x)=v(x), si prin urmare
operatorul neliniar devine

N(v) = V" +(3a; —a; V2" + azav' ' —m(1+ a2 )2 (5.2.17)
Conditiile initiale (5.2.15) devin
v(0)=1, v/(1)+ayp'>(1)=0. (5.2.18)
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Din relatia (5.2.18) se obtin doua subcazuri:

v(0)=1, v'(1)=0. (5.2.19)
Ecuatia (2.2.4) poate fi scrisa prin
vp"-m=0, vg(0)=0,vp'(1)=0,f(x)=m. (5.2.20)
Solutia acesteia este
X2
vo(x)=m(7—x)+1. (5.2.21)
A doua functie vy(x) este obtinuta din ecuatia (2.2.9):
vi"(x) = H(x,Ci)N(vp), v1(0)=0,v{(1)=0 (5.2.22)
unde
N(vp) = vo"+(3a1 - az ViFvo +aavigvo"-m(1+axvg )?. (5.2.23)
Substituind relatiile (5.2.21) in (5.2.23), operatorul neliniar N devine
N(vp) = Ki(x —1)2 + Ko(x - 1)* (5.2.24)
unde
K;=3(a;-ax)m>, Ky =ay(a;—ax)m". (5.2.25)

Expresia (5.2.24) este un polinom si prin urmare functia auxiliara H1(x,C,-)

din ecuatia (5.2.22) se alege astfel incat produsul HIN s3 fie de aceiasi forma cu N
[126]. Se alege functia auxiliara H1(x,C,-) in forma

HI(x,Ci)=Cy(x-1)2 +Co(x-1)1+C3+Cyq(x-1)+C5(x-1)° (5.2.26)
unde Cy, Cy, ..., C5 sunt parametri necunoscuti.

Exista multe posibilitati in a alege functia auxiliara Hl(x,C,-) care apare in

ecuatia (5.2.22).
De asemenea, se pot considera urmatoarele posibilitati:

Hi(x,Ci)=Ci(x-1)1+C5+C3(x-1)+Cy(x-1)°
Ssau
1 Nt , 2 ' 3 , 4 , 5
H*(x,Ci)=C{+Co'(x-1)+C3'(x-1)* +C4'(x-1)" +C5'(x-1)"+Cg'(x-1)

si altele.
Inlocuind relatiile (5.2.26) si (5.2.24) in ecuatia (5.2.22) se obtine ecuatia:

V1"=K{Cq+K1Co(x — 1)+ (K{C3 + K2C1)(x —1)% + (K{Cyq + K2C2)(x - 1) +
+(K1Cs + K2C3 )(x - 1)* + KoCa(x —1)° + KoCs(x - 1)°,
vi(0)=v;(1)=0.
Rezolvand ecuatia (5.2.27) se obtine
Vi(x) = SKICI(x 1) = 1]+ 2KiCol(x - 1)° + 1]+ 25 (KiC3 + KoCI(x ~1)* = 1] +

(5.2.27)

+2i0(/<1c4 T KCo)[(x ~1)° +1]+%(K1C5 FKC3)[(x-1)8 — 1]+

+4—12K2c4[(x—1)7+1]+%K2c5[(x—1)8—1]. (5.2.28)
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Solutia aproximativa de ordinul intdi a ecuatiilor (5.2.14)-(5.2.19) este
obtinuta din relatia (2.2.5):

v(x)=vo(x)+Vvi(x) (5.2.29)
unde vg(x) si vi(x) sunt date de relatiile (5.2.21) si respectiv (5.2.28).
Restul aproximarii definit de relatia (2.2.11) devine
Rl(x,C1,C2,C3,C4q,C5) = v''+(3a; - ax V2 V' "+azav'? v''-m(1+ayv'? )2 (5.2.30)
cu v obtinut3 din relatia (5.2.29).

5.2.2.1.b in al doilea subcaz, din ecuatia (5.2.18) se considerd

v(0)=1, v’(1)=+\/1—, daca a; <O0. (5.2.31)

Ecuatia (2.2.9) devine

1
vo'-m=0, vo(0)=0,vp'(1) =+ (5.2.32)
cu solutia
vo(x)=%(x—1)2i 1 (X—1)—%i 1 i1 (5.2.33)
—dajy v—daj

Pentru expresia (5.2.33) a functiei vp(x), operatorul neliniar N devine

N(vp) = m(a; —az)[Kz + Ka(x — 1)+ Kg(x -1)% + Kg(x —1)° + K»(x - 1)*] (5.2.34)
unde

Ky=-L(3-92); ky=+2T (3-292); yg = _3m?(1-292),
a; a; J-az ay a;
3
Kg=+3192 .y~ mq,. (5.2.35)
Ecuatia (2.2.9) pentru functia vi(x) este
vi"=HI(x,Ci)N(vo), v1(0)=0,vy(1)=0 (5.2.36)

unde functia auxiliara H1(x, C;j) este aleasa in forma

1 2
—————[C+Cr(x-1)+Cg(x-1) +
m(a; -az) (5.2.37)
+Co(x-1)% +Cyo(x - 1)*].

Substituind relatiile (5.2.34) si (5.2.37) in ecuatia (5.2.36), si dupa aceea
rezolvand aceasta ecuatie, se obtine solutia

Vi(x) = 2K3Cel(x~ 17 - 1]+ 2 (KyCo + K3C7 J[(x ~1)° + 1] +

Hi(x,C;) =

+ é(/gcs +K4Cr +K3Cg )[(x - 1)* - 1]+
+ % (KgCg + KsCo + K4Cg + KsCo )[(X —1)° + 1] +

+ % (K7Cg + KgC7 + K5Cg + K4Cy + K3Cg )[(x —1)° —1] +
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4 4—12(/<7c7 +KgCg + KsCo + KgCro [(x — 1) + 1] +
+ %(/@cg + KgCg + KsCyp)[(x-1)8 —1] +

n %(K7C9 +KgCg)[(x -1)° + 1]+9—10K7C10[(x ~1)10 _1;. (5.2.38)

Solutia aproximativa de ordinul intai a ecuatiilor (5.2.14)-(5.2.31) este
v(x)=vo(x)+vi(x) (5.2.39)
unde vg(x) si vi(x) sunt date de relatiile (5.2.33) si respectiv (5.2.38).
Cazul 5.2.2.2. In al doilea caz, operatorul liniar poate fi ales in forma:

Lv=v"+ AV (5.2.40)
unde A este un parameteru necunoscut, iar operatorul neliniar N este definit in
relatia (5.2.17).

Din ecuatia (5.2.15), sau ecuatia (5.2.18) se considera urmatoarele doua
subcazuri:

5.2.2.2.a In primul subcaz, conditiile initiale sunt

v(0)=1, v(1)=0. (5.2.41)
Ecuatia (2.2.4) devine
vo"+Avp'-Re N =0, vp(0)=1,vp' (1) =0, f(x) = Pe (5.2.42)
Solutia ecuatiei (5.2.42) are forma
Vo(x) = Ae Ax +e M, (5.2.43)

Substituind relatia (5.103) in relatia (5.2.17), operatorul neliniar N(vg)
devine:
N(vg) = Mg + Mge ™ + Mae 22X 1 M3e3AX | Mue X | Mse@AX (5.2.44)
unde
Mp =-m(1+ azAZe‘ZA)z;
My = 2+ (3a; - 02)A4e’2)\ + alazAGeJM + 4m(02A2e*A + a§A4e*3A);
My =-2(3a; —a> )A4e‘A - 40102)\6e‘3)\ -2m( az/\z + 3a§A4e‘2A )— 4ma§)\4e‘2)\ ;
M3 = (3a; - 02)A4 + 60102A6e_2A + 4ma§A4e_/\;
My = —40102A6e_A - ma§A4; Mg = 0102A6. (5.2.45)
A doua functie vj(x) se obtine din ecuatia (2.2.9):
v{"+Avy'= H?(x,C; )N(vp), v1(0)=0,v; (1) =0. (5.2.46)
Expresia (5.2.44) a operatorului neliniar N(vp) este o functie exponentiald
si prin urmare, functia auxiliard H2(x, C;) se poate alege in forma
H?(x,C;) = C1 + Coe ™ + C3e724X, (5.2.47)
unde C;, Cy, si C3 parameteri necunoscuti. De asemenea se pot folosi
urmatoarele expresii pentru functia auxiliara:
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HZ(X, C/) - C1'+C2’e_AX + C3’e_2AX + C4’e_3AX

sau
H2(x,C;) = C] + Coe ™ + C3e X 4 che M
si altele.
Acum, substituind relatiile (5.2.47) si (5.2.44) in ecuatia (5.2.46), se obtine
ecuatia

vi"+Avy'= MoCy + (MiCq + M0C2))e_AX +
+(M3Cy + M{Cz + MpC3 )e 22X + (M35C1 + MaCs + M{C3 )e 3 &
+(M4Cy + M3C5 + MaC3 )X 4 (MsCq + MyCo + M3C3)e M +
+(Ms5Cy + M4C3)e 0N + MsC3e 72X, vy(0)=vy(1)=0. (5.2.48)
Din ecuatia (5.2.48) se obtine solutia vj(x), astfel incat solutia

aproximativa de ordinul intai a ecuatiilor (5.2.14)-(5.2.41) in acest subcaz, poate fi
scrisd in forma

V(X) = V(X)) +Vi(X) = A+(MOTC1+Ae*A)x+(B+ 1-%@@“ .
MyCy +M1Co + MpC3 _—2Ax | M3C1+ MoCo + MiC3 __3Ax
+ > e + > e +
2A 6A
MaCy+ M3Co + MaC3 —apx  Ms5Cy+MaCo + M3C3 _5)x
+ 2 e + s e +
124 204
L MsCo+ /2"’4C3 e 6/x , M5C3 -7Ax (5.2.49)
304 428
unde vp(x) este datd de relatia (5.4.43) iar
A —A _2A _3A
A=(-Smp+ I My 2y 3 T Ty e Sy,
A A 2X 6A 124
A B A 2 34
+5e 21M5)C1+(12AM0+26 21M1+3e 2 1M2+4e 21M3+
20AX A 2A 6 A 12X
Y 5\ A 2A 34
5e 21M4+6e 21M5)C2+(2e 21M0+3e : 1M1+4e 21M2+
20A 30A 2A 6 A 12X
A 5\ 64
5e 21M3+6e 21M4+7e 21M5)C3;
20X 30A 42X
A “A 2A “3A 4
e A-1 e e e e
B=(—Mp+—55M;-—M> - M3 - My - M5 )Cq +
e o P 2K 3X a)¥
—A _2A 3\ —4A _5)
A-1 e e e e
+( Mo - — My - My - M3 - My - Ms)Co +
2 X 2K 3X ax¥ 5K
—A _2A _3A 4 _5A —6A
e e e e e e
+(-— Mg - Mq - My — M3 - My - Ms5)C3. (5.2.50)
o 2K 33X 4 5K 64
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5.2.2.2.b In ultimul subcaz, conditiile initiale sunt
1

v(i0)=1, v'(1)=+ , daca aj; <0. (5.2.51)
Ecuatia (2.2.4) are forma
vO”+Av0’—}\2e‘A =0, vg(0)=1,vp'(1) =+ 1 , (5.2.52)
si are solutia
vo(x) = (+ +AeMx + e X, (5.2.53)

Din relatia (5.2.53), operatorul neliniar N(vp) devine:
N(vp) = Np + Nle_AX + Nze_ZAX + N3e_3AX + N4e_4AX + N5e_5AX (5.2.54)
unde

+ Ae

No = -m[1+ay(+ 4212,

Ny =R+ R(3a;—ax)(+—2— + Ae A )2 4 aa5R2(+—2— 4 AeH)* +
—az —ay

+Ae) + 4maZ (< 1 e )3,

1
J-a1 J-a

Ny = -2(3a; - az)P (+—2— 4 Ae}) — daya B+~ + re )3 -
v—daz v—4az

+4masA(+

- 2mazA2 - 6ma§)\2(i; + Ae’A)z;

N3 = (3a; - az)X* +6aiai (+—1— + Ae™4)2 4 ama2p3(+ 2 + reH);

J-a1 J-a1

Ny = —dazas X (+ +Ae ) —masX; N5 = a0 (5.2.55)

—ay
Pentru ecuatia in v(x) se alege functia auxiliara H2(x, C;) in forma
H2(x,Cj) = C4 + Cse ™ + Cge2/X. (5.2.56)
Cu ajutorul relatiilor (5.2.56) si (5.2.54), ecuatia (2.2.9) poate fi scrisa prin
vi"+Avy'= NoCyq + (N1C4 + N0C5))e_AX +
+(N>Cyq + N:iCs + N0C6)e72AX +(N3C4 + N>Csg + N1C5)e73AX +
+(N4C4q + N3Csg + N2C6)e74)\x +(N5Cyq + NyCsg + N3C6)e75AX +
+ (N5Cs + NgCg Je 0N + NsCge 7%, vi(0)=vy(1)=0. (5.2.57)

Solutia aproximativa de ordinul intéi, in ultimul subcaz, are forma

V(x) = vo(x)+vi(x) =D+ (N0 e Ay L ) (Ey g NICFENOCs | yoix
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. N2Cq + NyCs + NoCe —2Ax  N3Cq + NoCs + NiCe —3Ax , NgCq + N3Cs + NoCe —4Ax
2 2 2
2 6A 124
L NsCaq N4C§ +N3Cg -5Ax , N5Cs + /2V4C6 e 6Ax N5C26 e7M  (5.2.58)
204 30X 42X

unde

A 3 A “2A “3A
12AN1+2e 21N2+3e 2 1N3+4e 21
A 2A 6A 12X

Ng +

A _2A ~3A
2e 2—1N1+3e 2—1N2+4e 2_1N3+
2X 6AX 12X
564 _1 6e > _1 2N _1 3e2M 1 4734 _ 1
5> N1+ >
64 124
e 54 64
5e 21N3+6e 21N4+7e 21N5)C5;
20X 304 42X
A “A 2\ _3A 'y
A-1 e e N3 e Ny

No +

N> +

- - N5 )Cyq +
33X 42
-A —2A -3A —4A -5A
A-1 e e N> e N3 e N e

- - - S5 N5)Cs +
3K axX 5
A e—2 A e—3 A 6—4)\ e—5 A e—6)\
Ng -

o
Ny - Ny - N3 -
2X 3K ax 52 6X

+(-—Np -
AZ

N5 )Cgs. (5.2.59)

5.2.3 Rezultate numerice si discutii

Se va ilustra acuratetea procedurii propuse pentru diferite valori ale
coeficientilor a;, a» si m si pentru fiecare functie auxiliard H1 Si HZ?. De

asemenea, se reprezinta grafic variatia profilului vitezei problemei benzii in miscare
pentru un fluid Oldroyd cu 6-constante. In toate cazurile si subcazurile, valorile
parametrilor C;, Cy, ... si A sunt determinate cu ajutorul metodei celor mai mici

patrate utilizand soft-ul Wolfram Mathematica 6.0.

Exemplul 5.2.3.1 Daca se ia in considerare solutia datd de relatia
(5.2.29), pentru aj =a» (cazul Newtonian), este de remarcat ca din ecuatia

(5.2.25) rezultd K;=K>=0 si prin urmare vi(x)=0. Urmeaza ca

— 2
v=vg(x)= m(x7 -x)+1, care este solutia exacta a ecuatiilor (5.2.14)-(5.2.15).

Exemplul 5.2.3.2 In acest exemplu se considerd a; =0.5, a»=0.75,
m=1 si v'(1)=0 (cazul ne-Newtonian). Valorile parametrilor de control a

convergentei pentru cazul 5.2.2.1.a sunt
C; =0.0309007883,Cy =0.5673047654, C3 = 1.7430618401,

Cy4 = 4.9462074642, C5 = 3.349069701 2.
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Solutia aproximativa de ordinul intai (5.2.29) poate fi scrisd in forma
V(x) =0.4430506264 + 0.4884122043(x — 1)° — 0.0709130%66(x — 1)° -

~0.1094241898(x — 1)* —0.1908012&0(x — 1) — 0.094620870(x — 1)° -

~0.022081283(x —1) —0.0112134030(x — 1) (5.2.60)

In Tabelul 5.11 se prezintd o comparatie intre solutia aproximativd de
ordinul ntai data de relatia (5.2.60) si rezultatele numerice pentru cateva valori ale
variabilei x, precum si abaterile corespunzatoare.

Tabelul 5.11. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (5.2.60) si
rezultatele numerice pentru a; =0.5, a> =0.75, m=1 si v'(1) =0 folosind

functia auxiliara (5.2.26)

X Vnumeric VMHAO , & =
(5.2.60) | Vhumeric = VMHAO |

0 1 1 0

0.1 0.8866085725 0.8866821774 23 105
0.2 0.7875621671 0.7875887398 56 105
0.3 0.7025338925 0.7025310249 2.8 .10
0.4 0.6308917264 0.6308667405 54 105
0.5 0.5717826705 0.5717915984 8.9 106
0.6 0.5245086113 0.5245288249 2.0.10°
0.7 0.4884393924 0.4884348043 45 106
0.8 0.4630600752 0.4630345952 55 105
0.9 0.4480006226 0.4479965346 4.0 -10°°
1 0.4430235508 0.4430506264 2.7 10>

Exemplul 5.2.3.3 Pentru a; =0.5, a =1, m=1 si v/(1)=0 se obtine

din ecuatia (5.2.29)
C; =0.0145037003,Cy = 0.343281195,C3 = 1.1572350528,

C4 = 5.1398275606,C5 = 3.7778914604
si solutia aproximativa de ordinul intéi in forma:
v(x)=0.3569716548 + 0.4891222247(~1 + x )2 — 0.085820298(x — 1)° —

~0.1452587®@4(x — 1)* —0.3940690977(x —1)° — 0.2081818243(x - 1)° -

~0.0611884234(x —1) —0.0337311738(x —1)8. (5.2.61)

in Tabelul 5.12 este prezentatd o comparatie intre solutia aproximativa de
ordinul intai data de relatia (5.2.61) si rezultatele numerice, precum si abaterile
corespunzatoare.
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Tabelul 5.12. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (5.2.61) si
rezultatele numerice pentru a; =0.5, a =1, m=1 si v'(1) =0 folosind functia
auxiliara (5.2.26)

X Vnumeric VMHAO , & =
(5.2.61) | Vhumeric = VMHAO |

0 1 1 0

0.1 0.8571788783 0.8572229943 4.4 .10°°
0.2 0.7361604138 0.7361798440 1.9 .10°°
0.3 0.6360415408 0.6360346979 6.8 .10°°
0.4 0.5548519523 0.5548435245 8.4 .10°°
0.5 0.4903083144 0.4903091700 85 .10
0.6 0.4402488104 0.4402657870 1.6 .10°°
0.7 0.4029480153 0.4029501998 21 .10°6
0.8 0.3771255723 0.3771041676 21 .10°°
0.9 0.3619470473 0.3619379098 9.1 .10
1 0.3569430437 0.3569716548 2.8 .10°°

Exemplul 5.2.3.4 Daca se considerda a;=0.5, a»=0.75, m=1.5 i
v'(1) = 0, parametrii de control a convergentei pentru cazul 5.2.2.1.a sunt
C; =-0.0103555184, C5> = -0.255500695,C3 = -2.5463142522,
Cyq=-3.1417178283, C5 = -1.0373234408
si prin urmare solutia aproximativa de ordinul intai are forma:
v(x) =0.093911640 + 0.7631062@B0(x —1)% +0.1077893576(x —1)> +

+0.53834181(x — 1)* +0.4158131167(x — 1) + 0.2083746269(x — 1)° +

+0.1065063382(x — 1) +0.0263744694(x — 1)8. (5.2.62)

Aceasta solutie aproximativda este comparata in Tabelul 5.13 cu rezultatele
numerice.
Tabelul 5.13. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (5.2.62) si
rezultatele numerice pentru a; =0.5, a> =0.75, m=1.5 si v'(1) =0 folosind

functia auxiliara (5.2.26)

X Vnumeric VMHAO , & =
(5.2.62) | Vhumeric ~VMHAO |
0 1 1 0
0.1 0.8122030427 0.8122723528 69 .10°
0.2 0.6480524030 0.6480757122 >3 105
0.3 0.5075106818 0.5074963533 1.4 .10°°
0.4 0.3899587013 0.3899662747 7.5 .10°6
0.5 0.2943579028 0.2943935300 3.5 105
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0.6 0.2193544932 0.2193300304 24 .10°5
0.7 0.1631889587 0.1631613755 2.7 .10-5
0.8 0.1243031560 0.1243139043 10 .10°5
0.9 0.1014691098 0.1014847907 15.10°5
1 0.0939598983 0.0939116440 4.8 .10
Exemplul 5.2.3.5 in cazul a;=0.5, a>»=1, m=1.5 si v(1)=0,

parametrii de control a convergentei pentru cazul 5.2.2.1.a sunt

Solutia aproximativa de ordinul intadi devine:

C4q =-9.14949,C5 = -3.90268.

C; =-0.0430647,C> =-0.997138,C3 = -6.40181,

v(x)=-0.1330803613 + 0.8590076019(x — 1)? + 0.8413350971(x —1)° +
+2.7143908882(x —1)* + 2.5052659®@4(x — 1)° + 1.468806504(x —1)° +

+0.8271305377(x —1) +0.2646068580(x — 1)8. (5.2.63)

Solutia MHAO (5.2.63) este comparata in Tabelul 5.14 cu rezultatele numerice.

Tabelul 5.14. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (5.2.63) si
rezultatele numerice pentru a; =0.5, a =1, m=1.5 si v'(1) =0 folosind functia

auxiliara (5.2.26)

X Vnumeric VMHAO , & =
(5.2.63) | Vhumeric — VMHAO |
0 1 0.9999999999 22 .10-16
0.1 0.7497063820 0.7498345352 1.2 .107%
0.2 0.5327963111 0.5327805533 15 .10
0.3 0.3498945869 0.3498605615 34 .105
0.4 0.2010814564 0.2012282330 1.4 .10°%
0.5 0.0852885962 0.0853862885 9.7 .10-5
0.6 -0.0006296037 -0.0008156336 1.8 .10°4
0.7 -0.0615295648 -0.0616797274 1.5 .1074
0.8 -0.1020045446 -0.1018253040 1.7 .107%
0.9 -0.1251782938 -0.1250838453 94 .105
1 -0.1327530483 -0.133080361 3.2 .10°4
1

Exemplul 5.2.3.6 Pentru a;=-0.5, a> =05, m=1 si v(1)=—

Jo.5'

pentru cazul 5.2.2.1.b, parametrii de control a convergentei sunt
C; =-0.248758481,C> = 0.3794941533,C3 = -0.412112622,

C4 =0.4150647670,C5 =-0.5193428345
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Solutia aproximativa de ordinul intadi data de relatia (5.2.39) poate fi scrisa prin
V(x)=2.4142135&3 + 1.4142135&3(x — 1) — 0.4950339M 7[(x —1)? —1] -

—0.0803371704[(x — 1) + 1] - 0.0140724640[(x —1)* — 1] +

+0.0102108835[(x —1)° + 1] —0.0603676R4[(x —1)° —1] -

~0.1091646B5[(x —1)” +1]-0.0661814531[(x —1)8 1] -
~0.0175193191[(x —1)° + 1] - 0.0028852379[(x — 1)10 — 1]. (5.2.64)

in Tabelul 5.15 se prezintd o comparatie intre solutia aproximativd (5.2.64)
obtinuta cu ajutorul metodei MHAO, si rezultatele numerice, precum si abaterile

corespunzatoare.

Tabelul 5.15. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (5.2.64) si
rezultatele numerice pentru a; =-0.5, a =0.5, m=1 si v'(1)= \/01_5 folosind
functia auxiliara (5.2.37)

x Vnumeric VMHAO , & =

(5.2.64) | Vhumeric = VMHAO |

0 1 1 0

0.1 1.2229062807 1.2229013971 4.8 .10°°
0.2 1.4377929759 1.4377807450 12 .10°5
0.3 1.6445808407 1.6445867997 59 .10
0.4 1.8432159625 1.8432255865 9.6 .10°°
0.5 2.0336046251 2.0336047334 1.0 .10~
0.6 2.2156306053 2.2156224054 8.1.10°6
0.7 2.3891355914 2.3891330225 2.5 .10
0.8 2.5539053793 2.5539142068 8.8 .10
0.9 2.7096483135 2.7096510721 57 .106
1 2.8559539636 2.8559439901 9.9 .10°6

Exemplul 5.2.3.7 In acest caz se considerd a;=-0.5, a=075, m=1

si v'(1)= ﬁ , astfel incat pentru ecuatia (5.2.39), parametrii de control a
convergentei sunt
Cy; =-0.2484286614,C> = 0.4310993122, C3 = -0.4720538492,
C4 =0.5090078876, C5 = -0.6742203389
Solutia aproximativa de ordinul intéi data de relatia (5.2.39) este

V(x)=2.414213563 + 1.4142135&3(x — 1) - 0.617928964[(x —1)? — 1] -
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~0.05601339%2[(x -~ 1)> +1]+0.0071974457[(x —1)* —1] +

+0.0344624859[(x — 1)° +1] - 0.0793096 39[(x - 1)° —1] -

~0.1669817690[(x —1) +1]-0.1122347657[(x -1)8 1] +
+0.0344266489[(x —1)° +1] - 0.0056185@8[(x — 1)19 —1]. (5.2.65)

in Tabelul 5.16 se prezintd o comparatie intre solutia (5.2.65) si rezultatele

numerice, precum si abaterile corespunzatoare.
Tabelul 5.16. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (5.2.65) si

rezultatele numerice pentru a; =-0.5, a> =0.75, m=1 si v'(1) = ﬁ folosind
functia auxiliara (5.2.37)
x Vnumeric VMHAO , & =
(5.2.65) | Vaumeric —VMHAO |
0 1 1 0
0.1 1.2518351629 1.2518238888 11 .105
0.2 1.4920691495 1.4920531530 15 .10°5
0.3 1.7207387643 1.72074398947 52 .70
0.4 1.9379031842 1.93792002203 16 .10°5
0.5 2.1436214696 2.14362291135 14 .10°6
0.6 2.3379068070 2.33789447422 1.2 .10°°
0.7 2.5207347633 2.52072993082 4.8 .10°°
0.8 2.6920220811 2.69203422220 12 .105
0.9 2.8516000667 2.85160438618 4.3 .10°°
1 2.9991636824 2.99914870737 1.4 .10°°
Exemplul 5.2.3.8 Pentru a;=-0.5, a>=1, m=1 si v(1)= ﬁ,

parametrii de control a convergentei sunt

Cy =-0.2481244286, C5 = 0.4823327(®R3, C3 = -0.5396781473,

C4=0.6132014735,Cs5 = -0.8540900975

si solutia aproximativa de ordinul intdi data de relatia (5.2.39) este
V(x)=2.414213563 + 1.4142135623(x — 1) - 0.7406221480[(x — 1) —1] -

~0.0148810042[(x - 1)% + 1]+ 0.03592103224[(x -1)* 1] +

+0.06391596843[(x —1)° +1] - 0.10448164910[(x -1)° —~1] -

~0.24482492876[(x —1) +1]—0.17646854016[(x — 1) —1] -
~0.0585869683[(x — 1)° + 1] - 0.009489889[(x -1)19 —1].  (5.2.66)

in Tabelul 5.17 se prezintd o comparatie intre solutia (5.2.66) si rezultatele

numerice, precum si abaterile corespunzatoare.
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Tabelul 5.17. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (5.2.66) si

rezultatele numerice pentru a; =-0.5, ay =1, m=1 si v'(1) = J()l_5 folosind
functia auxiliara (5.2.37)
x Vnumeric VMHAO , & =
(5.2.66) | Vaumeric —VMHAO |

0 1 1 0

0.1 1.2839691268 1.2839541027 15 .105

0.2 1.5522080417 1.5521893463 18 .10°5

0.3 1.8048997685 1.8049032366 34.10°6

0.4 2.0422481654 2.0422731488 >4 .10°5

0.5 2.2645158331 2.2645193174 3.4 .10°6

0.6 2.4718989261 2.4718821917 16 .10°5

0.7 2.6645698769 2.6645620846 7.7 .10°6

0.8 2.8426469875 2.8426623139 15 .105

0.9 3.0061618853 3.0061679939 6.1 .10°6
1 3.1549980906 3.1549778194 2.0 .10

In urmétoarele Tabele, se prezintd doar comparatii intre solutiile

aproximative obtinute cu ajutorul metodei MHAO si rezultatele numerice, precum si
abaterile corespunzatoare.

Cazul: g;=-0.5, ap=0.5, m=1.5 si v'(1)=

Jo.5

1

C;=-0.2991376%7,C5 = 2.4583107977,C3 = 5.2555661233,

C4 = 6.0202275514, C5 = —12.6533275753
v(x)=1.6642135623 — 1.1965507868(~1 + (-1+ x)? ) +

+2.2201362610(1+ (-1+x)>) + 7.344636441(~1+ (-1 + x)%) +
+10.32872282(1+ (~1+ x)° ) + 5.0614870587(~1+ (-1 + x)®) -
~2.1456209015(1+ (-1 +x)” ) — 3.3117498455(~1+ (-1 + x)8 ) -
~1.4659614501(1+(-1+x)°) - 0.3558748380(-1+ (-1+ x)10) +

+1.4142135&@3(~1+ x) + 0.75(-1 + x )2

(5.2.67)
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Tabelul 5.18. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (5.2.39) si

rezultatele numerice pentru a; =-0.5, a =0.5, m=1.5 si v/(1)= J01_5 folosind
functia auxiliard (5.2.37)
x Vnumeric VMHAO , & =
(5.2.67) | Vhumeric — VMHAO |
0 1 1 0
0.1 1.2609509091 1.2607564771 1.9 .107%
0.2 1.5099315977 1.5092509182 6.8 .10°%
0.3 1.7469050126 1.7471433465 2.3 .107%
0.4 1.9718544689 1.9726191668 7.6 .10°4
0.5 2.1847229322 2.1849754601 25 .107%
0.6 2.3853998014 2.3850003567 3.9 .107¢
0.7 2.5737023327 2.5735062125 1.9 .107%
0.8 2.7493402910 2.7498662597 52 .107%
0.9 2.9118599070 2.9120716519 51 104
1 3.0605243186 3.0595422315 98 .107%
Cazul: a;=-0.5, a>=0.75, m=1si v(1)= %

Cy =-0.29764244847,C5 = 2.6201023242,C3 = 5.31818944600,
Cy4 = 6.69409485360, Cs = —14.3643101036
V(x)=-0.2793732717 +1.0025908499(~1 + x )2 +
+0.1014702162(~1+ x)> + 1.1045098047(~1+ x )% +
+1.1880799215(-1+ x)° + 0.8137369737(-1+ x)° +

+0.5512565%4(~1+ x)” +0.1993423725(~1+ x )8 (5.2.68)
Tabelul 5.19. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (5.2.39) si
rezultatele numerice pentru a; =-0.5, a> =0.75, m=1 si v'(1) = ﬁ folosind
functia auxiliara (5.2.37)
x Vnumeric VMHAO , & =
(5.2.68) | Vaumeric = VMHAO |
0 1 1 0
0.1 1.3085076286 1.3086293331 1.2 .10°4
0.2 1.5989200672 1.5982295694 6.9 .10°%
0.3 1.8714226404 1.8715831764 16 .10%
0.4 2.1262167929 2.1270250021 8.0 .10%
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0.5 2.3635521486 2.3638995934 3.4 .10%
0.6 2.5835932960 2.5832535309 3.3 .1074
0.7 2.7864530758 2.7863211230 1.3 .107%
0.8 2.9721424944 2.9728245480 6.8 .107%
0.9 3.1405027991 3.1408732113 3.7 .107%
1 3.2910606175 3.2900917909 96 .107%

Cazul: g;=-0.5,a>,=1, m=1si v'(1)=

1

Jo5

C;=-0.3710877971,C> =0.7120197915, C3 = -0.9165178318,

C4 = 0.9364529813, Cs = —1.3116305417
v(x)=1.6642135623 — 1.855438985(-1+ (-1+ x)%) -

~0.0378276@6(1+ (-1+x)>)-0.0528518861(~1+ (-1+x)%) -
~0.0100245083(1+ (-1+x)° ) —0.2144786235(-1 + (-1 +x)°®) -
~0.3903512641(1+ (-1+x)” ) —0.2730999630(~1 + (-1 + x)8 ) —
~0.0900451364(1+ (~-1+x)° ) - 0.0145736 26(-1 + (-1+ x)10) +

+1.4142135&3(-1+x) +0.75(-1+ x)?

(5.2.69)

Tabelul 5.20. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (5.2.39) si

rezultatele numerice pentru a; =-0.5, ay =1, m=1 si v'(1) = % folosind
functia auxiliara (5.2.37)
X Vnumeric VMHAO , & =
(5.2.69) | Vhumeric = VMHAO |

0 1 1 0
0.1 1.3620021521 1.3619942603 7.8 .10°6
0.2 1.6989187493 1.6989013673 1.7 .10°°
0.3 2.0111542818 2.0111557494 1.4 .10°°
0.4 2.2991388016 2.2991755901 3.6 .10°°
0.5 2.5634672715 2.5634733579 6.0 .10°°
0.6 2.8046481809 2.8046272723 20.10°°
0.7 3.0231881146 3.0231849910 3.1 .10°6
0.8 3.2195266334 3.2195597898 3.3.10°°
0.9 3.3939541762 3.3939648992 1.0 . 10°°

1 3.5464381070 3.5464081807 2.9 .10°°
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Cazul: g;=0.5, a>=05, m=1si v(1)=0

C; =-1.8307484%0, C = 1.1413167407, C3 = 0.1068806016,A = 0.3737314886
V(x)=-27.9262480974 + 5.4851302601x + 0.000012411 6 2-6161204206x
+0.00001 33156672.2423889319X _0.0018711 w3efl.8686574433x "
+0.019560651 1e1-4949259546X _ 0 2787056 #5¢1-1211944659x | (5 2 70)

+2.2000709837¢0-7474629773X | 156 9871675191+
+4.9622300640x )e~0-3737314886x

Tabelul 5.21. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (5.2.49) si
rezultatele numerice pentru a; =0.5, a> =0.5, m=1 si v'(1) =0 folosind functia

auxiliara (5.2.47)

X Vnumeric VMHAO , & =
(5.2.70) | Vaumeric = VMHAO |

0 1 1 0

0.1 0.9053448275 0.9052579961 8.6 .10°5
0.2 0.8203448275 0.8203616740 16 .10-5
0.3 0.7453448275 0.7453758909 3.1.10°
0.4 0.6803448275 0.6803496596 4.8 .10°°
0.5 0.6253448275 0.6253174083 27 .10°°
0.6 0.5803448275 0.5803001231 4.4 .10°°
0.7 0.5453448275 0.5453063866 3.8 .10°°
0.8 0.5203448275 0.5203333245 1.1 .10°5
0.9 0.5053448275 0.5053674704 2.2 .10°
1 0.5003448275 0.5003855577 40 .10°

Cazul: g;=0.5, a>=0.75, m=1si v(1)=0

Cy=-1.3675462728,Co = 1.017211995, C3 = 0.2645719485,A = 0.9775524088
V(x) = -5.1037009649 + 2.0649782339x + 0.0021571 779 6-8428668617x
i 0.0023258@06_5' 8653144529x 0_05293625946—4.8877620441X 4
+0.2173329@2e3:9102096353X _ 0 7458274064 2-9326572264x | (5.2.71)
+2.7845008177¢1-9551048176X | 13 8961477738 +
+4.4060207470x Je~0- 9775524088 x
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Tabelul 5.22. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (5.2.49) si
rezultatele numerice pentru a; =0.5, a> =0.75, m=1 si v'(1) =0 folosind

functia auxiliara (5.2.47)

X Vnumeric VMHAO , & =
(5.2.71) | Vhumeric = VMHAO |

0 1 1 0
0.1 0.8866085725 0.8863361236 7 104
0.2 0.7875621671 0.7875077487 <4 105
0.3 0.7025338925 0.7026438847 1.0 .10°%
0.4 0.6308917264 0.6309536994 61.105
0.5 0.5717826705 0.5717301604 52 105
0.6 0.5245086113 0.5243482669 16 104
0.7 0.4884393924 0.4882588929 18 104
0.8 0.4630600752 0.4629799268 8.0 .10°°
0.9 0.4480006226 0.4480861921 85 105
1 0.4430235508 0.4431992337 1.7 .1074

Cazul: a;=0.5,a>=1, m=1si Vv(1)=0

C; = 0.1033802263,C5 = -5.0743662%6, C3 = 5.2464723P9, A = 1.8331484470
V(x)=0.2111834849 + 0.2266342@®6x + 0.7053077352e 12:8320391293x _
_2.1743171 9)1e‘10- 9988906 822 x 1 3.0299671 556e—9.1657422352x _
— 3.4209553712e7-3325937881X | 4 2635498889¢>-4924453411x _ (5.3 72)
_5.5010162983¢3-6662968940X | 3 8862805950 —
_ 3.594268861 8X)e—1.83314844 70x

Tabelul 5.23. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (5.2.49) si
rezultatele numerice pentru a; =0.5, a =1, m=1 si v'(1)= 0 folosind functia

auxiliara (5.2.47)

X Vnumeric VMHAO , & =
(5.2.72) | Vaumeric —VMHAO |

0 1 1.0000000000 6.6 . 10716
0.1 0.8571788783 0.8574415758 2.6 .1074
0.2 0.7361604138 0.7371670017 1.0 -103
0.3 0.6360415408 0.6363653381 3.2 .107%
0.4 0.5548519523 0.5540906717 7.6 .10~4
0.5 0.4903083144 0.4886618248 1.6 .103
0.6 0.4402488104 0.4383723210 1.8 .103
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0.7 0.4029480153 0.4016994772 12 .103
0.8 0.3771255723 0.3772291464 10 .104
0.9 0.3619470473 0.3635699289 1.6 .103
1 0.3569430437 0.3593259550 53 .103

Cazul: g;=0.5, ay =05, m=1.5 si v(1)=0

C;1=241.2719494984,C, = -481.7748847748,
C3 =239.5033784381, A = -0.012559894

V(x)=5.7378645517-10°% + 28819.2044379842x -
~1.1400151072 - 1000-0251197989x
+281.7133215411e0-0376796984X _ 59 9687086669e0- 0202395978
+0.0061847040e0-0627994973x _ 9 0004725 750e0-0753593968x (5.2.73)
+3.5477010402 - 10 80-0879192962X | « 4 598100147 -10° +
+57558.8153937638x )e0- 0125598994

Tabelul 5.24. Comparare intre solutia MHAO data de relatia (5.2.49) si rezultatele
numerice pentru a; =0.5, a =0.5, m=1.5 si v'(1) =0 folosind functia auxiliara

(5.2.47)
X Vnumeric VMHAO , &y -
(5.2.73) | Vaumeric —VMHAO |
0 1 1.0000000018 18 102
0.1 0.8577489626 0.8577105235 3.8 .10°°
0.2 0.7302489626 0.7302905954 4.1 .10°°
0.3 0.6177489626 0.6177941197 45 .10°°
0.4 0.5202489626 0.5202636998 1.4 .10°°
0.5 0.4377489626 0.4377305945 1.8 .10°°
0.6 0.3702489626 0.3702146522 3.4 .10°°
0.7 0.3177489626 0.3177242586 >4 105
0.8 0.2802489626 0.2802562722 23 106
0.9 0.2577489626 0.2577959802 47 .10°
1 0.2502489626 0.2503170184 6.8 .10°

Cazul: g;=0.5, a>=0.75, m=1.5 si v(1)=0

C; = -0.9049315626, C5 = -0.756326293, C3 = 2.7503540814, A = 1.3273794158
v(x)=-3.0536213915 + 1.5734670084x + 0.0762343848¢2-2916559109x _
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_ 0.2788466496e_7' 9642764950x 1 0.51 63505226_6' 6368970792x _
— 0.8483714278¢2-3095176633X | 1 0522022 79¢3-9821382475x _ (5.2 74)

+1.8653455757x )e 132737941 58x

—0.6488528( 3¢ 2-6547588316X | 14 1849050893 +

Tabelul 5.25. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (5.2.49) si
rezultatele numerice pentru a; =0.5, a» =0.75, m=1.5 si v'(1) =0 folosind

functia auxiliara (5.2.47)

X Vnumeric VMHAO , & =
(5.2.74) | Vaumeric — VMHAO |

0 1 1 0

0.1 0.8122030427 0.8121518633 51 .10
0.2 0.6480524030 0.6479781411 24 105
0.3 0.5075106818 0.5075931624 8> 105
0.4 0.3899587013 0.3902155536 o5 104
0.5 0.2943579028 0.2945933839 >3 104
0.6 0.2193544932 0.2193140489 40 105
0.7 0.1631889587 0.1629677570 22 .104
0.8 0.1243031560 0.1242157441 87 105
0.9 0.1014691098 0.1018089431 33 104
1 0.0939598983 0.0945851040 6.2 .10°4

Cazul: g;=0.5,a>=1, m=1.5 si v'(1)=0

C;=1.9455561514,C> = -11.7228022355, C3 = 10.5052760606, A = 1.1331567890

v(x)=10.6950856010 — 2.9419815376x + 0.20619978 9 7-9320975235x _
~8.1700104% 7 +2326271562X | 16 1208654645¢ 3-3994703672x _ (5.2.75)
_ 31.6083943785e 2-2663135781X  r11.3833919017 -
~27.1229300183x )e~1-1331567890x

Tabelul 5.26. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (5.2.49) si
rezultatele numerice pentru a; =0.5, a =1, m=1.5 si v'(1)= 0 folosind functia

auxiliara (5.2.47)

X Vnumeric VMHAO , £, =
(5275) | Vhumeric — YMHAO |
0 1 0.9999999999 35 1015
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0.1 0.7497063820 0.7498561224 14 104
0.2 0.5327963111 0.5319377563 85 104
0.3 0.3498945869 0.3497527318 14 104
0.4 0.2010814564 0.2022779050 11 .10-3
0.5 0.0852885962 0.0867149009 1.4 103
0.6 -0.0006296037 -0.0003046742 32 104
0.7 -0.0615295648 -0.0622411985 21 .104
0.8 -0.1020045446 -0.1024854604 48 . 104
0.9 -0.1251782938 -0.1243191394 85 104
1 -0.1327530483 -0.1309114642 1.8 .1073

Cazul: g;=-0.5, a>=0.5, m=1siVv'(1)=

1

Jo5

C1=1.177722699,Cy =-1.617217284,C3 = 0.8222347150,A = 0.6072038300

V(x) = 28.8931999726 - 5.05584121250x — 0.0006653107e +2°04268102x
+0.0100132278¢3-6432229802X _ 0 08212984973 0360191502x
+0.2058072573¢2-4288153201x | 9 7320606336 1-8216114901x _ (5.2.76)

- 14.4095898395x )e~0-6072038300x

~9.7039572&6¢1-2144076600x | ¢ 19 0543286683 -

Tabelul 5.27. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (5.2.58) si

rezultatele numerice pentru a; =-0.5, a =0.5, m=1 si v'(1)= \/01_5 folosind
functia auxiliara (5.2.56)
X Vnumeric VMHAO , & =
(5.2.76) | Vaumeric —VMHAO |

0 1 1.0000000000 3.5 .10°15
0.1 1.2229384382 1.2230063532 6.7 .10°°
0.2 1.4378247530 1.4378525565 2.7 .10°5
0.3 1.6446154175 1.6445994145 16 .10
0.4 1.8432480259 1.8432271985 20.10°°
0.5 2.0336362803 2.0336453830 9.1.106
0.6 2.2156629647 2.2157024590 3.9 .10°°
0.7 2.3891700476 2.3891957459 25.10°°
0.8 2.5539441869 2.5538810605 6.3 .10°°
0.9 2.7096939733 2.7094820881 21 .10°4

1 2.8560115627 2.8556993037 31 .10
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Cazul: g;=-0.5, a=0.75, m=1 si v'(1)=L

Jo.5

C;1=1.69147106/6,C> = -3.33418238/8, C3 = 2.6714116437,A = 0.5566540396

v(x)=82.4331386023 — 14.3402337753x — 0.0022901 51 7¢3-8965762778x
— 1.1133538656e 2-2266161587X | 15 5896525103e1-6699621190x _ (53 77)
—63.2490203594¢1-1133080793X | (59 5548695133 -
— 51.6860006579x )e~0-5566540396x

Tabelul 5.28. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (5.2.58) si
. . 1
rezultatele numerice pentru a; =-0.5, a> =0.75, m=1 si v'(1) = —= folosind
1 2 V0.5

functia auxiliara (5.2.56)

X Vnumeric VMHAO , & =
(5.2.77) | Vaumeric —VMHAO |

0 1 1 0

0.1 1.2518656079 1.2518515888 14 105
0.2 1.4920877143 1.4920910613 33 .106
0.3 1.7207480054 1.7207531923 51.106
0.4 1.9379133831 1.9379068594 6.5 .106
0.5 2.1436299399 2.1436163389 13 105
0.6 2.3379146593 2.3379104050 4> 106
0.7 2.5207436438 2.5207591446 15 .10
0.8 2.6920346069 2.6920579596 2.3.10°°
0.9 2.8516191935 2.8516179705 12 106
1 2.9991957021 2.9991619152 33 .10

1

Cazul: g;=-0.5,a>,=1, m=13si v(1l)=—

Jo.5

C; =1.2258273801,Cy = -1.3452540574, C3 = 0.4133320161, A = -0.3733008608
v(x)=39.0583183025 + 12.3793427759x — 1.107943471 0e¥-7466017216x

+ 1.226843753 1el-1199025824X _ ) 530763462 7el-4932034432x _
~0.0257979@ 1e1-8665043040X _ 0 0027345301e%-23980>1648x _ (5.2.78)

+ 4_557304835)()60.3733008608X

—0.0000955555¢2-6131060257X | 37 9088271341 +

BUPT



164 Fluide ne-Newtoniene - 5

Tabelul 5.29. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (5.2.58) si

rezultatele numerice pentru a; =-0.5, ay =1, m=1 si v'(1) = J()l_5 folosind
functia auxiliard (5.2.56)
x Vnumeric VMHAO , & =
(5.2.78) | Vaumeric —VMHAO |

0 1 1.0000000000 71 .10°15
0.1 1.2839954362 1.2839898927 55 .10°6
0.2 1.5522090538 1.5522083786 6.7 .10~
0.3 1.8048758830 1.8048779484 2.0 .10
0.4 2.0422291469 2.0422291573 1.0 .10°8
0.5 2.2644931580 2.2644898117 3.3.170°°
0.6 2.4718738134 2.4718705633 3.2 .10°°
0.7 2.6645442766 2.6645460387 1.7 .10°6
0.8 2.8426240012 2.8426304402 6.4 .10°6
0.9 3.0061452466 3.0061463212 1.0 .10°©

1 3.1549957250 3.1549849565 1.0 .10°°
Cazul: g;=-0.5, ap=0.5, m=1.5 si v'(1)= %

Cy1=19.6251473530,C> = -3.1997120838,C3 = -16.171511667,A = 0.0017687260

V(x) = 4.3297645233-10” - 48551.3583846689x +
+9.4207094870 - 1013 ¢70-0123810822x
+6.281621029- 1077 ¢ 0-0106123562x _ o 0030247380 0-0088436301x
+12.1225185110e™0-0070749041X _ 13946.8791006314e~0-00°3061781x
+1.1302186682- 107 ¢70-0035374520x | 5 4586896157 -107 -

— 8082.9154735784x )e~0-0017687260x (5:2.79)

Tabelul 5.30. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (5.2.58) si

. N .
rezultatele numerice pentru a; =-0.5, a =0.5, m=1.5 si v'(1)= To3 folosind
functia auxiliara (5.2.56)

x Vnumeric VMHAO , & =
(5.2.79) | Vumeric —VMHAO |
0 1 1 0
0.1 1.2609808120 1.2603664398 6.1.10%
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0.2 1.5099516324 1.5093655735 58 .104
0.3 1.7469198626 1.7467254400 1.9 .10°4
0.4 1.9718652899 1.9721741750 3.0 .10°%
0.5 2.1847302867 2.1854400932 7.0 .10~
0.6 2.3854057847 2.3862516582 8.4 .104
0.7 2.5737099736 2.5743374079 6.2 .10°4
0.8 2.7493549252 2.7494260892 71 .10°5
0.9 2.9118887501 2.9112465530 6.4 .10~4
1 3.0605838497 3.0595277920 1.0 .10°3

Cazul: g;=-0.5, a=0.75, m=1.5 si v'(1)=

Jo.5

C; = 2.4003549004, C> = -5.4181599178, C3 = 4.2976372715,A = 0.5212725213

v(x) = 205.9677986298 - 34.5867825%503x — 0.0028331 57> 6489076496x

~130.8153531224x )e~0-5212725213x

~184.6278544652¢1:0425450427X (55 9029649526 -

(5.2.80)

Tabelul 5.31. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (5.2.58) si

rezultatele numerice pentru a; =-0.5, a> =0.75, m=1.5 si v'(1) = .

V0.5
folosind functia auxiliara (5.2.56)
X Vnumeric VMHAO , & =
(5.2-80) | Vnumer,'c - VMHAO |

0 1 0.9999999999 2.8 .10°14
0.1 1.3085289178 1.3084934573 3.5 .10°°
0.2 1.5989107009 1.5989174796 6.7 .10°°
0.3 1.8713842220 1.8713975406 1.3 .10°°
0.4 2.1261798486 2.1261654650 1.4 .10°°
0.5 2.3635084974 2.3634750640 3.3.10°°
0.6 2.5835451658 2.5835323438 1.2 .10°°
0.7 2.7864041509 2.7864403839 3.6 .10°°
0.8 2.9720990828 2.9721581992 59 .10°°
0.9 3.1404738992 3.1404724101 1.4 .10°©
1 3.2910682398 3.2909802656 8.7 .10°°
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Cazul: g;=-0.5,a>,=1, m=1.5 si v'(1)=L

Jo.5

Cy = 3.1233458559, C5 = —7.5004782346, C3 = 5.6760540005, A = 0.3778585627
V(x) = 693.6056628139 - 86.9271626923x — 0.0013774 768 2-6450099391x _

~14.4121974091e~1-71143425092X | 151 6488341020e~1-1335756881x _

~597.3765251022e™0-7257171254X | 503.1065476963 —
~320.1972835808x )e~0-3778585627x

(5.2.81)

Tabelul 5.32. Rezultate comparative intre solutia MHAO data de relatia (5.2.58) si

rezultatele numerice pentru a; =-0.5, ay =1, m=1.5 si v'(1)= ﬁ folosind
functia auxiliara (5.2.56)
x Vnumeric VMHAO , & =
(5.2.81) | Vaumeric —VMHAO |
0 1 0.9999999999 2.2 .10°13
0.1 1.3620158757 1.3619756005 4.0 .10°5
0.2 1.6988832705 1.6988902831 7.0 .10°°
0.3 2.0110642417 2.0110793966 1.5 .10°°
0.4 2.2990536573 2.2990383227 1.5 .10°°
0.5 2.5633704925 2.5633333487 3.7 .10°°
0.6 2.8045422031 2.8045269744 1.5 .10°°
0.7 3.0230772590 3.0231164379 3.9.10°%
0.8 3.2194185417 3.2194842324 6.5 .10°°
0.9 3.3938604328 3.3938593947 1.0 .10°°
1 3.5463864691 3.5462883840 9.8 .10°°

in Figurile 5.11 - 5.33 sunt prezentate graficele vitezelor v in functie de

distanta orizontald x. Figurile 5.11 si 5.12 aratd variatia profilului vitezei pentru
cazul fluidelor Newtoniene, iar Figurile 5.13 - 5.16 arata variatia profilului vitezei
pentru cazul ne-Newtonian, pentru diferite valori ale parameterului a, si a; =0.5.

Se observa c# viteza benzii descreste odatd cu cresterea parametrului m. In Figurile
5.17 - 5.22 sunt reprezentate variatiile profilului vitezei pentru valoarea a; =-0.5
si diferite valori ale parametrului a,. In aceste cazuri viteza benzii creste odatd cu
cresterea parametrului m pentru diferite valori ale functiei auxiliare. in Figurile 5.23
- 5.26 se prezinta variatiile profilului vitezei pentru a; =0.5 si diferite valori ale

parametrilor m si ay.
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<

1.0p
0.8
0.6 )
0.4

0.2

02 04 06 08 10
Fig. 5.11 Variatia profilului vitezei cu
cresterea parametrului m pentru
a;=0.5,a,=05,v'(1)=0
cu functia auxiliara (5.2.26) :

--- solutia numerica; ...... solutia MHAO
v

1.0h_

og

06 N T

04

0.2 S m=15

02 04 06 08 10
Fig. 5.13 Variatia profilului vitezei cu
cresterea parametrului m pentru
a;=05,a,=075,v'(1)=0
cu functia auxiliara (5.2.26) :

--- solutia numerica; ...... solutia MHAO
v
1.0p_
0.8
06 N\ T
“.‘ T m:1
0.4 N e
02 Sm=15
02 04 06-—08__10

Fig. 5.15 Variatia profilului vitezei cu
cresterea parametrului m pentru
a;=05,a,=1,v'(1)=0
cu functia auxiliara (5.2.26) :
--- solutia numerica; ...... solutia MHAO

v
1.0k,
08 NI
06 T m=1_
0.4
--------- m=1.5
0.2 )

02 04 06 08 100
Fig. 5.12 Variatia profilului vitezei cu
cresterea parametrului m pentru
a;=0.5,a,=05,v'(1)=0

cu functia auxiliara (5.2.47) :

--- solutia numerica; ...... solutia MHAO
v

1.0k,

0.8

06 NN

0.4

0.2 s [T]i1.5

02 04 06 08 10
Fig. 5.14 Variatia profilului vitezei cu
cresterea parametrului m pentru
a;=05,a,=075,v'(1)=0

cu functia auxiliara (5.2.47) :

--- solutia numerica; ...... solutia MHAO
v
1.0p_
0.8
.-.\ ________ r_n=‘|
0.4| N T
02 S.m=15
02 04 06-—08_ 10

Fig. 5.16 Variatia profilului vitezei cu
cresterea parametrului m pentru
a;=05,a,=1,v'(1)=0
cu functia auxiliara (5.2.47) :
--- solutia numerica; ...... solutia MHAO
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v
3.0 -

2.5 m=15 .~ "= 1
20

15

1.0
0.5

02 04 06 08 100
Fig. 5.17 Variatia profilului vitezei cu
cresterea parametrului m pentru

, 1
a;=-0.5,a,=05,v (1)—ﬁ
cu functia auxiliara (5.2.37) :
--- solutia numerica; ...... solutia MHAO
v
s T
25 m=1.5 e =]
2.0 e
15 '{::_,’._._..._
100"
0.5

02 04 06 08 10
Fig. 5.19 Variatia profilului vitezei cu
cresterea parametrului m pentru

a;=-0.5, ay=0.75, v'(1) = —2—

V0.5
cu functia auxiliara (5.2.37) :
--- solutia numerica; ...... solutia MHAO

v
3.0 e
25 M=1.5 =
2.0
1.5 L
1.0p

0.5

02 04 06 08 10
Fig. 5.18 Variatia profilului vitezei cu
cresterea parametrului m pentru

, 1
a;=-05,a,=05,v (1)_ﬁ
cu functia auxiliara (5.2.56) :

--- solutia numerica; ...... solutia MHAO
v

3.0 T

25 m=15 " "=

2.0 e

1.0¢"

0.5

02 04 06 08 10
Fig. 5.20 Variatia profilului vitezei cu
cresterea parametrului m pentru

Ay =05, ay=0.75, v'(1) = —2_

V0.5
cu functia auxiliara (5.2.56) :
--- solutia numerica; ...... solutia MHAO
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v
35
3ol
25 m=15_~" "
20 T
15 =
1.0¢"

0.5

02 04 06 08 100
Fig. 5.21 Variatia profilului vitezei cu
cresterea parametrului m pentru

1
a;=-05,a,=1,Vv'(1)=—
V0.5
cu functia auxiliara (5.2.37) :
--- solutia numerica; ...... solutia MHAO
4
1.0K,,
0.8 =05, 0.75, 1
off SR
0.4 ¥ .-"--..‘-—.-:..:___-:__.-_-.‘.-.--
0.2

02 04 06 08 10
Fig. 5.23 Variatia profilului vitezei cu
cresterea parametrului a, pentru
a;=05, m=1,v'(1)=0
cu functia auxiliara (5.2.26):
--- solutia numerica; ...... solutia MHAO

2,=0.5, 0.75, 1

02 04 06 08 10
Fig. 5.25 Variatia profilului vitezei cu
cresterea parametrului a, pentru
a;=05, m=1,v'(1)=0
cu functia auxiliard (5.2.47):
--- solutia numerica; ...... solutia MHAO

v

s
3.0 e
25 m=1.5 "~
2.0 e

18 =
1.0
05

02 04 06 08 10
Fig. 5.22 Variatia profilului vitezei cu
cresterea parametrului m pentru

1
a;=-05,a;=1, v'(1) =
v0.5
cu functia auxiliara (5.2.56) :
--- solutia numerica; ...... solutia MHAO
v
1.0h,
W
0.8
0.6 N =05, 0.75, 1
0.4
0.2 N T T
02 04 06—08__10°

Fig. 5.24 Variatia profilului vitezei cu
cresterea parametrului a, pentru

a;=05, m=15,v'(1)=0
cu functia auxiliara (5.2.26):

--- solutia numerica; ...... solutia MHAO
v

1.0,

04 | ‘

08 NS =05, 075, 1

0.4 NS

0.2 ’ -------

02 04 06-—08 10

Fig. 5.26 Variatia profilului vitezei cu
cresterea parametrului a, pentru
a;=0.5, m=1.5,v'(1)=0
cu functia auxiliard (5.2.47):
--- solutia numerica; ...... solutia MHAO
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v
3.0
25
2.0
15
1.0p"
0.5

S ,=0.5, 0.75, 1

02 04 06 08 10
Fig. 5.27 Variatia profilului vitezei cu
cresterea parametrului a, pentru

, 1
ar=-05, m=1, v (1)_ﬁ
cu functia auxiliara (5.2.37):
--- solutia numerica; ...... solutia MHAO
v
3.0 e
2.5 e
2.0
1.5 1
1.0
0.5

02 04 06 08 10
Fig. 5.29 Variatia profilului vitezei cu
cresterea parametrului a, pentru

1
ar=-05, m=1, v'(1) = ——
1 Jo.5
cu functia auxiliara (5.2.56):
--- solutia numerica; ...... solutia MHAO
v
25 01205
2.0
15 7
1.0k
--------------------- = 0.5
o5 TR

02 04 06 08 10
Fig. 5.31 Variatia profilului vitezei cu
cresterea parametrului a; pentru
a»=0.5, m=1, Cazul 5.2.2.1:
---- solutia numericg; ...... solutia MHAO

@2=0.5, 0.75, 1

02 04 06 08 10
Fig. 5.28 Variatia profilului vitezei cu
cresterea parametrului a, pentru

, 1
a;=-05,m=15,v (1)_ﬁ
cu functia auxiliara (5.2.37):
--- solutia numerica; ...... solutia MHAO

v
3.5
3.0
25
20
1.5
1.0r
0.5

02 04 06 08 10
Fig. 5.30 Variatia profilului vitezei cu
cresterea parametrului a, pentru

a;=-05, m=15,v'(1) :ﬁ
cu functia auxiliard (5.2.56):
--- solutia numerica; ...... solutia MHAO
30 e
2.5 ay=-0.5.— ‘
2.0 T
T
1 .0-::',','_'____
ol T =05

02 04 06 08 10
Fig. 5.32 Variatia profilului vitezei cu
cresterea parametrului a; pentru
a»=0.75, m=1, Cazul 5.2.2.1:
---- solutia numericg; ...... solutia MHAO
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v
3.0 o
2.5 @=-08 7
2.0 )
15
1.0
L a1=0.5

02 04 06 08 10
Fig. 5.33 Variatia profilului vitezei cu cresterea parametrului a; pentru a, =1,

m=1, Cazul 5.2.2.1: ---- solutia numerica; ...... solutia MHAO

Aici se observda cd pentru orice valoare a parametrului m, viteza benzii
creste odata cu cresterea parametrului a . Pe de alta parte, din Figurile 5.23 - 5.26

se deduce ca viteza benzii descreste pentru orice valoare a parametrului a; > 0.

Dar, din Figurile 5.27 - 5.30 se deduce ca viteza benzii creste pentru orice valoare a
parametrului a; <0. In aceste ultime cazuri prezentate in Figurile 5.23 - 5.26 se

observa ca viteza benzii creste odata cu cresterea parametrului a . in Figurile 5.31

- 5.33 sunt prezentate grafic variatiile profilului vitezei cu cresterea coeficientului
a;. Se observa ca viteza benzii descreste cu cresterea coeficientului aj. In toate

cazurile, se deduce ca viteza benzii descreste pentru a; = 0.5 si viteza benzii creste
pentru a; = -0.5 si pentru orice valoare a coeficientului m.
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5.3 Curgerea stabila a unui fluid MHD vascos la nivelul
stratului limita si transfer de caldura prin radiatie

Fluxul de fluid vascos incompresibil si transferul de caldura in cazul curgerii
unui fluid vascos pe o foaie intinsa exponential are mai multe aplicatii in inginerie,
de exemplu prelucrarea polimerilor, procesul de racire a placilor metalice, procesul
de desenare pe folii de plastic, fire din fibre de sticla, fabricarea de produse
alimentare, culturi de cristale, etc. Pornind de la munca de pionierat a lui Sakiadis
[153] si Crane [35], Magyari si Keller [113] au studiat ecuatiile de echilibru ale
straturilor limita de pe o suprafata intinsa continua exponential cu o distributie
exponentiald a temperaturii. Wang [178] a investigat efectele alunecarii partiale de
debit pe plane intinse. Raptis si colab. [144] au studiat efectul radiatiei termice pe
fluxul unui fluid MHD vascos trecut pe o placd semi-infinitd stationara. Contributii ale
disiparii vascoase si ale deformarii elastice in curgerea la nivelul stratului-limita a
unui fluid vasco-elastic pe o foaie intinsa exponential folosind solutii hipergeometrice
au fost investigate de Sanjayanand and Khan [155]. Sahoo [147] a investigat
efectele alunecarii partiale pentru transferul de debit MHD si transferul de masa a
unui fluid de gradul doi conductor electric pe o foaie intinsa asimetrica. Un alt aspect
important este investigarea mai multor solutii pentru fluxul hidrodinamic al unui
fluid de gradul doi, pe o foaie intinsa sau in scurtare, de Van Gorder si Vajravelu
[76]. Fang si altii [73] au luat in considerare efectele alunecarii de ordinul doi cu
privire la fluxul pe o foaie in cadere. Efectul radiatiilor asupra fluxului pe stratul
limitd si transferul de c3ldurd a unui fluid vAscos pe o foaie intinsd exponeni al este
studiat de catre Sajid si Hayat [150]. Solutii analitice exacte pentru debitul si
transferul de cadura pe o suprafatd permeabilda intinsa / in scurtare, luadnd in
considerare un model de alunecare de ordinul al doilea, este propus de
Turkilmazoglu [170]. In [133] Mukhopadhyay a studiat curgerea la nivelul stratului-
limita si transferul de caldura spre o foaie poroasa intinsa exponential, in prezenta
campului magnetic si luand in considerare viteza de alunecare.

5.3.1 Ecuatiile de miscare

in cele ce urmeaz3, se considerd curgerea laminard bi-dimensionald a unui
fluid vascos incompresibil conductor electric trecut pe o foaie intinsa ce coincide cu
planul y =0, curgerea fiind limitatd la y > 0 [150], [170], [133]. Axa x este luata

in lungul suprafetei intinse in directia miscarii, in timp ce axa y este perpendiculara

pe aceasta. Doua forte egale si opuse sunt aplicate de-a lungul axei x, astfel incat
peretele este intins pastrand originea fixa, iar viteza foii limita este de ordin

exponeni al prin raport cu coordonata x a directiei de curgere. Un cAmp magnetic
X

variabil B(x) = BoeZ este aplicat normal la foaie, Bp fiind o constantd. Dacd u si

v sunt componentele vitezei in directiile x si respectiv y, v = F este vascozitatea
p

cinematica, p este densitatea constanta a fluidului, y este vascozitatea dinamica,
o este conductivitatea electricd, c, este caldura specifica la presiune constanta, k
este conductivitatea termicd a fluidului si g, este fluxul de caldura prin radiatie,

atunci ecuatia de continuitate, ecuatile de moment si ecuatia energiei ce
guverneaza miscarea sunt scrise in forma
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ou  ov _ (5.3.1)
ox oy
2 2
ua—u+v6—u=v8—u—£u (5.3.2)
x Sy a2 P
2
oT  oT o°T  oqy
cp(U—+V—)=k— - 5.3.3
pep(u v o) =k 5= (5.3.3)
Conditiile initiale / la limita pentru aceasta problema sunt date prin
X X X
u=Ugel +Npe 2Lv2—u, v =-Vpe 2L,
i4 _
x x . lay=0 (5.3.4)
T =T, +Tpe2l + Dpe 2L —
oy
u—>0,T—>T, pentruy — o (5.3.5)

in care Up este viteza de referintd, Np este valoarea initiald a factorului vitezei de
alunecare, Vp este valoarea initiald a puterii de aspiratie (Vp > 0) sau de imersie
(Vg <0), Tp si T, sunt respectiv temperatura in apropierea placii si respectiv la
distantd de placd, L este o constantd, Dy este valoarea initiald a factorului termic

de alunecare.
Cu ajutorul aproximarii Rosseland pentru radiatie:

45" oT?
3Kk* oy
unde &  este constanta Stefan-Boltzman Si k" este coeficientul de absorptie,

(5.3.6)

r=-

admitand ca T4 este functie liniarda de temperatura, atunci
74 = 41,31 - 31,7 (5.3.7)
Din relatiile (5.3.7) si (5.3.3) are loc

- 3) 42
pepul v )=k 100 Tu” o7 (5.3.8)
ox oy 3k oy
Introducand variabilele de similaritate,
X X
Up o1 2L ¢
n= ,/Z—‘fLeZLy, u = Uge?Lf'(n)
(5.3.9)

X X
vUp 5[ , T-Ty ~of
v=—J5ledtlrn ) en)=-——=e 2
0

ecuatia (5.3.1) este automat satisfacuta si ecuatiile (5.3.2) si (5.3.8) se reduc la

F(n)+F(n)f"(n) -2l (n)F ~M?f(n) =0 (5.3.10)
(1 + gRJG”(n )+ Prf(n)e'(n)-F(n)e(n)]=0 (5.3.11)

cu conditiile initiale / la limita:
f(0)=S, f(0)=1+Af"(0), f'(x)=0 (5.3.12)
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6(0)=1+066'(0), 6(x)=0 (5.3.13)

2
ZoBOL
pUp

magnetic, A= NOW{% coeficientul vitezei de alunecare, & = DOJ% coeficientul
%

este coeficientul

unde simbolul ' semnifica derivarea in raport cu n, M=

termic de alunecare, S =V f% este coeficientul de aspiratie (Vp >0) sau de
0

40 E’O este coeficientul de radiatie, Pr = pr este numarul

imersie (Vp <0), R=

Prandtl.

In cele ce urmeazad, ecuatiile diferentiale neliniare (5.3.10) si (5.3.11) cu
conditiile initiale / la limita (5.3.12) si (5.3.13) pot fi rezolvate analitic cu metoda
MHAO - a doua varianta.

5.3.2 Aplicarea metodei MHAO - a doua varianta la curgerea stabila
a unui fluid MHD vascos la nivelul stratului limita si transferul de caldura
prin radiatie

In cele ce urmeazd se aplicd procedura MHAO la obtinerea de solutii
aproximative ale ecuatiilor (5.3.10), (5.3.11), (5.3.12) si (5.3.13). Pentru acesta, se
alege operatorul liniar pentru ecuatiile (5.3.10) si (5.3.12) in forma [69]:

Lf(n)]=f"(n)-K3f(n) (5.3.14)
unde K este un parametru pozitiv necunoscut si va fi determinat ulterior. Se
mentioneaza ca operatorul liniar nu este unic. De asemenea, exista libertatea de a
alege

Lf(n)]=F"(n) + KF(n). (5.3.15)
— " 3K "
Lf(n)]=f"(n)+ ko1l () (5.3.16)
2
ren))=F(n) -4 rn). (5.3.17)
(Kn+1)

Aproximarea initiald fp(n) poate fi obtinuta din ecuatia (2.3.3) cu conditiile
innitiale / la limita:

fo(0)=5S, fH(0)=1+ Af§(0), fH(=)=0. (5.3.18)

Ecuatia (2.3.3) cu operatorul liniar (5.3.14) are solutia
f 5, 1= 5.3.19
o(n) = +m (5.3.19)

Operatorul neliniar corespunzator ecuatiei diferentiale (5.3.10) si
operatorului liniar dat de relatia (5.3.14) este definit prin

N[F(n)] = (K2 - M2 )Fi(n) + F()F'(n) - 2F ()P (5.3.20)

Prin substituirea relatiei (5.3.19) in relatia (5.3.20) se va obtine
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]=(KZ—MZ—KS)(KA+1)—16_K,7_ 1 2kn
(KA +1)? (KA +1)?
Comparand relatiile (2.3.13) si (5.3.21), se poate gasi
2 2
K2 -M? —KS)(KA+1)-1 _
hy(n) =< )(2 tD1 gy =k,
(KA+1) (5.3.22)

1 .
ha(n) = -———, ga(n) = e *K7,
(KA+1)

Prima aproximare f;(n) data de relatia (2.3.14) devine
f1(n,Cj) = Hy(n,Cj)e XM+ Hy(n,Cj)e 2KN
fl(O/C_]) = 0/ fi(O/C_]) = Afl"(O,CJ), fj(OO/CJ) =0.

unde existd o multime de posibilitdti pentru functiile auxiliare necunoscute Hj si

N[fo(n) (5.3.21)

(5.3.23)

H> . Daca se alege

2AK +1

H1(’7/Cj)=C1I7+2—A+C1r]2+C2r]3+C3I74 (5.3.24)
4AK + 1

H2(n,Cj) =Cy4n +2—A+C4172 +Csn> (5.3.25)

atunci prima aproximare devine

2AK +1 _
f1(n,Cj) =|Cin+=22-2=Cin? + Con® +C3n? |e 7K1 +
22
rka 1 (5.3.26)
+ (C4r7 + 2—;C4172 + C5n3Je‘2K”

Solutia aproximativa de ordinul intadi a ecuatiilor (5.3.10)-(5.3.12) data de
relatia (2.3.5) este obtinuta din relatiile (5.3.19) si (5.3.26):

- 1 1 20K+1 . o
f(n,Ci)=S - c+ 22K+ 1
(n.€;) +K(KA+1)+( K(Kh+1) —t = =T
3 4).-Kn 4AK+1 . > 3) . -2Kn
+Con? +C3n je +|Can+ 2225 Can? + Con’ e (5.3.27)

unde CJ- , J=1,2,3,4 si K>0 sunt parametri necunoscuti.

Acum, pentru ecuatiile (5.3.11) si (5.3.13), operatorul liniar poate fi scris
prin

tlo(n))=6"(n)+K"e(n) (5.3.28)

unde K* este un parametru pozitiv necunoscut.
Aproximarea initiala 8p(n) poate fi obtinuta din ecuatia

65(n) + K*eb(n) =0,6p(0)=1+036p(0), Bg(x)=0 (5.3.29)
care are solutia

*
Bp(n) = _e K (5.3.30)
1+0K

Operatorul neliniar pentru ecuatia (5.3.11) cu operatorul liniar dat de relatia
(5.3.28) devine
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N[B(n)] = —K*(l + %RJG/(U) +Prlf(n)e'(n)-rf(n)e(n)] (5.3.31)

Prin substituirea relatiilor (5.3.30) si (5.3.29) in relatia (5.3.31) se obtine
expresia

*2 * *2 *
K —-3K S+4RK K W
N[By(n)] = i - — e K
3(1+6K") K(KA+1)(1+K™5)
* *
K -K e (K+K™)n (5.3.32)

+
K(KA+1)(1+K"3)
Comparand relatiile (2.3.13) si (5.3.32) se gaseste

2 2
% K* —3k™s + 4rRK™ K*
h 1(n) = = - E
3(1+06K ) K(KA+1)(1+K o)
K" K*-K e
g1n)=eKN1,n2n)= —, g 2(n)=e(K¥KIn (5333)
K(KA+1)(1+K*5)

Prima aproximare 6;(n,D;) datd de relatia (2.3.14) devine
* *
01(n,Dj) = H3(n,D;)e™ M+ Hy(n,Dj)e~(K+K I, (5.3.34)
61(0) = 8631(0), 61(») = 0
Se aleg functiile auxiliare H3 si Hy in forma
H3(n,Dj) = D + Don? + D3n> + Dan* (5.3.35)

Hq(n,Dj) = -Din + Dsn? + Dgn’ (5.3.36)

astfel incat solutia aproximativa de ordinul intai a ecuatiilor (5.3.11) si (5.3.13) este
obtinuta din ecuatiile (2.3.5), (5.3.30), (5.3.34) si (5.3.35):

— 1 B *
6(/7,Dj)=[ *+D1/7+D2172+D3r73+D4174]e K,

1+ 0K . (5.3.37)
+ (— Din + D5I]2 + D6r73)e‘(K+K n

unde Dj , Jj=1,2,...,6 si K" >0 sunt parametri necunoscuti.
in aceastd directie, se pot gdsi multe alte solutii aproximative.

5.3.3 Rezultate numerice

Se ilustreaza acuratetea procedurii propuse pentru diferite valori ale
coeficientilor S, M, A, R, Pr si 0. Se reprezinta grafic comportarea functiilor f
si 5, si se compara rezultatele obtinute cu ajutorul procedurii propuse cu rezultatele

numerice. De asemenea, in cateva cazuri se reprezinta grafic comportarea restului
de aproximare RF si respectiv Ré.

Cazul 5.3.3.1. in primul caz, se considera S=0.1, M=0, A=0.1,
R=0.1, Pr=0.7, 6=0.1

BUPT



5.3 - Curgerea stabila a unui fluid MHD véascos la nivelul stratului limita 177

Parametrii optimali de control a convergentei C; si Dj in toate cazurile sunt

determinati cu ajutorul metodei celor mai mici patrate si au valorile:
C; =-0.0088492634, C> = 0.0056210808, C3 = -0.0004350582,

C4 =-0.00299615/70, C5 = -0.0038069657, K =1.1076523227,
D; =0.0514240617, D> = 0.0140292&28, D3 = -0.0004662431,
D4 =0.0000315&21, D5 = -0.0119793890, Dg = -0.0044331549,

K" =0.6816198449
Solutia aproximativa de ordinul intai obtinuta cu ajutorul metodei MHAO devine

f(n)=0.9127823420 + (—0.8127823420 — 0.0088492634r) — (5.3.38)
—0.0540482243n7 + 0.0056210808n° — 0.0004350582n% )e~1-1076523227n
+(~0.0029961570n — 0.0216181859n% — 0.0038069657n7 )e2-2153046455n
8(n) = (0.9361875956 + 0.0514240617n + 0.0140292&28n? — (5.3.39)
~0.0004662431n° + 0.0000315&2 1n* )e~0-6816198449n

(-0.0514240617n — 0.0119793890n2 — 0.0044331549n> )e~1-7892721677n
Tabelul 5.23. Rezultate comparative intre rezultatele numerice si solutiile
aproximative de ordinul intdi (f, 6) date de relatiile (5.3.38) si (5.3.39) obtinute

cu metoda MHAO

fMHAO(N)

fhumeric(N)

€.(n)

6mHAO(N)

Onumeric(n)

gq(n)

0.09999999

0.1

2.77 -10°17

0.93618759

0.93618758 1 oo

1078

0.62212767

0.62213388

6.205 -10°°

0.49507287

0.49507222 g 44

1077

0.80125278

0.80125013

2.64 .10°°

0.27414969

0.27414983) 1 44

1077

0.86879612

0.86880551

9.38 .10°°

0.15436310

0.15436231; g1

1077

0.89525800

0.89525520

2.79 .10°°

0.08747185

0.08747248 ¢ 34

1077

0.90577480

0.90576671

8.08 -10°°

0.04969305

0.04969351/ 4 61

1077

0.90997139

0.90996921

2.17 -10°©

0.02826001

0.02825963) 3 7

1077

0.91164894

0.91165341

4.46 -10°°

0.01607752

0.01607714] 3 g7

1077

0.91232195

0.91232902

7.06 .10°°

0.00914776

0.00914791( | 46

1077

O O N| O L] | W[ N = O 3

0.91259372

0.91260014

6.42 -10°°

0.00520500

0.00520553| 5 55

1077

-
o

0.91270443

0.91270896

4,53 .10°°

0.00296176

0.00296227| 5 g

1077

Cazul 5.3.3.2. Pentru S$=0.5, M=0.1,

A=

0.1, R=0.1,

0 = 0.1, Parametrii optimali de control a convergentei sunt
C; =-0.0071875319, C> = 0.0065323642, C3 = —0.0005043266,

C4 =-0.002534628, C5 = -0.0054136041, K = 1.3355505019,
D; =0.0457401659, D> = 0.0119544326, D3 = -0.0006295169,
D4 =0.0000318274, D5 = -0.0141812138, Dg = -0.0052909996,

K* =0.8142449%50

Pr=0.7,
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Solutia aproximativa de ordinul intai obtinutd cu MHAO poate fi scrisa prin
f(n)=1.1605368772 + (-0.6605368772 — 0.0071875319n —

(5.3.40)

—0.0455369718n? +0.0065323642n° — 0.0005043266n% )e~1-3355505019n

+(~0.002534628n — 0.0194438849n2 — 0.0054136041r° )e2-6711010038n
8(n) = (0.9247062559 + 0.0457401659n + 0.0119544326n° —

~0.0006295169n° + 0.0000318274n% )e~0-8142449950n

(5.3.41)

+(~0.0457401659n — 0.0141812138n2 — 0.005290996n7 )e2- 14979549701
Tabelul 5.24. Rezultate comparative intre rezultatele numerice si solutiile

aproximative de ordinul intdi (7, 8) date de relatiile (5.3.40) si (5.3.41) obtinute
cu metoda MHAO

M\ fmrao(n) | frumeric(n) €(n) OmHao(n) |Onumeric(n) €g(n)

0 [0.49999999 0.5 1.11 . 10°16|0.92470625| 0.92470625| g g9 . 109-10
1 10.97263018 0.97262872| { 45 . 106 |0.42731516/0.42731549 3 54 . 107
2 |1.10370206/ 1.10370679 4,72 . 106 | 0-20531033/0.20530974 585 . 707
3 |1.14302693)1.14302890| 1 9¢ . 706 |0.20531033/0.20530974| 5 gg . 107
4 [1.15511936] 1.15511279] ¢ 57 . ;-6 | 0.04863946/ 0.04863966| 1 o5 . 107
5 |1.15885659) 1.15885402 5 57 . ;096 |0.02374098 0.02374018| 5 g9 . 107
6 |1.16001178 1.16001499 3 5g . 706 |0-01159131/0.01159100 3 15 .707
7 11.16037034)1.16037550| 5 15 . 796 | 0.00565931 0.00565983| 5 >3 . 107
8 |1.16048298 1.16048746| 4 47 . 106 |0.00276307/0.00276379| 7 16 .10/
9 |1.16051904| 1.16052220| 3 15 . 706 |0.001349320.00134965| 3 56 . 707
10 | 1.16053086/1.16053297| 5 11 . 109-6 |0.00065931/0.00065911 5 51 . 1097

Cazul 5.3.3.3. in cazul §=0.3, M=0.1, A=0.1, R=0.1, Pr=0.7,
0 = 0.1, se da numai solutia aproximativa de ordinul intai:

£(n) = 1.0306379756 + (~0.7306379756 — 0.00799460591 —
~0.04972533%1n% + 0.006209025n° — 0.0004743630n7 )e~1-2198608360n
+(~0.0027287R2n - 0.0203011572n2 — 0.0044690471n> )e~2-4397216720n
8(n) = (0.9307222412 + 0.0490143654n + 0.01302165%3n2 —

—0.0005497484n°> + 0.0000309% in? )e=0- 74434407671

(5.3.42)

(5.3.43)

+(~0.0490143654n — 0.0134044&1n° — 0.0049285032n> )e 196420491271
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Tabelul 5.25. Rezultate comparative intre rezultatele numerice si solutiile

aproximative de ordinul intdi (7, 8) date de relatiile (5.3.42) si (5.3.43) obtinute
cu metoda MHAO

fMHAO(N)

fnumeric(N)

£.(n)

OmMHAO(N)

Gnumeric(n)

0.3

0.3

5.55 .10717

0.93072224/0.93072223]

0.79715432

0.79715466

3.41 .10/

0.46191255

0.46191255

0.95094041

0.95094370

3.28 .10°°

0.23927092

0.23927038

1.00281079

1.00281658

5.79 .10°®

0.12567479

0.12567485

1.02085511

1.02084860

6.51 -10°°

0.06632381

0.06632456

1.02718937

1.02718372

5.64 -10°°

0.03506147

0.03506110

1.02941627

1.02941777

1.49 .10°°

0.01854589

0.01854526

1.03020104

1.03020664

5.59 .10°®

0.00981131

0.00981141

1.03047959

1.03048533

5.73 .10°°

0.00519045

0.00519118

O 0| N| O | | W[ N = O 3

1.03057969

1.03058380

4.11 -10°°

0.00274602

0.00274675

-
o

1.03061622

1.03061859

2.37 .10°©

0.00145312

0.00145343

Cazul 5.3.3.4. Pentru S=0.1, M=0.1, A=0.1 se considera urmatoarele
sase subcazuri

e R=0.1, Pr=0.7, 0=0.1, si prin urmare, solutia aproximativa de
ordinul intai poate fi scrisa in forma:
f(n)=0.9086599850 + (-0.8086599850 — 0.0088108438n — (5.3.44)

~0.0538587912n% +0.0057414582n° — 0.0004443%3n% )e~1.1127847009n
+(-0.0029367177n - 0.0212194580n° — 0.00356881071° )e~2-22>°694019n
6(n) = (0.9362951489+ 0.05170125%7n + 0.0143527176n° —  (5.3.45)
- 0.0004817771> +0.0000329395n% )e~0-6803928341n
+(~0.05170125%7n - 0.0122130857n° — 0.0044706180n° )e~1-7931775351n

Tabelul 5.26. Rezultate comparative intre rezultatele numerice si solutiile
aproximative de ordinul intai (f , 0) date de relatiile (5.3.44) si (5.3.45) obtinute
cu metoda MHAO

€¢(n) OMHAO(N)

fhumeric(N) Onumeric(n)

fmHAO(N) €g(n)

0.09999999

0.1

2.77 -10°17

0.93629522

0.93629521

1.00 -10°8

0.62104749

0.62105349

5.99 .10°®

0.49599875

0.49599815

6.01 -1077

0.79895243

0.79894999

2.43 .10°°

0.27530194

0.27530203

8.99 .10°8

0.86566489

0.86567412

9.23 .10°°

0.15540153

0.15540077

7.62 .10

Al W N R O S

0.89164231

0.89163934

2.97 .10°°

0.08828572

0.08828640

6.78 107
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0.90190018

0.90189219

7.98

.10

0.05028410

0.05028453

4.30

1077

0.90596634

0.90596434

2.00

.107°

0.02866936

0.02866894

4.16

1077

0.90758090

0.90758543

4.52

.10

0.01635206

0.01635168

3.79

1077

0.90822437/0.90823137| g g9 . 106 |0.00932769 0.00932788 |1 99 .107

O 0| N| oo »n

0.90848256 0.90848885| ¢ 5g . 796 | 0.00532093 0.00532149 5 g5 . 197

10 [0.90858710/0.90859149 4 39 . 70-6 | 0.00303546/ 0.003035997 5 56 . 707

e R=0.1, Pr=0.7, 6=1.5. in toate aceste subcazuri, l_‘(r]) este data de

relatia (5.3.44), si 6(n) este dat§ prin relatia

8(n) = (0.4949052479 + 0.0272990270n + 0.0075988502n° —
~0.0002564681n° + 0.0000175@9n* )e~0-6803925317n

+(~0.0272990270n — 0.0064382297n% — 0.0023541136n3 )e~1-7931772327n
e Pentru R=0.1, Pr=0.7, 6 =2.5 se obtine

8(n) = (0.3702358704 + 0.0204737355n + 0.0056607294n2 —
~0.0001880282r° +0.0000128787n* )e~0-6803923442n

+(~0.0204737355n — 0.0048502248n% — 0.0017718181n> )e~1- 79317704521
e In subcazul R=0.1, Pr=0.7, 5 =4 se determin3

8(n) = (0.2687040604 + 0.0147247239n + 0.0041681494n? —
—0.0001456 961 +9.8422473175 - 10 0n? )e0-6803915971n

+(~0.0147247239n — 0.0034357919n° — 0.0012515131n° )e~1-7931762981n
e Daca se considera R=0.3, Pr=0.7, 0 =0.1 atunci se gaseste

6(n) = (0.9449058420 + 0.0538547422n + 0.0164071328n° —
—0.0005328548n> + 0.0000409977n* )e~0-5830650580n

+(~0.0538547422n — 0.0134379&28n? — 0.0046953084n> )e~1-6958497590n
e In ultimul subcaz, pentru R=0.6, Pr =0.7, &= 0.1 se obtine

0(n) = (0.9539870838 + 0.054009506n + 0.0166131451n —
~0.0005365462n° +0.000041306n% )e~0-4823222133n

+(~0.0540095706n — 0.0140050053n% — 0.0047743605n° )e~1-2951069143n
Cazul 5.3.3.5. Pentru S=0, M=0.1, A=0.1, R=0.1, Pr=0.7,
0 = 0.1, solutia aproximativa de ordinul intai este:

f(n) = 0.8507603570 + (-0.8507603570 — 0.0092222223n -  (5.3.51)
—0.0559099398n7 + 0.005486378n°> — 0.0004348803n% )e~1:0625235105n
+(~0.0030376081n - 0.0216431007n° — 0.0031008859n> )e~2- 12504702101
6(n) = (0.9389047069 + 0.0525544702n + 0.015186483n° —  (5.3.52)
~0.0004622337n3 + 0.0000356287n% )e~0-6507081350n
+(~0.0525544702n - 0.0113572R6n2 — 0.0041778%81n3 )e~1- 71323164550

(5.3.46)

(5.3.47)

(5.3.48)

(5.3.49)

(5.3.50)
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Tabelul 5.27. Rezultate comparative intre rezultatele numerice si solutiile

aproximative de ordinul intdi (f, 6) date de relatiile (5.3.51) si (5.3.52) obtinute
cu metoda MHAO

fMHAO(N)

fnumeric(n)

£-(n)

6mHa0(N)

Gnumeric(n)

0

-6.07 - 1021

6.07 -10721

0.93890470

0.93890469

0.53267164

0.53267647

4.83 .10°°

0.51264520

0.51264416

0.72298038

0.72297863

1.75 -10°°

0.29382572

0.29382638

0.79790821

0.79791987

1.16 -10™

0.17154078

0.17153978

0.82864784

0.82864568

2.15 .10°°

0.10089228

0.10089247

0.84146781

0.84145814

9.67 -10°°

0.05952283

0.05952350

0.84684275

0.84683906

3.69 -10°®

0.03516242

0.03516239

0.84910123

0.84910572

4.49 .10°°

0.02078316

0.02078277

0.85005330

0.85006174

8.43 .10°°

0.01228663

0.01228648

O| 0| N| O L] | W| N | O] 3

0.85045690

0.85046519

8.28 .10°°

0.00726412

0.00726431

-
o

0.85062924

0.85063548

6.23 .10°°

0.00429488

0.00429518

Cazul 5.3.3.6. Daca S=-0.3, M=0.1, A=
0 =0.1, se obtine:

0.1,

f(n) =0.6897905868 + (-0.989790588 — 0.0104598318n —
~0.06197231650% + 0.0047564051n° — 0.0004390001n* )e~0-9247908936n
+(~0.0032915263n — 0.022545571n? — 0.0015636266n° )e~1-849°817992n

8(n) = (0.945995884 + 0.050101643760n + 0.019201584n? —

~0.00057182564n° +0.0000557533n% )e0->708711389n

R=0.1,

Pr=0.7,

(5.3.53)

(5.3.54)

+(~0.0501016437n — 0.0065704464n° —0.00277753%63n°> )e~1-4956620385n

Tabelul 5.28. Rezultate comparative intre rezultatele numerice si solutiile

aproximative de ordinul intai (F . 5) date de relatiile (5.3.53) si (5.3.54) obtinute
cu metoda MHAO

fMHAO(N)

fnumeric(n)

£.(n)

6mHAO(N)

Onumeric (N)

€g(n)

-0.2999999

-0.3

5.55 .10°17

0.94599582

0.94599581

1.00 - 1078

0.26589994

0.26591078

1.08 -10°

0.56006318

0.56006082

2.36 -10°°

0.49398595

0.49397695

8.99 .10°°

0.34988940

0.34989245

3.05 .10°°

0.59608501

0.59609759

1.25 .107°

0.22376862

0.22377080

2.18 .10°°

0.64418974

0.64419604

6.30 -10°°

0.14467140

0.14466807

3.32 .10°°

0.66742632

0.66741848

7.83 .10°°

0.09401640

0.09401395

2.45 .10°®

| V| AW | N R O 3

0.67877657

0.67876826

8.31 -10°°

0.06124947

0.06125030

8.23.107
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0.68434913

0.68434893

1.97

1077

0.03995170

0.03995409

2.39 .10°®

0.68709415

0.68710113

6.98

.10°®

0.02607650

0.02607821

1.71 -10°°

0.68845078

0.68846043

9.65

1076

0.01702652

0.01702645

7.23 .10°8

10

0.68912356

0.68913228

8.71

1076

0.01111996

0.01111821

1.74 -10°°

Cazul 5.3.3.7. in cazul S=-0.5, M=0.1, A=0.1, R=0.1, Pr=0.7,
0 =0.1, solutia aproximativd de ordinul intai a ecuatiilor (5.3.10), (5.3.11),
(5.3.12) si (5.3.14) este:

f(n)=0.5932102075 + (-1.0932102075 — 0.0111087816n —

(5.3.55)

—0.0649150014n? + 0.0040974729n° — 0.0004500438n% )e~0-8435752407n
+(~0.0034922697n — 0.0233533332n% — 0.0016696977n° )e~1-6871504815n

6(n) = (0.9501040463 + 0.0376050133n + 0.0249758%B4n? —

(5.3.56)

~0.0009924090n° +0.0000871197n% )e~0-5251630471n
+(~0.0376050133n + 0.0010097896n° — 0.0007813015n°> )e~1-3687382879n
Tabelul 5.29. Rezultate comparative intre rezultatele numerice si solutiile

aproximative de ordinul intai (£, 5) date de relatiile (5.3.55) si (5.3.56) obtinute
cu metoda MHAO

fMHAO(N)

fhumeric(n)

€(n)

6mHAO(N)

Onumeric(n)

€q(n)

-0.5

-0.5

0

0.95010404

0.95010403

1.00 - 10°8

0.08653341

0.08653702

3.61

.10°°

0.58891648

0.58892069

4.21 -10°°

0.33959371

0.33958906

4.65

.10°°

0.38632628

0.38632338

2.91 .10°°

0.46125154

0.46125153

1.82

1078

0.26029391

0.26030459

1.06 -10™°

0.52314446

0.52314894

4.48

.10

0.17776634

0.17776517

1.17 -10°°

0.55560988

0.55560928

6.01

1077

0.12225748

0.12224802

9.46 .10°°

0.57291643

0.57291342

3.01

.107°

0.08438514

0.08438091

4.22 .10°°

0.58222103

0.58222033

6.96

1077

0.05835419

0.05835903

4.84 .10°°

0.58724807

0.58725019

2.12

.10°°

0.04039611

0.04040509

8.98 .10°°

O| 0| N| O L] A| W| N[ P| O] S

0.58997279

0.58997566

2.86

.10°°

0.02798421

0.02799080

6.59 .10°°

—
o

0.59145283

0.59145457

1.73

.10°°

0.01939625

0.01939685

5.99 .10/

0=0.

Cazul 5.3.3.8. Pentru S=0.1,

1, se obtin:

f(n) = 0.7965964439 + (-0.6965964439 — 0.00703022061 —

M=0.6, A

=0.1,

R=0.1,

Pr=0.7,

(5.3.57)

~0.0441033674n7 +0.0066673174n> — 0.0005509236n7 )e~1-2733973248n
+(~0.00226190097n — 0.0170701®@2n% — 0.0036403974n> )e2-°467946497n
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6(n) = (0.9397127073+0.0617627386n + 0.021 9888320!72 -

~0.0008183675n> +0.0000731113n% )e~0-6415502542n
+(~0.061762736n — 0.0206043665n2 — 0.0067231497n° )e~1-9149475790n

cu metoda

MHAO

(5.3.58)

Tabelul 5.30. Rezultate comparative intre rezultatele numerice si solutiile
aproximative de ordinul intai (f , 8) date de relatiile (5.3.57) si (5.3.58) obtinute

fMHAO(N)

frumeric ()

£-(n)

6mMHAO(N)

Gnumeric(n)

£5(n)

0.09999999

0.1

2.77 -10°17

0.93971270

0.93971270

1.00

1079

0.58723475

0.58723397

7.83 1077

0.52530922

0.52531078

1.55

.107°

0.72997237

0.72997514

2.77 -10°°

0.31195426

0.31195173

2.53

.10

0.77500397

0.77500331

6.65 -107

0.18891951

0.18892031

8.03

1077

0.78955322

0.78954966

3.55 .10°®

0.11514402

0.11514677

2.74

.10

0.79428358

0.79428539

1.81 -10°°

0.07032955

0.07032864

9.14

1077

0.79582691

0.79583107

5.15 .10°°

0.04298612

0.04298389

2.23

107

0.79633506

0.79633598

9.24 .10

0.02627701

0.02627673

2.71

1077

0.79650538

0.79650098

4.41 .10

0.01606247

0.01606433

1.86

107

O| O N[ | V| A| W[ N H| O 3

0.79656392

0.79655492

9.00 -10°°

0.00981858

0.00982099

2.41

.10°°

=
o

0.79658459

0.79657258

1.20 -10™°

0.00600237

0.00600396

1.58

.107°

Cazul 5.3.3.9. In ultimul caz, se considerd S=0.1, M=0.3, A=0.1,
R=0.1, Pr=0.7, 6=0.1, si prin urmare, solutia aproximativa de ordinul intai
este scrisa prin:

f(n)=0.8780236617 + (-0.7780236617 — 0.0082359519n — (5.3.59)
—0.05067157%2n2 + 0.0058647919n° — 0.0004474304n% )e~1-1524856382n
+(~0.002803181n - 0.020477142n? — 0.0040416806n> )e=2-3049712764n
0(n) = (0.9371335972 + 0.0542997895n + 0.0165468R21n° — (5.3.60)
~0.0005734010n° + 0.0000427240n* )e~0-6708371460n
+(~0.0542997895n — 0.0143185202n2 — 0.0049761 140n° )e~1-8233227842n

Tabelul 5.31. Rezultate comparative intre rezultatele numerice si solutiile

aproximative de ordinul intai (F . 5) date de relatiile (5.3.59) si (5.3.60) obtinute
cu metoda MHAO

n

fMHAO(N)

fnumeric(n)

£.(n)

6mHa0(N)

6numeric(n)

£g(n)

0

0.09999999

0.1

2.77 -10°17

0.93713359

0.93713358

1.00 -10°8

0.61266374

0.61266882

5.08 -10°©

0.50320456

0.50320437

1.85 107
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0.78131682

0.78131542

1.40

.10

0.28428020

0.28427975 4 43 .

0.84190780

0.84191411

6.31

.10°®

0.16352481

0.16352430| 5

.03 -

0.86442018

0.86441632

3.86

.10

0.09469109

0.09469222

1.13 .

0.87288163

0.87287626

5.37

.10

0.05497105

0.05497123 4

.84 .

0.87607138

0.87607181

4.37

1077

0.03194322

0.03194241/ g

.05 -

0.87727667

0.87728101

4.33

.10

0.01856793

0.01856756| 3

.71 -

0.87773471

0.87773888

4.16

.10

0.01079389

0.01079445 5

.52 .

O O N| Ol L] | W N

0.87791050

0.87791231

1.80

.10°®

0.00627482

0.00627580 g

.85 -

-
o

0.87797882

0.87797801

8.16

1077

0.00364802

0.00364879)

72 -

valo

in Tabelele 5.23-5.31 se prezintd o comparatie intre solutiile aproximative
de ordinul intai (5.3.38)-(5.3.60) si rezultatele numerice pentru cateva valori ale
variabilei n, precum si abaterile corespunzatoare

£,(n) =| FMHAO(N) ~ Faumeric () |, €4(n) =1 8MHAO(N) ~ Enumeric(n) |

in Tabelele 5.32-5.40 se prezintd o comparatie intre derivatele solutiilor
aproximative de ordinul intai (5.3.38)-(5.3.60) si rezultatele numerice pentru cateva

ri ale

variabilei n

I

precum

Si abaterile

€4.(n) =1 Furao (1) = Frumeric(N) | €4, (1) =1 8mra0 (1) —Ghumeric(n) |-

corespunzatoare

Tabelul 5.32. Rezultate comparative intre rezultatele numerice si derivatele

solutiilor aproximative de ordinul intdi (', 6') date de relatiile (5.3.38) si (5.3.39)
obtinute cu metoda MHAO

n f'mHa0 (N) fhumeric(N) o (n) élMHAO (n) Bhumeric(N) €y (n)
din(5.3.38) din (5.3.39)

0| 0.88843482 |0.88843481|g gg. 7099 | -0.63812404 |-0.63812414|g gg. 198
1] 0.28545290 |0.28541390|3 gg. 79> | -0.30015583 |-0.30015412|4 71.710°6
2| 0.10483255 |0.10485346|, ng. 70> | -0.15902631 (-0.15902833|5 51.70°6
3| 0.04062500 |0.04062055|4 45.706 | -0.08801940 |-0.08801839|1 91.70°©
4| 0.01608714 |0.01607463|{ 55.70~> | -0.04953981 |-0.04953894|g 3. 197
5| 0.00641367 |0.00641565| g7.706 | -0.02806573 |-0.02806663|g 0g. 7107
6| 0.00256161 |0.00256937|; 75.7096 | -0.01594297 |-0.01594346|4 9¢. 107
7| 0.00102562 |0.00103041|, 7g.706 | -0.00906679 (-0.00906639|3 9¢. 107
8| 0.00041282 |0.00041346|5 33.707 | -0.00515840 (-0.00515785|5 43. 707
9| 0.00016750 |0.00016593| 57.7096 | -0.00293496 (-0.00293478|1 gg. 7107
10| 0.00006860 |0.00006660|1 gg.706 | -0.00166979 (-0.00166998|1 g4. 107
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Tabelul 5.33. Rezultate comparative intre rezultatele numerice si derivatele
solutiilor aproximative de ordinul intai (', 8') date de relatiile (5.3.40) si (5.3.41)

obtinute cu metoda MHAO
M Fpao (n) | frumeric(m)| €4.(1) | @ymao(n) | Ghumeric(n) | €g(n)
din(5.3.40) din(5.3.41)
0| 0.87245813 |0.87245812; og.710-8| -0.75293744 |-0.75293745|g 9. 109
1| 0.22828030 [0.22825759), 57.70-5| -0.31820241 |-0.31820124|; 1¢. 796
2| 0.06722555 |0.06723918|; 36.70-5| -0.14889548 |-0.14889559|; gg. 107
3| 0.02055908 [0.02054601[; 31.70-5| -0.07176848 |-0.07176748|g o9. 1097
4| 0.00635117 |0.00634994|1 55.70-6| -0.03490253 |-0.03490395|{ 41.710°6
5| 0.00196270 |0.00196944|c 53796 | -0.01702253 |-0.01702275}, >1.10~7
6| 0.00060749 |0.00061147|3 7. 70-6| -0.00831015 [-0.00830922|g 54. 107
7| 0.00018965 |0.00018989|5 39.709-7| -0.00405759 |-0.00405701|5 79. 107
8| 0.00006020 |0.00005895|1 54.70-6| -0.00198084 |-0.00198101|y gg. 107
9| 0.00001953 |0.00001828|; 55.79-6| -0.00096681 [-0.00096734[5 57. 197
10| 6.48 .10 |5.65.10618.34.107| -0.00047188 |-0.00047236|4 75. 1097

Tabelul 5.34. Rezultate comparative intre rezultatele numerice si derivatele

solutiilor aproximative de ordinul intdi (', 6') date de relatiile (5.3.42) si (5.3.43)
obtinute cu metoda MHAO

M\f'mua0 (n) fhumeric(n)|  €4(n) O'mHao (n) Onumeric (1) €g(n)
din(5.3.42) din(5.3.43)

0| 0.88055329 (0.88055328|1 gg.108| -0.69277758 | -0.69277768 |1 90.107
1| 0.25600972 |0.25598142)5 g5. 19-5| -0.31007655 | -0.31007448 |, 57. 106
2| 0.08444370 |0.08446263|y gg. 795 | -0.15514672| -0.15514822 || 5q. 7106
3| 0.02914513 |0.02913259|; 55. 795 | -0.08052316 | -0.08052139 |{ 77.710°6
4| 0.01021339 |0.01020682)g 57.719-6| -0.04231594 | -0.04231659 | 55. 107
5| 0.00358957 |0.00359586|g »g. 706 | -0.02233555| -0.02233653 |9 g1.707
6| 0.00126294 |0.00126930|g 35. 796 | -0.01180890 | -0.01180848 |4 15. 707
7| 0.00044654 |0.00044836|1 g5. 106 | -0.00624694 | -0.00624610 |g 43. 7097
8| 0.00015953 |0.00015841|y 11.70°6| -0.00330482| -0.00330450 |3 18.707
9| 0.00005783 |0.00005597|1 g5.70°6| -0.00174809 | -0.00174836 |5 73.7107
10 0.00002130 (0.00001978|{ 55. 7096 | -0.00092454 | -0.00092505 |5 g7. 107
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solutiilor aproximative de ordinul intdi (', 6') date de relatiile (5.3.44) si (5.3.45)

Tabelul 5.35. Rezultate comparative intre rezultatele numerice si derivatele

obtinute cu metoda MHAO

n F'MHAO (n) fhumeric(N) Ef,(n) é'MHAO (n) 6humeric(n) 86,(0)
din(5.3.44) din(5.3.45)

0| 0.88843482 |0.88843481|g gg. 799 | -0.63812404 | -0.63812414 | 9. 198
1| 0.28545290 |0.28541390(3 9. 79-5| -0.30015583 | -0.30015412 |y 71. 706
2| 0.10483255 |0.10485346|, 9. 795 | -0.15902631 | -0.15902833 |, 1.70°6
3| 0.04062500 |0.040620554 45.706| -0.08801940 | -0.08801839 |{ g1.70°¢
4| 0.01608714 10.01607463|| 5>5.709-5| -0.04953981 | -0.04953894 |g 3. 71097
5| 0.00641367 |0.00641565|y g7. 706 | -0.02806573 | -0.02806663 | ng. 107
6| 0.00256161 |0.00256937|; 75. 196 | -0.01594297 | -0.01594346 |4, g5. 107
7| 0.00102562 (0.00103041); 7g. 106 | -0.01594297 | -0.01594346 |4 95. 107
8| 0.00041282 |0.00041346|g 33. 797 | -0.00515840 | -0.00515785 |5 43. 1097
9| 0.00016750 |0.00016593|1 57.79°6| -0.00293496 | -0.00293478 |{ gg. 7107
10 0.00006860 [0.00006660|1 gg. 7096 | -0.00166979 | -0.00166998 |y g4. 107

solutiilor aproximative de ordinul intdi (', 6') date de relatiile (5.3.51) si (5.3.52)

Tabelul 5.36. Rezultate comparative intre rezultatele numerice si derivatele

obtinute cu metoda MHAO

M Fmuao (n)  |frumeric(M)| €4(n)  |8'mpa0 (n) Ohumeric(n) | €g(N)
din(5.3.51) din(5.3.52)

0| 0.89169305 [0.89169304); 5g.70-8| -0.61095293 | -0.61095303 |; og. 707
1] 0.29811553 [0.29807936)3 g1.709-5| -0.29375661 | -0.29375586 |, 54. 107
2| 0.11413100 [0.11415378, 57. 70-5| -0.16002100 | -0.16002252 |; 51.10-6
3| 0.04625779 [0.04625340|4 35. ;0-6| -0.09149886 | -0.09149890 |3 g3. ;198
4] 0.01920647 [0.01919124); 55. 1o-5| -0.05335199 | -0.05335060 |; 39. 196
5| 0.00804207 [0.00804286(; g¢.10-7| -0.03135997 | -0.03136038 |4 3. 1097
6| 0.00337607 [0.00338496|g gg. 796 | -0.01849636 | -0.01849706 g gq. ;97
7| 0.00142071 [0.00142715|g 44. 19-6| -0.01092565 | -0.01092564 |; 54. 108
8| 0.00060059 [0.00060216[; 5¢g.19-6| -0.00645769 | -0.00645731 |3 75 ;97
9] 0.00025561 [0.00025415[; 4¢.70-6| -0.00381762 | -0.00381737 |, 45. ;07
10| 0.00010964 [0.00010728), 35.;9-6| -0.00225693 | -0.00225695 |, 11.709-8
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Tabelul 5.37. Rezultate comparative intre rezultatele numerice si derivatele

solutiilor aproximative de ordinul intdi (', 6') date de relatiile (5.3.53) si (5.3.54)
obtinute cu metoda MHAO

MFmpao (n)  |frumeric(n)| €0(N)  \8mpao (n) | Chumeric(n) | €q.(n)
din(5.3.53) din(5.3.54)
0| 0.90159796 [0.90159795(; q.70-8| -0.54004171 | -0.54004181 |g 9. 19-8
1| 0.33930381 [0.33926472)3 g1.70-5| -0.27427842| -0.27428992 |; 15. 1095
2| 0.14693116 [0.14694775; 5. 109-5| -0.15944957 | -0.15944153 [g 53. 196
3| 0.06807568 [0.06808589|; 5. 70-5| -0.09851219 | -0.09851904 g g4. 196
4] 0.03262317 [0.03260661); g5.19-5| -0.06263539 | -0.06263771 | 31. 196
5| 0.01588022 [0.01587222|g 4. ;0-6| -0.04037652 | -0.04037344 |3 7. 196
6| 0.00778312 [0.00778882)5 gq.10-6| -0.02620023 | -0.02619745 |, 77. 196
7| 0.00382860 [0.00383740|g 7g.79-6| -0.01705526 | -0.01705494 |3 54 ;197
8| 0.00188933 [0.00189435[5 1. 76| -0.01111951 | -0.01112097 |; 4¢. 106
9| 0.00093553 [0.00093607|5 33. 7097 | -0.00725547 | -0.00725737 |; gg. 106
10| 0.00046480 [0.00046277, 5. 10-6| -0.00473654 | -0.00473789 |{ 34. 7096

Tabelul 5.38. Rezultate comparative intre rezultatele numerice si derivatele

solutiilor aproximative de ordinul intdi (', 6') date de relatiile (5.3.55) si (5.3.56)
obtinute cu metoda MHAO

M f'mua0 (n) fhumeric(n) Ep (n) é’MHAO (n) Bhumeric(n) €y (n)
din(5.3.55) din(5.3.56)

0| 0.90760401 (0.90753575|g g5. 10> | -0.49895953 | -0.49895963 |1 o0.107
1] 0.36554105 |0.365565155 41.70-5| -0.26067390 | -0.26072257 |4 gg. 10>
2| 0.16955520 |0.16954571g 49. 196 | -0.15652325| -0.15650050 |5 57. 7105
3| 0.08459112 |0.08460172; ng. 70> | -0.10064006 | -0.10064251 |, 45.709°6
4| 0.04390434 |0.04390197)5 37.19-6| -0.06703229 | -0.06704681 |{ 45. 70>
5| 0.02327491 |0.02326974|5 17.106| -0.04549751 | -0.04549820 |5 91.7107
6| 0.01247599 (0.01247651|5 15. 107 | -0.03118928 | -0.03118013 |g 15. 196
7| 0.00672815 |0.00673143|3 57. 196 | -0.01484185| -0.01484123 g 19. 197
8| 0.00364219 |0.00364413|{ g3.70°6| -0.01026473 | -0.01026958 |4 g4. 106
9| 0.00197679 (0.00197642|3 5. ;97| -0.01026473 | -0.01026958 |4 g4. 106
10 0.00107461 |0.00107298|1 g3.70°6| -0.00710558 | -0.00711208 |5 49. 106
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Tabelul 5.39. Rezultate comparative intre rezultatele numerice si derivatele

solutiilor aproximative de ordinul intdi (', 6') date de relatiile (5.3.57) si (5.3.58)
obtinute cu metoda MHAO

n F'MHAO (n) fhumeric() Ef,(n) é'MHAO (n) 6humeric(n) 59'(0)
din(5.3.57) din(5.3.58)

0 [0.87775192  [0.87775191); gg.10-8| -0.60287292 | -0.60287293 | 9q. 199
1 0.24351164 [0.24349799); 3. 10-5| -0.28390945 | -0.28390455 |4 9. 196
2 0.07545109 [0.07545760lg 51.710-6| -0.15841067 | -0.15841392 |3 4. 196
3 (0.02424320 [0.02423514lg og. 106 | -0.09393214 | -0.09392629 |5 g5. 196
4 |0.00787194 [0.007875013 57. ;9-6| -0.05684538 | -0.05684765 |5 5¢. 196
5 0.00256344  [0.002568695 54. 196 | -0.03463827 | -0.03464164 |3 37. 196
6 [0.00083974 [0.00083891lg 35. 197 | -0.02115775 | -0.02115698 |; g4. 197
7 [0.00027903  [0.00027410); g5. 796 | -0.01293327 | -0.01293073 |, 54. 196
8 [0.00009483 [0.00008958]5 55. ;96| -0.00790629 | -0.00790485 |; 43. 7096
9 [0.00003311  [0.00002930[3 g1. 7096 | -0.00483250 | -0.00483278 |5 77. 109-7
10(0.00001187 |9 g1 . 7076 b.25.10-6| -0.00295347 [ -0.00295469 |; 51 . 196

Tabelul 5.40. Rezultate comparative intre rezultatele numerice si derivatele

solutiilor aproximative de ordinul intdi (', 6') date de relatiile (5.3.59) si (5.3.60)
obtinute cu metoda MHAO

M \Fmrao (n)  |frumeric(n)| €¢(1)  |8'mpao (n) Ohumeric(n) | €g(N)
din(5.3.59) din(5.3.60)

0 | 0.88562195 [0.88562194); og.710-8| -0.62866402 | -0.62866412 g 99. 198
1| 0.27377115 [0.27373630(3 4g. 10-5| -0.29578506 | -0.29578250 |, 5. 196
2 | 0.09605277 [0.09607040|; 7. 109-5| -0.15893586 | -0.15893830 |, 44. 196
3 | 0.03536276 [0.03535643|g 33.19-6| -0.08971262 | -0.08971047 | 15. 196
4| 0.01325563 [0.01324762]g 51.79-6| -0.05157732] -0.05157708 |, 39. 1097
5 | 0.00499351 [0.00499755|4 g4.710-6| -0.02985883 | -0.02986033 |; 5. 7096
6 | 0.00188430 [0.00189014[5 g3. 06| -0.01733301 | -0.01733325], 39. ;97
7 | 0.00071388 [0.00071558]; 7g.70-6| -0.01007250 | -0.01007160 g 1. 797
8 | 0.00027268 [0.00027101f; gg. 196 | -0.00585513 | -0.00585436 |, 71. 109-7
9 | 0.00010538 [0.00010266], 75.79-6| -0.00340354 | -0.00340346 |, 75. 198
10| 0.00004127 [0.00003889), 37. ;9-6| -0.00197828 | -0.00197872 |4 39. 10-7

Solutiile numerice ale ecuatiilor (5.3.10)-(5.3.13)

sunt obtinute cu ajutorul
metodei shooting in combinatie cu metoda Runge-Kutta de ordin patru, folosind soft-ul
Wolfram Mathematica 6.0. Pentru aceasta metoda sunt foarte importante valorile

coeficientului superficial la limita fr (0) si coeficientul de transfer termic e (0).
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in Tabelul 5.41 se prezintd o comparatie intre acesti coeficienti obtinuti cu
metoda MHAO si rezultatele numerice, precum si abaterile corespunzatoare pentru
fiecare din cazurile (5.3.3.1)-(5.3.3.9).
Tabelul 5.41. Rezultate comparative intre rezultatele numerice si coeficientii
f"(0), respectiv 68'(0) pentru cazurile (5.3.3.1)-(5.3.3.9) obtinuti cu metoda
MHAO

Cazul | Fiyna0 (0) | Thumeric(0)|  €£,(0) | 8'mpa0 (0) |Grumeric (0) €4(0)
5.3.3.1

1.00-1077 9.99.10°8

1.11565171]1.11565181 0.63812404/0.63812414

5.3.3.2 1.00.10~7 9.99.107°

1.27541866/1.27541876 0.75293744(0.75293745

5.3.3.3 9.99.10°8 1.00-107

1.19446706/1.19446716 0.69277758|0.69277768

5.3.34 1.00.10~7 1.00-107

1.11883101j1.11883111 0.63704777|0.63704787

5.3.3.5 9.99.10°8 1.00-1077

1.08306949[1.08306959 0.61095293|0.61095303

5.3.3.6 1.00.107 9.99.1078

0.98402031|0.98402041 0.54004171/0.54004181

5.3.3.7 6.82.10°4 1.00-107

0.92395987|0.92464248 0.49895953|0.49895963

5.3.3.8 9.99.10°8 9.99.107°

1.222480731.22248083 0.60287292|0.60287293

5.3.3.9

1.00-1077 9.99.10°8

1.14378041]1.14378051 0.62866402/0.62866412

in Tabelul 5.42 este prezentatd o comparatie intre valorile-limit3 fMHAo(oo)
Si fhumeric() pentru fiecare din cazuri (5.3.3.1)-(5.3.3.9).
Daca resturile de aproximare pentru ecuatiile (5.151) si (5.152) sunt

Re(n) = F"(n)+ F(n)F" () - 2 (m)f - M2F(n) (5.3.61)
respectiv

Rg(n) = [1 + %R)é" (n)+ Pr[Fm)é' (n)-f'(n)é(n) (5.3.62)

atunci in Figurile 5.34 - 5.37 se reprezinta grafic aceste resturi pentru doud cazuri
arbitrare 5.3.3.2 si 5.3.3.9.

R R,
0.001 0.00002

— 0 a0 e 80 wd %%,
-0.001 [“70 20 30 40 50"
—~0.002 -0.00001
0.003 ~0.00002
—0.004 -0.00003

—0.00004
Fig. 5.34 Restul R¢(n) pentru Fig. 5.35 Restul Rg(n) pentru
cazul 5.3.3.2 cazul 5.3.3.2
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R R,
0.001 0.00005
f 77 I\
~0.001 020 30 40 50 Y10 20 30 40 50/
—~0.002 —0.00005
-0.003 ~0.00010
-0.004
-0.00015,
Fig. 5.36 Restul R¢(n) pentru Fig. 5.37 Restul Rg(n) pentru
cazul 5.3.3.9 cazul 5.3.3.9

Se poate observa din Tabele 5.23-5.42 si Figurile 5.34 - 5.37 ca solutiile
aproximative obtinute procedura propusa sunt aproape identice cu solutiile numerice
obtinute cu ajutorul metodei shooting in combinatie cu metoda Runge-Kutta de
ordin patru.

In vederea analizarii rezultateor obtinute cu MHAO si a rezultatelor obtinute
prin integrare numerica, in Figurile 5.38 - 5.44 sunt aratate variatiile deplasarii f,
profilul vitezelor f' si temparatura 6 pentru diferite valori ale coeficientilor. Variatia
deplasarii f(n) pentru diferite valori ale coeficientului de aspiratie / de imersie S si
pentru diferite valori ale coeficientului magnetic M sunt prezentate in Figurile 5.38
si 5.39. Aceste figuri arata ca deplasarea creste odata cu cresterea coeficientului de
aspiratie / de imersie S si pe de alta parte, deplasarea descreste odata cu cresterea
coeficientului magnetic M.

Profilul vitezelor pentru diferite valori ale coeficientului de aspiratie / de
imersie S si pentru diferite valori ale coeficientului magnetic M sunt prezentate in
Figurile 5.40 si respectiv 5.41. Este clar ca rata de transport se reduce considerabil
odata cu cresterea coeficientului S sau M. De asemenea, profilul vitezelor
descreste odatd cu cresterea coeficientului S sau M. In aceste cazuri viteza se
anuleaza relativ la distantd mare de foaie (la n=6).

Profilele temperaturii sunt prezentate in Figurile 5.42 - 5.44 pentru variatia
coeficientului magnetic M, coeficientul termic de alunecare & si respectiv
coeficientul de aspiratie / de imersie S. Odata cu cresterea coeficientului magnetic
M, temperatura creste (Fig. 5.42). Din ecuatiile (5.3.10) si (5.3.11) se observa ca
temperatura descreste odatd cu cresterea coeficientului termic de alunecare si cu
cresterea coeficientului de aspiratie / de imersie.
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FEI]!
Fin M=0,01 03, 06
10
7 I g D
o A
0.5",- 04 _J" .
; §=-05 -03, 0, 01,03, 05 I
o/ o4 f
77 2 r 3 8
—0.5]

fhumeric

Fig. 5.38 Variatia deplasarii f(n) cu n

pentru M =0.1, A=0.1 si cateva valori
ale coeficientului de aspiratie / de imersie
S: f

107

0.2

fMHAO

2 4 6 8
Fig. 5.39 Variatia deplasarii f(n) cu
pentru S=0.1, A=0.1 si cateva valori

10"

pentru S=0.1, A=0.1 si cateva valori
ale coeficientului magnetic M :

,
fhumeric

10"

n
ale coeficientului magnetic M :
""" fnumeric 7 ++++----- TMHAO
Tabelul 5.42. Rezultate comparative intre rezultatele numerice fhymeric(*) Si
valorile limita FMHAO(OO) pentru cazurile (5.3.3.1)-(5.3.3.9)
Cazul FMHAO() frumeric(*) | =| FMHAO() ~ Faumeric(*) |
5.3.3.1 0.91278234 0.91278193 4.05 .10~
5.3.3.2 1.16053687 1.16053696 8.45 .10°8
5.3.3.3 1.03063797 1.03063764 3.27 .10~
5.3.3.4 0.90865998 0.90865957 4.07 .10
5.3.3.5 0.85076035 0.85075988 4.73 .10~
5.3.3.6 0.68979058 0.68978987 7.16 -10~
5.3.3.7 0.59321020 0.59321176 1.55 .10°°
5.3.3.8 0.79659644 0.79665546 5.90 .10°°
5.3.3.9 0.87802366 0.87801910 4.55 .10°°
fop) i)
0. 0.8
4
0.6} "'
0.6| O %
! %
% \
A kY
0.4 *}",\ 0.4 [y
‘\;‘:;*‘.“ $=-05, -03, 0, 0.1, 0.3, 05 .:_‘ M=0, 0.1, 0.3, 06
od W 0.2 ‘::-\.’
-‘-;-.-;...,__ 6 8 0" 2 -‘#’MT 6 8
Fig. 5.40 Variatia vitezei orizontale f'(n) Fig. 5.41 Variatia vitezei orizontale f'(n)
cu n pentru M=0.1, A=0.1 si cateva
valori ale coeficientului de aspiratie /
imersie S: ----- Frumeric ; r
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0.8]

+M=0,01, 03, 06

1]
\
L)
L)
L)
L)
08 %
%
kN
‘\
04

0.2) e

an)

0.8\

0g §=01, 15, 2.5, 4

0.4 N

2 ) 3 8 107

Fig. 5.42 Variatia temperaturii 6(n)
cu n pentru cateva valori ale
coeficientului magnetic M si pentru
R=0.1, Pr=0.7,06=0.1, S=0.1,

2 10"

2 6 8
Fig. 5.43 Variatia temperaturii 6(n)
cu n pentru cateva valori ale coefici-
entului termic de alunecare 6 si pentru
R=01, Pr=0.7,S5=01, M=0.1,

A=0.1: ----- Onumeric i +oeeerers OMHAO A=0.1: ----- Onumeric ; «oveeeees BMHA0
6]
o.ehl‘t
%
XY
A
o8 W
W §=-05,-03, 0, 01, 0.3, 0.5
04 3
0.2]

Fig. 5.44 Variatia temperaturii 6(n) cu n pentru cateva valori ale coeficientului de
aspiratie / de imersie S si pentru R=0.1, Pr=0.7, 6=0.1, S=0.1, M=0.1,

A=0.1: ----- Onumeric i +rereeee BMHAO
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5.4 Solutii duale pentru problema curgerii vascoase
instabile printr-un cilindru contractat

Primele lucrari din domeniul curgerii in interiorul unui tub cu diametru
dependent de timp au fost [171], [159], unde Uchida si Aoki, Skalak si Wang au
studiat viteza internda de curgere si presiunea datoritd expansiunii sau contractiei
tubului. Miklavci¢ si Wang [131] au investigat curgerea pe o foaie inclinata, obtinand
o solutie exacta a ecuatiilor Navier-Stokes. Ishak si altii [97] au raportat ca procesul
de imersie reduce frecarea, precum si rata de transfer de caldura de la suprafata, in
timp ce aspiratia actioneaza in sens opus. Fang si altii [72] au obtinut solutia exacta
a ecuatiilor Navier-Stokes ale starii instabile. Fang si altii [73] au propus modelul cu
alunecare de ordinul II, studiind curgerea pe o foaie inclinata. Ei au aratat ca solutia
exacta a ecuatiilor Navier-Stokes are doua ramuri intr-un anumit domeniu al
parametrilor. Problema curgerii vascoase instabile, printr-un cilindru permeabil
contractat, a fost rezolvata numeric de Zaimi s.a. [185] folosind metoda shooting.
Efectul aspiratiei si a parametrului de instabilitate asupra vitezei de curgere si a
coeficientului de frecare superficial au fost analizate si reprezentate grafic in [186].
Aceiasi autori au studiat efectele parametrului de instabilitate si a parametrului
miscarii Browniene cu privire la terenul de curgere si a caracteristicilor transferului
de caldura. In anumite conditii sunt gasite solutii duale.

In aceasta ultima sectiune se considera curgerea vascoasa instabila a unui
fluid incompresibil printr-un cilindru contractat.

5.4.1 Ecuatiile de miscare
In cele ce urmeaza, se considera curgerea laminara instabila la nivelul

stratului limita a unui nanofluid printr-un cilindru infinit sau printr-un tub a carui
raza variaza in timp, in miscare de contractare dupa cum se arata in figura Fig.

5.45.
H
( TH N ~

_ /

Fig 5.45. Un model schematic de curgere printr-un cilindru avénd raza dependenta
de timp
Se considerda ecuatiile tri-dimensionale Navier-Stokes pentru fluide
incompresibile, in absenta fortelor masice. Se presupune cd nu existd nicio
componenta a vitezei azimutale, iar curgerea este asimetrica. In aceste ipoteze
ecuatiile sunt:

Vv =0 (5.4.1)
a—V+V-Vv=—in+vV2v (5.4.2)
ot p

unde v este vectorul viteza, p(r) este densitatea fluidului, p este presiunea si v
este vascuozitatea cinematicd. Diametrul cilindrului este presupus a fi functie de
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timp cu raza variabild a(t)=ap1- Bt . Pentru o valoare pozitivd a lui B, raza
cilindrului devine mai mica in timp, adica cilindrul se contracta, in timp ce pentru o
valoare negativa a lui B, diametrul se mareste in timp, adica cilindrul se extinde.
Daca se trece la coordonate cilindrice r si z masurate in directiile radiald si
respectiv axiald, ecuatiile (5.4.1) si (5.4.2) pot fi scrise sub forma [72], [73], [185],
[186]:

1 a(ru) ow

r or az

=0 (5.4.3)
2

2
6_u+u6_u+W6_u=_i@+v(6_u+la_u+6___ (5.4.4)
or or 0z p dr a2 ror az2

2
6_W+ua_W+W6_W=_l@+V(_a w loaw o W) (5.4.5)
oz or oz p dz 2 ror  gz2

Daca se ia In considerare viteza de transfer de masa constanta U (U <0) si
ap o constantd pozitivd, atunci conditiile la limitd vor avea forma:

u= v , W=—24L pentru r = a(t),
1-pBt ag(1-pt)
(5.4.6)
w=0 cand r — o.
Cu ajutorul variabilelor de similaritate [186]
2v 4vz r
= W, w=32rn), n=(_=7. (5.4.7)
Ca(t) Jn’ a2(t) a(t)

este clar ca n> 1, si pe de alta parte, ecuatia (5.4.3) este automat satisfacuta. Pe
baza componentelor vitezei definite, din ecuatia (5.4.4) se deduce ca gradientul de

presiune Z—p este functie de t si r si nu depinde de z, astfel incat, din ecuatia
r

(5.4.4) se obtine

%=G(t r)+v(a—”+”)—1 2 _[ (5.4.8)
sau folosind relatiile (5.4.7) presiunea poate fi scrisa in forma
2
P_Gi,r)- ZV (5.4.9)
P a(t)[f(n)+ f2(n)+25f(l7)]

ag B

unde G(t,r) este constanta de integrare in raportcu z si S = o este coeficient

de instabilitate pentru cazul de extindere (B8<0) sau contractie (>0) a

cilindrului, araténd forta de extindere sau de contractie. Substituind relatiile (5.4.7)
in ecuatia (5.4.5) si rearanjand termenii, se obtine ecuatia diferentiala neliniara:

nf"(n)+f"(n)+f(n)f'(n)~F2(n)~S[nf"(n)~f(n)] =0 (5.4.10)
cu conditiile initiale / la limita:
f(1)=y, f(1)=-1, f(x)=0 (5.4.11)
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CE

unde '= aV

si y=-——>0 -este coeficientul de absortie (sub forma
dn 2v
adimensionald).
5.4.2 Solutii aproximative multiple ale fluxului vascos instabil

Operatorul liniar poate fi ales intr-una din formele [119]:

L(F(n)) = F"(n) + KF'(n) (5.4.12)
L(F(n)) = F"(n) -~ K?F(n) (5.4.13)
L(f(n)) = f”'(n)+$f"(n) (5.4.14)

unde K >0 este un parametru pozitiv necunoscut, care va fi determinat ulterior.
Aproximarea initiald fp(n) poate fi obtinutd din ecuatia (2.3.3), cu conditiile
initiale / la limita

fo(1)=vy, fp(1)=-1, fh(x)=0 (5.4.15)
Ecuatia (2.3.3) cu operatorii liniari (5.4.12) sau (5.4.13) are solutia:
e_K(r]_l) _1
fo(n)=v+—K (5.4.16)
in timp ce ecuatia (2.3.3) cu operatorul liniar (5.4.14) are solutia:
1 1
fo(n)=y-—+—F—— (5.4.17)

K K(Kn+1-K)
Operatorul neliniar corespunzator ecuatiei diferentiale neliniare (5.4.10) este
definit prin

N(F(n))= (1-Kn)F"(n)+F(n)f"(n)—F2(n)-S[nf"(n)-f(n)] (5.4.18)
pentru operatorul liniar definit de relatia (5.4.12).

Acelasi operator neliniar corespunzator operatorului liniar definit de relatiile
(5.4.13) si (5.4.14) are respectiv una din expresiile:

N(F(n))=f"(n) + K2F(n) + F(n)f"(n) —F2(n) - S[nf'(n)-f(n)]  (5.4.19)
N(F(n))=(1- ﬁ)f"m) +f(n)f"(n) —F2(n)-S[nf'(n)-f(n)] (5.4.20)

Substituind relatia (5.4.16) in relatia (5.4.18) se constata ca
N(fo(n)) = [-K(K +S)n+K(y +1)-S — 1]e K(1-1) (5.4.21)

Din ecuatia (5.4.21) se observa ca pentru K=-S si =—é, S<0 se

obtine solutia exacta
F(n) = ,éesw—l) (5.4.22)

Acum, comparand relatiile (2.3.13) si (5.4.21), se obtin functiile
hy(n) = -K(K+S)n+K(y +1)-S-1,gy(n)=eX(171),

_ (5.4.23)
hj(n) =gj(n) =20, pentru j=2.
Prima aproximare f;(n,C;) poate fi scrisa in forma
fi(n,Ci) = Hy(n,C)e™®(1=1) fy(1) = Fi(1) = Fi() = 0 (5.4.24)
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unde Hjy(n,C;) este o functie auxiliara arbitrard. Desigur, se pot alege aceste functii
auxiliare cu conditiile obtinute din relatia (5.4.24):
Hy(1,C;) = Hy(1,C;) = 0. (5.4.25)
De exemplu, H; poate fi aleasa astfel:

Hy(n,Ci) = Ca(n-1)? + Ca(n-1)° + C3(n - 1)* + C4(n - 12 KoL,
+Co(n— 126 (K+02)(1-1) | cp 1)2gKaz(n-1)
+Cy(n-1)2eK04(=1) | corn —1)2eKa5(n-1) (5.4.26)
H1(n,Ci) =Ci(n-1)? +Ca(n-1)% +C3(n-1)* +C4(n-1)° +
+[Cs5(n—1)? +C(n—1)° +Cr(n-1)*Je K(N=1) ,

+[Cg(n-1)? +Co(n-1)> + Cio(n-1)* +Cy4(n-1)° Je2K(1~1) (5.4.27)

H1(n,Ci) =Ci(n-1)+Ca(n-1)? +C3(n-1)> +Ca(n-1)* + [-Cy(n-1) +

+Cs5(n-1)% +Ce(n-1)° +C7(n-1)* + Cg(n-1)° + Co(n-1)° Je K(N1=1) 4

+[C1o(n—1)? +Cy1(n-1)3 Je~2K(N-1), (5.4.28)

Luand n considerare doar expresia data de relatia (5.4.26), din relatiile
(5.4.16), (5.4.24) si (2.3.5) se obtine solutia aproximativa de ordinul intdi a
problemei (5.4.10) - (5.4.11) in forma

7 1 1 e
F(n,C1) =y~ + [+ Ca(n~1)? +Co(n~1)° +C3(n - 1) Je K11+

+_C4(,7__1)2e—(2K+01)('7—1)_l_C5(n__1)26—(3K+az)(n—1)_'_C.G(n__l)ze_/((a3+1)(,7_1)+

+ C7(,7 _ 1)26—K(a4+1)(,7_1) + C8(r] _ 1)2e*K(05+1)(r]71)
(5.4.29)
unde C;, C», ..., 7, d>, ... sunt parametri necunoscuti.

Multe alte solutii aproximative pot fi obtinute cu ajutorul unor combinatii
intre aproximari initiale date de relatiile (5.4.16), (5.4.17) si de operatorii neliniari
(5.4.19), (5.4.20).

5.4.3 Exemple numerice

In scopul de a demonstra validitatea si acuratetea metodei MHAO, se vor
compara solutiile aproximative obtinute in prealabil (5.4.29), cu rezultatele
numerice obtinute cu metoda Runge-Kutta de ordin IV in combinatie cu metoda
shooting, folosind soft-ul Wolfram Mathematica 6.0. Folosind metoda celor mai mici
patrate pentru determinarea parametrilor C; si g;, se prezintd urmatoarele patru

cazuri pentru diferite valori ale coeficientilor y si S:

Cazul 5.4.3.1. Pentru y =1 si S =-1 se vor gasi parametri optimali C;, si
respectiv solutiile duale:
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a) Prima solutie:
C; =0.3333335814,C, =0.0210985545, C3 = 7.0349253510 - 10_6,
C4 =-1.2078582888,C5 = 1.10077116594,
Ce =1.252796285,C; = -1.4794094663,
Cg =0.0003670989,K =1,a; =-1.0044596362, a, = -1.9960995780,
a3z =0.0039364H7, a4 = -0.0044067908, a5 = -0.087685505

Prima expresie a solutiei aproximative de ordinul intai data de relatia (5.4.29) poate
fi scrisa in forma

f(n)=[1+0.3333335814(n-1)% +0.021098555(n - 1)° + 7.034925351-10°(n - 1)*7e11 +
+1.252796285(n — 1)2e1:0039364947(n-1) | 1 1007711694(n - 1) e 1-0039004219(n-1) _

+0.0003670989(n — 1)% e 0-9123144295(n-1) (5.4.30)
b) A doua solutie:
Cy=-2.1103792246, C = —0.1209917376, C3 = 0.0016464844, C4 = —0.040149695,

Cg5 =5.1986534@8, Cg = 2.9102631733,C, = -3.1870328789, Cg = -3.0376107137,

K =0.6170257079, a; = 1.5253390642, ay = -1.2342665630, a3 = 1.0337532632,
aq =0.0700064B1, a5 = 1.0337537195.

A doua expresie a solutiei aproximative de ordinul intai este

f(n) =-0.6206780156 + [1.6206780156 — 2.1103792246(n — 1)? —0.1209917376(n 1) +

+0.0016464844(n — 1)* ]e~0-6170257079(n-1) _ 9 040149695(n) - 1)2e~2-7593904801(n-1) _

—3.0376107137(n - 1)2e~1-2548783286(n-1) | 5 9102631 733(n - 1)2e~1-2548780470(n-1) _

— 3.1870328789(n - 1)2e~0-6602215139(n-1) | 5 1986534@8(n - 1)?e~0-6168105608(n-1)

(5.4.31)
Cazul 5.4.3.2. Pentru y =1 si S =-2 solutiile duale sunt

a) Prima solutie
f(n)=0.591389782 + [0.4086102107 — 1.03653065%0(n — 1)2 —0.0340475469(n - 1)3 -
—0.0208575441(n - 1)* Je"24473201442(n-1) , 0 926575896(1 - 1)2e>1900153052(n-1) _
~0.9181338819(n - 1)2e—5.1900088912(r7—1) +0.3978132072(n - 1)2e72‘ 7650851899(n-1)

~0.2705600173(n - 1)2e2-4471963928(n-1) | 0.9777857487(n - 1)%e2-3078302052(n~1)

(5.4.32)
b) A doua solutie

f(n)=-2.2653986H5 + [3.2653986945 — 5.2607190849(n - 1)? — 0.0827319%63(n 1) -

6
0.0012312519(n - 1)*]e"0-3062413179(n-1) _ ) 0121539854 (n - 1)2e~8.2295440677-10°(n-1) _
_0.2925877070(n - 1)2e~3-5914249798(1-1) _ 3 1949262210(n - 1)2e~1-3550840661(n-1) _

0.7516910873(n — 1)2e~0-7893951308(1-1) | 5 1689397253(n — 1)2e~0-2883024664(n-1)
(5.4.33)
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Cazul 5.4.3.3. Pentru y=2 si S=-1, solutiile duale corespunzatoare
sunt:

a) Prima solutie

f(n)=1.5235393146 + [0.4764606853 + 21.46184925584(n — 1)? — 4.43762024048(n - 1)° +
+0.2949027%81(n - 1)% ]e=2-0988090531(n-1) _ 3 53472639092(n - 1)°2e~3-6896808591(n-1)
+6.52289425339(n — 1)2e~3-5588615870(n-1) _ 10,3740164628(n - 1)2e3-2031469638(n-1) |

+16.2245606899(n — 1) 2-7947822439(n-1) _ 31 0683634535(n — 1) e 2-4082455720(n-1)

(5.4.34)
b) A doua solutie

F(n) = —0.9034898463 + [2.9034898463 — 10.439516817(n - 1)? + 0.0004971369(n - 1) -
0.3301513414(n - 1)2e~1-7295917121(n-1) _ 0 5465749334(n - 1)2e-0-9240575546(n-1) _

~0.1988704213(n ~ 1)?e 0-3891517113(n-1) 4 10.4244457170(n - 1)% e 0-3444067343(n-1)

. (5.4.35)
Cazul 5.4.3.4. In ultimul caz, se considera y =2 si S =-2. Solutiile duale

sunt:

a) Prima solutie

f(n)=1.7019613535 + [0.2980386464 — 0.8562787B8(n - 1)° + 0.0106882655(n - 1) +
+0.0310882235(n — 1)* e=3-3552695664(n-1) _ 9 8757867 12(n - 1)% e 0-3225573014(n-1)
4 0.9017666577(n - 1)2~6-3225571694(1-1) | 1 1112669a4(n - 1)2e3-3547932645(n-1) _

0.9948349570( - 1)2~2-7022990501(n-1) | ) 893777728(n - 1)2e2-6833589327(n-1)

(5.4.36)
b) A doua solutie

f(n) =-2.099200831 + [4.0992008391 - 0.0204738147(n - 1) + 0.0008263633(n - 1)° -
0.521750005 1076 (n— 1)} Je0-2439499890(1-1) _ 0 3773706801 (n - 1)2e"5-2745243636(11-1) _
_0.8947192974(n - 1)2e2-7755705539(n-1) _ 3 1860621314(n - 1)2e1-3987895675(n-1) _

_1.0872627477(n - 1)2e0-8222938433(n-1) _ ) 539981 2068(n - 1)2e0-4723317954(n-1)

R (5.4.37)
In Tabelul 5.43 se prezinta o comparatie intre coeficientul superficial la

limita )_‘”(1) obtinut cu ajutorul metodei MHAO si rezultatele numerice. Comparatiile
se dovedesc a fi de o acuratete foarte buna pentru prima si a doua solutie.
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Tabelul 5.43. Rezultate comparative intre coeficientul superficial la limita
Fvrao 1) $1 Fhumenic(1) - (abatere = %00 (1) =L umeric (1) 1)-
prima expresie a solutiei a doua expresie a solutiei
aproximative de ordinul intéi aproximative de ordinul intéi
YIS ,ch A0 (1) f;;umeﬁc (1) |abatere an A (1) f;;umeﬁc (1) |abatere
1(-1/1.0000007544(0.9999999999| 7.5 | 0.0845138264| 0.0845128264 1
107 .10
1(-2 2.6012206637| 9.9 |-6.3800354048|-6.3800364048 1
2.6012206647 10710 1076
2|-1 2.5632048269| 9.9 |-2.1469925948|-2.1469935948 1
2.5632048369 1079 1079
21-2[3.7150911381|3.7150910381| 9.9 |-11.367789945[-11.367790945| 9.9
1078 107

in Tabelele 5.44-5.49 se prezintd o comparatie intre fiecare dintre solutiile
aproximative f(n) si f'(n) si rezultatele numerice obtinute cu metoda Runge-Kutta
de ordin IV in combinatie cu metoda shooting pentru diferite valori ale variabilei n
si diferite valori ale coeficientilor y si S.

Se poate observa ca solutiile obtinute cu metoda MHAO sunt in bun acord cu
rezultatele numerice.

Figurile 5.46 si 5.47 prezinta deplasarea )_‘(r)) pentru diferite valori ale
coeficientului de instabilitate S, y =1 si respectiv y =2. Se observa ca pentru o

valoare fixata a coeficientului y deplasarea F(n) scade daca coeficientul de
instabilitate S creste, pentru primele solutii. Situatia opusa este observata pentru

solutiile duale.

f(n)
1.0}, ————prima solutie
0.5\ T
A\ “"';--.A_;.:_
Vo2 4 6 gl
-0.5) N\ e e
-10f \ = -1
-1.5 a doua solutie |
-20 e \
-2.5 =-2—
Fig. 5.46 Deplasarea pentru diferite valori ale coeficientului de instabilitate S pentru
y=1.

BUPT



200 Fluide ne-Newtoniene - 5

-1 TR
) adoua solutie
-2 e L; ____________________
Fig. 5.47 Deplasarea pentru diferite valori ale coeficientului de instabilitate S pentru
y=2.

Figurile 5.48 si 5.49 descriu profilele vitezei F'(n) pentru o valoare fixata a
coeficientului y si unele valori ale coeficientului de instabilitate S. Se observa c3, in
toate cazurile, viteza fluidului este amortizata mai repede odatda cu cresterea
coeficientului de instabilitate. Grosimea stratului limita de vitezd scade daca
coeficientul de instabilitate S scade, ceeace implicd o crestere a gradientului de
viteza. Pentru prima solutie, gradientul de viteza este pozitiv (in toate cazurile), in

contrast cu solutia duald. Aceste concluzii sunt in concordantd cu rezultatele
obtinute in [185] si [186].

f'(n)
5
-0.2
-04
-0.6
-0.8}//,
10/
128 /&
Fig. 5.48 Profilul vitezelor pentru diferite valori ale coeficientului de instabilitate S
cand y =1.
b 6 8 n
-0.5(7 % —prima solutie
;" — adoua solutie
-1.0
-1.58 /) s=-1

_oof\S/ s=-2
-25/% /

Fig. 5.49 Profilul vitezelor pentru diferite valori ale coeficientului de instabilitate S
cand y = 2.
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Tabelul 5.44. Rezultate comparative intre prima expresie a solutiei aproximative de

ordinul intdi f(n) dat3 de relatia (5.4.30), respectiv a derivatei acesteia f'(n)
obtinuta cu MHAO si rezultatele numerice pentru y =1, S=-1

(&r =1 Fppgao (M) = F oo (MW, €0 =L F 0 () =Fr ()]
" fMHAO (n) fnumeric (n) Er f’MHAO (n) f;1umeﬁc (n) Ef
(5.4.30) din (5.4.30)
1 1 1 0 -1 -1 0
9/5 7.1 - - 2.1
0.4493290026(0.4493289954| _ ;59 (0.4493289667/0.4493289878 ;-8
13/5 6.4 - - 2.1
0.20189652950.2018965301| . ;510 |0.2018965563/0.2018965347|  ;9-8
21/5 6.02 - - 2.003
0.04076220280.0407622034| . ;910 |0.04076219590.0407621759  ;0-8
29/5 1.4 - - 2.5
0.0082297496/0.0082297482| . ;59 |0.00822975020.0082297476| . 199
37/5 2.6 - - 1.1
0.00166155510.0016615578 ;59 |0.00166155820.0016615571) ;--9
41/5 1.5 - - 3.8
0.00074658380.0007465853| . ;-9 |0.0007465846/0.0007465884 ;-9
9 1.4 - - 1.5
0.00033546200.0003354620| . 1 p-11 |0.0003354605(0.0003354620| . ;99
0 6.6613 8.7647 2.1 0 0 0
.10°16 .10-16 .10714

Tabelul 5.45. Rezultate comparative intre a doua expresie a solutiei aproximative
de ordinul intai f(n) data de relatia (5.4.31), respectiv a derivatei acesteia f'(n)
obtinuta cu MHAO si rezultatele numerice pentru y =1, S=-1

(&p =1 o (M —F (D, € =1 Frpno (M =Fr ()],
r’ fMHAO (I'}) numeric (n) Ef f’MHAO (I']) din ff,'lumeric (n) Ef’
(5.4.31) (5.4.31)
1 1 1 0 -1 -1 0
9/5| 0.3025681133 4.7 -0.7034979138 - 1.2
0.3025729017 10—6 0.7036237128 .10—4
13/5 - - 4.6 -0.4016692734 - 6.6
0.1319503386 |0.1319549886 1076 0.4016032225 .1075
21/5 - - 1.1 -0.1094954512 - 1.9
0.4960887571 |0.4961000384 .1075 0.1095146046 ,1075
29/5 - - 8.2 -0.0270353065 - 1.4
0.5909291088 |0.5909208156 10—6 0.0270213000 _10—5

BUPT



202 Fluide ne-Newtoniene - 5

37/5 - - 1.4 | -0.0063314620 - 1.4
0.6138226907 |0.6138228346| ;597 0.0063462255| ;95
41/5 - - 9.1 | -0.0030330955 - 6.05
0.6174089320 |0.6174180498| ;56 0.0030391496| . ;-6
9 - - 8.9 | -0.0014527986 - 5.9
0.6191261345|0.6191351201 ;56 0.0014468075| . ;o6
0 - - 4.5 0 0 0
0.6206780156 |0.6206780156| ;514

Tabelul 5.46. Rezultate comparative intre prima expresie a solutiei aproximative de

ordinul intai f(n) dat3 de relatia (5.4.32), respectiv a derivatei acesteia f'(n)
obtinuta cu MHAO si rezultatele numerice pentru y =1, S=-2

(&r =1F mpao (M) = umeric (M 1 €6 =L a0 (M) = FLumeric (M) 1)-
7 fMHAO (f’) fnumeric (,7) & f f’MHAO (’7) f[",umeric (/7) Ef'
(5.4.32) din (5.4.32)
1 1 1 0 -1 -1 0
9/5 3.6 - - 1.07
0.6540357246/0.6540356881( . ;-8 [0.1423061993(0.1423072726 . ;-6
13/5 1.1 - - 6.9
0.601910689000.6019108087| . ;5-7 [0.02311352610.0231135957| ;-8
21/5 9.2 - - 9.04
0.59172314820.5917232409| . ;5-8 [0.00070958550.0007094951 ;-8
29/5 8.5 - - 5.8
0.59140127630.5914011910| . ;-8 0.00002383380.0000238925| . ;-8
37/5 5.1 -8.8615 -8.4307 4.3
0.5913902415/0.5913901904| . ;-8 10”7 107 108
41/5 2.4 -1.8368 -1.5887 2.4
0.591389886000.5913898617| . ;-8 10”7 107 108
9 1.1 -1.8368 -1.5887 2.4
0.59138981080.5913897995( . ;-8 10”7 107 108
o 6.9 0 0 0
0.59138978920.5913897892( . ;514

Tabelul 5.47. Rezultate comparative intre a doua expresie a solutiei aproximative
de ordinul intai f(n) data de relatia (5.4.33), respectiv a derivatei acesteia f'(n)
obtinuta cu MHAO si rezultatele numerice pentru y =1, S=-2

Cer =17 mrao (M) = Fpumeric (M 1 Eq =1 yiao (1) = Fmeric (M) 1)
1 fMHAO (I')) fnumen'c (n) Ef f’MHAO (,7) fr’1umen'c (n) Ef’
(5.4.33) din (5.4.33)
1 1 1 0 -1 -1 0
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9/5

0.4931638904

0.4931976737| .

1.8404107968

1.8405104714)

13/5

1.5746868741

1.5746416452

0.8900821972

0.8900516447|

21/5

2.1944651392

2.1944897035|

0.1082080071

0.1081247967

29/5

2.2598561227

2.2598257759| |

0.0091018331

0.0091580377| .

37/5

2.2649614997

2.2650206599 |

0.0006415895

0.0006482600| .

41/5

2.2652663671

2.2653038433| .

0.0002202957

0.0001651469|

2.2653903391

2.2653753555| |

0.0001070484

0.0000411696|

2.2653986945

2.2653986945

0

0

Tabelul 5.48. Rezultate comparative intre prima expresie a solutiei aproximative de
ordinul intéi f(n) data de relatia (5.4.34), respectiv a derivatei acesteia f'(n)
obtinuta cu MHAO si rezultatele numerice pentru y =2, S=-1

(&r =1 Fpppaao (M =Fr o ()1, €4 =IF a0 () =F1 ()],
i f MHAO (n) fnumen'c (n) Ef f 'MHAO (n) frlwmeric (n) Ef'
(5.4.34) din (5.4.34)
1 2 2 0 -1 -1 0
9/5 |1.6330858924(1.6330861523| 2.5 - - 1.5
_10—7 0.18159219580.1816077514 .10—5
13/5 |[1.5550512928/1.5550531316| 1.8 - - 1.5
_10—6 0.0465577528/0.0465561725 .10—6
21/5 [1.5269871985|1.5269891353| 1.9 - - 1.5
.10—6 0.0045275785|0.0045260284 .1076
29/5 [1.5239948037|1.5239925608 2.2 - - 1.2
_10—6 0.0005600263|0.0005588247 .10—6
37/5 [1.5236020621|1.5236049410, 2.8 - - 1.9
_10—6 0.0000797560/0.0000778400 _10—6
41/5 (1.5235615146(1.5235649024| 3.3 - - 4.2
.10—6 0.0000294916|0.0000299133 ,1077
9 1.5235467934{1.5235494172| 2.6 - - 1.2
.10—6 0.0000104089/0.0000116668 .10—6
00 1.5235393146/1.5235393145| 1.07 0 0 0
10711
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Tabelul 5.49. Rezultate comparative intre prima expresie a solutiei aproximative de
ordinul intéi f(n) data de relatia (5.4.35), respectiv a derivatei acesteia f'(n)
obtinuta cu MHAO si rezultatele numerice pentru y =2, S=-2

(&r =1 Fppgao (M) = F oo (MW, €0 =L F 0 () =Fr ()]
7 fMHAO (n) fnumen'c (n) Er f’MHAO (n) f;1umeﬁc (n) Ef
(5.4.35) din (5.4.35)
1 2 2 0 -1 -1 0
9/5 2.4 - - 2.7
1.7283791967|1.7283789517| . 157 (0.07405450410.0740547752) ;197
13/5 1.9 - - 8.4
1.70506481401.7050648331) ;-8 (0.00799460600.0079954465| ;-7
21/5 4.04 - - 2.2
1.70202209421.7020221347| ;-8 (0.00014386230.0001440860 ;97
29/5 7.3 -3.4550 -3.3915 6.3
1.7019629186|1.7019628448 ;58 .10°6 .10°6 .10°8
37/5 7.5 -1.0521 -9.3066 1.2
1.70196140241.7019613948 ;59 .10~/ .10°8 .10°8
41/5 1.7 -1.0521 -9.3066 1.2
1.7019613622]1.7019613605| . ;59 107 .10°8 .10°8
9 2.1 -1.8882 -1.5206 3.6
1.7019613550/1.7019613548| . ;510 .10°8 .10°8 .10°°
0 4.4 0 0 0
1.70196135351.7019613535| . ;13

Din Tabelul 5.43 se observd c& magnitudinea lui f”(1) creste pe masurd
ce parametrul y creste in cazul primei solutii datd de subcazurile 5.4.3.1.a),
5.4.3.2.a), 5.4.3.3.a) si 5.4.3.4.a). Tendinta opusa este pentru variatia lui S, adica
cresterea lui S duce la diminuarea magnitudinii coeficientului superficial la limita
F”(l). in cazul solutiilor duale date de subcazurile 5.4.3.1.b), 5.4.3.2.b), 5.4.3.3.b)

si 5.4.3.4.b) variatia coeficientului superficial la limita f"(1) se inverseaza.

Pentru a da o interpretare solutiilor analitice aproximative, obtinute cu
metoda MHAO, se considera curgerea printr-un cilindru contractat (care la
momentul initial are diametrul agp =7 [m]), a unui fluid véscos caracterizat prin

vascozitatea cinematicd v=5.10" [m2/s]. in continuare, pentru doud din cele
patru cazuri studiate, se prezinta grafic componentele vitezei, si anume: u -
componenta vitezei in directia axei radiale Or, respectiv w - componenta vitezei in
directia axei Oz . Sunt cazurile in care coeficientul de instabilitate are valoare
S =-2, si astfel se poate observa pe grafice influenta acestui coeficient asupra
curgerii. Din relatiile (5.4.7) si (5.4.32), respectiv (5.4.33) se obtin expresiile
componentelor vitezei (u,w) pentru Cazul 5.4.3.2, corespunzadtoare celor
doudsolutii. in mod asem&né&tor, din relatiile (5.4.7) si (5.4.36), respectiv (5.4.37)
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se obtin expresiile componentelor vitezei (u, w) pentru Cazul 5.4.3.4. Variatiile
componentelor vitezei de curgere a fluidului sunt prezentate in Figurile 5.50 - 5.53
(pentru Cazul 5.4.3.2), respectiv in Figurile 5.56 - 5.59 (pentru Cazul 5.4.3.4).
Influenta coeficientului de instabilitate S asupra curgerii fluidului se poate observa
din Figurile 5.54 si 5.55 (pentru Cazul 5.4.3.2), respectiv din Figurile 5.60 - 5.61
(pentru Cazul 5.4.3.4). Aceste figuri prezinta variatiile campului (u, w) si sunt in
concordanta cu rezultate obtinute pe cale empirica.

Fig. 5.50 Profilul vitezei u n directia Fig. 5.51 Profilul vitezei w in directia
axei radiale Or,incazul S=-2, y=1, axei Oz,incazul S=-2,y=1,
corespunzator primei solutii corespunzator primei solutii

umg] wimg] 2kl
4o Th
-6.x1077
-g.x1077
Fig. 5.52 Profilul vitezei u in directia Fig. 5.53 Profilul vitezei w in directia
axei radiale Or,incazul S=-2,y=1, axei Oz,incazul S=-2,y=1,
corespunzator celei de-a doua solutii corespunzator celei de-a doua solutii
e A A i I - F F rororororororororo
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Fig. 5.54 Campul de vectori (u, w),
asociat cazului S=-2, y=1,
corespunzator primei solutii

vl . n-f
-0.00001

Fig. 5.56 Profilul vitezei u n directia

axei radiale Or,incazul S=-2,y=2,

corespunzator primei solutii

0
nEL g pooo |
-0.00002

1]

Fig. 5.58 Profilul vitezei v in directia

axei radiale Or,incazul S=-2, y=2,

corespunzator celei de-a doua solutii
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Fig. 5.60 Campul de vectori (u,
asociat cazului S=-2, y=2,
corespunzator primei solutii

i

),

Fig. 5.55 Campul de vectori (u, w),
asociat cazului S=-2, y=1,
corespunzator celei de-a doua solutii
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Fig. 5.57 Profilul vitezei w in directia
axei Oz,ncazul S=-2,y=2,
corespunzator primei solutii

Fig. 5.59 Profilul vitezei w in directia
axei Oz,incazul S=-2,y=2,
corespunzator celei de-a doua solutii
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Fig. 5.61 Campul de vectori (u, w),
asociat cazului S=-2, y=2,
corespunzator celei de-a doua solutii
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Alte abordari ale autorului pot fi gasite in articolele [38] - pentru un fluid
micropolar, [56] - pentru un fluid Newtonian vascos incompresibil, [57] - pentru un
fluid Maxwell superior-convectiv, [24] - studiul campului de conuri pe o varietate
polisimplectica, [117] - studiul unor oscilatori neliniari cu fortd de revenire de ordin
fractionar.

BUPT



Concluzii. Contributii originale. Perspective de viitor.

Practica stiintei ingineresti poate fi descrisa ca un proces evolutiv: de la
simpla observatie la constructia unui model matematic care sa explice observatiile
sau invers. Folosirea diferitelor modele matematice implica relatii constitutive
precum si un numar de principii, legi, tehnici si metode. Unele principii sunt mai
usor de inteles altele mai dificile, adesea imposibile. O serie de experimente pot
trezi un deosebit interes, pot stimula inteligenta si curiozitatea. Mecanica mediilor
continue este un domeniu vast aflat in atentia multor cercetatori, intens cercetat din
multe puncte de vedere. Obiectivul prezentei teze este de a propune o abordare
corecta a ecuatiilor diferentiale neliniare ce guverneaza curgerea diferitelor tipuri de
fluide precum si transferul de caldura utilizand o noud tehnica analiticd numita
"Metoda homotopica asimptotica optimala" (MHAO).

Concluzii

Solutiile analitice ale ecuatiilor diferentiale neliniare sau a ecuatiilor
diferentiale cu coeficienti variabili joaca un rol important in studiul sistemelor
dinamice neliniare, dar in acelasi timp este deosebit de dificil de a gasi solutiile
analitice, in special pentru probleme neliniare cu neliniaritati moderate sau mari. In
general, metodele analitice cunoscute in literatura de specialitate sunt restrictionate
la un numar limitat de cazuri depinzand de un parametru care apare in ecuatiile de
miscare si sunt valide numai pentru acele probleme cu neliniaritati tari (mari).
Exista un mare numar de metode analitice aproximative care permit rezolvarea
anumitor tipuri particulare de ecuatii diferentiale neliniare, cum ar fi: metoda
parametrului mic, metoda de tip Lindstedt-Poincaré, metoda dezvoltarii § , metoda
scarilor multiple, metoda Krilov-Bogoliubov-Mitropolski, metoda iterativ-variationala,
metoda balantei armonice, metoda perturbatoare cu functii eliptice, etc. Adesea,
aceste metode nu sunt convergente pe intregul domeniu de definitie. In particular,
este mai greu de obtinut solutii analitice aproximative decat unele numerice. Une-
ori metodele numerice dau puncte de discontinuitate deosebite.

Metoda MHAO care o folosim in cadrul prezentei lucrari are céateva
caracteristici care o deosebesc in totalitate de celelalte metode cunoscute. Un
avantaj foarte important al acestei proceduri este independenta de orice parametru
mic sau mare. Un alt avantaj este garantarea convergentei solutiilor prin metode
riguros demonstrate: metoda minimizarii restului, metoda Galerkin, metoda Ritz,
metoda colocatiei, metoda celor mai mici patrate, metoda Kolmogorov, etc. Pe de
alta parte metoda permite o mare libertate in alegerea operatorului liniar si a
functiilor auxiliare de asigurare a convergentei solutiilor. In toata teza folosim o
singura iteratie, lucru care este absolut nou deci si surprinzator. Metoda folosita este
generald si se poate aplica in orice domeniu in care apar fenomene descrise de
ecuatii diferentiale neliniare. In toate cazurile pe care le exemplificam, abaterile
solutiilor analitice aproximative sunt deosebit de mici in comparatie cu solutiile
numerice. Alte avantaje sunt: scrierea solutiilor analitice pe cateva randuri spre
deosebire de alte metode a caror solutie se scrie pe cateva pagini. Solutiile sunt
efective, usor de obtinut prin rezolvarea unei singure ecuatii liniare. Pentru
obtinerea solutiilor si a anumitor parametri de convergentd nu este necesar un
calculator cu performante deosebite (in comparatie, de exemplu, cu metoda
Homotopy Analysis Method, unde este nevoie de cateva pagini pentru scrierea
solutiei analitice aproximative). In fine, nu avem nevoie de legi deosebite sau de

BUPT



Concluzii. Contributii originale. Perspective de viitor 209

fmbunatatirea abaterii cu procedee suplimentare cum ar fi aproximanta Padé. Nu
exista limitari sau probleme deschise.

Pentru a scoate in evidenta eficienta deosebitd a metodei MHAO, se prezinta
un numar mare de tabele si grafice comparand in permanenta rezultatele proprii
obtinute cu cele numerice. AplicAnd metoda MHAO se pot obtine si solutii exacte
pentru unele cazuri (a se vedea 4.2.2, 5.1.2, 5.2.3 si 5.4.2), ceea ce nu se intampla
la nici o altd metoda cunoscuta in literatura de specialitate. Acuratetea rezultatelor
obtinute cu metoda MHAO este demonstrata prin mai multe metode: comparatia
solutiilor si a derivatei solutiilor astfel obtinute cu valorile numerice corespunzatoare
obtinute aplicand metoda Runge-Kutta de ordinul patru in combinatie cu metoda
shooting folosind softul Wolfram Mathematika 6.0, prin comparatia coeficientilor
f"(0) si f(o) obtinute cu cele doua metode, apoi construind graficul restului dar si

aplicand cateva teste statistice precum testele Durbin-Wattson sau Barlett. Pentru
prima datAé se obtin solutii duale (paragraful 5.4) pentru un sistem dinamic puternic
neliniar. In fiecare caz prezentat in aceasta lucrare se discuta influenta diferitilor
parametri asupra solutiilor aproximative obtinute. Este pentru prima data in
literatura stiintifica ca se determind solutii duale pentru ecuatii diferentiale neliniare
total diferite intre ele. Mai mult, graficele celor doua solutii sunt diferite (a se vedea
secitunea 5.4).

Contributii originale

Toate rezultatele prezentei lucrari sunt contributii originale ale autorului.
Lucrarea contine cinci capitole. Primul capitol se refera la fundamentarea teoretica
a mediilor continue, proprietatilor mecanice, ecuatiilor constitutive. Se descriu
sumar cateva tipuri de fluide (vascoelastice, Newtoniene, incompresibile, Maxwell,
Oldroyd) si se descriu ecuatiile de baza.

In capitolul 2 se prezintda detaliat metoda MHAO cu doua variante. Se
construieste homotopia corespunzatoare dinamicii studiate, se arata modul de
constructie al functiei auxiliare de control al convergentei si se considera metode
optimale de determinare a parametrilor ce asigura convergenta solutiilor. Fiecare
variantd este exemplificata pe cazuri practice.

In capitolul 3 se aplica metoda MHAO in studiul amortizoarelor fluide
neliniare de tip Bingham. Dupa o prezentare a mai multor tipuri de modele
Bingham, se propune rezolvarea unei ecuatii neliniare cubice cu amortizare
nevascoasa. Se folosesc trei pasi si o functie auxiliard cu noud parametri de control
al convergentei. In literaturd nu este cunoscutda o alta solutie a acestui model
propus.

In sectiunea 1 a capitolului 4, ecuatia neliniard de tip Falkner-Skan,
descrie curgerea unui fluid Newtonian vascos sub actiunea unui gradient de
presiune. Problema este rezolvata aproximativ cu metoda MHAO. La obtinerea
solutiilor aproximative de inalta precizie s-au folosit patru functii auxiliare de control
a convergentei, dintre care doud cu noud parametri optimali, si doud cu zece
parametri optimali. Parametrii optimali au fost determinati cu metoda Galerkin. Din
cele abordate s-a observat cd precizia solutiilor aproximative creste odatd cu
cresterea numarului de parametri optimali. Pe de altd parte, in fiecare din cele patru
cazuri si doisprezece exemple, acuratetea solutiilor aproximative creste odata cu
cresterea valorii gradientului de presiune B. Concluzia este cad viteza de curgere
creste daca gradientul de presiune se mareste. Pentru a pune in evidenta
importanta solutiilor analitice aproximative, determinate cu MHAO, se prezinta
graficele tri-dimensionale ale componentelor vitezei fluidului, respectiv graficul
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campului de vectori (u, v), pentru un fluid vascos Newtonian, in cazurile B =1/2 si
B=1.6. Din aceste grafice se poate observa influenta valorii gradientului de
presiune B asupra curgerii, si anume: pe masura ce B creste apare fenomenul de
dispersie a fluidului. Aceste concluzii semnifica impotanta solutiilor aproximative,
astfel obtinute. Pe baza observatiilor din prima sectiune a capitolului de fata, in
sectiunea a doua, problema curgerii unui fluid Newtonian vascos pe o suprafata
intinsa cu alunecare partiala, am rezolvat-o cu metoda MHAO, folosind noua
parametri optimali. si la acesta problemd s-a folosit metoda Galerkin pentru
optimizarea parametrilor introdusi. Precizia solutiilor aproximative, a coeficientului
superficial la limita @"(0) si a valorii limita @(«), s-a dovedit a fi la fel de mare si

pentru aceasta problemad. Am studiat patru cazuri si doisprezece exemple:
intinderea plana cu panza impemeabila (m=1, a=0), intinderea asimetrica cu
panza impermeabild (m=2, a =0), intinderea plana cu panza de aspiratie (m=1,
a = 3), intinderea asimetricd cu panza de aspiratie (m=2, a=3). Validitatea
rezultatelor obtinute cu metoda MHAO sunt prezentate in saisprezece tabele si
doudzeci de figuri. In toate cele patru cazuri componentele vitezei descresc la o
crestere a parametrului de alunecare A. De asemenea, s-a obtinut ca viteza de
curgere este mai mica in cazul intinderii asimetrice (m = 2) decat in cazul intinderii
plane (m = 1). Un rezultat remarcabil este obtinut in cazul intinderii plane pentru o
foaie impermeabild: cu metoda MHAO am obtinut solutia exacta a fluidului
considerat. Un alt rezultat important este folosirea metodei Galerkin pentru
optimizarea parametrilor, cu functii pondere dependente la randul lor de doi
parametri. Importanta solutiilor aproximative este pusa in evidenta prin graficele tri-
dimensionale (ale componentelor vitezei fluidului), dar si prin graficele campului de
vectori (u,w), in doar doua cazuri: cazul curgerii plane cu panza impermeabila si

cazul curgerii asimetrice cu panza impermeabila. S-a considerat curgerea laminara
cu alunecare partiala a unui fluid vascos Newtonian pe o suprafata intinsa. Aceste
rezultate completeaza rezultatele adimensionale obtinute cu MHAO. Problema
transferului de caldura si a curgerii instabile a unui fluid Newtonian vascos pe o
suprafata intinsa, este studiata in sectiunea a treia. Pentru rezolvarea aproximativa
cu metoda MHAO s-au folosit doua tipuri de aproximdri: una bazata pe functii
exponentiale si a doua cu functii rationale. In cazul solutiei aproximative a ecuatiei
transferului de masa s-au folosit zece parametri optimali, la aproximarea cu functii
exponentiale (respectiv, sapte parametri optimali, la aproximarea cu functii
rationale). Pentru rezolvarea aproximativa a ecuatiei transferului de caldura s-au
folosit noua parametri optimali, la aproximarea cu functii exponentiale (respectiv,
doisprezece parametri optimali, la aproximarea cu functii rationale). Parametrii
optimali au fost determinati cu metoda celor mai mici patrate. Acuratetea celor
doisprezece solutiilor aproximative este verificatda prin comparatiile prezentate in
doisprezece tabele si sapte grafice. Din aceste comparatii am putut trage

urmatoarele concluzii: 1) deplasarea F(n) creste odata cu cresterea conditiei initiale
fwi 2) viteza f'(n) descreste odatd cu cresterea coeficientului f,, ; 3) temperatura
descreste odata cu cresterea coeficientului f,,, pentru orice valoare a numarului
Prandtl; 4) temperatura descreste odatda cu cresterea numarului Prandtl, pentru
orice valoare a conditiei initiale f,, . Pentru prima datd in domeniul mediilor continue

sunt prezentate doisprezece solutii distincte pentru un sistem neliniar diferential in
doua variabile.
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in capitolul 5 sunt studiate patru probleme. Problema curgerii unui fluid
Maxwell superior-convectiv pe o placa poroasa intinsa cu aspiratie (R>0) sau cu
imersie (R<0) este rezolvatd aproximativ in prima sectiune. Folosind a doua
varianta a metodei MHAO (a se vedea capitolul 2, sectiune a doua) am determinat
solutii aproximative multiple, atat in cazul problemei cu aspiratie, cat si in cazul
problemei cu imersie. Ca si In cazul curgerii unui fluid Newtonian, solutiile
aproximative determinate cu metoda MHAO sunt foarte precise, daca numarul de
parametri optimali creste. Valorile parametrilor optimali au fost determinate cu
metoda celor mai mici patrate. Validitatea acuratetei solutiilor aproximative (pentru
deplasarea f(n) si viteza f'(n)) este aratata in zece tabele si patru grafice, pentru
valori fixate ale coeficientilor M si B. Cu ajutorul metodei MHAO se poate obtine un
alt rezultat deosebit: pentru B =0 se obtine solutia exactd a ecuatiei Maxwell
considerata in aceastd sectiune. Convergenta solutiilor aproximative este intarita
prin doua teste statistice efectuate asupra abaterilor in 30 de puncte: testul Durbin-
Wattson pentru autocorelatii (legatura intre valori consecutive) si testul Barlett
pentru homoscedasticitate (variantd constantd). Aceste teste statistice
caracterizeaza proprietatile asimptotice ale solutiilor aproximative determinate cu
metoda MHAO. Pentru toate solutiile aproximative ambele teste statistice se
incadreaza intre limitele unanim acceptate. De asemenea, din comparatiile
coeficientilor F”(0) si F(x) se poate intari concluzia despre eficienta metodei
MHAO. Importanta solutiilor aproximative se prezinta in teza pentru curgerea unui
fluid Maxwell superior-convectiv. Sunt prezentate graficele tri-dimensionale (ale
componentelor vitezei fluidului), precum si graficul cAmpului de vectori (u, v), atat
in cazul curgerii cu viteza de aspiratie, cat si in cazul curgerii cu vitezd de imersie,
rezultate care completeaza lista de rezultate adimensionale obtinute cu MHAOQ. In a
doua sectiune este rezolvata problema curgerii peliculei subtiri a unui fluid Oldroyd
cu 6-constante pe o banda in miscare. Problema a fost redusda la o problema
neliniara ce depinde de trei coeficienti adimensionali a; si a> (constante materiale)

si m (coeficient adimensional al gravitatii). Din conditiile fizice la limita au fost
deduse doua conditii: una omogena si alta neomogena. Metoda MHAO am aplicat-o
cu succes pentru determinarea de solutii aproximative a problemei neliniare cu
fiecare conditie la limita, folosind doua alternative: o aproximare cu functii
polinomiale, iar alta cu functii exponentiale. In cazul primei alternative s-a folosit o
functie auxiliara cu cinci parametri optimali, iar la a doua varianta s-a folosit o
functie auxiliara cu patru parametri optimali. Parametrii optimali au fost determinati
cu metoda celor mai mici patrate. Precizia solutiilor aproximative este validata prin
comparatia lor cu solutia numerica. Aceste comparatii sunt prezentate in douazeci si
doua de tabele si douazeci si trei de grafice. Din aceste comparatii se poate
concluziona: 1) viteza benzii v(x) descreste odatda cu cresterea coeficientului m,

pentru orice valoare a parametruli a, si a; =0.5 >0 ; 2) viteza benzii v(x) creste
odatd cu cresterea coeficientului m, pentru orice valoare a parametruli ay si
a; =-0.5 <0; 3) pentru orice valoare a coeficientului m, viteza benzii creste odata
cu cresterea coeficientului ay; 3) viteza benzii descreste pentru orice valoare a
coeficientului a; > 0; 4) viteza benzii creste pentru orice valoare a coeficientului
ay < 0; 5) viteza benzii creste odata cu cresterea coeficientului a,; 6) viteza benzii
descreste pentru odata cu cresterea coeficientului a;; 7) in toate cazurile viteza
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benzii descrete pentru a; =0.5 >0 si creste pentru a; =-0.5 <0 si pentru orice
valoare a coeficientului m. Pentru cazul a; =a», MHAO pune in evidentd solutia

exactd a unui fluid de tip Oldroyd cu 6 constante, ceea ce este inca un rezultat putin
cunoscut in literatura de specialitate. Problema transferului de caldura si curgerea
stabild a unui fluid MHD vascos la nivelul stratului limid este studiata cu a doua
varianta a metodei MHAO (a se vedea capitolul 2, sectiunea a doua) in sectiunea a
treia. Problema neliniara a transferului de masa depinde de trei coeficienti fizici: M -
coeficientul magnetic, A- coeficientul vitezei de alunecare, S- coeficientul de
aspiratie (S>0) sau de imersie (S <0). Problema neliniara a transferului de
caldura prin radiatie depinde de trei coeficienti fizici: 0 - coeficientul termic de
alunecare, R- coeficientul de radiatie si Pr- numarul lui Prandtl. Solutia
aproximativa f(n), ce descrie transferul de masa, am obtinut-o cu MHAO folosind
doua functii auxiliare depinzand de sase parametri optimali, iar solutia aproximativa
5(0), ce descrie transferul de caldura prin radiatie, am obtinut-o cu MHAO folosind

douad functii auxiliare depinzand de sapte parametri optimali. Cu metoda celor mai
mici patrate am determinat valorile numerice ale parametrilor optimali. Precizia
solutiilor aproximative este motivata prin comparatia dintre rezultatele aproximative

si solutia numerica, prin comparatia dintre vitezei de curgere F'(n) si a vitezei de
transfer 5’(/7) , prezentate in nouasprezece tabele si unsprezece grafice, dar si prin
comparatia coeficientului superficial la limita F"(O) si a coeficientului de transfer

termic 6'(0), pentru noud cazuri ale coeficientilor fizici. Mai mult decat atat,
acuratetea rezultatelor aproximative este intarita prin reprezentarea grafica a
restului de aproximare (pentru Rz si R@). Solusiile aproximative astfel determinate

au condus la urmatoarele concluzii: 1) deplasarea f(n) creste odata cu cresterea

coeficientului de aspiratie / de imersie S; 2) deplasarea f(n) descreste odata cu
cresterea coeficientului magnetic M ; 3) rata de transport se reduce simtitor odata
cu cresterea coeficientuli de aspiratie / de imersie S sau a coeficientului magnetic
M ; 4) viteza de curgere f’(r]) descreste odata cu cresterea coeficientuli de
aspiratie / de imersie S sau a coeficientului magnetic M ; 5) temperatura 5(/7)
creste odatda cu cresterea coeficientului magnetic M; 6) temperatura 6(n)

descreste odata cu cresterea coeficientului de alunecare o ; 7) temperatura 5(/7)
descreste odatda cu cresterea coeficientului de aspiratie / de imersie S. Ultima
sectiune a acestui capitol prezinta solutii duale pentru problema curgerii vascoase
instabile a wunui fluid incompresibil printr-un cilindru contractiv. Problema de
transport de masa depinde de doi coeficienti fizici: y - coeficientul de absorbtie si
S - coeficientul de instabilitate. Sunt discutate patru cazuri. In fiecare dintre cele
patru cazuri, aproximarile solutiilor duale au fost determinate cu ajutorul metodei
MHAO (a doua variantd) folosind o functie auxiliara cu paisprezece parametri
optimali. Acuratetea solutiilor aproximative este ilustratd prin comparatia

rezultatelor aproximative si a rezultatelor numerice pentru deplasarea f(r]), a

vitezei de transfer de masa f’(r]), dar si a coeficientului superficial la limita f”(l).
Aceste comparatii sunt prezentate in sapte tabele si patru grafice, atat pentru prima
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solutie, cat si pentru a doua solutie. Astfel, din aceste comparatii, metoda MHAO ne
conduce la urmatoarele concluzii: 1) oricare ar fi valoarea fixatda a coeficientului de

absorbtie y, pentru prima solutie, deplasarea f(r)) scade daca coeficientul de
instabilitate S creste; situatia opusa avand loc pentru solutia duald; 2) in toate

cazurile viteza fluidului f'(n) este amortizata mai repede odatd cu cresterea
coeficientuli de instabilitate S; 3) grosimea stratului-limita de curgere scade daca
coeficientul de instabilitate S scade, ceeace implica o crestere a gradientului de
viteza; 4) pentru prima solutie gradientul de viteza este pozitiv (in toate cazurile),
tendinta opusa fiind pentru a doua solutie. Ca si la problemele studiate in sectiunile
precedente, se pune in evidenta importanta solutiilor aproximative, pentru curgerea
instabila a unui fluid vascos printr-un cilindru contractat. Pentru aceasta, se prezinta
graficele tri-dimensionale (ale componentelor vitezei), precum si graficele campului
(u,w) in doar doua din cele patru cazuri studiate, si anume: cazurile in care

coeficientul de instabilitate este S =-2, pentru solutiile duale corespunzatoare
fiecarui caz. Aceste grafice completeazd rezultatele adimensionale obtinute cu
MHAO.

In consecintd, principalul avantaj al acestei abordari este controlul
convergentei solutiilor aproximative intr-un mod foarte riguros. O foarte buna
precizie a fost gasitd intre solutiile noastre aproximative si rezultatele numerice,
ceea ce dovedeste ca metoda noastra este corecta si foarte eficienta in practica.

Este interesant de remarcat faptul cd un numar mare de parametri C; in

functiile auxiliare H de control a convergentei conduce la o precizie mai buna a
rezultatelor aproximative. Este de remarcat convergenta solutiilor si a derivatelor
acestora in comparatie cu solutiile numerice. Pe de alta parte, coeficientul superficial
la limita f"(0), valoarea limita f(x) si restul Re(n) al diferitelor solutii au valori

extrem de apropiate de valorile numerice corespunzatoare.

Un numar de zece lucrari stiintifice au fost publicate in diferite reviste de
prestigiu: The Scientific World Journal, Advances in Mathematical Physics, Abstract
and Applied Analysis, Central European Journal of Physics, Materiale Plastice, iar
lucrarile [118], [120] au fost premiate de MEN. Alte lucrari au fost trimise pentru
publicare la reviste prestigioase si se afla in stadiul de recenzie. Mentionez ca
lucrarea [60] este citata de un grup de cercetatori straini.

Perspective de viitor

e curgerea unui fluid Oldroyd cu 8-constante;
e curgerea unui fluid de tip Birger;
e studiul vibratiilor neliniare cu amortizare nevascoasa;
studiul transferului de caldura si al curgerii unor fluide de tip Maxwell, cu
aplicatii in procesul de productie a materialelor polimerice;

e studiul dinamicii masinilor electrice;

e studiul oscilatoarelor cu discontinuitati;

o studiul oscilatiilor barelor de tip Euler si Timosenko cu mase aditionale.
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