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Introducere

Investigarea fenomenelor de vibratie si vibropercutii, prin prisma
modelarilor dinamice ale miscarilor si optimizarii functionarii multor sisteme
mecanice, reprezinta o preocupare permanentd a cercetatorilor si in general a
tuturor persoanelor aflate in sfera productiei tehnice. Amploarea acestor
preocupdri constituie premize pentru noi rezultate robuste $i continue.

In modelarea dinamica a fenomenelor de vibratii si vibropercutii
principalul sprijin il constituie utilizarea metodelor matematice care dau
posibilitatea precizarii exacte a tuturor aspectelor teoretice care ne intereseaza in
elucidarea comportarii utilajelor in procesele de productie.

Printre aspectele matematice care intervin in studiul evolutiei
vibratiilor si vibropercutiilor trebuie luate in considerare si posibilitatile de
geometrizare a diferitelor sisteme dinamice concrete. Este motivul pentru care in
teza de doctorat s-a optat pe dezvoltarea, in mod special, a aspectelor geometrice
ce pot fi aliniate cercetérilor analitice §i care permit o mai buna interpretare a
rezultatelor. In realizarea lucrarii s-a avut in vedere depistarea unor metode
geometrice adecvate studiului miscarilor vibratorii §i subsumarea lor in
aplicatiile posibile din domentul vibratiilor si vibropercutiilor.

Primul capitol intitulat ,,Geometria sistemelor dinamice” se refera la
formuldri geometrice in studiul sistemelor dinamice. Se precizeaza astfel notiuni
ca: varietate neolonoma , varietate olonoma , sisteme autoadjuncte , functii
Lagrange si spatii Lagrange. Se aratd apoi cda unui sistem dat de (1.42) ,
semiolonom, i se asociaza o functie L dati prin relatia (1.46). in continuare se
cerceteaza trecerea sistemelor dinamice cu un grad de libertate, de ordinul
intai,implicite in sisteme dinamice de ordinul doi de tip Euler-Lagrange.Cu
aceastd ocazie se discutd posibilitatea de autoadjunctie, de scriere sub forma
principald si se gasesc exemple de functii Lagrange.Dupa acelasi model se
analizeazd sistemele dinamice cu douid grade de libertate, de ordinul
intai,implicite construind prelungiri de ordinul doi si punind conditii de
autoadjunctie. De asemenea la sistemele de ordinul al doilea se gasesc functii
Lagrange. Preludnd modelul matematic,rezultatele sunt prezentate sub forma de
propozitii si teoreme dintre care majoritatea sunt si demonstrate .

Urmeazad cazul sistemelor neautonome, unde variabila timp se
considera ca un nou grad de libertate. Astfel se obtine un nou sistem special, cu
un grad de libertate in plus, care insd, este autonom. Si pentru aceste sisteme
dinamice se gasesc functii Lagrange.

In ultimul paragraf al capitolului ,,Geometria sistemelor dinamice”
este prezentat grupul de semionolomie.

Dinamica geometricd, dirijatd spre studiul functiondrii optime a
maginilor de frezat face obiectul Cap. 2. Se incepe acest capitol cu analiza
stabilitatii unor sisteme dinamice concrete de ordinul intai a ciror comportare in
timp ne ajutd si intelegem problemele ce pot apidrea la masinile de frezat.
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Studiul stabilitatii se face prin functit Leapunov construite cu ajutorul
integralelor prime (notiunea de integrala prima este strans legata de lagrangieni).
In continuare se analizeazi dinamica sistemului elastic la masina de frezat roti
dintate FD-320, intr-o manierd moderna, gasind functia lui Lagrange si functia
lui Hamilton. In acest context se demonstreazi ci traiectoriile sunt geodezice
orizontale intr-o structurd geometricad Riemann-Lagrange-Hamilton.

in Cap. 3 intitulat,Miscari vibrante cu intarziere” se incepe prin a
prezenta sisteme fizice descrise matematic prin ecuatii diferentiale cu argument
intarziat. Urmeaza apoi o aplicare a acestor sisteme cu intarziere in procesul de
aschiere. La analiza modelului neliniar al masinii unelte vibrante se urmaresc
urmitoarele etape: 1) analiza partii liniare a sistemului (3.27); 2) analiza
riadicinilor ecuatiei caracteristice si bifurcatia Hopf; 3) determinarea
subspatiilor proprii generalizate asociate sistemului (3.27) in punctul de
bifurcatie Hopf ; 4) determinarea varietatii centrale in punctul de bifurcatie si
ciclul limitd asociat; 5) studiul orbitei sistemului (3.27) cu precizarea
invariantilor ciclului limita.

In paragraful ,Masina unealti vibranti regenerativi cu doua
argumente de intarziere” se asociaza sistemului fizic ecuatia diferentiald cu doua
argumente de intarziere si se urmaresc etape similare cu cele de mai sus.

Dintre aplicatiile intalnite si studiate prin metode geometrice s-a ales
sa se cerceteze dinamica masinilor de frezat pentru care existd date cunoscute
masurate experimental. Acest lucru se face in Cap. 4 care incepe cu studiul
vibratiilor la masinile unelte, analizdnd natura vibratiilor care apar la masinile
unelte in procesul de aschiere. Studiul vibratiilor libere si fortate ale lantului
cinematic de rulare la masina de frezat roti dintate FD-320 se face pornind de la
ecuatiile miscarii pentru sistemul elastic al masinii de frezat. Se determina
pulsatiile proprii ale lantului cinematic si amplitudinea la scula si piesa. Apoi se
analizeazd caracteristicile statice si dinamice ale sistemului dinamic si
elementele sale.

In continuare, pornind de la schema bloc simplificata a sistemului
dinamic masina — unealtd — piesd — dispozitiv - sculd in procesul de aschiere se
studiazd stabilitatea functiondrii magsinilor de frezat. De fapt, se urmareste
ridicarea diagramelor de stabilitate care sunt reprezentiri grafice ce au pe
abscisd turatia n a frezei iar pe ordonatd valoarea w a adincimii de aschiere.
Pentru calculul turatiei frezei si a adancimii de aschiere s-a prezentat si un
algoritm de calcul. Toate marimile ce intervin sunt corect si riguros precizate si
determinate.

Cap. 5 se refera la sisteme vibropercutante si aplicatii. Acestea se
bazeaza pe cercetirile dezvoltate cu precadere in cadrul Universitatii Politehnice
Timigoara la Centrul de Cercetare Vibropercutii si Vibratii Mecanice condus de
prof. univ. dr. ing. Liviu Brindeu. Dupa precizarea unor aspecte legate de
caracteristicile si aplicatiile vibropercutiilor se evidentiazi stadiul dezvoltarii
cercetanillor in domeniu. Dintre cazurile posibile se considera sistemul

BUPT



vibropercutant cu un grad de libertate si o cupla percutanta pentru care este
dezvoltatd cu precadere partea geometricd legatd de existenta miscarilor
periodice si stabilitatea lor. Un studiu amanuntit este realizat si pentru un sistem
particular cu doua grade de libertate si o cupla percutantd scotand in evidenta
faptul ca dificultatile pot fi rezolvate si pentru cazuri mai complicate fara a fi
nevoie de eforturi suplimentare. Aceasta aratd posibilitatea de a investiga si
lucruri mai complexe, care prin aplicarea metodelor geometrice initiate in
prezentarea anterioara conduc la interpretari importante legate de particularitati
specifice migcarilor vibropercutante.

Tema tezei de doctorat a fost initial fixatd de regretatul prof. dr. docent
ing. Gheorghe Silas Membru Corespondent al Academiei Romane care mi-a
condus primii pasi in dezvoltarea cercetirilor. Finalizarea tezei s-a facut sub
conducerea prof. dr. ing. Liviu Brindeu membru titular al Academiei de Stiinte
Tehnice, director al Centrului de Cercetare Vibropercutii si Vibratii Mecanice.
Partea aplicativd cuprinsa in tezd a fost axata pe preocuparile si realizarile
colectivului din cadrul Centrului de Cercetare Vibropercutii st Vibratii
Mecanice,colectiv in care prin preocuparile mele am reusit s ma integrez.

Partea teoreticd este axatd pe tematica dezvoltatd de prof. dr. Virgil
Obadeanu, prof.dr. Dumitru Opris de la Universitatea de Vest din Timisoara si
prof. dr. Constantin Udriste de la Universitatea Politehnica din Bucuresti.

Cele doua directii de cercetare, una aplicativd s1 una teoretica, au
permis obtinerea rezultatelor importante din prezenta teza.

Datoritd aspectelor matematice modemne implicate in dezvoltarea
cercetdrii sistemelor dinamice s-a considerat necesara implicarea in calitate de
Conducétor Stiintific In cotutela a prof. univ. dr. Constantin Udriste, Directorul
Departamentului de Matematica din Universitatea Politehnica Bucuresti si
Vicepresedinte al Balkan Society of Geometers. In felul acesta a fost posibila
realizarea obiectivului tezei intr-un domeniu interdisciplinar incat sa corespunda
atat cerintelor stiintifice caracteristice matematicilor moderne dar si aplicatiilor
in domeniul mecanicii tehnice.

Multumirile mele sincere sunt adresate conducatorului stiintific ,
distinsului prof. univ. dr. ing. Liviu Brindeu , membru titular al Academiei de
Stiinte Tehnice din Roménia. Competenta deosebitd a domniei sale, rabdarea cu
care m-a sustinut din punct de vedere tehnic si moral, precum si sugestiile
facute, toate au dus la finalizarea lucrarii.

De asemenea aduc multumirile mele distinsului prof. univ. dr.
Constantin Udriste, Membru Corespondent al Academiei Peloritane din Messina
si Vicepresedinte al Balkan Society of Geometers, care prin sugestii obiective
m-a ajutat in clarificarea unor probleme de mare finete matematica.

In acelasi timp, multumirile mele se indreaptd catre prof. univ. dr.
Virgil Obadeanu sub indrumarea caruia am studiat sistemele dinamice implicite
avand publicate articole impreuna si catre prof. univ. dr. Dumitru Opris care m-a
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indrumat in studiul sistemelor dinamice descrise prin ecuatii diferentiale cu
argument intarziat.

In final, amintesc familia mea si multumesc pentru intelegerea pe care
am avut-o in perioada realizarii si redactarii tezei de doctorat.
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1. GEOMETRIA SISTEMELOR DINAMICE

Capitolul 1 a fost realizat sub indrumarea prof.univ.dr. Virgil Obddeanu iar
rezultatele au fost publicate in [84] si [85]. Pe tot parcursul Capitolului 1
consideram cd M este o multime deschisa st stelata in raport cu ae M(unde daca

h este primativabild pe M, Lh nu depinde de drum). Din Gz% deducem

L= _[Gaﬁ' intelegdnd prin aceasta multimea tuturor primitivelor in raport cu
x,.Dacd F = [fdx, atunci prin [[fixdy intelegem multimea tuturor primitivelor
in raport cu y ale lui F adica _U_/dxdy = IFay.

1.1.Teorie Lagrange

1. Dupa cum este bine cunoscut [79], conditia necesara si suficienta ca un
sistem dinamic, de ordinul doi sau intéi, si fie lagrangian, respectiv hamiltonian,
in sens clasic (sd admita principiul minimei actiuni) este ca el sa fie autoadjunct.
O conditie necesara ca un sistem de ordinul doi [47], respectiv de ordinul intai
[65], sa fie autoadjunct, este ca el sa fie scris sub forma principala.

Un sistem dinamic admite principiul variational daca exista o functie a lui
Lagrange astfel incét ecuatiile sistemului si fie ecuatii Euler-Lagrange sau sa fie
echivalente cu acestea. In general un sistem de ordinul doi, scris in forma
principald, nu este autoadjunct si nici nu este echivalent cu unul autoadjunct, in
sensul clasic ¢ nu existi o functie Lagrange pentru el: L:J'M—R. Existi insa
intotdeauna functii lagrange L:J"™M-5R, liniare in acceleratii L=L(tx,x,%) =
Ai(tx,x)x ' +B(t,x,x), astfel incat ecuatiile lui Euler-Lagrange corespunzitoare
(de ordinul trei) sd fie combinatii de ecuatiile sistemului dat si de cele ale
sistemului sdu derivat. .

2. Un sistem de ordinul intii admite functii Lagrange L(t.x,x) = A(t,x)x'
+B(t,x), care s il descrie, daca si numai daca numarul gradelor sale de libertate
este par. Daca sistemul are un numar impar de grade de libertate, atunci este
necesard extinderea prin addugarea a incd unei ecuatii cu un nou grad de
libertate (grad de libertate catalizator) si astfel problema se reduce la un numar
par de grade de libertate.

3. Daca se considerd un sistem de ordinul intai (in forma principald sau
cinematica) si i se asociazd acestuia sistemul sdu derivat, atunci solutiile
primului sunt si solutii pentru al doilea (se gasesc printre solutiile celui din
urma), ca §1 pentru orice combinatie liniard (echivalentd) a lor. Astfel studiul
unui sistem de ordinul intai conduce la studiul unui sistem de ordinul doi care se
poate aranja ca o prelungire Lagrange

S-a aratat, local in [80] si global in [79], [117], [119] c& pot fi gasite
functii Lagrange pentru combinatii de astfel de sisteme mai sus precizate,
dependente numai de viteze, patratice in componentele vitezelor, indiferent care
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ar fi paritatea numarului gradelor de libertate. La demonstrarea acestor rezultate
s-a facut insd ipoteza ca varietatea de configuratie este dotatd cu o structura
riemanniand, capabild sa produca densititi de energie si operatori de derivare
tensoriald. Functia lui Lagrange ce rezulta este dependenta, evident, de sistemul
dat, dar si de structura riemanniana aleasa.

4. In cele ce urmeazi, vom arita ca sistemelor de ordinul intdi scrise in
formd implicitd (care nu sunt si nici nu pot fi ficute autoadjuncte, sau
echivalente cu unele autoadjuncte) li se pot asocia functii Lagrange, cu
proprietatea ca ecuatiile Euler-Lagrange, corespunzatoare acestora, sunt
combinatii liniare de ecuatiile sistemului dat si de cele ale sistemulut sau derivat.
Aceste ecuatii sunt, evident, de ordinul doi scrise in forma principala. Functiile
Lagrange determina functii Hamilton care in cazul autonom exprima legi de
conservare. Evident exista si legi de conservare care nu sunt functii Hamilton.

1.1.1. ECUATII DIFERENTIALE IMPLICITE

1.1.1.1. Notatii. Fie datd o varietate diferentiabilda M, de clasi C*, de
dimensiune finitd m, definitd prin atlasul A = {(U,p)}si spatile fibrate: TM,
T*M, I'M = RxM, J'M = RxTM, I*M, §'M = (E!, ps, 'M), (neN). Ultimele
au ca baze spatiile de jeturi J"M, iar ca spatii totale E! = I"MxuQ'M, (unde s-a
notat cu Q'M spatiul 1-formelor) si dotate cu atlasele vectoriale
corespunzatoare.
1.1.2 Sisteme de ecuatii diferentiale de ordinul n implicite.
Fie F": (t, X, %,...xX™)e"'M>F(, X, %,...x")eT' M, (1.1)
o sectiune a lui 8} M. Ea pune in evidenta multimea:
) Ker F" = {(t, x,x",...x™)eI"M | F'(t, x,x" ,....x")=0}.
In continuare facem precizarile: x® =x,x% = ¥
Vom spune cid Ker F" defineste o ecuatie diferentiald de ordinul n, implicita.
In coordonate locale (in harta (U,®)) functia F" se reprezinti prin forma
Pfaft:
F"=F" (,x",%",...x™")dx', Vtel, (t, X, %,....x")e]™M, (1.2)
iar conditia F" = 0 se exprima prin sistemul de ecuatii diferentiale de ordinul n
implicite, ordinare :
F! (t,x",%x",...x"*)=0, (i,h=1,m), (1.3)

Sistemul se numegte nedegenerat daci det(aiﬁi)j)xi 0, pentru orice xeU si

singular in caz contrar.

Multimea Ker F" (subvarietate diferentiabild a lui J"M, de codimensiune
m) conduce la spatiul total Ker F'xyJ°M al spatiului fibrat F = (Ker
FxuJ™,m,,J"M), subfibrat al lui T,M = (I"Mxy T M, p.,J"M).
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La o schimbare de harti locala pe M, prin care x'=x'(x"), functiile
Fr(x".x",..,x""), componentele locale ale lui F", se schimba dupa formula:

h
E":Z’i, B, (1.4)

si deci constituie componentele unui covector distins pe varietatea M.

1.1.1.3 Solutii ale ecuatiilor diferentiale de ordinul n.
Fie citelcR—x=c(t)eUcM, o curba diferentiabila. Aceasta se lifteaza la
J™™ prin

dc(t) d"c(t)

c:tel—(t,c(t),- ) el™.

Vom considera imaginea reciproca a lui F prin c, ca fiind functia

&FT = Fre = F[t,er), 0 470y
dt dt”
Definitia 1.1 Se numeste solutie locald a sistemului de ecuatii diferentiale
(1.3), o functie c:t elcR— x=c(t) eUCM, care se bucurd de proprietatea:

Frlte, %9, 40
dt dt"

In cazul ecuatiilor diferentiale ordinare, sistemul de ecuatii diferentiale

implicite (1.1.3) este echivalent (are aceleasi solutii) cu sistemul scris sub forma

cinematica

=0, Vrel.

XM= £(t, %, %,...,x"), (i=1,m), (1.5)
obtinut prin explicitarea Varlabllelor x™
Sistemul (1.5) defineste o sectiune f in fibratul vectorial (J"M,n"_, JIMD,
unde °_ :(t, X, x,...,x(“))—>(t, X, X ,...,x(“'”).

1.1.2 VARIETATI NEOLONOME PE SPATIUL J'M.

1.1.2.1. Si consideram pe J'M o forma Pfaff (0eA'T'M)), pe care O
scriem local prin
o = F;dx’'+®d,dx’' + fdt, (1.6)
unde F,®,,f sunt functii de (1, x(), x(¢)).
In general, ecuatia Pfaff ®=0 nu este integrabild, nu admite, ca solutii,
subvarietati de dimensiune maximd 2m (hipervarietiti). Admite insa
intotdeauna, ca solutii, curbe de forma (x=c(t), x=y(t)). Multimea acestor curbe

(impreund cu toate subvarietitile solutii ale lui ®=0) poartd numele de varietate
neolonomd (pe J'M).
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Formei Pfaff ® i se asociazd in mod canonic ecuatia diferentiala de
ordinul al doilea

Fix' +dO;x' +{=0. (1.7)

O curbd pe M: x=c(t), (tel), pentru care liftul siu ¢ la J'M:

t—>(t,c(t), di;t-) ) este solutie pentru » = 0, este, evident, solutie si pentru (1.7):
t

Filt, (t),gc(:)]
sl reciproc.
1.1.2.2 Si considerim o schimbare de hartd locald pe M: x' =x'(x") si

. . . . , . N
corespunzator schimbarea de hartd vectoriala pe TM: x' =x'(x"), x'= Iy x".
Expresia locala a formei o, in raport cu cele doua harti, conduce la relatia:

F dx'+®.dx' + fdt = F;dx' +d;dx' + fdt.
Tindnd seama de schimbarea functiilor de coordonate, rezulta pentru
coeficientii formei ®, formulele de schimbare:

d- c(t)+ D[ t.c(t). dc(t)] dc(t) H] (), dc(t)] 0, Vtel

h
F: - 2‘, Fh’

. h . h
q>l=aiph+‘;’; o, (1.8)
=1

Din aceste formule de schimbare rezultid ca ansamblul functiilor (F;,®;)
constituie componentele unui covector pe TM (neautonom).

Primele formule de schimbare, din (1.8), ne permit sa interpretam functiile
F; ca fiind componentele unui covector distins pe M, adica

F:(t,x,%x)e]' MoF(, x,x):=F . (t, x,x)dx'e T M,
si, prin urmare, nucleul siu KerF defineste o subvarietate in J'M si, in acelas
timp, un sistem de ecuatii diferentiale implicite
Fi(t, x,x)=0. (1.9)
Aplicatia ®—F; nu este injectiva.
1.1.2.3 Fie ¢:I’'M—>J'M o sectiune in fibratul vectorial J!=(J'M,n.,J’'M),

unde 7, :(t, X, x )—>(t, X). Exprimarea locala a sectiunii ¢ este data prin formulele

X' =¢'(tx) (1.10)

si defineste un sistem de ecuatii diferentiale ordinare, de ordinul intii, scris sub
forma cinematica.
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1.1.3.VARIETATI OLONOME.

1.1.3.1. S& consideram o functie F:J '"M—R, neconstanti, care defineste pe
J'M o familie de hipersuprafete,
F(t, x,x) = A (const.), (1.11)
familie care poartd numele de varietate olonoma V. Dac4, in particular, forma o,
considerati in 1.1.2, este integrabila (w=dF), atunci varietatea, solutie a ecuatiei
®=0, este olonoma si se exprima prin (1.11).
Fie o curba diferentiabila c:tel->x=c(t)eM si liftul siu la J'M, c:tel>

dc(t)

(t,e(t),—>)e J'M. Curba ¢ este situati pe varietatea olonoma V daca

F[1,c(t), d“‘)]—x Viel. (1.12)

Functiei F i se asociazi, in mod canonic, ecuatia (de forma (1.7)):
dF_OF i v iy, (1.13)
dt ax‘ ox' ot

unde
-
ox' ox'
ecuatie pentru care o curba x = c(t), cu proprietatea ca liftul sidu c¢ este situat pe
V, este o solutie si reciproc, orice solutie a ecuatiei (1.12) este liftul unei curbe
x=c(t).
1.1.3. 2 Restrictia functiei F la fiecare fibrad a lui J| se exprima prin

OF

si 1=, (1.14)

F(t, x,%x) = Fo(%) (1.15)
Presupunem ci in punctele critice ale lui F,), adica acelea in care
aF(t x) (x)
—E 0 =0, 1.16
~ (1.16)

hessiana lui F, are valorile proprii numere strict pozitive. Aceste ipoteze
constituie o conditie suficientd ca solutiile sistemului (1.16) sd defineascd un

punct de minim pentru functia (1.15). Vom spune ca o astfel de functie este
optimala.

Folosind formulele (1.14) si Fi(t, x,x) = ‘é"x’l(x) aF(;;:’ %) se ajunge la
sistemul implicit de ecuatii diferentiale ordinare, de ordinul intai
Fi(t, x,x) =0, (1.14)

cu proprietitile
6E_5F,_0 o OF, o OF

=0, Sy=—— (=), 1.14
ox’  ox' ox" " on’ ) ox’ (ay'c") ( )
S notam A; = ng—'J ; proprietitile (1.14') se retranscriu sub forma
&Af OA ; "
det (A,’j) #0, Aij = Ajj, 5)(—; axih A A,J(t, X,X). (1 .14 )
9
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Observatie. Daca exista o functie F care genereaza sistemul (1.14), atunci
existd o intreaga familie de astfel de functii, ce implica acelasi sistem.

1.1.3.3 Fata de o schimbare de harti locald pe M, functiile F; = aa: , se schimba,

conform cu (1.8,),dupa formula
OF ox" oF
x' - ox o (1-13)

si constituie componentele unui covector distins o, = Fdx' = ;; dx', pe M.

Acesta defineste o functie (sectiune in (J'MxyT'M, p, J'M):
v JI'M - I'MxyT'M
al carei nucleu este exprimat prin ecuatiile (1.14).

Din explicitarea sistemului (1.14), se ajunge la sistemul (1.10), care are
proprietatea de a defini o sectiune @. O astfel de explicitare nu poate fi insa
realizatd practic intotdeauna, motiv pentru care se impune studierea sistemelor
de ordinul intii implicite, de forma (1.14), pentru care au loc proprietitile
(1.14").

1.1.3.4 Fiind dati o functie F:]'M—R, acesteia, in conditiile precizate mai
sus, 1 se asociaza un sistem de ecuatii diferentiale de ordinul intdi implicite, de
forma (1.14), care verifica relatiile (1.14"). Reciproc, are loc:

Propozitia 1.1. Daca un sistem de forma (1.14) verifica relatiile (1.14’),

atunci exista o functie F, astfel incat F; = oF

"]

In adevar, sistemul %= F;, filnd complet integrabil, admite solutie; daca

Qax(x) = a =F;dx' este o 1-formd (parametrizatad prin t si x), conditia de
inchidere se exprima prin relatia (1.14"), iar in baza lemei lui Poincaré, pe o
multime deschisa si conexa avem functia

F= x"['F, (t,x,%)dt, (1.16)
care demonstreaza propozitia. Functia F este una dintre functiile care determina
sistemul (1.14).
1.1.3.5 Sa privim functia F = F(t,x,x) ca o functie Lagrange si sa ii asociem

ecuatiile lui Euler—Lagrange: 3(—62)— aFi =0.
dtlox' ) ox (1.17)

Sa consideram cazul special, in care solutiile sistemului (1.14) sunt si

solutii ale sistemului (1.17). In acest caz ele sunt si solutii ale sistemului:
O (1,x,%) = =0

" b

(1.18)
de unde rezultd, in baza lui (1.3.3), ca, in lungul lor, are loc, ca o consecinta, si
relatia:

oF

=20 -0 (1.19)

Din integrabilitatea formei dF = F;ax' +®;dx+fdt, se deduc relatiile:

10
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(0 N a'x{ =0,
~ OF,
(II) ‘;‘: _;ij -0,
(I11) ‘2’; - 1=
V) 2 -7 =0
V) oo

Definitia 1. 2 . Un sistem dinamic implicit, dat prin ecuatii de forma
(1.3.7), se numegste olonom, daca exista o varietate olonoma V, in JM (definita

printr-o functie F si astfel ca F; = ;XF‘ cu proprietatea ca lifturile la JM, ale

solutiilor sistemului, §i anume curbele t e[—>c(t) =(t,c(t), d(;(:)-), se gasesc pe foile

varietatii V, (Vtel).

Functia F, care defineste varietatea olonoma V, este o lege de conservare
pentru sistemul dat (1.14).

Sistemul (1.14), in general, nu este autoadjunct.

1.1.4. SISTEME AUTOADJUNCTE.

1.1.4.1 Fie dat un sistem neautoadjunct, de forma (1.14), cu verificarea
proprietatii  (1.14"). Acestuia 11 vom asocia sistemul sdu derivat
daf _OF o i Ry, (1.20)

dt g% ox’ ot

care nu este nici el, in general, autoadjunct. Acest sistem (1.20), de ecuatii
diferentiale de ordinul doi, scris in formd principala, se bucura, dupd cum am
mai spus, de proprietatea ca orice solutie a lui (1.14) este si solutie pentru (1.20).
Aceeasi proprietate are loc, evident, si pentru orice combinatie liniara a lor, ca
de exemplu de forma:

dF, :
L+ CJF. =0, 1.20'
Lo +CIF, (1.20)
cu C} = Ci(1,x,%) si pentru care matricea C=(C } ) este o matrice arbitrara.

Sa& determindm acum componentele C/ ale matricei C, astfel incat

sistemul (1.20") sa fie autoadjunct. El este de forma principald: Ay(t, x,x)xj +
Bi(t, x,x) =0, unde:
}\U==EE;’ B, = Eﬁiﬁjﬁ—gg—+CﬂFu (1.21)
ox’ ox’ ot i
Cerand ca sistemul sa fie autoadjunct, rezulta ca coeficientii A se

bucurd de proprietitile (1.14"), ca si de legea de schimbare a lor, la 0 schimbare
de harta locala, care este

11
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axh axk
if = axl axj
Din aceste proprietati rezulta ca functiile A;; constituie componentele unui
tensor de doua ori covariant, distins, simetric si nedegenerat.
Urmatorul grup de relatii de autoadjunctie, pentru sistemul (1.20'):

hk *

- OB
DT e O, (1.22)
oK’ ok ot ox"
ne conduce, cu folosirea relatiilor (1.21), la sistemul
o & ... OF OF
T (CPR)+ - (CPF )+ o+ =0
ax'( 3 Fn) axl( i Fy) i o
Din relatiile (1.14') rezulta ca exista o functie F, astfel incat F; = (5:, si

deci sistemul precedent se mai poate scrie, cu folosirea formulelor (1.14;), sub
forma
8 oF o OF
o e O 50 e
O solutie a acestui sistem este constituitd din functiile C;, care verifica
relatiile

+CPF,)=0. (1.23)

oF oF oF
C'F,+— =0, (C’ .+ _--=0). 1.24
t *h axl ( 1 axb axl ) ( )
Evident acesta este un sistem liniar de n ecuatii cu n* functii necunoscute.
In baza relatiilor (1.24), ultimul grup de conditii de autoadjunctie

Qgi—aszl(§~+Xh a:IaBi—aBj} (1.25)

xl o x' 2\a ox" \ox) o'
este identic satisfacut.
Ecuatiile (1.20), cu conditiile (1.24), primesc acum forma

d ( OF )_ oF _,

dt\ox' /) ox' (1.26)
care sunt ecuatiile lui Euler-Lagrange corespunzitoare lagrangianului F si are
loc:

Propozitial.2. Sistemele dinamice implicite, semiolonome, sunt
lagrangiene (admit principiul variational).
1.1.4.2 O solutie mai generala a ecuatiei (1.23) se obtine considerand:

C?Fh+%+cpi(t,x)=0. (1.24"
%,

. =0, ceea ce spune ca, local,
axl 3

Conditia (1.25) conduce la relatia: %—

¢ =- gafr , unde @ este arbitrar, deci (1.20") devine:
g(aF\_ oF o9 _,
dt axi J axi axi ’
care, cu schimbarea de functie F, =F + ¢, conduce la :

12
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d ( oF, an,_O
dt a)-(i axi -

si astfel se obtine o familie de functii Lagrange F,.

1.1.4.3 Sa ne situdm acum in ipoteza existentei unui sistem (1.14), pentru
care nu este indeplinita conditia (1.14") si sd consideram, odata cu el, multimea
sistemelor echivalente:

Gi=D/F;=0, det(D’)#0. (1.27)

Are loc:

Propozitia 1.3. Dacd exista o lege de conservare G, pentru sistemul
(1.25), atunci in multimea sistemelor de ecuatii diferentiale de ordinul intdi
implicite echivalente (1.27), care caracterizeaza un sistem dinamic, existd unul

: oG, 0G, oG
cu proprietatea: -—---—=0.(cu G, = — ).
prop w0 P

Demonstratie. Fie sistemul (1.14), pentru care nu este satisfacuta condifia
(1.14"). Sa presupunem o matrice (D), pe care dorim sa o determinam si o lege

de conservare neconstanti: G = A (o functie G pe J'M, cu proprietatea ci
%‘ /traiect = 0). Notam cu G; = :;xaG—l si cautam functiile D! astfel ca D/F; = G..
Pentru i fixat, dintre cele n functii D’se aleg n-1 arbitrare D!,...,D",...,.D?, si se
determini a n-a prin relatia:

D{’=FL[G,.—(D}F,...,1')PF D,.“F,,)].

i Fpoeees
P

Sistemul de functii D/, astfel determinat, verifica conditiile (1.14') cerute. Daca
det(D!) = 0, se aleg doua astfel de solutii D!, D! si apoi se considerd combinatia
1 2

liniara A' D/ +A°D! cu proprietatea: (A' D/ +A’D’ )F; = (\'+A9G;, functii care,
1 2 1 2
evident, verificd conditiile (3.7"), daca constantele A',A* nu se anuleazi simultan
si se aleg in asa fel incat det(A' D) +A°D} ) # 0.
1 2

1.1.4.4 Dupa cum a fost precizat in 1.1.4.1, in general un sistem dinamic
de forma (1.14) este lagrangian daci existd o combinatie liniar,

Dg’%wfa:o, (1.28)

autoadjuncta.

Propozitia 1.4 Conditia (1.28) este echivalentd cu conditia existentei unei
matrice (D), cu proprietatea det(D}) # 0, astfel incdt sistemul G;= DiF; = 0,
echivalent cu sistemul dat F; = 0, sda verifice relatia:

oG, _ %G, _ 0
A ol o
In adevir, sistemul (1.28) se scrie:
d(D}F)) D" _;
s (E" - d—t)D;(D‘;Fk)=0, (1.29)
13
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care este de forma (1.20'), in functiile G;.
Conditiile de autoadjunctie ale lui (1.29) cer ca
d(DPF,) O(DF,) o

ox ox'
Aceste relatii, scrise dezvoltat, conduc la
P oDP OF oF
D e spr T _pr P g (1.30)
& P T

si constituie un sistem de ™" ecuatii cu n’ functii necunoscute D!, pentru care

o solutie a fost precizatd in punctul 1.1. 4. 3.

Propozitia 1. 5. O conditie necesara §i suficienta ca un sistem de ecuatil,
de forma (1.14) sa fie echivalent cu un sistem semiolonom, este ca sistemul
(1.30) sa admita o solutie (D?), cu proprietatea det(D}) #0 .

1. 1.5. FUNCTII LAGRANGE.

1.1.5.1 Din rationamentele de mai sus, a rezultat c orice sistem dinamic,
de ordinul intii, semiolonom, de forma (1.14), cu semnificatia (1.14,), verifica
proprietatile (1.14"). Sa aratam acum ca proprietatea (1.14") este caracteristica.

Propozitial. 6. Orice sistem dinamic, de ordinul intdi, implicit, de forma

Fit, x,x) =0, (1.31)
care verifica conditiile
~ OF :
55 -—L =0, det(gf'f)¢0. (1.32
ox’  ox' ox’

este local lagrangian.

Sa aratam ca existd o functie L(t, X,x), in asa fel Incat pe varietatea
olonoma V, de ecuatie L = A, se gésesc toate solutiile, liftate, ale sistemului dat
(1.14).In rolul lagrangianului sistemului (1.27) este primitiva L a formei Pfaff

o = F,dx' +d,dx' + fdt, (1.33)
in care functiile F; sunt partile stdngi ale sistemului (1.31), cu verificarea
relatiilor (1.32), iar functiile ®; si f sunt, pentru moment, nedeterminate.

Sa determindm acum coeficientii ®; si f, In asa fel incat forma o sa fie
inchisd (do=0). Aceastd conditie cere sa fie satisfacutd relatiile I-V, de la
punctul 1.1.3.5.

Au loc urmatoarele proprietiti:

1° Relatiile (I) sunt satisfacute prin ipoteza (1.32),

2° Sistemul de n’ ecuatii cu derivate partiale (II) se descompune in n

sisteme partiale (prin fixarea indicelui i), fiecare din ele fiind complet integrabil.

In adevar, in baza lui (I), avem
o’®, 9’®;, o OF OF, !
P el Gernhaiors Lll}
oxlox"  ox"ox! ox' ok  ox!
3° Sunt satisfacute si relatiile (III), dupa cum vom vedea mai jos.
4° Sistemul format de ecuatiile I'V si V este complet integrabil. In adevir,

14
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a°f a’f ' oF OF
o) k' A k' A
o'f  of la(aFj _ O, )ljo
ox'ox’  ox‘ox' ot ox' ox!
o f o'f 1o oF 0P 1
Xox) ik’ A ax! oK
In concluzie, forma o (1.33), (in care functiile F; sun date prin (1.31), iar
functiile ®; si f sunt solutii respectiv ale sistemelor II-1II si IV-V), fiind inchisa,
este local exacta (exacta pe orice domeniu contractibil) si deci exista o functie F,
cu ® = dF, care satisface toate conditiile din punctul precedent, ceea ce
demonstreaza propozitia.
1.1.5.2 Pentru integrarea sistemului II-V, vom face urmatoarele
rationamente:
1° Sistemul II, cu i fixat, fiind integrabil, se pot considera 1-formele
inchise
_th

i i dx" =d, ,®,, (1.34)

in care t §i x sunt considerati ca parametrii.
Aplicand lema lui Poincaré, se determina functiile

@ =i fii’(t,x,d)dr.

(1.35)

Aceste functii, solutii ale sistemului II, verifica si relatiile III, ceea ce
atesta afirmatia facutd mai sus la 1.1.5.2.
Un rationament analog, facut cu referire la sistemul complet integrabil I'V-
V, ne conduce la 1-forma inchisa (si parametrizata prin t)
F; &+ 0P
ot ot

a =

“dx' =d, f .

(1.36) )
In baza lemel lui Poincaré, avem:

(1.37)

Cu functiile ®; si f, date respectiv prin (1.35) si (1.37), forma o, data de
(1.33), este inchisa si deci local este diferentiala unei functii L definite, in baza
lemei lui Poincaré, prin

OF
ﬁ—xhj;al(t, ™, x)dt +x" [ a(;“ (t, ™%, ™)dt,

L=x" Ll) %(ﬁ,ﬂ(, x)dt + x" ]: %(ﬂ, %, ™x)dt+t ]'; f(tt,tx, x)dt . (1 .38)

Formula (1.38) permite o constructie efectiva, prin cuadraturi, a functiei
lui Lagrange L.

Functia lui Lagrange L, astfel determinata, este o lege de conservare
pentru sistemul (1.14).

Teorema 1.1. Conditia necesard gi suficientd ca un sistem dinamic de
ordinul intdi, implicit, de forma (1.31), sd fie olonom-lagrangian (sd admitd o
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functie L(t, x.x). care sa fie simultan lege de conservare §i functie Lagrange),
este ca sd fie satisfacute relatiile (1.32).

1.1.6. SPATII LAGRANGE.

Fie datd o functie a lui Lagrange autonomd L:TM - R, nedegenerata

2 2
oL )=0). Functiile Ay(x,x) = aj;;j constituie componentele covariante

(det(&iaxj
ale unui tensor distins, de doua ori covariant si nedegenerat, care verifica
proprietatile (1.14"):

det (Aij) # 0, Aij = Aji, Z—‘:v: = aa?(l:‘

Perechea (M,A) se numeste spatiu Lagrange indus de lagrangianul L. Mai
general, se numeste spatiu Lagrange generalizat, o pereche (M,A), unde A =
(Ajj) este un tensor distins, de doua ori covariant, simetric $i nedegenerat.

Tensorul A;; poartd numele de tensorul fundamental al spatiului.

Teorema 1.2. O conditie necesard §i suficientd ca un spatiu
Lagrange generalizat sa fie un spatiu Lagrange, este ca tensorul sdu
fundamental sa verifice relatiile (1.39;).

Demonstratie. In baza observatiei de mai sus, necesitatea conditiei este
evidentd, ramane de demonstrat suficienta gi anume ca orice spatiu Lagrange
generalizat, pentru care tensorul siu fundamental verifica relatia (1.39;), este un
spatiu Lagrange.

Sistemul de ecuatii

: (1.39)

oF _
Fevie Ay, (1.40)
in necunoscutele F; este un sistem complet integrabil (in baza conditiei (1.393))
si admite solutia

F,= " [A,h(t,x,d)dr (1.41)

Functiile F;, astfel construite, verifica relatiile (1.32) si deci definesc, in
conformitate cu 1.1.3, o varietate olonoma-lagrangiana si, prin urmare, o functie
9°L

o' 0%

L a lui Lagrange, cu proprietatea

= Aij(t, X, x ), c.c.t.d.

Interpretare. Functiile F;; care derivd din L prin F; = g:;, joaca rol de

impulsuri generalizate, si descriu evolutia unui sistem dinamic. Anularea lor
defineste evolutia.

In structura geometrica asociatd sistemului, sistemul evolueazd cu
proprietatea cd impulsurile sale sunt nule, in consecinti, evolutia poate fi
considerata ca inertiala.

Functia -¢ = V are rol de energie potentiala, iar L poate fi considerata ca
energie generalizata.
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1.2. LAGRANGIAN ASOCIAT SISTEMELOR DINAMICE DE
ORDINUL INTAI

Printr-o metodd generala se pot determina functii Lagrange, pentru
sisteme de ecuatii diferentiale ordinare, de ordinul intai, implicite si s-a aratat ca
oricarui sistem autonom, de forma (1.42), i se poate asocia o functie Lagrange,
care sa fie in acelas timp si o /ege de conservare, motiv pentru care un astfel de
sistem a fost numit olonom-lagrangian.

In cele ce urmeazi, vom prezenta o alta modalitate de obtinere de astfel de
functii Lagrange, pentru sisteme implicite in general si pentru sisteme autonome
in special.Sistemul dat de

F (tx"x") =0, (,h=Im), (1.42)
se numeste sistem de ecuatii diferentiale de ordinul intdi implicite, ordinare

, L. ) F ) .
(nedegenerate) daca satisfac relatia det(%x—‘j— %#0, pentru orice xeU, oricare ar fi

U st singulare in caz contrar. In cele ce urmeazd, nu vom considera decat
sisteme ordinare. Din definitie rezultd ca la o schimbare de hartd locala pe M,
functiile F; se schimba dupa formulele:

F=2F. (1.43)

Fie dati pe J'M o forma Pfaff o, care se scrie local sub forma:
o =Fdx' +®,dx' +far.
Totalitatea solutiilor ecuatiei Pfaff ©=0 poartd numele de varietate
neolonomad.

Coeficientii formei ® se schimbi, la o aschimbare de coordonate pe M,
prin formulele:

& = F=—F,+—o,, (1.44)

In cazul sistemelor dinamice de forma (1.42), pentru care F; =§X—Fi,are loc

proprietatea speciala:
oF, OF;
L__3 50, det(—L)=0. 1.45
o (ax ) (1.45))
Vom numi sistemele de forma (1.42), pentru care au loc proprietitile
(1.45,), sisteme semiolonome, iar acelea pentru care solutiile lor ridicate la

spatiul jeturilor, se situeaza pe foile unei varietiti olonome, z teme olonome.

RL
! "m%ﬁ {,/ ||

[ BIBLIOTECA {0 3n

. e e —— e am ey
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Fie dat sistemul (1.42). In general un astfel de sistem nu este autoadjunct
(si deci lagrangian). Sa presupunem ca sistemul (1.42) verifica conditia (1.45))
(este un sistem semiolonom). Are loc urmétoarea:

Propozitia 1.7. Sistemului (1.42). semiolonom (cu verificarea conditiei

(1.45,)), i se asociazd o functie L:J'M =RxTM—R, cu proprietatea: F,= st

functia L fiind data prin formula
r'F,

L=>(-1)" ot di 1.46
Z ) 1 <l§<lp Ij j ax.ll ...ax.’p ( )
p on
Demonstratie. 1° In baza conditiei (1.45,), sistemul
OF _
o —Fi s
axl

parametrizat prin t §i x", este complet integrabil si admite solutie.

2° In cazurile m—l si m=2 s-a aratat, prin calcul, in [76] ca formule de
forma (1.46) au loc.

Sa presupunem cd, in cazul unui sistem cu m ecuatii cu m grade de
libertate, are loc formula (1.46).

Fie acum un sistem cu m+1 ecuatii cu tot atitea grade de libertate.
Integrand primele m din aceste ecuatii, se obtine familia de solutii:

L= z( oy jjj o dkhR di + DX x™). (1.47)

lz
I<iy<.<iy, W—-’ ox

Cerand acum ca din aceste functii sa o alegem pe cea care verifica si a
(m+1)-a ecuatie, se obtine
orF oD

m+1“Z( ¥ Z HJ‘ : ml A

ox ™! ’
I <iy<..<ly S ax’z ax Pax

cu
L 0’ F 4 ,
= [Fpadg™ =Y 0" Z [[-] LKAk dk™
P b S e 0% .. 0% 9 x
functie care, introdusa in (1.47), conduce la solutia (1.46), scrisd pentru sisteme
de m+1 ecuatii.

1.2.6. Sa asociem sistemului (1.42) si sistemul siu derivat
dF, _OF, ., OF . O (1.48)

X+t x
dt ox’ ox’ ot
care se bucura de proprietatea ca orice solutie a sistemului (1.42) este si solutie a
acestuia din urma, care, in general, nu este nici el autoadjunct. Are loc:
Propozitia 1.8. Conditia necesard i suficientd ca sistemul (1.48) sd fie
autoadjunct este ca functiile F; sd verifice relatiile

o ., 0 OF
(o o oo
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In adevdr, din conditiile de autoadjunctie, rezultd ca este necesar si

suficient sa fie indeplinite relatiile
- oF .
L il 0y
ox! o' ot 8&’ 8\('
din care rezulta propozma.
Fie dat un sistem dinamic (1.42), semiolonom; acestuia i se asociaza o

),

functie Lagrange, datd de formula (1.46), cu proprietatea: ;]:. = F; si 1-forma dL

defineste varietatea olonoma L = A. Are loc urmatoarea:

Propozitia 1.9. Conditia necesara §i suficienta ca sistemul (1.42), cu
indeplinirea conditiilor (1.45,), sa fie olonom-lagrangian, este ca el sa fie
autonom.

In adevir, sa presupunem ca sistemul (1.42) este autonom, atuni solutiile
sale anuleaza functiile F,. Din ecuatiile Euler-Lagrange, scrise pentru sistemul

de ordinul doi autoadjunct asociat, rezultd cid ele anuleaza si functiile ;f* , lar

din ipoteza de autonomie si din definitia functiei L, prin (1.46), rezulta ca si

oL < . . . -
=, =0 ceea ce ne spune ca ele se situeaza pe varietatea olonomad L = A.

oL 0 si ?L.

Reciproc, daca solutiile lui F; = rlie = 0 sunt situate pe

varietatea ~aidxl a—de' a—L=0, rezulta ca —ai‘:O, in timpul evolutiei
ox’ ox’ ot ot

sistemului, iar formula (1.46) ne spune ca aceasta ultima conditie are loc daca si

. OF . o . .
at‘ =0, adica daca sistemul este autonom.

Conditia (1.45,) impusa unor sisteme de forma (1.42) nu este restrictiva
pentru studiul solutiilor acestor sisteme. Are loc urmatoarea:

Teorema 1.3. Fie dat un sistem implicit: F; = 0, de forma (1.42), pentru
care nu este indeplinitd conditia de semiolonomie (1.45,), existd un sistem G, =
0, echivalent cu (1.42) (admite aceleasi solutii), care are proprietatea cd este
semiolonom.

Demonstratie. Fie sistemul F;= 0 si un sistem echivalent cu el G; = F;D}=

0, cu det(D{) # 0 in orice punct al domeniului de existentd al sistemului.
Impunénd acestuia din urma conditiile:

8G
Gy Py, (1.49)
ax’ ax'
acestea se scriu dezvoltat sub forma:
b gpt
&S Cip+Dr % pr g, (1.49")
ox’ ox' ox? ox'

acesta este un sistem construit din "™ ecuatii cu n® functii necunoscute.
Pentru rezolvarea lui vom presupune date "% functii arbitrare i vom
cauta sd determinam celelalte ™", astfel incat sistemul (1.49') sa fie verificat.
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In mod practic, vom ciuta o matrice (D’) de forma D’=5’, daci izj. Cu
ajutorul acesteia sistemul echivalent cautat se obtine din

o, D
(GlsGls--- Gm)z(Fl,Fz,...,Fm) 0 l D;11
0 0 1

-1 -1
Rezulta:G,=F,, Gp=pz F.D, tF,. Vom folosi notatiile:A,=0, Ap=pz F.D, (p=2.m),
1=l i=1

) oF oF .

G,=A,+ F,, Fi="—-—2 (i<)).

cu care G, p p, precum si F;; 5 - (1))
Conditiile (1.49), (i<j) devin

0A oA, . —
Bkjthiﬁéx_hn., (i<h=2,m). (1.50)

Sistemul (1.50) este un sistem cu %~ ecuatii cu tot atdtea functii necunoscute.

Are loc urmatoarea:
Propozitia 1.10. Sistemul (1.49) este complet integrabil.
Se verifica prin calcul.
1.2.10. Pentru integrarea efectivd a acestui sistem, se considerd

descompunerea sa in m-1 subsisteme, prin fixarea [ui h =2.m.

Pentru h=2, se obtine singura ecuatie %’:% =F,, cu solutia

j(— —@ dx' = [Fdx' .

aA oA,

Pentru h = 3 avem sistemul —2 =F,, —2 oA,
ox! Ox

=F,; + P cu solutia data prin
formula de recurenta
As= Z [Fyzdx" - J’j—”dx dx?+ J‘%’:%dxz
sau prin formula directa
A3=hi1 [Fyzdx™- jj%dx‘dxz.

Pentru h=4, se obtine formula de recurenta
L ) 3 OF., ..\ .. 5%F o
=2 fRat- 3 [fLretat [ paacect
2
Z I_ﬁix ) HI;;; dx'dx2dx’,
sau formula directd

A= ZjF,,,,dx -Z ”’ "4«1 hdx k+m 34dxdxdx3

Aceste cazuri partlculare ne conduc la formula generald a carei
demonstratie se face prin inductie:
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+H-1)"! Z Hj dx™_dx (1.51)

h h
hy<..<h,=s S ax‘ax'

HAP? ff 7T g

plon

Formula (1.51) poate fi scrisa, condensat, sub forma:

L ale
A= _1ys-l R, .hlm N
IS z A e

Odata cunoscute functiile Ap, date prin formulele (1.51), in baza notatiilor
p-1
Ay=> FED,, pot fi luate ca un sistem de functii:

F5D§,=(-1)S'l 3 HI TR, dx™ ...dx"

h h
l'l<<h"saf—’axl Oox
s ofl

pentru s=1,p-1, formule din care factorul integrand (D} ) rezulta imediat.
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1.3. LAGRANGIAN ASOCIAT SISTEMELOR DINAMICE
CU UN GRAD DE LIBERTATE

1.3.1. Fie dat un sistem dinamic de ordinul intai, cu un grad de libertate, implicit
F(t.x,%) =0, %:—;co (1.52)

care, prin ipoteza, nu este autoadjunct (nu este si nici nu poate fi pus sub forma
principald) intr-un domeniu D al varietitii diferentiabile J'M, unde M este o
varietate diferentiabila de dimensiune 1.

O curbi c:tel—>x=c(t)eM este solutie a ecuatiei (1.52), daca
Flt,c(t), dff:) 1=0, V tel.

1.3.2.S4 asociem sistemului definit prin ecuatia (1.52) si sistemul sdu derivat
dF _OF_, OF_ OF

X+ —X+—=0, (1.53)
dt ox ox ot
care este scris in forma principala A(t,x,x ))x +B(t,x,x) =0, in care A =gx—,F ,
_oOF . OoF
=—X+—.
ox ot

Daci sistemul (1.53) este autoadjunct, atunci el este lagrangian si deci se
poate spune cd si sistemul (1.52) provine din principiul varational, in baza
faptului ca solutiile sale verifica ecuatiile lui Euler-Lagrange.

Cerand acum ca sistemul (1.53) sa fie autoadjunct, conditie care se reduce
la singura relatie

oB

(9.0
=GR A (1.54)

se ajunge la urmatoarea:
Propozitia 1.11. Conditia necesard i suficientd ca sistemul (1.53) sa fie

. . . o w . oOF
variational este ca sd aiba loc relatia —=0.

1.3.3. Sistemul (1.53) fiind un sistem de ordinul doi, scris in forma
principald, cu un singur grad de libertate, admite intotdeauna, in baza teoremei
lui Darboux, un factor integrant, astfel incat inmultind sistemul cu acest factor,
el sa se transforme intr-unul echivalent cu el, autoadjunct;

C(Ax+B)=0, (C=#0). (1.55)
Pentru acest sistem, unica conditie de autoadjunctie este
GZ TN FX_FX F (1.56)
ox Ot 0x 0x 0x Ox ot 0Ox
care este o ecuatie cvasiliniara, cu derivate partiale. Acestei ecuatii i se asociaza
sistemul adjunct:
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d dc _ dr _ dC
oF aF OF ~ _O0F  _OF .’

X - X~
ax o Ox ox Ox

una din ecuatiile de mai sus este Z—x:x, alta este insasi ecuatia (1.53) si, prin
t

urmare, dacd s-ar cunoaste solutia generald a ecuatiei (1.53), atunci factorul
integrant ar putea fi calculat prin formula

fﬁ i) dt
C — 8\ 8( =X(LeRX=xX(1.¢)
c=c(t.X.X)

In mod practic insa aceasta cale nu poate fi urmata, intrucat nu se dispune
de solutia generala a ecuatiei (1.53).
1.3.4. O altd cale posibild de rezolvare este aceea In care, in locul ecuatiei

(1.53), sé se ia ecuatia obtinuta prin combinatie liniara
dF

+CF=0.
(1.56)
Explicit, aceasta ecuatie este
a—Fx»ra—F + & cr-o. (1.56")
0% ox ot

Ea este tot de forma principala Ax+B = 0, unde A =%, si B =

%Fx+%1:+CF. Si aceastd ecuatie admite, printre solutiile sale, solutiile ecuatiei

(1.52). Conditia de autoadjunctie (1.54) devine acum

OCF) [ OF _y. (1.54)
Ox Ox
Rezulta solutia particulard
CF=- [Lu. (1.54")
Ox
Cu aceasta expresie ecuatia (3 6') se scrie sub forma
aF 6F
. 6"
=X ax j’ (1.56")

care este o ecuatie de tip Euler—Lagrange.
In adevar, reconsiderand functia F, acesteia i se poate asocia o primitiva a
sa, in raport cu variabila x, adica o functie L cu proprietatea

6L
Z=-F (1.57)

Cu ajutorul acestei funcgii, ecuatia (1.56") se scrie sub forma
62124 O’L . 2L oL _o, (1.58)
ox 8x6x 6‘x6t Cx
ceea ce nu este altceva decat ecuatia lui Euler-Lagrange corespunzatoare functiei
L, de unde rezulti urmitoarea:
Teorema 1.4. Fiind dat un sistem dinamic de ordinul intdi, cu un grad de
libertate, scris sub forma implicitd, prin ecuatia F = 0, orice primitivd in raport
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cu x a functiei F este o functie Lagrange, generatoare a unei ecuatii Euler-

Lagrange, de forma (1.56) care admite printre solutiile sale §i solutiile ecuatiei

F=0.
1.3. 5. Sa consideram acum pentru ecuatia (1.54') solutia sa generala
jaFdx P(t.x),
prin care se obtine multimea tuturor factorilor integranzi C si, prin urmare,
ecuatiile de autoadjunctie de forma (1.56)
aF —_ "
5;x+—6—x +——- ]' x - @(t,x)=0. (1.56™)

Daca C; st G, sunt doi factori integranzi, atunci C, = C;+ w('F'x,).

Transformarea C,—C; este cunoscutd sub numele de transformare izotopa.
1.3.6. Odata cu functia F, sd consideram si multimea tuturor primitivelor
sale (in raport cu x)
L= IFd)'( +y(t, x),
astfel incat ecuatia (1.56") devine
'L, o*L . 3’ aL

X+ - X+—————-0=0,
0x2 0x0x oxdt  Ox

Din aceasta relatie, cu substitutiile cpz?E Sl y= jcpdx+§(t), L, =L +y, se

obtine ecuatia lui Euler-Lagrange
d oL, oL,
Rl ik 2 SR A
( ) ox

astfel incat rezulta urmatoarea:

Propozitia 1.12. Intre multimea factorilor integranzi C (identificatd cu
multimea functiilor @) §i cea a primitivelor lui F, factorizata prin spatiul
functiilor &(t), existd o corespondenta biunivocd bine precizatd.

Sistemului dat i se asociazd o clasa de functii Lagrange {LM Lo=Lc}.

1.3.7. Ecuatiei autoadjuncte §i bine determinate (1.56") ii corespuna’ mai
multi lagrangieni, ale caror ecuatii Euler — Lagrange coincid cu (1.56").

In adevar, din identificarea coeficientilor lui x si a termenilor liberi, dintre
ecuatiile (1.56") si (1.58), se obtine:

(1.59)

aox T aat ok axa

Prima ecuatie conduce, prin integrare, la functla ax = F+a(t,x) si, in final,

62L 8°L 0L OF . OF oF..
L (Zax.

la Lagrangianul
L= [Fdk+a(t,x)% +B(t,x). (1.60)
Aceasta functie, supusa s verifice a doua ecuatie, impune ca
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da P
b (1.61)

si, prin urmare, se obtine urmatoarea:
Propozitia 1.13. Toate functiile Lagrange L, ale caror ecuatii Euler-
Lagrange coincid cu ecuatiile (1.56"). constituie o clasa de echivalenta a

lagrangienilor determinati prin multimea derivatelor totale exacte ale functiilor
f(t.x) (‘;—f =a(t,x)x+B(1.x)).
1

1.3.8. Cu fiecare factor integrant C se asociaza sistemului (1.52) o
multime de functii Lagrange, familia functiilor echivalente, modulo spatiul
df(t.x)

d

In adevir, fie ecuatia (1.56"), pe care o identificim cu ecuatia (1.58).

Rezulta ecuatiile

derivatelor totale exacte

(1.599)
o’L . oL _oL_&F,
ot il L G
Integrarea primei ecuatii da ca solutii ﬁlnCUl de forma (1.60), pe care le
punem sub forma

L= [Fd% +a(t,x)% +B(t,x) +y(t,x), cu % =¢. (1.60")

Introducand functia data de (1.60') in partea stingi a celei de-a doua
relatii (1.59"), rezultd ca egalitatea este satisficuti daci si numai daca are loc
relatia (1.61). Avem astfel urmatoarea:

Teorema 1. 5. Multimea lagrangienilor ecuatiei (1.52) este "indexata"

prin produsul cartezian al multimii factorilor integranzi cu multimea 1-formelor

inchise pe D, unde D este domeniul din RxTM, in care %F #0.

Functia L, datd prin formula (1.57), defineste familia de suprafete L =
A(const.), prin formula

oL, oL. oL
Zx+Zx+ Z =0
& ox ot

Solutiile ecuatiei (1.52) anuleazad functia F, iar din ecuatia lui Euler-Lagrange
(1.58), pe care L o verificd, rezulta ca in timpul evolutiei are loc si relatia: % =0.

Se obtine astfel urmatoarea:
Teorema 1. 6. Conditia necesara §i suficientd ca solutiile ecuatiei (1.52)
sd se situeze pe suprafetele F=A4, este ca sistemul dinamic (definit prin (1.52)) sa

fie autonom ( 2—]; =0).
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1.3.9. Exemplul 3. 1. Fie ecuatia F = ¢* - xx=0. O functie a lui Lagrange,

XXZ

corespunzazoare acestei ecuatii, este L = e* - B Ecuatia lui Euler- Lagrange

x -
2[e* —xx]

N X 2 . . e
este: (e — X)X + 73277 =0 si corespunde factorului integrant C=
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1.4. LAGRANGIENI ASOCIATI SISTEMELOR DINAMICE CU
DOUA GRADE DE LIBERTATE

Unui sistem de forma (1.62), care verificd conditia (1.65,), i se poate asocia
o functie L, definita pe spatiul de jeturi de ordinul intai, care si fie simultan, in
cazul sistemelor autonome, o functie a lui Lagrange si o lege de conservare
(L=const.) pentru acest sistem, motiv pentru care un astfel de sistem este numit
olonom-lagrangian.

In cele ce urmeaza, vom relua aceasti problema generald de studiu al
sistemelor implicite, in cazul cd acestea au doud grade de libertate; vom prezenta
insd o alta cale de calcul al functiei lui Lagrange, pretabila acestui caz special.
Asa cum s-a precizat in 1.1. conditia F = 0 se exprima prin relatiile:

Fi(t,x",x™ =0, (i,h=1,2), (1.62)
care poarta numele de sistem de ecuatii diferentiale de ordinul intdi, implicite,

ordinare,cu doua grade de libertate daca satisfac relatia: det(%)x # 0, pentru
orice xeU, oricare ar fi U si singulare in caz contrar.

La o schimbare de harta locala pe M, functiile F; se schimba dupa
formulele:

h
£ -Z_F, (1.63)
axl
O formi Pfaff o, definita pe J'M, se scrie local sub forma:
o =Fdx'+®,dx' +fdt. (1.64)

Coeficientii formei ® se schimba, la o aschimbare de coordonate pe M,
prin formulele:

i T Fh,
axl
oK' p 4 K 1.64
o =—Ft+2 o0 .64’
q)l ! h ail h> ( )
f=f.
Are loc proprietatea speciala:
aFi aFJ _ aFI
5—5——0, det(gx-J—)¢0 (1'651)

Fie dat sistemul (1.62). In general un astfel de sistem nu este autoadjunct
(si deci lagrangian). Sa presupunem ca sistemul (1.62) verificd conditia (1.65,).
Are loc urmatoarea:

Propozitia 1.14 Sistemului (1.62), cu verificarea conditiei (1.65,), i se asociazd

o functie L : J' M =R xTM — R, cu proprietatea cd F,; = a—L

ox'
In adevar, in baza conditiei (1.65,), sistemul:
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o _g (1.66)
axl
este complet integrabil si admite solutia:
L= [Rds" - ”’;F'z’ dx'dx? (1.67)
Sa asociem sistemului (1.62) si sistemul sau derivat

dt YR axJ o
Are loc urmaétoarea proprietate:
Propozitia 1.15. Conditia necesara §i suficientd ca sistemul (1.68) sa fie
autoadjunct este ca functiile F; sa verifice rela{iile
0 _.» 0  OF _
(= +%
a T x x
In adevir, din conditiile de autoadjunctie rezulti ci este necesar si sufi-
cient sa fie indeplinite relatiile
ki aFi:osi < ik _)( ) —i) 0,
ox?  ox' ot 0xJ ox'
din care rezulta propozitia.
Sa consideram acum combinatiile liniare ale ecuatiilor (1.68) si (1.62):

dF, |
~1+CJF;=0. 1.69
o TG (1.69)

$1 sd cerem ca acest nou sistem sa fie autoadjunct.

Sistemul (1.69) are urmaitoarele proprietati: solutiile lui (1.62) sunt si
solutii ale sale, ecuatiile (1.69) sunt ecuatii Euler-Lagrange ale unei anumite
functii L;

O conditie ca sistemul (1.62) sa fie olonom-lagrangian este ca forma Pfaff

o = Fidx' +¢;dx+f dt, (1.70)
sa fie local exacta. Aceasta proprietate impune existenta locala a relatiilor:
oF, OF
gg = gﬁi ; (1 '65 l)
09, _0F . 0p, _0F (1.65,)

o ax' okl ox!
o6, _OF . 0%, _OF

i o et o (1:6%)

% _ % : (1.654)
%zg; %z?g; (1.655)
Of _00 . of 04, (1.65¢)

axl ot 6X2 ot
Trecand la primitive obtinem ca solutia ecuatiilor (1.65;) a furnizat functia
(1.67), iar integrarea ecuatiilor (1.65,) si (1.65;) conduce la solutia

¢i=jzxi';dx“-ﬁ’—a—1:-dx dx? (i=1,2), (1.71)
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solutie care verifica si ecuatia (1.65,).
Trecand la primitive obtinem ci sistemul (1.655) furnizeaza functia

G,
f= ijdx" ”a[a\“dxdxz, (1.72)

functie care verifica si condltule (1 656)
oL
o

In consecintd, forma inchisé o, data de (1.70), este

m=Fidxi+{jthd h jja‘{ é*ﬂdx dx }dxi+

+{ja;h jj 77777 — dx'dx? }dt

si, prin urmare, exista local o ﬁmcpe L (dL = o) care este solutie a sistemului
complet integrabil:

Au loc relatiile: F, = ax , 0, = -, f=

(1.73)

—=F
axl
oF, 0°F,
R TR P e alax’ (1.74)
oL _ (oFy A2
ka - ot ﬂ. X dx

Prin integrarea acestui sistem se ajunge la functia (1.67), ca solutie a sa.
Cunoscand functia lui Lagrange L, ecuatiile Euler-Lagrange,
corespunzatoare, functiei L, sunt combinatii liniare de forma (1.69) ale ecuatiilor

date F; =0 si ale ecuatiilor derivate gd% =0.

Coeficientii C! (dintre care doi pot fi alesi arbitrari iar ceilalti doi rezulta

prin calcul) sunt bine determinati, in afara varietitilor F, _ﬂ‘——o Pe aceste
ox'

varietati ei sunt nedeterminati ca fiind combinatii de expresii de forma:

oL o - (mtrucat din === 0 si din ecuatiile Euler-Lagrange, rezulta si
ox' ox' ox!
oL
- =0).
ox' )

Intrucat derivatele lui L sunt si ele functii derivabile, se poate elimina

nedeterminarea, fie prin procedeul de trecere la limiti fie prin derivari.
Are loc urmatoarea:

Propozitia 1.16. Conditia necesard §i suficientd ca sistemul (1.62), cu
verificarea relatiilor (1.65,), sd fie olonom-lagrangian este ca el sa fie autonom.
In adevar, sa presupunem ca sistemul (1.62) este autonom, atunci solutiile

sale anuleaza, prin definitie, functiile %: F.. In baza ecuatiilor lui Euler-
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Lagrange, corespunzitoare sistemului (1.69), ele anuleaza si functiile %=¢,,

iar din structura lui (1.67) rezulta ca avem si %tliso, de unde rezulta ca ele se

situeaza pe varietatea olonoma L=A (constant).
Un rationament in ordine inversi demonstreaza si formularea reciproca,
ceea ce demonstreaza propozitia.
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1.5. CAZUL SISTEMELOR DINAMICE NEAUTONOME

In lucrarile [47], [58], [65], s-a aratat c3 sistemelor dinamice implicite, cu
unul, doua sau mai multe grade de libertate, li se pot asocia functii Lagrange,
care sa descrie evolutia acestuia si cd in cazul autonom astfel de functii sunt si
legi de conservare.

In cele ce urmeaza, vom da o generalizare a rezultatului sus mentionat, in
cazul sistemelor cu un grad de libertate, neautonome.

In acest scop, vom considera si variabila timp ca grad de libertate, astfel
Incat si se obtinad un nou sistem, special, cu un grad de libertate in plus, care insa
sa fie autonom §i caruia s 1 se poata aplica metoda prezentata in lucrarile citate.

1.5.1. Fie data o varietate diferentiabila M, cu o dimensiune si pe spatiul
jeturilor de ordinul intai J 'M =RxTM, o functie F, cu valori in T*M, cu ajutorul
careia se defineste ecuatia diferentiala

Fi(t, x,x)=0. (1.75)
La schimbarea de harta locala pe M, functia F, se schimba dupa formula
= 0X
F=2CF,.
ox
»distemului” (1.75) 11 asociem ecuatia
F,=1t-1=0. (1.76)

Cu schimbarea de notatie x = y' si t = y°, ecuatiile (1.75) si (1.76) se
reunesc in sistemul
Fl(yl’ yz’yl) = 0,
(1.77)
Fy(3*)=0.
Functiile F; pot fi considerate ca componentele unei functii F:J. (RxM) =
T(RxM) — T*M, definita pe spatiul jeturilor de ordinul doi centrate in "0".
Acest nou sistem (1.78) este un sistem (cu doud grade de libertate)

autonom si semiolonom (% 22%2‘ = 0). Notand cu F = F(y', y4¢',y?) =
F(t,x,x,1), o functie, pentru care
oF OF
§=F1, yze, (1.79)
se obtine, prin integrarea sistemului (1.79), functia
.2
F= Ilﬂdk+-t2——i. (1.80)

1.5.2. Sa consideram acum sistemul de ordinul doi, asociat cu (1.77) si
avand printre solutiile sale toate solutiile lui (1.77) si implicit pe cele ale lui
(1.75), de forma

dF,

—dt—-+c{Fj=0. (1.81)
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Conditia ca sistemul (1.81) sa fie lagrangian este ca el sa fie autoadjunct.
Conditiile de autoadjunctie sunt satisfacute daca
F, C! F 0,
oy’ oy’
unde F este functia definita in (1.80). Coeficientii C! se determina din sistemul
algebric (1.82).
Ecuatiile (1.81), cu semnificatia (1.82), pot f1 transcrise sub forma
d OoF oF
dt(é§v‘)_a>r‘_0’ (1.83)
care ne spune ca functia F, datd de (1.80), este un lagrangian al sistemului
autoadjunct (1.81).
1.5.3. Sa ddm acum urmaitoarea propozitie:

Propozitia 1.17. Solutiile x = c(t) ale sistemului (1.75) (verificdnd relatia

F,[tc(), 93(?]50, Vtel), liftate la varietatea de jeturi: (x = c(t), )'czdi;:)) sunt

situate pe varietatea olonomd a lui J\ M, definita prin F = A.
In adevar, si construim 1-forma (pe varietatea jeturilor centrate in 0)
o=Fdy' +® dy'. (1.84)
Aceasta forma este inchisa si egala, local, cu dF. Cum solutiile lui Fi=0

(1.82)

anuleaza si ecuattile d:;i = 0, anuleaza si ecuatiile lui Euler-Lagrange (1.83)

oF

(anuland functiile CJF,= - — = -®), ele se gisesc pe varietatea olonoma F = A.

In consecinta, sistemul dat este olonom-lagrangian, altfel spus,
lagrangianul F este si lege de conservare pentru sistem.

1.5.4. Alte functii Lagrange-legi de conservare, pentru sistemul (1.77), pot
fi construite in felul urmator. Sa consideram un nou sistem de ecuatii
Gi(t, x,x =0, (i=1,2), echivalent cu sistemul (1.77), care sd constituie, la rdndul
lor, tot un sistem semiolonom. Un astfel de sistem este dat prin combinatiile
liniare

Gi=FD! =0, cudet(D;)=0. (1.85)
Impunand acestuia conditia de semiolonomie
9G; 965 o = 9G, _ &G, _
ayj 6yi -0’(15.] 172)7( a[ aX _0)7 (186)

poate fi determinati o clasa de sisteme, carora le corespund, respectiv, functiile
lui Lagrange
— - i a(:‘l c1ge2
G= IGidy -Hgyjdy dy?.
Conditia (1.86), scrisa explicit,
este:

ko oD"
D p+Dr o pr g (1.86")

dy dy oy dy

(
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In relatiile (1.85) intra patru functii neprecizate D!, supuse conditiei
det(D;)#0 si legate intre ele prin restrictia (1.86). Astfel fiind, trei pot fi luate
arbitrar. Alegand arbitrare functiile D}, D) §i D3, functia D| se defineste prin
relatia

D} = l‘t DI+ l J‘a(Fil_)iz)di.
F, F,

Cu functiile D) astfel precizate, se defineste functia lui Lagrange G, prin

integrarea sistemului:

= Gi . (1 87)

Ea este:
G = j[FD‘ +(i—1)D2]d5c+ I[FD' +(i—1)D22]di—

B H[F E R (1.88)

Dupi ce, in prealabll se efectueaza operatiile de derivare si primitivare
indicate, se tine seama cd t=1 si se obtine clasa de legi de conservare
mentionata mai sus.

Observatii. 1° Daca, in particular, D=5/, se obtine functia (1.80);
2° Daci se aleg functiile D!=D2=1,D?=0, iar functia D!=D, pentru inceput
nedeterminatd, functiile (1.85) devin:
G, =F,, G;=DF+F,=DF+ t - 1. (1.85"
Conditia (1.86) cere ca a(DF ) =

=0 < DF,=A@x,1).

Sistemul (1.85"), fiind semiolonom, conduce, in baza unicet relatii (1.86),
la functia:

£ 2
G= jF,dx+‘2—i + [(DF)di=L + [(DF)dt, (1.88")

in care functia L este datd de (1.80), functie pentru care ecuatiile lui Euler-
Lagrange corespunzitoare sunt

‘L—i- —[J-Fdx+ I(DF)dt] =
(- a(DF))t+( i+t~)(DF1)-—/ ( [Fax+ [OF)dt) = 0.

3° Functia (1.88' ) ne spune ca lagranglanul G este de forma L +I7(t,x,t). Pe
traiectoriile sistemului (1.77 avem
g%raiect =L+ Y(t’x)’
unde L este dat de (1.80) iar y(t,x) = ['(t,x,t=1).
4° Functia L, = L + y conduce la ecuatia lui Euler-Lagrange

dfoL, il‘l:().
dt| ox
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1.6. GRUPUL DE SEMIOLONOMIE

1.6.1. Sisteme de ordinul intai, implicite.
Fie data o varietate diferentiabila M si varietatea jeturilor de ordinul intai
J'M. Vom nota cu D, E, H.... functii definite si interpretate ca sectiuni in fibratul
principal (J'MxyT*M,p,J'M) . De exemplu,
D:(t, x,% )eJ'M— (D!(1.x.x)) eGl(n,R),
este un camp de d-tensori pe M.
Pe multimea M = {D,E,H,...} este definitd canonic o lege de compozitie
interna,
DeE:(t, X,x )eJ'M—> D! (t.x,x) E"(t.x.%).
In raport cu aceasta lege de compozitie, multimea M este organizati ca
grup.
Tinand seama de formulele de schimbare a functiilor ce definesc un

h —_—

sistem de ecuatii implicite, F =ax—_Fh, G,
&l

k
=%Gk, ca si de relatille G=F,D},

G; =FD], se gaseste formula
D= X X
LT T ok O
care ne spune ca functiile (D}) sunt componentele unui d-tensor mixt.

1.6.2. Grupul M actioneazi la dreapta pe multimea sistemelor de ecuatii
diferentiale de forma Fi(t,x,x) = 0, prin relatia D: (F;) > (G; = F,D!),
netranzitiv i induce pe aceasta o relatie de echivalentad. Multimea claselor de
echivalentd (de tranzitivitate), adica catul multimii sistemelor de ecuatii de
forma F; = 0, prin grupul M, are proprietatea ci toate elementele unei clase
admit aceleasi solutii. Vom identifica si numi aceste clase sisteme dinamice de
ordinul intdi, implicite.

Notiunile si proprietatile referitoare la un sistem de ecuatii implicite, de
forma F;=0, le vom numi, respectiv, notiuni si proprietiti geometrice. Ele
depind, implicit, de sistemul de ecuatii caruia i se asociazd. Notiunile si
proprietitile referitoare la clasele de ecuatii echivalente, numite sisteme
dinamice, le vom numi dinamice.

i OF, i ol
De exemplu, matricea (axf‘j) este 0 notiune geometricd, in timp ce

proprietatea ei de a avea det(%);tO este o proprietate dinamica (notiunea de

nedegenerare a unui sistem este dinamicd). De asemenea solutiile unui sistem de
ecuatii sunt de naturd dinamica. Suprafata, de ecuatii F=0 (in J'M) fiind
invarianta la grupul M este dinamicd. Conexiunea neliniara, asociata sistemului,
este o notiune dinamica.

1.6.3. Fie dat un sistem dinamic, printr-un reprezentant al sau, adica prin
ecuatiile F; = 0. Conform celor precizate mai sus, orice element al multimii
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(grupului) M duce sistemul de ecuatii F;= 0 in sistemul de ecuatii G;= F,D'= 0,
echivalent cu el.
1.6.4. Un sistem de ecuatii F; = 0 se numeste semiolonom daca functiile F;
verifica relatiile
oF, OF _
&
Vom spune ca transformarea DeM este F-semiolonomd, s1 0o vom nota
Dy, daca G = Dg(F) este un sistem semiolonom.
Au loc proprietatile:
Propozitia 1.18. O transformare D este semiolonomad dacd §i numai dacd
elementele sale D! sunt solutii ale sistemului de ecuatii

P 8D OF oF
Fp(aD, ")+ B DP_TPDP =y

o e o

. .. - 0G; .
Formula rezultd din conditia : ZS' - &i’- =0, daca G; =F,D".

Propozitia 1.19. Fie date elementele D.EcM §i F un sistem dinamic.
Daca elementul E este semiolonom in raport cu G = D(F), atunci produsul lor
DeFE este semiolonom in raport cu F, oricare ar fi D, adica

DeEpF) = (D°E)F .

Demonstratie. Compunerea aplicatiilor D si E se reprezinta prin
comutativitatea diagramei triunghiulare:

(F) D (Gi=FDy)

D.E E

(H;=G,E}=Fu(DiE})=FM}.

Prin ipoteza, aplicatia E fiind G-semiolonomd, conditia de semiolono-

. 8H OH, :
mie; —— - —1 =0 se scrie dezvoltat
ox) ox'

)
=T Dhgr - T =0,

Gy

Pe de alta parte, are loc relatia

oMP OM!  OF oF
Fo(Co b ~— )+ EMP-—EMP =
ox? ox ox ox!
h
F [5(DgE:’_) - 8&D§52]+ ,afﬂ MP — iFg MP =
P aX‘l axi axJ ! axi )
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JE! OE)

j oD} oD}
o' o'

1+ F,( ) E' - g E})+ ;F‘: D{E - Zz‘j DJE"=
o F1 O, 0y Gy
xR A ox
ceea ce arata ca produsul D°E este F-semiolonom.
In particular, daci si aplicatia D este F-semiolonoma, are loc relatia:
Dr. EpE) = (D°)F.

1.6. 5. Sa consideram acum o ‘submultime Ny a grupului M si anume
multimea transformarilor F-semiolonome in raport cu un sistem F semiolonom.
Are loc:

Propozitia 1.20. Multimea N nu depinde de sistemul F;=0 ci numai de
clasa acestuia (ea este o notiune dinamica)

In adevir, fie F si H doua sisteme echivalente si U aplicatia care il duce pe
primul in cel de-al doilea. Daca GeN¢ (G=D, (F)), atunci, in baza propozitiei 2,

Ue<Dr este o transformare semiolonoma (U°DreNy), deci GeNy adica NpcNy si
reciproc, de unde Ng=Np=N, c.c.t.d.

Propozitia 1.21. Aplicatia identicd id (D! =6} ) apartine multimii N.

Rezulta din relatia de semiolonomie.

Propozitia 1.22. Daca F—2-> Gt H- X K, atunci are loc relatia
de asociativitate: De(Eg.My) = (Dp.Eg)My .

In adevar:.

F D |

De(EG.-Mp) = De(E°M)g = [D°(EM)]E ,
(De.Ec)My = (D°E)r.MpEgyr = [((DE)°M],
de unde rezulta propozitia.
Propozitia 1.23. Multimea sistemelor de ecuatii F;=0, semiolonome,
impreund cu multimea transformarilor semiolonome, constituie o categorie, in
care sistemele sunt obiecte iar transfirmdrile morfisme.
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2. DINAMICA GEOMETRICA

2.1. Stabilitatea sistemelor dinamice pe exemple concrete

Sa consideram un sistem fizic a carui comportare in timp este descrisi de

sistemul autonom (nu contine explicit variabila independenta):

§=X(x); X =(X,,X3,...x,) € D R” (2.1)

X =X, X,....,X,) fiind un camp vectorial de clasd convenabila pe o multime

deschisa si conexa D. Campul vectorial X descrie local evolutia sistemului(X(x)
da viteza de variatie). Se urmareste in acest subcapitol studiul stabilitatii unor
sisteme dinamice date prin exemple concrete. Se studiaza stabilitatea sistemelor
dinamice folosind metoda functiei Leapunov. Nu exista metode generale de
determinare a functiilor Leapunov. Se propune in acest subcapitol determinarea
functiei Leapunov folosind integrale prime. Se stie ca dacd avem un lagrangian
pentru sistemul dinamic, folosind teorema lui Noether se poate determina o
integrala prima.
Exemplui 2.1. Fie X:R*>R’,
X(X1,X2,X37(-4%XHX5X3,X =X 1 X3,X[X2) » (2.2)
Campul X defineste sistemul diferential
X, =—4x, + x,X,
X, =X, = X, X, (2.3)
X; = XX,
Pentru acest sistem, nu se poate aplica metoda matricei Hurwitz pentru ca

avem radacini cu partea reala nula [11]. Pe de alta parte gasim integrala prima
2 2

G(Xy,X2,X3) = "7‘ 2+ %‘3— . (2.4)

Modul cum se construieste aceasta se poate consulta in [11]. Pentru (2.3)

luam ca functie Leapunov,
2 2

V1% s) = + 243 +3% . 2.5)
V(0,0,0)=0 si V(x,,x,,x,))0, V(x,,x,,x,) # (0,0,0)

Aplicand teorema lui Leapunov pentru sisteme autonome, rezultd cid sistemul
(2.3) este stabil in x,=(0,0,0).

Exemplul 2.2. Fie X:R*->R?,
X(x,y)=(-y+x’+xy’ txty +xy). (2.6)
Campul X defineste sistemul diferential
5c=—y+x3+xy2 2.7)
y=+x+y +x’y .
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Pentru acest sistem diferential metoda matricei Hurwitz nu se poate aplica
pentru cd avem radacini cu partea reald nuld [11]. Pentru sistemul primei
aproximatii

{i - (2.7')

y=+x
gasim integrala prima
_xt oyt
Modul cum se construieste aceasta se poate consulta in [11]. Ludm pe
_x Y
Vxy)==+ 5 (2.9)
ca functie Leapunov pentru (2.7).
V(0,0)=0 s1 V(x,y) >0 V (x,y)#(0,0).
Aplicand teorema lui Leapunov privind instabilitatea sistemelor diferentiale
autonome, rezulta ca sistemul (2.7) este instabil in x, =(0,0).

Exemplul 2.3. S se studieze stabilitatea sistemului diferential de ordinul al
doilea

{xl—bxl+kxl=0 (2.10)

X, +b%, +hx, =0

Sistemul dat de (2.10) este cunoscut in literatura de specialitate sub
numele de sistemul Morse-Feshbach. In [79] pentru acest sistem sunt dati doi
lagrangieni §i pseudogrupul generator infinitezimal X(r =1, =0). Acesta este
pseudogrup de simetrie pentru primul lagrangian dar nu mai este pseudogrup de
simetrie pentru al doilea. Facand substitutiile

Vi=X1,¥Y2= X2, ¥3= X, Y4 = X, (2.11)
obtinem sistemul diferential de ordinul intai
Vi=Y;
Y2=Y4 . (2.12)
y; =by; —ky,
V4 =-by, -ky,
Campul care defineste sistemul (2.12) este X:R*—R*,
X(Y1,Y2,Y3,Y8)=(¥3,Y4,0y3-ky1,-bys-ky>) (2.13)
Functia
G315 Y2, 3. Y0) =03y, oy, (2.14)
este integrald prima pentru (2.12). Luam ca functie Leapunov pe
V(Yl,)’z,}’3,}’4) =(y,y, kY, )2 . (2.15)
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V(0,0,0,0)=0. Multimea pe care V este pozitiv definita este R*\ M unde

M= {(."15."25."3’."4 My, V2533, ¥5) € R‘,(y‘,yz,y”y‘,) #(0,0,0,0), y,y, + ky,y, =0 }
Studiem stabilitatea pe multimea R*\ M. Aplicand teorema lui Leapunov pentru
sisteme autonome, rezultad ca sistemul (2.12) este stabil in x,=(0,0,0,0).

Exemplul 2.4. Sa se studieze stabilitatea sistemului diferential de ordinul al
doilea

{"1 +cx,. +0’x, =0 (2.16)
X, +ox, =0.
Nu toate sistemele dinamice admit principiul variational, dat de Hamilton.

Este cunoscut ca exemplu deosebit (contraexemplu) sistemul lui E. T.
Whittaker, al lui S. Hojman si L. F.Urrutia. Sistemele amintite mai sus sunt
sisteme dinamice cu doui grade de libertate care nu admit un factor integrant,
deci nu admit principiul variational. Asa cum este precizat in [48] sistemul dat
prin (2.16) este un sistem dinamic oscilatoriu si foarte disipativ, care
generalizeaza sistemul lui Hojman — Urrutia. Dupd cum se stie acest sistem nu
admite o functie a lui Lagrange de forma L(t,x,%). In [48] se determini un set de
integrale prime, fard cunoasterea solutiei generale a sistemului. Facand
substitutiile

Y1=X,Y2=X2,¥3= X, Y4 ™ X, (2.17)
obtinem sistemul de ordinul intai
[ylz)G
GG (2.18)
Yy =—¢Y; —07),
Yy =0y,
Campul care defineste sistemul (2.18) este
X:R'-RY, X(y1,y2.Y3.Y4)=(y3,Y4-CY3- 0 Y1,-0'y3) (2.19)
Din [48] luam integrala prima

G(y1,y2:,Y3,¥4) =¥at oy (2.20)
pentru (2.18). Pentru sistemul (2.18) ludm V(y,,y2,y3,y4) = (Y4 T+ »y)) ca
functiei Leapunov.
V(0,0,0,0)=0. Multimea pe care V este pozitiv definita este R*\ M unde
M= {(}’19J’2=)’3’y4)[(%’}’2:)’3=)’4) € R4,()’1,y29y3ay4) #(0,0,0,0), y, +ay, =0 }
Studiem stabilitatea pe multimea R*\ M . Aplicdnd teorema lui Leapunov pentru
sisteme autonome, rezulta ca sistemul (2.18) este stabil in x,=(0,0,0,0).

Exemplul 2.5. Si se studieze stabilitatea sistemului dinamic
mx, +cx, + k(x, —x,)=0
(2.21)

mi, + cx, + k(x, —x,)=0.
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a < ™ X m < *‘E

fig. 2.1

care descrie comportarea sistemului mecanic din fig. 2.1. Cu substitutiile
Y1I=X1, Y25 X2, Y35 X, Y4 = X, (2.22)

sistemul (2.21) devine un sistem dinamic de ordinul intai

f -

N =Xs

};2 = )74

i k 2.23
y3=—-€y3—m(y.—y2) ( )
m m

. c k
Va=——ys—— W, =)
L m m

Campul care defineste sistemul (2.23) este:

k k
XR'SRY, X(V1,Y2. YY) =3, 0= — Vs = = =Y ya = = (s =) (2.24)
m m m m

Aici gasim integrala prima

G(Y1,¥2,¥3,¥4) = [m(y3 +y4) tc(y1 +y2)] (2.25)
st functia Leapunov
V(yiy2ysya) = [m(ys +y4) +c(yy +y2)I’ (2.26)

V(0,0,0,0)=0. Multimea pe care V este pozitiv definitd este R‘\M unde

M ={3 7273 Y 125 ¥3,70) € R (015125 ¥5534) # (00,000, m(y; + y,) +e(, +,) =0 |}
Studiem stabilitatea pe multimea R*\ M . Aplicand teorema lui Leapunov pentru
sisteme autonome, rezulta ca sistemul (2.23) este stabil in x,=(0,0,0,0).
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2.2. Dinamica geometrica a masinilor de frezat

In acest paragraf aplicim teoria prof. dr. Constantin Udriste, [119],
pentru a obtine informatii suplimentare privind descrierea comportirii
maginilor de frezat in timpul aschierii. Una din masurile ce trebuie
indeplinite pentru a creste capacitatea de aschiere la masinile de frezat roti
dintate FD-320 este diminuarea pe cat posibil a vibratiilor ce apar in
procesul de aschiere. Cresterea capacitatii de aschiere dar si a calitdtii
suprafetelor prelucrate duce la cresterea capacitatii de productie. Folosind
varietatea Riemann (R°,6,) studiem miscarea vibratorie din sistemul elastic

prezentat in figura 4.4d din [71].Vibratiile sistemului elastic sunt descrise de
solutiile sistemului de ecuatii diferentiale (2.27) unde J _,,C,,C, sunt
constante reprezentind momentul de inertie iar ultimele doui constante de
elasticitate. Alegerea indicilor s-a facut tindnd cont de motorul electric, scula
si piesa.

Pornim cu sistemul cinematic

me >

X, =X,

x =Cme CS(XB_x1)+CP(x5—x1)
? J e C,.+C;+C,

X, =X,

<x' =gcme(xl _x3)+CP(x5 —x3) (2.27)
S C, +Cs+C,

X5 = Xg

x :&Cme(xl_x5)+cs(x3_x5)
" J, G tCetC,

Construim prelungirea Lagrange dupd metoda prof.dr. Constantin Udrigte.
Pentru aceasta introducem campul vectorial “masinad de frezat” care are sase
componente
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RS 5 U S SO 00 0 b o8

Q,m- Cy(x, —x1)+CQ(?‘§ -

Xy (x5 X, X35 Xy 0 X35 X ) =

J,. C,.+C+C,
(X X0 X5, X X5, X, ) = X,
C.C - C - 2.28
ﬁ‘Xv4(xl’x2sx3:x4’x59x6) = ) mg(‘xl S x")+’ P(xs x}) ( )
J C,. +C,+C,

Xs(x,,x:,x3x4,x5,x6) = x(,

C Cme(x - X )+C (x )
‘X (xl’xz x'{’x49x5,x6)—.*—"f 1 - 5 3 ~ 5

Jp C,,,,+C_ +C

b

unde
X=(X, X, X, X, X, X)) St x=(x,,x,,X5,%,,X5,%)
Sistemul (2.27) este un sistem autonom de forma

(f; = X, (X,, %y, X5, X, X5, Xg) 1=16. (2.29)

Punctele de echilibru ale sistemului (2.27) sunt de forma x = (a,0,3,0,a,0)
unde a este o constanta. Functia f data de

1 & 2
f=5§X, (2.30)

reprezintd densitatea de energie asociati campului vectorial “masind de
frezat” si structurii euclidiene &,. Dinamica geometrica asociatd sistemului

elastic este descrisa prin sistemul diferential de ordinul al doilea

2 5X d —
a - af X ZX o )=L 1 =16, (2.31)
X

l

care se dovedeste a fi o prelungire Euler-Lagrange. Cu alte cuvinte
lagrangianul

-X 2.32
=%, (232)
sau
& dx 8, dx
L=— ath LD JP g 32
2,Z=,(dt) z, " dt +f (2.32)
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determind acest sistem de ordinul al doilea cu 6 grade de libertate,ale carui
traiectorii contin si solutiile sistemului (2.27). Acest sistem descrie o miscare
geodezicd intr-un camp giroscopic de forte. Pentru precizare, termenul

©, Ox, OX, dx : L
Z( - —2)—L este forta giroscopica, 1ar termenul 1
ox Ox  dt

=1 ) i !

reprezintd o forta

conservativd. Pentru a pune in evidentd ca traiectoriile sunt geodezice
construim Hamiltonianul asociat

I & dx,
H=—2-IZ=;(—;[—) -f, (2.33)
si structura geometricd formata din metrica Riemanniana
g, =H+[),, (2.34)
si din conexiunea neliniara
N =T, -F, (2.35)

unde T, este conexiunea Riemanniand indusa de metrica g, .

Matricea antisimetricd de elemente F,

F' =8"F,, (2.36)
)= il .y (2.37)
ox, X,

inlocuieste rotorul din cazul spatiului cu trei dimensiuni.
Solutiile  sistemului (2.31) (unde s-au facut calcule folosind
(2.27),(2.28),(2.30) ) sunt geodezice orizontale pe varietatea Riemann-
Jacobi-Lagrange (R°\Q,g,,N') unde Q este multimea punctelor de
echilibry, iar N reprezinta o conexiune neliniara.
Teorema 2.1. Orice traiectorie neconstantd a sistemului dinamic (2.31)
care are energia totald H (constant) este o geodezicd orizontala
reparametrizatd a varietdtii Riemann-Jacobi-Lagrange
(R°\Q,g, =(H+ f)3,,N, =T, +F,i,j=16).
Problema deschisa Solutiile sistemului (2.31) se impart in trei categorii:
1) Solutiile sistemului (2.27) pe care H=const=0;
2) Solutii pentru care H=const>0;
3) Solutii pentru care H=const<0.
Ce reprezintd curbele din familiile 2) si 3) din punct de vedere
mecanic?
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2.3. Densitate de energie a unui camp vectorial

Un camp vectorial Tmpreund cu o structurd Riemanniand determini o
densitate de energie.Aceasta idee a fost dezvoltata in lucrarile [116]-[119].
Datorita importantei acestei notiuni in problemele de mecanica si
electromagnetism, preluam ideea pe forma simplificata a spatiului Euclidian R",
punctand doar elementele ce ne intereseaza. Trebuie amintit cid densitatea de
energie a lui X poate fi folosita in probleme de completitudine, probleme de
stabilitate ca functie Leapunov si in probleme de generari de migcari geodezice
in campun giroscopice de forte. Energia unui camp vectorial X este campul
|l

2

scalar definit prin f = . Fie D o multime deschisa si conexa din R" si X un

camp vectorial de clasd C* pe D. Campului vectorial X i se poate atasa functia

X\ .
reala f:D—>R, f= u Asa cum se precizeazi in [116] un camp vectorial X

s

reprezintd local viteza de variatie a unui proces fizic, jumatatea patratului
lungimii campului vectorial, adica f, va reprezenta densitatea de energie cinetica
a mediului in miscare. Functia f se va numi energia campului vectorial X. Daca
existd, zerourile lui f coincid cu zerourile lui X. Trebuie precizat ca pozitiile de
echilibru ale procesului, sunt puncte de minim global si deci puncte critice ale
energiei f. Reciproca nu este adevarata fara alte conditii suplimentare.

Relatiile g—=ZX,% aratd cd daca DX, X,) #0 pe D, atunci

PR ; D(x,,....,x

n)
punctele critice ale energiei f sunt pozitiile de echilibru si deci puncte de minim
global. In caz contrar exista puncte critice ale lui f care nu sunt zerouri ale lui X.

Fie X =(X,,.,X,) un camp vectorial de clasa C? irotational pe

. . OX. oxX ..
D c R", adica X, (x)=—2=(x), VxeD 1,)=1,...,n.
Ox . ox

J 1

< = . oX . .
Se observa ca pentru fiecare x e D matricea \:Ex_ (x)] este simetrica.
J

Propozitia 2.1. X este un camp vectorial irotational pe D daca §i numai daca el
este local potential.

Campurile vectoriale irotationale sunt local potentiale, adica pentru
fiecare x, e D existd o multime deschisd U c D care contine pex, si ¢:U - R

astfel incat X=grade pe U. Din acest motiv f,, =|gradg|' /2.

Definitia 2.1. Fie ¢ un numir real. Multfimea
M, = {(x,,...,x,,)](x,,...,x,,) eR”, f(x;,..x,)=c¢C }
se numeste multime de nivel constant c.
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Trebuie remarcat ca hipersuprafetele ¢(x)=c sunt ortogonale liniilor de camp
ale lui X, iar multimile de nivel constant atasate lui f,,, coincid cu multimile de

nivel constant atasate lui gradyp */2.

Consideram hamiltonianul H:R* — R, (x,y)—H(x,y) de clasid C’ si
), X =_6H, X :8H

campul vectorial hamiltonian X =(X,,X,,,
%Y, Ox

,1=1,...n.

i

n . . 0 -1
Notand Y = gradH =(gf ,gf) se observa ca X=JY, unde J =[l 0 }este

1 i

matricea structurii complexe canonice a lui R*" .

By

: X A : : e :
Energia f = -5 a campului vectorial hamiltonian X satisface

e

1 2 1 2

f=g X7 = gradi .
Acest rezultat este o consecinti a faptului cd X se obtine din gradH prin rotatia
data de matricea J si arata ca zerourile lui f sunt puncte critice ale lu1 H.
Asa cum este precizat in [116] pot fi enuntate urmatoarele propozitii.
Propozitia 2.2. JX este un camp vectorial solenoidal daca §i numai daca H este
un camp scalar armonic.
Propozitia 2.3. Daca H este un cdmp scalar armonic, atunci f este un cdmp
scalar subarmonic.
Teorema 2.2.[116] Fie X un camp vectorial hamiltonian pe R* . Dacd fiecare
vector nenul X(x) satisface D, (divJX))0 §i energia f atinge un maxim local

intr-un punct x,, atunci X se anuleaza identic pe o vecindtate a lui x,.
Exemplul 2.6. Fie sistemul diferential

d__,

Z‘ (2.38)
34 '

Yoy

" (%)

care descrie liniile de cAmp ale campului vectorial (-y,V'(x)).
Hamiltonianul este H(x,y):% y*+V(x), unde V este functie de clasd C*. Sa

presupunem ci (x,,0) este un punct de echilibru. Se ajunge la urmatoarele
concluzii:
1) daca V"(x,) 20, atunci punctul de echilibru (x,,0) este stabil

2) daca V"(x, )0, atunci punctul de echilibru (x,,0) este instabil.

Nu existd metode generale pentru gasirea functiilor Leapunov. Este
natural ca inceputul cautirii si fie sau energia lui X sau integrale prime ale

. . - . . e . . dx n e
sistemului. Daca f este o integrala prima a sistemului 0 X (x) intr-o vecinatate

a originii, atunci, fard a micsora generalitatea, putem presupune f{(0)=0 si deci f
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este o functie Leapunov. Folosind definitia integralelor prime se poate arata usor
cd functia Leapunov D, f se anuleaza identic si deci este semidefinita (pozitiv
sau negativ dupa cum convine problemei). Dacad f este definitd (pozitiv sau
negativ), atunci solutia x(t)=0, V¢ € R este stabila.

Sistemele hamiltoniene

dx, __oH
di
Lo (2.39)
dy, _OH
dt ox

sunt exemple la care precizarile facute functioneaza perfect. in acest caz
H:R* — Reste o integrala prima globala.

Din punct de vedere geometric trebuie remarcat ca o linie de camp
care incepe 1n interiorul hipersuprafetei inchise M, : f(x) = ¢ nu mai poate iesi de
acolo.
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3. MISCARI VIBRANTE CU INTARZIERE

In acest capitol se aplica metodele de studiu aplicate sistemelor dinamice
descrise prin ecuatii diferentiale cu argument intarziat folosite de prof. univ.dr.
Dumitru Opris [80] la sisteme mecanice, stiindu-se ca intarzierea este ideea
centrala a efectului regenerativ.

3.1. Sisteme mecanice cu fortad excitatoare cu argument intarziat

Un sistem elastic cu un grad de libertate cu fortd excitatoare cu argument
intarziat este descris prin ecuatia diferentiala cu argument intarziat

mi(t) + cx(t) + kx(t) = F(x(t — 7)) (3.1)
unde F este functie diferentiabild cu F(0)=0, F/(0) =0, iarr >0 este argumentul

de intdrziere, m masa echivalentdi a sistemului, c¢ coeficientul de
proportionalitate al fortei de frecare cu viteza de deplasare a masei m, numit
coeficient de amortizare, k constanta elastica a sistemului. Ecuatia (3.1) poate fi
scrisd sub forma

() + 2E00(t) + o’ x(t) = f(x(t - 1)) (3.2)

c

2\ mck ’

unde ¢ =

o =£,f(x(t_r))=£(_x_(t—_r)).
m m

Coeficientul « >0 reprezintd pulsatia proprie a sistemului(frecventa naturala),
£>0 reprezintd ratia coeficientului de amortizare. Liniarizata (in variatii) a
ecuatiei (3.2) in starea de echilibru x(t)=0, V¢, este

) +28ap(t) +a’ y(t) =k, y(t - 1), (3.3)

unde k, = £/(0).

BUPT



Pentru sistemul mecanic cu un grad de libertate dat in fig. 3.1 ecuatia (3.1) este
ml*§(t) + (s — Fl)q(t) = -Fly(t — 1), (3.4)
unde s este rigiditatea in punctul de sprijin, m masa la capéatul barei, | lungimea

barei si F amplitudinea fortei ce actioneaza cu intarziere presupusd constanta.
Liniarizata lui (3.4) este

yn) +a’y(t) =k, yt-1), (3.5)
unde o’ = f——TFl—,kp -
ml ml

Fig. 3.2

Pentru sistemul mecanic cu doua grade de libertate dat in fig. 3.2 sistemul
de ecuatii diferentiale cu argument intarziat ce descrie dinamica sistemului este

dat de

2 2 N -
(3ml mlz} q,(t) +(2S—Fl —s )(q,(t)]+(0 Fl) (ql(t r))zo (3.6)
ml  ml qz(t) ) s—Fl)\q,() 0 FlJ\g,(t—1)
91
m
l
Q // &
JTT T
Fig. 3.3
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Modelul mecanic din fig. 3.3 este un model simplu ce descrie ,,masina
manuald”. Forta de control Q(t) este data de

Q(t)y=b,q,(t - 1) +b,q,(t - T), (3.7)

unde reste intarzierea reflexului uman. Modelul matematic al acestui sistem
este

1 1 y I ;
—ml’ Emlcosq,(t) [ql(t)] , mlgsing, () _(O

> . = J (3.8)
%"’ICOSQIU) m 0 ;mlq,(l)sinq:(t) bid (=) bogy (0 7)

pa

unde m este masa barei omogene, | este lungimea, g acceleratia gravitationala.
Eliminand pe g,rezultd

(4-3 cos’ q,(1))g,(t) +3sing,(t)cosq,(t) — %g sing, (1) +

6
;I—(blql(t—T)+b0ql(t—r)cosql(t))=0' (3.9)
Liniarizata (in variatii) a ecuatiei (3.9) in origine este

X(t)—gx(t)+—-6—bIX(t—r)+—-6—b0x(t—r)=0. (3.10)
gl ml ml
! @
T
Q ..

——

3
7777777 7777777777

Fig. 3.4
Modelul mecanic din fig. 3.4, descrie un robot elastic cu un grad de libertate.
Punéand v=4,, modelul matematic este dat prin

@Y (0 0 0 q,@®)) (0 -K 0\ (q,(t—7)
4,(1)|=|0 0 1 g,(1)|+|0 0 0] |q,(t-1)], (3.11)
V(1) a? —-a -2ka)lv() 0 -2Kka 0) \v(t-71)
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I

k=
2m,a

sa=\s/m,,q)=-Kq,(t-1).

Fig. 3.5

Modelul mecanic din fig. 3.5 reprezintd o masind unealtid. Acest model se
supune ecuatiei diferentiale

1)+ 2kai(t) + & x(0) = (F () - F. (o), (3.12)

unde frecventa naturala este o =2 a= \/E , k -2 si F, este componenta
27 m 2ma

de-a lungul lui x a fortei de taiere. In acest model mecanic se incadreazi si
masina unealta vibranta regenerativa pe care o analizdm in paragraful urmator.
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3.2. Modelul masinii unelte vibrante regenerative

3.2.1. Structura sistemului dinamic al masinilor — unelte

Interactiunea dintre sistemul elastic §i procesele de lucru care insotesc
functionarea masinilor — unelte determina ceea ce in literatura de specialitate se
numesc fenomene dinamice. Sistemul elastic este alcituit din masina — unealta
propriu — zisa, dispozitiv, piesa si scula.

Procesele de lucru reprezinta ansamblul de fenomene fizico — chimice
care se desfasoara in zonele de contact ale elementelor sistemului elastic.

Procesul de aschiere se desfdsoara in zonele de contact dintre piesa si
scula.

Procesul de frecare se desfasoara intre elementele cuplurilor cinematice si
imbinarilor.

Procesele din motoarele de actionare se desfasoard in interstitiul dintre
rotor si stator, piston si cilindru.

Sistemul dinamic al masinii unelte este format din sistemul elastic si
procesele de lucru in interactiunea lor. Sistemul dinamic al masinii - unelte
poate fi reprezentat ca in fig. 3.6.

\F(t)

4 S
| = Jrstemu! elostic  — !

M |
L_Em/cese ale motoa - _.YL”_J _
r deacliongre _‘Y,,T(t) i

f
Procesul de Frecare Do/ |

p . ~we) |
Y !
‘_0_.®_“J
)

i

Frocesu! de aschvere

Fig. 3.6

In figura, cu P am reprezentat actiunile proceselor de aschiere, cu F
actiunile procesului de frecare si cu M procesele din motoarele de actionare. Cu
F(t) am notat actiunea factorilor externi. Cu Y., Y5, Y, am notat reactiunile
proceselor de aschiere, de frecare si din motoarele de actionare. Y (t), Yt),
Y(t) reprezintd variatia reglarii parametrilor proceselor de lucru si provoaca
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aparitia in sistemul elastic a vibratiilor fortate. in figura,am introdus intre
sistemul elastic $i procesul de agchiere, circuitul ce cuprinde elementul de
intarziere datorat ondulatiilor de pe piesa, provocate de vibratii pe durata ciclului
tehnologic anterior.

Definim timpul de intarziere t ca fiind egal cu durata in care se efectueazi
o rotatie a piesei sau cu intervalul de timp dintre trecerile a doud muchii
aschietoare consecutive.

La strunguri, masini de rabotat, frezat, gaurit, timpul de intarziere este mai
mare in comparatie cu perioada de vibratie.

Pentru masinile de rectificat, circuitul de intirziere prezintd o importanta
deosebita, de cele mai multe ori fiind cauza instabilitatii dinamice [71].

La masinile de rectificat, circuitul de intarziere este datorat aparitiei
ondulatiilor pe periferia pietrei de rectificat si timpul t este egal cu durata unei
rotatii a sculei.

La valori determinate ale inaltimii acestor ondulatii apare starea de
instabilitate dinamica. Cand apare starea de instabilitate procesul de aschiere
trebuie intrerupt, reluarea sa fiind posibila numai dupa indreptarea pietrei de
rectificat. Este evident faptul ca la masinile de rectificat luarea in considerare a
circuitului de intarziere este obligatorie.

Pentru o mai bund analizd a caracteristicilor elementelor sistemului
dinamic al masinii — unelte si a legaturilor dintre acestea trebuie sa tinem cont de
urmatoarele particularitati:

-sistemul dinamic al masinii — unelte este inchis, cu mai multe circuite,
cuprinzind si sursa de energie;

-interactiunea dintre procesele de lucru se produce numai prin intermediul
sistemului elastic;

-actiunile dintre elementele de baza ale sistemului pot fi considerate unice, ca
sens §i natura.

Prima particularitate rezultd din modul de interactiune al sistemului elastic
cu procesele de lucru.

A doua particularitate a sistemului dinamic al masinii — unelte este
determinata de faptul ca in zonele in care se desfasoara diferitele procese de
lucru sunt separate intre ele prin elementele sistemului elastic.

A treia particularitate aratd faptul ca actiunea unui element asupra altuia
nu este insotitd de o altd reactiune in afara celei luate in considerare deci se
permite deschiderea sistemului ficadnd mai comoda analiza sa.

Asa cum este indicat in [86] deschiderea sistemului se realizeazid prin
intreruperea uneia din legaturi, ceea ce face ca un sistem inchis cu un singur
circuit s se transforme intr-un sistem deschis.
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3.2.2. Analiza stabilitatii liniarizatei ecuatiei (3.1)

Liniarizata (in variatii) a ecuatiei diferentiale cu argument intarziat

mi(1) + cx(t) + kx(1) = F(x(1 — 1)) (3.1)

este data de ecuatia
() + 28ax() + a’x(t) = f(x(t - 1)) (3.2)
Analiza stabilitatit pozitiei de echilibru consta in a gasi conditii necesare si
suficiente ca radacinile ecuatiei caracteristice sd aiba radacini cu partea reala
negativd. Criteriile de stabilitate se clasificd in doua categorii: criterii de
stabilitate ce depind de intarzierea r si criterii de stabilitate independente de

intarzierea r.

Analizam stabilitatea pozitiei de echilibru a ecuatiei (3.2) folosind metoda
diagramei duale. Regiunea de stabilitate a ecuatiei (3.2) se descompune intr-o
regiune dependentd de rsi o regiune independentd de r, regiuni din planul cu

k : : s : C
coordonatele(—%-). Metoda diagramei duale este o variantd a diagramei lui
a

Nyquist si este eficientd dacd parametrul de intarziere r apare numai intr-unul
din termeni. Pentru descrierea metodei se utilizeaza urmatoarea lema:

Lema 3.1. (Lema argumentului principal Cauchy) Fie o functie
meromorfa intr-un domeniu simplu conex D. Fie C o curba Jordan din D,
orientatd in directia pozitiva (contrar arcelor ceasornicului) §i presupunem ca f
nu are poli sau zerouri pe C. Dacd notam cu Z numarul de zerouri §si cu P
numdrul de poli ai lui [ in interiorul lui C, atunci variatia argumentului lui f(s)
de-a lungul curbei Jordan C este Var(argf(s),C)=2n(Z-P).

Ecuatia caracteristica a ecuatiei (3.2) este

A +2ad+a’ -k,e " =0,AeC. (3.13)
Utilizand transformata Laplace, ecuatia (3.13), se inlocuieste cu ecuatia

e = s +2fas+a’
P .

p

Utilizand lema 3.1, se obtin urmatoarele teoreme:

k
Teorema 3.1. [92]. Dacd 0<¢<— 5i 261~ <~

y()=0,Vt, depinde de v . Domeniul de stabilitate pentru t este dat de

<[ stabilitatea solutiei

1 2w 3
—(—1 varctan %4 27m)(r<L(—£ + arctan
o, 2 2bow , oy, 2

a’-o
5 42m), neN
28awm

unde
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, |k 3
oy =a\/1—2¢f' -\/ Fo—4E2 + 457
o ’

Teorema 3.2. [92]. Daca una din conditiile urmdatoare are loc

. 5 1
I >
o<k, <a’,&2 =,

ii)0<k,<2la’\1-¢° ,0<§<—\/%,

atunci solutia y(t)=0v1, este stabild independent det. Regiunile de stabilitate si

. o . k .
instabilitate se pot reprezentate in planul ({,n=—) cain fig. 3.7.
a

-y
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3.3. Dinamica masinilor unelte vibrante cu forta externa
cu argument intarziat

3.3.1. Prezentare generala

Masina unealtd este un proces dinamic complex. Deoarece precizia masini
unealti este afectati de vibratiile ce apar datoritd procesului de tiiere , multe
modele ce sunt analizate in literatura de specialitate au ca scop explicarea si
predictia acestor vibratii. Din punct de vedere al sistemelor dinamice modelele
cele mai complicate sunt acelea care descriu asa numitele autovibratii ale
masinilor unelte. Complexitatea modelului creste cu numarul gradelor de
libertate, adica cu dimensiunea spatiului fazelor pe care se descriu orbitele
variabilelor modelului.

Cauza esentiald a vibratiilor, in procesul de taiere, este efectul regenerativ.
Modelul mecanic poate fi cu un singur grad de libertate, dar modelul matematic
asociat este infinit dimensional. Prezenta argumentului de intarziere ce apare in
procesul regenerativ , conduce la ecuatii diferentiale cu intarziere (DDE) si
traiectoriile variabilei de stare sunt descrise in spatiul fazelor infinit
dimensional.

in cele ce urmeaza vom prezenta exemple de sisteme de ecuatii diferentiale
cu argument intarziat (DDE) ce sunt folosite in descrierea modelului matematic
al masinii unelte regenerative, precum si conditii de stabilitate a solutiei
stationare.

De mai bine de un secol, vibratiile masinilor unelte sunt o problema
serioasa pentru ingineri. Problema este, din unele puncte de vedere, similara cu
problema turbulentei in mecanica fluidelor. Vibratiile nedorite, dintre masina
unealtd si piesa, aflatd in lucru, duc la scaderea calitatii suprafetei prelucrate in
cazul taierii. De aceea, se cautd si se proiecteze masinile unelte astfel, incat
instabilitatea tdierii sa fie evitatd. Una din cele mai importante cauze ale
instabilitdtii, in procesul de taiere, este efectul regenerativ. Datoritd
perturbatiilor externe apar vibratii si suprafata piesei de lucru devine ondulata.
Forta de taiere depinde, in acest caz, de valorile actuale si de cele de intarziere.
Durata intarzierii este egald cu perioada de timp 1t a revolutiei piesei de lucru
(sau uneltei). Intirzierea este ideea centrala a efectului regenerativ.

Exista diverse mecanisme fizice care duc la vibratii relative intre masini
si piesa de lucru.

Unul din acestea ar fi legat de comportamentul termoplastic al
materialului de tdiat asa cum este prezentat in [50].

Un altul apare in prezenta frictiunii dintre magina si suprafata de contact
asa cum este prezentat in [57] si [124].
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Unificarea diferitelor modele si clasificarea posibilelor similitudini sunt si
astazi probleme deschise.

Chiar dupa o analizd modala si o estimare a fortei de taiere serioasi,
anticiparea vibratiilor regenerative este dificila.

Cu toate ca analiza stabilitatii liniare a taierii stationare, in conditii
regenerative, poate fi consideratd o problema rezolvata la nivelul de cercetare,
rezultatele sunt putin aplicate in practica.

Chiar daca parametrit sunt bine estimati, rezultatele analizei stabilitatii
liniare sunt limitate.

Asa cum se arata in [96], experientele dovedesc ca domeniul atractivitatii
unei tadieri stabile poate fi foarte mic si intregul proces de aschiere poate fi
sensibil la perturbatii. De aici, rezulta o limitare practica serioasa a aplicabilitatii
industriale a modelelor liniare.

Asa cum reiese din [107], [74], [3] se vede ca in dinamica non — liniara, se

folosesc frecvent atat modele analitice cat si simularea pe calculator.
In [108] o intelegere mai aprofundata a fenomenului se face pe un studiu de caz
industrial privind taierea in bucati. Se construieste mecanismul topologic al
dezvoltarii vibratiei regenerative intr-un spatiu patru-dimensional, inclus in faza
de spatiu infinit dimensional al zgomotului regenerativ. In cazul procesului de
taiere, numarul de dinti activi, in functie de timp, cauzeaza dependente in timp
in ecuatie diferentiald cu intarziere corespunzatoare. Rezultate privind studiul
stabilitdtii sistemelor periodice cu intarziere sunt date in [108] si sunt valabile
pentru taiere la viteza foarte mare.

3.3.2. Stabilitate si vibratii in procesul de intoarcere
In fig. 3.8 este prezentat un model desenat al maginii de lucru ce poate fi

folosit cand avem o frecventi naturald scizutd si un mod (corespondent) propriu
de vibratie al masinii de lucru asa cum este el dat in [113], [115], [106].
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Modelul reprezintd un sistem cu un grad de libertate, avand ca parametrii
caracteristici frecventa naturala (unghiulard) o, s1 factorul relativ de amortizare &.

De fapt modelul din fig. 3.8 ne arata cazul asa-numitei taieri ortogonale.

In ciuda faptului ca sistemul are un grad de libertate, modelul matematic
corespunzator este ,dimensiunea infinitd”. Din acest punct de vedere
complexitatea vibratiilor regenerative, exprimate in procesul de tiiere, poate fi
comparata cu acea a fenomenului de turbulentd din mecanica fluidelor, ambele
avand loc In spatii infinit dimensionale (datorita prezentei intarzierii de timp T,
care este invers proportionala cu viteza de taiere). Modelul mecanic din fig.3.8
este descris de o ecuatie de intarziere (DDE).

Teoria ecuatiilor diferentiale de intarziere a aparut prin anii ’50 si aici isi
are radacina inceputul si modelul matematic al zgomotului regenerativ. In teoria
matematica a controlului, existd o binecunoscutd ,,regula a degetului mare”, care
spune ca o iIntarziere crescanda tinde sd destabilizeze orice sistem dinamic.
Altfel spus, ,,0 memorie bund poate aduce necazuri”.

Si aici zgomotul regenerativ al masinilor de lucru este o exceptie deoarece
in sistemele mecanice cu zgomot scazut (cazul masinilor de lucru) intarzierea
poate avea de asemenea un efect stabilizator.

In fig. 3.9 este prezentata dependenta fortei de taiere de grosimea
materialului de taiat h.

p/
ﬁ(“‘h) = Co\"h 3/’7

F, |
K= ;’- C,h":/"
KwAh ) 4
1
[

FLO i

! t

1 t

\ '
hb th h

Fig. 3.9

Partea liniara a fortei de taiere este descrisd de produsul KWAh. S-a notat
cu W lungimea materialului de taiat iar cu K, coeficientul de taiere.
K; =KW (K este si el un coeficient).
Fie C timpul de care e nevoie pentru ca o particulda a materialului sa
alunece de-a lungul fetei active a lungimii 1.
Ce[-1,0], iar P (C) descrie forma sistemului stationar de-a lungul fetei
actiune a uneltei.
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Asa cum este indicat in [109] efectul intarzierii mici de timp poate fi
integrat in expresia fortei de tiiere.

Modelul matematic al miscarii masinii este dat prin urmatoarea ecuatie
integro-diferentiala:

() + 280, 5(0) + 02x(e) + XX [ pl(0)x(r + 6)d6 -
m s

“KW [p(r +8)x(r + 6)d6 = 0

-7~-0

K este un coeficient ce depinde de: geometria prescrisd a materialului de
taiat, proprietdtile (constante) de material al piesei de lucru.

Conform [120], o buna aproximare a distributiei poate fi datd de o functie
exponentiala de forma:

p(C) = aief % Ce [-2,0], unde v = .

0
lp poate lua rolul unei lungimi de contact aproximativ finite desi ¢ — o in acest
caz. Avantajul matematic al acestei functii este acela cd integralele din ecuatia
de miscare pot fi calculate prin parti.

Ecuatia integro-diferentiala se prelungeste la o ecuatie de ordinul trei prin
derivare in raport cut.

Se stie cd solutia x(t)=0 este stabila daca toate radacinile ecuatiei
caracteristici au partea reald negativa.

In [106] este datd o metoda puternica de verificare a conditiei de mai sus
(partea reald negativd). Graficele de stabilitate sunt construite in planul
parametrilor W si Q (viteza de tiiere si raza piesei de lucru).

Parametrii folositi sunt:

m =50 Kg, o, = 775 [1/s], K = 1000 [N/mm®],c, = 0,001t
La limitele stabilitatii apare bifurcatia Hopf. Oscilatiile care apar pot duce la
pierderea stabilitatii.

3.3.3. Observatii experimentale
O magini de tdiere C.N.C. (cu comanda numericd de conturare) a fost
folositd pentru tiierea in buciti, folosind o piesd cu 7 margini asa cum este

indicat in fig. 3.10 Acest experiment dar si modelarea lui este prezentata in
[108].
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Fig. 3.10

Regiunile innegrite in figura explicd formarea materialului in timpul
taierii. Taietura trebuie facutd pe suprafata internd a unei piese cilindrice.
Lungimea piesei de lucru este de 220 mm, in timp ce diametrul intern are 176
mm. De asemenea trebuie precizat ca piesa a fost analizata in acest experiment
si apoi modelatd cu o forma putin conicéd, avand un diametru mai mic cu 3 mm
la mijlocul piesei decat la cele doud capete. Aceasta conicitate nu a avut nici un
efect asupra dinamicii taierii.

Taierea trebuia facutd incepand de la unul din capete pana la jumatate si
continuand de la celilalt capat. Pentru a creste eficienta si a scadea costul s-a
folosit o piesa speciald atagatd masinii.

S-a masurat frecventa primului mod de vibrare si s-au ficut experimente
simple de impact. Piesa a fost lovitd cu un ciocan de cauciuc si vibratiile au fost
inregistrate de un accelerometru de cristal.

Aceste vibratii pot cauza deviatii de 1Hz intre rezultatele de masurare ale
aceleiasi masini cand nu se afla in lucru si cand se afla in lucru.

Aceastd valoare micd ajuta la explicarea zgomotului regenerativ.
Rezultatele teoretice si experimentale ar trebui sa coincida intr-un interval de
frecventa mic de aproximativ 6 Hz.
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Fig. 3.11

Modelul analizat poate fi simplificat ca in fig. 3.11. Impactul indus
semnalului de vibrare a fost folositor pentru a identifica factorul de amortizare
din modelul dat in fig. 3.11. Calculul decrementului logaritmic i conversia sa
ne conduce la rezultatul £ = 0,025. Rezultatele au confirmat cd nu exista alte
moduri de vibrare cu frecvente naturale scizute, apropiate de cea mentionatad
anterior.

De fapt, din punct de vedere mecanic, masina este identicd cu modelele
folosite in laborator, cdnd un element elastic este potrivit tipic intre masina st
sustinatorul masinii. Modelul din fig. 3.11 are totusi doud grade de libertate
datorita simetriei cilindrice.

Conform studiului propus de Tobias in [96], variatia fortei de taiere AF se
considera a avea aceiasi directie ca insasi forta de tdiere. Sistemul are doua
grade de libertate. Coordonata determina variatia materialului de tdiat in
sectiunea geometricd. Vibratia va avea loc in directia Y. Aceastd directie Y nu
are efect asupra geometriei piesei de lucru. Din acest motiv nu o includem in
modelul vibratiei regenerative. Pentru modelul regenerativ luam in considerare
doar variatia fortei de taiere in directia X asa cum se observa din fig. 3.10 piesa
are 7 margini iar prima nu opereazi asa cum a fost proiectatd. Intarzierea de
timp dintre cele doud margini este egald cu perioada de timp a unei rotatii a
piesei in lucru. Efectul excitatiei parametrice, ce apare in mod obisnuit in
procesul de taiere nu apare nici aici.

Deoarece la a doua margine se taie chiar si suprafetele neprelucrate si
acestea nefiind taiate inainte nu existd efect regenerativ. Forta de tdiere este
suma fortelor celor 7 dinti. In acest caz efectul regenerativ este neglijabil,
Qe[100,400], forta concentrati de tiiere poate fi folosita cand ¢ = 0 si functia
Dirac delta pentru sistemul de forte distribuite a fetei de actiune P(®) = o
(©).Asa cum este dati si in [108] ecuatia de migcare este de forma:
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Fig. 3.12

(1) + 28w x(1) + (a) + K::/) x(1) - Kqux(t -7)=0

Graficul stabilitdtii acestui model liniar este prezentat in fig. 3.12 si este
oarecum, afectat de fenomenul de suprapunere. In grafic este prezentata
stabilitatea, calculatd teoretic. Cercurile se referd la parametrii punctelor de
masurare. Practic, parametrii tuturor punctelor de lucru cad intr-un domeniu
instabil, exceptie facdnd al treilea. De remarcat este faptul cd vibratii cu
frecvente diferite au loc in toate cazurile, chiar si in al treilea, care se presupune
cd se Incadreazd in limitele stabilitdtii liniare. Asa cum reiese din [135]
frecventele masurate si calculate se potrivesc destul de bine. Se poate spune ca
domenii de stabilitate mai mari pot fi gasite la viteze mai mari de tdiere, cu
aceiasi valoare a coeficientului de taiere.

Asa cum este indicat in [108], puterea masinii date da o limitd pentru a
creste viteza in jur de 371 [r p m], aceasta fiind cea mai sigurd zona pentru tiiere
stabila. Imaginea piesei de lucru datd in [108] reprezintd asa numitele ,spirale
floarea — soarelui”, care sunt tipice pentru efectul regenerativ. In [108] aceasta
suprafatd este analizatd pentru o piesd prelucratd la viteza de taiere
Q=344[r p m].
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Fig. 3.13

In fig. 3.13, preluatd din [108], este prezentat semnalul unui detector
inductiv si unde fiecare linie a semnalului reprezinta o rotatie a piesei de lucru.
Putem deduce de aici ca fiecare rotatie a piesei are o lungime a timpului egald cu
intarzierea de timp

T =60/€=0,175 [s].
Chiar daca parametrii tehnologici folositi in experiment cad in domeniul
stabilititii piesa de lucru incepe sd oscileze datoritd unei oscilatii instabile
aparuta in bifurcarea Hopf. Trebuie remarcat si efectul de bataie in fig. 3.13 si
putem spune ca In jur de 15,3 perioade de oscilatii pot fi numaérate intr-o
perioada de timp T iar efectul de bataie insumat dureazi de doud ori cite 12,5
oscilatii.

0+0, _ }53 = 88,0 [Hz]
T

2

w, —w

L2 ~— =3,5[Hz
2 “axizsr o b
unde ©; =91, si 0, = 84,5 [Hz],
Acestea sunt doar frecventele care au fost inregistrate in graficul stabilitatii din
figura 3.12 la viteza de 344 [r p m].
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3.4. Modelul neliniar al masinii unelte vibrante

Rezultatele experimentale [96], [64] arata ca existd amplitudini finite
instabile, care sunt miscdri periodice instabile ale masinii unelte in vecinatatea
starilor asimptotic stabile. Vom investiga prezenta bifurcatiilor Hopf in modelul

masinii unelte vibratoare regenerativa folosind teoria si metoda din Teorema
bifurcatiet si a varietéitii centrale.

Fig. 3.14

In fig. 3.14 [64] este prezentat modelul mecanic al masinii unelte cu
vibratii generative, In sectiunea ortogonala iar f reprezintd grosimea aschiei. Fie
Al =1-1, +x(t) (3.14)
unde /este lungimea taieturii initiale, /, lungimea taieturii in stare de echilibru.
Valoarea zero a coordonatei x(r) ce caracterizeazi pozitia cutitului depinde de
componenta F | a fortei de tdiere . Ecuatia de miscare a masinii este

m (1) = —sAl - F. — Cx(f) (3.15)
Daca se pune
F, = F,(f,) +AF, (3.16)
ecuatia (1) se scrie
#(0) +2¢w (1) + 02 x(1) =—LAFX, (3.17)
m

S - . . . - . .
unde o, = ,/— , este frecventa naturald a sistemului oscilator fara amortizare si
m

c

é’:

5 , factorul relativ al amortizarii. Ecuatia (3.17) este ecuatia (3.2) cu
mao

a =w,. Forta de tiiere a fost obtinuta empiric, utilizand teste de taiere. in [96]

se utilizeaza, ca functie de tdiere, o functie polinomiald de gradul trei fig. 3.15.
Forta de taiere este functie de grosimea aschiei si este data de :

F.(f)=KWf™, (3.18)
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Fig. 3.15
unde K este un parametru ce depinde de parametrii tehnologici, considerat
constant. Dezvoltdnd in serie Taylor in raport cu f in f, si retinand termenii

pana la ordinul trei rezulta:

3 3 _ 3 5 S 97
Fx(f)EKW(foA +Z(f_f0)fo & —3—7(f—fo)2./o" +—(f-/) Y. (3.19)

3
Notind  AF = F(f-Fify si A=/ fo . gisim
AF, (Af) = kW(% £7Af - % fIAAr % PARINAS (3.20)
Coeficientul lui Af din (3.20) se numeste coeficientul fortei de tiiere si este
k = %kao‘% , (3.21)

iar relatia (3.20) devine
1k 5 k
AF (Af) = kAf ———L A7 +——2 A, 3.22
x( f) ) 8f0 +96 f02 f ( )

Variatia grosimii aschiei Afse poate exprima ca diferenta dintre pozitia
cutitului maxim x(r) si devierea sa x(s+ —r) sub forma
Af =x(t)-x(t-1), (3.23)

NS 2 . . . - .
unde intirzierea r iy este perioada de timp a unei rotatii, 1ar Qeste viteza

unghiulard a miscdrii de rotatie a piesei .

Ecuatia (3.17) se scrie :

X(t) + 28k (t) + (@] + f‘—)x(t) - ﬂx(, -7)=
m m

= 82’” ((x(t) - x(t —7))* - 12,5‘0m (x(r) - x(1 - 1))*). (3.24)
Introducem notatiile 7,%,7 sip prin
T=w: , i=——x , F=0r , p= (3.25)

T -
mao;

127,
Inlocuind in (3.24) si folosind ¢,x,7 in loc de 7,X,7 , se obtine ecuatia DDE
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X +25+(1+ px()— px(t =1) = Tg’ ((x(O)=x(t =7)* = (x() - x(t -1)’)  (3.26)

Ecuatia (3.26) se transforma intr-un sistem de ecuatii diferentiale DDE punand
x(N=x() , x,()=%) §i X =(x),x,())" . Rezultd sistemul de ecuatii
diferentiale DDE

X =L(p)XO+R(P)X(t—1)+ F(X(1),X(t-71),p), (3.27)

unde
I )_(0 1 ) R )_LO 0)
Pocaep —2¢) 77 o)

, _3p(0 j
F(A (t),XU r)’p) 10 ((x|(t)_x|(t_r))2 _(x|(t)—x| U—T))] -
Investigarea sistemului (3.27), se face considerand parametrul p drept
parametru de bifurcatie si se utilizeaza etapele de analiza a sistemelor de ecuatii
DDE din [80]:
Etapa 1° Analiza partii liniare a sistemului (3.27).
Sistemul (3.27) are punctul de echilibru 0=(0,0)" . Liniarizatul lui (3.27) in

0=(0,0)" este

(3.28)

X =Lp)XO)+R(p)X(-1), (3.29)
unde L(p), R(p) sunt dati de (3.28). Ecuatia caracteristicd a lui (3.29) se obtine
considerand o solutie de forma X()=e*C, unde C=(C,,C,) eR*,C#0. Se
obtine functia caracteristica

D(A, p) =det(Al — L(p)—e ¥ R(p))=A +2{t+(1+ p)— pe ™
si conditia C# 0 , conduce la ecuatia caracteristica D(4,p)=0. (3.30)
Pentru a stabili frontiera multimii de stabilitate a solutiei 0=(0,0)’
studiem radicinile ecuatiei caracteristice. Pentru a stabili D-curba, inlocuim
A=iw , )0 1in ecuatia caracteristica si obtinem
D(iw,p)=1+ p-w’ - pcoswr +i(2w + psinwr) =0.
Aceasta ecuatie este echivalenta cu ecuatiile:
-0’ +p(-coswr)=0 , 2w+ psinor=0 (3.31)
Eliminand functiile trigonometrice din (3.31), gasim
_(1-0*) +45%°

3.32
2@ -1) (3.32)
Deoarece p)0 , rezultd o)1 . Din (3.31), obtinem
2
r=2(r-arctan =Yy | j=1,2,.. (3.33)
o 2w

Deoarece Q = 2% , din (3.33) rezultd ca viteza unghiulara este
T
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Q= or —~— > J=12. (3.34)
Jm —arctan e
2w

D-curba ce caracterizeaza frontiera care desparte regiunea stabila de
cea instabila este data de

22 p2 2
(l-w ),+ 4w Q) = r
Ao -1

plo) = , J=1.2,.. (3.35)

w? -1

2w

J T —arctan

cu w)l. Curba (3.35) pentru ) = 1 are forma din fig. 3.16.
P,

e ———

Poe _AMLWu &M/ ‘,// L/

Fig.3.16

Intre grosimea initiald f,a aschiei si coeficientul p are loc relatia

_3 kW7 £7%%. Din (3.35) rezulta f,(o)=( 3ka2)4 41 .Valoarea lui » pentru
4ma, dma,  p (@)

n

p

care f,(w) are valoare maxima este data de valoarea » pentru care p(w) are

valoare minima si este solutia ecuatiei d‘z @) _9. Folosind (3.35), deducem

[0
@, =1+24 51 p, = p(@,)=25(g+1) .
Pentru w=w,, din (3.33) si (3.34), obtinem

2(jm —arctan

1
)
1+24’1/1+24’ , Qoz . \/1+2§7Z'1 : j=1,2,... (336)
jﬂ—arctanm

Din cele de mai sus , rezulta ca exista o valoare w, astfel ca (p, = p(w,),

T, =

Q, =Q(w,)) se afld pe D-curbele ce separa regiunile stabile de cele instabile si
pentru care grosimea initiala f,= f(w,)a aschiei are valoarea maxima data de

akW 1
fo=S(@0) = () (3.37)

mal” 16L&+
Etapa2’® Analiza ridicinilor ecuatiei caracteristice D(4, p) = 0; bifurcatia Hopf
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Radacinile ecuatiei caracteristice (3.30) sunt functii de parametrul p . Fie
A= A(p) o astfel de radacina. Se numeste punct de bifurcatie Hopf valoarea
dA(p.)
dp
gasim Re A(p,) =0. Derivand in D(A(p), p) =0 in raport cu p, rezultd
dA(p) _ e 1P 1
dp 2A(p)+2C + peir

p=p., pentrucare Rei(p_,)=0siRe 20 . Din etapa 1°, pentru p, = p,

Pentru p=p, si A=tiw, ,deducem
_ d4p,) e ™ -1

M =T (3.38)
dp 2w, +24 + pje
Din (3.38) si (3.36) , rezulta
y=Re PP 5 (3.39)
dp

Relatia (3.39), aratd ca p,este punct de bifurcatie Hopf. Pentru
p € (0, p,)radacinile ecuatiei caracteristice au partea reald negativa. Din teorema

de stabilitate, a sistemelor de ecuatii DDE, rezulti cid punctul de echilibru
0=(0,0)" al sistemului (3.27) deci si al ecuatiei (3.26) este asimptotic stabil.

Analizdm iIn continuare solutia sistemului (3.27) in vecindtatea punctului
2(7gj—aarctan;)

1+22
0=(0,00 , pentru p=p,=2{((+D), r=1,= =,

J1+2¢
o=m,=,1+2¢ cuje{l,2,..} fixat.

Etapa3® Subspatiile proprii generalizate asociate sistemului (3.27) in punctul
de bifurcatie Hopf, p = p,. Sistemul de ecuatii DDE (3.27) in p=p, , este
X(1)=L(p)X(1)+ R(py)X(1—75) , 120 (3.40)
Operatorii liniari A si operatorul adjunct 4 asociati lui (3.40) sunt
@) ,
Av@) =1 ap L0 (3.41)

L(p,)®(0) + R(p,)P(~7,),0 =0

-—d(D‘(s)
Ao ()=i a5 €0l , (3.42)

L(py)" @ (0)+ R(p,)" ®(7,),5=0
unde ®:[-7,,0]>C* , ®" :[0,r,]> R’.
Subspatiile proprii generalizate ale lui (3.41) , respectiv (3.42), sunt
date de
AD@) = tio,d@) , 0e[-1,,0] (3.43)
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A O (s)=tio,d(s), sel0,7,] (3.44)
Din (3.41), (3.42) si (3.43), (3.44) rezultd ca ®(9),respectiv @ (s)sunt date de
DOB) =e’C , ®'(s)=e’C" , unde C, C"eC? , sunt solutiile sistemelor de
ecuatii liniare

AC=0, 4,C =0, (3.45)
unde A = 10, -1 ) A = o, 1+ Po —poe“/mum (3 46)
T Po — P o, +2¢ R . iw, +24

Din (3.45) si (3.46) , rezultd ca subspatiile proprii generalizate ale lui A
respectiv A* corespunzitoare valorilor proprii tiw, sunt

@(0):(1_ ]e'“’“g , &)(9):[1—1'@ )e"‘“v”, 6 €[-1,,0] (3.47)
0

o,

. . .
d)'(s)z(;mo v )e"”"’ , d>'(s)=(1 00+ 26 ]e"‘”‘" , sel0,r,]. (3.48)

Fie #={p - [-r,0] > C* | respectiv H ={p.[0,7,] > C* | spatiul functiilor
derivabile definite pe [-7,,0 ], respectiv [0,7,] cu valori in C*® inzestrate cu
topologia convergentei uniforme. Definim forma biliniara (-,-) :H* x H— C,

(0’1000 =0 ©eO-[ ([ ¢ E-ORMPPEE)O (3.49)

Se[O,‘ro J ,96[—‘[0,0J .
In raport cu forma biliniara (3.49) , pentru ((D(G),d)(e)) si (d)‘(s),d;‘ (s))
dati de (3.47) si (3.48) rezulta :
. 0 -
(®"(s),9(0)) = (2c—iwo,l)(.l ]— [ ([ - iwo,n( 0)6“"""d§)d9 =
10, fo Po 0
=2(+ Toe_imoropo =€y

(CI; (s),D(0)) = (2§+im0,1)[:a)0 ]_ .[):0( f e‘“’o‘@-‘”(zg +iw°’1)(zo g)(:@o ]eiw.,édg)de =

=2C+2im0—2p° (e gy =e ( 3.50)

i,
(0 6.0O)=¢, , (OG)OO)=¢c, -
Fie E=(e;) , 1,) = 1,2, matricea formata cu coeficientii dati de (3.50) si

F = (f,) matricea inversa a lui E. Vectorii

VE=EO O, (), VE=f®'@+fy'E), sl  (GSD
sunt vectori proprii ai operatorului 4° si in raport cu forma biliniara (3.49) sunt
satisfacute relatiile
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W OO =1, @ OON=0, @ HOEN=0, (¥ ()dO)=1, se[0.,],
0 e [-1,.0] (3.52)

Etapa 4° Varietatea centrald in punctul de bifurcatie p = p,, ciclul limita

asociat.

Orbita sistemului diferential DDE , (3.27) se descrie utilizind forma
normala Poincare asociata sistemului (3.27) pe varietate centrala in punctul p =
p,. Varietatea centralda in p = p,, este o subvarietate in spatiul H =

fu:[-1,,0]> C* }, tangenti la subspatiul propriu generat de { @(6),®(6) } dati
de (3.47). Varietatea centrala are forma analitica

WEp,) = {ZCD(G) +z®(0)+ W(0,2,2), z=xHy, (X,y)eV(o), 8¢e[-1,,0] } (3.53)

unde V(0)cR*este o vecinitate a originii in R? si
2

W(8,z,2) = ;wzo (0)z° +w,,(0)zz+ %woz )z

W0 Wi We i [-1,.01 > C* ,cu w,0)=w,® ,w,®cR, 0e[-1,.0] .

Orbita sistemului diferential DDE (3.27) este data de aplicatia
X,:[-1,0]>R?* definita de X ,(0)=X(t+6) , 0e[-1,,0] si defineste un
pseudogrup de operatori T(t):H— # , definit prin X, (0) = T(1)X(0) . Varietatea
centrala W(p,) asociati sistemului diferential DDE (3.27) are proprietatea ca

este invarianta in raport cu pseudogrupul de operatori T(t) . Din proprietatea de
invariantd rezultd cd w,,(0),w,,(0),w,,(0) satisfac un sistem de ecuatii

diferentiale . Descrierea completd a varietatii centrale W(p,) se face utilizand

metoda din [68]. Pentru obtinerea formulelor ce se utilizeaza in descrierea
orbitei sistemului diferential (3.27) se utilizeaza partea neliniard
AX(t), X(t-1),p,) datd de (3.28) a sistemului (3.27) , in care se inlocuieste

X, (1) cu z(t)+z(t) + %w'zo 0)z* (1) + w}, (0)zz+ %w}n (0)z?
si X,(t-1) cu
z(t)e " + z(t)e' +% Wi, (—T,)Z° (1) + W), (=7,)Z(t) (t)+ %w}n (-1,) 23 (1) .
Se obtine
F (z(1), z(1),p,) = %onz(t)z +Fz(t) z(t) + ;—Fozz(t)z + ; F,z(1)’ z(t) + 0(z(1)")  (3.54)

unde
on=(0aF220)Ts Fu:(OaFlZ))Ta Fozz(OsFozz)T, F21=(0’F22|)T (3-55)
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> P
Fo=-_"

~i@gtg )2 2 3p ~i@yTo T 3P O te <2
5 (I-e ), By = So(l_e 1-e™), F022= So(l—e ")

51
Fi = 222 [(1- e X(wWhy (0) = Why(=1,) + 21 =& ™" )(w}, (0) = W}, (=,) - 3(1 - e ™) (1 —e=)] (3.56)

g 0 8 - :
M';0(0)=_ > 20 el(u) _ S0 e iwg0 +E,e_m)(,0

. . 9
io, Jiw,

0 e[-1,,0] (3.57)

v b4 6 & -ios
Wiy (@)= Ertgme _ B oty
i, i,

E, =-(L(p,) +e""R(p,) ~ 2iw,]) ' F,,

) (3.58)
Ez =—(L(py) + R(p,) F,

$i gzoz\l—’(O)on ’ g“=\Il(O)F“ > g02=‘1—/(0)Foz ’ gZIz\iI(O)FZI (3.59)
Ciclul limita este orbita pe varietatea centrala W (p,) a solutiei ecuatiei
diferentiald ordinara

: . 1 - 1 - 1 N
z(t) = 1w, z(t) + Egzoz(t)2 +g,,z(t)z(t)+ 5 80 z(t)2 + 3 g“z(t)2 z(t)

cu conditia initiala
z(0)= (¥’ (s),0(0)) se[0,7,], 6 €[-1,,0]
unde y*(s) este dat de (3.51) si ¢(0) este conditia initiala a sistemului (3.27).

Etapa 5° Orbita sistemului (3.27) .
Orbita (t,x (1)) a ecuatiei (3.26) data de

X(8) = 2%, (1) + 1, (X2 (1) + ¥, (D) + 1o (X, (1) =¥, (D) = 2i 0%, (DY, (1) (3.60)
unde r,,,=Re(wy) , T,;;=Re(w,)) , 1= Im(w)  $i (x,(1),y,(1)
este solutia sistemului de ecuatii diferentiale ordinare :

XI(t) = _C‘)OY1(t)+%(Rzo +2R, +R02)xl(t)2 —%(Rzo -2R,, +R,, )Y1(t)2 + (I —15)%, (DY, (D +
1
R O 07 4,07 = Ly (004 07 +3,(0) (3.61)

: 1 1
y,(t) =a)0x1(t)+5(120 +21,, +1,,)y, (1)’ -5(120 =21, +15,)%, (1) +(Rgy —Ryp)x (), (1) +

1 1 >
+5 R21y1 (t)(xl (t)z +Y, (t)z)_ E I21X1 (t)(Xl (t)z +Yy, (t)-)
cu conditia initiala

X,(0) =Re(y,9), y,(0) =1, (v, ¢) (3.62)
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$i R, =Re(g,). R, =Re(g,) . R =Re(g,). R, =Re(g,)
I, =Img,) , 1,=Img;) , l,= Img,,) , I, =Im(g,,)

si {p:[—rO.O] —-R este conditia initiald a sistemului (3.26) data de
@(9) =or ¢0), ¢®) este conditia initiala a sistemului  (3.7) cu
“~%0
. 3kW 1
fo=(—=)" —,unde p,=20(C+1).
imw; p,
Orbita (t, x(t)) a ecuatiei (3.24)este data de
12 4mo] :
X(t) = = (——=)"p, x(1) (3.63)
5 3Kw
Invariantii ciclului limitd dat de (3.61) sunt:
pﬁz_ReC,’ Tﬂ:_hnC,+pzhan, B, = 2ReC,
i ReM ) ®, .

unde M este dat de (3.38) si

z)+__

i > 1
C, =—(g. -2 - s
I (8081 ' & l 3| 24

0
Utilizand programul realizat cu softul Maple 9 s-au obtinut graficele de mai jos.

> #Bala?2 cazul neliniar masini unelte regenerative;Stepan G;

>
m:=1.;s:=2.;¢:=0.02;a:=sqrt(s/m) ;zeta:=c/(2*m*a) ;j:=5. ;omega:=
sqrt(l+2*zeta) ;p:=2*zeta* (1l+zeta) ;tau:=2* (j*evalf (Pi) -
arctan(l/omega) ) /omega ;M:=(exp (-I*omega*tau) -

1)/ (2*omega*I+2*zeta+p*exp (-

omega*tau*I)) ;A:=Re (M) ;Omega:=omega*evalf (Pi)/ (j*evalf (Pi) -
arctan(l/omega)) ;K:=0.2;W:=0.5;£0:=(4*m*a*2/ (3*K*W) ) “4*p"4;

> ell:=2*zeta+tau*exp (-omega*tau*l)*p:el2:=2*zeta+2*omega*I-
p* (exp (-omega*tau*I) -

exp (omega*tau*I))/ (2*omega*I) :e2l:=conjugate(el2) :e22:=conjuga
te(ell):

> with(LinearAlgebra):

E:=

<<ell,e21>|<el2,e22>>:F:=MatrixInverse(E) :dl11:=<1]0>.F.<1,0>:d
12:=<1}0>.F.<0,1>:

> d:=<omega*I* (conjugate(dl2) -
conjugate(dll))+2*zeta* (conjugate (d12) +conjugate (dl1l)) |conjuga
te(d1l2) +conjugate (dll)>:F20:=<0,3*p* (1l-exp (-
omega*tau*I))~2/5>:F11:=<0,3*p*(l-exp (-I*omega*tau)) *(1-

exp (I*omega*tau) ) /5>:F02:=<0,3*p* (1-

exp (omega*tau*I))*2/5>:9g20:=d.F20:gll1:=d.F11:g02:=d.F02:

> L:=<<0,-1-p>|<1,-
2*zeta>>:R:=<<0,p>|<0,0>>:G:=<<1,0>|<0,1>>:El:=MatrixInverse (-
(L+exp (-I*omega*tau) *R-2*omega*I*G)) .F20:E2:=MatrixInverse (-
(L+R)) .F11:E11:=<1|0>.E1:E12:=<1|0>.E2:

> wl20:=-g20*exp (-I*omega*tau) / (I*omega) -

conjugate (g02) *exp (I*omega*tau) / (3*I*omega) +E1l1*exp (-
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2*omega*tau*I) :wlll:=gll*exp (-I*omega*tau)/(I*omega) -
conjugate (gll) *exp (I*omega*tau) / (I*omega) +E12:v120:=-

g20/ (I*omega) -

conjugate (g02) / (3*I*omega) +E11:v11l1l:=gll/ (I*omega) -
conjugate{gll) / (I*omega)+E12:F21:=<0,3*p* ((1-

exp (omega*tau*I)) * (vl20-wl20) +2* (1-exp (-omega*tau*I)) * (v1ll-
wlll) -3* (l-exp (-omega*tau*l)) *2*(1-

exp (omega*tau*I))) /5>:g21:=d.F21:

> Cl:=(g20*gll-2*abs(gll) *2-

abs (g02)~2/3) *I/ (2*omega) +g21/2;mu2 :=-Re (C1) /Re (M) ; T2 :=-
(Im(C1l) +mu2*Im (M) ) /omega ;beta2:=2*Re (Cl) ;

>

>

r20:=Re(wl20) :1i20:=Im(wl20) :r1l:=Re(wlll) :ill:=Im(wlll) :r220:=
Re (v120) :1i220:=Im(v120) :r2l1l:=Re(v1l1ll) :i211:=Im(v11ll) :

>

R20:=Re (g20) :R11:=Re(gll) :R02:=Re (g02) : I20:=Im(g20) : I11:=Im(gl
1) :I02:=Im(g02) :R21:=Re (g21) : I21:=Im(g21):

> Fl(x(t),y(t)) :=—omega*y(t)+(R20/2+R11+R02/2) *x(t) ~*2-(I20-
I02)*x(t)*y(t)-(R20/2-

R11+R02/2) *y (t) *2+R21*x(t) * (x(t) *2+y(t) *2) /2~
I21*y(t) *(x(t) *2+y(t)"*2)/2:

F2 (x(t) ,y(t)) :=omega*x(t)+(I20/2+I11+102/2)*x(t)~2-(120/2-
I11+102/2) *y(t) *2+ (R20-

RO2) *x (t) *y (t) +R21*y (t) * (x (t) *2+y(t) *2) /2+I21*x(t) * (x(t) *2+y (t
)*2)/2: F3(x(t),y(t)) :=2*x(t)+r220*(x(t)*2-y(t)*2)-

2*i220*x (t) *y (t) +r211* (x(t) “2+y(t)~*2)+0.1:

F4(x(t) ,y(t)) :=2*x(t) *cos (omega*tau)+2*y(t) *sin (omega*tau)+r20
*(x(t)*2-y(t)*2)-

2*%i20*x (t) *y (t)+rll* (x(t) *2+y(t)*2) :F5(x(t) ,y(t)) :=

12* (4*m*a/ (3*K*W) ) *"4* (p~4/5) *F3(x(t) ,y(t))+0.1:

with (DEtools) :

> dsys :=

{diff (x(t) ,t)=F1(x(t),y(t)) ,diff(y(t), t)=F2(x(t),y(t)) ,x(0)=-
0.001,y(0)=0.002}:

> dsol := dsolve(dsys,numeric):

> plots[odeplot] (dsol, [

[t,F3(x(t),y(t)) ,color=red]],0..5*tau,title="Fig.3.0rbita
(t,x(t)) ");

plots[odeplot] (dsol, [

[F3(x(t) ,y(t)) F4(x(t),y(t))
,color=red]],0..tau,title="Fig.3.0rbita (x(t),x(t-tau)) ")’
plots[odeplot] (dsol, [

[t,F5(x(t),y(t)) ,color=red]],0..5*tau,title="Fig.3.0rbita
(t,x(t)) a sist init ");

> MUGgns := [

diff (x(t),t) =-omega*y(t)+(R20/2+4R11+R02/2) *x(t)"2-(I20-
I02) *x (t) *y (t) - (R20/2~-
R11+R02/2)*y(t)“2+R21*x(t)*(x(t)“2+y(t)‘2)/2-
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I21*y (t) *(x(t) *2+y(t)*2) /2, diff(y(t),t) =

omega*x (t)+(I20/2+I11+102/2)*x(t)*2-(120/2-

I11+I02/2)*y(t)~2+(R20-

RO2) *x (t) *y (t) +R21*y (t) * (x (t) *2+y (t) *2) /2+I21*x (t) * (x(t) *2+y (t

)*r2) /2

]1:

> DEplot3d(MUGqns, {x(t),y(t)}, t=0..5*tau,
[[ x(0)=-0.05, y(0)=0.05]],
x=-0.1..0.1,y=-0.1..0.1,scene=[x(t) ,y(t),t],
stepsize=0.05, linecolour=t,
title="Figura3.dinamica Sistemului pe Wc(0)XR"):

>

DEs:=({diff (x(t) ,t)=Fl(x(t),y(t)) diff(y(t), t)=F2(x(t),y(t))})

DEplot3d(DEs, [x(t) ,y(t)],t=0..tau,[[x(0)=-0.05,y(0)=0.05]],x=-
0.1..0.1,y=-

0.1..0.1,scene=[x(t) ,y(t),t],linestyle=1,linecolor=blue, title=
"Fig.6.Dinamica pe Varietatea Centrala in origine" );

>
#n:=50;m:=1.;s:=2.;¢c:=0.02;a:=sqrt(s/m) ;zeta:=c/(2*m*a) ;j:=5.;
omega:=sqrt(l+2*zeta) ;p:=2*zeta* (i+zeta) ;tau:=2* (k*evalf (Pi) -
arctan(l/omega)) /omega;Omega:=omega*evalf (Pi) / (k*evalf (Pi) -
arctan(l/omega)) ;

>

>

#plot({[seq([k,Omega]l ,k=1..n)]},style=point, symbol=CIRCLE, axes
FRAME , color=green) ;

VVVVY

Fig.3.0Orbita (. x(t))

0.104; ;
}

o.m;: hS
01]
o] 1,

0.0861

|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||
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Fig.3 Orbita (x(t),x(t-tau))
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3.5. Masina unealta vibranta regenerativa cu doui
argumente de intarziere

3.5.1. Modelul masinii unelte vibrante regenerative

Masinile unelte vibrante produc instabilitate in timpul prelucririi care este
rezultatul prelucrarii piesei si fluctuatiei dinamicii fortei de aschiere. Daca masina
taie o suprafatd x(r) din piesd in momentul t, suprafata in momentul t-r este x(r - r)
unde reste timpul de intdrziere intre aschieri succesive. Experientele practice si
modelele teoretice, care au apdrut in literatura de specialitate, descriu cuplarea
intrinseca a dinamicii procesului de aschiere si a influentei structurii masinii unelte.

Modelul matematic, investigat in [125], al masinii unelte vibrante este dat de
ecuatia diferentiala de ordinul doi cu argument intarziat

x(1)+28, x()+ & x(t—1)+ &, X (t— 1)+ 17y cosvt = 0
(3.64)
unde,.<,,¢, sunt parametrii reali,,$1 vsunt amplitudinea si respectiv frecventa

fortei de aschiere. Avand in vedere [53], [59], [125] vom investiga un model al
masinii unelte vibrante regenerative cu doua argumente de intarziere,cu forta de
aschiere si efect regenerativ neliniar. Variabilele ce caracterizeazd suprafata
profilului tdiat la momentul t,este x(t) si rezultatul prelucrarii la momentul t-r ,este
X(t-7,). Modelul masinii unelte vibrante regenerative, cu doud argumente de

intarziere, este dat de ecuatia diferentiald de ordinul doi

x(0)+268, x()+ ¢ x(t —1,)+

+ u(x(t)— (x—1,)— 80, (x(t) — x(t = %,))’ —&0,(x(t) - x(t —7,))’) =0 (3.64"

unde §,,0,,0, sunt parametrii reali( §, caracterizeaza amortizarea masinii unelte),

0 < ({1, u este un parametru,si r,,z, sunt argumentele de intarziere cur(r,.
Modelul poate fi completat considerdnd un proces stochastic &(r) de tipul

»zgomotului alb Gaussian” cu magnitudinea ¢,,functia densitate este () cu

functia de corelatie R(v)=E(& ()& +1))=5(v),unde §(v) este functia delta a lui

Dirac si E(.) este operatorul valorii medii. in acest caz modelul este dat de:

x(6)+268, x(t) + (¢, +a(O)x(t - 1))
+ p(x(t) = (x —1,) — 80, (x(t) — x(t — &,))* — €0, (x(t) - x(1 —7,))’) =0 (3.65)
unde a(t) = en, cosut + £'"2E(1) .

Investigarea ecuatiei (3.64') consta in :
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Determinarea hartii (domeniile) de stabilitate a solutiei stationare x(t)=0,vt,
descrisa de valorile parametrilor (¢,,u) dacd r,,r, sunt fixati. Pentru o valoare a

parametrilor ({,.x), ce apartin frontierei domeniului de stabilitate. Analiza solutiei
ecuatiei (3.64"), se face utilizdnd drept parametru de bifurcatie parametrul x si
considerarea formei normale Poincare’ pe varietatea centrald W' (u) a ecuatiei

(3.64"). In urma acestei investigatii rezulta informatii privind valorile parametrilor
modelului pentru care variatia profilului suprafetei de tdiere x(t) este stabila, sau
pentru care acest profil are o variatie ciclica. Investigarea ecuatiei (3.64") se face
investigand sistemul de ecuatii diferentiale cu doud argumente de intarziere, dat de

xi(1) = x,(t) (3.66)
X2 = =28,X,(0)-&, X,(t —7,)— p(x, () = x,(1 = D)) + €0, (x, (1) - x,(t - 7.))" + €0, (x,() - x, (1 = 1))
echivalent cu ecuatia (3.64").

Fie X(t)=(x, (1), x, ()" si matricele

A=[° ! ],B,=[O OJ,B,=[O 0) (3.67)
-4 —26, -6, 0) " \wmo

0
L ‘ 3.68
Fen@xt=mn) ‘{o'z(xl(t)—x,(t—Tz))‘+o-3(x1(1)—x|(1—2'3))3 J ( )

Din (3.66),(3.67),(3.68) rezulta sistemul matricial

X(t)=AX()+ B Xt —1,)+ B, X1 —1,)+ F(x,(0),x(t = 7,)) (3.69)
care este un sistem de ecuatii diferentiale cu doua argumente de intirziere t,,t,

neliniar. Din faptul ci pentru sistemul (3.69) membrul drept descris de functii
continue ce satisfac conditia Lipschitz, sistemul (3.69) are solutie unica pentru o

conditie initiald datd X(9)= ®(9),0 € [-1,,0]. Din (3.69) rezultd ca punctul originea
0=(0,0)"este punct de echilibru. Acest punct de echilibru reprezinta solutia
stationara a sistemului (3.69). Investigarea sistemului (3.69) se face in vecinatatea

acestui punct de echilibru, utilizind etapele de analiza a sistemelor de ecuatii cu
argument intarziat din [68].
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3.5.2. Analiza liniarizatului sistemului (3.69). Operatori
infinitezimali.

Liniarizatul (in variatie) a sistemului (3.69) in punctul de echilibru O = (0,0)"
este

Y(t)=AY(t)+BX(t—-1)+BY(t-1,). (3.70)

Ecuatia caracteristica a lui (3.70) este data de
D(A)=det(Al - A- "B - e '"B,), (3.71)

unde I este matricea unitate de timpul (2,2). Din (3.71) rezulta ecuatia
transcendenta

D(A)= A +26A+ée™ + u(l-e')=0. (3.72)
Folosind Teorema 3.22 [106], rezulta:

Propozitia 3.1. Daca

. - - .

Din propozitia 3.1. si varianta teoremei lui Hartman — Coarbman pentru
sisteme de ecuatii cu argument intarziat, rezulta
Propozitia 3.2. Daca

&>é+#
28
atunci solutia stationara X(t)=0, V't a sistemului (3.69), deci si a ecuatiei (3.64") este
asimptotic stabild pentru orice 1, 1, € [0,).
Determinim D — curbele ce descriu frontiera regiunilor de stabilitate in
raport cu parametrii £;, i pentru un 8, fixat. Aceste curbe se obtin punand conditia

2w - - ® e

b

Fie A =+ io, unde, © = o (§,;, n) > 0 ridacini a lui (3.72). Inlocuind in (3.72) si
anuland partea reald si partea imaginard a relatiei obtinute rezultd sistemul de
ecuatii:

2 P—
£ coswr, + u(l-coswr,)- 0" =0, (3.73)

¢ sinwt, — usinor, —25,0 = 0.
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Din (3.73) rezulta:

28,0(1- coswr,) + ®° sinwr,

&=

. . R}
cos@7,sinwt, + (1 - coswr,)sinwr,

©’ sinwt, — 28,0 coswT,

Pentru 1, 1> fixate, si o variabil, relatia (3.74), sunt coordonatele unui punct
in planul (§;p) care descriu D — curbele ecuatiei (3.72). Pentru valoarea 6, = 0,085,
| 0,1035 < 1; £ 0,1045, si 1» = 1,031, , domeniul de stabilitate este dat de regiunea

~ hasurata in fig. 3.17.

cos®7,sinwT, + (1 - coswr,)sinwr,

-

Fig.3.17
Coordonatele de pe D — curbele din fig. 3.17, reprezintd valori ale lui p
pentru care ecuatia (3.72) are ridicinile i®. In continuare vom considera o valoare
® = o, fixatd pentru care din (3.74), rezultd valoarea &, = £,°, respectiv p = Ho.

Analizam sistemul (3.70), pentru &, §; = @10, 11, Tp fixate §i p = po+ €p unde
n este un parametru |u|<1. Coeficientul p este parametru in raport ce care se va
analiza solutia stationara a sistemului neliniar (3.69).

Se numeste bifurcatic Hopf in raport cu parametru p, o valoare a
parametrului i, pentru care:
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Re A(x)=0, Re (d’;“‘)) %20, (3.75)
# y HE «

Propozitia 3.3. Fie o, si

@, SN, 7, = 26,0, COSO,T,

0 . . .
cosw, 7, sinw, 7, + (1 — cosw,r,)sinw,r,

Valoarea y, este punct de bifurcatie Hopf.
' Intr-adevar din modul de definitie a lui p, rezulta ca A = wyi este solutie a lui
'(3.72). pundnd L. = Mp) in (3.72) si derivind in raport cu p, rezulti

dA(u) _ e’ -1

rrrrrr : 3.76
du 20428, - pure 't + Eret (3.76)

Din (3.76), prin calcul algebric rezulta

Re( M) = Re( fii(i)) 20.
du ) _ du

Pentru p = o, se determind subspatiile proprii asociate generatorilor
infinitezimali 4’ si A*, ai sistemului (3.70) definiti de
A: C ([-10, o],CZ) - P respectiv
A" C’ ([0, 1,], C*') - I, prin

p=p Asiog

dg(6)
A§(O) = —ag 0clm0 0 eC'((-7,01,C) (3.77)
A¢(0)+ Bg(-1)+ Bg(-7,) 6=0

de’(s)
£4(s)= { __d_s, se(0,7,] (3.78)

§ e
¢’ (0)A+¢'(-t,)B +¢ (-1,)B,, s=0, ¢ €C'([0,7,],C"),
unde C' ([-1,, 0], €) este spatiul functiilor derivabile definite pe [-T,, 0] cu valori in

C2. Folosind metoda din [80] rezulta .
Propozitia 3.4. i) Vectorii proprii generalizati ai lui A corespunzatori
valorilor proprii + iw, sunt
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1 4 _ 1 —iw,@
¢(9):(iwo)e , ¢(0)—(_iwo)e . Oel-,0]. (3.79)

.e »e .o - . . . * - . . e
i1) Vectorii proprii generalizati ai lui A corespunzatori valorilor proprii
+ 1wy , sunt

) io, + 20, . ~iw, + 20,
AOL N SN AN Lo e se[0.1,] . (3.80)

ii1) Coeficientii formei (. , .) asociata sistemului (3.70) data in [80] in raport

" cu vectorii (®(8), D(0)), (®'(s), ®'(s)) sunt

—_— —i@nT; —1@yT
e,=20,+&r e’ + ur.e

e, =25, - 2iw, - Zii)_o (e~ ™)+ 22; (e - ). (3.81)

iv)Vectorii

V()= £ D+ (), W= L (D4 Suf (9 se[0r]  (3.82)

sunt vectori proprii ai generatorului infinitezimal A’ si satisfac relatiile

(W ()00 =1, (¥ (s),60))= (v (s)4(8))=0,

RS (3.83)
(£°().0(0)=1, sef0,7,), 6¢€[r,0],

unde fj, 1,j=1,2, sunt coeficienti matricei inverse a lui (I), i,j = 1,2.

Demonstratia propozitiei 3.4, se face utilizdnd metoda d‘in [68] pentru
determinarea vectorilor proprii ai generatorilor infinitezimali A si A .

3.5.3. Varietatea centrala W(j,), forma normala Poincaré asociate
sistemului (3.69)

Varietatea centrala W*(j,) [68] este definitd submultimii

W (1,)= {z(0)+ 24 (6) + %Wm(t‘))z2 +W,(6)zz + ;Woz(e)‘" e ZEXEY, (3.84)

(x,z)eV,cR?, § e[-rz,O] ),
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unde V este o vecinatate a originii din F si Wag: [T, L Wit [-120]> P,
Wiz = Wy, Wi = W)y, invariantd in raport cu pseudogrupul T(t) generat de solutia
sistemului (3.69). Din conditia de nevarianta in raport cu T(t), rezulta ca functiile
Way,

W, satisfac relatiile

W,,(6) = - % #(0)e”" — 3;22) $(0)e ™" + Ee™*, 6 ¢[-r,.0]

T (3.85)
#,(6) = lé’; #(0)e™ - 315‘;0¢5(o)e—'~00 +E,, 0¢€[-1,,0]
unde
E=~(A+e™ B +e™ B ~2ind) F, 3.56)
E,=—(A+B,+B,)'F,
s
Exn = !/7‘(0)};;0’ & = W.(O)EI’ 8o = V/-.(O)En’ 8= V‘(O)Fll' (3'87)

Vectorii Fy, Fy1, Fop, F21, se obtin inlocuind in partea neliniard a sistemului
(3.70),

X, (t-T,) cuze " + z(r)e'”" + %W;’o(— rl)zz(t) + W}’,( )Z(t)z(t) + W0'2( ) A1),

% (1) cuz(t)+ (1) + %sz,(o)zzw HaO)=(0z(0) +

x, (1 - 7,) cu At)e ™ + z(1)e' s + %WZ‘O(— 7,)22(1) + W (-7, )2(0)z(e) + 5

%'2(0) (¢)° si

wh(-1,)z(0)’.

Rezulta
F,=(0,F), F,= (OF;), F,=(0,F2), F,=(0,F)  unde
F,=20,6(1- ™Y, F, = (1 e \1- e%), F,=20,6(1- ) (3.88)
P;2.=2a[oz(1—e'”°’z)(m;(0)— -1,))+ 20,(1- e \W(0) - Wi(-.))+

+30,(1- e )1- e )]

Din (3.88) si (3.87) rezulta:
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80 = z(le + fz:)o-:g(l - e ):,
8 = 250—:(f21 + f:z )(1 - e_'mor:)(l - e )»
8o = 280_2(.{:1 + f::)(l - " ):a

(3.89)
8u = Zg(le + f:.z)
(0.(1- € W (0) - Wy (-1,))+ 20,(1- €7 (W1(0) - Wi(-1,)) +
+30,(1- e ) (1- &™) .
Din (3.86) si (3.67), rezulta
2
E =(EL,E}), E; =0, El= _fa
20,+io,
o (3.90)
E,=(E,E), E,="", E}=0.
Sl

Folosind (3.83), (3.85), (3.87), (3.88) si (3.89) rezultd ca forma normala

Poincaré a sistemului (3.70) pe varietatea centralda W (1) este dati de sistemul de
ecuatii diferentiale ordinare:

z(t) =iwz(t) + % ng(t)2 + g,2(1)z(t) + -;—gOZZ(t) + ; gmz(t)zé(t) , (3.91)

unde z(t) = x,(t)+iy,(t).
Ecuatia (3.91) se scrie sub forma:

X't = -0y,@0+ %(R20 + 2R+ R)x,(6) =) (Ry = 2R, + Ry, (0) + (1, - Ly )x (O)y, (1) +
b RO+ 50)- L@ + 1) 392)

') = -0t +%(120 +21,+ 1)y (e) - %(120 =20+ I )x () + (R = R (D () +
+ RO + 30)- ) Lx O + 7).

unde Ry =Re(gy), Ij=Im(gy)- _ L
Orbita (t, x(t,)) a ecuatiei diferentiale (3.64') in vecinatatea solutiei stationare
X(t) = 0 Vt este

x(£) = 2x,() + 1, " (x,(1)* = y,(0)*) + 1,V (%, (1)} = y,(£)") + 20, x,(D¥, (1), (3.93)
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unde (x,(t), yi(t)) este o solutie a sistemului diferential cu conditia initiala

x,(0)=Re(y'(s),0(6)).
»(0)=1,(v (s).0(8),

unde x(6) = ¢(8), 6 € [-12, 0] este conditia initiald a ecuatiei (3.64'), si r, =
Re(Wy(0)), ¥(0) I (W, 0).

Orbita (t, x(t-t;)) a ecuatiei diferentiale (3.64') in vecinatatea solutiei
stationare x(t) = 0, V't este:

x(t- 1) = 2x,(t)cosm,7, + 2", (1)sine,z, + ry (- 7,)(x, (1) - y,(1)°) +

(3.94)
+1, (= 7)o (0 = y,(0)°) = 2 (- 7,)x,(8) - 3, (1)
unde 1 (-1) = Re (Wji(-11)), 1(-7) = L (Wi(-11)) si (x1(t), yi(1)) este o
solutie a sistemului diferential (3.92).
Orbita (t, x(t,t-1;)) a ecuatiei diferentiale (3.64') in vecinitatea solutiei
stationare x(t) = 0, V1t este:

x(t - rz) = 2x,(t)cosw,7, + 2y,(t)sinw, T, + r, (- rz)(x,(t)2 - yl(t)2)+

, (3.95)
+ 1 ()0 (0 + 7)) = 2in (- 1)x(O(0)
unde  xr(-1)=Re (Wi(-12)), ii(-1) = In (Wi(-12)) §1 (x1(t), yi(1)) este o
solutie a sistemului diferential (3.92).

3.5.4. Invarianti asociati orbitei (t, x(t;))

Bifurcatia Hopf datd de pu = p, se numeste supercritica (subcriticd) daca
pentru p > o (U < o) ecuatia (3.64") are solutii periodice. Bifurcatia Hopf data de p
= |y se numeste orbital stabila (instabild) daca orbita (t, x(t)) a ecuatiei (3.64') este
stabild (instabila). Folosind teoria formelor normale, caracterizarea bifurcatiet Hopf
se face cu ajutorul coeficientilor |, B,, T, dati de

__Re(C) . _Im(C)+pIm(M)

—Re(C), (3.96
luZ Re(M)’ 2 a)o ’ ﬂz e( ) )
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unde

I : 1 2 |
Cl = ?{00 (gzogu - 2.g“ - 3"g02‘ ) + 2g2|

—i@yTs 1

€

= A . _ —1,7, ; lwnr, )
2iw, + 20, ~ p,r.e” " +fre

Propozitia 3.5. [68 | Urmadtoarele afirmatii sunt adevdrate

i) Daca p,>0 (<0), bifurcatia Hopf este supercriticd (subcritica) si
solutiile periodice ale bifurcatiei existd pentru > piy (1 < )

ii)  Daca [,<0 (>0) orbitele bifurcatiei sunt orbital stabile (instabile)

iti)) Daca T, >0 (<0) perioadele orbitei bifurcatiei este crescatoare
(descrescatoare)

Pentru p = py+ep, ecuatia (3.64') se scrie:

x(8) +26,x(t) + &x(t - 1,) + p (x(#) = x(t — 7,)) — £0,(x(t) — x(t - 7,))" -

(3.97)
~£0,(x(1) - x(t - 1,))} + &Hi(x(1) - x(t = 7,)) = 0
Sistemul asociat ecuatiei (3.97) este dat de
X(t)=AX(t)+BX(t-1)+BX(t-1,)+F(x,(2),x(t-1,) (3.98)
Unde A, B; B,, sunt date de (3.67) si F este
o - F ~( 0 J (3.99)
(Ot =)= Fla O =e)=ell o) 99
Inlocuind in
F(x,(6),x,(t - 7,)),x,(t) cu z(t) + 2(t) + Wy,(0)2°(2) + W (0)z(H)z (1) + ;WOZ(O)Z‘Z(t)a
x,(t- 1) cu z(t)e™" + z(t)e'" + = W'O( )z(t) + W, (- 7,)z(t)z(t) + ;WO'Z(- r,)z(t)’
rezulta
~ - - - - o 1~ .
F(x, (0).x,(t- 1,)) = éonzza) + Fyz(nz(r) + %sza)z + Fz(t)+ Fz(t)+  Fz(t=()
unde
=(0,F2), B, =(0.F), §,=(0.F), F=0.F), £=0E).E=0F)
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cu

!

w0 = Fo — € B(W,(0) - W (=1,)),
F} = F, - (W, (0) - W, (-1,)),
Fy = Fyi — & B(W,(0) - Wy (—1,)), (3.100)
F=-gp(1-e™"),
F} = —5/7(1 — e ),

unde Fy, E}, E,, F;, sunt date de (3.88)

Fie g, =¥ (0)F,, &,=W (0)E,, 8,=w (0)FE,, 8,=¥ (0)E,.

Din (3.100) si (3.87), rezulti

B = &0~ £ H(/os + 11 )W (0) - Wy(-1.))
2. = 8- € (S + L)W 0) - Wi(-1))
2 = 8y~ £ H(f + 1) Wa(O) - Wi (-1,))

~

g21 = g21

(3.101)

Unde Wy W, Wy, sunt dati de (3.95). ‘
Forma normali a sistemului (3.98) pe varietatea centrald W (1) este

2(0)= (10, - 61~ )oo) S Burt) + B + ) 0+ B0 2(0) 6102
Unde z(t)=x,(t)+iy(t).

Ecuatia (3.102) se scrie sub forma

x', () = ~¢fi{1 - cosw, 7, )x,(t) ~ (@, - giisiney T, )y, (1) + %(ﬁzo +2R, + }?[,2)x,(t)2 -
: %(Ezo £2R + R0 +(T, - T ()0 + %E,xl(t)(xl(t)z +y,(7) - (3.103)

-%Z.y. (%) +2,07")
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~

- - 1 oy :
GE Quo—-ey su1w0r3)q(t)— sy(l—-cosmor:)}\(t)+ 2(120+ 21, + ﬂn)}ﬁ(ty
|y ~ = A s | ) .
"9 (120 =20+ 1, )xl(t)- + (Ryy = Rpy)x (N, (1) + 2 RZI«VI(’)(xl(’)h t ."1(’)~)_

Tzlxl (t)(x,(r): + }',(r):).

unde
Rl] = Re(gj )s IU = Im(g})

Orbita (t, x(t)) a ecuatiei diferentiale (3.97) este data de (3.93) cu x,(t), y,(t))
este o solutie a sistemului diferential ordinar (3.103).

Orbita (t, x(t-11)), (t, x(t-12)) a ecuatiei diferentiale (3.97) in variantele
solutiei stationare x(t) = 0, V t, este data de (3.94), respectiv (3.95), cu (x(t), y(t))
o solutie a lui (3.103).

Utilizdnd programul realizat cu softul Maple 9 s-au obtinut graficele
prezentate mai jos.

> #Bala4 cazul neliniar masini unelte regenerative cu doua
intarzieri,Fofana ;mu0=mu(bifurcatia Hopf) ;mu~=mu

>

delta0:=0.085;taul:=0.1045;tau2:=1.03*taul ;omega:=5.3;epsilon:=0.
03;sigma2:=0.02;sigma3:=0.003;mu0:=0.; zeta:=(2*deltaO*omega* (1l-
cos (omega*tau2) ) +tomega“2*sin (omega*tau2)) / (cos (omega*taul) *sin (om
ega*tau2) +(l-cos (omega*tau2) ) *sin(omega*taul)) ;

mu:=(omega*2*sin (omega*taul) -
2*delta0*omega*cos (omega*taul)) / (cos (omega*taul) *sin (omega*tau2) +
(l-cos (omega*tau?) ) *sin (omega*taul)) ;

> ell:=2*deltal+zeta*taul*exp(-omega*taul*I)+mu*tauv2*exp (-
omega*tau2*I): el2:=2*deltal0-2*omega*I-zeta* (exp (omega*taul*I) -
exp (-omega*taul*I) )/ (2*omega*I)+mu* (exp (omega*taul*I) -exp (-
omega*taul*I))/ (2*omega*I) :

e2l:=conjugate(el2) :e22:=conjugate(ell):

> with(LinearAlgebra):

E:=

<<ell,e21>|<el2,e22>>:F:=MatrixInverse(E) :dl11:=<1|0>.F.<1,0>:d12:
=<1|0>.F.<0,1>:

> d:=conjugate(dl12) +conjugate(dll) : F20:=2*epsilon*sigma2* (1-

exp (-omega*tau2*I))*2: Fll:=2*epsilon*sigma2* (l-exp (-
omega*tau2*I))* (1-exp (cmega*tau2*I)): F02:=2*epsilon*sigma2* (1-
exp (omega*tau2*I))*2: g20:=d.F20:gll:=d.F11:g02:=d.F02:

> wl20:=-g20*exp (-I*omega*taul) / (I*omega) -

conjugate (g02) *exp (I*omega*taul) / (3*I*omega) : wlll:=gll*exp (-
I*omega*taul) / (I*omega) -

conjugate (gll) *exp (I*omega*taul) / (I*omega) +F11/zeta:wl02:=conjuga
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te (wl20) : w220:=-g20*exp (-I*omega*tau?)/ (I*omega) -

conjugate (g02) *exp (I*omega*tau2)/(3*I*omega) : w2ll:=gll*exp (-
I*omega*tau?) / (I*omega) -

conjugate (gll) *exp (I*omega*taul)/(I*omega)+Fll/zeta:w202:=conjuga
te(w220): v20:=-g20/(I*omega)-conjugate(g02)/(3*I*omega) :
v02:=conjugate(v20): vlil:=gll/(I*omega) -
conjugate(gll) / (I*omega) +Fll/zeta: F2l:=epsilon* (sigma2* (1-

exp (omega*tau2*I)) * (v20-w220) +4*sigma2* (1l-exp (-

omega*tau2*I) ) *(vll-w2ll)+6*sigma3* (l-exp (-omega*tau2*I)) 2+ (1-
exp (omega*tau2*I))) :g2l:=d.F21:

> Cl:=(g20*gll-2*abs(gll) *2-abs(g02)*2/3)*I/(2*omega) +g21/2:
M:=(exp (-omega*tau2*I)-1)/ (omega*I+2*deltal0-zeta*taul*exp(-
omega*taul*I) +mu*tau2*exp (-omega*tau2*I)); mu2:=-

‘Re(Cl) /Re (M) ;T2:=-(Im(Cl) +mu2*Im(M)) /omega;

beta2:=2*Re (Cl) ;

> G20:=g20-epsilon*mul* (v20-w220): Gll:=gll-epsilon*mul0* (v1l-
w211l) : G02:=g02-epsilon*mul* (v02-w202) : G21 :=g21:

. > Al:=Re (omega*I-epsilon*mul*d* (l-exp(-tau2*omega*I))):

- A2 :=Im(omega*I+epsilon*mulO*d* (l-exp (-tau2*omega*I))):
Bl:=Re(epsilon*mul*d* (l-exp (tau2*omega*I))) :
B2:=Im(epsilon*mu0*d* (l-exp (tau2*omega*I))) :

>

r220:=Re (w220) :1220:=Im(w220) : r211:=Re (w21l1) :i211:=Im(w21l) : x020:
=Re (v20) :1020:=Im(v20) : r0ll:=Re(vll): i0ll:=Im(vll):

rl20:=Re (wl20) :1120:=Im{(wl20) :rlll:=Re(wlll) :illl:=Im(wlll):

>

R20:=Re (G20) :R11:=Re(G11) :R02:=Re (G02) : I20:=Im(G20) :I11:=Im(Gll) :
I02:=Im(G02) :R21:=Re (G21) :121:=Im(G21) :

> Fl(x(t),y(t)):=(B2-

A2) *y(t) +(A1l+Bl) *x(t) + (R20/2+R11+R02/2) *x (t) *2- (I20-
I02)*x(t)*y(t)-(R20/2-

R11+4R02/2) *y (t) “2+R21*x (t) * (x(t) *2+y(t)*2)/2-

I21*y(t) *(x(t)*2+y(t)*2)/2: F2(x(t),y(t)) :=(A2+B2) *x(t)+(Al-

Bl) *y(t)+(I20/2+I11+102/2) *x(t) ~2-(I20/2-I11+102/2) *y(t) *2+ (R20-
RO2) *x(t) *y (t) +R21*y(t) * (x(t) *2+y (t) *2) /2+I21*x(t) *(x(t) *2+y(t) *2
)/2: F3(x(t),y(t)) :=2*x(t)+xr020*(x(t)*2-y(t)*2)-

2*i020*x (t) *y(t)+r0l1ll* (x(t)*2+y(t)*2):

F5(x(t),y(t)) :=2*x(t) *cos (omega*tau2)+2*y(t) *sin (omega*tau2) +r220
*(x(t)~2-y(t)*2)=-2%i220*x(t) *y(t)+r211*(x(t) " 2+y(t)*2):

F4(x(t) ,y(t)) :=2*x(t) *cos (omega*taul)+2*y(t) *sin (omega*taul) +rl120
*(x(t)~2-y(t)~2)-2%il20*x(t) *y(t)+rlll*(x(t) " 2+y(t)"*2):

with (DEtools) :

> dsys :=

{diff (x(t),t)=Fl(x(t),y(t)),diff(y(t), t)=F2(x(t),y(t)),x(0)=-
0.001,y(0)=0.002}:

> dsol := dsolve(dsys,numeric):

> plots[odeplot] (dsol, [
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[t,F3(x(t),y(t)) ,color=red]],0..455*tau2,title="Fig.3.0rbita
(t,x(t)) ")

plots[odeplot] (dsol, [

[t,F4(x(t) ,y(t)) ,color=red]],0..455*tau2,title="Fig.3.0rbita
(t,x(t-tau2)) ") ;plots[odeplot] (dsol, [

[t,FS(x(t) ,y(t)) ,color=red]] ,0..455*tau2,title="Fig.3.0rbita
(t,x(t-taul)) "),

plots[odeplot] (dsol, [

[F3(x(t) ,y(t)) Fa(x(t),y(t))
,color=red]],0..455*%tau2,title="Fig.3.0rbita (x(t) ,x(t-taul))
")

plots[odeplot] (dsol, [

[F3(x(t) ,y(t)) ,F5(x(t),y(t)) , color=red]],0..455*tau2,title="Fig.3

.Orbita (x(t),x(t-tau2)) a sist init ");

Flg.3. Orbita (t,x(1))
0.004: .

o.0azq

-0.002 1

-0.004 1

Fig.3.Orbita (t.x(t-tau1))

00021

-0.002

-0.004 1
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Fig.3.Orbita (xQ),x(t-tau1))
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4. VIBRATIILE LA MASINILE DE FREZAT
4.1. Vibratiile la masinile unelte

Destul de frecvent in practica apare starea de instabilitate dinamica a

sistemului tehnologic masind unealti—piesd—dispozitiv—sculd, care se manifesti
prin aparitia unor vibratii in timpul aschierii. Datorita acestui fenomen apare:
suprasolicitarea §i uzura prematurd a masinii unelte; deteriorarea si apoi uzura
prematura a taisului sculei; rugozitatea necorespunzitoare a suprafetei
prelucrate; influentarea negativd a preciziei de prelucrare; suprasolicitarea
_acustica a personalului de deservire, etc.
' Revenirea la o aschiere fara vibratii, in majoritatea cazurilor se poate
realiza prin schimbarea regimului de aschiere sau reglarii masinii unelte, care
actualmente duce, de obicei, la scdderea productivitatii de aschiere. Acest efect
- are insemnatate deosebitd la masinile unelte mari precum si la cele cu comanda
' numerica.

Extinzind prin una sau mai multe metode domeniul stabil al
sistemului masind unealtd-piesa-dispozitiv-sculd, se creeaza conditii favorabile
eliminarii influentelor nefavorabile.

Obtinerea unui prag de stabilitate dinamicd mai ridicat se realizeaza
prin cresterea grosimii aschiei , posibil de detasat in regim stabil, deci fara
vibratii, ceea ce duce, in mod direct, la cresterea capacitatii de productie la
masinile de frezat.

Instabilitatea masinii-unelte se manifestd prin aparitia in timpul
procesului de aschiere a unor miscari relative intre piesd i sculd care se
suprapun miscarilor tehnologice reglate (miscarea de avans, miscarea de
generare a aschiei). Natura excitatiei acestor vibratii este diversa. Astfel se pot
deosebi:

1. Vibratii fortate, cauzate de :
- forte exterioare masinii-unelte
- forte interioare masinii-unelte

2. Vibratii autoexcitate, cauzate de :
- Caracteristica negativa a fortei de aschiere in functie de viteza
- depunerile pe tais
- miscarea sacadata (stick — slip)
- efectul regenerativ
- cuplarea pozitiei
Asupra vibratiilor fortate si a celor autoexcitate precum gi a cauzelor
ce le produc vom reveni in urmatoarele paragrafe.
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4.1.1. Vibratii fortate date de forte exterioare
masinii — unelte

Socuri sau vibratii periodice pot fi generate de utilaje invecinate
masinilor unelte si in particular la cele de frezat (prese, masini de rabotat si de
mortezat, pompe hidraulice, etc.). Aceste perturbatii se pot transmite masinilor
de frezat prin fundatie sau prin mediul hidraulic. Efectul acestora se poate
diminua prin realizarea unor fundatii amortizante la masina generatoare sau la
masina receptoare. In circuitul hidraulic se recomanda legarea in paralel a unui
acumulator cu pernd de gaz in vederea aplanarii amplitudinilor pulsatiilor
pompei [66] .

4.1.2. Vibratii fortate date de forte interioare
masinii - unelte

Aceste forte sunt generate de ansamble sau organe rotative imprecis
executate sau montate, precum si de socurile care se produc la angrenarea rotilor
dintate. Aceste surse perturbatoare se pot localiza relativ simplu, pornind de
obicei de la frecventa vibratiei pe care o genereaza.

Importantid deosebitd la masinile de frezat au fortele periodice care
apar datorita socurilor de intrare a dintilor frezei in piesa (pentru raportul B/D
subunitar, precum si datorita variatiei numarului de dinti ai frezei care se afla in
contact cu piesa), B fiind litimea semifabricatului si se masoard in [mm] iar D
diametrul frezei [mm)].

Dupi cum se stie variatia amplitudinii rezultantei fortei de aschiere
este maxima atunci cidnd numarul de dinti ai frezei in contact cu piesa este un
multiplu impar de 0,5 si neglijabila cand este un multiplu par de 0,5.

Dacia aceste forte sunt suficient de mari iar frecventa lor se suprapune
peste una din frecventele proprii ale structurii, sistemul intrd in rezonantd. Se
poate evita acest neajuns prin asigurarea unui numdr intreg de dinti ai frezei in
contact cu piesa, sau alegerea unei alte turatii de lucru a frezei.

La vibratiile fortate datorate unor forte interioare trebuie s tinem cont
de faptul ca:

- sistemul maginia uneald — piesi — dispozitiv — scula vibreaza cu frecventa fortei
de excitatie.

- frecventa vibratiilor este relativ joasa (sub 50 Hz).

- amplitudinea vibratiei poate creste mult daci frecventa fortei de excitatie
periodica este in apropierea unei frecvente proprii a masinii (rezonanta).
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4.1.3. Vibratii autoexcitate cauzate de panta negativa
a fortei de aschiere in functie de viteza

In cazul vibratiilor autoexcitate sistemul masind unealtd — piesda —
dispozitiv — scula vibreaza cu una sau mai multe frecvente proprii, fara ca asupra
sistemului sa actioneze forte perturbatoare din afara.

Una din cauzele care pot provoca vibratii autoexcitate o constituie
caracteristica negativa a curbei de variatie a fortei de aschiere tangentiale in
functie de viteza.

Descresterea fortei de aschiere odatd cu cresterea vitezei de aschiere
creeazd o fortd de amortizare negativa, care poate cauza instabilitatea sistemului
si, deci, aparitia autovibratiilor.

4.1.4. Vibratii autoexcitate cauzate de formarea
si ruperea periodica a adaosului pe tais

In anumite conditii care depind de materialul semifabricatului,
geometria sculei, regimul de aschiere etc., procesul de aschiere devine instabil
datoritd formarii si ruperii depunerilor pe tais. Acest fenomen cauzeazad o
variatie periodica a grosimii aschiei, deci, si a fortei de aschiere care va excita
sistemul masina unealtd — piesa — dispozitiv — sculd. Asadar trebuie studiat
fenomenul de rezonanta.

Fenomenul vibratiilor autoexcitate cauzate de formarea §i ruperea
periodicd a adaosului pe tiis se poate evita sau diminua prin:

- Schimbarea geometriei sculei (a unghiului a de degajare al cutitului)
- Variatia regimului de agchiere (grosimea aschiei si viteza de aschiere)
- Utilizarea lichidelor de racire si ungere

- Incalzirea artificiala a sculei.

4.1.5. Vibratii autoexcitate cauzate de miscarea sacadata

La viteze mici de alunecare, in conditiile frecérii uscate, mixte sau
limitd, migcarea poate fi insotiti de anumite intermitente sau sacadari.
Fenomenul, denumit si stick-slip, influenteazi negativ uniformitatea avansului,
starea suprafetei ghidajelor, calitatea suprafetelor prelucrate, precizia de lucru
etc.

Neuniformitatea avansului cauzeaza variatia grosimii aschiei, deci i a
fortei de agchiere care va excita structura masinii-unelte cu frecventa miscarii
sacadate. Daci aceasta frecventa este apropiati de una din frecventele proprii ale
sistemului masina unealta-dispozitiv-piesa-scula, aceasta va intra in rezonanta.
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Raportul intre coeficientul de frecare static p,, si coeficientul de
trecare cinetic p, se numeste coeficientul de STICK-SLIP.

Daca %= >1 se consideri cd alunecarea va fi insotita de intermitenta.
#ak

&
Hax

Cercetarile experimentale au stabilit cd, dacid se depaseste viteza
relativa de alunecare la care se produce stick-slipul, urmeazi o zona cu viteze de
alunecare fara sacadari, iar apoi cu viteza de alunecare crescanda, alunecarea
devine iarasi intermitenta, fenomenul fiind denumit alunecare cu autovibratii.
Domeniul vitezelor de alunecare fara miscare sacadatd se poate extinde prin
modificarea calitatii lubrefiantului rigiditatii si rugozitatii.

Asa cum este indicat in [66] efectul negativ produs prin aparitia
migcarii sacadate se mai poate evita prin unele masuri tehnologice, cum ar fi:
tipul si directia prelucrarii ghidajelor, utilizarea unor lubrefianti cu bisulfura de
molibden, placarea cu placi de politetrafluoretilen a suprafetei de ghidare a
sanieli.

Daca <1 stick-slipul se considera practic amortizat.

4.1.6. Vibratii autoexcitate cauzate de efectul regenerativ

Daca forta de aschiere variazi, poate apare o miscare vibratorie, care
are ca efect o suprafatid aschiati cu deniveldri (cu rugozitati). La urmatoarele
treceri (in procesul de aschiere se iau mai multe straturi dupa caz) variatiile
fortei de aschiere ce rezulta excitd din nou masina la frecventa proprie, care va
avea iarasi, ca urmare, suprafete aschiate cu denivelari (rugoase).

In cazul ci amortizarea sistemului este suficientd, fenomenul se stinge
— procesul de aschiere va fi stabil. Dacad amortizarea sistemului este insuficient
si nu poate stinge acest proces, oscilatiile cresc — procesul de aschiere va fi
instabil.

Deoarece detasarea noud de aschie, de pe suprafata anterior produsa,
mentine procesul de vibratie, fenomenul se numeste vibratie regenerativa.

4.1.7. Vibratii libere la masini-unelte

In majoritatea lucrarilor de specialitate vibratiile libere se considera ca
fiind nesemnificative pentru masinile — unelte deoarece vibratiile libere
caracterizeazi procese tranzitorii, care datoritd amortizirilor mari in imbinarile
magsinilor — unelte au o durati foarte scurta.

La prelucrarea pe masini — unelte, prezinta interes practic:

a) intrarea i iesirea sculei din aschie;

b) accelerarea si frinarea elementelor mobile;

c) inversarea sensului de miscare.
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a) Intrarea si iesirea sculei din aschie sunt insotite de variatia deformatiilor
elementelor sistemului elastic al masintlor — unelte de unde rezulti sciderea
preciziei de prelucrare si inriutitirea calititii suprafetei. In cazul trecerilor
necesare diminudrii consecintelor fenomenelor dinamice la prelucrarea pe
magsini — unelte stabilirea corecta a duratei procesului tranzitoriu devine deosebit
de importanta.

Daca durata de mentinere a sculei fard avans este prea mare, atunci scula
se freacad de suprafata prelucratd ducand la distrugerea superficiald a piesei,
provocand o uzurd mai intensa a sculei §i, uneori, la aparitia vibratiilor de inalti
frecventa ale sculei.

b) In conditiile frecarii mixte si lichide din cuplurile cinematice sanie —
ghidaj, variatia vitezei de deplasare a elementelor mobile ale masinilor — unelte,
provoaca variatia fortelor de frecare si ridicarea pe stratul de lubrifiant al saniei.
Datoritd acestei ridicari apar erori de pozitie relativd dintre diferitele ansambluri
ale masinilor — unelte ducand la scaderea preciziei de prelucrare.

c) Inversarea sensului de migcare este un proces inevitabil in functionarea
laturilor cinematice, de avans, generatoare complexe si auxiliare ale masinilor —
unelte. Acest proces cuprinde trei etape:

1) franarea miscarii pentru trecerea de la o anumita viteza la viteza nulé;

2) oprirea;

3) pornirea la viteza necesara deplasérii elementului mobil in noul sens.

Inversarea este insotitd de urmatoarele fenomene: schimbarea sensului de
actionare a fortelor de frecare, variatia brusca a temperaturii in anumite zone ale
cuplului cinematic, socuri datorate inertiei maselor aflate in miscare de rotatie
sau translatie, modificarea repartitiei presiunilor pe ghidaje etc.

Cu cat frecventa inversarilor si maselor organelor in miscare sunt mai
mari, precizia de prelucrare impusd este mai ridicata, productivitatea si
fiabilitatea sunt mai mici.

O deosebitd importantd metodologicd o are studiul vibratiilor libere
deoarece:

1) Frecventele vibratiilor libere sunt frecvente proprii ale sistemului

elastic;

2) Frecventa proprie si decrementul logaritmic se determind pe

oscilogramele vibratiilor libere;

3) Teoretic, frecventele proprii ale sistemelor elastice se determina cu

ajutorul ecuatiilor diferentiale liniare omogene care descriu vibratiile
libere ale sistemelor respective.
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4.1.8. Vibratii fortate la masinile-unelte

La prelucrarea pe masini — unelte vibratiile fortate pot fi:

a) Vibratii fortate care nu depind de procesul de aschiere si apar datorita: fixirii
defectuoase a masinilor unelte pe fundatie, imperfectiunilor tehnologiilor de
prelucrare si asamblare ale organelor masinilor — unelte, montarii rotilor pe
arbori cu ajutorul penelor, prezentei camelor, prezentei excentricelor etc.

b) Vibratii fortate care depind de procesul de aschiere si apar datorita: variatiei
periodice a sectiunii aschiel, variatiei adaosului de prelucrare, variatiei duritatii
materialului prelucrat etc.

Orice functie periodica poate fi aproximata ca fiind suma unui numar finit
de functii sinusoidale F(t) este membrul drept al ecuatiei diferentiale
neomogene) si de aici apar ceea ce in literatura de specialitate se numesc
»armonici”. Din punct de vedere practic s-a constatat ca au importantd numai
vibratiile provocate de primele armonici.

Intotdeauna exista posibilitatea rezonantei cu o armonicd superioard in
cazul in care una din frecventele proprii ale sistemului elastic cu mai multe
grade de libertate este multiplu al frecventei de baza a fortei excitatoare. In
majoritatea lucrarilor de specialitate se ia in considerare doar efectul armonicii
de bazi al fortei excitatoare F(t).

De regula deplasirile relative dintre sculd si semifabricat, care
influenteazd direct parametrii calitativi ai prelucrdrii pe masini — unelte se
produc de regula la frecvente proprii superioare.

Transmiterea vibratiilor de la fundatie pana in zona de contact dintre scula
si piesa se face prin batiul masinii — unelte.

Vibratiile fortate care depind de procesul de aschiere sunt datorate:

a) variatiei de aschiere sau a directiei de avans la masinile — unelte de copiat sau
cu comanda dupa program,;

b) variatiei sectiunii agchiei de frezare si brosare;

c) variatiei vitezei de aschiere sau a unghiurilor de aschiere la prelucrarea prin
strunjire a suprafetelor frontale sau a pieselor de forma necircular;

d) variatiei periodice a sectiunii aschiei la strunjirea semifabricatelor excentrice,
la prelucrarea cu frezi excentrica si cu piatra de rectificat excentrica.

La masinile — unelte pentru a stabili sursa excitatoare a vibratiilor fortate
se folosesc metodele enuntate mai jos:

a) Intreruperea, inliturarea sau inlocuirea diferitelor surse excitatoare posibile,
urmata de analiza rezultatelor acestor masuratori.

b) Analiza armonica a vibratiilor sistemului si compararea frecventelor acestor
vibratii cu frecventele posibile ale diferitelor surse de excitatie.
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4.1.9. Autovibratii

Autovibratiile sunt vibratii intretinute, datorate unor factori excitatori,
generati de insasi migcarea vibratorie. Autovibratiile ce apar in sistemele elastice
ale masinilor — unelte in functie de natura factorilor excitatori pot fi clasificate
astfel:

- autovibratii datorate defazajului dintre variatia fortei si a deplasarii relative
dintre scula si semifabricat, sanie si ghidaj, fus si lagar;
-autovibratiile care apar in procesul de aschiere ca urmare a interdependentei
dintre marimea fortei de aschiere si deplasarea relativdi dintre sculd si
semifabricat;
-autovibratii datorate procesului de frecare prin caracterul dependentei dintre
forta de frecare si viteza de alunecare din cuplurile cinematice.

Forta de aschierea variazi cu frecventa autovibratiilor asa cum este indicat
in [71] iar celalalt parametru important al autovibratiilor i anume amplitudinea
depinde de marimea energiei introduse in sistem.

Amplitudinea autovibratiilor este functie de parameirii procesului de
aschiere (viteza de aschiere, avans si adancime de aschiere) cat si de parametrii
sistemului elastic.

Adancimea de aschiere este parametrul tehnologic care influenteaza foarte
puternic amplitudinea autovibratiilor. Odata cu marirea adancimii de aschiere
creste si amplitudinea vibratiilor. Atunci cand se atinge limita de stabilitate,
amplitudinea autovibratiilor creste brusc si continuarea procesului de aschiere
devine imposibild. Adincimea de aschiere, la care stabilitatea la vibratii a
sistemului elastic este depasiti, a fost denumitd in literatura de specialitate
adancime critici de aschiere. Usurinta cu care poate fi determinatd adancimea
critici de aschiere aratd faptul c3 ea este parametrul de evaluare a stabilitatii la
vibratii a sistemului elastic al masinii — unelte.

Viteza criticd reprezintd viteza minima a miscarii continue a elementului
mobil al masinii — unelte. In literatura de specialitate autovibratiile rezultate in
urma deplasirii cu viteza sub cea critici nu sunt armonici §i se numesc de
relaxare. Fenomenul este cunoscut sub denumirea de “stick - slip”.

Autovibratiile de relaxare se caracterizeaza prin urmatorii parametrii:
1)viteza maxima realizata in timpul saltului;
2)perioada care reprezinti suma dintre durata saltului si durata imobilitatii
elementelor cuplului cinematic;
3)valoarea saltului cu repercusiune directa asupra preciziei deplasarilor la cota
fixa si asupra preciziei de prelucrare la frezare si rectificare.

Autovibratiile datorate defazajului dintre variatia fortei si a deplasarii se
pot pune in evident in lanturile cinematice mecanice, de copiere hidraulice si
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hidromecanice si sunt favorizate de prezenta in sistemul elastic a neliniarititilor
de tipul histerezisului, de tipul jocurilor si al insensibilitatilor.
Evitarea autovibratiilor si masurile de atenuare a consecintelor lor duc la

imbunatdtirea substantiala a performantelor masinilor — unelte.

4.1.10. Structura elastici la masina-unealta

Prin structurd elasticd se intelege masina-unealtd impreund cu piesa de
prelucrat, cu scula aschietoare, cu dispozitivul port piesa si portsculd. Avand in
vedere ca deplasarile unghiulare ale structurii elastice au o influenta neglijabila
asupra marimii de care depinde in cea mai mare masura componenta dinamica a
fortei de aschiere-variatia grosimii de aschiere- si pentru a simplifica expunerea,
in cele ce urmeaza vom considera ca toate cele n,, moduri proprii de miscare
sunt de translatie. in raport cu fiecare din aceste moduri proprii de miscare
structura poate fi inlocuita printr-un model Kelvin-Voigt asa cum se recomanda
in [43] si unde m_ ,c, ,k, reprezintd masa,constanta de amortizare respectiv

constanta elasticd a modului (g=12,..,n,). Daca prin v, se noteazd deplasarea
masei aflata sub actiunea fortei F,, atunci in raport cu centrul de oscilatie, poate

fi scrisa ecuatia:
my,+c,v, +kyv, =F, (1) (4.1)

Cercetirile facute de Hanna si Tobias aratd ca numai fortele de natura
elastica determind comportarea neliniard a structurii. Asa cum se precizeaza in
[43] structura elasticd poate fi privitd ca un sistem dinamic in care parametrii

¢,,k, sunt constanti, sau functii de timp, caz in care modelul este

m (W +c,(OW +k, (v = F () (4.2)
care sunt parametrii aleatori. Cazul aleator se justificd prin faptul ca structura
elasticd este supusd unui numar mare de solicitdri si isi modifica configuratia
spatiald. Multitudinea starilor in care se poate afla structura nu permite a da o
descriere determinista incarcarii si configuratiei sala spatiale, fapt ce a impus ca
cel putin in unele cazuri sistemul elastic si fie conceput ca un sistem cu intrare
cu parametrii aleatori.

Datoritd dificultdtilor ridicate de abordarea matematicd a sistemelor
aleatoare multivariabile, analiza comportarii sistemului dinamic de prelucrare cu
luarea in consideratie a caracterului aleatoriu al sistemului elastic se face
deocamdati la modele echivalente cu cel mult douad grade de libertate. in
particular, cand pe baza cercetirilor experimentale a subansamblului arborelui
principal se dovedeste ci variatia rigidititii nu are caracter determinist,
coeficientul de rigiditate k(t) trebuie inlocuit cu

k(t) = k,[1+ k, (D)) (4.3)
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unde k, este speranta matematicd a lui k(t), 1ar k() este o functie aleatoare
centrata de tipul zgomotului alb, avand functia de corelatie dati de

R (r)=R6(t-3) (4.4)
in care R\ este o constantd ce caracterizeaza intensitatea zgomotului alb iar
st —r) functia impuls unitar (functia Dirac).

Ca urmare a rigiditatii torsionale mari a sistemului dinamic al arborelui

principal, in ipoteza unor burghie fara asimetrii ale taisurilor principale
( presupuse cu o geometrie perfect identica) intr-o serie de lucrari, se considera
cd autovibratiile se manifestd numai pe directia vitezei de avans. Ecuatia
sistemului dinamic de prelucrare la care sistemul elastic are un singur mod
propriu de miscare semnificativ se scrie

mx+cx+hkx=F, + AF (4.5)
unde

/4

AF = =2k (x(1) = x(t = T)) - 2¢\” o X0 (4.6)

In cazul strunjirii pieselor zvelte (la care raportul dintre lungimea si
diametru este mare ) pe matini-unelte rigide, structura elastici poate fi
considerata ca avand un singur mod propriu de miscare semnificativ, ecuatia
care descrie comportarea sistemului dinamic de prelucrare fiind de forma

m ()% +c, ()% +k,(Dx = F (1) (4.7)

In absenta efectului regenerativ (x =0), componenta dinamici a fortei de

aschiere este o functie liniara sau liniarizatd armonic,de x. Cu notatiile

0 1

¥y, x ! m () m(r)

ecuatia (4.7) conduce la sistemul

(1) = A(t)y(t) + B E (1) (4.9)
care poate fi analizat cu metode specifice sistemelor de ecuatii diferentiale de
ordinul intai. In cazul sistemelor dinamice de prelucrare cu intarziere y#0
modelul matematic este dat de

m, ()% +c, ()% + k, ()x — ke O x(t — 1) = F,(1) (4.10)
Cu notatiile
0 1 0
0 00
v=(2)=2) 42| 20 —aw |- so={_ e ) &[] ) @i
y, ) \x AR —u=— 0 10
m, m, m (1)

obtinem ecuatia matriceala

¥(0) = AD)y(©)+ By -T)+ B F (t) (4.12)
Analiza modelului matematic al unui sistem dinamic de prelucrare se face
analizind sisteme de ecuatii diferentiale ordinare in absenta efectului
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regenerativ, sisteme de ecuatii diferentiale ordinare cu argument intarziat in
prezenta efectului regenerativ sau sisteme de ecuatii diferentiale stochastice in
cazul ca unul din parametri este descris de o variabila aleatoare.

Intotdeauna céand se analizeazd o masina-unealtd se lucreazi cu modele
care scot in evidentd aspectele pe care noi dorim si le cercetim. Alegerea
modelului adecvat este o chestiune de finete. Asa cum este indicat in [71]
sistemul elastic al masinii de frezat verticale poate admite un model echivalent
plan si un model echivalent spatial.
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Fig. 4.1

Modelul echivalent plan reprezentat in fig. 4.1 este valabil pentru un numar
restrans de operatii executate pe masina de frezat si anume: prelucrarea cu aschii
de dimensiuni mici, prelucrarea suprafetelor plane verticale cu avans transversal
sau a unor suprafete plane cu avans longitudinal, avand lungime mica, etc.

Modelul echivalent plan din fig. 4.1 este dispus in planul de simetrie al
masinii. La acest model sistemele elastice partiale ale piesei §i sculet sunt
plasate pe batiul vertical al masinii, considerat corp nedeformabil.
Sistemul elastic partial al sculei are in componenta sa corpul sculei ms, arborele
principal my cu lagire elastice (deformabile) si capul de frezare cu masa m; .

In cazul cel mai general la prelucririi cu freze de diametru mare, ca si in
cazul prelucririi cu freze frontale, sistemul elastic al masinii de frezat trebuie
considerat spatial. Am reprezentat acest model echivalent spatial in fig. 4.2.
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4.1.11. Notiuni privind prelucrarea rotilor dintate
prin rulare

In timpul functionarii, o roatad dintata se gaseste in angrenare cu roata
conjugata, in asa fel incét cercurile de rostogolire, care sunt in acest caz si
suprafete primitive, sa se rostogoleasca (sa ruleze) fara alunecare unul pe altul.
Prin aceastd miscare, dintii rotii conducdtoare vor fi in fiecare moment in
contact cu cel putin un dinte al rotii conduse, linia de contact deplasandu-se de
la cap spre fundul dintelui rotii conduse.

Daca roata conducatoare este inlocuita cu o sculd, iar roata condusa cu un
semifabricat nedanturat, in urma angrendrii (insotitd evident de o miscare de
aschiere) va rezulta o roatd prelucrati. Pentru realizarea rotii este, deci, nevoie
de o scula care sa aiba profilul rotii conjugate.

Pentru asigurarea ruldrii, intre scula si semifabricat trebuie sa existe o
migscare identicad cu migcarea de angrenare dintre roata prelucrata si roata dintata
sau cremaliera reprezentata de sculd. Aceasta miscare este deosebitid de miscarea
principala care este paralela cu linia dintelui.

O situatie particularda se intdlneste in cazul in care profilul sculei —
cremalierd se obtine cu ajutorul unui melc (surub) care are pasul egal cu pasul
cremalierei §i axa paraleld cu axa cremalierei.

Prin rotirea melcului, profilul se deplaseazd cu un pas la o rotatie (daca
melcul are mai multe inceputuri deplasarea este de atdtea ori mai mare).

Miscarea de rulare intre sculi si piesa este asigurata de existenta unui lant
cinematic special, numit lant cinematic de rulare, care trebuie sa se gaseasca in
structura masinilor-unelte de prelucrat roti dintate prin metoda rularii.

Rularea poate fi utilizatd pentru prelucrarea oricdrui tip de danturd, cu
deosebirea c3, in afara danturii evolventice, este necesard cate o sculd pentru
fiecare modul precum si pentru fiecare numar de dinti.

Frezarea danturilor cilindrice prin metoda rularii se face utilizind freza
melc. Acesta este cel mai raspandit procedeu de danturare. Pentru realizarea
prelucrarii sunt necesare urmatoarele miscari:

-migcarea principala, realizata prin rotirea frezei melc;

- miscarea de rulare, realizatd de roati, corelati cu migcarea principald prin
relatia n, -z, =n,-i unde n,, ng sunt turatia piesei, respectiv a sculei, z, este
numirul de dinti ai piesei, i este numarul de inceputuri ale melcului;

-migcarea de avans axial, paralela cu axa rotii dintate;

- miscarea de avans radial;

-migcarea de avans tangential.

Miscarea de avans axial este necesard realizarii profilului dintelui pe
toatad latimea rotii. Miscérile de avans radial si tangential sunt utilizate la
inceputul prelucririi pentru pitrunderea frezei in material. Miscarea radiala
serveste si la reglarea initiali a distantei dintre sculd si axa piesei, in functie de
diametrul acesteia.
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4.1.12. Legatura dintre forta de aschiere
si adancimea de aschiere

Asa cum este precizat in [43] un anumit cuplu sculd —piesa in prelucrare

este insotit de o serie de marimi-cauzd cum ar fi: grosimea de aschiere
(grosimea aschiel nedetasate), latimea de aschiere (latimea aschiei nedetasate),
viteza principald de agchiere, unghiul pricipal de degajare, unghiul principal de
agezare §li printr-o serie de marimi-efect de genul: forta de aschiere F, grosimea
efectiva a aschiei, temperature din zona de aschiere. In dinamica proceselor de
prelucrare pe masini-unelte, forta de aschiere este considerata ca fiind functie de
timp.
Nu toate marimile de care depinde forta de aschiere afecteaza valoarea sa in
aceeasi masuri, unele dintre ele avand o influenti neglijabila. In particular, in
dinamica proceselor de prelucrare pe masini-unelte aschietoare, se considera ca
variatia in timp a fortei de aschiere este determinatd numai de sectiunea aschiei
nedetasate a(t) si de viteza principala de aschiere v(t).Se poate scrie relatia :

F(t)=F[a(t), b(t), v(1), C, ],
unde C, este o constantd care tine seama de conditiile de prelucrare iar b(t) este
latimea aschiei nedetasate. In conditiile existentei autovibratiilor, drept
consecintd a deplasarii x(t) valorile marimilor a,b,v se modifica relativ repede in
timp capatind variatiile Aa(t), Ab(t), Av(t) in raport cu valorile nominale
a,.b,,v,. De aceea se considera forta instantanee de aschiere de forma:
F(t)=F, + AF(1)
in care AF(r) este variatia dinamica a fortei de aschiere 1n raport cu valoarea sa
stationard (nominald) F,. Aceastd valoare F, este presupusa constantad sau cel

mult lent variabila in timp.Conventional, drept sens pozitiv al deplasarii x(t) se
va alege acela care conduce la mérirea distantei dintre sculd si piesd. De aceea in
[43] componenta dinamicd AF a fortei de aschiere va apidrea ca fiind de sens
opus deplasarii x.

4.1.13. Sistemul dinamic de aschiere liniarizat armonic

In prezenta autovibratiilor, pozitia relativa dintre scula si piesa care se
prelucreazd variazi armonic, fapt ce justificd studiul sistemelor unui proces de
aschiere la care marimea de intrare este o functie armonica de timp.

Das si Tobias plecand de la modelul lui Merchand si Piispanen au initiat
0 teorie care permite a da o justificare de naturd fizicd a variatiei fortelor
instantanee de agchiere F corespunzitore modulatiei interne si  F*
corespunzitore modulatiei externe. Modelul lui Merchand si Plispanen se refera
la aschierea ortogonald si este caracterizatd prin existenta unui singur plan de
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forfecare care face un unghi @ in raport cu directia vectorului vitezi de
aschiere. Sunt acceptate urmaitoarele ipoteze:
- Forta F, din planul de forfecare i componenta principala F, (tangentiala) sunt
date de
F, = bk, (4.13)
F =bki, (4.14)
unde /, este lungimea benzii din planul de forfecare, k, ,k, sunt constante ce
depind de conditiile de prelucrare.
- Planul de forfecare are o pozitie invariabila, adicd unghiul instantaneu de
forfecare @ este egal cu valoarea @, corespunzator aschierii stationare.
- Taisul sculei este perfect ascutit si nu existd un contact intre suprafata aschiata
si fata de asezare a sculei.

Presupunand ca deplasarea relativa dintre scula si piesa se face pe directia

pe care se masoara grosimea de aschiere modulata intern dupa legea
a”=a,+Aa" =a,—-x=a, - x,sinwt (4.15)

valorile instantanee ale lui ® si /, sunt

O =0, +Ad (4.16)
a(i)
1, = . 4.17
7 sin® ( )
unde
241
A(D=arctg(£-JE—fx=—f)ix0 cos wt (4.18)
Vo Yo Vo
Notand cu D= % = kft indicele universal de prelucrabilitate si admitand
r %
cd A®=0 In conformitate cu [43] se obtine
F = 2 =) (4.19)
sin®,
F = F (Dcos®, -1) (4.20)
Dsin®,
Pentru A® suficient de mic componentele fortei de aschiere interne sunt
F" = F cos A® - F, sin A® = F, - F,AD (4.21)
F” = FsinA®+ F, cosA® = F,AD + F, (4.22)
din (4.21) 51 (4.22) rezulta
(i)
AR = B - F9 <b(4® =P px (=12, (4.23)
\4
unde
AP =k, cosec®, , (4.24)
40 = ki (Deos®y - (4.25)
Dsin’ @,
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B" =a,4y" (4.26)

B)" = a,4". (4.27)

In conditiile in care grosimea de aschiere prezinta numai modulatia externa
a“ =a, +Ad"" = a, + x, sin(ot + £,) (4.28)

Das si Tobias demonstreaza ca
AR =b %y sin(r+s,) (4.29)
sin®,
: k,(Dcos®,-1) |
AR =p 07 TR R0 o sin(ot + £ 4.30

: Dsin? D, o SIN( 2) ( )
unde ¢, =0T, = ay(@/v,)ctgd, (4.31)

Plecand de la constatarea ca reprezentarile grafice ale marimilor AF'" AF

, determinate experimental in functie de variatia dinamicd a pozitiei relative
dintre scula si piesd , au ,aproximativ aspectul unor elipse, prof. dr. ing. Sergiu
Chiriacescu a propus §i a sugerat o metoda simpld pentru identificarea
parametrilor sistemului unui proces de aschiere liniarizat armonic.

Experimental este dificil s&@ se separe modulatia externd a grosimii de
aschiere de cea interna, fapt ce conduce la efectuarea de doua serii de incercari
similare: una in absenta efectului regenerativ prin care se precizeaza parametrii
AF; si ¢/, unde

()

o = arctg(—al B Y, 1=12 (4.32)
v, 4"

0 !
si A”,B",1=12dati de (4.24), (4.25), (4.26), (4.27), iar cealaltd in comditiile
modulatiei totale a grosimii de aschiere.La fiecare dintre aceste incercari se
mentine constanti amplitudinea deplasirii armonice dintre scula si piesa.
Daca x = x, sinwt, forta AF" este dati aproximativ de

AF" =~ AF sin(wt - @) 1=12 (4.33)
care se mai scrie
_ A(i) ) : (+)
AF = 20 (cosp® — 0P by 11,2 (4.34)
X, 1
Elimindnd «r se obtine ecuatia elipsei :
() (i ()
AR pgp o X p g Afxeose (4.35)
AF, sing;” X, sing,” ARy x, sing)'
Pentru forta AF, se obtine
: AF, sin @,
AF, ~ AF,, sin(ax —@,) = — > (cos ¢, — g D) (4.36)
X, @

Abstractie facind de imprecizia intrinsecd a metodei de determinare a
variatiei fortei de aschiere, valorile parametrilor din expresiile lui AF, au

valabilitate numai pentru conditiile in care au fost efectuate testele de aschiere.
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4.2. Studiul vibratiilor libere si fortate ale lantului cinematic
de rulare la masina de frezat roti dintate FD-320A

In fig. 4.3 avem schema cinematica a masinii de frezat roti dintate de
constructie romaneasca FD-320A, schemd referitor la care vom face toate
afirmatiile in acest capitol.

‘A By
BVE

fal 3”%- £ 3648
By [+ k%
Fig. 4.3

In schema cinematica din fig. 4.3 se pot distinge trei ramuri si anume:
ramura de la Mg la punctul A; ramura de la punctul A la scula (freza melc);
ramura de la punctul A la piesa. Pe scurt, in cele ce urmeaza, aceste ramuri vor
fi numite: ramura necomund, ramura comuna (a sculei) si ramura piesei.

Jndr 4 oy U

0

A J: ’ "5. - . " P %
I L

woo.w Yo gt
Jmf “R,ﬂ] ‘fl ﬁ
| i1
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In fig. 4.4a este reprezentat sistemul elastic de ordinul zero (nu a fost
inlocuita nici 0 masa). Dupa cum este stiut, mecanismele melc — roata melcata
se autofraneaza si, ca urmare, transmiterea miscarii nu este posibila decat intr-un
sens, de la melc la roata melcata.

Aceasta particularitate cinematica a mecanismelor melc-roata melcata
face ca schema cinematica sa fie modificatd pe durata unei perioade a vibratiei
torsionale deoarece, in timpul torsiondrii elementelor finale ale lantului
cinematic de rulare, migcarea poate fi transmisa de la melc la roata melcata iar in
timpul detorsionani axului rotii melcate, miscarea nu mai poate fi transmisa melcului.

Deci, in prima semiperioadd ecuatia miscarii trebuie si tind seama de
masa rotii melcate, pe cand in cea de-a doua semiperioadd nu, deoarece
oscilatiile torsionale nu pot fi transmise in sens invers prin acest mecanism.

Urmare a acestui fenomen, in sistemul elastic, capatul ramurii piesei
din lantul cinematic de rulare se va considera in prima semiperioadd incastrat
(fig. 4.4¢) , iar in cea de-a doua semiperioada liber (fig. 4.4d) .

Cele de mai sus isi au pe deplin valabilitatea in cazul in care la
elementele finale ale lantului cinematic de rulare actioneazd momente de
aschiere armonice.

In scopul determinirii pulsatiilor proprii ale lantului cinematic, se
scriu ecuatiile miscarii pentru sistemul elastic din fig. 4.4d,

Jme B TCrme @,.— #,4) =0

- Cone (@ne— 00+ Cs (0,— 95 )1Cp(9,—0,) =0

Jsg, —Cs(0,—05)=0 (4.37)

Jp¢P_ Cp (p,—0:)=0,
unde s-au folosit notatiile din fig. 4.4

Deoarece cele trei ramuri ale lantului cinematic se intalnesc in punctul A,
s-a considerat ci existd o masd nuld in punctul comun asa cum este indicat in
[71]. Daci presupunem ca solutiile sistemului (4.37) sunt de forma:
?..= Ame SIN pt, o= Ag sin pt, ¢, = A, sin pt, ¢, = A, sin pt, (4.38)
obtinem sistemul algebric omogen cu necunoscutele A4,.,4,4,,4,.Solutia
nenula cere ca determinantul

Cme - Jme Pz - Cme 0 0
D ( p2 ) = - Cme Cme+ CS+ Cp - CS - Cp
0 - Cs Cs—Jsp’ 0 | (439
0 -C, 0 C,-J, p*

Sa fie nul,adica
D(p>)=Ap°-Bp' + Cp*~D =0, (4.40)
unde A,B,C,D sunt coeficienti constanti depinzind de J; si C; .
Solutiile reale ale ecuatiei (4.40) reprezinta pulsatiile proprii ale
lantului cinematic de rulare pentru care acesta poate vibra liber.
Folosind (4.38) relatiile (4.37) devin
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J me ¢m:’ +Cme( Pue™ P4 ) = Mmc sin Bt

'Cmc (‘Pme_ P4 )+ CS (¢’A_ Ps )+Cp( (DA_‘PI') =0

'JS ¢\ - CS ((DA_QV) =MS sin Bt
(Jp¢p— Cp (p—9:) =Mp sin f3t,
unde 3 este frecventa momentului perturbator, deci si a vibratiei.

Solutia generala a sistemului (4.41) este formata din solutia sistemului
omogen la care se adauga solutia particulara de forma

@, = Ai sin Bt

Se fac notatiile:

Vibratia rezultanti se va obtine prin compunerea celor doud vibratii (a pieset §1 a

sculei).

Cme - Jme Bz

P= - Cmc
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4.3. Sistemul dinamic al masinii unelte. Caracteristicile statice si
dinamice
ale sistemului dinamic si elementelor sale

Caracteristica elementului sau a sistemului reprezinta raportul dintre
marimea de iesire si marimea de intrare ale elementului sau sistemului. Daca
marimea de intrare este constanta in timp, atunci se obtine caracteristica statica.

Caracteristica dinamica, spre deosebire de cea statici, se obtine in
conditiile unei marimi de intrare variabild in timp. Dimensiunea caracteristicii
este determinatd de raportul dimensiunilor marimii de iesire si celei de intrare.
Caracteristicile statice si dinamice ale elementelor si sistemelor masinilor-unelte
sunt, in general, neliniare. Spre exemplu, caracteristica statici a sistemului
elastic al masinii-unelte, adicd dependenta deformatiei sistemului elastic de forta
care actioneaza asupra sa, este o histerezis.

Caracteristicile sistemelor dinamice inchise ale masinilor-unelte se
exprimd prin ecuatii diferentiale care, in cazul cel mai general al actiunii
factorilor externi f(t) si al actiunii variatiei reglarii y(t), in raport cu o marime
de iesire y. (spre exemplu, deplasarea relativa dintre scula si semifabricat, pot
fi scrise sub forma:

2 2 2
Mx o @5 ool £ dy
dar  dt dat dt dt dt”

(4.45)

Rezolvarea unei asemenea ecuatii este de cele mai multe ori deosebit de
greoaie, uneori imposibila si chiar inutild din punct de vedere practic. Pentru
studierea calitativd si partial cantitativd a problemelor dinamicii masinilor-
unelte, aceste sisteme dinamice se reduc la o forma mai simpla prin inlocuirea
lor cu modele practic echivalente, ale ciror ecuatii sunt liniare si cu coeficienti
constanti. La stabilirea parametrilor modelelor echivalente, proprietatile
neliniare ale diferitelor elemente ale sistemului se reprezintd sub forma unor
dependente liniare, valabile, in general, in cazul unor variatii mici ale marimii de
intrare a elementelor considerate. Gradul de influenta al proprietatilor neliniare
ale unor elemente din componenta sistemului dinamic, asupra caracteristicilor
statice si dinamice ale masinii-unelte, depinde de caracterul neliniaritatilor, de
regimul de exploatare al maginii si de intensitatea fenomenelor vibratorii ale
elementelor neliniare. De aceea, calculele efectuate pe un model liniarizat
constituie o etapd necesard studiului sistemului dinamic al maginii-unelte, ale
carei rezultate servesc intre altele la aprecierea necesititii de a lua in
consideratie neliniaritatile din sistem.
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Sistemele dinamice se studiazd mai comod pe modele liniarizate, in
primul rand pentru ca acestea admit principiul suprapunerii. Datoriti acestui fapt
ecuatia (4.45) poate fi scrisa astfel:

m_, n k
T T - B A A T . S
di™ dt dt" dt dr*

(4.46)
Studiul unei asemenea ecuatii este mai comod cu ajutorul calculului

operational, utilizindu-se transformarea Laplace. Aplicand transformata Laplace
ecuatiei (4.46), comportarea sistemului va fi descrisa de expresia:

(ams"' +a, s""+.+as+ ao)Xe(s) = (bns" +b, 8" +..+bs+b, )F(s)+ (4.47)
+ (cks" + c,‘_lsH +...+cst+¢ )Y(s)

in care coeficientii sunt determinati de proprietitile sistemului elastic si ale
proceselor de lucru, precum si de interdependenta dintre ele.

Formarea si rezolvarea ecuatiilor indicate mai sus reprezinta punctul
de plecare in studiul si analiza teoretici a sistemului dinamic al masinii-unelte,
al elementelor sale si al interdependentelor dintre ele.

Astfel, caracteristica elementului sau sistemului scrisid sub forma
transformatei Laplace se numeste functie de transfer F(s) a elementului respectiv
a sistemului dinamic.

Pentru un element a cirui marime de intrare se simbolizeazd cu Xj(s)
marimea de iesire fiind X.(s), functia de transfer se scrie sub forma:

_ X,(s) _ M(s) (4.48)
X, (s) N(s)

G(s)

in care M(s) si N(s) sunt polinoamele transformate ale mérimilor de iesire
respectiv de intrare.

Functia de transfer a sistemului dinamic deschis G4(s) se va scrie in
acelasi fel, dar va fi o marime adimensionald deoarece marimea de intrare i cea
de iesire au aceeasi dimensiune. Pentru sistemele dinamice deschise ale
masinilor-unelte, de reguld, gradul polinomului M(s) este mai mic decat al
polinomului N(s).

Sistemul dinamic inchis, avind un singur circuit, este caracterizat prin
functiile de transfer determinate la actiunea factorilor externi G¢(s) si ca rezultat
al variatiei reglarii Gy(s).

Astfel, functia de transfer G,(s), stabilitd ca urmare a variatiei reglarii,
are forma data de relatia (4.49) [71].
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- Xels) o Gyls)

G.(8)= = (4.49)
: Y(s) 1+G,(s)
iar la actiunea factorilor externi, functia de transfer Gy (s) are expresia:
X (s G, ,(s)
G,(s)= X.(5) = LAY (4.50)

F(s) 1+G,(s)

unde: Ggq4 reprezinta functia de transfer a sistemului dinamic deschis, stabiliti la
variatia factorilor excitatori externi, considerand x; = constant;

G4 reprezintd functia de transfer a sistemului deschis, determinati in
conditiile f(t) = constant si y(t) = constant.

Propozitia 4.1. La legarea in serie a elementelor, functia de transfer
a sistemului va fi egala cu produsul functiilor de transfer ale elementelor.

Propozitia 4.2. La legarea in paralel a elementelor, functia de
transfer va fi egald cu suma functiilor de transfer ale elementelor.

Analiza sistemelor dinamice se efectueazi foarte comod cu ajutorul
metodelor frecventiale. Pentru aceasta se va urmari raspunsul sistemului
(méarime de iesire) cand méarimea de intrare variaza armonic in timp cu pulsatia
.

Pulsatia @ poate lua valori, teoretic, intre 0 si o dar, din punct de
vedere practic, este necesara variatia numai intre limitele domeniului de pulsatii
al procesului luat in studiu.

Dependenta raportului dintre amplitudinile oscilatillor marimilor de
iesire si de intrare de frecventa reprezinti caracteristica amplitudine — frecventa.

Pe aceasta caracteristicd se pun in evidentd parametrii de rezonanti ai
sistemului. Dependenta fazelor acelorasi oscilatii este descrisa de caracteristica
fazd — frecventd. Caracteristica fazi — frecventd exprima variatia defazajului
dintre mirimile de intrare si iesire in raport cu frecventa. Dar cele mai pretioase
indicatii asupra proprietitilor sistemului dinamic sau ale elementelor sale sunt
date de diagrama polara a functiei de transfer. Dependentele stabilite de aceasta
diagramd polari sunt echivalente celor determinate de caracteristicile
amplitudine — frecventa si faza — frecventa luate impreuna.

Diagrama polara se construieste in plan complex si se obtine din
functia de transfer G(s) prin inlocuirea simbolului diferential s cu iw, unde i este
unitatea imaginara iar ® este pulsatia.

Corolarul 4.1. Functiile de transfer se calculeaza pe baza expresiilor:

- pentru un element sau pentru un sistem deschis:

X, () _ M(iw) (4.51)

Clo)= ¥ @)~ Nio)
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- pentru un sistem inchis, la variafia reglarii:

! Y(@) Y(w) 1+G,(io)

- pentru un sistem inchis, dar la actiunea factorului exterior:

GO = ey ~1+G, (o)
Pentru trasarea diagramelor polare ale functiilor de transfer este
necesar ca expresiile (4.51), (4.52) si (4.53) sa se prezinte sub forma generali a
marimilor complexe, adica:

G(iw) =R(w) +1i I(w) (4.54)
unde R.(w) este partea reala, iar I,(w) partea imaginara a functiei de transfer.

Graficele variatiei functiilor A(w) si f(w) reprezintd caracteristicile
amplitudine — frecventd si respectiv fazi — frecventa ale sistemului elastic pe
care il studiem. Diagrama polara a functiei de transfer se traseaza in sistemul de
axe de coordonate R, — i I, al planului complex, folosind valorile A(w) si f(w),
calculate pentru diverse valori ale pulsatiei ®.

Diagrama polara a functiei de transfer defineste complet proprietatile
si comportarea sistemelor sau elementelor liniare, dar trebuie subliniat ca
reprezentarea sa nu poate fi interpretatd la prima vedere, ci numai dupa ce s-a
cdpatat o oarecare experientd in acest sens.

Daca diagrama polard, trasatd pe cale experimentald, poate fi
aproximati cu un cerc, se poate considera cd amortizarea este liniara conform
[71]. Trasind cateva diagrame polare pentru diferite valori ale amplitudinii
fortei excitatoare, existd posibilitatea aprecierii liniaritdtii caracteristicii elastice
a sistemului. Pentru aceasta se unesc punctele de aceeasi frecventa de pe
diagrame diferite. Daca se obtin drepte concurente in origine, ipoteza liniaritafii
caracteristicii elastice poate fi adoptati. In caz contrar, curbura liniilor de aceeasi
frecventa indica felul neliniarititii — caracteristica tare sau moale, urmand a se
stabili modalitatea cea mai potrivitid de liniarizare.

Metodele frecventiale de analizi, precum §i caracteristicile
frecventiale pot fi aplicate numai sistemelor liniare. Sistemele dinamice ale
masinilor-unelte prezintd neliniarititi evidente de tipul discontinuitatii,
saturatiei, curburii caracteristicii, histerezisului, etc. Caracteristicile statice si
dinamice ale sistemelor si elementelor masinilor-unelte pot fi reprezentate grafic
sau analitic, putdnd fi obtinute teoretic sau experimental. Pentru determinarea pe
cale experimentald a caracteristicilor se variazi marimile de intrare cu ajutorul
unor dispozitive speciale si se inregistreazi variatia corespunzitoare a marimilor
de iesire.

Spre exemplu, pentru determinarea uneia din caracteristicile
frecventiale (amplitudine — frecvent, fazi — frecventd sau diagrama polara a
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functiei de transfer) ale sistemului elastic al masinii-unelte, se creeaza o forta
periodicd corespunzitoare marimii de intrare (spre exemplu, fortei de aschiere)
cu ajutorul unui vibrator. Deplasarea punctelor sistemului elastic, care reprezinta
marimea de iegire (de exemplu, deplasarea relativa dintre sculd si piesa), se
sesizeaza cu ajutorul traductoarelor.

Caracteristicile statice si dinamice obtinute teoretic sau experimental
servesc la descrierea proprietitilor unor elemente separate sau ale sistemelor in
intregimea lor. Dar una din problemele importante, ce trebuie rezolvate in cadrul
studiului sistemelor dinamice si al elementelor lor, constd in determinarea
conditiilor de stabilitate. Unul din criteriile de stabilitate cel mai des utilizat in
dinamica masinilor-unelte este criteriul Nyquist.

Criteriul Nyquist permite ca, pe baza diagramei polare a functiei de
transfer a sistemului dinamic deschis, sid se aprecieze stabilitatea sistemului
inchis. Acest criteriu este comod de a fi aplicat in cazul in care sistemul deschis
este stabil sau se afld la limita de stabilitate, iar functia de transfer a sa are
polinomul numaératorului cu un grad mai mic decat al numitorului.

Teorema 4.1. Conditia necesard §i suficientd pentru ca un sistem
dinamic inchis sa fie stabil este ca diagrama polara a functiei de transfer G, a
sistemului deschis corespunzdtor sd nu cuprindd in interior punctul de abscisa
- 1 de pe axa reala.

In paragraful urmitor vom exemplifica cele aratate.

Trasarea diagramei polare a functiei de transfer in cazul masinii de frezat
verticale

Considerand ci asupra sistemului elastic partial al piesei de la masina
de frezat actioneazi forta de agchiere P =P, sin ot, inclinatd fa{d de orizontala
la un anumit moment, cu un unghi «, ecuatiile diferentiale concrete de miscare
sunt cele date de formulele (4.55) asa cum este indicat in {71].

0,37, + 3,754, + 134z, + 635 10° z, — 653 10° z, = P, cosa sin ot

0,15%,+ 0,945, + 822, + 1063 10* 2, — 653 10° ;=0

0,35, + 6,084, +31,8y, +15410°y,— 154 10° y, = P, sina sin ot

0,15 7, + 0,346 3, + 20,5 3, +536 10° y, — 154 10’ y,; = 0 (4.55)
340¢,+3,75%,+6,08 5,+15150,+849 10° ,—849 10°?? =P, R sin ot
3,755,+0,945 7,+0,346 7, +11580 », +1419 10°¥2—849 10°? =0

Sistemul elastic partial al piesei de la magina de frezat verticala este
dat in fig. 4.5.
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Fig. 4.5

Sistemul de ecuatii (4.55) serveste la determinarea functiei de transfer
si la trasarea diagramei polare.

Drept marime de intrare in sistem se considera forta de aschiere, iar
marimea de iesire este deplasarea pe directia Y a punctului ce se afla in contact
cu taisul sculei.

Afland solutiile y, si y, ale sistemului (4.55) se poate determina
functia de transfer G(y). Diagrama polard corespunzitoare are coordonatele
indicate in tabelul 4.1 si este reprezentata in fig. 4.6.

Solutiile ¢, si @, ale sistemului (4.55) permit determinarea functiei

de transfer G(¢ ). Diagrama polard a acestei functii este reprezentatd in fig. 4.7
pe baza coordonatelor indicate in tabelul 4.2.

Fig. 4.6 Fig. 4.7

Prin insumarea algebrici a valorilor coordonatelor polare G(y) si
G(p) corespunzitoare acelorasi pulsatii rezultd diagrama polara a functiei de

transfer a sistemului elastic al piesei de la magina de frezat verticala.
Instabilitatea apare in cazul in care diagrama polara intersecteaza axa
reala in stanga punctului de la (-1).
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® R.-10° | iIm-10°
mm/N mm/N

100 5,71 -0,242
200 11,86 -2,22
220 13,90 -2,92
240 20,05 -8,29
260 26,50 -18,70
280 19,30 -46,20
300 -21,60 -44,60
320 -26,10 -20,20
340 -22,20 -9,94
360 -17,90 -5,66
380 -15,30 -3,65
400 -13,50 -2,440
500 -9,92 -0,320
600 -10,10 0,482
700 -13,40 0,313
800 -20,10 -3,340
840 7,58 -22,600
860 9,45 -14,100
880 8,32 -9,040
900 71,37 -6,180
1000 3,28 -1,610

tabelul 4.1
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® Re-10° |ilm-10°
mm/N mm/N
100 4,1 -2,88
200 74,4 -15,3
220 81,3 -18,3
240 102,8 -46,2
260 134,5 -94 5
280 91,5 -216,5
300 91,5 193,5
320 -93,1 54,2
340 -79,4 -38,6
360 -58,1 -21,5
380 -45,4 -13,65
400 -36,2 -9,33
500 -14,5 -3,24
600 -5,84 -2,88
700 0,904 -2,06
800 12,3 -0,163
840 -4,71 -18,3
860 -7,89 12,38
880 -8,12 8,73
900 -7,25 461
1000 -5,36 2,08
tabelul 4.2
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4.4 Diagrama de stabilitate ridicatd pornind de la schema bloc
simplificati
a sistemului dinamic masind-unealta - piesa - dispozitiv — sculi in
procesul de aschiere

in [66] este prezentatd schema bloc simplificata a sistemului dinamic
magind-unealta - piesa - dispozitiv - sculd in procesul de agchiere, schema pe
care o redau mai jos in fig. 4.8, pe care am si o folosesc pentru a studia
stabilitatea masinilor de frezat.

Rxx Guxx
Rll GXI
Rey Gyx g ™
——> RYV G,, S ﬂ} »0-
r— Rzy Gyz Fommmmm oo |
< : kgw W +
I I
o ___ i
r— sz ciu
—1 Ry G.y %F
— R c e
figd8
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In fig. 4.9 este redati schema bloc compacti a unui proces de aschiere la o
structurd cu oricate grade de libertate asa cum este ea prezentata in [66)].

1

P

Fig. 4.9
Pentru analiza stabilitatii este interesant de aflat doar limita sau pragul de
stabilitate, unde se trece din domeniul stabil in cel instabil. Aici marimea de
intrare Z; este egala ca marime si defazaj cu marimea de iesire Z., deci:

Z (4.56)

Teorema 4.2. Conditia necesard ca un sistem mecanic sd fie stabil este ca

(4

<1

!

Z
Daca (Eﬁ) >1 amplitudinile sunt in crestere si deci avem instabilitate.

4

Z
Daca (7") <1 amplitudinile sunt in descrestere si deci avem stabilitate.

In cazul de fati mirimea de intrare este 4, iat mirimea de iesire este X, .
Din (4.21) rezulti ca pragul de stabilitate este atins daca
Ay=K, (4.57)

unde

Ap = Rxx Gxx + Ryx Gxy * Rzx Gxz + Rxy Gyx + Ryy Gyy + Rzy Gyz + + Rxs
Gzx + Ryz Gzy + Rzz Gz (4.58)
si

not 1
AU P

Marimile folosite sunt:

(4.59)

RXX ’ RYX ’ RZX 5 RXY , Ryy , Rzy , RXZ , RYZ ’ RZZ sunt coeﬁciengii direc;ionali

Gxx , Gyx , Gxz , Gyx , Gyy , Gyz , Gzx , Gzy , Gzz sunt ﬁmc'giile de transfer ale
ceddarii dinamice a structurii =~ [um/N ]

w = adancimea de aschiere [ mm ]
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kew = coeficientul dinamic al fortei de agchiere raportat la adancimea de aschiere
[ N/mm ]

o= pulsatie (frecventa circulara) [ 1/s]

r=timp de decalaj intre 2 muchii de taiere [s ]

P=forta [ N]
Atat Ay catsi Ko sunt marimi complexe. Din acest motiv ele se pot scrie:
Ag= Ayt 1Ay (4.60)
Ko = Kor + iKy, (4.61)
Din (4.59) s1 (4.61) rezulta
|
K,=K, +iK,, = - - -~
o = Kot iK o= o e )
1 1 R ] B
wk,, cos(-wt)+isin(-or)~1 wk, (cosor—~1)-isinwr
1 (coswt —1) +isinwr

wk., (coswr—1)? —i*sin’ or
1 [ coswt —1 . sinot }
= — - — +i — -

wk,_, | cos’ 0T —2cosm7 +1+sin’ ot 2-2coswt
1 cosat —1 1 sinor 1
= . 4+ — ==~ +
wk,., 2(1-coswr) wk,.. 2(1-coswrt) 2wk,
1 sinwt

+i - :
2wk 1-cosoT

<w

Prin identificare rezulta
Ky ==7" (4.62)

1 sinor ;
2wk, 1-cosot (4.63)

K,; se mai scrie :

. oOT T
) 2sin — COS——
sinor p) 2 _
1-coswt T ., 0T
1-|{ cos®> —— —sin” - =
2 2
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!

T T

T T Tt

2sin—cos—-  COS— or
= 2 T 2 = 2 = C[g_
2sin® —— sin a%r 2
Asadar am demonstrat formula:
sinor ot 27
) 1-coswr £ 2 (4.64)
Inlocuind (4.64) in (4.63) rezulta :
1 T
K. = -ct
oi 2chw g 2 (465)
Din (4.62) si (4.65) se obtine
o — _c1g9% = ¢t or__K,
K. g g > K. (4.66)
Din (4.66) se deduce:
ks ( Km)
— = arcctg| - +hr
2 KO"
K. (4.67)
ot = 2arcctg| ——> | + 2hm
KOF
h=0,1,2,3, ...
Avand in vedere relatia fundamentala
0
n= 6 (4.68)
T-2,
unde:

n = turatia frezei [rot/min), z, = nr. de dinti al frezei, 7= timp de decalaj intre 2
muchii de taiere [s]

o=2rf (4.69)
o= pulsatie (frecventa circulard) [1/s], f= frecventa [Hz]
obtinem:
60 (467 60
nzZ=— = K =
’ 2arcctg{— o )+ 2hn
KD"
o
_ 60w _ 60-27f - 60f
](' l(' 1 _nﬁiL
Darcctgl — =2 | +2hmr  2arcctg| -2 | +2hx arcclg 1%
Kor Kor v h
T
In concluzie:
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no =
( Ko,.) (4.70)
arcctg Nl
or + h
/4
h=0,1,2,3,...
-1
Din (4.62) rezulta WESE g sau
wW-zZ= 1
- 4.7
(%) @)
y4

Pragul de stabilitate este atins daca Ay = K, st folosind (4.60) si (4.61)
se deduce ci pragul de stabilitate este atins cand:

Aor = Kor (4.72)
Aci =Ko (4.73)

Inlocuind (4.72) si (4.73) in (4.70) si (4.71) se obtin:

60 f
nz =
( AO,.] (4.74)
arcctg| — y
or + h
y/4
h=0,1,2,3, ...
-1
wz =
A (4.75)
2k,, | %)
z

Functiile de transfer ale cedarii dinamice a structurii se calculeaza
folosind formulele :
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G (iw)= x(i'(o) ;G (iw) = x(i.(o) ;G (i) = i)
P(io) ° Plo) P(iw);
i) _ M) ooy Vi)
( ) - Px(la)) GV\ (Ia)) P‘(la)) ,G‘,__(I(L)) - P:(ia)); (476)
z(iw) : z(iw) : z(iw)
G = —- G = - - * — =
2(10)= gy Grli®) = p i Gatio) = | L

La masina de frezat verticala rezultanta fortelor care actioneaza intre scula
sl piesa este un vector in spatiu, care poate fi determinat prin proiectiile sale: P, ,
P, , P,, pe cele trei axe de coordonate trirectangulare ale sistemului cartezian in
care se inscrie masina-unealti. In mod similar, deplasarea relativa intre scula si
piesd este un vector dirijat tot in spatiu, care poate fi determinata prin proiectiile
ei: X, y, z, pe acelasi sistem de coordonate.
Pentru a determina cele 9 functii de transfer ale cedarii dinamice a structurii,
date de formulele (4.76) se excitd structura in mod succesiv in directia celor 3
axe de coordonate, simuland astfel cele trei componente P, , P, , P, ale fortei de
aschiere, masurandu-se in fiecare caz raspunsul structurii (amplitudinea de
deplasare) in directia acelorasi trei axe de coordonate x, y, z, totodata si unghiul
de defazaj @ intre forta si deplasare.

Pentru a clarifica cele expuse mai sus cred ca este utild precizarea:

a(io) = ae't® = a[cos‘{’(a)) + isin‘l’(a))] (4.77)
Asadar P, , P, , P, , x, y, z le determin experimental . Folosind
formulele (4.76) se determind cele 9 functii de transfer ale cedarii dinamice a

structurii.
Calculul coeficientilor directionali se face folosind formule de tipul 0.

R =-z- 50—1—2—%5— cosasin ycosecos( — ) (4.78)

XX

unde:

z este numarul de dinti a frezei

@, este unghiul sub care freza intrd in piesa [grade]

@, este unghiul sub care freza paraseste piesa [grade]

a este unghiul dintre rezultanta fortei de agchiere si planul x,y [grade]

B este unghiul dintre rezultanta fortei de aschiere si normala pe suprafata
aschiatd  [grade]

z este unghiul de atac al cutitului [grade]

¢ reprezintd pasul unghiular al normalei pe suprafata agchiata [grade]. ¢ este
unul din parametrii principali folosit in analiza comportrii dinamice a masinii
de frezat.
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Asupra calculului coeficientilor directionali se va reveni intr-un alt paragraf al
acestel teze.

Cu ajutorul formulelor de tipul (4.78) determinim coeficientii
directionali. Marimile ce intervin in formulele de tipul (4.78) se masoara in
timpul experiengelor (incercarilor pe standul de cercetari).

Cu formula (4.56) determin A, si deci pot si determin A, st A,, .Cu A,,
si A, , folosind formulele (4.74) si (4.75), pot ridica diagramele de stabilitate.

Diagramele de stabilitate sunt reprezentari grafice ce au pe abscisa
valoarea "n" a rotatiei frezei, iar pe ordonatia valoarea "w" a adancimii de
aschiere, aceste marimi calculdandu-se cu formulele (4.74), respectiv (4.75).

Pentru a putea fi folosite la scule cu numar diferit de dinti pe abscisa
se considera valoarea lui "nz" iar pe ordonata valoarea lui "wz".

Tinand cont de formulele intalnite in [66] se deduc formulele de calcul
ale coeficientilor directionali:

) ﬁ__ifé cosasin ycosscos(e - S )

R, = —z-&—;?—'fcosasinzsinacos(g—ﬂ )

R, =_z.&;ﬁcosacos,{cos(f:—ﬂ )

Ryy =—z-&;—¢icosasinlcosgsin(3—ﬂ )

Ry = —z-@;;%cosa sin y singsin(e - 3 )

R, =-z.%cosacoszsin(s—ﬂ )

R, =—z-(p’—;(’£sinasinzcosg

R, =—z-¢’;—¢£sinasin;(sine

R, :—z-g’—;&sinacosx

unde

Rxx, Rxy, Rxz, Ryx, Ryy, Ryz, Rsx, Rzy, Rzz sunt coeficientii direc;ionali
z = numdrul de dinti al frezei
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@, = unghiul sub care freza paraseste piesa
@, = unghiul sub care freza intra in piesa

a = unghiul dintre rezultanta fortei de aschiere si planul xy [grade]

# = unghiul dintre rezultanta fortei de aschiere §i normala pe suprafata aschiata
[grade]

x = unghiul de atac al cutitului [grade]

¢ = pasul unghiu_l@r al normalei pe suprafata aschiata [grade].

Observatii asupra analizirii stabilitatii masinilor de frezat

In general, miscarea unui punct material sau a unui sistem de puncte
materiale poate fi descrisd cu ajutorul ecuatiilor diferentiale. Problema integrarii
ecuatiilor diferentiale sau a sistemelor de ecuatii diferentiale nu este intotdeauna
usor de rezolvat. De aceea, in acest caz are 0 mare importanta analiza calitativa a
acestor probleme.

Analiza calitativa este un capitol al teoriei ecuatiilor diferentiale care
studiaza comportarea solutiilor unei probleme de datele problemei, farid a se
cunoaste acele solutii. Nu intotdeauna simpla introducere in calculator a unei
ecuatii poate duce la rezultate favorabile. Uneori sunt mai importante teoremele
de neexistentd decat cele de existentd. Pe de altd parte, existenta mai multor
solutii poate conduce la blocarea calculului numeric, ca in cazul aparitiei unei
bifurcatii.

Studiul complet al unor probleme pentru ecuatii diferentiale consta
din: analiza cantitativa (metode de deducere a unor solutii), analiza calitativa si
rezolvarea numericd pe calculator. Trebuie remarcat faptul cd@ rezolvarea
numerica trebuie si fie ulterioara analizei calitative. Analiza calitativa este cea
care aratd, in ultima instanta, care este multimea tuturor solutiilor unei probleme,
la ce comportamente ale solutiilor ne putem astepta, in functie de toate valorile
posibile ale tuturor datelor. O singurd solutie corespunzitoare unei mulfimi
fixate de date va corespunde unui singur aspect al acelei evolutii.

Productivitatea muncii la masinile de frezat depinde in mod hotarator
de capacitatea de aschiere care, in multe cazuri, este limitatd prematur de
stabilitatea dinamica insuficientd. Pierderea stabilitatii dinamice la un regim de
aschiere, uneori mult sub cel limitat de puterea motorului de antrenare a sculei,
se datoreazi faptului ca atit la proiectarea masinilor unelte cét si la proiectarea
procesului tehnologic, comportarea dinamici a sistemului masina unealtd — piesa
— dispozitiv — sculi, si mai ales a masinii-unelte, este luat in considerare in mod
simplificat. Cartea masinii, livratd beneficiarului impreund cu masina-unealta,
trebuie sa cuprinda:
a)Diagrama de stabilitate neconditionata ridicata prin aschiere.
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b)Diagramele reprezentdnd variatia coeficientilor directionali, precum si
diagramele partii reale a caracteristicii frecventiale amplitudine — fazi ai masinii.
c)Recomandari in vederea evitdrii eventualelor domenii de instabilitate
dinamica.

Cerintele pe plan mondial de a asigura masinii-unelte un
comportament dinamic stabil au devenit o preocupare cotidiand si deci
competitivitatea industriei constructoare de masini-unelte nu poate fi conceputa
fara studiul stabilitatii.
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5. SISTEME VIBROPERCUTANTE SI APLICATII

5.1.Stadiul dezvoltirii cercetirilor in domeniul

vibropercutiilor

Sistemele dinamice care executd migcari vibratorii, ciocniri repetate si in
care influenta ciocnirilor este evidentiati si nu poate fi neglijata se numesc
sisteme vibropercutante.

Pentru generarea migcérilor vibropercutante nu este necesar ca miscarea
sistemului s fie vibratorie si deci miscarile vibropercutante se realizeazi in
esenta datorita ciocnirilor.

Datoritd interactiunilor percutante, sistemele mecanice fara alte excitatii
exterioare executd misciri vibropercutante libere. Intrucat energia este disipata
prin ciocniri §i prin frecéri, migcdrile ce rezulta au caracter temporal si nu sunt
importante in aplicatii. In ipoteza ciocnirilor perfect elastice si in lipsa
amortizaril se pot imagina sisteme vibropercutante cu miscari stationare. Pentru
ca miscarile vibropercutante sa fie stationare este necesar ca sistemul sa tie
supus unor excitatii perturbatoare. De reguld aceste excitatii sunt periodice sau
chiar armonice.

Sub actiunea unei excitatii periodice se poate arata ca exista regimuri de
miscare periodice, avind numai perioada multipld celei cunoscute pentru
excitatie.

La analiza migcarea unui sistem vibropercutant este necesar sa se
precizeze si conditiile de stabilitate impreuna cu cele de existentd delimitand
astfel miscarile periodice care se si realizeaza efectiv.

Clasificarea sistemelor vibropercutante nu tine seama de elementele
constructive ci de modelele dinamice corespunzatoare.

Misciri vibropercutante se intilnesc foarte des in tehnica. Pentru a putea
clasifica sistemele vibropercutante acestea se pot grupa in functie de destinatia
lor functionala.

In primul rand se vor considera masinile §i mecanismele pentru care
interactiunile percutante constituie baza procesului de functionare.

In constructii, mecanismele vibropercutante se folosesc pentru infigerea
pilotilor si palplanselor in piméant si de aceea s-au studiat teoretic i
experimental mai multe scheme constructive care difera prin pozitia maselor st a
legiturilor dintre ele. De reguld mecanismul vibropercutant se miscd sub
actiunea unei forte perturbatoare produsid de generatorul de vibratii cu mase
excentrice in rotatie, antrenat de un motor electric. Ciocnirile care au loc intre
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masa percutantd si capul pilotului maresc eficienta infigerii prin vibratii a
pilotilor in pamant.

De asemenea pentru compactirile de suprafati se folosesc masini
vibratoare montate pe placile compactoare. Aceste masini vibratoare de
compactat contin un motor obisnuit cu explozie, de unde printr-o transmisie este
antrenat generatorul de vibratii cu excentrice. Miscarea compactorului se poate
face cu salturi urmate de ciocniri cu terenul.

Masina interactioneaza cu terenul pentru a produce indesarea pamantului
si functioneaza pe acelasi principiu ca si in cazul infigerii prin vibropercutii.

Pentru dezbaterea formelor de turnare, in turnitorii se folosesc deseori
gratare mecanice cu excentrice §i cu insertie.

In cazul dezbaterii pe gratarul mecanic actionat cu excentric procesul
tehnologic constd in aruncarea formei supuse dezbaterii deasupra gratarului
urmatd de cdderea i ciocnirea ei cu gratarul. Fortele de inertie ale masei
batatorite, in momentul ciocnirii, vor contribui la dezbaterea ei din rama de
formare.

Gratarele inertiale sunt antrenate cu ajutorul unui generator de vibratii cu
masa excentrica in rotatie si exista cel putin doua tipuri constructive [102].

De asemenea si masinile de forjat si stantat, cum ar fi ciocanele cu arc, cu
frictiune sau pneumatice pot fi considerate cu actiune vibropercutanta. Chiar
dacd dimensiunile si proprietatile semifabricatului variaza in procesul forjarii,
miscarea ciocanului se poate considera aproape periodica. Prin realizarea unor
regimuri periodice, functionarea ciocanului este mai eficace §i mai economica.

Trebuie aratat de asemenea cad existd diverse constructii de ciocane
vibropercutante la care actionarea se poate face cu mecanism bielda — manivela,
electromagnetic si pneumatic.

Si in domeniul transportului sau a cernerii anumitor materiale folosirea
vibratiilor este avantajoasa.

Principiul vibropercutiilor este folosit si la construirea unor dispozitive
mecanice si electromagnetice cum ar fi: dispozitiv pentru masurarea
amplitudinii unei membrane telefonice, soneria electricd, relee, intrerupatoarele
electromagnetice precum si unele aparate de reglare automata.

Miscari vibropercutante apar si la mori cu vibratii,la unele, la o anumita
viteza de rotatie incarcitura se deplaseazi independent. Micinarea se realizeaza
datoritid miscarilor vibropercutante ale materialului introdus impreund cu bilele
morii.

Interactiuni percutante pot si apard in functionarea unor mecanisme sau
masini si au un efect diunitor. Aceste interactiuni percutante apar datorita unor
jocuri in cuplele cinematice. De asemenea existenta unor erori de executie a
elementelor mecanismului pot produce abateri cinematice si dinamice. )

In orice cupla cinematicd, datoritd jocurilor, legile miscani au
discontinuititi ce influenteazi functionarea mecanismului.
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La mecanismul cu roti dintate angrenarea dintilor se face de obicei cu
ciocniri, in contact aflandu-se una sau doua perechi de dinti. Ciocnirile au loc in
momentul intrdrii primei perechi de dinti in angrenaj.

Aparitia vibratiilor unui arbore orizontal agezat pe ruimenti este posibila si
fara mase excentrice. Datorité jocurilor, arborele poate ajunge sa se ciocneasci
att cu bilele inferioare cat si cu cele superioare. La fel stau lucrurile si in cazul
arborelui agezat pe lagire de alunecare in prezenta unui joc radial.

La functionarea unor mecanisme rapide cu came, mecanismul de
actionare este supus unor interactiuni percutante.

Sistemele vibropercutante se pot folosi §i in scopul amortizirii vibratiilor.
Un sistem de amortizare a vibratiilor de la paletele de turbini, cu actiune
percutantd a fost inventat din anul 1931 de catre inginerul A. Paget [88].

Vibratiile de inalta frecventa ale cutitelor de strung se pot amortiza cu
ajutorul unui amortizor. Aici interactiunile percutante se datoresc prezentei unui
joc in imbinarea dintre bulon si cutit. Prin modificarea lungimii de insurubare se
regleazd jocul care influenteazid in cea mai mare masurd asupra eficacitatii
amortizorului.

Sunt multe situatii cand sisteme vibropercutante cu destinatie diferita
coincid ca modele dinamice. Asadar, in acest caz concluziile stabilite se pot
folosi 1n toate aplicatiile ce corespund unui anumit model. Alegerea modelului
ce corespunde unui anumit sistem real necesitd evidentierea caracteristicilor mai
importante ale sistemului si neglijarea altora care influenteaza intr-o masura mai
mica. Modelul rezultat este o idealizare a modelului real. Comportarea dinamica
a modelului idealizat trebuie sa fie cat mai apropiate de cea a modelului real.

Cand stabilim modelul, alegem corpurile cu mase discrete si le
presupunem rigide. Modelul va contine un anumit numér de mase concentrate
rezultind astfel un numar finit de grade de libertate. Numarul gradelor de
libertate este o caracteristica esentiala pentru model.

La sistemele vibropercutante, esentiale sunt masele care se ciocnesc in
timpul miscarii.

Prin cupla percutanti se defineste ansamblul format din doua elemente ale
unui sistem vibropercutant care se ciocnesc intre ele in timpul miscarii. La orice
model trebuie identificate toate cuplele percutante posibile.

Este posibil ca in unele cuple percutante, datorita configuratiei geometrice
a sistemului, si nu poati avea loc ciocniri si din acest motiv aceste cuple se
numesc fictive si ele trebuie intotdeauna identificate.

Existi modele in care una dintre mase face parte din doua cuple
percutante (maximum doua).

Deoarece ciocnirile pot avea loc in toate cuplele percutante aceste modele
se numesc deschise. Exista si posibilitatea ca unele cuple sa fie fictive, In acest
caz modelul se numeste inchis. L

Natura cuplelor percutante din unele modele se poate usor stabili in
functie de dimensiunile geometrice ale jocurilor din cuple.
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Atunci cand una din masele unei cuple percutante devine nula se va folosi
termenul de semicupla percutanta.

Metodele de studiu din teoria vibratiilor nu se pot aplica intocmai la
sistemele vibropercutante intrucét aici apar discontinuitati ale vitezelor datorita
ciocnirilor.

O schema generala si unitard de tratare a oricirei probleme de
vibropercutii a fost data cu ajutorul ecuatiilor lui Lagrange si a functiei legaturii
unilaterale [99] care s-a aplicat consecvent in studiul sistemelor vibropercutante
[25].

Este important ca pentru sisteme supuse la legituri si se studieze si
reactiunile datorate ciocnirilor, un rol important in aceste studii revenind
centrului si axelor de percutie.

Daca ciocnirea este neinstantanee, asa cum este ea in realitate rezulti
caracterul neliniar al sistemelor vibropercutante.

Indiferent de metodele care se folosesc, studiul miscarilor periodice
trebuie sd porneascd de la stabilirea precisd a ecuatiilor si conditiilor analitice
caracteristice miscarii  sistemului. Pentru o sistematizare a sistemelor
vibropercutante, Gh. Silag si L. Brindeu [99] [27], introduc o clasificare a
miscarilor posibile intr-o cupla percutanta si determina conditiile de realizare ale
acestora. Folosind ecuatiile lui Lagrange se obtine o metoda generala de studiu a
miscdrilor periodice posibile ale sistemului vibropercutant.

Dinamica sistemelor vibropercutante este inca la inceput, existand inca
multe probleme pentru care trebuie perfectionate metodele existente, studiul
dezvoltarii cercetarilor in domeniul vibropercutiilor fiind mai pe larg prezentat
in [102].

In functie de forma ecuatiilor diferentiale ce descriu miscarile sistemelor
vibropercutante intre ciocniri, sistemele vibropercutante se pot clasifica astfel:

a) sisteme vibropercutante liniare, cand ecuatia diferentiald intre doua

ciocniri succesive este liniari;

b) sisteme vibropercutante neliniare cand ecuatia are caracteristica

neliniara.

Aceasta impartire tine seama doar de proprietatile miscarii in ansamblu.

Intrucét proprietitile de neliniaritate se manifestd nu numai la sistemele
vibropercutante neliniare, ci si la cele liniare, sistemele vibropercutante trebuie
considerate ca fiind sisteme neliniare.

Pentru studiul stabilititii sistemelor vibropercutante s-a elaborat o metoda
exactd de scriere a conditiilor de stabilitate, de catre L. Brindeu, fara sa fie
necesari cunoasterea legilor miscarii.

Se folosesc pentru studiul stabilitatii ecuatiile in variatii deduse direct din
ecuatiile diferentiale ale miscarii si conditiile la limita deduse pentru momentele
ciocnirilor. De remarcat ci aceasti metodi este aplicabild tuturor sistemelor
vibropercutante indiferent de caracteristica.
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5.2. Modele dinamice in dinamica ciocanelor vibropercutante

in prezent industria constructiilor de masini este orientata esential spre
realizarea unor produse de inalt nivel tehnic si de mare complexitate. Un rol
important pentru realizarea unor astfel de produse printre care trebuie incadrate
si ciocanele vibropercutante, revine cercetarii proceselor de functionare incat sa
conduca la optimizarea proiectarii.

Activitatea de cercetare si proiectare rationala in constructia si exploatarea
ciocanelor vibropercutante nu se poate efectua fara o tratare riguros stiintifica a
fenomenelor dinamice vibropercutante care au loc in timpul functiondrii. Apare
astfel necesitatea de a pune la dispozitia specialistilor din constructia de masini
a unor cercetari care sa trateze probleme actuale de dinamica masinilor si
utilajelor supuse la ciocniri.

Pondere mare in constructia multor masini au acelea a caror functionare
este caracterizatd prin aparitia de discontinuitati ale vitezelor si acceleratiilor ce
conduc la aparitia unor solicitari dinamice periculoase.

In continuare s-a abordat dinamica ciocanelor vibropercutante, fiind luate
in considerare modele cu una sau mai multe cuple percutante.

Studiile privind modelarea dinamicd a mecanismelor vibropercutante in
care se cuprind si cele ce se referd la ciocanele vibropercutante, prezinta
deosebitd importanta practica in constructia si alegerea regimurilor optime de
functionare. Astfel s-a conturat deja o directie de cercetare complet noua cu
multe dezvoltari consacrate in literatura de specialitate, dar si in activitatea de
productie.

Pornind de la rezultatele existente in continuare se insistd numai asupra
aspectelor geometrice legate de interpretarea tuturor conditiilor de existenta si
stabilitate a miscarilor vibropercutante. Astfel se ajunge la evidentierea
domeniilor in care regimurile studiate se realizeaza efectiv.

5.3. Vibropercutor pe reper rigid

Cercetiri anterioare au evidentiat regimuri vibropercutante ale ciocnirit cu
limitatorul rigid. Se considerd sistemul vibrant, asupra cdruia actioneaza forta
perturbatoare periodica data de excentricul de pe arbore

O(t) = mAw*® cosat —mg (5.1)

produsd de un generator de vibratii cu doud excentrice ce se rotesc in sensuri

opuse avand aceeasi viteza unghiulari de rotatie ®. Dacé se noteaza cu mo masa
excentricititilor si cu e excentricitatea, atunci rezulta
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= Mot
R m
In continuare se vor preciza miscarile periodice ale sistemului in cazul
excitatter armonice () folosind metoda generala expusa anterior [100], [102].

Parametrii miscarilor periodice, viteza de ciocnire g, SI momentele
ciocnirilor t; (k=1,2,...) pentru cazul actionarii cu forta perturbatoare armonica
(5.1) se determina din ecuatia complexa stabiliti [100]. Pentru a se putea urmari

mal usor variatia acestor parametrii se vor introduce céiteva marimi
adimensionale. Astfel, se vor folosi notatiile:

c

:n= ”, ==, {= d2=l—' 2y -2
T 7 2mw ( _f,,y+4g (5.2)
Doh‘
2 9 g
(§u2 = é + 2)) §=—- 5
¢ A  Ao;
st
1+ R&Eh2mrd — ¢ sin2mré 1+ R sin2aré
2§(ch27zr§—cos 2/mé) 1-R &(ch2ms - cos2mr )

Din studiul migscarilor vibropercutante periodice rezulti pentru viteza g,
expresia:

2, o2
: p-+o 22
s+ [P0
240 \/ d’ p3

= 5.4
1-R p’+6? (54)

q.

Din aceastd formula se vede ca este posibil s se realizeze doua regimuri
de miscare corespunzitoare celor doud semne din fata radicalului..

Pentru a exista miscarea periodicd, este necesar ca viteza ¢, sa fie reala,
deci cantitatea de sub radical din formula (5.4) trebuie sa fie pozitiva.
Propozitia 5.1. Miscarea sistemului vibrant asupra cdruia actioneazda forta
perturbatoare periodicd datd de (5.1) este periodica daca este indeplinita
conditia

5[ <~ 1+[f] (5.5)
d p

De asemenea, la inceputul fiecdrei ciocniri viteza trebuie sa fie negativa
(4.¢0). Presupunind indeplinitd conditia de mai sus, existd multe situatii in care
viteza reald ¢, este negativa.

In felul acesta s-a stabilit, din punct de vedere al vitezei, conditiile de
existenti ale miscarii periodice. Aceste conditii sunt prezentate in tabelul 5.1.
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Tabelul 5.1

g. Os Conditiille de existenta ale |
miscarilor periodice |
_ PP s NANEA} |
, 2A(udg \/ d? PSS - lsli‘(; 1+(_) !
q( = 2 o2 p :
1-R P +0 1 |
+ o=t
d
_ p’+6° 22 1 1 sY ;
240 % \/ a7 - PR IR Lt s
“T1-%r SNEE g
P + Nu existd miscari periodice

Regimurile periodice de migcare se pot realiza numai daca sunt satisfacute
conditiile de existenta, stabilite anterior. Discutia cazurilor posibile se va face
prin reprezentarea grafica a diferitelor domenii obtinute in functie de parametrii
sistemului. In reprezentirile grafice pe abscisa s-a luat £ iar pe ordonata s. Toate
aceste reprezentiri s-au construit pentru diferitele valori ale raportului de

- c . . e . . . .
armonizare y =-—-, ale coeficientului de restituire R si ale ordinului de
C

multiplicitate r a perioadei miscarii.
Pe baza conditiilor de existenta stabilite s-au gasit domeniile de existenta
ale miscérilor periodice. Aceste domenii sunt delimitate de urmatoarele curbe

2
s=i~l, siJ 1+[€J
d d P
‘k
P
it
Pl
Bt

\]
3§
cl—ﬁ—'. N 9
RSSO
i 8]
RN T
._,L.EL.&SEL&J J:JL-. __J—J‘I»,__L_._

Fig. 5.1 Fig. 5.2 . '
Domeniile de existentd ale miscarilor periodice determinate cu ajut.ox.'ul
conditiilor precizate s-au hasurat. In toate domeniile hasurate sunt posibile
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regimuri de migcare ce corespund semnului minus in fata radicalului din formula
(5.4). Acolo unde s-a hasurat dublu mai sunt posibile $i regimurile ce corespund
semnului plus in fata radicalului din formula (5.4).

Existenta regimurilor periodice de miscare a fost studiati teoretic si
precizata prin diagrama (fig.5.3) insd numai pentru sistemul vibropercutant si
aplicata aici pentru ciocanele vibropercutante.

Cercetarile in domeniu sunt de date recente, motiv pentru care s-au creat
conditii pentru dezvoltarea studiului vibropercutiilor.
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5.4. Considerarea reperului deformabil

In continuare se studiaza existenta regimurilor periodice de miscare ale
unui ciocan modelat prin vibratorul liber care se ciocneste cu 0 masa suspendata
elastic, considerand si amortizare vascoasd. Acest sistem a fost studiat pe cale

directa anterior [97].

mz
*
fq Eq2
",
k ¢
Fig. 5.4
130

BUPT



Sistemul considerat este format din masa m,, arcul vertical cu constanta
elasticd k si amortizarea vascoasi cu coeficientul c, precum si vibratorul de masa
m; asupra céruia actioneazi forta perturbatoare F(t)=F,coswt (fig. 54). Se
presupune cd ciocnirea celor doud mase se face instantaneu cu coeficientu] de
restituire R (O(R(1).

Notand prin q; si q, abscisele celor doud mase masurate din pozitia
nedeformata a arcului, ecuatiile diferentiale ale miscarii intre doud ciocniri
succesive vor fi:

ml‘i| +cql +kq, =-mg

(5.6)
m, g, = F, cos ot —m,g (5.7)
Daca se introduc notatiile:
h: 7?——75 p: —lil——hz’ fO = FO_‘
2m, m, m,o-
ecuatiile diferentiale (5.6) si (5.7) se pot pune sub forma:
q1+2h41+(P2+h2)ql =.—& (3.8)
si
g, = f,cosat—g (5.9)

Ciocnirile au loc intre masele m; si m, ce formeazi o cupld percutanta
pentru care corespunde legatura unilaterala:

F(q1, 42)=q2 — 120 (5.10)

Deoarece intereseaza in primul rand existenta miscarilor periodice este

suficient sa se studieze o singura perioadi a migcarii ce este evident multipla
. . - . 27 .
celei a fortei perturbatoare, adicd rT = r== (r =1,2,...). Prin urmare se poate alege
0

pentru studiu prima perioada ce incepe in momentul t=t, si se incheie in
momentul t;=ty+rT.

Se vor determina conditiile de existentd si de stabilitate ale regimurilor
periodice de migcare ale utilajului care se ciocneste cu o masa suspendatd
elastic, considerand si amortizarea vascoasa.
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Tinand cont ca ciocnirea este instantanee, intre viteze se pot scrie relatiile
cunoscute:

., _m—-R . m+R .

q10_1+”'1‘1|0 l+'h‘120 (511)
. m(l+R) . 1-mR . )

0 = I+m ot 14 m 92

. m,
Incare m=—.
m,

Propozitia 5.2. Miscarea sistemului vibrant data de ecuatiile diferentiale (5.6),
(3.7) §i cupla percutanta data de (5.10) este periodica daca timpul dintre doud

ciocniri consecutive este un multiplu al perioadei de variatie a fortei, adica
rT =r~»2——”f (r=12,..)
()

De asemenea este necesar ca ciocnirile sa aiba loc in aceeasi pozitie si cu
aceleasi viteze. Deci pentru t=rT, trebuie si se considere q;=q=q, si
4y =y, 4, =4

Mai intéi trebuie stabilite conditiile necesare pentru ca miscarea periodica
sa existe. Aceste conditii de existentd se pot obtine simplu prin integrare directa,
dar si pe cale operationalid folosind formula de conversiune Mellin Fourier
{100].

Introducand conditiile initiale se determinad legile miscarii care dupa
introducerea conditiilor finale din perioada considerata se obtine

Gy =4% —&T (5.12)
920 =fowsinwto+;-ng (5.13)
precum S§i
o + 0.0+l 00) s o0 10 =0 -
pla, +4.,)- (g1 ~q'°)2(c}z_h§l]‘_nfg§;;}T) =
unde g, = %‘g.

Caracterizarea regimurilor vibropercutante periodice de migcare ale
sistemului se face cu ajutorul ecuatiilor (5.12), (5.13) si (5.14). Astfel se
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determind acele valori ale parametrilor miscarii care sunt obligatorii pentru ca

efectiv sa se realizeze regimuri periodice.
Eliminand expresia qo + qs din ecuatiile (5.14) se deduce

(h sin prT + p cos prT - pe™” )q'm = (pe T _ pcosprT +hsin prT}),’,,

Din relatia (5.11) si ecuatia (5.12) dupa inlocuiri, se deduce

4o =4 — 1-mR
20 10 m(l 4 R)gr
De asemenea se mai gaseste:
oo =g — AT
20 = Gho m(l N R)g"

si in final:

r ) 1
dio =Gy — - &T
m

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

Revenind la relatia (5.15), prin inlocuirea vitezei ¢;, din ecuatia (5.18), se

ajunge la urmitoarea relatie:

unde

L sin prT -sh hrT

H=2
cosprT -ch hrT

In mod analog se obtin si celelalte viteze

grT . ng( 1+2m—R]
~& (H+1 =&\ H+————|,
2m( ) 92 m 1+ R

-

——

o
I

g = &7 Huu)
1+ R
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Pentru ca miscarea periodica sa fie complet cunoscuta mai trebuie calculat
momentul t; al primei ciocniri. Trebuie considerata ecuatia (5.13) in care daca se
tine seama de expresia lui ¢, din relatiile (5.21) se deduce

sinot, =

522
2m 1+ R ( )

_eT [ i+ RN tm)}

Propozitia 5.3. Miscarea sistemului vibrant data de ecuatiile diferentiale (5.6),
(5.7) si cupla percutanta data de (5.10) este periodica daca este indeplinita

conditia
_STT[H+(1,f__@X1+"1)] <1 (5.23)
 2m 1+R
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CONSIDERATII GENERALE SI CONTRIBUTII PERSONALE

Realizarea obiectivului tezei intr-un domeniu interdisciplinar imbina
geometria sistemelor dinamice de ordinul intii si al doilea cu aplicatiile in
domeniul mecanicii tehnice.

Primul capitol, intitulat ,,Geometria sistemelor dinamice”, cuprinde 6
paragrafe iar rezultatele sunt publicate in lucrarile [15], [84], [85].

In acest capitol se precizeaza notiuni ca: varietate neolonoma , varietate
olonoma , sisteme autoadjuncte , functii Lagrange si spatii Lagrange. Sunt
cercetate in continuare sistemele dinamice cu un grad de libertate, de ordinul
intai implicite si apoi sistemele dinamice cu doua grade de libertate, de ordinul
intdi implicite. Pentru aceste sisteme se gasesc functiile Lagrange. Urmeaza
cazul sistemelor neautonome unde variabila timp se considera ca un nou grad de
libertate, astfel incét sd se obtind un nou sistem special, cu un grad de libertate
in plus, care insd, sd fie autonom s§i pentru care se pot gisi functii
Lagrange.Pentru formalizare matematica se introduc se introduc transformarile
semiolonome si grupul de semionolomie.

Dinamica geometricd cuprinde doud paragrafe si face obiectul Cap. 2.
Unele rezultate au fost deja publicate in lucrarile [6], [7], [10], [11], [14], [16],
[17], [22].

In primul paragraf se studiazi stabilitatea unor sisteme dinamice concrete
de ordinul intdi cu ajutorul functiilor Leapunov construite cu ajutorul
integralelor prime. Apoi se regandeste dinamica sistemului elastic de la masina
de frezat roti dintate FD-320, utilizdnd prelungirea Lagrange si functia
Hamilton. Cu acestea se construieste structura geometricd Riemann-Jacobi-
Lagrange fati de care traiectoriile sunt geodezice.

In Cap. 3 intitulat ,Miscari vibrante cu intirziere” se incepe prin
prezentarea sistemelor fizice descrise matematic prin ecuatii diferentiale cu
argument intirziat. Urmeaza apoi o aplicare a acestor sisteme cu intarziere in
procesul de aschiere. Analiza modelului neliniar al masinii unelte vibrante este
structurata in urmatoarele etape: 1) analiza partii liniare a sistemului (3.27) ; 2
analiza radicinilor ecuatiei caracteristice si bifurcatia Hopf; 3) determinarea
subspatiilor proprii generalizate asociate sistemului (3.27) in punctul de
bifurcatie Hopf ; 4) determinarea varietitii centrale in punctul de bifurcatie si
ciclul limitd asociat; 5) studiul orbitei sistemului (3.27) cu precizarea
invariantilor ciclului limita.

In paragraful ,Masina unealti vibranti regenerativd cu doua argumente
de Intarziere” se asociazi sistemului fizic ecuatia diferentiala cu doua argumente
de intirziere si se urmireste o problematici similard cu cea din paragraful
precedent. .

Cap. 4 se analizeaza vibratiile care apar in procesul de agchiere. Pornind
de la ecuatiile miscirii pentru sistemul elastic al masinii de frezat roti dintate
FD-320 se analizeazi vibratiile libere si fortate ale lantului cinematic de rulare
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determinandu-se pulsatiile proprii ale lantului cinematic si amplitudinea la scula
si piesd. Avand schema bloc simplificatd a sistemului dinamic masini — unealta
— piesd — dispozitiv - sculd in procesul de aschiere se stabileste un algoritm de
calcul al marimilor necesare ridicarii diagramelor de stabilitate. De fapt
diagramele de stabilitate sunt reprezentari grafice ce au pe abscisd numarul n de
rotatii ale frezei iar pe ordonatd adancimea de aschiere w rezultatele fiind
publicate [8].

Cap. 5 se referd la sisteme vibropercutante si aplicatii cu rezultatele
publicate anterior in lucrarea [33].

In primul paragraf este prezentat stadiul dezvoltirii cercetirilor din
domeniu. Apoi pentru sistemul vibropercutant cu un grad de libertate si o cupla
percutanta este studiatd geometric existenta migscarilor periodice si stabilitatea
lor. Un studiu geometric amanuntit este realizat pentru sistemul particular cu
doua grade de libertate si o cupla percutanta.

*

* *

Rezultatele proprii pot fi concentrate in felul urmator:
Capitolul 1:

1) Propozitia 1.11. Conditia necesard si suficientd ca sistemul (1.53) sa fie
. .- L ey . OF
variational este ca sa aiba loc relatia = = 0.

2) A fost obtinut factorul integrant:
oF /oF
C — {e!’(gx‘/ &')x-x(\.c),x—xu,c)dt:\
c=¢(t,x,X)

3) Teorema 1.4. Fiind dat un sistem dinamic de ordinul intdi, cu un grad de
libertate, scris sub formi implicitd, F = 0, orice primitiva a functiei F in raport cu
viteza este o functie Lagrange, generatoare a unei ecuatii Euler-Lagrange, de
forma (1.56) care admite printre solutiile sale si solutiile ecuatiei F = 0.

4) Propozitia 1.12. Intre multimea factorilor integranti C (identificata cu
multimea functiilor @) si cea a primitivelor lui F, factorizatd prin spatiul
functiilor &(t), existd o corespondenti biunivoca bine precizata.

5) Propozitia 1.13. Toate functiile L, ale caror ecuatii Euler-Lagrange coipciq
cu ecuatiile (1.56"), constituie o clasa de echivalenta a lagranglemloy.determman
prin multimea derivatelorlor totale exacte ale functiilor  f(t,x)

(Z—ft=a(t,x)5c+[3(t,x)).
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6) Teorema 1. S. Multimea lagrangienilor ecuatiei (1.52) este "indexati" prin
produsul cartezian al multimii factorilor integranti cu multimea 1-formelor

inchise pe D, unde D este domeniul din RxTM, in care ?}f # 0.

7) Teorema 1. 6. Conditia necesara si suficienti ca solutiile ecuatiei (1.52) sa se
situeze pe suprafetele F=A, este ca sistemul dinamic (definit prin (1.52)) si fie

autonom ( %I; =0).

8) Exemplul 3. 1. Fie ecuatia F = &% -xx=0. O functie a lui Lagrange,

corespunzitoare acestei ecuatii, este L = e* - x’; . Ecuatia lui Euler- Lagrange

2

X
e’ - xx]

. Y 2 . . »
este:(e™ —x)X + 52" =0 s1 corespunde factorului integrant C=

9) Propozitia 1.14 Sistemului (1.62), cu verificarea conditiei (1.65;), i se
oL

asociazi o functieL : J' M=R xTM — R, cu proprietatea ca F, = -
10) Propozitia 1.15. Conditia necesara si suficientd ca sistemul (1.68) sa fie

autoadjunct este ca functiile F; sa verifice relatiile:

(—a- + X" _57)5?5, =0.
o ox® ox’

11) Propozitia 1.16. Conditia necesara si suficientd ca sistemul (1.62), cu
verificarea relatiilor (1.65,), s fie olonom-lagrangian este ca el sa fie autonom.

Capitolul 2:

12) A fost gisitda o metoda de construire a functiei Leapunov folosind integrale
prime. Aceastd metoda s-a aplicat la S sisteme dinamice concrete.

13) Pentru sistemul mecanic al masinii de frezat dat in fig.4.4d s-a atasat
sistemul de ecuatii diferentiale si s-a dezvoltat dinamica geometrica asociata
acestui sistem mecanic dupa o metoda data in lucrarea prof. dr. Udriste C.[119].

Capitolul 3:

14) Pentru sistemul de ecuatii diferentiale cu intarziere (3.27) s-a utilizat metoda
datd in monografia [68] si anume s-au parcurs etapele:
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a) analiza partii liniare a sistemului (3.27) ;

b) analiza ridicinilor ecuatiei caracteristice si bifurcatia Hopf ;

c) determinarea subspatiilor proprii generalizate asociate sistemului (3.27) in
punctul de bifurcatie Hopf ;

d) determinarea varietdtii centrale in punctul de bifurcatie si ciclul limita
asociat ;

e) studiul orbitei sistemului (3.27) cu precizarea invariantilor ciclului limita.

15) Pentru sistemul de ecuatii diferentiale (3.69) s-a utilizat metoda data in
monografia [68] adici s-au parcurs etapele enuntate anterior.

Capitolul 4:

16) Pornind de la schema cinematica a masinii de frezat s-a adoptat modelul
dinamic cu ajutorul ciruia au putut fi precizate conditiile de functionare in
prezenta vibratiilor.

17) Este asimilat pentru schema bloc a sistemului dinamic masini-unealta-piesa-
dispozitiv-sculd in procesul de aschiere algoritmul de calcul al marimilor
necesare ridicarii diagramei de stabilitate.

Capitolul 5:

18) Utilizdnd metodologia consacratd studiului vibropercutiilor au fost
dezvoltate in mod special cazuri deosebite cu evidentierea aspectelor
geometrice.

19) Au fost completate aspecte privind precizarea conditiilor de stabilitate prin
metoda directd a prof. dr. Brindeu L. in cazul sistemului vibropercutant cu
amortizare supracritica.

20) In plus a mai fost abordat si un sistem vibropercutant particular cu doua
grade de libertate pentru care este posibild determinarea regiunilor periodice
stabile.

In mod special se poate arata ci in cadrul tezei au fost dezvoltate aspecte
matematice-geometrice legate de migcarile vibratoare si vibropercutante care
sub aceasti formd nu mai existd tratate. Aborddrile din punct de vedere
geometric, initiate aici, prezintd avantaje importante pentru cercetari ulterioare.
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