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Introducere 

Investigarea fenomenelor de vibraţie şi vibropercuţii, prin prisma 
modelărilor dinamice ale mişcărilor şi optimizării funcţionării multor sisteme 
mecanice, reprezintă o preocupare permanentă a cercetătorilor şi în general a 
tuturor persoanelor aflate în sfera producţiei tehnice. Amploarea acestor 
preocupări constituie premize pentru noi rezultate robuste şi continue. 

în modelarea dinamică a fenomenelor de vibraţii şi vibropercuţii 
principalul sprijin îl constituie utilizarea metodelor matematice care dau 
posibilitatea precizării exacte a tuturor aspectelor teoretice care ne interesează în 
elucidarea comportării utilajelor în procesele de producţie. 

Printre aspectele matematice care intervin în studiul evoluţiei 
vibraţiilor şi vibropercuţiilor trebuie luate în considerare şi posibilităţile de 
geometrizare a diferitelor sisteme dinamice concrete. Este motivul pentru care în 
teza de doctorat s-a optat pe dezvoltarea, în mod special, a aspectelor geometrice 
ce pot fi aliniate cercetărilor analitice şi care permit o mai bună interpretare a 
rezultatelor. în realizarea lucrării s-a avut în vedere depistarea unor metode 
geometrice adecvate studiului mişcărilor vibratorii şi subsumarea lor în 
aplicaţiile posibile din domeniul vibraţiilor şi vibropercuţiilor. 

Primul capitol intitulat „Geometria sistemelor dinamice" se referă la 
formulări geometrice în studiul sistemelor dinamice. Se precizează astfel noţiuni 
ca: varietate neolonomă , varietate olonomă , sisteme autoadjuncte , funcţii 
Lagrange şi spaţii Lagrange. Se arată apoi că unui sistem dat de (1.42) , 
semiolonom, i se asociază o funcţie L dată prin relaţia (1.46). în continuare se 
cercetează trecerea sistemelor dinamice cu un grad de libertate, de ordinul 
întâi,implicite în sisteme dinamice de ordinul doi de tip Euler-Lagrange.Cu 
această ocazie se discută posibilitatea de autoadjuncţie, de scriere sub formă 
principală şi se găsesc exemple de funcţii Lagrange.După acelaşi model se 
analizează sistemele dinamice cu două grade de libertate, de ordinul 
întâi,implicite construind prelungiri de ordinul doi şi punând condiţii de 
autoadjuncţie. De asemenea la sistemele de ordinul al doilea se găsesc funcţii 
Lagrange. Preluând modelul matematic,rezultatele sunt prezentate sub formă de 
propoziţii şi teoreme dintre care majoritatea sunt şi demonstrate . 

Urmează cazul sistemelor neautonome, unde variabila timp se 
consideră ca un nou grad de libertate. Astfel se obţine un nou sistem special, cu 
un grad de libertate în plus, care însă, este autonom. Şi pentru aceste sisteme 
dinamice se găsesc ftmcţii Lagrange. 

în ultimul paragraf al capitolului „Geometria sistemelor dinamice" 
este prezentat grupul de semionolomie. 

Dinamica geometrică, dirijată spre studiul funcţionării optime a 
maşinilor de frezat face obiectul Cap. 2. Se începe acest capitol cu analiza 
stabilităţii unor sisteme dinamice concrete de ordinul întâi a căror comportare în 
timp ne ajută să înţelegem problemele ce pot apărea la maşinile de frezat. 

BUPT



Studiul stabilităţii se face prin flincţii Leapunov construite cu ajutorul 
integralelor prime (noţiunea de integrală primă este strâns legată de lagrangieni). 
în continuare se analizează dinamica sistemului elastic la maşina de frezat roţi 
dinţate FD-320, într-o manieră modernă, găsind funcţia lui Lagrange şi funcţia 
lui Hamilton. în acest context se demonstrează că traiectoriile sunt geodezice 
orizontale într-o structură geometrică Riemann-Lagrange-Hamilton. 

în Cap. 3 intitulat „Mişcări vibrante cu întârziere" se începe prin a 
prezenta sisteme fizice descrise matematic prin ecuaţii diferenţiale cu argument 
întârziat. Urmează apoi o aplicare a acestor sisteme cu întârziere în procesul de 
aşchiere. La analiza modelului neliniar al maşinii unelte vibrante se urmăresc 
următoarele etape: 1) analiza părţii liniare a sistemului (3.27); 2) analiza 
rădăcinilor ecuaţiei caracteristice şi biflircaţia Hopf; 3) determinarea 
subspaţiilor proprii generalizate asociate sistemului (3.27) în punctul de 
bifiircaţie Hopf; 4) determinarea varietăţii centrale în punctul de bifurcaţie şi 
ciclul limită asociat; 5) studiul orbitei sistemului (3.27) cu precizarea 
invarianţilor ciclului limită. 

In paragraful „Maşina unealtă vibrantă regenerativă cu două 
argumente de întârziere" se asociază sistemului fizic ecuaţia diferenţială cu două 
argumente de întârziere şi se urmăresc etape similare cu cele de mai sus. 

Dintre aplicaţiile întâlnite şi studiate prin metode geometrice s-a ales 
să se cerceteze dinamica maşinilor de frezat pentru care există date cunoscute 
măsurate experimental. Acest lucru se face în Cap. 4 care începe cu studiul 
vibraţiilor la maşinile unelte, analizând natura vibraţiilor care apar la maşinile 
unelte în procesul de aşchiere. Studiul vibraţiilor libere şi forţate ale lanţului 
cinematic de rulare la maşina de fi-ezat roţi dinţate FD-320 se face pornind de la 
ecuaţiile mişcării pentru sistemul elastic al maşinii de frezat. Se determină 
pulsaţiile proprii ale lanţului cinematic şi amplitudinea la sculă şi piesă. Apoi se 
analizează caracteristicile statice şi dinamice ale sistemului dinamic şi 
elementele sale. 

A 

In continuare, pornind de la schema bloc simplificată a sistemului 
dinamic maşină - unealtă - piesă - dispozitiv - sculă în procesul de aşchiere se 
studiază stabilitatea funcţionării maşinilor de frezat. De fapt, se urmăreşte 
ridicarea diagramelor de stabilitate care sunt reprezentări grafice ce au pe 
abscisă turaţia n a frezei iar pe ordonată valoarea w a adâncimii de aşchiere. 
Pentru calculul turaţiei frezei şi a adâncimii de aşchiere s-a prezentat şi un 
algoritm de calcul. Toate mărimile ce intervin sunt corect şi riguros precizate şi 
determinate. 

Cap. 5 se referă la sisteme vibropercutante şi aplicaţii. Acestea se 
bazează pe cercetările dezvoltate cu precădere în cadrul Universităţii Politehnice 
Timişoara la Centrul de Cercetare Vibropercuţii şi Vibraţii Mecanice condus de 
prof univ. dr. ing. Liviu Brîndeu. După precizarea unor aspecte legate de 
caracteristicile şi aplicaţiile vibropercuţiilor se evidenţiază stadiul dezvoltării 
cercetărilor în domeniu. Dintre cazurile posibile se consideră sistemul 
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vibropercutant cu un grad de libertate şi o cuplă percutantă pentru care este 
dezvoltată cu precădere partea geometrică legată de existenţa mişcărilor 
periodice şi stabilitatea lor. Un studiu amănunţit este realizat şi pentru un sistem 
particular cu două grade de libertate şi o cuplă percutantă scoţând în evidenţă 
faptul că dificultăţile pot fi rezolvate şi pentru cazuri mai complicate fară a fi 
nevoie de eforturi suplimentare. Aceasta arată posibilitatea de a investiga şi 
lucruri mai complexe, care prin aplicarea metodelor geometrice iniţiate în 
prezentarea anterioară conduc la interpretări importante legate de particularităţi 
specifice mişcărilor vibropercutante. 

Tema tezei de doctorat a fost iniţial fixată de regretatul prof dr. docent 
ing. Gheorghe Silaş Membru Corespondent al Academiei Române care mi-a 
condus primii paşi în dezvoltarea cercetărilor. Finalizarea tezei s-a făcut sub 
conducerea prof. dr. ing. Liviu Brîndeu membru titular al Academiei de Ştiinţe 
Tehnice, director al Centrului de Cercetare Vibropercuţii şi Vibraţii Mecanice. 
Partea aplicativă cuprinsă în teză a fost axată pe preocupările şi realizările 
colectivului din cadrul Centrului de Cercetare Vibropercuţii şi Vibraţii 
Mecanice,colectiv în care prin preocupările mele am reuşit să mă integrez. 

Partea teoretică este axată pe tematica dezvoltată de prof. dr. Virgil 
Obădeanu, prof.dr. Dumitru Opriş de la Universitatea de Vest din Timişoara şi 
prof. dr. Constantin Udrişte de la Universitatea Politehnica din Bucureşti. 

Cele două direcţii de cercetare, una aplicativă şi una teoretică, au 
permis obţinerea rezultatelor importante din prezenta teză. 

Datorită aspectelor matematice modeme implicate în dezvoltarea 
cercetării sistemelor dinamice s-a considerat necesară implicarea în calitate de 
Conducător Ştiinţific în cotutelă a prof. univ. dr. Constantin Udrişte, Directorul 
Departamentului de Matematică din Universitatea Politehnica Bucureşti şi 
Vicepreşedinte al Balkan Society of Geometers. în felul acesta a fost posibilă 
realizarea obiectivului tezei într-un domeniu interdisciplinar încât să corespundă 
atât cerinţelor ştiinţifice caracteristice matematicilor modeme dar şi aplicaţiilor 
în domeniul mecanicii tehnice. 

Mulţumirile mele sincere sunt adresate conducătomlui ştiinţific , 
distinsului prof. univ. dr. ing. Liviu Brîndeu , membru titular al Academiei de 
Ştiinţe Tehnice din România. Competenţa deosebită a domniei sale, răbdarea cu 
care m-a susţinut din punct de vedere tehnic şi moral, precum şi sugestiile 
făcute, toate au dus la finalizarea lucrării. 

De asemenea aduc mulţumirile mele distinsului prof. univ. dr. 
Constantin Udrişte, Membm Corespondent al Academiei Peloritane din Messina 
şi Vicepreşedinte al Balkan Society of Geometers, care prin sugestii obiective 
m-a ajutat în clarificarea unor probleme de mare fineţe matematică. 

In acelaşi timp, mulţumirile mele se îndreaptă către prof. univ. dr. 
Virgil Obădeanu sub îndmmarea căruia am studiat sistemele dinamice implicite 
având publicate articole împreună şi către prof. univ, dr. Dumitm Opriş care m-a 
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îndrumat în studiul sistemelor dinamice descrise prin ecuaţii diferenţiale cu 
argument întârziat. 

în final, amintesc familia mea şi mulţumesc pentru înţelegerea pe care 
am avut-o în perioada realizării şi redactării tezei de doctorat. 
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1. GEOMETRIA SISTEMELOR DINAMICE 

Capitolul 1 a fost realizat sub îndrumarea prof.univ.dr. Virgil Obădeanu iar 
rezultatele au fost publicate în [84] şi [85]. Pe tot parcursul Capitolului 1 
considerăm că M este o mulţime deschisă şi stelată în raport cu a€M(unde dacă 

h este primativabilă pe M, [h nu depinde de drum). Din G = — deducem 
dx 

L = jGcii- înţelegând prin aceasta mulţimea tuturor primitivelor în raport cu 
x,.Dacă F= j/âtc, atunci prin \^fdxdy înţelegem mulţimea tuturor primitivelor 
în raport cu y ale lui F adică ^̂ fcbcdy = ^Fdy. 

l.l.Teorie Lagrange 

1. După cum este bine cunoscut [79], condiţia necesară şi suficientă ca un 
sistem dinamic, de ordinul doi sau întâi, să fie lagrangian, respectiv hamiltonian, 
în sens clasic (să admită principiul minimei acţiuni) este ca el să fie autoadjunct. 
O condiţie necesară ca un sistem de ordinul doi [47], respectiv de ordinul întâi 
[65], să fie autoadjunct, este ca el să fie scris sub formă principală. 

Un sistem dinamic admite principiul variaţional dacă există o funcţie a lui 
Lagrange astfel încât ecuaţiile sistemului să fie ecuaţii Euler-Lagrange sau să fie 
echivalente cu acestea. In general un sistem de ordinul doi, scris în formă 
principală, nu este autoadjunct şi nici nu este echivalent cu unul autoadjunct, în 
sensul clasic că nu există o funcţie Lagrange pentru el: L:J'M-^R. Există însă 
întotdeauna funcţii lagrange L:J^M-^R, liniare în acceleraţii L=L(t,x,x,x) = 
Ai(t,x,x)x' +B(t,x,x), astfel încât ecuaţiile lui Euler-Lagrange corespunzătoare 
(de ordinul trei) să fie combinaţii de ecuaţiile sistemului dat şi de cele ale 
sistemului său derivat. 

2. Un sistem de ordinul întâi admite funcţii Lagrange L(t.x,x) = Ai(t,x)x' 
+B(t,x), care să îl descrie, dacă şi numai dacă numărul gradelor sale de libertate 
este par. Dacă sistemul are un număr impar de grade de libertate, atunci este 
necesară extinderea prin adăugarea a încă unei ecuaţii cu un nou grad de 
libertate (grad de libertate catalizator) şi astfel problema se reduce la un număr 
par de grade de libertate. 

3. Dacă se consideră un sistem de ordinul întâi (în formă principală sau 
cinematică) şi i se asociază acestuia sistemul său derivat, atunci soluţiile 
primului sunt şi soluţii pentru al doilea (se găsesc printre soluţiile celui din 
urmă), ca şi pentru orice combinaţie liniară (echivalentă) a lor. Astfel studiul 
unui sistem de ordinul întâi conduce la studiul unui sistem de ordinul doi care se 
poate aranja ca o prelungire Lagrange 

S-a arătat, local în [80] şi global în [79], [117], [119] că pot fi găsite 
funcţii Lagrange pentru combinaţii de astfel de sisteme mai sus precizate, 
dependente numai de viteze, patratice în componentele vitezelor, indiferent care 
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ar fi paritatea numărului gradelor de libertate. La demonstrarea acestor rezultate 
s-a făcut însă ipoteza că varietatea de configuraţie este dotată cu o structură 
riemanniană, capabilă să producă densităţi de energie şi operatori de derivare 
tensorială. Funcţia lui Lagrange ce rezultă este dependentă, evident, de sistemul 
dat, dar şi de structura riemarmiană aleasă. 

4. în cele ce urmează, vom arăta că sistemelor de ordinul întâi scrise în 
formă implicită (care nu sunt şi nici nu pot fi făcute autoadjuncte, sau 
echivalente cu unele autoadjuncte) li se pot asocia funcţii Lagrange, cu 
proprietatea că ecuaţiile Euler-Lagrange, corespunzătoare acestora, sunt 
combinaţii liniare de ecuaţiile sistemului dat şi de cele ale sistemului său derivat. 
Aceste ecuaţii sunt, evident, de ordinul doi scrise în formă principală. Funcţiile 
Lagrange determină funcţii Hamilton care în cazul autonom exprimă legi de 
conservare. Evident există şi legi de conservare care nu sunt funcţii Hamilton. 

1.1.1. ECUAŢII DIFERENŢIALE IMPLICITE 

1.1.1.1. Notaţii. Fie dată o varietate diferenţiabilă M, de clasă C*', de 
dimensiune fmită m, defmită prin atlasul A = {(U,(p)}şi spaţile fibrate: TM, 
T*M, JVi = RxM, J^M = RxTM, J^M, 5 j, M = (E», p§, f M ) , (neN). Ultimele 
au ca baze spaţiile de jeturi J"M, iar ca spaţii totale Ei, = J"MxmQ'M, (unde s-a 
notat cu Q^M spaţiul 1-formelor) şi dotate cu atlasele vectoriale 
corespunzătoare. 

1.1.2 Sisteme de ecuaţii diferenţiale de ordinul n implicite. 
FieF": (t, x,x,...,x^"^)eVM^F(t,'x,x,...,x^"^)eT:M, (1.1) 

o secţiune a lui 5 J, M. Ea pune în evidenţă mulţimea: 
Ker F" = {(t, | F"(t, 

în continuare facem precizările: = = x 
Vom spune că Ker F" defineşte o ecuaţie diferenţială de ordinul n, implicită. 

In coordonate locale (în harta (0 ,0 ) ) funcţia F" se reprezintă prin forma 
Pfaff: 

F" = F°(t,x\x\...,x"'>'')dx', Vtel, (t,x,x,...,x^"^)Gj"M, (1.2) 
iar condiţia F" = O se exprimă prin sistemul de ecuaţii diferenţiale de ordinul n 
implicite, ordinare : 

Ff (t,x\x\...,x<"»')=0, (i,h=l",m), (1.3) 

Sistemul se numeşte nedegenerat dacă d e t ( — O , pentru orice xeU şi 
C/X. 

singular în caz contrar. 
Mulţimea Ker F" (subvarietate diferenţiabilă a lui J"M, de codimensiune 

m) conduce la spaţiul total Ker F"xmJ°M al spaţiului fibrat F = (Ker 
FXMJ"M,N„,rM), subfibrat al lui T„M = (RMXMT*M,p„J"M). 
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La o schimbare de hartă locală pe M, prin care x'=x'(x' '), funcţiile 
F" componentele locale ale lui F", se schimbă după formula: 

= (1.4) 

şi deci constituie componentele unui covector distins pe varietatea M. 

1.1.1.3 Soluţii ale ecuaţiilor diferenţiale de ordinul n. 
Fie citelczR—>>x=c(t)GUczM, o curbă diferenţiabilă. Aceasta se liftează la 

J"M prin 

dt dt 
Vom considera imaginea reciprocă a lui F prin c, ca fiind funcţia 

dt dt" 
Definiţia 1.1 Se numeşte soluţie locală a sistemului de ecuaţii diferenţiale 

(1.3), o funcţie c:teIczR—>-x=c(t) EUCIM, care se bucură de proprietatea: 

dt dt" 
In cazul ecuaţiilor diferenţiale ordinare, sistemul de ecuaţii diferenţiale 

implicite (1.1.3) este echivalent (are aceleaşi soluţii) cu sistemul scris sub forma 
cinematică 

= (i=i:in), (1.5) 
obţinut prin explicitarea variabilelor x^" '̂. 

Sistemul (1.5) defmeşte o secţiime f î n fibratul vectorial (J"M,7i"_, ,J"''M), 
unde 71̂ ., :(t, x,x,...,x("^)^(t, 

1.1.2 VARIETĂŢI NEOLONOME PE SPAŢIUL J^M. 

1.1.2.1. Să considerăm pe J'M O formă Pfaff (O (coeA'^j'M)), pe care o scriem local prin 
co = Fidx'+<Didx' + fdt, (1.6) 

unde simt funcţii de (r,x{t),x{t)). 
In general, ecuaţia Pfaff co=0 nu este integrabilă, nu admite, ca soluţii, 

subvarietăţi de dimensiune maximă 2m (hipervarietăţi). Admite însă 
întotdeauna, ca soluţii, curbe de forma (x=c(t), x=y(t)). Mulţimea acestor curbe 
(împreună cu toate subvarietăţile soluţii ale lui (o=0) poartă numele de varietate 
neolonomă (pe J'M). 
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Formei Pfaff o) i se asociază în mod canonic ecuaţia diferenţială de 
ordinul al doilea 

Fix' +<Dix' + f = 0 . ( 1 . 7 ) 

O curbă pe M: x=c(t), (tel), pentru care liftul său c la J'M: 
t-)'(t,c(t), ) este soluţie pentru (o = O, este, evident, soluţie şi pentru (1.7): 

dt 

dt dt" dt dt dt 
şi reciproc. 

1.1.2.2 Să considerăm o schimbare de hartă locală pe M: x' =x'(x'') şi 

corespunzător schimbarea de hartă vectorială pe TM: x' =x'(x''), x' = ^^ xV 

Expresia locală a formei to, în raport cu cele două hărţi, conduce la relaţia: 
F, + +fdt = Fidx'+a)idx' + fdt. 

Ţinând seama de schimbarea fimcţiilor de coordonate, rezultă pentru 
coeficienţii formei co, formulele de schimbare: 

F = F 

(1.8) 

f = f . 
Din aceste formule de schimbare rezultă că ansamblul funcţiilor (Fi,Oi) 

constituie componentele unui covector pe TM (neautonom). 
Primele formule de schimbare, din (1.8), ne permit să interpretăm funcţiile 

Fi ca fiind componentele unui covector distins pe M, adică 
F : (t, x,x)eJ'M->F(t, x,x):=FXU x,x)dx'GT;M, 

şi, prin urmare, nucleul său KerF defineşte o sub varietate în J^M şi, în acelaş 
timp, un sistem de ecuaţii diferenţiale implicite 

Fi(t,x,x) = 0. (1.9) 
Aplicaţia co^Fj nu este injectivă. 
1.1.2.3 Fie (p:jV->j 'M o secţiune în fibratul vectorial J ; = ( J ' M , 7 i ' , j V ) , 

unde 7io:(t, x,x)-»(t, x). Exprimarea locală a secţiunii (p este dată prin formulele 

x ' = 9 ' ( t , x ) (1 IQ) 

şi defineşte un sistem de ecuaţii diferenţiale ordinare, de ordinul întâi, scris sub 
formă cinematică. 
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1.1.3.VARIETÂŢI OLONOME. 

1 . 1 . 3 . 1 . Să considerăm o funcţie F J ' M ^ R , neconstantă, care defineşte pe 
J'M o familie de hipersuprafeţe, 

F(t,x,x) = ?i(const.), (1.11) 
familie care poartă numele de varietate olonomă V. Dacă, în particular, forma co, 
considerată în 1 . 1 . 2 , este integrabilă (co=dF), atunci varietatea, soluţie a ecuaţiei 
(0=0, este olonomă şi se exprimă prin (1.11). 

Fie o curbă diferenţiabilă c:tel—>x=c(t)GM şi liftul său 
)e J'M. Curba c este situată pe varietatea olonomă V dacă 

dt 
(1.12) 

dt 
Funcţiei F i se asociază, în mod canonic, ecuaţia (de forma (1.7)): 

dP ar. . , ar ap ^ 
— = —rX +—-X +- =0, (1-13) 
dt ax' ax' at unde 

ax' ax' at 
ecuaţie pentru care o curbă x = c(t), cu proprietatea că liftul său c este situat pe 
V, este o soluţie şi reciproc, orice soluţie a ecuaţiei (1.12) este liftul unei curbe 
x=c(t). 

1 . 1 3 . 2 Restricţia fimcţiei F la fiecare fibră a lui J q se exprimă prin 
F(t,x,x) = F(,,)(x) (1.15) 

Presupunem că în punctele critice ale lui F(t,x), adică acelea în care 

= 0, (1.16) 
ax' 

hessiana lui F(t_x) are valorile proprii numere strict pozitive. Aceste ipoteze 
constituie o condiţie suficientă ca soluţiile sistemului (1.16) să defmească un 
punct de minim pentru ftmcţia (1.15). Vom spune că o astfel de ftmcţie este 
optimală. 

Folosind formulele (1.14) şi Fi(t, x,x) = , se ajunge la 
ax' ax' 

sistemul implicit de ecuaţii diferenţiale ordinare, de ordinul întâi 
Fi ( t ,x ,x ) = 0, (1.14) 

cu proprietăţile 

ât ' di" di' di' ax' di' ^ 
Să notăm Ay = ^ ; proprietăţile (1.14') se retranscriu sub forma 

dk' 

det (A ĵ) ^ O, Aij = Aji, = , Aij = Aij(t, x, x ). (1.14") 
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Observaţie. Dacă există o funcţie F care generează sistemul (1.14), atunci 
există o întreagă familie de astfel de funcţii, ce implică acelaşi sistem. 

5F 1.1.3.3 Faţă de o schimbare de hartă locală pe M, fiincţiile Fj = , se schimbă, âx' 
conform cu (1.8i),după formula 

dF _dx" dF .. J.x 
d\' ~ ax' ax" 

şi constituie componentele unui covector distins a = Fjdx' = ^̂ ^ dx', pe M. 
âx 

Acesta defineşte o funcţie (secţiune în (J'MXMT'M, P, J'M): 

al cărei nucleu este exprimat prin ecuaţiile (1.14). 
Din explicitarea sistemului (1.14), se ajunge la sistemul (1.10), care are 

proprietatea de a defmi o secţiune cp. O astfel de explicitare nu poate fi însă 
realizată practic întotdeauna, motiv pentru care se impune studierea sistemelor 
de ordinul întâi implicite, de forma (1.14), pentru care au loc proprietăţile 
(1.14'). 

1.13.4 Fiind dată o flmcţie F iJ 'M^R, acesteia, în condiţiile precizate mai 
sus, i se asociază un sistem de ecuaţii diferenţiale de ordinul întâi implicite, de 
forma (1.14), care verifică relaţiile (1.14'). Reciproc, are loc: 

Propoziţia 1.1. Dacâ un sistem de forma (1.14) verifică relaţiile (1.14'), 
atunci există o funcţie F, astfel încât Fi = —. 

In adevăr, sistemul — = Fi, fiind complet integrabil, admite soluţie; dacă 
ax' 

ot(t,x)(x) = a =Fidx' este o 1-formă (parametrizată prin t şi x), condiţia de 
închidere se exprimă prin relaţia (1.14'), iar în baza lemei lui Poincare, pe o 
mulţime deschisă şi conexă avem funcţia 

F = x"£F,(t,x,Tx)dT, (1.16) 
care demonstrează propoziţia. Funcţia F este una dintre fimcţiile care determină 
sistemul (1.14). 
1.13.5 Să privim funcţia F = F(t,x,x) ca o funcţie Lagrange şi să îi asociem 

ecuaţiile lui Euler-Lagrange: ^ (dF \ 

(1.17) ax' 
Să considerăm cazul special, în care soluţiile sistemului (1.14) sunt şi 

soluţii ale sistemului (1.17). în acest caz ele sunt şi soluţii ale sistemului: 
<Di(t,x,x) = | ^ = 0, 

^ (1.18) 
de unde rezultă, în baza lui (1.3.3), că, în lungul lor, are loc, ca o consecinţă, şi 
relaţia: 

f = f =0. (1.19) 
Ol /sol 

Din integrabilitatea formei dF = Fidx'+Ojdx'+fdt, se deduc relaţiile: 
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(I) 
ap, 
axJ' 

aF, 
- ' = 0, 
ax' 

(II) a<D, 
axJ 

aF: 
- ^ =0. 

ax' 

(III) 
acD, 
axJ ' 

ad), 
ax' 

(IV) af 
ax' at 

(V) af 
ax' 

ao. 
- ' = 0, at 

Definiţia 1 . Un sistem dinamic implicit, dat prin ecuaţii de forma 
(1.3.7), se numeşte olonom, dacă există o varietate olonomă V, în J'M (definită 

^F 1 printr-o funcţie F şi astfel ca Fi = cu proprietatea că lifturile la J M, ale 

soluţiilor sistemului, şi anume curbele = se găsesc pe foile 
dt 

varietăţii V, (Vtel). 
Funcţia F, care defineşte varietatea olonomă V, este o lege de conservare 

pentru sistemul dat (1.14). 
Sistemul (1.14), în general, nu este autoadjunct. 

1.1.4. SISTEME AUTOADJUNCTE. 

1.1.4.1 Fie dat un sistem neautoadjunct, de forma (1.14), cu verificarea 
proprietăţii (1.14'). Acestuia îi vom asocia sistemul său derivat 
dF: 5Fi . : 5F: . i 5Fi ^ zi ->A\ — = —xJ+—îrxJ+—! =0, (1-20) 
dt ax̂  at ' 

care nu este nici el, în general, autoadjunct. Acest sistem (1.20), de ecuaţii 
diferenţiale de ordinul doi, scris în formă principală, se bucură, după cum am 
mai spus, de proprietatea că orice soluţie a lui (1.14) este şi soluţie pentru (1.20). 
Aceeaşi proprietate are loc, evident, şi pentru orice combinaţie liniară a lor, ca 
de exemplu de forma: 

+ (1.20') 

cu C i" = ci(t,x,x) şi pentru care matricea C=(C / ) este o matrice arbitrară. 
Să determinăm acum componentele C/ ale matricei C, astfel încât 

sistemul (1.20') să fie autoadjunct. El este de forma principală: Aij(t, x,x)x^ + 
Bj(t, x,x) = O, unde: 

ax̂  axJ at ' ^ ^ 
Cerând ca sistemul să fie autoadjunct, rezultă că coeficienţii Ay se 

bucură de proprietăţile (1.14"), ca şi de legea de schimbare a lor, la o schimbare 
de hartă locală, care este 
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A,. - Â ^ 
ax" axJ 

Din aceste proprietăţi rezultă că funcţiile Ay constituie componentele unui 
tensor de două ori covariant, distins, simetric şi nedegenerat. 

Următorul grup de relaţii de autoadjuncţie, pentru sistemul (1.20'): 
ae. 
dk' dk' A dx 

ne conduce, cu folosirea relaţiilor (1.21), la sistemul 

ax' ^ ' ax̂  ' ' dx' ax' 

A,, (1.22) 

Din relaţiile (1.14') rezultă că există o funcţie F, astfel încât Fj = şi 
dx' 

deci sistemul precedent se mai poate scrie, cu folosirea formulelor (1.14|), sub 
forma 

o soluţie a acestui sistem este constituită din funcţiile C ^, care verifică 
relaţiile 

Evident acesta este un sistem liniar de n ecuaţii cu n^ funcţii necunoscute, 
în baza relaţiilor (1.24), ultimul grup de condiţii de autoadjuncţie 

-h d YaBj aBj 
dx' dx' "zlat ax"XaxJ ax" ^ 

este identic satisfăcut. 
Ecuaţiile (1.20), cu condiţiile (1.24), primesc acum forma 

(1.25) 

dt ydx'y (1.26) 
care sunt ecuaţiile lui Euler-Lagrange corespunzătoare lagrangianului F şi are 
loc: 

Propoziţial.2. Sistemele dinamice implicite, semiolonome, sunt 
lagrangiene (admitprincipiul variaţional). 

1 . 1 . 4 . 2 O soluţie mai generală a ecuaţiei (1.23) se obţine considerând: 
c ! ' F , + ^ + cf>Kt,x) = 0. (1.24') 

dx 

Condiţia (1.25) conduce la relaţia: = ceea ce spune că, local, 
' dx' dx' K ' ' 

(Pi = - —-, unde (p este arbitrar, deci (1.20') devine: ax' 
d 
dt 

(d¥^ ap acp 
\dx' J dx' dx' 

care, cu schimbarea de funcţie F̂p = F + 9, conduce la : 
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d 

dt 

(dF. 

ax' ax' 
şi astfel se obţine o familie de funcţii Lagrange F^. 

1.1.4.3 Să ne situăm acum în ipoteza existenţei unui sistem (1.14), pentru 
care nu este îndeplinită condiţia (1.14') şi să considerăm, odată cu el, mulţimea 
sistemelor echivalente: 

Gi = D;Fj = 0, det(DO^O. (1.27) 
Are loc: 

Propoziţia 1.3. Dacă există o lege de conservare G, pentru sistemul 
(1.25), atunci în mulţimea sistemelor de ecuaţii diferenţiale de ordinul întâi 
implicite echivalente (1.27), care caracterizează un sistem dinamic, există unul 

dG, dG dG . cu proprietatea: — =0. (cu G, = —). 
dx-' dx' dx' 

Demonstraţie. Fie sistemul (1.14), pentru care nu este satisfăcută condiţia 
(1.14'). Să presupunem o matrice (Dj), pe care dorim să o determinăm şi o lege 
de conservare neconstantă: G = X (o funcţie G pe J'M, cu proprietatea că 
— /traiect = 0). Notăm cu Gi = — şi căutăm fiincţiile D^ astfel ca D^Fj = Gj. 
Pentru i fixat, dintre cele n funcţii D/se aleg n-1 arbitrare D,',...,DF şi se 
determină a n-a prin relaţia: 

DF = ^[G,-(D|F„...,DFFP,...,D:F„) . 
p 

Sistemul de funcţii D^, astfel determinat, verifică condiţiile (1.14'i) cerute. Dacă 
det(Dj) = O, se aleg două astfel de soluţii d; , D,̂  şi apoi se consideră combinaţia 

I 2 

liniară X^Dl+X^Dlcu proprietatea: D ^ = funcţii care, 
1 2 \ 2 

evident, verifică condiţiile (3.7'), dacă constantele nu se anulează simultan 
şi se aleg în aşa fel încât det(>,' D| ) 0. 

1 2 

1.1.4.4 După cum a fost precizat în 1.1.4.1, în general un sistem dinamic 
de forma (1.14) este lagrangian dacă există o combinaţie liniară, 

+ (1.28) 

autoadjunctă. 
Propoziţia 1.4 Condiţia (1.28) este echivalentă cu condiţia existenţei unei 

matrice (D\), cu proprietatea det(D\) ^ O, astfel încât sistemul Gi = D\Fj = O, 
echivalent cu sistemul dat Fi = O, să verifice relaţia: 

dx' dk' /V 

In adevăr, sistemul (1.28) se scrie: 

= (1.29) 
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care este de forma (1.20'), în funcţiile Gj. 
Condiţiile de autoadjuncţie ale lui (1.29) cer ca 

dx' 
Aceste relaţii, scrise dezvoltat, conduc la 

( ^ r . ^ ^ ^ ^ . o p ^ ^ p . o p ^ ' ^ . o (1.30) 
axJ ax' " ' ax̂  ^ ax' 

şi constituie un sistem de ecuaţii cu n̂  funcţii necunoscute Dj, pentru care 
o soluţie a fost precizată în punctul 1.1. 4.3. 

Propoziţia 1. 5. O condiţie necesară şi suficientă ca un sistem de ecuaţii, 
de forma (1.14) să fie echivalent cu un sistem semiolonom, este ca sistemul 
(1.30) să admită o soluţie (Dl), cu proprietatea det(D\) ^ O. 

1.1.5. FUNCŢII LAGRANGE. 

1.1.5.1 Din raţionamentele de mai sus, a rezultat că orice sistem dinamic, 
de ordinul întâi, semiolonom, de forma (1.14), cu semnificaţia (1.14|), verifică 
proprietăţile (1.14'). Să arătăm acum că proprietatea (1.14') este caracteristică. 

Propoziţia 1.6. Orice sistem dinamic, de ordinul întâi, implicit, de forma 
F,(t ,x,x)=0, (1.31) 

care verifică condiţiile 

= (1.32 
dx' dx' dx' 

este local lagrangian. 
Să arătăm că există o funcţie L(t, x,x), în aşa fel încât pe varietatea 

olonomă V, de ecuaţie L = se găsesc toate soluţiile, liftate, ale sistemului dat 
(1.14).în rolul lagrangianului sistemului (1.27) este primitiva L a formei Pfaff 

co = Fidx'+<Didx' + fdt, (1.33) 
în care funcţiile Fi sunt părţile stângi ale sistemului (1.31), cu verificarea 
relaţiilor (1.32), iar funcţiile Oi şi f sunt, pentru moment, nedeterminate. 

Să determinăm acum coeficienţii Oi şi f, în aşa fel încât forma co să fie 
închisă (do)=0). Această condiţie cere să fie satisfăcută relaţiile I-V, de la 
punctul 1.1.3.5. 

Au loc următoarele proprietăţi: 
r Relaţiile (I) sunt satisfăcute prin ipoteza (1.32), 
2® Sistemul de n^ ecuaţii cu derivate parţiale (II) se descompune în n 

sisteme parţiale (prin fixarea indicelui i), fiecare din ele fiind complet integrabil. 
In adevăr, în baza lui (I), avem 

a^Oj â Oi a .̂ Fj ar̂  ' = :rT(TTf-TTT)=0. ax̂ ax" dx^dk' ax' ax" ax̂  
3° Sunt satisfăcute şi relaţiile (III), după cum vom vedea mai jos. 
4° Sistemul format de ecuaţiile IV şi V este complet integrabil. în adevăr, 
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d'f _ a-̂ f 
dk'dk> dk'dx' a ax' axJ 

d ' f _ a - f / i l o 

ax 'axJ ax^ax' at a x ' ax^ 

a'f _ a'f 
a x ' a x j a x W at ax^ ax ' 

în concluzie, forma co (1.33), (în care funcţiile Fi sun date prin (1.31), iar 
funcţiile Oi şi f sunt soluţii respectiv ale sistemelor II-III şi IV-V), fiind închisă, 
este local exactă (exactă pe orice domeniu contractibil) şi deci există o funcţie F, 
cu co = dF, care satisface toate condiţiile din punctul precedent, ceea ce 
demonstrează propoziţia. 

1.1.5.2 Pentru integrarea sistemului II-V, vom face următoarele 
raţionamente: 

1° Sistemul II, cu i fixat, fiind integrabil, se pot considera 1-formele 
închise 

(1.34) ax 
în care t şi x sunt consideraţi ca parametrii. 

Aplicând lema lui Poincare, se determină funcţiile 

* dx 
(1.35) 

Aceste fimcţii, soluţii ale sistemului II, verifică şi relaţiile III, ceea ce 
atestă afirmaţia făcută mai sus la 1.1.5.2. 

Un raţionament analog, făcut cu referire la sistemul complet integrabil IV-
V, ne conduce la 1-forma închisă (şi parametrizată prin t) 

dt dt 
(1.36)^ 

In baza lemei lui Poincare, avem: 

f = x'' J : TX, TX)dT + x'' j; ^ ( t , TX, xx)dx , ( 1 . 3 7 ) 

at at 

Cu funcţiile Oi şi f, date respectiv prin (1.35) şi (1.37), forma co, dată de 
(1.33), este închisă şi deci local este diferenţiala unei fimcţii L definite, în baza 
lemei lui Poincare, prin 

L=x'f;^(rt,TX,XX)dt + x''£^(xt,TX,XX)dx+tf;f(xt,XX,XX)dx. (1.38) 
at at 

Formula (1.38) permite o construcţie efectivă, prin cuadraturi, a funcţiei 
lui Lagrange L. 

Funcţia lui Lagrange L, astfel determinată, este o lege de conservare 
pentru sistemul (1.14). 

Teorema 1.1. Condiţia necesară şi suficientă ca un sistem dinamic de 
ordinul întâi, implicit, de forma (1.31), să fie olonom-lagrangian (să admită o 
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funcţie L(t, x,x), care să fie simultan lege de conservare şi funcţie Lagrange), 
este ca să fie satisfăcute relaţiile (1.32). 

1.1.6. SPAŢII LAGRANGE. 

Fie dată o funcţie a lui Lagrange autonomă L:TM->/?, nedegenerată 
d'L d^L (det( — F u n c ţ i i l e Aij(x,x) = constituie componentele covariante 

dk'dk' ' dx'dk' 
ale unui tensor distins, de două ori covariant şi nedegenerat, care verifică 
proprietăţile (1.14"): 

det (Ai3) ̂  O, A.3 = Aj., (1-39) 

Perechea (M,A) se numeşte spaţiu Lagrange indus de lagrangianul L. Mai 
general, se numeşte spaţiu Lagrange generalizat, o pereche (M,A), unde A = 
(Ajj) este un tensor distins, de două ori covariant, simetric şi nedegenerat. 

Tensorul Ay poartă numele de tensorul fundamental al spaţiului. 
Teorema L2. O condiţie necesară şi suficientă ca un spaţiu 

Lagrange generalizat să fie un spaţiu Lagrange, este ca tensorul său 
fundamental să verifice relaţiile (L39s). 

Demonstraţie. în baza observaţiei de mai sus, necesitatea condiţiei este 
evidentă, rămâne de demonstrat suficienţa şi anume că orice spaţiu Lagrange 
generalizat, pentru care tensorul său fundamental verifică relaţia (1.393), este un 
spaţiu Lagrange. 

Sistemul de ecuaţii 

= (1.40) 

în necunoscutele Fj este un sistem complet integrabil (în baza condiţiei (1.393)) 
şi admite soluţia 

Fi= X' [A„{t,X,TX)dT (1.41) 
• ) 

Funcţiile Fj, astfel construite, verifică relaţiile (1.32) şi deci definesc, în 
conformitate cu 1.13, o varietate olonomă-lagrangiană şi, prin urmare, o funcţie 

L a lui Lagrange, cu proprietatea ——r = Aij(t, x, x), c.c.t.d. 
d\'dk' 

Interpretare. Funcţiile F;, care derivă din L prin Fj = - - , joacă rol de 

impulsuri generalizate, şi descriu evoluţia unui sistem dinamic. Anularea lor 
defineşte evoluţia. 

In structura geometrică asociată sistemului, sistemul evoluează cu 
proprietatea că impulsurile sale sunt nule, în consecinţă, evoluţia poate fi 
considerată ca inerţială. 

Funcţia -(p = V are rol de energie potenţială, iar L poate fi considerată ca 
energie generalizată. 
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1.2. LAGRANGIAN ASOCIAT SISTEMELOR DINAMICE DE 
ORDINUL ÎNTÂI 

Printr-o metodă generală se pot determina funcţii Lagrange, pentru 
sisteme de ecuaţii diferenţiale ordinare, de ordinul întâi, implicite şi s-a arătat că 
oricărui sistem autonom, de forma (1.42), i se poate asocia o funcţie Lagrange, 
care să fie în acelaş timp şi o lege de conservare, motiv pentru care un astfel de 
sistem a fost numit olonom-lagrangian. 

în cele ce urmează, vom prezenta o altă modalitate de obţinere de astfel de 
funcţii Lagrange, pentru sisteme implicite în general şi pentru sisteme autonome 
în special.Sistemul dat de 

F.(t ,x^x') = 0,(i ,h=î:^), (1.42) 
se numeşte sistem de ecuaţii diferenţiale de ordinul întâi implicite, ordinare 

(nedegenerate) dacă satisfac relaţia d e t ( — p e n t r u orice xeU, oricare ar fi 

U şi singulare în caz contrar. In cele ce urmează, nu vom considera decât 
sisteme ordinare. Din definiţie rezultă că la o schimbare de hartă locală pe M, 
funcţiile Fj se schimbă după formulele: 

(1.43) 

Fie dată pe J^M o formă Pfaff co, care se scrie local sub forma: 
0) = Fjdx' +<I>jdx' +fdt. 

Totalitatea soluţiilor ecuaţiei Pfaff (o=0 poartă numele de varietate 
neolonomă. 

Coeficienţii formei co se schimbă, la o aschimbare de coordonate pe M, 
prin formulele: 

¥ 
= (1.44) 

f = 

In cazul sistemelor dinamice de forma (1.42), pentru care Fi =—,are loc 

proprietatea specială: 

d e . A ) . 0 . (1.45,) 

Vom numi sistemele de forma (1.42), pentru care au loc proprietăţile 
(1.45i), sisteme semiolonome, iar acelea pentru care soluţiile lor ridicate la 
spaţiul jeturilor, se situează pe foile unei varietăti olonome, sisteme olonome. 

t-C--: . ^ 
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Fie dat sistemul (1.42). în general un astfel de sistem nu este autoadjunct 
(şi deci lagrangian). Să presupunem că sistemul (1.42) verifică condiţia (1.45|) 
(este un sistem semiolonom). Are loc următoarea: 

Propoziţia 1.7. Sistemului (1.42), semiolonom (cu verificarea condiţiei 
(1.451)), i se asociază o funcţie L. J'M =RxTM-^R, cu proprietatea: FI= ^^ , 

dx' 
funcţia L fiind dată prin formula 

L = Y, ff f dx^dx'\..dx''. (1.46) 
p=\ i,<i2<. <ip ^—V—' 

p ori 

Demonstraţie. 1 In baza condiţiei (1.45i), sistemul 

ax- ' 
parametrizat prin t şi x^, este complet integrabil şi admite soluţie. 

2° în cazurile m=l şi m=2 s-a arătat, prin calcul, în [76] că formule de 
forma (1.46) au loc. 

Să presupunem că, în cazul unui sistem cu m ecuaţii cu m grade de 
libertate, are loc formula (1.46). 

Fie acum un sistem cu m+1 ecuaţii cu tot atâtea grade de libertate. 
Integrând primele m din aceste ecuaţii, se obţine familia de soluţii: 

X 11-1 . +0(t,x^x^"-'). (1.47) 
p=i i |<i2<.. <ip ' — V — ' " 

p ori 

Cerând acum ca din aceste funcţii să o alegem pe cea care verifică şi a 
(m+l)-a ecuaţie, se obţine 

Fn,.i = y ( - i r ' y f... ^ 
p ori 

cu 
d'F. o = 

p=l /j<...</^<m+l 
Vr^ dx'\..dx''dx 

funcţie care, introdusă în (1.47), conduce la soluţia (1.46), scrisă pentru sisteme 
de m+1 ecuaţii. 

1.2.6. Să asociem sistemului (1.42) şi sistemul său derivat 
DFJ _ 5F, AP, AP: ^ 
—̂  = —x^+—!-x'+—' =0, (1.48) dt axJ 5xJ a ^ ^ 

care se bucură de proprietatea că orice soluţie a sistemului (1.42) este şi soluţie a 
acestuia din urmă, care, în general, nu este nici el autoadjunct. Are loc: 

Propoziţia 1.8. Condiţia necesară şi suficientă ca sistemul (1.48) să fie 
autoadjunct este ca funcţiile Fi să verifice relaţiile 

dt dx'^ dx> 
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în adevăr, din condiţiile de autoadjuncţie, rezultă că este necesar şi 
suficient să fie îndeplinite relaţiile 

(}xJ ax- ^ at ax'^axJ ax-
din care rezultă propoziţia. 

Fie dat un sistem dinamic (1.42), semiolonom; acestuia i se asociază o 
funcţie Lagrange, dată de formula (1.46), cu proprietatea: ^^ = Fj şi 1-forma dL 

dx' 
defineşte varietatea olonomă L = X. Are loc următoarea: 

Propoziţia 1.9. Condiţia necesară şi suficientă ca sistemul (1.42), cu 
îndeplinirea condiţiilor (1.451), să fie olonom-lagrangian, este ca el să fie 
autonom. 

în adevăr, să presupunem că sistemul (1.42) este autonom, atuni soluţiile 
sale anulează funcţiile Fi. Din ecuaţiile Euler-Lagrange, scrise pentru sistemul 
de ordinul doi autoadjunct asociat, rezultă că ele anulează şi funcţiile , iar 

dx' 
din ipoteza de autonomie şi din definiţia funcţiei L, prin (1.46), rezultă că şi 
— = o, ceea ce ne spune că ele se situează pe varietatea olonomă L = at 

Reciproc, dacă soluţiile lui Fj = = O şi = O sunt situate pe ax' ax' 
varietatea —dxj+ — dx'+ — = 0, rezultă că = O, în timpul evoluţiei 

ax̂  ax̂  at at 
sistemului, iar formula (1.46) ne spune că această ultimă condiţie are loc dacă şi 
numai dacă —̂  = O, adică dacă sistemul este autonom. 

at 
Condiţia (1.45i) impusă unor sisteme de forma (1.42) nu este restrictivă 

pentru studiul soluţiilor acestor sisteme. Are loc următoarea: 
Teorema 1.3. Fie dat un sistem implicit: Fi = O, de forma (1.42), pentru 

care nu este îndeplinită condiţia de semiolonomie (1.451), există un sistem Gi = 
O, echivalent cu (1.42) (admite aceleaşi soluţii), care are proprietatea că este 
semiolonom. 

Demonstraţie. Fie sistemul Fi= O şi un sistem echivalent cu el Gj = FjDj= 
O, cu det(D,0 ^ O în orice punct al domeniului de existenţă al sistemului. 
Impunând acestuia din urmă condiţiile: 

aCj aOj ^ 
axj ax' acestea se scriu dezvoltat sub forma: 

(1.49') 

acesta este un sistem construit din ^^^ ecuaţii cu n^ funcţii necunoscute. 
Pentru rezolvarea lui vom presupune date funcţii arbitrare şi vom 

căuta să determinăm celelalte astfel încât sistemul (1.49') să fie verificat. 
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în mod practic, vom căuta o matrice (D^) de forma dacă i>j. Cu 
ajutorul acesteia sistemul echivalent căutat se obţine din 

(Gi,G2,- Gni)-(Fl.F2v..,Fm) 

1 D', 
O 1 

O o 

D 
D 

p-i p-i 
Rezultă:Gi=F,, Gp=^F.D;, +Fp. Vom folosi notaţiile:Ai=0, Ap=^F,D; (p=2,ni), 

i=i 1=1 

cu care Gp = Ap + Fp, precum şi Fy = - (i<j). 
dx' 

Condiţiile (1.49), (i<j) devin 

ax' " ax" ^ (1.50) 

Sistemul (1.50) este un sistem cu — e c u a ţ i i cu tot atâtea funcţii necunoscute. 
Are loc următoarea: 

Propoziţia 1.10. Sistemul (1.49) este complet integrabil. 
Se verifică prin calcul. 
1.2.10. Pentru integrarea efectivă a acestui sistem, se consideră 

descompunerea sa în m-1 subsisteme, prin fixarea lui h =2.m. 
5A Pentru h=2, se obţine singura ecuaţie —~ = Fjj, cu soluţia 
dk 

A,= 
DK' ax' F.̂ dx' . 

aA aA aA Pentru h = 3 avem sistemul —^ = F,3, = + —j-, cu soluţia dată prin 
dx dk dk 

formula de recurenţă 

A3=ZJ 
h=l 

ap, 

sau prin formula directă 

A3=Z 

dk' 

ttdY. 

edA 
dk' 

"<ix'dx\ 
h=l ax' 

Pentru h=4, se obţine formula de recurenţă 

X f ^ x - . r f f ^ ^ A , ^ J i=2 ax̂  

3 . 3 1 

h=l " h<k=2 " ^ 
3 

3 A,-, 4 ' dk'dk 
sau formula directă 

rraF.. ' ' ' 
tî htt2 ax" JJJ h<k=2"^'' ax'ax̂  

Aceste cazuri particulare ne conduc la formula generală a cărei 
demonstraţie se face prin inducţie: 
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h,<. .<hj=s 

P-' p-l riV 

h=l k<h-2 ^ 

Ş 11 •I J 

k<h=2 -- ^ 

. Sx"'...ax"-' 
(1.51) 

+(-1)' 
p-I on 

Formula (1.51) poate fi scrisă, condensat, sub forma: 
p-l p-l 

S=1 h,< .<hj_,=s ^ V— 
s ori 

Odată cunoscute funcţiile Ap, date prin formulele (1.51), în baza notaţiilor 

Ap=^FiDi,, pot fi luate ca un sistem de funcţii: 
i=i 

î ; 
a-'F. 

h j < . . < h s = s 

pentru s=Up -1, formule din care factorul integrând (DJ) rezultă imediat. 
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1.3. LAGRANGIAN ASOCIAT SISTEMELOR DINAMICE 
CU UN GRAD DE LIBERTATE 

L3.L Fie dat un sistem dinamic de ordinul întâi, cu un grad de libertate, implicit 
F(t,x,O = 0, f ^ O (1.52) dx 

care, prin ipoteză, nu este autoadjunct (nu este şi nici nu poate fi pus sub formă 
principală) într-un domeniu D al varietăţii diferenţiabile J'M, unde M este o 
varietate diferenţiabilă de dimensiune 1. 

O curbă c:tGl->x=c(t)GM este soluţie a ecuaţiei (1.52), dacă 
F [ t , c ( t ) , ^ ] ^ 0 , V T G L . dt 

1.3.2.Să asociem sistemului definit prin ecuaţia (1.52) şi sistemul său derivat 
dF d?.. d¥. d¥ . . . — = — x + — x + — = 0, (1-53) dt ax ax at 

care este scris în forma principală A(t,x, x) x +B(t,x, x) = O, în care A =—, 
ax 

r> _ ap . ap B = — x +—. ax at 
Dacă sistemul (1.53) este autoadjunct, atunci el este lagrangian şi deci se 

poate spune că şi sistemul (1.52) provine din principiul varaţional, în baza 
faptului că soluţiile sale verifică ecuaţiile lui Euler-Lagrange. 

Cerând acum ca sistemul (1.53) să fie autoadjunct, condiţie care se reduce 
la singura relaţie 

^ = + (1.54) 
ax at ax 

se ajunge la următoarea: 
Propoziţia 1.11. Condiţia necesară şi suficientă ca sistemul (1.53) să fie 

dF variational este ca să aibă loc relaţia — = O. 
dx 

1.3.3. Sistemul (1.53) fiind un sistem de ordinul doi, scris în formă 
principală, cu un singur grad de libertate, admite întotdeauna, în baza teoremei 
lui Darboux, un factor integrant, astfel încât înmulţind sistemul cu acest factor, 
el să se transforme intr-unul echivalent cu el, autoadjunct; 

C(Ax+B) = 0, (C;tO). (1.55) 
Pentru acest sistem, unica condiţie de autoadjuncţie este 

,.ap ap, ac .ap ac ap'ac ap^ ^ ' /i (x — + —) X + —C = 0, (1.56) 
ax a tax a x a x a x a t ax 

care este o ecuaţie cvasiliniară, cu derivate parţiale. Acestei ecuaţii i se asociază 
sistemul adjunct: 
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dx _ _ dt _ dC 
.dF dF~ .dF~ dF~ dF ' X— + — -.V— C 

dx dt dx dx dx 

una din ecuaţiile de mai sus este — = x, alta este însăşi ecuaţia (1.53) şi, prin 
dt 

urmare, dacă s-ar cunoaşte soluţia generală a ecuaţiei (1.53), atunci factorul 
integrant ar putea fi calculat prin formula 

C = 
f ^ 

- c=c(t,x.x) 

în mod practic însă această cale nu poate fi urmată, întrucât nu se dispune 
de soluţia generală a ecuaţiei (1.53). 

1.3.4. O altă cale posibilă de rezolvare este aceea în care, în locul ecuaţiei 
(1.53), să se ia ecuaţia obtinută prin combinaţie liniară 

dt (1.56) 
Explicit, această ecuaţie este 

+ ̂  + = (1.56-) 
9x 9x 5t 

Ea este tot de forma principală Ax+B = O, unde A =—, şi B = 
ax 

—x + — + CF. Şi această ecuaţie admite, printre soluţiile sale, soluţiile ecuaţiei 
dx dt 
(1.52). Condiţia de autoadjunctie (1.54) devine acum 

= (1.54') 
dx dx 

Rezultă soluţia particulară 

CF = - f ^ ^ . (1.54") 
dx 

Cu această expresie ecuaţia (3.6') se scrie sub forma 
ap.. dF . dF fdF,. 

•x + — x + - -<lx=0, (1.56") 
dk dx dt ^dx 

care este o ecuaţie de tip Euler-Lagrange. 
în adevăr, reconsiderând funcţia F, acesteia i se poate asocia o primitivă a 

sa, în raport cu variabila x, adică o funcţie L cu proprietatea 
^ = (1.57) 
dx 

Cu ajutorul acestei funcţii, ecuaţia (1.56") se scrie sub forma 
d^L.. d^L . d^L dL . 
—-x + x + = 0, ( 1 . 5 8 ) 

dxdx dxdt dx 
ceea ce nu este altceva decât ecuaţia lui Euler-Lagrange corespunzătoare funcţiei 
L, de unde rezultă următoarea: 

Teorema 1.4. Fiind dat un sistem dinamic de ordinul întâi, cu un grad de 
libertate, scris sub formă implicită, prin ecuaţia F = O, orice primitivă în raport 

23 

BUPT



cu X a funcţiei F este o funcţie Lagrange, generatoare a unei ecuaţii Euler-
Lagrange, de forma (1.56) care admite printre soluţiile sale şi soluţiile ecuaţiei 
F = 0. 

1.3. 5. Să considerăm acum pentru ecuaţia (1.54') soluţia sa generală 
C F = - j f d x - ( p ( t , x ) , 

prin care se obţine mulţimea tuturor factorilor integranzi C şi, prin urmare, 
ecuaţiile de autoadjuncţie de forma (1.56) 

^^ X + X + ^^ - f^^^x - (p(t,x) = 0. (1.56"') 
ax ax at Jax ^ ^ 

Dacă Ci şi C2 sunt doi factori integranzi, atunci C2 = C\+ . 
Transformarea C i e s t e cunoscută sub numele de transformare izotopă. 

1.3.6. Odată cu funcţia F, să considerăm şi mulţimea tuturor primitivelor 
sale (în raport cu x) 

L = jFdx + v/(t,x), 

astfel încât ecuaţia (1.56"') devine 
a^L.. â L . â L aL 

x + — x + cp = 0. dk.d\ axat ax 
Din această relaţie, cu substituţiile (p = — şi \\i= |(pdx + 4(t), Ly^, = L se 

C/X 

obţine ecuaţia lui Euler-Lagrange 
d aL, a ^ ^ 
dt ax ax 

astfel încât rezultă următoarea: 
Propoziţia 1.12. între mulţimea factorilor integranzi C (identificată cu 

mulţimea funcţiilor (p) şi cea a primitivelor lui F, factorizată prin spaţiul 
funcţiilor ^(t), există o corespondenţă biunivocă bine precizată. 

Sistemului dat i se asociază o clasă de funcţii Lagrange {L[̂ ,) = L(p= Lc}. 
1.3.7. Ecuaţiei autoadjuncte şi bine determinate (1.56") îi corespund mai 

mulţi lagrangieni, ale căror ecuaţii Euler — Lagrange coincid cu (1.56"). 
In adevăr, din identificarea coeficienţilor lui x şi a termenilor liberi, dintre 

ecuaţiile (1.56") şi (1.58), se obţine: 
a^L.. _ ap 
ax2 ax' 

(1.59) 
a^L . a^L aL ap. ap rap x + = — x + - f ^ d x . J ^ dxd\ dkdt ax ax at ax 

Prima ecuaţie conduce, prin integrare, la funcţia — = F+a(t,x) şi, în final, 
ax 

la Lagrangianul 
L = JPdx + a( t ,x)x + p(t,x). (1.60) 

Această funcţie, supusă să verifice a doua ecuaţie, impune ca 
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^ = ^ (1.61) 
Ot d\ 

şi, prin urmare, se obţine următoarea: 
Propoziţia 1.13. Toate funcţiile Lagrange L, ale căror ecuaţii Euler-

Lagrange coincid cu ecuaţiile (1.56"), constituie o clasă de echivalenţă a 
lagrangienilor determinaţi prin mulţimea derivatelor totale exacte ale funcţiilor 
f(t,x) (^=a(t,x )x+prr A- > dt 

1.3.8. Cu fiecare factor integrant C se asociază sistemului (1.52) o 
mulţime de funcţii Lagrange, familia funcţiilor echivalente, modulo spaţiul 
derivatelor totale exacte . dt 

In adevăr, fie ecuaţia (1.56"'), pe care o identificăm cu ecuaţia (1.58). 
Rezultă ecuaţiile 

ar̂  ax' 
(1.59') 

d^h . a^L 5L ap. ap rap.. . . . x + = — x + I—dx-(p(t,x). 
axax axat ax ax at ax 

Integrarea primei ecuaţii dă ca soluţii funcţii de forma (1.60), pe care le 
punem sub forma 

L = fPdx + a(t, x)x + P(t, X ) +v/(t,x), CU ^ = cp. (1.60') ax 
introducând funcţia dată de (1.60') în partea stângă a celei de-a doua 

relaţii (1.59'), rezultă că egalitatea este satisfăcută dacă şi numai dacă are loc 
relaţia (1.61). Avem astfel următoarea: 

Teorema 1. 5. Mulţimea lagrangienilor ecuaţiei (1.52) este "indexată" 
prin produsul cartezian al mulţimii factorilor integranzi cu mulţimea 1 formelor 
închise pe D, unde D este domeniul din RxTM, în care — ^0. 

dx 
Funcţia L, dată prin formula (1.57), defineşte familia de suprafeţe L = 

X(const.), prin formula 
aL.. aL. aL ^ — x + — x + — = 0. 
ax ax at 

Soluţiile ecuaţiei (1.52) anulează funcţia F, iar din ecuaţia lui Euler-Lagrange 
(1.58), pe care L o verifică, rezultă că în timpul evoluţiei are loc şi relaţia: — = 0. ax 
Se obţine astfel următoarea: 

Teorema 1. 6. Condiţia necesară şi suficientă ca soluţiile ecuaţiei (1.52) 
să se situeze pe suprafeţele F=Ă, este ca sistemul dinamic (definit prin (1.52)) să 
fie autonom (— =0). 

dt 
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1.3.9. Exemplul 3. 1. Fie ecuaţia F = e" -xx=0. O funcţie a lui Lagrange, 
xx̂  corespunzăzoare acestei ecuaţii, este L = e" - ^ . Ecuaţia lui Euler- Lagrange 

2 

este: (e"" - x)x + " =0 şi corespunde factorului integrant C= 
2 2[e'' - xx] 
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1.4. LAGRANGIENI ASOCIAŢI SISTEMELOR DINAMICE CU 
DOUĂ GRADE DE LIBERTATE 

Unui sistem de forma (1.62), care verifică condiţia (1.65|), i se poate asocia 
o funcţie L, definită pe spaţiul de jeturi de ordinul întâi, care să fie simultan, în 
cazul sistemelor autonome, o funcţie a lui Lagrange şi o lege de conservare 
(L=const.) pentru acest sistem, motiv pentru care un astfel de sistem este numit 
olonom-lagrangian. 

In cele ce urmează, vom relua această problemă generală de studiu al 
sistemelor implicite, în cazul că acestea au două grade de libertate; vom prezenta 
însă o altă cale de calcul al funcţiei lui Lagrange, pretabilă acestui caz special. 
Aşa cum s-a precizat în 1.1. condiţia F = O se exprimă prin relaţiile: 

Fi(t,x^x') = 0,(i,h=l,2), ' (1.62) 
care poartă numele de sistem de ecuaţii diferenţiale de ordinul întâi, implicite, 
ordinare,cu două grade de libertate dacă satisfac relaţia: det(-^)x ^ O, pentru 

dk^ 
orice xeU, oricare ar fi U şi singulare în caz contrar. 

La o schimbare de hartă locală pe M, funcţiile Fj se schimbă după 
formulele: 

(1.63) 
d\ 

O formă Pfaff co, definită pe J'M, se scrie local sub forma: 
0) = Fidx'+OiClx'+fdt. (1.64) 

Coeficienţii formei co se schimbă, la o aschimbare de coordonate pe M, 
prin formulele: 

^ - ^ F h + ^ o , , (1.64-) 
dK 

f = f. 
Are loc proprietatea specială: 

= (1.65,) 
di' di' di> 

Fie dat sistemul (1.62). In general un astfel de sistem nu este autoadjunct 
(şi deci lagrangian). Să presupunem că sistemul (1.62) verifică condiţia (1.65i). 
Are loc următoarea: 
Propoziţia 1.14 Sistemului (1.62), cu verificarea condiţiei (1.651), i se asociază 
o funcţie L : j' M = R xTM -^R, cu proprietatea că F^ = dL 

dk' fy 

In adevăr, în baza condiţiei (1.65i), sistemul: 
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(1.66) 
dk 

este complet integrabil şi admite soluţia: 
(1.67) 

C/X 

Să asociem sistemului (1.62) şi sistemul său derivat 
dFj 5Fi ... dF, .j aFi . 
—' = xJ + x̂  + ' = O, (1.05) 
dt axJ axJ at 

Are loc următoarea proprietate: 
Propoziţia 1.15. Condiţia necesară şi suficientă ca sistemul (1.68) să fie 

autoadjunct este ca funcţiile Fi să verifice relaţiile 

di dx^ dx' 
în adevăr, din condiţiile de autoadjuncţie rezultă că este necesar şi sufi-

cient să fie îndeplinite relaţiile 
^F: aF: a . d aF: aF: 
^ + —^ = 0Ş1 + X - ^ = 

ax̂  ax' at ax" ax̂  ax' 
din care rezultă propoziţia. 

Să considerăm acum combinaţiile liniare ale ecuaţiilor (1.68) şi (1.62): 
^+C/Fj=o. (1.69) 

şi să cerem ca acest nou sistem să fie autoadjunct. 
Sistemul (1.69) are următoarele proprietăţi: soluţiile lui (1.62) sunt şi 

soluţii ale sale, ecuaţiile (1.69) sunt ecuaţii Euler-Lagrange ale unei anumite 
funcţii L; 

O condiţie ca sistemul (1.62) să fie olonom-lagrangian este ca forma Pfaff 
co = Fidx'+(t)idx'+fdt, (1.70) 

să fie local exactă. Această proprietate impune existenţa locală a relaţiilor: 

ax ax 
a<|)i _ aFi. a(|), _aF2 (1.652) 

(1.653) 

(1.654) 

(1.655) 

' • (1-656) ax' at dt 
Trecând la primitive obţinem că soluţia ecuaţiilor (1.65i) a furnizat funcţia 

(1.67), iar integrarea ecuaţiilor (1.652) şi (1-653) conduce la soluţia 

ax OK ox 

a x ' " a x ' ' ax^ ax' 
aF, . dh aF2 

a x ' • " a x ^ ' dk' ax2 

a<l>, a<t)2. 
ax^ " a x ' ' 

af af aF2, 
a x ' ~ at ' ax^ at 
af a<t>i. af a<t>2 
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soluţie care verifică şi ecuaţia (I.654). 
Trecând la primitive obţinem că sistemul (I.655) furnizează funcţia 

^ dt ^^âtdx'-' 
dx'dx̂  (1.72) 

funcţie care verifică şi condiţiile (l .656). 
Au loc relaţiile: Fi = ^^ , .j»; = ^^ , f = ^^ . ' ax'' ax' ' at 
In consecinţă, forma închisă (O, dată de (1.70), este 

o) = Fj(lx' + 
•'ax' ^V'ax^-' 

dx' + 

+ 
raPn 

(1.73) 

at ^̂ atax̂ -' ' 
şi, prin urmare, există local o funcţie L (dL = co) care este soluţie a sistemului 
complet integrabil: 

rdi 
ax' 

âx' 

at ^ 

aF. 
ax' 

dt 

d'E 

dx'̂ -f 
dx'dx 
D'E 

(1.74) 

atax 3 - i 
dx^dx 

Prin integrarea acestui sistem se ajunge la fimcţia (1.67), ca soluţie a sa. 
Cunoscând funcţia lui Lagrange L, ecuaţiile Euler-Lagrange, 

corespunzătoare, funcţiei L, sunt combinaţii liniare de forma (1.69) ale ecuaţiilor 
dP' 

date Fi = O şi ale ecuaţiilor derivate —̂  = O. 
^ • dt 

Coeficienţii cj (dintre care doi pot fi aleşi arbitrari iar ceilalţi doi rezultă 

prin calcul) sunt bine determinaţi, în afara varietăţilor Fj = —r = O. Pe aceste 
ax' 

varietăţi ei sunt nedeterminaţi, ca fiind combinaţii de expresii de forma: 
= - (întrucât din O şi din ecuaţiile Euler-Lagrange, rezultă şi ax' dx' o dx' 

ax' ^ ^ 
întrucât derivatele lui L sunt şi ele funcţii derivabile, se poate elimina 

nedeterminarea, fie prin procedeul de trecere la limită fie prin derivări. 
Are loc următoarea: 

Propoziţia 1.16. Condiţia necesară şi suficientă ca sistemul (1.62), cu 
verificarea relaţiilor (1.65 j), să fie olonom-lagrangian este ca el să fie autonom. 

In adevăr, să presupunem că sistemul (1.62) este autonom, atunci soluţiile 
sale anulează, prin definiţie, funcţiile — = Fj. în baza ecuaţiilor lui Euler-ax' 
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Lagrange, corespunzătoare sistemului (1.69), ele anulează şi funcţiile —=(]),, 

iar din structura lui (1.67) rezultă că avem şi — = 0, de unde rezultă că ele se 
dl 

situează pe varietatea olonomă L=>. (constant). 
Un raţionament în ordine inversă demonstrează şi formularea reciprocă, 

ceea ce demonstrează propoziţia. 
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1.5. CAZUL SISTEMELOR DINAMICE NEAUTONOME 
A 

In lucrările [47], [58], [65], s-a arătat că sistemelor dinamice implicite, cu 
unul, două sau mai multe grade de libertate, li se pot asocia funcţii Lagrange, 
care să descrie evoluţia acestuia şi că în cazul autonom astfel de ftincţii sunt şi 
legi de conservare. 

In cele ce urmează, vom da o generalizare a rezultatului sus menţionat, în 
cazul sistemelor cu un grad de libertate, neautonome. 

în acest scop, vom considera şi variabila timp ca grad de libertate, astfel 
încât să se obţină un nou sistem, special, cu un grad de libertate în plus, care însă 
să fie autonom şi căruia să i se poată aplica metoda prezentată în lucrările citate. 

1.5.1. Fie dată o varietate diferenţiabilă M, cu o dimensiune şi pe spaţiul 
jeturilor de ordinul întâi J'M = RxTM, o funcţie Fj cu valori în T*M, cu ajutorul 
căreia se defineşte ecuaţia diferenţială 

Fi(t,x,x) = 0. (1.75) 
La schimbarea de hartă locală pe M, funcţia Fi se schimbă după formula 

F - — F 

„Sistemului" (1.75) îi asociem ecuaţia 
F 2 = t - 1 = 0 . (1.76) 

Cu schimbarea de notaţie x = y' şi t = y ,̂ ecuaţiile (1.75) şi (1.76) se 
reunesc în sistemul 

F , (y \y ' ,y ' ) = o, 
(1.77) 

F2(y^) = 0. 
Funcţiile Fi pot fi considerate ca componentele unei funcţii F:JJ,(RxM) = 

T(RxM) T*M, definită pe spaţiul jeturilor de ordinul doi centrate în "O". 
Acest nou sistem (1.78) este un sistem (cu două grade de libertate) 

autonom şi semiolonom ( — 0 ) . Notând cu F = F(y\ y^y^y-) = 
dy dy 

F(t,x, x,t), o funcţie, pentru care 

= (1.79) 
ay dy 

se obţine, prin integrarea sistemului (1.79), funcţia 
;2 

Y = (1.80) 

1.5.2. Să considerăm acum sistemul de ordinul doi, asociat cu (1.77) şi 
având printre soluţiile sale toate soluţiile lui (1.77) şi implicit pe cele ale lui 
(1.75), de forma 

^ + c ; F = o. (1.81) 
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Condiţia ca sistemul (1.81) să fie lagrangian este ca el să fie autoadjunct. 
Condiţiile de autoadjuncţie sunt satisfăcute dacă 

= (1.82) 

unde F este funcţia definită în (1.80). Coeficienţii Cf se determină din sistemul 
algebric (1.82). 

Ecuaţiile (1.81), cu semnificaţia (1.82), pot fi transcrise sub forma 

dt dy-' 

care ne spune că funcţia F, dată de (1.80), este un lagrangian al sistemului 
autoadjunct (1.81). 

1.5.3. Să dăm acum următoarea propoziţie: 
Propoziţia 1.17. Soluţiile x = c(t) ale sistemului (1.75) (verificând relaţia 

Vt€l), liftate la varietatea de jeturi: (x = c(t), x = ) sunt 
dt dt 

situate pe varietatea olonomă a lui M, definită prin F = Ă, 
In adevăr, să construim 1-forma (pe varietatea jeturilor centrate în 0) 

0) = F,dy'+<D,dy'. (1.84) 
Această formă este închisă şi egală, local, cu dF. Cum soluţiile lui F j = 0 

dF anulează şi ecuaţiile — = O, anulează şi ecuaţiile lui Euler-Lagrange (1.83) 
dt 

(anulând funcţiile cjFj = — r = -Oj), ele se găsesc pe varietatea olonomă F = A,. 
âv' 

în consecinţă, sistemul dat este olonom-lagrangian, altfel spus, 
lagrangianul F este şi lege de conservare pentru sistem. 

1.5.4. Alte funcţii Lagrange-legi de conservare, pentru sistemul (1.77), pot 
fi construite în felul următor. Să considerăm un nou sistem de ecuaţii 
Gi(t, x,x)=0, (i=l,2), echivalent cu sistemul (1.77), care să constituie, la rândul 
lor, tot un sistem semiolonom. Un astfel de sistem este dat prin combinaţiile 
liniare 

Gi=F jD;=0 , cudet(D;)^0. (1.85) 
Impunând acestuia condiţia de semiolonomie 

Ş t - Ş f = o, (i.j=l ,2), ( Ş - Ş = O), (1.86) 
oy-̂  oy ct ax 

poate fi determinată o clasă de sisteme, cărora le corespund, respectiv, funcţiile 
lui Lagrange 

G = fo^dy'- ^ f ^ y • d y ^ 

Condiţia (1.86), scrisă explicit, 
este: 

= (1.86') 
dy dy dy dy 
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în relaţiile (1.85) intră patru funcţii neprecizate D ,̂ supuse condiţiei 
det(DJ)9tO şi legate între ele prin restricţia (1.86). Astfel fiind, trei pot fi luate 
arbitrar. Alegând arbitrare funcţiile D\ Şi ^LY funcţia Di se defineşte prin 
relaţia 

' F, ' F, J AX 
Cu funcţiile Dj astfel precizate, se defineşte funcţia lui Lagrange G, prin 

integrarea sistemului: 
(1.87) 

oy' 
Ea este: 

G = j[F, Dl + (/ - ]cix + Dl + (/ - ]di -

^^ ' dt ' ' ' dt ^ . (1.88) 
După ce, în prealabil, se efectuează operaţiile de derivare şi primitivare 

indicate, se ţine seama că t= l şi se obţine clasa de legi de conservare 
mentionată mai sus. » 

Observaţii. I'' Dacă, în particular, Df=5/, se obţine funcţia (1.80); 
2° Dacă se aleg funcţiile D}=D2=1,D,^=0, iar fimcţia D2=D, pentru început 

nedeterminată, funcţiile (1.85) devin: 
G'i = FI, G2 = DF,+F2 = DF,+t - 1. (1.85') 

Condiţia (1.86) cere ca c:> DF, =A(t,x,t). 
dk 

Sistemul (1.85'), fiind semiolonom, conduce, în baza unicei relaţii (1.86), 
la funcţia: 

G = JF,dx + y -1 + J(DF, )dt = L + j(DF, )dt, (1.88') 

în care funcţia L este dată de (1.80), funcţie pentru care ecuaţiile lui Euler-
Lagrange corespunzătoare sunt 

^ - | [ j F , d x + J(DF,X1,]=0, 

(1 - ? ^ ) ' . + ( x | ^ t | ) ( D F , ) - | ( | F , d x + |(DF,)dt) = 0. 

3° Funcţia (1.88') ne spune că lagrangianul G este de forma L +r(t,x,t). Pe 
traiectoriile sistemului (1.77 avem 

%aiect = L + Y(t,x), 

unde L este dat de (1.80) iar Y(t,x) = r(t,x,t = i). 
4° Funcţia L^ = L + y conduce la ecuaţia lui Euler-Lagrange 

dt 
rai^ 

dk d\ 
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1.6. GRUPUL DE SEMIOLONOMIE 

1.6.1. Sisteme de ordinul întâi, implicite. 
Fie dată o varietate diferenţiabilă M şi varietatea jeturilor de ordinul întâi 

J'M. Vom nota cu D, E, H,... funcţii definite şi interpretate ca secţiuni în fibratul 
principal (J'MXMT*M,P,J'M) . De exemplu, 

D:(t, x ,x)Gj 'M-^(D/( t .x ,x))GGl(n ,R) , 
este un câmp de d-tensori pe M. 

Pe mulţimea M = {D,E,H,...} este definită canonic o lege de compoziţie 
internă, 

în raport cu această lege de compoziţie, mulţimea M este organizată ca 
grup. 

Ţinând seama de formulele de schimbare a funcţiilor ce definesc un 
» > 

_ ^h ^k 

sistem de ecuaţii implicite, F, = — - F ^ , G . = — - G ^ , ca şi de relaţiile Gi=FhDÎ', 

G j = , se găseşte formula 
dx' 

dx' ax' care ne spune că funcţiile (D^) sunt componentele unui d-tensor mixt. 
1.6.2. Grupul M acţionează la dreapta pe mulţimea sistemelor de ecuaţii 

diferenţiale de forma F,(t,x,x) = O, prin relaţia D: (Fj) -> (Gj = FhDj'), 
netranzitiv şi induce pe aceasta o relaţie de echivalenţă. Mulţimea claselor de 
echivalenţă (de tranzitivitate), adică câtul mulţimii sistemelor de ecuaţii de 
forma Fj = O, prin grupul M, are proprietatea că toate elementele unei clase 
admit aceleaşi soluţii. Vom identifica şi numi aceste clase sisteme dinamice de 
ordinul întâi, implicite. 

Noţiunile şi proprietăţile referitoare la un sistem de ecuaţii implicite, de 
forma F i = 0 , le vom numi, respectiv, noţiuni şi proprietăţi geometrice. Ele 
depind, implicit, de sistemul de ecuaţii căruia i se asociază. Noţiunile şi 
proprietăţile referitoare la clasele de ecuaţii echivalente, numite sisteme 
dinamice, le vom numi dinamice. 

De exemplu, matricea ( — e s t e o noţiune geometrică, în timp ce 

proprietatea ei de a avea det(—i-^O este o proprietate dinamică (noţiunea de 
dk^ 

nedegenerare a unui sistem este dinamică). De asemenea soluţiile unui sistem de 
ecuaţii sunt de natură dinamică. Suprafaţa, de ecuaţii 

Fi=0 (în J'M) fiind 
invariantă la grupul M este dinamică. Conexiunea neliniară, asociată sistemului, 
este o noţiune dinamică. 

1.6.3. Fie dat un sistem dinamic, printr-un reprezentant al său, adică prin 
ecuaţiile Fj = 0. Conform celor precizate mai sus, orice element al mulţimii 
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(grupului) M duce sistemul de ecuaţii Fj = O în sistemul de ecuaţii Gj = FhDÎ' = O, 
echivalent cu el. 

1.6.4. Un sistem de ecuaţii Fj = O se numeşte semiolonom dacă funcţiile Fj 
verifică relaţiile 

ax' 
Vom spune că transformarea DeM este F-semiolonomă, şi o vom nota 

Dp, dacă G = DF(F) este un sistem semiolonom. 
Au loc proprietăţile: 
Propoziţia 1.18. O transformare D este semiolonomă dacă şi numai dacă 

elementele sale D] sunt soluţii ale sistemului de ecuaţii 
dD" dDf dF^ „ dF^ „ F J - ^ ^ ; + —^ D^ ^ Z)f = O 

^ dx^ dx' dx^ ' dx' ' 

5G (3G Formula rezultă din condiţia : —^ = O, dacă Gj = FnOf. ax' • h . 
Propoziţia 1.19. Fie date elementele D,EEM şi F un sistem dinamic. 

Dacă elementul E este semiolonom în raport cu G - D(F), atunci produsul lor 
D°E este semiolonom în raport cu F, oricare ar fi D, adică 

DOED(F) = (I>E)F. 
Demonstraţie. Compunerea aplicaţiilor D şi E se reprezintă prin 

comutativitatea diagramei triunghiulare: 
(Fi) D ^ (Gi = F k D f ) 

(Hi = GhE!" = Fk(DSE!•) = FkM^ 

Prin ipoteză, aplicaţia E fiind G-semiolonomă, condiţia de semiolono-
. dU aH: . J , 

mie: — = O se sene dezvoltat 
dx' ax' 

' axJ ax' axJ ' ax' 

Pe de altă parte, are loc relaţia 

• "̂ axJ ax' 
P ârnPF.h a(D 

dk' ax' 

5 F „ p M P p M P = 
a x j 

1 dx' j 

p M P - - ^ M P 
a x j a x ' ^ 
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F.DSI®' - E : - E ; , / ^ ' DJÊ  - DEE; = 
" ' axJ ax' ' dk> ' ax' ' dk' " ' ax' " ^ 

" axJ dx' dx' ' dx' ' 
ceea ce arată că produsul D'̂ E este F-semiolonom. 

în particular, dacă şi aplicaţia D este F-semiolonomă, are loc relaţia: 
Dp. ED(F) = (D<')F. 

1.6. 5. Să considerăm acum o 'submulţime Np a grupului M şi anume 
mulţimea transformărilor F-semiolonome în raport cu un sistem F semiolonom. 
Are loc: 

Propoziţia 1.20. Mulţimea Np nu depinde de sistemul Fi=0 ci numai de 
clasa acestuia (ea este o noţiune dinamică) 

în adevăr, fie F şi H două sisteme echivalente şi U aplicaţia care îl duce pe 
primul în cel de-al doilea. Dacă GeNp (G=Dp(F)), atunci, în baza propoziţiei 2, 
U°DF este o transformare semiolonomă (U°DFGNH), deci GGNH adică NFCNH şi 
reciproc, de unde NfsNh=N, c.c.t.d. 

Propoziţia 1.21. Aplicaţia identică id (Dl =Sl) aparţine mulţimii N. 
Rezultă din relaţia de semiolonomie. 
Propoziţia 1.22. Dacă F > G > // > /C, atunci are loc relaţia 

de asociativitate: Df(EG'>Mn) = (Dp^c^Mn . 
în adevăr:. 

DF(EGOMh) = DP(E°M)G = [D°(EM)]F , 
(DF„EG)MH = (DoE)f.M(DE)F = [(DE)OM]P , 

de unde rezultă propoziţia. 
Propoziţia 1.23. Mulţimea sistemelor de ecuaţii Fi=O, semiolonome, 

împreună cu mulţimea transformărilor semiolonome, constituie o categorie, în 
care sistemele sunt obiecte iar transfîrmările morfisme. 
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2. DINAMICĂ GEOMETRICĂ 

2.1. Stabilitatea sistemelor dinamice pe exemple concrete 

Să considerăm un sistem fizic a cărui comportare în timp este descrisă de 
sistemul autonom (nu conţine explicit variabila independentă): 

ţ- = X{x); x = {x„x„...,x„)eDciR" (2 .1 ) 
at 

X = fiind un câmp vectorial de clasă convenabilă pe o mulţime 
deschisă şi conexă D. Câmpul vectorial X descrie local evoluţia sistemului(X(x) 
dă viteza de variaţie). Se urmăreşte în acest subcapitol studiul stabilităţii unor 
sisteme dinamice date prin exemple concrete. Se studiază stabilitatea sistemelor 
dinamice folosind metoda fimcţiei Leapunov. Nu există metode generale de 
determinare a funcţiilor Leapunov. Se propune în acest subcapitol determinarea 
funcţiei Leapunov folosind integrale prime. Se ştie că dacă avem un lagrangian 
pentru sistemul dinamic, folosind teorema lui Noether se poate determina o 
integrală primă. 
Exemplul 2.1. Fie 

X(x,,X2,X3)=(-4X2+X2X3,Xi-XiX3,XiX2). (2.2) 
Câmpul X defineşte sistemul diferenţial 

ir, = - 4 x 2 

; C 2 = X , ( 2 . 3 ) 
Xj = X^X2 

Pentru acest sistem, nu se poate aplica metoda matricei Hurwitz pentru că 
avem rădăcini cu partea reală nulă [11]. Pe de altă parte găsim integrala primă 

G(x,,X2,X3)=i + 2 x , ^ + ^ . (2.4) 

Modul cum se construieşte aceasta se poate consulta în [11]. Pentru (2.3) 
luăm ca funcţie Leapunov, 

V(x,,X2,X3)=i + 2 x J + M . (2.5) 

V(0,0,0)=0 şi Vix,,X3))0, V ( x , ( 0 , 0 , 0 ) 

Aplicând teorema lui Leapunov pentru sisteme autonome, rezultă că sistemul 
(2.3) este stabil în Xo =(0,0,0). 

Exemplul 2.2. Fie 
X(x,y)K-y+xVxyVxV+xV). (2.6) 

Câmpul X defineşte sistemul diferenţial 

y = +X + y^ +x y 
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Pentru acest sistem diferenţial metoda matricei Hurwitz nu se poate aplica 
pentru că avem rădăcini cu partea reală nulă [11], Pentru sistemul primei 
aproximaţii 

.Y = - V 

V = +A-

găsim integrala primă 

( 2 . 7 ' ) 

+ ^ (2.8) 

Modul cum se construieşte aceasta se poate consulta în [11]. Luăm pe 

V(x ,y)=^-H^ (2.9) 

ca funcţie Leapunov pentru (2.7). 
V(0,0)=0 şi V(x,y) >0 V(x,y)9^(0,0). 
Aplicând teorema lui Leapunov privind instabilitatea sistemelor diferenţiale 
autonome, rezultă că sistemul (2.7) este instabil în Xo=(0,0). 

Exemplul 2.3. Să se studieze stabilitatea sistemului diferenţial de ordinul al 
doilea 

[X2 +bX2 + kX2 = 0 

Sistemul dat de (2.10) este cunoscut în literatura de specialitate sub 
numele de sistemul Morse-Feshbach. In [79] pentru acest sistem sunt daţi doi 
lagrangieni şi pseudogrupul generator infinitezimal X{T = \,X' =0). Acesta este 
pseudogrup de simetrie pentru primul lagrangian dar nu mai este pseudogrup de 
simetrie pentru al doilea. Făcând substituţiile 

yi =Xi,y2 = X2,y3= x,,y4= X2 (2.11) 
obţinem sistemul diferenţial de ordinul întâi 

yi =y3 

y3 =by3-ky, 

Câmpul care defineşte sistemul (2.12) este XiR"̂ — R̂"*, 
X(y I,y2,y3,y4)=(y3,y4,by3-kyi,-by4-ky2) (2.13) 

Funcţia 
G(y,>y2'yy>y4) = y3y4+h'iy2 (2.14) 

este integrală primă pentru (2.12). Luăm ca funcţie Leapunov pe 
V(yi,y2,y3,y4)Hy^yA +^.>'2)^ • (2-15) 
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V(0,0,0,0)=0. Mulţimea pe care V este pozitiv definită este R* \M unde 
^ ^ = k - V i ' > • : ' V , , V4 ) I ( > • , , V 2 , V, ( v , , V j , V3 ( 0 , 0 , 0 , 0 ) , + = O } 

Studiem stabilitatea pe mulţimea R* \ M. Aplicând teorema lui Leapunov pentru 
sisteme autonome, rezultă că sistemul (2.12) este stabil în =(0,0,0,0). 

(2.16) 

Exemplul 2.4. Să se studieze stabilitatea sistemului diferenţial de ordinul al 
doilea 

x, +c;i:, =0 
X, + = 0. 

Nu toate sistemele dinamice admit principiul variaţional, dat de Hamilton. 
Este cunoscut ca exemplu deosebit (contraexemplu) sistemul lui E. T. 
Whittaker, al lui S. Hojman şi L. F.Urrutia. Sistemele amintite mai sus sunt 
sisteme dinamice cu două grade de libertate care nu admit un factor integrant, 
deci nu admit principiul variaţional. Aşa cum este precizat în [48] sistemul dat 
prin (2.16) este un sistem dinamic oscilatoriu şi foarte disipativ, care 
generalizează sistemul lui Hojman - Urrutia. După cum se ştie acest sistem nu 
admite o funcţie a lui Lagrange de forma L{t,x,x). în [48] se determină un set de 
integrale prime, fară cunoaşterea soluţiei generale a sistemului. Făcând 
substituţiile 

yi =xi,y2 = X2,y3= x,,y4= X2 (2.17) 
obţinem sistemul de ordinul întâi 

= >'3 
(2.18) yi =yA 

.j>4 = 
Câmpul care defineşte sistemul (2.18) este 
XiR^-^R"^, X(yi,y2,y3,y4)=(y3,y4,-cy3-6> Vir'yys) 
Din [48] luăm integrala primă 

G(yi,y2,y3,y4) = y4 + (oyi 
pentru (2.18). Pentru sistemul (2.18) luăm V(yi,y2,y3,y4) = (y4 + <yyi) 
funcţiei Leapunov. 
V(0,0,0,0)=0. Mulţimea pe care V este pozitiv definită este R*\M unde 
^ = {(J'i, >̂ 2' >̂ 3' >̂4 >̂2»>̂3' >̂ 4) e if ',(>',, J2, >̂ 3, >̂ 4) (0,0,0,0), y,+(oy,=0} 

Studiem stabilitatea pe mulţimea R" \ M. Aplicând teorema lui Leapunov pentru 
sisteme autonome, rezultă că sistemul (2.18) este stabil în Xq =(0,0,0,0). 

(2.19) 

(2.20) 
ca 

Exemplul 2.5. Să se studieze stabilitatea sistemului dinamic 
mJc, + ci:, + - ) = O 

(2.21) 
mxj + cx̂  + A:(x2 - X, ) = 0. 
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fig. 2.1 

care descrie comportarea sistemului mecanic din fig. 2.1. Cu substituţiile 
yi = x,,y2 = X2, y3= x, ,y4= X, (2.22) 

sistemul (2.21) devine un sistem dinamic de ordinul întâi 
> ' l = > ' 3 

>'2 = >'4 

c k 
> ' 3 = - - > ' 3 - - - ( > ' , - y 2 ) m m 

c k^ 
yA = — >'4 --(>'2 ->̂ 1) m m 

Câmpul care defineşte sistemul (2.23) este: 

(2.23) 

, X(y,,y2,y3,y4)=(y3,y4,-->'3 - -(>-. - J2),— >4 - -(>'2 - Ĵ ») (2.24) 
m 

(2.25) 

m m m 
Aici găsim integrala primă 

G(yi,y2,y3,y4) = [ni(y3 + y4) + c(yi + ys)] 
şi funcţia Leapunov 

V(yi,y2,y3,y4) = [ni(y3 + y 4 ) + c ( y i +y2) f (2.26) 
V(0,0,0,0)=0. Mulţimea pe care V este pozitiv definită este R*\M unde 
^ = {(>̂1 (0,0,0,0),m{y, + >-4) + c{y, + ) = o } 
Studiem stabilitatea pe mulţimea R*\M, Aplicând teorema lui Leapunov pentru 
sisteme autonome, rezultă că sistemul (2.23) este stabil în x,, =(0,0,0,0). 
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2.2. Dinamica geometrică a maşinilor de frezat 

A 

In acest paragraf aplicăm teoria prof. dr. Constantin Udrişte, [119], 
pentru a obţine informaţii suplimentare privind descrierea comportării 
maşinilor de frezat în timpul aşchierii. Una din măsurile ce trebuie 
îndeplinite pentru a creşte capacitatea de aşchiere la maşinile de frezat roţi 
dinţate FD-320 este diminuarea pe cât posibil a vibraţiilor ce apar în 
procesul de aşchiere. Creşterea capacitaţii de aşchiere dar şi a calităţii 
suprafeţelor prelucrate duce la creşterea capacităţii de producţie. Folosind 
varietatea Riemann {R̂ Ŝ,̂ ) studiem mişcarea vibratorie din sistemul elastic 
prezentat în figura 4.4d din [71].Vibraţiile sistemului elastic sunt descrise de 
soluţiile sistemului de ecuaţii diferenţiale (2.27) unde sunt 
constante reprezentând momentul de inerţie iar ultimele două constante de 
elasticitate. Alegerea indicilor s-a făcut ţinând cont de motorul electric, sculă 
şi piesă. 

Pornim cu sistemul cinematic 

X, 

= 

= 4̂ 
_ C, + (2.27) 

•^S ^me Cy + Cp 
=Xe 

= 

Construim prelungirea Lagrange după metoda prof dr. Constantin Udrişte. 
Pentru aceasta introducem câmpul vectorial "maşină de frezat" care are şase 
componente 
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A ' ( X X X X X + 
^ me ^ mf ^ .S^ + ^ /> 

, , , , C , C „ , ( x , - x O + C , ( x , - x , ) (2 .28 ) 
^ 4 V - ^ P ^ 2 ' ? ' ' ^̂  j ^ ^ ^ 

^ S ^ me '^^S "^^P 

F rv V V V V , + ^ 6 ' 2 ' ' -'•4 ' -̂S ' / ~ . ^ j.r U-T ' Jp + + C/. 

unde 
X = {X^, X2, X^, X_^, X^, X^) Şl X = (x,, Xj, Xj, x^, Xj, x^) 

Sistemul (2.27) este un sistem autonom de forma 

^ = A',(X,,X2,X3,X4,X5,XJ / = 1,6 . (2.29) at 

Punctele de echilibru ale sistemului (2.27) sunt de forma x = (a,0,a,0,a,0) 
unde a este o constantă. Funcţia f dată de 

f = (2.30) 

reprezintă densitatea de energie asociată câmpului vectorial "maşină de 
frezat" şi structurii euclidiene 5,j. Dinamica geometrică asociată sistemului 
elastic este descrisă prin sistemul diferenţial de ordinul al doilea 

dt^ dx, y dXj dx/ dt ' ^ ^ 

care se dovedeşte a fi o prelungire Euler-Lagrange. Cu alte cuvinte 
lagrangianul 

(2.32) 
z at 

sau 

z at at 
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determină acest sistem de ordinul al doilea cu 6 grade de libertate,ale cărui 
traiectorii conţin şi soluţiile sistemului (2.27). Acest sistem descrie o mişcare 
geodezică într-un câmp giroscopic de forţe. Pentru precizare, termenul 

y este forţa giroscopică, iar termenul — reprezintă o forţă 
^ dXj dx, dt ' dx, ' 

conservativă. Pentru a pune în evidenţă că traiectoriile sunt geodezice 
construim Hamiltonianul asociat 

" = (2.33) 

şi structura geometrică formată din metrica Riemanniană 
+ (2.34) 

şi din conexiunea neliniară 
N)=Y],-F], (2.35) 
unde rj^ este conexiunea Riemanniană indusă de metrica g^. 
Matricea antisimetrică de elemente 

(2.36) 

(2.37) 
ax, dx^ ^ ^ 

înlocuieşte rotorul din cazul spaţiului cu trei dimensiuni. 
Soluţiile sistemului (2.31) (unde s-au făcut calcule folosind 
(2.27),(2.28),(2.30) ) sunt geodezice orizontale pe varietatea Riemann-
Jacobi-Lagrange {R̂  unde Q este mulţimea punctelor de 
echilibru, iar N'j reprezintă o conexiune neliniară. 
Teorema 2.1. Orice traiectorie neconstantă a sistemului dinamic (2.31) 
care are energia totală H (constant) este o geodezică orizontală 
reparametrizată a varietăţii Riemann-Jacobi-Lagrange 

g, = ( / /+ / ) , N'̂  = r ; + /T', j = 1:6). 
Problemă deschisă Soluţiile sistemului (2.31) se împart în trei categorii: 

1) Soluţiile sistemului (2.27) pe care H=const=0; 
2) Soluţii pentru care H=const>0; 
3) Soluţii pentru care H=const<0. 
Ce reprezintă curbele din familiile 2) şi 3) din punct de vedere 
mecanic? 
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2.3. Densitate de energie a unui câmp vectorial 

Un câmp vectorial împreună cu o structură Riemanniană determină o 
densitate de energie.Această idee a fost dezvoltată în lucrările [116]-[119]. 
Datorită importanţei acestei noţiuni în problemele de mecanică şi 
electromagnetism, preluăm ideea pe forma simplificată a spaţiului Euclidian R\ 
punctând doar elementele ce ne interesează. Trebuie amintit că densitatea de 
energie a lui X poate fi folosită în probleme de completitudine, probleme de 
stabilitate ca funcţie Leapunov şi în probleme de generări de mişcări geodezice 
în câmpuri giroscopice de forţe. Energia unui câmp vectorial X este câmpul 

\\X ' scalar definit prin / = . Fie D o mulţime deschisă şi conexă din R" şi X un 

câmp vectorial de clasă C' pe D. Câmpului vectorial X i se poate ataşa funcţia 
xf 

reală f : D ^ R , / = ——. Aşa cum se precizează în [116] un câmp vectorial X 

reprezintă local viteza de variaţie a unui proces fizic, jumătatea pătratului 
lungimii câmpului vectorial, adică f, va reprezenta densitatea de energie cinetică 
a mediului în mişcare. Funcţia f se va numi energia câmpului vectorial X. Dacă 
există, zerourile lui f coincid cu zerourile lui X. Trebuie precizat că poziţiile de 
echilibru ale procesului, sunt puncte de minim global şi deci puncte critice ale 
energiei f. Reciproca nu este adevărată fară alte condiţii suplimentare. 

Relaţiile ^ = arată că dacă ^O pe D, atunci 
dXj t t dXj 

punctele critice ale energiei f sunt poziţiile de echilibru şi deci puncte de minim 
global. în caz contrar există puncte critice ale lui f care nu sunt zerouri ale lui X. 

Fie X = un câmp vectorial de clasă Ĉ  irotaţional pe 

Z ) c i ? % adică = V X G Z ) i,j=l,...,n. 
dx, dx. 

'dX Se observă că pentru fiecare xeD matricea 
ac, - w este simetrică. 

Propoziţia 1.1. X este un câmp vectorial irotaţional pe D dacă şi numai dacă el 
este local potenţial. 

Câmpurile vectoriale irotaţionale sunt local potenţiale, adică pentru 
fiecare x^gD există o mulţime deschisă U ciD care conţine pe^o şi <p:U ^R 
astfel încât X=grad^ pe U. Din acest motiv f^j = 12. 
Definiţia 2.1. Fie c un număr real. Mulţimea 

se numeşte mulţime de nivel constant c. 
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Trebuie remarcat că hipersuprafeţele <p{x) = c sunt ortogonale liniilor de câmp 
ale lui X, iar mulţimile de nivel constant ataşate lui coincid cu mulţimile de 
nivel constant ataşate lui grad(p '̂  H. 

Considerăm hamiltonianul H -^R, (x,y)—^H(x,y) de clasă C' şi 

câmpul vectorial hamiltonian X = X, , = ^^ , i=l,...,n. 
dy, dx, 

Notând Y = gradH = , ) se observă că X=JY, unde J = ^ ^ este 
dx, dy, b O J 

matricea structurii complexe canonice a lui R^" . 
X " 

Energia / = - ~ a câmpului vectorial hamiltonian X satisface 

1 1 

Acest rezultat este o consecinţă a faptului că X se obţine din gradH prin rotaţia 
dată de matricea J şi arată că zerourile lui f sunt puncte critice ale lui H. 
Aşa cum este precizat în [116] pot fi enunţate următoarele propoziţii. 
Propoziţia 2.2. JX este un câmp vectorial solenoidal dacă şi numai dacă H este 
un câmp scalar armonic. 
Propoziţia 2.3. Dacă H este un câmp scalar armonic, atunci f este un câmp 
scalar subarmonic. 
Teorema 2.2.[116] Fie X un câmp vectorial hamiltonian pe R^" . Dacă fiecare 
vector nenul X(x) satisface Dj^ {divJX))0 şi energia f atinge un maxim local 
într-un punct atunci X se anulează identic pe o vecinătate a lui Xq . 

Exemplul 2.6. Fie sistemul diferenţial 

dx 
— -~y 

(2.38) 

care descrie liniile de câmp ale câmpului vectorial (-y, V\x)). 

Hamiltonianul este U.(x,y)=^y^ +V(x), unde V este funcţie de clasă C\ Să 

presupunem că (Xo,0) este un punct de echilibru. Se ajunge la următoarele 
concluzii: 

1) dacă > O, atunci punctul de echilibru (Xo,0) este stabil 
2) dacă K''(xo)(0, atunci punctul de echilibru (xo,0) este instabil. 

Nu există metode generale pentru găsirea funcţiilor Leapunov. Este 
natural ca începutul căutării să fie sau energia lui X sau integrale prime ale 

sistemului. Dacă f este o integrală primă a sistemului ^ = A'(x) într-o vecinătate 
dt 

a originii, atunci, fară a micşora generalitatea, putem presupune f(0)=0 şi deci f 
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este o funcţie Leapunov. Folosind definiţia integralelor prime se poate arăta uşor 
că funcţia Leapunov D^f se anulează identic şi deci este semidefinită (pozitiv 
sau negativ după cum convine problemei). Dacă f este definită (pozitiv sau 
negativ), atunci soluţia x(t)=0, \/t eR este stabilă. 

Sistemele hamiltoniene 

dt 

dy^ 
dt 

_dH 

dy. 
dH 

obc. 

(2.39) 

sunt exemple la care precizările făcute funcţionează perfect. In acest caz 
H -^R este o integrală primă globală. 

Din punct de vedere geometric trebuie remarcat că o linie de câmp 
care începe în interiorul hipersuprafeţei închise M^: /(x) = c nu mai poate ieşi de 
acolo. 
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3. MIŞCĂRI VIBRANTE CU ÎNTÂRZIERE 

In acest capitol se aplică metodele de studiu aplicate sistemelor dinamice 
descrise prin ecuaţii diferenţiale cu argument întârziat folosite de prof univ.dr. 
Dumitru Opriş [80] la sisteme mecanice, ştiindu-se că întârzierea este ideea 
centrală a efectului regenerativ. 

3.1. Sisteme mecanice cu forţă excitatoare cu argument întârziat 

Un sistem elastic cu un grad de libertate cu forţă excitatoare cu argument 
întârziat este descris prin ecuaţia diferenţială cu argument întârziat 

mx{t) + cx{t) + kx{t) = F{x{t - r)) (3.1) 
unde F este funcţie diferenţiabilă cu F ( 0 ) = 0 , f ; ( 0 ) o , i a r r > 0 este argumentul 
de întârziere, m masa echivalentă a sistemului, c coeficientul de 
proporţionalitate al forţei de frecare cu viteza de deplasare a masei m, numit 
coeficient de amortizare, k constanta elastică a sistemului. Ecuaţia (3.1) poate fi 
scrisă sub forma 

m + 24axit) + a'x{t) = f{x{î - r)) (3.2) 

unde ! =-J{x{t-T)) = - ^ 
l^mck m m 

Coeficientul a>0 reprezintă pulsaţia proprie a sistemului(frecvenţa naturală), 
^>0 reprezintă raţia coeficientului de amortizare. Liniarizata (în variaţii) a 
ecuaţiei (3.2) în starea de echilibru x(t)=0, V/, este 

m + 2^qy(t) + a'y{t) = kv{t - r ) , (3.3) 

unde ^ =/;(0). 

Fig.3.1 
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Pentru sistemul mecanic cu un grad de libertate dat în fig. 3.1 ecuaţia (3.1) este 

ml-q{t) + {s- Fl)q{t) = -Flq(t - r) , (3.4) 

unde s este rigiditatea în punctul de sprijin, m masa la capătul barei, 1 lungimea 
barei şi F amplitudinea forţei ce acţionează cu întârziere presupusă constantă. 
Liniarizata lui (3.4) este 

y{t) + a^y{t) = kv{t-T), (3.5) 

unde Q r - = — = 
ml 

F 
ml 

Fig. 3.2 

Pentru sistemul mecanic cu două grade de libertate dat în fig. 3.2 sistemul 
de ecuaţii diferenţiale cu argument întârziat ce descrie dinamica sistemului este 
dat de 

ml ml^ 
q^it) + 2s-Fl-s 

-s s-Fl vO FI, , 

q^it-r) 
=0 (3.6) 

Fig. 3.3 
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Modelul mecanic din fig. 3.3 este un model simplu ce descrie „maşina 
manuală". Forţa de control Q(t) este dată de 

(3 .7 ) 

unde reste întârzierea reflexului uman. Modelul matematic al acestui sistem 
este 

ml' 

-m/cos<?,(0 

i w/cos^, (/) 

m 

mlgsin q̂  (/) ro 
, (3.8) 

unde m este masa barei omogene, 1 este lungimea, g acceleraţia gravitaţională. 
Eliminând pe rezultă 

( 4 - 3 cos' q^ {t))q, {t) + 3sin q, (/)cos q^ {t) - ^ sin q, (/) + 

ml 
{b,q, (/ - r) + b^q, (t - r)cos q, (0) = O . 

Liniarizata (în variaţii) a ecuaţiei (3.9) în origine este 

m - x(t) + ~ b.xit -T) + -~ b,x{t - r) = O. gl ml ml 

(3.9) 

(3.10) 

<?i <î3 
1 

r • 
1 m: 
V V h - J 

77-7-7-7 

Fig. 3.4 
Modelul mecanic din fig. 3.4, descrie un robot elastic cu un grad de libertate. 
Punând » modelul matematic este dat prin 

^2(0 = 

lv(0 , 

O 
O 

O 
O 

0 
1 

a -a -a^ -2ka 

'q.it)^ 
^2(0 

vV(0 , 
+ 

O -K 

O O 
O -IKka v ( r - r ) 

( 3 .11 ) 
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^ = JsTnu ,q^{l) = -Kq,{t-T). 
2m,ar 

Fig. 3.5 

Modelul mecanic din fig. 3.5 reprezintă o maşină unealtă. Acest model se 
supune ecuaţiei diferenţiale 

m + 2k0Dc(t) + a'xit) = - (F, (/(/)) - F, (/«)), 
m 

(3.12) 

unde frecvenţa naturală este 6) = — , a = k = şi este componenta 
2;r V m 2ma 

de-a lungul lui x a forţei de tăiere. în acest model mecanic se încadrează şi 
maşina unealtă vibrantă regenerativă pe care o analizăm în paragraful următor. 
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3.2. Modelul maşinii unelte vibrante regenerative 

3.2.1. Structura sistemului dinamic al maşinilor - unelte 

Interacţiunea dintre sistemul elastic şi procesele de lucru care însoţesc 
funcţionarea maşinilor - unelte determină ceea ce în literatura de specialitate se 
numesc fenomene dinamice. Sistemul elastic este alcătuit din maşina - unealtă 
propriu - zisă, dispozitiv, piesă şi sculă. 

Procesele de lucru reprezintă ansamblul de fenomene fizico - chimice 
care se desfăşoară în zonele de contact ale elementelor sistemului elastic. 

Procesul de aşchiere se desfăşoară în zonele de contact dintre piesă şi 
sculă. 

Procesul de frecare se desfăşoară între elementele cuplurilor cinematice şi 
îmbinărilor. 

Procesele din motoarele de acţionare se desfăşoară în interstiţiul dintre 
rotor şi stator, piston şi cilindru. 

Sistemul dinamic al maşinii unelte este format din sistemul elastic şi 
procesele de lucru în interacţiunea lor. Sistemul dinamic al maşinii - unelte 
poate fi reprezentat ca în fig. 3.6. 

^f(t) 
I 1 

Sistemul elastic 

M 
Procese aie mtoa-
reior de acţionare 

Jm 

Frocesui de frecare JF 

Wf 

Procesul de aschien 

^ t ) I i 

ya(t) 

Fig. 3.6 

în figură, cu P am reprezentat acţiunile proceselor de aşchiere, cu F 
acţiunile procesului de frecare şi cu M procesele din motoarele de acţionare. Cu 
F(t) am notat acţiunea factorilor externi. Cu Ye, Yf, Y^ am notat reacţiunile 
proceselor de aşchiere, de frecare şi dm motoarele de acţionare. Ye(t), Yf{t), 
Ym(t) reprezintă variaţia reglării parametrilor proceselor de lucru şi provoacă 
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A 

apariţia în sistemul elastic a vibraţiilor forţate. In figură,am introdus între 
sistemul elastic şi procesul de aşchiere, circuitul ce cuprinde elementul de 
întârziere datorat ondulaţiilor de pe piesă, provocate de vibraţii pe durata ciclului 
tehnologic anterior. 

Defmim timpul de întârziere x ca fiind egal cu dunata în care se efectuează 
o rotaţie a piesei sau cu intervalul de timp dintre trecerile a două muchii 
aşchietoare consecutive. 

La strunguri, maşini de rabotat, frezat, găurit, timpul de întârziere este mai 
mare în comparaţie cu perioada de vibraţie. 

Pentru maşinile de rectificat, circuitul de întârziere prezintă o importanţă 
deosebită, de cele mai multe ori fiind cauza instabilităţii dinamice [71]. 

La maşinile de rectificat, circuitul de întârziere este datorat apariţiei 
ondulaţiilor pe periferia pietrei de rectificat şi timpul x este egal cu durata unei 
rotaţii a sculei. 

La valori determinate ale înălţimii acestor ondulaţii apare starea de 
instabilitate dinamică. Când apare starea de instabilitate procesul de aşchiere 
trebuie întrerupt, reluarea sa fiind posibilă numai după îndreptarea pietrei de 
rectificat. Este evident faptul că la maşinile de rectificat luarea în considerare a 
circuitului de întârziere este obligatorie. 

Pentru o mai bună analiză a caracteristicilor elementelor sistemului 
dinamic al maşinii - unelte şi a legăturilor dintre acestea trebuie să ţinem cont de 
următoarele particularităţi: 
-sistemul dinamic al maşinii - unelte este închis, cu mai multe circuite, 
cuprinzând şi sursa de energie; 
-interacţiunea dintre procesele de lucru se produce numai prin intermediul 
sistemului elastic; 
-acţiunile dintre elementele de bază ale sistemului pot fi considerate unice, ca 
sens şi natură. 

Prima particularitate rezultă din modul de interacţiune al sistemului elastic 
cu procesele de lucru. 

A doua particularitate a sistemului dinamic al maşinii - unelte este 
determinată de faptul că în zonele în care se desfăşoară diferitele procese de 
lucru sunt separate între ele prin elementele sistemului elastic. 

A treia particularitate arată faptul că acţiunea unui element asupra altuia 
nu este însoţită de o altă reacţiune în afara celei luate în considerare deci se 
permite deschiderea sistemului făcând mai comodă analiza sa. 

Aşa cum este indicat în [86] deschiderea sistemului se realizează prin 
întreruperea uneia din legături, ceea ce face ca un sistem închis cu un singur 
circuit să se transforme într-un sistem deschis. 
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3.2.2. Analiza stabilităţii liniarizatei ecuaţiei (3.1) 

Liniarizata (în variaţii) a ecuaţiei diferenţiale cu argument întârziat 
/wi:(/) + cMO + kxiO = Fixii - r)) (3 .1 ) 

este dată de ecuaţia 
m + 2<^ax{t) + a'xiO = /(x(f - r)) (3 .2 ) 

Analiza stabilităţii poziţiei de echilibru constă în a găsi condiţii necesare şi 
suficiente ca rădăcinile ecuaţiei caracteristice să aibă rădăcini cu partea reală 
negativă. Criteriile de stabilitate se clasifică în două categorii: criterii de 
stabilitate ce depind de întârzierea r şi criterii de stabilitate independente de 
întârzierea r . 

Analizăm stabilitatea poziţiei de echilibru a ecuaţiei (3.2) folosind metoda 
diagramei duale. Regiunea de stabilitate a ecuaţiei (3.2) se descompune într-o 
regiune dependentă de r şi o regiune independentă de r , regiuni din planul cu 

k 
coordonatele(-y). Metoda diagramei duale este o variantă a diagramei lui 

a 
Nyquist şi este eficientă dacă parametrul de întârziere r apare numai într-unui 
din termeni. Pentru descrierea metodei se utilizează următoarea lemă: 

Lema 3.1. (Lema argumentului principal Cauchy) Fie o funcţie 
meromorfa într-un domeniu simplu conex D. Fie C o curbă Jordan din D, 
orientată în direcţia pozitivă (contrar arcelor ceasornicului) şi presupunem că f 
nu are poli sau zerouri pe C. Dacă notăm cu Z numărul de zerouri şi cu P 
numărul de poli ai luif în interiorul lui Q atunci variaţia argumentului lui f(s) 
de-a lungul curbei Jordan C este Var(argf(s),C)=27r(Z-P). 

Ecuaţia caracteristică a ecuaţiei (3.2) este 

/l' + + =0,ĂEC. (3.13) 

Utilizând transformata Laplace, ecuaţia (3.13), se înlocuieşte cu ecuaţia 

= +2^as + a Utilizând lema 3.1, se obţin următoarele teoreme: 

k 
a 

y(t)=Oyt, depinde de r . Domeniul de stabilitate pentru teste dat de 

Teorema 3.1. [92]. Dacă şi <^<J stabilitatea soluţiei V 2 ® 

\ , K a ^ - O ) } ^ . . . l M . a " - 0 ) , . ( _ - + a rc tan" 2m){T{—{— + a r c t a n ^ ^ ^ ^ + 2m), neN 
0)^ 2 cDji 2 
unde 
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\ - 2 f - -
a 

coj, = a. 
a 

Teorema 3.2. [92]. Dacă una din condiţiile următoare are loc 

v2 
atunci soluţia y(t)=0\fx, este stabilă independent dex. Regiunile de stabilitate şi 

k 
instabilitate se pot reprezentate în planul((;,r| = - y ) ca în fig. 3.7. 

a 

Re 

0 . 2 0 . 4 0 . 6 . 0 8 1 
+ 0t 

Fig. 3.7 
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3.3. Dinamica maşinilor unelte vibrante cu forţă externă 
cu argument întârziat 

3.3.1. Prezentare generală 

Maşina unealtă este un proces dinamic complex. Deoarece precizia maşini 
unealtă este afectată de vibraţiile ce apar datorită procesului de tăiere , multe 
modele ce sunt analizate în literatura de specialitate au ca scop explicarea şi 
predicţia acestor vibraţii. Din punct de vedere al sistemelor dinamice modelele 
cele mai complicate sunt acelea care descriu aşa numitele autovibraţii ale 
maşinilor unelte. Complexitatea modelului creşte cu numărul gradelor de 
libertate, adică cu dimensiunea spaţiului fazelor pe care se descriu orbitele 
variabilelor modelului. 

Cauza esenţială a vibraţiilor, în procesul de tăiere, este efectul regenerativ. 
Modelul mecanic poate fi cu un singur grad de libertate, dar modelul matematic 
asociat este infinit dimensional. Prezenţa argumentului de întârziere ce apare în 
procesul regenerativ , conduce Ia ecuaţii diferenţiale cu întârziere (DDE) şi 
traiectoriile variabilei de stare sunt descrise în spaţiul fazelor infinit 
dimensional. 

în cele ce urmează vom prezenta exemple de sisteme de ecuaţii diferenţiale 
cu argument întârziat (DDE) ce sunt folosite în descrierea modelului matematic 
al maşinii unelte regenerative, precum şi condiţii de stabilitate a soluţiei 
stationare. » 

De mai bine de un secol, vibraţiile maşinilor unelte sunt o problemă 
serioasă pentru ingineri. Problema este, din unele puncte de vedere, similară cu 
problema turbulenţei în mecanica fluidelor. Vibraţiile nedorite, dintre maşina 
unealtă şi piesa, aflată în lucru, duc la scăderea calităţii suprafeţei prelucrate în 
cazul tăierii. De aceea, se caută să se proiecteze maşinile unelte astfel, încât 
instabilitatea tăierii să fie evitată. Una din cele mai importante cauze ale 
instabilităţii, în procesul de tăiere, este efectul regenerativ. Datorită 
perturbaţiilor externe apar vibraţii şi suprafaţa piesei de lucru devine ondulată. 
Forţa de tăiere depinde, în acest caz, de valorile actuale şi de cele de întârziere. 
Durata întârzierii este egală cu perioada de timp x a revoluţiei piesei de lucru 
(sau uneltei). întârzierea este ideea centrală a efectului regenerativ. 

Există diverse mecanisme fizice care duc la vibraţii relative între maşină 
şi piesa de lucru. 

Unul din acestea ar fi legat de comportamentul termoplastic al 
materialului de tăiat aşa cum este prezentat în [50^. 

Un altul apare în prezenţa fricţiunii dintre maşină şi suprafaţa de contact 
aşa cum este prezentat în [57] şi [124]. 
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Unificarea diferitelor modele şi clasificarea posibilelor similitudini sunt şi 
astăzi probleme deschise. 

Chiar după o analiză modală şi o estimare a forţei de tăiere serioasă, 
anticiparea vibraţiilor regenerative este dificilă. 

Cu toate că analiza stabilităţii liniare a tăierii staţionare, în condiţii 
regenerative, poate fi considerată o problemă rezolvată la nivelul de cercetare, 
rezultatele sunt puţin aplicate în practică. 

Chiar dacă parametrii sunt bine estimaţi, rezultatele analizei stabilităţii 
liniare sunt limitate. 

Aşa cum se arată în [96], experienţele dovedesc că domeniul atractivităţii 
unei tăieri stabile poate fi foarte mic şi întregul proces de aşchiere poate fi 
sensibil la perturbaţii. De aici, rezultă o limitare practică serioasă a aplicabilităţii 
industriale a modelelor liniare. 

Aşa cum reiese din [107], [74], [3] se vede că în dinamica non - liniară, se 
folosesc frecvent atât modele analitice cât şi simularea pe calculator. 
In [108] o înţelegere mai aprofundată a fenomenului se face pe un studiu de caz 
industrial privind tăierea în bucăţi. Se construieşte mecanismul topologic al 
dezvoltării vibraţiei regenerative într-un spaţiu patru-dimensional, inclus în faza 
de spaţiu infinit dimensional al zgomotului regenerativ. în cazul procesului de 
tăiere, numărul de dinţi activi, în funcţie de timp, cauzează dependenţe în timp 
în ecuaţie diferenţială cu întârziere corespunzătoare. Rezultate privind studiul 
stabilităţii sistemelor periodice cu întârziere sunt date în [108] şi sunt valabile 
pentru tăiere la viteză foarte mare. 

3.3.2. Stabilitate şi vibraţii în procesul de întoarcere 

în fig. 3.8 este prezentat un model desenat al maşinii de lucru ce poate fi 
folosit când avem o frecvenţă naturală scăzută şi un mod (corespondent) propriu 
de vibraţie al maşinii de lucru aşa cum este el dat în [113], [115], [106]. 

Fig. 3.8 
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Modelul reprezintă un sistem cu un grad de libertate, având ca parametrii 
caracteristici frecvenţa naturală (unghiulară)şi factorul relativ de amortizare 
De fapt modelul din fig. 3.8 ne arată cazul aşa-numitei tăieri ortogonale. 

în ciuda faptului că sistemul are un grad de libertate, modelul matematic 
corespunzător este „dimensiunea infinită". Din acest punct de vedere 
complexitatea vibraţiilor regenerative, exprimate în procesul de tăiere, poate fi 
comparată cu acea a fenomenului de turbulenţă din mecanica fluidelor, ambele 
având loc în spaţii infinit dimensionale (datorită prezenţei întârzierii de timp T, 
care este invers proporţională cu viteza de tăiere). Modelul mecanic din fig.3.8 
este descris de o ecuaţie de întârziere (DDE). 

Teoria ecuaţiilor diferenţiale de întârziere a apărut prin anii '50 şi aici îşi 
are rădăcina începutul şi modelul matematic al zgomotului regeneraţiv. In teoria 
matematică a controlului, există o binecunoscută „regulă a degetului mare", care 
spune că o întârziere crescândă tinde să destabilizeze orice sistem dinamic. 
Altfel spus, „o memorie bună poate aduce necazuri". 

Şi aici zgomotul regenerativ al maşinilor de lucru este o excepţie deoarece 
în sistemele mecanice cu zgomot scăzut (cazul maşinilor de lucru) întârzierea 
poate avea de asemenea un efect stabilizator. 

în fig. 3.9 este prezentată dependenţa forţei de tăiere de grosimea 
materialului de tăiat h. 

Fig. 3.9 
Partea liniară a forţei de tăiere este descrisă de produsul KW Ah. S-a notat 

cu W lungimea materialului de tăiat iar cu Ki coeficientul de tăiere. 
Ki = KW (K este şi el un coeficient). 

Fie C timpul de care e nevoie pentru ca o particulă a materialului să 
alunece de-a lungul feţei active a lungimii 1. 

C€[-T ,0], iar P (C) descrie forma sistemului staţionar de-a lungul feţei 
acţiune a uneltei. 
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Aşa cum este indicat în [109] efectul întârzierii mici de timp poate fi 
integrat în expresia forţei de tăiere. 

Modelul matematic al mişcării maşinii este dat prin următoarea ecuaţie 
integro-diferenţială: 

jc(r) + 2^(0+ (o:,x{t) + ^^ jp{0)x{t + e)de -m 

- K W |p( r +e)x{t + G)de = O 
- r - G 

K este un coeficient ce depinde de: geometria prescrisă a materialului de 
tăiat, proprietăţile (constante) de material al piesei de lucru. 

Conform [120], o bună aproximare a distribuţiei poate fi dată de o funcţie 
exponenţială de forma: 
p ( C ) = —E'',Ce [-00,0], unde GQV = Iq. 

o-o 
Io poate lua rolul unei lungimi de contact aproximativ finite deşi a oo în acest 
caz. Avantajul matematic al acestei fiincţii este acela că integralele din ecuaţia 
de mişcare pot fi calculate prin părţi. 

Ecuaţia integro-diferenţială se prelungeşte la o ecuaţie de ordinul trei prin 
derivare în raport cu t . 

Se ştie că soluţia x(t)=0 este stabilă dacă toate rădăcinile ecuaţiei 
caracteristici au partea reală negativă. 

în [106] este dată o metodă puternică de verificare a condiţiei de mai sus 
(partea reală negativă). Graficele de stabilitate sunt construite în planul 
parametrilor W şi Q (viteza de tăiere şi raza piesei de lucru). 

Parametrii folosiţi sunt: 
m = 50 Kg, (o„ = 775 [l/s], K = 1000 [N/mm^],ao = 0,001T 
La limitele stabilităţii apare biflircaţia Hopf Oscilaţiile care apar pot duce la 
pierderea stabilităţii. 

3.3.3. Observaţii experimentale 

O maşină de tăiere C.N.C. (cu comandă numerică de conturare) a fost 
folosită pentru tăierea în bucăţi, folosind o piesă cu 7 margini aşa cum este 
indicat în fig. 3.10 Acest experiment dar şi modelarea lui este prezentată în 
[108]. 
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Fig.3.10 
Regiunile înnegrite în figură explică formarea materialului în timpul 

tăierii. Tăietura trebuie făcută pe suprafaţa internă a unei piese cilindrice. 
Lungimea piesei de lucru este de 220 mm, în timp ce diametrul intern are 176 
mm. De asemenea trebuie precizat că piesa a fost analizată în acest experiment 
şi apoi modelată cu o formă puţin conică, având un diametru mai mic cu 3 mm 
la mijlocul piesei decât la cele două capete. Această conicitate nu a avut nici un 
efect asupra dinamicii tăierii. 

Tăierea trebuia făcută începând de la unul din capete până la jumătate şi 
continuând de la celălalt capăt. Pentru a creşte eficienţa şi a scădea costul s-a 
folosit o piesă specială ataşată maşinii. 

S-a măsurat frecvenţa primului mod de vibrare şi s-au făcut experimente 
simple de impact. Piesa a fost lovită cu un ciocan de cauciuc şi vibraţiile au fost 
înregistrate de un accelerometru de cristal. 

Aceste vibraţii pot cauza deviaţii de IHz între rezultatele de măsurare ale 
aceleiaşi maşini când nu se află în lucru şi când se află în lucru. 

Această valoare mică ajută la explicarea zgomotului regenerativ. 
Rezultatele teoretice şi experimentale ar trebui să coincidă într-un interval de 
frecvenţă mic de aproximativ 6 Hz. 
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Fig.3.11 
Modelul analizat poate fi simplificat ca în fig. 3.11. Impactul indus 

semnalului de vibrare a fost folositor pentru a identifica factorul de amortizare 
din modelul dat în fig. 3.11. Calculul decrementului logaritmic şi conversia sa 
ne conduce la rezultatul ^ = 0,025. Rezultatele au confirmat că nu există alte 
moduri de vibrare cu frecvenţe naturale scăzute, apropiate de cea menţionată 
anterior. 

De fapt, din punct de vedere mecanic, maşina este identică cu modelele 
folosite în laborator, când un element elastic este potrivit tipic între maşină şi 
susţinătorul maşinii. Modelul din fig. 3.11 are totuşi două grade de libertate 
datorită simetriei cilindrice. 

Conform studiului propus de Tobias în [96], variaţia forţei de tăiere AF se 
consideră a avea aceiaşi direcţie ca însăşi forţa de tăiere. Sistemul are două 
grade de libertate. Coordonata determină variaţia materialului de tăiat în 
secţiunea geometrică. Vibraţia va avea loc în direcţia Y. Această direcţie Y nu 
are efect asupra geometriei piesei de lucru. Din acest motiv nu o includem în 
modelul vibraţiei regenerative. Pentru modelul regenerativ luăm în considerare 
doar variaţia forţei de tăiere în direcţia X aşa cum se observă din fig. 3.10 piesa 
are 7 margini iar prima nu operează aşa cum a fost proiectată. întârzierea de 
timp dintre cele două margini este egală cu perioada de timp a unei rotaţii a 
piesei în lucru. Efectul excitaţiei parametrice, ce apare în mod obişnuit în 
procesul de tăiere nu apare nici aici. 

Deoarece la a doua margine se taie chiar şi suprafeţele neprelucrate şi 
acestea nefiind tăiate înainte nu există efect regenerativ. Forţa de tăiere este 
suma forţelor celor 7 dinţi. în acest caz efectul regenerativ este neglijabil, 

100,400], forţa concentrată de tăiere poate fi folosită când a = O şi funcţia 
Dirac delta pentru sistemul de forţe distribuite a feţei de acţiune P(©) = 5 
(©).Aşa cum este dată şi în [108] ecuaţia de mişcare este de forma: 
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jiG 390 [r p m 

m + 24co„x{t) + 

Fig.3.12 
, KW] ^ ^ KW ^ , ^ 

co: + j x{t) qx(t - r) = O 
m m 

Graficul stabilităţii acestui model liniar este prezentat în fig. 3.12 şi este 
oarecum, afectat de fenomenul de suprapunere. In grafic este prezentată 
stabilitatea, calculată teoretic. Cercurile se referă la parametrii punctelor de 
măsurare. Practic, parametrii tuturor punctelor de lucru cad într-un domeniu 
instabil, excepţie făcând al treilea. De remarcat este faptul că vibraţii cu 
frecvenţe diferite au loc în toate cazurile, chiar şi în al treilea, care se presupune 
că se încadrează în limitele stabilităţii liniare. Aşa cum reiese din [135] 
fi-ecvenţele măsurate şi calculate se potrivesc destul de bine. Se poate spune că 
domenii de stabilitate mai mari pot fi găsite la viteze mai mari de tăiere, cu 
aceiaşi valoare a coeficientului de tăiere. 

Aşa cum este indicat în [108], puterea maşinii date dă o limită pentru a 
creşte viteză în jur de 371 [r p m], aceasta fiind cea mai sigură zonă pentru tăiere 
stabilă. Imaginea piesei de lucru dată în [108] reprezintă aşa numitele „spirale 
floarea - soarelui", care sunt tipice pentru efectul regenerativ. In [108] această 
suprafaţă este analizată pentru o piesă prelucrată la viteza de tăiere 
Q=344[rpm]. 
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Fig.3.13 
In fig. 3.13, preluată din [108], este prezentat semnalul unui detector 

inductiv şi unde fiecare linie a semnalului reprezintă o rotaţie a piesei de lucru. 
Putem deduce de aici că fiecare rotaţie a piesei are o lungime a timpului egală cu 
întârzierea de timp 

T = 60/Q=0,175 [s]. 
Chiar dacă parametrii tehnologici folosiţi în experiment cad în domeniul 
stabilităţii piesa de lucru începe să oscileze datorită unei oscilaţii instabile 
apărută în bifurcarea Hopf Trebuie remarcat şi efectul de bătaie în fig. 3.13 şi 
putem spune că în jur de 15,3 perioade de oscilaţii pot fi numărate într-o 
perioadă de timp x iar efectul de bătaie însumat durează de două ori câte 12,5 
oscilaţii. 

2 T 

- 6>2 _ 15,3 
= 3,5 [Hz]; 

2 2xl2 ,5r 
unde (Ol = 91, şi CO2 = 84,5 [Hz]. 
Acestea sunt doar frecvenţele care au fost înregistrate în graficul stabilităţii din 
figura 3.12 la viteza de 344 [r p m]. 
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3.4. Modelul neliniar al maşinii unelte vibrante 

Rezultatele experimentale [96], [64] arată că există amplitudini finite 
instabile, care sunt mişcări periodice instabile ale maşinii unelte în vecinătatea 
stărilor asimptotic stabile. Vom investiga prezenţa bifurcaţiilor Hopf în modelul 
maşinii unelte vibratoare regenerativă folosind teoria şi metoda din Teorema 
bifUrcaţiei şi a varietăţii centrale. 

Fig.3.14 

In fig. 3.14 [64] este prezentat modelul mecanic al maşinii unelte cu 
vibraţii generative, în secţiunea ortogonală iar f reprezintă grosimea aşchiei. Fie 

'Al = l-l,+x(t) (3.14) 
unde /este lungimea tăieturii iniţiale, lungimea tăieturii în stare de echilibru. 
Valoarea zero a coordonatei ce caracterizează poziţia cuţitului depinde de 
componenta F a forţei de tăiere . Ecuaţia de mişcare a maşinii este 

mjc(0 = -^A/-F,-Cx(/) (3.15) 
Dacă se pune 

+ (3.16) 
ecuaţia (1) se scrie 

(3.17) x(0 + + co'MO = - -AF,, 
m 

unde = 
s —, este frecvenţa naturală a sistemului oscilator fară amortizare şi 
m 

Imco. 
, factorul relativ al amortizării. Ecuaţia (3.17) este ecuaţia (3.2) cu 

a = co„. Forţa de tăiere a fost obţinută empiric, utilizând teste de tăiere. în [96̂  
se utilizează, ca funcţie de tăiere, o funcţie polinomială de gradul trei fig. 3.15. 
Forţa de tăiere este fimcţie de grosimea aşchiei şi este dată de : 

3/ (3.18) 
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Fig.3.15 
unde K este un parametru ce depinde de parametrii tehnologici, considerat 
constant. Dezvoltând în serie Taylor în raport cu f în fp şi reţinând termenii 
până la ordinul trei rezultă: 

F, ( /) = KWify^ + f ( / - /o )/o'" - ^ ( / - /o)' /o"'" + 1/ - / o f ^ ' ) • (3.19) 

Notând AF, =F,( /)-F,( /o) şi A/= / - / „ , găsim 
(3.20) 

Coeficientul lui A/ din (3.20) se numeşte coeficientul forţei de tăiere şi este 

K=\kWf-y\ (3.21) 

iar relaţia (3.20) devine 

= (3.22) 
8 /o 96 o 

Variaţia grosimii aşchiei A/ se poate exprima ca diferenţa dintre poziţia 
cuţitului maxim şi devierea sa x{t - r) sub forma 

A/ = x(0-x( / - r ) , (3.23) 

unde întârzierea ^ = ®ste perioada de timp a unei rotaţii, iar Qeste viteza 

unghiulară a mişcării de rotaţie a piesei. 

Ecuaţia (3.17) se scrie : 
.2 . jc(0 + 2^a}x{t) + + -^)x{t) -^x{t-T) = 

m m 

= -x{t -T)f - t : ^ W O - - r))^). (3.24) 
8/oW 12/om 

Introducem notaţiile 7,x,r ş ip prin 

r=o}j , , T=co„T , (3.25) 
12/o rno)„ 

înlocuind în (3.24) şi folosind t,x,T în loc de T,x,t , se obţine ecuaţia DDE 
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+ + o + p)x{i) - px{t - = - - - (^(0 - X{t - r)') (3.26) 

Ecuaţia (3.26) se transformă într-un sistem de ecuaţii diferenţiale DDE punând 
x,(0 = x(0 , x3(/) = x(/) şi = (0,^^2(0)' • Rezultă sistemul de ecuaţii 
diferenţiale DDE 

X{t) = L{p)X{t) + R{p)X{t - r) + FiX{t), X{1 -T),p), (3.27) 
unde 

L{p) = 

(3.28) 

fo 1 ^ 
, R{p) = 

U oj ' 

O 
J x , ( / ) - X , ( / - T)) ' - ( X , ( / ) r ) ) - ) 

Investigarea sistemului (3.27), se face considerând parametrul p drept 
parametru de bifurcaţie şi se utilizează etapele de analiză a sistemelor de ecuaţii 
DDE din [80]: 
Etapa 1" Analiza părţii liniare a sistemului (3.27). 

Sistemul (3.27) are punctul de echilibru 0 = (0,0)'̂ . Liniarizatul lui (3.27) în 
O = (0,0)̂  este 

X(t) = L{p)X(t) + R{p)X{t - r), (3.29) 
unde L(p), R(p) sunt daţi de (3.28). Ecuaţia caracteristică a lui (3.29) se obţine 
considerând o soluţie de forma X{t) = e^C, unde C = ( C , , ^ ) ^ e , C o . Se 
obţine fimcţia caracteristică 

D{X,p) = det(/l/ - L{p) - e-''R{p)) = ă'+ + (l + p)- pe-'' 

şi condiţia O , conduce la ecuaţia caracteristică D{Ă,p) = O. (3.30) 
Pentru a stabili frontiera mulţimii de stabilitate a soluţiei O = (0,0)' 

studiem rădăcinile ecuaţiei caracteristice. Pentru a stabili D-curba, înlocuim 
Ă = i(3) , co)0 în ecuaţia caracteristică şi obţinem 

D(iă},p) = l + p-a?^ -pcoseoT + i{2<^co + psmcoz) = 0. 
Această ecuaţie este echivalentă cu ecuaţiile: 

+/7(l-cos<yr) = 0 , 2̂ 6) + psin^yr = O (3.31) 
Eliminând funcţiile trigonometrice din (3.31), găsim 

. 2 x 2 , ^ > - 2 , 2 

P = 2(6)^-1) 
Deoarece p)0 , rezultă o))\ . Din (3.31), obţinem 

(3.32) 

r = - (7 ; r -a rc tan^J^) , j= l ,2 , . . . (3.33) 
co 2^0) 

Deoarece Q = — , din (3.33) rezultă că viteza unghiulară este 
T 
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Q = con 

jTT - arctan 
ICco 

(3.34) 

D-curba ce caracterizează frontiera care desparte regiunea stabilă de 
cea instabilă este dată de 

( l - ^ y " ) ' „ . con p{_co) = 
2(6)--1) 

i n - arctan 
co'-\ 
l^co 

(3.35) 

cu Curba (3.35) pentru j = 1 are forma din fig. 3.16. 

1 
[ ^ M M J \ 

I 

j-i 

•Q 

4 mco: 

Fig. 3.16 

între grosimea iniţială /o a aşchiei şi coeficientul p are loc relaţia 

^ .Valoarea lui o) pentru P = T ^ / o ' ^ • Din (3.35) rezultă /.(co) = ( ^ y Amcol p*{(i>) 
care f^ico) are valoare maximă este dată de valoarea co pentru care p{co) are 

valoare minimă şi este soluţia ecuaţiei ^ ^ = o. Folosind (3.35), deducem 
dco 

co,=yl\ + şi Po = Pico,) = +1) . 
Pentru 6>=6)o, din (3.33) şi (3.34), obţinem 

2{jn - arctan 
1 

0̂ = V î ^ 
V î ^ ' . 1 

arctan 

, j=l,2,... .(3.36) 

Din cele de mai sus , rezultă că există o valoare cô^ astfel ca (po = pico^), 
Qq =Q(6)o)) se află pe D-curbele ce separă regiunile stabile de cele instabile şi 
pentru care grosimea iniţială /o=/(6>o) a aşchiei are valoarea maximă dată de 

1 
/o = / ( ^ o ) = (^ T) (3.37) 

Etapa2'^ Analiza rădăcinilor ecuaţiei caracteristice D(Ă,p) = O; bifurcaţia Hopf 
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Rădăcinile ecuaţiei caracteristice (3.30) sunt funcţii de parametrul p . Fie 
Ă = Ă{p) o astfel de rădăcină. Se numeşte punct de biflircaţie Hopf valoarea 

p = pentru care Re Ăip^^) = O şi Re ^ ^ O . Din etapa 1 , pentru p , = p^ 
ap 

găsim Reă{Pq) = O. Derivând în D{Ă{p),p) = O în raport cu p, rezultă 

dp 2Ă{p) + 2^ ^ pe-'^'^' ' 

Pentru p = p^ ş\ X = ±10^ , deducem 

3 3 dp 
Din (3.38) şi (3.36), rezultă 

r = (3.39) 
dp 

Relaţia (3.39), arată că po este punct de biflircaţie Hopf Pentru 
(O,/7o) rădăcinile ecuaţiei caracteristice au partea reală negativă. Din teorema 

de stabilitate, a sistemelor de ecuaţii DDE, rezultă că punctul de echilibru 
O = (0,0)al sistemului (3.27) deci şi al ecuaţiei (3.26) este asimptotic stabil. 
Analizăm în continuare soluţia sistemului (3.27) în vecinătatea punctului 

l{7ţj - a arctan . ^ ) 

0 = (0,0)̂  , pentru p = + t = 
Vi+ 2^ 

a> =Q>f̂  = + cu je {1,2,...} fixat. 

Etapa3° Subspaţiile proprii generalizate asociate sistemului (3.27) în punctul 
de bifurcaţie Hopf, p = Pq. Sistemul de ecuaţii DDE (3.27) în p = , este 

X(t) = L(p,)X(t) + R(p,)X(t-T,) , />0 (3.40) 
Operatorii liniari şi operatorul adjunct yi' asociaţi lui (3.40) sunt 

f ^ ^^ r - r oi A<^(0) = \ dO ' ^ ^ (3.41) 

= , (3.42) 

unde CD:[-To,0]^C' , <D' 
Subspaţiile proprii generalizate ale lui (3.41) , respectiv (3.42), sunt 

date de 
^ <D((9) = ±io),0(0) , O e [-T, ,0] (3.43) 
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A'<î>\s) = ±ico,(I>\s) , 5€[0,rJ (3.44) 
Din (3.41), (3.42) şi (3.43), (3.44) rezultă că <D(6'),respectiv ci)-(s)sunt date de 
(DCI?) = , = , unde C, C*gC' , sunt soluţiile sistemelor de 
ecuaţii liniare 

A,C = 0 , A C ' = 0 , (3.45) 

unde A,= 
IfOn 

1 + Po - Pô  -ia>aTo 

- l 
-1 ifo^ + 

(3.46) 

Din (3.45) şi (3.46) , rezultă că subspaţiile proprii generalizate ale lui A 
respectiv A * corespunzătoare valorilor proprii ± sunt 

<D((9) = 

O* (5) = 

10) q6 , <D(0) = 
V-'^o y 

-'(OoO 

ico^ + 2(; ^ ICOoS , (D-(5) = 

e e [ - T „ 0 ] (3.47) 

, 5€[0,rJ. (3.48) 
/ . \ f-uoo + 2<; ] 

J ' li 
Fie 7f={(p : [- r,0] Ĉ  } respectiv 7C = {(p : [o, r j ^ Ĉ  } spaţiul funcţiilor 

derivabile definite pe [-r(,,0 ], respectiv [ 0 , r j cu valori în C' înzestrate cu 
topologia convergenţei uniforme. Definim forma biliniară (•, ) iJC x fC-^ C, 

*T _ • 

((p-(s),(p(e)) = 9 (0)cp(0)-f ( f 9 (3.49) 

în raport cu forma biliniară (3.49), pentru (0(0),(D(0)) şi (O*(s),O' (s)) 
daţi de (3.47) şi (3.48) rezultă : 

^ fi fi . 

licoo j ^ 

((D'(s),O(0)) = (2; + ia)o,l) J-To 

Po 

vPo o, 

fO OYl 
Po Ojli^o . 

=2C + 2icOo --^(e-""»^» = , 
2ic0n 

( 3.50) 

(<D'(s),i(0)) = e;2 , (O'(s),a>(0)) = e„ . 
Fie E = (e,j) , i,j = 1,2, matricea formată cu coeficienţii daţi de (3.50) şi 

F = (fij) matricea inversă a lui E. Vectorii 

M/*(s) = f„(D*(s) + f,2V|/* (s), x|/*(s) = f,2a)'(s) + f..v|;*(s), S€[0,TO] (3.51) 
sunt vectori proprii ai operatorului yl* şi în raport cu forma biliniară (3.49) sunt 
satisfăcute relaţiile 
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e€[-To.O] (3.52) 

Etapa 4" Varietatea centrală în punctul de bifurcaţie p = Po, ciclul limită 
asociat. 

Orbita sistemului diferenţial DDE , (3.27) se descrie utilizând forma 
normală Poincare asociată sistemului (3.27) pe varietate centrală în punctul p = 
pQ. Varietatea centrală în p = p^, este o subvarietate în spaţiul H = 

{u:[-To,0]-^C' }, tangentă la subspaţiul propriu generat de { 0(9), 6(9) } daţi 
de (3.47). Varietatea centrală are forma analitică 

W^(Po) = |zO(9) + z<i)(9) + W(9,z,z), z = x+iy, (x,y)€ V(o) , 9e [-To,0] | (3.53) 

unde V(o)eR - este o vecinătate a originii în R^ şi 
1 1 ^ W( 9, z, z) = - w (9)z' + w „ (9)z z+ - Wo, (9) z 

W2O>w„,WO, : [ - T O , 0 ] ^ C ' ,cu WO2(9) = w'JO(9) , w„(9)eR , 9G[-T«,0] . 
Orbita sistemului diferenţial DDE (3.27) este dată de aplicaţia 

definită de X,(9) = X(t + 9) , 9e[-To,0] şi defineşte un 
pseudogrup de operatori , definit prin X, (9) = T(t)X(e) . Varietatea 
centrală W^(po) asociată sistemului diferenţial DDE (3.27) are proprietatea că 
este invariantă în raport cu pseudogrupul de operatori T(t) . Din proprietatea de 
invariantă rezultă că W2o(®)'W„(0),Wo2(9) satisfac un sistem de ecuaţii 
diferenţiale . Descrierea completă a varietăţii centrale W^(po) se face utilizând 
metoda din [68]. Pentru obţinerea formulelor ce se utilizează în descrierea 
orbitei sistemului diferenţial (3.27) se utilizează partea neliniară 
^X(t), X(t-T),Po) dată de (3.28) a sistemului (3.27) , în care se înlocuieşte 

X, (t) cu z(t)+ z(t) + i w'20(O)ẑ (t) + wl, (0)zz+ ̂  wl,, (0)z' 

şi X , ( t - T ) cu 
1 
2 

Se obţine 
<F(z(t),z(t),Po) = ̂ F,oZ(t)^+F,,z(t)z(t)+^-Fo2z(t)^ + :'F,,z(t)^z(t) + 0(̂^ (3.54) 

z z z 
unde 

F„ = (0,F,^,)\ F„=(0,F^)^ (3.55) 
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Fio = (1 - , F,-, = ^̂ ^ (1 - e"""'" )(1 - e'""̂ »), F̂ '̂  = ̂ ^̂  (1" e""'» 

şi 
F;. = + (3.56) 

0 6[-To,O] (3.57) 

10)^ 

E, = -(L(Po) + e-"'»̂ » R(Po) - 2ico,I)-' , 

E2=-(L(Po) + R(PO)''F„ 
(3.58) 

şi g20=H'(0)F2o , gn = M/(0)F„ , g„2 = vi'(0)Fo, , g2, = M/(0)F„ (3.59) 
Ciclul limită este orbita pe varietatea centrală W^Cpo) a soluţiei ecuaţiei 

diferenţială ordinară 

z(t) = itOoZ(t) + + g „ z ( t ) z ( t ) + igo, zity + ig2,z(t)' z(t) 

cu condiţia iniţială j » 

z(o) = (V|/* (s),9(0)) s € [0,To], e e [-X,,0] 

unde vj/'(s) este dat de (3.51) şi (p(0) este condiţia iniţială a sistemului (3.27). 

Etapa 5" Orbita sistemului (3.27). 
(Drbita (t,x(t)) a ecuaţiei (3.26) dată de 

x(t) = 2x,(t) + r,„(xf (t) + y, (t)^) + r.̂ o(x, (t)̂  - y, (t)^) - li^^x, (t)y, (t) (3,60) 
under,2o=Re(w;o) , r„, = Re(w;,) , i,2(,= Im(wio) şi (x,(t),y,(t)) 
este soluţia sistemului de ecuaţii diferenţiale ordinare : 

xi(t) = -a)oy.(t) + ̂ (R2o +2R„ +Ro2)x,(t)' -^(R^o -2R„ +Ro2)yi(t)' +(Io2 -l2o)x,(t)y,(t) + 

+ iR,,x,(t)(x,(t)^+y,(t)^)-^I„y,(t)(x,(t)^+y,(t)^) (3.61) 

y,(t) = cOoX,(t) + i(l2o+2I,,+Io,)y,(t)^-i(l2o-2I,,+Io,)x,(t)^+(Ro2-R2o)x,(t)y,(t) 

+ ^R„y,(t)(x,(t)^ +y,(t)')-^l2,x,(t)(x,(t)^ +y,(t)^) 
cu condiţia iniţială 

x,(0) = Re(y,(()), y,(0) = I„(M/,(p) (3.62) 
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şi (p:[-T^,.0]R este condiţia iniţială a sistemului (3.26) dată de 

= 9(0) este condiţia iniţială a sistemului (3.7) cu 

/o = i i ^ y -V, unde Po = ZCiC +1). 

Orbita ( t , x(t)) a ecuaţiei (3.24)este dată de 
12 4m(o: , . 
5 :>K\v 

Invarianţii ciclului limită dat de (3.61) sunt: 

(3.63) 

M: = -
ReC, 
ReM 

unde M este dat de (3.38) şi 

T, = - ImC, ImM 
tOr 

P, =2ReC, 

_ o 
fOn 

2 1 
1̂1 ^ 0̂2 ) + 2̂1 

Utilizând programul realizat cu softul Maple 9 s-au obţinut graficele de mai jos. 

> #Bala2 cazul n e l i n i a r maşini une l t e regenerat ive;Stepan 6; 
> 
m:=l . ; s :=2 . ; c :=0 .02 ;a :=sqr t ( s /m) ;ze ta :=c / (2*m*a) ; j :=5 . ;omega := 
sq r t ( l+2*ze t a ) ;p :=2*ze t a* (1+ze t a ) ; t au :=2*( j*eva l f (P i ) -
aretan(1/omega))/omega;M:=(exp(-I*omega*tau)-
1)/(2*omega*I+2*zeta+p*exp(-
omega*tau*I));A:=Re(M);Omega:=omega*evalf(Pi)/(j*evalf(Pi)-
aretan(1/omega));K:=0.2;W:=0.5;f0:=(4*m*a^2/(3*K*W)) 
> el1:=2 *zeta+tau*exp(-omega* tau*I)*p:e l2 :=2 * zeta+2 *omega*I-
p*(exp(-omega*tau*I)-
exp(omega*tau*I))/(2*omega*I):e21:=eonjugate(el2):e22:=conjuga 
t e ( e l l ) : 
> with(Linear Algebra): 
E: = 
« e l l , e 2 1 > I <el2, e 2 2 » : F: =MatrixInverse (E) : d l l : =<11 0>. F. <1, 0>: d 
12:=<1|0>.F.<0,1>: 
> d:=<omega*I*(conjugate(dl2)-
con juga te (d l l ) )+2*ze ta* (con juga te (d l2 )+con juga te (d l l ) ) | con juga 
te(dl2)+conjugate(dl l )>:F20:=<0,3*p*(1-exp(-
omega*tau*I)) '^2/5>:Fll:=<0,3*p*(1-exp(-I*omega*tau))*(1-
exp(I*omega*tau))/5>:F02:=<0,3*p*(l-
exp(omega*tau*I) ) ̂ 2/5>:g20 :=d.F20 : g l l :=d .Fl l :g02 :=d.F02 : 
> L : = « 0 , - l - p > | < l , -
2 * z e t a » : R: = « 0 , p> | < 0 , 0 » : G: = « 1 , 0> | < 0 , 1 » : El : =Matrixinverse (-
(L+exp(-I*omega*tau)*R-2*omega*I*G)).F2O:E2:=Matrixinverse(-
(L+R)).F11:E11:=<1|0>.E1:E12:=<1|0>.E2: 
> wl20:=-g20*exp(-I*omega*tau)/(I*omega)-
conjugate(g02)*exp(I*omega*tau)/(3*I*omega)+Ell*exp(-
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2*omega*tau*I):wlll :=gll*exp(-I*omega*tau)/(I*omega)-
conjugate(gll)*exp(I*oinega*tau)/(I*omega)+E12:vl20:=-
g20/(I*omega)-
conjugate(g02)/(3*I*omega)+E11:vl l l :=gl l / ( I*omega)-
conjugate <gll)/(I*omega)+E12:F21:=<0,3*p*((1-
exp(omega*tau*I))*(vl20-wl20)+2*(1-exp(-omega*tau*I))*(vll l-
w l l l ) - 3* (1-exp (-omega*tau*I)) "̂2* (1-
exp(omega*tau*I)))/5>:g21:=d.F21: 
> Cl :=(g20*gl l -2*abs(g l l )^2-
abs (g02) ^^2/3) * ! / (2*omega) +g21/2 ;mu2 : =-Re (CI) /Re (M) ;T2 : =-
(Im (CI) +mu2 * Im (M)) /omega; be ta2 : =2 *Re (CI) ; 
> 
> 
r20 :=Re(wl20) :120:=Im(wl20) : r l l :=Re(wl l l ) : i l l :=Im(wl l l ) : r220:= 
Re(vl20) : i220:=Im(vl20) : r211:=Re(vl l l ) :±211:=Im(vl l l ) : > 
R20:=Re(g20):R11:=Re(gll):R02:=Re(g02):120:=Im(g20):Ill:=Im(gl 
1):l02:=Im(g02):R21:=Re(g21):121:=Im(g21): 
> Fl (x( t ) ,y( t ) ) :=-omega*y( t )+(R20/2+Rll+R02/2)*x( t )^2-( I20-
102)*x( t )*y( t ) - (R20/2-
R11+R02/2)*y(t)^2+R21*x(t)*(x(t)^2+y(t)^2)/2-
I21*y( t )* (x ( t ) ^2+y( t ) ^2 ) /2 : 
F2(x ( t ) ,y ( t ) ) :=omega*x( t )+ ( I20 /2+I l l+ I02 /2 )*x( t )^2 - ( I20 /2 -
I11+I02/2)*y(t)^2+(R20-
R02) *x(t) *y (t) +R21*y (t) * (x(t) ^2+y (t) ^̂ 2) /2+I21*x(t) * (x(t) ^2+y ( t 
) '^2)/2: F3(x(t) , y ( t ) ) :=2*x(t)+r220* (x(t) ^2-y( t ) ^2)-
2*i220*x( t )*y( t )+r211*(x( t )^2+y( t )^2)+0.1: 
F4(x(t) ,y( t )) :=2*x(t)*cos(omega*tau)+2*y(t)*sin(omega*tau)+r20 
* ( x ( t ) ^ 2 - y ( t ) ^ 2 ) -
2 * i 2 0 * x ( t ) * y ( t ) + r l l * ( x ( t ) ^ 2 + y ( t ) ^ 2 ) : F 5 ( x ( t ) , y ( t ) ) : = 
12* (4*m*a/ (3*K*W)) ^4* (p'^4/5) *F3 (x (t) ,y ( t ) ) +0.1: 
with(DEtools): 
> dsys := 
{ d i f f ( x ( t ) , t ) = F l ( x ( t ) , y ( t ) ) , d i f f ( y ( t ) , t ) = F 2 ( x ( t ) , y ( t ) ) , x ( 0 ) = -
0.001,y(0)=0.002}: 
> dsol := dsolve(dsys ,numeric) : 
> p l o t s [ o d e p l o t ] ( d s o l , [ 
[ t , F 3 ( x ( t ) , y ( t ) ) , c o l o r = r e d ] ] , 0 . . 5 * t a u , t i t l e = " F i g . 3 . O r b i t a 
( t , x ( t ) ) " ) ; 
p l o t s [ o d e p l o t ] ( d s o l , [ 
[ F 3 ( x ( t ) , y ( t ) ) , F 4 ( x ( t ) , y ( t ) ) 
, c o l o r = r e d ] ] , 0 . . t a u , t i t l e = " F i g . 3 . 0 r b i t a ( x ( t ) , x ( t - t a u ) ) " ) ; 
p l o t s [ o d e p l o t ] ( d s o l , [ 
[ t , F 5 ( x ( t ) , y ( t ) ) , c o l o r = r e d ] ] , 0 . . 5 * t a u , t i t l e = " F i g . 3 . 0 r b i t a 
( t , x ( t ) ) a s i s t i n i t " ) ; 

> MUGqns := [ 
d i f f (x(t) , t ) =-omega*y(t) + (R20/2+Rll+R02/2)*x(t)'^2-(I20-
102)*x( t )*y( t ) - (R20/2-
R11+R02/2)*y(t)^2+R21*x(t)*(x(t)^2+y(t)^2)/2-
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l 21*y ( t )* (x ( t ) ^2+y( t ) ^2 ) /2 , d i f f ( y ( t ) , t ) = 
oinega*x (t) + (I20/2+I11+I02/2) *x (t) ^2- (120/2-
I11+I02/2)*y(t)^2+(R20-
R02)*x( t )*y( t )+R21*y( t )*(x( t )^2+y( t )^2) /2+l21*x( t )*(x( t )^2+y( t 
) "2) /2 

1 : 
> DEplot3d(MUGqns, { x ( t ) , y ( t ) } , t=0 . .5* tau , 

[[ x(0)=-0.05, y (0)=0 .05] ] , 
x = - 0 . 1 . . 0 . 1 , y = - 0 . 1 . . 0 . 1 , s c e n e = [ x ( t ) , y ( t ) , t ] , 

s teps ize=0.05, l i neco lou r= t , 
t i t l e="Figura3 .d inamica Sistemului pe Wc(0)XR"): 

> 
D E s : = ( { d i f f ( x ( t ) , t ) = F l ( x ( t ) , y ( t ) ) , d i f f ( y ( t ) , t ) = F 2 ( x ( t ) , y ( t ) ) } ) 

D E p l o t 3 d ( D E s , [ x ( t ) , y ( t ) ] , t = 0 . . t a u , [ [ x ( 0 ) = - 0 . 0 5 , y ( 0 ) = 0 . 0 5 ] ] , x = -
0 . 1 . . 0 . 1 , y = -
0 , 1 . . 0 . 1 , s c e n e = [ x ( t ) , y ( t ) , t ] , l i n e s t y l e = l , l i n e c o l o r = b l u e , t i t l e = 
"Fig.6.Dinamica pe Va r i e t a t ea Centrala in o r ig ine" ) ; 

> 
#n:=50 
omega: 
a rc tan 
a rc tan > 
> 
#plo t ( 
=FRAME > 
> 
> 
> 
> 

;m := l . ; s :=2 . ; c :=0 .02 ; a :=sq r t ( s /m) ; ze t a :=c / (2*m*a) ; j :=5 . ; 
=sq r t ( l+2*ze ta ) ;p :=2*ze ta* ( l+ze ta ) ; t au :=2*(k*eva l f (P i ) -
(l /omega))/omega;Omega:=omega*evalf(Pi)/(k*evalf(Pi)-
(1/omega)); 

{[seq([k,Omega],k=l. .n)]},style=point,symbol=CIRCLE,axes 
, co lor^green) ; 

FIg 3. Orbita (t,x(t)) 
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Fig.aorbtta 0((l).x(t-tau)) 
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3.5. Maşina unealtă vibrantă regenerativă cu două 
argumente de întârziere 

3.5.1. Modelul maşinii unelte vibrante regenerative 

Maşinile unelte vibrante produc instabilitate în timpul prelucrării care este 
rezultatul prelucrării piesei şi fluctuaţiei dinamicii forţei de aşchiere. Dacă maşina 
taie o suprafaţă Ar(r) din piesă în momentul t, suprafaţa în momentul t-r estex(r- r) 
unde reste timpul de întârziere între aşchieri succesive. Experienţele practice şi 
modelele teoretice, care au apărut în literatura de specialitate, descriu cuplarea 
intrinsecă a dinamicii procesului de aşchiere şi a influenţei structurii maşinii unelte. 

Modelul matematic, investigat în [125], al maşinii unelte vibrante este dat de 
ecuaţia diferenţială de ordinul doi cu argument întârziat 

x(t) + 2^0 x(0 + - r) + - r) + //o cos lY = O 
(3.64) 

u n d e s u n t parametrii reali,;7oşi vsunt amplitudinea şi respectiv frecvenţa 
forţei de aşchiere. Având în vedere [53], [59], [125] vom investiga un model al 
maşinii unelte vibrante regenerative cu două argumente de întârziere,cu forţă de 
aşchiere şi efect regenerativ neliniar. Variabilele ce caracterizează suprafaţa 
profilului tăiat la momentul t,este x(t) şi rezultatul prelucrării la momentul t- r ,este 
x(t-r2). Modelul maşinii unelte vibrante regenerative, cu două argumente de 
întârziere, este dat de ecuaţia diferenţială de ordinul doi 

+ Mx(t)-(x-T,)- sa,(x(0 -x(t ea,{x{t) - x{t -r,))') = () (3.64') 
unde Sf^,a2,aj sunt parametrii reali(^o caracterizează amortizarea maşinii unelte), 
O < ^ « 1 e s t e un parametru,şi r,,r2 sunt argumentele de întârziere cur,<r,. 

Modelul poate fi completat considerând un proces stochastic ^(0 de tipul 
„zgomotului alb Gaussian" cu magnitudinea funcţia densitate este ^(r) cu 
fimcţia de corelaţie R( +r)) = ^(v),unde Siv) este funcţia delta a lui 
Dirac şi E(.) este operatorul valorii medii. în acest caz modelul este dat de: 

x{t) + 2S,x.(t)+(^,+a(t))xit-T,) 

+ nixit) -{x-T,)- sa, (x(0 - x{t - - sa, {x{t) - - r,))') = O (3.65) 
unde A(0 = STJ^ COS U + ̂  " • 

Investigarea ecuaţiei (3.64') constă în : 

75 

BUPT



Determinarea hărţii (domeniile) de stabilitate a soluţiei staţionare x(t)=0,Vt, 
descrisă de valorile parametrilor dacă sunt fixaţi. Pentru o valoare a 
parametrilor ce aparţin frontierei domeniului de stabilitate. Analiza soluţiei 
ecuaţiei (3.64'), se face utilizând drept parametru de bifurcaţie parametrul ^ şi 
considerarea formei normale Poincare' pe varietatea centrală a ecuaţiei 
(3.64'). în urma acestei investigaţii rezultă informaţii privind valorile parametrilor 
modelului pentru care variaţia profilului suprafeţei de tăiere x(t) este stabilă, sau 
pentru care acest profil are o variaţie ciclică. Investigarea ecuaţiei (3.64') se face 
investigând sistemul de ecuaţii diferenţiale cu două argumente de întârziere, dat de 

-t.(r) = x,(0 (3 55) 

echivalent cu ecuaţia (3.64'). 
Fie X(t)=(x, (0,^2(0)^ şi matricele 

A= fo 1 
3 , = 3 : = 

ro fo 1 
3 , = 3 : = • 1 l-C, 0, U 0. 

O 
0-2 (x , ( 0 - X, ( / - T2 ) ) ' + O-, ( X , ( / ) - X, - r , ) ) ' 

(3.67) 

(3.68) 

Din (3.66),(3.67),(3.68) rezultă sistemul matricial 
^(0 = AX(t) + B,X(t -T,) + B,X(/-r,) + F(x,(0,x(t - r,)) (3.69) 

care este un sistem de ecuaţii diferenţiale cu două argumente de întârziere X,,T, 
neliniar. Din faptul că pentru sistemul (3.69) membrul drept descris de flincţii 
continue ce satisfac condiţia Lipschitz, sistemul (3.69) are soluţie unică pentru o 
condiţie iniţială dată X(e) = ă>(e),ee[-t2,01. Din (3.69) rezultă că punctul originea 
O = (0,0)̂  este punct de echilibru. Acest punct de echilibru reprezintă soluţia 
staţionară a sistemului (3.69). Investigarea sistemului (3.69) se face în vecinătatea 
acestui punct de echilibru, utilizând etapele de analiză a sistemelor de ecuaţii cu 
argument întârziat din [68]. 
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3.5.2. Analiza liniarizatului sistemului (3.69). Operatori 
infinitezimali. 

Liniarizatul (în variaţie) a sistemului (3.69) în punctul de echilibru O = (0,0)*̂  
este 

Y(/) = AYiO + B,X{t -T,) + BJit-T,). (3.70) 

Ecuaţia caracteristică a lui (3.70) este dată de 
Zxi)=det(A/- (3.71) 

unde I este matricea unitate de timpul (2,2). Din (3.71) rezultă ecuaţia 
transcendentă 

D{X) =Ă' + 2S,Ă + + - O . (3.72) 

Folosind Teorema 3.22 [106], rezultă: 

Propoziţia 3.1. Dacă 

li, 
atunci rădăcinile ecuaţiei (3.72) au partea reală negativă, pentru orice T i.tţ e [0,oo). 

Din propoziţia 3.1. şi varianta teoremei lui Hartman - Coarbman pentru 
sisteme de ecuaţii cu argument întârziat, rezultă 

Propoziţia 3.2. Dacă 
o 

atunci soluţia staţionară X(t)=0, Vt a sistemului (3.69), deci şi a ecuaţiei (3.64') este 
asimptotic stabilă pentru orice TJ T2 g [0,OO). 

Determinăm D - curbele ce descriu frontiera regiunilor de stabilitate în 
raport cu parametrii \x pentru un 60 fixat. Aceste curbe se obţin punând condiţia 
ca ecuaţia (3.72) să admită rădăcini pur imaginare, care depind de parametri 
Fie A. = ± ico, unde, co = co > O rădăcină a lui (3.72). înlocuind în (3.72) şi 
anulând partea reală şi partea imaginară a relaţiei obţinute rezultă sistemul de 
ecuaţii: 5 

+//(!-cosfi)r2)-6; ̂  = O, (3 73) 
I, sin<yr, - ^smcor^ - IS ĉo = 0. 
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Din (3.73) rezultă: 

^ _ 2d^co(\ - cos^yfj) + co' 
cosrf^r, sin^yr, + (1 - cosfyr,)sinfyr, 

(Q- smcoT^- l S^co cos (O r, 
(3.74) 

cosf»r, smcoT. + (1 - cos^yr,)sin^yr, 
Pentru T1.T2 fixate, şi co variabil, relaţia (3.74), sunt coordonatele unui punct 

în planul care descriu D - curbele ecuaţiei (3.72). Pentru valoarea 60 = 0,085, 
0,1035 < TI < 0,1045, şi X2 = 1,03TI , domeniul de stabilitate este dat de regiunea 
haşurată în fig. 3.17. 

* 10 

Fig. 3.17 
Coordonatele de pe D - curbele din fig. 3.17, reprezintă valori ale lui |i 

pentru care ecuaţia (3.72) are rădăcinile ico. în continuare vom considera o valoare 
© = coo fixată pentru care din (3.74), rezultă valoarea, respectiv |i = |io-

Analizăm sistemul (3.70), pentru 5o, = 11,1:2 fixate şi = |io+ unde 
|i este un parametru |^|<1. Coeficientul \i este parametru în raport ce care se va 
analiza soluţia staţionară a sistemului neliniar (3.69). 

Se numeşte bifurcaţie Hopf în raport cu parametru o valoare a 
parametrului Ho, pentru care: 
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Re/ l ( / i j = 0, Re MM) 
d/i J (3.75) 

Propoziţia 3.3. Fie coo şi 

cos^y^r, sin^y^r, + (1 - cosryor,)sinfyor, 

Valoarea jio este punct de bifUrcaţie Hopf. 
I într-adevăr din modul de definiţie a lui po rezultă că X. = cooi este soluţie a lui 
(3.72). punând X = X,(|i) în (3.72) şi derivând în raport cu rezultă 

= . (3.76) 

] 

Din (3.76), prin calcul algebric rezultă 

Re dĂiM)] = Re 
d^ j u-u. \ du ) 

Pentru |i = jOo, se determină subspaţiile proprii asociate generatorilor 
infinitezimali A' şi *, ai sistemului (3.70) definiţi de 
A: C ([-T2, O],Ĉ ) p, respectiv 
A*: C ([o, T2], C^') ^ p*, prin 

Am = 
dm 

de (3.77) 

A'<l>\s) = 

+ e = 0 

df{s) 
ds 

, s€ (0 , r j (3.78) 

unde C' ([-T2, o], C) este spaţiul funcţiilor derivabile definite pe [-X2, o] cu valori în 
€2. Folosind metoda din [80] rezultă 

Propoziţia 3.4. i) Vectorii proprii generalizaţi ai lui A corespunzători 
valorilor proprii ± icoo sunt 
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m -
1 ] 1 ^ 

\-io)J (3.79) 

ii) Vectorii proprii generalizaţi ai lui A* corespunzători valorilor proprii 
± icoo, sunt 

f{s) = 
io), + 2(5J 

e'-, ţ'{s) = se 0,r, (3.80) 

iii) Coeficienţii formei (. , .) asociată sistemului (3.70) dată în [80] în raport 
' cu vectorii (a)(e), 0(0)), (<I)*(s), 0*(s)) sunt 

(3.81) 

iv)Vectorii 
= f j \ s ) + f j \ s \ iiJ-^s) = f j ' { s ) + f j \ s ) , s efO, z. 

sunt vectori proprii ai generatorului infinitezimal A' şi satisfac relaţiile 

(3.82) 

(3.83) 

unde fij, ij=l,2, sunt coeficienţi matricei inverse a lui (ly), i j = 1,2. 
Demonstraţia propoziţiei 3.4, se face utilizând metoda din [68] pentru 

determinarea vectorilor proprii ai generatorilor infinitezimali A şi A . 

3.5.3. Varietatea centrală W'̂ (m))» forma normală Poincare asociate 
sistemului (3.69) 

Varietatea centrală W (̂|Xo) [68] este definită submulţimii 
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unde Vo este o vecinătate a originii din şi W20: [-T2, 0] Wn: [-T2i,0]-> 
W02 = W20, Wii = Wii, invariantă în raport cu pseudogrupul T(t) generat de soluţia 
sistemului (3.69). Din condiţia de nevariantă în raport cu T(t), rezultă că funcţiile 
W20, 
Wii, satisfac relaţiile 

0̂2 
1(0 "iico 

ico^ 

(3.85) 

unde 
E, = -(a + + - licoj)' F, 

Şl 
g , = g u = n ^ K S 0 2 = s . = r m , 

(3.86) 

(3.87) 

Vectorii F20, Fii, F02, F21, se obţin înlocuind în partea neliniară a sistemului 
(3.70), 

Rezultă 

= IcT^l - e--^ )\ F,^ 2SCT,{\ - Xl - ), F,, = 2a,e{\ - e"^- ^^^^^ 

Fi, = 25[ct,(1 - X^2o(0) - r,)) + 2ct,(1 - - r,)) + 

+30-3(1-

Din (3.88) şi (3.87) rezultă: 
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+ 

Din (3.86) şi (3.67), rezultă 

2̂ 0 + W. 
(3.90) 

Folosind (3.83), (3.85), (3.87), (3.88) şi (3.89) rezultă că forma normală 
Poincare a sistemului (3.70) pe varietatea centrală W^ (jio) este dată de sistemul de 
ecuaţii diferenţiale ordinare: 

= + + > (3.91) 
unde z(t) = x,(t)+iyi(t). 

Ecuaţia (3.91) se scrie sub forma: 

+ + y M ' ) - + >-,(00 (3.92) 

r,'(t) = + + 2/„ + Qy^itf - - 2/„ + Qx,{ty + (R,, - + 

unde Ry = Re(gij), ly = Im(gij). 
Orbita (t, x(ti)) a ecuaţiei diferenţiale (3.64') în vecinătatea soluţiei staţionare 
x(t) = O Vt este 

x(0 = 2x.(0 + r,r{x,{ty - y,ity) + C \ x , { t y - y,ity) + (/)>-,(O , (3.93) 
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unde (xi(t), yi(t)) este o soluţie a sistemului diferenţial cu condiţia iniţială 

unde x(e) = (p(e), G e [-T2, 0] este condiţia iniţială a ecuaţiei (3.64'), şi r̂  = 
Re(W,(0)), y(o) U (W^̂ , o). 

Orbita (t, x(t-TI)) a ecuaţiei diferenţiale (3.64') în vecinătatea soluţiei 
staţionare x(t) = O, Vt este: 

unde RIJ (-T) = Re (Wij(-TI)), IIJ(-T) = (Wij(-T,)) şi (x,(t), y,(t)) este o 
soluţie a sistemului diferenţial (3.92). 

Orbita (t, x(t,t-T2)) a ecuaţiei diferenţiale (3.64') în vecinătatea soluţiei 
staţionare x(t) = O, Vt este: 

x{t-T,)=2x,(t)cos6)j, + 2y^{t)sm(o,T, + - ^^ ^^^ 

unde xr ,j(-T)=Re (Wij ( -T2)) , i i j ( - T ) = U (Wij ( -T2)) şi (x,(t), y,(t)) este o 
soluţie a sistemului diferenţial (3.92). 

3.5.4. Invarianţi asociaţi orbitei (t, x(ti)) 

Bifiircaţia Hopf dată de n = |Xo se numeşte supercritică (subcritică) dacă 
pentru > < ^o) ecuaţia (3.64') are soluţii periodice. Bifurcaţia Hopf dată de fa 
= |Xo se numeşte orbital stabilă (instabilă) dacă orbita (t, x(t)) a ecuaţiei (3.64') este 
stabilă (instabilă). Folosind teoria formelor normale, caracterizarea bifurcaţiei Hopf 
se face cu ajutorul coeficienţilor P2, T2 daţi de 

^ = A = Re(C,), (3.96) 
Re(M) co, 
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unde 

C.= 
2(0 r 

M = 

- 9 ' 
1 

2 

-/<w„r| 

Propoziţia 3.5. [68 ] Următoarele afirmaţii sunt adevărate 
i) Dacă /U2>0 (<0), bifurcaţia Hopf este supercritică (subcritică) şi 

soluţiile periodice ale bifurcaţiei există pentru n > noin < Ho) 
ii) Dacă P2<0 (>0) orbitele bifurcaţiei sunt orbital stabile (instabile) 
iii) Dacă Ti >0 (<0) perioadele orbitei bifurcaţiei este crescătoare 

(descrescătoare) 
Pentru \i = (Xo+eii, ecuaţia (3.64') se scrie: 

x{t) + 2S,x{t) + - r,) + ^,{x{t) - x{t - r,)) - sctMO " x{t - T,)f -

-SG,{x{t) - x{t - T,)y + sP{x{t) - x{t - 2-,)) = O 
(3.97) 

Sistemul asociat ecuaţiei (3.97) este dat de 
X{t) = AX{t) + B,X{t- r.) + B,X{t - T,) + F{x,{t\x,{t - T,)) (3.98) 

Unde A, Bl B2, sunt date de (3.67) şi F este 

F[xXt\x,{t-T,))=F{xXî\xXt-h))-sP 
O 

(3.99) 

înlocuind în 

r,)),x,(t) cu z(t)+ z(t) + \\^o(0)z^(0+ W;,{0)z{t)m ^ 

rezulta 

unde 
2\7 F, = {0,Fiy, F„ = F, = F, = F, = (0,F/)', F, = (0,^;;) 
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cu 

F,; = F;, - sfiiKAO) - (3.100) 

unde F;„ sunt date de (3.88) 

Din (3.100) şi (3.87), rezultă 
2̂0 = g20 - + A ) K ( O ) - Ki-^.)) 

gu = gn - + fn){KiO)-W,\{-Z,)) ^^ ^^^^ 

Sil ~ ^21 

Unde W20, Wn W02 sunt daţi de (3.95). 
Forma normală a sistemului (3.98) pe varietatea centrală W^ (|io) este 

z\t) = [w, - SM(\ - + ^-g^itf + l,ZMTY + 2 goAtf + 2 ^..^(O^nO (3.102) 

Unde z(t)=xi(t)+iy(t). 

Ecuaţia (3.102) se scrie sub forma 

x', (O = -8ji(\ - cos6)„T2)x,(0 - (o), - sJisma},T,)y,{t) + U^, + 2^„ + -
2 

+2I., + + ( 4 + > ' - ( 0 ^ ) - (3.103) 
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( f ^ o - s i n 0 o r : ) . v , ( O - ) > • , ( / ) + ' ( 4 + 2?;, + 

unde 

Orbita (t, x(t)) a ecuaţiei diferenţiale (3.97) este dată de (3.93) cu x,(t), y,(t|) 
este o soluţie a sistemului diferenţial ordinar (3.103). 

Orbita (t, x(t-Ti)), (t, x(t-T2)) a ecuaţiei diferenţiale (3.97) în variantele 
soluţiei staţionare x(t) = O, V t, este dată de (3.94), respectiv (3.95), cu (X|(t), yi(t)) 
o soluţie a lui (3.103). 

Utilizând programul realizat cu softul Maple 9 s-au obţinut graficele 
prezentate mai jos. 

> #Bala4 cazul n e l i n i a r maşini une l te regenerat ive cu doua 
i n t a r z i e r i , Fofana ;mu0^u ( b i f u r c a t i a Hopf) /mu-smu 
> 
deltaO:=0.085;taul:=0.1045;tau2:=1.03*taul;omega:=5.3;epsilon:=0. 
03;sigma2:=0.02;sigma3:=0.003;mu0:=0.; zeta:=(2*delta0*omega*(1-
cos(omega*tau2))+omega''2*sin(omega*tau2))/(cos(omega*taul)*sin(om 
ega*tau2)+(l-cos(omega*tau2))*sin(omega*taul)); 
mu:=(omega^2*sin(omega*taul)-
2*delta0*omega*cos(omega*taul))/(cos(omega*taul)*sin(omega*tau2)+ 
(l-cos(omega*tau2))*sin(omega*taul)); 
> ell:=2*deltaO+zeta*taul*exp(-omega*taul*I)+mu*tau2*exp(-
omega*tau2*I): el2:=2*deltaO-2*omega*I-zeta*(exp(omega*taul*I)-
exp(-omega*taul*I))/(2*omega*I)+mu*(exp(omega*taul*I)-exp(-
omega*taul*I))/(2*omega*I): 
e21:=conjugate(e l2) :e22:=conjugate(e l l ) : 
> with(LinearAlgebra): 
E: = 
« e l l , e21>I <el2, e 2 2 » : F: =MatrixInverse (E) : d l l : =<11 0>. F.<1, 0>: dl2 : 
=<1|0>.F.<0,1>: 
> d:=conjugate(dl2)+conjugate(dl l ) : F20:=2*epsilon*sigma2*(1-
exp ( -omega* tau2*I ) ) : FII:=2*epsilon*sigma2*(l-exp(-
omega*tau2*I))*(1-exp(omega*tau2*I)): F02:=2*epsilon*sigma2*(1-
exp (omega*tau2*I)) ^̂ 2: g20: =d. F20: g l l : =d. FI I : g02 : =d. F02: 
> wl20:=-g20*exp(-I*omega*taul) / (I*omega) -
conjugate(g02)*exp(I*omega*taul)/(3*I*omega): wl l l :=gl l*exp(-
I*omega*taul) / (I*omega) -
con j ugate(gl1)*exp(I*omega* t a u l ) / ( I * omega)+Fll/zeta:wl02:=conjuga 
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t e ( w l 2 0 ) : w220 : = - g 2 0 * e x p ( - I * o m e g a * t a u 2 ) / ( I * o m e g a ) -
c o n j u g a t e ( g 0 2 ) * e x p ( I * o m e g a * t a u 2 ) / ( 3 * I * o m e g a ) : w 2 1 1 : = g l l * e x p ( -
I * o m e g a * t a u 2 ) / ( I * o m e g a ) -
c o n j u g a t e ( g l l ) * e x p ( I * o m e g a * t a u l ) / ( I * o m e g a ) + F l l / z e t a : w 2 0 2 : = c o n j u g a 
t e ( w 2 2 0 ) : v 2 0 : = - g 2 0 / ( I * o m e g a ) - c o n j u g a t e ( g 0 2 ) / ( 3 * I * o i n e g a ) : 
v 0 2 : = c o n j u g a t e ( v 2 0 ) : v i l : = g l l / ( I * o m e g a ) -
c o n j u g a t e ( g l l ) / ( I * o m e g a ) + F l l / z e t a : F 2 1 : = e p s i l o n * ( s i g i n a 2 * ( 1 -
e x p ( o m e g a * t a u 2 * I ) ) * ( v 2 0 - w 2 2 0 ) + 4 * s i g m a 2 * ( l - e x p ( -
o m e g a * t a u 2 * I ) ) * ( v l l - w 2 1 1 ) + 6 * s i g m a 3 * ( 1 - e x p ( - o m e g a * t a u 2 * I ) ) ^ 2 * ( 1 -
e x p ( o m e g a * t a u 2 * I ) ) ) : g 2 1 : = d . F 2 1 : 
> C I : = ( g 2 0 * g l l - 2 * a b s ( g l l ) ^ 2 - a b s ( g 0 2 ) ^ 2 / 3 ) * ! / ( 2 * o m e g a ) + g 2 1 / 2 : 
M : = ( e x p ( - o m e g a * t a u 2 * I ) - 1 ) / ( o m e g a * I + 2 * d e l t a O - z e t a * t a u l * e x p ( -
o m e g a * t a u l * I ) + m u * t a u 2 * e x p ( - o m e g a * t a u 2 * I ) ) ; m u 2 : = -
Re ( C I ) / R e (M) ; T 2 : ( Im ( C I ) +mu2 * Im (M)) / o m e g a ; 
b e t a 2 : = 2 * R e ( C l ) ; 
> G 2 0 : = g 2 0 - e p s i l o n * m u 0 * ( v 2 0 - w 2 2 0 ) : G l l : = g l l - e p s i l o n * m u O * ( v l l -
w 2 1 1 ) : G 0 2 : = g 0 2 - e p s i l o n * m u 0 * ( v 0 2 - w 2 0 2 ) : G 2 1 : = g 2 1 : 
> A l : = R e ( o m e g a * I - e p s i l o n * m u O * d * ( 1 - e x p ( - t a u 2 * o m e g a * I ) ) ) : 
A2 : = I m ( o m e g a * I - i - e p s i l o n * m u O * d * ( 1 - e x p ( - t a u 2 * o m e g a * I ) ) ) : 
B l : = R e ( e p s i l o n * m u O * d * ( 1 - e x p ( t a u 2 * o m e g a * I ) ) ) : 
B 2 : = I m ( e p s i l o n * m u O * d * ( 1 - e x p ( t a u 2 * o m e g a * I ) ) ) : 
> 
r 2 2 0 : = R e ( w 2 2 0 ) : i 2 2 0 : = I m ( w 2 2 0 ) : r 2 1 1 : = R e ( w 2 1 1 ) : ± 2 1 1 : = I m ( w 2 1 1 ) : r 0 2 0 : 
= R e ( v 2 0 ) : i 0 2 0 : = I m ( v 2 0 ) : r O l l : = R e ( v i l ) : i O l l : = I m ( v l l ) : 
r l 2 0 : = R e ( w l 2 0 ) : i l 2 0 : = I m ( w l 2 0 ) : r l l l : = R e ( w l l l ) : i l l l : = I m ( w l l l ) : > 

R 2 0 : = R e ( G 2 0 ) : R 1 1 : = R e ( G l l ) : R 0 2 : = R e ( G 0 2 ) : 1 2 0 : = I m ( G 2 0 ) : 1 1 1 : = I m ( G l l ) : 
I 0 2 : = I m ( G 0 2 ) : R 2 1 : = R e ( G 2 1 ) : 1 2 1 : = I m ( G 2 1 ) : 
> F l ( x ( t ) , y ( t ) ) : = ( B 2 -
A 2 ) * y ( t ) + ( A l + B l ) * x ( t ) + ( R 2 0 / 2 + R 1 1 + R 0 2 / 2 ) * x ( t ) ^ 2 - ( 1 2 0 -
1 0 2 ) * x ( t ) * y ( t ) - ( R 2 0 / 2 -
R 1 1 + R 0 2 / 2 ) * y ( t ) ^ 2 + R 2 1 * x ( t ) * ( x ( t ) ^ 2 + y ( t ) ^ 2 ) / 2 -
I 2 1 * y ( t ) * ( x ( t ) ' ^ 2 + y ( t ) ' ^ 2 ) / 2 : F 2 ( x ( t ) , y ( t ) ) : = (A2+B2) * x ( t ) + ( A l -
B l ) * y ( t ) + ( 1 2 0 / 2 + 1 1 1 + 1 0 2 / 2 ) * x ( t ) ( I 2 0 / 2 - I 1 1 + I 0 2 / 2 ) * y ( t ) ^ 2 + ( R 2 0 -
R 0 2 ) * x ( t ) * y ( t ) + R 2 1 * y ( t ) * ( x ( t ) ^ 2 + y ( t ) ^ 2 ) / 2 + l 2 1 * x ( t ) * ( x ( t ) ^ 2 + y ( t ) ^ 2 
) / 2 : F 3 ( x ( t ) , y ( t ) ) : = 2 * x ( t ) + r 0 2 0 * ( x ( t ) ^ 2 - y ( t ) ^ 2 ) -
2 * i 0 2 0 * x ( t ) * y ( t ) + r 0 1 1 * ( x ( t ) ^ 2 + y ( t ) ^ 2 ) : 
F 5 ( x ( t ) , y ( t ) ) : = 2 * x ( t ) * c o s ( o m e g a * t a u 2 ) + 2 * y ( t ) * s i n ( o m e g a * t a u 2 ) + r 2 2 O 
* ( x ( t ) ^ 2 - y ( t ) ^^2) - 2 * i 2 2 0 * x ( t ) * y ( t ) + r 2 1 1 * ( x ( t ) ^ 2 + y ( t ) ^ 2 ) : 
F 4 ( x ( t ) , y ( t ) ) : = 2 * x ( t ) * c o s ( o m e g a * t a u l ) + 2 * y ( t ) * s i n ( o m e g a * t a u l ) + r 1 2 O 
* (X ( t ) ' ^ 2 - y ( t ) ^ 2 ) - 2 * i l 2 0 * x ( t ) *y ( t ) + r l l l * (x ( t ) ^ 2 + y ( t ) ^ 2 ) : 
w i t h ( D E t o o l s ) : 
> d s y s : = 
{ d i f f ( x ( t ) , t ) = F l ( x ( t ) , y ( t ) ) , d i f f ( y ( t ) , t ) = F 2 ( x ( t ) , y ( t ) ) , x ( 0 ) = -
0.001,y(0)=0.002): 
> d s o l : = d s o l v e ( d s y s , n \ ] m e r i c ) : 
> p l o t s [ o d e p l o t ] ( d s o l , [ 
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[t,F3(x(t),y(t)) ,color=red]],0..455*tau2,title="Fig.3.Orbita 
(t,x(t)) "); 
plots[odeplot](dsol,[ 
[t,F4(x(t),y(t)) ,color=red]],0..455*tau2,title="Fig.3.Orbita 
(t,x(t-tau2)) ");plots[odeplot](dsol,[ 
[t,F5(x(t),y(t)) ,color=red]],0..455*tau2,title="Fig.3.Orbita 
(t,x(t-taul)) "); 

plots[odeplot](dsol,[ 
[F3(x(t),y(t)),F4(x(t),y(t)) 
,color=red]],0..455*tau2,title="Fig.3.Orbita (x(t),x(t-taul)) 
" ) ; 

plots [odeplot] (dsol, [ 
[F3(x(t),y(t)),F5(x(t),y(t)),color=red]],0..455*tau2,title="Fig.3 
.Orbita (x(t),x(t-tau2)) a sist init "); 

F l g . a . O r t o r t a C t . * 0 ) ) 
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Fijj.aOrblta (^(I).x(t4au1)) 

Fî .a.Ort3ita (x(t),x(l-tau2)) a sist init 

Rifl. 3. Orb i t * Ct.^Ct^AtxZ)) 

fi (1 i\ ] 
şn. « V V V s 
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4. VIBRAŢIILE LA MAŞINILE DE FREZAT 

4.1. Vibraţiile la maşinile unelte 

Destul de frecvent în practică apare starea de instabilitate dinamică a 
sistemului tehnologic maşină unealtă-piesă-dispozitiv-sculă, care se manifestă 
prin apariţia unor vibraţii în timpul aşchierii. Datorită acestui fenomen apare: 
suprasolicitarea şi uzura prematură a maşinii unelte; deteriorarea şi apoi uzura 
prematură a tăişului sculei; rugozitatea necorespunzătoare a suprafeţei 
prelucrate; influenţarea negativă a preciziei de prelucrare; suprasolicitarea 
acustică a personalului de deservire, etc. 

Revenirea la o aşchiere fară vibraţii, în majoritatea cazurilor se poate 
realiza prin schimbarea regimului de aşchiere sau reglării maşinii unelte, care 
actualmente duce, de obicei, la scăderea productivităţii de aşchiere. Acest efect 
are însemnătate deosebită la maşinile unelte mari precum şi la cele cu comandă 
numerică. 

Extinzând prin una sau mai multe metode domeniul stabil al 
sistemului maşină unealtă-piesă-dispozitiv-sculă, se creează condiţii favorabile 
eliminării influenţelor nefavorabile. 

Obţinerea unui prag de stabilitate dinamică mai ridicat se realizează 
prin creşterea grosimii aşchiei , posibil de detaşat în regim stabil, deci fară 
vibraţii, ceea ce duce, în mod direct, la creşterea capacităţii de producţie la 
maşinile de frezat. 

Instabilitatea maşinii-unelte se manifestă prin apariţia în timpul 
procesului de aşchiere a unor mişcări relative între piesă şi sculă care se 
suprapun mişcărilor tehnologice reglate (mişcarea de avans, mişcarea de 
generare a aşchiei). Natura excitaţiei acestor vibraţii este diversă. Astfel se pot 
deosebi: 

1. Vibraţii forţate, cauzate de : 
- forţe exterioare maşinii-unelte 
- forţe interioare maşinii-unelte 

2. Vibraţii autoexcitate, cauzate de : 
- Caracteristica negativă a forţei de aşchiere în ftincţie de viteză 
- depunerile pe tăiş 
- mişcarea sacadată (stick - slip) 
- efectul regenerativ 
- cuplarea poziţiei 

Asupra vibraţiilor forţate şi a celor autoexcitate precum şi a cauzelor 
ce le produc vom reveni în următoarele paragrafe. 
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4.1.1. Vibraţii forţate date de forţe exterioare 
maşinii - unelte 

Şocuri sau vibraţii periodice pot fi generate de utilaje învecinate 
maşinilor unelte şi în particular la cele de frezat (prese, maşini de rabotat şi de 
mortezat, pompe hidraulice, etc.). Aceste perturbaţii se pot transmite maşinilor 
de frezat prin fundaţie sau prin mediul hidraulic. Efectul acestora se poate 
diminua prin realizarea unor fundaţii amortizante la maşina generatoare sau la 
maşina receptoare. In circuitul hidraulic se recomandă legarea în paralel a unui 
acumulator cu pernă de gaz în vederea aplanării amplitudinilor pulsaţiilor 
pompei [66" . 

4.1.2. Vibraţii forţate date de forţe interioare 
maşinii - unelte 

Aceste forţe sunt generate de ansamble sau organe rotative imprecis 
executate sau montate, precum şi de şocurile care se produc la angrenarea roţilor 
dinţate. Aceste surse perturbatoare se pot localiza relativ simplu, pornind de 
obicei de la frecvenţa vibraţiei pe care o generează. 

Importanţă deosebită la maşinile de frezat au forţele periodice care 
apar datorită şocurilor de intrare a dinţilor frezei în piesă (pentru raportul B/D 
subunitar, precum şi datorită variaţiei numărului de dinţi ai frezei care se află în 
contact cu piesa), B fiind lăţimea semifabricatului şi se măsoară în [mm] iar D 
diametrul frezei [mm]. 

După cum se ştie variaţia amplitudinii rezultantei forţei de aşchiere 
este maximă atunci când nimiărul de dinţi ai frezei în contact cu piesa este un 
multiplu impar de 0,5 şi neglijabilă când este un multiplu par de 0,5. 

Dacă aceste forţe sunt suficient de mari iar frecvenţa lor se suprapune 
peste una din frecvenţele proprii ale structurii, sistemul intră în rezonanţă. Se 
poate evita acest neajuns prin asigurarea unui număr întreg de dinţi ai frezei în 
contact cu piesa, sau alegerea unei alte turaţii de lucru a frezei. 

La vibraţiile forţate datorate unor forţe interioare trebuie să ţinem cont 
de faptul că: 
- sistemul maşină uneală - piesă - dispozitiv - sculă vibrează cu frecvenţa forţei 
de excitaţie. 
- frecvenţa vibraţiilor este relativ joasă (sub 50 Hz). 
- amplitudinea vibraţiei poate creşte mult dacă frecvenţa forţei de excitaţie 
periodică este în apropierea unei frecvenţe proprii a maşinii (rezonanţă). 
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4.1.3. Vibraţii autoexcitate cauzate de panta negativă 
a forţei de aşchiere în funcţie de viteză 

In cazul vibraţiilor autoexcitate sistemul maşină unealtă - piesă -
dispozitiv - sculă vibrează cu una sau mai multe frecvenţe proprii, fară ca asupra 
sistemului să acţioneze forţe perturbatoare din afară. 

Una din cauzele care pot provoca vibraţii autoexcitate o constituie 
caracteristica negativă a curbei de variaţie a forţei de aşchiere tangenţiale în 
funcţie de viteză. 

Descreşterea forţei de aşchiere odată cu creşterea vitezei de aşchiere 
creează o forţă de amortizare negativă, care poate cauza instabilitatea sistemului 
şi, deci, apariţia autovibraţiilor. 

4.1.4. Vibraţii autoexcitate cauzate de formarea 
şi ruperea periodică a adaosului pe tăiş 

în anumite condiţii care depind de materialul semifabricatului, 
geometria sculei, regimul de aşchiere etc., procesul de aşchiere devine instabil 
datorită formării şi ruperii depunerilor pe tăiş. Acest fenomen cauzează o 
variaţie periodică a grosimii aşchiei, deci, şi a forţei de aşchiere care va excita 
sistemul maşină unealtă - piesă - dispozitiv - sculă. Aşadar trebuie studiat 
fenomenul de rezonanţă. 

Fenomenul vibraţiilor autoexcitate cauzate de formarea şi ruperea 
periodică a adaosului pe tăiş se poate evita sau diminua prin: 
- Schimbarea geometriei sculei (a unghiului a de degajare al cuţitului) 
- Variaţia regimului de aşchiere (grosimea aşchiei şi viteza de aşchiere) 
- Utilizarea lichidelor de răcire şi ungere 
- încălzirea artificială a sculei. 

4.1.5. Vibraţii autoexcitate cauzate de mişcarea sacadată 

La viteze mici de alunecare, în condiţiile frecării uscate, mixte sau 
limită, mişcarea poate fi însoţită de anumite intermitenţe sau sacadări. 
Fenomenul, denumit şi stick-slip, influenţează negativ uniformitatea avansului, 
starea suprafeţei ghidajelor, calitatea suprafeţelor prelucrate, precizia de lucru 
etc. 

Neuniformitatea avansului cauzează variaţia grosimii aşchiei, deci şi a 
forţei de aşchiere care va excita structura maşinii-unelte cu firecvenţa mişcării 
sacadate. Dacă această frecvenţă este apropiată de una din frecvenţele proprii ale 
sistemului maşină unealtă-dispozitiv-piesă-sculă, aceasta va intra în rezonanţă. 
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Raportul între coeficientul de frecare static |ias şi coeficientul de 
frecare cinetic ĥK se numeşte coeficientul de STICK-SLIP. 

Dacă — > 1 se consideră că alunecarea va fi însoţită de intermitentă. 

Dacă — <1 stick-slipul se consideră practic amortizat. 
Mat 

Cercetările experimentale au stabilit că, dacă se depăşeşte viteza 
relativă de alunecare la care se produce stick-slipul, urmează o zonă cu viteze de 
alunecare fară sacadări, iar apoi cu viteza de alunecare crescândă, alunecarea 
devine iarăşi intermitentă, fenomenul fiind denumit alunecare cu autovibraţii. 
Domeniul vitezelor de alunecare fară mişcare sacadată se poate extinde prin 
modificarea calităţii lubrefiantului rigidităţii şi rugozităţii. 

Aşa cum este indicat în [66] efectul negativ produs prin apariţia 
mişcării sacadate se mai poate evita prin unele măsuri tehnologice, cum ar fi: 
tipul şi direcţia prelucrării ghidajelor, utilizarea unor lubrefianţi cu bisulfură de 
molibden, placarea cu plăci de politetrafluoretilen a suprafeţei de ghidare a 
săniei. 

4.1.6. Vibraţii autoexcitate cauzate de efectul regenerativ 

Dacă forţa de aşchiere variază, poate apare o mişcare vibratorie, care 
are ca efect o suprafaţă aşchiată cu denivelări (cu rugozităţi). La următoarele 
treceri (în procesul de aşchiere se iau mai multe straturi după caz) variaţiile 
forţei de aşchiere ce rezultă excită din nou maşina la frecvenţa proprie, care va 
avea iarăşi, ca urmare, suprafeţe aşchiate cu denivelări (rugoase). 

în cazul că amortizarea sistemului este suficientă, fenomenul se stinge 
- procesul de aşchiere va fi stabil. Dacă amortizarea sistemului este insuficientă 
şi nu poate stinge acest proces, oscilaţiile cresc - procesul de aşchiere va fi 
instabil. 

Deoarece detaşarea nouă de aşchie, de pe suprafaţa anterior produsă, 
menţine procesul de vibraţie, fenomenul se numeşte vibraţie regenerativă. 

4.1.7. Vibraţii libere la maşini-unelte 

în majoritatea lucrărilor de specialitate vibraţiile libere se consideră ca 
fiind nesemnificative pentru maşinile - unelte deoarece vibraţiile libere 
caracterizează procese tranzitorii, care datorită amortizărilor mari în îmbinările 
maşinilor - unelte au o durată foarte scurtă. 

La prelucrarea pe maşini - unelte, prezintă interes practic: 
a) intrarea şi ieşirea sculei din aşchie; 
b) accelerarea şi frânarea elementelor mobile; 
c) inversarea sensului de mişcare. 
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a) Intrarea şi ieşirea sculei din aşchie sunt însoţite de variaţia deformaţii lor 
elementelor sistemului elastic al maşinilor - unelte de unde rezultă scăderea 
preciziei de prelucrare şi înrăutăţirea calităţii suprafeţei. în cazul trecerilor 
necesare diminuării consecinţelor fenomenelor dinamice la prelucrarea pe 
maşini - unelte stabilirea corectă a duratei procesului tranzitoriu devine deosebit 
de importantă. 

Dacă durata de menţinere a sculei fară avans este prea mare, atunci scula 
se freacă de suprafaţa prelucrată ducând la distrugerea superficială a piesei, 
provocând o uzură mai intensă a sculei şi, uneori, la apariţia vibraţiilor de înaltă 
jfrecventă ale sculei. 

b) In condiţiile frecării mixte şi lichide din cuplurile cinematice sanie -
ghidaj, variaţia vitezei de deplasare a elementelor mobile ale maşinilor - unelte, 
provoacă variaţia forţelor de frecare şi ridicarea pe stratul de lubrifiant al săniei. 
Datorită acestei ridicări apar erori de poziţie relativă dintre diferitele ansambluri 
ale maşinilor - unelte ducând la scăderea preciziei de prelucrare. 

c) Inversarea sensului de mişcare este un proces inevitabil în funcţionarea 
laturilor cinematice, de avans, generatoare complexe şi auxiliare ale maşinilor -
unelte. Acest proces cuprinde trei etape: 

1) frânarea mişcării pentru trecerea de la o anumită viteză la viteza nulă; 
2) oprirea; 
3) pornirea la viteza necesară deplasării elementului mobil în noul sens. 
Inversarea este însoţită de următoarele fenomene: schimbarea sensului de 

acţionare a forţelor de frecare, variaţia bruscă a temperaturii în anumite zone ale 
cuplului cinematic, şocuri datorate inerţiei maselor aflate în mişcare de rotaţie 
sau translaţie, modificarea repartiţiei presiunilor pe ghidaje etc. 

Cu cât frecvenţa inversărilor şi maselor organelor în mişcare sunt mai 
mari, precizia de prelucrare impusă este mai ridicată, productivitatea şi 
fiabilitatea sunt mai mici. 

O deosebită importanţă metodologică o are studiul vibraţiilor libere 
deoarece: 

1) Frecvenţele vibraţiilor libere sunt frecvenţe proprii ale sistemului 
elastic; 

2) Frecvenţa proprie şi decrementul logaritmic se determină pe 
oscilogramele vibraţiilor libere; 

3) Teoretic, frecvenţele proprii ale sistemelor elastice se determină cu 
ajutorul ecuaţiilor diferenţiale liniare omogene care descriu vibraţiile 
libere ale sistemelor respective. 
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4.1.8. Vibraţii forţate la maşinile-unelte 

La prelucrarea pe maşini - unelte vibraţiile forţate pot fi: 
a) Vibraţii forţate care nu depind de procesul de aşchiere şi apar datorită: fixării 
defectuoase a maşinilor unelte pe fiondaţie, imperfecţiunilor tehnologiilor de 
prelucrare şi asamblare ale organelor maşinilor - unelte, montării roţilor pe 
arbori cu ajutorul penelor, prezenţei camelor, prezenţei excentricelor etc. 
b) Vibraţii forţate care depind de procesul de aşchiere şi apar datorită: variaţiei 
periodice a secţiunii aşchiei, variaţiei adaosului de prelucrare, variaţiei durităţii 
materialului prelucrat etc. 

Orice funcţie periodică poate fi aproximată ca fiind suma unui număr finit 
de funcţii sinusoidale F(t) este membrul drept al ecuaţiei diferenţiale 
neomogene) şi de aici apar ceea ce în literatura de specialitate se numesc 
„armonici". Din punct de vedere practic s-a constatat că au importanţă numai 
vibraţiile provocate de primele armonici. 

întotdeauna există posibilitatea rezonanţei cu o armonică superioară în 
cazul în care una din frecvenţele proprii ale sistemului elastic cu mai multe 
grade de libertate este multiplu al frecvenţei de bază a forţei excitatoare. In 
majoritatea lucrărilor de specialitate se ia în considerare doar efectul armonicii 
de bază al forţei excitatoare F(t). 

De regulă deplasările relative dintre sculă şi semifabricat, care 
influenţează direct parametrii calitativi ai prelucrării pe maşini - unelte se 
produc de regulă la frecvenţe proprii superioare. 

Transmiterea vibraţiilor de la fundaţie până în zona de contact dintre sculă 
şi piesă se face prin batiul maşinii - unelte. 

Vibraţiile forţate care depind de procesul de aşchiere sunt datorate: 
a) variaţiei de aşchiere sau a direcţiei de avans la maşinile - unehe de copiat sau 
cu comandă după program; 
b) variaţiei secţiunii aşchiei de frezare şi broşare; 
c) variaţiei vitezei de aşchiere sau a unghiurilor de aşchiere la prelucrarea prin 
strunjire a suprafeţelor frontale sau a pieselor de formă necirculară; 
d) variaţiei periodice a secţiunii aşchiei la strunjirea semifabricatelor excentrice, 
la prelucrarea cu freză excentrică şi cu piatră de rectificat excentrică. 

La maşinile - unelte pentru a stabili sursa excitatoare a vibraţiilor forţate 
se folosesc metodele enunţate mai jos: 
a) întreruperea, înlăturarea sau înlocuirea diferitelor surse excitatoare posibile, 
urmată de analiza rezultatelor acestor măsurători. 
b) Analiza armonică a vibraţiilor sistemului şi compararea frecvenţelor acestor 
vibraţii cu frecvenţele posibile ale diferitelor surse de excitaţie. 
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4.1.9. Autovibratii 

Autovibraţiile sunt vibraţii întreţinute, datorate unor factori excitatori, 
generaţi de însăşi mişcarea vibratorie. Autovibraţiile ce apar în sistemele elastice 
ale maşinilor - unelte în funcţie de natura factorilor excitatori pot fi clasificate 
astfel: 
- autovibraţii datorate defazajului dintre variaţia forţei şi a deplasării relative 
dintre sculă şi semifabricat, sanie şi ghidaj, flis şi lagăr; 
-autovibraţiile care apar în procesul de aşchiere ca urmare a interdependenţei 
dintre mărimea forţei de aşchiere şi deplasarea relativă dintre sculă şi 
semifabricat; 
-autovibraţii datorate procesului de frecare prin caracterul dependenţei dintre 
forţa de frecare şi viteza de alunecare din cuplurile cinematice. 

Forţa de aşchierea variază cu frecvenţa autovibraţii lor aşa cum este indicat 
în [71] iar celălalt parametru important al autovibraţiilor şi anume amplitudinea 
depinde de mărimea energiei introduse în sistem. 

Amplitudinea autovibraţiilor este funcţie de parametrii procesului de 
aşchiere (viteză de aşchiere, avans şi adâncime de aşchiere) cât şi de parametrii 
sistemului elastic. 

Adâncimea de aşchiere este parametrul tehnologic care influenţează foarte 
puternic amplitudinea autovibraţiilor. Odată cu mărirea adâncimii de aşchiere 
creşte şi amplitudinea vibraţiilor. Atunci când se atinge limita de stabilitate, 
amplitudinea autovibraţiilor creşte brusc şi continuarea procesului de aşchiere 
devine imposibilă. Adâncimea de aşchiere, la care stabilitatea la vibraţii a 
sistemului elastic este depăşită, a fost denumită în literatura de specialitate 
adâncime critică de aşchiere. Uşurinţa cu care poate fi determinată adâncimea 
critică de aşchiere arată faptul că ea este parametrul de evaluare a stabilităţii la 
vibraţii a sistemului elastic al maşinii - unelte. 

Viteza critică reprezintă viteza minimă a mişcării continue a elementului 
mobil al maşinii - unelte. în literatura de specialitate autovibraţiile rezultate în 
urma deplasării cu viteză sub cea critică nu sunt armonici şi se numesc de 
relaxare. Fenomenul este cunoscut sub denumirea de "stick - slip". 

Autovibraţiile de relaxare se caracterizează prin următorii parametrii: 
1)viteza maximă realizată în timpul saltului; 
2)perioada care reprezintă suma dintre durata saltului şi durata imobilităţii 
elementelor cuplului cinematic; 
3)valoarea saltului cu repercusiune directă asupra preciziei deplasărilor la cotă 
fixă şi asupra preciziei de prelucrare la frezare şi rectificare. 

Autovibraţiile datorate defazajului dintre variaţia forţei şi a deplasării se 
pot pune în evidenţă în lanţurile cinematice mecanice, de copiere hidraulice şi 
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hidromecanice şi sunt favorizate de prezenţa în sistemul elastic a neliniarităţilor 
de tipul histerezisului, de tipul jocurilor şi al insensibilităţilor. 

Evitarea autovibraţiilor şi măsurile de atenuare a consecinţelor lor duc la 
îmbunătăţirea substanţială a performanţelor maşinilor - unelte. 

4.1.10. Structura elastică la maşina-unealtă 

Prin structură elastică se înţelege maşina-unealtă împreună cu piesa de 
prelucrat, cu scula aşchietoare, cu dispozitivul port piesă şi portsculă. Având în 
vedere că deplasările unghiulare ale structurii elastice au o influenţă neglijabilă 
asupra mărimii de care depinde în cea mai mare măsură componenta dinamică a 
forţei de aşchiere-variaţia grosimii de aşchiere- şi pentru a simplifica expunerea, 
în cele ce urmează vom considera că toate cele rip, moduri proprii de mişcare 
sunt de translaţie. în raport cu fiecare din aceste moduri proprii de mişcare 
structura poate fi înlocuită printr-un model Kelvin-Voigt aşa cum se recomandă 
în [43] şi unde reprezintă masa,constanta de amortizare respectiv 
constanta elastică a modului = Dacă prin v̂  se notează deplasarea 
masei aflată sub acţiunea forţei F^, atunci în raport cu centrul de oscilaţie, poate 
fi scrisă ecuaţia: 

(4.1) 
Cercetările făcute de Hanna şi Tobias arată că numai forţele de natură 

elastică determină comportarea neliniară a structurii. Aşa cum se precizează în 
[43] structura elastică poate fi privită ca un sistem dinamic în care parametrii 

sunt constanţi, sau funcţii de timp, caz în care modelul este 
% iOy + (Oy + k^ {t)y = Fit) (4.2) 

care sunt parametrii aleatori. Cazul aleator se justifică prin faptul că structura 
elastică este supusă unui număr mare de solicitări şi îşi modifică configuraţia 
spaţială. Multitudinea stărilor în care se poate afla structura nu permite a da o 
descriere deterministă încărcării şi configuraţiei sala spaţiale, fapt ce a impus ca 
cel puţin în unele cazuri sistemul elastic să fie conceput ca un sistem cu intrare 
cu parametrii aleatori. 

Datorită dificultăţilor ridicate de abordarea matematică a sistemelor 
aleatoare multivariabile, analiza comportării sistemului dinamic de prelucrare cu 
luarea în consideraţie a caracterului aleatoriu al sistemului elastic se face 
deocamdată la modele echivalente cu cel mult două grade de libertate.In 
particular, când pe baza cercetărilor experimentale a subansamblului arborelui 
principal se dovedeşte că variaţia rigidităţii nu are caracter determinist, 
coeficientul de rigiditate k(t) trebuie înlocuit cu 

(4.3) 
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unde k̂  este speranţa matematică a lui k:(t), iar este o funcţie aleatoare 
centrată de tipul zgomotului alb, având ftincţia de corelaţie dată de 

R,{T) = Ri;'S(t-S) (4.4) 
în care este o constantă ce caracterizează intensitatea zgomotului alb iar 
S{T - T) funcţia impuls unitar (funcţia Dirac). 

Ca urmare a rigidităţii torsionale mari a sistemului dinamic al arborelui 
principal, în ipoteza unor burghie fară asimetrii ale tăişurilor principale 
( presupuse cu o geometrie perfect identică) într-o serie de lucrări, se consideră 
că autovibraţiile se manifestă numai pe direcţia vitezei de avans. Ecuaţia 
sistemului dinamic de prelucrare la care sistemul elastic are un singur mod 
propriu de mişcare semnificativ se scrie 

(4.5) 

(4.6) 

mx-\-cx + kx = F^+AF 

unde 

AF = -Ikl"^ (x(/) - x{t - T)) - 2c',^ x(/) 

în cazul strunjirii pieselor zvelte (la care raportul dintre lungimea şi 
diametru este mare ) pe maţini-unelte rigide, structura elastică poate fi 
considerată ca având un singur mod propriu de mişcare semnificativ, ecuaţia 
care descrie comportarea sistemului dinamic de prelucrare fiind de forma 

m^it)x + c^(t)x + k,it)x = F,{t) (4 .7) 
în absenţa efectului regenerativ (^ = 0), componenta dinamică a forţei de 

aşchiere este o funcţie liniară sau liniarizată armonic,de x. Cu notaţiile 

y = 
/ \ 
yi ^ 

<y2) 
.. dx , 

at 
A = 

ro 1 

[m^iO m,(Oj 

ro o 
1 o 

(4.8) 

ecuaţia (4.7) conduce la sistemul 
m = At)y(t) + B,F,(t) (4.9) 

care poate fi analizat cu metode specifice sistemelor de ecuaţii diferenţiale de 
ordinul întâi. în cazul sistemelor dinamice de prelucrare cu întârziere 
modelul matematic este dat de 

M, {t)x + c, {t)x + K, {t)x - M -T) = F, ( / ) 

Cu notatiile 
'O 

(4.10) 

f \ / \ 
X 

y = 
yx 

yyij 

fo 1 ] / , B(t) = -

V m, m^ j 
\ 

- ^ o 
-H- - OJ 5,= 1 o 

(4.11) 

obţinem ecuaţia matriceală 
m = my(0 + B(Oy(t -T) + B,F, (t) (4.12) 

Analiza modelului matematic al unui sistem dinamic de prelucrare se face 
analizând sisteme de ecuaţii diferenţiale ordinare în absenţa efectului 
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regenerativ, sisteme de ecuaţii diferenţiale ordinare cu argument întârziat în 
prezenţa efectului regenerativ sau sisteme de ecuaţii diferenţiale stochastice în 
cazul că unul din parametri este descris de o variabilă aleatoare. 

întotdeauna când se analizează o maşină-unealtă se lucrează cu modele 
care scot în evidenţă aspectele pe care noi dorim să le cercetăm. Alegerea 
modelului adecvat este o chestiune de fineţe. Aşa cum este indicat în [71] 
sistemul elastic al maşinii de frezat verticale poate admite un model echivalent 
plan şi un model echivalent spaţial. 

Fig. 4.1 
Modelul echivalent plan reprezentat în fig. 4.1 este valabil pentru un număr 

restrâns de operaţii executate pe maşina de frezat şi anume: prelucrarea cu aşchii 
de dimensiuni mici, prelucrarea suprafeţelor plane verticale cu avans transversal 
sau a unor suprafeţe plane cu avans longitudinal, având lungime mică, etc. 

Modelul echivalent plan din fig. 4.1 este dispus în planul de simetrie al 
maşinii. La acest model sistemele elastice parţiale ale piesei şi sculei sunt 
plasate pe batiul vertical al maşinii, considerat corp nedeformabil. 
Sistemul elastic parţial al sculei are în componenţa sa corpul sculei ms, arborele 
principal m4 cu lagăre elastice (deformabile) şi capul de frezare cu masa ma. 

în cazul cel mai general la prelucrării cu fi-eze de diametru mare, ca şi în 
cazul prelucrării cu fi-eze frontale, sistemul elastic al maşinii de fi-ezat trebuie 
considerat spaţial. Am reprezentat acest model echivalent spaţial în fig. 4.2. 
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4.1.11. Noţiuni privind prelucrarea roţilor dinţate 
prin rulare 

în timpul funcţionării, o roată dinţată se găseşte în angrenare cu roata 
conjugată, în aşa fel încât cercurile de rostogolire, care sunt în acest caz şi 
suprafeţe primitive, să se rostogolească (să ruleze) fară alunecare unul pe altul. 
Prin această mişcare, dinţii roţii conducătoare vor fl în fiecare moment în 
contact cu cel puţin un dinte al roţii conduse, linia de contact deplasându-se de 
la cap spre fundul dintelui roţii conduse. 

Dacă roata conducătoare este înlocuită cu o sculă, iar roata condusă cu un 
semifabricat nedanturat, în urma angrenării (însoţită evident de o mişcare de 
aşchiere) va rezulta o roată prelucrată. Pentru realizarea roţii este, deci, nevoie 
de o sculă care să aibă profilul roţii conjugate. 

Pentru asigurarea rulării, între sculă şi semifabricat trebuie să existe o 
mişcare identică cu mişcarea de angrenare dintre roata prelucrată şi roata dinţată 
sau cremaliera reprezentată de sculă. Această mişcare este deosebită de mişcarea 
principală care este paralelă cu linia dintelui. 

O situaţie particulară se întâlneşte în cazul în care profilul sculei -
cremalieră se obţine cu ajutorul unui melc (şurub) care are pasul egal cu pasul 
cremalierei şi axa paralelă cu axa cremalierei. 

Prin rotirea melcului, profilul se deplasează cu un pas la o rotaţie (dacă 
melcul are mai multe începuturi deplasarea este de atâtea ori mai mare). 

Mişcarea de rulare între sculă şi piesă este asigurată de existenţa unui lanţ 
cinematic special, numit lanţ cinematic de rulare, care trebuie să se găsească în 
structura maşinilor-unelte de prelucrat roţi dinţate prin metoda rulării. 
Rularea poate fî utilizată pentru prelucrarea oricărui tip de dantură, cu 
deosebirea că, în afara danturii evolventice, este necesară câte o sculă pentru 
fiecare modul precum şi pentru fiecare număr de dinţi. 

Frezarea danturilor cilindrice prin metoda rulării se face utilizând freza 
melc. Acesta este cel mai răspândit procedeu de danturare. Pentru realizarea 
prelucrării sunt necesare următoarele mişcări: 
-mişcarea principală, realizată prin rotirea frezei melc; 
- mişcarea de rulare, realizată de roată, corelată cu mişcarea principală prin 
relaţia np • Zp = ns • i unde np , ns sunt turaţia piesei, respectiv a sculei, Zp este 
numărul de dinţi ai piesei, i este numărul de începuturi ale melcului; 
-mişcarea de avans axial, paralelă cu axa roţii dinţate; 
- mişcarea de avans radial; 
-mişcarea de avans tangenţial. 

Mişcarea de avans axial este necesară realizării profilului dintelui pe 
toată lăţimea roţii. Mişcările de avans radial şi tangenţial sunt utilizate la 
începutul prelucrării pentru pătrunderea frezei în material. Mişcarea radială 
serveşte şi la reglarea iniţială a distanţei dintre sculă şi axa piesei, în funcţie de 
diametrul acesteia. 
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4.1.12. Legătura dintre forţa de aşchiere 
şi adâncimea de aşchiere 

Aşa cum este precizat în [43] un anumit cuplu sculă -piesă în prelucrare 
este însoţit de o serie de mărimi-cauză cum ar fi : grosimea de aşchiere 
(grosimea aşchiei nedetaşate), lăţimea de aşchiere (lăţimea aşchiei nedetaşate), 
viteza principală de aşchiere, unghiul pricipal de degajare, unghiul principal de 
aşezare şi printr-o serie de mărimi-efect de genul: forţa de aşchiere F, grosimea 
efectivă a aşchiei, temperature din zona de aşchiere. în dinamica proceselor de 
prelucrare pe maşini-unelte, forţa de aşchiere este considerată ca fiind funcţie de 
timp. 
Nu toate mărimile de care depinde forţa de aşchiere afectează valoarea sa în 
aceeaşi măsură, unele dintre ele având o influenţă neglijabilă. în particular, în 
dinamica proceselor de prelucrare pe maşini-unelte aşchietoare, se consideră că 
variaţia în timp a forţei de aşchiere este determinată numai de secţiunea aşchiei 
nedetaşate a(t) şi de viteza principală de aşchiere v(t).Se poate scrie relaţia : 

F(t)=F[a(t), b(t), v(t), C J , 
unde Cp este o constantă care ţine seama de condiţiile de prelucrare iar b(t) este 
lăţimea aşchiei nedetaşate. în condiţiile existenţei autovibraţiilor, drept 
consecinţă a deplasării x(t) valorile mărimilor a,b,v se modifică relativ repede în 
timp căpătând variaţiile Aa(t), Ab(t), Av(t) în raport cu valorile nominale 

. De aceea se consideră forţa instantanee de aşchiere de forma: 
F(t)=Fo+AF(0 

în care AF(0 este variaţia dinamică a forţei de aşchiere în raport cu valoarea sa 
staţionară (nominală) F^. Această valoare F̂  este presupusă constantă sau cel 
mult lent variabilă în timp.Convenţional, drept sens pozitiv al deplasării x(t) se 
va alege acela care conduce la mărirea distanţei dintre sculă şi piesă. De aceea în 
[43] componenta dinamică AF a forţei de aşchiere va apărea ca fiind de sens 
opus deplasării x. 

4.1.13. Sistemul dinamic de aşchiere liniarizat armonic 

în prezenţa autovibraţiilor, poziţia relativă dintre sculă şi piesa care se 
prelucrează variază armonic, fapt ce justifică studiul sistemelor unui proces de 
aşchiere la care mărimea de intrare este o fiincţie armonică de timp. 

Das şi Tobias plecând de la modelul lui Merchand şi Puspanen au iniţiat 
o teorie care permite a da o justificare de natură fizică a variaţiei forţelor 
instantanee de aşchiere corespunzătore modulaţiei interne şi F"* 
corespunzătore modulaţiei externe. Modelul lui Merchand şi Puspanen se referă 
la aşchierea ortogonală şi este caracterizată prin existenţa unui singur plan de 
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forfecare care face un unghi O în raport cu direcţia vectorului viteză de 
aşchiere. Sunt acceptate următoarele ipoteze: 
- Forţa Ff din planul de forfecare şi componenta principală F, (tangenţială) sunt 
date de 

(4.13) 
F,=bk,l, (4.14) 

unde If este lungimea benzii din planul de forfecare, kf,k, sunt constante ce 
depind de condiţiile de prelucrare. 
- Planul de forfecare are o poziţie invariabilă, adică unghiul instantaneu de 
forfecare O este egal cu valoarea Oq corespunzător aşchierii staţionare. 
- Tăişul sculei este perfect ascuţit şi nu există un contact între suprafaţa aşchiată 
şi faţa de aşezare a sculei. 

Presupunând că deplasarea relativă dintre sculă şi piesă se face pe direcţia 
pe care se măsoară grosimea de aşchiere modulată intern după legea 

fl*'' =«0 =ao-x = ao -XoSinrot (4.15) 
valorile instantanee ale lui O şi sunt 

cD = Oo+AO (4.16) 

/ , = - - - (4.17) 
a 

sin O 
unde 

AO = arctg 
Aâ 

y 
= = (4.18) 

Vo Vo 
F k Notând cu D = — = — indicele universal de prelucrabilitate şi admiţând 

că A<D = O în conformitate cu [43] se obţine 

sinO 
^ J k M ^ (4.19) 

O 
F = ^Dcoş^^ 20) 

DsinOo 
Pentru AO suficient de mic componentele forţei de aşchiere interne sunt 

F}'^ = F, cos AO - F„ sin AO = F, - F„ AO (4.21) 
Fi'̂  = F, sin AO + F„ cos AO = F, AO + F„ (4.22) 

din (4.21) şi (4.22) rezultă 

AF/'> = F/'> - F^" = - p)x (/ = 1,2), (4.23) 
V 

unde 

JO) ^ y ^ c o s ^ - 1 ) 25) 
Dsin^ O o 
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. (4.26) 
(4.27) 

în condiţiile în care grosimea de aşchiere prezintă numai modulaţia externă 
=«0 + =«0 + sin(̂ y/+ f 2) (4.28) 

Das şi Tobias demonstrează că 
Af;''' = b ^ x^ sm{(ot + f 2) (4.29) 

sinOo 

(4.30) 
Dsin (Dq 

unde = (oT. = â  {(o /Vq (4.31) 
Plecând de la constatarea că reprezentările grafice ale mărimilor AF/" ,AF 

, determinate experimental în flmcţie de variaţia dinamică a poziţiei relative 
dintre sculă şi piesă , au ,aproximativ aspectul unor elipse, prof. dr. ing. Sergiu 
Chiriacescu a propus şi a sugerat o metodă simplă pentru identificarea 
parametrilor sistemului unui proces de aşchiere liniarizat armonic. 

Experimental este dificil să se separe modulaţia externă a grosimii de 
aşchiere de cea internă, fapt ce conduce la efectuarea de două serii de încercări 
similare: una în absenţa efectului regenerativ prin care se precizează parametrii 
AF/ şi (p\, unde 

/ = 1,2 (4.32) 
Vo Al 

şi = 1,2daţi de (4.24), (4.25), (4.26), (4.27), iar cealaltă în comdiţiile 
modulaţiei totale a grosimii de aşchiere.La fiecare dintre aceste încercări se 
menţine constantă amplitudinea deplasării armonice dintre sculă şi piesă. 

Dacă X = Xq sin6>r, forţa AF/'̂  este dată aproximativ de 
« sin(ft)f - ) / = 1,2 (4 .33 ) 

care se mai scrie 

/ = 1,2 (4.34) 
Xo (O 

Eliminând tot se obţine ecuaţia elipsei : 

i r ^ =1 (4.35) 

Pentru forţa ^F, se obţine 

^F, « AFo, sinicot -(p,) = ^ (cos<p, - '- p) ( 4 . 36 ) 

Xo fo 
Abstracţie făcând de imprecizia intrinsecă a metodei de determinare a 

variaţiei forţei de aşchiere, valorile parametrilor din expresiile lui AF, au 
valabilitate numai pentru condiţiile în care au fost efectuate testele de aşchiere. 
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4.2. Studiul vibraţiilor libere şi forţate ale lanţului cinematic 
de rulare la maşina de frezat roţi dinţate FD-320A 
A 

In fig. 4.3 avem schema cinematică a maşinii de frezat roţi dinţate de 
construcţie românească FD-320A, schemă referitor la care vom face toate 
afirmaţiile în acest capitol. 

H i -

Ain 

di 

.-'•ff 

n 
D/f 

A/F 
H 

'•AKSkv 
m 

'ef xa 

I r 

^ 4-C 

f r f , 

I 

Fig. 4.3 
în schema cinematică din fig. 4.3 se pot distinge trei ramuri şi anume: 

ramura de la ME la punctul A; ramura de la punctul A la sculă (freza melc); 
ramura de la punctul A la piesă. Pe scurt, în cele ce urmează, aceste ramuri vor 
fi numite: ramura necomună, ramura comună (a sculei) şi ramura piesei. 

^ l - i H H î i H V 
4:f JiJf .^ i-'^'i- -^if'A 

*Î77f • fi. . 
^̂  n 

H} l 
t 

«jj 

,}TI .1" jiu jtn ,»>• r/" 

1 n n 
Lrt)' 

.XXIX 
J/ne 

— 

— M r 

— ' ni ' Ci-V ^ 

v — - , 

IJ 

Fig. 4.4 
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In fig. 4.4a este reprezentat sistemul elastic de ordinul zero (nu a fost 
înlocuită nici o masă). După cum este ştiut, mecanismele melc - roată melcată 
se autofrânează şi, ca urmare, transmiterea mişcării nu este posibilă decât într-un 
sens, de la melc la roata melcată. 

Această particularitate cinematică a mecanismelor melc-roată melcată 
face ca schema cinematică să fie modificată pe durata unei perioade a vibraţiei 
torsionale deoarece, în timpul torsionării elementelor finale ale lanţului 
cinematic de rulare, mişcarea poate fi transmisă de la melc la roata melcată iar în 
timpul detorsionării axului roţii melcate, mişcarea nu mai poate fi transmisă melcului. 

Deci, în prima semiperioadă ecuaţia mişcării trebuie să ţină seama de 
masa roţii melcate, pe când în cea de-a doua semiperioadă nu, deoarece 
oscilaţiile torsionale nu pot fi transmise în sens invers prin acest mecanism. 

Urmare a acestui fenomen, în sistemul elastic, capătul ramurii piesei 
din lanţul cinematic de rulare se va considera în prima semiperioadă încastrat 
(fig. 4.4c), iar în cea de-a doua semiperioadă liber (fig. 4.4d). 

Cele de mai sus îşi au pe deplin valabilitatea în cazul în care la 
elementele finale ale lanţului cinematic de rulare acţionează momente de 
aşchiere armonice. 

în scopul determinării pulsaţiilor proprii ale lanţului cinematic, se 
scriu ecuaţiile mişcării pentru sistemul elastic din fig. 4.4d, 

- Cme ( - 9 A )+ Cs ( - (Ps )+Cp( = ^ 
= 0 (4.37) 

unde s-au folosit notaţiile din fig. 4.4 
Deoarece cele trei ramuri ale lanţului cinematic se întâlnesc în punctul A, 

s-a considerat că există o masă nulă în punctul comun aşa cum este indicat în 
[71]. Dacă presupunem că soluţiile sistemului (4.37) sunt de forma: 
(pme = Ame sin pt, (p^ = As sin pt, (pp = Ap sin pt, (p^ = AA sin pt, (4.38) 
obţinem sistemul algebric omogen cu necunoscutele Ap, A ̂ .Soluţia 
nenulă cere ca determinantul 

D ( p ^ ) = 
Cme Jme P " Cme 0 0 

" Cme Cme+ Cs+ Cp -Cs -C, 
0 -Cs Cs - Js p' 0 
0 -Cp 0 Cp- J 

(4.39) 

Să fie nul,adică 
D(p^)=Ap^- Bp'̂  + Cp^ - D = O , (4.40) 

unde A,B,C,D sunt coeficienţi constanţi depinzând de Jj şi Cj. 
Soluţiile reale ale ecuaţiei (4.40) reprezintă pulsaţiile proprii ale 

lanţului cinematic de rulare pentru care acesta poate vibra liber. 
Folosind (4.38) relaţiile (4.37) devin 
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(4.41) 
+Cnie( - (PA ) = ̂ mc sin pt 

-Cme ( 9>me- (Pa )+ Cs (ţP^ - <Ps )+Cp( (p^-<Pf.) = O 
- h ^ , - Cs ) =Ms sin pt 
(Jp^^- Cp ((Pj-<Pr) =Mp sin pt, 

unde P este frecvenţa momentului perturbator, deci şi a vibraţiei. 
Soluţia generală a sistemului (4.41) este formată din soluţia sistemului 

omogen la care se adaugă soluţia particulară de forma 
^ = Ai sin pt (4.42) 

Se fac notaţiile: 

Cme Jme P -c me M me o 
p= _ c Cmc+ C s + Cp 0 -Cp 

0 -Cs M s 0 
0 -Cp M p Cp-JpP^ 

r - j B̂  ^me •'me M " Cme 0 0 
R= ~ Cme Cme+ C s + C p -Cs -Cp 

0 -Cs Cs - Js P' 0 
0 - C p 0 Cp - Jp p 

Cme Jme P " Cme 0 Mme 

S= " Cme Cme+ C s + Cp - C s 0 
0 -Cs Cs - Js P' M s 

0 - C p 0 M p 

Cme Jme t) - Cme 0 0 
T= " Cme Cme+ C s + C p -Cs -Cp 

0 -Cs Cs - Js b ' 0 
0 -Cp 0 Cp-Jp b ' 

Deci, pentru cazul de faţă, amplitudinea la sculă va fi: 
P 

iar amplitudinea la piesă va fi: 

As =-
' R 

p j . 

(4.43) 

(4.44) 

Vibraţia rezultantă se va obţine prin compunerea celor două vibraţii (a piesei şi a 
sculei). 
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4.3. Sistemul dinamic al maşinii unelte. Caracteristicile statice şi 
dinamice 

ale sistemului dinamic şi elementelor sale 

Caracteristica elementului sau a sistemului reprezintă raportul dintre 
mărimea de ieşire şi mărimea de intrare ale elementului sau sistemului. Dacă 
mărimea de intrare este constantă în timp, atunci se obţine caracteristica statică. 

Caracteristica dinamică, spre deosebire de cea statică, se obţine în 
condiţiile unei mărimi de intrare variabilă în timp. Dimensiunea caracteristicii 
este determinată de raportul dimensiunilor mărimii de ieşire şi celei de intrare. 
Caracteristicile statice şi dinamice ale elementelor şi sistemelor maşinilor-unelte 
sunt, în general, neliniare. Spre exemplu, caracteristica statică a sistemului 
elastic al maşinii-unelte, adică dependenţa deformaţiei sistemului elastic de forţa 
care acţionează asupra sa, este o histerezis. 

Caracteristicile sistemelor dinamice închise ale maşinilor-unelte se 
exprimă prin ecuaţii diferenţiale care, în cazul cel mai general al acţiunii 
factorilor externi f(t) şi al acţiunii variaţiei reglării y(t), în raport cu o mărime 
de ieşire ye (spre exemplu, deplasarea relativă dintre sculă şi semifabricat, pot 
fi scrise sub forma: 

dx^ d^x. 
\ 

dt dt 
= Z 

^ d f d ^ cfy d'y 

(4.45) 

Rezolvarea unei asemenea ecuaţii este de cele mai multe ori deosebit de 
greoaie, uneori imposibilă şi chiar inutilă din punct de vedere practic. Pentru 
studierea calitativă şi parţial cantitativă a problemelor dinamicii maşinilor-
unelte, aceste sisteme dinamice se reduc la o formă mai simplă prin înlocuirea 
lor cu modele practic echivalente, ale căror ecuaţii sunt liniare şi cu coeficienţi 
constanţi. La stabilirea parametrilor modelelor echivalente, proprietăţile 
nelmiare ale diferitelor elemente ale sistemului se reprezintă sub forma unor 
dependenţe liniare, valabile, în general, în cazul unor variaţii mici ale mărimii de 
intrare a elementelor considerate. Gradul de influenţă al proprietăţilor neliniare 
ale unor elemente din componenţa sistemului dinamic, asupra caracteristicilor 
statice şi dmamice ale maşinii-unelte, depinde de caracterul neliniarităţilor, de 
regimul de exploatare al maşinii şi de intensitatea fenomenelor vibratorii ale 
elementelor neliniare. De aceea, calculele efectuate pe un model liniarizat 
constituie o etapă necesară studiului sistemului dinamic al maşinii-unelte, ale 
cărei rezultate servesc între altele la aprecierea necesităţii de a lua în 
consideraţie neliniarităţile din sistem. 
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Sistemele dinamice se studiază mai comod pe modele liniarizate, în 
primul rând pentru că acestea admit principiul suprapunerii. Datorită acestui fapt 
ecuaţia (4.45) poate fi scrisă astfel: 

dt' d?~ 

\ 

= F df d"f 
^'dt' dt n 

/ 

+ Y dy d'y 
dt' ' dt' 

(4.46) 
Studiul unei asemenea ecuaţii este mai comod cu ajutorul calculului 

operaţional, utilizându-se transformarea Laplace. Aplicând transformata Laplace 
ecuaţiei (4.46), comportarea sistemului va fi descrisă de expresia: 

+ + +.... + + Co )k(5) 

în care coeficienţii sunt determinaţi de proprietăţile sistemului elastic şi ale 
proceselor de lucru, precum şi de interdependenţa dintre ele. 

Formarea şi rezolvarea ecuaţiilor indicate mai sus reprezintă punctul 
de plecare în studiul şi analiza teoretică a sistemului dinamic al maşinii-unelte, 
al elementelor sale şi al interdependenţelor dintre ele. 

Astfel, caracteristica elementului sau sistemului scrisă sub forma 
transformatei Laplace se numeşte fimcţie de transfer F(s) a elementului respectiv 
a sistemului dinamic. 

Pentru un element a cărui mărime de intrare se simbolizează cu Xi(s) 
mărimea de ieşire fiind Xe(s), funcţia de transfer se scrie sub forma: 

^ = M f ) (4.48) 
X^is) N{s) 

în care M(s) şi N(s) sunt polinoamele transformate ale mărimilor de ieşire 
respectiv de intrare. 

Funcţia de transfer a sistemului dinamic deschis Gd(s) se va scrie în 
acelaşi fel, dar va fi o mărime adimensională deoarece mărimea de intrare şi cea 
de ieşire au aceeaşi dimensiune. Pentru sistemele dinamice deschise ale 
maşinilor-unelte, de regulă, gradul polinomului M(s) este mai mic decât al 
polmomului N(s). 

Sistemul dinamic închis, având un singur circuit, este caracterizat prin 
funcţiile de transfer determinate la acţiunea factorilor externi Gf(s) şi ca rezultat 
al variaţiei reglării Gy(s). 

Astfel, funcţia de transfer Gy(s), stabilită ca urmare a variaţiei reglării, 
are forma dată de relaţia (4.49) [71]. 
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(4.49) 
Y{s) \ + GAs) 

iar la acţiunea factorilor externi, funcţia de transfer Gf (s) are expresia: 

GJs) = = - ^ C4 50) 

unde: Gf d reprezintă funcţia de transfer a sistemului dinamic deschis, stabilită la 
variaţia factorilor excitatori externi, considerând Xj = constant; 

Gd reprezintă funcţia de transfer a sistemului deschis, determinată în 
condiţiile f(t) = constant şi y(t) = constant. 

Propoziţia 4,1, La legarea în serie a elementelor, funcţia de transfer 
a sistemului va fi egală cu produsul funcţiilor de transfer ale elementelor. 

Propoziţia 4.2. La legarea în paralel a elementelor, funcţia de 
transfer va fi egală cu suma funcţiilor de transfer ale elementelor. 

Analiza sistemelor dinamice se efectuează foarte comod cu ajutorul 
metodelor frecvenţiîile. Pentru aceasta se va urmări răspunsul sistemului 
(mărime de ieşire) când mărimea de intrare variază armonic în timp cu pulsaţia 
co. 

Pulsaţia co poate lua valori, teoretic, între O şi oo dar, din punct de 
vedere practic, este necesară variaţia numai între limitele domeniului de pulsaţii 
al procesului luat în studiu. 

Dependenţa raportului dintre amplitudinile oscilaţiilor mărimilor de 
ieşire şi de intrare de frecvenţă reprezintă caracteristica amplitudine - frecvenţă. 

Pe această caracteristică se pun în evidenţă parametrii de rezonanţă ai 
sistemului. Dependenţa fazelor aceloraşi oscilaţii este descrisă de caracteristica 
fază - frecvenţă. Caracteristica fază - frecvenţă exprimă variaţia defazajului 
dintre mărimile de intrare şi ieşire în raport cu frecvenţa. Dar cele mai preţioase 
indicaţii asupra proprietăţilor sistemului dinamic sau ale elementelor sale sunt 
date de diagrama polară a funcţiei de transfer. Dependenţele stabilite de această 
diagramă polară sunt echivalente celor determinate de caracteristicile 
amplitudine - frecvenţă şi fază - frecvenţă luate împreună. 

Diagrama polară se construieşte în plan complex şi se obţine din 
funcţia de transfer G(s) prin înlocuirea simbolului diferenţial s cu ico, unde i este 
unitatea imaginară iar co este pulsaţia. 

Corolarul 4.1. Funcţiile de transfer se calculează pe baza expresiilor: 
- pentru un element sau pentru un sistem deschis: 

G(ico) = ^ ^ = ^ ^ ^ (4.51) 
N{iQ)) 
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- pentru un sistem închis, la variaţia reglării: 

G (ico) = = = (4.52) 
Y{co) Y{ico) \ + G,{ico) 
- pentru un sistem închis, dar la acţiunea factorului exterior: 

= = (4.53) 

Pentru trasarea diagramelor polare ale funcţiilor de transfer este 
necesar ca expresiile (4.51), (4.52) şi (4.53) să se prezinte sub forma generală a 
mărimilor complexe, adică: 

G(i(o) = Re(to) + i Uco) (4.54) 
unde R€(co) este partea reală, iar Im(co) partea imaginară a funcţiei de transfer. 

Graficele variaţiei fimcţiilor A(a)) şi f(a)) reprezintă caracteristicile 
amplitudine - frecvenţă şi respectiv fază - frecvenţă ale sistemului elastic pe 
care îl studiem. Diagrama polară a funcţiei de transfer se trasează în sistemul de 
axe de coordonate R^ - i Im al planului complex, folosind valorile A(a)) şi f (to), 
calculate pentru diverse valori ale pulsaţiei co. 

Diagrama polară a funcţiei de transfer defineşte complet proprietăţile 
şi comportarea sistemelor sau elementelor liniare, dar trebuie subliniat că 
reprezentarea sa nu poate fi interpretată la prima vedere, ci numai după ce s-a 
căpătat o oarecare experienţă în acest sens. 

Dacă diagrama polară, trasată pe cale experimentală, poate fi 
aproximată cu un cerc, se poate considera că amortizarea este liniară conform 
[71]. Trasând câteva diagrame polare pentru diferite valori ale amplitudinii 
forţei excitatoare, există posibilitatea aprecierii liniarităţii caracteristicii elastice 
a sistemului. Pentru aceasta se unesc punctele de aceeaşi frecvenţă de pe 
diagrame diferite. Dacă se obţin drepte concurente în origine, ipoteza liniarităţii 
caracteristicii elastice poate fi adoptată. în caz contrar, curbura liniilor de aceeaşi 
frecvenţă indică felul neliniarităţii - caracteristică tare sau moale, urmând a se 
stabili modalitatea cea mai potrivită de liniarizare. 

Metodele frecvenţiale de analiză, precum şi caracteristicile 
frecvenţiale pot fî aplicate numai sistemelor liniare. Sistemele dinamice ale 
maşinilor-unelte prezintă neliniarităţi evidente de tipul discontinuităţii, 
saturaţiei, curburii caracteristicii, histerezisului, etc. Caracteristicile statice şi 
dinamice ale sistemelor şi elementelor maşinilor-unelte pot fî reprezentate grafic 
sau analitic, putând fi obţinute teoretic sau experimental. Pentru determinarea pe 
cale experimentală a caracteristicilor se variază mărimile de intrare cu ajutorul 
unor dispozitive speciale şi se înregistrează variaţia corespunzătoare a mărimilor 
de ieşire. 

Spre exemplu, pentru determinarea uneia din caracteristicile 
frecvenţiale (amplitudine - frecvenţă, fază - frecvenţă sau diagrama polară a 
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funcţiei de transfer) ale sistemului elastic al maşinii-unelte, se creează o forţă 
periodică corespunzătoare mărimii de intrare (spre exemplu, forţei de aşchiere) 
cu ajutorul unui vibrator. Deplasarea punctelor sistemului elastic, care reprezintă 
mărimea de ieşire (de exemplu, deplasarea relativă dintre sculă şi piesă), se 
sesizează cu ajutorul traductoarelor. 

Caracteristicile statice şi dinamice obţinute teoretic sau experimental 
servesc la descrierea proprietăţilor unor elemente separate sau ale sistemelor în 
întregimea lor. Dar una din problemele importante, ce trebuie rezolvate în cadrul 
studiului sistemelor dinamice şi al elementelor lor, constă în determinarea 
condiţiilor de stabilitate. Unul din criteriile de stabilitate cel mai des utilizat în 
dinamica maşinilor-unelte este criteriul Nyquist. 

Criteriul Nyquist permite ca, pe baza diagramei polare a funcţiei de 
transfer a sistemului dinamic deschis, să se aprecieze stabilitatea sistemului 
închis. Acest criteriu este comod de a fi aplicat în cazul în care sistemul deschis 
este stabil sau se află la limita de stabilitate, iar funcţia de transfer a sa are 
polinomul numărătorului cu un grad mai mic decât al numitorului. 

Teorema 4.1. Condiţia necesară şi suficientă pentru ca un sistem 
dinamic închis să fie stabil este ca diagrama polară a fidncţiei de transfer Gj a 
sistemului deschis corespunzător să nu cuprindă în interior punctul de abscisă 
- 1 de pe axa reală. 

în paragraftii următor vom exemplifica cele arătate. 

Trasarea diagramei polare a funcţiei de transfer în cazul maşinii de frezat 
verticale 

Considerând că asupra sistemului elastic parţial al piesei de la maşina 
de frezat acţionează forţa de aşchiere P = Po sin cot, înclinată faţă de orizontală 
la un anumit moment, cu un unghi a , ecuaţiile diferenţiale concrete de mişcare 
sunt cele date de formulele (4.55) aşa cum este indicat în [71]. 

0,32, +3,75^, + 134i, +635 10̂  ZI-653 10̂  Z2 = Po cosa sin cot 
0,15 Z2+0,945 +82 22 + 1063 10^Z2-653 10^z, = 0 
0,3>5, +6,08(^, +3l ,8y, + 154 lO^yi- 154 10^yz = PoSinorsin cot 
0,15^2+0,346^2+20,5:^2+536 lO^yz- 154 lO^yi = 0 (4.55) 
340^,+3,75z,+6,08y,+15150^p,+849 10̂  ^,-849 10^^^ =PoRsina)t 
3,75^2+0,94522+0,346 >;2+n5809>2+1419 10^^^-849 10^^' = 0 

Sistemul elastic parţial al piesei de la maşina de frezat verticală este 
datîn fig. 4.5. 
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Fig. 4.5 
Sistemul de ecuaţii (4.55) serveşte la determinarea funcţiei de transfer 

şi la trasarea diagramei polare. 
Drept mărime de intrare în sistem se consideră forţa de aşchiere, iar 

mărimea de ieşire este deplasarea pe direcţia Y a punctului ce se află în contact 
cu tăişul sculei. 

Aflând soluţiile şi yi ale sistemului (4.55) se poate determina 
funcţia de transfer G(y). Diagrama polară corespunzătoare are coordonatele 
indicate în tabelul 4.1 şi este reprezentată în fig. 4.6. 

Soluţiile şi (p. ale sistemului (4.55) permit determinarea funcţiei 
de transfer G(<z>). Diagrama polară a acestei funcţii este reprezentată în fig. 4.7 
pe baza coordonatelor indicate în tabelul 4.2. 

BdO \260 
360 

Fig. 4.6 Fig. 4.7 

Prin însumarea algebrică a valorilor coordonatelor polare G(y) şi 
G(^) corespunzătoare aceloraşi pulsaţii rezultă diagrama polară a funcţiei de 
transfer a sistemului elastic al piesei de la maşina de frezat verticală. 

Instabilitatea apare în cazul în care diagrama polară intersectează axa 
reală în stânga punctului de la (-1). 
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0) Re 1 0 ' 
mm/N 

i Im. 10"' 
mm/N 

100 5,71 -0 ,242 
200 11,86 -2 ,22 
220 13,90 -2 ,92 
240 20,05 -8 ,29 
260 26,50 -18 ,70 
280 19,30 -46 ,20 
300 -21 ,60 -44 ,60 
320 -26 ,10 -20 ,20 
340 -22,20 -9 ,94 
360 -17 ,90 -5 ,66 
380 -15,30 -3,65 
4 0 0 -13 ,50 -2 ,440 
500 -9 ,92 -0 ,320 
600 -10 ,10 0 ,482 
700 -13 ,40 0 ,313 
800 -20 ,10 -3 ,340 
840 7,58 -22 ,600 
860 9,45 -14 ,100 
880 8,32 -9 ,040 
900 7,37 -6 ,180 
1000 3,28 -1 ,610 

(i) Re 10^ 
mm/N 

i l m - 10"̂  
mm/N 

100 4,1 -2,88 
200 74,4 -15,3 
220 81,3 -18,3 
240 102,8 -46,2 
260 134,5 -94,5 
280 91,5 -216,5 
300 -91,5 193,5 
320 -93,1 54,2 
340 -79,4 -38,6 
360 -58,1 -21,5 
380 -45,4 -13,65 
400 -36,2 -9,33 
500 -14,5 -3,24 
600 -5,84 -2,88 
700 0,904 -2,06 
800 12,3 -0,163 
840 -4,71 -18,3 
860 -7,89 12,38 
880 -8,12 8,73 
900 -7,25 4,61 
1000 -5,36 2,08 

tabelul 4.1 tabelul 4.2 
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4.4 Diagrama de stabilitate ridicată pornind de ia schema bloc 
simplificată 

a sistemului dinamic maşină-unealtă - piesă - dispozitiv - sculă în 
procesul de aşchiere 

A 

In [66] este prezentată schema bloc simplificată a sistemului dinamic 
maşină-unealtă - piesă - dispozitiv - sculă în procesul de aşchiere, schemă pe 
care o redau mai jos în fig. 4.8, pe care am să o folosesc pentru a studia 
stabilitatea maşinilor de frezat. 

K„ 6.x K„ 6.x 

RyX (ixy RyX (ixy 

R« R« 

Rxy Syx Rxy Syx 

Ryy Syy Ryy Syy 

Rxy Rxy 

Gxz Gxz 

Ryj Ryj 

Rzz Rzz 

fig48 
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în fig. 4.9 este redată schema bloc compactă a unui proces de aşchiere Ia o 

> Ao > 1 
•<0 

P 
< 

Fig. 4.9 
Pentru analiza stabilităţii este interesant de aflat doar limita sau pragul de 

stabilitate, unde se trece din domeniul stabil în cel instabil. Aici mărimea de 
intrare Zj este egală ca mărime şi defazaj cu mărimea de ieşire Zg, deci: 

Z. 
= 1 (4.56) 

Teorema 4.2. Condiţia necesară ca un sistem mecanic să fie stabil este ca 
Z. 

Dacă 

Dacă 
\ 

>1 amplitudinile sunt în creştere şi deci avem instabilitate. 

<1 amplitudinile sunt în descreştere şi deci avem stabilitate. 

în cazul de faţă mărimea de intrare este iat mărimea de ieşire este . 
Din (4.21) rezultă că pragul de stabilitate este atins dacă 

Ao = Ko (4.57) 
unde 

Ao = Rxx Gxx + R Y X GX Y + Rzx Gxz + RX Y Gyx + RYY GYY + RZY GYZ + + Rxz 
Gzx + RYZ GZY + Rzz Gzz (4-58) 
şi 

not 
Ko = 

1 
(4.59) 

Mărimile folosite sunt: 

Rxx , RYX , Rzx , RXY , RYY , RZY , Rxz , RYZ , Rzz sunt coeficienţii direcţionali 

Gxx , GYX , Gxz , GYX , GYY , GYZ , Gzx , GZY , Gzz sunt funcţiile de transfer ale 
cedării dinamice a structurii [|im/N ] 

w = adâncimea de aşchiere [ mm ] 
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kcw = coeficientul dinamic al forţei de aşchiere raportat ia adâncimea de aşcliiere 
[N/mm] 

<y= pulsaţie (frecvenţă circulară) [ l/s 

r= timp de decalaj între 2 muchii de tăiere [ s 

P = forţa [ N ] 
Atât Ao cât şi KQ sunt mărimi complexe. Din acest motiv ele se pot scrie: 

Ao= Aor + iAoi (4.60) 
Ko = Kor + iKor (4.61) 

Din (4.59) şi (4.61) rezultă 
1 

1 1 1 1 
wk^. cos{-o)t) + ism{-o)T) - 1 wk^^^, (cos COT - 1 ) - / sin cor 

1 (cos6>r-l) + Jsinfi>r 
wk^ (coscoT - \Y - sin^ cor 

1 
wk. cw 

QOSOT - 1 

COS <yr-2cos6?r + l + sin o)t 
s\no)r 

- — — + / • -

2-2cos^yr 

1 cos^yr - 1 + i 
1 smcDT 1 + 

wk^ 2(l-cos6)r) wk^, 2(l-cosft>r) 

+i 
1 s m ^ r 

2wk„.. 1 - cos<yr cw 

Prin identificare rezultă 

— 

2wk 

A:.. = -
1 

cw 

sin6;r 
••o; 

Koi se mai scrie : 

sintyr 
1 - cosfyr 

2wk^, 1-cos^yr 

^ . COT COT 
2 sin — cos - -

2 2 

1 -
2 cor . 2 cor cos sin -

2 2 . 

(4-62) 

(4.63) 
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. . a)T 0)T (OT 2 sin — cos— cos 
2 2 ^ 

^ . 1 COT . (OT 
2 Sin" — sin -

2 2 

2 ^yr — = ctg— 

Aşadar am demonstrat formula: 
sin<yr cot 

1 - COSÂ?T 

înlocuind (4.64) în (4.63) rezultă : 
1 G)T 

ctg-— ^oi - ^ , 2wk nv 
Din (4.62) şi (4.65) se obţine 

= -ctg 
Kr 2 

Ctg-
COT K Ol 

i Din (4.66) se deduce: 
(OT = arcctg 

^or) 
+ h7t 

(0T = larcctg 
K. 

+ 2h7r 
or > 

h = 0 , l , 2 , 3 , 
Având în vedere relaţia fundamentală 

60 n = 
T-Zy 

(4.64) 

(4.65) 

(4.66) 

(4.67) 

(4.68) 

unde: 
n = turaţia frezei [rot/min],z, = nr. de dinţi al frezei, r= timp de decalaj între 2 
muchii de tăiere [s] 

^ = 2 ; r f (4.69) 
= pulsaţie (frecvenţă circulară) [ 1 /s], f = frecvenţă [Hz] 

obţinem: 
60 60 

nz = 
larcctg 

^orj 
•¥lhn 

O) 
60(0 60 • 2 # 60/ 

larcctg K. Ol + lh:T larcctg 
K. Ol 

K. 
+ lh7r arcctg 

K Ol 

or ^ + h 
n 

în concluzie: 
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nz = 

h = 0 , l , 2 , 3 , 

Din (4.62) rezultă 

arcctg 

60/ 
( 4 . 7 0 ) 

^nry 
n 

- L + h 

- l 
w = sau 

w-z = \ 
OL 

\ Z J 

( 4 . 7 1 ) 

Pragul de stabilitate este atins dacă Ao = Ko şi folosind (4.60) şi (4.61) 
se deduce că pragul de stabilitate este atins când: 

Aor = Kor ( 4 . 7 2 ) 

Aoi = Koi ( 4 . 7 3 ) 

înlocuind ( 4 . 7 2 ) şi ( 4 . 7 3 ) în ( 4 . 7 0 ) şi ( 4 . 7 1 ) se obţin: 

h = 0, 1,2,3, 

nz = 
60/ 

arcctg 

n 

- l 
wz = 

Ik ov 
^ Â ^ 
\ Z J 

( 4 . 7 4 ) 

( 4 . 7 5 ) 

Funcţiile de transfer ale cedării dinamice a structurii se calculează 
folosind formulele : 
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xOco) ^ .. . 
PyilO) 

x{i(o) 

yiio)) ^ . 
Pyi'Oj) 

y{ico) 
R{ico)- (4.76) 

P^iico) 
\G.AIQ)) = 

Pyiico) -
z{ico) 

P{ico); 

La maşina de frezat verticală rezultanta forţelor care acţionează între sculă 
şi piesă este un vector în spaţiu, care poate fi determinat prin proiecţiile sale: P^, 
Py, Pz, pe cele trei axe de coordonate trirectangulare ale sistemului cartezian în 
care se înscrie maşina-unealtă. în mod similar, deplasarea relativă între sculă şi 
piesă este un vector dirijat tot în spaţiu, care poate fi determinată prin proiecţiile 
ei: X, y, z, pe acelaşi sistem de coordonate. 
Pentru a determina cele 9 funcţii de transfer ale cedării dinamice a structurii, 
date de formulele (4.76) se excită structura în mod succesiv în direcţia celor 3 
axe de coordonate, simulând astfel cele trei componente Px, Py, Pz ale forţei de 
aşchiere, măsurându-se în fiecare caz răspunsul structurii (amplitudinea de 
deplasare) în direcţia aceloraşi trei axe de coordonate x, y, z, totodată şi unghiul 
de defazaj O între forţă şi deplasare. 

Pentru a clarifica cele expuse mai sus cred că este utilă precizarea: 
= =4cos4^(ty) + /sin^(fi>)] (4.77) 

Aşadar Px , Py , Pz , x, y, z le determin experimental . Folosind 
formulele (4.76) se determină cele 9 flmcţii de transfer ale cedării dinamice a 
structurii. 

Calculul coeficienţilor direcţionali se face folosind formule de tipul 0. 

R^ = -Z'^^^c0sasinzc0s£c0s(€-J3) (4,78) 

unde: 
z este numărul de dinţi a frezei 
O; este unghiul sub care freza intră în piesă [grade] 

este unghiul sub care freza părăseşte piesa [grade] 
a este unghiul dintre rezultanta forţei de aşchiere şi planul x,y [grade] 
p este unghiul dintre rezultanta forţei de aşchiere şi normala pe suprafaţa 
aşchiată [grade] 
X este unghiul de atac al cuţitului [grade] 
e reprezintă pasul unghiular al normalei pe suprafaţa aşchiată [grade], e este 
unul din parametrii principali folosit în analiza comportării dinamice a maşinii 
de frezat. 
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or 

Asupra calculului coeficienţilor direcţionali se va reveni într-un alt paragraf al 
acestei teze. 

Cu ajutorul formulelor de tipul (4.78) determinăm coeficienţii 
direcţionali. Mărimile ce intervin în formulele de tipul (4.78) se măsoară în 
timpul experienţelor (încercărilor pe standul de cercetări). 

Cu formula (4.56) determin Ao şi deci pot să determin Aor şi Ao, .Cu A 
şi Aoi, folosind formulele (4.74) şi (4.75), pot ridica diagramele de stabilitate. 

Diagramele de stabilitate sunt reprezentări grafice ce au pe abscisă 
valoarea "n" a rotaţiei frezei, iar pe ordonată valoarea "w" a adâncimii de 
aşchiere, aceste mărimi calculându-se cu formulele (4.74), respectiv (4.75). 

Pentru a putea fi folosite la scule cu număr diferit de dinţi pe abscisă 
se consideră valoarea lui "nz" iar pe ordonată valoarea lui "wz". 

Ţinând cont de formulele întâlnite în [66] se deduc formulele de calcul 
ale coeficienţilor direcţionali: 

/Îq, = - z — - ^ ^ c o s o r s i n ^ c o s f c o s ( £ - ) 

= -z • cosârsin xsin scos(£: - /? ) 

Ryy = -z • ^^ cosa sin sin f sin(£' - P ) 

Ryz cos a cos x^Mf - P ) 

R^ = s i n Of sin ;if cos f 

R^ ^ ^ sinorsin jsing 

R22 ^ ^ sin or cos jt' 

unde unae 

Rxx, RXY, RXZ , RYX , RYY , RYZ , Rzx, RZY, RZZ sunt coeficienţii direcţionali 
2 = numărul de dinţi al frezei 
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(p̂  = unghiul sub care freza părăseşte piesa 
(p, = unghiul sub care freza intră în piesă 
a = unghiul dintre rezultanta forţei de aşchiere şi planul xy [grade 
p = unghiul dintre rezultanta forţei de aşchiere şi normala pe suprafaţa aşchiată 
[grade] 
X = unghiul de atac al cuţitului [grade] 
£ = pasul unghiuJdr al normalei pe suprafaţa aşchiată [grade]. 

Observaţii asupra analizării stabilităţii maşinilor de frezat 

In general, mişcarea unui punct material sau a unui sistem de puncte 
materiale poate fi descrisă cu ajutorul ecuaţiilor diferenţiale. Problema integrării 
ecuaţiilor diferenţiale sau a sistemelor de ecuaţii diferenţiale nu este întotdeauna 
uşor de rezolvat. De aceea, în acest caz are o mare importanţă analiza calitativă a 
acestor probleme. 

Analiza calitativă este un capitol al teoriei ecuaţiilor diferenţiale care 
studiază comportarea soluţiilor unei probleme de datele problemei, fară a se 
cunoaşte acele soluţii. Nu întotdeauna simpla introducere în calculator a unei 
ecuaţii poate duce la rezultate favorabile. Uneori sunt mai importante teoremele 
de neexistenţă decât cele de existenţă. Pe de altă parte, existenţa mai multor 
soluţii poate conduce la blocarea calculului numeric, ca în cazul apariţiei unei 
bifiircaţii. 

Studiul complet al unor probleme pentru ecuaţii diferenţiale constă 
din: analiza cantitativă (metode de deducere a unor soluţii), analiza calitativă şi 
rezolvarea numerică pe calculator. Trebuie remarcat faptul că rezolvarea 
numerică trebuie să fie ulterioară analizei calitative. Analiza calitativă este cea 
care arată, în ultimă instanţă, care este mulţimea tuturor soluţiilor unei probleme, 
la ce comportamente ale soluţiilor ne putem aştepta, în funcţie de toate valorile 
posibile ale tuturor datelor. O singură soluţie corespunzătoare unei mulţimi 
fixate de date va corespunde unui singur aspect al acelei evoluţii. 

Productivitatea muncii la maşinile de frezat depinde în mod hotărâtor 
de capacitatea de aşchiere care, în multe cazuri, este limitată prematur de 
stabilitatea dinamică insuficientă. Pierderea stabilităţii dinamice la un regim de 
aşchiere, uneori mult sub cel limitat de puterea motorului de antrenare a sculei, 
se datorează faptului că atât la proiectarea maşinilor unelte cât şi la proiectarea 
procesului tehnologic, comportarea dinamică a sistemului maşină unealtă - piesă 
- dispozitiv - sculă, şi mai ales a maşinii-unelte, este luat în considerare în mod 
simplificat. Cartea maşinii, livrată beneficiarului împreună cu maşina-unealtă, 
trebuie să cuprindă: 
a)Diagrama de stabilitate necondiţionată ridicată prin aşchiere. 
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b)DiagrameIe reprezentând variaţia coeficienţilor direcţionali, precum şi 
diagramele părţii reale a caracteristicii frecvenţiale amplitudine - fază ai maşinii. 
c)Recomandări în vederea evitării eventualelor domenii de instabilitate 
dinamică. 

Cerinţele pe plan mondial de a asigura maşinii-unelte un 
comportament dinamic stabil au devenit o preocupare cotidiană şi deci 
competitivitatea industriei constructoare de maşini-unelte nu poate fi concepută 
fară studiul stabilităţii. 

122 

BUPT



5. SISTEME VIBROPERCUTANTE ŞI APLICAŢII 

S.l.Stadiul dezvoltării cercetărilor în domeniul 

vibropercuţiilor 

Sistemele dinamice care execută mişcări vibratorii, ciocniri repetate şi în 
care influenţa ciocnirilor este evidenţiată şi nu poate fi neglijată se numesc 
sisteme vibropercutante. 

Pentru generarea mişcărilor vibropercutante nu este necesar ca mişcarea 
sistemului să fie vibratorie şi deci mişcările vibropercutante se realizează în 
esenţă datorită ciocnirilor. 

Datorită interacţiunilor percutante, sistemele mecanice fară alte excitaţii 
exterioare execută mişcări vibropercutante libere. întrucât energia este disipată 
prin ciocniri şi prin frecări, mişcările ce rezultă au caracter temporal şi nu sunt 
importante în aplicaţii. In ipoteza ciocnirilor perfect elastice şi în lipsa 
amortizării se pot imagina sisteme vibropercutante cu mişcări staţionare. Pentru 
ca mişcările vibropercutante să fie staţionare este necesar ca sistemul să fie 
supus unor excitaţii perturbatoare. De regulă aceste excitaţii sunt periodice sau 
chiar armonice. 

Sub acţiunea unei excitaţii periodice se poate arăta că există regimuri de 
mişcare periodice, având numai perioada multiplă celei cunoscute pentru 
excitatie. 

> 

La analiza mişcarea unui sistem vibropercutant este necesar să se 
precizeze şi condiţiile de stabilitate împreună cu cele de existenţă delimitând 
astfel mişcările periodice care se şi realizează efectiv. 

Clasificarea sistemelor vibropercutante nu ţine seama de elementele 
constructive ci de modelele dinamice corespunzătoare. 

Mişcări vibropercutante se întâlnesc foarte des în tehnică. Pentru a putea 
clasifica sistemele vibropercutante acestea se pot grupa în funcţie de destinaţia 
lor funcţională. 

în primul rând se vor considera maşinile şi mecanismele pentru care 
interacţiunile percutante constituie baza procesului de funcţionare. 

în construcţii, mecanismele vibropercutante se folosesc pentru înfigerea 
piloţilor şi palplanşelor în pământ şi de aceea s-au studiat teoretic şi 
experimental mai multe scheme constructive care diferă prin poziţia maselor şi a 
legăturilor dintre ele. De regulă mecanismul vibropercutant se mişcă sub 
acţiunea unei forţe perturbatoare produsă de generatorul de vibraţii cu mase 
excentrice în rotaţie, antrenat de un motor electric. Ciocnirile care au loc între 
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masa percutantă şi capul pilotului măresc eficienţa înfigerii prin vibraţii a 
piloţilor în pământ. 

De asemenea pentru compactările de suprafaţă se folosesc maşini 
vibratoare montate pe plăcile compactoare. Aceste maşini vibratoare de 
compactat conţin un motor obişnuit cu explozie, de unde printr-o transmisie este 
antrenat generatorul de vibraţii cu excentrice. Mişcarea compactorului se poate 
face cu salturi urmate de ciocniri cu terenul. 

Maşina interacţionează cu terenul pentru a produce îndesarea pământului 
şi funcţionează pe acelaşi principiu ca şi în cazul înfigerii prin vibropercuţii. 

Pentru dezbaterea formelor de turnare, în turnătorii se folosesc deseori 
grătare mecanice cu excentrice şi cu inserţie. 

In cazul dezbaterii pe grătarul mecanic acţionat cu excentric procesul 
tehnologic constă în aruncarea formei supuse dezbaterii deasupra grătarului 
urmată de căderea şi ciocnirea ei cu grătarul. Forţele de inerţie ale masei 
bătătorite, în momentul ciocnirii, vor contribui la dezbaterea ei din rama de 
formare. 

Grătarele inerţiale sunt antrenate cu ajutorul unui generator de vibraţii cu 
masă excentrică în rotaţie şi există cel puţin două tipuri constructive [102]. 

De asemenea şi maşinile de foijat şi ştanţat, cum ar fi ciocanele cu arc, cu 
fricţiune sau pneumatice pot fi considerate cu acţiune vibropercutantă. Chiar 
dacă dimensiunile şi proprietăţile semifabricatului variază în procesul forjării, 
mişcarea ciocanului se poate considera aproape periodică. Prin realizarea unor 
regimuri periodice, funcţionarea ciocanului este mai eficace şi mai economică. 

Trebuie arătat de asemenea că există diverse construcţii de ciocane 
vibropercutante la care acţionarea se poate face cu mecanism bielă - manivelă, 
electromagnetic şi pneumatic. 

Şi în domeniul transportului sau a cernerii anumitor materiale folosirea 
vibraţiilor este avantajoasă. 

Principiul vibropercuţiilor este folosit şi la construirea unor dispozitive 
mecanice şi electromagnetice cum ar fi: dispozitiv pentru măsurarea 
amplitudinii unei membrane telefonice, soneria electrică, relee, întrerupătoarele 
electromagnetice precum şi unele aparate de reglare automată. 

Mişcări vibropercutante apar şi la mori cu vibraţii,la unele, la o anumită 
viteză de rotaţie încărcătura se deplasează independent. Măcinarea se realizează 
datorită mişcărilor vibropercutante ale materialului introdus împreună cu bilele 
morii. 

Interacţiuni percutante pot să apară în flincţionarea unor mecanisme sau 
maşini şi au un efect dăunător. Aceste interacţiuni percutante apar datorită unor 
jocuri în cuplele cinematice. De asemenea existenţa unor erori de execuţie a 
elementelor mecanismului pot produce abateri cinematice şi dinamice. 

în orice cuplă cinematică, datorită jocurilor, legile mişcării au 
discontinuităti ce influenţează funcţionarea mecanismului. 
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La mecanismul cu roţi dinţate angrenarea dinţilor se face de obicei cu 
ciocniri, în contact aflându-se una sau două perechi de dinţi. Ciocnirile au loc în 
momentul intrării primei perechi de dinţi în angrenaj. 

Apariţia vibraţiilor unui arbore orizontal aşezat pe rulmenţi este posibilă şi 
fără mase excentrice. Datorită jocurilor, arborele poate ajunge să se ciocnească 
atât cu bilele inferioare cât şi cu cele superioare. La fel stau lucrurile şi în cazul 
arborelui aşezat pe lagăre de alunecare în prezenţa unui joc radial. 

La funcţionarea unor mecanisme rapide cu came, mecanismul de 
acţionare este supus unor interacţiuni percutante. 

Sistemele vibropercutante se pot folosi şi în scopul amortizării vibraţiilor. 
Un sistem de amortizare a vibraţiilor de la paletele de turbină, cu acţiune 
percutantă a fost inventat din anul 1931 de către inginerul A. Paget [88]. 

Vibraţiile de înaltă frecvenţă ale cuţitelor de strung se pot amortiza cu 
ajutorul unui amortizor. Aici interacţiunile percutante se datoresc prezenţei unui 
joc în îmbinarea dintre bulon şi cuţit. Prin modificarea lungimii de înşurubare se 
reglează jocul care influenţează în cea mai mare măsură asupra eficacităţii 
amortizorului. 

Sunt multe situaţii când sisteme vibropercutante cu destinaţie diferită 
coincid ca modele dinamice. Aşadar, în acest caz concluziile stabilite se pot 
folosi în toate aplicaţiile ce corespund unui anumit model. Alegerea modelului 
ce corespunde unui anumit sistem real necesită evidenţierea caracteristicilor mai 
importante ale sistemului şi neglijarea altora care influenţează într-o măsură mai 
mică. Modelul rezultat este o idealizare a modelului real. Comportarea dinamică 
a modelului idealizat trebuie să fie cât mai apropiate de cea a modelului real. 

Când stabilim modelul, alegem corpurile cu mase discrete şi le 
presupunem rigide. Modelul va conţine un anumit număr de mase concentrate 
rezultând astfel un număr finit de grade de libertate. Numărul gradelor de 
libertate este o caracteristică esenţială pentru model. 

La sistemele vibropercutante, esenţiale sunt masele care se ciocnesc în 
timpul mişcării. 

Prin cuplă percutantă se defineşte ansamblul format din două elemente ale 
unui sistem vibropercutant care se ciocnesc între ele în timpul mişcării. La orice 
model trebuie identificate toate cuplele percutante posibile. 

Este posibil ca în unele cuple percutante, datorită configuraţiei geometrice 
a sistemului, să nu poată avea loc ciocniri şi din acest motiv aceste cuple se 
numesc fictive şi ele trebuie întotdeauna identificate. 

Există modele în care una dintre mase face parte din două cuple 
percutante (maximum două). 

Deoarece ciocnirile pot avea loc în toate cuplele percutante aceste modele 
se numesc deschise. Există şi posibilitatea ca unele cuple să fie fictive, în acest 
caz modelul se numeşte închis. 

Natura cuplelor percutante din unele modele se poate uşor stabili în 
funcţie de dimensiunile geometrice ale jocurilor din cuple. 
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Atunci când una din masele unei cuple percutante devine nulă se va folosi 
termenul de semicuplă percutantă. 

Metodele de studiu din teoria vibraţiilor nu se pot aplica întocmai la 
sistemele vibropercutante întrucât aici apar discontinuităţi ale vitezelor datorită 
ciocnirilor. 

O schemă generală şi unitară de tratare a oricărei probleme de 
vibropercuţii a fost dată cu ajutorul ecuaţiilor lui Lagrange şi a funcţiei legăturii 
unilaterale [99] care s-a aplicat consecvent în studiul sistemelor vibropercutante 
[25]. 

Este important ca pentru sisteme supuse la legături să se studieze şi 
reacţiunile datorate ciocnirilor, un rol important în aceste studii revenind 
centrului şi axelor de percuţie. 

Dacă ciocnirea este ne instantanee, aşa cum este ea în realitate rezultă 
caracterul neliniar al sistemelor vibropercutante. 

Indiferent de metodele care se folosesc, studiul mişcărilor periodice 
trebuie să pornească de la stabilirea precisă a ecuaţiilor şi condiţiilor analitice 
caracteristice mişcării sistemului. Pentru o sistematizare a sistemelor 
vibropercutante, Gh. Silaş şi L. Brîndeu [99] [27], introduc o clasificare a 
mişcărilor posibile într-o cuplă percutantă şi determină condiţiile de realizare ale 
acestora. Folosind ecuaţiile lui Lagrange se obţine o metodă generală de studiu a 
mişcărilor periodice posibile ale sistemului vibropercutant. 

Dinamica sistemelor vibropercutante este încă la început, existând încă 
multe probleme pentru care trebuie perfecţionate metodele existente, studiul 
dezvoltării cercetărilor în domeniul vibropercuţiilor fiind mai pe larg prezentat 
în [102]. 

în funcţie de forma ecuaţiilor diferenţiale ce descriu mişcările sistemelor 
vibropercutante între ciocniri, sistemele vibropercutante se pot clasifica astfel: 

a) sisteme vibropercutante liniare, când ecuaţia diferenţială între două 
ciocniri succesive este liniară; 

b) sisteme vibropercutante neliniare când ecuaţia are caracteristică 
neliniară. 

Această împărţire ţine seama doar de proprietăţile mişcării în ansamblu. 
întrucât proprietăţile de neliniaritate se manifestă nu numai la sistemele 

vibropercutante neliniare, ci şi la cele liniare, sistemele vibropercutante trebuie 
considerate ca fiind sisteme neliniare. 

Pentru studiul stabilităţii sistemelor vibropercutante s-a elaborat o metodă 
exactă de scriere a condiţiilor de stabilitate, de către L. Brîndeu, fără să fie 
necesară cunoaşterea legilor mişcării. 

Se folosesc pentru studiul stabilităţii ecuaţiile în variaţii deduse direct din 
ecuaţiile diferenţiale ale mişcării şi condiţiile la limită deduse pentru momentele 
ciocnirilor. De remarcat că această metodă este aplicabilă tuturor sistemelor 
vibropercutante indiferent de caracteristică. 
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5.2. Modele dinamice în dinamica ciocanelor vibropercutante 

A 

In prezent industria construcţiilor de maşini este orientată esenţial spre 
realizarea unor produse de înalt nivel tehnic şi de mare complexitate. Un rol 
important pentru realizarea unor astfel de produse printre care trebuie încadrate 
şi ciocanele vibropercutante, revine cercetării proceselor de funcţionare încât să 
conducă la optimizarea proiectării. 

Activitatea de cercetare şi proiectare raţională în construcţia şi exploatarea 
ciocanelor vibropercutante nu se poate efectua fară o tratare riguros ştiinţifică a 
fenomenelor dinamice vibropercutante care au loc în timpul funcţionării. Apare 
astfel necesitatea de a pune la dispoziţia specialiştilor din construcţia de maşini 
a unor cercetări care să trateze probleme actuale de dinamica maşinilor şi 
utilajelor supuse la ciocniri. 

Pondere mare în construcţia multor maşini au acelea a căror funcţionare 
este caracterizată prin apariţia de discontinuităţi ale vitezelor şi acceleraţiilor ce 
conduc la apariţia unor solicitări dinamice periculoase. 

In continuare s-a abordat dinamica ciocanelor vibropercutante, fiind luate 
în considerare modele cu una sau mai multe cuple percutante. 

Studiile privind modelarea dinamică a mecanismelor vibropercutante în 
care se cuprind şi cele ce se referă la ciocanele vibropercutante, prezintă 
deosebită importanţă practică în construcţia şi alegerea regimurilor optime de 
funcţionare. Astfel s-a conturat deja o direcţie de cercetare complet nouă cu 
multe dezvoltări consacrate în literatura de specialitate, dar şi în activitatea de 
producţie. 

Pornind de la rezultatele existente în continuare se insistă numai asupra 
aspectelor geometrice legate de interpretarea tuturor condiţiilor de existenţă şi 
stabilitate a mişcărilor vibropercutante. Astfel se ajunge la evidenţierea 
domeniilor în care regimurile studiate se realizează efectiv. 

5.3. Vibropercutor pe reper rigid 

Cercetări anterioare au evidenţiat regimuri vibropercutante ale ciocnirii cu 
limitatorul rigid. Se consideră sistemul vibrant, asupra căruia acţionează forţa 
perturbatoare periodică dată de excentricul de pe arbore 

Q(t) = mAo)^ cos cot-mg (5 .1) 

produsă de un generator de vibraţii cu două excentrice ce se rotesc în sensuri 
opuse având aceeaşi viteză unghiulară de rotaţie (o. Dacă se notează cu mo masa 
excentricităţilor şi cu e excentricitatea, atunci rezultă 
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In continuare se vor preciza mişcările periodice ale sistemului în cazul 
excitaţiei armonice folosind metoda generală expusă anterior [100], [102J. 

Parametrii mişcărilor periodice, viteza de ciocnire şi momentele 
ciocnirilor tk (k=l,2,...) pentru cazul acţionării cu forţa perturbatoare armonică 
(5.1) se determină din ecuaţia complexă stabilită [100], Pentru a se putea urmări 
mai uşor variaţia acestor parametrii se vor introduce câteva mărimi 
adimensionale. Astfel, se vor folosi notaţiile: 

(O CD Imo) ^ ' 

A Aco: 

Şl 

_ 1 + R< ŝh27ir<; - ^ sin Inr^ ^ _ 1 + /? sm2m-<^ 
24(ch27irC - cos 2m-4) ' ~ l - R 4{ch2nr^ 

Din studiul mişcărilor vibropercutante periodice rezultă pentru viteza q̂  
expresia: 

^^ ds±J^- p-s^ 
^ f / (5.4) l-R p'+â' ^ 

Din această formulă se vede că este posibil să se realizeze două regimuri 
de mişcare corespunzătoare celor două semne din faţa radicalului.. 

Pentru a exista mişcarea periodică, este necesar ca viteza q. să fie reală, 
deci cantitatea de sub radical din formula (5.4) trebuie să fie pozitivă. 
Propoziţia 5,1. Mişcarea sistemului vibrant asupra căruia acţionează forţa 
perturbatoare periodică dată de (5.1) este periodică dacă este îndeplinită 
condiţia 

<1 1 + 
{P. 

(5.5) 

De asemenea, la începutul fiecărei ciocniri viteza trebuie să fie negativă 
(^,<0). Presupunând îndeplinită condiţia de mai sus, există multe situaţii în care 
viteza reală este negativă. 

în felul acesta s-a stabilit, din punct de vedere al vitezei, condiţiile de 
existenţă ale mişcării periodice. Aceste condiţii sunt prezentate în tabelul 5.1. 
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Tabelul 5.1 

<lc 5s Condiţiile de existenţă 
mişcărilor periodice 

ale 
—I 

Qc = 
lAco^'i-^-
\-R 

1 r» 2 

+ 

a 1 + 
VA-/ 

<ic = 

o P' 2 2 

\-R 

1 — < d <1 1 + 
S_ 
P) 

Nu există mişcări periodice 

Regimurile periodice de mişcare se pot realiza numai dacă sunt satisfăcute 
condiţiile de existenţă, stabilite anterior. Discuţia cazurilor posibile se va face 
prin reprezentarea grafică a diferitelor domenii obţinute în funcţie de parametrii 
sistemului. în reprezentările grafice pe abscisă s-a luat ^ iar pe ordonată s. Toate 
aceste reprezentări s-au construit pentru diferitele valori ale raportului de 

armonizare r = —» ale coeficientului de restituire R şi ale ordinului de 

multiplicitate r a perioadei mişcării. 
Pe baza condiţiilor de existenţă stabilite s-au găsit domeniile de existenţă 

ale mişcărilor periodice. Aceste domenii sunt delimitate de următoarele curbe 

1 + 
S 

\Pj 

\2 

1 j 1 

i 

Fig.5.1 Fig.5.2 
Domeniile de existenţă ale mişcărilor periodice determinate cu ajutorul 

condiţiilor precizate s-au haşurat. în toate domeniile haşurate sunt posibile 
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regimuri de mişcare ce corespund semnului minus în faţa radicalului din formula 
(5.4). Acolo unde s-a haşurat dublu mai sunt posibile şi regimurile ce corespund 
semnului plus în faţa radicalului din formula (5.4). 

Existenţa regimurilor periodice de mişcare a fost studiată teoretic şi 
precizată prin diagrama (fig.5.3) însă numai pentru sistemul vibropercutant şi 
aplicată aici pentru ciocanele vibropercutante. 

Cercetările în domeniu sunt de date recente, motiv pentru care s-au creat 
condiţii pentru dezvoltarea studiului vibropercuţiilor. 

-3 

i J? l 

T 

^ -• 1 
i 

i 

Fig. 5.3 

5.4. Considerarea reperului deformabil 

In continuare se studiază existenţa regimurilor periodice de mişcare ale 
unui ciocan modelat prin vibratorul liber care se ciocneşte cu o masă suspendată 
elastic, considerând şi amortizare vâscoasă. Acest sistem a fost studiat pe cale 
directă anterior [91 . 

1 
m. 

Fig. 5.4 
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Sistemul considerat este format din masa m,, arcul vertical cu constanta 
elastică k şi amortizarea vâscoasă cu coeficientul c, precum şi vibratorul de masă 
m2 asupra căruia acţionează forţa perturbatoare F(t)=Focoscot (fig. 5.4). Se 
presupune că ciocnirea celor două mase se face instantaneu cu coeficientul de 
restituire R (0<R<1). 

Notând prin qi şi qj abscisele celor două mase măsurate din poziţia 
nedeformată a arcului, ecuaţiile diferenţiale ale mişcării între două ciocniri 
succesive vor fi: 

(5.6) 

^2q2=F^cos(ot-m,g (5.7) 

Dacă se introduc notaţiile: 

p= _ O O 
m , m^ay' 

ecuaţiile diferenţiale (5.6) şi (5.7) se pot pune sub forma: 

= . - g (5.8) 

şi 

f^coscot-g (5 .9) 

Ciocnirile au loc între masele mi şi m2 ce formează o cuplă percutantă 
pentru care corespunde legătura unilaterală: 

F(qi,q2)=q2-qi>0 (5.10) 

Deoarece interesează în primul rând existenţa mişcărilor periodice este 
suficient să se studieze o singură perioadă a mişcării ce este evident multiplă 
celei a forţei perturbatoare, adică rT = r— (r = 1,2,...). Prin urmare se poate alege 

co 
pentru studiu prima perioadă ce începe în momentul t=to şi se încheie în 
momentul ti=to+rT. 

Se vor determina condiţiile de existenţă şi de stabilitate ale regimurilor 
periodice de mişcare ale utilajului care se ciocneşte cu o masă suspendată 
elastic, considerând şi amortizarea vâscoasă. 
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Ţinând cont că ciocnirea este instantanee, între viteze se pot scrie relaţiile 
cunoscute: 

m-R . m + R . 

1 + m l + m 

2̂0 = , - ^ .0 + , (ilO 1 + m I + m 

m, in care m = -. 
m. 

Propoziţia 5.2. Mişcarea sistemului vibrant dată de ecuaţiile diferenţiale (5.6), 
(5.7) şi cupla percutantă dată de (5.10) este periodică dacă timpul dintre două 
ciocniri consecutive este un multiplu al perioadei de variaţie a forţei, adică 

In 
rT = r (r = l,2,...) 

(O 
De asemenea este necesar ca ciocnirile să aibă loc în aceeaşi poziţie şi cu 

aceleaşi viteze. Deci pentru t=rT, trebuie să se considere qi=q2=qo şi 
42 =^20 

Mai întâi trebuie stabilite condiţiile necesare pentru ca mişcarea periodică 
să existe. Aceste condiţii de existenţă se pot obţine simplu prin integrare directă, 
dar şi pe cale operaţională folosind formula de conversiune Mellin Fourier 
[100]. 

Introducând condiţiile iniţiale se determină legile mişcării care după 
introducerea condiţiilor finale din perioada considerată se obţine 

4 2 0 = 4 2 0 - ^ 7 - (5 .12) 

420 = / o ^ sin < y / o + i g r r (5 .13) 

precum şi 

I/ \ (•< • \ ~cosprT M^o+^J+Wio-^iohr^TT T̂^ + .̂o =0 
2\ch hrT - cos prT) (5 14) 

unde q̂  = ^ ^ . 
k 

Caracterizarea regimurilor vibropercutante periodice de mişcare ale 
sistemului se face cu ajutorul ecuaţiilor (5.12), (5.13) şi (5.14). Astfel se 
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determină acele valori ale parametrilor mişcării care sunt obligatorii pentru ca 
efectiv să se realizeze regimuri periodice. 

Eliminând expresia qo + qs din ecuaţiile (5.14) se deduce 

[h sin prT + p cos prT - pe*"̂  = [pe - p cos prT + h sin prl) ,̂',, (5.15) 

Din relaţia (5.11) şi ecuaţia (5.12) după înlocuiri, se deduce 

\-mR _ (5.16) 

De asemenea se mai găseşte: 

1 + w ^ 
m(l + 

(5.17) 

şi în final: 

m 
(5.18) 

Revenind la relaţia (5.15), prin înlocuirea vitezei din ecuaţia (5.18), se 
ajunge la următoarea relaţie: 

2m 
(5.19) 

unde 

H = 

— sin prT - sh hrT 
£ 
cos prT - ch hrT 

(5.20) 

în mod analog se obţin şi celelalte viteze 

glo ă - ^ 
2m 

H + 
\ + 2m-R 

l + R 
(5.21) 

^20 = 
grT 
2m \ + R 
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Pentru ca mişcarea periodică să fie complet cunoscută mai trebuie calculat 
momentul to al primei ciocniri. Trebuie considerată ecuaţia (5.13) în care dacă se 
ţine seama de expresia lui 2̂0̂ ^̂ ^̂  relaţiile (5.21) se deduce 

sin ryto = -
grT 
Im 

H + 
(1 - R\\ -f m) 

\ + R 
(5.22) 

Propoziţia 5.3. Mişcarea sistemului vibrant dată de ecuaţiile diferenţiale (5.6), 
(5.7) şi cupla percutantă dată de (5.10) este periodică dacă este îndeplinită 
condiţia 

grT 

~2m 
H + 

il-Rtl + m)' 
\ + R 

<1 (5.23) 
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CONSIDERAŢII GENERALE ŞI CONTRIBUŢII PERSONALE 

Realizarea obiectivului tezei într-un domeniu interdisciplinar îmbină 
geometria sistemelor dinamice de ordinul întâi şi al doilea cu aplicaţiile în 
domeniul mecanicii tehnice. 

Primul capitol, intitulat „Geometria sistemelor dinamice", cuprinde 6 
paragrafe iar rezultatele sunt publicate în lucrările [15], [84], [85]. 

In acest capitol se precizează noţiuni ca: varietate neolonomă , varietate 
olonomă , sisteme autoadjuncte , funcţii Lagrange şi spaţii Lagrange. Sunt 
cercetate în continuare sistemele dinamice cu un grad de libertate, de ordinul 
întâi implicite şi apoi sistemele dinamice cu două grade de libertate, de ordinul 
întâi implicite. Pentru aceste sisteme se găsesc funcţiile Lagrange. Urmează 
cazul sistemelor neautonome unde variabila timp se consideră ca un nou grad de 
libertate, astfel încât să se obţină un nou sistem special, cu un grad de libertate 
în plus, care însă, să fie autonom şi pentru care se pot găsi funcţii 
Lagrange.Pentru formalizare matematică se introduc se introduc transformările 
semiolonome şi grupul de semionolomie. 

Dinamica geometrică cuprinde două paragrafe şi face obiectul Cap. 2. 
Unele rezultate au fost deja publicate în lucrările [6], [7], [10], [11], [14], [16], 
[17], [22]. 

In primul paragraf se studiază stabilitatea unor sisteme dinamice concrete 
de ordinul întâi cu ajutorul funcţiilor Leapunov construite cu ajutorul 
integralelor prime. Apoi se regândeşte dinamica sistemului elastic de la maşina 
de frezat roţi dinţate FD-320, utilizând prelungirea Lagrange şi fiincţia 
Hamilton. Cu acestea se construieşte structura geometrică Riemann-Jacobi-
Lagrange faţă de care traiectoriile sunt geodezice. 

în Cap. 3 intitulat „Mişcări vibrante cu întârziere" se începe prin 
prezentarea sistemelor fizice descrise matematic prin ecuaţii diferenţiale cu 
argument întârziat. Urmează apoi o aplicare a acestor sisteme cu întârziere în 
procesul de aşchiere. Analiza modelului neliniar al maşinii unelte vibrante este 
structurată în următoarele etape: 1) analiza părţii liniare a sistemului (3.27); 2) 
analiza rădăcinilor ecuaţiei caracteristice şi bifurcaţia Hopf; 3) determinarea 
subspaţiilor proprii generalizate asociate sistemului (3.27) în punctul de 
bifurcaţie Hopf; 4) determinarea varietăţii centrale în punctul de bifurcaţie şi 
ciclul limită asociat; 5) studiul orbitei sistemului (3.27) cu precizarea 
invarianţilor ciclului limită. 

în paragraful „Maşina unealtă vibrantă regenerativă cu două argumente 
de întârziere" se asociază sistemului fizic ecuaţia diferenţială cu două argumente 
de întârziere şi se urmăreşte o problematică similară cu cea din paragraful 
precedent. 

Cap. 4 se analizează vibraţiile care apar în procesul de aşchiere. Pornind 
de la ecuaţiile mişcării pentru sistemul elastic al maşinii de frezat roţi dinţate 
FD-320 se analizează vibraţiile libere şi forţate ale lanţului cinematic de rulare 
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determinându-se pulsaţiile proprii ale lanţului cinematic şi amplitudinea Ia sculă 
şi piesă. Având schema bloc simplificată a sistemului dinamic maşină - unealtă 
- piesă - dispozitiv - sculă în procesul de aşchiere se stabileşte un algoritm de 
calcul al mărimilor necesare ridicării diagramelor de stabilitate. De fapt 
diagramele de stabilitate simt reprezentări grafice ce au pe abscisă numărul n de 
rotaţii ale frezei iar pe ordonată adâncimea de aşchiere w rezultatele fiind 
publicate [8 .̂ 

Cap. 5 se referă la sisteme vibropercutante şi aplicaţii cu rezultatele 
publicate anterior în lucrarea [33]. 

în primul paragraf este prezentat stadiul dezvoltării cercetărilor din 
domeniu. Apoi pentru sistemul vibropercutant cu un grad de libertate şi o cuplă 
percutantă este studiată geometric existenţa mişcărilor periodice şi stabilitatea 
lor. Un studiu geometric amănunţit este realizat pentru sistemul particular cu 
două grade de libertate şi o cuplă percutantă. 

Rezultatele proprii pot fi concentrate în felul următor: 

Capitolul 1: 

1) Propoziţia 1.11. Condiţia necesară şi suficientă ca sistemul (1.53) să fie 
dF variational este ca să aibă loc relaţia — = 0. 
ox 

2) A fost obţinut factorul integrant: 

C = 
c=c(t,x,x) 

3) Teorema 1.4. Fiind dat un sistem dinamic de ordinul întâi, cu un grad de 
libertate, scris sub formă implicită, F = O, orice primitivă a fimcţiei F în raport cu 
viteza este o funcţie Lagrange, generatoare a unei ecuaţii Euler-Lagrange, de 
forma (1.56) care admite printre soluţiile sale şi soluţiile ecuaţiei F = 0. 

4) Propoziţia 1.12. între mulţimea factorilor integranţi C (identificată cu 
mulţimea funcţiilor (p) şi cea a primitivelor lui F, factorizată prin spaţiul 
funcţiilor ^(t), există o corespondenţă biunivocă bine precizată. 

5) Propoziţia 1.13. Toate funcţiile L, ale căror ecuaţii Euler-Lagrange coincid 
cu ecuaţiile'(1.56"), constituie o clasă de echivalenţă a lagrangienilor determinaţi 
prin mulţimea derivatelorior totale exacte ale funcţiilor f(t,x) 

at 
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6) Teorema 1. 5. Mulţimea lagrangienilor ecuaţiei (1.52) este "indexată" prin 
produsul cartezian al mulţimii factorilor integranţi cu mulţimea 1-formelor 

închise pe D, unde D este domeniul din RxTM, în care ^^ ^ 0. 
âr 

7) Teorema 1. 6. Condiţia necesară şi suficientă ca soluţiile ecuaţiei (1.52) să se 
situeze pe suprafeţele este ca sistemul dinamic (definit prin (1.52)) să fie 

autonom ( =0). 
dt 

8) Exemplul 3. 1. Fie ecuaţia F = e^-xx=0. O funcţie a lui Lagrange, 
. 2 

corespunzătoare acestei ecuaţii, este L = ê  - ^ . Ecuaţia lui Euler- Lagrange 
? 

este:(e^ -x)x + =0 şi corespunde factorului integrant 2[ ^ j ' 

9) Propoziţia 1.14 Sistemului (1.62), cu verificarea condiţiei (1.65i), i se 
asociază o funcţie L : Ĵ  M = R xTM R, cu proprietatea că F, = . 

dx' 

10) Propoziţia 1.15. Condiţia necesară şi suficientă ca sistemul (1.68) să fie 
autoadjunct este ca funcţiile Fj să verifice relaţiile: 

at dx" dK' 

11) Propoziţia 1.16. Condiţia necesară şi suficientă ca sistemul (1.62), cu 
verificarea relaţiilor (1.65i), să fie olonom-lagrangian este ca el să fie autonom. 

Capitolul 2: 

12) A fost găsită o metodă de construire a funcţiei Leapunov folosind integrale 
prime. Această metodă s-a aplicat la 5 sisteme dinamice concrete. 

13) Pentru sistemul mecanic al maşinii de fi-ezat dat în fig.4.4d s-a ataşat 
sistemul de ecuaţii diferenţiale şi s-a dezvoltat dinamica geometrică asociată 
acestui sistem mecanic după o metodă dată în lucrarea prof dr. Udrişte C.[l 19]. 

Capitolul 3: 

14) Pentru sistemul de ecuaţii diferenţiale cu întârziere (3.27) s-a utilizat metoda 
dată în monografia [68] şi anume s-au parcurs etapele: 
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a) analiza părţii liniare a sistemului (3.27); 
b) analiza rădăcinilor ecuaţiei caracteristice şi biflircaţia Hopf; 
c) determinarea subspaţiilor proprii generalizate asociate sistemului (3.27) în 
punctul de bifurcaţie Hopf; 
d) determinarea varietăţii centrale în punctul de bifurcaţie şi ciclul limită 
asociat; 
e) studiul orbitei sistemului (3.27) cu precizarea invarianţilor ciclului limită. 

15) Pentru sistemul de ecuaţii diferenţiale (3.69) s-a utilizat metoda dată în 
monografia [68] adică s-au parcurs etapele enunţate anterior. 

Capitolul 4: 

16) Pornind de la schema cinematică a maşinii de frezat s-a adoptat modelul 
dinamic cu ajutorul căruia au putut fi precizate condiţiile de funcţionare în 
prezenţa vibraţiilor. 

17) Este asimilat pentru schema bloc a sistemului dinamic maşină-unealtă-piesă-
dispozitiv-sculă în procesul de aşchiere algoritmul de calcul al mărimilor 
necesare ridicării diagramei de stabilitate. 

Capitolul 5: 

18) Utilizând metodologia consacrată studiului vibropercuţiilor au fost 
dezvoltate în mod special cazuri deosebite cu evidenţierea aspectelor 
geometrice. 

19) Au fost completate aspecte privind precizarea condiţiilor de stabilitate prin 
metoda directă a prof. dr. Brindeu L. în cazul sistemului vibropercutant cu 
amortizare supracritică. 

A 

20) In plus a mai fost abordat şi un sistem vibropercutant particular cu două 
grade de libertate pentru care este posibilă determinarea regiunilor periodice 
stabile. 

în mod special se poate arăta că în cadrul tezei au fost dezvoltate aspecte 
matematice-geometrice legate de mişcările vibratoare şi vibropercutante care 
sub această formă nu mai există tratate. Abordările din punct de vedere 
geometric, iniţiate aici, prezintă avantaje importante pentru cercetări ulterioare. 
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