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CAPITOLUL 1 

EŞANTIONAREA 

l .L Introducere 

Procesul de eşantionare se poate defini astfel: eşantionarea este operaţia de 
prelevare a unor informaţii la momente discrete de tmip (sau spaţiu), în scopul 
memorării, transmiterii şi prelucrării semnalelor într-un mod mai avantajos, în formă 
numerică [Po3]. 

Informaţia numerică obţinută în urma eşantionării, prelucrată sau nu, se poate 
folosi pentru obţinerea unui semnal continual (folosind un CNA şi un FTJ). Dacă, prin 
eşantionare, nu se pierde informaţie din semnalul iniţial şi dacă el poate fi reconstituit 
exact, sau cu erori acceptabile din eşantioanele sale, se poate spune că numărul de 
eşantioane extrase este suficient. în general, datorită posibilităţilor limitate de memorare 
şi datorită necesităţii unor calcule rapide, se caută ca numărul de eşantioane prelevate 
dintr-un semnal să fie minim, dar destul de mare astfel încât distorsiunile introduse la 
reconstrucţie să fie cât mai mici. Deci se poate spune că eşantionarea reprezintă o 
aproximare a ftmcţiilor. Acest lucru se poate face pnn mai multe metode de aproximare: 
polmomială, prin funcţii în scară, prin funcţii poligonale, pnn serii cardmale etc. în 
unnătorul paragraf se prezintă aproximarea funcţiilor prin seni cardinale. In paragraful 
3 se prezintă cazul eşantionării semnalelor periodice unnând ca. în continuare, să se 
trateze pe scurt erorile ce pot să apară din cauza eşantionâni. 

1.2. Teorema WKS (sau teorema eşantionării) 

Seriile cardinale au fost studiate de către Whittaker [Jel] care a definit funcţia 
cardinală sub forma 

-Kx — -a-nl) 
/ c ( ' )= I f A o ^ n T ) — ! ^ . (1.1) 

j{t-a-nT) 

unde reprezintă funcţia studiată, T perioada de eşantionare, a momentul 
corespunzător eşantionului zero ( a? = O). 

După cum se vede expresia depinde de valori ale fiincţiei corespunzătoare 
punctelor echidistante a , a-h 7\ ... , a-h a?/", ... ale argumentului. 

Aceste serii au fost introduse în telecomunicaţii de către Kotelnikov şi Shannon. 
Din acest motiv teorema eşantionării se mai numeşte şi teorema WKS. 

Teorema eşantionării enunţată şi publicată de Shannon în 1949 are unnătorul 
enunţ [Shl]: Dacă o funcţie / ( / ) nu conţine frecvenţe mai mari decât W, ea este 
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complet detemiinată prin valorile sale într-o serie de puncte echidistante, la intervale 
egale cu \I(1W) secunde. 

Pentru a putea demonstra acest lucru, Papoulis porneşte de la transformata Fourier 
a ftmcţiei / ( / ) , notată Ff{(o), pentru a putea introduce limitarea spectrului la W [Po3]. 
O condiţie suplimentară impusă este ca semnalul să fie de energie finită 

n--<c 
Contrar părerii generale că relaţia (1.1) este valabilă doar pentru semnale de 

energie finită, ea se aplică şi la semnale periodice [Pol]. 
Transformata Fourier inversă va avea inter\'alul de integrare dat de domeniul de 

existenţă a semnalului în domeniul frecvenţe. Transformata Fourier (fiincţia 
corespunzătoare), Ff{co), este de bandă limitată (are valori diferite de zero în domeniul 

prin urmare se poate dezvolta în serie Fourier, notată Fjp{co), care va 
reprezenta, în tot spectrul, funcţia obţinută prin periodicizarea lui Ff{co). Aceasta se 
dezvoltă în serie exponenţială, coeficienţii Fourier fiind proporţionali cu valorile 
funcţiei în momentele de eşantionare. Deoarece Fj^ico) şi Fj-{co) sunt identice în 

intervalul [ - W.-̂ -W], rezultă relaţia de reconstrucţie sub forma [Po3, Hil] 

^ Ir 

m = Z f 21V ) 
smK{2Wt-k) 

7t{2Wt-k) 

Rezultă ceea ce afirmă teorema eşantionării: cunoscând valorile fimcţiei în 
punctele echidistante kj^lW) atunci funcţia este cunoscută în once punct /. 
Mănmea \!(2W) = T̂  reprezintă penoada de eşantionare, iar 2IF = f r e c v e n ţ a de 
eşantionare. 

Din formula de reconstrucţie dată de relaţia (1.2), se pot trage următoarele 
concluzii: 
- în punctele de eşantionare suma coincide cu valoarea funcţiei. Adică, valoarea funcţiei 
în momentul t = iT^ este egală cu valoarea eşantionului /, celelalte eşantioane 
neintervenind în calcul; 
- pentru momentele de timp / ^ iT^, toate eşantioanele participă la determinarea valorii 
funcţiei. Asta înseamnă că un eşantion participă la determinarea valorii funcţiei şi în 
momente anterioare apariţiei lui, cu toate că valoarea unui semnal la un moment dat nu 
se schimbă dacă semnalul evoluează sub o formă sau alta. Astfel comportarea seriei din 
formula de reconstrucţie nu este cauzală, aceasta fiind o proprietate a tuturor formulelor 
de intrepolare [Po3]. 
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1.3. Eşantionarea funcţiilor (semnalelor) periodice 

in tratarea teoremei eşantionării s-au luat în considerare semnale aperiodice. 
Studiul eşantionării semnalelor periodice nu se face tot pe baza teoremei eşantionării, 
prezentată în paragraful anterior, deoarece ele nu au transformată Fourier. In schimb 
putem considera seria Fourier ataşată lor, dacă îndeplinesc condiţiile lui Dirichlet, şi 
anume [An\, Bul]: 

1) Funcţia dată, f{x), de perioadă 2k, este mărginită în toate pimctele intervalului 
închis [a,/?], unde b-a = 2/r : 

2) în intervalul închis funcţia f{x) variază monoton sau are un număr finit 
de maxime şi minime; 

3) Funcţia f{x) este continuă în toate punctele intervalului închis cu 
excepţia unui număr finit de puncte. 

Semnalele (fimcţiile) de durată finită, cu spectrul infinit, pot fi considerate ca fiind 
o perioadă a unui semnal periodic obţinut din ftincţia iniţială prin repetarea sa. 

Considerăm un semnal periodic / ( / ) cu perioada Tq (fimdamentala /o). El poate 
fi descompus în serie Fourier trigonometrică 

X 

f i i ) = Oo+Y,[^k<^os(ko)ot) + b^smiko)ot)\, (1.3) 
k=\ 

CU condiţia ca această serie ataşată funcţiei (semnalului) să fie convergentă. 
Relaţiile de calcul a coeficienţilor ce intervin în dezvoltarea în serie Fourier 

trigonometrică sunt 

= f(î)dt, coeficient corespunzător componentei continue, 

9 
f(t)cos{k(OQt)dt (14) 

Folosind formulele lui Euler, relaţia (1.3) poate fi transformată în seria Fourier 
exponenţială 

f{t)= Y^c.e"^, (1.5) 

unde 

Q) = Oq 
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Coeficienţii c^, respectiv şi b^., se calculează folosind funcţia continuală 
/ ( / ) . în urma eşantionării se dispune de un număr limitat de valori corespunzătoare 
funcţiei analizate. Se doreşte calcularea coeficienţilor Fourier în funcţie de eşantioanele 
flmcţiei / ( / ) la momentele de timp /T^, unde / = 0,1,2,..., iar T̂  reprezintă perioada 
(pasul) de eşantionare. 

Presupunem că cea mai mare fi-ecvenţă din semnalul considerat corespunde 
armonicei de ordinul K. Studiind formula de dezvoltare în serie Fourier dată de relaţia 
(1.5), observăm că avem un coefficient, Cq, corespunzător valorii medii a semnalului şi 
câte doi coeficienţi, c^ şi , pentru fiecare componentă armonică k, unde 
k = 1,2,..., AT. Prin urmare, deoarece avem nevoie de un sistem de relaţii independente 
pentru determinarea tuturor coeficienţilor seriei şi, având de calculat N = 
coeficienţi, rezultă că avem nevoie de 2/^ + 1 relaţii liniar independente. înlocuind în 
relaţia (1.5) pe / cu îT^ (înseamnă că eşantionarea începe la momentul / = O), şi ţinând 
cont de presupunerea făcută mai sus, şi anume că avem maxim K componente 
armonice, vom obţine 

/ ( /Te)= (1.7) 
k=-K 

Numărul / reprezintă indicele (numărul) eşantionului. 
Din relaţia (1.7) rezultă că în fiecare eşantion intervin toţi cei iW coeficienţi. 

Pentru a obţine cele N relaţii liniar independente ce formează un sistem de ecuaţii 
compatibil determinat, trebuiesc prelevate un număr de N eşantioane. 

Vom considera cazul general, când eşantionarea începe la un moment / = /q (în 
literatura de specialitate se utilizează cazul particular = O ). în acest caz, eşantioanele 
se prelevează la momentele = /q + iT^ . în relaţia (1.7) facem notaţia ŷ  = / ( /q + iT^ ) 
şi scriem sistemul format din Â  = 2Â  -h 1 relaţii 

Calculul coeficienţilor ĉ , folosind eşantioane prelevate începând de la un 
moment /Q ^ O, ale unor semnale periodice pare sau impare, utilizând o frecvenţă de 
eşantionare mai mică decât fi-ecvenţa Nyquist, va fi tratat ulterior în capitolul 3. 

Notăm cu Y vectorul corespunzător eşantioanelor de intrare, adică 

v = ( r o >'1 -..). (1.9) 

cu C vectorul coeficienţilor 

C=(co q C2 ...) (1.10) 
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şi cu E matricea dată de exponenţialele 

E = 

^-jKcooto 
-jKcooUo+T^) 

^-joo'o 
,-jcoQ(to+T,) 

,-jKo)o{toHN-\)T^) ... ^-Jcoo(to+{N-\)T,) j 

JKcoqOO+T^) 

jKcoo{fo+{N-\)T^) 

Astfel, sistemul (1.8) poate fi scris matriceal ca mai jos 
(1.11) 

(1.12) 

Pentru ca sistemul (1.8) să fie compatibil determinat trebuie ca determinantul 
matricei (1.11) să fie diferit de zero. 

Folosind proprietatea determinanţilor care spune că [Bul]: dacă toate elementele 
unei linii (coloane) ale unei matrice sunt înmulţite cu un număr a , se obţine o matrice 
al cărui determinant este egal cu a înmulţit cu determinantul matricei iniţiale, vom 

,jKcoQto^J(m-\)Ka}oT, 

unde m reprezintă numărul liniei. In urma acestor operaţii va rezulta matricea 
înmulţi fiecare dintre liniile matricei (1.11) cu , /w = 1,2,...,A^, 

1 

^JCOoUo+Te) 

jcooUo+lTg) jco^iUo-^lTg) h 

f K 

\1K 

MK (1.13) 

1 ^J(Oo{to^{N-\)T,) 

Determinantul acestei matrice este un determinant Vandermond care se calculează 
relativ simplu [Mal, Bul]. Dacă folosim notaţiile x^ ^ gJ^^oCo+i^-^K) ^ ^ = 1,2, ..,A'. 
atunci detenninantul matricei (1.13) se va calcula cu relaţia 

N 
Det= 

l.k=\ 
l>k 

(1.14) 

Acest determinant împărţit cu 

^ ^ N(N-l) 
(1.15) 

care reprezintă rezultatul produsului între cele N elemente cu care s-au înmulţit cele 
linii ale matricei E, este egal cu determinantul matricei iniţiale (din relaţia (1.11)). 

Pentru a avea un sistem de ecuaţii determinat, de tipul (1.8), rezultă că avem 
nevoie de N eşantioane diferite. Teorema eşantionării spune că frecvenţa de 
eşantionare trebuie să fie mai mare sau egală cu o limită numită frecvenţă Nyquist 
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[Nai]. Prin urmare, rezultă că eşantioanele trebuiesc prelevate dintr-o perioadă a 
semnalului considerat. Astfel, pasul la eşantionarea uniformă este 

(1.16) 

^ N 2K + \ 

iar frecvenţa de eşantionare va fi 
+ / o . (1.17) 

Concluzia ce rezultă din relaţia (1.17) este că frecvenţa minimă de eşantionare a 
semnalelor periodice este ceva mai mare decât frecvenţa minimă de eşantionare în cazul 
eşantionării semnalelor aperiodice, După cum se ştie, în cazul semnalelor 
periodice, un anumit eşantion se regăseşte în toate perioadele la aceeaşi distanţă în timp 
faţă de începutul perioadei; astfel, eşantioanele necesare pot fi prelevate de pe parcursul 
mai multor perioade. în capitolul următor se va prezenta modalitatea de obţinere a 
acestor eşantioane şi modul de calcul al coeficienţilor Fourier. 

Deoarece coq ^ I k / T q şi T^^T^^jN, exponenţiala a doua din (1.15) poate fi 
rescrisă sub forma 

Pentru N impar, termenul are valoarea 1. In cazul în care se alege N 
par (avem supraeşantionare), dacă K este par, acest termen va lua valoarea 1, iar pentru 
K impar va lua valoarea -1. Prin unnare, determinantul calculat cu relaţia (1.14) va fi 

împărţit cu ± . Dacă /q = O • atunci termenul f de\ ine 1. 
Până acum s-au obţinut numărul (minim) de eşantioane necesare şi perioada 

(pasul) de eşantionare. In continuare, pentru simplificarea relaţiilor folosite în scopul 
obţinerii coeficienţilor din eşantioanele semnalului, considerăm /Q = ^. 

Relaţia (1.7) o înmulţim cu , unde n este un număr întreg cuprins în 
intervalul după care se face însumarea celor N relaţii corespunzătoare 
eşantioanelor prelevate, obţinând 

N-\ ^K N-\ 
= . (1.18) 

/=0 k=-K 1=0 

Pentru n = k dm relaţia (1.18) obţinem formula de calcul a coeficienţilor seriei 
Fourier a funcţiei / ( / ) , din valorile eşantioanelor 

(1.19) 

deoarece 
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- - ^N , k = n 
O , k ^ n H . • (1.20) 

/=0 

Pentru k = 0 avem 

1 
(1 .21) 

adică coeficientul corespunzător componentei continue (valoarea medie) a funcţiei, este 
dat de media eşantioanelor. 

Dacă frecvenţa de eşantionare este aleasă mai mică decât frecvenţa minimă de 
eşantionare dată de relaţia (1.17), este posibil ca prin punctele de eşantionare să treacă 
nu doar sinusoida de frecvenţă /q ci şi alte sinusoide din banda semnalului, cu 
frecvenţe /o + nf^ sau nf^ - / o , tinde n este un număr întreg. Acest lucru înseamnă că 
în procesul de eşantionare a intervenit o eroare, în cazul nostru fiind vorba de eroare de 
aliere. Pentru a demonstra faptul că prin punctele de eşantionare pot trece semnale de 
frecvenţe diferite astfel rezultând erori de aliere, considerăm că avem un semnal 
sinusoidal de frecvenţă /Q CU amplitudinea unu şi faza zero. Eşantionul / , unde 
7 = 0,1,2,..., al acestui semnal are valoarea /(/T^) = Deoarece ftmcţiile 
trigonometrice sunt periodice, putem scrie 

f{iT^) = sm{coQiT^) = s\n{C0QiT^ ±2ni7T) = sin2;nT^(/o (1 22) 

ceea ce înseamnă că un semnal sinusoidal, de amplitudine unu, fază zero şi frecvenţă 
fo ^^ife ^^ ^^ aceleaşi valori ale eşantioanelor. în cazul eşantionării cu pasul T^, ca şi 
semnalul ales mai Înainte. 

Ca o concluzie se poate scrie, o nouă formulare a teoremei eşantionăni: Dacă o 
ftmcţie periodică are frecvenţa fimdamentală /q şi ordinul componentei armonice 
maxime egal cu AT, ea este complet determinată prin valorile sale într-o serie de puncte 
echidistante, aflate la intervale egale cu 1/(2/^ -h 1)/q secunde. 
Observaţie: Pe baza unei demonstraţii similare cu cea din relaţia (1.22) se va demonstra 
în capitolul 2 că, în anumite condiţii, frecvenţa de eşantionare a unui semnal periodic 
poate fi redusă sub valoarea limită precizată prin enunţul anterior. 

1.4. Erori de eşantionare 

Dintre erorile ce intervin în procesul de eşantionare se consideră, în general, 
următoarele tipuri [Po3]: 
- erori de aliere, ce apar datorită nerespectării condiţiei de limitare a benzii de frecvenţe 
în concordanţă cu frecvenţa de eşantionare a semnalului ce se eşantionează; 
- erori de trunchiere, ce apar datorită utilizării în serie a unui număr finit de eşantioane 
în locul seriei complete (infinite); 
- erori de jitter, ce apar datorită faptului că eşantionarea are loc la momente diferite faţă 
de cele teoretice de eşantionare; 
- erori de amplitudine, ce apar datorită incertitudinii de măsurare a valorii eşantioanelor. 
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Ultimele două erori se tratează împreună deoarece au acelaşi efTect; în cazul erorii de 
jitter rezultă, de fapt, o eroare în măsurarea amplitudinii semnalului în punctul de 
eşantionare (teoretic). 

în continuare vom prezenta pe larg cazul erorii de aliere. 

1.4.1, Erori de aliere 

Dacă semnalul f{t) considerat nu este de bandă limitată, sau dacă procesul de 
eşantionare nu se realizează cu frecvenţa de eşantionare dată de teorema WKS, ci cu o 
frecvenţă mai mică, atunci apare o eroare numită eroare de aliere, dată de relaţia 

(1.23) 

unde s^{t) reprezintă eroarea de aliere, iar reprezintă semnalul reconstituit cu 
ajutorul relaţiei (1.1) fară să fie îndeplinite condiţiile teoremei WKS. 

E>upă cum se ştie procesul de eşantionare duce la lărgirea spectrului prin 
periodicizarea lui. în cazul în care condiţiile teoremei eşantionării nu sunt satisfăcute, 
spectrele alăturate corespunzătoare transformatei Fourier se suprapun mai mult sau mai 
puţin. 

O TTfe 
Fig. 1. î. Suprapunerea spectrelor în cazul subeşantionării 

CO 

Rezultă că prin filtrare, lobul central rezultat va fi diferit faţă de cel care ar fi fost 
obţinut în cazul respectării teoremei eşantionării. 

S-a demonstrat [Nai, Po3] că o margine (valoare limită) pentru eroarea de aliere 
este dată de relaţia 

< — 
! I 

Ff{(o)dco, (1-24) 

adică tocmai de partea din spectru care ar trebui să fie nulă, în cazul aplicării corecte a 
teoremei eşantionării. Cu Fj{(o) s-a notat transformata Fourier a funcţiei / ( / ) , iar cu 

F{(o) funcţia obţinută prin periodicizarea lui Ff{(o). 
In cazul semnalelor periodice, spectrul nu mai este continuu ci discret. Dacă este 

îndeplinită condiţia > 2A/O + /Q, spectrul semnalului eşantionat este prezentat în 
figura de mai jos (figura 1.2). S-a considerat că semnalul nu conţine componentă 
continuă, componenta armonică maximă conţinută în spectrul semnalului are ordinul 
/C = 5 , iar eşantionarea se face cu frecvenţa fe = femn = ( 2^ O/o 
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|F(o))| 

O fb 26) 3fl)4fo co/27r 
Fig. 1.2. Spearul unui semnal periodic Jără componentă continuă, cu fundamentala fo şi K -5. 

eşantionat cu frecvenţa f^^ 

Cu linie continuă ara reprezentat spectrul semnalului periodic considerat, iar cu 
linie întreruptă periodicizarea sa în urma eşantionării. Dacă avem şi componentă 
continuă atunci la vom avea câte o linie spectrală proporţională cu 
valoarea acelei componente. După cum se observă avem linii spectrale corespunzătoare 
flmdamentalei şi armonicelor. în cazul în care eşantionarea se face folosind o frecvenţă 
fe\ <femm^ anumite condiţii, şi anume ^^ /o , cu « = 1,2,..., spectrul 
semnalului eşantionat va fi de forma prezentată în figura următoare. 

|F((o)| 

O fo 2fb3fo4f;) 5fo 
- f -

f.i CO/27C 

Fig. 1.3. Spectrul unui semnal periodic fâră componentă continuă, cu fundamentala fo şi K 
eşantionat ai frecvenui f j femir, 2.5fy 

în acest caz. chiar dacă apare procesul de întrepătrundere a spectrelon semnalul 
iniţial poate fi reconstituit dacă se iau în considerare doar liniile spectrale utile, 
corespunzătoare componentei continue (dacă există), fundamentalei şi componentelor 
armonice. Semnalul va putea fi corect reconstituit deoarece, după cum se obser\ă din 
figura 1.3, aceste linii spectrale nu sunt corupte în urma procesului de întrepătrundere 
(aliere). 

Acest avantaj va fi utilizat în capitolul următor, ''Eşantionarea semnalelor 
periodice pe mai multe perioade". 

1,5. Erori la eşantionarea funcţiilor periodice 

După cum s-a demonstrat, în cazul unui semnal f>eriodic, pentru alegerea 
frecvenţei de eşantionare trebuie să cunoaştem frecvenţa /Q a ftindamentalei şi ordinul 
K corespunzător componentei armonice maxime. Descompunerea în serie Fourier a 
semnalului este dată de relaţia (1.5) unde limitele de însumare sunt - K şi -hA", 
frecvenţa de eşantionare va fi {2K -f l)/o. Dacă semnalul are mai multe armonice, 
de exemplu K̂  armonice, cu Aj > AT, atunci seria Fourier corectă este 

(1.25) 
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Dacă prelevăm doar Â  = 2A" -h 1 eşantioane, corespunzătoare numărului de 
armonice considerate (şi anume K), folosind relaţia (1.19) putem calcula doar N 
coeficienţi ai seriei. La o primă analiză, putem spune că neglijăm armonicele superioare 
lui A .̂ La o analiză mai amănunţită vom vedea că de fapt coeficienţii Q > cu k < K 
care îi calculăm sunt şi ei afectaţi de erori, toţi sau numai o parte [Po3], după cum se va 
arăta mai jos. 

Dacă semnalul are K̂  componente armonice, dezvoltarea în serie Fourier 
exponenţială este dată de relaţia (1.25). Valorile eşantioanelor, indiferent de fi-ecvenţa 
de eşantionare folosită, sunt date de relaţia 

(1.26) 

unde T^ =Tq/N . 
Deoarece considerăm că semnalul are doar K componente armonice, se vor 

preleva un număr de N = 2K'\'\ eşantioane în loc de valoarea corectă, +1. In 
acest caz avem un proces de subeşantionare. 

Pentru calculul coeficienţilor Fourier vom utiliza aceeaşi procedură prezentată în 

paragraful 1.3. Relaţia (1.26) o vom înmulţi cu , n e şi facem 
însumarea celor jW relaţii corespunzătoare celor N eşantioane prelevate, obţinând 

V-l -̂ A'i V-l Â-, v-l 
e ^ (1.27) 

1=0 k=-K] 1=0 

în cazul în care k - n\ < N, pentru orice k, k-< A'j. şi orice n. \ri\ < K , este 
valabilă relaţia 

. 2 . T 

Y^e ^ = 
1=0 

N pt. k=n 
O pt. k^n 

(1.28) 

şi coeficienţii corespunzători ai seriei Fourier se calculează corect cu relaţia (1.19). 
Dacă \k-n\ = N , sau în general k-n = rN cu r = 1,2,..., atunci suma exponenţialelor 

1=0 

271 ^ 

N = pentru yt 
i=0 

(1.29) 

In cazul eşantionării corecte, situaţia k -n = N nu poate să apară, deoarece 

semnalul având doar K componente armonice, valoarea maximă a modulului k-n se 
obţine pentru = max(X:) = AT şi « de semn contrar lui k , cu 

m a x ( k - n ) = K + K=2K <N = 2K + \. 
n = max(n) = K . Astfel 
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Situaţia - = iV (sau - = rA^) intervine doar dacă subeşantionăm şi 

anume max{k) = K^ > K şi n\ax{n) = K . 
Pentru fiecare n ales, cu relaţia (1.19) se va calcula un coeficient c^ al seriei 

Fourier, cu k = n, datorită valabilităţii relaţiei (1.28). Dacă pentru un n ales, 
)t - Aj] < yV pentru orice < K^, atunci coeficientul cj^, k = n, este determinat corect 

cu ajutorul relaţiei (1.19) chiar dacă avem subeşantionare, pentru că relaţia (1.28) este 
adevărată. Dacă avem un k', sau mai mulţi, cu \k'\ < ATj astfel încât pentru un anumit n 

dat să avem = rN, atunci relaţia (1.19) devine 

X = + ... (1.30) 
7=0 

şi prin urmare c/̂  nu se mai poate determina corect Aceasta deoarece relaţia 
(1.20) nu mai este valabilă, suma de exponenţiale fiind egaJă cu N şi pentru anumite 
valori k'^ n. Dacă r = 1 atunci în partea dreaptă a relaţiei (1.30) avem (c^ + q - )N . 

In continuare vom considera r = l, adică cazul în care K<K\ <1K , unde, 
precizăm încă o dată, K^ este numărul real de componente armonice, iar K numărul 
presupus de componente armonice a semnalului analizat. Numărul N de eşantioane va 
fi egal cu 2K +1, identic cu numărul de coeficienţi ai seriei Fourier care vor fi 
determinaţi. Prin urmare n poate lua valori în domeniul -K la + A ,̂ iar k poate lua 
valori între -A^j şi Dacă A'j <2K = N - \, atunci k maxim va avea valoarea 
N - 1 . Astfel, pentru a avea situaţia \k-rv^ = N rezultă că k şi u trebuie să fie de semn 
contrar. Pentru simplificare, vom considera cazul k pozitiv şi ti negativ. 

Coeficienţii ĉ . sunt calculaţi eronat pentru \ k - n = S sau. altfel spus, 

k^ n - N . Condiţia ca să nu avem coeficienţi eronaţi este 

W = ^ \n \<N ' \ = 2K . (1.31) 

Deci toţi coeficienţii c^, k = n, pentru care 

(1.32) 

se determină fară erori cu ajutorul relaţiei (1.19) şi în cazul subeşantionării semnalului. 
In cazul k - numere negative, se ajunge la o condiţie similară. 

Astfel putem spune că acei coeficienţi c^ pentru care indicele n îndeplineşte una 
din condiţiile 

K > n > 2 K - K ^ (1.33) 

"K <n<-(2K-K^) (1.34) 

sunt afectaţi de erori. 
In cazul A'j < 2K (sau r = 1), vom avea ca rezultat al sumei din relaţia (1.19) 
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(1.35) 

pentru n < 0 , k > 0 , respectiv 

(1.36) 

pentru n > O, k <0 . 
Dacă ATj >2Ky toţi coeficienţii seriei Fourier calculaţi cu relaţia (1.19) vor fi 

eronaţi. 
Ca exemplu numeric, considerăm im semnal periodic jc(/) obţinut ca sumă a două 

semnale, unul ce are doar componente cosinusoidale (par) şi unul ce are doar 
componente sinusoidale (impar). La această sumă se adaugă şi o componentă continuă. 
Semnalele sunt: 

= cos(a)t)-0,5cos(2oM) + 0,5cos(3^) + 0,25cos(46V) - 0,25cos{5(o{) 
Xs (/) = sm{6)t) - 0,5 sinilox) + 0,5 sin(3^) - 0,25 sin(46;^) + 0,25 sin(56;/) 

(1.37) 

Şl 

x(/) = l + x^(/) + x,(/) . (1.38) 

Ordinul componentei armonice maxime este Kj = 5, prin urmare numărul minim 
de eşantioane ce trebuiesc prelevate este yVj =11. Dacă se consideră K = 4 , numărul 
minim de eşantioane prelevate este N = 9, \n acest caz se pot calcula 9 coeficienţi 
cu /?• < 4 . Dintre aceştia, cei pentru care indicele are valoarea \n <2 K - Ki =8-5 = 3, 
se calculează corect. Astfel, în acest caz, c^ şi se calculează eronat. 

Dacă K =3 , aplicând aceeaşi regulă (relaţia (1.32)), doar Cq, q şi se 
calculează corect. Pe pagina următoare, în tabelul 1.1, sunt prezentate valorile 
coeficienţilor seriei Fourier calculaţi pentru cazurile K=5, K =3, K = 2. 
Dupa cum se poate observa, dacă K = 2, K^ =5>4 = 2K, toţi coeficienţii seriei 
Fourier sunt eronaţi. 
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Tabelul LI. Valorile coeficienţilor Fourier obţinuţifolosindu-se 

K=5 K =4 K=3 K=2 
^-5 -0.125-K).125i 

C-4 0.125-0.125i -0.25i 

C-3 0.25+0.25i 0.25+0.25i 0.375-K).375i 
-0.25-0.25i -0.25-0.25i -0.375-0.375i -0.5i 

C-l 0.5-K).5i 0.5+0.5i 0.5-K).5i 0.625-H).625i 

Co 1 1 1 0.75 

C| 0.5-0.5i 0.5-0.5i 0.5-0.5i 0.625-0.625i 

C2 -0.25-K).25i -0.25+0.25i -0.375-K).375i 0.5i 

C3 0.25-0.25i 0.25-0.25i 0.375-0.375i 

C4 0.125-K).125i 0.25i 

C5 -0.125-0.125i 

Dacă notăm coeficienţii sub forma c^ , din tabelul 1.1 putem scrie 

(1.39) 

astfel fiind verificate relaţiile (1.35) şi (1.36). 
De asemenea sunt valabile relaţiile 

- C3 + 

c ! . 
(1.40) 

respectiv 

4 = 4 + " ^ - 3 
(141) 

c h c l . c t . 
2 5 5 5 Co 

Din (1.39) se poate observa faptul că nu se pot calcula coeficienţii d ^ , c^, c^^, 

C5 pe baza coeficienţilor c^^ şi c^ deoarece avem două ecuaţii şi patru necunoscute. 
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Se ştie faptul că transformata Fourier (discretă) este periodică. Daca nu se cunosc 
numărul de componente armonice K̂  în semnalul periodic considerat, se va alege un 
număr K şi se vor calcula cu ajutorul relaţiei (1.19) mai mulţi coeficienţi (de exemplu 
2K ). Dacă coeficienţii ĉ - şi (c.^- sunt diferiţi de zero, avem cazul 
K < K^ ceea ce înseamnă că numărul K trebuie ales mai mare, prin urmare şi frecvenţa 
de eşantionare se va mări. Dacă se ajunge în situaţia K = atunci vom avea 

^K = = O ^ (1.42) 

şi astfel se va şti care este ordinul componentei armonice maxime, reconstrucţia 
semnalului fiind posibilă. Acest lucru este valabil pentru semnalele care au componente 
armonice până la K\ diferite de zero. Dacă în intervalul k = 2,..., ATj lipsesc mai multe 
componente armonice succesive (sunt egale cu zero) algoritmul prezentat mai sus nu 
mai poate fi aplicat. Pentru exemplificare se consideră semnalul x(/) dat de relaţia 
(1.38) unde x^{î) şi x^{t) sunt 

x^ (/) = cos{co() - 0,5 cos(2av) + 0,5 cos{?>coi) + 0,25 cos(4^yr) - 0,25 cos(l Qcoî) 
X, (/) = s in(^) - 0,5sin(26;^) + 0,5sm(3co() - 0,25sin(4^) + 0,25sin(10tyr) 

(1.43) 

Prin urmare, ATj =10 şi componentele armonice de la ordinul 5 la ordinul 9 
lipsesc. In tabelul 1.2 sunt prezentate valorile coeficienţilor seriei Fourier (cu indici 
pozitivi) pentru cazunle = 6 \ aK= 10. 

Tabelul 1.2 Valorile coeficienţilor Fourier pentru un semnal periodic 

I K^l / C - 8 K = 9 iA'=10 
C o 1 1 1 1 1 ' 1 
C\ 0,5-0,51 0,5-0,5i 0,5-0,5i 0.5-0,5i 
C2 -0,25+0,25i -0,25+0,25i -0,25+0.25i -0,25+0,25i -0,25+0,251 
C3 0,125-0,125i 0,25-0,25i 0,25-0,251 0,25-0,251 0,25-0,251 
Ca Oj25+O,125i 0,125^,125i 0,125+0,125i 0,125+^.125i 0,125+0,125i 
Cs 0 -O,125+O,125i 0 0 0 
C 6 0 0 0 0 0 
Ci 0 0 -0,125+0,125i 0 0 
C% 0 0 0 0 0 
C9 0,125-0.125i 0 0 -0,125+0,1251 0 
C i o 0,125+0,1251 -0,125-0,125i -0,125-0,125i -0,125-0,125i -0,125-0,125i 

Dacă un coeficient c ,̂ unde ^ = O la /T, sau mai mulţi îşi schimbă valoarea la 
incrementarea lui K atunci ordinul componentei armonice corespunzător fi-ecvenţei 
maxime din semnal nu este corect ales chiar dacă, Cf̂  Pentru obţmerea 
valorii corecte a ordinului componentei armonice maxime din semnalul analizat se va 
proceda în modul unnător: 
1. pe baza unor infonnaţii apriori despre semnal ce se analizează, se va alege o valoare 
pentru ordinul K corespunzător componentei armonice maxime considerate; 
2. se prelevează două seturi de Â  şi A^' eşantioane de pe parcursul unei perioade a 
semnalului jc(/)unde şi Ar'=2(/:+l)+l; 
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3. se calculează două seturi de coeficenţi Fourier, c^ şi pe baza eşantioanelor 
prelevate; 
4. dacă c^^c j ; pentru k = 0-^K şi ^ O iar ordinul componentei 
armonice maxime din semnalul analizat este K; 
5. dacă c^ pentru şi ultimii m coeficienţi c^ sunt egali cu zero atunci, 
K = K-m; 
6. dacă există un k pentru care c^ ^ cĵ  atunci AT = AT -h 1 şi se reia calculul de la pasul 2. 

S-au făcut simulări şi pentru alte valori ale amplitudinilor componentelor 
armonice pentru a se verifica relaţiile (1.39), (1.40), (1.41), rezultând aceleaşi relaţii 
între coeficienţii Fourier calculaţi. 
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CAPITOLUL 2 

EŞANTIONAREA SEMNALELOR PERIODICE PE MAI MULTE 
PERIOADE 

2,1. Introducere 

Scopul urmărit, în acest capitol, este de a reduce cât mai mult frecvenţa de 
eşantionare şi în acelaşi timp, de a preleva un număr cât mai mic de eşantioane cu 
ajutorul cărora să se poată reconstitui în bune condiţiuni semnalul supus eşantionării. 

In capitolul I s-a prezentat eşantionarea semnalelor periodice cu obţinerea 
eşantioanelor în inter\alul corespunzător unei perioade, frecvenţa de eşantionare fiind 
dată de relaţia (1.16) pe care o rescriem sub forma 

f,>(2K + \)fo, (2.1) 

unde /o reprezintă frecvenţa fundamentalei şi K numărul maxim de componente 
armonice prezente în semnal. 

Eşantionarea semnalelor periodice pe mai multe perioade a mai fost tratată în 
literatura de specialitate de mai mulţi autori. 

In [Til] se prezintă o teoremă cu pri\ire la eşantionarea unui semnal periodic pe 
mai multe perioade. Teorema prezentată este următoarea: 

Un semnal periodic care nu conţine armonice de rang mai mare decât A'. 
poate fi reconstituit fară erori pe baza a N eşantioane, culese uniform pe durata a P 
perioade, dacă frecvenţa de eşantionare este suficient de ridicată, încât să rezulte 
N>2KP^\. 

După cum se poate observa din enunţul teoremei, numărul de eşantioane prelevate 
este destul de mare, fiind direct proporţional cu numărul P de perioade considerate. 

Din demonstrapa teoremei expuse mai sus (pe care nu o mai prezentăm), rezultă 
că perioada de eşantionare este [Ti 1 ] 

F 

Perioada de eşantionare în cazul teoremei negeneralizate, când eşantionarea se 
face pe o perioadă Tq a semnalului este 

(2.3) 
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Se poate observa că frecvenţa de eşantionare scade în cazul în care se face 
eşantionarea pe mai multe perioade dar creşte foarte mult numărul de eşantioane 
prelevate. 

De asemenea se poate observa că dacă P tinde către infinit, perioada de 
eşantionare va fi 

T < 
lim 

00 

P 
2K 

(2.4) 

de unde rezultă că se impune extragerea a cel puţin două eşantioane pe durata unei 
perioade corespunzătoare componentei armonice maxime din semnal {T^jK fiind 
perioada componentei armonice maxime din semnal), condiţie care apare şi în cazul 
teoremei WKS, de unde rezultă că teorema lui Shannon este un caz particular, limită, al 
teoremei generalizate a eşantionării funcţiilor periodice. 

Acest mod de eşantionare pe mai multe perioade nu mulţumeşte deoarece numărul 
de eşantioane prelevate poate ajunge inacceptabil de mare. 

Dacă considerăm eşantioanele prelevate într-o perioadă, conform eşantionării 
semnalelor periodice prezentate în capitolul 1, vom obţine A'̂ j > 2K + 1 eşantioane. In 
cazul în care prelevarea se face conform teoremei mai sus prezentate (eşantionarea pe 
durata a P perioade) vom obţine N > 2KP +1 eşantioane. Rezultă că vor fi obţinute un 
număr de i\\ =N-N^= 2KP +1 - 2A: -1 = 2K{P -1) eşantioane în plus. Dacă P este 
mare, deci eşantionarea se face pe mai multe perioade, numărul eşantioanelor prelevate 
va fi foarte mare. 

De asemenea, se poate observa că perioada de eşantionare, în cazul în care 
eşantionarea se execută pe durata a P perioade, nu creşte prea mult, faţă de cazul 
eşantionării pe o perioadă. Conform relaţiei (2.4) dacă P tinde la infinit perioada de 
eşantionare va fi 

r 
'' 2K' 

unde cu T^^ am notat pasul de eşantionare corespunzător eşantionării pe P perioade. 
Notăm cu 

pasul de eşantionare corespunzător eşantionării pe o perioadă. Când P tinde spre infinit 
creşterea perioadei de eşantionare va fi egală cu valoarea 

To 'o AT=T -T= _ 
' 2K 2K + 1 2K{2K + \) 2K 

adică o creştere foarte mică a pasului de eşantionare, deci o scădere foarte mică a 
frecvenţei de eşantionare. Dacă facem notaţiile = L/T^p , F^ = X/T^ , pentru P ^OO 
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IK 

După cuni se poate observa frecvenţa de eşantionare scade foarte puţin 
(nesemnificativ în cazul în care avem mai multe componente amionice). 

De asemenea, în literatura de specialitate, se prezintă cazul în care dorind să 
achiziţionăm N eşantioane, în loc să le prelevăm cu cadenţa Tq/N , obţinerea lor 
durând astfel o perioadă a semnalului, se prelevează eşantioanele adiacente din perioade 
succesive [Nai], vezi figura 2.1.. 

Fig. 2.1 Prelevarea de eşantioane adiacente din perioade succesive. 

Perioada de eşantionare va fi în acest caz 

To 
.V 

(2.5) 

Conform [Nai] prelevarea celor N eşantioane durează A' perioade , dar în 
acest caz se poate spune că eşantionarea este neuniformă. în sensul că perioada de timp 
între ultimul eşantion prelevat dintr-un set de eşantioane şi primul eşantion din 
următorul set de eşantioane nu este egală cu pasul de eşantionare ci este mai mică, acest 
lucru nefiind menţionat. 

Cele N eşantioane dintr-un set de eşantioane sunt egal distanţate între ele, 
diferenţa dintre eşantionul .V-1 şi eşantionul O din uimătoiul set de eşantioane 
prelevate nefiind T^^^T^JN ci . Dacă dorim ca eşantionarea să fie unifomiă 
atimci calculând perioada de timp T pe care se face eşantionarea ajungem la 

T - A7\ = 
A 

{2.6) 

Deci pentru o eşantionare unifonnă prelevarea celor N eşantioane duiează .V-rl 
perioade 7j). 

Se poate executa şi o eşantionare mai rară, prelevarea de eşantioane adiacente 
facându-se la un inter\al de M perioade TQ plus incrementul f o / N , în acest caz 
prelevarea celor Â  eşantioane va dura MN -f 1 perioade Tq . 

Semnalul rezultat prin eşantionare va avea componente spectrale foarte apropiate 
de zero, cu atât mai apropiate cu cât M este mai mare. Acest principiu este folosit în 
osciloscoapele cu eşantionare reducând fiecvenţa semnalului de vizualizat la valori la 
care se poate utiliza tubul catodic. 

18 

BUPT



Obser\aţie: în cazul prezentat mai sus se modifică doar frecvenţa rezultată în 
urma prelucrării eşantioanelor obţinute. Eşantioanele se obţin în ordinea lor firească (O, 
1,2,.. ^V-l). 

In continuare tratăm cazul în care dorim să reducem frecvenţa de eşantionare, 
eşantionând semnalul pe mai multe perioade, nu neaparat numai un eşantion pe perioadă 
ca în cazul prezentat mai sus. Se va menţine constant numărul de eşantioane, fiind 
acelaşi ca în cazul eşantionării pe o perioadă. După cum se va observa eşantioanele nu 
vor mai fi obţinute în ordinea lor firească, pentru reconstrucţie trebuind să se ţină seama 
de acest lucru. In paragraftil următor se va face o demonstrare matematică a faptului că, 
în anumite condiţii, prin reducerea frecvenţei de eşantionare nu vom avea erori de 
aliere. In paragraful 2.3 se vor prezenta condiţiile ce trebuiesc îndeplinite, în ceea ce 
pri\ eşte numărul de eşantioane prelevate şi numărul de perioade de pe care sunt acestea 
prelevate, pentru ca infonnaţia obţinută să permită reconstrucţia semnalului iniţial. 

2.2. Reducerea frecvenţei de eşantionare a semnalelor periodice 

în paragraftil 1.4, s-a prezentat grafic faptul că, datorită spectrului discret al 
semnalelor periodice, prin întrepătrunderea spectrelor datorată eşantionării cu o 
frecvenţă mai mică decât minimul dat de teorema eşantionării, există posibilitatea ca 
liniile spectrale să nu se suprapună (ci să se întrepătrundă). Dacă frecvenţa de 
eşantionare este aleasă astfel încât să se respecte teorema eşantionării, reconstrucţia se 
face simplu pe baza spectrului semnalului extras prin filtrare trece jos, din spectrul 
periodic rezultat după eşantionare. Se poate utiliza în acest scop relaţia (1.1). Dacă 
frecvenţa de eşantionare este mai mică astfel încât liniile spectrale ajung să se 
întrepătrundă, spectrul semnalului se va putea obţine, din spectrul periodic, cu ajutorul 
unui filtru pieptene care să permită extragerea componentelor dorite. Pentru 
reconstrucţie se va utiliza relaţia (1.7) unde timpul discret /'f^ se înlocuieşte cu timpul 
continuu /. 

Dacă liniile spectrale se suprapun înseamnă că semnalul penodic x(t) are în 
reprezentarea sa componente sinusoidale de frecvenţe diferite dar care, în urma 
eşantionării, rezultă cu aceeaşi frecvenţă. 

In [To2] se obţine o relaţie pentru alegerea pasului de eşantionare al unei 
sinusoide cu frecventa / , O < / < , pornind de la condiţia ca, eşantionând cu 
acelaşi pas o altă sinusoidă, cu aceeaşi amplitudine, având frecvenţa situată în acelaşi 
interval, să nu se obţină aceleaşi eşantioane, în final rezultând teorema eşantionării. în 
continuare, se prezintă condiţiile pe care trebuie să le îndeplinească frecvenţa de 
eşantionare pentru ca două sinusoide de frecvenţe diferite cupnnse în domeniul 

să aibă aceleaşi eşantioane în punctele de eşantionare (se consideră că 
sinusoidele au aceeaşi amplitudine). Pe baza acestor condiţii se va demonstra că se pot 
obţine frecvenţe de eşantionare ale unui semnal periodic, mai mici decât cea dată de 
teorema eşantionării şi, cu toate acestea, să nu rezulte erori de aliere. 

Mulţimea frecvenţelor sinusoidelor, ce fac parte dintr-un semnal periodic -v(/), 
care au aceleaşi eşantioane, în cazul utilizării unei anumite frecvenţe de eşantionare, se 
poate obţine din identităţile [To2] 

sin = Sin (2.7) 
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sin 
\ 

Je 
= Sin 

Je 
(2.8) 

unde /fc, şi k̂  sunt numere întregi. Aceste numere întregi trebuie să fie alese astfel încât 

0 < / + Â:,/, (2.9) 

şi respectiv 

(2.10) 

unde f ^ ^ reprezintă frecvenţa maximă corespunzătoare semnalului .v(/) iar, = XjT̂  
reprezintă frecvenţa de eşantionare. 

Din relaţiile (2.9) şi (2.10) rezultă că se iau în considerare doar acele frecvenţe ce 
fac parte din domem'ul de frecvenţe adică, domeniul în care spectrul 
semnalului analizat este diferit de zero. Pe baza relaţiilor (2.7) şi (2.8) se notează 
mulţimea frecvenţelor sinusoidelor din domeniul de frecvenţe (0,/jj^^ ) care au aceleaşi 
eşantioane, sub forma 

fk, + (2.11) 

fk, - k j ^ ' f - (2.12) 

Dacă avem un semnal periodic x{t), acesta va fi format din componente de 
anumite frecvenţe, de exemplu, flmdamentala plus un număr de componente armonice, 
cu alte cuvinte, domeniul de frecvenţe este unul discret. In cazul în care, 
pentru o anumită frecvenţă de eşantionare relaţiile (2.11) şi (2.12) au ca rezultat 
frecvenţele şi din care, doar una să facă parte din domeniul discret (0,/^^^), 
putem spune că este corect aleasă. 

Considerăm că semnalul periodic x{t) este format din componentele armonice de 
frecvenţe mf^, w = 1,2,3,..., AT, unde /o = l/?o reprezintă frecvenţa fundamentalei. 
Conform teoremei eşantionării, frecvenţa de eşantionare trebuie să fie mai mare decât 
IKf^. în cele ce urmează se va demonstra că eşantionarea semnalului periodic x{î) cu 
frecvenţa 

f . ' — h . (2.13) 

unde P = \,2,..., nu conduce la erori de aliere. Pentru P>\, teorema clasică a 
eşantionării nu este respectată. Demonstrarea faptului că erorile de aliere sunt eliminate 
se face prin verificarea condiţiei de neexistenţă a două componente armonice ale 
semnalului .r(/) care să aibă aceleaşi eşantioane în punctele de eşantionare. 

Pentru semnalul x(/) şi pentru frecvenţe de eşantionare alese pe baza relaţiei 
(2.13), relaţiile (2.9) şi (2.10) devin: 
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o < m / o / o (2.14) 

(2.15) 

unde w = 
Mulţimea frecvenţelor sinusoidelor cu aceleaşi eşantioane în intervalul de 

frecvenţe ^^te 

fk\m 

fkim 

m-hk 
\ 

^2—;- m 

f o . 

/ o . 

(2.16) 

(2.17) 

unde termenii A:, şi Â j au valori întregi. A:, > O şi Aj > O, astfel încât să fie satisfăcute 
relaţiile (2.14) şi (2.15). 

Din relaţiile (2.16) şi (2.17) rezultă că mulţimea frecvenţelor sinusoidelor cu 
aceleaşi eşantioane în intervalul O,..., K/q se poate obţine cu ajutorul relaţiei 

fkm - m + k 2K + 1 
/ o . 

unde variabila k are valori (pozitive sau negative) întregi, astfel încât 

0 < / ^ < A 7 o . 

Folosind relaţiile (2.18) şi (2.19) putem scrie 

2K + \^ m + k / o ^ ^ / o . 

de unde, eliminând pe /q vom avea pentru k relaţia 

-sP -yP 
-(K + m)— <k<(K-m) 

2K + \ 2K + \ 

Rezultă succesiv limitele maxime de variaţie pentru variabila k 

- 2 ^ 
2K + \ 2K + \ 

-2' <k<2'-\ 

- 2 ^ + 1 < A < 2 ^ - ' - 1 . 

(2.18) 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 

21 

BUPT



Astfel obţinem 

k ±k 
raax 

- 2 ^ + 1 - 2 ^ + 2 (2.23) 

unde k şi k au acelaşi domeniu de variaţie ca şi k (relaţia (2.22)), condiţie ce va fi 
utilizată mai jos. 

în cazul apariţiei erorilor de aliere următoarea relaţie ar fi adevarată 

•ft^m^ fk-jm-i ' (2.24) 

unde şi ^^^ ^ ^ ^ componente ce fac parte din mulţimea frecvenţelor 
sinusoidelor, mulţime obţinută cu ajutorul relaţiei (2.18). I>in relaţia (2.24) şi (2.18) se 
obţine 

/Wj ± 7772 = + (2.25) 

deoarece > O . 
Prin urmare +^2! trebuie să fie divizibil cu 2^. Din relaţia (2.23) rezultă 

singura valoare posibilă şi anume 

k^-^k^ , p>\ 

pentru care condiţia de divîzibilitate este satisfecută. în acest caz vom obţine 

/77, ±/77 J = 2/T -h 1. (2.26) 

Deoarece m̂  şi /W2 au valori în domeniul 0,...,Ar putem scrie 

Wj -f 7772 < 2K -1 (< 2K dacă m^ = nij ), 

astfel, relaţia (2.26) nu poate fi îndeplinită. Prin urmare singura soluţie a ecuaţiei (2.24) 
este 777j = 7722 ~ » ^^ ^ ^ contrar ^ Aj'^i ' ^^^^ ^^ demonstrează absenţa 
erorilor de aliere. 

Din relaţia (2.13) se poate observa că, pentru P = 0 sc prelevează un număr de 
2Ar-fl eşantioane dintr-o perioadă a semnalului periodic x{(), pentru P> \ aceste 
eşantioane prelevându-se de pe 2 sau mai multe perioade dar totdeauna un număr par de 
perioade. în continuare se va studia posibilitatea prelevării unui număr par sau impar de 
eşantioane de pe un număr par sau impar de perioade ale semnalului x(/) analizat. 
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2.3 Eşantionarea semnalelor periodice pe M perioade 

Considerăm că pentru calculul coeficienţilor Fourier ai unui semnal periodic avem 
nevoie de un anumit număr de eşantioane (număr dat de frecvenţa maximă din spectrul 
semnalului), pe care îl notăm cu N. în acest caz vom avea perioada de eşantionare 
T̂  = Tq/N dată de teorema eşantionării, unde cu TQ s-a notat perioada fundamentalei 
(perioada semnalului). Notăm cu M numărul de perioade din semnal pe care dorim să 
facem eşantionarea. Perioada (de timp) pe care se face eşantionarea va fi în acest caz 
T =MTq , rezultând perioada de eşantionare notată T^ cu valoarea 

= ^ = (2.27) 
N N ' 

Eşantionând pe mai multe perioade este posibil însă, să prelevăm acelaşi eşantion 
din perioade diferite. Acelaşi eşantion se referă la faptul că prelevarea se face în 
momente de timp astfel încât eşantioanele sunt egal depărtate faţă de începutul unei 
perioade. Pentru ca să nu se întâmple acest lucru vom căuta condiţiile ce trebuiesc 
îndeplinite referitor la numărul de perioade M pe care se face eşantionarea în fimcţie de 
numărul N de eşantioane dorite, considerând cazurile N par şi N impar. 

2,3,1 Cazul - N număr par 

Din relaţia (2.27) avem NT^ -hfTQ, adică numărul de eşantioane înmulţit cu 
perioada de eşantionare este egal cu un multiplu al penoadei semnalului de eşantionat. 

- Consideram A/ par. Rezultă că se pot face simplificări în relaţia (2.27) şi vom 
avea 

Altfel scris N T^ = A/ TQ, adică un anumit număr de eşantioane (diferit de N ). 
înmulţit cu perioada de eşantionare, este egal cu un multiplu al perioadei semnalului de 
eşantionat. Deci eşantionul zero va fi prelevat de mai multe on, acest lucru însemnând 
că şi alte eşantioane vor fi prelevate de mai multe on, în detrimentul unora care nu vor 
ajunge să fie luate în considerare. Prin urmare eşantionarea nu este corectă neputând 
obţine un sistem (de tipul (1.8)) determinat. 

Concluzie, dacă N este un număr par, M nu poate fi un număr par deoarece nu 
am eşantiona corect semnalul. 

- Considerăm M impar. Dacă raportul N/M are ca rezultat un număr întreg, sau 
se poate simplifica rezultând 

M M' 

N N ' 

avem situaţia prezentată mai sus (relaţia (2.28)) adică un anumit număr de eşantioane 
îimiulţit cu perioada de eşantionare este un multiplu al perioadei semnalului de 
eşantionat, deci anumite eşantioane se prelevează de mai multe ori în timp ce alte 
eşantioane se pierd. 

23 

BUPT



Un mod de calcul al numerelor impare ce nu pot fi acceptate ca fiind număr de 
perioade pe care se face eşantionarea este prezentat mai jos. 

Numărul de eşantioane N se divide cu 2 până când rezultatul x va fi un număr 
impar. Numărul impar x obţinut nu poate fi folosit ca număr de perioade pe care se face 
eşantionarea. De asemenea nici numerele n x cu = 2, ... nu pot fi folosite ca număr 
de perioade pe care să se facă eşantionarea. 

Exemplu: N = 6 ; 6/2 = 3, rezultă că 3 nu poate fi numărul de perioade pe care se 
doreşte să se facă eşantionarea şi de asemenea nici un multiplu de 3, care este şi impar 
deoarece numerele pare sunt eliminate din start. 

2.3.2 Cazul • Â  număr impar 

Din relaria (2.27) avem T̂ ^ ^MT^JN. Condiţia ce se pune pentru a avea 
eşantionare corectă este M ^ nN, unde =1, 2, ..., în caz contrar T^ = nT^, deci se va 
eşantiona tot timpul numai eşantionul zero. în rest M poate lua orice valoare - număr 
par sau impar. 

Concluzie 
în cazul în care dorim să obţinem un număr N de eşantioane dintr-un semnal 

periodic folosind o frecvenţă mai mică decât cea corespunzătoare teoremei 
eşantionării, prelevarea eşantioanelor trebuie să fie făcută în decursul a Ki perioade 
complete ale semnalului periodic supus eşantionării. 

Notând cu T^ perioada de eşantionare şi cu T̂  perioada semnalului, vom avea 
relaţia (2.27) pentru calculul T^ funcţie de TQ. Pentru a găsi condiţia ce trebuie 
îndeplinită pentru ca să nu prelevăm acelaşi eşantion de mai multe ori din perioade 
diferite, ne vom folosi de notaţia kT^ pentru a indica momentul in care se prelevează 
eşantionul cu indicele k. Considerăm că avem două eşantioane ce au indicii A j 
respectiv • Distanţa în domeniul timp dintre cele două eşantioane este 
kjT^, = (^2 ~ l ^ e m ' cazul în care această valoare este egală cu perioada TQ 

a semnalului sau un multiplu al ei. eşantioanele vor fi identice. Prin urmare condiţia de a 
nu preleva acelaşi eşantion de două (sau mai multe) ori (din perioade diferite) este 

{ k . - k . y ^ ^ n T , ^ (2.29) 

unde "" ^ , iar A? este un număr întreg (mai mic decât A/). 

Teoremă 
Reducerea fi-ecvenţei de eşantionare, în cazul semnalelor periodice, prin 

prelevarea eşantioanelor de pe mai multe perioade trebuie astfel realizată încât distanţa 
dintre oricare două eşantioane să fie diferită de multiplul perioadei semnalului, 

înlocuind în relaţia (2.29) pe T̂ ^ în fimcţie de T̂  vom obţine 

/ , , WWTQ _ M n 
,2.30) 

Din partea dreaptă a relaţiei (2.30) putem trage concluzia că numărul de 
eşantioane N şi numărul de perioade M nu au voie să aibă nici un divizor comun 
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pentru ca prin procesul de eşantionare să nu prelevăm de două ori (sau de mai multe on) 
acelaşi eşantion. 

Exemplu - eşantionarea pe două perioade în cazul N = 2K -^X. 
Pentru simplificare, considerăm un caz particular şi anume, K = 3, şi semnalul 

periodic de forma x(/) = sin(2^Q) +0,5sin(2;r3/Q). în acest caz număml minim 
necesar de eşantioane este 7, conform teoremei eşantionării, pentru a reconstitui 
semnalul initial. 

A x ( t ) 

Fig. 2.2. Eşantionarea unui semnal periodic cu K^ 3. pe două perioade. 

Eşantionarea facându-se pe două perioade cu pasul de eşantionare T̂ ^ ~ ' ^^^ 
de cazul eşantionării pe o perioadă, T^j, va fi prelevat tot al doilea eşantion. Deci, după 
cum se poate obser\'a şi din desen (fig. 2.2) vor fi prelevate în ordine eşantioanele: 
0.2,4.6,13,5. 

Formula de calcul a coeficienţilor seriei Fourier (vezi relaţia 1.19) pentru 
semnalul x{t) este 

^ ,=0 
(2.31) 

unde (Oq =27cITq ş\T^=TqIN. 

In cazul în care frecvenţa de eşanrionare este 

1 N 

Tes T, 

adică prelevăm cele N eşantioane dintr-o singură perioadă a semnalului, calculul 
coeficienţilor seriei Fourier se face cu relaţia (2.31) unde în loc de k se utilizează k\ 

1 

1=0 
(2.32) 

In cazul în care frecvenţa de eşantionare este 
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f = J _ = J _ = A L 
2 ' 

adică prelevăm cele N eşantioane în decursul a două perioade ale semnalului, calculul 
coeficienţilor seriei Fourier se face cu relaţia 

'V . (2.33) 
^ 1=0 

Calculând coeficienţii cu relaţiile (2.32) respectiv (2.33) vom vedea că c^j = C;2 
pentru k̂  =^2.unde = 0,1,...,iV-1. 

Formula de reconstrucţie rămâne aceeaşi 

A' 

I 
k=-K 

g{0= (2-34) 

Urmărind ordinea de prelevare a eşantioanelor în acest caz, Ar = 3 ş i A / = 2 ş i î n 
alte cazuri (eşantionare pe mai multe perioade, respectiv prelevarea unui număr diferit 
de eşantioane), se poate deduce relaţia după care se obţin eşantioanele faţă de cazul 
eşantionării pe o perioadă. In acest scop se vor utiliza notaţiile: 

/ pentru indicele eşantionului în cazul eşantionării pe o perioadă, 
j pentru indicele eşantionului în cazul eşantionării pe M perioade, 
P pentru perioada în care se află eşantionul j y P = 0,1,..., A/ - 1 , 
Itt perioada semnalului, 
2n:/N perioada de eşantionare în cazul eşantionării pe o perioadă. 
Semnalul fiind periodic, următoarea relaţie este adevărată 

jM i t t ] l .271 ^ ^^ 
i — -\-27IP 

N 

/ 

= x\ 
N ) 

(2.35) 

de unde rezultă succesiv 

2n In 
jM — = / — + 2;eP, 
^ N N 

jM =i + NP, 

i = jM-NP. (2.36) 

Această relaţie se poate scrie mai simplu sub forma 

x{iT,J=x{u{i)r,,), (2.37) 

unde 

4)=(A^-')n,oduio(;v). (2.38) 
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relaţie valabilă în cazul în care se consideră că primul eşantion este eşantionul zero. 

Exemple de alte cazuri: 
Â  = 6, A/ = 5 se prelevează eşantioanele în ordinea: 0,5,4,3,2,1; 
Â  = 8 , A/ =3 se prelevează eşantioanele în ordinea: 0,3,6,1,4,7,2,5; 
N = 9 , M =4 se prelevează eşantioanele în ordinea: 0,4,8,3,7,2,6,1,5; 
Â  = 6, A/ = 7 se prelevează eşantioanele în ordinea: 0,1,2,3,4,5; 
iV = 6, A/ = 11 se prelevează eşantioanele in ordinea: 0,5,4,3,2,1. 

Relaţiile (2.37) şi (2.38) au fost verificate pe cale experimentală, prin simulare în 
Mathcad. Aceste relaţii sunt valabile şi în cazul în care N este par, după cum se poate 
obser\a şi din exemplele amintite, în acest caz, însă, trebuie ţinut cont de faptul că 
numărul de perioade de pe care se face prelevarea eşantioanelor trebuie să satisfacă mai 
multe condiţii. 

Exemplu: considerăm că avem un semnal periodic descris de ecuaţia 
x{t) = sin(2>^o) + sin(2;r2/q ) , AT = 2, şi îl eşantionăm astfel încât să obţinem 
Â  = 2Ar + 2 eşantioane pe perioadă, în cazul în care prelevăm aceste eşantioane în 
decurs de două perioade, deci pe un număr par de perioade, vom obţine în ordine 
eşantioanele 0,2,4,0,2,4, corespunzătoare eşantionării pe o perioadă. Eşantioanele 1,3,5, 
lipsesc din achizipe în timp ce eşantioanele 0,2,4, au fost prelevate de două ori. Acest 
lucru este prezentat grafic în figura 2.3. 

f v . y1 \ 2 / J 
X J L/"" X J 

5 

/ ' 
5 

Fig. 2.3. Prelevarea unui număr par de eşantioane de pe două perioade ale unui semnal periodic. 

Numărul N fiind par, eşantionarea se poate face pe mai multe perioade, dar 
aceste perioade trebuie să fie un număr impar şi în acelaşi timp să nu fie un divizor al lui 
N (sau să aibă divizori comuni, în cazul nostru N = 6, M nu poate fi 3, 9, 15....). 

Pentru reconstrucţia semnalului trebuie ţinut cont de ordmea în care au fost 
obţinute eşantioanele, relaţia (2.37) cu (2.38), şi scoaterea eşantioanelor la ieşire în 
ordinea normală de apariţie a lor, indiferent de ordinea în care au fost prelevate. 
Folosind pentru achiziţie, prelucrare şi redare un procesor numeric de semnal, 
eşantioanele de ieşire pot fi obţinute relativ simplu deoarece procedeul de alegere a 
eşantioanelor folosind operaţia modulo este folosit şi pentru calculul transformatei 
Fourier rapide (TFR). 

în general, dacă se prelucrează un semnal cu ajutorul unui procesor numeric de 
semnal, eşantioanele prelevate sunt memorate într-un spaţiu de memorie. Memorarea lor 
se poate face la adrese succesive sau la adrese alese după o anumită regulă, spre 
exemplu moduIo{N). Astfel, pentru prelucrarea şi refacerea semnalului se poate 
considera că prelevarea eşantioanelor a fost făcută în ordinea firească. 
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Deoarece sunt realizate subrutine de calcul a FFT ce ţin seama de faptul că 
eşantioanele sunt stocate în memorie în ordinea lor firească, este indicat, în cazul în care 
se doreşte calculul FFT, memorarea lor să se facă după regula modulo{N), 
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CAPITOLUL 3 

FUNCŢII PARE, FUNCŢII IMPARE 

3.1. Introducere 

in acest capitol se tratează cazul particular al funcţiilor pare respectiv impare, 
modul de definire al lor [Un4], descompunerea lor în serii de cosinusuri şi serii de 
sinusuri. Se vor calculula coeficienţii seriei Fourier în aceste cazuri particulare folosind 
un număr redus de eşantioane, prelevate începând cu momentul /q = ^ şi respectiv, 
/Q Funcţia iniţială va fi reconstituită pe baza coeficienţilor calculaţi. Relaţiile de 
calcul al coeficienţilor vor fi utilizate (testate) şi în cazul unor eşantionări urmate de 
cuaiitizări mai apropiate de cazul real. Deoarece convertoarele analog numence au un 
număr limitat de biţi, simularea în cazul cuantizării se va face utilizând eşantioane ce au 
un număr limitat de cifi-e mai mic decât cel corespunzător rezoluţiei maxime a 
programului de calcul 

3.2. Funcţii pare $i impare 

Considerăm o funcţie f ( x ) definită pe axa Ox. Spunem că f{x) este o funcţie 
pară dacă este valabilă relaţia 

(3.1) 

oricare ar fi x . 
Conform relaţiei (3.1) graficul unei ftmcţii pare este simetric faţă de axa 0>'. 
Un exemplu de funcţie pară este ilustrat în figura 4.1. 

1 ^ ^ 1 yT 1 X 
/ 1 

/ 1 
/ 1 
/ 1 

' f{x) 

y -l 0 l ^ V X 

Fi^ra 3.1. f-unciie pară. 

Calculând aria pe un segment [-/,+/], pentru ftmcţiile pare avem relaţia 
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f f 

jf{x)dx = 2j/{x)dx^ (3.2) 

pentru orice /, cu condiţia ca /(jc) să fie definită şi integrabilă pe segmentul [-/,+/]. 
Spunem că f{x) este o fimcţie impară dacă este valabilă relaţia 

(3.3) 

oricare ar fi x . Pentru o fimcţie impara / ( 0 ) = 0 (vezi relaţia (3.3)). Graficul unei 
funcţii impare este simetric faţă de punctul zero (originea axelor). Un exemplu de 
funcţie impară este dat în figura 3.2. 

AX) 

O 

Figura 3.2. Funcţie impară. 

Calculând aria pe un segment [ - /,+/], pentru funcţiile impare vom avea relaţia 

(3.4) 
- / 

pentru orice /, cu condiţia ca / ( x ) să fie definită şi mtegrabilă pe segmentul [ - /,+/]. 
Din definiţia funcţiilor pare şi impare putem deduce proprietăţile: 

a) produsul a două funcţii pare sau a două fimcţii impare este o funcţie pară; 
b) produsul dintre o fimcţie pară şi o funcţie impară este o funcţie impară. 
Demonstraţie: fie (p{x) şi \f/{x) două flmcţii pare şi y{x) şi p{x) două ftmcţii impare. 

Pentru f ( x ) = (p{x)'\f/(x) avem egalitatea 

/ ( - x ) = cpi-x). ţ^(-x) = (p^x). iy{x) = / (X) . 

Pentru / ( x ) = / (x) • p{x) avem egalitatea 

/ ( -X) = r ( -x ) . /7(-x) = [ - r{x)\ [ - p(x)] = /(X). p{x) = /(X) 

Pentru f{x)^(p{x)'y{x) avem egalitatea 

/ ( -X) = (p{-x). / (-X) = (p{x). [- y{x)] = ^(p(x). y{x) = 

Astfel, au fost demonstrate cele două proprietăţi prezentate mai sus. 
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Deoarece se vor face produse de semnale vom demonstra, în continuare, că 
produsul a două semnale periodice cu frecvenţe aflate în relaţie armonică este tot un 
semnal periodic. Pentru aceasta se prezintă întâi că suma a două semnale periodice, cu 
frecvenţe aflate în relaţie armonică este tot un semnal periodic. Un astfel de caz este 
semnalul periodic ce conţine atât fundamentala cât şi un anumit număr de componente 
armonice, în acest caz perioada semnalului fiind egală cu perioada fundamentalei. 
Exemplu: notăm cu T̂  perioada fundamentalei şi cu = I \ l2 perioada celei de-a doua 
componente armonice. Astfel, perioada semnalului este 

T ^ k J , (3.5) 

unde k^ =\ şi k2 =2 deci, T = 
Un alt caz este acela în care fundamentala lipseşte adică, semnalele însumate au 

perioadele notate T, cu valori diferite de un submultiplu întreg corespunzător celei mai 
mari perioade dintre T,. In acest caz, factorii de multiplicare k̂  vor fi toţi mai mari decât 
unu şi prin urmare perioada semnalului rezultat va fi mai mare decât oricare perioadă 7] 
corespunzătoare semnalelor periodice însuinate. 
Exemplu: fie T̂  = T̂  /1,5 . Rezultă că T = 2r, = 37̂ 2. 

Astfel, perioada semnalului rezultat ca sumă de semnale periodice este un număr 
egal cu cel mai mic multiplu comun tuturor perioadelor semnalelor componente. 

în continuare vom demonstra că această regulă, dată de relaţia 3.5, este valabilă şi 
în cazul în care avem produs de semnale periodice, semnalul rezultat fimd şi el periodic. 
Pentru aceasta, considerăm că avem un semnal periodic, de tip trece jos, /?(/). cu 
perioada Tj ce este înmulţit cu un semnal periodic, Q0s{c0^t), cu perioada unde 
TQ < Tj. Prin semnal de tip trece jos se înţelege un semnal ce are componente cu 
frecvenţe în domeniul O la/ma\. Presupunem că semnalul 

A-(/) = /7(/)cos(6;oO. (3.6) 

este periodic cu perioada T. Se pun întrebările: există o perioadă T şi. dacă da, care 
este valoarea sa dacă se cunosc Tj şi T̂  ? 

Dacă x{t) este periodic cu perioada T atunci este valabilă relaţia 

p{t)cos{co^t) = x{t) = .T(/ + T) = p{t + r)COS[^o(^ + • (3.7) 

Pentru p{t) avem egalităţile 

pit) = p(t + 7;) = p{t + 27,) = ... = p{t = ..., (3.8) 

dar, din (3.7) rezultă p{t) = p(t -f T) deci, există un /w, astfel încât 

p(t) = p(t-^mj\) = p{t-^T). (3.9) 

Pentru cos(ty(^/) avem egalităţile 

cosiojQî) = cos[̂ yo (/ + 7o )] = ... = cos[̂ yo (/ + Wô o )] = ..., (3.10) 
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dar, din (3.7) rezultă cos{co^t) = cos[ri9o(/ -i- 7 )] deci, există un m^ astfel încât 

cos(^yo/) = cos[a;o(^ + '^o^o)] = cos[6;o(/ • (3.11) 

Astfel rezultă că este valabilă relaţia 

T = (3.12) 

unde /WQ şi m̂  sunt numere întregi. 
Pe baza relaţiei (3.12) se poate scrie un enunţ similar cu cel prezentat la suma de 

semnale periodice şi anume: perioada semnalului rezultat ca produs de semnale 
periodice este un număr egal cu cel mai mic multiplu comun tuturor perioadelor 
semnalelor componente. 

Cu cât raportul T^/Tq (perioada mai mare / perioada mai mică) are ca rezultat o 
parte fracţionară reprezentată pe mai multe cifre, numerele m^ şi m̂  vor fi mai mari, 
perioada semnalului rezultat fiind mai mare. 

Semnalul jc(/) obţinut cu relaţia (3.6) este un semnal periodic de tip trece bandă 
(obţinut prin modulare în amplitudine). Prin semnal de tip trece bandă se înţelege un 
semnal ce are componente în domeniul /mm la /max unde,/min»0. Eşantionarea acestui 
tip de semnale periodice va fi studiată în capitolul 5. 

3.3. Serii de cosinusuri şi serii de sinusuri 

Considerăm că f ( x ) este o funcţie (periodică) pară definită pe segmentul 

Funcria COS(/LV) . n = 0,1,2,..., este o funcţie pară iar funcţia sin(;7.r) este o funcţie 
impară. Conform proprietăţilor a) şi b) enunţate în paragraful 3.2, avem f (x)cos(rvc) 
funcţie pară şi /(.r)sin(ALr) funcţie impară. 

Pe baza relaţiilor (1.4), (3.2) şi (3.4) vom obţine pentru coeficienţii Founer ai unei 
funcţii pare f{x) relaţiile 

1 2 ' - y{x)cos(nx)dx = - {f(x)cos{nx)dx. {n = 0,1,2,...). (3.13) 

bn = -

K 
-7Z 

f(x)sm{nx)dx = 0, (/7 = 1,2,...). (3.14) 

Conform relaţiilor (3.13) şi (3.14) seria Fourier a unei funcţii pare conţme numai 
componente cosinusoidale, deci putem scrie 

M = (3.15) 
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Considerăm că / ( x ) este o funcţie (periodică) impară definită pe segmentul 
[-;r,;r]. Conform proprietăţilor a) şi b) enunţate în subcapitolul 3.2, avem /(.r)cos(nx) 
fimcţie impară şi /(.r)sin(Air) ftmcţie pară. 

Pe baza relaţiilor (1.4), (3.2) şi (3.4) vom obţine pentru coeficienţii Fourier ai 
funcţiei impare / ( x ) relaţiile 

1 ' /(x)cos(nx)dt = 0, = 0,1,2,...), (3.16) 

1 'r 2 ' ^»=-J/(̂ )sin(n.r)t& = -J/(x)sin(/tr>&, (/; = 1,2,...). (3.17) 

Conform relaţiilor (3.16) şi (3.17) seria Fourier a unei funcţii impare conţine 
nimiai componente sinusoidale prin urmare putem scrie 

X 

/ ( x ) = X^„siD(nx). (3.18) 
n=l 

Deoarece seria Fourier a unei funcţii impare conţine numai sinusuri, ea va 
converge către valoarea zero pentru x —> /c^.cu k = 0,1,2,... . 

In cazul dezvoltării unei funcţii oarecare periodice f{x) în serie Fourier 
exponenţială (complexă) pentru coeficienţi se foloseşte notapa q , calculul lor facându-
se cu relaţia (1.6). între coeficienţii q. şi avem relaţia 

(3.19) 

unde cu indice superior * s-a notat termenul complex conjugat. 
Daca funcţia este pară, notată fp(x), atunci din (1.6), (3.13) şi (3.14), relaţia 

(3.19) devine 

(3.20) 

în acest caz coeficienţii Fourier fiind reali. 
Dacă funcţia este impară, notată / / ( x ) , atunci din (1.6), (3.16) şi (3.17), relaţia 

(3.19) devine 

c, (3.21) 

în acest caz coeficienţii Fourier fiind imaginari. 
Se poate considera că o funcţie oarecare (periodică) f{x) este formată dintr-o 

funcţie pară fp{x) însumată cu o fimcţie impară fi(x) 

/ W = /^ (x) -h / , (x ) . (3.22) 

33 

BUPT



Funcţiile pară respectiv impară pot fi obţinute din funcţia f ( x ) cu ajutorul 
relaţiilor 

(3.23) 

În prelucrarea numerică a semnalelor, coeficienţii Fourier se calculează folosindu-
se eşantioane din semnalul analizat. Pentru aceasta sunt necesari cel puţin un număr de 
eşantioane egal cu numărul de coeficienţi calculaţi. Din (3.23) şi 

= — — r e s p e c t i v c^f. = —— 

se observă că pentru calculul coeficienţilor Fourier, în cazul unei ftmcţii oarecare avem 
nevoie de un număr dublu de eşantioane faţă de cazul unei funcţii pare sau impare. 

3.4. Funcţii pare 

Considerăm o funcţie periodică pară y = fp{x) pe care o descompunem într-o 
sumă de cosinusuri 

y = Q0sx^a2 cos2x-f-... + aj^ cosAlr, (3.24) 

unde K reprezintă indicele componentei armonice maxime din semnal. 
Notăm cu a pasul de eşantionare. Perioada semnalului fiind 2>t atunci a va 

avea valoarea a = lirjN, unde N reprezintă numărul de eşantioane prelevate în 
decursul unei perioade. Din relaţia (3.24) rezultă că avem un număr de K 
necunoscute care pot fi calculate pe baza a N = K -{-l eşantioane diferite din semnalul 
fp{x). Vom avea sistemul 

yo =^0 + - + 

y^ = Q̂ H-^j cosa -1-̂ 2 cos26îr -i-...-1-a;̂  cosKa 

yp-^o^ cos pa + cos 2pa-^ a^ cos Kpa 

>' v-i = COS((A^ - l)Qr)+... + Qţ^ COS({N - l^a) 
unde yp este eşantionul ftmcţiei (semnalului) y la momentul pa . 

Sistemul (3.25) poate fi scris matriceal sub forma 

/ \ 
>̂0 1 

y\ 
yi 

.Xv-i, 

n 
1 

1 

cosa 
cos 2a 

1 

cos 2a 
cos 4a 

1 

cos ATa 
cosi K a 

On 

a, 

ys-\) [} cos(A^-l)a cos(yV-l)2a cos(A^-l) / :a j 
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se pot preleva dintr-o perioadă T a semnalului fp{t) folosind o perioadă de eşantionare 
dublă faţă de cazul limită dat de teorema eşantionării şi anume T î = - I T j N . Prin 
reducerea frecvenţei de eşantionare la jumatate se poate observa că pe parcursul unei 
perioade eşantionarea nu este "total uniformă", în sensul că pasul de eşantionare este 
constant mai puţin ultima perioadă de eşantionare care este doar jumătate din 
Astfel, în următoarea perioadă eşantionarea nu va începe din momentul zero (al noii 
perioade) ci de la momentul t^ = Itv/N . 

Dacă eşantionarea o facem cu pasul T̂  = l / r jN (perioada semnalului se consideră 
că este T = 2;r), avem pentru eşantionare uniformă 

N 
(3.30) 

Folosind pasul de eşantionare ^ ^ ^ preleva, de pe parcursul unei 
perioade T a semnalului periodic par, un număr de (Â  + l)/2 eşantioane (AT + l 
eşantioane pentru calculul celor Â  + l coeficienţi notaţi de la Oq la Qj^), Dacă 
eşantionarea ar fi uniformă, ar trebui ca 

Tel =2; r . 

dar de fapt 

= 27; =(A^-hl)— = 2;r + — 
2 2 ' ^ iV N 

(3.31) 

în figura 3.3 se prezintă grafic cazul AT = 4, yV = 2Â  -h 1 = 9. 

1.5-

1 -

0.5 

Or 

-0.5 

-1.5 

« C O ^: 

o 0.2 0 4 0 6 0 8 1 1 2 1 4 1 6 1 8 2 
t nTe 

Figura 3.3. Semnal periodic par format din Jundamentală şi armonica 1 =9. 
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Deoarece avem 4 coeficienţi pentru suma de cosinus (AT = 4) şi coeficientul Qq , 
rezultă că avem nevoie de 5 eşantioane diferite pentru calculul coeficienţilor. Prin 
alegerea pasului de eşantionare ca mai sus (7^2rezul tă că toate cele 5 eşantioane sunt 
diferite. în figură ele sunt simbolizate cu un x încercuit ( ® ). Se observă că cele 5 
eşantioane necesare pot fi prelevate de pe parcursul unei (primei) perioade a semnalului 
periodic par. Aceste eşantioane pot fi prelevate şi din mai multe f>erioade ale senmalului 
supus analizei^ astfel rezultând o nouă reducere a fi-ecvenţei de eşantionare. 

Considerăm N număr par, N ^IK-^l. Şi în acest caz sistemul (3.25) şi relaţia 
(3.29) dintre eşantioane sunt valabile dar, acum /7 = 0...A^/2. Pentru p = N/2 avem 
N - p-N - N/2 = N/2 = p, deci eşantionul este acelaşi cu eşantionul y^ şi nu 
sunt două eşantioane diferite de aceeaşi valoare. Prin urmare, avem un număr de AT + 2 
eşantioane diferite care trebuiesc prelevate şi anume eşantionul cu indice zero (unic), K 
eşantioane cu indice în domeniul 1 la N/2 — 1 (egale cu cele care au indicele între 
A /̂2 + 1 şi A^-1) şi eşantionul cu indice A /̂2 = Ar + l (unic). în acest caz, N număr 
par, fircvenţa de eşantionare nu mai poate fi redusă la jumătate la fel ca în cazul N 
număr impar, ci în alt raport. în capitolul 2, eşantionarea semnalelor periodice pe mai 
multe perioade, s-a prezentat faptul că numărul N de eşantioane şi numărul M de 
perioade de pe care se face prelevarea lor, nu trebuie să aibe divizori comuni. 

Folosind acelaşi exemplu, si anume semnalul periodic par ce conţine 
fundamentala şi componenta armonică /T = 4, vom avea / / = 2Â  2 = 10. Prelevarea 
celor A' + 2 eşantioane din semnal, folosind o fi-ecvenţă de eşantionare redusă, se poate 
face folosind perioada de eşantionare T^^ =37"̂  =3T/N, unde cu T am notat perioada 
semnalului considerat. în acest caz cele N eşantioane ar fi prelevate de pe parcursul a 
trei perioade T. Acest exemplu este ilustrat grafic în figura 3.4. 

-0.5 

.2L 
0.5 15 

t nTc 
2 5 

Figura 3.4. Semnal periodic par format din Jundamentală şi armonica N=2K^2=I0. 

Şi în acest caz cu simbolul cerc sunt indicate eşantioanele ce se prelevează 
folosind pasul de eşantionare , iar cu un x încercuit ( ® ) sunt indicate eşantioanele 
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prelevate folosind pasul de eşantionare T^̂ . Din figură, se observă că cele 6 eşantioane 
necesare (primele notate cu se prelevează din mai multe perioade (în acest caz două) 
ale semnalului analizat. 

Pentru obţinerea unei relaţii de calcul a coeficienţilor â ^ în funcţie de valorile 
eşantioanelor /^(/T^), plecăm de la relaţia (3.15) scrisă sub forma 

v-i 
= (3.32) 

Jt=0 

unde coeficientul a^ a fost inclus în sumă (astfel pentru coeficientul a^ va rezulta o 
relatie diferită de calcul faţă de cea utilizată pentru calculul coeficienţilor a^., 
k = 1,2,...) şi, timpul continuu t a fost înlocuit cu timpul discret iT^. 

în anexa A se demonstrează că relaţiile de calcul a coeficienţilor Qj^ sunt: 
- pentru coeficientul a^ corespunzător componentei continue 

(3.33) 
^ 1=0 

în suma din relaţia (3.32) având coeficientul a^ şi nu ao/2, 
- iar pentru coeficienţii Of^, k = 1,2,3,..., K 

2 -v-i 

^^ (3.34) 

A. Cazul N număr impar 

Deoarece relaţiile ce formează sistemul (3.25) nu sunt independente, putem 
reduce numărul lor utilizând un număr mai mic de eşantioane, egal cu numărul 
coeficienţilor ce trebuiesc calculati. Eşantionând semnalul cu perioada T̂ ^ = ^^e 
utilizând doar eşantioanele prelevate din prima perioadă, relaţia (3.34) devine 

2 
^k = — ^ N 

(3.35) 

(vezi relaţia A. 12 din anexa A). 
Dacă în relaţia (3.33) înmulţim cu 2 membrul drept, rezultă im coeficient a^ pe 

care îl putem include în relaţia (3.35) şi în acest caz indicele k va putea lua valori în 
domeniul 0..X (la reconstrucţie trebuie ţinut cont de acest lucru). 

B. Cazul N număr par 

Dacă numărul N de eşantioane este par, reducerea frecvenţei de eşantionare o 
putem face utilizând perioada de eşantionare T^^ = MT^, unde numărul M de perioade 
de pe care se prelevează eşantioanele este ales în conformitate cu cerinţele expuse în 
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capitolul 2. Relaţia de calcul a coeficienţilor a^ ,̂ folosind doar AT -f 2 eşantioane, va fi 
în acest caz 

^^ = //.((^ \)T,,,)cos{k{K -h IK^^v/) 
(3.36) 

+ 2 '^fpOT^Ki )oos{kco0iT^^f) 
1=1 

deoarece eşantionul cu indice zero şi eşantionul cu indice A /̂2 = AT +1 sunt unici, restul 
fiind egali doi câte doi. Numărul de eşantioane prelevate este AT -h 2. Şi în acest caz 
coeficientul Oq poate fi introdus în relaţia (3.36), la fel ca în cazul N număr impar. 

Formula de reconstrucţie a semnalului iniţial pe baza coeficienţilor este 

a ^ 
gpiO = - f + cosikcoot), (3.37) 

pentru Oq calculat conform relaţiei (3.35) sau (3.36). 

Concluzie 
Dacă semnalul pe care îl eşantionăm este unul periodic par putem utiliza o 

fi-ecvenţă de eşantionare mai mică decât limita impusă de teorema eşantionării şi, în 
acelaşi timp vom avea nevoie de un număr mai mic de eşantioane decât în cazul 
prelucrării unui semnal periodic oarecare. Coeficienţii seriei Fourier sunt numere reale 
iar ei se calculează cu ajutorul unor relaţii în care intervin doar numere reale şi nu 
complexe prin urmare se reduce volumul de calcule necesare pentru obţinerea lor. 

3,5. Funcţii impare 

Considerăm o funcţie periodică impară y = f j (x) pe care o descompunem într-o 
sumă de sinusuri 

= sin jc -h /?2 sin 2jc +... -i- b^^ sin Kx , (3.38) 

unde K reprezintă indicele componentei armonice maxime din semnal. Folosim notaţia 
a pentru pasul de eşantionare, aceeaşi notaţie ca în paragraful 3.4, a = lir/N, unde 
Itt reprezintă perioada semnalului, iar N numărul de eşantioane prelevate de pe 
parcursul unei perioade. Pentru fiecare eşantion poate fi scrisă o relaţie de tipul (3.38) 
rezultând sistemul 

y^ = Z>j sin O + Z>2 sin O +... + sin O = O 
y^ = Ăj sin a + sin 2a -f... + b^ sin Ka 

= b^ sin ia + 62 sin 2ia +... + bf^ sin Kia (3 39) 

Xv-i = ^ sin(A^ - l)a + 62 sin 2(/V - l)a +... + b^ sin K(N - \ ) a 
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unde reprezintă eşantionul / , din semnalul periodic impar considerat, obţinut la 
momentul i a . 

Din relaţia (3.38) se observă că avem doar K coeficienţi prin urmare am avea 
nevoie de K eşantioane din semnalul analizat pentru a obţine tot atâtea relaţii de tipul 
celei notate (3.38). Daca eşantionarea începe în momentul (q = 0 , din sistemul (3.39) se 
observă ca primul eşantion nu poate fi folosit deoarece toţi coeficienţii sunt înmulţiţi cu 
zero. Prin urmare vor trebui prelevate cel puţin K +1 eşantioane, la fel ca în cazul 
semnalelor periodice pare, prezentat anterior. 

Sistemul (3.39) poate fi scris matriceal sub forma 

/ \ ^ sin a sin 2a 

>2 
— 

sin 2a sin 4a 

sin(A^-l)2a 

sin ATa 
sin2A^a 

sin(iV-l)/:a 

b, 

b2 (3.40) 

sau, folosind notaţii mai simple 

Y = S B, (3.41) 

unde Y reprezintă vectorul esantioanelor prelevate, S matricea formată din termeni sin 
şi B vectorul coeficienţilor Fourier. 

Utilizând propietatea de periodicitate a funcţiei sinus putem scrie 

sin i{N - q)a - sin iN iqa 
N ^ 

(3.42) 

Din sistemul (3.39) şi relaţia (3.42) se observă că 

y v-i = ^ sin()V - \ ) a + b^ sin 2{N - l)a +... + bf^ sin K{N -\)a = 

= -Ăj sin a - sin 2a - . . . - sin Ka = -y^, 

v-2 = ̂  sin(iV - 2)a -h b^ sin 2{N - 2)a -h... + bţ^ sin K{N - 2)a 

= -b^ sin 2a - sin 2 • 2a - . . . - Ăĵ  sin AT • 2a = - y j , 

Rezultă că între eşantioane, în cazul eşantionării uniforme şi /q = O, vom avea o 
relaţie de forma 

/ =0,1,2,. . . ,^-! (3.43) 

Din relaţiile (3.42) şi (3.43) rezultă că două câte două linii ale matricei S sunt 
proporţionale, prin urmare determinantul acestei matrice este zero. Altfel spus sistemul 
(3.39) este nedeterminat si prin urmare nu pot fi calculate necunoscutele b^.. 
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k = 1,2,..., AT. Relaţia (3.43) este valabilă oricare ar fi numărul N. Pentru ca să putem 
calcula coeficienţii bj. trebuie ca eşantioanele să fie astfel prelevate încât relaţia (3.43) 
să nu mai fie valabilă. 

A. Cazul iV număr impar 

Considerăm N număr impar, şi anume Â  = ZAT +1, în acest caz 
/ = 0,1.2,...,(A^-l)/2. Deoarece avem doar K coeficienţi, ei ar putea fi calculaţi 
folosind un număr mai mic de eşantioane (faţă de 2/L +1). Dacă reducem firecvenţa de 
eşantionare la jumătate se poate observa că avem şi în acest caz, la fel ca în cazul 
semnalelor periodice pare, eşantionare "neuniformă" deoarece ultimul interval de timp, 
de la v î) 2 * ultimul eşantion din prima perioadă, la y^ - primul eşantion din 
j>erioada următoare, nu este egal cu pasul de eşantionare, ci cu jumătate din acest pas. 
Considerăm perioada semnalului egală cu Itt , perioada de eşantionare fiind 
T^=27r/N. In cazul eşantionării uniforme, pentru N eşantioane prelevate, avem 
relaţia 

NT=N— = 2n:. (3.44) 
N 

Dacă reducem fi^cvenţa de eşantionare la jumătate, înseamnă că noul pas de 
eşantionare va fi 7^2 =27^ şi pe parcursul unei perioade se vor preleva (A^-i-l)/2 
eşantioane. Pentru ca eşantionarea să fie uniformă ar trebui ca T î (iV-hl)/2 = l/r dar, 
în acest caz 

Tel + — = 2;r-h — . 2 .V Â  

în figura următoare se prezintă cazul unui semnal periodic impar format din 
fundamentală şi componenta armonică de ordin 4 (A' = 4), arabele având aceeaşi 
amplitudine. Prin urmare N - 2K + 1 = 9. Dacă folosim perioada de eşantionare 7^2 
atunci vor fi prelevate de pe parcursul unei perioade a semnalului un număr de 
(A -̂f l)/2 = 5 eşantioane (eşantionul cu indice zero care, dacă eşantionarea începe la 
momentul /q = O, are valoarea zero şi încă 4 eşantioane diferite). 
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-0.5 -

Figura 3.5. Semnal periodic impar format din Jundamentaîă şi armonica K=4, I =9 

în figură au fost e\idenţiate valorile semnalului în punctele de eşantionare. 
Eşantioanele prelevate cu perioada 7̂ 2 ^^^ simbolizate cu un x încercuit ( ® ). 

B. Cazul N număr par 

Considerăm N număr par^ adică N = 2K -h 2 . în acest caz / = K2,..., Njl. Dacă 
/ = A /̂2 atunci N-i = N-N/2 = N/2 = i, deci eşantionul Xv-.v 2 ^̂ ^̂  acelaşi cu 
eşantionul >'y/2 Ş̂  ^^ două eşantioane diferite cu valori egale în modul. In plus, 
acest eşantion are valoarea zero deoarece se află la mijlocul perioadei semnalului şi din 
relaţia (3.43) rezultă ca avem o simetrie faţă de acest punct. Prin urmare avem un număr 
de AT -h 2 eşantioane diferite din care K sunt egale în modul cu restul eşantioanelor 
până la 2K 

La fel ca în cazul semnalelor pare, şi în acest caz (N număr par) frecvenţa de 
eşantionare poate fi redusă de M ori (obţinerea eşantioanelor de pe M perioade ale 
semnalului) faţă de fi'ecvenţa de eşantionare minimă impusă la eşantionarea semnalelor 
periodice. Numărul M trebuie ales astfel încât să satisfacă condiţia impusă în capitolul 
2 şi anume, numărul N de eşantioane şi numărul M de perioade de pe care se 
prelevează acestea, nu trebuie să aibă divizori comuni. 

Pentru calculul coeficienţilor Fourier vor fi prelevate K ^ 2 eşantioane -
eşantionul cu indice zero (unic), K eşantioane ce satisfac relaţia (3.43) şi eşantionul cu 
indice iV/2 (unic). 

Pentru exemplificare grafică vom folosi acelaşi semnal şi anume un semnal 
periodic impar format din flmdamentală şi componenta armonică AT = 4, ambele având 
aceeaşi amplitudine. Numărul N de eşantioane va avea valoarea N = 2K = 
Prelevarea celor K ^ 2 = 6 eşantioane din semnal folosind o fi-ecvenţă redusă de 
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eşantionare se poate face folosind pasul T^^ = . în acest caz cele N eşantioane sunt 
dispuse pe 3 perioade ale senmalului în timp ce cele 6 eşantioane necesare se prelevează 
de pe două perioade. 

•T T Q 

1 

0 

1 ; ; 1 

• 0 M 

1 1 

( î 
1 ...... -1 .. 1 ) ; 1 

' t 

: ^ ; 1 

^ ^ 6 ^ • • o-
' \ i • ' 

! , I [ 

0- <> 4 i> 
1 ' Ţ n 

•• \ ^ , 6 o ^ 6-1 1 1 , 1 

1 

C 1 

^ o 

1 1 

1.5 

0-5 

I -

.̂5 

-1 

-1.5 

-2 
05 1.5 

t nTe 
2.5 

Figura 3.6. Semnal periodic impar format din Jundameniala şi armonica K=4, N=2K-2 = 10. 

Cu simbolul cerc au fost simbolizate eşantioanele în momentele iT^, i = 0,1,2,... , 
iar cu ® au fost simbolizate eşantioanele în momentele . 

Pentru obţinerea unei relaţii de calcul a coeficienţilor bĵ  în funcţie de valorile 
eşantioanelor f j (/T^), plecăm de la relaţia (3.18) scrisă sub forma 

v-i 
f i i ^ L ^ H k c o ^ i T , ) , (3-45) 

unde timpul continuu t a fost înlocuit cu timpul discret iT^ iar însumarea nu se mai face 
pentru un număr infinit de coeficienţi. în anexa B se demonstrează că relaţia de calcul a 
coeficienţilor bĵ  este 

^ /=o 
(3.46) 

Eşantionarea semnalului începe la momentul îq =0 astfel, primul eşantion are 
valoarea zero şi este înmulţit cu zero (sinus de zero) prin urmare, poate fi eliminat din 
relaţia (3.46), suma începând de la unu şi nu de la zero. 
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Deoarece între eşantioane avem o relaţie de egalitate (în modul), relaţia (3.43) 
rezultă că putem folosi mai puţine eşantioane pentru calculul coeficienţilor Fourier. 

Dacă N este număr impar relaţia (3.46) dev ine 

(3.47) 

iar pentru N număr par se utilizează aceeaşi relaţie şi acelaşi număr de eşantioane (vezi 
anexa B). 

Modul de prelevare a eşantioanelor necesare în relaţia (3.47) pentru calculul 
coeficienţilor Fourier va fi prezentat ulterior în cadrul acestui capitol. 

Fonnula de reconstrucţie a semnalului iniţial, pe baza coeficienţilor este 

A' 

gi{0 = Y.b^sm{kcOoO. (3.48) 
A=1 

Concluzie. Deoarece în cazul unui semnal periodic impar avem mai putini coeficienţi 
corespunzători seriei Fourier (coeficienţii sunt zero) rezultă că avem nevoie de mai 
puţine eşantioane pentru calculul acestora. Prin urmare fi-ecvenţa de eşantionare utilizată 
pentru obţinerea acestora poate fi mai mică decât fi-ecvenţa de eşantionare necesară în 
cazul eşantionării semnalelor periodice oarecare. în plus, coeficienţii seriei Fourier sunt 
numere reale şi ei se calculează folosind relaţii în care intervin doar numere reale şi nu 
complexe, prin urmare, volumul de calcul necesar este mai mic. 

3.6. Cazul general - funcţie periodică oarecare 

Considerăm că avem o funcţie periodică oarecare / ( / ) ce are componente 
sinusoidale şi cosinusoidale. Ordinul componentei armonice maxime din semnal o 
notăm ca şi până acum cu K. Pentru a calcula toţi coeficienţii seriei Fourier avem 
nevoie de N = 2K eşantioane din semnal pentru a forma un sistem cu acelaşi număr 
de ecuaţii. Formula de calcul a coeficienţilor seriei Fourier exponenţiale este dată în 
capitolul 1, relaţia (1.19). Reconstrucţia semnalului poate fi făcută cu relaţia (1.7). Toate 
aceste calcule se fac în complex. Pentru a putea face calcule folosind numere reale 
functia periodică oarecare se descompune în partea sa pară şi respectiv impară - vezi 
relaţiile notate (3.23), în continuare, aplicându-se relaţiile de calcul a coeficienţilor 
Fourier Qf, şi prezentate în paragrafele anterioare. 

Chiar dacă pentru calculul coeficienţilor a^ , în număr de Â  +1, şi b̂^ în număr 
de A ,̂ se folosesc AT + l eşantioane ale semnalului par respectiv K eşantioane ale 
semnalului impar, pentru obţinerea acestor eşantioane este nevoie de 2K + \ eşantioane 
ale semnalului periodic oarecare / ( / ) . Aceasta deoarece / ( - /T^) = /((A^ ~ O^e) • 

Reconstituirea semnalului iniţial se va face prin adunarea părţii pare cu partea 
impară reconstituite pe baza coeficienţilor â ^ respectiv b .̂. 

Ca o concluzie se poate spune că prin utilizarea acestei tehnici de descompunere a 
semnalului periodic oarecare în parte pară şi impară, avem nevoie de N = 2K-\-\ 
eşantioane pentru obţinerea celor K +1 respectiv K eşantioane ale părţii pare respectiv 
impare. Reducerea fi-ecvenţei de eşantionare se poate face nu prin reducerea numărului 
de eşantioane prelevat, ci prin obţinerea lor de pe mai multe perioade ale semnalului 

44 

BUPT



analizat. Un câştig apare la calcul deoarece relaţiile care intervin utilizează doar nuinere 
reale şi nu complexe. 

3.1. Obţinerea esantioanelor necesare pentru calculul coeficienţilor Fourier 
în cazul semnalelor pare^ respectiv impare 

in paragrafele anterioare, 3.4 şi 3.5, s-a prezentat faptul că, in cazul eşantionării 
uniforme, începând din momentul /q = O, sunt valabile relaţiile de egalitate dintre 
eşantioane, scrise mai jos 

V;. (3.49) 

pentru semnalele periodice pare şi respectiv 

(3.50) 

pentru semnalele periodice impare, unde cu y^, respectiv y^, s-au notat eşantioanele 
semnalelor periodice pare, respectiv impare. Cu N am notat numărul de eşantioane 
prelevate pe parcursul unei perioade în cazul în care este satisfacută teorema 
eşantionării. De asemenea, în aceleaşi subcapitole, s-a prezentat faptul că nu avem 
nevoie de N = 2K eşantioane, K fiind ordinul componentei armonice maxime din 
semnalul periodic par sau impar, ci de un număr mult mai mic de eşantioane, pentru a 
putea calcula coeficienţii seriei Fourier pentru un semnal par sau impar. 

Pentru prelevarea, în decursul unei perioade, a unui număr de Â  +1 eşantioane 
necesare calculului coeficienţilor Fourier, fi-ecvenţa de eşantionare necesară este mai 
mică decât în cazul prelevării unui număr aproape dublu de eşantioane ( 2Ar -h 1). Numai 
că nu este suficient doar să reducem fi-ecvenţa de eşantionare. Problema care apare este 
că relaţiile (3.49) şi (3.50) sunt valabile oricare ar fi numărul .V. In acest caz nu putem 
calcula coeficienţii seriei Fourier deoarece nu putem forma un sistem Hniar independent. 
Acest lucru ne conduce spre concluzia că eşantioanele trebuiesc obţinute în alt mod. 

In continuare, vor fi prezentate 3 metode de obţinere a eşantioanelor necesare şi 
relaţiile de calcul a coeficienţilor Fourier corespunzători semnalului analizat. 

3.7.1. Prelevarea a eşantioane dintr-o perioadă şi utilizarea doar a 
primelor K^l eşantioane 

O soluţie ce poate fi folosită pentru obţinerea unui număr de Â  +1 eşantioane cu 
valori diferite este eşantionarea semnalului cu o fi-ecvenţă minimă care să respecte 
teorema eşantionării, adică prelevarea a N = 2K-^\ eşantioane dintr-o perioadă şi, 
luarea în calcul doar a eşantioanelor corespunzătoare primei jumătăţi de perioadă. 

Considerăm semnalul periodic par notat / p ( / ) . S-a demonstrat că relaţia de calcul 
a coeficienţilor , din eşantioanele semnalului, este cea notată (3.34). Dacă se 
prelevează un număr de N = 2K eşantioane de pe parcursul unei perioade de la 
momentul /Q = ^ , atunci primul eşantion este unic, restul, sunt egali doi câte doi - vezi 
relaţia (3.49). Din suma din relaţia (3.34) scoatem primul termen, /p(0)cos(0), restul 
produselor fiind separate în două părţi egale, ca mai jos 
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Ok = N 

.V-I 

1=1 
(3.51) 

între valorile funcţiei cosinus avem acelaşi tip de egalitate ca cea din relaţia 
(3.49), prin urmare, cele două sume din relaţia (3.51) sunt egale. Dacă pe una o 
eliminăm şi pe cealaltă o dublăm, coeficienţii â . vor fi calculaţi folosind doar K 4-1 

eşantioane în loc de IK-^X. Rezultă relaţia notată (3.35) unde ^^ înlocuieşte cu T̂  

^k = N 1=1 
(3.52) 

unde 
Pentru cazul N număr par, / / = 2A' + 2, s-a demonstrat că relaţia de calcul a 

coeficienţilor â , este cea notată (3.36), în acest caz utilizându-se un număr de AT + 2 
eşantioane. 

Considerăm semnalul periodic impar notat / ; ( / ) . S-a demonstrat că relaţia de 
calcul a coeficienţilor b^ , din eşantioanele semnalului, este cea notată (3.46), suma fiind 
de la 1 la N-1 (eşantionul zero este zero iar sin(O) = 0). între eşantioane avem o relaţie 
de egalitate (în modul) - vezi relaţia (3.50). Se fX)ate demonstra că acelaşi tip de 
egalitate avem şi pentm ftmcţia sinus. Prin urmare, dacă suma din relaţia (3.46) este 
desfăcută în două sume cu număr egal de termeni 

bk = — 
^ N 

.V-I 
2 V-1 

X / / (/T; )smikco^iT,) + X / / (')sinikcoorr,) 
.WI 

(3.53) 

cele două sume vor avea valori egale deci, şi în acest caz se poate elimina o sumă în 
timp ce cealaltă se dublează rezultând utilizarea unui număr mai mic de eşantioane (K 
eşantioane). Relaţia de calcul a coeficienţilor bf. va fi cea notată (3.47) deoarece 

Pentru cazul N număr par, N = 2K , s-a demonstrat (vezi anexa B) că relaţia 
de calcul a coeficienţilor bf, este tot cea notată (3.47). 

3.7.2, Prelevarea esantioanelor necesare utilizând un pas de eşantionare 
mărit 

O altă modalitate pentru obţinerea numărului necesar de eşantioane este 
prezentată în paragrafele 3.4 şi 3.5 cu ajutorul figurilor 3.3 şi 3.5. în aceste cazuri s-a 
considrerat că semnalul periodic par, respectiv impar, a fost eşantionat în concordanţă 
cu teorema eşantionării, preluându-se un număr de / / = 2Ar + l eşantioane dintr-o 
perioada. In paragraful 3.7.1 s-au luat în considerare în calcule doar primul eşantion -
indice zero (fiind independent) şi următoarele de la indicele 1 la AT. Aceasta deoarece 
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avem o relaţie de egalitate între eşantioane, vezi relaţia (3.49) sau (3.50), şi anume un 
eşantion cu indice impar este egal cu un eşantion cu indice par. Putem preleva K 
eşantioane diferite, din cele ce au indexul de la 1 la 2K şi în alt mod şi anume 
prelevând tot al doilea eşantion - vezi fig. 3.3 sau 3.5, adică se vor preleva doar 
eşantioanele cu indice par. Acest mod de obţinere a eşantioanelor necesare poate fi 
văzut la fel ca cel prezentat în paragraful 3.7.1 doar că, în acest caz, perioada de 
eşantionare este dublă. Astfel se reduce şi frecvenţa de eşantionare. Cu eşantioanele 
astfel obţinute se poate forma un sistem de tipul celui notat cu (3.25) respectiv (3.39) 
iar, determinantul matricei C, respectiv S, ar fi diferit de zero, adică se pot calcula 
coeficienţii a^ ,̂ respectiv b ,̂. Folosind doar eşantioane cu indici pari, obţinuţi datorită 
pasului de eşantionare 7̂ 2 relaţia de calcul a coeficienţilor a^ este cea notată 
(3.35) respectiv, pentru coeficienţii , vom avea relaţia notată (3.47), unde T̂  se 
înlocuieşte cu T^j- Pentru eşantionare pe mai multe perioade (frecvenţă de eşantionare 
şi mai mică), notăm cu A/ numărul de perioade de pe care vor fi prelevate cele N 
eşantioane şi cu perioada de eşantionare corespunzătoare. Din relaţia 

7-a, = (3.54) 

unde Tq reprezintă perioada semnalului periodic par sau impar, rezultă condiţia pentru a 
avea eşantionare corectă şi anume, M ^ nN, unde a7 = 1,2,..., în caz contrar = f̂ T̂  
adică, se va eşantiona numai eşantionul cu indice zero (corespunzător primei perioade). 
In rest M poate lua orice valoare. 

Dacă N este un număr par (de exemplu N ^ l K ^ l ) atunci M nu poate fi 
număr par. în paragraftil 2.3 s-a demonstrat faptul că numărul de eşantioane N şi 
numărul de perioade M de pe care se prelevează acestea nu au voie să aibă nici un 
divizor comun (diferit de 1) deoarece, în caz contrar, unele eşantioane vor fi prelevate 
de mai multe ori (din perioade difente) în timp ce altele vor fi omise. 

Pentru calculul coeficienţilor se va utiliza relaţia (3.36), iar pentru calculul 
coeficienţilor b .̂, se va utiliza relaţia (3.47), în acestea facându-se înlocuirea perioadei 
Te cu T;,, . 

3.7.3. începerea procesului de eşantionare de la un moment diferit de 
momentul zero 

In paragrafele 3.7.1 şi 3.7.2 procesul de eşantionare a început la momentul zero 
astfel, între eşantioanele funcţiei periodice pare, respectiv impare, existând câte o relaţie 
de egalitate, indiferent de numărul de eşantioane prelevate de pe parcursul unei 
perioade. Pentru a se putea obţine un sistem determinat de K , respectiv K ecuaţii, 
eşantioanele necesare trebuie prelevate în unul din cele două moduri expuse mai sus. O 
altă posibilitate de a obţine numărul de eşantioane dorit este eşantionarea începând 
dintr-un moment diferit de zero, adică 0. în acest caz, relaţiile de egalitate (3.49), 
respectiv (3.50), dintre eşantioane, nu mai sunt valabile dacă, asa cum se va demonstra, 
/Q ^ ^'^Tjl, unde n = 1,2,... şi T̂  - perioada de eşantionare utilizată. 
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în continuare vom considera descompunerea semnalului periodic par fp{t ) , de 
perioadă Tq, în serie Fourier exponenţială. Coeficienţii Cĵ  sunt numere reale şi 
Cf̂  = , prin urmare relaţia de descompunere poate fi scrisă sub forma 

= (3.55) 

Perioada de eşantionare are valoarea T̂  = TqI{K . în relaţia (3.55) facem 
însumarea după unde / = 0,1,2,...AT. Este simplu de demonstrat că 

A. + 1 ,=0 

K 
O 

1=0 
(3.56) 

Pentru a calcula şi ceilalţi coeficienţi, pe lângă însumarea după i, facem şi o 
înmulţire arelapei (3.55) cu unde n = 0,1,...,/:, rezultând 

i=0 1=0 
(3.57) 

K K 

/ =0 it=I 
V 

Suma după / în care apare coeficientul Cq este egală cu zero oricare ar fi valoarea 
lui n. De asemenea, se poate scrie 

+ l = \ (3.58) 
^ [ o pentru k-n^O 

^ [O pentru k^ni^ 

Deoarece valoarea maximă pe care o poate lua k, respectiv n, este K, suma lor, 
+ poate avea cel mult valoarea 2K < 2{K + 1), astfel putem avea doar cele patru 

situaţii descrise de relaţiile (3.58) şi (3.59). Prin urmare, pentru un anumit k, avem un 
n = m astfel încât k + m = K -hi, altfel spus, în partea dreaptă a egalităţii din relaţia 
(3.57) vom avea tot timpul doi coeficienţi, şi anume ĉ  şi c^. Ţinând cont de cele de 
mai sus, pentru un anumit k, relaţia (3.57) devine 

Z / p ( / o + (3.60) 

dar şi 
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A-

1=0 

Pentru a găsi o relaţie de calcul a coeficienţilor c^, înmulţim relaţia (3.60) cu 

.^yma^^ relaţia (3.61) cu le însumăm şi ţinem cont de faptul că 
-f m = ^ +1 rezultând 

i 

( / : + l)sin[(/: + l)̂ yô o 

Reconstrucţia semnalului se face cu relaţia 

Ci. = 

A: 

1 = 0 
(3.62) 

sm 

K 

/pr(0 = Co + cos(/:tyo/). (3.63) 
A-=L 

Din relaţia (3.62) rezultă valorile lui /q pentru care ĉ^ nu poate fi calculat. Din 
(AT +1)6^0/0] = O vom avea pentru t̂  valorile 

{K +1)^0^0 = 0̂ = P y . P = 0,1,2,.... (3.64) 

Altfel spus, pentru a putea calcula coeficienţii ĉ . din K -h 1 eşantioane, /q trebuie 
să fie diferit de O, T̂  j l sau multiplii de T̂  j l . 

Sistemul format din relaţia (3.63) scrisă pentru fiecare eşantion, notat ŷ  cu 
/ = 0,1,2,..., al semnalului f p (/), pentru a^ = co^t^ ş\ a = co^T^ = IrrlN, este scris 
mai jos 

y^ =Cq +2cj cosao +2c2 cos2^0 + + cosA'ao 
ŷ  =CQ -i-2CJ cos(a + ao) + 2c2 cos2(a+ao) + ... + c o s A r ( a + Qro) 
yi = 0̂ cos(2a + cos Ar(2a -hârQ) (3.65) 

Ĵ .v-i =^0 cos[(A^-l)a-hao] + ... + 2cj^ cos Ar[(iV-l)a+ ^0] 

Considerăm "unghiul de eşantionare" a - l n j N , unde iar K 
reprezintă, ca şi pâna acum, numărul maxim de componente armonice din semnal 
(ordinul componentei armonice maxime). Dacă AT = 1, atunci 

a = y = ;r, (3.66) 

şi vor fi prelevate două eşantioane, yQ şi y^. Sistemul rezultat, scris sub formă 
matriceală, este 
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/ \ 
>'0 

/ 

v 

cosa, o 
X \ 

Co (3-67) 

al cănii determinant îl notăm Det\ şi are valoarea 

Det \ - -2cosao. (3.68) 

Pentru ca determinantul să fie diferit de zero, deci sistemul să fie determinat, 
trebuie să fie îndeplinită relaţia 

7t a 
ar) ^ — = 

o 2 2 
(3.69) 

S-au făcut calcule ale determinanţilor pentru valori ale lui K până la 6. 
Rezultatele sunt j)rezentate mai jos pe coloane şi anume, valoarea lui K, valoarea 
pasului de eşantionare, valoarea determinantului, valoarea pe care nu trebuie să o aibă 
Qq pentru ca determinantul să fie diferit de zero. 

Tabelul 3.1 Determinantul matricei C şi condiţia ca acesta să fie 

K=1 
2;r Z)e/2 = 3sin — sin(3ao) 

\ 3 y 
, n .a 

K=l> 
In 

a = — 
4 

Det3 = 8cos(2ao)sin(4(3ro) , n , a 
Or, ^ k— = k — 0 4 2 

K = 4 
In: 

a = — 
5 4 

, n , a 
ar. ^ k— = k — 0 5 2 

K = 5 
In 
6 

De/5 = -216 cos ̂  (3ao )sin ̂  (3^0) 
, n , a 

On * k— = k — 
" 6 2 

K = 6 
In 

a = — 
7 

Z)e/6 = 13,36 sin ^(7ao) 
, n , a 

Ehipă cum se observă, am ajuns la aceeaşi condiţie notată (3.64), adică /Q trebuie 
să fie diferit de multiplu de TJ2 pentru a putea calcula coeficienţii dezvoltării în serie 
Fourier folosind doar K +1 eşantioane. 

In continuare, vom căuta să obţinem relaţia de calcul a coeficienţilor dezvoltării în 
serie Fourier pentru un semnal periodic impar f j (/) cu armonica maximă notată K. în 
acest caz coeficienţii ĉ  sunt numere imaginare şi între ei avem relaţia de egalitate 
ĉ  = , prin urmare, relaţia de descompunere poate fi scrisă sub forma 

(3.70) 

Coeficientul Cq nu mai apare în sumă deoarece el apare doar în cazul semnalelor 
pare. Folosim aceleaşi notaţii ca în cazul tratării senmalelor periodice pare. 
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Relaţia (3.70) o înmulţim cu "" , unde termenul n are acelaşi domeniu de 
variaţie ca şi k. unnând însumarea celor N relaţii rezultate, corespunzătoare celor N 
eşantioane prelevate din semnal. Vom obţine 

-V-l V K 

1=0 / =0 

2;r , 2/r , . j{k-n)i , , -jdi-t-nU -
. / W O ^ / V V (3.71) 

Numărul N de eşantioane are de asemenea valoarea Â  +1 ca în cazul tratat 

anterior. Astfel, relaţiile (3.58) şi (3.59), corespunzătoare sumelor ^ , sunt 
1=0 

valabile şi în acest caz. 
Dacă numărul N de eşantioane ar fi ales egal cu K (adică egal cu numărul de 

coeficienţi ce sunt calculaţi), atunci, sumele din relaţiile (3.58) şi (3.59) ar fi fost diferite 
de zero în două cazuri şi nu doar într-un caz. Valoarea maximă pe care o poate lua suma 
k -^-n este 2K, adică 2N. Prin urmare există valori pentru k şi n astfel încât 

= N sau 2N deci, în partea dreaptă a egalităţii din relaţia (3.71), am avea mai 
mult de 2 coeficienţi. 

Preluând un număr de = Â  -f 1 eşantioane dintr-o perioadă a semnalului 
periodic impar, la fel ca în cazul semnalului periodic par, va exista un n- m astfel încât 
^ + w = AT +1 = A- dar nu vom avea şi cazul k ^ n = 2N . .^tfel în partea dreaptă a 
egalitarii din relaţia (3.71) vom avea doar doi coeficienţi q. şi c^. Pentru un anumit k 
vom avea 

- c^e 
^̂  ,=0 

-jmcoyyU) (3.72) 

şi, în acelaşi timp 

,=0 
-c,e -yAcjfjfo (3.73) 

Pentru calculul coeficienţilor q. înmulţim relaţia (3,72) cu şi relaţia 

(3.73) cu , le însumăm rezultând 

c,. = 

2/T 

N sin( ) 
(3.74) 

Reconstrucţia semnalului se face cu relaţia 

= sin(^<yoO-
k=\ 

(3.75) 
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Din relaţia (3.74) rezultă valonie lui pentru care nu pot fi calculaţi, valon 
care sunt date de relaţia (3.64) deoarece în relaţiile (3.62) şi (3.74) avem acelaşi 
numitor. 

3.8. Exemplu de calcul, funcţii nare si impare 

Ca exemplu de calcul al coeficienţilor Fourier folosindu-se relaţiile prezentate in 
paragrafele anterioare, s-a luat un semnal periodic cu componente sinusoidale şi 
cosinusoidale, ordinul componentei annonice maxime fiind ales K = 5. Perioada 
semnalului se consideră egală cu unitatea, T = \. Pentru calculul coeficienţilor Founer 
corespunzători componentelor pare, respectiv impare, ale acestui semnal, este nevoie de 
câte /r + l eşantioane, respectiv K eşantioane pentru fiecare set de coeficienţi. Din 
acest motiv se folosesc un număr de .V eşantioane egal cu 2A' 1. 

In simulările făcute în Mathcad. dacă se utilizează valori pentru eşantioanele 
prelevate folosindu-se reprezentarea maxiină posibilă în acest program, erorile de calcul 
ale coeficienţilor şi respectiv, a reconstrucţiei semnalului sunt neglijabile. In practică, 
numărul de biţi ai unui convertor analog numeric este limitat (rezoluţie limitată). Astfel, 
se face o trunchiere a valorilor eşantioanelor, ele fiind reprezentate pe un număr redus 
de cifi-e. Această reducere se face prin rotunjire a valorilor eşantioanelor calculate 
pentru a se simula cazul real. In funcţie de numărul de cifre fracţionare n pe care se 
exprimă eşantioanele din semnalul considerat, eroarea absolută a valoni aproximative 
este egală cu cel mult 0,5-10 ". Coeficienţii Fourier sunt calculaţi cu erori mai mari sau 
mai mici în funcţie de numărul de cifi-e pe care se exprimă eşantioanele. Prin urmare, şi 
eroarea făcută la reconstrucţia semnalului iniţial pe baza coeficienţilor Fourier, va 
depinde de nuinărul de cifre pe care se exprimă eşantioanele. 

Semnalul utilizat în simulăn are componentă continuă, componente sinusoidale şi 
cosinusoidale. fiind descris de ecuaţia 

.v(/) = 0,5 + QosdKfi) -r 0,5COS(2>T2//) ^ 0,5cos(2/T4//) ^ 0,5COS(2.T5 )̂ + 
+ sin(2>7/"0 + 0,5sin(2.T2^^)+ 0,5sin(2;r5yr) 

Componentele pară, şi impară. au fost calculate cu relaţiile (3.23) 
In funcţie de modul de obrinere a eşantioanelor necesare pentru calculul coeficienţior 
Fourier, fi-ecvenţele de eşantionare sunt 

fe=>^f (3.77) 

respectiv 

/ h (3.78) 

unde / este frecvenţa fundamentalei semnalului .vf/). .V = 2A" +1, A', = A' + 1 
Penoadele de eşantionare vor fi I], = 1/ respectiv = 1 / . 

în continuare, se notează cu .t(/TJ, -r,(/7^) valonie netrunchiate ale 
eşantioanelor prelevate din semnalul .v(/), respectiv, cele calculate cu relaţiile (3.23) 
corespunzătoare componentelor pară şi impară ale acestui semnal. Cu x^(iJ^) se 
notează valorile trunchiate (prin rotunjire) ale eşantioanelor semnalului considerat. Cu 
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, Xjj{iT^) se notează valorile eşantioanelor părţilor pară şi impară calculate pe 

baza eşantioanelor în tabelul următor se prezintă erorile absolute cu care sunt 
obţinute eşantioanele din semnalul considerat, respectiv eşantioanele corespunzătoare 
părţilor pară şi impară, scrise pe un nuinăr mai mic de cifre (biţi). 

Tabelul 3.2. Erorile absolute cu care sunt obţinute eşantioanele trunchiate 
ideal trunchiat 

număr cifi'e 
Secţionare >10 1 2 3 4 5 

eroare calcul 
4,810-" 4,5-10'^ 4,6-10"' 4,6-10"* 4-10' 4,9-10"^ 

eroare calcul 
XptiiT,) 1,5-10-" 3,2-10-' 2,8-10"^ 1,6-10"' 4,9-10^ 

eroare calcul 
^ui'T'e) 

3,6-10"" 3,8-10"^ 3,110-' 3,1 10-̂  3,6-10'^ 2,110^ 

Pentru calculul coeficienţilor Fourier corespunzători semnalului x{t) a fost 
utilizată relaţia (1.19). Coeficienţii au fost notaţi c(/r) atunci când s-au folosit eşantioane 
cu valori netrunchiate şi c^(k) atunci când s-au folosit eşantioane cu valori trunchiate. 

Pentru calculul coeficienţilor a{k) şi b(k), corespunzători părţilor pare şi impare 
ale semnalului A-(/), s-au folosit relaţiile (3.35) şi (3.47). Dacă s-au utilizat eşantioane 
cu valori trunchiate, coeficienţii Fourier au fost notaţi a^ik) şi bj{k). Reconstrucţia 
componentelor pară şi impară corespunzătoare semnalului iniţial se face cu ajutorul 
relaţiilor (3.37) şi (3.48). Relaţiile de calcul ale coeficienţilor Founer s-au obţinut 
considerându-se că eşantionarea începe în momentul /o=0. In cazul în care acest 
moment este diferit de zero, coeficienţii vor avea alte valori dacă se utilizează aceleaşi 
relaţii pentru calculul lor. Reconstrucţia semnalului va fi însă corectă (valoarea 
modulului a(k)± jb{k) rămâne constantă). 

Reducerea fi-ecvenţei de eşantionare se poate face prelevând eşantioanele de pe 
mai multe perioade cu respectarea condiţiei prezentate în capitolul 2. 

Dacă eşantionarea începe la un moment t^^O, calculul coeficienţilor Fourier 
corespunzători părţilor pară, notaţi Cp{k), respectiv impară, notaţi ale 
semnalului x(/), se face cu ajutorul relaţiilor (3.62) şi (3.74). în acest caz valonle 
obţinute pentru coeficienţi vor fi cele reale. Reconstrucţia componentelor pară şi impară 
pe baza coeficienţilor Fourier se face cu ajutorul relaţiilor (3.63) şi (3.75). 

Eşantioanele din semnalul analizat utilizate în calcule au fost trunchiate (prin 
rotunjire), menţinându-se între o cifi^ dupa virgulă şi 5 cifi"e după virgulă. 

In tabelul 3.3 se prezintă erorile de calcul ale coeficienţilor Fourier corespunzători 
semnalului x{t) şi erorile absolute la reconstrucţia semnalului iniţial pe baza 
coeficienţilor calculaţi. în cazul ideal, eroarea la reconstrucţie rezultată este dată de 
proCTamul de calcul, limitarea fiind la 16 cifi-e zecimale eroarea făcută fiind de ordinul 
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Tabelul 3.3. Erorile de calcul ale coeficienţilor Fourier calculaţi folosindu-se valon 

c{k).c,{k) ideal trunchiat 
număr cifi^ 
fi^cţionare >10 1 2 3 4 

1 

; 5 

erori în 
calculul 9,7-10-' 1,2-10-' MO"* 1.2-10"^ 9-10"^ 
coeficienţilor 
erori la 

4,5-10-^ 5,6-10"^ reconstrucţia 4,5-10-^ 5,6-10"^ 4,7-10"* 5,7-10-^ 
semnalului 

Din tabelul 3.3 se observă că erorile de calcul scad aproape liniar cu creşterea 
numărului de cifre pe care sunt reprezentate eşantioanele. 

în tabelul 3.4 se prezintă erorile de calcul ale coeficienţilor Fourier corespunzători 
componentelor pară, şi impară, a semnalului analizat x{t), în funcţie de 
numărul de cifre pe care sunt exprimate valorile eşantioanelor. De asemenea, pentru 
fiecare caz în parte, sunt calculate şi erorile absolute la reconstrucţia componentelor 
pară şi impară. Prelevarea eşantioanelor a început la momentul /q = O. 

Tabelul 3.4. Erorile de calcul ale coeficienţilor Fourier corespunzători componentelor 

ideal trunchiat 
număr cifre 
fracţionare >10 1 2 3 4 5 

eroare calcul 
coeficienţi 

a{k) 
<10-'^ 9,110-^ 2,4-10-' 1,810"' 1,8-10' 3,6-10^ 

eroare la 
reconstrucţie 

Xp(l) ' 
<10-'^ 2,2-10-^ 4-10"^ 3,6-10"* 2,5-10' 5-10^ 

eroare calcul 
coeficienţi 

bik) ' 
1,9-10-^ 1,8-10-^ 2,110"' 2,5-10-' 1,8-10^ 

eroare la 
reconstrucţie 

x.it) 
3,4-10"^ 3,3-10-' 3,3-IO"* 4,3-10' 2,8-10^ 

eroare la 
reconstrucţie 
Xp{l) + X,{t) 

<10-'^ 4,5 10"̂  5,6-10-^ 4,7-10-^ 6 ,110 ' 5,7-10^ 

în cazul în care eşantionarea începe la un moment /Q diferit de zero şi se 
prelevează doar K +1 eşantioane de pe parcursul unei perioade a semnalului par sau 
impar, coeficienţii Fourier Cp{k) şi c^{k) vor avea valori egale cu partea reală, 
respectiv imaginară, a coeficienţior c{k), în tabelul 3.5 se prezintă erorile de calcul a 
acestor coeficienţi şi erorile absolute la reconstrucţia semnalelor par, respectiv impar, 
dacă eşantioanele se exprimă pe un număr limitat de cifre. S-a considerat că 
h = , unde T^^ = TjiK +1), T fiind perioada semnalului x{t). 
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Tabelul 3,5. Erorile de calcul ale coeficienţilor Fourier corespunzători componentelor 
pară şi impară şi erorile la reconstucfia acestor componente, /q ^ O 

ideal trunchiat 
număr cifre 
fracţionare >10 1 2 3 4 5 

eroare calcul 
coeficienţi U-IO"^ 8,3-10"* Uâ-lO"" 1,6-10"^ 9,9-10"^ 

eroare la 
reconstrucţie <10-'^ 4,3-10-^ 2,3-10-^ 4,6-10"* 5,5-10' 3,2-10-^ 

eroare calcul 
coeficienţi <10-'^ 8,2-10-^ 9,310"* 4.9-10-^ 1,2-10' 

c,{k) ' 
eroare la 

reconstrucţie <10-'^ 2,8-10-^ 3,4-10-^ 4,6-IO"* 4,110-^ 3-10^ 

Din tabele 3.3, 3.4 şi 3.5 se poate observa că erorile de calcul ale coeficienţilor 
Fourier (c(A:), a{k), b{k)), respectiv erorile absolute la reconstrucţia semnalului analizat 
(jc(r), Xp{t), x-{t) \ sunt de acelaşi ordin, în funcţie de numărul de cifi-e fi-acţionare pe 
care sunt reprezentate eşantioanele. 

Dacă se utilizează o cifi-ă după virgulă - zecimea - deci în total, în acest caz, 
eşantioanele sunt exprimate pe 2 cifre, eroarea de cuantizare cu care se obţine valoarea 
eşantioanelor este de ordinul 10"̂  deoarece zecimea este influenţată de sutime (eroarea 
este maxim 0,5-10'^). Dacă eşantioanele se exprimă pe 3 cifre, 2 cifre dupa virgulă, 
sutimea este influenţată de miime, valorile eşantioanelor se obţin cu o eroare de ordinul 
10 ''. Aceeaşi situaţie apare dacă rezoluţia convertorului analog-numeric este mai mare. 
Prin urmare, se poate scrie că valorile eşantioanelor se obţin cu o eroare de ordinul 10", 
unde n reprezintă numărul de cifre zecimale pe care se reprezintă eşantioanele. Eroarea 
de reconstrucţie a semnalului iniţial, folosindu-se coeficienţii Fourier calculaţi pe baza 
eşantioanelor trunchiate, este de acelaşi ordin cu eroarea cu care au fost obţinute valorile 
eşantioanelor (eroare de cuantizare). 

în ftmcţie de rezoluţia cu care se exprima valorile eşantioanelor se poate stabili şi 
numărul minim de biţi necesari pentru codarea acestora. în tabelul 3.6 se prezintă 
corespondenţa dintre numărul de cifre zecimale pe care este exprimată valoarea unui 
eşantion şi numărul minim de biţi necesari la ieşirea convertorului analog numeric. De 
asemenea, se prezintă şi domeniul acoperit de cuvintele binare, dacă se utilizează codul 
complementul lui doi. 

Tabelul 3.6. Numărul minim de biţi necesari pentru codarea eşantioanelor 

Nr. cifre Domeniu Nr. biti DCCD 

2 ±100 8 -128--+127 
3 ±1.000 11 -1.024---H.023 
4 ±10.000 15 -16.384 --+16.383 
5 ±100.000 18 -131.072--+131.071 
6 ±1.000.000 21 -1.048.576--+1.048.575 
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Amplitudinea maximă a semnalului analizat este 3; în acest caz, dacă se utilizează 
un convertor analog numeric pe 16 biţi, este echivalent cu a avea 4 cifre fracţionare. 
Daca se foloseşte codul bipolar CCD (cod complementul lui doi), pe 16 biţi, domeniul 
de variaţie este de la -32768 la +32767. Dacă se utilizează codarea fracţionară Qn pe 
16 biţi (un bit de semn, doi biti pentru codarea părţii întregi şi 13 biţi pentru codarea 
părţii fracţionare), domeniul de variaţie este de la -4 la -^3,9998 astfel, acesta acoperă 
domeniul semnalului analizat. In acest caz, chiar dacă eşantioanele sunt exprimate pe 5 
cifre zecimale, deoarece amplitudinea semnalului este mai mică, eşantioanele pot fi 
exprimate doar pe 16 biţi in loc de 18 biţi. 
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CAPITOLUL 4 

STUDIUL SEMNALELOR NEPERIODICE, PERIODICIZAREA UNUI SET DE 
EŞANTIOANE 

4.1. Introducere 

în cazul în care se doreşte studiul unui semnal neperiodic folosind dezvoltarea în 
sene Fourier, trebuie ca semnalul să fie analizat pe porţiuni care sunt considerate ca 
fiind o perioadă (sau o jumătate de perioadă) a unui semnal periodic. Dacă se consideră 
că eşantioanele utilizate în calcule sunt prelevate de pe o perioadă, atunci este vorba de 
periodicizare prin repetare. In cazul în care se consideră că aceste eşantioane au fost 
prelevate de pe o jumătate de perioadă, periodicizarea se face prin oglindire şi repetare. 
Astfel, semnalul ce rezultă este periodic şi par. Oglindirea propriu zisă nu se mai face 
deoarece, în calcule, oricum se utilizează doar eşantioanele prelevate dintr-o jumătate de 
perioadă (vezi şi paragraful 3.7.1). Periodicizarea prin oglindire şi repetare se face 
pentru eliminarea discontinuităţilor care pot apărea la capetele intervalului în cazul 
periodicizării prin repetare. 

4.2. Periodicizare prin repetare 

Considerăm un semnal oarecare x(() din care prelevăm eşantioane pe parcursul 
unei perioade T. Dacă aceasta porţiune, notată x^(/) unde 

xj{() = x{t) pentru ( = (4.1) 

o considerăm o perioadă a unui semnal periodic xp{t) atunci vom putea analiza 
semnalul dez\'oltându-l în serie Fourier. Apare totuşi o problemă. Conform relaţiei (4.1) 
pentru partiţionarea semnalului s-a folosit o fereastră dreptunghiulară. Astfel, este puţin 
probabil ca eşantionul de început cu cel de sfârşit din această "perioadă" să aibe valori 
apropiate încât prin repetare să rezulte un semnal fară discontinuităţi. în cazul utilizării 
acestui tip de periodicizare vor apare în plus componente spectrale în domemul 
fi-ecvenţelor înalte, datorate discontinuităţii apărute. Acest lucru înseamnă că, dacă se 
doreşte o reconstrucţie cât mai exactă, vor trebui prelevate multe eşantioane de pe 
parcursul unei perioade T deci, mărită frecvenţa de eşantinare. Deoarece pentru 
reconstrucţie se utilizează un număr redus de componente spectrale, funcţie de fi'ecvenţa 
de eşantionare aleasă, semnalul reconstituit va fi afectat de erori mai mari sau mai mici. 

Spre exemplificare, un prim semnal studiat este semnalul rampă, .T(/) = / , în acest 
caz în mod sigur va exista o diferenţă mare între eşantioanele de la capetele intervalului 
de observaţie. Acest interval se alege în domeniul şi se face periodicizarea sa 
prin repetare. Calculul teoretic al coeficienţilor seriei Fourier va da ca rezultat [Spl , 
Cal] 
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( A / = o , 1 , 2 , . . . ) 

ttJ n 

(4.2) 

Semnalul periodicizat s-a notat xra{t) şi este prezentat în figura de mai jos. 

- 6 ^ - 2 0 2 4 6 8 
t 

Fig. 4.1. Semnal rampă în domeniu [-k.k]. 

Deoarece în practică se prelevează un număr finit de eşantioane, calculul 
coeficienţilor s-a făcut folosind suma şi nu integrarea. In fiincţie de numărul K de 
componente armonice considerate prezente în semnalul analizat, rezultă un număr de 
Â  = 2Ar + l eşantioane prelevate de pe parcursul unei perioade. S-au calculat 
coeficienţii Fourier cu relaţia (1.19), rezultatele pentru primii 5 coeficienţi b̂ ^ / i ^ l , 5 
fiind trecuţi în tabelul de mai jos. 

Tabelul 4.1 Coeficienţii Fourier pentru semnalul rampă in domeniul [-k^tz] 

K 5 10 50 100 1000 ideal (N) (11) (21) (101) (201) (2001) ideal 

^ 1,94 1,98 2 2 2 2 

f>2 -0,88 -0,97 -0,99 -1 -1 -1 

b, \ i 0,49 0,62 0,66 0,66 0,66 0,5 

^ 1 -0,26 -0,43 -0,49 -0,5 -0,5 -0,25 • 

i 0,08 0,32 0,39 0,4 0.4 0,125 

Conform relaţiei (4.2) coeficienţii a^ trebuie să fie egali cu zero. De pe perioada 
2n se prelevează un număr de N eşantioane de la t = la t = ir -T^ - . Din 
acest motiv, în urma eşantionării rezultă că semnalul are o componentă continuă Qq, 
egală cu x(A7;)-x(( iV-l)7;) unde, x{NT,) = x(;r) iar x((A^-l)7;) este ultmiul 
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eşanrion prelevat de pe perioada 2K. Din acelaşi motiv apar şi componente cosinusoidale 
cu amplitudinea - Q q / I , n=\, 2, ... . Deoarece aceşti coeficienţi depmd de diferenţa 
dintre valoarea semnalului de la capătul intervalului şi valoarea ultimului eşantion 
prelevat, ei vor fi cu atât mai mici cu cât semnalul are o variaţie mai mică (bandă de 
fi-ecvenţe mai mică) respectiv, cu cât fi-ecvenţa de eşantionare este mai mare. 

De asemenea, după cum se observă din tabelul 4.1, coeficienţii b̂  sunt diferiţi de 
valoarea ideală, doar primul şi al doilea ajung să aibe valoarea corespunzătoare obţinută 
cu relaţia (4.2), pentru valori mai mari ale numărului de eşantioane prelevate de pe o 
perioadă. Astfel, reconstrucţia este afectată de erori, acestea conţinând o componentă 
sinusoidală suprapusă (sinus integral [Cal]). Apare aşa numitul fenomen Gibbs, care 
rămâne prezent şi pentru Â  -> oo. Rezultă concluzia că oricât de mare este fi"ecvenţa de 
eşantionare, semnalul reconstituit nu va fi identic cu cel ce este eşantionat (datorită 
faptului că banda de fi-ecvenţe este infinită). 

în continuare perioada pe care se face eşantionarea semnalului rampă x{t) - t este 
luată egală cu T - \. Numărul de eşantioane prelevate pe parcursul acestei perioade de 
timp este N = 2K unde K reprezintă numărul de componente armonice considerate 
a fi prezente în semnal. Calculul coeficienţilor Fourier se face cu relaţia cunoscută 

= (4.3) 

unde pulsaţia semnalului este co = Ik/T şi perioada de eşantionare T^ =T/N. 
Reconstrucţia semnalului se face pe baza coeficienţilor calculaţi cu relaţia (4.3), şi 

anume 

xr{t)= . (4.4) 
k=-K 

Reconstrucţia semnalului folosind relaţia (4.4) a fost făcută pentru o perioadă de 
timp mai mare decât cea corespunzătoare prelevării eşantioanelor. Semnalul 
reconstituit, după cum se vede în figura 4.2, este periodic cu o discontinuitate Ia 
sfârşitul/începutul perioadei. Numărul maxim de componente armonice considerate este 
iniţial ales K - S. Aplicând relaţiile (4.3) şi (4.4) semnalului rampă, în urma 
reconstrucţiei avem graficele de mai jos 

J . 0 1 5 5 9 ^ ^ 

1 - V 
x ( t ) 

05-xitir) ' y 
o / 

.0 107033._Q5 
0 1 2 3 4 

- 0 . t . t r .3 9 9 . 

Fig 4.2. Semnalul iniţial (lirii^ continuă) pe perioada T si respectiv reconstituit flinie Întreruptă) în 
intervalul 0^47. 

Intersecţiile dintre semnalul reconstituit şi semnalul iniţial corespund punctelor de 
eşantionare. 
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.0 

xi\tre) -

O S 

. 0 4 9 3 0 1 6 , 
0 5 

O 0 2 0 4 0 6 0 8 I 

Fig. 4,3. Eroarea absolută 0cntâ la reconstrucţia semnalului rampă în interxalul O T-T, 2 

Au fost făcute simulări pentru mai multe cazuri în ceea ce priveşte panta 
semnalului rampă (x (0 = / , x{t) = t / l , ...), respectiv numărul de componente armonice 
considerate a fi prezente în semnal şi s-a observat că eroarea la capatul inter\ aiului, la 
momentul {N-1)7; ^ î q ^ T J I , este tot timpul egală cu 

unde, cu /q s-a notat momentul iniţial (începutul procesului de eşantionare). Momentul 
de timp ales, pentru calculul acestei erori, este cel ce se află la mijlocul intervalului 
dintre ultimul eşantion prelevat din prima perioadă si primul eşantion prelevat dm a 
doua perioadă. Prin urmare în punctul de discontinuitate, valoarea semnalului este egală 
cu media aritmetică a valorilor limită la dreapta şi la stânga. în restul intervalului 
eroarea absolută la reconstrucţie scade relativ lent la creşterea numărului K. Eroarea in 
punctele de eşantionare este zero. în figura 4.3 punctele de eşantionare coincid cu 
intersecţiile dintre grafic şi axa Ox. 

Datorită intervalului de observaţie finit şi a discontinuităţilor, apar componente 
spectrale superioare. Această mărire (împrăştiere) a spectrului poate fi redusă cu 
ajutorul unei ferestre (diferită de fereastra dreptunghiulară) care este o funcţie pondere 
aplicată semnalului (porţiunii de semnal) analizat. Prin aplicarea unei ferestre se reduce 
(elimină) discontinuitatea ce (poate) apare la capătul perioadei de observ ere datontă 
periodicizării prin repetare. Acest lucru înseamnă că la capătul intervalului (ferestrei) se 
pot face oricâte derivate (rezultă continuitatea semnalului). Cel mai simplu mod de 
realizare a acestui lucru este ca valorile derivatelor să fie zero sau aproape zero la 
capetele intervalului. Ferestruirea face ca la capete, semnalul să tindă către zero. In 
paragraful următor se prezintă modul de eliminare (reducere) a discontinuităţilor prin 
oglindire. 
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4>3> Periodicizare prin oglindire si repetare 

Eliminarea (reducerea) discontinuităţilor ce apar, datorită analizei semnalului pe o 
durată limitată de timp, se poate face folosindu-se oglindirea. Semnalul rezultat prin 
oglindire este mai apoi repetat astfel, obţinându-se un semnal periodic. La reconstrucţie 
trebuie să se ţină seama de oglindirea făcută. Dacă se consideră o durată T din semnalul 
rampă analizat .r(/), se construieşte semnalul 

xpar{t) -
x{t) pentru 0<t<T 

x{2T-t) pentru T<t<2T 
(4.5) 

în figura 4.4 se prezintă un exemplu de construcţie a unui semnal periodic xpar(t) 
prin utilizarea unei durate Tdin semnalul rampă JC(/). 

O T 2T t 

Fig. 4.4. Semnalul rampă x(t) şi semnalul xpar(t) rezultat prin oglindire. 

în paragraful anterior, semnalul periodicizat prin rej>etare avea perioada T. In 
acest caz, semnalul xpar{t) va avea perioada Ti = 2T iar pulsaţia semnalului va fi 
cOp = 2;r/r2 . Pentru acelaşi număr de eşantioane prelevate de pe parcursul noii 
perioade, fi-ecvenţa de eşantionare se înjumătăţeşte. Calculul coeficienţilor Fourier se 
fece cu relaţia cunoscută 

^ 1=0 
(4.6) 

unde 7̂ 2 Din relaţia (4.5) de definire a semnalului xpar{t) se observă că 
există o simetrie faţă de momentul t = T . Perioada de eşantionare ^̂ ^̂  dublă faţă de 
perioada de eşantionare T̂  utilizată în cazul periodicizării prin repetare astfel, între 
eşantioanele semnalului xpar{t), datorită simetriei, există relaţia 

xpar{T-iT,2) = xpar{T^iT,2). 

sau 

xpariiT^2) = xpar(2T - iT^2) ^ 
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care poate fi rescrisă sub forma 

xpar{iT^2) = ) P^f^tru i = O 

xpar{iT^2) = " ) P^^^tru i = 

YV-1 

(4.7) 

Prin urmare, datorită simetriei, vor fi prelevate eşantioane din semnalul JC(/), la 
momentele ^ ^ ^ ^^ P^ perioada de timp T fară a mai face efectiv oglindirea. 
Eşantioanele corespunzătoare celei de-a doua jumătăţi de perioadă se obţin simplu cu 
relaţia (4.7). Relaţia (4.6) se rescrie sub forma 

v-i 

1=0 . .v+1 1= 
(4.8) 

Pentru reconstrucţia semnalului, în relaţia (4.4) se înlocuieşte c{k) cu c Ak) şi co 
cu co obţinând 

jkcDpt (4.9) 

Din semnalul reconstituit xrp{t) se ia în considerare doar porţiunea de semnal 
corespunzător timpului / e [o, T ) , (/ e [/q , T + /q )) care reprezintă reconstrucţia 
semnalului iniţial x{t) corespunzător acestui interval. 

Folosind relaţiile (4.8) şi (4.9) avem semnalul reconstituit şi eroarea de 
reconstrucţie prezentate în cele două figuri de mai jos. 

xpajf ir) 
\rp( ir) 

16 
2 . 7 5 8 2 1 1 0 . . Q 3 

2 
tr 

F/g. 4.5. O perioadă din semnalul xpar(t) (linie continuă de la O la 2) şi reconstrucţia sa Oi^ie întreruptă 
de la O la 4), K=5. 

62 

BUPT



0 . 0 1 6 9 3 7 . 
0 . 0 5 

xrp( tre) - xpai( trc) 

-0 0.̂ 574 -0.05 
0 2 0 . 4 0 6 0 . 8 1 

t r c 0 9 5 4 . 

Fig. 4.6. Eroarea absolută la reconstrucţia secvenţei din semnalul analizat. 

Din figurile 4.3 şi 4.6 se poate observa că erorile de reconstrucţie a semnalului 
iniţial sunt mult mai mici în cazul în care se face oglindirea. în plus, deoarece la 
sfârşitul intervalului considerat {T = \) nu mai există discontinuite, erorile sunt mai 
mici decât la începutul acestui interval. 

în tabelul 4.2 se prezintă eroarea absolută maximă la reconstrucţia semnalului 
iniţial pe baza coeficienţilor Fourier. Calculele se fac pentru diferite valori ale mărimii 
K corespunzătoare armonicei maxime considerată prezentă în semnal. în calcule făcute, 
valoarea maximă a lui AT este 80. în acest caz, perioada de eşantionare T̂  = T / N , unde 
r = 1 şi N = 2K -hi, are valoarea 0,0062. Calculele nu se fac în timp continuu ci în 
timp discret astfel încât pentru reconstrucţie se foloseşte un pas, în domeniu timp, ales 
egal cu 0,001, mai mic decât perioada de eşantionare minimă. Cu A s-au notat erorile 
absolute maxime pozitive, respectiv negative, la reconstrucţia semnalului iniţial in 
domeniul O la T-T^jl şi, cu erorile relative procentuale maxime (pozitive, 
respectiv negative) în acelaşi domeniu. Cu cât semnalul are o valoare mai mică la un 
anumit moment, cu atât eroarea relativă în acel punct este mai mare. Din acest motiv in 
tabelul 4.2 (şi în următoarele până la 4.6) pe coloanele corespunzătoare eroni relative 
sunt valori mari. Coloanele care au în capul de tabel pe c{k) se referă la eronle de 
reconstrucţie în cazul în care aceasta se face pe baza coeficienţilor Fourier calculaţi 
folosind relaţia (4.3) (este vorba de periodicizarea prin repetare). Coloanele de sub 
Cp{k) se referă la erorile de reconstrucţie în cazul în care se consideră periodicizarea 
prin oglindire şi repetare. în acest caz reconstrucţia semnalului se face pe baza 
coeficienţilor Fourier calculaţi folosind relaţia (4.6) sau (4.8). 

Tabelul 4.2 Erorile de reconstrucţie a semnalului rampă x{t) = / în funcţie 
de numărul K de componente armonice considerate (t^ -0) 

K 
dk) Cp{k) 

K 
A A /Trti 

5 0,143 62,3 0.016 6,6 5 
-0,493 -756,2 -0,034 -99,2 

10 
0,141 114,7 8 ,9 -10 ' 6,6 

10 
-0,495 - 1 , 4 1 0 ' -0,018 -98,5 

20 
0,141 221,5 4,5-10"' 6,5 

20 
-0,461 -2,7-10' -9 ,2 -10 ' -97,1 

40 
0,140 436 2 ,2 -10 ' 6,5 

40 
-0,422 - 5 1 0 ' -4 ,6 -10 ' -94,3 

80 
0,140 849 1,1-10"' 6,5 

80 
-0,334 -8,9-10' -2,3-10"' -88,8 
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Se observă că prin dublarea respectiv triplarea numărului de eşantioane prelevate, 
eroarea absolută la reconstrucţie se modifică nesemnificativ în cazul periodicizării prin 
repetare. In cazul periodicizării prin oglindire şi repetare, erorile sunt cu cel puţin un 
ordin mai mic decât în cazul f)eriodicizării prin repetare simplă. De asemenea, eroarea 
absolută scade cu creşterea numărului de eşantioane utilizate (calcularea mai multor 
coeficienţi), adică creşterea frecvenţei de eşantionare. 

In tabelul 4.2 (şi în următoarele) eroarea relativă maximă prezentă într-o anumită 
linie nu corespunde erorii absolute maxime de pe aceeaşi linie. Valorile mari ce se obţin 
pentru erorile relative se datorează faptului că la momentul iniţial /o=0, semnalul are 
valoarea 0. Calculul, în acest caz, se face de la momentul /Q + pas (al doilea punct în 
care se face calculul semnalului reconstituit). Eroarea relativă, în cazul periodicizăni 
prin repetare creşte deoarece, prin micşorarea perioadei de eşantionare, aceeaşi (^roape 
aceeaşi) eroare absolută se obţine mai rapid când semnalul are valori mai mici. în cazul 
periodicizării prin oglindire şi repetare, erorile relative rămân cu acelaşi ordin de 
mărime la creşterea fi-ecvenţei de eşantionare, chiar dacă calculele se fac pentru valori 
mai mici ale semnalului analizat, deoarece eroarea absolută scade 

Aceleaşi calcule, pentru semnalul rampă jc(/) = / , începând din momentul 
= T̂e sunt prezentate în tabelul următor. 

Tabelul 4.3 Erorile de reconstrucţie a semnalului rampă Jc(/) = / în funcţie 
de numărul de componente armonice considerate (t^ /4) 

K 
c{k) c,{k) 

K 
A A ! Er0/„ 

5 0,143 52,8 0,016 1 6,0 5 
-0.493 -266,4 -0,034 -44,7 

10 0,141 97.1 8.9-10' 6,1 10 
-0,495 -504.7 -0,018 -44,7 

20 0,141 187,8 4,5-10-' 6,0 20 
-0,461 -981,8 -9,2-10"' -44,7 

40 0,140 369,5 2,2-10'' 6.0 40 
-0,422 -1,9-10-' -4,6-10"' -44,7 

80 0,140 724 1,1-10"' 6,0 80 
-0,334 -3,7-10' -2,3-10"' -44,27 

După cum se poate obser\a din tabelele 4.2 şi 4.3, erorile absolute maxime de 
reconstrucţie sunt identice pentru acelaşi număr de componente armonice considerate. 
Erorile relative maxime sunt mai mici datorită faptului ca semnalul are valori mai mari 
pe perioada de timp considerată. 

Tot pentru semnalul rampă, dar având componentă continuă sau pantă diferită, au 
fost făcute aceleaşi calcule. în tabelul 4.4 se prezintă erorile de reconstrucţie pentru 
semnalul rampă x{t) dar care are în plus şi o componentă continuă egală cu 0,5; astfel, 
forma analitică a semnalului este .rl(/) = / -f 0,5. 
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Tabelul 4.4 Erorile de reconstrucţie a semnalului rampă .rl(/) = / + 0,5 în funcţie 
de numărul de componente armonice considerate (t^ = 0) 

K 
c{k) Cp(k) 

K 
A A 

5 0,143 12,7 0,016 2,2 5 
-0,493 -33.9 -0,034 -6,05 

10 0,141 13,6 8,9-10' 1.4 10 
-0,495 -33,5 -0,018 -3,3 

20 0,141 14,3 4,5-10' 0,7 20 
-0.461 -31,0 -9,2-10"' -1.7 

40 0,140 14,7 2,2-10' 0,4 40 
-0,422 -28,2 -4,6-10' -0,9 

80 0,140 15 1,110"' 0.2 80 
-0,334 -27,4 -2,3-10"' -0,4 

Şi în acest caz, la fel ca în cazul /Q ^ > deoarece semnalul are valori mai mari 
datorită componentei continue, erorile relative la reconstrucţie sunt mai mici decât cele 
corespunzătoare semnalului x{t) = t pentru acelaşi interval de timp (O la 7). Erorile 
absolute au aceleaşi valori. 

în tabelul 4.5 se prezintă erorile de reconstrucţie maxime în cazul în care semnalul 
analizat are o pantă mai mică x2{t) = 0,5/. 

Tabelul 4.5 Erorile de reconstrucţie a semnalului rampă x2{t) = 0,5/ în funcţie 
de numărul de componente armonice considerate (t^ = 0) 

K 
c{k) 

K 
A A 

5 0,071 62,3 8,4-10"-̂  6,6 5 
-0,246 -756,2 -0,017 -99,2 

10 0,070 114,7 4,4-10' 6,6 10 -0.247 -1,4-10' -9,0-10"' -98.5 

20 0,070 221,5 2,2-10"' 6.5 20 
-0,230 -2,7-10' -4,6-10"' -97,1 

40 0,070 436,6 1,110"' 6,5 40 -0,211 -5,0-10' -2,3-10"' -94,3 

80 0,070 849 5,7-10"' 6,5 80 -0,167 -8,9-10' -1,1-10"' -88,8 

Dacă semnalul analizat este .r2(/) = 0,5/, erorile absolute la reconstrucţie au 
valori egale cu jumătate din valorile erorilor absolute la reconstrucţie corespunzătoare 
semnalului x{t). Valorile erorilor relative rămân neschimbate deoarece şi semnalul 
analizat are în momentele de timp în care se fac calculele, valori egale cu jumătate din 
valorile corespunzătoare semnalului x(t). Acest lucru se poate observa din tabelele 4.2 
şi 4.5. 

Aceleaşi calcule pentru un semnal cu pantă mai mare, .r3(/) = 2/, sunt prezentate 
în tabelul 4.6. 
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Tabelul 4.4 Erorile de reconstrucţie a semnalului rampă .rl(/) = / + 0,5 în funcţie 
de numărul de componente armonice considerate (t^ = 0) 

K 
c{k) 

K 
A Ef'/o A /V/o 

5 0,286 62,3 0,033 6,6 5 
-0,986 -756,2 -0,069 -99,2 

10 0,283 114.7 0,017 6,6 10 
-0,990 -1,410' -0,036 -98,5 

20 0,282 221.5 9,0-10"' 6,5 20 
-0,923 -2,7-10' -0,018 -97,1 

40 0,280 436.6 4 , 5 1 0 ' 6,5 40 
-0,844 -5,0-10' -9,3-10' -94,3 

80 0,280 849 2,310-' 6,5 80 
-0,668 -8,9-10' ^ ,7-10 ' -88,8 

Dacă semnalul rampă are o pantă mai mare şi erorile absolute de reconstrucţie 
sunt mai mari. Erorile absolute de reconstrucţie în cazul semnalului x3(/) = 2t sunt de 
două ori mai mari decât în cazul semnalului x(/) = / . Cele relative, în schimb, au 
aceleaşi valori, similar cu cazul în care semnalul analizat a fost x2(t) sau -r(/), vezi 
tabelele 4.2, 4.5 şi 4.6. Prin urmare valoarea erorii de reconstrucţie depinde de viteza de 
variaţie a semnalului (mărimea benzii de frecvenţe). 

In literatura de specialitate [Ifl] se prezintă transformata cosinus, utilizată în mai 
multe domenii ca, de exemplu, compresie de date pentru transmisie, înregistrarea 
semnalelor biomedicale etc. Această transformată se defineşte ca fiind partea reală a 
transformatei Fourier discrete şi se calculează cu relaţia 

Xcik) = '^xparinT^, 
1̂=0 N 

(4.10) 

Dacă funcţia analizată este reală pară, ea conţine doar termeni în cosinus. Dacă o 
anumită secvenţă dintr-un semnal real se oglindeşte faţă de unul din capetele sale 
rezultă o nouă secvenţă formată din cea iniţială împreună cu cea oglindită, secvenţă care 
prin repetare va da un semnal periodic par. Calculele necesare pentru obţinerea 
coeficienţilor Fourier se reduc deoarece se fac cu op>eranzi numere reale şi nu complexe, 
în acest paragraf se utilizează oglindirea nu doar pentru simplificarea calculelor (calcule 
folosind numere reale şi nu complexe), ci şi pentru eliminarea (sau reducerea) 
discontinuităţilor ce pot apare în cazul periodicizării prin repetare a secvenţei iniţiale. 

Semnalul rezultat prin oglindire şi repetare fiind periodic par, se pot calcula 
coeficienţii Fourier a(k) folosind doar jumătate din numărul de eşantioane necesare 
pentru calculul transformatei Fourier discrete (coeficienţii b{k) sunt zero). Se va folosi 
relaţia pentru cazul semnalelor pare, N impar, rescrisă mai jos 

a{k) = — 
^ N 

K 
xpar{0) + 2Y^xpar{iT^^)zos{kcOpiT^2) (4.11) 

Deoarece prelevarea eşantioanelor se face doar de pe perioada T (şi nu 1T\ 
relaţia (4.11) poate fi rescrisă sub forma 
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N 

K 

1=1 
(4.12) 

Din relaţia (4.12) rezultă că fizic, oglindirea nu mai trebuie făcută ci, doar se 
consideră că porţiunea de semnal analizat reprezintă jumătate din perioada unui semnal 
periodic par. 

Dacă eşantionarea începe dintr-un moment diferit de zero (/q ^ 0 ) atunci, în 
relaţia (4.11) sau (4.12), momentele de prelevare a eşantioanelor vor fi 
Argimientul pentru fimcţia cosinus nu se modifică. 

Reconstrucţia semnalului se face cu relaţia 

^ k=\ 
(4.13) 

în acest caz, considerarea semnalului xpar{t) ca fiind unul par, la reconstrucţie, 
în relaţia (4.13) timpul / începe de la zero şi nu de la momentul /q în care a început 
eşantionarea semnalului x(/). Semnalul (porţiunea din semnal) reconstituit va trebui 
poziţionat în timp la locul corespunzător. 

Pentru acelaşi semnal rampă x{t) = t {K s-a ales tot 5), în cazul periodicizării 
prin oglindire şi repetare avem rezultate prezentate sub formă grafică mai jos. 

\ p a r t t r ) 

xprK tr) 

Fig. 4.7. Semnalul xpar(t) continuă de la O la 2) şi reconstrucţia sa (linie întreruptă de la O la 4), 
K=5. 

. 0 . 0 1 6 9 3 7 . 
0 . 0 5 

x p r l ( i r e ) - x p a i t t r e ) 

- 0 . 0 3 4 5 7 4 - o . o s 

0.2 0 . 4 0 . 6 

t r e 

0 8 1 

. 0 . 9 5 4 . 

Fig. 4.8. Eroarea absolută la reconstrucţia secvenţei din semnalul analizat. 

Din figurile 4.6 şi 4.8 se observă că graficele erorii absolute de reconstrucţie sunt 
aceleaşi în cele doua cazuri - calculul coeficienţilor Fourier efectuându-se cu relaţia 
(4.8), respectiv (4.12). Pentru capătul intervalului, eroarea de reconstrucţie este mult 
mai mică decât în cazul periodicizării prin repetare. 
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Dacă semnalul este considerat periodic par atunci se vor preleva doar un număr de 
AT + l eşantioane de pe intervalul T analizat (în loc de 2K-¥\ - cazul periodicizării 
prin repetare). Calculul coeficienţilor Fourier este mult mai uşor de efectuat datorită 
utilizării unui număr redus de eşantioane. 

în cazul în care rezultatul oglindirii şi repetării se consideră a fi o perioadă dintr-
un semnal periodic par (se utilizează relaţiile (4.12) şi (4.13)), erorile care apar la 
reconstrucţie sunt identice cu cele prezentate mai sus pentru Cp{k) (tabelele 4.2 la 4.6). 
Din acest motiv acestea nu au mai fost introduse într-un tabel. 

In tabelul 4.7 se prezintă valorile coeficienţilor Fourier calculaţi cu relaţia (4.3) 
(coeficienţii c{k)) respectiv (4.12) (coeficienţii a{k)) pentru un semnal rampă x(t) = t 
şi A' = 10 . în tabel au fost trecuţi doar coeficienţii c{k) cu indici pozitivi. 

Tabelul 4.7 Valorile coeficienţilor Fourier c{k) şi a{k) pentru un semnal 
rampă x(/) = / şi AT = 10 

k c{k) A(k) = dk) % din /4(1) a{k) % din a(l) 
0 0.476 i 0,476 - 0,998 -

1 1 -0,024+0J 5 8i i 0,160 100 -0,406 100 
i 2 -0,024+0,077i 1 0,081 50,56 -2.31 10' 0,57 
1 3 -0,024+0,049i : 0,055 34,35 -0,046 11,27 
1 4 -0,024+0,035i j 0,042 26,45 -2,48-10' 0,61 
' 5 -0,024+0,026i : 0,035 21,91 -0,017 4,18 

6 -0,024+0.019i 0,030 19.06 -2.79-10-' 0,68 
7 -0,024+0.014i 0.027 17,21 -9.07-10-' 2,23 
8 -0,024+9,34-10-' 0,026 16.01 -3.32-10' 0.81 
9 -0,024+5.43-10"' 0,024 15.28 1 -5,83-10"' 1.43 

10 -0,024+1,78-10-' 0,024 14.94 1 -4,22-10-' i 1.03 

Partea reală a coeficienţilor c(k), k = rămâne constantă, partea imaginară 
scade lent, de la coeficientul c(8) ajunge să aibe valori de ordinul 10'̂  (^^(8) este egal cu 
16% din ^(1)). Coeficienţii a{k) sunt numere reale şi ajung să aibe valori de ordinul 
10'̂  de la indicele k = 6 (a{6) este egal cu 0,68% din ^(1)). Aceleaşi calcule s-au făcut 
pentru AT = 20, în acest caz partea imaginară a coeficienţilor c{k) a ajuns să aibe valori 
de ordinul 10'̂  de la indicele A: = 12 (/1(12) este egal cu 5,9 /̂o din /J(l)), în timp ce 
pentru coeficienţii aik) acest lucru se întâmplă începând de la ordinul k = 6 {a{6) este 
egal cu 1,5% din a{l)). 

Prin urmare, în cazul periodicizării prin oglindire şi repetare (periodicitate prin 
paritate) semnalul devine par şi valoarea coeficienţilor Fourier scade mult mai rapid. 
Acest lucru înseamnă că se pot neglija coeficienţi de la un indice mai mic pentru a{k) 
faţă de c(k) şi se obţin erori de reconstruţie comparabile. Rezultă un calcul mai rapid şi 
o fi-ecvenţă de eşantionare mai mică. 

Pentru cel de-al doilea semnal analizat, şi anume semnalul sinusoidal 
xs{t) = sin(2;z//), de perioadă 7 = 1, s-au luat în calcul mai multe perioade de timp T^, 
considerate a fi o perioadă, şi anume Tc = 0,25 T, 0,375T, 0,75 0,957 şi T. 

Mai jos sunt prezentate semnalul (lim'e continuă) şi reconstrucţia sa (linie 
întreruptă), în cazul celor două tipuri de periodicizări, pentru ordinul armonicei maxime 
K=5 şi diferite perioade de observare Tc. 
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a) b) 
Fig, 4.9. Semnal sinusoidal, Tc=0,25, a) periodicizare prin repetare, b) pehodicizare prin oglindire 

şi repetare. 
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a) b) 
Fig. 4.10. Semnal sinusoidal K=5, a) periodicizare prin repetare, b) periodicizare prin 

oglindire şi repetare. 
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a) b) 
Fig. 4.11. Semnal sinusoidal, Tc=0,375, K=15, a) periodicizare prin repetare, b) periodicizare prin 

oglindire şi repetare. 
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Fig. 4.12. Semnal sinusoidal. Tc=0,75, K=5, a) periodicizare prin repetare, b) periodicizare prin 
oglindire şi repetare. 
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a) b) 
Fig. 4.13. Semnal sinusoidal, Tc=I, K=5, a) penodicizare prin repetare, b) periodicizare prin oglindire şi 

repetare. 

După cum se poate observa din figurile 4.9 la 4.13, semnalul reconstituit (linie 
întreruptă) diferă mai mult sau mai puţin faţă de semnalul analizat (linie continuă). In 
cazul în care semnalului analizat variază rapid la sfârşitul perioadei de observare, pentru 
o reconstrucţie cu erori mai mici, trebuie prelevate mai multe eşantioane, altfel spus -
mărită fi"ecvenţa de eşantionare (vezi figurile 4.9 şi 4.10). Dacă prelevarea eşantioanelor 
se face de pe o perioadă a semnalului analizat, reconstrucţia, folosind periodiciî^ea 
prin repetare, se face cu erori neglijabile. In schimb, dacă se foloseşte periodicizarea 
prin oglindire şi repetare, la mijlocul noii perioade obţinute (fig. 4.12b) semnalul are o 
pantă mare care işi schimbă semnul. Avem un punct de discontinuitate de ordinul 1 
[Cal]. Aceeaşi situarie apare si la începutul/sfârşitul noii perioade. Prin urmare, 
reconstrucţia se face cu o eroare mai mare. 

în urma calculelor coeficienţilor Fourier şi a reconstrucţiei semnalului iniţial pe 
baza acestor coeficienţi s-au obţinut erorile maxime de reconstrucţie prezentate în 
tabelul 4.8 în funcţie de perioada de observare Tc şi de numărul K de componente 
armonice considerate. Cu A au fost notate erorile absolute maxime iar cu Ef̂ /̂  erorile 
relative procentuale maxime. Coloanele de sub c{k) se referă la erorile de reconstrucţie 
în cazul în care se consideră periodicizarea prin repetare şi calculul coeficienţilor 
Fourier se face cu relaţia (4.3). coloanele de sub Cp{k), respectiv a{k), se referă la 

erorile de reconstrucţie în cazul în care se consideră periodicizarea prin oglindire şi 
repetare, calculul coeficienţilor Fourier se face cu relaţia (4.8), respectiv (4.12). 

Anahza semnalului începe în momentul ô ~ ^ c ^ d şi semnalul sinusoidal are 
valoarea zero. Acest lucru duce la obţinerea unor erori relative de valori mari, după cum 
se poate vedea din tabelul 4.8. 
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Tabelul 4.4 Erorile de reconstrucţie a semnalului rampă .rl(/) = / + 0,5 în funcţie 
de numărul de componente armonice considerate (t^ = 0) 

t; K 
c{k) ik) a(k) 

c K 
A A A 

5 0,15 43 0,027 6,9 0,027 6,9 5 
-1 -533 -0,054 -99.6 -0.054 -99.6 

0,25 10 0,145 76 0,014 6.6 0.014 6.6 0,25 10 
-1 -967 -0,028 -99.4 -0,028 -99,4 

15 0,143 110 9,4-10"' 6,6 9,4-10' 6,6 15 
-1 -1000 -0,019 -99.1 -0.19 -99,1 

5 0,118 24 0,116 16.4 0.116 16.4 5 
-0,707 -312 -0,082 -99.8 -0,082 -99.8 

0,375 10 0,109 40 0,045 6,7 0,045 6,7 0,375 10 
-0,707 -518 -0,042 -99,6 -0,042 -99.6 

15 0,106 56 0,036 6,6 0,036 6,6 15 
-0,707 -722 -0,028 -99,4 -0,028 -99.4 

5 1 78,7 0,085 46,3 0.085 46,3 5 
-0,123 -100 -0,166 -84,6 -0,166 -84.6 

0,75 10 1 118 0,042 7,1 0,042 7,1 0,75 10 
-0,131 -100 -0,085 -69,8 -0,085 -69.8 

15 1 95,1 0,028 6,8 0.028 6.8 15 -0,134 -100 -0,057 -56 -0,057 -56 

5 0,309 27,5 0,108 94,2 0.108 94.2 5 
-0,043 -100 -0.291 -88,1 -0.291 -88.1 

0,95 10 0,309 40,9 0,054 60.8 0.054 60.8 0,95 10 
-0,043 -100 -0,188 -76.2 -0.188 -76.2 

15 0,309 40.3 0,036 35.9 0.036 35.9 15 
-0,043 -100 -0,110 -64.9 -0,110 -64.9 

5 1,110'-^ 110-'-^ 0,114 232.9 0,114 232,9 
5 

-5,5-10-"' -0,326 -88,8 -0,326 -88.8 

1 10 1 ,910" 0 0,057 117,1 0.057 117.1 
1 10 

- 1 , 3 1 0 " -1.9-IO-'-' -0,207 -77.4 -0.207 -77.4 

15 1,110-^-" 1,110'" 0,038 42.9 0,038 42.9 
15 

-6,6-IO-"" 0 -0,123 -66.6 -0.123 -66.6 

După cum se poate obsen a din tabelul de mai sus, erorile de reconstrucţie sunt 
mai mici dacă se utilizează şi oglindirea. în cazul în care eşantioanele se prelevează 
dintr-o perioadă a semnalului sinusoidal, se poate neglija eroarea de reconstrucţie dacă 
se utilizează doar repetarea (eronle ce apar sunt erori de calcul ale programului). Cum 
periodicizarea se face pentru semnale oarecare, neperiodice, şi nu pentru cele periodice, 
rezultă conclusda că dacă se periodicizează semnalul ce în prealabil a fost oglindit, 
reconstrucţia sa se face cu erori mai mici decât în cazul periodicizării fară oglindire. 
Cele mai mari erori la reconstrucţie apar atunci când cel puţin la unul din capete 
semnalul variază rapid (are pantă mare). Prin oglindire panta îşi schimbă semnul şi 
astfel banda de frecvenţe a semnalului rezultat este mult mai mare decât cea a 
semnalului din care face parte secvenţa de date. în acest caz, prin trunchiere, se pierde o 
cantitate importantă de informaţie. O soluţie pentru eliminarea/reducerea pierderii de 
informaţie, este mărirea frecvenţei de eşantionare ceea ce duce la prelevarea unui număr 
mai mare de eşantioane şi calculul unui număr mai mare de coeficienţi Fourier. O altă 
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soluţie, ce nu presupune mărirea excesivă a frecvenţei de eşantionare, este ca secvenţele 
cu eşantioane prelevate din semnalul analizat să nu fie una în continuarea celeilalte ci să 
fie parţial suprapuse. Acest caz este prezentat în paragraftil următor. 

4.4 Prelucrarea semnalului oe segmente parrial suprapuse 

Reconstrucţia semnalului analizat cu erori cât mai mici folosind o fi-ecvenţă mai 
mică de eşantionare, deci şi un număr mai mic de eşantioane, se poate face prin 
suprapunerea parţială a intervalelor de observaţie. Astfel, intervalele de observaţie, 
notate 10, vor fi mai mari şi parţial suprapuse, iar intervalele de reconstrucţie, notate IR, 
vor fi mai mici si succesive. Acest lucru este prezentat grafic în figura de mai jos. 

j a < ^ 

M. 

Fig. 4.14. Prezentarea graficâ a intervalelor de observaţie IO şi a intervalelor de reconstrucţie IR 

Calculele făcute pentru reconstrucţia semnalului folosesc toate informaţiile 
obţinute din eşantionarea semnalului pe perioada 10. Cu cât diferenţa dintre IO şi IR 
este mai mare, cu atât eroarea de reconstrucţie a semnalului iniţial este mai mică. 

Primul semnal analizat este rampa definită de ecuaţia x{t) = t. Prelevarea 
eşantioanelor se face pe o perioadă de timp T = 1 care este considerată perioada 
semnalului analizat. Se consideră cazul periodicizării prin repetare. Se alege ordinul K 
corespunzător armonicei maxime, presupusă a exista în semnalul x{t). Numărul de 
eşantioane prelevate de pe perioada T este N = 2K ^ \, frecvenţa de eşantionare 

= X/NT. Coeficienţii Fourier se calculează cu relaţia (4.3). Reconstrucţia semnalului 
iniţial pe baza coeficienţilor Fourier se face cu o anumită eroare care este mai mare la 
capetele intervalului de observaţie şi mai mică la mijloc. In cazul în care frecvenţa de 
eşantionare creşte (K ales este mai mare), erorile de reconstrucţie scad relativ puţin la 
capetele intervalului de observaţie. în tabelul 4.9 se prezintă erorile absolute maxime de 
reconstrucţie între punctele de eşantionare. S-au calculat aceste valori pe trei perioade 
de eşantionare de la începutul intervalului de observaţie, trei penoade de la sfârşitul 
acestui intreval şi 5 perioade de la mijlocul său. 

De pe perioada de timp T, corespunzătoare unui IO, se prelevează N eşantioane 
cu indicii de la O la iV - 1 . Prin urmare ultimul eşantion prelevat se află la o distanţă 
egală cu T̂  faţă de capătul intervalului. Reconstrucţia semnalului s-a realizat pe 
întregul IO, până în momentul NT^ = T. 
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Tabelul 4.9 Eroarea de reconstrucţie la începutul, mijlocul şi sfârşitul perioadei de 
obserx^aţie în cazul semnalului rampă x{t) = t, to^O, periodicizare prin repetare 

esantVK 5 10 20 50 100 200 1000 
0 - 1 -0,143 -0,142 -0,141 -0,141 -0,141 -0,141 -0,141 
U 2 0,081 0,078 0,077 0,076 0,076 0,076 0,076 
2 - 3 -0.059 -0,054 -0,053 -0,052 -0,052 -0,052 -0,052 

0,049 -0,024 -0,012 -0,005 -2,5-10' -1,2-10' -2,5-10-* 
A -0,046 0,024 0,012 0,005 2,5-10' 1,210' 2,5-IO"* 

0,046 -0,024 -0,012 -0,005 -2,5-10' -1,2-10' -2,5-IO"' 
c{k) -0,049 0,024 0,012 0,005 2,5 10' 1,2-10' 2,510-' 

K + 2^K+3 0,059 -0,026 -0,012 -0,005 -2,5-10' -1,2-10' -2,5-IO"* 
N-3^N-2 -0,081 -0,078 -0,077 -0,076 -0,076 -0,0076 -0,076 
N-2^N-\ 0,143 0,142 0,141 0,141 0,141 0,141 0.141 

-0,993 -0,993 -0,993 -0,993 -0,993 -0,993 -0,993 

După cum se vede din tabelul 4.9 eroarea de reconstrucţie la începutul şi sfârşitul 
perioadei de observaţie ajunge la o valoare sub care nu mai scade la creşterea frecvenţei 
de eşantionare. La mijlocul perioadei, erorea de reconstrucţie scade la jumatate cu 
dublarea frecvenţei de eşantionare. Pentru a reduce eroarea maximă de reconstrucţie cu 
un ordin sau mai mult, mai puţin la capetele perioadei de observaţie, nu este suficient să 
se mărească friecvenţa de eşantionare. în plus acest lucru ar însemna prelevarea unui 
număr mai mare de eşantioane de pe intervalul de observaţie considerat deci, calcule 
mai multe. în figura următoare se prezintă grafic semnalul rampă şi reconstrucţia sa pe 
baza coeficienţilor Fourier în cazul K=5. 

-0.2 
0 1 0 2 0.3 0 4 0.5 0 6 0.7 0 8 0 9 1 

Fig. 4.15. Semnalul rampă (linie continuă) şi reconstrucţia sa (linie întreruptă) pe o perioadă T^î, 
periodicizare prin repetare. 

în figura 4.16 se prezintă semnalul rampă analizat (linie continuă) şi reconstrucţia 
sa (linie întreruptă) folosind periodicizarea prin oglindire şi repetare. 
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Fig. 4.16. Semnalul rampă şi reconstrucţia sa pe o perioadă T^J, periodicizare prin oglindire şi 
repetare. 

în cazul în care se consideră periodicizarea prin oglindire şi repetare, erorile de 
reconstrucţie sunt mult mai mici şi, în plus, scad la jumătate, cu dublarea frecvenţei de 
eşantionare, la capetele intervalului de observaţie. La mijlocul acestui interval scăderea 
este chiar mai accentuată, după cum se vede din tabelul 4.10. 

Numărul de eşantioane prelevate pe parcursul intervalului de observaţie este K-1 
(de la O la K), eşantionul de la jumătatea intervalului este notat KJ. Dacă K este impar 
atunci A7 = (A: + 1)/2 , dacă/Ceste par arunci KJ = KI2. 

Tabelul 4.10 Eroarea de reconstrucţie la începutul, mijlocul şi sfârşitul perioadei de 

esanfvK 5 10 20 50 100 200 1000 
0 - 1 -0,035 -0,018 -0,009 -0,004 -0,002 -9,5-10-' -1,9-10"' 
1 - 2 0,017 0,009 0,005 0,002 9,2-10"' 4,6-10"' 9,3-10-' 
2 - 3 -0,011 -0,006 -0,003 -0,001 -5,9-10-' -2,9-10-' -5,9-10' 

A KJ-l^KJ 0,017 -0,005 -9,9-10"* 1,5-10-' -3,6-10' -8,9-10-^ -3,5-10-'; A 
KJ-\^KJ -0,010 -0,004 9,110"' -1,4-10"' 3,6-10'' 8,8-10^ 3,5-10-': 

m KJ^KJ + \ 0,007 -0,003 -8,6-IO"' 1,4-10-' -3,5-10-' -8,8-10^ -3,5-10-' m 
KJ + \^KJ + 2 0,003 -0,003 8,1-10'' -1,4-10^ 3,5-10"' 8,5-10"^ 3,5-10"': 
KJ + 2^KJ + 3 -0,179 0,003 -7,8-10^ 1,3-10"' -3,4-10' -8,7-10-^ -3,5-10-': 

K-2^K-\ 0,007 -0,004 -0,001 -4,2-10"' -1,9-10-' -8,8-10' -1,7-10-' 
0,003 0,007 0,003 0,001 5,1-10-' 2,5-10"' 4,9-10' 
-0,179 -0,093 -0,048 -0,019 -0,009 -0,005 -9,8-10"'! 

Din tabelele 4.9 şi 4.10 se observă că erorile de reconstrucţie a semnalului analizat 
sunt mult mai mici în cazul în care se face şi oglindirea intervalului de observaţie. De 
asemenea, la începutul şi sfârşitul acestui interval, reconstrucţia se face cu erori mult 
mai mici care, în plus, scad la creşterea numărului de eşantioane (implicit şi a frecvenţei 
de eşantionare) utilizate. 

După cum se vede din tabelul 4.9 (periodicizare prin repetare), la capătul 
intervalului, eroarea de reconstrucţie este egală cu diferenţa dintre valorile semnalului la 
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momentele T şi 0. în cazul periodicizării prin oglindire şi repetare (tabelul 4.10) această 
eroare este mult mai mică dar, rămâne cea mai mare din intervalul de reconstrucţie. 

Din tabelul 4.9 rezultă că pentru o eroare absolută la începutul reconstrucţiei 
semnalului cu o valoare de 0,053 (-0,077 la sfârşitul IR) trebuiesc prelevate de pe 
perioada T un număr de 41 de eşantioane (AT = 20) iar reconstrucţia semnalului să se 
facă începând cu eşantionul 3. Din tabelul 4.10 rezultă că pentru o eroare mai mică la 
începutul reconstrucţiei semnalului, de 0,017 (0,003 la sfârşitul IR), se prelevează de pe 
aceeaşi perioadă de timp un număr de 11 eşantioane (A^ = 5 ) iar reconstrucţia se face de 
la al doilea eşantion prelevat. 

Din tabelele 4.9 şi 4.10 rezultă că dacă IR este mai mic decât IO cu ITe, Te la 
început şi Te la sfârşit, eroarea de recostrucţie la începutul IR scade în cazul 
periodicizării prin repetare de 1,77 pâna la 1,84 ori respectiv, de aproximativ 2 ori în 
cazul periodicizării prin oglindire şi repetare. Dacă IR este mai mic decât IO cu ATe, 
eroarea de reconstrucţie la începutul IR scade de 2,4 pâna la 2,7 ori, respectiv, 3,1 ori. 

în figura 4.17 se prezintă semnalul rampă Jc(/) = / şi semnalul reconstituit 
xref(r) pe o perioadă de timp 2-T (T = 1). Astfel avem două 10 şi două IR, IO - IR 
(de la O la 1 şi de la 1 la 2 pe axa timpului). Graficul erorii absolute la reconstrucţie este 
prezentat în figura 4.18. 

2 . 0 7 4 9 . 

xrertri) 

. 0 . 1 2 2 5 1 9 - j 

O 
O , 

0 . 5 1 

trl 
15 

Fig. 4.17. Semnalul rampă x(t) şi reconstrucţia sa xref(t) pe două IR (IR^IO). perioJicizare prin 
repetare, K=Î0. 
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0 . 5 
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- 4 
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Fig. 4.18. Eroarea absolută la reconstrucţia semnalului rampă pe două IR (IR^IO). periodicizare prin 
repetare. K=10. 

La capetele IR eroarea absolută la reconstrucţie este foarte mare, egală cu 
diferenţa dintre valoarea semnalului de la sfârşitul IR şi valoarea semnalului de la 
începutul IR. în cazul periodicizării prin oglindire şi repetare aceste erori sunt mult mai 
mici după cum se vede din figurile următoare. 

75 

BUPT



x(trTl) 
xre£<trTI) 

- 4 . 9 9 6 0 0 4 1 0 
16 

- 1 
0 . 5 l 

trTI 
15 

Fig. 4.19. Semnalul rampă x(t) şi reconstrucţia sa xrefa(t) pe două IR (IR^ÎO), periodicizare prin 
oglindire şi repetare, K=10. 
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Fig. 4.20. Eroarea absolută la reconstrucţia semnalului rampă pe două IR (IR=IO), periodicizare prin 
oglindire şi repetare, K=IO. 

Eroarea maximă la reconstrucţie, la sfârşitul IR, nu depinde de diferenţa dintre 
valoarea semnalului de la sfârşitul IR şi de la începutul IR ci, de numărul de eşantioane 
prelevate din semnal sau, pentru un anumit număr de eşantioane, de panta semnalului 
(vezi tabelele 4.2 la 4.6 şi 4.9). 

In cazul în care IR este mai mic decât /O cu 2-7^, o perioadă de eşantionare la 
început şi una la sfârşitul intervalului, eroarea absolută la reconstrucţie, la sfârşitul IR, 
scade cu cel puţin un ordin. 

J . 9 7 9 6 6 2 . 

x ^ t i l ) 

xreClrl) 
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O 
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J . 8 5 7 1 4 3 , 

Fig. 4.21. Reconstrucţia semnalului rampă pe două IR IR<IO cu 2 T^, periodicizare prin repetare, 
K=10. 
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Fig. 4.22. Eroarea absolută la reconstrucţia semnalului rampă pe două IR IR<IO cu 2 T^. periodicizare 
prin repetare. K=^IO. 

în tabelul 4.11 se prezintă erorile absolute maxime la reconstrucţia semnalului 
rampă x(/) = / , în fimcţie de numărul de eşantioane (perioade de eşantionare) din 10 
care nu mai apar în IR. Calculele s-au făcut pentru două valori ale ordinului armonicei 
maxime considerată a fi prezentă în semnalul analizat. Pe coloane alăturate au fost 
trecute rezultatele pentru cazul periodicizării prin repetare (A c{k)) respectiv, pentru 
cazul periodicizării prin oglindire şi repetare (A a{k)). Coloana "număr eşantioane 
eliminate", prescurtat nee, se referă la numărul de eşantioane eliminate la un capăt al 
intervalului de reconstrucţie. Deoarece acelaşi număr de eşantioane se elimină şi la 
celălalt capăt, dacă în tabel avem 1 înseamnă că 10 - IR = I Te. în cazul periodicizării 
prin oglindire şi repetare perioada de eşantionare este T î = 2 • . 

Tabelul 4.11 Erorile absolute maxime la reconstrucţia semnalului rampa 

nr. eşantioane 
eliminate (nee) 
nr. eşantioane 
eliminate (nee) A cik) A a(k) A c{k) A aik) 

0 0,1416 8.95-10' 0,1412 4.54-10-' 0 
-1 -0,0325 -1 -0,0161 

1 0,1416 8,95 IO-' 0,1412 4.54-10' 1 
-0,0775 -5,92-10' -0,0766 -2,95 IO"' 

2 0,0537 4,50-10'' 0,0524 2,17-10"' 2 -0,0775 -5,92-10"' -0.0766 -2,95-10"' 

3 0,0537 4,50-10-' 0,0524 2.17-10"' 3 -0,0417 .3,72-10-' -0.0399 .1,73-10"' 

4 0,0347 3,30-10"' 0,0323 1.44-10"' 4 
-0,0417 .3,72-10"' -0,0399 -1,73-10"' 

în tabelul 4.11 au fost trecute atât erorile absolute maxime pozitive cât şi cele 
negative. Se observă că la eliminarea unui eşantion în plus, se regăseşte în tabel eroarea 
absolută mai mică în modul deoarece erorile trecute în tabel sunt obţinute în perioade de 
timp (de eşantionare) alăturate. 

Dacă eşantionarea semnalului x{î) = t începe într-un moment /q^O , erorile 
absolute maxime la reconstrucţie, în funcţie de K şi de diferenţa dintre IO şi IR, sunt 
aceleaşi ca în tabelul 4.11. Dacă se modifică panta semnalului se modifică şi valorile 
maxime ale erorilor absolute la reconstrucţie, la fel ca în cazurile prezentate în tabelele 
4.2 la 4.6. De exemplu, pantă pe jumătate (semnal x{t) = 0,5/) conduce la erori pe 
jumătate. 
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Din figurile 4.17, 4.18 şi tabelul 4.9 se vede că cea mai mare eroare absolută la 
reconstrucţie apare la sfârşitul IR, adică între ultimul eşantion prelevat de pe parcursul 
unui IO şi sfârşitul 10 {IR = 10). Erorile de pe parcursul celorlalte intervale (perioade de 
eşanrionare) sunt toate mai mici şi, în plus, pe perioadele de eşantionare situate simetric 
faţă de mijlocul distanţei dintre primul şi ultimul eşantion prelevate de pe parcursul unui 
IO, ele sunt egale în modul. în cazul în care reducerea IR se face în mod egal şi la 
început şi la sfârşit, eroarea de la sfârşitul intervalului va fi mai mare decât cea de la 
începutul său, vezi figura 4.21. Pentru ca aceste erori sa fie egale în modul, la sfârşitul 
IR trebuie eliminată o perioadă în plus (cea dintre eşantionul A^-1 şi eşantionul iV, care 
de fapt este eşantionul O din 70 următor). Acest lucru este prezentat în figurile 
următoare. 

. 2 0 2 7 2 8 1 . 
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Fig. 4.23. Semnalul rampă x(t) şi reconstrucţia sa xref(t) pe două IR (IR=IO'TJ, penodicizare prin 
repetare, K=IO. 
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Fig. 4.24. Eroarea absolută la reconstrucţia semnalului rampă pe două IR (IR=IO-TJ, periodicizare prin 
repetare, K=JO. 

în cazul j>eriodicizării prin oglindire şi repetare perioada de eşantionare este notată 
7̂ 2 şi are valoarea 7̂ 2 = = IT /N . Deoarece / / = -f 1, pe un 70 egal cu T = 1 
vor fi prelevate K +1 eşantioane. Distanţa de la eşantionul AT -f 1 la sfârşitul 10 este 
doar T̂  şi nu T ĵ figura 4.19, paragrafele 2.1 şi 3.4). Dacă se elimină de la 
sfârşitul IO o perioadă de timp egală cu 7^2' adică este valabilă egalitatea 
IR = IO- 7^2' reconstrucţia semnalului nu se mai face până la ultimul eşantion prelevat 
(momentul (Ar +1)7^2)' ci până la momentul K7^2 ^T ê- Pentru ca reconstrucţia să fie 
făcută în intervalul 1)7^2 trebuie ca de la sfârşitul IO să se elimine o perioadă 

de timp egală cu 7^ (adică 7^21^)-» astfel va fi valabilă egalitatea IR = 10-7^. 
Graficele semnalului rampă, a semnalului reconstituit şi a erorii absolute la reconstrucţie 
sunt prezentate în figurile 4.25 şi 4.26. 
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Fig. 4.25. Semnalul rampă x(() şi reconstrucţia sa xrefaft) pe două IR (IR^ÎO-T^, periodicizare prin 
oglindire şi repetare, K=IO. 
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Fig. 4.26. Eroarea absolută la reconstrucţia semnalului rampă pe două IR (IR^IO-TJ. periodicizare prin 
oglindire şi repetare. K=W 

Rezultatele calculelor erorilor absolute maxime, pozitive şi negative, la 
reconstrucţia semnalului rampă în cazul IR = 10-2neeT^ -T^ sunt prezentate în 
tabelul următor. Dacă este vorba de periodicizare prin oglindire şi repetare, calculul IR 
se face cu relaţia IR = IO- 2neeT^2 " ^e • 

Tabelul 4.12. Erorile absolute maxime la reconstrucţia semnaluha rampă 
în funcţie de diferenţa dintre IO si IR, IR ^ 10 - IneeT. - T. 

nr. eşantioane 
eliminate {nee) 

K^IO nr. eşantioane 
eliminate {nee) A c()t) A a(Jc) A c{k) A a{k) 

0 0,1416 8,95-10' 0,1412 4,54-10"' 0 -0,1416 -0,0181 -0,1412 -9,27-10' 

1 0,0775 8,95 10' 0,0766 4,54-10' 1 -0,0775 -5,92-10' -0,0766 -2,95-10' 

2 0,0537 4,50-10-' 0,0524 2,17-10" 2 -0,0537 -5,92-10' -0,0524 -2,95-10"' 

3 0,0417 4,50-10' 0,0399 2 ,1710 ' 3 -0,0417 -3,72-10-' -0,0399 -1,73-10' 

4 0,0347 3,30-10' 0,0323 1,44-10' 4 -0,0347 -3,72-10' -0,0323 -1,73-10' 

Din tabelul 4.12 se observă că erorile absolute pozitive şi negative la reconstrucţia 
semnalului în cazul periodicizării prin repetare (A c{k)) sunt egale în modul. Aceasta 
deoarece dacă eroarea maximă pozitivă se obţine la sfârşitul IR, eroarea maximă 
negativă se va obţine începutul IR în intervale de timp (perioade de eşantionare) situate 
simetric faţă de mijlocul IR. în cazul periodicizării prin oglindire şi repetare (A a{k)) 
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valorile din tabelele 4.11 şi 4.12 sunt identice, mai puţin pentni cazul nee=Q, deoarece 
după cum se vede din figurile 4.20 şi 4.26 aceste erori se obţin în perioade (de 
eşantionare) alăturate, la începutul IR. Deoarece în acest caz erorile sunt ceva mai mici, 
în cazul periodicizării prin oglindire şi repetare, doar în cazul nee^Q rezultă concluzia că 
este bine ca, pentru obţinerea IR din IO, să se elimine o perioadă de eşantionare mai 
mult la sfârşitul IO faţă de începutul său. 

Aceleaşi calcule au fost făcute şi pentru semnalul sinusoidal x{t) = sin cot cu 
c o - l J t j T , Din figurile 4.9 la 4.13 se observă că dacă erorile absolute la 
reconstrucţie în cazul periodicizării prin repetare sunt destul de mari. La fel, dacă 
Tc=0,2>15 aceste erori sunt destul de mari şi în cazul periodicizării prin oglindire şi 
repetare datorită pantei şi a punctului de discontinuitate de ordinul 1 ce se formează la 
mijlocul perioadei. Pentru aceste două perioade (intervale) de observare sunt 
prezentate grafic mai jos reconstrucţia şi eroarea absolută. Calculele se fac pentru două 
10 succesive, IR fiind mai mic decât 10 cu cel puţin o perioadă de eşantionare {Te) în 
cazul periodicizării prin repetare respectiv, o jumătate de perioadă de eşantionare în 
cazul periodicizării prin oglindire şi repetare. Numărul de componente armonice 
prezente în semnal a fost ales Ar=10 (şi 15) pentru a putea elimina pâna la 9 (4 la început 
şi 5 la sfârşit) perioade de eşantionare din semnal, obţinând astfel IR^O dorit. 

Cazul 7;=0,25, nee=0 este prezentat în figurile 4.27 şi 4.28. în figura 4.27 
semnalul sinusoidal analizat este desenat cu linie continuă, semnalul reconstituit cu linie 
întreruptă. Deoarece fiecare IR este mai mic cu o perioadă de eşantionare decât 10, 
ultimul punct pe axa timpului pentru care se fac calculele nu este 0,5, ci 0,5-2-7^=0,476. 

.1 1 3 9 5 7 4 . 

>a irl ) 

xret'irl ) 

2 

O V 

. 0 . 1 1 9 2 6 9 - I 

O 0 . 1 0 . 2 0 . 3 0 4 0 5 

0 . t r l 0 4 7 6 1 9 

Fig. 4.21. Semnal sinusoidal (linie continuă) şi reconstrucţia sa (linie intr eruptă) pe două IR, T. = 0.25, 
K=JO, IR=IO'T^ periodicizareprin repetare. 

. 0 1 4 5 1 9 L ^ ^ 

f 
r t 

( ' 
r. I 1' 
! ' ' • '' ^ ^ ' ' ' f ' A ^̂  ^ /-A ; ' 

x r c r t r l ) - x ( t r l ) O \ / \/ \J\f\i \; \ \ \\! \ / VA'V \j\l\l 
ii - ^ v.̂  V ^̂  • 

o 14867,_Q2 
O O l 0 2 0 3 0 . 4 0 . 5 

, . 9 ( M 7 6 I 0 - ' 

Fig 4.28. Graficul erorii absolute la reconstrucţie pe două IR, semnal sinusoidal, T,^0,25, K=IO. 
IR^IO-Tg, periodicizare prin repetare. 

Dacă IR este mai mic decât IO cu mai mult decât o perioadă de eşantionare la 
sfârşit, eroarea absolută maximă la reconstrucţie va fi mai mică. în figura 4.29 se 
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prezintă acelaşi semnal sinusoidal, doar că IR = IO-3 Tg,o perioadă lipsă la începutul 
intervalului şi două perioade lipsă la sfârşitul său. 

. 0 , 0 8 1 0 2 4 , ® ' 

j c r e C l r l ) - > c ( t r l ) O . , , J x j \ l \ j \ 

^ . A A f' 
' ' A A A A a / ^ i» 

i r v ' v ' n ' v i i i ) 

. 0 079861̂ 0 I 
O 0 . 1 0 . 2 0 . 3 0 . 4 0 . 5 

. 0 . 0 1 2 0 2 4 . t r l . 0 4 4 0 3 5 7 . 

Fig 4.29. Graficul erorii absolute la reconstrucţie pe două IR semnal sinusoidal Tc=0,25. K=JO, 
IR=IO'3 Tg, periodicizare prin repetare. 

în cazul periodicizării prin oglindire şi repetare, eroarea absolută maximă la 
reconstrucţie este mai mică decât dacă periodicizarea se face prin repetare simplă, chiar 
dacă IR este mai mic decât 10 cu o perioadă de eşantionare Te {Te2=2 Te). Graficele cu 
semnalul analizat pe două IR, reconstrucţia sa şi eroarea absolută la reconstrucţie sunt 
prezentate în figurile 4.30 şi 4.31. 

O 0 . 1 0 . 2 0 . 3 0 . 4 0 . 5 

0 . i r T l A 4 7 6 1 9 . 

Fig. 4.30. Semnal sinusoidalflmie continuă) şi reconstrucţia sa (linie întreruptă) pe două IR Tc^0,25, 
K^IO. IR=IO-T^ periodicizare prin oglindire şi repetare. 

0 . 0 1 4 0 3 5 . ^ ^ ^ 

O \ \ i ^ i w 
x r e l ^ i r T l ) - x ( t r T l ) . 

-0.02 \ / \/ 

/ 0 . 0 2 8 4 7 4 . - Q 0 4 

O 0 . 1 0 . 2 0 . 3 0 4 0 5 

0 . t r T l . 0 4 7 6 1 9 . 

Fig 4.31. Graficul erorii absolute la reconstrucţie pe două IR semnal sinusoidal Tc=0,25, K=10, 
IR=IO'T^ periodicizare prin oglindire şi repetare. 

Dacă Tc=0375 eroarea de reconstrucţie, în cazul periodicizării prin repetare, în al 
doilea IR este mai mare decât în primul IR, după cum se poate observa din figura 4.33. 
Aceasta deoarece diferenţa dintre sfârşitul şi începutul celui de-al doilea 10 este mai 
mare decât aceeaşi diferenţă corespunzătoare primului IO. 
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J . 0 2 0 4 3 6 . 

Fig. 4.32. Semnal sinusoidalflinie continuă) şi reconstrucţia sa (linie imremptă) pe două IU Tc=0,375, 
K=IO, IR=IO'Te, periodicizare prin repetare. 

.0256576. 0 . 5 

5cit(trl)-x(trl) 

- 0 - 2 5 4 3 4 3 , 
0 . 5 

0 . 1 0 . 2 0 . 3 0 . 4 0 . 5 0 . 6 0 . 7 

J . 7 8 5 7 1 4 1 0 
-4 t r i 

0.8 
A714107. 

Fig 4.33. Graficul erorii absolute la reconstrucţie pe două IR, semnal sinusoidal Tc=0,375, K=W, 
IR=IO'T^ periodicizare prin repetare. 
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x ( t r l ) 
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x r c ( î r l ) 
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Fig. 4.34. Semnal sinusoidalOinie continuă) şi reconstrucţia sa (littie intreruptă) pe două IR 7^^0.375, 
K^IO, IR=^IO'T^ periodicizare prin repetare, to=OJ5. 

A 1 1 9 7 4 9 . 
0.2 

O . i 

x r e C t r l ) - x ( t r l ) O 

-0.1 

, - 0 . 1 2 8 5 8 5 ^ Q ^ 

1A A A A A / \ A A A; 1 A A ^ V V W Y A A; 
V ' M l 1 / 

0 . 1 02 0 . 3 0 . 4 0 . 5 0 . 6 0 . 7 0 . 8 0 . 9 

. 0 1 5 0 1 7 9 . t r l a 8 6 4 1 0 7 . 

Fig 4.35. Graficul erorii absolute la reconstrucţie pe două IR semnal sinusoidal 7^^0,375, K=IO, 
IR=IO'7e, periodicizare prin repetare, to=OJ5. 
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în figurile 4.34 şi 4.35 se prezintă semnalul sinusoidal, reconstrucţia sa şi graficul 
erorii absolute la reconstrucţie pentru acelaşi (aceleaşi) IO respectiv, IR dar, momentul 
iniţial nu mai este O, ci /Q =0,15. Din figurile 4.33 şi 4.35 ie vede că eroarea absolută la 
reconstrucţie este mai redusă în cazul în care eşantionarea începe la t̂  = 0,15. Astfel, al 
doilea IO acoperă o porţiune din semnal la care diferenţa dintre sfârşitul şi începutul 
intervalului este mai mică. O simulare pe un IO pentru care valoarea semnalului 
sinusoidal de la începutul intervalului este (aproape) egală cu cea de Ia sfârşitul 
intervalului a dat ca rezultat o eroare de ordinul 10'̂  pentru Ar=10, /(7=0,166, r^=0,166. 
Rezultă concluzia că eroarea de reconstrucţie a unui semnal este cu atât mai mică cu cât 
valorile semnalului de la capetele IO sunt mai apropiate. Acest lucru poate fi observat 
dacă se prelucrează un semnal periodic pe o perioadă. 

Dacă acelaşi semnal sinusoidal, de perioadă unu, este analizat pe intervale de 
observare 7^=0,375 folosind periodicizarea prin oglindire şi repetare, eroarea la 
reconstrucţie este mult mai mică. S-a ales un IR mai mic decât IO cu Te {Te2l2) pentru a 
reduce eroarea de reconstrucţie datorată punctului de discontinuitate de ordinul l ce se 
formează la mijlocul perioadei nou formate {2Tc\ vezi figura 4.10. 

. 1 . 0 0 1 9 7 4 I 

x ( t r T l ) 

- 0 . 9 7 4 9 2 8 . - j 

O 0 . 1 0 2 0 . 3 0 . 4 0 . 5 0 6 0 7 0 . 8 

0 . t r T l 0 7 1 4 2 8 6 

Fig. 4.36. Semnal sinusoidalOmie continuă) şi reconstrucţia sa (linie întrerupta) pe doua IR, 0.375, 
K^IO. IR=IO'Te, periodicizarepnn oglindire şi repetare. 

0 . 0 2 6 6 5 2 ^ ^ ^ 

x r e C i I r T l ) - x( i r T l ) O / \ / ' V / / Vy' 

.0.042727 -0 03 
O 0 . 2 0 . 4 0 6 0 . 8 

0 . t r T l 0 . 7 1 4 2 8 6 

Fig 4.37. Graficul erorii absolute la reconstrucţie pe douâ IR, semnal sinusoidal T^ =0,375, K=IO, 
IR^IO'Te, periodicizare prin oglindire şi repetare. 

în tabelul 4.13 se prezintă erorile absolute maxime la reconstrucţia semnalului 
sinusoidal de perioadă unu (7=1), pentru anumite IO considerate a fi o perioadă a 
semnalului analizat, notată 7V. Calculul este realizat pentru două valori ale ordinului 
componentei armonice maxime, K, considerate a fi prezente în semnal şi anume 10 şi 
15. Numărul de eşantioane lipsă, nee, este între O şi 4. Relaţia de calcul a IR în fimcţie 
de 10 şi de nee este IR = lO-lneeT^ - T^ pentru cazul periodicizării prin repetare şi 

IR = IO-2neeT^2~'T^e Pentru cazul periodicizării prin oglindire şi repetare. A treia 
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coloană notată t.p. se referă la tipul periodicizării - r pentru repetare şi or pentru 
oglindire şi repetare. 

Tabelul 4.13. Erorile absolute maxime la reconstrucţia semnalului sinusoidal 
jc(/) = sin iTrft, în funcţie de IR şi K. IR = 10- IneeT^ -T^, t^= O 

K t.p. număr eşantioane lipsă {nee) I K t.p. 0 1 2 3 4 

10 r -0,1486 -0,0798 -0,0560 0,0434 -0,0361 i 

0,25 
10 

or -0,0284 0,0140 -9,2 M O ' 6,91 10' -5,61 10' 1 0,25 
15 r -0,1461 0,0792 -0,0543 0,0415 -0,0338 i 

i 
15 or -0,0192 9,45-10'^ -6,1510' 4,5510"' -3,64-10"' ' 

1 

10 r 0,2565 0,1434 -0,0972 0.0698 -0,0504 

0,375 
10 or -0,0427 0,0210 -0,0137 0,0102 -8,15-10"' 0,375 
15 r 0,2522 -0,1412 0,0976 0,0736 -0,0577 15 or -0,0289 0,0142 -9,26 10' 6,88-10' -5,51 10"' 

10 r -0,1845 0,1102 0,0694 0,0376 -0,0311 ; 

0,75 
10 

or -0,0858 0,0425 -0,0279 0,0210 -0,0170 ' 0,75 
15 

i 

r 1 -0,1727 0,1060 0,0748 -0,0539 0,0371 : 15 or -0,0579 0,0284 0,0185 0,0137 -0,0109 i 

10 
I 

r 1 -0,0432 0,0235 -0,0163 0,0126 0,0109 • 

0,95 
i 

10 
or i 

j 
-0,1091 0,0542 0,0361 0,0275 -0,0228 ; 0,95 

i 15 r j -0,0433 0,0235 -0,0161 0,0123 0,0100 15 
or \ -0,0734 0,0361 -0,0235 0,0173 -0,0138 ; 

1 

10 r 0 0 0 0 0 

1 
10 or s -0,1150 0,0572 -0,0382 0.0291 -0.0241 1 
15 r 0 0 0 0 0 15 or i -0,0773 0,0381 -0,0247 0,0183 -0,0145 

Din tabelul 4.13 se observă că dacă avem un semnal oarecare, cazurile Tc=0.25 şi 
Tc=0,375, eroarea maximă făcută la reconstrucţia sa folosind metoda periodicizării prin 
oglindire şi repetare (or) este mai mică decât în cazul utilizării periodicizării prin 
repetare (r). De asemenea, la creşterea frecvenţei de eşantionare (creşterea ordinului K), 
eroarea la reconstrucţie scade mai mult în cazul or decât în cazul r (la creşterea 
frecvenţei de eşantionare cu 50%, scăderea erorii este neglijabilă). Cu cât perioada Tc se 
apropie ca valoare de perioada semnalului sinusoidal analizat, reconstrucţia semnalului 
este mai bine făcută prin utilizarea periodicizării prin repetare. Dacă r^=rcum este de 
aşteptat, erorile la reconstrucţie sunt neglijabile (erori datorate programului de calcul) în 
cazul periodicizării prin repetare şi mari în cazul peridicizării prin oglindire şi repetare. 
Pentru reducerea erorilor, în acest caz, trebuie ca IR să fie ales mai mic decât IO cu mai 
mult de 

Din calculele, tabelele şi graficele corespunzătoare prelucrării, pe porţiuni, a 
semnalului rampă şi a celui sinusoidal rezultă concluzia că este de preferat utilizarea 
periodicizării prin oglindire şi repetare. Aceasta deoarece numărul minim necesar de 
eşantioane ce se prelevează este jumătate plus unu din cel minim necesar în cazul 
periodicizării prin repetare, prin urmare şi frecvenţa de eşantionare este mult mai mică. 
In plus, erorile absolute maxime la reconstrucţia semnalului iniţial sunt mult mai mici. 
Dacă un semnal este prelucrat pe o perioadă întreagă a sa (semnal periodic), erorile 
făcute la reconstrucţie sunt destul de mari. Prin urmare metoda oglindirii şi repetării, 
gândită pentru semnale oarecare, nu poate fi aplicată cu succes prea mare în cazul 
semnalelor periodice decât dacă intervalul de observare a semnalului este (mult) diferit 
de perioada semnalului analizat. 
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CAPITOLUL 5 

EŞANTIONAREA SEMNALELOR PERIODICE TRECE BANDĂ 

5.L Introducere 

Conform teoremei eşantionării, pentru un semnal care are frecvenţa maximă din 
spectru notată f^^, frecvenţa de eşantionare va fi fe>2 f^^. Dacă semnalul este 
periodic atunci, > 2 f ^ -h / , unde cu f s-a notat frecvenţa fundamentalei. Perioada 
semnalului o notăm T = 1 / / . Numărul minim de eşantioane necesare pentru 
reconstrucţia semnalului inipal este 

N = T - f , . (5.1) 

Notăm cu K ordinul componentei armonice maxime din semnalul periodic, adică 

/max=^ / - (5.2) 

Folosind această notaţie pentru , din relaţia (5.1), rezultă numărul minim de 
eşantioane necesare pentru reconstrucţia semnalului, în funcţie de ordinul componentei 
armonice maxime din semnalul considerat 

N = 2K^\. (5.3) 

Pentru semnale trece bandă ce conţin componente cu frecvenţe cuprinse în 
domeniul ( / m m ^ / m a x ) ^ ^ ^ ^ / m m frecvenţa de eşantionare poate fi redusă, în 
anumite condiţii, sub valoarea 2 f^^^ . In acest caz cele N eşantioane se prelevează de 
pe mai multe perioade întregi T. 

Cazul semnalelor trece bandă cu spectru continuu, a fost tratat pe larg în literatură 
[Hsl, Brl] unde se demonstrează că frecvenţa de eşantionare, ce poate fi utilizată, 
depinde de frecvenţa maximă din spectru şi de lăţimea de bandă de frecvenţe a 
semnalului analizat. în continuare, se studiază cazul semnalelor periodice trece bandă, 
deci cu spectru discret, caz care nu a fost cercetat până acum. 

5.2 Eşanrionarea semnalelor periodice de rip trece bandă 

Considerăm un semnal periodic trece bandă x{t), cu frecvenţe cuprinse în 
domem'ul Folosim notaţiile =M\f şi f\f f ^^^^ 
ftmdamentala semnalului trece bandă. A/, şi » ̂ ^ > Şi M \ > U ordinele 
armonicelor corespunzătoare frecvenţelor şi . Lăţimea de bandă a semnalului va 
fi 
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Jb - fxi ~ fm (5.4) 

Se doreşte obţinerea unei frecvenţe de eşantionare mai mică decât cea rezultată 
din teorema eşantionării şi, modul de calcul al ei sau al numărului de eşantioane 
necesare ce sunt prelevate de pe o perioadă a semnalului trece bandă. 

In unna eşantionării semnalului .v(/) nu vom avea erori de aliere dacă semnalul 
nu conţine în reprezentarea spectrală componente sinusoidale de frecvenţe diferite care 
au aceleaşi eşantioane. Frecvenţele sinusoidelor ce au aceleaşi eşantioane se determină 
cu ajutorul relaţiilor [To2], [Pa5] 

sm 
n 

Je 
= sm (5.5) 

sm 
Je 

= sin 
Je 

(5.6) 

unde: f^ ^^te frecvenţa de eşantionare a semnalului sin(2;ş//-i-^), iar k̂  şi 
sunt numere întregi. 

Mulţimea frecvenţelor sinusoidelor ce au aceleaşi eşantioane se notează şi 
şi se obţin din relaţiile (5.5) şi (5.6) cu 

A + (5.7) 

Şl 

(5.8) 

în cazul eşantionării unui semnal trece bandă, pentru evitarea erorilor de aliere, 
este necesar ca în intervalul de frecvenţe [ / „ , /v / ] să nu existe sinusoide cu aceleaşi 
eşantioane. Cu alte cuvinte, mulţimea frecvenţelor sinusoidelor se limitează 

la domeniul [/„ ,/v/ ], adică. 

(5.9) 

(5.10) 

iar ca rezultat să avem o singură soluţie. Impunem ca inecuaţia (5.9) să admită doar 
soluţia A:, = O şi inecuaţia (5.10) să nu admită nici o soluţie pentru • Relaţiile (5.9) şi 
(5.10) se rescriu sub forma 

LilzL <i< â t z L 
f e f e 

(5.11) 
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(5.12) 
Je Je 

înlocuind / cu valoarea minimă f ^ sau maximă , după caz, din relaţiile 
(5.11) şi (5.12), rezultă intervalele maxime pentru mărimile şi k2, sub forma 

J e J e 

(5.14) 
Je J e 

Deoarece pentru se impune numai soluţia A:, = 0 , limitele din relaţia (5.13) 
trebuie să aibă valori în intervalul deschis (-1, 1), adică 

f e f e 

Astfel rezultă 

fe>hi-fm-fB- (5.16) 

Pentru k̂  nu se admite nici o soluţie dacă inecuaţia (5.14) poate fi scrisă sub 
forma 

(5.17) 
f e f e 

\mdeK= 1,2,... . 
Dacă frecvenţa de eşantionare satisface relaţiile (5.16) şi (5.17), în prmcipiu, 

ar trebui să nu apară erori de aliere. 
Relaţiile (5.16) şi (5.17) nu ne oferă o valoare limită minimă /̂ mm P^^ t̂ru 

frecvenţa de eşantionare. în continuare, se pune problema determinării acestei frecvenţe 
minime care poate fi mai mică decât valoarea ce rezultă din teorema eşantionării 
semnalelor de tip trece jos ce au frecvenţa maximă f ^ . 

Considerăm 

(5.18) 

astfel, din relaţia (5.17) se obţine 

K > ^ > \ , (5.19) 
Je 

Acest lucru înseamnă că termenul (constanta) K poate avea valorile AT = 2, 3, .. . 

87 

BUPT



Din relaţiile (5.17) şi (5.19) se observă că o valoare mică pentru frecvenţa 
corespunde unei valori mari pentru constanta K. Astfel, dacă se obţine valoarea maximă 
pentru K, astfel încât relaţia (5.17) să poată fi respectată, se va putea determina simplu 
frecvenţa de eşantionare minimă . Din relaţia (5.17) se obţine succesiv 

K K - \ 

f \ i ^ fm 

K K-l 

K< hL 
f s 

(5.20) 

Astfel, valoarea maximă a lui AT se obţine ca parte întreagă a raportului f̂ f̂ / f g , 
adică 

K max 
Â \f 

I / b . 

(5.21) 

unde cu [•] am notat partea întreagă a cantităţii dintre paranteze. 
Din relaţiile (5.17) şi (5.21) se obţine 

J'e ^ fettm 
2A/ 2 / , , 

fsL 
L/^J 

(5.22) 

Dacă raportul f ^ d Jb ^ste un număr întreg, atunci relaţia (5.22) devine 

f e > / e m i n - (5.23) 

Rezultatele prezentate corespund cu cele din bibliografie [Hsl, Brl, Val], ceea ce 
dovedeşte corectitudinea metodei. 

în cele ce urmează se pune problema determinării frecvenţei minime de 
eşantionare ce corespunde unui număr N minim de eşantioane prelevate uniform pe 
durata unei perioade a semnalului. Se va prezenta modul de calcul al numărului minim 
de eşantioane necesare pentru ca semnalul să poată fi corect reconstituit. 
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Teoremă 
In cazul unui seinnal periodic trece bandă, cu frecvenţe cuprinse în intervalul 

, T fiind perioada semnalului, numărul N de eşantioane, prelevate uniform 

pe durata unei perioade complete, necesare pentru reconstrucţia semnalului, este corect 
ales dacă: 
a) A^>2(M2-A/ ,+ l ) , 

b) 
'IM^' 'IM:^' 

N Şl 

, 2A/i . 2M, 
c) ^ respectiv ^ nu sunt numere mtregi. 

Cu [•] s-a notat partea întreagă a cantităţii dintre paranteze. 

Demonstraţie 
în continuare se va demonstra faptul că un semnal periodic trece bandă x(/) poate 

fi reconstituit pe baza unui număr N de eşantioane echidistante, mai puţine decât cele 
rezultate în urma aplicării teoremei eşantionării. De asemenea, se va demonstra faptul că 
numărul minim de eşantioane necesare este dat de relaţia N > 2(^/2 - A / j -f l) şi, ce 
condiţii mai trebuie să îndeplinească acest număr N pentru ca reconstrucţia semnalului 
să fie posibilă. Condiţiile a), b) şi c) vor rezulta pe parcursul demonstraţiei. 

Dacă aplicăm teorema eşantionării, conform relaţiei (5.3) rescrisă (se înlocuieşte 
K cu M ), rezultă că numărul minim de eşantioane necesare este = 2M2 +1. 
Folosind aceste eşantioane, putem calcula IM^ +1 coeficienţi din dez\ oltarea în sene 
Fourier a semnalului considerat dar, deoarece nu avem componente spectrale in 
domeniul 0 , / j ), înseamnă că un număr de 2A/j - 1 coeficienţi sunt egali cu zero, prin 
urmare nu are rost calculul lor. Ar rezulta că numărul minim de eşantioane necesar este 

A^=2M2 +1-(2A/, -1)=2(A/2 -A/ , +1). (5.24) 

Se va demonstra ulterior că acest număr nu poate fi utilizat fiind prea mic (rezultă 
o eroare de aliere). 

Folosind doar coeficienţii Fourier nenuli, putem scrie seria Fourier exponenţială 
sub forma 

Z -f 
- A / , 

Ylc^e jkaxT, (5.25) 

unde co = 27rf, 7; = r / ;V , T = \ l f , / e {O,..., A^-l}. 
Pentru determinarea coeficienţilor seriei Fourier, la fel ca în cazul eşantionării 

semnalelor periodice de tip trece jos, se îimiulţeşte rel. (5.25) cu şi se face 
însumarea după / . Variabila n are acelaşi domeniu de variaţie cu variabila k 

M 2-M\\{} Mj,A/2])- Rezultatul se poate scrie ca mai jos 

v-i 
z 
/=0 
^fxiiTy"^'- = Z 

A/, 
s 

,V-1 

1=0 

V-I 

1=0 
j(k-n)oMT. (5.26) 
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în cazul semnalelor periodice de tip trece jos deci, când \k N = IM 2 ̂  1, 
pentru sumele de exponenţiale avem doar cazurile (vezi relaţiie (3.58) şi (3.59)) 

pt. k^-n 
,=0 [N pt. k = -n 

(5.27) 

Şl 

1=0 pt, k = n 
(5.28) 

Relaţiile de calcul a coeficienţilor Fourier c^ şi sunt: 
pentru k = n 

N ,=0 N ,=0 
(5.29) 

şi pentru k = -n 

c-, 4 î ' ^ / r , ) . - " " ^ . 4 î ' N N ,=0 
(5.30) 

Folosind relaţiile (5.25), (5.29) şi (5.30) putem scrie 

• z N i=o N 1=0 

N 1=0 k=.\r, 

N i=o k=\f 

N i=0 A = \/, 

^'^xiiTjtcosk^t-iT,). 
N 1=0 k=\f^ 

(5.31) 

Relaţia (5.31) se poate folosi pentru reconstrucţia semnalului din eşantioanele sale 
dacă relaţiile (5.27) şi (5.28) sunt valabile. în cazul semnalelor trece bandă, dacă 
N <2M2 +1, sumele de exponenţiale din relaţiile (5.27) şi (5.28) pot lua valori egale 
cu N şi pentru alte valori ale lui ^ şi w. Acest lucru înseamnă că relaţiile de calcul a 
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coeficienţilor Cf. şi ar fi mai complicate (vezi 3.7.3 începerea procesului de 
eşantionare de la un moment t ^ ^ O ) şi/sau anumiţi coeficienţi nu ar putea fi corect 
calculaţi (vezi 1.5 erori la eşantionarea ftincţiilor periodice); prin urmare, eşantionarea 
ar fi incorect efectuată. 

Căutăm condiţiile ce trebuie îndeplinite pentru ca relaţiile (5.27) şi (5.28) să fie 
adevărate. Rescriem aceste două relaţii ca mai jos 

N pentru k- -n /=0 /=0 /=0 
(5.32) 

/=0 /=0 [ 
O pentru k ^ n 
N pentru k = n 

(5.33) 

Pentru ca relaţiile de mai sus să fie adevărate, trebuie ca firacţiile {k-hn^N şi 
{k - n)lN să fie diferite de un număr întreg pentru orice k şi n, dar k ^ n şi/sau k ^-n. 
în caz contrar, rezultatul sumei (sumelor) va fi iV şi pentru valori ale lui şi « diferite 
de k = n sau k = -n, acest lucru însemnând că relaţia (5.31) nu poate fi utilizată. Cele 
două fracţii pot fi un număr întreg dacă 

k-^nl^r^N (5.34) 

respectiv, 

k-n\>r2N, (5.35) 

unde r,,r2 sunt numere întregi. Astfel, fi-acţia {k±n)lN poate fi egală cu un întreg < rj 
sau r2 . Atit k cât şi n pot lua valori în domeniul [-A/2 ,-A/j ]U J ^^ urmare, 
sumele k-^n şi k - n pot lua valori în domeniul 
- 2 A / 2 - 2 A / J u [ - ( A / 2 - ^ i ) ] U [ 2 A / i , 2 i V / J . Acest mterval fimd simetnc 

faţă de O, pentru simplificarea demonstraţiei, vom lua în considerare doar partea 
pozitivă a acestui domeniu. Pentru ca eşantionarea să fie corectă (reconstrucţie posibilă 
folosind relaţia (5.31)), trebuie ca numărul N de eşantioane prelevate să fie destul de 
mare pentru a putea calcula coeficienţii Fourier corespunzători semnalului şi, în acelaşi 
timp, să nu facă parte din domeniul prezentat mai sus. De asemenea, din relaţiile (5.34) 
şi (5.35) rezultă că şi multiplii lui N nu pot face parte din acest domeniu. Prin urmare, 
trebuie ca N > Mi-Mx şi orice multiplu de N să nu facă parte din domeniul 
[2M,,2A/2], adică 

rN 2]. (5.36) 

unde r este un număr întreg. Ţinând cont doar de capetele inter\'alului, rezultă condiţia 
c) din teoremă. 

Definim un număr întreg 

m = 
N 
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sau altfel scris, mN < 2A/j. în acest caz următoarea dublă inegalitate este adevărată 

m < 
N 

< m-hl. (5.37) 

în relaţia (5.37) nu avem si egalitate datorită relaţiei (5.36). 
Definim un întreg p unde \ < p< N, astfel încît 2A/j = mN -f p. Nici un număr 

din şirul +l,...,2A/2 nu trebuie să fie divizibil cu N . Notăm termenul general 
din şir cu 2A/| + unde w = 0,1,2,.... Dacă condiţia de mai sus (relaţia (5.36)) este 
satisfacută, ţinând cont şi de relaţia (5.37), înseamnă că orice număr din şir trebuie să 
satisfacă condiţia 

sau, altfel scris 

2A/i +A7<(m + 1)Â  

mN ^ p^n<{m^ \)N 

de unde rezultă inegalitatea 

p^n<N. (5.38) 

Scriem ultimul termen din şir sub forma IM^ = mN ^ p^-n'. Dacă 

IM^ 
N 

m-h 
N 

= /w-f p-\-n 
N 

> m, 

rezultă 

N 

şi deci există o valoare n* < ri astfel încît p-^n* = N , prin urmare unul din termenii 
din şir va fi egal cu (/w + l)A'. Pentru ca acest lucru să nu se întâmple, următoarea 
inegalitate trebuie să fie adevărată 

IM 
N 

- < /w-hl. 

Pentru N corect ales rezultă că trebuie îndeplinite două condiţii generale, şi 
anume 

\mN<lM^ 
(5.39) 

Astfel se îndeplineşte condiţia r^N i: [2A/i 
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în continuare vom verifica daca numărul de eşantioane ales poate avea valoarea 
minimă A^^ =2(A/2 - A-/, +l). 

Dacă N = = liM^ - A/, +1), sistemul (5.39) devine 

f/w2(A/2 -M^+\)<2M^ 

Prima inegalitate a sistemului (5.40) o transformăm în egalitate adunând la 
membrul stâng un număr întreg notat n^, 

A/, =m{M2 -A/ l (5.41) 

A doua inegalitate a sistemului (5.40) o rescriem sub forma 

M2 <m(A/2-A/, +l )+(A/2-A/i -hl ) . (5.42) 

Din relaţiile (5.41) şi (5.42) avem 

Mj <A/, - A?! 4-A/2 -A<fj +1, 

de unde rezultă condiţia n̂  < \ , 
Prin umiare N nu poate lua valoarea N ^ 

- A / j -h 1). Dacă pentru N se 
alege valoarea minimă Â  = N^^ = 2(A/2 + în urma unor calcule similare 
cu cele efectuate mai sus rezultă condiţia n̂  <3 , deci > 1. .^tfel, numărul minim de 
eşantioane poate fi ales 2(iVf2 - A / j +1) +1 dacă şi condiţia r^N ^ [ IM^. lMj ] este 
îndeplinită. Aceste calcule au dus la enunţarea punctului a) din teoremă. 

Până acum am obţinut numărul minim de eşantioane necesare pentru a putea 
reconstitui semnalul. De aici nu rezultă că acest număr poate să fie folosit. Pentru a 
alege un anumit număr N > N^^ , trebuiesc efectuate câteva calcule. 

Considerăm N = 2(A/2 
- A / | + l)-h/7, unde p este un număr natural, p>\. în 

acest caz, sistemul (5.39) se va rescrie sub forma j2A/, >m[2(A/2-A/,+l)+/7] 
I2A/2 <m[2(A/2-A/ ,+ l )+p]+2( iU2-A/ ,+1)+/? 

Prima inegalitate o transformăm în egalitate, mărind membrul drept cu un număr 
n' ce îndeplineşte condiţiile n '>0 , w'eN 

p \ + n \ (5.44) 

Din a doua inegalitate a sistemului (5.43) şi relaţia (5.44) obţinem 

IM2 < 2A/, -/;'+2(A^2 "A/i +1)+ P 

adică 
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p+ 2 > n'. (5.45) 

Relaţia (5.45) este o condiţie necesară pentru ca numărul de eşantioane să fie 
corect ales. Mai trebuie aleasă valoarea lui m. Valoarea maximă pe care o ia termenul 
m se calculează folosind prima inegalitate din sistemul (5.40) 

'"ma.x = 
2M, 

2 ( A / 2 - M , + l ) + I 
(5.46) 

Dacă se găseşte un număr N care să satisfacă condiţiile 

(5.47) 

atunci acel număr va avea valoarea minimă (şi N < Dacă nu există nici 
un număr care să satisfacă condiţiile din sistemul (5.47) se mai reduce valoarea lui m 

Condiţia exprimată prin relaţia (5.45) este destul de greu de verificat aşa că pentru 
simplificarea determinării numărului N de eşantioane necesare, se caută o condiţie care 
să fie mai uşor de verificat. 

Rescriem sistemul (5.39) sub forma 

m < 
2A/ 

N 
1 

N 

(5.48) 

Din prima inegalitate putem scrie 

m = 
2A/i 
"FT N 

(5.49) 

Din a doua inegalitate avem 

m + 1 > 
2M^ 

= m \ m'eN. (5.50) 

Deoarece A/j > A î rezultă că 

m'>m. (5.51) 

Relaţia (5.50) o rescriem sub forma 

mt-m < 1. (5.52) 

Deoarece m şi m' e N, din relaţiile (5.51) şi (5.52) se obţine singura posibilitate 
pentru ca sistemul (5.48) sa fie valabil şi anume m = m\ adică 
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"2A/,' '2M2' 
N _ N 

Prin obţinerea relaţiei (5.53) s-a demonstrat punctul b) din teoremă. 
O condiţie suplimentară care trebuie satisfăcută este ca raportul I M j N sau 

raportul I M i l N să nu fie numere întregi (vezi sistemul (5.39)). 
Dacă în urma calculelor N ^ e\M^,M2\ atunci, numărul minim de eşantioane 

N ce poate fi ales este mai mare decât A/ j . 
Folosind relaţia (5.53), numărul N poate fi uşor calculat efectuând doar câteva 

împărţiri. 

5 J Condiţii suplimentare pentru utilizarea numărului minim de eşantioane 

Pentru a obţine condiţiile suplimentare în care se poate utiliza un număr minim de 
eşantioane din semnalul trece bandă analizat şi sa fie posibilă reconstrucţia sa, se va 
apela la o exemplificare grafică. 

Dacă un semnal trece bandă periodic, de perioadă T = 1 / / , cu fi-ecvenţe cuprinse 
între f ^ şi / \ / inclusiv, unde M^ >1, poate fi eşantionat cu 
frecvenţa de eşantionare minimă, adică = ^min/ ^unn = 2{M2 - a / , 
atunci avem unul din cele două cazuri prezentate în figurile de mai jos. 

/ (a^l)fc 

af,=( M r 1 ) f 1 ) f 

a) 

(k.l)f;-f„=(Mrl)f 
b) 

fN^M.f 
fa^l)f;=(M2-l)f 

Fig 5 1. Reprezentarea gra fică a spectrului unui semnal trece bandă eşantionat cu o frecvenţă minimă de 
eşantionare 

In figura 5.1a se prezintă grafic spectrul unui semnal trece bandă eşantionat cu o 
frecvenţă minimă de eşantionare. Multiplul af^ al frecvenţei minime de eşantionare are 
o valoare mai mică cu frecvenţa ftmdamentalei faţă de frecvenţa corespunzătoare 
capătului inferior al benzii de frecvenţe a semnalului. Zona haşurată corespunde 
spectrului semnalului trece bandă iar celelalte zone, cu aceeaşi formă sau văzută în 
oglmdâ, apar datorită periodicizării spectrului în urma procesului de eşantionare. 
Distanţa în domemu frecvenţă între multiplul frecvenţei de eşantionare, spectrul 
semnalului şi replicile sale este egală cu frecvenţa fundamentalei. 

In figura 5.1b avem un caz similar celui din figura 5.1a, diferenţa constă în faptul 
că multiplul al frecvenţei minime de eşantionare este mai mare cu frecvenţa 
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fundamentalei faţă de frecvenţa f^f corespunzătoare capătului superior al benzii de 
frc :venţe a semnalului. 

Deoarece semnalul este periodic, spectrul nu va fi continuu ci c scret (în zonele 
corespunzătoare spectrului şi al replicilor sale avem doar linii spectrale). 

Pe baza graficelor din figura 5.1 putem scrie: 
Figura 5.1a 

Figura 5.1b 

kNf>2M2f-^f 

A:A^>2A/2 +1, 

(k-\)f,-MJ<(M,-\)f 

(k-\)Nf<lMJ-f 

(k-\)N <2M^ - 1 . 

(5.54) 

(5.55) 

Condiţiile (5.54) şi (5.55) rezultă şi din sistemul (5.39) şi anume: IM^/N sau 
2M2/N nu pot fi numere întregi pentru o eşantionare corectă. 

Zona dintre af^ şi (a + l)/^ reprezintă o „perioadă" în domeniul frecvenţă, ea 
repetându-se de la a = O la a = 00. Astfel, din figura 5.1a, putem scrie 

a/^ =m (5.56) 

unde termenul din paranteza dreaptă este / g / 2 , iar m este un întreg (1, 2,...). Rescriem 
relaţia (5.56) sub forma 

adică. 

2 (A/ , - l ) 
N 

= m 
nun 

Din figura 5.1b putem scrie 

(5.57) 

de unde rezultă 
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2{Xf,+\) 
' - = ni. (5.58) iW mm 

Cu alte cuvinte, dacă una din relaţiile (5.57) sau (5.58) este adevărată, atunci 
semnalul periodic trece bandă poate fi eşantionat cu frecvenţă minimă, in caz contrar va 
trebui calculat im ;V > prin procedeul expus mai sus (în paragraftil 5.2). 

5.4 Esanrionarea semnalelor periodice trece bandă obţinute prin modulare 

în continuare, considerăm cazul în care semnalul trece bandă este obţinut prin 
modularea în amplitudine a unui semnal purtător (periodic) cu un semnal periodic de tip 
trece jos, notat /?(/). Un semnal modulat în amplitudine cu purtătoare sinusoidală este 
descris de o ecuaţie de tipul [Hsl] 

.r(/) = p{t)cosco,,!. (5 .59) 

unde cosco^t este purtătoarea cu frecvenţa /q şi /?(/) este semnalul modulator de tip 
trece jos, frecvenţa ftmdamentalei notată / j , iar frecvenţa maximă notată f^^^. 
Semnalul modulat va fi de tip trece bandă [Hsl] având frecvenţa centrală /Q, iar 
frecvenţele corespunzătoare capetelor benzii de frecvenţe vor a\ ea valonle ± f ^ ^ . 

Eşantionarea semnalelor trece bandă a fost şi este tratată de mai mulţi autori. S-au 
prezentat sub diverse forme condiţiile impuse frecvenţei de eşantionare astfel încât să nu 
apară procesul de aliere [Hsl, Br6, Pa4]. A fost enunţată şi o teoremă ce se referă la 
eşantionarea semnalelor trece bandă reale [Br6, Ma3]. 

Se presupune că semnalul trece bandă are spectrul diferit de zero doar în 
mter\'alul / < \ f\ < . unde cu / este notată limita inferioară şi cu J] este notată 
limita supenoară a benzii de frecvenţe. Banda semnalului va fi Se 
consideră că B < f-, în caz contrar frec\enţa de eşantionare trebuie să fie mai mare 
decât 2 . 

Teorema eşantionării semnalelor trece bandă reale spune că reconstituirea 
semnalului pe baza eşanrioanelor sale este posibilă dacă frecvenţa de eşantionare f\ 
satisface relaţia [Ma3] 

unde 2 < n < ^ . (5.60) 
n n-\ B 

Numărul n din relaţia (5.60) este un întreg cuprins în domeniul precizat. 
Se observă că dacă f j B este un număr întreg, atunci se poate utiliza cea mai 

mică frecvenţă de eşantionare şi anume f\ =2B. 
PentiTi a calcula perioada semnalului periodic trece banda (modulat în 

amplitudine) pe baza perioadelor semnalelor modulator şi purtător se face unnătorul 
enunţ: produsul a două semnale periodice, cu frecvenţe aflate în relaţie armonică, este 
un semnal periodic. 

Considerăm că avem două semnale periodice, cu frecvenţele fundamentale notate 
respectiv / , (perioadele 7;, = 1//^ respectiv 1\ = 1 / ) . Dacă aceste frecveţe sunt 

scrise ca raport de numere întregi sub fonna 
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^ « 0 . , OL 
/ O = 7 R = 1 7 ' % o, 

atunci raportul lor va fi 

A = = ,5.62) 
J\ % 

unde (Jq, = ^o = "^o ^^^ numere întregi. 
Pe baza relaţiei (5.62) se poate rescrie enunţul anterior sub forma: produsul a două 

semnale periodice, cu Secvenţe aflate in relaţie armonică, de perioade T̂  şi respecriv 

Tj, va da ca rezultat un semnal periodic de perioadă T unde. 

T = (5.63) 

/77q şi /Wj fiind numere întregi. 
Pentru ca T să fie perioadă principală, m^ şi w, nu trebuie să aibă nici un divizor 

comun (diferit de 1). în caz contrar, perioada calculată pentru semnalul produs de 
semnale periodice va fi un multiplu al perioadei principale. 

Considerăm semnalul periodic trece bandă, notat x{t), obţinut prin modularea în 
amplitudine a unei purtătoare sinusoidale cu un semnal periodic trece jos, notat p(t), 
semnal descris de relaţia (5.59). Notăm perioada semnalul penodic modulator p{t) cu 
Tj, perioada semnalului purtător cosco^î cu Tq şi perioada semnalului modulat (trece 
bandă) x{î) cu . Cu K notăm ordinul componentei annonice maxime din semnalul 
p{t) adică, = AT/i. 

Termenii m^ şi m̂  se aleg astfel încât raportul m^lm^ să fie ireductibil pentru ca 
perioada calculată folosind relaţia (5.63), să fie perioada principală a semnalului 
-v(/). 

Dacă /q este un multiplu al lui / j , fi'ecvenţa fundamentalei semnalului trece 
bandă va fi = / j , adică = 1. In caz contrar, f^ = j\ jm^ ( = ), unde m^ > 1. 
Se stabileşte raportul ^o /^ i ireductibil după care se calculează fi-ecvenţa 
fiindamentalei în continuare, se calculează ordinele A/, şi A/2 corespunzătoare 
componentelor armonicelor aflate la capetele benzii de frecvenţe ( / şi f\) a 
semnalului modulat x{!) şi numărul N de eşantioane necesare pentru calculul 
coeficienţilor Fourier corespunzători semnalului modulator p(t). 

Pentru /• şi putem scrie 

Din relaţiile (5.43) şi (5.44) rezultă succesiv 
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fA/ , / , = mj\ - KmJ^ 

[MJ, = mo/x + ^r^xfx 

(M, = /Wq - Km^ 
A/j = mo + ATm, ' 

(5.65) 

Semnal x{t) are spectru discret, diferit de zero în intervalul 

(5.66) 

Banda semnalului va fi 

^ = /o - Oo - a:/, ) = IKf,. (5.67) 

Prin urmare, frecvenţa minimă de eşantionare va fi f^>2B = 4Kf^ datorită 
faptului că în relaţia (5.66) avem şi egalitate (vezi şi relatia (5.23)). 

Din relaţia (5.45) se vede că este posibil cazul în care prin urmare 
semnalul x(t) poate să nu aibă nici o componentă spectrală de frecvenţa fundamentalei. 

Dacă semnalul trece bandă a fost obţinut prin modularea unei purtătoare cu un 
semnal modulator, eşantionarea semnalului trece bandă se poate face astfel încât să se 
obţină eşantioanele semnalului modulator. 

Se cunoaşte faptul că un semnal trece bandă cu spectru continuu poate fi 
eşantionat cu o frecvenţă mai mică decât cea rezultată din teorema eşantionăni. Cea mai 
mică frecvenţă de eşantionare folosită poate fi, în anumite condiţii, 2 u n d e este 
diferenţa dintre frecvenţa maximă şi cea minimă din semnalul trece bandă (banda 
semnalului) [Hsl, Br6, Pa4], relaţia (5.23). 

Considerăm cazul semnalului periodic (cu spectru discret) din relapa (5.39), 
x{t) = p(t)cos0}Qt, adică, între semnalul modulator şi semnalul modulat nu avem 
defazaj. 

Banda semnalului este dată de relaţia (5.67); prin urmare, conform [Hsl, Br6], 
frecvenţa minimă de eşantionare ar fi egală cu 2 = 4Kf^. In cazul nostru, deoarece în 
relaţia (5.66) avem şi egalitate, > 2/g . 

Căutăm condiţiile în care semnalul cu spectru discret, poate fi eşantionat cu 
o frecvenţă egală cu cea corespunzătoare eşantionării semnalului p{t), şi anume 

/ , = / „ = (2/ :+ 1)/, < 2 / , . (5.68) 

Rescriem relaţia (5.63) sub forma 

/ . = — / o (5.69) 

şi astfel relaţia (5.68) devine 
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+ (5.70) 
rriQ 

Pentru ca eşandonănd semnalul x{t) cu frecvenţa minimă de eşantionare să 
obţinem direct eşantioanele semnalului modulator p(t), trebuie ca frecvenţa să fie 
într-un anumit raport cu frecvenţa / , . Notăm cu = 1 / p a s u l de eşantionare. Dacă 
dorim ca 

.r(/7;,)=±/</T„), (5.71) 

atunci trebuie să fie îndeplinită relaţia cosfi>o/T ,̂ = ±1, adică 

coscoQiT,, = cos2;^o '—7 — — = cos2 ;n—7—î—r = ±1. 

Rezultă două condiţii 

1. 
tn 1 
— = ^ cosa>o/7;, =1 (5.72) 
/w, IK +1 

2. 

Wo 1 2 5 - 1 ^ 
= — ^ cos6>O'7;, = ±i (5.73) 

m^ 2K + \ 2 

unde s este un număr întreg. 
Din condiţiile de mai sus rezultă valorile pe care le poate lua /q în funcţie de / , , 

pentru cazul în care se doreşte utilizarea frecvenţei minime de eşantionare 

1. 
m, ̂ = s{2K +1) ^ /o = s{2K +1)/, (5.74) 

2. 

^ = (5.75) 
/Wj z z 

unde 5 = 1,2, . . . . 
Prin urmare /Q poate lua valorile sf̂ ^ sau - în acest caz, numărul de 

eşantioane prelevate din semnalul x(!) pe o perioadă Tj, este minim şi egal cu 

Dacă /q are o altă valoare, atunci numărul N de eşantioane prelevate va fi mai 
mare decât 2Ar +1. 

Pentru calculul coeficienţilor Fourier, între numărul de eşantioane N , perioada de 
eşantionare T^ şi perioada T, a semnalului modulator p(t), avem relaţia 

(5.76) 
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unde m este un număr întreg. Din condiţiile (5.72) şi (5.73) aven» două relaţii pentru 
alculul numărului N de eşantioane ce se prelevează din semnalul r(/), eşantioane ce 

au proprietatea descrisă de relaţia (5.71). Acestea sunt: 
Cazul I 

COQT^ = S2K (coscoQiTg = 1) 

niQ 1 mTA 
In— — = s2n 

m^ r, N 

m^ s 
(5.77) 

Cazul II 

COqT^ =S7t COSCOniT. =±1 O'^e 

m, r, Ny 
sn 

/Wj s 
(5.78) 

unde: s este un număr întreg, N numărul de eşantioane prelevate de pe parcursul a 
mT^ perioade, din semnalul x{t). Pentru m se alege o astfel de valoare încât iW să 
rezulte un întreg cât mai mic, dar mai mare sau egal cu 2K -^-l. Frecvenţa de 
eşantionare utilizată rezultă din relaţia (5.76) şi va avea valoarea 

fe = 
AT". 
m 

Coeficienţii Fourier corespunzători semnalului modulator p{t) se vor calcula cu 
relaţia 

* • 

(5.79) 
/=o 

pentru cazul I (N calculat cu relaţia (5.77)) şi 

1 

^ i=0 

(5.80) 

pentru cazul II ( N calculat cu relaţia (5.78)). în relaţiile (5.79) şi (5.80) co = 24^. 
Semnalul x{t) = p{t)coso)Qt conţine termeni de forma a^coskco^tcosco^t şi 

ĥ  sin ka)^toos(OQt. Aceştia pot fi scrişi sub forma 
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Qf, COS kcojf COS co^f = ̂ cos{co^^ - kco^)( ^^cos{cOQ + (5.81) 

respectiv 

bf. sin ko)^!cosco^t = ^s\n{o)Q -kco^)( -h^sin{coQ . (5.82) 

Din relaţiile (5.81) şi (5.82) se observă că cele două componente ale semnalului 
trece bandă cu frecvenţele /Q şi /Q au aceeaşi amplitudine, ceea ce 
particularizează acest semnal. 

Concluzie: în cazul unui semnal trece bandă obţinut prin modularea unei 
purtătoare de frecvenţă /q , componentele armonicelor cu frecvenţe simetrice faţă de /q 
au aceeaşi amplitudine. 

Din sistemul (5.65) putem scrie 

A/j +A/2 =2/Wo (5.83) 

deci suma ordinelor componentelor armonice corespunzătoare capetelor benzii de 
frecvenţă este un număr întotdeauna par. Această condiţie este obligatorie datorită 
simetriei spectrului semnalului x{r) faţă de frecvenţa /q. 

Se consideră că semnalul trece bandă x(t) este real. în acest caz, coeficienţii 
Fourier q şi c_f. sunt complex conjugaţi prin urmare pot fi calculaţi doar coeficienţii 
cu indice pozitiv, cei cu indice negativ se obţin uşor din cei calculaţi cu relaţia (5.29). 
Dacă semnalul trece bandă x{t) este obţinut prin modulare în amplitudine, în relaţia 
(5.59) coeficienţii Fourier corespunzători componentelor armonice cu frecvenţe aflate în 
stânga lui /q sunt complex conjujaţii celor corespunzători componentelor armonice cu 

frecvenţe aflate în dreapta lui /q. Astfel, se pot calcula chiar mai puţini coeficienţi, 
aproximativ o pătrime. De exemplu, se vor calcula doar coeficienţii q. pentru k având 
valori în inter\'alul cu limitele date de componenta armonică de ordinul 
Mq = (A/j + A/2 ) /2 , corespunzătoare frecvenţei /q şi componenta armonică de ordinul 

Mai înainte a fost tratat cazul particular p{t)cosco^t. Intre semnalul purtător şi cel 
modulator putem avea un defazaj astfel, în relaţie, mai apare un termen. Considerăm 
semnalul 

K 
MO = A (Ocos(6;o/ = ^cik coskă)tcos(coQf -h (p) (5.84) 

=̂0 

unde (p reprezintă defazajul purtătoarei faţă de semnalul modulator a ( / ) . Relaţia 
(5.84) poate fi scrisă sub forma 

A ' A ' 

yiO = ^Of^ coskcotcoscpcoscoQÎ -Y^a^. coskcot sin (psinco^t 
k=0 k=0 
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K K 
= ^ a ^ cos<pcoskcoicoscoo^-^o^ sin (pcoskaxsin 

k=0 k=0 

= (5.85) 

Semnalele modulatoare p{t) şi ^(r) au aceeaşi perioadă şi acelaşi număr de 
coeficienţi în dezvoltarea în serie Fourier, coeficienţii Cp{k), corespunzători semnalului 
p{t) şi corespunzători semnalului q{t), nefiind independenţi. în cazul general, 

semnalele p{t) şi q{t) sunt două semnale modulatoare independente, relaţia (5.85) 
descriind o modulare în amplitudine în cuadratură. 

în continuare, considerăm că semnalele periodice p{t) şi q{t) sunt diferite dar că 
au aceeaşi perioadă, notată T̂  şi păstrăm notaţia K pentru ordinul componentei 
armonice maxime din aceste semnale. 

Funcţiile cosinus şi sinus sunt periodice în cazul nostru, cu perioada Tq . Rezultă, 
la fel ca în cazul anterior (fară defazaj) că există nişte numere întregi m̂  şi /WQ , astfel 
încât = /WQ/J) = T , adică 

y{t) = y{t^T), (5.86) 

T fiind perioada semnalului modulat în amplitudine în cuadratură y{t). 
Pentru a obţine eşantioanele semnalelor p{t) şi q{t) direct din eşantioanele 

semnalului y{t), pentru reconstrucpe corectă, avem nevoie de minim 2K -f 1 eşantioane 
din fiecare semnal modulator (în total 2{2K +1) eşantioane). 

Dacă se foloseşte o fi'ecvenţă de eşantionare = astfel încât să fie valabilă 
relaţia 

^ o 7 ; = ( 2 5 - 1 ) | (5.87) 

unde ^ = 1, 2,... , atunci sunt valabile relaţiile 

^{iL) = ^Pi^L) , pentru / număr par, 
(^.oo) 

x{iTg) = ±q{iT^), pentru i număr impar. 

Cu alte cuvinte, se eşantionează semnalul modulat (trece bandă) x{t) şi se obţin 
eşantioanele semnalelor modulatoare. 

Din relaţiile notate (5.88) se poate observa că pasul de eşantionare corespunzător 
obţinerii de eşantioane din semnalele modulatoare p{t) şi q{t) este 1'1\. Prin urmare, 
se poate scrie 

NIT^ N,m - numere întregi, (5.89) 

unde N este numărul de eşantioane utilizate pentru calculul coeficienţilor Fourier 
corespunzători semnalului p{t) sau q{t), iar m reprezintă numărul de perioade T^ de 
pe care se vor preleva cele IN eşantioane. 
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Din (5.87) şi (5.89), înlocuind pe (Oq CU 2jDnQl{m{r^), rezultă pentru calculul lui 
N relaţia 

Ttl 2 
. (5.90) 

m^ 2 5 - 1 

Tennenul m se alege astfel încât N să fie întreg şi cât mai mic posibil, dar mai 
mare decât 2K +1. Numărul total de eşantioane prelevate este 2N. Calculul numărului 
N de eşantioane începe cu m = \ şi 5 = 1. 
Caz 1: Dacă în urma calculului folosind relapa (5.90) rezultă pentru N un număr întreg, 
se măreşte variabila s şi se caută un întreg mai mic. In cazul în care se ajunge în situaţia 
Â  < 2{2K +1) se opreşte incrementarea lui 5 şi se alege cel mai mic număr întreg N 
care este mai mare sau egal cu 2{2K +1). 
Caz 2: Dacă rezultatul calculului este un număr ce are partea fi^cţionară diferită de zero, 
se măreşte variabila m până când se ajunge la un rezultat întreg. In continuare, se 
execută calcule identice cu cele prezentate în cazul 1. 

Din relaţia (5.90) se observă că pentru un număr de eşantioane N cât mai mic, 
trebuie ca m să fie cât mai mic şi s cât mai mare. 

Perioada de eşantionare rezultă simplu din relaţia (5.89) şi anume 

(5.91) 
2N 

Coeficienţii Fourier corespunzători semnalelor modulatoare p{t) şi q[î) se 
calculează cu relaţiile 

= , (5.92) 

= + . (5.93) 

Pulsaţia <y va fi egală cu Ijrf^, ke[- K,K . 
Reconstrucţia semnalelor modulatoare se face folosind relaţiile 

Pr(t)= (5.94) 

. (5.95) 
k=-K 

Semnalul trece bandă va fi reconstituit simplu, şi anume 

Xrit) = p,{t)cos(0(,t-q,{t)s\no)ot. (5.96) 
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5,5 Exemplu numeric 

Conform [Hsl, Lil], un mal trece bandă cu componente în domeniul de 
frecvenţe < / < fxt poate fi eşantionat cu o frecvenţa de eşantionare mai mică 
decât /v/ ^ ^ să apară procesul de aliere. Există anumite constrângeri în alegerea 
frecvenţei de eşantionare şi anume 

i<i<Jk<LA 

/ B 2 / 3 

2 /B / B 

unde /b = /m ^ fm ^^ ^ ^ întreg. Acest sistem poate fi scris mai simplu sub forma 

j 
[ii-\)f,<2f„ 

de unde rezultă limitele pentru frecvenţa de eşantionare 

şi 
/ / - l 

(5.97) 

Dacă 

ÎB 

unde G ( / , / +1], / număr întreg, numărul de intervale în care poate exista o frecvenţă 
de eşantionare utilizabilă (nu apar erori de aliere) este /. Pentru fiecare interval, limitele 
pentru frecvenţa de eşantionare se calculează cu relapile notate (5.97). în aceste relaţii, / 
este un întreg ce poate lua valorile / = 1 , / . 

Considerăm f ^ l f s = ^• Calculăm limitele celor trei intervale de frecvenţe în 
care poate exista frecvenţa de eşantionare aleasă. Pentru simplificarea calculelor alegem 

= 10 şi atunci rezultă f^^ - 40, f^ = 30. Rezultatele sunt trecute în tabelul 5.1. 

Tabelul 5.1 Limitele intervalelor de frecvenţe pentru f^f I/b-^ 

/w 
f B 

i f e ^ i f e ^ 
fB 

- • • • ! 

f s \ 

3 26.6 30 2,66 3.0 
i 4 2 40 60 4.0 6,0 

1 80 00 8,0 
î 

00 ! 

în tabel au fost trecute şi limitele frecvenţelor de eşantionare normate cu banda 
f g pentru a fi utilizate mai târziu în desenarea unui grafic. 

Pentru simulare a fost construit un semnal periodic trece bandă obţinut prin 
modulare în amplitudine în cuadratură. Acesta este descris de ecuaţia 
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unde 

Şl 

p{t) = 0,5 + cos(2;r/'i/) + 0,25 cos(2;r2/i/) + 0.5cos{lKKf^t) -f 
+ 0,5 smilTrf^t) + 0,5 sm(2;z/:/,/) 

q{t) = cos(2;r2/j/) + 0,5co^ilidCf^t) + 0,25sm(2;r3/,/) + 0,5^m{27dCf^t). 

Calculul numărului de eşantioane necesar pentru utilizarea relaţiei (5.31) este 
prezentat în anexa F pentru valorile / i = 1, K = 5, /q = 35. Se pot obţine numărul 
minim teoretic de eşantioane Nm, numărul minim utilizabil Nu şi alte valori mai mari, 
care respectă condiţiile din teorema enunţată în paragraful 5.2. Pe baza numărului de 
eşantioane utilizat şi a frecvenţei fundamentalei / j se obţine frecvenţa de eşantionare 
corespunzătoare. Pentru valorile alese mai sus banda va fi = 10, frecvenţa maximă 
din spectru f^^ = 40 şi frecvenţa minimă =10. Raportul f ^ ^ j f g are valoarea 4. în 
tabelul 5.2 sunt trecute frecvenţele de eşantionare ce pot fi utilizate pentru o 
reconstrucţie corectă. 

Tabelul 5.2 Frecvenţele de eşantionare ce pot fi utilizate pentru un semnal 
periodic trece bandă cu K = 5 /o = 35 

Ai 
i N f f e 

f s 
i N J e 

f s 

27 27 2,7 
3 28 28 2,8 

4 29 29 2,9 
2 4 U 5 9 4,1-5,9 4,1-5,9 
1 

Frecvenţele de eşantionare normate f j f ^ sunt în intervalele definite în tabelul 
5.1. 

Reprezentarea grafică a semnalului periodic trece bandă .Y(/) şi a semnalului 
reconstituit, notat xr2{t), sunt prezentate în figura 5.2. Frecvenţa de eşantionare 
utilizată este = 27 . 
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. 3 0 6 9 7 9 5 . 

x ( t ) 

xr2(t) 

2 . 9 6 1 6 5 L 

O 
O . 

02 0 . 4 0.6 0.8 

Fig. 5.2. Semnalul trece banda x(t) şi reconstrucţia sa xr2(t). 

Din figura 5.2 se vede că semnalul reconstituit trece prin aceleaşi puncte ca şi 
semnalul analizat, eroarea de reconstrucţie fiind neglijabilă. 

Pentru obţinerea directă a eşantioanelor semnalelor modulatoare se calculează 
nimiărul de eşantioane cu relaţia (5.90). Termenul m̂  se alege 1, iar numărul de 
perioade m de pe care se prelevează esantioanele, se alege tot 1. în tabelul 5.3 se 
prezintă rezultatul calculelor obţinute cu relaţia (5.90) în fiincţie de s. 

Tabelul 5.3. Numărul de eşantioane N şi frecvenţa de eşantionare fe în cazul p{t),q{t) 
i r? ^ Ti Ts s 1 2 ; 3 4 5 

N 70 23,33 14 10 7,77 
/e 140 - : 28 20 -

Deoarece K = 5, numărul minim de eşantioane necesar la eşantionarea 
semnalului p{t) sau q{t) este 11. Prin urmare, din tabel se poate alege iV = 14. 
Calculele coeficienţilor Fourier s-au făcut cu relaţiile (5.92) şi (5.93), reconstrucţia 
semnalelor p{t) şi q{t) cu relaţiile (5.94) şi (5.95), iar semnalul trece bandă a fost 
reconstruit cu relaţia (5.96). Semnalele p(t) şi q{t) sunt prezentate în figura 5.3. 

P(t ) 

4 r 

2r 

Prl't) j 
O f 

- 2 

N 

0.5 
t 

q ( t ) 

qrtl) 
fi 

o h 

A 

- 2 
0 5 

t 

, A A 

Fig. 5.3. Semnalele p(t), q(t) şi reconstrucţiile lor. 

La fel ca în figura 5.2, reconstrucţia semnalelor modulatoare este făcută cu erori 
neglijabile. 

Eşantionarea semnalelor periodice trece bandă poate fi făcută pe mai multe 
perioade Tj, astfel frecvenţa de eşantionare fiind mult redusă. în cazul în care se 
utilizează relaţia (5.31) şi se achiziţionează N = 21 eşantioane de pe o perioadă Tj, 
fi-ecvenţa de eşantionare va fi = 27 . Dacă aceste eşantioane se prelevează de pe 27], 

107 

BUPT



frecvenţa de eşantionare va fi =13,5. Pentru achiziţia de pe frecvenţa de 
eşantionare va fi = 6,75. 

In cazul în care se doreşte obţinerea directă a eşantioanelor semnalelor 
modulatoare, din tabelul 5.3 rezultă că frecvenţa minimă de eşantionare este = 28 (se 
prelevează IN = 28 eşantioane). Dacă prelevarea se face de pe 37) perioade, frecvenţa 
de eşantionare va fi = 9,33 dar şi 5 = 2 (dacă 2^ - 1 = 3 rezultă 5 = 2). Dacă 
prelevarea se face de pe 57], frecvenţa de eşantionare va fi = 5,6, 5 = l (sau 5 = 3). 

Prin urmare, dacă semnalul trece bandă este periodic, frecvenţele de eşantionare 
normate / ^ / / ^ pot avea şi valori mai mici decât 2. în cazul semnalelor trece bandă 
oarecare prezentat în literatură [Brl, Hsl, Val], valoarea minimă a f j f g este 2. 

în figura de mai jos se prezintă zonele în domeniul frecvenţe (nonnate cu fg ) , în 
care pot exista frecvenţe de eşantionare astfel încât reconstrucţia semnalului să se facă 
corect. Zonele haşurate reprezintă zonele în care constrângerile date de relaţiile notate 
(5.97) nu sunt satisfacute (nu pot fi alese frecvenţe din acele zone). 

Fig. 5.4. Frecvenţe de eşantionare permise pentru un semnal trece bandă. 
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In figura 5.4 au fost trecute câteva puncte ce reprezintă frecvenţe de eşantionare, 
normate cu ce pot fi utilizate. De la limita / e / / ^ = 2 în sus, zonele nehaşurate 
reprezintă intervale, pentru o anumită valoare a termenului f^f / / ^ , în care pot exista 
frecvenţe de eşantionare. De la limita f j / ^ ^ l în jos, pot fi alese frecvenţe de 
eşantionare doar dacă semnalul trece bandă analizat este periodic. în acest caz 
eşantionarea se face pe mai multe perioade. Astfel, domeniul de frecvenţe de 
eşantionare ce pot fi utilizate a fost mărit. 
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CONCLl ZII FINALE SI CONTRIBUŢII 

Trecerea de la reprezentarea tradiţională analogică a semnalelor la una numerică 
(digitală) este motivată de numeroase avantaje. Aceste avantaje includ uşurinţa 
procesării semnalului, posibilitatea de a fi salvat pe un suport pentru mult timp fară ca 
proprietăţile sale să se modifice, posibilitatea de a face o copie sau mai multe tară 
pierdere de informaţie etc. 

în prezenta teză de doctorat se tratează cu precădere eşantionarea semnalelor 
periodice şi, pe baza eşantioanelor prelevate, calculul coeficienţilor Fourier. Teza este 
structurată pe cinci capitole. în capitolul 1 se face o introducere in eşantionarea 
semnalelor cu accent pe eşantionarea semnalelor periodice. Este prezentată eroarea de 
aliere ce poate să apară în cazul eşantionării unui semnal oarecare de tip trece jos 
respectiv, un semnal periodic de tip trece jos. In capitolul 2 se prezintă posibilitatea de 
reducere a fi-ecvenţei de eşantionare a unui semnal periodic prin prelevarea 
eşantioanelor de pe mai multe perioade. în capitolul 3 se tratează eşantionarea 
semnalelor periodice şi pare respectiv, impare. Sunt obţinute relaţii de calcul a 
coeficienţilor Fourier şi sunt prezentate câteva posibilităţi de obţinere a eşantioanelor 
necesare. în capitolul 4 se prezintă prelucrarea unui semnal oarecare prin periodicizarea 
pe porţiuni (intervale). Aceste intervale sunt considerate o perioadă dacă se utilizează 
periodicizarea pnn repetare respectiv, o jumătate de perioadă dacă se utilizează 
periodicizarea pnn oglindire şi repetare, semnalele utilizate sunt semnalul rampă şi 
semnalul sinusoidal. Semnalul rampă a fost ales deoarece, pe lângă faptul că este simplu 
de generat, fiecare eşantion prelevat are o valoare diferită de a celor deja prelevate sau 
de a celor ce urmează să fie prelevate. De asemenea, valoarea semnalului de la sfârşitul 
intervalului considerat a fi o perioadă este difentă de valoarea semnalului de la 
începutul acestui interval. .Astfel, în cazul penodicizăni prin repetare \ a rezulta un punct 
de discontinuitate indiferent de mărimea intenalului ales. Semnalul sinusoidal a fost 
ales deoarece este un semnal periodic simplu de generat iar diferenţa între două 
eşantioane succesive este variabilă pe parcursul inten alului de observ are considerat a fi 
o perioadă. Dacă semnalul are o v ariaţie mai lentă şi valorile de la capetele intervalului 
ales sunt aproape egale, banda de fi-ecvenţe a semnalului obţinut pnn periodicizare este 
redusă şi prin urmare reconstnicţia poate fi realizată cu eron mai mici la frecvenţe 
reduse de eşantionare. în capitolul 5 se tratează eşantionarea semnalelor penodice de tip 
trece bandă. Sunt obţinute relaţiile de calcul a numărului de eşantioane necesare (şi 
implicit a frecvenţei de eşantionare) pentni calculul coeficienţilor Fourer. Sunt 
prezentate două cazuri. Unul în care semnalul periodic de tip trece bandă conţine doar 
componente armonice de ordin mai mare corespunzătoare unei frecvenţe 1/7', unde T 
este perioada semnalului, ce pot fi obţinute prin filtrarea trece bandă a unui semnal 
periodic de tip trece jos. Al doilea caz îl reprezintă obţinerea semnalului periodic de tip 
trece bandă prin modularea în amplitudine a unei purtătoare sinusoidale cu un semnal 
modulator periodic de tip trece jos. 

Generarea semnalelor, calculul frecvenţei de eşantionare (număr de eşantioane) 
necesară, al coeficienţilor Fourier, reconstrucţia semnalelor analizate şi graficele din 
lucrare au fost făcute cu ajutorul a două programe de calcul matematic şi anume: 
iVlathcad şi Matlab. 
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Programul Mathcad a fost utilizat datontă uşunnţei cu care se scnu relaţiile de 
calcul. Acestea se introduc la fel ca în cazul editării ecuaţilor într-un program de editare. 
Domeniul de vanaţie al variabilelor (de exemplu t pentru .v(/)) poate fi ales în orice 
inter\al folosind im pas între două valori succesive ce poate fi diferit de unu. De 
asemenea este simplu de efectuat modificân într-un program (fişier) deja sens. 
Dezavantajul prograinului Mathcad este că efectuarea calculelor durează desml de mult 
timp. Acest lucru se datorează faptului că rezultatul calculelor nu se memorează. în 
cazul în care rezultatul unei operaţii matematice se utilizează în mai multe locuri în 
cadrul unui program, acea operaţie matematică se va executa la fiecare apelare 
(utilizare) a acelui rezultat. Ca exemplu considerăm două ecuaţii notate ec\ şi ecl. Cu 
ecuaţia ec\ se calculează unul din cei N'^IK^X coeficienţi Fourier ai unui semnal 
periodic x(î) unde, K este ordinul componentei annonice corespunzătoare frecvenţei 
maxime din semnal. Pentru a calcula toţi coeficienţii ecuaţia ec\ se apelează de //ori. 
Cu ecuaţia ecl se obţine semnalul xr(t) ce reprezintă reconstrucţia semnalului xft) pe 
baza coeficienţilor Fourier. Timpul î nu este continuu ci discret: pasul între două valori 
succesive ale semnalului reconstituit poate fi ales mult mai mic decât perioada de 
eşantionare. Dacă se doreşte calculul valorii semnalului reconstituit xr(t) pentru A/ 
valori ale lui ecuaţia ecl va fi apelată de M ori. In calculul valorii semnalului xr(t) 
într-un punct inter\in toţi cei iV coeficienţi Fourier. .AstfeK pentru calculul a A/ valori ale 
semnalului xr(î), ecuaţia ec\ va fi apelată de MN ori (fiecare coeficient Fourier va fi 
calculat de A/on). 

Pentru programul Matlab este mai dificil de sens un fişier (program) care să 
implementeze o ecuaţie (sau mai multe ecuaţii). Acest program de calcul lucrează cu 
vectori şi matnce. Indicele unui element dintr-un vector poate fi doar un număr întreg 
mai mare decât zero (de exemplu pentru .v(/), t poate avea \alori întregi de la unu în 
sus). Acest indice indică poziţia elementului în \ector. Modificarea conţinutului unui 
fişier nu este simplu de făcut. Ca avantaj - calculele sunt efectuate mai rapid - dacă 
elementele unui vector sau al unei matnce au fost calculate ele sunt memorate şi pot fi 
utilizate fară a fi recalculate la fiecare apelare. 

Pentru calcule simbolice (calculul detenninanţilor din tabelul 3.1) a fost utilizat 
programul Mathematica. 

Principalele contribuţii aduse în cadrul prezentei teze de doctorat sunt evidenţiate 
în continuare: 

1. in capitolul 1 se prezintă grafic faptul că un semnal penodic. datorită spectnilui său 
discret, poate fi eşantionat cu o frecvenţă mai mică decât cea dată de teorema 
eşantionării fârâ să apară fenomenul de aliere. Condiţia ca fenomenul de aliere să nu 
apară este următoarea: diferenţa dintre frecvenţa minimă de eşantionare a semnalelor 
periodice dată de relaţia (1.17) şi frecvenţa de eşantionare utilizată nu poate fi egală cu 
multiplul frecvenţei fundamentalei. Dacă această condiţie este îndeplinită, spectrul 
semnalului şi replica sa centrată pe frecvenţa de eşantionare, se întrepătrund dan liniile 
spectrale nu se suprapun. In acest caz, pentru reconstrucţia semnalului iniţial nu se mai 
poate utiliza un filtru trece jos deoarece anumite componente ce apar în spectru datontă 
întrepătrunderii trebuie să fie eliminate. Acest lucru se poate face cu ajutorul unui filtru 
pieptene ce are benzi de trecere cu frecvenţe centrale egale cu frecvenţele fundamentalei 
şi annonicelor din semnalul analizat. 

2. în paragraful 1.5 se prezintă un algoritm ce permite alegerea frecvenţei minime de 
eşantionare a unui semnal periodic dacă nu se cunoaşte ordinul K] al componentei 
armonice corespunzătoare frecvenţei maxime din semnal, în cazul în care în semnalul 
analizat sunt prezente toate componentele armonice pâna la ordinul K\. Dacă ordinul K 
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ales este mai mic sau egal cu A'i, coeficientul ĉ - va fi difent de zero. De asemenea, 

= c_f: = Cf ,̂ unde cu * s-a notat complex conjugatul, deoarece transformata 
Fourier (discretă) este periodică. Dacă ordinul K ales este mai mare decât K\ atunci, 
Cĵ  = Cĵ -̂ j = O. Dacă c^ = ^ O şi Cĵ - = c ^ = O atunci valoarea lui K\ este egală 
cu In cazul în care din semnalul analizat lipsesc mai multe componente armonice 
(succesive), obţinerea lui este puţin mai dificilă. Aceasta deoarece se poate ajunge la 
situaţia Cf̂  = = O chiar dacă K ales este mai mic decât K\. în acest caz, semnal cu 
componente armonice lipsă, trebuie verificaţi toţi coeficienţii Fourier la modificarea 
valorii atribuite lui K şi nu doar coeficientul c^-. Pentru K < K^ există coeficienţi ĉ  
care au o valoare pentru K = K' şi o altă valoare pentru K = unde K'< ATj. 
Dacă K > K^ coeficienţii c^ nu îşi schimbă valoarea dacă K se modifică de la IC \di IC\ 
unde Â i < K'< acest caz este prezentat în acelaşi paragraf. 

3. în paragraful 2.2 este obţinută relaţia notată (2.13) cu ajutorul căreia se calculează o 
valoare pentru fi-ecvenţa de eşantionare a unui semnal periodic, valoare mai mică decât 
cea rezultată din teorema eşantionării. La această relaţie s-a ajuns pornind de la condiţia 
ca în intervalul de fi-ecvenţe a unui semnal periodic să nu avem, pentru o anumită 
fi-ecvenţă de eşantionare, două componente cu aceleaşi eşantioane. în acelaşi paragraf se 
demonstrează că prin utilizarea unei fi-ecvenţe de eşantionare obţinută cu ajutorul 
relaţiei (2.13) nu apar erori de aliere. Prelevarea eşantioanelor necesare se face de pe un 
număr întreg şi par (putere a lui doi datorită împărţirii cu 2^) de perioade ale semnalului 
analizat. 

4. Relaţia (2.13) este destul de restrictivă prin faptul că eşantioanele necesare sunt 
prelevate doar de pe un număr par - putere a lui doi - de penoade. în paragraful 2.3 se 
tratează cazurile în care numărul M de perioade de pe care sunt prelevare eşantioanele 
necesare este impar sau par (nu doar putere a lui doi). Este enunţată o teoremă ce 
prezintă condiţia necesară pentru reducerea frecvenţei de eşantionare în cazul 
semnalelor periodice, şi anume, distanţa dintre oricare două eşantioane prelevate trebuie 
să fie diferită de multiplul perioadei de eşantionare. Din această teoremă rezuhă condiţia 
necesară pentru o eşantionare corectă şi anume: numărul N de eşantioane necesare şi 
numărul M de perioade de pe care sunt ele prelevate nu trebuie să aibe nici un divizor 
comun. De aici rezultă că eşantioanele necesare pot fi prelevate şi de pe un număr impar 
de perioade ale semnalului analizat fară apariţia eronlor de aliere. 

5. Dacă eşantioanele necesare pentru calculul coeficienţilor Fourier sunt prelevate de pe 
o perioadă a semnalului analizat, se obţin într-o anumită ordine (eşantioane cu indicii de 
la O la NA în ordine crescătoare). în cazul în care acelaşi număr de eşantioane se 
prelevează de pe mai multe perioade, prin utilizarea unei fi-ecvenţe mai mici de 
eşantioare, eşantioanele se vor obţine într-o ordine diferită faţă de eşantionarea pe o 
perioadă. Acest lucru înseamnă că eşantionul /, în cazul eşantionării pe mai multe 
perioade, nu este acelaşi cu eşantionul / în cazul eşantionării pe o perioadă. Simt şi 
excepţii când aceste eşantioane sunt aceleaşi ca, de exemplu, prelevarea a câte un 
eşantion din perioade succesive. în acelaşi paragraf 2.3 se obţine o relaţie (notată (2.37)) 
cu ajutorul căreia se calculează ordinea de prelevare a eşantioanelor de pe mai multe 
perioade faţă de cazul eşantionării pe o perioadă. 

6. în paragrafiil 3.4 se prezintă relaţiile de calcul ale coeficienţilor Fourier pentru un 
semnal periodic şi par, pentru un număr impar respectiv, par de eşantioane. Aceste 
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eşantioane pot fi prelevate de pe parcursul unei juniâtâţi de perioadă, de pe parcursul 
unei perioade sau de pe parcursul a mai multe perioade corespunzătoare semnalului 
analizat. Modul de obţinere a acestor relaţii este prezentat în anexa A. In paragraful 3.5 
se prezintă relaţiile de calcul ale coeficienţilor Fourier pentru un semnal periodic şi 
impar şi, posibilităţi de prelevare a eşantioanelor necesare (de pe o perioadă sau mai 
multe). Modul de obţinere a acestor relaţii este prezentat în anexa B. 

7. in paragraful 3.7.3 sunt obţinute relaţiile de calcul a coeficienţilor Fourier 
corespunzători unor semnale periodice pare, respectiv impare, în cazul în care procesul 
de eşantionare începe la un moment to diferit de zero (se consideră începutul unei 
perioade ca fiind momentul zero). Se demonstrază faptul că pentru o eşantionare corectă 
(posibilitatea calculării coeficienţilor Fourier) /o trebuie să fie difent de zero sau de 
multiplii de 7^2, unde T̂  este perioada de eşantionare. Această demonstrare se face în 
două moduri. Prima demonstrare porneşte de Ia relaţia de calcul a coeficienţilor Fourier 
şi se impune condiţia ca numitorul să fie diferit de zero. Pentru a doua demonstrare se 
scrie sistemul format din ecuaţiile corespunzătoare descompunerii în serie Fourier 
trigonometrică a semnalului analizat, pentru fiecare eşantion prelevat. Pentru ca 
sistemul să fie compatibil determinat, matricea formată din termenii cosinus (în cazul 
semnalelor periodice şi pare) trebuie să aibe determinantul diferit de zero. Sunt calculate 
valorile determinanţilor pentru mai multe astfel de matrice (K diferit) şi se obţine 
condiţia ca deteminantul să fie diferit de zero. 

8. in capitolul 4 se analizează un semnal oarecare pe o anumită perioadă de timp, 
niunită în teză „interval de obsen are" şi notat cu IO. Dacă IO este considerat o perioadă 
a unui semnal periodic, datorită valorilor diferite a semnalului la capetele inter\'alului. 
vor apare discontinuităţi. Rezultă o bandă de fi-ecvenţe infinită. Acest mod de obţinere a 
unui semnal periodic pe baza unui IO dintr-un semnal oarecare este denumit în teză 
periodicizare prin repetare. Coeficienţii Fourier calculaţi sunt numere complexe. In teză 
se utilizează oglindirea setului de eşantioane corespunzătoare unui IO faţă de unul din 
capete pentru reducerea sau chiar eliminarea eventualelor discontinuităţi ce pot apare la 
capătul intervalului. Noul inter\'al {10 plus 10 oglindit) este considerat o penoadă a 
unui semnal periodic, in plus. prin oglindire şi repetare, semnalul periodic ce se 
formează este şi par coeficienţii Fourier sunt numere reale şi pot fi calculaţi mai uşor pe 
baza unui număr mai mic de eşantioane faţă de cazul antenor (periodicizare prin 
repetare), in cazul periodicizării prin oglindire şi repetare coeficienţii Fourier descresc 
mai repede decât în cazul penodicizării prin repetare datorită faptului că banda de 
fi-ecvenţe este mai mică. Prin unnare, pentru erori comparabile, se pot neglija 
coeficienţii cu ordin mai mic, ceea ce duce la reducerea numărului de eşantioane 
necesare şi la reducerea volumului de calcul. 

9. Eroarea de reconstrucţie a semnalului pe baza coeficienţilor Fourier scade mult mai 
mult dacă intervalul de reconstrucţie (notat IR) este ales mai mic mai mic ca IO decât 
dacă este mărită frecvenţa de eşantionare, in cazul periodicizării pnn repetare, la 
creşterea frecvenţei de eşantionare, eroarea de reconstnicţie la începutul şi sfârşitul IR 
scade neglijabil; se consideră că IR este egal cu IO. in cazul periodicizării prin oglindire 
şi repetare, eroarea de reconstrucţie la începutul şi sfârşitul IR scade la jumătate cu 
dublarea frecvenţei de eşantionare. Aceeaşi scădere a erorii de reconstrucţie la începutul 
IR are loc în cazul oglindirii, dacă frecvenţa de eşantionare rămâne nemodificată dar, IR 
este mai mic decât IO cu două perioade de eşantionare; IR începe cu o perioadă de 
eşantionare mai târziu şi se termină cu o perioadă de eşantionare mai repede decât IO. 
Acest lucru duce la concluzia că în urma periodicizării prin oglindire şi repetare şi 
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alegerea unui IR mai mic decât IO, se obţin erori de reconstrucţie mici la frecvenţe de 
eşantionare mici. 

10. In paragrafiil 5.2 se demonstrează faptul că un semnal periodic trece bandă, ce are 
banda de frecvenţe notată /B şi frecvenţa maximă din spectru notată /M, poate fi 
eşantionat cu o frecvenţă de eşantionare/E mai mare decât dar mai mică decât 2/M 
fară să apară procesul de aliere. Demonstrarea porneşte de la condiţia ca în intervalul de 
frecvenţe a semnalului periodic trece bandă, pentru ^ aleasă, să nu existe componente 
cu aceleaşi eşantioane. O condiţie suplimentară este ca frecvenţa minimă /m din banda 
de frecvenţe să fie mai mare decât această bandă,/m>/M-/m^B. 

11. Tot în paragraful 5.2 se prezintă o teoremă ce precizează condiţiile pe care trebuie să 
le îndeplinească numărul N de eşantioane, prelevate de pe o perioadă a imui semnal 
periodic trece bandă astfel încât reconstrucţia semnalului să se facă corect (să nu apară 
procesul de aliere). De asemenea, se deduce o relaţie (notată (5.31)), cu ajutorul căreia 
semnalul periodic trece bandă poate fi reconstituit pe baza celor N eşantioane prelevate, 
dacă N respectă condiţiile teoremei. In anexa D se prezintă un program scris în Matlab 
ce implementează relaţia 5.31. în anexa C se prezintă un program scris în Matlab cu 
ajutorul căniia se poate calcula numărul minim de eşantioane ce îndeplineşte condiţiile 
teoremei din paragraful 5.2. Acest program atribuie lui N valori de la niunănil mmim 
teoretic (dat de condiţia a) din teoremă) în sus, efectuează împărţiri şi comparări pentru 
a verifica condiţiile b) şi c) din teoremă şi, dacă ele sunt satisfacute, retumează valoarea 
minimă ce poate fi utilizată pentru N. Un program similar scris în Mathcad oferă pe 
lângă valoarea minimă utilizabilă pentru N şi alte valori mai mari. De asemenea sunt 
calculate şi frecvenţele de eşantionare corespunzătoare pentru cazul în care eşantioanele 
se prelevează de pe o perioadă a semnalului periodic trece bandă analizat. 

12. In paragraful 5.3, pornind de la reprezentarea grafică a spectnilui semnalului trece 
bandă eşantionat, sunt date două condiţii care, dacă una din ele este îndeplinită, 
semnalul poate fi eşantionat cu o frecvenţă minimă, deoarece se pot preleva numărul 
minim de eşantioane necesare fară să apară procesul de aliere. în acest caz. un multiplu 
al frecvenţei minime de eşantionare va fi mai mică decât frecvenţa minimă din spectrul 
semnalului cu o valoare egală cu l/T, unde Teste perioada semnalului, sau mai mare 
decât frecvenţa maximă din spectrul semnalului cu aceeaşi valoare 1 /'. 

13. în paragraful 5.4 se prezintă cazul semnalelor periodice de tip trece bandă obţinute 
prin modularea în amplitudine a unei purtătoare sinusoidale cu un semnal modulator 
periodic de tip trece jos. Se obţine o relaţie de calcul a perioadei semnalului trece bandă 
(notată 5.63) în funcţie de perioada semnalului modulator respectiv, perioada 
semnalului purtător. în anexa C se prezintă un prograin de calcul a teniienilor nio şi m\ 
ce intervin în relaţia 5.63, utili pentru calculul perioadei semnalului trece bandă şi, 
calculul ordinelor yV/| şi Mi corespunzătoare componentelor armonice aflate la capetele 
benzii de frecvenţe a semnalului modulat (trece bandă). 

în acelaşi paragraf sunt obţinute relaţiile de calcul a frecvenţei a semnalului 
purtător în funcţie de frecvenţa minimă de eşantionare a semnalului modulator pentru ca 
semnalul rezultat prin modulare în amplitudine să poată fi eşantionat cu o frecvenţă 
minimă de eşantionare. Pentru cazul fu oarecare, sunt obţinute relaţii de calcul a 
numărului minim de eşantioane, implicit şi a frecvenţei de eşantionare, pentru ca prin 
eşantionarea semnalului modulat să se obţină direct informaţii despre semnalul 
modulator (de fapt prin această eşantionare se face şi demodularea semnalului periodic 
de tip trece bandă obţinut prin modulare în amplitudine). în anexa E se prezintă schema 
logică a unui prograin de calcul a nuinărului minim de eşantioane necesare pentru 
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calculul coeficienţilor Fourier corespunzători semnalului modulator. Informaţiile pe 
baza cărora se calculează acest număr sunt fi-ecvenţa fundamentalei semnalului 
modulator, ordinul componentei maxime din semnalul modulator şi frecvenţa 
semnalului purtător. 

in acelaşi paragraf sunt prezentate relaţiile de calcul ale coeficienţilor Fourier 
corespunzători semnalului modulator (semnalelor modulatoare dacă este vorba de 
modulare în amplitudine în cuadratură). 

Deoarece semnalul trece bandă analizat în capitolul 5 este periodic, eşantioanele 
necesare pentru calculul coeficienţilor Fourier pot fi prelevate de pe mai multe perioade. 
Dacă eşantioanele sunt prelevate de pe o perioadă a semnalului atunci fi-ecvenţa minimă 
de eşantionare este mai mare decât 2/B (raportul ^^/B nu poate fi mai mic de 2). Dacă 
eşantionarea se face pe mai multe perioade rezultă o frecvenţă de eşantionare mult mai 
mică, iar raportul f j f ^ poate ajunge mai mic decât 2. în cazurile prezentate în literatură 
sub acest p r a g y ^ = 2 nu se poate ajunge fară apariţia erorilor de aliere. 

în continuarea celor prezentate, o direcţie de dezvoltare o reprezintă eşantionarea 
semnalelor trece bandă obţinute prin modularea în amplitudine a unei purtătoare 
(co)sinusoidale, x{t) = p{t)Q0s{(0QÎ ^ (p), la momente de timp iTe pentru care 
Q0S>{C0qiT^dar şi în acest caz, valoarea eşantioanelor semnalului 
modulator p{i) se pot obţine din eşantioanele semnalului modulat .r(/) prin împărţirea 
lo r la cos(cOqîT^ 

in acest caz este necesară cunoaşterea momentului prelevării unui eşantion din 
semnalul modulat faţă de momentul trecerii prin zero a semnalului purtător pentru 
calculul numitorului din relaţia de mai sus. De asemenea frecvenţa de eşantionare 
trebuie să fie sincronizată cu frecvenţa purtătoarei, la fel ca şi în cazul prezentat în 
paragraful 5.4 unde eşantionarea este făcută la momente de timp pentru care 
cos(co^iT^) = ±\. 

După obţinerea unui set de eşantioane din semnalul modulator se poate aplica 
metoda periodicizării prin oglindire şi repetare (periodicizare prin paritate) pentru 
calculul coeficienţilor Fourier corespunzători semnalului modulator. 

Este posibil ca prin această metodă de obţinere a eşantioanelor, restricţiile cu 
privire la alegerea frecvenţei de eşantionare (relaţiile notate (5.97)) să fie mai puţin 
restrictive deoarece nu mai este necesar ca cos(69(,/T^ + = 1. 
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Anexa A 

CALCULUL COEFICIENŢILOR FOURIER CORESPUNZĂTORI UNUI 
SEMNAL PERIODIC ŞI PAR 

în această anexă se vor obţine relaţiile de calcul a coeficienţilor Fourier , 
k = 0,1,..., AT, a unui semnal periodic par fp{t), de perioadă Tq , care are un număr de 
K componente armonice. Utilizăm ca punct de plecare relaţia (1.3) rescrisă mai jos 

JC 

f i t ) = + z\Pk cosikcoot) + sin(A6:;oO], (A. 1) 
k=\ 

unde coeficienţii bj. sunt egali cu zero. Indicele superior de însumare oo îl înlocuim cu 
N-l unde N reprezintă numărul de eşantioane prelevate din seminalul fp(i) pe 
parcursul unei perioade (sau a mai multor perioade). De asemenea, timpul continuu t 
este înlocuit cu momentele iT^, unde T̂  reprezintă perioada de eşantionare T̂  = Tq/N , 
iar / = 0,1,...,N-l . Rezultă relaţia 

v-i 
COS(kcOoiT,) . (A.2) 

k=0 

înmulţim relaţia (A.2) cu cosinco^iT^) unde n este o variabilă cu acelaşi domeniu 
de definiţie ca şi k. Se obţine 

v-i 
/^(/TJcos(A2cyo/TJ= (A.3) 

k=0 

în continuare, în urma însumării după toate valorile lui /, relaţia (A.3) devine 

-V-l -V-l .v-l 
= Y,cos{koj0iT^)cos{nco0iT^). (A.4) 

/=0 =̂0 /=0 

în relaţia (A.4) se aplică formula 

, cos(a-h6)-i-cos(a-/)) cosa • cosb = ^ ^ ^ 
2 

rezultând 

/=0 k=0 i=0 ^ 

Suma după / din membrul drept poate fi scrisă sub forma 
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cos((^ + n)(OQiT̂  )-i- cos((^ - ) 
Zu ^ 
1=0 ^ 

v-i 

1=0 

s-\ 

1=0 

(A.6) 

Folosindu-ne de relatia 

.v-i smN — 
^ cos/a = cos(A^-l)— ^ 

^ s i n -
2 

(A.7) 

şi înlocuind pe a cu respectiv cu {k-^riyoQT^, avem pentru sumele din 
relaţia (A.6) 

1=0 

O pentru k ^ n 
N pentru k = n 

(A.8) 

respectiv 

A-l 

1 = 0 

o pentru ^ + a? > O 
N pentru k^n-0 

(A.9) 

Suma din relaţia (A.9) este diferită de zero doar pentru k = n = 0 deoarece 
variabilele k ş\ n sunt numere pozitive în domeniul O la Â  - 1 . Astfel, pentru 
coeficientul a^ se obţine relaţia 

1 

^ 1=0 
(A.10) 

iar pentru coeficienţii aj^, k = 1,2,..., K , se obţine 

9 v-i 

/=0 
(A.11) 

în cazul în care N este un număr impar, datorită faptului ca eşantioanele sunt 
egale între ele două câte două = se pot utiliza un număr mai 
mic de eşantioane pentru a calcula valorile coeficienţilor a^ .̂ Deoarece ultimul eşantion 
prelevat dintr-o perioadă a semnalului periodic par fp{t) este fp({N - ) , înseamnă 
că eşantionul /^(O) este unic (/^(O) = fp{NT^), eşantion care nu este prelevat), restul 
eşantioanelor fiind egale două câte două (A^ - 1 fiind un număr par). Şi în cazul funcţiei 
cosinus avem aceeaşi relaţie de egalitate şi anume 
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cos{kcoQ{N - = cos{k^^{N - = cos{k—i) = cosihco^iT^) 
NT^ N 

astfel relaţia (A. 11) devine 

2 
«A- = N 

K 
(A. 12) / / O ) + 2 • X/^(/TJcos(A:6>o/T, ) 

<=1 

în acest caz numărul de eşantioane prelevate este K +1 (primele K +1 eşantioane 
din cele Â  = 2Ar +1). Deoarece semnalul analizat este periodic, frecvenţa de 
eşantionare poate fi redusă prin prelevarea eşantioanelor, necesare pentru calculul 
coeficienţilor Fourier, de pe mai multe perioade ale semnalului (/). 

în cazul în care N este un număr par, primul eşantion /^(O) este unic şi, 

2 
este unic, restul fiind egale două câte două; prin urmare, relaţia (A. 11) poate fi rescrisă 
sub forma 

deoarece N-\ este un număr impar, rezultă că şi eşantionul —) ( = fp{K + \)) 

Ok = N f p (0) + f , HK + l)T,)cosik{K + I K T ; ) + 2 • X / p {iT,)cos{kco,iT,) 
<=1 

In acest caz numărul de eşantioane prelevate este K + 2. 

. (A. 13) 
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CALCULUL COEFICIENŢILOR FOURIER CORESPUNZĂTORI UNUI 
SEMNAL PERIODIC ŞI IMPAR 

în această anexă se vor obţine relaţiile de calcul a coeficienţilor Fourier b^, 
k = 1,2,..., K , a unui semnal periodic impar (/), de perioadă T^ , care are un număr de 
K componente armonice. Utilizăm ca punct de plecare relaţia (1.3), rescrisă mai jos 

X 

/ ( O = + s k cos{kco^t) -h b^ Sin(/r6;o0], (B. 1) 
A ' = l 

unde coeficienţii Of̂  sunt egali cu zero, / ( / ) devenind / / ( / ) . Indicele superior de 
însumare oo îl înlocuim cu K care reprezintă numărul de coeficienţi diferiţi de zero 
deoarece presupunem că în semnal avem K componente armonice. De asemenea, 
timpul continuu t este înlocuit cu momentele /T^, unde T^ reprezintă perioada de 
eşantionare T^ = ^ o / ^ ^^ ' = 0,1,...,// - 1 , N fiind numărul de eşantioane prelevate pe 
parcursul unei perioade ţinând cont de teorema eşantionării aplicată la semnale 
periodice {N >2K Rezultă relaţia 

K 
= (B.2) 

A - = l 

îmnulţim relaţia (B.2) cu , unde n este o variabilă de calcul cu 
acelaşi domeniu de definiţie ca şi k, obţinând 

v-i 
f j {iT^)sm{no)oiT^ ^^{kcoQiT^)sxninco^iT,). (B.3) 

k=\ 

Pentru fiecare din cele N eşantioane prelevate avem o relaţie de tipul (B.3). 
însumând toate aceste relaţii obţinem 

Y, fi{iT,)sminco^iT^) = Z ^ Z ) . (B.4) 
/=0 k=\ /=0 

Ţinând cont de faptul că 

. , cos((7 + 6) + cos(a -/?) sm âf • sm = ^̂  ^ ^̂  ^, 
2 

relaţia (B.4) devine 

1=0 k=\ i=0 ^ 

Suma după / din partea dreaptă a egalităţii o rescriem sub forma 
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^̂  cos((̂  + ) + cos((/: - n)coQiT̂ ) 
2 - 1 ^ 

1=0 ^ 
(B.6) 

. 1=0 /=0 

Folosind egalitatea 

•v-i sinA^-
2]cos /a =cos(A^-l) (B.7) 
'=0 ^ s i n -

2 

şi înlocuind pe a cu (/: + n)coQîT^ respectiv, cu (k - n)coQiT^, vom obţine 

f^ [iV pentru Â: + /7 = 0 
respectiv. 

.v-i O pentru k^n 
Xcos( (>-A7H/7; )= ^ (B.9) 
" [/V pentru k = n 

Relaţia (B.8) este diferită de zero doar pentru k = n = 0, ceea ce nu este posibil 
deoarece nu avem coeficientul b^. Prin urmare, relaţia de calcul pentru coeficienţii b .̂, 

= 12,...,A:, este 

=^' i if j{iT,)sm(kcOoiT,) , (B.IO) 
^ i=0 

Deoarece între eşantioane avem o relaţie de egalitate (în modul) şi în acelaşi timp 
avem o înmulţire între două funcţii impare, rezultatul fiind o ftmcţie pară, re5:ultă că 

f j (iT,) sinikcOoiT,) = f j {{N - ) sinikcoo {N - ), (B. 11) 

prin urmare, relaţia (A. 10) poate fi scrisă sub forma 

4 
(B.12) 

^ 1=0 

dacă N este un număr impar şi 

4 ^^ 
(B.13) 

^ 1=0 

dacă N este un număr par. 
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Deoarece K -^1 = — şi Y ^̂  ^ ^ = O, rezultă că eşantionul 

f i (—T^) (care oricum are valoarea zero deoarece semnalul este periodic şi impar) este 

înmulţit cu zero şi prin urmare poate fi eliminat din calcul; relaţia (B.13) devine aceeaşi 
cu (B.12). Astfel, se utilizează doar jumătate din numărul de eşantioane necesare 
conform teoremei eşantionării, prin urmare se poate reduce frecvenţa de eşantionare cel 
puţin la jumătate. O reducere mai mare a frecvenţei de eşantionare poate fi realizată prin 
prelevarea eşantioanelor, necesare calculului coeficienţilor Fourier, de pe mai multe 
perioade a semnalului analizat. 
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CALCULUL TERMENILOR /V, A/,, M ,̂ ntu m» PENTRU UN SEMNAL DE TIP 
TRECE BANDĂ 

Mai jos se prezintă schema logică pentru calculul numărului N de eşantioane ce 
trebuie prelevate din semnalul periodic trece bandă x(t) analizat, pentru ca, utilizând 
relaţia (5.31), acesta să poată fi reconstituit din eşantioanele sale. Dacă avem doar banda 
de frecvenţe , / , ) a acestiii semnal şi perioada T a semnalului, ordinele A/, şi A/j 
ale armonicelor corespunzătoare capetelor benzii de frecvenţe se pot calcula uşor cu 
relaţiile M, = y;. • 7 şi A/, = • 7". 

Start 

Citeştey;./, şi T 
T 

= [2M,N„,„] 

E 
m, 

N = 

[2M, = [2MrN\ 
NU; 

DA 

N = A +̂1 NU 

Afişare N 

Stop 

Programul scris în matlab ce imlementează schema logica de mai sus, este listat în 
continuare: 

c lear 
f i = 70; 
f s = 90; 
f = 2; 
T = l / f ; 
Ml = f i*T; 
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M2 = fs*T; 
Nmin = (M2-M1+1); 
m_max = floor(2*M1/Nmin) 
N = Nmin; 
for k = Nmin:2*Nmin 

col 
co2 
co3 
co4 
i f 

end 
N = 

floor(2^M1/N); 
floor(2*M2/N); 
2*Ml/N-col; 
2*M2/N-co2; 

col == co2 & co3 
break 

N+1; 

0 & co4 -=0 

end 

Dacă semnalul periodic trece bandă a fost obţinut prin modularea în amplitudine a 
unei purtătoare sinusoidale cu un semnal periodic trece jos p{t), ordinele A/j M2 se 
obţin după efectuarea unor calcule puţin mai complicate. Calculele se fac în ftmcţie de 
frecvenţa / , a fundamentalei semnalului modulator, ordinul K corespunzător 
armonicei maxime din acest semnal şi frecvenţa /Q a purtătoarei. Se calculează termenii 
/Wq şi /77j (vezi relaţia (5.62 sau 5.63)), întregi ce nu au voie să aibă divizori comuni şi 
pe baza lor, se calculează şi M^ • Mai jos, se prezintă schema logică pentru calculul 
termenilor /t/q , /Wj, A/̂  şi M^ • 
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Programul scris în matlab ce implementează schema logica de mai sus este listat 
în continuare: 

c l e a r 
f l = 2 ; . . I o.i-:.,.. 
K=5; . L M i . - j : : ; ' . -
f0=8 0; ' 
m 0 1 = f 0 / f l ; 
m l = l ; - i . : 3 . . . . . l . 
m 0 = m 0 1 * m l ; 
R=rem (mO, 1) ; - ^ ; : i •.: i a 
w h i l e R - = 0 

ml=ml-»-l ; 
m0=m01*-inl; 
R=rem(mO, 1) ; 

e n d 
Ml = mO - K * m l ; 
M2 = mO + K*ra l ; 

ml 
mO 
Ml 
M2 
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PROGRAM CE IMPLEMENTE/VZĂ RELAŢIA (5.31) 

în această anexă se prezintă un program numit kl k2 ce implementează relaţia 
(5.31) în matlab. Acest program, la rândul sau, apelează o funcţie fmcdf ce generează 
eşantioanele semnalului trece bandă x{t) obţinut prin modulare în amplitudine, relaţia 
(5.85). Modificând această ftmcţie se poate schimba numărul de componente şi 
amplitudinile acestora din semnalele p{t) şi q{t). 

c l e a r 

g l o b a l fl Km fO 

fl = 2; 

T 1 = 1 / f l ; 

K m = 5; 

fO = 80; 

m l = 1; . ^ ^ - - n : • - ^ r o a 
m O = ( f O * m l ) / f l ; 

Kl = m O - K m ^ m l ; — : 

K2 = m O + K m ^ m l ; 

N m i n = 2 * ( K 2 - K 1 + 1 ) ; 

m__max = f l o o r ( 2 * K 1 / N m i n ) ; 

N = N m i n ; 

c o n t = 1; 

for k = N m i n : 2 * N m i n 

c o l = f l o o r ( 2 ^ K 1 / N ) ; 

co2 = f l o o r ( 2 * K 2 / N ) ; 

c o 3 = 2 * K l / N - c o l ; 

co4 = 2 * K 2 / N - c o 2 ; 

if c o l == co2 & c o 3 O & co4 - = 0 

b r e a k 

e r ; d 
N = N+1; 

end 

N 

i n c e p = 0; 

p a s = 0 . 0 0 1 ; 

sf = 1; 

t = i n c e p i p a s : s f ; 

i n c r e m = i n c e p ; 

for tt = l : l e n g t h ( t ) 

s i ( t t ) = f i n c d f ( f O , f l . K m , i n c r e m ) ; 

i n c r e m = i n c r e m -i- p a s ; 

e n d 

f i g u r e ( 1 ) 

p l o t (t,si) 

t i t l e 

Te = T l / N ; 

i n c r e m = i n c e p ; 

for tr = l : l e n g t h ( t ) 

c o ( t r ) = 0; 

s u m a ( t r ) = 0; 

f r ( t r ) = 0; 

for ir = 1:N 

for kr = K 1 : K 2 

c o ( t r ) = c o ( t r ) + c o s ( k r * 2 * p i * f l * ( i n c r e m - ( i r - 1 ) * T e ) ) ; 

end 

s u m a ( t r ) = s u m a ( t r ) + f i n c d f ( f O , f l . K m , ( i r - 1 ) ^ T e ) * c o ( t r ) ; 

c o ( t r ) = 0; 

end 
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fr(tr) = ( 2 / N ) ^ s u m a ( t r ) ; 

i n c r e m = i n c r e m + p a s ; 

end 
f i g u r e (2) 

p l o t ( t , f r ) 

t i t l e • 

for t r = l i l e n g t h ( t ) 

er ( t r ) = f r ( t r ) - s i ( t r ) ; 

end 
f i g u r e ( 3 ) 

p l o t (t,er) 

t i t l e ' 

în program se poate alege valoarea frecvenţei / j corespunzătoare fundamentalei 
semnalului p{t) şi ordinul Km corespunzător armonicei maxime. De asemenea, se 
poate stabili frecvenţa /q a purtătoarei COS(2;5/̂ q/) . Trebuie ales şi termenul m̂  întreg 
astfel încât termenul m^ = (/q/Wj ) / / j , să rezulte întreg. De asemenea, m^ şi m̂  trebuie 
să nu aibe nici un divizor comun. Programul returaează numărul N minim de 
eşantioane necesare pentru reconstrucţia corectă a semnalului trece bandă. 

Funcţia fincdf este prezentată în continuare 

f jri-tion [rez]=funcdf (fO, fl. K m , tx) 

X = 0.5 -f- l*cos (2*pi^fl^tx) + O . S ^ c o s ( 2 * p i * 2 * f l ^ t x ) + 

0 . 2 5 ^ s i n ( 2 * p i * K m * f l ^ t x ) ; 

y = l*sin (2*pi*fl^tx) + O . 5 * s i n ( 2 * p i * 2 * f l * t x ) + 

0 . 5 * c o s ( 2 ^ p i * K m * f l * t x ) ; 

rez = x ^ c o s (2*pi^f0*tx) - y ^ s i n (2*pi^fO'^tx) ; 

Parametrii de intrare sunt: 
fD - frecvenţa purtătoarei, 
fl - frecvenţa fundamentalei semnalului modulator. 
Km - ordinul componentei armonice maxime din semnalul modulator, 
tx - momentul în care se doreşte calculul valorii semnalului modulat în 

amplitudine. 

Cu valorile - = 1 (Hz, kHz, ...), Km = 5, /q = 20, numărul minim teoretic de 
eşantioane necesare rezultă 22 dar, deoarece senmalul trece bandă are componente între 
ATI = 15 şi K2 = 25, acesta nu poate fî ales. Conform calculelor, numărul minim de 
eşantioane care trebuie prelevate este 26 (/^ =26 în loc de 51). Acest lucru a fost 
prezentat şi în capitolul 5 şi anume, dacă numărul necesar de eşantioane este între K\ şi 
K2 , atunci numărul minim care poate fî ales este mai mare decât K2 . 

Semnalul are forma de variaţie din figura următoare 
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-2 5 
O 0 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0 7 0 8 0 9 1 

Eroarea de reconstrucţie este neglijabilă după cum se poate observa mai jos 

X 10 eroare reconstrucţie 
—t 1 — 

O 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0 8 0 9 1 

Dacă / j şi Km rămân neschimbaţi şi /q =30, numărul minim de eşantioane 
necesar ce rezultă în urma calculelor este 24 (în loc de 71ATI = 25, K2 = 35. 
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CALCULUL NUMĂRULUI /V PENTRU UN SEMNAL TRECE BANDĂ 
OBŢINUT PRIN MODULARE ÎN AMPLITUDUNE 

Schema logică prezentată mai jos corespunde unui program ce calculează numărul 
N de eşantioane necesare pentru calculul coeficienţilor Fourier corespunzători 
semnalului modulator. Eşantioanele se prelevează din semnalul periodic trece bandă 
obţinut prin modularea în amplitudine a unei purtătoare sinusoidale cu un semnal 
modulator periodic de tip trece jos. 

Datele de intrare pentru calculul numărului N de eşantioane necesare sunt trei la 
număr: fi-ecvenţa / | a fxmdamentalei semnalului (semnalelor) modulator, ordinul K al 
componentei armonice corespunzătoare frecvenţei maxime din acest semnal şi fi-ecvenţa 
/o corespunzătoare purtătoarei sinusoidale. 

Start 
ZHZ 

CitQşXQfi.KJo 

AWi=2(2Ar+l) mo\=molm\=folf\ m=\ s=\ 

1 
Nir 

m^m+l 
Nir 

N - întreg ? 

Pentru obţinerea fi-ecvenţei de eşantionare în cazul semnalului modulat în 
amplitudine în cuadratură, numărul de eşantioane N( obţinut se înmulţeşte cu doi. 
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PROGRAM PENTRU CALCULUL NUMĂRULUI .VCONFORM TEOREMEI 
DIN PAR/\GRAFUL5.2 

Programul este scris în mathcad şi calculează numărul minim teoretic Nm de 
eşantioane necesare în procesul de eşantionare al unui semnal periodic trece bandă 
obţinut prin modulare în amplitudine. De cele mai multe ori acesta nu se poate utiliza 
deoarece, frecvenţa de eşantionare ce rezultă, nu este potrivită apărând erori de aliere. 
Pe baza condiţiilor din teorema 2, capitolul 5, se calculează numărul minim util Nu ce 
poate fi utilizat. De asemenea, se crează şi un tabel de unde se pot obţine şi alte valori 
pentru numărul de eşantioane ce pot fi achiziţionate dintr-o perioadă a semnalului 
analizat, valori care sunt mai mari decât Nu. 

Ca date de intrare trebuie date frecvenţa / j a fimdamentalei semnalului 
modulator, ordinul K corespunzător componentei armonice de ordin maxim din acest 
semnal şi frecvenţa /q corespunzătoare purtătoarei. Se alege valoarea potrivită pentru 
Wj (vezi anexa C), programul calculând mai departe ordinele M\ şi Ml corespunzătoare 
armonicelor componentelor cu frecvenţele de la capetele benzii de frecvenţe. De 
asemenea, se obţine şi frecvenţa de eşantionare corespunzătoare unui număr de 
eşantioane ales. 

Ca exemplu, se consideră: / i = 1, AT = 5, /q = 35 şi se alege /Wj = 1. 

n - l K -5 fl) =35 ml =1 

n ^ 1 mO = _ ml 
Ml -mO- Kml Ml = 30 

n mO=35i M2 -mO^Kml M2 = 40 

Nm -2(M2- Ml - 1)- 1 Nm=23 k -I Nm.. 2 Nm xl(k) ^ 2 Ml \2[k) 

fe(k) -kf l 

Nu - i(md'- 1) 
• ax— Nm 
jwhile ind=l 

n \ — 1 

eoni — 
nx 

coa2 — floor2.-^ 
nx / 

con3 — floor'2- 1 2 Ml 
ax / ax 

con4 — floor 2- 2 M2 
ax ax 

md̂ - ifl;conl=con2,ifţcon3 -0,ifl;con4 -0,0,1), 1), 1) 
i nx Nu = 27 I 
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k x K k ) x 2 ( k ) f c ( k ) 

1 1 

:23i | 2 . 6 0 8 6 9 6 i 3 . 4 7 8 2 6 I : 2 3 
1 

2 4 1 2 . 5 i | 3 . 3 3 3 3 3 3 
! 1 

2 4 

2 5 i ! 2 . 4 ' i 3 . 2 i 2 5 

2 6 ! 2 . 3 0 7 6 9 2 ! 3 . 0 7 6 9 2 3 
P j 

^ 2 6 

2 7 2 . 2 2 2 2 2 ^ 2 . 9 6 2 % 3 2 7 

2 8 2 . 1 4 2 8 5 ţ 2 . 8 5 7 1 4 ^ 2 8 
1 

i 2 9 | 1 2 . 0 6 8 9 6 6 2 . 7 5 8 6 2 1 2 9 1 
j 

:30 2 2 . 6 6 6 6 6 7 3 0 1 

3 1 1 . 9 3 5 4 8 4 
1 1 

2 . 5 8 0 6 4 i 3 1 

3 2 ! 
1 

! 1 . 8 7 5 2 . 5 3 2 I 

| 3 3 1 . 8 1 8 1 8 2 2 . 4 2 4 2 4 : 3 3 1 

3 4 ; 
( 

1 . 7 6 4 7 0 6 
1 

1 2 . 3 5 2 9 4 1 l 3 4 

! 3 5 i 1 1 . 7 1 4 2 8 $ 1 2 . 2 8 5 7 1 4 1 3 5 ! 

| 3 6 | i 1 . 6 6 6 6 6 7 2 . 2 2 2 2 2 ; 3 6 ! 

j 3 7 i 1 . 6 2 1 6 2 2 
j 

2 . 1 6 2 1 6 2 
1 ; 

; 3 8 j 1 . 5 7 8 9 4 7 1 2 . 1 0 5 2 6 3 | 3 8 | 

3 9 ^ 1 . 5 3 8 4 6 2 2 . 0 5 1 2 8 2 1 3 9 ^ 

4 0 ; j ! 1 . 5 ; 
1 1 

2 1 
1 i 

; 4 o : 

4 i : 1 . 4 6 3 4 1 3 ! 
1 
! 1 . 9 5 1 2 2 : 4 1 i 

4 2 ; 1 . 4 2 8 5 7 1 1 . 9 0 4 7 6 2 4 2 : 

4 3 1 . 3 9 5 3 4 9 1 . 8 6 0 4 6 5 ' 4 3 ' 

4 4 . 1 . 3 6 3 6 3 6 1 . 8 1 8 1 8 2 4 4 

4 5 1 . 3 3 3 3 3 3 1 . 7 7 7 7 7 8 4 5 

4 6 1 . 3 0 4 3 4 8 1 . 7 3 9 1 3 4 6 

în urma calculelor, numărul minim de eşantioane ce trebuie prelevat este 27. 
Frecvenţa este tot 27 deoarece, / i = I. Din tabelul de mai sus de pot alege şi alte valori, 
notate k, pentru numărul de eşantioane prelevat. Conform teoremei din paragraful 5.2, 
valorile corecte pentru k sunt cele pentru care părţile întregi ale lui Jcl şi x2 sunt egale şi 
x\ sau x2 nu sunt numere întregi. 
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