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CAPITOLUL 1

ESANTIONAREA

1.1. Introducere

Procesul de esantionare se poate defint astfel: esantionarea este operatia de
prelevare a unor informatii la momente discrete de timp (sau spatiu), in scopul
memorarii, transmiterit §i prelucrani semnalelor intr-un mod mai avantajos, in forma
numerica [Po3].

Informatia numericd obfinutd in urma esantionarii, prelucrata sau nu, se poate
folosi pentru obtinerea unui semnal continual (folosind un CNA si un FTJ). Daca, pnn
esantionare, nu se pierde informatie din semnalul inifial $1 daca el poate fi reconstituit
exact, sau cu eron acceptabile din esantioanele sale, se poate spune cd numdrul de
esantioane extrase este suficient. In general, datorita posibilitatilor limitate de memorare
s1 datonta necesitapii unor calcule rapide, se cauta ca numarul de esantioane prelevate
dintr-un semnal si fie minim, dar destul de mare astfel incat distorsiunile introduse la
reconstructie sd fie cat mai mici. Deci se poate spune ca esantionarea reprezinta o
aproxunare a functilor. Acest lucru se poate face prin mat multe metode de aproximare:
polinomiala, prin functii in scara, prin functii poligonale, prin serii cardinale etc. In
urmatorul paragraf se prezinta aproximarea functiilor prin serii cardinale. In paragraful
3 se prezintd cazul esantiondni semnalelor periodice urmand ca. in continuare. sd se
trateze pe scurt erorile ce pot sa apara din cauza esantionari.

1.2. Teorema WKS (sau teorema esantionirii)

Senile cardinale au fost studiate de catre Whittaker [Jel] care a definit functia
cardinala sub forma

. T e
+x sin = (r—a—n7)
£(0)=S fla+nr)—L . (11

/4
n=-—x ~At—a-nl
T( a-n )

unde f,.(r) reprezintd functia studiati, T perioada de esantionare. a momentul

corespunzator esantionului zero (n=0).

Dupa cum se vede expresia depinde de valon ale funcpier corespunzatoare
punctelor echidistante a. a+ 7, ..., a+nT, .. ale argumentului.

Aceste seni au fost introduse in telecomunicatii de catre Kotelnikov st Shannon.
Din acest motiv teorema esantionarii se mai numeste si teorema WKS.

Teorema esantiondni enuntata $1 publicata de Shannon in 1949 are urmatorul
enun{ [Shl]): Daca o functie f(r) nu contine frecvente mai man decat W, ea este
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complet determinata prin valonle sale intr-o serie de puncte echidistante, la intervale
egale cu 1/(2W) secunde.

Pentru a putea demonstra acest lucru, Papoulis pomeste de la transformata Fourier
a funcpiei f(r), notatd F,(w), pentru a putea introduce limitarea spectrului la W [Po3].

O conditie suplimentara impusi este ca semnalul si fie de energie finita

( +Zm:!fc(nT)i2 <o) [Jel}.

Contrar parerii generale ca relapa (1.1) este valabila doar pentru semnale de
energie finita, ea se aplica si la semnale periodice [Pol].

Transformata Fourier inversa va avea intervalul de integrare dat de domeniul de
existenta a semnalulm in domenul frecvente. Transformata Fournier (funcpa

corespunzatoare), Ff(a)), este de banda limitata (are valon difente de zero in domeniul
[— W.+W]), prin urmare se poate dezvolta in serie Founer, notata F ﬁ,(a)), care va
reprezenta, in tot spectrul, funcfia obtinuta prin periodicizarea lui £, (®). Aceasta se

dezvoltd in serie exponentiald, coeficientii Founer fiind proportionali cu valonle
functier in momentele de esantionare. Deoarece F (@) st Fy(w) sunt identice in

intervalul [— W,+W], rezulta relatia de reconstructie sub forma [Po3, Hil]

=3 s

k=—x

k \sin z(2Wr — k)
(2W] (Wi -k) (1.2)

Rezultd ceea ce afirmd teorema esantionarii: cunoscand valonle functier in
punctele echidistante k/(21) atunci functia este cunoscuta in orice punct /.
Manmea 1/(2W) =7, reprezinta penoada de esantionare. iar 2/ = f, frecventa de
esantionare.

Din formula de reconstructie data de relatia (1.2), se pot trage urmatoarele
concluziu:
- in punctele de esantionare suma coincide cu valoarea functiei. Adica, valoarea functiei
in momentul r=1i7, este egala cu valoarea esantionului /, celelalte esantioane

neintervenind in calcul;

- pentru momentele de timp ¢ #i7, , toate esantioanele participa la determinarea valoni
functier. Asta inseamna ca un esantion participa la determinarea valorn functiei §i in
momente anterioare aparitiel lui, cu toate ca valoarea unui semnal la un moment dat nu
se schimba daca semnalul evolueaza sub o forma sau alta. Astfel comportarea seriei din
formula de reconstructie nu este cauzala. aceasta fiind o proprietate a tuturor formulelor
de intrepolare [Po3].
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1.3. Esantionarea functiilor (semnalelor) periodice

In tratarea teoremei esantionani s-au luat in considerare semnale aperiodice.
Studiul esantionani semnalelor periodice nu se face tot pe baza teoremet esantionani,
prezentatd in paragraful anterior, deoarece ele nu au transformata Fourier. in schimb
putem considera seria Founer atasata lor, daca indeplinesc conditiile lwt Dinchlet, i
anume [Anl, Bul]:

1) Funcna data, f(x), de perioada 2=, este marginita in toate punctele intervalulu
inchis [a,b], unde b—a=2r;

2) in intervalul inchis [a,b], functa f(x) variaza monoton sau are un numar finit
de maxime s1 minime;

3) Functia f(x) este continud in toate punctele intervalului inchis [a,b], cu
exceptia unui numar finit de puncte.

Semnalele (functiile) de durata fimita, cu spectrul infinit, pot fi considerate ca fiind
o perioada a unui semnal periodic obtinut din functia mipala prin repetarea sa.

Consideram un semnal periodic /() cu perioada 7, (fundamentala f;). El poate
fi descompus in serie Founer trigonometrica

f(ty=a, + i[ak cos(kwyt) + b, sin(ka)ot)], (1.3)

k=l

cu condifia ca aceasta serie atasata functiei (semnalului) sa fie convergenta.
Relatule de calcul a coeficientilor ce intervin in dezvoltarea in sene Fourer
trigonometrica sunt

1 . : .
ay =— J.f(()dl . coeficient COTCSpUHZétOl' componentel continue.
()]b

a, = Tijf(f)cos(kwof)dt (1.4)

0 Ty

‘ (

Oro

Folosind formulele lui Euler, relana (1.3) poate fi transformata in seria Fourier
exponentiala

f()= Y e, (1.5)
k=—x
unde
Cy =4qyp
F b, .
Cp :ﬂlj_"z_]._]/‘(,)eﬂﬂ%'dt. (1.6)
2 7
0 R
3
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Coeficientn ¢, respectiv a, st b,, se calculeaza folosind functia continuald
f(r). In urma esantionarii se dispune de un numar limitat de valori corespunzitoare
functiei analizate. Se doregte calcularea coeficienfilor Fourier in functie de esantioanele
functiei f(¢) la momentele de tump i7,, unde i=0,1,2,..., 1ar 7, reprezintd perioada
(pasul) de esantionare.

Presupunem ca cea mai mare frecventd din semnalul considerat corespunde
armonicel de ordinul K. Studiind formula de dezvoltare in sene Fourer data de relaha
(1.5), observam ca avem un coefficient, ¢, corespunzitor valoni medu a semnalului i
cite doi coeficienti, ¢ §1 c_;, pentru fiecare componentd armonicd k, unde
k=1.2,..,K . Prin urmare, deoarece avem nevoie de un sistem de relatii independente

pentru determinarea tuturor coeficientilor seriei si, avand de calculat N =2K +1
coeficienti. rezulta ca avem nevoie de 2K +1 relani liniar independente. Inlocuind in

relatia (1.5) pe 7 cu i7, (inseamna ca egantionarea incepe la momentul ¢ =0), si finand
cont de presupunerea facutd mai sus, §1 anume cia avem maxim K componente
armonice, vom obtine

+K ]
fGT)= Y cpelknle (1.7)
k=—K

Numarul / reprezinta indicele (numarul) esantionului.

Din relatia (1.7) rezultd ci in fiecare esantion intervin toti cet N coeficient.
Pentru a obtine cele N relani limar independente ce formeazi un sistem de ecuati
compatibil determinat, trebuiesc prelevate un numar de NV esantioane.

Vom considera cazul general, cand esantionarea incepe la un moment ¢ =1y (in

literatura de specialitate se utilizeaza cazul particular 1, = 0). In acest caz. esantioanele
se preleveazd la momentele 1, =1y +/7,. in relayia (1.7) facem notatia Vo= flg +1i13,)

s1 scniem sisternul format din N = 2K +1 relatit

( X .
Yo =c_ge Koty +..+c_je /P00 4o 4 e/ V10 +...+cKe"‘kw""’

Vi =c_Ke_/KwO('°+IT") +..+ ¢ +c1ejw°('0+ir") +...+cKejkw“('°HT") (1.8)
YNl ___C_Ke—/KwO(lo+(;V—l)Te) +..+¢p +...+CKeij0({0 +HN-DT,)

Calculul coeficientilor ¢, folosind esantioane prelevate incepand de la un
moment [, # 0, ale unor semnale periodice pare sau impare, utilizind o frecventa de

esantionare mai mica decat frecventa Nyquist, va fi tratat ultenor in capitolul 3.
Notam cu Y vectorul corespunzator esantioanelor de intrare, adica

Y=00 » y2 ). (1.9)
cu C vectorul coeficientilor

C=(C0 ¢ € ) (llO)
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si cu E matricea data de exponentialele

e~ /Kwolo e~/ @olo 1 e /K@olo
e—jK(oo(lo +T,) e—jwo(to +7T,) 1 eijO(!O +T,)
E=
e—jKa)o(lo +HN-DT,) . e—j(do(f0+(N—l)T¢) | . eij0(10+(N—l)Te)
(1.11)
Astfel, sistemul (1.8) poate fi scns matriceal ca mai jos
Y'=E-C". (1.12)

Pentru ca sistemul (1.8) sa fie compatibil determinat trebuie ca determinantul
matricei (1.11) sa fie difenit de zero.

Folosind proprietatea determinantilor care spune ca [Bul]: daca toate elementele
unei linii (coloane) ale unei matrice sunt inmulfite cu un numir « , se obtine o matnce
al carui determinant este egal cu a inmulgit cu determinantul matncei mitiale, vom

inmulti fiecare dintre liniile matricei (1.11) cu e/K@oho g m-DKaxT. 15 N
unde m reprezintd numarul liniei. In urma acestor operatii va rezulta matricea

(1 e /00 (e/'f-'b’o )2 (ejwo’o )ZK
|l (ef%(’o+7e))2 (ej'%(fo+7e))2K
% a
| pJenlig+2Ty) (ej%(’o*-’-re))’ (emo(wmf" S (113)
. . 2 . . . VK
1 e/eulion(N-DT,) (eﬂ“o(’o*("\-')fe))‘ (emo<r0fm—l)c)y"

Determinantul acestei matrice este un determinant Vandermond care se calculeaza
relativ simplu [Mal, Bul]. Daca folosim notatiile x,, = ejwo(")*'(m_l)r"), m=12,..N.
atunci determinantul matnicei (1.13) se va calcula cu relana

N

Det = I_I(x/ —xk).

1 k=1 (1.14)
>k

Acest determinant impartit cu

N(N-1)

_ . JKayT, <
(eijO[O)Nej T, (1.15)

care reprezinta rezultatul produsului intre cele N elemente cu care s-au inmultit cele N
linii ale matnicei E, este egal cu determinantul matricei initiale (din relatia (1.11)).
Pentru a avea un sistem de ecuapi determinat, de tipul (1.8), rezulta ca avem
nevoie de N esantioane diferite. Teorema esantiondrii spune cd frecventa de
esantionare trebuie si fie mai mare sau egald cu o limitd numiti frecventa Nyquist
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[Nal]. Prin urmare, rezulti cid esantioanele trebuiesc prelevate dintr-o perioada a
semnalului considerat. Astfel, pasul la esantionarea uniforma este

Iy _ Ty
=9 , (1.16
N 2K+1 )
1ar frecventa de egantionare va fi
Se=2Kfo+/fo=2f__ + /o (1.17)

Concluzia ce rezulta din relatia (1.17) este ca frecventa minima de esantionare a
semnalelor periodice este ceva mai mare decat frecventa minima de esantionare in cazul
esantionarii semnalelor aperiodice, 2 /.. Dupa cum se stie, in cazul semnalelor
periodice, un anumit egantion se regaseste in toate perioadele la aceeas: distantd in timp
fatd de inceputul penioadei; astfel, esantioanele necesare pot fi prelevate de pe parcursul
mai multor perioade. In capitolul urmator se va prezenta modalitatea de obtinere a
acestor esantioane si modul de calcul al coeficientilor Fourter.

Deoarece wqg =27/Ty si T, =To/N, exponentiala a doua din (1.15) poate fi
rescrisa sub forma
j.KwOTeN(N—l)

e ejK(N—Dn'

Pentru N impar, termenul e/KN=D7 are valoarea 1. in cazul in care se alege vV

par (avem supraesantionare), dacd K este par, acest termen va lua valoarea 1, 1ar pentru
K impar va lua valoarea —1. Pnin unnare, determinantul calculat cu relatia (1.14) va fi

N \Y
impartit cu * (eJK“”’O)‘ . Daca 1, = 0. atunci termenul (ejK”"’O) devine 1.
Pand acum s-au obfinut numarul (mimim) de esantioane necesare §i perioada
(pasul) de esantionare. In continuare, pentru simplificarea relatitfor folosite in scopul
obtinern coeficientilor din esantioanele semnalului, consideram 75 = 0.

Relatia (1.7) o inmultim cu e /Mol , unde n este un numadr intreg cuprns in
intervalul [— K+K ], dupa care se face insumarea celor N relafit corespunzitoare
esantioanelor prelevate, obtinand

Zf(:T ye v e - ch Zef"‘ ol (1.18)

i=0 k=—K =0
Pentru n=k din relatia (1.18) obtinem formula de calcul a coeficientilor seriei
Fourter a functiei f(t¢), din valorile esantioanelor

N- .
- Z/(fme"’“"‘”e, (1.19)
N =0

deoarece

BUPT



e 0 k#n '

Pentru k =0 avem
1 N-l
co =— D f(iT,), (1.21)
N =

adica coeficientul corespunzitor componentei continue (valoarea medie) a functiei, este
dat de media esantioanelor.

Daca frecventa de esantionare este aleasid mai mica decat frecventa minima de
esantionare data de relapia (1.17), este posibil ca pnn punctele de esantionare sa treaca
nu doar sinusoida de frecventa f; ci §i alte sinusoide din banda semnalului, cu

frecvente f +nf, sau nf, — f;, unde »n este un numar intreg. Acest lucru inseamna ca
in procesul de esantionare a intervenit o eroare, in cazul nostru fiind vorba de eroare de
aliere. Pentru a demonstra faptul ca pnn punctele de esantionare pot trece semnale de
frecvente difenite astfel rezultind eron de aliere, consideram ci avem un semnal
sinusoidal de frecventd f; cu amplitudinea unu $1 faza zero. Esantionul i, unde
i=012,.., al acestui semnal are valoarea f(i7,)=sin(wi7,). Deoarece functiile
tngonometrice sunt periodice, putem scrie

fT, ) =sin(wyil, ) = sin(wyiT, £2nix) =sin2aT,(f £nfe), (1.22)

ceea ce inseamna cd un semnal sinusordal, de amplitudine unu, fazi zero si frecventd
Jo +1f, va da aceleasi valon ale esantioanelor. in cazul esantionarii cu pasul 7,, ca s
semnalul ales mati inainte.

Ca o concluzie se poate scrie, o0 noua formulare a teoremet esantionani: Daca o
functie peniodica are frecventa fundamentald f, i ordinul componentei armonice
maxime egal cu K, ea este complet determinata prin valonle sale intr-o serie de puncte
echidistante, aflate la intervale egale cu 1/(2K +1)f; secunde.

Observatie: Pe baza unei demonstratii similare cu cea din relatia (1.22) se va demonstra

in capitolul 2 ca, in anumite conditit, frecventa de esantionare a unut semnal periodic
poate fi redusa sub valoarea limita precizata prin enuntul anterior.

1.4. Erori de esantionare

Dintre eronle ce intervin in procesul de esantionare se considera, in general,
urmatoarele tipun [Po3]:
- erori de aliere, ce apar datorita nerespectarii conditiei de hmitare a benzii de frecvente
in concordanta cu frecventa de esantionare a semnalului ce se esantioneazi;
- eron de trunchiere, ce apar datonta utilizani in serie a unui numar finit de esantioane
in locul senet complete (infinite);
- eron de )itter, ce apar datorita faptului ca esantionarea are loc la momente difente fata
de cele teoretice de esantionare;
- eror1 de amplitudine, ce apar datonta incertitudinii de masurare a valorii esantioanelor.
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Ultimele doua eron se trateaza impreuna deoarece au acelasi effect; in cazul eroni de
jitter rezulta, de fapt, o eroare in masurarea amplitudimi semnalulut in punctul de
esantionare (teoretic).

in continuare vom prezenta pe larg cazul erorii de aliere.

1.4.1. Erori de aliere

Daca semnalul f(r) considerat nu este de banda limitata, sau daca procesul de

esantionare nu se realizeaza cu frecventa de esantionare data de teorema WKS, ci cu o
frecventa mai mica, atunci apare o eroare numita eroare de aliere, data de relapia

Eq() = f(1)= fr (1). (1.23)

unde & 4(7) reprezinta eroarea de aliere, 1ar f, () reprezintd semnalul reconstituit cu
ajutorul relatier (1.1) fara sa fie indeplinite conditiile teoremer WKS.

Dupa cum se stie procesul de esantionare duce la largirea spectrului prin
periodicizarea lui. In cazul in care conditiile teoremei esantionarii nu sunt satisfacute,
spectrele alaturate corespunzatoare transformater Fourier se suprapun mai mult sau mai
putin.

-
ll
-

0 mfe 2zf, ©

Fig 1.1 Suprapunerea spectrelor in cazul subesantionarii

Rezulta ca pnn filtrare, lobul central rezultat va fi diferit fata de cel care ar fi fost
obtinut in cazul respectani teoreme esantionani.

S-a demonstrat [Nal, Po3] ca o margine (valoare limitd) pentru eroarea de aliere
este datd de relata

4] =10 £, <

8o

[Fre)do, (1.24)
e

adica tocmai de partea din spectru care ar trebui sa fie nula, in cazul aplicani corecte a
teoremei esantionarii. Cu f'y (@) s-a notat transformata Fourler a functiei f(t), 1ar cu

F(w) funcpa obtinuta prin periodicizarea lui £ (@).
in cazul semnalelor periodice, spectrul nu mai este continuu ci discret. Dac este
indeplinita conditia f, > 2Kf, + f;, spectrul semnalului esantionat este prezentat in

figura de mar jos (figura 1.2). S-a considerat ca semnalul nu contine componenta
continud, componenta armonica maxima continuta in spectrul semnalului are ordinul
K =3, iar esantionarea se face cu frecventa f, = f, i = QK +1) fp.
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A F(o)

0 fo 26 3646 56 1f=f, o/2n

Fig. 1.2 Spectrul unui semnal periodic fiird componentd continud. cu fundamentala fo §i K =35,
esantionat cu frecventa f ..

Cu linie continua am reprezentat spectrul semnalului periodic considerat, 1ar cu
linte intreruptd peniodicizarea sa in urma esantionani. Dacd avem §1 componentd
continud atunci la 0.tf,,+2f,... vom avea cate o linie spectrald proporfionald cu

valoarea acelei componente. Dupa cum se observa avem linii spectrale corespunzatoare
fundamentalei s1 armonicelor. In cazul in care esantionarea se face folosind o frecventa

fua < fomig, In anumite condifi, §t anume f, .. - f,, #nf,, cu n=12,., spectrul
semnalului esantionat va fi de forma prezentata in figura urmaétoare.

A F(o)

i i ?Hgi

0 f 2f 3f4f 56 £ ©i21

Fig. 1.3 Spectrul uma semnal periodic fdrd componentd continud. cu fundamentala f; 51 K =3.
esantionat cu frecventa foy = o, — 2.31,

In acest caz. chiar daca apare procesul de intrepatrundere a spectrelor. semnalul
immpal poate fi reconstituit dacd se 1au in considerare doar liniile spectrale utile,
corespunzatoare componentei continue (dacd existi), fundamentalei s1 componentelor
armonice. Semnalul va putea fi corect reconstituit deoarece, dupa cum se observa din
figura 1.3, aceste lini1 spectrale nu sunt corupte in urma procesului de intrepatrundere
(ahere).

Acest avantaj va fi utilizat in capitolul urmator, “Esantionarea semnalelor
peniodice pe mai multe penioade”.

1.5. Erori la esantionarea functiilor periodice

Dupa cum s-a demonstrat, in cazul unui semnal periodic, pentru alegerea
frecventei de esantionare trebuie sa cunoastem frecventa f, a fundamentalei si ordinul
K corespunzitor componentei armonice maxime. Descompunerea in serie Fourier a
semnalului este data de relapia (1.5) unde limitele de insumare sunt — K si +K,
frecventa de esantionare va fi f, 2 (2K +1) f;. Daca semnalul are mai multe armonice,

de exemplu K, armonice, cu K, > K, atunci seria Fourier corecta este

+K, A
f0y= Y e (1.25)
k=—K
9
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Daca prelevam doar N =2K +1 esantioane, corespunzatoare numarului de
armonice considerate (g1 anume K ), folosind relapa (1.19) putem calcula doar N
coeficienti ai serie1. La o pnma analiza, putem spune ca neglijam armonicele supenoare
lw K. La o analiza ma1 amanuntita vom vedea ca de fapt coeficientii ¢, , cu kK < K, pe
care 11 calculam sunt g1 e1 afectati de eron, toti sau numai o parte [Po3], dupa cum se va
arata mai )os.

Daca semnalul are K, componente armonice, dezvoltarea in sene Founer
exponentiala este datd de relapa (1.25). Valonle esantioanelor, indiferent de frecventa
de esantionare folosita, sunt date de relapia

X +K| k—-l
fUT,) = zckef e - che : (1.26)
k=-K, k=-K,

unde T, =T /N .

Deoarece consideram ci semnalul are doar KX componente armonice, se vor
preleva un numir de N =2K +1 esantioane in loc de valoarea corecta, 2K, +1. In
acest caz avem un proces de subesantionare.

Pentru calculul coeficientilor Founer vom utiliza aceeasi procedura prezentata in
paragraful 1.3. Relatia (1.26) o vom inmulti cu g /2N , HE {-— K,...,+K}, st facem
insumarea celor N relatii corespunzatoare celor N esantioane prelevate, obtinand

. b
*‘k, N-1 j(k—n)ﬂl

N-1 _
Zf(iTe)e D I AN (1.27)

1=0 k=-K) =0

In cazul in care k—n! < N, pentru orice k, k < Kj. s orice n. nj<K, este

valabila relana

(1.28)

Ze

N ek~ n)—z N pt. k=n
0 pt. k=zn

s1 coeficientii corespunzitori ai seriei Fourier se calculeaza corect cu relatia (1.19).
Daca ]k —n| = N, sau in general ]k —ni =rN cu r=12,..., atunci suma exponentialelor

Nl k- )1)—‘1 N-1 5
Ze —Zej B =N=0 pentru k # n. (1.29)

i=0

In cazul esantionari corecte, situatia |k—n|=N nu poate sa apara, deoarece
semnalul avand doar K componente armonice, valoarea maxima a modulului [k — n| se
= max(n) = K . Astfel

obtine pentru ]k[ =max(k) =K si n de semn contrar lui &, cu ||

max(jk —n)=K+K =2K <N =2K +1.

10

BUPT



Situapa }k—n’ =N (sau |k—n' =rN) intervine doar daca subesantionam si
anume max(k) =K, > K st max(n) =K.

Pentru fiecare n ales, cu relapa (1.19) se va calcula un coeficient ¢, al serie
Fourier, cu k =n, datonta valabilitafii relapier (1.28). Daca pentru un n ales,
lk —n| < N pentru orice |k| < K. atunci coeficientul ¢y, k = n, este determinat corect
cu ajutorul relapier (1.19) chiar daca avem subesantionare, pentru ca relata (1.28) este
adevarata. Daca avem un k', sau mai multi, cu [k < K, astfel incat pentru un anumit n

dat sa avem [k'-n| = rN , atunci relatia (1.19) devine

N-1 . 2

- jn—i
Zf(iTe e N o=c,N+cpN+.. (1.30)
i=0

§ prin urmare ¢ =C, nu se mal poate determuna corect. Aceasta deoarece relata
(1.20) nu mai este valabila, suma de exponentiale fiind egala cu N §i pentru anumite
valon k'# n.Daca r =1 atunci in partea dreapti a relape1 (1.30) avem (c,, + ¢4 )N .

In continuare vom considera r=1, adici cazul in care K < Ky £2K, unde,
precizam incd o data, K, este numarul real de componente armonice, iar K numarul

presupus de componente armonice a semnalului analizat. Numarul N de esantioane va
fi egal cu 2K +1, identic cu numarul de coeficienti ai senei Fourer care vor fi
determinati. Prnin urmare n poate lua valon in domeniul — K la + K, iar & poate lua
valon intre —K; §1 +K,. Dacd K, <2K =N -1, atunci & maxim va avea valoarea

N —1. Astfel, pentru a avea situatia .k —n' = N rezultd ca k si » trebuie sa fie de semn
contrar. Pentru simplificare. vom considera cazul k pozitiv i 1 negativ.
Coeficientii ¢, sunt calculati eronat pentru k—»n =\ sau. altfel spus,

k+ Inl = N . Conditia ca sa nu avem coeficienti eronati este
kma‘+!n|=K|+§n|SN—l=2KA (1.31)
Deci toti coeficientii ¢,,, k = n, pentru care
In|<2K - K|, (1.32)

se determina fara eron cu ajutorul relatiei (1.19) si in cazul subesantionarii semnalului.
In cazul & - numere negative, se ajunge la o conditie similara.
Astfel putem spune ca acei coeficienti ¢,, pentru care indicele n indeplineste una

din condituile
K2>2n>2K-K, (1.33)

-K <n<—(2K-K)) (1.34)

sunt afectati de eron.
Incazul K| <2K (sau r =1), vom avea ca rezultat al sumei din relatia (1.19)

11
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(cn +Cn4n)N (1.35)
pentru n<0, k>0, respectiv

(Cn +C_(N_n))N (1.36)

pentru n>0, k<0.
Daca K, >2K, tofi coeficienfii seniei Fourier calculati cu relapa (1.19) vor fi

eronati.
Ca exemplu numeric, consideram un semnal periodic x(f) obtinut ca suma a doua

semnale, unul ce are doar componente cosinusoidale (par) si unul ce are doar
componente sinusotdale (impar). La aceastad suma se adaugd §1 o componenta continua.
Semnalele sunt:

x(t) = cos(an) —0,5cos(2at) + 0,5 cos(3ax) + 0,25 cos(4awt) — 0,25 cos(Sawr ) 137
x5 (1) = sin(wt) - 0,5sin(2a¢) + 0,5 sin(3wt) — 0,25 sin(4wt) + 0,25 sin(Swt) (1.37)

sl
x(1)=T+x.(1)+x.(1). (1.38)

Ordinul componentei armonice maxime este K, =5, prin urmare numarul minim
de esantioane ce trebuiesc prelevate este N, =11. Daca se considera K =4, numarul
minim de esantioane prelevate este N =9, in acest caz se pot calcula 9 coeficientt ¢,,,
cu fn;‘ < 4. Dintre acestia, cei pentru care indicele are valoarea 7 < 2K - K| =8-5=3,
se calculeaza corect. Astfel, in acest caz, ¢, §i c_, se calculeaza eronat.

Daca K =3, aplicand aceeast regula (relapa (1.32)), doar ¢,. ¢, §1 c_ se
calculeaza corect. Pe pagina urmitoare, in tabelul 1.1, sunt prezentate valonle
coeficientilor seniei Founer calculap pentru cazunle K =5, K=4, K =3, K=2.
Dupa cum se poate observa, daca K =2, K, =5>4=2K, toni coeficienfii seriel
Founer sunt eronafi.

12
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Tabelul 1.1. Valorile coeficientilor Fourier obtinuti folosindu-se
diferite frecvente de esantionare (functie de K)

K=5 K =4 K=3 K =2
c_s -0.125+0.125i
ca 0.125-0.1251 | -0.25i
¢ 0.25+0.25i 0.25+0.25i 0.375+0.3751
c, -0.25-0.25i -0.25-0.25i 037503751 | -0.5i
i 0.5+0.5i 0.5+0.5i 0.5+0.5i 0.625+0.6251
c 1 ! 1 0.75
A 0.5-0.5i 0.5-0.5i 0.5-0.5i 0.625-0.625i
e -025+0.251 | -025+0251 | -0.375+0.3751 | 0.5i
¢ 0.25-0.251 0.25-0.251 0.375-0.375i
cy 0.125+0.1251 | 0.25i
s -0.125-0.1251

Daca notam coeficientii sub forma c,lf , din tabelul 1.1 putem scrie
(1.39)

astfel fiind venficate relatiile (1.35) s1 (1.36).
De asemenea sunt valabile relauile

4 (1.40)

respectiv

2 _ 5 5
¢y =cl, +c3
c% =cg+c23

2 =c +c; (141)
2

(5] =C])+CE4

F=cdved v s

Din (1.39) se poate observa faptul ca nu se pot calcula coeficientii cf4 s cj , cfs s

3 . . 4 . 4 . .. .
¢; pe baza coeficientilor ¢_, §1 ¢, deoarece avem doui ecuatii §i patru necunoscute.

13
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Se stie faptul ca transformata Fourier (discreta) este periodica. Daca nu se cunosc
numarul de componente armonice K, in semnalul periodic considerat, se va alege un
numdr K gi se vor calcula cu ajutorul relatier (1.19) mai mult coeficienti (de exemplu
2K). Daca coeficientii ¢ §i cgp,y (c_p =cp,) sunt difenp de zero, avem cazul
K < K, ceea ce inseamna ca numarul K trebuie ales mai mare, pnin urmare si frecventa
de esantionare se va man. Daca se ajunge in situafia K = K, +1 atunci vom avea

Cx =CK+1=0, (142)

si astfel se va st care este ordinul componentel armonice maxime, reconstructia
semnalulw fiind posibila. Acest lucru este valabil pentru semnalele care au componente
armonice pana la K difente de zero. Daca in intervalul & =2,.., K, lipsesc mat multe
componente armonice succesive (sunt egale cu zero) algorntmul prezentat mar sus nu
mai poate fi aplicat. Pentru exemplificare se considera semnalul x(¢) dat de relapa

(1.38) unde x_(r) s1 x, (1) sunt

x.(1) =cos(awt)—0,5cos(2wt) + 0,5 cos(3an) + 0,25 cos(4ar) — 0,25 cos(10ax) 1 43)
x, () =sin(ax) —0,5sin(2ex ) + 0,5sin(3ax) — 0,25sin(4ax) + 0,25 sin(10ax ) (I
Prin urmare, K, =10 si componentele armonice de la ordinul 5 la ordinul 9

lipsesc. In tabelul 1.2 sunt prezentate valorile coeficientilor seriei Fourier (cu indici
pozitivi) pentru cazunle K =6 1a K = 10.

Tabelul 1.2 Valorile coeficientilor Fourier pentru un semnal periodic
cu componente armonice lipsa

TK=6 K=7 K=38 K=9 " K=10
co |1 ] L1 I 1
¢, | 0,5-0.5i 0,5-0,5i 0,5-0.51 0,5-0,5i 0.5-0,51
c2 |-025+025i |-0,25+025i |-025+0.25i |-0.25+025i |-0,25+0,25i
c; |0,125-0,125i | 0,25-0.25i 0,25-0,25i | 0,25-0,25i 0.25-0,25i
c; | 0.125+0.1251 | 0,125+0,1251 | 0,125+0,125i | 0,125+0.125i | 0,125+0.125i
cs 10 0,125+0,125i | 0 0 0
ce |0 0 0 0 0
c; |0 0 -0,125+0,125i | 0 0
cs |0 0 0 0 0
o ]0,125-0.125i |0 |0 -0,125+40,1251 [0
“cro | 0,125+0,1251 | -0,125-0,125i | -0,125-0,125i | -0,125-0,125i | -0,125-0,125i

Dacad un coeficient ci, unde £ = 0 la K, sau mai multi is1 schimba valoarea la
incrementarea lui K atunct ordinul componentei armonice corespunzator frecventei
maxime din semnal nu este corect ales chiar daca, ¢y =cy, =0. Pentru obfinerea
valoni corecte a ordinulut componentei armonice maxime din semnalul analizat se va
proceda in modul urmator:

I. pe baza unor informati aprion despre semnal ce se analizeazi, se va alege o valoare
pentru ordinul X corespunzitor componentei anmonice maxime considerate;

2. se preleveaza doua seturi de N’ s1 N7’ esantioane de pe parcursul unei perioade a
semnalului x(f)unde N’=2K+1 i N’=2(K+1)+1;
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3. se calculeaza doud setunn de coeficeni Fourier, ¢; s1 ¢;, pe baza esantioanelor
prelevate;

4. daca ¢} =c; pentru k=0+K i cx #0 iar cg,, =0, ordinul componentei
armonice maxtme din semnalul analizat este K;

5. daca c¢; =cp pentru £ =0+ K si ultimii m coeficienft ¢; sunt egali cu zero atunci,
K=K-m;

6. daca existd un k pentru care ¢; # ¢; atunci K = K +1 st se reia calculul de la pasul 2.

S-au facut simulan §i pentru alte valon ale amplitudinilor componentelor
armonice pentru a se verifica relapile (1.39), (1.40), (1.41), rezultidnd aceleasi relati
intre coeficienti Founer calculaf.
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CAPITOLUL 2

ESANTIONAREA SEMNALELOR PERIODICE PE MAI MULTE
PERIOADE

2.1. Introducere

Scopul urmant, in acest capitol, este de a reduce cat mai mult frecventa de
esantionare §i in acelast timp, de a preleva un numir cat mai mic de esantioane cu
ajutorul carora sa se poata reconstitui in bune conditium semnalul supus esantionani.

In capitolul I s-a prezentat esantionarea semnalelor periodice cu obtinerea
esantioanelor in intervalul corespunzator unei perioade, frecventa de egantionare find
data de relana (1.16) pe care o rescniem sub forma

fe 22K +1) 1y, 2.1)

unde f, reprezintd frecventa fundamentalei st K numarul maxim de componente
armonice prezente in semnal.

Esantionarea semnalelor periodice pe mai multe perioade a mai fost tratata in
literatura de specialitate de mai mult autori.

In [Til] se prezinta o teorema cu privire la esantionarea unui semnal penriodic pe
mai multe perioade. Teorema prezentata este urmatoarea:

Un semnal periodic s ,(7), care nu contine armonice de rang mai mare decat A .

poate fi reconstituit fara eroni pe baza a N esantioane, culese uniform pe durata a P
perioade, daca frecventa de esantionare este suficient de ndicata, incat sa rezulte
N22KP+1.

Dupa cum se poate observa din enuntul teoremei, numarul de esantioane prelevate
este destul de mare, fiind direct proportional cu numarul P de perioade considerate.

Din demonstratia teoremei expuse mai sus (pe care nu o mai prezentam), rezulta

ca perioada de esantionare este [T1]]

rs— o (
2K +-- '
1.)

o
~2
~—

Penoada de esantionare in cazul teoremei negeneralizate, cand esantionarea se
face pe o penoada 7, a semnalului este

I

e . (2.3
2K +1 )
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Se poate observa ca frecventa de esantionare scade in cazul in care se face
esantionarea pe mai multe perioade dar creste foarte mult numarul de esantioane

prelevate.
De asemenea se poate observa cd daca P tinde citre infimit, perioada de

esantionare va fi

T < = , (24)

de unde rezultd ca se impune extragerea a cel putin doud esantioane pe durata unei
perioade corespunzitoare componentei armonice maxime din semnal (7,/K fiind
perioada componentei armonice maxime din semnal), conditie care apare §i in cazul
teoremeil WKS, de unde rezulta ca teorema lui Shannon este un caz particular, limit3, al
teoremei generalizate a esantionari functiilor periodice.

Acest mod de esantionare pe mai multe perioade nu multumeste deoarece numarul
de esantioane prelevate poate ajunge inacceptabil de mare.

Daca consideram esantioanele prelevate intr-o perioadi, conform esantionari
semnalelor periodice prezentate in capitolul 1, vom obtine N, 22K +1 esantioane. in
cazul in care prelevarea se face conform teoremei mai sus prezentate (esantionarea pe
durata a P penoade) vom obtine N > 2KP +1 esantioane. Rezulta ca vor fi obfinute un
numarde N, =N-N, =2KP+1-2K -1= ZK(P—I) esantioane in plus. Daca P este
mare, deci esantionarea se face pe mai multe perioade, numarul esantioanelor prelevate
va fi foarte mare.

De asemenea. se poate observa cd perioada de esantionare, in cazul in care
esantionarea se executd pe durata a P perioade, nu creste prea mult, fatd de cazul
esantiondrn pe o perioada. Conform relatier (2.4) daca # tinde la infinit pertoada de
esantionare va fi

unde cu 7,, am notat pasul de esantionare corespunzitor esantionarii pe P pernoade.

Notim cu

__ T
¢ 2K +1°

pasul de esantionare corespunzator esantionarii pe o perioadi. Cand P tinde spre infinit
cresterea penoadei de esantionare va fi egala cu valoarea

aT=T,-T,=2o_ T _ T _T
2K 2K +1 2K(2K+1) 2K

adica o crestere foarte mica a pasului de esantionare, deci o sciddere foarte mica a
frecventei de esantionare. Daca facem notatiille f,, =1/T,,, f, =1/T, , pentru P >

avem - 6éé ,’?/ —?'

3%9C,

17 Talirs
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Dupa cum se poate observa frecventa de esantionare scade foarte putin
(nesemnificativ in cazul in care avem mai multe componente armonice).
De asemenea, in literatura de specialitate, se prezintd cazul in care dorind sa

achizitionim N esantioane, in loc s le prelevam cu cadenta 7, /N, obtinerea lor
durind astfel o perioada a semnalului, se preleveaza esantioanele adiacente din perioade
succestve [Nal], vezi figura 2.1..

>
0 To+TyN 2ToH2TyN t
Fig 2.1 Prelevarea de esantioane adiacente din perioade succesive.
Perioada de esantionare va fi in acest caz
; I, -
T, =T,+2. (2.5)
‘ N

Conform [Nal] prelevarea celor NV esantioane dureazd .\ penoade 7. dar in

acest caz se poate spune ca esantionarea este neuniforma. in sensul ci perioada de timp
intre ultimul esantion prelevat dintr-un set de esantioane §i primui esantion din
urmatorul set de esantioane nu este egald cu pasul de esantionare ci este mai mici, acest
lucru nefiind mentionat.

Cele N esantioane dintr-un set de esantioane sunt egal distantate intre ele.
diferenta dintre esantionul N -1 si esantionul 0 din urmatorul set de esautioane
prelevate nefiind 7, + 7, /N ci I,/N . Daca dorim ca esantionarea sa fie umiforma
atunci calculind perioada de timp 7' pe care se face esantionarea ajungem la

19
o)
A4

T,
T =NI, = ,v(r(, + WOJ =(N+1)T;,. (

Dect pentru o esantionare uniforma prelevarea celor N esantioane dureaza N +1
penioade 7, .

Se poate executa §1 o esantionare mai rara, prelevarea de esantioane adiacente
facandu-se la un interval de M perioade 7; plus incrementul 7,/N, in acest caz
prelevarea celor N esantioane va dura MN +1 pernioade 7.

Semnalul rezultat prin esantionare va avea componente spectrale foarte apropiate
de zero, cu atat mai apropiate cu cat M este mai mare. Acest principiu este folosit in
osciloscoapele cu esantionare reducand frecventa semnalului de vizualizat la valon la
care se poate utihza tubul catodic.
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Observape: in cazul prezentat mai sus se modifica doar frecventa rezultata in
urma prelucrani esantioanelor obfinute. Esantioanele se obtin in ordinea lor fireasca (0,
1,2..,N=-2, N-1).

in continuare tratim cazul in care dornim sa reducem frecventa de esantionare,
esantionand semnalul pe mai multe penoade, nu neaparat numai un esantion pe perioada
ca in cazul prezentat mat sus. Se va mentine constant numarul de esantioane, fiind
acelasi ca in cazul esantionarm pe o pernioada. Dupa cum se va observa esantioanele nu
vor mai fi obtinute in ordinea lor fireasca, pentru reconstructie trebuind sa se tind seama
de acest lucru. In paragraful urmator se va face o demonstrare matematica a faptului ca,
in anumite condini, prin reducerea frecventei de esantionare nu vom avea eron de
aliere. In paragraful 2.3 se vor prezenta conditiile ce trebuiesc indeplinite, in ceea ce
priveste numarul de esantioane prelevate s1 numarul de penioade de pe care sunt acestea
prelevate. pentru ca informata obtinuta sa permita reconstructia semnalulur imtial.

2.2. Reducerea frecventei de esantionare a semnalelor periodice

in paragraful 1.4, s-a prezentat grafic faptul ca, datorita spectrului discret al
semnalelor periodice, pnn intrepatrunderea spectrelor datorata esantionarii cu o
frecventa mai mica decat minimul dat de teorema esantionarii, exista posibilitatea ca
linule spectrale sa nu se suprapuna (ci sa se intrepatrundia). Daca frecventa de
esantionare este aleasa astfel incat si se respecte teorema esantionarii, reconstructia se
face simplu pe baza spectrului semnalului extras prin filtrare trece jos, din spectrul
periodic rezultat dupd esantionare. Se poate utiliza in acest scop relatia (1.1). Daca
frecventa de esantionare este mai mica astfel incat liniile spectrale ajung sa se
intrepatrunda. spectrul semnalului se va putea obtine, din spectrul penodic. cu ajutorul
unui filtru pieptene care sa permita extragerea componentelor dorite. Pentru
reconstructie se va utiliza relatia (1.7) unde timpul discret /7, se inlocuieste cu timpul
confinuu /.

Daca hnnle spectrale se suprapun inseamna ca semnalul penodic x(r) are in
reprezentarea sa componente sinusoidale de frecvente diferite dar care, in urma
esantiondni. rezulta cu aceeast frecventa.

in [To2] se obtine o relatie pentru alegerea pasuiui de esantionare al unei
sinusoide cu frecventa f, O0< f < f_ .. . pornind de la conditia ca, esantionand cu
acelast pas o alta sinusoida, cu aceeasi amphtudine, avand frecventa situata in acelast
interval. si nu se obtina aceleasi esantioane, in final rezultand teorema egantionani. In
continuare, se prezintd conditile pe care trebute sa le indeplineasca frecventa de
esantionare pentru ca doud sinusoide de frecvente diferite cuprinse in domeniul
(0. fma ) sd@ aibda aceleagi esantioane in punctele de esantionare (se considerd ca
sinusoidele au aceeasi amplitudine). Pe baza acestor conditii se va demonstra ca se pot
obtine frecvente de esantionare ale unui semnal periodic, mai mici decat cea data de
teorema esantionani §i, cu toate acestea. sa nu rezulte eron de aliere.

Multimea frecventelor sinusoidelor, ce fac parte dintr-un semnal periodic x(¢),
care au aceleasi esantioane, in cazul utilizarii unei anumite frecvente de esantionare, se
poate obtine din identitatile [To2]

sin(Zzsziﬂp]:sin 27r(/"+k,fe)f£+¢> , 2.7)

e e
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sin(Z;;ff'—' + (p} = sinlier(sze - f)fi -+ n} , (2.8)

unde &, §i k, sunt numere intregi. Aceste numere intregi trebuie sa fie alese astfel incat
0< f+k /. < [foa (2.9)
sl respectiv
0<kofy =S S frm (2.10)

unde f_,. reprezinta frecventa maxima corespunzitoare semnalului x(¢) iar, f, =1/7,

reprezinta frecventa de esantionare.
Din relatile (2.9) 1 (2.10) rezulta ca se iau in considerare doar acele frecvente ce

fac parte din domeniul de frecvente (0, f_,.) adica, domeniul in care spectrul
semnalulu1 analizat este difent de zero. Pe baza relapulor (2.7) s1 (2.8) se noteaza
multimea frecventelor sinusoidelor din domeniul de frecvente (0, f_,. ) care au aceleast

esantioane, sub forma

Jo =S +k /e, (2.11)
sz =k fe =1 (2.12)

Daca avem un semnal peniodic x(f), acesta va fi format din componente de
anumite frecvente, de exemplu, fundamentala plus un numar de componente armonice.
cu alte cuvinte, domeniul de frecvente (0. f,, ) este unul discret. In cazul in care.
pentru o anumita frecventa de esantionare f,, relauile (2.11) si (2.12) au ca rezultat
frecventele f; si fi, din care, doar una si faca parte din domeniul discret (0, fir,. ),

putem spune ca f, este corect aleasa.

Consideram ca semnalul periodic x(f) este format din componentele armonice de
frecvente mf,, m=123,.,K, unde f, =1/7T, reprezinta frecventa fundamentalei.
Conform teoremet esantionarni, frecventa de esantionare trebuie si fie mar mare decat
2Kf, . In cele ce urmeaza se va demonstra cid esantionarea semnalulu pertodic x(¢) cu

frecventa
2K +1
fe=—%1o> (2.13)
2
unde P =12...., nu conduce la erort de aliere. Pentru P >1, teorema clasici a

esantionarii nu este respectatd. Demonstrarea faptului ca erorile de aliere sunt eliminate
se face pnin verificarea conditiei de neexistentd a doud componente armonice ale
semnalulw x(7) care sa aiba aceleas: esantioane in punctele de esantionare.

Pentru semnalul x(r) s1 pentru frecvente de esantionare alese pe baza relaper
(2.13), relatiile (2.9) 51 (2.10) devin:
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2K +1

0 <mf, +k, 57

fo <Kfy, (2.14)

2K +1

0<k, fo —mfy S Kfy, (2.15)

unde m=12,.. K.
Multimea frecventelor sinusoidelor cu aceleast esantioane in intervalul de
frecvente 0,..., Kf, este

( 2K +1

Jim ={m+ k) —5— )fo, (2.16)
\ 2
(2K +1

sz’":Kkz > -mlfy, (2.17)

unde termenii k; si k, au valon intregi, &k, 20 si k, >0, astfel incdt si fie satisfacute

relatiile (2.14) 51 (2.15).
Din relatule (2.16) s1 (2.17) rezulta ca multimea frecventelor sinusoidelor cu
aceleasi esantioane in intervalul O,..., Kf,, se poate obtine cu ajutorul relatiet

2K +1
Fon ='m+k 7 fos (2.18)

unde variabila k& are valon (pozitive sau negative) intregi, astfel incat
0< fim SKf,. (2.19)
Folosind relatule (2.18) s1 (2.19) putem scrie

2K +1
- Kfo 3(”’*"‘ 5P jfo < Kfo,

de unde, eliminand pe f, vom avea pentru £ relatia

2P 2F
—(K +m) <k<(K-m) : (2.20)
2K +1 2K +1

Rezulta succesiv limitele maxime de vanatie pentru varnabila &

2K

- 2P <k < 27
2K +1 2K +1
~2P <k < 2P, (2.21)
2P r1<k <2 . (2.22)
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Astfel obtinem

]k':k'|m =|-2” +1|+|-2P +2|=2.2”—3<2”*', (2.23)

unde k si kK au acelasi domeniu de variatie ca si k (relapia (2.22)), condifie ce va fi
utilizata mai jos.
In cazul aparitiei erorilor de aliere urmatoarea relapie ar fi adevarata

Sim = Jimy » (2.24)

unde fkm st szmz sunt doud componente ce fac parte din multimea frecventelor

sinusoidelor, multime obtinuta cu ajutorul relatiei (2.18). Din relatia (2.24) 1 (2.18) se
obfine

2K +1

2P 7

Im, £m,| =k, +k,| (2.25)
deoarece k;,k;, >0.
Prin urmare |k, +k,| trebuie sa fie divizibil cu 2”. Din relatia (2.23) rezultd

singura valoare posibild i anume
ky +hy| =27, p>1
pentru care conditia de divizibilitate este satisfacuta. In acest caz vom obtine
imy £ m,|=2K +1. (2.26)
Deoarece m, si m, au valon in domeniul 0,..., X putem scrie
Im, + my|<2K -1 (<2K daca my =m,),

astfel, relatia (2.26) nu poate fi indeplinita. Prin urmare singura solutie a ecuatiei (2.24)
este my =m, si k =k,, in caz contrar f;, # fim,, ceea ce demonstreaza absenta
erorilor de aliere.

Din relatia (2.13) se poate observa ca, pentru P =0 se preleveaza un numar de
2K +1 esantioane dintr-o perioadd a semnaluluwt periodic x(f), pentru P 21 aceste

esantioane prelevandu-se de pe 2 sau mai multe perioade dar totdeauna un numér par de
perioade. In continuare se va studia posibilitatea prelevani unut numar par sau impar de
esantioane de pe un numar par sau impar de pertoade ale semnalului x(7) analizat.
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2.3 Esantionarea semnalelor periodice pe M perioade

Consideram ca pentru calculul coeficientilor Founier ai unui semnal periodic avem
nevoie de un anumit numar de esantioane (numar dat de frecventa maxima din spectrul
semnalului), pe care il notam cu M. in acest caz vom avea perioada de esantionare
T, =T,/N data de teorema esantionani, unde cu 7, s-a notat penioada fundamentalei
(perioada semnalului). Notdm cu M numarul de perioade din semnal pe care dorim sa
facem esantionarea. Penoada (de timp) pe care se face esantionarea va fi in acest caz
T = MT,, rezultand perioada de esantionare notata 7, cu valoarea

T =_T_= MT, =MT . (2.27)

“™ N N

Esantionand pe mai multe penoade este posibil insa. si prelevam acelasi esantion
din perioade diferite. Acelasi esantion se referd la faptul ca prelevarea se face in
momente de ump astfel incat esantioanele sunt egal departate fa{a de inceputul unei
pernioade. Pentru ca sd nu se intample acest lucru vom cauta conditiile ce trebuiesc
indeplinite referitor la numarul de perioade M pe care se face esantionarea in functie de
numarul N de esantioane dorite, considerand cazurile N parsi N impar.

2.3.1 Cazu! - N numar par

Din relana (2.27) avem NT,, =AT7,, adicad numarul de esantioane inmultit cu
penioada de esantionare este egal cu un multiplu al perioader semnalului de esantionat.

- Consideram A/ par. Rezulta ca se pot face simplifican in relatia (2.27) s1 vom
avea

A M
r, =M (2.28)
N N

Altfel scris N T, =M T,, adica un anumit numar de esantioane (diferit de N ).
inmulfit cu pernioada de esantionare, este egal cu un multplu al perioadei semnalului de
esantionat. Deci esantionul zero va fi prelevat de mai multe on, acest lucru insemnand
ca §1 alte esantioane vor fi prelevate de mai multe on. in detrimentul unora care nu vor
ajunge sd fie luate in considerare. Prin urmare esantionarea nu este corecta neputand
obtine un sistem (de tpul (1.8)) determinat.

Concluzie: daca N este un numar par, A/ nu poate fi un numar par deoarece nu
am esantiona corect semnalul.

- Consideram M impar. Daca raportul N/M are ca rezultat un numar intreg, sau
se poate simplifica rezultand

avem situatia prezentatd mai sus (relatia (2.28)) adica un anumit numar de esantioane
inmultit cu penioada de esantionare este un multiplu al pertoadei semnalului de
esantionat, deci anumite esantioane se preleveaza de mai multe ori in timp ce alte
esantioane se pierd.
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Un mod de calcul al numerelor impare ce nu pot fi acceptate ca fiind numar de
perioade pe care se face esantionarea este prezentat mai Jos.

Numarul de esantioane N se divide cu 2 pana cand rezultatul x va fi un numar
impar. Numarul impar x obtinut nu poate fi folosit ca numar de penoade pe care se face
esantionarea. De asemenea nici numerele n-x cu n=1, 2, ... nu pot fi folosite ca numar
de penoade pe care sa se faca esantionarea.

Exemplu: N =6; 6/2 =3, rezulta ca 3 nu poate fi numarul de perioade pe care se
doreste sa se faca esantionarea §i de asemenea nict un multiplu de 3, care este §1 impar
deoarece numerele pare sunt eliminate din start.

2.3.2 Cazul - N numar impar

Din relatia (2.27) avem T7,, =MT,/N. Conditia ce se pune pentru a avea
esantionare corectd este M # nN,unde n=1,2, ..., in caz contrar 7, = nT;, deci se va

esantiona tot timpul numai esantionul zero. in rest A/ poate lua orice valoare - numar
par sau impar.

Concluzie

In cazul in care dorim sa obtinem un numdar N de esantioane dintr-un semnal
periodic folosind o frecventd mai micd decdt cea corespunzatoare teoremei
esantiondrii, prelevarea esantioanelor trebuie sd fie facuta in decursul a M perioade
complete ale semnalului periodic supus esantiondrii.

Notand cu 7, perntoada de esantionare §i cu 7, perioada semnalulw, vom avea

relana (2.27) pentru calculul 7., functie de 7;,. Pentru a gasi conditia ce trebuie
indeplinitd pentru ca sa nu prelevam acelast esantion de mai multe on din penoade
diferite, ne vom folosi de notatia &7, pentru a indica momentul in care se preleveaza
esantionul cu indicele k. Consideram ca avem doui esantioane ce au indicn 4,
respectiv. k,. Distanta in domemul timp dintre cele doua esantioane este
kT, -kT,, = (k2 —k, )T, . in cazul in care aceasta valoare este egala cu perioada 7T,

a semnalulu1 sau un multiplu al e1. esantioanele vor fi identice. Prin urmare condina de a
nu preleva acelagi esantion de doua (sau mai multe) on (din perioade diferite) este

(ks = k) )1, # 1T, (2.29)
unde k, —k; < N, iar n este un numar intreg (mai mic decat Af).

Teorema

Reducerea frecventet de esantionare, in cazul semnalelor periodice, prin
prelevarea esantioanelor de pe mai multe perioade trebuie astfel realizata incat distanta
dintre oricare doua egantioane sa fie diferita de multiplul perioadei semnalului.

Inlocuind in relatia (2.29) pe 7,,, in functie de 1, vom obtine

# nl; :ﬂx——f—— (2.30)
TN Tk -k ?

MT,

(k; - k)

Din partea dreapta a relapei (2.30) putem trage concluzia ¢i numarul de
esantioane N §i numarul de perioade M nu au voie si aiba nici un divizor comun
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pentru ca prin procesul de esantionare sa nu prelevam de doua on (sau de mai multe on)
acelas1 esantion.

Exemplu - esantionarea pe doud perioade in cazul N =2K +1.
Pentru simplificare, considerim un caz particular i anume, K =3, si semnalul

periodic de forma x(#)=sin(24,)+ 0,5sin(273f,). in acest caz numarul minim
necesar de esantioane este 7, conform teoremei esantionani, pentru a reconstitul

semnalul imtial.
1 3
M /—]\
, - L
0 t

Fig 2.2 Esantionarea unui semnal periodic cu K=3. pe doud perioade.

Esantionarea facandu-se pe doua penoade cu pasul de esantionare 7,, =27,,, fata

de cazul esantionirii pe o perioada, 7,,, va fi prelevat tot al doilea esantion. Deci, dupa

el>
cum se poate observa si din desen (fig. 2.2) vor fi prelevate in ordine esantioanele:
0.2,4.6.1.3,5.

Formula de calcul a coeficientilor seriet Fourter (vezi relaia 1.19) pentru
semnalul x(r) este

1 A . 1 A Py
i =—Zx(iTe)e""“’”’T =— > x(iT,)e (2.31)
N =0 N =0

unde w, =27/Ty si T, =T, /N .
In cazul in care frecventa de esantionare este

1 N
fa=m==
Tel TO

adica prelevam cele N esantioane dintr-o singurd perioadia a semnalului, calculul
coeficientilor serie1 Fourier se face cu relatia (2.31) unde in loc de & se utilizeaza k1

27 .

1 N-] ) ~Jkb——i
Chy ='VZX(IT=" Je A (2.32)

! 1=0

In cazul in care frecventa de egantionare este
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adica prelevam cele N esantioane in decursul a doud perioade ale semnalului, calculul
coeficientilor seriei Fournier se face cu relapia

1 N-1 _ _j.kz.zﬁ.z.,'
2 =y x(T,y)e o (2.33)
0

Calculand coeficientii cu relatiile (2.32) respectiv (2.33) vom vedea ca ¢, = ¢y,

pentru k; =4, ,unde k,k;, =01, N -1.
Formula de reconstrucpe ramane aceeasi

K- -
gny= Y cpe” . (2.34)
k=-K

Urmairind ordinea de prelevare a esantioanelor in acest caz, K =3 i M =2 siin
alte cazun (esantionare pe mai multe perioade, respectiv prelevarea unui numér difent
de esantioane), se poate deduce relapia dupa care se obfin esantioanele faja de cazul
esantionanii pe o perioada. In acest scop se vor utiliza notatiile:

i pentru indicele esantionului in cazul esantionanii pe o perioada,

J pentru indicele esantionului in cazul esantiondni pe M pernoade,

P pentru perioada in care se afla esantionul j, P =0,1,.. M -1,

27 pernioada semnalului,

27/ N perioada de esantionare in cazul esantionarii pe o perioada.

Semnalul fiind penodic, urmatoarea relatie este adevarata

2;
.r(JM‘7)=.{:3’5+2;zPJ, (2.35)
N N
de unde rezulta succesiv
2r 27

JM — =i—+21P,
N N

JM =i+ NP,
i=jM - NP. (2.36)

Aceasta relatie se poate scrie mai simplu sub forma

X(iTem)= X(ll(i)];l), (237)
unde
u(i)= (M ) poguio () (2.38)
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relatie valabila in cazul in care se considera ca primul esantion este esantionul zero.

Exemple de alte cazun:
N =6, M =5 se preleveaza esantioanele in ordinea: 0,5,4,3,2.1;
N =8, M =3 se preleveazi esantioanele in ordinea: 0,3,6,1,4,7.2,5;
N =9, M =4 se preleveaza esantioanele in ordinea: 0,4,8,3,7,2,6,1,5;
N =6, M =7 se preleveaza esantioanele in ordinea: 0,1,2,3,4,5;
N =6, M =11 se preleveaza esantioanele in ordinea: 0,5,4,3,2,1.

Relatile (2.37) 1 (2.38) au fost venficate pe cale expenmentala, prin simulare in
Mathcad. Aceste relatii sunt valabile 1 in cazul in care N este par, dupa cum se poate
observa si din exemplele amintite, in acest caz, insi, trebuie tinut cont de faptul ca
numarul de pernioade de pe care se face prelevarea esantioanelor trebuie sa satisfaca mati
multe condiil.

Exemplu: considerim ca avem un semnal periodic descrnis de ecuatia
x(t)=sin(27f,)+0,5sin(272f,). K =2, si il esantionam astfel incat sd obtinem
N =2K +2 esantioane pe perioada. In cazul in care prelevam aceste esantioane in
decurs de doua perioade, deci pe un numiar par de perioade, vom obtine in ordine
esantioanele 0,2,4,0,2,4, corespunzatoare esantionani pe o perioada. Esantioanele 1,3,5,
lipsesc din achizitie in timp ce esantioanele 0,2,4, au fost prelevate de doud on. Acest
lucru este prezentat grafic in figura 2.3.

A x(t)1 |

~
N

U
W

Fig. 2.3. Prelevarea unui numar par de esannoane de pe doud perioade ale unut semnal periodic.

Numarul N fiind par, esantionarea se poate face pe mai multe perioade, dar
aceste perioade trebuie sa fie un numar impar si in acelasi timp sa nu fie un divizor al lw
N (sau si atba divizori comuni, in cazul nostru N =6, M nu poate fi 3,9, 15. ...).

Pentru reconstructia semnalului trebuie tinut cont de ordinea in care au fost
obtinute esantioanele, relatia (2.37) cu (2.38), si scoaterea esantioanelor la iesire in
ordinea normalad de apantie a lor, indiferent de ordinea in care au fost prelevate.
Folosind pentru achizitie, prelucrare si redare un procesor numeric de semnal,
esantioanele de iesire pot fi obtinute relativ simplu deoarece procedeul de alegere a
esantioanelor folosind operafia modulo este folosit si pentru calculul transformatei
Founer rapide (TFR).

in general, daca se prelucreaza un semnal cu ajutorul unui procesor numeric de
semnal, esantioanele prelevate sunt memorate intr-un spatiu de memorie. Memorarea lor
se poate face la adrese succesive sau la adrese alese dupa o anumitad regula, spre
exemplu modulo(N). Astfel, pentru prelucrarea si refacerea semnalului se poate
considera cd prelevarea esantioanelor a fost facuti in ordinea fireasca.
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Deoarece sunt realizate subrutine de calcul a FFT ce tin seama de faptul ca
esantioanele sunt stocate in memorie in ordinea lor fireasca, este indicat, in cazul in care
se doreste calculul FFT, memorarea lor sa se faca dupa regula modulo(N).
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CAPITOLUL 3

FUNCTII PARE, FUNCTII IMPARE

3.1. Introducere

In acest capitol se trateaza cazul particular al functiilor pare respectiv impare,
modul de defimire al lor [Un4], descompunerea lor in serii de cosinusun §1 sern de
sinusuri. Se vor calculula coeficientii seriei Fourter in aceste cazun particulare folosind

un numar redus de esantioane, prelevate incepand cu momentul 1, =0 1 respecti,
1, # 0. Funcna iniiald va fi reconstituitd pe baza coeficientilor calculati. Relatitle de

calcul al coeficientilor vor fi utilizate (testate) si in cazul unor esantionart urmate de
cuantizan mai apropiate de cazul real. Deoarece convertoarele analog numence au un
numar limitat de bit, sunularea in cazul cuantizani se va face utilizand esantioane ce au
un numdr hmitat de cifre mai mic decat cel corespunzitor rezolutiet maxime a
programulu de calcul.

3.2. Functii pare si impare

Consideram o functie f(x) definitd pe axa Ox. Spunem ca f(x) este o funcne
pard daca este valabila relana

fl=x)= £(x). (3.1)

oricare ar fi x.
Conform relatier (3.1) graficul unei functii pare este simetric fata de axa Oy.
Un exemplu de functie para este ilustrat in figura 4.1.

A Ao

VA 0 /\?

Figura 3.1. Funcue para.

Calculand ana pe un segment [— [+ ] pentru functiile pare avem relatia
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! !
[ foode =2 f (e, (32)
-l 0

pentru orice /, cu conditia ca f(x) sa fie definta si integrabila pe segmentul [— 1,+1].
Spunem ca f(x) este o functie impard daca este valabila relapia

S(=x)==f(x), (3.3)
oricare ar fi x. Pentru o functie impara f(0)=0 (vezi relatia (3.3)). Graficul unei

functii impare este simetric fati de punctul zero (originea axelor). Un exemplu de
functie impara este dat in figura 3.2.

A Ax)

~_—

NV

Figura 3.2. Functie impard.

Calculand ana pe un segment [— 1+ ] pentru functile impare vom avea relatia
i
[fx)ax=0. (3.4)
-1

pentru orice /, cu conditia ca f(x) sa fie definita si integrabila pe segmentul [— 1,+I].
Din defimtia functitlor pare §1 impare putem deduce proprietatle:

a) produsul a doua functii pare sau a doua funcpi impare este o functie para,

b) produsul dintre o functie para si o functie impara este o functie impara.

Demonstratie: fie ¢(x) si w(x) doud functi pare si 7(x) si p(x) doui functn impare.
Pentru f(x)=¢(x) -y(x) avem egalitatea

f(=x) = p(=x)-p(=x) = p(x)-w(x) = f (x).

Pentru f(x) = y(x)- p(x) avem egalitatea

f(=x) = y(=x)- p(=x) = [- y(0))- |- p0)] = 7(x)- pl) = f ().
Pentru f(x)=¢(x)-y7(x) avem egalitatea

f(=x)=@(=x)-y(~x) = p(x)-[- y(0)] = —p(x) -y (x) = = (x) .

Astfel, au fost demonstrate cele doud proprietati prezentate mai sus.
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Deoarece se vor face produse de semnale vom demonstra, in continuare, ca
produsul a doua semnale periodice cu frecvente aflate in relatie armonica este tot un
semnal periodic. Pentru aceasta se prezinta intai ca suma a doua semnale penodice, cu
frecvente aflate in relape armonica este tot un semnal peniodic. Un astfel de caz este
semnalul periodic ce contine atat fundamentala cdt g1 un anumit numar de componente
armonice, in acest caz perioada semnalulu fiind egala cu perioada fundamentalei.
Exemplu: notam cu 7, perioada fundamentalei i cu 7, =7;/2 perioada celei de-a doua

componente armonice. Astfel, perioada semnalului este

unde &, =1 51 k, =2 dec1, T =T,.
Un alt caz este acela in care fundamentala lipseste adica, semnalele insumate au
penoadele notate 7; cu valon difente de un submultiplu intreg corespunzator celet mai

mari perioade dintre 7;. In acest caz, factorii de multiplicare k, vor fi toi mai mari decat
unu §i prin urmare perioada semnalului rezultat va fi mai mare decat oncare perioada 7,

corespunzitoare semnalelor penodice insumate.
Exemplu: fie 7, =7, /1,5. Rezulta ca T = 27, =3T,.

Astfel, perioada semnalului rezultat ca suma de semnale periodice este un numar
egal cu cel mai mic multiplu comun tuturor perioadelor semnalelor componente.

in continuare vom demonstra ca aceasta regula, data de relata 3.5, este valabila si
in cazul in care avem produs de semnale penodice, semnalul rezultat fiind i el periodic.
Pentru aceasta, consideram ca avem un semnal periodic, de tip trece jos. p(r). cu

perioada 7, ce este inmultit cu un semnal periodic, cos(@wy!), cu penoada 7;, unde
I, <T,. Prin semnal de tip trece jos se intelege un semnal ce are componente cu
frecvente in domeniul 0 la fp,.. Presupunem ca semnalul

xX(r)y= p(rycos(wy!) , (3.6)
este periodic cu perioada 7 . Se pun intrebanle: existd o perioada 7 si. daca da. care
este valoarea sa daca se cunosc 7, §1 7, ?

Daca x(r) este peniodic cu perioada T atunci este valabila relata
pt)cos(wyt) = x(1) = x(1+ T) = p(1 + T)cos|w, (1 + T)]. (3.7)
Pentru p(r) avem egalitatile
p)y=plt+1))=p+2T))=..=p(t+mT))=... (3.8)
dar, din (3.7) rezultd p(r) = p(t+7T) deci, existd un m, astfel incat
p(ty=plt+ml1))=p(t+T). (3.9

Pentru cos(w,r) avem egalitatile

cos(@t) = cos|wy, (1 + T)] = ... = cos|wq (1 + myTy)] = ... (3.10)
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dar, din (3.7) rezulta cos(wy!) = cos[(u()(t + T)] deci, exista un m, astfel incat
cos(wyt) = cos[a)o(t +m,T, )] = cos[wo(t + T)]. 3.11)
Astfel rezulta ca este valabila relata

I'=mT =myIy, my>m, (3.12)

unde m, §i m,; sunt numere intregi.

Pe baza relatiei (3.12) se poate scrie un enung similar cu cel prezentat la suma de
semnale periodice §i anume: perioada semnalului rezultat ca produs de semnale
periodice este un numar egal cu cel mai mic multiplu comun tuturor perioadelor
semnalelor componente.

Cu cat raportul 7, /T, (penioada mai mare / perioada mai mica) are ca rezultat o

parte fractionara reprezentata pe mai multe cifre, numerele m, si m; vor fi mai man,

perioada semnalului rezultat fiind mai mare.

Semnalul x(r) obtinut cu relatia (3.6) este un semnal periodic de tip trece banda
(obtinut prin modulare in amplitudine). Prin semnal de tip trece banda se intelege un
semnal ce are componente in domeniul fmin la fmax unde, fmin>>0. Esantionarea acestui
tip de semnale periodice va fi studiata in capitolul 5.

3.3. Serii de cosinusuri si serii de sinusuri

Consideram ca f(x) este o functie (periodicd) pard definitd pe segmentul
[—- /r,fr].

Funcna cos(nx), n=012...., este o functie para iar functia sin(nx) este o functie
impara. Conform proprietapilor a) si b) enuntate in paragraful 3.2, avem /f(x)cos(nx)
functie para s1 f(x)sin(sx) functie impara.

Pe baza relatiilor (1.4). (3.2) si (3.4) vom obtine pentru coeficientit Fourer ai unei
funcni pare f(x) relamle

a, =L If(x)cos(n.r)dt=£Jf(x)cos(m*)dr, (n=012..). (3.13)
T Ty,

b, 1 jf(x)sin(nx)dr:O, (n=12,..). (3.14)
”-/T

Conform relatulor (3.13) si (3.14) sena Fourier a unei functit pare contine numai
componente cosinusoidale, deci putem scrie

f(x):%%ia,, cos(nx). (3.15)

n=1
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Consideram ca f(x) este o funche (penodicd) impara definita pe segmentul
[— ;r,zr]. Conform propnetatilor a) $1 b) enuntate in subcapitolul 3.2, avem f(x)cos(nx)
functie impara 1 f(x)sin(rnx) funcfie para.

Pe baza relamlor (1.4), (3.2) s1 (3.4) vom obtine pentru coeficienti Founer ai
functiel impare f(x) relapile

a, = 1 j f(x)cos(mx)dx =0, (n=0,2,.), (3.16)
z -x
b, = 1 f F(x)sin(nx)dx = 3] f(x)sin(mx)dx. (n=12,.) (3.17)
T 7Ty

Conform relatulor (3.16) si (3.17) seria Fourier a unei functii impare conine
numai componente sinusoidale pnn urmare putem scne

f(x)=ib,, sin( rx) . (3.18)
n=]

Deoarece sena Fourer a unei functi impare contine numai sinusuri, ea va
converge citre valoarea zero pentru x = kx,cu k=0,12,... .

In cazul dezvoltarii unei functii oarecare periodice f(x) in serie Fourier
exponentiala (complexa) pentru coeficient: se foloseste notata ¢, , calculul lor facandu-

se cu relatia (1.6). Intre coeficientii C; §1 C_; avem relatia
Cp =Cis (3.19)

unde cu indice superior * s-a notat termenul complex conjugat.
Daca functia este pard, notatd f,(x), atunci din (1.6), (3.13) si (3.14), relatia

(3.19) devine
Ck =C k> (320)

in acest caz coeficientii Founer fiind reali.
Daca functia este impard, notata f;(x), atunci din (1.6), (3.16) si (3.17), relana
(3.19) devine

Cr =—C_y» (321)

in acest caz coeficientii Fourier fiind imaginarni.
Se poate considera ca o functie oarecare (periodica) f(x) este formati dintr-o
functie para fp(x) insumata cu o functie impara f,(x)

f(x)=f(x)+ f1(x). (3.22)
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Functiile pard respectiv impard pot fi obtinute din functia f(x) cu ajutorul
relatillor

SO0 @ SEx)

5 5 (3.23)

fe(x)=

in prelucrarea numerica a semnalelor, coeficientii Fourier se calculeaza folosindu-
se esantioane din semnalul analizat. Pentru aceasta sunt necesari cel putin un numar de
esantioane egal cu numarul de coeficient calculapi. Din (3.23) 51

) a, + jb,
respectiv c_, = —* L%k
2 2

¢, = a, — jb;

se observa ca pentru calculul coeficientilor Fourier, in cazul unei functii oarecare avem
nevoie de un numar dublu de esantioane fata de cazul unei functu pare sau impare.

3.4. Functii pare

Consideram o functie periodica para y = f,(x) pe care o descompunem intr-o

suma de cosinusuri

y=4a,+a,cosx+a, cos2x+...+ag cosKx, (3.24)

unde K reprezinta indicele componentei armonice maxime din semnal.

Notam cu a pasul de esantionare. Perioada semnalului fiind 27 atunci a va
avea valoarea @ =27/N. unde N reprezintd numarul de esantioane prelevate in
decursul unei perioade. Din relatia (3.24) rezulta ca avem un numar de K +1
necunoscute care pot fi calculate pe baza a N = K +1 esantioane diferite din semnalul
f,(x). Vom avea sistemul

Yo =ay+a, +a,+..+ay
Yy =ay+a cosa+a,cos2a+..+aycosKa

$ (3.25)
Y, =ay+a,cospa+a,cos2pa+ay cosKpa

Yo =4ay +a cos((N - l)a)+...+aK cos((N - I)Ka)

unde y, este esantionul funcpei (semnalului) y la momentul pa .

Sistemul (3.25) poate fi scris matriceal sub forma

(v ) (1} 1 1 1 Y (a)
3% 1 cosa cos2a cosKa ay
Y, |=11 cos2a cosda cos2Ka | a, (3.26)

Yva) 0 cos(N-Da cos(N-1)2a cos(N -DKa ) \ay )
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sau, folosind notatii mai simple

Y=CA, (3.27)
unde Y este vectorul esantioanelor semnalului, C este matricea formati din termenii cos

si A este vectorul coeficientilor Fourier.
Utilizand proprietatea de periodicitate a functiei cosinus putem scrie

2r 2
cos(N - g Jka = cos( Nk — qk Wn) =cosgk -2;— =cosgka . (3.28)

Folosind relagia (3.28) st sistemul (3.25) vom avea identititile
Yy =ao +a cos((N —1)a)+ a, cos((N —12a)+...+ay cos((N 1)K a)

=a,+a,cosa+a,cos2a+..+agcosKa=y,

Yno2 =Gp + cos((N - 2)a)+ a, cos((N - 2)2a)+-.. +ag cos((N - 2)Ka)

=a, +a,cos2a +a, cosda +...+ay cosK2a = y,,

Rezulti ci intre esantioane, in cazul esantiondrii uniforme incepand din momentul
1, =0, vom avea o relatie de egalitate $i anume

Yyop=V,, unde p=0L2. N-1. (329)

Din (3.28) si (3.29) rezultd ca doua cate doui linii ale matricei C sunt egale intre
ele. Altfel spus, determinantul matricei C este zero, astfel ¢d nu pot fi calculati toti cel
K +1 coeficienti, desi avem K +1 relatii dar care nu sunt liniar independente. Prin

urmare, esantionand semnalul incepand din momentul 7, =0, nu se poate reduce

frecventa de esantionare in raportul

K+1
2K +1°

relafia (3.29) fiind valabila oricare ar fi N. Rezultd ca trebuic obfinute astfel de
esantioane incat relatia (3.29) sa nu mai fie valabila.

in continuare, folosim notafule 1 pentru perioada semnalului st T, pentru
perioada de esantionare minima obtinuti in conformitate cu teorema egantiondrii.

Consideram N numdr impar, $i anume N =2K +1, unde K reprezinta numarul
de componente armonice din semnalul periodic par f,(1). In acest caz,
p=0_(N-1)/2. Dn relagia (3.29) rezulta ca esantionul cu indice zero este
independent, celelalte esantioane vor fi doua cate doua egale. Deoarece avem nevoie de
K +1 relap independente pentru a calcula tot atatea necunoscute, esantioanele necesare
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se pot preleva dintr-o perioadd 7' a semnalulu f,(¢) folosind o perioada de esantionare

dubla fata de cazul limiti dat de teorema esantionarii §i anume 7,, =27, =2T/N . Prin

reducerea frecventei de esantionare la jumatate se poate observa ca pe parcursul unei
perioade esantionarea nu este “total uniforma”, in sensul cd@ pasul de esantionare este

constant mai pufin ultima perioada de esanttonare care este doar jumdtate din 7,.
Astfel, in urmitoarea perioada esantionarea nu va incepe din momentul zero (al noii
perioade) ci de la momentul ¢, = 27/N .

Daca esantionarea o facem cu pasul 7, =2xz/N (perioada semnalului se considera
ca este 7 = 2x), avem pentru esantionare uniforma

NT, =NZZ <27, (3.30)
N

Folosind pasul de esantionare 7,, =27, vom preleva, de pe parcursul unei
perioade T a semnalului periodic par, un numir de (N +1)/2 esantioane (K +1
esantioane pentru calculul celor K +1 coeficienti notati de la g, la ay). Daca
esantionarea ar fi uniforma, ar trebui ca

N+1Te
2

2=2ﬂ',

dar de fapt

Nl N _(we) =27+ 22 (3.31)
2 2 N N

in figura 3.3 se prezinta grafic cazul K =4, N =2K +1=9.

4 5 T
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05t
©
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= 0+ 1
g * 2
)
05F
£ = [
15 ‘. > [ o
154 1
i
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0 02 04 06 08 1 1.2 14 16 18 2
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Figura 3.3. Semnal periodic par format din fundamentald si armonica K=4, N=2K+ 1=9.
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Deoarece avem 4 coeficienp pentru suma de cosinus ( K =4) si coeficientul a,,
rezultd ci avem nevoie de S esantioane diferite pentru calculul coeficientilor. Prin
alegerea pasului de esantionare ca mai sus (7, ), rezulta ca toate cele 5 esantioane sunt

diferite. In figura ele sunt simbolizate cu un x incercuit ( ® ). Se observa ci cele S
esantioane necesare pot fi prelevate de pe parcursul unei (prime1) perioade a semnalulu
periodic par. Aceste egantioane pot fi prelevate §i din mat multe perioade ale semnalului
supus analizei, astfel rezultind o noua reducere a frecventei de esantionare.

Consideram N numar par, N =2K + 2. St in acest caz sistemul (3.25) s1 relaha
(3.29) dintre esantioane sunt valabile dar, acum p=0..N/2. Pentru p=N/2 avem
N-p=N-N/2=N/2=p, deci esantionul y,_, este acelasi cu esantionul y, si nu
sunt doui esantioane diferite de aceeasi valoare. Prin urmare, avem un numir de K +2
esantioane diferite care trebuiesc prelevate §1 anume esantionul cu indice zero (unic), K
esantioane cu indice in domeniul 1 la N/2-1 (egale cu cele care au indicele intre
N/2+1 si N-1) si esantionul cu indice N/2=K +1 (unic). In acest caz, N numir
par, frecventa de esantionare nu mai poate fi redusa la jumatate la fel ca in cazul N
numar impar, ci in alt raport. In capitolul 2, esantionarea semnalelor periodice pe mai
multe perioade, s-a prezentat faptul ca numarul N de esantioane §i numarul A de
penoade de pe care se face prelevarea lor, nu trebwie si aibe divizori comuni.

Folosind acelagi exemplu, s1 anume semnalul periodic par ce confine
fundamentala si componenta armonica K =4, vom avea N =2K +2=10. Prelevarea
celor K +2 esantioane din semnal, folosind o frecventa de esantionare redusa, se poate
face folosind perioada de esantionare 7,; =37, =37/N, unde cu 7 am notat perioada

semnalului considerat. In acest caz cele N esantioane ar fi prelevate de pe parcursul a
tre1 perioade T . Acest exemplu este ilustrat grafic in figura 3.4.

15+ -
|- :
| |
1= 5
b P’y 2 :
05F - -
i ‘
CI
= 0'» ) e o3 3 £ < & 3
= L ,
i
05
] 1.
z l
.1&— _1
‘ |
1 !
15L = i
! < % ? !
1 |
. X
2t " : n : L |
0 05 1 15 2 25 3

t nTe

Figura 3 4. Semnal periodic par format din fundamentala si armonica K=+, N=2K+2=10.

Si in acest caz cu simbolul cerc sunt indicate esantioanele ce se preleveaza
folosind pasul de esantionare 7,, iar cu un x incercuit ( ® ) sunt indicate esantioanele
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prelevate folosind pasul de esantionare T,;. Din figura, se observa ca cele 6 esantioane

necesare (primele notate cu ®), se preleveaza din mai multe perioade (in acest caz doua)
ale semnalulwu analizat.
Pentru obtinerea unei relapi de calcul a coeficientilor a, in functie de valorile

esantioanelor fp (iT,), plecam de la relapa (3.15) scrisa sub forma

N-l
foUT,) = Zak cos(kaw,iT, ), (3.32)
k=0

unde coeficientul aq, a fost inclus in sum3 (astfel pentru coeficientul g, va rezulta o
relatie diferita de calcul fatda de cea utilizata pentru calculul coeficienpilor a,,
k =12,...)si, tmpul continuu ¢ a fost inlocuit cu timpul discret /7.

In anexa A se demonstreazi ca relatiile de calcul a coeficientilor @, sunt:

- pentru coeficientul g, corespunzitor componentei continue
e
ag=— > f,(T,), (3.33)
N

in suma din relatia (3.32) avand coeficientul a, §inu a,/2,

- 1ar pentru coeficient1 g, , k=123, K
2 N-1
a =~ D f,UT,)cos(kawyiT, ). (3.34)
=0

A. Cazul N numar impar

Deoarece relatile ce formeaza sisternul (3.25) nu sunt independente, putem
reduce numarul lor utilizdnd un numar mat mic de esantioane, egal cu numéarul
coeficientilor ce trebuiesc calculati. Esantionind semnalul cu penicada 7,, =27, si

utilizand doar esantioanele prelevate din prima perioada, relatia (3.34) devine
2 2
i=l

(vez:1 relatia A.12 din anexa A).
Daca in relatia (3.33) inmultim cu 2 membrul drept, rezulta un coeficient a, pe

care il putem include in relatia (3.35) si in acest caz indicele k va putea lua valon in
domeniul 0...K (la reconstructie trebuie tinut cont de acest lucru).

B. Cazul N numir par

Daca numarul N de esantioane este par, reducerea frecventel de esantionare o
putem face utilizind perioada de esantionare 7,,, = M7, , unde numarul M de perioade

de pe care se preleveaza esantioanele este ales in conformitate cu ceringele expuse in
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capitolul 2. Relatia de calcul a coeficientilor a, , folosind doar K +2 esantioane, va fi

in acest caz

2
a = S (f,(0)+ f,((K + DT, )cos(k(K + Dy T, ) +
(3.36)

K
+2- pr(iTe.\l )COS(kO)Oin_U )
i=1

deoarece esantionul cu indice zero §i esantionul cu indice N/2 =K +1 sunt unici, restul
fiind egali doi cate doi. Numiarul de esantioane prelevate este K +2. $1 in acest caz
coeficientul a, poate fi introdus in relatia (3.36), la fel ca in cazul N numar impar.

Formula de reconstructie a semnalului initial pe baza coeficienfilor a, este

K
gP(t)=a?°+Zak cos(kawyt), (3.37)

k=]

pentru g, calculat conform relatiei (3.35) sau (3.36).

Concluzie

Daca semnalul pe care il esantionam este unul periodic par putem utiliza o
frecventa de esantionare mai mica decat Iimita impusa de teorema esantionaru §i, in
acelagi timp vom avea nevoie de un numir mai mic de esantioane decat in cazul
prelucraru unui semnal perntodic oarecare. Coeficientit seriei Fourter sunt numere reale
1ar e1 se calculeaza cu ajutorul unor relatii in care intervin doar numere reale s1 nu
complexe prin urmare se reduce volumul de calcule necesare pentru obtinerea lor.

3.5. Functii impare

Consideram o functie periodica impara y = f;(x) pe care o descompunem intr-o
suma de sinusurn

y=bysinx+b,sin2x+...+bg sinKx, (3.38)

unde K reprezinta indicele componentei armonice maxime din semnal. Folosim notatia
a pentru pasul de esantionare, aceeasi notatie ca in paragraful 3.4, @ = 27/N, unde
2m reprezinta perioada semnalului, iar N numérul de esantioane prelevate de pe
parcursul unei perioade. Pentru fiecare esantion poate fi scrisa o relatie de tipul (3.38)
rezultand sistemul

(¥o =By sin0+b,sin0+...+ b, sin0=0

Yy =bsina+b,sin2a +..+ b, sinKa

I _ 3.39
Yy, =bsinia+b,sm2ia+..+bg sinKia (339

Yy = by sin(N =)@ +b, sin 2(N = D)a +...+ by sin K(N - )
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unde y; reprezinta esantionul 7, din semnalul periodic impar considerat, obfinut la
momentul /o .

Din relapia (3.38) se observda ca avem doar K coeficienfi prin urmare am avea
nevoie de K esantioane din semnalul analizat pentru a obfine tot atatea relapii de tipul
celei notate (3.38). Daca esantionarea incepe in momentul 7, =0, din sistemul (3.39) se
observa ca primul esantion nu poate fi folosit deoarece tofi coeficientit sunt inmultii cu
zero. Prin urmare vor trebui prelevate cel pupin K +1 esantioane, la fel ca in cazul

semnalelor periodice pare, prezentat antenor.
Sistemul (3.39) poate fi scns matriceal sub forma

Y sina sin 2a sin Ka b,
Vs sin 2a sin 4 sin 2Ka b,
S . ) . e (3.40)
Yy sif(N-Na sin(N-1)2a --- sin(N-DKa ) \by
sau, folosind notatii mai simple
Y =SB, (3.41)

unde Y reprezinta vectorul esantioanelor prelevate, S matricea formata din termeni sin
st B vectorul coeficientilor Founer.
Utilizand propietatea de periodicitate a functiei sinus putem scrie

sitni(N-—g)a = sin[iN%{— iqa) =-smiga, i,g=1.,N-1. (3.42)
{
Din sistemul (3.39) si relana (3.42) se observa ca
Yy =bsin(N-Da+b,smn2(N-Da+...+ by sinK(N-1Da =
=-b;sina~-b,smm2a—-..-bysinKa=-y,,
Yy =bsin(N-=2)a+b,sin2(N-2)a+...+ by sin K(N-2)a =

=-b sin2a—-b,sin2-2a—..-bysinK -2a =-y,,

Rezulta ca intre esantioane, in cazul esantionirii uniforme si 7, =0, vom avea o
relape de forma

Yy, =—Y,, i=012,. N-1 (3.43)
Din relatille (3.42) s1 (3.43) rezulta ca doua cite doua linii ale matricei S sunt

proportionale, prin urmare determinantul acestei matrice este zero. Altfel spus sistemul
(3.39) este nedeterminat si prin urmare nu pot fi calculate necunoscutele b,
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k=12,..K . Relatia (3.43) este valabila oncare ar fi numarul N . Pentru ca sa putem
calcula coeficientii b, trebuie ca esantioanele sa fie astfel prelevate incat relatia (3.43)

sa nu mai fie valabila.
A. Cazul N numar impar

Consideram N numar impar, $t anume N =2K+1, in acest caz
i=012..,(N-1)/2. Deoarece avem doar K coeficienti, et ar putea fi calculap

folosind un numar mai mic de esantioane (fata de 2K +1). Daca reducem frecventa de
esantionare la jumatate se poate observa ca avem §i in acest caz, la fel ca in cazul
semnalelor periodice pare, esantionare “neuniforma” deoarece ultimul interval de timp,

de la v y.,, - ulimul esantion din prima pertoada, la y, - prnimul esantion din
perioada urmatoare, nu este egal cu pasul de esantionare, ci cu jumatate din acest pas.
Consideram perioada semnalului egald cu 27, perioada de esantionare fiind
T,=27/N. In cazul esantionarii uniforme, pentru N esantioane prelevate, avem

relatia

NT, = N%’ =2r. (3.44)

Daca reducem frecventa de esantionare la jumatate, inseamnd cd noul pas de
esantionare va fi 7,, =27, §i pe parcursul unei perioade se vor preleva (N +1)/2

esantioane. Pentru ca esantionarea sa fie uniforma ar trebui ca 7,, (V +1)/2 = 2r dar,
in acest caz

N 2
o wen o 22
2 N N

In figura urmatoare se prezinti cazul unui semnal periodic impar format din
fundamentald si componenta armonica de ordin 4 (K =4), ambele avand aceeasi

amplitudine. Prin urmare N =2K +1=9. Daca folosim pericada de esantionare 7,
atunci vor fi prelevate de pe parcursul unei perioade a semnalului un numar de
(N +1)/2 =5 esantioane (esantionul cu indice zero care, daci esantionarea incepe la

momentul 7, =0, are valoarea zero si inca 4 esantioane diferite).
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Figura 3.5. Semnal periodic impar format din fundamentald si armonica K=+, N=2K~1=9.

In figurd au fost evidentiate valorile semnalului in punctele de esantionare.
Esantioanele prelevate cu perioada 7,, sunt simbolizate cu un x incercuit ( ® ).

B. Cazul N numar par

Consideram N numar par, adica N =2K +2. In acest caz i1 =12,...,N/2. Daca
i=NJ/2 atunci N—-i=N-N/2=N/2=i, deci esantionul y._y, este acelasi cu
esantionul yy,, si nu sunt doua esantioane diferite cu valon egale in modul. in plus,

acest esantion are valoarea zero deoarece se afla la mijlocul perioadei semnalulut §1 din
relatia (3.43) rezultd ca avem o simetrie fati de acest punct. Prin urmare avem un numar
de K +2 esantioane diferite din care K sunt egale in modul cu restul esantioanelor
pana la 2K +2.

La fel ca in cazul semnalelor pare, §i in acest caz ( N numar par) frecventa de
esantionare poate fi redusi de M on (obfinerea esantioanelor de pe M pertoade ale
semnalului) fata de frecventa de esantionare minima impusi la esantionarea semnalelor
periodice. Numarul M trebuie ales astfel incat s satisfaca conditia impusa in capitolul
2 si anume, numirul N de esantioane §1 numarul M de perioade de pe care se
preleveazi acestea, nu trebute sa aiba divizon comuni.

Pentru calculul coeficienfilor Fourier vor fi prelevate K +2 esantioane -
esantionul cu indice zero (unic), K esantioane ce satisfac relatia (3.43) si esantionul cu
indice N/2 (unic).

Pentru exemplificare grafici vom folosi acelagi semnal §i anume un semnal
periodic impar format din fundamentala 1 componenta armonica K = 4, ambele avand
aceeast amplitudine. Numarul N de esantioane va avea valoarea N =2K +2=10.
Prelevarea celor K +2 =6 esantioane din semnal folosind o frecventd redusa de
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esantionare se poate face folosind pasul T,; = 37,. In acest caz cele N esantioane sunt
dispuse pe 3 perioade ale semnalulut in timp ce cele 6 esantioane necesare se preleveazi
de pe doua penoade.
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Figura 3.6. Semnal periodic impar format din fundamentala si armonica K=+4, N=2K-2=10.

Cu simbolul cerc au fost simbolizate esantioanele in momentele i7,, i =0,1,2,... |
1ar cu ® au fost simbolizate esantioanele in momentele i7,;.
Pentru obtinerea unei relatii de calcul a coeficientilor 4, in functie de valonle

esantioanelor f;(iT,), plecam de la relatia (3.18) scrisa sub forma

N-1
S[1GT,) =Y by sin(ka,iT, ), (3.45)

k=1

unde timpul continuu ¢ a fost inlocuit cu timpul discret 7, iar insumarea nu se mai face
pentru un numir infinit de coeficienti. In anexa B se demonstreazi ci relatia de calcul a
coeficientilor b, este

N-]
by =%Zf, (iT, )sin(kawyiT, ). (3.46)
i=0

Esantionarea semnalului incepe la momentul 7, =0 astfel, primul esantion are

valoarea zero §i este inmulfit cu zero (sinus de zero) prin urmare, poate fi eliminat din
relatia (3.46), suma incepind de la unu si nu de la zero.
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Deoarece intre esantioane avem o relatie de egalitate (in modul), relatia (3.43)
rezulta ca putem folost mai putine esantioane pentru calculul coeficienfilor Fourter.
Daca N este numar impar relapa (3.46) devine

.
b, = %Zf,(iT,)sin(ka)OiT,), (3.47)

i=]

iar pentru N numar par se utilizeaza aceeagi relatie s1 acelasi numar de esantioane (vea
anexa B).

Modul de prelevare a esantioanelor necesare in relapa (3.47) pentru calculul
coeficientilor Fourter va fi prezentat ulterior in cadrul acestui capitol.

Formula de reconstructie a semnalului initial, pe baza coeficientilor b, este

.
g (1) =Y by sin(kat). (3.48)

k=]

Concluzie. Deoarece 1n cazul unui semnal periodic impar avem mai putini coeficienti
corespunzaton seriei Fourier (coeficientn a; sunt zero) rezultd cad avem nevoie de mai
putine esantioane pentru calculul acestora. Prin urmare frecventa de esantionare utilizata
pentru obtinerea acestora poate fi mai mica decat frecventa de esantionare necesara in
cazul esantionarii semnalelor periodice oarecare. In plus, coeficientii seriei Fourier sunt
numere reale si ei se calculeaza folosind relatii in care intervin doar numere reale si nu
complexe, prin urmare, volumul de calcul necesar este mai mic.

3.6. Cazul general — functie periodica oarecare

Consideram ca avem o functie periodicd oarecare f(f) ce are componente

sinusoidale $1 cosinusoidale. Ordinul componentei armonice maxime din semnal o -

notdm ca §i pana acum cu K. Pentru a calcula tofi coeficientii seriet Fourier avem
nevole de N =2K +1 esantioane din semnal pentru a forma un sistem cu acelasgt numar
de ecuapn. Formula de calcul a coeficienplor senei Fourier exponentiale este data in
capttolul 1, relatia (1.19). Reconstructia semnalului poate fi facuta cu relatia (1.7). Toate
aceste calcule se fac in complex. Pentru a putea face calcule folosind numere reale
functia periodica oarecare se descompune in partea sa para §i respectiv 1mpara - vezi
relatille notate (3.23), in continuare, aplicandu-se relatille de calcul a coeficientilor
Founer a, si b, prezentate in paragrafele anteroare.

Chiar daca pentru calculul coeficientilor a;, in numar de K +1, st b, in numar
de K, se folosesc K +1 esantioane ale semnalului par respectiv K esantioane ale
semnalulut impar, pentru obtinerea acestor esantioane este nevoie de 2K +1 esantioane
ale semnalului periodic oarecare f(r). Aceasta deoarece f(—i7,)= f((N-i)T,).

Reconstituirea semnalului impial se va face prin adunarea partii pare cu partea
impara reconstituite pe baza coeficientilor a, respectiv b, .

Ca o concluzie se poate spune ca prin utilizarea acestei tehnici de descompunere a
semnalului periodic oarecare in parte para §i impard, avem nevoie de N =2K +1
esantioane pentru obfinerea celor K +1 respectiv K esantioane ale parfii pare respectiv

impare. Reducerea frecventei de esantionare se poate face nu prin reducerea numarului
de esantioane prelevat, ci prin obtinerea lor de pe mai multe perioade ale semnalului
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analizat. Un castig apare la calcul deoarece relatiile care intervin utilizeaza doar numere
reale s1 nu complexe.

3.7. Obtinerea_esantioanelor necesare pentru_calculul coeficientilor Fourier
in cazul semnalelor pare, respectivimpare

in paragrafele anterioare, 3.4 si 3.5, s-a prezentat faptul ca, in cazul esantionarii
uniforme, incepand din momentul 7, =0, sunt valabile relatule de egalitate dintre

esantioane, scrise mai jos
Yo =VNps (3.49)
pentru semnalele perniodice pare §i1 respectiv

Yi==Yvais (3.50)

pentru semnalele peniodice impare, unde cu y,, respectiv y,, s-au notat esantioanele

semnalelor penodice pare, respectiv impare. Cu N am notat numarul de esantioane
prelevate pe parcursul unei perioade in cazul in care este satisfacutd teorema
esantionarii. De asemenea, in aceleasi subcapitole, s-a prezentat faptul ca nu avem
nevoie de N =2K +1 esantioane, K fiind ordinul componenter armonice maxime din
semnalul periodic par sau unpar, ci de un numar mult mai mic de esantioane, pentru a
putea calcula coeficientii senei Fourier pentru un semnal par sau impar.

Pentru prelevarea, in decursul unei perioade, a unui numar de K +! esantioane
necesare calcululut coeficientlor Fourier, frecventa de esantionare necesara este mat
mica decat in cazul prelevarii unui numar aproape dublu de esantioane ( 2K +1). Numai
ca nu este suficient doar sa reducem frecventa de esantionare. Problema care apare este
ci relatiile (3.49) si (3.50) sunt valabile oricare ar fi numarul N. In acest caz nu putem
calcula coeficienti seriei Fourier deoarece nu putem forma un sistem limar independent.
Acest lucru ne conduce spre concluzia ca egantioanele trebuiesc obtinute in alt mod.

in continuare, vor fi prezentate 3 metode de obtinere a esantioanelor necesare §i
relatiile de calcul a coeficientilor Fourier corespunzaton semnalului analizat.

3.7.1. Prelevarea a 2K+1 esantioane dintr-o perioada si utilizarea doar a
primelor K+1 esantioane

O solutie ce poate fi folosita pentru obtinerea unui numir de K +1 esantioane cu
valon diferite este esantionarea semnalului cu o frecventd minima care sa respecte
teorema esantionani, adica prelevarea a N =2K +1 esantioane dintr-o perioada si,
luarea in calcul doar a esantioanelor corespunzatoare primet jumatati de perioada.

Consideram semnalul periodic par notat fp(r). S-a demonstrat ca relapa de calcul
a coeficientlor a,, din esantioanele semnalului, este cea notata (3.34). Daca se
preleveazi un numar de N =2K +1 esantioane de pe parcursul unei perioade de la
momentul 7, =0, atunci primul esantion este unic, restul, sunt egali doi cite doi — vezi
relapa (3.49). Din suma din relapia (3.34) scoatem primul termen, f,(0)cos(0), restul
produselor fiind separate in doua paryi egale, ca mai jos
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N-1

R N-1
a, =-;7 fp(0)+ D fp(iT,)cos(kewyiT,)+ Y. fp(iT,)cos(kwyiT,)|. (3.51)
i=]

N+l
f=-——

2

Intre valorile funcfiei cosinus avem acelasi tip de egalitate ca cea din relatia
(3.49), pnn urmare, cele doud sume din relatia (3.51) sunt egale. Daca pe una o
elimindm §i pe cealaltd o dublam, coeficientii a, vor fi calculap folosind doar K +1

esantioane in loc de 2K +1. Rezulta relafia notata (3.35) unde 7, se inlocweste cu 7,

N-1

a, =% f,(0)+2- ZZL £,0T,)cos(kayiT,) |, (3.52)
i=l

unde (N-1)/2=K.

Pentru cazul N numar par, N =2K +2, s-a demonstrat ca relatia de calcul a
coeficientlor a; este cea notata (3.36), in acest caz utilizindu-se un numar de K +2
esantioane.

Consideram semnalul periodic impar notat f,(¢). S-a demonstrat ca relapa de
calcul a coeficientilor b, , din esantioanele semnalulut, este cea notata (3.46), suma fiind

de la 1 la N-1 (esantionul zero este zero iar sin(0) = 0). Intre esantioane avem o relatie
de egalitate (in modul) — vez1 relatia (3.50). Se poate demonstra ca acelagi tip de
egalitate avem si pentru functia sinus. Prin urmare, daca suma din relatia (3.46) este
desfacuta in doud sume cu numar egal de termem

N-
EN V-l
D f[1GT,)sin(keogiT,)+ D f,(T,)sin(kewyiT,) |, (3.53)
i=] ﬁ
2

2

I=

cele doud sume vor avea valon egale deci, §i in acest caz se poate elimina o suma in
timp ce cealalta se dubleaza rezultand utilizarea unut numar mai mic de esantioane (K
esantioane). Relatia de calcul a coeficientilor b, va fi cea notata (3.47) deoarece

(N-1)/2=K.
Pentru cazul N numar par, N = 2K + 2, s-a demonstrat (vezi anexa B) ca relapa
de calcul a coeficienpilor b, este tot cea notata (3.47).

3.7.2. Prelevarea esantioanelor necesare utilizind un pas de esantionare

marit

O alta modalitate pentru obtinerea numirului necesar de esantioane este
prezentata in paragrafele 3.4 si 3.5 cu ajutorul figurilor 3.3 i 3.5. In aceste cazuri s-a
considrerat ca semnalul periodic par, respectiv impar, a fost esantionat in concordanta
cu teorema esantionarii, preluandu-se un numar de N =2K+1 esantioane dintr-o
perioada. In paragraful 3.7.1 s-au luat in considerare in calcule doar primul esantion —
indice zero (fund independent) si urmatoarele de la indicele 1 la K. Aceasta deoarece
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avem o relatie de egalitate intre esantioane, vezi relaia (3.49) sau (3.50), s1 anume un
esantion cu indice umpar este egal cu un esantion cu indice par. Putem preleva K
esantioane difente, din cele ce au indexul de la | la 2K s in alt mod s1 anume
prelevand tot al doilea esantion — vezi fig. 3.3 sau 3.5, adicd se vor preleva doar
esantioanele cu indice par. Acest mod de obtinere a esantioanelor necesare poate fi
vazut la fel ca cel prezentat in paragraful 3.7.1 doar ca, in acest caz, penoada de
esantionare este dubla. Astfel se reduce si frecventa de esantionare. Cu esantioanele
astfel obtinute se poate forma un sistem de tipul celui notat cu (3.25) respectiv (3.39)
iar, determinantul matnicer C, respectiv S, ar fi difent de zero, adica se pot calcula
coeficientn g, , respectiv b, . Folosind doar esantioane cu indici pan, obtinutt datonta

pasului de esantionare 7,, =27, relatia de calcul a coeficientilor a, este cea notata
(3.35) respectiv, pentru coeficientn b;, vom avea relatia notata (3.47), unde 7, se
inlocuieste cu T,,. Pentru esantionare pe mai multe perioade (frecventa de esantionare

§1 mai mica), notaim cu Af numarul de perioade de pe care vor fi prelevate cele N
esantioane §1 cu 7,,, penoada de esantionare corespunzitoare. Din relatia

MT,
Ty = NO , (3.54)

unde 7, reprezintd perioada semnalulut periodic par sau impar, rezultd conditia pentru a
avea esannonare corecta s1 anume, M # nN,unde n=12,..., in caz contrar 7,,, =nT,
adica, se va esantiona numai esantionul cu indice zero (corespunzator primei perioade).
In rest M poate lua orice valoare.

Daca N este un numdir par (de exemplu N =2K +2) atunci A/ nu poate fi
numar par. In paragraful 2.3 s-a demonstrat faptul ca numarul de esantioane N s
numarul de perioade M de pe care se preleveaza acestea nu au voie sa aiba nici un
divizor comun (difenit de 1) deoarece, in caz contrar, unele esantioane vor fi prelevate
de mai multe on (din penoade difente) in timp ce altele vor fi omise.

Pentru calculul coeficientilor a, se va utiliza relatia (3.36), iar pentru calculul

coeficientilor b, , se va utihiza relatia (3.47), in acestea facandu-se inlocuirea perioadei

IT,cul,,.

3.7.3. inceperea procesului de esantionare de la un moment diferit de
momentul zero

in paragrafele 3.7.1 st 3.7.2 procesul de esantionare a inceput la momentul zero
astfel, intre esantioanele functiei periodice pare, respectiv impare, existand céte o relatie
de egalitate, indiferent de numarul de esantioane prelevate de pe parcursul unei
perioade. Pentru a se putea obtine un sistem determinat de K + 1, respectiv K ecuatit,
esantioanele necesare trebuie prelevate in unul din cele doud modun expuse mai sus. O
alta posibilitate de a obtine numirul de esantioane dorit este esantionarea incepand
dintr-un moment diferit de zero, adica 7, # 0. In acest caz, relatiile de egalitate (3.49),
respectiv (3.50), dintre esantioane, nu mai sunt valabile daci, asa cum se va demonstra,
ty #nT,/2,unde n=1.2,... 5i T, - pericada de esantionare utilizata.
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In continuare vom considera descompunerea semnalulw periodic par fp(t), de
perioadd 7, in sene Fourier exponenpiala. Coeficienfit ¢, sunt numere reale si

¢y = C_y, prin urmare relatia de descompunere poate fi scris sub forma
& k kapiT, k kT,
Splty +iT,)=c, +ZCk (e’ Polo g J0ile . o JMe00 o JEON! ‘). (3.55)
k=1

Pericada de esantionare are valoarea T, =T/(K +1). in relaga (3.55) facem
insumarea dupa 7, unde i =0,1,2,...K . Este simplu de demonstrat ca

LS . K ﬂd%’f_l
% =ﬁ§fp(:0 +iT,) ge =0 (3.56)

Pentru a calcula si ceilalti coeficienti, pe linga insumarea dupa i, facem si o
inmultire a relatiei (3.55) cu e "7 X*) ynde n=0,),..,K , rezultand

.. 2x . 2r

K _mE Kk
N foltg+iT,)e KA =Y cpe KA 4
=0 =0

(3.57)

K K . 2T . 2r

) Jk—-n)y—— " —j(k+n)i——

ZE Jkaxlq K+l - tkaxlo K+l
+ (o (e e +e e ]

=0 k=1

Suma dupa i in care apare coeficientul ¢, este egala cu zero oricare ar fi valoarea

lw 7. De asemenea, se poate scrie

K (k—-n ',Z_fr -n=
Zej(k e _ K+l pentru k-n=0 (3.58)
pan 0 pentru k—-n=0
K (k+n 2_” =
Zel( i K+1 pentru k+n K+l' (3.59)
s 0 pentru k+n#K+1

Deoarece valoarea maxima pe care o poate lua k, respectiv n, este K, suma lor,
k +n, poate avea cel mult valoarea 2K < 2(K +1), astfel putem avea doar cele patru

situatii descrise de relatiile (3.58) si (3.59). Prin urmare, pentru un anumit £, avem un
n=m astfel incat k+m =K +1, altfel spus, in partea dreapta a egalitatit din relapia
(3.57) vom avea tot timpul doi coeficienti, §i anume ¢, si ¢,,. Tinand cont de cele de

mai sus, pentru un anumit k , relatia (3.57) devine

i 2 " _
K+l =(K+l)-(cke’ @lo 4 ¢, e Mt ), (3.60)

K _
pr(’o +1T, )e
i=0
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K —jmi~2;i . X
z:f,,(t0 +iT)e Ks=(K+ l)~(c,,,e”"“"’° +c e 1l ) (3.61)
i=0

Pentru a gasi o relapie de calcul a coeficientilor ¢, inmulim relatia (3.60) cu

—e/m0  relatia (3.61) cu e "™°  le insumam si tinem cont de faptul ca
k+m=K +1 rezultand

) 1 27 |
pr(to +iT,)sm[(K+l—k)a,0,0_k,~ :|
i=0

K+1 (3.62)
C‘k = " .
(K +Dsin|(K + Dyt ]
Reconstructia semnalului se face cu relatia
K
Sor(1) =co + 2D ¢, cos(kayl) . (3.63)

k=1

Din relatia (3.62) rezulta valonle lw 7, pentru care ¢, nu poate fi calculat. Din
sin[(K + l)woto]z 0 vom avea pentru ¢, valorile

T,
(K +Dayty = pr =1ty = p—-z"—, p=012,.. (3.64)

Altfel spus, pentru a putea calcula coeficientii ¢, din K +1 esantioane, /, trebuie
sa fie diferit de 0, 7, /2 sau mulnpliide 7, /2.

Sistemul format din relapa (3.63) scrisa pentru fiecare esantion, notat y, cu
i=0,12,..., al semnalului f, (1), pentru @, =wyt, #0 si @ =w,T, =27/N, este scris
mai jos

(yo =co +2¢, cosay +2¢, cos2a, +...+ 2c, cos Kay,
Y =¢y +2c cos(a+ay)+2c,cos2(a+ay)+...+2¢c; cosK(a +ag)

¥y =¢g +2¢icos(2a +ap)+...+2c; cos K(Q2a + ay) (3.65)

Yy =6 +2¢ cos[(N -Na +a0]+...+2c,< cosK[(N— Da +a0]

Consideram “unghiul de esantionare” a =27/N, unde N=K+1, iar K
reprezinta, ca §1 pana acum, numarul maxim de componente armonice din semnal
(ordinul componentei armonice maxime). Dacad K =1, atunci

(3.66)

si vor fi prelevate doud esantioane, y, si y,. Sistemul rezultat, scris sub forma
matriceali, este
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Yo)_(1 cosag ) (¢
(}’nj—[l cos(a+a0)J (ZCIJ, (3.67)

al carui determinant il notim Detl si are valoarea
Derl = -2cosa,. (3.68)

Pentru ca determinantul si fie difent de zero, deci sistemul sa fie determinat,
trebuie sa fie indeplinita relapia

T

a* = (3.69)

N R

S-au ficut calcule ale determinantilor pentru valon ale lwi K pana la 6.
Rezultatele sunt prezentate mai jos pe coloane §i anume, valoarea lui K, valoarea
pasului de esantionare, valoarea determinantulu, valoarea pe care nu trebwe sa o aiba

a, pentru ca determinantul si fie difent de zero.

Tabelul 3.1 Determinantul matricei C §i conditia ca acesta sa fie
diferit de zero, pentru K cu valori diferite

K=2 a=27” De12=3sin(%)sin(3ao) a, ;ek%:k%
K=3 ar:%T” Det3 = 8cos(2a, )sin(4a,) a, ;ek%:k%
K=4 a=35£ De:4=25fsin2(5ao) a0¢k—=k%
K=5 az% DetS = -216cos’ (3a, )sin’(3a,) | a, #k%=k%
K=6 a=27” Det6 =1336sin?(7a,) a, ¢k—=k%

Dupa cum se observa, am ajuns la aceeasi conditie notata (3.64), adica f, trebuie
sa fie difenit de multiplu de 7, /2 pentru a putea calcula coeficienti dezvoltarii in serie

Fourier folosind doar K +1 egantioane.
In continuare, vom cauta sa obfinem relatia de calcul a coeficienpilor dezvoltani in
serie Fourier pentru un semnal periodic impar f,(r) cu armonica maxima notatd K . In

acest caz coeficientit ¢, sunt numere imaginare §i intre ei avem relapa de egalitate

¢, = —C_,, prin urmare, relapia de descompunere poate fi scrisa sub forma

fi(ty +iT,) = ch (e’k“"""e"“‘"”rf — g tkento g =skaniT, ) (3.70)
k=1

Coeficientul ¢, nu mai apare in suma deoarece el apare doar in cazul semnalelor
pare. Folosim aceleasi notafii ca in cazul tratani semnalelor peniodice pare.
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-yu2x N

Relatia (3.70) o inmulim cu ¢ , unde termenul » are acelasi domeniu de
vanatie ca §i k. urmand insumarea celor N relati rezultate, corespunzitoare celor N
esantioane prelevate din semnal. Vom obtine

2; - 2 2
il vV KX j(k—")l\}? - j(k+nyu {r

N-| R

p . - i =— ke ok

S St +iT0e "N =S ey oo, Y gmkenn, | g
=0

i=0 k=

Numarul N de esantioane are de asemenea valoarea K +1 ca in cazul tratat
= ,-(,‘.t,,),i’_{
antenor. Astfel, relatiile (3.58) 1 (3.59), corespunzitoare sumelor Ze N sunt
i=0
valabile $1 in acest caz.

Dacd numarul N de esantioane ar fi ales egal cu K (adicad egal cu numarul de
coeficient: ce sunt calculati), atunct, sumele din relatitle (3.58) s1 (3.59) ar fi fost diferite
de zero in doua cazun §i nu doar intr-un caz. Valoarea maxima pe care o poate lua suma
k+n este 2K, adica 2N . Pnn urmare exista valon pentru k& si n astfel incat
k+n=N sau 2N decl, in partea dreapta a egalitaii din relatia (3.71), am avea mai
mult de 2 coeficienti.

Preluand un numar de N =K +1 esantioane dintr-o perioada a semnalului
periodic impar, la fel ca in cazul semnalului periodic par, va exista un n = m astfel incat
k+m=K+1=N dar nu vom avea si cazul k+n=2N . Astfel in partea dreapta a
egahtatin din relatia (3.71) vom avea doar doi coeficienti ¢, §i ¢, . Pentru un anumit k

vom avea
1 & . _”‘igg Thetg - Jmexyt 372
—\;Zf,(tOHTJe N o=ce -c,€ "L (3.72)
Y o4=0
sl, in acelagt tump
1 = . -jMi% Jmexglq — Jkexgtg 172
TZfI(’U+’Tg )e ’ =Cm€' _C'Ae )U. (3.7))
<Y =0
Pentru calculul coeficientilor ¢, inmultim relatia (3.72) cu —e’™" i relana
(3.73) cu e /"' le insumam rezultand
if (t, +il,)cos| k 27 (N -k)o,r
l - — —
e N 0o (3.74)
€y = Ry
Nsin(Nwyly)
Reconstructia semnalului se face cu relata
X
() =2 ¢, sin(kayt). (3.75)
k=1
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Din relana (3.74) rezultd valonle luw ¢, pentru care ¢, nu pot fi calculati. valon

care sunt date de relaba (3.64) deoarece in relapnle (3.62) si (3.74) avem acelasi
numitor.

3.8. Exemplu de calcul, functii pare si impare

Ca exemplu de calcul al coeficientilor Fourier folosindu-se relatitle prezentate in
paragrafele anterioare, s-a luat un semnal periodic cu componente sinusoidale si
cosinusoidale. ordinul componenter armonice maxime fiind ales K =5. Perioada
semnalului se considerd egald cu unitatea, 7 =1. Pentru calculul coeficientilor Founer
corespunzitori componentelor pare, respectiv impare, ale acestui semnal, este nevoie de
cate K +1 esantioane, respectiv K esantioane pentru fiecare set de coeficienfi. Din
acest motiv se folosesc un numar de .\ esantioane egal cu 2K +1.

in simularile facute in Mathcad. daca se utilizeaza valori pentru esantioanele
prelevate folosindu-se reprezentarea maxima posibila in acest program. eronle de calcul
ale coeficientilor §i respectiv, a reconstructiei semnalului sunt neglijabile. In practica,
numarul de biti a1 unur convertor analog numenic este limitat (rezolutie limitata). Astfel.
se face o trunchiere a valorilor esantioanelor, ele fiind reprezentate pe un numar redus
de cifre. Aceastd reducere se face prin rotunjire a valonlor esantioanelor calculate
pentru a se simula cazul real. In functie de numarul de cifre fractionare n pe care se
exprima esantioanele din semnalul considerat, eroarea absoluta a valorii aproximative
este egald cu cel mult 0,5-10™. Coeficientii Fourter sunt calculati cu erori mai mari sau
mai mici in functie de numarul de cifre pe care se exprima esantioanele. Prin urmare. i
eroarea facuta la reconstructia semnalului initial pe baza coeficientilor Founer. va
depinde de numarul de cifre pe care se exprima esantioanele.

Semnalul utithzat in simulan are componenta continua. componente sinusoidale s
cosinusoidale. fiind descns de ecuana

X(1)=0,5+cos(2af1) + 0,5cos(2r2 ft) + 0,5cos(274 f1) ~ 0.5cos(275 f1) +

_ ) 3.76
+sin(27f1) + 0,5sin(272 fi) + 0.5sin(275 f1) (5.76)

Componentele para. x (7). si impara. x,(r). au fost calculate cu relatile (3.23)

In functie de modul de obtinere a esantioanelor necesare pentru calculul coeficientior
Founer, frecventele de esantionare sunt

f.=Nf (3.77)
respectiv

f.»] ="V1f= (3.78)

unde f este frecventa fundamentalei semnalului x(r). N =2K+1. N, =K +1.
Penoadele de esantionare vor fi 7, =1/ f, respecuv 7,, =1//., .

in continuare, se noteazi cu x(iT,), x,(iT,), x,(iT,) valonle netrunchiate ale
esantioanelor prelevate din semnalul x(7), respectiv. cele calculate cu relatiile (3.23)
corespunzatoare componentelor pard i impara ale acestur semnal. Cu x,(i7,) se

noteaza valonle trunchiate (prin rotunjire) ale esantioanelor semnalului considerat. Cu
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x, (i1}, x;,(iT,) se noteaza valonle esantioanelor partilor para si impara calculate pe
baza esantioanelor x,(i7,). In tabelul urmator se prezinta erorile absolute cu care sunt

obtinute esantioanele din semnalul considerat, respectiv esantioanele corespunzitoare
partilor para §i impara, scrise pe un numar mai mic de cifre (bif1).

Tabelul 3.2. Erorile absolute cu care sunt obtinute esantioanele trunchiate

ideal trunchiat
numar cifre | ), 1 2 3 4 5
fractionare
lcul )

croate caltt! 4810M | 45102 | 46107 | 4610° | 410° | 4.910%
x,(iT,)

eroare calcul , .

. 1510 | 2,1-107 | 32-10° | 28107 16:10° | 4.9-10°
xp(T,)
eroare calcul

. 36-10" | 38107 | 3,1-10° | 31-10% | 3610° | 2,1-10°
x;,(i1,)

Pentru calculul coeficientilor Fourier corespunzitornn semnalului x(r) a fost
utilizata relatia (1.19). Coeficientii au fost notati c(k) atunci cand s-au folosit esantioane
cu valor netrunchiate si ¢, (k) atunci cand s-au folosit esantioane cu valori trunchiate.

Pentru calculul coeficientilor a(k) s1 b(k), corespunzdtori partilor pare si impare
ale semnalului x(¢), s-au folosit relatile (3.35) s1 (3.47). Daca s-au utilizat esantioane
cu valon trunchiate, coeficientii Fourier au fost notati a,(k) §i b,(k). Reconstructia
componentelor pard §i impard corespunzatoare semnalului imitial se face cu ajutorul
relatulor (3.37) s1 (3.48). Relatule de calcul ale coeficientilor Founer s-au obtinut
considerandu-se cd esantionarea incepe in momentul 1, =0. In cazul in care acest
moment este difent de zero, coeficientin vor avea alte valon daca se utilizeaza aceleast
relafi pentru calculul lor. Reconstructia semnalului va fi insa corectd (valoarea
modulului a(k)+ jb(k) ramane constanta).

Reducerea frecventer de esantionare se poate face prelevand esantioanele de pe
mai multe perioade cu respectarea conditiei prezentate in capitolul 2.

Daca esantionarea incepe la un moment 1, =0, calculul coeficientilor Fourier
corespunzatori partilor pard, notati ¢,(k), respectiv impard, notati c,(k), ale
semnalului x(1), se face cu ajutorul relatiilor (3.62) si (3.74). In acest caz valorile
obfinute pentru coeficienti vor fi cele reale. Reconstructia componentelor para §1 impara
pe baza coeficientilor Fourier se face cu ajutorul relatilor (3.63) si (3.75).

Esantioanele din semnalul analizat utilizate in calcule au fost trunchiate (prin
rotunjire), menfinandu-se intre o cifrd dupa virgula si 5 cifre dupa virgula.

In tabelul 3.3 se prezinta erorile de calcul ale coeficientilor Fourier corespunzatori
semnalului  x(r) si eronle absolute la reconstructia semnalului initial pe baza
coeficientilor calculati. In cazul ideal, eroarea la reconstructie rezultata este data de

prol%ramul de calcul, limitarea find la 16 cifre zecimale eroarea facuta fiind de ordinul
107,
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Tabelul 3.3. Erorile de calcul ale coeficientilor Fourier calculati folosindu-se valori
trunchiate ale esantioanelor §i erorile la reconstructia semnalului initial

C(k), < (k) tdeal trunchiat

numr cifre >10 1 2 3 4 s
fractionare .

eror in
calculul <102 9,7-10° 12-10° 1-10° 1,2:10° 9-107
coeficientilor 0

eron la
reconstructia | <10 | 45107 | 56-10° | 4,710° | 6,1-10° | 5710°

semnalulm

Din tabelul 3.3 se observa cad eronle de calcul scad aproape limar cu cresterea
numarului de cifre pe care sunt reprezentate esantioanele.
In tabelul 3.4 se prezinta eronle de calcul ale coeficientilor Fourier corespunzaton

componentelor para, x,(¢), st impard, x,(), a semnalului analizat x(t), in functie de
numarul de cifre pe care sunt exprimate valorile egantioanelor. De asemenea, pentru
fiecare caz in parte, sunt calculate si erorile absolute la reconstructia componentelor
para si impara. Prelevarea esantioanelor a inceput la momentul ¢, =0.

Tabelul 3.4. Erorile de calcul ale coeficientilor Fourier corespunzdtori componentelor
para si impara §i erorile la reconstuctia acestor componente

ideal trunchiat

numar cifre
fractionare >10 1 2 3 4 5

eroare calcul )
coeficienti <10 | 9.1-10° | 24-107 1,8-107 1,810 3,6:10°
a(k)

eroare la
reconstructie | <107 | 2,2:10% | 4-10° | 3610% | 25107 5-10°
x, (1)

eroare calcul )
coeficienti | <10'? | 1,9102 | 1.810° | 2,1-10* | 2510° | 1810°
b(k)

eroare la
reconstructie | <10'? | 34-107 | 33-10° | 3310 4,310 2,8:10°
x, (1)

eroare la
reconstructie | <102 | 45107 | 5,610° | 4,7-10° | 6,1-10° | 57-10°
x, (1) +x,(1)

In cazul in care esantionarea incepe la un moment f, diferit de zero si se
preleveaza doar K +1 esantioane de pe parcursul unei perioade a semnalulu par sau
impar, coeficientii Fourier c,(k) s1 c¢;(k) vor avea valori egale cu partea reala,
respectiv imaginari, a coeficientior c(k). in tabelul 3.5 se prezinta erorile de calcul a

acestor coeficienpi 1 erorile absolute la reconstrucpa semnalelor par, respectiv impar,
dacd esantioanele se exprimd pe un numir limitat de cifre. S-a considerat ca

ty=T7,/0,21, unde 7,, =T/(K +1), T fiind perioada semnalului x(z).
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Tabelul 3.5. Erorile de calcul ale coeficientilor Fourier corespunzatori componentelor
pard si impara si erorile la reconstuctia acestor componente, t, # 0

ideal trunchiat

numar cifre | 1 2 3 4 5
fractionare

eroare calcul
coeficienti <10 | 12:10% | 8310% | 16107 1,6:10° | 99107
c, (k)

eroare la
reconstructie | <0 "2 43107 | 23-10° 4,610 5,510 3.2-10°

x, (1)

eroare calcul )
coeficienti <10'? | 82-10% | 9310* | 49107 1,2:10” 6,1-107
c;(k)

eroare la
reconstructie | <102 | 28107 | 34-10° | 46107 | 4,110 3-10°
x; (1)

Din tabele 3.3, 3.4 51 3.5 se poate observa ca eronle de calcul ale coeficientilor
Founer ( c(k), a(k), b(k)), respectiv erorile absolute la reconstructia semnalului analizat

(x(r), x,(1), x;(1) ), sunt de acelasi ordin, in functie de numarul de cifre fractionare pe

care sunt reprezentate esantioanele.

Daca se utilizeaza o cifra dupa virguld - zecimea — deci in total, in acest caz,
esantioanele sunt exprimate pe 2 cifre, eroarea de cuantizare cu care se obtine valoarea
esantioanelor este de ordinul 10”2 deoarece zecimea este influentata de sutime (eroarea
este maxim 0,5-10™"). Daca esantioanele se exprima pe 3 cifre, 2 cifre dupa virgula,
sutimea este influentata de miime, valorile esantioanelor se obtin cu o eroare de ordinul
10™. Aceeasi situafie apare daca rezolutia convertorului analog-numeric este mai mare.
Prin urmare, se poate scrie ca valorile esantioanelor se obtin cu o eroare de ordinul 107,
unde 7 reprezintd numarul de cifre zecimale pe care se reprezinta esantioanele. Eroarea
de reconstructie a semnalului initial, folosindu-se coeficienti Fourier calculati pe baza
esantioanelor trunchiate, este de acelasi ordin cu eroarea cu care au fost obtinute valorile
esantioanelor (eroare de cuantizare).

in functie de rezolutia cu care se exprima valorile esantioanelor se poate stabili i
numarul minim de biti necesari pentru codarea acestora. in tabelul 3.6 se prezinta
corespondenta dintre numairul de cifre zecimale pe care este exprimata valoarea unui
esantion §i numarul minim de biti necesan la iesirea convertorului analog numeric. De
asemenea, se prezinta si domeniul acopent de cuvintele binare, daca se utilizeaza codul
complementul hu doa.

Tabelul 3.6. Numdrul minim de biti necesari pentru codarea esantioanelor
scrise pe un anumit numdr de cifre zecimale

Nr. cifre Domeniu Nr. bit Dcep
2 +100 8 -128 = +127
3 +1.000 11 -1.024 ++1.023
4 +10.000 15 -16.384 +~ +16.383
5 +100.000 18 -131.072 + +131.071
6 +1.000.000 21 -1.048.576 + +1.048.575
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Amplitudinea maxima a semnalului analizat este 3; in acest caz, daca se utilizeaza
un convertor analog numenc pe 16 bip, este echivalent cu a avea 4 cifre fractionare.
Daca se foloseste codul bipolar CCD (cod complementul lui doi), pe 16 bifi, domeniul
de vanatie este de la —32768 la +32767. Daca se utilizeaza codarea fractionara Q,; pe
16 biti (un bit de semn, do1 biti pentru codarea partn intregi §1 13 biti pentru codarea
partu fractionare), domeniul de vanatie este de la —4 la +3,9998 astfel, acesta acopera
domeniul semnalului analizat. In acest caz, chiar daci esantioanele sunt exprimate pe 5
cifre zecimale, deoarece amplitudinea semnalului este mai mica, esantioanele pot fi
exprimate doar pe 16 bifi in loc de 18 bip.
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CAPITOLUL 4

STUDIUVL SEMNALELOR NEPERIODICE. PERIODICIZAREA UNUI SET DE
ESANTIOANE

4.1. Introducere

in cazul in care se doreste studiul unui semnal neperiodic folosind dezvoltarea in
serie Fourer, trebuie ca semnalul sa fie analizat pe portiuni care sunt considerate ca
fiind o perioada (sau o jumatate de perioada) a unui semnal periodic. Daca se considera
ca esantioanele utihzate in calcule sunt prelevate de pe o perioada, atunci este vorba de
penodicizare prin repetare. in cazul in care se considera ci aceste esantioane au fost
prelevate de pe o jumadtate de penoada, penodicizarea se face prin oglindire si repetare.
Astfel, semnalul ce rezultd este pentodic §1 par. Oglindirea propriu zisd nu se mar face
deoarece, in calcule, oncum se utilizeaza doar esantioanele prelevate dintr-o jumatate de
perioada (vezi i paragraful 3.7.1). Penodicizarea prin oglindire §i repetare se face
pentru eliminarea discontinurtatilor care pot aparea la capetele intervalulu in cazul
perntodicizari pnn repetare.

4.2. Periodicizare prin repetare

Consideram un semnal oarecare x(r) din care prelevam esantioane pe parcursul

unel perioade 7 . Dacd aceasta portiune, notata x; (/) unde
x7(t)=x(t) pentru =0=T, (4.1)

o consideram o perioadda a unui semnal periodic xp(r) atunci vom putea analiza
semnalul dezvoltandu-l in sene Founer. Apare totusi o problema. Conform relatei (4.1)
pentru partitionarea semnalului s-a folosit o fereastra dreptunghiulara. Astfel, este putin
probabil ca esantionul de inceput cu cel de sfarsit din aceastad "perioada” sa aibe valon
apropiate incat prin repetare sa rezulte un semnal fara discontinuitati. In cazul utilizarii
acestut tip de periodicizare vor apare in plus componente spectrale in domeniul
frecventelor inalte, datorate discontinuitatii aparute. Acest lucru inseamna ca, daca se
doreste o reconstrucfie cat mai exacta, vor trebui prelevate multe esantioane de pe
parcursul unei perioade 7 deci, manta frecventa de esantinare. Deoarece pentru
reconstructie se utilizeaza un numar redus de componente spectrale, functie de frecventa
de esantionare aleasa, semnalul reconstituit va fi afectat de eron mai man sau mai mici.
Spre exemplificare, un prim semnal studiat este semnalul rampa, x(r) =1, in acest
caz in mod sigur va exista o diferenta mare intre esantioanele de la capetele intervalului
de observatie. Acest interval se alege in domeniul [— fr,fr] si se face penodicizarea sa

prin repetare. Calculul teoretic al coeficientilor serier Founer va da ca rezultat [Spl ,
Cal]

57

BUPT



a, =0

n

(n=0,1,2,..)

x 42)
b, = z_[xsin nxdx = Z(—- )™
Ty n

Semnalul periodicizat s-a notat xra(r) si este prezentat in figura de mai jos.

® 0
-1

Fig. 4.1 Semnal rampa in domeniu [-n.x].

Deoarece in practica se preleveazd un numar finit de esantioane, calculul
coeficientilor s-a facut folosind suma §i nu integrarea. in functie de numarul K de
componente armonice considerate prezente in semnalul analizat, rezultd un numar de
N =2K +1 esantioane prelevate de pe parcursul unei penioade. S-au calculat
coeficienti Fourier cu relagia (1.19), rezultatele pentru primii 5 coeficienti by, n=1, ..., 5
fiind trecugi in tabelul de mat jos.

Tabelul 4.1 Coeficientii Fourier pentru semnalul rampd in domeniul [-w,7]

K 5 10 50 100 1000 .
N dn Q1) (101) (201) (2001) ideal
b | 194 1,98 2 2 2 2
b, . 0,88 -0,97 -0,99 -1 1 -1
b, 0,49 0,62 0,66 0,66 | 0,66 0.5
b, | 026 -0,43 20,49 0,5 0.5 20,25
b, | 0,08 0,32 0,39 0,4 0.4 0,125

Conform relatiei (4.2) coeficientii g, trebuie si fie egali cu zero. De pe perioada
27 se preleveazi un numar de N esanticane de la r=-r7 la t=7-T7, =(N-1)7,. Din
acest motiv, in urma esantionarii rezultd ci semnalul are o componenta continua a,,
egald cu x(NT,)—x((N-1T,) unde, x(NT,)=x(x) iar x((N-DT,) este ultimul
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esantion prelevat de pe perioada 2n. Din acelagi motiv apar si componente cosinusoidale
cu amplitudinea a, =a,/2, n=1, 2, ... . Deoarece acesti coeficienti depind de diferenta
dintre valoarea semnalulut de la capatul intervalului s1 valoarea ultimului esantion
prelevat, e1 vor fi cu atat mai mici cu cat semnalul are o vanatie mai mica (banda de
frecvente mai mica) respectiv, cu cat frecventa de esantionare este mai mare.

De asemenea, dupa cum se observa din tabelul 4.1, coeficientit b, sunt diferifi de

valoarea ideala, doar pnmul s1 al doilea ajung sa aibe valoarea corespunzatoare obtinuta
cu relatia (4.2), pentru valon mai man ale numarului de esantioane prelevate de pe o
perioada. Astfel, reconstructia este afectata de erori, acestea continand o componenta
sinusoidald suprapusa (sinus integral [Cal]). Apare asa numitul fenomen Gibbs, care
ramane prezent si pentru N — . Rezulta concluzia ca oncat de mare este frecventa de
esantionare, semnalul reconstitmit nu va fi identic cu cel ce este esantionat (datonta
faptului cd banda de frecvente este infimita).

in continuare perioada pe care se face esantionarea semnalului rampa x(1) = ¢ este
luata egala cu 7 =1. Numarul de esantioane prelevate pe parcursul acestei perioade de
timp este N =2K +1, unde K reprezinta numarul de componente armonice considerate
a fi prezente in semnal. Calculul coeficientilor Founer se face cu relatia cunoscuta

N-1
c(k) = -lﬁ > x(T,)e (4.3)

i=0

unde pulsatia semnalului este @ =27/7T §i perioada de esantionare 7, =T/N .

Reconstructia semnalului se face pe baza coeficientilor calculati cu relatia (4.3), 1
anume

.
xr(ty= Y c(k)e’* . (4.4)

k=-K

Reconstructia semnalului folosind relatnia (4.4) a fost facuta pentru o perioada de
timp mat mare decdt cea corespunzitoare prelevarii esantioanelor. Semnalul
reconstituit, dupa cum se vede in figura 4.2, este penodic cu o discontinuitate la
sfarsitul/inceputul pernioadei. Numarul maxim de componente armonice considerate este
mmtial ales K =5. Aplicind relatiile (4.3) si (4.4) semnalulu rampa, in urma
reconstructiel avem graficele de mai jos

1.5 T

101559,
1= [/ x
X(t) Fad
05— " +
xr(tr) / - ~ .
0 :‘: ‘.':; ~ B
-0.107033 05 - R
0 1 2 3 4
0. t,tr 399,

Fig 4.2 Semnalul initial (linie continud) pe perioada T si respectiv reconstituit (linie intreruptd) in
intervalul 0+4T.

Intersectiile dintre semnalul reconstituit i semnalul inifial corespund punctelor de
esantionare.
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xnme) -~ \tre) 0 \ ‘//\1_/’\4_/\/‘\/\

-0.493016, 0.5
0 0.2 04 06 08 1

_1~10'3 tre 0954

Fig. 4.3. Eroarea absoluta flicutd la reconstructia semnalului rampd in intervalul 0-T-T, 2

Au fost facute simulin pentru mai multe cazuri in ceea ce priveste panta
semnalului rampa (x(¢t) =1, x(r)=1/2, ...), respectiv numirul de componente armonice
considerate a fi prezente in semnal §i s-a observat ca eroarea la capatul intervalului, la
momentul (N -1T, +¢, +7, /2, este tot timpul egala cu

x(to +T)—x(1,)
2

unde, cu #, s-a notat momentul iniial (inceputul procesului de esantionare). Momentul

de timp ales, pentru calculul acestei eron, este cel ce se afla la mijlocul intervalului
dintre ultimul esantion prelevat din prima perioada si primul esantion prelevat din a
doua perioada. Prin urmare in punctul de discontinuitate, valoarea semnalului este egala
cu media antmeticad a valonlor limita la dreapta si la stanga. In restul intervalului
eroarea absoluta la reconstructie scade relativ lent la cresterea numarulu1 K. Eroarea in
punctele de esantionare este zero. In figura 4.3 punctele de esantionare coincid cu
intersectiile dintre grafic si axa Ox.

Datonta intervalului de observatie finit 1 a discontinuitatilor, apar componente
spectrale supenoare. Aceastd manre (imprastiere) a spectrului poate fi redusd cu
ajutorul unei ferestre (diferita de fereastra dreptunghiulara) care este o functie pondere
aplicata semnalului (portiunmi de semnal) analizat. Prin aplicarea unei ferestre se reduce
(elimina) discontinuitatea ce (poate) apare la capatul perioadei de observere datonta
periodicizarii prin repetare. Acest lucru inseamna ca la capatul intervalului (ferestrer) se
pot face oricite derivate (rezulti continuitatea semnalului). Cel mai simplu mod de
realizare a acestui lucru este ca valorile derivatelor sa fie zero sau aproape zero la
capetele intervalului. Ferestruirea face ca la capete, semnalul si tinda catre zero. In
paragraful urmator se prezintd modul de eliminare (reducere) a discontinuttaplor pnn

oglindire.
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4.3. Periodicizare prin oglindire si repetare

Eliminarea (reducerea) discontinuitatilor ce apar, datorita analize1 semnalului pe o
durata himitata de timp, se poate face folosindu-se oghndirea. Semnalul rezultat prin
oglindire este mai apoi repetat astfel, obfinandu-se un semnal penodic. La reconstrucpe
trebuie sa se tina seama de oglindirea facuta. Daca se considera o durata 7 din semnalul

rampa analizat x(r), se construieste semnalul

x(t) pentru 0<t<T

i (4.5)
x(2T -t) pentru T <t<2T

xpar(t) = {

in figura 4.4 se prezinta un exemplu de constructie a unui semnal periodic xpar(r)
prin utilizarea unei durate 7 din semnalul rampa x(¢).

x(7) ! .
xpar(t) . i e

h -
>

0 T t

Fig. 4.4. Semnalul rampd x(1) 51 semnalul xpar(t) rezultat prin oglindire.

In paragraful anterior, semnalul periodicizat prin repetare avea perioada 7. In
acest caz, semmalul xpar(r) va avea perioada T, =27 iar pulsatia semnalului va fi

@, =27/T, . Pentru acelasi numir de esantioane prelevate de pe parcursul noi

perioade, frecventa de esantionare se injumatiteste. Calculul coeficientlor Founer se
face cu relapia cunoscuta

N-1 .
¢, (k)= _1]\7 S xpar(iT,,)e P (4.6)
i=0

unde 7,, =7,/N. Din relatia (4.5) de definire a semnalului xpar(r) se observa ca
existd o sumetrie fata de momentul ¢t = 7. Perioada de esantionare 7, este dubla fata de
perioada de esantionare 7, utilizatd in cazul periodicizarni prin repetare astfel, intre

esantioanele semnalulu xpar(t), datoritd simetriei, exista relatia

xpan(T -iT,,) = xpar(T +iT,,),

xpar(iT,,) = xpar(2T -iT,,),
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care poate fi rescnsa sub forma

xpar(iT,,) = x(iT,,) pentru i=0 —_—
2 . (4.7)

xpar(iT,y) = x(N ~i)T,,) pentru i =

Prin urmare, datonta simetriei, vor fi prelevate esantioane din semnalul x(r), la
momentele i7,,, doar de pe penioada de timp 7 fara a mai face efectiv oglindirea.

Esantioanele corespunzatoare celeil de-a doua jumatap de perioada se obtin simplu cu
relatia (4.7). Relatia (4.6) se rescrie sub forma

N-1

2 . N-1 o
cp(k)=% 3 x(T,,)e P 4 Y x(N =i)T,,)e P | (4.8)
=0

N+l

f=—

2

Pentru reconstructia semnalulu, in relatia (4.4) se inlocuieste c(k) cu ¢, (k) si @

cu @, obtinand
K N
xrp(t)= Y c,(k)e™*?" . (4.9)
k=-K

Din semnalul reconstituit x7p(f) se 1a in considerare doar portiunea de semnal
corespunzitor timpulul e [O,T), (te [10,T+10)) care reprezinta reconstructia
semnalului imitial x(f) corespunzator acestui interval.

Folosind relatiile (4.8) s1 (4.9) avem semnalul reconstituit st eroarea de
reconstructie prezentate in cele doua figun de mat jos.

Xpar tr) >? e N

X tr) N

0 L

-16

0 1
0. tr 4,

~
w
b

Fig 4.5. O perioadd din semnalul xpar(t) (linie continud de la 0 la 2) si reconstructia sa (linie intreruptd
de la0la4). K=3.
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0.016937, 0.03

Xrp( tre ) — xpas tre) 0 \ /—\,/—\
-0.034574 _ 0.05
0 0.2 04 06 08 1
0. tre 0.954,

Fig. 4.6. Eroarea absolutd la reconstructia secventei din semnalul analizat.

Din figunile 4.3 §1 4.6 se poate observa ci erorile de reconstructie a semnalulut
initial sunt mult mai mici in cazul in care se face oglindirea. in plus, deoarece la
sfargitul intervalului considerat (7 =1) nu mai existd discontinuite, erorile sunt mai
mici decat la inceputul acestui interval.

in tabelul 4.2 se prezinti eroarea absolutd maxima la reconstructia semnalului
imtial pe baza coeficientilor Fourier. Calculele se fac pentru diferite valon ale manmii
K corespunzitoare armonicei maxime considerata prezenta in semnal. In calcule facute,

valoarea maximi a lui K este 80. In acest caz, perioada de esantionare T, =T/N, unde
T=1s1 N=2K +1, are valoarea 0,0062. Calculele nu se fac in timp conttnuu ci in
timp discret astfel incat pentru reconstructie se foloseste un pas, in domeniu timp, ales
egal cu 0,001, mai mic decat perioada de esantionare minima. Cu A s-au notat erorle
absolute maxime pozitive, respectiv negative, la reconstructia semnalului inipial in
domeniul 0 la 7-7,/2 si, cu Ew, erorile relative procentuale maxime (pozitive,
respectiv negative) in acelast domentu. Cu cat semnalul are o valoare mar mica la un
anumit moment, cu atat eroarea relativa in acel punct este mai mare. Din acest motiv in
tabelul 4.2 (51 in urmatoarele pana la 4.6) pe coloanele corespunzitoare erorii relative
sunt valori mari. Coloanele care au in capul de tabel pe c(4) se refera la eronle de
reconstructie in cazul in care aceasta se face pe baza coeficientilor Founer calculati
folosind relatia (4.3) (este vorba de periodicizarea prin repetare). Coloanele de sub
c,(k) se refera la erorile de reconstructie in cazul in care se considerd periodicizarea

prin oglindire si repetare. In acest caz reconstructia semnalului se face pe baza
coeficientilor Founer calculati folosind relafia (4.6) sau (4.8).

Tabelul 4.2 Erorile de reconstructie a semnalului rampa x(t) =t in functie

de numarul K de componente armonice considerate (1, =0)

X c(k) c, (k)
A Ly, A Er,
s 0,143 62,3 0.016 6.6
-0,493 -756,2 -0,034 992
10 0,141 114,7 8,9-10° 6.6
-0,495 -1,4-10° -0,018 -98 5
20 0,141 221,5 45107 6.5
-0,461 -2,7-10° -92-107 97,1
40 0,140 436 2.2:107 6.5
0,422 -5-10° 4.6:10” 943
%0 0,140 849 . 1,1-107 6.5
-0,334 -8,9-10 -2,3-10° -88.8
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Se observa ca pnin dublarea respectiv triplarea numarului de esantioane prelevate,
eroarea absoluta la reconstructie se modifica nesemnificativ in cazul periodicizarii prin
repetare. In cazul periodicizani pnin oglindire $i repetare, eronle sunt cu cel pufin un
ordin mai mic decat in cazul penodicizani prin repetare simpla. De asemenea, eroarea
absolutd scade cu cresterea numarului de esantioane utilizate (calcularea mai multor
coeficientt), adica cresterea frecventei de esantionare.

In tabelul 4.2 (51 in urmatoarele) eroarea relativa maxima prezenta intr-o anumita
linie nu corespunde erorii absolute maxime de pe aceeasi linie. Valorile mari ce se obtin
pentru eronle relative se datoreaza faptului ¢a la momentul initial £=0, semnalul are
valoarea 0. Calculul, in acest caz, se face de la momentul 1, + pas (al doilea punct in

care se face calculul semnalului reconstituit). Eroarea relativa, in cazul periodicizani
prin repetare creste deoarece, pnn micsorarea perioadei de esantionare, aceeasi (aproape
aceeasi) eroare absoluta se obtine mai rapid cand semnalul are valori mai mici. In cazul
pertodicizaru prin oglindire §i repetare, erorile relative riman cu acelasi ordin de
marnme la cresterea frecventei de esantionare, chiar daca calculele se fac pentru valor
mai mici ale semnalulu analizat, deoarece eroarea absoluta scade

Aceleasi calcule, pentru semnalul rampia x(f)=1r, incepand din momentul

1, =T, /4 sunt prezentate in tabelul urmator.

Tabelul 4.3 Erorile de reconstructie a semnalului rampa x(t) =t in functie

de numdrul de componente armonice considerate (1, =T, [4)

X c(k) c,p (k)
A Ewe, A ! Ete,
s 0,143 52.8 0,016 ! 6.0
-0.493 -266.4 0,034 447
0 0,141 97.1 8.9-10" | 6,1
-0.495 -504.7 0,018 -44.7
50 0,141 187.8 4,5-10'1 6,0
-0,461 -981.8 92-10° -44.7
40 0,140 369,ST 2,2-10‘-: 6,0
-0,422 -1,9-10° -4,6:10" 447
20 0,140 724 1,1-10° 6,0
-0,334 -3,7:10° 22,3107 44,27

Dupa cum se poate observa din tabelele 4.2 si 4.3, eronle absolute maxime de
reconstructie sunt rdentice pentru acelasi numir de componente armonice considerate.
Eronle relative maxime sunt mai mici datonta faptului ca semnalul are valon mai man
pe perioada de timp considerata.

Tot pentru semnalul rampa, dar avand componenta continua sau panta difenta, au
fost facute aceleasi calcule. In tabelul 4.4 se prezinta erorile de reconstructie pentru
semnalul rampa x(7) dar care are in plus §1 0 componenta continua egala cu 0,5; astfel,

forma analitica a semnalulw este x1(t)=¢+0,5.
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Tabelul 4.4 Erorile de reconstructie a semnalului rampa x\(t) =1+ 0,5 in functie

de numdrul de componente armonice considerate (1, =0)

X c(k) c, (k)
A L, A Ew,
5 0,143 12,7 0,016 2,2
0,493 -33.9 0,034 -6,05
0 0,141 13,6 8,9-10° 1.4
0,495 -33,5 -0,018 -3,3
20 0,141 14,3 4,5-10"‘ 0,7
-0.461 31,0 92107 -1,7
10 0,140 14,7 2,2-10° 0,4
0,422 =282 -4,6:107 -0,9
%0 0,140 15 1,1-107 0,2
-0,334 -27.4 -2,3-107° -0,4

S1 in acest caz, la fel ca in cazul 7, # 0, deoarece semnalul are valori mai man

datonta componente: continue, eronle relative la reconstructie sunt mai mici decat cele
corespunzitoare semnalulw x(#) =7 pentru acelasi interval de timp (0 la 7). Eronle

absolute au aceleasi valon.
In tabelul 4.5 se prezinta erorile de reconstructie maxime in cazul in care semnalul

analizat are o pantd mai mica x2(z) =0,5¢.

Tabelul 4.5 Erorile de reconstructie a semnalului rampa x2(t) = 0,5t in functie

de numdrul de componente armonice considerate (1, =0)

X c(k) cplk)
A Ep, A Eo,
s 0,071 62,3 8.4:10° 6,6
-0,246 -756.2 0,017 ! 992
0 0,070 1 14,7‘ 44107 6.6
0,247 -1,4-10° -9.0-107 -98.5
20 0,070 221,5 2,2:107 6.5
-0.230 -2,7-10° 46107 97,1
40 0,070 436.61 1.,1-10‘3T 6,5
0211 -5,0°10° -2,3-10™ 943
%0 0,070 849 5.7-10° 6.5
-0,167 -8.9-10° -1,1-10° -88 8

Dacd semnalul analizat este x2(r) =0.5¢, erorile absolute la reconstructie au
valon egale cu jumatate din valonle eronlor absolute la reconstructie corespunzatoare
semnalului x(r). Valorile erorilor relative riman neschimbate deoarece §1 semnalul
analizat are in momentele de timp in care se fac calculele, valor egale cu jumatate din
valonle corespunzitoare semnalului x(r). Acest lucru se poate observa din tabelele 4.2
si4.5.

Aceleasi calcule pentru un semnal cu panti mai mare, x3(f) = 21, sunt prezentate
in tabelul 4.6.
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Tabelul 4.6 Erorile de reconstructie a semnalului rampa x3(t) = 2t in functie

de numdrul de componente armonice considerate (1, =0)

X c(k) c, (k)
A E, A Ly
s 0,286 62,3 0,033 6,6
0,986 -756.2 0,069 2992
0 0,283 114.7 0.017 6.6
-0,990 -1,4-10° -0,036 985
20 0,282 221.5 9,0-10” 6.5
-0,923 -2,7-10° -0,018 97,1
10 0,280 436.6 4,5-10° 6,5
-0.844 -5,0°10° 93-107 943
%0 0,280 849 2,3-107 6,5
-0,668 -89-10° 4,7-107 -88 8

Daca semnalul rampa are o pantd mai mare §i erorile absolute de reconstructie
sunt mai mari. Erorile absolute de reconstructie in cazul semnalului x3(z) = 2¢ sunt de
doud ori mai man decat in cazul semnalului x(t)=t. Cele relative, in schimb, au
aceleasi valon, similar cu cazul in care semnalul analizat a fost x2(¢) sau x(¢), vea
tabelele 4.2, 4.5 51 4.6. Prin urmare valoarea erorii de reconstrucfie depinde de viteza de
variatie a semnalului (marimea benzii de frecvente).

In literatura de specialitate [If1] se prezinta transformata cosinus, utilizati in mai
multe domenii ca, de exemplu, compresie de date pentru transmisie, inregistrarea
semnalelor biomedicale etc. Aceasta transformata se defineste ca fiind partea reala a
transformatei Fourter discrete si se calculeaza cu relatia

N-l k2T
Xc(ky="Y xpar(nT,, )cos( ’;7 ). (4.10)
n=0

Daca functia analizata este reala para, ea conpine doar termeni in cosinus. Daca o
anumita secventa dintr-un semnal real se oglindeste fata de unul din capetele sale
rezulta o noua secventa formata din cea inifiala impreuna cu cea oglindita, secventa care
prin repetare va da un semnal periodic par. Calculele necesare pentru obtinerea
coeficientilor Fourier se reduc deoarece se fac cu operanzi numere reale i nu complexe.
In acest paragraf se utilizeaza oglindirea nu doar pentru simplificarea calculelor (calcule
folosind numere reale si nu complexe), ci si pentru eliminarea (sau reducerea)
discontinuititilor ce pot apare in cazul periodicizirii prin repetare a secventel initiale.

Semnalul rezultat prin oglindire si repetare fiind periodic par, se pot calcula
coeficientii Fourier a(k) folosind doar jumatate din numarul de esantioane necesare

pentru calculul transformatei Fourier discrete (coeficientii (k) sunt zero). Se va folosi
relatia pentru cazul semnalelor pare, N impar, rescrisd mai jos

.
a(k) = %[xpar(O) +2) xpar(iT,, Yeos(kw ,iT,, )]. (4.11)

i=l

Deoarece prelevarea esantioanelor se face doar de pe penoada T (51 nu 27),
relatia (4.11) poate fi rescrisa sub forma
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i=l

K
a(k) = %[x(0)+ 2) x(iT,; )cos(kw ,iT,, )}. (4.12)

Din relatia (4.12) rezultd ca fizic, oglindirea nu mai trebuie facuta ci, doar se
considerd ca portiunea de semnal analizat reprezintd jumatate din perioada unw semnal

peniodic par.
Daca esantionarea incepe dintr-un moment difent de zero (f, # 0) atunci, in

relapa (4.11) sau (4.12), momentele de prelevare a esantioanelor vor fi 7, +i7,,.

Argumentul pentru functia cosinus nu se modifica.
Reconstructia semnalului se face cu relatia

.
xpr(t) = %O) +Y_a(k)cos(kw 1) (4.13)
k=1

In acest caz, considerarea semnalului xpar(t) ca fiind unul par, la reconstructie,
in relatia (4.13) timpul ¢ incepe de la zero st nu de la momentul ¢, in care a inceput
esantionarea semnalului x(7). Semnalul (portiunea din semnal) reconstituit va trebui

pozitionat in timp la locul corespunzitor.
Pentru acelast semnal rampa x(1)=t (K s-a ales tot 5), in cazul penodicizani

prin oglindire §1 repetare avem rezultate prezentate sub forma grafica mai jos.

: .f\\
/// \

L

xpar tr)

xprlitr) 0.5
//

\‘ 5 :.:-.

1 2 3 4
0. tr 4.

Fig. 4.7. Semnalul xpar(1) (linie continud de la 0 la 2) si reconstructia sa (linie intreruptd de la 0 la 4),

K=3.
0016937, 203
xpri(tre) - xpar(tre) O \ \J/_\\‘—/’\
\,
-0.034574 - o5
0 0.2 0.4 0.6 038 1
0. tre 0.954,

Fig. +4.8. Eroarea absolutd la reconstructia secventei din semnalul analizat.

Din figunile 4.6 si 4.8 se observa ca graficele erorii absolute de reconstructie sunt
aceleasi in cele doud cazuri — calculul coeficientilor Fourier efectuindu-se cu relapia
(4.8), respectiv (4.12). Pentru capatul intervalului, eroarea de reconstructie este mult

mai micd decat in cazul periodicizanii prin repetare.
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Daca semnalul este considerat periodic par atunci se vor preleva doar un numar de
K +1 esantioane de pe intervalul 7 analizat (in loc de 2K +1 - cazul peniodicizani
prin repetare). Calculul coeficienpilor Fourier este mult mai usor de efectuat datorita
utilizarin unul numar redus de esantioane.

In cazul in care rezultatul oglindirii si repetarii se considera a fi o perioada dintr-
un semnal peniodic par (se utilizeaza relatille (4.12) st (4.13)), eronle care apar la
reconstructie sunt identice cu cele prezentate mai sus pentru c,(k) (tabelele 4.2 1a 4.6).

Din acest motiv acestea nu au mai fost introduse intr-un tabel.

In tabelul 4.7 se prezintd valonle coeficientilor Fourier calculati cu relapa (4.3)
(coeficientii c(k)) respectiv (4.12) (coeficientit a(k)) pentru un semnal rampa x(t) =1
si K =10 In tabel au fost trecuti doar coeficientii c(k) cu indici pozitivi.

Tabelul 4.7 Valonle coeficientilor Founier c(k) si a(k) pentru un semnal
rampa x(t)=¢ 1 K =10

k c(k) A(k) =c(k)| | % din A1) a(k) % din a(l)
0 0.476 . 0,476 - 0,998 -

1| -0,024+0.158i | 0,160 100 -0,406 100

2| -0,024+0.077i 0,081 50,56 -2.31-10” 0,57

3|1 -0,024+0.049i @ 0,055 3435 -0,046 11,27

4] -0024+0,035i | 0,042 26,45 -2,48-10° 061

51 -0,024+0,026i .  0.035 2191 0.017 4,18

6| -0024+0019i = 0.030 19.06 -2.79-10° 0,68

7] -0,024+0.014i 0.027 17,21 -9.07-107% 2,23

8| -0,024+9.34-107 0.026 1601 | -332:10° 0.81

9| -0,024+5.43-107 0.024 15.28 -5.83107 143 |
10 | -0,024+1,78-107 0,024 1494 | 422107 | 103 |

Partea reala a coeficientilor c(k), k =1, 2, ... raimane constanta, partea imaginara
scade lent, de la coeficientul ¢(8) ajunge sa aibe valon de ordinul 107 (A(8) este egal cu
16% din A(1)). Coeficientii a(k) sunt numere reale i ajung si aibe valon de ordinul
107 de la indicele k =6 (a(6) este egal cu 0,68% din a(l)). Aceleasi calcule s-au facut
pentru K = 20, in acest caz partea imaginara a coeficientilor ¢(k) a ajuns sa aibe valon
de ordinul 107 de la indicele k =12 (A(12) este egal cu 5,9% din A(1)), in timp ce
pentru coeficientit a(k) acest lucru se intampla incepand de la ordinul 4 =6 (a(6) este
egal cu 1,5% din a(1)).

Prin urmare, in cazul periodicizani prin oglindire si repetare (periodicitate prin
paritate) semnalul devine par si valoarea coeficientilor Fourier scade mult mai rapid.
Acest lucru inseamna ca se pot neglija coeficienti de la un indice mai mic pentru a(k)
fata de c(k) s1 se obtin erorni de reconstrutie comparabile. Rezulta un calcul mai rapid §i
o frecventa de esantionare mai mica.

Pentru cel de-al doilea semnal analizat, §i anume semnalul sinusoidal
xs(t) =sin(2aft), de perioada T =1, s-au luat in calcul mai multe perioade de timp 7,
considerate a fi o penioada, si anume 7. = 0,257, 0,3757, 0,757,095T 1 T.

Mai jos sunt prezentate semnalul (linie continua) si reconstructia sa (linie
intrerupta), in cazul celor doua tipuri de periodicizir, pentru ordinul armonicei maxime
K=3 s1 difente perioade de observare 7.
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Fig. 4.9. Semnal sinusoidal, T,=0,25, K=5, a) periodicizare prin repetare, b) periodicizare prin oglindire
§i repetare.
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Fig 4.10. Semnal sinusoidal, T,=0,375, K=35, a) periodicizare prin repetare, b) periodicizare prin
oglindire §i repetare.
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Fig. 4.11. Semnal sinusoidal, T.=0,375, K=13. a) periodicizare prin repetare, b} periodicizare prin
oglindire i repetare.
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Fig. 4.12 Semnal sinusoidal, T,=0,75, K=35, a) periodicizare prin repetare. b) periodicizare prin
oglindire si repetare.
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Fig. +4.13 Semnal sinusoidal. T.=1, K=35. a) periodicizare prin repetare. b) periodicizare prin oglindire gi
repeiare.

Dupd cum se poate observa din figunile 4.9 la 4.13, semnalul reconstituit (linie
intrerupta) diferd mai mult sau mai pufin fata de semnalul analizat (linie continua). In
cazul in care semnalului analizat vanaza rapid la sfarsitul perioadei de observare, pentru
0 reconstructie cu eron mai mici, trebuie prelevate mai multe esantioane, altfel spus —
manta frecventa de esantionare (vez figurile 4.9 s1 4.10). Daca prelevarea esantioanelor
se face de pe o perioada a semnalului analizat, reconstructia, folosind periodicizarea
prin repetare, se face cu erori neglijabile. In schimb, daca se foloseste periodicizarea
prin oglindire §i repetare, la mijlocul nou perioade obtinute (fig. 4.12b) semnalul are o
pantd mare care 151 schimbd semnul. Avem un punct de discontinwitate de ordinul 1
[Cal]. Aceeagi situatie apare si la inceputul/sfarsitul non perioade. Pnn urmare,
reconstructia se face cu o eroare mai mare.

in urma calculelor coeficientilor Fourier si a reconstructiei semnalului initial pe
baza acestor coeficienti s-au obtinut eronle maxime de reconstructie prezentate in
tabelul 4.8 in functie de penoada de observare 7. i de numarul K de componente
armonice considerate. Cu A au fost notate erorile absolute maxime 1ar cu £y, eronle
relative procentuale maxime. Coloanele de sub c(k) se refera la eronle de reconstructie
in cazul in care se considera periodicizarea prin repetare §t calculul coeficientilor
Fourier se face cu relatia (4.3). coloanele de sub c,(k), respectiv a(k), se referd la

erorile de reconstructie in cazul in care se considera peniodicizarea prin oglindire §i
repetare, calculul coeficientilor Founier se face cu relatia (4.8), respectiv (4.12).

Analiza semnalului incepe in momentul f;, =0 cdnd st semnalul sinusoidal are
valoarea zero. Acest lucru duce la obtinerea unor eron relative de valon man, dupa cum
se poate vedea din tabelul 4.8.
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Tabelul 4.8 Erorile de reconstructie a semnalului sinusoidal in functie
de numadrul de componente armonice considerate (1, =0)

T P c(k) c, (k) a(k)
¢ A Eoop A oy A Lo
s 0,15 43 0,027 6.9 0,027 6,9
-1 -533 -0.054 -99.6 -0.054 -99.6
025 | 10 0,145 76 0,014 6.6 0014 6.6
’ -1 967 -0,028 -99.4 -0,028 -99 4
s 0,143 110 9.4-10~ 6,6 94-107 6.6
-1 -1000 -0,019 -99.1 -0.19 991
5 0,118 24 0,116 16.4 0.116 16.4
0,707 312 -0,082 -99.8 -0,082 998
0,109 40 0,045 6,7 0,045 6,7
0,375] 10 0,707 -518 -0,042 -99.6 -0,042 -99.6
s 0,106 56 0,036 6.6 0,036 6.6
0,707 =722 -0,028 994 -0,028 -99 4
s 1 78,7 0,085 46,3 0.085 46,3
0,123 -100 -0,166 -84.6 -0,166 -84.6
1 118 0,042 7.1 0,042 7.1
0,75 | 10 0,131 -100 -0,085 -69.8 -0,085 -69.8
s 1 95.1 0,028 6.8 0.028 6.8
-0,134 -100 -0,057 -56 -0.057 .56
5 0,309 27.5 0,108 942 0.108 942
0,043 -100 -0.291 -88.1 -0.291 -88.1
0.95 | 10 0.309 409 0,054 60.8 0.054 60.8
’ 0,043 -100 -0.188 762 -0.188 -76.2
s 0.309 40.3 0.036 359 0.036 35.9
0,043 -100 -0,110 649 -0.110 -64.9
s 1,1-10°" 1-10"° 0,114 232.9 0.114 232.9
5510 | -5510"7 | -0.326 -88.8 -0.326 -88.8
| 10 1,9-107° 0 0,057 117.1 0.057 117.1
-1,3.10"° | -1.910"7 | -0.207 2774 -0.207 2774
s 1,1-10°°° | 1,1-10° 0,038 429 0,038 429
-6.6:10°'° 0 -0,123 -66.6 -0,123 -66.6

Dupa cum se poate observa din tabelul de mai sus, erorile de reconstrucfie sunt
mai mici daca se utilizeaza si oglindirea. In cazul in care esantioanele se preleveaza
dintr-o perioada a semnalului sinusoidal, se poate neglija eroarea de reconstructie daca
se utilizeazd doar repetarea (erorile ce apar sunt erori de calcul ale programulur). Cum
periodicizarea se face pentru semnale oarecare, neperiodice, §i nu pentru cele periodice,
rezultd concluzia cid daca se peniodicizeaza semnalul ce in prealabil a fost oglindit,
reconstructia sa se face cu erori mal mici decét in cazul periodicizarii fard oghndire.
Cele mai mari erori la reconstructie apar atunci cand cel putin la unul din capete
semnalul vanaza rapid (are pantd mare). Prin oglindire panta it schimba semnul si
astfel banda de frecvente a semnalului rezultat este mult mai mare decat cea a
semnalului din care face parte secventa de date. In acest caz, prin trunchiere, se pierde o
cantitate importanta de informatie. O solupie pentru eliminarea/reducerea pierdernt de
informatie, este manrea frecventei de esantionare ceea ce duce la prelevarea unui numar
mai mare de esantioane si calculul unui numar mai mare de coeficienfi Founer. O alta
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solutie, ce nu presupune marirea excesiva a frecventei de esantionare, este ca secventele
cu esanticane prelevate din semnalul analizat sa nu fie una in continuarea celeilalte ci1 sa
fie parpial suprapuse. Acest caz este prezentat in paragraful urmator.

4.4 Prelucrarea semnalului pe segmente partial suprapuse

Reconstructia semnalului analizat cu eron cat mai mici folosind o frecventa mai
micid de esantionare, deci §1 un numar mat mic de esantioane, se poate face prin
suprapunerea parpald a intervalelor de observapie. Astfel, intervalele de observape,
notate /O, vor fi mai man §1 partial suprapuse, 1ar intervalele de reconstructie, notate /R,
vor fi mai mici st succesive. Acest lucru este prezentat grafic in figura de mai jos.

10

R

Fig 4.14. Prezentarea graficd a intervalelor de observatie 10 i a intervalelor de reconstructie IR.

Calculele facute pentru reconstructia semnalului folosesc toate informatiile
obtinute din esantionarea semnalului pe perioada /O. Cu cat diferenta dintre /O s1 /R
este mai mare, cu atat eroarea de reconstructie a semnalului inifial este mai mica.

Primul semnal analizat este rampa definitd de ecuatia x(r)=r. Prelevarea
esantioanelor se face pe o perioadd de timp T =1 care este consideratd perioada
semnaluluw analizat. Se considera cazul periodicizari prin repetare. Se alege ordinul K
corespunzator armonicei maxime, presupusd a exista in semnalul x(/). Numarul de
esantioane prelevate de pe perioada T este N =2K +1, frecventa de esantionare
f. =1/NT . Coeficientii Fourier se calculeaza cu relatia (4.3). Reconstructia semnalului
imtial pe baza coeficientilor Fourier se face cu o anumita eroare care este mai mare la
capetele intervalului de observatie si mai mica la myjloc. in cazul in care frecventa de
esantionare creste ( K ales este mai mare), erorile de reconstructie scad relativ pufin la
capetele intervalului de observatie. In tabelul 4.9 se prezinta erorile absolute maxime de
reconstructie intre punctele de esantionare. S-au calculat aceste valon pe tret pertoade
de esantionare de la inceputul intervalului de observatie, trei perioade de la sfarsitul
acestul intreval s1 S perioade de la mijlocul sau.

De pe perioada de timp 7, corespunzatoare unui /O, se preleveaza N esantioane
cu indici1 de la 0 la N —1. Prin urmare ultimul esantion prelevat se afla la o distanta
egala cu 7, fatd de capatul intervalulm. Reconstructia semnalului s-a realizat pe

intregul /O, pana in momentul N7, =T .
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Tabelul 4.9 Eroarea de reconstructie la inceputul, mijlocul §i sfarsitul perioadei de
observatie in cazul semnalului rampa x(t) =t, 1,=0, periodicizare prin repetare

esant\K 5 10 20 50 100 200 1000

0+1 -0.143 | -0,142 | -0,141 | -0,141 | -0,141 | -0,141 | -0,141

1+2 0,081 | 0,078 | 0,077 | 0,076 | 0,076 | 0,076 | 0076

2:3 -0.059 | -0,054 | -0,053 [ -0,052 | -0,052 | -0,052 | -0,052
K-2+K—~1]0049 | -0,024 |-0,012]-0.005]-2,510" | -1,2-10° | -2.5-107

A K—-1+K |-0,046| 0,024 | 0,012 | 0,005 | 2,5-107 | 1,2-107 | 2,5-107
K+-K+1 | 0046 |-0,024 |-0,012{-0,005|-2,5107|-1,2:10" | -2,5-10

ck) | K+1+K+2 |-0,049| 0,024 | 0,012 | 0,005 | 2,5-10° [ 1,2:107 | 2.5-107
K+2+K+3]0059 |-0026]-0,012 | -0,005 | -2,5:107 | -1,2-10” | -2,5:107" |
N-3+N-21-0,081]-0078|-0077-0,076 | -0,076 | -0,0076 | -0.076
N-2+N-110143 | 0,142 | 0,141 | 0,141 | 0,141 0,141 0.141
N-1=N |-0,9931{-0,993]-0993|-0993| -0,993 | -0,993 | -0,993

Dupa cum se vede din tabelul 4.9 eroarea de reconstructie la inceputul s sfarsitul

perioader de observatie ajunge la o valoare sub care nu mat scade la cresterea frecventei
de esantionare. La myjlocul penoadel, erorea de reconstrucfie scade la jumatate cu
dublarea frecventei de esantionare. Pentru a reduce eroarea maxima de reconstructie cu
un ordin sau mai mult, mai putin la capetele penoadei de observatie, nu este suficient sa
se mareasca frecventa de esantionare. In plus acest lucru ar insemna prelevarea unui
numir mai mare de esantioane de pe intervalul de observatie considerat deci, calcule
mai multe. In figura urmatoare se prezinta grafic semnalul rampa si reconstructia sa pe

baza coeficientilor Founier in cazul K=5.

1.2

0.8

-] AU S S S
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.6 -7

.8 09

1

Fig. 4.15. Semnalul rampa (linie continud) si reconstructia sa (linie intrerupid) pe o perioadd T=1,
periodicizare prin repetare.

In figura 4.16 se prezinta semnalul rampa analizat (linie continud) §i reconstructia
sa (linie intrerupta) folosind periodicizarea prin oglindire §i repetare.
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Fig 4.16. Semnalul rampa §i reconstructia sa pe o perioadd T=1, periodicizare prin oglindire si
repetare.

In cazul in care se considera periodicizarea prin oglindire §i repetare, erorile de
reconstructie sunt mult mai mici §1, in plus, scad la jumatate, cu dublarea frecventei de
esantionare, la capetele intervalului de observatie. La mijlocul acestui interval scaderea
este chiar mai accentuatd, dupa cum se vede din tabelul 4.10.

Numarul de esantioane prelevate pe parcursul intervalului de observatie este K~/
(de la 0 la X), esantionul de la jumatatea intervalului este notat KJ. Dacd K este impar
atunci KJ =(K +1)/2, daca K este par atunci KJ =K /2.

Tabelul 4.10 Eroarea de reconstructie la inceputul, mijlocul si sfarsitul perioadei de
observatie in cazul semnalului rampa, 1,=0, periodicizare prin oglindire §i repetare

esant\K 5 10 20 50 100 200 1000
0+1 -0,035 | -0,018 | -0,009 | -0,004 | -0,002 {-9,5-107|-1,9-107"
1+2 0,017 | 0,009 | 0,005 | 0,002 [9,2:107[4,6:107 (9,310
2+3 -0,011 | -0,006 | -0,003 | -0,001 |-5,9-107]-2,9-107]-5,9-107

KJ-2+KJ-1] 0,017 | -0,005 1-9,9-10%[ 1,5-107]-3,6:107]-8,9-10°|-3,5-107,
KJ—1=KJ | -0,010 | -0,004 [9,1-107[-1,4-107[3,6-10° [ 8,8-10°{3,5-107
KJ+KJ+1 | 0007 | -0,003 |[-8,6-107|1.4-10°[-3,5-10°]-8.8-10°[-3,5:10"

KJ+1+KJ+2] 0,003 | -0,003 [8.1-107|-1,4-107]3,5-10°[8,5:10°[3,5:107

KJ+2+KJ+3]|-0,179 | 0,003 |-7,8107]1,3-107[-3,4-10°]-8.7-10°]-3,5-10":
K-2+K—1 | 0,007 | -0,004 | -0,001 [-4,2-107[-1,9-107]-8,8:10°[-1,7-10

K-1+K 0,003 | 0,007 | 0,003 | 0,001 |5,1-107({2,5107[4,9-10°
K+K+1 -0,179 | -0,093 | -0,048 | -0,019 | -0,009 | -0,005 |-9,8-107

c(k)

Din tabelele 4.9 51 4.10 se observi ca erorile de reconstructie a semnalului analizat
sunt mult mai mici in cazul in care se face §i oglindirea intervalului de observatie. De
asemenea, la inceputul §1 sfargitul acestui interval, reconstrucfia se face cu eron mult
mai mici care, in plus, scad la cresterea numarului de esantioane (implicit §i a frecventei
de esantionare) utilizate.

Dupd cum se vede din tabelul 4.9 (penodicizare prin repetare), la capatul
intervalului, eroarea de reconstructie este egala cu diferenta dintre valorile semnalului la
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momentele T si 0. In cazul periodicizirii prin oglindire si repetare (tabelul 4.10) aceasta
eroare este mult mai mica dar, ramane cea mai mare din intervalul de reconstructie.

Din tabelul 4.9 rezultd ca pentru o eroare absolutd la inceputul reconstructiei
semnalului cu o valoare de 0,053 (-0,077 la sfarsitul /R) trebuiesc prelevate de pe
perioada 7 un numar de 41 de esantioane ( K = 20) iar reconstructia semnalului sa se
faca incepand cu esantionul 3. Din tabelul 4.10 rezulta ca pentru o eroare mai mica la
inceputul reconstructiei semnalului, de 0,017 (0,003 la sfarsitul /R), se preleveaza de pe
aceeast perioada de timp un numar de 11 esantioane (K = 5) iar reconstrucpia se face de
la al doilea esantion prelevat.

Din tabelele 4.9 s1 4.10 rezulta ca daca /R este mai mic decat /O cu 27,, T, la
inceput s1 7. la sfarsit, eroarea de recostructie la inceputul /R scade in cazul
periodicizani prin repetare de 1,77 pana la 1,84 on respectiv, de aproximativ 2 on in
cazul periodicizani pnn oglindire $1 repetare. Daca /R este mai mic decat /O cu 47,
eroarea de reconstructie la inceputul /R scade de 2,4 pana la 2,7 on, respectiv, 3,1 on.

In figura 4.17 se prezintd semnalul rampa x(f) =t §i semnalul reconstituit
xref(t) pe o perioada de timp 2-7 (T =1). Astfel avem doua /O s1 douad /R, IO = IR
(delaOlal sidelal la2 pe axa impului). Graficul eromi absolute la reconstructie este
prezentat in figura 4.18.

2.0749. 3

2 e
qul) / :
xref trl) : / Vi

0/

0122519,
0 0.5 1 15
0. trl 2.

Fig 4.17. Semnalul rampd x(1) §i reconstrucna sa xref(t) pe dowi IR (IR=10). periodicizare prin
repetare, K=10.

0.141667. 0.3

j- . .
0, l./‘;‘_/\J—\ PR L, ,—\,/‘\/"-\J{ E. }' NP AW AN B S AN

xreful) - x(trl)

-0.5 ;

S }
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Fig. 4.18 Eroarea absolutd la reconstrucnia semnalului rampd pe doudi IR (IR=10). periodicizare prin
repetare. K=10.

La capetele /R eroarea absoluta la reconstructie este foarte mare, egala cu
diferenta dintre valoarea semnalului de la sfargitul /R si valoarea semnalului de la
inceputul /R. In cazul periodicizarii prin oglindire i repetare aceste erori sunt mult mai
mici dupa cum se vede din figurile urmatoare.
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Fig. 4.19. Semnalul rampd x(t) si reconstrucfia sa xrefa(t) pe doud IR (IR=10). periodicizare prin
oglindire i repetare, K=10.
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Fig. 4.20. Eroarea absolutd la reconstructia semnalului rampd pe doud IR (IR=I0), periodicizare prin
oglindire i repetare, K=10.

Eroarea maxima la reconstructie, la sfarsitul /R, nu depinde de diferenta dintre
valoarea semnalului de la sfarsitul /R si de la inceputul /R c1, de numarul de esantioane
prelevate din semnal sau, pentru un anumit numar de esantioane, de panta semnalului
(vezi tabelele 4.2 1a 4.6 514.9).

in cazul in care /R este mai mic decat /O cu 2-T,, o perioadi de esantionare la
inceput §1 una la sfarsitul intervalului, eroarea absoluta la reconstrucie, la sfargitul /R,
scade cu cel putin un ordin.

.1.979662,

x(trl)

xref trl) !

0047619,
0 0.5 1 1.5 2
0.047619, trl 1.857143,

Fig. 4.21. Reconstructia semnalului rampd pe doud IR, IR<IO cu 2 T,. periodicizare prin repetare.
K=10
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Fig. 4.22. Eroarea absolutd la reconstructia semnalului rampd pe doud IR, IR<10 cu 2 T,.. periodicizare
prin repetare. K=10.

In tabelul 4.11 se prezinta erorile absolute maxime la reconstructia semnalului
rampa x(7) =1, in functie de numarul de esantioane (perioade de esantionare) din /0O
care nu mai apar in /R. Calculele s-au facut pentru doua valon ale ordinului armonicei
maxime consideratd a fi prezentd in semnalul analizat. Pe coloane alaturate au fost
trecute rezultatele pentru cazul peniodicizani prin repetare (A c(k)) respectiv, pentru
cazul periodicizani prin oglindire st repetare (A a(k)). Coloana "numar esantioane
eliminate", prescurtat nee, se refera la numarul de esantioane eliminate la un capat al
intervalului de reconstructie. Deoarece acelasi numar de esantioane se elimina si la
celalalt capat, daca in tabel avem 1 inseamna ca /0 - IR = 2T, in cazul periodicizaru
prin oglindire §1 repetare penioada de esantionare este 7,, =2-7,.

Tabelul 4.11 Erorile absolute maxime la reconstructia semnalului rampa
in functie de diferenta dintre 10 5i IR, 10 - IR = 2-nee T,

nr. esantioane K=10 K=20 N
eliminate (nee) A c(k) A a(k) A c(k) A a(k)
0 0,1416 8.95-10" 0,1412 454107 |
-1 -0,0325 -1 -0,0161
| 0,1416 8,95-107 0.1412 454107
-0,0775 -5.92:107 -0,0766 -2.95-107
5 0,0537 4,50-107 0,0524 2,17-107°
-0,0775 -5,92:107 00766 | -2,95:107
3 0,0537 4,50-107° 0,0524 2.17-107
-0,0417 -3,72-107 -0,0399 -1,73-107
4 0,0347 3,30-10° 0,0323 1.44-10°
-0,0417 -3,72-10° -0,0399 -1,73-10”

in tabelul 4.11 au fost trecute atat erorile absolute maxime pozitive cat si cele
negative. Se observa ci la eliminarea unui esantion in plus, se regaseste in tabel eroarea
absolutd mai mica in modul deoarece eronle trecute in tabel sunt obtinute in perioade de
timp (de esantionare) alaturate.

Daca esantionarea semnalului x(¢/) =t incepe intr-un moment 1, # 0, erorile
absolute maxime la reconstructie, in functie de K si de diferenta dintre /O si /R, sunt
aceleagi ca in tabelul 4.11. Daca se modifica panta semnalului se modifica si valonle
maxime ale eronlor absolute la reconstructie, la fel ca in cazurile prezentate in tabelele
4.2 la 4.6. De exemplu, panta pe jumatate (semnal x(r)=0,5¢) conduce la eron pe

Jjumatate.
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Din figunle 4.17, 4.18 1 tabelul 4.9 se vede ca cea mai mare eroare absoluta la
reconstructie apare la sfarsitul /R, adica intre ultimul esantion prelevat de pe parcursul
unui /O si sfarsitul /O (/R = 10). Erorile de pe parcursul celorlalte intervale (perioade de
esantionare) sunt toate mai mici §i, in plus, pe penoadele de esantionare situate simetric
fata de myjlocul distantei dintre pnmul §1 ultimul esantion prelevate de pe parcursul unui
10, ele sunt egale in modul. in cazul in care reducerea /R se face in mod egal si la
inceput $1 la sfarsit, eroarea de la sfarsitul intervalulw va fi mat mare decat cea de la
inceputul sdu, vezi figura 4.21. Pentru ca aceste eror sa fie egale in modul, la sfargitul
IR trebuie eliminati o perioada in plus (cea dintre esantionul N ~1 si esantionul N, care
de fapt este esantionul 0 din /O urmator). Acest lucru este prezentat in figurile
urmatoare.

2.027281,
2 /.
«tl)
1
xre{trl)
0
-0.122519, -
0 0.5 1 1.5 2
0. trl 1904762,

Fig. 4.23. Semnalul rampd x(t) §i reconstructia sa xref(t) pe doud IR (IR=10-T,), periodicizare prin
repetare. K=10.
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Fig. 4.24. Eroarea absolutd la reconstructia semnalului rampa pe doud IR (IR=10-T,). periodicizare prin
repetare, K=10.

in cazul periodicizirii prin oglindire §i repetare perioada de esantionare este notata
T,, si are valoarea T,, =27, =2T/N . Deoarece N =2K +1, pe un /O egal cu T =1

e

vor fi prelevate K +1 esantioane. Distanta de la esantionul K +1 la sfarsitul JO este
doar 7, si nu 7,, (vezi figura 4.19, paragrafele 2.1 si 3.4). Dacad se elimind de la
sfargitul /O o perioada de timp egald cu 7,,, adici este valabild egalitatea
IR = [0 -T,,, reconstructia semnalului nu se mai face pana la ultimul esantion prelevat
(momentul (K +1)7,,), ci pana la momentul K7,, +7,. Pentru ca reconstructia sa fie
facuta in intervalul 0+ (K +1)7,, trebuie ca de la sfarsitul /O sa se elimine o pertoada
de timp egala cu 7, (adica 7,,/2), astfel va fi valabila egalitatea /R=10-T,.

Graficele semnalului rampa, a semnalului reconstituit si a erorii absolute la reconstructie
sunt prezentate in figurile 4.25 si 4.26.
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Fig. 4.25. Semnalul rampad x(1) §i reconstructia sa xrefa(t) pe doud IR (IR=10-T,). periodicizare prin
oglindire si repetare. K=10.
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Fig. 4.26. Eroarea absolutd la reconstructia semnalului rampd pe doud IR (IR=10-T,). periodicizare prin
oglindire i repetare. K=10.

Rezultatele calculelor eronlor absolute maxime, pozitive $i negative, la
reconstructia semnalulut rampa in cazul /R=/0-2neeT, -1, sunt prezentate in
tabelul urmator. Daca este vorba de periodicizare prin oglindire §i repetare, calculul /R
se face cu relatia /R = IO - 2neel,, - T, .

Tabelul 4.12. Erorile absolute maxime la reconstructia semnalului rampa
in functie de diferenta dintre 10 §i IR, IR = IO - 2neel, - T,

nr. esantioane K=10 K=20 o
eliminate (nee) A c(k) A a(k) A c(k) A a(k)
0 0,1416 8,95-10” 0,1412 4,54-10”
-0,1416 -0,0181 -0,1412 -927-107
| 0,0775 8,95-107 0,0766 4,54-10
-0,0775 -5,92:10° -0,0766 -2.95:107
5 0,0537 4,50-107 0,0524 2,17-107
-0,0537 -5,92-107 -0,0524 -2,95-10”
3 0,0417 4.50-107 0,0399 2,17-107
-0,0417 -3,72-10° -0,0399 -1,73-10°
4 0,0347 3,30-10°° 0,0323 1,44-10°
-0,0347 -3,72-10° -0,0323 -1,73-107

Din tabelul 4.12 se observa ca eronle absolute pozitive si negative la reconstructia
semnalulw in cazul periodiciziri pnn repetare (A ¢(k)) sunt egale in modul. Aceasta

deoarece daca eroarea maxima pozitivd se obtine la sfarsitul /R, eroarea maxima
negativa se va obtine inceputul /R in intervale de timp (perioade de esantionare) situate
simetric fatda de mijlocul /R. In cazul periodicizani prin oglindire §i repetare (A a(k))
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valonile din tabelele 4.11 s1 4.12 sunt 1dentice, mai putin pentru cazul nee=0, deoarece
dupa cum se vede din figunle 420 s1 4.26 aceste eron se obtin in penoade (de
esantionare) alaturate, la inceputul /R. Deoarece in acest caz eronle sunt ceva mai mict,
in cazul periodicizani pnin oglindire §i repetare, doar in cazul nee=0 rezulta concluzia ca
este bine ca, pentru obpinerea /R din /O, sd se ehmine o pernoadi de esantionare mai
mult la sfarsitul /O fata de inceputul sau.

Aceleast calcule au fost facute si pentru semnalul sinusoirdal x(r) =siner cu

®=2x/T . Din figurile 4.9 la 4.13 se observa ca daca 7.=0,25 erorile absolute la
reconstructie in cazul periodicizani prin repetare sunt destul de man. La fel, daca
7.=0,375 aceste eron sunt destul de man §i in cazul penodicizan: prin oglindire s
repetare datorita pantei §i a punctului de discontinuitate de ordinul 1 ce se formeaza la
mijlocul perioadei. Pentru aceste doud penoade (intervale) de observare 7, sunt
prezentate grafic mai jos reconstructa si eroarea absoluta. Calculele se fac pentru doua
10 succesive, /R fiind mai mic decat /O cu cel putin o0 perioadi de esantionare (7,) in
cazul periodicizari prin repetare respectiv, o jumatate de perioada de esantionare in
cazul penodicizari prin oglindire §i repetare. Numarul de componente armonice
prezente in semnal a fost ales K=10 (51 15) pentru a putea elimina pana la 9 (4 la inceput
si S la sfarsit) perioade de esantionare din semnal, obtinand astfel /R # 0 dont.

Cazul 7./0,25, K=10, nee=0 este prezentat in figunile 4.27 1 4.28. in figura 4.27
semnalul sinusoidal analizat este desenat cu linmie continua, semnalul reconstituit cu hme
intrerupta. Deoarece fiecare /R este mai mic cu o penioadia de esantionare decat /O,
ultimul punct pe axa timpului pentru care se fac calculele nu este 0.5, ¢1 0,5-2-7,=0,476.

1139574 2

— .”)"\ N
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. 0.119269. -
0 0.1 02 0.3 04 05
0. trl 047619

Fig 4.27 Semnal sinusoidal(linie continud) §i reconstructia sa (linie intreruptd) pe doud [R. T.=0.23.
K=10, IR=10-T,. periodicizare prin repetare.
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Fig 4.28. Graficul erorii absolute la reconstructie pe doud IR. semnal sinusoidal. T,=0.23, K=10.
IR=10-T, periodicizare prin repetare.

Daca /R este mai mic decat /O cu mai mult decit o perioada de esantionare la
sfargit, eroarea absoluta maxima la reconstructie va fi mat mica. In figura 4.29 se
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prezinta acelasi semnal sinusoidal, doar ca /R =10 -3-T,, o perioada lipsa la inceputul
intervalului i doud perioade lipsa la sfargitul sau.
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Fig 4.29. Graficul erorii absolute la reconstructie pe doud IR, semnal sinusoidal, T.=0,25, K=10,
IR=10-3-T,, periodicizare prin repetare.

In cazul periodicizarii prin oglindire si repetare, eroarea absoluti maxima la
reconstrucfie este mai mica decat daca periodicizarea se face prin repetare simpla, chiar
daca /R este mai mic decat /O cu o perioada de esantionare 7, (7,,=2-7.). Graficele cu

semnalul analizat pe doua /R, reconstrucfia sa si eroarea absoluta la reconstructie sunt
prezentate in figunle 4.30 51 4.31.
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Fig 4.30. Semnal sinusoidal(linie continud) si reconstructia sa (linie intreruptd) pe doud IR, T.=0.25,
K=10. [R=10-T,, periodicizare prin oglindire §i repeiare.
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Fig 4.31. Graficul erorii absolute la reconstructie pe doud IR. semnal sinusoidal. T.=0,25. K=10.
IR=10-T, periodicizare prin oglindire §i repetare.

Daca 7,=0,375 eroarea de reconstructie, in cazul periodicizani prin repetare, in al
doilea /R este mai mare decat in primul /R, dupa cum se poate observa din figura 4.33.

Aceasta deoarece diferenta dintre sfargitul si inceputul celm de-al doilea /O este mai
mare decat aceeasi diferenta corespunzatoare primulw /O.
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Fig 4.32. Semnal sinusoidal(linie continud) si reconstructia sa (linie intrerupta) pe doud IR, T.=0,375,
K=10, IR=IO-T, periodicizare prin repetare.
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Fig 4.33. Graficud erorii absolute la reconstructie pe doud IR, semnal sinusoidal, T.=0,375, K=10,
IR=I0-T, periodicizare prin repetare.

1019751, -, |
0.1 02 03 04 05 06 07 08 09
015, trl 0.864286.

Fig 4.34. Semnal sinusoidal(linie continud) §i reconstrucria sa (linie intreruptd) pe doud IR, T,=0.375,
K=10, IR=10-T,. periodicizare prin repetare, 1,=0,15.
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Fig 4.35. Graficul erorii absolute la reconstructie pe doud IR, semnal sinusoidal, T.=0,375, K=10,
IR=I10-T,, periodicizare prin repetare, 1,=0,15.
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in figurile 4.34 i 4.35 se prezinta semnalul sinusoidal, reconstructia sa si graficul
erorii absolute la reconstructie pentru acelasi (aceleast) /() respectiv, /R dar, momentul
initial nu mai este 0, ci 7, =0,15. Din figunle 4.33 51 4.35 se vede ca eroarea absoluta la

reconstructie este mat redusa in cazul in care esantionarea incepe la ¢, = 0,15. Astfel, al

doilea /O acopera o portiune din semnal la care diferenta dintre sfarsitul §i inceputul
intervalulut este mar mica. O simulare pe un /O pentru care valoarea semnalulu
sinusoidal de la inceputul intervalului este (aproape) egald cu cea de la sfargitul
intervalului a dat ca rezultat o eroare de ordinul 107 pentru K=10, 1,=0,166, T.=0,166.
Rezulta concluzia ca eroarea de reconstructie a unui semnal este cu atat mai mica cu cat
valonle semnalului de la capetele /O sunt mai apropiate. Acest lucru poate fi observat
daca se prelucreaza un semnal penodic pe o pernoada.

Dacia acelagi semnal sinusoidal, de perioada unu, este analizat pe intervale de
observare 7.=0,375 folosind penodicizarea prin oglindire §i repetare, eroarea la
reconstructie este mult mai mica. S-a ales un /R mai mic decat /O cu T, (7,2) pentru a
reduce eroarea de reconstructie datorata punctului de discontinuitate de ordinul 1 ce se
formeaza la mijlocul perioadei nou formate (27,), vezi figura 4.10.

2

1001974, ‘1 ? i
1 —
1) :
xrefd T1)
RS 0 =
-0974928 _,
0 0.1 02 03 0.4 05 06 07 038
0. Tl 0714286

Fig 4.36. Semnal sinusoidal(linie continud) §i reconstrucria sa (linie intrerupia) pe doud IR T.-0.375,
K=10. IR=10-T,. periodicizare prin oglindire §i repetare.
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Fig 4.37. Graficul erorii absolute la reconstructie pe doud IR. semnal sinusotdal. T.=0.373. K=10.
IR=10-T,. periodicizare prin oglindire §i repetare.

in tabelul 4.13 se prezinta erorile absolute maxime la reconstructia semnalului
sinusoidal de perioada unu (7=1), pentru anumite /O considerate a fi o peroada a
semnalului analizat, notata 7,. Calculul este realizat pentru doui valori ale ordinului
componentei armonice maxime, K, considerate a fi prezente in semnal $t anume 10 st
15. Numarul de esantioane lipsa, nee, este intre 0 s1 4. Relatia de calcul a /R in functie
de /O si de nee este IR =10-2neel, —T, pentru cazul periodicizani prin repetare §i

IR = 10 —2neeT,, — T, pentru cazul periodicizani prin oglindire §i repetare. A treia
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coloana notata rp. se refera la tipul periodicizini - r pentru repetare §1 or pentru
oglindire §1 repetare.

Tabelul 4.13. Erorile absolute maxime la reconstructia semnalului sinusoidal

x(t)=sin 24, in functie de IR §5i K, IR = [0 - 2neeT, -T,, 1, =0

B numar esantioane lipsa (nee) :
L K|t 0 I 2 3 4
| 10 r -0,1486 -0,0798 -0,0560 0,0434 -0,0361
0.25 or | -0,0284 0,0140 | -9.21-10° | 6,91-107 -5,61-10’T}
| s r -0,1461 0,0792 -0,0543 0,0415 -0,0338 |
| or 00192 | 945107 | -6.15-10° | 455107 | -3,64-10°
10 r | 02565 0,1434 -0,0972 0.0698 -0,0504
! 0.375 or | -0,0427 0,0210 -0,0137 0,0102 | -8,15-10°
’ s r 0,2522 -0,1412 0,0976 0,0736 -0,0577
or | -0,0289 0,0142 | -926-10° | 6,88-10° | -5,51-10~
10 r -0,1845 0,1102 0,0694 0,0376 -0.0311
0.75 or | -0,0858 0,0425 -0,0279 0,0210 00170
’ s r -0,1727 0,1060 0,0748 -0,0539 0,0371
or | -0,0579 0,0284 0,0185 0,0137 -0,0109
0 r -0,0432 0,0235 -0,0163 0,0126 0,0109
' 0.95 or | -0,109] 0,0542 0,0361 0,0275 -0,0228
L s r | -0,0433 0,0235 -0,0161 0,0123 0,0100
! or | -0,0734 0,0361 -0,0235 0,0173 -0,0138
% 0 ro 0 0 0 0 0
| or = -0,1150 0,0572 -0,0382 0.0291 -0.0241
s r_ 0 0 0 0 0
or I -0,0773 0,0381 -0.0247 0.0183 -0.0145

Din tabelul 4.13 se observa ca daca avem un semnal oarecare, cazurile 7.=0.25 s1
T.=0,375, eroarea maxima facuta la reconstrucfia sa folosind metoda periodicizani prin
oglindire si repetare (or) este mai mica decat in cazul utilizari penodicizdni prin
repetare (r). De asemenea, la cresterea frecventei de esantionare (cresterea ordinului X)),
eroarea la reconstructie scade mai mult in cazul or decat in cazul r (la cresterea
frecventei de esantionare cu 50%, scaderea erorii este neglijabila). Cu cat penoada 7. se
apropie ca valoare de perioada semnalului sinusoidal analizat, reconstructia semnalului
este mai bine ficutd prin utilizarea periodicizirii prin repetare. Daca 7.=7T cum este de
asteptat, erorile la reconstructie sunt neglijabile (erori datorate programului de calcul) in
cazul periodicizirii prin repetare $i man in cazul pendicizini pnn oglindire §i repetare.
Pentru reducerea eronlor, in acest caz, trebuie ca /R si fie ales mai mic decat /O cu mai
mult de 87,,.

Din calculele, tabelele si graficele corespunzitoare prelucrani, pe portiuni, a
semnalului rampa si a celui sinusoidal rezultd concluzia ca este de preferat utilizarea
periodicizarii prin oglindire si repetare. Aceasta deoarece numarul minim necesar de
esantioane ce se preleveaza este jumitate plus unu din cel minim necesar in cazul
periodicizarii prin repetare, prin urmare si frecventa de esantionare este mult mai mica.
In plus, erorile absolute maxime la reconstructia semnalului initial sunt mult mai mici.
Daca un semnal este prelucrat pe o perioada intreagi a sa (semnal periodic), erorile
facute la reconstruciie sunt destul de mari. Prin urmare metoda oglindini §i repetani,
ganditd pentru semnale oarecare, nu poate fi aplicata cu succes prea mare in cazul
semnalelor periodice decat daca intervalul de observare a semnalului este (mult) difenit
de penioada semnalului analizat.
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CAPITOLUL 5

ESANTIONAREA SEMNALELOR PERIODICE TRECE BANDA

S.1. Introducere

Conform teoremei esantionarii, pentru un semnal care are frecventa maxima din
spectru notatd f_,., frecventa de esantionare va fi f, >2f ... Dacd semnalul este

periodic atunci, f, 22f .+ f,unde cu f s-anotat frecventa fundamentalei. Perioada

semnalului o notam 7 =1/f. Numarul minim de egantioane necesare pentru
reconstructia semnalului inipial este

N=T-f,. (5.1
Notam cu K ordinul componentei armonice maxime din semnalul periodic, adica
Jmax =KS . (5.2)

Folosind aceastd notatie pentru f .., din relatia (5.1), rezultd numarul minim de

esantioane necesare pentru reconstructia semnalului, in functie de ordinul componentei
armonice maxime din semnalul considerat

N=2K+1. (5.3)

Pentru semnale trece banda ce contin componente cu frecvente cuprinse in
domeniul (f_., fmax), unde fo.. >0, frecventa de esantionare poate fi redusd, in
anumite conditii, sub valoarea 2f, . . In acest caz cele N esantioane se preleveaza de
pe mai multe perioade intregi T .

Cazul semnalelor trece banda cu spectru continuu, a fost tratat pe larg in literatura
[Hsl, Brl] unde se demonstreaza ca frecvenia de esantionare, ce poate fi utilizata,
depinde de frecventa maxima din spectru §i de litimea de banda de frecvente a
semnalului analizat. In continuare, se studiazi cazul semnalelor periodice trece banda,
deci cu spectru discret, caz care nu a fost cercetat pana acum.

5.2 Esantionarea semnalelor periodice de tip trece banda

Consideram un semnal periodic trece banda x(f), cu frecvente cuprinse in
domeniul [fm,fM]. Folosim notatile f, =M,f si f,,=M,f, unde [ este
fundamentala semnalului trece banda, M, si M,, cu M, >M, si M, >1, ordinele
armonicelor corespunzatoare frecventelor f,, si f,,. Latimea de banda a semnalului va
fi
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I =Sst = Jm (5.4)

Se doreste obtinerea unei frecvente de esantionare mai mica decét cea rezultatd
din teorema esantionarii §i, modul de calcul al et sau al numarului de esantioane
necesare ce sunt prelevate de pe o pernioada a semnalului trece banda.

In unna esantionarii semnalului x(#) nu vom avea eron de aliere daca semnalul

nu confine in reprezentarea spectralda componente sinusoidale de frecvente diferite care
au aceleasi esantioane. Frecventele sinusoidelor ce au aceleagi esantioane se determina
cu ajutorul relatiilor [To2], [Pa5]

sin(zzy‘fiw):sm[zn(nk,fe)flw] (5.5)

4 L4

e e

sin(Zzy‘fl+ (p] = sin[Z;r(sze —f)fi— (p+fr] (5.6)

unde: f, =1/T, este frecventa de esantionare a semnalului sin(2;;f1+¢)), 1ar k, s1 k,
sunt numere intregi.
Multimea frecventelor sinusoidelor ce au aceleasi esantioane se noteaza f;, si

f;2 §i se obtin din relatiile (5.5) si (5.6) cu
Jo, =S +k /. (5.7)
si
S, =k Se = T (5.8)

In cazul esantionarii unwi semnal trece banda, pentru evitarea erorilor de ahere,
este necesar ca in intervalul de frecvente [f,,, /i, ] sa nu existe sinusoide cu aceleasi

esantioane. Cu alte cuvinte, multimea frecventelor sinusoidelor {fk: »Jry } se limiteaza
la domeniul [f,,,, fis ], adica,

Sm SRS S s (5.9)

In Sk fo=S < fags (5.10)

iar ca rezultat si avem o singurd solutie. Impunem ca inecuatia (5.9) sa admitd doar
solutia k; =0 si inecuatia (5.10) sa nu admita nici o solutie pentru &, . Relatiile (5.9) si
(5.10) se rescriu sub forma

k]

fm—fSlef” —f (511)
Je Je
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f,,.+f5k2 JurS (5.12)

e Je

inlocuind f cu valoarea minima f, sau maxima fis» dupd caz, din relatiile

(5.11) $1 (5.12), rezulta intervalele maxime pentru marimile &, §i ,, sub forma

fm—f\l <k <fl! _fm
e <k L /=" 5.13
LT C1)
2fm <k <2-/:\1
—= <Ky, S —= 514
7. 2 7. (5.14)

Deoarece pentru k, se impune numai solufia &, =0, limitele din relata (5.13)
trebuie sa aiba valon in intervalul deschis (-1, 1), adica

fm—f\{ f&{—fm
o R LI SR L. I 5.15
7. 1 7 (5.15)

Astfel rezulta
Je>Su—In=/5 (5.16)

Pentru %, nu se admite nici o solutie daca inecuatia (5.14) poate fi scrisad sub

forma

2 2
K-1<Hmcp <P g (5.17)

€ e

unde K=1,2, ....
Daca frecventa de esantionare f, satisface relatiile (5.16) st (5.17), in principiu,

ar trebui sa nu apara erorni de aliere.
Relatiile (5.16) si (5.17) nu ne ofera o valoare limitdi minimd f, , pentru

frecventa de esantionare. In continuare, se pune problema determinar acestei frecvente
minime care poate fi mai mica decat valoarea 2 f,, ce rezulta din teorema esantionani

semnalelor de tip trece jos ce au frecventa maxima f), .
Consideram

Je <2fy (5.18)

astfel, din relapia (5.17) se obtine

K>2f—-">1. (5.19)

e

Acest lucru inseamnd ca termenul (constanta) K poate avea valorile K =2, 3, ...
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Din relatiile (5.17) s1 (5.19) se observa ca o valoare mica pentru frecventa f,

corespunde unei valon man pentru constanta K. Astfel, daci se obfine valoarea maxima
pentru K, astfel incat relana (5.17) sa poata fi respectatd, se va putea determina simplu
frecventa de esantionare minima f, .. . Din relatia (5.17) se obtine succesiv

2f.\l <f < zfm
K *K-1
f\l fm
K K—l

K( M _fm)<fM,

Ju (5.20)

/8
Astfel, valoarea maxima a lui K se obtine ca parte intreaga a raportului f,,/ /5,

adica

fus ]
Ko = 251, 5.21
[ 7, (5.21)

unde cu [-] am notat partea intreaga a cantititu dintre paranteze.
Din relatule (5.17) 51 (5.21) se obtine

C_ 2y _ 2y
So > fomin K. [&} 522)
/3

Daca raportul fy,/f5 este un numar intreg, atunci relatia (5.22) devine

fo> fomn =2f5. (5.23)

Rezultatele prezentate corespund cu cele din bibliografie [Hsl, Brl, Val], ceea ce

dovedeste corectitudinea metodet.
In cele ce urmeazi se pune problema determinidni frecventei minime de

esantionare ce corespunde unui numar NV minim de egantioane prelevate uniform pe
durata unei perioade a semnalului. Se va prezenta modul de calcul al numarului minim
de esantioane necesare pentru ca semnalul si poati fi corect reconstituit.
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Teorema
In cazul unui semnal periodic trece banda, cu frecvente cuprinse in intervalul

M, M,
e
pe durata unei pernioade complete, necesare pentru reconstructia semnalului, este corect
ales daca:

a) N >2(M, -M, +1),

b)[ Ml] [ 2]$i
N N
2M,

c)
N
Cu [] s-a notat partea intreaga a cantitatii dintre paranteze.

:,, I fund penoada semnalului, numarul N de esantioane, prelevate uniform

respectiv 2 nu sunt numere intregi.

Demonstratie
In continuare se va demonstra faptul ca un semnal pertodic trece bandd x(¢) poate

fi reconstituit pe baza unui numar N de esantioane echidistante, mai putine decit cele
rezultate in urma aplicarut teoremeti esantionarii. De asemenea, se va demonstra faptul ca
numarul minim de esantioane necesare este dat de relatia N >2(M, —M, +1) si, ce
conditii mai trebuie sa indeplineasca acest numar N pentru ca reconstructia semnalului

sa fie posibila. Condipile a), b) §1 ¢) vor rezulta pe parcursul demonstratiet.
Daca aplicam teorema esantionani, conform relatiei (5.3) rescnisa (se inlocuieste

K cu M), rezultd cd numarul minim de esantioane necesare este N, =2M, +1.

Folosind aceste esantioane, putem calcula 2A, +1 coeficienti din dezvoltarea in sene
Fourier a semnalulut considerat dar, deoarece nu avem componente spectrale in
domeniul [Ofl ). inseamna ca un numar de 2M, -1 coeficienti sunt egali cu zero, prin
urmare nu are rost calculul lor. Ar rezulta ca numarul minim de esantioane necesar este

N =2M, +1-(2M, —1)=2(M, - M, +1). (5.24)

Se va demonstra ulterior ca acest numar nu poate fi utilizat fiind prea mic (rezulta

o eroare de aliere).
Folosind doar coeficientii Fourier nenuli, putem scrie seria Founer exponenfiald

sub forma

S, =M
x(iT,)= 3 c,e’ + ¥ c et (5.25)
k=-M, k=\1,

unde w =27f , T, =T/N, T=1/f,ie{,., N-1}.

Pentru determinarea coeficientilor seriei Fourier, la fel ca in cazul esantionani
semnalelor periodice de tip trece jos, se inmulteste rel. (5.25) cu e " si se face
insumarea dupa /. Varabila n are acelagi domeniu de variatie cu vanabila &

([— M,,-M, ]U [Ml M, ]). Rezultatul se poate scrie ca mai jos

N- , A, N-l N-l .
S <(iT, e = ¥ [c_k y e/l oy ef(*‘")‘"’-]. (5.26)
i=0 =0

i k=M, i= i=0
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in cazul semnalelor periodice de tip trece jos deci, cand |k+m| <N =2M, +1,

pentru sumele de exponentiale avem doar cazunle (vezi relaiie (3.58) s1(3.59))

1 -j(k+n)ru‘T, - { O p’. k #-—n

N-
4
E% N pt k=-

st
Ailef("'")"’r' _ 0 pt k;tn'
i=0 N pt k=n
Relatule de calcul a coeficientilor Fourier ¢, si ¢_, sunt:
pentru k=n
N-1 N-1 .
e = T AT =T AT, Je
i=0 N i=o

sipentru k =-n
N-l . N-l
=y S MR = ST
N 1=0
Folosind relatule (5.25), (5.29) si (5.30) putem scrie

M,
x,(1)= Z cke”‘ + Y et =
k=-M, k=M,

1 N1 ko(1—iT,) ko(iT,~t)
Z T J J
N I;OX(I )kz\: e ]

_ %‘\'i]x(in) “Z”Jejkm(r—if,) + e-l*w('-irf)]z
i=0 k=M,

=—— Zx(lT ) ZZcosk(o(t—zT )=

k=M,

= zx(,r ) Zcoska)(t—zT ).
k=\1,

- ¥ [%Elx(in)?_lkur'e"" >: (T, e "‘""}

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

Relatia (5.31) se poate folosi pentru reconstructia semnalului din esantioanele sale
daca relagiile (5.27) si (5.28) sunt valabile. In cazul semnalelor trece bandi, daca

N <2M, +1, sumele de exponentiale din relatiile (5.27) si (5.28) pot lua valon egale
cu N i pentru alte valori ale lui & §i 7. Acest lucru inseamna ca relatiile de calcul a
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coeficientilor ¢, st ¢, ar fi mai complicate (vezi 3.7.3 inceperea procesului de
esantionare de la un moment ¢, # 0) si/sau anumip coeficienfi nu ar putea fi corect

calculati (vez1 1.5 eron la esantionarea functitlor periodice); prin urmare, esantionarea
ar fi incorect efectuata.

Cautam conditiile ce trebuie indeplinite pentru ca relatiile (5.27) si1 (5.28) sa fie
adevarate. Rescriem aceste doua relatit ca mai jos

2. T k+n
N1 ) N-l —jlk+n)=i= N-l -j—ir 0 ! k#—
Ze_j(k+")“'r'=Zej(+)—T_‘V= Zel‘v _ pentru n (5.32)
i=0 i=0 i=0 N pentru k=-n
. , k-n
A\ilej(k_,,)(ﬂ' _ a\z—lle/TIZx _ 0 pentru k#n (5.33)
i=0 i=0 N pentru k=n

Pentru ca relatiile de mai sus sa fie adevarate, trebuie ca fractiile (k +n)/N si
(k=n)/N si fie diferite de un numir intreg pentru orice & si n, dar k # n si/sau k # —n.

In caz contrar, rezultatul sumei (sumelor) va fi N si pentru valon ale lui & si n diferite
de k =n sau k =—n, acest lucru insemnand ci relatia (5.31) nu poate fi utilizata. Cele
doua fracti pot fi un numar intreg daca

lk+n2nN (5.34)
respectiv,

k—n2nN, (5.35)

unde r,,r, sunt numere intregi. Astfel, fractia (k + n)/N poate fi egala cu un intreg < r,
sau r,. Atit k citsi n pot lua valori in domeniul [- A7, —Af, JU[M,, M, ]. Prin urmare,
sumele k+n S| k—n pot lua valon in domeniul
[-2M, <20, JU[- (M1, =M, L (M, = M)JU M, ,2M, ] Acest interval fiind simetric
fata de 0, pentru simplificarea demonstratier, vom lua in considerare doar partea
pozitiva a acestut domeniu. Pentru ca esantionarea sa fie corecta (reconstructie posibild
folosind relania (5.31)), trebuie ca numarul N de esantioane prelevate sa fie destul de
mare pentru a putea calcula coeficientii Founer corespunzaton semnalului 1, in acelag
timp, sa nu faca parte din domeniul prezentat mai sus. De asemenea, din relatiile (5.34)
st (5.35) rezulta ca 1 multiplii Jut N nu pot face parte din acest domeniu. Prin urmare,

trebuie ca N >M, —M, si orice multiplu de N sa nu faca parte din domentul
[Z,M 1.2M 2], adica

N e [2M,2M,], (5.36)

unde r este un numar intreg. Tinand cont doar de capetele intervalului, rezultad conditia
¢) din teorema.
Definim un numar intreg

2M,
m=|——|,
N
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sau altfel scris, mN < 2M,. In acest caz urmatoarea dubla inegalitate este adevarata

m<

M, <m+l. (5.37)
N

in relatia (5.37) nu avem si egalitate datorita relatiei (5.36).

Definim un intreg p unde 1< p < N, astfel incit 2M, = mN + p. Nici un numar
din girul 2M,,2M, +1,...,2M, nu trebuie sa fie divizibil cu N . Notam termenul general
din sir cu 2M, +n, unde n=0,12,.... Dacd conditia de mai sus (relatna (5.36)) este
satisfacuta, tindnd cont §i de relatia (5.37). inseamna ca orice numar din §ir trebuie sa
satisfaca condifia

M +n<(m+1)N
sau, altfel scris

mN+p+n<(m+1DN

de unde rezulta inegalitatea

p+n<N. (5.38)

Scriem ultimul termen din sir sub forma 2M, = mN + p+n'. Daca
My m+ P | 22 >m,
N N N

p+n'>N

rezulta

s1 deci existd o valoare n* <n' astfel incit p+n* =N, prin urmare unul din termenu
din sir va fi egal cu (m+1)N. Pentru ca acest lucru sa nu se intample, urmatoarea
inegalitate trebuie sa fie adevirata

M, <m+l.

Pentru N corect ales rezultd ca trebuie indeplimite doua conditii generale, s
anume

{mN <2M,
(5.39)

(m+1)N >2M, "

Astfel se indeplineste condipia N ¢ [ZM 1.2M, ]
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In continuare vom verifica daci numarul de esantioane ales poate avea valoarea
minima N, =2(M, -M, +1).
Daca N = N, = 2(M, — M, +1), sistemul (5.39) devine
. (5.40)
(m+12(M, =M, +1)>2M,

Prima inegalitate a sistemulw (5.40) o transformam in egalitate adunind la
membrul sting un numdr intreg notat n,, n 21

M, =mM, -M, +1)+n,. (5.41)
A doua inegalitate a sistemulw (5.40) o rescriem sub forma
M, <mMy -M, +1)+ (M, - M, +1). (5.42)
Din relatiile (5.41) i (5.42) avem
My<M —-n+M,-M,+1,

de unde rezulti conditia n, <1.

Pnn urmare N nu poate lua valoarea N, = Z(M2 -M, + l). Daca pentru N se
alege valoarea minimd N =N, =2(M, —M, +1)+1, in urma unor calcule similare
cu cele efectuate mai sus rezultad conditia n <3, dect > 1. Astfel, numarul minim de
esantioane poate fi ales 2(M, —Af, +1)+1 daca §i condipa nN ¢ [2.M,,2A/[2] este
indeplinitd. Aceste calcule au dus la enuntarea punctului a) din teorema.

Pana acum am obtinut numarul mmim de esantioane necesare pentru a putea
reconstitui semnalul. De aici nu rezulta ca acest numar poate sa fie folosit. Pentru a

alege un anumit pumar N > N, trebuiesc efectuate cateva calcule.
Consideram N = Z(M2 —M,+1)+p, unde p este un numar natural, p>1. in
acest caz, sistemul (5.39) se va rescrie sub forma

(5.43)

oM, > mf2(M, -M, +1)+ p]
M, <m[2(M, =M, + 1)+ p]+2(M, M, +1)+ p

Prima inegalitate o transformam in egalitate, marind membrul drept cu un numar
n' ce indephineste conditille n'> 0, n'eN
oM, =m2(M, M, +1)+ p]+n'. (5.44)
Din a doua inegalitate a sistemului (5.43) si relatia (5.44) obtinem
M, <2M, —n'+2(M, —M, +1)+ p

adica
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p+2>n'. (5.45)

Relatia (5.45) este o conditie necesard pentru ca numarul de esantioane sa fie
corect ales. Mai trebuie aleasa valoarea lui m . Valoarea maxima pe care o 1a termenul
m se calculeaza folosind pnma inegahtate din sistemul (5.40)

21\/1]
Moa = . 5.46
e [Z(MZ—M,H)H} (.46)

Daca se gaseste un numar N care sa satisfaca conditule

{mm‘N <2M, (5.47)

O"mu'+llv:>2A42,

atunci acel numir va avea valoarea minima (si N <[2M,/m,,. ]). Daci nu exista nici
un numdr care sa satisfaci conditiile din sistemul (5.47) se mai reduce valoarea lui m
(m<mg,,).

Conditia exprimata prin relaia (5.45) este destul de greu de verificat aga ca pentru
sumplificarea determindrii numarului N de esantioane necesare, se cauta o conditie care

sd fie mai usor de venficat.
Rescriem sistemul (5.39) sub forma

2M,
m<—-
(5.48)
m+1> 2
Din prima inegalitate putem scrie
m= M, < M, ‘ (5.49)
N N
Din a doua inegalitate avem
m+1> My >[%J=m', m'eN. (5.50)
Deoarece M, > M, rezulti ca
m>m. (5.5
Relapia (5.50) o rescriem sub forma
m-m<]1. (5.52)

Deoarece m si m' € N, din relatiile (5.51) si (5.52) se obtine singura posibilitate
pentru ca sistemul (5.48) sa fie valabil s1 anume m = m', adica
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. 2M, =[ZM2 (%.53)
» N N |

Prin obtinerea relatie1 (5.53) s-a demonstrat punctul b) din teorema.

O conditie suplimentard care trebuie satisfacutd este ca raportul 2M,/N sau
raportul 2Af, /N si nu fie numere intregi (vez sistemul (5.39)).

Daca in urma calculelor N, € [M M 2] atunci, numarul minim de esantioane
N ce poate fi ales este mai mare decat M, .

Folosind relatia (5.53), numarul N poate fi usor calculat efectuand doar cateva
impartiri.

5.3 Conditii suplimentare pentru utilizarea numarului minim de esantioane

Pentru a obtine conditille suplimentare in care se poate utiliza un numar minim de
esantioane din semnalul trece banda analizat si sa fie posibila reconstrucfia sa, se va
apela la o exemplificare grafica.

Daca un semnal trece banda periodic, de perioada T =1/ f, cu frecvente cuprinse

intre f,=M,f st f,, =M,f inclusiv, unde M, >M, >1, poate fi esantionat cu
frecventa de esantionare mimima, adicd f, =N_, f unde N, = Z(M , =M+ 1)+1,
atunct avem unul din cele doua cazun prezentate in figurile de mai jos.

~l 1~

f=Mf 7 (a+1)f,
A AN

af=M-Df DML T e oM e

a)

n Tf; aniie
(k-D)fe-f=(M,-)f fm:le/“a*”fez(Mf”f
m f\[:sz
b)

Fig 5.1 Reprezentarea graficd a spectrului unui semnal trece bandd esantionat cu o frecventd minimd de
esantionare.

In figura S.1a se prezinta grafic spectrul unui semnal trece banda esantionat cu o
frecventa minima de esantionare. Multiplul «f, al frecventei minime de esantionare are
o valoare mai micd cu frecventa fundamentale: fata de frecventa f,, corespunzatoare
capatului inferior al benzii de frecvente a semnalului. Zona hasurata corespunde
spectrului semnalului trece banda iar celelalte zone, cu aceeasi forma sau vazutd in
oglinda, apar datonta penodicizarm spectruluir in urma procesului de esantionare.
Distanta in domeniu frecventd intre multiplul frecventei de esantionare, spectrul
semnalului g1 replicile sale este egala cu frecventa fundamentalei.

In figura 5.1b avem un caz similar celui din figura 5.1a, diferenta consta in faptul
ca muluplul (a+1)f, al frecventel minime de esantionare este mai mare cu frecventa
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fundamentalei fata de frecventa f,, corespunzitoare capatului superior al benzii de
fre :vente a semnalului.

Deoarece semnalul este periodic, spectrul nu va fi continuu ci ¢ scret (in zonele
corespunzitoare spectrulu §1 al rephcilor sale avem doar linut spectrale).

Pe baza graficelor din figura 5.1 putem scrie:

Figura 5.1a
K, ~M,f2(M,+1)f
kNf 22M,f + f
kN 22M, +1, (5.54)
Figura 5.1b

(k=1)f, =M, f < (M, -1)f
(k—DNf <2M,f - f
(k-1)N <2M, -1, (5.55)

Conditiile (5.54) si (5.55) rezulta §i din sistemul (5.39) si anume: 2M |, /N sau
2M, /N nu pot fi numere intregi pentru o esantionare corecta.

Zona dintre af, si (a+1)f, reprezinta o ,perioadi” in domeniul frecventa, ea
repetandu-se de la a =0 la a = ». Astfel, din figura 5.1a, putem scne

of, = m[sz—(Ml —1)f+§f], (5.56)

unde termenul din paranteza dreapta este f, /2, iar m este un intreg (1, 2, ...). Rescriem
relapa (5.56) sub forma

N_.
(M, —1)f=m%=m ‘“2”’f
adica,
-2.-%;_9=m_ (5.57)

Din figura 5.1b putem scrie
1
(a+1)f, = ’"[(Mz +)f =M, f+ Ef]

de unde rezulta
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2, +1)
N

min

=m. (5.58)

Cu alte cuvinte. dacad una din relatule (5.57) sau (5.58) este adevarata, atunci
semnalul perodic trece banda poate fi esantionat cu frecventa minima. In caz contrar va
trebui calculat un NV > V_ = pnin procedeul expus mai sus (in paragraful 5.2).

S.4 Esantionarea semnalelor periodice trece banda obtinute prin modulare

in continuare, consideram cazul in care semnalul trece banda este obtinut prin
modularea in amplitudine a unui semnal puntator (periodic) cu un semnal periodic de tip
trece jos, notat p(t). Un semnal modulat in amplitudine cu purtitoare sinusoidala este

descris de o ecuatie de tipul [Hs1]

x(1)= plt)cosw,t . (5.39)

unde cosw,! este purtatoarea cu frecventa f, st p(r) este semnalul modulator de tip
trece jos, frecventa fundamentaler notata f,, iar frecventa maxima notatd f_,. .
Semnalul modulat va fi de tip trece banda [Hsl] avand frecventa centrald f,, iar
frecventele corespunzatoare capetelor benzii de frecvente vor avea valorile f, + f,_. .

Esantionarea semnalelor trece banda a fost si este tratata de mai mult autori. S-au
prezentat sub diverse forme conditiile impuse frecventei de esantionare astfel incat sa nu
apara procesul de aliere [Hsl, Br6. Pa4]. A fost enuntata si o teorema ce se refera la
esantionarea semnalelor trece banda reale [Br6. Ma3].

Se presupune cd@ semnalul trece banda are spectrul difent de zero doar in

intervalul f; < fi< /.. unde cu /f, este notata limita inferioard $i cu /f, este notatd
limita superioard a benzn de frecvente. Banda semnalulut va i B=7 -/, Se
considerd cd B < f;, in caz contrar frecventa de esantionare trebuie si fie mai mare
decat 2f,.

Teorema esantionarii semnalelor trece banda reale spune cd reconstitutrea
semnalulul pe baza esantioanelor sale este posibila daci frecventa de esantionare f,

satisface relatia [Ma3]

£ _
2/, < f, Si unde ZSnSL. (5.60)
n n-—1 B

Numarul » din relatia (5.60) este un intreg cuprins in domeniul precizat.

Se observa ca daca f,/B este un numdr intreg. atunci se poate utiliza cea mai
mica frecventa de esantionare §t anume f, =28.

Pentru a calcula penoada semnaluluir periodic trece banda (modulat in
amplhtudine) pe baza perioadelor semnalelor modulator §i purtator se face urmatorul
enunt: produsul a doua semnale penodice, cu frecvente aflate in relatie armonica, este

un semnal penodic.
Consideram ca avem doua semnale periodice, cu frecventele fundamentale notate

[, respectiv f, (perioadele 7, =1/ f, respectiv 7, =1/, ). Daca aceste frecvete sunt

scnise ca raport de numere intregi sub forma
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a . a
fo=2 st fi=—, (5.61)

by b,
atunci raportul lor va fi
fn a, b m
= l=—TeQ, (5.62)
h a b m

unde a,, b,. ay, b, my =a, b, st m =a,-b, sunt numere intregi.
Pe baza relatie1 (5.62) se poate rescnie enuntul anterior sub forma: produsul a doua
semnale peniodice, cu frecvente aflate in relatie armonica, de perioade 7, §1 respectiv

T . va da ca rezultat un semnal periodic de pertoada 7 unde.
I =myl, =mT,, (3.63)

my si m; fiind numere intregi.
Pentru ca 7 si fie perioada principald, m, §i m; nu trebuie sa aiba nici un divizor
comun (diferit de 1). In caz contrar, perioada calculatd pentru semnalul produs de

semnale periodice va fi un multiplu al perioadei principale.
Consideram semnalul periodic trece banda, notat x(¢). obtinut prin modularea in

amplitudine a unei purtatoare sinusoidale cu un semnal periodic trece jos, notat p(r),
semnal descnis de relatia (5.59). Notam pertoada semnalul periodic modulator p(7) cu
1,, perioada semnalului purtator cosw,/ cu 7, s perioada semnalulur modulat (trece
bandd) x(¢) cu T,. Cu K notam ordinul componentei armonice maxime din semnalul
p(t) adica. f_, =Kf,.

Termenn m, si m, se aleg astfel incat raportul m,/m, sa fie weductibil pentru ca
perioada 7, calculata folosind relata (5.63), sa fie perioada principald a semnalului
x(1).

Daca f, este un multplu al lwi /|, frecventa fundamentalet semnalului trece
banda va fi f, = f;, adica m, =1. In caz contrar, f, = f,;m, (= f,/m, ), unde m >1.
Se stabileste raportul m,/m; ireductibil dupa care se calculeazd frecventa
fundamentalei f,. In continuare, se calculeaza ordinele Af, si Af, corespunzitoare
componentelor armonicelor aflate la capetele benzii de frecvente (f, si f,) a
semnalului modulat x(r) §1 numarul N de esantioane necesare pentru calculul
coeficientilor Fourier corespunziton semnalului modulator p(r).

Pentru f; s1 f, putem scrie

{/; =M\f, = fy =K 56

Jo=M,yf = fo+Kh

Din relatiile (5.43) si (5.44) rezulta succesiv
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Mf,=myf —Km/,
MZ.fx = ”'Ofx + Kmlfx

M, =m, - Km,
Semnal x(¢) are spectru discret, diferit de zero in intervalul
M\ f S|fI S M, f,. (5.66)
Banda semnalulwi va fi
B= fo+Kf, -(f, - Kf,) = 2Kf,. (5.67)

Prin urmare, frecventa minimd de esantionare va fi f, >2B =4K}f, datorita
faptului ca in relatia (5.66) avem si egalitate (vez si relatia (5.23)).

Din relapa (5.45) se vede ca este posibil cazul in care M, >1, prin urmare
semnalul x(¢) poate s nu aiba nici o componenta spectrala de frecventa fundamentale:,
fI *

Daca semnalul trece banda a fost obtinut prin modularea unei purtatoare cu un
semnal modulator, esantionarea semnalului trece banda se poate face astfel incat si se
obtina esantioanele semnaluhu modulator.

Se cunoaste faptul ca un semnal trece banda cu spectru continuu poate fi
esantionat cu o frecventd mai mica decat cea rezultata din teorema egantionarir. Cea mat

micd frecventd de esantionare folosita poate fi, in anwmnite conditii. 2 fz, unde fp este
diferenta dintre frecventa maxima $i cea minima din semnalul trece banda (banda

semnalulu1) [Hsl, Br6, Pa4], relatia (5.23).
Consideram cazul semnalului periodic (cu spectru discret) din relapa (5.39),

x(t) = p(t)coswyt , adica, intre semnalul modulator st semnalul modulat nu avem

defaza;j.
Banda semnalului este data de relatia (5.67); prin urmare, conform [Hsl, Br6},

frecventa minima de esantionare ar fi egald cu 2 f; = 4Kf,. In cazul nostru, deoarece in
relatia (5.66) avem si egalitate, f, .. >2f5.

Cautam conditiile in care semnalul x(f), cu spectru discret, poate fi esantionat cu
o frecventa egala cu cea corespunzatoare esantiondrn semnalulu p(t), 51 anume

fo=fa=0QK+1)f <2f,. (5.68)

Rescriem relatia (5.63) sub forma
m
fi=—"1 (5.69)
m

si astfel relapa (5.68) devine
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fa=QK+1)=L 1. (5.70)

Pentru ca esantionand semnalul x(r) cu frecventa minima de esantionare f,, sa
obtinem direct esantioanele semnalului modulator p(f), trebuie ca frecventa f, sa fie
intr-un anumit raport cu frecventa f,. Notam cu 7,, =1/f,, pasul de esantionare. Daca
donm ca

(T, )=2p(iT,), (5.71)

atunci trebuie s3 fie indeplinita relapa coswgyi7,, = t1, adica

m 1 m 1
cos@yiT,; = cos 27f i —> ————— = OS2 —> ——— = *] |
07 el o m, (2K +1)f, m, (2K +1)
Rezulta doua conditi
1.
my 1 =5 = cosw,il, =1 5.72
my 2K +1 o ©.72)
2.
my 1 2s -1 ,
— = = cosw,il, =%l 5.73
m 2K +1 2 ol (3.73)

unde s este un numar intreg.
Din conditiile de mai sus rezulta valorile pe care le poate lua f, in functie de f,

pentru cazul in care se doreste utilizarea frecventel minime de esantionare f,,

1.

o _ sk +1) > £, =s(2K +1)f, (5.74)
m
2.
mo 2ok s1) = £ =22 ek 1), (5.75)
m, 2 2

unde s=1,2, ...
Prin urmare f, poate lua valorile sf,, sau sf,, — f,,/2, in acest caz, numarul de

esantioane prelevate din semnalul x(r) pe o perioada 7, este minim st egal cu

N=2K+1.
Daca f, are o alta valoare, atunct numarul N de esantioane prelevate va fi mai

mare decat 2K +1.
Pentru calculul coeficienpilor Fourner, intre numarul de esantioane N , perioada de

esantionare 7, si perioada 7, a semnalului modulator p(t), avem relapia

NT, = mT,, (5.76)
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unde m este un numar intreg. Din condipile (5.72) s1 (5.73) avem doui relatii pentru
alculul numarului N de esantioane ce se preleveazi din semnalul (), esantioane ce
au proprietatea descrisa de relatia (5.71). Acestea sunt:

Cazul 1
w,T, = s2x (coswyiT, =1)
Tl
Mo mhl_ o o
m T
mg 1
= N=m—- (5.77)
Cazul 11
woI, =sm coswyiT, = +1
2220 1mh =STr =
m Ty N,
mg 1
= N=2m—-. (5.78)

unde: s este un numar intreg, N numarul de esantioane prelevate de pe parcursul a
mT; perioade, din semnalul x(r). Pentru m se alege o astfel de valoare incat N sa
rezulte un intreg cat mai mic, dar mar mare sau egal cu 2K +1. Frecventa de
esantionare utilizata rezulta din relata (5.76) si va avea valoarea

M
L

e

Coeficientii Fourier corespunzaton semnalului modulator p(f) se vor calcula cu
relata

N-) _
c, (k)= 1 > x(iT,)e e (5.79)
N i=0

pentru cazul [ (N calculat cu relatia (5.77)) si

N-1
¢, (k)= % S x(GT, )e e (-1, (5.80)
i=0

pentru cazul II (N calculat cu relapa (5.78)). in relatiile (5.79) si (5.80) @ = 27, .
Semnalul x(r) = p(f)coswy! confine termemi de forma a, coskw,tcoswyt si

b, sin kayt cosw,! . Acestia pot fi scrisi sub forma
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a; Coskw,t coswyt = %‘cos(a)o -ko ) + %‘cos(wo +. 94N (5.81)
respectiv
. bk . bk .
by sin kw,tcoswyt = —2—sm(a)0 —kw) )t + ?sm(a)0 +koy)t. (5.82)

Din relatile (5.81) s1 (5.82) se observa ca cele doua componente ale semnalului
trece banda x(r) cu frecventele f, —kf, s1 f, + &, au aceeasi amplitudine, ceea ce

particulanizeaza acest semnal.
Concluzie: In cazul unw semnal trece banda obfinut prin modularea unei

purtétoare de frecventd f;,, componentele armonicelor cu frecvente simetrice fata de f,,

au aceeagi amplitudine.
Din sistemul (5.65) putem scne

M, +M, =2m, (5.83)

dect suma ordinelor componentelor armonice corespunzitoare capetelor benzii de
frecventa este un numar intotdeauna par. Aceasta condifie este obligatorie datoriti

simetrier spectrulut semnalului x(r) fata de frecventa f,,.

Se considera ca semnalul trece bandia x(r) este real. In acest caz, coeficientii
Founter ¢, §1 ¢_, sunt complex conjugati prin urmare pot fi calculati doar coeficientii
cu indice pozitiv, cei cu indice negativ se obtin usor din cei calculati cu relapa (5.29).
Daca semnalul trece banda x(¢) este obtinut prin modulare in amplitudine, in relapa
(5.59) coeficientnt Founer corespunzatori componentelor armonice cu frecvente aflate in
stanga lui f,, sunt complex conjujatii celor corespunzatori componentelor armonice cu
frecvente aflate in dreapta lui f,,. Astfel, se pot calcula chiar mat putini coeficienti,
aproximativ o patnme. De exemplu, se vor calcula doar coeficientii ¢, pentru k avand
valon in intervalul cu limitele date de componenta armonica de ordinul
My, =(M,+M,)/2, corespunzitoare frecventei f, si componenta armonica de ordinul
M,.

Mai inainte a fost tratat cazul particular p(t)cosw,! . Intre semnalul purtator si cel
modulator putem avea un defazaj astfel, in relatie, mat apare un termen. Consideram
semnalul

X
()= p,(t)cos(wyt + p) = Zak cos kat cos(wyt + @) (5.84)

k=0

unde ¢ reprezintd defazajul purtatoarei fata de semnalul modulator p,(f). Relatia
(5.84) poate fi scnisa sub forma

K K
NOE Zak COS kX COS p CosS wyl — Zak COS kwt Sin g Sin Wyt
k=0 k=0
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K K
= Zak COS @ COS kax cos wyl — Zak SIn @ cos kaX sin w,t
k=0 k=0

= p(t)cos wyf — g(1)sin wy! . (5.85)

Semnalele modulatoare p(1) s1 ¢g(f) au aceeasi pertoada §i acelasi numar de
coeficienfi in dezvoltarea in serie Fourier, coeficientii ¢, (k), corespunzitori semnalului
p(1) si ¢, (k), corespunzitoni semnalului g(f), nefiind independent. in cazul general,

semnalele p(f) si g(7) sunt doud semnale modulatoare independente, relatia (5.85)

descri{nd o modulare in amplitudine in cuadratura.
In continuare, consideram ca semnalele periodice p(f) si g(¢) sunt diferite dar c

au aceeasi perioadd, notatd 7; §i pastrim notatia K pentru ordinul componentei
armonice maxime din aceste semnale.

Functitle cosinus §1 sinus sunt periodice in cazul nostru, cu perioada T . Rezulta,
la fel ca in cazul anterior (fard defazaj) ca exista niste numere intregi m, si m,, astfel

incat mT; = myT, =T, adica
y()=y(t1+T), (5.86)

T fiind perioada semnalului modulat in amplitudine in cuadratura y(f).

Pentru a obtine esantioanele semnalelor p(r) si g(r) direct din esantioanele
semnalulu y(¢), pentru reconstructie corecta, avem nevoie de minim 2X +1 esantioane
din fiecare semnal modulator (in total 2(2X + 1) esantioane).

Daca se foloseste o frecventa de esantionare f, =1/7, astfel incat s fie valabila

relatia
w,T, = (23-1)% (5.87)

unde s=1, 2, ... , atunci sunt valabile relatule

x(iT,)==%p(iT,), pentru i numar par, (5.88)
x(iT,) =+q(iT,), pentru i numir impar. o

Cu alte cuvinte, se esantioneaza semnalul modulat (trece banda) x(f) s1 se obtin

esantioanele semnalelor modulatoare.
Din relatile notate (5.88) se poate observa ca pasul de esantionare corespunzator

obtinerii de esantioane din semnalele modulatoare p(t) si g(t) este 27,. Prin urmare,

se poate scrie
N2T, =mT;, N,m -numere intregi, (5.89)
unde N este numarul de esantioane utilizate pentru calculul coeficientilor Fourer

corespunzitori semnalului p(r) sau ¢(r), iar m reprezintd numarul de penioade 7; de
pe care se vor preleva cele 2V esantioane.
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Din (5.87) si (5.89), inlocuind pe @, cu 2mom, /(mT}), rezulta pentru calculul lui
N relapa

(5.90)

Termenul m se alege astfel incat N sa fie intreg st cat mat mic posibil, dar mai
mare decdt 2K +1. Numarul total de esantioane prelevate este 2N . Calculul numarului
N de esantioane incepecu m=1 g5 s=1.

Caz 1: Daca in urma calcululu folosind relapia (5.90) rezulta pentru N un numar intreg,
se mareste variabila s §i se cauta un intreg mai mic. In cazul in care se ajunge in situatia
N <2(2K +1) se opreste incrementarea lui s g1 se alege cel mai mic numar intreg N
care este mai mare sau egal cu 2(2K +1).

Caz 2: Daca rezultatul calculului este un numar ce are partea fractionara difenta de zero,
se mareste variabila m pana cind se ajunge la un rezultat intreg. In continuare, se
executa calcule identice cu cele prezentate in cazul 1.

Din relatia (5.90) se observa ca pentru un numar de esantioane N cat mai mic,
trebuie ca m sa fie cat mai mic s1 s cat mai mare.

Perioada de esantionare rezulta simplu din relatia (5.89) s1 anume

mT,
L= (5.91)
2N
Coeficientit Founer corespunzitori semnalelor modulatoare p(r) s1 ¢(f) se
calculeaza cu relatile

N-) .
c, (k)= iN Y x(2iT,)e e -1y (5.92)

=0

'\._] . .. .
c, (k)= % > X(2T, +T,)e Tt () (5.93)

=0

Pulsatia w va fiegald cu 22/, k€ [—K,K].
Reconstructia semnalelor modulatoare se face folosind relatile

+K
pAn= Y c (ke (5.94)
k=-K
+K _
g, (=Y c, (k)" (5.95)
k=-K

Semnalul trece banda va fi reconstituit simplu, $i anume

x,(1)= p,(1)coswyl ~q,(1)sinw,! . (5.96)

104

BUPT



5.5 Exemplu numeric

Conform [Hsl, Lil], un s¢ anal trece banda cu componente in domeniul de
frecvente f,, < f < f,, poate fi esantionat cu o frecventd de esantionare f, mai mica

decat f,, fard si apard procesul de aliere. Exista anumite constrangeni in alegerea
frecventet de esantionare §i anume

1gi5!ﬁ_<_i.£

f5 2/s
VL fu )
2 f5 Js

unde fz = fy, — f,, siieste un intreg. Acest sistem poate fi scris mai simplu sub forma

!fe 22./:\1
(I_l)fe < 2fm

de unde rezulta limitele pentru frecventa de esantionare

/. 2—2’3’ si f, < Efll (5.97)
H 11—
Daca
Ju _
/3

unde n e (1 A+ l], I numar intreg, numarul de intervale in care poate exista o trecventa

de esantionare utilizabila (nu apar eror de aliere) este /. Pentru fiecare interval, limitele
pentru frecventa de esantionare se calculeaza cu relatille notate (5.97). In aceste relati, i

este un intreg ce poate lua valornle i =1, ..., I.
Consideram f,,/fg =4. Calculam limitele celor trei intervale de frecvente in

care poate exista frecventa de esantionare aleasa. Pentru simplificarea calculelor alegem
f5 =10 si atuncirezultd f,, =40, f,, =30. Rezultatele sunt trecute in tabelui 5.1.

Tabelul 5.1 Limitele intervalelor de frecvente pentru f,,[fg =4

| e ; £z | fs Ly Je <
: /5 : /5 /5 :
3 266 30 2.66 30
4 2 40 ; 60 4.0 60
1 80 € ® 8,0 o !

In tabel au fost trecute si limitele frecventelor de esantionare normate cu banda
fp pentru a fi unlizate mai tirziu in desenarea unui grafic.

Pentru simulare a fost construit un semnal periodic trece banda obtinut prin
modulare in amplitudine in cuadraturd. Acesta este descris de ecuatia
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x(1) = p()cos(2afy 1) - q(1)sin 2y
unde

p(t)=0,5+cos(2/ 1)+ 0,25cos(272 f,1) + 0.5cos(2 K1) +
+0,5sin(27f,1) + 0.5sin(2 2K, 1)

st
q(t) = cos(2x2 f11) + 0,5 cos(27Kf 1) + 0,25sin(273 f11) + 0,5 sin(27Kf 1) .

Calculul numarului de esantioane necesar pentru utilizarea relatiei (5.31) este
prezentat in anexa F pentru valonle f, =1, K =5, f;, =35. Se pot obtine numarul
minim teoretic de esantioane Nm, numarul mimim utilizabil Mu i alte valon mai man,
care respectd condititle din teorema enuntatd in paragraful 5.2. Pe baza numairului de
esantioane utilizat 51 a frecventer fundamentalei f, se obtine frecventa de esantionare
corespunzatoare. Pentru valonle alese mai sus banda va fi f; =10, frecventa maxima
din spectru f,, =40 si frecventa minima f,, =10. Raportul f,,/f, are valoarea 4. In

tabelul 5.2 sunt trecute frecventele de esantionare ce pot fi utilizate pentru o
reconstrucfie corecta.

Tabelul 5.2 Frecventele de esantionare ce pot fi utilizate pentru un semnal
periodic trece bandd cu f, =1, K =5 f, =35

T i N /. e
/5 /8
27 27 2.7
3 28 28 2.8
4 29 29 2.9
2 41+59 4,1+59 4,1+59
I : 8l+m 81+ o 8 lem

Frecventele de esantionare normate f,/fp sunt in intervalele definite in tabelul

5.1.
Reprezentarea grafica a semnalului periodic trece banda x(7) st a semnalulum

reconstituit, notat xr2(t), sunt prezentate in figura 5.2. Frecventa de esantionare
utilizata este f, =27.
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Fig 5.2. Semnalul trece bandd x(1) si reconstructia sa xr2(t).

Din figura 5.2 se vede ca semnalul reconstituit trece prin aceleasi puncte ca si
semnalul analizat, eroarea de reconstructie fiind neglijabila.
Pentru obtinerea directd a esantioanelor semnalelor modulatoare se calculeaza

numarul de esantioane cu relapia (5.90). Termenul m,; se alege 1, iar numarul de

pericade m de pe care se preleveaza esantioanele, se alege tot 1. In tabelul 5.3 se
prezinta rezultatul calculelor obtinute cu relapia (5.90) in functie de s.

Tabelul 5.3. Numdrul de esantioane N i frecventa de esantionare f, in cazul p(t),q(t)

s 1 2 3 4 5
N 70 2333 14 10 7,77 |
£ 140 - 28 20 - |

Deoarece K =5, numarul minim de esantioane necesar la esantionarea
semnalului p(r) sau q(r) este 11. Prnn urmare, din tabel se poate alege N =14.
Calculele coeficientilor Founer s-au facut cu relatiile (5.92) st (5.93), reconstructia
semnalelor p(7) si g(r) cu relatitle (5.94) s1 (5.95), iar semnalul trece banda a fost

reconstruit cu relatia (5.96). Semnalele p(¢) s1 g(t) sunt prezentate in figura 5.3.

4 2
AN f

p(1) C\ f a(t) ixl {“\/‘ [
: A ¢
AV AN ALY,
.F.)__ OI._ \/\. / _ _q__ :‘\/\\!} \11} hd

Y oV v
2 2t -
0 0.5 | 0 05 1

Fig 3.3 Semnalele p(1), q(1) s5i reconstructiile lor.

La fel ca in figura 5.2, reconstructia semnalelor modulatoare este facutd cu eron
neglijabile.

Esantionarea semnalelor periodice trece banda poate fi facutd pe mai multe
perioade 7|, astfel frecventa de esantionare fiind mult redusa. in cazul in care se

utilizeaza relafia (5.31) st se achizitioneazd N =27 esantioane de pe o perioada 7},
frecventa de esantionare va fi f, =27 . Daca aceste esantioane se preleveaza de pe 27,
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frecventa de esantionare va fi f, =13,5. Pentru achizita de pe 47), frecventa de
esantionare va fi f, =6,75.

in cazul in care se doreste obtinerea directa a esantioanelor semnalelor
modulatoare, din tabelul 5.3 rezulta ca frecventa minima de esantionare este f, = 28 (se
preleveaza 2N = 28 esantioane). Daci prelevarea se face de pe 37 perioade, frecventa
de esantionare va fi f. =933 dar si s=2 (dacda 2s5s-1=3 rezulta s=2). Daca
prelevarea se face de pe 57}, frecventa de esantionare va fi f, =5,6, s=1 (sau s =3).

Pnin urmare, dacd semnalul trece bandi este periodic, frecveniele de esantionare
normate f,/fg pot avea si valori mai mici decat 2. In cazul semnalelor trece banda
oarecare prezentat in literatura [Brl, Hsl, Val], valoarea minima a f, /f; este 2.

in figura de mai jos se prezinta zonele in domeniul frecvente (normate cu f 5 ) in
care pot exista frecvente de esantionare astfel incat reconstructia semnalului sa se faca
corect. Zonele hasurate reprezintd zonele in care constrangerile date de relatiile notate
(5.97) nu sunt satisfacute (nu pot fi alese frecvente din acele zone).

[ ! L V2
A ; ) 2 :
o i/ St : i |
f/fs AR Y SN !
o 4 1 4 |
6 FERE ! P T T .
— YA ' ’ ' | I, . ”
;o 4 A0 0 . | )
I8 ! . ’ 7 " L2 . “ ]
AT | Ao / | 70!
N A : I
/ [ A g ', | s1 e
/ o Sy ', Voo oy s
’ H 7 . P ' . 7 Pal | He
A R Y A A T T A .
- 7 H H / . /’ 1 i ,’ 7z 0 " L7
5 /2 T Y A SR Y B
ha— ’ : ’ . ’/ i 1 v 2 PR e i //
/ Dt by ’ A |
7 o I V 1 4 Vg | 1 N . ”,
/ % : T S0 0 -4
’ ’ | s ) LIt P A e
/ / . S Y P R
l 4 I st -, 1
/ / A S A
, by S ! Vi ,rl 1 v L i PR , | " L
7 "’ I / ] ) ! l, 4 1 ] ’ Yo ' 1 L
4 ’ ! A T P N R [ '
— / | T 4 7 ) L} PR ,l’ N t
’ A ’ et o, Tt .
[ /s [ 4 ’ t , R 1l g -
7 ’ vy S T T g T R !
’ /1 ' 1 P 4 ! e ! 1] g -7 !
7} 7 1 ) ] 1 1 ’ 5 \ ] -, -1 [ []
’ ” 1 : 7’ ”~ | ' ,’ 71! I - -7 ! J”
4 ! t L - 1 ! - - (.
4 70 ’ 2 0 Y 4. Pl T i P IR A
/ 4 ] ’ - -, - 1 - -
' ] Va VAl | 1 1 i 1 ] J -7
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Fig. 3.4. Frecvente de esantionare permise pentru un semnal trece banda.

108

BUPT



in figura 5.4 au fost trecute citeva puncte ce reprezinta frecvente de esantionare,
normate cu fg, ce pot fi utilizate. De la limita f,/fz =2 in sus, zonele nehagurate
reprezintd intervale, pentru o anumita valoare a termenului f,,/fz , in care pot exista
frecvente de esantionare. De la limita f,/fz; =2 in jos, pot fi alese frecvente de

esantionare doar dacd semnalul trece banda analizat este periodic. In acest caz
esantionarea se face pe ma multe perioade. Astfel, domeniul de frecvenie de
esantionare ce pot fi utilizate a fost mant.
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CONCLUZII FINALE SI CONTRIBUTII

Trecerea de la reprezentarea traditionald analogica a semnalelor la una numerica
(digntald) este motivatd de numeroase avantaje. Aceste avantaje includ usurinta
procesar semnalului, posibilitatea de a fi salvat pe un suport pentru mult timp fara ca
proprietatile sale sa se modifice, posibilitatea de a face o copie sau mai multe fara
pierdere de informatie etc.

In prezenta teza de doctorat se trateaza cu precadere esantionarea semnalelor
penodice §1. pe baza esantioanelor prelevate. calculul coeficientilor Fourier. Teza este
structuratd pe cinci capitole. In capitolul 1 se face o introducere in esantionarea
semnalelor cu accent pe esantionarea semnalelor periodice. Este prezentata eroarea de
aliere ce poate sd apard in cazul esantionani unw semnal oarecare de tip trece jos
respectiv, un semnal periodic de tip trece jos. In capitolul 2 se prezinta posibilitatea de
reducere a frecventer de esantionare a unw semnal periodic prin prelevarea
esantioanelor de pe mai multe perioade. In capitolul 3 se trateaza esantionarea
semnalelor periodice g1 pare respectiv, impare. Sunt obtinute relatn de calcul a
coeficientllor Fourier §i sunt prezentate cateva posibilitati de obtinere a esantioanelor
necesare. In capitolul 4 se prezinta prelucrarea unui semnal oarecare prin periodicizarea
pe portiuni (intervale). Aceste intervale sunt considerate o perioada daca se utilizeaza
peniodicizarea prin repetare respectiv. o jumditate de perioada dacd se utilizeazad
periodicizarea prin oglindire §i repetare. semnalele utilizate sunt semnalul rampa si
semnalul sinusoidal. Semnalul rampa a fost ales deoarece. pe langa faptul cd este simplu
de generat. fiecare esantion prelevat are o valoare diferita de a celor deja prelevate sau
de a celor ce urmeaza sa fie prelevate. De asemenea. valoarea semnalulut de la sfarsitul
intervalului considerat a fi o perioada este diferita de valoarea semnalulut de la
inceputul acestui interval. Astfel, in cazul periodicizani prin repetare va rezulta un punct
de discontinuitate indiferent de manmea intervalului ales. Semnalul sinusoidal a fost
ales deoarece este un semnal periodic simplu de generat iar diferenta intre doud
esantioane succesive este vanabila pe parcursul intervaluluit de observare considerat a fi
o perioada. Daca semnalul are o variatie mai lentd $i valonle de la capetele intervalului
ales sunt aproape egale, banda de frecvente a semnalului obtinut pnn periodicizare este
redusa §i prin urmare reconstruchia poate fi realizatd cu eron mai mici la frecvente
reduse de esantionare. In capitolul 5 se trateaza esantionarea semnalelor periodice de tip
trece banda. Sunt obtinute relatiile de calcul a numarului de esantioane necesare (si
imphcit a frecventel de esantionare) pentru calculul coeficientilor Fourer. Sunt
prezentate doua cazun. Unul in care semnalul periodic de tip trece banda contine doar
componente armonice de ordin mai mare corespunzatoare unet frecvente /7, unde T
este perioada semnalului, ce pot fi obtinute prin filtrarea trece banda a unui semnal
periodic de tip trece jos. Al doilea caz il reprezinta obtinerea semnalului penodic de tip
trece banda prin modularea in amplitudine a unei purtatoare sinusoidale cu un semnal
modulator penodic de tip trece jos.

Generarea semnalelor, calculul frecventei de esantionare (numar de esantioane)
necesara, al coeficientilor Fourner. reconstructia semnalelor analizate si graficele din
lucrare au fost facute cu ajutorul a doua programe de calcul matematic s1 anume:
Mathcad s1 Matlab.
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Programul Mathcad a fost utlizat datonta usuninter cu care se scnu relatitle de
calcul. Acestea se introduc la fel ca in cazul editam ecuatilor intr-un program de editare.
Domeniul de vanatie al vanabilelor (de exemplu r pentru x(1)) poate fi ales in orice
interval folosind un pas intre douad valon succesive ce poate fi diferit de unu. De
asemenea este simplu de efectuat modifican intr-un program (figier) deja scris.
Dezavantajul programului Mathcad este ca efectuarea calculelor dureaza destul de mult
timp. Acest lucru se datoreaza faptului ca rezultatul calculelor nu se memoreaza. In
cazul in care rezultatul uner operatn matematice se utilizeaza in mai multe locun in
cadrul unui program, acea operatie matematica se va executa la fiecare apelare
(utilizare) a acelui rezultat. Ca exemplu consideram doua ecuatii notate ecl $1 ec2. Cu
ecuatia ecl se calculeaza unul din cet N=2K+1 coeficientt Fourier a1 unui semnal
penodic x(7) unde, XK este ordinul componentei armnonice corespunzatoare frecventel
maxime din semnal. Pentru a calcula top coeficientii ecuatia ecl se apeleaza de N on.
Cu ecuatia ec2 se obtine semnalul xr(1) ce reprezinta reconstructia semnalului x/7) pe
baza coeficientilor Fourter. Timpul 7 nu este continuu c1 discret; pasul intre doua valon
succesive ale semnalului reconstitwit poate fi ales mult mai mic decat perioada de
esantionare. Daca se doreste calculul valorii semnalului reconstituit xr/7) pentru \f
valon ale lui ¢, ecuatia ec2 va fi apelata de M on. In calculul valori semnalului xri7
intr-un punct intervin toti ce1 N coeficientt Founer. Astfel. pentru calculul a Af valon ale
semnalului xrf1), ecuana ecl va fi apelata de A/ N on (fiecare coeficient Fourier va fi
calculat de M on).

Pentru programul Matlab este mai dificil de scns un figier (program) care sa
implementeze o ecuatie (sau mai multe ecuatit). Acest program de calcul lucreaza cu
vectori §1 matrice. Indicele unui element dintr-un vector poate fi doar un numar intreg
mai mare decat zero (de exemplu pentru x(/), ¢ poate avea valon intregi de la unu in
sus). Acest indice indica pozitia elementulu in vector. Modificarea continutului unui
fisier nu este simplu de facut. Ca avanta) - calculele sunt efectuate mai rapid - daca
elementele unui vector sau al unei matrice au fost calculate ele sunt memorate s1 pot fi
utilizate fara a fi recalculate la fiecare apelare.

Pentru calcule simbolice (calculul determinanulor din tabelul 3.1) a fost utihzat
programul Mathematica.

Pnincipalele contributu aduse in cadrul prezentei teze de doctorat sunt evidentiate
in continuare:

1. In capitolul 1 se prezinta grafic faptul ca un semnal periodic. datorita spectrului siu
discret, poate fi esantionat cu o frecventd mair mica decat cea datd de teorema
esantionarii fara sa apara fenomenul de alhere. Conditia ca fenomenul de aliere sa nu
apara este urmatoarea: diferenta dintre frecventa minima de esantionare a semnalelor
periodice data de relana (1.17) si frecventa de esantionare utilizata nu poate fi egala cu
multiplul frecventer fundamentalei. Daca aceastd conditie este indephnitd. spectrul
semnalului §i replica sa centrata pe frecventa de esantionare. se intrepatrund dar. hnule
spectrale nu se suprapun. In acest caz, pentru reconstructia semnalului initial nu se mai
poate utiliza un filtru trece jos deoarece anumite componente ce apar in spectru datoritd
intrepatrundeni trebuie sa fie elimmnate. Acest lucru se poate face cu ajutorul unut filtru
pieptene ce are benzi de trecere cu frecvente centrale egale cu frecventele fundamentalei
s1 armonicelor din semnalul analizat.

2. In paragraful 1.5 se prezinta un algoritmn ce permite alegerea frecventei minime de
esantionare a unui semnal periodic dacd nu se cunoaste ordinul K, al componentei
armonice corespunzatoare frecventer maxime din semnal, in cazul in care in semnalul
analizat sunt prezente toate componentele armonice pana la ordinul K. Daca ordinul K
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ales este mai1 mic sau egal cu K, coeficientul ¢, va fi difent de zero. De asemenea,

Cry =C_x =Cg, unde cu * s-a notat complex conjugatul, deoarece transformata
Fourter (discretd) este periodica. Daca ordinul K ales este mai mare decat K, atunci,
Cx =k =0.Dacd ¢, =Cp,s 20 §i ¢ =y, =0 atunci valoarea lui K| este egald
cu K-1. In cazul in care din semnalul analizat lipsesc mai multe componente armonice
(succesive), obtinerea lui K este putin mai dificila. Aceasta deoarece se poate ajunge la
situatia ¢, =cg,, =0 chiar daca K ales este mai mic decat K. In acest caz, semnal cu
componente armonice lipsa, trebue venficatt toti coeficientn Fourler la modificarea
valoru atribuite lu1 K s1 nu doar coeficientul ¢, . Pentru K < K, exista coeficienti ¢,

care au o valoare pentru K =K' si o altd valoare pentru K = K", unde K'< K"< K.
Daca K > K, coeficientii ¢, nu isi schimba valoarea daca K se modificide la K" la K™,

unde K, < K'< K"'. $i acest caz este prezentat in acelasi paragraf.

3. In paragraful 2.2 este obtinuta relatia notata (2.13) cu ajutorul careia se calculeaza o
valoare pentru frecventa de esantionare a unui semnal periodic, valoare mai mica decat
cea rezultatd din teorema esantionarnii. La aceasta relatie s-a ajuns pornind de la conditia
ca in intervalul de frecvente a unu semnal periodic si nu avem. pentru o anumitd
frecventa de esantionare, doua componente cu aceleasi esantioane. In acelasi paragraf se
demonstreazd ca prin utilizarea unei frecvente de esantionare obtinuta cu ajutorul
relatiei (2.13) nu apar eron de aliere. Prelevarea esantioanelor necesare se face de pe un
numar intreg 1 par (putere a lu dot datonta impartini cu 2y de perioade ale semnalului
analizat.

4. Relatia (2.13) este destul de restrictiva prin faptul ca esantioanele necesare sunt
prelevate doar de pe un numar par - putere a lui doi - de perioade. In paragraful 2.3 se
trateaza cazunle in care numarul A/ de perioade de pe care sunt prelevare esantioanele
necesare este impar sau par (nu doar putere a lui doi). Este enuntatd o teorema ce
prezintd condita necesara pentru reducerea frecventer de esantionare in cazul
semnalelor periodice, s1 anume, distanta dintre oricare doua esantioane prelevate trebuie
sa fie difenta de multiplul perioadei de esantionare. Din aceasta teorema rezulta condina
necesara pentru o esantionare corecta §i anume: numarul .V de esantioane necesare §
numarul Af de perioade de pe care sunt ele prelevate nu trebuie si aibe nici un divizor
comun. De aici rezulta ca esantioanele necesare pot fi prelevate §1 de pe un numar unpar
de perioade ale semnalului analizat fara apantia eronlor de aliere.

5. Daca esantioanele necesare pentru calculul coeficientilor Fourier sunt prelevate de pe
o penioada a semnalulu analizat, se obtin intr-o anumita ordine (esantioane cu indicu de
la 0 la N-1 in ordine crescatoare). In cazul in care acelasi numar de esantioane se
preleveazad de pe mai multe perioade, prin utilizarea unet frecvente mair mici de
esantioare, esantioanele se vor obtine intr-o ordine difenta fata de esantionarea pe o
perioada. Acest lucru inseamnd ca esantionul /, in cazul esantionam pe mar multe
perioade, nu este acelast cu esantionul / in cazul esantionani pe o perioadd. Sunt i
exceptil cand aceste esantioane sunt aceleast ca, de exemplu, prelevarea a cate un
esantion din perioade succesive. In acelagi paragraf 2.3 se obtine o relatie (notata (2.37))
cu ajutorul careia se calculeaza ordinea de prelevare a esantioanelor de pe mai multe
perioade fata de cazul esantionan pe o perioada.

6. In paragraful 3.4 se prezinta relatiile de calcul ale coeficientilor Fourier pentru un
semnal periodic §1 par, pentru un numar impar respectiv, par de esantioane. Aceste
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esantioane pot fi prelevate de pe parcursul unei jumatati de perioada. de pe parcursul
unet perioade sau de pe parcursul a mai multe penioade corespunzitoare semnalului
analizat. Modul de obtinere a acestor relatii este prezentat in anexa A. In paragraful 3.5
se prezinta relatiile de calcul ale coeficientilor Founer pentru un semnal periodic si
impar i1, posibilitati de prelevare a esantioanelor necesare (de pe o perioada sau mati
multe). Modul de obtinere a acestor relatii este prezentat in anexa B.

7. In paragraful 3.7.3 sunt obtinute relatiile de calcul a coeficientilor Fourier
corespunzatori unor semnale periodice pare, respectiv impare, in cazul in care procesul
de esantionare incepe la un moment £, difent de zero (se considerd inceputul unei
penoade ca fiind momentul zero). Se demonstraza faptul ca pentru o esantionare corecta
(posibilitatea calcularn coeficientilor Fourer) 7 trebuie sa fie diferit de zero sau de
multiplit de 7/2. unde 7. este perioada de esantionare. Aceastd demonstrare se face in
doua moduri. Pnima demonstrare pommeste de la relatia de calcul a coeficientilor Fourer
s1 se impune conditia ca numitorul sa fie difent de zero. Pentru a doua demonstrare se
scrie sistemul format din ecuatile corespunzatoare descompunerii in serie Fourer
trigonometricd a semnalului anahizat, pentru fiecare esantion prelevat. Pentru ca
sistemul s3 fie compatibil determinat, matricea formata din termenu cosinus (in cazul
semnalelor periodice §1 pare) trebuie sa aibe determinantul difent de zero. Sunt calculate
valonle determinantilor pentru mai multe astfel de matrnice (K diferit) si se obtine
condita ca deteminantul sa fie diferit de zero.

8. In capitolul 4 se analizeaza un semnal oarecare pe o anumitd perioada de timp.
nwmnitd in teza .interval de observare” si notat cu /0. Daca /() este considerat o pernioada
a unw semnal periodic, datonta valonlor diferite a semnalului la capetele mntervalului.
vor apare discontinuitati. Rezulta o banda de frecvente infinitd. Acest mod de obtinere a
unui semnal periodic pe baza unui /O dintr-un semnal oarecare este denumit in teza
pertodicizare prin repetare. Coeficientu Founer calculati sunt numere complexe. in teza
se utilizeaza oglindirea setului de esantioane corespunzatoare unui /() fatd de unul din
capete pentru reducerea sau chiar eliminarea eventualelor discontinuititi ce pot apare la
capatul intervalului. Noul interval (/O plus /O oglindit) este considerat o perioadd a
unui semnal periodic. In plus. prin oglindire si repetare, semnalul periodic ce se
formeaza este si par, coeficientii Fourier sunt numere reale st pot fi calculati mat ugor pe
baza unui numar mai mic de esantioane fatd de cazul anterior (periodicizare prin
repetare). In cazul periodicizarii prin oglindire si repetare coeficientii Fourier descresc
mai repede decat in cazul penodicizari prin repetare datorita faptulur ca banda de
frecvente este mai mica. Prin urmare, pentru erori comparabile. se pot neglija
coeficientit cu ordin mai mic, ceea ce duce la reducerea numarului de esantioane
necesare si la reducerea volumului de calcul.

9. Eroarea de reconstructie a semnalului pe baza coeficientilor Fourier scade mult mai
mult daca intervalul de reconstructie (notat /R) este ales mai mic mai mic ca /O decat
daca este marita frecventa de esantionare. In cazul periodicizarii prin repetare, la
cresterea frecventei de esantionare, eroarea de reconstructie la inceputul $i sfarsitul /R
scade neglijabil; se considera ca /R este egal cu /0. In cazul periodicizarii prin oglindire
s1 repetare, eroarea de reconstructie la inceputul st sfarsitul /R scade la jumatate cu
dublarea frecventei de esantionare. Aceeasi scadere a erorii de reconstructie la inceputul
IR are loc in cazul oghindini, daca frecventa de esantionare rimane nemodificata dar, /R
este mai mic decat /O cu doud perioade de esantionare; /R incepe cu o perioada de
esantionare mai tarziu §1 se termina cu o perioada de esantionare mai repede decat /0.
Acest lucru duce la concluzia cd in urma periodicizari prin oglindire §i repetare st
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alegerea unui /R mai mic decat /(), se obtin eron de reconstructie mici la frecvente de
esantionare mict.

10. in paragraful 5.2 se demonstreaza faptul ca un semnal periodic trece banda. ce are
banda de frecvente notata fz $1 frecventa maxima din spectru notata fy, poate fi
esantionat cu o frecventa de esantionare f. mat mare decat 2/ dar mai mica decat 2/
fara sa apara procesul de aliere. Demonstrarea pomneste de la conditia ca in intervalul de
frecvente a semnalului penodic trece banda. pentru f. aleasa, si nu existe componente
cu aceleasi esantioane. O conditie suplimentara este ca frecventa minuna f,, din banda
de frecvente sa fie mai mare decat aceasta banda, />/m-/n=/s.

11. Tot in paragraful 5.2 se prezinta o teorema ce precizeaza conditiile pe care trebuie sa
le indeplineascad numarul N de esantioane. prelevate de pe o perioada a unui semnal
periodic trece banda astfel incat reconstructia semnalului sa se faca corect (sd nu apara
procesul de aliere). De asemenea, se deduce o relatie (notata (5.31)), cu ajutorul cireia
semnalul periodic trece banda poate fi reconstituit pe baza celor N esantioane prelevate,
daca N respecta conditiile teoremei. In anexa D se prezinta un program scris in Matlab
ce implementeaza relatia 5.31. In anexa C se prezinta un program scris in Matlab cu
ajutorul cdruia se poate calcula numarul minim de esantioane ce indeplineste conditiile
teoremei din paragraful 5.2. Acest program atribuie lui N valon de la numarul mimim
teoretic (dat de conditia a) din teorema) in sus, efectueaza impartiri $i comparan pentru
a venifica conditile b) si ¢) din teorema si1, daca ele sunt satisfacute, returneaza valoarea
minuma ce poate fi utilizatd pentru V. Un program similar scris in Mathcad oferad pe
langa valoarea minima utihzabilad pentru NV 1 alte valon mai man. De asemenea sunt
calculate s frecventele de esantionare corespunzatoare pentru cazul in care esantioanele
se preleveaza de pe o perioada a semnalului periodic trece banda analizat.

12. in paragraful 5.3, pornind de la reprezentarea grafica a spectrulut semnalulur trece
banda esantionat, sunt date douad conditii care. daca una din ele este indeplimita.
semnalul poate fi esantionat cu o frecventa minima, deoarece se pot preleva numarul
minim de esantioane necesare fira sa apara procesul de aliere. In acest caz. un multiplu
al frecventer minime de esantionare va fi mai mica decat frecventa minima din spectrul
semnalului cu o valoare egala cu 1//, unde T este perioada semnalului. sau mai mare
decat frecventa maxima din spectrul semnalului cu aceeagst valoare 1- /'

13. In paragraful 5.4 se prezinta cazul semnalelor periodice de tip trece banda obtinute
prin modularea in amplitudine a unei purtatoare sinusoidale cu un semnal modulator
periodic de tip trece jos. Se obtine o relatie de calcul a penoadei semnalului trece banda
(notata 35.63) in functie de perioada semnalului modulator respectiv. perioada
semnalului purtator. In anexa C se prezinta un program de calcul a termenilor my si m,
ce tervin in relapa 5.63, utili pentru calculul pernioadei semnalului trece banda si.
calculul ordinelor M, §1 Af> corespunzatoare componentelor armonice aflate la capetele
benzu de frecvente a semnalulut modulat (trece banda).

In acelasi paragraf sunt obtinute relatiile de calcul a frecventei f) a semnalului
purtator in functie de frecventa minima de esantionare a semnalului modulator pentru ca
semnalul rezultat pnn modulare in amplitudine si poata fi esantionat cu o frecventd
minima de esantionare. Pentru cazul f; oarecare, sunt obtinute relatn de calcul a
numarului mimim de esantioane, implicit $1 a frecventei de egantionare, pentru ca prin
esantionarea semnalulur modulat si se obtind direct informatii despre semnalul
modulator (de fapt prin aceasta esantionare se face si demodularea semnalului periodic
de tip trece banda obtinut prin modulare in amplitudine). in anexa E se prezinta schema
logicd a unui program de calcul a numarului minim de esantioane necesare pentru
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calculul coeficientilor Founer corespunzatonn semnalului modulator. Informatile pe
baza carora se calculeazd acest numar sunt frecventa fundamentaler semnalului
modulator, ordinul componenter maxime din semnalul modulator s frecventa
semnalulu purtator.

in acelasi paragraf sunt prezentate relatiile de calcul ale coeficientilor Fourier
corespunzitort semnalulm modulator (semnalelor modulatoare daca este vorba de
modulare in amplitudine in cuadraturd).

Deoarece semnalul trece banda analizat in capitolul 5 este periodic, esantioanele
necesare pentru calculul coeficientilor Founer pot fi prelevate de pe mai multe perioade.
Daca esantioanele sunt prelevate de pe o perioada a semnalului atunci frecventa minima
de esantionare este mai mare decat 2fp (raportul f/fg nu poate fi mai mic de 2). Daca
esantionarea se face pe mai multe perioade rezulta o frecventa de esantionare mult mati
mica, iar raportul f/fs poate ajunge mai mic decat 2. In cazurile prezentate in literatura
sub acest prag fo/fs=2 nu se poate ajunge fara aparifia erorilor de aliere.

In continuarea celor prezentate, o directie de dezvoltare o reprezinti esantionarea
semnalelor trece banda obtinute pnn modularea in amplitudine a unei purtatoare

(co)sinusoidale, x(r) = p(f)cos(w,t+ @), la momente de timp i7, pentru care
cos(wyiT, +@)#1 dar si #0. in acest caz, valoarea esantioanelor semnalului
modulator p(r) se pot obtine din esantioanele semnalului modulat x(¢) prin impartirea

lor la cos(wyiT, + @)

x(iT,)
cos(wyil, + @)

pul,) =

in acest caz este necesara cunoasterea momentului prelevarii unui esantion din
semnalul modulat fata de momentul trecern prin zero a semnalului purtitor pentru
calculul numitorului din relana de mai sus. De asemenea frecventa de esantionare
trebuie sa fie sincronizatd cu frecventa purtatoarei, la fel ca i in cazul prezentat in
paragraful 5.4 unde esantionarea este facuta la momente de timp pentru care
cos(@,il,)==*1.

Dupa obtinerea unui set de esantioane din semnalul modulator se poate aplica
metoda periodicizani prin oglindire si repetare (periodicizare prin paritate) pentru
calculul coeficientilor Fourier corespunzaton semnalului modulator.

Este posibil ca prin aceasta metoda de obtinere a esantioanelor, restrictille cu
privire la alegerea frecventei de esantionare (relatille notate (5.97)) sa fie mai putin
restrictive deoarece nu mai este necesar ca cos(w,if, +¢)=1.
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Anexa A

CALCULUL COEFICIENTILOR FOURIER a, CORESPUNZATORI UNUI
SEMNAL PERIODIC SI PAR

in aceastd anexa se vor obtine relatiile de calcul a coeficientilor Fourier a,,
k=0,1,..,K, a unui semnal periodic par fp (1), de perioadad T, care are un numar de

K componente armonice. Utilizdm ca punct de plecare relatia (1.3) rescrisd mai jos

f()=ay + i[ak cos(kwyt) + b, sin(kwyt)], (A1)
k=1

unde coeficienti 4, sunt egali cu zero. Indicele supenor de insumare o il inlocuim cu
N -1 unde N reprezintd numarul de esantioane prelevate din semnalul f, (1) pe

parcursul uner perioade (sau a mai multor perioade). De asemenea, timpul continuu ¢
este inlocuit cu momentele i7,, unde 7, reprezinta perioada de esantionare 7, =7, /N,

war i =0,1,...,N -1 . Rezulta relapa
[,GT,)= Y a, cos(kayiT,). (A2)
k=0

inmultim relatia (A.2) cu cos(nwyiT,) unde n este o variabila cu acelasi domeniu
de definitie ca §i k. Se obtine

N-l
ST, )cos(nagyil, ) = Zak cos(kwyiT, Ycos(nwyiT,) . (A.3)
k=0

in continuare, in urma insumarii dupa toate valorile luti /, relatia (A.3) devine

Zf (iT,)cos(nw,iT,) = Za‘ Zcos(ka)olT ycos(nwyil, ). (A4d)

k=0 i=0
In relana (A.4) se aplica formula

cos(a+ b)+cos(a—b)
2

cosa-cosh =

rezultand

+ cos((k = mwyiT, )

5 (A5)

Zf (’T)COS(H(L)OIT)_Z ZCOS ((k + mw,iT,)

Suma dupi i din membrul drept poate fi scrisa sub forma
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\Zl cos{(k + mwyT, )+ cos((k - mwyiT, )

. 2
=0
1M N-l (A.6)
=—| Y cos((k + m)ayiT, )+ D cos((k - mywyiT,)
2|3 i=0
Folosindu-ne de relatia
N-l a sin N 2
2cosia =cos(N -1)—- 2 (A7)
i=0 2 . a
sin —

st inlocuind pe a cu (k-nw,T,, respectiv cu (k+n)w,T,, avem pentru sumele din
relana (A.6)

N _ 0 pentru k#n
> cos((k —mawy,iT,) = (A.8)
i=0 N pentru k=n
respectiv
= . 0 tru k+n>0
Zcos((k+n)a)01'7;)= pentr 7 (A9)
e N pentru k+n=0

Suma din relatia (A.9) este diferiti de zero doar pentru kA =n=0 deoarece
variabilele k s1 » sunt numere pozitive in domeniul 0 la N -1. Astfel, pentru
coeficientul a, se obtine relagia

l V-1 4
ay=—Y f,(T,), (A.10)
N3
1ar pentru coeficientii a, , £ =1,2,...,K , se obtine

o) N-}
a, = % D f,UT,)cos(kewyiT,). (A.11)
Y =0

in cazul in care N este un numar impar, datorita faptului ca esantioanele sunt
egale intre ele doua cite doua ( f,(i7,)= f,((N —i)T,)), se pot utiliza un numar mai

mic de esantioane pentru a calcula valorile coeficientilor a, . Deoarece ultimul esantion
prelevat dintr-o perioada a semnalului periodic par f,(1) este f,((N-1T, ), inseamna
ca esantionul f,(0) este unic ( f,(0) = f,(NT,), esantion care nu este prelevat), restul

esantioanelor fiind egale doua cate doua ( N —1 fiind un numar par). Si in cazul funcpiei
cosinus avem aceeasi relatie de egalitate si anume

122

BUPT



Anexa A

cos(kwy (N =i)T,) = cos(k—zN%(N —iT,) =cos(k 27”1‘) = cos(kwyiT,)

4

astfel relapia (A.11) devine
2 K
a, =N(fp(0)+Z-pr(in)cos(kwoin)) (A.12)
=1

in acest caz numarul de esantioane prelevate este K +1 (primele K +1 esantioane
din cele N=2K+1). Deoarece semnalul analizat este penodic, frecventa de
esantionare poate fi redusid prnin prelevarea esantioanelor, necesare pentru calculul

coeficientilor Fourter, de pe mai multe perioade ale semnalulut f, (7).

In cazul in care N este un numir par, primul esantion f »(0) este unic s,

deoarece N -1 este un numar impar, rezultd cd i esantionul f, (%) (=/,(K+1))

este unic, restul fiind egale doua cate doud; prin urmare, relatia (A.11) poate fi rescrisa
sub forma

K
a, = %[fp(O) + £, ((K + DT, )cos(k(K +Dw,T,)+2- Y. f,(iT,)cos(kewoiT, )). (A.13)

i=1

In acest caz numirul de esantioane prelevate este K +2.
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CALCULUL COEFICIENTILOR FOURIER by CORESPUNZATORI UNUI
SEMNAL PERIODIC SI IMPAR

In aceasta anexa se vor obtine relatiile de calcul a coeficientilor Fourier b,
k=12,..,K . aunui semnal periodic impar f;(r), de penoada 7}, care are un numar de
K componente armonice. Utilizam ca punct de plecare relatia (1.3), rescrisa mai jos

f()=a, + i[ak cos(kwyt) + b, sin(kwot)] , (B.1)
k=1

unde coeficient a, sunt egali cu zero, f(r) devenind f,(¢). Indicele superior de
insumare < 1l inlocuim cu K care reprezintd numarul de coeficienp difenifi de zero
deoarece presupunem ca in semnal avem K componente armonice. De asemenea,
timpul continuu ¢ este inlocuit cu momentele i7,, unde 7, reprezintd perioada de
esantionare 7, = YZ)/N iar i =0,1,..,N -1, N fiind numérul de esantioane prelevate pe
parcursul unei perioade tindnd cont de teorema esantionarii aplicatd la semnale
periodice (N 22K +1). Rezulta relapa

K
FiGT,) =) by sin(kawyiT,). (B.2)
k=]

Inmultim relatia (B.2) cu sin(n@,i7,), unde n este o variabild de calcul cu
acelast domeniu de definitie ca §1 &, obtinand
V-l

[1GT,)sin(nwgiT,) = 3 by sin(kayiT, )sin(naiT, ). (B.3)
k=1

Pentru fiecare din cele N esantioane prelevate avem o relatie de tipul (B.3).
Insumand toate aceste relati obtinem

N-1 K N-]
> [ GT)sin(nayiT,) =Y by Y sin(kayiT, )sin(newyiT,). (B.4)
1=0

k=l =0
Tinand cont de faptul ca

sing-sinb = cos(a+b);cos(a—h) ’

relatia (B.4) devine

N-l

N-1 K
Zf, (iT,)sin(nw,iT,) = Zbk Z
i=0

k=1 i=0 2

cos((k + n)wyiT,) + cos((k ~ n)w,iT,) . (B.5)

Suma dupa / din partea dreapta a egalitdtii o rescniem sub forma
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V-1

‘Z cos((k + MawyiT, ) + cos((k — mw,iT,) _

‘ 2
- T o (B.6)
= —[Zcos((k +nw,yiT,)+ Zcos((k - nw,iT, )]
2 =0 i=0
Folosind egalitatea
N-l a sin Ng
3 cosia = cos(N - 1)< 2 (B.7)
i=0 2 . a
sin —
si inlocuind pe a cu (k + mw,iT, respectiv, cu (k —n)w,iT,, vom obtine
N-1 _ 0 pentru k+n>0
Zcos((k + nwyiT,) = (B.8)
pary N pentru k+n=0
respectiv,
V- 0 pentru k=#n
Zcos((k—n)woin)={ pentru : (B.9)
= N pentru k=n

Relatia (B.8) este difenita de zero doar pentru &k =n =0, ceea ce nu este posibil
deoarece nu avem coeficientul b,. Prin urmare, relatia de calcul pentru coeficientu b,

k=12..K, este
2 N-1
b, = < > f1GT,)sin(kaw,iT, ). (B.10)
=0

Deoarece intre esantioane avem o relatie de egalitate (in modul) si in acelasi timp
avem o inmultire intre doua functi impare, rezultatul fiind o functie para, rezulta ca

£ GT.)sin(kayiT,) = f, (N = )T, )sin(ka, (N - )T,), (B.11)

prin urmare, relatia (A 10) poate fi scrisa sub forma
4 &
by == f1(T,)sin(kwyiT,), (B.12)
N3

daca N este un numar impar si

4 K+1 _
b =— D f1(T,)sin(kayiT, ), (B.13)
N3

daca N este un numar par.
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N .. N _. ) . )
Deoarece K +1= 5 st sin(kw, ?L) =smn(kr)=0, rezulta ca esantionul

N : T
f1(—=T,) (care oricum are valoarea zero deoarece semnalul este periodic si impar) este

inmultit cu zero §1 prin urmare poate fi eliminat din calcul; relatia (B.13) devine aceeasi
cu (B.12). Astfel, se utihzeazid doar jumaitate din numarul de esantioane necesare
conform teoremel egantionani, prin urmare se poate reduce frecventa de esantionare cel
putin la jumatate. O reducere mai mare a frecventei de esantionare poate fi realizata prin
prelevarea esantioanelor, necesare calculului coeficientilor Fourter, de pe mai multe
perioade a semnalulu analizat.
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CALCULUL TERMENILOR V, M,, M,, m;, my PENTRU UN SEMNAL DE TIP
TRECE BANDA

Mai jos se prezinta schema logica pentru calculul numarului N de esantioane ce
trebuie prelevate din semnalul penodic trece banda x(¢) anahlizat, pentru ca, utilizand
relatia (5.31), acesta si poata fi reconstituit din esantioanele sale. Daca avem doar banda
de frecvente ( f;, f,) a acestui semnal §1 perioada 7 a semnalului, ordinele M, si M,
ale armonicelor corespunzitoare capetelor benzii de frecvente se pot calcula usor cu
relaile M, = f,- T siM, = f,-T.

Start

3
Citeste f.. i1 T
Y
M;=fT
Mg :f,' T
v
Nmin = Qﬂfz—Ml +1)

Mmax = [2M} Nipin)

v

N = Noun

NU

2M1 ‘N sau ZM}’N
intregt ?

DA

—| N =N+l

Afisare N

l Stop I

Programul scris in matlab ce imlementeaza schema logica de mai sus, este listat in
continuare:

clear

fi = 70;
fs = 90;

£f = 2;

T = 1/f;
Ml = £i*T;
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M2 = fs*T;

Nmin = 2* (M2-M1+1);

m max = floor (2*M1/Nmin);
N = Nmin;

for k = Nmin:2*Nmin
col = floor(2*M1/N);
co2 floor (2*M2/N);
co3 2*M1/N-col;
co4d 2*M2/N-co2;
if col == co2 & ¢co3 ~= 0 & cod4 ~=0
break
end
N = N+1;
end

Daca semnalul periodic trece banda a fost obtinut prin modularea in amplitudine a
unei purtatoare sinusoidale cu un semnal penodic trece jos p(f), ordinele M, si1 M, se
obtin dupa efectuarea unor calcule putin mai complicate. Calculele se fac in functie de
frecventa f; a fundamentalei semnalulut modulator, ordinul K corespunzator

armonicei maxime din acest semnal §i frecventa f, a purtatoarei. Se calculeaza termenit
m, si m; (vezi relatia (5.62 sau 5.63)), intregi ce nu au voie sa aibd divizori comuni §i
pe baza lor, se calculeaza M, st M, . Mai jos, se prezinta schema logica pentru calculul

termenilor m,, m,, M, si M,.

Start

Citeste /1, K, fo

NU

mo = intreg ?

m = m+l

M] =my - K‘m]
My =my+ K-m

Afiseaza my, my, M\, M,

v

\ 4
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Programul scris in matlab ce implementeazi schema logica de mai sus este listat
in continuare:

clear
fl1=2; ST PO
K=5; Inbiodnoe A
£f0=80; Seodriroddace
m01=£f0/£1;
ml=1; TR S SO
mO0=m01*ml;
R=rem{m0,1); =:w=stus v 5 L ia
while R ~=0
ml=ml+1;
mO=m01l*ml;
R=rem(m0,1);
end
Ml = mO - K*ml;
M2 = m0O + K*ml;
ml
mO
M1
M2
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PROGRAM CE IMPLEMENTEAZA RELATIA (5.31)

In aceasta anexa se prezinta un program numit k/ k2 ce implementeaza relatia
(5.31) in matlab. Acest program, la randul sau, apeleaza o functie fincdf ce genereaza
esantioanele semnalului trece banda x(r) obtinut prin modulare in amplitudine, relatia
(5.85). Modificand aceasta functie se poate schimba numirul de componente si
amplitudimle acestora din semnalele p(t) si g(¢).

clear

global f1 Km £fO0

f1 = 2;

Tl = 1/£1;

Km = 5; ;
f0 = 80;

ml = 1; R T noe A e

mO0 = (f0*ml)/£f1;
Kl = mO-Km*ml;

K2 = mO+Km*ml; :

Nmin = 2* (K2-Kl1+1);

m max = floor (2*K1l/Nmin);
N = Nmin;

cont = 1;

for k = Nmin:2*Nmin
col = floor(2*Ki1/N):
co2 = floor(2*K2/N);
co3 = 2*K1/N-col;
cod = 2*K2/N-co2;

if col == coZ & co3 ~= 0 & co4d ~=0
cr=ak
end
N = N+1;
end

incep = 0;

pas = 0.001;

st = 1;

t = incep:pas:sf;
increm = incep;

for tt = l:length(t)
si{(tt) = fincdf(f0, fl, Km, increm);
increm = increm + pas;
end
figure(l)
plot (t, si)
title '. -
Te = T1/N;
increm = incep;
for tr = l:length(t)
co(tr} = 0O;
suma (tr)
fr(tr) = 0:
for ir = 1:N
for kr = K1:K2
co(tr) = co(tr) + cos(kr*2*pi*fl*(increm-(ir-1)*Te}):

C;

= ol

end
suma (tr) = suma(tr) + fincdf(f0, f1l, Km, (ir-1)*Te)*co(tr);
co({tr) = 0;

end
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fr(tr) = (2/N)*suma{tr);
increm = increm + pas;
end
figure(2)
plot(t, fr)
title

for tr=1: length(t)
er{tr)=fr(tr)-sif(tr);

end

figure(3)

plot (t,er)

title ° -

In program se poate alege valoarea frecventei f; corespunzitoare fundamentalei
semnalulmi p(7) s1 ordinul Km corespunzitor armonicel maxime. De asemenea, se
poate stabili frecventa f,, a purtatoarei cos(2af,t). Trebuie ales si termenul m, intreg
astfel incat termenul m, = (f,m,)/ f,, sa rezulte intreg. De asemenea, m; st m, trebuie

sd nu aibe nici un divizor comun. Programul returmeazd numarul N minim de
esantioane necesare pentru reconstructia corecta a semnalului trece banda.
Functia fincdf este prezentata in continuare

funzricn[rezl=funcdf (£f0, £f1, Km, tx)

Xx = 0.5 + l*cos(2*pi*fl*tx) + 0.5*cos(2*pi*2*fl*tx) +
0.25*s n’2*pi*Km*f1*tx);

y = 1*sin(2*pi*fl*tx) + 0.5*sin(2*pi*2*fl*tx) +
0.5*co s’2 Pi*Km*£1l1*tx);

rez = x*cos{2*pi*f0*tx) - y*sin(2*pi*f0*tx);

Parametni de intrare sunt:

f0 - frecventa purtatoarei,

f1 - frecventa fundamentaler semnalului modulator,

Km - ordinul componenteir armonice maxime din semnalul modulator,

tx - momentul in care se doreste calculul valorii semnalului modulat in
amplitudine.

Cu valonle - f; =1 (Hz, kHz, ...), Km =35, f, =20, numirul minim teoretic de
esantioane necesare rezulta 22 dar, deoarece semnalul trece bandi are componente intre
K1=15 si K2 =25, acesta nu poate fi ales. Conform calculelor, numarul mmim de
esantioane care trebuie prelevate este 26 ( f, =26 in loc de 51). Acest lucru a fost

prezentat §i in capitolul 5 $i anume, daca numarul necesar de esantioane este intre K1 s
K2, atunci numarul minim care poate fi ales este mai mare decat K2 .
Semnalul are forma de vanatie din figura urmatoare
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semnal

o] 01 02 Q3 04 [ 06 07 08 09 1

Eroarea de reconstructie este neglijabila dupa cum se poate observa mai jos

. 1o.u eroare recaonstructie

3 —r r T T - T T -

Daca f; si Km raman neschimbati §i f;, =30, numarul minim de esantioane

necesar ce rezultd in urma calculelor este 24 (inloc de 71), K1=25, K2=35.
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CALCULUL NUMARULUI N PENTRU UN SEMNAL TRECE BANDA
OBTINUT PRIN MODULARE IN AMPLITUDUNE

Schema logica prezentata mai jos corespunde unui program ce calculeaza numarul
N de esantioane necesare pentru calculul coeficienplor Founier corespunzaton
semnalului modulator. Esantioanele se preleveaza din semnalul penodic trece banda
obtinut prin modularea in amplitudine a unet purtatoare sinusoidale cu un semnal
modulator periodic de tip trece jos.

Datele de intrare pentru calculul numarului N de esantioane necesare sunt trei la
numdr: frecvenfa f; a fundamentalei semnalului (semnalelor) modulator, ordinul X al
componentel armonice corespunzitoare frecventer maxime din acest semnal s1 frecventa
fo corespunzitoare purtatoarei sinusoidale.

Start

Citeste /1, K. fo
v

Nain=22K+1)  mo=my/m=fo/fy m=1 s=1

A

N=2-mmy/(2-5-1)
v

NU
m=m+1

DA <
N=N
Ve

s=s+1
v

N=2-m-mgy/(2-s-1)

Afisare

Ny NU

m

s DA

[ <

o

Pentru obtinerea frecventei de esantionare in cazul semnalului modulat in
amplitudine in cuadratura, numarul de esantioane Ny obtinut se inmulteste cu doi.
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PROGRAM PENTRU CALCULUL NUMARULUI ¥ CONFORM TEOREMEI
DIN PARAGRAFUL 5.2

Programul este scris in mathcad §i calculeaza numarul mimim teoretic Nm de
esantioane necesare in procesul de esantionare al unut semnal peniodic trece banda
obfinut prin modulare in amplitudine. De cele mai multe on acesta nu se poate utiliza
deoarece, frecventa de esantionare ce rezultd, nu este potrivita aparand eron de aliere.
Pe baza conditiilor din teorema 2, capitolul 5, se calculeaza numarul minim util Nu ce
poate fi utihizat. De asemenea, se creaza §i un tabel de unde se pot obtine s1 alte valon
pentru numarul de esantioane ce pot fi achizitionate dintr-o penoada a semnalului
analizat, valon care sunt mai man decat Nu.

Ca date de intrare trebuie date frecventa f, a fundamentalei semnalului
modulator, ordinul K corespunzator componentei armonice de ordin maxim din acest
semnal §1 frecventa f,, corespunzitoare purtatoarei. Se alege valoarea potrivitd pentru

m, (vezi anexa C), programul calculind mai departe ordinele A1 §i M2 corespunzatoare

armonicelor componentelor cu frecventele de la capetele benzin de frecvente. De
asemenea, se obfine g1 frecventa de esantionare corespunzitoare unui numar de
esantioane ales.

Ca exemplu, se considera: f, =1, K =5, f, =35 sisealege m, =1.

Ml -m0- Kml M1=30
fl mO0=35r M2 -m0-Kml M2=40

. C2MI , M2

Nm =2(M2-MI-1)-1 Nm=23 K ZIPNm-ZNmooxdky === ~xk) ===
fe(k) -kfl
Nu = i(ind—1)

fm(— Nm

L while ind=1

1 nx—nx - 1

i conl—ﬂoor;Z-Eiw1

i nx

, wnZ—ﬂoorlz-M%v

i nx

'l con3—floori2. M1 _ . M1

nx nx

‘ cond — floor: 2.& T 2.&2

i nx ' nx

ind-- if{ conl =con2 , 1f{ con3 #0.1f{ cond =0,0,1),1). 1)

inx Nu=271
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k xl(k) x4 k) fe(k)
23 (260869 |3.478261 23]
24 [ 25 | [333333 24
25 24 32 | 28]
26 23076927 3.076923 26
27 (2222222 (2962963 |27
28 2142851 (2857143 LZx
29 12068966 |2.758621 |29
30, | 2 12666661 |30
E 1935484 2580643 3]
32 1875 25 32
33 sz 2aazad 33
34 (1764706 2352941 i34
35 (1713286 2285714 35!
36 1666667 (2222221 |36
370 1621622 12.162162 37

38 1578947 12.105263 |38
39 1538462 2051282 39
4 115 0 2 1 40
al 1463415 11951220 41
42 1428571 '1.904762 42
43 1395349 (1860465 43
34 1363636 1818182 14
45 1333333 1777778 45
46 1304348 L3913 46

in urma calculelor, numarul minim de esantioane ce trebuie prelevat este 27.
Frecventa este tot 27 deoarece, f, =1. Din tabelul de mai sus de pot alege si alte valori,

notate k, pentru numarul de esantioane prelevat. Conform teoremei din paragraful 5.2,
valonle corecte pentru & sunt cele pentru care partile intregi ale lui x1 g1 x2 sunt egale 1
x1 sau x2 nu sunt numere intregl.
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