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Cap.1 Introducere

Cap 1 Introducere

Scopul abordarilor bazate pe cunostinte este codificarea cunoasterii prin simboluri si
efectuarea de prelucrari asupra simbolurilor, prelucrari ce corespund proceselor de judecata
ale fiintelor umane. Aceste abordari reprezintd incercari de adaptare la strategia de rezolvare
a problemelor intr-un mod asemanator omului, pentru a permite utilizarea calculatoarelor in
domenii in care teoriile exacte lipseau s1 unde era disponibild doar experienta pe termen
lung a "expertilor" umani. Astfel, tehnicile bazate pe cunoastere sunt aplicate cu succes in
domeniul procesarii imaginii $i vorbirii, ca si in domeniul roboticii s1 inteligentei artificiale.

Modelele virtuale ale elementelor reale inglobeaza toate cunostintele legate de
aceste elemente incercind sa surprinda cat mai fidel realitatea modelata. Sensul proiectarii
spatiilor virtuale 1l constituie determinarea comportarii elementelor componente la situatii si
stimuli complecsi greu de simulat 1n realitate care pot afecta iIn mod esential structura
acestor elemente precum si verificarea anumitor principii i reguli pentru aceste entitati care
pot fi testate intr-un mod simplu si eficient inainte de a fi implementate in realitate.
Simularea comportarii sistemelor complexe cu ajutorul spatiilor virtuale permite cercetarea
unor concepte noi, a validitatii lor practice, felul in care acestea reactioneaza in diferite
situatii, descoperirea punctelor slabe sau a erorilor de proiectare, toate acestea cu un efort
mult mai redus. Modelul virtual nu poate inlocui deplin sistemul real care ii corespunde dar
poate crea o imagine clard asupra acestuia si o predictie veridicd a modului in care
reactioneaza.

Una din temele principale ale roboticii este planificarea miscérii robotilor mobili.
Acest proces implicd multe metode specifice inteligentei artificiale. Pentru operatii simple
de manipulare, sistemul de comandé genereaza traiectoriile de migcare intre doud puncte ale
spatiului de lucru §i controleaza miscarea robotului pe aceasta traiectorie. Deoarece robotul
opereaza intr-un spatiu, populat cu obiecte fizice, trebuie sd fie capabil sd-si planifice si
genereze propriile migcari, sd-si activeze cuplele cinematice in acord cu obiectivul sarcinii,
in functie de aranjamentul initial si final al obiectelor din spatiul de lucru. Crearea unui
model virtual in acest domeniu permite simularea cit mai reala a conducerii robotului si a
comportdrii sale. Modul in care interactioneaza cu mediul si capacitatea sa de a-si indeplini
sarcinile definesc calitativ sistemul de comanda al robotului.

Proiectarea unui model virtual pentru testarea miscarii robotilor mobili necesita
existenta unui model al robotului, inclus in modelul spatiului de lucru. Reprezentarea
realisticd conduce la ideea folosirii unui model tridimensional pentru robot si mediul sau,
model care sd surprindd cit mai exact proprietifile geometrice ale tuturor elementelor
spatiului de lucru. Domeniul proiectirii asistate de calculator CAD si al prelucrarii asistate
de calculator CAM a cunoscut in ultimii ani o dezvoltare deosebitd. Evolutia de la
reprezentarea wireframe la modelarea prin suprafete poligonale complexe a permis
obtinerea unor modele corecte ale obiectelor procesate si utile din punct de vedere practic.
Anumite domenii impun insd reprezentari mai fine ale corpurilor ceea ce a condus la
proiectarea prin curbe si suprafete curbe. Varietatea formelor din lumea reala este modelati
mult mai exact in acest mod. Aceste principii de modelare pot fi aplicate si in domeniul
modeldrii robotilor. Lucrarea se constituie ca o incercare in aceastd directie. Crearea unui
laborator virtual populat de roboti mobili folosindu-se metodele de proiectare prin suprafete
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curbe permite generarea unui spatiu virtual care se apropie de realitatea modelata.
Simularea miscarii robotilor in cadrul laboratorului virtual poate constitui o modalitate
eficientd in procesul de planificare a robotilor.

Inceputurile modelarii geometrice prin curbe si suprafete au fost strans legate de
domeniul proiectdrii formei masinilor. Datoritd caracteristicelor lor, aceste metode de
proiectare sunt utilizate acum intr-un spectru larg de domenii. Editoarele de texte si
imagini includ functii spline, modelarea virtuald 3D din orice domeniu foloseste aceste
principii, mediile CAD cuprind elemente de suprafete curbe. Acest lucru a impus
incorporarea de functii spline in cadrul librariilor grafice cunoscute precum si a limbajelor
standardizate de modelare virtuald. Astfel, libraria OpenGL pune la dispozitie propriile sale
functii de vizualizare a suprafetelor curbe, de asemenea si formatul standard Virtual Reality
Modeling Language VRML de reprezentare 3D include facilitdti de reprezentare a
suprafetelor curbe.

In cadrul tezei de doctorat s-a incercat implementarea si folosirea unor algoritmi
proprii de proiectare a curbelor si suprafetelor pornind de la baza teoretica existenta in acest
domeniu. S-a folosit aceastd abordare in locul utilizarii facilitatilor oferite de librariile
grafice sau limbajele de modelare 3D deoarece aceste functii au in principal o orientare
vizuald, urmérind modul de reprezentare cat mai real al elementelor curbe, in timp ce in
lucrare, accentul este pus pe determinarea exactd a formei obiectelor laboratorului virtual.
Pentru fiecare element s-a creat un model geometric cit mai corect, pastrandu-se raporturile,
dimensiunile, pozitia si orientarea in spatiul de lucru. De asemenea modelarea miscarii
robotilor a impus utilizarea unui set de functii de intersectie de suprafete, functii proiectate
in stransa legaturd cu modul de generare al acestor suprafete. Analiza starii de coliziune a
corpurilor laboratorului virtual ar fi fost mai dificil de realizat prin folosirea functiilor
librériei grafice deoarece acestea nu contin algoritmi matematici strict dedicati intersectiilor
de suprafete. Toate aceste elemente au condus la modelarea geometricd a robotilor si a
obiectelor laboratorului virtual prin algoritmi proprii.

Lucrarea este structuratd in cinci capitole. Capitolul 1 Introducere descrie in linii
generale tema lucrdrii, modul de abordare si solutia aleasd pentru rezolvarea sa. De
asemenea sunt schitate motivele pentru care a fost studiatd aceastd tema si pentru alegerea
dezvoltdrii el. Toate aceste elemente sunt detaliate pe parcursul lucrarii.

Capitolul 2 Principii de modelare geometricd prin curbe prezintd notiunile de baza
pentru generarea curbelor si tehnicile de implementare software utilizate. Descrierea
avanseaza de la metodele de baza si cu un grad de complexitate mai mic cétre metodele mai
vast elaborate dar care permit proiectarea unor forme mult mai sofisticate. O alta directie
avutd in vedere pe parcursul capitolului o constituie stabilirea distinctiei dintre metodele
care realizeaza o aproximare a formei initiale si metodele care interpoleaza forma dorita.
Marea majoritate a metodelor de generare au fost utilizate In procesul de proiectare a
laboratorului virtual, celelalte au constituit o punte necesard pentru intelegerea si
dezvoltarea algoritmilor mai avansati. Fiecare principiu de constructie este insotit de codul
sursa corespunzator.

Capitolul 3 Principii de modelare geometrica prin suprafete cuprinde metodele de
proiectare a suprafetelor. Se realizeazd o structurare a tipurilor de suprafete in raport cu
diferite criterii. Sunt definite suprafetele analitice si sintetice, suprafetele care aproximeaza
harta de control si cele interpolatoare. Toate metodele de generare a suprafetelor sintetice
reprezintd dezvoltdri a metodelor de constructie a curbelor descrise in capitolul 2. Sunt
prezentate solutiile software utilizate pentru implementarea acestor algoritmi. Proiectarea a
fost abordata din perspectiva minimizarii timpului de executie, criteriu impus de faptul ca
tema lucrarii cuprinde elemente de dinamicd care necesitd procesarea unor algoritmi
matematici in perioade de timp foarte scurte.
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Capitolul 4 Proiectarea unui laborator virtual deservit de roboti mobili realizeaza
o descriere detaliatd a modului de proiectare a spatiului virtual folosind baza teoretica
prezentatd in capitolele anterioare. Laboratorul constituie modelul virtual al Bazei de
Cercetare cu Utilizatori Multiplii Centrul de Modelare a Protezarii si Interventiilor
Chirurgicale asupra Scheletului Uman - CMPICSU din cadrul Universitatii ,,Politehnica”
din Timisoara. Toate obiectele din cadrul spatiului laboratorului, structura acestuia precum
si robotii sunt construiti din suprafete generate cu metodele dezvoltate. Implementarea
software optima pentru aceastd aplicatie este programarea obiectuald in sistemul Windows.
Proprietatile acestui mod de programare, mecanismul de proiectare al aplicatiei, etapele
parcurse in realizarea modelului sunt detaliate in cadrul capitolului. Vizualizarea realista a
intregului spatiu virtual se realizeaza folosind capabilitatile oferite de biblioteca de functii
grafice OpenGL. Aceasta permite construirea unei scene complexe prin organizarea
efectelor de lumind si a proprietatilor de desenare a obiectelor si faciliteaza o vizualizare
completd a scenei din diverse unghiuri $i pozitii. De asemenea in cadrul capitolului este
descris mecanismul de migcare al robotilor in spatiul laboratorului virtual. Se permite atat o
migcare libera a robotilor cét si orientatd spre indeplinirea unei anumite sarcini.

Capitolul 5 Concluzii §i contributii personale sintetizeaza elementele esentiale din
cuprinsul tezei de doctorat, fiind subliniate concluziile la care s-a ajuns in urma realizarii
lucrérii si evidentiate contributiile originale din intreaga teza.

BUPT



4

Cap.2 Principii de modelare geometrica prin curbe

Cap 2 Principii de modelare geometrica prin curbe

2.1 Notiuni generale

Obiectele din lumea reald pot fi modelate geometric prin intermediul curbelor si
suprafetelor. Definirea matematicd a acestora este singura modalitate prin care pot fi
implementate pe calculator.

Ca prim pas in modelarea matematicd a unui obiect, se defineste sistemul de
coordonate al spatiului in care va fi descris obiectul. Acest spatiu nu poseda un sistem de
coordonate preferential ci el trebuie definit astfel incat sd nu afecteze nici una dintre
proprietdtile intrinseci ale obiectelor. Metodele de modelare dezvoltate trebuie sd fie
independente de alegerea sistemului de coordonate [37][77][81](82][84]. Acest concept
motiveaza distinctia stricta dintre puncte 1 vectori.

Un punct identifica o locatie si sunt elemente ale spatiului euclidian tridimensional
E*. Vectorii sunt elemente ale spatiului (vectorial) liniar tridimensional R*. Atat punctele
cat si vectorii sunt descrise prin triplete de numere reale in raport cu un sistem de
coordonate stabilit. Pentru puncte acestea reprezintd coordonatele lor in spatiul
tridimensional, iar pentru vectori, directia lor in cadrul aceluiasi spatiu. Existd astfel, o
distinctie clard intre puncte si vectori dar si o legatura puternica. Pentru orice doua puncte a
si b, se defineste un singur vector v al cérui sens este de la a la b:

v=b-a a,beE’ veR’. Pe de alta parte, fiind dat un vector v, existd o infinitate de
perechi de puncte a si b astfel incat v=>5—a. Daca a si b reprezintd o astfel de pereche iar
W este un vector arbitrar, atunci a+w,b+w reprezintd o altd pereche pentru care
V= (b+w)—(a+w) este acelasi. Asociind punctul a+w oricirui punct ac E’ se

realizeaza de fapt o translatie, iar afirmatia anterioara aratd cd vectorii sunt invarianti la
translatii pe cand punctele nu.

Elementele spatiului E’ pot fi doar scizute, iar rezultatul operatiei este un vector.
Ele nu pot fi adunate. Aceasta operatie nu este definitd pentru puncte ci doar pentru vectori.
O operatiei similard celei de adunare, pentru puncte este combinatia baricentricd
(combinatia afind) [30][77][80][87]. Aceasta este suma ponderatd a punctelor, unde suma
ponderilor este 1:

b=>ab, b,eE, a++a,=1 Q.1.1)
0

Relatia aratd ca o sumé nedefinita de puncte, dar se poate rescrie ca suma unui punct cu un
vector:

b=by+Y ab,~b,) (2.1.2)

0
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Un caz important de combinatii baricentrice il reprezintd combinatiile convexe.
Acestea sunt combinatii baricentrice care au toti coeficientii @, pozitivi, pe langa faptul ca

suma lor este 1. O combinatie convexa de puncte este intotdeauna "in interiorul" punctelor
generatoare, observatie care prefateaza definitia notiunii de acoperire convexd a unei
multimi de puncte. Aceasta este multimea alcatuitd din toate combinatiille convexe ale
punctelor respective. Mai intuitiv, acoperirea convexa a unei multimi se obtine in felul
urmator: pentru o multime 2D se defineste un sir de puncte care este circumscris in jurul
acestei multimi, sir ce devine frontiera acoperirii convexe.

Acoperirea convexa a unei multimi de puncte este 0 multime convexa. O astfel de
multime este caracterizatd prin faptul ca pentru oricare doud puncte din multime, linia
dreaptd care uneste aceste puncte este de asemenea continuta in aceastd multime [74][87].
Exemple de multimi convexe sunt elipsa si paralelogramul.

2.1.1 Relatii afine

Cele mai multe din transformadrile care sunt folosite pentru a pozitiona sau scala un
obiect intr-un spatiu sunt relatii afine. Termenul se datoreaza lui L. Euler. Relatiile afine au
fost prima data studiate in mod sistematic de F. Moebius [56][76][82].

Operatia fundamentald pentru puncte este combinatia baricentricd pe care se bazeaza
definirea relatii afine se bazeazd pe notiunea de combinatie baricentricd. O relatie ¢ ce

relationeazd E3 in el insusi este numitd o relatie afind dacd combinatiile baricentrice
ramdn invariante. Daca

x=) aa; xa,ekE’ (2.1.3)
si daca ¢ este o relatie afina, atunci

o(x)=D a,da;) ¢(x),¢(a;) € E’ (2.1.4)

Aceastd definifie este pur abstractd, avand o interpretare simpla. Expresia
x= Za ;a; reprezintd o ponderare a punctelor a;, ponderea lor medie fiind x. Expresia

este valida s1 daca se aplica o relatie afind tuturor punctelor a; si lui x. Ca exemplu, punctul

de mijloc al unui segment de dreapta relationat la punctul de mijloc al imaginii afine al
segmentului respectiv. De asemenea, centroidul unui numar de puncte poate fi relationat la
centroidul imaginii afine a punctelor respective.

Forma generald a unei relatii afine luénd in considerare modul de reprezentare a
punctelor intr-un sistem de coordonate este:

#(x) = Ax+v (2.1.5)

unde A este o matrice 3 x 3 si v este un vector in R”.

Cateva exemple de relatii afine:
Identitatea: v =0, vectorul zero si A =/, matricea identitate.
Translatia: A =1, matricea identitate si un vector de translatie v.
Scalarea : v =0 si matricea diagonala A. Coeficientii matricei definesc modul in
care fiecare componentd a punctului este scalata.
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Rotatia : injurul axeiz, v=0 si

cosa -sina O
A=|sina cosa O (2.1.6)
0 0 1

Un caz important al relatiilor afine sunt relatiile euclidiene, utilizate in formalismul
exprimarii miscérii corpurilor rigide. Ele sunt caracterizate de matrice A ortonormale,

definite de proprietatea A” A =1 . Relatiile euclidiene pastreazi dimensiunile si unghiurile
nemodificate [84][95]. Cele mai importante sunt rotatiile si translatiile.

Relatiile afine simple pot fi combinate, iar o relatie complexa poate fi descompusa
intr-o secventa de relatii simple. Orice relatie afind poate fi compusa din translatii, rotatii,
rotunjiri $i scaléri.

Rangul matricei A are o importanti interpretare geometrica: daca rang(A)=3,
atunci relatia afind ¢ relationeazd obiectele tridimensionale la obiecte tridimensionale.
Daca rangul este mai mic decédt 3, ¢ este o proiectie paraleld intr-un plan (grad = 2) sau
intr-o linie (grad = 1). O relatie afini din E* in E’ este univoc determinata de un triunghi
si de imaginea lui. Oricare doud triunghiuri determind o relatie afind a planului in el insusi.
In E*, o relatie afina este univoc definita de un tetraedru si imaginea sa.

2.1.2 Interpolarea liniara

Fie a,b doui puncte distincte in E*. Determinarea tuturor punctelor x e E”de
forma :

x=x(s)=(0-s)a+sb, seR 2.1.7)

este numita linia dreaptd determinata de a si b. Oricare trei puncte de pe o linie dreapta sunt
coliniare. Pentru s=0 linia dreaptd trece prin a si pentru s=1 trece prin b. Pentru
0<s<1, punctul x este intre a si b, in timp ce pentru toate celelalte valori ale lui s este in
exterior. Punctul imparte linia dreapta in raportul s:1-s. Relatia (2.1.7) defineste punctul

x ca 0 combinatie baricentrici de dous puncte din E’- Aceeasi combinatie baricentrica este
valabila i pentru cele trei valori 0, 5,1 din E': s=(1-s)*0+s*1. Deci s este raportat la

0 si 1 prin aceeasi combinatie baricentricd care leagd x de a si b. Astfel, pornind de la
definitia relatiilor afine rezulta ca cele trei puncte a, x, b din spatiul tridimensional sunt o

relatie afind a trei puncte O, 7, 1 din spatiul unidimensional. Astfel interpolarea liniard este

o relatie afind a liniei reale cu o linie dreaptad in F [11)[12).

In mod evident interpolarea liniard este invariant afind. Pentru orice relatie afina
¢: E’ — E*se obtine:

o(x) = (1 -s)a+sb) =(1—-s)g(a)+ s@(b) (2.1.8)

Strdns legat de interpolarea liniard este conceptul de coordonate baricentrice,
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datorat lui Moebius [2][76][95] Fie a. x, b trei puncte coliniare in E *cu proprietatea :
x=aa+ b, a+pf=1 (2.1.9)

asi B se numesc coordonate baricentrice ale lui x , In raport cu a si b. Conexiunea intre
coordonatele baricentrice si interpolarea liniara este evidenta: a=1-1,8=r. Astfel
coordonatele baricentrice pot lua si valori negative. Pentru r¢[0,1] fie a, fief sunt
negative. Pentru oricare trei puncte coliniare a, b, ¢ coordonatele baricentrice ale lui b in
raport cu a §i ¢ sunt :

= vol,(b,c) p= vol(a,b) 2.1.10)
voli(a,c) vol(a,)
vol, indicd volumul unidimensional, care este distanta cu semn intre doud puncte.

Coordonatele baricentrice pot fi definite nu numai pe o linie dreapt, ci $i pe un plan.
Un alt concept important in acest context este cel al raporturilor. Raportul a trei
puncte coliniare a, b, c¢ este definit de :

raport(a,b,c)="2(%0) _ & @2.1.11)
vol(bec) B

asi B fiind coordonatele baricentrice ale lui b in raport cu a si ¢. Coordonatele

baricentrice ale unui punct nu se modificd In urma transformarilor afine. Astfel, raportul a
trei puncte coliniare :

raport(ga,¢b, ¢c) = L2 (2.1.12)

a

nu este afectat de transformarea afind ¢. Relatia (2.1.12.) exprima faptul ca relatiile afine
sunt pastratoare de raport. Aceastd proprietate poate fi folositd pentru definirea relatiilor
afine. Fiecare relatie ce conecteaza linii drepte cu linii drepte si este pastratoare de raport,
este o relatie afina.

Conceptul conservarii raportului poate fi utilizat pentru a arita o altd proprietate
utild a interpolarii liniare. Segmentul de dreapta [a,b] a fost definit ca fiind imaginea afina a
intervalului unitar [0,1]. El poate fi de asemenea considerat ca imagine afini a oricarui
domeniu [m,n]. Intervalul [m,n] poate fi obtinut printr-o relatie afind din intervalul [0,1]
sau invers. Pentru se€[0,1], g €[m,n] relatia afina este de forma s=(g—a)/(b-a).
Punctul interpolat pe linia dreapta, dat de relatia (2.1.7) poate fi exprimat si prin relatia:

bq, a9,

X =
@) b-a b-a

(2.1.13)

Valorile m, g, n si 0, s,1 sunt in acelasi raport ca si tripletul a, x, . Relatiile conduc la
faptul cd interpolarea liniara este invarianta la transformari afine de parametrii. Parametrul s
este uneori numit parametru local al intervalului [m,n].
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Legatura intre interpolarea liniara si conceptul raporturilor poate fi sintetizata astfel:
afirmatia geometrica, trei puncte coliniare aflate intr-un anumit raport, poate fi exprimata
algebric ca interpolare liniard a unui punct in raport cu celelalte doua.

2.1.3 Interpolarea liniara pe portiuni

Se considerd un poligon B dat prin varfurile sale b,...b, € E3. Poligonul este
format dintr-o secventd de segmente de dreaptd, fiecare interpoland o pereche de puncte
b,,b..,.B constituie un interpolant liniar pe portiuni (notat PL) al punctelor bj. Daca
punctele bj se afla pe o curba c, atunci B este numit interpolant liniar pe portiuni al curbei ¢
notat B = PLc [13][74]. Interpolarea liniard pe portiuni are ca proprietati:

- Invarianta afind. Dacd curba c este relationata intr-o curbd ¢c prin transformarea
afind ¢, atunci interpolantul liniar pe portiuni al curbei ¢c este obtinut prin
aplicarea transformdrii afine interpolantului liniar pe portiuni original
PL¢c = ¢PLc

- Diminuarea variatiei. Fie curba ¢ , un interpolant liniar pe portiuni PLc al curbei
si un plan arbitrar. Se defineste traversarea(c) ca fiind numarul de traversari a
planului de cétre curba c si traversarea( PLc) numarul de traversari realizat de
interpolantul liniar pe portiuni in raport cu acel plan.

Intotdeauna traversarea(PLc) < traversarea(c). Aceasta proprietate se bazeaza

pe o observatie simpla: segmentul de dreaptd ce uneste doua puncte traverseaza
un plan in cel mult un punct, in timp ce segmentul de curba c care uneste cele
doua puncte poate traversa planul de mai de mai multe ori.

2.1.4 Spatii de functii

Pentru atingerea scopului urmadrit se considera cateva notiuni din domeniul analizei
functionale utilizate in cadrul modelarii curbelor si suprafetelor [77]{80]1[95]. Se considera
Cla,b] grupul functiilor continue de valori reale definite pe intervalul [a,p]. Pentru

functiile f,g € C[a,b] sunt definite adunarea si inmultirea cu o constanta prin relatia :

(of +Bg)s)=af (s)+ Pg(s)  pentruVs ela,b] (2.1.14)

Luénd in considerare definitiile rezulta ca C [a,b] formeaza un spatiu liniar. Acesta
este adevirata si pentru C*[a,b], grupul functiilor de valori reale definit pe [a,b] de k ori
continuu diferentiabile. Pentru orice k, C**' reprezinti un subspatiu al lui C*.

Functiile f,,..., f, € Cla,b] sunt liniar independente daca Zci f, =0, Vsela,b]
implica ¢, =...=c, =0.

O clasa de subspatii ale domeniului C [a,b] o reprezinta polinoamele de grad n:
P"(s):ao+als+a2s2+...+ans" s €la,b] (2.1.15)

Pentru n fixat, dimensiunea lui P" este n+1. Fiecare polinom p" € P" este unic
determinat de cei n+1 coeficienti ai sdi a,,...,a,. Acestia pot fi interpretati ca un vector
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n

in spatiul liniar n+1 dimensional. De asemenea in spatiul P” monoamele 1l,s,s’,....s

reprezintd n+1 functii liniar independente si deci formeaza o baza pentru P" [2][13][87].
O altd clasa importantd de subspatii a lu1 C [a,b] este cea a functiilor liniare pe

portiuni. Fie a=s5,<s, <...<s, =b o partitie a domeniului [a,b]. O functie continua

liniard pe fiecare subinterval [si,s ] este numitd functie liniard pe portiuni. Pentru o

i+1
partitie fixd a domeniului [a,b], functiile liniare pe portiuni formeaza un spatiu liniar. O
baza pentru acest spatiu este datd de functiile de acoperire H, (s) functii liniare pe portiuni
cu proprietatea: H (s;)=1, H,(s;)=0dacai# j. O functie liniara pe portiuni f cu
f(s;)=f, poate fiscrisa :

fis)=)_ f,H (s) (2.1.16)
j=0

Se definesc de asemenea operatorii liniari care asociaza o functie Af unei functii date f. Un
operator A: Cla,b] — Cla,b] este liniar daca lasd combinatiile liniare invariante:

Alaf + Bg)=cAf + BAg a,BeR (2.1.17)

Un exemplu de operator liniar este operatorul de derivare care asociaza derivata f la o
functie data f: Af=f"

2.1.5 Implementarea software a curbelor

Proiectarea software obiectuala a elementelor 3D, la fel ca si modelarea matematica,
trebuie sd porneasca de la entitétile atomice ale corpurilor: punctele. Datorita similitudinilor
dintre puncte si vectori, atit la nivel de date cat si la nivelul operatiilor permise, a fost
construitd o clasd de bazd comuna denumitd Vector. Pentru utilizarea cat mai simpla a
obiectelor clasei Vector, toti operatorii matematici au fost suprascrisi, astfel incat operatiile
matematice se realizeaza in acelasi mod ca si in cazul numerelor reale. Acest lucru usureaza
scrierea in fisierele sursa a relatiilor precum si verificarea corectitudinii lor. Definirea online
a tuturor metodelor clasei reduce timpul de executie a functiilor matematice care le
utilizeaza.
class Vector

{

double vect[3]; /// coordonatele punctului sau a vectorului

public:

Vector(double x = 0.0, double y = 0.0, double z = 0.0); /// constructorul clasei
Vector(Vector &v);

void operator=(double d); /// operatorul egal

Vector operator+(Vector &v); /// operatorul de adunare cu un vector
Vector operator+(double d);

void operator+=(Vector &v);

Vector operator-(Vector &v); /// operatorul de sciadere

void operator-=(Vector &v);

Vector operator”(double d); /// operatorul de inmultire

void operator*=(double d);

Vector operator/(double d); /// operatorul de impartire
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void operator/=(double d);

double &operator[J(int i); /// operatorul de acces direct la coordonatele Vectorului
short operator==(Vector &v); /// operatorul de identitate

short operator==(double d);

void VECTOR(double x = 0.0, double y = 0.0, double z = 0.0);

double SCALPRD(Vector &v); /// produsul scalar dintre doi vectori

double COS(Vector &v); /// cosinusul unghiului dintre doi vectori

void VECTPRD(Vector &u, Vector &v); /// produsul vectorial dintre doi vectori
double MIXTPRD(Vector &u, Vector &v); /// produsul mixt dintre trei vectori
double VECT_LENGTH(void) ; /// lungimea unui vector

void VERSOR(void); /// generarea unui vector de lungime 1

void ROUND({(double b); /// rotunjirea coordonatelor unui vector

Punctul, entitatea de baza pentru corpurile 3D este reprezentat prin clasa CVertex
derivatd din clasa de bazd Vector. Derivarea a fost impusa de faptul cd punctul contine
suplimentar proprietati de vizualizare necesare pentru desenarea sa in spatiul de lucru.

Aceste clase si functiile Incapsulate in cadrul lor se constituie ca unelte principale in
constructia si proiectarea functionalitatii claselor corespunzitoare obiectelor complexe.
Proiectarea clasei CMeCurve, modelul obiectual al curbelor neparametrice, a incercat sa
surprinda totalitatea trasaturilor caracteristice ale acestor curbe intr-un mod céit mai eficient
din punct de vedere al programarii dar in acelasi timp $i cat mai natural, prin pastrarea
corespondentelor intre elementele clasei si semnificatia lor reala.

class CMeCurve : public CMeElement

/ variabilele clasei
protected:
CArray<CVertex,CVertex> curvePoints;  // poligonul de control al curbei
CArray<CVertex,CVertex> controlPolygon; // lista de puncte ale curbei
CurveType curveType; // tipul curbei depinde de metoda de proiectare aleasa
CurveSettings curveSettings; // proprietatile de desenare a curbei
int degree; // gradul curbei
struct Spline /I structura cuprinde pointerii la functiile corespunzatoare
// fiecarui tip de curba
char nm[30];
CurveFunction execute; // functia de constructie a curbei
CurveProp prop; //functia de setarea a proprietatilor curbei
3
static Spline spline[9];
CArray<CVertex,CVertex> bezierPoints; / punctele poligonului Bézier pe portiuni

/I metodele clasei

%

Semnificatia variabilelor clasei va fi descrisd in urmatoarele sectiuni ale capitolului.
Fiecarui tip de curba ii corespunde un set de functii care conduc la generarea curbei.
Accesarea acestor functii se realizeaza in mod direct din tabloul static spline prin index care
este identificatorul curbei — curveType. Acest mod de proiectare a clasei a permis atit
individualizarea simpla a fiecérui tip de curba, precum si gruparea in aceeasi clasa a tuturor
metodelor de generare a curbelor. Modalitatea alternativa de proiectare, prin derivarea din
clasa CMeCurve pentru fiecare tip de curba a unor clase proprii, conduce la o crestere
inutild a cantitatii de cod ce trebuia scrisd si in acelasi timp face dificild operatia de
modificare a tipului unei curbe.
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2.2 Curbe Bézier

Curbele Bézier reprezinta una din cele mai importante clase de curbe
polinomiale aproximante folosite curent in domeniul proiectarii asistate de calculator.
Ele sunt numeric cele mai stabile dintre toate curbele polinomiale si de asemenea
constituie forma geometricd ideald pentru reprezentarea curbelor polinomiale pe
bucati.

Sunt definite doud metode de generare a curbelor Bézier, proprietatile acestor
curbe precum si principiul infloririi aplicat asupra curbelor.

2.2.1 Algoritmul lui de Casteljau de generare a curbelor Bézier

Casteljau a dezvoltat un algoritm puternic §i foarte simplu folosit la
proiectarea curbelor si a suprafetelor [11][15][34][36]. Acesta a fost definit mai intai
pentru parabole, iar generalizarea metodei va conduce la curbe Bézier. Se considera

trei puncte b,,b,,b, € E*. Prin interpolari liniare succesive se obtin punctele:

by(s) = (1—s)b, + sb,
b, (s) = (1-s5)b, + sb, (2.2.1)
by (s) = (1 - s)by(s) + sb, (s)

Inlocuind primele doua relatii in ultima rezulta:
by (s)=(1—5)’b, +2s(1—s)b, +1b, (2.2.2)

Expresia pitratica reprezinti formula unei parabole. b;(s) descrie parabola
dupd cum s variazd de la —« la +oo. Aceastd constructie constd din repetate
interpolari liniare, geometria ei fiind reprezentata in figura 1. Pentru s €[0,1], b; (s)

se afla iIn interiorul triunghiului format de b,,b,,b,; 1In particular
bi(0)=b,,b;(1)=b,. A R
1

bo'
bo’

by b,

Fig. 2.2.1 Generarea unui punct al parabolei definiti de punctele b,.5,,b,

Constructia parabolei este invariant afind pentru ca interpolarea liniard pe
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portiuni este invariant afina. Datorita faptului cd b (s) este intotdeauna o combinatie

baricentrica a trei puncte, parabola este o curba plana.

Deoarece aplicatiile de proiectare geometrica a corpurilor necesitd curbe in
spatiul real, precedenta constructie pentru o parabola poate fi generalizata, pentru a se
genera o curba polinomiala de grad oarecare n:

Algoritmul de Casteljau: Fie b,,b,,b, € E'si s € R sirelatiile:

=1,...n
el sy - r=1,...
b/ (s) =(—s)b/" (s)+ b, (s) {i =0,...n—r (2.2.3)

b’ (s) = b,

Atunci by (s) este punctul de pe curba Bézier b"corespunzétor valorii
parametrice s [34][36].

Poligonul P format de b,,...,b, este numit poligonul Bézier sau poligonul de
control al curbei b". Virfurile poligonului, sunt denumite puncte de control sau
puncte Bézier. Figura 2.1. ilustreaza cazul curbelor Bézier cubice. Curba b, (s) este

aproximarea Bernstein-Bézier pentru poligonul de control, terminologie imprumutata
din teoria aproximarilor.

b,

Fig. 2.2.2 Generarea unei curbe Bézier cubice

Conventional, coeficientii intermediari b/ (s) sunt scrigi intr-un tablou
triunghiular de puncte, numit schema de Casteljau. Pentru cazul cubic:

bO

b, by

b, b b}

b, b, b’ b

Implementarea curbelor a fost realizata cu ajutorul clasei CMeCurve descrisa
in sectiunea 2.1.5. Variabila membra controlPolygon a clasei contine punctele de
control ale curbei iar variabila curvePoints punctele curbei. Gradul curbei este
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memorat in CMeCurve::degree. Metoda BeZier() a clasei cuprinde algoritmul de
Casteljau. Desi schema de Casteljau conduce la ideea folosirii unui tablou
bidimensional, acest lucru ar reprezenta consum inutil de memorie fiind suficientad
folosirea numai a coloanei din stanga si suprascrierea ei in mod corespunzator.

void CMeCurve::Bezier()

{
short nr_points, degree, i, r, k;
double t, t1;
CArray<CVertex, CVertex> tempTab;

nr_points = controlPolygon.GetSize();
degree = nr_points -1; // gradul curbei Bézier
// setarea tabloului temporar la dimensiunea necesara
tempTab.SetSize(nr_points);
// setarea tabloului de puncte al curbei la dimensiunea necesara
curvePoints.SetSize(N);
// calculul punctelor curbei
for(i=0;i < N; i++)
{ // copierea punctelor de control in tabloul temporar
tempTab.Copy(controlPolygon);
// calculul fiecarui punct al curbei prin metoda de Casteljau
t = (double)(i)/(N-1);
t1=10-t;
for(r = 1; r <= degree; r++)
{ for(k =0; k <= degree - r; k++)
{ //interpolarea liniara realizata pentru fiecare coordonata a punctului
tempTablk] = tempTablk] * t1 + tempTab[k+1] * t;
}
}

curvePoints[i] = tempTab[0];
myDoc->ComputePersp(this->curvePointsli]);

}
}
[ IMe: [MeT) ™mrl
[ [P E@ Selingy Deaw Cirves Sulloms DuoveeOpmaton Yook Wiihw Hel .
DRSS IRAiI>r > 3s|surlamagrieccBHNEDa®

Ly | | aly | o
LY ERS VAL L Sl XN EXYICT L

Fig. 2.2.3 Curba Bézier realizata cu algoritmul lui de Casteljau
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2.2.2 Forma Bernstein a curbelor Bézier

Curbele Bézier au fost dezvoltate inifial printr-un algoritm recursiv de catre de
Casteljau. Fiind necesara o reprezentare explicita a acestor curbe, sub forma unei
formule nerecursive, Bézier a definit forma lor polinomialad prin exprimarea acestora

in baza Bernstein [71].
Astfel, polinoamele Bernstein sunt definite in mod explicit de relatia:

B/(s)=Cls'(1-s)™ (2.2.9)

coeficientii binomiali fiind:

'
. #daca O<=i<=1
C, =<il(n-1)! (2.2.5)

Oaltfel
Aceste polinoame au ca proprietiti:
1. satisfac relatia de recursivitate :

B! (s)=(1-s)B'(s)+ sB'(s) cu
BX(1)=1 si (2.2.6)
B’ (s)=0 pentru j¢1{0,...,n}

2. formeaza o partitie a unitdtii.
> Bi(s)=1 2.2.7)
j=0

3. sunt pozitive pentru s subunitar
B! (s)=0Vse[0]],VieO,n (2.2.8)

4. pentru valorile limita ale lui s polinoamele sunt nule mai putin polinoamele
de ordin 0 respectiv n care sunt egale cu 1:

(2.2.9)

0 pri=1.2,..., 0 pr.i=0]1,..,n-1
B,-"(0>={ Ph! ", B,-"<1)={ P! "

1 pentrui=0 1 pentrui=n

N . ) ]
5. in domeniul [0,1] au un maxim pentru s = —
n
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Punctele de Casteljau intermediare b’ pot fi exprimate cu ajutorul
polinoamelor Bernstein de grad r :

bi’(s)=zr:b,+jB;(s) re{o,...n}, i€{0,...,n-r} (2.2.10)
j-0

Relatia (2.2.10) aratd exact modul in care punctele intermediare b, depind de
punctele Bézier date b,. Pentru cazul r = n, punctul de CasteljaOu corespunzator este
punctul de pe curba si este dat de relatia:

b"(s)=b2(s)= > b,B(s) @.2.11)
0

care reprezinta forma Bernstein a curbelor Bézier [11].

Pentru implementarea formei Bemstein a curbelor Bézier se poate utiliza
algoritmul Homer-Bézier. Acest algoritm realizeazd o regrupare a termenilor din
membrul drept al relatiei (2.2.11):

b(s)=C’q"by +Clsq"'b, + C2s’q" b, +..+ C"s"b_ =

(2.2.12)
=[---[(COqb, + C)sb)g+C’s*)s+---+C"s"b, g=1-s

Functia BezierHomer() determind punctele curbei Bézier folosind forma
polinomiald a acestora.

void CMeCurve::BezierHorner(void)
{
short nr_points, degree, i, j;
double t, s, combinari, putere;

nr_points = controlPolygon.GetSize();

degree = nr_points -1; // gradul curbei Bézier

/1 setarea tabloului de puncte al curbei la dimensiunea necesara
curvePoints.SetSize(N);

/! calculul punctelor curbei folosind algoritmul Horner - Bézier
for(i=0; i< N; i++)

{
t = (double)(i)/(N-1);
s=1.0-t;
combinari = 1;
putere = 1;

curvePointsfi] = controlPolygon[0] * s;
for(j = 1; j <degree; | ++)

{

combinari = combinari*(degree - j + 1)/j;

putere = t*putere;

curvePoints|i] = (curvePoints[i] + controlPolygon[j] * combinari * putere) * s;
}

putere = t"putere;
curvePoints(i] = curvePoints[i] + controlPolygon[degree] * putere;
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myDoc->ComputePersp(curvePoints(i]);

2.2.3 Proprietiti ale curbelor Bézier

Algoritmul de Casteljau, cu argumentele sale geometrice, i forma polinomiala
Bemstein, cu argumentele sale algebrice, permit definirea proprietitilor curbelor
Bézier:

- Invarianta afind. Curbele Bézier sunt invariante in raport cu relatiile afine,
ceea ce inseamna ca urmatoarele doud proceduri dau acelasi rezultat: (1) se calculeaza
punctul b"(s) si apoi acestuia 1 se asociaza o relatie afina; (2) se aplica o relatie afina
poligonului de control si apoi se evalueaza poligonul la valoarea parametrului s.
Invarianta afina este o consecinta directd a algoritmului de Casteljau: algoritmul este
format dintr-o secventa de interpoldri liniare. Ele sunt invariant afine si astfel este si o
secventa finitd a lor [13][14][16].

Ca aspect practic al acestei proprietati este rotatia unei curbe in jurul unei axe
de rotatie. Operatia se realizeazd prin aplicarea rotatiei punctelor de control si apoi,
pornind de la poligonul de control modificat, se recalculeaza curba. Rezultatul obtinut
este identic cu cel care s-ar realiza prin aplicarea rotatiei pe rand tuturor punctelor
curbei, proces care insad este mult mai costisitor din punct de vedere al timpului.
Factorul timp este esential In modelarea cat mai realistd a migcarii robotilor. Functia
virtuald RotateElement() realizeazd operatia de rotatie a unei curbei folosind
proprietatea de invarianta afina.

void CMeCurve::RotateElement(Vector &rotation_axis, double angle)

double |;

Vector origin;

origin = 0.0;

InitPerspBBox();

short nr_points = controlPolygon.GetSize();

/1 rotirea punctelor poligonului de control in jurul originii
for(inti = 0; i < nr_points; i++)

{ 1=controlPolygon[i]. VECT_LENGTH();

if(l > V_PPREC)

{ PointRotation(controlPolygon([i], origin, rotation_axis, angle);
controlPolygon(i].CalcPersp(); // calculul perspectivelor punctului
SetPerspBBox(controlPolygon(i]);

}

}

/1 setarea boundingbox-ului curbei; acesta este identic cu al poligonului de control
/I (datorita proprietatii de acoperire convexa)

SetElementBBox();

/I reconstruirea curbei in functie de tipul sau
(this->"this->spline[this->curveType].execute)();

Curbele Bézier nu sunt invariant proiective. Relatiile proiective sunt utilizate
in grafica pe calculator cand un obiect este reprezentat realistic (reprezentarea in
perspectivd). Astfel, daca se doreste simplificarea unei imagini de perspectiva a unei
curbe Bézier prin reprezentarea mai intai a imaginii poligonului de control, dupa care
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se calculeaza curba, curba rezultatd nu este imaginea de perspectivd a curbei
originale.

- Invarianta in cazul transformdrilor afine de parametri. In cadrul
algoritmului de generare curbele Bézier au fost definite pe intervalul [0,1] cu toate ca
algoritmul de Casteljau este "insensibil" fatd de intervalul pe care curba este definita.
Astfel, pentru o curba definita pe un interval arbitrar ales a < g < b pe axa reala, prin
introducerea parametrului local s = (g-a)/(b-a), algoritmul decurge normal. Aceasti
proprietate provine de la interpolarea liniard. Forma generalizatd a algoritmului de
Casteljau este:

b.-'(q)=b;qb"‘(q)+ 14y (2.2.13)
b—a b—a

Tranzitia de la intervalul [0,1] la intervalul [a,b] reprezintd o transformare

afina. Deci, curbele Bézier sunt invariante in cazul transformarilor afine de parametri.
Algebric, aceasta proprietate se exprima:

ibiBin(S) = ibiBi"[%) (2.2.14)
i=0 i=0 -

- Proprietatea de acoperire convexd. Pentru se[0,l], b"(s) se afla in
acoperirea convexd a poligonului de control. Geometric, acest lucru este demonstrat,
deoarece orice valoare intermediard b/ (s) se obtine ca o combinatie baricentrica

convexi a punctelor b/”', b/}' de la pasul anterior. In nici un pas al algoritmului de
Casteljau nu se creeazd puncte in afara acoperirii convexe a lui b,. Pornind de la

forma Bernstein, datoritd faptului ca polinoamele Bernstein sunt pozitive pe domeniul
[0,1], curba Bézier este o combinatie convexd a punctelor de control si deci toate
punctele sale se aflda in acoperirea convexa a acestora. O consecintd imediatd a
proprietitii de acoperire convexa este aceea ca un poligon plan de control genereaza
intotdeauna o curba plana [11][13].

Proprietatea este folositd la operatia de verificare a interferentei a doud curbe.
Dacd de exemplu, fiecare curba reprezintd traiectoria unui brat de robot, pentru
evitarea coliziunii efectoarelor, este necesar ca cele doua cai si nu se intersecteze. In
loc de a se calcula o posibila intersectie, se circumscrie cea mai mica cutie posibila in
jurul poligonului de control al fiecérei curbe astfel incat laturile acesteia sa fie paralele
cu sistemul de coordonate. Aceste cutii sunt numite cutii minmax sau bounding box,
deoarece fetele lor sunt generate de coordonatele minime §i maxime ale poligonului
de control. Fiecare cutie minimax contine poligonul sdu de control si curba Bézier
corespunzatoare datoritd proprietdtii de acoperire convexa. Dacd cele doud cutii
minimax nu se suprapun, atunci in mod cert cele doua curbe nu se intersecteaza. Daca
cutiile se suprapun, este necesara aplicarea unor verificari suplimentare. Posibilitatea
luarii unei decizii rapide din punct de vedere al interferentei este foarte importanta,
din moment ce, in practicd, adesea se verifica un obiect impotriva altora, multe dintre
acestea pot fi etichetate ca ''neinterferate de testul cutiei minimax.

- Interpolarea punctului de sfdrsit. Curbele Bézier trec prin punctul de inceput
b, si de sfarsit b, al poligonului de control, proprietate verificatd de relatia de

Casteljau scrisa pentru cazurile s =0 si s =1. Daca b, = b, curba Bézier este in
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- Simetrie. Considerand exemplul din figura 2.4, se poate usor observa ca nu
conteaza daca punctele Bézier sunt notate b,,b,,...,b, sau b_,b,_,...,b,. Curbele care

corespund celor doua ordonari au acelasi aspect, fiind diferite doar prin directia in
care sunt parcurse. Formal se scrie identitatea:

> bB7(s)=> b, BI(1-53) (2.2.15)
j=0 j=0

care rezultd ca o consecintd a relatiei B} (s) = B, (1-s) .

- Invarianta in cazul combinatiilor baricentrice. Procesul formarii curbei
Bézier din poligonul Bézier lasa combinatiile baricentrice invariante. Pentru
a+b =1, rezulta:

S (@b, + Bc BT(s) = &Y b,B1(5) + B c,B(5) (2.2.16)
j=0 j=0 j=0

Astfel se poate construi media ponderatd a douad curbe Bézier fie pe baza mediei
ponderate a punctelor corespunzitoare de pe curbe, fie pe baza mediei ponderate a
varfurilor de control corespunzétoare.

Proprietatile acestor curbe constituie motivul pentru care ele reprezinta
instrumente utile In desenarea curbelor oarecare. Pentru a reproduce forma unei curbe
desenate cu mana, este suficientd specificarea poligonului de control care oarecum
"subliniazd" forma curbei. Calculatorul va desena curba Bézier definitd de poligon si
daca este necesar se vor ajusta pozitiile varfurilor poligonului. De obicei, o persoana
experimentatd va reproduce o curbad datd dupd doua sau trei iteratii ale acestei
proceduri interactive.

[ —

Fig. 2.2.4 Modelarea formei curbei prin modificarea poligonului sdu de control

- Control pseudo-local. Deoarece polinoamele Bernstein B au un maxim pe

care il ating la = % rezultd ca prin modificarea doar a unuia dintre varfurile
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poligonului de control b,, curba este afectatd de schimbare in regiunea curbei din
jurul valorii % a parametrului . Aceasta face ca efectul schimbarii sa fie usor de

prevazut, cu toate cd modificarea afecteaza intreaga curba.
2.2.4 Derivatele unei curbe Bézier

Un rol important in studiul curbelor Bézier si, in continuare, a curbelor B-
spline cubice il ocupd derivatele unei curbe Bézier. Influenta formei poligonului de
control asupra formei curbei se exprima cu ajutorul derivatelor, iar generarea curbelor
B-spline cubice se bazeazd pe conditiile de continuitate date tot de derivatele curbei
Bézier.

Derivata de ordinul 1 a unei curbe Bézier

Pentru analiza si calculul acestora se porneste de la determinarea derivatei
unui polinom Bernstein. Derivarea formulei polinomului Bemnstein conduce la relatia:

%Bi"(s) = n[B"'(s)- B (s)] (2.2.17)

Derivata unei curbe Bézier b" va fi:
d n - n-1 n-1
O nY [B7(s)- BT ()b, (2.2.18)
j=0

Relatia poate fi modificatd luand in considerare proprietatea 1 a polinoamelor
Bernstein §i1 prin introducerea operatorului diferentd: Abj =bj+l—bj [17](32].

Forma derivatei unei curbe Bézier va fi:
d n-1
Eb"(s)znZA bBT'(s);  Ab,eR’ (2.2.19)
j=0

Se observd ca, derivata unei curbe Bézier este o altd curba Bézier obtinuta prin
diferentierea poligonului de control original. Aceastd curba Bézier derivatd nu mai

este definitd in E’, coeficientii sii fiind diferente de puncte, vectori, care sunt
elemente din R’. Pentru a vizualiza curba si curba derivatei in E*, se poate construi
un poligon ce constd din punctele a+ Ab,,...,a+Ab, . a este un punct arbitrar, o

alegere potriviti este a = 0.
Derivate de ordin superior

Pentru calculul derivatei de ordin superior se generalizeazd mai intai
operatorul diferenta:

ANb,=A"D,, -A"b, (2.2.20)

J
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Formula pentru derivata de ordinul r a unei curbe Bézier este:

d’ n' &
b"(1) = A'b B (t (2.2.21)
dr’ ® (n-r)!; B0

Relatia se demonstreaza prin inductie [88]. Pornind de la aceastd formula, se observa
ca derivata de ordinul r a unei curbe Bézier intr-un punct de capat (+=0,r=1)

depinde doar de r +1 puncte Bézier din apropierea acelui punct de capat (inclusiv).
Pentru r =0 se obtine proprietatea inserdrii punctului de sférsit determinata anterior.
Cazul r =1 stabileste ca b, si b, definesc tangenta la r=0. In general, tangenta la

b, este datd de b, si de primul punct b, diferit de b,, astfel tangenta poate fi definita
chiar daca vectorul tangent este vectorul nul. In mod similar b, s1 b, determina

tangenta la r =1.
2.2.5 Forma polara a curbelor Bézier

Principiul infloririi sau al polarizdri a fost introdusd ca o generalizare a
metodei lui de Casteljau [35][54][92][93]. Se utilizeaza schema lui de Casteljau, in
cadrul careia se reprezintd cei n pasi ai metodei sub forma de coloane. Inflorirea
impune ca in coloana r sa nu se facd un pas de Casteljau pentru valoarea parametrului
s, c1 sa se foloseascad o noud valoare s, Astfel pentru cazul cubic, se obtine:

by

b, b(l)[sl]

b, bils] bg[SI’SZ]

by byls,] blls,,s,] b§3[51a52’53]

Punctul rezultat b;[s,,s,,s,] este o functie de trei variabile independente,
astfel inct acesta nu descrie o curba, ci o regiune din E3. Aceasti functie trivariabila
bl.,.,.] este numita inflorirea curbei b’(s)[89][92][93]. Curba originald este regisita
pentru toate cele trei argumente egale: s =5, =5, =5,.

Pentru exemplificare, punctele de inceput si de sfarsit ale curbei sunt definite
prin inflorire in forma: b[0,0,0]=b, si b[111]=b,. Pentru argumentele

(t,,1,,151=[0,0,1],, schema infloririi se reduce la :

&~ &

by

o> O
N

b, b,
, b, b b, =b[0,0,1]
In mod similar se obtine b, = b[0,1,1]. Se observa ca punctele Bézier originale

pot fi gasite prin evaluarea infloririi curbei cu argumente constand din valori de 0 si 1.
Si celelalte puncte ale schemei de Casteljau pot fi scrise ca valori ale infloririi pentru
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argumente speciale. Astfel pentru [s,,s,,s,]1=[0,0,s] se obtine b(') = b[0,0,s]. Schema
de Casteljau completa este de forma:

b, = b[0,0,0]

b, =b[0,0,]] b, = b[0,0,s]

b, =b[0,11] b/ =b[0,1,s] b; =b[0,s,s]

b, =b{LL1] b)=blls] b’ =blls,s] b, =bs,s,s]

Pentru orice curbd de grad n oarecare, punctele Bézier pot fi exprimate ca
valori ale infloririi prin relatia:

bl. — b[0<n_r_i>,s<r> ,1<i>] (2.2.22)

<t>

s~” semnifica faptul ca s apare ca argument de r.

Formula recursivé de Casteljau pentru curbele Bézier poate fi acum exprimata
in termenii inflorini:

b[0<n—r—i>,s<r> ,1<i>] — (1 _S)b[0<n—r-i+l>’s<r—l> ’1<i>]+ Sb[0<n—r—i>’s<r—l> ,1<i+l>] (2223)

Punctul de pe curba este b[s

<n>]

Se poate observa ca nu conteazd in ce ordine se utilizeaza argumentele 7,
pentru evaluarea infloririi. Astfel, pentru cazul cubic bt,,t,,1,] = blt,,1;,1,]. Datorita

acestui fapt inflorirea are proprietatea de simetrie. Fiecare curba polinomiala are o
unicd inflorire asociata ei: o functie polinomiald simetricd de n variabile, ce
relationeaza R” in E3.

O altd proprietate importantd a infloririi este multiafinitatea. Daca primul
argument al infloririi este definit ca o combinatie baricentricd de doua (sau mai multe)
numere, se pot calcula valorile Infloririi pentru fiecare numar dupa care se determina
combinatia baricentrica a lor:

blar + Bs,s,,....s,1=ablr,s,,...,s, 1+ Pbls,s,,...,s,] a+B=1 (2.2.24)

Formula exprimd faptul ca inflorirea este afind in raport cu primul sau
argument, fapt adevarat pentru oricare din argumentele ramase. Acesta este motivul
pentru care inflorirea este numitd multiafina. Infloririle sunt multiafine deoarece sunt
obtinute prin repetarea pasilor algoritmului de Casteljau. Fiecare din acesti pasi consta
din interpolari liniare, o relatie afina ea insasi.

De asemenea, se poate determina inflorirea unei curbe Bézier definitd pe un
interval [a,b] din domeniul real. Procedand in mod similar si tindnd seama de forma
generalizatd a algoritmului de Casteljau se determina punctele Bézier b; ca valori ale
infloririi prin relatia:

b, =bla*"",b<"] (2.2.25)
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Dupa primul pas al algoritmului de Casteljau cu referire la o valoare s, a
parametrului, punctele rezultate b,(s,),...,b) (s,) pot fi interpretate ca un poligon de
control al unei curbe p,(s) de grad n—1. In terminologia infloririi curba este definita
ca:

pl (S) — b[s1 , S<n~l>]
Polinomul p, este numit primul polar al lui b(s) . Semnificatia geometrica a ultimei
relatii  este urmatoarea: tangenta in orice punct b(f) intersecteaza polarul p,(s) in
p,(s). Acest fapt nu este limitat doar la curbele din plan, ci este la fel de adevarat si
pentru curbele din spatiu.

Un caz special este dat de b[O,s
by,...,b,_, . In mod similar, b[1,s<""”] este definit de b,,...,b, .

Procesul formarii polarilor se poate repeta, obtindndu-se astfel un al doilea
<"~221, etc. Se ajunge la cel de-al n polar, care este si inflorirea

<n-1>

]: acesta este polinomul definit de

polar p,, (1) =8[s,,s,,s
lui b(s) [11][89][92][93].
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2.3 Curbe spline in forma Bézier

Curbele Bézier desi constituie metode puternice de proiectare in CAGD
prezintd anumite dezavantaje: dacd curba ce urmeaza sa fie modelata are o forma
complexd, atunci reprezentarea ei Bézier necesita folosirea unui numar mare de
puncte de control si deci curba va avea un grad mare. Pentru parametrizari de grad
mare, ce depasesc valoarea 10, intervin erori de calcul datoritd numarului mare de
operatii si deci metodele Bézier nu mai conduc la rezultate corecte. Curbele de forma
complexa sunt modelate folosind curbe Bézier compuse. Astfel de curbe polinomiale
pe portiuni sunt denumite curbe B-spline [17][19][30]{32].

O curba Bézier compusa este obtinuta prin racordarea mai multor arce Bézier
de acelasi grad. Fiecare segment de curbad este definit de propriul sdu poligon de
control b,,b b.. . Ultimul punct al fiecarui poligon coincide cu primul punct de

+12° " i+n

control al poligonului urmator. Datoritd proprietatii de interpolare a punctului de
sfarsit, reuniunea arcelor Bézier defineste o curba continua.

2.3.1 Parametrizarea globala si locala a unei curbe

Curbele Bézier definite pe intervalul {0,1], au putut fi usor dezvoltate teoretic.
Ele pot fi insa definite pe orice domeniu real datoritd proprietatii lor de invarianta la
transformari afine de parametru. Pentru cazul curbelor polinomiale pe portiuni, dacad
fiecare segment individual al curbei poate fi definit pe intervalul [0,1], curba spline,
ca Intreg, este definitd pe o colectie de intervale ale céror lungimi relative joaca un rol
important.

Pentru stabilirea unei parametrizéri globale a unei curbe spline, se alege un
domeniu arbitrar [u,,u,] divizat de valorile u;,,i=12,...L—1 in L intervale

Uy <u, <...u,, <u, .O curbd spline c reprezintd o relationare a domeniului [u,,u, ]
in E°. Fiecare interval [u,,u,, ] constituie spatiul de parametrizare al unui segment

Bézier al curbei spline. Numerele reale #, sunt denumite noduri. Colectia tuturor

nodurilor este numitd secventa de noduri a curbei spline. Oricédrei valori u din
domeniul [u,u,] 1i corespunde un punct c(u) pe curba c. Parametrul u se numeste

parametrul global al curbei. Pentru fiecare interval [u,,u,,,] se defineste parametrul
local s prin relatia:

= i _MTu 2.3.1)

A, este operatorul diferentd definit in sectiunea 2.2.4. s parcurge domeniul [0,1] la o
variatie a lui u de la u, la u,,, [14][16].

Definirea intregii curbe spline se face in termenii parametrizarii globale. Segmentele
individuale ¢; ale lui ¢ sunt curbe Bézier care pot fi mai ugor descrise in termenii

parametrizarii locale. Astfel un punct al curbei spline este c(u) =c;(s).
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Legatura intre parametrizarea locald si cea globald poate fi observatd si in cazul
formulei derivatei curbei intr-un punct u € [u,,u,,, ]:

dc(u) _dc;(s) ds

du  ds du
1 dc,(s)
—A_,. ds

(2.3.2)

Punctele c(u;) =c,(0) =c, (1) sunt denumite puncte de jonctiune. Colectia tuturor

poligoanelor Bézier ale segmentelor de curbe Bézier formeazd un poligon numit
poligonul Bézier pe portiuni al curbei spline ¢ [11][30] [91].

2.3.2 Conditii de continuitate

Doua curbe Bézier s, si s, avind poligoanele de control b,...,b,, respectiv
b,,....b,,, pot fi considerate ca existdnd individual independente una de alta, sau ca

doua segmente ale unei curbe compuse s pe domeniul {u,,u,]. In primul caz nu exista

nici un fel de restrictie asupra punctelor de control ale celor doua curbe. Pentru cea de
a doua situatie, intre punctele poligoanelor de control ale celor doud curbe se
stabilesc anumite relatii de legatura pentru a se mentine proprietitile de continuitate si
derivabilitate ale curbei compuse de-a lungul intregului domeniu de definitie.

Curba c,, definitd pe intervalul [u,,u,], si c¢,, definitd pe intervalul [u,,u,],

sunt de r ori continuu derivabile in u = u, daca:

r r

d
I 0 (u)) = Wcl(ul) (2.3.3)

Folosind formula derivatei de ordin superior si transformarea de parametrii global-
local, relatia devine:

1 Ab, , = 1 Ab,  i=0,..,r
A0 A1

Ay =u —u, (2.3.4)
A =u,-u,
Relatia defineste conditia de continuitate C" pentru o curba polinomiald pe

portiuni. Continuitatea de grad 0 (C°), indica faptul ci punctul de sfarsit al
poligonului de control al primei curbe Bézier este identic cu primul punct de
control al celei de-a doua curbe. Cazurile de continuitate C' si C’sunt cele
mai relevante din punct de vedere practic, ele definind panta si curbura unei
spline [17][20].
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Racordul de clasia C' a doui curbe Bézier

Pornind de la relatia 2.3.4 se obtine conditia de racord tinand seama de faptul
ca derivata de ordinul intdi a parametrizirii Bernstein a unei curbe Bézier pentru
valorile O si 1 ale parametrului depinde de cele mai apropiate doua puncte de control
[21].
sunt

Curba c este de clasd C' in u, daca si numai daca punctele b,_,,b,_,b

inraportul A;: A,

n-1° n+lt

coliniare $i punctul b, imparte segmentul de dreapta b, _ b

n+l

b

A A
,=———b,  +———b,,, (2.3.5)
A, +A4, A, +A4,

Racordul de clasi C’? a doui curbe Bézier

Racordul de clasi C? in u, a doud curbe cubice implica ca derivatele de
ordinul 2 ale celor doud curbe sa coincida:

1

—(b,., —=2b,_ +b,)= Aiz(b" -2b,,, +b,..,) (2.3.6)

2 n+l

0 0

- 1 . . N .
Deoarece s este de clasd C', punctul b, poate fi exprimat in raport cu b, _, si b,,,.

Inlocuind b, in formula 3.6 rezulta:

A
@—iyﬂ+ib A 5, = —0 2.3.7)

n—1 n+l n+2
s, 5, 1-35, 1-3s, Ay +A,

Ambii termeni ai relatiei 2.3.7, conform interpolérii liniare, conduc la ideea existentei
unui punct d aflat in relatie de coliniariate cu punctele de control implicate. Ludnd in
consideratie acest lucru se poate defini conditia de continuitate de grad 2 [17]{21].

Curba s este de clasd C? in punctul de jonctiune u,, dacd si numai daca exista

un punct 4 astfel incét punctele b, ,,b, ,,d si d,b,,,,b,,, sa fie coliniare si in plus

n-1?

punctul b, , respectiv b,,, sa impartd segmentul [b,_,,d], respectiv [d,b,,,] In

A
raportul —:
|

b,,=(10-s)b,_,+s,d
A, (2.3.8)

b, =(-s,)d +sb,,, “A +A
0 1

Punctul 4 asociat racordului de clasd C*a doud curbe Bézier se numeste punct
de Boor [17][33].
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2.3.3 Cubice B-spline

Curba polinomiald pe bucati s:[u,,u,]— E’, pentru care este definita o

secventd de noduri u, <u, <---<u, care impart domeniul in L subintervale, este o

cubicd B-spline generata prin racordul de clasd C* in u,,i =1,L —1 a unui numar de
s - . 3 .
L curbe Bézier cubice c; :[u;,u;,,] = E~ de poligon de control b,;,b,,,,,b,,.,,b;,.,.

In acest context, o cubica B-spline este determinatd de secventa sa de noduri i
de poligonul Bézier pe bucati format din punctele de control ale segmentelor de curba
Bézier, poligon ce contine 3L+1 puncte. Luandu-se in considerare conditiile de racord
de clasi C*® care introduc punctele de Boor, se poate genera o cubica B-spline
pornind de la setul de puncte de Boor ce formeaza poligonul de Boor al cubicei.

Astfel, o cubica B-spline este complet determinata de poligonul de Boor
alcatuit din L+3 puncte d_,,d,,d,,...,d,,, $1 de secventa de noduri u, <u, <---<u,
care divizeaza intervalul[u,,u,]. Aceastd modalitate de definire este mai simpla si
mai intuitiva deoarece implica folosirea unui numar mai mic de puncte de control fata
de definirea completa a cubicei spline prin poligonul sdu pe portiuni [88]{94].

Punctele poligonului Bézier pe portiuni a cubicei B-spline sunt obtinute din punctele
poligonului de Boor. Din definitia punctelor de Boor d; rezultd cd punctele

.. . . . A,
by;_,,b,,_,.d, sunt coliniare si b,, , imparte segmentul b,, ,d, in raportul —=. La fel,
punctele d,_,,b,, ,,b;,, sunt coliniare §i b,_, divide segmentul d,_b,,, in raportul
Ai—Z

. Din aceste afirmatii rezulta faptul ca punctele d,_,,b;,_,,b;,_,.d; sunt coliniare,

i-l

. . . A : o

iar punctul b,,_, imparte segmentul d,_ d, in raportul —=2— (Figura 2.3.1.). Tin4nd
i-1 i

seama de consideratiile facute la interpolarea liniard si la definirea raporturilor,

punctul b;,_, rezulta ca interpolant al punctelor d,_,,d,:

A +A, A, —
DTG +=i2g =201 (2.3.9)
A A

b3i—2 =

- A +A,
In mod similar, punctul b,, , imparte segmentul d, d, in raportul —% si se

obtine cu formula:

A. A +A,
=—’a’,._l+—i—"'a'. i=2,L-1 (2.3.10)

b3[—l A A i

In cele douz relatii, A=A, +A,_, +A, [18][32][88].
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Fig. 2.3.1 Poligonul de Boor si poligonul Bézier pe portiuni al unei cubice
spline

Cu ajutorul acestor relatii, din punctele de Boor d,,d,,...,d, |, se genereaza
punctele b,,b;,...,b,,_,,b;_,,...,by, _5.,b;,_, ale poligonului Bézier pe buciti, numite si
puncte interioare ale acestui poligon pe portiuni.

Punctele Bézier de jonctiune b,, se determind din conditia de racord de clasa

C' a curbelor Bézier. Punctele b,_,,b,,,b,,, sunt coliniare si b, imparte segmentul

A,
by,_,bs;., 1n raportul —A"—‘ Rezulta:

i

A, A

1

=" by, + b
Ai—l +Ai Ai—l +Ai

v i=3,L-2 (2.3.11)

3i

Punctele de sfarsit ale poligonul Bézier pe portiuni sunt calculate cu relatiile:

by=d._,
b, =d,
__4 Ay (2.3.12)
PUOAGHA, C A A,
by, = AL_l;AL d,, +%du A=A, ,+A,,+4,
by, =d,
b, =d,.

Punctele b, si b,,_, rezultd aplicind formula de calcul a punctelor de
jonctiune pentrui =1, respectiv i = L —1.

Aceastd constructie a punctelor poligonului Bézier pe bucéti a unei cubice B-
spline, pornind de la poligonul de Boor si secventa de noduri a fost realizata de catre
Boehm si este cunoscutd in literatura CAGD ca meroda de Boor - Boehm [17][18].
Curba B-spline este generatd prin aplicarea algoritmului de Casteljau pentru fiecare
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secventd de 4 puncte Bézier, corespunzitoare unei portiuni polinomiale a curbel
compuse.

Din modul de generare a unei cubice B-spline se pot deduce cateva din
proprietdtile acestor curbe:

- proprietatea de acoperire convexa

- precizie liniard

- invariantd in raport cu relatiile afine

- simetrie

- interpolarea punctului de sfarsit

- proprietatea de diminuare a variatiei

- control local

O proprietate importanta de care curbele Bézier nu se bucurd este controlul
local. In cazul curbelor Bézier, modificarea unui punct al poligonului de control
afecteazd intreaga curbd, ceea ce indicd un control global. Pentru o cubica B-spline,
daca un punct al poligonului de Boor este modificat, va implica o schimbare asupra a
4 segmente ale curbei din vecindtatea punctului respectiv, curba pdastrandu-si forma
nemodificatd in celelalte portiuni. Aceastd calitate conferd o valoare deosebita
curbelor B-spline in domeniul proiectarii. Dacd o parte a curbei a fost complet
generatd se poate realiza modificarea curbei in alte regiuni fard teama de a afecta
portiunea corecta [30}[32][98].

Figura 2.3.2 prezintd o curba B-spline complexd generatd cu ajutorul

algoritmului descris.

CMe [Curve Bspline cubic]

.. Fle Edt Settings Dvaw Cuves Sufaces CurvesOperstion Tooks Window Help

DEA & L2B >Sr>3y sw/ Jdadp 2ico00E0BMa@: D00 y 000 - {00 s
Y
z L]
e ¢ T
’ ’ ! ’7! L
/ 1 .
| | R =
| | -
s . e
hd
o | " I ﬂ
AS$35 ~~M/NS5 /A GAE~ w2y £ OBDea ME@@
} 15 32 -

Fig. 2.3.2 Curba B-spline
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Curba urmareste fidel silueta poligonului de control pe portiuni. Dacéd pentru
generarea curbei se utileazd metoda Bézier sau Homer-Bézier rezultatul este cu totul
diferit si aproximarea poligonului de control este mult mai slaba.

Functia membra BsplineCubicDeschis() a clasei CMeCurve cuprinde
algoritmul de generare a poligonului Bézier pe portiuni pentru a curbé spline cubica
deschisa. Primul pas il constituie generarea secventei de noduri corespunzatoare
poligonului de Boor stocat in variabila membrd controlPoints. Se determind apoi
dimensiunea  fiecdrui  interval dintre noduri. Prin apelarea  metodei
CalculPuncteBezierDeschis() se obtine poligonul Bézier pe portiuni in tabloul
bezierPoints.

void CMeCurve::CalculPuncteBezierDeschis(double delta[], short nr_points)
{

short i, k;

double delt;

// calcul puncte b3i-2, b3i-1

for(i=2, k = 3; i <= nr_points-1; i ++, k++)

delt = deltafi-2] + deltafi-1] + deltali];
bezierPoints[3*i-2) =  controlPolygonlk-1] * (delta[i-1] + delta[i])/delt +
controlPolygon[k] * deltafi-2)/delt;
bezierPoints[3*i-1] = controlPolygon[k-1] * delta[i]/delt +
controlPolygon[k] * (delta[i-2] + delta[i-1])/delt;
}
// calcul puncte b3i
for(i = 2; i <= nr_points-2; i ++)
bezierPoints[3*i] = bezierPoints[3"i-1] * delta[i]/(delta[i-1] + delta[i]) +
bezierPoints[3*i+1] * delta[i-1)/(delta[i-1] + delta[i]);
bezierPoints[0] = controlPolygon([0}; // punctul d-1 din punctele de Boor
bezierPoints[1] controlPolygon[1]; // punctul dO din punctele de Boor
bezierPoints[2] controlPolygon[1] * delta[1])/(delta[0] + delta[1]) +
controlPolygon[2] * delta[0]/(delta[0]+delta[1]);
bezierPoints[2] * delta[1]/(delta[0] + delta[1]) +
bezierPoints[4] * delta[0}/(delta[0] + delta[1]);
bezierPoints[3*nr_points-2] = controlPolygon[nr_points] * delta[nr_points-1)/
(delta[nr_points-2] + delta[nr_points-1]) +
controlPolygon[nr_points+1] * delta[nr_points-2}/
(delta[nr_points-2] + delta[nr_points-1));
bezierPoints[3"nr_points-1] = controlPolygon[nr_points+1];
bezierPoints[3*nr_points] = controlPolygon[nr_points+2]; // punctul de Boor dL+1
bezierPoints[3*(nr_points-1)] = bezierPoints[3*nr_points-4] * delta[nr_points-1}/
(delta[nr_points-2] + delta[nr_points-1]) +
bezierPoints[3"nr_points-2] * delta[nr_points-2}/
(delta[nr_points-2] + delta[nr_points-1]);

bezierPoints[3]

}

void CMeCurve::BSplineCubicDeschis(short L)
{
double *delta, *knots;
I/ setarea dimensiunii tabloului de noduri si de diferente
knots = new double[L+1];
delta = new double[L+1];
/I calculul secventei de noduri a curbei
DetKnots1(knots, 1, L);
// calculul diferentelor ui - ui-1
DetDif(knots,deita, L);
/1 calculul punctelor poligonului Bézier pe portiuni
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CalculPuncteBezierDeschis(delta, L);
delete [Jknots;
delete [Jdelta;

}

2.3.4 Parametrizarea cubicei B-spline

Constructia unei cubice B-spline pornegste de la poligonul de Boor si secventa
de noduri corespunzatoare. In domeniul proiectarii formelor libere, asa cum este cazul
la construirea spatiilor cu geometrie complexa cum sunt robotii, punctele de Boor sunt
generate interactiv. Alegerea intervalului de parametrizare al curbei §i a secventei de
noduri constituie o problema, deoarece acestea joacd un rol important in generarea
curbei. O metoda simpla, este de a realiza o impartire uniforma a spatiului de definitie
prin u, =i, insa aceastd metoda este prea rigida in cele mai multe cazuri. Cele mai

adecvate metode sunt cele care incorporeazad in secventa de noduri caracteristicile
geometrice ale poligonului de Boor. Una din cele mai uzuale metode de parametrizare
este metoda lungimii corzii, care ia in calcul lungimea segmentelor poligonului de
Boor [32][ 55]:

u,=0

u, =|d_d,|

w,=u_ +|d_d| i=2,..,L-1

u, =u;_, +||dL—ldL+l "

(2.3.13)

Prin aceastd parametrizare A, | =u,
d,_d,.
Secventa de noduri pentru curbele spline cubice deschise a fost generatd cu

metoda DetKnots1(), iar calculul lungimii domeniului fiecarui poligon pe portiuni a
fost realizat cu metoda DetDif().

—u,_, este egal cu lungimea corzii de extremitati

void CMeCurve::DetKnots1(double knots[], short id, short nr_points)

{
Vector v;
short i, k;
knots[0] = 0;
for(i=id + 1, k = 1; k <= nr_points; i++, k++)
{
v = controlPolygon(i] - controlPolygonfi-1};
knots[k] = knots[k-1] + v.VECT_LENGTH();
}
}
void CMeCurve::DetDif(double knots[], double delta[], short nr_poaints)
{
short i;

for(i = 0; i <= nr_points-1; i++)
delta[i] = knotsl[i+1] - knots]i;
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2.3.5 Cubice B-spline inchise

Curba polinomiala parametrizata de c:[u,,u,] — E este o curba inchisa daca

punctul de inceput al curbei este identic cu punctul de sfarsit: c(u,) =c(u, ). In cazul
cubicelor B-spline, datoritd proprietdtii de interpolare a punctelor de capat, poligonul
de control de Boor al unei B-spline inchise este de asemenea inchis: d, =d, .

Punctele de control de Boor d,.d,,...,d,_,,d, =d, si secventa de noduri
U, <u, <...<u,_, <u, determina complet o curba cubica B-spline inchisa.

La fel ca si in cazul curbelor deschise, algoritmul de generare se bazeaza pe
rezultatele relatiilor dintre punctele de Boor si punctele poligonului Bézier pe buciti.
Arcele de curba Bézier  generate de poligonul de control

by b1 D5iey 05105, 1 =0,L —1 sunt racordate in b, printr-un racord de clasa C 2.

Acesta implica existenta unui punct d,astfel incat punctele b,,_,.b,,_,,d,;si respectiv

d;,b.,,b,,, sunt coliniare iar punctul b, imparte segmentul b, ,d,in raportul

: . . A A .
—=L | respectiv b, imparte segmentul d.b,,in raportul Z'— In plus, fata de
; i+l

curbele deschise, datorita identitdtii b, =b,, existd o conexiune de clasa C’si intre
cubicele Bézier by, ,,b,, ,,b,,_,,by, si by.b,,b,,b,, ceea ce conduce la existenta unui
punct d cu proprietatea ca punctele b,, ,,b,,_,,d , respectiv d,b, b, sunt coliniare.

Acest punct este identic cu punctul de inceput si de sfarsit al poligonului de Boor
d=d,=d, [17].

Astfel, la fel ca si in cazul general, punctele Bézier interioare b, ,,b,_, sunt

obtinute cu ajutorul relatiilor 2.3.9 si 2.3.10, iar punctele de jonctiune b,, cu formula
2.3.11.

Se determind punctele Bézier corespunzatoare subpoligonului de Boor
d, ,,d, =d,,d,. Punctul d, rezultd din racordul arcelor s([u, ,,u, ] si

s([u,_,,u,1). Conform acestei conexiuni, punctele d,_,,b,, ,,b,, ,sunt coliniare iar

. . A - .. S
bs,_,imparte segmentul d, b,, , in raportul —===. In mod similar, b, rezultd din
L-1
racordul arcelor s([u,,u,])si s([u,,u,])si punctele d,,b,,b,sunt coliniare iar punctul

. A A
b, imparte segmentul d,b, in raportul —2.
1
Punctele de control Bézier interioare ale primului arc al curbei spline rezulta
din relatiile:

A, +A A
b, = OA Ld, + Z“d,

A A, +A
by =—Ldy +=t =24, (2.3.14)

A=A, +A,+A
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iar punctele Bézier ale ultimului arc al cubicei spline:

A, +A A,
by, :Ll—O—dL—I +#dL
A
A A, ,+A
by, :XOdL—I +—=—Ld, (2.3.15)

A=A, ,+A,  +A,

Punctele de jonctiune b,; ,,b,; =b,,b, se calculeaza cu formulele [17][18]:

A, A, ,
by .= #bu—z +—L'—bu 4
A ,+A A, +A
be =0 =—AO_— 31 —AL;l‘_b| (2316)
; A +A, A, +A,
A A
b, = L_p, + ' b,

Ag+A, A +A,

Cunoscand punctele poligonului Bézier pe portiuni, curba B-spline inchisa se
genereaza aplicand algoritmul de Casteljau pentru fiecare poligon Bézier.
In general secventa de noduri nu este cunoscutd. O alegere optima a nodurilor

care 1a in considerare geometria curbei este:

u, =0
(2.3.17)
u,=u,_, +dist(d,_.d;,), i=1LL

Me - {Cutve Bspline cutne inchas]
_Janﬁ-n—mmm - Yoo ' ;
NFRGL 2HREIS>P»ux|e u\ﬂ natuu:s i A-Jaa-ammuacl

—
—

Mnﬂﬂ S lizaljGRE »||jmamy @Hu Be %Jlﬂﬂl

Mﬁﬁr"ﬁir—'

Fig. 2.3.3 Curbi B-spline cubicd inchisd
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La fel ca si in cazul curbelor spline generale, metodele BsplineCubicInchis() si
CalculPuncteBezierInchis() realizeazd calculul punctelor poligonului Bézier pe
portiuni pentru curbele spline inchise. Modul de construire a secventei de noduri este
acelasi ca si in
cazul curbelor spline deschise.

void CMeCurve::CalculPuncteBezierinchis(double delta[], short nr_points)

{
short i;
double delt;
for(i = 2; i <= nr_points-1; i ++)
delt = delta[i-2] + delta[i-1] + deltali];
bezierPoints[3i-2] = controlPolygon[i-1] * (delta[i-1] + delta[i])/delt +
controlPolygon(i] * delta[i-2])/delt;
bezierPoints[3*i-1} = controlPolygon[i-1] * delta[i]/delt +
controlPolygon(i] * (delta[i-2] + delta[i-1])/delt;
}

/I calcul puncte b3i
for(i = 2; i <= nr_points-2; i ++)
bezierPoints[3*i] = bezierPoints[3*i-1] * delta[i)/(delta[i-1] + delta[i]) +
bezierPoints[3*i+1] * delta[i-1)/(delta[i-1] + delta[i]);
/l calculul primelor si ultimelor puncte Bézier
bezierPoints[3*nr_points-2] = (controlPolygon[nr_points-1] * (delta[nr_points-1] +
delta[0]) + controlPolygon[nr_points] * delta[nr_points-2])/
(delta[nr_points-2] + delta[nr_points-1] + delta[0]);

bezierPoints{3*nr_points-1] = (controlPolygon[nr_points-1] * delta[0] +
controlPolygon[nr_points] * (delta[nr_points-2] + delta[nr_points-1]))/
(delta[nr_points-2] + delta[nr_points-1] + delta[0]);
bezierPoints[1] = (controlPolygon([0] * (delta[0] + delta[1]) + controlPolygon([1] *
delta[nr_points-1])/(delta[nr_points-1] + delta[0] + delta[1]);
bezierPoints[2] = (controlPolygon[0] * delta[1] + controlPolygon[1] * (delta[nr_points-1] +
delta[0]))/ (delta[nr_points-1] + delta[0] + delta[1]);
bezierPoints[3] = (bezierPoints[2] * delta[1] + bezierPoints[4] * delta[0])/
(delta[0] + delta[1]);
bezierPoints[3*nr_points-3] = (bezierPoints[3*nr_points-4] * delta[nr_points-1] +
bezierPoints[3*nr_points-2] * delta[nr_points-2])/
(delta[nr_points-2] + delta[nr_points-1]);
bezierPoints[3"nr_points] = (bezierPoints[3*nr_points-1] * delta[0] + bezierPoints[1] *
delta[nr_points-1])/(delta[nr_points-1] + delta[0]);
bezierPoints[0] = bezierPoints[3*nr_points];

}

void CMeCurve::BSplineCubicInchis(short L)
{
double *knots, *delta;
knots = new double[L+1];
delta = new double[L+1];
// calculul secventei de noduri
DetKnots1(knots, 0, L);
/1 calculul diferentelor ui - ui-1
DetDif(knots,delta, L);
/1 calculul punctelor poligonului Bézier pe portiuni inchis
CalculPuncteBezierInchis(delta, L);
delete [Jknots;
delete [Jdelta;
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Functia principala care genereaza o curbd spline cubicd, BSplineCubic(),
determind mai intdi tipul poligonului de Boor al curbei si, in functie de acesta
construieste poligonul Bézier pe portiuni. Numdirul de segmente poligonale difera
pentru un spline inchis fatd de o cubicad spline generald. Ultimul pas il constituie
generarea punctelor curbei prin aplicarea algoritmului de Casteljau (metoda
deCasteljau()) pentru fiecare segment poligonal (alcatuit din 4 puncte Bézier) generat.

void CMeCurve::BSplineCubic(void)

{
short nr_puncte, L;

nr_puncte = controlPolygon.GetSize();
ASSERT (nr_puncte < N);
// determinarea tipului de poligon de control: inchis sau deschis
if(controlPolygon[0] == controlPolygon[nr_puncte-1])
{
// poligonul de control este inchis
L = nr_puncte -1;
// setarea tabloului temporar la dimensiunea necesara
bezierPoints.SetSize(3"L +1);
BSplineCubicInchis(L);
}

else

{
// poligonul de control este deschis
L = nr_puncte-3;
if(L < 2)

/I nu se poate genera o curba spline cubica
return ;
}

// setarea tabloului temporar la dimensiunea necesara
bezierPoints.SetSize(3*L +1);
BSplineCubicDeschis(L);

// construirea punctelor curbei pornind de la punctele de control Bézier pe portiuni

deCasteljau(L,10, 0);
bezierPoints.RemoveAll();
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2.4 Metode de interpolare

Curbele Bézier si cubicele B-spline pe portiuni sunt elemente de proiectare care
aproximeaza poligonul de control generator. Forma lor urmdreste conturul poligonului de
control fiind mereu in infasurdtoarea convexa a acestuia. Singurele puncte interpolate de
curbe sunt punctele de Inceput si de sférsit ale poligonului generator. Existd domenii de
proiectare in care curba trebuie, in mod necesar, sa treacd prin anumite puncte $i nu doar in
apropierea lor. Pentru rezolvarea acestor probleme, de-a lungul timpului, au fost dezvoltate
metodele de interpolare de la interpolarea polinomiald globala la interpolarea polinomiala
pe portiuni. Aceste metode conduc la curbe care trec prin punctele de control ale
poligonului generator.

2.4.1 Interpolarea polinomiala

Interpolarea polinomiala constituie un concept fundamental. Printre algoritmii rapizi
si simpli care se bazeaza intrinsec pe metodele polinomiale se pot prezenta:

Algoritmul lui Aitken

Pentru interpolarea unei secvente de n puncte p, este necesara definirea unui
interpolant polinomial p care sa satisfacd constrangerile de interpolare p(s;) = p, , s, este

valoarea parametrului pentru care interpolantul trece prin punctul p, [55][75].

Aitken a dezvoltat 0 metoda recursivd care determind un punct de pe interpolantul
polinomial prin intermediul unei secvente de interpolari liniare repetate definite prin relatia:

p“s%=;”l—; pf+ss_S; Pin i=0,..,n-1 (2.4.1)
irl ~ O i+1 — O

i+! i

Se considera ca problema a fost rezolvatd pentru cazul n—1, astfel incat s-a determinat
functia polinomiald p;™' care interpoleazi primele n puncte p,,...,p,., si de asemenea a

fost obtinut un polinomial p™' care interpoleaza ultimele »n puncte p,,..., p, . Porind de la

aceste consideratii, forma interpolantului final p; este:

S p—

Py (s)=="—=p;” (s)+=—"2 p;"'(s) (2.42)
“n*0 “n Y0
Po
Po’

Fig. 2.4.1 Interpolantul polinomial cubic
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Pentru n = 3, un polinomial de interpolare cubic este obtinut ca o combinatie a doi
interpolanti cvadratici (figura 2.4.1).
Relatia se poate generaliza astfel incat sa rezolve problema interpolarii polinomiale.

Se numeste curbd interpolatoare Aitken definitd de punctele p,, curba polinomialad

parametrizata de interpolantul polinomial p:[s,,s,]— E*, p(s,) = p, definit prin:

r Siey =S5 - §—35,; e
Pi (5): — D; l(5)'*'__517,411 (S){i (2-4-3)

[+r i i+r i

n
L
=
|
~

Po (s) reprezintd un punct al curbei interpolatoare [74].

Pornind de la algoritmul lui Aitken, se pot deduce cateva caracteristici importante
ale interpolarii polinomiale:

- Invarianta afind. Proprietatea rezultd din faptul ca algoritmul lui Aitken utilizeaza
doar combinatii baricentrice.

- Precizia liniard. Daca toate punctele p, sunt uniform distribuite pe un segment de

dreapti, toate punctele intermediare p;(s) sunt identice pentru r > 0. Astfel segmentul de

dreapta este reprodus de curba.
Interpolarea polinomiald nu prezinta proprietatea de acoperire convexd. Valoarea

parametrului s in formula recursivd a lui Aitken nu este limitatd la domeniul [s,,s,,,].

i+r

Astfel, algoritmul nu utilizeazd doar combinatii convexe: p, (s) nu se afla in mod cert in
interiorul acoperirii convexe produse de p,. Nici o metodé de interpolare a curbelor plane

nu prezinta proprietatea de acoperire convexa.

Interpolarea polinomiald nu are proprietatea de diminuare a variatiei. Din aceleasi
motive ca §i in cazul anterior aceastd proprietate lipseste, interpolarea polinomiald poate
prezenta o crestere a variatiei, o intindere a curbei ceea ce duce la 0 mai mica utilizare a
metodei in problemele practice.

Implementarea algoritmului a fost realizatd prin intermediul metodei
CMeCurve::Aitken(). Pentru fiecare valoare a parametrului local s, prin interpolari
succesive, se determind punctul corespunzitor al curbei.

void CMeCurve::Aitken(void)
{
short i,degree;
double t, t1;
CArray<CVertex, CVertex> tempTab;
curvePoints.SetSize(N+1);
/I determinarea gradului curbei
degree = controlPolygon.GetSize() - 1;
tempTab.SetSize(degree + 1);
for(i=0; i <= N;i++)
{
tempTab.Copy(controlPolygon);
t = (double)(i)/N;
for (shortr = 1; r <= degree; r++)

for (short k=0; k <= degree - r; k++)

t1=(degree™t-k)/{(double) r);
tempTablk]=tempTablk] * (1.0-t1) + tempTablk+1] * t1;
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curvePoints[i]= tempTab[0];
myDoc->ComputePersp(curvePointsi]);
SetPerspBBox(curvePointsl[i});
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Fig. 2.4.2 Generarea unei curbe Aitken
Interpolarea Hermitica cubica

Interpolarea polinomiald nu se restrange doar la interpolarea punctelor ( este vorba
de datele initiale de la care se pleacd in procesul de interpolare). Interpolarea se poate
realiza pornind si de la alte informatii cum ar fi derivatele. Aceasta conduce la o schemi de
interpolare numita interpolarea hermiticd [48][58][62]. Mai frecvent este cazul cubic,

pentru care sunt date doud puncte p,, p,, vectorii tangenti m, si m,, se urmadreste
determinarea unei curbe polinomiale cubice p care si interpoleze aceste elemente:

(2.4.4)

Pentru a scrie curba in forma Bézier trebuie determinate cele 4 puncte Bézier b,,...,b,.
Deoarece o curbd Bézier interpoleaza punctele de sfarsit ale poligonului de control rezulti:

by = p,, by = p,. Derivata unei curbe Bézier () in punctul de inceput este definitd in raport
cu primele dou puncte Bézier: b, = 3(b, —b,) =m,. Inlocuind in relatie b, = p, rezulti

1
b = p0+§mO .
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Mo

b,

b3

Fig. 2.4.3 Generarea punctelor Bézier in functie de datele de interpolare.

Formula curbei polinomiale scrisd in baza Bernstein este:
1 1
po)= 2B (5)+ o+ B0+ (-2 BV pBI6) 43)

Relatia reprezinta forma interpolantului polinomial al punctelor p,,p, si a derivatelor
m,,m,. Pentru ca datele ce intervin in operatia de interpolare sd apard in mod explicit in
formula interpolantului este necesara rearanjarea relatiei (2.4.5) intr-o formd cardinala:

P() pH, (t) moH ()+mH ()+p,H33(I) (2.4.6)

() ()+B()

H;(t)=B,(t)+ B (r)

Relatia defineste interpolantul Hermite cubic. H] sunt denumite functii polinomiale

Hermite si sunt ilustrate in figura 2.4.4.

Ho H;

H,

Fig. 2.4.4 Reprezentarea functiilor polinomiale Hermite
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Aceste functii sunt cardinale in raport cu evaluarea lor si a derivatelor lor pentru t+ =0 si
t=1. Astfel, fiecare din functiile H; va fi egald cu 1 pentru una din aceste operatii si 0
pentru celelalte trei operatii:

H:(0)=1 EHO‘(O)=O EH(;(I):O H}(1)=0
H)(0)=0 LH0)=1 LH)=0 H'()=0
ar a (2.4.7)
H:(0)=0 EH;(O)zo EH§(1)=1 H;(1)=0
H0)=0 LH{0)=0 S H1)=0 HI()=1
dt dt

O altd proprietate importantd a functiilor Hermite rezultd din geometria problemei de
interpolare. Formula interpolantului Hermite consta dintr-o combinatie de puncte si vectori.
Pentru ca relatia sd aibd sens geometric, suma coeficientilor punctelor trebuie sa fie 1
(adunarea punctelor are sens numai sub forméa de combinatie baricentrica):

Hi(s)+H3(s)=1 (2.4.8)

Acest lucru poate fi usor verificat tindnd seama de forma functiilor Hermite.

Interpolarea Hermite cubicd prezintd inca o particularitate: nu este invariantd in
raport cu transformarea afind a domeniului curbei. Interpolantul cubic a fost definit pe
intervalul [0,1]. Se aplicd o transformare afind a domeniului prin schimbarea lui s in
5§ =(1—s)a+sb, realizandu-se astfel trecerea de la intervalul [0,1] la intervalul [a,b].
Interpolantul Hermite devine:

p(5)= poH s (5)+moH . (5)+ mH,(5)+ pH;(5)

unde H 2 (5) sunt definite prin proprietatile lor de cardinalitate. Pentru a satisface aceste

cerinte noul H?>(5) trebuie sa difere de functiile originale H>(s). Se obtine:

Ho(5)=H;(s)
H](5)=(b-a)H(s)
H;(5)=(b-a)H](s)
Hi(5)=H;(s)

unde se€ [0,1] este un parametru local al intervalului [a,b]. Evaluarea formulei
interpolantului pentru 5§ =a si 5§ =b conduce la p(a)= p,, p(b)= p,. Derivatele insi s-au

modificat. In punctul de inceput derivata este dp—(a)z(b—a)mo si in mod similar, in

dp\b

punctul de sfarsit T(t—) =(b- a)m, . Astfel o transformare afind de domeniu schimba curba

daca vectorii tangenti nu sunt modificati in mod corespunzitor.
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Pentru a mentine aceeasi curbd dupd o transformare afind a domeniului, trebuie
schimbata lungimea vectorilor tangenti: daca lungimea domeniului s-a modificat printr-un

< A : . . m .om s o
factor @, este necesara inlocuirea lui m, si m, cu —> respectiv —-. Existd o explicatie
a a

intuitivd pentru aceastd transformare .Interpretdnd parametrul curbei ca timp, se considera
ca este nevoie de o singurd unitate de timp pentru a traversa curba. Dupda modificarea
lungimii intervalului printr-un factor de 10, de exemplu, vor trebui 10 unitati de timp pentru
a traversa aceeasi curbd, ceea ce conduce la o vitezd mult mai mica de traversare. Intrucat
marimea derivatei indicd viteza, aceasta trebuie micsoratd cu factorul 10. Se produce o
scurtare a vectorului tangent al curbei parametrice.

De asemenea curbele Hermite nu sunt simetrice. Daca se inlocuieste ¢ prin 1 - ¢ (se
considerd din nou intervalul [0,1] ca domeniu), coeficientii curbei nu pot fi doar

renumerotati, asa cum se intdmpld in cazul curbei Bézier. Vectorii tangenti trebuiesc
inversali. Aceasta rezultd din transformarea de parametru, realizatd prin aplicarea unei
relatii afine intervalului [0,1] care 11 asociazd intervalul [1,0], astfel incat se inverseaza

directia acestuia.

Dependenta formei cubice Hermite de domeniu este un dezavantaj important, iar
ignorarea lui poate conduce la erori de programare. Se preferd utilizarea formei Bézier in
toate aplicatiile posibile.

Generarea unui interpolant Hermite cubic a fost realizata cu functia membra
CMeCurve::Hermite(). Variabila membra controlPolygon stocheazd atit punctele

Do, P, care sunt interpolate cat si valorile tangentelor in aceste puncte m,,m,. Pornind de la

constriangerile de interpolare, sunt calculate punctele poligonului Bézier corespunzator
interpolantului, si prin apelul algoritmului lui de Casteljau se construieste curba
interpolatoare.

void CMeCurve::Hermite(void)

{
/I controlPolygon contine date de interpolat p0, m0, m1, p1
/1 calculul poligonului Bézier corespunzator interpolantului Hermite
bezierPoints.SetSize(4);
bezierPoints[0].coord = controlPolygon[0].coord;
bezierPoints[3].coord = controlPolygon([3].coord;
bezierPoints[1].coord = controlPolygon[0].coord + controlPolygon[1].coord*1/3;
bezierPoints[2].coord = controlPolygon([3].coord - controlPolygon[2].coord*1/3;
/I generarea curbei prin aplicarea algoritmului lui deCasteljau
deCasteljau(4, 20, 0);

}

Forma de monom a curbelor Hermite cubice
O altd modalitate de reprezentare a curbelor interpolatoare Hermite o constituie

forma de monom in baza canonica B = (1,s,52,5° ):

3
p(s) = Za,.si , Ste [0,1] (2.4.9)
i=0

Desi in aceastd formd, coeficientii c.

ai relatiei nu au o semnificatie geometrica

2 3 - A R . . . - .
(1+t+t"+1t" #1), scrierea in baza canonici permite determinarea unei reprezentari
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matriciale a curbelor Hermite care poate fi implementatd usor pe calculator. Matricial
formula devine:

p(s)=5A, s=|s*s%s1] A=la,a,.a,.a,T (2.4.10)

C este denumitd matricea coeficientilor algebrici.
Vectorul tangent la curba Hermite in punctul u este obtinut prin derivarea relatiei

2.4.11. Determinarea coeficientilor ¢, in functie de datele de interpolat, se face evaluand
relatia si derivata sa in punctele de capat u =0, u =1:

P(O)'_‘ ay = Po

p(l)=aO +a, +a,+a, =p,

P(O) =a =m,

p)=a, +2a, +3a, =m,
Rezulta:

s = Po

a =m,

2.4.11)
a, = 3(171 - Po)_zmo —-m,

a, = 2(p0 —p1)+mO +m,
Pornind de la aceste relatii, formula curbei poate fi scrisa:

p(s)= (253 ~3s* + l)po + (— 25> +3s? )pl + (s3 -25° + s)no + (s3 ~5° )"1 (2.4.12)
De asemenea formula tangentei devine:

pls)= (6s2 - 6s)p0 + (— 6s° + 6s)pl + (352 —4s+ l)no + (352 - 2s)ml (2.4.13)
Functiile in s din cele doua relatii sunt numite functii de amestecare (blending
function). Primele dou functii “amesteca” punctele p, si p,, in timp ce ultimele combina

tangentele m, si m, pentru a produce membrul drept al fiecarei relatii.
Forma matriceala poate fi rescrisa:

ple)=slm, ¥ (2.4.14)
(2 -2 1 1]
-3 3 -2 -1 .
unde [M . ]= este matricea Hermite iar
0O 0 1 O
1 0 0 O

V= [po, D ,mo,m,] este vectorul geometric [60][62].
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Comparand formele matriciale ale relatiei se obtine A = [M y ¥ . Similar, formula
tangentei poate fi scrisa:

pls)=AlM, Tv (2.4.15)
[0 0 0 O]
6 -6 3 3 _ . .
[M H I = este matricea Hermite derivata
-6 6 -4 -2
(0 0 1 0]

Relatiile obtinute descriu curba Hermite interpolatoare in functie de vectorii §i
tangentele de capat. Forma curbei este controlatd de aceste elemente geometrice. Dacd
punctele de capét sunt fixe, forma curbei se poate schimba prin modificarea lungimii sau a
directiei tangentelor.

Metoda CMeCurve::HermiteMonomial() realizeazad calculul curbei interpolante
Hermite cubice folosind forma monomiald a acesteia. Clasa Vector care pastreaza
coordonatele unui punct, clasd agregati in cadrul clasei CVertex (ce defineste in mod
complet punctul), contine un set de operatori matematici suprascrisi astfel incat operatiile
matematice cu puncte 3D sa se realizeze cat mai simplu.

void CMeCurve::HermiteMonomial(void)

{
double t;

// controlPolygon contine datele de interpolat p0, m0, m1, p1
curvePoints.SetSize(N);
for(shorti=0;i<N;i++)

t = (double)(i)/(N-1);

curvePoints(i}.coord = controlPolygon[0].coord*(2*pow(t,3) - 3*pow(t,2) + 1) +
controlPolygon(3].coord* (-2*pow(t,3) + 3*pow(t,2)) +
controlPolygon[1].coord*(pow(t,3) -2*pow(t,2) + t) +
controlPolygon[2].coord™ (pow(t,3) - pow(t,2));

myDoc->ComputePersp(curvePointsi]);

}
}

2.4.2 Interpolarea polinomiali pe portiuni

Interpolarea polinomialad reprezinta un concept fundamental, insa pentru elemente
complexe au fost dezvoltate metode mai precise. Cea mai cunoscuta clasd de metode este a
schemelor polinomiale pe portiuni [17][31][32][91]. Toate aceste metode construiesc curbe
alcatuite din porfiuni polinomiale de acelasi grad si care prezintd anumite conditii de
continuitate precise. Datele de la care se porneste sunt secventa de puncte de interpolat si
valorile corespunzitoare a parametrilor, uneori fiind adiugate informatiile legate de
tangente.

Cele mai des intélnite curbe interpolatoare sunt curbele cubice pe portiuni de clasa
de continuitate C' sau C*. Elementul care caracterizeaza categoria curbelor cu grad mic de

continuitate C' este caracterul local: daci un punct de control este modificat, curba de
interpolare se modifica doar in vecinatatea acestui punct.
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Sunt definite notiunile de baza referitoare la interpolarea cubica pe portiuni. Exista o
mare varietate de metode de interpolare destinate rezolvarii diverselor probleme de
proiectare. Multe din aceste metode incearca sd pastreze caracteristicile formei mostenite
din datele primite, de exemplu, convexitatea sau monotonia.

Interpolarea Hermite cubici pe portiuni C'

Conceptual aceasta este cea mai simplad dintre metodele de interpolare pe portiuni.
Se considera secventa de puncte de interpolat x,,...,x, corespunzand valorilor parametrice

U,,...,u, §1 vectoril tangenti m,,...,m, in aceste puncte. Se doreste determinarea curbei
polinomiale cubice pe portiuni de clasa C ! care sa interpoleze aceste date:

clu,)= x.,ic(u,.)z m;i=0,.,L (2.4.16)

Solutia problemei o constituie o curba Bézier pe portiuni asa cum este ilustratd in figura
2.45.

Fig. 2.4.5 Curba interpolatoare Hermite cubica pe portiuni

Pentru aceasta se determind punctele Bézier ale poligonului de control pe buciti.
Punctele de jonctiune se obtin imediat ca fiind b, = x,. Calculul punctelor Bézier

interioare porneste de la formula derivatei curbei Bézier :

d 3 3
_C(ui )=A_(b3i —b3i—l)=A_(

du b3i+l - b3i )

i-1 i

unde A; = A, . Astfel, punctele Bézier interioare b,,,,b,, ,,i=0,L—1 sunt date de relatiile:

A, A
b3i+1 =b3,* +?'m., b3i—l =b3i =

, , 2.4.17
3 ( )
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Luind in considerare aceste formule, se poate construi forma Bézier a interpolantului
Hermite cubic pe portiuni C! [56][65][74]. Prin rearanjarea termenilor se obtine
interpolantul scris in baza Hermite. Pe intervalul [u,,u,,,] interpolantul este definit:

Ho(u)+mH (w)+m, Hu)+x, Hi(u) (2.4.18)

i

c(u)=x
Functiile polinomiale Hermite sunt date de relatiile:

Ho(u)=B;(s)+ B/ (s)

(2.4.19)

Interpolarea cubici pe portiuni C'

Metoda genereazd o curbi cubici pe portiuni de clasi C' care interpoleaza un set
de puncte x,,...,x, ce corespund valorilor parametrice u,,...,u, . Algoritmul se bazeaza pe
determinarea tangentelor in punctele interpolate si calculul apoi a punctelor poligoanelor
Bézier pe portiuni.

Cea mai simpld modalitate de estimarea a tangentei este cunoscutd sub numele
FMILL [61][66]. Metoda construieste directia tangentei /; din punctul x, astfel incat sa fie

paralela cu coarda ce trece prin punctele x,_,,x, ,: [, =x,,, —x,,,i =0,L -1 (Figura 2.4.6).

i+1°

Punctele Bézier interioare sunt plasate pe aceasti directie:

B by = by 4] (2.4.20)
3(A +A4) Y 3(AL +A)

b3i 1 =b3i -

i~1 i

Fig. 2.4.6 Calculul punctelor Bézier interioare pentru interpolantul cubic C'
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Interpolantul este de asemenea cunoscut sub numele de spline Catmull-Rom.
Aceastd modalitate de constructie a punctelor Bézier interioare nu este valabild in x, st x, .

Pentru determinarea tangentelor in aceste puncte se folosesc relatiile Bessel [55][88].
Constructia tangentelor Bessel se bazeazad pe parabola ¢q,(u) ce trece prin punctele

X,_,,X;,x,,, ce corespund valorilor parametrice u, ,,u,,u,,, . Vectorul tangent m, in punctul
x; va fi obtinut ca derivata lui g, in u,. Scrisd in termenii datelor de intrare a problemei,
formula derivatei este:

m, = (i-a, )Ax,._l + & pvsi=1, L1
AFI Ai
(2.4.21)
Ahl
a, =————
An44'Ai
Pentru punctele de sfarsit tangentele sunt:
AxO
my =2 -m,
]
(2.4.22)
_ Ax,_,
m, =2 -m,_,
AL—l

Pornind de la aceste relatii, sunt obtinute punctele interioare pentru primul si ultimul
poligon Bézier pe portiuni. Considerand punctele de jonctiune ca fiind b,, = x,, poligonul
Bézier al interpolantului este complet determinat. Aplicarea algoritmului lui de Casteljau

sau a schemei Horner-Bézier pentru fiecare segment poligonal format din 4 puncte
conducerea la generarea curbei cubice interpolatoare.

2.4.3 Interpolarea spline cubici

Curbele B-spline cubice reprezintd un instrument puternic de proiectare, capabile sa
modeleze usor forme complexe. Curbele au fost dezvoltate ca metode de aproximare, ce
urméresc forma poligonului de control, dar pot fi de asemenea folosite la rezolvarea
problemei interpolarii unui set de puncte date. Interpolarea spline cubica a fost introdusa in
literatura CAGD de J. Ferguson in 1964 in timp ce baza matematica a fost studiata de teoria
aproximdrilor [60][94] .

Forma B-spline

Se considera un set de L puncte x,,...,x, si secventa de noduri corespunzitoare
punctelor u,,...,u, . Existd o curba B-spline cubica s, determinata de aceste noduri si de
L+3 puncte de control de Boor d_,...,d,,, astfel incat sa interpoleze datele initiale
c(u,)=x;.

Solutia acestei probleme constid in determinarea relatiei dintre punctele x, si

punctele de Boor d;. Conexiunea intre aceste puncte se realizeaza cu ajutorul poligonului
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Bézier pe portiuni. Orice curbd B-spline poate fi scrisd ca o curba Bézier pe portiuni de
clasid C*. Fiecare arc al cubicei spline este o curba Bézier definita de un set de 4 puncte de
control b,;,b;,.,,b,.,,by,,, care Impreund alcatuiesc poligonul de control Bézier pe portiuni
al cubicei B-spline. Deoarece o curba Bézier interpoleaza punctele de capat ale poligonului
de control, secventa de puncte de interpolat poate fi interpretatd ca puncte de jonctiune a
poligonului Bézier pe portiuni: x;, =b,, i= 0,L.

Din conditia de racord de clasi C' a douad cubice Bézier rezultd ci punctele

b}i-l ’b3i N

i+l

.. . A A Ai—l
sunt coliniare, iar punctul b,, imparte segmentul b,_b,,,, in raportul A
i

Astfel punctele Bézier interioare sunt raportate la punctele x; prin relatia:

Aiin—l + Ai—lb3i+l

i=1,...,L-1 (2.4.23)
A +A,

x, =by =

unde A, =u,,, —u,.
De asemenea din teoria cubicelor B-spline, punctele interioare pot fi scrise in raport
cu punctele de Boor, conform formulelor 3.9 si 3.10. Pentru punctele interioare de sfarsit ale

poligonului pe portiuni b,, b,,_,, situatia fiind mai speciald, se aplicd formulele 3.12.
Pornind de la aceste relatii se poate scrie legatura dintre punctele de Boor d; si punctele x,
prin eliminarea punctelor Bézier. Se obtine:

(A +A)x =ad, , +Bd, +yd (2.4.24)

A

a, =
A, +4A +A,
_ Ai(Ai—2 +Ai—l) + Ai—l(Ai +Ai+l)

i+1

B = i=2,L-2
Ai—Z +Ai—l +Ai Ai—l +Ai +Ai+l
y. — Af_]
' Ai—l +Ai + Ai+l

S-a considerat A_, =A, =0.

Pentru i =1, luindu-se in considerare forma speciald a punctului b, se seteaza:

AZ
a =——
A, +A,
B = AyA, +AO(A1+A2)
Ay+A, Aj+A +A,
AZ
7/1:_—0_
Ay +A +A,
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iar pentru i = L —1 coeficientii sunt:

4

a - AL
L-1 =

A +A, ,+A,

_ AL—I(AL—3 +AL—2) AL—ZAL—I

B = +

AL—3 +AL—2 +AL—I AL—Z +AL—I
}, — AzL—2

L-1 —
AL 2 +AL |

Daca se aleg arbitrar punctele b, si b,,_,, formula ce relationeaza punctele interpolate x; cu
punctele de Boor se poate scrie sub forma unui sistem liniar:

a B 7 d, r
D= (2.4.25)
a_, B 7.4 T

In aceasta formula:

ro=b
= +A)x  i=1L-1
rp=by

Sistemul este compatibil determinat fiind diagonal dominant. Prin rezolvarea
sistemului sunt obtinute, din datele initiale, secventa de puncte de Boor d,,...,d, . Primul i

ultimul punct al poligonului de control sunt date ca fiind punctele de extrem ale setului de
interpolat d_, = x,d,,, = x, .

In cadrul algoritmului de generare a curbelor B-spline cubice interpolatoare punctele
Bézier b, si by, , au fost alese in mod arbitrar. Pozitia acestor puncte influenteaza curbura

primului si ultimului arc al curbei B-spline si deci, determinarea acestor puncte are un rol
important. O metoda de calcul a punctelor se bazeaza pe tangentele Bessel [31][56][88].

Generarea curbelor B-spline cubice interpolatoare a fost realizatd cu functia
CMeCurve::BsplineCubicInterpolation(). Fiecarei etape a algoritmului ii corespunde o
functie specificd. Secventa de noduri este construiti cu functia membra
CMeCurve::DetKnots2(), iar valorile A pentru fiecare interval sunt calculate cu
CMeCurve::DetDif V(). Urmatorul pas il constituie determinarea poligonului de control de
Boor prin intermediul metodei CMeCurve::CalculPuncteDeBoor(). Folosind algoritmul de
generare a curbelor B-spline cubice se construiesc punctele poligonului Bézier pe portiuni
CMeCurve::CalculPuncteDeBoorBezier(). Curba spline cubica interpolatoare este generata
folosind functia CMeCurve::deCasteljau();
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d CMeCurve::DetDifV(Vector knots[},double delta[], short L)

for(short1=0;1<L; 1++)
deltali] = knots[i+1][0] - knotsl[i][0};

d CMeCurve::CalculPuncteDeBoor(short L, double delta[], Vector deBoor[])

Vector *r, v1, v2, v3;
double *alfa, *beta, *gama;
short i;

double A,B,C,E, F, G;

alfa = new double[L+1];
beta = new double[L+1];
gama = new double[L+1];

r = new Vector[L+1];
/I calcul puncte ri
fori=1;i<L;i++)
rli] = controlPolygon(i] * (delta[i-1] + deltali]);
// 10 este punctul b1
A = (delta[0]+2*delta[1])/(3" (delta[0] +delta[1]));
B = (delta[0]+delta[1])/(3"delta[1]);
C = -(delta[0]*delta[0])/(3"(delta[0] +delta[1])*delta[1]);
vl = controlPolygon[0] * A;
v2 = controlPolygon[1] * B;
v3 = controlPolygon[2] * C;
r0] = vl + v2;
r{0] += v3;
// rL este punctul b3L-1
E = -(delta[L-1]*delta[L-1])/(3"delta[L-2]*(delta[L-2]+delta[L-1]));
F = (delta[L-2]+delta[L-1])/(3*deltafL-2]);
G = (delta[L-1]+2*delta[L-2])/(3* (delta[L-2]+delta[L-1]));
v1 = controlPolygon[L-2] * E;
v2 = controlPolygon[L-1] * F;
v3 = controlPolygon[L] * G;
riL] = v1 + v2,
r[L] += v3;

/1 caleulul coeficientilor sistemului sistemului tridiagonal
for(i=2;i<L-1;i ++)

alfali] = (delta[i]*delta[i])/(delta[i-2]+delta[i-1]+delta[i]);

betali] = (delta[i]” (delta[i-2] +delta[i-1]))/(delta[i-2]+delta[i-1]+delta[i]) +
(delta[i-1]* (delta[i] +delta[i+1]))/(deltafi-1]+delta[i] +deltafi+1]);

gamali] = (deltafi-1]*delta[i-1])/(delta[i-1]+delta[i]+delta[i+1]);

alfa[0] = 0;

beta[0] = 1;

gama[0] = 0;

alfa[1] = delta[1]*delta[1]/(delta[0]+delta[1]);

beta[1] = delta[0]*delta[1]/(delta[0]+delta[1]) +
delta[0]*(delta[1]+delta[2])/(delta[0] +delta[1]+delta[2]);

gama([1] = delta[0]*delta[0)/(delta[0]+delta[1]+delta[2]);

alfa[L-1} = delta[L-1]"delta[L-1)/(delta[L-3] +delta[L-2]+delta[L-1]);

beta[L-1] = delta[L-1]*(delta[L-3])+delta[L-2])/(delta[L-3] +delta[L-2] +delta[L-1])+

delta[L-2]*delta[L-1]/(delta[L-2]+delta[L-1]);
glz:rrEa[L-ﬂ = delta[L-2]*delta[L-2])/(delta[L-2]+delta[L-1]);
alfa[L] = 0;
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}

beta[L] = 1;
gamall] = 0;

I rezolvarea sistemului tridiagonal
CalculSistemTridiagonal(alfa, beta, gama, r, L+1, deBoor+1);
deBoor[0] = controlPolygon[0];

deBoor[L+2] = controlPolygon[L];

delete [Jalfa;
delete [Jbeta;
delete [Jgama;
delete [Jr;

void CMeCurve::CalculPuncteDeBoorBezier(short L, Vector deBoor(], double delta(])

{

}

short i;
double delt;

// calcul puncte b3i
for(i=0;i<=L;i++)
bezierPoints[3*i] = controlPolygon(i];

/I caleul puncte b3i-2, b3i-1
for(i=2;i<=L-1;i ++)

delt = delta[i-2] + deltafi-1] + delta[i];

bezierPoints[3*i-2] = deBoor[i-1] * (delta[i-1] + deltafi])/delt + deBoor[i] * delta[i-2])/delt;

bezierPoints[3"i-1] = deBoor[i-1] * delta[i)/delt + deBoor[i] * (delta[i-2] + delta[i-1])/delt;
b

bezierPoints[2] = deBoor[0] * delta[1]/(delta[0] + delta[1]) +
deBoor[1] * delta[0)/(delta[0)+delta[1]);
bezierPoints[3*L-2] = deBoor{L-1] * delta[L-1]/(delta[L-2] + delta[L-1])+
deBoor[L] * delta[L-2]/(delta[L-2] + delta[L-1]);
bezierPoints[1] = deBoor[0];
bezierPoints[3*L-1] = deBoor[L];

// functia de interpolare prin curbe B-spline a unui set de puncte
void CMeCurve::BSplineCubiclnterpolation(void)

{

double *delta;

Vector *knots, *deBoor;
short L;

CVertex vert;

L = controlPolygon.GetSize() -1;
/] setarea tabloului temporar la dimensiunea necesara
bezierPoints.SetSize(3*L +1);

deBoor = new Vector[L+3];
knots = new Vector[L+1];
delta = new double[L+1];

// calcul noduri
DetKnots2(knots, L);

// calculut diferentelor ui - ui-1
DetDifV(knots,delta, L);

// calculul punctelor deBoor
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CalculPuncteDeBoor(L, delta, deBoor);

// calcul puncte poligoane Bézier pe bucati

CalculPuncteDeBoorBezier(L, deBoor+1, delta);

// construirea punctelor curbei pornind de la punctele de control Bézier pe portiuni
deCasteljau(L,40, 1);

delete []delta;
delete [Jknots;
delete [JdeBoor;

Cue [interpolare]
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Fig. 2.4.7 Curba B-spline cubica interpolatoare

2.44 Parametrizarea curbelor interpolatoare B-spline cubice

Datele initiale de la care se porneste in procesul de interpolare sunt punctele de
interpolat si secventa de noduri corespunzitoare lor. In general, valorile nodurilor nu sunt
cunoscute si de aceea este necesara determinarea lor in mod automat. Calculul secventei de
noduri a curbei spline interpolatoare este important deoarece forma curbei depinde de
modul in care acesti parametrii au fost determinati.

O modalitate simpld de calcul a valorilor u,este de a seta u, =i. Metoda poarta

numele de parametrizare uniformd sau echidistantd. Dezavantajul ei constd in faptul ci este

independentd de geometria punctelor de interpolat. Conditia de racord de clasi C* implici
ca viteza si acceleratia in punctele de interpolat si fie continue. Deoarece in cele mai multe
cazuri lungimea arcelor curbei nu este egali, pentru o parametrizarea uniformi a acestora,
conditiile de continuitate nu pot fi indeplinite.
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Pentru ca aceste cerinte sa fie satisfacute este necesar ca divizarea domeniului curbei
sa se realizeze In mod proportional cu distantele dintre puncte:

Ai — "Axlll , i = O,L ) (2426)
A, fAx

i+] i+l
Parametrizarea este denumita metoda lungimii corzii. Formula nu defineste in mod unic o
secventd de noduri, de aceea In practicd se seteazd u, =0,u, =1 sau u, =0,u, =L.
Rezultd un sistem diagonal dominant [88]. Metoda conduce la rezultate mai bune decat
divizarea uniforma.

O alta parametrizare este metoda centripetd. Secventa de noduri rezultd din relatia:

A, _ | lax]
A lax

, i=0,L-2 (2.4.27)

i+1 i+l

La fel ca si In cazul metodei lungimii corzii nodurile extreme se seteaza u, =0,u, =1.

Pentru generarea curbelor spline cubice interpolatoare, secventa de noduri a fost
construitd  folosindu-se metoda lungimii corzii implementatd prin metoda
CMeCurve::DetKonts2(). Rezolvarea sistemului diagonal a fost realizatd cu functia
CMeCurve::CalculSistemTridiagonal().

void CMeCurve::CalculSistemTridiagonal(double a[}, double b[], double c[], Vector r{], short n,
Vector x[])

for(short k = 1; k< n; k++)

b(k] = blk] - c[k-1] * ak]/blk-1];
r[k] = r(k] - rk-1] * a[kl/b[k-1];

}
x[n-1] = r[n-1)/b[n-1};
for(k = n-2; k >= 0; k—)
} X[k] = (rk] - x[k+1] * c[k])/b[K];

void CMeCurve::DetKnots2(Vector knots[], short L)
{

double *a, *b, *c, *val;

short i;

Vector vi, vii;

double i, lii;

Vector *r;

a = new double[L];
memset(a,0,L*sizeof(double));
b = new double[L];
memset(b,0,L*sizeof(double));
¢ = new double[L};
memset(c,0,L*sizeof(double));
val = new double[L];
memset(val,0,L"sizeof(double));
r = new Vector[L];
memset(r,0,L*sizeof(Vector));
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for(i=0;i<l-1;i++4)
{
vi = controlPolygon[i+1] - controlPolygon(i];
li = viVECT_LENGTH();
vii = controlPolygon(i+2] - controlPolygon[i+1];
lii = vii. VECT_LENGTHY();
val(i] = li/lii;

}

a0} =0;

for(i=1;i<L-1;i++)
afi] =-1;

for(i=0;i<L-1; i++)

b[i] = 1+val[i];
for(i=0;i<L-2;i++)

cli] = -valli];
c[L-2] = 0;

r[L-2][0] = val[L-2];

CalculSistemTridiagonal(a, b, ¢, r, L-1, knots+1);
knots[0][0] = O;

knots[L][0] = 1;

delete [la;
delete [Jb;
delete [Ic;
delete [Jval;
delete fr;

2.4.5 Interpolarea curbelor inchise

In mod frecvent in proiectare sunt utilizate curbe inchise (Figura 2.4.8). Secventa de
interpolare are punctul de inceput identic cu punctul de sfarsit. Din teoria generald a
curbelor B-spline interpolatoare se deduce sistemul liniar care relationeazd punctele de
interpolat cu poligonul de control de Boor. Numarul de relatii este redus intru-cat conditiile

C? in x, = x, nu vor aparea de doua ori in sistemul liniar. Acesta va lua forma:

| B ¥ a, | d, To
o B 7 d, h
=| : (2.4.28)
@, By V|4 Tz

= a., B. L4 P

Formulele pentru calculul valorilor «,,B,,7,,i =1,L——2 sunt similare cu cele din
cazul general (4.26). De asemenea valorile din partea dreapta a sistemului sunt date formula
r. = (A,._l + A, )xi, i=1,L-2. Pentru ca aceste relatii sd aiba sens, se defineste o
continuare periodicd a secventeide noduri: A_ =A, ,, A, =A,,.
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ds
Figura 2.4.8 Curba spline interpolatoarea cubica inchisa

Luand in considerare rezultatele obtinute la generarea cubicelor B-spline inchise se
calculeazd prima si ultima relatie a sistemului. Pentru prima formuld se porneste de la

relatia x, = x, =b,. Punctul b, poate fi determinat in raport cu punctele b,,b,, , din relatia

2.3.16. Deoarece aceste puncte pot fi exprimate in raport cu punctele de Boor prin formulele
2.3.14 51 3.15, rezulta:

: +A A, (A :
Xo (A, +40) :ﬁdL-l +|:AO(AL_2 L) + L = +Al)}do +—Ai_l d,
A A A A (2.4.29)

A=A, ,+A,  +A,, A=A, +A,+A,

Relatia contine formulele pentru valorile r,,a,,,,7,-

Similar, pentru ultima relatie pornind de lax,_, = b;, , si tinind cont de aceleasi relatii se

obtine:
A% A, (A, ,+A, ) A, (A, +A,) AL
x A, +A, )= leL—2+ - LA3 ke d, ,+ Lot [%l 2 d, , + gzdL
- AZL—l dL—z + AL—I(AL—J +AL—2)+AL—2 (Ai—l +A0) dL—l +Az—2 do
A A A A
(2.4.30)

Din formula rezultd formulele pentru r, ., ,,B,.,7..,-
Sistemul are L necunoscute d,d,,...,d, | si L relatii. Nu este un sistem tridiagonal dar este

in mod evident diagonal dominant [17][18][30][31].

Fiind determinate punctele poligonului de control de Boor, conform teoriei cubicelor
B-spline inchise se construieste poligonul Bézier pe bucdti. Curba B-spline interpolatoare
este generata prin aplicarea algoritmului de Casteljau fiecarui poligon de control Bézier

by 3,by_5,by_ by, i=1,L .
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2.5 Curbe B-spline de grad n

Curbele B-spline au fost investigate la inceputul sec XIX de cétre N. Lobacevski.
Ele au fost construite ca si convolutii ale distributiilor de probabilitate certe. In 1946 1. J.
Schoenberg foloseste curbele B-spline pentru liniarizarea (netezirea) statistica a datelor si
lucrarea sa a reprezentat inceputul teoriei moderne a aproximadrilor spline. Descoperirea
relatiilor de recurentd pentru B-spline de catre C. de Boor, M Cox si L. Mansfield reprezinta
unul dintre cele mai importante elemente in cadrul teoriei legate de curbe [19][28][33].

Capitolul prezintd notiunile teoretice de bazd a curbele B-spline de grad arbitrar.
Prima parte se refera la o definitie geometricd a curbelor B-spline, bazata pe un principiu de
subdivizare numit metoda de insertie a unui nod, datoratd lui W Boehm. Demonstratia se
restrange la curbe neparametrice datoritd faptului cd o mare parte din teoria B-spline este
explicatd mai natural in acest mod. Constructia geometricd permite un control direct asupra
formel curbei.

Definitia analitica a curbelor B-spline dezvoltatd in ultima parte a capitolului ofera
posibilitatea de a deduce o serie de proprietati afine si diferentiale ale acestor curbe.

2.5.1 Curbe Neparametrice. Functii Bézier, Functii B-spline

Metodele de proiectare descrise in capitolele anterioare conduc la curbe
tridimensionale parametrice. O clasd particulard de curbe o reprezintd curbele care sunt

grafice de functii polinomiale y = f(x). Aceste curbe planare neparametrice (x, f (x)) pot
fi scrise intr-o forma parametrica:

r(s){x(s)}{ ) } (2.5.1)
y(s) f(s)

Functia polinomiala de grad n, f:[0,1]]> R exprimatd in baza Bernstein este de
forma f(s)=b,B,(s)+...+b,B](s). Coeficientii b, sunt numere reale si nu puncte, deci
nu pot alcétui un poligon. Deoarece curbele neparametrice reprezinta un subset al curbelor
parametrice se poate defini un poligon de control si pentru ele. Luidnd In considerare
proprietatea de precizie liniara a curbelor Bézier rezulta ca r(s)=(s, f(s)) este

parametrizarea in baza Bemnstein a unei curbe Bézier ale carei puncte de control sunt
i
n

(s)=Y é B (s) (2.5.2)

i=0 i
Functia f(s) poartd numele de functie Bézier iar numerele b, sunt ordonatele Bézier ale

punctelor de control. Datorita proprietatii de invarianta la transformari afine de parametrii a
curbelor Bézier, functiile Bézier pot fi definite pe orice interval [a,b]eR. In acest caz

valorile absciselor punctelor Bézier devin a +i(b—a)/ n,i=0,n. Formula se obtine prin
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. . . T u-— . L
aplicarea inversei transformarii afine @(u)= absciselor initiale. Astfel punctele

—-da

: s b-a .
poligonului de control ale graficului functiei Bézier sunt (a + ? i,b, J
n

In mod similar, functiile spline F : [uo,u L ]—9 R sunt definite de secventa de noduri
Uy U,...,u; $i de L+3 numere reale d_,,d,.,d,,....d,,d,, numite ordonate de Boor
[17][19][32]. Functia spline, fiind polinomiald pe portiuni, de-a lungul fiecarui subinterval
[u._,,u,] este definita ca o functie Bézier. Pentru determinarea poligonului de control al
graficului functiei spline se calculeaza abscisele ordonatelor de Boor. Datoritd conditiei de
racord de clasd C’dintre doud arce de curba se defineste relatia dintre b, si b, ,, d,

(relatia 2.3.8). Abscisele punctelor b,,, si b,,_,, conform observatiilor de mai sus sunt

u.

i-1

A, ) A, ) : . .
+?"2 respectiv  u,_, +?“. Aplicand relatia 2.3.8 pentru abscise se obtine valoarea

abscisei pentru ordonatele de Boor:
1
é-i =§(ui——l Ty +”i+1) (2.5.3)

&, poarta numele de abscise Greville [64]. Pentru punctele de Boor extreme, determinarea
absciselor Greville se face in functie de relatiile lor cu punctele Bézier ale arcelor de capat.

: : : A
Astfel, deoarece punctul d_, =b, abscisa sa este u, iar d, =b, are abscisa u, +?°.

Punctul de Boor d, este identic cu b;, ,, iar d,,, este identic cu b,, si deci absicele lor

L-1

sunt u, , + 2 respectiv u, . Punctele (§,.,d,.) alcatuiesc poligonul de control de Boor al

functiei B-spline.

do d6
&, &s
v Vv v v v A" v
A A A A A
Up U uz us Uy

Fig. 2.5.1 Reprezentarea unei curbe spline cubice C* si a poligonului sau de control

Poligonul de Boor, fiind reuniunea segmentelor determinate de cate doud puncte de Boor,
poate fi definit ca si graficul unei functii polinomiale pe bucati P: E_, & ]—) R:

d. —d
Pies w=d +—(u-£) (2.5.4)

i+l i
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Deoarece punctele d._,.d,.b,,_,,b,,_, sunt coliniare, ordonatele punctelor Bézier interioare
se calculeaza prin evaluarea functiei P in abscisele acestor puncte. Poligonul rezultat prin
includerea punctelor Bézier reprezinta o rafinare a poligonului de control de Boor.

Pornind de la aceste date se poate defini un algoritm pentru proiectarea unei curbe
B-spline cubice definite pe domeniul [uo U, ]:

1. Se defineste secventa de noduri u,

2. Se determina abscisele Greville &,

3. Se definesc numerele reale d; pentru a obtine un poligon ce trece prin punctele

(£.d.)

4. Evaluarea acestui poligon (o functiei liniare pe portiuni P) pentru abscisele
punctelor Bézier interioare. Acest lucru conduce la un poligon mai rafinat
alcatuit din punctele Bézier interioare.

5. Evaluarea noului poligon in nodurile u,, abscisele punctelor Bézier de jonctiune.

Se obtin astfel punctele Bézier de jonctiune.
6. Se construieste functia B-spline cubica prin aplicarea algoritmului de Casteljau
poligonului Bézier pe portiuni determinat.
Intr-o maniera similara se poate genera o curbi Bézier neparametrica cvadratica C'
pe portiuni. In continuare, se doreste o generalizare a functiilor B-spline pentru a include
grade arbitrare si clase diferentiale arbitrare.

2.5.2 Insertia de noduri

Se defineste un algoritm de rafinare a unei functii liniare pe portiuni. Mai tirziu
aceastd functie liniard pe portiuni va fi interpretatd ca un poligon B-spline, dar in acest
punct se va considera doar un algoritm care produce o functie liniard pe portiuni din alta
functie. Algoritmul se numeste metoda Boehm de insertie a unui nod [17][18][19][30][65].

Fie un numdr n (va reprezenta gradul curbei B-spline) si un numaér L (care se referd
la numarul segmentelor polinomiale ale curbei B-spline). Tot ca si date initiale, este definita
o secventa crescatoare de noduri u,..., U, ,,, ;-

In sir pot exista noduri identice. Dacd r noduri succesive coincid, u;, =...=u

i+r—1?
u; este un nod de multiplicitate r. Daca un nod nu coincide cu nici un alt nod, acesta este un

nod simplu sau de multiplicitate 1.

O curba B-spline va fi definita doar pe domeniul [u, ,u,,,_]. Aceste noduri sunt

n—11
denumite noduri ale domeniului. L reprezintd numarul potential de segmente de curba. Daca
toate nodurile domeniului sunt simple, L constituie numérul de intervale de diviziune ale
domeniului. Pentru fiecare nod al domeniului cu grad de multiplicitate numarul de intervale
ale domeniului scade. Suma tuturor gradelor de multiplicitate a nodurilor domeniului este
L+n-1
relationatd la L prin expresia Z r,=L+1.
i=n-1
Legdtura dintre multiplicitatea nodurilor $i numarul de intervale ale domeniului este
exprimatd prin urmatoarele exemple:
Pentru n =3, L = 3este definita secventa de noduri:
(g5 u,)=(0,1,2,3,45,6,7)

Toate nodurile sunt simple, deci numarul de intervale ale domeniului este 3.

BUPT



57
Cap.2 Principii de modelare geometrica prin curbe

Pastrand » si L neschimbate se considera secventa de nodurt:
(uy,...,u,)=1(01,2,3,3,56,7)

A

In acest caz u, =u, deci nodul 3 are gradul de multiplicitate 2, vor fi doar 2

intervale ale domeniului.
Multiplicitatea nodurilor care nu apartin domeniului nu afecteazd numarul de

intervale. Daca se considera :

(g,-..,u,)=1(0,0,03,47,7,7)
u, i ug au gradul de multiplicitate 3. Dar ele apar, fiecare, doar o singura dati in secventa
de noduri ale domeniului care este (uz,u3,u 4'145):(0,3,4,7). Vor exista 3 intervale ale

domeniului.
Pomind de la secventa de noduri, si generalizand relatia 2.5.3. se determina n+ L
abscise Greville:

E=L(u+tu_ ) i=0L+n-1 (2.5.5)

i
n

Abscisele Greville sunt date de media nodurilor. Numarul absciselor este egal cu
numadrul de perechi de n noduri succesive in secventa de noduri.

Fiind dat un set de ordonate de Boor d,, se construieste un poligon planar P alcétuit
din punctele (§,.,d,. ), i=0,L+n—1 (relatia 2.5.4). Acest poligon este o functie liniara pe
portiuni cu puncte de rupere la abscisele Greville:

d,
do do ds
a
@“ % % v v €3
A A A A A A A
Ug u; Up Uy
ds
do
g,
v Vv v v v
A A A A A A A
31 Ug

Fig. 2.5.2 Exemple de poligoane planare de Boor

Rafinarea acestui poligon se realizeaza prin insertia unui nod u € [un_l,u L] in
secventa de noduri. Noului sir de noduri i se asociaza abscisele Greville notate &". Se
evalueazd P pentru calculul noilor ordonate de Boor d = P(_Z;'i" ) Poligonul rafinat va fi

definit de punctele (&",d;"). Aceasta reprezint descrierea formala a algoritmului Boehm de

insertie a unui nod. Algoritmul determina poligonul rafinat din datele initiale si nodul
inserat [19][65][74].
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Figura 2.5.3. reprezintd un exemplu pentru procedura de insertie a nodurilor pentru
cazul cvadratic. Este posibil de a insera nodul « din nou - acesta va deveni un nod dublu sau
un nod de multiplicitate 2 (va apare de 2 ori In secventa de noduri).

Fig. 2.5.3 Operatia de insertie a unui nod intr-un poligon de Boor

Pot fi deduse cateva proprietiti ale algoritmului de insertie a unui nod:

Se poate

Poligonul P* este obtinut din P printr-o interpolare liniara pe portiuni.

Ca si consecinta, insertia nodurilor este un proces de diminuare a variatiei. O
linie dreapta nu intersecteaza P* de mai multe ori decat P.

Insertia nodurilor pastreaza convexitatea. Daca P este convex atunci si P“ este
convex.

Insertia nodurilor este un proces local. P diferd de P“ doar in vecinitatea lui u
(definitia exactd a vecinatétii fiind o functie de grad n).

da o definitie algoritmica a insertiei unui nod. Aceasta este mai usor de

implementat in cadrul unui program. Descrierea formald de mai sus exprimd aceeasi

informatie.

Algoritmul de insertie a unui nod

Fiind dati o valoare reald u e[u

U L+n—l] se doreste determinarea poligonului P*

n-19s*

definit pentru o secventa rafinata de noduri care include pe u.

este determinatd cea mai mare valoare / cu proprietatea u, <u <u,, . Dacad
u=u, s1 u, are gradul de multiplicitate n algoritmul se opreste deoarece

reinserarea nodului nu conduce la rafinarea poligonului P, deoarece se obtine de
doud ori aceeasi abscisa Greville. Altfel:

Pentru i =0, —n+1 se seteaza
Pentru i =1 -n+2,1 +1 abscisele Greville sunt calculate cu relatia
1 1
- = —\u.+...4u. +—u

§“ n ( f i+n-2 ) n
Pentru i =7 +2,L + n se seteaza

§"::éil
Se calculeaza ordonatele de Boor asociate noile abscise Greville

d'=pPE") i=0,L+n

Secventa de noduri este renumerotata pentru a include pe u ca u,,,
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s [ este inlocuitcu L +1.

Evaluarea functiei P“ <) in abscisa &' conduce la relatia:

d/' este obtinut prin interpolare liniara. Inlocuind in relatie abscisele Greville rezulta:

d" ZM‘{H +———Ld‘- (2.5.7)
Uisnt — Uiy -
Formula reprezinta relatia de calcul a ordonatelor de Boor in urma insertiei nodului u.

Se poate demonstra ca procesul de inserare a nodurilor este consistent [19][30][56].
Daca se insereazd doua noduri rezultatul final trebuie sa fie independent de ordinea in care
acestea au fost inserate. Mai precis, se considerd u si v nodurile ce urmeaza a fi inserate.
Prin insertia lui u rezultd poligonul rafinat P, apoi insertia lui v conduce la P*'. Daca

insertia se face in ordine inversa se obtine P = P*'.
2.5.3 Algoritmul de Boor de generare a curbelor B-spline

Algoritmul de insertie a nodurilor se aplica functiilor liniare pe portiuni. Metoda va
fi utilizatd la definirea curbelor B-spline. In general pentru gradul n, inserarea repetata a
unui nod ¥ nu va mai produce modificéri ale poligonului dupé ce gradul de multiplicitate al
nodului u a atins valoarea n (nu vor mai fi generate alte abscise Greville). Acest lucru va fi
utilizat in definirea algoritmica a unor functii speciale denumite curbe B-spline [33].

Algoritmul de Boor: pentru a evalua o curbd B-spline de gradul n (datd prin
ordonatele sale de Boor si prin secventa de noduri) pentru o valoare a parametrului u, se
insereazd u in secventa de noduri pana cand atinge gradul de multiplicitate n. Punctul din
poligon corespunzator lui u apartine curbei B-spline.

Daca un nod u; este de multiplicitate n, atunci una din abscisele Greville coincide

1 - : :
cu u;: = (u +ootu,,, ,)= u, . In consecinta, poligonul are un punct (u,,d,), iar d, este

valoarea functiei B-spline in u,. Figura 2.5.4 ilustreaza acest lucru pentru o functie spline
de grad 3.

A A A

Fig. 2.5.4 Inserarea repetata anodul u pentru o functie de ordinul 3
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Algoritmul de Boor necesitd mai putine insertii daca parametrul u este deja continut
in secventa de noduri. Daca nodul u are grad de multiplicitate r, atunci sunt necesare doar
n —r insertii pentru ca nodul sa atingd gradul de multiplicitate n.

Se poate da acum o definitie formala a algoritmului. Pentru aceasta, o curba B-spline
de grad n si poligon de control P se noteaza B, P iar valoarea curbei in u este [B"PIu).

Curba va fi definitd doar pentru valori ale lui « cuprinse intre u,_, $i u,,, .

Algoritmul de Boor. Fie ue[u,,um)c[un_,,u“n_,]. Pentru k=1Ln-r si

i=I—-n+k+1,I+1 secalculeaza:

U, —U U—u, ,
d}f (u) = =2 —— g (u) + e ) (2.5.8)
Wisnx Ui Uisn-k —HUioy
Valoarea curbei B-spline in nodul u este
[B,PYu)=d (u) (2.5.9)

r este gradul de multiplicitate a nodului u in cazul in care el apartine secventei de noduri.
Daca u este inserat pentru prima datd r =0. Ordonatele initiale de Boor sunt notate

dio(u):d,.. C. de Boor a publicat acest algoritm in 1972 [32][33]. Algoritmul este
asemanator cu algoritmului lui de Casteljau. Figura 2.5.5 prezintd schematic punctele d,
care sunt implicate in relatia de calcul.

d dl+l

I-n+1

1 1
dI—n+2 d’”

n-1 n-1
dl d1+l
n
dl+|

Fig. 2.5.5 Reprezentarea punctelor de Boor succesiv calculate in cadrul algoritmului

In descrierea algoritmului de Boor, nu s-a realizat renumerotarea secventei de noduri si a
punctelor de control la fiecare nivel, deoarece este important doar rezultatul final 47 (u).

La fiecare nivel &, se genereazd un nou poligon de control care descrie aceeasi curbi B-
spline ca si poligonul de control anterior. In particular pentru k —1, se obtine algoritmul de
insertie a nodurilor.

Figura 2.5.5. constituie un exemplu al metodei de calcul. In acest context, au fost
construite mai multe poligoane care descriu aceeasi curba B-spline:

* k=1: ordonatele de Boor d,,d,,d,,d,,d,,d, corespund secventei de noduri
Ug Uy Uy o Uy Uy Uy, U U
* k=2: ordonatele de Boor d,.,d,,d;,d:,d,.d,,d, corespund secventei de
nodurl ug,u, U, , U, U, Uy, U, Us , Ug
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* &k =3: ordonatele de Boor d,.,d,,d;,.d;.d;.d,.d,,d, corespund secventei de
noduri uy,u,, Uy U, U U U3 U, U Ug
O curba B-spline speciala este definitd pentru secventa de noduri:
O=uy=u, =..=u,_ , <u,=u,, =.=U, =1.

n-1 n n+l
Atat u, catsi u, au gradul de multiplicitate n. Abscisele Greville vor fi:

l i+n-1

I
n j=i n

; 1=0,n (2.5.10)

Intru-cdt n—12i—k >0 rezulta u,,, =Lu,_, =0Vik. Astfel relatia 2.5.8 devine:

d¥(u)=(-u)d*" +ud*", k=1n (2.5.11)

Formula reprezintd algoritmul lui de Casteljau [34]. Schoenberg a observat primul acest
lucru in 1967. Pornind de la acest caz special se deduc citeva concluzii importante.

Restrictia la intervalul [0,1] nu este esentiala: toate constructiile sunt invariante la
transformari afine de parametrii.

Dacad doud noduri adiacente in orice secventd de noduri au amandoud gradul de
multiplicitate n, curba B-spline corespondentd este o curbd Bézier intre cele 2 noduri.
Poligonul de control B-spline este poligonul Bézier; abscisele Greville sunt In mod egal
spatiate intre cele doua noduri.

Dupa inserarea lui 4 pana a atins gradul de multiplicitate n, poligonul initial de Boor
(or1 poligonul Bézier, in acest caz) a fost transformat in doua poligoane Bézier ce definesc
aceeasl curbd ca si poligonul initial. Astfel acest lucru reprezintd o altd demonstratie a
faptului ca algoritmul de Casteljau subdivide curbele Bézier [91].

Fiecare nod al secventei de noduri a unei curbe B-spline poate fi inserat repetat pana
atinge gradul de multiplicitate n. Poligonul B-spline corespunzitor acestei secvente de
noduri este poligonul Bézier pe portiuni al curbei. Acest lucru demonstreaza ca B-spline
sunt curbe polinomiale pe portiuni pe domeniul [u,,_,,u L+n_,]. Metoda de constructie a

poligonului Bézier pe portiuni din poligonul B-spline prin inserarea de noduri a fost
dezvoltata de W. Boehm [19].

Functia membra BsplineCoxDeBoor() genereaza o curba B-spline folosind
algoritmul de Boor, de insertie repetatd a unui nod. Se construieste mai intii secventa de
noduri a curbei, functia GenKnotVectorBspline(). Pentru fiecare valoare a parametrului u
din domeniul de existenta al curbei se determind intervalul corespunzator lui, gradul sau de

multiplicitate, iar apoi prin aplicarea algoritmului de Boor se obtine punctul de pe curba B-
spline.

void CMeCurve::BSplineCoxDeBoor(void)
{
double *knots, u, dim;
short i, J, p, nr, nrCurvePoints, dense = 10;

nr = controlPolygon.GetSize();
/! determinarea numarului de puncte ale curbei
nrCurvePoints = (dense+1)*(nr-degree);
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// generarea vectorului nodurilor
knots = new double[nr+degree+1];
GenKnotVectorBspline(nr-1, degree+1, knots);
dim = knots[nr+degree] - knots[0];
// setarea dimensiunii tabloului de puncte al curbei
curvePoints.SetSize(nrCurvePoints);
/I generarea punctelor curbei
for(i = 0; i < nrCurvePoints; i++)
{
u = (double)(i)/(nrCurvePoints-1)*dim;
J = CautareBinaralnterval(knots, nr+degree, nr-1, u);
p = DetOrdinMultiplicitate(knots, nr+degree+1, u);
if(p > degree)
p=0;
CoxDeBoor(degree, nr, controlPolygon, knots, p, u, J, curvePointsli});
myDoc->ComputePersp(curvePointsi]);

}

delete [Jknots;

Functia CautareBinaralnterval() returneaza indicele din sirul nodurilor pentru care
u,€lu,,u,,]. Parametrii functiei sunt vectorul nodurilor, lungimea acestui vector,

valoarea maximd pe care indicele poate sd o obtind si valoarea u din secventa de noduri
pentru care se determind indicele.

short CautareBinaralnterval(double *u, short lung, short n, double uc)

{
short j, k, J;

if(uc < u[0] Il uc > uflung])
return -1; // punctul este in exteriorul intervalului
if(fabs(uc - uflung]) < V_PPREC)
return n;
J=0;
j = lung;
while(j-Jd>1)
{
k= +j)2;
if(uc < ulk))
j=k;
else
J=k;
}

return J;

Functia DetOrdinMultiplicitate() determind ordinul de multiplicitate a parametrului
u, prin parcurgerea secventei de noduri u, de lungime n si identificarea numarului de

aparitii al acestuia in cadrul vectorului de noduri

short DetOrdinMultiplicitate(double *u, short n, double uc)

{
short nr = 0;

for(shorti = 0;i<n;i++)

{
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if(fabs(u[i] - uc) < V_PPREC)
nr++;

}

return nr;
}

Functia CoxDeBoor() implementeazd algoritmul de Boor de calcul al unui punct al
curbei B-spline, prin inserarea repetatd a nodului respectiv. Parametrii functiei sunt gradul
curbei, numarul de puncte ale poligonului de Boor, poligonul de Boor, secventa de noduri a
curbei, gradul de multiplicitate al nodului pentru care se calculeazd punctul, valoarea
nodului, indicele intervalului corespunzédtor acestuia in secventa de noduri. Functia
returneaza prin intermediul parametrului v, punctul de pe curba B-spline calculat pentru
valoarea u_ din domeniul de existenta al curbei.

void CoxDeBoor(short grad, short n, ControlPoints &d, double *u, short p, double uc,
short J, Vector &v)
{
intr,j, h;

double omega, uomega;
ControlPoints da;

da.SetSize(n);
// copierea tabloului de Boor d in tabloul temporar da (in jurul intervalului de interes)
for(j=J-grad;j<=J-p;j++)

dafj] = d[j};
// operatia de insertie repetata a nodului uc si calculul noului poligon de Boor rezultat
// prin insertie; insertia se incheie atunci cand gradul de multiplicitate a lui uc este egal
// cu gradul curbei
h =grad - p;
for(r=1;r<=h; r++)

for=J-p;j>=J-grad +r; j-)
{

omega = (uc - ufj]) / (ufj+grad-r+1] - u[j]);
uomega = 1.0 - omega;
da[j] = dafj-1] * uomega + da[j] * omega;

}
v = dalJ-p];
}

2.5.4 Continuitatea curbelor B-spline

Curbele B-spline fiind polinomiale pe portiuni, trebuie investigati continuitatea lor
in noduri: de céte ori este diferentiabila o curba B-spline in nodul u. Problema se pune doar
in punctele de rupere deoarece curba este infinit diferentiabila in toate celelalte puncte.

Pentru a raspunde la aceasta intrebare se porneste de la cazul special descris anterior.
Nodul u, ce urmeazi s fie inserat repetat este definit ca avand gradul de multiplicitate r.

Secventa de noduri va fi:

O=uy=u,=..=u,_ <u,=u,,=..=u

n n+l

n+r-1 < un+r = un+r+] == u2n+r—l = 1

Algoritmul de Boor va consta doar din n-r nivele. Calculul punctului curbei pentru
nodul u, se realizeazd aplicind relatia 2.5.11 succesiv pentru k =1,n—r. Acest lucru
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reprezinta ultimele n-r nivele ale algoritmului de Casteljau. Astfel, doud segmente de curbe
polinomiale care se intdlnesc in u, sunt cel putin de n-r ori diferentiabile in acest punct.

d,

do
<o

Y
* A A ’ A ‘ i

u
u5 0
6 Uy

U

Fig. 2.5.6 Curba B-spline cubica ce contine noduri multiple

Restrictia la intervalul [0,1] nu este esentiald. Dacd se doreste investigarea
continuitdtii unei curbe B-spline intr-un nod, se forteaza ca cei doi vecini ai sdi sd fie de
multiplicitate n (acest lucru nu conduce la modificare curbei) iar apoi se aplica argumentele
de mai sus.

In concluzie, o curba B-spline este continud C"" in nodurile cu grad de
multiplicitate r. Curba este de n-1 ori continuu diferentiabild dacd toate nodurile sunt simple
( de multiplicitate 1). Figura 2.5.6. prezintd o curba B-spline cubicd n =3, L = 8 data pentru
o secventa de noduri care contine mai multe puncte multiple. Nodurile triple de la capete
forteaza d, si d,, sa fie pe curba.

2.5.5 Baza unei curbe B-spline

Dezvoltarea anterioard constituie o definitie geometrica a curbelor B-spline de grad
n, bazata pe principiul insertiei de noduri. Definitia analitica a curbelor B-spline presupune
construirea unei baze pentru spatiul functiilor polinomiale pe bucati, definite pe un interval
dat, divizat de un sir de noduri. Diferenta dintre aceste functii si baza Bernstein folosita
pentru definirea curbelor Bézier consti in faptul ca domeniul de definitie este alcatuit dintr-
o reuniune de subintervale iar functiile bazei vor fi nenule doar pe céiteva subintervale
adiacente, ceea ce le confera caracterul de functii locale.

Fie u,,...,u, o secventd de noduri §i N un set de polinoame pe portiuni de grad n
definite pentru aceste noduri. Fiecare functie in acest set este de n—r, ori continuu

diferentiabild in nodul u,. Toate aceste portiuni polinomiale formeaza un spatiu liniar de
dimensiunea:

K-l
dim=(n+1)+ Y. r, (2.5.12)
i=]

Pentru demonstratia relatiei se considera construirea unui element al spatiului liniar pe
portiuni. Numirul de constrangeri independente care pot fi impuse pentru un element
arbitrar, sau numarul sdu de grade de libertate, este egal cu dimensiunea spatiului liniar
considerat. Se incepe printr-o completéd specificare a primului segment polinomial, definit
pe domeniul [uo,ul]. Acest lucru se poate face in n+1 moduri, n+1 fiind numarul
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coeficientilor care pot fi specificati pentru un poligon de grad n. Urmatorul segment
polinomial definit pe [ul,uz] trebuie sd coincidd in pozitie si n—r, derivate In u, cu
segmentul anterior, ceea ce Inseamna ca doar r, coeficienti trebuiesc alesi pentru cel de-al
doilea segment. Continuind rationamentul se obtine relatia de mai sus.

Functiile polinomiale pe portiuni de grad n N :[uo,uK ] >R, i=0,K-n—1 sunt
definite recursiv prin relatiile:

NOGu) = {1 daca u €lu;,u,,)
0 in rest
(2.5.13)
N:@)z_E:EL_Nr4@)+_ﬁﬁﬂL:£"N:T@)‘kwa“i<unwui<“wml
ui+n - ui ui+n+l - ui+l
Notand
. U daca u, <u,,
(1),- (U)Z ui+n —Ll,
0 in rest
formula devine:
N/ (u)=w; (u)Nin_l (u) + (i —- W, ("‘))Ni”+-11 (“) (2.5.14)

Aceste functii polinomiale poartd numele de functii B-spline [30][63][95]. Definitia
recursiva are sens doar dacd fiecare nod din secventa de noduri are ordinul de multiplicitate
cel mult n. Pentru u, sau u,,, de multiplicitate n+1, adicd u, =u, , =...=u,, sau

i+n

U, =u,,=..=u,,6, , cxistd conventia de a se considera cele doud fractii din relatia de
recursivitate ca fiind egale cu 0.
Luénd in considerare modul de definire a functiilor B-spline se pot deduce cateva

proprietati importante ale acestor functii.
= Suportul functiei N este [u,,u.,,,, ]
* N'(u)=20,Yuelu,,u,l
* N(u)>0 pentru ue(u,u,,,), N'()=0 mai putin cazul in care u, are
gradul de multiplicitate n+1.
* Daca K >2n< n< K —n, atunci functiile N formeaza o partitie a unitétii
pentru Vu e fu,,u,_ |

Ultima proprietate este foarte importantd pentru cazul curbelor B-spline.
Demonstratia se realizeaza prin inductie. Din definitia functiilor de grad 0 rezulta simplu ca
K-1
Z N?(u)=1. Se considera ca functiile B-spline de grad n—1 formeaza o partitie a unitatii:
i=0

ZN_,.—l )=1,uelu,,u,_,_] Fiind dat u €flu,,u;_,) se defineste j ca cea mai mare

i

valoare pentru care u apartine domeniului [u;,u,,,).Dacd u=u, si N (u ; )= 1, datoritd
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penultimei proprietdti, relatia este satisfacutd. Pentru u (u JoU ):

K-—n-1

AANED A

J _ J —_
- Z U “i N-”—l'f' Z ui+n+l u N.n—l

i+!
u

il
-
|
3
h
R
+
3
!
=
W
-~
1
a
<

i+n+l i+l

i=j-n+l i+n —ui ui+n —Ll’
\ u- “i u1+n n-1
D e
i=j—ntl\ Uipn —U; Ui —U;
j K-n-|
_ n—| _ n-l1 _
= D NMu)= Y N"u)=1
i=j—n+l i=0

Pornind de la aceasta proprietate, daca d, i =0,K —n—1 constituie o0 multime ordonatad de
K-n-1
puncte, relatia Zd ;N (u) reprezinta o combinatie convexa a punctelor d,[91].
i=0

Avand in vedere aceste rezultate, se poate demonstra ca functiile polinomiale
(N 0N/ . ,N ,’;_n_l) formeaza o baza a spatiului P,, al functiilor polinomiale pe buciti de
grad mai mic sau egal cu n. Acest lucru este reflectat si in numele functiilor, B derivind de
la baza. Orice functie f € P, se va exprima ca o combinatie liniara a functiilor bazei:

K-—n-1

flu)= > d,Ni(u), d,eR, uelu,,u,_,) (2.5.15)
j=0

d ; se numesc ordonate de Boor ale functiei f. Desi functiile B-spline sunt definite pe intreg

intervalul [uo ,u, | ele formeaza o bazi doar pe domeniul fu,up_,).

De asemenea se poate demonstra ci functia polinomiala pe bucati de grad n definita
pentru secventa de noduri (,,...,u, ) si ordonatele de Boor (d,,...,d,_,_,) coincide cu

functia definita de aceleasi date initiale cu ajutorul algoritmului Cox—de Boor [28].

2.5.6 Curbe B-spline. Definitie analitica

L +1 puncte de control (d,,...,d, ), secventa crescatoare de noduri (uy,...,u, ) sin,
un numdr natural cu proprietatea L =K —n—1, n< L, definesc o curbd B-spline de grad n
5 [un,uK_" ]—) E*:

s(u)= ld,.N."(u) (2.5.16)

Poligonul de control al curbei este poligonul de Boor [32][97]. Definitia analitici a
curbelor B-spline este asemanitoare cu cea a curbelor Bézier definite in baza Bernstein,
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existand insa diferente: gradul curbei B-spline este setat de catre utilizator, in timp ce gradul
unei curbe Bézier depinde de numéarul punctelor de control.

Forma unei curbe B-spline depinde de poligonul de control, secventa de noduri i de
gradul curbei. Astfel geometria curbei poate fi modificatd prin schimbarea unuia din acesti
parametrii de control ai curbei.

Din definitia curbelor B-spline si din caracteristicile functiilor B-spline se pot
deduce o serie de proprietdti ale curbelor.

Curba B-spline este inclusd in infdsurdtoarea convexa a punctelor poligonului de
Boor, iar arcul de curba ¥, = s([u;,u,,,)), u, # u,,, este inclus in infasuritoarea convexa a

punctelor d,_,...,d,_,,d,. Datoritd proprietdtii de partifie a unitatii a functiilor B-spline,

1
curba s(u) este o combinatie convexa a punctelor de control d,, si deci, orice punct al
curbei se va afla in infasurdtoarea convexda a punctelor de Boor. De asemenea, daca
o N . . al \_
uelu,,u, ), conform primei proprietiti a functillor B-spline N j(u)—O pentru

i+1<j<i-n-1. Deci curba B-spline se poate scrie s(u)= Z’:djN;‘(u) ceea ce conduce
Jj=i-n
la faptul ca arcul y; este inclus in infagurdtoarea convexda a punctelor d d,,d,.
Aceasta caracteristica se numeste proprietate de convexitate tare a unei curbe B-spline.
Curbele B-spline, asemenea curbelor Bézier, sunt invariante la transforman afine.
Daci ¢:R* — R’ este o transformare afina, prin aplicarea ei curbei s(u) se obtine o noua
curba B-spline ¢(s) de grad n ale carei puncte de control sunt ¢(d0),¢(dl ).....o(d ot )-

O proprietate importantd de care se bucura curbele B-spline este caracterul local al
acestor curbe. Astfel, un punct al curbei B-spline corespunzétor valorii ¥ a parametrului nu
depinde decat de cel mult n+1 puncte de control din vecinitatea sa. In sens invers, fiecare
punct de control d; influenteaza doar forma arcului corespunzitor parametrilor ¥ pentru

i-nY°"

care N/ (u)# 0, deci arcul definit pe domeniul [u,,u,,,.,).

Proprietéfile de diferentiabilitate ale curbelor B-spline se deduc pornind de la
derivatele functiilor B-spline. Acestea sunt date de relatiile:

LN ()= 2 N ) - —— N7 ) pentru e (u,m,,,)

du Uipn —U; Uirne —Uin

iN[." (u)= LN,."_' (u), pentru u<u,, (2.5.17)
du Ui —U;

d n n n-1

—N;(u)=——N[u), pentru uzu,,

du u u

i+n+l — Hi+l

Demonstratia acestor formule se realizeaza prin inductie. Vectorul tangent intr-un
punct al unei curbe B-spline va fi:

K—n-2
s(u)= ZviN,."_l
i=0
d, —d,, (2.5.18)
k——— u, <u,,
vi = ui+n _ui
0 in caz contrar
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Daci s(u) este o curbd B-spline de grad n si nodul u,,, este multiplu de ordin n,

., =u,=..=u,, =i, i€{0,..,K—n-1}. conform algoritmului de insertie a unui nod

i+n

punctul d, = s(ir) apartine curbei si

- vectorul tangent in d, la arcul s([u",zT]) este coliniar cu vectorul d, ,d, dacd
j>0,d._, #d,.

—_—

- vectorul tangent in d, la arcul s([it,u,_, ]) este coliniar cu vectorul dd,, dacd
j<n,d, #d,_,

Luand in considerare aceste afirmatii, daca curba B-spline interpoleazd extremitatile

poligonului de control, deci nodurile de capdt au ordin de multiplicitate n+1, curba va fi

tangentd in aceste extremitdti la primul si respectiv ultimul segment al poligonului de
control.

Fig. 2.5.7. Curbid B-spline de grad 5

Metoda CMeCurve::BSpline() construieste o curbd B-spline de grad arbitrar
utilizand functiile B-spline N (u). La fel ca si in cazul metodei de Boor de generare a unei

curbe B-spline, se determind mai intai secventa de noduri a curbei. Pentru fiecare segment
al curbei al cdrui Au >0 se calculeazd punctele curbei folosindu-se formula recursivi a
functiilor B-spline.

void CMeCurve::BSpline(ControlPoints &controlPolygon)
{
short i, j, ii, dense = 10, n;
double *knots, u;
n = controlPolygon.GetSize() - 2; / numarul de segmente de curba
/I numérul de puncte ale curbei depinde de numarul de segmente ale curbei pentru care
// diferenta dintre noduri este du != 0
curvePoints.SetSize((dense+1)*(n-degree+2));
// generarea vectorului nodurilor
knots = new double[n+degree+1];
GenKnotVectorBspline(n,degree,knots);
// generarea punctelor curbei
// se ia fiecare segment al curbei care prezint o variatie du != 0 si se genereazi punctele
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// curbei corespunzatoare acestuia
j=0;
for (i=degree-1; i<n+degree-1; i++)
{ if(knots[i+1]>knotsi])
{ for(ii = 0; ii <= dense; ii++)
{ //valoarea pentru care se calculeaza punctul de pe curba
u=knots[i]+ii* (knots|i+1]-knots[i])/dense;
// determinarea punctului curbei
GenerateBsplinePoint(controlPolygon, degree,knots,u,i, curvePoints[j]);

if(myDoc)
myDoc->ComputePersp(curvePoints(j));
j++;
}
}
}
delete [Jknots;

}

void GenerateBsplinePoint(ControlPoints &controlPoints, int degree, double *knots, double u,
int i, Vector &bsplinePoint)

{
int k,j, I;
double t1,t2;
Vector *points;
points = new Vector[degree+1];
for(j=i-degree+1, k=0; j<=i+1; j++, k++)
points[k] = controlPointsj];
for(k=1; k <= degree; k++)
{ for(j=i+1, 1 = degree; j >= i-degree+k+1; j—, I-)
{ t1= (knots[j+degree-k] - u )/(knots[j+degree-k]-knots[j-1]);
2= 1.0-t1;
points{l]= points[l-1] * t1 + points[l] * t2;

}
bsplinePoint = points[degree];
delete [Jpoints;

Parametrizarea curbei B-spline

In general, la fel ca si in cazul celorlalte curbe, secventa de noduri nu este data si
deci este necesara gisirea unei metode de parametrizare automati a curbelor B-spline.
Parametrizarea trebuie sa tind cont de faptul ca aceste curbe sunt polinomiale pe bucati iar
domeniul lor suport este [u,, Mg, ]

O metodd de parametrizare care tine cont si de gradul curbei generate este
urmatoarea:

0 i<n
u;=q i—n+l1 n<i<K-n (2.5.19)
K-2n+2 i>K-n

Nodurile aflate la extremitatile secventei de noduri au gradul de multiplicitate n,
astfel incét curba B-spline va interpola capetele poligonului de control de Boor [63].
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Cap 3 Principii de modelare geometrica prin suprafete

3.1 Notiuni generale

Un model al suprafetei unui obiect este o reprezentare matematica exacta a formei
obiectului respectiv. Modelarea suprafetelor a fost dezvoltatd rapid datoritd
inconvenientelor modelarii cu ajutorul wireframe-urilor. Prima este considerata o extensie a
celei de-a doua metode. In general, un model wireframe poate fi extras dintr-un model de
suprafata prin stergerea sau eliminarea tuturor entitatilor suprafetei.

Modelele realizate cu ajutorul suprafetelor au avantaje considerabile asupra
modelelor wireframe. Ele sunt mult mai complexe in continut geometric $i mai putin
ambigue. De asemenea, modelarea suprafetelor ofera algoritmi pentru suprafete si algoritmi
de umbrire pentru a aduce realism in geometria afisatd. Modelele suprafetelor pot fi utilizate
in calculul proprietétilor de masa si a volumului, in sectiondri de materiale, la modelarea
elementelor finite precum si la detectia intersectiilor. Ultimele doua domenii sunt atinse si
in cazul modelarii laboratorului virtual de robotica, spatiu alcatuit din corpuri geometrice
bine definite unde miscarea robotilor implicd determinarea coliziunii dintre ei $i obiectele
laboratorului virtual.

Modelarea suprafetelor prezintd insd si anumite dezavantaje. Fiind in general un
proces complex necesitd mult timp procesor §i capacitate de memorare mare. De asemenea,
in multe aplicatii apar ambiguitati la alegerea suprafetelor unui obiect care ii definesc
volumul. Modelele de suprafatd sunt uneori dificil de creat si pot necesita manipulari inutile
ale unor entitdti wireframe.

Descrierea matematicd a suprafetei trebuie sd cuprindd cidt mai multe din
proprietatile geometrice ale acesteia. O modalitate complet ineficientd de descriere este
utilizarea unei liste suficient de mare de puncte ale suprafetei. Aceastd abordare este
costisitoare si nu poate fi folositd pentru a determina toate caracteristicile suprafetei.
Modelele matematice ale suprafetelor trebuie si fie usor diferentiabile pentru obtinerea
tangentelor, normalelor si curburilor suprafetei.

Au fost dezvoltate mai multe tehnici de modelare a suprafetelor pentru a se putea
surprinde marea diversitate de forme din lumea reald. Alegerea metodei de reprezentare
depinde de caracteristicile specifice ale aplicatiei.

3.1.1 Reprezentarea suprafetelor

Reprezentarea suprafetelor este consideratd, prin multe aspecte, ca o extensie a
reprezentdrii curbelor. Formele parametrice si neparametrice ale curbelor pot fi extinse la
suprafete. Tratarea suprafetelor prin intermediul graficii pe calculator necesita dezvoltarea
algoritmilor si a relatiilor potrivite atat pentru calcul cit si pentru programare.

Suprafetele pot fi descrise matematic in spatiul tridimensional prin relatii
parametrice sau neparametrice [26][55][57][59]. Existd mai multe metode pentru a asocia
suprafete neparametrice unei multimi de puncte considerate ca date de intrare. Aceste
metode se impart in doua categorii. In prima, o relatie este astfel realizata incat sa treaci
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prin toate punctele, in timp ce in a doua, punctele sunt folosite pentru dezvoltarea unei serii
de petice de suprafete care sunt apoi conectate intre ele cu pastrarea continuitatii de pozitie
si a derivabilitatii. In ambele categorii, formula suprafetei sau a peticelor de suprafete este
data prin:

P=[x y J=k y faxnf G.1.1)

P este vectorul de pozitie al unui punct de pe suprafatd. Forma neparametricd a functiei
f(x,y) utilizati pentru a interpola toate punctele este cea polinomiala:

z=f(x,y)=izq:amxmy“ (3.1.2)

m=0n=0

Suprafata este descrisa printr-o retea xy de puncte de dimensiunea (p+1)x(g+1).

Functiile polinomiale constituie o alegere potrivitd pentru suprafejele neparametrice.
Functiile de ordin ridicat nu sunt corespunzdtoare din punct de vedere al proiectarii
suprafetelor datoritd numdarului mare de coeficienti care pot sd produca dificultati in
controlul suprafetei rezultate sau pot introduce oscilatii nedorite in suprafata. Pentru cele
mai multe aplicatii practice ale suprafetelor, functiile polinomiale cubice sunt suficiente.
Reprezentarea parametrica a unei suprafete inseamna o functie continui P(u,v) de

doua variabile, sau parametrii u $i v:

Pluv)=[x y zf =[x(u,v) ylu,v) zluv)f, (3.1.3)

U . <u<u Y

min max *’ min

SvSv .

Relatia determind coordonatele unui punct de pe suprafatd, prin intermediul componentelor
vectorului lui de pozitie. Acest vector pune in corespondenti unica spatiul parametric E’
(In u si v) si spatiul cartezian E’ (in x, y, z). Domeniul de existentd al parametrilor este
[umm,um] respectiv [vmm,vmx]. Pentru cele mai multe suprafete, aceste intervale sunt
[0,1].

Relatiile (3.1.1) si (3.1.3) sugereaza cd un spatiu tridimensional general poate fi
modelat prin impértirea lui intr-un ansamblu de petice topologice [26]. Un petic este
considerat un element matematic de bazd pentru a modela suprafete compuse. Unele
suprafete pot sd fie constituite doar dintr-un singur petic, in timp ce altele pot si fie
constituite din mai multe petice conectate intre ele. Topologia unui petic poate fi
triunghiulard sau dreptunghiulara. Peticele triunghiulare prezintd mai multd flexibilitate in
modelarea suprafetelor, deoarece nu necesité tablouri dreptunghiulare ordonate de puncte
pentru crearea suprafetei, pe cand cele dreptunghiulare necesita.

Se pot defini doud categorii de suprafete: analitice si sintetice. Suprafetele analitice
sunt bazate pe entitdti wireframe si cuprind suprafetele plane, suprafetele riglate, suprafete
de revolutie si cilindrii generalizati. Suprafetele sintetice sunt formate dintr-o multime data
de puncte sau curbe, si includ petice Bézier, B-spline si Coons. Exista citeva metode pentru
generarea suprafetelor sintetice, cum ar fi metoda produsului tensorial, metoda rationald, si
metoda de amestecare (blending). Metoda rationald descrie o suprafata rationala care este o
extensie a curbelor rationale. Metoda de amestecare aproximeaza o suprafata prin buciti de
suprafete [13]{57].

Metoda produsului tensorial este cea mai folositd metoda in modelarea solidelor.
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Utilizarea metodei se datoreaza naturii ei separabile simple, care implica doar produse de
functii de baza univariante, de reguld polinoame. Ea nu introduce complicatii conceptuale
noi datoritd dimensiunii mult mai mari a unei suprafete fatd de o curba. Proprietatile
suprafetelor produsului tensorial pot fi usor deduse din proprietatile curbelor. Formularea
produsului tensorial este o punere in corespondenta a unui domeniu dreptunghiular descris
de valorile u si v; de exemplu [O,l]x [0,1] cu spatiul real. Suprafetele produs tensorial se

potrivesc natural peste peticele dreptunghiulare. In plus, ele au o orientare explicita unica
(triangulatia unei suprafete nu este unica) si directli parametrice speciale sau coordonate
asociate fiecdrei variabile parametrice independente [94].

Pentru un petic dreptunghiular este definit un set de conditii de frontierd alcatuit din
16 vectori s1 4 curbe de frontierd. Vectorii sunt : patru vectori de pozitie pentru cele 4
colturi ale peticului P(0,0), P(0,1), P(1,0), P(1,1), opt vectori tangenti (doi pentru fiecare colt)
si patru vectori de twist la punctele de colt. Cele patru curbe de frontiera sunt obtinute prin
pastrarea unei variabile parametrice fixatd pentru fiecare valoare limita
u=0u=1,v=0,v=1.

Pentru generarea curbelor pe un petic de suprafata, se mentine unul din parametrii
suprafetei constant, celédlalt parametru parcurgand intreg domeniul sdu de definitie. Rezulta
in acest mod o retea de doud familii de curbe parametrice (fiecare corespunzatoare unei
variabile) numite curbe isoparametrice. Doar o singurd curba din fiecare familie trece prin
orice punct P(u,v) de pe suprafata. Sensul pozitiv al oricérei astfel de curbe este sensul de

crestere al parametrului liber. Reprezentarea graficd a unui petic de suprafata se realizeaza
prin intermediul acestei retele de curbe isoparametrice. Curbele din fiecare familie sunt de
obicei echidistante in intervalul de lucru permis al variabilei parametrice corespondente.

3.1.2 Caracteristicile geometrice ale unei suprafete

Analiza geometricd a suprafetelor constituie un factor important in folosirea
suprafetelor in cadrul unor aplicatii. Cunoasterea normalelor vectorilor la suprafata ofera
directia corectd de apropiere si indepartare de aceasta, lucru esential in procesul de migcare
al robotilor pentru stabilirea pozitiei acestora in raport cu celelalte obiecte ale spatiului
virtual. Geometria diferentiala joaca un rol central in analiza suprafetelor.

Conceptul de vector tangent introdus la curbe poate fi extins si la suprafete. Vectorul
tangent al oricirui punct P(u,v) de pe suprafata este obtinut prin pastrarea unui parametru

constant si diferentiind in raport cu celalalt. In fiecare punct vor exista doi vectori tangenti,
pentru fiecare curba isoparametricd care trece prin acel punct. Acesti vectori sunt dati de
relatiile:

oP - Oy~ 0z~
’ =—=—1+—— +——k’ = t.
P (u,v) 5ul r J y v = cons
P,(u,v)=—=—&17+—j'+——1?, u = const. (3.1.4)

SR VR VRN VRS 7

Vectorii tangenti sunt necesari la determinarea conditiilor de frontiera pentru conectarea
peticelor, la fel cum definesc si migcarea de-a lungul suprafetei [91][103].

Vectorul de twist pentru un punct de pe suprafati se defineste ca fiind masuritoarea
twistului suprafetei in acel punct. El este rata de modificare a vectorului tangent P, in
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raport cu v, sau a vectorului P, in raport cu u, sau este vectorul derivator mixt al punctului.
Daca u si v variaza cu Au si respectiv Av, rata incrementald de modificare a vectorilor

v

tangenti P, s1 P. este A—“ respectiv a iar rata infinitezimala de schimbare este datd de
‘ u

urmatoarele limite:

2 AP OP. 2
LimitAP“ = oF, = op = P. Limit——=—= 0P =P, (3.1.9)
A0 Ay v dudv a0 Ay Su oudv

Interpretarea geometrica a vectorului de twist se realizeazd prin construirea a doud
triunghiuri formate din P, 51 P, (u,v+ Av) respectiv P, si P.(u+ Au,v) in punctul P(u,v)
al suprafetei [63].

Vectorul de twist depinde atat de caracteristicile geometrice ale suprafetei cat si de
parametrizare.

Normala unei suprafete este o alta proprietate analiticd importantd. Ea este folosita
pentru determinarea directiei de apropiere sau departare de suprafatd, calcule de volume,
umbrirea unui model de suprafatd. Normala suprafetei intr-un punct este un vector
perpendicular pe ambii vectori tangenti ai punctului:

N(u,v)zfxgi:P X P (3.1.6)
Su v

u v
/7
Versorul acestui vector este:

= N _ P XP (.1.7)
IN| |P, xP,

Ordinea vectorilor din cadrul produsului vectorial poate fi inversata, iar produsul rezultat
defineste tot un vector normal. Sensul lui N, sau n, poate fi ales in mod convenabil
aplicatiei. In practica, sensul lui n se alege astfel incat si indice exteriorul suprafetei
[15][16].

Normala la o suprafatéd este zero daca P, x P, =0. Acest lucru se intdmpla in cazul

unei coame, sau in cazul intersectiei suprafetei cu ea insasi. Poate de asemenea sa apara in
cazul in care cele doud derivate P, si P, sunt paralele, sau una dintre ele are modulul 0.

Cazurile din urma corespund unei parametrizari gresite, care insa poate fi refacuta.
3.1.3 Implementarea software a suprafetelor

Proiectarea software a suprafetelor a fost abordatd in mod diferit fatd de cea a curbelor
datorita trasaturilor specifice. In timp ce pentru curbe implementarea optima a constituit-o
utilizarea unei singure clase generale, la suprafete, datoritd diversitatii modurilor de
constructie, a fost necesard realizarea unei structuri ierarhice de clase, fiecarui tip de
suprafata fiindu-i asociati o clasd proprie. Elementele comune tuturor acestor suprafete au
fost grupate la nivelul unei clase de bazi care reprezintd punctul de plecare pentru toate
celelalte clase.

Reprezentarea tuturor suprafetelor curbe se realizeaza printr-o retea de curbe
isoparametrice longitudinale si transversale. Acestea au structurd mult mai simpla decat
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curbele independente, fiecare curbad nefiind definita prin propriul sadu poligon de control si
nici printr-un mecanism specific de generare. Clasa corespunzatoare curbelor
isoparametrice este CMeSurfaceCurve. Ea incapsuleaza lista de puncte a curbet si functiile
de manipulare a acesteia.

class CMeSurfaceCurve : public CObject

// variabilele clasei
public:
CArray<CVertex,CVertex> curve; // tablou cu punctele curbei isoparametrice a suprafetei
// metodele clasei
CMeSurfaceCurve(){};
short Select(CMeView *view, double persp[2]);
void Draw(CMeView *view, CDC* pDC);
void SetBBox(ElementBBox &bbox);
void operator=(CMeSurfaceCurve &surfaceCurve);
bool IntersectRobot(CMeOpenGLRobot *pRobot);

h

Metoda IntersectRobot() proceseazd operatia de verificare a coliziunii dintre curba
suprafetei si robot.

Pornind de la aceastd structura se defineste clasa principald pentru suprafete curbe
CMeStandardSurface. Curbele longitudinale si transversale ale suprafetei sunt grupate intr-
un tablou bidimensional de liste de obiecte CMeSurfaceCurve. Acest tablou, proprietitile de
desenare ale unei suprafete, impreunad cu functiile de manipulare specifice, constituie
elementele comune pentru toate tipurile de suprafete.

class CMeStandardSurface : public CMeElement
{
protected:
// variabilele clasei
SurfSettings surfaceSettings;
CTypedPtrList<CObList,CMeSurfaceCurve*> surfaceCurves[2]; / lista de curbe isoparametrice
// metodele clasei
CMeStandardSurface();
DECLARE_SERIAL(CMeStandardSurface)
public:
CMeStandardSurface(CMeDoc *pDoc);
CMeStandardSurface(Settings &surfSettings, CMeDoc *pDoc);
/I functiile virtuale suprascrise pentru clasa CMeStandardSurface
virtual void DrawElement(CMeView *view, CDC *pDC, short drawControlPoints);
virtual void CalculatePerspElement(CMeView *view);
virtual void CreatePerspElement(CMeView *view);
virtual void DeletePerspElement(CMeView *view);
virtual void DeleteContentElement(short mode=0);
virtual short SelectElement(CMeView *view, double persp[2));
virtual void SetElementBBox(void);
virtual CMeElement *CreateCopyElement(void);
void SetElementSettings(unsigned int lineWidth, unsigned long color, char *texture , short mode);

void SetSettings(Settings &settings){surfaceSettings = settings;}
void operator=(CMeStandardSurface &surface);
bool IntersectRobot(CMeOpenGLRobot *pRobot);
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Toate clasele care modeleaza intreaga tipologie de suprafete sunt derivate din aceasta clasa
de baza. Fiecare din aceste clase situate ierarhic pe o treaptd superioara incapsuleaza
mecanismul propriu de constructie a suprafetelor.

Pentru suprafetele sintetice a fost definitd o clasa unicd denumitd CMeSurface
deoarece atat datele initiale cat i modul de reprezentare al acestor suprafete este identic.
Aceasta clasa are in fapt un rol structural caci intreg mecanism de generare al suprafetelor
este implementat la nivelul peticelor de suprafata.

Elementul de baza in proiectarea acestor suprafete este harta de control care este o
extensie a poligonului de control corespunzator curbelor. Pentru aceasta a fost definita clasa
CMeControlMap care contine tabloul de liste de puncte de control. Fiecare listd reprezinta
o linie de puncte iar toate punctele cu acelasi index din aceste listd formeaza o coloana din
harta de control.

class CMeControlMap : public CObject

/l variabilele clasei
public:
short nr_row, nr_col;
CArray< ControlPoints, ControlPoints> controlPoints; // harta punctelor de control
short selPoint[2]; // indecsii punctului selectat de pe harta de control

// metodele clasei
public:
CMeControlMap();
DECLARE_SERIAL(CMeControlMap)
CMeControlMap(short nr_r, short nr_c);
void Draw(CMeView *view, CDC* pDC, SurfaceSettings &surfSettings);
short  Select(CMeView *view, double persp[2]);
void  CopyLineCol(ControlPoints &l_c, short index, RowCol r_c);
void  SetBBox(ElementBBox &bbox);
void  RacordPatch(CMeControlMap &controlMap, short mode);
void  Resize(short nr_r, short nr_c); // redimensionarea retelei de control
void  Serialize(CArchive& ar);
void  operator=(CMeControlMap &controlMap);

Deoarece orice suprafatd sinteticd este conceputd ca o colectie de petice, a fost
necesara definirea clasei CMeSurfacePatch proprie acestei entitati. Fiecare petic este in sine
o suprafatd curbd, care confine harta sa de control si curbele isoparametrice ale peticului.
Functiile de constructie al diverselor tipuri de suprafete sintetice sunt incluse in aceastd
clasa.

class CMeSurfacePatch : public CMeStandardSurface

// variabilele clasei

private:
CMeSurface *parentSurface; // suprafata parinte a peticului
SurfaceType surfaceType; /I tipul peticului
CMeControlMap controliMap; /I mapa de control a peticului

struct Surface
{ char nm[30};
SurfaceFunction execute; // pointer la functia de constructie a peticului
%
static Surface surface[4];

/l metodele clasei
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protected:
CMeSurtacePatch();
DECLARE_SERIAL(CMeSurfacePatch)

public:
CMeSurfacePatch(CMeDoc “pDoc, CMeSurface *surface, short nrRow, short nrCol);
void SetSurface(SurfaceType type){surfaceType = type;};
short SetControlMapPoint(short row, short col, Vector &v);
short DetControlMapPoint(short row, short col, Vector &v);
// functiile virtual suprascrise pentru clasa CMeSurfacePatch
void DrawElement(CMeView *view, CDC *pDC, short drawControlPoints,
SurfaceSettings &surfaceSettings);
void CalculatePerspElement(CMeView *view);
void CreatePerspElement(CMeView "view),
void DeletePerspElement(CMeView *view);
void DeleteContentElement(short mode=0);
short SelectElementControlPoints(CMeView *view, double persp(2]);
short SelectElement(CMeView *view, double persp[2]);
void TranslateElement(Vector &dep!);
void RotateElement(Vector &axa_rotatie, double angle);
CVertex® DetSelectedVertex(void);
short  ConstructElement(short mode = 0)
{(this->"this->surface[surfaceType].execute)();return 0;};
void SetElementBBox(void);
CMeElement *CreateCopyElement(void);
void Serialize(CArchive& ar);
void GenerateOpenGLRepresentation(CMeOpenGLDoc *pDoc, HGLRC gIRC);
void RacordPatch(short row, short &col);
void SetParent(CMeSurface *surface){parentSurface = surface;}
void Resize(short nr_r, short nr_c){controlMap.Resize(nr_r, nr_c);}
void GetDimension(short &nr_r, short &nr_c);
void operator=(CMeSurfacePatch &surfacePatch);

private:
void NoSurface(void){};
void BezierSurface(void);
void DecasteljauCurve(ControlPoints &points, CMeSurfaceCurve **surf);
void DecasteljauPoint(ControlPoints &points, double t, Vector &v);
void BSplineSurface(void);
void BSplineSurface(CMeControlMap &controlMap);
void BSplineSurfacelnterpolation(void);
void BSplineCurve(ControlPoints &controlPoints, short degree, double *knots,
CMeSurfaceCurve **surf);

Tot la nivelul acestei clase a fost implementat §i mecanismul de conexiune al
peticelor pentru pastrarea regulilor de continuitate, element esential in proiectarea corecta a
oricdrei suprafete. Functia RacordPatch() determind automat o parte din punctele mapei de
control al noului petic in acord cu clasa de continuitate considerata.

Avand definite aceste structuri de date, clasa principala a suprafetelor sintetice este
proiectatd ca o matrice bidimensionalad de petice de suprafatd. Implementarea software a
matricei a fost realizatd prin intermediul unei liste de liste de petice. Functia membra
AddPatch() realizeaza operatia de atasare a unui petic la suprafata in pozitia dorita, petic
generat respectand regulile de racord. De asemenea functia IntersectRobot() stabileste daca
suprafata se afla in contact cu suprafata.
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3.2 Reprezentarea parametrica a suprafetelor analitice

Sectiunea descrie elementele fundamentale pentru formulele parametrice ale
suprafetelor analitice Intalnite in proiectarea st modelarea suprafefelor. Se stabilesc in acest

et eyt

cuprind suprafete plane, suprafete riglate, suprafete de revolutie, cilindrii generalizati
[74][94].

Termenii suprafatd si petic, In aceastd sectiune, sunt folositi pentru a desemna
aceeasi entitate.

3.2.1 Suprafata plana

Formula parametricd a unui plan poate lua diferite forme in functie de datele
disponibile. Cel mai simplu mod de definire a unui plan este prin trei puncte Fy,P,,P, ce

apartin planului. Se considera ca punctul P, corespunde valorilor parametrice u =0,v=0,
iar vectorii Py P, si Py P, definesc directiile u respectiv v. Domeniul suport pentru parametrii
este [0,1]. Pornind de la aceste date, formula parametrica a planului este:

P=P,+u-(P-P)+v-(P,—P), uvelo]] (3.2.1)
Vectorii tangenti in punctul P la plan sunt:
P,(u,v)=P-P, P(uv)=P,-P, uvel0il] (3.2.2)

iar versorul normal la suprafata este:

— _(Pl—Po)x(Pz_Po)
(u,v)= AN u,vel01] (3.2.3)

care este constant pentru orice punct din plan. Curbura planului este de asemenea egala cu
zero deoarece toti coeficientii fundamentali secunzi pentru acest plan sunt nuli.

Un alt mod de definire a unei suprafete plane este printr-un punct P, si doua directii
date prin versorii r i s. Similar cazului anterior, formula planului devine:

P(u,v)=P +uL F+vL5, u,vel0]] (3.2.4)

Relatia presupune un plan de dimensiuni L, si Ly care pot fi egale cu unitatea.
Cazurile anterioare pot fi combinate pentru a furniza formula unei suprafete plane
care trece prin doud puncte P, , P, si este paralela cu versorul r:

P(u,v)=P,+u(P —P)+vLF, u,vel0]] (3.2.5)
O modalitate obignuita de constructie a unui plan este printr-un punct P, $i normala

sa n.
(P-P)n=0 (3.2.6)
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Relatia este o forma neparametrica a suprafetei plane [2][74]. Cu ajutorul acestei relatii se
pot genera insa doud puncte ale suprafetei, care pot fi folosite Impreuna cu P, in prima

formula parametrica. Planele care sunt perpendiculare pe axele sistemului de coordonate
curent reprezintd un caz special al relatiei anterioare. Astfel, in cazul unui plan care este
perpendicular pe axa X, normala n este (1,0,0) iar ecuatia planului x = x,.

Elementele de constructie a unei suprafete planare au fost utilizate la definirea unui
obiect de tip poligon. Clasa CMePolygon corespunzatoare acestui element geometric
contine, ca variabile membre, normala si distanta planului in care se afla conturul poligonal.
Aceasta clasd constituie o exceptie fatd de celelalte clase de suprafete prin faptul ca nu este
derivata din clasa principald descrisd in sectiunea 3.1.3. Contururile poligonului, atat cel
exterior cat si cele interioare, sunt cuprinse intr-un tablou de liste de puncte al clasei
reprezentat de variabila polygon.

Pozitia relativa a unei entitati geometrice, curba sau suprafata, fatd de poligon poate
fi determinatd prin aplicarea ecuatiei planului punctelor entitatii geometrice. Astfel, daca
pentru o curba, rezultatul este pozitiv pentru toate punctele sale, aceasta este situatd in
semispatiul pozitiv delimitat de planul conturului poligonal. Valori pozitive §i negative
indica faptul ca suprafata planard suport a poligonului strabate curba. Calculul normalei se
realizeazd cu functia CalcND(). Functia primeste ca parametrii 3 puncte ale conturului
poligonal si determina normala si distanta planului suport.

short CalcND(Vector &P1, Vector &P2, Vector &P3, Vector &normal, double &D)
{

Vector vi, v2;

double I1, 12, [;

vl =P2-P1;

v2 = P3 - P2;

11 =v1.VECT_LENGTH();

if(fabs(l1) < V_PPREC)
return 1;

v1i.VERSOR();

12 = v2.VECT_LENGTH();

if(fabs(l2) < V_PPREC)
return 1;

v2.VERSOR();

normal. VECTPRD(v1, v2);

| = normal. VECT_LENGTHY();

if(fabs(l) < V_PPREC)
return 1;

normal.VERSOR();

D = - normal.SCALPRD(P1);

return 0;

}

3.2.2 Suprafata riglata

Suprafetele rulate (riglate) sunt elemente simple si fundamentale ale domeniului
modelarii suprafefelor. O suprafatd riglatd este generatd prin conectarea punctelor

corespondente a doud curbe spatiale G(u) si Q(u), definite pe domeniul [0,1], prin linii
drepte numite generatoare. Caracteristica principala a unei suprafete riglate este aceea ca
exista cel putin o linie dreaptd care trece prin punctul P(u,v) si care strabate intreaga

suprafata. Cilindrii si conurile sunt exemple de suprafete riglate, iar suprafata plana descrisi
anterior este una dintre cele mai simple suprafete riglate.
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Se considera ca generatoarea suprafetel u# =u, uneste punctele G; st Q; situate la
extremele curbelor G(u) respectiv Q(u). Formula generatoarei va fi:

P(u,,v)=G, +v(Q, -G,) (3.2.7)

v este parametrul definit de-a lungul riglei. Generalizand relatia pentru orice generatoare a
suprafetei, se obtine formula parametrica pentru suprafata riglatd definitd prin doud curbe
spatiale:

P(u,v)=Gu)+v[0w) - G(u)]= 1 -v)G(u)+ vOu), u,vel01] (3.2.8)

Pastrand constanti valoarea lui # in formuld, se determind generatoarele suprafetei
P(u,,v) pe directia lui v de pe suprafati, in timp ce daci se mentine fixad valoarea
parametrului v se genereaza curbe pe suprafatd pe directia u, curbe care sunt o combinatie
liniard a granitelor. Granitele suprafetei riglate, G(u) si Q(u) pot fi considerate ca fiind
P(u,0) respectiv P(u,1). Pentru valori mici ale lui v (spre zero) influenta curbei G(u) este

mai mare, iar pentru valori mari ale lui v, ce tind spre 1, creste influenta lui Q(u) asupra
geometriei suprafetei riglate.

O suprafatd riglatd realizeaza interpolarea completd a curbelor si nu doar a unei
secvente discretizate de puncte, de aceea acest proces este adesea referit ca si interpolare
transfinita {66].

Din modul de generare a unei suprafete riglate se poate observa faptul ca aceasta
permite curburi doar in directia parametrului » a suprafetei, dacd granitele prezinta curburi.
Curbura suprafetei in directia v (in lungul generatoarelor) este zero, si astfel o suprafata
riglatd nu poate fi folositd pentru modelarea peticelor de suprafete care au curburi in doua
directii.

Un important aspect al suprafetelor rulate il constituie generalitatea tipului admis
pentru curbele generatoare P(u,0) si P(u,1). Acestea pot fi construite folosind oricare din
metodele de proiectare a curbelor descrise. Singura restrictie este datd de domeniul comun
de parametrizare pentru curbe, care insa poate fi orice interval [a,b]e R si nu in mod

obligatoriu intervalul unitate. Astfel, de exemplu, suprafata rulatd poate fi generata de o
curba polinomiala cubica si o curba spline sau chiar un poligon.

Suprafetele riglate au fost modelate soft prin clasa CMeRuledSurface. Clasa
cuprinde cele doua curbe de granitd care definesc forma suprafetei. Generarea curbelor se
poate realiza prin oricare din metodele descrise.

Functia CMeRuledSurface::ConstructElement() contine algoritmul de constructie al
suprafetei riglate. Sunt generate liniile generatoare iar apoi curbele transversale.

short CMeRuledSurface::ConstructElement(short mode)
{
ControlPoints firstCurve, secondCurve;
CMeSurfaceCurve *newSurfCurve;
double t;
short Nr = 20;
DeleteContentElement();
// obtinerea punctelor curbelor de granita
firstBorderCurve->GetPoints(firstCurve, 1);
secondBorderCurve->GetPoints(secondCurve, 1);
int nr = firstCurve.GetSize();
/I generarea curbelor generatoare ale suprafetelor
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for(shorti=0; i <nr; i++)

{ newSurfCurve = new CMeSurfaceCurve;
newSurfCurve->curve.SetSize(2);
newSurfCurve->curve[0] = firstCurveli];
myDoc->ComputePersp(newSurfCurve->curve[0]);
SetPerspBBox(newSurfCurve->curve[0]);
newSurfCurve->curve[1] = secondCurveli];
myDoc->ComputePersp(newSurfCurve->curve[1]);
SetPerspBBox(newSurfCurve->curve[1]);
surfaceCurves[0].AddTail(newSurfCurve);

}

// generarea curbelor care reprezinta o combinatie liniara a curbelor date

for(i=0; i < Nr; i++)

{ t=(double)(i)/(Nr-1);
newSurfCurve = new CMeSurfaceCurve;
newSurfCurve->curve.SetSize(nr);
for(shortj=0; j < nr; j++)

{ newSurfCurve->curve[j] = firstCurve[j] * (1- t) + secondCurvelj] *t;
myDoc->ComputePersp(newSurfCurve->curve[j]);
SetPerspBBox(newSurfCurve->curvelj));
surfaceCurves[1].AddTail(newSurfCurve);

}
}
return O;
}
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Fig. 3.2.1 Suprafata riglatd
3.2.3 Suprafata conica

O subclasd a suprafetelor rulate o reprezintd pdnzele conice. Pentru acest tip de
suprafete, una din curbele generatoare este redusi la un punct. Datele initiale, necesare in
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constructie sunt curba c(u), u e [O,l] inclusi intr-un plan ce 7, si un punct P(x,v,z)e 7.
Suprafata conicd de varf P si curbad ¢ este generatd de dreptele ce trec prin P si clu):

suv)=(1- V)P +ve(u) (3.2.9)

Curba planara ceste denumitd curbd directoare a conicel. La fel ca si in cazul suprafetelor
rulate, curba directoare poate fi proiectatd apelandu-se la oricare din metodele descrise
obtine o suprafatd iInfasurdtoare inchisd, care poate alcdtui un solid prin addugarea
suprafetei plane limitate de curba directoare [26][74].

Constructia panzelor conice s-a realizat prin aceeasi clasd CMeRuledSurface. Curba
secundard de granitd este alcatuita dintr-un singur punct.
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Fig. 3.2.2 Reprezentarea unei suprafete conice

3.2.4 Suprafata de revolutie

Suprafata de revolutie se genereazi prin rotirea unei curbe planare G(«) cu un unghi
v in jurul unei axe de rotatie. Rotirea curbei creeazd un cerc (daci v =360 ) pentru fiecare
punct de pe curbd, a cdrui centru trece prin axa de rotatie si a carui raza r. (1) este variabili
in functie de distanta punctului la axa de rotatie. Curba planari si cercurile sunt denumite
profil si respectiv paralele in timp ce pozitiile diferite ale profilului in jurul axei sunt numite
meridiane [59].

Curba planard si axa de rotatie formeazi planul de unghi zero, care este v=0.
Relatia parametrica a suprafetei de revolutie este definitd In raport cu un sistem local atasat
suprafetei. Acest sistem local (indicat prin indicii L) poate fi creat in felul urmator: axa Z,
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a sistemului este identicd cu axa de rotatie, axa X, este aleasa directia perpendiculara din
punctul ¥ =0 pe planul curbei profil iar punctul de intersectie dintre X, si1 Z, reprezinta
originea sistemului local. Axa Y, este determinatd automat cu ajutorul regulii mdinii drepte.
Se considera punctul G(u)= P(u,0) de pe profil care se roteste cu un unghi v in jurul axei
Z, odata cu intreg profilul. Pornind de la triunghiul format din punctul initial, punctul rotit
P(u,v) si originea curbei paralele corespunzitoare, triunghi perpendicular pe axa Z,,
relatia parametrica a suprafetei de revolutie este:

Plu,v)=r. (u)cosvm, +r. (u)sinv, + z, (u)n,, 0<u<l, 0<v<2zmr (3.2.10)

Daca se seteazi z,(u)=u pentru fiecare punct de pe profil, formula ofera coordonatele
locale (xL,yL,zL)z(r: (u)cosv,r: (u)sinv,u) ale unui punct P(u,v) al suprafetei riglate.
Pentru reprezentarea reald a suprafetei este necesara transformarea coordonatelor locale in
coordonate globale [16].

Baza de date initiala a suprafetei de revolutie trebuie s@ includa profilul acesteia, axa
de rotatie si unghiul de rotatie, acesta fiind specificat prin unghiul de inceput si unghiul de
sfarsit. Pentru afisarea suprafetei prin intermediul unei retele de dimensiunea m x n,
domeniul variabilei u este impartit in mod echidistant in m —1 parti. In mod similar,
domeniul lui v este impartit in n valori echidistante. Avand aceste valori parametrice, prin
aplicarea relatiei sunt generate punctele situate pe curbele paralele ale suprafetei de
revolutie.

Pentru generarea acestor suprafete s-a construit clasa CMeRevolutionSurface
derivata din clasa CMeStandardSurface. Variabilele membre externalCurve si internalCurve
reprezintd pointeri la curbele planare care constituie profilul suprafetei. De asemenea
sistemnul local al suprafetei este pastrat in variabila coordSystem. Axa de rotatie este axa Z
globala a spatiului de lucru. Metoda CMeRevolutionSurface::GenerateSurface()
implementeazad algoritmul de constructie al suprafetei. Functia este apelata consecutiv
pentru ambele profile ale suprafetei, in cazul in care aceasta contine si un profil interior.
Sunt generate, in sistemul local al suprafetei, curbele verticale si orizontale ale acesteia
memorate in variabila membrda CMeStandardSurface::surfaceCurves[2].

Metoda CMeRevolutionSurface::ConstructElement() realizeazd constructia intregii
suprafete in sistemul sau local si trecerea punctelor in sistemul global.

short CMeRevolutionSurface::ConstructElement(short mode)
{
DeleteContentElement();
I/ generarea curbelor pentru suprafata exterioara
GenerateSurface(externalCurve);
if(internalCurve) ,
GenerateSurface(internalCurve); // generarea curbelor pentru suprafata interioara
I/ trecerea tuturor curbelor in sistemul global
for(shorti=0;i<2;i++)
{ POSITION pos = surfaceCurves][i]. GetHeadPosition();
while(pos != NULL)
{ CMeSurfaceCurve *surfCurve;
surfCurve = (CMeSurfaceCurve *)surfaceCurves[i].GetNext(pos);
TrecereSistemControlPoints(surfCurve->curve, coordSystem, FALSE);
for(short j = 0; j < surfCurve->curve.GetSize(); j++)
{ myDoc->ComputePersp(surfCurve->curve[j));
SetPerspBBox(surfCurve->curvelj));
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}

}
}

return O;

short CMeRevolutionSurface::GenerateSurface(CMeCurve *curve)

{

CMeSurfaceCurve *newSurfCurve;

short dense = 30, nr, i, j, idBegin, idEnd;
double angle, cosAngle, sinAngle, r, pas;
Vector dir;

ControlPoints genCurve;

/ prima curba de pe suprafata este tocmai curba generatoare

curve->GetPoints(genCurve, 1);
// trecerea punctelor in sistemul local al suprafetei

TrecereSistemControlPoints(genCurve, coordSystem, TRUE);

// generarea curbelor verticale de pe suprafata
nr = genCurve.GetSize();
pas = 360/dense;
for(i = 0; i < dense; i++)
{ angle =i"pas;
cosAngle = COSINUS(angle);
sinAngle = SINUS(angle);
newSurfCurve = new CMeSurfaceCurve;
newSurfCurve->curve.SetSize(nr);
for(j = 0; j < nr; j++)
{ dir = genCurvelj];
dir[Z] = 0.0;
r =dir. VECT_LENGTHY();
newSurfCurve->curve[j][X] = r *cosAngle;
newSurfCurve->curve[j][Y] = r *sinAngle;
newSurfCurve->curve[j](Z] = genCurvelj][Z];

}
surfaceCurves{0].AddTail(newSurfCurve);
}

/I generarea curvelor orizontale de pe suprafata
pas = 360/dense;

if(deplAxis)

{ idBegin = 0;
idEnd = nr;

}

else

{ idBegin =1;
idEnd = nr -1;

}

for(j = idBegin; j < idEnd; j++)
{ dir=genCurve[j];
dir[Z] = 0.0;
r =dir.VECT_LENGTH();
newSurfCurve = new CMeSurfaceCurve;
newSurfCurve->curve.SetSize(dense+1);
for(i = 0; i <= dense; i++)
{ angle =i*pas;
cosAngle = COSINUS(angle);
sinAngle = SINUS(angle);
newSurfCurve->curveli][X] = r *cosAngle;
newSurfCurve->curvel[il[Y] = r *sinAngle;
newSurfCurve->curvelil{Z] = genCurvelj][Z];
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surfaceCurves[1].AddTail(newSurfCurve);
}

return O;

Functia globald TrecereSistemControlPoints() realizeazd trecerea unui tablou de
puncte dintr-un sistem local In sistemul global sau invers.

Fig. 3.2.3 Suprafete de revolutie

3.2.5 Cilindrul generalizat

Cilindrul generalizat este o suprafatd generatd prin translatia unei curbe planare
strimbe in lungul unei directii date. De asemenea, cilindrul poate fi construit prin
deplasarea unei linii drepte (numitd generatoare) de-a lungul unei curbe planare date
(numitd directoare). Linia dreaptd ramane tot timpul paraleld cu un vector fix dat care

defineste directia v a cilindrului. Curba planari directoare G(u) poate reprezenta orice fel
de curbi sau entitate wireframe. Vectorul de pozitie al oricirui punct P(x,v) de pe suprafata

cilindrului este:

Pu,v)=Gu)+vn,, O0<u<u 0<v<v (3.2.11)

max * max
Datele initiale necesare pentru generarea unei suprafete cilindrice sunt curba
directoare G(u), axa cilindrului n, si lungimea cilindrului v descrisd prin frontierele

minima $i maxima [57][66]. O valoare 0 pentru marginea de jos indica planul director. Axa
cilindrului poate fi datd prin doud puncte, cu ajutorul cidrora se va calcula versorul n, al

axel. Afisarea unui cilindru generalizat cu printr-o retea m x n urmeazi aceeasi abordare ca
si in cazul suprafetelor de revolutie.

Clasa corespunzdtoare acestui tip de suprafatd este CMeCylindricalSurface a cérei
clasd de bazi este de asemenea CMeStandardSurface. In cadrul clasei sunt stocate toate
datele corespunzitoare suprafetei, variabila directrixCurve contine curba directoare, genDir
pastreazd axa cilindrului iar lungimea lui este datid de length. Functia membri
ConstructElement() genereaza suprafata cilindrica.
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Fig. 3.2.5 Suprafete cilindrice

short CMeCylindricalSurface::ConstructElement(short mode)
{
short i, j, dense = 30;
double v;
ControlPoints curvePoints;
DeleteContentElement();
InitPerspBBox();
directrixCurve->GetPoints(curvePoints, 1);
// generarea curbelor orizontale ale suprafetei
short nr = curvePoints.GetSize();
for(i = 0; i <= dense; i++)
{
v = i*length/dense;
CMeSurfaceCurve *newSurfCurve = new CMeSurfaceCurve;
newSurfCurve->curve.SetSize(nr);
for(j=0;j < nr; j++)

{
newSurfCurve->curvelj] = curvePoints[j] + genDir*v;
myDoc->ComputePersp(newSurfCurve->curvel[j]);
SetPerspBBox(newSurfCurve->curve[j]);

}

surfaceCurves[0].AddTail(newSurfCurve);
}
// generarea curbelor verticale
for(=0;j < nr; j++)

CMeSurfaceCurve *newSurfCurve = new CMeSurfaceCurve;

newSurfCurve->curve.SetSize(dense+1);

for(i = 0; i <= dense; i++)

{
v = i*length/dense;
newSurfCurve->curve[i] = curvePoints[j] + genDir*v;
myDoc->ComputePersp(newSurfCurve->curveli]);
SetPerspBBox(newSurfCurve->curveli));

)

surfaceCurves[1].AddTail(newSurfCurve);

}

return O;
}

Axa cilindrului este determinatd ca fiind normala planului ce

directoare.

contine curba
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Suprafetele analitice se regdsesc in forma unora din elementele complexe care
compun spatiul laboratorului virtual. Un exemplu concludent este proiectarea aparatului de
radiografie ortopanoramica. Suportul acestuia a fost realizat cu suprafete poligonale, iar
partea centrald cuprinde suprafete rulate, cilindrice si de revolutie.

<a

|

Fig. 3.2.6 Modelul geometric al aparatului de radiografie ortopanoramica

t "‘?'? ‘“I..'

Elementele cu forme mai complexe ale aparatului au fost generate cu suprafete
analitice. De asemenea peretii si podeaua au fost realizate exclusiv cu elemente poligonale,
iar suprafetele cilindrice, rulate si de revolutie sunt folosite la proiectarea formei robotilor
mobili din cadrul laboratorului.

}
N
N
N
3
3
N
N
N
3
3

Fig. 3.2.7 Modelarea formei robotului utilizand si suprafete analitice
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3.3 Suprafete Bézier produs tensorial

Suprafetele Bézier produs tensorial reprezinta una dintre cele mai generale clase de
suprafete sintetice folosite in domeniul proiectarii. Primul care a dezvoltat aceste suprafete a
fost de Casteljau, intre 1959 si 1963, dar popularitatea lor se datoreaza muncii lui Bézier
[13][36]. Initial, peticele Bézier au fost folosite la aproximarea unor suprafete date. Datorita
insa caracteristicilor lor, orice suprafata B-spline poate fi scrisa in forma peticelor Bézier.

Exemplul suprafetelor Bézier demonstreaza utilitatea produsului tensorial in cadrul
modelarii suprafetelor [11]{12]. Odata ce acest principiu este prezentat, va fi usoard
generalizarea altor scheme de curbe pentru constructia de suprafete produs tensorial.

3.3.1 Interpolarea biliniara

Metoda interpolarii liniare in spatiul E’, descrisd in capitolul introductiv, a fost
folosita pentru dezvoltarea curbelor Bézier. Intr-un mod asemanator, teoria suprafetelor
Bézier produs tensorial se bazeaza pe conceptul de interpolare biliniard. In timp ce
interpolarea liniard se aplica curbelor “simple” intre doud puncte, interpolarea biliniard se
aplica suprafetelor “simple” intre patru puncte.

Fie by,b,,,b,,.b,, patru puncte distincte in E’. Multimea tuturor punctelor

x € E’ de forma:

Kuv)= Y30, B (W) ()

o1
=0 =0 (3.3.1)

este numita paraboloidul hiperbolic prin cele patru puncte. In forma matriciala:

x(u,v) =l - u u[b“’ b°‘}r - V} (3.3.2)

b, by v

Deoarece relatia este liniara atat in u cét si in v si interpoleaza punctele de intrare, suprafata
x(u,v) poartd numele de interpolant biliniar [14].

Patratul unitate u,v e [0,1] este domeniul interpolantului, in timp ce suprafata x este
limita lui. O linie paraleld cu una din axele domeniului corespunde unei curbe din domeniu
numitd curba isoparametrica. Orice curba isoparametrica fiind o linie dreaptd, paraboloidul
hiperbolic reprezintd o suprafata riglatd. Curba isoparametrici u =0 este interpolantul
liniar al punctelor by ,b,,. In mod similar, acest lucru este valabil si pentru celelalte trei
curbe de frontiera.

Evaluarea interpolantului biliniar se realizeaza in doua etape. Procedeul este folosit
mai térziu in contextul interpolarii produs tensorial. Sunt calculate punctele intermediare:

bg:é = (l - V)bo,o +vby,

(3.3.3)
b?"é = (1 - v)bl‘o +vb,,
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Interpolantul biliniar este definit in raport cu aceste puncte:

x(u,v)z b(')'0 (u,v)z (1 —u)bé"lo + ub?_'(', (3.3.4)

Se calculeazd mai intdi coeficientii liniei isoparametrice v =constsi apoi se
evalueazd linia isoparametricA in wu. Acelasi rezultat se obtine §1 pentru o linie
isoparametrici u =const. Deoarece interpolarea liniar@ este o transformare afind,
interpolarea biliniard alcatuitd din interpolari liniare atat pe directia u céat si pe directia v,
poate fi denumita transformare biafina.

z

Fig. 3.3.1 Interpolarea biliniara

Termenul de paraboloid hiperbolic dat interpolérii biliniare vine din geometria
analitica. Se considera suprafata neparametricd z = xy, suprafata ce poate fi interpretata ca
si un interpolant biliniar al punctelor (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (1,1,1). Daca suprafata este
intersectatd cu un plan paralel cu planul xy, curba rezultanta este o hiperbold. Daci este
intersectata cu un plan care contine axa z, curba rezultanti este o parabola.

3.3.2 Algoritmul de Casteljau direct

Curbele Bézier pot fi obtinute prin aplicarea repetatd a interpolarii liniare. Similar,
constructia suprafetelor Bézier se realizeaza prin aplicarea repetati a interpolarii biliniare.
Fiind dat un tablou dreptunghiular de puncte b, ;, 0<i, j<n si valorile parametrice

(u,v), suprafata generatd de aceste puncte este data de relatia:

i+l i+1,j+1 4

b b -y
b = [1-u u{b’}}""' b,;j"l"“l:l{ r=1..n i,j=0,..n-r (3.3.5)
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Punctele bf‘jo sunt punctele tabloului initial bf'jo =b, ;. by, este punctul corespunzitor

n.n

valorilor parametrice (u,v) de pe suprafata Bézier »™". Tabloul de puncte b, ; este denumit

reteaua de control sau poliedrul de control al suprafetei [13].
Suprafetele generate cu algorltmul de Casteljau direct au acelasi grad in u si v. Daca

poliedrul de control b, ;, i = 0,m, Jj= 0,n contine un numdr diferit de puncte pe cele doua

directii, algoritmul de Casteljau direct nu poate fi aplicat pana cind este obtinut punctul de
pe suprafatd. Constructia suprafetelor care au grade diferite In u si v se realizeaza printr-o
succesiune de etape. Prin aplicarea, mai intdi, a algoritmului de Casteljau direct de

k = min(m,n) ori se obtin punctele b,ff care formeaza poligonul de control al unei curbe.
Punctul de pe suprafata rezultd folosind algoritmul univariant de Casteljau pentru poligonul

de control determinat. Aceastd distinctie de caz este putin neobisnuita si nu va fi intalnita in
abordarea produsului tensorial.

3.3.3 Suprafete Bézier produs tensorial

Stilistii creeaza fizic suprafete prin aplicarea de sabloane asupra modelelor de lut
pentru eliminarea surplusului de material. Sculptarea suprafetelor complexe in lut necesita
folosirea mai multor sabloane diferite. Analizdnd acest proces din punct de vedere teoretic,
se ajunge la urmatoarea definitie intuitiva pentru suprafatd: O suprafata este locul geometric
al unei curbe care se deplaseaza in spatiu si 1si schimba forma.

Pornind de la acest concept intuitiv se realizeazd o descriere matematica a unei
suprafete. Se considerd curba care se deplaseaza ca fiind o curba Bézier de grad m.
(Aceasta constituie o restrictie asupra claselor de suprafete care pot fi reprezentate cu
ajutorul produsului tensorial.) In orice moment, curba care se deplaseaza si se deformeaza
este determinatd de un set de puncte de control. Fiecare punct initial de control se
deplaseazd prin spatiu urmdrind curba. Traiectoriile parcurse de aceste puncte sunt
reprezentate de asemenea prin curbe Bézier de grad n. Fie b™(u) curba Bézier initiala de

grad m:
b" ()= bB/"(u) (3.3.6)
Traiectoria fiecarui punct de control este o curba Bézier de grad n:
=35,,8,0) (33.7)
j=0

Suprafata descrisa de curba initiala rezulta din combinarea celor doua relatii:

m

b™" (u,v) ZZb,]B’" "(v) (3.3.8)

i=0 j=0

Suprafata astfel generatd si parametrizati se numeste suprafa;d Bézier produs
tensorial. Suprafaa este complet determinata de o retea de puncte b, j»i=0m j=0,n
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[15]. Se poate demonstra simplu cd definitia unei suprafete Bézier produs tensorial precum
si definitia datd de algoritmul de Casteljau direct sunt echivalente.

Suprafata Bézier a fost obtinuta prin deplasarea curbei isoparametrice corespondente
lui v=0. Oricare din cele trei frontiere ramase pot fi folosite de asemenea ca si curba
initiala.

O curba isoparametricd oarecare v = const a unei suprafete Bézier b™" este o curbd
Bézier de gradul m in u, iar cele m+1 puncte Bézier ale sale sunt obtinute prin evaluarea
randurilor retelei de control la v = const , prin formula:

b (v)= Zob,,B;' (v) i=0,m (3.3.9)
-

Coeficientit curbei isoparametrice pot fi obtinuti prin aplicarea de m+lori a
algoritmului de Casteljau univariant. Astfel, un punct de pe suprafatd este obtinut prin
aplicarea succesiva a algoritmului de Casteljau.

Curbele isoparametrice u =const sunt tratate in mod analog. De remarcat ca alte
linii drepte din domeniu sunt relationate la curbe de grad m +n de pe petic. Doud exemple
speciale sunt diagonalele unui domeniu dreptunghiular.

Fig. 3.3.2 Reprezentarea unei suprafete Bézier sub forma de cadru
si realistic

Suprafetele de tip produs tensorial sunt implementate cu ajutorul clasei CMeSurface
descrisd in sectiunea 3.1.3. Pornind de la punctele de control si, in functie de tipul suprafetei
produs tensorial, se genereazd curbele orizontale si verticale ale peticului. Metoda
ConstructElement() a clasei CMeSurface apeleazi succesiv pentru fiecare petic al suprafetei
functia proprie de constructie a peticului CMeSurfacePatch::ConstructElement().

short CMeSurface::ConstructElement(short mode)

{
POSITION posPatchLine, posPatch;

I/ setarea gradului curbei
if((this->*this->surfDegree[surfaceType])(mode))
return 1;
/1 parcurgerea tabloului de petice al suprafetei si apelarea functiei de generare a
// fiecarui petic
posPatchLine = surfacePatchs.GetHeadPosition();
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}

while (posPatchLine != NULL)

{
CMeSurfacePatchLine® pSurfPatchLine;
pSurfPatchLine = (CMeSurfacePatchLine *)surfacePatchs.GetNext(posPatchLine);
posPatch = pSurfPatchLine->surfacePatchLine.GetHeadPosition();
while(posPatch != NULL)

CMeSurfacePatch *pSurfacePatch =
(CMeSurfacePatch *)pSurfPatchLine->surfacePatchLine.GetNext(posPatch);
pSurfacePatch->ConstructEiement();
}
}

return 0;

Pentru fiecare tip de suprafatd produs tensorial a fost definitd o functie membra a

clasei CMeSurfacePatch care genereazd suprafata. Algoritmul de constructie a suprafetelor
Bézier este implementat