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Cuvânt înainte 

Lichidele magnetice (ferofluidele) sunt dispersii de particule magnetice 
subdomenice (--10 nm) într-un lichid de bază. Numărul acestor particule este 
foarte mare, o valoare de referi} Iţă fiind 10-^ particule pe metru cub. Aceste lichide 
magnetice au proprietăţile uzuale ale lichidelor, dar în plus se comportă ca un 
material puternic magnetizabil. 

Primele lichide magnetice au fost preparate în 1960 la NASA, în cadrul 
cercetărilor de tehnologie spaţială, pentru a pune la punct un sistem de curgere 
controlată a combustibililor fluizi în condiţii de imponderabilitate. 

Sintetizarea şi studiul sistematic al proprietăţilor lichidelor magnetice a fost 
început în grupul de cercetare al lui R.E.Rosensweig din SUA. Termenul de 
ferofluidpropus de Rosensweig s-a încetăţenit şi în literatura de specialitate. 

Studiul asupra lichidelor magnetice a evidenţiat o serie de fenomene 
senzaţionale, care fac posibile noi soluţionări ale problemelor din ştiinţă şi 
tehnologie. 

începând din 1970 au fost impulsionate cercetările legate de obţinerea, 
microstructura, proprietăţile, magnetohidrodinamica şi aplicaţiile lichidelor 
magnetice, ele fiind azi folosite în numeroase dispozitive şi tehnologii: în tehnica 
spaţială, energetica nucleară, electrotehnică, geofizică, medicină, prelucrarea 
minereurilor neferoase. 

Ca urmare a proprietăţilor lor remarcabile, după 1970 lichidele magnetice 
au captat şi interesul unor grupuri de cercetători români, dintre care îi amintesc 
pe cei din Iaşi, şi nu în ultimul rând, pe cei din Timişoara. 

Formarea, sub conducerea Dlui. Acad. loan Anton, a unui puternic colectiv 
de specialişti în hidrodinamică, fizică, chimie şi electrotehnică în cadrul 
Institutului pentru Fluide Complexe al Universităţii "Politehnica" din Timişoara, 
respectiv al Laboratorului de Lichide Magnetice al Centrului de Cercetări Tehnice 
Fundamentale şi Avansate din cadrul Filialei Timişoara a Academiei Române a 
corespuns pe deplin cerinţelor domeniului profund interdisciplinar al lichidelor 
magnetice. Aceasta a facilitat abordarea eficientă a problemelor ştiinţifice 
fundamentale, precum şi a celor orientate spre aplicaţii tehnice, colectivul 
timişorean polarizând cercetările în acest domeniu în România. 

La Simpozionul "Tendinţe actuale în ştiinţa şi tehnologia lichidelor 
magnetice", desfăşurat în octombrie 1997 în India, reputatul specialist dr. Kuldip 
Raj, vicepreşedinte al companiei Ferrofluidics din SUA, în prelegerea de 
inaugurare la simpozion, trecând în revistă activitatea ştiinţifică internaţională în 
continuă dezvoltare în domeniu, evidenţiază Laboratorul de Lichide Magnetice din 
Timişoara la un loc de frunte printre primele opt centre academice din lume. 

Ca o recunoaştere internaţională a competenţei colectivului de lichide 
magnetice din Timişoara, a opta Conferinţă Internaţională de Lichide Magnetice, - ^ 
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ICMF-8, a avut loc chiar în Timişoara, în 1998. Conferinţa, cu o periodicitate 
trienală, s-a constituit într-o incontestabilă reuşită, reunind la Timişoara 
principalele nume de referinţă din domeniu, în frunte cu părintele lichidelor 
magnetice, R.E.Rosensweig. 

Activitatea ştiinţifică în domeniul lichidelor magnetice la Timişoara a 
întrunit de-a lungul celor peste două decenii de existenţă, cercetări preponderent 
cu caracter fundamental, precum şi cercetări orientate spre aplicaţii tehnice de 
vârf grupate în mai multe direcţii de cercetare. 

Una dintre aceste direcţii de cercetare, sub conducerea Dlui. Prof. loan De 
Sabata, o reprezintă cea legată de forţele ponderomotoare magnetice, cu aplicaţii 
în domeniul etanşărilor rotitoare, separatoarelor magnetogravimetrice şi al 
lagărelor magnetofluidice. Problema forţelor ponderomotoare magnetice şi 
efectele acestora în cazuri concrete ale unor aplicaţii de mare interes, considerând 
lichidul magnetic un mediu fluid cvasiomogen magnetizabil, a făcut obiectul unor 
cercetări teoretice, rezultatele cărora au servit ulterior la stabilirea unor relaţii de 
dimensionare a componentelor unor dispozitive magnetofluidice. 

Prezenta lucrare reprezintă o continuitate a activităţii de cercetare a acestui 
colectiv, încercând să aducă o contribuţie privind cercetarea teoretică în domeniul 
aplicaţiilor inginereşti, în particular în domeniul lagărelor cilindrice cu lichid 
magnetic. 

Lucrarea de faţă este organizată pe patru capitole, cinci anexe şi o listă 
bibliografică cu lucrări din domeniul lichidelor magnetice, al electrotehnicii şi al 
metodelor numerice de calcul, folosite pe parcursul elaborării acestei lucrări. 

Primul capitol reprezintă o prezentare generală pe baza bibliografiei 
consultate a problemelor generale ale lichidelor magnetice. Se fac referiri la 
prepararea şi stabilizarea lichidelor magnetice, la proprietăţile de natură 
magnetică şi reologică ce pot influenţa comportarea lagărelor cilindrice cu lichid 
magnetic. In ultimul subcapitol sunt prezentate acţiuni ponderomotoare ce se 
manifestă în lichidele magnetice, (levitaţia de ordinul 1 şi 2). 

în capitolul doi se analizează lagărul cilindric cu magnet permanent şi 
lichid magnetic. Sunt propuse expresii analitice noi pentru calculul forţei de 
levitaţie ce se exercită asupra unităţii de lungime a arborelui, funcţie de 
dimensiunile geometrice ale lagărului si de proprietăţile magnetice ale arborelui 
şi ale lichidului magnetic. In ultimul paragraf al acestui capitol, se determină forţa 
de levitaţie pe baza modelării numerice a lagărului cilindric. Pentru a demonstra 
veridicitatea noilor relaţii obţinute, acestea sunt comparate cu cele existente în 
literatură şi cu cele obţinute pe cale numerică. 

In capitolul trei este tratat lagărul cu poli alternanţi. Este propus lagărul cu 
poli alternanţi plasaţi în rotor. Pentru cazul când polii alternanţi nu se 
magnetizează temporar, s-a realizat un calcul analitic aproximativ al lagărului 
fiind stabilită o relaţie analitică aproximativă pentru forţa ce se exercită pe 
unitatea de lungime a arborelui cu poli alternanţi. Printr-un calcul numeric s-a 
analizat influenţa magnetizaţiei temporare a polilor asupra forţei de levitaţie. De 
asemenea s-a urmărit influenţa armonicilor superioare ale câmpului magnetic la 
calculul analitic aproximativ al lagărului cu poli alternanţi plasaţi în rotor. în 
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ultimul subcapitol s-a făcut o analiză numerică a lagărului cu poli alternanţi 
plasaţi în rotor, fiind folosit un program tridimensional bazat pe metoda 
elementelor fmite. Rezultatele referitoare la forţa de levitatie ce se exercită pe 
unitatea de lungime a lagărului cu poli alternanţi, obţinute pe cale numerică au 
fost comparate cu cele obţinute cu relaţia analitică stabilită. Ele arată 
veridicitatea relaţiei analitice aproximative determinate. 

Capitolul patru prezintă concluziile la care am ajuns în decursul studiului 
efectuat, fund subliniate şi contribuţiile pe care le-am adus în decursul activităţii 
consacrată realizării aceste teme. 

Ajuns la sfârşitul unui drum marcat de urcuşuri şi coborăşuri inerente într-o 
astfel de încercare, autorul se bucură că reuşeşte, după aproape opt ani de la 
începutul provocării, să mulţumească celor care, pe parcursul aceştia drum, I-au 
întărit voinţa şi I-au sprijinit finalizarea. 

Am avut privilegiul de a elabora această lucrare sub îndrumarea distinsului 
Prof Dr. Ing. loan De Sabata, care a reprezentat pentru mine un model de muncă 
şi de probitate ştiinţifică. încerc să exprim pe această cale profunda recunoştinţă 
nu doar pentru sfaturile şi îndrumările susţinute de-a lungul elaborării lucrării, ci 
şi pentru formarea mea profesională şi nu numai, începută încă în anii studenţiei 
şi care continuă şi azi. 

Mulţumesc minunatului colectiv ce alcătuieşte Catedra de Electrotehnică a 
Facultăţii de Electrotehnică din Timişoara pentru susţinerea permanentă pe care 
am simţit-o din partea lor, pentru discuţiile constructive avute de-a lungul acestei 
perioade. 

Aduc calde mulţumiri întregului colectiv al Centrului de Cercetări Tehnice 
Fundamentale şi Avansate din cadrul Filialei Timişoara a Academiei Române, 
respectiv şi celui al Institutului pentru Fluide Complexe din cadrul Universităţii 
Politehnica din Timişoara, a căror existenţă a /acut posibilă tema acestei lucrări. 

Sunt profund recunoscător Dlui. C.P.I .dr. Ladislau Vekâs pentru discuţiile 
şi sugestiile pertinente primite în cadrul discuţiilor avute. 

Mulţumesc Dlui. Prof. Dr. Ing. loan Şora, prin intermediul căruia am 
beneficiat de o bursă de studii de două luni la Universitatea Catolică din Leuven, 
Belgia, unde am realizat modelarea numerică tridimensională a lagărului cu poli 
alternanţi plasaţi în rotor. 

Mulţumesc colectivului ELEN din cadrul Universităţii Catolice din Leuven, 
Belgia, condus de Prof Dr. Ing. R. Belmans şi Prof. Dr. Ing. K. Hameyer, care mi-
au pus la dispoziţie programul MagNet cu toată documentaţia aferentă, precum şi 
întreaga lor experienţă. 

îmi exprim dragostea şi recunoştinţa pentru familia mea, pentru tandra 
încurajare, răbdare şi sprijin moral pe care mi le-au acordat, acestea ajutându-mă 
să depăşesc momentele dificile ale acestei perioade. 

Nu în ultimul rând, mulţumesc tuturor celor care au văzut în terminarea 
acestei lucrări un folos direct pentru activitatea de cercetare şi didactică. 
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1 LICHIDE MAGNETICE. GENERALITATI 

1.1 Structura lichidelor magnetice. Generalităţi despre preparare [Rsl ],[Bi3 

Lichidele magnetice (ferotluidele) sunt dispersii de particule magnetice 
subdomenice într-un lichid de bază. Fiecare particulă coloidală dintr-un fluid 
magnetic este un mic magnet permanent care tinde să se alinieze în direcţia 

o 
câmpului magnetic. Presupunând că particulele sunt mici {~IOOA), agitaţia termică 
preîntâmpină sedimentarea lor. In plus, particulele sunt "învelite" pentru a preveni 
interacţiunea lor magnetică. în acest fel rezultă un amestec complex care se 
comportă ca un lichid omogen chiar în prezenţa unui câmp magnetic aplicat din 
exterior. 

Realizându-se iniţial din hidrocarburi ca lichid de bază, lichidele magnetice 
sunt produse în prezent în diferite lichide, având proprietăţi fizice şi chimice care 
variază într-un domeniu foarte larg. Ferofluidele comerciale sunt produse în apă, 
silicon, fluorocarburi, esteri, diesteri şi alţi solvenţi. Ele au o gamă largă de 
vâscozitate, umiditate, densitate, miscibilitate, tensiune superficială şi alte 
proprietăţi. Prin controlul densităţii numerice a particulelor magnetice în suspensie 
se poate varia în limite largi magnetizaţia de saturaţie şi permeabilitatea magnetică 
relativă a lichidelor magnetice. 

Fig. 1.1.1 

Având în vedere componenta de bază a lichidelor magnetice, nanoparticulele 
magnetice, acestea se încadrează într-o categorie largă a nanoparticulelor 
inteligente, respectiv în domeniul de vârf al nanoştiinţelor şi nanotehnologiilor. O 
reprezentare schematică a unui ferofluid pe trei scări de lungime specifice este dată 
în fig. 1.1.1, [Ewl]. La scară macroscopică (stânga), ferofluidul se aseamănă cu un 
lichid obişnuit. La scara dimensiunilor coloidale (mijloc), lichidul magnetic e 
format din mici particule solide dispersate într-un solvent. Fiecare particulă este 
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formată dintr-un miez din material cu proprietăţi magnetice având suprafaţa 
acoperită cu lanţuri polimerice (dreapta). 

1.1.1 Tipuri de fluide magnetice 

Principalele tipuri de materiale care întrunesc proprietăţi atât magnetice, cât şi 
de fluid - nanotluidele magnetizabile inteligente - sunt următoarele: 

• Lichidele magnetice (ferofluide sau fluide magnetice); 
• Emulsiile magnetizabile; 
• Lichide magnetice (ferofluide) "inverse"; 
• Lichide magnetice polimerizabile. 

Lichidele magnetice au următoarele componente: particule magnetice (PM) 
feri- sau feromagnetice, (Fe.iiOa, y-Fe203, CoFe204, Co, Fe ş.a.), lichid de bază 
(LB) şi unul sau mai mulţi stabilizanţi (S). în principiu lichidul de bază poate fi 
orice lichid, inclusiv metalic. 

Emulsiile magnetizabile se realizează prin dispersia ultrafmă a unui lichid 
magnetic într-un lichid nemagnetic, nemiscibil. 

Lichidele magnetice inverse sau compozitele magnetofluidice se obţin prin 
dispersarea unor particule solide nemagnetice de dimensiuni micrometrice, 
electroizolante sau electroconductoare, într-un lichid magnetic, considerat ca lichid 
de bază cvasiomogen, magnetizabil. 

Lichidele magnetice polimerizabile au ca mediu de bază o subsatanţă 
organică, iniţial în fază lichidă (monomer). Prin polimerizare se obţin 
monopolimeri magnetizabili. Dacă în faza lichidă se adaugă şi se dispersează 
incluziuni nemagnetice - microsfere sau microfire - se obţin nano/microcompozite 
magnetizabile. 

Fluidele magnetoreologice sunt suspensii de particule feromagnetice de 
ordinul 2-10 /um, în diferite lichide de bază, de regulă uleiuri slab volatile (uleiuri 
siliconice). Particulele au dimensiuni cu 2-3 ordine de mărime mai mari decât cele 
din componenţa lichidelor magnetice şi au o structură feromagncetică 
multidomenică, deci aceste tipuri de fluide magnetizabile diferă esenţial de 
lichidele magnetice. 

Dintre tipurile de fluide magnetizabile amintite, cel mai important este 
lichidul magnetic, care stă la baza celorlalte tipuri de fluide magnetizabile. 
Lichidul magnetic este un sistem bifazic, care din punct de vedere macroscopic 
este cvasiomogen. Nanoparticulele magnetice "integrate" în lichidul de bază prin 
intermediul stabilizantului, conferă lichidului magnetic o susceptivitate magnetică 
de ordinul unităţii, cu câteva ordine de mărime mai mare decât a soluţiilor 
paramagncetice. 

Problema fundamentală ce trebuie soluţionată de metodele de preparare este 
cea de a asigura omogenitatea macroscopică, adică stabilitatea sistemului sub 
acţiunea unor forţe externe, de exemplu magnetice, care pot provoca separarea 
fazei solide de mediul de dispersie lichid (sedimentare). în cazul lichidelor 
magnetice, datorită dimensiunii foarte reduse a particulelor, mişcarea browniană 
joacă un rol fundamental în prevenirea sedimentării. 

To 
BUPT



Lichide magnetice. Generalităţi 

1.1.2 Interacţiuni specifice. Dimensiunea medie a particulelor magnetice 

Efectul unui câmp magnetic neuniform este acela de a atrage particule 
dispersate spre regiunile de câmp mai intens. Mişcarea browniană se opune 
aglomerării. Particulele se presupun independente şi identice, cu momentul 
magnetic permanent m=MjV, unde A/,/ este magnetizaţia monodomenică a 
materialului solid (magnetizaţia spontană a particulei monodomeniale), iar V 
volumul unei particule. Particulele tlind independente, momentul lor magnetic 
tinde să se orienteze paralel cu câmpul aplicat H. Energia unei particule din sistem, 
aflată într-o anumită poziţie, este egală cu lucrul mecanic care trebuie efectuat 
pentru a aduce particula dintr-o regiune cu câmp neglijabil în acea poziţie 
(traiectoria fiind o curbă C oarecare): 

Mi' » 
dW= F -d r (1.1.1) 

Jl) . r 
Ţinând cont că forţa ce acţionează asupra unui dipol în câmp neuniform este, 

[DSIO], [Rol]: 
F = ju,{m-W)H (1.1.2) 

unde /Jq = AtiXQ'^ HIm este permeabilitatea magnetică a vidului. 
înlocuind (1.1.2) în (1.1.1), se obţine: 

W = (1.1.3) 
Pentru ca sistemul să fie stabil trebuie ca: 

k,T 
>1 (1.1.4) 

^OM.VH 

unde ks este constanta lui Boltzman iar T este temperatura absolută. Diametrul, 
considerând particula sferică, rezultă din ecuaţia (1.1.4): 

D< (1.1.5) 

La temperatura camerei, la câmpuri de ordinul 10^ A/m şi în cazul 
particulelor de magnetită {Md=4.46 10^ A/m), D,,,,,, este aproximativ 10 nm. 

In câmp gravitaţional, energia particulei (ţinând cont şi de forţa arhimedică) 
este l^pV gL, unde diferenţa densităţilor masice este, ^p = - Pjiuun L 

reprezintă înălţimea în câmp gravitaţional. Luând L=0.05 m şi Ap = AZOOKgm'^ 
raportul dintre energia gravitaţională şi cea magnetică va fi: 

R = ^ ^ ^ ^ ^0.05 (1.1.6) 

ceea ce arată că influenţa câmpului gravitaţional este în general mult mai slabă 
decât cea a unui câmp magnetic neuniform. 

11 
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Interacţiunea dipol-dipol dintre momentele magnetice ale particulelor, poate 
de asemenea afecta stabilitatea fluidelor. Energia de interacţiune între două 
particule i şi j este, [Rol]: 

(mi - r ) ( in j - r ) m - m j 

An 
3 (1.1.7) 

unde r=ri-rj. Energia este maximă când momentele particulelor sunt paralele, iar 
particulele în contact N-S. în acest caz: 

(1.1.8) ina\ 

\2knT 
Condiţia de stabilitate: V - ^ 1 (1.1-9) 

conduce la D<10 nm, ceea ce înseamnă că pentru majoritatea particulelor din 
lichidul magnetic, mişcarea browniană se opune cu succes aglomerării datorită 
interacţiunilor magnetice. 

Interacţiunea Van der Waals apare datorită fluctuaţiilor orbitalilor 
electronilor dintr-o particulă, care induc dipoli oscilanţi într-o particulă vecină. 
Notând cu 5 distanţa dintre suprafeţele a două particule şi cu / raportul 2s/D, 
energia de interacţiune dintre două sfere se scrie, [Rol]: 

u ^ n- -
2 2 , 

+ - + \n , . ... , (1.1.10) 
[Ulf {U2Y\ 

unde A este constanta lui Hamaker. Pentru particule aflate la distanţă, interacţiunea 
este neglijabilă. Dar când particulele sunt în contact {1=0), spre deosebire de cazul 
interacţiunii dipol-dipol, Uu-^oc. De aceea contactul particulelor trebuie 
împiedicat. 

1.1.3 Metode de stabilizare a lichidelor magnetice 

Există trei metode de stabilizare pentru împiedicarea contactului dintre 
particule şi reducerea interacţiunii dipol-dipol: stabilizarea sterică, stabilizarea 
electrostatică şi stabilizarea mixtă. 

Stabilizarea sterică presupune adsorbţia unor molecule lungi la suprafaţa 
particulelor. Acestea prezintă un capăt polar care este adsorbit şi o catenă care 
trebuie să fie compatibilă cu lichidul de bază. Mecanismul de stabilizare este 
denumit repulsie sterică. 

Compatibilitatea stabilizantului (surfactantului) cu lichidul de bază este 
esenţială şi trebuie ca moleculele surfactantului să interacţioneze mai puternic cu 
moleculele de solvent decât între ele. în caz contrar se produce fenomenul de 
floculare reversibilă care duce la scăderea grosimii surfactantului ca urmare a 
interacţiunii între catene sau chiar la o atracţie între catenele de la particule vecine, 
încât stabilitatea devine precară. Interacţiunea dintre catene este de tip Van der 
Waals. 
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Stabilitatea poate fi refăcută prin înlocuirea lichidului de bază cu unul 
compatibil. Există şi situaţii de incompatibilitate în care surfactantul se desoarbe, 
fenomen cunoscut sub numele de floculare ireversibilă. 

Energia de repulsie sterică este dată de relaţia, [Rol]: 

U= 2kD~ n ^ ^ 1 + 2. 1 + / / 2 In k,J ( 1 . 1 . 1 1 ) 
t 1 + //2 t, ' 

în care (=23/0 şi n, este concentraţia superficială de molecule adsorbite, ^ -
grosimea stratului de surfactant. 

Lichidele de bază pot fi polare sau nepolare. Pentru fluidele cu particule de 
magnetită şi solvenţi nepolari se foloseşte ca stabilizant acidul oleic, care este 
adsorbit chimic. Solvenţii nepolari au în general vâscozitate redusă şi sunt volatili 
(toluen, benzen) sau vâscozitate medie şi rată de evaporare scăzută (uleiuri 
minerale). Pentru lichidele magnetice cu solvenţi polari mai este necesar încă un 
strat de stabilizant, adsorbit fizic la suprafaţa primului (de obicei tot acid oleic), 
care poate fi un polimer sau un acid, [Rol]. Solvenţii în acest caz pot fi uleiuri 
sintetice (spre exemplu diesteri), alcooli, cetone, uleiuri vegetale sau apă. 

Stabilizarea electrostatică a fost aplicată pentru prima dată de Massart, 
Mal], la lichidele magnetice ionice pe bază de apă. In acest caz repulsia sterică 

este înlocuită de repulsia electrostatică ca urmare a încărcării electrice a 
particulelor din soluţie, formându-se astfel un strat electric dublu. 

Din această grupă fac parte lichidele magnetice pe bază de apă. Ele constau 
din particule de maghemită stabilizate prin repulsie electrostatică rezultând din 
adsorbţia preferenţială a ionilor de un anumit tip. Pentru conservarea neutralităţii 
electrice, ionii adsorbiţi sunt înconjuraţi de o regiune difuză, formându-se astfel un 
strat electric dublu. 

Principala cale de formare a stratului dublu electric este adsorbţia ionilor din 
soluţie. In cazul reacţiilor de condensare, când unul dintre reactanţi este în exces, 
pe suprafaţa particulei se vor adsorbi ionii care intră şi în compoziţia acestuia. 

Reacţia de precipitare realizându-se la pH alcalin, favorizează adsorbţia 
ionilor OH la suprafaţa particulelor, acestea încărcându-se negativ. Suprafaţa 
particulelor încărcate negativ atrage ionii de amoniu puternic hidrataţi şi încărcaţi 
pozitiv. Ionii negativi din soluţie, din imediata vecinătate a suprafeţei particulelor, 
vor fi respinşi electrostatic. în acest fel, în soluţie scade concentraţia ionilor 
pozitivi şi creşte cea a ionilor negativi. 

Pentru realizarea unui sistem coloidal stabil, particulele trebuie menţinute la 
distanţă unele de altele, ceea ce se realizează prin mărirea forţelor de respingere 
electrostatică până la valori corespunzătoare. Pentru aceasta trebuie avut în vedere: 
selectarea valorii pH-\x\\x\ soluţiei şi respectiv a stabilizatorului; obţinerea unor 
particule coloidale cu dimensiuni corespunzătoare. 

Stabilizarea mixtă este o combinaţie de cele două tipuri de stabilizări 
menţionate, caz în care stratul de surfactant sete încărcat electric. 

In medii polare, cum este apa, prin chemisorbţia primului strat de surfactant, 
suprafaţa particulei devine hidrofobă, apoi este posibil ca adsorbţia să continue cu 
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rezultatul că suprafaţa devine hidrofilă. în acest proces coexistă ambele tipuri de 
repulsie - sterică şi electrostatică. 

Totuşi, aceste fluide pe bază de apă au în general o stabilitate mai mică decât 
dispersiile în medii nepolare; aglomerările semnificative ce apar în ele pot fi 
detectate prin experimente de împrăştiere dinamică a luminii, măsurători de 
susceptivitate, etc. prezenţa aglomeratelor afectează într-o măsură mare stabilitatea 
acestor fluide, mai ales în prezenţa câmpurilor magnetice sau a gradienţilor de 
câmp magnetic. 

Recent, s-a evidenţiat experimental stabilizarea mixtă (dublu-sterică plus 
electrostatică) la probele de lichide magnetice pe bază de pentanol, [Rs l \ 

1.L4 Procese de aglomerare 

Neglijarea interacţiunilor dintre particule este o aproximare bună în cazul 
lichidelor cu stabilizare foarte bună şi cu concentraţie mică de particule. Altfel 
interacţiunea dintre particule trebuie luată în considerare şi poate duce la formarea 
de aglomerate. 

Un parametru mult folosit în studiul aglomerărilor este raportul dintre 
energia maximă dipol-dipol şi energia termică, numit parametru de cuplaj, [Rol]: 

£ = 

InD^kj^T 
(1.1.12) 

în cazul în care z este subunitar, probabilitatea de formare a aglomeratelor 
este redusă. în caz contrar, depinzând de natura lichidului, se pot forma în principal 
trei tipuri de agregate: lanţuri, agregate de tip picătură de lichid şi aglomerate de tip 
fractal, fig.l.l.2-a. 

particulă 
secundară 

part iculă^ 
primară ^ 

lant 

a) aglomerate de tip fractal b) aglomerate circulare c) lanţuri formate din 
oarticule secundare 

Fig. 1.1.2 

Formarea lanţurilor se realizează ca urmare a cuplării particulelor cu 
momente magnetice paralele, contactul fiind realizat între polii N şi S ai 
particulelor. Aplicarea unui câmp magnetic simulează formarea lanţurilor care se 
orientează paralele cu direcţia câmpului. în absenţa câmpului orientarea este 
arbitrară. 
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La valori mai mari ale constantei de cuplaj are loc o tranziţie de fază de tip 
gaz-lichid. Aceasta duce la formarea unor agregate de mari dimensiuni {lO '̂-lO '̂) 
particule numite agregate de tip picătură. Forma agregatelor este sferică în absenţa 
câmpului magnetic şi alungită în prezenţa acestuia. Cauzele care pot duce la acest 
fenomen sunt scăderea temperaturii, intensificarea câmpului magnetic sau creşterea 
concentraţiei de particule, apariţia aglomeratelor datorându-se interacţiunilor dipol-
dipol. O asemenea tranziţie poate fi considerată ca rezultat al metastabilităţii 
termodinamice a fluidului magnetic. 

Recent, [Phl], s-a pus în evidenţă influenţa unor aglomerate de tip fractal 
asupra proprietăţilor lichidelor magnetice, care apar ca urmare a interacţiunilor 
Van der Waals ca în coloizii obişnuiţi (fară ca interacţiunea dipol-dipol să joace un 
rol important), fig.l.l.2-a. Aceasta se poate întâmpla atunci când există o 
incompatibilitate între solvent şi surfactant sau în ferofluidele ionice, când bariera 
de repulsie electrostatică e prea mică. Din punct de vedere teoretic această 
problemă rămâne deschisă. 

în afară de aceste tipuri de aglomerate se mai pot forma agregate circulare, 
fig.l.l.2-b, sau în regim de lanţuri formate din particule secundare, fig.l.l.2-c. 

1.1.5 Metode de preparare a lichidelor magnetice 

Metodele de preparare a lichidelor magnetice, adică a unor soluţii coloidale 
liofilizate de particule feri- sau feromagnetice, care sunt stabile la aglomerare şi 
sedimetare, chiar şi sub acţiunea unor forţe externe, trebuie să satisfacă 
următoarele cerinţe esenţiale, [Rol], [Be2]: 
• Materialul magnetic solid trebuie să se prezinte sub formă ultradispersă, adică 

sub forma unor nanoparticule cu dimensiuni cuprinse între 5 şi 75 «m; 
• Suprafaţa nanoparticulelor va fi acoperită de un strat adsorbit mono- sau 

bimolecular adecvat, natura şi compoziţia acestuia fiind determinate de 
proprietăţile fizico-chimice ale nanoparticulelor şi lichidului de bază. 

în vederea preparării unor lichide magnetice performante, de-a lungul anilor 
au fost experimentate şi dezvoltate numeroase procedee fizice şi fizico-chimice 
specifice din domeniul coloizilor. Acest procedee se disting în funcţie de modul de 
obţinere a nanoparticulelor magnetice: reducerea mecanică a dimensiunii unor 
materiale feri- sau feromagnetice pulverulente grosiere (măcinare coloidală); 
descompunerea termică a carbonililor de Fe sau Co\ electrodepunere (electroliză); 
metode cu plasmă (evaporare/electrocondensare); coprecipitare chimică, adică 
obţinerea nanocristalelor magnetice prin condensare chimică. 

Una din primele metode de obţinere a nanoparticulelor magnetice a fost 
metoda mecanică de dispersare (măcinare coloidală). Papell a preparat pentru 
prima dată prin metoda măcinării în mori cu bile ferofluide pe care le-a folosit 
drept carburanţi pentru vehicule spaţiale. Pentru aceasta el a utilizat diferite pulberi 
magnetice de Fe, Co, Ni şi unii oxizi metalici feromagnetici. Cele mai bune 
rezultate le-a dat magnetita (FejO^). 
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Experienţa acumulată, în special în ultimul deceniu, a evidenţiat clar 
avantajele deosebite ale procedeului bazat pe obţinerea nanoparticulelor 
ferimagnetice (FejO^, CoFe2-04, y-Fe203 ş.a.) prin coprecipitarea chimică, aplicat 
astăzi pentru producerea practic a tuturor fluidelor comercializate de firmele 
specializate. în [Be2], cap.7, sunt prezentate, în mod sintetic, numeroase variante 
ale procedeului, fiind analizate influenţa compoziţiei masei reactante şi a 
condiţiilor în care se desfăşoară reacţia de coprecipitare şi fazele următoare ale 
procedeului de preparare, asupra proprietăţilor şi în general, asupra calităţii 
lichidului magnetic obţinut. 

Procedeele aplicate la obţinerea lichidelor magnetice nepolare şi polare cu 
excepţia apei, sunt prezentate schematic în organigramele din fig.1.1.3 şi fig.1.1.4, 
în care sunt redate principalele faze ce implică obţinerea diferitelor tipuri de lichide 
magnetice. 

Principalii factori care influenţează sintetizarea nanoparticulelor şi apoi a 
lichidului magnetic sunt: concentraţia ionilor metalici în soluţie, natura agentului 
de coprecipitare, valoarea pHAui a mediului de reacţie, temperatura la care are loc 
reacţia de coprecipitare, viteza de adăugare a agentului de coprecipitare, 
intensitatea agitării/ultrasonării. 

Procesul de stabilizare/dispersare a nanoparticulelor magnetice subdomenice 
trebuie să ţină cont de interacţiunile de tip dipol-dipol, Van der Waals, 
electrostatice şi sterice dintre particulele învelite cu mono- sau dublu strat de 
stabilizant/stabilizanţi, în funcţie de caracterul nepolar sau polar al lichidului de 
bază. în această privinţă este importantă chemisorbţia eficientă a stratului primar 
de stabilizant, proces ce este influenţat, printre altele, de caracterul eterogen al 
suprafeţei nanoparticulelor şi de încărcarea lor electrică, de temperatura mediului 
de reacţie şi a surfactantului adăugat, de valoarea pH a mediului, respectiv de 
concentraţia şi gradul de puritate chimică a surfactantului. Cel mai des utilizat 
surfactant primar este acidul oleic. Chemisorbţia acestuia pe suprafaţa particulelor 
are loc dacă ionul oleat este în stare monomoleculară şi nu micelară. Condiţiile de 
chemisorbţie, în particular compoziţia, valoarea pH şi temperatura mediului de 
reacţie, au făcut obiectul unor investigaţii sistematice pentru a determina valorile 
optime ale acestora, respectiv pentru a asigura gradul ridicat de stabilitate al 
lichidului magnetic rezultat. Gradul de stabilitate, respectiv existenţa sau absenţa 
aglomeratelor, influenţează în primul rând proprietăţile magnetice şi de curgere, 
care intervin în majoritatea aplicaţiilor lichidelor magnetice. 

în cazul lichidelor de bază slab polare şi polare, de exemplu diesteri sau 
alcooli, alegerea potrivită a stabilizantului secundar adsorbit fizic la stratul primar, 
este de importanţă deosebită pentm obţinerea lichidelor magnetice polare 
concentrate şi în acelaşi timp foarte stabile inclusiv la diluţii avansate. O problemă 
specială constă în stabilirea raportului optim al cantităţii de stabilizant secundar 
relativ la cantitatea de nanoparticule acoperite cu stabilizant primar, ce urmează a 
fi dispersate într-un anumit lichid de bază polar. 

Lichidul magnetic polar pe bază de apă implică procedee de obţinere 
speciale. Metodele de prepai are elaborate până în prezent utilizează fie stabilizarea 
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electrostatică, utilizată de Massart, [Mal], fie stabilizarea sterică dublă, considerată 
pentru prima dată la acest tip de lichid magnetic de către Shimoiizaka, [ShT. 

Unul din procedeele elaborate în cadrul Laboratorului de lichide magnetice 
din Timişoara, [Be2], este redat schematic în fig.l. 1.5. 

Principalele faze sunt următoarele: sinteza nanoparticulelor de FejO^ prin 
coprecipitarea ionilor de Fe^* şi Fe'* cu hidroxid de amoniu la pH=8.5-9.5 şi 
temperatura t=70-80°C\ spălarea repetată a precipitatului cu apă distilată până la 
pH=8.0-8.5\ chemisorbţia anionului acidului dodecilbenzensulfonic (DBS) în 
stratul Helmholtz interior, unnată de adsorbţia fizică a stratului secundar de DBS. 
Procedeul conduce la un lichid magnetic stabil pe bază de apă, magnetizaţia 
lichidului rezultat ajungând la cca. 15-25 KA/m. 

Stabilizarea, respectiv dispersarea particulelor magnetice are loc, de obicei, 
prin agitare mecanică la î^75-80°C. 

De-a lungul timpului, o contribuţie însemnată în producerea şi stabilizarea 
lichidelor magnetice a avut-o colectivul condus de dr. ing. chim. D. Bica din cadrul 
Laboratorului de lichide magnetice din Timişoara. Cercetările acestui colectiv, 
preponderent experimentale, au condus la realizarea unor game largi de lichide 
magnetice pentru o mare varietate de scopuri ştiinţifice şi aplicaţii tehnice şi 
biomedicale. Procedeele chimice elaborate pentru sinteza şi dispersarea 
nanoparticulelor magnetice în diferite lichide de bază, nepolare şi polare, aplicând 
metode de stabilizare sterică mono- şi dublu strat, respectiv mixtă (sterică-
electrostatică), se bazează pe numeroase rezultate originale descrise în 12 brevete 
de invenţie. O sinteză a acestora este prezentată în [Bil]. Prin diferite metode de 
caracterizare complexă, magnetică (VSM), reologică, magnetoreologică, 
microscopic electronică, difuzie de neutroni (SANS) şi altele, [Vk2], [Bi4], [Ra2], 
s-au determinat proprietăţile microstructurale, magnetice, de curgere, precum şi 
gradul de stabilitate în diferite condiţii specifice aplicaţiilor, [Vkl]. Au fost 
stabilite procedee de obţinere pentru peste 50 de tipuri de lichide magnetice bazate 
pe hidrocarburi uşoare, uleiuri minerale de diferite categorii (pentru echipamente 
electrice, motoare, lagăre, agregate de vid, etc.), uleiuri sintetice, alcooli, cetone, 
apă, uleiuri de parafină, vazelină, uleiuri vegetale, etc. Alături de procedeele 
chimice bazate pe coprecipitarea feritelor magnetice din săruri, au fost abordate şi 
metode fizice de obţinere a nanoparticulelor feromagnetice {Fe, Co) prin tehnologii 
cu plasmă termică, [Bi2]. Metoda cu plasmă vizează obţinerea de lichide 
magnetice cu magnetizaţii foarte ridicate şi de suspensii magnetoreologice. 
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Fig. 1.1.3 
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¥ iv/f/iTi • j LM/AIcooli, LM/Ulei de vid ^ .. . .. Polialcooli 
LM/Diesteri LM/Cetone 

Fig. 1.1.4 
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1.2 Proprietăţile lichidelor magnetice [Rs 1 ], [Vk 1 

1.2.1 Proprietăţile m agn etice 

Proprietăţile magnetice ale lichidelor magnetice şi limitele fizice posibile ale 
acestora funcţie de compoziţie şi concentraţie se pot evalua pe mai multe căi: 
• din măsurători reologice, acestea furnizând valoarea fracţiei volumice 

hidrodinamice (pi, (ce ia în considerare particula împreună cu stratul de 
surfactant ce o acoperă), respectiv a diametrului hidrodinamic dh al particulelor; 

• din măsurători de microscopie electronică, din care se determină fracţia 
volumică (Pp a materialului solid dispersat (fară stratul de surfactant), respectiv 
diametrul fizic d al particulelor; 

• din măsurători magnetice, care permit determinarea fracţiei volumice magnetice 
respectiv a diametrului miezului magnetic d,u (acesta este mai mic decât 

diametrul fizic, din cauza formării la suprafaţa particulelor a unui strat fară 
proprietăţi magnetice, având grosimea de aproximativ 0.86 nm în cazul 
particulelor de magnetită). 

întrebarea cât de magnetic poate fi un fiidd magnetic? a fost formulată de 
Scholten, [Sol], care a estimat magnetizaţia de saturaţie şi permeabilitatea iniţială 
în acelaşi timp cu menţinerea unei vâscozităţi sensibile. Factorii care limitează 
magnetizaţia de saturaţie sunt legaţi de: 
• necesitatea fluidităţii, care limitează fracţia volumică hidrodinamică a 

materialului solid (acoperit cu surfactant); 
• cerinţele pentru asigurarea stabilităţii faţă de aglomerare; 
• magnetizaţia (volumică) a materialului particulelor; 
• lungimea lanţului de surfactant; 
• sedimentarea gravitaţională şi magnetică, ş.a.m.d. 

Graniţa spre fluide magnetice într-adevăr "fluide" nefiind foarte precisă, 
Scholten consideră următorul criteriu: absenţa unei valori de prag şi o vâscozitate 
î] a ferofluidului mai mare cu cel mult două ordine de mărime decât vâscozitatea 
% a lichidului de bază. Pe scară microscopică, aceasta implică următoarele 
aspecte: 
• nici chiar în câmp magnetic puternic nu trebuie să se formeze aglomerări 

extinse; 
• o fracţie volumică limitată a materialului solid. 
Pentru a face acest lucru, Scholten foloseşte modelul particulelor sferice 
monodisperse, [Sol". 

Limita superioară a fracţiei volumice 
Vâscozitatea rj a unei suspensii de particule neaglomerate creşte cu fracţia 

volumică hidrodinamică (pk a solidului dispersat, [Qul]. La concentraţii mici, 
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relaţia este liniară. Spre apar termenii pătratici, iar la valori mai ridicate ale 
concentraţiei, vâscozitatea creşte foarte puternic cu concentraţia; în plus, curgerea 
devine nenevvtoniană. Valoarea lui (pi, de la care comportarea la curgere devine 
inacceptabilă depinde în primul rând de ipotezele considerate. Considerând ca 
limita superioară r]=100r]o, Scholten arată că valoarea lui (ph la care se obţine 
această vâscozitate este mai niică pentru particule nesferice decât pentru cele 
sferice, pentru particule mici decât pentru cele mai mari, pentru suspensii 
monodisperse decât pentru cele polidisperse (în care particulele mici folosesc 
spaţiile dintre cele mari). Bazat pe câteva seturi de date din literatură, Scholten 
găseşte valoarea limitei superioare a fracţiei volumice hidrodinamice ca fiind 
(p,,=0.5, [Sol]. 

Practic s-a demonstrat însă că, pentru lichidele magnetice cu particule de 
magnetită, limita superioară pentru fracţia volumică solidă este (pp=0.25, iar pentru 
magnetizaţia de saturaţie a ferofluidelor este Ms=120 KA/m, indiferent de natura 
particulelor magnetice. 

Influenţa aglomerării particulelor magnetice 
Cea mai comună cauză a instabilităţii fluidelor magnetice, în special în 

condiţiile existenţei câmpurilor magnetice intense şi a gradienţilor mari de câmp 
magnetic, rezultă din aglomerarea particulelor datorită unei repulsii sterice 
ineficiente. 

Formarea de aglomerări prin atracţia magnetică a particulelor a fost tratată 
de către de Gennes şi Pincus, [Gel], folosind mecanica statistică analitică. 
Chantrell şi alţii, [Chl], au studiat aglomerarea magnetică într-un sistem 
bidimensional prin tehnica Monte-Carlo. Aglomerarea reversibilă indusă de 
câmpul magnetic a fost tratată de Sano şi Doi, [Sal], ca o tranziţie de fază de 
ordinul I gaz-lichid, iar Berkovski şi alţii, [Be3], şi Cebers, [Ce2], folosesc modelul 
celular, în care fiecare celulă conţine o particulă magnetică. 

Bacri şi Salin, [Bal], au observat o separare de fază reversibilă în fluide 
magnetice stabilizate ionic, ea putând fi indusă nu numai prin aplicarea unui câmp 
magnetic, ci şi prin reducerea temperaturii sau creşterea tăriei ionice a soluţiei. 
Rosensvveig şi alţii, [Ro3], au observat separarea de fază indusă prin aplicarea unui 
câmp în fluide magnetice neapoase conţinând particule magnetice cu diametrul de 
10 nni stabilizate prin surfactare. 

în studiul proceselor de aglomerare este adesea folosit raportul dintre 
energia maximă dipol-dipol şi energia termică, numit parametru de cuplaj: 

(1.2.1) 
iTTdlk.T ^ ^ 

Dacă Ă<I, probabilitatea de formare a aglomeratelor este mică; dacă Ă>J, în 
funcţie de natura lichidului, se pot forma trei tipuri de aglomerări, [Ivi]: 
• Aglomerate de tip lanţ - care apar la aplicarea unui câmp magnetic, sau chiar în 

absenţa câmpului magnetic în cazul concentraţiilor mari. 
• Aglomerate de tip picătură - apar la valori relativ mici ale parametrului Ă 

supraunitar. Un factor deosebit de important în asigurarea stabilităţii coloidale îl 
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constituie caracteml polidispers al distribuţiei dimensionale a particulelor. 
Particulele mari din ferofluide vor constitui centre de nucleaţie pentru "picături" 
(fază concentrată de lichid magnetic), prin care se induce separarea fazelor într-
una de concentraţie ridicată şi alta diluată. Aceste picături sunt sferice dacă 
sistemul este izotrop, adică dacă separarea fazelor are loc datorită reducerii 
temperaturii sau creşterii tăriei ionice (condensare izotropă), şi alungite în cazul 
inducerii de fază ca urmare a aplicării unui câmp magnetic exterior. 

• Agregate de tip fractal, evidenţiate recent prin simulare numerică - acestea apar 
în cazul ferofluidelor stabilizate steric dacă surfactantul utilizat nu este 
compatibil cu lichidul de bază, şi în cazul ferofluidelor stabiHzate electrostatic 
dacă bariera de repulsie electrostatică este prea joasă. 

Trebuie subliniat că şi calitatea surfactantului utiHzat în procesul de 
stabilizare (de ex. acid oleic tehnic sau chimic pur) şi concentraţia stabilizantului în 
exces (neadsorbit chimic) pot influenţa hotărâtor formarea agregatelor de particule. 
Astfel, acidul oleic tehnic conţine şi molecule ale unor acizi saturaţi, fară dublă 
legătură, care nu asigură acoperirea corespunzătoare a particulelor, şi în plus 
favorizează asocierea lor prin interacţiuni atractive dintre moleculele acestor acizi. 
Stabilizantul în exces poate conduce la formarea de micele şi deci la structurare în 
timp a lichidului magnetic, prin care se modifică radical comportarea reologică şi 
alte proprietăţi ale acestuia. 

La suspensiile ultrastabile de particule foarte fine (5 nni) indiferent de 
câmpul magnetic aplicat, nu s-a observat fenomenul separării de fază. 

Scholten, [Sol], consideră cazul concentraţiilor mari şi a energiilor de 
atracţie moderate. El consideră starea dinamică, în care continuu se formează şi se 
redispersează aglomeratele, ca pe un echilibru chimic, şi calculează variaţia 
entropiei şi a energiei interne la trecerea unei particule dintr-un aglomerat în fază 
dispersă. Cu aceste valori determină momentele dipolare maxime permise (peste 
care se produce aglomerarea magnetică) şi grosimea minimă a stratului de 
surfactant (sub care apare aglomerarea cauzată de atracţia Van der Waals). 

Influenţa grosimii stratului de surfactant 
Uzual, grosimea stratului de surfactant 5s=(2-^3) nm, în mod excepţional 

însă se întâlneşte şi ^ nm. Stratul de surfactant poate fi îngroşat, atât cât e 
necesar, pentru ca repulsia sterică să depăşească forţele Van der Waals. Trebuie 
subliniat că o descreştere "nenecesară" a fracţiei volumice a materialului magnetic 
(care poate fi efectul îngroşării acestui strat de surfactant) limitează magnetizaţia 
de saturaţie, aşa cum rezultă din relaţia (1.2.2) dedusă de Scholten: 

Ms <(pm m 

du 
M.„ (1.2.2) 

unde Ms, reprezintă magnetizaţia de saturaţie a lichidului magnetic, M„, -
magnetizaţia de saturaţie a solidului dispersat, (p,„ - fracţia volumică a materialului 
magnetic. 

/V 
înlocuind =d,̂  - '^^s această relaţie, rezultă: 

2 3 
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Ms ^ 
2Ss M. (1.2.3) 

'i> 

Limita superioară a permeabilităţii magnetice 
La aplicarea unui câmp magnetic H, magnetizaţia unui fluid magnetic diluat 

este descrisă de funcţia lui Langevin: 

M = A / , L ( ^ ) , c u l f e ) = c o t h ^ - i ^ = (1.2.4) 

unde ^ reprezintă parametrul lui Langevin , hq - permeabilitatea magnetică a 
vidului, m - momentul magnetic al unei particule, H - intensitatea câmpului 
magnetic aplicat. 

După cum a observat pentru prima oară Shliomis [Shl], ecuaţia (1.2.4) nu 
este valabilă la concentraţii mari ale particulelor magnetice, din cauza interacţiei 
mutuale. 

Pentru câmpuri slabe (jUomH <kDT), o soluţie aproximativă poate fi obţinută 
înlocuind H cu câmpul dintr-o cavitate sferică plasată într-un mediu continuu de 
permeabilitate magnetică /j. Se obţine astfel: 

s k,T 
(1.2.5) 

Cu (p=0.5, penneabilitatea iniţială ce rezultă din (1.2.5) este n<29iUo. 
Limitele parametrilor amintiţi calculaţi de Scholten [Sol] sunt prezentate în tabelul 
1.2.1. 

rabelul 1.2.1 
Materialul miezului Fe304 Co Fe 

Diametrul fizic d[mn] 18.9 10.7 9.8 
Diametrul magnetic d„,[nm] 16.0 8.7 7.8 
Grosimea stratului de surfactant SsfrimJ 1.0 1.0 1.0 
Momentul Dipolâr infHly mJ 13.5 • 10"̂ ^ 6.2-10-^' 5.4- 10'̂ ^ 
Magnetizaţia de saturaţie Ms[kA/m] 170 380 440 
Permeabilitatea iniţială 29^0 29^0 29^0 

Curba de magnetizare şi determinarea parametrilor distribuţiei 
dimensionale a particulelor 

în lichidele magnetice, particulele magnetice nu au aceeaşi dimensiune. 
Determinarea parametrilor distribuţiei dimensionale a particulelor - diametrul 
mediu şi abaterea standard - se pot face analizând curba de magnetizare. 

Pentru un ferofluid real, curba de magnetizare diferă de cea a lui Langevin, 
iar această diferenţă este atribuită faptului că particulele se află şi sub influenţa 
câmpurilor locale ale particulelor din fluidele concentrate. în câmpuri slabe, 
contribuţia importantă la magnetizaţie o au particulele mari, care sunt orientate mai 
uşor de către câmpul magnetic, în timp ce saturaţia este determinată de particulele 
mici, a căror orientare necesită câmpuri intense. 

24 ^ 
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Una dintre metodele propuse pentru determinarea parametrilor distribuţiei 
dimensionale este cea a lui Chantrell, [Ch2], [Gdl], care presupune o distribuţie 
lognomială a diametrelor magnetice: 

1 
In' 

-) A' 

2S 
(1.2.6) 

în care .Y reprezintă diametrul magnetic al unei particule, S - abaterea lui In .V de la 
IndQ, cIq - diametrul magnetic mediu al particulelor, defmit prin relaţia: 
In̂ /Q =(ln.v>, şi o magnetizaţie a ferofluidului descrisă de relaţia: 

L{^)f{x)dx , (1.2.7) 

1 
unde = coth(^-— reprezintă funcţia lui Langevin, iar f{x)dx - probabilitatea 

ca o particulă să aibă diametrul cuprins în intervalul + 
Cu acest model se obţin următoarele relaţii pentru parametrii distribuţiei: 

1 ' i s ^ ^ r Z/L 

,n i 

sJ- In 
M , 

(1.2.8) 

(1.2.9) 

unde Ho - valoarea intensităţii câmpului magnetic la care M ->0 , Za -
susceptivitatea iniţială prezisă de modelul lui Langevin (care neglijează 
interacţiunile dipolare). Luând în considerare aceste interacţiuni, se ajunge la 
următoarea relaţie pentru susceptivitatea magnetică iniţială în cazul ferofluidelor 
diluate sau de concentraţii moderate: 

(1.2.10) 
1 - Z iL 

CU condiţia j/z,<5. 
In prezenţa unui câmp magnetic slab, susceptivitatea iniţială devine: 

X i - Z iL 
, 1 
1 + 3/,X (1.2.11) 

Din porţiunea liniară a curbei iniţiale de magnetizare M=M(H) se determină 
susceptivitatea iniţială iar din porţiunea de saturaţie a curbei M=M(1/H) rezultă 
Ms şi Hq. 

Pshenichnikov [Psl], Ivanov, [Iv2], şi al. consideră o distribuţie lognomială, 
dar ţin seama şi de dependenţa momentelor magnetice ale particulelor de diametrul 
lor, utilizând pentru magnetizaţia ferofluidelor următoarea relaţie: 
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M = n m{x)L{^)f{x)dx, (1.2.12) 
•i) 

cu n f{x)dx - densitatea de particule cu diametrul magnetic în intervalul 
{x, A" + dx). 

Un neajuns al funcţiei lognormale de distribuţie îl constituie descreşterea 
mai lentă în regiunea diametrelor mari, unde pot apare erori semnificative. 

Ivanov, [Iv2], propune un model care ia în considerare, la calculul 
magnetizaţiei, pe lângă energia de interacţiune cu câmpul aplicat, şi energia de 
interacţiune dipol-dipol, energia de interacţiune Van der Waals şi energia de 
repulsie sterică, şi propune o distribuţie "gamma" a diametrelor: 

A' exp 

r(s+i) ' 
(1.2,13) /(-v)= 

unde r reprezintă funcţia F-Euler. 
Raşa, [Ral], propune de asemenea o metodă de analiză magneto-

granulometrică pentru lichide magnetice ideale luând în considerare această 
dependenţă a momentelor magnetice de diametru. Obţine următoarele relaţii pentru 
calculul parametrilor distribuţiei: 

In 
M e 

6k,T M , 

(1.2.14) 

(1.2.15) 

El prelucrează curbele de magnetizare statică pentru mai multe seturi de 
probe, măsurate cu un magnetometru cu probă vibrată, folosind 12 metode de 
analiză magneto-granulometrică. Raşa concluzionează că funcţia de distribuţie 
adecvată este cea lognormală, iar modelul lui Ivanov cu distribuţia lognormală dă 
cele mai bune rezultate. în condiţiile în care interacţiunile dintre particule sunt 
neglijabile, acest model conduce la aceleaşi rezultate ca şi modelul ideal ce ia în 
considerare dependenţa momentelor magnetice de diametru. 

Cu aceste metode, pentru lichide magnetice stabile, Raşa determină pe lângă 
parametrii distribuţiei dimensionale, şi fracţia volumică magnetică, grosimea 
stratului nemagnetic al particulelor, susceptivitatea iniţială, magnetizaţia de 
saturaţie şi densitatea de particule dispersate. 

în evoluţia proprietăţilor magnetice şi reologice ale coloizilor concentraţi, 
polidispersivitatea particulelor joacă un rol important, [Ps2]. O distribuţie 
dimensională largă pemiite prepararea unui coloid cu magnetizaţie puternică şi 
vâscozitate scăzută. 

Susceptivitatea magnetică este şi ea afectată de lărgimea distribuţiei. 
Susceptivitatea iniţială a coloizilor polidisperşi o poate depăşi cu trei ordine de 
mărime pe cea a coloizilor mondisperşi având acelaşi diametru magnetic. 
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Susceptivitatea magnetică iniţială şi descreşterea remanentei 
Pentru un sistem de particule identice dispersate într-un solid, de exemplu un 

fluid magnetic „îngheţat" cu axele sale de anzitropie uşoară orientate întâmplător, 
există o anumită temperatură Tu deasupra căreia particulele sunt 
superparamagnetice, iar susceptivitatea iniţială în aproximaţia lui Langevin este 
dată de: 

( / J (1.2.16) 

unde n reprezintă densitatea de particule, m - momentul magnetic al unei particule. 
Formula este valabilă pentru coloidul monodispers, în aproximaţia Langevin (deci 
cu neglijarea interacţiunilor dipolare dintre particule). 

Pentru TcTs, momentele magnetice ale particulelor sunt "blocate", iar 
susceptivitatea iniţială Langevin este dată de: 

(1.2.17) 

în care K„ reprezintă constanta de anziotropie, uniaxială în acest caz. Prin urmare, 
în dependenţa susceptibilităţii de temperatură, se va observa la temperatura de 
blocare Tb un vârf (pic) ascuţit. 

în lichidele magnetice reale, particulele au o anumită distribuţie 
dimensională, deci o distribuţie a temperaturilor de blocare. Ca rezultat, picul este 
observat la aceeaşi temperatură Tg a cărei mărime este determinată de lărgimea 
distribuţiei temperaturilor de blocare /(Tb). Un asemenea pic a fost observat pentru 
un ferofluid solidificat de către Tari şi a l , [Tal], O'Grady şi al., [Gd2]. El Hilo şi 
al., [EHl], au dedus o expresie pentru Xa luând în considerare efectele 
interacţiunilor dipolare. 

O măsură a distribuţiei temperaturilor de blocare /(Tb) poate fi obţinută 
măsurând variaţia remanenţei cu creşterea temperaturii după saturarea prealabilă a 
sistemului într-un câmp magnetic puternic. Când temperatura creşte de la T ^ K , 
remanenţa descreşte datorită scăderii fracţiunii de particule blocate, căci ele se 
relaxează progresiv peste bariera energiei de anziotropie. 

El Hilo şi al., [EHl], au fitat distribuţia temperaturilor de blocare cu o 
funcţie lognrmală; astfel ei au putut calcula variaţia lui xa cu temperatura în cazul 
absenţei interacţiunilor prin măsurarea descreşterii remanenţei şi cunoscând 
mărimea medie a particulelor din măsurători magnetice. S-a obţinut o bună 
concordanţă între variaţia calculată a lui xa cu temperatura şi cea determinată 
experimental pentru lichide magnetice diluate conţinând particule foarte mici (< 5 
nm), la care interacţiunile sunt neglijabile. 

Intensificarea interacţiunii dintre particule (fie prin mărirea concentraţiei, fie 
prin creşterea mărimii momentelor magnetice ale particulelor) determină o creştere 
a temperaturii Tg. Totuşi, la unele ferofluide variaţia lui xa cu temperatura este 
aproximativ aceeaşi la toate concentraţiile analizate. Acest fapt a fost atribuit 
prezenţei aglomeratelor, care nu se schimbă cu diluarea, explicaţie ce a fost - _ 
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confirmată de studiile asupra stabilităţii ferofluidelor în prezenţa unui gradient de 
câmp magnetic. Prin urmare , măsurarea lui Xa ca funcţie de tempeatură şi 
concentraţie poate fi un test sensibil la prezenţa clusterelor în lichidele magnetice. 

1.2.2 Proprietăţile reologice 

Reologia este definită ca fiind ştiinţa deformării şi a curgerii materiei. 
Cunoaşterea comportării reologice a suspensiilor implică următoarele aspecte: 
• evidenţierea factorilor legaţi de structura sistemului (compoziţie, vâscozitatea 

celor două faze, distribuţia dimensională a particulelor, natura stabilizantului, 
etc.); 

• dependenţa vâscozităţii de viteza de forfecare; 
• dependenţa vâscozităţii de istoria probei, sau mai concret de efectul timpului 

asupra acesteia ca unnare a proceselor de structurare şi destructurare, cunoscute 
sub denumirea de reopexie şi tixotropie. 

Conceptul fundamental al reologiei este cel de văscozitate, introdus prin 
postulatul lui Newton pentru curgerea Couette plan-paralelă: 

T = RIR, (1.2.18) 
în care T = dF /dA reprezintă forţa pe unitatea de arie necesară pentru a produce 

deplasarea fluidului şi se numeşte tensiune de forfecare locală; y = duldy 
reprezintă viteza de forfecare sau gradientul de viteză; rj este o măsură a rezistenţei 
la curgere şi se numeşte vâscozitate dinamică. 

Dacă ri=constant, fluidul se numeşte newtonian, iar dacă ri = f , fluidul 
V y 

se numeşte nenewtonian (o asemenea comportare o au suspensiile concentrate, 
emulsiile şi fluidele polimerice). 

Deoarece tensiunea depinde de orientarea suprafeţei, este convenabil să se 
definească o mărime care să descrie complet starea de tensiune într-un punct 
spaţial. Această mărime este un tensor de ordinul doi, numit tensorul tensiunilor, 
care poate fi reprezentat prin matricea: 

T = T = u 

1̂2 1̂3 
^21 ^22 ^23 

^32 ^33 y 
i J = W (1.2.19) 

Un element 7), al matricii reprezintă componenta după axa cu indicele j a 
tensiunii pe o faţetă elementară normală la axa cu indicele i. Tensorul tensiunilor 
este simetric, adică Tij= Tj,. Tensiunea pe o suprafaţă elementară de normală n, va 
putea fi exprimată simplu ca t = n • T sau t = T • n . Simetria tensomlui tensiunilor 
implică faptul că numai şase dintre cele nouă componente sunt distincte. 

în cazul particular al unui fluid în repaus, tensiunea are numai componente 
normale de compresiune, adică: 
— 28 ^ • 
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/ 

- p 0 0 ^ r i 0 
T = 0 - p 0 = -p 0 1 0 

l 0 0 -Pj 0 K 

(1.2.20) 

unde p este presiunea hidrostatică. Matricial relaţia se scrie T = - p I , I fiind 
tensorul unitate. 

Pentru un fluid în curgere, pe lângă tensiunile normale apar şi tensiuni 
tangenţiale de frecare vâscoasă. Este convenabil să păstrăm termenul 
corespunzător presiunii hidrostatice şi să scriem tensorul tensiunilor sub forma: 

T = -p\ + T (1.2.21) 
unde T este tensorul tensiunilor vâscoase. 

Deşi, în general tensorul tensiunilor are şase componente distincte, este 
posibil să se determine în fiecare punct spaţial o orientare locală particulară a 
sistemului de coordonate astfel încât tensorul tensiunilor să aibă numai 
componente diagonale. Acesta poartă numele de tensiuni principale, şi fiind 
tensiuni normale (de întindere sau compresiune), sunt notate de obicei cu cr, adică: 

T=: O 

O 

o 
CTj 
O 

O 
O 

CJ. 
(1.2.22) 

sau t = cr • n , cu a modulul tensiunilor principale. 

Variaţia vitezei fluidului în vecinătatea unui punct spaţial x se poate scrie 
sub forma v(x + dx) = v(x)+ dxVv, unde tensorul gradient de viteză este: 

Vv = 

dV2 SV3 

dX] dx^ 
dvj Sv j 

dx2 dxj 
dv2 dvj 

5X3 dx^ 

(1.2.23) 

Acest tensor poate fi întotdeauna descompus într-o componentă simetrică S 
şi una antisimetrică A, [Rs2], V v = S + A. 

Tensorul simetric S corespunde vitezelor de deformaţie, cu următoarea 
semnificaţie fizică a componentelor: componentele diagonale reprezintă viteza de 
alungire relativă a unor segmente infinitezimale paralele cu axele ce coordonate; 
componentele nediagonale reprezintă jumătate din viteza de modificare a unghiului 
drept dintre două segmente infinitezimale paralele cu axele de coordonate, luată cu 
semn schimbat. 

Trebuie remarcat că în cazul fluidului incompresibil, ecuaţia de continuitate 
este V V = O. 
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Ecuaţia constitutivă a fluidului reprezintă legea fizică ce corelează tensorul 
tensiunilor T cu tensoml vitezelor de deformaţie S. în cazul cel mai simplu al 
fluidului newtonian incompresibil, avem: 

T = -p\ + 2riS (1.2.24) 
unde 1] reprezintă vâscozitatea dinamică. 

Caracteristicile reologice ale suspensiilor 
Suspensiile reprezintă sisteme bifazice în care faza continuă este un lichid, 

iar faza dispersată este alcătuită din particule solide. Proprietăţile reologice ale 
suspensiilor depind de natura şi proprietăţile celor două faze, de mărimea şi forma 
particulelor dispersate, prezenţa unor aditivi şi de condiţiile hidrodinamice. 

La concentraţii mici, comportarea reologică a unei suspensii este newtoniană 
dacă mediul de dispersie este newtonian. Comportarea newtoniană implică 
următoarele caracteristici: 
• singura tensiune generată în curgerea de forfecare simplă este tensiunea de 

forfecare r, diferenţele dintre două tensiuni normale fiind nule; 
• vâscozitatea de forfecare este independentă de viteza de forfecare; 
• vâscozitatea este constantă în raport cu timpul forfecării, iar tensiunea tinde la 

zero imediat ce forfecarea încetează; 
• vâscozitatăţile măsurate în diferite tipuri de deformare sunt într-o relaţie de 

proporţionalitate simplă unele cu altele, de exemplu vâscozitatea măsurată într-
0 curgere extensională uniaxială este întotdeauna mai mare de trei ori decât cea 
măsurată în curgerea de forfecare simplă. 

Când concentraţia creşte, interacţiunile care apar între particule conduc la 
deviaţii de la comportarea newtoniană. Pe lângă forţele hidrodinamice (de origine 
vâscoasă) se manifestă şi interacţiuni de natură coloidală (atracţii Van der Waals, 
interacţiuni electrostatice a particulelor, interacţiuni dipolare în cazul lichidelor 
magntice), precum şi interacţiuni termodinamice (acestea devenind semnificative 
în cazul lichidelor magnetice, unde dimensiunea particulelor este sub 1 iim şi deci 
mişcarea browniană devine importantă). 

Prin agregarea particulelor într-o suspensie, se obţin particule de altă formă, 
ceea ce conduce la modificarea vâscozităţii. De asemenea, şi mono- sau poli-
dispersitatea particulelor afectează vâscozitatea suspensiei. 

în cazul suspensiilor de particule coagulate, vâscozitatea dinamică depinde 
puternic de viteza de forfecare. Aceste suspensii devin nenewtoniene atunci când 
concentraţia depăşeşte o anumită limită. 

Suspensiile conţinând particule cu densitate mare sunt instabile, 
sedimentând în timp. Ca urmare, particulele cu tendinţă de coagulare aderă unele la 
altele imediat ce ajung în contact, înglobând în interstiţiile lor o mare cantitate din 
faza dispersă. La aplicarea tensiunii, particulele se separă sau îşi schimbă starea de 
coagulare, ceea ce conduce la o comportare plastică, tixotropă şi elastică. Pe de altă 
parte, particulele fară tendinţă de coagulare sunt separate unele de altele şi la 
sedimentare dau o împachetare foarte strânsă; pentru deformare în acest caz este 
necesară o energie considerabilă. Pentru ca un astfel de sistem să curgă este 
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necesară desfacerea împachetării şi creerea de interstiţii. Ca urmare, creşte volumul 
aparent al sistemului, fenomen numit dilatanţă. 

Vâscozitatea suspensiilor de particule solide în medii newtoniene 

In fluenţa concentraţiei de particule 
în general, suspensiile diluate de particule sferice în medii newtoniene se 

comportă newtonian. Valoarea concentraţiei critice, peste care comportarea 
reologică a suspensiilor se modifică, depinde de natura, forma şi dimensiunile 
particulelor solide. 

în descrierea vâscozităţii suspensiilor diluate {(p<10yo) s-au înregistrat 
progrese remarcabile. Studiile esenţiale pornesc de la lucrarea lui Einstein (1906) 
referitoare la suspensii de particule sferice monodispersate, luând în considerare 
însă forme diferite, sarcina electrică, interacţiunile hidrodinamice ce se manifestă 
când o particulă ajunge în vecinătatea alteia. Pentru calculul vâscozităţii unei 
suspensii foarte diluate, Einstein, [Eil], deduce relaţia: 

n = n,{\ + 2.5(p) ' (1.2.25) 

cu rjo reprezintă vâscozitatea mediului de dispersie, (p raportul dintre volumul 
particulelor şi volumul total al suspensiei, numit fracţie volumică, iar coeficientul 
2.5 reprezintă factorul de formă pentru particule sferice (pentru particule nesferice 
are valori mai mari). 

In aplicarea formulei lui Einstein, (p nu depăşeşte în mod obişnuit In 
cazul lichidelor magnetice, concentraţiile particulelor sunt de obicei de ordinul a 
câteva zeci de procente, prin urmare folosirea acestei formule nu este acecvată. 

Când se include în calcul interacţiunile dintre particule, situaţia devine mai 
complicată, ea conducând în general la apariţia unor termeni de ordin superior în (p 

ri = riQ{^^2.5(p + k(p^ +. . ) , (1.2.26) 
Formula lui Batchelor, [Btl], este una dintre cele mai substanţiale teoretic. 

Astfel, pentru suspensii de sfere rigide, cu o precizie până la termenii pătratici, 
vâscozitatea este descrisă de: 

= T/o [l + 2 . 5 + (5.2 + 0.97 + 0)<^ ^], (1.2.27) 
pentru forfecare simplă, respectiv: 

77 = 77o [l + 2.5(?) + (5.2 + O + 2A)(p ^], (1.2.28) 
pentru curgerea extensională. 

Coeficientul lui (p' cuprinde trei contribuţii: 
• prima (=5.2) provine din interacţiunile hidrodinamice pure; 
• a doua este generată de mişcarea browniană; 
• a treia este datorită tensiunilor hidrodinamice suplimentare ca rezultat al 

(ne)deformării microstructurii. 
Domeniul de aplicabilitate al formulei lui Batchelor, deşi mai larg decât cel al 
formulei lui Einstein, este totuşi foarte limitat. 

Teoria suspensiilor diluate acoperă domeniul (p<10%, în care vâscozitatea 
suspensiei nu o va depăşi cu mai mult de 40% pe cea a fazei continue. 
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Pentru concentraţii mai ridicate, problema vâscozităţii a fost abordată de 
Guth şi Simha, [Gul], Eirich şi Simha, [Erl]. Ei au extins ecuaţia lui Einstein 
folosind o metodă a "reflexiilor succesive", presupunând că o disturbare a curgerii 
în jurul unei prime sfere este compensată de o curgere suplimentară în jurul celei 
de a doua sfere, pentru a satisface condiţia de continuitate a vitezei la suprafaţa 
acestora. Utilizând o singură reflexie, ei au obţinut: 

\-2(p-9.6(p^ 
(1.2.29) 

Influenta mărimii particulelor şi a distribuţiei dimensionale a acestora 
Mărimea particulelor influenţează sensibil vâscozitatea suspensiilor 

monodisperse, aceasta crescând cu micşorarea dimensiunii particulelor. 
Dependenţa vâscozităţii de mărimea medie a particulelor poate fi descrisă de 
relaţia lui Mooney, [Mol]: 

2 5 
'7 = ^ o e x p — ^ (1.2.30) 

unde k este un coeficient de interacţiune hidrodinamică ce creşte cu micşorarea 
diametrului d al particulelor conform relaţiei empirice: 

0.010^ ^ = 1.079 + exp 
\ ( 0.0029^ + exp , 2 (1.2.31) 

Referitor la influenţa distribuţiei dimensionale a particulelor, ea nu este 
semnificativă în regiunea concentraţiilor mici, însă devine importantă la 
concentraţii mari. 

Influenţa temperaturii 
Dependenţa vâscozităţii suspensiilor de temperatură este similară cu cea a 

fazei continue, fiind descrisă de o relaţie de tip Arrhenius (1889), [Nel]: 

ri= A exp 
T 

(1.2.32) 
v-* y 

unde A reprezintă o constantă fară o semnificaţie fizică, B = E k q. Ea energia de 
activare vâscoasă, ks constanta lui Boltzmann iar T temperatura absolută. Aşadar, 
relaţia (1.2.32) poate fi scrisă sub forma: 

î] = A exp 
k,T 

(1.2.33) 
/V 
In cazul fluidelor, temperatura le influenţează vâscozitatea prin 

intensificarea mişcării brovvniene a particulelor şi în continuare desfacerea unor 
eventuale agregate. Variaţia temperaturii poate duce de asemenea la modificări 
fizico-chimice în interiorul lichidelor magnetice, cum ar fi: desorbţia lanţurilor de 
surfactant, micelizarea surfactantului liber, schimbarea calităţii solventului, fiecare 
dintre acestea putând fi rezultatul destabilizării fluidului. 
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In fluenţa presiunii si a mediului de dispersie 
Vâscozitatea creşte exponenţial cu presiunea izotropă, însă schimbările sunt 

foarte mici pentru presiuni ce diferă de presiunea atmosferică cu până la un barr. 
Aşadar, pentru scopuri practice, efectul presiunii se ignoră, cu excepţia situaţiei 
când domeniul de utilizare implică presiuni înalte (de ex. la lubrefianţi). 

Vâscozitatea suspensiilor este proporţională cu cea a fazei continue. 
Termenul //y ce apare în toate ecuaţiile reologice este considerat a fi vâscozitatea 
fazei continue care include agentul de stabilizare, şi nu cea a fluidului de imersie 
pur. 

Atunci când faza continuă prezintă caracteristici nenewtoniene, acestea se 
reflectă marcant în proprietăţile suspensiilor. 

Suspensii de particule nes ferice 
Vâscozitatea suspensiilor de particule nesferice depinde în mare măsură de 

modul de orientare a acestora faţă de direcţia de curgere. Orientarea particulelor 
este rezultatul competiţiei între mişcarea de rotaţie browniană, care tinde să 
orienteze haotic particulele, şi forţele hidrodinamice, care tind să orienteze 
particulele în direcţia de curgere a fluidului. Expresia acestei competiţii între 
mişcarea browniană şi forţele hidrodinamice este dată de numărul lui Peclet, care 
pentru curgerea de forfecare simplă (laminară) este descris de relaţia: 

P e = ^ (1.2.34) 

unde D^ = k g T / g ^ reprezintă coeficientul difuziei de rotaţie browniană, iar d̂r 
este coeficientul de frecare la rotaţie. 

Pentru particule mici, viteze de forfecare şi vâscozităţi ale lichidului de bază 
reduse, predomină mişcarea browniană. La viteze de forfecare şi vâscozităţi 
ridicate, respectiv particule mari predomină interacţiunile hidrodinamice. 

Vâscozitatea lichidelor magnetice în câmp magnetic uniform 
în câmp magnetic uniform, proprietăţile reologice ale lichidelor magnetice 

se modifică. Rotaţia particulelor este împiedicată de către câmpul magnetic aplicat, 
ceea ce se reflectă într-o creştere a vâscozităţii. 

Shliomis a dezvoltat o teorie magnetoreologică self-consistentă, [Sh2], în 
modelul de dipol rigid, luând în considerare mişcarea browniană şi rotaţia 
particulelor indusă de curgere. Conform acestui model, vâscozitatea efectivă a 
lichidelor magnetice în prezenţa unui câmp magnetic exterior este descrisă de: 

l ^ ^ s i n ^ p (1.2.35) 
2 + tanh ^ 

unde ri(0) reprezintă vâscozitatea lichidului magnetic în absenţa câmpului 
magnetic, (pi, est fracţia volumică hidrodinamică a particulelor, p este unghiul 
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dintre direcţia câmpului magnetic aplicat şi vorticitatea locală a fluidului 

(Q = (1/2) V X v), V viteza fluidului, ^ = parametrul lui Langevm. 
k^T 

Pentru câmpuri slabe creşterea efectivă a vâscozităţii va fi 
proporţională cu 

A?j = r ] ( H ) - ? ] ( O h f - (1.2.36) 
In câmpuri magnetice intense apare saturaţia: 

(1.2.37) 

Această valoare a fost obţinută folosind teoria momentelor magnetice 

"blocate", deci corespunde cazului & » 1 , unde cr = este un parametru ce 
k g T 

determină legătura dintre gradele de libertate mecanică şi magnetică ale 
particulelor. Pentru valori finite ale lui cr se presupune că momentele magnetice 
sunt numai parţial blocate, deci pentru lichide magnetice reale Arjoo va avea valori 

r 3 ^ în intervalul — . Funcţia AT]ac((j) a fost calculată în [Ce3\ 
J 

Având aceste informaţii, se poate determina constanta efectivă de anizotropie a 
particulelor pe baza datelor vâscozimetrice. 

1.3 Acţiuni ponderomotoare în lichide magnetice 

Câmpul magnetic exercită forţe de volum şi de suprafaţă asupra lichidelor 
magnetice ceea ce are drept efect stabilirea unei presiuni suplimentare în raport cu 
cea determinată de câmpul greavitaţional, numită presiunea magnetică. Existenţa 
acestor forţe şi a presiunii a condus la o mare diversitate de aplicaţii în tehnică. 

1.3.1 Forţe de volum exercitate asupra lichidelor magnetice 

Pentru densitatea de volum a forţei se pot obţine mai multe expresii, [Rol], 
[Lui], [DSl 1], [DS2], între care: 

-P 
de 

Ed^E-p 

D-d.E + 

dp 

s 

Ml r ^ 

Jb 

Jb 
Hd^H 

(1.3.1) 

în care, în afara vectorilor de câmp care au simbolurile consacrate, s-au făcut 
notaţiile: 
p - densitatea de masă a lichidului magnetic; 

- densitatea sarcinii libere cu distribuţie volumică în lichid; 
permitivitatea electrică lichidului; 

/u - peiTneabilitatea magnetică a lichidului; 
— ^ 
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r - temperatura; 
ds - simbolizează o diferenţială substanţială, 
sau: 

f,, =p , .E + J x B + (D-V)E + (B -V )H -gmr / 

V/ / - ^ 

fll 
D-dE + 

-P 
ds 

Jo l ^ p J 
Ed^E-p J) Up HdM + 

Bd^H-
) 

(1.3.2) 

'^dt 

1 I m care c = 
^o/^o 

reprezintă pătratul vitezei de propagare a luminii în vid. 

Pentru cazul câmpurilor electrostatice, respectiv magnetostatice sau în regim 
cvazistaţionar, din medii izotrope, fară polarizări permanente, dar neliniare, 
densităţile de volum ale forţelor rezultă în formele: 

^ f^ f a p 
f,,^ = + pgrad 

E 
f ^ = p V E grad s + grad 

D E 

•ţ) dp 
dE (1.3.3) 

V^ Â y £,r 

DdE + p 

f^ = JxB + pgrad /u^ 

De asemenea expresiile mai pot fi puse în formele: 

w/ / — \ 

J) 
EdE 

E.i 

dM 
dp 

dH 

(1.3.4) 

(1.3.5) 

DdE + p 
^ ds EdE 

H 
f = J X B grad /u + grad 

B H /V/ 
BdH + p 

•o 

^PJE^r 

hi 
V^P/ / / , . 

V/ / - ^ 
HdH 

(1.3.6) 

(1.3.7) 

= J x B + (B-V)H-grf l t / 
cH 

BdH-p 
dp 

HdH (1.3.8) 

Pentru lichidele magnetice J=0, /u=/u(H,p, ţ) iar relaţia (1.3.8) devine: 
I r _ / / / \ l>H 
BdH + grad 

•b •ţ) 
pH dH (1.3.9) 

//,r 
r 

Observând că / = BdH este o funcţie de //, p şi r, pentru lichide 
JD 

magnetice omogene pe porţiuni şi la temperatură constantă se poate scrie, [DS12]: 
d I 

grad I = grad H = B grad H, şi deci (1.3.9) devine: 
d H 
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pH 
dp 

ciH (1.3.10) 

Dacă se ţine seama de legea legăturii dintre vectorii B, H şi M şi de faptul că 
aceştia sunt coliniari, expresia (1.3.10) devine: 

f,^ =grad ^ 5 
/ M + H\ 

PH ^ 
H J o cp V H J 

dH = grad f^Q 
ILr 

P dp 
dH 

/ /y.R 
(1.3.11) 

1.3.2 Presiunea de natură electromagnetică exercitată în lichid 

Considerând un lichid fară sarcină liberă distribuită şi fară densităţi de 
curent de conducţie, expresia densităţii volumice a forţei ce se exercită într-un 
punct din lichid, ţinând seama de (1.3.3) şi (1.3.5), este: 

fv =fv. +fv„. = pgrad 
vr ^dP^ 

dE + Mo 
e,t J 

[W/ (dM'\ 
dE + Mo 

e,t J Kdp) 
dE + Mo 

e,t J ) U P J 
dH 

H,t 
(1.3.12) 

Admiţând că densitatea de masă nu depinde de presiune, ipoteză satisfacută 
cu o precizie suficientă de către lichide, se poate calcula componenta suplimentară 
a presiunii datorită câmpului electromagnetic pornind de la condiţia de echilibru: 

fem (1.3.13) 
Cu aceasta se obţine: 

grad = pgrad 
•b 

dE + fu^ 
dM 
dp 

dH 
H,T 

(1.3.14) 

Pentru mediile care au densitatea de masă constantă, soluţia ecuaţiei (1.3.14) 
este: 

Pcm = P 
v^Py 

dE + Mo 
E,T ^PJh. 

dH + C (1.3.15) 

în care C reprezintă o constantă de integrare. 
Fie un lichid magnetic având o suprafaţă de separaţie cu aerul, Sq, numită 

suprafaţă liberă. Notând cu Hq şi Eg valorile intensităţii câmpului magnetic şi, 
respectiv, ale intensităţii câmpului electric la suprafaţa liberă a lichidului magnetic 
neliniar (lichid paramagnetic), dar lipsit de histereză şi aflat în stare statică, 
constanta de integrare poate fi determinată, [DSl 1], şi prin aceasta se poate ajunge 
la expresia presiunii suplimentare, de natură electromagnetică ce se manifestă în 
lichidul magnetic sub forma: 
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Pan = P dE + ju^ '"'DM' 
dp 

1̂0 

dH 
U,T 

Is: £, 
D 10/1,2 B 

dl 
PdE-Iii, 

IO 
MdH 

•K) 

(.3.16) 

1.3.3 Forţe de suprafaţă 

Tensorul tensiunilor fictive este, tensorul de ordinul doi a cărui divergenţă 
este egală în fiecare punct de continuitate, cu densitatea locală a forţei volumice 
exercitată de câmpul electromagnetic asupra mediilor corporale, [Rol]. Notând cu 
Tf acest tensor şi prin fy densitatea de volum a forţei, se poate scrie: 

(1.3.17) 

sau în formă integrală: 
• A m 

F^, = {^.dv= divT^dv = (:i^{n)dS (1.3.18) 
•L' £ JL' V JZ 

unde Z reprezintă suprafaţa ce delimitează volumul Vj; de lichid, iar tf(n) este 
valoarea vectorială a tensorului Tf , asociată normalei exterioare n la suprafaţa Z. 

Componentele tensorului T j sunt calculate în [Pel], [Col], şi au formele: 
i»E r ^ \ dl OS Tr = - E - D + 

J li P 
Jb 

EdE-B-U + P 

(1.3.19) 
în care w /̂,,, reprezintă densitatea de energie electromagnetică, iar valoarea 
vectorială a tensorului este: 

t(n) = - E D + P 
ds 

JD 
EdE-B-H + 

dl ^ ^ dju 
p 

vSP/ 
HdH + w elm 

E,T 

n + 

+ E(D n)+H(B n) 
(1.3.20) 

In [DS13] se demonstrează că densitatea de volum a forţelor este egală şi de 
semn contrar cu divergenţa tensorului câmpului electromagnetic T : 

f,=-divT (1.3.21) 
Rezultă că suma tensorilor T şi Tf poate fi reprezentată în mod unic de un 

tensor a cărui divergenţă este nulă. Mai mult, pentru că fy este funcţie numai de 
mărimile de stare ale câmpului electromagnetic, şi tensorii T şi Tf trebuie să 
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depindă în mod exclusiv numai de aceste mărimi. Impunând această condiţie va 
rezulta un tensor solenoidal nul şi, în consecinţă, aşa cum se arată în [DSl 1]: 

t = - T / (1.3.22) 
adică tensorul tensiunilor fictive introdus în teoria Maxwell-Hertz, pentru a calcula 
rezultanta forţelor de volum exercitate asupra mediilor, este egal şi de semn contrar 
cu tensorul câmpului electromagnetic introdus în [DSl3]. 

Formulele obţinute anterior sunt dezvoltate în [DSl l ] pentru a stabili 
expresia forţei superficiale ce se exercită la suprafaţa de separaţie între două medii 
având proprietăţi de material, electrice şi magnetice diferite, cele două medii fiind 
separate prin suprafaţa S12, fig. 1.3.1. Cu indicele 1 sunt notate mărimile 
corespunzătoare mediului / şi cu 2 cele corespunzătoare mediului 2, în acelaşi 
punct al suprafeţei Si2, dar pe feţele corespunzătoare. Cu n ^ este notată normala la 
suprafaţa Si:, în acelaşi punct şi orientată de la mediul l la mediul 2. Cu aceste 
notaţii şi în condiţiile în care suprafaţa de separaţie este lipsită de sarcini electrice 
libere, precum şi densitatea unor eventual curenţi superficiali pe suprafaţa S12 este 
nulă, prin raţionamente de trecere la limită aplicate volumului cilindric 
infinitezimal reprezentat haşurat în fig. 1.3.1, se obţine pentru densitatea de 
suprafaţă a forţei expresia, [DSl 1]: 

EdE- DdE + p^ 

-P: 

J) E,T 

Jj k 5 P ) E.r 

fT.-

dp 
HdH-

/^i 
BdH 

H.T 

n 12 

EdE^- DdE-p2 
•l) 

HdH + BdH n,2 + 

2/117 n 12 

(1.3.23) 

Si, 

1 1 ASc\ 

i Ah 
• A 

£2, 1̂2 

Fig. 1.3.1 

1.3.4 Forţa exercitată de câmpul magnetic asupra unui corp magnetic imersat 
intr-un lichid magnetic 

Forţa rezultantă exercitată asupra unui corp nemagnetic imersat într-un 
lichid magnetic, în prezenţa unui câmp magnetic, are expresia: 
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(1.3.24) 

expresie care sub diferite forme echivalente, poate fi găsită în literatură, [Rol], 
[Col], [Bzl], [Be3], [Fel], [DS2], [DS5], [DSl 1]. 

în relaţia (1.3.24) mărimile ce intervin au următoarea semnificaţie: 
H - intensitatea câmpului magnetic; 
f.io - permeabilitatea magnetică a vidului; 
Z - suprafaţa ce delimitează corpul imersat; 
M„ - componenta nomială a magnetizaţiei M la suprafaţa corpului. 

Deoarece această forţă poate compensa greutatea aparentă a corpului fară 
magnetizaţie permanentă, fenomenul este cunoscut în literatură sub denumirea de 
levitaţie magnetică de ordinul I. 

Pentru cazul în care corpul imersat are magnetizaţie permanentă, în literatură 
este recomandată metoda de calcul a forţei de levitaţie pe calea integrării valorii 
vectoriale a tensorului fictiv al tensiunilor maxwelliene. 

In continuare se determină mai multe expresii echivalente ale forţei 
exercitate, în cazul cel mai general, de către un câmp magnetic asupra unui corp cu 
magnetizaţie permanentă Mp şi permeabilitate /// imersat într-un lichid magnetic de 
permeabilitate aflat într-un câmp magnetic exterior He, fig. 1.3.3. In fig.1.3.3 s-a 
notat cu 2} suprafaţa ataşată ce aparţine corpului, cu Ej cea a lichidului magnetic şi 
cu 2"suprafaţa de separaţie între cele două medii. 

Fig. 1.3.2 

Cu ajutorul unui raţionament de limită în [DS5] se demonstrează că 
densitatea de suprafaţă a forţei rezultante fsu ce se exercită asupra suprafeţelor I j 
şi I2 poate fi scrisă în forma: 

= t „ ( n ; ) + t , ^ ( n ; ) (1.3.26) 

3 9 

BUPT



CERCETĂRI PRIVIND LAGĂRELE CILINDRICE CU LICHID MAGNETIC 

în care t , (n",), respectiv t r{n\) reprezintă valorile vectoriale ale tensorului 

fictiv al câmpului magnetic, în punctele situate pe 2"/, respectiv 2̂ 2, corespunzătoare 
normalelor interioare iij respectiv n2. 

Forţa rezultantă Fm pe care o exercită câmpul magnetic asupra corpului 
imersat, are umiătoarele componente: 

f dv rezultanta forţelor volumice repartizate cu densitatea fvi; 

• C f . J 5 + C 
•t: 

f j^ dS rezultanta forţelor de suprafaţă; 
VI 

dS forţa exercitată de presiunea magnetică p„, generată în lichid de 

câmpul magnetic. 
Ca urmare forţa ce se exercită asupra corpului va fi: 

f . dv+C 
*fL 

f„rfS + cl |p,„dS 
Jl k (1.3.27) 

Ţinând seama de (1.3.26) şi de definiţia tensorului fictiv: 

f., dv=C t.inJdS, 
•'Ii 

egalitatea (1.3.27) se poate scrie în fornia: 
* r r 

F = C tr,in,}dS-tC )dS-

şi prin urmare: 

/'„.dS 

F = C 
VI 

(1.3.28) 

unde s-a avut în vedere proprietatea t ^ (n) = - t f (- n) şi s-a notat cu n , = - n = n 2 
versorul normalei spre exterioml corpului. 

Densitatea de volum a forţei pe care câmpul magnetic o exercită asupra 
lichidului magnetic are expresia, [Rol], [DS2]: 

(dM\ 
J) K^p) 

dH (1.3.29) 

unde indicii de la baza parantezei indică faptul că la efectuarea derivatei variabilele 
H şi temperatura rsunt considerate constante. 

în starea de echilibru a lichidului magnetic şi la densitatea de masă p 
constantă a lichidului, presiunea magnetică generată în acesta are expresia: 

P,n = Pll^i^ 
dp 

dH + p^ (1.3.30) 

în care pc este o constantă dc integrare,[Col], [DS5 
4 0 
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Dacă se consideră puncte dintr-un mediu lipsit de histerezis în care vectorii 
câmpului sunt continui, valoarea vectorială a tensorului fictiv corespunzător 
nomialei n este dată de: 

t,(n) = -
/W/ 

H B - p , 
•l) y^P^Jn.r 

dH- HdB n + H(B-ii) (1.3.31) 

Cum lichidele magnetice sunt medii paramagnetice, pentru acestea este 

valabilă relaţia: = 1 + M 
H 

şi deci 
' dM ^ 

H 
. Ca 

urmare relaţia (1.3.31) se mai poate scrie: 

t , (n) = -
HI 

dH- HdB n + H(B-n) (1.3.32) 

Cu (1.3.30) şi (1.3.32), expresia (1.3.28) a forţei rezultante devine: 

F = C 
f/L 

i»H ' dM ^ 

-C 

dH + 
H,T 

/ / ^ / 5 - H B 
•D 

dS + C H(B-n)dS-

PMo 
•ţ) 

dH 
H,T 

(1.3.33) 

d S - C p,dS 

şi cum C p dS = 0 , iar 
y/ 

HdB-BH = 5 i / / / , rezultă: 

(1.3.34) 

în care dS = n ^dS şi n = n ,. 
Egalitatea (1.3.34) este stabilită şi în [Rol] utilizând o altă expresie a valorii 

vectoriale a tensorului fictiv în care intervine presiunea totală a cărui expresie este 
dedusă cu teorema lui Bemoulli presupunând existenţa în interiorul vasului a unui 
punct în care li=0. în demonstraţia mai sus prezentată, o astfel de ipoteză 
nerealizabilă nu este necesară. 

In legătură cu suprafaţa de integrare din expresia (1.3.34) se poate menţiona, 
că pentru lichide omogene şi aflate în echilibru, această suprafaţă poate fi trasată 
arbitrar prin lichid. Această observaţie este utilă întrucât ea permite să se aleagă 
cele mai potrivite forme pentru Z2 astfel încât volumul de calcule să fie minim, 
[DS13]. 

Expresia (1.3.34) poate fi adusă şi la o altă formă, [DS14], punându-se în 
evidenţă un termen care se referă la o tensiune normală la suprafaţa magnetului şi 
doi termeni care reprezintă forţele exercitate de câmpul magnetic asupra sarcinilor 
magnetice. 

41 

BUPT
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Cum B, = H , M p, iar componentele tangente ale lui H şi cele 
normale ale lui B sunt continue la suprafaţa de trecere magnet-lichid, avem 
succesiv: 

C [ ( B • n , = CTB.^H + = C F ^ ^ . ^ 2 . d S + C F ^ ^ , , ( H , - H ,„ )dS = 
JE2 ^2 

= cis,„//,„dS-c| c/5 + C 
Jz:, 

(1.3.35) 
Ţinând seama de transformarea: 

r r 
C (n • F )G dS = [G (V • F )+ (F • V ) G ] J v (1.3.36) 
Js: 

în care se face F=B şi G=H, şi considerând divB = O, egalitatea (1.3.36) devine: 

(1.3.37) 

Dat fiind că: 

( B V ) H , = [ ( / / , H M J - V ] H ^ V / / + (M p V ) H , (1.3.38) 

şi utilizând din nou transformarea (1.3.37) se obţine: 

(MpV)H,^/v = c f (Mp-n )H , 
J'V, Jz, 

dv = ' p I 

- C 
(1.3.39) 

H , divs M p - d H 1 divM p dv 

/N 
In deducerea relaţiei (1.3.39) s-a tinut seama şi de faptul că 

Folosind transformata Gauss-Ostrogradski, referitoare la greadient, şi 
presupunând permeabilitatea magnetică fu, a magnetului permanent ca fiind 
constantă se poate obţine acum: 

«FEL XV. 

= C 
vs, V 

2 

/ 

^ / ^ - / / Q C H , divM^dv 

Rezultă în continuare: 
(1.3.40) 
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C 
» 

^ ^n Mo M\ 
/-h 2 

Bjn Mo 
M\ M\ 

M Pn + 

d S - / / „ H , div M ,, dv = 

, , ^ In M O . , I , , -> 

2//, 2 2/12/1 dS-//oC H , div^m dS-

-Mi H , divM p dv 

Utilizând 

H^ obţine: 

iW/ fii, 
BdH = ( \ H ~ 

+ = Mo —^ Mo 

(1.3.41) 
di 

M dH şi 
•o 

F = -C 
til 

c -Mo 
^ 2n + ^ 2t 

"-2 V 
BdH dS + C H(B-n)dS = 

-Mo 
Bl . mI 1 

Jb 
d S -

-//q C H,-i/Zv^ M p H ,-(i/vM p Jv 
«A-

(1.3.42) 
Deoarece 82,,= Mo ^ in^ Mo ^ in Şi ^ u = ^ 2n egalitatea anterioară 

mai poate fi pusă sub forma: 
H 

-Mo^ 

M, 
+ 

1 

I y 

Ml,-Ml h Pn M^dH 6S-

H, -div^M dS-^Q H^-divM„dv 

(1.3.43) 
Relaţia (1.3.43) reprezintă cea mai generală formă a forţei exercitate de 

câmpul magnetic asupra unui corp, cu sau fară magnetizaţie permanentă, imersat 
intr-un lichid magnetic. Suma ultimilor doi termeni poate fi restrânsă în forma: 

{M •v)Hdv (1.3.44) //o C H , -div^M dS + /Uq H J -divM dv = j.Iq 
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Din relaţia (1.3.43) rezultă câteva cazuri particulare: 
magnetizaţia temporară a magnetului este neglijabilă, /Uri=l\ 

^ 7 
2 ^ Pn > 

+ M^dH d S - / i o 

I 

(M_-V)HC/V (1.3.45) 

• corpul imersat nu are magnetizaţie permanentă, Mp=0, dar este magnetizat 
temporar, /Uri^I'-

H 

' J 
M^dH 

Jo 
dS (1.3.46) 

Expresia (1.3.46) este diferită de forţa corespunzătoare levitaţiei de primul 
ordin, (1.3.24), conducând la o valoare mai mică. 
• Corpul imersat este nemagnetizat, Mp={?, caz în care se obţine expresia 

(1.3.24) a levitaţiei de primul ordin. 

Forţa exercitată asupra unui magnet permanent imersat într-un lichid 
magnetic se poate determina şi prin calculul forţei rezultante ce se exercită pe 
suprafaţa exterioară a lichidului. Fie Iq suprafaţa de separaţie dintre lichidul 
magnetic de permeabilitate 1̂ 2 şi exteriorul lichidului (mărginirea parţială cu vasul 
şi cu aerul) de permeabilitate fig.1.3.2. Cum Zq separă medii cu permeabilităţi 
diferite, asupra ei se exercită forţa rezultantă: 

F = C (1.3.47) 

unde fsi2 reprezintă densitatea de suprafaţă a forţei exercitată de câmpul magnetic, 
iar p,„ este presiunea magnetică din lichid. 

Densitatea de suprafaţă a forţelor magnetice exprimată funcţie de tensorul 
fictiv al tensiunilor maxwelliene este, [DSl 1]: 

= t f . ( n 2 3 ] + t r , ( n 3 2 ) = t f , ( n 2 3 ) - t r . ( n 2 3 ) (1-3.48) 
în care: 

tr(n)=- H B - p 
/V/ / ^ dju 

•i) dp 

fB 
HdH- HdB n + H(B-n) (1.3.49) 

Cum B = / iH = + iar vectorii B, H şi M la substanţele 

paramagnetice au aceiaşi orientare, avem 

(1.3.49) se poate scrie în forma: 
j H,t 

J _ 
H , iar relaţia 

tr(n)=- H B - p / 7 , 
A 

dH- . 
A 

dH- . 
J) 

E,T 

HdB n + H(B.n) (1.3.50) 

Densitatea de volum a forţelor exercitate de câmpul magnetic generat de 
magnetul permanent asupra lichidului, are forma: 
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fv=P2V fdM^. 
J) l < v J 

dH (1.3.51) 

La echilibm, f = grad p şi presupunând p constant, din (1.3.51) rezultă: 
dM 

P.n = P^h 
•I) 

dH + p, (1.3.52) 

unde pc este o constantă de integrare. 
Din (1.3.48) şi (1.3.49) rezultă: 

H o • BQ 
H O • B Q 

"23 + Ho(Bo-n23) + 

+ 
dM dH- HdB 

•i) 
n 2 3 - H ( B 11,3) 

(1.3.53) 

iar cu: 
/«/y 

4) 
HdB = BH- BdH = BH-^, 

H 

H 
Mo MdH = 

fH 
MdH 

(1.3.54) 

•i) 
şi cu egalitatea componentelor tangente ale intensităţii câmpului magnetic şi ale 
componentelor normale ale inducţiei la suprafaţa Ig, relaţia (1.3.53) devine: 

-Mo—^ + MoH^+M^^HM-fi^p (dM\ 
l ^ p J 

dH-

H 
MdH 

•o 
n„+B„(Ho-H) = 

H^ , \ f" 

•D 

= Mo 

= Mo 

Folosind: 
_ 1 . 2 1 — ti a.. — -Dr,.. = 

MdH-p 
•O •D 

MdH-p 
•ţ) 

^PJu.r 

dM 

dH 

dH «23 = 

dH 

n 

n 

23 

23 

(1.3.55) 

- O/l ^ 2 o 2 
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^ 0« ̂  n -

relaţia (1.3.55) devine: 
M 

+ MdH-p 
•i) •o dp 

dH 
/ //,r 

n 23 
(1.3.56) 

Cu (1.3.47), (1.3.52) şi (1.3.56), se obţine: , IVI ^ 
+ MdH + p^ dS (1.3.57) 

şi deoarece C dS = 0, urmează că forţa rezultantă exercitată asupra vasului 

este: 
•TL, 

F'=/YOC 
r̂ O 

M . 
+ MdH (1.3.58) 

Pentru a calcula forţa care se exercită asupra magnetului, F, se observă că 
forţa rezultantă exercitată asupra sistemului este nulă întrucât acesta este în 
echilibru. Ca urmare: 

F r = F + F , + F ' = 0 (1.3.59) 
în care Fy este rezultanta forţelor de volum exercitată asupra lichidului. Ea se 

c o m p u n e d i n f o r ţ a d e t e i T n i n a t ă d e c â m p u l m a g n e t i c f ^ dv ş i d e f o r ţ a d e t e r m i n a t ă 
•A' 

de presiunea magnetică din lichid, - grad p„,dv, v/ fiind domeniul ocupat de 

lichid. Cum f^ .dv -
X, 

(1.3.59) şi (1.3.58): 

gradp„^dv = 0 deoarece f = grad rezultă din 

'-o 

M i»H 
+ MdH dS (1.3.60) 

relaţie identică cu (1.3.24). 
Relaţia (1.3.60) reprezintă expresia matematică a teoremei conform căreia, 

la echilibru hidrostatic al lichidului magnetic, forţa ce acţionează asupra 
magnetului este egală şi de semn contrar cu forţa ce acţionează asupra vasului, dS 
fiind orientat spre exteriorul lichidului. 
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LAGĂRE CILINDRICE CU MAGNET PERMANENT ŞI LICHID 
MAGNETIC 

2.1 Calculul analitic al unui lagăr cilindric cu lichid magnetic 

2.1.1 Lagăre cu lichid magnetic. Levitaţia magnetică. 

Una dintre aplicaţiile cu lichide magnetice o reprezintă lagărele cu lichide 
magnetice, [Lui], [Rol], a căror principal avantaj faţă de lagărele obişnuite, îl 
constituie eliminarea frecării de contact dintre piesele lagărului. Funcţionarea unui 
lagăr cu lichid magnetic are la bază principiul levitaţiei magnetice. Levitaţia 
magnetică poate fi de două feluri: de ordinul 1 şi respectiv de ordinul 2. 

Levitaţia magnetică de ordinul l se produce în cazul imersării unui corp 
alcătuit din material de natură magnetică într-un lichid magnetic în care este 
stabilit (din exterior) un câmp magentic. Deşi densitatea corpului este mai mare 
decât cea a lichidului magnetic, efectul ce se manifestă asupra acestuia este 
deplasarea sa până la atingerea unei stări de echilibru, echilibru ce se realizează de 
către un câmp tridimensional de forţe. Greutatea (aparentă) a corpului este 
echilibrată de rezultanta unor forţe de tip magnetic. 

O justificare intuitivă, privind existenţa şi modul de acţionare a forţelor de 
natură magnetică, poate fi sugerat prin următorul experiment: [Lui] considerăm o 
incintă complet umplută cu lichid magnetic, plasată într-un domeniu imponderabil 
(fară gravitaţie). Acceptăm că, iniţial, câmpul magnetic este absent, astfel că 
presiunea este uniformă, având o valoare constantă în întreaga incintă complet 
ocupată cu lichid magnetic. Două surse de egală „putere" crează un câmp magnetic 
în sensuri opuse şi sunt plasate simetric în proximitatea incintei, aşa cum arată 
fig.2.1.1. Aceste două surse crează o distribuţie de câmp ce are valoare nulă în 
centrul dispozitivului, câmp ce creşte în orice direcţie ne-am îndepărta faţă de acest 
punct. 

Pentru că lichidul magnetic este atras spre regiunile cu câmp magnetic mai 
intens, el va fi supus unei tendinţe de a fi îndepărtat din centrul dispozitivului. 
Deoarece lichidul magnetic este practic incompresibil şi pentru că ocupă complet 
incinta, efectul pe care îl crează este creşterea presiunii pe măsură ce ne 
îndepărtăm de centrul dispozitivului. 

Să presupunem acum un corp sferic, nemagnetic imersatsat în această 
incintă. Dacă este plasat în centrul dispozitivului, în absenţa unor alte forţe, corpul 
va rămâne acolo pentru că rezutanta forţelor ce acţionează la suprafaţa sa (datorate 
presiunii şi forţelor superficiale) va fi nulă ca urmare a distribuţiei lor simetrice. 
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Altfel spus, distribuţia presiunii şi a forţelor superficiale integrate pe 
suprafaţa corpului nu poate conduce la apariţia vreunei forţe, deoarece sistemul 
este simetric. 

Lichid 
Magnetic 

Magnet 

Fig. 2.1.1 

Dacă acest obiect este mutat din punctul de echilibru, asupra sa va acţiona o 
forţă de readucere în poziţia centrală, datorită distribuţiei nesimetrice (cel puţin pe 
direcţia deplasării) a presiunii şi a forţelor superficiale. Acesta este un fenomen de 
levitaţie pasivă a unui corp nemagnetic. 

Dacă experimentul are loc în prezenţa unui câmp gravitaţional vertical, 
corpul se va fixa într-un punct pe axa verticală de simetrie, pentru care se 
realizează echilibrul tuturor forţelor. Rezultanta forţelor de natură magnetică va fi 
orientată vertical şi împreună cu forţa arhimedică vor echilibra greutatea corpului. 

Levitaţia magnetică de ordinul 2 se referă la „autolevitaţia" unui magnet 
permanent imersat (în anumite condiţii) în lichide magnetice. Denumirea de 
autolevitaţie este sugestivă şi potrivită, căci sursa de câmp este în acelaşi timp şi 
elementul asupra căruia se manifestă şi fenomenul de levitaţie magnetică. 

In situaţia în care magnetul (în formă cilindrică, spre exemplu) este 
imersatsat într-un lichid magnetic ce ocupă o incintă cilindrică de extensie foarte 
mare, câmpul magnetic pe care-1 creează este dispus simetric faţă de el şi magnetul 
se află în echilibru, din punct de vedere al forţelor magnetice. Dacă însă magnetul 
este deplasat din punctul ce asigură simetria câmpului şi spectrul câmpului devine 
nesimetric, intensitatea câmpului magnetic devine mai mare în zonele mai 

A 

îndepărtate de fostul centru de simetrie. In baza aceleiaşi concluzii, menţionată la 
levitaţia de ordinul 1 (conform căreia presiunea de natură magnetică pe care 
lichidul o exercită este cu atât mai mare cu cât câmpul este mai intens), vom 
constata existenţa unor forţe ce tind să readucă magnetul în punctul iniţial. 

Problema se poate extinde şi la cazul prezentat în fig. 2.1.2., al interacţiunii 
unui magnet cu un corp nemagnetic, ambele imersate în lichid magnetic şi 
îndepărtate de ft-ontiera lichidului magnetic. 
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Fig. 2.1.2 

Trebuie remarcat această interacţiune este fară echivalent în magnetostatică 
uzuală, unde pentru a exista interacţiune, ambele corpuri trebuie să posede 
momente magnetice. Desigur interacţiunea prezentată în fig.2.1.2. nu este datorată 
direct acţiunii reciproce a corpurilor, ci este determinată de comportarea lichidului 
magnetic ce se găseşte între corpuri şi în jurul lor. 

2.1.2 Lagărul cilindric cu lichid magnetic 

Una din aplicaţiile levitaţiei magnetice de ordinul doi, [Lui], [Rol], o 
constituie lagărul cilindric cu lichid magnetic al cărui arbore este realizat dintr-un 
magnet permanent. 

Lagărul cilindric cu lichid magnetic este schiţat în fig.2.1.3. 

lichid magnetic 

y f / \ 

V 

f 

\j 

f 
arbore cilindric 

/ 

cuzmet 
Fig. 2.1.3 

Arborele cilindric al lagărului este magnetizat permanent cu magnetizaţie 
uniformă având o direcţie ortogonală pe un plan ce conţine axa arborelui. Spaţiul 
dintre cuzinet, considerat magnetic, şi arbore este umplut cu lichid magnetic. 

Având în vedere levitaţia de ordinul 2 şi neluând în considerare greutatea 
arborelui, poziţia de echilibru a arborelui este când axa arborelui coincide cu axa 
cuzinetului. Pentru orice altă poziţie a arborelui diferită de poziţia de echilibru, 
asupra lui se va exercita o forţă magnetică ce tinde să readucă arborele în echilibm. 
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în continuare se urmăreşte determinarea forţei magnetice de readucere pe 
unitatea de lungime în ftincţie de dimensiunile lagărului, de proprietăţilor 
magnetice ale arborelui şi a lichidului magnetic şi de dezaxarea arborelui. 

în literatura de specialitate există articole legate de calculul analitic sau 
aproximativ al forţei de levitaţie în cazul lagărului cilindric cu lichid magnetic, 
articole la care se vor face referiri pe parcursul capitolului. Un calcul analitic al 
forţei de levitaţie este prezentat într-un rezumat sumar în [Cel]. Expresia forţei de 
levitaţie este dată sub forma unei serii, folosind expresia forţei ce acţionează asupra 
arborelui magnetic. 

In acest subcapitol am elaborat un calcul analitic detailat al câmpului din 
lichidul magnetic şi prezint o nouă expresie a forţei de levitaţie ce se exercită 
asupra arborelui utilizând expresia forţei ce se exercită asupra statorului, [DS9], 
Gr4]. Rezultatele obţinute sub forma grafică se vor compara cu cele din [CeT. 

2.1.3 Calculul analitic al câmpului magnetic într-un lagăr cilindric cu lichid 
magnetic 

In [Cel] sunt date expresiile câmpului magnetic dintr-un lagăr cilindric cu 
lichid magnetic, folosind coordonatele bipolare. în acest paragraf se determina 
expresiile câmpului folosind coordonatele bipolare. 

în coordonate bipolare, prezentate în [Stl], un punct curent este determinat 
de intersecţia între familia de cercuri: 

x^ - l a x c o X h ^ + a^ = 0 (2.1.1) 
cu drept parametru şi centrele pe axa Ox, şi familia de cercuri: 

X- -laycoirj-a^ =0 (2.1.2) 
cu î] parametru, care trec prin punctele a şi -a de pe axa Ox, fig.2.1.4, şi cu 
centrele pe axa Oy. 

y 

Fig. 2.1.4 
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Din (2.1.1) şi (2.1.2) rezultă pentru coordonatele carteziene expresiile, [Stl 
as inh^ asm^ , ->x x = ^ , y = z = z (2.1.3) 

cosh(^-cos/7 cosh^-cos / / 
iar pentru coeficienţii lui Lame, egalităţile: 

/i.= , = , /i.=l. (2.1.4) 
- cosh<^-cos;7 coshc^-cos;/ 

Fie cercul cu centrul în O,/ de abscisă a/, de rază R/, şi <^2 cel de rază Rj 
cu centrul în O,?, de abscisă Oi+Al, fig.2.1.4. 

Primul cerc are ecuaţia (.Y-a,)^ = care comparată cu (2.1.1) în 

care conduce la: 

a c o t h ^ , = a , şi R, J co th^^ i - l = — - — (2.1.5) 
^ sinh(^, 

Analog pentru al doilea cerc, de ecuaţie x - (a ^ + l^l) ^ + y^ = r I se obţine: 

acoth^., = <7 2 = a . + A/ şi R^ = aJcoth^ <^2 = — - — (2.1.6) 
^ sinh(^2 

fl, fl I + A/ 
şi deci cosh(^, = — , cosh*^, = (2.1.7) 

Parametrul a j poate fi eliminat observând că 

de unde rezultă R, ^cosh^ - l = R2 -^cosh^(^2 , şi cu (2.1.7) avem 

•yjaf -R ^ - +AiY -Rf care determină parametrul ar. 

a,=— ^ şi = — ! (2.1.9) 
' 2A/ ' 2A/ 

Cu aceasta (2.1.7) se scrie în forma finală: 
R^-Rf-Al^ R^-R^+M^ cosh<^, = , cosh<f. = (2.1.10) 

2MR, 2AIR2 

Dacă Rj, R2 şi Al sunt daţi, cu (2.1.10) se calculează şi parametrul a cu 
(2.1.8), iar a j cu (2.1.9). Pentru un punct de coordonate (xj.yi) de pe cercul (sau 
^2) cu una din formulele de transformare (2.1.3) se determină cercul r}=ct. ce trece 
prin acest punct. 

Considerăm, în continuare, că fig.2.1.4 reprezintă o secţiune transversală 
într-un lagăr cilindric, considerat foarte lung, la care arborele de rază Rj este 
magnetizat permanent cu magnetizaţia Mp = M ^u^ uniformă, si deplasat cu Al 
faţă de statorul (cuzinetul) de rază R2. Spaţiul dintre rotor şi stator este umplut cu 
lichid magnetic, considerat liniar, de permeabilitate ju=/JoMr-
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Câmpul magnetic din lichid este plan paralel având în vedere lungimea mare 
a lagărului în raport cu raza R2. întrucât magnetizaţia permanentă a cilindrului 
interior este unifonnă, din c//vB = O rezultă divH = -divM p = O şi din ro /H = O 
avem H = - V V^, V^ fiind potenţialul magnetic scalar. Ca urmare funcţia VH 
satisface ecuaţia de tip Laplace care scrisă în coordonate bipolare: 

= ( c o s h ^ - cos 77) 

devine: 

<7̂  

5'-V„ d'V,,^ = = 
+ — 

dţ' 8n 2 

y 

d ' V,, 

f + ^ = 0, (2.1.11) 

întrucât funcţia F/y nu depinde de z câmpul fiind plan paralel. 
Ecuaţia (2.1.11) este valabilă în toate cele trei domenii ale câmpului: 
1 - domeniul cilindrului de rază Rj de permeabilitate juo', 
2 - domeniul cu lichid magnetic; 
3 - domeniul exterior cilindrului R2 de permeabilitate JJQ-
Ecuaţia (2.1.11) se va rezolva prin metode separării variabilelor scriind 

potenţialul, în orice domeniu, în forma V^ = X , A r i ) , care introdusă în /I 

(2.1,11) conduce la ecuaţiile: 
1 , 1 2 

x,M) d^' ' dn' " 
Prima ecuaţie are soluţia X + , iar a doua este de 

forma X,, (;;) = 5 c o s / / ; ; + 52» sin n rj, adică 

„ A e c o s n n + B2,, s i n « ( 2 . 1 . 1 2 ) 
Punctul {a,0) corespunde lui ^=ooş\ el se găseşte în primul domeniu. Rezultă 

pentru potenţialul Vm expresia 

+ (2.1.13) 
//=i 

deoarece Vn este o funcţie finită şi s-au folosit notaţiile A„=A2„B/„ şi E„=A2„B2„. 
Pentru al doilea domeniu termenii potenţialului se vor gmpa cum urmează: 

» 00 
)cos « ̂  + ̂  (f„ e + G „ e )sin nrj (2.1.14) 

n=\ «=1 
în al treilea domeniu punctul (-a,0) corespunde lui ^=-00 şi deci A2n=0, 

potenţialul obţinând forma 

+ (2.1.15) 
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Constantele de integrare din ecuaţiile anterioare se obţin din următoarele 
condiţii la limită, referitoare la continuitatea potenţialului magnetic scalar şi a 
componentelor normale ale inducţiei magnetice: 

pentru ^ = (2.1.16) 

Şi •«2)2 -^3)3 pentru ^̂  = (2.1.17) 

Din motive de simetrie, în orice domeniu, F// {x,y) = V,f cu i=l,2,3. 

în coordonatele (^,ri) condiţia se scrie: 
(2.1.18) 

cum rezultă direct din (2.1.3). 
Din (2.1.18) urmează imediat E„=F„=G„=H„=0, iar din primele egalităţi din 

(2.1.16) şi (2.1.17) avem 

^n^ =B„e +C„e Şl B„e +C„e =D,,e 
care se scriu în fomiele 

2 

(2.1.19) 

Gradientul unei funcţii scalare (p în coordonate bipolare are forma, [Stl]: 

V(p = —(cosh^ - c o s ^ ) 
a 

u 
d(p d(p 

+ u 
" dn 

(2.1.20) 

Dacă în (2.1.20) se face (p^x şi rezultatul se înmulţeşte cu Ux, se obţine 
1 

u ^ - u . = — (cosh(^-cos;/) 
a d^ 

Dezvoltarea în serie a funcţiilor periodice x(rj) şi y(rj) sunt date în [Rj 1 ]: 

(2.1.21) 

x = a 1 + 2 
UU I e cosnrj , y = a 1 + 2 

OU z 
n = \ 

e sin UT] (2.1.22) 

Ţinând seama că B , = B^ = B3 ^ 

şi de (2.1.21), a doua egalitate din (2.1.16) şi respectiv (2.1.17) devine: 
dV 'dV ^ 

-Mr 
H-

= M 
dx 

Mr 

dV H- dv H 

din care rezultă: 
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00 OTj 

^ - // /i,, e c o s ; / - , ^ ( - / / e + n C , e j c o s 7 7 = 
/i=i n=l 

CTj 

= 2MpO^^-n cosnri , (2.1.23) 

COS nr/ = nD„ e cosnrj 
H = l 

din care se obţine: 
«=i 

care mai pot fi scrise în formele: 

(2.1.24) 

(2.1.25) 

Egalităţile (2.1.19) şi (2.1.25) permit determinarea constantelor de integrare. 
Se poate scrie: + C„ = e de unde 

B.. = 2 "S2 

Din 
1 ^ 

e e 2n42 

c... (2.1.26) 

C„ = 2 a M şi din (2.1.19) se obţine: 
/ 

= 
Mr-^ Ini 
JU,.+\ 

C, (2.1.27) 

Se pot scrie succesiv: 

e +e Mr ^ C„=2aM^, 

iar constantele de integrare rezultă în formele: 
2aMp[ju,+\} 

C„ =T (2.1.28) 

B.. = (2.1.29) 
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2aM A — 
( / / , + l j c " i / / , . - I J ^ 

(2.1.30) 

(2.1.31) 

Versorii axelor Ox şi Oy se calculează din (2.1.20) cu (p=x respectiv (p=y: 

u^ = Vx = — (cosh<^-cos/;) 
a 

u y = V j' = — (cosh - cos;/) 
a 

din care cu (2.1.22) se obţin 

— = -2(7 > ne - cosnî], 
dă JLa 

^ «=1 

^^ =-2 a H sin n rj , 

dx dx 
u r — + u „ — 

dy dy 
u . ^ + u „ ^ 

(2.1.32) 

n=l 

dn 

Şy d,; 

oc 

= ne'"'' sinnrj, 
«=1 
X 

(2.1.33) 

ne cosnrj. 
n=\ 

Intensitatea câmpului magnetic în cel de-al doilea mediu are expresia 

H =—(cosh - c o s ;/)-
dv H, 

CU componentele 
a 

H2n = — ( c o s h cos//)-
dv 

(2.1.34) 

(2.1.35) 
H, 

a 

m care VH = 

00 

dn ' 

C O S / ? / ; . (2.1.36) 

2.1.4 Calculul forţei de levitaţie pentru lagărul cilindric cu lichid magnetic 

Calculul forţei ce se exercită asupra arborelui lagărului cilindric cu lichid 
magnetic se va efectua aplicându-se teorema din [Rol], [DSl], [DS2], în acord cu 
care, la echilibru hidrostatic al lichidului magnetic, forţa ce se exercită asupra 
arborelui este egală şi de semn contrar cu forţa exercitată asupra vasului 
(statorului) şi are expresia: 

/»H 
F = Ml+2 MdH dS, (2.1.37) 
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unde E2 reprezintă suprafaţa ce limitează lichidul dinspre stator, dusă prin lichid 
(cercul de rază Ri), dS este versorul element de suprafaţă orientat spre exteriorul 
lichidului iar şi H reprezintă componenta normală a magnetizaţiei şi respectiv 
intensitatea câmpului magnetic la iTj. 

Dacă lichidul magnetic se consideră liniar, M dH = 
Jb 

/ / şi având în 

vedre că direcţia componentei normale a câmpului pe I2 coincide cu direcţia 
versorului u^, iar direcţia componentei tangente coincide cu direcţia versorului Ur̂ , 
(2.1.37) se scrie in forma: 

- l 
' (2.1.38) 

VL • 

(2.1.39) 

Cu coeficienţii lui Lame din (2.1.4) pentru coordonate bipolare, elementele 
de linie corespunzătoare celor trei direcţii ortogonale se scriu în forma: 

dh = h. d^ dl,^ = h^^dri dL = h^ dz 
iar elementul de suprafaţă pe X2 unde devine, (fig.2.1.5): 

dS = -dSu,=-dl,^dl^u. —^ drju^ (2.1.40) 
• COSH^-COST] ^ 

Fig. 2.1.5 

în (2.1.40) s-a avut în vedere că forţa de readucere se va calcula pe unitatea 
de lungime (după direcţia Oz). Datorită simetriei câmpului după axa Ox şi 
urmărind determinarea forţei, pe unitatea de lungime, în direcţia deplasării dl=J/Ux, 
singura diferită de zero, (2.1.38) devine: 

cosh(^ - cos;; (u = • U V 1 

(2.1.41) 
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Cum u . -u = - (cosh<^-cos ; 7 )— = ^ şi având in vedere 
a d^ cosh(^-cos;7 

(2.1.35), relaţia (2.1.41) se scrie în forma: 

= Mo a 

r/2 
Mr 

dV N I / _ ,, N 

Ih 

\ ^ / 

+ 
dV II. 

dn ' j 
(l -cosh<^cos;7)i/^ (2.1.42) 

C_ C 
2 

Limitele de integrare se deduc din (2.1.3) şi ecuaţia (2.1.2) şi sunt r\i=0 şi 
ri2=7T, fig.2.1.5. 

Din (2.1.36) se calculează derivatele parţiale ale lui V,,2-, 
^ / \ = ^ //(- jcosAî^ 

/ RR \ dV H 

dn 
In -"S-> ni-, \ . - + C „ e -jsm/?;/ 

(2.1.43) 

Cu aceasta (2.1.42) obţine forma: 

Mr-^ 
a l^r - cosh ^ 2 cos rj] ^ ^ n 

_ ;i=l 

COS NRJ dri + 

+ (l - cosh ^ 2 COSI]) 

^ / \ 
> +C„e"''jsmnn 

11=] 
dn 

(2.1.44) 
Expresia (2.1.44) am evaluat-o numeric in [Gr4], folosind programele 

specialitate MathCad şi MathLab. Pentru rezolvarea analitică a integralelor se 
folosesc identităţile trigonometrice: 

sinw;; sin/777 = — [cos(«-p)ri-co?,{n + p)rj 

zosnr] cos/7;7 = ^[cos(« + p)ri + - p)ri 

Integralele corespunzătoare primei sume au una din formele: 
/VI 

Jo 
f f i 

2 j ^ cos nT]dT] = — cos^ nridri = 0 

cos prj cos nr/dî] = O 
4) 

cosj] cos^ nrfdî] = 0, (2.1.45) 

cos p T] cos nî] cos Tjdr] = 
O,daca n^ p±\ 
n 
—,daca n = p±\ 
4 ^ 
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iar cele corespunzătoare celei de a doua sume sunt de una din formele: 

Ju 

K 
sin nî]dr] = — cos//cos ^ nridi] = O 

Jb 

•1) 

cos prjcosnrfdri = O cos prjcosnqcosrjdri = 
O,daca n^ p±\ 

— ,daca n = p±\ 

(2.1.46) 

Introducând notatiile: 

şi ţinând seama de (2.1.45) şi (2.1.46), se obţin: 

(2.1.47) 

\ 2 

/i=I 
or. 

(l - cosh ^ 2 cos //j V ^ „ cos 77 dr] = ^ ^ { K f , - K „ K cosh ^ 2), 
/ 

\ i 00 

( l -coshsS cos;/) ^ Q„ cos//// = [ Q l ' Q n cosh<^2)' 
V '1=1 y 

iar expresia forţei din (2.1.44) devine: 

a 2 ^ ^ 

B u —\ 
Cum din (2.1.28) şi (2.1.29) avem — = — — , rezultă pentru K„ şi 

Q„ expresiile: 

K., = 
4aM ^ ne 

T;;^ şi Qn =-MrKn 

Ca urmare (2.1.48) se poate scrie în forma finală, [DS9]: 

(2.1.49) 

(2.1.50) 

în care K„ şi rezultă din (2.1.49). 
Pentru a calcula forţa din (2.1.50) am stabilit în prealabil, numărul 

termenilor n din serie astfel încât diferenţa raportată între două valori consecutive 
ale forţei din (2.1.50) să fie sub 0.01, adică: 

100<1% (2.1.51) 
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Fig. 2.1.6 

0.5 0.6 

Al [mm] 

Fig. 2.1.7 

0.7 0.8 0.9 
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Fig. 2.1.8 

0.4 0.5 0.6 0.7 

dezaxarea Al [mm] 

Fig. 2.1.9 
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în acest scop am trasat F*{Al,ii) în funcţie de n cu Al ca parametru, 
fig.2.1.6, penti-u jj,.= 1.5 şi fig.2.1.8 pentru //,-=2.5, [DS9]. Din condiţia (2.1.51) va 
rezulta numărul minim n al termenilor seriilor ca funcţie de Al, pentru care este 
îndeplinită relaţia (2.1.51), fig2.1.7 pentru 5 şi fig.2.1.9 pentru /Jr=2.5. Se 
constată că dependenţele din fig.2.1.7 şi fig.2.1.9 sunt aproximativ identice, ceea 
ce arată că această dependenţă nu depind de permeabilitatea relativă a lichidului 
magnetic. 

0 . 4 0 . 5 0 6 

dezaxarea Al [mm] 

Fig.2.1.10 

în [Cel], într-un rezumat sumar, este dată expresia forţei de readucere sub 
forma unei serii, pomindu-se de la expresia forţei ce acţionează asupra arborelui 
magnetic [Rol], [DSl]. Pe unitatea de lungime, s-a obţinut expresia: 

k a ^ ^ 

-2" 1-̂ 2) 
în care b.. = c.. = e , iar = ——^. Expresia forţei a fost 

determinata în sistemul CGS electromagnetic, ca urmare forţa pe unitatea de 
lungime a fost exprimată în dyne/cm, magnetizaţia permanentă Mp dată în gauss iar 
permeabilitatea relativa a vidului Ho=l. Folosind relaţiile de trecere a mărimilor 
din sistemul CGS electromagnetic în S.I.: 
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- H {Mm) ^ 10'^ j_j{Ors) 
471 

(Gauss) .y{KA/m) .^(Gaiiss) • sau M ' ' '. ATTIO-'' 

am comparat expresia forţei obţinute, dată de (2.1.50) cu (2.1.52). Comparaţia s-a 
făcut grafic pentru un lagăr magnetic cu Ri=W mm, Rz^ll mm, Mp=174 kA/m 
(valori folosite în [Cel]), reprezentându-se în fig.2.1.10 dependenţa forţei F*, în 
N/m, funcţie de Al, în mm, cu parametru. Curbele notate cu "A" au fost obţinute 
în [Cel] folosind relaţia (2.1.52). Se constată o foarte bună concordanţă cu cele 
calculate cu (2.1.50), notate cu "o". 

Din expresia obţinută pentru forţă, (2.1.50) şi din (2.1.49) se observă că forţa 
de readucere pe unitatea de lungime este proporţională cu pătratul magnetizaţiei 
permanente Mp, este determinată de permeabilitatea relativă Hr a lichidului 
magnetic şi de dimensiunile lagărului Ri şi R2 şi dezaxarea Al, prin intermediul 
constantei a şi a coordonatelor şi Am analizat modul în care raportul R1/R2, 
notat cu k, influenţează valoarea forţei de readucere pentru o dezaxare dată şi Ri 
fixat. în fig.2.1.11 s-a reprezentat dependenţa forţei cu k, pentru Ri=10 mm, 
Mp=I74 kA/m şi jUr^I.5, pentru dezaxare Al=0.2 mm şi respectiv Al=0.4 mm. în 
fig.2.1.12 s-a folosit un lichid cu Din ambele figuri se constată o creştere a 
forţei când k tinde către unu. 

10 

•e 5 o U. 

076 

-

R 1 1 I 

M =174 kA/m P 
^=1.5 

1 1 1 

R^=10 mm R^=10 mm 

1 Al=0.2 mm 
2 Al=0.4 mm 

- -

-
-

1 

-

/ 

L^. .1 — 1 ^ 1 ^ _ J 1 
08 082 084 0.86 0.88 0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 

F i g . 2 . 1 . 1 1 
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o 
LL 

3 0 

2 5 

20 

1 5 

10 

1 Al=0.2 mm 
2 Al=0 4 mm 

M =174 kA/m 
P 

^=2 5 
R^ = 10 mm 

0 7 8 0 . 8 0 8 2 0 . 8 4 0.86 0.88 

k=R/R2 
F i g . 2 . 1 . 1 2 

0 . 9 0 . 9 2 0 . 9 4 0 . 9 6 0 . 9 8 

2.2 Calculul aproximativ al unui lagăr cilindric cu lichid magnetic 

In [Vsl] se prezintă o expresie analitică aproximativă a forţei de natură 
magnetică exercitată pe unitatea de lungime, asupra arborelui cilindric magnetizat 
permanent al unui lagăr hidrostatic cu lichid magnetic. Pentru medii liniare, în 
Bll], expresia analitică aproximativă este adusă la forma : 

f \ 

FBI 
v^'y 

Al 

/ \ 
1-2 

z 

l ' l J 

(2.2.1) 

în care : 
Mp este magnetizaţia permanentă a arborelui de rază ri, exprimată în A/m\ 
Al reprezintă vectorul dezaxării (fig. 2.2,1) exprimat în ni', 
r2 raza lagărului; 

lUr permeabilitatea magnetică relativă a lichidului. 
Valoarea forţei din (2.2.1) rezultă în newton pe metru [N/m]. 
In continuare am calculat o nouă expresie a forţei magnetice de readucere pe 

unitatea de lungime, funcţie de dimensiunile lagărului, de proprietăţile magnetice 
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ale arborelui şi a lichidului magnetic şi de dezaxarea arborelui, [DS3]. Relaţia se 
compară cu (2.2.1) şi cu (2.1.50). 

F i g . 2 . 2 . 1 

2.2.1, Calculul analitic al câmpului magnetic generat de un cilindru uniform 
magnetizat înconjurat de lichid magnetic 

Se consideră un cilindru de rază a, cu permeabilitate magnetică constantă 
/u,n=/JoMrm, uniform magnetizat perpendicular pe axa sa, şi imersat într-un lichid 
magnetic presupus liniar, de permeabilitate magnetică constantă /ui=ju0juri, 
(fig.2.2.2), [DS2]. 

F i g . 2 . 2 . 2 

Intensităţile câmpului magnetic, din interiorul cilindrului notată cu Hi şi din 
exteriorul său notată cu Hc, sunt potenţiale, deoarece nu există curenţi de conducţie 
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H , = - V K „ , (2.2.2) 
L' 

Vu fiind potenţialul scalar al câmpului magnetic . 
Cum B I = H i + //y M j, şi B ̂  = /// H în care Mp, şi /// sunt 

mărimi constante, rezultă din legea fluxului magnetic, r//vB = O, egalităţile : 
J/VH I = -divM p = O, ^//vH , = O (2.2.3) 

adică ecuaţii de tip laplace pentru potenţialul magnetic scalar: 
= 0 , (2.2.4) 

Alegându-se coordonate cilindrice, (fig.2.2.2), şi considerând câmpul plan 

paralel 
â'y H 

dz-
= 0 , laplacianul are forma: 

d'V., \dv „ 1 + (2 2 5) 
az^ ' r dr ' r^ dO^ 

Ecuaţia (2.2.4) se poate rezolva analitic folosind metoda separării 
variabilelor. Cum V V , i ( } \ 6 + 2k), rezultă că potenţialul magnetic scalar 

Vi-t este o funcţie periodică în raport cu O, iar V i j { r , 0 ) = V , j [ r - 6 ) , urmează că 

funcţia în ^conţine numai armonici în cosinus. 
Se va încerca deci separarea variabilelor în forma = /?„(r)cos/î^, care 

introdusă în (2.2.5) conduce la ecuaţia de tip Euler: 

+ 
n 

R.. =0 
dr^ r dr r~ 

încercând o soluţie de forma , rezultă: 

de unde k = ±n şi R= — + E „r". 

y " ^n " 

Ca urmare soluţiile ecuaţiei (2.2.5) vor avea formele: 
A 

(2.2.6) 

V f^i 
«=0 

00 E 
/2 = 0 

- + Er" 

c 
- + Dr" 

cosnd 

cosnO 

(2.2.7) 

Cum potenţialul magnetic scalar este o funcţie finită pretutindeni, deci şi la 
r=0, rezultă A„=0. Având în vedere că la distanţe mari de cilindru, sarcinile 
magnetice de la suprafaţa sa se comportă ca un dipol liniar al cărui potenţial are 

k 
forma V^^ = —cos6, se deduce că n=l şi D,=0. Cu acestea expresiile (2.2.7) iau 

r 
forme mai simple: 
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c , 
r , / =£,rcos6> şi V„ = - ^ c o s e (2.2.8) 

Constantele C/ şi E, se determină din condiţiile de limită de la suprafaţa 
cilindrului referitoare la continuitatea potenţialului magnetic scalar şi ale 
componentelor normale ale vectorului inducţie magnetică: 

sau 

^ . 11 I = — // , 

/ T/ ^ 

dr /r^c 
C 

dr 
y r=a 

1 Din cele două condiţii rezultă ecuaţiile a = — şi - /d ̂ ^ E ^M ^ = jj. 
a 

(unde iJoiA,i şi /uof̂ rm) care dau valorile celor două constante: 
2 

= ^ Şl C, = 

Ca urmare, intensitatea câmpului în interiorul cilindrului rezultă uniformă şi 
opusă vectorului de magnetizaţie: 

M . 

Mr, I m 

iar componentele radiale, respectiv meridionale ale lui He devin: 

(2.2.9) 

dV a'M 

dr 

1 dV He 

QQSO 

(2.2.10) 

•sin 6* 

Din (2.1.10) se poate determina modulul vectorului He: 
a^M 

. 2 ' (2.2.11) 

care în punctele de pe exteriorul suprafeţei cilindrice (r=a) devine: 
^ o 

^c = ^ 

Cu acestea , se poate scrie: H = H 
^ ^ t 

a 
r 1 ' 

(2.2.12) 

(2.2.13) 

ceea ce arată că valoarea maximă a modulului câmpului magnetic este pe suprafaţa 

cilindrului magnetic şi scade în exteriorul acestuia cu -L . 
r~ 
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Ţinând seama de expresiile componentelor radiale şi meridionale ale lui 
se poate arăta uşor că unghiul format de vectorii Hp şi Hcr este egal cu unghiul O 
care există între vectorii Mp şi Hcr-

2.2.2 Calculul aproximativ al lagărului cilindric cu lichid magnetic 

în secţiunea transversală printr-un lagăr cilindric cu lichid magnetic 
prezentată în fig.2.2.l, arborele de rază /"/ este magnetizat permanent cu 
magnetizaţia permanentă uniformă Mp orientată coliniar cu dezaxarea ANO1O2. 
Cuzinetul este presupus nemagnetic şi de rază r2. între arbore şi cuzinet se află 
lichidul magnetic de pemieabilitate jJi. Arborele limitat de suprafaţa Zj are 
permeabilitatea iar cuzinetul limitat de suprafaţa E2 are permeabilitatea /.IQ. 

In [Vsl] şi [DSl] se enunţă o teoremă a forţei ce se exercită asupra unui 
magnet permanent imersat într-un lichid magnetic în acord cu care, la echilibru, 
aceasta este egală şi de semn opus cu forţa exercitată asupra vasului ce conţine 
lichidul. 

în [DSl] se demonstrează următoarea expresie a forţei: 
dl / 'o 

I, 
m: + 2 MdH dS (2.2.14) 

unde 
Io reprezintă suprafaţa lichidului magnetic limitat de vas; 
M„ componenta normală a magnetizaţiei la IQ, 
H intensitatea câmpului magnetic la EQ-

M A 

F i g . 2 . 2 . 3 
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Se va admite în continuare, că intensitatea câmpului magnetic nu variază 
mult în diferite puncte ale lui I2 (fig- 2.2.1, l2=^o) şi fie H^ valoarea în jurul căruia 
are loc această variaţie. Dezvoltând în serie funcţia M=M(H) (curba de 
magnetizare a lichidului - rig.2.2.3) în jurul lui H^ şi limitând dezvoltarea la primii 
doi termeni avem: 

M = M[H - H dM 
dH 

(2.2.15) 
unde Xmd este susceptivitatea magnetică dinamică în punctul / /= / /« (fig.2.2.3), iar 
Mo este intersecţia tangentei în punctul H^ la curba de magnetizare cu axa 
ordonatelor. 

Admiţând dependenţa (2.2.15), se poate scrie: 
/V/r 

MdH = 
Jb 

Mn+H... H 
H 

dH=M,,H + H 

şi deci (2.2.14) devine: 

(2.2.16) 

dS (2.2.17) 

în care UH este versorul intensităţii câmpului magnetic, iar n versorul normalei 
exterioare la Z2. 

La calculul intensităţii câmpului magnetic pe suprafaţa Z2 se va presupune 
că vasul (cuzinetul) de permeabilitate magnetică fj.Q, nu modifică sensibil spectrul 
câmpului şi că, deci, lichidul magnetic poate fi considerat de extensie foarte mare. 
în aceste condiţii în paragraful 2.2.1 s-a determinat analitic expresia intensităţii 
câmpului magnetic produsă de cilindrul magnetizat, într-un punct din exteriorul 
acestuia, (2.2.11). 

In (2.2.17) produsul versorilor poate fi scris în forma: 
u „ • n = u „ • u = cos(^ + (fig.2.2.1). Din triunghiul O/O2P, (fig. 2.2.1), sunt 
valabile aproximaţiile de ordinul /: 

r, +// = A/cos^ + r2 c o s ( a - ^ ) 

Deoarece Al este mic, se poate face aproximarea a = 0 şi cu notaţia 
r^-^x = S, rezultă: 

h = S + MQosO (2.2.18) 
iar produsul versorilor devine: u „ • n = cos^ . 

Pentru componenta forţei după direcţia deplasării, din motive de simetrie 
singura diferită de zero, cu Al = A/u , din (2.2.17) se obţine: 

F =¥ y * ni dS-

vL 
68 
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H 

(2.2.19) 
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Cum interesează forţa pe unitatea de lungime a cilindrului, dS = Kj dO 1, 
egalitatea (2.2.19) devine: 

\cos'ede-2 H cos'6 d6-
Jc 

o md 2 H - cos 6dO - Ij^i o M Vj H cosO dO - X „ui o'' H " cose de 

(2.2.20) 
In expresia forţei, intensitatea câmpului magnetic este dată de (2.2.11) în 

care a=ri şi r = r, + h = rj + A/ c o s ( c u m rezultă din 2.2.18). 
Prima integrală din (2.2.20) este nulă, iar a două obţine forma: 

I2 =-2/UqMQX md 
''2 

r Jo 
cos'0 

1 n 1 + — C O S 0 

\ 2 
dO (2.2.21) 

^̂2 

Cu dezvoltarea în serie: 1 + — cosO 
\ -2 

= 1 - 2 — c o s ^ + .... limitată la 

primii doi termeni, conduce la [Rjl]: 
M 2>K 

Pentru exprimarea celui de-al treilea termen 

(2.2.22) 

j 2 \ p 
^ 3 ~ ~ A o X md 

iMr+Mryri J 

COS 

se foloseşte dezvoltarea în serie [Rjl]: 

limitată la primii doi termeni conduce la: 

1 ^^ ^ 1 + — cos^ 

\ - 4 

•de 

1 ^^ ^ 1 + — cos6' 
r. 

M 

(2.2.23) 

= 1 -4—cos6 '+ . . . . care 
/ 

r-

/ \ 4 

md 
M 3;r 

Cu procedeul aplicat anterior, al patrulea termen 

A/ 

ri^M 1 
o y A 2 — 

r, Jo 
COS 6* 

1 + — COS^ 
\ 

de 

(2.2.24) 

(2.2.25) 
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M „ 
devine: 

/ \ 2 
r, 

14 = 2;r/i() M 1 A/ (2.2.26) 
m V ^ / 

iar pentru ultimul termen din (2.2.20) se obţine expresia: 

=-Xnui ii f': 

/ N 4 M cos<9 d e 

1 + — c o s ^ 
/s 

\ 

(2.2.27) 

/ \ 4 r, M 
A/ 

înlocuind integralele în (2.2.20) se obţine expresia forţei de levitaţie pe 
unitatea de lungime ce acţionează asupra arborelui cilindric magnetizat permanent 
al unui lagăr cu lichid magnetic: 

(2.2.28) 

Expresia (2.2.28) este utilă în calculul de proiectare al lagărului, considerând 
arborele cu magnetizaţie temporară ^ l), iar lichidul magnetic are 
caracteristică neliniară. Relaţia diferă de cea menţionată în [Vsl] dedusă, probabil, 
prin alte procedee de calcul. 

Dacă se lucrează pe porţiunea liniară a curbei de magnetizare a lichidului 
magnetic atunci Mo=0, = Z,„ Ş'^ ^ +Z= Ur^ ^^^ (2.2.28) devine, [DS3]: 

F:=fL,nMlM 
/ \ 4 

r, 
(2.2.29) 

diferită de (2.2.1). 

Se evidenţiază o dependenţă pătratică a forţei de Mp şi o creştere asimptotică 

a factorilor ce conţin pe /u,i spre valoarea ^ odată cu mărirea lui 
Ambele relaţii, (2.2.28) şi (2.2.29) arată că forţa este o funcţie liniară de 

dezaxarea AL 
Pentru a compara expresia forţei obţinută în (2.2.29) cu expresia forţei 

(2.2.1) obţinută în [Bl 1 ], notată cu FBI, s-a făcut raportul lor: 

F ; 
6 / \ / \ 

A/ 

V2) V ' i J 

(3/^, +1) 
1 -

/ \ 2 
A/ 

(2.2.30) 
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Se constată că forţele sunt aproximativ egale dacă 
A r ' 

v'2 y 
este neglijabil în 

raport cu unitatea şi dacă = //,. = 1. 

în concluzie, formulele aproximative (2.2.28) şi (2.2.29) stabilite în acest 
paragraf dau indicaţii cu privire la dependenţa forţei funcţie de dimensiunile 
geometrice ale lagămlui, de magnetizaţia permanentă, de dezaxare şi de 
proprietăţile fizice ale lichidului magnetic. Acestea sunt utile la stabilirea, în primă 
aproximaţie, a dimensiunilor lagămlui şi a lichidului utilizat pentru obţinerea forţei 
de levitaţie dorite. 

Veridicitatea expresiei obţinute se va face prin compararea forţei date de 
(2.2.29) cu expresia forţei (2.1.50) determinată în paragraful 2.1.4. 

în fig.2.2.4 şi fig.2.2.5 sunt reprezentate curbele de variaţie ale forţei de 
readucere pe unitatea de lungime funcţie de dezaxarea Al. In ambele cazuri s-a 
considerat un lagăr cilindric cu ri=10 mm, r2=J J mm şi magnetizaţie permanentă 
Mp^I36.4 kA/m. Cu "o" s-a reprezentat forţa folosind relaţia analitică aproximativă 
dedusă, (2.2.29), în care s-a considerat că cilindrul magnetic nu se polarizează 
temporal (//,.,„=/), cu s-a reprezentat forţa folosind expresia analitică 
aproximativă (2.2.1) obţinută în [Bll], iar cu "*" s-a reprezentat forţa folosind 
relaţia (2.1.50) obţinută în paragraful 2.1.4, considerată expresia exactă de calcul a 
forţei. 

> 

Pentru un lichid presupus liniar, relaţia (2.1.50) determină valoarea forţei cu 
precizia cea mai mare (valoarea "exactă"), cu toate că şi în acest caz, calculul 
câmpului s-a făcut considerând modelul plan-paralel (diferit de cazul real), iar 
valoarea forţei se obţine limitând numărul de termeni ai sumei din (2.1.50). 

Expresiile forţei (2.2.1) şi (2.2.29) sunt aproximative, aproximaţiile fiind 
făcute în ceea ce priveşte calculul câmpului şi al integralelor ce intervin în expresia 
forţei. La stabilirea relaţiei (2.2.29), câmpul magnetic produs de cilindrul 
magnetizat permanent a fost calculat în condiţiile în care lichidul magnetic ce 
înconjoară cilindrul magnetizat a fost presupus de extensiune infinită. 

Curbele din fig.2.2.4, obţinute pentru un lichid magnetic cu /u,.i^l.l5 şi cele 
din fig.2.2.5 corespunzătoare unui lichid cu fUri=2.5, arată, cum era de aşteptat, că 
relaţiei (2.2.29) este cu atât mai exactă cu cât se folosesc lichide magnetice cu 
permeabilitate relativă mai mică {/Uri^l). Se observă o corespondenţă foarte bună 
intre curbele notate cu "o" şi din fig.2.2.4 faţă de o corespondenţă relativ bună 
pentru cele din fig.2.2.5. Atât din fig.2.2.4 cât şi din fig.2.2.5, se observă că 
precizia de calcul a forţei de readucere folosind (2.2.29) este mai bună decât cea 
calculată cu (2.2.1), obţinută în [Bll], curbele notate cu "o" fiind mai apropiate de 
cele notate cu decât curbele notate cu "+". 
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3.5 

O 

M =136.4 kA/m P 
r^=10 mm 

mm 

o forţa aproximativa 
+ forţa aproximativa blums 
* forţa analitica 

0.4 0.5 0.6 

dezaxarea Al [mm] 

F i g . 2 . 2 . 4 

30 

25 

o LL 
15 

10 

M =136.4 kA/m P 
r^=10 mm 
r2=11 mm 

o forţa aproximativa 
+ forfa aproximativa blums 
* forţa analitica 

0.4 0.5 0.6 
dezaxarea Al [mm] 

0.8 0.9 

F i g . 2 . 2 . 5 
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2.3 Calculul numeric al lagărului cilindric cu lichid magnetic 

în acest paragraf am urmărit determinarea câmpului magnetic din lagărul 
cilindric pe baza integrării numerice a ecuaţiilor câmpului, şi determinarea 
numerică a forţei portante a lagărului magnetic, [Gr3]. Câmpul magnetic a fost 
determinat numeric, cu precizie ridicată, atât pentru lichide magnetice ideale cu 
caracteristica magnetica presupusă liniară, cât şi pentru lichide magnetice reale cu 
caracteristica magnetică nelineară ridicată experimental. La calculul câmpului am 
folosit programul specializat Maxwell, bazat pe metoda elementelor fmite. Pe baza 
câmpului magnetic determinat numeric, am calculat forţa portantă pentru diferite 
tipuri de lichide magnetice şi magneţi permanenţi la diferite dezaxări ale arborelui. 
Rezultatele numerice obţinute pentru forţa portantă au fost comparate cu cele 
obţinute folosind relaţiile (2.1.50) şi (2.2.29) deduse în paragrafele 2.1.4 şi 
respectiv 2.2.2. 

2.3.1 Stabilirea ecuaţiilor câmpului electromagnetic în lagăr 

Se consideră lagărul cilindric din fig.2.3.1 în care arborele are raza r/ 
şi este magnetizat permanent cu magnetizaţia Mp uniformă, ortogonală pe un plan 
ce conţine axa arborelui, iar cuzinetul este amagnetic şi are raza Arborele este 
presupus dezaxat cu dezaxarea 0i02=Al orientată în sensul magnetizaţiei 
permanente Mp. între arbore şi cuzinet se află lichid magnetic de permeabilitate ///. 
Arborele limitat de suprafaţa Ei şi cuzinetul limitat de suprafaţa au 
permeabilitatea /UQ. 

c u z i n e t 

F i g . 2 . 3 . 1 

Domeniul câmpului magnetic este considerat din trei subdomenii: primul 
reprezintă cilindrul limitat de Ej, al doilea este subdomeniul cuprins între 
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suprafeţele cilindrice Zj şi I2 umplut cu lichid magnetic, iar al treilea este 
subdomeniul din exteriorul lui Z2. 

Câmpul magnetic generat de magnetizaţia permanentă se va considera plan 
paralel, întrucât lungimea lagărului este mult mai mare decât r2. 

Ecuaţiile pe care le satisface câmpul magnetic în cele trei subdomenii se 
obţin din: 
- forma locală a teoremei lui Ampere: /-orH = 0, = (2.3.1) 
- legea lagărului dintre vectorii B, H şi M care împreună cu legea magnetizaţiei 
temporare conduce la: B = / ^ H + M p; (2.3.2) 
- forma locală a legii fluxului magnetic: divB = O (2.3.3) 

Potenţialul magnetic vector A satisface ecuaţiile rot A = 0 şi divA = 0, 
(condiţia de etalonare a lui Coulomb adoptată în general pentru regiuni magnetice 
staţionare). Luând rotorul egalităţii (2.3.2) şi cum, în cazul studiat, rot 11 = 0, 
rezultă: 

= (2.3.4) 
Cum în arborele lagărului (domeniul 7), Mp este un câmp uniform, iar în 

celelalte domenii Mp=0, iar permeabilităţile ţui şi respectiv sunt constante, 
rezultă că în toate cele trei domenii potenţialul magnetic vector satisface o ecuaţie 
de tip Laplace: 

V^ A = 0 (2.3.5) 

(2.3.6) 

în câmpuri plan-paralele, A = ^ şi deci: 
B = - u , X V^ 

iar ecuaţia vectorială (2.3.5) se transfonnă în ecuaţia scalară: 
A = 0 (2.3.7) 

Condiţiile de interfaţă pe 2} se obţin calculând rotorul superficial al egalităţii 
(2.3.2) în care r(9/^H = 0şi (/i^ M p ) = u ^ x M p şi continuitatea 

potenţialului magnetic vector. Se obţin , pe Z/, condiţiile: 

âA^ / ^ \ CPĂ-y 

/ r=r, V y r=r, 

\ ^^R=N ^ -^R=N 

= - / / o (Mp-u J 
(2.3.8) 

1 Pe suprafaţa I2, din egalitatea rof^ H = O, H = — Vx A şi ţinând seama de 
M 

(2.3.6) şi de continuitatea potenţialului magnetic vector, avem: 

âA, âA^ 

~â7 (2.3.9) 
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2.3.2 Calculul numeric al forţei de levitaţie 

Forţa ce se exercită asupra arborelui pe unitatea de lungime, se 
calculează efectuând integrala, [DS2]: 

r : = - d 
Jl., 

B dH dS + C H(B-11)^/5 (2.3.10) 

unde Z, reprezintă suprafaţa cilindmlui de rază r/ şi înălţime unitară, trasată prin 
lichidul magnetic, iar componentele câmpului au fost determinate numeric folosind 
programul Maxwell bazat pe elemente fmite. 

Dacă se lucrează pe porţiunea liniară a curbei de magnetizare a lichidului 
y/ 

magnetic. 
Jb 

1 
B-dH = /// H-dH egalitatea (2.3.10) devine: 

•I) 2 

(2.3.11) 

F i g . 2 . 3 . 2 

Utilizând coordonatele carteziene din fig.2.3.2, pentru care 
B = u ^ + u y, H = u ^ + u y şi ţinând seama că dS = r, u ̂ , 

JC V * * n = u R = cos = — — u , componentele Fx* şi Fy* rezultă din 

(2.3.11) în formele: 
T^N: 

•O V 
An 

hJ- COS6' + / / ^ Hy s>me--H^ cos0 

h/sine + H^H ^ sinO 

dO 

de 

(2.3.12) 

(2.3.13) 
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dl 
Cum dO = —, integralele F / respec t iv F * se execută pe întregul cerc de 

rază Ki, respectiv pe curba T"): 

= 
Ml 

1 «O 

F: = Ml 
f^lnr 

r\ Jb 

dl 

dl 

(2.3.14) 

(2.3.15) 

Determinarea forţelor din (2.3.14) şi (2.3.15) s-a făcut utilizându-se metoda 
Simphson de rezolvare a integralelor. Conturul de integrat, dat de lungimea 
cercului de rază /'/ a fost împărţit în n=IOO segmente egale. Am utilizat programul 
MathCad, schema bloc fiind prezentată în fig.2.3.3. 

2.3.3 Modelarea n um erică şi rezultatele obţin ute 

A fost modelat lagărul cilindric cu lichid magnetic din fig.2.3.1, cu rj=JO 
mm, r2=ll mm, şi a fost determinată forţa portantă pentru diferite lichide 
magnetice şi magnetizaţii permanente ale arborelui, la diferite dezaxări. Modelarea 
şi calculul forţei s-au făcut folosind programul Maxwell al firmei ANSOFT bazat 
pe metoda elementelor finite. La calculul numeric al câmpului s-a avut în vedere 
ecuaţia (2.3.5) pe care o satisface potenţialul magnetic vector A în cele 3 
subdomenii, (fig.2.3.1), şi condiţiile de interfaţă date de (2.3.8) şi (2.3.9). Ca 
elemente finite au fost folosite triunghiuri de ordinul / . S-a folosit o discretizare 
mai fină în zona lichidului magnetic şi imediata vecinătate a acestuia (zona de 
interes pentru calculul forţei). Domeniul a fost discretizat în 7000 de moduri dintre 
care 2500 în lichidul magnetic, (fig.2.3.4). 

F i g . 2 . 3 . 4 
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( S T A R T ) 

Hxi, Hyj, Hi, X, y, 
r,, Al, fir 

Fx 
F, 

=0 
=0 

i= =1 

Fx,=f(x, y, Hxi, Hyi, Hi, r , . Al, |Lir) 
Fyi=f(x, y, Hxi, Hyi, Hi, r , . Al, [i^) 

( S T O P ) 

Fig. 2.3.3 
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Pentru limitarea domeniului modelat s-a avut în vedere relaţia (2.2.13) care 
în cazul nostru se scrie în forma: 

^2max '' 
unde H2ma.x reprezintă intensitatea de câmp maximă la r=r j , iar H2(r) intensitatea de 
câmp într-un punct de rază r exterior cilindrului. 

Dacă se limitează câmpul la domeniul în care H2(r*) este fracţiunea a din 
ti2max, se admite cilindrul de rază: 

1 
r =-F=r, (2.3.16) 

în exteriorul căruia câmpul poate fi considerat nul, (fig.2.3.5). Modelarea s-a făcut 
admiţând a=0.04, ceea ce a dus la r*=5ri=50 mm. 

Fig. 2.3.5 

Cu valorile potenţialului magnetic vector A calculate, se determină inducţia 
câmpului magnetic B cu componentele sale B^ şi By. 

B = =rotA = dA 
dy 

u dA 
u 

ax 
(2.3.17) 

A 
In fig.2.3.6 şi fig.2.3.7 sunt reprezentate variaţiile inducţiei magnetice 5 şi a 

componentelor acesteia după cele 2 direcţii B, şi By, pe circumferinţa cilindrului de 
rază r/, prin lichidul magnetic, la dezaxare Al=0 mm şi respectiv Al=0.8 mm. A 
fost modelat un lagăr cilindric cu ri=W mm, r2=II mm folosind un lichid magnetic 
cu iUri=l-5 şi magnetizaţia permanentă a ai'borelui Mp=I74 KA/m. 

Am modelat lagărul cilindric cu lichid magnetic şi am calculat numeric forţa 
de readucere pentru diferite tipuri de lichide magnetice, liniare şi neliniare (reale), 
cu diferiţi magneţi permanenţi pentru diferite dezaxări. în toate cazurile analizate _ _ 
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dimensiunile lagărului au fost ri=10 mm şi / mm iar magnetul permanent s-a 
considerat că nu se polarizează temporar {ju,.,,,^!). 

Cum era de aşteptat, în toate cazurile analizate, datorită simetriei după axa 
Ov, componenta forţei după direcţia Oy a rezultat nulă, (F,. =0), indiferent de jui 
considerat, sau dezaxarea Al. 

In fig.2.3.8 s-a reprezentat dependenţa forţei de readucere pe unitatea de 
lungime funcţie de dezaxare pentru diferite lichide magnetice considerate liniare, 
Gr2]. S-a folosit un magnet cu M,,=J74 kA/m. Se observă dependenţa liniară a 

forţei funcţie de dezaxare şi modul în care permeabilitatea lichidului magnetic 
influenţează valoarea forţei. 

Dependenţa forţei funcţie de dezaxare este dată în fig.2.3.9 pentru un magnet 
mai puternic, Mp=820 kA/m. 

în fig.2.3.10 şi fig.2.3.11 au fost comparate valorile forţei calculate analitic 
cu (2.1.50) cu cele determinate numeric [DS3]. S-au folosit lichide magnetice cu 
/.i,1=1.15 şi respectiv //,./ =2 şi magneţi permanenţi cu Mp=174 kA/m Mp'^590 
kA/m. Cu "o" s-au trasat curbele determinate analitic folodind (2.1.50), iar cu ' V s-
au trasat curbele determinate numeric. Se constată o foarte bună corespondenţă 
între cele două valori ceea ce confirmă încă o dată, valabilitatea relaţiei (2.1.50). 

In fig.2.3.12, [Gr3], şi fig.2.3.13 s-a prezentat dependenţa forţei funcţie de 
susceptivitatea magnetică a lichidului pentru magneţi cu Mp=174 kA/m şi respectiv 
Mp=820 kA/m la dezaxări Al=0.2 mm şi Al =0.6 mm. Cu "c" au fost trasate valorile 
forţei pe unitatea de lungime obţinute prin calcul analitic folosind (2.1.50), cu 
cele obţinute cu expresia aproximativă (2.2.29), iar cele cu ".v" au fost obţinute pe 
cale numerică. Se observă o corespondenţă foarte bună între valorile forţei obţinute 
folosind (2.1.50) cu cele obţinute numeric. De asemenea se constată o 
corespondenţă foarte bună şi pentru valorile obţinute cu (2.2.29) doar pentru valori 
ale susceptibilităţii magnetice a lichidului până în jurul valorii unu, {fA,.i=2). 
Aceasta se explică prin aceea că la determinarea expresiei analitice aproximative 
(2.2.29), calculul câmpului magnetic s-a făcut în ipoteza că lichidul ce înconjoară 
magnetul permanent este de extensie infinită; aproximare cu atât mai bună cu cât 
susceptivitatea magnetică a lichidului este mai mica, iUri—>l. 

In fig.2.3.14 s-a trasat dependenţa forţei pe unitatea de lungime funcţie de 
magnetizaţia permanentă a magnetului {Mp) pentru diferite dezaxări, [Gr2], [DS3;. 
S-a folosit un lichid cu iu,i=l,5. Se constată o dependenţă pătratică a forţei de 
readucere cu magnetizaţia permanentă, cum rezultă şi din expresiile (2.1.50) şi 
(2.2.29). In (2.1.50), dependenţa pătratică a forţei cu Mp este dată prin constanta 
K„, definită de relaţia (2.1.49). 
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Fig. 2.3.6 

Fig. 2.3.7 

80 

BUPT



Lagăre niaRiietice cu magnet permanent şi lichid maRnetic 
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Modelarea numerică a lagărului a permis calculul numeric al forţei de 
readucere şi în cazul lichide reale, când caracteristica de magnetizare este neliniară. 

în fig.2.3.15, fig.2.3.17, fig.2.3.19 şi fig.2.3.21 sunt prezentate dependenţele 
M=f(H) ridicate experimental în laboratorul de lichide magnetice şi curbele de 
magnetizare corespunzătoare, B=f(H), pentru diferite lichide magnetice bazate pe 
petrol sau ulei de transformator, 

în fig.2.3.16, fig.2.3.18, fig.2.3.20 şi fig.2.3.22 a fost calculată numeric forţa 
de readucere funcţie de dezaxare folosind aceste lichide reale, fiind trasate curbele 
cu "o". Cu ".v" au fost trasate curbele corespunzătoare lichidului aproximat liniar. 
Se constată o bună corespondenţă între aceste perechi de curbe. 
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3 LAGĂR CU POLI ALTERNANŢI ŞI LICHID MAGNETIC 

Una dintre aplicaţiile interesante cu lichide magnetice o reprezintă lagărele 
magnetice. De la producerea primelor lichide magnetice au fost propuse numeroase 
tipuri constructive de lagăre magnetice cu lichide magnetice, [Lui]. Lagărul 
magnetic cu poli alternanţi plasaţi în stator şi lichid magnetic în interstiţiul dintre 
stator şi rotorul amagnetic a fost propus pentru prima dată de Rosensweig, [Ro2;. 
Expresia forţei de readucere pentru această structură de tip „sandvvich" a polilor, 
alcătuiţi din magneţi pemianenţi cu magnetizaţii permanente radiale, a fost 
determinată funcţie de dimensiunile geometrice ale lagărului şi a proprietăţilor 
magnetice ale acestuia. 
Un calcul analitic al acestui tip de lagăr magnetic în regim staţionar, a fost 
dezvoltat în [Bel] şi [DS4]. în [Bjl] este tratat calculul numeric al acestui tip de 
lagăr, considerând câmpul magnetic plan paralel. 

în acest capitol propun lagărul hidrostatic cu poli alternanţi plasaţi în rotor, 
pentru care dezvolt un calcul analitic aproximativ de determinare a forţei de 
readucere şi o analiză numerică a acestui tip de lagăr. 

3.1 Calculul analitic al lagărului cu poli alternanţi plasaţi în stator 

Lagărul magnetic cu poli alternanţi plasaţi în stator este prezentat schematic 
înfig.3.1.1. 

F i g . 3 . 1 . 1 
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CERCETĂRI PRIVIND LAGÂRL'LE CILINDRICE CU LICHID MAGNETIC 

Sunt puse în evidenţă trei regiuni disticte: 
• statorul 1 de rază Rj în care sunt plasaţi polii cu succesiune alemantă N-S-N-

S...; polii reprezintă magneţi permanenţi, de formă toroidală, cu magnetizaţie 
radială constantă Mp şi de permeabilitate magnetică constantă 

• lichidul magnetic 2 considerat liniar şi de permeabilitate /ui=fUo/̂ ri constantă; 
• rotorul 3 (arborele lagărului) de rază Rj considerat amagnetic şi de 

permeabilitate JUQ. 
Deplasarea dintre axa rotorului şi a statorului s-a notat cu A. Datorită excen-

tricităţii A, asupra arborelui se exercită o forţă de readucere care tinde să aducă 
rotoml în poziţia de echilibru (când axa rotorului coincide cu axa statorului). 

în [Belj pentru calculul forţei de readucere se foloseşte expresia [DS5], 
Ro2 

1 

MdH + -Ml 
2 " Jb 

dS (3.1.1) 

care reprezintă forţa rezultantă ce se exercită asupra unui corp amagnetic, imersat 
într-un lichid magnetic, supus unui câmp magnetic (efectul levitaţiei de ordinul 1). 

In relaţia (3.1.1), ZQ reprezintă suprafaţa de separaţie între lichidul 
magnetic şi arbore iar dS este vectorul element de suprafaţă orientat spre exteriorul 
lichidului, fig.3.1.1. 

Pentru calculul câmpului se consideră polii de extensie radială infinită şi 
extensie infinită după axa lagărului. In aceste condiţii repartiţia dreptunghiulară a 
magnetizaţiei permanente generată de succesiunea de poli, se descompune în serie 
Fourier în forma: 

oci 

M p M sm{vkz) u , (3.1.2) 
1̂=1 

în (3.1.2), k reprezintă numărul de undă, k=2n/Ă, cu Ă=2(lo+lp) lungimea de 
undă iar Mp^ reprezintă amplitudinea armonicii de ordinul v corespunzătoare 
repartiţiei dreptunghiulare a magnetizaţiei peiTnanente. 

Câmpul magnetic poate fi determinat analitic în două moduri. Fie 
considerând arborele concentric cu axul lagărului astfel încât să rezulte un câmp 
plan-meridian, fie calculând câmpul în absenţa lichidului magnetic (când întreg 
spaţiul din jurul polilor are permeabilitatea /Jo). 

La calculul câmpului se pleacă de la ecuaţiile câmpului divB=0 şi rot H=0 
satisfăcute în punctele lagărului, M = -1)H în lichidul magnetic şi rot^ H = 0 , 
div ^ B=0 la suprafeţele de separaţie dintre mediile lagărului. 

Cu valorile câmpului magnetic determinate analitic, în [Bel] se calculează 
presiunea magnetică medie (normală) la suprafaţa de separaţie dintre lichid şi 
arbore în forma: 
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1 \ 0 0 - 2 i ' / v ( ( V - A c o s ^ y ) 

(3.1.3) 

~2vk {S-^cos()) 

în care: 
/Uri reprezintă permeabilitatea relativă a lichidului magnetic; 
A - dazaxarea rotorului faţă de axa lagărului; 
S^Rj-Ri - dazaxarea maximă. 

Se calculează forţa exercitată pe jumătate din lungimea de undă, Ă\2, 
integrându-se presiunea magnetică (3.1.3) pe periferia rotorului corespunzător unui 
pol. 

Pentru calculul forţei de readucere, se va face integrala pe cercul 
corespunzător suprafeţei de separaţie dintre arbore şi lichid, prezentând interes 
doar componenta forţei în direcţia dezaxării maxime. 

în [Bel], pentru forţa de readucere pe unitatea de lungime la dezaxarea A, 
s-a obţinut expresia: 

n ( ^ ^ • ^ n 
r 

V v=\ /i = 0 
(3.1.4) 

unde // reprezintă funcţia Bessell modificată de speţa 1 şi ordinul 1. 
Pentru dezaxarea maximă A=5, luându-se în considerare doar armonica 

fundamentală, expresia forţei de readucere pe unitatea de lungime devine: 

(3.1.5) 

3.2 Calculul analitic aproximativ al lagărului cu poli alternanţi plasaţi în 
stator 

3.2.1 Calculul analitic aproximativ al câmpului magnetic într-un lagăr cu lichid 
magnetic şi poli alternanţi plasaţi în stator 

Pentru lagărul magnetic cu poli alternanţi plasaţi în stator, cu dimensiunile 
geometrice date în fig.3.1.1, se consideră că polii alternanţi sunt de extensiune 
radială infinită. 

Calculul analitic aproximativ al câmpului magnetic în lagăr se face adoptând 
modelul plan paralel din fig.3.2.1 asociat lagărului, [DS4], [BIT. 
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U, 

Stator M. 

Rotor 

Fig. 3.2.1 

Sunt puse în evidenţă cele trei regiuni distincte: 
• statorul cu magneţii permanenţi având permeabilitatea magnetică 

constantă şi magnetizaţia permanentă radială Mp constantă; 
• lichidul magnetic considerat liniar de permeabilitate magnetică /ui=/uoMri 

constantă; 
• arborele magnetic de permeabilitate /JQ. 
Aşa cum se precizează în [DS4], pentru lagărul cu poli alternanţi plasaţi în stator 

se poate aproxima magnetizaţia permanentă printr-o funcţie de forma: 
cos u ^ - sin u y j (3.2.1) 

cu V > h, în care Mq = constant, k=7i/d ş\d = lp + Iq. 
In fiecare din cele trei regiuni, intensitatea câmpului magnetic este un vector 

irotaţional, rc/^Hj^O , i=I,2,3 şi ca urmare derivă dintr-un potenţial magnetic 
scalar VH„ HJ^-V^^/^,. 

Având în vedere ecuaţiile pe care le satisface câmpul în cele trei domenii: 
^//vBi=0, 1=1,2,3, în mediul 7, în lichidul 
magnetic 2, B3 = /iy H 3 în mediul 5, rezultă că 

, / = 1,3 (3.2.2) 
iar potenţialul magnetic scalar satisface o ecuaţie de tip Laplace în fiecare din cele 
trei regiuni: 

d'v Hi 
= 0 , / = 1,3 (3.2.3) 

a.v- a;;^ 
Utilizând metoda separării variabilelor, soluţia generală a ecuaţiei de tip 

Laplace scrisă în forma: 

)(C, smhc+Cj coskx) (3.2.4) 
conduce la soluţiile particulare corespunzătoare fiecărei regiuni, în forma: 
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V,,^ =A2e''' sinkx (3.2.5) 

Cele pati'u constante de integrare din (3.2.5) se determină din condiţiile de 
interfaţă scrise pe suprafeţele S12 şi S23 referitoare la continuitatea potenţialului 
magnetic scalar şi egalitatea componentelor normale ale inducţiei magnetice. 
Acestea se scriu cum unnează: 

pe S12: / \ 

M 
dv 'dv " 

V / 
= Mi 

y=h V 

/ / 

a>' 
= - // o M o sin kx 

(3.2.6) 

• pe S2}: 
/ / — / / 

(3.2.7) 

5>. , - / "o 
>•=0 a y J 

Rezolvând sistemul (3.2.6) şi (3.2.7), expresiile constantelor de integrare 
rezultă în forma: 

-kh M 

C , = 

M^e' 

2k 
c. 

(3.2.8) 

unde iUr şi l̂ ri reprezintă permeabilitatea relative ale statorului şi respectiv lichidului 
magnetic. 

Având în vedere (3.2.5) şi (3.2.8), intensităţile câmpului magnetic în cele 
trei domenii devin: 

H j ^̂  = u +sin/:x u ^ 
Mr+I^r, 

( - cos u X - sin Aix u ) 

H3 = -VK^ = ^ shky+chky]coskxu chky + shky)smkx\x 

(3.2.9) 
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De remarcat că pentru y^^h atât inducţia magnetică cât şi intensitatea 
câmpului magnetic din mediul 7 şi 2 sunt egale. A 

într-adevăr, din (3.2.9): 

jj M Q / \ 

Din B , = / / H , +//()M = IcosAxu ^-sinA:xu j, rezultă: 

^r+Mr, 

Ml ^O iar din B 2 / H 2 r e z u l t ă = , deci 81=82. 
Mr-^Mr, 

3.2.2 Calculul forţei de levitaţie 

Forţa netă exercită asupra unui corp amagnetic, inversat într-un lichid 
magnetic, supus unui câmp magnetic exterior (efectul levitaţiei de ordinul 1) se 
poate exprima în forma: [DS5], [Ro2]: 

2 w/ M 
MdH 

•o 
dS (3.2.10) 

în care I reprezintă suprafaţa ce limitează corpul amagnetic trasată prin lichidul 
magnetic iar dS reprezintă vectorul unitate de suprafaţă orientat spre exteriorul 
corpului amagnetic. 

în cazul lagărului cu poli alternanţi plasaţi în stator, corpul amagnetic este 
considera arborele care levitează în lichidul magnetic, suprafaţa fiind suprafaţa 
de separaţie dintre arbore şi lichid trasată prin lichidul magnetic (fig. 3.2.2). 

S2-3 

1̂0 

i i i 
' v 

> 3 2 ' 

Fig. 3.2.2 
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Laĵ ă̂r cu poli alternanţi şi lichid magnctic 

Considerând lichidul magnetic liniar, M = H = - i j H , relaţia (3.2.10) 

devine: 

F = - C 
» 

(3.2.11) 
tfL 

Rezultă că pe suprafaţa de separaţie dintre arbore şi lichid, tensiunea 
normală este: 

t n (3.2.12) 

în particular, pe suprafaţa Sj ,̂ (fig.3.2.2), tensiunea este: 

H' \H' ' 

Mi-Mo ( . 2 ; 2, \ = -i t r W r sm A:x + cos kxju 
2 V'r^^rJ ' 

(3.2.13) 

Tensiunea pe suprafaţa Sjy, (fig.3.2.2), este: 
2 -2A-/i2 

t n, - 1 , (u,, I ' ' sin ^ cos ^ kx)» , (3.2.14) 
2 V'r+^rJ 

t n l « y j = t n . + t „ = T [fi sin ^ Lx + cos ^ A:v) u 

Tensiunea rezultantă pe cele două feţe ale suprafeţei de separaţie dintre 
arbore şi lichidul magnetic va fi: 

(3.2.15) 
Forţa exercitată pe lungimea d a arborelui (jumătate din lungimea de undă, 

d=A/2), este dată de: 

Fd = tn Mld 
2 O 

-Ikh. -2kh, e —e u (3.2.16) 

Pentru fig. 3.2.2 se poate scrie relaţia: 
(3.2.17) 

şi considerând aproximaţia de ordinul / (se neglijează termenii de ordinul 2, 
Sh,, se obţine: 

/7,=^ + Asin6>, (3.2.18) 
unde cu A s-a notat dezaxarea curentă iar cu S dezaxarea maximă, ^ = 2 ~ ^ i • 

Cu (3.2.18), relaţia (3.2.16) devine: 
Mo -1) 

F^ = ) ^ ' ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ " y ^^^ 

Forţa pe unitatea de lungime rezultă în forma: 
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F * 
/^o k - i j (3.2.20) 

Pentru a calcula forţa de readucere, FR*, se va integra componenta forţei F 
în direcţia lui de orientare u, fig.3.2.2, adică componenta F * sin ^ : 

F* s m O R , d e = VL 2 
Jo 

F^smOR^dO (3.2.21) 

St obţine : 

-2A J 
•O 

sin6' s h { 2 k ^ s m e ) d e (3.2.22) 

Efectuând dezvoltarea în serie a fiancţiei sh{lkI^sin6), rezultă : 

JD 
de (3.2.23) 

Din : 

In 
sm + 

/i-i z 
k=\ 

^ (2«-l)(2«-3).. .(2«-2Â: + l) . 
sm ln-2k + \ G + 

(2/z-l)!! 
2"n\ 

se obţine : 
l " n \ 2 

(3.2.24) 

(3.2.25) 

iar (3.2.23) devine: 

F R = U 

' • / / 

1 + z 
// = 2 

(/7-1)!«! 
(3.2.26) 

Pentru dezaxarea maximă, limitându-ne la primii doi termeni ai 
dezvoltării, A « l ) , forţa de readucere pe unitatea de lungime a arborelui devine: 

- - t ^ f { x ) (3.2.27) F R = U 

unde s-a făcut notaţia şi f{x)=e 
3 \ 

(3.2.28) 

Maximul pentru f [ x ) rezultă din condiţia /'(.x)=0 şi se obţine ecuaţia: 

(3.2.29) 
3 3 . 

2 
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1 
care, cu substitutia r = .v— devine: 

2 
(3.2.30) 

4 4 
Aşa cum s-a arătat în [DS4], ecuaţia (3.2.30) în z are o soluţie reală pentru 

z 1=0.194, ceea ce corespunde pentru XI=0.694 şi atunci f(xi)=0.215, valoare ce 
corespunde forţei de readucere maximă. Funcţia f(x) este reprezentată în fig.3.2.3. 
Se poate observa că aceasta variază lent în jurul valorii maxime. Astfel, pe un 
inter\'al de variaţie a lui .v cuprins între 0.55 - 0.80, f(x) variază doar de la 0.2/J la 
0.213, cu maximul amintit de 0.215. 

Fig. 3.2.3 

Relaţia analitică aproximativă (3.2.27) este utilă pentru o analiză preliminară 
a lagărului. Se pot trage concluzii asupra modului în care dimensiunile geometrice 
ale lagărului şi proprietăţile magnetice ale materialelor influenţează forţa de 
readucere a arborelui. Expresia obţinută permite optimizarea unor dimensiuni 
geometrice astfel încât forţa de readucere să fie maximă. 

3.3 Calculul numeric al lagărului cu poli alternanţi plasaţi în stator 

3.3.1 Calculul numeric aproximativ al câmpului magnetic folosind MEF-2D 

In fig.3.3.1 este prezentată schiţa unui lagăr real cu lichid magnetic, 
având poli alternanţi plasaţi în stator. Faţă de calculul analitic al lagărului făcut în 
paragrafele 3.1 şi 3.2, polii alternanţi au extensie radială fmită, hp. Ei sunt de formă 
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toroidală magnetizaţi cu magnetizaţie permanentă constantă de orientare radială, 
Mp=A//,Ur sau Mp=-M^Ur după cum magnetul pennanent are polul N spre exteriorul 
sau spre interiorul său. 

• Ş-- •N. s N s N; 

N s N S n' S 1 hp r 

i 
Ri 

R2 

N s N 

N 
d 

S 
— ^ 

S 

i i 

Fig. 3.3.1 

N 

'p K—• Io 
O 

N 

Modelarea lagărului din fig.3.3.1 a fost făcută numeric în [Bjl], folosindu-se 
un program bidimensional bazat pe metoda elementelor finite (MEF-2D). în 2D nu 
se pot determina valorile câmpului pe suprafaţa laterală a arborelui atunci când 
acesta este plasat excentric faţă de axa statorului, deoarece câmpul nu prezintă 
simetrie plan meridiană. Metoda de aproximare pentru calculul câmpului magnetic 
cu un model 2D, folosită în [Bjl], se bazează pe faptul că permeabilitatea 
magnetică a lichidului magnetic este apropiată de / , (7.7-7.2), ceea ce face ca 
spectrul câmpului să nu se modifice substanţial datorită prezenţei lichidului 
magnetic. 

Acceptând că prin rezolvarea în 2D, în absenţa lichidului magnetic, se obţine 
o distribuţie a câmpului magnetic puţin modificată faţă de situaţia în care acesta 
este prezent, se pot obţine valorile câmpului în toate punctele din interiorul 
lagărului magnetic. De prezenţa lichidului magnetic se va ţine seama în expresia 
forţei ce va fi calculată prin integrare numerică. 

Cu aproximarea menţionată, câmpul devine plan-meridian. Ţinând seama de 
planul de simetrie al lagărului, se poate modela un sfert dintr-o secţiune în lungul 
axei lagărului, fig.3.3.2. 

Condiţiile de frontieră ale modelului plan-paralel analizat sunt prezentate în 
fig.3.3.2. 

în urma soluţionării problemei distribuţiei câmpului magnetic, se obţin 
valorile componentelor inducţiei magnetice Br şi B. după direcţia radială şi 
respectiv axa z. 
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"X" 

nrO 

s N s 

xN/ xS/ 

dV / / 

dn 
= 0 

Fig. 3.3.2 

3.3.2 Calculul numeric al forţei de readucere 

în [Bjl] se acceptă că rotorul ocupă o poziţie excentrică faţă de axa 
lagărului, în distribuţia de câmp magnetic (considerat plan-meridian) obţinută prin 
MEF-2D. în acest fel, punctele de pe periferia rotorului, în orice secţiune 
perpendiculară pe axa lagărului, se vor găsi la diferite distanţe faţă de axa 
statorului. Aceste distanţe sunt cuprinse între o valoare minimă, r„,i,=Rre şi o 
valoare maximă, r„,ax=Ri+e, fig.3.3.3. 

Fig. 3.3.3 

O valoare curentă a acestei distanţe, corespunzătoare punctului „k" de pe 
rotor, a fost notată cu rj^, fig.3.3.3. 

Pentru calculul forţei de readucere se aplică, [DS5], [Ro2]: 
M 

MdH dS (3.3.1) 
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unde Io reprezintă suprafaţa de separaţie dintre arbore şi lichid trasată prin lichidul 
magnetic iar dS reprezintă vectorul unitate de suprafaţă orientat spre exteriorul 
arborelui. Din motive de simetrie, calculul integralei din (3.3.1) se reduce la 
calculul integralei pe suprafaţa laterală a rotorului. 

într-un punct de pe periferia rotorului există trei componente ale câmpului 
faţă de referenţialul legat de axa rotorului, aşa cum se vede în fig.3.3.3. Faţă de 
suprafaţa laterală a rotorului, câmpul este tridimensional: 
• componenta Bz este aceeaşi cu componenta Bz' corespunzătoare referenţialului 

legat de lagăr (de stator); detenninată tabelar în urma modelării numerice; 
• componenta Be care din condiţii de simetrie, nu va produce nici un efect în forţa 

de readucere; 
• componenta radială, care în referenţialul legat de arbore, este: 

B , cosa-u cos{e-0')u^ (3.3.2) 

unde s-a ţinut seama că 0=a+0, fig.3.3.3, iar Br reprezintă componenta radială 
corespunzătoare referenţialului legat de lagăr (de stator), determinată tabelar în 
urma modelării numerice. 

Ţinând seama de faptul că lichidul este considerat mediu liniar: 

MdH (3.3.3) 
2 2/i/ 

'mx M relaţia (3.3.1) devine: 

m c 

/^o 
C 

u-X 
2 ^ r + T" dS = 

B dS = C HrBl+Bl dS 

(3.3.4) 
In relaţia (3.3.3) s-a ţinut seama de faptul că în forţa de readucere ce 

acţionează asupra arborelui, contribuţia componentei Be, din condiţii de simetrie, 
este nulă. 

Pentru a calcula forţa de readucere, prezintă interes doar componenta forţei 
după direcţia excentricităţii e, singura diferită de zero: 

[MrB^+B^ dS cos o (3.3.5) 

suprafaţa laterală a rotorului cilindric elementul de suprafaţă se scrie: 
dS = R,dedz ' (3.3.6) 
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şi având în vedere că B cos 0-0 ) şi B.=B., cu Br şi B. determinate 
tabelar în unna modelării numerice a modelului aproximativ din fig.3.3.2, expresia 
forţei de readucere corespunzătoare unui pol de extensie axială va fi: 

F, ^R, f dz f \^i,.B',\0,zyos'[0-0'yB''[0^z) 
Jo Jo 

cosOdO (3.3.7) 

Integrala dublă din (3.3.7) se poate efectua fie după O şi apoi după z, fie 
invers. Ca modalitate de integrare numerică, în [Bjl] a fost aleasă integrala întâi 
după ^şi apoi după z. Pentru un z dat, cu valorile câmpului obţinute din modelarea 
numerică, s-a calculat numeric integrala: 

cos o dO (3.3.8) 

Integrala numerică se poate face folosind metoda Simphson, metoda 
trapezelor sau metoda dreptunghiurilor de integrare. Pe semicercul arborelui de 
rază Rj pe care se face integrarea se vor considera n puncte în care se cunosc 
componentele câmpului. 

Lungimea axială corespunzătoare unui pol, d, este divizată prin „«" puncte 
în „n - / " intervale (egale între ele sau inegale). Cu (3.3.8) se calculează integrala 
corespunzătoare unui interval (pentru un z), rezultând apoi din (3.3.7) prin 
însumare, forţa de readucere corespunzătoare unui pol. 

Pentru a obţine forţa pe unitatea de lungime a axului lagărului cu lichid 
magnetic, forţa calculată numeric cu expresia (3.3.7) se raportează la lungimea 
polului: 

(3.3.9) 
d 

Calculul numeric al forţei de readucere folosind MEF-2D este un calcul 
aproximativ. Calculul câmpului, pentru a admite un model plan-paralel, s-a făcut în 
absenţa lichidului magnetic, situaţie cu atât mai reală cu cât lichidul magnetic are 
permeabilitatea relativă mai apropiată de 7, Integrala din (3.3.7) a fost 
calculată numeric, precizia ei fiind cu atât mai mare cu cât se consideră mai multe 
plane perpendiculare pe axa z în care se calculează o integrală de tipul celui din 
(3.3.8), iar semicercul corespunzător arborelui este împărţit într-un număr cât mai 
mare de puncte în care se cunosc componentele câmpului. 

Un calcul numeric mai exact al câmpului ar necesita un program folosind 
MEF-3D, care ar modela mai exact lagărul magnetic. în cazul 3D este posibilă şi 
analiza lagărului cu lichid real (cu caracteristică neliniară). 

Rezultatele numerice ale forţei de readucere pentru diferite cazuri analizate 
în [Bjl], folosind MEF-2D sunt comparabile cu cele obţinute prin alte procedee 
(analitice), ceea ce arată că, cu toate aproximările făcute, precizia de calcul a forţei 
de readucere este relativ bună. 
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3.4 Calculul analitic al lagărului cu poli alternanţi cu plasaţi în rotor 

Calculul analitic şi numeric al lagărului cu lichid magnetic şi poli alternanţi 
plasaţi în stator este cunoscut în literatura de specialitate şi a fost prezentat succint 
în paragrafele 3.1, 3.2 şi 3.3. în unele aplicaţii care folosesc lagăre cu poli 
alternanţi ar putea fi impusă condiţia ca polii alternanţi să fie plasaţi în rotor. In 
acest paragraf propun un nou tip de lagăr cu poli alternanţi plasaţi în rotor pentru 
care voi realiza un calcul analitic aproximativ. Se consideră cazul lagărului cu poli 
alternanţi plasaţi în rotor şi lichid magnetic când polii alternanţi nu se 
magnetizează temporar, [DS6], [DS7]. Voi stabili o expresie analitică a forţei de 
readucere ce se exercită asupra rotorului, presupus realizat cu magneţi permanenţi 
alternanţi, al unui lagăr hidrostatic având în spaţiul dintre stator şi rotor, lichid 
magnetic. Expresia obţinută permite optimizarea unor dimensiuni geometrice ale 
lagărului şi oferă indicaţii privind influenţa unor mărimi magnetice asupra forţei 
magnetice de sustentaţie, [DS6], [DS7\ 

3.4,1 Calculul analitic aproximativ al câmpului magnetic 

Schiţa unui lagăr cu poli alternanţi plasaţi în rotor şi lichid magnetic este 
prezentată în fig.3.4.1. 

© 

© 
®i 

N 
N N 

mo! 

N jS N N 

r̂  
wA 

Fig. 3.4.1 

Deplasarea între axele rotorului şi statorului s-a notat cu A. Lichidul 
magnetic, considerat în continuare mediu liniar de permeabilitate /i/, ocupă spaţiul 
dintre rotor şi stator. 

Pentru a obţine informaţii cu privire la dependenţa dintre forţa de readucere 
exercitată asupra rotorului şi dimensiunile lagărului am adoptat modelul din 
fig.3.4.2, în care câmpul magnetic este considerat plan-paralel. 
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Fig. 3.4.2 

Magnetul permanent este presupus astfel magnetizat încât magnetizaţia 
permanentă Mp este radială, de divergenţă nulă şi având o repartiţie 
dreptunghiulară pe suprafeţele r = /-/ şi r = /s ,fig.3.4.3b). 
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Fig. 3.4.3 

Cu notaţiile din fig.3.4.3 a), având în vedere simetria cilindrică a câmpului 
Mp şi faptul că divM p =0 , se poate scrie M ^^ ITT r2l p=M ^^ Inr^ adică: 

(3.4.1.) M ^ =M ^ — 
Pl P\ ^ P\ 

Magnetizaţiile Mp2 şi Mpj reprezintă magnetizaţiile permanente la r = r2 şi 
r = ri. 

Repartiţia dreptunghiulară periodică Mp din fig.3.4.3b) se poate descompune 
în armonici folosind seriile Fourier. Deoarece repartiţia dreptunghiulară reprezintă 
o funcţie pară şi antisimetrică, descompunerea în serii va conţine numai armonici 
în sinus de ordin impar. 
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în continuare voi considera doar armonica fundamentală a repartiţiei 
dreptunghiulare, care pe suprafaţa r = /'2 are valoarea: 

W 0 2 = 7 
^ Jb 

M „ sin kxdx Pi (3.4.2) 

In 
unde Ă=2ln+2lo reprezintă lungimea de undă, iar k=— este numărul de undă. 

A 

Rezultă cosk—-cosk 
2 

L 

avem: 
TT 2 

/ TT Ip 
Şl c u m k—= k — 

2 2 2 

(3.4.3) 

iar armonica fundamentală se scrie în forma: 
4 I 

M2{X)=MQ2 s\nkx=—Mp^ smk-^sinkx 

Analog pe suprafaţa r=r/, amplitudinea fundamentalei este: 

K P\ 2 K 
iar armonica fundamentală se scrie în forma: 

/ X 4 
n 

P2 

^M ^ sink-^ 
P2 2 

(3.4.4) 

(3.4.5) 

(3.4.6) 

în toate cele patru domenii ale lagărului puse în evidenţă de modelul 
matematic din fig.3.4.2, potenţialul magnetic scalar VH satisface o ecuaţie de tip 
Laplace: / = 1,4 deoarece divB=0, rotH=0, divMp=0 şi 

B=//,„ H + /iQ M p în mediul 2, B = / i / H în lichidul magnetic 3 şi B = / / oH în 

mediile 1 şi 4. 
Utilizând metoda separării variabilelor soluţia ecuaţiei lui Laplace rezultă în 

forma: 
V^, +/i2e"^'^')(c,'sinĂJc + C2C0s/a:) (3.4.7) 

Cum în mediile 1 ş\ 4 câmpul scade când y creşte şi având în vedere 
repartiţiile (3.4.4) şi (3.4.6) ale lui Mp, se vor folosi soluţii de forma: 

= C, sxnkx 

( ^ , ' . \ (3-4.8) 

Cele şase constante de integrare din egalităţile (3.4.8) se vor determina din 
condiţiile de interfaţă scnse pe suprafeţele S^2{y=0), ^23 
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5 34 (>'2 =hp +/;,), ce constau îii continuitatea potenţialelor şi egalitatea 
componentelor normale ale inducţiei magnetice. Acestea se scriu cum urmează: 
• pe Si2\ 

O (v f^//,) u V f / M ,) u y , 

sau 

dV H\ 
dv -Mr. 

oy 

y y=0 
dy 

= -M 01 ' 
/ j'=0 

pe 823-. 

sau 

{ '̂,„ ^ V n i - M » M u , = (V u , , 

l^r 
dV^,) fdV ^ 

dy -Mrl 
/ v = 

H3 

>•=>1 
= M 02 ' 

^ >=>1 
• P^Ssj: 

sau 

y=y2 

n 
dV, H2 

8y yy = y2 V 

dV. H4, 
3y j , . yi 

Cu (3.4.8) relaţiile anterioare devin: 
C| = c2 + c , 

C 2 ^ \ 5 

C4 £"2 + C5 = C5 , 

(3.4.10) 

kh kh. M 
în care s-au folosit notaţiile : ^, ^ e " " " , £ 2 = e"" ' , w, = —— şi ^ 2 = 

M 02 
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Sistemul algebric liniar (3.4.9) determină univoc cele şase constante de 
integrare. Pentru rezolvarea analitică a sistemului s-a considerat că magneţii 
permanenţi nu se magnetizează temporar, firm-i- în aceste condiţii sistemul 
(3.4.9) devine: 

C, - C2 +C3 = - / « , , 
2 . ^ ^ „ 2 ^ 3 — ̂  4^1 ^ 5 ' 

C 2 +C5 , 

iar expresiile constantelor de integrare rezultă în forma: 

2 
1 ' 

(3.4.10) 

C2 = 

^3 = 

5 

ni 

C , = C 2 + C 3 , 

c . = c, 

(3.4.11) 

Intensităţile de câmp în cele patru domenii sunt: 
H , ( co sb ru , + s i n ^ U y ) , 

(3.4.12) 

Calculul forţei de levitaţie 

La echilibru forţa ce se exercită asupra arborelui este egală şi de semn opus 
cu forţa ce acţionează asupra statorului şi are expresia, [Rol], [DS2]: 
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M 
MdH dS (3.4.13) 

în care Io reprezintă suprafaţa de separaţie înti-e lichidul magnetic şi stator iar 
dS = dSn^^ reprezintă vectorul element de suprafaţă orientat spre exteriorul 
lichidului magnetic, fig.3.4.4. 
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N 

Fig. 3.4.4 

Considerând lichidul magnetic liniar de susceptivitate Xmi, magnetizaţia fiind 
proporţională cu intensitatea câmpului, rezultă: 

MdH = x,n , Ml=\fu^ -^f şi integrantul din (3.4.13) obţine 
•ţ) 

forma: 
2 fiH M 

+ MdH = 
4) 

Ca urmare expresia (3.4.13) a forţei exercitate asupra arborelui devine: 

K - i j 
C 

34 
dS, 

ceea ce pune în evidentă tensiunea normală: 

t n „ = - / ' o — u (3.4.14) 

Se calculează, în continuare, forţa ce se exercită pe lungimea X/2, fig.3.4.4. 
Observând că t „ ^̂  2) = ? „ 2) u ^ iar pe faţa simetrică t „ ^̂  (>' 2) = 2)(- " y). 
se obţine o tensiune rezultantă sub forma: 

t „ = t „ 3 j > ' 2 ) + t „ ^ ( y ^ ) = l / „ ( > ' , ) J u , , , (3.4.15) 
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în care y i ^ h ^ + h ^ şi y'^ = fig.3.4.4. 
Ca urmare, utilizând expresia (3.4.14), rezultă: 

f'r, •M H l - H ^ . Ix h u , , (3.4.16) 

unde prin indicii notaţi cu prim s-au notat componentele normală şi tangentă ale 
intensităţii câmpului magnetic la suprafaţa y2 respectiv fară prim la suprafaţa y2, 
toate componentele fiind calculate în puncte din lichid (mediul 3). 

Cu (3.4.12) avem: 

4 c 

V / 

4 t + c 5 

sinA:x , 
(3.4.17) 

C + Cc e coskx , 

în care C4 şi C5 au valorile din (3.4.11) în care s-au înlocuit şi £2 cu noile 

valon f I = f , Şl f 2 = ^ = f I e . 
Rezultă : 

ele""-'-C.'e"" +Cle 2 Jky', ^ 2 -2t>-j 
O C C 

-2(c4C5-C4C5)]s in^A:x , 

2 - 2 k yi + 

-H2(c4C5-C4C5)]cos^yb . 

Forţa pe lungimea ^ va f i : 

Fx/2 =--"0 
(3.4.18) 

u 

în care s-a folosit: 
M/2 

sin ^ X dx = 
/%l/2 

cos X dx = — . 

Utilizând relaţiile dintre hi şi /Î̂ , fig.3.4.5, [DS4], avem: ĥ  = J-hAsin6', 

h, = 6-^s\ne, unde cum indică fig.3.4.5, A este dezaxarea iar S = r^-r2. 
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Rezultă: //, - /z 2 = 2 A sin ^ = 2 A , cu A = A sin ^ şi cum 2 + 2 A se 

obţine: ~2A' =>'2 - 2 A ' . 
înlocuind pe>ş în (3.4.18) se obţine: 

V: 2 _ ^ • ̂  -4A-A ^ 4 e 
. \ 

+ 

+ e - I k V C 5 - C , e •2 

(3.4.19) 

Fig. 3.4.5 

Utilizând expresiile constantelor din (3.4.11) se poate scrie: 

£ c c -c c - ' 
- l 

Şl 

C4 

/ 

y". +1 

\ 

2 A / l , 

(3.4.20) 

Mr, - l 

(3.4.21) 
în care s-au neglijat termenii ce conţin permeabilitatea relativă în raport cu 
exponenţialele. 

Pentru constanta Q din (3.4.11) se poate folosi aproximarea: 

C^ - 4 4A/j, 

şi cu aceasta (3.4.20) obţine forma: 
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C4 C5 C4 C5 — 
/ 

3 V 

-2kh^ -Ikhy e -e (3.4.23) 

Primul termen din (3.4.19) notat în continuare cu F, ' devine: 

Fu/2 — k ^ Ă C l i e +e 
4 4^ / ; , l , 

4^(/l,-/I2) 4A-A' u 

(3.4.24) 
deoarece: 

2 2A//, / 

Mr, - l 

Cum =£2 = ef iar h ^ - h j =2A , relaţia (3.4.24) se pune în 
forma: 

F0./2 - ->"0 
8 

k^ĂC^ef { e " ' " - e ^ ' ^ ' e " - " ' 1+ 2k/i ( l - e ' ' ' ) u„ = 

= -^0 
z. 2 3 ^ 2 / , 1 u 

Cu (3.4.22) expresia anterioară se scrie: 

Fix/2 - -Mo — 

(3.4.25) 

(3.4.26) 

Deoarece /z, =<5 + Asin^, forţa pe unitatea de lungime corespunzătoare 
primului termen din (3.4.18) rezultă în forma: 

4 

n 
•e-"''^ sh{2kAsmO)u^ (3.4.27) 

Al doilea termen din (3.4.19) notat în continuare cu F j va avea expresia: 

F2 x/2 = -M O , (3.4.28) 
2 4 

şi având în vedere (3.4.23), se scrie în forma: 
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2 X/2 
/ -2̂ /1-, -2A/i, 
U? " - e IU (3.4.29) 

Cum h^=S + As'mO şi //2 = ^-Asin^? , forţa pe unitatea de lungime 
corespunzătoare celui de-al doilea termen din (3.4.19) rezultă în forma: 

F2X/2 F, = 
m, + nijS Y 

Ă/2 
sh{2kAs'me)u^. (3.4.30) 

Forţa rezultantă pe unitatea de lungime va fi: 

sh{2kAsmO)u, 

(3.4.31)^ 
Pentru a calcula forţa de readucere, F*, se va integra componenta forţei FR 

în direcţia lui h„ia.x de orientare u, fig.3.4.5, adică componenta F^ s in^: 

F ' = u Fff sin^ dO = -IkS 

sh{2kAsin0)sinedO-u 

(3.4.32) 
Pentru rezolvarea integralei din (3.4.32), integrantul se descompune în serii 

de puteri: 

= (3.4.33) 
(=1 

iar integrala devine: 
2/ -1 ^ 

2/ i) ' ^ (2/-1)! ^ (2/-1)! J 
(3.4.34) 

Notând cu l2i integrala de sub semnul sumă şi integrând prin părţi, rezultă 
următoarea relaţie de recurenţă: 

2 / - 1 

2/ 2/-1 

şi cum / 2 = 
7t smOdO = — obţine integrala l2i în forma: 
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, 2 / -1 2 / - 3 3 K (2/-1)!! /:,, = = n : 
li 2i-2 4 2 2 ' - / ! 

Astfel: 

^ ' ^ (2 / - l ) ! -2 ' - i ! ^ ( ! ( i - l ) ! (2/-1) 

iar expresia forţei de readucere (3.4.32) devine: 

r = 1 
/"r/ - l -2kS y i ^ u 

V y 
(3.4.35) 

Limitându-ne la primii doi termenii ai seriei, considerând dezaxare 
maximă A=5, şi înlocuind pe /«/, w? şi £"/, avem: 

IUQKI'^M 01 

F - ikh / 'r, +1 
- I k S k6 + 

{k6)- u 

(3.4.36) 
Cu notaţia hp=aS, avem r2=ri+aSiar din (3.4.5) rezultă MQI care înlocuit în 

(3.4.36) conduce la forţa de readucere în forma, [DS7]: 

(3.4.37) 

unde: 

U{ka) = 
\ 

-kaS 
r^ +aS 

r, +(a + kS + 
{KSY kl 

(3.4.38) 
Din relaţiile (3.4.37) şi (3.4.38) rezultă că forţa de readucere, exercitată pe 

unitatea de lungime a arborelui, la dezaxarea sa maximă, este funcţie de 
dimensiunile geometrice ale sistemului, de pătratul magnetizaţiei permanente şi de 
permeabilitatea magnetică a lichidului. 

în [DS6], folosind alte aproximaţii pentru constantele C4 şi C5, s-a obţinut o 
relaţie asemănătoare cu (3.4.38) pentru expresia forţei de readucere, fiind pusă în 
evidenţă aceiaşi funcţie U(ka) dată de (3.4.38). 

Dependenţa forţei de readucere funcţie de permeabilitatea magnetică a 

lichidului se face prin expresia: . Al doilea termen al 
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expresiei este mult mai mic decât primul termen. Astfel pentru un lichid cu 
al doilea termen reprezintă aproximativ 5% din primul, fapt pentru care el 

poate fi neglijat. Aceasta înseamnă că la evaluarea expresiei (3.4.19) se poate lua 
în considerare doar primul termen 

3,4.3 Influenţa dimensiunilor geometrice ale lagărului asupra forţei de 
readucere 

Dacă se alege lungimea dintre poli egală cu jumătate din lungimea polului, 

^ , atunci / = — şi = sin — = ^ , iar funcţia din (3.4.38) ia forma: 

(3.4.39) 
2 

Funcţia U(k,X) este determinată doar de dimensiunile geometrice ale 
lagărului prin intermediul celor patru variabile: r, - raza arborelui, 5 - dezaxarea 
maximă, a - care determină înălţimea polilor /?/,, şi k care determină lungimea 
polilor şi a distanţei dintre poli. 

Am încercat determinarea unui extrem al funcţiei U în raport cu cele patru 
variabile. Folosind programele numerice avute la dispoziţie, nu am reuşit 
determinarea unui extrem al funcţiei. 

Am considerat cunoscute două din cele patru variabile. Ţinând seama că la 
proiectarea unui astfel de lagăr este indicat să se cunoască raza arborelui şi 
dezaxarea maximă, am considerat ri=I cm şi S'^O.I cm. 

în fig.3.4.6 s-a reprezentat dependenţa funcţiei U în raport cu k pentru 
diferite valori ale parametrului a. Se observă că valoarea maximă a funcţiei U se 
obţine pentru curba şi are loc pentru k^ rad/cm. 

In fig.3.4.7 s-a reprezentat dependenţa funcţiei U în raport cu a pentru 
diferite valori ale lui k. Şi în acest caz se observă că există o curbă ce obţine o 
valoare maximă pentru funcţia U. Maximul este în jurul valorii 0.11 cm pentru 
a~3.5 şi corespunde curbei k=10 rad/cm. 

Am reprezentat în fig.4.3.8, [DS6], [DS7], funcţia U având ca variabile pe k 
şi a pentru ri=] cm, 5=0.1 cm. Cum se observă, suprafaţa obţinută U prezintă un 
maxim U=0.1115 cm care are loc pentru k=9.74 rad/cm şi a=3.57. Pentru a obţine 
o forţă maximă, dimensiunile polilor se vor alege în jurul valorilor pentru care 
funcţia U este maximă. Aceasta înseamnă că înălţimea optimă a polului va fi 

2 7T hp=aS=0.357 cm iar lungimea optimă a polului va fi, = = O.llcm. 
3 k 

In fig.3.4.9 s-a reprezentat funcţia U având variabilele kş\ a pentru r,=5 cm 
şi S=0.1 cm. Suprafaţa prezintă un maxim U=0.7137 cm obţinut pentru k=7.93 
rad/cm şi a=5.75 ceea ce înseamnă că înălţimea optimă a polului este hp=0.575 cm 
iar lungimea optimă lp=0.26 cm. 
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Dacă se consideră cunoscute r/=7 cm şi parametrul a=W, atunci funcţia U 
este determinată de dezaxarea maximă Sşi de numărul de undă k. In fig.3.4.10 am 
reprezentat dependenţa funcţiei U în raport cu S pentru diferite valori ale lui k. Se 
observă că maximul curbelor creşte pentru valori crescătoare ale lui k şi se obţine 
la valori tot mai mici ale lui d Valoarea lui k este limitată însă din punct de vedere 
constructiv (tehnologic), deoarece creşterea lui k determină scăderea lungimii 

polului ~ y ^ devenind la un moment dat imposibil de realizat practic. Trebuie 

avute în vedere şi valorile lui S, care de asemenea sunt limitate la o valoare minimă 
impusă tot din considerente tehnologice. 

în fig.3.4.11 s-a reprezentat dependenţa funcţiei U în raport cu k pentru 
diferite valori ale lui 6. Maximul curbelor creşte cu scăderea lui 5 şi se obţine 
pentru valori tot mai mari ale lui k. La fel ca şi în cazul precedent, din motive 
tehnologice de realizare a lagărului, valorile lui 5 sunt limitate inferior iar valorile 
lui k sunt limitate superior. 

Dacă se consideră cunoscute /'/=/ cm şi k^lO rad/cm, adică lungimea 
polului 0.21 c/w, funcţia U este determinată de parametrul a şi dezaxarea 
maximă 5. în fig.3.4.12 s-a reprezentat funcţia U în raport cu a şi S. Se observă că 
suprafaţa obţinută prezintă un maxim U„tax=0.116 cm obţinut pentru a=4.733 şi 
S=0.074 cm de unde rezultă înălţimea optimă a polului hp=aS=0.35 cm. 

în concluzie, la proiectarea unui astfel de lagăr, pentru a obţine valoarea 
optimă pentru forţă, dimensiunile lagărului se vor alege în jurul valorii pentru care 
funcţia U este maximă. 

La calculul integralei (3.4.34) am folosit dezvoltarea în serie de puteri a 
integrantului (3.4.33). în calculul forţei s-au considerat primii doi termeni ai seriei, 

(ir 
a căror influenţă este dată în funcţie U prin expresia kS + ^^—— . 

In tabelul 3.4.1, pentru diferite valori impuse pentru r/ şi k, s-a determinat 
valoarea maximă a funcţiei U şi valorile lui a şi S pentru care se obţine acest 
maxim. 

/V 

In tabelul 3.4.2 s-au considerat cunoscute /•/ şi S şi s-a determinat maximul 
lui U şi valorile lui k şi a pentru care se obţine maximul. 

Tab.3.4.1 
r, [cm] k [rad cm] ^optim ^optim [cfA ^max N ] 

1 4,0572 0,8416 0,0313 
2 3,6313 0,4123 0,0569 
5 4,0511 0,1548 0,0932 
10 4,7334 0,0742 0,1157 
20 5,5562 0,0360 0,1323 

0,5 5 3,6540 0,1626 0,0330 
1,5 5 4,4275 0,1057 0,1606 
2 5 L 4,7334 0,1484 0,2314 
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Tab.3.4.2 
r, [c7«] d [cm] Kpiin. Vadlcm\ ^optini ^max M 

1 0,1 9,7373 3,5714 0,1115 
5 0,1 7,9289 5,7541 0,7137 
10 0,1 7,5384 6,8079 1,5001 
10 1 0,9737 3,5715 1,1151 
20 1 0,8768 4,4454 2,5533 
10 0,5 1,7535 4,4454 1,2767 

Am analizat modul în care se modifică funcţia U şi respectiv forţa de 
readucere când se consideră primii trei termeni ai sumei rezultată din dezvoltarea 
în serii de puteri a integrantului (3.4.33), respectiv în funcţia U intervine expresia: 

2 12 
Cu această expresie au fost recalculate valorile din tabelele 3.4.1 şi 3.4.2 

obţinându-se noile valori în tabelele 3.4.3 şi respectiv 3.4.4. 
Tab.3.4.3 

r, [cm] k[rad / cm] ^optini ^optim [cm] ^max [cfn] 
1 3,1613 1,0643 0,0327 
2 2,8933 0,5109 0,0591 
5 3,4345 0,1816 0,0960 
10 4,1423 0,0846 0,1185 
20 4,9498 0,0404 0,1351 

0,5 5 2,9559 0,1989 0,0342 
1,5 5 3,8317 0,1737 0,1648 
2 5 4,1424 0,1692 0,2371 

Tab.3.4.4 
r, [cm] 5[cm] Kpti,n V^^dlcm] CI ^optim ^max m 

1 0,1 11,8664 3,0313 0,1191 
5 0,1 9,0327 5,1732 0,7357 
10 0,1 8,4659 6,1860 1,5381 
10 1 1,1867 3,0312 1,1909 
20 1 1,0314 3,8943 2,6698 
10 0,5 2,0628 3,8943 1,3349 

Se observă că rezultatele din tabelele 3.4.3 şi 3.4.4 sunt foarte apropiate de 
cele din tabelele 3.4.1 şi respectiv 3.4.2, în special valoarea maximă a funcţiei U. 
Deci limitarea la primii doi termeni ai seriei reprezintă o aproximare bună. 
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3.5 Influenţa magnetizaţiei temporare a polilor asupra forţei de readucere la 
lagărul cu poli alternanţi plasaţi în rotor 

în paragraful anterior am realizat un calcul analitic aproximativ al lagărului 
cu poli altemanţi plasaţi în rotor şi lichid magnetic în cazul când polii altemanţi nu 

/S 
se magnetizează temporar, In acest paragraf voi analiza numeric influenţa 
magnetizaţiei temporale a polilor asupra câmpului din lichidul magnetic şi a forţei 
de readucere, [DS8]. 

Schiţa lagărului cu poli altemanţi plasaţi în rotor şi lichid magnetic este dată 
în fig.3.4.1. Lichidul magnetic, considerat în continuare mediu liniar de 
permeabilitate ni=noiAru ocupă spaţiul dintre rotor şi stator. Polii altemanţi se 
consideră că se polarizează temporar, având permeabilitatea iu„,=lUoî rm-

Pentm calculul câmpului se adoptă modelul plan paralel din fig.3.4.2. 
Magnetul permanent este presupus astfel magnetizat încât magnetizaţia 

permanentă Mp este radială, de divergenţă nulă, având o repartiţie dreptunghiulară 
pe suprafeţele r=ri şi r=r2, fig.3.4.3.b). 

Amplitudinea armonicii fundamentale a repartiţiei dreptunghiulare pe 
suprafaţa r=ri, unde Mp=Mpi, are expresia: 
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n ' 

4 = s i n — -
n ' ' 2 

iar armonica fundamentală se scrie în forma: 
4 / 

MI (A) = O , sin kx=—Mp^smk-Y sin kx 

(3.5.1) 

(3.5.2) 

unde k este numărul de undă. 
Analog pe suprafaţa r=r2, amplitudinea fundamentală este: 

c o s . ^ i - c o s . 
7, 4 kl 

= -M , sin—^ 
n ' ' 2 

iar armonica fiindamentală se scrie în forma: 
4 I 

Mn(.v)=A/n s i n A : Y = — s i n / : —-sinAiv 
- 71 2 

(3.5.3) 

(3.5.4) 

(3.5.5) 

în toate cele patru domenii ale lagărului reprezentate în fig.3.4.2, potenţialul 
magnetic scalar V^ satisface o ecuaţie de tip Laplace: = 0 . 

Folosind metoda separării variabilelor, soluţia ecuaţiei lui Laplace pentru 
cele patru domenii, rezultă în forma: 

F//, e''- smkx 

sin^Y 

Cele şase constante de integrare din (3.5.5) se vor determina din condiţiile 
de interfaţă scrise pe suprafeţele de discontinuitate dintre cele patru medii, ce 
constau în continuitatea potenţialelor şi egalitatea componentelor normale ale 
inducţiei magnetice. 

Ţinând seama de condiţiile de interfaţă, cu (3.5.5) se obţine sistemul: 
C] = C2 + C3 , 

C4 £"2 + C5 = C(3 , 

(3.5.6) 

în care s-au folosit notaţiile: £^ = e , £ 2 Şl m2 = 
M, 

k ' ^ k 
Sistemul algebric liniar (3.5.6) determină cele şase constante de integrare. în 

paragraful anterior, pentru cele şase constante s-au obţinut soluţiile analitice date 
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de (3.4.11), în ipoteza că magneţii permanenţi nu se magnetizează temporal, 

Pentru cazul în care rezolvarea analitică este dificilă şi, în continuare, 
voi recurge la o rezolvare numerică a sistemului (3.5.6). 

în paragraful 3.4, pentru jUr,„=l, considerând /•/=/ cm şi S=0.1 cm, s-a 
obţinut o valoare maximă a forţei de readucere pentru k=974 rad/m şi 

a = — = 3.57, d=r3-''2- Rezolvarea numerică a sistemului (3.5.6) se va face 
6 

folosind valorile de mai sus. Se vor considera: 
• r, = - raza arborelui; ^ = 10 - dezaxarea maximă; 

2 7T • X = -j- = 6.45 10 m - lungimea de undă; 

• lip = aS = 3.51 m - înălţimea polului; 

• Tj = r , = 13.57 10 ^m - raza exterioară a magnetului permanent (raza 
rotorului); 

• r j = 7-2 + = 14.57 10"^/« - raza statorului; 

• Iq = 1.075 m - distanţa dintre poli, (din A = ); 

• = 2/Q = 2.15 10~̂ /7z - lungimea polului. 
Magnetul permanent folosit este Niridium-Fier {NdFe) cu Mp=9.I036 10^ 

A/m şi /Urm=LI iar lichidul magnetic este considerat liniar cu jUri=J.2. 

Rezultă: = ''' M ^ = 6.7086 1 0 ^ M o , = 10.03815 1 0 ^ -
''i + w m 

r , . A M.) 

Mo = 7.3973 1 0 ' - , m, = ^ = 1030.6114^, 
- /-j + /î ' m k 

f , =32.368 , = ^ = 759.4778^ , ^2 =32.368 e^'' '. 

Cu aceste valori, din (3.5.6) rezultă constantele de integrare în forma: 

C, = , C . = ^^ 

C3 = 
-2 .289 + 5.824 1 0 ' ' -2 .289 + 5.824 1 0 ' ' 

(3.5.7) 
unde au fost păstrate aproximările constantelor C4 şi C5 făcute în paragraful 3.4. 

Calculul forţei de readucere se va face folosindu-se relaţia din 3.4: 
_ 

1.664 10^-2.796 10' 
C 4 -

5.167 10^ 

-2 .289 + 5.824 10^6 ' 
C 4 -

-2.289 + 5.824 10^ 2kh^ e 

5.15610^-5.956 10^e^^''' 
^5 = 

5.95 1 0 ^ 6 ' " " 

-2 .289 + 5.824 10^6^^''' 
^5 = 

-2 .289 + 5.824 10^ 2A/i, e 

1.184 10^-2.855 10' 6.491 10' 

-2 .289 + 5.824 10 ' -2 .289 + 5.824 10' ikh^ e 
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M 
+ 

•ţj 
MdH dS (3.5.8) 

în care EQ reprezintă suprafaţa de separaţie între lichidul magnetic şi stator iar dS 
reprezintă vectorul element de suprafaţă orientat spre exteriorul lichidului 
magnetic, fig.3.4.4. 

Considerând lichidul magnetic liniar, magnetizaţia fiind proporţională cu 
intensitatea câmpului, expresia (3.5.8) a forţei exercitate asupra arborelui devine: 

fiind pusă în evidentă tensiunea normală: 
( / ' „ - i j 

C ^ 
JEO '34 

dS (3.5.9) 

34 
u 

Tensiunea rezultantă dintre cea de pe faţa 

t „ ^ (>' 2) = (ĵ  2 ) " y' Ş̂  ^^^ ^^ P® f^ţ^ simetrică 

^ n 34 (>' 2) = (v 2)(- " y)' se obţine în forma: 

unde: 

(3.5.10) 

u 

=-3.354-10^ 7/3^, =2.794-10^6"^''' smkx 

H . =-3.354-10^ ^"^''-^cos/cr H . = 2.79440^ sin/cc 
3 X 3 >• 

(3.5.11) 

(3.5.12) 

La calculul componentelor câmpului pe faţa y2, [H au fost 

folosite constantele C4 şi C j . Ele au fost obţinute din sistemul (3.5.6) înlocuind £2 
cu Sy ş\ y,=hp+h^c\x y, =/z^ +/22, (fig.3.5.1). 

Fig. 3.5.1 
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Forţa ce se exercită pe lungimea ?J2 a rotorului se determină în forma: 
i 
2 4 e ' - C ^ e ' e 

2 2̂  >'2 2 -2A.V 
5 

(3.5.13) 
Având în vedere aproximările geometrice de ordinul doi, (fig. 3.5.1): 

h^=S + As\n6, h2=S-AsmO, unde A este dezaxarea iar S = r^-r2 este 

dezaxarea maximă, rezultă , - /?, = 2 A sin O = 2 A , cu A = A sin 0 şi cum 

/î, = /î 2 - 2 A se obţine: y2=hp+h 2 = hp+/l^-2A = y 2-2 A . 
Expresia (3.5.13) a forţei pune în evidenţă două componente: 

şi respectiv: 

2k V. C 4 - C , e ' - u 

(3.5.14) 

(3.5.15) 

care prin înlocuirea constantelor din (3.5.7), devin: 

Ca urmare, cele două componente ale forţei pe unitatea de lungime, obţin 
formele: 

=-42.48. 

=0.6968 
-2kh, 2kh-e -e ' 

(3.5.16) 
(3.5.17) 

f. = 1 A / 2 

Şl 

A / 2 
xn 

i n 

- = 3755 sh(2kAsme)u^. 

= -61.6 sh{2kAsm0) u 

(3.5.18) 

(3.5.19) 

iar forţa pe unitatea de lungime devine: 
f = f, + f2 =3.693 10^ sh{2kAsme)u^. (3.5.20) 

Forţa de readucere rezultantă ce acţionată asupra unităţii de lungime a 
rotorului, va avea direcţia dezaxării maxime, h„,ax, de orientare u, fig.3.5.1: 

F : = U 
Jo 

/sin6'r3 d e = 53.807u 5/î(2/c Asin(9)sin6'^/6' (3.5.21) 

Folosind dezvoltarea în serii de puteri a funcţiei sh{2k Asind) şi integrând 
termenii seriei, se obţine: 

F , =53.807 v M ! l ^ " / / X (3.5.22) 
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Limitându-ne la primii doi termeni ai seriei şi considerând dezaxarea 
maximă A=S, forţa de readucere pe unitatea de lungime a rotorului devine, [DS8]: 

F . =169.04 ks+~{ksy u = 242.788 u [N / m] (3.5.23) 

comparativ cu F* = 266.619 u N/m calculată cu (3.4.37) pentru jUr„,=l. 
Câmpul magnetic din interiorul lichidului magnetic, pentru y=h], şi forţa de 

readucere ce acţionează asupra unităţii de lungime a rotorului, le-am calculat 
pentru diferite valori ale permeabilităţii magnetice relative a magnetului, /i„„, 
ceilalţi parametrii menţinându-se neschimbaţi. 

Valorile sunt prezentate în tabelul 3.5.1, [DS8". 
Tab. 3.5.1 

l̂ rm H3 [A/m] Fr [N/m] 
1.0 e"^''' ( -3.513 coskx u , +2.927 sin/cc u y )-10^ 266.619 

1.1 e"^ ''" (-3.354 coskx u , + 2.794 sin Ax u ,)-10^ 242.788 

1.5 e"^''" (-2.839 c o s u , +2.366 sinAx uJ- lO^ 173.979 

2.0 (-2.382 coskx u , +1.984 sinAx u J-10^ 122.455 

Se observă că forţa de readucere ce acţionează asupra unităţii de lungime a 
rotorului scade când fJm, creşte. Aceasta se datorează faptului că magnetizaţia din 
polii magnetici scade când /Urm creşte. 

într-adevăr, creşterea magnetizaţiei temporare Mt (datorită creşterii lui/^„„), 
care are aceiaşi direcţie cu câmpul magnetic demagnetizam H2 din polii magnetici, 
duce la scăderea magnetizaţiei M=Mt+Mp. Câmpul magnetic generat de magneţii 
permanenţi este determinat de sarcinile magnetice (cu o repartiţie volumică şi 
superficială) date de divM şi div^ M . Când vectorul magnetizaţie scade, sarcinile 
magnetice scad şi ele. 

Cum forţa de readucere este determinată de câmpul magnetic din lichid, H3, 
ea descreşte când magnetizaţia temporară creşte. 

Deci, în realizarea unui astfel de lagăr, pentru a obţine o fortă de readucere 
de valoare cât mai mare, este indicat să folosim magneţi permanenţi cu 
magnetizaţii permanente mari şi permeabilităţi magnetice relative mici (apropiate 
de 1), iar lichidul magnetic să aibă cât mai mare. 

Din tab.3.5.1 se observă că intensitatea câmpului magnetic în lichidul 
magnetic. Hi, este determinată de parametrul hf care da poziţia punctului pe cercul 
de rază Ri şi coordonata A' în direcţia axei lagărului. în continuare voi reprezenta 
grafic variaţia câmpului / / j şi a componentelor sale Hs^ şi Hsy pe suprafaţa de 
separaţie dintre lichid şi stator. Datorită simetriei câmpului, voi considera doar o 
jumătate din cercul de rază Rj. Pentru o dezaxare dată AG(0,^), hj variază între o 
valoare minimă hi,„i„=S-A corespunzătoare punctului cel mai de jos de pe cercul 
de rză R3 şi o valoare maximă hj,„a.x=S+A corespunzătoare punctului cel mai de sus 
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de pe cercul de rază Rs, fig.3.5.2. Cazul extrem se atinge când A^S, când rotorul 
devine tangent cu statorul iar hi,„,„=0 şi hi„,ax=2S. Când rotorul este centrat cu axa 
lagărului, A=0 iar 

După coordonata .v, câmpul are o variaţie periodică, ca urmare în 
reprezentările grafice voi considera o lungime de undă, .vg[0,/1 . 

în fig.3.5.2 şi fig.3.5.3 am reprezentat grafic componentele H}̂  şi Hjy ale 
câmpului magnetic şi respectiv modulul intensităţii câmpului magnetic, Hj, pentru 
cazul extrem, A=5. Valorile mărimilor le-am considerat identice cu cele folosite la 
calculul forţei în acest paragraf Se observă valori absolute mai mari ale câmpului 
în puncte cu hj mic faţă de punctele ce /// mare. Practic câmpul este cel mai intens 
în punctele de tangenţă dintre rotor şi stator. Această repartiţie neuniformă a 
câmpului conduce la apariţia forţei de levitaţie, maximă pentru acest caz extrem 
când dezaxarea rotorului este maximă. în direcţia axei lagărului se observă o 
repartiţie sinusodală a câmpului, periodică pe o lungime de undă. 

în fig.3.5.4 şi fig.3.5.5 am reprezentat grafic componentele Hi^ şi H^̂  ale 
câmpului magnetic şi respectiv modulul intensităţii câmpului magnetic, / / j , pentru 
cazul când rotorul este în echilibru, A=0, (axa arborelui coincide cu axa lagărului). 
Deoarece hi„,i„=hi„,ax=S, pentru un x dat, câmpul pe suprafaţa de separaţie lichid-
stator este constant indiferent de poziţia de pe semicerc. Ca urmare, cum era de 
aşteptat, forţa rezultantă asupra rotorului este nulă, rotorul rămânând în poziţia de 
echilibru. 

Pentru fig. 3.5.6. şi 3.5.7. s-a considerat că magnetul permanent are jUnn=2, 
restul mărimilor rămânând neschimbate. Am reprezentat componentele Hi^ şi ^jv 
ale câmpului şi respectiv modulul intensităţii câmpului magnetic, H3, pentru cazul 
extrem, A=S. Se observă o variaţie a câmpului asemănătoare cu cea din fig.3.5.2 şi 
fig.3.5.3 însă valorile câmpului sunt mai mici. Ca urmare, şi forţa de readucere are 
valoare mai mică, fapt ce a fost confirmat din calculul forţei. 
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m̂ax =̂mln 
x[mml 

Fig. 3.5.4 

Fig. 3.5.5 
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3.6 Luarea în considerare a armonicilor superioare ale câmpului magnctic la 
lagărul cu poli alternanţi plasaţi în rotor 

în paragraful 3.4, la calculul câmpului magnetic produs de polii alternanţi 
plasaţi în rotor, s-a considerat doar armonica fundamentală a repartiţiei 
dreptunghiulare a magnetizaţiei pennanente, fig.3.4.3. 

în acest paragraf am determinat câmpul magnetic produs de armonicile 
superioare corespunzătoare repartiţiei dreptunghiulare a magnetizaţiei permanente 
şi am analizat influenţa acestora în expresia forţei de readucere, [Gr5]. 

3.6.1 Calculul analitic aproximativ al câmpului magnetic 

Pentru calculul câmpului magnetic se consideră modelul matematic din 
fig.3.4.2 în care câmpul magnetic este considerat plan-paralel. Magnetizaţia 
permanentă a polilor este radială, de divergenţă nulă, având o repartiţie 
dreptunghiulară pe suprafeţele /'=/'/ şi r=r2, fig.3.4.3. Deoarece această repartiţie 
periodică este antisimetrică, dezvoltarea în serii fourier va conţine numai armonici 
impare în sinus. 

Dacă Mp2 reprezintă magnetizaţia permanentă la r=r2, amplitudinea 
armonicii de ordinul v corespunzătoare acestei repartiţii dreptunghiulare se scrie în 
forma: 

4 fz 2 
M „ smk^xdx=—A/„ 

71X '' yr 2 

27r 

L 
(3.6.1) 

unde Ă=2lp-r2lo reprezintă lungimea de undă, k=— este număml de undă, iar 
A 

k^=kv. 

Cum k 
^ 2 k ' , V ^ y 

\ / 

^ / = V k 
2 

. y , i a r 

= k. 
2k 2 ^ 

^ / = V +k 
2 

Ip . —' avem 

cos^„ cos/:, 'o , 
\ / 

= COS 

/ 

TT l p 
y—k,, — 

2 ^ 2 

\ / 
- C O S 

= -2smv—sm 
2 

/ 

/r I p 

2 ' 2 

-k. ^ • j ^ p = 2smv/—smA:,, — 

relaţia (3.6.1) devine: 

M2 , = —M smv^smkJ-^ 
VTT ^^ 2 2 

(3.6.2) 

iar armonica de ordinul veste: 
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M = s i n / : = s\nv—s\nk^—s\nk^x (3.6.3) 
- V K 1 1 

Analog pentru suprafaţa r=/'/ cu magnetizaţia permanentă Mpi, amplitudinea 
armonicii de ordinul i/este: 

4 7T I 
=—M . s\nv—s\nk^— (3.6.4) 

V7T ^^ 2 2 
iar armonica de ordinul veste: 

4 n I 
— M „ s\r\v — smk^ — 
vn 2 ' 2 

Potenţialul magnetic scalar corespunzător armonicii de ordinul v satisface o 
ecuaţie de tip Laplace în fiecare din cele patru domenii: V^F^^. = 0 , / = 1,4. 

Folosind metoda separării variabilelor, soluţia generală a ecuaţiei de tip Laplace se 
caută în forma: 

+ (3.6.6) 

care în particular pentru cele patru domenii devine: 

^ 7T ^ 
M p^^Xx) = M,,, s\nk^x = — M ^^ sin v —sin/:^, (3.6.5) 

\ 
-kyy . j sinAr^x 

(3.6.7) 

Din continuitatea potenţialelor şi a componentelor normale ale vectorului 
inducţie magnetică la suprafaţa de separaţie dintre cele patru medii, rezultă 
sistemul de determinare a constantelor de integrare: 

[Clv^l-C^.Y^r, " C'S J = 2 . ^ Iv ' 

^4v ^ 2v ^Sv ~ ^6v ' 

^ r, 4v ~ 6v 

în care s-au folosit notaţiile : ^ = '' ' ', e = £e''"''", şi 
vk 

f^jv = vk 
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(3.6.9) 

Pentru cazul când magneţii permanenţi nu se magnetizează temporar, jUn„=(), 
sistemul (3.6.8) devine: 

— ^ 2v + ' 

^\v ~ ^ 2v ~ ^ Iv - ' 

^ Iv ^ \v ~ ^^ r, ^Iv ~ ^ ^^^ Iv ^ \v ' 

C4,. f 2i' + ~ ' 

iar expresiile constantelor de integrare rezultă în forma: 

m \v 

^h' ~ ^ 2v + ' (3.6.10) 

C5v = c 4I/ 

Având în vedere că Hj^ / = 1,4, intensităţile de câmp în cele 

patru domenii, corespunzătoare armonicii v, sunt: 

cosk^x - C;^ve * )sinÂ:,,A'u ^, 

H^ ,̂ {cosk^x u , -sink^x u j . 

(3.6.11) 
Intensitatea de câmp rezultantă într-un punct va fi superpoziţia intensităţilor 

de câmp produse în acel punct de toate armonicile corespunzătoare repartiţiei 
dreptunghiulare a magnetizaţiei permanente. Astfel, într-un punct din lichidul 
magnetic, intensitatea de câmp va fi: 

(3.6.12) 
unde: 

131 

BUPT



CERCETĂRI PRIVIND LAGÂRL'LE CILINDRICE CU LICHID MAGNETIC 

H 
00 00 

v=\ 

00 00 
(3.6.13) 

l^^y = 

v=l 

3.6.2 Calculul forţei de levitaţle 

La calculul forţei de levitaţie voi folosi aceiaşi teoremă folosită în paragraful 
3.4 conform căreia la echilibru hidrostatic forţa ce se exercită asupra rotorului este 
egală şi de semn contrar cu forţa ce acţionează asupra statorului. Expresia forţei 
este dată de: 

2 ^ M 
+ MdH dS (3.6.14) 

în care Io reprezintă suprafaţa de separaţie dintre lichidul magnetic şi stator iar 
n 34 reprezintă vectorul element de suprafaţă orientat spre exteriorul 

lichidului magnetic, fig.3.4.4. Considerând lichidul magnetic liniar de 
permeabilitate expresia forţei devine: 

34 
dS (3.6.15) 

u 

unde este pusă în evidentă tensiunea normală: 

=-M0 

Observând câ t „^^[y 2)= t ,\y 2)^ y iar pe faţa simetrică 

t n 34 (3̂  2) = Ĝ  2)(" " y)' se obţine o tensiune rezultantă sub forma: 

în care şi y2 =/Î^+/Î2, fig.3.4.4. 
Ca urmare, utilizând expresia (3.4.16), rezultă: 

(3.4.16) 

u (3.4.17) 

tn u (3.4.18) 

unde prin indicii notaţi cu prim s-au notat componentele normală şi tangentă ale 
intensităţii câmpului magnetic la suprafaţa respectiv fară prim la suprafaţa >̂ 2, 
toate componentele fiind calculate în puncte din lichid (mediul 3). 

Pe supra fa ţacomponente le câmpului sunt date de (3.6.13) pentru>^=>'2 iar 
pe suprafaţa >̂2 componentele au expresiile: 
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00 oc 

v' = l r = l 
ac oc 

3.V ~ ^ ^ ^ iyv = ^ ̂ r 
i'=l i'=l 

(3.6.19) 

'' ̂  • ^ 2 ' V '' 2 ^ 

în care C4,, şi Cj,, au valorile din (3.4.11) în care s-au înlocuit f şi Sj^ cu noile 
1 . • . • kJh.+h.) valon Şl ' " • 

în continuare voi calcula forţa ce se exercită pe lungimea Ă/2 a arborelui, 
fig.3.4.4: 

t „ dx (3.6.20) 

Pentru simplificarea calculului am introdus notaţiile: 

5v' C^ l' -» , ' ^ l' y 2 

^' ^ V y 2 ^' v 2 

CU care (3.6.20) devine: 

n 

N 

V = 1 

I 

V = 1 / 

+ 
Jb 

/ 

/ 00 / 00 

(3.6.21) 

dx + 

z 
v=\ 

Z K^cosk^x dx u 

(3.6.22) 
Se observă că integralele din (3.6.22) au una din formele: 

Ă A 
^ COS ^ k^xdx = — , ^ sin ^ k,,xdx = 

•o O) 

^ smk^xdx = O , (3.6.23) 

cosk^x scosk^xdx = O , 

unde am ţinut seama că ĂJi=2n. Forţa ce se exercită pe lungimea ?J2 va fi: 
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V'=l 
u , (3.6.24) 

Relaţia (3.6.24) arată că forţa ce se exercită pe lungimea ĂJ2 reprezintă 
supeipoziţia forţelor ce se exercită pe lungimea ?J2 produse de armonicile 
corespunzătoare repartiţiei dreptunghiulare a magnetizaţiei permanente. 

In continuare voi calcula forţa de readucere corespunzătoare armonicii de 
ordinul v urmând ca forţa rezultantă să fie superpoziţia tuturor forţelor produse de 
armonicile corespunzătoare repartiţiei dreptunghiulare a magnetizaţiei permanente. 

Pentru armonica v, forţa pe lungimea ?J2 va fi: 

(3.6.25) 
2 4 

înlocuind constantele cu (3.6.21) şi cum y2 = h^ + h^ = hp + S + ă.s\nO, 

y 2 = h p + h 2 = h p - \ - 5 - ă . s m 6 , >'2->^2 = 2 Asin^ = 2 A , relaţia (3.6.25) se 
aduce în forma: 

C ' -C 
^ Av ^ Av ^ 

+ 

+ e c ' - c ' u 

(3.6.26) 
Pentru constantele de integrare se voi folosi aproximarea asemănătoare cu 

cea din paragraful 3.4: 

-e 2k ,/,, 
Mr, +1 

^r, +1 
-e 2k 

(3.6.27) 
Având în vedere (3.6.27), primul termen din (3.6.26), notat în continuare cu 

F ; , devine: 
l-v 
2 

" 2 4 ^ ' 
2/:,. v. 1-e Sk^A -4k^A 

+ 

-2 A-..>-2 
e e 

iar după simple operaţii matematice se aduce în forma: 

(3.6.28) 

u 
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l - v 1 
77 r n - C 4 , . £ | „ e u (3.6.29) 

Cum / l^=S + A = J + Asin0, şi înlocuind constanta Ĉ v, cu (3.6.10), 
(3.6.29) devine: 

1-1 
-) 

.^2 2A.,/,, 
\4 l-e 

(3.6.30) 
care se scrie în forma fmală: 

F ^ tî  ^ 5/2 Asm6>ju, (3.6.31) 
l - v 

2 

Din (3.6.10), C5, = Şl CU 

aproximarea (3.6.27), se poate scrie: 

^ 5v ^ 5v ~ 
2v 

Mr, - l 
r ^ -^ Av ^ / 

. 2 
2 - 2v 

4i' 
(3.6.32) 

C 
/ 

41/ 
2 • 2 8A A' 

y 

Cu aceasta al doilea termen din (3.6.26), notat cu F ^ , 
2 —V 

2 

/l (3.6.33) 

devine: 

F A 2-V 
2 

C 4v u 

(3.6.34) 
Având în vedere că /z, = ^ +Asin^ = +A , / 2 , - / î 2 = 2 A şi înlocuind 

constanta C^v,cu (3.6.10), (3.6.34) devine: 

F a =/"O 
2 —V 
2 

4 4 

2 _ 
1. ^ U 

/ 

(3.6.35) 
care se scrie în forma finală: 
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F ^ ^ l-v 
2 

sh As ine)u 

(3.6.36) 
Ca urmare, forţa rezultantă pe lungimea Ă/2, corespunzătoare armonicii v, va 

fi: 
F . = F , + F ,, = 

— V I — F 2 — V 
2 2 2 

le 
sh Asin^juy 

(3.6.37) 
Forţa pe unitatea de lungime corespunzătoare armonicii vva fi: 
FA 

r ' 
FR»' 

2 

e 

., Asin^ u 

(3.6.38) 

Forţa de readucere corespunzătoare armonicii de ordinul v, Fy*, se obţine 
integrând componenta forţei FRV în direcţia lui /j„,ax de orientare u, fig.3.4.5, adică 
componenta F^^, sin 6 : 

F ; = U Ff^^ sin(9 dO = >"0 

Jb [v Mr, +1 

fr,-^ -2k^S 

•T 
sh{2k^As\nO)sin0de-u 

Voi nota în continuare: 

/ , (A) = sh{2k^ A sin 6>)sin9 d0 

(3.639) 

(3.6.40) 

Integrala din (3.6.40) nu se poate descompune în serii de puteri pentru 
armonicile superioare aşa cum am procedat in paragraful 3.4 pentru armonica 
fundamentală, (relaţia 3.4.33). In calculul forţei, integrala va fi rezolvată numeric. 

M 
Pentru dezaxarea maximă, A=5, înlocuind 

M 
mj, = 

Iv /1 
vk 

şi ţinând seama de că M =M —=M P2 P\ .. P\ 

\v 

vk 

(deoarece 

J /vM =0) , (3.6.39) devine: 
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1 -
r \2 

F = l M ) e • u 

(3.6.41) 
Cu notaţia hp=a6, avem r2=ri + aSiar din (3.6.4) rezultă MiyCavQ înlocuit în 

(3.6.41) conduce la forţa de readucere corespunzătoare armonicii v, pe unitatea de 
lungime, în forma: 

\6jUqM P\ 
K 

- l 
(3.6.42) 

unde: 

TTV 

\ 
r, 

r, +a5 
r, + (« + - I k ,,5 . 1 ^ V ^ n / - , / ' A •->\ e sm" (3.6.43) 

Forţa de levitaţie rezultantă ce se exercită asupra arborelui pe unitatea de 
lungime va fi superpoziţia forţelor de levitaţie produse de armonicile 
corespunzătoare repartiţiei dreptunghiulare a magnetizaţiei permanente (armonici 
de ordin impar), [Gr5]: 

00 

p\ 
K 

i/=l 

U u (3.6.44) 

unde: 
00 00 

v=I V = 1 KV 

\ 

r, + (a + l)^ -2k,.5 . l ^ v ^ p e sm 

(3.6.45) 
Relaţia (3.6.44) este asemănătoare cu relaţia (3.4.37) care exprimă forţa de 

levitaţie corespunzătoare doar armonicii fundamentale. Ea diferă doar prin funcţia 
U, care în (3.6.44) este determinată de toate armonicile corespunzătoare repartiţiei 
dreptunghiulare a magnetizaţiei permanente. 

Dacă se alege lungimea dintre poli egală cu jumătate din lungimea polului, 
/ 

/ o = — , atunci I = — = 
A iTT . 
3 3k 

iar 

sm ^ = smv^— = 
2 2 

, dacă V = 3 p + l, A 
2 

- —, dacă V = 3 p+ 2, 
2 
O, dacă V = 3 p 
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Funcţia din (3.6.45) ia forma : 

U 
ATTV 

-k^aS 
r^+ad 

r, +{a + \)S\e (3.6.46) 

în care v este impar de forma ip+7 sau (nu intervin armonici impare de 
forma 3p\ 3,9, 15,...). 

3.6.3 Interpretarea rezultatelor 

Folosind expresiile (3.6.44) şi (3.6.46) am calculat forţa de readucere ce 
acţionează pe unitatea de lungime a arborelui pentru dezaxarea maximă, pentru un 
lagăr cu r /= / cm, 6=0.1 cm. Mp,=174 kA/m şi /Uri=1.5. Am considerat a=3.57 şi 
k=974 rad/cm, valori care au fost obţinute în paragraful 3.4 astfel încât funcţia Ui 
dată de (3.4.39) să obţină un maxim, U,,nax=0.1115 cm. Rezultatele, mergând până 
la armonica de ordinul 23, sunt prezentate în tabelul 3.6.1, [Gr5]. Am calculat 
numeric integrala rezultând apoi valorile funcţiei U ,̂ şi a forţei pe unitate de 
lungime a arborelui, F^. Cu am notat ponderea fiecărei armonici în funcţia U 
respectiv în forţa rezultantă F : 

U 
•100 % 100 % 

F 
(3.6.47) 

2 3 2 3 

unde ^ = F* =^F*{k, s)= 22.S50\97 N / m. 
V = 1 l/=l 

Tab.3.6.1 
v H [NIm] 

1 4.76 1.115 10"' 21.885 95.554 
3 166.7 0 0 0 
5 6.548 10' 2.913 10-' 0.542 1 2.497 
7 2.756 10' 1.272 10-' 0.237 1.089 
9 1.204 10' 0 0 1 0 
11 5.381 10' 4.152 10"' 0.077 0.356 
13 2.442 10'" 2.742 10"' 0.051 0.235 
15 1.121 10" 0 0 0 
17 5.191 10" 1.407 10"' 0.026 0.121 
19 2.418 10" 1.067 10"' 0.021 0.091 
21 1.133 10' ' 0 0 0 
23 5.332 10" 6.631 10"' 0.012 0.057 

Se observă că deşi J/S) creşte cu v, funcţia U^kyS) scade iar ponderea 
componentei v în expresia forţei scade pronunţat. Armonica fundamentală este 
hotărâtoare în expresia forţei de levitaţie. 

138 

BUPT
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De remarcat că pentru armonica fundamentală, calculul integralei Ii(S) făcut 
în paragraful 3.4 prin dezvoltarea în serii de puteri a integrantului, conduce la 
aceiaşi valoare, Ij=4.76, obţinută numeric în tab.3.6.1. 

2 3 

în fig.3.6.1 am reprezentat funcţia U = şi funcţia U^{k5) m 

raport cu parametrul a, pentru ri=I cm, 6=0.1 cm şi k=9.74 rad/cm. Cu 1 am 
reprezentat funcţia U^(kd), care atinge un maxim, Ui,„ax=0.1115 cm, pentru 

aio=3.5706, iar cu 2 am reprezentat funcţia U, care are maximul Umax-O.l 167 cm, 
pentru ao=3.5I73. 

0.12 

cm 

6=0.1 cm 
k=9.74 rad/cm 

1 fara armonici superioare 

AQ=3.5706 
U =0.1115cm nnaw 

2 CU armonici superioare 

ag=3.5173 
U =0.1167 cm 

max 

2.5 
a 

3.5 4.5 

Fig. 3.6.1 

Se observă că valorile maxime ale celor două funcţii sunt apropiate şi au loc 
pentru valori ale lui k foarte apropiate. Putem spune că extremul funcţiei U poate fi 
aproximat cu extremul funcţiei Ui obţinut în paragrafial 3.4 pentru k=9.74 rad/cm 
şi a=3.5706. 

în concluzie, armonicile superioare au o influenţă redusă, sub 5%, în 
calculul forţei de levitatie. 
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3.7 Calculul numeric al lagărului cu poli alternanţi plasaţi în rotor 

In acest paragraf am urmărit determinarea câmpului magnetic din lagărul cu 
poli altemanţi plasaţi în rotor pe baza integrării numerice a ecuaţiilor câmpului, şi 
determinarea numerică a forţei de levitaţie. 

Modelarea numerică a lagărului se poate realiza cu ajutorul programelor 
specializate bazate pe metode elementelor finite (MEF). Programele 
bidimensionale (MEF-2D), nu pot determina câmpul în lagăr atunci când arborele 
este plasat excentric faţă de stator, deoarece câmpul nu prezintă simetrie plan-
meridiană. Totuşi, se poate admite o metodă de aproximare a câmpului cu un 
program 2D, folosită cu precizie bună în [Bjl] pentru lagărul magnetic cu poli 
plasaţi în stator. Metoda constă în modelarea câmpului în lipsa lichidului magnetic. 
Distribuţia câmpului în acest caz este puţin modificată faţă de cazul real ce ia în 
considerare lichidul magnetic, având în vedere că permeabilitatea magnetică 
relativă a lichidului este apropiată de / , {1.1-1.2). De prezenţa lichidului se va ţine 
seama în expresia forţei ce va fi calculată prin integrare numerică, (paragraful 3.3). 

Un calcul numeric mai exact al câmpului necesită un program MEF-3D, care 
modelează cu precizie mai bună lagărul. In acest paragraf modelarea numerică am 
făcut-o cu programul MagNet 5.0 al firmei britanice INFOLYTICA, versiunea 3D, 
sub sistemul de operare UNIX. 

3.7.7 Stabilirea ecuaţiilor câmpului electromagnetic în lagăr 

Se consideră lagărul cu lichid magnetic şi poli altemanţi plasaţi în 
irhpmatir în TIP 7 1 rotor prezentat schematic în fig.3.7.1. 

1̂0 

•R 
N 

|Llo 
: Ni S 

S |Llo N 

i . Ho 

r3 
r4 

iN 
N L 

N 

1̂0 

Fig. 3.7.1 

Pe arborele cilindric amagnetic de rază r, sunt plasaţi polii altemanţi de 
înălţime hp, r2=ri+hp. Lăţimea polilor este Ip iar distanţa dinti* ei IQ. Polii sunt 
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realizaţi din magneţi permanenţi alternanţi cu magnetizaţia permanentă radială M,, 
de divergenţă nulă. 

Arborele levitează în lichidul magnetic considerat liniar de permeabilitate 
jLii=jLiojiiri- Dezaxarea dintre axa rotorului şi cea a statorului s-a notat cu A. Lichidul 
magnetic este limitat de cuzinetul (statorul) considerat amagnetic. 

Modelul ce urmează a fi modelat se întinde pe jumătate de lungime de undă, 
A/2=lp+lo, cuprins între două plane perpendiculare pe axa z ce trec prin mijloacele 
a doi poli consecutivi, fig.3.7.1. Extensia radială a modelului, se alege suficient 
de mare astfel încât în afara domeniului câmpul să fie aproximat nul. 

Domeniul 3D modelat este prezentat în fig.3.7.2. 

A = 0 

Nt 

!N 

lISJ 

II I III 

A = 0 

XI2=AA mm A = 0 

Fig. 3.7.2 

Dimensiunile lagărului modelat sunt: ri=10 mm, r2=J3.57 mm, 5=1 mm, 
ri=14.57 mm, k=7l4 rad/s, X=8.8 mm, Ip=2.93 mm, lo=1.466 mm şi re^,=100 mm. 

Programul MagNet în versiunea pe care am avut-o la dispoziţie nu permitea 
definirea unei magnetizaţii radiale. Din acest motiv, pentru a simula repartiţia 
radială a magnetizaţiei în pol, acesta a fost împărţiţi în 20 de domenii cu 
magnetizaţie constantă în fiecare domeniu, (fig.3.7.3). 

M . 

Fig. 3.7.3 
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Din punct de vedere al câmpului magnetic, modelul analizat este alcătuit din 
patru subdomenii: 
• 1- arborele de rază r j amagnetic pe care sunt plasaţi polii alternanţi; 
• 2 - polii alternanţi cu magnetizaţie permanentă Mp constantă şi permeabilitate 

magnetică lunuojurm, 
• 3 - lichidul magnetic considerat mediu liniar de permeabilitate fUi^jUoHri, 
• 4 - cuzinetul şi exteriorul acestuia până la limita domeniului modelat 

considerate amagnetice de permeabilitate /UQ. 

Câmpul magnetic generat de polii alternanţi satisface următoarele ecuaţii: 
• forma locală a teoremei lui Ampere: r o / H ^ O , ro /^H = 0 în cele patru 

subdomenii; 
• legea legăturii dintre vectorii B, H şi M, care împreună cu legea magnetizaţiei 

temporale conduce la B = //g H în mediul 1 ş\ 4, B = H + ^ p mediul 
2 şi B = /// H în mediul 5; 

• forma locală a legii fluxului magnetic: divB = O în cele patm subdomenii. 
Cum Mp este un câmp uniform iar permeabilităţile din cele patru medii sunt 

constante, din ecuaţiile câmpului rezultă că potenţialul magnetic vector satisface o 
ecuaţie de tip Laplace: 

V ' A = 0 (3.7.1) 
pretutindeni în domeniul considerat. 

Condiţiile de interfaţă la suprafaţa de separaţie dintre cele patru subdomenii 
se obţin din continuitatea potenţialului magnetic vector şi a componentelor 
normale ale vectorului inducţie magnetică: 

• peS,2: (A), =(A)2 şi A) , A )2; 

• peS23: ( a ) 2 = ( a ) 3 şi A)2 =n- ( ro?A)3; 

• peS34: ( a ) 3 = ( a ) 4 şi A)3 A)^ . 

Nu se iau în considerare condiţiile de interfaţă între micile subdomenii în 
care au fost divizaţi magneţii permanenţi. 

Condiţiile de frontieră sunt de tip Dirichlet, A=0, atât pe suprafaţa laterală a 
domeniului (pe cilindrul de rază r̂ x̂i) cât şi pe cele două plane ce limitează 
domeniul după axa z, fig.3.7.2. 

3.7.2 Descrierea programului MagNet 5.0 - 3D. Modelarea numerică a 
lagărului 

în general programele specializate bazate pe MEF se compun din trei părţi 
distincte: 
• preprocesorul - este partea în care se definesc: tipul problemei de analizat; 

geometria problemei cu reţeaua de discretizare convenabilă; condiţiile de 
1 4 2 
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frontieră; se asociază materialele cu proprietăţile lor diferitelor regiuni din 
domeniu; 

• solverul - este practic partea din program care determină matematic soluţia 
sistemului rezultat în urma discretizării; mărimile primare calculate sunt: 
potenţialul magnetic scalar V pentru probleme de câmp electric şi potenţialul 
magnetic vector A sau potenţialul magnetic scalar VN pentru probleme de câmp 
magnetic; 

• postprocesorul - este partea de program care interpretează grafic sau sub alte 
forme rezultatele obţinute de solver; pe baza mărimilor primare calculate se 
obţin mărimi derivate locale sau globale din domeniul analizat. 

Definirea geometriei 3D în cazul programului MagNet se face folosind 
principiul extrudării. Se definesc geometriile în plane perpendiculare pe axa z. 
Modul de variaţie a proprietăţilor de material se reflectă în aceste plane. 

Modelul de analizat este cel din fig.3.7.2. In MatLab am realizat fişierul 
aprox.m (anexa 1) care generează fişierele CERB.automesh.in şi 
CERE.aut07nesh.in care definesc geometria modelului. Fişierul CERB.automesh.in 
defineşte geometria într-un plan perpendicular pe axa z, fig.3.7.4. Cu ajutorul 
segmentelor şi arcelor am definit regiunile a - rotorul, b - polii, c - lichidul, d -
statorul, e - aerul, fiecare împărţite în 20 de subregiuni denumite fiecare de la a la 
t. Am parametrizat dezaxarea A dintre axa rotorului cu poli alternanţi şi axa 
statorului. Pentru fiecare segment am definit un număr de noduri folosite pentru 
discretizarea reţelei. 

Mesh 5 . 2 . 0 . 3 
Fig.3.7.4 

143 

BUPT



CERCETĂRI PRIVIND LAGÂRL'LE CILINDRICE CU LICHID MAGNETIC 

Fişierul CERE.automesh.in construieşte geometria după axa z, în care se 
disting trei regiuni, fig.3.7.2.a: 
• regiunea / - de la O la 1.466 mm corespunzătoare la jumătate de lungime de pol 

N\ am definit şapte diviziuni pe această lungime, folosite pentru construcţia 
tetraedrelor la discretizarea domeniului; 

• regiunea II - de la 1.466 mm la 2.932 mm corespunzătoare distanţei dintre poli, 
cu şapte diviziuni pentru discretizare; 

• regiunea III- de la 2.952 mm la 4.4 mm corespunzătoare la jumătate de lungime 
de pol S, tot cu şapte diviziuni de discretizare. 
Tot în fişierul CERE.automesh.in se denumesc regiunile construite în 

geometrie. Pentru regiunea /: a-Hil {aluminiu), bi^Xi, i=a,b,...,t pentru polul N, 
c—>li {lichid), d-xi {aer), e->a', pentru regiunea //: a^al {aluminiu), bi->al, c->li 
{lichid), d—>a {aer), e-xi-, pentru regiunea III: a^Hil {aluminiu), bi-^yi, i=a,b,...,t 
pentru polul S, c—^li {lichid), d—>a {aer), e—>a. în cazul polilor N şi S domeniul b 
are denumiri distincte pe fiecare subdomeniu, pentru că, deşi avem acelaşi 
material, diferă orientarea vectorului magnetizaţie permanentă. 

Comenzile: automesh CERE.automesh.in CERB.mesh.in şi 
automesh CERE.automesh.in CERE.mesh.in 

generează fişierele CERB.mesh.in şi CERE.mesh.in in formatul în care sunt 
recunoscute de comanda mesh din MagNet. 

Comanda mesh < CERE.automesh.in şi comanda mesh < 
CERE.automesh.in generează geometria atât în plan perpendicular pe axa z cât şi 
după axa z. într-un plan perpendicular pe axa z reţeaua de discretizare este 
prezentată în fig.3.7.5 pentru A=0 mm şi în fig.3.7.6 pentru A=0.8 mm. 

Programul MagNet conţine fişierul MACLIB.DAT în care sunt definite 
implicit o sene de materiale cu proprietăţile lor folosite in analiza câmpului 
electromagnetic. Fişierul poate fi complectat cu noi materiale liniare sau neliniare, 
izotrope sau anizotrope cu ajutonal comenzii curv2d, [MNl]. Am definit diferite 
tipuri de lichide magnetice şi magneţi permanenţi folosiţi în analiza numerică a 
câmpului magnetic; de exemplu NdFe pentru magnet permanent, LI2N pentru 
lichidul magnetic şi alum pentru aluminiu. 

Comanda m3dmfm {The MagNet 3Dx Mesh File Manager), [MNl], 
formează reţeaua tridimensională de tetraedre. Se da comanda impu cere mode 
plan, care pe baza modelului CERE generează fişierul M0DEL3.DAT cu datele 
finale despre geometrie şi reţeaua de discretizare. 

Comanda prob3d {The MagNet 3D Problem Editor), [MNl], asociază 
regiunilor din domeniul modelat diferite materiale existente în fişierul 
MACLIB.DAT. Sunt specificate eventualele constrângeri legate de condiţiile de 
frontieră şi ordinul elementelor finite tridimensionale (între 1 şi 5). în lichid am 
folosit elemente de ordinul doi, fiind domeniul ce prezintă interes în calculul forţei 
de levitaţie, iar în rest am folosit elemente de ordinul unu. 
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F i g . 3 . 7 . 5 

ViewSD 5 - 2 

Fig. 3 .7 .6 
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Cu fişierul MatLab probSdS.m, (anexa 2), am generat fişierul probSd.in în 
forma în care este recunoscut de comanda probSd. Am asociat pentru subdomeniul 
al materialul alum, pentru li materialul (lichidul) LI2N şi pentru subregiunile din 
poli Xi şi yi, i=a,b,c,...,t am asociat magnetul NdFe (pe fiecare subregiune 
magnetizaţia peiTnanentă având altă orientare). 

Am rulat comanda prob3d < probSd.in, care pe baza fişierului 
MODEL3.DAT defineşte în formă finală o problemă 3D, generând fişierul 
PR0BL3.DAT. 

Comanda SoIv3D este solverul programului MagNet şi reprezintă denumirea 
generală a unui set de programe ce calculează câmpul electromagnetic în geometrii 
tridimensionale, [MN1\ 

Problema analizată este o problemă de magnetostatică. Comanda Pm3d_h 
{The MagNet 3Dx Statics Solver), [MNl], pe baza fişierelor anterior formate, 
M0DEL3.DAT şi PR0BL3.DAT, generează fişierul S0LUT3.DAT cu rezultatele 
problemei. 

Dacă toate materialele folosite sunt medii liniare, atunci rezultă un sistem 
liniar de ecuaţii. în acest caz, solverul rezolvă sistemul folosind metoda 
gradienîului conjugat, [Kil], prin care soluţia sistemului este corectată iterativ 
până la atingerea unei toleranţe specificate. 

Dacă există şi materiale neliniare în definirea problemei, atunci sistemul de 
ecuaţii devine neliniar. Metoda folosită de Solv3D pentru rezolvarea sistemului 
neliniar este bazată pe algoritmul Newton-Raphson, [Kil]. Fiecare pas al 
algoritmului obţine soluţia unui set de ecuaţii liniare folosind metoda gradientului 
conjugat. Când modificarea soluţiilor pentru doi paşi consecutivi este mai mică 
decât toleranţa impusă (toleranţa Newton), procesul iterativ se opreşte. 

In diferitele cazuri analizate reţeaua de discretizare era formată din 
aproximativ 25000-30000 de noduri şi 130000-150000 de tetraedre. 

Comanda View3D reprezintă postprocesorul ce permite vizualizarea sub 
formă grafică a mărimilor primare calculate de solver sau a diferitelor mărimi ce 
derivă din cele primare, [MNl]. 

în figurile următoare am reprezentat grafic distribuţia inducţiei magnetice în 
domeniul analizat pentru un lichid cu /Uri=1.2 şi polii având Mp=9J0.36 kA/m şi 

(magnet NdFe). 
Fig.3.7.7 prezintă grafic inducţia magnetică în întreg lagărul (domeniul 

analizat), pentru A=0 mm şi respectiv A=0.8 mm. 
Modul de variaţie a inducţiei magnetice în arbore este prezentat în fig.3.7.8 

iar in lichidul magnetic în fig.3.7.9. Se observă o repartiţie simetrică a inducţiei 
pentru cazul când A=0 mm (arborele este centrat în lagăr) şi o repartiţie nesimetrică 
pentru A=0.8 mm. Inducţia are valori mai ridicate în porţiunea unde stratul de 
lichid este mai mic. 

Fig.3.7.10 prezintă distribuţia inducţiei magnetice în polii magnetici. Se 
observă un câmp mai intens la extremitatea polului (după axa z) decât la mijlocul 
său. 
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Fig.3.7.7 a) A-0 mm b) A=0.8 mm 
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în fig.3.7.11 şi fig.3.7.12 am reprezentat inducţia în diferite subdomenii din 
modelul analizat pentru A^O mm în fig.3.7.11 şi respectiv A=0.8 mm în fig.3.7.12. 

Cum se poate observa din toate aceste reprezentări, câmpul magnetic este 
puternic în polii magnetici şi scade pronunţat în afara lor. 

In continuare voi analiza variaţia câmpului magnetic de-a lungul axei z în 
punctele de pe rotor cu dezaxare maximă (partea de sus a rotorului). Voi compara 
modul de variaţie a câmpului magnetic rezultat din calculul analitic aproximativ, 
făcut în paragraful 3.5, cu cel obţinut din modelarea numerică. 

Pentru magnet cu Mi,=910.36 kA/m şi i.inn=L şi lichid cu f.iri=l.2, cu (3.4.11) 
rezultă constantele: 

C4 şi (3.7.2) 
unde k=7l4 rad/m. Componentele câmpului în mediul 3 (în lichid), obţinute cu 
(3.4.17) în forma: 

devin: 
=-714(3.525e"^^'' ' +6.347 

7/3 ,̂ =-714(3.525^"^^''" e^^ -6 .347 

coskx 
(3.7.3) 

sinkx 

Analiza câmpului se face pentru A=0.8 mm. Pe rotor, mm, iar în 
punctele de sus ale rotorului, unde dezaxarea este maximă, avem 
hi=h,nax=5+A=l.8 mm. Dacă ţinem seama că în coordonate cilindrice componenta 
după X a câmpului reprezintă practic componenta după axa z, H ,̂ iar componenta 
după_y reprezintă componenta radială, //,., relaţia (3.7.3) devine: 

H . =-3.567 lO^cos^z 
(3.7.4) 

i /3 , =3.517 lO^sin^z 
Relaţiile (3.7.4) reprezintă modul de variaţie a componentei după axa z şi a 

celei radiale obţinute analitic pe modelul plan-paralel adoptat în paragraful 3.4. 
în fig.3.7.13 şi fig.3.7.14, curbele notate cu 1 reprezintă modul de variaţie a 

componentei după axa z şi respectiv componentei radiale, date de relaţia (3.7.4), 
funcţie de coordonata z (pentru o jumătate de lungime de undă corespunzătoare 
domeniului modelat numeric). Curbele notate cu 2 reprezintă variaţia celor două 
componente ale câmpului pe suprafaţa rotorului, de-a lungul axei z, pentru 
dezaxarea maximă, obţinute prin modelarea numerică. Se observă o variaţie a lor 
diferită de cea cosinusoidală (sinusoidală) obţinute în calculul analitic. 

De remarcat că pentru modelarea numerică, valorile componentei tangente a 
câmpului sunt mult mai mici decât cele ale componentei după axa z sau a celei 
radiale. 
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3.7.3 Calculul numeric al forţei de levitaţie 

Pentru calculul forţei de levitaţie am folosit teorema conform căreia forţa are 
expresia, [DS2]: 

F = -C B dH dS + C (3.7.5) 

unde 2" reprezintă suprafaţa arborelui cu poli magnetici iar dS şi n sunt vectorii 
element de suprafaţă şi respectiv normala, orientaţi spre exteriorul arborelui. 
Suprafaţa I reprezintă cilindrul de rază r2 şi înălţime egală cu jumătate din 
lungimea de undă, (/1/2). Datorită simetriei câmpului am neglijat integrala pe cele 
două baze ale cilindrului, astfel încât: 

F = -
Js, 

B dH 
•o 

dS + H{B'n)dS (3.7.6) 
Js, 

unde SI reprezintă suprafaţa laterală a cilindrului de rază o (a arborelui) trasată prin 
lichidul magnetic iar componentele câmpului au fost determinate numeric. 

Dacă se lucrează pe porţiunea liniară a curbei de magnetizare a lichidului 
Mi ^ j 

B • dH = // / H • dH = ^ egalitatea (3.7.6) devine: 
Jb 2 

magnetic, 

1 
F = --M, H~dS + ju, 

^ Js, 
H{H-n)dS (3.7.7) 

Utilizând coordonatele cilindrice în care H = //,. u^+Z/^u^+Z/^u^, 
Js, 

fig.3.7.15, şi cum dS = = , , avem H-n = / / , . , H = şi 

ue 

Fig. 3 .7 .15 
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Cu aceasta, (3.7.7) se scrie în forma: 
• f 

dSUj.+/u, 
• 

H^H^dSug+Mi 
• 

H ^ H ^ d S u ^ (3.7.8) 
• l 2 j • s, J s, 

Cum forţa de levitaţie are componentă diferită de zero doar după direcţia 
dezaxării maxime, aceasta va fi, (fig.3.7.15): 

2 ^ 
= F,. sin^ + Fq COS0 = / i . 2 H 

I \ 

sinOdS + /Uf H ^HgCosOdS 

sau 
Js, 

H:-
H 2 ^ 

s\n6 + H^ HQ cosO dS 

(3.7.9) 

(3.7.10) 

în calculul forţei intervin componentele câmpului de pe suprafaţa laterală a 
arborelui. 

Comanda slic3d a programului MagNet permite definirea unor suprafeţe 
plane sau cilindrice din domeniul 3D analizat în care sunt date valorile câmpului 
magnetic, [MNl]. Informaţiile referitoare la aceste suprafeţe, salvate în fişiere text, 
se referă la reţeaua de discretizare corespunzătoare suprafeţei definite, formată din 
triunghiuri obţinute din intersecţia reţelei tridimensionale de tetraedre cu suprafaţa 
definită, şi valorile câmpului magnetic în nodurile reţelei plane. Aceste informaţii 
sunt păstrate în fişierul PROBL.DAT. 

In cazul analizat, suprafaţa cilindrică a arborelui de rază r2=I3.57 mm, este 
secţionată după o direcţie corespunzătoare lui 9=0, cum indică fig.3.7.16. 

8 5 . 3 m m 

4 . 4 m m 

m 

© N 

2nri 

F i g . 3 . 7 . 1 6 
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Fig. 3.7.17 
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Suprafaţa dreptunghiulară rezultată este formată din aproximativ 20000 de 
triunghiuri (elemente finite). Cu informaţiile despre reţeaua de discretizare şi 
componentele câmpului în coordonatele cilindrice, au fost create următoarele 
fişiere text: 
• nodes.txt - cu numerotarea triunghiurilor şi a nodurilor ce alcătuiesc fiecare 

triunghi; 
• xz.txt - cu coordonatele nodurilor de pe suprafaţa plană rezultată; 
• h6.txt - componentele cilindrice ale intensităţii câmpului magnetic; deoarece 

am lucrat cu elemente de ordinul doi în lichidul magnetic, valorile câmpului în 
fiecare element finit au fost date în şase punte (cele trei noduri şi mijloacele 
laturilor ce alcătuiesc triunghiul). 

Deoarece elementele finite sunt foarte mici, am considerat valoarea 
câmpului constantă pe un element, egală cu media aritmetică a valorilor din cele 
şase puncte ale fiecărui triunghi. Pentru aceasta am realizat programe proprii în 
MatLab, prezentate în anexa 4 şi anexa 5. 

Cele trei componente ale intensităţii câmpului magnetic, Hr, //., Ho, precum 
şi modulul câmpului magnetic, //, pe suprafaţa dreptunghiulară obţinută prin 
desfacerea suprafeţei laterale a cilindrului, sunt prezentate în fig.3.7.17, fig.3.7.18, 
fig.3.7.19 şi fig.3.7.20. Câmpurile corespund la dezaxare A=0.8 mm pentru magnet 
niridiu-fier cu Mp=910.56 kA/m, fUr,„=l şi lichid cu /Jri=l.2. 

Cu valorile câmpului din fiecare element finit, expresia (3.7.10) a forţei de 
levitaţie ce acţionează asupra arborelui pe o lungime egală cu jumătate din 
lungimea de undă, devine: 

F m 

/ 

H f ) H' - l 
n 2 

_ V J 
sin 6', H Q , cosO^ AS, (3.7.11) 

Forţa de levitaţie ce acţionează pe unitatea de lungime a arborelui va fi: 
F 2F 

= (3.7.12) 

i 
Programul de calcul al forţei l-am scris în MatLab şi este prezentat în anexa 

3. Pe baza acestui program am reprezentat în fig.3.7.2l şi fig.3.7.22 dependenţa 
forţei de levitaţie funcţie de dezaxarea A pentru lichid magnetic presupus liniar cu 
/Urni.2 şi, magnet niridiu-fier cu Mp=9W.36 kA/m, //„„=/ şi respectiv samariu-
cobalt cu Mp=754.063 kA/m, /Um^F Cu 1 au fost notate curbele obţinute pe baza 
calculului analitic iar cu 2 cele obţinute pe baza calculului numeric. Se observă o 
corespondenţă relativ bună între cele două curbe. 
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4 CONCLUZII ŞI SUBLINIEREA PRINCIPALELOR CONTRIBUŢII 

In acest ultim capitol se prezintă concluziile privind obiectivele atinse prin 
prezenta lucrare, cu sublinierea contribuţiilor autorului. Prezentarea urmăreşte 
structura lucrării referindu-se sintetic la conţinutul capitolelor anterioare. 

Capitolul 1, cuprinde o infomiare bibliografică asupra lichidelor magnetice. 
Pe baza bibliografiei vaste de care am beneficiat în cadrul Colectivului de lichide 
magnetice din Timişoara, titluri menţionate la referinţele bibliografice ale tezei, am 
abordat sumar probleme legate de structura lichidelor magnetice şi de modul de 
producere al lor. Paragraful 1.2 se referă la principalele proprietăţi magnetice şi 
reologice ale lichidelor magnetice care ar putea influenţa comportarea lagărelor 
cilindrice cu lichid magnetic. 

Paragraful 1.3 tratează acţiuni ponderomotoare în lichide magnetice. în 
redactarea acestui paragraf am folosit, în special, lucrări publicate de conducătorul 
lucrării de doctorat, lucrări menţionate la referinţele bibliografice. Am prezentat o 
tratare teoretică a problemei forţelor de natură magnetică ce se exercită asupra 
corpurilor imersate în lichid magnetic şi care se găsesc în prezenţa unor câmpuri 
magnetice. De remarcat că în lichide magnetice, datorită presiunii magnetice din 
ele, se operează cu tensorul tensiunilor fictive, diferit de tensorul tensiunilor 
maxwelliene. Dintre expresiile forţelor rezultante de natură magnetică, ce se 
exercită asupra corpurilor (magnetice sau nemagnetice) imersate în lichid 
magnetic, am remarcat expresiile (1.3.34) şi (1.3.60). Acestea le voi folosi în 
calculul forţei de readucere pentru lagărele magnetice tratate în capitolele doi şi 
trei. 

Capitolul al doilea tratează lagărele cilindrice cu magnet permanent şi lichid 
magnetic. Arborele cilindric al lagărului este magnetizat permanent cu 
magnetizaţia uniformă având o direcţie ortogonală pe un plan ce conţine axa 
arborelui şi levitează în lichidul magnetic (levitaţie de ordinul 2). Datorită 
dezaxării dintre axa arborelui şi cea a statorului, dezaxare în direcţia magnetizaţiei 
permanente a arborelui, asupra arborelui se manifestă o forţă magnetică de 
readucere care tinde să-1 axeze cu statorul. Am urmărit determinarea unei expresii 
a forţei magnetice de readucere pe unitatea de lungime în funcţie de dimensiunile 
lagărului, de proprietăţile magnetice ale arborelui şi ale lichidului magnetic şi de 
dezaxarea arborelui. 

în paragraful 2.1 am elaborat un calcul analitic detaliat al câmpului magnetic 
dintr-un lagăr cilindric cu magnet permanent şi lichid magnetic, folosind 
coordonatele bipolare. Am considerat că magnetul permanent nu se magnetizează 
temporar Din ecuaţiile câmpului a rezultat că potenţialul magnetic scalar, 
VH, satisface o ecuaţie de tip Laplace în toate cele trei domenii ale lagărului. 
Folosind metoda separării variabilelor, potenţialul magnetic scalar şi ca urmare 
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câmpul magnetic în lagăr a rezultat sub forma unei sume infinite de termeni. Pe 
baza componentelor câmpului din lichidul magnetic, am determinat o expresie 
originală a forţei de levitaţie ce se exercită asupra arborelui pe unitatea de lungime, 
utilizând expresia forţei ce se exercită asupra statorului, (1.3.60). Expresia obţinută 
pentru forţa pe unitatea de lungime a arborelui este dată de relaţia (2.1.50), în 
forma unei serii infinite de termeni. Ea arată că forţa de readucere pe unitatea de 
lungime este proporţională cu pătratul magnetizaţiei permanente Mp, este 
determinată de permeabilitatea relativă a lichidului magnetic, de dimensiunile 
lagărului şi dezaxarea Al prin intermediul lui K„ dat de (2.1.49). 

Pentru calculul forţei cu (2.1.50) am stabilit în prealabil, pentru o dezaxare 
dată, numărul termenilor din serie astfel încât diferenţa raportată dintre două valori 
consecutive ale forţei din (2.1.50), să fie sub 0.01 (1%). A rezultat, sub formă 
grafică, numărul minim de termeni ai seriei funcţie de dezaxare pentru care 
diferenţa raportată este sub 0.01, fig.2.17, fig.2.1.9. Am determinat această 
dependenţă pentru o gamă largă de lichide magnetice cu fUr diferit şi am constatat 
că dependenţa n=f(Al) nu depinde de permeabilitatea relativă a lichidului 
magnetic. 

Noua expresie obţinută pentru forţa de levitaţie ce se exercită asupra unităţii 
de lungime a arborelui am comparat-o cu cea dată în [Cel], tot sub forma unei 
serii, relaţie care a fost determinată pomindu-se de la expresia forţei ce acţionează 
asupra arborelui magnetic, (1.3.34). Comparaţia am facut-o sub formă grafică, 
fig.2.1.10, rezultând o foarte bună corespondenţă. 

Am analizat modul în care raportul dintre raza arborelui, Rj, şi raza 
statorului, R2, notat cu k, influenţează valoarea forţei de readucere pentru o 
dezaxare dată şi Ri fixat. Rezultatele, prezentate sub formă grafică în fig.2.1.11 şi 
fig.2.1.12 arată o creştere a forţei când k tinde către unu. 

Contribuţiile personale din acest paragraf, au fost publicate în lucrări la care 
sunt autor sau coautor, [Gr4], [DS9]. 

In paragraful 2.2 am elaborat un calcul aproximativ al lagărului cilindric cu 
lichid magnetic. Am determinat analitic câmpul magnetic produs de arborele 
magnetizat cu magnetizaţie permanentă Mp şi permeabilitate relativă //„„ în ipoteza 
în care lichidul magnetic de permeabilitate relativă jUri este de extensie infinită. 

în calculul forţei pe unitatea de lungime a arborelui am folosit expresia forţei 
ce se exercită asupra statorului (vasului), (1.3.60), valabilă când lichidul se află în 
echilibru hidrostatic. Lichidul l-am considerat neliniar, admiţând că intensitatea 
câmpului magnetic nu variază mult în punctele de pe suprafaţa lichidului magnetic 
limitat de vas. Am admis că vasul de permeabilitate magnetică /UQ, nu modifică 
sensibil spectrul câmpului şi că, deci, lichidul magnetic poate fi considerat de 
extensie foarte mare. Ca urmare, în expresia forţei am folosit componentele 
câmpului determinate în condiţiile în care lichidul are extensie infinită. 

în evaluarea integralelor ce au rezultat în calculul forţei de readucere pe 
unitatea de lungime, am folosit dezvoltarea în serii de puteri a integrantului, 
limitându-mă la primii doi termeni. 

Am obţinut relaţia (2.2.28), care determină cu aproximările menţionate, forţa 
de levitaţie ce se exercită asupra unităţii de lungime a arborelui cu magnetizaţie 

158 
BUPT



Concluzii şi sublinierea principalelor contributii 

temporară {/Jnn^l) şi lichidul magnetic cu caracteristică neliniară. Relaţia poate fi 
utilă în calculul de proiectare al lagărului, fiind diferită de cea menţionată în 
literatură, [Vsl], dedusă, probabil, prin alte procedee de calcul. 

Dacă caracteristica lichidului se consideră liniară de permeabilitate 
magnetică relativă //,./, atunci din (2.2.28) am obţinut relaţia (2.2.29), care 
evidenţiază o dependenţă pătratică a forţei de Mp şi o creştere asimptotică a 
factorilor ce conţin pe FJRI spre valoarea 3/2 odată cu mărirea lui /LI,.I. Atât (2.2.28) 
cât şi (2.2.29) arată că forţa este o funcţie liniară de dezaxarea Al. 

Relaţia (2.2.29) diferă de cea dată în [Bll], în care Verificarea 
expresiei (2.2.29) am facut-o grafic prin compararea cu relaţia (2.1.50) 
(considerată expresia exactă a forţei, cu toate că şi în acest caz calculul câmpului s-
a făcut în ipoteza modelului plan-paralel iar valoarea forţei se obţine limitând 
numărul de termeni ai sumei). Graficele din fig.2.2.4 şi fig.2.2.5 ce exprimă 
dependenţa forţei funcţie de dezaxare, arată, cum era de aşteptat, că relaţia (2.2.29) 
este cu atât mai exactă cu cât se folosesc lichide magnetice cu permeabilităţi /N 
relative mai mici, {/Jri-^1). In cele două grafice am reprezentat şi forţa folosind 
expresia din [Bll]. Se constată că precizia de calcul a forţei folosind (2.2.29) este 
mai bună decât cea calculată cu relaţia din [Bll], curbele corespunzătoare relaţiei 
(2.2.29) fiind mai apropiate de cele date de (2.1.50) faţă de cele calculate cu [BIT. 

în concluzie, formulele aproximative (2.2.28) şi (2.2.29) stabilite, dau 
indicaţii cu privire la dependenţa forţei funcţie de dimensiunile geometrice ale 
lagărului, de magnetizaţia permanentă, de dezaxare şi de proprietăţile fizice ale 
lichidului magnetic. Contribuţiile personale din acest paragraf sunt cuprinse în 
lucrarea [DS3], la care sunt coautor. 

Paragraful 2.3 cuprinde un calcul numeric al lagărului cilindric cu lichid 
magnetic. Câmpul magnetic l-am determinat numeric, cu precizie ridicată, atât 
pentru lichide magnetice ideale cu caracteristica magnetică presupusă liniară cât şi 
pentru lichide magnetice reale cu caracteristica magnetică neliniară ridicată 
experimental. Am folosit programul Maxwell-2D al firmei ANSOFT, bazat pe 
metoda elementelor finite. Am determinat câmpul magnetic pentru diferite tipuri 
de lichide magnetice şi magneţi permanenţi la diferite dezaxări ale arborelui. Şi în 
acest caz modelul matematic l-am considerat plan-paralel. Limita domeniului de 
modelat am considerat-o un cilindru de rază r* aleasă astfel încât în punctele 
cilindrului valoarea câmpului să fie 0.04 din valoarea maximă a câmpului (atinsă în 
punctele de pe suprafaţa arborelui magnetizat permanent). în afara acestui 
domeniu, câmpul magnetic a fost considerat nul. 

Pentru calculul forţei de levitaţie am folosit expresia forţei ce se exercită 
asupra rotorului, (1.3.34). Am elaborat un program propriu de calcul al forţei 
funcţie de componentele câmpului păstrate în fişiere text. Rezultatele obţinute le-
am prezentat în formă grafică. Am reprezentat dependenţa forţei de readucere pe 
unitatea de lungime funcţie de dezaxare pentru diferite lichide magnetice liniare şi 
magneţi permanenţi cu rezultând graficele din fig.2.3.8-f-fig.2.3.10. 
Rezultatele obţinute pe cale numerică le-am comparat cu cele obţinute pe cale 
analitică, cu (2.1.50). Pe baza reprezentărilor grafice făcute, se constată o foarte 
bună corespondenţă între graficele corespunzătoare calculului numeric cu cele 
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corespunzătoare relaţiei (2.1.50), ceea ce confirmă încă o dată, valabilitatea relaţiei 
(2.1.50). 

Cu ajutorul modelării numerice am determinat câmpul magnetic pentru 
lichide magnetice reale, când caracteristica de magnetizare este neliniară. Cu 
aceste valori ale câmpului am calculat numeric forţa de readucere. In fig.2.3.16, 
fig.2.3.18, fig.2.3.20 şi fig.2.3.22 am reprezentat forţa de readucere pe unitatea de 
lungime a rotorului funcţie de dezaxare pentru diferite lichide magnetice cu 
caracteristicile neliniare cunoscute. Curbele au fost comparate cu cele 
corespunzătoare aproximării liniare a caracteristicii lichidului magnetic. Se 
constată o bună corespondenţă între aceste perechi de curbe. 

Pe baza contribuţiilor personale din acest paragraf, a fost publicată lucrarea 
[Gr3] la care sunt coautor. 

Capitolul trei se referă la calculul lagărelor cu poli alternanţi. Lagărul 
magnetic cu poli alternanţi plasaţi în stator şi lichid magnetic în interstiţiul dintre 
stator şi rotorul amagnetic a fost propus pentru prima dată de Rosensweig, [Ro2;. 
Un calcul analitic sumar al acestui tip de lagăr este descris în paragraful 3.1, având 
la bază lucrarea [Bel]. Calculul câmpului magnetic şi a forţei de natură magnetică 
ce se exercită asupra arborelui nemangetic (datorită excentricităţii sale faţă de axa 
statorului), au fost făcute în ipoteza că polii magnetici plasaţi în stator sunt de 
extensie radială infinită şi extensie infinită după axa z. 

Paragraful 3.2 prezintă un calcul analitic aproximativ al lagărului cu poli 
alternanţi plasaţi în stator, având la bază lucrarea [DS4]. Şi în acest caz, pentru 
calculul analitic al câmpului magnetic, se consideră extensia radială infinită a 
polilor alternanţi, fiind adoptat un model plan-paralel corespunzător căruia 
magnetizaţia permanentă a polilor este descrisă de o funcţie analitică aproximativă. 
Lichidul magnetic este considerat liniar, iar pentru calculul forţei de natură 
magnetică ce acţionează asupra arborelui nemagnetic se foloseşte expresia 
levitaţiei de ordinul 1. 

Un calcul numeric al lagărului cu poli alternanţi plasaţi în stator este 
prezentat în paragraful 3.3, pe baza lucrării [Bjl]. în modelarea numerică, polii 
sunt consideraţi de extensie radială finită. Având la dispoziţie un program bazat pe 
elemente finite, bidimensional, MDF-2D, cu care nu se poate determina câmpul 
magnetic în lagăr când arborele este excentric faţă de stator, determinarea 
numerică a câmpului s-a făcut în absenţa lichidului magnetic. în acest caz, modelul 
numeric devine plan-meridian. Aproximarea faţă de cazul real este cu atât mai 
bună cu cât lichidul magnetic are permeabilitatea magnetică relativă mai apropiată 
de unu. De prezenţa lichidului magnetic se va ţine seama în expresia forţei, care a 
fost determinată prin integrare numerică. Deşi rezultatele obţinute în [Bjl] sunt 
satisfacătoare (având în vedere aproximările făcute), un calcul numeric mai exact 
al câmpului necesită un program tridimensional, MDF-3D, care ar modela mult 
mai exact lagărul magnetic. 

în unele aplicaţii tehnice care folosesc lagăre cu poli alternanţi ar putea fi 
impusă condiţia ca polii alternanţi să fie plasaţi în rotor. Am propus lagărul cu poli 
alternanţi plasaţi în rotor şi lichid magnetic pentru care am dezvoltat un calcul 
analitic aproximativ şi un calcul numeric în următoarele paragrafe ale capitolului 3. 
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In paragraful 3.4 am dezvoltat un calcul analitic aproximativ pentru lagărul 
cu poli alternanţi plasaţi în rotor şi lichid magnetic, în ipoteza că polii alternanţi nu 
se magnetizează temporar, (/y,.,„=/). Datorită excentricităţii arborelui pe care sunt 
plasaţi polii alternanţi faţă de axa statomlui, asupra sa acţionează o forţă de natură 
magnetică (levitaţia de ordinul 2), care tinde să-1 aducă în poziţia de echilibru, când 
axa rotorului coincide cu axa statorului. Am unnărit determinarea unei expresii 
analitice aproximative a forţei de readucere ce se exercită pe unitatea de lungime a 
arborelui, funcţie de dimensiunile geometrice ale lagărului şi de proprietăţile 
magnetice ale polilor şi ale lichidului magnetic presupus liniar. Pentru calculul 
câmpului magnetic am adoptat un model în care câmpul este considerat plan 
paralel, fig.3.4.2. Magnetul pennanent este presupus astfel magnetizat încât 
magnetizaţia permanentă este radială, de divergenţă nulă, având o repartiţie 
dreptunghiulară pe suprafeţele r=r/ şi r=/'2, fig.3.4.3. Calculul câmpului magnetic 
l-am făcut luând în considerare doar armonica fundamentală corespunzătoare 
dezvoltării în serii Fourier a repartiţiei dreptunghiulare a magnetizaţiei permanente. 
Am lucrat cu potenţialul magnetic scalar, Vu, pentru care, pe baza ecuaţiilor 
câmpului magnetic, a rezultat o ecuaţie de tip Laplace pretutindeni în modelul 
considerat. La rezolvarea ecuaţiei de tip Laplace am folosit metoda separării 
variabilelor, constantele de integrare rezultând din condiţiile de limită şi condiţiile 
de interfaţă la suprafaţa de separaţie dintre subdomeniile modelului adoptat. 

Pentru calculul forţei de levitaţie am folosit expresia forţei ce se exercită 
asupra statorului, (1.3.60). Pentru a putea dezvolta calculul analitic al forţei de 
readucere, am făcut aproximări acceptate ale constantelor de integrare, ce intervin 
în expresiile câmpului magnetic din lichidul magnetic, iar integrala ce a rezultat 
apoi din expresia forţei, am efectuat-o dezvoltând integrantul în serii de puteri 
(limitându-mă la primii doi termeni ai seriei). Am obţinut relaţia (3.4.37) în care 
funcţia U este dată de (3.4.38), care reprezintă expresia forţei de readucere, 
exercitată pe unitatea de lungime a arborelui, la dezaxarea sa maximă. Relaţia 
(3.4.37) arată că forţa este funcţie de dimensiunile geometrice ale lagărului prin 
intermediul funcţiei U, de pătratul magnetizaţiei permanente şi de permeabilitatea 
magnetică a lichidului magnetic. 

Am analizat sub formă grafică şi tabelară influenţa dimensiunilor geometrice 
ale lagărului asupra funcţiei U şi implicit asupra forţei de readucere. Pentru o rază 
a arborelui, Ri, şi o dezaxare maximă, 5, impuse, am determinat dimensiunile 
optime ale polilor (înălţimea şi lăţimea polului şi distanţa dintre poli), astfel încât 
funcţia Usă obţină valoare maximă, şi valoarea acestui maxim, fig.3.4.8, fig.3.4.9. 

Am analizat cazul când se dau raza arborelui, Ri, şi lăţimea polului şi 
distanţa dintre poli (prin numărul de undă k). A rezultat o înălţime optimă a polului 
şi o dezaxare maximă optimă pentru care funcţia U obţine valoare maximă, şi 
valoarea acestui maxim, fig.3.4.12. 

Aceste consideraţii sunt utile la proiectarea lagărului cu poli alternanţi 
plasaţi în rotor şi lichid magnetic, când pentru a obţine o valoare optimă pentru 
forţa de readucere, dimensiunile lagărului se vor alege în jurul valorii pentru care 
funcţia U are valoare extremă (maximă). 
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O parte din contribuţiile personale ale acestui paragraf se regăsesc în 
lucrările publicate, [DS6], [DS7], la care sunt coautor. 

în paragraful 3.5 am urmărit influenţa magnetizaţiei temporare a polilor 
asupra forţei de readucere ce se exercită asupra arborelui cu poli alternanţi. 
Deoarece determinarea analitică a câmpului magnetic în acest caz este dificilă 
(sistemul algebric liniar de determinare a constantelor de integrare în cazul /Urm̂ l̂ 
este dificil de rezolvat), am recurs la o rezolvare numerică. Calculul forţei s-a făcut 
numeric, admiţând aproximările constantelor de integrare făcute în paragraful 
anterior. Rezultatele numerice referitoare la câmpul magnetic în lichidul magnetic 
şi ale forţei de readucere ce se exercită pe unitatea de lungime a arborelui, au fost 
prezentate sub formă tabelară, tab.3.5.1, şi sub formă grafică, fig.3.5.2^fig.3.5.7. 
Se observă că forţa de readucere ce acţionează asupra arborelui scade când 
permeabilitatea magnetică relativă a polilor, creşte. într-adevăr, creşterea 
magnetizaţiei temporare a polilor, Mt, (datorită creşterii lui care are aceiaşi 
direcţie cu câmpul magnetic demagnetizant din polii magnetici, duce la scăderea 
magnetizaţiei M=Mp+Mt. Câmpul magnetic generat de magneţii permanenţi este 
determinat de sarcinile magnetice (cu o repartiţie volumică şi superficială) date de 
J/vM şi ^//v^M. Când vectorul magnetizaţie scade, sarcinile magnetice scad şi 
ele. Cum forţa de readucere este determinată de câmpul magnetic din lichidul 
magnetic, ea descreşte când magnetizaţia temporară a polilor creşte. Deci, la 
proiectarea unui astfel de lagăr, pentru a obţine o forţă de readucere cât mai mare, 
este indicat să folosim magneţi permanenţi cu magnetizaţii permanente mari şi 
permeabilităţi magnetice relative mici, (apropiate de 1), iar lichidul magnetic să 
aibă f2ri cât mai mare. Aceste concluzii obţinute în acest paragraf se regăsesc 
publicate în lucrarea [DS8], la care sunt coautor. 

Relaţia (3.4.37) pe care am stabilit-o în paragraful 1.4 cu privire la forţa de 
natură magnetică ce se exercită asupra unităţii de lungime a arborelui cu poli 
alternanţi, am dedus-o luând în considerare doar armonica fundamentală 
corespunzătoare dezvoltării în serii Fourie a repartiţiei dreptunghiulare a 
magnetizaţiei permanente. în paragraful 3.6 am determinat câmpul magnetic 
produs de armonicile superioare corespunzătoare repartiţiei dreptunghiulare a 
magnetizaţiei permanente şi am analizat influenţa acestora în expresia forţei de 
readucere. Am considerat cazul când polii magnetici nu se magnetizează temporar. 
Deoarece în modelul considerat, repartiţia periodică dreptunghiulară este 
antisimetrică, dezvoltarea în serii Fourier va conţine numai armonici impare în 
sinus. Am dedus câmpul magnetic produs de armonica v, câmpul rezultant într-un 
punct, conform teoremei superpoziţiei, fiind superpoziţia câmpurilor produse de 
toate armonicile corespunzătoare repartiţiei dreptunghiulare a magnetizaţiei 
permanente. 

La calculul forţei am folosit expresia forţei ce se exercită asupra statorului, 
(1.3.60), folosită şi în paragrafele 3.4 şi 3.5. Deşi în expresia forţei intervin 
pătratele componentelor câmpului magnetic, am arătat că, pentru armonicile 
superioare, componentele forţelor corespunzătoare acestora nu se influenţează 
reciproc. Ca urmare, am stabilit relaţia (3.6.44) în care funcţia U este dată de 
(3.6.45). Ea arată că forţa de levitaţie rezultantă ce se exercită pe unitatea de 

162 

BUPT



Concluzii şi sublinierea principalelor contribuţii 

lungime a arborelui reprezintă superpoziţia forţelor de levitaţie produse de 
armonicile corespunzătoare repartiţiei dreptunghiulare a magnetizaţiei permanente 
(armonici de ordin impar). 

Am analizat numeric ponderea armonicilor superioare în funcţia U şi deci în 
expresia forţei pe unitatea de lungime, oprindu-mă la armonica de ordinul 23. 
Rezultatele le-am prezentat sub formă de tabel, tab.3.6.1, şi grafic, fig.3.6.1. 
Concluzia care se desprinde, este că armonica fundamentală este hotărâtoare în 
expresia (3.6.44) a forţei de levitaţie pe unitatea de lungime a arborelui, armonicile 
superioare având o pondere de sub 5%. 

Contribuţiile personale din acest paragraf au fost publicate în lucrarea [Gr5], 
a cărui autor sunt. 

Pentru a verifica veridicitatea relaţiei analitice aproximative, (3.4.37), 
stabilită în paragraful 3.4, pentru forţa de readucere ce se exercită pe unitatea de 
lungime a arborelui cu poli alternanţi, în paragraful 3.7 am făcut o analiză 
numerică a lagărului. Pentru aceasta am folosit programul MagNet 5.0 al firmei 
INFOLYTICA, bazat pe MEF-3D. Porţiunea de lagăr modelată are o extensie 
axială corespunzătoare la jumătate de lungime de undă, Ă/2, cuprinsă între două 
plane perpendiculare pe axa z ce trec prin mijloacele a doi poli consecutivi. 
Această modelare numerică corespunde unui lagăr cu extensie infinită a polilor, 
ipoteză care a fost acceptată şi în cazul calculului analitic al lagărului cu poli 
alternanţi plasaţi în rotor. 

în modelarea numerică, pentru diferitele cazuri analizate, am folosit o reţea 
de discretizare foarte fină formată din aproximativ 25000-30000 de noduri şi 
130000-150000 de elemente finite (tetraedre). în lichidul magnetic am folosit 
elemente finite de ordinul doi, deoarece câmpul din lichid intervine în calculul 
forţei de levitaţie. în aceste condiţii câmpul magnetic a fost determinat cu precizie 
ridicată. 

Pentru un caz particular am reprezentat modul de variaţie al inducţiei 
magnetice în diferite subdomenii ale modelului numeric analizat, fig.3.7.7 
-fig.3.7.12. 

Forţa magnetică ce se exercită asupra arborelui cu poli alternanţi am 
calculat-o numeric folosind expresia forţei ce se exercită asupra rotorului, (1.3.34). 
Valorile componentelor câmpului din lichidul magnetic, la suprafaţa de separaţie 
dintre arborele cu poli alternanţi şi lichidul magnetic, au fost determinate numeric 
şi păstrate în fişiere text. Pentru un caz particular, am reprezentat modul de variaţie 
al componentelor câmpului magnetic şi a modulului acestuia pe suprafaţa 
cilindrică corespunzătoare arborelui cu poli alternanţi, fig.3.7.17-rfig.3.7.20. 

Am făcut o comparaţie între componentele câmpului determinate analitic în 
paragraful 3.4 pentru modelul bidimensional adoptat, şi componentele 
corespunzătoare ale câmpului obţinute din modelarea numerică. Comparaţia am 
facut-o sub formă grafică, fig.3.7.13, fig.3.7.14, reprezentând variaţia 
componentelor câmpului după axa z în punctele de pe rotor corespunzătoare 
dezaxării maxime. 

Am realizat un program propriu de calcul al forţei de readucere în funcţie de 
componentele câmpului de pe suprafaţa cilindrică a rotorului cu poli alternanţi. Am 
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calculat numeric forţa de readucere pe unitate de lungime a arborelui pentru diferiţi 
magneţi permanenţi si lichide magnetice, la diferite dezaxări. Valorile obţinute au 
fost reprezentate grafic în funcţie de dezaxare şi comparate cu valorile 
corespunzătoare obţinute pe cale analitică cu (3.4.37), fig.3.7.13, fig.3.7.14. 
Rezultatele arată o bună corespondenţă între perechile corespunzătoare de curbe, 
ceea ce permite să afirm că relaţia analitică aproximativă (3.4.37), determinată în 
paragraful 3.4, determină forţa cu o precizie ridicată. 

Colectivul de lichide magnetice din Timişoara, coordonat în cele peste două 
decenii de existenţă de Dl. Acad. loan Anton, a reuşit fundamentarea, dezvoltarea 
şi consolidarea unui domeniu interdisciplinar complet nou atât în Timişoara cât şi 
în România. 

Rezultatele activităţii colectivelor ce se ocupă cu studiul lichidelor 
magnetice din cadrul Institutului pentru Fluide Complexe, Universitatea 
Politehnica Timişoara şi Centrul pentru Cercetări Tehnice Fundamentale, Filiala 
Timişoara a Academiei Române, au fost materializate prin numeroase brevete de 
invenţie, teze de doctorat şi lucrări ştiinţifice publicate în reviste de prestigiu din 
ţară şi străinătate şi în volumele unor conferinţe, simpozioane şi seminarii 
ştiinţifice naţionale şi internaţionale. 

Tematica ce implică lichidele magnetice este covârşitoare. Articolele ce 
abordează domeniul lichidelor magnetice se referă fie la lichide magnetice în sine 
(proprietăţi, preparare), fie la aplicaţii tehnice, eventual experimentale. 

Prezenta lucrare aduce contribuţii la modelarea fenomenului de levitaţie 
magnetică, una dintre aplicaţiile interesante ale lichidelor magnetice, urmărind într-
0 tratare teoretică, determinarea şi îmbunătăţirea performanţelor lagărelor 
cilindrice cu lichid magnetic. 

Tema abordată nu este epuizată prin cele prezentate şi, pe viitor, este posibil 
să se considere şi alte aspecte. Unele dintre acestea ar putea fi: 
• Pentru lagărul cilindric cu magnet permanent şi lichid magnetic: 

• Determinarea unei expresii analitice aproximative a forţei ce se exercită pe 
unitatea de lungime a arborelui şi determinarea unui eventual cuplu mecanic 
exercitat asupra arborelui, când dezaxarea arborelui se face după o direcţie 
diferită de direcţia vectorului magnetizaţie permanentă a arborelui. 

• Calculul numeric al forţei de levitaţie pe baza unei modelări numerice a 
lagărului folosind un program MEF-3D care ar simula mai exact lagărul real. 

• Pentru lagărul cu lichid magnetic şi poli alternanţi plasaţi în rotor: 
• Calculul analitic al lagărului pe baza unui model bidimensional plan-

meridian care ar aproxima cu precizie mai bună lagărul real faţă de modelul 
plan-paralel adoptat în teză. 

• Luarea în considerare a unui lichid real cu caracteristica neliniară cunoscută. 
• Modelarea numerică a lagărului şi calculul numeric al forţei de levitaţie în 

ipoteza că numărul perechilor de poli din rotor este finit. 
• Determinarea influenţei numărului perechilor de poli asupra forţei de 

levitaţie. 
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Acestea sunt doar câteva din problemele teoretice care ar putea fi dezvoltate 
în viitor, având la bază această teză. 

în realizarea temei s-au folosit mijloace tehnice la care autorul a avut acces. 
Modelarea numerică, MEF-3D, cu programul MagNet am facut-o în timpul 
stagiului de două luni efectuat la Universitatea Catolică din Leuven, Belgia, în 
urma unei burse de studii. 

Analiza teoretică a lagărelor cilindrice cu lichide magnetice ar trebui 
continuată prin realizarea experimentală, practică, a unor astfel de lagăre care să 
permită măsurarea experimentală a forţei de readucere. Aceasta presupune 
obţinerea unor contracte de cercetare ştiinţifică care să aducă fondurile necesare 
dezvoltării unor astfel de proiecte. în prezent, singura modalitate de a susţine şi 
eventual de a dezvolta prezenta temă, o reprezintă colaborarea cu specialiştii din 
cadrul colectivelor ce se ocupă cu studiul lichidelor magnetice din cadrul 
Institutului pentru Fluide Complexe, Universitatea Politelinica Timişoara şi Centrul 
pentru Cercetări Tehnice Fundamentale, Filiala Timişoara a Academiei Române. 
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6 ANEXE 

Anexa 1 

Fişierul aprox.m care generează geometria modelului analizat în 3.7 

% Parameter defînitions for the model betwen 2 axes with A =0 

delta=0.2; 
extbound=100; 
zbound=40; 

% Generating file CERB.automesh.in 

fid=fopen ('CERB.automesh. in'wt'); 
p=20; 
angle=360/p; 

% building the shaft a 

fprintf(fid,'dele CERBW); 
fpnntf(fid, 'make CERB aa\n'); 
fprintf(fîd, 'unit mm\n'); 
fpnntf(fid, 'part aa of a screw compressorW); 
fprintf(fid. 'line\n%f%f%f%f%d\n0.0.0.0.10.0,0.0.3); 
fprintf(fid, 'arc\n%f%f%f%f%f%dpos\n'. 0.0.0.0,10.0,0.0.angle.3); 
fprintf(fid. 'line\n%f%f%f%f%d\n',10.0*cos(pi/180*angle).10.0*sin(pi/180*angle),0.0,0.0.3); 
fprintf(fid, 'makeprt2 ab\n'); 
fprintf(fid, 'unit mm\n'); 
fprintf(fid, 'part ab of a screw compressor\n'); 
fprintf(fid. 'line\n%f %f %f %f %d\n'. 0.0,0.0,10.0 *cos(pi/l 80 *angle), 10.0 *sin (pi/l 80 *angle), 3); 
fprintf(fid, 'arc\n%f%f%f%f%f%d posW, 0.0,0.0,10.0,angle,2*angle,3); 
fprintf(fid, 'line\n%f%f%f%f 

%d\n ',10.0 *cos(2 *angle *pi/l 80), 10.0 *sin (2 *angle *pi/l 80), 0.0,0.0,3); 
fprintf(fid,'mode CERBW); 
fprintf(fid,'join prt2\n'); 
fprintf(fid, 'dele prt2\n'); 

for i=3:p 
fprintf(fid, 'makeprt2 a%c\n'.char(96+i)); 
fprintf(fîd, 'unit mm \n'); 
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fprintf(fid, 'part a%c of a screw compressor\n',char(96+i)); 
fprintf(fid, 'line\n%f%f%f%f%d\n0.0,0.0,10.0*cos((i-l)*angle*pi/180), 10.0* 

sin((i-l) *angle*pi/180), 3); 
fprintf(fid, 'arc\n%f%f%f%f%f%dpos\n0.0.0.0,10.0,(i-1) *angle,i*angle.3); 
fpnntf(fid, 'line\n%f%f%f%f%d\n',10.0*cos(i*angle*pi/180), 

10.0 *sin(i *angle *pi/l 80), 0.0.0.0.3); 
fprintf(fid, 'mode CERB\n'); 
fprintf(fid,'join prt2\n); 
fprintf(fid, 'deleprt2\n'); 

end 

% building the magnet b 

for i=l:p 
fprmtf(fid, 'make prt2 b%c\n',char(96+i)); 
fprintf(fid, 'unit mm\n'); 
fprintf(fid, 'part b%c of a screw compressor\n',char(96+i)); 
fprintf(fid/line\n%f%f%f%f%d\n',10.0*cos((i-l)*angle*pi/180).10.0*sm^^^ 

*angle*pi/180),13.57*cos((i-l)*angle*pi/l80),13.57*sin((i-l)*angle*pi/180),2): 
fprintf(fid, 'arc\n%f%f%f%f%f%d pos\n ',0.0,0.0,13.57, (i-1) *angle,i*angle.4); 
fprintf(fid,'line\n%f%f%f%f%d\n',13.57*cos(i*angle*pi/180),13.57* 

sin (i *angle *pi/l 80), 10.0 *cos(i *angle *pi/l 80), 10.0 *sin (i *angle *pi/l 80), 2); 
fprintf(fid, 'arc\n%f%fy!f%f%f%d neg\n',0.0,0.0,10.0,i*angle.(i-1) *angle,3); 
fprintf(fid,'mode CERBW); 
fprintf(fid,'join prt2\n'); 
fprintf(fid, 'deleprt2\n'); 

end 

% building the liquid c 

for i=l:p 
fprintf(fid, 'makeprt2 c%c\n',char(96+i)); 
fprintf(fid, 'unit mm\n'); 
fprintf(fid, 'part c%c of a screw compressor\n',char(96+i)); 
fprintf(fid, 'line\n%f%f%f%f%d\n', 13.57*cos((i-l)*angle*pi/180), 13.57*sin((i-l)*angle 

*pi/180), 14.57*cos((i-l) *angle*pi/180),delta+14.57*sin((i-l) *angle*pi/180).2); 
fprintf(fid, 'arc\n%f %f %f %f %f %dpos\n',0.0,delta, 14.57,(i-1) *angle,i*angle,5); 
fprintf(fid,'line\n%f%f%f%f%d\n'.14.57*cos(i*angle*pi/180),delta+14.57 

*sin (i *angle *pi/l80). 13.57*cos(i *angle *pi/180), 13.57*sin (i *angle *pi/l 80), 2); 
fprintf(fid/arc\n%f%f%f%f%f%d negW.O.0,0.0,13.57,i*angle,(i-l)*angle,4): 
fprintf(fid. 'mode CERB\n'); 
fprintf(fid,'join prt2\n'); 
fprintf(fid. 'dele prt2\n'); 

end 

% building the air d 

for i=l:p 
fprintf(fid, 'makeprt2 d%c\n',char(96+i)); 
fprintf(fid, 'unit mm\n'); 
fprintf(fid, 'part d%c of a screw compressor\n',char(96+i)); 
fprintf(fid. 'line\n %f%f%f%f%d\n', 14.57*cos((i-l)*angle*pi/180),delta+14.57*sin((i-l) 

*angle *pi/l80), 20.0*cos((i-1) *angle *pi/l 80), delta+20.0 *sin ((i-1) *angle *pi/l 80), 3); 
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fphntf(fid, 'arc\n%f%f%f%f%f%dpos\n0.0,delta,20.0, (i-1) *cmgle. i*angle,2); 
fprintfifid, 'lme\n%f%f%f%f%d\n20.0*cos(i*angle*pi/180),delta+20.0 

*sin(i *angle *pi/l80), 14.57*cos(i *angle *pi/l 80), delta+14.57 *sin(i *angle *pi/l 80), 3); 
fphntf(fid,'arc\n%f%f%f%f%f%d negW,0.0,delta.l4.57,i*angle,(i-l)*angle,5): 
fprintf(fid, 'mode CERBW); 
fprmtf(fid,'jom prt2\n'); 
fphntf(fid. 'dele prt2\n'); 

emi 

% building the air e 

for i=l:p 
fprintfifid, 'makeprt2 e%c\n',char(96+i)): 
fprmtf(fid, 'unit mm\n'); 
fprintf(fid, 'part e%c of a screw conipressor\n'.char(96+i)); 
fprintf(fid. 'line\n %f %f %f %f %d\n ',20.0*cos((i-l) *angle*pi/l80),delta+20.0*sm((i-1) *angle 

*pi/l 80),extbound*cos((i-1) *angle *pi/l 80), delta+extbound*sui((i-1) *angle *pi/l 80), 3); 
fprintf(fid,'arc\n%f%f%f%f%f%dpos\n',0.0,delta,extbound,(i-l)*angle,i*angle,l): 
jprintf(fid/line\n%f%f%f%f%d\n',extbound*cos(i*angle*pi/180),delta+extbow 

*sin(i *angle *pi/l80). 20.0*cos(i *angle *pi/l 80). delta+20.0 *sin (i *angle *pi/l 80). 3); 
fprintf(fid. 'arc\n%f%f%f%f%f%d neg\n'.0.0.delta.20.0.i*angle,(i-l) *angle.2); 
fprmtf(fid. 'mode CERBW); 
fprintf(fid,'join prt2\n'); 
fprintf(fid. 'deleprt2\n'); 

end 

fclose(fid); 

% Generatingfile CERE.automesh.in 

fid-fopen('CERE.automesh.in'. 'wt'); 

% Defiding plan 1 
fprintf(fid. 'mode CERB\n '); 
fprintf(fid. 'dele CEREW); 
fprintf(fid, 'copy CEREW); 
fprintf(fid. 'tabl plan\n'); 
fprintf(fîd, 'zorg %f\n',0.0); 
fprintf(fid,'subd 7W); 
fprintf(fid, 'none\n'); 
fprintf(fid. 'copy plan\n'); 

% Defiding plan 2 
fprintf(fid,'zorg 1.466W); 
fprintf(fid,'subd 7W); 
fprintf(fid, 'none\n'); 
fprintf(fid, 'copy planW); 

% Defiding plan 3 
fprintf(fid. 'zorg 2.932\n'); 
fprintfifid.'subd 7W); 
fprintf(fid, 'noneW); 
fprintf(fid, 'copy planW); 

175 

BUPT



% Defiding plan 4 
fpnntf(fid, 'zorg 4.4\n'); 
fpnntf(fid.'subd 7\n'): 
fprintf(fîd, 'none\n '); 

fprintf(fid.'plan I\n'); 
for i=l:p 
fpnntf(fid. 'reia a%c al\n',char(96+i)); 
end 
fori=l:(p/2) 
fpmuf(fid, 'reia b%c x%c\n\char(96-^i)xhar(96+i)); 
end 
for 1=11:20 
fprintf(fid, 'reia b%cy%c\n\char(96^i)xhar(86+i)); 
end 
for i=l:p 
fprintf(fid, 'reia c%c li\n\char(96H)); 
end 
for i=l:p 
fprintf(fid, 'reia d%c a\n',char(96^i)); 
end 
for i=l:p 
fprintf(fid, 'reia e%c a\n',char(96H)): 
end 

fprintf(fid,'plan 2\n'): 
for i=l:p 
fprintf(fid, 'reia a%c al\n'xhar(96^i)); 
end 
for i=l :p 
fprintf(fid, 'reia b%c al\n',char(96^i)); 
end 
for i=l:p 
fprintf(fid, 'reia c%c li\n',char(96^i)); 
end 
for i=l :p 
fprintf(fid, 'reia d%c a\n'xhar(96+i)): 
end 
for i=l:p 
fprintf(fid, 'reia e%c a\n',char(96-^i)); 
end 

fprintf(fid,'plan 3\n'); 
for i=l :p 
fprintf(fid, 'reia a%c al\n',char(96-^i)); 
end 
fori=l:10 
fprintf(fid,'reia b%cy%c\n',char(96+i),char(96+i)); 
end 
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for 11:20 
fprinîf(fid, 'reia b%c x%cW,cImr(96+i)xhar(86+i)); 
end 
for i=l:p 
fprintf(fid/rela c%c li\n\char(96+i)); 
end 
for i=l:p 
fprmtf(fid, 'reia d%c a\u\char(96^i)); 
end 
for i=l:p 
fprintf(fid, 'reia e%c a\n\char(96+i)); 
end 

fprintf(fid/plan 4\n'); 
for i=l:p 
fprintf(fid, 'reia a%c a\n',char(96-^i)); 
end 
for i=l:p 
fprintf(fid, 'reia b%c a\n'xhar(96+i)); 
end 
for i=l:p 
fpri?itf(fid, 'reia c%c a\n',char(96-^i)); 
end 
for i=l:p 
fprintf(fid, 'reia d%c a\n',char(96-^i)); 
end 
for i=l:p 
fprintf(fid, 'reia e%c a\n',char(96+i)); 
end 

fclose(fid) 
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Anexa 2 

Fişierul probSdS.m care asociază diferitelor regiuni din domeniul modelat în 
3.7, materialele corespunzătoare cu proprietăţile lor magnetice. 

% G e n e r a t i n g file p r o b 3 d . i n 

% ( f o r t h e c o m m a n d : p r o b 3 d < p r o b 3 d . i n ) 

fid=fopen('prob3d.in','wt'); 

% N u m b e r o f t h e m a g n e t i c p i e c e s 

p = 2 0 ; 

a n g l e = 3 6 0 / p ; 

f p r i n t f ( f i d , ' p r o b c e r m \ n ' ) ; 

f p r i n t f ( f i d , ' y \ n ' ) ; 

fi3rintf(fid,'cere\n'); 
f p r i n t f ( f i d , ' M a g n e t i c B e a r i n g \ n \ n \ n ' ) ; 

f p r i n t f ( f i d , ' m a t e \ n ' ) ; 

f p r i n t f ( f i d , ' A L \ n ' ) ; 

f p r i n t f ( f i d , ' n a m e a l u m \ n ' ) ; 

f p r i n t f ( f i d , ' n o n e \ n ' ) ; 

f p r i n t f ( f i d , ' L I \ n ' ) ; 

f Î 3 r i n t f ( f i d , ' n a m e L 1 2 N \ n ' ) ; 

f p r i n t f ( f i d , ' O R D E 3 \ n ' ) ; 

f p r i n t f ( f i d , ' n o n e \ n ' ) ; 

% G e n e r a t i n g t h e p o l e N ( S ) 

f o r i = l : 1 0 

f p r i n t f ( f i d , ' x % c \ n ' , c h a r ( 9 6 + i ) ) ; 

f p r i n t f ( f i d , ' n a m e N D F E \ n ' ) ; 

f p r i n t f ( f i d , ' l 9 0 \ n ' ) ; 

f p r i n t f ( f i d , ' 2 % d \ n ' , ( i - l ) * a n g l e + ( a n g l e / 2 ) ) ; 

f p r i n t f ( f i d , ' 3 - 9 0 \ n ' ) ; 

f p r i n t f ( f i d , ' n o n e \ n ' ) ; 

e n d 

f o r i = l l : p 

f p r i n t f ( f i d , ' y % c \ n ' , c h a r ( 8 6 + i ) ) ; 

f p r i n t f ( f i d , ' n a m e N D F E \ n ' ) ; 

f p r i n t f ( f i d ; i 9 0 \ n ' ) ; 

f p r i n t f ( f i d , ' 2 % d \ n ' , ( i - l ) * a n g l e + ( a n g l e / 2 ) ) ; 

f p r i n t f ( f i d ; 3 - 9 0 \ n ' ) ; 

f p r i n t f ( f i d , ' n o n e \ n ' ) ; 

e n d 

f p r i n t f ( f i d , ' \ n j o b s \ n ' ) ; 

f p r i n t f ( f i d ; n \ n ' ) ; 

f p r i n t f ( f i d ; n \ n ' ) ; 

f p r i n t f ( f i d , ' y \ n ' ) ; 

f p r i n t f ( f i d , ' l \ n ' ) ; 

f p r i n t f ( f i d , ' p r o b c e r m \ n ' ) ; 

f p r i n t f ( f i d , ' s t a r c e r m \ n \ n ' ) ; 

f p r i n t f ( f i d , ' n o n e \ n ' ) ; 

f p r i n t f ( f i d , ' q u i t \ n ' ) ; 

f p r i n t f ( f i d , T i n i \ n ' ) ; 

f c l o s e ( f i d ) ; 
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Anexa 5 

% C A L C U L U L N U M E R I C A L F O R Ţ E I F O L O S I N D E L E M E N T E L E F I N I T E D E P E 

S U P R A F A Ţ A M A G N E T U L U I 

% S e c i t e s c fişierele x y m e d _ . . . c u c o o r d o n a t e l e e l e m e n t e l o r s i a r i i l e a c e s t o r a 

% S e c i t e s c fişierele h f i e l d _ . . . c u c o m p o n e n t e l e c â m p u l u i d i n e l e m e n t e 

% S e c a l c u l e a z a f o r ţ a p e j u m a t a t e d e l u n g i m e d e u n d a f j u m s i p e u n i t a t e a d e l u n g i m e f j u n g i m e 

c l c 

c l e a r 

r 2 - 0 1 3 6 ; 

m i u r l = 1 . 2 ; 

m i u l = m i u O . * m i u r l ; % p e r m e a b i l i t a t e a m a g n e t i c a r e l a t i v a a l i c h i d u l u i 

l a n d a = . 0 0 8 8 ; % l u n g i m e a d e u n d a 

l o a d x y m e d _ 0 . t x t ; % s e c i t e s c c o o r d o n a t e l e e l e m e n t e l o r 

t l ( : , l ) = x y m e d _ 0 ( : , 2 ) ; % l u n g i m e a c i l i n d r u l u i s e c t i o n a t 

t = t l + m i n ( t l ) ; 

z ( : , l ) = - x y m e d _ 0 ( : , 3 ) ; % i n a l t i m e a c i l i n d r u l u i ( l a n d a / 2 ) 

a r i a _ e l e m e n t = x y m e d _ 0 ( : , 4 ) ; % a r i a e l e m e n t e l o r 

t e t a = t . / r 2 ; 

l o a d h f i e l d _ 0 . t x t ; 

h t ( : , l ) = h f i e l d _ 0 ( : , 2 ) ; % c o m p o n e n t a t a n g e n t a 

h z ( : , l ) = - h f i e l d _ 0 ( : , 3 ) ; % c o m p o n e n t a d u p a a x a z 

h n ( : , l ) = h f i e l d _ 0 ( : , 4 ) ; % c o m p o n e n t a n o r m a l a 

h = s q r t ( ( h t ) . ^ 2 + ( h z ) . ^ 2 + ( h n ) . ' ^ 2 ) ; % m o d u l u l c â m p u l u i 

% C a l c u l u l f o r ţ e i p e fiecare e l e m e n t 

n = ( ( h n . ' ^ 2 - ( h . ^ 2 ) 7 2 ) . * s i n ( t e t a ) + h n . * h t . * c o s ( t e t a ) ) . * 2 . * m i u l . * 

% C a l c u l u l f o r ţ e i p e j u m a t a t e d i n l u n g i m e a d e u n d a 

f j u m _ l a n d a = s u m ( f l ) 

% C a l c u l u l f o r ţ e i p e u n i t a t e a d e l u n g i m e 

f _ l u n g i m e = 2 . * f J u m _ l a n d a . / l a n d a 

% N r . d e e l e m e n t e finite. 

l e n g t h ( z ) 
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Anexa 5 

% C A L C U L U L C O O R D O N A T E L O R X S I Y M E D I I A L E F I E C Ă R U I E L E M E N T F I N I T S I 

A R L \ A C E S T U I A 

% S e c i t e s c fişierele n o d e s _ . . c u n o d u r i l e c e a l c a t u i e s c ficare t r i u n g h i ; 

% S e c i t e s c fişierele x y _ . . c u c o o r d o n a t e l e fiecărui n o d ; 

% S e c a l c u l e a z a c o o r d o n a t a m e d i e x m e d s i y m e d a fiecărui t r i u n g h i c a m e d i a a r i t m e t i c a a 

% c o o r d o n a t e l o r x s i y a l e fiecărui n o d a l t r i u n g h i u l u i ; 

% S e c a l c u l e a z a a r i a fiecărui e l e m e n t , a r i a _ e l e m e n t ; 

% C o o r d o n a t e l e m e d i i x m e d s i y m e d s i a r i a a r i a _ e l e m e n t s e s a l v e a z a i n fişierul x y m e d _ . . 

c l e a r ; 

l o a d n o d e s _ 0 . t x t ; 

e l e m ( : , l ) = n o d e s _ _ 0 ( : , 2 ) ; 

e l e m ( : , 2 ) = n o d e s _ 0 ( : , 3 ) ; 

e l e m ( : , 3 ) = n o d e s _ 0 ( : , 4 ) ; 

l o a d x y _ 0 . t x t ; 

c o o r d ( : , l ) = x y _ 0 ( : , 2 ) ; 

coord(:,2)=xy_0(:,3); 
n r e l e m = l e n g t h ( e l e m ( : , l ) ) ; 

x m e d = z e r o s ( n r e l e m , 1 ) ; 

y m e d = z e r o s ( n r e l e m , 1 ) ; 

a r i a _ e l e m e n t = z e r o s ( n r e l e m , 1 ) ; 

c o n t o r = z e r o s ( n r e l e m , 1 ) ; 

f o r i = l : n r e l e m 

c o n t o r ( i ) = i ; 

x m e d ( i , 1 ) = ( 1 . / 3 ) . * ( c o o r d ( e l e m ( i , 1 ) , 1 ) - f c o o r d ( e l e m ( i , 2 ) , 1 ) + c o o r d ( e l e m ( i , 3 ) , 1 ) ) ; 

y m e d ( i J H l - / 3 ) . * ( c o o r d ( e l e m ( i J ) , 2 ) + c o o r d ( ^ 

a r i a _ e l e m e n t ( i , l ) = . 5 . * ( d e t ( [ l 1 1 ; c o o r d ( e l e m ( i , l ) , l ) c o o r d ( e l e m ( i , 2 ) , l ) c o o r d ( e l e m ( i , 3 ) , l ) ; . . . 

c o o r d ( e l e m ( i , l ) , 2 ) c o o r d ( e l e m ( i , 2 ) , 2 ) c o o r d ( e l e m ( i , 3 ) , 2 ) ] ) ) ; 

e n d 

x y m e d = z e r o s ( n r e l e m , 4 ) ; 

x y m e d ( : , 1 ) = c o n t o r ( : ) ; 

x y m e d ( : , 2 ) = x m e d ( : ) ; 

x y m e d ( : , 3 ) = y m e d ( : ) ; 

x y m e d ( : , 4 ) = a r i a _ e l e m e n t ( : ) ; 

s a v e x y m e d _ 0 . t x t x y m e d - a s c i i - t a b s ; 
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Anexa 5 

% P R O G R A M D E C A L C U L A C Â M P U L U I H M E D I U P E U N E L E M E N T F I N I T 

% S e c i t e s c c o m p o n e n t e l e c â m p u l u i H ( 6 p t f i e c a r e e l e m e n t ) d i n f i ş i e r e l e h 6 _ . . . 

% S e c a l c u l e a z a m e d i a c e l o r 6 v a l o r i p e n t r u f i e c a r e c o m p o n e n t a 

% S e s a l v e a z a r e z u l t a t e l e i n fişierele d e t i p u l h f i e l d ... 

c l e a r ; 

l o a d h 6 _ 0 . t x t ; 

h x = h 6 _ 0 ( : , 3 ) ; 

h y = h 6 _ 0 ( : , 4 ) ; 

h z = h 6 _ 0 ( : , 5 ) ; 

n r e l e m = ( l e n g t h ( h x ) ) / 6 ; 

e l e m e n t = z e r o s ( n r e l e m , 1 ) ; 

h x m e d = z e r o s ( n r e l e m , 1 ) ; 

h y m e d = z e r o s ( n r e l e m , 1 ) ; 

h z m e d = z e r o s ( n r e l e m , 1 ) ; 

f o r i = 0 : ( n r e l e m - l ) 

e l e m e n t ( i + l ) = i + l ; 

h x m e d ( i + l ) = ( h x ( 6 * i + l ) + h x ( 6 * i + 2 ) + h x ( 6 * i + 3 ) + h x ( 6 * i + 4 ) + h x ( 6 * i + 5 ) + h x ( 6 * i + 6 ) ) / 6 ; 

h y m e d ( i + l ) = ( h y ( 6 * i + l ) + h y ( 6 * i + 2 ) + h y ( 6 * i + 3 ) + h y ( 6 * i + 4 ) + h y ( 6 * i + 5 ) + h y ( 6 * i + 6 ) ) / 6 ; 

h z m e d ( i + l ) = ( h z ( 6 * i + l ) + h z ( 6 * i + 2 ) + h z ( 6 * i + 3 ) + h z ( 6 * i + 4 ) + h z ( 6 * i + 5 ) + h z ( 6 * i + 6 ) ) / 6 ; 

e n d 

h f i e l d ( : , l ) = e l e m e n t ( : ) ; 

h f i e l d ( : , 2 ) = h x m e d ( : ) ; 

h f i e l d ( : , 3 ) = h y m e d ( : ) ; 

h f i e l d ( : , 4 ) = h z m e d ( : ) ; 

s a v e h f i e l d _ 0 . t x t h f i e l d - a s c i i - t a b s ; 
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