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INTRODUCERE

Un domeniu de mare actualitate si interes in tehnica moderna il constituie identificarea
on-line a evolutiei parametrilor sistemelor. din punct de vedere statistic. temporal si
trecvential [1]. [2]. [41]. [42]. Cunoasterea acestora este necesard nu numai datoritd dinamicii
sistemelor. ci si a progreselor stiintifice deosebite de aplicare a tehnicilor de identificare
oferite de calculatoarele numerice. atat prin partea hardware. cit si prin software-ul acestora.

Identificarea se poate defini, intr-o forma simplificata. ca fiind determinarea pe baza
unei intrari sau a unei iesiri. a unui sistem. apartinand unei anume clase date de sisteme.
echivalent intr-un anume sens cu sistemul testat [23], [63], [43], [128].

Asadar. pentru a reusi realizarea unei identificari a sistemului considerat. sunt necesare
trei elemente principale: clasa modelelor. clasa intrarilor si criteriul de concordantd (care
determina clasa abordarilor) [50]. [108]. [115]. [130].

Construirea modelului reprezintd o etapd principald si importantd. modelul constituind
aspectele esentiale ale sistemului existent (sau care urmeazd a fi construit). Modelele pot fi
conceptuale, fizice sau matematice. .[51], [52], [53].

O clasificare a acestora le-ar putea imparti in modele parametrice-neparametrice:
continue-discrete: deterministe-stohastice; monovariabile-multivariabile: caracterizari de
intrare. iesire-caracterizari de stare; variabile in timp: neliniare: cu parametrii distribuiti:
caracterizate de hardware (echipamente) si software (pachete de programe). etc [60]. [111].
[116].

Se subliniaza faptul ca. in prezenta abordare. identificarea se efectueaza cu serii ale
functiilor temporale, care nu trebuie confundate cu succesiunile esantioanelor de semnale
temporale.[20], [21], [22], [97].

Odata ce tipul de model a fost definitivat se trece la a doua etapa. cea a determindrii
parametrilor acestuia. Aceastd problema poate f1 solutionata utilizand doua abordari:

e optimizarea parametrica:
e estimarea parametrilor.

Prima abordare constd in definirea euristici a unui criteriu (functie de cost) si

optimizarea acestuia in raport cu parametrii modelului, 1ar cea de-a doua cale conduce in mod

frecvent tot la problema optimizarii unui anumit criteriu.
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Functiile de cost ce apar in problema de identificare sunt in general neliniare in
parametrii modelului si deci pentru extremizarea lor trebuie utilizate metodele de programare
neliniard [29]. [45]. [54]. [61]. [90]. [114].

Semnalele de intrare. alituri de modelul ales si de abordarea utilizata. conditioneazi in
mod esential rezultatele oricarui experiment de identificare [63].

Pentru obtinerea unor rezultate cdt mai corecte in identiticarea proceselor. a fost
absolut necesara utilizarea unor semnale de intrare speciale. prin intermediul cdrora sa se
obtind anumite informatii direct utilizabile. despre proces [89]. [90]. [93].

Astfel. utilizarea semnalului de proba treapta produce imediat factorul de amplificare.
timpul mort si constanta de timp principala a procesului testat. Totusi. datoritd spectrului rapid
descrescator al treptei. determinarea directd din raspunsul indicial a constantelor de timp mici
este dificila, deoarece raspunsul indicial nu va contine informatii despre dinamica procesului
in domeniul frecventelor inalte [106]. [108].

Acest dezavantaj poate fi depasit utilizind peritru testarea procesului un semnal de
proba sinusoidal. Astfel. se poate obtine intreaga caracteristica de frecventd. dar timpul de
experimentare necesar, este destul de mare [97].

Solutia reducerii acestui timp mare, ar fi combinarea unor semnale sinusoidale de
anumite amplitudini si pulsatii, intr-un singur semnal de test. Generarea acestui semnal
determina obtinerea mai multor puncte ale caracteristicii de frecventa. dar este mai dificil de
realizat. Pentru a usura generarea unui astfel de semnal existd posibilitatea de a proiecta un
semnal binar avind un spectru de impuls.

Modelele de identificare utilizand semnale de proba treaptd. sinusoidal sau binar cu
spectru predeterminat se complici mult daca in prelucrarea experimentald se iau in
considerare perturbatiile care actioneaza asupra sistemului.

Pentru eliminarea zgomotelor s-au introdus tehnicile de corelatie. in cadrul carora
intrarea este un zgomot alb sau o aproximatie a acestuia (de exemplu un semnal pscudo-
aleator-binar) [7'2]., [73].

Abordarea in identificarea sistemelor poate fi diferita. de la caz la caz si anume:

* identificare staticd sau dinamicd; statica dacd se urmareste descrierea functionarii
sistemului. presupus stabil. pentru intrari constante. iar dinamica in cazul in care se urmareste

determinarea relatiilor dintre evolutia in timp a iesirilor sistemului si cea a intrarilor sale.
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e identificarea continud sau discretd: continud pentru cvolutia continud in timp a intrarilor i
iesirilor sistemului §i discretd pentru evolutia discretd in timp a acestora. rezultand in acest caz
un model discret.
o identificarea monovariabild sau multivariabild: monovariabil cind sistemul este
caracteruzat de o singurd intrare si o singurd iesire. iar multivariabila pentru mai multe intrari
si mal multe iesiri.
e identificarea utilizind un model liniar sau unul neliniar: modelul este liniar dacd evolutia
in timp a iesirilor sistemului. in functie de cea a intrarilor sale. poate fi reprezentatd printr-un
sistem liniar de ecuatii diferentiale (cazul continuu) sau cu diferente (cazul discret). caz in
care se poate aplica principiul superpozitiei. iar modelul este neliniar daca sistemul de ecuatii
diferentiale sau cu diferente este neliniar.
e identificarea parametricd sau neparametricd. modelul se numeste parametric daca este
descris de ecuatii diferentiale sau prin ecuatii cu diferente (modele cu parametrii concentrati)
si prin ecuatii cu derivate partiale (modele cu parametrii distribuiti). iar modelul este de naturd
neparametricd daca clasa de modele este reprezentata prin seturi de curbe sau tabele de valori.
Functia pondere si caracteristicile de frecventa ale unui sistem se inscriu in aceasta categorie
de modele.
e identificarea deterministicd sau statisticd. reprezentarea sistemului este determinista in
situatia 1n care perturbatiile nu sunt considerate drept functii aleatoare. ci semnale
deterministe. masurabile sau nu. identificarea este statistici. daca reprezentarea sistemului
este stohastica, deci modelul include elemente aleatoare.

in aplicatiile practice de identificare si optimizare a proceselor tehnologice se
utilizeazd in prezent clase de functii ortogonale (Fourier, Walsh, Haar. Laguerre. Hartley,
Legendre, Chebishew, etc) [3]. [29]. Principala caracteristica a tehnicilor bazate pe functiile
ortogonale consta in convertirea ecuatiilor diferentiale. ce descriu comportarea dinamica a
procesului, in -ecuatii algebrice. Aceasta se realizeaza cu succes prin calculul operational
Laplace. Fourier si Walsh pentru sisteme SISO sau MIMO de ordin redus [45].

Asadar. in cadrul prezentei teze de doctorat. privind identificarea si optimizarea cu
ajutorul functiilor ortogonale. am abordat in afard de functiile Laguerre care sunt intr-o
anumitd masura dificil de utilizat si alte functii ortogonale. dintre care am ales functiile Walsh

si Haar. Aceastd alegere se justifica prin faptul ca abordarea acestor functii este mai simpla.
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In cazul sistemelor MIMO de ordin superior. la care se utilizeaza reprezentarea cu
marimi de stare. calculul clasic devine dificil sau chiar imposibil de efectuat. Chen si Hsiao
[44], pornind de la integrala unui vector V(t). avand ca elemente functii ortogonale. intr-un
interval dat. au exprimat-o sub forma de produs PV(t). in care P este o matrice care poate fi

determinatd univoc pentru functii ortogonale particulare.

Obiectivele tezei

Utilitatea transformarilor ortogonale in prelucrarea informatiei. cu posibilitatea
reducerii timpului de calcul de cel putin 100 de ori. fatd de metodele matemetice clasice, sunt
prezentate la inceputul acesteli teze, (capitolul 1).

Teza se doreste a fi un studiu de identificare a parametrilor sistemelor automate
utilizdnd serii temporale uzuale: Fourier. (capitolul 2). Walsh cu ordonare dupda Walsh.
Hadamard si respectiv Paley, (capitolul 3). Laguerre, (capitolul 4) si Haar. (capitolul 3).

In final. luand in considerare avantajele si dezavantajele utilizarii acestora, se decide
care dintre aceste functii ortogonale reduce numarul de operatii prin cresterea vitezei de lucru
si usurarea calculelor in identificare.

Seriile de functii temporale sunt cele ale functiilor ortogonale. care prin proprietitile
lor conferda un cuantum informativ important. ceea ce justificd utilizarea lor in prelucrarea
informatiei si respectiv, in procesul de identificare a sistemelor.

In cadrul celor 5 capitole din prezenta teza sunt abordate aspectele teoretice fundamentale
care sunt urmate de exemple edificatoare si de aplicatii imediate (subparagrafele 2.4.5, 2.4.6.
26.1,2.6.2,2.6.3,2.64,2.6.5,2.6.6,2.6.7.3.2.1.4.2,43,54,5.5).

Relatiile matematice exacte, in numar de 439 numerotate, cele 82 de figuri, cele 13
tabele si o organigrama, atesta rigurozitatea afirmatiilor din lucrare.

In cele 4 Anexe ale tezei sunt cuprinse un program de testare a transformatei rapide
Fourier la generarea unui semnal de timp constind dintr-o unda de largime de 200 Hz la care
se adaugd o unda cosinus de 2000 Hz, care se reprzinta grafic pe monitorul calculatorului si se
evidentiazd performantele transformatei rapide Fourier. (Anexa 1); un program de calcul a
coeficientilor pentru transformatele rapide directe si inverse Fourier. (Anexa 2); procedeele de
evaluare, prelucrare si culegere a datelor experimentale pentru compresoarele industriale de
aer performante fabricate la U.C.M.Resita S.A. de 50 si 100 m¥/min. cu ajutorul
computerului. (Anexa 3); si un program C++ pentru determinarea rapida si exactd a
coeficientilor Walsh cu ordonare deupa Paley. (Anexa 4).

Ca o concluzie se reliefeaza in finalul capitolului 5 superioritatea utilizarii functiilor
ortogonale Haar in identificarea on-line a sistemelor, in special a celor de tip MIMO. Sunt
prezentate o serie de exemple cu reprezentari grafice prin aplicarea subrutinelor din MatLab
Bessel (alpha, x). paragraful 5.5, care confirma eficienta metodei Haar, aplicabila sistemelor
cu parametri distribuiti si aplicatia functiei expm(-) care permit determinarea curbelor pentru
solutii Haar si Fourier corespunzatoare tensiunii si curentului la transmisia prin cablu.

Aceste considerente creazd premize certe in aprofundarea studierii si cercetdrii in
viitorul apropiat. a avantajelor utilizarii metodelor de identificare on-line a sistemelor
automate cu serile de functii temporale.
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CAPITOLUL 1.
TRANSFORMARI ORTOGONALE

1.1. Utilitatea transformarilor ortogonale in prelucrarea informatiei

In analiza proceselor si sistemelor in evolutie. prin prelucrarea frecventiala si secventiala
a semnalelor obtinute de la aceste procese si sisteme. se utilizeazd proprietatea de ortogonalitate
a unor clase de functii algebrice. dintre care cele mai cunoscute sunt functiile trigonometrice
(armonice) cosqo Si sinqo. care constituie Tmpreund cu unitatea sistemul trigonometric
Sfundamental {1. cosqo, sinqa }, [3], [67], [72]. [77].

In general. pe langa pefectionarea continui a echipamentelor de caléul. in special prin
cresterea vitezei de lucru, se urmareste reducerea timpului de calcul pe calculator, prin elaborarea
unor rutine de program rapide. care conduc in final la micsorarea numarului de operatii standard
pe acelasi echipament.

Transformarile ortogonale pe care matematica ni le pune la dispozitie ne oferd
posibilitatea elaborarii unor programe si subrutine de scurtare a timpului de calcul de cel putin
100 de ori comparativ cu metodele matematice clasice, [4]. [7], [8]. [9]. [10], [11], [13]. [14].
[27]

Sistemul trigonometric fundamental constituie un ansamblu de functii ortogonale la care
este asociatd dezvoltarea in serie Fourier. respectiv transformata Fourier. cu aplicatii in domeniul
stiintifico-tehnic. constituind obiectul analizei armonice sau secventiale [66].

Transformata Fourier, sub forma analogica sau discretd s-a impus in acusticd. vibratii.
hidromecanica. aerodinamica, electrotehnica, electronica, opticd. structura materiei. teoria
sistemelor, cibernetica si alte domenii in care s-a cerut analiza frecventiala in prelucrarea
semnalelor pro{'enite de la sistemele in evolutie, in scopul extragerii informatiei din acestea.

In anul 1965 Cooley si Tukey [57] au elaborat prima procedura rapida ortogonala.
denumitd Transformata Rapidd Fourier, procedura FFT [Fast Fourier Transtorm)].

In afara de functiile ortogonale trigonometrice in analiza semnalelor se utilizeazi cu
rezultate remarcabile functiile ortogonale Laguerre. Walsh. Hartley, Haar. Legendre. [31]. [33].
[36]. [37], [38], [40], [49], [64], [73]. [76], [81], [83]. [84]. [85]. [86]. [94]. [97]. [98]. [100].
[103], [105], [128].
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1.2. Proprietatea de ortogonalitate
Sistemul de functii {u, (¢)} = {y ()¢, (¢)ete-()oostt, ()ae, (¢)....} de variabila reald si

aproape peste tot diferite de zero. se numeste orrogonal pe intervalul [u.b]. cu(a < b). daca

[29]:

f’u,,,(r)u,,(r)dr ={ (1.1)

in care variabila independenta t reprezinta fie valoarea momentand a timpului. fie o deplasare
de translatie l. o deplasarea unghiulard . sau orice alta variabild in functie de care se exprima
marimile u,. In multe aplicatii tehnice si stiintifice variabila t exprima o marime raportata t ‘T:
1/ L:B/(2m); etc. in care T este perioada. L lungimea de unda si 2n perioada exprimata in
radiani.

Vom presupune ca patratul integrabil al oricarei functii uy(t) din multimea {u” (r)} este

diferit de zero si de valoarea finita:
'f"uj(z)dt >0; Ju, (1)dt < oo (1.2)

Conditia (1.1) exprima faptul ca functiile multimii {u” (t)}sunt ortogonale douad cate

doua. iar conditia (1.2) exprima faptul ca nici una dintre functiile multimii sau sistemului

ortogonal nu este identic nula.

Sistemul {u,(r)} se numeste normar daca e,=1. adica:
[ (dr=1(n=012..) (1.3)
d
Se poate arita ca orice sistem ortogonal se poate norma. observand ca:
1 b,
—[ui(dr =1:(n=012,...) (1.4)
c,

Rezulta ca din sistemul ortogonal oarecare (1.1) se poate obtine sistemul ortonormat {r” (0}

in care

v (1)=Cu, (1):(n=01,2....) (1.5)

Marimea +./c¢, se numeste norma functiei uy(t) si se noteaza prin simbolul ||u,,l|.

”u” || = ,”jui (Ddr;(n=0,1,2,...) (1.6)

astfel ca:
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Daca {u"(t)} sistemul este ortonormat

Hu"“:l:(n =0.1,2...) (1.7)

1.3. Reprezentarea datelor prin functii ortogonale.

Consideram un semnal x(t). real si nu peste tot egal cu 0 pe intervalul [a:b].

reprezentat sub forma de serie [30]:

>

.\'(r)zz’a,_,u”(t) (1.3)

n=0

unde a, constituie al n-lea coeficient al dezvoltarii (1.8). Pentru a gasi pe a, este suficient sa
multiplicam cu u,,(t) ambele parti ale relatiei (1.8) si sa integram pe intervalul [a:b]:
iy h —
J. xX(Hu, (n)dt =J Ea,,u”(r)u,__,(r)ch (1.9)
4 N n=0

In baza relatiei (1.1) in ipoteza ca toti coeficientii C,=1. rezultd

m

a, = | x(tu,, (Odr(m=0.1.2....) (1.10)

Multimea ortogonala {u, (1)}, care satisface la conditiile (1.2) se numeste complerd sau

inchisa, daca sunt adevarate fiecare din urmatoarele asertiuni:

Nu existd un semnal x(t). care indeplinind conditia:

b
jx'(t)dr<oo (1.11)

sd conducd la egalitatea
'I

J”x(t)u”([)=O;(n=0,1,2....) (1.12)

Pentru orice semnal x(t). continuu pe portiuni. care indeplineste conditia (1.11). se
poate evalua un numar oricdat de mic €>0. astfel incat sa existe un indice n=N cu care si se

realizeze o dezvoltare finita in serie [123]:

N-I

x(r) = Za,,u”(r) (1.13)

n=()

BUPT



Contrrbutii la identticarca on-line a sistemelor utthzand serti temporale - Tezd de doctorat

.~~~ ]
asttel incat:

)

i A -
J [.\'(t)—x(t)] dt <€ (1.14)
Din rationamentele de mai sus rezultd cd dezvoltarea dupa functiile ortogonale permite

sd se reprezinte semnalul x(t) sub forma de multime de coeficienti {u, }=1{a,.q,.a.,..} in
numar infinit. In cazul in care multimea ortogonald {u, (1)} este completa. reprezentarea se

efectueaza cu o multime finita de coeficienti {a,.a,.a......a,_}.

1.4 Inegalitatea lui Bessel. Teorema lui Parseval.

Se pune intrebarea: cat de buna este reprezentarea lui x(t) In serie prin intermediul

functiilor ortogonale (1.8). in cazul in care coeficientii a, sunt evaluati prin relatia (1.10)?
Presupunem cd seria Zb,,u” (r)continand N termeni oferd o mai bund reprezentare a lui x(t).

Criteriul "o mai buna™ inseamna ca eroarea medie patraticd a functiei x(t) si dezvoltarea sa in

serie finita este cea mai mica [28]:

5

ez j[(t)—Zb (,)] i

D3ca tinem seama relatia (1.10) si de ortogonalitatea functiei u,(t). eroarea medie patratica
devine:

N

E:jx:([)d[—i(lj—i[bq—an]- (115)

n=0 n=0
Daca a,=b, ultimul termen se anuleaza si eroarca medie patratica € realizeazd valoarea
minima.
Din (1.15) deriva asa numita inegalitate a lui Bessel [28):
N-] oc b
za,f < 2“5 < j,rl(r)clt (1.16)
n=0 n=0 f
Limita superioara a sumei poate fi luatd =<. in loc de N-1, deoarece intervalul [a, b] nu
depinde de N si oricare ar fi valoarea acestuia este acelasi.
Sistemul {un(t)} se numeste ortogonal. normal si complet. dacd valoarea medie

patraticd € tinde spre 0. cu majorarea lui N. pentru orice patrat integrabil al lui x(t) pe

intervalul [a, b]:

o

{3
({1

%)
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h -l -
lim I[.\‘(I)— 2(1” u, (t):| dx=0 (1.17)

N o
- P n=0

In acest caz (1.16), inegalitatea lui Bessel devine:

Za,f = | x7(t)dr . (1.18)

a
care constituie teorema completudinii sau teorema lui Parseval [28].

La aceasta teorema se putea ajunge si ocolind relatia care exprima inegalitatea lui
Bessel. ridicand la patrat relatia (1.8). iar apoi integrand ambele parti. pentru care se aplica

proprietatea de ortogonalitate, conform relatiei (1.1).

1.5. Sensul fizic al teoremei lui Parseval

Teorema lui Parseval, prin care se exprima proprietatea de sistem ortogonal complet.
evidentiaza si o legaturd structurala intre functia semnal originald x(t) si coeficeintii a, al
dezvoltarii in serie dupa sistemul ortogonal {u,(t)}, [68].

Asociind functia semnal x(t) cu curentul electric care traverseaza o rezistenta de 1Q si

considerand limitele a=ty si b=t,-T. relatia (1.18) se scrie:

-
th=1

J,X':(t)dtzicz,f, (1.187)

: n=0
si dacd se impart ambii membri cu durata T a intervalului temporal:

i:er’cz(t)dt——l—i : (1.19

T et )

Interpretarea fizica a relatiilor (1.18) si (1.19). ar fi ca. integrala din membru stang al

ecuatiei (1.187) exprimd energia disipata in rezistenta de 1€. egala cu suma energiilor
reprezentate prin patratele coeficientilor dezvoltarii in serie dupa functiile sistemului {u,(0}.
In relatia (1.19) integrala din membrul intai reprezintd puterea disipata de semnalul x(t). care
este egala cu suma puterilor a,f/T aferente coeficientilor a, ai dezvoltarii. In timp ce in
membrul stang functia semnal de sub semnul integrala este continua (analogica). In membrul

drept. energiile. respectiv puterile aferente indicilor n=0. 1. 2. ... ai coeficientilor dezvoltarii.

au caracter discret. dupa sirul natural al numerelor pozitive.
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. ]

Reprezentarea grafica in sistemul cartezian de coordonate a coeficientilor a, in functie
de rangul n se numeste spectru generalizat. iar valoarea lui a, pentru un n dat se numeste /inie
spectrala [68].

Teorema lui Parseval evidentiazd asadar, egalitatea dintre energia sau puterea
semnalului si suma energiilor sau puterilor aferente liniilor spectrale ale coeticientilor
dezvoltarii dupa sistemul ortogonal considerat. Astfel. Teorema lui Parseval apare ca o forma
particulara a principiului conservarii energiei.

Spectrul generalizat al oricarei transtormari ortogonale se poate exprima printr-o
functie discretizatd dupa variabila independentd temporald. utilizand functia impuls unitar a
lui Dirac:

S(g)= zaq -8(n—-g); n=0.1.2.....:g=0, 1. 2.... (1.20)
¢=0

Functia spectrala energetica este:

W(g)=Y a; 8(n-q): n=0,1.2.....:q9=0, 1, 2.... (1.21)
4=0
si respectiv de putere
| I
P(q)z—Za; -6(n—q); n=0.1.2......q=0. 1, 2.... (1.22)
TH !

pentru orice tip de transformare ortogonala.
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CAPITOLUL 2.
IDENTIFICAREA CU SPECTRE FOURIER

2.1 Generalitati

Semnalele fizice se clasificd in deterministe si respectiv aleatoare sau stohastice.
Amplitudinea in functie de timp a unui semnal determinist poate fi stabilitd aprioric pentru
orice moment trecut sau viitor., in timp ce in cazul semnalului aleator evaluarea exacta a
amplitudinii nu este posibild din cauza caracterului sdu imprevizibil. de hazard [41]. [42].
(51]. |

Semnalele deterministe se clasifica in periodice si respectiv aperiodice. Cele periodice
prezintd proprietatea de repetitivitate a unui tronson temporal. denumit perioada. Semnalele
aperiodice nu poseda aceasta proprietate. putandu-se considera ci sunt constituite dintr-o
singurd perioadd pe intreaga sa durata de existentd. Sub aspectul periodicitatii se poate
considera ca semnalele aleatoare sunt aperiodice [123].

Atat semnalele periodice cat si cele aperiodice se pot dezvolta in serie dupd orice
sistem de functii ortogonale. In particular daca sistemul de functii ortogonale este sistemul
trigonometric fundamental, se realizeaza dezvoltarea in serie trigonometrica. sau in serie
Fourier, aceastd dezvoltare constituind obiectul analizei armonice.

Sistemul ortogonal trigonometric tundamental este definit prin ansamblul de functii
[67]:

{l;cosqa;sin qa}z{l.cosa.sina.cos 2a.sin 2a....,cosqe.singa...p  (2.1)

Dezvoltarea in serie trigonometrica. dupa acest sistem de functii ortogonale. a unui
semnal fizic oarecare periodic sau aperiodic, a adus importante contributii in diverse domenii
ale stiintei: acustica, vibratii, optica. energeticid. termodinamica si in ceea ce intereseazi tema
prezentata. in analiza dinamica a sistemelor in evolutie. in particular in identificarea si
conducerea optimala a acestora [110]. [111]. [115], [130]. [133].[137].

Generalizarea dezvoltarii in serie trigonometrica a condus la definirea transtormatei
operationale Fourier. si la asocierea acesteia cu transformata operationala Laplace. ambele
transformate constituind un instrument matematic deosebit de util sub aspect teoretic si
practic[28], [126].

Seriile trigonometrice, exprimate prin unde sinusoidale si cosinusoidale. in forma

condensatd se exprima prin linii spectrale de anumite frecvente. ansamblul acestora
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constituind ceea ce numim spectre armonice. Ca si functiile semnal. ansamblurile spectrale
pot fi analogice si discrete. respectiv periodice sau aperiodice.

Sub aspectul formelor spectrelor Fourier. rezumativ se disting urmatoarcle cazuri:

a. Dezvoltarea in serie Fourier a semnalelor periodice. obtinandu-se un spectru
unilateral. discret. aferent frecventelor reale pozitive.

b. Dezvoltarea in serie Fourier a semnalelor periodice. utilizind variabilele
complexe. obtinandu-se un spectru bilateral. discret. utilizind notiunea de frecventa negativa.

C. Transformata integrald Fourier. aferentd functiilor aperiodice si analogice. cu
spectru continuu si aperiodic.

d. Spectrul Fourier al semnalelor aperiodice esantionate continuu si periodic.

e. Transformata discreta Fourier. la care atdt semnalul cat si spectrul aferent sunt
discrete si periodice.

Spectrele obtinute direct din semnal se numesc spectre de amplitudine, spre deosebire
de cele derivate din functiile de corelatie. care se numesc spectre energetice sau de putere.

Cunoasterea legaturilor dintre diferitele spectre de amplitudine pe de-o parte si cele de
putere pe de altd parte este absolut necesard pentru analist. pentru evitarea unor erori
grosolane in interpretarea rezultatelor oferite de analiza Fourier.

Functiile spectrale de putere, asociate cu functiile de corelatie sunt intens utilizate in
procedurile de identificare si optimizare a sistemelor liniare [131]. Evaluarea lor se efectueaza
cu ajutorul transformatei discrete Fourier (TDF). prin coeficientii Fourier C\(q). Pentru
diferitele genuri de spectre de putere Fourier se va prezenta o schema cu relatii ale acestora in
functie de coeficientii transformatei discrete Fourier. coeficienti obtinuti de calculator cu
subrutine rapide Fourier. (Anexele 1 si 2).

Trebuie mentionat cd in afara procesului de esantionare a semnalelor pentru
introducerea acestora in calculator din cauza ca semnalele sunt definite pe o durata finita T. la
prelucrarea numerica intervine efectul trunchierii prin modificarea substantiala a succesiunii
spectrale, aparand necesara inlaturarea acestui efect prin operatia de netezire spectrala [95].

Avand la indemand acest instrument operational furnizat de seriile trigonometrice
Fourier, utilizdnd metode analitice sau echipamente specializate. corelatoare si analizoare
spectrale numerice, respectiv calculatoare performante care realizeaza functiile acestora. se
poate evalua functia de transfer a sistemelor liniare si acordarea respectiv optimizarea

conducerii automate a acestora [134]. [136].
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2.2 Spectre de amplitudine

2.2.1 Spectrul discret unilateral al dezvoltarii Fourier

Un semnal x(t) este periodic daca existd un tronson de duratd T care se repetd indefinit
in traseul sau temporal analogic. adica [68]:

X(t) =x(tx£kT), t=1,2.3,... (2.2)

In fig.2.1.a. este prezentatd forma de undi a unui semnal analogic periodic. in functie
de variabila independentd temporald t. Dupd. cum este cunoscut. acelasi semnal se poate
exprima in functie de variabila independentd unghiulard o = @(t) in care w este pulsatia sau
in functie de frecventa v, care exprimd numarul de perioade in unitatea de timp, intr-o

secunda. cu = 2n v. astfel ca intre T, . v. aferente semnalului periodic exista relatiile:

I

Vi=—; w=2-r-v,=2-1- a=2-7-

(2.
T

1, i )
T T

iar pentru variabila temporald independenta. frecventa primei armonici. denumitd si frecventa

undei fundamentale. rezulta:

i (2.4)
w 2-r-v, 21

Se demonstreazd usor ca o functie semnal periodica si analogica este integrabild pe
orice segment temporal de lungime T, astfel cd aplicand proprietatile functiilor ortogonale.
semnalul se poate dezvolta in serie trigonometrica.

Un semnal analogic periodic x(t) de perioada T. care satisface conditiile Dirichlet. se

poate dezvolta dupa sistemul ortogonal trigonometric fundamental de functii. sub forma unei

serii [69], [70]:

x(r) =

%ﬂ-zr[z{_!cos?.-/r-q»'l t+B,sin2-7-q-v.-tkge 2. (23)
2 |~

q fiind un numar intreg, real si pozitiv.

Aceeasi expresie se poate scrie in functie de variabilatsau = t:

Ay < 2 . 2
X(r)y=—+ A cos—-q-t+B sin—-q-t| (2.6)
2 ; B A
respectiv:
R ;
X(r)=—+ Z{[Aq cosqa + B, sin qa]:. (2.7)
2=

In aceste expresii s-a notat
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L | ¢r
== 12 (0, :—J. x()de,
A TJ:’, (1)dr A, i (@) (2.8)
5 L
A, =% _-L.\‘(r)cos.?-f[-q-v, tedt A = J v(x)cosqa - da. (2.9)

2~ . I = :
B, =717 x(O)sin2-m-q-v - t-dr. A =;[—J-_:x(a)sm go-da, (2.10)

Relatiile (2.6) si (2.7) se pot scrie sub o formd condensati:

x(ny=—=2 A +2 M, cos(2-m-q-V, - 1+@,):

(2.11)
x(a)=A—°+iM cos(qga+ @, ). (2.12)
) 1 q q-
2
in care My este modulul liniei spectrale:
My=4A +B .q=123.. (2.13)
1ar faza initiala a fiecarei armonici. de un ordin oarecare q:
~ 5, — 5, 2.14)
t =—>p =arctg—— (2.
89, A 9, 8 A

q

Dacd variabila frecventiald v = qv, se va exprima in functie de rangul g al liniei

spectrale, spectrul semnalului se va situa in partea dreapta a sirului natural al numerelor

(pozitive), corespunzand frecventelor reale vy, 2v,, 3v,

Liniile spectrale de modul M, vor apare echidistante cu valoarea v a armonicii
fundamentale [74].

i3

W%)TTW

Fig. 2.1. Dezvoltarea in serie trigonometricd : a) Semnalul analog periodic

b) Spectrul unilateral si discret.
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In concluzie unui semnal periodic si analogic. prin dezvoltarea naturala in serie

Fourier ii corespunde un spectru discret natural si aperiodic.

2.2.2 Spectrul bilateral discret al functiilor semnal analogice periodice

Dezavantajul major al spectrului unilateral discret constd in faptul cad acest spectru nu
se poate evalua analitic pentru orice linie q. tiind necesard evaluarea separata a coeficientilor
A, si By si determinarea modulului M cu pierderea informatiei despre defazajul @, . Totusi

formal spectrul unilateral se poate exprima prin intermediul functiei Dirac. astfel [28]:

A - )
Foy=M,==280)+) M 60 =v,) (2.15)

=i
Pentru a inlatura aceste inconveniente se apeleazad la introducerea spectrului bilateral
discret al semnalului periodic analogic. In acest scop se folosesc variabilele complexe prin
exprimarea functiei cos o prin relatia lui Euler cosot =¢'“ + e’ . Prin calcule elementare, din
semnalul analogic periodic x(t) se obtine functia analitica spectrald X(qv,). care este o forma

a transformatei directe discrete Fourier (TDDF) [133]:

.
c@=X(qv)=X, = %Ex(r)e":'ﬁ’”"dt;q =0.£1.=2.53.... (2.16)

Datorita utilizarii numerelor complexe in aceasta transformare s-a impus introducerea
notiunii fictive de frecventd negativa. astfel incat spectrul X, este repartizat simetric pe
ambele parti. pozitive si negative a variabilei q ce reprezinti ordinul liniei spectrale. In plus.
s¢ aratd cd amplitudinea X4 este jumatate din modulul M. aferent spectrului unilateral. Functia
analitica spectrala X(jqv,) = X,e¢'? contine si informatia despre faza initiala a armonicii de
ordinul q. De asemenea se arata ca semnalul x(t) poate fi reconstituit din liniile spectrale

Xiqvy) prin relatia:

‘(([): ZX(qVI)e,':&/VH:X —

q

M . (2.17)

N

o | —

y=—
Se mentioneaza cd X, este un fazor, in sensul cunoscut din electrotehnicd, caracterizat
prin modulul X, . cu faza initiala @, . se roteste in planul complex in sens trigonometric cu

viteza unghiulard g = 2nqv,. Relatia (2.17) exprima o forma a transformatei inverse Fourier.
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Fig.2.2. Tranzitia de la spectrul unilateral discret M, aferent transformarii naturale Fourier. la

spectrul bilateral discret c((q), aferent semnalelor periodice continul.

prin injumatatirea liniilor spectrale ale spectrului unilateral M si amplasarea-unei jumatati in
semiplanul stang. la frecventele respective negative marcate cu -q.

Din cele prezentate relativ la spectrul discret bilateral aferent functiilor analogice
reriodice. se mentioneaza faptul ca acest spectru se poate calcula analitic. gratie introducerii
exprimdrii prin variabile complexe si prin utilizarea frecventelor fictive negative. In concluzie

semnalului analogic periodic 1i corespunde un spectru discret bilateral aperiodic.
2.2.3. Spectrul Fourier al semnalelor aperiodice si analogice

O functie x(t) continud pe intervalul te[-T/2:=T 2] si care satisface conditiile lui
Dirichlet, se poate dezvolta in serie Fourier printr-un proces de trecere la limitd cu T—eo si
ficand ca rezolutia spectrald Av—0, astfel ca spectrul se transforma din discret intr-un spectru

continuu, pe baza expresiei:
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SGv) = [ xne™di (2.18)
indicand faptul cd la cunoasterea functici semnal aperiodice si analogice x(t) se¢ poate
determina analitic in mod univoc functia spectrald Sijv). Aceastd expresie corespunde
transformarii directe Fourier (TDF). functie spectrald continud in planul complex al lui Gauss.

Reconstituirea semnalului x(t) din spectrul S(jv) se efectueaza pe baza expresiei:
x(1) = j SGv)e™ ' ™dy. (2.19)

care constituie transformata inversa Fourier (TIF). Funciiiie x(t) si S(jv) constitute o pereche

Fourier. adica:

X(D) & S(v) (2.20) ‘
Pentru exemplificare se considera fereastra temporzla cosinusoidala, detinita prin:
d(t) = A cos(mt/T): te [-T/2: +T/2]: (2.21)
la care corespunde functia spectrald analogica:
D(jv) = 2 a7 28 T) (2.22)
T 1-T)

Cele douad functii, semnal. respectiv cea spectrald. sunt indicate in fig.2.3.

D)
A d(#) —%—AT
-~
I 0T §=' o ls"dfi?igs TS
1% T ER T

Fig.2.3. Exemplu de transformare Fourier aferenti unui semnal aperiodic analogic

Din cele prezentate rezulta ca transformata Fourier a unui semnal analogic si aperiodic
este o functie infinita si continua [35]. [49].

Transformata Fourier poseda proprietatile de linizritate este derivabila si integrabila,
prezintd proprietatile de dualitate, paritate. de deplasarz. similitudine. de multiplicare. si de
corelatie [127].

In fig.2.4. este indicata operatia de transformare Fourier, constatandu-se de ce este

necesard cunoasterea intregii evolutii in timp a functiei semnal.
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-/ CLoLsiYT)
SyivyT) T

Fig.2.4. Interpretarea operatiei de transformare Fourier pentru o functie para.
2.2.4. Spectrul Fourier al semnalelor aperiodice esantionate.

In cazul unei functii x(t) esantionate cu durata de esantionare T. . exista relatia [70]:

x#(nT,)= 3 (8t —nT,) (2.23)

N=—00

S\‘(jv)z zx:;(nTL’)e—jZ,Tw:r, (:24)

n=—x

iar esantioanele se reconstituie din spectrul semnalului discretizat prin relatia:
I =
B3 — 2 . ~j2nnT, , -
x~(nT(,)—?ESﬂ(jv)e 1y, (2.23)
¢ 2

in care F. = 1/T. este frecventa de esantionare iar ne Z si ne [->: +e<]. Relaiiile (2.24) 51 (2.25)
se demonstreaza fie prin metoda reziduurilor, fie prin proprietatea de dualizate a transformatei
Fourier.

Spectrul Si- (jv) se exprima in functie de spectrul original al semnalului neesantionat

S<(Gv) =X (jv) . prin relatia:

M=-w

. 1
S.. (_]V)=T— D X(jv+ jmF,)m=0L2... (2.26)

¢ M=—m
ceea ce indica faptul cd aspectul semnalului esantionat este periodic cu frecventa F. si este
format dintr-un lob principal pentru m = 0 si o serie de lobi secundari amplasati simetric fata

de acesta. pentru m = 1.2.3..... Pentru lobul central cu m = 0 existi relatia:
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. ]

1 1
S..gv)==—S.(Jyv)=—X(V). (2.27)
U T NVAD 7 (Jv)

¢ (
care se obtine din spectrul original ponderat cu 1/T, pe intervalul ve [-F./2; +F./2]. In fig.2.5
este indicat spectrul periodic si analogic al semnalului esantionat. ceea ce confirmai
proprietatea de dualitate, in sensul ca la un semnal continuu aperiodic corespunde un spectru
discret aperiodic si respectiv la un semnal discretizat si aperiodic corespunde un spectru

analogic si periodic.

., - 3
E x { Sk
/.'/{N,\
- st N
./ ' v\ % - /—-\ N VS
\ 4 i oo ! \ N
N\ s ' i l "XT/ - / \\ / \ / }
’ ro \ N | - =z / ~-
P R A i / \ \// ,
— - ~~= 4_.\-/____ \\./_ __\_\-g>
iy I R I A -
1 - H ~ T T T = : T+ = -T2
] 5 T z
Tz
c) - t)

Fig.2.5. Spectrul Fourier al functiei aperiodice esantionate: a) Semnalul esantionat:
b) Spectrul continuu si periodic.
Din fig.2.5 rezultd o consecintd care reprezintd conditia ce trebuie indeplinitd de lobii
adiacenti ai spectrului S¢<(jv) de a nu interfera. ceea ce ar conduce la erori importante la
reconstituirea semnalului esantionat din spectrul aferent. Aceasta conditie este formulati de
teorema lui Shannon, care spune ca frecventa de esantionare F, trebuie sa fie mai mare sau cel
mult egald cu dublul frecventei maxime F,, a spectrului X (jv). adica F. > 2F,,.sau N =2 2BT,

in care B=F, este largimea de banda a semnalului [70].
2.2.5. Transformata discreta Fourier

Daca X(n) sunt esantioanele functiei continue x(t) pe durata T, . sub forma de sir cu
n=0,1,2, .... SN-1, atunci [33]:
{X(m}={X0).X1),X2...X(N-1)}. (2.28)
1ar coeficientii transformatei discrete Fourier (TDF) se scriu sub forma de sir:
{c.pt={c.0)c.m).C.2....C(N-D} (2.29)
care se determina prin transformata discreta directa Fourier (TDDF) cu expresia:

1 N-| l N-|
C.(q)= I—V—ZX()z)exp(—jlfrqn/N) =—> X(mw" (2:30)

n=0 n=0
in care

W = exp(-j2/N); N =T/T. . (2.31)

-

Pag. 24

BUPT



Contributii la identificarca on-line a sistemelor utilizand serii temporale - Tesd de doctorat

Esantioanele NX(n) se determind prin transformata discretd inversd Fourier (TDIF) cu
relatia:

N1

N-I
Xn)= ZC‘(n)exp(jZﬂ'qn/N) =ZC:(¢/).W""". (2.32)

q=0

=V

Pe baza observatiei cd C\(q) este periodica. avind C\(q) = C\(qEmN). se trece de la
reprezentarea bilaterala avand q € [-(N/2-1); (N/2-1)]. la cea unilaterald. prin deplasarea
liniilor de frecvente negative de la q = -1 pana la q = -(N/2-1). in semiplanul drept, la dreapta

liniei spectrale +N/2. rezultind un spectru cu N linii spectrale cu n € [0: N-1]. Procedeul este

indicat 1n fig. 2.6. b
T.0 iz 2T - h - -
!
' ~ - l .
'| l ‘C"(_i)lsz*cf"; T ,
" R {
! \\ | | ! A‘,(:;"-’: - :/(\_._: " '_"( }
l a ! o - s ! < T E/]
P Py T Tl
. , - : N ! .
Coa | ) I : P S _ | ! L
'; . I . | | ! } l; : R T l
Lo v - - |
I RIS SR 0 S T N U A I R S & SR
=N ! N TA ’ z T \, ¢ -~ -

|
.
1ol

Fig.2.6. Spectrul TDDF in reprezentarea bilaterald si transpozitia in reprezentarea

unilaterald, cu evidentierea simetriei complex conjugate in jurul frecventei aferente lui qg=N 2.

Transformatele TDDF si TDIF sunt utilizate prin subrutine specifice de prelucrare a

semnalelor fizice cu ajutorul calculatorului. (Anexele 1 si2).

2.2.6 Relatii intre diverse forme de spectre Fourier de amplitudine.

In tabelul-2.1 sunt prezentate relatiile dintre cele cinci torme de spectre:

- spectrul natural obtinut prin dezvoltare in serie Fourier de tip unilateral si care

corespunde sensului fizic al proceselor reale;
- spectrul bilateral al semnalului analogic periodic:
- spectrul aferent integralei Fourier pentru semnalul aperiodic analogic:
- spectrul analogic si periodic aferent semnalului aperiodic esantionat:

- spectrul exprimat prin coeficientii Fourier rezultati prin transformata directa discreta
Fourier.

o
=
(]
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W

BUPT



Contributii la identiticarea on-hine a sistemelor uthizand serii temporale - T'ezd de doctorat

Aceste relatii se obtin relativ simplu. observand ca ¢, (q) = C(q) = M/2, 1ar dv =1/T,

deci:

oo |
Xyq). == Cuq) =c(q).

—
19
(98]
Y]

~

Trebuie precizat ca in cazul spectrelor riglate (discretizate) la care liniile spectrale

sunt nominalizate prin ordinul lor q. rezolutia. respectiv distanta dintre doud linii adiacente

este Av =V, =1/T. Pe de alta parte spectrele de forma continua. analogica. sunt spectre de

densitate de amplitudine. in sensul ca dimensional, din (2.19.) rezulta [x(1)] =[S (v).dVv],

astfel ca daca x(t) reprezintad o tensiune masuratd in volt. spectrul Fourier S (v) = X(v)va fi

exprimat in volt/Hz.

Cunoasterea relatiilor dintre diferite spectre de amplitudine este necesard in

interpretarea informatiei, cunoscand faptul c¢d numai dezvoltarea in serie Fourier (prima

coloand din tabelul 2.1) este cea care are suport fizic. in realitate. Asa cum s-a spus. dacad nu

se tine seama de aceste raporturi se pot efectua mari erori in interpretarea rezultatelor analizei

armonice.

Tabelul 2.1. Relatii intre spectrele Fourier de amplitudine

Spectrul in Dezvoltare Semnal Integrala Semnal TDF i
functie a in serie periodic Fourier aperiodic }
Fourier analogic esantionat ‘
|
Dezvoltare M, 2c(q) 2X(q) 2 2C(q)
—’S\. ((]) ;
Fourier T N ;
Semnal M c.(q) X(q) 1 C.(q) ,
—4 — S‘v. ((] ) |
periodic 2 T N ;
|
Integrala M, Tcuq) X(q) TeS. (q) TCuq) |
Fourier 2T
Semnal N v Ncuq) X(q) Sf(q) N Cuq)
AV
esantionat ' Te
Transformate M c(q) X(q) 1 C.(q)
—4 —S .(q)
discrete Fourier 2 T N *
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e —

Tabelul 2.2. Diverse forme ale spectrelor Fourier

a. Dezvoltarea in scrie Foutier x{t)=x(t £ pt)

1
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In tabelul 2.1. se prezinta intr-o formd condensatda cele cinci tipuri de spectre de
amplitudine. prezentate mai sus. cu indicarea functiei semnal si a spectrului de amplitudine

aferent.

2.2.7. Concluzii

In acest paragraf s-au prezentat spectrele de amplitudine aferente analizei armonice
pentru obtinerea informagiilo}‘ continute in semnalele de la procesele tizice in evolutie.

S-au prezentat pe rind cinci genuri de spectre de amplitudine, pentru semnale
aperiodice si periodice. esantionate sau neesantionate. indicindu-se relatiile care existd intre
ele. S-a elaborat un tabel din care oricare dintre cele cinci tipuri se poate exprima in functie de
celelalte spectre.

Evaluarea coeficientilor Cy(q) din cele N esantioane X(n) se efectueaza in prezent prin
subrutine rapide Fourier (FFT=Fast Fourier Transformation), bazate pe algoritmul Cooley-
Tukey [57]. In determinarea spectrelor de amplitudine. in cadrul acestei lucrari s-au utilizat
programele FFT-Singleton [122] si Werz [140]. caracterizate prin cel mai redus numar de
operatii (adunari si multiplicari) pe calculator, avand avantajul ca acestea permit un calcul
iterativ de la un rang intermediar la urmatorul. Aceasta proprietate asigura o implementare
simpla, ceea ce permite inserarea subrutinelor in programe mai complexe. care au drept scop
evaluarea spectrelor de putere. a functiilor de transfer si a coeticientilor de coerenta.

parametrul care indica gradul de linearitate al procesului examinat.
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2.3. Spectre Fourier de putere si energetice

2.3.1. Introducere.

Spectrele de putere si energetice se introduc prin intermediul proprietatilor de
multiplicare si de corelatie ale transformatei integrale Fourier. aferenta semnalelor analogice
si aperiodice. Ca si spectrele de amplitudine. aceste spectre sc prezintd in forma unilaterala.
definite numai in domeniul frecventelor reale pozitive $i in forma bilaterald. incluzand si
frecventele negative fictive [70]. [136].

Spectrele de putere si energetice se vor prezenta sub forma de densitati de putere
respectiv de energie, cu variatie continua. analogica. respectiv sub forma de spectre propriu-
zise de putere sau energetice in cazul spectrelor riglate sau discretizate.

Intrucat toate aceste aspecte vor trebui elaborate prin tehnica numerica de calcul
electronic, se vor exprima in functie de coeficientii transformatei discrete Fourter (TDF).

in problemele de transfer liniar si de identificare a sistemelor si proceselor fizice se va
avea in vedere legdtura functionala dintre spectrele de putere si energetice cu functiile de
corelatie, cu care se formeaza perechi Fourier. Din acest motiv. Tnainte de a examina spectrele
de putere si energetice se va face o scurtd prezentare a functiilor de corelatie. privite sub
aspect statistic si temporal. Dupd prezentarea acestor spectre. cu indicarea unora dintre
proprietdtile acestora se va elabora o clasificare a tuturor spectrelor Fourier, de amplitudine.

putere si energetice si exprimarea acestora prin coeficientii TDF.

2.3.2. Functiile de corelatie

Omitand cu buna stiintd prezentarea si definitiile functiilor de corelatie din domeniul
statistic. ne vom concentra atentia asupra functiilor de corelatie definite in domeniul temporal,
aferente semnalelor aleatoare stationare si deterministe. Functiile de corelatie in domeniul

temporal se definesc prin relatiile [70]:
o A I
R (1)= lim = E X(t)x(t+7)dr; R, (7)=lim— J“L x(0).v(t + T)dr; (2.34)

T—=T

in care R (7) este functia de autocorelatie aferentd semnatului x(t). iar R _(7) este functia

de intercorelatie dintre semnalele x(t) si y(t) cu evolutie concomitenta.

-
£

[N}
=

(]
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In cazul in care se considerd inregistrarea semnalelor de la t = 0 la o valoare T

suticient de mare, se poate scrie:

R_(7)=lim L ; x(O.x@+1)dt; R (7)= »lim—}- ’T.\-(r).y(z +7)dr: (2.35)

I = T I >~
In cazul semnalului temporal analogic x(1). pe durata de inregistrare T. se determind

valoarea medie teoretica u_ . semnalul centrat x,(r) si dispersia o prin relatiile:

LT wndrs xy (1) = x D, =0 =~ [ xZndr 36
u. —?L x(Hdt;x, () =x(t)—u D, =0] —7_[) x5 (ndt (2.30)
iar daca semnalul este esantionat. prin relatiile:
1 A\ 5 1 A -
U, =—2X()z);xo(n)=X(n)—,u‘,;D\ =0, =—— ) x;(n) (2.37)
' N =] . N =1 1=l ‘

Cu aceste precizari se defineste functia de autocovariantd. respectiv cea de

intercovarianta prin expresiile:
1 1
C. (D ———T |0 X, (8).x, (t+7)dr1; C__,(r) _—T L Xy (0).x, (1 +T)dr: (2.38)

in care valorile centrate ale lui y,(r)= v(f)—p in care w este valoarea medie teoreticd a
semnalului y(t) si Xo(t)=x(t)-Lx.
Legatura dintre functiile de corelatie si cele de covarianta se exprima prin relatiile:
R (D)=C . (D)+u;R ()=C (T)+u, u. (2.39)

In fine coeficientii de autocorelatie si intercorelatie se definesc prin:

C.(r)y C.(t C.(7) C. (7)
P (7)= “E ) - Lal );p,n.(r)= — = : (2.40)
c! C.(0) " c.0, \/ C.(0).C, (0)
In care 7 este fixat. Este usor de aratat ca:
C.(0)=0};C, (0)=0;. (2.41)

adicd ordonata de origine a functiei de autocovariantd coincide cu dispersia sau varianta

semnalului aferent. In fig. 2.7. sunt prezentate formele functiile de corelatie si covarianta.
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by)
Ucz)
a3
—/—-\—t-Q-A«L—
5]

kig. 2.7. Functiile de corelatie: a;) functia de autocorelatie; a:) functia de

autocovarianta:b,) functia de intercorelatie: b-) functia de intercovarianta

Dintre proprietatile functiilor de corelatie se mentioneaza in primul rand proprietatea

de inegalitate a intercorelatiei exprimata prin relatiile [70]:
R.(0)] <R, O)R, O)|C, (0] <C 0. (0) (2.42)
Functiile de autocorelatie si autocovariantd sunt pare. adica
R (-1)=R_(7);C_(-1)=C_(7) (2.43)
Cénd 7 creste nemarginit functiile de covarianta tind spre zero:

Tlim C.(1)=0; Tlirp C.(1)=0 (2.44)
iar o consecinta a teoremei inegalitatii conduce la R (7)< R _(0): C (7)< C_(0).
In fine. se demonstreaza ca p, (T)e [—— 1;+1].

Functia de autocorelatie, prin produsele x(r).x(r+ 7). exprimd cantitativ

interdependenta sau legdtura dintre ordonatele aceleiasi realizari x(t). la doud momente
distantate cu intervalul temporal 7. Sensul fizic al autocorelatiei si autocovariantei trebuie
cautat in influenta valorilor trecute ale procesului asupra valorilor de la un moment dat.
influentd exprimata printr-o legatura interni. intrinsecd a procesului insusi si care in final se
reduce la aspectul energetic.

Functiile de corelatie si de covarianta a doua procese aleatoare. care au o evolutie in
paralel si se influenteaza reciproc, sunt legate de energia mutuala de interactiune dintre cele

doud procese. Astfel. functia de intercorelatie R (7)exprima prin produsul x(1).y(t").unde

’

I"=1+ T, puterea instantanee dintre procesul in evolutie X la momentul t si procesul Y in
evolutie la momentul ¢t"=¢+7 mai intirziat. Functia de intercorelatie exprima media pe

durata T a acestor puteri instantanee de interactiune. aceasta medie putdnd fi, pentru un 7 dat,
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pozitivd sau necgativd. Astfel dacd procesul X transferd energic catre procesul Y.

R (7)>0.iar daca primeste energie de la procesul Y. atunci R (7)<0.Aspectul energetic al

destisurarii tenomenelor a permis. prin functiile de corelatie. evaluarea schimbului energetic.
prin definirea acestor functii prin intermediul produselor elementare ale amplitudinilor
xX(1).v(t + 7). produs care include in sine aspectul energetic, in locul de exemplu a sumei care
nu este susceptibild de o interpretare fizicd in continut ca produsul.

In cazul in care la evaluarea corelatiilor nu se face medierea pe durata T a realizarilor

X(t) si v(t). se obtin functiile de corelatie si covariantd energetice:

K ()= J:.\'(t)..\‘(t +0)dr K, (1) = J‘: X().v(r + 1)dr: (2.45)
respectiv:
L (r)= J:.'co (0).x,(t+7)dr; L (T) = J:xn (1).x,(t+ 1)t (2.46)

Dupad cum se va arita in continuare. functiile de corelatie energetice sunt legate de

aspectele energetice Fourier.
2.3.3. Proprietatea de multiplicare si teorema lui Parseval

Mai intai se face precizarea ca, prin definitie. conjugata unei functii de variabila
complexd F(jv).notatd F(jv),se caracterizeazi, pentru ambele. de acelasi modul |F(j1)i.
dar de argument opus, @ *(v) = —@(v); F*(jv) = F(-jv)

in cazul a doua functii semnal care evidentiaza evolutia in paralel a doud procese
x, (1) si x.ir).pentru care exista perechile Fourier: x,(r) & X, (jv)ix.(r) & X,(jv). existd

egalitatea [73]:

|0 0de =] "X, (v). X jvdy (2.47)
care aratd proprietatea de multiplicare si in esentd exprima faptul ca energia din domeniul
temporal este identic egald cu energia din domeniul frecvential. Este evident ca teorema de
multiplicare este valabila si pentru functiile semnal periodice. in care caz:

T +o0
[Fx.x,0d =Y 8, (jk).S, (= jk) (2.48)

~ . =—00

Teorema lui Parseval este o proprietate general valabila pentru toate sistemele de

functii ortogonale, este o consecintd a proprietatii de multiplicare si se referd la cazul
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particular in care x, () =x,(t) =x(t),avind x(t) & X (jv), astfel incit in baza teoremei de

multiplicare
[Tl dr =[x = (in.xGwdv =[x dv = [Tw a0dv. (2.49)

Teorema lui Parseval exprima faptul ca integrala patratului functiei semnal pe intregul
domeniu al timpului este numeric egald cu integrala patratului modulului functiei spectrale
aferente pe intreg domeniul de frecventa. Faptul ca energia este aceeasi in ambele reprezentari
este firesc, deoarece unul si acelasi fenomen este exprimat in doud moduri diferite. Prin

defipitie:

‘h

W, ) =X*(j).X(jv) =X (2.50)
se numeste spectrul de densitate energetica a semnalului x(t). exprimandu-se prin produsul
dintre spectrul Fourier X (jv). cu conjugata sa X *(jv). Dacd x°(r) se asociazi cu energia

electrici disipata pe o rezistentda R=1 Q. in unitatea de timp. dupda modelul

9 l Y - - L . - . -
p(t)=u'.E=R1'. rezultd cd x~(r)= p(t)reprezintd puterea sau densitatea temporald de

energie si evident se va masura in Watt, iar integrala J..\'z (t)dr va exprima energia masuratd
in Watt - sec., adicd in Joule. Sub aspect energetic relatia (2.49) se va scrie :
+oo =<-0C ~ z
E_= L p(t)dr = L W_(v)dv (2.51)

in care densitatea de energie W_ (v)se va exprima in V*/ Hz. dupd cum puterea p(t)

A : . : . »
se vaexprima in V *.sec.,evident avind identitatea 1V -.sec =1V ", —.

In cazul a doua procese Xx(t) si v(t) cu evolutii paralele. proprietatea de multiplicare

conduce la egalitatea:

-~

E. = jjdr).y(z)dt =J

A

>-=X :?:(jv).}/(jv)(lv — J‘-—m‘v"} (j":)(/v (252)

-

care exprima energia de interactiune dintre procesele X si Y. In acest caz W_ (V) reprezintd

densitatea mutuala de energie aferenta proceselor X si Y . exprimate prin functiile semnal x(t)
si ¥(t). Se constata ca in timp ce W _(v) este functie de variabila reala. W_ (jv)este o functie

de variabila complexa.
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2.3.4. Definirea functiilor de densitate spectrale energetice si de

putere

In baza egalititii (2.49). rezulta ca functia de densitate proprie de energie se
defineste prin expresia [32]. [69]:
W () =X*Gv.X(jv)=X"() (2.53)
iar in baza relatiei (2.49) se defineste spectrul de densitate mutuala de energie:
W o v)y=X*JwmrYywv) (2.54

[n cazul in care relatia (2.47) este raportatd la intervalul tinit T. sub forma:

L7 I~ v
P, =7L X, (1).x. (t)dr =7L¢ X, (v X.(jvidy

sau dacd. ne referim la ecuatia echivalenta (2.32):

o7 -~

P, =7J xX(t).v(t)dt =?J_,¢X (Jv).Y(jv)dy —J; XF(jw)Y(jvidy _.LF“ Lgwvydv =

se va defini spectrul de densitate mutuald de putere:

(n
n

1
S,_T.(jv)zFX*(jv).Y(jv) (2.35)

In mod analog, in cazul x(t) = v(t). se defineste spectrul de densitate proprie de puterz.

tindnd seama si de (2.53), prin relatia:
: | : . .
S.v)=S (V) ==X*(jv).X(jv)= X'(v).i (2.36)
T T
Daca functiile semnal x(t) si v(t) se masoard in volti. atunci functiile spectrale de
densitate de putere §_ (jv) si S (v) se madsoara in Watt'Hz.

Trebuie precizat, asa cum s-a aratat si la spectrele de amplitudine. ca si la spectrele
energetice si de putere, care se exprima prin functii continue de frecventd. o linie spectrald

oarecare reprezinta o densitate de energie. respectiv o densitate de putere [32].

u, LT
L " ra ]
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2.3.5. Definirea spectrelor energetice si de putere propriu-zise

In cazul in care functiile semnal sunt periodice. spectrul de cnergie este riglat sau
discretizat. astfel ca in baza relatiei (2.53) se va defini functia spectrald propriu-zisa mutuald

de energie prin relatia [65]:

N

E.(jk)=S (k).S (k)" ™" (2.57)
In cazul functiei spectrale propriu-zise, proprii, de energie. cu x(t)=y(t), va rezulta:
E_ (ky=S_(k).S (=k)=S (k) (2.38)

Trecand la functiile propriu-zise spectrale de putere, rezulta pentru cel mutual:

1 QL -9, ) -
P‘.‘_(jk)z_fEn(jk):%S“,(k).S}(—k)e" e (2.59)

1ar cel de densitate propriu-zisa proprie de putere:
1 1 1 hl
P (k)y=—FE (k)y==S8_(k).S (=k)==S.(k) (2.60)
w (K) T T (K)S T (

in baza faptului ca E (k) este o functie para.

2.3.6. Teoremele Wiener-Hincin

Aceste teoreme aratda ca functiile de corelatie energetice cu functiile de densitate de
energie, pe de-o parte si functiile obisnuite de corelatie cu functiile de densitate de putere.

aferente spectrelor continui, formeaza perechi Fourier [141]. [142]:

K (D)W K, (0)=] xx+ndsW, v) =[x 0" (2.61)

K (D)o W, (jviK, ()= j‘”.m)._m + D)W, (V)= X 5 (V)Y (jv) (2.62)

pentru spectrele energetice si respectiv, pentru cele de putere :

I > 1 RS B
R (Yo S (ViR (T)==| x(t)x(+10)dt;S (V) == |X(jv) ==X "(v).(2.63
| SRR =— [ x4 1S (v) = —|X (v == X701 2.63)

R ()&= S (JV)R, (T) =%Jij(r)..\'(t+Z')c/t:S“ =-;—X gwY(jv). (2.64)

La aceste rezultate se ajunge relativ usor tinind cont de teorema deplasarii si cea a
multiplicdrii. proprietati pe care le poseda transformata integrala Fourier.

In forma explicita. relatiile R. (1) S (v)si R (1) & S5 (jv) sepot scrie astfel:

BUPT
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R (D) =[S e dvis 00 = [ R (0 dr (2.65)

R (1)= f:S(, Ve S (=R (ne e (2.66).

Aceste ultime doud relatii vor fi utilizate in identificarea proceselor. utilizind asa
numita metoda indirectid. in sensul ca din semnale se vor determina mai intdi functiile de

corelatie si apoi din acestea se vor evalua functiile de densitate spectrala de putere §  (v) si
S .. (jv).cuajutorul carora se va determina functia de transfer a sistemului examinat.
Tinand cont ca R _(7)si cos2mvr sunt functii pare. iar § (v)este o functic

intotdeauna reald. din (2.63) rezulta:
S.wv)y= j R _(7).cos2mvndr = ZJ) R _(7).cosmvnlt (2.67)
. U , T

astfel cd se constata cd si S (v)este pard si deci:

-

R (1)= j::S_u_ (V).cos2mvadt = ZJT S, (V).cosmvndv (2.68)

Avand in vedere ca S (v)este transtormata Fourier bilaterald a functiei temporale
R _(7) si este o marime teoreticd, de calcul. in practicd se va utiliza densitatea mutuala

unilaterala de putere G  (v). Trebuie subliniat ca si functia spectrald S(v), ca modul,

aferentd semnalului x(t) este simetricd. adica bilaterala. ca si functia spectrald de densitate

mutuald de putere S_ (v). Prin transferarea liniilor spectrale din zona frecventelor negative
fictive, in partea frecventelor reale pozitive. se obtin spectrele G(v). respectiv G (V). care

vor avea amplitudinile la o frecventa data. duble fatd de cele aterente spectrelor S(v)si

S. ().

!

l

| 13
' -

i -

i

i

«n
4
&4 .
A

e~
VA ~ - . \
. N\ N
// -/ ~ - \& ’ \ N
/I N _- - AN A
- re 1 \\\~. L)
./. - . = - -~
el S
Fie. 2.8 Funciz szeamzis simetrica S147) ~iateraia o
funstizosmeorziiunilaeraly G

In aceste conditii se poate scrie:

G(v)=28(v),G_ (v)=2S _(v).Vve [0:+0] |

Y

G(v)=0;G_ (v)=0.ve [- 0] (2.69)
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Utilizand functia G _ (v). spectrul de densitate de putere proprie. in relatiile (2.67) si

(2.68) se poate scrie:

G, (=4[ R, (1).cos2vair.1 e [0:4o0] (2.70)

R (0=["G, (").cos 2avadv (2.71)

Aceste ultime doua relatii sunt utilizate in practica prelucrarii semnalelor fizice.

2.3.7. Unele proprietati ale functiilor de densitate spectrala

Tindnd cont de proprietitile de paritate ale functiilor de corelatie. se poate scrie [71]:
S.(=V)=S . WiS (-=jv)=S*_(jv)=S..(jv) (2.72)
Tinand seama de relatia (2.66). rezulta :
G,v)=2] R, (D™ dr=P_ (V)= jO. V) (2.73)
in care P_T_\ (V) se numeste cospectru, iar QD cuadspectru (spectrul cuadraturd). In acest caz

R (7). fiind o marime reala, rezulta:
R, (1) =[ [P (")cos2zve+ 0, (v)sin2mvehiv (2.74)
Se observa ca:

P (v)= 2J: [R_U (D)+ R ( r)]cos rvidt =P (=v). (2.75)

Q.v)= 2'[: [Rr_ (1)-R,, (_r)]sin 2rvadt=-0 (=V) (2.76)
din care se observa ca P_(v)este o functie reald pard de v. iar Q. (v)este o functie reald

impard de v . Cu acestea se poate scrie:

P (v) =%[G.q_ V)+G,, (v)]; 0_w) =—i—[G,,, Vv)-G,, (v)] (2.77)
Modulul si faza lui G (jv)vor fi:
}G r_(jV)i =Mn.(v)=\/Pj,(v)+ Q; (v):tan gp=— Q. (V‘) (2.78)
' ' : ' P.(v)
Alte proprietdti deriva din teorema inegalitatii corelatiilor:
IS (V)l2 <SS )8, (v);]G(_.‘ (V)]: <G,(v)G, (v (2.79)
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L ]
Aceste relatii vor fi utilizate la definirea factorului de coerentd pentru evaluarea

gradului de linearitate a sistemelor.

Un caz particular remarcabil apare cind 7 = 0sli atunci cdnd din (2.65) rezulta:

R,0)=[S »dviR, =[G, (vuv (2.80)
In cazul cand functiile semnal sunt centrate, N, ()=x(t)—u-x.R_(0)—C (0)=D =0
D =0.=C_(0)= J‘_MS_L\_ w)ydv = J) G_ (wydv (2.81)
! (J.\ y i
" ‘/::‘r.'c_l‘;'?- r Ao C*— A T
| .

0

Fic.2.9. Evaluarea dispersiei @ din aria formatd Jde

B

u

Il

:

‘ |

curta G (V) \‘ ]I

Din cele de mai sus rezultd ca planimetrand aria de sub curba G_(v)se obtine

. .. B o . . ,. 2 . . - .
valoarea dispersiei o, dupa cum este indicat in fig. 2.9. In fig. 2.10 este indicata relatia

dintre linia spectrala a spectrului analogic G () sau (v)si liniile spectrale ale acestor

spectre esantionate. Intrucat continutul informational dintre doua linii spectrale nu trebuie
pierdut, rezulta ca exista relatiile:

C.W)=GA(q)=MG (vV):G_.(v)=G () =AvG_ (V) (2.82)

Este evident cd si in cazul spectrelor bilaterale S (¢)si S (¢)ale semnalelor

analogice, in cazul esantionarii lor. daca au fost initial determinate. au loc urmitoarele relatii
similare:

S.W)=S(@)=Av5 (v);S. (v)=S.(9)=AVS (V) (2.83)

Avand in vedere ca Av =1/T, in care Av este rezolutia spectrului esantionat, iar T

este perioada semnalului analogic periodic. sau durata semnalului aperiodic, spectrele

originale se obtin din cele esantionate prin relatiile:
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.}
. ’_S\(v)_ . ' N ~ 91
SW)y=——=85 (T;S_ (v)=S5S_ (T (2.84)

Av

Intrucat spectrul esantionat. de amplitudine si de putere se determind prin transtformata

discreta Fourier. care furnizeazi spectrul discret bilateral prin coeficientii C (¢) rezultd ca

S:(q)=C\(C])-

In aceste conditii exista relatiile:

S(@)=TC (9):S (q)=TC(q) (2.35)

2.3.8. Clasificarea spectrelor Fourier

Conform celor precizate anterior. spectrele Fourier sunt de amplitudine. energetice si
de putere. La randul lor. fiecare din aceste spectre sunt de densitate si propriu zise si pot fl
exprimate in forma unilaterala si/sau bilaterala. In fig.2.11. este indicata clasificarea spectrelor
Fourier, In baza acestor criterii. fiecare din aceste spectre fiind exprimat prin intermediul

coeficientilor TDF. C (gq)si C, (q).
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Fig. 2.11. Clasificarea spectrelor Fourier si exprimarea acestora in functie de coeficientii

C.(g)sl C) (q) ai transformatei discrete Fourier (DFT).

2.3.9. Efectul troncaturii functiei semnal

Ca urmare a limitarii in domeniul temporal al traseului functiei semnal care indica
evolutia in timp a procesului examinat. in spectrul Fourier obtinut. in baza transformatei
directe Fourier. apar distorsiuni. care evident determina o reprezentare eronatd. in raport cu
spectrul adevarat al functiei semnal considerate [68]. Astfel pentru o fereastra dreptunghiulara
d,(1). indicatd in fig. 2.12 la pozitia b). careia ii corespunde un spectru Q, (v), ca urmare a
acestel trunchieri. spectrul original va fi modificat prin prezenta acestui spectru aditional. care
deformeaza spectrul util. Ca exemplu se considera functia temporala x(r)=Asinax, de la

pozitia a. o unda sinusoidala. cadreia in spectru ii corespund doud linii spectrale. care
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combinate cu spectrul Q,(v) al ferestrei dreptunghiulare conduc la spectrul semnalulul

sinusoidal trunchiat de la pozitia c). la spectrul combinat aferent X ().
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Fig. 2.12. Efectul fenomenului de troncatura a semnalului asupra spectrului aferent.
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f

Efectul trunchierii se evidentiazd si in cazul functici semnal esantionate. indicate la
pozitia d). la care prin limitarea data de d,(1).P(1). va corespunde un spectru repetitiv: de
forma Q, (¢) . indicat in pozitia €).

In cazul unui semnal armonic trunchiat si esantionat. se va obtine un spectru repetitiv
bilateral indicat la pozitia f). in care X (1V)=X(W)® (v)® Q,(1). in care este asa
numita functie pieptene [77].

Pentru inlaturarea efectului trunchierii se apeleazi la asa numita operatie de curdtire
sau netezire. prin utilizarea unor functii de ponderare. care aduc intr-o misurd mai mare sau

mai mica spectrul calculat cit mai aproape de cel adevarat. In acest caz. dacd se noteazi cu

d(t) functia pondere. se porneste de la semnalul &(r)=x(f)d(t) sau dacd este esantionat

)2(11)= X (n)D(n) . care prin transformata discreta Fourier determina coeficientii C (¢). In

tabelul 2.3. sunt indicate principalele tipuri de ferestre temporale ponderale, cele mai utilizate

fiind functiile Hanning $i Hamming.

Tabelul 2.3.Ferestre temporale ponderale

Functia noncdersld ‘ N TIERVE | L
- ] : - ; i ﬁuuae
denumirea | Ecuatia | forma 3‘ actrul banga absec
pﬂafté 33'\[=\:‘] 9 L3 ,’J - 13 5%
EIRAER: ,"2—:*
T IRE BEES
Hanning s e i o
Hamming PR TR T TERt Cizl s
i
l
1 4 o ar nT
Triplet PALTERSCETE s | onuoere
| c e L (> -1 h)
! | ‘
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2.4. Transferul liniar

2.4.1. Generalitati

In vederea analizei frecventiale a functiilor semnal provenite de la sistemele si
procesele fizice in evolutie este necesar si se ia in consideratie unele fenomene ce intervin in
procedurile de achizitie. pregitire. prelucrare si interpretare a datelor. Aceste fenomene au un
rol important in evaluarea parametrilor ce caracterizeaza informatiile de naturad statistica.
temporala si frecventiald. continute in aceste semnale [51]. [60], [132].

In acest scop se vor prezenta intr-o forma succintd procesele de convolutie temporala
si frecventiala. transferul liniar si efectul trunchierii semnalelor pe durata finitd. efect reflectat.
dupa cum s-a aratat in paragraful 2.3. in spectrul semnalului, precum si in procesul de filtratie
frecventiala [120]. Se va evidentia spectul frecvential al functiei de transter. relatiile dintre
marimile de intrare si cele de iesire al unui element de sistem prin intermediul functiilor de
corelatie si al celor spectrale aferente [110].

Prin intermediul operatorului densitatii spectrale se abordeazda simplu si eficient
procesul transferului liniar in procesele SISO si-n unele cazuri in procesele MIMO [69]. In
vederea aprecierii cantitative a gradului de linearitate a elementelor de sistem si a sistemelor
In ansamblu, sunt indicate functiile de coerentd si se prezintd procedee de identificare
utilizand functiile de corelatie si de densitate spectrala de putere. In continuare se prezinta

unele aspecte ale procesului de esantionare si metoda de evitare a suprapunerii lobilor

spectrali adiacenti.

2.4.2. Raspunsul caracteristic al sistemelor fizice

Un aspect important al desfasurdrii proceselor fizice in evolutie il constituie
comportarea dinamica in functie de timp. Din punct de vedere al dependentei dintre marimea
de iesire si cea de intrare. sistemele sau elementele acestora se impart in liniare si neliniare. In
realitate majoritate sistemelor fizice sunt neliniare, comportarea liniara este o idealizare si este
valabila pentru variatii mici ale semnalelor de intrare si de iesire [59].

La un sistem fizic, marimea de intrare are caracter de excitatie. iar cea de iesire
constituie raspunsul sistemului la excitatie. Un sistem este caracterizat prin parametri

constanti daca proprietatile fundamentale ale sistemului sunt independente in raport cu timpul.
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Sistemul este liniar dacd raspunsul sdu satistace proprictatea de aditivitate. cunoscut si sub
denumirea de principiul superpozitiei. in sensul ¢d la o suma de semnale distincte de intrare.
rdspunsul total este egal cu suma riaspunsurilor individuale aterente semnalelor de intrare.

Transterul semnalelor prin sistemul fizic se exprima printr-o relatie tunctionald dintre
marimile de iesire si cele de intrare. precum si cu derivatele sau integralele acestora in raport
cu timpul. Pentru obtinerea acestora se apeleazd la legile cele mai generale care guverncaza
producerea si desfasurarea procesului fizic: principiile conservarii materiei si energiei. leaile
fundamentale ale mecanicii. termodinamicii. ¢lectrotehnicii. precum si alte legi specitice
naturii procesului.

Caracteristicile dinamice ale sistemelor cu parametri constanti pot fi descrise prin
raspunsul sistemului la semnalul impuls unitar d(t). denumit semnalul Dirac. aplicat la intrare
[28]. Raspunsul sistemului. denumit functie pondere. sau rdspunsul ponderal. constituie o
apreciere. o caracterizare dinamica a sistemului fizic. In baza principiului superpozitiei.
cunoscand raspunsul la un singur impuls se poate determina raspunsul sistemului pentru orice
semnal de intrare care poate ti descompus intr-o succesiune de impulsuri. Legatura dintre
semnalul de intrare x(t), raspunsul ponderal h(t) si semnalul de iesire v(t). se exprimd printr-o
relatie. ecuatia de convolutie. care in sine este un fenomen fizic si ca atare este susceptibila de
o interpretare. Daca la intrare se aplica o excitatie intensd. dar de foarte scurtda duratd. la iesire

va rezulta un raspuns care va dura si dupa ce excitatia de intrare a incetat.
2.4.3. Ecuatia de convolutie, teorema lui Plancherel

Fiind date doua functii semnal si perechile lor Fourier x;(1) <X (jVv): X2(1) «>Xa(jv) se
efectueaza produsele X, (jv). Xa(jv) si xi(t) . x(t) . In cazul produsului Xijv) = X, (jv). Xatjv)
se cere functia X(1). exprimata prin x;(t) si x»(1). adicd existd perechea Fourier x(t) =>X(jv).

Raspunsul este dat de proprietatea de convolutie temporala din analiza Fourier [66]:

X(r) = J a.v,(r).x:(r —T)dTix(r) = x(1) B x, (1), (2.36)

N

in care ® este simbolul operatiei de convolutie. Astfel daca existd produsul in domeniul
operational frecvential Fourier sau Laplace. exista relatiile:

Xjv)=X,(jv).X,(jv)isan X(s)=X(5).X,(s5). (2.87)
atunci intre functiile semnal existente exista relatia de convolutie (sau produsul de convolutie)

dat de relatia (2.86).
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In cazul convolutici in domeniul operational frecvenual. avand produsul ~x(t) =

X (0D.X~(1). Intre transtformatele Fourter exista relatia:

PREERY

X(jv)= J_‘~ X,(j,u).X:[ju' - ,zu]d,u, (2.8%)

care constituie expresia proprietdtii de convolutic in domeniul frecvential .

Teorema convolutiei temporale este utilizatd in problemele de transfer a semnalelor
fizice prin elemente de sisteme automate. la definirea tunctiei de transfer. in procesele de
filtrare frecventiald. Convolutia frecventiald este aplicatd in cazurile de filtratie temporald. de
evaluare a efectului trunchierii semnalelor.

Daca ne reterim la transterul liniar printr-un sistem fizic. caracterizat prin mirimea de
intrare x(t). functia pondere h(t) proprie sistemului considerat si yv(t) marimea de tesire. acest

transfer liniar este exprimat prin ecuatia sau integrala de convolutie:
V(1) = h(r)x(r=71)dr: v =hir) @ x(r). (2.39)

In aceste conditii. integrala de convolutie reflectd procesul transferului liniar al unui
semnal printr-un sistem caracterizat prin raspunsul ponderal h(t). Deoarece forma integrald a
dependentei dintre functiile semnal este dificil de utilizat in calcule. in locul acesteia se
utilizeazd produsul algebric al spectrelor aferente. ceea ce simplificd calculele. procedurile de
analiza. In acest caz. relativ la elementul de sistem se poate scrie:

Y (s)=H(s). X(s); Y(v)=Hijvi. HGv) (2.90)

Integrala de convolutie. la care produsului algebric al functiilor semnal ii corespunde
produsul de convolutie al spectrelor celor doua semnale. evidentiaza modul in care spectrele
celor doua semnale se combina in spectrul rezultant.

Teorema lui Plancherel sintetizeaza proprietatea fundamentald a convolutiei. in sensul
cd unui produs algebric de doua functii temporale ii corespunde un produs de convolutie al
spectrelor aferente si viceversa. unui produs de doud functii spectrale ii corespunde un produs
de convolutie a functiilor semnal aferente. Teorema lui Plancherel se rezuma in mod simbolic
prin:

. & ®  (produs <> convolutie). (291

Ecuatia sau integrala de convolutie (2.89) se demonstreaza si euristic. in sensul ci i se
poate atasa o interpretare ca fenomen fizic. Trebuie precizat ¢i in cazul in care semnalul de
intrare este un semnal treaptd unitate x(t) = wt) = 1. la care rispunsul sistemului este exprimat
prin functia indiciald a(t) = y(t). pentru t > 1. rezultand o legaturd dircctd dintre tunctia

indiciala a(t) si functia pondere h(t) urmdtoarele expresii:
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datn)

(2.92)

dir) =J.: hoydo: )= ;
! dt

adica functia indiciald a(t) este definitd ca integrala in raport cu timpul a tunctici pondere. iar

accasta din urma este egald cu derivata in raport cu timpul a functiei indiciale.
2.4.4. Transferul liniar exprimat prin functiile de corelatie

h

Pentru un element liniar cu coeficienti constanti. cu raspunsul ponderal hiv). legatura
dintre functia de autocorelatie R,,(7) a semnalului de iesire si functia de autocorelatic R(7) a

semnalulul aplicat la intrarea elementului existd relatia [63]:
R (1) =J lz(/l)d/’tj NOOR T+ A—madn. (2.93)

sau utilizdnd simbolul de convolutie:

R (0)=R (1)@ NI(7)® I(—T). (2.94)

Evaluarea functiei de convolutie dintre intrare si tesire este valabild expresia:

R (0)=R (D)®N(-7):R (7)=R _(0)ZnT) (2.95)

[8%
Relatii similare se obtin si pentru functiile de covariantd relativ la transterul liniar
printr-un sistem liniar:

Ci1(7) = C(1) @ h(1) @ h(-1); C( (1) = C(T) € h(-1):C, (1) =C.un) T h(r).  (2.96)
2.4.5. Transferul liniar in domeniul frecvential

In baza teoremei lui Plancherel si a perechilor Fourier definite. relatia (2.89) conduce
la:
YooOr=H()X (s Y(j2nv)y=H(j2rnv). X j2aviY(jm)=Hijm).X(jw). 12.97)
din care rezultd una din definitiile functiei de transfer. scrisa in trei forme:
Yis)

. Y(j Yijm
Hi(s) ,H(_/v)z—(&:H(j(u)=—(ji,
X (5) X(jv) X(jw)

(2.98)

care arata ca functia de transfer este raportul dintre transformata operationald (Laplace
sau Fourier) a marimii de iesire si transformata operationald a marimii de intrare.
La acelasi rezultat se ajunge daca in ecuatia diferentiald liniard ce caracterizeazd un

sistem liniar se aplica transpunerea in domeniul operational pe baza proprietatii de derivare:

Y,

i' (R Y Y
%) “erCiigtag tPITP\'g;l
T -

LY} P
Paz. 46 Didieteer copican
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care conduce ca s1(2.98) la:

Hisy = —— =— NS = (2,100

Conditia i 2 j exprima realizabilitatea fizicd a sistemului.

Relatia (2.100). fata de (2.98) aratd tocmai legatura functiei de transter cu cocricienti
ecuatiei diferentiale care guverneazd procesul considerat

O ald interpretare a functiel de transter il constituic raspunsul raportat al sistemuin:
un semnal armonic aplicat la intrare. definitie care are suport experimental tizic. dar card u
poate fi utilizata in calculele pentru evaluarea tipurilor de sistem. In fine. a treia internratare
este legata de faptul ¢a functia pondere si functia de transter formeazad pereche operationaid
Laplace sau Fourier:

h(t) &« His): h(t) <> H(Go: hit) «=Hgvo. (200

O altd modalitate de exprima transferul liniar il constituie relatitle dintre funciitle de
corelatie $i cele de densitate de putere. functii relativ la un sistem fizic linear. Pornind de i
relatiile exprimate prin functiile de corclatie:
R A(O=R (O)@N=7xR (OH)=R (D)@ MwR (T1=R (02 /=0y < iy il el
apol se tine scama de perechile Fourier:

Moy Hijv)yl=t)« H (jvrR_ (01 S (jyrR eSS v

R, (V) S (JV)R (e S ()i
st tindnd seama de teoremele lui Plancherel. pentru un element sau un sistent au ooc

urmatoarele relatii importante:

S jpv)y=S _(v).H (jyveS (jyvi=S jviH v (2005
S, (jvi=S (V) H(jvI.H (jvi=S tw).H (). (2102
S, vi=S (Jv)H(jwv). (2,105

Relatia (2.104) este cunoscutd sub denumirea de teorema fundamentald a densitip
spectrale relativ la transferul liniar al unui element de sistem si exprima legatura dinoe
autospectrul de putere Sy¢(v) al semnalului de la iesire cu autospectrul S.ovy al semnaiuluer de
la intrare prin intermediul patratului modulului functiei de transfer al elementului considerat.

In cazul in care se utilizeaza functiile de densitate de putere unilaterale rezulta:
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- ——
G (jv)=G, 0VH (jv):G, oN=G 0V H 006G 0=G  (jv)dcjy, (2.106)

Aceste relatii stau la baza unor mctode cficiente in studiul identificarii si optimizarii
proceselor automalte.

In prezent existd metodologii de evaluare directd a spectrelor de putere prin mijloace
electronice de calcul. analizoare spectrale sau calculatore cu programe speciale aterente, care
permit relativ usor sa se determine funcria de transter. utilizand oricare dintre relatiile (2.100).

Totusi. dacd semnalul de intrare este perturbat. ca si sistemul sau semnalul de iesire.
utilizarea directd nu inldturd aspectul disturbant al semnalelor perturbatoare. fapt ce se va
reflecta in forma spectrului in functie de frecventd. Pentru a inlatura in ¢cea mai mare masura.
prezenta sau aspectul perturbatiilor in spectru. se utilizeazd determinarca in prealabil a
functiilor de corelatie.

Drept  exemplu se considerd determinarea spectrului  aferent unui  semnal
eletroencefalogratic (EEG). care prin natura sa este stohastic. utilizind un corelator numeric.
urmat de un transtormator Fourier. In fig.2.13 este prezentatd schema de evaluare a spectrului
prin determinarea prealabila a functiilor de corelatie. Curatirea spectrului de etrectul aleator se

datoreste faptului ca functiile de corelatie se exprima prin mediere temporala {121].

~

53 A -~ e\ : ' e @}
zg CORELATSR  Rua® TANSFORIUTOR | O (1)
— —- - . —_ —_———
' L NUMIRAIC ' FCURIZR
Tax —.! {Ru 5, o ‘-:‘xx \t B
‘w:‘dw,\,\ ! A )
t > \ :> . ,}
— __.‘J ¢ ~ — 'A-_A_‘_ -
LS —
L.‘__-— —_— . *..

Fig.2.13. Evaluarea spectrului de putere prin intermediul functiilor de corelatie. in

cazul semnalelor EEG.

Ca exemplu se face o comparatie intre spectrul obtinut direct din semnal. fiind afectat
de efectul perturbatiilor. (fig.2.14a). si spectrul curdtat. obtinut prin intermediul corelatiilor.
(fi2.2.14b).

Inlaturarea perturbatiilor este evidenta si in transferul functiei de autocovariantd a

semnalului EEG. cain fig.2.15.

o
iz

4=

h
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Fig.2.14. Spectrul EEG obtinut direct Fig.2.13. Functia de autocovarianta a semnalului
din functia semnal a) si cel obtinut prin AEG.

intermediul corelatiilor b).

Este evident cda daca nu exista perturbatii insemnate asupra semnalelor sau
parametrilor sistemului este preferabild utilizarea evaluarii spectrelor de putere din semnale.

pentru determinarea functiei de transfer a sistemului.

2.4.6. Functia de coerenta

Avand functia semnal x(t) de intrare si respectiv v(t) de iesire a unui semnal sau sistem

liniar. se defineste functia de coerentad ca marime reala si pozitiva de frecventd [30]:

: S,V GLuv)| _
Y u (V)= : = (2.107)
S.W.S (v) G G (v)
si tinand cont de teorema inegalitatii functiilor densitatilor spectrale:
5. (v <5008, WG, (jv) <G "G, (v (2.108)
din care rezulta:
7o (v)e (0], (2.109)

Astfel. functia de coerenta. pentru orice V. este un numdr pozitiv adimensional cuprins
intre 0 si 1. Radacina patrata a functiei de coerenta. luatd cu semnul (+). respectiv Y.(V).
corespunde cu coeticientul de intercorelatie p..(v).

Pentru un sistem liniar cu parametri constanti. caracterizat prin functia de transfer

H(jv) si pentru care sunt adevdarate relatiile (2.106) . tinind seama de relatia de definitie

(2.107). se obtine:

6ouv) GreanHGY)
GG, (V) G (v)G,, (V).EH(jV)
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Relatia (2.110) exprima ci un sistem liniar, cu parametri constanti. de tip SISO. cu
valori definite pentru functiile semnal de intrare si iesire. functia de transfer este egald cu
unitatea. In cazul in care semnalele x(t) si v(t) sunt necorelate. functia de coerenta este nula.

Daca functia de coerenta este mai mare ca zero $i mai micd decit unitatea. pot sd apard
trei situatii:

a. Existenta unor zgomote externe prezente in masuratori:

b. Sistemul sau elementul de sistem este neliniar:

c. lesirea y(t) este conditionati nu numai de intrarea x(t). ci si de alte intrari
necunoscute si neluate in considerare.

Functia de coerenta constituie un criteriu pentru aprecierea gradului de liniaritate sau
neliniaritate a unuti sistem.

Coerenta se determina ca raport a doud masuratori [30]:

G . (v)

2 A
!

G.(v)

Aceste relatil reprezintd patratul modulului functiei de transfer, exprimat in doud

e ov)
L b) |HGWI =|——(!‘—)'— (2.111)

a) |H(jv) =)

maniere si din care rezulta:

H(i 2
|1H—((J_Y—))i—','—="/2x,\(v), (2.112)
JVv

/

adicd raportul modulului la patrat. determinat in cele doua maniere reprezinta tocmai functia
de coerenta. Trebuie precizat ca relatiile (2.111) reprezinta doua metode de evaluare a functiei
de transfer, numai ca modul, cu pierderea informatiei despre faza.

In cazul in care functia de coerenta se va determina prin intermediul spectrelor de

densitate de putere, direct din semnale, se va utiliza un program conform cu ordinograma din
fig.2.16.

2

2
7 <Cx(q) —=Sxx:2) } i
\——'C )
X(ﬂ) x 9 CT( —~_ % SZ,Y (q) \
Cr(giCy () —Sxy () —\

/ Sxx{(q)'Syy(q) J oy

T
’ \cz(q) —

Fig.2.16. Schema pentru ordinograma evaludrii functiei de coerenta
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2.4.7. Relatii dintre functiile analogice si discrete ale corelatiilor si
spectrelor

Pentru evaluarea pe calculator a functiilor de corelatie si a celor spectrale este necesari
esantionarea functiilor semnal. ca de altfel si esantionarea functiilor de corclatie la intrarea
transformatorului numeric Fourier. In aceste cazuri existd urmatoarele relatii:

a. Relatii intre functiile de corelatie

a;. Functiile de corelatie esantionate au aceleasi valori ca si functiile de corelatie
analogice. pentru aceeasi valoare a decalajului t=k T.:

R’k To) = Rk Te); Rk To) = Ry (k To): R, (k To) = R, (k T (2.113)

Aceleasi relatii exista evident si intre functiile de covarianta R’(k), R'\,(k) si R’y (K).
fiind obtinute prin esantionarea cu durata de esantionare T. a functiilor analogice R’ (7).
R’ (1) 51 R\ (1).

a>. Functiile de corelatie, obtinute din semnalele esantionate x*(t) = x(1).0(t-nT,).
respectiv y*(t) = y(1).8(t-nT,) sunt egale cu raportul dintre functiile de corelatie analogice sau

esantionate prin durata T, de esantionare:

N 1 7’ 1 1 7 1
R..(k)=—R’ (ky=—R_(k);R..(k)=—R’ (k)=—R._ (k): (2.114
w0 = R0 = R )R (6) = R () = 2R, (K) )

In fig.2.17 sunt prezentate functiile de autocovariantd si de intercovariantd analogice

sau esantionate. intre care exista relatii de forma (2.113). adica:

CL(k)=C (k);Cl (k)=C (k):R/ (k)=R, (k). (2.115)

* 4~

lc,\"/ L

,' N

i \
A —— T
g -

: -

N

Ay e

i )

i

'.tl;l.\ . —
_/;-;L,i:.. T =< AT k 2

t ° P ol

Cfl 12 !\—". _ <

Fig.2.17. a) Functiile de autocovarianta: b) Functiile de intercovarianta. analogice si

esantionate.
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b. Relatii intre functiile analogice §i esantionate
b,. Relatiile dintre spectrele de densitate de puterc si de putere propriu-zise, exprimate

in functie de coeficientii Fourier. spectre provenite din spectrul analogic furnizat de integrala

Fourier. au tost prezentate in schema din fig.2.11.

b.. Relatiile dintre spectrele esantionate de densitate $i propriu-zise de putere au la

bazi relatia evidenta [123]:

S’ (p=Aav-S (@)=F.S (q): Av=F

¢

L v=gF.: F =TL (2.116)

¢

in care F. este frecventa de esantionarc a spectrului care. care nu trebuie confundatd cu

frecventa lui Shannon F, = A/T..

In fig.2.18 se prezintd autospectrul de putere analogic si discretizat.

. Sxx{]9) .
Sxx (3 %) Sxx (-3%) Sxx (53}

L — A
— L - - -
\\ .

i\
A1
[}

| WM ‘\
13

[R]}
o,
A

Fig.2.18. Autospectrul de putere. a) analogic b) discretizat.

Daca frecventa maxima Fy este jumatate din frecventa Shannon Fyy =F.2 si prin
esantionarea spectrului cu frecventa Fe, pe intreaga banda B = F\, se realizeaza M esantioane.
adica Fy; =M F.. rezulta:

F\i=FJ/2 =MF,; F. =F/2M = B/\. (2.117)

Din relatia (2.116) rezulta:

7 B

S (@)=—3S_(q). (2.118)
=14 M « (@)

bs. Relatiile dintre spectrele de putere si cel rezultat din semnalele esantionate.

Spectrul analogic Sy (q). obtinut din semnalul esantionat. referitor numai la lobul
principal:

. I 1
S (jV)=—S_(jv); S (q)=—S5 (q). (2.119)
Vy=S.v) N=1-5.4

< <

Spectrul analogic de densitate de putere al semnalului x(t) discretizat este:
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1 ST
S.(Q==S.(Q)=—."-=—5_ (9. (2.120)
«(q - (@)=— T w (@)

& ¢

Daca acest spectru se discretizeazi cu rezolutia spectrald F.. rezulta:

F F1
S Q)=F.S. (q)=—S . . (@)=—— =S5 (@)= S (. (2.121)
RWAY ‘1) 3 AR\ (1) T_ X ((1 21‘/1 7—(}_ RN (] 2‘1/17: U (/

unde s-a tinut cont de expresia frecventei Shannon F. = /T, pentru A=1.

Programele pentru calculator trebuie si tind seama de relatiile dintre spectrul de
densitate de putere Sy(V) . cu spectrul esantionat din acesta S'\\(q). relatia (2.118). cu spectrul
provenit din esantionare semnalului x(t). S¢(q). relatia (2.120). in care S.(q) este analoagd
si-n fine cu spectrul esantionat S'W(q), provenit din S¢(q). prin relatia (2.121).

Aceste precizdri sunt foarte importante in actiunea de evaluare a spectrelor prin
intermediul calcului numeric pe calculatoare sau analizoare spectrale numerice.

In fig.2.19 se prezinta spectrul esantionat S’W(q). esantionat din spectrul analogic
S¢x(q). cu respectarea conditiei lui Shannon. ca cele doud spectre adiacente sd nu se

intersecteze. Se observa din figurd ca Fy; = B este notatd cu Fx. denumita frecventa Nyvquist

[123].

Fig.2.19. Esantionarea spectrului S (q). aferent spectrului de densitate de putere

provenit din semnalul esantionat x (n) = X(n).d(t-n).

2.4.8. Operatorul densitatii spectrale

In cazul sistemelor liniare, cu unul sau mai multe terminale. se introduce o metoda de
analiza care exprima legatura dintre densitétile spectrale de putere ale semnalelor la diferite
terminale. sau din interiorul sistemului, impreund cu transmitantele partiale ale sistemului.

Pentru aceasta s-a introdus de citre S. Gérlasu [71] operatorul de densitate spectrald de

putere.
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Pentru cazul a doud procese aleatoare X(t) si Y(t) cu cvolutic simultana $i intre care
existd o interactiune energeticli. pentru cite o realizare din ficcare. obtinutd prin inregistrarea
pe o durata finita T. corespunde cite o pereche Fourier:

me (—)XTm Q\’): mi (—)YT(” (J\') (2.122)
in care T indica faptul ca x(t) si v(t) sunt nule in afara intervalului [-T:+T]. far i este ordinul

realizarilor.

Densitatile spectrale proprii si mutuale se definesc astfel:
N — 13 1 (AR (AR . SN l (g e, e, ~a 192
SM(P)—_II_I_IE 7 E[X""(jv).X (jV).].S_\,}(]‘)—}l_I:ll o7 E[X" (jwm).Y" " (jv).]. (2.123)

Aceste relatii se pot pune sub o forma condensata:
S.wW)=D[X (jv).X(jv).;S, (jv)=D[X (jv)Y(jv)] (2.124)

unde operatorul D presupune operatia de transformare Fourier a functiilor semnal. operatia de
trecere la limitd. medierea statistici E asupra ansamblului de produse a transformatelor
Fourier si diviziunea cu 2T.

Dupa cum va rezulta mai  departe operatorul D va  facilita
calculele in care intervin combinatii liniare de functii semnal. pentru care se solicitd tfunctiile
de densitate proprie si reciproce de putere. aterente unui sistem liniar. fird a mai apela la
integralele Fourier, relatiile Wiener-Hincin. sau la integralele de convolutie. Calculele se
reduc la operatii algebrice simple in domeniul frecventei. Trebuie subliniat ca operatorul D se
aplica functiilor spectrale si nu opereaza asupra transmitantelor (functiilor de transfer) din
sistem [69].

Ca exemplu de eficientd a operatorului D, se va demonstra expresia transferului liniar
in domeniul frecvential, utilizind spectrele de putere. Pentru elementul SISO liniar,
caracterizat prin intrarea x(t), functia pondere h(t) si semnalul de iesire v(t). prin functiile de
amplitudine transferul liniar se exprima prin relatia cunoscuta:

Y(jvy=H(jv).X(jv). (2.123)
Daca se trece la spectrele conjugate:

Y (jv)=H (jv).X (V) (2.126)
inmul;ind termen cu termen relatiile de mai sus si aplicind operatorul D. se obtine

DY (jv)Y(jv)I=H (jv).H(jv)D[X (jv)X(jv)], (2.127)
iar in conformitate cu definitiile din (2.124). rezulta:

S.WV=H (jv)H(jv)S (v)=S_ (v)H V). (2.128)

-
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Aceastd demonstratie eleganti. imediatd si destul de simpld. contrastcazd cu
demonstratiile clasice. care uzeazi de teoremele de convolutie. prezentate sub formi integrala

si care au un grad ridicat de dificultate.
2.5. Transformata Fourier. Algoritm FFT

Transtormata rapida Fourier [Fast Fourier Transform] este un instrument de calcul
eficient in prelucrarea automatd a semnalelor de la sistemele fizice in evolutie. in scopul
analizei spectrale de amplitudine si putere a problemelor de filtratie. de recunoastere a
configuratiei in domeniul sistemelor automate si altele [33], [56].

Pentru efectuarea calculelor de determinare a coeficientilor Fourier sunt necesare NxN
operatii de multiplicare-mediere. iar in cazul procedurilor rapide FFT. numirul de operatii se
reduce in mod substantial fiind de ordinul 2Nlog>N [55], [58].

Astfel. pentru N=2'"=1024 esantioane X(n). calculul coeficientilor necesitd
NXN=1.048.376 operatii utilizand transformata discreta Fourier (TDF ). in timp ce aplicand o
procedurd FFT. rezultd Nlog,N=10.240. adica o reducere de circa 100 de ori a numarului de
operatii.

Algoritmul Cooley-Tukey

Numarul de esantioane si linii spectrale N se exprima sub rorma: N=2° si permite
evaluarea rezultatelor partiale ale iteratiilor succesive cu ajutorul calculatorului. In aceste caz.
uj=ux=us=...=u.=2 [57].

Coeficientii C(q) se transforma intr-o suma de p termeni. fiecare termen implicand un
numar de N2 transformari intermediare Fourier care necesita 4 operatii elementare pentru
fiecare transformare. Deci. pentru N coeficienti C(q) sunt necesare in total 2N, operatii
complexe de multiplicare-sumare.

Indicii q si n se pot scrie:

q=q0-2q1—22q3- -ZP"qp_l, (2.129)
n=ng-2n-27n-- ... -2p"np-;, (2.130)

In aceste relatii indicii qi si nj pot lua numai valori O sau 1. asa cum se transcrie in
binar orice numar intreg in baza zece.

Exponentiala W pentru orice r=1. 2..... p si avand u,=2, devine:

q,.n, N
w| Ll expl-jomog,, on ). (2.131)

i,
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]

Cum Qi §i np. pot lua numai valorile 0 si 1. rezultd ca exponentiala poate lua numai

valorile 1 si-1.
Ecuatiile T definite. vor fi.

T(qo. qi.---, gr-2)=I. pentru r=1

si T(Qos Qie--., Gr)=W[(qo = 2q1 = 2°q2 - ... - 27°q,.)2" " 0], pentru r=2.3,...p.
Cu aceste relatii transformata Fourier rapida sub forma iterativa i in exprimare binard. se
scrie:
1 1 !
C(qo. qi.---- qi-1)= z ZZ Xn,.n .....on -Wig.n)
n,=0m=0  n._
unde

[)

“"’(Q-”)z HT(qn-q|~-"~qr-: ) e,\'p(— JTq, '”,-»-r)

r=1

In aceste conditii. prima treapta iterativa conduce la:

Ai(qo. no, ny...., Np.o)= ZX(nO. N..... n, )-exp(—j—mq,) 'nﬁk])

[ar pentru a iteratia r, avem:

A (q,.9,---,9,,0y,0,...,0 ) =.

’ p.r
I
=0

",

Relatia (2.136) poarta denumirea de algoritmul Cooley-Tukey de transtormare rapida Fourier.

Ultima treapta de iteratie este:

C(.9y---.0,) = A,(q).9;....q,) =
1
= > A, (qy-q-en0,000) T(Qy Qe nq, ) expl= o mog, )
n, =0

Deci putem determina coeficientii, ca fiind

1
C.\‘(Q)':N'Ap((IO’qI""’qp-i)

Pentru prima iteratie, conform algoritmului putem reprezenta fig.220:

A.,(9y.9,..--.q,.2- 0y, nl“"’np-r)'T(ql)‘qI ----- q,_3)~exp(;—j-/r-q,_, P

19
'S
(PP

(2.136)

(2.138)
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X(0,0) A(C0)
X(o,1) A0 1)
X(1 0) > A(10)
X(1,1) =% Af11)

Fig.2.20. Graficul pentru prima iteratie FFT in cazul N=4.

Pentru intreg calculul care comporta doua iteratii se intocmeste graficul din fig.2.2/:

Se=-=1.

r=1 r=2
Y20 A00) ALO0I—2 s 10 0) =Cx(0]
X!23) A{01) X Az('o})i;——r’:xﬁ 0) =Cx(2)
X{10) — A401,0) - A1 o)L%—» C(01) =Cyl1;
X0, - Aﬂm)X_; A1) _ch(‘l 1) =Cx(3)

173

Xx(c) == A1(0) > A5(0) == — A5(0) ——>Cx19)
\ Zj \/E —<_ . Vg
(1) » ==

\\// A1) >< - A1) K A1) ———Cyll)
' a
, ) L2 r )
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Algoritmul WERZ

Pentru evaluarea transformatei discrete directe Fourier (DDFT) se scrie ecuatia matriciald
[140]:

1

Cx=—
* N

-F- X (2.139)

unde: F este matricea DFT (transformatei discrete Fourier), Cx reprezintd vectorul
coeficientilor Fourier. iar X este vectorul marimii de intrare a semnalului temporal.

Matricea F este de dimensiune N-N. unde N este numdrul dc esantioane care satisfac
conditia N = 2P_ cu p intreg si pozitiv. Din acest motiv Werz utilizeaza notatia F'™ pentru F.

Asttel. factorizand:

N) - y) (V) (N) (\)
F = FO . FI . F: ..... F/)—l (2140)
Coeficientii Fourier Cy(q), q =0, 1, ... , N-1 si esantioanele X(n). n = 0. 1. ... . N-1
sunt reprezentate Tn baza 2 in forma q = (qp-1, Qp-2 . ... . Q2. q1 . Qo) $i respectiv n= (n... np.2 .
. ,n;.nl,no).

Calculul iterativ se simplificd considerabil dacd componentele matricii coduc la

aceeasi structura:

1 47 0 0 0o 0 |
0 1 d” 0 0
. 10 0 0 0 0 d). ,
F' = () -7 (2.14D)
1 —-d 0 0 0 0
o 0 1 -d” 0 0
0 0 0 O Io—dll

Elementeled,”, k=0, 1,...,2"' cur=0, 1, ..., p-1 au forma exponentiala W*, unde

-)27UN -
W=7~ adica

(lit')=d(r) ="'=d(”

RIS RARAS

=W (2.142)
A ... fy] e .. ..
Bazandu-ne pe structura matricii £*' putem deduce termenii iteratiei cu relatiile:

Ai+|=Ai(%)+Ai(—};i+%)\V\ : q=0 2.4, ... N-2; (2.143)
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_] N —
q )W\.Ai(_+c/ l
8] 9 9]

- -— —

Aisr = Ai(

W' o q=1,3.5. ... N-1I; (2.144)

Repartitia exponentilor W* pentru algoritmul Werz este data dupa indexul r. iar pentru

algoritmul Singleton dupi indexul i.

Tabelul 2.4.

W, i=p-r | Exponentii W*
FA el W
PN p2 |2 Wwr
|
CEN P33 WOWE WS W
FYopr 1 Y I A AT
F3 e WYUWE W W
FY 12 |2 Wowr W W w L w
F¥ o p-1 WOWR W WS owle Y
F™ |0 P wWowh wr Wi we L wY e

Avand in vedere cd numarul exponentialelor este acelasi (N 2) pentru toate iteratiile.
rezultd ca factorul de repetitie a exponentialelor pentru iteratia i este:

N/2

n=—= (2.145)

Fig.2.23.Graficul pentru algoritmul WERZ in cazul N=8, pentru implementarea tranformatei
rapide directe discreta Fourier (FFT-W) [139].
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Algoritmul Singleton

Acest algoritm este un algoritm canonic derivat din algoritmul Cooley-Tukey. care au
aceeasl structurd pe toate iteratiile si a cdror coeticienti ponderali W™ se pot determina din
tabelul 2.4.[122].

Pentru algoritmul Singleton se pot scrie relatiile de determinare a termenilor iteatiei::

. v

Ai= A2 + A2g+HW 1 q=0.1.2. ..., ’7—1; (2.146)
< \ - N -

Ai-1=Ai(2Q)—Ai(2q+l)\\ N q=1..’.?....,7—12 (2.147)

Pe baza acestora se poate construi graficul din r7¢.2.24:

Comparatie intre algoritmul Werz si Singleton

In continuare se prezintd o paralela intre procedurile Werz si Singleton FFT. care au o
structurd unicd pe toate iteratiile si a caror coeficienti (factori ponderali). pot fi in comun
determinati.

e Ambele proceduri Werz si Singleton au o structurd unica pe toate iteratiile. Cu algoritmul
Werz punctele de intersectie ale graficului sunt situate in pasul A; , iar pentru procedura
Singleton in Ai_).

e Ambele proceduri necesitd amestecarea termenilor primei serii in prima iteratie. prin

inversarea binara a indicilor: Ay(q) = X[<n>]: n.q=0, I, ..., N-1 si ordonarca valorilor
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Ayp(q) dupa seria naturala q.. Uzual aceste operatii sc realizeazd prin subrutine de
ordonare a seriilor dupi inversarea binard a indicilor.

e Factorii ponderali sunt determinati in ambele cazuri din acelasi tabel.2.4. dar repartitiile

pentru cazul particular N=8. Pentru fiecare iterziie obtinem exponentii N 2 pozitiv §i N2
negativi, numarul diferitilor exponenti creste cdatd cu numarul de iteratii pentru ambele
proceduri.

e In cazul procedurii Werz. doua fluxuri de linie ~omesc din acelasi punct al primei serii de
iteratii si sosirea termenilor din seria tinala se zc@ in ordinea naturala a indicilor.

e In cazul procedurii Singleton situatia este inv:7sd. comparativ cu procedura Werz: doua
fluxuri de linie sosesc in acelasi punct al serie: “nale. in ordinea naturala a indicelui g.

e Deoarece din relatiile (2.143). (2.144) si (2.226). (2.147) nu se pot generaliza pentru
obtinerea punctului final din punctul initial pentru acelasi indice. procedurile nu permit

calculul “in punct™.
2.6. Metode frecventiale de identificare

2.6.1. Determinarea experimentala a curbei indiciale

Acest experiment s-a realizat in domeniul >mpului, cind la intrarea unui proces lent.
de presiune, s-a aplicat un semnal treaptad. iar la ‘2sire s-a inregistrat functia indiciala. S-a
modificat brusc marimea de intrare m cu un salt A1 si cu un inregistrator s-a obtinut functia
indiciala a(t). Procesul de tip PT1 a rezultat din in:zpretarea curbei indiciale. cursa ventilului
s-a modificat de la gradatia 2,9 mm la 4.23 mm. iz~ presiunea a variat de la 1.4 la 3.6 bar. in
decurs de cca 8 s. Din fig.2.25d) prin constructia s::=tangentei prin punctul de inflexiune. s-a
obtinut valoarea constantei de timp de intarziere T = 1.6 s. si constanta de timp mort T = 0,83
s. Factorul de amplificare, aferent regimului statior.z- a fost:

Y, A, 3,6 -1.4 2.2

K="= = — =——=163 r:/mm.
Am  Am  425-29 1,35

Rezultd ca functia de transfer este:

K 'e~r — 1’63 .e-o.s.‘a
1+ Ts 1+ 1,6

H(s)=
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3 %rTlfmefﬁ) l
- I
el 2=
L ! Y 7‘;- .
1 L35 M A Y
21 ' .
Ci - .
0 =
] <
‘ X "\'""‘\\
kAl
, S
o)
(s
1
1= ,
i -
Ci 2 G
Fig.2.25. Interpretarea functiei indiciale inregistrate. a) semnal treapta de intrare:

b) raspunsul indicial inregistrat; c) locul de transfer; d) functia indiciala cu timp mort.
In mod similar se examineazad procese lente cu mai multe constante de timp de

intarziere, in general constantele de timp de ordin superior fiind neglijabile fata de constantele

T, si T» de ordinul unu si respectiv doi.

Daca sunt mai multe elemente PT1 conectate in serie. blocul de sistem echivalent este

un singur element PT1, avind constanta de timp:

=T, 1,.1, (2.148)

2.6.2. Identificarea sistemelor cu transferometrul

Transferometrul este un echipament de caleul complex. care in esenta este un analizor
ce furnizeaza raspunsul la frecventa dupa principiul dezvoltarii sau transformarii Fourier. Un
generator de oscilatii armonice produce o oscilatie sinusoidald si alta cosinusoidala. ultima
revenind la excitatia procesului. Functia de transfer cu componenta reala P(w) si cea
imaginard Q(w) este:

H(jw) = P(w) +j Q(w),

(2.149)
in care P(w) si Q(w) sunt evaluate direct de aparat, sub forma:
1 ¢, 1 (7 : -
P(@)=— | " x(t)cos axdr:Q(w) =— [ " x(r) sin wxrdr. (2.150)
Yb'u x) 0
< o 2r : : :
In care x(t) = Xg cos (wt+@). iar timpul de masurare T = n— este un multiplu al perioadei de
0]

oscilatie. Aparatul are schema indicatd in fig.2.26. iar valorile P(w) si Q(w) determini

modulul si argumentul functiei de transfer pentru fiecare frecventa @ = 2nv:
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: : Q(w)
M(w) =+ P (w)+ (w);teg(w) = . (2.151)
M(w) =P (@) +Q g@r=4

Aceastd metoda frecventiald este mai completi. oferind mai multe elemente

informationale decit metoda indiciala. dar necesita un echipament mai sofisticat.

-~

l o ,
Y i T,ocs et =
| T e R
! | foswt R . e~y
a J',- ‘l | N

al-TaY-Tolahtia . -
ol (L, U

’
e | |

)
| Sa7no. e
| \ 1 o S
‘i ‘ ‘ N [ . |
| \ ' > X { == Ricc|
' J ! o= L"‘Jg_ ; !
| '. . — cclcll
i i ) o A I, \
~ 7.\ i :
L S Lo > ! S L___._

| N oS N m

-
1k’7' (Cu‘> (fL

w)
6. Schema transferometrului. X - bloc multiplicator: | - bloc integrator.

Fig.2.2

2.6.3. Metoda corelatiei

Aceastd metoda utilizeaza semnale aleatoare de testare. furnizate de un generator de
zgomot analogic sau binar pseudo - aleator. cu ajutorul cdrora se determind functiile de

autocorelatie si intercorelatie. relativ la terminalele procesului considerat monovariabil.
conform schemei din fig.2.27.

! ~
e ! yl=) |
i - ~— S
——*——1——1 Freoces — p‘:l_('.,—-’—. Syl T
bo—d = =~
' ) Z ¥
1 ! i ) - ]
i ] | ~ ‘ | Z.o00 -
| D, (T s, —= .5 SEEEN
AR ORI S-S z
> J — ! C ool
Y 1 = .
| ~ .‘ ~
l'th(('-, > R

Fig.2.27. Schema identificarii prin metoda corelatiei.

Cu ajutorul corelatoarelor (1) se determind functiile de autocorelatie R,\(T) , Ryy (T) si

de intercorelatie R,(1) ale procesului:

R, (D) ==[ 005 =R, (1) == [ yie).vir = 1o (2.152)
e driu, )—?J:) Y.y )dr; 2.152
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R, (1)= %'LT xX(1).v(t = 71)dt; (2.153)

Cu ajutorul transformatoarelor Fourier (2) se determind functiile de densitate spectrali
SV Syy(V) 51 S\ (jV) care pe baza teoremelor de transfer indeplinesc expresiile:

S, =|HGV| S, (1) (2.154)

S,Uv)=H (jv).S (V). (2.155)

Din aceste relatii se deduc relatiile pentru functia de transfer:

|
S, T
S.(v)

AN

S'w(jvy S.o
= .0
S\.\(V) SL\(V)

H(jw)=|H(jv)|= = (2.156)

Daca in aceste relatii se face S.\(v) = 1. adica la intrare se aplica un semnal aleator

zgomot alb, rezulta:
M@)=[S (v);HV)=S o (jV):H(jV)=S o (V). (2.157)
In acest caz particular v(t) = h(t) este raspunsul ponderal.
Metoda de testare cu corelatorul si analizorul spectral este precisa. avand avantajul ca

poate fi aplicata fara intreruperea procesului tehnologic. deoarece zgomotul alb avand valoare

medie nuld, nu deranjeaza functionarea instalatiei.

2.6.4. Metoda de optimizare a unui sistem utilizand corelatorul si
analizorul armonic

Aceastd metoda presupune identificarea si reglarea optimala in acelasi timp. Ea se

bazeaza pe legdtura dintre valoarea medie patratica (VMP) si densitatea proprie de putere a

unul semnal:
— ) D F\y
2=y =R_(0) =JO G (vV)dv. (2.158)

in care Gy (v) este densitatea spectrala proprie unilaterala. cu ve [0:Fy;]. Fy; fiind frecventa
maxima a spectrului.

Se considera un sistem de reglare automata (SRA) buclat, cu mai multe intrari. dintre
care una este semnalul de intrare i(t). iar z; (t) si z> (t) sunt perturbatii. cele trei semnale fiind
necorelate. Exprimand abaterea sub forma complexa:

eEv)=I(jo)J)+Z (jv)—-Z,(jv)H,(jv)J(jVv) (2.159)

unde s-a notat:
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J(v) = !
I+ H,(jv).H (jv)
zi(t) Z>(1)
1(t) E(t) H(Gv) +
|
+< - +

HJUV)

Fig.2.28. Sistem de reglare automati cu o intrare si doud perturbatii.

Aplicand operatorul de densitate spectrald D [71] relatiei (2.140). adica evaluand

G, (jv)y=Dle(jv)e (jW)],

se obtine:

G.(jv)=G, (]V)|-](JV)’2 + G:.:, (JjVv).

JGVI + G GylH, G Gy 2.6

Integrand aceasta relatie pe intervalul benzii de frecventa B cu v € [0: Fyy] se obtine.

1358):

e FYCIN IS Z
=
! ! to.
——aa Tt g —_—
H Se= 1 et
: 1 '
| =y =
- - Te- o
! 22 )
i — TN
S el D | aeneei— T \ -
{ _ R 1 t
| e i Bl A . ]
- N N R T
L'_.\:/:v_:
T e
PV ﬂ(\ N =R Rl S S
_ . - -— -~ -—— e
T TS P L

Fig.2.29. Reglarea turatiei generatorului frina. Optimizarea SRA cu analizorul si

corelatorul in timp real: RAT - regulator automat de turatie: RAC - regulator automat de
curent; DCG - dispozitiv de comanda pe grila: T - turbina: GF - generator frana:

CNA - convertor numeric - analogic; TT - traductor de turatie.

In cazul in care € (t) este centrat. adica valoarea medie teoretica u.=0. rezulta

Ree(T)= Cee(7). adica functia de autocorelatie devine de autocovarianta si in aceste conditii:

C.0)=5.",

(2.163)
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astfel ca valoarea ariei de sub functia de densitate spectrala este numeric egald cu dispersia

semnalului € (t). Componentele valorii £7, ale erorii totale a SRA. sunt:

g’ :j"’ G, ) dv, (2.164)
b))
E =[G, o0l dv, (2.163)
=[G, 0IH.(WIGv) dv. (2.166)
2 A A

Relatia (2.162) aratd cd valoarea medie a patratului abaterii SRA este formata din
atitea componente cite semnale exterioare intra in sistem. Eroarea globald a sistemului. €. se
poate determina pe doud cai:

e utilizind un corelator automat si pentru T =0 se determina valoarea R\t0) sau C,, (0):

e utilizdnd un analizor spectral care furnizeaza spectrul G (v) si planimetrand aria de sub

aceasti curba se determini £°.

Eroarea globald se poate determina si analitic dacd se evalueazd erorile partiale cu
relatiile (2.164). (2.165) si (2.166). in cazul in care se cunosc transmitantele H;(jv), H:(jv) si
JGv).

Optimizarea SRA presupune minimizarea erorii &°. respectiv micsorarea ariei

FV . . . . . . .
A =J G(v)dv. prin modificarea unui element reglabil al compensatorului sau regulatorului
D)

constituit din circuitul de forta realizat dintr-un redresor. turbind si un zenerator frana. iar
circuitul de reglare printr-o reglare in cascada. realizata dintr-un regulator de turatie. un
regulator de curent si un dispozitiv de comanda pe grila pentru deschiderea tiristoarelor din

puntea trifazata. complet comandata.

2.6.5. O identificare analitica utilizand operatorul D

Se considera un sistem de urmarire. la care marimea de intrare i(t). este formata din
transmitanta directd F;(jv) si trmsmitanta pe cale de reactie Fa(jv). Asupra sistemului
actioneazd si o perturbatie n(t). Se cere sa se determine. prin masurdtori pe sistem.
transmitantele F;(jv), Fa(jv), care constituie obiectul identificarii. Din fi2.2.30.. exprimand
sub forma complexa marimile din locurile indicate cu 1. 2 si 3. dupa marimile care intrd in

sistem rezulta:

E(jv)y=E (jv)+N(jv), (2.167)
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R(jv)y=E(jv).F,(jv). (2.168)
egVY=I1(jv)—-R(jV), (2.169)
(2.170)

E (jvy=€e(jv).F (jv).

< ) — I
| +& I 2) = . ’,‘__. E
=3 == /U 1 ‘_.®__~ =X _S__é,g‘
o PO *- = i 2 = |
i L o 2,
C) _r < z [ = |
37 RO —1 = 2 o

Fig.2.30. Sistem automat de urmarire. a) locurile de masurare pentru F(jv): idem pentru

F-(v).

Din relatiile de mai sus se deduc functiile operationale ale semnalelor €(t). e(t). r(t),

masurate in punctele 1. 2 si 3, dupa marimile care intra in sistem rezultd:
E(jv)=¢€(jv).F,(jv)+N(jv)=[I(jv)=RV)|F (jv)+ N(jv)
E(jvy=1(jv).F(jv)=LE(jv).F,(jv).F(jv)+N(jV). (2.171)

1+ F (jv).F,(jv) 1+ F(jv).F,(jv)

Daca se noteaza J = 1 (2.172)
1+ F, (jVv).F.(jV)
pentru punctul 2 rezulta:
E(jvy=F (jv)Jv)I(jv)+J(jv)N(jv). (2.173)
Procedind similar. pentru punctele 1 si 3. rezulta:
E(jv)=J(jv)I(jv)=F,(jv).N(jv). (2.174)
(2.175)

R(jv)=J(jv).F (jv).Fs(jv)I(jv)+J(jv).F,(jv).N(jv).
Daca functiile operationale din ultimile trei relatii se inlocuiesc cu conjugatele lor si se aplica

operatorul densitatii spectrale, care opereaza asupra semnalelor si nu asupra transmitantelor,

se determina functiile spectrale de densitate de putere S.c (jv). S:. V). Sie (jV). date de relatiile:

S (jvy=J W).S, W)+ F, (v).J (v).S, (V) (2.176)
S, =F(jv).J WS, (v)=F, (jv)J )S, (v); (2.177)
(2.178)

S (jvy=J W).F (jv).F, (jv).S,(v)=J (W).F (v).S, ().
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L

Din aceste ultime trei relatii prin climinari si substitutii sc determind transmitanta
Figv):
S.0UW+S,.UV)

F (jv)y= - — .
! S.UWI+S, ()

(2.179)

Daca se masoara cu analizorul spectral in punctele 4. 3 si 6 din fi2.2.30. prin acelasi
procedeu se determind densitatile spectrale S, (j1).S,,(jV).S. . (jV).S ., (jV). iar cu acestea
transmitanta de reactie:

S GV)=S. ()
S UWS,L )

F,(jv)

(2.180)

In cazul sistemului automat de urmarire dat. relatiile precedente rezolvd problema
identificarii transmitantelor de pe calea directa si pe cea de reactie inversd. masurand
corelatiile sau direct functiile de densitate spectrala in punctele indicate in fig.2.30. care se

introduc apoi in expresiile (2.179) si (2.180). [69].

2.6.6. Identificarea unui proces instabil prin metoda experimentului
cu releu

Prin aceastd metoda se efectueaza un test folosind un releu in bucla cu un compensator
de linie, pentru a identifica parametrii unui proces instabil de primul ordin si cu timp mort. in
cazul in care existd un ciclu limitd. Dupa cum se va vedea in continuare. rezultatul este
favorabil numai daca raportul dintre timpul mort si constanta de timp instabila este mai mica
decat 0.693. Daca se adaugd in bucla cu procesul un controller P. este posibil ca acest raport
sa creascd. Se considera structura de identificare si conducere din fig.2.31. in care procesul cu

functia de transfer:

S
G(S)zi"_ (2.181)
T, -s-1

indicd faptul ca procesul este instabil, avand un pol in semiplanul drept si poseda un timp
mort cu constanta 0 si un factor de castig k.
Ecuatiile de stare ale procesului sunt:

Wt)= Ax(t)+bu(r) ; y(t) =cx(v) (2.182)
in care A este o matrice n*n. b este un vector coloand n*1. ¢ este un vector linie 1*n.
Presupunand ca exista un ciclu limitd simetric cu jumatate de perioada egald cu T. care este

obtinut cu datele initiale ale starii x(0). releul comuta de la ~h la +h la momentul t=0 si
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furnizeazi doua semnale diferite de intrare. constante. pe durata unei jumatiti de perioada a
iesirii procesului. Solutia pentru starea x(t) este:
i) = Ax(t)+bu(r—17) x()=e™x(0)+ A (e™-Db h (2.183)
in care u(t) = -h, I este matricea unitate de

ordinul lui A. La durata 8 <t £ T. cind semnalul

de intrare este u(t) = h. expresia starii devine:

: relay ———
M - x() =™ x(0) + AT @b h  (2.184)
| 1 !
P - : e Y ‘ yid) 2 . . .l . . < =
—Z—:C—/%—I G. —O ””;l s L Intrucat ciclul limitd este simetric. revultd ca
U N 1
' i ¥ X(T) = -x(0). astfel ca prin subsitutie t = T.

valoarea initiala a starii devine:

x(0) = ([+e™) ' AT@e™ ™ —e™—_T)bh (2.183)
iar conditia pentru ciclul limita este
c(x)=0; ¢-1(0)>0 (2.186)

Fig.2.31. Structura pentru identificare si control.

Dinamica pentru un proces instabil FOPDT (First Order Plus Delay Time = de prim
ordin plus timp mort) este descris de functia de transfer [99]:

-6y ~v,s
k-e™® k-e ™

G(s) = =
: T, -s-1 s—1

(2.187)

in care s-a notat cu 6, =06/ T, timpul mort normalizat. Semiperioada normalizata va fi
To =T /T, sl notand cu A, varful de amplitudine la iesire. se defineste varful normalizat prin
expresia:

A,
K:Z'—h (2.188)

in cazul acestui proces, caracterizat prin marimi de stare. rezulta A=1.b=1.c=Ksi
x(0) = 0. Varful de-amplitudine apare la momentul t = 8, . astfel ca din (2.183). obtinem:
Ap=cx(8y) =k(e” —=1)h; 0, = In(1+k). (2.189)
Substituind aceasta valoare in (2.185). se obtine:
¢ x(0) = k(1+¢™)- (2 %) — o™ —1)-h =0 = ™ (2e7 —1)=1 (2.190)
Prin substitutia lui ¢® din (2.189), se obtine:
T.=2tanh'k (2.191)
Aceasta expresie indica faptul ca valoarea k trebuie sa fie mai mica decit 1 pentru a se

obtine o solutie. ceea ce inseamna e” < 2. cu valoarea k = | rezulta 6, = 0,653, valoarea
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maxima pentru constatnta de timp mort normalizatd pentru care mai poate exista un ciclu
limita.

Se constatda ca prin simpla masurare a virfului de amplitudine A, se pot determina
parametrii procesului 8 si T, . semiperioada T fiind de asemenea cunoscutd. Factorul de
proportionalitate se determind in regim stationar prin masurarea ariei aferente semnalului de
iesire. care se reprezintd la o jumatate de perioada ca arie a semnalului de intrare.

Spre deosebire de situatiile obisnuite ca in cazul instalatiilor cu functie de transfer
stabila, procesul instabil FOPDT nu are intotdeauna ciclu limitd. S-a ardtat ca aceasta se poate
intimpla numai in cazul in care 6,< 0.693. Pentru a obtine ciclu limitd prin experimentul cu
releu ideal, in proces se incorporeaza un controller G, in paralel cu procesul, cu un comutator
inchis. Presupunand ca factorul k este cunoscut si utilizand o aproximatie Pade de ordinul 2/2,

rezonabila deoarece 0,< 1, functia de transfer se poate scrie astfel:

G(s):l"" = S . (2.192)
s—1 ( 1) 0 o
S — . E'S +'—_)—‘,S+

Functia de transfer a procesului cu controllerul P in paralel, de amplificare Ky = 1/k, va fi:

N

e, , 6
k 1—;-5--#.”1
G.(s)= 97' . — . (2.193)
so| s+t s +1-0,
12 2

Functia de transfer virtuala de mai sus. este capabild sda permitd o oscilatie intretinuta

pentru 6,< 1. Pentru acest proces modificat, elementele caracterizarii prin functii de stare

sunt:
A4 0 0 1 7
A=|0 A, 0f: b=|1]; ~=1—“7[fl o1 (2.194)
0 0 0

in care wvaloriille proprii sunt A;, A» si O (pe diagonala principald) cu

A =-3/6,%12/16,-3/6;

A,-0;—66, —12 -6, —66, - 12
- n 60" l 5 f[ = /‘{I 9” 69” 1 (2195)

24,-6,+6 24,-6, +6

h

Din conditiile limita (2.186). inlocuind in (2.193). obtinem:
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' /2 anh(2 2
7 tanh(A,T, )+j.’ ' tanh(2,T, / )+L ~0 (2.196)
1 T 2

Pentru a obtine valorile parametrilor 0 si T, se masoard amplitudinea de la iesire si timpul t, al

varfului acestei amplitudini, rezultind:

(e )=cile, )= fre ™ (tanh(4,T, 12)=1)+ f.e™ (tanh(A,T, /2)=1)=1=0 (2.197)
Pl Lty -+(T /21 ) ’1' 4, 222 o4 (tanh(ALT, 72)-1) [/1-6,) (2.198)
A, . A A °

Din aceste ecuatii se pot obtine simultan valorile pentrut,, T i 0 :

_k+00682 6, 6 _0.0474(k +34.5538) (
k+09946 T T L +4.1530

n

19

.199)

Intrucat un compensator de linie G(s), de tip P. PI sau PID. impreuna cu instalatia FOPDT nu
pot realiza rezultate bune in conducere, inclusiv privind stabilitatea ansamblului. este necesard
stabilizarea cu un compensator derivatie G.(s) de tip P sau PD.

Dependenta la k st T/T; de timpul mort 6 sunt date in graficele alaturate pentru

ansamblul PI-PD.

Fig.2.32. Relatia kK, = F(8,). Fig.2.33. Relatia T, / T; = Fa(6,).
Pentru compensatorul G. se, adoptd o structura PI cu functia de transfer
G.(s)=K,(1+1/T,S). Utilizdnd metoda celor mai mici patrate si tinind seama de expresia

timpul mort normat se obtin urmatoarele relatii. cu care se determina si parametrii de acord ai

compensatorului serie:
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-0, _
¢ 170064 _hegos 1
e —0,990 K1+ K)

"% ~0,377 0.5(1-0.6382K)tanh™" K
71/7,20.380_"6 377 _ 0.5(1-0.6382K) tanh |
e —0.966 K(l+K)

In acest caz sistemul complet cu procesul G(s) si cele doud compensatoare G.(s) i

kK, =0.889 +

(2.200)

G.1(s). din care ultimul de tip P. asigura un ciclu limita pentru 6, < 0.693.

Pentru a mari domeniul de compatibilitate pand la 6, = 0.9. in derivatie se monteazi
un compensator PD. iar T4 se determind din conditia de stabilitate.

Daca functia de transfer a controlerului derivatie este

G, (s)= K,.(%5+1) =K, (T_,.s-i-l). cu T, =L (2.201)

I |
avind rolul de a schimba regimul instabil al buclei deschise a procesului G(s) intr-un proces

stabil G.(s). Utilizdnd din nou aproximatia Pade pentru timpul normalizat 8,. adica:

e-B,;\‘ = - 9"5 , (2202)
+0 s

n

19

19

valabila pentru 6, < 1 si ludnd Ty = 6,/2. rezulta functia mde transfer a intregului sistem
ke™®
(1-kK,6,/2)s+ (kK , —1)’

care are evident doi poli situati in semipanul stang si satisface si criteriul de stabilitate Routh-

G.(s)=

(2.203)

Hurwitz avand

1 2
Z<Kj.<

Cu aceste valori factorul de amplificare al regulatorului intern G, (s) satisface conditia

(2.204)

n

marginii de castig. avand valoarea

1 2 12
K=o =747 (2.203)
kko, k\e,

astfel ca functia de transfer a regulatorului G.,(s) din bucla de reactie inversia a procesului

devine:

G.(s)=4/(2/6)[(6, /2)s +1]

Ansamblul G(s) si G.(s), cu functia de transfer a sistemului deschis G(s) = G(s)-G. (s):

=6,
Gu(s) = ke (2.206)

(J2716, =16, 125 +1)

este o linie deschisa stabila daca indeplineste conditia 6,<1,234.

Utilizand criteriul integral ITSTSE se obtin urmatoarele relatii pentru ansamblul PI-PD:

~ 0,8011(1-0,9358,/8, )
r 6

n

kK

(2.207)
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T,/T =1/0.1227 + 145506, —1.271 l()”:) (2.208)
relatii care conduc la formula de acordare online. inlocuind pe 6, cu K:
0.8011(1=0.,9358/In(l + & 1+ k
kK = Shnbiunoli SN P L LY (2.209)
! In(l+ &) dtanh ™ &
2tanh ™' k ik 99
TIT = _ 2tanh ™ k& kK, = (/\+O)46)'(2.210)
0.1227 +1.45350In(1 + &) = 1.271 1[In(1 + k)]~ (A +0.0632)

Aceste relatii dau rezultate satisficdtoare pentru 0, < 0,693. in graticele din figurile

alaturate sunt indicate dependentele kK si T,/T) in functie de timpul mort 6 pentru ansamblul

de controlere PI-PD.

Fig.2.34. Dependenta kK, = F(6) Fig.2.35. Dependenta T,/T, = F4(0)

In cazul extinderii domeniului ciclului limitd peste valoarea critica 0.693. din relatiile

de mai sus deriva urmatoarele formule pentru parametrii ansamblului PI-PD:

_0.8011(k +0,9946) 0.74974/(k +0,9940)

kK, (2.211)
(k +0,0682) J(k+0,0682)
3 .2 1 AR
- k™ 45,2158k 4:4.481\ +0,2817 : (2.212)
0,0145k” +0,5773k " + 2,6554k + 0,3488
0.0237(k 2 .
T,IT= 0237( +34,5338): KK = (k +O_9946)‘ (2213)
(k +4.1530) (k +0,0682)
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()
w
«

¢
(W)

Fiz2.2.34. Derendenta marimii de cdstiz M
nort normalizat 6;,_.

o) stamarainin do faza o Cde

Exemplull. Pentru un FOPDT cu functia de transfer H(s)=4ke " AT 5 —1).in care K
= 1.8 =04 T, = 1. prin simulare s-au determinat valorile experimentale AL =04918 51 T =
1.077 cu releul simplu avand h = 1. Pentru o combinatie PI-P . cu relatiile respective s-au
cbtinut valorile: K. = 2.243, T; =4.627.

In cazul in care se adoptd o structurd PI-PD. unzhiul limid poate 1 impins

a -

ranila 6, =0.9. Raspunsul la semnalul treaptd este indicat in 11z 2,57

-~ N o~ = B : . 2 . .
- [ - - -y T T .. < - - P -- -~ - - .

Fig.2. 537 R “>aun>ul indicial in cazul exempluluil. Fig.2.38. Eu::'.::is::l TOCUSTIN Ccd

R N Y
N

Exemplul 2. Avind funcria de transter Gosi =47/ (45 -1 paragi i oedeluiul sent
atila = 2.04 ; <i T, =4.009 prin mdsurare cu ajutorul refeului ideal. cu A~ = 2389 st [
= 6 1821 cu h = 1. in cazul ansamblului PI-PD se obtin parametrii de acord K- = 0131 T, =
22Kki=03s1Ty=1 %ceste valori fumiz2azd un raspuns indicial indicat cu linie continud in
538, In comparzatie cu rezultatele furnizate de De Park si colaboratorii pentru o structurd

avemplulil

1.23

Exemplul 3. Se considerd functia de transter Ges) = ¢/ i1.3s-1h avdnd prin
simulare valorile A= K = 3.638 si T =3.230. masurate cu un releu ideal avind h =1. Cuk >
l. se va utiliza un factor proportional k. = 1 pntru a obtine un ciclu llmx{i. In acest caz. 1a o
structurd P[-PD carz se impune. parametrii de acord pentru autoacordare prin masurdtori sunt:
Kp=0.1625; Ti=0.7144: ky= 1.5805 si Ty = 0.6061. Aplicand criteriul IS s¢ obtine raspunsul
indicial di fi2.2.39.
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Exemplul 4. Se considerd un proces avand un pol in semiplanul stang si altul in cel

drept. cu functia de transfer:

G(s) = ™™/ [(055s +1)( 2a-1)] (2.214)

y()

Fig.2.39. Raspunsul indicial pentru exemplul 3 Fig.2.40. Raspunsul indicial pentru exemplul
(linie continud) comparativ cu metoda 4 (linie continud) comparativ cu metoda lui
Park (linie punctata). lui Park (linie punctata).

7

Identificind acest proces printr-un model instabil cu k = 1. T, = 2.347 51 6 =1.067 i

admitand o structura PID-P. cu parametrii de acord k, =0.561: T, = 1.165: T; =1.478 si k;
=1.687. Daca se utilizeaza un model propus FOPDT cu k = 1: T, =2.875: 6

= 1.061 si o
structura de controlere PI-Pd. se vor obtine urmatoarele valori ai parameatrilor de acord: K, =
0,937: T;=1,399: k= 2,3.28; Ty =0.530. In fig.2.40 este prezentat raspunsul indicial cu linie
continud §i comparativ cu cel obtinut cu metoda lui Park trasat cu linie punctata.

in acest paragraf s-a indicat o metoda de estimare exacta a parametrilor unui proces de
ordinul intai plus timp mort (FOPDT). elaborata de S. Majhi si D.P. Atherton [99]. Cu
ajutorul experimentului cu releul ideal, avand parametrii procesului determinati. in ipoteza ca
factorul de proportionalitate k este cunoscut apriori, se determinad parametrii de acord in
structura PI-P si PI-PD utilizand relatii in functie de parametrii procesului. Se evidentiaza
faptul ca structura PI-PD fumnizeazi o conducere mai buna decat structura PI-D si
incomparabil mai buna decat metoda lui Park si colaboratorii. dupa cum rezulta din ¢raficele

cu functiile indiciale prezentate anterior.

Ry
i
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W
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2.6.7. Identificarea armonica numerica

In esenti aceasti metoda este o transpunere in domeniul digital al metodei de
identificare cu transferometrul. metodd prezentata mai inainte si care este de facturd
analogicd. Dupd cum s-a ardtat in paragraful precedent. experimentul cu releu determind
frecventa la unghiul -m si aceastd informatie este suficientd pentru a determina parametrii de
acord ai unui regulator PID, care sa asigure performante statice si dinamice. [133]. [136],
[137].

Totusi, experimentul cu releu nu asigurd estimiri curate in toate imprejuririle la
determinarea fazei de intersectie, principalele cauze fiind: a) utilizarea metodei functiei de
descriere a releului: b) prezenta perturbatiilor furnizate de sarcind c¢) prezenta perturbatiilor in
raspunsul de la iesire al sistemului. Ca urmare. s-au efectuat eforturi pentru a inlatura aceste
deficiente. utilizind un generator de semnale armonice de frecventd variabild si realizand
structuri care sd imbunétateasca precizia in prezenta perturbatiilor.

O alternativa la metoda releului o constituie abordarea bazatd pe conceptul de bucla
inchisd de fazd. metoda prezentatd in figura 2.41. in varianta analogica constand dintr-un

ref

sistem la care este faza de referinta ¢™' . dupa comparator eroarea fiind ¢° (1) = 0™ (1) - @(t).

Urmeazd un bloc integrator care asigura ca faza de referintd este momentan atinsi. iar
multiplicatorul satisface la iesire conditia:

vy (t) = sin (wt). cos (wt +@) = sin (2wt +@) - sine. (2.215)

Acest semnal este filtrat prin blocul Sg. dupa care urmeaza operatia de inversiune [NV,

pentru evaluarea tazei 0 la pulsatia o (prin operatia "arc sin c.").

vt
caf e v wlt) volt) “ . \
. i & vco 3 sinl.it — X >F INV =

7
integrator multipuer
wit)

vyit)

i
i
|

| oescass |

Fig.2.41. Indentificatorul "bucla inchisa de faza" varianta analogica.

O reconsiderare a conceptului de circuit analogic conduce la adoptarea unui circuit de
identificare digital. cu bucla inchisa, utilizind un comparator de intrare pentru faza. respectiv
pentru modul, un bloc integrator digital, un generator armonic numeric si de semnal. atasate la

procesul care trebuie identificat si condus (figura 2.42).
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- muitictier | E"
; dizis digitel - sizrch i )
\‘/ integrator oscilicter = pracasser ; :
-

) 5amn u systam —9 |
raterance [
Fig. 2.42. Schema identificatorului numeric. Fig. 2.43. Schema procesului de analiza a

zgomotului
Analizorul de proces contine o structurd interna care consta dintr-un sistem de testare
armonic, care utilizeaza tehnica "max-min". pentru a extrage faza si modulul. precum si o
structura externd. prin bucla inchisa, de la iesire spre intrare (fig. 2.43) pentru ca ansamblul si
convearga la faza sau modulul dorit.
Pentru cazul estimdrii fazei @, dacid estimatia se face la un moment 1 <e<. sistemul

furnizeaza faza @y - . care evident este afectatd de perturbatia Sy .

a. Programul pentru identificarea fazei @, Daca se considerd un zgomot necorelat. cu

1

valoare medie nuld E {qy} = 0 si dispersie o°, avind eroarea @ = ¢, - @x- . in blocul
integrator, la pasul urmator vi.; = vi - @ . semnalul integrat actioneaza oscilatorul care
furnizeaza frecventa wy - Kyeo.Vi , In care vco = Voltage-Controlled-Oscilator). In continuare
acest semnal intrd in procesorul digital Ops. care furnizeaza faza ¢, -, care la rindul ei este

influentatd de zgomotul extern (t). producand faza modificatd @y ; " = @y - + Z,. Rezulta:

W+ = W + cho ((pr - Ox). (2:16)
Solutia acestei ecuatii este notata cu w-. care satisface conditia @y (-, - o

Relatia de convergenta are expresia:
O - O+ = @ - 0 - Kveo (§r - Ok - ) + Kveoly = (- - ax) - Kveonk - (0 - 00+ Kveodi. (2.217)
unde Niz = [1- (Px; - 9]/ (r - O

Aplicand teorema valorii medii

Or - Ok = §' (-)(@- - @), CU Oy < (- < - se obtine:

- - Wk = L(@- - ax) + Kyeobk 5 L = 1 - Kveonk > (¢ - 01) - 0'(034). (2.218)

Prin mediere de la j=0 la treapta curenta k , din relatia de mai sus se obtine:

k ko_k
@ o =[ [L,( 0. —w))+ Koo DA LIE,. (2.219)
J=0 j=0 i=j+I
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O conditie eficientd pentru convergenta cste |Lj l< 1. pentru orice j > jumin . in produsul

k
H L, se micsoreazi. diminuand astfel contributia perturbatiilor trecute la evaluarea pulsatici
I=)+1

Pentru activarea procesului de convergenta unde terminarea fazci O,=®p () s¢
utilizeaza o filtratie Kalman in care functia @pigiax . ki + 1) = o(ki+1) + S (ki +1) in care
zgomotul procesului interior are valoare medie teoretica nuld E{ &, }=0 si varianta R, .
Implementarea filtrului Kalman presupune urmatoarele trepte [24]. [120]:

Pas 1. Se initializeaza k; =0 ; d(k;) =0 : P(k;) =0.

P(k,)
(P(k, )+ R(k, +1))

Pas 2. Se calculeaza factorul de proportionalitate K, _, =

I' { 2rgiColiay X
! CT - o7 S brm - - - B !
! ricentifier cne zanlifiar twss ﬁ
J \ :
————————————— - - - - - - - - " = --- - """ -"—-"=-"=-"=-"=-"-"="=-"="=-"-"=-"=- =~/ ===/ 7
! N . - !
! G5ty ? AT S
} " B —_— —_—
AT [ e ~ — 0 ,
D= . —
———-——/:\__1 Jigiizs ._.! Nise LN X __...3_.' folloRR SoR NN N ::{ ;:::l ,
NG B 3 _ i | .
| i L S oo
! \ - P
{ ‘ “’1 1'“4():’ lJ: -« ; :
I ' |
B . ' ' | l
[ | A ——
5 ; S ]
' cse2

Fig.2.44. Identificarea in bucla inchisa in cazul regulator necunoscut. proces

necunoscut.  (Dupd Crowe si Johanson, 2000 moditicat, [53]).
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Contributii Ly identificarea on-line a sistemelor utilizand serti temporale = Teza de doctorat

Pas 3. Se evalueaza faza estimata @, (k, +1)=4, (k,)+ K, ., ((D,,,(,. (w, .k, +1)—0, (k, ))

P(k )-R(k, +1)
(P(k,)+R(k +1))

Pas 4. Se determina varianta estimata: P(k, +1)=

Pas 5. Se reactualizeaza indicele de iteratie ki = k; + 1.

Pas 6. Se testeazd dacd faza estimatd converge si dacd nu. se revine la pasul 2.

END.

In acest algoritm existd si doi parametrii de acord: P este varianta erorii

0°(t)=0 (r)-0(r). cand aceasta se initializeaza. indica incertitudinea asociata cu valoarea

estimata curenta 0(0). R(k;) este varianta masurarii zgomotului g . astfel dacd z<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>